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Ïðåäèñëîâèå

� ������	

 ��
� ����
 �����
 �
����
���
 ��
���
 ��-
�
�
��� � ��
���
 ������� �� ���������
��� ��
������,
����
��� ��� ������
����� ��
���������
�, �������� ������
�
���� ��������	, �
���	����	 � ��
������	. �����
 ������

��
�������
� �������� ���� ��� �������	
��	����� �����-
�����	�� ������ �
����
���� ��
���� ���
�
���. !�������
����

���
 ��
������� � ���������
 ��"
�
��, � ������

�����
�� ����� «#���
� �������», «#���
� ���	��	����
������».

$�����
 ��
�������
 �������, ��������
 � ������
��

� �
���� �����������, ��������� �� �
���������� ����
-
��� � ������ �
����
���� ��
���� ���
�
���� «%���� 
����-
�� ������
���». !�
���� �������, �������	�� � ���������
&��
 ��	�
 ����"
��� 
������ ������
���, ��� ����
����
�
����������.

$�����
 ������
 � ����
 ��
�
�� ������ � ����
��� ���-
����
���� ��
�"�
�, ������
 � ���������
��� � ����
��


��
� �������� ������
 ���
�
��
.

'�� ��������� ������� ����� ���
���� ����
������, ���
���������� «(��������
��
 ��
������», «)
���� ���������
� ������������» ������������ � ���
 ��������, �
�� ���-
������
 �
��, ���
�
��
�
 ��
��&���� �
��
�� ����� �
�������� ����������.

!�������, ��� ���
����
 �
� ��
��������� ����
��� ���
��������
������ ����
���, � ������� ��"��
 �
��
���
���

����"
��
 ����������
��� ���
��� � �������� �
�
��-

. � �����"
��� ���������� ��
 �
�������
 ��� ����
���
���������
 ��
�����.

*���� ����"�
� ����
���� ������������� �
�
��
���:
������� &�����-��
����
���� ����, ���&
����� +.�. ����-
�
����, ������� &�����-��
����
���� ����, ���&
�����
/.0. (����������� � ��������� �
����
���� ����, ���
���
*.1. 2
���, �����
���� ���������� �������� � ��
�����
��� �
���� ��
����� � ��
���"
���, ������
 ������������-
�� ��	
���
���� �����
��� ���
�"���� �������. )��"

������� ������������� �.(. *�������� �� ������� ���	�
��� ���������
 �������� � �
����.

�����



4

Ââåäåíèå

#������
 �
����� ��������� �������
� �
�
� ��"
�
���
����
 ������, ��������
 � �����
��
 �
�
"����� � �����-
�
������ ���� ��� ���"
��� �� ��
�����
�����. #
�
��

����� ����� ��
��
� ������ ������� �����
�
�
��� �����"
-
��� � 3�

���� �����������, � ���"
 ����"����� ��������-
����� ��������� ��
����� �� ��
�
�� ���������. /�� �����-
�� �
����
����
��� ������� � �
����� ��������� � �������-
�����.

���
�� ��
����	� — �����, ������	�� �����"
��� � �
&��-
���� � ������� �
��� ������������ &���, ��������	�
 ���
�
�����
 ��
���� ��� � ��
�����"
���, ��� �����"
��� �
��
����
 �
 ��
������ ��
�
�� ������������������. 4��-
��� ���������
��� ��
������ �
 ��������� ������� �����
-
�
�
��
 �����"
��� � �
&������ � ����� �� ����
�������
��� ����
������� �������, ��
�"�
� � ���
������ � �������-
�, �����, ����� ������ ����� ������ ������� � ������, ��-
������ �
� � ��. ��
 3�� ������� �
������ 
����� �
����
��������� � ������������. 5��
 ����, �
���� ��������� ���-
����
� ��
���� �������� � ���
������ 
����� ���������
-
��� ��
������ ��� �
�
��� �������
���� �����.

6�"�� ��
����, ��� � ����� � ����"�
��
 
�������,
�������
 ����� ������
� ���������
��� 
���� �
����
��������� ����
�
��� ���������� �������� ��� ����
��� 3�
-

���� ����������� � �
���
� ����.

7����� �������� �
���� ��������� ������� � �
��� &���-
������� ��
��� 5���, 7���
, '�������, ������
 �
���� ��-
������ ��	�
 ��&&
�
��������
 �����
��� 3��� �
����.
$������ ����� � �������
��
 � �������
 �
���� ���������
��
� (
�-�
���, ��
���"����� �������, �������� �������
���"��
 ��������
 ������� �"�� ��
���� ���

 �������,
������
��� 3������
�����.

$�����
 ��
����
���
 ��������� �����
��� � �
�
���
����� �
���� ��������� �������
��� ��
� ������� ��
���-
��� � 
�������: 8�
, /��
��, 5����
����, 8���, %��������-
�����, 8
������, 8�����"�, $������, 5������, )���
���,
'�������� � ����� ������.

'��
�
��
 �
���� &������ ����
������ �
�

�����
��� �
�
��� ����� �
���� ��������� ��
���"
��
1.�. 5�������. /��� 
��� ���"
 ��� ������ � ������
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7.0. 6���
�������. )
���� ����
�� �������
���� ��
�"�
� �
������
� ����������� �.9. �������.

� �
���� ��������� � ������� ������������ �
 "
 �����
-
��, ��� � � ���������
��� ��
������, �� ��� ������������-
�� ��� ������
 — ��� ����	
��� ��������, ��� 3�� �������
���
����, ��� ������ �� ��
�
��� �����
� �����
�� �
�����-
�
���� ����
� �� �
������� ����
��. )��, ��� ������ ������� �
���
���
 �����
� �������� �����
�� ����� �����
�, ���-
�����	�� ���������� ���
���� ����� ��
�
��� ������-
��� �����"
��� ��� �����
 �� ���	��
 ���������. '�� ���-
�
�
 ������� ���� � ���
���
 �����
� 3�� �����
�� �
 ���
��-
�, ��� ��� �����
�
�
��
 �����"
��� �� ���	��
 �
��� ����-
��
��� �� ���
����� ������.

'��
���
���� � ��
����� ������
��� �����
�� �
���������� ����
��� �������� �
��, �.
. ��
���� ����������-

��� ��� �������� ��
��, �
��
����� ��������	�� �
�� ��;

�
�� �
� ������ � ��������. (�
�� �����
��� ��
�����-���
���-
������� ���������� � ����������, �
�	
� ��������, �����-
����
 � ������� ��
�����. ������� �����"
��� (�"�-
���) ������� ��
�������
� ����� ��������� ����� �����,
����
�
���� �� ������ ���������.

(����
���, ��� ����
 ������ ��
��
� �������� �
�� �����-
���� �������������
� ���� �
������������ &��� � ���
��;
�� ��
�
�� ������������������ σn �������
��� ����� 1��� �
���
���� ���������� 
"�� �����"
���� σ � �
&������-
� ε; �
&������ � ������ �
�� �������� ����, ��3��� ���
�
�����
 ��
���� �������� ���
�� �
�� ��
������ �
���-
���
����.

'
�����������
 ��������
 �
�� �����
��� ����, ��� ���
���������� ��
���� �������� � �
 ����������� �����
 �����-
"
���. /�� ��������
 ������
��� ���������� ������	�� �
-
��. '�����
 
��
���
����� ��������� �������
� �� �������
-
��� �����
���
 ���� ������
������ 
"�� ��������, ��
��
-
�����	�
 �
��������� ��
����� �
��. )
���� ��������� ������-
����
� ������ ��������
����
 �����
���
 ���� (�����"
���),
��������	�
 ��� �
�����
 ��
���� ����
������.

'������
 �����
�� �������� ��
�� �������
� ��� �
�
-
��� ����� ������������ �
&������ � �
�

	
��� ���
�
��� �
��
�����
 &������ ��������� � ������������ 
����
��
����
����� �������. 
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'�� ����
����� �����
 �����"
���� �
���
� � �������� ��-
���
���� �
�
����� �

� 
��� ���
��
, ������
�
 ��
��-
������, �������	

 ��
�
��
 �
&������ � �����"
��� ��
��

��, ��� ����� ���"�� ��������, �������	
� ������-
��� ������ �����������.

#������
 �
���� ������������ � �
���� ������
��� �����-
���� �������� ����
���
 ��
� � ��
�� �������
���� �������
��
����� � ��

��.

(��"
��
 �
�� �

� ��������
����
 ����
��
 ��� �����-
������� � �
�������������
���� ����, ��
���	�� �������
������ 3�
���� �� �� �
�
���"
��
 � ����
��
 3�����������.

%��� �� ������

 �����
������� ��������������� �
�
-
���, ��������	�� ������� ��
�����
����� ��� ������
���
��������� � "
������� �����������, ����
��� ���
�
��

�������
���� 3�

���� — ��
�"�
�, ������
�.

#���
�� �������
���� 3�

���� ����������� � ������
«(��������
��
 ��
������» ��� ����
 �
 ���������, ��� ��
��� ��������� �
������� �����, ��� ���� �
���������� ���
�������
����� ���
�
���.

7������ � �
�
���� XX �. ������
 �������
 �������� ��-
��
 �������
��
 � ����
 � ���������, ������
�
 
�������
������
���.

(���

���� ��"
�
�, ��
����������	���� � ����� ��-
����� �
�����, ���"
� �
��� ��
��������� � �
�� ������
���
�����
���� ����
� 3�

��� ����������� � ��
	����, � ���"

��
������� 

 �����������
��
 � �����
 �����
���.
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�������� �������!" ����!! �#��$���!

1.1. ���%�
 ���
�&����. ��
�'������ ���
�&���� 
�� ���(�')��, �
��%*���� ��)�������� 

) )��
'���	��� ����

#������� �
��, ������	

�� � ������
��� ��� �
�����

������������ ����
� ���. ���
�� � �
������� ����
 �
�-
���
��� ������� �
�
����, ������
����� ���������-
�� ���������, 3�

������� ��;
 � ���
 �������������
������
�
���
�� � �
���� ������ dx, dy, dz  (���. 1.1). �
�-
����
 ������
���� ����� �
�� �� ���
�
���� ������
�
��-
�
� ���
� ����"����� �����"
����. %������� ������-
��
 � �����
����
 �����"
��� �� ������ 3�

��� �
�
�

'��
 ����
� �������
��� �����"
��� �� ����� �����-
����
��� ��
������, � ����� �����"
��� — �������� �������,
�������� � �
���� ��������� � ������������. 7�������

�����"
���, �������	�
 �����"
��
 ��
�����, ���������
����"��
�����, � �����"
���, �������	�
 �"���

��
�����, — �������
�����. 9� ����"��
����
 �������
���
�����
����� �����"
��� ���������� ����"��
����
 ��-

.,  ,  ,  ,  ,  x y z xy yz zxσ σ σ τ τ τ

���. 1.1
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�����
��� ������������ ��
�, 
��� ��
���� ������ � ���-
	���
 �������
� � ����"��
���� �������
��
 �����
�����-
�	
� ��� ���������. @��� ��
���� ������ � ���	���
 ��-
�����
�� �����������"�� ����"��
����� �������
��� ���
���������, �� ����"��
����
 �����
����
 �����"
��� ��-
�����
�� �����������"�� ����"��
���� �������
��� ��-
���
������	�� ��
� ���������.

7� ���. 1.1 �������
�� �����
��� �����"
��� �� ���-
��� 3�

���, ����
 ��
 �����"
��� ������"
�� ����"�-
�
�����.

7����"
���, ��� � ���
��������
 ����, ����"����� �

7/�2, 6'�; ����
�����
���
 ���� — � 7, �7; ��;
��


(������
 ��������) — � 7/�3.
0� ���. 1.1. �����, ��� �����"
���
 ��������
 � ����
 ���
-

�
��
��� �
����� �����
���� �����"
��� (��
� ������-
��� � �
���� �����
�����), �
������	�� � ��
� ������
�
��
����������� ���	�����, �������	�� �
�
� ����������-

�� �����. �
���� �����
���� �����"
��� �������� �
����
�����"
��� ������� �����, ������
�� �����
� ����

 (1.1)

�
���������
 ������� �
����� ��
��������� ����� ������-
���	�
 ������� �����"
��� � ��"��� ������������ �������-
��. 1������������
 ������ ���������� �����
���� �����-
"
���, �������
���� ������
���� ��"��� ������������ ���
x, y, z.

� ����
 «(��������
��
 ��
������» ��������� �����
�������� �����
����� �����"
���, ������������	�� ��
�����
 ���
�����:  /��� �����
�����
���� ��� ��
� ���
� �����"
����� �
��, �
�������
�� ������� ��
����� � ���� �����"
���� ��������. )���
������, �����"
���
 ��������
 � ����
 ���
�
��
��� ����-
�� �
���� �����
���� �����"
���, � �
���� �����"
-
��� ������
� �������� ��
����, ��� ��� �����
���,
�������"
���
 ��
������ �������
���� ������� �����-
����, �������	
� �
�
� ��������
 �����"
���, �����

.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

�
σ

σ τ τ⎛ ⎞
⎜ ⎟

= τ σ τ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟τ τ σ⎝ ⎠

;  ;  .xy yx yz zy zx xzτ = τ τ = τ τ = τ

;  ;  .xy yx xz zx yz zyτ = τ τ = τ τ = τ
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7
������� ��
����, ��� ��� ��
�
 ����
� ���������
�����
��� �
����� ��
������, �� �� �
���� ����
��� �
��-

���.

9��� �
������ �����
���� � ��
� ������ �
��
�����-
������ ���	�����, �"�� ���
�
���� �����"
��� � �����
���	���
, ����
�
���� �
�
� ����������
�� �����
(���. 1.2).

%������� �����
 �����"
��
 �� ���	���
 �
�
� �, � 
��
���
���� �� ��� ��������� x, y, z �
�
� px, py, pz. 

5�� ���
����, �����
��
 ���	��� ����� ����� � ������-
��� ���	���
 �����

    

��
 l, m, n — ���������	�
 �������� ������ n � ���������
���	���
.

)����   

'��
������ �� ��� x, y, z ��
 ����, �
������	�
 �� �
���-
3��, ������


���. 1.2

;xdA
l

dA
= ;

ydA
m

dA
= ,zdA

n
dA

=

;xdA dA l= ⋅ ;ydA dA m= ⋅ .zdA dA n= ⋅
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(1.2)

%��
�
��� ���
���� px, py, pz, ����
 �����
 �����"
��
,
�
������	

 �� ��������� ���	���
:

(1.3)
7�������
 �����"
��
 �� ���	���
 ������, ����
����-

��� px, py, pz �� ������ � ���	���
:

(1.4)

5����
����
 �����"
��
 �� ���	���
 ���
�
����� �� &����


(1.5)
� ��"��� ����
 �����"
����� �
�� ��
��� ��	
������ ���

������ �
��
����������
 ���	����, �� ������� �����
��-
��
 �����"
��� ����� ����. )���
 ���	���� ����������
�
����	, � ��������
 �����"
��� �� 3��� ���	����� — �
��-
��	 ������	��	.

%��
�
�� �
������ ������� �����"
��� �� ����
���
�
��� �����
�� �
����� �����"
��� � ������������ ����
-

 ��������� x, y, z (���. 1.3).

;

;

.

x x yx zx

y xy y zy

z xz yz z

� l m n

� l m n

� l m n

= σ ⋅ + τ ⋅ + τ ⋅

= τ ⋅ + σ ⋅ + τ ⋅

= τ ⋅ + τ ⋅ + σ ⋅

2 2 2 .x y zp p p p= + +

 

2 2 2

2( ).

n x y z x y z

xy yz xz

p l p m p n l m n

l m m n l n

σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = σ ⋅ + σ ⋅ + σ ⋅ +

+ τ ⋅ + τ ⋅ + τ ⋅

2 2 .n npτ = − σ

���. 1.3
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)�� ��� ���	���� abc �������, �� ������
 �����"
��
 σ ��-
�
� �������
�� �� ������ n. '��
������ σ �� �����������

���, ������
 ���������	�
 �������� �����"
���, �������
�-
��
 ������
���� ����������� ��� x, y, z:

      

��
 l, m, n — ���������	�
 �������� ������ n.
'��
������ �� ��� x, y, z ��
 ����, �
������	�
 �� 3�

��,

� �������� ����
��� Xn, Yn, Zn, ������


'���
 �����	
��� �� dA ���
 �
��

 (1.6)

0� ��������
���� �
�
����

(1.7)

9����
 �����
��� (1.6) � ���


(1.8)

����"
��� (1.8) ��
��������� ����� ����
� ���
���� ��-
�������� �����
��� �������
���� ���������	�� ���������
������ n. )�� ��� �������� (1.7) l, m, n ������

��� �
 ����
��������� ����, �� ��� ���� ����� ����
� �����
��� ������
��� ��������� (���� �� ��� ������) �
���
��
 �
�
��
, �
��-
�����, ����� ���
�
���
��, �������
���� �� ��3&&���
����
�����
��� (1.8), ��� ���
� ����:

;nX l= σ ⋅ ;nY m= σ ⋅ ,nZ n= σ ⋅

0;x yx zxl dA dA l dA m dA nσ ⋅ ⋅ − σ ⋅ ⋅ − τ ⋅ ⋅ − τ ⋅ ⋅ =

0;y xy zym dA dA m dA l dA nτσ ⋅ ⋅ − σ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − τ ⋅ ⋅ =

0.z xz yzn dA dA n dA l dA mσ ⋅ ⋅ − σ ⋅ ⋅ − τ ⋅ ⋅ − τ ⋅ ⋅ =

0;x yx zxl l m nσ ⋅ = σ ⋅ + τ ⋅ + τ ⋅ =

0;y xy zym m l nτσ ⋅ = σ ⋅ + τ ⋅ + ⋅ =

0.z xz yzn n l mσ ⋅σ ⋅ = ⋅ + τ + τ ⋅ =

2 2 2 1.l m n+ + =

( ) 0;

( ) 0;

( ) 0.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

l m n

l m n

l m n

σ − σ ⋅ + τ ⋅ + τ ⋅ =

τ ⋅ + σ − σ ⋅ + τ ⋅ =

τ ⋅ + τ ⋅ + σ − σ ⋅ =
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(1.9)

#�������� ���
�
���
��, ������
 ������
������
���

�����
��
 �������
���� �������� �����"
��� σ:

(1.10)

'���
 �
�
��"
��� � ����������� ��
��� �� ��
�
�� σ
������ �����
���
 �����
��
 (��� ������
�
 ������� ����-
�	�):

(1.11)

��
 

(1.12)

#
�
��
 �����
��� (1.11) ��
� ��� �
	
���
���� �����:

, ������
 �
 ������� �� ����"
��� ������������
��
� � ���������� �
����	 ������	��	. 1�����
 �����"
-
��� ������������ � ��
�� ������ ��
���	� ������:

5�3&&���
��� �����
��� (1.11), ��� � ������
 �����"
-
���, ���
�
������ ������
�� �����"
����� ��������� � �

������� �� ������ ��
� ���������, �.
. �������� �����������
�
����� �����"
���. ����"
��� ����������� �
����� �����-
"
��� �
�
� ������
 �����"
��� �
�� ���:

( )

( ) 0.

( )

x yx zx

xy y zy

xz yz z

σ − σ τ τ

τ σ − σ τ =

τ τ σ − σ

2 2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) 0.

x y z xy yz zx

xz yx zy y xz x zy

z yx

−σ − σ ⋅ σ σ ⋅ σ − σ + τ ⋅ τ ⋅ τ +

+ τ ⋅ τ ⋅ τ − σ − σ τ − σ − σ ⋅ τ −

− σ − σ ⋅ τ =

3 2
1 2 3( ) ( ) ( ) 0,J T J T J T

σ σ σ
σ − ⋅σ + ⋅σ − =

1( ) ;x y zJ T
σ

= σ + σ + σ

2 2 2
2( ) ;x y y z z x xy zy xzJ T

σ
= σ ⋅σ + σ ⋅σ + σ ⋅σ − τ − τ − τ

2 2 2
3( ) 2 .x y z x zy y xz z yx yx zy xzJ T

σ
= σ ⋅σ ⋅σ − σ ⋅ τ − σ ⋅ τ − σ ⋅ τ + τ ⋅ τ ⋅ τ

1 2 3,  ,  σ σ σ

1 2 3.σ > σ > σ

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

( ) ;

( ) ;

( ) .

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ

= σ ⋅σ + σ ⋅σ + σ ⋅σ

= σ ⋅σ ⋅σ
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5�3&&���
��� , ,  �����
����
���

���������� �
���, �����, ��
��� ����������� �����-
"
����� ���������.

'���"
��
 ������� ���	���� �������
���� ������������
��
� ��������� x, y, z ���
�
��
��� ���������	�� ��������-
� �����
� � ������ ���	����.

7��������	�
 �������� �����
� � ������ ���	����
����
, ��������� ����
� �����
��� (1.8), ������� �����

� ���


(1.13)

#
��� ����
� �� ���� ����� �����
���, ������ ����-
�
��


 (1.14)

��� ����
��� ������
��� �
�����  �"�� ��������-

���� ��
��
 �����
��
 ����
� (1.13). '�
������ �����
��

(1.7) � ���


(1.15)

'�������� � (1.15) ����
��� l/n � m/n �� (1.14), ����
 n:

(1.16)

��
 l/n = a;  m/n = b.
7��������	�
 �������� l  � m  ����� ��
���	��:

  

1( )J T
σ 2( )J T

σ 3( )J T
σ

( ) 0;

( ) 0;

( ) 0.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

l m

n n

l m

n n

l m

n n

σ − σ ⋅ + τ + τ =

τ + σ − σ ⋅ + τ =

τ + τ + σ − σ =

2

( )
;

( )( )

y zx xy zy

xy x y

l

n

σ − σ ⋅ τ − τ ⋅ τ

=

τ − σ − σ σ − σ

2

( )
.

( )( )

x zy zx xy

xy x y

m

n

σ − σ ⋅ τ − τ ⋅ τ

=

τ − σ − σ σ − σ

;  
l m

n n

2 2

2

1
1 .

l m

n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

1
,

1
n

a b
=

+ +

;l a n= ⋅ .m b n= ⋅
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L���� ���
�
���� ���������	�
 �������� l1, m1, n1 ���-

���  � ������� ���	���
 � ������ �����"
��
 σ1, ��"-

�� ���������� � �����
��� (1.13—1.16) �
���� ���
�� σ = σ1.

*��������� ���
�
������ ���������	�
 ��������  l2, m2,

n2 � l3, m3, n3 �����
�  �  � ��� �������� ������ ���-

	����.
0��������� �����"
����� ��������� �"�� ��
��������

�
�
� ������
 �����"
���, ���
���� �����������
 �������-
�� � ������� ���	����� (���. 1.4), ��� ����������� �����-
��� �����
����� �����"
��� � &������ (1.12), ������ ��-
��. '�
������
��
 ����������� �
�
� ������
 �����"
���
����	�
� ������
��
 ��������� � �����
����� �����"
���
� ���	���
, ����������� ������
���� � ������ ���	����.

7� ���. 1.4 p — �����
 �����"
��
 �� ��������� ���	���
;
X, Y, Z — ���������	�
 ������� �����"
���, ������
����
 ��-
��������� ���. (������� (1.12), ���������� �
����� �����-
"
���, ����"
���
 �
�
� ������
 �����"
��� σ1, σ2, σ3, ��-

������� � ���


(1.17)

4����� (1.17) �"�� ������������ ��� �������� �������-
����� ����"�
��� ����
� �����
����� �����
��� (1.11), ���
��� ���������� ���"�� ���������� ����������, �
�������

*
1n

*
2n *

3n

���. 1.4

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

( ) ;

( ) ;

( ) .

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ

= σ σ + σ σ + σ σ

= σ ⋅σ ⋅σ
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�� ������ ��
� ���������. (��������	�
 X, Y, Z, ��������
(1.2), ����� �����

(1.18)

0� (1.18) ����
 ���������	�
 ��������:

(1.19)

'�������� (1.19) � (1.7), ������

(1.20)

����"
��
 (1.20) ��
�������
� ����� �����
��
 3�������-
�� � �������� σ1, σ2, σ3, ������� ������
��� �

	���	��� �-
�����	� ��� �

	���	��� ���� (���. 1.5).

� ������������ ����

 X, Y, Z ���
������� 3���������
��
�������
� ����� �
�
����
���
 
��� ������ �
������
������ �����"
���, ��������	�� �� ���	����� ��	
�� ��-
��"
���.

0� ���. 1.5 ��
��
�, ��� ������
 �����"
��
 σ1  ����
���

���������, � ������
 �����"
��
 σ3 — ���
���� �� ��
�

����
��� �����"
��� �� ���	�����, �������	�� �
�
� ���-
�������
�� �����.

� ����
 «(��������
��
 ��
������» ��������
���, ��� ���
������ �����"
��� ��������� ���������
 �����
����
 ��-
���"
��� ����� ������������ ������� �����"
��� � �
�����-
�� � ���	�����, �������	�� ���� 45° � ������� ���	����-
�. '�� ��;
�� �����"
��� ��������� ���������
 ����-
�
����
 �����"
��� � �

����
 ���	����, ������
�����
������ ��� x, y, z, �����
����
��� �����

      

1 ;X l= σ 2 ;Y m= σ 3 .Z n= σ

1/ ;l X= σ 2 ;/m Y= σ 3./n Z= σ

2 2 2
1 2 3( / ) ( / ) ( / ) 1.X Y Zσ + σ + σ =

���. 1.5

2 3
max ;

2x

σ − σ

τ =
1 3

max ;
2y

σ − σ

τ =
1 2

max .
2z

σ − σ

τ =
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)�� ��� ��� ��;
���� �����"
����� ��������� �������,
��� σ1 ����
��� ��������� � ���
�����
��� ����
 �����-
"
��
, � σ3 — ���
����, �� ��������

 �����
����

�����"
��
 ���
� ����� ������������ ��������
�� σ1 � ���-

���
�� σ3 ����
��� ������� �����"
���:

(1.21)

%�� ���
� �
��������� � ���	���
, �������"
���� ��� ��-
�� 45° � ���	����, �� ������� �
������� ��������

 σ1 �
���
���

 σ3 ������
 �����"
��� (���. 1.6).

@��� ��
��� ���������  �����
����� �����
��� ��-
���
� �� ����, �� ��
 ��� ������� �����"
��� σ1, σ2, σ3 �
 ���-
�� ����. )���
 �����"
���
 ��������
 ������
��� �������
��� ���!����. '�� ��;
�� �����"
��� ��������� 3����-
���� �����"
��� �
 �

� �� ����� ���	����, ��������� ��
�����"
���. 5���� ��
 ��� ������� �����"
��� ����� 
"��
�����: σ1 = σ2 = σ3 = σ, 3�������� �����"
��� ����	�
��� �
��� � ��
 ���	����, �������	�
 �
�
� �����, ����� �������
(�����
�, ��� ��
�������
 �����"
��� ��� �"����).

@��� ��
��� ��������� , �� ���� ������
 �����-
"
��
 ����� ����. � 3�� �����
 �����"
���
 ��������
 ��-
����
��� �
���	� ��� ���!���� (���. 1.7).

��� �����"
���� ���������, ������"
���� �� ���. 1.7,
�
����� �����"
��� ��������� ��
���	� ������:

   

1 3
max .

2

σ − σ

τ =

���. 1.6

3( )J T
σ

3( ) 0J T
σ

=

;
x yx

xy y

T
σ

σ τ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

τ σ⎢ ⎥⎣ ⎦

,x zx

xz z

T
σ

σ τ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

τ σ⎣ ⎦
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� �����
���
 �����
��
 (1.11) ���
� ���

(1.22)

� ������ �����"
��� ��������� 3�������� 8�
 ��-
��	�
��� � 3����� �����"
���, �������"
���� � �
���-
������� ��� �������������� ����������. '�� ����� �����


 3����� �����"
��� ��
���	�
��� �

����.

@���  �  ����� ����, �� ��� ������� �����-

"
��� ����� ����. )���
 �����"
���
 ��������
 ������
���

	���� ��� �������. '�� ���
��� �����"
��� ������-
��� 3�������� �����"
��� �
�
����� � ���
��� �����, � ��-
���
���
 �����
��
 ���
� �
�� ���

(1.23)

8��
���
 �����"
���
 ��������
 �

� 
��� ��� ������-
��� �������� �� �����"
��
 � ��������� �������� ��������
�� �"���
; ��� �
�������� �����"
��� � �"���� �����
��
�"�
�.

1.2. ���
�&���� �� �)	�+'
�/��)�� ���(�')��

��"��
 ����
��
 � �����
��
 ��� ����������� ����
��
�
������������ �

� �����
����
 �����"
��
 �� ����3����
-
���� ���	�����, �����������
���� � ������ ���	����.
/�� �����"
��� ���������� �������	����	�	.

'���� ��� x, y, z — ������
. %���"� �� ������ ���������,
��������	
�� � ����������
�� ������ �� �������
���
��
� x, y, z, ���������
 ���
���, �
�
� ����� ������� ����
-

���. 1.7

2
1 2( ) ( ) 0.J T J T

σ σ

⎡ ⎤σ σ − ⋅ σ + =
⎣ ⎦

1 2 3( ;  0;  )σ = τ σ = σ = −τ

2( )J T
σ 3( )J T

σ

2
1( ) 0.J T

σ
σ σ − =⎡ ⎤⎣ ⎦



18

�
 ��������� (���. 1.8, �). � �����
��� ����3��
 ��
 �����
��������� ������
�� � ������ ��� �, ��
�����
����, ��-
�������	�
 �������� �����
� �� ��
 ����� �� �����

����� 
������� ��������
 � �����
����
 �����"
��� �� �����

� �
��� ������
 (���. 1.8, �). 1�����
 �����"
��� σ1, σ2, σ3
�������
�� ����� ��
� ���������.

)�� ��� , �� ��� ����� � �
��� ������
 ��-
����

(1.24)
(��������	�
 ������� �����"
��� �, ������
����
 ����-

������� ���, ���
�
������ ��
���	�� ����"
����
(���. 1.4, &����� 1.18).

(1.25)

'����
 �����"
��
 �� ����� ����3��� �����

(1.26)

)��� ������, ������� ������� �����"
��� �� ����3���-
�
���� ���	���
 �����
��� ��
��
� ����
��� ���������
������� �����"
���.

7�������
 �����"
��
 �� ����3����
���� ���	���
 ���-
�
, ����
�������� ���������	�
 ������� �����"
��� ��
������ n  � ���	���
:

1 / 3.l m n= = =

���. 1.8

2 2 2 1l m n+ + =

1/ 3.l m n= = =

1
1 ;

3
X l

σ

= σ ⋅ =
2

2 ;
3

Y m
σ

= σ ⋅ =
3

3 .
3

Z n
σ

= σ ⋅ =

2 2 2 2 2 3 2
1 2 3

1
( ).

3
p X Y Z= + + = σ + σ + σ
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(1.27)

������ ��������
 �����"
��
 �� ����3����
���� ���	���

�����
��� ��
��
� ��������� �����"
��� � ����������-

�� ����
.

5����
����
 �����"
��
 �� ����3����
���� ���	���
 ���-
�
 �� �����
���

(1.28)

���

(1.29)

'�
������ ����3����
���
 �����
����
 �����"
��
,
��������� ���������� �
����� �����"
���, ����"
���
 �
-
�
� �����
��� �����"
���, �
������	�� �� �
������� ���-
	�����:

���

(1.30)

7�������
 � �����
����
 �����"
��� �� ��
� ����� ���-
��� ����3��� ���������.

%���3����
���
 ��������
 �����"
��� �������� ��;
-
��� �
&������, � ����3����
���
 �����
����
 �����"
��� —
�
&������ &�����
�
��� � ����
 �
��.

2 2 2
��� 1 2 3

1 2 3
1

( ),
3

Xl Ym Zn l m nσ = + + = σ + σ + σ =

= σ + σ + σ

2 2 2 2 2 2 2
��� ��� 1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 1
( ) ( )

3 9

2
( ),

9

pτ = − σ = σ + σ + σ − σ + σ + σ =

= σ + σ + σ − σ σ − σ σ − σ σ

2 2 2
��� 1 2 2 3 3 1

1
( ) ( ) ( ) .

3
τ = σ − σ + σ − σ + σ − σ

2 2 2
��� 1 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
( ) 3 ( ) ( )

9 3

3( )

1
( ) ( ) ( ) 6( ) ;

9

x y z

x y y z z x xy yz zx

x y y z z x xy yz zx

J T J T
σ σ

⎡ ⎤ ⎡τ = − = σ + σ + σ −
⎣ ⎦ ⎣

⎤− σ σ + σ σ + σ σ − τ − τ − τ =
⎦

⎡ ⎤= σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ
⎣ ⎦

���

2 2 2 2 2 21
( ) ( ) ( ) 6( ).

3 x y y z z x xy yz zx

τ =

= σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ
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#
���
 1.1. ��� ��������� �����"
����� ���������
(���. 1.9) ���
�
���� ��������
 � �����
����
 �����"
-
��� �� ���	���
, ������ � ������� �

� ���������	�


�������� 

����: 

�����	�. '� &����
 (1.4) �������
 σn:

%��
�
��
 ���
���� �� ��� ��������� px, py, pz �������
�����"
���, �
������	
�� �� ��������� ���	���
, ������-
��� &����� (1.2):

�������
 �����
 �����"
��
 � �� &����
 (1.3):

�������
 �� (1.5) �����
����
 �����"
��
, �
������	


�� ��������� ���	���
:

#
���
 1.2. ��� ��������� �����"
����� ��������� ���
-
�
���� �
������ ������� �����"
��� (���. 1.10).

2 2 1
,  ,  .

3 3 3
l m n= − = =

70 6'�, 50 6'�, 30 6'�,x y z yzσ = σ = − σ = τ =

40 6'�, 10 6'�.zx= τ =

2 2 2

2 2 2

2( )

2 2 1
70 50 30

3 3 3

2 1 2 1
2 40 10 25,37 6'�.

3 3 3 3

n x y z xy yz xzl m n l m m n l nσ = σ ⋅ + σ ⋅ + σ ⋅ + τ ⋅ ⋅ + τ ⋅ ⋅ + τ ⋅ ⋅ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

2 1
70 10 43,4 6'�;

3 3

2 1
50 40 20 6'�;

3 3

2 2 1
10 40 30 30 6'�.

3 3 3

x

y

z

p

p

p

⎛ ⎞
= − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − ⋅ + ⋅ = −

⎛ ⎞
= − + ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2(43,4) ( 20) 30 56,4 6'�.p = + − + =

2 2 2 256,4 25,37 50,4 6'�.n npτ = − σ = − =
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����: 

�����	�. )�� ��� �������� ���. 1.10 �� ���� ����� 3�

���
�
 ����
��� �������, �� ��� ���
�
�
��� ������� �����"
���
�
������� ������������ &����� (1.11), ��
������
���� ��-
������ ���������� �����"
����� ���������:

'��������
 ����
��
 ����������� � �����
��
 (1.11), ��-
����
 �����
���
 �����
��
:

40 6'�, 20 6'�, 30 6'�, 10 6'�,x y z xyσ = σ = σ =− τ =

20 6'�, 30 6'�.xz zyτ = τ =

���. 1.10���. 1.9

1

2 2 2
2

2 2

2 2

2 2 2
3

2 2

( ) 40 20 30 30 6'�;

( )

40 20 20( 30) ( 30) 40 10 30

20 2400 (6'�) ;

( )

2 40 20( 30) 40 30 20 20

x y z

x y y z z x xy zy xz

x y z x zy y xz z yx

yx zy xz

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ = + − =

= σ ⋅σ + σ ⋅σ + σ ⋅σ − τ − τ − τ =

= ⋅ + − + − ⋅ − − −

− = −

= σ ⋅σ ⋅ σ − σ ⋅ τ − σ ⋅ τ − σ ⋅ τ +

+ τ ⋅ τ ⋅ τ = ⋅ − − ⋅ − ⋅
2

3

( 30) 10

2(10 30 20) 53 000 (6'�) .

− − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ = −

3 230 2400 53 000 0.σ − σ − σ + =
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'���"��* , ������ ���-

�
�
���
 �����
��
 � ���


��
 

�����

������� ����������� �����
���:

)�� ��� , �� ��
 ����� �����
��� �
������
����
 �
���
�
������ �� &�����:

��


������� R � ���� ϕ:

1
1 1

( ) 30 10
3 3

y J T y y
σ

σ = + = + ⋅ = +

3 0,y py q+ + =

2 2
2 1

1 1
( ) ( ) 2400 30 2700;

3 3
p J T J T

σ σ
= − = − − ⋅ = −

3 3
1 1 2 3

2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) 30

27 3 27

1
30 2400 53 000 27 000,

3

q J T J T J T J T
σ σ σ σ

= − + − = − −

− ⋅ + =

3 2700 27 000 0.y y− + =

3 2 3
6( 2700) 27 000

546 10 0.
27 4 27 4

p q
D

−

= + = + = − ⋅ <

0D <

1

2

3

2 cos ;
3

2
2 cos ;

3 3

4
2 cos ,

3 3

y R

y R

y R

ϕ
= −

ϕ π⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

ϕ π⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
3

sign ;  cos ;  2700;  27 000.
3 2

p q
R q p q

R
= ϕ = = =

3

2700 27 000
30;  cos 0,5;  60

3 2 30
R = = ϕ = = ϕ = °,

⋅

* "��#���, $.%. (��������� �� ��
����
 (��� ��"
�
��� � ���-
	���� ������) / 0.7. $�����
��, 5.*. (

���
�. 6., 1986. (. 146—147.
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�����

'
�
���� �� (y) � �����"
���, ������


0��� 

#
���
 1.3. ��� ��������� �����"
����� ��������� ���
-
�
���� ������
 �����"
��� �� �
�����
 � �������
���
(���. 1.11, �).

����: 

�����	�. 7����"
���
 ��������
 �

� ������� ���	��-
��, �
��
����������� ��� z. ��� ������
��� ������� �����-
"
��� ���������
�� &������ (1.22):

1

2

3

60
2 30cos 56,4;

3

2 30cos140 46;

2 30cos260 10,4.

y

y

y

°
= − ⋅ = −

= − ⋅ ° =

= − ⋅ ° =

1

2

3

46 10 56 6'�;

10,4 10 20,4 6'�;

56,4 10 46,4 6'�.

σ = + =

σ = + =

σ = − + = −

1 2 356 6'�,  20,4 6'�,  46,4 6'�.σ = σ = σ = −

75 6'�,  25 6'�,  43 6'�.x y xyσ = σ = τ =

���. 1.11

2
1 2( ) ( ) 0.J T J T

σ σ
σ − ⋅σ + =
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0��������� �����"
����� ��������� �����

'��������� ����
��� ����������� � �����
��
 (1.22), ����-
��
 ���������
 �����
��
, �� �������� ����
 ����
��� ����-
��� �����"
���:

)��� ������, �����"
���
 ��������
 ����
��� ���
�-
��.

1�����
 ���	���� ������������� � �

����
 ���	����,
������
����� ��� z. !��� �����
� � ������ ���	����
���
�
������ �� &����


  

)�� ��� , ����"
��
 ������ � ���	���
, �� ����-

��� �������
� , ���
�
��
��� ���� 
(���. 1.11, �).

#
���
 1.4. ��� ��������� �����"
����� ��������� ���
-
�
���� ��������
 � �����
����
 �����"
��� �� ���������
���	���
, ������ � ������� ������
� � ���� ��������� ����

 (���. 1.12).

����: 

�����	�. %������� �����
 �����"
��
 �� ���	���
 �
-
�
� p, � ���
���� 
�� �� ��� ��������� px, py, pz. 0�������� &��-
��� (1.2), ������ ���������	�
 px, py, pz:

1

2 2 2
2

( ) 75 25 100 6'�;

( ) 75 25 43 26 (6'�) .

x y

x y xy

J T

J T

σ

σ

= σ + σ = + =

= σ ⋅σ − τ = ⋅ − =

2

2

1

2 3

100 26 0;

50 50 26 50 50 6'�;
100 6'�;

0.

σ − σ + =

σ = ± − = ±

σ =

σ = σ =

( )
��.

2 2 43
tg2 1,72;

75 25

xy

x y

τ −

α = − = − =

σ − σ −

��.2 59,8 ;α = °
0��. 29,9 ;α = °

1��. 119,9 .α = °

x yσ > σ

max 1σ = σ 29,9α = °

50 ,  65 ,  50α = ° β = ° γ = °

70 6'�,  50 6'�,  40 6'�.x y zσ = σ = σ =

cos 50 70 0,642 45 6'�;

cos 65 50 0,423 21 6'�;

cos 50 40 0,642 25,7 6'�.

x x

y y

z z

p

p

p

= σ ⋅ ° = ⋅ =

= σ ⋅ ° = ⋅ =

= σ ⋅ ° = ⋅ =
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'����
 �����"
��
 �� ��������� ���	���
 �����

7�������
 �����"
��
 �� ���	���
 ����
, ����
�����-
��� px, py, pz �� ������:

5����
����
 �����"
��
 ������� �� &����
 (1.5):

#
���
 1.5. ��� �����"
����� ���������, � �������� ��

���������	�
 �����"
��� ����� 
"�� �����, ���
�
����
������
 �����"
��� (���. 1.13).

����: 

�����	�. ������� ���������� �����"
����� ���������:

���. 1.12 ���. 1.13

2 2 2 2 2 245 21 25,7 55,9 6'�.x y zp p p p= + + = + + =

 

cos 50 cos 65 cos 50

45 0,642 21 0,423 25,7 0,642 54,3 6'�.

n x y zp p pσ = ⋅ ° + ⋅ ° + ⋅ ° =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

2 2 2 255,9 54,3 13,3 6'�.n npτ = − σ = − =

55 6'�.x y z xy yz zxσ = σ = σ = τ = τ = τ =

1

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 3
3

( ) 55 55 55 165 6'�;

( )

55 55 55 55 55 55 0;

( ) 55 55 55 55 55 55 55 55 55 2 55 0.

x y z

x y y z z x xy zy zx

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ = + + =

= σ σ + σ σ + σ σ − τ − τ − τ =

= + + − − − =

= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =
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)��� ������, �������
 �����"
���
 ��������
 ��
�����-
��
� ����� ��������
 �����"
��
. (������� �����
��� (1.23)
���
 �
��

  

#
���
 1.6. ��� ��������� �����"
����� ��������� ���
-
�
���� ������
 � ����3����
���
 �����"
���, � ���"
 ����"
-
��
 ������� ���	���� (���. 1.14).

����: 

�����	�. 1�����
 �����"
��� ���
�
�� �� &����

(1.11), ��� �
�� ������� ���������� �����"
����� ��-
�������:

1 1( ) 165 6'�;J T
σ

σ = = 2 3 0.σ = σ =

60 6'�,  41 6'�,  20 6'�,  x y z xyσ = σ = σ = − τ =

30 6'�,  25 6'�, 10 6'�.yz zx= τ = τ = −

���. 1.14

1
2 2 2

2
2 2 2

2

2 2 2
3

2 2 2

( ) 60 41 20 81 6'�;

( )

60 41 41( 20) ( 20) 60 30 25 ( 10)

1185 6'� ;

( ) 2

60 41( 20) 60 25 41( 10) 20 30

x y z

x y y z z x xy zy xz

x y z x zy y xz z yx yx zy xz

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ = + − =

= σ σ + σ σ + σ σ − τ − τ − τ =

= ⋅ + − + − ⋅ − − − − =

= −

= σ σ σ − σ τ − σ τ − σ τ + τ τ τ =

= ⋅ − − ⋅ − − + ⋅

32 30 25( 10) 87 800 (6'�) .

+

+ ⋅ ⋅ − = −
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0���������  �  ������� �� ����. '�3���

�����"
���
 ��������
 ����
��� ��;
��.
5����
���
 �����
��
 ���
�

'��������� � �����
��
 , ������
 ���-

�
�
���
 �����
��
: 
��


������� ����������� ����
�
����� �����
���:

)�� ��� , �� ��
 ����� �����
��� �
������
����
.
7���
 ��������
����
 ����
��� R � ���� ϕ:

2( )J T
σ 3( )J T

σ

3 281 1185 87 800 0.σ − σ − σ + =

81
27

3
y yσ = + = +

3 3372 16 439 0,y y− + =

2 2
2 1

3
1 1 2 3

3

1 1
( ) ( ) 1185 81 3372;

3 3

2 1
( ) ( ) ( ) ( )

27 3

2 1
81 81 1185 87 800 16 439.

27 3

p J T J T

q J T J T J T J T

σ σ

σ σ σ σ

= − = − − = −

= − + − =

= − − ⋅ + =

3 2 3 2
73372 16 439

135 10 0.
27 4 27 4

p q
D = + = − + = − ⋅ <

0D <

3 3

1

2

3

3372
33,53;

3 3

16 439
cos 0,218;

2 2 33,53

77,4 ;

77,4
2 cos 2 33,53cos 60,37;

3 3

2 77,4
2 cos 2 33,53cos 120 55,46;

3 3 3

4 77,4
2 cos 2 33,53cos 240 4,91

3 3 3

p
R

q

R

y R

y R

y R

= = =

ϕ = = =
⋅

ϕ = °

ϕ
= − = − ⋅ = −

ϕ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ϕ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.
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%������
���� ���
 �
��

0���, 

'���
��� �
����� ������� �����"
��� �������, ������-

��� ���������� , ,  � ������� ����

 ��-

�������:

0���, ������
 �����"
��� ����
�� �
���.
%���3����
���
 �����"
���  �  ����
 �� &��-

��� (1.27) � (1.28):

%���3����
���
 ��������
 � �����
����
 �����"
���
��������� � ���	�����, �����������
���� � ��
 ������
���	����.

%��
�
�� ����"
��� ������� ���	����, ��� �
�� ��-
����� ���������	�
 �������� �����
� � ������ ���-
	����, ��������� �����
��� (1.8). ��� ���
�
�
��� ��-

�������	�� ��������� l1, m1, n1 ������  �������� �

�����
��
 (1.8) �
���� ���
�� σ1 � ��
������ ����
�

�����
��� � ���


1

2

3

55,46 27 82,46 6'�;

4,91 27 31,91 6'�;

60,37 27 33,37 6'�.

σ = + =

σ = + =

σ = − + = −

1 2 382,5 6'�;  31,9 6'�;  33,4 6'�.σ ≈ σ ≈ σ = −

1( )J T
σ 2( )J T

σ 3( )J T
σ

1( ) 82,5 31,9 33,4 81 6'�;J T
σ

= + − =

2 1 2 2 3 3 1

2

( ) 82,5 31,9 31,9( 33,4)

( 33,4)(82,5) 1189 (6'�) ;

J T
σ

= σ σ + σ σ + σ σ = ⋅ + − +

+ − = −

3
3 1 2 3( ) 82,5 31,9( 33,4) 87 850 (6'�) .J T

σ
= σ σ σ = ⋅ − = −

���σ ���τ

1 2 3
���

82,5 31,9 33,4
27 6'�;

3 3

σ + σ + σ + −
σ = = =

2 2 2
��� 1 2 2 3 3 1

2 2 2

1
( ) ( ) ( )

3

1
(82,5 31,9) (31,9 33,4) ( 33,4 82,5) 47,4 6'�.

3

τ = σ − σ + σ − σ + σ − σ =

= − + + + − − =

*
1n
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#
��� ����
� �� ���� �����
���, �����
� 1-�� � 2-��, ��-
���� �
������ �����
��� l1 / n1 � m1 / n1:

'������� l1 / n1 � m1 / n1 � ��
��
 �����
��
:

'�
������ �����
��
 (1.7) � ���


  

������ ���������	�
 �������� ������  � ������� ���-

	���
 � �����"
��
 σ1 �����

  
)�� ��� ���������	�
 �������� �"�� ������������ ���

���������� ����� 
��������� �
�����, �
"�	
�� �� ������

, �� n1, l1, m1 ����� �����
 ���
�
���� �������
��
 ������

(���. 1.15, �).
)
�
�� �������� � �����
��� (1.8) σ2 �, �������� ��� � �

��
����	
 �����
, �������
 ���������	�
 �������� ���-

���  � ������� ���	���
 � �����"
��
 σ2:

1 1
1

1 1

1 1
1

1 1

1 1
1

1 1

( ) 0;

( ) 0;

( ) 0.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

l m

n n

l m

n n

l m

n n

σ − σ + τ + τ =

τ + σ − σ + τ =

τ + τ + σ − σ =

11
2 2

1 1 1

11
2 2

1 1 1

( ) (41 82,46)( 10) 30 25

( )( ) 30 (60 82,46)(41 82,46)

10,75;

( ) (60 82,46) 25 ( 10) 30

( )( ) 30 (60 82,46)(41 82,46)

8,38.

y zx xy zy

xy x y

x zy zx xy

xy x y

l

n

m

n

σ − σ τ − τ τ − − − ⋅

= = =

τ − σ − σ σ − σ − − −

=

σ − σ τ − τ τ − ⋅ − − ⋅

= = =

τ − σ − σ σ − σ − − −

=

( )10 10,75 25 8,38 20 82,46 0.− ⋅ + ⋅ + − − ≈

2 2 2
1 1 1 1 1/( ) ( / ) 1 1 / ;l n m n n+ + =

2 2 2
110,75 8,38 1 1 / ,n+ + =

*
1n

1 0,073,n = 1 10,75 0,073 0,787,l = ⋅ = 1 8,38 0,073 0,612.m = ⋅ =

*
1n

*
2n
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���. 1.15

22
2

2 1 1

2

22
2 2

2 2 2

2 2

( )

( )( )

(41 31,91)( 10) 30 25
1,3;

30 (60 31,91)(41 31,91)

( ) (60 31,91) 25 ( 10) 30

( )( ) 30 (60 31,91)(41 31,91)

1,55;

1,3 1,55

y zx xy zy

xy x y

x zy zx xy

xy x y

l

n

m

n

σ − σ τ − τ τ

= =

τ − σ − σ σ − σ

− − − ⋅
= = −

− − −

σ − σ τ − τ τ − ⋅ − − ⋅
= = =

τ − σ − σ σ − σ − − −

=

− +
2
2

2 2 2

1 1/ ;

0,44;  0,576;  0,682.

n

n l m

+ =

= = − =



31

7������
��
 ������  �������� �� ���. 1.15, �.

'������� � �����
��� (1.8) σ3 � ������� ���������	�


�������� ������  � ������� ���	���
 � �����"
��
 σ3:

7������
��
 ������  �������� �� ���. 1.15, �.

1.3. ��%��&���� 	��%�
� ���
�&����

)
���� �����"
��� �"�� ��
�������� � ���
 ��� ����-

���� �
�����  � �
������� �����"
��� :

 (1.31)

#����"
��
 �
����� �����"
��� ������
� ��
������
��

��������� �����"
����� ��������� ���� ���� �����"
�-
��� ��������� (���. 1.16).

'
���
 �����"
���
 ��������
 ��
�������
� ����� �����-

���
 ��
�������

 �����"
��
 ��� �"���
 ��
����� � ���-
�
, ������
�
 ���������� ��������� �����"
���� σ0

� ������������ ����������. � 3�� �����"
��� ���������
3�������� �����"
��� 8�
 ����
��� ����, ��3��� �
����
�����"
��� ������
��� ������. N������ �
���� ���
��
�

*
2n

*
3n

3
2

3

3
2

3

3 3 3

(41 33,37)( 10) 30 25
0,247;

30 (60 33,37)(41 33,37)

(60 33,37) 25 ( 10) 30
0,436;

30 (60 33,37)(41 33,37)

0,894;  0,221;  0,39.

l

n

m

n

n l m

+ − − ⋅

= =

− + +

+ ⋅ − − ⋅

= = −

− + +

= = = −

*
3n

0
T
σ

D
σ

0
.T T D

σ σ σ
= +

���. 1.16
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�� ��������� �
����� �����"
��� �����"
���
 ��������
 ���-
��
����� ��
�������
�� �����"
��� ��� �"����.

N������ �
���� �����"
��� ��
�������
� ����� ������:

 (1.32)

��
 σ0 — �����"
��
, �����
 ��
��
� ���&
���
���� ���-

������ �����"
��� � ����
:

(1.33)

�����
 �����"
���
 ��������
 ������
����
��� ������-

��� �����"
����  � �����
����-

� �����"
����  � ������������ ����������.

)
���� �����"
���, �����
������	�� ������ �����"
�-
��� ���������, ������
��� ���	������ ������	�.

�
������ �����"
��� ���
�
��
��� �����
�:

 (1.34)

(�� ������������ ��
��� ������ �
������� �����"
-
��� ����� ����:

(1.35)

� ����
 «(��������
��
 ��
������» ��������
��� ��;
-
��� ����� 1���, �������� ������� �������
����
 ��
�
��

��;
� ���� ��������������� ��
 ��������� �����"
-
���, �
������	�� �� ������ 3�

���:

(1.36)

��
 μ — ��3&&���
�� '�������; E — ����� ��������� ��
-
�����.

0

0

0

0

0 0

0 0 ,

0 0

T
σ

σ⎡ ⎤
⎢ ⎥

= σ⎢ ⎥
⎢ ⎥σ⎣ ⎦

0 .
3

x y zσ + σ + σ

σ =

0 0 0,  ,  x y zσ − σ σ − σ σ − σ

,  ,  xy yz zxτ τ τ

0

0

0

.

x yx zx

xy y zy

xz yz z

D
σ

⎛ ⎞σ − σ τ τ
⎜ ⎟

= τ σ − σ τ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟τ τ σ − σ⎝ ⎠

0 0 0 03

3 0.
3

x y z x y z

x y z
x y z

σ − σ + σ − σ + σ − σ = σ + σ + σ − σ =

σ + σ + σ

= σ + σ + σ − =

1 2
( ),x y zE

− μ
θ = σ + σ + σ



33

)�� ��� �� ����� �����"
��� ��������� ��� ������-
��� �����"
��� ����� ����, �� �
������ �����"
��� ���
�
-
��
� �����"
���
 ��������
, ��� ������ ��;
 3�

��� �

��
��
���, � ��
��
��� ������ 
�� &���. N������ �
����,
��������, ��
�������
� ����� �����"
���
 ��������
, ��� ��-
���� ��
��
��� ��;
 �
� ��
�
��� 
�� &���.

0��������� �������� �
����� � �
������� �����"
���
������, ��������� � (1.12) �����
��� �
������ (1.32)
� (1.34)

 (1.37)

(1.38)

0��������� �������� �
����� � �
������� �����"
��� �
������� �����"
���� ����� ��
���	��:

(1.39)

0

0

0

1 0

2 2
2 0

3 3
3 0

( ) 3 ;

1
( ) 3 ( ) ;

3

1
( ) ( ) ;

27

x y z

x y z

x y z

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ = σ + σ + σ

= σ = σ + σ + σ

= σ = σ + σ + σ

1 0 0 0

2 0 0 0 0

2 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2

2
3 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

1
( ) ( ) ( ) 6( ) ;

6

( ) ( )( )( ) ( )

(

x y z

x y y z

z x xy zy xz

x y y z z x xz yz xy

x y z x zy

y

J D

J D

J D

σ

σ

σ

= σ − σ + σ − σ + σ − σ =

= σ − σ σ − σ + σ − σ σ − σ +

+ σ − σ σ − σ − τ − τ − τ =

⎡ ⎤= − σ − σ + σ − σ + σ − σ + τ + τ + τ
⎣ ⎦

= σ − σ σ − σ σ − σ − σ − σ τ −

− σ − 2 2
0 0) ( ) 2 .xz z yx yx zy xzσ τ − σ − σ τ + τ τ τ

1 1 2 3

2
2 1 2 3

3
3 1 2 3

( ) ;

1
( ) ( ) ;

3

1
( ) ( ) ;

27

J T

J T

J T

σ

σ

σ

= σ + σ + σ

= σ + σ + σ

= σ + σ + σ
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(1.40)

(���������� ����"
���  � , ������

(1.41)

)��� ������, ������� ����3����
����� �����
������ ��-
���"
��� � ��������� �� ��������� ��"��
�� ���
� ������
���������� �
������� �����"
���.

1.4. ;�<�
��
�*����� ���	����� * 	�/)�

��
 ������
 �
�� ��� �
�����
 ��
���� ��� ��
����
���� &��� � ���
�� (�
&���������), ��� 3�� � ����
��

�
&������ ����"
��
 �� ���
� � �����������
 ��
��
���.
0�
�
��
 ����"
��� ����� �
�� (

 ���������) ��� �
&���-
��� ������
��� ������&�	��. �
����, �
�	�� ������ � ���-
�
 �
�
&������������ �
��, � ���
� � ��� "
 ����
 ����
 �
-
&������ ������
��� ��
�� ������&�	�� ����	.

'��
���� ������� �
�

	
��� ����� �� �����������

��� ���������� ���������	 (���������	��) �
�

	
-
��� ��� ������&�	��	 �� ���� � ������������ �����
����
���
��� x, y, z  �
�
� u, v, w. 5�� �����
 �
�

	
��
, ��� � 
��
�����
��� �������� �
��
������ &������� ���������
����� �� �
&������: u = u (x, y, z);  v = v (x, y, z);  w = w (x, y, z).
7����� � ���
���� �������� ������
 ��
����� ������&�	�.

'�
������ � �
�
&���������� �
�
 ���� ���
��� '(.
'���
 �����"
��� ���
��� ���
� ����
 ����"
��
 ' ′( ′, ��-
�����	

 � �
����������� �������
��
 ���� γ. !���, �� ��-
����� ����������
��� ���
��� � �
�������
 �
&������ ����-
���
���� �
������������� �������
���, ������
��� ��
����
������&�	��.

#������� � �
�
 �� �
&������ ��
 �����: ����� ' � ��-
��������� x, y, z � ����� D � ����������� x + dx,  y + dy,  z + dz
(��
 dx, dy, dz — �����	
��� ��������� ����� D). %�������
�����
��� �
�

	
��� ����� ' ����
 �
&������ �
�
� u,
v, w. )���� �����
��� �
�

	
��� ����� D ������, �����-

1

2 2 2
2 1 2 2 3 3 1

3 1 0 2 0 3 0

( ) 0;

1
( ) ( ) ( ) ( ) ;

6

( ) ( )( )( ).

J D

J D

J D

σ

σ

σ

=

⎡ ⎤= − σ − σ + σ − σ + σ − σ
⎣ ⎦

= σ − σ σ − σ σ − σ

2( )J D
σ ���τ

2
��� 2

2
( ).

3
J D

σ
τ = −
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"�� �
�

	
��� � ��� )
����� � ������� ������ ��
�� �
���-
�� �������:

 (1.42)

*��������� ��������� ����"
��� ��� �����
���� �
�
-

	
��� ����� ��
� y � z.

����"
��
 (1.42) ��������
�, ��� ���
���
 � ������
 �
-
&������ �������� �
�� � ����
 �"�� �������� ��&&
�
���-
������ ����������� �� ��
� �����
���� �
�

	
���
�����.

��� ������ ���������
� 
"�� �
&������� � �
�
-

	
���� ���
�� � ������ �
�
 �
����
��� ���� ��-
����
�
���
� � �
���� dx, dy, dz ����� ����� ). '�� �
&��-
���� �
�� ����� �
�
� � ����
 ���� 
"�� ������ ��
-
�����.

'�
�������� �
&������ ����, �������� ���
����
����
� ������
�
���
�� �� � ����
 �
&������ �� ���������-
��
 ���������.

7� ���. 1.17 �������� ���
���� �
�

	
��� ����� �����-
�
�
���
�� �� ��������� xOy.

'
�

	
��� ����� ) �������� �
�
� u � v. '
�

	
��

����� ��� x ����� D, ������	
� �� ����� ) �� �
������ dx, ��-

( ) ( ), , , , .
�u �u �u

u x dx y dy z dz u x y z dx dy dz
�x �y �z

+ + + = + + +

���. 1.17
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����� �����	
��
 �� ��
� ���������� x � � ��������� �� �
�-

���
��� ���� ������� ������� ���
� ����� .

'
�

	
��
 ����� ��� y ����� D ���
� ����� .

'
�

	
��� ����� ', ������	
� �� ����� ) �� �
������
dy, ������� �����	
��� �� ��
� ��
�
��� ���������� y � ��-
�������� !:

�� ��� y 

�� ��� ! 

*��������
 �����
��
 �
��� )D ����� �������� �������-
������� �
�

	
���:

%������
����
 �����
��
 (�������
����� �
&������)
����� ��� ! ���
�

%������
����� �
&������ � �������
��� ��� y

!��� �������� �
��� )D ���
� �������� �
���������� �
�
-

	
��� ���
� ) � D, �
�
���� �� ���������
 
"�� ���:

!��� �������� �
��� )B ��
���	��: 

!��� ������ γxy  ���
� ��
 �����:

�u
u dx

�x
+

�v
v dx

�x
+

;
�v

v dy
�y

+

.
�u

u dy
�y

+

.
�u �u

dx u dx u dx
�x �x

Δ = + − =

.x
dx �u

dx �x

Δ
ε = =

.y

�v
v �y v

�ydy �v

dy dy �y

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ε = = =

2 2tg .

�v
v dx v

�v�x
dx �x

+ −

γ ≈ γ = =

1 1tg γ ≈ γ =

.

�u
u dy u

�u�y

dy �y

+ −

= =

1 2 .xy
�u �v

�y �x
γ = γ + γ = +
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*��������� ����������� ���
���� ������
�
���
�� ��
��������� zOy � zOx, ������
 �
��� ��&&
�
��������� ����-
�����
� 
"�� �����
���� �
&������ � �����
����
�
�

	
���:

        (1.43)

  

��
 — �������
����
 ���
���
 �
&������ � ��-
�����
��� ������������ ��
� x, y, z; γxy, γyz, γxz — ���� ������ �
������������ ���������� xy, yz, xz.

!����
��� (1.43) ���������� �����	��	 *�#	, �������
���
� �� ��
���
.

��� �
&������ ������� ��
���	

 ������� ������:
�) ����"��
���� ���
��� �
&������ �����
�������

�����
��� ����� ��
� ���������, � �������
���� — �����-
�
���;

�) ����"��
���� ������ �
&������ (������) ����-
�
�����
� �
���
��
 ����� 
"�� ����"��
����� �������
-
���� ������������ ��
�, � �������
���� — ��
���
��
 �
�
"
 �����.

!����
��� (1.43) ����������, ��� �
��� &������ (����-
�
���� �
&������)  ���
��� ����"�-
���� �
�
� �
���� ������� ����������� �� �
�

	
��� u, v, w,
��
��������	�� ����� ���� �������� �
�
� 3�

�������� ��-
����
�
���
�� ������ ��
� x, y, z.

�
&������ ������ ���������� �
������ �"�� ��
����-
���� ��������� ��������.

#������� ���. 1.18, �����������	�� ��������� ����-
��� � ����

 ��������� xy.

7� ���. 1.18, � �
���, ������
����
 ��� x, ���
����� � ��-
�����
��� ��� y �� ���� γxy, ��
��������	�� ���� ������;
�
���
��
 ������ ���� ����� 90°–γxy. @��� �� 3��� "
 ���� ��-
�
����� �
���, ������
����
 ��� y, �� ���� ������ ���
�  γxy = γyx.
!
���
��
 ������ ���� ����
��� ��
"��: 90°–γxy
(���. 1.18, �). �����
 ��������
 ������
��� �� �
����� ����-
�� �������� ������
�
���
�� ��� "
������ �
�� �� ���� γxy
�� ������� ���
��
.

;x
�u

�x
ε = ;y

�v

�y
ε = ;z

�w

�z
ε =

;xy
�v �u

�x �y
γ = + ;yz

�w �v

�y �z
γ = + ,xz

�w �u

�x �z
γ = +

,  ,  x y zε ε ε

,  ,  ,  ,  ,  x y z xy yz zxε ε ε γ γ γ
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� ��
��
 ��������� (���. 1.18, �)
�
&������ ������ ����� �
&���-
��� ������ � �
��� � ����� �����-
�����, �
���
��
 ������ ���� ���-
"
 ����� 90°–γxy, �� ������� ����
�
3�

��� ������������ �� ����

.

)��� ������, �� ��
� ��
� ���-
���� �
&������ ������ � �������-

�
 
� �����"
���
 ��������
 ��-
�
��
��� ���������, ��� ��� ����-
��� 3�

�������� ������
�
���
��
��� "
������ �
���� �
 ������
� �
�
 ��������
����� �
&������ �
������.

'�
������ �
&������ ������
���
���� ����� ������
�
���
��
��� "
����� ������� �
�
� 3�

���
�� �
������� ���� �������� ωz � ��-

�����
����� �����, ������ ��

����� �������� �
�
� �� �
������

(���. 1.19).

0� ���. 1.19 ��
��
�, ���

(1.44)

������  

             (1.45)

*��������� ��� ���
���� ���-
�
� �� ��������� yOz � xOz ������ ���� �������� ωx, ωy. !�-

�� ωz, ωx, ωy  ���������� ���������	 ���&�	�.

5����
��� �
&������ (1.43) � �����
��� ���	
���
(1.44) �������� ���
���� &������� ���������. '�3���
��������� � ����� �����, � ���"
 ������
����
 ��������� �
����
 ����� �� �
&������, ����
 �
&������ ���������
������
����� ���������� � ����� ������.

���. 1.18

1 1

2 2xy yxγ = γ

2

xyγ

2 ;
2

xy
z

γ
γ = ω + 1 ,

2

xy
z

γ
γ = − ω

2 1 ;xyγ + γ = γ

2 1 2 .zγ − γ = ω
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7� ���. 1.19 ��������, ��� � �
�������
 �
&������ �����
������
�
���
� ��
������
��� � ����� ������
�
���
�, �����-
������"��
 ����� �������� �������� ������� � ������ ��-
����
�����. ��
�
��
 ���������� ����� ������ �������
� ��-
������� ���������� �
����� �����"
��� �
���� �
&������.
L���� �
���� �
&������ ��� ��
������, ���������

���� ������ ���������� ���"�� � �
�
��������� ���
����:

 (1.46)

5����
��� ������� ��������� �
����� �
&������ ����-
���� �������
����� �����
����, � ���������
 �� �
����-
�
 ���� ������ ������������� ��
������ �������
���� ����-
��� ���������.

*����� �
������ �����"
��� � �
&������ ��������
�,
��� ����� �����
��� �����"
��� �� ������ �
����� �����-
"
��� ���� ��������������� �����
������	
� �����
��

�
&������ �� ������ �
����� �
&������, �������"
����
� ���������� �����
 � ������
 ������. )��� ������, �
�-
��� �
&������ ��������� ���
�
��
� �
&���������
 ��-
������
 � ����
. 

���. 1.19

2 2

.
2 2

2 2

xy xz
x

yx yz
y

zyzx
z

T
ε

γ⎛ ⎞γ
ε⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟γ γ

= ε⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟γγ
⎜ ⎟ε⎜ ⎟
⎝ ⎠
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7
������ ��������, ��� 
"�� �
����� �
&����������-
�� � �����"
����� ��������� �

��� �����
 �����
�����
.
��
 &�����, ���
�
���	�
 �
&����������
 ��������
 �
����
, �"�� �������� ���������� &����� �
���� �����-
"
����� ���������.

'� �������� �"�� ���
�"����, ��� � ��"��� ����
 �
�� ��-
	
������ ��� ������ �
��
����������
 ���, ����� �������
������� ���������� ������ �������
����
 �����
��
 ���
������
��
, ��� ��� �
&������ ������ ����� ����. /�� ���
���������� �
����	 ����	 ��/����0		, � �
&������ �
�������
��� ������� ��
� — �
����	 ��/����0	��	, ����-
��
 ������������ ε1, ε2, ε3 � ���
�
������ �� �����
�����

�����
���.
5����
���
 �����
��
 ��� ���
�
�
��� ������� �
&���-

��� ����
, ��
��� � �����
��� (1.12) �����
��� �
�����
�����"
��� �� �����
��� �
����� �
&������ (σx �� εx;  σy

�� εx;  τxz �� γxz / 2 � �.�.):

 (1.47)

1�����
 �
&������ � ��3&&���
��� �����
��� (1.47) �

������� �� ������ ��
� ���������, �������� �����������
�
����� �
&������ � ���������� �����
����
��� ������,
������ � �����	� 	���	����	.

'� �������� � (1.12) ���������� �
����� �
&������ ���
-
�
������ �����
����

(1.48)

!����
��� (1.48) �
�
� ������
 �
&������ ���������
� ���


(1.49)

2 2
1 2( ) ( ) ( ) 0.J T J T J T

ε ε ε ε
ε − ε + ε − =

1

2 2 2
2

2 2 2
3

( ) ;

1
( ) ( );

4

1
( ) ( ).

4

x y z

x y y z z x xy yz zx

x y z x yz y zx z xy xy yz zx

J T

J T

J T

ε

ε

ε

= ε + ε + ε

= ε ε + ε ε + ε ε − γ + γ + γ

= ε ε ε − ε γ + ε γ + ε γ − γ γ γ

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

( ) ;

( ) ;

( ) .

J T

J T

J T

ε

ε

ε

= ε + ε + ε

= ε ε + ε ε + ε ε

= ε ε ε
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��� ������� �
&������ � ������� �����"
��� ������
���������� ������� �� �������"
���:

� ��������� ��
����
 �������
��� ������� �
&������
��������� � �������
���� ������� �����"
���.

)
���� �
&������ ���������� �
����� �����"
��� �"-
�� ��
�������� ��� ��� ���� �
������: �������� �
����� �
-
&������ � �
������� �
&������:

(1.50)

N������ �
���� �
&������ �������
��� �����
�:

(1.51)

��
 — ��
���� �
&������.

�
������ �
&������ �

� ������

(1.52)

N������ �
���� �
&������ ��
�������
� ����� �
&���-
�������
 ��������
, � ������ &��� 3�

��� �
 ��
��
���,
� ��
��
��� ��;
, ��� ��� ������
 �
&������ �����������,
� ��� ���
���� �
&������ �����

�
������ �
&������ ��
�������
� ����� �
&��������-
��
 ��������
, � ������ ��
�
��
 ��;
� ���������
�, � ��-

��
��� &��� 3�

���, ��������� ��� ��
� ���
���� �
-
&������, ������
�����	�� ��
�
��
 ��;
�, ����� ����:

1 2 3.ε > ε > ε

0
.T T D

ε ε ε
= +

0

0

0

0

0 0

0 0 ,

0 0

T
ε

ε⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ε⎜ ⎟
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

( )0
1

3 x y zε = ε + ε + ε

0

0

0

2 2

.
2 2

2 2

xy xz
x

yx yz
y

zyzx
z

D
ε

γ⎛ ⎞γ
ε − ε⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟γ γ

= ε − ε⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟γγ
⎜ ⎟ε − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

03 3 .
3

x y z
x y z

ε + ε + ε

ε = ⋅ = ε + ε + ε

0 0 0 3 0.
3

x y z
x y z x y z

ε + ε + ε

ε − ε + ε − ε + ε − ε = ε + ε + ε − =
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6�"�� ��
���� �����, ���
������
 �
����� �����"
��� �
�
&������ ���
�
���� ��;
-
��� �
&������ � ����
, � �
��-
����� �����"
��� � �
&���-
��� ������
������ � ��� "
 ���-
�
 &�����
�
��
.

L���� �������� ��������-
�� �������� �
����� � �
�������
�
&������ ��"�� � &�����
(1.48) ���������� �����
���
�
������ (1.51) � (1.52).

��� �
�
��� ����� ����� �
���� ��������� ��������
���
���������
���� ����
� ��������� x, θ, z, ��
 r — ������-�
�-
���; θ — �������� ����; x — ���������� ����� (���. 1.20).

%������� ���������	�
 �
�

	
��� � ���������
����
����

 ���������: u — ���������	�� �
�

	
��� �� x; v —
���������	�� �
�

	
��� � �������
���, �
��
��������-
�� ��������� xOr ; w — ���������	�� �
�

	
��� � ������-
�
��� ������� r; �����
����
��� ���
���
 �
&������ ���-
����� �
�
� , ������
 �
&������ — .

!����
��� 5��� � ���������
���� ����

 ���������
�
�� ��� (������ �
� ������)

   (1.53)

  

��
 εx — �������
����� �
&������ � �������
��� ��� x; εθ —
�������
����� �
&������ � ����"�� �������
���; εr — ��-
�����
����� �
&������ � ��������� �������
���.

� �����
 ��
�������� �����
�
�
��� �����"
��� ����-
���
���� ��� x � �
���������� �����"
��� �� ������� ����-
������ θ �����
��� (1.53) ����� ���

   (1.53�)

4����� (1.53�) ������ ������������ ��� ����
�
 ����-
����
���� ����, ����
����	���� ����
��� � �����
��
� �
��
��
� ������, ���������
���� ������� � �.�.

���. 1.20

,  ,  x rθ
ε ε ε ,  ,  x r rxθ θ

γ γ γ

;x
�u

�x
ε =

1
;

�v w

r � rθ
ε = +

θ
;r

�w

�r
ε =

1
;x

�u �v

r � �xθ
γ = ⋅ +

θ

1
;r

�v v �w

�r r r �θ
γ = − +

θ
,rx

�w �u

�x �r
γ = +

;r
�w

�r
ε = ;

w

rθ
ε = ;x

�u

�x
ε = .rx

�w �u

�x �r
γ = +
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1.5. ;�<<�
��������� �
�*����� 
�*��*����

���
�� �� ��
����� �
��, ������	
���� ��� �
�����

��
���� ���, �
����
��� ���� ������
�
���
� � ������, ��-
����
����� ����������� ��� � ������ �
�
� dx, dy, dz
(���. 1.20�).

7� ������ 3�

��� ����� �
��������� 18 ���������	�� ��-
���"
���. 5��
 �����"
��� �� ������
�
���
� �
�������
��;
��
 ����. '��
���� �� �����������
 ��� ��;
���
���, ���
�
���� � 
�����
 ���� �
��, �������� �
�
� X, Y, Z
(���� X, Y, Z   �
�� ���
������ �����
���).

'��
���� ��;
��� ����, �������	
��� �� ���� �����-

�
�
���
��, ����� 

(��
 ρ — ���������). )�� ��� �����"
��� �������� &�������
�� ��������� ���
�, �� �� ������
����� ���	�����, �
�	��
�����	
��� ���������, �����"
��� ���"
 ������� �����	
-
��� �� ��
� ��
�
��� ���������. 7����
�, �� ���	���
 yOz,
�
��
����������� � ��� x, �
�����
� �����"
��
 σx, ���
�
��-


�
 ����������� (x, y, z), σx= f (x, y, z). )���� �� ������
��-

���. 1.20�

, ,  X dx dy dz Y dx dy dz Z dx dy dz⋅ρ ⋅ ⋅ ⋅ρ ⋅ ⋅ ⋅ρ ⋅ ⋅
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��� ���	���
, ������	
� �� ����������  dx, �
�����
� �����-
"
��
, ���
�
��
�
 ����������� (x + dx, y, z):

'��
��� �����"
��
 � ��� )
�����

� ��
�
��
��� �
����
��� ���� ������ ��������, ������


(1.54)

7� ���. 1.20� �������� �����"
��� �� ������ ������
�
��-
�
��, �����
���
 � ������������
 (1.54).

(������ �
��� �����
��� ������
���: ��� — � ���
 ���

���
����  �� ��� x, y, z � ��� �����
-
��� — �������
���� ��
�.

'��
������ ��
 ���� �� ��� x, ���
 �
��

'���
 ��
����������� ������

*��������� ����
 ��� ������ �����
���:

(1.55)

( ), , .x xd f x dx y zσ + σ = +

( ) ( )
2 2

2
, , , , ...

2!

�f � f dx
f x dx y z f x y z dx

�x �x
+ = + + +

.x
x x x

�
d dx

�x

σ

σ + σ = σ +

0;  0;  0X Y ZΣ = Σ = Σ =

0.

x
x x yx

zx
zx zx

yx
yx

��
dx dydz dydz dy dxdz dxdz

�x �y

�
dz dxdy dydx X dx dy dz

�z

τ

τ

⎛ ⎞σ⎛ ⎞
⎜ ⎟σ + − σ + + − τ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

τ⎛ ⎞
+ τ + − τ + ⋅ρ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
0 .

yxx zx
�� � � u

X
�x �y �z �t

⎛ ⎞τσ τ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

2

2

0 ;

0 ,

xy y zy

yzxz z

� � � � v
Y

�x �y �z �t

�� � � w
Z

�x �y �z �t

⎛ ⎞τ σ τ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ττ σ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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��
 � ������ ����� � �����
 ���"
��� �
��� ���� ��������
��
�������
 ����, �����
 ������
�
��� ���� 3�

��� ��
�����
��
 �� �������
��� �����
������	�� ��
�.

(������ �����
��� �
���� �������
���� ��
� x, y, z,
����
 ��� ���
�����:

    (1.56)

��
��������	�
 ���
����� � ���������
��� ��
������ ��-
��� �������� �����
����� �����"
���.

��&&
�
��������
 �����
��� (1.55) ���������� �����	-
��	 %����. !����
��� 7���
 � ��
�� (1.56) ���
�"�� �
��� �
-

���
����� �����"
���: . )��� ����-

��, ��� �����
��� ���
�"�� �
��� �
���
����� &������, �.
.
������ �
���� ��������� �� ���
�
�
��� �����"
����� �����-
���� � ����
 ����
��� ������
��� �
���
�
����. 7
�����-
�	�
 �����
��� ��� ��������� ������
���� �
���
�
������
�������� �� �������
��� ������� �
&������ � &����
����
������� �
��.

� ���������
���� ����

 ��������� (���. 1.21) ��&&
-
�
��������
 �����
��� ������
��� �
�� ���

;yx xyτ = τ ;zy yzτ = τ ,xz zxτ = τ

,  ,  ,  ,  ,  x y z xy yz zxσ σ σ τ τ τ

���. 1.21
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(1.57)

��
 r — ������-�
����; θ — ������� ���������� (���� 
"�� r �
������������ ���� y); x — �
���������� ����������; σx — ���-
�����
 �����"
��
, �������
���
 ����� ��� x; σθ — ����"��

�����"
��
; σr — ���������
 �����"
��
; — ��-
���
����
 �����"
���; Xx , Xr , Xθ — ���
���� ��;
��� ���.

1.6. ����*�� �� ��*�
����	�

!����
��� (1.2) ��������� �������� ���������	�
 �����-
"
��� �� ����� ��������� ���	���
 � ��
��
� ������� n,

��� ���
���� ���������	�
 �����"
��� �� ���	�����, ��-
����
����� ����������� ���������.

'�
������, ��� ��������� ���	���� �������
� � ���
��-
������ �
��, ����� ���������	�
 px, py, pz ����� �������� ��-
�������	�� ��
���� ���, �
������	�� �� ���
������� �
-
��. � 3�� �����
 �����
��� (1.2) ��������� ��
���
 ���� �
�����
���� �����"
���� � ���������� ��
��	��	 � �����!-
���	 ��
�. !������ �� ���
������� �
��� ������� � ��&&
-
�
��������� �����
���� ������
��� (1.55). �
������
��-
��, 
��� ���������	�
 �����"
��� �����
������� �����
��-
� ������
��� (1.55) � ������� �� ���
������� (��������
�������) (1.2) �� ��
� ������ �
�� � �� ���
�������, �� �
�� ��-
�
� ���������� � ������
���.

)��� ������, 
��� �
�� ��������� � ������
��� ��� �
�-
����
 ��
���� ���, �� �����
��� ������
��� � ������� �� ��-
�
������� ���"�� ����	����� � ��"�
����, �.
. 3�� �����
���
���"�� �������������� ���
����.

1.7. �
�*����� ��*���	���	�, 
��� ��
�%
�*���	� '�<�
�����

!����
��� 5��� (1.43) ��������� �
��� ���������	��
�
&������  � ��
� &������� �
�
-

1
0;

21
0;

1
0,

x x xz xz
x

x r r

rx r rr
r

� � �
X

�x r � �r r

� � �
X

�x r � �r r

� � �
X

�x r � �r r

θ

θ θ θ θ

θ

θ θ

σ τ τ τ
+ + + + ρ =

θ

τ σ τ τ
+ + + + ρ =

θ

τ τ σ − σσ
+ + + + ρ =

θ

,  ,  x xz rθ θ
τ τ τ

  , , ,  ,  ,x y z xy yz zxε ε ε γ γ γ
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��� u, v, w. N
��� �����
���� �
&������ �
 ����
���� ������������ &������� ���������, ��3��� 
"��
���������	�� �
&������ ���"�� ��	
�������� ���
�
�
�-
��
 ����������, ����� ������
 �"��, �������� �� �����
-
��� 5��� &������ �
�

	
��� � �������� �
 ��� �����
�
���
����� &������.

'����&&
�
�����
 εx ���"�� �� y, � εy ���"�� �� x

(1.43):

  

(�������� �����
���, ������


'������� ����������, �����������
 ���������� 
"��
�
&������� � ���������� yz �  zx:

(1.58)

0� �����
��� (1.58) ��
��
�, ��� � ��"��� ����
 ���������
���� ������ ���
�
��
��� ���� �������
����� ���
����
�
&�������.

!����
��� (1.58) �����
�� ��&&
�
���������
, � ���
��&&
�
���������� ������� ��&&
�
���������� �����
���
������
��� � ���� ���������� ����
 �
�
���, �
 �����
���-
���	�
 ������� ����������. L���� �
 ���������� �
���-

�
�� �
�
���, �
�������, ��������� �����
 �������
��&&
�
����������, ��������� ����
 �����
��� � ����
��-
����, ����� ��� ��"
 �����
���������.

'����&&
�
�����
 ����
���
 �����
��� 5��� (1.43)
��
���	� ������: γxy  �� z,  γyz  �� x,   γzx  �� y:

(1.59)

2 3

2 2
;x� � u

�y �x�y

ε

=

2 3

2 2
.y� � v

�x �y�x

ε

=

2 22 3 3 2

2 2 2 2
.y xyx

� �� � u � v � �u �v

�y�x �y �x �y�x�y �x �x�y �y�x

ε γε ⎛ ⎞
+ = + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2
; .y yz x zxz z

� � � �� �

�z�x�z �y �y�z �x �z

ε γ ε γε ε
+ = + =

2 2 2 2

2 2

; ;

.

xy yz

zx

� �� u � v � v � w

�z �y�z �z�x �x �z�x �x�y

� � w � u

�y �x�y �y�z

γ γ
= + = +

γ
= +
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(��"� ��� �
���� �����
��� � ����
 ��
��
:

'����&&
�
�����
   �� y:

������

'�����
�� �������� ��
�� ���
���� � ����, ������ 
	

��� �����
���:

(1.60)

)��� ������, �������� �� �
��� �����
��� (1.43) �
�

-
	
��� u, v, w � �
�������
 ������
 ����
� �� �
��� �����
���:

(1.60�)

2

2 .
xy yz zx

� � � � v

�z �x �y �z�x

γ γ γ
+ − =

2� v

�z�x
23 2

,
y�� v � �v

�z�x�y �z�x �y �z�x

ε⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2 .
xy yz yzx

� � ���

�y �z �x �y �z�x

γ γ ε⎛ ⎞γ
+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

2 ;

2 .

yz xyzx z

xy yzzx x

� �� ��

�z �x �y �z �x�y

� �� ��

�x �y �z �x �y�z

γ γ⎛ ⎞γ ε
+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

γ γ⎛ ⎞γ ε
+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 22

2 2

2 22

2 2

2 22

2 2

2

2

2

;

;

;

2 ;

2 ;

2 .

y xyx

y yzz

x zxz

xy yzzx x

yz xyzx z

xy yz yzx

� ��

�x�y�y �x

� ��

�y�z�z �y

� ��

�z�x�x �z
� �� ��

�x �y �z �x �y�z

� �� ��

�z �x �y �z �x�y

� � ���

�y �z �x �y �z�x

ε γε
+ =

ε γε
+ =

ε γε
+ =

γ γ⎛ ⎞γ ε
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
γ γ⎛ ⎞γ ε

+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ γ ε⎛ ⎞γ
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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!����
��� (1.60a) ���������� �����	��	 ����������	
��� �����	��	 ����������	 ��/����0	�, ��� �����	��	
(�-'���.

4����
���� ���� �����
��� �
����������� �
&������
�������
��� � ��, ��� ��� �� ������
��� �������
 � �
��
-
�����
 �� �
&������ �
�� ����
��� ������� � �
��
���-
�� � ����
 �
&������.

1.8. ��
�&���� �=�=(������ %�)��� ��
����	�

9��������� 
"�� �������
����� ���
���� �
&�����-
�� � �����"
����, � ���"
 ������� �
&������� (�����
�������) � �����
����� �����"
����, ��� �������� � �����-
����
��� ��
������, ����������� ����&��� ������ 1���:

   

  (1.61)

  

!����
��� (1.61) ����"��� ���
���� ���������� 
"��
���������	�� �������
����� �
&������ � ���������	�-
� �����"
���.

� ���������
���� ����

 ��������� ����	
���� �����
1��� �

� ��
���	�� ���:

  

   (1.62)

��
 — ����� ������.

%������
����
 ��
�
��
 ��;
� �����

(1.63)

( ) ;
1

x y zx E
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ε σ μ σ σ ;xy

xy G
=

τ
γ

1
( ) ;y y z xE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ ;yz
yz G

τ
γ =

( ) ;
1

z x yz E
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ε σ μ σ σ .zx

zx G

τ
γ =

1
( ) ;x x rE θ

ε = σ − μ σ + σ⎡ ⎤⎣ ⎦ ;x
x G

θ
θ
=

τ
γ

1
( ) ;r xEθ θ

ε = σ − μ σ + σ⎡ ⎤⎣ ⎦ ;r
r G

θ

θ

τ
γ =

1
( ) ;r r xE θ

ε = σ − μ σ + σ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,rx
rx G

τ
γ =

( )2 1

E
G =

+ µ

,x y zθ = ε + ε + ε
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��� � ��&&
�
��������� &��
:

(1.64)

(��"� �
��
 � �����
 ����� �����
��� (1.61):

(1.64�)

���

(1.65)

0� (1.65) ��
��
�, ��� �������
����� ��;
��� �
&���-
��� ��������������� �
���� ���������� �
����� �����-
"
���.

%�������  � �����
 ������� ����
�� ����-

����	, ������
�����	� ���������
��
 ��
����� ��� ��
-
�
��� ��;
�.

'��������� * � (1.65), ������

(1.66)

��
�
 � (1.66) ��
��

 �����"
��
 σ0:

)���� ������

(1.67)

0� (1.67) �����, ��� ��
��

 �����"
��
 � ����
 ���������-
������ ��;
��� �
&������.

7���
 �� �����
��� (1.61) �������� ���������� �����-
"
��� �� �
&������. ������ � ��
� ����� ��"���� ��-

���
����� �����
��� �����
����
��� �� , , , ��-

����

(1.68)

.
�u �v �w

�x �y �z
θ = + +

1 2
( ),x y z x y zE

− μ
θ = ε + ε + ε = σ + σ + σ

( ) 1
( ).

1 2 1 2
x y z J T

E E σ
=

− μ − μ
θ = σ + σ + σ

( )3 1 2

E
* =

− µ

1( ) 3 .J T K
σ

= θ

1
0

( )
.

3 3

x y z J T
σ

+ +σ σ σ

σ = =

0 9 .Kσ = θ

xμσ yμσ zμσ

(1 ) ( ).x x x y zEσ + μ = ε +μ σ + σ + σ
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������� �� (1.64�) ��� �����"
��� (σx, σy, σz) � ���-

����� � �����
��
 (1.68):

(1.69)

��� 

��
  — ��3&&���
�� 8�
.

�������� �������
 ��
����������� ��� σy  �  σz � �������

����
��� ��� �����
����� �����"
���, ������

 

 (1.70)

  

!����
��� (1.70) ������ �������� ������� /����� ����-
� 1���, ��#��� ����	��
�� ������	�.

1.9. �*�')� ����*��� �
�*����� 	��
�� ��
����	�

)�� ��� �
�
��
 �����������
���� ����� �
���� ���������
������� � ������������
 �������� �����
���� &����, ��
����
�
 ��, ��������� ��
�������.

1. ��&&
�
��������
 �����
��� ������
��� (�����	�
%����):

(*)

,
(1 2 )(1 ) 1

x
x x

EE εμ
σ = θ + ε

− μ + μ + μ

G2 ,x xσ = λθ + ε

( )( )1 1 2

Eμ
λ =

+ μ − μ

2 ;x xGσ = λθ + ε ;xy xyGτ = γ

2 ;y yGσ = λθ+ ε ;yz yzGτ = γ

2 ;z zGσ = λθ+ ε .zx zxGτ = γ

2

2

2

2

0 ;

0 ;

xyx xz

yx y yz

�� � � u
X

�x �y �z �t

� � � � v
Y

�x �y �z �t

⎛ ⎞τσ τ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞τ σ τ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2
0 .

zyzx z
�� � � w

Z
�x �y �z �t

⎛ ⎞ττ σ
+ + + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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2. !������ �� ���
������� (���	��� ��
��	�):

(**)

3. !����
���, ��������	�
 �
�

	
��� � �
&������
(�����	� *�#	):

    
(***)

    

4. !����
��� �
����������� �
&������ (�����	� (�-
'���):

(****)

;

;

.

x x xy xz

y yx y yz

z zx zy z

p l m n

p l m n

p l m n

= σ + τ + τ

= τ + σ + τ

= τ + τ + σ

;x
�u

�x
=ε ;y

�v

�y
=ε ;z

�w

�z
=ε

;xy
�v �u

�x �y
=γ + ;yz

�w �v

�y �z
=γ + .zx

�w �u

�x �z
=γ +

2 22

2 2

2 22

2 22

2 2

2 2

;

;

;

y xyx

y yzz

x zxz

� ��

�x�y�y �x

� ��

�y�z�z �y

� ��

�z�x�x �z

ε γε
+ =

ε γε
+ =

ε γε
+ =

2

2

2

2 ;

2 ;

2 .

xy yzx zx

y xy yz zx

yz xyzxz

� �� ��

�y�z �x �y �z �x

� � � ��

�z�x �y �z �x �y

� ��� �

�x�y �z �x �y �z

γ γ⎛ ⎞ε γ
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

ε γ γ⎛ ⎞γ
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

γ γ⎛ ⎞γε
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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5. !����
��� ����	
����� ������ ���������:

 

 (*****)

 

��� � ���


(******)

'
�
����
���
 �����
��� ���
�"�� ���������� �
���
��-
��� &������: �
��� ���������	�� �����"
���, �
��� ������-
���	�� �
&������ � ��� ���������	�� �
�

	
���, �.
.
��
��������� ����� �������� ����
� �����
���, � �������
����� �
���
����� �����
��� ����� �����
���.

)��� ������, �
�
��
 ������ �������� � ����"�
��� 15
&������, �����
������	�� 15 �����
��� � ������� �� ��-
�
�������.

'��� �
�
��� ����� ������, ��
���	�� ���
����������
�������� ����� ��&&
�
��������� �����
��� � ������� ���-
�������� ����
��� ��
�� ���"��. '�3��� �
���� ���������
� ���
 �������� ��������� ������������� 
���� ����	
���
�
�
��� ������, ��������� � ���
�
�
��
 �����"
���, �
-
&������ � �
�

	
��� � ����� ����
 �
�� �� �������� ��-
�����
. � ����� � 3�� � �
���� ��������� ���
������� ��� ���-
��� ������� �
�
���, ������	�� �� ����, ����
 �
������ �
�����
��� �����
 ���������� �� �������
 �
���
����
.
@��� �� �������
 �
���
����
 ���������� ��� ���������-
	�
 �
�

	
��� u, v, w, �� �

 ����� ������&�	�, �
�
-
��
 ���
� � �
�

	
����; 
��� �� �������
 �
���
����
 ���-
������� �
��� ���������	�� �����"
���, �� — ����� ����-
��	�, �
�
��
 ���
� � �����"
����. 0����� �
�
��
 �
�
���
� �
������ &��
, ����� �� �������
 �
���
����
 ������-
���� � �����"
���, � �
�

	
���.

1
( ) ;x x y zE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ ;xy
xy G

=

τ
γ

1
( ) ;y y z xE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ ;yz
yz G

=

τ
γ

1
( ) ;z z x yE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ ,zx
zx G

=

τ
γ

2 ;  ;

2 ;  ;

2 ;  .

x x xy xy

y y yz yz

z z zx zx

G

G

G

σ = λθ + με τ = γ

σ = λθ + με τ = γ

σ = λθ + με τ = γ
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1.10. #���	�� � ��	�'� ��
���(���� � ��	�'� ���
�&���� 
* 
������ %�'�/ 	��
�� ��
����	�

� 
���
 �
�

	
��� �� �������
 �
���
����
 ������-
���� ��� &������, ��
��������	�
 �
�

	
��� ���
� �
��.
��� ��������� 3��� �
���
����� &������ �
������� �
��
��� �����
���, ������
 �"�� �������� �� �����
��� �����-
�
���, ������� � ��� �����"
��� �
�
� �
�

	
���.

'������� �����"
��� �� (******) � (*). 9��
 � �����
�-
��
 �����
��� �� (***) �������� ����
��� �
&������. '��-
�
 �����
������	�� ����	
��� � ������������� ��&&
�
�-
��������� ��
������ 8������ ������� ������� ������ ����
-
� �� ��
� �����
��� ��� �
�
��� ������ � �
�

	
����:

(1.71)

��
 

!����
��� (1.71) ���������� �����	��	 ����.
@��� ��;
��
 ���� �����������, �� �����
��� (1.71) �����

����������.
'������ �����
��� ������
���, ��
������
 ������� �� ��-

�
������� (**), ������� � ��� �����"
��� �
�
� �
�

	
���.
'������� � �����
��� (**) �����"
��� �� (******). � ��-

���
���
 �����
��� ��
�
 �
&������ �� (***). '���
 ����-
�
������	
� ����������� ��
��� � ����	
��� ������ ���
�����
���, ��
��������	�
 ����� ������� �� ���
�������, ��-
��"
���
 �
�
� �
�

	
���:

2
2

2

2
2

2

2
2

2

( ) 0 ;

( ) 0 ;

( ) 0 ,

� � u
G G u X

�x �t

� � v
G G v Y

�y �t

� � w
G G w Z

�z �t

⎛ ⎞θ
λ + + ∇ + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞θ
λ + + ∇ + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞θ
λ + + ∇ + ρ = = ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2
2

2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

;

;

.

� u � u � u
u

�x �y �z

� v � v � v
v

�x �y �z

� w � w � w
w

�x �y �z

+ + = ∇

+ + = ∇

+ + = ∇
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(1.72)

��
 n — ������ � ���
������� �
��.
%����� ��������
��� ��
���	�� �
� ��#�	� �����	 � ��-

����&�	�!. ��� ��������� ��
� &������ �
�

	
��� �
��-
����� ������
��������� ��� �����
��� 8�
 (1.71) � �����
�-
������ ������� �� ���
������� (1.72). 9��
, ��������� ����-
�
��� 5���, ���
�
���� ���������	�
 �
&������, �� ����-
�� ����� �������� (******) ���������	�
 �����"
���.

� 
���
 �����"
��� �� �������
 �
���
����
 ������-
���� �
��� &������, ���������	�� �����"
��� � ����
.
%��
�
�
��
 �
���
����� &������ ����"��
��� �
, ��� ��
����� ��
����
� ����� �����
��� ������
��� � �
�������

	
 ������������ �����
��� �
����������� �
&������, � ��-
����� ��"�� �
&������ ��
���� �����"
����.

'������� � �����
��� �
����������� (****) ����
��� �
-
&������ �� (*****). 0� �����
���� �����
���, ���������
�����
��� ������
���, ������� �����
����
 �����"
���.
�������� ��� ���"��� ��
�����������, ������ �����
���
�
����������� �
&������ � ���


(1.73)

@��� ��;
��
 ���� �
 ������� �� ���������, �� �����

����� �����
��� (1.73) ��������� ���� � �����
��� �
������-
����� ����� �
�� ���

;

;

,

x

y

z

�u �u �v �w
p l G G l m n

�n �x �x �x

�v �u �v �w
p m G G l m n

�n �y �y �y

�w �u �v �w
p n G G l m n

�n �z �z �z

⎛ ⎞
= λθ + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= λθ + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= λθ + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 1

2

2
2 1

2

2
2 1

2

( ) (1 )
(1 ) (2 ) ;

(1 )

( ) (1 )
(1 ) (2 ) ;

(1 )

( ) (1 )
(1 ) (2 ) .

(1 )

x

y

z

� J T �X �Y �Z

�x �y �z�x

� J T �X �Y �Z

�x �y �z�y

� J T �X �Y �Z

�x �y �z�z

σ

σ

σ

+ μ ⎡ ⎤
+ μ ∇ σ + = − − μ + μ + μ⎢ ⎥− μ ⎣ ⎦

+ μ ⎡ ⎤
+ μ ∇ σ + = − μ + − μ + μ⎢ ⎥− μ ⎣ ⎦

+ μ ⎡ ⎤
+ μ ∇ σ + = − μ + μ + − μ⎢ ⎥− μ ⎣ ⎦
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(1.74)

��
  — ��
����� 8������ ������� �������, ������

 (f — �
������� &������).

7����� � ������
��
 �����
��� (1.74) ���"�� �����
���-
������ ������� �� ���
�������.

!����
��� (1.74) ���������� �����	��	 "�
�����	 —
2	���

�.

'�����
�������� �����
��� ������
��� (*) � �����
���
(1.74), ����
 �
��� &������ �����"
���, ������
 ���"��
�����
������� ������� �� ���
�������. 9��
 �� &�����
(*****) ����
 ���������	�
 �
&������ � �� &����� 5�-
�� ���
�
�� ���������	�
 �
�

	
���.

)��� ������, ��� �
�
��� ����� �
���� ��������� � ��-
���"
���� �
������� ��������� �
��� &������ ��� �����-
"
���, �����
������	�� ��
 �����
��� ������
��� � �
�-
�� �����
��� �
����������� �
&������.

1.11. #���	�� � 
������ �
��	
���	*����� %�'�/ 
	��
�� ��
����	� � ����(> <��)��� ���
�&����

0��
���������
 �����
��� ������
��� (1.71) � ��
�� ����-
��� �� ���
������� (1.72) ��
�������
� ������
 ��������� �
�"
� ���� ������
�� ��� �
������� ������� �����
�. '�3��-

2
2 1

2

2
2 1

2

2
2 1

2

( )
(1 ) 0;

( )
(1 ) 0;

( )
(1 ) 0;

x

y

z

� J T

�x

� J T

�y

� J T

�z

σ

σ

σ

+ μ ∇ σ + =

+ μ ∇ σ + =

+ μ ∇ σ + =

2
2 1

2
2 1

2
2 1

( )
(1 ) 0;

( )
(1 ) 0;

( )
(1 ) 0,

xy

xz

yz

� J T

�x�y

� J T

�x�z

� J T

�y�z

σ

σ

σ

+ μ ∇ τ + =

+ μ ∇ τ + =

+ μ ∇ τ + =

2
∇

2 2 2
2

2 2 2

f f� f � �
f

�x �y �z
∇ = + +
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� ��� �
�
��� ����� �������
���� ����� ���
���� �����-
��� ������: �������� &�������, ����"��	�� �����"
���
��� �
�

	
��� ���
�. 9��
 �������
 &������ ���������-
�� � �����
��� � 
��� �����
��� �����
���������, ������, �
-
�
��
 �����
��, 
��� �
 �����
��������� — �������� �����
&������� ��� ������� ��
���
 ����, �
������	�
 �� ���
��-
����� �
��, ������ �����
������� �������
 &������.

0����� �������
��� ���

 ������ ������������ ������-
������ ������ (
�-�
����, ��� ������ �������� ������ ���-
��� �
���
�����. '��������� �� � �����
���, ���
�
���� ��-
������
.

7���
 ��	

 �
�
��
 ��&&
�
���������� �����
���
������
���, ��������� ������������ &������� �� ������-
��� x, y, z, ������
�� /��0	��	 ������	�. @��� ��	

 �
-
�
��
 �����
��� ������
��� ���
����, �� � �����
��
 ����
-
��
��� ������
��������� ������ �����
��� �
����������� �
-
&������ � ����
���� ������
��
 ������� �� ���
�������.

'����  — �����������


&������ ���������. ������ �����
����
 �����"
��� �
�
�
&������ :

'��������� ����"
��� �����
����� �����"
��� � �����
-
��� ������
��� ��� ���������� ��;
��� ���, ������


(1.75)

0��
������ (1.75) �����
����
��� �� x, y, z � ����������
�����������
 ���������
 ���
���������� ��� �
 �
�	�


����
��� ����� �������������� &������ , ��-

����

( ) ( ) ( )1 2 3, , ,  , , ,  , ,x y z x y z x y zϕ ϕ ϕ

1 2 3,  ,  ϕ ϕ ϕ

2 2 2
3 2 1;  ;  .xy zx yz

� � �

�x�y �z�x �y�z
= = =

ϕ ϕ ϕ
τ − τ − τ −

2 2
3 2
2 2

2 2
3 1

2 2

2 2
2 1
2 2

;

;

.

x

y

z

� � �

�x �x�y �z �x

� � �

�y �x �y �y�z

� � �

�z �z�x �y �z

σ ϕ ϕ
= +

σ ϕ ϕ
= +

σ ϕ ϕ
= +

1 2 3,  ,  ϕ ϕ ϕ
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(1.76)

� �����
��� ��	
 �
�
��� �������
 &������ ������-
���� /��0	��	 ������	� 2�����

�.

#
�
��
 6����
��� �
 ����
��� 
������
��� ����"��.
7����
�, 6��
�� ��
���"�� ��� �����������
 &������, �
-
�
� �����
 ����������
 ������� ������� ��������
 �����-
"
���. � �����
��� �
�
��� &������ ���������� /��0	�-
�	 ������	� 2�����. �.0. $��� � +.*. 5������ ��
���"���
��� ������ &������ �����"
��� � �������� �����
 &��� ��-
	
�� �
�
��� �����
��� ������
���.

'���
�
 ���� �� ��	�� �
�
��� �����
��� ������
���
� ���������
���� �����������, ����"
���
 �
�
� ��� &���-

��� �����"
��� , ��
���"
�-

��� 6.6. 4����
���-$������
.

(1.77)

� �����
 ��
�������� �����
�
�
��� �����"
��� ����-
���
���� �
���������� ��� �� �"�� �������� �
�
� &������

�����"
��� :

2 22
3 32

2 2

22 2
31 1

2 2

2 2 2
2 1 2

2 2

;  ;

;  ;

;  .

x xy

y yz

z zx

� ��

�x�y�y �z

�� �

�y�z�z �x

� � �

�z�x�x �y

=

ϕ ϕϕ
σ + τ = −

ϕϕ ϕ
σ = + τ = −

ϕ ϕ ϕ
σ = + τ = −

( ) ( ) ( )1 2 3, , ,  , , ,  , ,f r x f z x f r xθ θ θ

22 2
31 2

2 2 2

22 2
32 2 1

2 2 2 2

22
32 1

2

22
3 32

2

1 1
;  ;  ;

1 1 1 2
;

1 1 1
;

1 1 1
.

r r

z

rx

x

� f� f � f

r r�x �x �x

� f� f �f � f

r �r r �r�r � �r r

� f�f � f

r �x r �r�x � �xr

�f � f� f

r � �x �x r �r�xr

θ

θ

σ = σ = τ =

σ = − + +
θθ

τ = − −
θ

τ = − − −
θ

( , , )r xϕ θ



59

(1.77�)

��
 

'�������� ����
��� �����"
��� (1.77�) � �����
��� �����-
�
��� (1.57), ������ ��"�
����. !����
��� ���
�������
(1.60�) �����
���������, 
��� ������� &������ ϕ, �����
���-
���	�� �����
���

(1.78)

@��
���
���, ����� &������ ϕ �����
�����
� �����
���

(1.78�)

�� ��� ���
� �����
������� � �����
��� (1.78).
)��� ������, ��� �
�
��� ����� � �����
 ��
��������

�������
���� ��� �����
�
�
��� �����"
��� ���������� ��-
������� &������ �����"
��� �����, ����� ��� �����
�����-
�� �����
��� (1.78�) � ������� �� ���
�������.

7
������� ��
����, ��� ����� � �������� �����, ����
-
���	���� �� �������
, ����
 �����
��� �����"
��� �
�
&������ �����������, ��3��� �"�� �
 ������������
��	�
 �����
��� ���������, � �
�������
 ��� �
�
���
�����
��� ����������, �
����
����
��� ����������� ���-
��
 ������.

( )

( )

2
2

2

2

2
2

2

2
2

2

;

1
;

2 ;

1 ,

r

x

rx

� �

�x �r

� �

�x r �r

� �

�x �x

� �

�r �x

θ

⎛ ⎞ϕ
σ = μ∇ ϕ−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

ϕ⎛ ⎞
σ = μ∇ ϕ−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤ϕ
σ = − μ ∇ ϕ−⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ϕ
τ = − μ ∇ ϕ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
2

2 2

1
.

� � �

r �r�r �x
∇ = + +

2 2 2 2

2 2 2
2

1 1
0.

� � � � � �

r �r �x r �r�r �r �x

⎛ ⎞⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ
+ ⋅ + + ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

2 2

1
0,

� � �

r �r�r �x

ϕ ϕ ϕ
+ + =
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#
���
 1.7. '���� ��������
��
�"
�� ����������� ���
�
�����
�
�
��� 10 × 10 �, ������ l = 6  ��-
��
��
� � �
���
 �
�
��� � �����-
"
� ������
��� �
��. )�
��
���
���
�
���� �
�

	
��
 ��"�
��
�
�
��� � &��� ������� ���
��-
����� ��
�"��. !�
����� �
�

γ = 0,078 7/�3, 3 = 2·107 7/�2,
μ = 0,3 (���. 1.22).

�����	�. 0� ������� ������ ��
-
��
�, ��� ��;
��
 ���� � �����"
-
��� �����

  (�)

  '�� 

(�
�����
����, ��"�

 �
�
��
 ��
�"�� �������� �� ��-
������. 5�"��
 ���
�
���
 �
�
��
 ��������
� �����
���

�����"
��
, ������
�
 �
�� ����� ��
�"��, �������"
����
��"
 �
�
���.

'��������� (�) � ��&&
�
��������
 �����
��� ������
���
(*), ������, ��� ��
 �����
��� �����
���������.

#������� �
�

	
���, ��� �
��, ��������� �����
���
(***) � (*****), ��������
 ����
� ��&&
�
�����������
�����
���:

 (�)

0��
������ �
���
 �����
��
 (�), ������

(�)

��
 u0 — &������ �� � � z, ����
"�	�� ���
�
�
���. '������-

��� (�) � ����"
��� ����� ������ ,  ������
:

  

���. 1.22

0;Y Z= = ;X g= −ρ

;x gxσ = ρ 0.y z xy yz zxσ = σ = τ = τ = τ = 0,  0.xx = σ =

;

;

0.

x

y z

xy yz zx

x�u gx

�x E E
�v �w gx

�y �z E
�u �v �v �w �w �u

�y �x �z �y �x �z

σ ρ
ε = = =

ρ
ε = ε = = = −μ

γ = γ = γ = + = + = + =

2

0 ,
2

gx
u u

E

ρ
= +

�xy xzγ γ

0 0;
�u �v

�y �x
+ =

0 0,
�u �w

�z �x
+ =
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������

  (�)

��
 v0 � w0 — &������ �� y � z.

'��������� (�) � �����
��� εy  �  εz, ������

(�)

)�� ��� v0 � w0 �
 ������� �� x, �� �����
��� (�) ����� ����-

�
��������� ������ ���   � 

)����

(
)

)
�
�� �������� v � w �� (�) � �����
��
  γyz:

)�� ��� v0 � w0 �
 ������� �� !, �� ������

  �  (")

0� �����
��� (") � (
) �����
 ����"
��� ��� &������
u0, v0, w0, ��������, ��� &������ u0 ���"�� ���� � �
���� ��
-
�
�� �� z � �, &������ v0 � w0 ����� � �
���� ��
�
�� �����
���-
�
��� �� � � ! � ! � �.

u0 = az + by + c;

v0 = — bx + dy + m;

w0 = — ax + dy + k.

%�	

 ����"
��
 ��� �
�

	
��� u, v, w, �������� (�) �
(�), ���
�

0
0 ;

�u
v x v

�y
= − +

0
0 ,

�u
w x w

�z
= − +

2
0 0

2
;

� u �v�v gx
x

�y �y E�y

ρ
= − + = −μ

2
0 0

2
.

� u �w�w gx
x

�z �z E�z

ρ
= − + = −μ

0 0
�v

�y
=

0 0.
�w

�z
=

2 2
0 0

2 2
.

� u � u g

E�y �z

ρ
= = μ

2 2 2
0 0 0 0 0 0 02 0.

� u �v � u �w � u �v �w
x x x

�y�z �z �z�y �y �z�y �z �y
− + − + = − + + =

0 0 0
�v �w

�z �y
+ =

2
0 0.

� u

�z�y
=
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(�)

��
 a, b, c, d, k, m — �����������
 ���������
.
'����������
 ���������
 ���
�
�� �� ������� ����
��
-

��� �������� �
�
���, ������
 ���"�� ��
����������� ����-
� ���"
��� ��
�"�� ��� "
������ �
��. L���� ���������
��������
����
 ���"
��
 ��
�"��, �
������� �
��� ��"
�-
�� �
�
��� ����
���� ���, ����� ��� y = z = 0; x = l �������-
���� u = v = w = 0. ��� ����
	
��� ���	
��� ��
�"�� ������
��
� x, y, z ����
�� "
���� 3�

�� ��� x � �
���
 ��"
��� �
-

�
��� '. )���� 

0�������� �����
��� (�), ��������
 ������� � ����
 ':

  

������ 

����"
��� ��� �
�

	
��� ����� ���

(�)

  

0� �����
��� (�) ��
��
�, ��� ����� �� ��� x ����� �
�

-
	����� ������ �
���������. )����, �
 �
"�	�
 �� ��� x, �����
�
�� � �
���������
, � �������������
 �
�

	
���. 8�-
���, ������
����
 �� �
&������ ��� x, ����
 �
&������
������ ��������� � ��� x. '��
�
���
 �
�
��� ����
 �
&��-
���� ����� ���������
���� &���. )�� ��� ���������
 ��-
����� ����
 �
&������ ����� �
�� ���������� ������ �
��� x, �� �
&������ ������ γyz  �  γyx  �
 �������
�.

2
2 2( ) ;

2 2

;

,

gx g
u y z az by c

E E
g

v yx bx dy m
E

g
w xz ax dy k

E

ρ μρ
= − + + + + +

ρ
= −μ − + +

ρ
= −μ − + +

0.
�v �w �u

�z �z �y
= = =

0;al k− + = 0;bl m− + =

2

0;
2

gl
c

E

ρ
+ =

0;  0;  0,a b d= = =

2

0;  0;  .
2

gl
k m c

E

ρ
= = = −

2 2
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ;

2 2 2 2

gx g gl g
u y z x y z l

E E E E

ρ μρ ρ ρ ⎡ ⎤= + + − = + μ + −
⎣ ⎦

;
g

v xy
E

ρ
= −μ ⋅ .

g
w zx

E

ρ
= −μ ⋅
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4��� ��
�"�� ����
 �
&������ �������� ���������
������. 7
������� ��
����, ��� ��� �
�
��� �
�����"-
�� ��������� ������ ���� 3�

�� � ���
������� �
����
��"
��� �
�
��� ����� '. @��� "
 ��
�"
�� ��	
�
� �� ��
�
���	��� �
���
�� �
�
���, �� �
�

	
��� ������� ��
�
-
��
 �����"
��� � �
�
��� � �
�
��
 ���
� �����
�����
������ �� �
������ ���������� �� ��	
�
���.

������� �
�

	
��
 ����� D, �������"
���� � ��"�

�
�
��� ��
�"�� �� ��� x.

(������� ����"
��� ��� u ����� D ���
� �
�� �
�������-
��
 �
�

	
��
, ������
 ������, ����"�� y = 0; z = 0; x = 0:

 �.

#
���
 1.8. (������� ����� ������������� ���
�
�����
�
�
��� b × h = 4 × 6 � ������
��� ���� ������ � �������-
����"�� �������
���� �
���� 2=12 �7·, �
�����-
�	�� � ������� ��������� xy. )�
��
��� ���
�
���� &���
���
�
����� �
�
��� ����� ����
 �
&������ (���. 1.23).
%�;
��
 ���� ������� ����������	��. '������ 

7/�2.
�����	�. /�

������� �
���� ����
�� ����� ��� �����

�����
 ���� ����������� R. $
������ � 8. /��
�� �� �����

�����
�� ������� �
�
���. #������"� ������ ��������� �
�
���
 ��"
��� ���
�
����� �
�
��� ', ��� x ������� �� ���
�����, ��� y — �
���������, ��� z — �������������. 0� ����� ��-
�������
��� ��
������ ����
��� �����"
��� � �
�
��� �����

    (�)

2
2 3

7

0,078 600
0,7 10

2 2 2 10

g
u l

E
−

ρ ⋅
= − ⋅ = − = − ⋅

⋅ ⋅

0,3;µ =

72 10E = ⋅

���. 1.23

;x
Ey

σ = −
ρ

0;y zσ = σ = 0,xy yz zxτ = τ = τ =
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��
 y — ���������
 �� �
��������� ��� z; 3 — ����� ���������;
ρ — ������ �������� ���������� �����.

'��������� (�) � �����
��� ������
��� (*) � � �����
��� �
-
����������� (****), ������, ��� ��� �����
���������. 1��-
�����
 ������� �� ������� ���
������� (�����
��� (**))
�����
���������, ��� ���  � �����-

������ ��
���
 ��������. ������
��
 ��������� ������� �
����
��� �
�
����, ��
 cos(x, nx) = 1 � �������� (**) ���"�� px =
= σx, ��
����, ����� ���
��������
 ���� � ����
��� �
�
����
�����
�
������, ��� � �����"
��� σx. )����� � 3�� �����
 ��-
���"
��� �� (�) ����� ��
��������� �����
 �
�
��
 ������.

0�������� (�), ��������
 �����
��� (***) ��� �
�

-
	
���:

      (�)

    (�)

0��
������ �����
��� (�), ������


(�)

'��������� (�) � (�), ����


    (�)

������� &������ f1 (z, y), ��� �
�� �����&&
�
�����

�
���
 �����
��
 �� (�) �� z, � �����
 — �� y:

  (
)

'
���
 �����
��
 �� (
) �����
�����
���, 
��� &������ f1
���
�"�� z � �
���� ��
�
��, � �����
, 
��� &������ f1 ���
�-
"�� y � �
���� ��
�
��.

�os( , ) 0;  cos( , ) 0y zx n x n= =

;x
�u y

�x
= ε = −

ρ

;x�v y

�y E

σ
= −μ = μ

ρ
.x�w y

�z E

σ
= −μ = μ

ρ

0;
�u �w

�z �x
+ = 0;

�v �u

�x �y
+ = 0.

�w �v

�y �z
+ =

1

2

2

3

( , );

( , );
2

( ).

y
u x f z y

y
v f z x

yz
w f xy

= − +
ρ

= μ +
ρ

= μ +
ρ

31̀ 0;
�f�f

�z �x
+ =

2 1` ;
�f �f x

�x �y
+ =

ρ

3 2` .
�f �f z

�y �z
+ = −μ

ρ

2
1

2
0;

� f

�z
=

2
1

2
0.

� f

�y
=
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(�
�����
����, &������ f1 (z, y) ��
�������
� ����� ����-

��, ���
�"�	�� y � z � �
���� ��
�
��:

(")

L���� ����� &������ f2 (z, x), �����&&
�
�����
 �����


�����
��
 �� (�) �� !, � ��
��
 — �� z:

9�����, &������ f2 (z, x) ���"�� �
�� ��
��  � ,

� ���"
 x � z � �
���� ��
�
��.

(�)

'����&&
�
�������� �
���
 �����
��
 �� x, � ��
��
 — ��
y, ����
 &������ f3 (x, y):

 

������ &������ f3 (x, y) ���"�� ���
�"��� x � y � �
���� ��
-

�
��:

)��� ������, ��������� 12 �
���
����� ��3&&���
����,
��� �����
��� ������� �������� &������ f1, f2, f3 � �����
-

��� (�):

(�)

0� (�) ������ a = — ρ; c = — α; e = — b; l = — c; n = — k; α = — l. 
)�� ��� c = — α; α = — l; l = — c, �� c = l = α = 0.
%������
���� &������ �
�� ��
���	�� ���:

1( , ) .f z y az by cyz d= + + +

2 2
2 2

2 2

1
;  .

� f � f

�x �z

μ
= = −
ρ ρ

2

2

x

ρ

2

2

z
−μ

ρ

2 2

2( , ) ...
2 2

x z
f z x ex kz lxz m= − μ + + + +

ρ ρ

2
3

2
0;

� f

�x
=

2
3

2
0,

� f

�y
=

3( , ) .f x y x ny xy= ρ + + α +β

0;

0;

0.

a cy y

x x
e lz b cz

z z
n x k lx

+ + ρ + α =

+ + + + − =
ρ ρ

+ α −μ + + + μ =
ρ ρ

1( , ) ;f z y az by d= + +
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(�)

'��������� � (�) ����
��� f1, f2, f3, ������
 ��� �
�

	
-
��� �����
���

  (�)

7
���
����
 ��3&&���
��� ���
�
�� �� ������� ����
�-
�
��� �����. 9���
�� �
��� �
���� �
�
��� ���, ����� �����-
������ �
�

	
��� ����� � �������� ������ ��
� x, y, z. )����
��� x = 0; y = 0; z = 0 ������

  ()

!������ () �����
���������, 
��� ��
 ��3&&���
��� ���-
�� ����.

)����

    (�)

!����
��
 ������� ����� �����
, ����"�� � (�) z = y = 0:

��
 

'����
���
 �����
��
 �������
� � ������ ��������, ����-
��� �������� � ����
 «(��������
��
 ��
������».

)���� ���
�
����� �
�
��� ����
 �
&������ �������, ��-
������ (�), �
�

	
��� u, v, w � ����� ����
 ����"
��
.

#������� �����������
 ���
�
���
 �
�
��
 �� �������-
��� x1 �� ������ ���������; ���������� x ����� ����� �
�
-
��� ����
 �
&������ ���
�

(�)

2 2

2

3

( , ) ;
2 2

( , ) .

x z
f z x bx nz m

f x y ax ny

= −μ − − +
ρ ρ

= − + + β

;
y

u x by az d= − + + +
ρ

2 2 2

;
2 2 2

y x z
v bx nz m= μ + − μ − − +

ρ ρ ρ

.
yz

w ax ny= μ − + + β
ρ

0;u v w= = = .
�v �w �w �v

�x �x �y �z
= = =

;
y

u x= −
ρ

;
yz

w = μ
ρ

2 2 21
( ) .

2
v x z y⎡ ⎤= − μ −

⎣ ⎦ρ

2 2

,
2 2 z

x Mx
v

EJ
= =

ρ

1
.

z

M

EJ
=

ρ

1 1 1 1 1 .
y y

x x u x x x
⎛ ⎞

= + = − = −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠
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!����
��
 (�) ��
�������
� �����
�����
��
 ���������, ������
�����
��� Bz, 
� ����� �����
������� ��
 ���-
�� �
�
��� x1 ����
 �
&������.

)��� ������, ��� ����� �����

�
�
��� ������
 �� �
&������ ����-
���� ������� � ����
 �
&������,
�.
. �����
�� $
������ �����
�����.

)�� ��� ��� �
&������ �
�
���
�������� �������, �� �������� ��-

�
��
 &��� ������������� ���
-
�
����� �
�
��� � 
�� ��������� ���
�����
 (���. 1.24).

(������ bc �
�
��� �� �
&������ ���
�
������ �����
��-

 z = b / 2. '���
 �
&������ ��
 ����� (bc) ������� �������-
������
 �
�

	
��
 � �����
��
 ���
�

(�)

!����
��
 (�) ����
��� �����
��
 �
���� ��
�
�� ������-
�
���� z � y. (�
�����
����, ������� bc ����
 �
&������ ��-
��
��� �����, �� ���
��
��� �� �
������� ���� β, ��� ������-
�� �� ���. 1.24 ��������.

7���
 ���� β:

 

.

#�������, ��� ���
� �
&����������� �
����� (ab) �
��"��� (cd) ������� �������������, �����
��� ������� ��
�
&������ �
�� ���

'���
 �
&������:

(�)

���. 1.24

1 .
2 2 2 2

b b y b b y
z w

⎛ ⎞
= + = + μ ⋅ = + μ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

5

7 3

4 12 10 12
tg 0,3 0,0005;

2 2 2 2 10 4 6z

b b M

EJ

⋅ ⋅
β = μ = μ ⋅ = ⋅ ⋅ =

ρ ⋅ ⋅ ⋅

0,029β = °

.
2

h
y = ±

2
2 2
1 4

.
2 2 2

h
x z

h h
y v

⎡ ⎤⎛ ⎞
− μ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦= ± + = ± +

ρ
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!����
��
 (�) ��
�������
� ����� ���
���� �
���
� � ��"-
�
� ������ ������������� �� ��������� y0z. %��
�
 �����
��

(�) � ����������� ��� yz, ��� �
�� ������� �
�

	
��

�
���� ��"
��� �
�
��� � �
��������� �������
���, �����


'����� �����
��� �
���
� � ��"�
� �������:

.

0� �����
��� ��
��
�, ��� �
����� � ��"��� ������� �
�
-
��� ���������� �� ��������, �������"
��� �����������
��
��. 7� ���. 1.24 ��� �������� ��������� ������.

'��������� �������
 ����
���, ������ �����
��� �
��-
�
� � ��"�
� �������:

#
���
 1.9. (������� ��
�-
"
�� 3�������
����� ���
�
���-
�� �
�
��� � ���
��� ������
�
a = 4 �, b = 3 � � ������
l = 1,0 � ���������
��� �
�-
�� 2 = 10 �7. )�
��
��� ���
-
�
���� ���������
 �����"
��� �
���� ������������ �
���
�� �
�
-
��� (���. 1.25). (�����
��� �
-
�� ��
�"�� ��
�
��
��.

�����	�. )����
 �
�
��

������ � ����
��� ���������
-
����� ��
�"�� � �
������ ���
-
�
��� �
�
��
 ���� ���� (
�-

2
1

1;  ( ;  0).
2

x
v x x y z= = = =

ρ

2
2

2 24

2 2 2 8 2

h
z

h h h z
y

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟ μ⎝ ⎠= ± + μ = ± + − μ
ρ ρ ρ

2 2 2 5

7 3

5
2 2

7 3

6 6 12 10 12
0,3

2 8 2 2 8 2 10 4 6

12 10 12
0,3 3,0 0,000125 ;

2 2 10 4 6

ab
z z

h h M z M
y

EJ EJ

z z

⋅ ⋅
= + μ ⋅ − μ ⋅ = + ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
− ≈ −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

23,0 0,000125 .cdy z≈ − −

���. 1.25



69

�
����. '�3��� �
������� ������������ �� �������� ��-
��"
���� �
���� (
�-�
����, �
 ���

 ��� ����
� �� ����
��

��
�"�
� �������� ���
�
����� �
�
��� �� &����� �����-
����
��� ��
������ ����
��� �����, ��������� �����
���-
���	� ��
������� �
���� ���������.

%���������� �� �
�
��� ��� �������� ����, (
�-�
���
��
�����"��, ��� �
&������ ��������
��� ��
�"�� ����-
����
��� �� ��������� ���
�
���� �
�
���, ���������� �
������ ��
�"�
, � �
�������� (����"
���) ���
�
���� �
-
�
���, �
 ������	
� �� ���������� ���������� x.

(������� ������� ��
�����"
���, ���
 �
��

 (�)

�
�

	
��� v � w ����������, ��� � ��
�"�� ��������
�
�
���.

'�� ����
��� ��
�"�
� �
�������� ���
�
����� �
�
���,
��� ���������� 3���
��
���, ���������� �
�������� ���
-
�
���� �
�
���.

'���"�, ��� �
�������� �
�
��� ���
�
��
��� &������

(�)

��
 θ — �������
����� ���� ������������; ψ — &������, ���-
�����	�� �
�������� ���
�
���� �
�
��� � �
 ������	�� ��
���������� x.

������� �
�

	
��� v � w. '�� ����
��� ��
�"�� 
��
���
�
���
 �
�
��� �������������� ��������������� ���-
������� x �� ������ ���������. )��� ������, �����������

���
�
���
 �
�
��
, ������	

 �� ������ ��������� �� �
����-
�� x, ���
��
��� �� ���� θx (��
 θ — �������
����� ���� �����-
�������). '�� �������
 �
�
��� �� ���� θx ������������ ���-
�� ' ���
��
��� �� �
������ θxr (��
 r — ���������
 ����� ' ��

������ ��������� )) � ���
� ����"
��
 '1 (���. 1.26). '��
�-

��� �
�

	
��� ��1 �� �����������
 ��� y, z ���
�
��� �
-
�

	
��� v � w �� �������
��� ��
� y, z.

0� ���. 1.26 �����, ���   

 

�����  (�)
9��� «����» ���� �����, ��� ��� ����"��
���� ���
 ��-

���������� � ����"��
����� ����������� ����� ' �
�

	�-

��� � �������
���� �������
��� ��� y.

0;x z yσ = σ = σ = 0;yz zyτ = τ =

( , ),u y z= θψ

sin ;v xr= −θ ϕ cos ;w xr= θ ϕ sinϕ =

/ ;z r= cos / ,y rϕ =

;v xz= −θ .w xy= θ
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'���
�� ������
��
 �����
��� (1.71) ��� �������� ��-
��"
���� �
�

	
��� u, v, w (�����
��� �, �), ������ ��;
-
��
 ���� X, Y, Z ������ ���� � ��������, ��� εx, εy,  εz �����
����, ��� ��� σx, σy,  σz ����� ����.

%������
����� ��;
��� �
&������ 

!����
��� (1.71) ����� ��
���	��:

    

'���
��

 �����
��
 ������
� ���

(�)

)��� ������, &������ ψ ���"�� �����
������� �����
-
��� (�).

�������
 �����
��� �
&������, ��������� �����
��

(***):

���. 1.26

0.
�u �v �w

�x �y �z
θ = + + =

2 0;v∇ =
2 0;w∇ =

2 2
2

2 2
0.

� �
u

�y �z

⎛ ⎞ψ ψ
∇ = + θ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2

2 2
0.

� �

�y �z

ψ ψ
+ =

0;
�u �v �w

�x �y �z
= = =

0;
yz

yz
�w �v

�y �z G

τ
γ = + = =
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(�)

'��������� ����
��� ����������� �� &������  ψ, v, w ��-
������ �����
��� (*****), ����


(
)

0� �����
��� (
) ��
��
�, ��� τxy � τxz �
 ������� �� ������-

���� x, �.
. �
�� ���������
 �����
�
�
��
 �� ��
� ���
�
�-
��� �
�
����.

4������ ψ(y, z), ���
�
���	�� �
�������� ���
�
�����
�
�
���, ���"�� �����
������� �����
��� (�) � ��������
������� (**).

$������ ���
������� ��
�"�� �������� �� ��
���� ���
px, py, pz = 0. 7� �
� ������ n �
��
���������� � ���

x (cos nx = 0). )���� �����
 � ��
��
 �����
��� �� ����
� (**)
�����
��������� ��"�
���
���, � �
���
 ������
� ���

(")

7� τxy cos (n, y) 
��� ���
���� τxy �� ������ n, � τxz cos (n, z)


��� ���
���� τxz �� ������ (�. ���. 1.26).

0� �����
��� (") ��
��
�, ��� ���
���� ������� �����
��-
���� �����"
��� �� ������ ����� ����. /�� ������, ��� ����-
�
����
 �����"
��
 �� ������
 �������
�� �� �����
����� �
�������. ���
�� � ������� �
����
��� ���� 3�

�� �� ���-
����� dz, dy, dS (�. ���. 1.26). ��&&
�
����� ���� dS ���

������� ����"��
����, 
��� ���� S ��
������
��� ��� �����-
������� �� ������� ���
��
.

0� ���. 1.26

  (�)
9��� «����» ���� �����, ��� ��� ����"��
���� ��&&
-

�
�����
 �����	
��
 dy �������
����.

;
xy

xy
�v �u

�x �y G

τ
γ = + =

.xz
xz

�w �u

�x �z G

τ
γ = + =

;

.

xy

xz

�v �u �
G G z

�x �y �y

�w �u �
G G y

�x �z �z

ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
τ = + = θ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
τ = + = θ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

cos( , ) cos( , ) 0.xy xzn y n zτ + τ =

cos( , ) / ;n z dy dS= − cos( , ) / .n y dz dS=
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'��������� � �����
��
 (") �
������ τxy � τxz �� (
) � ��
-

��� ��������, ������


���

(�)

!����
��
 (�) ��
�������
� ����� ��������
 ������
, ����-
"
���
 �
�
� &������  ψ.

)��� ������, �"�� ��
���� �����, ��� ����
� �� ����
-
��
 ����� ��
�"�
� �
��������� �
�
��� �������
��� � ��-
��"�
��� &������ ψ, �����
������	
� �����
��� (�) � ���-
����� �������. ���

, �������� (
), �����
 �����
���
������
��� (*). '�����

    

��� �����
��� �����
����
��; ��
��
 �����
��
 ������
���
�"�� �����
�������, ������

  (�)

��
 ϕ — &������, �
 �������� �� x, ������
�� /��0	�� �-
�����	� 5����
�.

'��������� (�) � (
), ���
 �
��

'����&&
�
�����
 �
���
 �����
��
 �� z, �����
 — �� y
� ����
 �� �
����� �����
 �����
��
. � �
�������
 ����

��&&
�
��������
 �����
��
, ������� ���"�� �����
���-
���� &������ ϕ:

(�)

'�������� (�) � (") � �������� (�), ������ ��������

�������, ����"
���
 �
�
� &������ ϕ:

()

0,
� dz � dy

z y
�y dS �z dS

ψ ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

.
� �

dz dy ydy zdz
�y �z

ψ ψ
− = +

/ 0;xy� �xτ = / 0;xz� �xτ = /( / ) ( ) 0.xy xz� �y � �zτ + τ =

/ ;xy � �zτ = ϕ / ,xz � �yτ =− ϕ

/ ;

/ .

�
� �z G z

�y

�
� �y G y

�z

ψ⎛ ⎞
ϕ = θ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

ψ⎛ ⎞
− ϕ = θ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2 2( / ) ( / ) 2 .� �z � �y Gϕ + ϕ =− θ

0.
� �z � �y �

�z �S �y �S �S

ϕ ϕ ϕ
⋅ + ⋅ = =
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4����� ��������
�, ��� &������ ϕ ���"�� �
�� �����-
����
 ����
��
 ����� ������� ���
�
����� �
�
���. ���
�������� �
�
��� 3�� ��������� ������ ������
��� ���-
��� ����.

(�
�����
����, &������ ϕ ���"�� �����
������� �����
-
��� (�) � ��������� ���� �� ������
.

#������� ��������
 ������� ��� ����
��� �
�
���
��
�"��. )�� ��� ������ �� ����
��� �
�
���� ��
�"��
������
���� ��� x, ��  � ������� (**) �����
���

  ()

0� () ��
��
�, ��� ��
���
 ���� �� ����� ��
�"�� ���"-
�� �����
�
������ ��� "
, ��� � �����
����
 �����"
��� � ��-
�
�
���� �
�
����. ��
���
 ���� ������� ���������	�� �-

��, ������ �����	
� �
��� � �
�
����.

#������
� �������
 ����"
��� � ����
�
 �� ����
��
 ���-
��
�, �
�	�� �����������
 ���
�
���
 �
�
��
, �
�
��
 �
�
�
��� ������ ����
��� ��
�"�� � 3�������
��� �
�
��

(���. 1.27).

'���� ���
�
���
 �
�
��
 �������
��� �����
��


!����
��� (�) � () ����� �����
���������, 
��� �������

&������ �����"
��� � ���
 

��
 ( — ����������.

cos( , ) 1n x =

;y yxp = τ .z zxp = τ

���. 1.27

2 2

2 2
1.

z y

a b
+ =

2 2

2 2
1 ,

z y
(

a b

⎛ ⎞
ϕ = + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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'��������� ϕ � �������
 �����
��
 (�), ������


��
  , 
������

%��
�
�� �
������ ', ��� �
�� ����
 �
�� �����
��-
��� �����"
��� � �
�
���, ������ �����	
� �
���. 4���-
��� ϕ �� ������
 ����� ����.

��   

�����   

'�������� ϕ � (�), ������ ����"
��� ��� �����"
���:

  

#
���������	

 �����
����
 �����"
��
 � ������ �������
�������
� � �����
����� � �������.

6���������
 �����"
��
 �
�����
� � ������ �
�
�
�
���
������� � ���� ������
� 3������. '�������� y = b, ������

%������
����� ���� ������������ ������, ��������� ���-
�
��
 ':

2 2

2 2
,

2( )

B a b
C

a b

⋅ ⋅

=

+

2B G= − θ

2 2 2 2

2 2 2 2
1 .

2( )

a b B z y

a b a b

⎛ ⎞⋅ ⋅
ϕ = + −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

2 2
2 2

2 2 2 2

( ) 2

1 1
,

yx xz
� �

M z y dydz zdydz ydydz dydz
�z �y

a b B
x dydz y dydz dydz

a b a b

ϕ ϕ
= τ ⋅ − τ = − − = ϕ =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

3
2 ;

4 y
ba

x dydz J
π

= =∫∫
3

2 ;
4 z
ab

y dydz J
π

= =∫∫ ,dydz ab= π∫∫

3 3

2 2
;

2( )

a b B
M

a b

π
= −

+

2 2

3 3

2 ( )
;

M a b
B

a b

+
= −

π

2 2

2 2
1 .

M z y

ab a b

⎛ ⎞
ϕ = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎝ ⎠

3

2
;xz

My

ab
τ = −

π
3

2
.xy

Mz

a b
τ =

π

max 2

2
.

M

ab
τ =

π
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5��������� "
������� 3�������
����� ���
�
����� �
�
-

��� 

'��������� �������
 �
������, ������


!��� ������������ �
���
�� �
�
���  

#
���
 1.10. 7� ������
 ���������������� � ����
 ) �����-
"
�� ����
�����
���� ���� F, �������
���� ����� ��� z. )�
��-

��� ���
�
���� �����"
��
 � �
�

	
��� � ������ ����-
������������ (���. 1.28).

�����	�. '��������������� ������
��� ������
 �
�� (��
-
��) �
����
��� ������� ���
���, �������
���� � ����� ���-
���� ����������. ��� �
�
��� ������ ������ ������������

2 2

3 3

2 ( )
2 ;

M a b
G

a b

+
− = − θ

π

2 2

3 3

( )
.

M a b

a b G

+
θ =

π

3 3

2 2
.

a b G
(

a b

π
=

+

( )

5
2

max 2

5
2

3

5 2 2

3
3 3 7

2 10 10
17 693 7/� ;

3,14 4 3

2 10 10 4
13 270 7/� ;

3,14 4 3

10 10 4 3
0,58 10  ���.

3,14 4 3 0,8 10

d
xy

−

⋅ ⋅
τ = =

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
τ = =

⋅ ⋅

⋅ +

θ = = ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

0,58lϕ = θ ⋅ = ×

3 210 100 5,8 10 3,3 .− −

× ⋅ = ⋅ = °

���. 1.28
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���������
���
 ����������, ��� ��� �

� 
��� ��
����-
��
 �����
�
�
��
 �����"
��� �������
���� ��� z. 5�� ��
��-
���� ���

, �
�
��
 ������ �
���� ��������� ������
���� ����-
	�
��� ��� ������ �����
 &������ �����"
��� ϕ, �����
���-
���	
� �����
��� ������
��� � ������� �� ���
�������.

'�
���"
�� ������
 �����
���� &������ �����"
���,
��������	�� �
���� ����
 ������.

'���
�
 �
������
 �� ���:

��
 

��


(1.79)

9�
��, ��� ��� ���
����� ��
�, ��� � ����� ���������
��
��� ���
� �������� �
�
��
.

#
�
��
 ����������
�� ������ ��
���
 ���� $�����
-
���.

'���
�
 &������ ϕ. )�� ��� ������ �
 ���
�"�� ���
�-
��� ���
���, �� ���������
 ��3&&���
��� �
����
���
.
7����"
��� ���
�
������ � �
�������
 ��
��������� ��&&
-
�
���������� &������ ϕ. )�� ��� ���
������ �����"
���
������
� ����� � �������
, �
��� ���������, ��� &������ ϕ
���"�� ���
�"��� ���������� r � z � �
���� ��
�
��, ������,

2 3
1 2 3 4

2 2 3 3
1 2 3 4 5

2 2

ln ln ln ln ;

;

( ) ,n

� r � z r � z r � z r

� z � r � z � r z � z

� r z

ϕ = + + +

ϕ = + + + +

ϕ = +

1 / 2;  1; 1/2;n = −

2 2( ) ,n� r z zϕ = + ⋅

–3 / 2; – 1 / 2;  1.n =

2 2 5/2 2 2 2 3/2

4 4

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

1
( ) ( ) ;

3

(3 8 );

(3 2 ) ;

( 4 ) ;

ln .

r r z z r z

c r z

c r z z

c r z r

r z z
cz

r z z

− −

⎡ ⎤
ϕ = + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

ϕ = −

ϕ = −

ϕ = −

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ϕ =
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
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���
 �
������� ��
��� � ����������� � �
���� ��
�
��.

/��� ������� �����
������� ��
�� 

9������� &�����
� ϕ � ���


4������ ϕ �����
�����
� �����
��� (1.78), � �
 �"��
��
������, ��������� 

 � �����
��
.

������� �����������
 ���������
, �����	�
 � &���-
��� ϕ, ��������� ����"
��� ��� �����"
��� � ��������

�������.

'������� &������ ϕ � �����
��
 ��� τrz. '���
 ��
����-
������� ������

(�)

(������� �������� ������� ��� 

����� 

��� (�)

9����
 ����"
��
 ��� σz:

(�)

0� (�) ��
��
�: σz = 0 ��� z = 0.

( )
1/2

2 2ln ;  c ;�z r r z+

2 2

2 2
ln .

r z z
cz

r z z

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2 2
2 2 1/2

1 2 3
2 2

ln ( ) ln .
r z z

c z r c r z c z
r z z

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ϕ = + + +
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2 2 3/2 2 2 2 5/2
2

2 2 3/2 2 2 2 5/2
3

(1 2 ) ( ) 3 ( )

4 ( ) 6 ( ) .

rz c r r z rz r z

c r r z rz r z

− −

− −

⎡ ⎤τ = − − μ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − μ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

0, 0,rzz = τ =

2 3/2 2 3/2
2 3(1 2 ) ( ) 4 ( ) 0� r r c r r− −⎡ ⎤⎡ ⎤− − μ + − μ =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3 2
1 2

.
4

c c
− µ

= −
µ

2 2 3/2 3 2 2 5/2
2

2 2 3/2 3 2 2 5/2
3

(1 2 ) ( ) 3 ( )

4 ( ) 6 ( ) .

z c z r z z r z

c z r z z r z

− −

− −

⎡ ⎤σ = − − μ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − μ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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'������� � (�) ����
��
 c3. '���
 �
���"��� ��
��������-
��� ����


(�)

(������� ������� �� ����� �������������� ���	���
 ��-
� ��������� �����"
��� ����� �������
 F.

/�

������� ���	���� 

)���� (�)

'�������� � (�) ����
��
 σz  �� (�), ����


(
)

������  � 

9����
 ����"
��
 ��� σr :

(")

��� ���
� ���  �����"
��� σr ���"�� ���������
����. #���������� ����"
��
 ("), ����, ���

 ���� �
 �����
���.

3 2 2 5/2
2

3
( ) .

2z c z r z −

σ = − +
μ

.dA r d dr= ⋅ θ ⋅

2

0 0

;zF d rdr
π ∞

− = θ σ∫ ∫

3 2 2 5/2 3 2 2 5/2
2 2

0 0

3 2 2 3/2
2 2

0

3 3
2 ( ) 2 ( )

2 2

3 1
( ) ,

3

c z r z rdr c z r z rdr

� z r z c F

∞ ∞

− −

∞

−

− π + = − π + =
μ μ

π π⎡ ⎤
= − − + = − = −⎢ ⎥μ μ⎣ ⎦

∫ ∫

2
F

�
μ

=
π

( )
3

1 2
.

4

F
c

− μ
= −

π

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

– –

– –

– –

– –

–

– –

3/2 5/2
2 2 2 2 21

2 32

1/2 3/2
2 2 2 2

2

3 3/2 5/2
2 2 3 2 2

2

1 2 3

4
4 1

2 6 .

r
c

c z r z r z r z �
r

z
r z z r z

r

z
r z z r z

r

⎡ ⎤
σ = + μ + + + ×⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡
× + + + μ +⎢
⎣

⎤
+ + ⎥

⎥⎦

z = ∞

3
2 2 1/2 2 2 3/21

32 2 2

4
( ) 2 ( )

c z z
c r z r z

r r r

− −

⎡ ⎤
+ + − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
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(�
�����
����, c1 � c3 �
������� ��������� �� ������� ��-
�
����� ���� ���
���������� ����"
���. '�������� 
�� �
����, ����


������

'���
 ����������� ��
� ��3&&���
���� ������ &�����
��� �����"
���:

(�)

���
�� � ������������ ����
 D �������������� ���	��-
��, �� ������� �������� �����"
��� σz � τzr.

0� ���. 1.28 �����, ��� 

)��� ������, �����
 �����"
��
, �����"
���
 � ����-
���������� ���	���
 � ����
 D, ��
��� �������
�� � ������ ��-
�������.

%������� �
�
� u — �
�

	
��
 � �������
��� r ; �
�
�
w — �
�

	
��
 � �������
��� z:

'���
 ����������� �����"
��� σθ, σr, σz � ������
��� �
-
�������� ��
����������� ������

(�)

1
32 2 2

4 2
0,

�
c

r r r

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )
1 3

1 2
2 .

2
c c F

− μ
= − = ⋅

π

2 2 1/2 2 2 2 5/2
2 2

2 2 1/2 2 2 3/2
2 2

3 2 2 5/2

2 2 2 5/2

1
(1 2 ) ( ) 3 ( ) ;

2

1
(1 2 ) ( ) ( ) ;

2

3
( ) ;

2

3
( ) .

2

r

z

rz

F z
r z r z r z

r r

F z
r z z r z

r r

F
z r z

F
rz r z

− −

− −

−

−

ϕ

⎧ ⎫⎡ ⎤
σ = − μ − + − +⎨ ⎬⎢ ⎥π ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
σ = − μ − + + + +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

σ = − +
π

τ = − +
π

/tg / .zr z r zα = τ σ =

( ) .r z
r

u r
Eθ θ

= ε ⋅ = σ − μ σ + σ⎡ ⎤⎣ ⎦

2 2 1/2 2 2 2 3/2(1 2 )(1 ) 1
( ) 1 ( ) .

2 1 2
u F z r z r z r z

E r
− −

⎡ ⎤− μ + μ
= + − + +⎢ ⎥π ⋅ − μ⎣ ⎦
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�
���������
 �
�

	
���

'�������� ����
��� σθ, σr, σz � ������
��������, ����


(�)

0�������� &����� (�), ���
�
��
 �
���������
 �
�

-
	
��
 ����� �����"
��� ���� F = 7000 H, ������� �����

��������� ��
�� ����� E = 2 ⋅ 107 H/�2, � ��
�
� �
���
���

��
����� σT = 20 000 H/�2, μ = 0,3.
���
"
 �� ���������������� � ���
������� ����� ) ����-

�&
�� ������� r ���, ����� ��� ���
���� ��������� ��-
���"
���, �
������	�� �� ���
������� �����&
��, ���������
�������� �������
 F, � �����"
��� �
 ��
������ ��
�
�� �
-
���
���:

(�)

��
 pz — ���
���� ������� �����"
��� �� ���	���
 dA �� ���
Oz.

'� �
��

 � ��
��
 ���
��������� ������
��� ���
����
(�) �"�� �������� ��
���	� ������:

()

��
 σzm — ��
��

 �����"
��
 �� ���
������� �����&
��. (�-
������ ������� σzm �
 ���"�� ��
������ ��
�
�� �
���
���.
)����

 �.

7� ���
������� �������� ���������������� (z = 0) ���

�
��

(�)

1
( ) .z z r

�w

�z E θ
= ε = σ − μ σ + σ⎡ ⎤⎣ ⎦

2 2 2 3/2 2 2 1/2(1 )
( ) 2(1 )( ) .

2

F
w z r z r z

E
− −

+ μ ⎡ ⎤= + + − μ +⎣ ⎦π

,z
A

F p dA= ∫

2
2

2

0

2 ,
r

zm zmF dA r
π

∫= σ = σ ⋅ π

7000
0,24

2 2 3,14 20 000zm

F
r = = =

πσ ⋅ ⋅

2(1 )
.

F
w

E r

− μ
=

π ⋅
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9�
��� F 3������
����� ����� �
�
� �����"
��� σzm, ��-
����
 �
�

	
��
 ����� ):

7���
 �
�

	
��
 �������� ����� ������� a = 0,5 �,
�����"
����� ����� F = 7000 H. 6����� ��������� � ��3&&�-

��
�� '������� �����
����
��� ����� E = 2 ⋅ 107 H/�2; μ = 0,3
(���. 1.29).

)�� ��� �������� �� ������
 �������-
��������� �
�
��
��� �
�
� ���������
"
����� ����, �� �
�

	
��
 ��
� ��-
�
� ���	��� ��������� ����� ���"��
���� ���������. ����
��
 (�����"
-
��
) ��� ����� �����
�
��
��� �
���-
��
���. 6��������
 ����
��
 ���
� �
�
���
 (r = 0):

��
 ��� �����
��� �������
 ��
��
�� ���-

�
���  �� ���	��� �������-
�� ��������. 7� ������
 ������� (r = a) ����
��
 ����������
�
����
���. ��������	�
 �������
���
 �
&������ �����

����� ������
� � �
������
���� ������ �� ����
��
 � ���-
���, ������	�� �� ������� �����.

'
�

	
��
 ����� ���
�
��
��� &������

�.

#������� ������, ����� �������� q = 9000 H/�2 �����-

��� �����
�
�
�� �� ���	��� ����� (� = 0,5 �). 6�����
��������� � ��3&&���
�� '������� �����
����
��� �����

E = 2 ⋅ 107 H/�2, μ = 0,3  (���. 1.30).
)���� 2 ��������� �� ���
������� �������� �������-

��������� ������ �����"
����� ����� (r = a) �� ���������� r ��
�
���� ). ���
�� �
����
��� ���� 3�

�� ���	���, ����-

2 2 2

max 7

3

(1 ) 2 20 000(1 0,3 ) 2 0,24

2 10

0,44 10 �.

zm r
w

E r

−

− μ ⋅σ ⋅ π − ⋅ ⋅
= = =

π ⋅ ⋅

= ⋅

���. 1.29

2
min / (2 ),q F a= π

2
�� /q F a= π

2 2
3

7

(1 ) 7000(1 0,3 )
0,32 10

2 2 0,5 2 10

F
w

aE
−

− μ −
= = = ⋅

⋅ ⋅ ⋅
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���
���� ���� ��������, �������"
���� ��� ���� dψ, �
���� ����"������ � �������� S � S + dS � �
���� � ����
 2.

7������� �� 3�

�� ����� qSdψdS.
'
�

	
��
 ����� 2 �� ��������, �
������	
� �� 3�
-


��, �������� &����
 (�) ���
�

'����
 �
�

	
��
 

����� ����� cb �����
��� 2a cos α. 0��
������ �� ����
 S,
������


.

������ ���� α �
�
� ψ.
0� ���. 1.30 ��
��
�, ��� a sin α = r sin ψ.
'���
 ��
����������� ���
 �
��

. (�)

���. 1.30

2 2(1 ) (1 )
.

qSd dS q
dw d dS

E S E

− μ ψ − μ
= = ψ

π ⋅ π

2(1 )
.

q
w d dS

E

− μ
= ψ

π
∫∫

2 22 cos

0

(1 ) 2(1 )
cos

aq q
w d S a d

E E

α− μ − μ
= ⋅ ψ = ⋅ α ψ

π π
∫ ∫

22 /2
2

0

4(1 )
1 sin

qa r
w d

E a

π− μ ⎛ ⎞
= − ψ ψ⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∫
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)��� ������, �
�

	
��
 ����� �����, �������"
����
������ �����"
����� �����, ���
�
��
��� ����� 3�������
-
��� ���
�����.

0�������� ������� 3�������
���� ���
������, ����"
��

(�) �"�� �������� � ����
����� ���
:

6���������
 �
�

	
��
 ���
� � �
���
 ����� ��� r = 0:

'�������� �������
 ����
���, ������

 �.

7���
 ������� �����"
��� "
������ ���� �������
r = 0,5 � � ������
 ���������������� ��� �
�����
 �
�������-
��� �������� F = 7000 H. '�����
 ����� ��������� � ��3&&�-

��
�� '������� �����
����
��� ������ E = 2 ⋅ 107 H/�2, μ = 0,3
(���. 1.31).

'�� ���������� �������� ��� ����
��� ���������������� �
����
 (���. 1.31, �). � 3�� �����
 ����� 
"�� ���� � ������-
��� ���������� �"�� ������"
��� ���
�
���� �� &����
 

'�� �����"
��� �
���������� �������� F ��� ��������
�-
�� � ��������� ��������� (���. 1.31, �). ���
�����
 ��
����
�
&������ 3���� ����
��� ���
� ��
��������� �����&
��,
��
������� �������
���� ��� z.

������� �
�

	
��
 � ������������ ����
 (, �������-
"
���� ������ ���	���� ��������. 7� ���
������� �����-
�
������ ���� � ������ ���������������� ��������� ����
-
���, ������
 �������� �
�
� q. )���� 3�

������� ����, ���-
����	���� �� �
����
��� ���� ���	���� dA, ������	�� ��
���������� S �� ����� (, ���
� dF = qdA = qSdϕdS.

'
�

	
��
 ����� ( �� ���� dF �����

2 42 2

2 2 2

4(1 ) 1 1 3
1 ... .

2 2 2 4

qa r r
w

E a a

⎡ ⎤− μ π ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅⎣ ⎦

2

max
2(1 )

.
qa

w
E

− µ
=

2
3

max 7

2(1 0,3 ) 9000 0,5
0,41 10

2 10
w −

− ⋅ ⋅

= = ⋅

⋅

2

.
2

r
w

R
=
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(�)

'
�

	
��
 ����� ( �� ����
��� �� ��
� ���	��� ������-
�� ����

(�)

� &����
 (�) �
���
����� �������� w( � �����
�
�
��

����
��� q.

)�� ��� q — �
������ �
�

����, �� 

 �
���� ���
���
��-��� ���
�����.

� ����� ����
 ���	���� �������� ����
��
 ���������-
������ �������
 �����&
��, �
�	
� ������ � � ��������
 �
���
 ���	��� �����. %����� ��� �
���� �&
�� �"�� ����-
����

���

(�)

��
 q0 — ��������

 ����
��
 � �
���
 ���	���� ��������; * —
��3&&���
�� ��������, ��������	�� �
�
������ �� ���	��� �
�������
; � — ���������� �������� �����&
��, ������ ������� �.

0��
����  ��
�������
� ����� ���	���  3���� ��-

������ �� ����
 ����� bc.
#���
��� �������� � &��
 �������� ����������, �
 �����-

��	
� �
�
� �
���, � �
�
��� ���
 �
�� �������� � ���
�-
��, ����� ����
 bc.

'��	��� 3���� 

7������� �� ����
 ����� bc �����

��
 * — ��3&&���
�� ��������.

2 2(1 ) (1 )
.c

qSd dS q
dw d dS

E S E

ϕ − μ − μ
= = ϕ

π ⋅ π

21
.Cw d qdS

E

−μ
= ϕ

π
∫ ∫

0

31 4

2 3

q F
K

a a
= =

⋅ π

0
2

,
2

3

F
q

a
=

π

qdS∫ Ω

2( )
.

8

bcπ
Ω =

2 2
0( ) ( )

,
8 8

qbc bc
qdS K

a

π π

= ⋅ =∫
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������ ����� ����� �
-
�
� ������ ��������� ����-
�&
�� a � ���������
 r �����
�� �
���� ����� (���. 1.31, �):

��  ������

�����

�

 (�)

'����
 �
�

	
��
 �����-
������� ����� (, ��������� (�)
� (�):

         (�)

!�������, ��� ��� ����-
����� "
�����, �"�� �����-
����, ��� ������� ���
�������
���������������� ��� ����
������
� ���
������� ����, ��3���

(&)

'�����
�������� ����"
��
 (�) � ��������� �
������� �
(&), ������

(�)

���. 1.31

2 cos ,bc a= α

sin sin ,a rα = ϕ

2 2 21
cos sin ,a r

�
α = − ϕ

2 2 22 sin ,bc a r= − ϕ

2 2 2 0( sin ) .
2

q
qdS a r

a

π
= − ϕ∫

2 /2

0

2 2 20

1
2

2

( sin ) .

Cw
E

q
a r d

a

π
− μ π

= ⋅ ×
π

× − ϕ ϕ

∫

2

0 0 .
2C
r

w w w w
R

= − = −

2 2 2 2

0 0 0
(1 ) (1 )

.
2 4 2

a r r
q q w

E Ea R

− μ π − μ π
− = −
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0� (�) � (�) ��
��
�, ���

  (1′)     (2′)

 (3′)

#
��� �����
��� (1′), (2′), (3′), ����
 q0, a, w0.

%��
�
�� q0 �� (2′) � �������� � (3′), ������ �:

'������� � � (2′) � ����
 q0:

'��������� � � q0 � (1′), ������
 w0:

'���
 ����������� �������� ����
���

�;

�;

2

0 0
(1 )

;
2

a
w q

E

− μ π
=

2

0
(1 ) 1

;
4 2

q
Ea R

− μ π
=

2
0

2
.

3
F a q= π

2
3 3 (1 )

.
4

F R
a

E

⋅ − μ
=

2

0 3 2 2 2
3

6
.

(1 )

FE
q

R
=

π − μ

2 2 2
3

0 2

9 (1 )
.

16

F
w

RE

− µ
=

33
2 2 2

0 7 2

9 7000 (1 0,3 )
4,8 10

16 0,5 (2 10 )
w −

⋅ −

= = ⋅

⋅ ⋅ ⋅

2
3

7

3 7000 0,5(1 0,3 )
0,049

4 2 10
a

⋅ ⋅ −

= =

⋅ ⋅

7 2
4 23

0 3 2 2 2

6 7000 (2 10 )
138 10  7/� .

3,14 0,5 (1 0,3 )
q

⋅ ⋅ ⋅

= = ⋅

⋅ −
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1.12. ����
��	
������ �
�'����� � ����
�/��� *��� 
* ����
���/����� ��
���� �
�'�

� ������� ��
�
 �
&������ �
 ���������������� ���-
�
���. '�� ��
����� �����"
��� �������� �� �
���� ����-
	
��� �������� ���������������� �&
���
���
 ����� �����-
"
��� � �
&������. 7� ���������� ���������� �� �
����
����	
��� ��������� �&
���
���� ���
������
� �"�� ��
-
�
��
�� � ������� ����� �������. @��� ��
 ������� ���"����
������
���� �������
��� �����������
��� �����, �� �����
������
��� �����
���; 
��� ������� �
�

	����� �
��
���-
������� �������
��� �����������
��� �����, �� ��� ������-

��� ���������.

)��� ������, �����������
��
 ���� ��
�������
� �����
������
���� ������. '�3��� �����
��� ������
��� �
����-
��� ��
���� �����
���� ���"
���, ������� ��
��, ���
�-
"�	�
 ���� ��
����, ��� ��� �
�

	
��� ����� �����
�� �

������ �� ���������, �� � �� ��

�� t.

!����
��� ���"
��� � �
�

	
���� (������
 ��;
-
��
 ���� ����������	��) �
�� ��� (�. 1.71)

(1.80)

��
 θ — ��;
��� �
&������; — ��
����� 8������ �������

�������.
#������� ���������
 �����, �������������	�
�� � ��-

�����
��� ��� x. � 3�� �����
 �
�

	
��� ��
� ���
� �����-
����� ������ � �������
��� ��� x:

(1.81)

'
�

	
��
 u �
 ������� �� ��������� y, z � ����
��� ����-
�� &�����
� ���������� �� ������ ��������� x � ��

�� t
(���. 1.32).

2
2

2
( ) 0;

� � u
G G u

�x �t

θ
λ + + ∇ − ρ =

2
2

2
( ) 0;

� � v
G G v

�y �t

θ
λ + + ∇ − ρ =

2
2

2
( ) 0,

� � w
G G w

�z �t

θ
λ + + ∇ − ρ =

2
∇

( ), ;  0;  0.u u x t v w= = =
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'
�

	
��
 ��
� ���
�, �������"
���� �� ��������� 6,
���
� ���������, �.
. ��������� 6 ���
� �
�

	����� � ��-
�����
��� x, �
 �
&��������.

'������� (1.81) � (1.80), ��
������
���� �������� �
��-
����:

      

    

�����
 � ��
��
 �����
��� (1.80) �����
��������� ��"�
-
���
���, �
���
 ������
� ���

���

(1.82)

��


 (1.82�)

)��� ������, �
�

	
��
 u (x, t) ��� ���������
 ���
-
���
����
 ���"
��
 �������� (1.81) ���
� �
�� 
���, 
���

���. 1.32

;
�u

�x
θ =

2

2
;

� � u

�x �x

θ
= 0;

�

�y

θ
= 0;

�

�z

θ
=

2 2 2 2
2

2 2 2 2
;

� u � u � u � u
u

�x �y �z �x
∇ = + + =

2 0;v∇ =
2 0;w∇ =

2 2

2 2
0.

� v � w

�t �t
= =

( )
2 2 2

2 2 2

� u � u � u
G G

�x �x �t
λ + + = ρ

2 2 2
2
12 2 2

2
,

� u G � u � u
a

�x �x �x

λ +
= =

ρ

2
1

2
.

G
a

λ +
=

ρ
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&������ u (x, t) �����
�����
� ��&&
�
��������� �����
-
��� (1.82).

%�	� �
�
��
 �����
��� (1.82) ���
�

(1.83)

��
 ϕ � ψ — �����������
 &������, ���
�
��
�
 ��������-
� ��������. '����� ����� �����
��� ��
�������
� ����� ���
���
�����: ���� ������������
��� � ����"��
���� �������
-
���, � �����
 — � �������
���� �������
��� ��� x.

#
�
��� (1.83) �"�� ���� ������
 &����
���
 ��;���
-
��
. #������� �
���� ��
� �����
��� (1.83). ��� ������ �-

��� ��

�� t 3��� ��
� ����
��� &�����
� ����� �
�

�-
��� x � �"
� ���� ��
������
� �
������� ������, ���
�
��-

�� &�����
� ϕ (���. 1.33).

L
�
� ���
"���� ��

�� Δt ����
�� &������ ϕ ���
�
x — a1 (t + Δt). 9���
��
 &������ ϕ �
 ��
�����, 
��� � ��
��-
�
��
 ��

�� �� Δt ��
������� �������� �� �
������
Δx = a1Δt. /�� ������, ��� ������ 0mn, ������
���� ��� �
�-
�� ��

�� t, �
������ � �������
��� ��� x �� �
������
Δx = a1Δt.

*��������� �"�� ��������, ��� ������ &������ ψ (x + a1t)
��
�������
� ����� �����, ���"�	���� � ����� "
 ���������
�1 � �����������"�� �������
���.

'
�
���� � ��
�
�� �����
��� , ������


, (1.84)

��
 ���� «����» �����
�����
� ����
, ���"�	
��� � �������
-
��� ��� x; ���� «����» �����
�����
� ����
, ���"�	
��� �
�����������"�� �������
���. �
������ a1 ��
�������
�
�������� �����������
��� �
&������.

0� (1.82�) ������ 

1 1( ) ( ),u x a t x a t= ϕ − + ψ +

���. 1.33

x

t

Δ

Δ

1
dx

a
dt

= ±

1
2

,
G

a
λ +

=
ρ
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���, ���������� ����
��
 λ � G, �



(1.85)

� ������ �
�
 �������� a1 ����
��� ��������� ����������-
�
��� �����. (����
����� ���
� �������� �����, ��� ���-
������
 �
&������ � ������ �
�
 ���������������� �� ���-
������, ������ �������� �����.

(������� (1.85) �������� �����������
��� ���������� ���-
�� 
��� �
������ ����������, ������	�� �� ��3&&���
����
E, μ � ��������� ρ ��
��.

7����"
��� ������� �� �������� ���"
��� �������, �����-
��� �����������
��� �
&������ � ��������� ��
��:

(1.86)

��
 — �������� ���"
��� �������.
#������� ���
�
���
 �����. '��
, ��� �����, �����-

��"
���
 �� ��� x, �
�� ������ ���
�
���
 �
�

	
���,
������
����
 ��� y. � 3�� �����
 �



 (1.87)

��
 ����� ��������� 6 (�. ���. 1.32) ����� �
�

	����� �
�������
��� ��� y ���������, ��������� �� ��������� ������-
���� �� ��������� yOz.

'�������� (1.87) � (1.80), ����
 ������� ������
��� ���-
�
, ��� �
���
 � ��
��
 �����
��� �����
��������� ��"�
-
���
���, �����
 �����
��
 ������
� ���

���

(1.88)

��


1
(1 )

.
(1 )(1 2 )

E
a

− μ
=

+ μ − μ ρ

1 ,x a u′σ = ρ ⋅

/u �u �t′ =

0;

( , );

0.

u

v v x t

w

=

=

=

2 2

2 2

� v � v
G

�x �t
= ρ

2 2
2
22 2

,
� v � v

a
�t �x

=

2
2 .

G
a =

ρ
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(�
�����
����, ���
�
���
 ���
����� ����� �����������,

��� �����
�����
��� �����
��
 (1.88). (���������� &�����
(1.82) � (1.88), ����, ��� ��� �
�� ���������� &��� � ��-
�������� ������ ��3&&���
����.

%�	� �
�
��
 �����
��� (1.88) ���
�

*���������, ��� � � �����
 ���������� ���
�����, �
����-
�� a2 ���
� ��
��������� ����� �������� �����������
��� �
-
&������:

��� ����
 ��
�� G

(1.89)

7���
 �����
��
 �������� �����������
��� ����������
���� � �������� �����������
��� ���
�
���� ����:

(1.90)

'����� μ = 0,3, ������ 

)��� ������, �������� ���
�
���� ���� ��
��� 
���

�������� ���������� ���� � ������� ������ �� ������� �����-
�
������ ��
��. 

� ������ �
�
 ��
��� ������

��� ��������� � �������-
��
, � ���
�
���
 �����.

������� �������� �����������
��� ���������� ���� �

�����, ���
 

7
������� ��
����, ��� ��� ������� �������� �������-

��� ���� �������� ���"
��� ������  �������� ��
��

����.

1 2 1 2( ) ( ).y x a t x a t= ϕ − + ψ +

2
G

� =
ρ

2 .
2(1 )

E
� =

+ μ ρ

1

2

(1 ) 2(1 ) 2(1 )
.

(1 )(1 2 ) 1 2

a E

a E

− μ + μ ρ − μ
= ⋅ =

+ μ − μ ρ − μ

1

2

2(1 0,3)
1,87.

(1 2 0,3)

a

a

−

= =

− ⋅

7 2 32 10  7/� ;  0,3;  0,078 7/� ;E = ⋅ μ = γ =

7

1
2 10 (1 0,3) 981

581 000 �/� 5810 /�.
(1 0,3)(1 2 0,3) 0,078

a
⋅ − ⋅

= = =

+ − ⋅ ⋅

,  
�u �v

�t �t
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)��"
 ��
��, ��� �
���� ���
�
���� ������� ���� ��
�-
��
 ���� ����������� 7���
, ���"
 ���

 ������ '�������.
'���
���	

 �������
 �
���� ������� ���� ������� � �
�

5
������.

#
���
 1.11. '��������
 ���
����� ������ &�����
�
u (x, t):

(�)

)�
��
��� ���
�
���� ������
������� ����������� � ���
-
�
����� ���
�����.

�����	�. )�� ��� ����� &������  ����
��� �
�
-

��
 �����
��� (1.82), �� ����"
��
 (�) ���
� �����
�������
�����
��� (1.82), � �
 �
��� ��
������, ��������� 
�� � 3��
�����
��
.

(�
�����
����, &����� ���
�
��
� �������
���
 ���-
������
 ���
�����, �������������	�
�� � �������
��� ��� x
�� ��������� a1, ��������� � � ������ ����� l. *������� �
���������. $��
 ������������ �����, �������"
���
 ��
��������� 6, ������	
� �� ������ ��������� �� ���������
���������� x, � ���� ��

�� t �����	
��
 �.

(�)

��
 .
0� (�) ��
��
�, ��� �
�

	
��
 ����� � ��������� x �
�
�

���
"���� ��

�� � �
 ��
��
���, �.
. ����� ������	�
���
� �������
 ����"
��
.

��
� � ������
��� ���	���� ��
���	�.
)
�
�� ������� ��
� t ���������, � �������
 x ����

�����	
��
 l, �.
. ���
 ������������ ��������
 ��������� 6
(�. ���. 1.32) � �
������� �
�� ��

�� t:

 (�)

1
2

sin ( ).u A x a t
l

π

= −

1( )x a tϕ −

1 1 1

1
1 1

2 2
sin ( ) sin ( )

22 2
sin ( ) sin ( ),

u A x a t T A x a t a T
l l

a T
A x a t A x a t

l l l

π π
= − + = − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

π⎡ ⎤π π
= − − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦

1/T l a=

1 1

1

2 2
sin ( ) sin ( ) 2

2
sin ( ).

u A x l a t A x a t
l l

A x a t
l

π π⎡ ⎤
= + − = − + π =⎢ ⎥

⎣ ⎦

π
= −
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)��� ������, l ��
�������
� ����� ���������
 
"�� ���-
��� � ���������� �
�

	
���� � ���� � ��� "
 �
��
��

�� t � ������
��� �
	�� ��
�.

#����������
��
 ���������� ���� ����������
� ���. 1.34,
�� ������ �������� ����"
��� ������
����� ��������
� �
�
�� ��

�� t, �� �
&������ �������"
���� �� �������-
�� ����������.

L���� ���
����� � �
�����, �������
 �
����� �: 
������
��� �������� ��
���	�.

'�����
�
��
 ������� ���
����� �� ����� ����� ��
� ���-
������
, �� ������
 ���������������� ���
����� � ���� �
���-
��, �.
. ���
�
��
� �������� �����������
��� ���
�����:

#������� ���
�
���
 �������
���
 ���
����
, �����-
��
 &�����
� v (x, t):

(�)

��
 a2 — �������� �����������
��� ���
�
���� ����, ������ l1 / T1
(l1 — ����� ����� ���
�
���� ���
�����; T1 — �
���� ���
��-
���, ������  l1 / a2).

����"
��
 (�) �����
�����
� �����
��� (1.88). (�
����-
�
����, �����
��
 (�) ��
�������
� ����� �������������� ���-
��, �������������	���� � �������
��� ��� x �� ��������� a2.
(������� ���"
��� � �������
��� ��� y �����

(�)

0� �����
��� (�) ��
��
�, ���, ����� ���
�
���
 �
�

	
-
��
 �

� ��������

 ����
��
, �������� a2 ����� ����, � ���-
�� �
�

	
��
 ����� ����, �������� �

� ���������

����
��
. 

���. 1.34

1 / ,v T=

( )1 1 / / .a T l l T= ⋅ =

2
1

2
sin ( ),v B x a t

l

π

= −

2
2

1 1

2 2
cos ( ).

a�v
B x a t

�t l l

π π

= − −
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'��
�
���
 ���
����� �������"������ ������� � ����-
"
���� �����, ��3��� ���
�
���
 ����� ����� ����������
��
��	 	�����	�. �
&������ ������, ������
�� ���
�
�-
��� ������, �������
��� �����
��


(
)

#����������
��
 ���
�
���� ���� �������� �� ���. 1.35.

1.13. #
�'����� *���� * �	�
&��� ���	������� ��/����

'������������
 ������
 ������ ������ �� ���

 ������-
�
���� �������
��� � ��, ��� ������
 ���
������� ��
�"��
�������� �� �����"
���. '�3��� ��� �����������
��� ���-
������� ���� ���
�
���
 �
�
��� ����� ��
������ � ����-
�
������ � ���������� �
&�����
� � ������ � ������� �
-
�

	
��
 u � �������
��� ��� x �������� ���
�
���
 �
�
-

	
��� v � w, ��� ������
���� ����"��
� ������. ��� ����-
	
��� ������ ��&&
�
���������� �����
��� ����������
���
����� ��
�"�� ���
�
���� �
&������� ��
�
��
��-
�� ��� ���� �
������� � �������, ��� ��"��� 3�

��
��
�"�� ��������
� ���
���
 �����"
���
 ��������
, ����-

��
�
 ��
��� �
&�����
� , ��� 3�� �
�

	
��
 u
����������
��� ������ ��� &������ x � t.

'�
�����"�, ��� � ����� ��
�"�� ������� ����� ��
���-
�� �����"
�� ����������	�� �������� � ���
 ����������	��
�����"
���, �����
��� �����
�
�
���� �� ���	��� �
�
-
��� (���. 1.36).

� �
���� �
�� �����"
��� ������� ������ �����"
��

�
����
��� ������� ���� � ����� ��
�"��. � ��
���	�� �-

�� �
&������ ����
���
��� ������ ���� � ��� ����
�
���
�
&������ ��������������� �� ��� ����� ��
�"��.

���
�� �� ��
�"�� 3�

�� ������ dx. 9����
 �����
-
��
 ���"
��� 3�

���:

���. 1.35

2
1 1

2 2
cos ( ).xy

�v B
x a t

�x l l
=

π π
γ = −

/�u �x



95

���

(1.91)

)�� ��� � �������, ��� ��
�"
�� ��������
� ������
 ���-
��"
��
, �� �������� ������ 1��� �



'��������� σx � �����
��
 (1.91), ������
 

��� �������
����

(1.92)

��
 

!����
��
 (1.92) ������
��� �� �����
��� (1.82) ������
��������� ��3&&���
���. %�����
 ��;����
��� �
, ��� �
�����
 �
�������
���� ��
�� ���
�
���
 �
�

	
��� v � w,
� ��
�����
����, � ���
�
���
 �
&������ �����������, ���
������
� �����
��
 ���
�
���� �����"
��� σy � σz. ! ��
�"-

�� ���
�
���� �����"
��� �
�.
!����
��
 (1.92) ������� �����
��� (1.82), ��3��� 
��

��	

 �
�
��
 �"�� ������� � ���
 (1.83):

���. 1.36

2

2
x�� u

Adx dxA
�x�t

σ
ρ =

2

2
.x�� u

�x�t

σ
ρ =

.x x
�u

E E
�x

σ = ⋅ ε =

2 2

2 2

� u � u
E

�t �x
ρ =

2 2
2

2 2
,

� u � u
a

�t �x
= ⋅

2 / .a E= ρ
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(1.93)

� ����� �����
 �������� �����������
��� ����� �����

(1.94)

(������� � 
���
 �������� a1.
4������ u ������
��� � ���������� �� ������
�� �
��-


�� ������. L���� ��� �
�
��� �������
���� ����� ��������-
�� ���
���������
 �����
��� (1.92) � ����� 4���
.

'����
���
 �
�������� �������� ������"
���� � ��
����
, ��� ���
�
���
 �
�
��� ���������� �������, �

��
���	���� ��� �����"�
��� ����� �����"
���, � ��-
���"
��� ��������� �����
��� �����
�
�
���� �� ��"��-
� ���
�
���� �
�
���. � �
������
�������, ���������

�����
��� � ������
��� 3�

���� ��
�"�� �������"������
��
���
��
 ��� �
���
��
 ���
�
���� ���
���, ��� ���-
����� � �
�����
���� �����
�
�
��� �����"
��� � ����-
"
��� ���
�
���� �
�
���.

#������� �����, �������������	���� � �������
���
��� x, ��� �
�� ���
 �
�
��
 � ���


(�)

'����&&
�
�����
 ��
 ����� (�) �� x:

(�)

��
 — ����������� �� ����
��� .

9��
 �����&&
�
�����
 (�) �� t:

(�)

0� (�) � (�) ��
��
�, ���

�� . 
%�����, �������� (1.94), ������


. (�)

!����
��
 (�) ��������
�, ��� �����"
��
 � ��"��� ����

��������������� �������� ������, �������� �����������
���
�
&������ � ��������� ��
�����.

( ) ( ).u x at x at= ϕ − + ψ +

/ .a E= ρ

( ).u x at= ϕ −

/ ( ),�u �x x at′= ϕ −

′ϕ ( )x at−

/ ( ).�u �t a x at′= − ϕ −

( )/ / ,�u �t � �u �x= −

/ /x�u �x E= σ

2

x
E �u a �u �u

a
a �t a �t �t

ρ
σ = = = ρ
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7���
 �������� ���"
��� ������ ��
�"��.
�
&������ � ������ �
�
 �
 ���������������� ����
�-

��. � �
�������
 ��
������� �����"
��� � ����� ��
�"�� ���-
�������	
�� �����"
��� ����� ��
�"�� ����
� ����������-
������ �� ��������� a ����� �����"
���, ������� �� ��
� t
��������������� �� ������� ��
�"�� ������ , � ������-
��� ����� ��
�"�� ���
� ���������� � ��������� �����
(�. ���. 1.36).

7�"�� �
��� �������� �������� �����������
��� ����� ��
�������� ������, ������
�� �
�����
 �����"
���.

'�� �
�����
 ����������	�� �����"
��� σx �������

��
�"�� x ��������� �� �
������ . )���� �������� ���-

��� � ���������� ���
, ������ �������� ����� ��
�"��, ���
�

(1.95)

(������� �����������
��� ����� ������, ��������� �
�-
�
� �����
���� ���"
���:

(1.96)

��
 V0 — ��������� ��������.

� ��������� �
�� (t = 0) ������� ��
�"�� ������ x ����-
����� � ����
: V0 = 0. '� ���
�
��� ��

�� t �
&��������-
��� ����� ��
�"�� ���
� ��������� �� ��������� V � �
�� ��-
���
���� ���"
��� AatρV.

'��������� ����
��
 � (1.96), ������


 

������

���, ��
��� � �� &����
 (1.94), �������


(1.97)

0� (1.97) ��
��
�, ��� �������� �����������
��� ����� �

������� �� �����"
��� � ���
�
��
��� ��������� ��
�����
(�. 1.94), �������� ������ ��������������� �����"
���.

x at=

x at
E

σ

⋅

.xa
V

E

σ

=

0
0

,
t

x Adt mV mVσ = −∫

,x A t Aat Vσ ⋅ = ρ

x aVσ = ρ

.xV
E

σ
=

⋅ρ
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'�������
 �������� ������ ��� ��������� ��
�"��, �����-

"
����� �����"
��
 :

(�
��
� ��
����, ��� � ����� �����"
��� �������� ������
V �������
�� �����������"�� �������
��� �����������
���
�����; � ����� �"���� �������� ������ V �������
� � ������-
�
��
 �����������
��� �����.

������ �� &����� (1.95) �����"
��
:

(1.98)

(������� (1.98) ��� ��������� ����
 �� ����� ��
�"�� �
-
��, ���"�	��� �� ��������� V, �����"
��
 �� ���
�������
������
��� ���
� ��������������� ����� ��������� ��
��-
���, �������� ����� V (�������� ���"
��� ������ ����
���� �
-
�
���) � ������� ��������������� �������� �����������
���
�����. @��� ��������  ������	
�� �
�� �������
� �
������,
��� ������� �����"
��
 σx ���
� ����� ��
�
�� �
���
��� �-
�
�����, � ��
�"�
 �������� ���������
 �
&������.

�� ��
� ������� ��
���� ��������, �����"
���� � �����
��
�"��, ��
����������� ����������. '�� �
�

���� ������-
�
 ��� t ��"�� ������� �
����
��� ���� ���
"���� ��

-
��, � �
�
��
 �������� ��� ��������, ��� � 

 �������� �"��
���� �� ������� ����������. %����� ��� ���� ���
"���

��

�� �
&������ ���

� ���������������� �� ������
��-
��
 ���������
, ��� 3�� �
&����������� �����, ������	��-
�� ��� �����"
��
 σx, ���
� 3�� "
 �����"
��
 �
�����-
���� �� �
�
&����������� ����� ��
�"��. 7����"
��
 ��
-
������, �����
� �
��������, �� ����
��
 �����"
��
 σx
�� �
�
&����������� ����� ����
��� � ���
� �������� ����-
�
��

 �����������
��
 �
&������ �� ��������� �.

0�
�
��
 �������� �����
� �����
��
 ����� ����� �
-
&������, �������������	
��� ���"
 �� ��������� �.

� �
�������
 �
������ �
�

���� �������� � ��
�"�
 ���-
������ ���
�����, �������������	�
�� � ���������� �����-
���� �.

2 7 210 000 H/c ,  2 10  7/�x 3σ = = ⋅

7

10 000
250,6 �/�.

0,078
2 10

981

V = =

⋅ ⋅

.x
V

E
a

σ =
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1.14. ?
�	����� )���=���� �	�
&���

'�� ���������� ���
������ ���
�
���
 �
�
��� ��
�"��
�������������� � ���
� ��������� �������
���� ���
�� �
��-
��, ��� 3�� ��� ��
�"�� ����
��� �����.

���
�� �� ���������
����� ��
�"�� �
����
��� ����
3�

�� ������ dx (���. 1.37).

%������� �����	�� �
�� �
�
�� �
�
��� �, � ����� �
�
���
�� ������� �����	
��
 � ���
� ��-

�
� , ���� ������������

3�

��� — ϕ, �
�� ��
���� 3�
-

��� �������
���� ��� x — Jx, ��-
���� ��
�"�� — r.

(������� �������� ������ ��-
����� ���	��
������ ���"
��� �"�� ��������

, (1.99)

��
 (1.100)

5����	�� �
�� ���
�

(1.101)

��
 G — ����� ������; — �������� �
�� ��
���� �
�
-

���; — �������
����� ���� ������������;.

'��������� (1.100) � (1.101) � (1.99), ������ �	//���0	-
�
��� �����	� ����	
��! ��
���	�:

���

(1.102)

��
 — �������� �����������
��� ����� ����
���.

���. 1.37

�T
T dx

�x
+

2

2x
�T �

dx J
�x �t

ϕ
=

2
41

.
2 2x
r

J m r dx= = π ρ

41
,

2p
�

T GJ r G
�x

ϕ
= θ = π

pJ

�

�x

ϕ

2 2
4 4

2 2

1 1

2 2

� �
r G dx r dx

�x �t

ϕ ϕ
π = π ρ

2 2 2 2 2/ ( / ),� �t c � �xϕ = ϕ

/� G= ρ
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!����
��
 (1.102) ��
� �����
 �������
 �����������
���
���������� ���
����� ����� ��
�"��, ����� ��"��
 ���
�
�-
��
 �
�
��
 ���	�
��� �������
���� ��� x ��� "
����
 �
��
.

1.15. !%��=��� )���=���� �	�
&���

� �
���� �������� ���
����� ��
�"�� ����������� ���
-
�
����� �
�
��� ������
���, ��� ���"
��
 3�

���� ��
�"-
�� ���������� ������ � �������
���, �
��
���������� ��� y.
%���
������� �������� ���
����� ����
��� ���������� ���-
����� �������� ���� �� ����� �����. ���
�� �� ��
�"��
����������� ���
�
����� �
�
��� 3�

�� ������ dx, ������-
�	���� � ��������� xy. � �
�� �
�
��� �
������� ������-
�	�� �
�� 2 � ���
�
���� ���� Q; � ����� — �����
����
�-

��  �  (���. 1.38).

!����
��
 ���"
��� 3�

��� ����� ��� y �������� �����-

� ������ 7������ �����
��� � ���
 

���

(1.103)

��
 ρ — ��������� ��
�"��; v — �
�

	
��
 � �������
���
��� y.

������ ���
�
���� ���� Q �
�
� �
�

	
��
 v � ������

���������
 ��
�����. (������ �����
��
 �
���� ������-
�
���� ����� ):

�M
M dx

�x
+

�Q
Q dx

�x
+

���. 1.38

2

2

� v �Q
A dx dx

�x�t
ρ =

2

2
,

� v �Q
A

�x�t
ρ ⋅ =
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(1.104)

#�������� ������ � ��
�
��
��� �
������� ������� �����-
�� ������, ������


(1.105)

5������� ������� ������ � �������	�� �
�� �������
�����
��


(1.106)

��
 R — ������ �������� �
��������� ���
�������; 3 — �����
���������; Jz — ��
��� �
�� ��
���� �
�
��� �������
����
���
�
���� ��� z.

9��� «����» � �����
��� (1.106) ���� �����, ��� ��������
�������
����.

��� ���� �
&������ �������� �"�� ������� ������

(1.107)

'�������� (1.107) � (1.106) � �����
 � (1.105), ������

(1.108)

'�������� (1.108) � (1.103), ����


��� (1.109)

��
 — �������� �����������
��� �������� �
&���-

���; — ������ ��
���� ���
�
����� �
�
��� ������-

�
���� ���
�
���� ��� z.

2 0.
2

�M �Q dx
dx Q dx

�x �x

⎛ ⎞
− + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
�M

Q
�x

=

1
,

z

M

R EJ
= −

2

2

1
.

� v

R �x
=

3

3
.z

� v
Q EJ

�x
= −

2 4

2 4
,z

� v � v
A EJ

�t �x
ρ = −

2 4
2 2
12 4

,
� v � v

c K
�t �x

= −

1
E

c =
ρ

zJ
K

A
=
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!����
��
 (1.109) ����
��� �	//���0	�
��� �����	��
	��	��! ��
���	�.

(�
��
� ��
����, ��� �
�
��
 � &��


(1.110)

�
 �����
�����
� �����
��� (1.109), �.
. �������
 ���
�����
������������ &��� ���������������� ����� ��
�"�� �

����.

#������� �
�
��
 � ���


(1.111)

��
 ' — ��������;  (��
 l — ����� �����); .

!����
��
 (1.111) �����
�����
� �����������
��� �����

��
�"�� �������������� �������� ���
����� �� ��������� .

'����&&
�
�����
 (1.111) �� ��

�� � �� ����
 dx �
�������� � �����
��
 (1.109):

������ ������

(1.112)

��� (1.113)

)��� ������, ��������  ����� ������� �������������-

�� ����
 �����. @��� ����� l ����, �� ��������, � ������� ���-
�� ������������
���, ���
� �������.

���
�
���
 &����� �����
����� ��� ����, ����� ����-
��� ������
���� ��
������ ���
�
���
 ���
�� ��
�"��.

1 1( ) ( )v f x c t x c t= − + ϕ +

cos( ),v B pt x= −β

12 c
p

l

′π
=

2

l

π
β =

1c′

– –

2
2

2
cos( ) ;

� v
B pt x p

�t
= β

–

4
4

4
cos( ) ;

� v
B pt x

�x
= β β

( ) ( )2 2 2 4
1cos cos ,B pt x p c K B pt x′− − β = − −β β

2 2 2 4
1p c K′= β

1
1

2
.

c K
c

l

π
′ =

1c′
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#
���
 1.12. %��
�
���� ������� � �������� ����������-
�
��� ����� ����
��� �� ���������� ��
�"�� ������
l = 1,0   �������� ���
�
����� �
�
���. 6����� ������

 (���. 1.39).

�����	�. ��&&
�
��������
 �����
��
 ���������� ���
-
����� �

� ���

(�)

��
 � — �������� �����������
��� ����� ����
���.
#
�
��
 �����
��� �	
 � ���


(�)

��
 p — ������� ���
�����.
��&&
�
������ (�) � ���������� � (�), ������


(�)

#
�
��
 �����
��� (�) �

� ���

(�)

4������ (�) ���"�� �����
������� ���
�� �������:

��� (�)

'�������� (�) � (�), ����


;  

7 2 30,8 10  7/� ,  0,078 H/�G = ⋅ γ =

���. 1.39

2 2
2

2 2
,

� �
c

�t �x

ϕ ϕ
=

1( )sin ,x ptϕ = ϕ

22
1

12
0.

� p

c�x

ϕ ⎛ ⎞
+ ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2cos sin .
px px

D D
c c

ϕ = +

1
10;  0;  ��� ;  0.

�
x x l

�x

ϕ
= ϕ = = =

1 0D = 20 cos .
pl p

D
c c

= ⋅
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)�� ���  �� , ��� �������, ���

L������ ���������� ���
�����

(
)

'��������� �������
 ����
���, ���
 �
��

(������� �����������
��� ����

#
���
 1.13. %��
�
���� ������� � �������� �����������
���
���������� ���� �� ���������� ��
�"�� ������ l = 100 c,


��� ,  (���. 1.40).

�����	�. ��&&
�
��������
 �����
��
 ���������� ���
-
����� �

� ���

(�)

��
 � — �������� �����������
��� ���������� ����.

2 0,
p

D
c

≠ cos 0
pl

c
=

( )
–2 1

 1,2... .
2

pl n
n

c l
= π =

–2 1 2 1
.

2 2n
n n G

p c
l l

−
= π ⋅ = π

ρ

7
1

1

7
1

2

2 1 1 0,8 10 981
3,14 5,0 c ;

2 100 0,078

2 2 1 0,8 10 981
3,14 15 c .

2 100 0,078

n

n

−

=

−

=

⋅ − ⋅ ⋅
ρ = =

⋅

⋅ − ⋅ ⋅
ρ = =

⋅

70,8 10 981
3,17 /�.

0,078

G
c

⋅ ⋅
= = =

ρ

7 22 10  7/�E = ⋅

30,078 7/�γ =

���. 1.40

2 2
2

2 2
,

� u � u
a

�t �x
=
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#
�
��
 �����
��� �	
 � ���


(�)

��
 p — ������� ���
����� ��
�"��.
'��������� (�) � (�), ������


(�)

#
�
��
 �����
��� ���
� ��
���	�:

(�)

#
�
��
 (�) ���"�� �����
������� ���
�� �������:

(�)

'��������� (�) � (�), ������  ,

�� ��� ���  �� 

9�����,   

������ ������� ���������� ���
�����

(
)

'��������� �������
 ����
���, ������


1( )sin ,u u x pt=

22
1

12
0.

� u p
u

a�x

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2cos sin .
px px

u D D
a a

= +

1

1

��� 0;  0;

��� ;  0.

x u

�u
x l

�x

= =

= =

1 0;D = 20 cos
pl p

D
a �

= ⋅

2 0,
p

D
a

≠ cos 0.
pl

a
=

2 1

2

pl n

a l

−
= π ( 1,2...),n =

2 1 2 1
.

2 2n
n n E

p a
l l

− −
= π = π

ρ

7
3 1

1
2 1 1 2 10 981

3,14 7,88 10  ;
2 100 0,078np c−

=

⋅ − ⋅ ⋅

= = ⋅

⋅

7
3 1

2
2 2 1 2 10 981

3,14 23,6 10  � .
2 100 0,078np −

=

⋅ − ⋅ ⋅

= = ⋅

⋅
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(������� �����������
��� ����

(�������� �����������
��
 ���� ����
��� � ����������
����, ����, ��� �������� ���������� ���� ������ ���
 ���-
����� ���� ����
���.

#
���
 1.14. ���
��� ��&&
�
��������
 �����
��
,
���
�
���� ������� � �������� �����������
��� ��������
���
����� �������� ����
��
���� ����� ������ l = 100 �;

 (���. 1.41). $����

�����"
�� ������
��� �
��.

�����	�. 5�� ���
����, ��� �����"
��� ����� �����
���
�����
�
�
���� ��������� q, ������� ����� ��
�������
� ��-
��� ������ �
��
����� �������:

(�)

'�� ���
������ �� ����� ����� �
��������� �����
�
�
�-
��
 ���� ��
����. %������� ���� �����, �������	���� ��

������ �����, �
�
�

7
3 32 10 981

502 10 �/� 5,02 10  /�.
0,078

a
⋅ ⋅

= = ⋅ = ⋅

2 7 2 35 � ;  2 10  7/� , 0,078 7/�� 3= = ⋅ γ =

���. 1.41

4

4
.z

� y
EI q

�x
=

0 .m A A
g

γ
= ρ =
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0��
��������� �����
�
�
���� ��
�������� ��������
�����

(�)

'��������� (�) � (�), ������
 ��&&
�
��������
 �����
-
��
 �������� ���
����� �����:

���

(�)

��
  — �������� �����������
��� ��-

������ ���
�����.
#
�
��
 �����
��� (�) ������
 � ���


(�)

'����&&
�
�������� �����
��
 (�) � ��������� � (�), ����-
�� ��� &������ y1(x) �����
��
:

, ��
 (�)

4������ y1 ���"�� �����
������� ���
�� �������, ��
��-

�	�, ����� � ������� �������� �������	�
 �
��� �

������� ��������� ����. 0������	�
 �
��� 

7
 ������� ���
"������� ������
���, ��������� � ��-
����������
 ��
�������� &������, ����
�
 ���
���� �
-
�������:

2

2
.

� y
q A

q �t

γ
= −

4 2

4 2
0z

� y A � y
EI

g�x �t

γ
+ =

2 4
2
12 4

0,
� y � y

c
�t �x

+ =

2
1 ;zEI g

c
A

=
γ

1
zEI g

c
A

=
γ

1( )sin .y y x pt=

4
41

14
0

� y
y

�x
− α =

2
4

2
1

.
p

c
α =

zM EI y′′=

11

1 1

��� 0;  0;

��� ;  0.

x y y

x l y y

′′= = =

′′= = =
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'�������� �������
 ����
���, ����


(������� �����������
��� �������� ���
�����

2 2

2n
zEI gn

p
Al

π
=

γ
( 1,2,...).n =

2 2 7
1

1 2

3
4

3,14 1 2 10 2,6 981
356,9 c ;

5 0,078100

2 2,5
2,6 � ,

12

n

z

p

J

−

=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= =

⋅

⋅

= =

2 2 7
1

2 2

3,14 2 2 10 2,6 981
1428 c .

5 0,078100
np −

=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= =

⋅

7
3 3

1
2 10 2,6 981 �

362 10  3,62 10  /�.
5 0,078 �

�
⋅ ⋅ ⋅

= = ⋅ = ⋅

⋅
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������� 	�
��� ����� ���������

2.1. �������� ������� ������� �!"!#�

������� �	
�� ������� ��
��	, � ������� �������� ��-
������ ���� ����
������� ����������, 
�����	�����
������ � �
�� ���������, ������� �����
��	����� � ���

, ��� ���� �����
��	����� � ���  �����
�� ��������
�������. �� ������ �����
��� ���������� ��������

 ���� 	��, � ������ ��������  ��� ���� 	-

��, ��� �	
	� ����
������� ����������  � .

!���� �������, � ������� ��
��� ���������� �	
	�

 � , ��� �������� � 
��� ��	��� �������-

���� ����
����� ��� .
"����� ��	�������� 	������ ������� ��
��� 
������

�����, �
��� ����#�� ���������� ��
�� ������ 	��	�����,
������� ������������ ������, � ��������� 
��	������
���	� ��������������� ��� �������.

$����� 	������ ������� ��
��� ���� �������� � ��
�

(2.1)

"�������� 
�� ��
� ������� ��
���: ������� ��������
�������� � ������� 
�%����&��.

!������ �������� �������� ��������� ��������
����� ��	���� ����� ��������, ���	���� �� ���	�	 ���-
����� ������
������ �� ������ ������, ����������-
�� ������� ���������� �������� (���. 2.1.).

�� ������� ���������� �������� �������� 
���� 	�� � ���� ��������, ��� �� ���� 	�� �� ���� ���-
��� ��������, �.�. ������
����� �������� ��������
�������.

A z

τ τxz yz,  σz

σx σy

σ σx y, τ τxy yx=

0z

τ γ

τ γ

xz xz

yz yz

G G
�u

�z

�w

�x

G G
�v

�z

�w

�y

= = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

= = +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

0

0

;

.

σ τ τz xz yz, ,  
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��������� �������� ����
������� ����������

, �������, ���� �������, �������� ������
���-

���� �� ������ � � ������� �� ����
���� . ��� 
�������
��#�� ��� �������� ���	��� ��������� 
�%����&�� � �-
�������� ���  � �	
�� ���������� ����� ��� ���#�. ���
������� �������� �������� ��������� 
�%����&��

(2.2)

'������ %���	�� (2.2) 
�%����&��  � ����� ��	��� ��-
����� �������� ���������� ������� ������, �����
��	-
����� � ��� . $
��� ����
����� ����� ������ ��� ��-
�������� �	
�� ���� �����. �� 	������ ��������� �������
�	
�� ���������� ������ ���
��� ���������, ��� 
�	��� ����-
�� �	
	� ���������� �������� ������ � ������ ��	���, ���
�
�	��� ��������  �  � ������ �������� �������,
���
� ������� � 
�%����&�� .

*������� 	������ (2.1) ����	��, �����

 (2.3)

+� (2.3) ���
	��, ��� ����������  �  � ������� ����-
���� �������� 
���� ���� %	�&���� ���� ����
���:

'��
��������, �����

���. 2.1

,  ,  x y xyσ σ τ

z

z

ε μ σ σz x y
�w

�z E
= = − +( ).

εz

z

σx σy
εz

�u �z �w �x/ / ;= − �v �z �w �y/ / .= −
u v

u u x y z= ( , , ); v v x y z= ( , , ).

/ ( , , );x x�u �x x y zε = = ε

/ ( , , );y y�v �y x y zε = = ε
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�
� ���%%�&��� 4���.

���������  %��������� ������� �� ����
��-

�� . $
��� ���
	 ����� ������ �������� 
��� ������-
����� ����������, ������	 ����� �� ����������� � ���-

���� ��������  � ���������� �� ����
����

, � �������� �������� ������� ���������	 
����	 ��-

�������	 ���������	, ��� ��� ����������� ����
�������

	���
��� �� ������ �������� .

!���� �������, ��� ������� �������� �������� �-
������� � ��������� ���  ��, � ����� ����� 
�%��-
��&��.

������ �����	����� ��������� ����� �������� �����-
���, ��� ������� ���������� ����� ���� �������
�� ������
� 
�	� ���������� ���������� �
�� ���������, �������

. ������� 
�%����&�� ����� �����, ���
� ������� ���� �
��������� ��� (�������, ) ������, ��� ���� ���������
������ � ��#�� ���	��� �� 
��� ���� �������� ������-
���.

�������� ������� 
�%����&�� ����� ��	���� 
����
&���
�������� ��� �������������� ����, ��������� �
��&���� ������� ���
���� �������� �������� ���������-
��, ���	���� ������, �����
��	������ � ���
�����
��� ���� � � ������������ �� ��� 
���; �������, ��
���-
�� ����� ��������� ���������� ������ ��
 
��������

������ ��	��, ���������� �� 
��� ����� (���. 2.2).

!�� ��� ��� ��������� ������ ���
���� � �
�������
	�������, �� 
�������� ����������� ������ � ��
� �����

/ ( , , );z z�w �z x y zε = = ε

2 ( , , );x x
�u �v �w �u

G x y z
�x �y �z �x

⎛ ⎞
σ = λ + + + = σ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 ( , , );y y
�u �v �w �v

G x y z
�x �y �z �y

⎛ ⎞
σ = λ + + + = σ⎜ ⎟

⎝ ⎠

( , , ),xy xy
�v �u

G x y z
�x �y

⎛ ⎞
τ = + = τ⎜ ⎟

⎝ ⎠

λ μ
μ μ

=
− +

−E

( )( )1 2 1

σ σ τx y xy, ,  

z

σ σ τx y xy, ,  

z

σ σ τx y xy, ,  

z

xOy
z
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��������, �������� 
�	�� �������� ������ ���������-
��� ��������. ��������� 
�%����&�� �������� � �-

�������� ���  ���� 	��, ��� ��� �� ���������	�� ����
-
�� �������, ���
������ ���� � ����� �� 	�������. * ��-
�	������ ������
������� �������� ���������� �
��� ��� 
� �	
��, � ���
	 ���������, ������� ����	 5	��, ��������

�������� �������� 

��� ������� 
�%����&�� �������� ����������  �
, 	
������������� 	������� (2.1), �������� %	�&����  �
 � � ������� �� ����
���� :

  (2.4)

+� 	������ (2.4) ���	���

(2.5)

0z

z

σz .

���. 2.2

u
v x
y z

u u x y= ( , ); v v x y= ( , ); w = 0.

ε εx x�u �x x y= =/ ( , );

ε εy y�v �y x y= =/ ( , );

εz = 0;

σ λ σx x
�u

�x

�v

�y
G

�u

�x
x y= +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + =2 ( , );

σ λ σy y
�u

�x

�v

�y
G

�v

�y
x y= +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + =2 ( , );
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'��
��������, ��� ������� 
�%����&�� ��������, 
�-
%����&�� � ���������� ������� ������ �� 
�	� ����
��� 
� .

'������� 
�� ��
� ������� ��
���, ���� ��������, ���
��� ������� �������� �������� ������� 
�%����&��

, � �� �������� ; ��� ������� 
�%����&��, ����-

���, ������� �������� , � ���	����	�� 
�%����&�� .
$������, ��� ��
��� � ������� �������� �������� ���

��, ��� � ��
��� � ������� 
�%����&��, ����������� � ����-


����� ��������  ��� %	�&��  � .

2.2. �������� $%!������ ������� �!"!#� ���%�� $�%$&����

����������	
���� �	������ �	��������

"��������� ��������� ��������� �� ����� ��������

�������� ������ �������������
� � ��������� ����� , 
� �������, ����� �
��&� (���. 2.3).

σ λ σz z
�u

�x

�v

�y
x y= +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ( , );

τ τxy xyG
�v

�x

�u

�y
x y= +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ( , ); τ τyz xz= = 0.

x
y

εz σz

σz εz

σ σ τx y xy, ,  x y

dx dy

���. 2.3
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8���������� ��������� ��������, �����
��� 	��-
������, ��� ��� ������
� �� ����� ���� � ������ ��������
��������� ������ � ����������� �� ������� � ������	

 ����
����  ��� �������� ����
���� . 9�������
� � ��������� ��� . ��������	� ��� ���� � ���  � 	��-
����� ���� ������� ���������� ��������, �����

��� 

�
� � ������� ������� ���� ���&�� � ��	��� 
������ ���-
����.

����� ��������� ���������� ���	���

(2.6)

'������������ ���� � ��� y, �������� ��
�� 	����-
�� ���������:

(2.7)

�
� X � Y — ��>���� ����.
8������ (2.6) � (2.7) ��
����� ��� ��������� ����-

����.

��	������ �
���� (�
���� �	 ������)

8������ (2.6) � (2.7) 
���� 	
������������� �� ����
������ ����, ������� ����� � ���	��, �������� ����-
���� � ���	�� — ���
����� � ��������� � ��#���
���	�����, ���������� � ���	. !�� ��� � ����� ��	���
���	� ���� ���
�������� ����� ����	� ����, �� �������-
��� � ���	�� ���	����	� �����	, ���������	� ���,
����� ������	�� ���	������� �����
��� � ���	��� ����-
���� (���. 2.4)

$������� ����������	� � ���������	� ������������
��#�� ���	���, ��������� � ����� �, �����  � .

dx x y
y x

− + +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +σ σ

σ
τ τ

τ
ρx x

x
yx yx

yxdy
�

�x
dx dx

�

�y
dy dx X dxdy == 0

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ρdxdy

� u

�t

2

2
,

�

�x

�

�y
X

� u

�t
x xyσ τ

ρ ρ+ + = =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟0

2

2
.

�

�y

�

�x
Y

� v

�t

y xyσ τ
ρ ρ+ + = =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟0

2

2
,

X Y
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��������	� ����, 
�����	���� � ���	����	� �����	, �
����������	� � ���������	� ���, ���	����

�   ���
�

  (2.8)

���	���� 	������ ��������� ��#�� ���	��	 �
���������� � �������� 	������ � ���	��.

����������	
���� �	������, 
������	���� ������	��� � �����������

�� ����� ������������ (1.43) � ������� ��
���, ���	���

  (2.9)

+� (2.9) ���
	��, ��� ��� ��� 
�%����&��  ����-


������� %	�&����  � , �� ���
	 ��� 
���� ���� ����-

����� �����������.

���. 2.4

XdA dA dA mx xy= ⋅ + ⋅σ τ ;

Y dA dA m dA ly xy= ⋅ + ⋅σ τ ,

l = cos ;α m = sin ;α

X x xy= +σ α τ αcos sin ; Y y xy= +σ α τ αsin cos .

εx
�u

�x
= ; εy

�v

�y
= ; γ γ γxy yz xz

�v

�x

�u

�y
= + = =; ; .  0 0

ε ε γx y xy, ,  

u v
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�	��������� ���� ������	����� � �	����������

��� ������� �������� �������� 

(2.10)

��� ������� 
�%����&�� 

.

��
������� � �������� ��������� ����� 5	��, �-

��
��

(2.11)

��	������ ������������

'������ ���	���� 	������� 
�� ��#��� ������� ��
�-
�� �����
��� ��
������ ������ %	�&�� 

 	
������������� ������ 	�������. A��� �	��

�������� ������ ������
���. ������	 ���������� �����
	�������.

* 	������ (2.9) ���
�� ��� 
�%����&��, �������� ��-
��� 
�� %	�&�� ����������  � . '��
��������, 
����

σz = 0;

1
( );

1
( );

( );

2(1 )
.

x x y

y y x

z x y

xy
xy xy

E

E

E

G E

ε = σ − μσ

ε = σ − μσ

μ
ε = − σ + σ

τ + μ
γ = = τ

σ εz z≠ =0 0; . 

σ μ σ σz x y= +( )
σz

ε σ μ σ μ σ σ

μ σ μ μ σ

x x y x y

x y

�u

�x E

E

= = − + +( )⎡
⎣

⎤
⎦{ } =

= −( ) − +( )⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1

1
1 12 == + −( ) −⎡⎣ ⎤⎦

= + −( ) −⎡⎣ ⎤⎦

= =
+

1
1

1
1

2 1

μ μ σ μσ

ε μ μ σ μσ

γ
τ μ

E

E

G

x y

y y x

xy
xy

;

;

(( )
E xyτ .

,  ,  ,  ,  ,x y xy u vσ σ τ

,  ,  ,x y xyε ε γ

u v
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�	���������� ����
����� �����#��� ���
	 
�%����&��-
��, ������� ���� ���	����, �������� �� 	������ ������-
����.

���
�%%���&��	��  
���
� �� , — 
���
� �� 

� ������ ���	������:

� �������� � ������� �������� 	��	 �
���� ,

���
�

(2.12)

���	���� 	������ (2.12) ��������� ���������	 ���	���-
����� ��� ���������	 ������������� �����	����. ��������	��
���, ������� 
�%����&�� ����� ��������.

"��������� ������� �������� ��������. ��
������
�������� (2.10) � 	������ (2.12):

���

(2.13)

+������	� 	������ ��������� (2.6) � (2.7), ���������

�������� .

���
�%%���&��	�� 	������ (2.6) �� , � 	������
(2.7) — �� , � �� ������:

εx y εy x

�

�y

� u

�x�y
x

2

2

3

2

ε
= ;

�

�x

� v

�y�x

y
2

2

3

2

ε
= ;

�

�y

�

�x

�

�x�y

�u

�y

�v

�x
x y

2

2

2

2

2ε ε
+ = +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ,

γxy

�

�y

�

�x

�

�x�y
x y xy

2

2

2

2

2ε ε γ
+ = .

2 2 2

2 2

1 1 2(1 )
( ) ( )x y y x xy

� � �

E E �x�y E�y �x

+ μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
σ − μσ + σ − μσ = τ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

22 2

2 2
( ) ( ) 2(1 ) .xy

x y y x

�� �

�x�y�y �x

τ
σ − μσ + σ −μσ = + μ

τxy

x
y

�

�x

�

�y

�

�x�y

�X

�x

�Y

�y
x y xy

2

2

2

2

2

2 0
σ σ τ

ρ ρ+ + + + = ,
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����
�

(2.14)

��
������ (2.14) � (2.13). ����� ������������� ���	���

(2.15)

A�� 	������ ���� �������� � ��
�

(2.15�)

8������ (2.15) � (2.15�) �������� 	������ �����������
� ���������.

* ��	��� ������� 
�%����&�� �������� ���
�
	���	
��
������ 	������ (2.11) � (2.12), ����� �����#�� �������-
������ ���	���

(2.16)

+������	� 	������ (2.14), ���������  �� (2.16):

"������� ������, ����� �����
��� ��
���� ����� � 
�-

���� �  ���	���

(2.17)

��� � ��
�

(2.17�)

2
2 2

2

2

2

�

�x�y

�

�x

�

�y

�X

�x

�Y

�y
xy x yτ σ σ

ρ ρ= − + + +
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟
.

2 22 2

2 2 2 2
(1 ) .y yx x

� �� � �X �Y

�x �y�x �y �x �y

σ σσ σ ⎛ ⎞
+ + + = − + μ ρ + ρ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2

2 2
( ) (1 ) .x y

� � �X �Y

�x �y�x �y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ σ +σ = − + μ ρ + ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

22 2

2 2
(1 ) (1 ) 2 .xy

x y y x

�� �

�x�y�y �x

τ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− μ σ − μσ + − μ σ −μσ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

τxy

2 2

2 2

22

2 2

(1 ) (1 )

.

x y y x

yx

� �

�y �x

�� �X �Y

�x �y�x �y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− μ σ − μσ + − μ σ −μσ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞σσ⎜ ⎟= − + + ρ + ρ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1−( )μ
�

�x

�

�y

�

�x

�

�y

�X

�x

�Y

�y
x x y y

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

σ σ σ σ
μ

ρ ρ+ + + = −
−

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

�

�x

�

�y

�X

�x

�Y

�yx y

2

2

2

2

1

1
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + = −

−
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟( ) .σ σ

μ
ρ ρ
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B��� ��>���� ���� � ������� �� ����
��� (�������,
��>���� ����� �������� ��������� ���), �� ������ �����
	������ (2.15), (2.17) ���� 	�� � 	������ �����������
��� 
�� �������� ��������� ��������, ��� � 
�� �������

�%����&�� �	
�� �
�������:

(2.18)

8������ (2.18), �������	� �������� 4������ ������� ��-
��
��, ���� �������� ���:

(2.19)

�
� 

8������ ���������, ������� 	������ � 	������ ��-
���������, ��� �������, �����	�� ������	 	������, 
����-
���	� 
�� ����
����� ������
����� �������� � ����-
��� ��
���. * ��	��� �������� ��>���� ��� X � Y 	������
� ��
����� 	��	��� �������� ���������. '��
��������,

�� ���� ��������� ���������� ������
����� ��������
�	
�� �
�������. !���� �������, ��������������� 
�-
��, ���	���� 
�� ���������, ��������� ������� ������-
���� ���� ������
����� �������� � 
�	��� ����������,
������� � ����� � 
�.

2.3. '$��(�� �!�%�)����

C�� ������� � ���
�
	��� �������%�, ��#��� �������
��
���, ���
� ��>���� ����� �������� ��� ����, ���
���� � �-
����������� ���� 	������:

  (�)

(�)

� 	
����������� ������� 	������ (2.8).
D�. A�� �������, ��� ��� 	������ ���� �������� � �
-

��	, ���� ������ ������	� %	�&�� �������� , �����-
��	� ������� ���.

�

�x

�

�y
x y

2

2

2

2
0+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + =( ) .σ σ

2( ) 0,x y∇ σ + σ =

∇ = +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2
2

2

2

2

�

�x

�

�y
.

�

�x

�

�y
x xyσ τ
+ = 0;

�

�y

�

�x
gy xyσ τ
ρ+ + = 0;

�

�x

�

�y
x y

2

2

2

2
0+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + =( )σ σ

ϕ
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*��
� %	�&�� , ����� ��#��� 	������ ������-
��� (�) ���	��� � ��
�

     (2.20)

!���� �������, ��� �����
��� 	������ (2.20) ����
��� �-
����
������ ������������� 	������ ���������, ��� ��� ��
����
� �	
	� 	
����������.

��
������ �������� (2.20) � 	������ �����������:

(2.21)

* ������	��� ��
� 	������ 2.21 ����� ��


(2.22)

8������ (2.22) ��������� �����	�������	. A�� 	����-
�� �������� ������ 
�� ������� ��
���. '��
��������,

������������ ��#���� ��
��� �	
�� �����, ������� 	
��-
��������� 	������ (2.22) � ������� 	������� (2.8).

+���, ��#��� ������� ��
���, ���
� ��>���� ����� ����-
���� ������ ��� ����, ���
���� � ��
���	 %	�&�� , �������

���� 	
����������� 	������ (2.22) � ������� 	�����-

��. ��
����� %	�&�� , �� %���	��� (2.20) ����
����
����� �������� � ����� ����� ����. E�� ��������,
�� %���	��� (2.11) ���
�� 
�%����&��. E�� 
�%����&��,
�� %���	��� (2.9) ���� ����
����� ����������.

5����� ��	
����� ��� ��#��� ������� ��
��� ��������

� ��
��� %	�&�� , 	
������������� 	������
(2.22), ����� %	�&�� ���� ��
������ ������� ��������, �
��
��� %	�&��, ������� �
������� 	
����������� �� ���-
���� 	�������. * �������� ��	���� ���� ��
��	� %	�-
&�� ����������� � ���
���������� ��������. ������	
����� ��#����� ������� ��
���: ��
����� ��
�� %	�&��  �
���
��, �����	 ��
	 ���	���� �� ����������	��. E�
������
%	�&��� ��������  � ��
� �������, ������� %���	-
��� (2.20), ����� � ����
������  �  � ������ ������
����� � ���
	��, ��� ��� �� ����������	�� ���������	
��������.

( , )x yϕ

σ ϕ
x

�

�y
=

2

2
; σ ϕ

y
�

�x
=

2

2
; τ ϕ ρxy

�

�x�y
gx= − +

2

.

�

�x

�

�y

�

�x

�

�y

2

2

2

2

2

2

2

2
0+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

ϕ ϕ
.

�

�x

�

�x �y

�

�y

4

4

4

2 2

4

4
2 0

ϕ ϕ ϕ+ + = .

ϕ

( , )x yϕ

( , )x yϕ

ϕ

ϕ
x y
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"��������� �������� �������� �����	������ ����-

�� 
���� l � �������  
�� �������� ������� ������ %	�-
&�� . !����	 ������ ������ ����� �
��&� (���. 2.5).

1. *������ %	�&�� �������� � ��
�

(2.23)

��
������  � (2.22) � ��������, 	
������������� �� 	���-
��� �����������:

     
���
�� �������� �� %���	��� (2.20):

  

* 
��� ��	��� ����� ����� ������� ��������� � ���������-
�� ���������. ����	���  	������#������� ��������
������
������ ���������� �� ������ � ���� ������-
����.

2. "��������� %	�&�� �������� � ��
�

 (2.24)

��������� � 
��� ��	��� �	
	�

h
ϕ

���. 2.5

ϕ = a x2
2.

ϕ

� �x4 4 0ϕ / ;= 4 2 2/ ( ) 0;� �x �yϕ = � �y4 4 0ϕ / .=

σ ϕ
x

�

�y
= =

2

2
0; σ

ϕ
y

�

�x
a= =

2

2 22 ;
2

0.
( )xy

�

�x�y

ϕ
τ = − =

p

ϕ = b x y3
2 .

σ ϕx � �y= =2 2 0/ ; σ ϕy � �x b y= =2 2
32/ ;

τ ϕxy � �x�y b x= − = −2
32/ ( ) .
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A���� �������� � 	�����, ��������� � ������, ����-
��� � ���. 2.6.

* 
��� ��	��� � ������ �������� � ��������, � ����-
������ ��#�� ���	���. *����	 
�����	�� �������������
���� �, ���������� ��������:

���	 ��������� ����, ��������� �����:

C��������� 	����� ������
������� �� ������	 ����	:
����� �� ���� 	��, � ������ — ������
���� ��������.

3. "��������� %	�&�� �������� � ��
� ������� ��-
��� ������:

(2.25)

��������� �	
	�

  

���. 2.6

3 32        ;
2 2y
h h

b b h y
⎛ ⎞

σ = = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 32 .
2 2y
h h

b b h y
⎛ ⎞

σ = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟d x y

y
5

2 3
5

5
.

σ ϕ
x

�

�y
d x y y= = −( )

2

2 5
2 36 4 ; σ ϕ

y
�

�x
d y= =

2

2 5
32 ;

τ ϕ
xy

�

�x�y
d xy= − = −

2

5
26 .
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A���� �������� � ��#�� ���	���, ��������� �
������, ���
������� � ���. 2.7.

4. "��������� %	�&�� �������� � ��
�

(2.26)

��������� ���
	����:

  

+���� ��	��� ������� �
����. �� ���. 2.8 �����
�� �����
���������� �������� �� ���	�	. B��������, ����� �-
������� ���
�������� ������
����� �� ���	�	 ��#��
���	���.

5. "��������� %	�&�� �������� � ��
�

(2.27)

���. 2.7

ϕ = b xy2 .

σ ϕx � �y= =2 2 0/ ; σ ϕy � �x= =2 2 0/ ; τxy b= − 2.

���. 2.8

ϕ = a y2
2.
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���
�� ��������

  

E
��� ���
������ ��	��� �
������ ��������� � �����-
���� ��� . A���� �������� ��������, �
������� �
������
������ ��#�� ���	��� � ��&���� �������, ����-
��� � ���. 2.9.

������ ���������� ������� ��������� .

6. "��������� %	�&�� �������� � ��
�

(2.28)

*������� ��������:

A���� �������� �������� ������� � ���. 2.10.

������ ���������� ������ �����.

�%�*�% 2.1. F���� �����	������� ���������� ������

 
����  ���	��� �������� ������-


����� ���	���� ����������� ��/�. !���	����
	��������, ��� ��������� �������� �������� � ��-
������ ������� � ����������� ���  (���. 2.11).

���. 2.9

σ ϕx � �y a= =2 2
22/ ; σ ϕy � �x= =2 2 0/ ; τxy = 0.

x

σx >( )0

ϕ = d y3
3.

σ σ τx y xyd y= = =6 0 03 ; ; .    

���. 2.10

b h× = ×3 6 �� =1 �

p =10

x
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��!����. $����� ����&�� �	
�� ������������� ��� ����-
������ 	�����, ��������� � ���&�� �����. E���#�� ���-
���� 	������:

���   ���  

���  

(�)

� ��&�� ����� ��� 

     (�)

�� ��&�� ����� ���������� 	����� 
���� ��������
������ ����&���. �� ����� ���&�, ������� �������	 ���-
���	 �����, ���������� �������� ��������� ����&�����-
���.

�����
�� 
�� 	������ (�) ����������, ��� � ���&��
����� 
���� ���	��������� �������� ���� � ����������
������.

8������ (�) � (�) ���� 	
�����������, �����, � �������-
����� � ���	����� ��#�����, %	�&�� �������� � ��-

� �������:

(�)

�
�  ����
����� �������� ������
���	� ���	��	
�� ������ � ���� ����������� �����; ����

���. 2.11

y h= / 2 σy p= − ; y h= − / 2 σy = 0;

y h= ±( / );2

τxy = 0;

x = ±
2

−

+

∫ = ±
h

h

xydy p

2

2

2
τ ;

−

+

∫ =
h

h

xdy

2

2
0σ ;

−

+

∫ =
h

h

x ydy

2

2
0σ .

ϕ = + + + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟a x b x y d y d x y

y
2

2
3

2
3

3
5

2 3
5

5
,

a x2
2
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 ������ ����
������, 	�������� ��-

�������� 	�����, ������
����� � ������ � ���� ������-
����� ����� � � �������� � ������ ����� ������������
	�������� ��������� 	����� � ���� ����������;

���  ����������	�� ������	 �����	 � �������� � ��� ��-
�������� ������ � ���&�� �����.

+������	� ��#��� 1 — 6, ���	���� 
�� �������� ����-
����

(�)

(
)

(�)

��
������  �  � (�), ��
��

(�)

"�#�� ������	 	������ (�), ���	���

E����� � (�), (
), (�) ��������  �� ��������

� ���
� � %���	�� ������ ����� ���&��, �	
�� �����

(�)

b x y d x y
y

3
2

5
2 3

5

5
+ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

d y3
3

2 3
5 3(6 4 ) 6 ;x d x y y d y=σ − +

σy a b y d y= + +2 2 22 3 5
3;

τxy b x d xy= − −2 63 5
2.

σy τxy

3
2 3 5

3
2 3 5

2
3 5

2 2 2 ( / 2) ;
2

2 2 2 ( / 2) 0;
2

2 6 ( / 2) 0.

h
a b d h p

h
a b d h

b d h

+ + = −

− − =

− − =

a
p

2 4
= − ; b

p

h3
3

4
= − ; d

p

h
5 3
= .

a b d2 3 5, ,  

I
bh

z =
3

12
;

σ

σ

x
z

y
z

pb

I
x y y d y

pb

I

y h
y

h

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

= − −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2

2

3
6

2 3 4 12

2 3
3

3 2 3

;

;

ττxy
z

pb

I

h
y x= −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅2 4

2
2 .
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* %���	��� (�) ������ ����� ���&�� �����
���� 
�� ���-
�� �����	������� ������ #����� b, ����� �
��&�.

+������	� (�), ��������� �������� ������� 	������
(�) � ��&�� �����:

��� 

��� 

��� 

(�)

����
�� �� (�) ������	� :

x
l= −
2

−

+

−
∫ ∫= − ⋅ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − ⋅ −

h

h

xy
h

h

z z

dy
pb

I

l h
y

pb

I

l h h

2

2

2

2 2
2

3 3

2 2 4 2 2 4
τ

112 2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −p

l
;

x
l=
2

−

+

−
∫ ∫= ⋅ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

h

h

xy
h

h

z

dy
pb

I

l h
y dy p

l

2

2

2

2 2
2

2 2 4 2
τ ;

x
l= ±
2

22 2
3

3

2 2

2 2 2 4 4 2 2

3

2
6

2 4 3

1
6 0;

2 4 8 8 6 16 16 8 8

h h

x
h h z

z

pb l
dy y y d y dy

I

pb l h h h h h h
d

I

+

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞
σ = − + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

−

+

−
∫ ∫= −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥h

h

x
h

h

z

ydy
pb

I

l
y y d y dy

2

2

2

2 2
2 4

3
2

2 4

2

3
6σ ==

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + =pb

I

l h
h d

h

z24 4 10 2
0

2 2
3

3

3

.

d3

d
pb

I

l h

z
3

2 2

12 4 10
= − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ .
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!���� �������, ��� ������� 	������ (�) � (�) ����������.

��
������  � (�), ���	��� ����������� �������� 
��

��������:

(�)

(�)

(�)

������ ��� � %���	�� (�) �����
��� � %���	���, �����
�-
��� � �	��� «'����������� ����������». *����� — ���
����-
���� ����� �������	 � ���������, �������	� �� ������
�����. D�� 
���� �������� ����� ������ ��� ������, � �
�������� �� �����������. D�� ������� ����� ��� ���
	�� 	��-
������. "������ ����������, ��� ������
��� �������� �
������ ������� � ���
�� ������, ��������� �� %���	-
��� ������ 	��	����� � ������������ ����������

���  ���������� 0,3%;

���  ���������� 1,7%;

���  ���������� 6,7%, ��� ���������.
* ������������ ���������� ���������, ��� ������ � ���-

������ 
������ 
�	� � 
�	��, �.�. . * 
������������-

��, ���
	 �������� 
�����	�� ��������� ��������.

A���� ������
����� �������� �� ������ ����� 
��

��������������� ��
��� ������� � ���. 2.12, �:

���  ��

 �/��2;

��� 

 �/��2;

d3

σx
z z

pb

I

l
x y

pb

I
y

h
y= − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟2 4 2

2

3 10

2
2 2

2

;

σy
z

pb

I

y h
y

h= − −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟2 3 4 12

3 2 3

;

τxy
z

pb

I

h
y x= −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟2 4

2
2 .

h l/ ,2 0 1=
h l/ ,2 0 25=
h l/ ,2 0 5=

σy = 0

σy

y h= =/ 2 3

σy =
⋅ ⋅
⋅ ⋅

− ⋅ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

10 10 3

100 2 54

3

3

6

4
3

6

12
100

3 3 2 3

y = 0

σy =
⋅ ⋅
⋅ ⋅

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

10 10 3

100 2 54

6

12
50

3 3
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���  ��

 ��.

A���� ������
����� �������� ��������  ���

 ������� � ���. 2.12, �. ���  � ������ ��-
����� (������) ������

!���� �������, ������ �� %���	��� �	��� «'�����������
����������» �������� �����
���, �����#���� ����������
0,1%.

"�����
����� ���������� �������� �� ���������	
������ �����
��� � ������
������, ������� �����
���� �
��#�	����	��� �	���.

D�%%���&������ 	������ ������� ��
��� � �������
����
����� ��� ���	������ ��>���� ��� ���	���, �������

� (1.57) ���������� �������� 

(2.29)

y = −3

3 3 2 310 10 3 3 6 6
( 3) 0;

100 2 54 3 4 12y

⎛ ⎞⋅ ⋅
σ = − − ⋅ − − =⎜ ⎟

⎜ ⎟⋅ ⋅ ⎝ ⎠

J
bh

z = = ⋅ =
3 3

12

3 6

12
54

σx

x = 0 x h= ±( / )2

���. 2.12

3 2 3 2
2

2

10 10 3 100 10 10 3 2 6
3 3 3

100 2 54 4 100 2 54 3 10

20 833 20 20 853 �/�� .

x

⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟

⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎝ ⎠

= − − = −

τ τ τ τθ θx x xr rx= = = = 0 :

�

�r r

�

� r
r r rσ τ

θ
σ σθ θ+ ⋅ +

−
=1

0;

21
0.r r� �

r � �r r
θ θ θ

σ τ τ
+ + =

θ
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8������ ����������� � ������� ����
�����, ����-
���� ����� ���	��� � ��
������ ��������, ���	���,
������������ 	������ (2.18):

���

(2.30)

�
� , ��� ��� �	��� �������� ������-

�� � ������ �����
��	����� �����
��� � ����� — ����-
��� ��������.

8������ ��������� (2.29) 	
�������������, ���� ������
����������� �������� �� %	�&�� ��������  � ��
�

(2.31)

��
������ � (2.30) ������  �  �� (2.31), ���	���

��������� ������������� �����	���� � ��
�

(2.32)

�
� %	�&�� �������� .

B��� ��������  �  ������
������� ����������
���������� ��� �, �� �� � %	�&�� ��������  � ��-

����� �� 	���  � �������� ������ %	�&���� ���������

. C��������� ��������  � ������ �������
��

�� 	��	  �������� 	��.
E�
���, � ������� ��������, 
�%����&�� � ��������-

�� � ������� �� �������� 	��� , ��������� 
������-��	-
	�������	�.

�

�r r

�

�r r

�

�

2

2 2

2

2

1 1
0

Σ Σ Σ+ + =
θ

�

�r r

�

�r r

�

�
r

2

2 2

2

2

1 1
0+ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +( ) =

θ
σ σθ ,

Σ = + = +σ σ σ σθr x y

ϕ

σ ϕ ϕ
θ

σ ϕ

τ ϕ
θ

ϕ
θ

θ

θ

r

r

r

�

�r r

�

�

�

�r

r

�

� r

�

�r�

= +

=

= −

1 1

1 1

2 2

2

2

2

2

;

;

.

σr σθ

�

�r r

�

�r r

�

�

2

2 2

2

2

1 1+ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟θ

�

�r r

�

�r r

�

�

2

2 2

2

2

1 1
0

ϕ ϕ ϕ
θ

+ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ,

ϕ ϕ θ= ( )r,

σr σθ
ϕ

θ
r τ θr = 0

θ

θ
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D�� ����� ��
�� ��������� ���������� �	
��

(2.33)

!�������� ������������� (2.32) ������ ��


(2.34)

*������ 
�%%���&������� (2.34), ���	���

(2.35)

H���	�� (2.31) 
�� �������� ���
	����:

  (2.36)

8������ (2.35) ���
�������� ����� ��������� 
�%%�-
��&������ 	������, ������� �����
���� � ������	 
�%-

%���&������	 	������ ��� ������ ��
������� 

'������� �������
�� �� %	�&�� �������� � ��
���-
��� �� � (2.35), ���	���

(2.37)

8������ (2.37) �������� ������ � ��������� ���%-

%�&������. I����������������� 	������ 

��� 

����
�  

$���� ��#��� 	������ (2.35) ����� ���
	���� ��
:

(2.38)

�
� — �������� ������������, ����
������� ��
������� 	������.

�

�r r
r rσ σ σθ+

−
= 0.

�

�r r

�

�r

2

2

1+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

�

�r r

�

�r

2

2

1
0

ϕ ϕ+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = .

�

�r r

�

�r r

�

�r r

�

�r

4

4

3

3 2

2

2 3

2 1 1
0

ϕ ϕ ϕ ϕ+ − + = .

σ ϕ
r r

�

�r
= 1

; σ ϕ
θ =

�

�r

2

2
; τ θr = 0.

r et= ;

t r= ln .

�

�t

�

�t

�

�t

4

4

3

3

2

2
4 4 0

ϕ ϕ ϕ− + = .

r r r4 3 24 4 0− + =

r r2 2
2 0−( ) = ,

r1 2 0, ;= r3 4 2, .=

ϕ = + + +A r Br r Cr Dln ln ,2 2

A B C D, , ,
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(2.39)

������
��� ��������, ��� ���� � ����� ����
��� �� ��-
�������, �������� " � � ���������� ������ 	��, ���

��� � �������� ��	��� ���  ��������  �  ����-
����� ������ �����������.

�%�*�% 2.2. '������ &���
� � ��	��� 
��������

�� � �	����� 
��������  �� ��
���������

�	�����	 
������  J�� � ��	���	 
������

 J��. $���
����� ��
������ � ���	��� ��������
� �	����� ���������� &���
�� (���. 2.13).

��!����. *������ �� &���
�� �����������, �����
��	-
������ � ���, ����� 
��� (��. ���. 2.13). B��� &���
�

���� � � ���������� 
�%����&�� � ���
����� �����-
����, �� 
��� �	
�� ���
����� � �������� ������� 
�%����-

σ ϕ
r r

�

�r

A

r
B r C= = + +( ) +1

1 2 2
2

ln ;

( )
2

2 2
3 2 ln 2 ;

� A
B r C

�r r
θ

ϕ
σ = = − + + +

τ θr = 0.

r = 0 σr σθ

d = 30 � 16d =

� 60# =

# =12

���. 2.13
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&��. B��� &���
� ����� ���	� 
��	, �� 
��� �	
�� �����
�

�%������������ � ���
����� ��������� � ����������
������� �������� ��������, ��� ������� �������� �-

�������  ���� 	��.

E���#�� 	������ � ���	��:

���    

���    

+������	� %���	�� (2.39), ���������� 
�� 	������, ���-
���� ���������	� ������	� � ����� 	��, ��� ��� ��

����
����� �����, ��� ���
	�� �� ������ 
�%����&��  � :

(2.40)

E���#�� 	������ � ���	��:

(2.41)

"�#�� 	������ (2.41), ���
�� ������� ��������
" � $:

  

��
������� " � 2$ � (2.40), ���	���� %���	�� 
�� ������-

��  � :

(2.42)

+� (2.42) ���
	��, ���

 

'��
��������, 
�� ���� ����� 
���� �	��� — ����-

��� ��������.

σx

�r r= � ;r Pσ = −

r r=  σr P= − .

εr εθ

σ σθr
A

r
C

A

r
C= + = − +

2 2
2 2; . 

� 2 2
� 

2 ;  2 .
A "

P $ P $
r r

− = + − = +

2 2
 � � 

2 2
 �

( )
;

r r P P
A

r r

−

= −

−

2 2
� �  

2 2
 �

2 .
P r P r

$
r r

−

=

−

σr σθ

( )2 22 2
 � � � �  

2 2 2 2 2
 �  �

1
;r

r r P PP r P r

r r r r r

−

−

σ = − − ⋅

− −

2 2 2 2
� �    � � 

2 2 2 2 2
 �  �

( ) 1
.

P r P r r r P P

r r r r r

−

θ

−

σ = − + ⋅

− −

σ σθr + = 2
2 2

� �  
2 2
 �

const.
P r P r

r r

−

=

−

σ σθr +
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* ��	��� �������� ��������� �������� 
�%����&��
�
��� ��� x �	
��

  (2.43)

* ��	��� ������� 
�%����&�� �������� �
��� ��� x ���
	-
����:

  (2.44)

��
������ � (2.42), (2.43) � (2.44) &�%����� �������, ��
��

 J��;

 J��;

 J��;

 J��.

�%�*�% 2.3. C����� ��	�, ������� �����	������ ����-
����� ������, ���������� � ��������� ������� ������-

�� , ���������� �� ���&��. "�
�	�� a = 50 ��,
b = 65 ��. $���
����� �������� � ������ ������ ������
(���. 2.14) (��
��� I.'. 5������).

2 2
� �  

2 2
 �

2 ;x
P r P r

E r r

−μ
ε = − ⋅

−

σx = 0.

2 2
� �  

2 2
 �

2 ;x
P r P r

r r

−

σ = μ ⋅

−

ε� = 0.

σr =
⋅ − ⋅

−
−

⋅ −( )
−

⋅ = −60 8 12 15

15 8

15 8 60 12

15 8

1

8
60

2 2

2 2

2 2

2 2 2

σθ =
⋅ − ⋅

−
+

⋅ −( )
−

⋅ =60 8 12 15

15 8

15 8 60 12

15 8

1

8
74 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2
,

εx = − ⋅
⋅ ⋅ − ⋅

−
= − ⋅ −0 3

2 10
2

60 8 12 15

15 8
2 12 10

7

2 2

2 2
7,

,

σx = ⋅ ⋅ − ⋅
−

=0 3 2
60 8 12 15

15 8
4 25

2 2

2 2
, ,

% = ⋅2 �� �

���. 2.14
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��!����. C����� ��	� ���������� ������ �����. !�� ��� ��-
�������� ������ � ������� �
������, �� ������
�����

��������  � ������� � ������� �� 	��� . $���
� ��#�-
�� ��
��� ���	����, �������	� %���	�� (2.39).

5������ 	������ � ���������� ��	��

��� 

��� (�)

� ������� ��	�� �������� ���� ���� 	��:

(�)

���������� ����� � ������� 
���� �������� %:

(�)

��
������� ������� 	������ (�) �  (2.39), ���	����

(�)

(
)

����������	�� �������� (�):

(�)

+� (�) ���
	��, ��� ��� �������� 	������ (�) � (
) ��-
������ (�) ���������� �������������.

����������	�� �������� «������������ �� ������» ��-
������ (�):

 (�)

σθ θ

r a r= = σ 0;

r b r r= = = σ τ θ0 0; ;

N dr
�

b

= =∫σθ 0;

σθrdr M
�

b

∫ = − .

σr

σr a
A

a
B a C= = + − + =

2
1 2 2 0( ln ) ;

σr b
A

b
B b C= = + − + =

2
1 2 2 0( ln ) .

( )

( )

( )

2

2

3 2 ln 1 2

2 ln 1 2

2 ln 1 2 0.

b

a

A
N Br Br r Cr

r

A
b B b C b

b

A
a B a C a

a

= + + − + =

⎡ ⎤
= + + + ⋅ −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
− + + + ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

2

2

,

b b

a a
bb b b

a a aa

�
rdr rdr

�r
� � �

r dr r M
�r �r �r

θ

ϕ
σ = =

ϕ ϕ ϕ
= ⋅ − = − ϕ =−

∫ ∫

∫
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� ������� (�) � (
)

!��
� �� (�) ���	���

(�)

E����� � (�) ������  �� (2.38), ����� ��
������� ���-

���� ������������ � ������� ������������� ���	����

(�)

"�#�� �������� 	������ (�), (
), (�), ���
�� ������
��������:

(�)

�
� 

��
������ � (2.39) ������ �������� �� (�), ���	���

%���	�� 
�� ��������  � :

(2.45)

(2.46)

���������  �  � ������ ������ ������ k � n ��

%���	�� (2.46) �	
	�:

0.
b

a

�
r

�r

ϕ
⋅ =

.
b

a
Mϕ =

ϕ

2 2 2 2ln ( ) ( ln ln ) .
b

A C b a B b b a a M
a
+ − + − =

A
M

A
a b

b

a
= − 4 2 2 ln ; B

M

A
b a= − −2 2 2( );

C
M

A
b a b b a a= − + −⎡
⎣

⎤
⎦

2 2 2 22( ln ln ) ,

A b a a b
b

a
= − − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ) ln .2 2 2 2 2
2

4

σr σθ

σr
M

A

a b

r

b

a
b

r

b
a

a

r
= − + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

4 2 2

2
2 2ln ln ln ;

σθ = − − + + + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

4 2 2

2
2 2 2 2M

A

a b

r

b

a
b

r

b
a

a

r
b aln ln ln ;

2
2 2 2 2 2( ) 4 ln ;  0.r

b
A b a a b

a θ

⎛ ⎞
= − − τ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

σθ
k σθ

n

25844 �/�� ;k
θ

σ =
24908 �/�� .n

θ
σ = −
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���������, ��������� �� %���	��� ������������
����������, ����

 

'������� ���	������ ��������, ���� ���������, ��� %��-
�	�� ������������ ���������� ��� ������� ������ ��	����

��� 
�������� ����� ������.

2.4. ��*��%!�$%��� �!�%�)����

!�������	��� �������� �������� � ���� ��� �����-
����� ������, ���
� ����� ������� 	������ (����), ���#���-
���, �������� ��������� ���� �������, ��� ���� ���� �-
������, �������� ������������, �������� ������ ����� �-
������ 	�������, � ����� ���� ��� �
������� ������� ���-
�����	�� �� ���� 	������� ���� ��������	��� ���#����� ����
� ���	������ ���������� ��������. 

*�
���� � ������� ���� ���������� �������������
.
D�%����&�� ������� � ��������� ���� ����
���

  

�
� — ���%%�&��� ��������	���� ���#�����; & — �����-
���	��.

��� �
�������� 
������� ��������	��� 
�%����&��
� �������� �� ��#�� ���	��� ������������ 
�%����-
&�� (	������ ��������� ����� 5	��) ����#	��� � ��
�

  (2.47)

  (2.48)

  (2.49)

!�� ��� %��������� �������� 	������ ������ 	��	�����
�������� ��� �������, �� ��������	��� ��
��� ���� ��-
#��� ��� ������ � 
��������� 	������ (2.47—2.49). D�	-
���� �������, ��� �
�������� 
������� � ���� ��#��
���	��� � ��������� ������ ���� ������� ���&��	 �	���-
����&��, �������� ����
����� ��
���� � ����� ���	������
�������.

25838 �/�� ;k
θ

σ =
24902 �/�� .n

θ
σ =

ε ε ε αx y z &= = = ; γ γ γxy yz zx= = = 0,

α

ε σ μ σ σ αx x y zE
T= − +⎡⎣ ⎤⎦ +

1
( ) ; γ

τ
xy

xy

G
= ;

ε σ μ σ σ αy y z xE
T= − +⎡⎣ ⎤⎦ +

1
( ) ; γ

τ
yz

yz

G
= ;

ε σ μ σ σ αz z x yE
T= − +⎡⎣ ⎤⎦ +

1
( ) ; γ

τ
zx

zx

G
= .
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8������ (2.47—2.49) ���
������ ���������� ����-
����:

 (2.50)

 (2.51)

 (2.52)

�
� 

D�� �������� ��������� �������� 	������ (2.47—
2.52) ����� ���
	���� ��
:

  

(2.53)

  

(2.54)

* &���
�������� ����
����� 	������ (2.47—2.49) �
	����� ��������	��� ������������ 
�%����&�� �	
	�

(2.55)

(2.56)

(2.57)

8������ (2.55—2.57) � ���������:

(2.58)

σ ε μ
μ
ε μ

μ
αx xG T= +

−
− +

−
⎡
⎣
⎢

⎤
⎦
⎥2

3

1 2

1

1 2�� ; τ γxy xyG= ;

σ ε μ
μ
ε μ

μ
αy yG T= +

−
− +

−
⎡
⎣
⎢

⎤
⎦
⎥2

3

1 2

1

1 2�� ; τ γyz yzG= ;

σ ε μ
μ
ε μ

μ
αz zG T= +

−
− +

−
⎡
⎣
⎢

⎤
⎦
⎥2

3

1 2

1

1 2�� ; τ γzx zxG= ,

ε
ε ε ε

�� =
+ +x y z

3
.

ε σ μσ αx x yE
T= − +1

( ) ; ε σ μσ αy y xE
T= − +1

( ) ; γ
τ

xy
xy

G
= ;

σ
μ

ε με α
μx x y

E E T=
−

+ −
−1 12

( ) ; σ
μ

ε με α
μy y x

E E T=
−

+ −
−1 1

( ) ;

τ γxy xyG= .

ε σ μ σ σ αθr r xE
T= − +⎡⎣ ⎤⎦ +

1
( ) ;

ε σ μ σ σ αθ θ= − +⎡⎣ ⎤⎦ +
1

E
Tr x( ) ;

ε σ μ σ σ αθ� x rE
T= − +⎡⎣ ⎤⎦ +

1
( ) .

σ λθ ηx G
�u

�x
T= + −2 ;
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(2.59)

(2.60)

�
�

 

 

�����
��� %���	�� ��������� ��#��� ��
��� ������
	��	����� � ��������� � �����������. * �������� �������
���������� 
��	� ���������	� ��	�	 � ��
������ ����-

���� ��������	�� .

�%�*�% 2.4. $���
����� ������
����� ��������	��� �-
������� �� ������ ����� 
���� ��	��, ��
����� ���-


	�, ������� 
�  ��	��� ��������	�� ��������-

�� ��	��  *	����� ��
�	� ��	�� ,

��	��� — , ���%%�&��� ��������	���� ���#���-

��  
��!����. �� ����������� ��	�� ��������	�� �� ������

������� � � ������� �� 	������ ����
����, ������	 �����-
��� ����� ���� ������� ���&������. ��� ���&������
�������� ������ ��������	�� �� ������ ����� ���������
�� ������%��������	 ����	:

(2.61)

�
� 

J������� ����� ���������� ��>���� �������� �����-
���. *�� ��������� ������ ��	��, ����������� � ��-
�������� ��������� �� ��&��, ���
���� � �
�������
	������� � ��� 
�%����&�� ��	�� �������� ��������. "�
�-
����� ����������  ������� ������ �� ��
�	�� , ������-
���� � ��������� ���  ���	����	��: u = 0.

σ λθ ηr G
�v

�r
T= + −2 ;

σ λθ ηθ = + −2G
v

r
T ,

λ μ
μ μ

=
+ −

E

( )( )
;

1 1 2
η α μ

μ
= +

−
2

1

1 2
G ;

θ ε ε εθ= = =r x ; G
E=
+2 1( )

.
μ

t t r= ( )

ta = 70 Co ;

tb = 25 Co . � = 5 ��

b = 8 ��

α = ⋅ − −12 5 10 6 1, , ���
 μ = 0 3, .

t T
b r

b a
= ln( / )

ln( / )
,

T t ta b= − .

v r
x
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C������� 
�%����&�� � �������� ���������� ���-
��� 	�������� C�#�:

    (2.62)

E�����  � (2.58—2.60) �� ��������, ����� �����-
#�� ������������� ���
��

(2.63)

(2.64)

(2.65)

+� �	��� «'����������� ����������» �������, ��� 	����-
�� ��������� ������� ����� ��


(2.66)

��
������� 	������ (2.62—2.65) � (2.66), ���	���

���

(2.67)

+������	� 	������ (2.67) 
���
� �� , ���
��

(2.68)

�������� " � � ����
������� �� ������� 	������. !��
��� � �	����� � ��	��� ����������� ���	����	��
��#�� ����, �� ������� 	������ �	
	� ������:

        (2.69)

$���� �������� 
��  ���	���, ��
������ � (2.63) 	���-

��� (2.62), ������  ��� ������� � ����� 

εr
dv

dr
= ; εθ =

v

r
; εx

du

dx
= .

η θ, ,  G

σ
μ

ε μ
μ

ε ε ε α
μθr r r x

E tE=
+

+
−

+ +⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ − −1 1 2 1 2

( ) ;

σ
μ

ε μ
μ

ε ε ε α
μθ θ θ=

+
+

−
+ +⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ − −

E tE
r x1 1 2 1 2

( ) ;

σ
μ

ε μ
μ

ε ε ε α
μθx x r x

E tE=
+

+
−

+ +⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ − −1 1 2 1 2

( ) .

d

dr r
r rσ σ σθ+

−
= 0.

d v

dr r

dv

dr

v

r

dt

dr

2

2 2

1 1

1
+ − = +

−
⋅μ

μ
α

d

dr r

d rv

dr

dt

dr

1 1

1

( )⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= +

−
⋅μ

μ
α .

r

1 1
.

1

r

a

B
v trdr Ar

r r

+ μ
= ⋅ α + +

− μ
∫

r a= ; σr = 0; r b= ; σr = 0.

σr

v εx = 0.
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(2.70)

(2.71)

(2.72)

��
������ � (2.72) ������� 	������ (2.69), ���	��� 
��
	������:

 

(2.73)
"�#�� (2.73), ��
��

E����� � (2.72) ������ " � �, ���������� ���	���

(2.74)

+� 	������ (2.66) ��
�� �������� 
�� ��������

:

(2.75)

���������  ���� ����
����� �� (2.65), ����� 

� ��
������ �������� 
��  �  �� (2.70) � (2.71), ��� ��

%���	�� (2.57) ��� 	���� ��������	��� 
�%����&��, ��
���-

���  �  �� (2.74) � (2.75).

ε μ
μ

α μ
μ
αr

a

rdv

dr r
trdr t A

B

r
= = − +

−
⋅ + +

−
+ −∫

1

1

1 1

12 2
;

ε μ
μ

αθ = = − +
−

⋅ + +∫
v

r r
trdr A

B

ra

r1

1

1
2 2

;

σ
μ

μ
μ

α
μr

a

rE

r
trdr

A B

r
=

+
− +

−
⋅ +

−
−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫
1

1

1

1

1 22 2
.

A B

a1 2
0

2−
− =

μ
; −

−
⋅ +

+ −
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =∫

E

b
trdr

E A B

ba

b

1

1

1 1 2
0

2 2μ
α

μ μ
.

B
a

b a
trdr

a

b

= +
−

⋅
−

∫
1

1

2

2 2

μ
μ

α ;

A
b a

trdr
a

b

= + −
−

⋅
−

∫
( )( )

.
1 1 2

1

1
2 2

μ μ
μ

α

σ
μ

α αr
a

r

a

bE

r
trdr

r a

r b a
trdr=

−
− + −

−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫ ∫
1

1
2

2 2

2 2 2( )
.

σθ

σ
σ

σ
μ

α α αθ = + =
−

+ +
−

−
⎡

⎣
⎢
⎢

∫ ∫r
d

dr

E

r
trdr

r a

r b a
trdr tr

r
a

r

a

b

1

1
2

2 2

2 2 2( )

⎤⎤

⎦
⎥
⎥
.

σx εx = 0

εr εθ

σr σθ
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����� �����
��� ��������

(2.76)

��
������ (2.61) � (2.74), (2.75), (2.76), ���	��� %���	��


�� ����
����� �������� 

(2.77)

(2.78)

(2.79)

�
� 

�� ���. 2.15 �����
�� ����� �������� ,

��
������� �� %���	��� (2.77—2.79) 
�� ��
��� �����-
��� ������:

��� ��  ���  ��  

��� ��

��� ��

σ
μ

α αx
a

bE

b a
trdr t=

− −
−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

∫
1

2
2 2

.

σ σ σθr x, , :  

σ α

μ
r

ET

b

a

b

r

a

b a

b

r

b

a
=

−
− −

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥2 1

1
2

2 2

2

2
( ) ln

ln ln ;

σ α

μ
θ =

−
− −

−
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

ET

b

a

b

r

a

b a

b

r

b

a
2 1

1 1
2

2 2

2

2
( ) ln

ln ln ;

σ α

μ
x

ET

b

a

b

r

a

b a

b

a
=

−
− −

−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥2 1

1 2
2 2

2 2
( ) ln

ln ln ,

T t ta b= − .

σ σ σθr x, ,  

r a= = 5 σr = 0; r b= = 8 σr = 0;

r = 6 5,

7 6 2 2

2 2 2

2

2 10 12,5 10 (70 25) 8 5 8 8
ln 1 ln

8 6,5 58 5 6,52(1 0,3) ln
5

1045 �/�� ;

r

− ⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ −
σ = − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ − ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦−

= −

r a= = 5

σθ =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−
− −

−
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞−2 10 12 5 10 45

2 1 0 3
8

5

1
8

5

5

8 5
1

8

5

7 6 2

2 2

2

2

,

( , ) ln

ln
⎠⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

= −

ln

;

8

5

9284 �/��2
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���  ��

���  ��    �� 

���  ��.

!���� �������, ���� ��������	�� �����������, �.�. 	���-
#����� �� �	����� ���������� � ��#��, �� ��������

 �  �	
	� ���������� � �	����� ���������� � ���-
����������� � ��#�� ����������. "�
������ ������-
�� � �	����� � ��#�� ����������� ���� 	��, ��
���� ������ ����� �	
	� ����������.

2.5. +!��! �! $�%$&�* �����!���

"����� ����� � 	��	��� ������� ���
�������� ����� ���-
������� �����
����	� ��
��	, ��� ��� 	������ ������� 
�-
�� ���������� ���� ���	� ����&�� �������, � � ���-
������ 	�������� ���� ������
����� ����&�� �� 
��� ���-
��. C ����� ����� � 	��	��� ������� �������� ��
��� ���-

r b= = 8

7 6 2 2

2 2 2

2

2 10 12,5 10 45 8 5 8 8
1 ln 1 ln

8 8 58 5 82(1 0,3) ln
5

6795 �/�� ;

−

θ

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = − − + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ − ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦−

=

r = 5 σx = 9284 �/��2; r = 8 σx = 6795 �/��2;

r = 6 5,

7 6 2

2 2

2

2 10 12,5 10 45 8 2 5 8
1 2 ln ln

8 6,5 58 52(1 0,3)ln
5

341 �/�� .

x

− ⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = − − =⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦−

= −

σθ σx

���. 2.15
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���� #���, �������, ��	�������
��, ������� %	
������ �

�. !����������� ������ ����������� �����
�������� �����
���� �����������. $���
����� �	����� ������� %����-
��� ������ �� ����� ������� ����� � ���
�� ������.

"������� ����� ����� � 	��	��� ������� ������� ��
���������� ��
��� 	��	���� �������, �.�. �� ��������, ���-
�������� ������	 ����&�� � �������� �����. M������ ���-
���������� � ���������� ��
���� ���	���� �������� ���-
���&������� ����������� ���
	 ����&��� ������� �
	��	��� �������� �����. D�� ��	��� ��� �������� ���� �����-
��� � 1801 �. �.+. H	����, � � 1837 �. A. *������� �� ����
������� � ����� � 	��	��� �������. '������ ��������
H	��� — *������ ����&�� ������� � ���
�� ����� ������-
&������ ������	  ����� � ���� �����:

(2.80)

�
� — ���������� ������
����� �� 
��� ����� ��-

��&�� �������; ' — ��������, ��������� �(���������	
�
������ ���������, ������� �� ���� #���� �����, ����
�-

������ ��������������� �	��� � ����� ���������� �/��2.
C��%%�&��� 	��	���� ������� ����� ���� ���
������

���������

(2.81)

�
� — ���%%�&���, ����������	���� ��������� �����-

��, ��������� ���%%�&����� �������, — #���� �����.
E����� ���%%�&���� ������� 
�� �������� ����������

�� � ����. 2.1.

&������ 2.1

J������� ������� , �/��3

����� ������������ 1—5

����� ������#����
5����� ������
5��� ������

5—50

����� � ������ ����� ������#����
N����
5��� ����� ��������

50—100

5�	� ������-��������, 	�������
5��� ����
��

100—200

+�������, �������, �������� 200—1000

y

q x Ky x( ) ( ),= −

q x( )

K  b= ⋅o ,

�

b

�
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E�� «��	�» 	�������� � ��, ��� ����&�� �������� ���-
���������� ������	 �����.

'���� ����� � �������� ��������� 
�	�������, �	��-
���	���� ��� ����� ��������� �������. J�
��� �����-
�������� ������� �������� ������ � ������� ���
	 ��-
��� ��	�� �
������� ���������, ����������� � �������-
� �����	� ��
�����	, ��� ���� 	��	��� ������� ���������-
�� ������ � ������, ���
������ ��
 ������.

+������ � 
�	��� ��
���, ��������������� ������� ���
�������	� 	��	�	� ���	���������, ����&�� ������� ������-
���� � ������ ���������, � � ��������� ������ �����. $
-
��� ��-�� ���������� �������� ��� ��
��� ����� �����-
���� ��������.

8���#�� � ��
��� ������������� ������� ���������
���
	 ��	�����, � ������ ����� ���� �������������
������� ��� ����#	� 	��	�	� ���
	, ����&��  ����-
��� ���
�������� ����� �������	� %	�&�� ����
���.

$���� ����
�� ������� ����� � 	��	��� ������� ����-
���� ������� � �������� ��������� %	�&�� ��������

.

"��������� ����	 � ������������ 	��	��� �������,
���	��	� ��#�� ������
����� ���	���� ������-
����� . ��
 
�������� ��#�� ���	��� ������ ���-

�� ���	���� ������ , ��� ���� �������� ����&�� 	��	-

���� ������� , ��������� �������������
������	 . ������������ ��������� ��� y ������

��� (���. 2.16).
+� ���. 2.16 ���
	��, ��� ���������� ������
����� �-

��	��� � ����	 ����
������� �������� �����������,
��#�� ������
����� ���	���  � ��������� ����&��

	��	���� ������� . C�� �������, 	��	��� ��-

q x( )

y f x= ( )

( )p x

y x( )

( ( ))− ⋅ y x
y x( )

���. 2.16

p x( )

p x  y x( ) ( )− ⋅
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�� ����� ��� 
������� ������
����� ���	��� ���
������-
�� ����� ����	� ���������� ����
��.

'��
��������, 
�%%���&������ 	������ 	��	��� ��-
�� ����� ��������� ���������� ������ � 	��	��� ���-
���� ����#���� � ��
�

. (2.82)

B��� ��#�� ������
����� ���	��� ���	����	��, �� ���-
��� ����� 	������ (2.82) ���������� � 	��. D�� ����	��-
�� ����� ����� ���	���� �������� �������� ������
���-
�� ����&�� 	��	���� ������� ����������� �.

��� ������ ��� ��� � �����
������� ��� �� 	������-
���� �������� 	�������� ��� ����
����� �������� �-
�����������.

���
�� ��#��� �
���
��� 	������, ����������	���-
�� 	�����	 �����, � ������� ���	����	�� ��#�� ������
���-
�� ���	���:

(2.83)

�����
�� 	������ (2.83) � ��
	, 	
����	 
�� ��������-
����, 
�� ���� ��������

  (2.84)

��
������� (2.84) � (2.83), ���	���� 
�%%���&������
	������ � ��
�

(2.85)
D�� 
�%%���&������� 	������ (2.85) ��������������-

���� 	������ �	
��

(2.86)
����
�

(2.87)

���
������ (—1) � ��
� , ���
� ������ ������
���� ��������� ������ �� (—1) � ���������� %���� �	
	�
���� ( — &���� �����):

$���� ��#��� 	������ (2.85) ����� ��


(2.88)

EI d y dx y p xz ( / ) ( )4 4 + =

EI d y dx yz ( / )4 4 0+ =

 EIz/ ,= 4 4β β = ( / ). EIz44

y yIV + =4 04β .

λ β4 44 0+ = ,

λ β= −2 1.

e( )2 1 i+ π

1 2 3 4(1 ) ;  ( 1 ) ;  ( 1 ) ;  (1 ) .i x i x i x i xλ = β + λ = β − + λ = β − − λ = β −

(1 ) ( 1 ) ( 1 ) (1 )e e e ei x i x i x i xy A B C Dβ + β − + β − + β −
= + + +
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��� � ���������� %����

(2.89)

P����� �������� ������������ ����
������� �� ���-
���� 	������.

��� 
������� ��#�� ������
����� ���	���  ��-

#��� 	������ (2.82) ���	���, �������� � ��������
(2.89) ������ ��#��� 	������ (2.82):

�
� — ������ ��#��� 	������ (2.82).
* �������� ������� ���������� 
������� �����
�������

���� � �������� 
��	� ����	. F���� ��������� �������-
� 
����, ���� ��������� �� ���	��� 
� ������#��� ��-

&� ����� ����� .

!�� ���  ���� 	��, �� ��������	���� ��#���� � ��
�
(2.89).

������ ����� ����
��� � ����� ) ��������� ����
(���. 2.17, �).

* ���	 ��������� ����� ���������� ����� ���������

���� )  
�������� ����������� ����	�
������	 ����� �� ����� ����
��� (���. 2.17, �). �	��� � �-

������ ������ ��
��  � ��������� ���� . H	�&��

��������  ��� 	
����� �� ����� ����
��� 
����

���� ������, � ���  �������� 	��. !�� ��� � ��#�-

�� (2.89) ��������  ��� , �� �������� ���
	������ ���� ������, ������� ����������� �������� " �
� � 	������ (2.89), ������ 	��.

!����� 	������ 	��	��� ���� ������ ����� ����� ����-
#���� � ��
�

(2.90)

�������� ������������ $ �  ����
���� �� �����-
�� 	������ � ����� ����
���:

1) ��� , �.�. ���������� � 	��	��� ���� �����

� ����� ����
��� 
���� ���� ������������;

e ( cos sin ) e ( cos sin ).x xy A x B x C x D xβ −β= β + β + β + β

p x( )

y A x B x C x D x yx x= + + + +−e eβ ββ β β β( cos sin ) ( cos sin ) ,*

y*

1 5, ( / )π β

y*

( / )dy dx x= =0 0 ��� 

%0 Q0

y f x= ( )
x = +∞

eβx →∞ x →∞

y e C x D xx= +−β β β( cos sin ).

D

x
dy

dx
= =0 0 
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2) ��� 

���
�%%���&������ (2.90) ��  � �������, ������� ���-

���	 	������,  � , ���	���

����
� .
8������ (2.90) ������ ��


(2.91)

���. 2.17

00  / 2.x Q F= = −

x

x = 0 ′ =y 0

e ( cos sin )

e ( sin cos ) 0,

x

x

y C x D x

C x D x

−β

−β

′ = −β β + β +

+ −β β + β β =

$ D=

y C x xx= +−e β β β(cos sin ).
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+� �	��� «'����������� ����������» 
�� �#�� 	������

 (2.92)

�����
�������� ���
�%%���&��	�� 	������ (2.91):

(2.93)

(2.94)

(2.95)

'������ (2.92) ���	���

(2.96)

��
������� (2.96) � (2.95), ������� , ��
�� ������-
	� $.

����
�

(2.97)

$��������� 	������ ����	��� ��� ����� �	
��

(2.98)

!�� ��� %	�&�� y ����
����, �� ����� �������
�� ���-

���� ��� ������	���� ���������: 	��� �������� ������
(	��� ����� ���������� � ��� x)

(2.99)

���������� �����

(2.100)

��������� ����

(2.101)

M EJ yx z= ′′; 0 .
2z
F

Q EJ y′′′=− = −

( e cos e sin e

sin e cos ) 2 e sin .

x x x

x x

y $ x x

x x C x

−β −β −β

−β −β

′ = − −β β −β β − ×

× β β + ⋅β β = − β β

′′ = −−y C x xx2 2β β ββe (sin cos ).

′′′ = −y C xx4 3β ββe cos .

′′′ = − =y Q EJ F EJz z0 2/ ( ) / ( ).

x = 0

4 23β βC F EIx
ze− = / ( ),

C F EIz= / ( ).8 3β

y
F

EJ
e x x

z

x= ⋅ +−

8 3β
β ββ (cos sin ).

θ
β

ββ= = − −dy

dx

F

EI
x

z

x

4 2
e sin ;

M EI
d y

dx

F
x xx z

x

= = −
−2

2 4

e β

β
β β(sin cos );

Q EI
d y

dx

F
xz

x

= − = − ⋅ −3

3 2

e β
βcos .
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D�� 	������� ��������� ��� ������� ����� � 	��	���
������� ����#�� �������� 	������ � ��
�

  
(2.102)

  

�
�

P������� ������ %	�&��  �����
�� �
����. �.1.

5��%��� ������� �������� ����������� ������ � ��-
������� ����, ��
������� �� 	������� (2.98—2.101) ���

������� �����
������� ���� � �������� 
��	� ���-
�	, ������� � ���. 2.17, �, �, �.

�����
��� ���%��� ����� ��
 ���	������ ���� � ��-
������ 	���#������� ������	
��.

D��� ��� ����
������� �����
�� %	�&��  �

. * ����� ����
��� ������, ���������� ����� � ��-
������� ���� ����

D��� ��� �	
�� 

������
��� ��������, ��� ���������� ����� ��
 ����� F
��� �������� ��������� ����� �	������� ������� �� ��-
�%%�&���� 	��	���� ������� ', ��� ��� ���%%�&���

���  (������� �������) ���������� �����

; ���  (������ �������) �����

.

y
F

EI
x

z

=
8 3β

η β( ); M
F

xx =
4 1β

η β( );

θ
β

η β= − F

EI
x

z4 2 3( ); Q
F

x= −
2 2η β( ),

1

2

3

e (cos sin );

e (cos sin );

e cos ;

e sin .

x

x

x

x

x x

x x

x

x

−β

−β

−β

−β

η = β + β

η = β − β

η = β

η = β

η η η η, , ,   1 2 3

�os xβ

sinβx

y
F

EI
M F x Q Fx

z
x x= == = − = = −0 3 0

8
4 0 2

β
β; / ; ; / .   

a
EI

K
z= =2

2
4

4
π
β

π .

4 / (4 ).zK EIβ =

β→∞
Mx  max → 0 β→ 0

Mx  max →∞
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* ��	��� 
������� ��������� ��� ������	 ������� � �	�-
���� ������� %������� � ������	���� ������ � �����-
�� ���&��� ������������ 
������� ��� ���� ���	����
����
�� �������, �.�. �	��� ��������������� �	���������
���	������� �� 
������� ���
�� ���� � ��
�������.

�	��� � �������	� ����	 
�����	�� �������� �����
�-

������ ���  (���. 2.18) � ����	���� ����
����� ���-
���, 	��� ��������, ���������� �����, �������	� ���	 � �-
������� ����� �.

���
�� ������ � ����� �, 
�� ���� ����	����	�� 
�������,
�� ����� ��������� �����, ���
�� ���� � ��
������� ��
%���	��� (2.98—2.100):

$���
����  �� %���	��� (2.102) � ����. �.1, ��
��

.

9��
���� 9.�. C����� ������� ������ ������� ����� �
	��	��� ������� � ������	 ����	�� �������, ���
�������
� ��
�, ���������� ��� ��� ����	 � 	��	��� �������. +�-
�����	� �������	 H	��� — *������, C����� ��
���� �������-
��� ����
 ������� ���������� 
�� ����� ��
�� ���	��� �
������ ������� ���������� ��&�� ����� � �������� �������-
���	���� �����&� 
�� ����
����� ������� ����������.

�%�*�% 2.5. '������, �������� 
���� �����, �������
� ������ �������� �������, ���	��� � 	������

�� �������� ������
����� ���	���� ������-

�����  F���� ����� �����	������ ���������

������ #����� �� � ������� ��. !���	���� ����-

F F F1 2 3, ,  

���. 2.18

y x
EI

F x a F x b F x c
z

( ) ( ) ( ) ( ) .= −⎡⎣ ⎤⎦ + −⎡⎣ ⎤⎦ + −⎡⎣ ⎤⎦{ }1

8 4 1 2 3
β

η β η β η β

y x( )

M Qx x, ,  θ

= 60

p =100 �/��.

b = 5 h = 8
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����� ������ � ����� �, ��������� �� ������ ��&� ���	��-

��� 	������ � ��������� ��, � ����� ������ � �����
), ����������� � ����
�� 	������, � � ����� D, ���������-

�� �� ���	����� 	������ � ��������� ��
(���. 2.19).

��!����. "��������� � ����� � ����� ����
��� � �����-
��� ����� � � � ��������� �� ����� � 
� ��&�� ���	�����

	������. ������ � ����� � �� ���������� ���	���  ����-


������� �� 	������ (2.98), � �������  	�� ������� �

:

(�)

������ � ����� � �� ���� ���	���, 
�����	���� � 	������,
�	
��

(�)

a =15

�1 20=

���. 2.19

pdx

F

pdx

y
pdx

EI
x x

z

x= +−

8 3β
β ββe (cos sin ).

  

3
0

3
0

� �3

4

e (cos sin )
8

e (cos sin )
8

e e
cos cos

8

(2 e cos e cos ).
8

c
x

z

a
x

z

x x
� �

z

c a

z

pdx
y x x

EJ

pdx
x x

EI

p
x x

EI

p
c a

EI

−β

−β

−β −β

−β −β

= β + β +
β

+ β + β =
β

⎡ ⎤
= − β − β =⎢ ⎥

β ββ ⎢ ⎥⎣ ⎦

= − β − β
β

∫

∫

| |
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��������, ������� ����. 2.1, 

C��%%�&��� 	��	���� ������� �� (2.81)

C��%%�&��� 

������ � ����� ), ����������� � ����
�� ���	�����
	������,

������ ����� D, ����������� �� ���	����� 	������,
�	
��

��
������ �������� ������, ���	���

�
3 �/��= 60 .

K  b= ⋅ = ⋅ =�
2 �/��60 5 300 .

β = =
⋅ ⋅ ⋅

= −K

EIz4

300

4 2 10 213 3
0 01154

7
4

1

,
, ; c�

Jz = 213 3 4, . ��

4 7

0,0115 45 0,011515

100

8 0,0115 2 10 213,3

(2 e cos0,0115 45 e cos0,0115 15)

0,109 ��.

by

− ⋅ − ⋅

= ×

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

× − ⋅ − ⋅ =

=

y

e

) =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

×

× − ⋅ =− ⋅

100

8 0 0115 2 10 213 3

2 2 0 0115 30

4 7

0 0115 30

, ,

( cos , ), 00 111, . ��

  

3
0

3
0

� �3

4

e (cos sin )
8

e (cos sin )
8

e e
cos cos

8

(e cos e cos ).
8

d
x

D
z

c
x

z
x x

d c

z

c d

z

pdx
y x x

EI
pdx

x x
EI

p
x x

EI
p

c d
EI

−β

′
−β

−β −β
′

′−β −β

= β + β −
β

− β + β =
β
⎡ ⎤

= − β + β =⎢ ⎥
β ββ ⎢ ⎥⎣ ⎦

′= β − β
β

∫

∫

| |

4 7

0,0115 20 0,0115 80

100

8 0,0115 2 10 213,3
(e cos0,0115 20 e cos0,0115 80) 0,089 ��.

Dy

− ⋅ − ⋅

= ×

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

× ⋅ − ⋅ =
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�%�*�% 2.6. C ������� ����� �������� ����

 C��%%�&�-

�� 	��	���� �������  ��������� �����

 $���
����� ������ � ���������� ��-
��� ��
 ���
�� ���	���� (���. 2.20). "�������� ���
	 ��-
���� 	����� � ���	��.

��!����. *�������� �������
�� �� %���	��� (2.102)
� ������������� ����. �.1, ������� ����� ����
��� ��-
���
�������� � ������ ��������� ���. C��%%�&���

*������� �������:

1 2 3 40,8 ��,  1,0 ��,  0,6 ��,  1,2 ��.F F F F= = = =

 = 500 �/��2;

EIz = ⋅ ⋅430 107  � ��2.

���. 2.20

β = =
⋅ ⋅

= −

EIz4

500

4 430 10
0 0134

7
4 1, . ��

y
EIz

1

3

4

10

8
0 8 0 1 0 0 013 120 0 6 0 013 220

1

= ⋅ + ⋅ + ⋅⎡⎣ +

+

β
ηβ η η, ( ) , ( , ) , ( , )

,, ( , ) , ;2 0 013 300 1 18η ⋅ ⎤⎦ =  ��

y2

310

982 5
0 8 0 013 120 1 0 0 0 6 0 013 100

1 2

= ⋅ + + ⋅⎡⎣ +

+
,

, ( , ) , ( ) , ( , )

,

η ηβ η

ηη( , ) , ;0 013 180 1 39⋅ ⎤⎦ =  ��

y3

310

982 5
0 8 0 013 220 1 0 0 013 100 0 6 0

1 2

= ⋅ + ⋅⎡⎣ + +

+
,

, ( , ) , ( , ) , ( )

,

η η β

η(( , ) , ;0 013 80 2 14⋅ ⎤⎦ =  ��
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*������� ���������� ������ ��
 ���	�����:

�������#�� �������� �������� � �����

2.6. ��,���� ������� �!"!#� � -$��(��/ 
��*�������� ��%�*�����

* ��
� ��	���� ��� ��#��� ��
�� 	
��� ������������
%	�&���� ���������� ��������

(2.103)

�
�  � — 
������������ ��������; — ����� �
��-

&�, ����  (���������  
�� ����� �
��&� ���� A�-
��� � 1777 �.).

3

4
10

[0,8 (0,013 300) 1,0 (0,013 180)
982,5

0,6 (0,013 80) 1,2 (0)] 1,8 ��.

y = ⋅ η ⋅ + η ⋅ +

+ η ⋅ + ηβ =

1

3

1 1

1

1

10
[0,8 (0) 1,0 (0,013 120)

4 0,013

0,6 (0,013 220)

1,2 (0,013 300)] 9923 � ��;

xM = η β + η ⋅ +
⋅

+ η ⋅ +

+ η ⋅ = ⋅

2

3

1 1 1

1

10
0,8 (0,013 120) 1,0 (0) 0,6 (0,013 100)

0,052

1,2 (0,013 180) 10 846 � ��;

xM β= η ⋅ + η + η ⋅ +⎡⎣

+ η ⋅ = ⋅⎤⎦

3

3

1 1 1

1

10
0,8 (0,013 220) 1,0 (0,013 100) 0,6 (0)

0,052

1,2 (0,013 80) 5231 � ��;

xM β= η ⋅ + η ⋅ + η +⎡⎣

+ η ⋅ = ⋅⎤⎦

4

3

1 1

1 1

10
[0,8 (0,013 300) 1,0 (0,013 180)

0,052

0,6 (0,013 80) 1,2 (0)] 18 885 � ��.

xM

β

= η ⋅ + η ⋅ +

+ η ⋅ + η = ⋅

σmax
max .= = =

M

Wz

18 885

54
350 2 

 �/��

z x iy= + ,

x y i

−1 i
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4��	� %	�&�� ����������� ��������� ���� �����-
���� � 
����������	� � ���	� �����, �.�. ���
������� � ��-


�  �
� — ������� �	��� ���������

�����  (
������������); — ������� �	��� ����-
����� �����  (�����).

B��� , �� %	�&�� �������� ����� �����, ���� ,
�� %	�&�� �������� 
������������.

D�� ���������� %	�&��, ������������ ������ �����
����� �����, ��������� ��
�������	�. '�������� %	�-
&�� ����� ��������� ����� .

!���� �������,

� (2.104)

���
�������� ����� 
�� ������ ��������� ����������
%	�&��.

!�� ���  � �.
., �� �������
��� �����-
���� %	�&�� �������� 
������������ %	�&���:

* ������� ����
����� %	�&��  ����� ���
	���� ��
:

�
�  � — ������� ����
����:

*������ �������
�� ��  �  �� ��������� %	�&��
(2.104):

      (2.105)

"��������� %	�&�� . D�%%���&������� ����

%	�&�� ��  �  �������
���� �� ������	 
�%%���&���-

���� ������ %	�&��: 

���, 	������� (2.105), ���	����

x z= Re , y z= im , Re

realis im
imaginarius

x = 0 y = 0

z

z x iy= +

z x iy= −

2 3 41; ; 1i i i i= − = − =

z z x iy x iy x y⋅ = + − = +( )( ) .2 2

z

z x iy r i rei= + = + =(cos sin ) ,ϕ ϕ ϕ

r ϕ

r x y= +2 2 ; ϕ = arctg( / ).y x

x y

�z

�x
=1;

�z

�y
i= ;

�z

�x
=1;

�z

�y
i= − .

f z z,( )
x y

�f

�x

�f

�z

�z

�x

�f

�z

�z

�x
= ⋅ + ⋅
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�������� (2.106)

+� (2.106) ���
	��, ���

  

������� 
�%%���&��	� (2.106) ��  �  � 	�������
(2.105), ���
��

(2.106�)

'���
���� ������ (2.106�), ���	���� �������� 4������ �
��������  � :

' ������������� ��������� 4������ ��������������
	������ (2.22) ����#���� � ��
�

 ��� 

!���� �������, 	������ (2.22) � ���� ��������  �
 �	
��

(2.107)

"�#���� (2.107) �������� %	�&��

(2.108)

�
�  � — ����������� ������������ %	�&�� ������-

��  � .
'��
��������, ����	� ����������	� %	�&��, ������	-

��� %	�&��� ��������, ���� ���
������� �	���� 
�	�
%	�&�� ���������� ��������  � .

�f

�x

�f

�z

�f

�z
= + ;

�f

�y

�f

�z
i

�f

�z
i= − .

�f

�x
i
�f

�y

�f

�z
+ = 2 ;

�f

�x
i
�f

�y

�f

�z
− = 2 .

x y

� f

�x

� f

�z

� f

�z�z

� f

�z

2

2

2

2

2 2

2
2= + + ;

� f

�y

� f

�z

� f

�z�z

� f

�z

2

2

2

2

2 2

2
2= − + − .

z z

∇ = + =2
2

2

2

2

2

4f
� f

�x

� f

�y

� f

�z�z
.

∇ ∇ =2 2 0( )ϕ ∇ =2 0ϕ .

z
z

2

0.
�

�z�z

ϕ
=

ϕ = +* z * z1 2( ) ( ),

*1 *2

z z

z z
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A�� �������� ����	���� ����� 	���� �������� �
�������� ���������� �������� 
�� ����
����� ���-
������ ��������� �������� � ������� ��
��� ������
	��	�����.

+� ���� �����
����� 	�� �������� �����	
4. H�����, ������	� � 1903 �. ' ������� %	�&�� ���-
������� �������� � ���	��� �������� 
�� ������-
��� ��������� �������� � ��	��� ������� 
�%����&��
��� ���	������ ��>���� ��� � ��
�

(2.109)

�
�  �������� %	�&���� ��������-

�� ��������  � ; .

$
��� ��� ������ � ���	���� 
�����#��� ��������.
$�������������� �����
������ � ���� ������� ���
	��

������� �����	 5.*. C������� «$� �
�� �������� %	�&��
����������� ��������� � ������� ��
��� ������ 	��	���-
��», ��
��� � 1909 �.

�.+. J	�����#���� ������ ����
 5.*. C������� � ���
��-
��� ������	� ������ ������������ %	�&�� ��������-
�� �������� � ��#��� ������� ��
��� ������ 	��	�����.

F���#�� �����
����� �� �������� ������� ��
��� ���-
��� 	��	����� � ������� ��	��� ���� �������
�.*. 5����������. +� ��� ��������� ����
 %	�&�����-
�� ���������� ������������, ���	���#�� ������������
�������� 
�� ������� ������� %	
������.

"��������� �����	� ��
��	 ������ 	��	����� ��� 
�������
� ���	��������� �������� �������� ������
����� �-
��	��� �������� ���������� (���. 2.21).

{

}

1 2

2 1 1 2

2( 1) ( ) ( )
4( 2)

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

x k f z f z


k zf z zf z z z

μ
′ ′σ = + + −⎡ ⎤⎣ ⎦+

′′ ′′ ′ ′− + + + ϕ + ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦

{

( ) }

1 2

2 1 1 2

2( 1) ( ) ( )
4( 2)

( 1) ( ) ( ) ( ) ;

y  f z f z
k

k zf z z f z z z

μ ′ ′σ = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦+

′′ ′′ ′ ′⎡ ⎤+ + + − ϕ − ϕ⎣ ⎦

( ){ }1 2 1 2( 1) ( ) ( ) ( ) ,
4( 1)xy

i
k z f z zf z z z

k

μ ′′ ′′ ′ ′τ = + − + + ϕ − ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦+

1 2 1 2( ); ( ); ( ); ( )f z f z z zϕ ϕ

z z k =
−
2

1 2

μ
μ
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D�%%���&������ 	������ ��������� � ���������-
�� 
�%����&�� 
�� ������� ��
��� ��� ���	������ ��>����
��� ����� ��
 (2.6), (2.7), (2.18):

�����
��� 	������ ����
����� �������� 

� %	�&�� ����
��� 
$���� ��#��� 	������ 
�� ������� ��
��� ���� ��
�-

� �.J. 5���������� � 1910 �. � ����� ������������
%	�&�� ����������� ��������� � �������� ����
�
������������� C�#�, '�%	��, 4�, J���� � ��
�

(2.110)

�
� — �������
�� %	�&��  �� ���	���	

;  �  — ����������� %	�&�� ���	����

���. 2.21

�

�x

�

�y
x xyσ τ
+ = 0;

�

�y �x
y yxσ τ
+ = 0;

�

�x

�

�y

x y x y
2

2

2

2
0

( ) ( )
.

σ σ σ σ+
+

+
=

σ σ τx y xy, ,  

x y, . 

σ ϕ ϕ
σ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ

x

y

xy

iy z i z

z iy z i z

i z y

= ′ −
= − ′ +

= − −

1 2

1 1 2

1

2

( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ′′ +ϕ ϕ1 2( ) ( ),z z

i = −1; ′ϕ ( )z ϕ( )z

z ϕ1( )z ϕ2( )z

z x iy= + .
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"�#��� ����� ������� ��
��� ������ 	��	����� � ������-
������� 	������ (2.110) ���
���� � ����
����� %	�&��

 � , 	
������������� ������� 	�������.

D�� ����
����� �������� �� %���	��� (2.110) ��#-
�� ���	��� � ���������� 
���� ���
�������� ����� �-
������	� %	�&�� ����
����  
�� ���� ������ ��

 
� :

  (2.111)

�
�  � — ����������� � ������������ ��-

���������� ��#�� ���	���;  � — ������������

	������ ����������� � ������������ ��#�� ���	���
� %	�&��  ��  
� .

D�� �������� ���	��� � %	�&�� ���	����  �����
�-
�� � (2.111) ������  ��
������� .

�.J. 5��������, �������	� %	�&�� , , , ,

�#�� ������ ����������� %	�&��  � , ��
���-

��� ������� � 	������ (2.110), ���������� ���	��� ����-
���� 
�� ��������:

(2.112)

8������ ��������� ����
����� �������� � ����� �����

	��	��� ���	���������, � ����� ���  ���������� ������-

�� 
��  �  � 	������ ��
��� ��#�� ���	���.

* ��������������� ��
��� ������������ ���	��� ���� 	-
��, � ����������� ���	��� �������� �������� %	�&��� �.

������ ��� � �� ����&	 ���	��������� ���������, �-
��	���� � ��
����� 	������� ������
����� ���	����.
������ ����
��� ���������� � ����� ), ��� � ������� ���.

������	� ���	��	 ����������� ���� ��������, ���-

���������#��� ���������� ���������-������������ ,

���
������ �.J. 5����������.

ϕ1( )z ϕ2( )z

x
x = −∞ x = +∞

( ) ( );σy y r x= =0 ( ) ( ),τxy y s x= =0

( )σy y=0 ( )τxy y=0

r x( ) s x( )

x x = −∞ x = +∞
z

x z

r x( ) s x( ) R z( ) S z( )

ϕ1( )z ϕ2( )z

σ

σ
τ

y

x

xy

R z iyR z yS z

iyR z yS z iS z R z

S

= − ′ − ′

= ′ + ′ − +
=

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( );2

(( ) ( ) ( ).z yR z iyS z− ′ + ′

y = 0

σx σy

K z( )
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�	��� � 	������ , ����������� ������ �� ����� ��-

��
���, ��#�� ���	��� � ��
����� 	������� 

(�
� — �������� ��&������� %	�&��). E�����  �

 � 	�����  � ���������� ��������-�����-

������ , ���	��� ��	� %	�&�� :

(2.113)

C��������� ��������-����������� ��
�������� ���,

����� %	�&��  
�� ���� ������  �  ����-

���� 	��, � 
�� ������  �������� ��
��� %	�-

&�� ���	��� .

!�� ��� ������ ��&������� %	�&��  ���

 ���������� � ��������	� %	�&�� , ��, ��������

���������� ��������-����������� ��� ���������	�

%	�&�� ���	����  �  (�
�  � — ����-
������ %	�&��  � ), ���	���

(2.114)

+� (2.114) ���
	��, ��� ���  �  %	�&�� � ������-
����

, ����
� 

� ��� 

 ��� 

!���� �������, %	�&��  � ���������� ������

��
 �������� %	�&��.
C��������� ��������-����������� 5��������� �����

��


a b,

p r x= ( )

r x( ) x

z x iy= + r z( )

K za
b ( ) R z( )

R z r z K za
b( ) ( ) ( ).= ⋅

R z( ) x a< x b>

a x b< <

r x( )

r z r x iy( ) ( )= +

y = 0 r x( )

z x iy= + P iQ+ P Q
x y

R z r z K z r x P iQ

P r x ir x Q

y y a
b

y y y

y

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

= = = = =

=

= = + =

= +
0 0 0 0 0

0 yy=0 .

x b> x a<

0( ) 0 ( ) yR x iy ir x Q
=

+ = + R x( ) ,= 0

a x b< <

0( ) ( ) ( ) yR x iy r x ir x Q
=

+ = + R x r x( ) ( ).=

R x y( ) =0
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(2.115)

�
�  � — ����
���� � ����� 	������.

"�������  � ��������	� � ���	� �����, 	����-

���, ���

(2.116)

���	����

(2.117)

����
�

(2.118)

*��������� ����� # 	
����������� ���������� �������-
���, ���� %	�&��  ������������� ��� �
����	� �

���
���� �� 0 
�  ��� .

'��
��������, ��� , ������� (2.117),

��� 

��� 

K z
i x iy b

x iy aa
b ( ) ln ,= − + −

+ −π

b a

K za
b ( )

lg( ) lg arctg / ,x iy x y y x+ = + +2 2 i

K z
i

x b iy x a iy

y

x b

y

x a

a
b ( ) lg( ) lg( )

arctg arctg

= − − + − − +⎡⎣ ⎤⎦ =

=
−

−
−

π

π
1 −− ⋅ − +

− +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

i
x b y

x a y
lg

( )

( )
,

2 2

2 2

P
y

x b

y

x a
=

−
−

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

π
arctg arctg ;

iQ i
x b y

x a y
= − − +

− +
lg

( )

( )
.

2 2

2 2

arctg

π y → 0

x b a> >

lim ( ) ;Py= = − =0
1

0 0 0
π

a x b< <

lim ( ) ;Py= = − =0
1

0 1
π
π

b a x> >

lim ( ) .Py= = − =0
1

0
π
π π
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!���� �������, # �������� ������ 1 �	��� 	������ 

� ������  � ���������� �� ���
����� 	������. * ���	��-
���� %	�&�� (2.114) �	
�� ���
�������� ��#�� ��
�	�
������	� ���	��	 ��� �������	� ����������	� %	�-
&�� ����
���� � 
�� ������ ��  
� .

"���������� ���������� ��������-����������� �
-
������ ��������� %	�&�� ��#�� ���	���, ��� � 	
��-
��������� ��������	� ��
��	, � ������� 
�� ������

 �  %	�&�� ���	��� 


���� ���������� � 	��, � 
�� �������� ������ � 
����
���
�������� ��
�	� ���	��	.

* �������� ����
� �.J. 5��������� ��� ���
���� ��-
�������� 
�	������� ���������� ��������-�������-
���� � ��
�

(2.119)

�
�  � — ����
���� ����� � ��&� 	������� ���	���;

.
!���� �������, ��
��� 	������� � ���������� �	
��

	
����������� %	�&��

(2.120)

5����������� ���	��� ���	����	��, ������	 ��������

.

H	�&��  � 	�������

(2.121)
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=
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�
� — ���������� ��#�� ������
����� �-

��	��� � 	�������.

H	�&��  �������� � ��������	� � ���	�

�����. !��
� ���������� �����, ���
���������� %	�&��

, �	
�� �������� ����������	 	������, ���� ���������-
���� �� � ���
���� �� 0 
� .

E�����  ��� ������� � %���	�� (2.120):

*�
���� ��������	� �����:

(2.123)

9���� �������� (2.123) ���  ����������, ���
%	�&�� (2.120), (2.123) �������� ��������� ��
�	� �-
��	��	.

*������ �������
	� �� �������� (2.120)

p p p1 2 3, ,  
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⎣ ⎦
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(2.122)
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��
������� ������  �  � 	������ (2.112), ��-

�	����

E�����  ��� ������� x + iy � ��
���� ��������	�

�����, ���	���� 
��  ��������

(2.125)
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9�������

(2.126)

C��������� �������� ���� 	��. ��������� ����-

����  
�� ������� ��
��� ���� 	�� ��� ����
�������

����������

�
� — ���%%�&��� �	�����.
H���	�� (2.125), (2.126) ��������� ����
����� ������-

�� � ����� ����� ���	���������. B��� , �� 	������
(2.125) �	
�� 
����� 
�� ����  ������ ���	��� � ������-
����.
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����� � ���	
��
 �����
���� 
��
���
�

3.1. ������� ���������

����������	
� ��	������ �������, � �����	� �������
������ ���������� (� 5—6 ��) 
����� ������ ��
���� ����-
������� �������. ������� ������������ 
��	
 ����
, �����-
�����	� ������� �������� ������� ���
������ � �������,
������������, ��������������, ����������!������	� 
���-
���, ���������, ����
������ � ��� ����� ��� ��
����������	�
"��
���	 ��� ��� ������������� "��
���	 � ������������,
�������	� � ������� � ��������.

������	� ��������� ������ ������� ����������	� "��
��-
��� ����������! �	�� ���������	 � ������ #.$. ��
������,
%.&. %������, %.'. *����
���, +.'. /��������!���, +.+. 0
��-
�����. *�����! ����� � ������� ������ ����������	� �����-
��! ������ +.1. '����, %.%. 2��������, 1.#. #���������!,
/./. *�������, 3.%. *	����, *.2. /�������, 4./. $������ � ��.

$��������� ������� ������������� ������� ��	��� ��	-
������ �������	. 7��
� ���8��� ������������ ��� ������! ��-
���!, ���������! ���������� ������	 ������ 
���� �����-
�	
 � ���������
 �������
� �������.

����������	� ���8��� ��	������ 
�	����	�, ���� ��-
����� ������ ���8��� �� ������ � ������! �������� (���. 3.1, �),
� �������	�, ���� ������� ������ ���8��� ������ � ������!
�������� (���. 3.1, �). &�
����	� ���8���, �
����� ����
���!��, ��	������ �������
�	� ��� ��������	�, �
�����
��������� ����� — 	������
�	� (���8��� � ���
� ���!��
�
��	������ �������
�	, � ���
� ���!��
� — ����������
�	
� �.�.) (���. 3.1, �). ����������	� ������� � ����	�	
 ���8�-
��
 ��� ��	���� �����	 �������	.

#������ ����� ������ ���8��� 
���� ������������ � ����!
����� (������, ����, �����), ������ ����� (���. 3.1, �).

; ����������	
 �������
 ����	���� ���8��� ���������
��� �������	� ���8���, � ����� ����	� � ���
������	� ���-
8��� � �������! ����� (���. 3.2).



168

���. 3.1

���. 3.2
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����������� ������� ����������	� �������! ������� �
��
, ��� ��� �� �������� ���������� ��������� (����������)
��������	� ������!, �����������
�� ����
������
 �����
����������� ������� ����� ��� �������, ��� "��
 ������� ��-
��� ���8��� ������������ � ���������������� ������. #��-
������, ��� ��� �������� ��� ����	�	�, ��� � �
����	� ���-
8���! �������� ������! ����� ���8��� �� ���������, ���-
������������� � �����! ����� �������, ��������������, ��-
������ �������������� 8��
�.

$��
������ ����	� � ����� ���8���! �
���� ������� ��-
������ "����
��� �� 45% 
������. /���	� ���8��� 
���� �	��
���������	 �������! 8��
	 �������! �� 0,2 �� 20 

 ��-
��
 ��������� ���8���������� 
������.

����������	� ����	� ���8��� �� ��������� � �������	-

� �������� ������
 �������������
 ����� ��� ���������!
������� ����������� �������.

% ����. 3.1 �����������	 ������� �������� �������, 
�-

����� ������� � 
�
����� ������������� ���8���! �������
� ������������� � ���� �������, �
����� ��������	� �����-
�� �������, �.�. ��������	! ���.

������� 3.1

�������� !�"�#��� ���!$��, %�%��&�� ���!$�� � %�%��&�� ���!�&������� '�#&�( 
� �!�)�&��( �!�*���+ (�� ������ 	.
. 
��������� � �.
. ���������)

$
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%

8 2,20 1,40 157 40 17 235 20 12 166 10,2 4,2 243

12 2,84 1,72 165 100 40 250 35 23 152 18,8 9,8 192

16 3,35 2,10 160 192 68 283 57 37 154 30,0 14,7 204
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1 ������	 �����, ��� ��� ���������
 ���� ������ ����-
��� ������� ���8��� �� 50—60% ������, � 
�
���	 ������� �

�
���	 ������������� � 1,5—2,8 ��� ������, ��
 � ���8���,
������������� � ���� �������. ����
 �����
, "����
������
�	����	
 �������� �
��� �������	� ���8���! ����	
� �
�����. % ����. $.2 ��������	 ������	� ����	� ���8���, ���-

����
	� � 
�������������. @������������ ���������	� ��-
�������! �� ������� ������ ��� �������� ����������	�
�������! �
������� � ����	���� ���8���! �������. % �
�-
����
 ���8��� ���������	� ���������� �������������� ��
������� ������ �����
���� (���. 3.3, �), � � ����	��
 ���8�-
�� ���������	� ���������� �� ������� ������ ������������-
�� �� ����!��
� �����, �����
 �� ������! ����� ��� �����-
���� ���� (���. 3.3, �).

;�� � �
�����
, ��� � � ����	��
 ���8���� ���������, ���
���������	� ���������� � ����! ����� ����������� �������
������� ���������	 ����������� ��������������! ��������-
��! � ������! ����� ���8���, ��� "��
 � ����	�	� ���8���!
��� ��������������	 ���������� �� ������! �����.

$�� ���������� ����������	� ������� ��������� ���!-
����, ������������� ���������� �� �� �������! ���������
����������� �������. ���, ��� ���������� �������������
������� ����	���� ���8��� ������������� ���������! � ��-
8��
���! �� ����� ������� � ������� �� �������! ���������
������� ����������� ������ �� ��������� ���������� ����-
��� ������� � ������	
 �������
. 2� ���. 3.4, � ������	
�������� ��������� ����������� ������� � ���������	! ����-
����, ���������	� ����	
� ����
�.

% ������� ��������� ������� ����������� � ����� �����-

� ���, �������� �������� #��-%�����, �	���� 
����	� �����-

���. 3.3
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����� �� ���������� �� �����, �� ����	�����
 �����������
��
��� �������, �� ������
 ���������� ���������� ������-
����� ����� ����	 ����. % ������� ������������ ������� ��-
�������� � ��8��
���� ����� ��!�������� � �������� �� ���!
����� (���. 3.4, �). ����� ��������� ������������ ���8��� ��E-
�������� 
���! ���������! ���������� ������, ����������!
�����, ��� �������� �����! �����, ����������! ����! ���,
��������� �������
�.

1 ���. 3.4, � �����, ��� ������� �����
� ��������	� ���
�		���� ���������� ��������	� ������! � �� ������� ����-
�������� ���������! ���. %��������� � �������� �������
�������� 
�
���	 ��������
����� ��������	
� ����
� �
������. % �������� ����� �������
���� ����� ��!�������� ��-
�������	� ���������� �� �������� � ���
����	� ����������
�� ����� �����. 2� ���. 3.4, � ������� �������� ������������
������� �� �������	
� �����
�. % �������� 
��	� ����� �-
���������� ��������	� ������� � ��������! �����������
������, ��������� ���
	
�, ����������� � ��� �������� ��
����, ��������������	! �� ����������, �� ��� ��������.
$���� ��������, �������������, ���������� �� ����������	
�
� �	����� � ��������� ��������� �������, �		��� �������-
��� ���8���. $������� ��8��
���� ������� ��	������ �
-
����-���������. #������ � ����	�	
 ���8���
 �
��� 
�-
��� ���������� ��������� � �������������� �������� ����,
��
 ������� � �
����	
 ���8���
. 0��� ����������� ����	
����	���� ���8��� �� 
���� �� ������ ���� �����������
����	 �
������� ���8���, ��� "��
 ���������� ������� ��-
�������� ����	���� ���8��� (���. 3.5).

���. 3.4
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;������� ��	������ �������	 ��� �����	, ���� �������-
��� ��������	� ������! ���������� ��������, �� ������-
����!. $�� �����
 �������� � ��������	� �������� �������
�������� ������ ���������	� ����������, ���
����	� ��-
�������� � �������� ����� �������������, ��� ��� ����������
������! �� ����� ������� ��������� � ��������� ������� �
����������� ���������! ��� ����	 ����. F��� �	������ ���-
������� �������, �� � ���� ���������! ���������� ������!
��� ����
������� ����� ��� ��� ������� ����� �� ���������

( ).
;������� ��	������ ������	, ���� �
����� ����, ���-

����������� ��������! ���������� ��������	� ������! (��-
���
��, ���� ��������� � �����
 ������� ����	). $�� ����-
�����
 �������� ���������� ������! �� ����� ������� �����
�������!, ��� �	���� � �������� ��������� ��������	� ��-
8��
���! ���������� � ������. % "��
 ������ � ��������	�
�������� ������� �������� ���
����	� ���������� � ����-
�����	� ���������� ���������� � ����������� ��������. 2��-

����	� ���������� ������� � �������� �������������� ��-

��������������� �����
� ���. %��������! ������! 8�����,
�		�����! ���
����	� ���������� � �������� ���������-
���� �������, ��	������ ��	�	���	. ��� ��� ��
�
���� ��-
����������� ��
��������������� �����
� ���, �� ����������
��� � ������! ���������� ����
����.

3��������� ���	���� ������������ ������� ��� �������-
��
 �������� ����	�	� ���8���!, ��� ��� ���������� ���-

Δdx = 0

���. 3.5
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����	� � ���������	� ���������� ������� 
������� �
�����	 ����	������ � ��������. ; ����
 ���8���
 �������
#��-%����� �� ���
���
.

$�� ���������
 �������� �
����	� ���8���! �������-
��� ���������� � ���� ��������� ����������, ��������
�������� #��-%�����, �	���� ������� �� 
���� ��������� �
���������� �����������	
� �� ���������� ������� ��
����
����������� �������, ��"��
� ����������� �� ������ �� ����-
�� ������� � �� ����	������ � ��������. 0 �������	� �����-
�����	� ���8���!, ����� ��� �������� ������, �
����	! 
��-
���������� ���������! ������	, ������, ����, ����� � ������,
��� �������� ���������� ������ �����������. G�� ���8���
�������
� �� ��������	� ����! ���	�	���� ��������� ���-
�����, ��� ������
 � ��������	� �������� �������� ������
���������	� ����������.

3.2. ���:�"��� )!#����� &��)��&����( �&�!���+ 
;�%)�#&�'� �!�*���

$�� ��!����� ������������ 
�
����� �������� �����-
�����	
� �������� ��
���	� ���8��� — ����	 �������!
8��
	. 2� ����
���� ����� ���8���! ��
���� ������ ����-

���� ����	� ���8���!, ��"��
� � ������������ 
���� ����-
�������� �������� ����	�	
 ���8���
. 2�������
�� � ���-
�	� ������� ��������� � ��������� �������������� ��������-
��! ���8���
 ��������� �� ����� �������.

@���
����
 ����������	! �������� � �
����	
 ���8�-
��
 ����
����! ������	 � ����������! 8��
	, ��������-
�	! �� �����
 ������
� 
�
����
� m (���. 3.6). %	����

���
� ��������	
� � ���
� ��������	
� �������
� "��
��-
������ ���
� �����!  dx.

���. 3.6
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$�� ��!�����
 
�
����� m � ��������	� �������� �����
�������� ���������	� ����������, �����	� �����
��
 ���-
��
���� ������������	
� �� ������� ������ � ����������	-

� ����������� ����������! � ������! ����� ������� �������.

$���� ������� ������ � ���������� � ������� 1—1 �����  �

, � � ������� 2—2 ��������������  � . #������� �����

�������� ���������	� ���������! �� ��������	� ������ "��-

���� ����� ��!�������� ���������	� ����������, ����	� ��
�������� � �������������� ����������	� ���������	
 ��-
��������
 � ���������
 �������.

#������
 ��� "��
���� ��������� ���������� � ���� ��

	
�������! ��� �� ����������� ��� x:

 (3.1)

��� ��� ��������	� ������� ���	 ����������, �� ����-

������� 
G�� ����������� ��	������ ������	 ���������� ����-

����. ����
 �����
, ����� ���������	� ���������!, ����-
���������! ����! ����������� ������������ ���������� ��
������� ������, �� ����� �
������� ������� ���������. #��-
����������, ���������� ����������� ���������� ����� ��
������� �������, ��� ������� ������ 
���
�����.

%	���
 �������! 
�
��� �
������� ���� ����� ���������	�
���������!. %	����
 �� �
���-
��
 ������� ���������� 
��	!

������� �����! . % ��������
�	��������� ������� �������	 

�  
���� ������� ��������	
�
(���. 3.7).

A�
��� ���	 , ��!����-
���! �� "��
��� ������������
���������� �	�������� ������
�, �����

(3.2)

��� — ����� ��������������, ���������� � ������ � �� ��-
��� ��!����� ���	.

%	��� ��������� ������ �� �
��� �������, ��� ���, ��-
������ 
�������, 
�
��� �����
	 ���, �������!�������� ��-

δ1

τ1 δ2 τ2

τ δ τ δ1 1 2 2dx dx= .

τδ = const .

���. 3.7

dS
τ

δ

τδdS

dT rdS= τδ ,

r
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���	� ����� ����, �� ������ �� �	���� ����� ���������� (��-
����).

%������� , ���
��������� ������ ��������! �������

������� � ���� "��
��������� ������������ � ���������
  �
�	����!  (�� ���. 3.7 ����������� ����������), ����������-

�� ����! "��
��� ������������! ������� � ����������� :

1������� �� �����������  �� �����  c�����! �����
���8���, ����	! ��������! ������� �������, �������������
������! �����! � �������
�, ���������	
� � ������ � �����

 � , ��	������ ������������ �������! ��� ����������-

�� ���������� ����� :

 (3.3)

#������������ �������, ��� ����������, �
������� � �
2.
;������! 
�
��� � �������, ����	��� (3.1), ����� ����� �����-
���� �� �
�����
� �������, ����������
� ������! �����!
���8���:

(3.4)

��� — ��������� �������, ������������ ������! �����!
�
������� ���8���.

2��������� � ����������! ����� �������

(3.5)

���

(3.6)

��� — 
�
��� ������������� ��������.

#������� (3.5) ���������� ����������� ���������� ����� �
�������, ��� ������� ������ ���
������:

(3.7)

���  — 
���
����	! 
�
��� �������������

��������.

rdS

dS
r

dω

rdS d= ω.

rdS OS

O S

S

ωS

S

rdS= ∫
0

.

T rdS� k= =∫τδ τδω ,

ωk

τ
ω δ

=
T�

k

τ =
T

W
�

k

,

Wk k= ω δ

τ
ω δmax

min min

,= =
T T

W
c

k

c

k 

Wk kmin min= ω δ
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2���������� ������������ ���������� ������������ ��-
��
 ��������� 
�
���� � �������: ��� �������������� �����-
���� 
�
���� — ������ ���� ������! �������, ��� ����������-
���� — �� ���� ������! �������. 0��� ����������� ���������-
���� �������  ��!��
, ��������� "������ ������� ��8��
�-
��! � ������� � ������ ������������� 
�
���� �� ����
�


������
 ����
������ .
%	����
 � ������������� �������, ������������ ������-

�����
� 
�
����
� m, ���
� ��������	
� � ���
� �������-

�	
� �������
�, "��
��� �����!  � ������!  (���. 3.8).
F��� ������� ������� ����� ������� ���������	
, �� ��-

����������� "������ ��8��
����, ����������� "��
����
, ��-

��� ����� ������, ����������! ����! , ��!�������! �

�����
 ������� "��
���� �� ����
������ :

��� — ���� ������; — ����
������ ��������! ������-
��! ����������� ������� ������� "��
���� ������������ ����-
�� ������������.

1������� ���� /��� ��� ������, �������


(3.8)

$������������ "������ ������� �����! l ��!��
, �����-
���������� �	������� (3.8) �� ���! ����� ������! ����� ���-
8���:

ϕ

U W=

l dS

���. 3.8

τδdS

γ
dU dS l= ⋅1 2/ ,τδ γ

γ γ ⋅ l

dU l
G

dS l
G

dS= = ⋅1

2

1

2

2 2 2τ δ τ δ
δ

.
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(3.9)

@�����, ��������
�� �������
 
�
����
  �� ���� ����-

������� , �����

(3.10)

$���������� �	������� (3.9) � (3.10) � �
���� ����� ��-

�������	� ���������!  �� (3.4), �������


(3.11)

�����������	! ���� ����������� �����

(3.12)

%	������� (3.11) � (3.12) 
���� ����������� ������������-
�� � ����

  (3.12�)

��� — ���
���������! 8����� ��������� �
�������

���8��� ��� �����
 ��������, ��	���
	! �������� ���-
����.

1�������  � ����
 ���� �	������� �����, ��� ��� ��-

������
� ���� ���� �
������ ������	 ������ �� �����
�
������� ���8���.

% ��
 ������, ����� �������! 
�
��� ��������� ������
�
�����������
� 
�
���� m, 8��
��� (3.11) 
���� �	�� �����-
�� � ����

(3.13)

U l
G

dS= ∫
1

2

2 2τ δ
δ

.

Tc

ϕ

W T=1 2/ .cϕ

τδ

ϕ
ω δ

= ∫
T l

G

dSc

k
2

.

θ
ω δ

= ∫
T

G

dS�

k
2

.

ϕ

ω

δ

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

∫

T l

G
dS

T l

GI
c

k

�

k2

; θ

ω

δ

=
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

=

∫

T

G
dS

T

GI
c

k

c

k2

,

I
dSk
k=

∫

ω

δ

2

dS

δ∫

ϕ = ⋅m l

GIk

.
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3�� ������������� �������� ������� ���������! ������	

, �
������ ������ ������! ����� , ������


 

  

��� Sk — ����� ������! ����� ���8���.
% ������ ����������� ������������� ������� ���������!

������	, �
������ ������� ��
��	 ���8��� " � # (���. 3.9)
����
 �
���

 

  

$���� ���������	� ���������� �� ����� ������! ����� �
������� ������������ �
������� ���8��� ��������	.

�����, ���������� (3.4) � (3.12), �������


������

  (3.14)

δ = const r

W r� = =ω δ π δk 2 2 ; I
dS S

rk
k k

k

= = =
∫

ω

δ

ω δ
π δ

2 2
32 ;

τ
π δ

=
T

r
�

2 2
; ϕ

π δ
=

⋅T l

G r

�

2 3
; θ

π δ
=

T

G r

�

2 3
,

���. 3.9

W BHk k= =ω δ δ2 ; I
S

BH

B Hk
k

= =
+

ω δ δ2 22( )

( )
;

τ
δ

= =
T

W

T

BH
�

k

�

2
; ϕ

δ
=

+T l B H

BH

� ( )

( )
;

2 2
θ

δ
=

+T B H

BH
�( )

( )
.

2 2

θ
τδω

ω δ
τ

ω
= =∫ ∫k

k kG

dS dS

G2
,

τ θωdS G∫ = k .
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%	������� (3.14) ������������ ����! 8��
��� *����� �
���������� ������������ ���������� ��� ��������, ��������
������! ��� �
������� �������, �������������� � ��������
����������� �������, ���������� ������������ ����������

��� �������� ����� ����������� ��������! ������� ,

�����������! �������
, �� .

<!�%�! 3.1. ���������� ���������� � ���� �����������
��� ��������
 �������� �����������! ����	, ��������! �

����� �������! , ���� ����� �������	 �����������
�������
�. 2�!�� ����� ������, ������������ �� ���� �-
������. %��������! ���
��� ����	 — 120 

, ����� ����	 —

100 �
, 
����� ������ A$�, ����� ������������ 
�-


����
�  (���. 3.10).

�������. %	������
 ��������� �������, ������������

������! �����! ���8��� , � ���
���������! 8����� ����-

����� :

ωk

Gθ

δ = 4 



G = ⋅0 8 105,

m = ⋅900 H 


���. 3.10

ωk

Ik

ω
π

k
�� 2 c
= ⋅ = + =2

4
3 14

12 0 4

2
241 4

2 2d
,

( , )
, ;

I
S

dk
k

��  �
= = = ⋅ + =
ω δ

δ
2

3 3 40 785 0 785 0 4 12 0 4 598 68, ( ) , , ( , ) , ;

S d= π ��.
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����� 

&������� ��������
��� ����, ��!�������� ����� �����-
���!, �� ������! ����������	 �������:

#���, ������������ �� ���� �������,

<!�%�! 3.2. ���������� ���������� � ���� �����������

����������� ������� (���. 3.11). ������� ������  �	-

����  ������ " = 5 �
, ����� �������  = 100 c
,


����� ������  ����� ������������ 
�
����-


� .
�������. ��������
 ��������� �������, ������������

������! �����! ���8��� , ���
���������! 8����� �������-

�� ��������  � 
�
��� ������������� �������� 

τ
max , ,

,= = ⋅
⋅

= =
T

W
�

k

2 2/c
  A$�.
900 10

0 4 241 4
932 9 3

2

ϕ = = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ≈
T l

GI
�

k

 ���
900 10 10

0 8 10 598 68
0 0019 0 11

2 2

7, ,
, , .

F l= = ⋅ ⋅ =τδ 932 0 4 100 37 280,   2.

F
F

n��
 

 2.= = =37 280

12
3107

δ = 5 

,

# =10 �
, l

G = ⋅0 8 107 2, , 2/�


m = ⋅1000 H 


���. 3.11

ωk

Ik Wk .

ωk
2 c
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =2 2 10 5 100B H ;
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;���������� ����������, ���������� �� �������,

0��� ����������� �����

�����������	! ���� �����������

��� �� �������� �������
, �������� 8��
��� *�����:

<!�%�! 3.3. ���������� ���������	� ���������� � ���� �-
���������� ������������� �������, �
������ ���8��� � ��-
�� ��������������� ������������ (���. 3.12). ������� ������

   � = 30 �
, 

 
2� ���. 3.12 ��������� ���
� ������������� ������� ����-

�������� �������	
� �����������
�.

I
Sk
k 4 �
 ;= = ⋅

⋅ + ⋅
=

ω δ2 2100 0 5

2 10 2 5
166 7

,
,

S H B= + = ⋅ + ⋅ =2 2 2 10 2 5 30 �
;

Wk k
3 �
= = ⋅ =ω δmin , .100 0 5 50

τ = = ⋅ = =
T

W
c

k

2 2/�
  A$�.
1000 10

50
2000 20

2

ϕ = = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= =
T l

GI
�

k

 ���
1000 10 10

0 8 10 166 7
0 0075 0 43

2 2

7, ,
, , °.

θ ϕ= = = ⋅ −
100

0 0075

100
0 0075 10 2,

,  ���/�
.

τ
θω

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =
∫

−G

dS
k 2 2/�
  A$�.

0 8 10 0 0075 10 100

30
2000 20

7 2, ,

δ1 0 5= ,  �
, δ2 1 0= ,  �
, δ3 1 2= ,  �
, l =100 �
,

G = ⋅0 8 105,  A$�, m =1000 2
.

���. 3.12
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�������. 2�����
 �������	  ��� �������������

���8���:

;��������	� ���������� � ������� �������

 2/�
2 = 2,57 A$�;

 2/�
2 = 1,28 A$�;

 2/�
2 = 1,07 A$�;

 ��� = 0,014�.

<!�%�! 3.4. ���������� ���������	� ���������� � ���� �-
���������� ��� �������� ������������� ������� �
�������

���8��� (���. 3.13). 3���� �������  = 160 �
, ������� ���-

W Ik k k  , , ω

ωk
o 2 c
= ⋅ = ⋅ =2

1

2
30 30 60 779 4a h sin , ;

Wk k
3 �


1 1 779 4 0 5 389 7min , , , ;= = ⋅ =ω δ

Wk k
3 �
 ;

2 2 779 4 1 779 4= ⋅ = ⋅ =ω δ , ,

Wk k
3 �


3 3 779 4 1 2 935 3= ⋅ = ⋅ =ω δ , , , ;

I
dSk
k 4 c
 ;= = =

∫

ω

δ

2 2779 4

115
5282 3

,
,

1 2 3

1 1 1 30 30 30
115.

0,5 1,0 1,2S S SBC CD DB

dS
dS dS dS= ∫ + ∫ + ∫ = + + =

δ δ δ δ
∫�

τ1

1

21000 10

389 7
256 6

max ,
,= = ⋅ =

T

W
c

k

τ2

2

21000 10

779 4
128 3= = ⋅ =

T

W
�

k ,
,

τ3

3

21000 10

935 3
107= = ⋅ =

T

W
�

k ,

ϕ =
⋅

⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

T l

G I
�

k

1000 10 10

0 8 10 5282 3
0 0002

2 2

7, ,
,

l
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��� �
, �
, �
, �
,

2/�
2. #����������! 
�
��� m = 2000 2
.
�������	� ��
��	 ������	 �� ���. 3.13.

�������. �������
 �� ������� BC$ ���8��� �������

������ , ����� ���� , ����������� ���������� . #���-

���������� �� ������� D% —  �� ������� %& —

 �� ������� &" —  ��������
 ���������

�������, ������������ ������! �����! ���8���, 
�
���	
������������� � ���
���������! 8����� ��������� �������.

�������
 ����  �  ������� �������	� �����! ���8���:

�
2;

�
2;

�
2;

�
2;

�
2;

�
2.

δ1 0 5= , δ2 1 0= , δ3 1 2= , δ4 1 4= ,

G = ⋅0 8 107,

���. 3.13

δ1 S1 τ1

δ τ2 2 2, , ;  S

δ τ3 3 3, , ;  S δ τ4 4 4, , .  S

f1 f2

f f f= + = ⋅ + ⋅ =1 2

23 14 8

2
10 16 260 5

,
,

ωk = ⋅ = ⋅ =2 2 260 5 521f ,

Wk k1 1 521 0 5 260 5= ⋅ = ⋅ =ω δ , ,

Wk k2 2 521 1 0 521= ⋅ = ⋅ =ω δ ,

Wk k3 3 521 1 2 625 2= ⋅ = ⋅ =ω δ , ,

Wk k4 4 521 1 4 729 4= ⋅ = ⋅ =ω δ , ,
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�
3.

;��������	� ���������� � ������� �������

2/�
2 = 7,7 A$�;

2/�
2 = 3,8 A$�;

2/�
2 = 3,2 A$�;

2/�
2 = 2,7 A$�.

0��� �����������

��� = 0,07�.

<!�%�! 3.5. ���������� ���������	� ���������� � ���� �-
���������� ������������� �������, �
������ �
����	! ���-
8��� � ���
��������! ������! (���. 3.14). 3���� �������

l = 160 �
, ������� ������ �
, �
, �
,

G = 2/�
2. #����������! 
�
��� m = 2000 2
.
�������	� ��
��	 �����	 �� �������.

�������. $���������� �������, �
����� ��� ���!��, ����-
���� ��������	
 ���8���
. �������
 �� ������� "'D ���-

���� ������ , ����� ���� , ����������� ���������� ;

�������������� �� ������� D&" — , � ������ "D —

1 ������� ����������� ������ ���������	� ���������! ��
������� "'D �������, ���

I
dS

f
dSk

k= = = =
∫ ∫

ω

δ δ

2 2 24 521

80 71
3363 2

,
,

dS

δ∫ = ⋅ + + + =3 14 8

0 5

10

1 0

16

1 2

10

1 4
80 71

,

, , , ,
, .

τ1

22000 10

260 5
767 8

max

min
,

,= = ⋅ =
T

W
c

k

τ2

2

2

2000 10

521
384= = ⋅ =

T

W
c

k

τ3

2

3

2000 10

625 2
320= = ⋅ =

T

W
�

k ,

τ4

2

4

2000 10

729 4
274 2= = ⋅ =

T

W
�

k ,
,

ϕ =
⋅

⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

T l

G I
�

k

2000 10 160

0 8 10 3363 2
0 0012

2

7, ,
,

δ1 0 5= , δ2 1 0= , δ3 1 2= ,

0 8 107, ⋅

δ1 S1 τ1

δ τ2 2 2, ,  S

δ τ3 3 3, , .  S
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(3.15)

#�

���	! 
�
���, �������
	! ������
 ���������	� ��-
�������! ������������ ���������� �	�������� ������ �,

��������� �������
� 
�
���� :

 (3.16)

��� ���  

 �  

���  ������� ������� "'D"; ������� ������� D&"D,

�� �	������� (3.16) ���
�� ���

(3.17)

1 �	������� (3.15) �
��


  (3.18)

$�������� (3.18) � (3.17), ������������ ��!��


(3.19)

���. 3.14

τ δ τ δ τ δ1 1 2 2 3 3= + .

Tc

T r dS r dS r dS

r dS

S S S

S

� = + + =

= +

∫ ∫ ∫

∫

τ δ τ δ τ δ

τ δ τ

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

1 1 1 1 2

1 2 3

1

δδ τ δ2 2 2 3 3 3 3

2 3

r dS r dS
S S
∫ ∫+ .

1

1

1 1 k2 ;�"D
S

r dS f= = ω∫ r dS f
S

�DKB2 2

2

2
2∫ = = ωk ;

r dS f
S

�D"3 3 3
3

2∫ = = ωk , f f f�"'D �D"+ = 1; f f f�D&" �D"− = 2,

f1 − f2 −

� f f f f f�D" �D" �D"c = − + + +τ δ τ δ τ δ1 1 1 2 2 2 3 32 2 2 2 2( ) ( ) .

τ δ τ δ τ δ3 3 1 1 2 2= − .

T f fc k k= + = +2 21 1 1 2 2 2 1 1 2 21 2
τ δ τ δ τ δ ω τ δ ω .
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$��
���� 8��
��� (3.14) � �����
� ������� D"'D �
D&"D, ������


(3.20)

, (3.21)

���  — �������������� ����	 ������� ����! �����-

���.
N��	�� ��������� (3.15), (3.19), (3.20), (3.21) �������� ���	-

�� ��������	�, �����	� ������������ � ������� �����
	:

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

+���� 8��
��	 (3.24) ����	����, ��� ���� ������ "D ���-

�������� ���, ���  �  �� 

% "��
 ������ �������! 
�
��� ��������� ��������
�����
�������! ������! ������� � ������ "D �� ��������. %�����,
"��� �	��� ����� ����� ����������, ����� �	������� � �������-
�	� ������� � ��������� ��������� ����� ����. $���������
������	� ������� ������� � 8��
��	 (3.22 — 3.25), �������


�
2; �
2;

�
; �
; �
.

τ τ θω1 1 3 3 1
S S G+ = k ;

τ τ θω2 2 3 3 2
S S G− = k

S S S1 2 3; ;  

τ
δ ω ω δ ω

δ δ ω ω δ δ ω
1

3 2 2 3

3 1 2
2

3 1 2
2

1 2 1

1 2 1

=
+ +⎡

⎣
⎤
⎦

+ + +

� S S

S S

� � � �

� � �

( )

( ) δδ δ ω3 2 1
2

2
S �

⎡
⎣

⎤
⎦

;

τ
δ ω ω δ ω

δ δ ω ω δ δ ω
2

3 1 1 3

3 1 2
2

3 1 2
2

1 2 2

1 2 1

=
+ +⎡

⎣
⎤
⎦

+ + +

� S S

S S

� � � �

� � �

( )

( ) δδ δ ω3 2 1
2

2
S �

⎡
⎣

⎤
⎦

;

1

1 2 1 2

� 2 1 � 1 2 �
3 2 2 2

3 1 2 � � 3 1 2 � 3 2 1 �

;
( )

� S S

S S S

⎡ ⎤δ ω − δ ω⎣ ⎦τ =
⎡ ⎤δ δ ω + ω + δ δ ω + δ δ ω
⎣ ⎦

θ
δ δ δ

δ δ ω ω δ δ ω δ
=

⋅ + +

+ + +

� S S S S S S

G S S

c

� � �

( )

( )

1 2 3 2 3 1 3 1 2

3 1 2
2

3 1 2
2

31 2 1
δδ ω2 1

2
2

S �
⎡
⎣

⎤
⎦

.

S S1 2 1 2= =,  δ δ ω ωk k1 2
= , τ3 0= .

ωk1
3 14 8 2012= ⋅ =, ωk2

2 10 16 320= ⋅ ⋅ =

S1 3 14 8 25 12= ⋅ =, , S2 20 16 36= + = S3 16=

2

1 2 2 2

2

2000 10 16 1(201 320) 36 1,2 201

16 1 0,5(201 320) 1,2 0,5 36 201 25,12 1 320 1,2

555,18 2/�
 5,6 A$�;

⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦τ = =
⎡ ⎤⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⎣ ⎦

= =
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 ��� = 0,07°.
3�� ������� ���	�������	� � ����� ����������	� ���8�-

��! ��������
� ����������� G%A.

3.3. ���:�"��� )!#����� &��)��&����( �&�!���+ 
�&)!�&�'� �!�*���

@���
����
 �������� � ���� �����! �����	 ���
��������-
�� ����������� �������. ����! �������� ������������ ����!
������!��! ����������	! "��
��� ����	���� ���8���, ���
��������, ��� ����	���� ������������, ����������� ����-
�����	� ���������! � ����� ����������� 
���� ������-
���� �� 8��
���
 ��� �������� ������� ���
���������� ����-
��� � ���������
 ������ , ��� — �о����� �������

� — 
������ �������, �����	� �
������� ��������������

�� ������� ������  � �����  "��
���� ���8���:

(3.26)

(3.27)

��� — 
�
��� ������������� �������� ����	���� ���8�-

��:   ���
���������! 8����� ��������� ��-

��	���� ���8��� (���������� ��������): 

2

2 2 2 2

2

2000 10 16 0,5(201 320) 25,12 1,2 320

16 1 0,5(201 320) 1,2 0,5 36 201 25,12 1 320 1,2

450,67 2/�
 4,5 A$�;

⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦τ = =
⎡ ⎤⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⎣ ⎦

= =

2

3 2 2 2

2

2000 10 36 0,5 201 1 25,12 320

16 1 0,5(201 320) 1,2 0,5 36 201 25,12 1 1,2 320

144,24 2/�
 1,4 A$�;

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦τ = =
⎡ ⎤⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⎣ ⎦

= − = −

2

7 2 2 2

6

2000 10 25,12 36 1,2 36 16 0,5 16 25,12 1,0

0,8 10 16 1 0,5(201 320) 1,2 0,5 36 201 25,12 1 1,2 320

7,24 10  ���/�
;−

θ=

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦= =
⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
⎣ ⎦

= ⋅

ϕ θ= ⋅ = ⋅ ⋅ =−l 7 24 10 160 0 00126, ,

� b/ >10 �

b
δ S

τmax / ;= T Wc �

ϕ = ml GI/ ( ),�

W�

W S� = δ2 3/ ; I� −

I S� = δ3 3/ .
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������ ��������� � 
�
������� �������� ����	����, ���
8��
��	 (3.26) � (3.27) �������� ����� ����������	
� ���
��������
 �������� ���	� �����	� ���
����	� ���8���!,
���� �� ��������� � ���
�� ������ ���
���������� �������.
$�� ������� �����	� ���8��� ������������ �������	
� ��-
����
�, ���������
	
� �� ��������	! ����. ��� ��� ��� ���-
����� ����� ���������	� ���������! ������ �������������
������ ���
������� ���8���, �� ���������	� ���������� ��
������� ������ ����� �
������� �� ����!��
� �����.

2� ���. 3.15 ������� ������������� ���������	� �������-
��! �� ���������
� ������� ������! �����	, �������
�!
��� ������	����� ���������!���� ���8��� ���������! ���-
���	. ;��������	� ���������� ����� ������! ������	 ���-

�� ��������	 � ����	 . ��� ���������� � ���� ������

����� �����	� �����. %���� ������! ����� ���������	� ��-
�������� ����	 ����.

%������� ���������	� ���������! � �������� �������!

������	  ���������� 0,74 �� . G�� ���������� �	����

�������.
3���� ������! ����� ���������!���� ����	���� ���8���

���������! ������	  � �������  �����  (���. 3.16, �);

 (���. 3.16, �).
3�� ����	�	� ����������	� ���8���!, ����������	� �

���������� ���� ���
����������� ����! ����	  � �����-

τmax

���. 3.15

′τmax τmax

δ r S r= 2π
S r= +α

Si



189

�	  (���. 3.17), �������! 
�
��� ����
���������� ��� ��
-


� 
�
�����, ��������
��
	� ����	
 �������
 �������:

 ��� — ���� ��������� 
�
����, ���������������

����
�������
�
� �������.
��� ��� ���� ��������-

���  ���� ���
�������	�
��������, ������������ ��-
�����, ��������, �� ��� ��-
���� ���
���������� "��
��-
�� 
����
������ ��������-
��� ����������, ���� ����-
������� � �����������	!
���� ����������� �����
������������ ��������
�
�	�������
�:

 ;  (3.28)

���  — �����������	! ���� ����-

�������.
3�� "��
����� ������!, �
����� 8��
� ��������

(���. 3.18), ���
���������! 8����� ���������  �����

δi

T Tic = Σ , Ti

���. 3.16

���. 3.17

ϕ

τi
iT

W
i

max
;=

�

ϕ =
T

GI
i

i�

θ =
T

GI
i

i�

,

W
S

i

i i
� =

δ2

3
; I

S
i

i i
� =

δ3

3
; θ φ=

l

I
i�

δ δ
δ δ

x b
x= +

−
1

2 1 .
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1������� 8��
��� /��88���� — $�������, �������


��� 

���  — ������� ������� "��
����;  — ����� "��-


����.

#������� (3.28) �������! 
�
���, ��������
��
	! -

"��
����
 �������, �����

(3.29)

$���	! �������! 
�
��� � ���������
 �������

(3.30)

���  — ��������� ����������� ������� �������������

������� ��� ��������
 ��������;  — ���
���������! 8��-

��� ��������� (���������� ��������) ��� �������� ���8���.
/��
���������! 8����� ��������� ��� �������� ���8���

����� ��

� ���
���������� 8������� ��������� ��������-
���� ���
�����������:

 (3.31)

1 (3.30) ������


    (3.32)

���. 3.18

3
4 4

2 1 2 1
� 1

0 2 1

1

3 12i

b b
I x dx

b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤δ − δ δ − δ
= δ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

δ − δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫

I
b Kb

i�
��

��

= +
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

δ

δ

3
2

3
1

1

4
,

δ�� K
b

=
−δ δ2 1

i

T GIi i
= � θ.

� � � � ,
i i

T GJ G I GI= Σ θ = θ Σ = θ
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$��������� (3.29) � (3.28) � �
���� �  �� �������-


�, ������
 
����
������ ����������� ���������� ��� ������-
���� �������:

���, �
����  �� 8��
��� (3.32), ������


 (3.33)

1 (3.33) �������, ��� 
����
������ ����������� �������-
��� �������� � ���
��������
 "��
���� �������, �
����


���������� ������� :

(3.34)

���  — 
�
��� ������������� �������� ����	��-

�� ���8���.
G������
��������� �������� �������, ��� 8����� ����-

����� ��� �����	� ���8���! � ���� ���������! ����� � ���-
����	� ���8����, ����������� ������������ ���8��� ���
�-
���������� �	�� ������������� �� 8��
��� (3.31). $�"��
� �
8��
��� (3.31) ������ ���������	! ��"88������ :

(3.35)

%�������  ��� ���������	� ���8���! �����
����� ���-
��! 1,2; ��� ��������� — 1,12; ��� �����	� ��������� � �����
�
��������� 1,5; ��� �������	� ���8���! — 1,0. #������ �
��� �
����, ��� � ����	�	� ��
��	� ���8���!, �
����� �������-
��� ���	, �������� 
����	� ����������, �������� �� ����-
���	 ������� ����������. N�
 
����� ������ ���������� ��
�������� �����, ��
 ������ 
����	� ����������. N���	 ��
����������� 
����	� �������������!, ���������� ����� �	-
������� �� ��
������� ������
� �������
�.

<!�%�! 3.6. ���������� ���������� � ���� �����������
�����������! ����	 ����	���� ���8��� (���. 3.19). 3���	�
���� � ���
��� 3.1. #������� ��������� �� �������� �����-
�����	� ���� �
������� � ����	���� ���8���!.

W
i� I

i�

τ θ δi iG
max

=

θ

�
max

�
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i

T

I

δ
τ =

δ max

� max �
max

� �

,
T T

I W

δ
τ = =

W I� �= / maxδ

α

I Si i� = ⋅ ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

α δΣ 1

3

3
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�������. %	������
 
�
��� ������������� �������� 

� ���������� �������� :

 �
3;

 �
4;

 2/�
2=433 A$�;

 ���=77,7�.

@�����	 ����	����, ��� ���������	� ���������� � ����	-
��
 ���8��� � 46,4 ���, � ���� ����������� � 720 �� ������,
��
 � �
�����
 ���8���. O�������� � �
������� ���8���

 2/�
2,

���������� ��� ����	���� ���8���

 2/�
2.

��������� ���������! 

W�

I�

���. 3.19

W
S

� = = ⋅ ⋅ +( ) =δ2
2

3

1

3
0 4 3 14 12 0 4 2 08, , , ,

I
S

� = = ⋅ +( ) ⋅ =δ3
3

3

1

3
0 4 12 0 4 3 14 0 83, , , ,

τmax ,
= = ⋅ =

T

W
c

�

900 10

2 08
43 269

2

ϕ = = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=ml

GI�

900 10 10

0 8 10 0 83
1 36

2 2

7, ,
,

GI� = ⋅ ⋅ = ⋅0 8 10 598 68 478 944 107 4, ,

GI� = ⋅ ⋅ = ⋅0 8 10 0 83 664 107 4, ,

�
�
�
����
�

478 944
720.

664

GI

GI
= =
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#������������, ����������	� ������� ����	���� ���8���
�������� �� �������� �������������������.

����������� ���������� ������! ����
 ���������� �����
����	 �������
�, ������! �������� � ���	����� ���������
� ��������� ������������� �������.

<!�%�! 3.7. ���������� ���������� ���������	� �������-
��� � ������ � ������ ���������! ����� № 18, � ����� ���� �-
����������, ���� ����� ����� l = 1,2 
, �����������! 
�
���

m = 400 H.
, 
����� ������ 2/�
2 (���. 3.20, �).

�������. %	���	���
 � ������ �����
���� ��
��	 ����-
������� ������� ����� � �������
 ��� �� ��� ���
����������
(���. 3.20, �).

;��������	� ���������� � �����������	� ������ � ����-

�� ���������
 �� 8��
��� (3.33). $��������� �������� 

�	������
 �� 8��
��� (3.35), �����
�� :

 �
4.

2��������� ���������	� ���������� � ������

 A$�.

G = ⋅0 8 107,

���. 3.20

I�

α =1 12,

I S
i

n

i i� = = ⋅ ⋅ + ⋅ =
=

α δΣ
1

3 3 31

3

1 12

3
2 6 75 0 9 17 1 0 5 4 47( )

,
( , , , , ) ,

τ
δ

max
,

,
,= = ⋅ ⋅ =

T

I
i�

�

400 10 0 9

4 47
80 5

2
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2��������� ���������� � ������

 A$�.

0��� ����������� ���������
 �� 8��
��� (3.32):

 ���=7,6°.

3.4. =������$�� ����!����( ������+ &��)��&����( �&�!���+ 
�!� )!#�����

$�� ��������
 ��������
����������	� �������! �����-
����� �
������ (����������)
����� ����������� �������
����� ��� �������. 3������-
��� ������! 
���� ��������
��������� ��� �����������
���������� ������� ���������
������� � ��������	
 ����-
�
, ��������������� � ����-
��
� ������� ��� �������	�
����! (���. 3.21, �).

#
������ �������	� ��-
��! ����	���� ������� ���-
�����	� ����
�����! �����

������� (���. 3.21, �), �.�. ��������� ��������� �����������
������� ������� ��� ��������.

@���
����
 �������� ������������� ������� ����	����
���8��� ����������! 8��
	 (���. 3.22, �), �����	! ������-
�������� ������������ ��� �—�, ���������! ����������� ���
������� ������� ��������	� ������!. $�� �������� �������
����������� ������� ���������� ������ ����������! �����
�, ��	���
�! ���!��	 ��� �����	 �������.

2�!��
 ���� ������ � ����������! ����� " � ����������
�

� �  (��� � — ���������� ����� ��� �;  — ��
�� �� ���� ��-

��������� ������� �� ��������! ����� )), ��� ���� ���
� ����-
����	
� �������
� � ���
� ��������	
� �������
� �	��-
��
 �� ����������� 
��	! "��
��� ������� "'D% � ��
���
�
dx � dS.

τmax
,

,
,= ⋅ ⋅ =400 10 0 5

4 47
44 7

2

2
�

7
�

400 10 120
0,134

0,8 10 4,47

T l

GI

⋅ ⋅ ⋅
ϕ = = =

⋅ ⋅

���. 3.21

OS OS
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% ������ ������ ������� ����������	� �������! ��������
������� � ���
������� 8��
	 ����������� ������� ��� ����-
���� �������, �������� ������! ���������, ��� ��� ��������
�������� ������� ����������� ������� �� ���������, ������-
���������� � ��� �������, ��������� ���� 8��
� ���������!:
�������� ������� �������� ������	
, ���
��������� — ���
�-
������	
, ���������� — ��������	
 � ��� �����, ���� ����� ��-
����� 
���� �
������� ����� ��� ������� (���. 3.22, �). #�����-
�� ���. 3.22, �, �
������ ���
��� ���� "��
���� � ����� " ��-
��� ����������� ��� �� ������� ���������, ��� � �� �������-
��� ��������	� ������!.

$������
 � ����� " ���������, ����������� � �����������
�������. % ��������� �������� � ���������� "��
���, �����-
��� 8��
� ��������, ����
������� � ���������, ���������
��������
, � ����� " �!
�� ��������� "′ (�
. ���. 3.22, �). 2�
���. 3.22, �  �	������	! "��
��� �������� ������	
� ����-
�
� �� ��8��
����, �������	
� — ����� ��8��
����, ���-
��
 ����� " � "′ "��
���� �� � ����� �������� ���
����	.

���. 3.22
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%��������� ���������� ����� ' ����
������� ������������ "
� �!
�� ��������� '′, ��� "��
 ������ "' ���������� � ����-

������! ��������� �� ���� . ������ ����
������ ����� '

�������
 ���� du. �����

 (3.36)

2�!��
 ����
������ ����� %. $�� �������� ������� ����-
�������� ������ � ���������� ������� %D �������������� ��-

���������� ������� "' �� ����  (���  — ���� �-

����������, ��������	! � ������� ����	 �������), ��� "��

����� % ����
������� � ����� ��������� % ′ , �������� ��
���������� �������  (���. 3.22, �).

$���
������ ����� % � ��������� �������

.
$���
������ ����� % � ����������! ��������� ��!��
,

������������� ������ %%′ �� ����������� ����������!:

(3.37)

���  — ���� 
����  � ��������������
, �������	
 � ��-
���� �� ����������� ����������!.

1 ���. 3.22, � �������, ���

(3.38)
��� r — ����� ��������������.

$��������� (3.38) � (3.37), �������


(3.39)

������ ���� ��������  � ����������! ��������� �����

(3.40)

0��� ������ γ � ����� " ������������ ��

�! �����  � :

γ =

$��������� ������� ����� � �
���� ������� ��8��
����
�� ����� /���, �������


 (3.41)

���  — ����������� ���������� � ���������
 �������,

α1

α1 = du dS/ .

d dxϕ θ= θ ϕ= d

dx

ρ

EE d dx′ = =ρ ϕ ρθ

EE EE dx′′ = ′ =cos cos ,β ρθ β
β ρ

r = ρ βcos ,

EE r dx′′ = θ ,

α2

α θ θ2 =
′′

= =EE

dx

r dx

dx
r .

α1 α2

α α1 2+ .

τ θ
G

du

dS
r= + ,

τ
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������

 (3.42)

%������� , ��� ��
�������, ������ ��������! ���-
���� "��
��������� ������������ � ���������
 dS � �	����!
r (���. 3.22, �), ������������ ����! "��
��� ������������! ���-
����.

1��������� �	������� (3.42) �� ������� �� ����� ) (����-

�� ������� ����) �� ����� , ��!��
 �������� ������� ����
�-

����� �����  ������� ������������ ����� ):

(3.43)

%�������  ���������� ���������� �������, �  — ���-

���������� ������� (����������) ����� �������, � ������!

���� ����
������. #������������ �������  ���������

��������! ������� ������� OPS (�
. ���. 3.22, �).
#������������ ������� ��������� ������������!, ����

��� �������� �� ��������! ����� ) �� �������! ����� S ���-
����� �������-������� ������������ ������ (������ �����-
���) ���������� �� ���� ������! �������; ���� ������ ���� ��-
����! �������, �� ������������� ������� ��������� ������-
������!.

%	������� (3.42) � (3.43) ����������	 ��� ����������	�
�������! �
������� � ����	���� ���8���!. ��� ��� ��� ���-
�����
 �������� ����������	� �������! ����	���� ���8���
���������	� ���������� � ������ ��������! ����������� ���-
�	 ����, �� ������ � ��������! ����������� ����� ���������-
����; ���������� �������� ��������! ����������� ����� ���-
�������� �� ��8��
���� � ������������ ����	
 �����
 ����-
����! (3.42) � (3.43):

(3.44)

1 (3.44) �������, ��� ����������  ����	���� ���8���

����� ������! ����� ��� ���������
 ����  ���������� ��-
������ ����� �
������ ������������! �������.

��� ��� ���������� ��������������� ������������
� ����

����������� , �� ��� �
������  ����� ��� ������� �����
�
������� �������� . #������������, ���� ���������� ��-

du
dS

G
rdS= − ⋅τ θ .

rdS d= ω

S

S

u
G

dS d
G

dSS
O

S

O

S

O

S

S= − = −∫ ∫ ∫
1 1τ θ ω τ θω .

uS ωS

ωS

uS S= −θω .

uS

θ

θ θ
uS
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�������� ���������
 ����!, �� ���� ����������� �����
�
���������. 0���	���, ��� 
���� ���������
 ����� �� ����-
��! ����� � ������������! �������� �
����� ����������
����, ������������� ������� ����� ��	���� ������������
���������� �����. $��������� (����� ��� �) ����
������ ��-
��� ���8��� ������	������ � ��8��
��������
 ��������� ��
���������, ���������! ���� ����� ��������������� ���-
������! ��� �������.

% ����
 ������ �������� �
������  ������ �� �	����
������ �������� � � ������ ������� ) ���� S, ���������	! �	-
��� �����	� ������ �������� �
������ �������������!. %	-
��� ��������� ������ �������� (������) � ������ ������� ��-
��� ��� ����.

A���� ��
�����, ��� ��� ��������
 �������� ��� �
���-
�	�, ��� � ����	�	� ���8���! � ���� ����	, ����� ����� ����-
������� ������� 
���� �	�� ������� � ����� ��������, ���
��� ��� ����
 ��������� ������ ������������� ������� ��-
������ �����! ��������! ������� ������ ����	.

3.5. <��&!����� >�?!� ��)&�!���@��+ ���A�"�

% ����	����
 �������8� �	-
�� ���� ����������� ����������-
��! �������, ��� ������������!
���������	 ����� �� ������! ��-
���. #������������ ������� �
����
 ������ �������� 8������!
����	 ���� S �� ������� � ���-
��� �� ��������� ������ � �	��-
�� ������ ������� (���. 3.23). /��-
8��, ����������! �
������
������������! ������� �� ����-

��! ����� ���8���, ��	������ *�!��� ������������ �����-
��. %������� ������������! ������� ������������ ����-
�����
:

 (3.45)

��� r — �������������, �������	! � ������ � �� �����������
� ������! ����� ���8���, ����������� � ��������! ����� "��-


��������� ������  ) — ������ ������� ���� S; �) — ������-
�	! ������-������; PS — �������	! ������-������.

uS

���. 3.23

ωS
O

S

rdS= ∫ ,

dS;
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$������
 "���� ������������! ������� ��� ���8���,
��������������� ������! �����! �� ���. 3.24, �.

$���� ��������� ������ � � ������ ������� ) ������	.
%	��������
 ������ ������� (���. 3.24, �). &�����	! ���8���
������� � ���
	� ��������.

��� ��� ��� ������� ������� �������� r ���������, �� ���-
���������� �������, �������� (3.45), ����� �
������� �� ���-
�	 ������� S ����!��. 2� ������� O — 1 ������-������  ����-

���������� �� ������! �������. #������������ �������  ��-

��� ������������: 

���   ���  

2� ������� 1—2 ������-������ ��������� ������ ������!
�������. #������������ ������� ����� �
���������:

���   ���  

2� ������� O — 3 ������-������ ��������� ������ ������!
�������. #������������ ������� ����� ������������!:

���   ���  

���. 3.24

r

ωS

ωS r S C S
1 1 1= ⋅ = ⋅ ,

S1 0= ωS1
0= ; S C1 = ωS C

1

2= .

ωS C C S
2

2
2= − ⋅ ,

S2 0= ωS C
2

2= ; S C2 = ωS C C
2

2 2 0= − = .

ωS rS CS
3 3 3= − = − ,

S3 0= ωS3
0= ; S b3 = ωS Cb

3
= − .
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2� ������� 3—4 ������-������ ��������� �� ������! �����-
��. #������������ ������� ����� ������������� (����������

������� �������������): 

���   ���  

2� ������� 4—5 ������-������ ��������� �� ������! �����-

��. G����  ����� ������������!: 

���   ���  

<!�%�! 3.8. $�������� "���� ������������! ������� ���
z-�������� ���8��� (���. 3.25, �).

�������. 2����� ������� ) � ����� ����������	 � ������
������� �������.

2� ������� ) — 1 ������-������ ������ ����������� ��
��,
�� ����	��� ������! �������. $�"��
� ������������� ���-

���� �� ������� ����� ����� ����: 

2� ������� 1—2 ������-������ ��������� ������ ������!

�������. $������  ����� ������������!: 

���   ���  

2� ������� 0—3 ������������� ������� ����� ����:

ωS Cb bS
4 4= − + ,

S4 0= ωS Cb
4

= − ; S C4 = ωS Cb bC
4

0= − + = .

ωS5
ωS CS

5 52= ⋅ ,

S5 0= ωS5
0= ; S b5 = ωS Cb

5
2= .

���. 3.25

ωS1
0= .

ωS2
ωS aS

2 2= − ,

S2 0= ωS2
0= ; S a2 = ωS ab

2
= − .

ωS3
0= .
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2� ������� 3—4 ������-���-
��� ��������� ������ ������!
�������. #������������ ���-
���� ����� ������������!:

���   ��� 

G���� ������������! �����-
�� ������������ �� ���. 3.25, �.

#������ �
�����, ��� ����
����� �������-������� ����
�-
������ �� ���
�
� �������, ��
������
 ���������� �����, ��
������������� ������� �� "��

������� ����� ����.

<!�%�! 3.9. ���������� ��-
�������� ����������� �������
�����������! ����	 (���. 3.26, �)
��� ��������
 ��������. %���-
�����! ���
��� d = 100 

, ���-

����  

, 
����� ������

 A$�, ����� ������������ 
�
����
  2⋅
.
�������. %	������
 �������, ������������ ������! ��-

���! ���8��� f, ���
���������! 8����� ��������� , ����-


��� ������� S, 
�
��� ������������� �������� :

 �
2;

 �
2=169,82 �
2;

 �
;

 �
4;

���. 3.26

ωS aS
4 4= − ,

S4 0= ωS4
0= ; S b4 =

ωS ab
4

= − .

δ = 4

G = ⋅0 8 105, m = 800

I�

W�

f
d

=
⋅

= =
π ��

2 2

4
3 14

10 4

4
84 91,

,
,

ω� = = ⋅2 2 84 91f ,

S d= = ⋅ =π �� 3 14 10 4 32 66, , ,

2 2 2
� �

�
169,82 0,4

353,2
32,66

I
dS S

ω ω δ ⋅
= = = =

δ
∫�
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 �
3.

;��������	� ���������� ����� ��������	
� �� �������
������ � �������:

 2/�
2.

�����������	! ���� �����������

 ���/�
 = 0,16 ����/
.

3�� ����������� ���������� ���8��� ���������
 �����
� ������ �������, � ������ ������� ������������! �������

���
�
 ����� ). &������� ������������! ������� ����� �

�� ���������� �� ������! ����� ���8��� �� ������ �������:

����� )  

����� D  �
2;  �
;

����� '  �
2; �
;

����� " �
2;

 �
.

����	� ����
������ ����� ������� (����������) ������-
������ ����� ) (������ �������) ��!��
 �� 8��
��� (3.43):

� ����� ) 

� ����� D

� ����� '

W� �= ⋅ = ⋅ =ω δ 169 82 0 4 67 93, , ,

τ = = ⋅ =
T

W
C

�

800 10

67 93
1177 68

2

,
,

θ = = ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ −T

GI
C

�

800 10

0 8 10 353 2
2 83 10

2

7
5

, ,
,

ω
S

ωSO
= 0; SO = 0;

ω
ω

SD = = =�

4

169 82

4
42 46

,
, SD = =32 66

4
8 16

,
,

ω
ω

SC = = =�

2

169 82

2
84 91

,
, SC = =32 66

2
16 33

,
,

ω
ω

SB = = ⋅ =
3

4
0 75 169 82 127 36� , , ,

SB = =3

4
32 66 24 5, ,

uO = 0;

u
G

SD D SD−
−= − = ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =τ θω 1177 68 8 16

0 8 10
2 83 10 42 46 0

7
5, ,

,
, , ;

u
G

SC C SC
= − = ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =−τ θω 1177 68 16 33

0 8 10
2 83 84 91 10 0

7
5, ,

,
, , ;
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� ����� "

����
 �����
, ��� �������� �����	� ����������	� �����-
��! ���������! ������	 ���������� ��������	� ������! ��
��������, �, �������������, �������� ����� �������! �����
�������	
 �������
� �� ���������� ������.

A���� �������, ��� �
����	! ���8��� � ���������! ���-

����! ������  � ���� ������������ 
�������������, ���-
��� �������� ������ ����� ����� ������� r (���. 3.26, �) ���
�������� �� �����������.

$�������
 � (3.42) �������  � (3.5), ������


(�)

������ �
������ ����� S ������� ������
, ������������-
��� �	������� (�) �� ������� �� ) �� S: 

1 ������� ������������� ��� ������ ����� �
�������

���8��� �������: 

������ 

$��������� � � (�), �������


 (�)

���  — ��������� ����������, �����������-

���� ��������! ������ 

u
G

SB B SB
= − = ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =−τ θω 1177 68 24 5

0 8 10
2 83 10 127 36 0

7
5, ,

,
, , .

δ

τ

du
T

G

dS
d= −

ω δ
θ ω

�

.

u
T

G

dS

O

S

S= −∫ω δ
θω

�

.

T

G

dS

ω δ
θω

�
�∫ − = 0,

T
G

dS
=

∫
θ

ω

δ

�
2

.

u
dS

dS
u

O

S

S= −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

= ⋅
∫

∫θ
ω

δ
δ

ω θ� ,

u
dS

dS

O

S

S= −
∫

∫
ω

δ
δ

ω�

θ =1.
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#������������, �������� (�), ����	� ����
������ ����� ��-
����� ��������������	 ��������
 "���	 ��������! �����-
�����.

$�
����
 ����� � � ������ �����, �����

  (���  — ����
��� �������);

 

$��������� �������	 � ��������� (�), ������
 u = 0, �.�.
���������� ������� ��� �������� �����������.

<!�%�! 3.10. ���������� ���������� ����	���� ���8���
�������� ������������� ������� (���. 3.27, �) ��� ��������

��������. 3���	� ���� � ���
��� 3.9.

�������. ;�� � � ����	����
 ���
���, ���������
 ��-
��� � ������ �������. &� ������ ������� ������������! ���-
���� ���
�
 ����� ). ��� ��� �� ������! ����� ����	����
���8��� ���������	� ���������� ����	 0, �� ����	� ����-

������ ����� ������� ����� ������������ �� 8��
���
(3.44).

ωS
O

S

r dS rS= ⋅ =∫ ; ω� �= ⋅r S S�

dS S

δ δ∫ = � ;
dS S

O

S

δ δ∫ = .

���. 3.27
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��������	�
��� ����� ��
���
�� 
�	����

  
�4.

����
�������� ���� �����	������

 ���/
� = 0,8 ����/
�.

�
���� �����������:

��	�� �

��	�� D  
�;

��	�� �   
�;

��	�� �  
�;

��	�� �′  
�.

����� �
���� ����������� �������� �� ��
. 3.27, �.

������ 3.11. !�
������ "���� 
������������ ������� �
���������� �������#�� 
�	���� ��� �����
������� �����������-
�� ������, 
���	�������� �������� m = 900 $⋅� (��
. 3.28, �).

%����
 
������ �����  
�, ������� 
�����  
�.

&� ��	��� ��
	��� ������� ��	�� �, ����
 � ����� �� ��

���-

��� �� ��	�� �, ������  c�. $� ��
���� ������ ����-
��� 
������ ������.

3 3 3
� 
�

1 1 1
3,14 10,4 0,4 0,70

3 3 3
I S d= δ = π δ = ⋅ ⋅ ⋅ =

θ =
⋅

= ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ =−T

G I�

800 10

0 8 10 0 7
1428 6 10 0 014

2

7
5

, ,
, ,

u� = 0;

uD = − ⋅ = −0 014 42 46 0 59, , ,

0,014 84,91 1,19Cu = − ⋅ = −

uB = − ⋅ = −0 014 127 38 1 78, , ,

uO′ = − ⋅ ⋅ = −0 014 2 84 91 2 38, , ,

r
 =10 δ = 0 5,

bc =12 7,

���. 3.28
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�������. !������� � ��	�� � ��
�������� � 
������ �����
������� � ������� � ���#�� ����  ����	��� ������������-
��, ���������� �� ����
� �� ��
��������:

 ��
��� 

'����

(3.46)

!��
����� ���	���� � ������ (3.46), ��
����� "���� 
��-
���������� �������:

���  

���   
�2;

���   
�2;

���   
�2;

���   
�2.

����� 
������������ �������� �������� �� ��
. 3.28, �.
����
�������� ���� �����	������

 ���/
� = 0,5 ����/
�.

 
�4.

$��*���+�� 
������� �� ����+���� � ��	�� � *����
����� ��
�� � ��	��� � � D:

 
�;

α

bc
r r

= +
cos cos

,
α α


 r b	 r= −cos .α 


ω α α α α
β ββ

S
O

S

O OO

rdS bc r r d bcr d r d

bcr

= = − = − =

=

∫ ∫ ∫∫( cos ) cos

si


 
 
 





2

nn .sinβ β β β− = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟r r b	

r
 




2 2

β = 0 ωS = 0;

β = °30 ωS = ⋅ − ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=10
12 7

10
0 5 0 017 30 12 52 ,

, , ,

β = °60 ωS = ⋅ − ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=10
12 7

10
0 866 0 017 60 82 ,

, ,

β = °90 ωS = ⋅ − ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −10
12 7

10
1 0 017 90 262 ,

,

β = − °90 ωS = − ⋅ − ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=10
12 7

10
1 0 017 90 262 ,

,

θ = = ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ −T

GI�

900 10

0 8 10 1 3
8 65 10

2

7
3

, ,
,

I S r� = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =1

3

1

3

1

3
3 14 10 0 5 1 33 3 3δ π δ
 , , ,

uD S= − = − ⋅ ⋅ = −−θω 8 65 10 26 0 223, ,
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�.

������ 3.12. ���������� �������#�� ������	���� 
�	����
�����
������� ����*	����� 
������ ��� 
��*����� ���	����

(��
. 3.29, �). <����� ������� �� ��
����.  
�2;

 $/
�2.

�������. %�
������� ����
 � #����� ����
�� 
�	����,
������ �� ��	��� ��
	��� 
������������ ������� ��	�� � ��
�
� . !�
����� "���� 
������������ ������� � �*����	��
���������� ����������� ��	��:

uA = ⋅ ⋅ =−8 65 10 26 0 223, ,

I� =166 7,

G = ⋅0 8 107,

���. 3.29

z
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�2;   
�;

 
�2;   
�;

 
�2;   
�;


�2;   
�;

 
�2;  
�;

 
�2;   
�;

 
�2;   
�;

 
�2;   
�.

����� 
������������ �������� �������� �� ��
. 3.29, �.
����
�������� ���� �����	������

 ���/
�.

�
���� ����������� ��	�� 
�	���� (������ 3.43):

  
�; 

 

 
�; 

 

 
�; 

ωO = 0; SO = 0;

ωB = ⋅ =5 2 5 12 5, , SB = 5

ω ′ = + ⋅ =B 12 5 2 5 5 25, , SB′ = + =5 2 5 7 5, ,

ωC = + ⋅ =25 5 2 5 37 5, , SC = + =7 5 2 5 10, ,

ω ′ = + ⋅ =C 37 5 2 5 5 50, , SC′ = + =10 5 15

ωD = + ⋅ =50 5 2 5 62 5, , SD = + =15 5 20

ω ′ = + ⋅ =D 62 5 2 5 5 75, , SD′ = + =20 2 5 22 5, ,

ωE = + ⋅ =75 5 2 5 87 5, , SE = + =22 5 2 5 25, ,

ω ′ = + ⋅ =O 87 5 5 2 5 100, , SO′ = + =25 5 30

θ = = ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ −T

GI�

1000 10

0 8 10 166 7
7 5 10

2

7
5

, ,
,

u� = 0; uB = ⋅
⋅

− ⋅ ⋅ = ⋅− −2000 5

0 8 10
7 5 10 12 5 31 10

7
5 5

,
, ,

uB′
−= ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =2000 7 5

0 8 10
7 5 10 25 0

7
5,

,
, ;

uC = ⋅
⋅

− ⋅ ⋅ = − ⋅− −2000 10

0 8 10
7 5 10 37 5 31 10

7
5 5

,
, ,

uC′
−= ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =2000 15

0 8 10
7 5 10 50 0

7
5

,
, ;

uD = ⋅
⋅

− ⋅ ⋅ = ⋅− −2000 20

0 8 10
7 5 10 62 5 31 10

7
5 5

,
, ,
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�;

����� ����������� �������� �� ��
. 3.29, 
.

������ 3.13. ���������� �������#�� ������	���� 
�	����
�����
������� ����*	����� 
������ ������������ ������
(��
. 3.30, �) ��� 
��*����� ���	����. %������ ������� �� ��-

����. >���	������� ������ m = 1000 $⋅�.

�������. %�
������� ����
 � � #����� 
�	����. &� ��	���
��
	��� 
������������ ������� ������ ��	�� � �� �
� .

? "��� 
��	�� "���� 
������������ �������� (��
. 3.30, �)
*���� ���������� 
 ���*�������� �� ��
. 3.29, �.

��������	�
��� ����� ��
���
�� 
�	����

 
�4.

����
�������� ���� �����	������

 ���/
�.

�
���� ����������� ��	�� ������� (������ 3.44):

  
�;  
�; 

 
�;  
�; 

 
�;  
�; 

 
�;  
�.

����� ����������� �������� �� ��
. 3.30, 
. >���
������
"���� 
������������ �������� � �����������, �����, 	��
��� ����*��. $��*���+�� 
������� ����
������� ��	��� ��-

	��� ����� ��	�� � ′. !�� ���������� ���	����� 
���	���-
����� ������� m ����������� � ��������� ������ � 3 ��
.
��� *���+�, 	�� � ���������� (
�. ������ 3.12). $��*������ ��-

uD′
−= ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =2000 22 5

0 8 10
7 5 10 75 0

7
5,

,
, ;

uE = ⋅
⋅

− ⋅ ⋅ = − ⋅− −2000 25

0 8 10
7 5 10 87 5 31 10

7
5 5

,
, ,

uO′
−= ⋅

⋅
− ⋅ ⋅ =2000 30

0 8 10
7 5 10 100 0

7
5

,
, .

z

I S� = = ⋅ =1

3

1

3
30 0 5 1 253 3δ , ,

θ = = ⋅
⋅ ⋅

=T

GI�

1000 10

0 8 10 1 25
0 01

2

7, ,
,

uO = 0; uB = − ⋅ = −0 01 12 5 0 125, , , uB′ = − ⋅ = −0 01 25 0 25, ,

uC = − ⋅ = −0 01 37 5 0 375, , , uC ′ = − ⋅ = −0 01 50 0 500, ,

uD = − ⋅ = −0 01 62 5 0 625, , , uD′ = ⋅ = −0 01 75 0 750, ,

uE = − ⋅ = −0 01 87 5 0 875, , , uO′ = − ⋅ = −0 01 100 1 000, ,
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���. 3.30

���. 3.31
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������, 	�� �����
������ 
������ �������� � ��������� ���-
���� (��
. 3.31, �, �) ��� ��
��������� ����
� � ��	��� ��-

	��� � ������� ��	�� ��� 	�
��� ���	���� �� ���� �������-
#��, ��� ��� 
������������ ������� ��� �
�� ��	�� 
�	����
����� ����, � ���	��, *���� ����� ���� � �������#�� 
�	����.

3.6. 	
������� ������������ ������� ��� �������� ������ 
� ������ �����

?���	��� 
������������ �������, ��� 
������ �� (3.45), ��-
����
� ���#��� ���� S � ����
�� �� ��������� ����
� � ��*�-
�� ��	��� ��
	���. !�� ��
	��� �����
������ 
������� ����

������ ��
��������
� � #����� ���	����, � ��	��� ��
	��� — �
��	��, � ������� ��
��
����� ���������� 
������� �������.
������ ������� *���� �������� ��	�� � ������	��� 
�	����,
����
������� ������� ����
����� ������� ������	��� 
�	�-
��� 
������.

'�� ��� ������� ��������� "��� ��	�� �� �
���� ����
���,
�� ��������� ����	� �������� � ������ ��	��� �� ��������-
������ ��*������ ����
� � ��	��� ��
	���.

?������ 
������������ ������� 	���� ��������� ������-
����  � .

?�*���� ����������� � ���
��
�� 
�	���� ����
 �, � ����-
��� ��
������� ��	��� ���������� 
�
���� ���������
(��
. 3.32, �). !�
�� ��	�� � ������
� ��	���� ��
	���. !����-
��� � ������������ ��	�� � ��
�������� � 
������ ����� 
�	�-
��� � ���
��� �� ����
� �������������  �� ����������� ��-


��������. ������� �� � *�
����	�� ����� "������  � 
�-

y z

���. 3.32

r

dS
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������ ����# ���� 
 ����
�� �, ����	�� "������ 
���������-

��� ������� .

@� 	������ 
> ��	��
��� �� *�
����	�� ����� ��
+��� ������� �����

����
���  � 

'���� 

!��
������ r � ��������� (3.45), ����	���

 (3.47)

A������������ �������� (3.47) ��	�
����
� �� ��	�� � ��
��	�� S.

!�����
�� ����
 � ��	�� �1. %�

������ ����� ���������-

���� �
��� �  �*����	�� 	����  � . ����
�������

����
� �1 
������������ ������� �� ������� ���� OS *����

�����

��  

!��
������  �  � (3.47), ����	���

(3.48)

���  — 
������������ ������� ��� ����
� � �� ������� ����

OS; — ���������� ��

����������� ��	�� S �� 
������

�����; ,  — ���������� ������ ����
� ����
������� ���-

����; ,  — ���������� ��	��� ��
	���.

dω
r bd cd y z= − = −cos sin .α α

cos /α = dz dS sin / .α = dy dS

r y
dz

dS
z

dy

dS
= − .

ωS
O

S

ydz zdy= −( )∫ .

y z1 1 yz aO bO

ωS
O

S

y dz z dy
1 1 1= −( )∫ ,

y y bO1 = − ; z z aO1 = − .

y1 z1

ωS O O
O

S

O

S

O
O

S

O
O

S

y b dz z a dy ydz zdy b dz

a dy

1
= − − −⎡⎣ ⎤⎦ = − − +

+

∫ ∫ ∫

∫

( ) ( ) ( )

== − − + −ωS O S O O S Ob z z a y y( ) ( ),

ωS

zS , yS

aO bO

zO yO
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%�

������ ��������� ��	��� ��
	��� �, ��� 	��� ������-

�� ��� � ��	�� �1 (��
. 3.32, �). >������������ ������� *����
�����

(3.49)

���  — 
������������ ������� �� ���� OS, ������ ������-

��� ������� 
������   — 
������������ ������� ��

���� O1S, ������ ��������� ������� 
������ PO1S;  — 
��-

���������� ������� �� ������� ���� ��1, ������ ���������
������� 
������ ���1.

>������������, ��� ��������� ��������� ����
� � ��	���
��
	��� ����
����� ��������� 
������������ ������� �� �
��
��	��� ������� �� ��
������� ����	���, ������������ �����-
��� ���#��� ��������� ��	�� 
������ �����, 	�� �������	-
��, 
����
�� (3.44) ��������������� ����������� 
������
��� �*
������ �������� ���� ����� ���������� �
�. <������

������, ��������� ����
� �����
����� ��������� ���
��
-
��, �� ������� �����
� ��
	�� �������#�� ��	�� 
������ �����.

������ 3.14. !�
������ "���� 
������������ ������� ���

+�������, ������ ����
  �� 
������ ����� 
����� (��
.

3.33, �), ����� ����
������ "���� ��� ����
� , ��
�������-

���� �� ��

������ � �� 
������ ����� 
����� (��
. 3.33, 
), 
�-
������ ��	�� � �� ��	��� ��
	���.

ω ω ωS S SO1 1
= − ,

ωS1

POS; ωS

ωSO1

P

P1

���. 3.33
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�������. <�� 
����� (��
. 3.33, �) , ��� ��� �����
-

������ �� ��������� ������� �������. <�� ������� ����� 
��-

���������� ������� ������������: 

���   ���  

B������	�� 
�����
� "���� ��� ������ 	�
�� 
�	����. <��
"��� 	�
�� "���� *���� ����#��������. '���� �*�����, ���

�������	��� ������	��� 
�	���� "���� 
������������ ���-
���� ������
� ��
�
�������	��� (�*�����
�������	���).
����� ����
������� �� ��
. 3.33, �.

!�����
�� ����
 � ��	�� �1, ��
���������� �� 
������ ��-

��� 
����� �� ��

������ � (��
. 3.33, 
). <�� ��
������� "��-
�� ��� ����
� �1 ��
��������
� ������� (3.48). ? ������


��	�� ���������� ����
� �1 *���� 

<�� 
����� ����� (
������������ ������� ��� ��-

��
� �);

���   ���  

<�� ����� 

� ��	�� 	   

� ��	�� d  

 

'�	�� ����
�	���� �
� �� ������� ����� ����� ����� ��

����*�� ������������� ���, ���������  � �������

, ����	��

 ��
��� 

B������	�� 
�����
� "���� ��� ������ 	�
��. ����� 
��-
���������� ������� ����
������� �� ��
. 3.33, �.

ωS1
0=

ωS
h

S
2 2 2= ⋅ ,

S2 0= ωS2
0= ; S b2 = ωS b

h
2 2

= .

a a b b aO O= − = >; ; .0

ωS = 0

ωS S Oa y y aS
1 1= − − = −( ) ,

S1 0= ωS1
0= ; 1 / 2;S h= ωS a h

1
2= − ( / ).

ω ω ωSc S S O S Sa y y ay= − − = −( ) ;

ωS = 0; y hS = / ;2 ωSc a h= − ( / );2

ωS b h= ( / );2 y hS = / ;2

ωSd bh a h h b a= − = −( / ) ( / ) ( / )( ).2 2 2

ωSd = 0

b c=

( / )( ) ;h c a2 0− = c a= .
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3.7. ����������� ������������ ������������� 
����������� �������

A���� 
������������ �������  ��� ����������� �����-
����� � �����
������ 
������� ��� ���	���� � ����*� ���*-
������ ����� ��� 
�������� 
������������ ���������
����
�����
������ �������: 

�����������-
����	�
��� ������ �������:

 
�4; (3.50)


�����������-�������� ������� �������:

 
�5; (3.51)

 
�5; (3.52)

������������ ������ ����#��:

 
�6. (3.53)

?���	���  ����� *��� ��������������, ����-

#��������� � ������� ����. ?���	��� �
���� ����������-

�� ��� ����� �������
� ����.
@� ����� (3.50—3.53) 
������, 	�� ��������	�
��� �������-

��
����  ����
������� 
�*�� ������������

��������� ���#��, ������ �� ������� 
�	����. ����� ���-
�����	�
��� ���������
��� 
�	���� ���*�� 
������ ��� �����-
������� �� "��� 
������
������� ����	��. A���� �������


�����  ������ ��
������, "����������� �������

������ (3.50—3.53) ��������� 
�������� ���:

(3.50 �)

(3.51 �)

(3.52 �)

(3.53 �)

ω

S dA
A

ω ω= ∫ ,

S ydAz Aω ω= ⋅∫ ,

S zdAy Aω ω= ∫ ,

I dA
Aω ω= ∫ 2 ,

S S Sz yω ω ω, ,

Iω

S S S Iz yω ω ω ω, , ,

δ
dA dS= δ ,

S dS
S

ω δ ω= ∫Σ
0

;

S ydSz

S

ω δ ω= ∫Σ
0

;

S zdSy

S

ω δ ω= ∫Σ
0

;

I dS
S

ω δ ω= ∫Σ 2

0

.
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C
�� ��� ���������� �����
� �������� ���#��, �� ��	�
-
����� ���������� ����� ����������� �� 
��
�*� ?���������.

D������� ���������� z � y c	�����
� ��������������,
�
�� ��� �����������
� � ������������� ����������� �
��.
?
� ��������� ��	�
����
� �� ������� ��	�� 
�	����. &��	�-
��� 
������������ ��������	�
��� ���������
��� ��� 
���-
������� ��������� � ������ ������� ��������
� � ��*�.
!.3—!.15.

3.8. ��������� �������� ���������� ������� 
������� ���!���

A�� ����	���
�, �����
������ 
������ ���������� ����-
�� (���*	����, ����*	���� � ��.) 
�����������
� ���	����
��	+�, 	�� 
������ ��������� ������. ?�
���� 
�����
�� �

�����
�� ������������ ��������� ������� �����	��� ��-
�� �*E�
���� +������ �
����������� � ��	�
��� "�������� ��-
+�� �������� ������ � +����������� �������. !�� 
��*��-
��� �������#�� 
�	����, ������� ��
�� ��� 	�
��� ���	�-
���, ��

������ ����� ������	���� 
�	������ 
������ ��
��������
�, � ���	��, ���������� ���������� � ������	���

�	����� �� ���������. !�� ����	�� ���	��, ������
����-
��� �������#�� 
�	����, �������� ��� ����������� ������
��� �*��� ���#�� 
������, ��� ��
������� ������� ������-
����� ��	�� ������	��� 
�	���� �� ����� 
������ *���� ���-
��	���, 	�� ������� ��������� ���������� ���������� ,

������� � 
��� �	����� ������� � ������	��� 
�	����� ���-

��	��� ��
�������� ���������� . ?���������� ��� 
��
-

������ ���	���� ���������� � ��
�������� ���������� ��-
��� ��
������ *���+�� ���	���� � ������ �	�������
� � ��
-
	���� �� ���	��
�� � ��
���
��.

%�
	�� �����
������ 
������� �
����� �� ���������
��
����� �������, ��
��
���� ������#�� 
����� � 
�����-
��� ��������
�� � � �������������� ������� ���� �� �����.
!������� ��������� ����+� ���������
� ������ � ���-
��� �����
������ 
������� ��������� ������ ��� 
��-
*����� ���	����. !�� 
��
������ ���	���� �������� ��-
������� ���������
� ���*�������, ��� ��� ����������-
��� 
������ ��� 
��*����� � 
��
������ ���	���� �� ���-
������.

σω

τω
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$� ��
. 3.34 �������� ��
���������� � ������	��� 
�	����
�
������ ��
�������� ���������� , ����������� ��� 
��-

*����� ���	���� �� ���
���� ��������� �������  � �����	-
��� ��
�������� ���������� , ����������� ��� 
��
���-
��� ���	���� ������������� � �
������ �� ���
���� ���-
������� ���������� . >	�����
�, 	�� ��� ���������� ��-
�������� , ��� � ��
�������� (�����	���) ���������� 
���������� ��
���������
� �� ������� 
�����.

A������� ������ , 
������
������� ��
�������� ��-

��������� , ��������
� ������-��������. @���*��-�����-

��� ������ ���� 
��  �������� ����* ����� � ���������-
������ 
������, � ���������� ����� *���� �
�������� ����* 

���	�����.

'���� �*�����, ��� 
��
������ ���	���� � ����	�� �� 
��-
*������ �� 
�������� ��������
�� ��
�������� ����������
*���� ����� . ������, ��� ���������� �

���������, "�� ��-

�������� ����� ����� ����	��� � ��"���� �����������
��� ������#���� 
����� � 
�������� ��������
�� �����
�����*��	� � 
	�����, 	�� ������ (3.44) ��� ����������� �
�-
��� �����������, ����	����� ��� 
��*������ ���	����, ���-

��������� � ��� 
��
������� ���	����.

!�� 
��
������ ���	���� ������ �������� ������ � � ��-

����	��� 
�	���� ����� 
���� ��������� ������� , ����-


���������� 
�*�� ��������
������� ������ �
������ ��
�-
������� ����������  (��
. 3.34, �), 
����
�� (3.30) �������

 (3.54)

τ�

Tc ,
τω

σω
σω τω

���. 3.34

Tω
τω

Q h⋅

τω

T


τ�

T GI
 �= θ,
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� ����*��-��������� ������� , ����
���������� 
�*�� ���-

�����
������� ������ �����	��� ��
�������� ����������

 (��
. 3.34, �):

 (3.55)

'�� ��� ������ (3.55) 
������� ��� ������
���� �������

 �  (������ 
	�����
� ����
����, ������ ���+����

������� ), �� ����	� 
��
������� ���	���� ������
�

���� ��� 
����	�
�� �������������.

����
�������� ���� �����	������  ��� 
��
������ ���-
	���� � ����	�� �� 
��*������ ���	���� �� ��
������ �� ���-

��, � ������
� ���#��� �����  
������ .

@� (3.55) 
������, 	�� ��	�
���� �������  �  �����,

������ ��������� �������������� ���#�� .

3.9. ����������� ���������� ���������� 
��� ��������� ��������

!�� 
��
������ ���	���� � ���������� �������#��, ����-
������ �� ����� 
������, � ������	��� 
�	����� ���������
���������� ���������� , ���������� 	������������
��������� ����������.

%�

������ "����������� ������� 
������  (��
. 3.35),
��
���������� ����� �
� 
������ .

Tω

τω

T T T GI T= + = +c ω ωθ� .

Tc Tω T

T M= �

θ

x θ θ= ( )x

Tc Tω

θ x( )

σω

dx
x

���. 3.35
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B*
������� ��������� ������� *���� ����� �����
��
����������� ��	�� � � b. '�	�� b �� 
	�� ��������� ��������-

��  ����	�� ���������� :

.
����
�������� ���������� ������#��, ��� ����
�����-

��� ��������� �������

!�����, 	�� ��� 
��
������ ���	���� �
���� ��������-
��� ��	�� 
�������� ��������
�� ������ ���
�����
� ��-
����� (3.44), ����	��

(3.56)

���   — ���������� ������#�� � ��	-

��, �������� �� ��	��� ��
	���. 
@
������� ����� ���� ��� �����
���� ������������ 
�
��-

����, ������� 
������������ ���������� ����������  �

������	��� 
�	����:

(3.57)

���  — ������ ���������� ������
��.
'�� ��� � ������	��� 
�	����� 
������ ���
����� ������

�������� ������, �� ���������� ���������� � 
�	���� �*��-
���� 
�����������+����� 
�
���� 
��, � ���	��, 
���� �����-
#�� 
�� �� �
�  � 
���� �������� 
�� ����
������� �
�� z �
y *���� ����� ���� (��
. 3.35):

 (3.58)

 (3.59)

 (3.60)

!��
������ (3.57) � (3.58), ����	���

��
���

 (3.61)

Δdx

x du

Δdx u du u du= + − =

εx dx dx du dx= =Δ / / .

ε ω θ ω θ εx
d

dx

du

dx

d

dx
= − + = − +0

0 ,

ω ω θ θ= ( ) = ( )S x x, ; ; ε0

σω

σ ω θ εω = − +Ε Εd

dx 0 ,

E

x

N dAx A
= =∫ σω 0;

M zdAy A
= =∫ σω 0;

M ydAz A
= =∫ σω 0.

− + =∫ ∫Ε d

dx
dA dA

A A

θ ω εE 0 0,

ε θ ω
0 = ⋅ ∫

E
d

dx

dA

A
A .
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?�*��� ��	��� ��
	��� ���� (��	�� �) ���, 	��*� �������-
��
� �
�����

 (3.62)

����	�� ������ ��� ���������� ���������� 
��
�������

���	����  � ������	��� 
�	����:

 (3.63)

!��
����� (3.63) � (3.59) � (3.60), ������

 (3.64)

 (3.65)

?��������� �����
��� (3.62) ����������
� ��*���� ��	���
��
	���, � �����
�� (3.64) � (3.65) — ��*���� ��������� ����-

� (#����� ���	����).

$�   .

'���� �*�����, ��� 
��
������ ���	���� ���������� ��-
��
� (#����� ���	����) � ��	��� ��
	��� ������ ��*�����
�
���, 	��*� 
�����������-
����	�
��� ������ ������� � 
����-
�������-�������� ������� ������� �*������
� � ����. ���-
�� 
������������ �������, ��
�������� ��� ����
� � ��	���
��
	���, �*�
��	������� ���������� �
����� (3.62), (3.64),
(3.65), ��������
� !�"��# ���
�# 	����������# �����$�, � ��-
	��� ��
	��� ��������
� ���
�# ���
�# 	����������# �����#.
!� "���� ������� 
������������ ������� ����������
� ����-

��� 
������������ ������ ����#��  >����
�� ������

(3.63), ��� ��� ��� ������	���� 
�	���� ����	���  ��-


�������, 
������������ ���������� ���������� � ����-

��	��� 
�	���� ��
���������
� �� ������ ������� 
������-
������ ������� . >����
�� (3.44), �������� "���� �������

������������ ������� ����
������� 
�*�� �
���� ��������-

��� ��	�� 
�	���� , 
������
������� �����	���

������ 

!���*������ ������ (3.63) � ����, ����*���� ������
��� ������ ����*�, ��� 	��� ������ ����� ���������� 
���-
��� �����, ���������� ���������. F������� ����� ����-

A
dA∫ =ω 0,

σω

σ ω θ
ω = −E

d

dx
.

ωzdA
A∫ = 0;

ωydA
A∫ = 0.

ω ωdA S
A∫ = ; ω ωzdA S

A y∫ = ; ω ωydA S
A z∫ =

Iω.

Ε ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

d

dx

θ

σω

ω

uS S= ⋅1 ω
− =( )θ 1 .
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������ ��� ��*��� "����������� 
�� � 
�	����  �� ����-

�������� ��	�� 
�	����, ������ �����	��� �������#��:

���  — ������� 
������������ ������ ����#�� ��-

����	���� 
�	����.

!��
������ , ����	���

(3.66)

���  — 
������������ ��
���
�� �����
������� ������	��-

�� 
�	����; ;  (  — ���� �������� 
�	����).

F������� ��������
� � . ����	�������� �
�*��-
��
�� *�������� ��� ����������� 
������� ������ 
�
���� �
���, 	�� �� 
������
����� 
�����������+����� 
�
���� ����-
������ 
��, 
���������� ������������ , ��"���� �������


�	���� ��� �*�������� ������.

!��
����� ���	����  � (3.63), ����	�� ��
	�����

������ ��� ����������� 
������������ ���������� �����-

�����  	���� *������� , �� 
�������� ���������� 


������� ��� ����*�:

 (3.67)

? ������ (3.67) *�������  ����
������� 
�*�� 
������

�����, �������	��� ����*������ �������, ������� 
������-
������ ������� ���������� ���������� ��

����������� ��	-
�� � ������� 
������������ ������ ����#�� �������� �
����
������ ����#�� ������	���� 
�	����.

!�� >0 ���������� ���������� 
��
������� ���	����


	�����
� ��
����������. ? ������� ��	��� 
�	���� �������-

���  ����� ����. '���� �*�����, ������� ��	��, ��
����-

������ ����� �
� 
������ �*������ ��������	�
��� �����,

σωdA

B dA
d

dx
dA

A Aω ωσ ω θ ω= ( ) = −∫ ∫E 2 ,

ω ω
2dA I

A∫ =

Iω

B I
d

dx
Iω ω ω

θ φ= − = − ′′E E ,

E Iω

θ ϕ= ′ d

dx

θ ϕ= ′′ ϕ

$ 
�⋅ 2

σω

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

E
d

dx

θ

σω �ω

σ
ω

ω
ω

ω
=

⋅B

I
.

Bω

σω

σω
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����� ������� ��� 
��
������ ���	���� �
����
� ����-
������.

$���	�� � ������	��� 
�	���� ��
���������� � 
��������
���������� ����*���� ����� � ����*� "�������� ������	���� 
�-
	���� �����
������� 
������, ��"���� ������#�� 
������ ���

��
������ ���	���� ��������
� ������-��������#. H������
(3.67) 
���������� ����� ��� ���������� � ���#����� 
�	����

������ 
�� (
�. ��
. 3.34, �), �*�������� *�������.

3.10. ����������� �������� ������ ("���� ��������) 
� ������ ����� (���#��� ����#�� ������������ �������)

%�

������ ������	��� 
�	���� �����
������� 
������
������������ ���� (��
. 3.36). !�
��  �  ������
� ����-
���� #����������� �
��� 
�	����.

!�
����� "���� 
������������ �������� , ������ ���-
��������� ��	��  �� ����
, ��� ������������ ��	��� ��
	�-
�� �. ? "��� 
��	�� 
�����������-�������� ������� �������
�� *���� ����� ����:

 

!�
�� #���� ���	���� �������
� � ��	�� �1, ��
����������
�� ��

������ �� � b� �� ��	�� �. >������������ ������� ���
����
� �1, 
����
�� ��������� (3.48), *����

 (3.68)

��� z, y — ���������� ������������ ��	�� S �� 
�������� ��-
������
�� ������; z0y0 — ���������� ��	��, �������� �� ��-
	��� ��
	���.

z y

���. 3.36

ω
�

S ydAz Aω ω= ≠∫ 0; S zdAy Aω ω= ≠∫ 0.

ω ωS S P Pb z z a y y
1 0 0= − −( ) + −( ) ,
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>������������ �������  ������ ������������� �
��-

��� �����
��� ���� 
�����������-�������� �������� �����-

��  � . !��
����� (3.68) � (3.64) � (3.65), *���� �����

(3.69)

(3.70)

%�
������ 
��*�� � �	������, 	��

  

����	���

��
��� ���������� #����� ���	���� �1 ����
������� ��	�� �
*����

 (3.71)

 (3.72)

A��������� #����� ���	���� ����
������� ������� �
��

���  �  — ���������� ����
� �.
C
�� �
�  ������
� #�����������, �� �� ��������, ��

��+���� 
�
���� ��������� (3.69) � (3.70) ����

 (3.71�)

(3.72�)

>����
�� (3.71) � (3.72) ���������� #����� ���	���� ����-
����
� 	���� ���������� ������ �
������������� ��	��, 
��-
����� ����
�� ��� 
������������ "���� . '�� ��� 
����-

ωS1

S
zω S

yω

ωS P PA
b z z a y y z dA− −( ) + −( )⎡⎣ ⎤⎦ ⋅ =∫ 0 0 0 ;

ωS P PA
b z z a y y y dA− −( ) + −( )⎡⎣ ⎤⎦ ⋅ =∫ 0 0 0.

ω ωSA yzdA S∫ = ; ω ωS zA
ydA S=∫ ; zydA

A∫ = 0;

zdA S
A y∫ = = 0; ydA S

A z∫ = = 0;
A yz dA I∫ =2 ; y dA I

A z
2∫ = ,

S b Iy P yω − = 0;

S a Iz P zω + = 0,

b
S

IP
y

y

= ω ;

a
S

IP
z

z

= − ω .

x a aP P1
= + ; y b bP P1

= + ,

a b
z y,

b
S I S I

I I I
P

y z z zy

z y zy

=
⋅ − ⋅

⋅ −
ω ω

2
.

a
S I S I

I I I
P

z y y zy

z y zy

=
− ⋅ + ⋅

⋅ −
ω ω

2
,

ωS
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�������-�������� 
����	�
��� ������� ������� ����
�����-
�� �
�� 
�������� ����� ����, �� �� (3.71) � (3.72) 
������:

�) �
�� 
�	���� ����� �
� 
��������, �� #���� ���	����
��
��������
� �� "��� �
�;

*) �
�� 
�	���� ����� ��� �
� 
��������, �� #���� ���	�-
��� ����� � ��	�� �� ����
�	����;

�) �
�� 
�	���� 
�
���� �� ��������� ���������������, ��-
��
�������
� � ����� ��	��, �� #���� ���	���� �������
� �
��	�� ����
�	���� �
�� "��� ���������������.

'�� ���  �  — �������� ���#��, �� ��	�
����� 
����-

�������-�������� �������� �������  �  ���*����

���
�� �����������, �
������� 
��
�* ?���������, ��� 	���
����� "���� 
������������ ������� ����� ��
������ ���
"���� ����������  �  ����
������� #���������� �
�� �
�������
�� ������������ "���. >������������ �������, ��-

�������� ��� ����
�, ��
���������� � #����� ���	���� �
������������ ��	��� ��
	��� ������������� ���������� (3.64)
� (3.65), �� �� ������������� ��������� (3.62). I��*� �������-
������
� �
����� (3.62), ���*������ ��*���� ������������ ��-

	��� ��
	���. �*����	�� 	����  
������������ �������,

��� ������� 
�����������-
����	�
��� ������ ������� �����
����, �.�. �������������
� ��������� (3.62):

 (3.73)

?�
��������
� ������� ��������� 
������������ �����-
�� ��� ������
� ��	��� ��
	��� (3.49):

 (3.74)

���  — 
������������ ������� ��� ����
�, ��
����������

� #����� ���	���� � ��	��� ��
	��� � ��	�� �;  — ��
�������

����	���, �� ������� ��������
� 
������������ ������� ���
������
� ��	��� ��
	���.

!��
������ (3.74) � (3.73), ����	���

��
���  (3.75)

��� � — ������� 
�	����;  — 
�����������-
����	�
��� ��-

���� ������� 
�	����.

z y

S yω S zω

z y

ωS1

S dASAω ω
1 1

0= =∫ .

ω ω ωS S1 0= − ,

ωS

ω0

ω ω ω ω1 0 0 0−( ) = − =∫ ∫ ∫A SA A
dA dA dA ,

ω
ω ω

0 = =∫
∫

SA

A

dA

dA

S

A
S ,

S
Sω
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&��	����  
����
�� (3.74), ���*������ ����*���	�
��

��	�
�� �� ������� ��
�������� ����� "���� . !���	��-

��� � ���������� ��	������ "���� *���� ������
� "����� ����-
��� 
������������ �������, � ��	��� ��
	��� — ������� ����-
��� 
������������ ��	���.

!�� ��	������  �� ������� "����  ����� ����	���

��
������ ������� ��	��. ? "��� 
��	�� ������� ��	��, ������-
���
� �� ����	��+�� ��

������ �� #����� ���	����, 
	�����-

� ������� ������� 
������������ ��	���. �	������, � 
��-
�����	���� ������ ������� ������� 
������������ ��	�� *�-
��� ��
��������
� �� �
� 
��������.

������ 3.15. ���������� 
������������ ���������
����,
#���� ���	����, ������� ������� 
������������ ��	�� ���
������������ ������ (��
. 3.37).

�������. ?������ ����
 �1 � ��	��� ��
	��� �1 � #����� ��-

��
�� 
�	���� � ��
����� "���� 
������������ ������� :

 

���   ���  ; 

���   ���  

B������	�� 
�����
� "���� ��� ������ 	�
�� 
�	����, ��-
����� *���� ����� �*������ ����. ����� 
������������ ���-
���� �������� �� ��
. 3.37, �.

ω0 ,

ωS

ω0 ωS

���. 3.37

ωS

ωS1
0= ; ωS h S

2
2 2= ( / ) ;

S2 0= ωS2
0= ; S b2 2= / ωS h b

2
4= ⋅( ) /

ωS h S
3

2 3= −( / ) ;

S3 0= ωS3
0= ; S b3 2= / ωS hb

3
4= −( / ).
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!�
����� "���� ��������� z � y (��
. 3.37, �, 
), ����
���-
������ ��������� ��

������ ��	�� ������� ����� �
�� z � y.

@
������� 
��
�* ?���������, ������� ����	��� 
������-

�����-�������� �������� �������  � . !���������

"����, ����	���

'���� �*�����, ����
 �1 ������
� #������ ���	����. >��-

���������-
����	�
��� ������ �������

>������������, "����  ������
� "����� ������� 
����-

�������� �������, � #���� ����
�� — ������� ������� 
����-
�������� ��	���.

>������������ ������ ����#�� ������  ������, ����-

������ "����  
��� �� 
�*�:

!�� 
��
������ ���	���� �����
������� 
������ ������-
������ ������ (��
. 3.38, �), 
����
�� ��
. 3.37, � � ������

(3.63), 
������������ ���������� ����������  ��
�����-

����
� � 
�	���� �� ������ ������� 
������������ �������,
��� �������� �� ��
. 3.38, �. @� ��
���� 
������, 	�� "�� ��-
�������� ��������
� � ���� ������������, ������ � �����-

S zω S yω

S zdS
bh b b bh b b bh b b

y S

S

ω δ ω δ= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∫Σ
0

2
1

2 4 2

2

3 2

1

2 4 2

2

3 2

1

2 4 2

2

3 2

⎛⎛
⎝⎜

−

− − ⋅ ⋅ ⋅ ⎞
⎠⎟

=1

2 4 2

2

3 2
0

bh b b
;

S ydS
bh b h bh b h bh b h

z S

S

ω δ ω δ= = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅⎛
⎝⎜

+

+ ⋅

∫Σ
0

2
1

2 4 2 2

1

2 4 2 2

1

2 4 2 2

1

2

bbh b h

4 2 2
0⋅ ⎞

⎠⎟
= .

S dS
bh b bh b

S

S

ω δ ω δ= = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

=∫Σ
0

2 2
1

2 4 2
2

1

2 4 2
0.

ωS

Iω
ωS

I dS
b bh bh b h

S

S

ω δ ω δ
δ

= = ⋅ ⋅ ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=∫Σ 2

0
2

2
3

24
1

2 2 4

2

3 4 24
.

σω
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��������� ������������ ����� 
�� 
 �������� 

(��
. 3.38, 
).
'���� �*�����, ���	�
�� *������� � 
�	���� ����
���-

���� 
�*�� *�����, ������� ������ ���� ������ � �������-
������� ������������ ��� 
��, ��
���������� � �����-
������� ���
��
���. !� ����	��� *������� ����� �������-
����� ������� ����� ���� �� ��

������ ����� ���������-
���� ���
��
����, � ������� ���� ��
��������
�:

������ 3.16. <�� 
�	���� ��
������� ������� , ���-
����� ������ +�������, ���������� ��������� #����� ��-
��
�� � ��������� #����� ���	����, ��
������ "���� �������

������������ ������� � ���������� ��������� ������� ��-
����� 
������������ ��	��, � ����� �
� 
������������ �����-

����
���� (��
. 3.39);  
�,  
�,  
�.
�������. ���������� ��������� #����� ����
�� 	:

 
�.

?�*����� ����
 �1 � ��	��� ��
	��� �1 �� 
������ �����


����� � ��	�� ����
�	���� 
 �
�� z (��
. 3.39, �) � 
����� "��-

�� 
������������ ������� , "���� ��������� z � � (��
.

3.39, �, 
, �):

 

M y

B M hy= ⋅ .

���. 3.38

δ

h =18 b =10 δ = 0 2,

z
S

A

b

h bc
y= =

+
=

+
=1

2 2

2

10

18 20
2 63

δ
δ( )

,

ωS

ωS1
0= ; ωS h S

2
2 2= ( / ) ;
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���   ���   
�2;

  ���  

���  

S2 0= ωS2
0= ; S b2 = ωS bh

2
2

10 18

2
90= = ⋅ =/

ωS3
0= ; ωS h S

4
2 4= −( / ) ; S4 0= ωS4

0= ;

���. 3.39

S b4 =
4

210 18
/ 2 90 
� .

2SS bh
⋅

=− =− =−
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�������	
���-
������ ������� �
��	��  �  �	-

���, ���������� ����� �� ������� �����	���	:

������
��� ��
������ ��
��	 (�����	 ��������) �� !��-
��
	� (3.71) � (3.72):

"�������� ��
�� �	 �	��������  = —3,85 �� �� ������


���� ������ � �������� ����� �������	
��� �
��	��, ��-
��
�#�� !����
� (3.48).

� �	���� �
��	� �������	�� ��
��	 �

$
� ������  (�������	
��	� �
��	�� ��� ��
��� )

�
� ��
�� 

� ����� �  

� ����� d  

%���	 ��� ��
��� � ����� ���� ��������	 ������� ���-
�����, ��# ����
�#��	��� !����
� (3.48).

&���� ����������� �	 ���'�� ��
�� �	���, ��
����

*�	
������ �������� ����	 �
� ����� �	���.

%���	  ������	�
��	 �	 ���. 3.39, �.

S zω S yω

1 2 1 1
0,2 10 7,37 90 10 2,63 90

2 3 2 3

1 1 1 2
10 2,63 90 10 7,37 90 0;

2 3 2 3

y S
S

S zdS
ω

⎡
= δ ω ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ +⎢

⎣

⎤
+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =⎥

⎦

∑ ∫

S ydSz S
S

ω δ ω= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∫∑ 0 2
1

2
10 90 9 2 1620, [ ] ��5.

a S I bP z z P= − = = − =ω / / , , ;1620 421 2 3 85 0��;

2 41 18 2
0,2 9 10 9 2 2 9 9 421,2 �� .

2 2 3zI y ds
⎡ ⎤

= δ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∫

aP

a a bPo o;= − = − =3 85 0, .��

ωS =0 P1

ωS Pa
h

1 2
0 3 85 18 2 34 6= − − = − = −( ) , ( / ) , ;��2

ω ω ωS S S Pa y y a y
2

= + − = −o o( ) ;

ωS =0; ωS 2
3 85 18 2 34 6= − = −, ( / ) , ;��2

ωS =90 2�� ; ωS2
90 3 85 18 2 55 4= − =, ( / ) , .��2

ωS S S
2

0 34 6 9 0 34 6 9 3 82 2= − + = = =; , ; , / , ��.

1Sω



230

+	��� ��
������ �
	��� ��
��� �������	
��� �����.
&	� �	� ����	  ��
����� ��������������� ��������
���

��� z, �� ������	
  	 #�	���,  = 0.

�
����	��
���, ����	  ��
����� �
	��� ��
��� �������-

	
��� �����, 	 ����	  — ����� �
	��� �������	
���

�
��	��.
<
	��� �������	
��� ������ ������� �����
���, ����-

�	� �� ������� �����	���	  �	�� �	 ����:

������ 3.17. $
� ������� ��������� ��
���� 
(���. 3.40) ������
��� ��
������ �����	 �������, ��
������
�����	 ��������, ��������� ����� �
	��� �������	
��� �
�-
�	��, ������
��� �������	
���� '	�	���������� �������:
h = 12 ��, b = 8 ��, d = 5 ��, � = 4 ��.

�������. ������
��� �������	�� �����	 ������� (���.
3.40, �) � �������� �����	
���� ��� zc � yc:

�����	�� ��
��  � �	�	
� ������	 � ���'�� ��
��� ���-

�� � ������ ����� �������	
���' �
��	�� , ����� ����-

�����' z � y (���. 3.40, �, �, �).

 ���  

���  

���  ��� 

ωS1

A S dA∫ =ω
1

0, ωS

O1

ωS1

ωS1

6

1 2 1 2
0,2 2( 34,6 9 34,6) 2 ( 55,4 6,2 55,4

2 3 2 3

1 2
34,6 3,8 34,6) 4580,4 �� .

2 3

I
ω

⎡
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎢

⎣

⎤
+ ⋅ ⋅ =⎥

⎦

δ= 0 2, ��

z
a d d b

a d h bc = ⋅ + +
+ + +

= ⋅ + +
+ + +

=
2 22 2 4 5 25 2 64 2

4 5 12 8
2 22

/ / / /
, ��;

y
h d h a h a

a d h bc = + ⋅ + +
+ + +

= + ⋅ + +
+ + +

=
2 22 2 12 2 5 12 4 12 2

4 5 12 8
6 4

/ ( / ) / ( )
, 88 ��.

P1

ωS

ω ωS S dS S
1 2

0 52 2= = − = − ⋅; ; S S2 0 0
2

= =ω ;

S S2 4 5 4 20
2

= = − ⋅ = −ω ��2 ; ω ωS S S
3 4

0 12 4= = − ⋅; ;

44 0 0;SS = ω = S S4 8 12 8 96
4

= = − ⋅ = −ω ��2.
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������
��� �������	
���-
������ ������� �
��	��:

���. 3.40

1

3

1 1 1
0,2 20 4 2,78 2,22 8 96

2 2 3
1 2

5,78 8 96 261,3 �� ;
2 3

y SOS
S zdS
ω

⎡
= δ ω = − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎢

⎣
⎤

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −⎥
⎦

∫

1

3

1 2 1
0,2 20 4( 9,52 5,52)

2 3 3
1

8 96 6,48 432,14 �� .
2

z SOS
S ydS
ω

⎡
= δ ω = − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +⎢

⎣
⎤

+ ⋅ ⋅ ⋅ =⎥
⎦

∫
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�����
��� ������� ������� ���!�
� ��������
��� ���
 � :

&	� �	� ���  �  �� ��
����� �
	����� ����� �������,

�� �������	�� �����	 �������� ������
��� �� !����
	�
(3.71	) � (3.72	):

z c y c

4

1 1 2
0,2 4 5,52( 9,52 5,52)

2 3 3

1 2 1 1 2
4 9,52( 9,52 5,52) 5,52 5 5,52 5,52 5,52 5,52

2 3 3 2 3

1 2
6,48 6,48 6,48 6,48 8 6,48 160,16 �� ;

2 3

czI
⎡

= ⋅ ⋅ + +⎢
⎣

+ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ +

⎤
+ ⋅ + ⋅ ⋅ =⎥

⎦

4

1 2
0,2 2,78 4 2,78 2,78 2,78 2,78

2 3
1 2 1 2

2,22 2,22 2,22 2,22 12 2,22 2,22 2,22 2,22
2 3 2 3

1 2
5,78 5,78 5,78 33,77�� ;

2 3

cyI
⎡

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎢
⎣

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

⎤
+ ⋅ ⋅ =⎥

⎦

4

9,52 5,52 1
0,2 4 2,78 2,78 2,78 5,52

2 2
1 1 1

2,22 2,22 5,52 5,52 5,52 2,22 6,48 6,48 2,22
2 2 2

1 1
2,22 2,22 6,48 5,78 5,78 6,48 11,87 0,2 2,37 �� .

2 2

c cz yI
+⎡

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −⎢
⎣

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

⎤
+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ =⎥

⎦
z c y c

2

4
2

432,14 33,77 261,3 2,37
2,82 �� ;

160,16 33,77 (2,37)

c c c

c c c c

z y y z y
P

z y z y

S I S I
a

I I I

ω ω
− ⋅ + ⋅

= − =

⋅ −

− ⋅ − ⋅

= = −

⋅ −

2

4
2

261,3 160,16 432,14 2,37
7,94 �� .

160,16 33,77 (2,37)

c c c

c c c c

y z z z y
P

z y z y

S I S I
b

I I I

ω ω
⋅ − ⋅

= − =

⋅ −

− ⋅ − ⋅

= = −

⋅ −
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"�
������ �����	 �������� � ���	#	�� �	 ���. 3.40, �. "�-
������ ����� �������	
���' �
��	�� �
� ��
��	 �, �	���
�-
������� � ������ ��������, ��'�	��� �	�	
� ������	 �1
�������:

 

��� S1 = 0    

���  

���  

���  

���  

���  

���  

��� 

%���	 ���	#	�	 �	 ���. 3.40, �.
������
��� �������	
���-��	������� ������ �
��	��

:

�����	� 	
����	������  �# �����	� ����� , ��
��	��

����� �
	��� �������	
��� �
��	�� . %���	 �
	���

�������	
��� �
��	�� ���	#	�	 �	 ���. 3.40, 	.

ωS S
1

7 94 1= ⋅, ;

ωS1
0= ;

S S1 5 7 94 5 39 7
1

= = ⋅ =ω , , ;��2 ωS S
2

39 7 2 82 5 2= − +, ( , ) ;

S S2 0 39 7
2

= =ω , ;��2

S S2 4 39 7 7 82 4 8 42
2

= = − ⋅ =ω , , , ;��2 ωS S
3

2 82 3= , ;

S S3 0 0
3

= =ω ;

S S3 12 2 82 12 33 84
3

= = ⋅ =ω , , ;��2

ωS S
4

33 84 4 06 4= − ⋅, , ;

S S4 0 33 84
4

= =ω , ;��2

S S4 48 33 84 4 06 8 1 36= = − ⋅ =�� ��   2ω , , , .

Sω1

S dA dS
S

Aω ω δ ω
1 1= = =∫∑∫ 1

o

4

8,42 39,7 1 1 33,84 1,36
0,2 4 39,7 5 33,84 12 8

2 2 2 2

107,87 �� ;

+ +⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

=

A = + + + =0 2 4 5 12 8 5 8, ( ) , ��;

ω ω
o

3= = =
S

A
1 107 87

5 8
18 6

,

,
, .��

ωo ω1

ωS1
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��
����� �
	����� �������	
����� ������	 ������� ���-
!�
� �	��� ������������� �����  �	�� �	 ����:

<
	��� ��
��� �������	
��� ����� ��
����� ����	 �
(���. 3.40, 	) �	� �	���
�� �
�#�� �	���
�����	� � ��
��� �.

3.11. 	
�������� �������� ���������� �
������ 

�� ������� �������

����
�� �# ������������� ������� ����� ����������� ��-
������� ab � cd � �����
���� �������� bc �
����� �
��� dx
(���. 3.41). <�	�� ad ����	�	�� � ��	�� ���!�
�.

���#�	��� �
��	�� ��	�� ab � cd ��������� �	��� �����-
�� ����# 
��� ��
���� ������ — δ, �	�������� �	 ��	�� ab ��-
��# σ

ω
, �	 ��	�� cd �	�������� ��
��	� ����	����� dσ

ω �� �#-
������� �������	�� �.

����	��� ����� ������� ��
 �	 ��� �, ����	� �	�	��
����
�	�������� τ

ω �	�������� �	������
������ �� ��
����
������:

ωS1

1

2 1 2 1 2
0,2 10,18 1,3 10,18 21,1 2,7 21,1

2 3 2 3SS
I dS
ω

⎡
= ω δ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎢

⎣
∫

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +1

2
21 1 2 66

2

3
21 1

1

2
18 6 2 34

2

3
18 6

1

2
18 6 6 6

2

3
18 6, , , , , , , , ,

6

1 2 1 2
15,24 54 15,24 15,24 3,7 15,24

2 3 2 3
1 2

17,74 4,3 17,74 605,4 �� .
2 3

+ ⋅ ⋅ + ⋅ +

⎤
+ ⋅ ⋅ =⎥

⎦

���. 3.41
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�����	

(3.76)

"� #	���� �	������ �	�	��
���' �	������� �	��� �� �	-
�	��
���� �	�������� τ

ω 
����� �������	�� � �������' ab � cd,

��� ���� � ����	' � � d �	 �������� ��	�� ��� �	��� ��
�.
"� ��
����� τ

ω 
����
��� � �' ��
����� � �	����	' ����� ���-

�������. >	
	� ��
����	 �	�	��
���' �	������� ���������-
�� �������� ��#��
��� ����	��, ��� �������� ��
������ �� ��-
�������� ��!���	�� �����	 � �������� �����'����� ����-

��������
��� ����
������.

+� ���������	�� �������� �������� �	�	��
���' �	���-
���� τ

ω  � �	����	' ��
�#�, �	� �	�, ������� �	 ��
�?�� �
���,
��� ��#�	�� ������� ������, ���#������ � �������� �����-
��� ���������� ��������. +	������, ��� ���������� �������� �
����	������ ���!�
� �	�������� τ

ω  ���������� � �	�� ��
 �
�
����, �������� �	���� ������ ������� (���. 3.42, �), 	 ���
��������� �������� �	�	��
���� �	�������� τ� ���	#��� ��-
���� � �
����, �	���� ��
���� ������ (���. 3.42, �).

"����	�
�� � (3.76) ���	����� σ
ω 

�# (3.63), ��
��	��

(3.77)

(σ σ σ τ δω ω ω ω+ − =∫ ∫d dA dA dx
A A��� ���

) ,

τ
δ

σ
ω

ω= ∫
1 d

dx
dA

A���

.

���. 3.42

τ
δ

ω θ
δ

θ ωω = − = −∫ ∫
1 2

2

d

dx
E

d

dx
dA

E d

dx
dA

A A��� ���

( ) .
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@������ ������ �
ω

, ��#�	�	��� �	�	��
����� �	�����-
����� τ

ω ����������� �������� ��������
��� �����	 �������� �
(��. ���. 3.41), �����

(3.78)

��� ������	
 ������� �� ��� �
��	�� ����������� �������.
"����	�
�� � (3.78) #�	����� τ

ω
, ��
��	��

(3.79)

$
� �����
���� ������	
	 �����
�#����� !����
� �����-

�����	��� �� �	����. ���#�	���: 

����	

(3.80)

"���� �
�� � ���	����� (3.80) �	��� ��
�, �	� �	� �����-
��	
��	� �
��	�� ω ��
����� �
	���, ����� �
�� ������	�
�-

�� �
	��� �������	
��� ������ ������� . "����	�
��

(3.80) � (3.79), ��
��	��

(3.81)

��� ϕ — ���
 �������	 �������.

"����	��� #�	�����  �# (3.81) � (3.79), ��
��	��

!����
� �
� �	�	��
���' �	������� ����������� �������� �
����

(3.82)

���  — �������	
��� ��	������� ������ ����-

����� �	��� ����� ω.
� ������������ � ���. 3.41 ����� �!����
����	�� �
���-

���� ��	��
� #�	��� �
� τ
ω

: �	�	��
���� �	�������� τ
ω ���-

�	���� ��
�����
�����, ����	 ��� � �����
���� ������� �	-

T dA r r dS d
A A Aω ω ω ωτ τ δ τ δ ω= ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫ ,

���

2 2

2 2
( ) .

A A 
 


E d d
T dA d E dA d

dx dx
ω

⎡ ⎤θ θ
⎢ ⎥= − ⋅ ω δ ω=− ω ω

δ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫

���

; ,
A

dA u d dvω⋅ = ω =∫

��� ���

2

0
( ) .

A


 A A 


dA d dA dAω ω= ω ω − ω∫ ∫ ∫ ∫

Iω

2

2
,

d
T E I EI

dx
ω ω ω

θ
′′′= − =− ϕ

( )−E
d

dx

2

2

θ

τ
δω

ω ω

ω
=

⋅
⋅

T S

I

���

,

���

���

A

S dA
ω

= ω∫
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��	�
��� ���������
���� ��� � �
� � ���������� ������� �	-
��	�
��� ������ �	���� ����
��, ��
� �������� �� �������
��
�����
����� �	��	�
���� ��� �.

&	��� ���	#��, ��� ���������� �������� ������� � ����-
������ ������� �������� ��� ��
���' !	����	: ������� ��-

���� ���������� ��������  (3.54), ��� �������������

�	�	��
���� �	��������  (3.33); ������� ������

����������� ��������  (3.81); ��� �����������-

�� �	��������  (3.82); ��������

 (3.66), ��#��	��� ����	
���� �	��������

 (3.67). ��� ��
���� !	����� ������
�����, ��
�

�#�����	 !������ ��������' ��
�� #	������	��� θ(�) �
�

!������ ��
�� �������	 ϕ(�), ��� θ = .

3.12. �������������� ������� ��� �
�������� ����� 
�����������. 	
�������� ������� ������� �������� 


�� ������� �������

@	� ��� �����	
���, ������� ������ � ������� �	��� ���-
�� �������' �������� ����������� � ���������� ��������
(3.55).

"���	�
�� � (3.55) #�	�����  �# (3.81), ��
��	��

(3.83)

A	#��
�� ��	��� � 
���� �	��� ��	������ (3.83) �	 :

T GIc = �θ

τ
δ

�
�

=
T

I


T E
d

dx
Iω ω

θ= −
2

2

τ
δω

ω ω

ω
=

⋅
⋅

T S

I

���

B E
d

dx
Iω ω

θ= −

σ
ω

ω
ω

ω
=

⋅B

I

′ϕ

Tω

GI EI
d

dx
T�θ θ

ω− =
2

2
.

EIω

d

dx

GI

EI

T

EI

2

2

θ θ
ω ω

− = −� .
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���#�	���

 ����	 

"����	�
�� #�	����� , ��
��	�� ��!!������	
����
��	������ ����������� �������� � ����

(3.84)

���  — �������-���������� ������	������ ���	�	���-

�� 	�	��� �	����. $
� ����	���' ���!�
� ��	 ����������
� �	�
. ". 4 � " 5.

&	� �	� ��������
��� ���
 #	������	��� θ(�) ���� !���-

��� ��
	 �������	 ������  �� ��	������

(3.84) ����� ������	���� � ����

(3.85)

��� � — ��
�� ������� ������ � �������' ������� ��
�����
�#������ !������ �
��� �.

��� ���?��� ������� ������
����� ��������
��� ���,
���'����� ����# ������ �������� ������.

B	�	�������������� ��	������ ����������� ��	������

(3.85), ������ , �����

(3.86)

C�	������ (3.86) ����� �����: 

����� ��?���� ������������� ��!!������	
����� ��	�-
����� (3.85):

(3.87)

���  — ���������� ����������	���, ������
�����

�# ��	�����' ��
���;  — �	����� ��?���� ���������-

���� ��	������, �����	���� � #	��������� �� ���?�� �	-
���#��.

GI

EI
�

ω
α= 2, EI

GI
ω α

= �
2

.

α2

d

dx

T

GI

2

2
2 2θ α θ α− = −

�

,

α
ω

=
GI

EI
�

ϕ θ ϕ( ) ,x
d

dx

2

2
= ′′′

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

′′′ − ′ = −ϕ α ϕ α2 2 T

GI�

,

ϕ = � rxe

r r3 2 0− =α .

r r r1 2 30= = = −; ; .α α

ϕ α α ϕ= + + +C C x C x1 2 3sh �h *,

C C C1 2 3, ,

ϕ*
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@���	 ��
�� ������� ������ �� �
��� ��	���	 ������-
��� �
� �#�������� ����������	
���� �
��� �, �� �	����� ��-

?����� ��	������ (3.87) ����� !������ 

"�� ������� �	 ��	���� �	�������� �	������
���� ��-

������ �	���#�� ��������������  ������� ��-

���� ����� �#�������� ����������	
��� �
��� �. � ���� �
�-
�	� � �	������ �	������ ��?���� ��	������ (3.87) ������	��-
�� !������

�����	 � ����� �
��	� ��
��� ��?���� ������������� ��!!�-
�����	
����� ��	����� (3.85) ������ ���

(3.88)

E�
� �������� ����� �����
��� ��	�����, �� �
� �	����� �#
��' ������
����� ���� !������  ���������� ����������	-

��� �	'������ �# ��	�����' ��
��� �	 ����	' ������� � ��
�-
�� ���������� ��	�����. C�
���� ���������� ��	����� #	-

�
��	���� � ������������� !������ ������� ��������  �

!������  ������
����' ���
	�	��� � ����	
���� �	���-

�����  �	 ��	���	' ��	�����. ��	������	#��� �#�������

��������� ������	 �	 ��	���	' ��	����� ����� �����'�����

��
��� #	 ���� ������	 ����������� �������� , �.�. �#����-

��� .
"������� ��?���� (3.88) � �#�������� � «��������
����

�	����	
��» ������ �	�	
���' �	�	������, ������ ��#	����-
�� �� ��
������	 ��	����� ������� ������
���� ��
��� �	�	
�-

��' �	�	������  � �	�	
� �������	� ��� � = 0

(� ��	��� 
���� �������).

F������  ����	�
����� �	�, ����� � �	���� ���
���-
���� ��	���� ��'�	��
��� �
��� ����������� � ���	�
�
���
��
��� ����� �
���, ���#	���� � �	���#�� �	 ��	���� ��	��-
�	, ��� ���� ��
���� ���������� ��	����� ��
��� ����
����-

ϕ* .= ⋅T x

GI�

m
+ ��

��

⋅

ϕ* ,= mx

GI

2

2 �

ϕ α α= + + + +C C x C x
Tx

GI

mx

GI1 2 3

2

2
sh �h

� �

.

ϕi ,

′ϕ
′′ϕ ,

σω

Tω

′′′ϕ

ϕ ϕ0 0 0 0, , ,′ B T

( )xϕ
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������ ��� �	�����' #�	�����' �	�	
���' �	�	������. +	-
�	
���� �	�	����� ������
����� �# ��	�����' ��
��� �	
����	' �������.

E�
� �������� ������� ������� #	���
��� � �' �������

� ���
	�	��� ����#�����, �� ��� � = 0  � ���

"�� �	
���� ���
�#��� #	��
�� �������� ������� �����-
�� ����� �������� ���
	�����	��, �� �� ����� �����	���	����.

� ���� �
��	� ���  � ���

���	#�� ���������� ����������	��� � ��	������ (3.88)
����# �	�	
���� �	�	�����. ���#�	��� ����#  — ���
 ����-

���	,  — ���
	�	���,  — ������� ������,  — ����-

���� � �	�	
� �������	� (� = 0).
$�!!��������� ��	������ (3.88) � �����	�
�� � = 0, ��
�-

�	��

 �����	 

"����	���  � (3.88) ���
� ����������� �
����,

�	��� !������  ��
	 �������	 �	 ��	���� 0 ≤ � ≤ � (��� � —
��	���	 ��	���	):

ϕ ϕ0 0= ′ =0

x l l l= = ′ =ϕ ϕ 0.

x = = ′′ =0 0 0ϕ ϕ0 0;

x l l l= = ′′ =ϕ ϕ0 0; .

ϕ0

′ϕ0 T0 B0

ϕ0 = +C C1 3 , C C1 3= −ϕ0 ;

′ = + + +ϕ α α α αC x C x
T

GI

mx

GI2 3�h sh
� �

;

′ = + =
′

−ϕ α
ϕ
α α0

0 0 0C
T

GI
C

T

GI2 2
� �

; ;

′′ = + +ϕ α α α αC x C x
m

GI2
2

3
2sh ch

�

;

′′ = + = − ′′ = − −ϕ α ϕ αω ω ω0 0 0C
m

GI
B EI EI C

m

GI
EI3

2 2
3

� �

; ;

C
B

GI

m

GI
C

B

GI

m

GI
3 2 1 2

= − − = + +0
0

0

� � � �α
ϕ

α
; .

C C C1 2 3, ,

ϕ( )x
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(3.89)

+	 ������ ��	���� �	����� ��?���� ��
��� ����
��������
��	������ (3.89) ��� � > a (��� � — �������	�	 ���
������
�������	����� ������	 �1 �
� �	�	
	 �	������
���� ��-
������ �	���#�� m). F������ ��
	 �	 ������ ��	���� ��� � > a
��
����, ���	��� � (3.89) ���
 �������	, ��#�	��� ��������
�1 � �	������
���� �������� �	���#�� m:

(3.90)

��� (x—a) — �	�������� ������	 �1 � �	������
���� ������-
�� �	���#�� �������������� m �� �	���	����	����� �������
�	 ������ ��	����.

*�	
������ ����� �	���	�� ��	������ ��
	 �������	 �
�
��������, ���������� � �	� �	
�� ��	�����.

� ����� �
��	� ��� �	�������� ������� �������	����
�������� �1, ���
������� �	 �	�������� � �� �	�	
	 ����-
���	� � �	�������� �	������
���� �������� �	���#��, �	-
���	����� �	 �	�������� b �� �	�	
	 �������	�, !������ ��-

	 �������	 ������ ���

(3.91)

ϕ ϕ
ϕ
α

α α
α

α

α

= +
′

+ −( )+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+

+ +

0
0 0 0sh chx

B

GI
x

T

GI
x x

m

GI

� �

�

sh1
1

1
1

2 22
2 2α αx x−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

ch .

( )0 0 0
0

� �

1

�

2 2
2

�

1
sh 1 ch sh

1
sh ( )

1
1 ( ) ch ( ) ,

2

B T
x x x x

GI GI

M
x a x a

GI

m
x a x a

GI

′ϕ ⎛ ⎞
ϕ =ϕ + α + − α + − α +⎜ ⎟α α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ − − α − +⎢ ⎥α⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ + α − − α −⎢ ⎥

⎣ ⎦α

( )0 0 0
0

� �

1

�

2 2
2

�

1
sh 1 ch sh

1
sh ( )

1
1 ( ) ch ( ) .

2

B T
x x x x

GI GI

M
x a x a

GI

m
x b x b

GI

′ϕ ⎛ ⎞
ϕ = ϕ + α + − α + − α +⎜ ⎟α α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ − − α − +⎢ ⎥α⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ + α − − α −⎢ ⎥

⎣ ⎦α
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������
�� !������  �� !����
	� (3.54), (3.66) �

(3.81), �����
��� �������� �������  ��������  �

��������������� �� �	��������  ��� ����������

�������� �������.
C�	������ (3.91) ����� ����	�� ����	������� �����	��	�

�	���� ��������� �����	���� ��� �	�	���� ����	��� �����-
�	���� �	���	!.

H�	�� ����� �
��	�� � ��	������ (3.91) ������	���� ��-
�
	��� #�	�	� �������' ��������, �������' � «��������
�-
��� �	����	
��». �������� ������	#��	���, ����#������ �
������	
� �������
������' !����� ��������� � �	�
. ". 16.

������ 3.18. �����
��� �	�������� � ���
 #	������	���
�
� ?��

��	, �#���	������� �	 ���. 3.43, � �
��� l = 1,5 �, �
�������� ���� ����� ������ #	���
��, 	 � ���������� �����
���
���� �������	��� ������ �� = 200 +⋅�, b = 10 ��, h =

= 18 c�, δ = 0,2 ��.
�������. �����
��� '	�	���������� ���!�
�:

(��. ������ 3.16);

��—1;

"����� !������  ���
	��� ���	����� (3.91) � ��-

���
�� �	�	
���� �	�	�����. &	� �	� �������� ������� ���

� = 0 #	���
���, �� 

(3.92)

(3.93)

ϕ = f x( )

T Tc , ,ω Bω

τ τ σω ω� , ,

I b
i

n

i i� �= = ⋅ ⋅ + ⋅ =
=
∑ 1

3

1

3
10 0 2 2 18 0 2 0 101

1

3 3 3δ ( , , ) , ;c 4

Iω = 4580 4, c 6�

α
ω

= = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ⋅ −GI

EI
� 0 8 10 0 101

2 10 4580 4
3 0 10

7

7
3, ,

,
,

αl = ⋅ ⋅ =−3 0 10 150 0 453, , .

ϕ( )x

ϕ ϕ0 0= ′ =0 0; :

ϕ α
α

α= −( ) + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

B

GI
x

T

GI
x x0 0ch sh

� �

1
1

;

( )0 0

� �

sh ch ;
B T

x x x
GI GI

α
′ϕ = − α + − α
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(3.94)

(3.95)

���. 3.43

2
0 0

� �

ch sh ;
B T

x x
GI GI

α α
′′ϕ =− α − α

3 2
0 0

� �

sh ch ;
B T

x x
GI GI

α α
′′′ϕ =− α − α
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$
� �	'������� B0 �	�������� ��	������ ��
���� �	 ���-
������ ����� ������� ��� x = l, ��� ����� ����� �������	� ��-
�
	�	��� �������:

"����	�
�� ��	������ ��
���� � (3.94) � ����
�#�� (3.66),
��
��	��

�����	

(3.96)

H	��?�� ���	����� (3.83) �
� ��������� ������	 � ����#-
��
���� �������, ������	�, ���

 

��� M� — ���?��, �������	��� ������.
"�� � = 0 ��
����

�
�, �����	�
�� #�	����� α2, �	'���� T0 = M�.
"����	��� B0 � T0 � (3.92), �	��� !������ ��
	 #	������	-

���:

(3.97)

I���
�#�� (3.97), ����	�
��� ���	����� �
� ���������'
��
���' !	������:

(3.98)

σ ϕω ω= ′′ = =0 0 0; ; .B

B l
T

l0 0ch sh0α
α

α+ = ,

0
0 th .

T
B l=− α

α

2 2 3

2 3
; ; ;

d d d d d

dx dx dx dx dx

ϕ θ ϕ θ ϕ
′ ′′ ′′′θ = = ϕ = = ϕ = = ϕ

0 0
�

� �

3 2
0 0

�
� �

sh (1 ch )

sh ch ,

B T
GI x x

GI GI

B T
EI x x M

GI GIω

⎡ ⎤α
− α + − α −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤α α
− − α − α =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

EI
T

GI
Mω

α2
0

�
�=

� �

� �

th 1
(1 ch ) ( sh ).

M l M
x x x

GI GI

α
ϕ =− − α + − α

α α

T GI M
l

l
x x

M
l l x

l
M

c
sh

�h
sh ch

ch ch

�h

= ′ = + − =

= − − =

� �

� �

ϕ α
α

α α

α α
α

( )

(
( )

)

1

((
( )

);1 − −ch

ch

α
α
l x

l
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(3.99)

(1.100)

�
���� ���	����� (3.98) � (3.99), ����� ��������� � ���	-
���
������ !����
� (3.54), ��� � 
���� ������� �� �
���
������� ����� �c � �

ω
 ����
���� ���� ����	 �� ����� �����-

��' �������� �� ���
�������� ���?���� ������	 ��:

"������� ����� ��
���' !	������ Tc; �ω
; B

ω
(���. 3.43, �).

H�	����� �������
������' !����� �	�� � �	�
. ". 16, 
��� � = 0  

��� � = 50 ��

��� � = 100 ��   

T EI
EI

GI
M l x x

M
l x

l

ω ω
ωϕ

α
α α α

α
α

= − ′′′ = ⋅ − =

= −

2

�
�

�

( )

( )
;

th  sh ch

ch

ch

B EI EI
M

GI
l x x

M l x

l

ω ω ωϕ
α

α α α

α
α

α

= − ′′ = − − =

= − ⋅ −

�

�

�

( )

( )
.

th  ch sh

sh

ch

T T M
l x

l
M

l x

l
M�

�h

ch

�h

ch
+ = − − + − =ω

α
α

α
α� � �(

( )
)

( )
.1

2 2
�

2 2

3 3

3

200 10 (1 1) 0; 200 10 H ��;

200 10 200 10
th 0,45 0,422

3,0 10 3,0 10

2813 10 H ��;

T T

B

ω

ω
− −

= ⋅ − = = ⋅ ⋅

⋅ ⋅

= − = − ⋅ =

⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅

T�
h

h
= ⋅ − ⋅

⋅
= ⋅ − = ⋅200 10 1

0 30

0 45
200 10 1

1 045

1 103
1 06 102 2(

,

,
) (

,

,
) ,

�

�
33 H ��⋅ ;

Tω = ⋅ ⋅
⋅

= ⋅ ⋅200 10
0 30

0 45
18 94 102 3�

�
H ��

h

h

,

,
, ;

2
3

3

200 10 sh 0,30
1843 10 H ��;

�h 0,453,0 10
B
ω

−

⋅ ⋅

= − =− ⋅ ⋅

⋅
⋅

T�
h

h
= ⋅ − ⋅

⋅
= ⋅ ⋅200 10 1

0 15

0 45
1 66 102 3(

,

,
) , ;

�

�
H ��

Tω = ⋅ ⋅
⋅

= ⋅ ⋅200 10
0 15

0 45
18 34 102 3�

�
H ��

h

h

,

,
, ;
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��� � = 150 ��   

�����
�� �	�������� σ
ω

, τ� max, τω �	 ��������� �����
�������:

"�� � = l   σω
= 0.

$
� ������
���� �	�	��
���' �	������� τ
ω �����������

�������� ����'����� ��������� ����� �������	
����� ��	��-
������� ������	 ��������� �	��� �������:

.

� �	������ ω ������	���� �
	��	� �������	
��	� �
��	��.

&	� �	� dA = δdS, �� !����
	 , ���
	��� 3.50 	, ������ ���

(3.101)

��� S��� — �
��	 ��������� �	��� �� ��	��' ����� ���!�
�
�� ������ 
����.

A	#����� ����� �
	���' �������	
���' �
��	�� (���.
3.39, �) �	 ��	���� (���. 3.44, �).

+	 ������ ��	���� 0 ≤ z1 ≤ 6,2 ��.

��
����� �������	
��� �������	��  ������
�� �#

������� ������
������:  / (0,2 — z1) = 55,4/6,2,

Bω = − ⋅
⋅

⋅
⋅

= − ⋅ ⋅−
200 10

3 0 10

0 15

0 45
910 2 10

2

3
3

,

,

,
, ;

sh

�h
H ��

T�
h

h
= ⋅ − ⋅

⋅
= ⋅ ⋅200 10 1

0

0 45
1 86 102 3(

,
) , ;

�

�
H ��

Tω = ⋅ ⋅
⋅

= ⋅ ⋅200 10
0

0 45
18 14 102 3�

�
H ��

h

h ,
, ;

Bω = − ⋅
⋅

⋅
⋅

=−
200 10

3 0 10

0

0 45
0

2

3, ,
.

sh

�h

τ
δ

�
�

H ��max
max max ,

,
/ .=

⋅
= ⋅ =

T

I
c 21860 0 2

0 101
3683

���

���A

S dA
ω

= ω∫

Sω
���

S dS
S

ω δ ω
���

= ∑ ∫
0

���

,

S z
Sz

ω
ω

1

10 2
55 4

2 1

���

=
+

,
,

.

ωSz1

ωSz1
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�����	  = 55,4 — 8,94 z1,

����	

&	��� ���	#��, #	��� �#����-

���  �	�	��
������:

��� z1 = 0 

��� z = 3 ��

��� z = 6,2 ��

����� ��	����: 0 ≤ z2 ≤ 3,8 ��.

��
����� �	��� �# ��-

����� ������
������: 

/z2 = 34,6/3,8;  = 9,11 z2; 

= 34,5 — 0,1 ⋅ 9,11⋅  = 0,911 (37,87 — );

��� z = 3,8 �� 

&���� ��	����: 0 ≤ z3 ≤ 9 ��.

���. 3.44

ωSz1

Sω1

��� =

1
1

1 1

1 1

55,4 55,4 8,9
0,2

2

(11,08 0,89 )

0,89(12,45 ) .

z
z

z z

z z

+ −

= =

= − =

= −

Sω1

���

Sω1
0��� = ;

Sω
��� = − =0 89 12 45 3 3 25 2 4, ( , ) , ;��

���

4

0,89(12,45 6,2) 6,2

34,5 �� .

S
ω

= − =

=

S zSzω ω
2 2

34 5 0 2
1

2 2

���

= − ⋅ ⋅ ⋅, , .

ωSz2

ωSz2
ωSz2

Sω2

���

z2
2 z2

2

Sω2
0 911 37 87 3 8 21 342 4���

= − =, ( , , ) , .��

S z
Sz

ω
ω

3

321 34 0 2
34 6

2 3

���

= − ⋅
+

⋅, ,
,

;
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��� z3 = 0 

��� z = 9 �� 

+	��� ����� ����������� �����  � ������	
���

������, �
� ���� ����	����� ���	����� 

21,34 — 0,384 (18,01 — z3) z3 = 0.

A�?�� ��	������, ��
���� 

$
� ����� �	��� ?��

��	, �����
��� 	�	
������ �	����,

��
���� ������������ ����� . %���	 �������	
�����

��	��������� ������	 ��������� �	��� ������� ������	�
��	
�	 ���. 3.44, �. +	���
�?�� #�	����� �������	
��� ��	����-
��� ������ ����� �	 ���'�� � ����� ��
�	', �	����

34,5 ��4.
+	�������� � ���������� ����	 ������� ��� ����������

�������� �����

 (!. 3.82).

+	�������� � #	���
���� (� = 0)

ω ωSz Szz z
3 3

9 34 6 9 3 84 93 3/ ( ) , / ; , ( );− = = −

S z z z zω3
21 34 0 1 34 6 3 84 9 21 34 0 384 18 013 3 3

���

= − + − = − −, , [ , , ( )] , , ( , ) 33,

Sω3
21 34 4��� = , ;��

Sω3
21 34 0 384 18 01 9 9 9 8 4��� = − − = −, , ( , ) , .��

Sω
���

Sω3
0��� = :

zn
3 4= ��.

Sω
���

τ
δω

ω ω

ω
max

,

, ,
;=

⋅
⋅

= ⋅
⋅

=
T S

I

���

/ 218 140 34 5

4580 4 0 2
683 + ��

τ
δ

�
�

�

2/=
⋅

= ⋅ =
T

I

1864 0 2

0 101
3691

,

,
;+ ��

σω = 0.

τωmax
,

, ,
;= ⋅

⋅
=20 000 34 5

4580 4 0 2
753 + ��/ 2

3
max

� max

2

2813 10 ( 55,4)
0;

4580,4

34 023 +/�� .

B

I
ω

ω

ω

⋅ω ⋅ ±
τ = σ = = − =

= ±
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+	��	�
���� �������	
����� �	�	��
����� �	��������
������
����� #�	��� ��	�� �����	�� ������������ ���-
��: ��� ��
�����
��� �����	�� �	�	��
���� �	��������
�	��	�
��� �� ��	� ������	, ��� �����	��
��� — � ��	�.

C��
 #	������	��� �	��� �� !����
� (3.97):

��� � = 150 ��

������ 3.19. �����
��� �	�������� � ���
 #	������	���
�
� ?��

��	 (��. ������ 3.18), �	���������� �������	����
�������� m1 = 200 +⋅�, ���
������� �	 �	�������� � = 50 ��

� �������� m2 = 350 +⋅�, ���
������� �	 ��������� �����

������� (���. 3.45).

ϕ
α

α α α α α= − − + ⋅
M

GI
x x l l x�

�

( ),sh th th ch

2
3

3 7

200 10
(3,0 10 150 sh0,45 th0,45

3,0 10 0,8 10 0,101

th0,45 ch0,45) 0,586 �	� 33,6 .

−

−

⋅
ϕ = ⋅ ⋅ − − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ = =
�

���. 3.45
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�������. @������ ������ � #	���
���� ��
����� #	�	�-
��� �0 = m2 — m1 = 350 — 200 = 150 +⋅�.

F������ ��
	 #	������	��� �
� � > a, ���
	��� (3.90), �����

(3.102)

��� � = 0 

"����	�
�� #�	�����  � � ��	������, ��
��	��

(3.103)

��� (� — �) — �	�������� ������	 m1 �� �	���	����	����� ����-
���.

�����
�� ���������� ��
���� !	�����, �
� ���� ��	���-
��� (3.103) �����!!���������� 3 �	#	:

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

0 0
0

�

0 1

� �

sh (1 �h )

1 1
( sh ) [ sh ( )],

B
x x

GI

T m
x x x a x a

GI GI

′ϕ
ϕ = ϕ + α + − α +

α

+ − α + − − α −
α α

ϕ ϕ0 0= ′ = 0.

ϕ0 ′ϕ0

0 0

� �

1

�

1
(1 ch ) ( sh )

1
[ sh ( )],

B I
x x x

GI GI

m
x a x a

GI

ϕ = − α + − α +
α

+ − − α −
α

0 0 1

� �

sh (1 ch ) [1 ch ( )];
�

B T m
x x x a

GI GI GI

α
′ϕ =− α + − α + − α −

′′ = − − − −ϕ
α

α
α

α
α

α
2

1B

GI
x

T

GI
x

m

GI
x a0

�

0

� �

ch sh sh ( );

′′′ = − − − −ϕ
α

α
α

α
α

α
3 2 2

1B

GI
x

T

GI
x

m

GI
x a0

�

0

� �

sh ch ch ( );

c � 0 0

1

sh (1 ch )

[1 ch ( )];

T GI B x T x

m x a

′= ϕ = −α α + − α +

+ − α −

B EI B x
T

x
m

x aω ωϕ α
α

α
α

α= − ′′ = + + −0ch sh sh0 1 ( )

T EI B x T x m x aω ωϕ α α α α= − ′′′ = + + −0 0sh ch ch1 ( ).
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"����	��� � (3.105) � = l � = 0, �	��� ��
����� :

�����	

H	����� � (3.107—3.109)  �  �' #�	�������, ��
����

�	������� !����
�:

"������� ����� ��
���' !	������ , , :

��� � = 0   = 0;

��� � = 50 ��

′′ϕ B0

− − − − =
α

α
α

α
α

α
2

1 0
B

GI
l

T

GI
l

m

GI
x a0

�

0

� �

ch sh sh ( ) ,

B
T

l
m l a

l0
0 th

sh

ch
th = − − − = − ⋅

⋅
⋅ −

− ⋅

−α
α

α
α

α
1

2

3

150 10

3 0 10
0 45

200

( )

,
,

110

3 0 10

0 304

1 103
39 47 10

2

3
5

,

,

,
, .

⋅
⋅ = − ⋅ ⋅

−
+ ��2

B0 T0

T x x

x

c sh ch

�h

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − +

+ ⋅ −

−3 0 10 39 47 10 150 10 1

200 10 1

3 5 2

2

, , ( )

[ (

α α

α −− a)];

B x x xω α α α= − ⋅ + ⋅
⋅

+ ⋅
⋅− −39 47 10

150 10

3 0 10

200 10

3 0 10

5
2

3

2

3
,

, ,
(ch sh sh −− a);

3 5

2 2

3,0 10 39,47 10 sh

150 10 ch 200 10 ch ( ).

T x

x x a

−

ω
= − ⋅ ⋅ ⋅ α +

+ ⋅ α + ⋅ α −

Tc Bω Tω

Tc

Bω = − ⋅ ⋅39 47 105, ;+ ��2

Tω = ⋅ ⋅150 102 + ��;

Tc sh 0,15 + 150 ch 0,15) = 1618,3 = ⋅ ⋅ − ⋅118 4 10 10 12 2, ( ;+ ��

2
5

3

3 2

150 10
39,47 10 ch 0,15 + sh0,15 = 

3,0 10

= 3236,6 10 + �� ;

B
ω

−

⋅

= − ⋅

⋅

− ⋅ ⋅

Tω = − ⋅ ⋅ ⋅118 4 10 102 2, ;sh 0,15 + 150 ch 0,15 =13381,7 + ��
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��� � = 100 ��

��� � = 150 ��

�����
�� �	�������� , ,  �	 ��������� �����

�������:

+	�������� � ���������� ������� � #	���
����
��� � = 0.

 = 0;

2 2
c

2

118,4 10 sh 0,3 + 150 10 (1 ch0,3) + 

+ 200 10 [1 ch 0,15] = 2699,8 + ��;

T = ⋅ ⋅ −

⋅ − ⋅

5 5 5

3 2

39,47 10 ch0,3 + 50 10 sh 0,3 + 66,67 10 sh 0,15 =

= 1596,3 10 + �� ;

B
ω
= − ⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

2 211 840 sh 0,3 + 150 10 ch 0,3 + 200 10  ch 0,15 =

= 32 300,2 + ��;  

T
ω
= − ⋅ ⋅ ⋅

⋅

2 2
c

2

118,4 10 sh 0,45 + 150 10 (1 ch0,45)+ 

+200 10 [1 ch 0,3] = 3058,2 + ��;

T = ⋅ ⋅ −

⋅ − ⋅

Bω = − ⋅ ⋅ ⋅39 47 10 10 105 5 5, ch 0,45 + 50 sh 0,45 + 66,67 sh 0,3 = 0;

2

2

11 840 sh 0,45 + 150 10 ch 0,45 + 

+ 200 10 ch 0,30 = 31 941,8 + ��.

T
ω
= − ⋅ ⋅

⋅ ⋅

σω τ� τω

τ
δ

�
c

�

2
max

max , ,

,
;=

⋅
= ⋅ = ⋅

T

I

3058 2 0 2

0 101
6056 + ��

τ
δω

ω ω

ω
max

, ,

, ,
;=

⋅
⋅

= ⋅
⋅

= ⋅
T S

I

���
231 941 8 34 5

4580 4 0 2
1203 + ��

σω = 0.

3
2max

max
3947 10 ( 55,4)

47 691 + / �� ;
4580,4

B

I
ω

ω

ω

⋅ ω ⋅ ±
σ = =− = ±

τ�

τωmax
,

, ,
/ .= ⋅ ⋅

⋅
=150 210 34 5

4580 4 0 2
565

2

+ ��
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C��
 #	������	��� ������� ��� � = 150 ��

������ 3.20. A�?��� ������ 3.19 � ������
������, ��� ��	
�������' ������� ������� #	���
��� (���. 3.46). ������
���
���
 #	������	��� ������� �, � ������� ���
���� �������	-
��� ������ m1 = 200 +⋅�.

�������. "�����	�� �
� � > a !������ ��
	 #	������	���
� ���� 

5

7

2

7 3

39,47 10
(1 ch 0,45)+

0,8 10 0,101

150 10 1
150 sh 0,45  +

0,8 10 0,101 3,0 10−

⋅
ϕ =− −

⋅ ⋅

⎛ ⎞⋅
+ −⎜ ⎟

⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

2

7 3

200 10 1
+ 100 sh 0,3  = 0,37 �	� = 21,1 .

0,8 10 0,101 3,0 10−
⎡ ⎤⋅

−⎢ ⎥
⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦

�

���. 3.46
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+	�	
���� �	�	����� ������
�� �# ��
��� �	 ����	'
�������. &	� �	� �������� ������� #	��
	�� � �� ����� ���
	-
�����	��, �� �����

��� � = 0  ��� � = l 

"����	���  � ��	������, ��
����

&����� ����
�#��� 

"����	�
�� #�	����� ��
���� � ��?	� ������� ��	�����,

�	'���� 

�����  �  � ��	������, ��
����

���������� ��
���� !	����� ����� ������
����� ��	���-
�����:

ϕ ϕ
ϕ
α

α α
α

α= +
′

+ − + − +0
0 1

1
sh ch sh0

�

0

�

x
B

GI
x

T

GI
x x( ) ( )

+ − − −
m

GI
x a x a1

�

sh[ ( )].
1

α
α

ϕ ϕ0 0= ′ = 0; ϕ ϕl l= ′ = 0.

ϕ ϕ0 0= ′ = 0

0 0

� �

1

�

1
(1 ch ) ( sh )

1
[ sh ( )].

B T
x x x

GI GI

m
x a x a

GI

ϕ = − α + − α +
α

+ − − α −
α

ϕ ϕl l= ′ = 0 :

ϕ α
α

αl
B

GI
l

T

GI
l l= − + − +0

�

0

�

ch sh( ) ( )1
1

+ − − − =
m

GI
l a l a1

�

sh[ ( )] ;
1

0
α

α

′ = − + − + − −⎡⎣ ⎤⎦ =ϕ
α

α α αl
B

GI
l

T

GI
l

m

GI
l a0

�

0

� �

sh ch ch( ) ( ) .1 1 01

2
0 0396 262 + �� ; 14 163 + ��.B T= ⋅ =− ⋅

B0 T0

ϕ α
α

α= − − − +396 262
1

14 163 1

GI
x

GI
x x

� �

ch sh( ) ( )

+ ⋅ − − −200 10 12

GI
x a x a

�

sh[ ( )].
α

α

c � 1188,8 sh 14 163(1 ch )

20 000[1 ch ( )];

T GI x x

x a

′= ϕ =− ⋅ α − − α +

+ − α −
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������ ����� ��
���' !	������  

"�� � = 0 = 0; 

��� � = 50 ��

��� � = 100 ��

"�� � = 150 ��

B EI x x x aω ωϕ α
α

α
α

α= − ′′= − + −396 262
14 163 20 000

ch sh sh ( );

T EI x x x aω ω ϕ α α α= − ′′′ = − + −1188 8 14 163 20 000, ( ).sh ch ch

Tc , Bω, Tω.

Tc

B Tω ω= ⋅ = − ⋅396 262 14 163+ �� + ��2; ;

Tc ;= − ⋅ − − = − ⋅1188 8 0 1506 14 163 1 1 0113 19, , ( , ) + ��

Bω = ⋅ −
⋅

⋅ = − ⋅−396 262 1 0113
14 163

3 0 10
0 1506 310 243

3
,

,
, + ��2;

Tω = ⋅ − ⋅ = − ⋅1188 8 0 1506 14 163 1 0113 14 144, , , + ��;

c 1188,8 0,3045 14 163(1 1,0453)

20 000(1 1,0113) 54 + ��;

T = − ⋅ − − +

+ − = ⋅

1188,8 0,3045 14 163 1,0453

20 000 1,0113 5783 + ��;

T
ω
= ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ = ⋅

Bω = ⋅ −
⋅

⋅ +
⋅

⋅− −396 262 1 0453
14 163

3 0 10
0 3045

20 000

3 0 10
0 1506

3 3
,

,
,

,
, ==

= − ⋅19 331 + ��2.

T
xω =

= ⋅ − ⋅ + = ⋅
50

1188 8 0 1506 14 163 1 0113 20 000 5856, , , + ��.

Tc = − ⋅ − − + − =1188 8 0 465 14 163 1 1 103 20 000 1 1 0453 0, , ( , ) ( , ) ;

3

2
3

14 169
396 262 1,103 0,465

3,0 10
20 000

0,3045 271 812 + �� ;
3,0 10

B
ω

−

−

= ⋅ − +

⋅

+ = ⋅

⋅

Tω = ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⋅1188 8 0 465 14 163 1 103 20 000 1 0453 5837, , , , + ��.
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%���� ��
���' !	������ ���	#	�� �	 ���. 3.46. C��
 #	-
������	��� ������� � ������� � ��� � = 50 ��

+	���
�?�� �	�������� , , :

������ 3.21. "�������� ����� ���������' ��
���' !	���-
��� �
� ������������� ������� ��������� ���!�
�, �	������-
���� �	�������� �	������
���� �������� �	���#�� �����-

���������  ��
� ��	 �������' ������� �����-

�� #	���
��� (���. 3.47). "������ 

�������. "�����	�� !������ ��
	 #	������	��� �
�

, ���
	��� (3.91), � ����

50 7

7 3

396 262
(1 1,0113)

0,8 10 0,101

14 163 1
50 0,1506 0,0021 �	� = 0,12 ;

0,8 10 0,101 3 10

x=

−

ϕ = − −
⋅ ⋅

⎛ ⎞
− − ⋅ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

�

50 7

7 3

7 3

396 262
(1 1,103)

0,8 10 0,101

14 163 1
150 0,465

0,8 10 0,101 3 10

20 000 1
100 0,3045 0.

0,8 10 0,101 3 10

x=

−

−

ϕ = − −
⋅ ⋅

⎛ ⎞
− − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

σω τ� τω

τ
δ

�
�

2
max

max ,

,
/ ;=

⋅
= ⋅ =

T

I
c 54 0 2

0 101
107 + ��

τ
δω

ω ω

ω
max

,

, ,
/ ;=

⋅
⋅

= ⋅
⋅

=
T S

I

���
214 163 34 5

4580 4 0 2
533 + ��

σ
ω

ω
ω

ω
=

⋅
= ⋅ ± = ±

B

I
max ( , )

,
/ .

396 262 55 4

4580 4
4793 + ��2

H ��
200 ,

��
m

⋅

=

3 15,2 10 �� .− −

α = ⋅

x b>
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���������	 
����
�� ����	���� �� ������� 
� ��
���
�����
�. ��� ��� ��
����� ����
��  ������
� � 
� 	���� �����-


������, �� ���  ���  

���������  � ����
�
��, ������	 ��
����

����� ��������:

!������� ������ ������� ��� x = l, ���������	

0 0 0
0

� �

2 2
2

�

1
sh (1 ch ) sh

1
1 ( ) ch ( ) .

2

B T
x x x x

GI GI

m
x b x x b

GI

′ϕ ⎛ ⎞
ϕ = ϕ + α + − α + − α +⎜ ⎟α α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ + α − − α −⎢ ⎥

⎣ ⎦α

���. 3.47

0 00 0;x ′= ϕ = ϕ = 0.l lx l ′= ϕ = ϕ =

0 0 0′ϕ = ϕ =

0 0

� �

2 2
2

�

1
(1 ch ) sh

1
1 ( ) ch ( ) .

2

B T
x x x

GI GI

m
x b x b

GI

⎛ ⎞
ϕ = − α + − α +⎜ ⎟α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ + α − − α −⎢ ⎥

⎣ ⎦α
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������ 
�����	

  
���������� T0 � B0, �������	 ��
���� ����� ���������
��:

"
����

�� ������� �������:

#����	 $���� ������� �������� :

���   

 
��� 

0 0

� �

2 2
2

�

1
(1 ch ) sh

1
1 ( ) ch ( ) 0;

2

l
B T

l l l
GI GI

m
l b l b

GI

⎛ ⎞
ϕ = − α + − α +⎜ ⎟α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ + α − − α − =⎢ ⎥

⎣ ⎦α

0 0

� �

�

sh (1 ch )

1
( ) sh ( ) 0,

l
B T

l l
GI GI

m
l b l b

GI

α
′ϕ = − α + − α +

⎡ ⎤
+ − − α − =⎢ ⎥α⎣ ⎦

0 6274,6 H �	;T = − ⋅

2
0 239 682 H �	 .B = ⋅

� �

2 2
2

�

239 682 6274,6 1
(1 ch ) sh

1
1 ( ) ch ( ) .

2

x x x
GI GI

m
x b x b

GI

⎛ ⎞
ϕ = − α − − α +⎜ ⎟α⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ + α − − α −⎢ ⎥

⎣ ⎦α

� � 239 682sh 6274,6(1 ch )

1
200 sh ( ) ;

T GI x x

x b x b

′= ϕ = −α α − − α +

⎡ ⎤
+ − − α −⎢ ⎥α⎣ ⎦

2

6274,6 200
239 682ch sh 1 ch ( ) ;B EI x x x b

ω ω
′′= − ϕ = α − α − − α −⎡ ⎤⎣ ⎦α α

200
239 682sh 6274,6ch sh ( ).T EI x x x b

ω ω
′′′= − ϕ = α ⋅ α − α + α −

α

� , ,T B T
ω ω

0x = � 0;� =

2239 682 H �	 ;B
ω
= ⋅ 6274,6 H �	;T

ω
= − ⋅

50 �	x =

� 0,0052 239 682 0,263 6274,6 0,034 114,4 H �	;T = − ⋅ ⋅ + ⋅ = − ⋅
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��� 

��� 

%���� ������� �������� ������
� 
� ���. 3.47.

3.13. ��������	� 
������ �	�
	������� �������� 
���
���	�	 ��	����

���&�

��� ����
�

��� �����
�� ��	�
���� ��������
����������� � ��	, ��� ����
����
� &��'�� ������
�� ����-
���� ����� �������� ����� �	�
'��� �����
���� �������-

2
3

6274,4
239 682 1,034 0,263 69 519 H �	 ;

5,2 10
B
ω

−

= ⋅ − ⋅ = − ⋅

⋅

3239 682 0,263 5,2 10 6274,6 1,034 6160,1 H �	;� −

ω
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = − ⋅

100 �	x =

� 0,0052 239 682 0,544 6274,6 0,138

200(50 192,3 0,263) 73,9 H �	;

T = − ⋅ ⋅ + ⋅ +

+ − ⋅ = ⋅

3 4

2

6274,6 200
239 682 1,138 0,544 (0,034)

5,2 10 0,27 10

131 810 H �	 ;

B
ω

− −

= ⋅ − ⋅ + =

⋅ ⋅

= − ⋅

3

3

5,2 10 239 682 0,544 6274,6 1,138

200
0,263 3653,9 H �	;

5,2 10

T −

ω

−

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ = ⋅

⋅

150 �	x =

3
� 5,2 10 239 682 0,862 6274,6(1 1,32)

200 100 192,3 0,544 0;

T −= − ⋅ ⋅ ⋅ − − +

+ − ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦

3

4

6274,6
239 682 1,32 0,862

5,2 10

200
(1 1,138) 298 467 H �	;

0,27 10

B
ω

−

−

= ⋅ − ⋅ −

⋅

− − = ⋅

⋅

3
3

200
5,2 10 239 682 0,862 6274,6 1,32 0,544

5,2 10

13 725 H �	.

T −

ω
−

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ =

⋅

= ⋅
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�� ����
��, � ���
����*�� ��� �����
�� ������
�� ����-
���
�� 
������
�� , ������� ������ � �����

�� ������-


����, 
��&����, ����������� �����
����. ��� ����
�

�	
�����
�� �������� �������� �����	����	� ������ �� ���-
���
�� �������
�� 
������
��  � �����

�� ������
����

���
�&������.
���	�	, ��� ������ ����	�*�
�� ����� �������
�� ����-


�� ��� ����
�

�	 �����
�� ��	�
���� �������� �������-
��� ���������
��
� ������
�	 ����
�� $���� ���
��
��

�����
���� , ������������*�� ��
������
�	� ���� �������-
��
�� 

��� ��� ������
�� �������
�� 
������
�� �
������
�
������ 
� ������
� �����	����, �� �����
���� �������
��
����
�� &���� ���������� 
� ���������
��
� ��
������-

�	� ���� ���������
�� , ��� � �������� ��������, � ������-

����� 
�������� ��
����� , 
������	�� ������	
 �	��-
�����, ������*�� �� ������
��� x ������
�� ����
��.

������ ������
�� ��� �����
���� u 	��
� ������� � ����

,  (3.110)

���  — ����
��� $���� ���
��
�� �����
����:

.

!������� $
������������ 	���� +����, "./. <����	�
 ��-
����� �������
����
�� ����
�
�� ��� ��
���� �����
����

 � ������
�� ��
������
��� ���� ���������
�� :

(3.111)

(3.112)

���  ���� , ��  T — ���
��

�����*�� 	�	�
� � ����
��, ���
�� ����&��������� ��		�
�
�'
�� 	�	�
���, �������

�� �� ��&�� �����
� �� ����	��-

ω
τ

ω
τ

u�
( ) 1.−θ =

θ

( )xψ

( )u x u= ψ �

1u = ⋅ω�

�

0

S

S
dS

u
dS

ω
= − ω

δ

δ

∫
∫

�

�

( )xψ θ

� � �

� �

( ) 1 ( ) 1 ;
u u

GI I IT
x x

EI I EI I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′′ψ − − ψ = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

� �

( ) ( ) 1 ,
IT

x x
GI I

⎛ ⎞
θ = + ψ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 ,u
A

I u dA= ∫ � constδ =
2

0

;
S

uI u dS= Σδ∫ �
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�����	��� ����
��;  — 
�������

�� �����
�� 	�-

	�
� �
����� (r — �������� �������
�� �� $��	�
�� ���*��� ��
��
��� �����
�� 
� 
��	�� � ����
�� ��
�� ����
��).

�&��
���� , �������	 ����
�
�� (3.111) �

����

(3.113)

�&*�� �
������ ����
�
�� (3.112) 

, (3.114)

���  — ����
�� ��'�
�� ����
�
�� (3.113), ���
�	�����
� ������	���� �� �
�'
�� 
������� � 
����
�� �������; ��-
����

�� �
���������
�� C1 � C2 ������������ �� ���
��
��
�������. 

>���� � ��
����	 ����
�� �����
���� �������
�, �����
�����
� ��*�	��
 � ������
�� ����	�*�
�� u 
����	��
�,
���
��
�� ������� &����

����� ��
����� ����
�� ���&��
�, 
��	��
�� 
������
�� ��-
���������, ���
��
�� �������, ������
� (3.63)

?���
�� ��'�
��  ���
�	����� ��� ��� ����
�

�	
�����
�� �����
�� ��������� �������. ��� 
������
��
�����
� �����������

�	 	�	�
��	 m1, �������

�	 � 
���-

�� ������� �������  ��
����  ����'���� ����	
�&����	:

��� 
������
�� �����
� �����
����
� � ����
�� � 	�	�
-

��	 m2 ��
����  
� �����	 �������  �	��� ���

2
� A

I r dA= ∫

0

; ���� =const, �� .
S

u u
A

I udA I udS= δ = δ∑∫ ∫� �

2� �

�

1
u

GI I

EI I

⎛ ⎞
− = α⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2

�

( ) ( ) .
T

x x
GI

′′ψ − α ψ = −α

*
1 2( ) ch sh ( )x C x C x xψ = α + α + ϕ

*( )xϕ

( ) 0;xψ =

( )
( ) 0.

d x
x

dx

ψ
′ψ = =

*( )xϕ

0 x a< <
*( )xϕ

* 1

�

( ) (1 ch );
m

x x
GI

ϕ = − α

*( )xϕ a x b< <
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  � �.�.

��� 
������
�� �����
� ���
�	��
� ����������

�� 	�-

	�
�
�� 
�������� �
��
���
���� m0 ��
����  	��-


� �������, ���������� 
������� ��� �������
��� &����
��-


� &��'��� ����� 	���� �
�'
�� 	�	�
��� :

" ��	 ������, ����� ����������

�� 
������� ������������-

�� 
� �������
�� � �� ��
������ ����
��, ��
����  &����

����� ��������
�� ��
���� �����
����  ��'�
�� ��-
���� ���������� �
������
� ��
�����

�	 �����
�	 �����-
���� �������.

������ 3.22. �������� $���� ��	�
�
�� �
����

�� ��-
����� �������� � ��������� 
������
�� ��� �����
� ���	�-
����
��� ������� 6×10 �	, � ���*�
�� ���
��  		  �
���
�� l = 1,6 	, 
������

��� � ����
�	 ����
�� ��������-

�*�	 	�	�
��	  (���. 3.48). >�
����� ����-

�� �����
� ��*�	��
�.

�������. ���������	 ���	���������� �������������� ����-

�� ��� ����
�

�	 �����
��:

 �	2;

A��	���������� ������ ��������� ���	�����
��� ����-

�� ��� ���&��
�	 �����
��

 �	4.

* 1 2

� �

( ) (1 ch ) 1 ch ( )
m m

x x x a
GI GI

ϕ = − α + − α −⎡ ⎤⎣ ⎦

*( )xϕ

0
0

�

m dη∫

0 0

0 � �

1
( ) (1 ch ) sh .

x m m
x d x x

GI GI
∗ ⎛ ⎞

ϕ = − αη η = − α⎜ ⎟α⎝ ⎠
∫

*( )xϕ

0 0

� �

1
( ) 1 ch ( ) sh ( ) .

x

a

m m
x x d x a x a

GI GI a
∗

⎛ ⎡ ⎤
ϕ = − α − η η = − − α −⎜ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝
∫

( )xψ

2δ =

1000 H 	m = ⋅

� 2 2 10 6 120a bω = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

1
(20 12) 160.

0,2

dS
= + =

δ
∫�

2 2
�

�
120

90
160

I
dS

ω
= = =

δ
∫�
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B�������

�� �����
�� 	�	�
� �
����� (� 
�'�	 ���	�-
�� ��
�� �����
�� ��������� � ��
���	 �������):

���. 3. 48
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"������	 �
���
�� ��� ������� �����, ���
�� �� 
�����
������� ��� ����� �, ���������

�� 
� ��� ��		�����:

%���� ���
��
�� �����
����  ����������
� 
� ���. 3.48, �.
" ������� ������ ����
��� $����  �� �&�����
�� ������
�
���
�.

!
������ Iu 	��
� �������� �� �����&� "���*���
�:

"������	 ��$������
� :

+�'�
�� �������
����
��� ����
�
�� (3.112) 

��� �������  	 &���� ����	:

2 2
�

2 2 42 0,2(6 / 2) 10 2 0,2(10 / 2) 6 96 �	 .

S

�

I r dA r dS= = δ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

∫ ∫
A

u�

�
1 1

2

2 10 6

2 2 2( ) 2 4

2 10 6 0,2 10
15 18,75 3,75 �	 ;

2(10 6) 2 0,2

S

S
�

dS a b a b a
u

dS a b

ω ⋅ ⋅δ ⋅
= ω − = ⋅ − ⋅ = −

δ + ⋅δ

δ

⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ = − = −

+ ⋅

∫
∫

�

�

2
2 2 2 10 6 2 10 6 0,2 10 6

0;
4 2( ) 2 4 2(10 6) 2 0,2

a b a b a b
u

a b

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ δ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
= − ⋅ = − ⋅ =

+ ⋅δ + ⋅
�

3

2

2 10 6
3 3

4 ( ) 2 4

10 6 0,2(10 2 6)
3,75 �	 � �.�.

(10 6) 2 0,2

a b a b a b
u

a b

⋅ ⋅ ⋅δ + ⋅
= ⋅ − ⋅ = ⋅ −

+ ⋅δ

⋅ ⋅ + ⋅
− =

+ ⋅ ⋅

�

u�

u�

61 10 2 1 6 2
4 3,75 3,75 4 3,75 3,75 0,2 30 �	 .

2 2 3 2 2 3uI
⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
α

7
2 2� �

7
�

0,8 10 90 90
1 1 0,075 �	 ;

962 10 30u

GI I

EI I
−

⎛ ⎞ ⋅ ⋅ ⎛ ⎞
α = − = ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⋅ ⋅⎝ ⎠
10,274 �	 .−

α =

0 0,8x< <

( ) 1 2
�

ch sh (1 ch );Bm
x C x C x x

GI
ψ = α + α − − α
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��� �������  	 

��� .

������

�� �
���������
�� 
�������� �� ������� �������:

���    , ���  

!� ������� ������� ������	

D
�������� ���
� � �������
�� ���&��, 	��
� ���
�� ���
������� ������� (  �	) �
���
�� ������

�� C2 � ����

����	 �&����	, ���&����

�� �
���
�� ��
���� �����
�-

���  ��� ������� �������  �	, &����

��� 

��
������
�� ���� ���������
�� ��� ������� ������� 

E�� ������� ������� (  �	) ��
���� �����
����

��&����	� ���
�	�� � ���
�	 �&F�	�:

0,8 1,6x< <

1 2
� �

( ) ch sh (1 ch ) 1 ch ( ) ,Bm m
x C x C x x x a

GI GI
ψ = α + α − − α + − α −⎡ ⎤⎣ ⎦

/ 2Bm m=

0x = ( ) 0xψ = ( ) 0;x l x= ψ =

1 0.� =

2
�

2ch ( ) ch 1
.

2 sh

m l a l
�

GI l

α − − α −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥α⎣ ⎦

0 80x< <

2
�

.
2

m
�

GI
= −

( )xψ 0 80x< <

� � �

( ) sh (1 �h ) (sh �h 1),
2 2 2

m m m
x x x x x

GI GI GI
ψ = − α − − α = − α − α +

/ 2.Bm m=

�

� � �

( ) (sh ch 1) 1 .
2 2

Im m
x x x

GI GI I

⎛ ⎞
θ = − α − α + ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

80 160x< <

� �

�

2ch ( ) ch 1
( ) sh (1 ch )

2 sh 2

1 ch ( ) .

m l a l m
x x x

GI l GI

m
x a

GI

α − − α −⎡ ⎤
ψ = α − − α +⎢ ⎥α⎣ ⎦

+ − α −⎡ ⎤⎣ ⎦
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��
������
�� ���� ���������
�� 
� �����	 �������

#������	 ������
�� ��� �
����

�� ������� ��������

�������	 $���� ��	�
�
�� ��
���� �����
���� 

��
������
��� ���� ���������
�� , �
����

�� �������

�������� 

���  

��� 

��� 

� �

�

� � �

2ch ( ) ch 1
( ) sh

2 2 sh

(1 ch ) 1 ch ( ) 1 .
2

m m l a l
x x

GI GI l

Im m
x x a

GI GI I

⎧ α − − α −⎡ ⎤⎪
θ = + α −⎨ ⎢ ⎥α⎪ ⎣ ⎦⎩

⎛ ⎞⎫⎪
⎡− − α + − α − ⋅ −⎤ ⎜ ⎟⎬⎦⎣

⎪⎭ ⎝ ⎠

� , , :T T B
ω ω

� � ( ) ( / 2)(sh ch 1);

( ) ( / 2)(sh ch );

( ) ( / (2 ))(ch sh ).

u

u

T GI x m x x

T EI x m x x

B EI x m x x

ω

ω

= ψ = − α − α +

′′= − ψ = α − α

′= − ψ = α α − α

( )xψ

( )xθ

� , , :T T B
ω ω

0x = ( ) 0;xψ =

7 1
7

�

�

100 000
( ) 651 10 �	 ;

2 2 0,8 10 96

0; / 2 100 000 / 2 50 000 H c	;

/ (2 ) 100 000 / (2 0,274) 182 482 H c	;

m
x

GI

T T m

B m

− −

ω

ω

θ = = = ⋅

⋅ ⋅ ⋅

= = − = − = − ⋅

= α = ⋅ = ⋅

18 �	x =

7 7 1

7 7 7 1

�

( ) 694,4 10 (69,186 69,193 1) 689,5 10 �	 ;

( ) 651 10 689,5 10 0,0625 608 10 �	 ;

50 000(69,186 69,193 1) 49 650 H �	;

50 000(69,186 69,193) 350 H �	;

100 000
(69,193 69,186) 12

2 0,274

x

x

T

T

B

− − −

− − − −

ω

ω

ψ = − ⋅ − + = − ⋅

θ = ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅

= − − + = − ⋅

= − = − ⋅

= − =
⋅

77 H �	;⋅

80 �	x =

7 1
7

100 000
( ) (sh21,92 ch21,92 1) 694,4 10 �	 ;

2 0,8 10 90
x − −

ψ = − − + = − ⋅

⋅ ⋅ ⋅
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%����  ������
� 
� ���. 3.48, �, �,

�, �, 	.
G����	��
�� �������
�� 
������
��  ���&��
���

�����
�� ��������� � ����
��� �����

�� �� 	��� ��*�	��
��
������ �����
�:

>������
�� 
������
�� ����
�

��� �����
��

B��	��
�� 
������
�� , ������
� $����  (���. 3.48, �),

&����

%���� 
��	��
�� 
������
�� ������
� 
� ���. 3.48, �.
D
���� �������� �
����

�� ������� �������� ��������-

��, ��� ����
�
�� ��� �����
�� �����
�� ��	�
����� �������
�	��� �����
�� ��������, �������� 
� 
�&��'�	 �������
���
� �����
� ����� 	���� ����
�
��. B� �����
�� ���
�
�����
� �����
�� 	��
� ����	������� ��� ���&��
��. B����-
��
�� ����
�

��� �����
�� � ����� �����
�� ������ �����-
�����

�� ��� � ����������� ����� � �����
�� ������� ���-
���� �������� � ���������
��. " �&*�	 	�'�
������
��, ���
�������, ������ 
� ����
�

�� �����
�� �����
�� � ��	�
���	
�������	 
� ������������.

7 1
7

�

100 000
( ) 694,4 10 0,0625 607,6 �	 ;

2,08 10 96

50 000 H �	; 0; 0.

x

T T B

− −

ω ω

θ = − ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅

= − ⋅ = =

�( ), ( ), , ,x x T T B
ω ω

ψ θ

�τ

2
�

�

50 000
2083 H / �	 .

120 0,2
�T

τ = = =
ω ⋅δ ⋅

���
2

max

2

1
50 000 0,2 3,75 5

2 15 625 H / �	 .
30 0,2

1
50 000 0,2 3,75 3

2 9375 H / �	 .
30 0,2

uT S

Iu

ω

ω

ω

⋅ ⋅ ⋅
⋅

τ = = =
δ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

τ = =
⋅

�

ω
σ u�

2
max

182 482 3,75
22 810 H / �	 .

30u

B
u

I
ω

ω

⋅

σ = = =�
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3.14. ����� �	�
	������� �������� ���
���	�	 ��	����

��
�����

�� �����
� ��� ����&� �����
��� ��������
�����
� ����'
��� ����
��, ��$��	� ��� ���	��� ��� ������-
��
�� 
��	��
�� � �������
�� 
������
�� � �����
�
����'
��� ����
��, � ���
����, �������� �����������	� �
��� ��
�����

�� �����
��. ��� ������� ��
�����

�� �����-

��, ��&����*�� 
� ����&, ���
�� �
���
�� �	��� ������
� �
����
 ����������
�� �������
�� 
������
�� � �������
��
����
���. 

+���	����	 ��
�����

�� ������
 ��	�
����� �������
��������
�� ���	�, �	��*�� ��� ��� ��		����� � 
����-
��

�� � ��������
�� ��������� ����� F (���. 3.49).

>������
�� 
������
�� � ����
�� 
�������
� �� ����-
���
�� � ����
�� ��
�� ��
���� � ��������� ���
�	��
� ���-

�������

�	� �� ���*�
� ���
�� . ��������
�� �������-

�� 
������
�� � �������
�� ����
��� ������������ �
���-
���
�, ��� � ��� �����
� ����'
��� ����
��.

"�����	 ���	� �������
�	� ����
��	� �� � D�, ���	�
������
�	� ����
��	� �D � ��, 
��	��
�	� � ����
�� ��-

�� ��
���� � ��		�����
� ���������

�	� ��
������
�
��� y (���� �� ���
����� ���� ��), $��	�
� ��D�. B� ������-

�� ���
�� $��	�
�� �D � ��, ������
� ����
� ���
���� ����-
���
�� 
������
��, &���� ���������� ���
�	��
� ��������-
��

�� �������
�� 
������
�� , ���
�� �������
�	 
�-
�����
��	 � �������
�� ����
���. �&��
���	 
��	��
��

������
��, ��������*�� 
� $��	�
���
�� ���*���� dA � ��-

���. 3.49

δ

τ
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�����
�	 ����
�� �� ����� , ����� 
��	��
�� 
������-

��, ��������*�� 
� $��	�
���
�� ���*���� dA, � �������
�	

����
�� D� ������� �����*�
�� � &���� .

��� ��� ���*�
� ���
��  ������

�, �� ��� ����&� � ���-
�����
�� ��������� �� �������
�� 
������
�� � ����
���,
���������

�� �� ���
�� �����
� �� ��� ��		����� y, &����
�	�� ���
������ ������
� � 
�������
��, � �
����, �������-

�� 
������
�� � ����� � &���� ���
� 
���. E�� �����
� ��-
����

��� �������
��� ����
�� ���
���������*�� $��	�
���-

�� 
��	��
�� ���, ����������

�� 
� ���
� �� ���*���

�*, ���
�

(3.115)

D
������
� ���
���������*�� 
��	��
�� ���, �������-
�*�� 
� ���
� D�, &����

(3.116)

���  — ����������� 	�	�
� ��
������
� ��� z ������
-


�� ����� ���*��� ����
��, ���������

�� ��'� ������
��� y.

�&��
���	 ��� �����  ���������� ��� ���� 
� �� � � ���-

���
���� ��		� � 
���, �������	

(3.117)

���

. (3.118)

I�������, ���  ���
�����
� �������	

(3.119)

������

�� ���	��� �� ��������� ��������� � ���	����
J���������, 
� 	���� 
�	� �	����� ���
������
�� ���
�-

xσ

x xdσ + σ

δ

1
1

* * *

.z z
x

z zA A A

M y M
dA dA y dA

I I
σ = =∫ ∫ ∫

1
* *

( ) ,z z
x x

zA A

M dM
d dA y dA

I

+

σ + σ =∫ ∫

1
*A

y dA∫

.zS∗

2 0z z z
z z

z z

M M dM
S dx S

I I
⋅ ∗∗

+
+ τδ − =

2z
z

z

dM
S dx

I
∗

= τδ

,z
y

dM
Q

dx
=

.
2

y z

z

Q S

I

∗

τ =
δ
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��. K��	��� J��������� ��� ����'
�� ����
�� ����������
���������*�� ���
��� �������
��� 
������
��, �������-
�*��� �� 
�������
�� � �������
�� ����� Q, ��������*��
���� ����
�� ��� �������
��� ����
��; ���	��� (3.119) ����-
������  ����������� ���
� ���
�� �������
�� 
������
�� �
��
�����

�� ����
��� � 
��������� ������
 ���������� —
������ �� �������	��!� ��	���	
.

�� �
������ ��� ����&� ��
�����

��� �����
� � �������-
�� z, x ���	��� (3.119) ����'���� � ����

(3.120)

L��� 
�������
�� �������
�� ���� Q 
� ��������� � ����-

�	� ���	� ����
��, �� ���	��� ��� ��������
�� �������-

�� 
������
�� &����

(3.121)

��� Qy � Qz — ���������*�� �������
�� ���� �� 
�������
��
����
�� ���� y � z.

D
�������� ������
�� (3.119) � (3.120), ����	, ���, ���

��� ��
�'�
��  �  ��� ����	�������	��� ��
�����
-


��� ������� ������������ ������
� ������

��, �� ����-
���
�� 
������
�� &����  ������������
�	� � ��� ������

����
�� ��
�� ��
����, ��� ������� ����������� 	�	�
�� 

�  ���
� 
���, � �
����, � $��� ������ ������ 	��
� ���-

�	������� ��� ����	�
����.

������ 3.23. E�� ��
�����

�� ���&� ���	����	 D = 12 �	,
���*�
�� δ = 0,4 �	 (���. 3.50, �) �������� $���� �������-

�� 
������
�� ��� ����&�. �������
�� ����, ��������*�� �
����
��, Qy = 5 �B.

�������. ��� ��� �������
�� 
������
�� � ������ � � �
���
� 
���, ������
� �������� ��		����� ������ �������
��

������
�� ��
������
� ��� y, �� ����
�� � $��� ������ 	��-

� ����	������� ��� 
���	�
����.

.
2

z y

y

Q S

I

∗

τ =
δ

,
2 2

y z z y

z y

Q S Q S

I I

∗ ∗

τ = +
δ δ

2

y

z

Q

I δ 2
z

y

Q

I δ

zS∗

yS∗
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B����	 ������ 	�	�
� �
����� ����
�� Iz:

������	 ���	� ������
�	� ����
��	� ���� �������, ��-
����������*�� ��
����
�	� ���� , � �������	 �������-
���� 	�	�
� ������

�� ����� ��
������
� ��� z:

>������
�� 
������
�� ������������ ���	����

%���� �������
�� 
������
�� ����������
� 
� ���. 3.50, �.
G����	��
�� �������
�� 
������
�� &���� ���

.

������ 3.24. E�� ��
�����

��� ����&������ �������
(���. 3.51, �) ���*�
��  �������� $���� �������-

�� 
������
�� ��� ����&�. �������
�� ���� � ����
��

 "����� ����
�� — 16 �	, '���
� — 10 �	.

2 3 3
412

3,14 0,4 271,3 �	 .
2 4 8 8z
D D D

I
π δ π

= ⋅ = δ = ⋅ =

���. 3.50

2ϕ

2 2

1 10 0 1

2

2 cos cos sin
2 2

12
0,4sin 28,8sin .

2

D D
S r rd d

ϕ ϕ∗ = ϕ ⋅δ ⋅ ϕ = δ ϕ ϕ = δ ϕ =

= ⋅ ϕ = ϕ

∫ ∫

35 10 28,8
sin 1327sin .

271,3 0,4

y

z

Q S

I

∗

ϕ

⋅ ⋅ ⋅
τ = = ϕ = ϕ

⋅δ ⋅

; ( 0)
2

y
π

ϕ = =

0,5 �	δ =

5 �B.Q =
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�������. #�����
� ��������
��		����� ������ �������
��

������
�� ��
������
� ��� �

������
�� � ������ � � � &����
���
� 
���, �
����, � $��� ������
������ 	��
� ������ 
���	�-

���	.

��������	 ������ 	�	�
�
�
����� Iz, ��� ���� ���������	
��� ��� ��		� �
��������:

 (3.122)

���  — ������

�� ���*�
�

���
�� 
� ���	���
��
�	 �����-
�� ��
���� ���
�� li; y(S) — ��
�-
��� ������
��� � ���� �������
���
�� li.

����	 �&����	, ������ 
����-
��
�� ������� 	�	�
�� �
�����
��
�����

��� ������� ��������
� �
���������
�� ���� ��
��
��
��
����, ��� ���&
� �����
��,
�������� �����& "���*���
�.

�������	 
� ��
���� $����

��
���� . I������ ab
���������
 ��� z, ������
��� y(S)
&���� ������

�� � ���������-


��,  I������
ed ����� ���������
 ��� z, ����-
��
��� y(S) ����� ������

�, 
�

���������
�:  �	. B�
�������� nb � �� ������
��� y(S)
��	�
����� �� ��
��
�	� ����
�
�� 
��� 
� ��� z �� "/2. D
������-

�� ��� $���� �	��� 
� ��������
nd � �	. %���� ������
�� y(S) ��-
����
� 
� ���. 3.51, �.

����	
���� $���� y(S) ��
�����&� "���*���
� ��	� 
� ��-
&�, �������	

���. 3.51

( ) ( ) ,z i li
I y S y S dS= Σδ ∫

iδ

( )y y S=

( ) / 2 8 �	.y S h= =

( ) 8y S = −
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(3.123)

#���������� 	�	�
� ������

�� ����� S* 	��
� �������-
��� � ����

(3.124)

!
������  ������������ ��&�� ���*�� $����

y(S) 
� ������� 

��� ��� �������
�� 
������
�� � ����� � ���
� 
���, � �
�-

���, �� ����� � 	���� &�� ���
��� �� 
����� �������.
#�����
� ����
�
�� (3.124) ����������� 	�	�
� ������
-


�� �����  ��� ����
�� S1 
� ������� Bb &���� 

���      

��� 

���  

��� 

��� 

��� S3 = 0 

2 2
4

1 2
2 4

2 2 2 2 2 3 2

0,5 16 16
10 979,2 �	 .

2 3 2 3

z
H H H H H

I B

H H
B

⎡ ⎤
= δ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

δ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

���

( ) .s i
l

S y S dS∗

= Σδ ∫

���

( )
l

y S dS∫

��� .l

0,BS∗

=

zS ∗⋅

11
;

2z
H

S S∗

= δ

1 0S = 1
0;zS ∗

=

3
1 1

16 10
/ 2 0,5 20 �	 ;

4 4z
HB

S B S∗
δ ⋅

= = = =

22
2

2 22

2
2

1
20 16 0,25(8 )

4 8 2 2

36 0,25(8 ) ;

z
HB H H

S S S

S

∗

⎡ ⎤δ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= + δ − − = + − − =⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= − −

3
2 2

0 20 �	 ;zS S∗

= =

3
2 2

/ 2 8 �	 36 �	 ;zS H S∗

= = =

2 3
2 2

16 �	 36 0,25(8 16) 20 �	 ;zS H S∗

= = = − − =

3 3 33

0,5 16
20 20 20 4 ;

2 2z
H

S S S S∗
δ ⋅

= − = − = −

3 3

* 3 *
320 �	 ; ��� S / 2 5 �	 S 0;z zS B= = = =
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���     

%����  ������
� 
� ���. 3.51, �.

>������
�� 
������
�� 

#���������
�� ������
 �������
�� 
������
�� � ����
�-

��	� $����  ����������, ��� ����������
�� �������
��


������
�� � ����
�� ����&
� $���� .

3.15. ����� �	�
	������� �������� 	�
���	�	 ��	����

+���	����	 ��
�����

�� &���� ��������� ������� � ���-
�����
�� ���	�� ����
�� ��
�� (���. 3.52, �), 
������

��
����� F, ��������*�� � ��� y. ��� y � z �������� ����
�	�
��
����
�	� ���	�.

3 10 �	S B= = 3 10 �	;S B= =

3

3
20 �	 .zS∗

= −

zS∗

*
2

2
�

2

2

5000 20
204 B/�	 ;

979,2 0,5

5000 36
368 B/�	 ;

979,2 0,5

5000 20
204 B/�	 ;

979,2 0,5

5000( 20)
204 B �	 .

979,2 0,5

y z
b

z

d

e

Q S

I b

⋅

τ = = =

⋅ ⋅

⋅

τ = =

⋅

⋅

τ = =

⋅

−

τ = =− ⋅

⋅

zS∗

zS∗

���. 3.52
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"�����	 ���	� �������
�	� ����
��	� � 
� �������
�� S
�� ���� ��
���� ������
�	 ����
��	, �����
�������
�	 �
����
�� ��
��, $��	�
� abcd (���. 3.52, �). B� �������� ���
��
������

��� $��	�
�� &���� ���������� 
��	��
��  � ��-
�����
��  
������
��, 
� ������
�� ���
� dc �� ����
�
���
���� &���� ���������� ���
�	��
� ����������

�� ����-
���
�� 
������
�� , ���
�� 
������
��	 
� ��������
���
��.

B��	��
�� ����, ��������*�� 
� $��	�
���
�� ���*����
dA 
� ������ ���
� b� $��	�
��, ���������

�� 
� �������
��

y �� ��� z , &���� ���
� 

���  — ������
� $��	�
���
�� ���*����.
+��
���������*�� 
��	��
�� ���, ����������

�� 
�

���
� bc, ���
�

(3.125)

D
������
� ���
���������*�� 
��	��
�� ���, �������-
�*�� 
� ����� ���
 ad $��	�
��, � �����	 ����, ��� ����&�-
�*�� 	�	�
� � ����	 ����
�� �������� �����*�
��  ��

���� �������
�� ���
� 
� dx, &����

(3.126)

+��
���������*�� �������
�� ���, ����������

�� 
�

���
� cd, ���
�  � 
�������
� � �����
� ������� ����
��
��������
� ��� x. 

���������� ��� ���� 
� �� x � ������
���� �� ��		� � 
�-
��, �������	

(3.127)

���

σ

τ

τ

,x
x

z

M y
dA dA

I
σ =

dA dS= δ

0 0 0

.
S S S

x x
x

z z

M y M
dS dS y dS

I I
σ δ = δ = δ∫ ∫ ∫

xdM

0 0

( ) .
S S

x x
x x

z

M dM
d dS y dS

I

+
σ + σ δ = δ∫ ∫

dxτδ

0 0

0
S S

x x x

z z

M dM M
y dS y dS dx

I I

+
δ − δ − τδ =∫ ∫

0

,
S

x

z

dM
y dS dx

I
δ = τδ∫
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������

(3.128)

I�������, ���  — �������
�� ����, 
�������

��

���� ��� y, ���	��� (3.128) ���������	 � ����

(3.129)

���  — �������
�� 
������
�� � ��������
�� ����� ����-

���
��� ����
��, ���������

�� 
� �������
�� S �� ���� ��
-
���� ��� 
� �������
�� y �� 
������
�� ��� z, ���
����*��
�� �������
�� ���� Qy.

!
������  ������������ ��&�� ����������� 	�	�
�

��
������
� 
������
�� ��� z ����� ���*��� ������� ����-

�� �� 0 �� S ��� ���������

�� ��'� ������
��� y. �&��
�-

��	 ��� ����� .

����� ���	��� (3.129) ���
�����
� ����'�	 � ����

(3.130)

G�	&��

�� �
������ ����������, ��� �������
�� 
����-

��
��  ���
�	��
� �������������� �� ���*�
�  ���
��

� 
�������
� �� �������
�� � ����
�� ��
�� ������� ����-


��. " �&*�	 ������ ���*�
� ���
��  	���� ��	�
���� � ��-
����	���� �� ������
��� S. +�������� �
������
�, 	��
� ��-
����� ���	��� ��� �������
�� 
������
�� ��� �������� ��-
�����
�� ���� F ���� ��� z:

(3.131)

��� Qz — �������
�� ����, ��������*�� ���� ��� z;  — ���-

�������� 	�	�
� ����� ����
�� ��
������
� ��� y; Iy — ������
	�	�
� �
����� ����
�� ��
������
� ��� y.

0

.
S

x

z

dM
y dS

dxI
τ = δ

δ
∫

x
y

dM
Q

dx
=

0

,
S

y
Qy

z

Q
y dS

I
τ = δ

δ
∫

Qy
τ

0

S

y dSδ∫

zS∗

*

.y z
Qy

z

Q S

I
τ =

⋅δ

Qy
τ δ

δ

,
z y

Qz
y

Q S

I

∗

τ =
δ

yS∗
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B� ����
�	 � 
��
�	 ����� ��
���� ����������� 	�	�
� S*
����
 
���, ��$��	� �������
�� 
������
�� � $��� ������
���
� 
���. B� 
������
�� ��� ����������� 	�	�
� S* �	���
	����	��
�� �
���
�� � �������
�� 
������
�� ����� &����
	����	��
�	.

B��&����	� ��	����, ��� � ���
��� ����
�� &���� ����������
� �������
�� 
������
��, ��������
�� �������
�	 ����	 Qy
� Qz, 
� $�� 
������
�� �	��� 	���� ������
� �� ����
�
�� �

������
��	�, ��������*�	� ���� ����
�� ��
�� �������,  �
� �������� �	� ���
�&������. >���� 
�������
�� �������
�� ��-
�� 
� ��������� 
� � ��
�� �� ����
�� ���� ����
�� �  �

 �������
�� 
������
��, �������	�� �������
�	� ��-
��	�,  ����&�������� ��		������� �� ���	���

(3.132)

��� Qy �  Qz — �������
�� ����, ��������*�� �� ���	 y �  z.

3.16. ����������� ������ ������ (������ ����
	���) 
�	�
	������� �������� �����
����� ��	�����

" �������*�	 ��������� &��� ������
� ���	���, �����-
���*�� ��������� �������
�� 
������
�� � ��&�� ����� ��-
��
�� ��
�����

��� ������� ��� �������� 
������� � 
�-
������
�� ����
�� ���� y � z.

��� �������
�	 ���	�	 ����&� ��
������
� ��� z ��
��-
���

�� 
���		�����
�� �� ��
�'�
�� � ��� y ����
��, ���-
�� �
�'
�� 
������� �������� ���� ��� y �����
�, � �������-

�� ����
���, ���	� �������
�� ���� Q � ����&��*��� 	�-
	�
�� M, ���
����� �����*�� 	�	�
� T (���. 3.53).

0yQ ≠

0,zQ ≠

,
y z z y

z y

Q S Q S

I I

∗ ∗

⋅ ⋅
τ = +

⋅ δ ⋅ δ

���. 3.53
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�� ���. 3.53, � ���	
��, �� ����������� ����������, 	�����
-
���� � �������� ������� ��� ������, ����
�� ������
 ���,
����� ��� �����	���� � �����
 ������� ������� O 	��� ���-
����
� ���
 Qy � ��
����� ����� T. ���� ��
����� ����� �
������� ��
�������, ��������� ����
��� 	���� ���	��� ��-
��� �����
� ���
 C, ��������� ���� ����������� �����-
����� �� 	��� ������ (���. 3.53, �). !�� ���� ���������� ����-
�	
 ����� ��� �����	
 �����	���. " �������������� ��#�-
��� �� �� ����	��� � ������ ������� �������.

$���	� ��� 	��� ���	
���� ���	������ ������ ������.
�����	
 ����� ���������� �	���, 	��	�������	 �	�	�	� ��

�

	
���	� ����������� ���������� � ������� 	� ����� ����� ����.

%�����, �� ����� ������ ����	� ����	��� � ������ ��
-
�����.

&�������� �������� ������� �������
�� ��#���
��������� #��� ��������� ������� ��� ������ � �-
������ �
��
 ������ ����������� ���������� ��������-
� ������ ������, ���� C (���. 3.54).

$�� y, z — ������� �� �������. %������� ���
 C �� �����
������, ��
���� 

 (3.133)

%	������ � (3. 133) ���������  �� (3.132):

(3.134)

���. 3.54

M dS r
A

τ τδ= ⋅ =∫ 0.

τ

0 0
0,

y z z y

A z y

A Ay z

f fA z f y f

Q S Q S
dS r

I I

Q Q
ydA zdA d

I I

∗ ∗

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ δ ⋅ =
⎜ ⎟δ δ
⎝ ⎠

⎡ ⎤
= + ω=⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫ ∫
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�	�  — ����������� ������ ��������

����� �������� ������� ����	��  ��������� ����-

��� ��� z, y; 
��������
� ��������� (3.134) � ������, ���	��

�  �   ��� ��� �� y, z — ������� ��������-

���.
$��������� ��
���

(3.135)

'���� �����, ���� ���� � �������� ������ ������,
	���� ���������� ���	
���� 
�����:

 � (3.136)

����� ����	��� � 
�������, ����	������ 	�� ���	���-
��� ������ ��
����� (#��
�� 3.64, 3.65). *��	�������,
����� ��
����� � ����� ������ ����	� ����	���, �� � ����-
����� 	������.

+��	��
 ���	������ ������ ������ ��������� �� ���-
����.

$���	���� ����������� ���������� � �������� �������
��������� /�������� ����� ��� �������� ������ � ���-
�������� ������� �	 	�������� ���� F, ����	����� �
��� y (���. 3.55, �).

7 ������� �� ��������� x � ���	�� ���� ����� �
	��
	��������� ���������� ����� Mx � ��������� ���� Qy, ���-
��� ���� F (���. 3.55, �). *���������� ����� ����� ����	�
�������, ���������� ��/� 
���� y, ����	���� �� 
����-
�� ������, �
	��

S ydA S zdAz y
f f

∗ ∗= =∫ ∫;

f

r dS d⋅ = ω.

Q

I
ydA ydA

Q

I
zdA zdAy

z A A

z

y A A

ω ω ω ω∫ ∫ ∫ ∫−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ + −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = 0,

ydA
A
∫ = 0 zdA

A

=∫ 0,

Q

I
ydA

Q

I
zdAy

z A

z

y A

ω ω∫ ∫+ = 0.

S ydAz
A

ω ω= =∫ 0 S zdAy
A

ω ω= =∫ 0,

S b
h h

y
h

y b h
h

yz
∗ = + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟δ δ δ

2 2 2

1

2 2 4

2
2 .
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8���������� ���������� � ������, ������ (3.130), �����

(3.137)

'���� �����, ����������� ���������� � ������ ������-
���� � ����
 �������. <� 
���� ���� 

(3.138)

�� 
���� ���������� �����

(3.139)

τ
δ

δ
xy

y

z

Q

I
b h

h
y=

⋅
⋅ ⋅ + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟2 4

2
2 .

���. 3. 55

τxy
y

z

Q bh

I
=

2
,

τxy
y

z

Q h

I
b

h= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2 4
.
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?�� ���	������ ���������� � ���� ����	�� ���������-
�� ������� �� ��������� z � ���� ����. *���������� �-
���� �������� ����� ���� ��������� �� z

(3.140)

%	������� (3.140) � (3.130), ��
����

(3.141)

7�������� (3.141) ���������, �� ����������� �������-
��� � ���� ������	��
����� ���� Qy � ���������� ������-
����� z, �� ���� ���� �� ����� �
��, 
 ������ 

7 ������ ���� ����������  ����� �� � ��������, ���

� � �������, � ���������� � ���������
� ����
. <�
���. 3.55, � ������� @���� ������	������ ����������� �����-
����� � ���
�
. A��� ���������� �	�� ���
�� �� ������-
��, �.�. ����������� ���������� �������� 	�� ���� ���� ����-
��� ������� �����������. $� ���� Qy � ����� �
	
� 	��-
������� ����������� ����������, ������������ �� y, 	���
�� �������� �������������� � @���� ������������ �����-
�������.

&���	�����
���� ����������� ��� � ����������� ������
�
	�� ����� ����	� @���� ����������, �������� ��
�����
 ������:

(3.142)

$���� ����� ������� �������

(3.143)

%	������� (3.143) � (3.142), ��
����

(3.144)

S z
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z
∗ = ⋅ ⋅δ

2
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⎝⎜
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'���� �����, ����������� ����������, 	�����
���� �
����������� ������, �������� ����	�����
��
� ���
 QC,
����
� �������� ���� Qy, ����������
� �	�� �� y.

8���������� ����������, 	�����
���� � ������� � ���-
��� �����, 	��� ����	�����
���� ����, ������������ ���-
������� �	�� ���	��� ����� ���:

(3.145)

%����	�� ������
 ���, ���������
� � ������� ����-
��� (���. 3.55, �), � �����
 ������� ������� �.

*����� ������ ��������, ��
��� ����	�����
��
�
QC = Qy � ����	�����
���� ����� MC, ������

(3.146)

7������� ����	�����
���� ���� QC �� ������� � ����
�����	���� � 	�� ���� ���� ����� �������� ���� Qy. 7���-
���� ����	�����
���� ������ ���������� ��� ���������
������� ���� �����	����.

*��	�������, ���� ���/��� ���� ��� �������� ������
	�����
�� � ������ ������� xy, � ����� �
	�� �� ���� ��-
��������, � � ����
�������� ��������� �� x �	 	������-
�� ��
����� ������, ����� MC. 7 ���
������ � ��������
����� ������� 	����������� ����������� ����������, ���-
������� ����������� ��� ��
����� ������� ������ ��-
#���. ?�����
���� � ������� ���������� ����� Mx ����-
���� � ������� ��������� ����������, ������������ �����-
����� �� x, ����� �� ��
� ��	����� ����� ���������
�� x, 
������/������� ����� MC. ���� ����� ��������-
�� ���� ��������� ����� � ��
����� ����� MC  ��� �����
�
��, ��������� ���� Qy � �������, � ������, ���/��� ����,
	���� ���	��� ����� �����
� ���
 C, ���������
�
�� �� z, ��������� ���� ����� ����������� ��� � ����-
��� �
	�� ����� �
�� (���. 3.55, ):

(3.147)

�	�  — ��������� � ������ ������� 	 ���� �.

Q
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�� (3.147), 
������� (3.143), (3.144) � (3.145), ��
����

(3.148)

�� ��������� (3.148) ���	
��, �� ������� ������ ����-
�� ���	������� ���� �������������� ��������� ������� �
�� �������, ��� � ����� ������� �������, � �������� � ������-
����� ���/��� ����
���. ?�
���� ������, �� ��� ���-
���������� ��� �����
� �������������
 ��������� �-
����� ��#���.

C����� ������ ���� ������� ����� ������������ �� ���-
��, ����� ���������� 	��� �����	� ����� ��� 	��� ����-
�	��� �����. %������ ���� �, � ���� �
�� ��������
���
, ���� ��������� ��
����� �����, ������� ��� ���	��
*.%. '��/��� � 1913 �. %����� ������ ������ ��� ���	��
� 1917 �. D.D. E��##���� � ?�. '�����. 

�� ���	������ ������ ������ ���	
��: �) ��	� � ����� ���-
���� ������� ���/��� ���, ��	�, ���� ��
�������
��
�����, ����� 	������� ��� � ���	� ������� 	���� ����-
������ �� ������ ������; �) 	�� �������, ������� 	�� ��
���������, ����� ������ ����	��� � ������ ������� ����-
���; �) 	�� ���������� ��#����, 
 ����� ���	��� �����

������ ������������ � ����, ����� ������ ����	��� � 	��-
�� ����, ��� ��� ����� ����������� ��� ���������
@��  ���� ����	� ����� �
�� (���. 3.56).

b
M

Q
a

hb

I

b ah bha

h bh
C

C

y z

= = + = + +
+

2 2 2

24

3 6

6

δ
.

���. 3.56
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<� ���. 3.56 ������� ������ ������ ���������� ��#�-
���, ������� �� �������������� ����
�������, ��#��-
�� I � II 
������ �����������, �	�� ����� ���������
���/��� ����
�� �
	�� �������� ����� ����� ����.

%�� ���������� ���������� ���� ������� ��#�-
�� (/���������, 
������), ��� ������ �� ���. 3.57, ��-
�������� ��� �� ���	�� ����� ����� ������, �@��
 �	
���������� ���� �� �
	
� ���������� � ����
��������.

<� ���. 3.58 ��� ������ 	�� ������� �����
������ ���-
������� ��������� ���/��� ����
��� ����� ������ ������
���� �.

���� 
�������� ��
����� � ������ ������ ��#���
(/���������, 
������), �� ������� 	����� ������������,
������� �� 	�
� /�������, 	�
� ��� ������� 
����.

������ 3.25. ?������, ������
� �����
  ��������� ��-
��, ����	���� ������ ������ � ������ ��
����� �� �������
������� /�������� ����� (���. 3.59).

���. 3.57 ���. 3.58

���. 3.59
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�������. %������ � ����� ������� ���
 F � ������ ������
(���. 3.59, �), ����� — ���
�������� ����� m (���. 3.59, �).
*��� F ����
 �� ����
������, � 
�� �����  ������� II �
-

	�� ����� �
��. $���	� �
	�� ����� �
�� � ����� ������ m

�� ����������� . $������� 
�� ����
������� ������� I

��� ��������� ������ m ����� . '�� ��� ������ ����-

��  ��������� ���� ����� ���� F �� ����������� 

	���� ���� ����� �
��, � ������� ����������� ���� C
(������ ������) 	��� ���� ���� �
��, �.�. ���� �
	�� ��-
������ ������ ��
�����.

������ 3.26. $���	����� ������� ������ ������ 	�� ��-
������� ��
��
��� ��#��� � ������� @���
 ����-

������� ����������. &�	�
� ���	��� ����� ��, ����-

�� ������ ��, ��������� ����  �< ���-

	�� ����� ����� �������� O (���. 3.60, �).

�������. %����� �� ������� ��� ����������� �������-

��� � ��	���� @���������
� ����	�
  �	 
���
 � �� y.
*���������� ����� �������� ����� ����	� ����-

����� �� z

Δ21

Δ21

Δ12

Δ12

r =10

δ = 0 5, Q Fy = =15

���. 3.60

dA rd= δ ϕ
ϕ

S r r d rz
o

∗ = ⋅ =∫ δ ϕ ϕ δ α
α

cos sin .2
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8���������� ���������� � �������, ���	������ ��	�-
���� ,

���, �	�������  ��
��� 

<��������� �	�� ���	��� ����� ���������� � ���
��-
	�����
 ����
:

���  

��� 

���  !���� ���������� ���	�������� ��
���. 3.60, �.

+���� ����������� ��� ��������� ���� � �����

% #��
�� (3.148) ���	�� ������� ������ ������ —
���
 �.

+���� ���� Qy, ��������� � ������ ������, ���������
�����
 ����������� ��� ��������� ���� O. 

������ 3.27.  %������ @���
 ����������� �����-
����� ��� ������ � ���	����� ������� ������ ������
	�� ��������� ��#��� (���. 3.61, �). '����� ������

 ��������� ���� � ������� Qy = 20 �<.
*������ ���	������� ���	��� ������.

�������. �������� �� ����� ��� ����������� �������-
���, ������� 
�������� ����������� ������ ��������
����� ����	� ��������� �� z � 
�������� �����������
���������� �� 
�������.

α

τ
δ

δ
δ

α=
⋅

=
⋅

∗Q S

I

Q r

I
y z

z

y

z

2

sin ,

I
r r r

z = =2

4 2

2 3π δ π δ
, τ

π δ
α=

⋅ ⋅
2Q

r
y

sin .

α τ= =0 0;

3
22 2 15 10

1910 H / �� ;max2 3,14 10 0,5

yQ

r

π ⋅ ⋅
α = τ = = =

π ⋅ ⋅ δ ⋅ ⋅

α π τ= = 0.

2

0 0 0

3

2 sin 2 4
sin

4 15 10 10
191 080 H ��.

3,14

y y y
C

Q r Q r Q r
M r d d

π π πα
= δτ α = = α α = =

π π π

⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅

∫ ∫ ∫

b
M

Q

Q r

Q

r
C

C

y

y

y

= =
⋅

⋅
= = ⋅ =

4 4 4 10

3 14
12 7

π π ,
, .��

δ = =0 5 8, , ,�� ��a
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"����� 1—2:

"����� 2—3:

  

���. 3.61

1 1 1
112

2
1 1

2 3 2
1 1 1 1

(1 30 )
2 2

1 1 2 2
0 0

( tg30 ) 1,577
2 2sin30

12,62 0,5 ;

(12,62 0,5 ) 20 10 (12,62 0,5 )
;

4744 0,5

2
2 ( tg30 ) ( )

2sin30

0,5
2

0,

z

y

z

a tg a

z

y y y
S a a y a

y y

Q y y y y

I

I a a y dy a y dy

∗

+

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= δ + − = − =⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠

= −

− ⋅ −
τ = =

⋅δ ⋅

⎡ ⎤
δ δ⎢ ⎥= + − + − =

⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

∫ ∫

�

�

�

�

�

12,616 8
2 2 4

1 1 2 2
0 0

2 0,5
(12,616 ) (8 ) 4744 �� .

5 1,4
y dy y dy

⎡ ⎤⋅
− + − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

2 22
2 1 1 2 223

2
1 1

2 9,78 0,39 5,6 0,35
2

12,62 0,5 ;

z
y

S y a y y y y

y y

∗
⎛ ⎞

= ⋅δ ⋅ − + − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −
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<��������� �	�� ���	��� ����� �� 1-� 
������:

���   ��� 

<��������� �	�� ���	��� ����� �� 2-� 
������:

���  ���  

!���� ����������� ���������� ������� �� ���. 3.61, �. 
%�������� �� ���
 �����	���� ����������� ��� ���
 �.
+���� ����������� ��� ��������� ���� � �����

8���������� ���� �� ���� 
������ ��������� ���� �
������ �� 	���. 

%������ ������ ������ ���	�� � (3.148):

������ 3.28. %������ @���
 ����������� ���������� �
���	����� ����� ������ 	�� z-������ ��#��� �	 	������-
�� �������� ���� Qy, ����������� �	�� �� y, ����	�-
���� � ���	��� ������ ������ ������� (���. 3.62). '�����
��#��� ��������, ������ d = 0,5 ��, ����� � ���	��� ��-
��� h = 18 ��, 	���� ��� b = 7 ��, ��������� ���� Q = 20 �<. 

3 2 2
2 2 1 1

2
20 10 (5,6 0,35 12,62 0,5 )

.
4744 0,5

y y y y⋅ − + −

τ =

⋅

y1 10 0= =τ ; y a1 30 8 0 577 4 62= = ⋅ =tg ��, ,

τ1

3 2
220 10 12 62 4 62 0 5 4 62

2372
402= ⋅ ⋅ − ⋅ =( , , , , )

/ .H ��

τ2

3
2 2

220 10 47 63 5 6 0 35

2372
=

⋅ + −( , , , )
;

y y

y2 2
20 402= =τ H ��/ ; y2 8= ��

τ2

3 2
220 10 47 63 5 6 8 0 35 8

2372
590= ⋅ + ⋅ − ⋅ =( , , , )

/ .H ��

M
dy

h
Q y y

I
C

a
y

z

= ⋅ =
⋅

⋅
∫

−
2

30
2

12 62 0 5

30
1

0

30
1 1 1

2

τ δ
δ

δ

tg

sin

( , , )

sin00

30

0

4 62 32

2
15 2

20 10 16 0 966

2372 0 5 1 4
12

a

a

tg

∫

∫

×

× = ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅

cos
,

, ,
(

,

,, , )

.

62 0 5

44 028

1 1
2

1y y dy− =

= H

b
M

QC
C

y

= = =44 028

20 000
2 2, .��
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�������. $�������� ��	��� ����� � ��, �� �� y, z ��-
������ ������������, � �� ��������. +���� ����������
��#��� �� ����� ��� ��������� � ������ �� 
	�� ���-
	���, ����
��� ����, �� ����������� ��������.

&�������� ������� ������������ �������. 
%
��� � �������� ������� ����� 	�����
�� ���������

���� Q � ���������� ����� M.
7 ���� ��
��� ���������� ����� �
	�� �������� �����

� ����������� xOy � ����������� xOz ��������.
<������� ���������� � ���� B � ��	������� y, z

�
	��

(3.149)

�	� Mz — ���������� �����, 	�����
���� � ������� xy; My —
���������� �����, 	�����
���� � ������� xz; E — �-
	
�� 
��
����;  — ��	�
� �������� � ������� xy;  —
��	�
� �������� � ������� xz. <���������� ������ Mz �

My ������ �� ���. 3.62, � �����-��������. 8������
 

�   �
	�� ������� ����������, ��	� �� ������� �-

��
����� � ����
 ���������� ����������� ��� x � y.
���������� ����� Mz ��������� �� z � 
����
���. 3.62, � �
	��

���. 3.62

σ σ σ
ρ ρx M M

y

z

z
z y

E
y

E
= + = − −( ) ( ) ,

ρy ρz

1

ρy

1

ρz
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(3.150)

���������� ����� My ��������� �� y

(3.151)

�	� Iz — ���� ����� ������� ������� ��������� �� z; Iy —
���� ����� ������� ������� ��������� �� y; yzy — ���-
�������� ����� ������� �������.

&�/�� (3.150) � (3.151) �������, ���	�� ��������  �

:

   (3.152)

%	������� (3.152) � (3.149), ��
���� #��
�
 	�� �����-
����� :

(3.153)

G��
�� (3.153) ���������� 	�	�!���	� "	�
��	� �����.
$�� ������� ���	����� ����������, ���� �������� Mz � My
��������� ����� ������ ������	��
������ �����������
���.

7 ��/�� ��	��� 	�����
�� ���� ����� Mz. *�����

(3.153) ����������  �
	��

M ydA
E

y dA
E

yzdF

EI EI

z x
A y A z A

y
z

z
zy

= = − − =

= − −

∫ ∫ ∫σ
ρ ρ

ρ ρ

2

1 1
.

M zdA
E

yz dA
E

z dA

EI EI

y x
A y A z A

y
zy

z
y

= = − − =

= − −

∫ ∫ ∫σ
ρ ρ

ρ ρ

2

1 1
,

1

ρy

1

ρz

1
2ρy

z y y zy

zy z y

M I M I

E I I I
=

−

−( )
;

1
2ρz

z zy y z

z y zy

M I M I

E I I I
=

−

−( )
.

σx

σx
z y y zy

z y zy

z zy y z

z y zy

z y y

M I M I y

I I I

M I M I z

I I I

M I M I

=
−

−
−

−

−
=

=
−

( ) ( )

(

2

zzy z zy y z

z y zy

y M I M I z

I Y I

) ( )
.

− −
−

σx
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(3.154)

%	������� ��������  �� (3.154) � (3.125) — (3.126)

(��. ���. 3.52), ��
���

(3.155)

������
� #��
�
 (3.155) , ������ @���
 �����������
���������� z-������ ��#���.

7������� ������������� �������������� �������:

  (�����  ��� ���� ��������

������������); 

8���������� ���������� � ������� S ������� ����

(3.156)

��� 

σx
z y zy

z y zy

M I y I z

I I I
=

⋅ − ⋅

−

( )
.

2

σx

2
0 0

2
0 0

2
0 0

( ) ;

( ) ( ) ;

.
( )

S S
z

x y zy
z y zy

S S
z z

x x y zy
z y zy

S S
y

Q y zyy
z y zy

M
dS I y I z dS

I J I

M dM
d dS I y I z dS

I I I

Q
I y dS I z dS

I I I

σ δ = ⋅ − ⋅ δ
−

+
σ + σ δ = ⋅ − ⋅ δ

−

⎡ ⎤
τ = δ − δ⎢ ⎥

δ − ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

I
h bh

z = +δ δ3 2

12 4
; 32

3yI b= δ
hδ3

12

I
hb

zy = δ 2

2
.

τ

δ δ δ δ δ

δ δ

Qy

yQ

h bh
b

h b

b
h

=

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅ −

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

×

×

3 2
3

2 2 4

3

12 4

2

3 4

2

3 2
ddS

hb
b S dS

Q S bS

hb h

Sn Sn

y

1
0

2

1 1
0

2

2

3 3 2

2

∫ ∫− −( )
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

=

=
−
−

δ δ

δ
( )� �

33b( ) ;

S Qy� = =0 0τ ;
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���  

��� 

'��
 ����������� @����  � ���	��� ������ ����

���	��, ����� 

8���������� ���������� � ������

��� 

��� 

��� 

D������� ��
��� @���
 ����������� ���������� ��
������ ������ �������. !���� ����������� ����������
������� �� ���. 3.62, �.

3.17. 	
��� ����� ���������� ������������ ��������
��������� ������

%�� ��������� ����
����� � ��������� �������� ��-
������� ������� ��
� 	��������� ���	
���� ������
#�����: ��������� ���� N, ��������� ���� Qy �  Qz, ����-
������ ������ Mz � My, ��
����� ����� ��������� ��
-

����� , ��
����� ����� ���	�� ��
����� #� � ���-

���� . *���������� ��������� � ����������� �������-
��� �
	
� ���	������� ��� �������������� �
��� �������-
���, ���������� ���	�� ������ #�����:

S b� = = 7 �� τQy
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
=3 20 10 3 7 2 7

0 5 18 7 2 18 3 7
3110

3 2 2
2( )

, ( )
/ ;H ��

S b= =/ ,2 3 5 ��

τQy
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
= −3 20 10 3 3 5 2 7 3 5

0 5 18 7 2 18 3 7
778

3 2
2( , , )

, ( )
/ .H ��

τQy

2
� � �

2
3 2 0, , 0.

3 Qy
S bS S b− = = τ =

τ
δ

δQy

y
SQ

h b h b
b

h
S dSc = +

⋅

−
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
∫3110

36

2 3

2

3 23 2 3
2 3

2 2
0( )

�
⎥⎥
⎥

=

= + −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

= + −3110 3 46
3

3110 99 18
2 3

2 2, ( ) ( );
δ b

hS S S S� � � �

S Qy�
�= =0 3110 2τ H ��/ ;

S
h

Qy�
�= = = + ⋅ − =

2
9 3110 99 9 18 9 11 1292 2�� H ��τ ( ) / ;

S h Qy�
�= = =18 3110 2�� H ��τ / .

Tω

Bω
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(3.157)

(3.158)

*��	
�� �������, �� ����������� ���������� � ��������
�� ������� ���������� �������� ����� �
���������
��������. %@��
 ����� ������� 	���� �����	����� �

���� ����������� ���������� � ��������
���� ������
�������.

*����� #����� N, Mz, My ���	������� ���	� �������
�� 
����� ��������� �������� ����� ��������� �����-
��. *���� #���� ������ � 	���������� ��������� ����-
���, �������� ���
������/����� �, ���	�������, �� �-
��� ���� ���	�� �� 
����� ���������. *����� #�����

 ���	������� ����� 
�� �����  ��� #
��-

��� 	��������� .
%������� ����������� ���� ������� ������� ���	�-

������ ����� ����������� �������� ������ ��
�����  �

 � 
�� �����  ��������� ������ ��
�����. *����-

���  �  ���	������� �� 	�##������������ 
��������:

(3.159)

(3.160)

"�������� (3.159) � (3.160) ��������� � ������ 	�##�-
����������� 
�������� ����
�� �� ���� ���, �� � ���
��	����� �� ���	�� ����� ������ ��
����� (������) ����-
���, � �� ����� ������ �������. ������������� ����� 
�����-
��� �	��� ��������������� � �
���� ����������� ����-
�����. A� ����������� ����������� �������� �������-
���� ����������� ����������� ���. $������� �������-
��� ��#��� ���	��� ���� ��
������ ��������� �
�@��
 �������� ����� ����������� ���	��
 ��
��-

���. %�� ���� ������ �����  (�	� b — /�����

σ ωω

ω
x

z

z

y

y

N

A

M

I
y

M

I
z

B

I
= + ⋅ + ⋅ + ⋅ ;

τ
δ δ δ

δω ω

ω
=

⋅
+

⋅
+

⋅
+

Q S

I

Q S

I

T S

I

T

I
y z

z

z y

y

c
�� �� ��

�

.

Bω

T T Bc , ,ω ω ϕ( )x

ψ( )x

w0

v0 ϕ
w0 v0

d w

dx

M

EI
y

y

2
0

2
= ;

d v

dx

M

EI
z

z

2
0
2

= .

b

δ
>15 20...
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������; — ������) ����������� ��#��� ���	��
 ��
-
����� ����������� ��
����
��. '��� �������� �������� ��
�-
����� ������������ ���������� � ���/��� ����� ����
����������� ���� ��� 	���������� �������� ������,
����������� 	��������� 	�� �� �������, �������� ��-
���� (���. 3.63, �), ��� ��������� �������� ���� 	�
�
������� (���. 3.63, �).

?�� ��#��� � ���� ���� ��
������ ��������� ���	-
�� ��
����� ����� ��������� � 
�������� ���������
��
����� (3.85) ��� ����������. 7 ���
������ ��
���

(3.161)

7 @�� ��
��� ���������, �� ���� ��
����� ����� � ����-
��� ������������� ������������ ������������ ��������-
� ��
�����. "�������� (3.161) ������	
���� ��������� ���

���
�����  %������������ ��
������ ���������
���	�� ��
����� ������� ���������� �������� ��/�-
��� ��	��. %������ �������� ������� ��#���� ���
�������� ����� (���. 3.64, �) ��� �������� 	��#���� �
	���� ������� (���. 3.64, �).

&����� ���������� �������� ���������� � ���	������
������ ������� ��������� ��#��� � ������� �������
��� ������� �������, ��������� ����� ��������� ��-
	���
� ���
 N � ���������� ������ Mz � My. A���� ���	�-
������ ������������� �������������� ��#���, �������
������ ������ (��
�����) C, ������� ��� xc, yc, zc, �����-

δ

���. 3.63

d

dx

T

EI

3

3

ϕ

ω
= − .

αl ≤ 0 5, .
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������� ������� ��� �������. %�	����� �� xc ����������

��� ������. +����� ����
��� ��������� �� xc 	���

���/��� ���
�������� ����� M, ������� ����
��� �� ��
yc � zc 	��� ��������� ���� Qx � Qy. 8�	� ����
��� ��������-

�� �� ������ xc, ���/��� ����� M ����� �
��.

������ 3.29. $���	����� ��������� � ����������� �����-

����� � /�������� �����, ����
����� ������ 

� , ������������ � ������� yx, ���	����

����� ����� ������� ������� (���. 3.65). %������� �������

����� ���	
���� �������: 
J
	�� �������, �� � ������ ��������� ����
��� ���������
����� 	��#�����, ���������
����  ��������� ���
�� ����-
���, � 	�
������� 	��������� �������.

�������. 7�������� �������������� �������� �������.

$���� ����� ������� , ������� ������

�������  � ������ ������  (��. ���-

��� 3.16). E������������ #���� �������� ������ ��-

#��� , ������� ������������ ����� ����-

��� ,  ��—1(��. ������ 3.18).

$���	����� ����� �������:

  

 

 

���. 3.64

F1 1000= H

F2 3000= H

b h= = =10 18 0 2�� �� ��, , , .δ

Iz = 421 2 4, ��

zc = 2 63, �� aP = −3 85, ��

I�� = 0 101 4, ��

Iω = 4580 4 6, �� α = ⋅ −3 10 3

Σm F F RBK D= ⋅ + ⋅ − ⋅ =1 225 65 100 0; RD = 2200 H;

Σm F F RBD = + ⋅ − =( ) , ;1 2 7 37 10 0� R� = 2948 H;

Σm F F RKE B= + ⋅ − ⋅ + ⋅ =( ) , ;1 2 2 63 2200 10 10 0 RB =1148 H.
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���. 3.65
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'�� ��� ��������� ����� �� ����� � ��
����� ���	��������
��� �������������� ����
����� �������, � �
�� ����-
���� �������
� ����
, ������� ���/��� ������ ��� ������	�-
��� ���� �� ���� ��������� ����� ������ ������ $—$.

&�������� �����, @���� ��������� ��� Qy, ����������
������ Mz � ��
����� ������ T ������� �� ���. 3.65.

 

!���� ������ ����������� ����	� , �����������

���������� ������ �������� �����  � ������	������ ��-

�������� � ������� 	��� �� ���. 3.66 (��. ������ 3.18).

%�������� #
����� 
��� ����� � ��	�

�	� 

R R RB B
1 2948 1148 1800= − = − =� H;

mD = ⋅ = ⋅2200 13 85 30 470, ;H ��

m1 1000 6 48 6480= ⋅ = ⋅, ;H ��

mB = ⋅ − ⋅ = − ⋅2948 3 85 1148 13 85 4550, , ;H ��

m2 3000 6 48 19 440= ⋅ = ⋅, .H ��

ωS

Sω
��

τω

���. 3.66

ϕ ϕ
ϕ
α

α α
α

α= +
′

+ − − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

− − −

0
0 0 0

1

1
1

sh ch shx
B

GI
x

T

GI
x x

m

GI
x a

� �

�

( )

11 12

α
α

α
αsh sh( ) ( ) ,x a

m

GI
x b x b−⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

− − − −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥�

a b T= = = − ⋅25 65 45500�� �� H ��; ; .
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*������, �� ����� ���� ������� �� ���� ������-
������, � ���� 	�����������, ������ ���� ���� ��-
�	� 	�����������. 7 @�� ��
��� �����: ��� x = 0

 ���  

%	������ ��������� 
����� ���  ��
-
��� 	�� ���� ����� �������

	�� 

?�##�������
� 
�������� 2 ���� � �������� , ��
-

��� 
�������� 	�� ���������� :

���	�

%	������� �������� , ��
���� 	�� ��	���� �������

#
����� 
��� ����� � ��	�

0 0 00, 0, 0, 0,B
ω

′′ϕ = ϕ = σ = = x l l= ′′ =ϕ 0.

0 25≤ ≤ =x a ��,

ϕ
ϕ
α

α
α

α=
′

− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0 0 1
sh shx

T

GI
x x

�

;

x a> = 25 ��

ϕ
ϕ
α

α
α

α
α

α=
′

− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− − − −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

−

−

0 0 11 1
sh sh shx

T

GI
x x

m

GI
x a x a

� �

( )

mm

GI
x b x b2 1

�

− − −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥α

αsh ( ) .

x l=
′ϕ0

′′ = ′ + + − + −ϕ ϕ α α α α α α α α0
0 1 2sh sh sh shx

T

GI
x

m

GI
x a

m

GI
x b

� � �

( ) ( ),

0 0 1 2
�

�

� �

1
sh sh ( ) sh ( )

sh

1
4550 0,3045 6480 0,2269 19 440 0,1052

0,3045

3,284 16 094,5
4900,88 .

T l m l a m l b
lGI

GI

GI GI

′ϕ = − α + α − + α − =⎡ ⎤⎣ ⎦α

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦⋅

= − ⋅ = −

φ0

0

� �

1 2

� �

16 094,5 1
sh sh

1 1
sh ( ) sh ( ) .

T
x x x

GI GI

m m
x a x a x b x b

GI GI

⎛ ⎞
ϕ = − α − − α −⎜ ⎟α α⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − − α − − − − α −⎢ ⎥ ⎢ ⎥α α⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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*������ ��������� 	�� ��
������� ������ #�����:

%����� @���� ������ #����� 

���   

  

��� 

���  

( ) ( )

( )

� � 0 1

2

16 094,5ch 1 ch 1 ch

1 ch ;

T GI x T x m x a

m x b

′ ⎡ ⎤= ϕ = − α − − α − − α − −⎣ ⎦

⎡ ⎤− − α −⎣ ⎦

B EI x
T

x
m

x a

m
x b

ω ωϕ
α

α
α

α
α

α

α
α

= − ′′ = − − − −

− −

16 094 5 0 1

2

,
( )

( );

sh sh sh

sh

T EI x T x m x a

m x b
ω ωϕ α α α

α
= − ′′′ = − − − −

− −
16 094 5 0 1

2

, ( )

( ).

ch ch ch

ch

T B T� , , :ω ω

x = 0 T� = − ⋅16 094 5, ;H ��

Bω = 0; Tω = − = ⋅16 094 5 4550 11 544 5, , ;H ��

x = 25 ��

T� = − ⋅ − −( ) = − ⋅16 094 5 1 0028 4550 1 1 0028 16 126 8, , , , H ��;

Bω = − ⋅ = ⋅16 094 5

0 003
0 0751

4550

0 003
0 0751 288 997 2,

,
,

,
, ;H ��

Tω = ⋅ − ⋅ = ⋅16 094 5 1 0028 4550 1 0028 11 577, , , ;H ��

x = 65 ��

T� = − ⋅ − −( ) − −( ) =

= − ⋅

16 094 5 1 0191 4550 1 1 0191 6480 1 1 0072

16 268

, , , ,

H ���;

2

16 094,5 4550
0,1962 0,1962

0,003 0,003

6480
0,1203 495 162 H �� ;

0,003

B
ω
= − ⋅ −

− ⋅ = ⋅

Tω = ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅16 094 5 1 0191 4550 1 0191 6480 1 0072 5238, , , , H ��;

T

�
ω = ⋅ − ⋅ − = ⋅
=

16 094 5 1 0028 4550 1 0028 6480 5097

25

, , ,

;

H ��,
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��� 

!����  	��� �� ���. 3.65.
7������� ��������� � ����������� ���������� 	�� ����-

��� (%) � ������ @���� �� ������	������ � �������
(���. 3.67).

x =100 ��
T� = − ⋅ − − − − −

− −

16 094 5 1 0453 4550 1 1 0453 6480 1 1 0253

19 440 1 1

, , ( , ) ( , )

,, ,0055 16 346 5( ) = − ⋅H ��;

Bω = ⋅ − ⋅ − ⋅ −

−

16 094 5

0 003
0 3045

4550

0 003
0 3045

6480

0 003
0 2269

,

,
,

,
,

,
,

119 440

0 003
0 1052 0

,
, ;⋅ =

16 094,5 1,0453 4550 1,0453 6480 1,0253

19 440 1,0055 14 123,5 H ��;

T
ω
= ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ = − ⋅

Tω = − = − ⋅5238 19 440 14 202 H ��,

x = 65 ��.

T B T� , ,ω ω

���. 3.67
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D����� ���
������ ���������, �� ������-
��� � ����������� ������������ ����������
���������� �����/��� ���������� � ������-
���� ������ � � �������� ����. *��������
��
����� �������� �� ���� ��������� � ������-
�� ������� ���
�������� ������ m1 � m2.

7 �
��� «*���������� ���������» ��� ��
-
����� ���� «7����������� ���������� � ���-
���» ����	� � �������� ������� �������������-
�� �������� ��#��� (/������, 	�
����), �
���� ��� ����� ������	������� ��	�����
����. %�� ���	������ ��������� ����������

���������� ���� ��������� ���� � ������-
���� ������ ��������� ������� ��� ����-
���. 7 	�������������� ��� ������������ ���-
������� � ������ ���������� ��������, � �-

2
( )

2

2

2�
�

�

��
2

max

77 000 9
1645 H / �� ;

421,2

495 162 34,6
3740 H / �� ;

4580,4

495 162 55,4
5989 H / �� ;

4580,4

16 268 0,2
32 214 H / �� ;

0,101

14 202 34,5
535 H / �� ;

4580,4 0,2

14

z
x Mz

z

M y

I

B

I

T

I

T S

I

ω

ω

ω

ω ω

ω

ω

ω

⋅ ⋅
σ = = = ±

⋅ω ⋅
σ = = = ±

⋅
σ = = ±

δ ⋅
τ = = − = −

⋅
τ = = − = −

δ ⋅

τ = −
2

��
2

max

�� 3

2

202 21,34
331 H / �� ;

4580,4 0,2

2200 26,1
682 H / �� ;

0,2 421,2

10 0,2 9 9 0,2 4,5 26,1 �� ;

2200(10 0,2 9)
470 H / �� .

0,2 421,2

y z
Q

z

z

Qy

Q S

I

S

⋅
= −

⋅

⋅
τ = = =

δ ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅
τ = =

⋅

���. 3.68
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���� ������� � �������� ��#���, ����	
 � �����������
(�������) � ������ �����	�� ����
������� �������
(���. 3.68) �	 	�������� ���������� � ������� �������a

�	�  — �������� ����������� ����	� 	�� ���� ����-

����� ���/��� ���� F.

������ 3.30. $���	����� ����������� �������� �����-
����� ��� ������������ ������ 	�
������ ������� 	��-
�� 100 �� � �������� �� � ����������� ��� 
���� ��������. 

&��	: 	�
���� № 18, F = 100 000 H (���. 3.69).
�������. 7��������� �������������� ��#��� �� ����.

%.4:

8��
� �������, @���� ������ ����������� ����	� �
@���� ����������� ���������� ������ �������� ���-
�� ������� �����	��� �� ���. 3.70.

B dA FS
A

S0 = = ⋅∫ ( ) ,σ ω ωω

ωS

���. 3.69

A I W I

W I

z z y

y

= = = =

= =

30 6 1660 185 122

26 0 11

2 4 3 4

3

, , , , ,

, , ,

�� �� �� ��

�� � 337 8219

0 8 10 11 37

2 10 8219
0 023

4 6

7

7
1

�� ��, ,

, ,
, .–

Iω

α

=

= ⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ��
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7�
������� ������ #����� � �������

 

 

J������ 

7 	���� ��
���, ��� ��� ���/��� ���
�������� ����� �
�������� ������� ����� �
��, ��/���� ��� ���� ��
-
����, ������
� 	��	�� 
�������� (3.84). $	��� � �����
��������� ������ ���	��� ������ #
����� 
��� ���-
�� � ��	�

7 ������ ��	���� ��� x = 0 �����

������
� ��������� 
�����, ���	�� � .

%�� 

���	�

%	�������  �  � 
��������, ���� ������ �������-

����� ��
����

���. 3.70

Nx = −100 000 H; Mz = ⋅ = ⋅100 000 8 5 850 000, H ��;

M y = ⋅ = ⋅100 000 4 7 470 000, .H ��

B F S0
2100 000 38 9 3 890 000= ⋅ = ⋅ = ⋅ω , .H ��

ϕ ϕ
ϕ
α

α α
α

α= +
′

+ − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟0

0 0 01
1

sh ch shx
B

GI
x

T

GI
x x

� �

( ) .

B T0
2

03 890 000 0= ⋅ =H �� ; .

ϕ0 ′ϕ0

x l= = = ′ =100 0 00 0�� ϕ ϕ; ,

0 0 0
0 0

� �

0 0
0 0

� �

sh (1 ch ); ch sh ;

ch sh 0; th .l

B B
l l x x

GI GI

B B
l l l

GI GI

′ϕ
′ ′ϕ = − α − − α ϕ = ϕ α − α α

α

′ ′ ′ϕ = ϕ α − α α = ϕ = α α

ϕ0 ′ϕ0
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$���	����� ��
������� ������ #�����.
�� ����. %.17

 

%����� @���� ������ #����� � 
��� ����� :

��� 

��� 

ϕ α α α α α α= − + −
B

GI
l l l l x x0

�

( ).ch th sh th sh ch

ch ch0 023 100 2 3 5 04, , , ;⋅ = = th sh2 3 0 98 2 3 4 94, , ; , , ;= =

0

�

� � 0

0

0

(0,2 0,98sh ch );

(0,98 ch sh );

(ch 0,98sh );

(sh 0,98ch ).

B
x x

GI

T GI B x x

B EI B x x

T EI B x x

ω ω

ω ω

ϕ = + α − α

′= ϕ = ⋅α α − α

′′= − ϕ = α − α

′′′= − ϕ = α α − α

ϕ
x = 0

�

2
0

7

3 890 000 0,023 0,98 87681 H ��;

3 890 000 H �� ;

3 890 000 0,023 0,98 87 681 H ��;

3 890 000
(0,2 1) 0,034 ��	 1,95 ;

0,8 10 11,37

T

B B

T

ω

ω

= ⋅ ⋅ = ⋅

= = ⋅

= − ⋅ ⋅ = − ⋅

ϕ = − = − = −

⋅ ⋅

�

x
l= =
2

50 ��

�

2

7

3 890 000 0,023(0,98 1,7374 1,4208) 25 217 H ��;

3 890 000(1,7374 0,98 1,4208) 1 342 050 H �� ;

3 890 000 0,023(1,4208 0,98 1,7374) 25 217 H ��;

3 890 000
(0,2 0,98 1,4208 1,7374)

0,8 10 11,37

0,0062 0,36

T

B

T

ω

ω

= ⋅ ⋅ − = ⋅

= − ⋅ = ⋅

= ⋅ − ⋅ = − ⋅

ϕ = + ⋅ − =

⋅ ⋅

= − = − ;�
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��� 

!���� Tc, Bω
, T

ω
, α �����	��� �� ���. 3.69.

7������� ������/�� ���������� � ������� 	�
�����,
���������� 
 ���	�� ���� �������:

 

!���� ������	������ ���������� � ������� �����	���
�� ���. 3.71.

D����� @��� ������	������ ��������� ���������� ���-
������, �� ����������� �������� ���������� � 
����

�������� ���������  %�� ������� 	�
���-

�� �� ������������ ������ � #��
��� ����������� ����-

�����  �.�. ����/���� ���������� �-

x = =l 100 ��

�

2

3 890 000 0,023(0,98 5,037 4,937) 0;

3 890 000(5,037 0,98 4,937) 773 099 H �� ;

T

B
ω

= ⋅ ⋅ − =

= − ⋅ = ⋅

7

3 890 000 0,023(4,937 0,98 5,0372) 0;

3 890 000
(0,2 0,98 4,937 5,037) 0,0062 0.

0,8 10 11,37

T
ω
= ⋅ − ⋅ =

ϕ = + ⋅ − = − =

⋅ ⋅

σx N
F

A( ) ,
/ ;= = − = −100 000

30 6
3268 2H ��

2
( )

850 000
4595 H / �� ;

185x Mz
σ = =

σx My( ) / ;= =470 000

26
18 077 2H ��

23 890 000 38,9
18 411 H / �� ;

8219

B

I
ω

ω

ω

⋅ ω ⋅

σ = = =

τ
δω

ω ω

ω
=

⋅
= − ⋅

⋅
= −

T S

I

�� 87 681 97 8

8219 1 07
975 2,

,
/ ;H ��

τ
δ

�
�

�

= = ⋅ =
#

I

87 681 1 07

11 37
8251 2,

,
/ .H ��

σx = 44 351 2H ��/ .

σx = 25 940 2H ��/ ,
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�������� 41,5%. ?�� ������� ���� ������������� ������-
��� ���� � ��������� 	��� ����� #��
�� 	�� ��
����-
��� ������ #����� (����. %.18—%.20).

���. 3.71
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������ �	���
�

4.1. ���������� � �������� ������� ������ 
������ ������

������� ����, 	 ����
��� ������ ������� ������ 
����-

�� ����
�����, ���������� �������	
. ��� ������ �����
����� ����� ���������� 
����
� ����
�����, ������� ��-
�������� �	��	
, ��� ������ ����� �����, ���������� ���-
�	
. ���������, ������� ������� �����	 �������, ������-
���� ������	
 ��	��	����. ��
������� �
������ ��������
� ������� �
���� ��
��	�� ����	
 �������.

�� ��
�� ����	
� ������� ������� �� ������, ��������-
���, ����	��	����  �.�. ��������� 
���
���
����� � ���-
��� ��!� �
	����  �
���	������� �������, 
�����!��
�� ���. ��� �������� ������ ��, ��
�����	��
��� �
�
������ ��������, ������� ����
�
	����, �
����
��
�	 ����
����� ������� �
����, ��������	! �����	
 �	-
����	����. "�
�� 	�
	��� ����
����� ��
��������� ��
��-
��
�� ������� �
�����. �������, 	 ����
�� �
��� ����-
�� ������, ������!��� �������. #�������, ��� 	 $��
������ �
������ ����
������ �
 ���� �� ��������� ��-
��
��%� 
����&���  �&���, � ���� �
������ ��������
��
�����!��� ������ ��
�������, ��
���������� ��
���-
����� ��� ������� ����� �
����
���!�. '�� &�����
������ �
���� �
�%� �	��
���% ������� ��.

�������, �
��� ����
�� �����
� � ������� � ���-
������� �� �
�������, ������!��� ������� � ���������.
�
 ���� ���� ������ �
������ ����
������ ���������
����������� ����
��% 
����&���. '�� ���� ������
�
�%� �	��
���% ���
����. ��
�������  ��������-
��� ���
�&��� ���&�� ��
��������� � 	����� ����
��%

����&��� �
������ ����
�����.

( ����� �	
�� � �������� �	�	� 
������
������ ������
����� &����� �������.

)��
� ���� &����� ������ �������� �
����������
����� 
����� �
������� ���
 	�
	����, ���������� ��
����	!�� �������� *
�����:
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�) ������� �
���� ��
�����, �������� ����
�� ��
��� �
�
������ �������� �� ����
��% ����!��� ��
�����	-
��
��� � �
������ ����
����� ������� ����� ����
��-
%. /�� �������, ���������� ������� 0�
�	�� �
 ����
�����, 	����������� ������� ����� ������� ��
�������
 ����������� ���
�&��� �� ������ �������;

�) ������� � ����������� ����� ������� �
	� �� �
	��,
�������� ����
�� ��
�������  ����������� ���
�&���-
� � ���������, ��
��������� �
������ ��������, ��&��
�
����
���  ������ ���
�&����� �������� ����
��� ����-
��� ������.

'�� ��� ������� *
����� ���
�����. 
( ��������� �
��� � �������
��� ������	!��� ��-

���
�����  �
���
�����  �������, ������������ � �����-
����� ����
����, ����
�������� 
��
��, ��!�� ���
�,
����%�  �.�. 1����� ���� ������ ������ �� �
����� ������
�	
��  
������
������ � ���%������ ���
��	
�.

4.2. ��������!���"��� #�������� ������ 
���$�% &���$�% ������

1������&� �
���	�����	! ������	 � ����
����� ��-

���� ���
���� ���, ����� ���
������� ���������  ���-
������ �� �
������ ���������!, ���  ��������� � ���-
���, � ���  — � ��
����� ���
���� �������. 2��  ��-
�
��� ���, �
���� ����� ��� �	��� ������ ����&����-
��� (
�. 4.1, �).

�
 ���� ������� ��� �������� ������ �� ����
�
������ �������� ���	��!� ��
������� , ��-

��������� �� , ������� �� ��	� ���
����   . �

$��� �
������ ��������� �
��
������� � ����
������ ����-
��� �
����.

�
��������� ����� � �
������ �������� ��
��������

� ����	 . #������� ������� ���������� ��
����� ��
-

���� � �
������ ����
����� � �����  ����
����� �����-
������ ��
������������ ����&���   
������&��� � �� 
��� 	����    (���  — 	��� ����
��� ��
���  � ����-

����   — 	��� ����
��� ��
��� � �������� )

(
�. 4.1, �). �� 
�. 4.1, � 	��� ����
��� ��
���  � ����
�-

x y0
x

y z

w f x y= ( , )
z x y

M1

M1
n z

vx vy vx nx

z x0 ; vy ny z y0

n
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������� ����
����� �
��������� �	���� ��	� 	����  

� ���
����� ����    . �� ������� ������� *
���-

�� 	��� ����
��� ��
�����     �	�	� 
���� 	���� �����-

�� ����������� � �
������ ����
����� � �����  � ����-

������  

  (4.1)

( ��
�	��� (4.1) �
������� ���� «��	�», ��� ��� �
���
 ��� �������� ����&�������.
��
������� ����� ����  �
��������� ���� �����-

�� �, 
������&����� �� 
�������  �� �
������ �������-
�, �	�	� (��. 
�. 4.1, �).

 (4.2)

(4.3)

vx

vy x y

nx ny

M1

z x0 z y0 :

���. 4.1

v w xx = −∂ ∂/ ; v w yy = −∂ ∂/ .

w
x y,

z

u v z z
�w

�xx= ⋅ = − ;

u v z z
�w

�yy= ⋅ = − .



310

(�������	���� 	
������� *��, �������!�� ����
-
��%  ��
������� ��� �������� ���
�&������ ��������:

    (4.4)

�
 ������� ���
�&����� �������  ����
��-

%, �������� ����������	 �����	 <	��, ��!� ����	!��
��:

  (4.5)

1���� 	
������ (4.5) ����������� ���
�&���, ���	����

(4.6)

(�
��� ����
��% (4.4) ��
�� �
���� :

(4.7)

�������� (4.7) � (4.6), ������������ ���	��

(4.8)

εx
�u

�x
= ; εy

�v

�y
= ; γxy

�v

�x

�u

�y
= + .

( )σz = 0

ε σ μσx x yE
= −1

( ); γ
τ μ τxy

xy
xyG E

= = +2 1( )
;

ε σ μσy y �E
= −1

( ).

σ
μ

ε με

σ
μ

ε με

τ γ
μ

γ

x x y

y y x

xy xy xy

E

E

G
E

=
−

+

=
−

+

= =
+

1

1

2 1

2

2

( ) ;

( ) ;

( )
.

w

ε

ε

γ

x

y

xy

� w

�x
z

� w

�y
y

z
� w

�x�y

� w

�y�x
z

�

= −

= −

= − +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

2

2

2

2

2 2

2

;

;

22w

�x�y
.

σ
μ

μx
E z � w

�x

� w

�y
= − ⋅

−
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟1 2

2

2

2

2
;

σ
μ

μy
E z � w

�y

� w

�x
= − ⋅

−
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟1 2

2

2

2

2
;
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( ��
�&���� (4.8) ������   �
��������!�

����� �
���� �
������ ����
����� � ����������   

(
�. 4.2, �, �); ������  — �
	���� ����
����� ����-

������� ����    (
�. 4.2, �).
(����� � ������� ����� $������, ���
	&����� 
���
�-

�������� ���
	���� �����������!  (
�. 4.3).

( ���� , 
������&����� �� 
�������  �� �
������
��������, �	�	� ����������� ��
�������   ��������-

���  ���
�&��� (��. 
�. 4.3). *���������� ���
�-

&���  ���
������ ��
��������� �� ������ �������

τ
μxy

E z � w

�x�y
= − ⋅

+
⋅

1

2

.

− � w

�x

2

2
; − � w

�y

2

2

xz yz

− � w

�x�y

2

x y

q

���. 4.2

���. 4.3

dz z
σ σx y,

τ τ τxy xz yz, ,

τxy
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. 2� �����!��� �� �������	 �����	, � �
������ ����
�-
����  
���� �	�! (��. 
�. 4.3). *���������� ���
�&�-
��    ���
������ ��
�������, �� ����
������� ����-

��� �� 
���� �	�!, �� �
������ ����
����� ������!�
�����	��. /� ���
�&��� ��!� ���	! �����	, �� �
��-
����� ���!� ������������  � 
������� � �� ��
�����!�.

2����� ����
����� ���   , �
��������!�� �����


����������	!�� ����������� ���
�&���    ����-

!��� �	����������  ���&�� 	��������� � 	
������� 
��-
������.

����
����� ���  ������� �
���� ������� � ���%�
���� ������ �
������ ��������, �
 $���  ������ ����-
����!�, ��
�������� ����� �� 
������������ ��
��������
���������, � ����
�� ������	�� ������ ������ �����
 (��-

�
��
,  ������!�, ��� ����!�� ������  ����
��-

��� ��� ������	!� � ��
�������� ��������, ��
���������
�� ).

#��  ������� ���
�!��� � ���%�� ����������

��
�������   ����������� ���
�&���   ,


���
��������� �� 	������� ������� �
�� �
 ����
-


���� �� ������ ������� ��!� ����!��  

�
	����  �������, � ����������� ���
�&���  

 — ����
����� ��� :

     

(4.9)

�������� � (4.9) ��
�&��� ���
�&��� � (4.8), �����
����

����� ��   �
����� �
���
������� ���	��

δ
mn�

τxz τyz

Qx Qy

τxz τyz ,

� Qx x,

x

�/��, (� ��)/��⋅ .

σ σx y, τxy τyx

M Mx y,

T Txy yx, τxz

τyz Q Qx y,

M zdzx x= ⋅
−

∫ σ
δ

δ

;

2

2
M zdzy y= ⋅

−

∫ σ
δ

δ

;

2

2
T zdzxy xy= ⋅

−

∫ τ
δ

δ

;

2

2

T zdzyx yx= ⋅
−

∫ τ
δ

δ

;

2

2
Q dzx xz= ⋅

−

∫ τ
δ

δ

;

2

2
Q dzy yz= ⋅

−

∫ τ
δ

δ

.

2

2

z
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

���  — %���
������ &��������

�������.

#�������� ��
�	�� ���     (4.8) �    (4.10),

������

(4.13)

B� ��
�	� (4.13) ����	��, ��� �������� ��
������� ��-
�
�&��� ������!� �� ��
����  �&��� ����
������� ����-

��� �
 

C�������� � ��
�	� ���  (4.8)  � (4.12) ���	��

(4.14)

#������� (4.14) �������� ����������� ���
�&��� 

������	!� 	 ��
����  �&��� ����
������� �������
(
�. 4.4).

M D
� w

�x

� w

�y
x = − +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

2

2

2

2
μ ;

M D
� w

�y

� w

�x
y = − +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

2

2

2

2
μ ;

T T T D
� w

�x�yxy yx= = = − −( ) ,1
2

μ

D
E

z dz
E=

−
=

−
−

∫
1 12 12

2
3

2

2

2

μ
δ
μδ

δ

( )

σx σy Mx M y

σ
μ

μ
δx

x x

y

E z M

E

M z

I
= − ⋅

−
−

⋅ −⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

⋅
1

12 1
2

2

3

( )
,

σy
y

x

M z

I
=

⋅
.

z = ±( / ).δ 2

τxy

τ
μ

μ
δxy

x

E z T

E

T z

I
= − ⋅

+
− ⋅ +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
= ⋅

1

12 1
3

( )
.

τxy

���. 4.4
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D
������ (4.10—4.12) ��������!�, ��� ����!�� ��-

�����   �
	���� ������ � ��
�����!��� �	��%��

. '�� ����&���� $��� �	��% ��������� 
������-


��� 
�������� $������� �������  �������� �������!��
	
������. '�� ���������� 
������
� 
�������� $�������

 �
������ ����
�����, � ����
��	 �
��&� ��	�
��-
�� ���, � �� ����
����� — 
����������	!�	! ��������

�������  (
�. 4.5, �, �). #��  �������, �
��&�����

� �
��������&��� �
����, � 	�������� ���
����  

 ���	��!� �

�����.
#������ 	
������ �
���%� ���� �� �� ��
���� � �
�-

����� ����
�����:

M Mx y,

w x y( , )

dxdy

qdxdy

dx

dy

���. 4.5

0.
2

y x
y y � x

�Q �Q dx
Q dy dx Q dx Q dx dy Q dy qdxdy

�y �x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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1���
���� �����  
������ ����� 	
������ �� dx, dy
���	��

(4.15)

D
������ �������� ����������� �� :

�
����
���� ������� ������� ��
���� ������  
����-

�� ��� ����� �� , ���	��

(4.16)

C�������� � 	
������ �������� ����������� �� 

(4.17)

2�������� 	
������ 	��������
�!��� ��&���������. 

�������� � 	
������ (4.15) �������   � 	
����-

�� (4.16)  (4.17), ����� �
���
������� ���	��

(4.18)

E����� ������� ��������  � ��
�	�� (4.18),

������

(4.19)

�Q

�x

�Q

�y
qx y+ − = 0.

y

− + +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − +

+ +

M dy M M
�M

�x
dx dy T

�T

�y
dy dx Tdx

Q
�Q

�x
dx

x x
x

x
x⎛⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − −

− =

dydx Q
�Q

�y
dy dx

dx
Q dx

dx

qdxdy
dx

y
y

y2 2

2
0.

dxdy

�M

�x

�T

�y
Qx

x+ + = 0.

x

�M

�y

�T

�x
Qx

y+ + = 0.

Qx Qy

� M

�x

� T

�x�y

� M

�y
qx y

2

2

2 2

2
2+ + = .

M M Tx y, ,

− +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − − −

− +

D
� w

�x

� w

�x �y
D

� w

�x �y

D
� w

�y

� w

4

4

4

2 2

4

2 2

4

4

4

2 1μ μ

μ

( )

��x �y
q

2 2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = .
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1������ (4.19) �� D, ����� �
����� �
���
������� ����-
�������� ���	��

(4.20)

(���� ����
��%������ ���
���
 F������:

	
������ 4.20 ��&�� ������� ���:

(4.21)

D
������ (4.20) ������ ������!� �������� �	!�� "�-
��, ���	����� ��� � 1813 �. E��������	! ���
! ���� ����-
�� �
������� ����� � 1820 �.  ��	������� �� � 1823 �. 

1����� ������, �������� ���&�����	, �
��	�� ����� �	��-

% �
����� , �� ����
�� ������ ��
�����!���

��	�
���� ������ �����
�  ���
�&���.
"	��%� �
����� ���&�� 	��������
��� 	
�����! (4.20)

 ��	� �
������ 	������ �� ����	
�.
1������
� ������
�� ��
���� �
������ 	�����.
1. *
�� ������� �������� (
�. 4.6, �).
( $��� ��	��� �
���  	��� ����
��� ������� �������&-

��. <
������ 	����� �	�	� .

2. *
�� ������� ���
����� ��
�
�� (
�. 4.6, �). ( ���-
��� ��	��� �� �
�! �	�	� 
���� �	�! �
���  ����!��
������. <
������ 	����� ��!� ����	!�� ��:

 �, ������	� (4.10), ������

� w

�x

� w

�x �y

� w

�y

q

D

4

4

4

2 2

4

4
2+ + = .

∇ = +2
2

2

2

2

�

�x

�

�y
,

�

�x

�

�y

� w

�x

� w

�y

q

D

2

2

2

2

2

2

2

2
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = .

w w x y= ( , )

���. 4.6

w �w �x= =0 0; /

w Mx= =0 0; ,

� w

�x

� w

�y

2

2

2

2
0+ =μ .
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��� �
�� ������� �� ��  �
����������, �� 

 �
������ 	����� �	��� .

3. *
�� ������� �������� (
�. 4.6, �). �� ��������� �
�!
���
�&��� 
���� �	�!, � �������������, 
���� �	�!  ��	�-

���� ������ �����
�. �� ������������� �� �
���
�����-
���, ��������� � ������� 
���
���������� �� �
�! �������
�
	������ ������� $����������� ����
����� ���
	����, ��-
���� �
������ 	����� ��� ���������� �
��:

*���� �	��%� , 	��������
�!��� 	
�����! (4.20) 
�
������ 	������, �������, ��
�����!� �������

, �� ����
�� ������� ���
�&��� � �������

, ������!� ������� ���
�&���  �� ����������	-

!��� ���
 �
������ �
������� �%���	 �
������.

���'�� 4.1. )
��	���� ��
������ �	��%! �
�����  ��-
������ ��
������� ���
�&���    ��� �
���	����-

��� ������� 
����
�� 
������� ��
�
�� ���
�� �� ����	
	  ���
	&��� 
������
-

�� 
���
��������� ���
	����  (
�. 4.7).
�������. ����&���� �	��% �
���� �
��	�� ����

�-

���� ������
������ ����
��%������� 	
������ �����
-
���� ��
���� � ������� �
�������� � ���������� ��$��-
%�����. ���� ������ ����������� 
����� ���	���� ����-
�� ��� ������
�� ���� �����. ��$���	 �
 
������ �
���-
	������� ������ �����	!��� �
�������
����� 
����.
)�� ��� ����&��� ���� ��
��������� ��	�� ���������
���
������   , �� �	��%! �
���� �
��� � ���
�������� 
���:

y
� w

�y

2

2
0=

� w

�x

2

2
0=

� w

�x

� w

�y

�

�x

� w

�x

� w

�y

2

2

2

2

2

2

2

2

0

2 0

+ =

+ −( )
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

μ

μ

;

.

w

M M Tx y, ,

σ σ τx y xy, ,

σx σy

a b= = =20 15 0 6�� �� ��, , , .δ

q =100 2�/��

x y
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(4.22)

<
������ 	����� ����	!��:

�
       

�
      

#������� �
���	 �������� �	��
����� ��&��� ����

��� (4.22) ��� �������� ����������� 
����. �
���
�� �
�-

����� 	����� ����������, ��� �	��%�  � 	������-

��
���.

'�� ��
������� ��$��%�����  �
�����
��%
	-

�� ��
�&��� (4.22)  �������� � �������� 	
������ (4.20).
����� �����&��� �
���
������� ���	��

(4.23)

#������� 	
�����! (4.23) �
��	! ����� ���������
�
�������� � ��� �������� 
���. D���&� ��� ����

	
������ (4.23) ������� ��  , ��������

, �
�����

	�� � �
������ �� 0 �� b,

���. 4.7

w x y a
m x

a

n y

bmn
nm

( , ) sin sin .= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟=

∞

=

∞
∑∑

π π
11

x = 0 x a= � w

�x
w

2

2
0 0= =, ;

y = 0 y b= � w

�y
w

2

2
0 0= =, .

w x y( , )

amn

π π π4
2

2

2

2
1

D a
m

a

n

b

m x

a

n y

b
qmn

n
sin sin sin .+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

=

∞∞

=

∞
∑∑

m 1

sin
� y

a
dy

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

c Da
m

a

n

b
mn mn= +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟π4
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2
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����� 	���&� ��   �
�����

	�� � �
������ ��

0 �� �. 
D������, ��� 

 

(4.24)

���	����

. (4.25)

C��������

(4.26)

�������� (4.26) � (4.25):

(4.27)

E����� �  i �������������� �� n, m   ��� ��������,

��
����� ��$��%���� 
����&���:

(4.28)

)�� ��� , �� ��
�&��� (4.28) �
��� ��

sin
i x

a
dx

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0

sin sin 0 ( ) ;
b n y � y

dy n �
b b

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

2

0

sin ( ) ,
2

b n y b
dy n �

b

π⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

b
c

m x

a
q

� y

b
dymn

b

m2 01
sin sin

π π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ∫∑

=

∞

sin sin ;

sin

m x

a

i x
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dx m i

m x

a
dx

a

a

π π
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⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ≠( )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫

∫

0
0

2
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== a

2
.

a b
c q

� y

b

i x

a
dydxmn

ba

2 2 00

⋅ = ⋅∫∫ sin sin .
π π

cmn

a

D
m

a

n

b
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q
m x

a

n y

b
dxdymn

ba

=

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅

⋅∫∫
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*�$��%����  � ������ ������� 
���� �	�!, �

�������� �������  
����

(4.29)

�������� (4.29) � (4.22), ������ �	��%! �
���� � ���

(4.30)

E���  �� ��
�	��� (4.10—4.11), ������ ����!�� ��-

�����   :

(4.31)

(4.32)

2 2
2 2

4
2 2

2
2 2

6
2 2

4
(cos 1)(cos 1)

4
(cos 1)(cos 1) .

mn
q ab

a m n
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m n

m n
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a b
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��������� ����������� ������� ����!�� �����-

��� � ��
���� ������� �
    , �
���

 )�� ��� 
�� (4.30) ������� ����
�, �� � ��
��� �
-
��&�� ���������� ����� ��� ����� 
���.

2������� ��
��

 

1����� ������� ��� .

B���� 

����&� , ��������� �	��	 ��� :

  

x a= / 2 y b= / 2

μ = 0 3, .

K
m b n a

mn m b n a
B

m x

a

n y

bxmn mn= +
+

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ ⎛

⎝⎜
2 2 2 2

2 2 2 2 2
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; sin sin
⎞⎞
⎠⎟
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m n, ,=1 3

M
qa b

K Bx xmn mn
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= ⋅
=

∞

=

∞
∑∑16 2 2

4
11π

.

m =1 n =1 3,

Kx11
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2 2 2
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0 000 883

,

,
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+
= B11 2 2

1, sin sin ;= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅ ⎛
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⎞
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⋅ ⎛
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⎝⎜
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⋅ ⎛
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⎠⎟
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1������ �
���������� � ����. 4.1.
�����#� 4.1

2���� �	��� 
G�����

 

�������� ���
�&��� �� ��
����  �&��� ����
���-
���� � %���
� ������� �	�	�

(����� ����!�� ������ (2.32).

2������� ��
��  

1������ �
���������� � ����. 4.2.
�����#� 4.2

m=1 m=3

n

1 0,000 883 +1 0,000 883 0,000 122 —1 —0,000 122

3 0,000 029 7 —1 —0,000 029 7 0,000 010 9 +1 0,000 010 9

m=1 m=3

n

1 0,00120 +1 0,00120 0,0000571 —1 —0,0000571

3 0,0000836 —1 —0,0000836 0,0000148 +1 0,0000148

Kxmn Bmn
K Bx mnmn

⋅ Kxmn Bmn
K Bx mnmn

⋅

0,000 853Σ 0, 000111Σ −
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= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
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2���� �	��� 

G����� 

*���������� ���
�&��� ������, �	����������� ���-
�� �� �
������� ������� �� �������!� , ��� �
����, �
�
����
���!�.

'�� 
������ ����� ������ �
 ������ 
������� ����-
�� ���
	��� 
��
������� ����%� ��$��%�����.

( ����. 4.3 �
������ ��$��%���� ��� 
������
�� 
��-
�
��������� �� ������ ���
	��   ������
�� ���
���
	��
����� �
���	������� ������.

1�������� ��
�	��:

    (4.33)

�����#� 4.3

(��)���� $�*���!������  

1 ����� 2 ����� 3 �����

�1 �2 �3 �1 �2 �3 �1 �2 �3

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5

0,0443
0,0530
0,0616
0,0697
0,0770
0,0843

0,2874
0,3318
0,3756
0,4158
0,4518
0,4872

0,2874
0,2964
0,3006
0,3024
0,3036
0,2994

0,0138
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4.3. +�������)��$�, ����� ��'�#���"��% ������

B���, �
 ����
�� �
������ ��������� ������� ����-
���� �� %���
������ ����
�����, ���������� #��������-
���� �$���	�. 2� ���� ����� �
 ���� ������ ������, 	
����
�� ���� �
������� �
�	 ����� ��� � 3 
���, � ���-
���	!�� ���
	�� �� �����!��� �� ���� �������. �
��-

�� %���
������� ���� ��&�� ��	&�� ��� �������,
����������� ���� �
���, ����� � ���������	 �
��&���

������
�� 
���
��������� ���
	���; ��� ������ �����-
�� � ��
�
�� ���
�������� �
��� �� ���
��, ���	���-
!�� ��
������� �� ���
�����! ������ ���
���  ���
	-
&����� 
���
��������� ���
	���� (
�. 4.8). 

B���������� ��������!�, ��� ����	�	! ����
������
�������, �
��� 	��� ����� 	 ��������� �
���, ��&�� 
��-
����
���� ��� %���
����	!, � �
���	 � �������� 
������ 
����� �	�!. 

)��� ��
����, �
 %���
������ ���� ��� �
���,
���  ��	�
���� ������ �����
� ����!��� �	��%�� ��-
��� ���
����� x, � �����, ���������� 
������
��� ��� ��-
��� ������ �
���, 
����� ���%�, ���������� ��	�� ��-
�����, ��
��������� �� x (
�. 4.8, �). �
 %���
��-
���� ���� ���������� ������ � ����� �� ���� ����
���� ����� ������� ����
��%�, �
 ����
�� ����
����� ��-
��
��% ������ �������&�� �-�� �
�������� �������
�������, ���������� � ��������� 	������. 2��!�� � ����-

����� ���
����� ������������ 	������ �	��� 
���� �	-
�! ( )  � ���
����� �� y ������!� ��
������� ��-

�
�&��� . #������������, �
 ���� ������ ���, ��
��-

������� �
������ ��������, ��������� � ������� (��	�-
�����) ���
�&����� �������.

���. 4.8

yz

εy = 0

σy
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(����� � ������� � ����
�
������� ������� $��-

���� � 
����
��  (
�. 4.9).
����&������� ���
������ �� z �
���� ���. 2����-

������� 	������ � ���
����� ����  � ���� �� 
������-
� z �� �
������ ����
����� �� ����������	 �����	 <	��
�	�	�

(4.34)

(4.35)

B� (4.34)  (4.35) ���	��

(4.36)

(4.37)

�
 ����� �
����� �
���	 ��&�� �
���� 
����� ���-

�� �
�������� �
����:

(4.38)

E��� «��	�» ���� �����	, ��� �
��� ����&�������, �
�
���� ��
%��������.

dx dy, ,=1 δ

���. 4.9

x y,

ε
ρ

σ μσx
x

x y
z

E
= = −1

( ) ;

ε σ μσy y xE
= = −0

1
( ) .

σ μσy x= ;

σ
ρ μx

x

E z= ⋅
−( )

.
1 2

1 2

2ρx

d w

dx
= − .
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���������� (4.38) � (4.37), ���	����

(4.39)

(4.40)

B� ��
�	� (4.39)  (4.40) ����	��, ��� ���
�&���   

�����!��� �� ������ ������� �� �������	 �����	.

(������� ����!�� �������   , ����� � ��-

��&�������, ����� �&��!��� ��
��� ��� ������� (��-
���	 �������� �	��� ������� � ���%� ���� (
����
-

����� )):

(4.41)

(4.42)

���  — %���
������ &�������� �������.

'���
��%������ 	
������ 	�
	��� �� ������ ���	-
�� � (4.41):

(4.43)

B� (4.43) ����, ��� �������� �
����� ������� � ����-


������ 	
������.

���������� � (4.39)  (4.40) ������� �
���� � (4.41) 
(4.42), ���	�� ��
�	�� ��� �������� ���
�&���:

(4.44)

σ
μx

E z d w

dx
= − ⋅

−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟1 2

2

2
;

σ μ
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E z d w

dx
= − ⋅

−

⎛

⎝
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⎞

⎠
⎟⎟1 2

2

2
.

σx σy

Mx M y

� ��

��

⋅

M zdz
E d w
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x x= = −

−
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⎞
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dx
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−
δ
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212 1( )
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2
.xMd w

Ddx
= −

σ
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x xM z M z
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=

⋅
=

⋅
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;
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(4.45)

���
�&���    �����!��� �� ������ ������� ��

�������	 �����	  ��!� ��������� ������� �


  (4.46)

���  — ������ ������ ��
% ������ ������� �-


��;  — ������ ������ ���
������� ������ ��-

����� �
��.
"�
�	�� (4.41)  (4.42) ��&�� �
���� ���	��� � 	
����-

�� (4.10)  (4.11), ����&�  
����� �	�!, �� �
 $���

������� �	������ ������, ��!�� ����� �
 %���
��-
���� ����.

���'�� 4.2. �
���	������� ������� � 
����
��

 �������  ��
�
�� ���
��
�� ��
���� ���
����  ���
	&���  
������
��� �����-

���  G���
�� ������� — �����:

. 2�
������ ����������� ���
�-
&���  �
��� � ��
���� ������� (
�. 4.10).

σ
δy

y yM z M z

I
=

⋅
=

⋅
3 12/

.

σx σy

z = ±δ / :2

σ
δx

x xM M

Wmax /
;= ± = ±

2 6
σ

δy
y yM M

Wmax /
,= ± = ±

2 6

I = ⋅1

12

3δ

W = ⋅1

6

2δ

� w

�y

2

2

a b= =30 10�� ��,, δ =1 2, ��

q = 20 2�/�� .

E = ⋅ =2 10 0 37 2�/�� , ,μ

���. 4.10
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�������. 1���% ���
  ����!�� ������ ��
�����!�-
��, ���  	 �����.

�
 
������
��� ���
	&�� 
���%, ���������� � ��-
�%� �
�� �������, ������, ����&� :

B����!�� ������ � �
��������� �����  

G���������� ����!�� ������ �	��� � ��
���� ����-
���:

G���������� ���
�&���

B����!�� ������   ��
������� ���
�&��� ,

�������� (4.42), �	�	�

'�� �������� �
���� ��������	���� 	
������� (4.43),

�������� � ���� ����!�� ������  � �
��������� ��-

���:

.

�
�����

���� 	
������ 2 
���, ���	��

.

���������� ����

�����    ������ � �
������

	�����: �
 �
 .

b =1
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q a
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B� ��
���� 	����� , � ���
��� 	����� .

2��!�� �	��%� �
����� ���� ����	!�� ��:

.

���������� � ��
�	�	 �
���� �����	 

������

.

J���
������ &�������� �������

G���������� �
��� �������

 

4.4. 
���� *�����)��$�% ������

1������
� $��������	! ������	, ���������	! ��
����	
	  ���
	&���	! 
������
�� 
���
��������� ���
	�-
���  (
�. 4.11).

C1 0= C
qa

D2

3

24
=

w
qa

D
x

qax

D

qx

D

q

D
a x ax x= − + = − +

3 3 4
3 3 4

24 12 24 24
2( )

x
a= = =
2

30

2
15 �� ,

w
D Dmax ( )= ⋅ − ⋅ ⋅ + =20

24
30 15 2 30 15 15

210 9383 3 4

D
E= ⋅
−

= ⋅ ⋅
−

= ⋅ ⋅δ
μ

3

2

7 3

2
4

12 1
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�
��� ������ ���
���� � %���
� �������  ������
	
������ $�����, ��
�����!���� ������	:

(4.47)

E������� �	��%�� �
���� � ���

, (4.48)

����
�� ���&�� 	��������
��� ��������	 	
�����! (4.20) 
�
������ 	������; % — ���������� ��$��%���. )�� ���
	
������ (4.20) ���� �����
�	! �������, �� 	
������ (4.48)
��������� ����� �� ���
�� ������.

�
���
�, 	��������
��� � 	
������ (4.48) �
������

	������, ��� ���� �� ����	
� ���&�� ����   .

(4.49)

. (4.50)

( ��
�&��� (4.49)  (4.50) ����� 	
������ $�����
(4.47), ��� ������
&���� 
�������� �
���� �� ����	
� �	�!,
�.�. �
������ 	����� 	��������
�!���.

D������, ��� ���
����� �	��%�  (4.48) 	��������
���
��������	 ����
��%������	 	
�����! (4.20).

(����� �
��������   �������� �

	
������ (4.20):
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����� ����������  �
���
������� ���	��

(4.51)

)��� ��
����, 	
������ (4.51) �	��� 	��������
�����,
��� �
����

(4.52)

���������� % � (4.48), ���	���� �	��%! �
����, ������-
���!�	! ������ 
����� �����:

. (4.53)

����&� � (4.53)   , ���	�� �
��� �������
� %���
�:

(4.54)

���!�� ��$��%��� % �
���������� ����� �
��� � %���
�
�������.

B����!�� ������� � ���
����� ����   , ������-
�� (4.31)  (4.32), �	�	� ��
��������� ����	!�� ��
�&�-
���:

(4.55)
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(4.56)

B����!�� ������� � %���
� ������� �
 :

(4.57)

(4.58)

�������� ���
�&��� ������!� � ����� �� ���%� ��-
��� ���	�� . B����!�� ������� � $���
�����

(4.59)

B����!�� ������� � ����� �� ���%� ������� ���	��

(4.60)

�������� ���
�&��� ������!� �
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2 2

μ
;

M
q

a a b b

b a
y =

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

4

24 16 24

1

4 2 2 4

2 2

μ
.

( 0, )x y b= = ±

M
q

b
a a b b

x = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

24 16 242
4 2 2 4

μ
;

M
q

b
a a b b

y = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

24 16 242
4 2 2 4

.

M
q

a
a a b b

x = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

24 16 242
4 2 2 4

;

M
q

a
a a b b

y = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8

24 16 242
4 2 2 4

μ
.

z = ±δ / :2

σ δx xM
max

( ) / ;= ⋅6 2 σ δy yM
max

( ) / .= ⋅6 2
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'�� $���������� ������� � ��
�
�� ���
��������
�
���, ���
	&����� 
������
�� 
���
��������� ���
	����

 ����������� �
���   ����!�� ������� � %���
�

������� ��
�����!��� �� ��
�	���:

(4.61)

(4.62)

E������ ��$��%����� ���� � ����. 4.4.

�����#� 4.4
(��)���� $�*���!������ 

4.5. �����''����)��, ����� $�#���% ������

�
 
������ �� ��� �
	����
������ 	����� ����������� ����
-
��� ���
����� . ���	��� ��-
��� 	
������ ���� �
	���� ����-
�� ��&��, �
���
������ 	
������
(4.20) � ����
����� ������ ���
-
���� � ����
�	!. *�� �������,
��&�	 ����
�����  ����
���
���
������ �	�����	!� ����-
���� (
�. 4.12):

(4.63)

   (4.64)

������ ���
���� 
������&� � %���
� �
	��.
'���
��%
	� ��
�&��� (4.63)  (4.64), ������ �
��-

������ �� r   ��   

1,0 1,2 1,5 2 3

0,0641 0,0878 0,115 0,145 0,172 0,208

0,206 0,219 0,222 0,210 0,188 0,150

0,206 0,261 0,321 0,379 0,433 0,500

q w0

w
qb

D0 = α
4

;

M qb M qbx y= =β β2
1

2; .

1, ,α β β

/a b ∞

α

β

β1

���. 4.12

r, ϕ

r x y2 2 2= + ;

x r= cos ;ϕ y r= sin .ϕ

ϕ x y :
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(4.64�)

(����� ������	� ��
�&��� (4.64), �
��������

, 	������, ���  �������� �	��%�� ��	�

��������� ��
�������   :

(4.65)

(4.66)

(4.67)

/ / cos ; / / sin ;

/ sin / ; / cos / .

�r �x x r �r �y y r

� �x r � �y r

= = ϕ = = ϕ

ϕ = − ϕ ϕ = ϕ

�w

�x

�w

�y

� w

�x

� w

�y
; ; ;

2

2

2

2
w

r ϕ

�w

�x

�w

�r

�r

�x

�w

�

�

�x

�w

�r

�w

� r
= ⋅ + ⋅ = −

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

cos
sin

;

�w

�y

�w

�r

�r

�y

�w

�

�

�y

�w

�r

�w

� r
= ⋅ + ⋅ = +

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

sin
cos

;

2

2

2
2

2

2 2

2

2
2

( / ) ( / )

sin
cos

sin
cos cos sin cos

sin cos sin cos cos sin

sin
r

� w � �w �x �r � �w �x �

�r �x � �x�x

� �w �w

�r �r � r

� �w �w � w

r� �r � r �r

� w �w � w

�r� r � � �r rr

�w � w

r� r�

ϕ
= ⋅ + ⋅ =

ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞ϕ
= ϕ − ×⎢ ⎥⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ϕ
× ϕ − ϕ − ⋅ ϕ = ϕ −⎢ ⎥⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠⎣ ⎦

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
− + − ⋅ +

ϕ ϕ ϕ

+ ϕ +
2 2

2
2 2

2
2

2

2
2

2 2

sin cos
sin cos

1 2 2
sin sin cos sin cos

1
sin ;

�w � w

r r� r �r

�w � w �w

r �r r �r� �r

� w

r �

ϕ ϕ
⋅ + ⋅ ϕ = ϕ +

ϕϕ

+ ⋅ ϕ − ϕ ϕ + ϕ ϕ +
ϕ ϕ

+ ⋅ ϕ
ϕ
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(4.68)

'�� 	�
����� 
������
� ������ ��	��� ��������
�-
��� ���
	��, ��!�� ������� �
���� �
������ � ���-
���. ( $��� ��	��� �
������ ����
������ �	��� �
����������
����
������ �
�����, � �������������, �
���� �� �	�	� ��-
����� �� 	��� . �
��� ���&�, ��� ���  ��������� � 
��-

	���-�����
�� , �.�. 	��� .
# 	����� �
����� ���	���� ��
�&��� (4.65—4.68) �
-

�	� ��

     

(4.69)

E����� � (4.21) �
�������� ��    �
�������� ��
, ���	�� �������� ����
��%������ 	
������ ����

�
	���� ������ � ����
��� ���
������:

(4.70)

���  — ����
��%������ ���
���
 F������ �

����
��� ���
������.
D
������ (4.70) � 
����
�	��� ��� �	���

(4.71)

� w

�y

�

�r

�w

�r

�w

� r

�

�

�w

�r

2

2
= +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

+ +

sin
cos

sin

sin

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

ϕ
ϕ ��w

� r r

� w

�r

r

�w

�r r

�

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

⋅⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = +

+ +

cos cos
sin

cos

2

2
2

2

2

1 2 22

2

2

2

2
2

2

1

w

�r� r

�w

�

r

� w

�

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ

cos sin cos sin

cos .

− +

+

ϕ ox

r ϕ = 0

�w �x �w �r/ / ;= � w �x � w �r2 2 2 2/ / ;=

� w �y r �w �r2 2 1/ ( / )( / ) .=
x y

r

�

�r r

�

�r

� w

�r r

�w

�r

q

D

2

2

2

2

1 1+ ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅ + ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ,

�

�r r

�

�r

2

2

1+ ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

� w

�r r

� w

�r r

� w

�r r

�w

�r

q

D

4

4

3

3 2

2

2 3

2 1 1+ ⋅ − ⋅ + ⋅ = .
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D
������ (4.71) �������� � ��	���� ��������
�����
���� �
	���� ������, ����� ���
	���  	����� ���
������
����	
� �����
��� ����������� �� z, �
�������� ��
��
%���
 �������. �
 $��� ���� ��� ������ ����!���
�	��%�� ������ ���	���� 
��	�� , � 
�������� �������
�� 	����! �����
 ����������� ���
�&���  
��-

�� �	�!, � �����, 
���� �	�! �
	���� ������� �.
���������� (4.69) � (4.10)  (4.11), ������ ������� � 
��-

������   ��
	&���  ���
�������:

(4.72)

(4.73)

����
����� ���, �������� (4.16)  (4.17), �	�	� 
����

(4.74)

 

D
������ (4.71) �������� ������������ ����
��%���-
��� 	
�������, ����
�� �
������ � �������	 ����
��-
%������	 	
�����! � ���������� ��$��%����� �


����� ���������� . ������ 
����� 	
������ (4.71)
�
���������� ����� �	��	 ������ 
����� ����
������ ��-

��
��%������� 	
������   �������� 
�����  	
����-

�� � �
���� �����!:

2���� 
����� ����
������ 	
������ ���� ���	����
*������:

(4.75)

��� r� — ��
	&��� ����	
 �������.

���������� ����

����� ������!� � �
������
	����� ���
������ ����	
� �������.

r
τ τxy yx,

Mr Mt

M D
� w

�r r

�w

�rr = − + ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2

2

μ
;

M D
r

�w

�r

� w

�r
t = − ⋅ +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

1 2

2
μ .

3 2

3 2 2

1 1
;r

� w �w � w
Q D

�r r�r r �r

⎛ ⎞
= − ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

Qt = 0.

r et=

w0 w*

*
.0w w w+=

w c
r

r
c r

r

r
c r c0

� �

ln ln= + + +1 2
2

3
2

4,
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L������ 
�����  ��
��������� � ��&��� ��	��� � 	��-
��� �
��&����� ������� ���
	��. ���
��
, �
 
����-
��
�� 
���
��������� ���
	��� �� ���� ������ �������
������� 
����� ��&�� �
���� � ���

, (4.76)

��� � — ���������� ��$��%���.
�������� (4.76) � 	
������ (4.71), ���	��

*���� ������� �� ���� � ��
���� ����
���, ��$��%-
����    �	�	� 
���� �	�!, ��� ��� � �
������ ��	��� �


 �
���  ������� ��� �� 
���� ������������.
�
 &������ ������� ����	
� ������� �
������ 	�����

�	�	� ����:

  (4.77)
�
 ��������� ��
�� ����	
� �
������ 	����� 

   

�
 ��
�
��� ���
����� ����	
� �
������ 	�����

  (4.78)

����� ��
������� �	��%  �� ��
�	��� (4.72),

(4.73) ������� ����!�� �������   . ��
�������

���
�&���, �������� (4.13), 
����

   (4.79)

�������� ���
�&��� �	�	� �
 

   (4.80)

���'�� 4.3. /���������� ������� � 
����
�� ���	����

 �������  ��������� �� ����	-


	  ���
	&��� 
������
��� ��������  G���-


�� ������� — �����,  �/��2,  2�
������

w*

w �r* = 4

c q D= / .64

c1 c2

r = 0

w = 0; �w �r/ .= 0

w = 0; Mr = 0.

w = 0;
� w

�r r

�w

�r

2

2

1
0+ ⋅ =μ .

w r( )

Mr Mt

σr
rM

h
z=

12
3

; σt
tM

h
z=

12
3

.

z h= ± / :2

σr
rM

hmax
;= ±

6
2

σt
tM

hmax
.= ±

6
2

a b= =20 14�� ��, , δ =1 ��

q = 25 2�/�� .

E = ⋅2 107 μ = 0 3, .
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����������� �
���  ���
�&��� � ��
���� ������� 
����������� ���
�&��� �� ���%�� �����  ������� ���	-
���� (
�. 4.13).

�������. �
����� �	��%! �
���� �������� (4.53).
)���� �� 	
�����! (4.54) ������ �
��� ������� � %���
�

:

�� ��
�	��� (4.57)  (4.58) ������ ����!�� �������
� %���
� �������:

���. 4.13

x y= =0 0,

w
q

D
a a b b

0 = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=

=
⋅ +

⋅
+

24 16 24

25

1831 5 10
24

20

16

20 14

4 2 2 4

3
4 2 2

,
224

14

0 14

4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= , ��;

D
E=
−

= ⋅ ⋅
−

= ⋅ ⋅δ
μ

3

2

7 3

2
3

12 1

2 10 1

12 1 0 3
1831 5 10

( ) ( , )
, .� ��

M
q

a a b b

a b
x =

+ +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⋅ +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅

+
⋅

4

24 16 24

1 4 25

24

20

16

20
4 2 2 4

2 2

4 2

μ

114

24

14

1

20

0 3

14
412 4

2 4

2 2

+
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

×

× +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅,

, ;� ��



339

���
�&��� � %���
� �������

B����!�� ������� �� ���%� ����� ���	��

���
�&��� �� ���%� ����� ���	��

B����!�� ������� �� ���%� ������� ���	��

M
q

a a b b

b a
y =

+ +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⋅ +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⋅

+
⋅

4

24 16 24

1 4 25

24

20

16

20
4 2 2 4

2 2

4 2

μ

114

24

14

1

14

0 3

20
603 1

2 4

2 2

+
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

×

× +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅,

, .� ��

σ
δ

x
xM

max

,
;=

⋅
= ⋅ =

6 412 4 6

1
2474

2 2
2�/��

σ
δ

y
yM

max

,
.=

⋅
= ⋅ =

6 603 1 6

1
3619

2 2
2�/��

( , ) :x y b= = ±0

M
q

b
a a b b

x = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − ⋅ ⋅

+
⋅

8

24 16 24

8 0 3 25

14
24

20

16

20 14

2
4 2 2 4

2
4 2

μ ,

22 4

24

14

312 7

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= − ⋅, � ��;

M
q

b
a a b b

y = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − ⋅

+
⋅

+

8

24 16 24

8 25

14
24

20

16

20 14

24

1

2
4 2 2 4

2
4 2 2 44

1046

4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= − ⋅� ��.

σ
δx
xM

=
⋅

= ⋅ =
6 312 7 6

1
1876

2 2
2,
;�/��

σ
δ

y
yM

=
⋅

= ⋅ =
6 1046 6

1
6276

2 2
2�/�� .

M
q

a
a a b b

x = −
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − ⋅

+
⋅

+

8

24 16 24

8 25

20
24

20

16

20 14

24

1

2
4 2 2 4

2
4 2 2 44

510 7

4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= − ⋅, � ��;
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���
�&��� �� ���%� ������� ���	��

���'�� 4.4. *
	���� ������� (
�. 4.14) 
��	���  ��
��������� �� ����	
	  ���
	&��� 
������
�� 
���
������-

��� ���
	����  ����
�� — �����, , ��-

�	������� ���
�&���  2�
���-

��� �
��	��	! �����	 �������, ���
�&���  �
��� � ��-

���� �������. 1���� $�	 �����	, �����, ��� �
�� �����-
�� ��
�
�� ���
�����, � ���&� ����� ������� ���
	&��� �
%���
� ����, 
����� 
����������	!���, �
��&����� � ����-
��� 
���
��������� ���
	��. 

�������. (���
�� �	��%! �
���� �������� ��
�&��!

(4.75), � ����
��	 ������ ������� 
����� . L������ 
���-
�� �
��� � ���

M
q

a
a a b b

y = −
+ +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= − ⋅ ⋅

+
⋅

8

24 16 24

8 0 3 25

20
24

20

16

20 14

2
4 2 2 4

2
4 2

μ ,

22 4

24

14

153 2

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=

= − ⋅, � ��.

σ
δx
xM

=
⋅

= ⋅ =
6 510 7 6

1
3064

2 2
2,
;�/��

σ
δy
yM

=
⋅

= ⋅ =
6 153 2 6

1
919

2 2
2,
.�/��

R = 30

q =100 2�/�� , μ = 0 3,

σ σ⎡⎣ ⎤⎦ = ⎡⎣ ⎤⎦ =
p c

16 000 2�/�� .

���. 4.14

w*
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,
��� � — ��$��%���, �����&��� ��
������!.

��������  � 	
������ (4.71), ���	��

���!�� 
"	��%� �
���� 

)�� ��� ������� �� ���� %���
������� ����
���, ��  

 
���� �	�!, ���� �
  �
��� :

*�$��%����    ��
�����!��� � �
������ 	���-
��. �
 �������� ������� �� ����	
	 �
������ 	�����
�
  

  .
�������� �
������ 	�����, ���	��

���!��

    

2�����������

�� ��
�	��� (4.72)  (4.73) ������ �������:

w cr* = 4

w*

24
2

24
1

12
1

4
2

2
3

3�
r

cr
r

cr
r

cr
q

D
+ − + = ,

c q D= / ( ) .64

2 2 4
1 2 3 4ln( / ) ln( / ) / (64 ) .w c r R � r r R � r c qr D= + + + +

c1
c2 r = 0 w = ∞

w c r c qr D= + +3
2

4
4 64/ ( ) .

c3 c4

r R=
w = 0 �w �r/ = 0

� R c qR D3
2

4
4 64 0+ + =( ) / ( ) ;

2 16 03
3� R qR D+ =( ) / ( ) ,

c qR D3
2 32= −( ) / ( ) c qR D4

4 64= ( ) / ( ) .

w
qR

D
r

qR

D

qr

D

q

D
R r= − + + = −

2
2

4 4
2 2 2

32 64 64 64
( ) .

( )
2

2 2 2 2
2

2 2

3
16

(1 ) (3 ) .
16

r
� w �w q

M D r R r R
r �r�r
q

R r

⎛ ⎞μ
= − − ⋅ = − ⋅ − + μ ⋅ −μ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤= + μ − + μ⎣ ⎦

( )
2

2 2 2 2
2

2 2

1
3

16

(1 ) (1 3 ) .
16

t
�w � w q

M D R r r R
r �r �r

q
R r

⎛ ⎞
= − ⋅ + μ = − − μ ⋅ + μ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤= + μ − + μ
⎣ ⎦
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E������� ��������� �������� , ����
�� $�!
�

  :

/�!
�    �������� �� 
�. 4.14.

B� 
�. 4.14 ����, ��� ����������� ����!�� ������
���� ����� 	 �
�� �������.

���
�&��� � ������� ����� 

)
���� ������� ���
�&���   
���� �	�!. ���
�&�����

�������� � ����� � ��
����� ���� ������� �������� ��

r

Mr Mt

2 2
30

100
30 (1 0,3) 30 (3 0,3) 11 250 � �� ;

16rM
=

⎡ ⎤= + − + = − ⋅
⎣ ⎦

2 2
20

100
30 (1 0,3) 20 (3 0,3) 937,5 � �� ;

16rM
=

⎡ ⎤= + − + = − ⋅
⎣ ⎦

2 2
10

100
30 (1 0,3) 10 (3 0,3) 5250 � �� ;

16rM
=

⎡ ⎤= + − + = ⋅
⎣ ⎦

2

0
100 30 (1 0,3)

7312,5 � �� ;
16rM

=

⋅ +

= = ⋅

2 2100
30 (1 0,3) 30 (1 3 0,3) 3375 � �� ;

16

30 ��;

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = − ⋅
⎣ ⎦

=

2 2100
30 (1 0,3) 20 (1 3 0,3) 2562,5 � �� ;

16

20 ��;

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = ⋅
⎣ ⎦

=

2 2100
30 (1 0,3) 10 (1 3 0,3) 6125 � �� ;

16

10 ��;

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = ⋅
⎣ ⎦

=

M M

r
t r= = ⋅
=

=0 7312 5

0

,

.

� �� ;

Mr Mt

σ σ
δ δ δ1 2 2 2

26 11 250 6 67 500= =
⋅

= ⋅ =r
rM

�/�� ;

σ σ
δ δ δ2 2 2 2

26 3375 6 20 250= =
⋅

= ⋅ =t
tM

�/�� .

σ3
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�. 4.15. /����������� ���
�&��� �� $��
��������� ���-

 �
������

)����	  ������� ��
����� � 	����� �
������:

/����������� ���
�&��� �� �
����� ���
 �
������

)����� ������� � 	����� �
������

�
����� 
���
�&��� � %���
� �������

�
��� � %���
� ������� �
 

2 2
$�� 1 2 1 2

2 2 2 2 4

2 2

(67 500 / ) (20 250 / ) (67 500 20 250 / )

59 995,3 / �/�� .

σ = σ + σ −σ σ =

= δ + δ − ⋅ δ =

= δ

δ

59 995 3 16 0002, / ;δ = δ = =59 995 3 16 000 1 9, / , .��

σ σ σ δ$�� �/��= − =1 3
2 267 500 / .

67 500 16 0002/ ;δ = δ = =67500 16 000 2/ .��

δ = 2 ��.

���. 4.15

σ σr t= = ⋅ =7312 5 6

2
10 969

2
2,
.�/��

r = 0

w
qR

Dmax
,

,= = ⋅
⋅ ⋅

=
4 4

564

100 30

64 146 5 10
0 086 ��;
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�
��� ���	���� ������ ������. #������������, �
-
������  ���
 ��
�������.

)���
� �
������ 
����� ��� ��	��� �������, ��
�
��
���
��� �� �
��� (
�. 4.15).

"	��%� �
���� �������� �
�&���:

'�� ��
�
�� ���
��� �� �
��� ������� �
������ 	���-

�� �	�	�   

�������� �
������ 	�����, ���	��

���!�� 

"	��%� �
���� 

������ �� (4.72)  (4.73) ����!�� �������:

D
E=
−

= ⋅ ⋅
−

= ⋅ ⋅δ
μ

3

2

7 3

2
5

12 1

2 10 2

12 1 0 3
146 5 10

( ) ( , )
, .� ��

w c r c qr D= + +3
2

4
4 64/ ( ) .

w = 0 Mr = 0 :

2 2

3 3

2
3

3 3
2 2

16 16

3
2 (1 ) .

16

r
qr qr

M D c c r
D r D

Dc qr

⎡ ⎤⎛ ⎞μ
= − + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+ μ⎛ ⎞
= − + μ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

c R c qR3
2

4
4 64 0+ + =( ) / ;

2
3

3
2 (1 ) 0,

16
Dc qR

+ μ⎛ ⎞
− + μ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

c
qR

D3

23

32 1
= − +

+
⋅μ

μ( )
; c

qR

D4

45

64 1
= +

+
⋅μ

μ( )
.

w
qR

D
r

qR

D

qr

D

q

D

= − +
+

⋅ ⋅ + +
+

⋅ + =

=
+

+

3

32 1

5

64 1 64

64 1
5

2
2

4 4μ
μ

μ
μ

μ

( ) ( )

( )
( μμ μ μ) ( ) ( ) .R r R r4 4 2 21 2 3+ + − +⎡
⎣

⎤
⎦

2 2 2

2 2 2 2 2

12 (1 ) 4(3 ) 4 (1 )
64(1 )

(3 ) (3 )
4 (3 ) ( ) ( ) .

16 16

r
q

M r R r

q q
R r R R r

⎡= − + μ − + μ + μ + μ −⎣+ μ

+ μ + μ
− μ + μ = − − = −⎤⎦
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E������� �������� , ����
�� $�!
�   

/�!
�    �
���������� �� 
�.4.15. 2������ �	���

����� � %���
� �������.
���
�&��� � ������� ����� 

/����������� ���
�&��� �� �
����� ���
 �
������

2 2 2 2

2 2 2

4 (1 ) 4(3 ) 12 (1 )
64(1 )

4 (3 ) (3 ) (1 3 ) .
16

t
q

M r R R r

q
R R r

⎡= − + μ − + μ + μ + μ −⎣+ μ

⎡ ⎤− μ + μ = + μ − + μ⎤⎦ ⎣ ⎦

r Mr Mt :

2 2
30

100(3 0,3)
(30 30 ) 0 ;

16rM
=

+

= − =

2 2
20

100(3 0,3)
(30 20 ) 10 312,5 � �� ;

16rM
=

+

= − = ⋅

2 2
10

100(3 0,3)
(30 10 ) 16 500 � �� ;

16rM
=

+

= − = ⋅

2100(3 0,3)
30 18 562,5 � �� ;

16r tM M
+

= = ⋅ = ⋅

2 2100
(3 0,3)30 (1 3 0,3)30 7875 � �� ;

16

30 ;

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = ⋅
⎣ ⎦

=

2 2100
(3 0,3)30 (1 3 0,3)20 13 812 � �� ;

16

20 ;

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = ⋅
⎣ ⎦

=

2 2100
(3 0,3)30 (1 3 0,3)10 17 375 � �� ;

16

10 .

tM

r

⎡ ⎤= + − + ⋅ = ⋅
⎣ ⎦

=

Mr Mt

σ σ
δ δr t= = ⋅ =18 562 5 6 111 375

2 2
2,
.�/��

σ σ σ
δ$�� �/��= − =1 3 2

2111 375
.
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)����� ������� � 	����� �
������

  

)����� ������� �� 30% ������, ��� �
 ���
�����
������� �� �
���.

�
��� � %���
� ������� �
 

G���������� �
��� ���&� ������ ������ �������.
1������
� ��	���, ����� ������� ��������� �� �
��� 

���
	&��� � %���
� ���
����������� ���� 
(
�. 4.16).

�������. )�� ��� ���	����	�� 
���
��������� ���
	���, ��
������� 
����� 	
������ (4.71) �	��� 
���� �	�!. �
�-
��� ��� 
����� ����� 	
������ (4.71), ��������� ��������
�	��%�� �
���� , �����, ������	� �
������ 	�����,
��
������ ����
� �
��������� ����������, 	�������� ��-
������� ��&�	 �
�����  �
��&����� ���
�����������
����, ��� ������� ����� ��	 � �	��%! �
����, �� 	
����-
�! �
���� ������� ��	�
���� ������ �����
�, ����-
��� ����������� ���
�&���  �
���. *�� ���, 
�����

111 375 16 0002/ ;δ = δ = =111 375 16 000 2 6/ , .��

r = 0

4 4

max 5

(5 ) 100(5 0,3)30
0,35 ��.

64(1 ) 64(1 0,3) 146,5 10

q R
w

D

+ μ +
= = =

+ μ + ⋅ ⋅

F = 286 600 �

���. 4.16

w
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����� ������ ��N����. 1��	����� ��&�� ���	��� �
���, ���
	������� ��
���� ����
��%������� 	
������, ����� �
	
������ ���
���������	! ��	.

(����� � ������ ����� �� 
�������  �� ��  $��-

����   
������
� ��� ����
��%! (
�. 4.17, �).
��
���� &% � �
������ �������� ����� ����
��%, ��-

������� ��
�����	��
��� � �
������ ����
�����, ����
-

����� �� 	��� v  ������ ����&��� . ��
���� , �����-

!��� �� &% �� 
������� , ����
����� �� 	���   ���-

��� ����&��� . 2����������� 	������ � 
��������

r z

dr

���. 4.17

A B1 1 CD

dr v dv+
C D1 1
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���
����� ������� ��, 
������&������ �� 
�������  ��
�
������ ����
�����, �	���

(4.81)

2����������� ��
	&��� 	������ 
���� ������! ��-
�� ��
	&����, �
�������� ��
�� ����	 �:

(4.82)

*�� �������, ��
������� ���
�&���    ������� �

����
��%�� ������� <	��:

(4.83)

(4.84)

"�
�	�� (4.83)  (4.84) ��������!�, ��� ���
�&���   

 �� ������ ������� �����!��� ������.
( 
�������� ����� � ��	 �����
 �������� ������

����!�� ������: 

(4.85)

( ��
	&��� ����� ������	!� ����!�� ������  ��-
��
����� ���:

(4.86)

(4.87)

z

εr
a c ac

ac

dr x dv z vz dr

dr

dv

dr
z=

−
=

+ +( ) ⋅ −⎡⎣ ⎤⎦ − = ⋅1 1 .

2 ( ) 2
.

2t
r vz r v

z
r r

π + − π
ε = = ⋅

π

σr σt

2 2
( ) ;

1 1
r r t

E Ez dv v

dr r

⎛ ⎞
σ = ε + με = + μ⎜ ⎟

⎝ ⎠− μ − μ

2 2
( ) .

1 1
t t r

E Ez v dv

r dr

⎛ ⎞
σ = ε + με = + μ⎜ ⎟

⎝ ⎠− μ − μ

σr

σt

M zdzr r=
−

+

∫ σ
δ

δ

.

2

2

M zdzt t=
−

+

∫ σ
δ

δ

;

2

2

Q dzt rz=
−

+

∫ τ
δ

δ

.

2

2
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�������� � ��
�	�� (4.85)  (4.86) ���
�&���   

 ������� ����

����� �� ������ �������, ���	��

(4.88)

(4.89)

���  — %���
������ &�������� �������.
D
������ (4.83), (4.84), (4.88), (4.89) ��
�����!� ���
�&�-

��  �������, ��� ������� �	��%� , ����
�� ��
����
-
�	�� 	��� ����
��� ��
���. �������!��� ��� ����&����
�	��%  	
������ ���	�� � 	����� 
�������� $�����-
��, ����������� � ������� ��	�� 
��������  ��	�� %-
���
����� ������� (
�.4.17, �). ( 
�������� �����-
�� ������	!� ������ ������� Mtdr (����
����� ���, ��� ��-

�������� 
����, ���	����	!�). ( �����  ������	!� ������

  ����
����� ��� . �� �
��  ��� ������, ���

 ����
����� ��� ���	��� �

�����:

 

G������ Mt dr, ������	!�� �� �
����   , ��!� �

��������  
����������	!�� ������, 
����� 

E����� 	
������ �������� ����������� �� :

(4.90)
����� ���
�����  ���
������� ������ ������� ��
��-

�� ������ ���	��

(4.91)

�������� � (4.91) ������� ��������     � 	
����-

�� (4.88)  (4.89) ���	�� ����
��%������ 	
������ ���-

��� ��
���� ��� ����&���� �	��%  (	��� ����
��� ��
-
��� � �
������ ��������):

σr σt

M D
dv

dr

v

rr = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

μ ;

M D
v

r

dv

drt = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

μ ,

D

v

v

ab

M drr ϕ Qrdϕ cd

M
dM

dr
dr r dr dr

r+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +( ) ;ϕ ( ) .

dQ
Q dr r dr d

dr

⎛ ⎞
+ + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ad bc

xz M drdt ϕ.

y

( ) 0.r
r r t

dM
M dr r dr d M rd M drd Qrdrd

dr

⎛ ⎞
+ + ϕ − ϕ − ϕ + ϕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

dM

dr
r M M Q rr

r t⋅ + − + ⋅ = 0.

Mr Mt

v
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(4.92)

� 

(4.93)

�
�����

���� ���&�� 	
������ (4.93), ���	�� ����
����
�� � ���

(4.94)

���    — ��������������� ��
�������.

����
���	! ��	  	����� ��
������� � 	����� 
������-
�� %���
������ ���� �������, ���������� %���
��-
��� ������� 
��	��  (
�. 4.18). �	��� � ����� ��	��� ����-
��� ���
	&��� 
������
�� 
���
��������� ���
	���� ����-
������   ���
����������� ����, �
��&����� � %���
�.

B� 	
������ �
���%� �� �� ���  ���	�� 

���!��

(4.95)

�������� (4.95) � 	
������ (4.93), ����� ��	�
������ �-
���

����� ���	�� �	��%! 	��� ����
���  � ���

(4.96)

D��� ����
��� ��
��� (�������� ������� *
�����) 
�-
��� 	��	 ����
��� �����������, �
��������� � �
������ ��-
��
�����. )�� ��� �
 ����&������� �
����  	��� ����
�-
�� ����&������� �

����� 
��	��  �������� ��
%�-
������� �

����� �
����, �� �
 ����� �������� �
��-
���  �	��� ��
�������� (
�. 4.19) ��
�&���

d v

dr r

dv

dr

v

r

Q

D

2

2 2

1+ ⋅ − = −

d

dr r

d

dr
rv

Q

D

1 ⋅ ( )⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
= − .

ϕ − + −
⋅

⎡
⎣

⎤
⎦∫∫c r

c

r D r
r Qdr dr1

2 1 * ** * ,

r* r**

Q

r

q
z

���. 4.18

2 02π πrQ q r F− − = ,

Q
F

r

qr= +
2 2π

.

v
3

1 2(2ln 1) .
8 16 2

c r cF r qr
v r

D D r

⋅
= − − − + +

π

r

w
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(4.97)
���!�� ������ �	��%! �
����:

(4.98)

�������� � (4.98) �	��%! 	���� ����
��� (4.96), �����
����

����� ���	��

(4.99)

���������� ����

����� � 	
������� (4.96)  (4.99)
��
�����!��� � �
������ 	����� � ���������� � ���
��-
��� 
�������� ������.

( ����� ��	��� ��� �	��%! 	���� ����
���, ���  �	��-
%! �
����� ��&�� �����
��������� ���	��� � 	
������
(4.96)  (4.99), ����&� q 
����� �	�!.

2����� ��� �	����� ������� ���
��� ��
������� �	��-
% 	���� ����
��� ������ �� �����
��������� � ��
�	��

(4.93), � ����
	! ������  �������� �������  F/2πr:

(4.100)

*�� �������, ������ 
������ 	
������ (4.100) �	���

(4.101)

��� v* — ������� 
����� ������
������ 	
������, ����
��
������, ���&�� �
�����

���� 	
������ (4.100):

(4.102)

���. 4.19

v dw dr= − / ,

w vdr c= − +∫ .

22 4
1

2 3(ln 1) ln .
8 64 4

c rF r qr
w r c r c

D D

⋅
= − + − − +

π

Q

1
( ) .

2

d d F
rv

dr r dr rD

⎡ ⎤
⋅ = −⎢ ⎥ π⎣ ⎦

v c r c r v= + +1 2( / ) ,*

*

0 0

1
(2 ln 1) .

2 8

r r dr F r
v r F dr r

Dr r D

⎡ ⎤ ⋅
= − = − −⎢ ⎥

π π⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫
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�������� v* � (4.101), ���	�� �	��%! 	���� ����
���:

(4.103)

���������� ����

�����   ��
����� � �
���-

��� 	�����:

�
  	��� ������� ��
��� 
���� �	�!; ��� ���

, �� �
  	��� ������� ��
��� ���-

&� 
���� �	�!:

���!��  

2����������� �	��%� 	���� ����
��� �������� ����	-
!�� ��
����:

(4.104)

"	��%! �
����  ���	��, �������� (4.104) � (4.98) 
�
�����

���� ��
�&���:

��������	! � ������ � �
������� 	�����, ��� �


(4.105)

2����������� �	��%� �
����

(4.106)

G���������� �
��� � %���
� ������� �
 r = 0

B����!�� �������    ������ �� ��
�	���

(4.88)  (4.89):

2
1(2 ln 1) .

8

cF r
v r c r

D r

⋅
= − − + +

π

c1 c2

r = 0

0( ln ) 0rr nr
=

= c2 0= ; r R=

1(2 ln 1) 0 ,
8

FR
R c R

D
− − + =

π

1 (2 ln 1).
8

F
c R

D
= −

π

(2 ln 1) (2 ln 1) ln .
8 8 4

F r F r F r R
v r R n

D D D r

⋅ ⋅ ⋅
= − − + − =

π π π

w

w vdr
F r

D

r

R
dr

F

D
r

r

R
dr

Fr

D

r

R
c= − = ⋅ = = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
+∫∫∫

4 4 8

1

2

2

π π π
ln ln ln .

r R w= = 0 :

c FR D= ( ) / ( ) .2 16π

2 2 2
2 21

ln ln ( ) .
8 2 16 8 16

Fr r FR Fr r F
w R r

D R D D R D

⎛ ⎞
= − + = + −⎜ ⎟π π π π⎝ ⎠

w FR Dmax ( ) / ( ) .= 2 16π

Mr Mt
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(4.107)

C�������� ���	��

. (4.108)

E������� �������� , ����
�� $�!
�   :

 

/�!
�    �
���������� �� 
�. 4.16.

���
�&��� 	 �
�� ������� �
  ��

ln 1 ln
4 4

(1 ) ln 1 .
4

r
dv v F R F R

M D
dr r r r

F R

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + μ = − + μ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
= + μ −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

(1 )ln
4t
F R

M
r

⎡ ⎤
= + μ − μ⎢ ⎥π ⎣ ⎦

r Mr Mt

30
286 600 30

(1 0,3)ln 1 22 818,5 � ��;
4 3,14 30rM

=

⎡ ⎤
= + − = − ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

20
286 600 30

(1 0,3)ln 1 10 790,8 � ��;
4 3,14 20rM

=

⎡ ⎤
= + − = − ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

10
286 600 30

(1 0,3) ln 1 9770,8 � ��;
4 3,14 10rM

=

⎡ ⎤
= + − = ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

0
286 600 30

(1 0,3)ln 1 ;
4 3,14 0rM

=

⎡ ⎤
= + − = ∞⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

286 600 30
(1 0,3)ln 0,3 6845,6 � ��;

4 3,14 30
30;

tM

r

⎡ ⎤
= + − = − ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

=

286 600 30
(1 0,3)ln 0,3 5182,2 � ��;

4 3,14 20
20;

tM

r

⎡ ⎤
= + − = ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

=

286 600 30
(1 0,3)ln 0,3 25743 � ��;

4 3,14 10
10;

tM

r

⎡ ⎤
= + − = ⋅⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

=

286 600 30
(1 0,3)ln 0,3 ;

4 3,14 0
0.

tM

r

⎡ ⎤
= + − = ∞⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

=

Mr Mt

r = 30
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G���������� �
��� � %���
� ������� �
 

#
������ �
���� ������ �
 ���
����������� ���
	���
 
������
�� 
���
��������� ���
	��� ��������� ������,
���, ��� � ��
��� ��	��� �
��� �
��
�� � 4 
��� ������.
2���������� 
������
����� ����� ������ � ���, ��� � %���
�

������� ( ), ��� �
��&��� ���
����������� ��� F, ��-
��!�� �������  ���
�&��� ��!� ����������� �������,
� �����, ���
������ �
��� ���&�� ���� �����������. /��
�������� � ���� ����&���, ��� ������� ��� �������� �
-
��&����� � ����� �����, ����� ��� � �������������� ���
������ 
���
������� �� ����� �������� ��������. *
��� ����,
��� 
��	� ������� �� �
������� ������ �������, ���-
���� *
�����, ��&��� � ������ 
������, �� �������!���.
B���������� ��������!�, ��� ���
� ����, ���������� ��
�������� *
�����, ����  	��������
������� 
��	������, ��-
� 
��	� ������� ���
	&��� ������ 	�������� ������

�������: .

���'�� 4.5. *���%���� ������� � ��
	&��� 
��	���

  ��	�
����  ���
	&��� 
������
��


���
��������� ���
	����   &����� ���
����-
�� �� ��
	&���	 ����	
	 (
�. 4.20). )
��	���� ��
������ ��-
������ ���
�&���  �
��� �������.

�������. (����� ����
���	! ��	, ��� ���� ������ �
������� ����%� � ������ 
��	���   ������� 	
������

��������, ��
����
���� ��� �� ��� :

���!��

σr = −
⋅ = −22 818 5 6

2
34 228

2
2,

/ ;� ��

σ
δt = −

⋅ =6845 6 6
10 268

2
2,

/ .� ��

r = 0

w = ⋅
⋅ ⋅ ⋅

=286 600 30

16 3 14 146 5 10
0 35

2

5, ,
, .��

r = 0

ρ δ≥ 2

R� ��= 30 R� ��=10

q =100 2� ��/

r
z

2 2
�2 ( ) 0,Q r r R q⋅ π − π − =

2 2 2
� �( )

.
2 2 2

r R q qRqr
Q

r r

π −

= = −

π
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L������ 
����� ���	��, �����  � (4.94)  ������� �-

���

����� � �
������ ��  �� :

�������� ������� 
����� � (4.94), ���	�� �	��%! 	�-
��� ����
��� � ���

(4.109)

(�
�&��� ����!�� �������� ���	�� �� ��
�	���
(4.88)  (4.89):

 (4.110)

Q

R� r

���. 4.20

2
* * ** * �

� �

2 2 4 4
4 4 2� �

� �
� �

1 1

2 2

1
( ) ln 4 ln .

16 4 16

r r

R R

qRqr
v r Qdr dr r dr

D r Dr r

qR r r Rq r q r
r R R r

Dr R D r R

⎡ ⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎢ ⎜ ⎟= − = − − =
⎣ ⎦ ⎜ ⎟⋅ ⎢ ⎝ ⎠⎣

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= − − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

v c r
c

r

q

D

r R

r
R r

r

R
= + −

−
−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

1
2

4 4
2

16
4�

�
�

ln .

2
1 2

4
2 2�

� �2
�

(1 ) (1 )

(3 ) (1 ) 4 ln (1 ) 4 .
16

r
cdv v

M D D c
dr r r

Rq r
r R R

D Rr

⎧⎛ ⎞
= + μ = + μ − − μ −⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩

⎫⎡ ⎤⎪
− + μ + − μ − + μ −⎢ ⎥⎬

⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎭
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 (4.111)

���������� ����

����� ������, ������	� �
������

	�����: �
  �
  :

���!��   

��������    � (4.109)—(4.111), ���	�� ��
�&���

��� 

(4.112)

(4.113)

M D
v

r

dv

dr
D c

c

r

q

D
r

R

t = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= + + −

⎧
⎨
⎩

−

− + −

μ μ μ

μ

1
2
2

2

1 1

16
1 3

( ) ( )

( ) �
4

rr
R R

r

R2
2 21 4 4 1( ) ( ) .− − − +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
μ μ μ� �

�

ln

r R= � v = 0, r R= � Mr = 0

c R
c

R

q

D

R R

R
R R

R

R

c
c

1
2

4 4
2

1
2

16
4

30
30

1

�
�

� �

�
� �

�

�

ln+ −
−

− ⋅
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

= + − 000

16

30 10

30
4 10 30

30

10

30 0 033
84 166

4 4
2

1 2

D

c c

− − ⋅ ⋅
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=

= + −

ln

,
,,

;
9

0
D

=

M c
c

R
�

�

�

r R= = + − − = + − − =

= −

�
�
21
2

1
2
2

1

1 1 1 0 3
10

1 0 3

1 3 0 0

( ) ( ) ( , ) ( , )

, ,

μ μ

007 02� = ,

c
D1

2329 6= ,
; c

D2
432 598 8= ,

.

�1 �2

v M Mr t, , :

v
D

r
rD

q

D

r R

r
R r

r

R
= + −

−
− ⋅

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

2329 6 432 598 8

16
4

4 4
2, ,

;�
�

�

ln

M
r

q
r

R

r

r = + − − −

− + + −
⎡

⎣
⎢
⎢

−

2329 6 1
432 598 8

1

16
3 1

2

2
4

2

, ( )
,

( )

( ) ( )

μ μ

μ μ� 44 1 41 2R
r

R
R�

�
�ln ( ) ;+ −
⎤

⎦
⎥μ
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(4.114)

E������� �������� 
��	�� , ����
�� $�!
�  

:

M
r

q
r

R

r

t = + + − −

− + − −
⎡

⎣
⎢
⎢

2329 6 1
432 598 8

1

16
1 3 1

2

2
4

2

, ( )
,

( )

( ) ( )

μ μ

μ μ� −− − +
⎤

⎦
⎥4 4 12 2μ μR R

r

R� �
�

ln ( ) .

r Mr

Mt

30 2

4
2 2

2

432 598,8
2329,6(1 0,3) (1 0,3)

30

100 10 30
30 (3 0,3) (1 0,3) 4 10ln (1 0,3) 4 10

16 1030

13 362 � ��;

rM
=

= + − − −

⎡ ⎤
− + + − − ⋅ + − ⋅ =⎢ ⎥

⎦⎢⎣

= − ⋅

20 2

4
2 2

2

432 598,8
2329,6(1 0,3) (1 0,3)

20

100 10 20
20 (3 0,3) (1 0,3) 4 10ln (1 0,3) 4 10

16 1020

3227,5 � ��;

rM
=

= + − − −

⎡ ⎤
− + + − − ⋅ + − ⋅ =⎢ ⎥

⎦⎢⎣

= − ⋅

10 2

4
2 2

2

432 598,8
2329,6(1 0,3) (1 0,3)

10

100 10 10
10 (3 0,3) (1 0,3) 4 10ln (1 0,3) 4 10 0;

16 1010

rM
=

= + − − −

⎡ ⎤
− + + − − ⋅ + − ⋅ =⎢ ⎥

⎦⎢⎣

2
30

4
2

2

2 2

432 598,8
2329,6(1 0,3) (1 0,3)

30

100 10
30 (1 3 0,3) (1 0,3)

16 30

30
4 0,3 10 4 10 ln (1 0,3)

10

2949 � ��.

t
r

M
=

= + + − −

⎡
− + ⋅ − − −⎢

⎢⎣

⎤
− ⋅ ⋅ − ⋅ + =⎥

⎦

= − ⋅
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/�!
� ����!�� �������� �
���������� �� 
�. 4.20.
�������� ��
������� ���
�&��� ������!� 	 �
��

�������:

/����������� ���
�&��� � ������ 	 �
�� �������

��������� ��
	&��� ���
�&���

/����������� ���
�&��� � ������ ��	�
������ ����	
� 

( )
2

20

4
2

2

2 2

432 598,8
2329,6 1 0,3 (1 0,3)

20

100 10
20 (1 3 0,3) (1 0,3)

16 20

20
4 0,3 10 4 10 ln (1 0,3)

10

2471,7 � ��;

t
r

M
=

= + + − −

⎡
− + ⋅ − − −⎢

⎢⎣

⎤
− ⋅ ⋅ − ⋅ + =⎥

⎦

= ⋅

2
10

4
2

2

2 2

432 598,8
2329,6(1 0,3) (1 0,3)

10

100 10
10 (1 3 0,3) (1 0,3)

16 10

10
4 0,3 10 4 10 ln (1 0,3)

10

5619,2 � ��.

t
r

M
=

= + + − −

⎡
− + ⋅ − − −⎢

⎢⎣

⎤
− ⋅ ⋅ − ⋅ + =⎥

⎦

= ⋅

σ
δr

rM
=

⋅
= ⋅ =max / ;

6 13362 6

2
20 043

2 2
2� ��

σ
δ

t
tM

=
⋅

= ⋅ =
6 2949 6

2
4424

2 2
2� ��/ .

σ σ σ$�� �/��= − =1 3
220 043 ;

σ3 0= .

σ
δt

tM
=

⋅
= ⋅ =max ,

/ .
6 5619 2 6

4
8429

2
2� ��

σ σ σ$�� � ��= − =1 3
28429 / .



359

"	��%! �
���� ������ �� ��
�	�� (4.98):

��������	! ����

����� � ������ � 	�����, ��� �


 �
��� .

����� ����������  �������� ���	�� 
�
��� ������� �� ��	�
�����	 ����	
	 �	���

�
��� ������� �� ��	�
�����	 ����	
	 ��&�� ���� ���	-
���, ���� ��
��������� ����
�� �� �	��% 	��� ����
���:

4.6. ���)�� ���$�% '�'���� �� ���"-�% ������%

������ ����
��� �
��� ������	!��� � ������ ���
�	����������� $������� ��� �
���
������� ������� � ��
�-
������ � 	���.

)���� ������ ����
��� ���������!��� � ��������-
���������� �
	&���� ����
����, ���	���!� ������ �
�-
��� �
 	�
	��� ����
��% ����
���, �
 $��� ����-

����� �
���� �� �������  (	�
	��� ��
����
����
����
���) ��������� ��������� (
�. 4.21).

w vdr c
D

r
r

q r R

r

R r

= − + = − +⎧
⎨
⎩

−
−

−
⎡

⎣
⎢
⎢

− ⋅

∫∫
1

2 329 6
432 598 8

16

4

4

2

,
, �

4

� lnn ln

ln

�

�

r

R
dr

D
r r

q
r R r R

⎤

⎦
⎥
⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= − + −{

− − −

1
1164 8 432 598 8

16
3 2

2

2 4

, ,

��
�

ln2 2 1

2
r

r

R
c−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
⎤

⎦
⎥
⎥

⎡

⎣
⎢
⎢

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
+ .

r R= =� ��30 w = 0

c = −3 175 399 5, .

wmax
,

, ,=
⋅

⋅ + −{
− ⋅ −

1

146 5 10
1164 8 30 432 598 8 30

100

16
3 30 10 3

5
2

2 4

ln

ln 00 2 10 30
30

10

1

2

3175 399 5 0 13

2 2− ⋅ ⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
⎫
⎬
⎪

⎭⎪
−

− =

ln

��., ,

w
D

vdr
R

R

max .= − ∫
1

�

�

w f q= ( )
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B� 
�	���  ����	��, ��� � ������ ���
	&��� ���� �
���

 (  — ������), ����
��� 
������� �� ���, ���� �-
����	! ��
����
���	  �� 
����� �
�������� ��� &�, ���
�
	���� ������ �� ��
�	��� (4.71), (4.92). �
 ����������
	������ ���
	�� �
���� ���������� ������ ������

, �
������ ����
������ 	��������  � ����
��� ���-

�
��� ������!� ��
��	 � ��
������� ���
�&���� �� �-

���  ��
������� ���
�&��� �� 
����&��� , ������-

���� ���������� ����������� (
�. 4.21, �).
D�
	��� ��
����
���� ����
��� ��������� ���������.

1����� ����
��� � $��� ������ ��
���� �� ������ ������-
��� ���
, 	�����!��� ��� ���, ���  
����&��� �
���-
��� ����
�����.

)��
� 
������ ����
�� �
 ������ ��
�������� ����

��
������� (.B. "����������. ���	������ � ����
��%-
������ 	
������ ��!� ����	!�� ��:

(4.115)

(4.116)

���  — ���
����
��� ���	�� 
��	�;  — 
��	� ���-

�
���;  — %���
������ &��������;  — ���
����
��� ��-
����: 

w < δ δ

( )w > δ

σM σN

���. 4.21

r
d

d

d

d

v2

2

2

2

ψ
ρ

ψ
ρ

ψ
ρ

+ − = ;

r
d v

d

dv

d

v R

D
E v

qR2

2

2
2

2ρ ρ ρ
δψ ρ+ − = − +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

,

ρ = r R/ R

D ψ
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(4.117)

D
������ (4.115)  (4.116) �������� �����������  

. )�� ��� ���	��� � ������ 
����� ��������� �����-
��&��, �� ������	!��� �
��&����� ������ � �����-
��� ������ � ������! /(G.

1��	������ ��������� 
����� ����� ��� ������� ����-

���, ����������� �� ����	
	  ���
	&����� �������� ,
�
���������� �� �
����� (
�. 4.22).

�
����:  — ������������ �
��� � %���
� ����
�-

��;  — ���
����
��� ��
����
 �������;  —

������������ $����������� ���
�&��� � ������� �����.

���'�� 4.6. 2�
������ �������� �
���, $��������-
��� ���
�&���  ��$��%��� ����������� ��� ����
���,

���
	&����� ��������  O�
����
���� ����-


��� ����
���: , �
���� ���	����

. 1��	� ����
��� , ������

.

ψ
ρ
δ

=
N

E
r .

ψ
D

q

w
w

= 0

δ

q
qR

E
=

4

4δ
σ

σ
δ

= $��R

E

2

2

q = 6 2� ��/ .

E = ⋅2 1 107 2, /� ��

σ� = 90 000 2� ��/ R =12 ��

δ = 0 5, ��

���. 4.22
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�������. (����� ���
����
���  ��
����
 �������:

B� 
�. 4.22 ������, ��� �
  ������������ �
�-

�� 
���� 

2��!�� �
��� � %���
� ����
��� �	���

)�� ���  ��
�	�� �� ������ ������� ���
 �� �
-

�����.
0��
����
���	 ��
����
	 ������� �� 
�. 4.22 �������-

���	�� ���
����
��� $����������� ���
�&��� � ������� ���-

�� 
��������� $����������� ���
�&��� 

*�$��%��� ����������� �� ���	���� 

4.7. ��'����#���� ����&���� � �������%

)����
��	
��� ���
�&��� ������!� � ������� �����-
���� ��
������
���� ���
��� �� ������, ������� �����
�-
�	
��� ����
��%� � ��������� ������� � 
����� ��-
��
���� (���
��
, ������������ �������).

'�� ������ ������� � ����
������ ����
��� ��&��
������, ��� ������� �����
��	
� �� ������ �������
�
������ �� �������	 �����	:

(4.118)

���  — �
����� �����
��	
�;  — ��
����

�����
��	
 �� ������;  — 
�������� �� �
������ ����
�-
���� �������;  — �����
��	
� �������������� �� ��
�-

q
q R

E
= ⋅ = ⋅

⋅ ⋅
=

4

4

4

7 4

6 12

2 1 10 0 05
948

δ , ,
.

q = 948

w
w

= =0 6 6
δ

, .

w w0 6 6 0 5 3 3= ⋅ = ⋅ =δ , , , .��

w0 > δ

σ =170.

σ σ δ
$�� � ��= = ⋅ ⋅ =E

R

2

2

7 2

2
2170

2 10 0 05

12
59 028

,
/ .

� $��/n =σ σ =

90 000 /59028 1,5.= =

t t
t

z= + ⋅0
Δ
δ

,

t
t t

0
1 2

2
=

+
Δt t t= −1 2

z
t t1 2,
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���  �&��� ����
������� �������, ����
�� ����!��� ��-
������ �	��%��.

��
��� ��������� (� 4.118) ��
����
�	�� ���������� ��
������, �� ��
������� �� 
��	�	 ���
�� ������� �� ���-
��
��	
� . )���� ���
�� �� ��&�� ������� ������� ��
��

�������. (�����!�� ��
������� ���
�&���    �	-

�	� ���������� �� ������. (��
�� ��������� ��
����
�	��
������� �����
��	
� �� ������, �
 $��� ��
��	!�����
�����
��	
��� ���� �	��� ��
���� �����
���� ���������-
�� �
������ ����
�����. '����� ����&��� ��������� ��-
����, ��� �
 ���� ������� ��� �������� �����
��	
���
����
��%� ������������ 	������ � ������ �
������ ��-
��
����� ���	����	!�, �.�. ���� �
������ ����
����� ��
���	��!� �������.

'�� �
	���� ������� ������������ 	������ � ����� ��

�������  �� �
������ ����
�����, �������� (4.81),
(4.82), �	�	� 

  (4.119)

B������	� ���������� ����� <	��, ������������ 	����-
�� ��&�� ��
���� ��
�� ���
�&���  �����
��	
	:

(4.120)

(4.121)

���  — ��$��%��� �����
��	
���� 
���
��� ����
���.
1��� ��������� (4.119), (4.120), (4.121), ������ �������

���
�&���:

(4.122)

(4.123)

B����!�� ������� �	�	� 
����

(4.124)

t0

σr σt

z

εr
dv

dr
z= ⋅ ; εt

v

r
z= ⋅ .

ε
σ

μ
σ

δ
αr

r t

E E

t z= − + ⋅Δ
;

ε
σ

μ
σ

δ
αt

t r

E E

t z= − + ⋅Δ
,

α

σ
μ

μ μ α
δr

E z dv

dr

v

r

t= ⋅
−

+ − +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥1

1
2

( )
;

Δ

σ
μ

μ μ α
δt

E z v

r

dv

dr

t= ⋅
−

+ − +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥1

1
2

( )
.

Δ

M zdz D
dv

dr

v

r

t
r r= = + − + ⋅⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥−

+
∫ σ μ μ α

δδ

δ ( )
;

/

/ 1

2

2 Δ
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(4.125)

����������    � 	
������ (4.91)  ����&� ,

����� �
����� �
���
������� ���	�� ����
��%������
	
������ ��� �	��% :

(4.126)

2��� ����
�� 	
������ (4.126) ���� ����	!�� ��:

(4.127)

���   — ��������������� ��
�������.

���������� ����

�����     ��
�����!��� �� �
�-

����� 	������. E��� �	��%! 	��� ����
��� ��
���, ��-

����!� �������   , �� ����
�� ����� �� ��
�	���

(4.79)  (4.80) ������� ���
�&���.

���'�� 4.7. *
	���� ������� ���������� ������

, , ����������� �� �
���, ���
������� 
��-
����
�� �� 15 °# �� �����
��	
� 100 °#. G��	�� 	�
	���� ��-

��
��� , ��$��%��� �	������

 2�
������ ����������� ���-
��
��	
��� ���
�&��� � �������.

�������. )�� ��� ��
���� �����
��	
� �� 
��	�	  �����-

�����, ��   ��
�	�� (4.127) �
����� ��

���������� ����

����� ��
�����-
�� � �
������ 	�����. ( ������ ��	���
�
������������, ��� ��� �
�� (��
��� 
�&��) ������� ��������� (
�. 4.23).

2��!�� �
������ 	����� ����	-
!��:

M zdz D
v

r

dv

dr

t
t t= = + − + ⋅⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥−

+
∫ σ μ μ α

δδ

δ ( )
.

/

/ 1

2

2 Δ

Mr Mt Q = 0

v

d v

dr r

dv

dr

v

r

t d t

dr

2

2 2

1 1+ − = + ⋅ ⋅( ) ( )
.

μ α
δ
Δ Δ

v c r
c

r r
r

d t

dr
dr dr

a

r

a

r

= + + +
⋅

⎤
⎦⎥

⎡

⎣
⎢
⎢

∫∫1
2 1( ) ( )

,* ** *μ α
δ

Δ

r* r**

c1 c2

Mr Mt

δ =1 0, �� R =15 ��

E = ⋅2 107 2� ��/

μ α= = ⋅ − −0 3 12 5 10 6 1, , , .�
��

r

d t

dr

( )Δ = 0

v c r � r= +1 2( / ).

���. 4.23
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�
     

�
     

�����,   

)��� ��
����, ��������� ������� ���
����� ���! ��
�	:
��� ��� v = 0, �� ����
��%    
���� �	�!.

B����!�� �������, �������� (4.124)  (4.125), �	�	� ��-
��:

���
�&��� 

�������� ���
�&��� ������!� �
 :

���	�� ���
����� 
��	�����: ����������� �����
�-
�	
��� ���
�&��� �� ������ �� ������ �������. 2���-
��, ����� ������� ���
������� � ����� ���
���, 	 �������

������ 
������� �����
��	
  �	��� �������, � �����,
�����
��	
��� ���
�&��� �	�	� ����� �������, ��� 	 ���-
�� ������.

)���
� 
������
� ��	���, ����� ��
��� �
�� ��������, �
�&�� ��������. <
������ 	����� �
 $��� �	�	� ����	-
!��:

�
   

�
   

r r R= =1 v = 0; c R
c

R1
2 0+ = ;

r r R= =2 v = 0; c R
c

R1
2 0+ = ,

c1 0= c2 0= .

rε εt

M M D
t

r t= = − + ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

=

−( )
,

( , ) ,

,

1
18 32 10

1 0 3 85 12 5 10

1 0

2529

5
6μ α

δ
Δ

,,8 � ��;⋅

D
E= ⋅
−

= ⋅ ⋅
−

= ⋅ ⋅δ
μ

3

2

7

2
5

12 1

2 10 1

12 1 0 3
18 32 10

( ) ( , )
, � ��;

Δt = − =100 15 85 #.

σ σ
δ

δ μ α
μ δ δ

α
μ δr t

rM z E t E t= =
⋅ ⋅

= − + ⋅ ⋅
− ⋅

= − ⋅
−

⋅
12 1 12

12 1 13

3

2 3

( )

( ) ( )

Δ Δ
zz.

z = ± δ
2

σ σr t ��max max
,

( , )
/ .= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−
=

−2 10 85 12 5 10

2 1 0 3
15 179

7 6
2�

Δt

r r R= =1 Mr = 0;

r r R= =2 v = 0.
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)�� ��� , �� �	��%� v �������� �
�&���.

B����

���������� �������   
���� 	
������, ���	����

"	��%�  	���� ����
��� 

)�� ���, �������� 	
�����!, �
  	��� ����
��� ��
-
��� 
���� ������������, ��� �
����
��� ��������	
�����	, �� ���
�� ������ � 	
����� ��������� �
����-

���.

B����!�� �������, �������� (4.124), (4.125), �	�	� ��-
��:

�������� ���
�&��� �	�	� �
 

d t

dr

( )Δ = 0

c R � R1 2 0+ =( / ) ;

dv

dr

v

R

t+ − + ⋅ =μ μ α
δ

( )
.

1
0

Δ

dv

dr

c
tR

R R
1

2

2 2

6 2

2 21

1

12 5 10 85 15

1 15 15
1

=
+ −

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= ⋅ ⋅ ⋅

+

−α

δ μ
μ

Δ ,

−−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ − −
0 3

1 0 3

0 69 10 3 1

,

,

, ;��

c
tR

R R
2

4

2 2

6 4

21

1

12 5 10 85 15

1 15 15

= −
+ −

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= − ⋅ ⋅ ⋅

+

−α

δ μ
μ

Δ ,

22 1 0 3

1 0 3

0 155
−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
,

,

, .��

v r r= ⋅ −−0 69 10 0 1553, ( , / ).

r = 0

3

6
5 3

(1 )
0,69 10 (1 )

(1 0,3)85 12,5 10
18,32 10 0,69 10 (1 0,3)

1,0

887,2 � ��.

r t
t

M M D −

−

−

+ μ Δ ⋅α⎡ ⎤
= = ⋅ + μ − =⎢ ⎥δ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ + − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= − ⋅

z = ± δ
2

:

σ σr tmax max
,

/ .= = ⋅ =887 2 6

1
5323

2
2� ��
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2����� ���
�� �������� ��� ������������ ������,
����
�� �
 ���
���� ����!��� ��������� 
����� ��$�-
�%����� �������� �����
��	
���� 
���
��� ��������-
!�� �����. 0����������� ������� ���	�� �
���� �
-
������ ��� �	����������� $������� 
������� ��
��
��	-
����
��.

4.8. ���)�� ��'������)��$�% ������

1������
� ������	, ����������	! � ��	� 
����� ����
-

���� (
�. 4.24, �). �	���    — ������ ��&���� ���� ����-

����������,  — �
�� �������,    — ���	� 	�
	���-

� ����
����,    — ��$��%���� �������� �����
�-

�	
���� 
���
��� ����
����,  — 	������� �����
��	-


�,  — &�������� �� ��� ��
���� (��
�����) ����,  —

&�������� �� ��� ���
��� (�&����) ����,  — 
��	� �
-

����. �
��� .
)�� ��� �� �
����� ������� ��!� ���	! �
�	, ��

���
�&����� �������� ����
���� ��&�� ������ ����-
�����. �
 ����������� �
�� � �������� ����!� �
�-
������� �
�
��, ��� ����������� ��������� ���
�&������
��������.

�
 ������� �����
��	
� ���
�� ����, ����
�� ����-

��� ���� �о���� ��$��%��� �����
��	
���� 
���
�-
��, �	��� �����
������ ���	  �&��!, � ����
�� ��
����
���� — ���	  
����&��!.

B���������� ��������!�, ��� ��������� ��
���	����-
��������� ������������� ������� ���� ����� �
 �����-
��� 	�����

(4.128)

h1 h2

b E1 E2

α1 α2

Δt

1 1z
E I E Iz2 2

ρx

α α2 1>

���. 4.24

E h E h1 1
2

2 2
2= .
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�������, 	��������
�!�� 	����! (4.128), ������!���
�	���������.

����&��� ����
������� ���� 	 ��
������� ���������-
���� ������� ������ � 	����� 
�������� �	�! ��
�������

���  � �����.
(����� � ������������� ������� $������ 

�����  (
�. 4.24, �).

(�	�
���� ��� � ����  �	�	� �
���������� ����� 
����-

���!�	! ��
�����	! ��	   ������ , � � ����  —

�&��!�	! ��	   ������ . #��    ����!���
����	
������������:

(4.129)
��
������� ��� � ����� 
���� �	��� ����
���� �� 

�� ������ �����  
���� �	�!:

  

���!�� 

)��� ��
����, 	 ��
������� ������� �
  ���� ���-
�
������ ���� ��������� � �
��%�� ��&�	 �����.

#������ 	
������ 
�������� � ��� �	��� ��������
�� ����������� �
��%� �����, �� � — �:

 � , (4.130)

��� 

��

  (4.131)

���    — ������� ��
% �����    �����������

�� z, �������!��� � ����
������ ����:

N
mnn m1 1

Δl
h1

N1 M1 h2

N2 M2 N1 N2

N N N1 2= = .
σx

σ
ρx

x

E y
1

1= ; σ
ρx

x

E y
2

2= .

N dA dA
E y

bdy
E y

bdy

b
E h

x x
x x

hh

AA

x

= + − = − =

=

∫∫∫∫ σ σ
ρ ρ

ρ

1 2
1 2

0

2

0

1

21

1 1
2

2
( −− E h2 2

2),

E h E h1 1
2

2 2
2= .

N
h h

M M1 2
1 22 2

+⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + N h M M( / )2 1 2= +

h h h= +1 2.

1 1 1
1

;
z

x

M E I=
ρ

2 2 2
1

,
z

x

M E I=
ρ

1z
I 2z

I h1 h2
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����������    � (4.130), ���	����

(4.132)

E����� � (4.131)    � ��������, 	������

(4.128)  , ����� �
����� �
���
������� �	���

����

(4.133)

'�� ����� ����� ������������� ������� ��&�� �
-
���� ������� ����� ������� �����
��	
�. �� �����	 ����-
�	 �	�	� ���������  �����
��	
��� 	������, ��� �������
��� 	���� ������� �� %���
������ ����
����� 
��-
	�� . 1������� ������������ �����
��	
��� 	������ ��

����
����� ���� �������  �� �
������ ����
����� 
��-

�� . /�� 	������ ��&�� ��
���� ��
�� �
���	
����
�����, �� ����
�� �
������ ��� �������:

(4.134)

1��	� �
����  ��
����� � 	�����, ��� �� �
��%�

����� ������������ 	������ ���� ����
���� ���&��
���� 
����:

���!��

(4.135)

���  .

���������� � (4.135) �������  � (4.133), ������ �
-
���	 ������� �
 ���
���:

(4.136)

3
/ 311

;zI bh=

3
/ 322

.zJ bh=

M1 M2

1 21 2

1
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2 z z
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h
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h h h= +1 2

N bE h x= ( ) / ( ).2 31 1
2 ρ

ρx

( ) /αΔt 2

( ) / / ( ).α ρΔt h x2 2=

ρx

α
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1 1

1
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2 2
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Δ Δt
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h E b

h
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N

h E b

h

x x

+ + = − − ,

2 1
1 1 2 2

1 1
( ) ,

2 x

N h
t

b E h E h

⎛ ⎞
+ = α − α Δ −⎜ ⎟

ρ⎝ ⎠

h h h= +1 2

N

1 2

3

1 1

21 1
2

1 1 2 2
2 1ρ

α α
x

E h
E h E h

h
t+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= −( ) .Δ
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�
����
���� ������� h / 2 ��� �����, ����� ����������-
��� �
���
������� ���	��

�������� ������� �
���� � (4.133)  (4.131), ������

������ ��
������� ��� N  ����!�� ��������  

(4.137)

(4.138)

(4.139)

���
�&��� � �����    ��������� �	��� ���&��� ��-

�
�&��� �� ��
������� ���  ����!���� �������:

(4.140)

(4.141)

���'�� 4.8. 2�
������ ���
�&���  ����
��� $�!
	
� 
���
������� � ����� ��
������� �������������
������� �
 ���
��� �� �� 90 °#, ��
���  ���� — �����:

 �&-

�� ���� — ���� ,

,  �
�� ������� 

2�
������� ���
�&��� �� ��
�	��� (4.140—4.141). ��-
�
�&��� � ��
���� ����

2 1 2 1

2
1 1

1 1 2 2

( ) ( )1 3
.

22 1 1

3
x

t t

S h
E h

E h E h

α −α Δ α −α Δ
= =

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

M1

2 :M

N
bE h t

h
=

−1 1
2

2 1( )
;

α α Δ

M
bE h t

h1
1 1

3
2 1

2
= ⋅

−( )
;

α α Δ

M
bE h t

h2
2 2

3
2 1

2
= ⋅

−( )
.

α α Δ

h1 h2

σ
α α

x
t E

h
h y

1
2 1 1

1
3

2
=

− ⋅
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( )
;

Δ

σ
α α

x
t E

h
h y

2
2 1 2

2
3

2
= −

− ⋅
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( )
.

Δ

h E1 1
7 2

1
6 10 02 2 10 12 5 10= = ⋅ = ⋅ − −, , / , , ;�� � �� �
��α

h2 2
6 10 028 16 5 10= = ⋅ − −, ; ,�� �
��α

E2
7 21 10= ⋅ � ��/ b = 0 8, .��



371

���
�&��� � �&��� ����

/�!
� 
���
������� ���
�&��� �
����� ������������� ������� ����-
���� �� 
�. 4.25.

J�������
���� ������� 

��������, ����� ���
�&��� ��
������,

�	��
	� ���
�&��� ��  ��-

������ ����
��% �������.

���'�� 4.9. ( �������� �	������������ $������� � �����-
��� 
��� ����������� ��
������� ������������� �������,

��������� � ��
����� ������� ���� �������  

�&���� ��������� ���� ������� . �
 ���
���-

� �� 80 °# �������� ����
�
	����  �������� �������.
)
��	���� ��
������ ���
�&��� �� ��
����  �&��� ����
�-
������ �������  	���, ����
�� ������	�� �� ������� �


�������. '��� ������� ; ����
 ,

 ���	�� 	�
	���� ,

1

6 7

1

2

(16,5 12,5) 10 90 2 10 3
0,02 0,02

0,02 0,028 2

1500 � / �� ;

x
y h

−

=

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎛ ⎞
σ = − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

= −

6 7
2

1
0

(16,5 12,5) 10 90 2 10
(0,02) 3000 � / �� .

0,02 0,028x
y

−

=

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = =

+

6 7
2

2
0

(16,5 12,5) 10 90 1 10
(0,028) 2100 � / �� ;

0,02 0,028x
y

−

=

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
σ = − = −

+

2

6 7

2

2

(16,5 12,5) 10 90 1 10 3
0,028 0,028

0,02 0,028 2

1050 � / �� .

x
y h

−

=

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎛ ⎞
σ = − − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

=

���. 4.25

N M M, ,1 2

N M M, , ,1 2

h1 0 2= , ��

h2 0 14= , ��

l = 35 �� Δ = 0 5, ��

α� �
��= ⋅ − −16 5 10 6 1, , E� � ��= ⋅1 107 2/
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, , �
�� �������

 (
�. 4.26).

�������. (������� ������� ��
% �����:

'�� ��
������� 	���, ������	!���� �� ������� �
 ��-
�����, ������ 	
������ ��
�������:

���  — ��
������� ������� �� ���
���;  — ��
�����-

�� �� ��� X, ������	!��� �� �������.
*
���� ������� �
 ���
���� �	���

��
������� ���  ����!�� ������� 
����

E� � ��= ⋅2 107 2/ α� �
��= ⋅ − −12 5 10 6 1,

b =1 0, ��

���. 4.26

I bhz1 1
3

3
3 6 41 0 02 3 2 67 10= = ⋅ = ⋅ −( ( , ) / , .) / ��

3 3 6 4
22
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+

=
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37 6

7 2 6, , ( , , )

, ,
, ;�
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2 0 034
0 38= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⋅
= ⋅

−, , ( , , )

,
, � ��;

M2

7 3 61 0 2 10 0 014 16 5 12 5 10 80

2 0 034
0 26= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⋅
= ⋅

−, , ( , , )
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��
������� �������� �
 ���
���� ������, ������	�
����
�� G�������� — G�
�:

���  — ������ � ����� �� ������� ���.

��
������� �������� �� ��� ' �	���

��������    � 	
������ ��
�������, ������ ���-

��	 ��� ':

���!�� 
'�� �������� ���
�&��� �� ��� ' ��������� ����

�
���	 ������� �� ������� .

#������� ������� ���������� ��
�����

���  — 
�������� �� ����
������� ����.

  (4.142)

B����!�� ������ �� ���
�&���   , 
���
���-

������ �� �����! �������, �	��� 
���� �	��� ����
����:

(4.143)
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���!��

(4.144)

�������� ������� �
���� � (4.142), ���	�� ��
�&�-
�� ��� ���
�&���:

  

(4.145)

#	���
��� ���
�&��� �� ��
����  �&��� ����
���-
���� ������� �	�	� ����	!��:

�� �� z ���
�&��� �� ���� ������� ���� ' �	�	�

���� �	�!.

1 31 1 2 2 1 1
2/ ( ) /( ) ( ) / ( ).ρx x x x xM E I E I M bE h h= + = ⋅
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2 21
1 1

3 3
;M x

x

M X l y
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( ) 2 2

2 22
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31 1

1 1
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x x
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������ ���	�
	��� ������

5.1. �������� ��������� � ����� �����!��" #�������$

���������	
 ��	�� 
�
��	
 ��������� �����
�� ��-
���� � ������ ������, ������		���, �����
����, �����-
��� � ����������� 	����� � �.�. !�����	�� � �������-
��	�� ��	��, ��� ������, �������
�� ������� ��������� ��-
��� � �� 	��� 	�����. !�
����� ��� �	���� �������� ���	-
����	��� �������"�� ��� ���������
 ��	�� ����� ����
�������� 	�������� �����. !�� ������ ��	�� ���������	

��	�
����� �� "����������� 	��, ������ �� ���	��
 	��, ���-
��������
���� � ���	��	�� ��	�� � ���	��� �	���� �����-
�����. #	������ ���������� 	������	
 "����������� 	���.
$���
����
 �� ������ ����� ����	�������� �������� �  ��	-
����� ��������	
 ������ ��
 ��	�� 	������ ����� ��� ���-
��������� �	��� ��������� � ��	��"�������� ������� ����-
�� �����.

%�		������ ��	�, ��������	
 	 ������ 	����	��� 

(��	. 5.1). &������ ��	��  ��������� ��	��
���� � �����

�� 	������� 	 �������� �����	�� . '���, ���-

	������ �� ��	�, � ������������� ���� 	������ 	��������-
���� ����	������� �	� � ��������� ��	������������ ��
������� ��	��. !�	�� ��������� ����������� ���� �����	�
����	����� �� ���	����� ������.

ω
h

r h r� �( )<<

���. 5.1
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$��������� ��������, ��� ��� �������� ����������� ��
400 °' � ��� 	������ �������� ��������� �����
 ������	��
� ������	���� ���������	��� ���������. � �	��� ���������-
�� ��	���� �������� 	�������� ��������.

1. *������� ��	�� �������	
  ���	��� ����
������ 	�-
	��
���, �.�. ���������� ����
����
  ���	��	�
�, ���������-
��� 	�������� ���	��	��, ���� ����.

2. %���������, �������� � ������������� ����
����
 
-
�
��	
 ����"�
�� ������ �������� �����	� . &���� ����-
���, ������ ����������
 ����
�����  ��	�� ����	���
�� 	�-
��� ���	��� ������ ������ ������	��.

������� ���
 ����������� � ���
 "���������	���� 	�-
����
�� +������ ��	�� � ��		������ ��� �����	��. $� +��-
����, ����� 	��, ���	�������� �����������  � �������-

��  ����
����
��, ����� ���	����� 	��� ����"�� ,

����
 ����������� ��		� +������� �� ���������� �	����-
���. /�	�������� ����
����
 ��� 	�������� �������"��
���� ����:

 (5.1)

���  — �������� �	 ���������;  — �����
 	����	�� ��-
����
.

'���  ��������� �� �����	� �� �	� ������
.

'�	���� 	���� �����"�� 	�� 	�� �� �����	, 	�����-

���� 	 	�������� ���� :

(5.2)

!�	�� 	��������
 � ������  �������
�������� �����	�
  ���

(5.3)

���  (5.4)

/�� ���� �������� ����� (	�. ��	��� ���	��	������ "����-
���), ����	�������� ��������
  ���������� � �������� ��-

r

σr

σt dF�

dF g hrd rdr� = ( / ) ,γ ϕω2

γ ω

dF�

dϕ

( )( ) sin( / )

( / )

σ σ ϕ σ ϕ σ ϕ

γ ϕω
r r r td r dr hd rhd hdr d

g hrd rdr

+ + − − +

+ =

2 2

02 ..

sin( / ) ( / )d dϕ ϕ2 2≈

d

dr
r g rr

r t

σ
σ σ γ ω⋅ + − + =( / ) 2 2 0

2 2( ) ( / ) .r t
d

r g r
dr

⋅σ − σ = − γ ω
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�������
�, ��������� ����� ���������� ����������� 
�����, ����

   (5.5)

7�
 ����	���� ����
������� 	�	��
��
 ���	���	�� ��-
�����"�� � ����
����� 	 ������ ������ �������	
 ����-
��� 8���:

(5.6)

(5.7)

���  — ��+���"���� ��������� �������������� ��	����-

��
;  — ��������� ����������� ���� �����	�.
%���
 	���	��� �������
 (5.5), (5.6), (5.7) ����	�������

����
�����  � , �������

(5.8)

(5.9)

!��	��� (5.8) � (5.9)  �������� �����	�
 (5.3) � ���-
�
 ������ ������	�� � ��+���"���� !��		��� ��	��
�����
���������, ������� �	����� �������� ��
 ��������	

����������� �������� ��	��:

(5.10)

?������� (5.10) 
�
��	
 ��������"������� ���������
������ ���
��� 	 ����������� ��+���"�������. � �����
	����� �������� ������	
 ��	������ ������� �� @�* ���
�����������.

7�
 ��	�� ��	��
���� ������� ��������� ������� �����
��������, ������� ������ 	����	�� ����"��� �����	���	��
���	��
 	��, �� �� 	���	��
������� ������. � ����� �������
-

��	
 ����
����
  �  � �������"��  �  �� ���	��
 	�-

���� ��������. �� ����� ������ �������
��	
 ����
����
 �
�������"�� �� ������, ��� +��� ������������	
, ��� ���������-
�� �� ������� ��	�� ��	��
��� � �����
��	
 ������ �� �����	�.

u r( )

,r
du

dr
ε = εt u r= / .

ε σ μσ αr r tE
T= − +1

( ) ;

ε σ μσ αt t rE
T= − +1

( ) ,

α
T T r= ( )

σr σt

σ
μ

μ μ αr
E du

dr

u

r
T=

−
+ − +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥1

1
2

( ) ;

σ
μ

μ μ αt
E u

r

du

dr
T=

−
+ − +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥1

1
2

( ) .

d u

dr r

du

dr

u

r

d

dr
T

E g
r

2

2 2

2
21

1
1+ − = + − − ⋅( ) ( ) .μ α μ γ ω

σr σt εr εt
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%�		������ ����� ������. !�����  �������� (5.10)
����� ����  ����� ��	�� ����� ����, ������� ��������-
"������� �������� ��
 ���������� ����������� ����� ��	��
 ���

���

(5.11)

!������������ �������� (5.11) �����, �������

(5.12)

���  �  — ��	��
���� ������������
, ��� �������
��	


�� ��������� �	���� �� �������� � ��������� �������	�
�
��	��.

!��	��� (5.12)  �������� (5.8) � (5.9) ��� �������� ���-
��, ������� �������
 ��
 ���������� � �������� ����
-
�����:

(5.13)

(5.14)

7�	�� ����� 	��������, ��� "����������� ����	��
, � 	
"���������� ����	����.

%�		������ �������� ��	���� 	�����.
1. '������� ��	� ��� ��	��	��� 	�� �� ������� ����	��-

��� �� ��	. 5.2, �.
8�������� �	���
 �� �������� ������� 

���                                  (5.15)

� "����� ��	�� ��������� �	���
 ���
� �� 	���������
��		������
. A	�� ��	� � �� �������� ��� ���� "����, ��,
����������
 	
��� 	 ����, ��	� ��		�������� ��� 	����-

��� (��	. 5.2, �). &����� �����  ����������� ��	��, � ��
�	������ 	�������� �������

d u

dr r
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r E g
r
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−
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− +
1
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���                                (5.16)

7�
 +���� 	����
, ����� ����������
  � ����
����
 

�   "����� ���� ���������,  �������� (5.12) ����������

����
�� 

B�����  ��	�����, ����� �������� �������������	��, ��

	������� ��	�� ��������� ��������

���  

!��	��� (5.15)  (5.13), ������  ������

(5.17)

#�	��� ������� ������� ��
 ����
�����  � :

(5.18)

(5.19)

$��������� ����
����
 ��������  "����� ��	�� ���

:

 (5.20)

B� (5.20) 	������, ��� ���������� ����
����
 � 	��������

��	�� �������
��	
 ������ �������� 	����	��� 

2. 7�	� ����� "���������� ����	��� �����	��  (��	. 5.2, �).

/���� ��	� �� ��� ��	���� ��� ������ � ������	
 ����� ���	-

r r t= =0 σ σ .

u σr

σt

c2 0= .

���. 5.2

r r r t≅ − =( , , ) .0 01 0 05 � σ σ

c2 0= ,

c
gE

r1

2 2
23 1

8 1
= + −

+
γω μ μ

μ
( )( )

( )
.�

σr σt

σ γω μr g
r r= + −

2
2 2

8
3( )( );�

σ γω μ μ
μt g

r r= + − +
+

⎛
⎝
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⎞
⎠
⎟

2
2 2
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1 3

3
( ) .�

r = 0

σ σ γω μ
r t g
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.= = +2
23

8 �

V r= ω �.

r
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����, 	��� �� ��������� ������� ��	��	����. � +��� 	�����
��������� �	���
 �����

���  ��� , 

!�	��
���� ������������
 c1 � c2 �������
��	
 �� 	�	��-
�� ��������:

��	���

!��	��� c1 � c2  (5.13) � (5.14), ������� �������
 ��


����
�����  � :

(5.21)

(5.22)

!�� ��	���� ��	�� �� �� 	 ���
��� �� ��������� �������
����	��
 ����� ���	����� ����
����� , ����� �������-

���� ������� 

!��	���  ������� (5.12) �������
 ��	��
���� �����-
�������
 c1 � c2, ������� ������� ��
 ���	����
 �������-
��� �����������  ����� ����� ��	��.

%�		������ ����� ������, 	
������ 	 ������������ ���-
���������� ����
�����.

&�����	�� ������ 	�	����  ����������� �������������� ��-
�
. !�	�� ����������� �� ������� ��	�� ��	��
���, � ���� ����-

r r r= =� σ 0; r r=  σr = 0.
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⎡
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�	� �����
��	
 �� ��������� ������ (��	. 5.3), � ������� ��	��
��	��	����:

(5.23)

!�����  �������� (5.10) , ������� ��������"�-
������ �������� ��
 ���������� ����������� ����� ��	�� 
���

���

(5.24)

!������������ (5.24) �����, �������

(5.25)

!�����

 ��
 (5.8) � (5.9) �������� ����� ��������
 ���-
�������� ���� �����	�, �������� ������� ��
 ����
�����

 � :

(5.26)

(5.27)

!��	���� (5.25)  (5.26) � (5.27), ��	�� ������������� ��-
��� �����

t t t
r r

r r
= −

−
−

( ) .2 1


� 

ω = 0

���. 5.3
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(5.28)

(5.29)

!�	��
����  �  �������
��	
 �� ��������� �	����.

� 	����� 	�������� ��	�� ��� , ����� ����������
 u �

����
����
  �  ���� ���������, 	������ �������� .

!�	��
����  ��������� �� �	���
:  ���   .

!��	��� ��������� �	����     (5.28), ������

&����

(5.30)

(5.31)

7�
 ��	�� 	 "���������� ����	���� �����	�� , ��	����-

���� �� ��� ��� ������, ��������� �	���
 �����

���  ��� 

!��	��� ��������� �	���
  �������� (5.28), �������

C����� ��	��
����  �   �������
� (5.28) � (5.29),

��	�� +����������� ������������� ������� ������� ��

����
�����:
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=
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+
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−
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(5.32)

(5.33)
!������������ ������� (5.18), (5.19), (5.21), (5.22), ���-

�� �	�������, ��� ����
�����  	���� ������  � �����
���	�������� �������� �� ��������� ������� ��	��. !�+��-
�� ��	�����������	
 ��	�� ������ ����� ���	���� � "���-
��  	������� 	 �������� � ��������� �������. ?��������
������� ��	�� ��� 	��������� �������� ��� ��������
 �� �-
����� ��������
 ����
������� 	�	��
��
 ��	��. ?��������
������ 	����	��  � ��� ��������� ����
����� �� "�����-

������ 	�� ����"��   ���. !�� ���������� ������ ��	-
�� ������������� ����
����
 �� ��������; ��� ���������-
��� ������ � �������� ����������� ���� �����	�  � ���
������������� ����
����
 ���������	
 �����  � ���.

B	���������� �������� ������ ��
 ��	���� 	����-
��� ��� ����� ��������	
 �������� ���� ��������	��
�� ����� 4%.

� 	����� ����� ����������� �������� ��	� ������	
 	 ��-
���� 	����	��� , �������� ����
�����  ����� ����� ��	-
�� ����� ����� ����� 	���������
 ����
����� �� "�����-
������ 	�� � �����������.

������ 	�������� ������� ��
 ����
�����  � 
��� �������� ��	���������� ����������� ���� �����	�.

!������ ������� (5.13), (5.14), (5.28) � (5.29) � ���

(5.34)

(5.35)

���

  

(5.36)
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(5.37)

���

  

'���� ����� ��	�� ������ (5.34) � (5.36), (5.35) � (5.37),
������� �������
 ��
 	�������� ����
�����:

(5.38)

(5.39)

���   

!�	��
����  �  �������
��	
 �� ��������� �	����.

%��&�� 5.1. '������� ��	� ��	��
���� ������� ( ,

�������� �����	 , �����	 ���������� ����	��


) ������	
 	 ������ 	����	��� 

!�	������ +���� ����
�����  �  (��	. 5.4).

�������. &�� ��� ������� ��	�� ����, �� ��� ����
������ 	�-

	��
��� 	������ ���	���: . ��	��������	
 �������
��

(5.21) � (5.22), ����
 ��
 	���� 
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  � ������� ��	���� ��
 "�-
��������	��� 	������:

3 2
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⎟⎟ = $ 	�
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@���� ����
����� �������� �� ��	. 5.4.

%��&�� 5.2. '������� ��	� ��	��
���� �������

( , �������� �����	 , �����	 ����������

����	��
 ) ������	
 	 ������ 	����	���

 &���������� ���� �����	� �����
��	
 �� �����-

���� ������: � ���������� ������� ��	�� , � �����-

���� �������  (��	. 5.5).

� ��	���� ����
��  

 

r =15 	�

σr = ⋅
⋅

+ ×

× + − ⋅ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟

0 078 300

8 981
3 0 3

20 2 0
20 2 0

15
15

2

2 2
2 2

2
2

,
( , )

,
,

⎟⎟ = 507 2$ 	�/ ;

σt = ⋅
⋅

+ ×

× + + ⋅ − + ⋅
+

0 078 300

8 981
3 0 3

20 2 0
20 2 0

15

1 3 0 3

3 0

2

2 2
2 2

2

,
( , )

,
, ,

,,
/ ;

3
15 8302 2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = $ 	�

r = 20 	�

σr = ⋅
⋅

+ ×

× + − ⋅ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟

0 078 300

8 981
3 0 3

20 2 0
20 2 0

20
20

2

2 2
2 2

2
2

,
( , )

,
,

⎟⎟ = 0 2$ 	�/ ;

σt = ⋅
⋅

+ ×

× + + ⋅ − + ⋅
+

0 078 300

8 981
3 0 3

20 2 0
20 2 0

20

1 3 0 3

3 0

2

2 2
2 2

2

,
( , )

,
, ,

,,
/ .

3
20 5302 2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = $ 	�

h = 2 0, 	� r� 	�= 20

r 	�= 2 0,

ω = −350 1	 .

t1 150= '

t2 360= '

E = ⋅2 107 2$ 	�/ , 0,3,µ =

30,078 $ / 	� ,γ = g = = ⋅ −981 12 5 102 6	�/	 , , .α
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�������. $���
������ 	�	��
��� ��	�� 	������ ���	���,

�.�. 
7�
 ���	����
 	�������� ����
����� �� "�����������

	�� � ������������� ������ �	��������	
 ���������
(5.38) � (5.39):

!�	��
���� �  ������ �� ��������� �	����:

���   ��� 

���. 5.5

σz = 0.

2
22

1 2

7 6
22

1 2

E (3 0,3)0,078 350
E

8 981

E2 10 12,5 10 (360 150)
E 4,02 972,2 ;

3(20 2,0)

r r
r

r r r
r

−

+ ⋅
σ = − − ⋅ −

⋅

⋅ ⋅ ⋅ −
− ⋅ = − − − ⋅

−

2
22

1 2

7 6
22

1 2

E (1 3 0,3)0,078 350
E

8 981

E2 2 10 12,5 10 (360 150)
E 2,31 1944,4 .

3(20 2,0)

t r
r

r r r
r

−

+ ⋅ ⋅
σ = + − ⋅ −

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
− ⋅ = + − − ⋅

−

E1 E2

r r= = 	�2 0, σr = 0; r r r= = =� 	�20 0σ ;

σr = − − ⋅ − ⋅ =E
E

1
2
2

2

2
4 02 2 0 972 2 2 0 0, , , , ;

σr = − − ⋅ − ⋅ =E
E

1
2
2

2

20
4 02 20 972 2 20 0, , .
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%��� 	�	���� ��������, ������

  

����	��� ����
����
 

��� 

E $ 	�1
221 244 8= , / ; E $/	�2

277 137 4= , .

r r= = 	�2 0,

σr = − − ⋅ − ⋅ =21 244 8
77 137 4

2
4 02 2 0 972 2 2 0 0

2
2,

,
, , , , ;

σt = + − ⋅ − ⋅ =21 244 8
77 137 4

2
2 31 2 1944 4 2 36 631

2
2 2,

,
, , / ;$ 	�

r

r

=

= − − ⋅ − ⋅ =

5

21 244 8
77 137 4

5
4 02 5 972 2 5 13 198

2
2 2

	�

$ 	�σ ,
,

, , / ;

σt = + − ⋅ − ⋅ =21 244 8
77 137 4

5
2 31 5 1944 4 5 14 551

2
2 2,

,
, , / ;$ 	�

r

r

=

= − − ⋅ − ⋅ =

10

21 244 8
77 137 4

10
4 02 10 972 2 10 10 349

2
2 2

	�

$ 	�σ ,
,

, , / ;

σr = + − ⋅ − ⋅ =21 244 8
77 137 4

10
2 31 10 1944 4 10 2341

2
2 2,

,
, , / ;$ 	�

r

r

=

= − − ⋅ − ⋅ =

15

21 244 8
77 137 4

15
4 02 15 972 2 15 5415

2
2 2

	�

$ 	�σ ,
,

, , / ;

σt = + − ⋅ − ⋅ = −21 244 8
77 137 4

15
2 31 15 1944 4 15 8098

2
2 2,

,
, , / ;$ 	�

r

r

=

= − − ⋅ − ⋅ =

20

21 244 8
77 137 4

20
4 02 20 972 2 20 0

2
2

	�

σ ,
,

, , ;

2 2
2

77 137,4
21244,8 2,31 20 1944,4 20 18374 $ / 	� .

20
tσ = + − ⋅ − ⋅ = −
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@���� ����
����� �������� �� ��	. 5.5. B� ������� 	��-
����, ��� � ��������� ������� ��	� �	������� 	�����

.

5.2. ����������� ����'����()�$ � ��*�#+�()�$ ���!�!� 
���)����

*��������	��� ��	�� ������ �	���������	
 �� �� 	 ��-
�
���. �������� ����������� ������
 �� ��������� ��	����-
��� �������	�� ��	�� �������
��	
 �������� ���
��. !��
+�	������"�� ��� ���	���� "����������� 	��, � ����� ����-
��������� ������ ���������� ������� �� ��	������� �����-
��	�� ���������	
 � ��� ������� ��	���� ������
 �����
	���� ����� ����. F�	���� ������
, ��� ������� �������-
��� ������� 	������	
 ����� ����, �������	
 	��	�	
��-
��� ����	�	� �������. '��������� 	 ���
��� �������	
 ��	-
	������� ���, ����� ������
 ��	���� ������
 �� 15—30% ��-
�� ������ �	���������� ��	���� ������
.

!�	�� ��	� ��	���� �� �� 	

���
���  � ������ �������-
������ ���� ���� �����	� ��	��
� ������
 ��	���� ������

(��	. 5.6).

����	��� ������� �������-
���� ������
 .

!�� ��	���� ��	�� �� �� ��-

���	  ��� ��������	
, � ����-

�	 ��	��  �������	
. #�	��� �������� 	���	���	�� ��-

�����"�� ��� � ��	�� �������	
 �� �	���
, ��� ���������
�����	� ���������� ����	��
 ��	��, 	�������� 	 ���������-

�� �����	� ���, ������ ���
��	
 �������  (���  —
������������� ���
�):

(5.40)

� ����� 	����� ������ ����������� ����� ����	����� 
��� 	���� ���� 	�	���
����: �� 	��� ��	�������� ������

�, �� 	��� ������
  � ������ t. &����� �������� (5.40)
����� ����	���  ���

(5.41)

( 0)tσ <

���. 5.6

Δ

��

′r
r

Δ / 2 Δ

2 1( ) / 2.u u+ − = Δ

ω

2 2 2 1 1 1 / 2.
p t p t

u u u u u u
ω ω

+ + − − − = Δ
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����	��� ����������
 ����� ��	������� �������	�� �-

�� � ��	�� �� ����������� ������
 , �	������
 �������

G���.
!�	�� �� � ��	� ����� ��������� ������ ������	�� � �

��+���"���� !��		��� :

(5.42)

(5.43)

!���������� ����� ��	������� �������	�� ��� � ��	��
�� ������


(5.44)

(5.45)

!���������
 �� ������ ����� �������	�� ��� � ��	����-
��� �������	�� ��	�� ����� ���������� (����������� ���
	������	
 ����� ����������� ��	������� �������	�� ��	��):

(5.46)

B� �������
 (5.41) ������ �����	�� �����������:

(5.47)

C�����  �  �� �������
��, ������ ���������� ��-

��
�����:

(5.48)

p�

μ

� 
1 (1 );

p

p r
u

�
= − µ

2 2� 
2  �2 2

� 

(1 ) (1 ) .
( )p

p r
u r r

� r r
⎡ ⎤= − μ + + μ
⎣ ⎦−

2 3


1 (1 );
4

r
u

�gω

γω
= − μ

2
2 2

2 � (3 ) (1 ) .
4

r
u r r

�gω

γω ⎡ ⎤= + μ + − μ
⎣ ⎦

u u r t
t t2 1 0= − = α .

2 3


2 1 2 2 1 1

2
2 2

 0 �   0

2 2
 �

(1 )
2 2 4

(3 ) (1 )
4

(3 ).
2 4

p p t t

r
u u u u u u

Eg

r
r t r r r t

Eg

r r

Eg

ω ω

γωΔ Δ
− = − − + + = + − μ +

γω ⎡ ⎤+ α − + μ + − μ − α =⎣ ⎦

γωΔ
= − + μ

u
p2 u

p1

2 2 2 2
 � � 

� 2 2
  �

2 (3 ) ( )
.

8 (1 )

Eg r r r r
p

gr r r

⎡ ⎤Δ − γω + μ −⎣ ⎦=
⎡ ⎤− μ + μ⎣ ⎦
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#	���������� ��	���� ������
 ���������, ������

(5.49)

#���������� ���������� (�����������) ��	���� ����-
��
 ��	��, ��� ������� ����	����� ����������, 
�
��	
 ��-
��� ���������	����� ���������. *��������, ������
����
��
 ����������
 ��	�����������	
 ��	��, �� ����� 
��
��������� ���� ������	�� � ��� ���������� ����
����
 �
�������"�� ��������� �����
��	
 �� ���������
 ��	��.
����������� ���	����	��� �������"�� �����
� � ������	-
���������� � ��������� �������� ����
�����  �������-
��� (��������������) 	������. !�+���� 	������, ��� ���
����������� �������� � ��	��	��� ������������� ����
��-
��� �������� ����
����
  ���������� 	������ ��	��
���
� ���� ������� ���������� ������	�� . A	�� ��	� ������

�����������, �� ����
����
  �����
��	
 �� �����	� 	�-

���	�� ������ ��������
 �����������. � ������ ��	������

����������� 	�	��
��
 �����
��	
 ����	�� ��������� ��-
��
����
 � ������� ���������� ������	��, 	�����	�������
����������� �� �����	�  � �������� ���������	�� ������:

(5.50)

#������� ��
 ��	�� ����������� ��	���� ������
,
����� �	������� ��+���"���� ����	� ��	�� �� �������-
���� ��	���� ������
 ��� ��������� ����������� ��	����
� ���	�������� ������� ��	����:

 (5.51)

�	��������� ������ �	 ���������� ����	�� � ���������
�������� ������ � 1948 �. #� 
�
��	
 ���������� ���������	-
�����, ��
��������� ��
 ��	�� ������ � ������ ������. 7�

��	��  +���������	��� ������	������� ��+���"���� ����-
	� �� ����������� ��	���� (��������) ���������	
 �����
1,6—1,8;  ����	������� ������	������� — 1,4—1,6.

!�� �������� ����������� 	��	�� ��������� �����
-
��	
  ���"�		� ���	��
 ��������. � +��� 	����� ��� ��	�����
��������	
 �������� ���������� ������	�� ���������, ���-

�� = 0 :

�	 2
 �

2
.

(3 )

Eg

r r

Δ
ω =

γ + μ

σ��

σ��

r

σ σt r r( ) = ( )�� .

n�
���

���

=
ω
ω

.
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������  ���	���	�� �� ������ ������ � ����������� ����-
�����. !����� ���������� ������	�� ��������� ���������	

�� +�	������������� ���������� ����� ���������� ������-
	�� (��	. 5.7). 8������ ���� �� �����������	��� 	����.

7�
 ����������
 ����������� ��	���� ������
 ��		���-
��� �����	�� ������� ��	�� ����	���	�����  ������
���������
 (��	. 5.8).

H����������
 	���, ���	�����
 �� ��������� +������,
����

(5.52)

���  — +������ ������� 	�����
.
%������	�����
 "����������� 	��, ����������� � ��-

����� ��	��, �����

���. 5.7

���. 5.8

dF g rhrd dr� = ( / ) ,γ ω θ���
2

hdr dA=
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(5.53)

���  — ������ ����"�� ������� ��������������

	�����
 ����	������� �	� ������
.
!��������
 	� 	��� �� ����������� �	� � ������
, ���

����
����� �� ��������� ������� ��	�� ���� ���� (��� ��-
����� ��	�������� ������
  ������� �	���
� � �������
���������
 ��� ��������	�� �	������), �������

(5.54)

B� (5.54) ����������
 ��	���� ������
 �����

(5.55)

!�� ������  �	���
� ���������� ����������� ������
���������� ������	��  �����
��	
 �������� ������	��

. !�� ����������� ����������� ��	���� ������
 �����

�� �������� ������������� ����
����
, ��� ��� �������
-
����� �� ���������
 
�
��	
 ���"�		� ���	�����	�� �
�������	��, �������� �����	�"�� ������������� ����
-
�����.

? ��	�� 	������� 	����������� ������
, ������� �����-
�� ������ ��������
 — 	������ ��� ������, ��� ���������
��	���� ������
 ���	����	��� �������"�� �������� ����-
���	
 �� ��������� ��		��
��� �� �	� ������
 � ������-
�� ����	�� �� ��������� ������� ��	��, ��� +��� "���������

��	�� ��	�� ����� �	�����	
 �������. � +��� 	����� ��������
(5.55) ����������� �	����
��	
 � ����� ���� ������ 	 ����-
��� @�* ��	������ �������.

%��&�� 5.3. '������� ���� ��	���� �� �������� ��	� 	 ���-
������� �������� �� ��	������� �������	��. %����	 ���

F
g

rhrd dr
g

r hdr d�
r

r

r

r

= = =

=

∫∫∫∫
γ ω θ θ γ ω θ θ

ππ

��� ���



�



�
2 2 2

00

sin sin

22 2γ ω
g

Ig��� ,

I r hdrg
r

r

= ∫ 2



�

2 22γ ω σ
g

I hdrg
r

r

��� ��



�
= ∫ .

ω

σ

γ���

��



�

=
∫ hdr

g I

r

r

g( / )
.

σ��

σ
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, ��������� �����	 �����, ����� ��������� �����	�

��	�� , �������� �����	 ����� ,

 

 

#��������� ��������� ����������� ������
 ��� ����-
��� ��	�� 	 ��	����� 3000 ��/��� (��	. 5.9).

�������. #�������� �����  ����-

����� ����������� ������
 �� ��	����-
��� �������	�� ��� ������� ��	�� 	
��	����� 3000 ��/���. /��������� ��-
����� � ��������� �� �	���
, ��� �� ��-
	������� �������	�� ���������� ����-
������� ����� ����� ���� ���������-
�� ����������� ��	��:

. (5.56)

!���������
  �  ������,

�	������
 �������� (5.12). !�	��
�-
��� ������������
 ��������� �� ���-
����� (5.13), 	����	�� ��������� �	��-
�
�:

��
 �����

���  ��� 

!��	��� �������
 ������  (5.13), �������

(5.56 �)

#�	���, ����
 	�	���� ��������, ������

r 	�= 2

r r�.� .�� 	�= =16 r�.�� 	�= 28

7 21 10 $/	� ,rE = ⋅

7 2 3
	 	2 10 $ / 	� , 0,078 $ / 	� ,� = ⋅ γ =

30,072 $ / 	� ,rγ = μ μ	 = =0 3 0 25, , , .r

���. 5.9

��

u u�� �=

u�� u�

r r r= = =�.�� 	�28 0σ ; r r �r= = = −.�� �	� 16 σ .

7

1 22 2

2
2

2 10 1
(1 0,3) (1 0,3)

1 0,3 28

0,078 314
(3 0,3)28 0.

8 981

c c
⋅ ⎡ ⎤

+ − − −⎢ ⎥
− ⎣ ⎦

⋅
− + =

⋅
7

1 22 2

2
2

�

2 10 1
(1 0,3) (1 0,3)

1 0,3 16

0,078 314
(3 0,3)16 .

8 981

c c

p

⋅ ⎡ ⎤
+ − − −⎢ ⎥

− ⎣ ⎦

⋅
− + = −

⋅

� p1
7 71175 2 10 0 169 10= ⋅ + ⋅− −, , ;�



395

��
 ��������� ��	��

���  ��� 

!��	��� �������
 ������  �������
 (5.13) � ������-

�� ��	��
���� ������������
 �����  � , �������

(5.57)

(5.58)

#�	��� ������

!��	���

 �������
 ��	��
����  � ;  �   �����-

��� (5.12), 	����	�� (5.56 �) ������ �������� �:

��� 

� p2
7 7421 091 10 247 10= ⋅ + ⋅− −

� ;

r r r= = = 	�2 0σ ; r r �r= = = −�.� �	�16 σ .

′�1 ′�2

7

1 22 2

2
2

1 10 1
(1 0,25) (1 0,25)

1 0,25 2

0,072 314
(3 0,25)2 0;

8 981

c c
⋅ ⎡ ⎤

′ ′+ − − −⎢ ⎥
− ⎣ ⎦

⋅
− + =

⋅
7

1 22

2
2

�

1 10
(1 0,25) (1 0,25)

1 0,25

0,072 314
(3 0,25)16 .

8 981

c c

p

⋅
′ ′+ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

−

⋅
− + = −

⋅

′ = ⋅ − ⋅− −� �1
7 7572 6 10 0 76 10, , ;�

′ = ⋅ − ⋅− −� �2
7 73760 6 10 5 076 10, , .�

�1 �2 ′�1 ′�2

� r
�

r E g
r � r

�

r1
2

2
2 3

1
2

21

8

1
.��

.��

	

	

	
.�� �.�

�.�

+ −
−
⋅

⋅ = ′ +
′

− −μ γ
ω μ

88
2 3

E g
r

r

r⋅
γ

ω �.� ;

7 7
7 7 �

�

2
2 3 7 7

�7

7 7 2
2 3�

7

421 091 10 247 10
(1175,2 10 0,169 10 ) 16

16

1 0,3 0,078
314 16 (572,6 10 0,76 10 ) 16

9818 2 10

3760,6 10 5,076 10 1 0,25 0,072
314 16 ,

16 9818 1 10

p
p

p

p

− −

− −

− −

− −

⋅ + ⋅

⋅ + ⋅ ⋅ + −

−
− ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ +

⋅ ⋅

⋅ − ⋅ −
+ − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

ω π= ⋅ = ⋅ = −n

30

3 14 3000

30
314 1,

.	
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%��� ��������, ������� ���������� ����������� ����-

��
 �� �������  

%��&�� 5.4. 7�
 ���������� ������ ���������� �	������-
���� ��	���� ������
, �	�� ������� ���
�� �� ��	�������

�������	�� ���� .
�������. ������� ������� ���
�� ����� ����������
 ��-

��� ����� � ��	��, ��	���������� �� ��	������� �������	��
�� ���	��
 "����������� 	�� ����"��, �	������
 �������
(5.5), (5.21), (5.22):

��
 �����

��
 ��	��

�������� ���
�� ����

!�� �������  ������� �� ���
�� �� ��	����-
��� �������	�� ����� ���� ����:

���

%��&�� 5.5. '������� ��	� ��	���� �� �� ���������

 $������� ������� ��	�� . $��
�

Δ = 0,035 ��. *������� ��	�� � ��� �������. *����� ����-

��	�� , ��+���"���� !��		��� 

�� $ 	�= −370 2/ .

Δ = 0 006, 	�

2
2 2	 .��

2 �.�� .��
	

2 2 2 7 2
7

(3 ) (1 )
4

0,078 16
(3 0,3)28 (1 0,3)16 0,440 10 ;

4 981 2 10

r
u r r

gE

−

γ ω ⎡ ⎤= +μ + −μ =
⎣ ⎦

⎧ ⋅ ⎫⎡ ⎤= ω + + − = ⋅ ω⎨ ⎬⎣ ⎦⋅ ⋅ ⋅⎩ ⎭

2
�.� 2 2

1 �.� 

2 2 2 7 2
7

(1 ) (3 )
4

0,072 16
(1 0,25)16 (3 0,25)2 0,060 10 .

4 981 1 10

r

r

r
u r r

gE

−

γ ω ⎡ ⎤= −μ + +μ =⎣ ⎦

⎧ ⋅ ⎫⎡ ⎤= ω − + + = ⋅ ω⎨ ⎬⎣ ⎦⋅ ⋅ ⋅⎩ ⎭

2 7 7 7 2
2 12( ) (0,440 10 0,060 10 ) 0,380 10 .u u − − −

− = ω ⋅ − ⋅ = ⋅ ω

2 12( )u u− = Δ

ω�	 	=
⋅

=
−

−Δ
0 380 10

397 4
7

1

,
,

n�	 �� ���= ⋅ =397 4 30

3 14
3800

,

,
/ .

d 	�=12 . d� 	�= 40

E = ⋅2 107 2$ 	�/ μ = 0 3, .
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#��������� ���������� ������� �� ��	������� �������	��
��� ��	��	��� ������
 ���, ��������� ����������� ����-

��
 ��� ������� ��� 	 ������ 	����	��� , ���-
���� �	���������� ��	���� ������
, � ����� ���	�����-
��� ����
����
  	������� ��	�� (��	. 5.10).

�������. #������
�� ������� ����������� ������
 ���
��	��	��� ������
 ���:

#�������� �����  ��������� ���-

�������� ������
 �� ��	������� �������-
	�� �� ���	��
 "����������� 	��
����"��.

!�	��
���� ������������
  � 

��������� �� �������� (5.13) �� ������-
��� �	���� ��
 ��	��

���  ��� 

  

%��� 	�	���� ��������, ������

��
 ��� ��	��
���� ������������
 ��������� �����  � .

8�������� �	���
 �����

���   ��������� ����� ����.

ω = −300 1	

2 2 7 2 2
2� 

� 2 2
 �

( ) 2 10 0,0035(20 6 )
2654 $ / 	� .

4 4 6 20

E r r
�

r r

Δ ⋅ − ⋅ ⋅ −
= = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

���. 5.10

��

1� �2

r r r= =� σ 0; r r �� r= = −σ �.

7

1 22 2

2
2

2 10 1
(1 0,3) (1 0,3)

1 0,3 20

0,078 300
(3 0,3) 20 0.

8 981

c c
⋅ ⎡ ⎤

+ − − −⎢ ⎥
− ⎣ ⎦

⋅
− + ⋅ =

⋅

7

1 22 2

2
2

�

2 10 1
(1 0,3) (1 0,3)

1 0,3 6

0,078 300
(3 0,3) 6 .

8 981

c c

p

⋅ ⎡ ⎤
+ − − −⎢ ⎥

− ⎣ ⎦

⋅
− + ⋅ = −

⋅

c p1
7 7450 47 10 0 0346 10= ⋅ + ⋅− −, , ;�

c p2
7 727 629 10 25 714 10= ⋅ + ⋅− −, ;�

′c1 ′c2

r r �r= = − �σ ; ′c2
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��	��� 

!��	��� �������
 ��	��
����  (5.12) � ������
 ����-
������
 ��	�� � ��� �� ��	������� �������	��, ������ �-
������ :

%��� ��������, ������ ������� ���������
 ���������-
�� ������
:

#	�������� ���������� ������� �����

#	�������� ���
�

#	���������
 ��	���� ������
 ���������	
 �� �����-
�� (5.49):

#	���������� ��	���� ������
 � ��������� �������-
���� ������
 ����� ���	���� ����� ����������
 ����� ��-
	������� �������	��:

2 10

1 0 3
1 0 3

0 078 300

9 981
3 0 3 6

7

2 1

2
2⋅

−
′ +⎡⎣ ⎤⎦ = − ⋅

⋅
+ = −

,
( , )

,
( , ) ,c p�

′ = ⋅ − ⋅− −� p1
7 737 195 10 0 35 10, , .�

��

� r
�

r E g
r c r

� g
r1

2
2

2 3
1

2
2 31

8

1

8


  + − − = ′ − −( ) ( )
.

μ γ ω μ γ ω

7 7
�

7 7
�

2
2 3

7

(450,47 10 0,0346 10 ) 6

27 629 10 25,714 10

6

(1 0,3 ) 0,078
300 6 ;

9818 2 10

p

p

− −

− −

⋅ + ⋅ ⋅ +

⋅ + ⋅

+ −

−

− ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

�� $ 	�=1075 2/ .

��.�	� $ 	�= − =2654 1075 1579 2/ .

Δ�	�
�.�	�  �

� 

=
⋅

−
= ⋅ ⋅ ⋅

⋅ −
=

4 4 1579 6 20

2 10 20 6
0 00

2

2

2

7 2 2

� r r

E r r( ) ( )
, 2208 	�.

ω
γ μ�	

 �

=
+

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ +

=2

3

2 2 10 981 0 0035

0 078 6 20 3 0 32

7

2

Eg

r r

Δ
( )

,

, ( , )
4471 5 1, ;	−

n�	 �� ���= ⋅ =471 5 30

3 14
4505

,

,
/ .
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B�������� ���
�� ��� 

#	�������� ���
�

#	�������� ���������� �������

!�� �������  ������� ��

���
�� ����� ���� ����:

!������� ��� �� ���������.
*��	�������� ����
����
  ��	�� ������, 	������
 ��-

��
����
 �� 	�� ����"�� � �� �	��������� ������
 :

2 2
4

3 1 1

0 078

2 1

2
2 2 2u u

r

Eg
r r r−⎡⎣ ⎤⎦ = + + − − −⎡

⎣
⎤
⎦ =

= ⋅

γω
μ μ μ

�  ( ) ( ) ( )

, 66 20

2 2 10 981
3 0 3 0 1574 10

2

7
2 7 2⋅

⋅ ⋅ ⋅
+ = ⋅ −( , ) , .ω ω

ω = −300 1	

2 0 1574 10 300 0 001422 1
7 2u u−⎡⎣ ⎤⎦ = ⋅ ⋅ =−, , .	�

Δ�	� 	�= − =0 0035 0 001 42 0 002 08, , , .

2 2 7 2 2
2�	� � 

�.�	� 2 2
 �

( ) 0,002 08 2 10 (20 6 )
1578 $ / 	� .

4 4 6 20

� r r
�

r r

Δ − ⋅ ⋅ −
= = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

2 0 1574 102 1
7 2( ) ,u u− = ⋅ =− ω Δ

ω�	 	=
⋅

=
⋅

=− −
−Δ

0 1574 10

0 0035

0 1574 10
471 5

7 7
1

,

,

,
, ;

n�	 �� ���= ⋅ =471 5 30

3 14
4505

,

,
/ .

��.�	�

2
2 2 2 2

max �  � 

2 2 2
2 2�.�	�  �
� 2 2

� 
2 2 2

2 2�.�	�  �
2 2
� 

2 2
2

2 2

(3 ) 1 3

8 3

( )
(3 ) (1 )

4

( ) 0,078 300
20 (3 0,3) 6 (1 0,3)

4 981

1578(6 20 )
4297 $ / 	� ;

20 6

t r r r r
g

� r r
r r

gr r

� r r

r r

⎛ ⎞+ μ γω + μ
σ = + + − +⎜ ⎟+ μ⎝ ⎠

+ γω ⎡ ⎤+ = + μ + − μ +⎣ ⎦−

+ ⋅ ⎡ ⎤+ = + + − +⎣ ⎦⋅−

+
+ =

−

σr p= − = −�.�	� $ 	�1578 2/ .
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������ ���	

 ����
�����


6.1. �������� ��������� ����� ������ ������!�����

�������� 	�
��� ����
�	�
���
�����	 �� ���
����
�����
	��� �����	�
����� �
 
��������
-
�
 ��������� ������
� ������-
�
�	� ����� �����������  � ��-
�
�������� . ���	� ���������
���	������ ��	������ ����	 ���,
����	�������� �� ���. 6.1. ����-
�����  
�������	 ���
������

, �

	��	�	������ ������ 	���-

���	�. ��� ���������  ���-

������ ���	������ ����	�����	
������ �����.

��� ��������� 
!����� 
	 ���
	
�
�
 ���������, �

	-

��	�	������
 	
��� , ��� ��	�����
� �
��
��� ��� ������. 

� ������ 	
��� ��������� �
��"
��	 
 ����
� , �
-
�������� � ��������
� ����������, � 
!����� �
�������	��
� ��"
��
� �
�	
����. #���� ��	������ �������	�� ��
������-
��������, � 	�
���, ��	������������ ����� ��������� � ��-
�
������, �������	�� ��
������� ������� ������	��. 

�� ������ 	
��� ��������� !���	 �
��"
��	� ������� 

���
� DB, ���������
� �������
�� ����	�� �� ���������
���	������, � � ������ ���	� �� ���
� ��������� 
 ���-
�
� BK′. $ 
!����� 
��� ���	�� �������� �
"�����	�� ���	�-
������ ��� 
�	�	
���� ���
������, 
���������� 
	����
�
��′. #���� ��	������ �������	�� ������-�
	����	����. �����,
��	������������ �������
�	� ����� ����������� � ���	�-
������� ���
��������, �������	�� ������� �
	�����	��. 

��� 
�	
��
� ���������� ����� ���������� ������� �
-
�����	 � ���
� K′B′, ���������
� ����
�� ����	�� �� ���-
������, � � ���"��� ���	� ����	�����	 �
!
� ������ �′D. $ ��-
����	�	� ��������� � 
�	
��
�
 ���������� 
!�����	�� �	��

	��. 6.1

σ
ε

σ	

ε	

σ σ> 	

D

DCO
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���	�������, �
���� �
	
�
� �

���
������ ��"�����-
��
� %������, ����������
� � ���� 	��� � 	������ ����� «���-
������ — ��������». ������� ����������� %������ �����	�� 
�-
�
� �� ����� ��	�"���� ��
!
���" �
��!���� 	��. #�� ���
�
���� �	�� ���	������� �������	�����, 	
 � ���	������"
�����	�" �� �����
� 	������	�, ���� 
	��	�	���	 ����������
	��!
�����, �������	, �	
 ����� �� ��������� � 
�	
��
�
���������� ��!������
 �
�����	 � ����	�����	 �
!
�
����� D�, ����������� ����
�� ����	�� &' ���������
���	������. '��	��	�� ����������� ���
� ���������: �����-
����� ��������� ��� �������� ����� ����������
��� �����-
����� ���������. (
%�������	 �

���
�����
�	� ��-
�����	�� ������ �
���� ����
�	�.

��
!"
���
 
	��	�	�, �	
 � ��������
-�����" ��	����-
�
� �� �������� � ��������� �����	���	 
��
������� ����-
���
�	� ����� �����������  � ���
�������� . ) �-
���
-���	����" ��	�����
� 	���� �������
�	� 
	��	�	���	
(��. ���. 6.1). �������� «���	������� ���
������» � ����	��-
�������" ��	������" (����� ����
, � ��	���������" ��	����-
��"), �
�����
 ������
������ � 
!���	� ������ 	����
�
 	���,

	�
��	�� � 
�	�	
��
� ���
������ ������ �� �
�����" 
�
����	���� ����	�����" ��������� τ; �
�������� ������-
��� �����	� 
�	�	
���� ���
������ �� �
��	. ���������
�

�
����� "
�
/
 
�����	 ���. 6.2.

�� ������� 6.2 ����	������ ��������� �
���	�: 1 —
��"
��
� �
�	
����; 2 — ������ ���
������ ������; 3 — 
!��-
�
����� 
�	�	
��
� ���
������ ������; 4 — 
�	�	
���� ���
�-
����� � ����������
� �
�	
����; 5 — ���
����� 
�	�	
��
�
���
������ ������; 6 — �����/���� �����
� (����
�).

0����
	��� � 
����	�
�	� ���
	
�
� 	
��� ����	��� 	
���


�
�������" ���	��������" ��������� ( ).
$ %	
� ������ �� ��!
� �
�����, �
"
����� ����� ������	-
�������� 	
���, ����	������ ��������� ����� ����. '���
-
��	����
, ���	������� ���
������ ������ � �
�����", �
-
"
����" ����� 	
���, �
������	� �� �
��	. )���������

σ ε

τ τ τ

	��. 6.2

σ σ σ σ1 2 3 0= = = ≠
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�
�������" ��������� ���
��	 ����
� ���������� 
!5���,
����
�

(6.1)

���  — �
%�������	 �����
��; ! — �
���� ����
�	�.
(
��� �
�������� ��������� �
�	����	 �������
� ����-

����, 	
��� �
��
���	 �����/���� 	��� !�� 
!���
����� ���-
	������" ���
������, ��������
� ���"���.

7��
������ �� �����
� 	������	� ����	�����	 �
!
�
����� ����
� � ���	�����
� ���
������: ������ �������	

��� ���	�� ��������, � ���	������� (
�	�	
����) �
"�����	-
�� 
��� ���������. ��� 
��

��
� ��������
� �
�	
���� �
�� ���	
� ������ ������� ����� ����
� � ���	�����
� ��-
�
�������� � ��
	�
��" ��	�����
� 
�������	�� ����
.

8���  �  (���  — ����� 	������	� �� ���	���-

���;  — ����� 	������	� �� ������) (��. ���. 6.1), ����	

���	
 ������ ���
������. ���  �  ���	���	 ��-

�����
� �
�	
���� ��	������, �

	��	�	������ 
!���
����� �
�����	����
� 
!5��� ���	������" ���
������ � ���	����"
��	�����
� ��� ������ �����/���� � "����" ��	�����
�. &	-
���� ���
���� ���"
�� ��	������ �� ����
�
 �
�	
���� �
���	�����
� �� 
��

��
� ��������
� �
�	
���� � ���-
	
� ������ �����	�� ������	�
 �
�������" ��������� ����-
�� 	������	� ��  �� ���	������, � ����	�����" ����-

����� — ������ 	������	� �� ������ .

$ ������ �
��
�
 � 
!5���
�
 ��������
�
 �
�	
����
���
��� ���	���
�	� ��	���������	�� �
�����
 ��
	���� �-
��"
�� ��	������ �� ����
�
 �
�	
���� � ���	�����
�.

#�� ��� ���	������� ���
������ �������	�� ��
!��	�-
���� �������� � ����	��������
� ��/�	��, 	
 ���
� ���"
��
�
���� ����	��� ���!
��/�� ����	������ ���������, �
���-
������ � 
!5���, 
"������
� ���	�����
� ���
�������.
(
��� ����	������ ��������� �
�	����	 �������
�
 ��� ��-
	������ �������� �� ��!
� ��
��
� ��������
� �
�	
�-
���, ���	��	 ���"
� ��	������ � ���	�����
� �
�	
����. 9�
��
	��, 
���������" ���"
� ��	������ �� ����
�
 �
�	
�-
��� � ���	�����
�, ���!
��� 
	��������� ���	������� ��-
�
������� �����	�� ������� ��	��
��"# �	��
��"# �-
�������� � ������� $������ ��������������.

3 (1 2 )
,V

E

σ − μ
Δ =

μ

σ σ< 	 τ τ< 	 σ	

τ	

σ σ= 	 τ τ= 	

σ σ= 	

τ τ= 	
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)��
��� ���	���
�	� 
 ��
	��� �����������" ����	���-
��" ��������� ��� �
��
� ������ !��
 ��	���	������
��
������
���
 '��-$����
� �� 
��
�� 
�	
� ���������
-
�
 �������� #�����, ������
���/��
 � 1868 �. ��	������ ��	��-
�
� ����� 
	����	�� � ��	��
���/��
, �	
 � ���	�����
� �
-
�	
���� ����������
� ����	����
� ��������� �
 ���" 	
���"
����� 
�	
���
 � ����
 ������ 	������	� �� ������:

(6.2)

)��
��� (6.2) ���	
 �������	 �	
����� �
	�����	�� %��	-
� — ��� — ����.

&	
���� �
	�����	�� =�!��� — >����� — =���� �� 
��
��
��
	��� �
��
��������� �	�������	, �	
 ��	����� ���"
��	
� ���	�����
� �
�	
����, �
��� ��	������
�	� ��������� �
-
�	����	 ��������, ����
� ������ 	������	� �� ���	������:

(6.3)

���  — ��	������
�	� ���������.

'

�	����  � 
�	�%��������� ����������, ������

. (6.4)

#���� 
!���
�, ��	������
�	� ��������� �

���
-
������ 
�	�%�������
�� ����	����
�� ���������.

6.2. 
�����������" ���������� � #�$��%�&��

�
� �����	����	��� ��������� 
�����	�� ��������,
�

���
������� �
��� ������	�
�� �� �	
�
�
 ��������	�
�����	
�� ���������:

(6.5)

(
%�������	 �

���
�����
�	�  
!��������	 ��-

����	�
 �������� ��	������
�	� ���������  � �����
�


���������  �� 
��

��
� ���	������.

�
��	���� ���������  � (6.5), 
�����

(6.6)

σ σ σ1 3− = 	 .

σ σi = 	 ,

σi

σi

σ τi = ( / )3 2 
�	

23 ( ).i J D
σ

σ =

3

σi

σ1

2( )J D
σ

2 2 2 2 2 2

(1/ 2)

( ) ( ) ( ) 6( )

i

x y y z z x xy xz yz

σ = ×

× σ −σ + σ −σ + σ −σ + τ + τ + τ
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��� � ������" ���������":

. (6.7)

7�� 
��

��
�
 ���	������ ����� 

9� �
����� (6.7) ������	

(6.8)

��� ���	
�
 ������ 

(6.9)

#���� 
!���
�, ��	������
�	� ��������� �� 
��

��
�
���	������ �
�����	 � �������
� ���!
��/��
 �����
�
 ��-
�������; �� ���	
� ������ ��	������
�	� ��������� �
-

���
������ �������� ����	����
�
 ���������.

)��
��� ���	���
�	� (6.3) !���	 	����:

(6.10)

$ 	�
��� ���	���
�	� ���
��� (6.10) �������	�� ����,
��� ���
��� (6.2), � 
�
 ���/� 
�	�������	�� %�����-
���	
�.

�
 ����
��� � ��	������
�	�� ��������� 
� �����	��-
��	��� 
�����"# ��������� 
�����	�� ��������, �

���-

������� �
��� ������	�
�� �� �	
�
�
 ��������	� �����	
��
���
������:

(6.11)

(
%�������	  ��!��� �� ���
���, �	
!� ��
����
��

������	�
  �� �
�	
� ���	������ � �������� �
%�-

������	� �����
�� � ���	�����
� 
!���	� 

�
��	���� � (6.11) ��������� , 
�����

2 2 2
1 2 2 3 3 1

(1/ 2)

( ) ( ) ( )

iσ = ×

× σ −σ + σ −σ + σ −σ

σ σ σ1 2 30 0≠ = =; .

σ σi = 1;

σ τ σ σ τ1 2 30= = = −; ; .

σ τi = ⋅3 .

2 2 2
1 2 2 3 3 1 	(1 / 2) ( ) ( ) ( ) .iσ = σ − σ + σ − σ + σ − σ = σ

2 2
4 2

( ) ( ) .
3 3

i J D J D
ε ε

ε = =

3

1+ μ
ε εi = 1

μ = 0 5, .

2( )J D
ε
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(6.12)

D������
�	� ��	������
�	� ���
������  
	 ������" ��-

�
������ !���	

(6.13)

9�	������
�	� ���
������  � ���	�����
� 
!���	� ��

 ����	 ���

(6.14)

7�� 
��

��
�
 ���	������ , �
����-

�
 (6.13), �����

(6.15)

������ � ���	�����
� 
!���	� , 
�����

(6.16)

#���� 
!���
�, ��  (����������� ��	�����) ��-
	������
�	� ���
������ 
�����
�� � ���
������� �� 
��
-

��
� ���	������.

7�� ���	
�
 ������ ,

�
�����
 (6.12), ������

(6.17)

'����	����	��� ��
��"# ��������� �������	�� ��
����,
���� ���������� ��������� ����� �� ������� �������
���������:

(6.18)

2 2 2 2 2 2

2

3

3
( ) ( ) ( ) ( ).

2

i

x y y z z x xy yz zx

ε = ×

× ε − ε + ε − ε + ε − ε + γ + γ + γ

εi

2 2 2
1 2 2 3 3 1

2
( ) ( ) ( ) .

2(1 )iε = ε − ε + ε − ε + ε − ε
+ μ

εi

μ = 0 5,

2 2 2
1 2 2 3 3 1

2
( ) ( ) ( ) .

2(1 )iε = ε − ε + ε − ε + ε − ε
+ μ

1 2 3 1( 0; )ε ≠ ε = ε = −με

2 2
1 1 1 1

1 1

2
( ) ( )

2(1 )

2 2(1 )
.

2(1 )

i

=

ε = ε + με + −με − ε =
+ μ

⋅ + μ
= ε ε

+ μ

μ = 0 5,

ε εi = 1.

μ = 0 5,

( 0; , 0)x y z xy yz zxε = ε = ε = γ = γ γ = γ =

ε γi = / .3

22 ( ).i J D
ε

γ =
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�
��	����� � (6.18) ��������� , 
�����

(6.19)
$�������� (6.19) ����� ������� ���
������ ����	 ���

(6.20)

'

�	���� ��������� (6.18) � (6.11), ������

(6.21)

9� �
���� (6.17) � (6.21) ���������, �	

(6.22)

	.�. ��	������
�	� ���
��" ���
������  ������	�� ����

������ �� ���	
� ������.

6.3. '�����%���� %��#( �������������%� ���������� 
� #�$��%�&�� � ���#���) (��(*����

$ ������" ����
�	� �������
�	� ���
������ 
	 ������-
��� ��� ��
��
�
 ��������
�
 �
�	
���� 
�������	�� 
!
!-
������ ���
�
� =���:

 

   (6.23)

  

$���	�� 
�����
 ��������� (6.23), 
������

  

  (6.24)

  

2( )J D
ε

2 2 2 2 2 22 3
( ) ( ) ( ) ( ).

3 2i x y y z z x xy yz zxγ = ε −ε + ε −ε + ε −ε + γ + γ + γ

2 2 2
1 2 2 3 3 1

2
( ) ( ) ( ) .

3iγ = ε − ε + ε − ε + ε − ε

ε γi i= / .3

γ γi = ,

γi

1
( ) ;x x y zE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ γ
τ

xy
xy

G
= ;

1
( ) ;y y z xE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ γ
τ

yz
yz

G
= ;

1
( ) ;z z x yE

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ γ
τ

zx
zx

G
= .

( );
1x y x y

E
σ − σ = ε − ε

+ μ
;

2(1 )xy xy
E

τ = γ
+ μ

( );
1y z y z

E
σ − σ = ε − ε

+ μ
;

2(1 )yz yz
E

τ = γ
+ μ

( );
1z y z x

E
σ − σ = ε − ε

+ μ
.

2(1 )zx zx
E

τ = γ
+ μ
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�
��	���� (6.24) � (6.6), 
��� �
�	�" ��
!���
�����
������

(6.25)

9� �
���� (6.25) � (6.12) 
����� ��������� ��� ��	��-

����
�	� ��������� � ���
������ � ����
� �
�� :

(6.26)

#���� 
!���
�, � ������" ����
�	� ��	������
�	� ����-
����� ���
 �

���
������ ��	������
�	� ���
������.
(
%�������	
� �

���
�����
�	� �����	�� �
���� ���-
�
�	�.

D� �����
� ����
�	� ����� �����  �  ����	���� 
-

�
!�
 ���
�� =���, ���	�� �
���� ! �������
� �������
�:

(6.27)

���  — ������� �
����, ���������� �������� ���
������

;  — 
!��� ��	������
�	� ���
������, ������ ����� ��-

	������
�	�� �����"  �  ���	������" ���
������. ���

�����" ���
������"  (��� ! — �
���� ����
�	�).
'
�����
 %��������	������ ������ �������
�	�

(6.27) 
�������	�� ��
��	���� ��	������ � ���
 ������	 
	
���� ��������
�
 �
�	
����, 	.�. �����	�� 
!��� ��� ���"
���
� ���������" �
�	
����, ������� 
��

��
� ���	�-
�����.

#�� ��� ���	������� ���
������ �
��"
��	 !�� ������-
��� 
!5��� ��	������, 	
 � ���	�����
� �
�� �������	 ���-

�����  ��� ��� ���������
�
 ��	������, � ��	�����-

�
�	� ���������  � ��	������
�	� ���
������ , �
����-

�
 (6.8) � (6.16), ���	��	 ������� �

	��	�	������ �������-
��  �  �� 
��

��
� ���	������.

2 2 2 2 2 2

2

2(1 )

3
( ) ( ) ( ) ( ).

2

i

x y y z z x xy yz zx

Eσ = ×
+ μ

× ε − ε + ε − ε + ε − ε + γ + γ + γ

( , )μ ≤ 0 5

σ εi iE= ⋅ .

σi εi

σ εi iE= * ,

E*

εi εi

εi
e εi

�

E E* =

μ = 0 5,

σi εi

σ ε
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'���
��	����
, � �����	�� ����
� ���
����
�����  — 

��� ��!
�
 ��������
�
 �
�	
���� �
��	 !�	� ����	� ���-
������  �� �
�	
� ���	������ (���. 6.3).

���������� �
����  
�������	�� 
�
!�
 �
����
����
�	� 
 �
�����

#���� 
!���
�, �������
�	�  ��� ��!
�
 ����-

����
�
 �
�	
���� (������
�
, �
��
�
, 
!5���
�
) �
��


����	� �� 
�	
� �� �
�	
� ���	������.

$ ���	
���� ����� � 	�
��� ���	���
�	� /��
�
� ����
-
�	������� 
������ ���
�����
���� 	�
���.

(����������� ������ �
	�����	��, ��� ������	 �� 	�
-
���� F.F. 9���/��� 
 �
�	
� ����������, ���	 ������-
��� ������	�	�, ���� ��
����	�� ���
��� �
�	
�
 �������-
��� 	���.

���������� �������	�� ���	�"�, ���� ��� ���
������ �
	��� ���/��� ��������, ������� � ����, �
����	��	 
��
���-
����
, �

���
�����
 
��
�� 
!���� �����	��, ����-
��� �������. ��� 	��
� ���������� 
!��������	�� 
�	
��-
�	�
 ���������� ������" ��������� � ���
������ � ���-
�
� 	
��� 	��� �� ��������� ���/��" ������
�.

���������� �������	�� 	
���"�, ���� ����/��	�� �

	�
-
/���� ����� ���/���� ������ (�������, 
	������� ����
��������	 ��
� ����	��� ��� �������	�� �� �

���
����-
�
 
!���� �����	��). F���
����
 ���������� 
�
!�
� ��-

σi εi

σ ε−

E*

	��. 6.3

E i i
*

/ .= σ ε

σ εi if= ( )
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����� �������	�� � � �
����� ���������. 8��� ��� ��������,
������� � ���
	
�
�
 �
���	� �������, �!����	, �
"�����
����� �
!
� �

	�
/���� 
�	
������ �
 
��
� ���������,
	
 ����������� �������	�� ���	�"�. $ �
	���
� ������ ���-
�������� �������	�� 	
���"�. 7��
������ � ������	����-
��
� 	
��� 
 F.F. 9���/��� �������	�� �������, ���� ��
�

���
�����
� ���������� ���/��" ��� ��	������
�	�
��������� � 	
��� � ������ �
���	 ����	 !о��/�� ������-

��  (���  — 
!��� �����	�), ��� ���/��	������

��������, � �������	�� �		�����, ���� ��	������
�	� ����-

����� !���	 ���	� �������� , ����/��, ��� ���/�-

�	������ ��������, �	
 �

	��	�	���	 �����/���� ���/���
��������, 	.�. ���������.

>
��
 �������	�, �	
 
��	�� �
�	
�
 � ��
��
�
 �����-
�����, ��	���
� � ������
� ���
������ ��� ����
�
 	���, �
�
	
�
�
 ��������� � 	
��� 
��
�����
 
�������	�� ���
�-
������, �����	�� �������	�������.

6.4. '�+�� ��,*�(,+� ��� ������% ����������% ���������

��� ��������� 
!����� 
	 ���
	
�
�
 ��������� ,

��� 
�����
 �� ���. 6.4, � �����" ��	�����
� ��������� ���-
������ ����	�����	 �
!
� �����, ����������� ����
��
����	�� ��������� ���	������.

d

dt
iσ > 0 t

d

dx
iσ < 0

σ σ1 > 	

	��. 6.4
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$ 
!����� 
��� ��������� �
"����	�� 
�	�	
���� ���
�-
�����:

(6.28)

���  — ���
������, �

	��	�	������ ��������� ;  —

������ ���
������, ���������� �� 
��
� ��������� 
!�����.
)����� ���	� ���
������

��� ! — �
���� ����
�	� ��	������.
&	����, ���
� ��������� �� ��
��
� ��������
� �
�	
-

���� �
��
 ��
������
��	� 	��: ���������� ��������� ���
�������� ����	#���� ����� ����������
��� ���������� ����-
��� �	�� ���������.

��� 
�	
��
� ���������� ��������� ���	������ �������
�
�����	 � ��������
� ���������, � ��	�� ���"
��	 �� ���-
��� ������
� ��������� ���	������. $ ������	�	� ���	�-
����
�
 ���
����
����� 
��/��	�� ����� 	������	�, �
-
��"
��	 	�� ��������
� ��
������ ��� ����� ��	������. ��-

!"
���
 
	��	�	�, �	
 �� �����
� ����
�	� �������
�	�
����� ����������� � ���
�������� �� ���������� ����-
������.

�����	����, �	
 �	������ ���������� �
 ��������� .

$ %	
� ������ 
�	�	
���� ���
������ !���	

(6.29)

���  — ������ ���	� ���
������:

(6.30)

#���� 
!���
�, 
�	�	
���� ���
������ ������	�� ����
-
�	� ���
������ , �

	��	�	������ ���
�������
�� ����-

����� , � ����
� ���
������ , �

	��	�	������ ����-

���� ��������� , �� �
	
��� �� ��������� �����/��
��

���
�������
� ��������� .

9� ���
����
�
 ������	, �	
 �� ���������", ����/�-
���" ����� 	������	�, ������
� 
��
�����
� �������
�	�
����� ����������� � ���
�������� �� �����	���	. &��
��
� 	
�� �� �������� ��������� �
��	 �

	��	�	�
��	� ������-
��� ���
������ � �������
�	� 
	 	
�
, �� ��������� ��� ��-
������ !��
 �
�	����	
 ���������.

ε ε ε
 �= −1 ,

ε1 σ1 ε�

� 1 / ,Eε = σ

σ2

′ = − ′ε ε ε
 �1 ,

′ε�

′ = − = ′ε σ σ σ� ( ) / / .1 2 2E E

ε1

σ1 ′ε�

′σ2

σ1
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&	������
� 
�
����� ���������
 �� 	
���
 �� �
�	
�
���	������ � ���	��, �
 � �� ��
��
� ��������
� �
�	
�-
���, ���� ����������� �����	�� �
�	��, �� �
	
�
� ���
���/��� ���� � �
����� ������
� ���
������ �����/��	-
�� �

���
�����
 
��
�� 
!���� �����	��. 7�������� ��-
�
����
�����  ����	 
�����
��� ��� � ��������
�

���	������ ��� �� ����������, 	�� � �� ���������. '���
��-
	����
, � ������ ��
��
�
��
�
 ��������
�
 �
�	
���� ��-
�
� ��������� �����	: ���������� �����	����	�� ���������
��� �������� ����	#���� ����� ����������
��� ����������
�����	����	�� ������� �	�� ���������:

(6.31)

��� ! — �
���� ����
�	� ��	������.
&�	�	
���� ��������� � ���
������ 
�������	�� ���

����
�	� ������� ��������� � ���
������ �� ����������
� �����/���� �" ������� �� ���������. )����/���� ������-
�� ��	������
�	� �����" ���
������ 
�������	�� �� 
��
-
�� ��/���� ������
� ������ 	�
��� ����
�	� �� ����	���
���/��" ������
�, �����" ����
�	�� ��� �� ���������� �

�	����"�� 
��� ���������.

6.5. ������ %���) (��(*�-������!��+�) #�$��%�&��

&��
���� 
�
����� 	�
��� ����" ����
-���	������"
���
������ �����	�� 
!
!������ ������	�	
� %��������-
	
�. $ 
��
�� 	�
��� 
�
���� 	�� ��������� ��
	���.

1. �)*���� ��������� ��
 	�����	� �������, �.�. ������-
��� �)*�� � 	��� �
	����	��� ��������� �� ����	#����. 

'
�����
 %	
� ��
	��� �� ���	�����
� ���
����
��-
��� �������	 �
������ 
 ���������
�	� ��	������ �

���	��	 �
%�������	 �����
�� . 7�� ���������
�

��	������ �
���� ������ � �
���� ����
�	� ������� �

	�
-
/�����

(6.32)

2. ���������" ������� ��������� ����������
��" ���-
������� ������� ���������:

σ εi i∼

σ εi iE����� ��= ,

μ = 0 5,

.
2(1 ) 2(1 0,5) 3

E E E
G = = =

+ µ +

D Dε σψ= .
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'
�����
 �	
�
� ��
	���

(6.33)

���  — ���
	
��� ������� ���������.
$ �������
� �
��� ��������� (6.33) ����	 ���������

���:

(6.34)

)�������� (6.34) !��� 
������ =.(. =����.
9� (6.33) ������	, �	
 � ������" ������
� ����
� ���
�-

����� 
�	
����� �������� 

(6.35)

�
��	���� � (6.32) �������� �������
�
 �
���� 

� �������� �
%�������	� �����
�� ��� ���	�����
� 
!���	�

, 
�����

(6.36)

�
��	����  � (6.35), � ��	��  � (6.34), 
�����

(6.37)

)�������� (6.37), ���������� ������	���� ����������
������ �
"# ������-�
	����	��# ���������, ��������
F.F. 9���/���� ��� ���	�����
�
 	��� �� ��	���
� �
-
����� ���
����
����� � �
�	
� ����������.

00 0

0 0 0

/ 2

/ 2 / 2
,

y xyx z

x y z xy

yz zx

yz zx

ε − ε γε − ε ε − ε
= = = =

σ − σ σ − σ σ − σ τ

γ γ
= = = ψ

τ τ

ψ

0 0( ); 2 ;x x xy xyε − ε = ψ σ − σ γ = ψτ

0 0( ); 2 ;y y yz yzε − ε = ψ σ − σ γ = ψτ

0 0( ); 2 .z z zx zxε − ε = ψ σ − σ γ = ψτ

ψ =1 2/ .G

E i

i

* =
σ
ε

μ = 0 5,

.
2 (1 0,5) 3

i i

i i

G
σ σ

= =

ε + ε

G ψ
ψ ε σ= ( / )( );/3 2 i i

/ /0 0(2 / 3) / ( )( ); ( 3 ) ;x i i x xy i i xyσ − σ = σ ε ε − ε τ = σ ε γ

/ /0 0(2 / 3)( )( ); ( 3 ) ;y i i y yz i i yzσ − σ = σ ε ε − ε τ = σ ε γ

/ /0 0(2 / 3)( )( ); ( 3 ) .z i i z zx i i zxσ − σ = σ ε ε − ε τ = σ ε γ
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9�
����� ���������� �
�����, 
��� ���� ��
!���
��-
��� ��������� ���	���
�	� (6.37) �
��
 ����	���	� 
�
!-
�
 
!
!����
�� ���
�� =���:

(6.38)

���  �  — ��������� �����	�� ����
�	�, ��������� 
	
��������
�
 �
�	
���� � 	
���.

3. '����	����	�� ��������� ��
���	� �������� �����-
	����	�� ���������, �� ���	�+�� �� ��� �����������
	�	������.

#���� 
!���
�, �
�����
 ����
� ��
	���, �������
�	� ��-
	������
�	� ��������� 
	 ��	������
�	� ���
������ �
�-
�
 
����	�, ��
����� ������	�	� ���	���� �� 
��

��
�
���	������.

��
!"
���
 
	��	�	�, �	
 �� ��
���" ����������", !���-
��" � �
�	��, 	�
��� ����" ����
-���	������" ���
���-
��� ���	 �
��� ��
���	�
��	������ ������	�	�.

9�����
����� 
�������	, �	
 ��� �����	��� 	�
��� ���-
	���
�	� ������	 �� 
!��� 	�
��� ����" ����
-���	������"
���
������, ��
������
����
� 9���/����, �
�	
����


��������� ��
��	�� 	�����" 	�� �� ����" �����" � ���	�-
�����" ���
������".

6.6. /���# (��(*�) ��:����

0�/���� ����
-���	������" � ���	������" ����� ������

� ��/����� ���	��� ���������" ���������������" ������-
��� � ���	��" �
���
���", �	
 ���
 
 ��!� ����	�����	 ���-
��	������ 	����
�	�. >�
��� ������ 	�
��� ���	���
�	� 
-
�� ��� �� ��/���. �
%	
�� �� ���	��� ���	
 
�����	�� ��-
!��������� ��	
����, 
���� �" �
	
��" �����	�� ����� ��-
����# �������. '�	� ��	
�� �����" ��/���� ��������	�� �

����
��	����
� ��/���� �������" ����� 	�
��� ����
�	�,
������	�	 �
	
��" � ����������� ����� ��!������� ���	 ��-

ε σ μ σ σ τ γx x y z xy xy
E

E= − +⎡
⎣

⎤
⎦ =1

3*
*

*

( ) ; ;

ε σ μ σ σ τ γy y z x yz yz
E

E= − +⎡
⎣

⎤
⎦ =1

3*
*

*

( ) ; ;

ε σ μ σ σ τ γz z x y zx zx
E

E= − +⎡
⎣

⎤
⎦ =1

3*
*

*

( ) ; ,

E* μ*
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/���� ������ 	�
��� ���	���
�	�. &� 
���������	�� �� ��-
	
� �����" ��/���� � �
��� �

���	�����" ������
�, ���-
�
������ F.F. 9���/����, � �� ��	
� �����" ��/���� �
�
��� ��������" �����	�
� ����
�	�, �����!
	�����
9.F. G�����
�.

$ ���
� ������	� ���	������� ���
������ 
�������	-
�� ���
������ ���	����" ������
�, �
 �	
�
� — ����������
�
���� ���
������ � �
%�������	� �����
��. 

0����
	��� ������� 	�
��	������� 
�
����� ��	
�� ���-
��" ��/���� � �
��� �

���	�����" ������
�.

���	� �	������ �
���
���
�
 
�����
�
 ������� 

���	���	 ������ , ���
������� � �
�����" �������"
(���. 6.5, ). '��	��� ��������
� �
�	
���� � �	����� �����-
���. #��!��	�� 
������	� 
	�
��	������ �������� ���
�-

����� �� ������
� ���� .
�� ���. 6.5, ) 
������ ��������� ���
����
����� ��

�
�
	
��
� ����������, �� �
	
�
� �����	���	 
��
-
������� ���������� �������
�	� ����� ����������� � ��-
�
��������:

(6.39)

�����	���� �������
�	�  � ����

(6.40)

��� ! — �
���� ����
�	�.

A x( )

F

F

	��. 6.5

σ ε= f ( ).

σ ε−

σ ε ω ε= −⎡⎣ ⎤⎦E 1 ( ) ,
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9� (���. 6.5, )) ������	, �	


 ��  � ;

 ��  � 

'
�����
 (6.39), (6.40) �������  ��  �����

(6.41)

&��������� �������  
�����
 �� ���. 6.5, ). ����
-

�������� ����	
� ��������� �
�
����	�� �
 	
��� �, �

	-

��	�	������ ���
������ . D�������  !���	 �����	���

	�
/���� 
	����
�:

(6.42)

#���� 
!���
�, �������  "����	������	 ��
������ ��-
	������, � 
	���
� �� 
�������	 �����/���� ��������� ��
����
-���	�����
� ���
����
����� 
 ��������� � ������
���
����
������ �� 
�����
�
� �������� ���
������. =��-

��� ��������� �������  ����	����� �� ���. 6.5, �.
�
�������� ���� � �
������
� ��������� � ������� #

(��. ���. 6.5, ) �����

(6.43)

$������ ���
������  ����� ��������  � �������

:

(6.44)

��� �����" ���
������"  ����
 ���� � ������ ��/�-
�	�� !�� ���	� ���	������" ���
������. ��� ������� ���	�-
�����" ���
������ �
�
�������� ��	
�
� 
����
��	�����"

��!�������, �������  �� ����� �����	�.
$ ���
� ��!�������, ��������
� ������� ���)
�������,

�������	��  � ��"
��	�� ��������  ��� ������
�

�������� .

ω ε( ) = 0 σ σ< 	 ε ε< 	

0 1 0≤ ≤ω ε( ) , σ σ> 	 ε ε> 	 .

ω ε( ) σ σ> 	

( )
( ) .

E f

E

ε − ε

ω ε =

ε

ω ε( )

ε ω ε( )

( ) .
BC

DC
ω ε =

ω ε( )

ω ε( )

N Fx = ;

/ 1 ( ) .x x xN A Eσ = = ε −ω ε⎡ ⎤⎣ ⎦

εx F

ω ε( )

( / ( )) ( ) .x xF AEε = + ω ε ε

ω ε( )

ω ε( )

( ) 0ω ε = ε0

F
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8���  (���  — ���
������, �

	��	�	������ ��-

���� 	������	�), 	
, �����	, ���	������� ���
������ 
	��	-

�	���	. 8��� , 	
 ���	������� ���
������ �����	���	 �

��
!"
���
 
������	� �������� #, 
������������� 
!���	�
���	������" ���
������.

9� �������  ��"
��	 ��������  � 


�
����� (6.44) 
�������	 . #�� ���  	
��
� 
	�
��-

	����
� �
�
���
� ���
������ �	����� �� ������
� ����

, 	
 ��"
��	 ��������  �
 �	
�
� ��!�������, ��	�� �

	��	��� � 	�� �����, 
�� �� !���	 
����� ��
���	�
��	������
��� ���	��� ������	�	.

��
!"
���
 
	��	�	�, �	
 �"
���
�	� �
����� ����-

�	����
 ������	 
	 ������� . ��� !
��/
� ��
������

��	������ �������  ���� � ��� 	��	�� ��� ��	���	
�
��!������� ���	 �
�	�	
��
 	
��
� �������� ���
������

. ��� ���
� ��
������ ��	������ 
	��!��	�� !
��/
�
����
 ��!�������, �	
!� 
����	� ��
���	�
��	������
������	�	.

F��
��	� ���������� ���
������  ��� ���
	
�
�



�	
���
�
 �������� ����  ���������� ����	����� ��
���. 6.6.

ε ε0 < 	 ε	

ε ε0 > 	

( )fσ = ε 0 0( ) ( )xω = ω ε

ε1 ε ε1 < 	

F 1( )ω ε

ω ε( )

ω ε( )

ε

ε
F

	��. 6.6
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(6.45)

...

  

9� ���. 6.6 ������	, �	
 ����
�� �������� ���
������ 

�

	��	�	���	 �������� 
	����� ��, ����
�
 .

'�������� ��!������� !���	

) ���
	
��" ��	�����
� ������  ����	 ����� ���-

�����. �
%	
�� ����
�������� ����	
� ��������� �������	

	����
� ���
� (��. ���. 6.5, �). �
�������� ��������� ����-

���	�� �������� 	 
�����"� �����������, �
����  ������-
�	�� ����
�� ����������.

$ �����	�� ������ 
����	�-
�� 
	�
��	������ �
�
����� ��-
�
������ ��� �	�����, ������-
�
 ��	�����, 
!�������� �����-
��� ��
������� (���. 6.7). 

(��: / = 4 ��2, ! = 1·107 H/c�2,

D������
�	� ����� ���������� � ���
������� ����	
��������� ���:

(6.46)

��� 
���
!������ �������
�	� (6.46) � ���� (6.43), ��� ���
 ��-

!���� � ���	�� �
���������  � ���
� ���	� ���������
(6.46):

ε0 = F EA/ ( );

1 0 0 0 0 0( ) ( / ( )) ( ) ;F EAε = ε + ω ε ε = + ω ε ε

2 1 1 1 1 1( ) ( / ( )) ( ) ;F EAε = ε + ω ε ε = + ω ε ε

1 1( / ( )) ( )n n nF EA
− −

ε = + ω ε ε n > 0.

εn

( )n nω ε ε

ε ε ε εn nBK DC CK CK+ = + = + + = +1 0 0 .

( )fσ = ε

E*

	��. 6.7

2

2
	

* 70,8 10 �/�� , 100 ��,

10 000 �/�� .

E F= ⋅ =

σ =

	
*

		 	

;

,( ),
x

E

E

⋅ ε⎧ ε < ε⎪
σ = ⎨

ε > εσ + ε − ε⎪⎩

*tg ; tg .E E= α = β

Eε
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��� 

7�� ��/���� �
�
�������� ���
��	�
� (6.45).

$������� 

7������/�� �
�
������ �	�����
��
�
 �
����� �� ���-

�	 ������, 	�� ��� 
	��
�����  �  �
�	�����	 0,038%.

#���� �����
	��� ���������	��� ��
������ ����� ����-
����"# �������� ������	��. &��
���� 
�
������ ��	
��
�����	�� ���� ������� ��
�����"# �������� (6.37) ������-
������� ������ �
	�����	��, ��	
������
��"� �������� �-
�� ������	��.

σ ε
ε
εx E

E

E
= − −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

1 1 1	
*

,

ω ε

ε ε

ε
ε

ε ε
( ) =

<

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ >

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0

1 1

, ;

.
*

	

	
	

E

E

F

EA

E

E
=

⋅ ⋅
= = ⋅

⋅
=100 000

1 10 4
0 0025

0 8 10

1 10
0 8

7

7

7
, ;

,
, ;

*

	 7

0 0 	

1

2

3

10 000
0,001;

1 10

0,0025; ;

0,001
0,0025 1 (1 0,8) 0,0025 0,0027;

0,0025

0,001
0,0025 1 (1 0,8) 0,0027 0,002 84;

0,0027

0,001
0,0025 1 (1 0,8) 0,002 84 0,002 868;

0,002 84

ε = =
⋅

ε = ε > ε

⎛ ⎞
ε = + − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
ε = + − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
ε = + − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

4

5

0,001
0,0025 1 (1 0,8) 0,002 868 0,002 873 6;

0,002 868

0,001
0,0025 1 (1 0,8) 0,002 873 6

0,002 873 6

0,002 874 7.

⎛ ⎞
ε = + − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
ε = + − − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

ε5 ε4
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D��/�� ��������� ���	���
�	� (6.38).

���  — ��������� �����	�� ����
�	�, ���������

	 ��������
�
 �
�	
����.

 

 

��� ! �  — �
���� ����
�	� � �
%�������	 �����
�� � ���-
�
� 
!���	�.

$ ����
� �
�� 

'���� ����� ���������� �����	���� ����
�	� 
�
!-
�� ����� ����� ������� 
�	
������:

7�� ���������
�
 	���, ����� , 
�����

  

���  — ������� �
����.

'���
��	����
, ��� ���������
�
 ��	������ ���������
�
���� ����
�	� �
�����	 � ������� �
����� �� ���������

��� ��/���� ������ � ���
� ��!������� ���������
�����	�� ����
�	� �������	�� ������� �����	��� ���-

�
�	�:  $ ������	�	� ��/���� ����
�

������ 
�������	�� ��������� � ���
������ ���
�
 ��-

!�������  � . �
 %	�� ��������� 
 �
������ (6.6) �

*
*

1
( ) ;x x y r

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ τ γxy xyG= * ;

*
*

1
( ) ;y y z x

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ
⎣ ⎦ τ γyz yzG= * ;

*
*

1
( ) ;z z x y

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ
⎣ ⎦ τ γzx zxG= * ,

E G* * *, ,μ

E
Ei i

i

i

*
/( ) / ;= + − ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟σ ε μ σ

ε
1

1 2

3

μ μ σ
ε

μ σ
ε

* / ;= − − ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + − ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

2

1 2

3
1

1 2

3E E
i

i

i

i

G i i
*

/( ),= σ ε3

μ

* * *; ; .E E G G= µ = µ =

* * */ 2(1 ) .G E ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +µ

μ = 0 5,

E Ei i
*

/ ;= =σ ε � μ* / ,=1 2

E�

σ εi i− .

* * *; ; .E E G G= = µ = µ

σx
( )1 εx

( )1
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(6.12) ��������	�� ��	������
�	� ��������� � ���
������

 �  � ���
� ��!�������. �� ���. 6.8,  
������
� ��-

������
� � ���
����
����
� �
�	
���� 	��� !���	 ��
!��-
��	��� 	
��
� 1.

$
 �	
�
� ��!������� ��
��	�� 
����� �� �������� �-
������
�
 �
����.

�
 ��������  �� ����
� ���
����
����� ��"
��	�� ��-

������  � �����	����	�� �������� �������
 �
����:

$
 �	
�
� ��!������� �������	

.

0�/��	�� ������ ����
�	� � 
�������	�� �������� 

� , 
 �
	
��� ��������	�� ��	������
�	� ��������� �

���
������ �
 �	
�
� ��!�������  � . �� ���. 6.8, 

��������
� � ���
����
����
� �
�	
���� 	��� ��
!�����	-

1i
σ

1i
ε

	��. 6.8

εi1

σ*
i1

(1)

1

*

1
� .

i

i

E
σ

=

ε

(2) �(1)
E E=

σx
( )2

εx
( )2

2i
σ

2i
ε
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�� 	
��
� 2. �
 ��������� ���
����
����� �������	 ����-

����  � ��"
��	 �������� �������
 �
����:

$ 	��	��� ��!������� !���	

&�������	 ��	������
�	� ��������� � ���
������ ���
	��	���
 ��!�������  � , ��	�� ��������	, ��
�����

��������� ���
����
�����, ������� �
����  � 	.�.

9	�����
���� �
���� �
�
����	 
�� ������	�	� n-�


��!������� �� !���	 !������� � ������	�	��  ��!��-
�����.

0�/���� ����
-���	�����
� ������ 
 ��	
�� ������-
��" �����	�
� �����	����
 ��
���	��, ���� �����	�� ����-
����� . ��
���� ��!������� 
����� �� ���. 6.8, ). 0�/�-

��� �

	��	�	���	 ���������� �����  � ����
� ���
���-

�
�����.
'
�	���� ���
��	� ���������� ���
������  ��� ���
	
�
-

�
 
�	
���
�
 �������� ��������� . $ �����	�� ����
�

���
����
����� ����� ��������� ���	������ . D���-

���
�	� ���
������ 
	 ��������� !���	 , ���

��
���� 
��������" ��!������� ����	 ���������
���:

(6.47)

9� (6.47) ������	, �	
 ���
� ��!������� �

	��	�	���	
����
�� �	����� � �
����� ����
�	� !. $ 
��������"

σi2
*

E
i

i
�( )

*

.
2

2

2

=
σ

ε

E E( ) ( )
.3 2

= �

σi3
εi3

Ec( )3

( 1)n −

σB

σB

ε

σB
F

A
=

( )fσ = ε

/ ( )Eε = σ ε

( ) ( ) / .E fε = ε ε

ε
ε ε
ε ε

ε ε

0

1 0

2 1

1 0

=
=
=

= >−

F EA

F E A

F E A

F E A nn n

/ ( );

/ ( ( ) );

/ ( ( ) );

/ ( ( ) ) .
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��!�������" �	������ ���	��	�� 	���� ������, �
 ���-
���� ����
� (�������) �
���� ����
�	�. 7�� ��������� ��-
	
�
� ��/�� ��������� ����� (��. ���. 6.7).

>
���� ����
�	�  ��� ��	������ 
�������	�� ����-
������

���������

#
���

'�������� ������	�	
� 
�������	 !
��� !��	��� �"
��-
�
�	� �	�����
��
�
 �
����� 
 ��	
�� ��������" �����	-
�
� ����
�	�, ��� 
 ��	
�� �

���	�����" ������
�.

>
��
 �����	� 
!��� ���
�. D����� 	�
��� ���	���
�	�

 ��	
�� �����" ��/���� ��/��	�� ��� ������ 	�
��� ���-
�
�	� — � ���
� ������ ��� 
��
�
��
�
 ����
�
 	���, ���-
��	�� ����
�	� �
	
�
�
 �� ������	 
	 "����	����	�� ����-
����
-���
����
����
�
 �
�	
����, �
 �	
�
� ������ — ���
��
��
�
��
�
 ����
�
 	���, �����	�� ����
�	� �
	
�
�


�������	�� "����	����	����� ��������
-���
����
���-
�
�
 �
�	
����.

E( )ε

( ) 	
* * 	

	

�� ;

( ) �� .

E

E
E E E

⎧
ε ≤ ε⎪

ε = ε⎨
+ − ε ≥ ε⎪

ε⎩

ε ε0
7 20 0025 0 001 0 8 10= = = = ⋅F EA E/ , , , , , / .*

	 � ��

( )

( )

0 0 	

1 7

* 7 7 7 2
0

2 7

* 7 7 7 2
1

3 7

0,0025; ;

100 000
0,002 84;

0,88 10 4
0,001

( ) 0,8 10 1,0 0,8 10 0,88 10 � / �� ;
0,0025

100 000
0,002 87;

0,87 10 4
0,001

( ) 0,8 10 1,0 0,8 10 0,87 10 � / �� ;
0,00284

100 000
0

0,8697 10 4

E

E

ε = ε > ε

ε = =

⋅ ⋅

ε = ⋅ + − ⋅ = ⋅

ε = =

⋅ ⋅

ε = ⋅ + − ⋅ = ⋅

ε = =

⋅ ⋅

* 7 7 2
2

,002 874;

0,001
( ) 0,8 10 0,2 10 0,8697 � / �� .

0,002 87
E ε = ⋅ + ⋅ =
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6.7. ������ ������!��+�*� ��!����

#�
��� ���	���
�	�, � 
��
�� �
	
�
� 
�
���� ������-
���� ���������, ����������� ��������� � ��
�
�	� ���
�-
�����, �������	�� ������� �
	����	���� �������. L	� 	�
���
������	�����	 ���	������� ���
������ 	����
�
 	��� ���
�
�	
���� ��������. 

��� �������
� � ���
�
���	����
� 	������ ���	���-
���" ���
������, �
��� �
��
 ����!���� ������ �
�
	��-
������, ��������� 
	 ��
�
�	� ���
������, ��������� 	�
-
��� ����" ����
-���	������" ���
������ � 	�
��� ���	�-
����
�
 	������ 	
����	�����.

$ 
��
�� 	�
��� ���	�����
�
 	������, ��� � 	�
��� ����"
����
-���	������" ���
������, 
�
���� 	�� ��
	���.

1. �)*���� ��������� ����� ����������
�� 	������� ���-
�
����� ���������:

 ��� (6.48)

��� 

 — 
!5����� �
���� ����
�	�, ��

��
�����������
��� (6.48), 
�����

(6.49)

���������� ������� ������
� ���
������ ����	�����	

�
!
� ����� ����
�  � ���	�����
�  ���	��:

)����� ���	�, �
�����
 ���
�� =���, �����

(6.50)

'�������� (6.49) � (6.50), ��"
��� � ���
��, �	
 ���	�-

������ ���	� ������� ������
� ���
������  ����� ����,

	.�. ���	������� ���
������ 
!5��� �� �������	.
2. ���������" ������� ����+���� �
	����	��# �����-

���� ����� ����������
��" ���������� ������� ����-
�����.

σ ε0 03= K ε σ0 0 3= / ( ),E

σ σ σ σ0 3= + +( / );x y z ε ε ε ε0 3= + +( / );x y z

K E= −/ ( ( ))3 1 2μ

μ = =0 3 0 84, , .K E

d d Kε σ0 0 3= / ( ).

d eε0 d pε0

d d de pε ε ε0 0 0= + .

d d Keε σ0 0 3= / ( ).

d pε0
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'
�����
 �	
�
� ��
	��� �����

(6.51)

���  — ������� ��������� � ���
������.
9� (6.51) ������	:

(6.52)

3. '����	����	�� ��������� ��
���	� �������� ������

�� �����	����	�� ����+���� �
	����	��# ���������, �� �-
��	�+�� �� ��� ����������� 	�	������.

'
�����
 	��	��� ��
	��� �����

 (6.53)

���  — ��	������
�	� ��������� ���	������" ���
���-

���, ������

(6.54)

��
!"
���
 
	��	�	�, �	
 ��������� ��	������
�	� ��-

�
������  (�
����� 6.12) �� ������	�� ��	������
�	�

��������� ���
������ .

(6.55)

/ 2

0 0 0

/ 2/ 2
,

p pp p
y yzx z

x y z yz

pp
xyzx

zx xy

d dd d

dd
d

ε γε ε
= = = =

σ − σ σ − σ σ − σ τ

γγ
= = = λ

τ τ

dλ

0( );p
x xd dε = λ σ − σ

0( );p
z zd dε = λ σ − σ

d dxy
p

xyγ τ λ= 2 .

σ εi i
p

d= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∫M ,

p
idε

2 2 2

2 2 2
) ) )

2
( ) ( ) ( )

3

3
( ( ( .

2

p p p p p p p
i x y y z z x

p p p
xy yz zx

d d d d d d d

d d d

ε = ε − ε + ε − ε + ε − ε +

⎡ ⎤+ γ + γ + γ
⎣ ⎦

d iε

d iε

2 2 2

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

3

3
( ).

2

i x y y z z x

xy yz zx

d d d d d d d

d d d

ε = ε − ε + ε − ε + ε − ε +

+ γ + γ + γ
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M
����� (6.53) 
�����
�� ��� ���" ���������" �
�	
�-
���. &������� ������� M ��� 
��

��
�
 ��������
�
 �
-
�	
����:

(	�� ��� , � ).

)��	���� �
����� (6.6) � (6.54), 
�����

  


	���� 

#���� 
!���
�, ��� 
��

��
�
 ���	������ �
����� (6.53)
�������	 ���

(6.56)

'
�����
 (6.56), ��� ��"
������ ������� M 
 ���������

 ��
!"
���
 
�	�
�	� �������
�	� ��������� 
	

���	�����
� ���
������.
$
����� �� ��������� ���-

	������ � ���	�����
� �
��
���
	
��� 	
��� � (���. 6.9).

9� 	
��� � �
����� �����
���������
 
�� �!����� � ��-
��� �� ���������
 �������
-
�� ����	�� ���������. #
��� '

������	 �������� 
�	�	
�-
�
� ���
������ .

$ 	
��� � �
��	��
��� ��-
��������� �
 ���������� �
	
��� D � �
���
�	����
� ��-
�
�, �
������
� �� 	
��� �.
�
�	��� ����
����
 � ������� 	
����� ���������, 
�	�
-
�� ������ ND, ����	�������� ������ �������
�	� ��	��-
����
�	� ��������� 
	 ��	������ ��	������
�	� ������-
��� ���	������" ���
������.

���������� ���
������ ���������	�� �� ���������
����
� � ���	�����
� ���
������. ���������� ����
� ��-

/ 2

; 0; 0;

/ 2

x y z xy yz zx

p p p
z y x pd d d d

σ = σ σ = σ = τ = τ = τ =

ε = ε = − ε = − ε

d dz
p

y
pε ε= 0p p p

x y zd d dε + ε + ε =

σ σi = ; ,
p
i pd d=ε ε

d di
p

p pε ε ε= =∫∫ .

σ ε= Φ( ).p

σ ε= f ( )

	��. 6.9

εp
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�
������ � ��������� ��������� ������� 
!
!������
���
�
� =���:

  

 (6.57)

 

���������� ���	�����
� ���
������ ������� � ����-
������� ����������� (6.52). �
��	���� (6.52) � (6.54), ���-

��� :

�
��	�����  � (6.52), 
�����

 

 (6.58)

 

'�������� (6.57) � (6.58), ������ ��������� ���
�-
�����:

(6.59)

$ 1924 �. �. �����	��� !��� ����
���� ��������� (6.59)
��� �
��
� ���
������; ��� 
!���
 ������ — � 1930 �.
L. 0���
�. )�������� ���
�����	 
	��	�	��� � ��	������
��
������.

(
��� ��������� ���	������" ���
������ �����	����

����/��	 ��������� �����" ���
������, �����������

(1 / ) ( ) ;e
x x y zd E d d d⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ d d Gzx

e
zxγ τ= / ;

(1 / ) ( ) ;e
y y z xd E d d d⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ d d Gxy

e
xyγ τ= / ;

(1 / ) ( ) ;e
z z x yd E d d d⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦ d d Gyz

e
yzγ τ= / .

dλ
d d i

p
iλ ε σ= ⋅( / ) ( )./3 2

dλ

/ 0(3 / 2)( )( );p p
x i i xd dε = ε σ σ − σ d dxy

p
i
p

i xyγ ε σ τ= 3( ) ;/

/ 0(3 / 2)( )( );p p
y i i yd dε = ε σ σ − σ d dyz

p
i
p

i yzγ ε σ τ= 3( ) ;/

/ 0(3 / 2)( )( );p p
z i i zd dε = ε σ σ − σ d dzx

p
i
p

i zxγ ε σ τ= 3( ) ./

/ 0
1

( ) (3 / 2)( )( );p
x x y z i i xd d d d d

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ + ε σ σ − σ⎣ ⎦

/ 0
1

( ) (3 / 2)( )( );p
y y z x i i yd d d d d

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ + ε σ σ − σ⎣ ⎦

/ 0
1

( ) (3 / 2)( )( );p
z z x y i i zd d d d d

E
⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ + ε σ σ − σ⎣ ⎦

d d G dzx zx i
p

i zxγ τ ε σ τ= +( / ) ( ) ;/3

d d G dxy xy i
p

i xyγ τ ε σ τ= +( / ) ( ) ;/3

d d G dyz yz i
p

i yzγ τ ε σ τ= +( / ) ( ) ./3
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�����" ���
������ ����!�����	 � ��������� (6.59) !���	
	�����:

  

  (6.60)

  

'

�	������� �
���� 	�
��� ����
-���	������" ���
�-
����� � 	�
��� ���	�����
�
 	������ 
�������	, �	
 � ���-
��� �
�	
�
 ���������� ��	������
�	� ��������� ���	�-

�����" ���
������  ����� ��������� ��	������
�	�

���	������" ���
������  � 	�
��� ���	�����
�


	������ �
�����	 � 	�
���� ����
-���	������" ���
������.

6.8. ����� ��������+� � ��:���� ,�#�! 
������ ������!�����

�
�	��
��� ����� 	�
��� ���	���
�	� �� 
	�����	�� 
	

�	��
��� ����� 	�
��� ����
�	�. &!���
 �����	�� ����	��-
���� �� 	��
 ���/��� ��������, ����
-���	������� ��
��	��
	��� � 	��!��	�� 
������	� �
��������� � 	
���" 	��� ����-
�����, ���
������ � ����������.

&��
���� ��������� 	�
��� ����" ����
-���	������" ��-
�
������ ���������	�� �� ��������� 	�
��� ����
�	� � �
-

���	�����" ���������, ����������" ��������� � ���
�-
����� �� �����
� ����
�	�.

)�������� ����
�����:

  (��� );

  (��� ); (6.61)

  (��� ),

���  — �
����� 
!5����" ��� �� �

�����	��� 
��, 
	-
�������� � ������� �����.

0(3 / 2)( / )( );ix i xd dε = ε σ σ − σ 3( / ) ;izx i zxd dγ = ε σ τ

0(3 / 2)( / )( );iy i yd dε = ε σ σ − σ 3( / ) ;ixy i xyd dγ = ε σ τ

0(3 / 2)( / )( );iz i zd dε = ε σ σ − σ 3( / ) .iyz i yzd dγ = ε σ τ

p
idε

d di
p

i
pε ε=

�

�x

�

�y

�

�z
Xx xy xzσ τ τ

ρ+ + + = 0
2

2

� u

�t
ρ

�

�x

�

�y

�

�z
Yyx y yzτ σ τ

ρ+ + + = 0 ρ � v

�t

2

2

�

�x

�

�y

�

�z
Zzx zy zτ τ σ

ρ+ + + = 0 ρ � w

�t

2

2

X Y Z, ,
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)��
��� �� 
���"�
�	�:

 

(6.62)

���  — �
����� 
��
�
 ��������� �� 
�� �

���-

��	 ;  — ����������� �
������ �
����� � �
-
�����.

(
�
���	� ��������� �
���� ��
���	�
��	� ��������-
�� ����
����� � ���
���� �� 
���"�
�	� 	���.

)�������� 	�
��� ����" ����
-���	������" ���
������:

  

  (6.63)

  

)�������� 	�
��� ���	�����
�
 	������:

  

  (6.64)

  

)�������� �
����	�
�	� ���
������:

(6.65)

p l m nx x yx zx= ⋅ + + ⋅σ τ τ ; p l m ny xy y zy= ⋅ + + ⋅τ σ τ ;

p l m nz xz yz z= ⋅ + + ⋅τ τ σ ,

p p px y z, ,

x y z, , l m n, ,

0 0(2 / 3)( / )( );x i i xσ − σ = σ ε ε − ε τ σ ε γxy i i xy= ( / ) ;3

0 0(2 / 3)( / )( );y i i yσ − σ = σ ε ε − ε τ σ ε γyz i i yz= ( / ) ;3

0 0(2 / 3)( / )( );z i i zσ − σ = σ ε ε − ε τ σ ε γzx i i zx= ( / ) ;3

σ ε0 03= � .

0(3 / 2)( / )( );ix i xd dε = ε σ σ −σ d dzx i i zxγ ε σ τ= 3( / ) ;

0(3 / 2)( / )( );iy i yd dε = ε σ σ −σ d dxy i i xyγ ε σ τ= 3( / ) ;

0(3 / 2)( / )( );iz i zd dε = ε σ σ − σ d dyz i i yzγ ε σ τ= 3( / ) .

� �x�y � �y � �xxy x y
2 2 2 2 2γ ε ε/ ( ) ( / ) ( / );= +

� �y�z � �z � �yyz y x
2 2 2 2 2γ ε ε/ ( ) ( / ) ( / );= +

� �z�x � �x � �zzx z x
2 2 2 2 2γ ε ε/ ( ) ( / ) ( / );= +

2
2�

�y�z

�

�x

�

�x

�

�y

�

�z
x yz zx xyε γ γ γ
= − + +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ;

2
2�

�z�x

�

�y

�

�x

�

�y

�

�z
y yz zx xyε γ γ γ
= − +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ;

2
2�

�x�y

�

�y

�

�x

�

�y

�

�z
z yz zx xyε γ γ γ
= + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ .
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7�� �
��
�
 ��������
�
 �
�	
���� �
�����	�
 ������-
��� �
������	��.

)�������� ����
�����:

 (6.66)

)��
��� �� �
�	���:

(6.67)

=�
��	�������� ���������:

  (6.68)

)�������� ���������
�	�:

(6.69)

���%�� 6.1. �
 ������
� ��������� ���	������ 


�	�
�	� ��������� ������ . 

(��:  ����� �
��
�	� 

  (���. 6.10).

�������. 7�������� ���	�-
����� ���
	
��" ��	�����
�
����	 �����	������ �
�����
	������	�. $ %	
� ������ ��
�����	�" �� �������� ����
-
�	� ���	��	, �	
 ��	����� ��
����	 ��
������ � �������-
�� ���	������ �"���	������	
��������
� ����
-���	���-
��
�
 	���, �������
 �
����
��
������ ������ ����

, �� %	
� ���
����-
�	��, �	
 ���
������ ��	��� �� ����/��	 �������� ,
�

	��	�	������ 
�
������ �
����� 	������	� �� ���-
������ ���	������.

( / ) ( / ) ;

( / ) ( / ) .

� �x � �y

� �x � �y

x xy

xy y

σ τ

τ σ

+ =

+ =

0

0

cos( ) cos( );x x xyp nx ny= σ + τ

cos( ) cos( ).y xy yp nx ny= τ + σ

εx �u �x= / ; εy �v �y= / ; γxy �u �y �v �x= +( / ) ( / ).

( / ) ( / ) / ( ).� �y � �y � �x�yx y xy
2 2 2 2 2ε ε γ+ =

σ ε= ( )f

τ γ= ( )f

σ	 >��= 240 , σ� >��= 460 ,

ε	 = ⋅ −12 10 4, E G= ⋅ = ⋅2 10 0 8 105 5>�� >��, ,

	��. 6.10

*( 0)E =

ε	
*
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7�� 
��

��
�
 ���	������, �
�����
 (6.9) � (6.19),

  

7�� ������, �
�����
 (6.7) � (6.10),

  

'
�����
 	��	��� ��
	��� 	�
��� ����" ����
-���	���-
���" ���
������, ��	������
�	� ��������� � ��	�����-

�
�	� ���
������  
�����
�� ��� ���" �������-

��" �
�	
����. �
%	
�� �������
�	�  �

 
�����
��. &	���� ��������� ������ 
��-

���, �������� 
�����	� ��������� ���	������ �� , � �!�-

����� — ���
��� �� :

  

7�������� ������ 
������ �� ���. 6.10.

���%�� 6.2. �
�	�
�	� ��������� ������ 
 ��������� ���-
	������ � �������� ��
�������.

(��:

�������. '"���	����
������
��������� ���	������ �
�	
�	 ��
���" ����" ����	�
�. D������
-
�	� ��������� 
	 ���
������
�� ����	��" ����	 ���������
���:

��     

��     

9�
����� �
����� (6.7), (6.9),
(6.10), (6.19), 
�����

σ σi = ; ε εi = .

σ τi = ⋅3 ; ε γi = / .3

( )i ifσ = ε

( )fσ = ε

τ γ3 3= f ( / )

3

3

τ σ	 	 >��= = =/ / ;3 240 3 139 γ	 = ⋅ ⋅ = ⋅− −12 10 3 21 104 4.

( )

4 5
	 	

5 5

220 >��, 11 10 , 2 10 >��,

0,8 10 >��, 0,5 10 >�� ���. 6.11 .y

E

G E

−

σ = ε = ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅

	��. 6.11

0 ≤ ≤ =ε ε
σ

	
	

E
σ ε= E ;

ε ε	 ≤
*

	 	( ).Eσ = σ + ε − ε
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�� ���
� ����	��:

�� �	
�
� ����	��:

7�������� ������ 
������ �� ���. 6.11.

���%�� 6.3. &������	� ���������� �����	�� ����������-

��
�
 !���, ��"
�����
�� 
� ��������� , ����

�����	� !��� , 	
����� �	����  7��-
������ ���	������ ��	������ �"���	������	�� ��������
� �
��
������� (���. 6.12).

�������. �
 �
������ �
�
	������� ��	�����
� 
������-

�� 
���
�  � 
�����
�  ��������� � �	����" ��������:

	 	

4 4
	 	

/ 3 220 / 3 127 >��;

3 11 10 3 19 10 ;− −

τ = σ = =

γ = ⋅ ε = ⋅ = ⋅

4 4
	 	( ) 3 (25 11) 10 3 24,2 10 ;− −

γ − γ = ε − ε = − ⋅ = ⋅

* 5 5	 	
	 	

5 4 2

127 0,5 10 127 0,17 10 ( )
3 3

127 0,17 10 24,2 10 167 � /�� .

E

−

γ − γ γ − γ
τ = τ + = + ⋅ = + ⋅ γ − γ =

= + ⋅ ⋅ ⋅ =

p = 250 2� ��/

D =160 �� δ =10 ��.

	��. 6.12

σx σt

σ π
δπ δx
D p

D

pD= ⋅ ⋅
⋅

= = ⋅
⋅

=
2

2

4 4

250 160

4 1 0
10 000

,
/ .� ��

σ
δt

pD= = ⋅
⋅

=
2

250 160

2 1
20 000 2� ��/ .
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>�	����� ��"
��	�� � �
��
� ��������
� �
�	
����.

D��/�� ��������� ���	���
�	�, ����� 

)��������� �����	��

�
 �
����� (6.7) ������ :

�
 ��������� ���
����
����� ��"
��� 


	����

���%�� 6.4. 7������ 	
��	
�	����� 	��!� ����	 ���	���-
��� ������ , �������� ������ , ���������

���	������ ��������� P�. ������ 	������	� ��	������

 7�������� ���	������ ��	����-

�� �"���	������	�� ��������
� ����
-���	�����
�
 	���.
#��!��	�� 
������	� �������
� �������� 0�, �� �
	
�
� ��-

�������	�� ������� �
�
!�
�	� 	��!�, � 	���� 
������	�

������ , ����������� ������ � ���	������� ���	� ��

���	������ ��������  (���. 6.13, ).
�������. #��!� ��"
��	�� � ���
���" �
��
� ���
������.

����������� 	
��� 	��!� �
��"
��	 � ���������� �������.
7��
������ � �������" 	��!�, �������������" � 
��, 
��-
���
�� � �� ������	 
	 	������
 �������.

7�������������
� ��������� ����
����� !���
����
 ��-

�
�
 %�����	� 	��!� ����
� , ��������
�
 ����� �������-

0,5,µ =

*
/ :i iE = σ ε

3 3 250 160
( 0,5 ) 15 000 .

8 8 1
i i i i

t t x
i i i i

p Dε ⋅ ε ε ε⋅
ε = σ − σ = ⋅ = ⋅ ⋅ =

σ δ ⋅σ σ σ

ΔD D t
i

i

i

i

= = ⋅ =ε
ε
σ

ε
σ

160 15 000 2 400 000 .

σi

( )
2 2 2 4

4 2

1
10 000 20 000 20 000 10 000 10 3

2

1,73 10 � / �� .

iσ = − + + = =

= ⋅

εi = ⋅ −2 2 10 3, ,

ΔD = ⋅
⋅

= =
−

2 400 000
2 2 10

1 73 10
0 3 3

3

4

,

,
, .�� ��

r� ��= 5 r� ��= 9

σ μ	 � ��= =25 000 0 32/ , , .

r	

P� � ��=15 000 2/

dx
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���� ���������, 
!��������� ��
� , � ����� ��������-

������� 
���"�
�	��� � ������
�  � , ����	 �����-
���� ���:

(�)

���  — 	������ ������;  — ��������
� ���������;  —


�����
� ���������.

dϕ

r r dr+

	��. 6.13

r
d

dr
r

r t
σ

σ σ+ − = 0,

r σr tσ
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$ ����� «'
�
	������� ��	�����
�» ���
��	�� �
�����
��� 
��������� � ������" ����
�	� ���������"  �


������"  ��������� � 	��!� �� ����	��� ���	������


�������� ��:

(!)

L��� ������������ ���������  �  
 �������


������ �� ���. 6.13, ).

9� %�� ������	, �	
 ���������  �����	�� ���	�����-

����, � ���������  — ���������, �� %	
� ���!
��/��

�������� 
�� ����	 �� ���	������ 
���"�
�	� 	��!�.
&���
� �
������
� ���������  � ������ �
��
� ��-

�
������ ( ) 
�������	�� ����������

(�)

�
��	����  �  �� (!) � (�), 
��� �
�	�" ��
!���
��-

��� 
�����

(�)

$������� ��	������
�	� ��������� 
 (6.7), ���	����,

�	
 , ,  — ������� ���������.

�
��� 
��	��
��� , ,  � ��
!���
����� 
�����

(�)

����	������� ���
������ �� ���	������ 
���"�
�	� 	��-
!�, �
�����
 ���
��� ���	���
�	� (6.3), ���	��	 	
���, �
�-

��  !���	 ����
 : 

.

σr

tσ

σr t
p r

r r

r

r
, .=

−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

� �

� �

�
2

2 2

2

2
1∓

σr tσ

tσ

σr

σx

εx = 0

( ).x r tσ = μ σ + σ

σr tσ

2
� �

2 2
� �

2 .x
p r

r r
σ = μ

−

σr tσ σx

σr tσ σx

2 4
2� � �

2 2 4
� �

3 (1 2 ) .i
r p r

r r r
σ = + − μ

−

σi σ	

2 4
2� � �

	2 2 4
� �

3 (1 2 )i
p r r

r r r
σ = + − μ = σ

−
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&	����, ���	������ �������� , �

	��	�	������ ������
����
�
 �
�
	������� 	��!�, !���	

��� �������/�� ���������� �����-
��� ���	������� �
�� !���	 �����	���
� ���/��� 
���"�
�	� 	��!� � ��

��������
� �������� �������� 

��� 	��!� ������	 � ���	�����
� �
-
�	
����. '��	��� ��	����� � ���	�-
����
� �
�	
���� �����������:

 D������
�	�  
�-
�����	�� ��������
� �������
�
 ����
-���	�����
�
 	���
(���. 6.14).

#�� ��� ��� ���������
�
 ��	������  � ��� �
��
�
���
������ , 	
 �� ���
�
 ��������� �
����� (6.37)

�����

.

)��	����, �	
  ��	� ������� ���������, �������� 

!���	 ���������:

(�)

�
��	����  � (6.7) � �����, �	
 � ���	�����
� �
�	
�-

��� �
 ���" 	
���" 	��!� ��������� , 
�����


	����

(�)

#�� ��� �� ������
� 
���"�
�	� 	��!� , �  
�
-

��	����
, 	
 � �
����� (�) ������	 � ���
� ���	� ���	� ����
«�����».

�
��	���� (�) � ��������� ����
����� (�), 
����� �����-
���������
� ��������� � ����

(�)

p�

2 2 2 2
2� � 	

�
4 2 4 4 2 4
� �

( ) (9 5 ) 25 000
9954 � / �� .

3 (1 2 ) 3 9 (1 2 0,3) 5

r r
�

r r

− σ − ⋅
= = =

+ − μ ⋅ + − ⋅ ⋅

	��. 6.14

p�

μ = 0 5, . σ εi i= Φ( )

ε0 0=
εx = 0

σ σx = 0

σ0 σx

( ) / 2.x r t=σ σ + σ

σx

σ σi = 	

2 2
2

	
1

( ) ,
2 22

r t r t
r t t r

σ + σ σ + σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
σ − σ + σ − + − σ = σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

σ σ σr t− =− 2 3	 / .

σr = 0 σ	

	2
.

3

d r
dr r

σ σ

=

⋅
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9�	������� ��������� (�), ��"
���

9�
����� �������
� ���
��� (�� r = r�   σr = 0), ��"
���

�	
����� ��	�����
����� �:

���������  � �������
� �
�	
���� !���	

(�)

D���  � ��
����� �
����� (�) � (�), ������ ������-

���  � σx � �������
� �
�	
����:

(�)

$��	������ ��������, �� �
	
�
� ��	����� 	��!� 
��
-
�	�� ���"
��	 � ���	�����
� �
�	
���� ��� ���	���	 ��-
��� ���	�����
�
 �
�
	������� 	��!�, 
�������	�� �� ���-
����
�
 ���
��� ��  
 �
����� (�):

(6.70)

�
��	���� ����
��� ������ � (6.70) ��� ������, 
�����

�������� � 
��������� ������� , �����������
 ���-

��� � ���	������� ���	� �������, ��"
�����
�� � ����
-
���	�����
� �
�	
���� (��. ���. 6.13).

9� ������� ������	, �	
 ��  ����	 ���	
 ���	�-

������ ���
������, ��  — ������.

σ
σ

r r C= +
2

3
	 ln .

C r= −
2

3

σ	
�ln .

σr

σ
σ

r
r

r
=

2

3

	

�

ln .

σr

σt

σ
σ

t
r

r
= +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

3
1	

�

ln ;

σ
σ

x
r

r
= +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

3

1

2
	

�

ln .

r r �r= = −� �σ

�
r

r�
	 �

�

=
2

3

σ
ln .

p� � ��= ⋅ =2 25 000

3

9

5
16 988 2ln / .

r	

r r r� 	≤ ≤
r r r	 �≤ ≤
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7�� ����
� �
�� �
����� (!) ���/�	�� � ����

(�)

��� � — ��������
� �������� �� ������� ����
� � ���	���-
��
� �
�� �� r = r	.

$������ �
����� ��� 
��������� ��������� � ���	�-
����
� ���	�, ��
����� (�) � ������� ���
���: ��

:


	����

�
��	���� 
�	
����� � � (�), 
�����

(6.71)

9� (�) ��"
��� :

(6.72)

#�� ��� ��  �������  �  �� �
���� ���	� ���-

���
�, 	
, ��������  �  (�
����� 6.71, 6.72), 
�����

(�)

(�)

9� ��������� (�) ��"
���

�
��	���� p � (�), 
��� ��
!���
����� !���� ���	�

σr t
� r

r r

r

r, ,=
⋅

−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

	

� 	

�
2

2 2

2

1∓

r r �= = −� 	 �σ

− = +p r ��
	

�
2

3

σ
ln ,

C r �= − −
2

3

σ	
� �ln .

σ
σ σ σ

r r r p
r

r
�= − − = −

2

3

2

3

2

3
	 	

� �
	

�
�ln ln ln .

σt

σ σ σ σt r
r

r
p= + = +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

2

3

2

3
1	 	

�
�ln .

r r= 	 σr σt

σr σt

p r

r r

r

r

r

r
0

⋅
−

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −	

� 	

�

	
	

	

�
�

2

2 2

2

2
1

2

3
σ ln ;

p r

r r

r

r

r

r
p

⋅
−

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −	

� 	

�

	
	

	

�
�

2

2 2

2

2
1

2

3
1σ ln .

p p
r

r
= −� 	

	

�

2

3
σ ln .

ln 	

�

	

�

�

	

r

r

r

r

p
+ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟=

1

2
1

3

2

2

2 σ
.
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)�������� ����	�����	 �
!
� �������
�	� �������  
	

���	������
 �������� 

$�������  ��� �������� 

0�/�� ���������, ������ 

0�������
� �������� �� �������

9�
����� �
����� (6.71) � (6.72), �	�
�� %��� ������-
���  �  � �������
� �
�	
���� 	��!�.

��������� � ���	������ 
���"�
�	� 	��!� �� 

��������� � ������
� 
���"�
�	� 	��!� �� 

L��� ��������� 
������ �� ���. 6.13.
9� %�� ������	, �	
 "����	�� ������������ ���������"

��������� � ���	�����
� �
�	
���� �
"�����	�� 
�����
-
��� � ������������� � ����
� �
�	
����. N����	�� �����-
������� 
������" ��������� � ���	�����
� �
�	
����
����������
 
	�����	�� 
	 ������������ � ����
� �
�	
-
����. $ ����
� �
�	
���� ���!
��/�� 
������� ������-
��� �
������	 �� ���	������ 
���"�
�	� 	��!�, � � ���	�-
����
� �
�	
���� — �� ������
� 
���"�
�	� 	��!�. &�	�

�������	, �	
 	
��	
�	����� �	������ 	��!�, �����������
���	������ ���������, �����/��	�� � ������
� 
���"�
�	�.

���%�� 6.5. ����
��
����� ���	��� ��������� , �� �

	
����
� , �� ����!��	�� ������������
 
�� # �
���	
�
7 �/��, ������������� 
 ����� ���	��� (���. 6.15). #��!�-

r	
p�.

r	 p� � �� :=15 000 2/

ln
r r	 	

5

1

2
1

9

15 000

2 25 000
3

2

2
+ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅

.

r	 ��≈ 6 7, .

p p
r

r
= − = − ⋅ =� 	

	

�

� ��
2

3
15 000

2

3
25 000

6 7

5
6541 2σ ln ln

,
/ .

σr σ	

r r= �

σr =
⋅ = −2 25 000

3

5

9
16 988 2ln � ��/ ;

σt =
⋅ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=2 25 000

3
1

5

9
11 914 2ln � ��/ .

r r= �

σ σr t= = ⋅ =0
2 25 000

1 73
28 902 2;

,
/ .� ��

axb

h
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�	�� 
������	� ��������� � ���	��� � ��������� �
���	

, ���� ����� 	������	� ��	������ . >�	����� ���	�	�

���	�
 ���	������� 	��
�.
�������. $������ ����� ���������, �
��������� � 
��

#, %�����	 ���	�  � ���
����
����
� �
�	
���� � �
-
�	���� ��������������
� ��������� ����
����� %�����	�.

&!
������ �����  — ���	������ ������ ��������;  — ��-

������ ������ ��������;  — ������ �������� ���	����-

�
�
 (�������
) ��
�. 9� �����	��� ���
������ ������	,

�	
 
�����
�  � ��������
�  ��������� �����	��

��������. 7��
������ � ���������� # ���	��� ����
� ��-

�� .

'�
��	����� ��� ���� �� ���������� �������:

��������  � ����!����� !���
����


������ ���������� �	
�
�
 
�����, 
��� ��
!���
�����

�����

 ��� (�)

9� ��������� (�) ����
 
����	�, �	
 �
�������� ���� � ��-
�����", �������������" � 
�� #, ����� ����.

9�
����� �
����� (6.60), ��������� ���	������" ��-
�
������ ���/�� � ����

7� σ	

	��. 6.15

dx =1

r1 r2
r0

σt σr

εx =( )0

( )( ) 2 sin( / 2) 0.r r r td r dr d rd dr dσ + σ + ϕ − σ ϕ − σ ϕ =

sin( / ) ( / )d dϕ ϕ2 2≈

r
d

dr
r

r t
σ

σ σ+ − = 0
d

dr r
r r tσ σ σ
+

−
= 0.
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(!)

���  — ��	������
�	� ��������� ���	������" ���
���-
���;  — ������� �
������
� ���������;  — ��	�����-

�
�	� ���������.
$ ����
� ������ �
����� (6.7) �  !���	 ����������:

(�)

9� 	��	��� �
����� (!) 
�����

��� (�)

�
��	����  � (�), ������ ��	������
�	� ���������:

(�)

��� ���� «+» — ��� ���	���	
� 
!���	�; «—» — ��� ���	
�.
'
�����
 ���
��� ���	���
�	� �� 
	��	�	��� ��
���-

��� , 
	����

(�)

0
3

( );
2

i
r r

i

d
d

ε

ε = ⋅ σ − σ

σ

0
3

( );
2

i
t t

i

d
d

ε

ε = ⋅ σ − σ

σ

0
3

( ),
2

i
x x

i

d
d

ε

ε = ⋅ σ − σ

σ

d iε
σ0 σi

σ0

2 2 2

0

1
( ) ( ) ( ) ;

2

;
3

0.

i r t t x x r

r t x

xd

σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ

σ + σ + σ

σ =

ε =

0
3

0 ( )
2

i
x

i

dε
= σ − σ

σ

σ σ σ σx r t= = +0 2( ) / .

σx

2 2
21

( )
2 22

3
( ),

2

r t r t
i r t t r

t r

σ + σ σ + σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
σ = σ − σ + σ − + − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ± σ − σ

σ σi = 	

	
2

.
3

t rσ − σ = ± σ
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' ��
���
������ (�), ��������� ����
����� !���	 	����:

(�)

��
��	�����
��� ���������, 
�����

7�� ���	���	
� 
!���	� �� 

��� ���	
� 
!���	� �� 

&������� �
���
����� ��	�����
�����:

��  


	����

�
��	�����  � ��
����� (�), ��"
���

�� 

 (6.73)

(6.74)

�� 

(6.75)

M
����� ��� ���������  !���	 ����������:

(6.76)

(6.77)

d dr rrσ σ/ ( / )( / ).= ± 2 3 	

σ σr r C= ± +( / ) .2 3 	ln ln

r r r0 2≤ ≤

σ σr r C= +2

3
1	ln ln ,

r r r1 0≤ ≤

σ σr r C= − +( / ) .2 3 2	ln ln

r r r= =2 0σ ,

0 2 3 2 1= +( / ) ;σ	ln lnr C

ln lnC r1 22 3= −( / ) .σ	

lnC1

r r r0 2≤ ≤

σ σr r r= ( / ) / ;2 3 2	ln( )

σ σt
r

r
= +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

3
1

2
	 ln ,

r r r= =1 0σ ;

ln lnC r2 12 3= ( / ) .σ	

r r r1 0≤ ≤

σ σr r r= −( / ) / ;2 3 1	ln( )

σ σt
r

r
= − +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

3
1

1
	 ln .
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$������� �������� ����!�����
 �
���	� �� ���������
�����.

9���!����� �
���	 
	�
��	����
 ���	�� ��������

 

(6.78)

��� .

0���
����	������ �
���	

(6.79)

�.�. >������ 
�����, �	
 �� ���	�����
� ����!� � 
	-
��	�	��� ��
������ ��	������ 	
����� ���	� �� �������	��.
$ %	
� ������, �
�����
 (6.78), ����!����� �
���	 �� �������
/����� 
�	��	�� 
�	
�����. ��� ������� ��
������ ��	�-
����� 	
����� ���	� !���	 ������	���.

02 2

	 	
2 10 11

2
	

2 2
1 ln 1 ln

3 3

,
2 3

r rr

t
r r r

r r
M rdr rdr rdr

r r

h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= σ ⋅ = σ + − σ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

σ
=

∫ ∫ ∫

h r r= −2 1

M 7 b
h b

� = ⋅ =
σ	

2

2 3
.
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�������	
� �
������

7.1. �������� ������� ���������� �!��"�!���

C������� ���	
����, ��������		�� � ��	�	��� �� �
	�	-
�� ���
��	���-�	��
��
�������� ��������� �
� �	��	�-
��� ��	���� ���	������� �����	��� �������	
��1.

���
��	��� � �	��
�����, ���������	 � �	�	 ��� ��-
�
����, � �	�	��	� �
	�	�� ��	������, ���	 	��� ���
���
����	��� ����������. ��� �!"����	��� �	�, ��� �
� �
�����	�#-
�� !���
�� �
����	��� ���
��� ��������	 �	�� �	 ����	���

�����	���� ��� 	�� ���
��!"	���, �	
	��� ����
�� � 
����-
�	���	 ��������	 �
	!�	� �����	�#���� �
	�	��.

$ �!�	� �����	 �
���	��	 �	��
����� �����	��� �����
�
	�������# � ���	

(7.1)

��	  — �	��
�����;  — ���
���# �	��
�����;  —

���
��	��	;  — �
	��;  — �	��	
���
�.
%�	�	��	 �	��
����� �� �
	�	�� �
� ���������� ���
�-

�	��� � �	��	
���
	 �����	��� �������	
�� ��� ��	�����-
	
����, � ��	�	��	 ���
��	��� �
� ���������� �	��
��-
��� � �	��	
���
	 �����	��� �����	�����. 

&���	�	�����	 !���	� ��
���� � �������	����. &
� ��
�-
��� ����	�	������ �!
���������� �	��
����� ����	 
��
�-
�� ��	�#��	��� � � �	�	��	� �
	�	�� �������#� ���	�	�
(
��. 7.1, �). &
� �������	���� ����	�	������ ����������
�	��
����� � �������� �	�!
����� � ����	 
��
��� ���
�-
��	���, ��	�#��� �	�����	�#�� �	������ (
��. 7.1, �).

'	��
����� ��, �������� �� ����������� ���
��	���
 �	�#�	�� �
	�	�� �
���
������#����� ���	
����, �� �
	-

�	�	� ��	������	��� �� �
���� ��, �
� 
��
��	 (�
����

,( / , , , ) 0,f � �t t Tε ε σ =

ε / t′ε = ∂ε ∂ σ
t

σ

1 $ �������		 �
	�� �	� 	����� �	�
�� �����	���, �
������� ���
��	� ���	
�����. ���!��#�		 �
�����	���	 
���
���
��	��	 ������-
�� �	�
��, � ������ ����
�� �����	�� �	�����	���� ���	�# ����-
��
����� �	��. &�*���� �	
��� «�����	��#» � ���	
���
	 ����� ��	-
��	��� �	
����� «������
�����#».



444

�D) �	��
����� ��	�#����� �� �	������ ��
���� �	��
��-

��� , ��	� ��	�#�	��	 �	��
����� �
�������� ��
�
���� D�.

+��	��	 ��	�#�	��� �	��
����� ����	 
��
��� �����-
	��� ����
��� ��	�����	
���� ��� ����
��� �������	
��; ��	-
���	��	 �	��
����� �� �
	�	�� �
� ���
��	 �����	��� ���-
��� ��	�����	
����. +��	��	 �����	��� ���!	��� ��!����	�-
�� � ����� ���	
�����, ��� �
���, ��
���, !	���, �
	�	����, ��-
����, ���������� � �
. 2 �	������ �
� ��
���#��� �
�����	���� �	��	
���
�� ���	��	 �����	��� �	�����	�#��
� �� � 
���	��� �
	�	!
	����. 3����� ��� �����
���������
�	������ �
� �	��	
���
	 !��		 300 °5 �����	��# ����������
���	���	����, � 		 �	�!������ ��������# � 
���	���. &
� �	�-
�	
���
	 ����� 800 °5 �!����	 ����� �-� �����	�#��� ���-
��	��� �
�����	��� �	�
������ ��� �����#������ � ����-
�
������. 3!���	�#��� ����	��� ��	� �����	��� �
� 
���	�	
�	���	�, �
	������	���� ��� ����	�#��� 
�!��� � ���
	���
���������, ����� ��� �	���� ��
����, �����	���� � �	������
�����
�����.

'�� �����	���	���� ��	��� �����	��� �
������ ������-
��� �!
���� �� 
�����	��	 �
� ���������� ���
��	 � �	��	-

���
	. 6
���� ���������� ������ ��� �������	���� �	��
-
����� �!
��� �� �
	�	�� �
� ���������� ���
��	��� � �	�-
�	
���
	 �����	��� ������ �������	
�. 9�
���	
 �
���� ���-
��	��� ������ �� ���
��	��� � �	��	
���
� �
� ���������.

�� 
��. 7.2 �
��	�	�� �
���	 �����	��� ��� ��
��
�����
����� �
� �	��	
���
	 600 °5 � 
������� ���	���� ���
��	-
��� . &� ��� �
����� �����	�� �	������ �������	���� �	-
��
�����; �� ��� �!����� — �
	��.

/ Eσ

���. 7.1

σ
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% 
��. 7.2 ��	��	�, ��� ��	���	��	 ���
��	��� ��	������-
	� �	��
����� �����	���.

9�
���	
��� �
���� �����	��� �
	������	�� �� 
��. 7.3,
��!
�����	� ���������# ���#�� �������	���� �	��
�����
�����	��� �� �
	�	��.

$ �����#��� ���	�� ���
��	���, ���� ���
��	��� �	 �
	-
������ �
	�	�� �	���	���, �	��
����� � �!
��	 !���� ��
�-
����. =�� ��� �
	�� ���
��	��� �	�����	�#�� �� �
���	���
� �
	�	�	� �����, �� �
� ����
�	��� �
���� �����	��� ���-
����, ��� �����#��� �	��
����� ������	� �����	���, � ���-
������ ���#�� �������	���� �	��
�����, ���������� ��
�����	���. �� �
����	 (��. 
��. 7.3) ����� ���	���# �
� �����-

���. 7.2

���. 7.3
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��, ��
���	
 ����
�� ��
	�	��	��� ���
���#� �������	����
�	��
�����:

(7.2)

�� �	
��� ������	 � ��	���	��	� �
	�	�� ���
���# ������-
�	���� �	��
����� ��	�#��	���, ��� �����	�����	� �	
����

�	����������	��� �����	���. ? ����� ������� ���
���# 

�
�����	� �������#��	 ���	��	. $��
�� ������� ��
���	
�-

�	��� ���������� �������#��� ���
���#�  � �����	�����-

	� �	
���� ����������	��� �����	���. �� *��� ������	 ���-

���# �������	���� �	��
����� � ���������� �� ���
��	���
�������	��� ��	�	���� ������	�

(7.3)

��	  � � — �����	����	��� ������	�# ��	�	�� � ��*�����-
	��, ��
	�	��	��	 ���	
����� � �	��	
���
��.

$ ��!�.7.1 �
��	�	�� ���	���  ��� �	����
�� ����	�.

������ 7.1

@��	
���
=	
���	���� 

�!
�!����
=	��	
���
� 

���������, °5
n

2��	
������� ����# 3���� 844 °5

427
538
593
649

6,24
3,04
3,18
3,03

9
�������!�	����� 
����# 30 9@

3���� 600 °5 500 5,33

9
�������!�	����� 
����#

E������ 1050 °5

3����� 800—820 °5

500
550
575
600

1,82
2,12
2,02
2,59

9
������	�	���#�
�-
����� ����# 9�$@ 12

E������ 1100 °5

3�����	��	 — ��-
���

500
600
700

7,76
10,3
5,21

9
������	�	���#�
�-
����� ����# �% 122

—
550
650

2,63
3,63

9
�����
����	������-
��	��� ����# 59@$ 18

E������ 1100 °5

3�����	��	 — ��-
���

600
700

9,15
6,84

.p
p

d

dt

ε
′ε =

p′ε

p′ε

min ,n
p �′ε = σ

n

n
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�� �
	�#	� ������	 ���
���# �	��
�����  ��
����	� � �

����	 D �������	� �
����	 
�
��	��	 ��� ����	 
�
��	��	
� �!
������	� �	���. 

9
����	 
�
��	��	 �!"����	��� ������	��	� ���
	��	-
���, �������� � �!
������	� ���������	���� �
	��� ��
�
������ �	��� 	
����. 

$���	 
�
��	��	 �
�������� � 
�����	� �
	��� ����
�
	
	�. 

$ �
�����	���� 
���	��� �� �����	��# � �������� �����#-
�	��� ���
�� �������, 
	�	 — �	
���.

5 �����	��	� ���
��	��� � �	��	
���
� ���
���# ����-
�	��� ��	������	���, � �
�������	�#����# ���
��� �������
��	�#��	���.

2 �	����
�� ���	
�����, ����� ��� !	���, ������, ��������
� �
���� �
� �����	��� ��!����	��� �����
�����#��	 ��	-
�	��	 �	�����	���� ������� �� �
	�	�� �
� �	��	�	����
��	���� �������� � ���������� ��	���� ���
���, ��� �����
����	��� �
������ �	��������� �����#������ �� ��� ����-
�
��������� ���	
�����. +��	��	 ��	�	��� �	�����	����
������� ���	
����� �
� �����	��� �����	��� 	
�������. +�-
�	��	 ���
	��� � �	������ ������ �� ��
����
��� �	�������-
����#�, �������� �	
���!
�!����� ��� ��������� ���	
�	-
����� � 
�������. '	��
����� �����	��� �
� ���
	��� ��
	-
�	��	��� �	 ���#�� �
	�	�	� �	������ ���
���, �� � ��
��-
��� ���	
���� �� ���	��� ���
��	���.

?
���	 �����	��� ���������, ��� �
� �	��
����	����
��
������� �
	�	�� �������	���	 �	��
����� ��
	����� �
�	����
��� �
	�	�#���� ���	���. F��� �	��
����� ����-
�	��� ��	���������� �
���
������#�� 
���� ���
��	���, ��
�����	��# �����	��� ��������. &
� ���������� �
���
���-
���#��� ���������� �����	��# �����	��� ����������. G��-
����
�� ������, ����� ������ �	��
����� �!
��� � �	�	��	
�
	�	�� ��������� ����	��� ����������.

&���# ��� �	�����	� ���
��	��� �	�#�	�� �
	�	�� �
�-
��
������#����� �
� ������ �	��	
���
	 � �!
��	 �������
������ �	��
�����, 
�����

 (7.4)

��	  — ��
���� �	��
�����;  — �������	���� �	��
�����,

�!
���������� � �
��	��	 �����	���.

p′ε

ε ε ε0 = +y p ,

εy εp
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=�� ��� ������ �	��
����� �� �
	�	�� ����	��� �������-
���, 
����� �����#���� ���	��� , ��
	�	��	���� �����#-

��� ���
��	��	� , ��, � �����#�����	� ����� 6���,
��
���� (7.4) �
��	� ��	������ ���:

(7.5)
��	 � — �����# ��
������ ���	
����.

% (7.5) ��	��	�, ��� �	
	��� ��
���� �	��
����� � �������	-
���� !��	� ������# �	�
	
����	 ��	�#�	��	 ���
��	��� .

+��	��	 ��	�#�	��� ���
��	��� � �!
��	 �
� ����������
�	��
�����, ��� �� ��	 ���������, �����	��� �����	�����.

$ �
��	��	 
	�������� �������	���� �	��
����� ���	� ��-
������# �	������ �	��
����� , ������	� �
� ���
��	-
���. =���� ���
��	��	 � �!
��	 ���������� 
����� ����.

G	��#���� ��������� �� 
	�������� ��!
������� �
�-
������, �
	������������ ���������# ���
��	��� �� �
	�	-
��, �����	���� ������� �����	���� (
��. 7.4).

% 
��. 7.4 ��	��	�, ��� �
���� 
	�������� � �����#��� �	-

��� �
��	��� ��		� 
	�� �������� �������, �
������-
������ ��
����	 �
	��, � ����
�� ��	��	� ���
�� �������
�������, ��
���	
������ �
��	�� 
	�������� � ����� ���
�-
��#� ���	��� ���
��	���.

$ �	������	���� �	����� ���	��	 
	�������� ���	���	��� �
�
������� �	��	
���
�� � ����	����. ���
��	
, ����#�� �����	-
��� ��	���	���, 
�!������� �
� ������� ����	��� � �	��	
���-

	, �
	!��� ����	�����	����� ������������, ��� ��� �� �
	�	�	�
�����#��	 ���
��	��� � ����#��� 
	�����
��� � ����� ������-
���# �	�����, �	 �!	��	�������� ��������# ��	���	���.

&
� �	!��#��� �	��	
���
�� ���	��	 
	�������� �	����-
�	�#�� � �� ����� �
	�	!
	����.

0ε

(0)σ

(0) / ( / ) ,pE Eσ = σ + ε

σ

0ε

���. 7.4
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7.2. �"������# �!��"�!��� �"� ����������

5
���	��	 ���	
����� �� ���
�����	��� �����	��� �
�-
�������� �� �
	�	�� �����	���, �
	���������	�� ��!�� ��-
������� �	�������		 ���
��	��	, �
� ����
�� �������	����
�	��
����� � ������� �
��	����� �
	�	�� �������	� �	��-
����, ��������	���� �	����	����� ���������, ��� ���������
�	�������		 ���
��	��	, �
� ����
�� ���
���# �������	-
���� �	��
����� �������	� �	������, ��������	���� �	���-
�	����� ���������. $ ���	���	 �������� �
��	����� �
	�	��
�!���� �
�����	��� �
�� ����!� �	����, �
� *��� �	������
�������	���� �	��
����� ������ �����	���
��# ������� ��
-
���#��� *����������� �����
�����.

F��� ������# ���
���# �������	���� �	��
����� �������-
���, �� �� ������� �	������� �������	���� �	��
����� �
�
	�	�� � �������	���

(7.6)

����� ��
	�	���# �������#�� ���������� ���
���# ������-
�	���� �	��
�����. ���
��	
, ��� ����	� ��
���� ��
!��

 �
�����	��� 
����� , ��� ����	� ������-

����� ������ ��
!�� �����������	��� �������	���� �	��
��-
��� 0,1% � 300—500 �.

�� 
��. 7.5 ������� �
����� ���������� �� �	��	
���
�
�
	�	�� �����	���, ��������	����� �� �	�����	 �������	����
�	��
����� � 10 000 � ��� ��
��
����� ����� �% 123.

min� p t′ε = ε

minp′ε
7 8 110 10 �− − −

−

���. 7.5
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% �
������ �����, ��� � ��	���	��	� �	��	
���
� �
	�	�
�����	��� ��	�#��	���. &
������# ���	
����, ����	�#��	
�
	�� �������	���� � ���
��	���� ��������� �
� �������
�	��	
���
	, ��	����	��� �
	�	��� ����	�#��� �
�������

, �
	����������� �������#��	 ��������� �	�������		

���
��	��	, �������		 
�
��	��	 �!
��� �	
	 �������
�
��	����� �
	�	��. $ ���	���	 �������� �
��	����� �
	�	-
�� �
�����	��� �
�� ����!� �	����. 5 �����	��	� �	��	
�-
��
� � ��	���	��	� �
	�	�� �� 
�
��	��� �
	�	� ����	�#-
��� �
������� �����	��� (
��. 7.6).

E���������# �
	�	�� �� 
�
��	��� �� �
	�	�� ����	�#���
�
������� �������	��� ��	�	���� ������	�

 (7.7)

��	  �  ��
	�	������ �	��	
���
�� � ���������� ���	-

����.

6
���� ���������� �
	�	�� ����	�#��� �
������� �� �
	-
�	�� (��. 
��. 7.6) � ����
�����	���� ���
������� ��		� ���
������� �����, �������	� � ���� �
����. =���� �	
	���� ��-
���	�����	� �	
	���� �� ������ 
�
��	��� (�
���� �) � �
��-
���� (b). $ �	����
�� ������� �
� ��
	�	�	���� ���
��	���
� ���	
���	 �
	�	�� �	
	���� �� �
����	 ���	� �	 !��#.

$����	 ���	��	 �
	�	� ����	�#��� �
������� ��		� ���
���	
�����, 
�!������� � �������� �!����� �	��	
���
 (�	-

	��, 
������	 ���������	 ���	
���� � �
.). &
	�	� �
��-
����� �
	�	���� �
� 
�����	��� � ������ ����# ������� 
�-
�	� 76—111,5 @&�, � �
	�	� ����	�#��� �
������� — ���#��
44—56 @&�. 5������� ������� '5&-$ �
� 
�����	��� � ���-
��� ��		� ���������� �
	�	� �
�������, 
����� 148 @&�, �
�
	�	� ����	�#��� �
������� — ����� 75 @&�. 

σ��

���. 7.6

t A m= ⋅ −σ�� ,

A m
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�� 
��. 7.7 �
	������	�� �
����� ���������� �
	�	��
����	�#��� �
������� �� �
	�	�� ��������� �� 
�
��	���
�
� 
������� �	��	
���
�� � ����
�����	���� ���
�������
��� ����� �% 69.

=���� �!
���, �
	�	� ����	�#��� �
������� � ���	
�����
��������	� �
��	
�� �������� �� �
	�	�� �
������� �
� ��-
������� �!
���� �� 
�����	��	 � �����	.

&
��	����� �
	�	�� �� ���	��� ���
��	��� �� 
�
��	-
��� �!
��� �����	��� ����������	
��. I�!��� ���	���
��������� �	�������	�� ���
��	��� �����	�����	� ���	 ��-
�	��	 ������	������. 5 ��	���	��	� ���
��	��� � �	��	
���-

� ������	�����# �����	���. '�� ��	��� ������	������ �����
���#����� ��
������

; ,

��	  — ��*�����	���, �������	 �� ���	
���� � ����-

��� ���
��	���.
?�*�����	�� !	��������� �� ������	������ � ��*���-

��	�� !	��������� �� �
	�	�� ����	�#��� �
������� ����-
�	����	��� ��
	�	������ ��
��	�����

(7.8)

(7.9)

��	  — �
	�� 
�
��	��� �
� ����	�#��� ���
��	���;  —

�
	�� �	������ ����������� ���
��	���;  — �
	�	� ���-

�	�#��� �
������� ��� �
	�	�� ;  — ���������	 ���
��	-
��	, �	�������		 � �	�	��	 �
	�	�� .

���. 7.7

t ae b= − σ t a= −σ β

, ,a b β


�
 / ;tn t t=

( )
/���

,tn
σ

= σ σ

t
�
 t

( )
��
t

σ

t σ
t
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$�	 �	������, �������	 � (7.8) � (7.9), ��
	�	������ � �
�-
���� ���������� �
	�	�� ����	�#��� �
������� �� �
	�	��
��������� �� 
�
��	��� (
��. 7.8).

%����#�� ��
���� (7.7), ������	�

   

������

(7.10)

% (7.10) ��	��	�, ��� ��*�����	�� !	��������� �� �����-
�	������ 
��	� ��*�����	��� !	��������� �� �
	�	�� ���-
�	�#��� �
�������, ���	�	����� � ��	�	�# .

$�
��� ��*�����	�� !	��������� �� ������	������ �
�
�	��������
��� ���
��	������ � �	��������
��� �	��	
���-

	 ���	
���� � �����	 ���������� ���
��	����� ���������.

'�������, ��� 
��������� ��	
�	�# ��������	��� �������

�
� ���
��	���  � �	��	
���
	  � �	�	��	 �
	�	�� , �-

�	� �
� ���
��	���  � �	��	
���
	  � �	�	��	 �
	�	��

 � �.�. (
��. 7.9).

%�������	 ��������	��� 
�
��	��	� �
� ���
��	���

, ����
�	 �	��������� � �	�	��	 �
	�	��  �
� �	��	
���-


	 . 3!�		 �
	�� �� 
�
��	��� !��	�

���. 7.8

( )
�� ;

m
tt A

−

⎡ ⎤= ⋅ σ
⎣ ⎦ 
�
 ,mt ! −

= ⋅σ

�( )
��

.
m

m
t m

t

A
n n

A

−

σ
−

σ
= =

⎡ ⎤σ
⎣ ⎦

m

σ1 1t
� τ1

σ2 t2

τ2

�σ τ�

t�
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. (7.11)

&���# …,  — �
	��, �	�!����-

��	 ��� 
�
��	��� �
� ���
��	���� , ��
	�	-

��	��	 �� �
���� ����	�#��� �
������� ���	
���� �
� �	��	-


���
��    …,  (
��. 7.10). ����	� �����	���

, , ,  ���
	��	�����

�� �	
���, ���
�� � ��� ���		 
	�����.

���. 7.9

τ τ
�
 =
=
∑ i
i

�

1

τ1
�
 , τ2
�
 , τ3
�
 , τ�
�


σ σ σ σ1 2 3, , , ..., �

t1 , t2 , t3 , t�

1 1
�
/τ τ 2 2
�
/τ τ 3 3
�
/τ τ 
�
/� �τ τ

���. 7.10
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����	
��	����#��	 ����	������� ����	�#��� �
�������
�
� �	��������
��� ���
��	������ � ���
	�	 �������, ���
����� ���
	��	��� ��� ������� ���	
���� 
���� 	�����	. ���
*���	
��	����#�� ��������	���	 �����	��	 �����	��� ����-
��� ��������� 	����������� �����"�����:

(7.12)

&
	������� �	����
�� �
��������	���� 
	��� �	-
��������
��� ���
��	������ � ���
	��, � ����
��� ���
�-
�	���  �	������� � �	�	��	 �
	�	��

 �
� �	��	
���
	 �����	����	��� 

   . 2�	����� �
	��  �

���������	 ����� 
� , ����	, ���!� � ����	 ������ 
	����

��������� 
�
��	��	 (��. 
��. 7.9). $	
�����, �����  !��	�

�
	��������# ��!�� ������� ��*�����	�� !	���������:

    

(7.13)

&�������� (7.13) � (7.12), ������� ��*�����	�� !	����-
����� �� ������	������:

(7.14)

7.3. �!��������# ��$%� �!�"�$������ � %�&�"�!'���� 
�"� �%������� �!�"�$����� ��������� ���(���"�)�* ���

&�� ������
���� �	��� !��	� �������# �	��, � ����
��
�
� �	��
����� �������� ���
��	���, �������	 ��� �� �	-
��
�����, ��� � �� ���
���� 		 
������. 

$�����
���	 �	�� ����� �
	�������# ��������� � ����
*�	�	����: ��	
����, �!������	�� ��
�����#�, � �����������
��� ������� �	�	����, �!������	�� ������#�.

&
� �
����	��� ���
��� � ����� �	�	 ������	� �����	�-
��� ��
���� �	��
�����, ������������� ����� 6���, ��	�

1 
�


1.
�

i

i it=

τ

=∑

1 2 3, , , ..., , ...,i �σ σ σ σ σ

1 2 3, , , ..., , ...,i �τ τ τ τ τ t1 ,

t2 , , ...,3t
�

, ...,it
� t� 1 2 3, , , ..., , ...,i �τ τ τ τ τ

nτ
nτ

τ ττ1 1= n ; τ ττ2 2= n ; τ ττ3 3= n ... τ ττ� �n= ;

τ τ τ ττ τ
�
 = = = ⋅
= =
∑ ∑i
i

�

i
i

�
n n

1 1
.

n
i

i
i

�τ τ
τ

=
⋅

=
∑

1

1

�


.



455

�
� ��� �	 ���
��	��� 
�����	��� ����� �	��
�����, ���-
���������� ����� �#�����, ���
����
�������� ��� ���-
�����.

2�
���� *�	�	�� ����� �
	�������# ���
��#��� �
���-
���, �	��
����� ����
�� �
���
������#�� ���
��	���:

(7.15)

��	 � — �����# ��
������.
$���� *�	�	�� ����� �
	�������# ������
��, ������	�-

��� ����� ������. $���
� ������
� ���!����, � �	����
��
���
���#� ����	��� ��
�	�#. 5������� ����� �#�����, ��-
�
��	��	 !��	� �
���
������#�� ���
���� ����� �	��
-
�����:

 ��� (7.16)

��	  — ��*�����	�� �������.
&����� �	��
�����  � �!�	� �����	 �����	��� �
	�����-

��	� ��!�� �����  � �����  �	��
�����:

&
�����	
	���
���� ������ �	-
��
����� �� �
	�	�� � ��������� ��
�-
�	��� (7.15) � (7.16), ������� �
���	-
��	, ���������		 ���	�	��	 
	�����-
�	���� ���	��, �����	��� 
���� #��	-
����� (
��. 7.11):

(7.17)

2
���	��	 (7.17) ����� �
	�������#
� ���	

, (7.18)

��	  — �
	�� 
	��������, � ��-

��
�	 �����#��	 ���
��	��	 ��	�#��	��� � � = 2,718 
�.
F��� � �
���	��� (7.18) �
	�� �
����	��� ���
��� ����

�� �
���	��� �� �
	�	�	� 
	�������� , �� ���	
��� !��	�

�	��� �	!� ��� ��
���	 �	��; 	��� �
	�� �
����	��� ���
���

/ ,y Eε = σ

( / )pd dtσ = η ε / ,p′ε = σ η

η
ε

εy εp

ε ε ε= +y p .

���. 7.11

d

dt E

d

dt

ε σ σ
η

= +1
.

d

dt
E

d

dt T

σ ε σ= −
0

0 /T E= η

0
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�����	�#�� !��#�	 , �.	. , �� ���	
��� !��	� �	���

�	!� ��� ����� �������#. 2
���	��	 (7.18), �
������ ���-


���# �	��
�����  ���������� �	�������, �
	�-
������	� ��!�� ���	���	 ����	
	�����#��	 �
���	��	 ����-
���	�#�� ���
��	��� :

. (7.19)

G	�	��	 �
���	��� !��	� ��	������:

(7.20)

&��������� ���	�
�
������ � ��
	�	��	��� � �������:

�
� 

E��	��� � � (7.20), �������	�#�� ������	�

(7.21)

��	  — �����#��	 ���
��	��	.

����	� ���������# ���
��	��� �� �
	�	�� ��� 
����

���	��� ���
���� �	��
����� . &������  �

�������� ���	�
�
�����	 � �
	�	��� �� 0 �� t, �
���	��	 (7.21)
������� � ��	����	� ���	:

(7.22)

�� 
��. 7.12 �
	������	�� ���������� ���
��	��� �� �
	-

�	�� ��� ���������� ���	��� ���
���� �	��
����� , ��-

��
�	���	 �������� �
���	��� (7.22).

0 σ = ��nst

/d dt ′ε = ε

σ

0( / ) (1 / ) 0d dt T E ′σ + − ε =

/ /0 0	 ( 	 ).t T t TE dt C−

′σ = ⋅ ε +∫

0 00 , 0, .t C′= σ = σ ε = = σ

/ /0 0
0	 ( 	 ),t T t TE dt−

′σ = σ + ⋅ ε∫
σ0

�′ε � const′ ′ε = ε =

0 � 0 �
0

( )exp .
t

ET E
T

⎛ ⎞
′ ′σ = ε + σ − ⋅ ε −⎜ ⎟

⎝ ⎠

�′ε

���. 7.12
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&
�  �
�������� ��
���-�������	���� �	��
��-

��� � ���������� ���
���#�, ����
	���	 ���� �
�����	����-
�� ��	���	 ���
���.

F��� �
� ���
��	���  ������	� �����#��� �	��
��-

��� , ����
�� ���#�	 ����	
����	��� ���������� ,
�� ���
��	��	, �������� (7.22), !��	� �!����# �� *�����	���-
��#���� �����, ���������	�� ���	��	 
	��������:

(7.23)
5�	����� ��
���� � ����� *�	�	�-

�� ��
���	�#�� (
��. 7.13). $ *��� ���-
��	 �����	 ���
��	��	  �
	�������	�
��!�� ����� ���
��	��� , �����-
��	�� ��
���� �	��
�����, � ���
�-
�	��� , �������	�� ����� (������-
�	����) �	��
�����:

(7.24)
2
���	��	 (7.24) �������	� 
���

$������� — %���
�. %��	�
�
�� �
���	��	 �
� ���������� ��-
�
��	���, �������

&��������� � ��� �
������� ������� ( )

���� ����.

3������	�#�� �
���	��	 ����	��� � ���	

. (7.25)

% (7.25) ��	��	�, ��� �
� ���������� ���
��	���  �	-
��
����� 
���	� �� *�����	�����#���� �����, ��
	���# � �	-
�����	 . ?
���� ����	�	������, �������� (7.25),
�
	������	�� �� 
��. 7.14.

� 0 / E′ε = σ

σ0

ε0 �( 0)′ε =

0 0exp( / ).t Tσ = σ

���. 7.13

σ
σy

σp

y .p E ′σ = σ + σ = ε + ηε

/ /0 0e e .t T t T C
E E

−

σ σ⎛ ⎞
ε = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

00, , 0t = σ = σ ε =

/0 0(1 e )t T

E
−

σ

ε = −

σ0

0 0 / Eε = σ

���. 7.14
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&
��	�	���	 �
���	��� (7.19), (7.24) �	 ���� �����	���
�-
�	�#���� ������	��� � 
	��#������ *���	
��	����#���� ��-
��	������� 
	��#��� ���	
�����, �� ��� �������� ���	���	�-
�� ��	���# ������	 �
��	��� �	��
��
������ ���	
����� ��
�
	�	��. 5 �	�#� ����	�� ������������ �	�
	���	���� ����-
�	��� � 
	��#���� �
��	����� �	��
��
������ 
	��#���
�	� ��	���� K�������, L�	�����, I	�	
���	�, '�	������,
K�
�	
���, %��������, G���������, 6���	��� � �
�����
!��� �
	����	�� !��		 ������	 ���	��. @� �	 !��	� �� 
��-
����
����#, ��� ��� �	����
� �� �����	�#��	 ������	��	 ��-
�	�����	���� �
���	��� ��� ����	 �	 ���� �����	���
��	�#-
���� ������	��� � �
��	�����, ��!����	���� � 
	��#��� ��-
�	
�����. 3�
	�	�	���� ���	
	� ��� �������� �����	��� ��-
�	
���� � �����	 ���������� 
�����	��� �
	�������	� �	�
��
����	����	������ K��#����� — $��#�	

�, ���������� �� ��-
�	
������ (�����	���) �	��
�����. 3!��� ���	���� ��-
�	�
��#��� ���������# �	��� ���
��	��	� � �	��
����	� �
��	��� ����
�� ���
��	��� ���	� K��#����, � �	���� 
	�	-
��� �
���	���, �������	���� �� K��#�����, ��� $��#�	

� �
���	� �	�
�� ���	�
�����	
	�����#��� �
���	���.

I��	���� �	�
�� ����	����	������ K��#����� ������	�-
�� � ��	����	� �����	���.

&�'������� 
��� ���������
	� �� 
����� �����"�����, ���-
	
���(�� � ������ �����
, �� � �����"������, ���	
�����)�-
�� � ����)�	
���(�� �
����� �������.

5������� �
������ ���	
-
������, 
	��#��
����� �	-
��
����� �	�� � ������ ��-
�	��  �� ���
��	���, �	�����-
������ �� ���	��� �
	�	�� ,
!��	� �����#�� ������ �	��
��-
���, �������� ������ �
	�-
�	�������� �
�
��	��	� ��-
�
��	���, � ��	��� ��	�#�	-
��� �	��
����� � ���	��		
�
	��.

&���# � ���	�� �
	�	�� 
� �!
��� �
����	�� ���
��	-
��	, ����
�	 � �	�	��	 ������

�
��	����� �
	�	��  ����	�-
�� ����������, 
����� 
(
��. 7.15).���. 7.15

t
t

τ0

dt
σ τ( )
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���
��	��	  �����	�
� �����#��� ���	�� �	��
��-
��� , ����
�� � ���#�	��	�

!��	� ��	���#�� �� �
	�	��.
$ ���	�� �
	�	��  �	��
-

����� �����	��� ���������	�.

�� ���	
���	 �
	�	��  �	-
��
����� �����	��� �������
�
�
��	��	, �
���
������#-

��	 ���
��	��� , ���-

�	�#����� �	������  � �	��-
��
�� �!�����	� �������
�
	�	��, ����
�� �!������

, ��
���	
����	� ��-

��	����	���	 �������� ���	
�-
���. M������  ���
���	� «�����#» � ���
��	���, �	�-

��������	� � �	�	��	 �
	�	�� , � ���	 �	����
�� �	��
��-
��� (
��. 7.16):

(7.26)

��	  — �!������� ������� �
	�	��.

&����� �	��
�����  � ���	�� �
	�	��  !��	� ����-

�����#�� � �����	���� �	��
�����  � �	��
�����

 � ��	 �
��	����� �
	�	��, ���������	��	 �� ������

 �� ���	��� �
	�	�� :

(7.27)

��	  — ������� �
	�	�� �
	�������	� ��
� ���	�
��#-
���� �
���	���.

&	
��	 �����	��	 �����	�����	� ��
���� �	��
�����, ��-
�	�
��#��� ��	� — �	��
����� �����	���, ���������	��� �
�!
��	 �
� �	������ ���
��	��� �� ���	��� �
	�	�� 0 �� t.

2
���	��	 (7.27) ����	��� �������� ��
��������� ��������-
�� ����
���� �
����� ����. &� �������� ����� ��	�	��� ��-
�
��	��� �� �
	�	�� ��� ������	� �������# ���� ��	�	-
��� �	��
����� �� �
	�	��, 	��� ��	���� ��
� ���	�
��#��-

���. 7.16

( )σ τ

yε

τ0

dτ

( )σ τ

dτ

K t( )− τ

K t( )− τ
dτ

( ) ,pd K t dε = − τ τ

K t( )− τ
ε( )t t

( ) / Eσ τ

d pε
τ0 0= t

0

( )
( ) ( ) ( ) ,

t

t K t d
E

σ τ
ε = + − τ σ τ τ∫

K t( )− τ
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�� �
���	���  (��	  — �	
	�	���� ���	�
�
������,
��	��������, �������� ����	���� N.�. G�!������, �� 0 �� t).

&���# , ����� � (7.27) ������� �
���	-

��	, ���������		 ���	��	 ����	�	������ �
� :

(7.28)

&� �
���	��� (7.28) ����� ����
���# �
���� ����	�	�-

�����, 	��� ��	���� �	������ . F��� ��
� ��		� ���

 — �������	� �������, �� �
���	��	 (7.27)
� ����� ��
�� !��	� ��������# �	��
����� 
��� #��	�����.

'�� *�����	�����#���� ��
�  (��	  �  — ��-

�������	) �
���	��	 !��	� ��������# �	��
����� 
��� $���-
���� — %���
�. G	��� �
���	��	 (7.27) �������	�#�� , ��-
����	� �
���	��	, ��������		 ��������# ���	��	 
	�����-
��� �
� ���������� �	��
�����:

(7.29)

&	
��� ��	� ��
���	� �����	���	 ���	��	 ���
��	���,
	��� �	��
�����  �������	� �����	���. $��
�� — �
	�-
������	� ��!�� 
	��#��
���		 ���
��	��	 �� �	�����������
�	��
����� � �
	��	�������	 ��
	�� �
	�	��. M������

 ����	��� ��
�� 
	�������� (������	� ������), ���-
���	� �� �	��	
���
� � ������� ���	
����.

&���# , ����� � (7.29) �������

(7.30)

&
� ��	����� �������  �
���	��	 (7.30) ������-
	� ����
���# �
���� 
	�������� ���
��	��� ��� .

G	�	��	 ���	�
��#���� �
���	��� (7.27) �
��	���	�#�� �
����
	���� ����	 ������	��� � ��������� ��� ��
� �
���	-
���, �����	�������	� ����������#��� ����������, ��� �	��

	���	���	��� ��!
��# �������	 �	
	�	���	 � ����!
��#
�	��� ���� ��������	���� ���������#, ��������� �!
���
�����	���
����� 
	��#����� ������. $ �
�����	���� 
���	-

��� ���  ����� �����#����# ��
��	���:

( )K t − τ τ

( ) (0) consttσ = σ =

constσ =

0

1
( ) ( ) ( ) .

t
t t K t d

E

⎡ ⎤
ε = σ + − τ τ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

( )K t − τ

( )( ) a tK t e− −τ

− τ =

( ) e bK t a − τ

−τ = a b

( )tτ

0

( ) ( ) ( ) ( ) .
t

t E t K t dσ = ε − − τ ε τ τ∫

( )tε

( )K t − τ

( ) (0) consttε = ε =

0

( ) (0) ( ) .
t

t E K t d
⎡ ⎤

σ = ε − − τ τ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

( )K t − τ

ε = const

( )K t − τ
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��	  — ���������	 ��*�����	���.
5�	��	� ���	���#, ������, ��� �����#�����	 � 
���	��� �	-

���	� �� �����	��# ����	����	���� �	�
�� ������ � !��#��-
�� ���	�����	����� �
���������.

7.4. +�����,�!� ���������# � ���������# �"� ���%������� 
�!�"�$����� ���������

+��	��	 �	���	���� �����	��� ������	��� ��������	�#-
��� ��������#� � ������ �� !��#���� ����� �������� ���-
��
��. 3!��� ���������	�, �����	���
��	�#�� �����������
�
��	�� �	��
��
������ 
���� ���	
����� �
� 
�������
������ ��	�	��� ���
��	��� � �	��	
���
�, �	 ��		���.
&�*���� � �
�����	���� 
���	��� 
���
���
��	��	 ��������
��
��	���	 ���	�	
��	 �	�
�� �����	���.


��"�� ��!"����. ��� �	�
�� �
	�������	� ������	 �
� ��-

�������� �	��	
���
	  ��
	�	�	���� ����������
�	��� �	��
����	�, ���
��	��	� � �
	�	�	�:

.

�� �����	 ������ �
���� �����	��� �� �	
��� � ���
��
�������� (
��. 7.3) ���������# �������	���� �	��
����� ��
���
��	��� � �
	�	�� �
� ��
	�	�	���� �	��	
���
	 � �!-
�	� ���	 ����� �
	�������# �
���	�	��	� ���� �������:

(7.31)

��	  — ������� ���
��	���;  — ������� �
	�	-

�� � �	��	
���
�.
&
	�������	���, ��� � �����#��� ���	�� ���
��	��	 �	�#-

�	 �
	�	�� �
���
������#�����, ��� �	��
����� �������
��
��	��	

(7.31�)

��	 � — �����# ��
������ ���	
���� �
� �	��	
���
	 .

( )( )

1
( ) e ; ( ) e , 0;

n tt i i
i i

i

nn
K t K t

E E
−γ −τ−γ −τ

=

− τ = γ − τ = γ γ >∑

( ) ; ( ) , 0 1 / 1,
n n

K t K t
E t E tα α

− τ = − τ = ≤ α <

− τ − τ

, ,nγ α

T = const

( , , ) consttΦ ε σ =

1 2( ) ( , ),p f f t Tε = σ ⋅

1( )f σ 2( , )f t T

1 2/ ( ) ( , ),E f f t Tε = σ + σ ⋅
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M������  �����	��� ��	�	���� ������	� ���
��	-
���:

,

����� (7.32)

��	  — ������	�# ��	�	��, �
�����	��� ��� �	������ �
�
������� �	��	
���
	 
����� 3 � !��		.

'���	
	���
�� (7.32) �� �
	�	�� � �
������ ,
������	�

(7.33)

��	 .

$�
��	��	 (7.31) �����	��� ��
��	������ � �
� �	
	�	�-
��� ���
��	����.

3�����, �������� (7.32), ��	 �
���	 �
� 
���� ���
��	��-
�� � ���������� �	��	
���
	 ������ �!
�����# 	����� �
�-

��� �������  (
��. 7.17).
�� ���
�� ������	 
������ �
���� �����	��� �
��	��	� �

���������� ���
���#�, ��*����, �������� (7.3) � (7.33), ���-
�� ������#

(7.34)
��	 � — ��
	��, ���	��	��� �� ��� �
����� �
�����	��	� ��-
�	����� ������� ������� .

M������  �!���� ��
	�	��	��� �
����	���� ���

����	���� ����	
	���
�����	�.

1( )f σ

1( ) nf σ = σ

2( , ),n
p f t Tε = σ ⋅

n

σ = const

2( , )
,n n

p

d f t T
B

dt

⎡ ⎤⎣ ⎦′ε = σ = ⋅ σ

2( , )d f t T
B

dt

⎡ ⎤⎣ ⎦=

2( , )f t T

���. 7.17

2; ( , ) ,B H f t T a nt= = +

2( , )f t T

2( , )f t T
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��"�� �������. ��� �	�
�� �
	�������	� ������	 �
� ��-
�������� �	��	
���
	 ��
	�	�	���� ���������� �	��� ���-

���#� �	��
�����, ���
��	��	� � �
	�	�	�:

. (7.35)
$ �!�	� ���	 ���������# (7.35) ����� �
	�������# ��
�-

�	��	�

(7.35�)

��	  �  — �������, ����������	 (7.31).
F��� �	��
����� �����	��� �����	�#�� �
	������

��
���	 �	��
�����, �� �	
���� ��	���� � ��
����� (7.31�)
� (7.35�) ����� �
	�	!
	�#.

�� �
�����	 ���!��#�		 
���
���
��	��	 �������� ���-
������# ���
���� �������	���� �	��
����� �� ���
��	��� �
�
	�	�� � ���	

(7.36)

��	  — ������	�# ��	�	��, �������� �� ���	
���� � �	��	-

���
�;  — ������� �
	�	�� � �	��	
���
�.

$�
��	��	 (7.36) ����� 
������
����# ��� �!�!�	��	 ��-

��	��� (7.33) �� ������ ����	�	��� ��	����	���� ���
�-
�	��� �� �
	�	��.


��"�� ��"�������. &�� ��
���	��	� ���������� ������-
��� � ��
������, ����	*���(�� �� ���� ���������� ��'�������
�������	
�, ����
�	 �
������ � ��	�#�	��� ���
���� ����-
�	��� �
� ������� ���
��	��� � �	��	
���
	. =	�
�� ��
��-
�	��� �
	�������	� ������	 �
� ��
	�	�	���� �	��	
���
	
���������� ���������� �	��� �������	���� �	��
����	�,
���
���#� �������	���� �	��
����� � ���
��	��	�:

(7.37)

5����	���, ��� ���
���# �������	���� �	��
����� ����	�-
�� ������	� �	������ �������	���� �	��
����� � ���
��	-
���, �� �
	�	�� ��� �	 ������.

E���������# �	��� ���
���#� �������	���� �	��
�����,
�������	���� �	��
����	� � ���
��	��	� �������	��� ��
�-
�	��	�

 (7.38)

��	  — ������� ���
��	���, �������� �� ���	
���� �
�	��	
���
�.

( , , ) 0t′Φ ε σ =

1 2
1

( ) ( , ),
d d

f f t T
dt E dt

ε σ
= + σ

1( )f σ 2( , )f t T

/ ( , ),n
pd dt f t Tε = σ ⋅

n
( , )f t T

,( , ) 0.p p′Φ ε ε σ =

( / ) ( ),p pd dt fβ
ε ⋅ ε = σ

( )f σ
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'�� �������  
	���	������� ��	�����	 ��
��	���:

(7.39)
��	  — ��*�����	���, �������	 �� ������� ���	-


���� � �	��	
���
�, ��
	�	������ �� 
	��#����� *���	
�-
�	����.

% �
��	�	���� ������� (7.39) �	
��� ���!��		 �����	�-
����	� 
	��#����� *���	
��	����. $ 
���	��� �� �����	��#
�
� �	��������� ���
��	���� ��������� �
�����	���, ���
���	
��� ��������� ���
������	��� �����	��� �
� 
�����	-
��� � ������, ��� �������� � ���	 ��	 �������	 �����	� �	�-

�� ������������.

'�� �����	��� ���������� ���	��������� �	��
����� ��
���	��������� ���
��	��� ����� � ��
���� �	�
�� ����-
�	��� ���������# ��	��� �	��
����� � ���
��	��� �� ���	�-
��������.

���
��	
, �� �	�
�� ���
	��� �������

(7.40)

�� �	�
�� �	�	��� !��	� ��	�#

(7.41)

�� �	�
�� ��
���	���

(7.42)

'�� ����������	��� �����	���, ����� ���
��	��� �	 �-
�	������ �� �
	�	��, ��	 �	�
�� �����	��� ���� ����������

	��#���, 	��� ���������# �������	���� �	��
����� �� ��-
�
��	��� ���������.

�"���" 7.1. '�� !	������ �������, ���
��	���� �����#-
��� ���
��	��	�, 
����� 8000 �/��2, ��
	�	���# �
	��, ��
�
��	����� ����
��� ���
��	��	 � ��	
��	 ��� �	�����	�
���������� �	��
����� ��	�#����� �� 40%. 5�����# ��
���
������� �����	�#��� (
��. 7.18).

( )f σ

( ) ;

( ) (exp( / ) 1);

( ) exp( / ),

vf

f a b

f a b

σ = ασ

σ = σ −

σ = σ

, , , ,v a bα β

/( ) ( , );n
i i iE f t Tε = σ + σ

ε
σ

σi
i

i
n

t

E
Bdt= + ∫ ;

0

1

1

0

( 1) .
t

vi
i i dt

E

β+⎡ ⎤σ
ε = + α β + σ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
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�������. E����� ��������� � �	�
�� 
	��������.
'�� 
	�	��� ������#�	��� �
���	��	� (7.27):

 (�)

5������� ������� ��� �
���	��� ��
� ����� �
����# ��-

��	��	

(!)

&�������� (!) � (�) � ������� �	��� � �
���� ����� ����-

�	����� �
���	��� �� :

(�)

&
�����	
	���
�	� �
���	��	 (�) �� �
	�	��:

(�)

G��	��� �
���� � �	��� ����� �
���	��� �� , �������
����	
	�����#��	 �
���	��	 �	
���� ��
����

(�)

$ �����#��� ���	�� �
	�	�� ;

���. 7.18

0

( )
( ) ( ) ( ) .

tt
t K t d

E

σ
ε = + − τ σ τ τ∫

( )( ) .tn
K t e

E
−γ −τγ

− τ =

e tγ

0

( ) ( ) ( ) .
t

t tE t e t n e dγ γ γτ
ε ⋅ ε = σ + γ σ τ τ∫

E e
d

dt
e e

d

dt
e n et t t t tγ ε ε γ σ σ γ σγ γ γ γ γ+ ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⋅ + ⋅ + ⋅ .

e tγ

(1 ) .n E E′σ + γ + σ = ε + γ ε

(0) (0)Eσ = ε

(0) / const, (0) 0.l l ′ε = Δ = ε =
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'���	
	�����#��	 �
���	��	 ��� �
�����#���� ���	���
�
	�	��  ����	��� � ���	

(	)

3!�		 
	�	��	 ����	
	�����#���� �
���	��� 
���� ���-
�	 
	�	��� ����
������ ����	
	�����#���� �
���	��� �
�������� 
	�	���.

G	�	��	 ����
������ ����	
	�����#���� �
���	���
!��	�

��	 � — ���������� ���	�
�
������.
O�����	 
	�	��	 ��		� ���

3!�		 
	�	��	 !��	� �����:

&��������� ���	�
�
������ ��������� � �������
�
� :

  

=���� �!
���, ���� ��	�	��� ���
��	��� �� �
	�	��
�
� ���������� �	��
����� ��	
��� �������	��� ��
��	-
��	�

(�)

3���������# � 
���	��� �� ������ *���	
��	����, �
���-

��	�   

5������� ������� �����#��	 ���
��	��	 ������ ��	�#-

���#�� �� 40%, �.	. �� 3200 �/��2. 3�����		�� ���
��	��	

&�������� �����	 � �
���	��	 (�), �������

,

������                            ()

t

0(1 ) .n E′σ + γ + σ = γ ε

(1 )
�!� e ,n t� −γ +

σ =

���� 0 / (1 ).E nσ = ε +

(1 )0( ) e .
1

n tE
t C

n
−γ +ε

σ = +

+

00 (0); (0)t = σ = σ ε = ε = ε

0
0 ;

1

E
E C

n

ε

ε = +

+
0 .

1

n
C �

n
= ε

+

(1 )0( ) 1 e .
1

n tE
t n

n
−γ +ε ⎡ ⎤σ = + +

⎣ ⎦+

7 20,4 10 � / �� ,E = ⋅

10,03 ��� ,−

γ = 1,8.n =

2( ) 4800 � / �� .tσ =

7 3
0,03(1 1,8)0,4 10 2 10

4800 1 1,8e
1 1,8

t
−

− +⋅ ⋅ ⋅ ⎡ ⎤= +
⎣ ⎦+

0 378 0 084, .,= −e t
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G	��� () �������	�#�� , �������

&
�  ���
��	��	 � ������	 ��������

�"���" 7.2. �����#��	 ���
��	��	 �
!���	, �
	���	� ������ ��
���� �
�!�,

�!�����	� �
� �	��	
���
	 600 °5, 
��-

�� 12 000 �/��2. 2��������# �
	��, �� ��-
�	�	��� ����
��� ���
��	��	 � !���	
��	�#����� � 3 
�� (
��. 7.19). E����
�����	��� �
����# � ���	

 

�������. $ �����#��� ���	��

'���	
	�����#��	 �
���	��	 ��� �
�����#���� ���	���
�
	�	��  ����	��� � ���	

(�)

2
���	��	 ����	��� ���	���� � ����������� ��*�����-
	�����. &
���	�	� 
��	�	��	 �	
	�	����:

(!)

%��	�
�
��, ������	�

���                            (�)

��	  — ���������� ���	�
�
������.
&��������� D ����	� � �������

�
� 

t

11,5 ���.t ≈

t → ∞

20( ) 2857 � / �� 0,357 (0).
1

E

n

ε

σ ∞ = = = ⋅σ

+

���. 7.19

7 21
, 2 10 � / �� ,

d d
a E

dt E dt

ε σ
= + σ = ⋅

9 2 11,3 10 �� ( ) .� H r− −

= ⋅ ⋅

0; (0) (0); (0) const (0) 0.t E ′= σ = ⋅ε ε = ε =

t

(1 / )( / ) 0.E d dt aσ + σ =

/ .d aEdtσ σ = −

1ln aEt Cσ = − +

1e e ,aEt C aEtD− + −
σ = = ⋅

1eCD =

2
0 00 (0) (0) 12 000 � / �� ; .t E E D= σ = σ = ⋅ ε = ε = σ =
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=���� �!
���, ���� ��	�	��� ���
��	��� �� �
	�	��
�
� ���������� �	��
����� �������	��� �
���	��	�

����	� �
	��, �� ���	�	��� ����
��� ���
��	��	 � !���	

��	�#����� � 3 
��: 

,

������ t = 42,3 �.

�"���" 7.3. ?�����#��� !	������ !���� �
�������#��-
�� �	�	��� 40×60 �� ���
��	�� 
�����	
�� 
���
	�	�	�-
��� ���
����  '���� !����  &
�-
���#, ��� ��
��� ���	
���� �� ���
��	��� �����	�#��� �

��� �	�� ��
��	����� ��
��	��	 , ��	

 3�
	�	���# �
�-

��! ����� !���� �� ���	�	��� �
	�	�� t = 25 ���  (
��. 7.20).
�������. $�����#�	��� �
������� $��#�	

� ��� 
	�	-

��� ����� ���	���� ������
������. $ ������	��� ��
	�	��-
��� ������
���� ����	��� ���
��	���	 ��������	 �
� ��-
�	���� �����	��� �������	� � ���
��	���� ��������	� ��-


���� ����	�� �
� �������, ��� �������  �  ���-
������ ��� ��	� *�	�	���� ����	��. %�	��	��� ���#��
�	��
��
������	 ��������	. &
	������� �����	��	 ���!�-
��	�� ���	��� � ������ ��
������  ��� ������
���-
�� ���	
���� � ��	
���
��� ��
�	:

(�)

��	 

0( ) e .aEtt −

σ = σ

212 000
( ) 4000 � / �� ;

3
tσ = =

7 9210 1,3104000 12 000 e t−

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

20 ��/�.p = 2,5 �.l =

( )

0

( ) tn
K t e

E
−γ −τγ

− τ =

7 2 1
0 0,4 10 � / �� , 0,03 ��� , 1,8.E n−

= ⋅ γ = =

���. 7.20

E t( ) $ t( )− τ

/F# E

/ (1 / )(1 ) ,F F# E E n M= +

0

( )1
(1 ) ( ) ( ) .

( )

t
F

F F
M t

n M $ t M d
E E t

+ = + − τ τ τ∫
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I��	���	 ��
��	��	 (�) ������	��� �� ����� 6��� ���#��
���	�
��#��� ��	
���
�� . 5�	�����	�#��, 
	�	��	
����� ��� ������
����� ��	
��� ����� �������# ��������-
�� 
	�	��� ��� ��
����� ��	
���, 	��� � ���	�
��#��� ��	
�-
��
�� �!
����#�� ��� � ��
���� �	�������, ��	� � �����	�-
��� 
	�	��� ��
���	 ���������	 ��	���# ���	�
��#����
��	
���
��� � ��������# ��� ���� �
	!�	��	 ��	
����.

F��� ��	���	 ���
��� ��������� �� �
	�	��, �� ���
��	-
��� ����	 !���� ����������� �� �
	�	�� � ������	 �����	�-
�� ��
����� ���#�� �� �	������� �	��
����� � �	
	�	�	���,
����
�	 ����� ��
	�	���#, �����#�� ���	�
��� @����	��� —
@�
�. E����	� ���	�
�� @����	��� — @�
� ��� ������
�����
��	
��� �
� �	������ ���!���	�� ���	���:

(!)

=�� ��� �������� ���	
���� ���������, ��
��	��	 (!) ���-
�� �
	�������# � ���	

(�)

��	  

5����� !���� ��
����, ������� �	
	�	�	��	 :

 

(�)

=�� ��� ���!����� ���	��  �	 ������ �� �
	�	��, ��

� ��	��� (�) ��
��	��	 (�) �
��	� ��	������ ���:

���

(1 ) /n �+

1

0

1
(1 ) .

l
F

B
z

M M
n dx

E I
Δ = +∫

��

,0( / )(1 )B �E E nΔ = + Δ

��
 1

0 0

.
l

F
�

z

M M
dx

E I
Δ = ∫

��

�Δ

2 / 2;FM px= M x1 1= ⋅ ;
2 4

��


0 0 0

1
.

2 8

l

�
z z

px pl
xdx

E I E I
Δ = ⋅ =∫

MF

��

0

0 0

1
( )

t

� F F �M E M � t d
E

⎡ ⎤
Δ = + − τ τ Δ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

( ) ��

0

0 0 0

4
( ) ��


0 0

1
e

1 e 1 (1 e ) .
8

t
t

� �

t
t t

�
z

n
E d

E �

pl
n d n

E I

−γ −τ

−γ −τ −γ

⎡ ⎤γ
Δ = + τ Δ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + γ τ Δ = + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
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&�������� �������	 ���	���, �������

&
�  �
���! !��	� ��	�# �
	�	�#��	 ���	��	, 
����	

�"���" 7.4. =
� ��	
��� ���������� ������� ���	
	�-

���� �	�	���  ���
��	�� � �!�	� ����	 � �����

 E���� �����	��� ���	
���� ��	
��	� �����-

��	��� �
���	��	� (7.36) � ���	  (��	

 @����# ��
������ ���-

���# ���������� �	�������  =
	!�	��� ��
	-
�	���# ���
��	��� � �	��
����� � ��	
���� (
��. 7.21).

�������. 5���	�� 1 
� ������	��� �	��
	�	����. 3��	���
�	� � � 
������
�� 	�� 
�����	���:

 

3!������ ���
��	��	 � ��	
��	 1 �	
	 ; � ��	
��	 2

�	
	 :

3 4
0,03 25

7

20 10 250
1 1,8(1 e ) 0,066 ��.

100 8 0,4 10 720 000
�

− ⋅

⎡ ⎤⋅ ⋅
Δ = + − ⋅ =⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

t = ∞

(1 1,8)0,034 0,1 ��.�
∞

Δ = + =

26 ��! =

300 ��.F =

1
( ) n� t

E
′ ′ε = σ + σ

22 1 2 14; ( ) 6,9 10 � (�/�� ) .n B t − − −

= = ⋅

7 22 10 � / �� .� = ⋅

���. 7.21

ΣX N N= − + =1 3 0sin sin ;α α N N1 3= ;

1 22 cos .Y N N FΣ = α + =

σ1

σ2
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(�)

���

(!)

&
	������� ����	�� � �	��
��
������� ��������� � ��-
������ �
���	��	 �	
�
������� �	��
�����:

G��	��� �	��� � �
���� ����� �
���	��� �� ����� ��	
�-
�	�, �������

(�)

����	� 
���
	�	�	��	 ���
��	��� � �����#��� ���	��
���
��	��� ����	��. ���
��	��� � ��	
����, �������� ���-
�� 6���, !����

  

������

(�)

G	��� ����	���� (�) � (�), ����	�

5�	�����	�#��, � �����#��� ���	�� ���
��	��� � �
	��	�
��	
��	 !��#�	, �	� � �
�����.

&
�����	
	���
�	� ��
��	��	 (�) �� �
	�	��:

&�������� ��	���  �  ���� �����	���:

(�)

2 1 2σ α σA A Fcos + =

1 22 cos / .F Aσ ⋅ α + σ =

1 2 cos .l l=Δ Δ α

ε ε α1 2= cos .

σ ε1 1= E ; σ ε2 2= E ,

1 2 2( / ) cos cos .E Eσ = σ ⋅ α = σ α

2
2 22 cos / ;F Aσ α + σ =

2
2 2 2

300 000
20 000 � / �� ;

(2cos 1) 6(2 0,866 1)

F

A
σ = = =

α + ⋅ +

2
1 2�os 20 000 0,866 17 320 � / �� .σ = σ α = ⋅ =

1 2��s .′ ′ε = ε α

′ε1 ′ε2

1 1 2 2
1 1

( ) ( ) cos .n nB t B t
E E

⎛ ⎞
′ ′σ + σ = σ + σ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
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% (!) ����	�

(	)

&�������� (	) � (�), ������� ����	
	�����#��	 �
���	��	

 

(� )

5����� �����	��# ����������	��� � �
������ ,

 �������

������

  

=���� �!
���, ���
��	��� � ��	
���� !������
� ����-
�	��� ��
	����� ��
�������#��.

�"���" 7.5. G	��� �
��	
 7.4, ������, ��� !�����	 ��	
�-
�� �����	��#� �	 �!������. E���� �����	��� ���	
���� ��-
�
���	���.

�������. %����#�	� �
���	��	 (�):

(�′)

σ σ
α1 2

1

2
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

F

A cos
.

2 2 2 2
1 1 1

( ) ( ) cos .
2cos 2 cos

n
nF

B t B t
A E E

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤
′ ′− σ − σ = σ + σ α⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥α α⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

t → ∞
d

dt

′
=

σ2 0,

2 2
1

( ) ( ) cos ;
2cos

n
nF

B B
A

⎡ ⎤⎛ ⎞
∞ − σ = ∞ σ α⎢ ⎥⎜ ⎟ α⎝ ⎠⎣ ⎦

F

A
n⋅ − =1

2 2
2

2cos cos
cos ,

α
σ

α
σ α

2
2 (1 / ) 1,25

50 000
18 727 � / �� ;

(2cos 1) 2 0,866 1n n

F

A +

σ = = =

α + ⋅ +

2
1 2

1 1
(50 000 18 727) 18 056 � / �� ;

2cos 1,732

F

A

⎛ ⎞
σ = −σ ⋅ = − =⎜ ⎟ α⎝ ⎠

4
1 7

18 056
9 10 ;

2 10

−

ε = = ⋅

⋅

4
2 7

18 727
9,4 10 .

2 10

−

ε = = ⋅

⋅

1 11
2

2

�

d

dt
B t

E

d

dt
nσ

σ
σ

α= +
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥( ) cos .
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% (!) ����	�

'���	
	���
��, ������	�

(!′)

&�������� (!′) � (�′)

 (�′)

'���	
	�����#��	 �
���	��	 � 
��	�	����� �	
	�	���-
�� ��		� ��	������ ���:

(�′)

3!������  

�����

(�′)

%��	�
�
�� (�′) � �
	�	��� ��  ��  �

��  �� , ������	�

(	′)

&���	 ����������� �
	�	��� ���	�
�
������ !��	� ��	�#

1 2 (1 / 2cos ).
F

A

⎛ ⎞
σ = − σ α⎜ ⎟

⎝ ⎠

d

dt

d

dt

σ
α

σ1 21

2
= −

cos
.

2 2
2

1 1
( ) cos cos ;

2 cos
nd d

B t
E dt E dt

σ σ

− = σ α + α

α

2 22
2(2cos 1) ( ) 2cos .nd

B t E
dt

σ

α + = − σ ⋅ α

2
2

2
2

2cos
( ) .

2cos 1n

d
B t E dt

σ α
= −

σ α +

2

2

2cos
( ) ,

2cos 1
B t E D

α
=

α +

d
Ddt

n

σ
σ

2

2

= − .

2
0 20 000 � / ��σ = σ2

t0 t

2

1 002

1
.

( 1)

t

n
Dt

n

σ

− σ

=

− σ

01 1
2 0

1 1 1
( ).

1 n n
D t t

n − −

⎡ ⎤
− = −⎢ ⎥

− σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦
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=�� ���

&���	 ����������� �������� ���	��� � �
	�!
�������

������� ���������# ���
��	���  �� �
	�	�� :

&�������� ���	��� t = 20, 50, 100, 400, 1000 ���, ����
���
�
���� :

G���	�� ���������, ��� � ��	���	��	� �
	�	�� �-� ���-
��	��� ���
��	��	 � �
	��	� ��	
��	 ��	�#��	���, � � !���-
��� ��	
���� ��	������	���, �.	. �
�������� �	
	���� ��	� ��-
�
��� �� !�����	 ��	
��� � ����!���	��	 �� ���
��� �
	�-
�	�� ��	
���.

�� 
��. 7.22 �
	������	�� ��	�	��	 ���
��	��� � �
	�-
�	� ��	
��	 � ��	���	��	� �
	�	��.

22 1 2 1
0 0

22 7 16 1

0; 20 000 � / ��; ( ) 6,9 10 � (�/�� ) ;

6,9 10 2 10 0,6 82,8 10 � ; 4.

t B t

D n

− − −

− − −

= σ = = ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

σ2 t

12
3

2
0,333 10

.
0,008 28 0,042t

⋅
σ =

+

( )f tσ =

2 2
2 2

2 2
1 1

20 ��� 16 040 � / �� ; 50 ��� 9005 � / �� ;

19 607 � / �� . 23 670 � / �� .

t t= σ = = σ =

σ = σ =

2 2
2 2

2 2
1 1

100 ��� 7260 � / �� ; 400 ��� 4630 � / �� ;

24 677 � / �� . 26 195 � / �� .

t t= σ = = σ =

σ = σ =

2
2

2
1

1000 ��� 3420 � / �� ;

26 893 � / �� .

t = σ =

σ =

���. 7.22
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�"���" 7.6. ?�����#��� !
�� �
�������#���� ���	
	�����

�	�	��� ��
����  �������  ���
��	� ��-

��� , ����� !
��� .
E���������# �������	���� �	��
����� �� ���
��	���

�������	��� �
���	��	� . 3�
	�	���# �����-

���#��	 ���
��	��	 � !���	 � �	
	�	�	��� ����	���� �	�	-
��� � (
��. 7.23).

�������. 5����	�, ��� ���	
��� ��������� ���
������	���
�����	��� �
� 
�����	��� � ������. 5�	�����	�#��, ��#  !�-
�	� �	��
��#��� ��#�. &������	���� �	��
����� � ������ ��

���������  �� �	��
��#��� ��� � 
	��#���	 �����	���
!��	�

(�)

��	  — 
����� �
����� ��� !
���, �������� � ��	� ����-

�	���.
%��!����� ���	�� � ���	
	���� �	�	��� 
��	�

(!)

%����#�� ���������# �������	���� �	��
����� �� ��-
�
��	��� � �������� (�), ������	�

(�)

b = 8 ��, h =12 ��

F =120 �� 1,5 �l =

( ) n
xp xpB tε = ⋅σ

���. 7.23

z

y

(1 / ) ,xp p yε = ρ ⋅

ρp

M ydAxp
A

= ⋅∫ σ .

1/
1

.
( )

n

xp
p

y

B t

⎛ ⎞
σ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
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&��������� (�) � (!), ����	�

(�)

��	  — �!�!�	���� ���	�� ��	
��� ���	
	�-

���� �	�	��� �������	�#�� ��� , ��� ���	�� ��	
��� 

��
����.
% �
���	��� (�) ����	� �
����� �������� ��� !����, ��-

����	� � 
	��#���	 �����	��� ���	
����:

(�)

&�������� (�) � (�), ������� ��
���� ��� ��
���#��� ��-
�
��	��� � ���	
	���� �	�	���:

(	)

����	� �!�!�	���� ���	�� ��	
��� ��� �
�������#����
�	�	���, ��� �	�� ��#�	� ���	�
��

(�)

��	 

@�������#��	 ��
���#��	 ���
��	��	 �	�����	� � ������,

��������� �� ���  ��  (��	  — ������ ���	
	����� �	-

�	���):

()

��	  — �!�!�	���� ���	�� ���
�����	���

���!� ���	
	����� �	�	���.
'�� �
�������#���� ���	
	����� �	�	��� �!�!�	���� ��-

�	�� ���
�����	��� !��	�

(�)

1/ 1/

( 1)/1 1
,

( ) ( )

n n

n n
x

A p p A

y
M ydA y dA

B t B t
+

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= ⋅ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ρ ρ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ ∫

( 1)/n n
nz

A

y dA I+
=∫

z
n

n

+1

1 / ( / ) ( ).n
p x nz

M I B tρ = ⋅

1/( / ) .n
xp x nz

M I yσ = ⋅

( 1)/ (2 1)/ (2 1)/2 ( / 2) ,
2 1

n n n n n n
nz

A

n
I y dA b h bh

n
+ + +

= = = α ⋅

+
∫

( 1)/

1
.

2 12 n n

n

n+

α = ⋅

+

z y
h=
2

h

1/

max

( ( / 2) )
/ ,

n
x

xp x nz
nz

M h
M W

I
σ = =

1/ 1/2 /n n
n nz z

W I h= ⋅

W
n

n
bhnz

=
+2 2 1

2

( )
.
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&
������ ������	�# ��	�	��  � ���������� �������	
�	������ � (�), ������	�

@�������#��	 ���
��	��	

5
����� 	�� � ��������#��� ��
���#��� ���
��	��	� �
���	�� ���
��	���:

=���� �!
���, ��������#��	 ��
���#��	 ���
��	���
�
� ������� �����	��� �	�#�	, �	� ���
��	��� � ���	�� ��-
�
��	���, �.	. �
�������� ��
��������	 ���
��	��� � ���	-

	���� �	�	���.

����	� �
���!, ���������� � ��	� �����	���, ��� �	��
����� ������#����#�� ���	�
���� @����	��� — @�
�:

(�)

��	  — ���!����� ���	�� �� 	�������� ����.

&��������� � (�) ��
��	��	  � (�), �������

(�)

%��!����� ���	�� �� 	�������� ����

&�������� ���	��	 �	����� � ��
���� (�), ����	�

n = 4

2 34
8 12 256 �� .

2(2 4 1)nz
W = ⋅ ⋅ =

⋅ +

3
2

max

120 10 150
7031 � / �� .

256xp
nz

F l

W

⋅ ⋅ ⋅

σ = = =

3
2

2max

120 10 150 6
9375 � / �� .

8 12

x
x

z

M

W

⋅ ⋅ ⋅

σ = = =

⋅

ΔBp
pl

M dx= ∫
1

1ρ
,

M1

1 / pρ

1 ( ) .

n

x
Bp

l nz

M
M B t dx

I

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

M x1 1= ⋅ .

0

4
3 6

22 3

( )

120 10 150
2,1 10 0,67 10 ��;

400,8 6

n
l

n
Bp

nz

F
B t x xdx

J

− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = ⋅ ⋅ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
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&
��	�	� ��
��	���  �  ��� ���	
	���� �	�	��� �

���	 �
���, �
������ ������ �	�	��� � �	�	��� � ���	 �����-
��	����� ���#��.

$������ 	������ �����
��� D:

&�� �������� ������ 	������ 	 ����"��� �����
��� D � ���
-
������ �����
��� d:

��	  ����������, ��� � ��� ��������� �	�	���:

&�� 	������ � ���� 
����	
������ ������ 
��(���� :

��	 6 — �����-������� (��!�. &. 21).

2 4 1
(2 1)/ 4

( 1)/ 4 1

4

4

1 1 4
8 12

2 1 2 4 12
2

400,8 �� .

n n
n n nz

n
I bh

n

⋅ +

+

+ +

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

+ ⋅ +

=

Inz
Wnz

( )

(3 1)/
2

2

2

(1/ ) 3
2

;

2 1
6

2
;

2 12 3 1
6

2 .

n n
nz

n
nz

I D

n

nn

nn

n

W D

+= α

⎡ ⎤+⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦α = ⋅
++ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= α

(3 1)/ (3 1)/
2 1 ( / ) ,n n n n

nz
I D d D+ +⎡ ⎤= α −

⎣ ⎦

α2

1/ 3 (3 1)/
22 1 ( / ) .n n n

nz
W D d D +⎡ ⎤= α −

⎣ ⎦

δ

(2 1)/
3

2

3

1/ 2
3

;

2 1
6

2
;

2 1
6

2 ,

n n
nz

n
nz

I D

n

n

n

n

W D

+= α ⋅δ

⎡ ⎤+⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦α =
⎡ ⎤+⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

= α δ
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������ ��	
���� 
�������

8.1. �������� ������� � �����������

�������� 	�
	����� ����� ����� 	�
����� ��������
���	���� ����	��	������ ����, ���������� ��������������
	�
����� �� ���	�� �������� �� �. ��
	������ �	���������
����� ���������� ������ �	�	���, �	��������� ���	����-
��!"�� �!��! ������	��! �����	��#�! � ������� �� $������-
��#��. %�������� �"�	�, �	�������� 	�
	�������, �����-
�����. &� ������ ����	���	�� '���������� ��������� ()*+),
� 1982 �. ������ � )*+ ��"�� ����	�, ��
������ 	�
�������
	�
	�������, ��������� 119 ��	� �����	�� ��� ����� 4% ��-
������ ��#���������� �	������. 3
������, ��� �
 2500 ��	��-
��� ���� «7���	��», ����	������ �� �	�� :��	�� ��	����
�����, 145 	�
�������� ������� � 700 ����	���� ��	��
���
	�
	�����. <�����	��������� 	�
	����� ���������, ���-
���, ������	������ �	����	������, #�����	������� ����� �
�	�����" �	������� �� ���� ��	���� �� �����"��� �	�����.

: ���	� 1974 �. �� :��������� ��!�������� 
����� �	�-
�
���� 	�
	�� ��	���� �	�����"� �����	��� ������� � ��-
	�
������� �	�"��� ������ �� 3 �. : �����	� 1977 �. �� >�	�-
����#��� ���������� 
����� 	�
�	���� ��	��� ���������
����� � ��	�
������� ������	������ ��	��������� ����"��-
� �	�"��� ������ ����� 7 �. ������������� �	���� ���	��
����
�����, ��� 	�
	����� �	������� �	� ���	����� ��-
�� �	����� ��������� � ��?��!�� �������� �������� � ��-
��	����, �������� � �����	��#��, ��
������ 
������ 	�
	�-
����. )������� ���������� ���������� 	�
	������, ��
���-
��� 	���	���	������� �	�"��, 	����� � ������
������� ����-
���	����� ����	����� � ����������� 	�
��	�� �������
�����, ��� ��� � �	����� ������� �	��������� ����
�����
������ ��� ������� � ��	����	� ����	����.

&	��������� ����� ���
���!� �� ��������������� �	���-
#������ 	������� ������� ����� � $�������� �����	��#�� ��
�	������� �� ����������� ���	�����, ���������������
�� ������ �	��������� ��	����	����� ����	���� � ������ ���-
�� �����	��������, ���������������, $��������#������ �
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�	���� �����	��, �� ������������� ������� � 	������ ��	��-
��	�����, ��	����!"�� 	�
	������. ������ �� �����������
���	����� �#������� �	������� �� ����� ������� �����,
�	� $��� �	�����������, ��� 	�
	������ �������, ����� ��-
�	����� � ������ ����� ��������� �	��������� 
������.
)�� �� �	�#��� 	�
	�����, ��
������ 	���	���	�������
�	�"���, �� 	������	������. @������ � ����	���� �������
��� ������� (����	����� ����	���, ��������� �������, ��-
����� � �.�.), ��� � ����	����� �������� � ���� �������#���-
��� �	�"��, ��	 �� �	���#�� 
�	��, ��
���� ���#���	�#�!
���	�����, �	������ � 	�
	��� ����������	��� ��
�� �
��	�
�����! ���	��	�"��, ����	��, 	�
������, ��?����!�-
� 
���� � ������! ���	��	�"���. )������������, ����"��
�	�#����� � ��	�
������ ���	��	�"�� ����� ����	��#�
���
������, ��
������ ��������� �������#��. &	���������
�	�"�� � �����	��#�� �	� �������� $��������#������ ��-
�	�
�� ������� 	�
	���!"�� ���	���� ������������ ��-
���������. A������� 	�
��� ��������� 	�
	���!"�� ���	-
����� ����!����� � ������ �
 �	����� ����	�����, 	�
	���-
��� ����	�� �� ���	��������� ��� ����� ����! ��������
������������ ����	��#��.

B�� ��� �	�#��� 	�
���� �	�"��� �	�������� �� �	�����,
�� ���������� ������ �� 	�
	����� 	�����!� �	� 	�
	���-
!"�� ���	�����, ���� �����������, ��$���� �� �����-
�������� �����	��#�� ����� ������������� �	������� 	����-
�� �� �	������� ������� � �	�"�����, ����������!"�� �� ��-
	���	���	������.

B���� ��	�
��, �	������ 	�
	����� � �����"�� �	��
����� #���	������ �	������� ����� � ��������� �	��-
����� � ������������� �����	��#��. : ������ �	������ �����
��	��������� ��� �������� ���	������.

1. �������� 	�
�	�
	������ 	����. : $��� ���	�������
	�
	�������!�� ������ 	������ ���	�������� ������� 	��-
�	���	�����! �	�"�� � ��	������� �� �	��������� 	�
��-
	��. : �������� ��	� ���	�������� 	���	���	�����! �	�"�-
�� �	�������� 	�����, 
��	�������� �� �� 	���	���	������.

&����  — 	�����, 
��	�������� �� ��	�
������ ���������

����	������ ���"���! . B����  �	���������

����� �������! 	����� 	�
	����� � ���  ����� ������, ���
����	��� ������ ����� ����� ���	�������� 	���	���	���-
��! �	�"���. @��	���	, �	� �	����� 	�
	������  ������-

dC

dA C / cd dA G=

Gc

Gc
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��� , � �� �	�� ��� �	� ������������ 	�
	�-

�����  )������������, � ���������� ����	�-
���� ���	��������� 	���	���	�����! �	�"�� ������� ����,

��� � �	����� ����	�����. 3���	���  ��	����-
	�
��� ��	������� ��������, ��
������� ������	����� 	��	�-
������.

2. �������� 	�

������� 	��	������ �� ��	�������� �������-
�� �.�. ��������. : $��� ���	������� 	������	���!�� �	�-
#���� ������������ 	�
	�����. B��	� ������������ 	�
	���-
�� �
������ � ��"�� ��	�� «)��	��������� ����	�����», ��-
$���� �� ����� � �������� 	������	����� �������� 	���	�-
��	����� �	�"��. %��� 	���	���	������ �	�"�� �	��������
��
 ��������������� ��������� ������� ���	�
�� ������ 
�
���� �����#������� $��	���, ����������� � �������, �� ��	��-
��	 	���	���	����� �	�"�� ��
������ ��
��������. %���
	���	���	������ �	�"�� �	�������� � 	�
������� ���������
������� ���	�
�� ��� ������� #���������� ���	�����, ��
��	����	 	���	���	����� �	�"�� ��
������ 
��������.
E� ������ ������� �	�"��� ������ �	������ 
��	�����
�о����! 	����� ($��	��!), ��� �� �����	���� �� �������.
�������� 	�
	�����, ������
� �������� �������� � 
���-
�� �������� �������� �	���, 	����� 
����� 	������ �������
� $�������� �����	��#�� � �	�"���� � �����!"�� ��������-
��: �) ������ ����	���� ������ (�����	��#�), �
������
������ �� $��������#�� � �	������ ��	������� �	��������!
����� �	�"���, �	� ����	�� �	��
����� 	�
	������ ������;
�) ������ ����	���� ������ (�����	��#�), �
������ 	�
��-
	� �	�"���, ������ $��������#�� � �	������ ��	������� ��-
��������! ���	�
�� ��� �	�� ��
������� 	�����. B���� ��	�-

��, �������� 	���	���	����� �	�"�� �� ��������� �����
�
���	������� � ����	��	�������� �������� � ��	���� �	�-
"���, 	����� �����������!"�� 
���� ���	�� ��	������, ��-
������� ����������� ���	�
�� � ������ 	�
��	� �	�"���,
	�
��	�� ������ � ���� ���	����� �	��������� 	����� 
�����
��	������ �	�#����� 	�
	�����.

8.2. ��!����� "����# "�$���%� ��&�'(����

�������� ������ �������� 	�
	����� ������ ��	�����
������� � ����	���� 	������� �������� � ���� ��������� �	�-
"��, 	������, ��������������� �	������� ������� � ��
���-

20,1 1,0 E�/��−
215 E�/�� .cG ≥

20,1 1,0 E�/��−
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����� ��������������� 	�����. A������ ��������������
������ �	�"��� ����� 
����� ���	�� ��	������ �� ����	��-
��� 	�������� ������ �������� ����	��������� 	�
��	�� �
$������������ ����	����� (	��. 8.1).

������� 
����� ���� ���� � 1909 �. 	������ ������
C.:. <��������, � � 1913 �. — �����	�� ���������� ������
<. 3�������. )������� <������� — 3������, ������������ ��-

�	���� ��
����!� �� ������� ��� $������ � ��	����� ,
��� ���#���	�#� ���	����� ����� ���������� 
�������:

, (8.1)

���  �  — ������ � ���� ������� $������ ��������������.
:�	�
�� ���	�����  ��	�
 	����� �	���
�� � ��	����

. H	������� $������ � ��	����	������� ��	�� ����� �����-
!"�� ���:

(8.2)

���  — ��	����	, �	�������!"�� ����� ���� ����� 	����-

���-�����	�� � ���! ���#��� 

������ �	���
��  � 	������	������� ����� ���� ������-
��, ��	���� �	���
�� �	���� � $��� �����:

(8.3)

���  �  — ��	�� � ���	� �	��
������ � ��� ����#�� �� �.

��. 8.1

A

( )0 1 2( / )y a bσ = σ +

a b
σy

A

cos ; sin ,x a y b= ϕ = ϕ

ϕ
(0 2 ).≤ ϕ ≤ π

ρ

3/2
21 / 1 ( ) / ,� y y⎡ ⎤′ ′′ρ = = +⎣ ⎦

′y ′′y



483

3�����
� ��	���� �����	��#�	����� ����#��, 
�-
������ ��	����	�������� �	��������, ������� �	��
���-

��! :

 ��� (8.4)

:��	�! �	��
�����! �������, �����	��#�	� (8.4) �� 
� �������, ���  ���� ����#� :

(8.5)

&������� (8.4) � (8.5) � (8.3), �������� ��	������ �� ��-
������� 	������ �	���
�� :

(8.6)

3
 ��	����	������� �	������� (8.2) �����

  
(8.7)

&� ��	���� (8.6) �������

(8.8)

: ��	����  $������  �, �������� (8.8), �������

 ��� (8.9)

&�������� (8.9) � (8.1), ������ ��	������ �� ���	�����
� ��	���� $������

(8.10)

3
 ��	���� (8.10) �������, ��� �	� ���������� �	���
��
���	���� � ��	���� $������ 	����� � ����� �� ����� 	�

�	������� 
������ ����������� ���	�����.

J�	���� (8.10) ��	�������� �� �!��� �������� �����	� �
����� 	������� �	���
�� ��
������� �� ��	�� ��	�
�.

/ xdy dx y′=

/ ( / ) / ( / )dy dx dy d dx d= ϕ ϕ / .xy y x
ϕ ϕ

′ ′ ′=

x
ϕ x

3
.

( )
x

y y x x yd d
y

d x dx x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′′ ′ ′′ ′⎛ ⎞ −ϕ′′ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟′ϕ ′⎝ ⎠

ρ

3/2
2 2( ) ( )

.
x y

y x x y

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤′ ′+⎣ ⎦ρ =
′′ ′ ′′ ′−

sin ;

cos ;

x a

x a

ϕ

ϕ

′ = − ϕ

′′ = − ϕ

cos ;

sin .

y b

y b

ϕ

ϕ

′ = ϕ

′′ = − ϕ

2 2 2 2 3/2 2 2 2 2 3/2

2 2

( sin cos ) ( sin cos )
.

sin cos

a b a b

abab ab

ϕ+ ϕ ϕ + ϕ
ρ = =

ϕ + ϕ

A ϕ = 0

3 2/( ) /b ab b aρ = = b a= ⋅ρ.

0(1 2 / ).y aσ = σ + ρ
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&	� ���������� ���	����� � 
��� ���#���	�#�� �	�����-
��� ���������� ���	�������, �	����"�� � �������� ����� �
�������! �	�"���-	�
	�
� � 	������� 
��	������ � ��	��-
�� � �	����� ����	����� ��	��� ����������	���� 	�����-

��. B���� ��	�
��, �	�  �	�������� ������������ �
-
������� ��"����� ���#���	���	� — $������������� ����	-
���, �	��	�"�!"���� � ����! ��	�� — �	�"���, �������-
����� 	�
���� ����	�� ����� ��� 
������ ���	��
	�
	�����, �	� $��� ������ ��$���#����� ���#���	�#��
���	����� ��	�� ��
������� �����. ���	�!���� � ��"�	-
��#�� � ��	���� 	����� ������
� �� 	������ �	����$ ����-
%� ��	�� ��	���
�.

<���� ���	���� �������!� ��	��������� ��������, �
��	���� �	�"��� �	��������� � ���� ����	����� 	�
����-
!�� ������������ ����	��#��, 
��� ����	�� ����� 
���-
���� �� ������� ����	����. H ���������� ����	����� ��� ��-
��� 
�����������, � �	����� — ����� �����. &	���� ���-
���� 	�
	������ �	� ������� � ��	���� �	�"��� ��
����-
������� ������������ ����	��#�� ��� �� ���������� —
�	����� (	��. 8.2, �); �	� ������� 
����������� ��������-
���� ����	��#�� — ���
��	����� (	��. 8.2, �), ��� d — ����-
������� 
���.

�������	�� ������� 	������� �	�"��� � �������� ����	�-
�������� 	�
��	�� (	��. 8.3, �), ��� 1 — �	��� �	�"���; 2 — ��-
	��� �	�"���; 3 — ������� �	�"���.

�������������! ������ 	������� �	�"��� ��� ��������-
������ 	�
	�
 � �������! �������� ��?��� (	��. 8.3, �, �) ����-

ρ → 0

��. 8.2
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��� � 	�
������� �	��������� ��	����� �	�  $��������-

����� #�����	� (��. 	��. 8.3, �) �� ��	�
��  ��� , �	�
$��� ��	���� ����$����� ��	������ ��	���� ��	�� 	�
	�
�

, � ������ ����$����� — ������ ��	�� 	�
	�
�

.
B���� ��	�
��, � �������� 	�������� ������ �	�#���� 	�
-

���� �	�"��� � ���	��� ���� ������ �	���� ����	����!
�������! �	��� � ��������� �	�"���� 
������� �����. )��-
�����, ��� ����	���� ������� �	���, �	���� � ��������
������ ����	����, ����� ��������! ��������� 	���	�����-
�� �������� � ������������������ ��������, ��	��������
$����	���������� �� ������	���� ��	�
#��.

@����������� �������� �	�"���, ���	���� �� 	����
��	����!�� ��������� ���	����� � ����	��#�� � ��-
��� 
��� � ��	���� �	�"���. &�$���� ������������ ���	-
�����-����	��	�������� ������� � ��	�������� ��	��-
�� �	��������� ����� ���� �
 ������� 
���� �������� 	�
-
	�����.

8.3. �����)����� ��������� 
� �%��������� ���(��� ���*��� � '��'+�, �-�����. 

��/66�:���� ������������� �����)���,

�������	�� �������� �
 ��	����� ����	���� ����	������-
��� 	�
��	�� ���"����, 	����� �����#�, ���!"�� ������-

��! �	�"��� ������ , 	����������! ���	������ 

b → 0

( , )a a− x

x a y≤ = +, 0

x a y≤ = −, 0

��. 8.3

2a σ0
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(	��. 8.4). K������ �������� , 	������������ �� ��	��-

�� �	�"��� �� 	��������  ��� �����  � ���  ��������
��� ��������� ��	������� ���	�����  �  � ��������-

���� ���	���� .

) ������
������� ������� ���	�� ����#�� ������������
��	��������, 	�
	��������� @.3. ������������ � @.�. :��-

��	��	���, � ������� ���	��� ���	�����  ���� ��������
��	���� �� ���	����� � ��	�������� ��	���� �	�"���:

(8.11)

 — �� ������� ����	��#��;  — ��

�������� ���	������� �������.
<�� ������� �
 (8.11), � ��	���� ������� ���	����

 �	���	#�������� 	�������!"��� ���	����!

 � ��	�! ����	������ �
 ����� �	�"��� . &	� �	������-

��� � ��	����  ���	���� ��	���� � �������������.
J�	���� (8.11) �	�������!� ����� ��	��� ����� 	��, ��-

�������� ����� �������!"�� ���� ���	����� ������ � ��-

dx dy⋅
r θ x

σx σy

τxy

��. 8.4

r,θ

0

0

0

( / 2 ) cos( / 2) 1 sin( / 2)sin(3 / 2) ;

( / 2 ) cos( / 2) 1 sin( / 2)sin(3 / 2) ;

( / 2 ) cos( / 2)sin( / 2)cos(3 / 2).

x

y

xy

a r

a r

a r

σ = σ θ − θ θ⎡ ⎤⎣ ⎦

σ = σ θ + θ θ⎡ ⎤⎣ ⎦

τ = σ θ θ θ

( )z x yσ = μ σ + σ σz = 0

, ,x y xyσ σ τ

σ0 a

( 0)r →
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��� ������� ��	���� �	�"���. &	� ������� 
�������  ��
��������� ���	����� ����� �	��� ������� ���������� ���-
��� 	��. @� �	������ ����	�� �	��������� ���� ���	�����
� 
��� ��	���� �	�"���, ��$���� ������ ���������� �	����-
��� (8.11).

+��������� ������ E�. 3	���, �	������
�	���� ��� ��-
�	����� � ��	����� �	�"��, �	���� � ������, ��� ��
�����-
�� �� 	�
��	� �	�"���  � �������� ���	���� , ���

���	����� � ���"���� � 
��� ��	���� �	�"��� ���!� ���-
������! ��	����	�. K�� ��
������ ��� ��	�
��� ���	������

�������� � 
��� ��	���� �	�"��� ��	�
 ��	����	 , ��
���-
��� �� ��&""�#����� ����
����
� ���	�!���$. :�������

��$���#����� ������������� ���	����� , �������� 3	��-

��, ��	������� ��� �	���� �	��
������ �	� :

(8.12)

@��	�����  � ����"�� ����� �� ����� �	��������

�	�"��� �� ���  �� 	�������� ��������, ��������
������� 	�����! ������������, ��	������� ��	�������

(8.13)

���  — ���	������, ������������ �� ��	����� �	�"���;
 — 	�������� �� 	������	������� ����� �� ��	����

�	�"���.
&�������� (8.13) � (8.12), ������ ��$���#���� ��������-

����� ���	����� (<3@):

 (8.14)

r

a σ0

K

K

r → 0

0
lim 2 .y
r

K r
→

= σ π

σy

( 0)x θ =

0 0
2 2 2

,
2

y
x a r

x a ar r

+
σ = σ = σ

− +

x
r x a= −

0
20

0 0
0 0

2 2

0 0

lim 2
2

1 2 1

lim lim

2
2 2

.

r

r r

a r
K r

ar r

a r
r

r a

r r
r

a aa a

a

a

→

→ →

+
= σ ⋅ π =

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ π + π⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= σ = σ =
π π π π⋅
+ +

π
= σ = σ π⋅

π
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E� 
������� , �������� (8.12) � (8.14), ���	�����

 � ����� 
��� ��	���� �	�"��� ����� ��	������� �	�-

��������� ��	�����

(8.15)

&�������� (8.15) � (8.11), ������� ��	����, ��	����-
!"�� ���� ���	����� � ��	�������� ��	���� �	�"��� ��-

	�
 <3@ .

&����� �	��������� 
������� ���	���� , ��	������-

��� � ������ 	�
	�����, ����
 �	���� � �������� �	���	�
�� �#���� �	������� ����	���� �	� ������� �	�"���? <��
�
������, �!��� �#������� �	���	�� ����� ���������� ��-
��	����, ��	����	�
��� ��� �������� � ��	������� $����	�-
���������. )������� ������������, 
������� ���	����

, $����	���������� ��	��������� � ������ 	�
	�����, 
�-

����� �� 	�
��	�� �	�"���, � �������� <3@  � ������ 	�
-
	����� ������� ���������. &�$���� �	��������� 
�������
<3@, �	��������� � �������� ������������ ��	����	������
�	������� ������� � �	�"�����, ��
������ «�
�����!» 	�
-

	����� � ���
������� ��	�
 .

: ��"�� ������ ���	����� ���	������ �������� � ��	-
���� (��� ��� ��
�������� �������) �	�"��� ����� ��������
���������� ����� ���	����� �����!"�� �	����� ����� ��-
��	��#��. <����� ��� ��	����	�
���� �����������!"�� ��-

$���#������ �������������  (	��. 8.5).

<�� I �	��������� ����� �	�"��� ��	���, ����� ��	���"�-
��� �� ��	���� �	�������� � ���	������� ��� � ��	��������	-
�� ��������� ����	������ �	�"��� (��	���"��� ����� ��� �

 ����� ����  �  ). K��� ��� �	�"��� �����
�����, ���	���	, �	� 
�������� ����� � ��	�����! ������.
E� $���� ���� �	�"��

 

<�� II �	��������� ����� �	�"��� �	���������, ����	��-
���� ������, ����� ��	���"���� ��	���� �	�"��� �	��������
� ��������� �	�"��� � ���	������� ��� , ��	��������	��

r ≠ 0

σy

0/ 2 / 2 .y K r a rσ = π ⋅ = σ

K

σy

σy

K

Kc

I II III( , , )K K K

v ≠ 0, x z 0; 0u w= =

K aI = ⋅σ π0 ; K KII III= = 0.

x
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�	����  E����� ��� �	�"��� ����!����-
� �	� ����� ��	���� 	�
#��. E� $���� �����

<�� III �	��������� ����� �	�"��� ����	������ ��������-
	������ ������, ����� ��	��� �	�"��� �����
� �	�� �� �	���

����� ��� , ��	�������� �	���� . B����

��� �	�"��� ����!����� �	� 	�
���� ������� �����#���.
E� $���� ����

( 0, 0, 0).u v w≠ = =

��. 8.5

I III II 00; .K K K a= = = τ π ⋅

z ( 0, 0, 0)u v w= = ≠

I II III0; .K K K a= = = τ π ⋅
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B	�"��� ���� I � II ������� � ������� 
����� ���	�� ��-
	������; �	�"��� ���� III �	��������� ����� ���	������ ��-
������ ������� ������ � ��
������ ������
��$ ����%�$ ��-
	�� ��	���
�.

&	������ ��	����, �������!"�� 	���	�������� ���	-
����� � ��	���"���� � ��	�������� ��	����, �� �����
������� ����	��#�� �	����������� � ������� ���� �	�"�-
��. J�	���� �	������ � �� �������� ���	������� �����-

��, ���� � ��� �	����  � ��$���#���� &�������  ��-

������ �� .

'�� 	����� ��� I:

; (8.16)

; (8.17)

; (8.18)

; (8.19)

(8.20)

 . (8.21)

'�� 	����� ��� II:

(8.22)

(8.23)

(8.24)

σz = 0 μ

/ (1 )µ −µ

σ
π

θ θ θ
x

K

r
=

⋅
− ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

I

2 2
1

2

3

2
cos sin sin

σ
π

θ θ θ
y

K

r
=

⋅
+ ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

I

2 2
1

2

3

2
cos

sin
sin

( )z x yσ = μ σ + σ

τ
π

θ θ θ
xy

K

r
=

⋅
⋅ ⋅I

2 2 2

3

2
sin cos cos ;

τ τxz xz= = 0

u
K

E

r
u= − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

I

2 2
1 2

2

2
2

π
θ θ

cos sin ;

v
K

E

r= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

I

2 2
1 2

2
2

π
θ μ θ

sin sin ; w = 0

σ
π

θ θ θ
x

K

r
= −

⋅
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

II

2 2
2

2

3

2
sin cos cos ;

II 3
cos sin cos ;

2 2 22
y

K

r

θ θ θ
σ = ⋅

π ⋅

( );z x yσ = μ σ + σ

τ
π

θ θ θ
xy

K

r
=

⋅
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

II

2 2
1

2

3

2
cos sin sin ;
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; (8.25)

(8.26)

  (8.27)

'�� 	����� ��� III:

(8.28)

(8.29)

(8.30)

  . (8.31)

J�	���� (8.16—8.31) �	�������!� ����� ���������������
��	����� ����� ���	����� � ����	��#�� � ����� 
���
������� �	�"���. <�� ����
���!� 	������, 	�
��	 $��� 
���,
���	���	 � �����, ��������� �	���	�� 0,5 ��.

�������	��� �	��������� ��	����, �����, ��� 
����-
�� ���	����� � ��	���"���� � ������ � ���	�������� 

�  � ��	�������� �	�"�� ���� ����� ��	����!�� ������
���������� ��$���#������ ������������� ���	�����

.

<�$���#���� ������������� ���	�����  
������ ��
��	�� � 	�
��	�� ����, 	���������� �	�"���, ������� ��-
�	����� � ��	������� �� ������ 	����� �����������!"��

���� ���	�� ��	������ (��. ����. &. 22).

H������ (8.14), ��"�! ��	���� �� ��������� <3@
����� 
������� � ����

, (8.32)

���  — ���	������� ����#��, ���������� �
 	�-
���� ����	����� 
����� ���	�� ��	������.

τ τxz zx= = 0

u
K

E

r= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

II

2 2
2 2

2
2

π
θ μ θ

sin cos ;

v
K

E

r= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

II

2 2
2 1

2
2

π
θ μ θ

cos sin ; w = 0.

σ σ σ τx y z xy= = = = 0;

τ
π

θ
xz

K

r
= −

⋅
III

2 2
sin ;

τ
π

θ
yz

K

r
=

⋅
III

2 2
cos ;

w
K

E

r= III 2

2π
θ

sin ; u v= = 0

r

θ

K K KI II III; ;

K

0I I

II 0 II

III III0

K

K

K

K f

K a f

K f

σ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪

= π ⋅ τ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪

τ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

I II III, ,K K Kf f f
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@� 	��. 8.6 �	������� �	����� �
������ ���	����� ,

����������� ����� �� ��	���� (8.13) (�	��� 1) � ��������-
��� �� ��	���� (8.15) (�	��� 2).

&� ��� �	����� �������� 
������ �������� , ��

��� ���#��� — ������������� 	�������� �� ��	���� �	�"���
. 3
 �	������ �������, ��� 	�
����� ����� ���	����-

�� �	�  ��������� �� ����� 5%; �	�  	�-

������� 	������� �	��������� ���������. )������������, ��

���	������  	����� ����� ���	����� �� ���������-
������ ��	����� (�� �������� ���	�� ��	������) �����

������������. %����������, � ��	���� �������  ��-

� ���	����� � �	�"�� 	�
��� 	�
��	�� �	� ����������


������� <3@  ����� �����������. H ���������� ����	��-
��� � ������� ��	���� �	�"��� ��
������ 
��� ������������,

� ����	�� ���	���� , � ����	��� �	����� ����-

������ ��������. �������	��, ��� � $��� ������ ��	������ ��-

�� ���	����� <3@ .
K����	����������� ����������� ����
���!�, ��� �	�"�-

�� �	� ������� ������������ ����	��#�� �	����� ��� ���,
��� ���� �� ����� ����� ������, ��� � ����������������. &�-

σy

��. 8.6

0/yσ σ

/r a

/ 0,1r a < / 0,05r a <

r a< 0 05,

�( )yσ < σ

K

σ σy ≥ �

K
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$���� �	� ���������� <3@ ������� 
��� ������������ � ��	-
���� �	�"��� ������ ���������� ��������� ���	���� ��
����� �	�"���, ��
������� ���
�%�
��$ ���	����$ (	����.
@����� �������� ���	����, �� ���� 	������	�� �	�"��� ��-

�� I. &���� �� 	��������  (�	� ) �� ��	���� �	�"���,

	����� 	�
��	� 
��� ������������, ���	����� 

(	��. 8.7, �).
3
 ��	���� (8.15), ������� , ������ 	�
��	� 
�-

�� ������������:

. (8.33)

E������!"� ���	�
��, �	���	#�������� ���"��� ���

�	���� , ��� �	� �������, ��� � �	� ���������� 
���

������������, ������ ���� ����������:

��. obcdefgo = ��. obefgo (	��. 8.7, �).

E� ��������� $���� ������ ���������� �	���!

 �������� ��	��� �� ����! ��������, ����� ���"���

 �  ���� 	���� (	��. 8.7, �). )��"���� �	���� 

	����
����� ���������� ���������! ����� �	�"��� �� ��-

������  (���  — ����	�
��	 �	�"���;  — ����-

������� ���	���� 3	����). B���	� �	���  ����� �	��-

������� ����� $�!	� 	���	������� ��	���� ���	����� �
��	�������� ��	���� �	�"���, ���!"�� 	�
��	 . @� ��-

�	����� � ��	���� ����������� �	�"���, ��� � � ��	����

r� θ = 0

σ σy = �

��. 8.7

σ σy = �

2 2 2 2
� I � 0 �/ (2 ) ( ) / 2r K a= πσ = σ ⋅ σ

( )y f xσ =

( )y f xσ =

A B ( )y f xσ =

δ δ; a a� = + a δ

I I Id l f

a�
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�������������� �	�"���, �� �������  ������ 	������ �	�-

���� ��������� . )������������,  ������ ���� ����� ����-

����, ����� ���������� 	�������� ���"���� .

:�������  ��	������ �� ��	���� (8.15), �	��� ���	��-
��� � ��	���� ��������� �	�"��� 	����� :

,

���!��

. (8.34)

&	����	���  ��� ����� ��������� �� �	������! � ���-
��� �	�"��� �, ��������

. (8.35)

&����������! ���	����  ������ �
 ������ 	��������

���"���� :

, (8.36)

��� .

&	����	���  � �	����� , ��������

���                  .

A����������� ����� �����

(8.37)

��� ����� 
��� ������������ ����� .

%��� 
��� ������������ ������� �	�����, ��  ����� 	���-

����.

δ
σ� δ

C B A= =
λ

σ�

I
� 0 0

( )

2 22

K a aπ + δ + δ
σ = = σ = σ

π ⋅λ λπ ⋅λ

λ σ δ
σ

= +
0
2

22

a

�

δ

λ ≈ r�

δ
C A=

� �
0

ydr
λ

δσ = σ − σ ⋅ λ∫

0I
0

( )

22 2
y

aK a
dr dr dr dr

rr r

σ π − δ − δ
σ = = = σ

π ⋅ π ⋅

δ λ = r�

� � 0 0 �
0

( ) 2
2

r a
r dr ar

r
δ + σ = σ = σ∫

2 4 2
2 20 0

� � �2 4
� �

2
( ) 4

a a
r r r

σ σ
δ + = ⋅ = =

σ σ

δ + =r r� �2

d r= 2 �

r�
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B���� ��	�
��, ����������� ���	���� 3	���� 
���!����-
� � ���������� ��������� �	�"��� �� �������� 	�
��	� 
�-

�� ������������ .
J������� ��������� �	�"���

. (8.38)

B	�"��� � ���	����� 3	���� ����
��� �� 	��. 8.7, �, ���
�������� ����� �	�"��� 	���	���	����� �� ��	�����
������������ 
���. E� �	������ �� �	����������, ��� 
���
������������ ����� ��	�� �	���. E������������! ��	�� 
���
������������ ����� ����������, 	������	�� �� ������ �	���-

	� ������������ ������ ��������� ����	���� �� ����� , ��-
������ �� ���.

@� 	��. 8.8 �	���������� 
��� ������������ � ��
	�
��	-
��� ���� �� �	�"�� �	�� �����, ����	������ �� �	���	�!
������������ (������! ���������) ��
���. 

<	��� 1 �������� � �������� ���	������� �������!,
�	��� 2 — � ������� ����	��#��. ��
��	� � ��	�� ������-
������ 
�� ����
��� ��
 ����� ���	���� 3	���� �� �������-
�����.

3
 	��. 8.8 �������, ��� 
��� ������������ �� ������� ��-
��	��#�� 
���������� ������, ��� 
��� ������������ ��
�������� ���	������� �������. @��	���	, 	�
��	 
���
������������ ����� ���  �� ������� ����	��#�� � 9 	�

������, ��� �� �������� ���	������� �������. +����


��� ������������ � ��	���� �	�"��� ��
����� ������� ��-

δ = r�

2
0

� �
�

1
1

2
a a r a

⎡ ⎤⎛ ⎞σ⎢ ⎥= + = + ⎜ ⎟
⎢ ⎥σ⎝ ⎠⎣ ⎦

θ

��. 8.8

x
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���, ��� 	�
��	� 
��� 
����� �� ���� ����	��	�������� ��-
�����. &	� ���������� ���"��� �������� ���	������ ��-
������ � ��	���� �	�"��� ����� �
������ �� �������� ��-
�	������� �������  �� ��?������ �	� ������� ��-

��	��#�� , �	� $��� �� ��������� �� ���	�
��

������� ����	������ �������� ������� ������� ���	������
��������. )������������, 	�
��	� 
��� ������������ � �	��-
��� ����� �������� ������ ����� ������, ��� � ������� ����	�-
�����. B���� ��	�
��, 
��� ������������ � ��	���� ����
���
�	�"��� � ������� �������� ���������� ���������� �� 	�
-
��	�, ��	��������� ������� ���	������ ��������� ��
��������� ����	������, �� 	�
��	�, ��	��������� �������
����	��#��� (	��. 8.9).

B�� ��� ���	������ �������� � �	����� ����� ��������
��?�����, 
�����, ����� �������, ��� �� ������� ����	������,
�� ���	��������� ����	���� 	���	���	�����! �	�"��� �
�	����� ����� ����� ������, �.�. 	�
	������ ����	���� �����
����� �	�����, ��$���� �	��� �	�"��� �	� ��� 	���	���	���-
��� ����� ����� ������	�
��! ��	��.

������������ ���	�����  � 
��� ������������, ����-

�� ��
������� &""������� �	������ ���%�
�, �	� �������
����	��#�� ����� � 3 	�
� �	������� �	���� ��������� �	�
��������� ���	������ �������� (	��. 8.10, �).

3
 	��. 8.10, � �������, ��� ��������� ���	�����  � ��	-

���� �	�"��� �	� ��
����������� �������� �� ��	����
����	� ��
	������ �� 3 . &	� ������� ���	������ �����-

��� ���	���� � ��	���� �� �	�����!� �	����� ���������
 (	��. 8.10, �). &�$���� 
��� ������������ � ������ ��������

σz = 0

σ μ σ σz x y= +( )

��. 8.9

σy

σ�

σ�

σ�
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���	������� ������� ����� � 9 	�
 (��	���� 8.33) ������,
��� �	� ������� ����	��#��. &	� 	�
�	�
�� � 
��� �������-
����� ������� ���� ���������� �����!"�� ���	�����,
����
����� �� 	��. 8.10, �.

O��� ������������ 
���������� �	������� ��	���� (���-
���) �	�"��� � 	������� ����	�����. &�$���� 	����� � ��	-
���� �	�"��� �	� ���
��	����� 	�
	������ ����� 
����-
������ ������ 	������ � ��	���� (�������) �	�"��� �	�
�	����� 	�
	������, ���!"�� � �������� ��	���, �������-

��� � ����������	��� 	��������� .

B���	� ����� �������� �� ���	��: ��	������ �� <3@ 
���� ���	����� �	� ������� ������������ ����	��#��?

)������� �	������! (8.33) � �	�"�� � ����������� 
����-

���� <3@  
��� ������������, � ����� ��� ���	�����
��� 
��, ������ ���� �����������. A�������, ���� ��� �	�-
"��� ���!� ���������� 
��� ������������ � ���������� ��-
�	���� �� �	���#�� 
��, �� ���	���� � ����	��#�� ����-
	� 
�� ������������ ����� ����� 	������. )������������,
<3@ ��������! ��	������ ���	���� � ����	��#�� �	�
��	���� �	�"���. <���� ���	���� � ����	��#�� � ��	��-
�� �	�"��� �������!� �	��������� 
�������, ����� <3@ ���-

�� ��������� �	���������� 
������  � �	�������� 	�
	�-

����� ����.
B���� ��	�
��, ����� ������� �����. ��&""�#��� ����-


����
� ���	�!���$  � �������� 	��	������ ���� "����-

��. 8.10

ρ = −10 8��

K

K

Kc

K
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��������� ���%����, �����
� ��!��$��$ ��	���	�
���$
�	�%��
� �����$ 
 	�������.

@� �	������ ��	���� ���	���!�� ������� �	�"���, ����	�-
������� 	�������, ������, 	���	���	��!"��� ����	� ����
� ���!"�� ��	�� �����	�� ��� �������� $������. @� ������
����������� ��� ���	����� ���	�� $������������ �����-

��, 3	��� �	������� ��	������ <3@  �� ������� �	�"��

� ����	�������� ������ � ����

(8.39)

��� J — $������������ �����	�� ���	��� 	���:

.

&	�������� J � ���� 	�� � ���	���� ��� �����, �	��� ����
��	���, ��� ���!"�� ����� 
�������, �������

,

���  �  — �������������� ���� � ������ ������� $������.

:�������  �
������ ����� �	���� �	�"���. �����-

������� 
������� ��� ����� �� ���#� ����� ��� $������ �	�
:

, (8.40)

��� , ��
������ ��	����	�� ��	��

����$������������ ����	�������� �	�"���.
@� ���#� ������� ���  ������������� ���	�����

����������:

(8.41)

KI

1/4
2

2 20
I 22 2 2

0 �

1,12
sin cos ,

J 0,212( / )

a a
K

c

⎛ ⎞σ π ⋅
= ϕ + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

− σ σ ⎝ ⎠

1/2
2 2/2

2
2

0

J 1 sin
c a

d
c

π ⎛ ⎞−
= − ϕ ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

2 2 2

2 2

1 3
J 1

2 4 8 8

c a a

c c

⎡ ⎤π − π π ⋅
= − ⋅ = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

a c

KI

/ 2ϕ = π

Im 01,12 ( ) /axK a Q= σ π ⋅

2 2 2
0 �J 0,212( / )Q = − σ σ

( 0)ϕ =

2
Imin 01,12 ( ) / ( J).K a c= σ π ⋅ ⋅
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O������  �� ����$������������ ����	�������� �	�-

"��� � 	�
������ ���������  �	���������� ��

	��. 8.11.

&	� ������������� ��		����	���� �� ���
���� ���������
����	������ � �	���� �	�"��� ����� ������
����� ��		��-
#�! <����� � �	����, �	��������! �� 	��. 8.12.

A����������� ��	���� ������������ ������������� ��-
�	����� �� ����	�������� 	������� ����� ���

Q

0 �/σ σ

��. 8.11

��. 8.12
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(8.42)

���  — ��		����	������� ��$���#���� �� ���
���� ���-

������ ����	������ � �	���� �	�"���. E� ������� �	�"���

 �	�����!� 	����� 1,2. 3������������ ����� � 7���

�����������, ��� ����	������� 	������� ����������� � �	��-
��� �	�"���� � �������� <3@ �� ����	�������� �	�"���
����� ���� �������� �� ��� 
������! �� �	����� �	�"���.
>������� 
������ <3@ �� ����	�������� 	������, ������
����� �������� �
 �	������, �	�������!"�� 
����������
�������� �����	��. 	������� / ��	���� �	�"��� �� ��������

 �� 	�
��� , �	������������ �� 	��. 8.13. C	���-
�� �������� �� ������ �����
� 
���� � ����	�������� 	�����-
�� � �	����� �	�"���, ������������ ������, 7���, C	������
� )�����	��.

@� 	��. 8.13, � �	���������� 	��������, �� 	��. 8.13, � —
�
���.

&	���������� ����	�� �	�������!� ��$���#�����
������������� ���	����� �� #�����	������� ���������-
��� �	�� � �������, ����	��"�� ����
��! � ����	�������! �
���� ����$������ �	�"��� ����� ��	�
�!"��.

E� ����
��� �	�"��� ������  ��$���#���� ��������-
����� ���	�����

(8.43)

��� p — ����	����� ��������;  �  — �������������� 	����� �
���"��� ������;  — ��	����	 �	����:

  ;

  

���������  ��������� ������� �	���� �� 	��������
������.

E� ����	��������, ������
��� � ���� ����$������ �	�-

"��� ��������  � ������ , <3@ ��	�������

�� ��	����

Im ax � 01,12 / ,K M a Q= σ π ⋅

M�

M�

2 /
 B /a B

2a

( / ) ( ),K pR h aY= π α

R h
α

1/2 24( ) 12(1 )a Rh −

α = −μ (0 8)≤ α ≤

21 0,245
( )

0,6907 0,4762
Y

⎧⎪ + α
α =⎨

+ α⎪⎩

(0 1)

(1 8).

≤ α ≤

≤ α ≤

( )Y a

a 2 1c
a

c
≤⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
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, (8.44)

���  — ���	������� ��$���#���� �� ���"���;  — ���	�-

������ ��$���#���� �� �	���
�� �	����;  — ����, ��	����-
!"�� ��������� ����� �� �����	� �	�"���.

1/4
2

2 2
2

sin cost c
t

C C a
K a

Q c

⎛ ⎞
= σ π ⋅ α + α⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ct Cc

α

��. 8.13
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(8.45)

. (8.46)

: ����. &. 22 ���� 
������ ��$���#������ �������������
���	����� �� ������	�� ���� ���	����� �������, ���	�-
���, ������������ #�����	��, ���������� ������� �� ������
	����� 
���� ���	�� ��	������.

A����� 	������ 
���� ���	�� ��	������ �� ��������� ����-
�������� ����	��#��, ���!"�� ����� � ��	���� �	�"���.

&�$���� <3@ , �	��������� � ����. &. 22 � �	����� ��	�-
���!� ��	����, ��
 ������������ ����	��#�� ���	�����-��-
��	��	������� �������� � ��	����� �	�"�� �� 
�������
������� ���	����� � �����������!� ����	�����, � ����	��
��
���������� � 	���	���	������ �	�"�� �� ���	���������
������������� ����	��#���. E� �	���� ����	����� � ����-
���� <3@ ������ �������� ���	���� �� ������������. &�-
�	���� �� ������������ ����� �������� �� ��	���� (8.33), �
����	�! �	� ������� ���	������ �������� �����������

�	���� ��������� , � �	� ������� ����	��#�� 3	��� 	���-

������� �	������� �	���� ��������� 	����� 1,68 , ��� ���

�� ����	������ �������� ����	��#� �� ����� �������.
: ������ ������� ����	��#�� ���	����� �� ������������ ���-
�� �� ������� ����� �	����	���!�.

B�� ��� �	������ �������� ���	�� ��	������, �������-
!"�� ���	���� � ��	�������� ��	���� ����	������ ����
�	�"���, ���!� ���������! ��	����	� ��
������� �� �������
���	�����, �� �	� �����	������� �������� ���������� ��-
��� ���	����� <3@ �� ������ �	��#��� ����	��
�#�� �����
	������ �����:

, (8.47)

���  — �����������!"�� ��$���#����� �����������-

�� ���	����� �� �������� ����� ���	�����.
@� 	��. 8.14, � ���������� ����
��� 	���	�������� ���	-

�����  ���	��� ��	���� �	�"���: I — 
��� �����������

1/2
2 4

1 0,122 1 1 ;
2 2t
a a

C
c c

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

C
a

hc = + −( ) −⎡⎣ ⎤⎦ +0 4812 0 386 1 25 0 386 1, , exp , ,α

K

σ�

σ�

I Ia I� I� ...K K K �= + + +

I�, �, ��

σy
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���	�����; II — 
��� ��	����������� ��������������� ��	-
���; III — 
��� ���������� ���	�� ��	������.

<�� ������� �
 �����
���������, �� 	����� ���	���
� 	�
����� �	�"��� �� �	������ �
������ ����	���������
�	�#�����, �	������"�� � 
��� III ������� �	�"���, ��-
�������� 
���� ��	����	 � ������������� ���	������� ��-
����� � 
��� II. &�������� ������������� ��� ���	��-

��� � 
��� II ��	������� <3@ , ���������� �
 	���-
�� 
����� �������� ���	�� ��	������ �� 
������� ��	-
�� �	�"���, ��, �����������, �	��������� 
�������

��$���#�����  ����� ����� ��	������ �	�#��� 	�
	�-

���� ����.
<	��������� 
������� <3@ ��	������� $����	����-

������, ����� �������� ��	�
#��, ��� ����������� ��	����-
	������ ����	����. O����� $����	������������ ��	�������

 ��������� ���, ��� ����������� ����	��#� ��	��

�	����� �	�"��� � ��	�
#� ������ ������������� ��� ����
������� � ��������. &	� ������� ��	�� �	����� 	����"��

�	�"��� 
������� ������������ ����	��#�� �������� 

��������� 
���������. :�������  �������� �	�����-

���� 
�������� <3@, ����� �	� ��������� ��	�
#�� ��	���-
������ ���"��� ��� ����� ����������� 
������� � �������
��������� (	��. 8.14, �).

��. 8.14

K

IcK

Kc

K

Kc
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@� 	������ �	���������� �
������� ��������  � �����-

������ ���"��� ��	�
#�  � ����
��� 
������� �	��������-

�� ��$���#����� ������������� ���	����� .

<�� �
������, ������	������� 	�
��	� ��	�
#�� ��	���-
�!�� ��	��������� �����������. @��	���	, �� ��	�
-
#�� �	����������� ������ �������������� ���������
������ � ��	��� 	����� 1:2. A����� �� �	������ ��
����-
�� ������������� �������� ��	�
#�� � �	���� ��������-
�� ���	��. : $��� ������ ������
�!� «�-��	�	����», �	��-

�����!"�! ����� ���	������! ����#�!  � ��	����
<3@:

(8.48)

���  — ����#� �������� ����� �	�"���  � 	�
��	�

��	�
��, ���	���	 � ���"��� ��� ��	��� . «�-��	�	����»
������ 
������ �����#�� ��� � ���� ����������.

8.4. <����� =��66���� ��������������� ���*�� 
� '��'+�, �����

@����� �������� 	�
	����� ���� �������� $��	����-
������ ���	��� C	�������, �����������!"�� ������ 	��-
�	���	����� �	�"��� � ��	���� �	���. : ����� ������ �
�������� ����	���� �� ������
���� ������. A�����������-
!"��� ����� C	������� ������ �������� � ���, ���
����$ ���	��� (���) ���� ��"��� � ���� 	���� � �	�-
��� ��
���	���
� � %� �
���� 	��	������ 	���� ��	���-
������ ��	� &��	���. C	������ �����: «��!�� 
�����
����$ ����� � ��, %� ����
��%��� �	�%��
� ���	��-
��� ��	��� ��, 
 ���	�$ ���%�� �	�����
� �
	�%��
�,
������� �	�
�
���� ��	�����$ 
������
� ��� ��"����,
�
������ 	����	� ���	�� ������ �� 
	������� 
 ��!������-
��	��� 	�

������». A����������� 	��� $��	��� � �	�#��-
�� 	�
	����� C	������ ������, ��� �� 	���	���	�����
�	�"��� ���#���	�#�� ���	����� � ��	���� ����������-
��, ���������� �"� ���������� ������� ������ $��	��� �
��	����.

K

H

Kc

( )Y λ

0 ( ),cK a Y= σ π ⋅ ⋅ λ

( )Y λ a

H b
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�������	
�� �������� �� �������	 �������	������ ���-
�		 ��	��	���. ����� 	��������� �����	�� �	�	���� ���-
�	�� ������	������ ��������	�
 . !�����	
 � ���������


�������		 �� ���� 	 ��������	
 � �����	�� ����	�� �	���
2� (�	�. 8.15, �). ����� u0 — �����"	������ �����	� ����
�-
"		, ����������� �����	��� ��� ����	�� � �	�	"� ��#�
�:

(8.49)

�� � — 
���� ��������	 
����	���.
$� �	�. 8.15, � ��� �����	� ����������� ������% ���-

������	�� ���. &�� ��� ���� �����	�� ����������, �� ����	��
������� ��������� �
���'��	� ������� �����		 ����
�"		 �
����, ��	����%��� � ����	��, 	, �������� ������ ����, �
���-
'��	� ���������� ��������	�, ������� ���� ������ 	�����-
������ ������ D. �����'���� ������� �����	� � �����	�� ����
����������� ����� ������ ���������	�� �D�. &��	
 ����-
��
, �������	� ����	�� ������� ���������	� ������� ����-
�		, ������ �����	 ���������	�� ��D, ������� ����*�	� �
���'	�� ����	��. +����������, ��	 ����	���		 ����������

��������	� �  ���������
�� �����	� ����	�	��� 	 ����

���������� ������% ���������	�� . ����������� ��
������ ��*�����	� �����		, ��	��	�� �������� �������	��-
��	� ��	���	� �����'��	�, �������� ������
� ����	�� ����
����	 ������ ��	 �����		, ��� ������� �����	�, ���������
��
��	 ����	���		 �	�� ����	�� �� da, ���� ���������� ��

σ0

u E0 0
2 2=σ / ,

���. 8.15

′σ0

OB D′ ′
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������	� ���* ������ �����		, ��������* � �� �����
. +��	 ���
�����	� �� �����������, �� ����*�	
� ����	�	�� ���������
��������	� . ���������
�� �����	� ������"	�������

�����	 ���� ��������	 ������ ����	�� (�
. �	�. 8.15, �).
������ ���� ��������	 	
��� ���
������� ������� �����	-
�� ����	��:

(8.50)
�� � — �����	"	���, ��	����%�	� ��������������� ���
�
	 ���
���� ����. ���%� ���������
�� �����	� ����

(8.51)

3�������� ��'��	� 6. 3���	�� � ��������		 �����	�� �
���	��	����	
 �������
, ��	��	�� ��'�� ������	� �����	-

"	���� .
������	� ������	� � � (8.51), �����	


(8.52)

������������ �����	�  ��������� � ���'	�� ����	-

��, �� 	����������� �� ���������	� ����� �����*����	 ����.
�������	
 �����  ������% ������, ������	���
�% �� ����-
�����	� �	�	"� ����� �����*����	. ��	��	�� ��	���  ��-
���*������� �����	�� ����, ��� ������	
�������� ��������-
���� ������ �� ����� *����	* 
����	���� �	�� ������, �����-

� ����� ���
� ����	% ��	��	��� ��	���	 ��	
��	
�� ����-
�� �� ������. 7����	�, ������ ������, ������	���
�� ��
���������	� ����	�� �	��� 2� (�� ���������	� ��* �����*-
������ ����	��),

(8.53)
!��	'�
 �������	� �����"	������ �����		 �� ���������-

��� �����	�� � ����	���, ��	�����, ��� ���'�	� �	�� ������

�� �����'�%�; ���	�	�� �����		  �������� ���	"��������,

��� ��� ��� ��������� ����
 ��	 ����	�		 ����	��, ������ W
���� �����	�������, ��� ��� ����	�	���� �����	% ����:

(8.54)

��  — �����"	������ �����	� ����
�"		, �����������
�����	��� ��� ����	��. ���������� �������	� (8.54) �����-
���� ������	� ����	�� � �����	��.

σ0

A c a= ⋅ 2,

U u A E c a��� = = ⋅0 0
2 22( / ) .σ

c =2π

U a E��� =( ) / .πσ0
2 2

U���

γ
γ

W a=4 γ.

U���

U u
a

E
a= − +0

0
2 2

4
πσ

γ,

u0
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=������� ����		 ��	��	���, ���	 � ����	���	�
 �	��
����	�� U �
���'�����, �.�. ���������
�� �����	�

 ���� ����'� �����		, ������	���
�� �� ����	��-

�	� �	�� ����	�� , �� ����	�� ���� ����	 ��
����	�-
������ ��� ����	���	� ���'��� �������	 (��������	� ).

+��	 ���	�	�� U ����	�	������ , �� ���-

�	�� ���������������� �� ����.
&��	
 ������
, ��	 ����	���		 �	�� ����	�� �� da ���-


���� ��	 ������:

1)  — ���	�*�	� ������	����� �������������	� ���-

�	��;

2)  — ����	�� �� ���������������� 	�	 
���� ����	-

������ ����	����;

3)  — ��	�	������, ��������� �������	�, �������-

����%��� �������	�����
� ��	���	% ��	��	���.
=������� ������
� �����%, ���	������"	����� ������-

�	� (8.54) �� �	�� �, ����
 ���	�	�� ��	�	������� �������-
�	� , ��'� �������� ���	�*�	� ������	����� ����������-
���	� ����	��, ��	 ���������� ���'��� �������� (�������-
�		 ):

	�	 (8.55)

���%� (8.56)

?�� ������� ����
�"		 , 	
�%��� 
���� ��	 ���-
�	������� ����	�� �����	��, ����*�	
� � ���
��� (8.56)

�
���� � ������	�� ������	� :

(8.57)

��  — �����	"	��� ��������.

( ) /πσ0
2 2a E

4aγ
σ0

( ) /πσ γ0
2 2 4a E a<( )

dU

da
<0

dU

da
>0

dU

da
=0

σ��

σ0

dU

da

a

E
=− + =

2
4 00

2πσ
γ

( ) / ,πσ γ0
2 2a E =

σ γ π�� = ⋅( ) / ( ) .2 E a

( )εz =0

E / ( )1 2−μ

σ γ
π μ�� = ⋅ −

2

1 2

E

a( )
,

μ
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!��	�	
���� ��	�	������� ��������	�  �� �	�� ���-
�	�� � ����������� �� �	�. 8.16.

3� �	����� ������, ��� �� 
��� ����	���	� �	�� ����	-
�� ��	�	������ ��������	� �
���'�����, ������%�	��� 	�-
����� �����		 ����*�	� � �	���	�����% �����	%, ������-
%��% ����	���	� �������	 �������������	� ����	�� � ���-
������� ������	�, ��������
��� ��������% ����� � 
����	�-
��; �����'��	� ���� ���� ���	�� �������� *�������.

������ �� �����	�� ��	�������� � ���� (�����	��) �����-
���	� 
���'� ��	�	����	*, �����
� �� ����	� 
���* ���
�-
��� ������������ �����		 �� 	* ����	�	� �����������. �-
���� �� �����	�
 ���'�	* �������� (������	���� ����, ��-
��
����� �������	 	 �.) ����	�� 
���� ���	����� ��	�	��-
���� �	�� , ��	 ������� �������� �� �������������	�

��	 
���
 ��������		, �����
  (�
. �	�. 8.16).

3� (8.55) 
���� ������	�� �� �������� ��������	� 

��	�	�����% �	�� ����	�� :

. (8.58)

?�� ������� ����
�"		 ���
��� (8.58) ���� ����%���:

(8.59)

A������	� �� ��������	�  	  ����	����	 ���-

������%� ����� �������� ��������� ����		 ��	��	���. A ��	�-
"	��, ���� ��	�	�����% �	�� ����	�� 	 ���'�%% ��������
(��������	� ), 
���� �������	�� ����� �� �	�� ����	-
��, �������	��%��% ������� ���� ������ ����	.

σ��

���. 8.16

a��

′σ��

σ0

a��

a E�� =( ) / ( )2 0
2γ πσ

a
E

�� = −
2

1 2
0
2

γ
π μ σ( )

.

σ�� a��

σ0
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3� 	���������� 
���� ����%�	��, ��� ��������%� �������-
���, ������	��%�	��� 	�	 ������	�� ����	��%�	��� ����	-
��, ������� ������ �� ���� 	�
����	� ���'�	* �����	� (	��-

	����	� �������	, ���	���	� ��
��������, �����	� �����-
�	���� ���� 	 �..) 
���� �����	�� ��������	��� ����	�	�.

8.5. ������	 
�����	 ������. 
����	���� � �����	���� ������� ������

6�� ��� ��
�������, ����	� ��	��	��� �������	�� ������
�� 	������-*����	* 
����	����, �����'�%�	*�� *�����, ���
���������	� �����	������ ���� � ���'	�� ����	��. ��	 ���-
��'��		 �������* 
����	���� � ���'	�� ����	�� ����������
���� �����	�����	 ����	��� �� ��������	* 
	���
����� �
�����* ���� 
	��	
����. �����	����	� ����
�"		 ����	-
�	��%� ������, ������	���
�% �� �����'��	�, 	�	, ��� ����-
���, ����	�	��%� �������� �����'��	�.

?������'�� ����	�	� 
�*��	�	 �����'��	� ������� � ���-
���	����	
	 	 ������	
��������
	 	��������	�
	 ����	�-
����� ������� ?�. 3��	�� 	 ����������� ������� +. �������,
��	
��	�'	* ����	% ��	��	��� �� ����	*������� �����'�-
�	� 
����	����, � ������* �������������	� ����	�� �����-
�������� �������	
�� �����	������ ����
�"	�� �������
���� 
����	��� � ���'	�� ����	��. ������� �����������
	��������	�, 3��	� 	 ������ ������	�	 ���"��"	% ���-
�	*������� �����'��	�, �������� ������� ������� �����		 ��
�������������	� ����	�� (���������	� ����* �����*������)
����
������� ��������� ������� �����	����	* ����
�"	�
������� ���� 
����	���, �������������� ���� ������
 ���-
�	��, � ����� ������� �����		 ���	�����, 	�������� ��'��	�
����		 ��������	.

����������� ���"��"	� ��������� ���	 �� 
���
��	����	*
��������� ��	 ���	����		 ������ �����		, �������%���� �
���'	�� ����	��. B���
���	
 �������� ���"��"		. C���� ��-
������� ����	�� � ���� �����������	���� �� ���	�	�� da, ������-
�� ������ ��*�����	� �����		, ����� ����������� �������	-
������ ��������� 
��� ������� d�, ������	���
�� �� ��������-
�	� ����� �����*����	 ������% dA, �������
�� 	��
�
� 	�	�-
�����, 	 ������
 �����		, �������%�	
 � ���'	�� ����	��:

(8.60)
�� G — 	�����	������ ��������%����� ������� �����		,
����������� ����� ����� �����		, ��	*���	��� �� �	�	"�
�����	 �����*����	 ����	��.

d�= ,GdA
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E	�	����	 G �������� �����	��, ������% ����*�	
� ��-
����	�� �� ���������	� ����� �	�	"� �����	. C�
 ����'�
G, ��
 
����	�� ���'� ������	������� �������������	% ���-
�	��. F����	� ���������� ��������	� ���� � ����	���, ��-
������ ���
��� (8.60), ����������� ��	 ����������
 �����-
�		 	�����	�����	 ��������%����� ������� �����		.

����� �����		 G, �������%��� � ���'	�� ����	�� ��	 ��
�������������		, �� ��������	% 3��	�� 
���� ���	��	��
��� ������, ����*�	
�% �� ���������	� "���������	 
����	-
��� �����	 ����	��, �.�. ��� ������ �	� �"�����	� � ���'	��
����	��.

�������	
, ��� �����	 ����	�� �� �	��  �������
������ (�	�. 8.17), � ������
 �������� ��	������ �	�� �"����-
�	� (�������� '��	*���
	 �	�	�
	), ������ �� ���	�	�� ��-
������	�
 �� ���'��� �������	 (�������� ����'��
	 �	�	-
�
	), ������%�	
 ���� ����	��� � ����'��
 ���� � ���-
����	� �������.

��	 ����	���		 ����	�� ��  �����*����	 �������-
���
��� ������� ��������%��� 	 ������ ����	�� ����	�	��-

���� �� 2 .
&�� ��� �������	������ ��������� 3��	�� �������� �� ���-

�	�� �����		 �����	* ����
�"	� � ����������	 ������ ���-
�	�� ��� ����� �����	����	* ����
�"	�, �� ����������-�-
���
	�������� �������	� 
���� ����
���	���� ������� ��
������ �	�� ����	��, 	�������� �����������%�	� ��	
���-
�	����	� ���
���. B�����, �����'��
�� ��	 ����	���		

����	�� �	�� I �� ���	�	�� , ���� ����������� �������-
����%��� �����	�� �����	* ����
�"	� (�	�. 8.17, �).

Δa

���. 8.17

Δa

Δa

Δa
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(8.61)

��  — �����	�, ������ ������, ������	���
�� �� �	�	"�

��	�����	� �����*����	 ����	�� �	�� I;  — �	��, ��-

����%��� �� ������� �� � � � + dx; v — ����
����	� � ���'	��
����	�� ���� ��	 �; r — ��������	� �� ���'	�� ����	�� �
����
���	���
�� ����	 �� ��	 �.

��������� ������	�  �� ���
��� (8.17) ��	 r = x, = 0

	 v �� ���
��� (8.21) ��	  �����	


(8.62)

A��	����
 	�������, 	�������� ���������� 

(8.63)

��������� (8.63) � (8.62), �������


	�	 ������������

(8.64)

H�����	��� 
���� �����	�� 	�����	������ ���������	�
�����		 �� ����	� �	��� II 	 III:

(8.65)

(8.66)

G a v dry

a

I2 2
0

Δ
Δ

= ⋅∫ ( ),σ

GI

σydr

σy θ

r l x= − =Δ θ π,

2
I I

I
0

2 2
I

0

4(1 )

2 2

4(1 )
.

2

a

a

K Ka x
G a dx

E x

K a x
dx

E x

Δ

Δ

− μ Δ −
Δ = ⋅ ⋅ ⋅ =

π π

− μ Δ −
=

π

∫

∫

x a= ⋅Δ sin :2 α
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IΔ Δ=
−
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π
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E

KI I= −( )
.
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E

KII II= −( )
.
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G
E

KIII III= −( )
.
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2μ



512

?�� �������� ������������ �������	� ���
��� (8.64—
8.66) ���	'���� � �	�

  (8.67)

A������ ������	������ �������������	� ����	� �	��� I, II,
III 	�����	�����	 ���������	� �����		 ��	�	
�%� ��	�	-

����	� ������	�, ������ 

H�����	��� 63$ ������� �������������	� ����	� ��	�	-


�%� ������	�, ������ 
������� ��'�	���������, ��	*�	
 � ��
 ���	��������


��	���	�
 �����'��	� — �������	�����
� 1) 	 �	����
� 2):
1) �������������	� ����	�� ���� ���	�*�	�� ����, ���-

� 	�����	������ ��������%����� �����		 ���	���� ��
������ 
����	��� ��	�	������� ������	� 

2) �������������	� ����	�� ���� ���	�*�	�� ����, ���-
� 63$ ���	���� �� ������ 
����	��� ��	�	������� �����-
�	� 

3���, �������	����	� ��	���	� ������ �������������	�
����	�� ���� 

=	����� ��	���	�:

A��	�	��  ������%� ���
���� 	�	������, � ���	�	��

 — ������
� 	��
�
� 	�	������.
��
��	
, ��� ���
��� (8.64—8.66) �������	�� 	 �� ��	-

�	����	* ������	�  	 
=���� 
��� �	����
 	 �������	����	
 ��	���	�
	 ����-

������� ���
���� (8.67):

  (8.68)

3��	� �������, ��� �������	����	� 	 �	����� ��	���		 ��-
�	�������, �.�. ���������	� ��	�	������� �������	� �� ���	-

�	�� 	�����	�����	 ���������	� �����		  ���	��������
���������	% ��	�	������� �������	� �� ���	�	�� �����	"	-

���� 	�����	�����	 ��������	� . �����
� �� ����	*���-
���� �����'��	� ��� ��	���	� �����'��	� ��*����%���. A ���-
�	 � ��	
 �����	� «*������» 	 «����	*������» �����'��	� ���-
�� ��#�	��%� � �	� ���
	� — «*������ �����'��	�».

G K EI I= 2 / ; G K EII II= 2 / ; G K EIII III= 2 / .

G G GI II IIIc c c, , .

K K KI II IIIc c c, , .

Gc =const;

Kc =const.

G Gc= .

K Kc= .

Kc

Gc

Kc Gc .

K G EI Ic c= ⋅ ; K G EII IIc c= ⋅ ; K G EIII IIIc c= ⋅ .

Gc

Kc
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8.6. ����������	 ����� 
����������� 
������������ ��������	 �� ���!� ����	

���� 	� ������'	* ���� � �������* �� ��������� ���
��-
��� ��������"	� � ����	��
	 �������� ��������	� �����	-
"	���� 	�����	�����	 ��������	�. +����������, �� �����	-
����	* �������� ����� �� ������
	 
����
	 
���
��	��-
���� ����		 ����	� ����'�� 	������ ���������%� �������,
*��� 	 
���� ������, ��	�
� ���	����	�. =��	 �������-
�
�* 
����� (
��� ������������	, �������	����	� 
���,

��� �������* ���
����� 	 �.) ��	����� �������
 	 �����-
��
 �������� ���
� �������. 6����� ����
���	
 ��	�"	�	���-
��% ������� ����� 
����.

����� ��������� ���	��	�� 63$ � �� ����������� �����	-
�� � �	������ ����	��� �	��� 2�, ������	���
�� �����-

���� ������������
 ��������	�
  (�
. �	�. 8.4).

������
 �����	� I—I ���, ����� ��� ���*�	�� ����� ���-
'	�� ����	�� (�����	� 
���� ���� ��
���
) 	 ���	'�

�������	� ��������	� �� ���� (�%���) ����	 � �	� ��

�
�����"	� �	� �� ��� �.

F�	�	�, �� �����%����� ����� ����	��, ���� ����� 
�����	������� ��	�	�, �������
�� ��������	�
	 � ���"��

����	��, � ���������� ���"�����"		 �����  B��
�� l

����������� 	� �����	�, ���  ��	 r = l ����� ��
	������
�

��������	% .

=������� (8.17) ��	  	 r = l   �����	


���%� 

F������	� ��������	� ���� ����%�	
:

������	� ������	�  ����� 	�����	�����	�,

�����	


 

σ0

2 0σ a;

2
0

σy

l

dr∫ .

σy

σ0

θ = 0 σ σy = 0

σ π0 2=K l/ ,

l K= 2
0
22/ ( ).πσ

σ σ0
0

2 0a dry

l

− =∫ .

σ πy K r= / 2

l K= 2
0
22/ ( );πσ σ

π πσ0
0

2

02
a

K

r
dr

K= =∫ ,
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���%�

�����	�	 ������ ������	� �.
B���
���	
 �����	�� ��������

'	�	�� b � ����	��� �	��� 2�, ���-
���	���
�% �����
���� ����������-

��
 ��������	�
  (�	�. 8.18). &��-

������ ���	��	�� 63$ �. ?�����
����� ����������� 	������ ��	

 ��	  ���
�� �����	��
�� ��	��� �� �����	"	��� 	����-
�	�����	 ��������	�, ������

������
 �����	� I—I 	 ������	��� �������� ����� ��-
����	
 �������	� ��������	� � �	� ��

� �� ��� �. F�	�	�, ��

�����%����� ����� ����	��, �����  ?�����	�������

��	�	�, �������
�� ��������	�
	 � ���"�� ����	��, ����� 

A ����
 ������ 
F������	� ��������	� ���	'���� � �	�

������	� ������	�  	 	�����	���, �����	


���%� 

K a= σ π0 .

���. 8.18

σ0

b a< 3 . b a≥ 3

K a=σ π0 .

2 0σ a .

2
0

σy

l

dr∫ .

l b a= −( ) / .2 2

2 2 00
0

σ σa dry

l

− =∫ .

σ πy K r= / 2

( 2 )/2 ( 2 )/2

0
0 0

( 2 )/2

0

2 2

(2 ) 2 ,
2

b a b a

b a

K K dr
a dr

r r

K K
r b a

− −

−

σ = = =

π π

= ⋅ −

π π

∫ ∫

K
a

b a
a

a

b a
=

−
= ⋅

−
σ π σ π0 0

2 2
.
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=������� ����. �. 22 ������ ���
���, ��	����%��� �����-
����� '	�	�� �, 	
��� ����%�	� �	:

B���
�������� 
��� 
���� ���� �������
 � �����	��-
��	* �������* ��� � �����
 ����������	�
 ����	� 	 ������-
%�	* ��������.

8.7. "��!��� #���
������
 ���
���� �����$��� 

������
������# ���������

F����	� ��������	 ��	 �������* ���
����� ��������"	� �
����	��
	:

(8.69)

(8.70)

F����	� ��������	 ��������%�, ��� ��	 ���	���		 ���	-

�	��
	 � 	 G ��	�	������� ������	�  	  ����	�� ���	-

���� ����������������. ?�� �������	� �������� ���
�����
��������"	� � ����	��
	 ����*�	
� ����������� ���	�	��-

	 ��	�	������� �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	�

 	�	 ������� ������ �����'��	� . A��	�	��  	 

����%��� �������
	 *�������	��	��
	 ������	����	� �����-
'��	% 
����	��� 	 �������%��� ������	
�������� ��	 	�-
�����		 ���"	�����* �����"�� � ����������		 � 
���	����	-

	 ������	�
	 B?-50-260-81; B?-50-344-82. ��	 ������	
��-

������
 ��������		 *�������	��	�  	  ����*�	
� ��-

������� ��������	�, ����� ���� �����	�����	 �� ��������		
����	�� �� �����'��� 20% �����	�� ����	��, ��� ��� �
����	���
 ������ �	������ 
�*��	�� �����'��	� ����	
��	-

�. F�������� ��������	�, �������� ������	
��������
 ��-
��
, �����������, ���� �����'�%��� ��������	� � �����-��-
���		 �����"� �� �����'��� 0,8 �� ������ ��������	 
����	�-
��. C���� �����'��	� �����"� ���	�� *����	� *�������, ���
����	�� ����� ������������ �����	%

(8.71)

K a
b

a

a

b
= ⋅σ π

π
π

0 tg .

K K K K K KI I II II III III< < <c c c; ; ;

G G G G G GI I II II III III< < <c c c; ; .

Kc Gc

Kc Gc Kc Gc

Kc Gc

H K c≥ 25 2( / ) .I σ�
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6��� ���� �����	�����	 �����
	�	 ����'� ����	�� �����	��, ���-
�	���� �������� ��������� 
����	���
� ���� �����	�����	 	� ��	����%�	*

��������. A ���
 ������  	 � ��-

���	�* �� ����	�� �����	�� 	
���

���� ������� ��������	� �������	�
(�	�. 8.19, �).

6��� ���� �����	�����	 
���, ��-
������	 
����	��� � ���� �����	�����	
�� ���	�*�	�. A ���
 ������ 	�-�� ���-
�	�������	� ������%���� ��������


����	��� ����
�"	�  	 � �����	�* �����	 �����	��


����	�� ��*�	��� � �����	�* ������� ����
�"		

(�	�. 8.19, �). $� �����*����	 �����	�� , �����
� 
���-

�	�� ����� ��*�	��� � �����	�* �������� ������������
�������	�.

K���� ������ ����%�	� ����: ���	 ����'��	�

, �� 	
��� 
���� ������� ����������� �������	�; ��-

�	 ����'��	� , �� � ����	������� ����	 ����	��

�����	�� 	
��� 
���� ������� ����
�"	�. ?�� ������� �-
���
�"		 �	�	���
 �����'��	�
 �������� �����, �� ����-
���� ������������ �������	� — ��	�. 7�� ��#�������� ��
,

��� ��	 ������� ����
�"		  ��
���� 
���'�, ��
 ��	

������
 ����������
 �������		. &��	
 ������
, 	�
����
����	�� �������� �����"�, 
���� 	�
����� ����������-��-
���
	�������� �������	� � ���'	�� ����	�� �� �������� �
��#�
����. &�� ��� � �����"�� ������ ����	�� �����	������
���� �����	 ����	�� ����	���, �� ������� �����		 �� �����-
'��	� ���� 	�
������� � ���	�	
���	 �� ����	��. =�����-
������, *�������	��	�	 �������	 �����'��	� — ��	�	����	�

�����	"	��� 	�����	�����	 ��������	�  	 ������� ����-

�� �����'��	�  ����%��� ���	�	��
	, ���	���	
	 �� ���-
�	�� �����"�. $� �	�. 8.20 �������� ����	� 	�
����	� ���	-

�	��  �� ����	�� � �������� �����"� 	 �����	� �������-

����%�	* �����"�� ����� �����'��	�.

���. 8.19

σz =0

εz =0

σz =0

r

H
� →1 0,

r

H
� <<1 0,

τmax

Kc

Gc

Kc
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3� �	����� ������, ��� ���� ����	�� �����	��  �

����
	�������� ������	 ��	 ���'	�� ����	�� ��������	��-

���� ������� ����
	�������� �������	� 	 ���	�	��  ����
����������� ����� �������� �����'��	� (��	�	����	� �����	-
"	��� 	�����	�����	 ��������	� ��	 ������� ����
�"		

, ��� ��� �����'��	� ���	�*�	� �� I �	�� ����
 ������ ���

������* ������. ��	 ������'�
 ����	���		 ����	�� ���-

����� �����'��	�  ��*�������� ����������. 6��� 

�������� �����'��	�  ���	���� 
���	
������� ������	�,
������� ��	�	
����� �����
 �������	 �����'��	� ��	 ����-
��
 ����������
 �������		; �����'��	� �����"� ���	�*�	�
��	��
; �����*����� �����'��	� ������������� �� ����
 45° �

��	 �. ��	  �����'��	� ���	�*�	� ��	 ������*
��	��*, �������%�	* �� ���	�	� ��������, ��*���	*�� � ����-
�	�* �������� ������������ �������	�; � "���������� ����	
�����	�� 
����	�� 	��������� ������% ����
�"	% 	 �����-
'����� ������
. �����
� ���
� 	 ���
��� �����"�, ������ ��-
������	� 	 �����	� ������	
���� �������	�	������.

A������� �����'��	� ���	�	� �� 
���	* ��������: ��������-
�	� �������������	� ����	��, ���
���������	, ��
��������

	 �.. ?�� �����	������� 	����������	� ���	�	��  ����� ��-
����������� ������	�
 � �������		 
����	��� 	 �����	�* ���-
����	� 	������	�. ��	 	���������		 �����"�� ������ ��	
�-
�	� �������� �������	 ��������	� ��������� ����	��, ����-
���
�� ������	������
 "	��	����	
 ��������	�
 �����"�.
?�� ��������	� ��	�	������� �����	"	���� 	�����	�����	

��������	�  	�������%��� ��
������� �����"� (�	�. 8.21).

H H> I

Kc

K cI

K cI H H= 0 ,

Kc

H H H0 1< <

���. 8.20

Kc

K cI
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A *�� ������	
���� ���	����-
%��� 	����

� ��	�������* �
�����"� �������� 	 ����
����	�:
F = F(v) 	 F = F(f) (�� v — ������-
�	� ����	�� ��	 ��������		; f —
����	� ��	 	��	�� �����"��). $�
�	�. 8.22 ����������� ��	 *����-
�����* �	�� 	����

.

���!	���� I ����� �	� 
���	-

�
 ������������� � ������* 5%
����. 6�	�	����	� �����	"	���

	�����	�����	 ��������	� 

�����	�������� �� 
���	
������ �������� , �����������-

%��� 
�
���� ������ �	���	� ����	�� �� ��#�
���� �����-
������� �������	� ��	 ������� ����
�"		, ��� ��� �����'�-
�	� ���	�*�	� ����
 ������ �� �����
� �	�� (�
. �	�. 8.5).

���	���"������ ���� ������������� 
��� �������, �����-

����� �� ����
 , ������� �������� �� 5% 
���'� ��������
����  ������� �	������� ������� 	����

� � ��	 v. &�� ���
�����	����	 ����
	�������� ��#�
 	
��� 
���% ���	�	��,

�� ���	�� ��	 ���	����		  �����	�����% �������� ��
�	�� ����	�� �� �����, � �������* ��	�	
�%� ��������%
�	�� ����	��.

���!	���� ��"� II 	
��� �� 
���	
�
�, ��	��
 ������
������������� � ������* 5% ���� 	 ������������� 
�
���� �-

���. 8.21
K cI

FQ

β
α

K cI

���. 8.22
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��	�	������� ����� ����	��. ��	 ��������  ���	�*�	�

������ ����	���	� ����
����	� (������) ��� ����	���	� 	�	
��� ��	 �
���'��		 �������	. 7��� ������ �������������
���'	
�
 ������
 	 ���������	�
 ������� ���
��� 	���
�
� �����	�* ������� ����
�"		. ?������'�� ����	���	� ��-

�����	 � ������	�  ��	��	� � �����'��	% �����"�. ?��

���	����	� �������	 �����'��	�  	�������%� ���	�	��

�������	 , ��	 ������� ���	�*�	� ������.

���!	���� ��"� III 	
��� 
���	
�
 �� ������
	 5% ����.

?�� ���	����	�  ��	�	
�%� �������� , �����������-

%��% ����� ���������	� 	����

� � ������� ���
��, �����-

�������� �� ����
  � ��	 v. ����������� ����� �������	��,

��� ����
����	� �� �������	  �  ���	�*�	�� �

���������� ����� ����	��, � �� ����	�	� �����	������ ����-

�"		.

A��	��	
 �������� �����'��	� �� ���
��������� �����	-
�� �	��� l 	 ����	��� �, 	
�%��� ������% ����	�� �	��� �,
����������� ���������� �	��� F (�	�. 8.23).

=�	���
, ��� �����	�� ����
	������ ������. �� �����	-
�
 �	�� F �����	�� ��	�	��� �� ���	�	�� v, �����% ����
�-
���	% ����	 ��	�����	� �	��.

3� ����� «=�����	����	� 
����	����» 	�������, ��� ����-

����	� v ���� ������"	������� �	�� F:

FQ

Fc

K cI

FQ

K cI FQ

β
F Fy Q=0 8, FQ

���. 8.23
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(8.72)

��  — �����	"	��� ������"	���������	, �������
�� "
-
������
���� "������# (���	�	��, �������� ��������	):

�����"	������ �����	� ����
�"		 �����	�� � ����	���
��	 ��	���		 �� v �����

(8.73)
��	 ����	���		 ����	�� �� da ����
����	� ����	 ��	��-

���	� �	�� ����	�	��� �� dv. B�����, �����'��
�� ���'��� �	-
��� F,

(8.74)
C���� ������ ���� ��������� �� ����	���	� �����"	���-

��� �����		 �����	�� �� dU � ����	 � �� ��	���	�
 �� dv:

(8.75)
�����'���� ����� ������ ���� ��������� �� ���������	�

����� �����*����	 ��	 ����	���		 ���
��� ����	�� �� ���	-
�	�� da:

��  — ������ �����'��	� �����	�� ����	��� �.

���%� ������� ������ �����'��	� , ��	�����, ���

 ����

(8.76)

�����	����� �����"� ����������� �������������� ��
	����

� «�������� — ����
����	�». F������	� ����������-
����
	�������� �������	� � ���'	�� ����	�� 	 ���� ����-

��% ������ �����'��	� , �� �����������%��� ���
��� ��-

�	���%� �������� �����'��	�:
�� ������� ����
�"		

(8.77)

v c F= ′ ,

′c

′=
− ⋅

c
l

b a H E( )
, .

�


$

U F v F ci= ⋅ =( ) / ( ) / .2 22

dW Fdv= .

dU F dv d F c= ⋅ = ′( ) / ( ) / .2 22

2G da dW dUcH = − ,

GcH

Gc

′ =c f a( ),

G
H

dW

da

dU

da H

F dv

da

d

da

F c F
c = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= ⋅ −

′⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=1

2

1

2 2

2 22

2

dc

Hda

′
.

Gc

K
E

Gc c=
−1 2μ

;
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�� �������� ������������ �������	�

(8.78)

3�������� ���
��� (8.76), ���	���	
 �"���� �������	
�����'��	� �� �����"� � �	� ��*���������� ����	
(�	�. 8.24).

L��
 ����
���	���� ����	 ��� ���������� ����	 �	���
�, ������� h, ����	��� �, ����������� �� �������
 ���"�
�	��� F.

3� ����� «=�����	����	� 
����	����» ����	� ����	 �����

����
����	� ����� ��	�����	� �������	 ����

���%� �����	����� �����"�

�� ���
��� (8.76) ����


(8.79)

A������� �����'��	� �� �������� ������������ �������	�

(8.80)

�� ������� ����
�"		

(8.81)

��  — ����"	�, �������
�� � 
�*��	�� �����'��	� «�-��-

�	������».

K EGc c= .

���. 8.24

v F a EI Fa Eh H Fa Eh Hz= ⋅ = ⋅ =( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ).3 3 3 3 33 12 3 4

2 8 3 3v Fa Eh H=( ) / ( ),

′= =c v F a Eh H2 8 3 3/ / ( ).

G
F

H

dc

da

F a

Eh H
c =

′
=

2 2 2

3 22

12
.

K EG E h a Hc c= = ⋅3 46 3 2, / ( / );/

K
E

G
F

h

a

Hc cI =
−

=
− ⋅

⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟1

3 46

1
2 2 3 2μ μ

,

( )
,

/

a

H
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A ����. �. 23 ����������� �*�
� ���������* �����"�� ��
	������	�, � ����� ���
��� �� ���	����	� �������	.

A ����. 8.1 ��	����� ���	�	��  �� ��������* 
����	-
����, ����� ��	
����
�* � ��*�	��.

$����%� 8.1

3� ����	"� ������, ��� 
����	��� �� ����������	 �����-
�	������� �������������	% ����	� ����	������ ���	��%���.
= ���	���	�
 ��
�������� �������� �����'��	� �
���'���-
��, ��� ������� � ��������	�
 ��� �������
�� �����
�
��
���,
�� ������� ���	
����� �����	�, ����%��%����� � ����*��

������� ��	 ���	���		 ��
�������� 	� �����	����� ������-
�	� � *������. ����*� 
������� 	� �����	����� �������	� �
*������ 	 ������� ��#�������� �����	�	
����% 
�*��	�
��
�����	������ ����
�"		 	 *������� �����'��	�. �����	���-
�	� ����
�"		 � 
������ ������%��� �����	�
 ������ ����-
������* ��������	�, � *������ �����'��	� (�����) �����'�-
���� �� �����	�
 ���
�����* ��������	�. =������	� 
�-
����� ���� ����������� ������'��	�
 *�������	��	�: ����-
�� ��������	  ��	 ������
 ���	������ �����	������

����
�"	�, 	 ��������	�  (��  — ����� �������-

�	 ��	 *�����
 �����'��		), ��	 ������
 ���	�*�	� *���-
��� �����'��	�. +��	 ��	 ��������		 �����"� ��������	� 
���	���� ������	�  ����'� ��
 , �� ���	�*�	� ����-
�	������ ����
�"	�, �������%��� �����	���� �������	�

����	���; ���	 ��������	�  ���	������ ����'�, ���	�-

*�	� *������ �����'��	� 
����	���. ����� ��������	  
�-
������ ����������� ���	�	� �� ��
��������: � ����'��	�

��
�������� �� �
���'�����, � ���	���	�
 — ����	�	������.
7�� �������� 	����������� �� ������� �����	������ �������-
�	 ������� 	 	�����
��������* ������.

K����	��

=���� 3
=���� F8
25M�=H
38M�K=E
C����
?%����
?�����	��
���	��	���
����	�

27,9
18,0
71,3
45,0
3,16

11,06
0,85
0,41
0,13

Kc

3/2
K$/
,cK

σ� ,

σ��� σ���

σ
σ� σ���

σ���

σ�
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$� �	�. 8.25 ����������� ��������� ������	 	����

�
��������	� ����	 ��	 �����* ��
��������* 	 ��������	�

.

3� �	����� ������, ��� ��	 ��
��������  *������ �����-

'��	� ��������� �����"� �����
����:  &�� ��� ��-

����	����	� ������  �� ���	�	� �� ��
��������, �� ��	

���	���		 ��
�������� �  ����� ��������	 ���������� 	

������	��� ��'�  ���	�*�	� *������ �����'��	�

�����"� ��� �������	� �����	������ ����
�"		. &��	
 ����-
��
, �������	� ����� 	 ���� �� 
����	��� ����������� ����-

��'��	�
 ���	�	�  	 . A ���	�	
���	 �� ����, ����� ��-

�	�	�� 
���'�, ������	� �����	������ ����
�"	� 	�	 *���-
��� �����'��	�.

&�
��������, ��	 ������� ���	�*�	� ����*� 	� �����	-
������� �������	� � *������, ���������� �	�������
� ���"�	�-
��	
� �	�"�
���.

��#�����	� �����	� *������
����	 ��� ����
	��

H.E. 3����, � ��	
��	������ � 
������
 — ����	�� ����
	-
��
 $.$. ?��	������
.

=������� 3���� ��	�	������ ��
�������� *�������	 ����-

������� ���������	�
 ��	���  	 ��	��� 	�
����	� ���-

��� ��������	  �� ��
�������� (�	�. 8.26, �).

σ���

���. 8.25

t1

σ σ��� �> .

σ���

t3

σ σ� ���> ;

σ� σ���

σ���

σ�
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3� �	����� �	��, ��� ��	  
����� �����'����� *���-

��, � ��	  
����� � �����'��	� ���� �����	����	 �-

���
	��������. $� �	�. 8.26, � ������� ������, ���� ��	���
�� ��������%���: ��	���  ������������� ������, � �����-

���	�  	�
������� �� ��
�������� �����. A ���
 ������ 
�-

���	�� ���� �����'����� *�����.
�� ���	�	��  
���� ����������� �"��	���� ������-

����� 
������� � *�����
� �����'��	%.
=������� �*�
� 3����, ����'��	� ������ ��������	 ��	

���������� ��
��������  ����
����� ��	�	�����%

��
�������� *�������	 � ������� ����� �����	* ��
�������

 (�	�. 8.27, �). H�����	��� ���	�*�	� ����
���-

�	� ��	�	������ ��
�������� ��	 �
���'��		 ������	�
 (�	�. 8.27, �).

t t< ��

t t> ��

σ���

σ�

���. 8.26

t��

σ σ� �2 1
>

( )t t�� ��2 1
>

σ σ��� ���2 1
<

���. 8.27
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&��	
 ������
, ��	���	�
 �"���	 ����������	 
����	���

� *�����
� �����'��	% 
���� ����	�� ����'��	� 

��
 ��� ����'��	� ����'�, ��
 ����� 
����	�� ����*�	� �
*������ �������	�. $���*�	
� ��
��	��, ��� 	����������	�
������������ ��	���	� �� ���	���������� �"���	 ��	��	�
����	���* �������� �� ����*� 
����	���� � *������ ������-

�	� ����������� ��������% ��������	� .

8.8. "��!��� 
������
�# �������� #���
���� 
!�� ������� 
������
��	

6�� ��
�������, �������� �����'��	� ����������� ���	�	�
�� ��
��������. 7�����	
���� �������	, ��� � ����	���	�

��
�������� �������� �����'��	� ������ ����	�	������, � ��-
�	���	�
 — �
���'�����. $� �	�. 8.28 ����������� ���	�	-


���� �������	 �����'��	�  �	������	�������� ����	

H533 �� ��
�������� � 	������� 	�
����	� ����	�� �� 25 �
306 

. 3� �	�. 8.28 ������, ��� ��	 ���	���		 ��
��������

� —30° ���	�	��  �� ���* ����	� ����� �
���'�����, �	-

�� — 30° ���	�	��  �
���'����� ������	������.

B���
���	
 �������% 	����

� 
��� ��������� F, ��-
����%��� �� �����	�� ����	��� � � "��������� ����������-
��� ����	��� �	��� 2�, 	 *�������	��	��
	 ����
	����-
�	� 	 �����'��	� (�	�. 8.29).

σ σ� ���/ :

σ���

K cI

K cI

Kc

���. 8.28
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3� �	�. 8.29 ������, ��� ��	  
��� ��������� 	 *����-

���	��	��
	 ����
	�����	� ���������� ����	 �	������ ���	-
�	
����. A ���� ������	 ����	�	������ ��������	� �����������
������	����	� �����'��	% ���
����� ��������"	� 
���� ���-
	���	�� �� ������ �	������ 
�*��	�	 �����'��	� (N.K.B).

3��������	� ��������%�, ��� ���	�	
���� �����'�%�	*
��������	� �� ���
���� �����	�, ��
��������, �	�� ����	�
� ������	 �����	* 	 ������-�����	����	* ����
�"	� ����	�-
��. �����
� �� ������ ����	�� ���� �����	�����	 � 
�
���
�����'��	� ����	��%� ����%�	� �	� �����'��	�: �	�"�
�,
�����	�"�
� 	 ���
�.

��	 ��������*  ���	�*�	� �	�"�
� �����'��	�.
�"���� ������� ����������	 ���
����� ��������"	� ���	���-
	��� �� ��	�	�����
� ������	% �����	"	���� 	�����	����-

�	 ��������	�  	 ������� ������ �����'��	� , �������-

�	���
�
 �� ����������
 	������	� �����"�� � 
�
��� �����-
�	� ����	��. �����*����� 	���
� 	
��� ��	�����	�����%
���������; ���� �����	����	* ����
�"	� ��*�	��� � ����-
��* 0,4—0,5 

.

��	 ��������*, ��	��	��%�	*�� � , ���� �����	����	*

����
�"	� � ���'	��* ����	�� 
���� ���	���� 1,0 

 	 ��-
���. A ���
 ������ ��	 	����������		 �	������ 
�*��	�	 ���-
��'��	� � ������ ����� �������% �	�� ����	��, ��	����-
%��% ������������� ���� �����	����	* ����
�"	� .

F F< �

���. 8.29

F F< �

Kc Gc

F�

r�
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��	 ��������*  ���	�*�	� �����	�"�
� �����-

'��	�, *�������	��%����� ����'����� ��������% ������-
�������	� ����	��, ��������%��� 0,2—0,5 �������	 ������-
�������	� �����	* ����. A �������� ��	���	�� �����'��	� 	�-
������%��� ������	
�������� ��������
�� ��	�	������ ���-
����	� ����	��  	 ��	�	����	� ���
�� ����	�� .

��������� �������	 ��	 ����	*����	* �����'��	�* �� ���-
��	����%�.

��	 ��������*  ���	�*�	� ���
� �����'��	�, *����-

���	���
�� ����'	
	 �����	����	
	 ����
�"	�
	, 	�
���-
�
�
	 ������
	 ���"�����, ���	���	�
 �������	 F � �����

����	��. 3���
 	
��� ������	���% �����*�����. 6�	���	�

����	������	� 	 �������������	� ������ ����	�� ��������

������ ���� �����	����	* ����
�"	� ���� ���'	��� ���-
�	��. 3�����	� ���
� 	 ���
���� �����	������ ����, 	����-
�	������ ����
�"	� � ���, 	* 	�
����	� � �����
 ���'���
�������	 	 �������������	�
 ����	�� ����������� �����
���	������ 
�*��	�	 �����'��	�.

&��	
 ������
, �������� �	�. 8.29, �����'��	� ����� 	
���� �� 
����	��� � ���	�	
���	 �� �������	 
���� ����
*����	
, ����	*����	
 	 ����	
. 3��������	� ��������%�,
��� �	 �����'��	� ����������� ���	�	� �� ��
��������.
=�	������, ��� ����*� �� ������� �����'��	� � ����	*�����-


� ����������� ������ ��	�	������ ��
��������� , � ��-

��*� �� ����	*������� � *�����
� — ������ ��	�	������

��
��������� .

6�	�	������ ��
��������  ��������� ������ ��	���	�


�����* �����	����	* ����
�"	�. ��� ��������	������ ��
��� ������ ��������%��� � �����*����	 	���
� 	 ��	������
���	������, ���� � 	���
� ������� ���������� 50%.

A����� ��	�	������ ��
�������� ��������	������ �� ��	��-
�	% ��
	������* �����'�%�	* ��������	� � �����-�����		

�	�� ������ ��������	 , ��	 ���
 �����'�%�	� ��-

������	� �������%��� �� ��	���	�
  	  �	������ 
�-

*��	�	 �����'��	�.

F F F� �≤ ≤

σc σ��

F F> �

t��1

t��2

t��1

( )σ σy ≤ �

K cI G cI
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$� �	�. 8.30 ����������� ���������� ����	����	* 	�����-
�	� �������* �����	* �����"�� 	� ����	 226 ��	 ��
��������
�� —200 � + 40 °=.

��	 ��
��������  	
��� 
���� ���
� �����'��	�, ��-

�������%����� ����'	
	 �����	����	
	 ����
�"	�
	
, ������%�	
	 ��������������	� ��������	�; ��	�	-

����	� (�����'�%�	�) ��������	� �����'�%� ����� ����-
����	, �������� �������������	� ������ ����	�� �� �����'�-
�� 0,05 �� �������	 �����	* ����.

A 	��������  ���	�*�	� �����	�"�
� �����'�-

�	�, *�������	��%����� ��	�����	������ �����*�����% 	���-

�, �
���'�%�	
	�� �����	����	
	 ����
�"	�
	 ,

����	
 ����	�
  ��	 ��	��	���		 � . ?�� ����	*���-

�	* �������	� ���	����	�  ����������� 	�-�� ����	����-

��* ��� �����	����	* ����
�"	�.

��	  ���	�*�	� �	�"�
� �����'��	�, ��	 �������-

�	�*  
���'� ; �����	����	� ����
�"		  �����-

��%� � ������'	* ��#�
�* � ���'	�� ����	��; �����	"	���

	�����	�����	 ��������	�  	
��� ��	
���'�� ������	�.

&�� ��� ��������	�  	  �� ������ 
�'	� 	 ���
��-

��� ��������"	� �� ����������
 �������* 	������	� �����-
�	������, �� ���������	� ������� ����������	% ��	�	��-

���. 8.30

t t> ��1

emax

t t t�� ��2 1
< <

emax

σ�� t��2

Kc

t t< ��2

σ�� σ� emax

K cI

t��1
t��2



529

��	* ��
������� �� 	������	% �����������* �����"�� � ���-
��
 �����	� ��������	� ������ � ���������"		. ����*� ��
��	�	����	* ��
������� �� �����"�� � ��	�	����	
 ��
����-
����
 �������* ������ ���	���	��� �� ������ ��������	�
�
����	� ��	�	����	* ��
�������. =
����	� ���	�	� ��
���������	���*, ��*�����	����	*, ���������"	����* 	 ���	*
��������, ��	��	� ������* �� �
����	� ��	������ �����	-
�	
�
.

$� �	�. 8.31 ����������� ���	�	
���� �
����	� ��	�	��-
��	* ��
�������  	  �� ������	������� �����	"	����

���"�����"		 ��������	�  � ���'	�� ����	�� �� 
���-

������	���* 	 �	������	�������* ������ ��	 ��������		.
3� ����	�� ������, ��� ����	������� ����	���	� �
���-

�	� ��	�	����	* ��
�������  	  ���	�*�	� �

, ���'� �
����	� �����	����	 �������� ���������
.

7�� ��#�������� ���������	�
 ������	��� ���� �����	����	*
����
�"	� � ���'	�� ����	��.

$� �	�. 8.32, � �������� ���	�	
���� �
����	� ��	�	��-
��	* ��
������� �� ����	�� �����"�� 	� 
���������	���* 	
���	�������* ������ ��	 ��������		.

3� ����	��� ������, ��� ������ ��	�	����	� ��
��������
� ����	���	�
 ����	�� ����'�%��� ����'�, ��
 ������. =��-
���������, � ������������* ��������"	� ����������� ������-
���	� *������� �����'��	� ��'�, ��
 � �����������*.

3�
����	� '	�	�� �����	� �� �
����	� ��	�	����	* ��
-
������� ��	��� ������	������.

t��1
t��2

ασ

���. 8.31

Δt��1
Δt��2

ασ =5
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$� �	�. 8.32, � �������� �
����	� ��	�	����	* ��
��-
����� � ���	�	
���	 �� �����	 ����������� �����	� ��-
���"��.

3� ����	��� �	��, ��� ��	 ����	�����
 ��������		 �����-
"�� ��	�����	� �����* ��	�	����	* ��
������� ����'�, ��


��	�����	� �����*. &��, ��	 ���
���* �����	� 104—5⋅104 

2

����	"� 
���  	  ���	���� 40 °=.

!���	������� ��	��	� �� �
����	� ��	�	����	* ��
����-
��� ��������� ���
�� ����	��. $� �	�. 8.33 ��� ���	�	
����

���. 8.32

Δt��2
Δt��1
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�
����	� ��	�	����	* ��
������� �� ���
��� ����	�� ��	
����	�� �����"�� � 25 

. ����	�	 ��������%�, ��� �
���-
�	� ��	�	����	* ��
������� ������ � ���
��� ����	��

 

. ��	 ������'�
 ����	���		 ���
��� ����	�� �
�-
���	� ����	�	������ ������	������. $���� ��
��	��, ��� �
�-
���	� �����* ��	�	����	* ��
������� � �����
 ����	�� ��-
��� ����	������, ��
 �����*.

6�	�	����	� ��
�������� *�������	 
���� 	�
����� ���	-
�����	�
, ���
�����������, 	�
����	�
 *	
	������� �������

����	���.

= ���	���	�
 ��
�������� ������ ��������	  	 ����-

����	  
���������	���* ������ ����'�%��� �� ��������-

"	�����
� ������:

(8.82)

(8.83)

��  	  — ������ ��������	 	 ��������	 ��	 ��
����-

����  (293 6);  	  — *�������	��	�	 
����	���; t —

��
�������� 	������	�.

a ≅ 40

���. 8.33

σ�

σ�

σ σ β� � �= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥0

1 1

0

exp ;
t t

σ σ β� � �= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥0

1 1

0

exp ,
t t

σ�0
σ�0

t0 20= = β� β�
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!��	�	
����  �� ������ ��������	 �������� �� �	�. 8.34.

!�����	�  ����������� 	� ���������  ��	

t = t*:

  (8.84)

��  — 	��	���� ������	����	� ������� ��	 6

( ); t* — ��
��������, �����������%��� ��	�	�����
�

�������	%, ��	 ������
 �����'��	� ���	�*�	� ��	 �����-
���		 
���������	����	* ����
�"	� 	 
	�	
�����
 �����-

�		 �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	� .

6�	�	������ ������	� �����	"	���� 	�����	�����	 ��-

������	�  ��	 *�����
 �����'��		 ( ) ���������-

�� ��������"	������ ���	�	
����%:

(8.85)

��  — �����	"	���, ���	���	� �� 
����	��� 	 �����	� ��-

������	�;  — �����	"	��� 	�����	�����	 ��������	�

��	 ��
��������, ������ ; t — ��
�������� 	������	�.

β�

���. 8.34

β� σ σ σ� � �	
= =

β β
σ σ

σ σ� �
� �

� �

	

	

=
lg( / )

lg( / )
;0

0

t
t

*
lg( / )

,
,= +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

−
1

0 430

1

0
σ σ

β
� �

�

	

σ�	
t0 293=

t0 20= =

K cI
*

K cI t t< ��2

K K t tc c KI I= − −⎡
⎣

⎤
⎦exp ( ) ,β ��2

βK

K cI

t��2
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$� �	�. 8.35, � �������� ���	�	
����  �� ������

��������	  �� �	������	�������* ������: 1 — �� 
�
��-

�� ����	������	� ����	��; 2 — �� 
�
���� ��������	 ���-
�	��.

!��	�	
����  �� ��
�������� 	������	� 
���� ���-

����	�� � �	�

(8.86)

��  — �����	"	���, ��������
�� ������	
�������� ��	

������ ��	�	������ ��
��������. $���	
��, �� ����	 �	��

226 = 0,0042.

&	������� (8.85) � (8.86) �������� 
��
��#�� "	� 	�������
"	
��
��� ������� � �	�'����� � �	�"��� �
��
�����.

&��	
 ������
, �� ����������
 	������	� ���������*
�����"�� ��� ����	� 	 � ����	��
	 ��	 ����	���* ��
����-
����* 
���� ������	�� ������	����	� �����'��	% ��	

.

=�����	����	� �����'��	% �� �����-�����	%  � ���-

�	*����	* �������	�*  � ���	�	
���	 �� ��
����-

���� 	������	� ����������� �������	�


βK

σ�

���. 8.35, �

K cI

K K t tc c KI I= −⎡
⎣

⎤
⎦

* exp ( ) ,*β ��2

βK

βK

t t< ��2

σK

t t t�� ��2 1
< <
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(8.87)

��  — ����� ��������	 ��	 ��
�������� 	������	� t,  —

����������, ���	����� �� ������� 
����	���, �����������
������	
�������� ��	 ��
��������, ������ ������ ��	�	��-

����:   

(8.88)

��  — �����'�%��� ��������	� �� ������-�����	% ��	

��
�������� 	������	�, ������ ������ ��	�	������: ,

���	�	� �� �����	 ����������� �����	� *, ����	�� � �����-
"�� 	 ���
���� ����	�� �;  — ����� ��������	 ��	 ��
��-

������ 	������	�, ������ ������ ��	�	������ .

=�����	����	� �����'��	% ����	 � ����	*�����
 ������-
�		  ������� � ������
 ��������	  ������������� ��-

���"� ������'��	�


(8.88�)

��  — '	�	��, ����	��, ������ ����������� ��-

���	� �����"� ��������������;  — �������������� ��-

�	�	�� �� ����	;  — ���������� 
����	���, ���	-

���	� �� ������ ��������	 
����	��� 	 �����	� ��������	�.
?�� �	���������	���* 	 �	������	�������* ������ � ����-
��
 ��������	 = 450—750 K�� ��	 ��������		 ������	�

�����	"	����� m �������������� 
���� ��	���� = 0,12,

= 0,06, = 0,07; ��	 	��	�� = 0,18,  = 0,09.

!��	�	
���� �����'�%���� ��������	� � ����	*�����

�������		 �� ���
��� ����	�� 
���� ���� ����������� ���-
������ ����"	�� �	�:

σ σ βσK

t t

t t
=

−

−

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥�

��

�� ��

exp ,2

1 2

σ� βσ

t t= ��1
; σ σK K=

1
; σ σ� �=

1
;

β σ σσ = ln( ) / ( ),�� �1 1

σ��1

t t= ��1

σ�1

t��1

σK1
σ�1

σ

σ

σ

σ
K

K

K

m

m

m

H H

B B

A A

H

B

A

1

1

1

1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

=

⎧

�

�� 

�� 

�� 

( / )

( / )

( / )

⎨⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

,

H B A�� �� ��, ,

H B A  , ,

m m mH B A, ,

σ�0

mH

mB mA mH mA
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(8.88�)

��  — ���
�� ����	�� � �����������
 �����"�; l — ���-


�� ����	�� � ����	;  — ����������, ���	����� �� 
�*�-

�	����	* ������� 	 �����	� ��������	�;  — �����������

����"	�.
$� �	�. 8.35, � ����������� ���	�	
���� ���������� �����-

�	  �� ������ ��������	 
����	��� ��	 ��
�������� t =

= 20 °= 	 ����	�����
 ��������		.
F���	���	� �����	������� ����	�� �����"�� � / � �� 0,05

� 0,3 �
���'��� ������	�  �� 5—7%. ��	 ������'�
 ���-

�	���		 �����	������� ����	�� ������	�  �����	����	

�������� ���������
.
6�	�	����	� ��
�������� *�������	 � ������ 	 ���
�����

��������"	� ��'�, ��
 � �����"�� �����������%��� ���
� 	
���
����, ��� ��#�������� �*����	���	�
 
����	���:

(8.89)

��  	  — ��	�	����	� ��
�������� �� �����"�; 

	  — �
����	� ��	�	����	* ��
������� �� ��	��	� ��*-

�����	����	*, ���������	���* 	 ���������"	����* ��������.

σ σK

m
l

l
f

l

K1 1

1= ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−
�

��
I ,

l��

ml

f
KI
−1

ml

���. 8.35, �

σK1

σK1

t t t
��


��
��

��
1 1 1
= + ΣΔ ;

t t t
��


��
��

��
2 2 2
= + ΣΔ ,

t��
��

1
t��
��

2
ΣΔt��1

ΣΔt��2
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!���� �� ��	�	����	
 ��
��������
 *�������	

(8.90)

��  — 
	�	
������ ��
�������� ����	 � ���������"		.

+��	  �����'��� ������% ��
�������� , �� �����

� ���������"		 ��*�	��� � �����
 �������		. A ���
 ������
��������� �������	 �����'�%� ��������� �� ������
 ����-
����	 	 ��������	. �"���� ������	����	� ����	 *�����
�
�����'��	% ���	���	��� �� ��������
 ��������
. ������-

���	� ��
����������� ������  �� ������ ��	�	������ ��
-

�������� 	
��� ������ ������	� �� ������������* ��������-
"	�, ������%�	* ��	 ����'����* ����	����	* 	 	��
	��-
��	* ��������*. A ��* ������*, ���� � ����	 ����	���� ���-
�	*������ �������	�, ��
���������� ����� ���	������� ��
�����
 ��	�	����	
 ��
��������
 	 ��� ����� ���� ������-
���� ������������ �� ��
	������
 �����'�%�	
 �������-
�	�
:

(8.91)

��  — �����	"	��� �����������	 �� �����'�%�	
 �����-

���	�
;  — 
���	
������ ��������	� � ����	 � ���� ���-

�	��.
����� 	��� 	��������
�, ��
��	
: ��	 *�����
 �����-

'��		  �����'�%��� ��������	�  ����������� ��

��	�	�����
� ������	% �����	"	���� 	�����	�����	 �����-

���	�  (	�	 �� ���	�	�� ); ��	 ����	*�����
 �����'�-

�		  �������%��� ������ �� ��	�	����	
 ��
��-

������
 	 �����'�%�	
 ��������	�
.
6����	"	��� �����������	 �� ��
	������
 �����'�-

%�	
 ��������	�
 ��	�	
����� � ������* 1,5—2,0. A �����-
�* ���� ��	 ���������"		 ����� � ���������� ��������% ��-
����	�� ���
����� ���������	, �����	"	���� �����������	
�� �����'�%�	
 ��������	�
 ����'�%� � 2,2—2,5.

!���� ��������	 �� ��	�	����	
 ��
��������
 �����
���� �� 
���� 20—40 °=.

Δt t t��
�

��


1 1
= −min ;

Δt t t��
�

��


2 2
= −min ,

tmin
�

Δt��1
Δt1

Δt��1

n K��
�=σ σ/ ,min

n��

σmin
�

t t< ��2
σK

K cI G cI

t t t�� ��2 1
< <
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M�������	��	�	 �����'��	� �������%� �� ����������
 	�-
�����	� ���������* �����"�� � 	������� ��
������� 	 ���-

���� ����	�, �������	��%�	* ������, ����	*������ 	 *���-
��� �����'��	�, � ����� �������%�	* �����	�� ������	� ���-
���� ��������	 	 ��������	, 	��	����� ������	����	� �����-
�� ��	 ��
�������� 	������	�. �� ����
 	������	�

�������%� ���	�	�� , , , , , , . �� ���-

���	�
  	  ���	���%� ��	�	����	� ��
��������  	

 �� ���
����� ��������"	� 	 ������ ��������	 �� ��	�	-

����	
 ��
��������
. �� ���	�	��  ���	���%� ��
	����-

��� �����'�%�	� ��������	� � ����	*�����
 �������		 	

����
���  �� ���
���� ��������"		. ����
���  	�����-

������ �� ��������	� ��
	������* �����'�%�	* �������-
�	� �� ������� ��
�������� � 	�������� 
��� ������ 	 ���-
��� ��	�	������. �� �������
� �����'�%��
� ��������	%
�������%� �����	"	��� �����������	 �� �����'�%��
� ��-
������	%  � ����	*�����
 �������		.

B����'�%��� ��������	� � *�����
 �������		 �������-
���� �� ��	�	�����
� ������	% �����	"	���� 	�����	����-

�	 ��������	� . �� ���	�	�� �����'�%���� ��������	�

���	������� �����	"	��� �����������	 � *�����
 �������		.

8.9. ����� �� ����������% !��&�������'

���"��� ������������ �����'��	� �����	� �� ���	��:
���	� �������	� ����	��, 	�	 	�����"	����� ���	�, �
�����	� �������� ���	�*�	� ��#�	���	� 
	�������	�
(
	����������) � ��������% 
��������	�����% �		
�%
����	��, 	 ���	� ����	�	� 
��������	������ ����	�� �
��	�	������� ���
���, ���� ���	�*�	� �� ������	����� ���-
����������	�, ������	��%����� �����'��	�
. ���	� ����	-
�	� ����	�� ���	
��� ����	������% ����� �� ������ ���
��	
������ ����	 � �����'��	�. �� ������������% ���
����
��������"		 �� �	��� "	���� ����
��� ��������	� �� ���		
����� ����	�� ���
 ���	
��� �	��� "	����, �����������-

%��� ����� ����	�� �� ��������� �	��  � ��	�	�������

t��1
t��2

β� β� K cI
* βσ σ�

t��1
t��2

t
��


1

t
��


2

σK1

βσ βσ

n��

K cI

l0
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������	� . =�����������, ��������� ��������"		 ����

����������, ���	 ������������ ������ ���� ��'� �	��� ����-

�� ������� �������	.

��	 ����������
 �����'��		, ��� ��������%� 	�������-
�	�, 
	������"����, ��������� � �������������	�
 ����	��,
���	�*��� � 
���� ���� � ���'	�� ����	��. ����������� ��
�������		, ��� ��� �����	� � ����	�� ����	�� 	 ��������

 �� �������������	� ���	��� �� �����	"	���� 	����-
�	�����	 ��������	�, � ���������� �������	� 
�����	����-
��* ������	
��������* 	��������	�. �. ���	� 	 E. 7�����
������	�	 ���
��� �� �������	 ����� ����	�� � �	�

(8.92)

�� l — �	�� ����	��; N — �	��� "	����;  —

���
�* �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	� � "	���;

 	  — ��	����'�� 	 ��	
���'�� ������	� �����	-

"	���� 	�����	�����	 ��������	� � "	���; � 	 n — �
�	�	��-
��	� �����	"	����.

7�����	
��������� 	��������	� ��������%� ���
���
(92) �� �����
 (�	�����
) ������� ������ 	����

� ����-
�������� �����'��	�, 	
�%��� S-�������� �	 (�	�. 8.36).

$� �	����� 
���� ����	�� ��	 ������	, ���	��%�	���
	�����	������% ����� ����	�: 1 — ������� �	��	* ���������

����� ����	�� ( , ��  — ��������� ������	�

�����	"	���� 	�����	�����	 ��������	�, � �������� ��-

lc

dl dN/

dl dN C K n/ ( ) ,= Δ

ΔK K K= −max min

Kmax Kmin

���. 8.36

K K Kth < < � Kth
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��������� ���� ����	��); 2 — ������� �������	����	 ���
���

���	�� ( , ��  	  — �����	"	���� 	����-

�	�����	 ��������	�, ��������%�	* ������ 	 ����" 	������-

��;  — "	��	������ �������� �����'��	�); 3 — ������� ����-

�	* ��������� ����� ����	�� ( , ��  — ���-

����� �����'��	� 
����	���). &��	
 ������
, � ������	 2 ��-

��%����� ������	��� ���� ����	��, �����  ���� ����	��

��	�	
��� ��������	���, ���	���������� *�������. ������-
���� ������	 n �� 
����	���� 	�
������� �� 2 � 7, ��	 ���

������	� n ����	�	������ � �����
 *�������	 
����	���; ����-

�	"	��� � 	�
������� � ������* 10—8—10—14.

�� "	��	������ ��������% �����'��	�  ���	
���-

�� ����� ������	� �����	"	���� 	�����	�����	 �������-
�	�, ��	 ������
 �������� ����� ����	�� ���������� (3—

— 4) ⋅ 10—3 

/"	��. A ����
 ������ ��	 ��	���	�������*
�"����* 
���� ��	����

��  — ����	������ �������� �����'��	�.

E��
��� (8.92) �������	�� ��� �� 
���"	������, ��� 	
�� 
����"	������ ��������	, *��� 
�*��	�
� ������������
�����'��	� � �	* ����	���. 7
�	�	����	� �����	"	���� �

	 n 
���� ������	��, ������	� ���	�	
���� 

� ����	����*  (�	�. 8.37).
6����	"	��� n ���� ��������� �������� ���� ������� ���-


��  � ��	 ���"	��, � �����	"	��� � ���� ����������� ��-
�����
, �������
�
 ���
�� �� ��	 ���"	�� (�
. �	�. 8.37).

K K K fc� < < K� K fc

K fc

K K Kfc c< < Kc

K fc

K fc

K Kfc c= −( , , ) ,0 5 0 6

Kc

dl dN f K/ ( )= Δ
lg( / ) lgdl dN K− Δ

���. 8.37

α
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A��	��	
 ���
�* �����	"	���� 	�����	�����	 �������-
�	�, ��	��� ���"��� ��������	� ���
��	����	
 � ����������
�
��	���� 	�
����	� ��������	�. ?�� �������	� 	�����	-
�����	� �������	� (8.92) �������
, ��� � — ���	�������� 
��-
�	����, �� ���	�	
�� �� �	�� ����	��. &���, ��������
(8.14), �����	


(8.93)

��  — ���
�* 	�
����	� ��������	�; Y —

«�-���	�������� 
���	����».
������	� (8.93) � (8.92), ����


(8.94)

3�����	��� �������	� (8.94) � ������* ��  ���������

�	�� ����	�� � ��	�	������ �	�� , �������


���%� �	��� "	����, ����*�	
�* �� ����� ����	�� �

���
��� , ����

(8.95)

A ��������� ���
� 	�����������
	 �����������, ��� ���	-
�	�� n 	 � � ���
��� (8.92) �� ����%��� ���������
	 
����	-
���, � ���	��� �� ���	�	�� "	��	����	* ��������	�, �����	-
"	���� ��	

���		 "	��� 	 ������ ��������	 
����	���.
A ����. 8.2 ��� ������	� ���������� ������	 n � ���	�	
���	
�� ���
�*� �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	� �� ���-
�	���* ������	� ������ ��������	 ����	.

Δ

Δ

K K K a Y a Y

a Y aY

= − = ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ =
max min max min

max min( ) ,

σ σ

σ σ σ

Δσ σ σ= −max min

dl

dN
C l Y C l Yn n n n= ⋅ =( ) ( ) ./Δ Δσ σ 2

l0

lc

1
2

00
l

dl C Y dN
n

l

l
n n

Nc c

/
( ) ;∫ ∫= Δσ

2

2

2

2

0
−

=
−

n
l

l

l
C Y N

n
c n n

c( ) .Δσ

lc

N
n C Y

l lc n n c
n n=

−
−( )− −2

2

2 2
0
2 2

( ) ( )
.( )/ ( )/

Δ
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$����%� 8.2

A ����. 8.3 ��	����� 
�*��	����	� �������� ����	, ����-
������ ��	 �� ����	�����
 ��������		, 	 �
�	�	����	� ����-
�	"	����, ���������� ��	 "	��	�����
 ��������		 �����	-
�� 	� ���� ����	 � "���������� ����	���.

$����%� 8.3

$� ������ ����	�� �������* ����
�����, �������%�	* �-
��	�	����	� ���� ����	��, �.�. C�������� ������	� ��
�������	 �������������	� ����	�� ����%��% ���
���:

(8.96)

��  — �
�	�	����	� �����	"	���, 	
��� ���
������� �	��.
E��
��� (8.96) ���� 	
��� �����	������ ��	
����	�.
A �����	�* ���������"		 
���	� ��������"		 �������%�-

�� �����	% ������	����* ���, ����	�	��%�	* ������	����-
����� 
������� � ����	��
 	 ����������� 	* �����'��	�.

B����'��	� � �����	�* ������		 ������%��� �
		
�
��#�
	���	����������. 

, K�� , $⋅�
—3/2 N

412
16 400—27 900
27 900—39 700

2,2—2,6
4

569
44 000—102 300
102 300—164 300

2,1
6—8

1334
36 300—86 800

86 800—115 300
2,3
5

=������	� 

����	���

, 

K��

, 

K��

%, 
�����	�-

�����

=

n

=�����-
�	� 1

600 440 12 4,95·10—4 2,4

=�����-
�	� 2

410 280 35 4,75·10—4 3,1

�σ KΔ

�
σ �σ

δ 3/2
K6
 


"	�� K�

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2
max min max

2 2 2
min

ln ,c

c c

K K K Kdl

dN K K K

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟= −β +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β
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3��������	� ������
�������� ����� ����	�, �"���� ��-
����	����	� 
����	��� �����'��	% � �����	�* ������	�����
���� 	
�%� ������ �����	������ ������	�. B��������� ���-
���	
����� ��������%�, ��� ���, ��	��, 
���� 	 ��� ���� ��-
����%� ���� ����	� � ������������* �����* ��	 ���	�	��*
�����	"	���� 	�����	�����	 ��������	� �, �����������


���'	* �������	 �����'��	� . 3�����	� ������	����	�

����� ������	����* ����	� � ���	�	
���	 �� ������	� ����-
�	"	���� 	�����	�����	 ��������	� ������	�	 �������	�� ���-
��� ����
��� — ���	�	�� ���������� �����	"	���� 	�����	�-

����	 ��������	� , �	�� �������� ���� ����	� � ����� ��-

����	���� ���� �� ���	�*�	�. ��	  ����%����� ��	

*���������* ���	�� �������	 ����� ����	� (�	�. 8.38, �): I — ��-

�	� ����	���	� �������	 ����� ����	� � ����	���	�
 ;

II — ���	� ���������� �������	 ����� ����	� � ����	���	�


 	 III — ���	� 	�����	����� ����	���	� �������	 �����

����	� � �����
 �.
��	 "	��	�����
 ��������		 ���� ����	� � ������	����

���� ���	�*�	� ����� 	�����	���, ��
 � ��������	����. $�

�	�. 8.38, � ����������� ���	�	
����  (�	�	� 1) 	 

(�	�	� 2) �� ������ ��������	 ����	 ��	 	������	�* � 
��-
���� ���.

$	��	� ������	�  *��������� �� ������������* �	�-

�������	���* 
����	����. = ���	���	�
 ��������	 	 ����-

��

�th

K KthI >

�I

I�

���. 8.38

� �I Kth

Kth
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'��	�
 �����	�����	  ����'����� 	 ���	���� ������	�

, ��� ��	����������� � ��������	��������	 
����	��� �

��������	% ������	����� ����.

A �������� �����	� 	����	�������	 ����
����  ��� *�-

������	��	�	 �	���
� 
����� — ����, �����	�	
�� �� ���
�-
��� �����"� 	 �	�� ����	��, ����
������� �������	�

 (8.97)

��  — ����	�� �����"�.
$������������� 	��������	� �����	� ������	������

��������	���	�, ��������, ��#�������� �����	�����
 ���	-
������
 
����	����, �������* � ���	�	�����
� ����� ���-
�	� ��	 �����		 �	�������� ��������	� 	 ������	�����
����. ������������� �������	� (8.97) 	
��� ����'�� ����-
�	������ ������	�: ��������� ��������	���� ��������� �����-
�	� �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	�, � ��������
���� ����	� �����������. �"���� �����������	 ���
�����
��������"	� ����������� �������� 	* ������ �� ������	���-
�	� ��������	.

B���
������� ����%�	� ������ ������� �� �������-
����� �� �	��� "	���� ��	 ����� ����	��.

1. F������	�� ���
�� ��������� ����	�� 	 ������� 	� ���-
�	" �������	� �� �����	"	���� 	�����	�����	 �������-
�	�.

2. ������	�� �� �������	 �����'��	� 	 ��������
� �����-
���	% � �����		 ��	�	�����% �	�� ����	��.

3. A��	��	�� ���
�* "	���  �� 	�������
 ��������	�


 	 .

4. A�����	, 	�������� ���������� �����������* 	������	�,
�������	� �� "	��	������ �������	 ����� ����	��.

5. B�'	�� ����� �������� �����	%.

8.10. ����� �� ��������' !���	 � ��������

6�� ��� ��
�������, ������ ������ �� ��������� �����
���������� �������
 �� �����'��	� �� �������������	� ���-
�	�. =�����������, ��������� 
���� ����	 	���������
����� ����������� �����������	� ������� � �	� ����	�,
�����	� � 
�
���� 	���������	� ��������"		. ?�� ������-

Kth

� �I

Kth

2
I �500( / ) ,thh K≥ σ

h

Δ�

σmax σmin
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�	� �������� ����� � 
�*��	����	
	 *�������	��	��
	 ����-
������� ����� ����� ��	�	������ ������	� �����	"	����

	�����	�����	 ��������	�  �� ������ 
����	���, ����-

�	� ��������	� 	 ���
���		 ������.
����������� ������ 
����
	 ������	����	� 
����	����

�����
���	���� ��������	� �����	�:
��� ������
!
 ��"	�+���
!
 �
��
����

(8.98)

��� 
�,���
!
 ��"	�+���
!
 �
��
����

(8.99)

��  — 
���	
������ ��������� ��������	�;  — ���-

����
�� ��������	�;  — ��������� ��������	�, ������

�� �����	���* 
����	���� ������ ��������	 , �� *����	*


����	���� — ������ ��������	 ; n — �����	"	���

�����������	, ��������	���
�� ���������
	 ���
��	��
	.
$�������	� 	  ���	���%��� �������� ������-

%�	
 ���������"	����
 ��������
.
������	� � ����% ���
��� �����	"	���� 	�����	���-

��	 ��������	� (8.98) ������	� (	�	 ), �����	
 ��-

�����	� �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	�  ��

���������"	����* ��������:

(8.100)

&�� ��� ������ ��	 ���	�		 ����	�� ����� �������	��
�����	
�% 	 ��������% ���	�	�� ����	��, �� �� ��	�	-
������� ������	� �����	"	���� 	�����	�����	 ����� ����*�-
	
� �����	 ��������� �����	"	��� �����������	 m.

&���, �������� ��	���	% 3��	��, ���������� ������ ���-
�	 ���� ����������, ���	 ����������� �����	�

(8.101)

��  — �������� �����'��	�.

��

���
max ;

n

σ
σ ≤ σ =⎡ ⎤⎣ ⎦

���
��� ,

n

σ
σ ≤ σ =⎡ ⎤⎣ ⎦

σmax σ⎡⎣ ⎤⎦
���σ

σ�

σ�

σmax σ���

σmax σ���

�I

I max ���( ) ( / ) ( ).K a Y n a Y= σ π ⋅ λ = σ π ⋅ λ

I I / ,cK K m≤

K cI
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������	� �
����  ��� ������	�, �����	


	�	

(8.102)

3� ���
��� (8.102) �������
�� ���	�	�� ����	��

(8.103)

�����	� m = 1, �����	
 ��	�	�����% ���	�	�� ����	��:

(8.104)

E	�	����	 �����	"	���  ����������� ����� �	���, ��-
������%���, �� ������� ��� ����*�	
� ����	�	�� �� ���� ���-
�	���	� �	�� ����	�� �����	"	��� 	�����	�����	 �����-
���	� ��	 ��*�����		 �������	 	 �����	"	���� ����������-

�	 , ����� �� ���	� ���������� ������	� .

+��	 �����	��  ����� ���'�%% �������� 	 ���
���	-

����	� ����
���� ����	, �����	
 ���	�	�� ����������
���������"	����� �������	.

$���	
��, ��	 ��������		 ������� ������%  �
2

���������� ��������

(8.105)

L����������� ���������"		 ��������"		 �������	������
����� � �������
 ���
�������% �������	���� ����	��, ���-
�� ��
 ��	 ���	���� ��	�	������ ���	�	��.

&��, ��	 ������� ������������, ������, ��*���	*�� ��
�����	�
 ���� 	�	 �	����	, ��	�	����	� ���
�� ����	��
��������	��%� ����'� ����	�� �����	. A ���"���� ���������-
"		 	
�%����� �����*������� ����	�� ���	���� ������	��
����	 	 ���	���� ���'��� �����*����	 �����, ���	 ����	��
����������, 	�	 ���������� �����*����	, ���	 ����	�� ��-

�I

��� I( / ) ( ) /cn a Y K mσ π ⋅ λ ≤

max I( ) / .ca Y K mσ ⋅ π ⋅ λ ≤

2

I
��

���

1
.

( )
cK n

�
m Y

⎛ ⎞⋅
= ⎜ ⎟

⎜ ⎟π σ λ⎝ ⎠

2

I

���

1
.

( )
c

c
K n

�
Y

⎛ ⎞⋅
= ⎜ ⎟

⎜ ⎟π σ λ⎝ ⎠
m

n Kc

σmax

A

max / ,F Aσ =

I .
( )

cK A
F

m a Y
≤

π ⋅ λ
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������. A ���������� ���������� �������� ����	��, ����� ����-
��% ���	�*�	� ������ �����	
���, ��� ��� ���
�������
����� �������	�� ����	��, ����� ��
 ��� ���	���� ��	�	-
������� ������	�, 	 �����	������ ��
���. ��#����, �������	-
�������� ���	
 
����
, ��	��%��� ����������%�	
	 ���-
�����	% �����	 ���� �����'��	�
. K��� �������� �����-
������
 ��	 ������	�����		 ������������* ������������
	 ������.

8.11. "������ �������� ����$��� 
�������� 
������
��	

���	� ������ (� ����*, "	���*, �����*, �	��
����* �����-
�� 	 �..) �� 
�
���� ����	������	� 
��������	������ ����	-
�� (������������� 0,1—0,5 

) � �����'��	� ���������� +�-
�������� ���
����� 	��������* ��������"	�. �������	��
�	������� ��������"		 � �����	� ���������� ����� 
����, ��-
������ �������	�
 
�*��	�	 �����'��	�, ���
� �������
	:
������
 
����	���, �����������%�	
	 �������������	
	 ��-
'��	�
	 	 ��*�����	����	
	 ��	�
�
	 ��	 	���������		 	�	
� ���	� ���������"		 ��	 ��
����*. A�� ������� ���������-
%� ����	� ��	�	������� ���
��� ����	��, �� ������ ��������
��������	��%� ���	� �����������%�	* �������� �� ����	�	-
�
 ����	�� �� ���
� ���������"		.

(���� ��������. ��	 ���������� ��������"		 ��������-
�	� ����� ��������� 
����	���
 � ����'	
	 ��	�	����	
	
���
���
	 ����	�, ��� ��������� 	* ���������	� ��	 ������-
�		 ��������. +��	 � ��������"		 ����	 	�������	��%��� 	�
����	���* 
����	����, �� ����������, ����� ���������"	��-

��� ��������  (�� 0 < ) �� ���* 
����	���� ����
�	�������. 6�	�	����	� ���
�� ����	�� ���� ���������-
�� �������	�


(8.106)

���%� (8.107)

F������	� (8.106) ����������, ��� ���	�	
���� ��	�	��-

����� ������	�  ��  ��	 ����������� �����

���
�%, ���*����% ����� ������ ����	��� (�	�. 8.39).

�σ = ασ a <1

I � �� ,cK a= ασ π

2
I

�� 2 2
�

.cK
a =

πα σ

K cI σ� �� consta =
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$� �	����� ����������� ���	�	
���	 �������	 �����'�-
�	� �� ����	���* �	� ����	�, � ����� ������	 ���������
�����'��	�, ������� 
���� �����	�� �� ��������* 
����	�-
���. ����	�	 ��������%�, ��� � ����	���	�
 ������ ������-

��	 �������� �����'��	�  ����� �
���'�����. &��	
 ����-

��
, ����'��	� ����������* *�������	��	� 
����	��� ���� �
���	���	% 	* ������	����	� �����'��	%. 3���%���	�
 ��-
��%��� ��
���	"	����� 
����	��� � ������ 
���	"��, �����-
��%�	� ������
���� ���	���� ������� ����	������ ����-
����	 	 �������� ������	� ������	����	� �����'��	%.

=������� ���
��� (8.106), �����
 ����� �����	� ������

����	��� �� ������ ��	�	������� ���
��� ����	��. ����� 
�-

���	��  	
��� ��	�	�����% 	�����	������ ��������	� ,

����� ��������	 , � 
����	��  ��������������  	 .

&��� ��	�	����	� ���
��� ����	�

;  . (8.108)

K����	��  ���� ������*�	�� �� �������� 
����	�� B,
���	 ����������� �����������

  	�	  . (8.109)

K cI

���. 8.39

* � �
*
I

σ�
* � � �

�
I σ�

�

2 2 2
�� I �( ) / ( ( ) )* * *

�a �= πα σ
2 2 2

�� I �( ) / ( ( ) )� � �
�a �= πα σ

*

�� ��
* �� �> / /I I � �

* � * �
� �� � > σ σ
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=������� (8.109) ��	
����	� ������������* 
����	���� �
�����	
 ������
 ��������	 	 
���� ��������% �����'��	�
�� ��� ���	
������ �� �	������	 � �������		 � �����	���


����	���
, 	
�%�	
 �������	� ����� ��������	, �� ����-
'�% �������� �����'��	�. F ������������* 
����	���� ��	-
�	������ �	�� ����	�� 
���� 	 ��������� ���	�	�� �������
�����'��	�, �����
� ����	�� ���� ������ ����������������;
� �����	���* 
����	���� ��	�	������ �	�� ����	�� ����	-
������� 	 ��������� ������� �������� �����'��	�, �����
�
����	�� ����	������ 
������ 	 ����� ������� �������%.
������� 
����	��� "������������ 	����������� �� 	������-
���	� ��
 �����������* 	 ���	* 
�'	�.

&��	
 ������
, �������� *�������	��	��� ������	����	�
�����'��	% ��	 ������ 
����	��� �� ��������"	�, �����	-
�	
�%�	* ����	�����% ��������, �������� ���
��� 	�	���-

��� . A ��������� ���
� � ���������� �	�������� ����-
��* ����* � �������	 �����'��	� 
����	��� ��	
��	������
� ����	���
 �����	�
 ���������"		 ��� �����������.

A����� ����� ��
��	��, ��� ��	 ������	�����		 ���-
�����"		 ����������� ����� ���� ����������� ����	"� ��	-

����	� ����	���* 
����	���� � ���	"		 ��	�"	��� 
�*��	-
�	 �����'��	�.

)������
����
� �$��� ����$��� ��������. A�� 	�����-
��� �������������	� ��'��	�, ��������� � ����'��	�
 �	-
������	, �����
���	��%� ���
����	� ����	�'	*�� ����	� 	
����������	� 	* ��������	���� ����	�	� ����
 	���������-
���� �����	� ���������	� � �	� ����� ��������	 (���	���-
���), 	����������	� �����������* 	 �����������* �������	�,
������* ������� �� ���	 �������������	� ����	��. ��	�"	-
�	�����
 �����	�
 ���
����	� ����	�� �������� �������-
�	�, ����� � ���"���� ����	�	� ����	�� 	�����	������ ���-

���	� �����		 , ���������� �
���'����, ��	���� ������	�,


���'�� ��	�	������ ���	�	�� , ������ ������	����	%

�������������	� ����	��.
������
 �������
 ��������	 ����	� �������� �������	��-

�	� 	* ���'	� (�	�. 8.40, �).
=������� 
���� ����%������ � �
���'��		 ���"�����"		

��������	�, �����
� ������	������ ��� ���� �����������
����'��	�
 ��	��� �������	� � �	�� ����	�� . = ���-
�	���	�
 ����'��	� �����	"	��� ���"�����"		 �������-
�	� ����� ����� (�	�. 8.40, �). A �����	����	* �������* ��

K cI

G

Gc

/r a
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��������	� ������	������� �����	"	���� ���"�����"		

���� ������������ ���
����

(8.110)

7����� ���
����	� ��	������ ���	�����
, ���� �����-
�	���� �����	"	��� ���"�����"		 ��������	� ���������-
��� �� ���"�
 ����	�� �� �����'��� ������	������� ����-
�	"	���� �� ���������'����� ���"���������, �.�. ����� ���-
	��� � ��������	% ������	������� �����	"	���� ���"���-
��"		 ��	 ����	�����
 ��������		.

3� �	�. 8.40, � ������, ��� ��	 ����'	* ���
���* ����	��
�������	���	� �� ���"�� 
���������	���, ��� ��� �����	"	-
��� ���"�����"		 ��������	� 	
��� ��������� ����'�� ���-
���	�. B���	�	�
 
���� �������� 	����������	� � �������

�������	�
 �����	������* (����"����������) ��������-
%�	* �������	�, �������%�	* ��� �� 30—40% ��	�	�� ���-
"�����"	% ��������	� (�	�. 8.41).

!�����	�  ����������� ����� ����'��	� 
���	
�����-
�� ������	������� �����	"	���� ���"�����"		 ��������	�
�� �	���
� ��������%�	* �������	�  � ���	�	�� ���-

���	������� �����	"	���� ���"�����"		 ��������	� 

�� ��������� �������	� ��� �����	������* �������	�:

. (8.111)

!���	������� ������ ��	���	� ���"�����"		 �������-
�	� 
���� ���� ���	���� �� ���� ����������	� �����	����-

���. 8.40

0/ 1 2 ( / 1) .y a r
σ

α = σ σ = + +

N

maxσ
α

ασ

maxN
σ

σ

α

=

α
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��* ��������%�	* �������	� ��	���
  �����	������ �����-

���� �������	� �� ����
  (�	�. 8.41, �). A ���
 ������
��	���	� �����	"	���� ���"�����"		 ��������	� ��������-

�� 38%, � ���	�	�� . F���	���	� ��������%����
�����	� ��������� �������	� 
���� ���	����� �����������
� �������	� � ������
 ��������� � �	� ��������, ������, ���-
"	�����* '���, ������%�	* ��	
�%�	� ��������	� � ����-
��%��
 
����	���, ������� ��	��%� 	�����	������ ����-
�����	� �����		 	 ��
 ��
�
 �� ���� � ���'	��
 ����	-
��. ������	������� 	���������	� ��������%�	* �������	�
�� �������
 	 �� ���������		 �	���	� ����	�� ������ ��	-
���� ������������ 	 ������� �*�
�� ���
����	�, ��� ��� ��

��� ��	��	���	� ����	�� � �������	% ���	�*�	� ������
����	���	� �� �������	, � ����� ���
���� ��������	� �������-
�		 �� ���
��	������ � ������� �������� �������	�.

A �������� ����� 	� �������� ���
����	� ����	� 
����
��	
������� ��
������ �������, ��	���������, ��	��������
	�	 ��	�������� � ��������"		, �������� 	� ��
	�������*
�����	���. $� �	�. 8.42, � �������� ��
������ ������� '	�	-

���  	 ������� , ��	�������� � �����
� �	��� �� �����-

r

83ϕ =
�

N = 0 615,

���. 8.41

2b 2�
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��� ����	��� �	��� . !��	�	
���� ����'��	� �����	"	-

���� 	�����	�����	 ��������	�  � ���'	�� ����	�� �
��	��������� �������� � �����	"	���� 	�����	�����	

 ��� ������� �� �����	������� �	�� ����	��

 (�	�. 8.42, �) ����������, ��� ������������ ��	���	� ��-
���	"	���� 	�����	�����	 ���	�*�	� ������ ��	 �����
 ��-
����		 ����	�� ��������, ���� ����	�� ��*�	�, � ����

��*�	� �� ������ �������, �����	"	��� 	�����	�����	 ��-

������	� ����� ����	�	������, ��	��	������ � ���	�	�� 	

������ ���
����	� ����	�� ������������.
!������ ����*�	
� ��������	���� � ���	* ������ �	���, �

����	���
 ������ ����	��%�	� 	��	���� ��������	� 
����
��	����	 � �	��	�"		 ��������%���� ������� �������.

?���������
 �������
 ���
����	� 	 �����������	� ���-
�	�	� ����	�� �������� ��������� �� ���	 �� �������������	�
���	������ � �	� ����� ��������	, ������� ��	������%��� �
���
���� ��������"		 �����
	, ��������
	 	�	 �������. 6��
����	��, ���	����� ��������	��%��� ������� �� ���
����

���������		 �������������	� ����	�.

B���
���	
 ��	�"	� ������ ����� ��������	 �� ��	
���
������, ������������ �� ����	 �����
	 * 	 � (�	�. 8.43).

A ������ ��	�������	� ������ ������
� 	�	 '����% �����-

	 � ������ ��	�	
�%��� ������ �� �����, ��	���'	* � �	-
�		 ����	��, ��������� ��	��	� ��������* ������	������.
��	 ��������		 ������ ����	 * 	 � ��	 �������������		 ���-
�	�� 
���� ������� ����
������� �����	������ ��� ���� �
���������		 ������%�	* ���'�	* �	�. ������ �����	�	����

2�

�

� �0 0= σ π
/� b

��

���. 8.42
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��	 ����
����	�, �������� �����

����� * 	 � �	��  �� �����. A ��-
�������� � ����	 ������%��� ��	
�-
%�	� ��������	�, ������"	�����-
��� ��������	 ������. 6����	"	-
��� 	�����	�����	 ��������	� �
���'	�� ����	�� ��	������, ����-
���������� �
���'����� 	�����	�-
����� ���������	� �����		 	 �	-
���	� ����	�� ������������. $�	-
����'	� ������ 	
��� 
����, ����

����	�� ��	��	������ � �	�		 .
$���*�	
� ��
��	��, ��� ��	 	�-
���������		 �����	 ������� '��
����� ������������� ������ �� ���-

�
 �����. +��	 ������ �	����, �� ������� '�� ����� ����
������	
	, ������������
	 ����� 
���� 	��������; ������-
�	� ����������* '��� ����� ��	
����	� ����� ��������	�-
��
. ���������� ���
��� ����� ���	��%��� 	� �����	� ����-

����	 �� ��������	� �	��
	 .
B���
���	
 "���������% ����	�� � �����������
	 � ���-

'	� ��	 ��
��	 �������� �����
	 ��������	 (�	�. 8.44).
6���� ���� ��������, ����	��%��� ����� ��������	,

����������� �� ����� ��
� �����
	, ����	��������� ��-

���������
	 ��	
�%�	
	 �������������
	 �	��
	 
(�	�. 8.44, �). 3��������	� ��������%�, ��� ��	 ����'��		
��������	� 
��� ��������
	  � ��������	% 
��� �����
	

, 
���'�
 , ��	��� ���	�	
���	 ��	�	�������
��������	� �� �	�� ����	�� 	� 
�������� �����%���
(�	�. 8.44, �) ��	�������� �����������% ���
�, 	
�%��% ��-
������� 
���	
�
 	 
	�	
�
 (�	�. 8.44, �).

����� ��������� �	�� ����	��  ��*�	��� 
��� �����-

�	�
	 	  (�	�. 8.44, �). ���� ��������	� 
���'� ��	�	-

������� ������	� , �����������%���� �	�� ����	�� ,

����	�� �� ����	������. A ������ (�	�. 8.44, �, ) ��	
���	���		 ��������	�
 ��	�	������� ������	�  ����	-

�� ���	���� ����	 ��������	�� 	 ���� �����'�����. A ������
(�	�. 8.44, �) ����	�� ������
 ����*�	� � ����� ������	���

F

*�

F

F

b

� / 0,45m b c= ≤

�0

�b �d

σa �0

m > 0 45,
σa

���. 8.43
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�������	� , 	� �������� � �����
 ��������	� ������	�� ���-
�	������ � ���	�	�� . ����� ����	�� ������ ��������	-

�� 	 ���� �����'�����. A� �����
 ���	���� ����� ���������
�	�� ����	��  ������������� 
���  	  (�	�. 8.44, !).

��	 ���	���		 ��������	�
  ��	�	������� ������	� 

����	�� ����	������ ������	�� � ������	� , ����� ������-

�� ���	������ �� ��������	��� ���� � �����'��	� ����	.
������	� ���	��� 	
��� 
����, ���� ��������� �	�� ���-

�	�� >  	 ����'� ��������	� 
��� �����
	 ��������	

(�	�. 8.44, �). ��	 ���	���		 ��������	�
  ��	�	�������

������	� ����	�� ���	���� ����	������ ��������	�� 	 �����
�����'�����. 3� �	�. 8.44, ! ������, ���  ���	 ��������	� ��-

′�
�� ��

�0 �d ��

σ0 σa

��

���. 8.44

�0 ��

σ0
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*�	��� � 	�������� 
��� �����
	
D 	 , �� ����	�� ����	������
������	�� 	 ����� ���� ���
�����
��������� ���	 ����"		 ��� �	-
������� ���
�. &��	
 ������
, ���-
������ ��������	�, �������%���
��������� ������ ���
���� ����-
����"		, ���� �	������
 �� ���*
����	�, ��������� �	�� ������*
��*�	��� � 	�������� . ��	-
��� ��� ��������	� �� �������
��,

���� ����	������ ����	�	�� �	��-
����� ���
���� ��������"		. $���	-


��, ������	�����	� ���� ���	���	��� � ������	�� �������-
��� ������ ��	 ���	�		 ����	� �	��� � 1 
, �� ��
������
�������
�� ��	������ ����	�� � ��������� ����	
�����.
A���
� �������
 �������� �������	� �����������* �������	�
	 ����� ��������	 (�	�. 8.45).

A ����	����	 ��������	
�* �	���
�* ����	���	� �	�����-
�	 ���	������ �
���'��	�
 	�����	�����	 ��������	� �
���'	�� ����	�� �� ���� ��������������	� �������	 
���
���
����
	 �	���
�. ��	 �������		 ����	�� �������� �� ���-

��� �
���'����� 	 ��������� �� ���
����, �� 	
�%�	� ���-
�	�. A ���������� ��	������ �����	"	��� 	�����	�����	 ��-
������	� 	 �������� �������������	� ����	�'���� ����	-
��, ���
���� ��� ������ ���������	� �� �����.

*#����&���
� �����. 7�����	���
 
�����	��	�
, ��-
���������
 �� ����'��	� �	������	 ���
����� ��������"	�,
���� � �	* ����	�	�� ����	��, �������� �����	� ����� ����-
�����* ��	
�%�	* ��������	� � ���'	�� ����
 �	�	�����
������������	� ���
���� 	�	 �����	� 
����	��� � ���� ���-
'	�� ����	�� (�	�. 8.46).

��	 ���������� (�	�. 8.46, �) � ����������	 ���'	�� ����-
������ ����'�� ���� �����	�����	, � ������� 
����	�� ������-
�� ���������� ����
�"		. ����� ��������	 �� ������� ����-
��%��� ������� ���� �� �����	����	 ����
	�������� 
�-
���	�� ���� ���������� ��	
�%�	� ��������	�, ����
��	-
��� ������� ���'	�� ����	�� (�	�. 8.46, �), ����� ����	��
�������� ����� �����	����	 ����
	�������% ����, �������-
�	� � ���'	�� ����	�� ����� �����'��� ���������� �����-
���	� �� ����% ���	�	��, ������� �������	���� �� �������	�

�

b �� �−

���. 8.45
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���'	�� ����	��. �����
� ����� ���������	 ���� ����	��
������	��� ��
������
. +����������, ����'��	� ������	�-
���	� �����'��	% ���� ���	���� �� ���	�	�� ���������	 	
���	�	�����	 ������������* 	
�������.

����� 8.1. ?����� � �	� ������ '	�	���  �
 ���-

�	��� 1,0 �
 ������	������ �	��� =180 �$. A ������ ����	

	
����� �������� ����	�� �	���  �
, �������������
������	������� � ���������	% ��������	�. M�������	��	��


����	���  K��,  &��������

��'	��, ������ 	�	 ��� ���������"	� ����	.
�������. &�� ��� �����	�� 	
��� �������% '	�	��, �� ���-

������ �����	"	��� 	�����	�����	 , �������� ����. �. 22

�. 7, ����������� �� ���
���

���. 8.46

b = 30

F

2 2 0a = ,

σ� = 200 3/2
I 20 000 $ �
 .cK −

= ⋅

� 	I

I 0

3/2

3/2
;I

30
tg 6000 3,14 1

30

30 3,14 1
tg 10 652 $ �


3,14 1 30

20 000 $ �


	

c

a
� a

a

K

−

−

π

= σ π ⋅ ⋅ = ⋅ ×

π

⋅

× = ⋅ <

⋅

< = ⋅

2
0

180 000
6000 $ / �
 .

30 1
σ = =

⋅
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6�	�	����	� ���
�� ����	�� ����
 	� �����	� �����-
'��	�:

&�� ���  �� ���������"	� ����	 ����-
�����. $� ����� �������	�� 	 �	��		������ ��	�	�� ������-
�	� ����	��.

����� 8.2. $� ���������� ���������� ����� № 20 �	���

2 
, ����������� �� ���"� �	��� , ���������� � ��-
��
���	� �� ���*��� ����� ������� ����	�� �	���

. ����� ��������	 
����	��� , ���-

����� �����'��	�  &�������� ��'	��,
��������� ������ ���������"	� ����	.

�������. A��	��	
 ��������� �����	"	��� 	�����	���-

��	 ��������	�  � �����
 ���
��� ����� 	 �������	 ��

�����	�����% ���� � ���'	�� ����	��.

=������� ����. �. 22 ��  <  ��	�	-

��


��  — ����������� «�-���	�������� 
���	����», ��	�	
�-
�
�� �� �����	�� �������� '	�	�� � ������������ ����	-
���, ������	���
�� ��������	�
 . $��
������ �����-
���	�

I I 0 �� ;p cK K a= = σ π

2 2
I

�� �� 2 2
0

20 000
2 2 2 7,1 �
.

3,14 6000

��
l �= = = =

πσ ⋅

�� 7,1 �
 2,0 �
,l = >

F =10 �$

� =1 8, �
 σ� K��= 460
3/2

I 50 000 $ �
 .�� −

= ⋅

� 	I

/ 1,8 /10 0,18a b = = 0 7,

I 0

2 3 4

0 1,99 0,41 18,7 38,5 53,85 ,

	� � Y

a � � �
a

b b b b

= σ ⋅ =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= σ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Y

σ0

3 2
0 / (200 10 10 ) /184 10 870 $ / �
 .zM Wσ = = ⋅ ⋅ =

2
I

3 4

3/2

10 870 1,8 [1,99 0,41 0,18 18,7 0,18

38,5 0,18 53,85 0,18 ]

34 326 $ �
 .

p�

−

= − ⋅ + ⋅ −

− ⋅ + ⋅ =

= ⋅
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�������� 3��	�� �� �����	������ ����
 �� ���
���
(8.33):

B�������� �����	"	��� 	�����	�����	 ��������	� � ���-
��
 �������	 �� �����	������ ����

����	���
 ��	�	�����% �	�� ����	��:

?����
 ����: ��� ���  	 , ��

���������"	% ����	 
���� ��	���� ���������� � ����������
�������� �� �����
 ����	��.

����� 8.3. ?���������� ����� № 20, '���	��� ������� ��

���"�
, ��������� ����
����� �	��� , ���	�	�� �������
	�
������� �� 22 �$ � —36 �$. ��	 �������� � �����
 ����-
�		 �� ����� ���������� ������� ����	�� �	��� .
&�������� ������	�� �	��� "	����, �� ������� ����	�� ����	-
�	������ �� ���������� ���
��� � ��	�	������� (�	�. 8.47).
����� ��������	 = 400 K��, �������� �����'��	�

2 2
I

� 2
�

34 326
0,089 �
 0,9 

.

2 3,14 46 0002

pK
r = = = =

⋅ ⋅πσ

I 0 �

3/2 3/2

10 870 1,8 0,9 2,35

40 874 $ �
 50 000 $ �
 .

	� � r Y

− −

= σ + ⋅ = + ⋅ =

= ⋅ < ⋅

2 2
I

0

50 000
3,8 �
.

10 870 2,35
c

c
K

a
Y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ ⋅ ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠

�� 3,8 �
 1,8 �
l = > � K	 cI I<

F

0 1,4 �
a =

σ�

3/2
I 80 000 $ �
 .�� −

= ⋅

���. 8.47
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�������. =���	
 ��%�� 	��	��%�	* 
�
�����. �����	-

��
 �������� ��%�� 	��	��%�	* 
�
����� ��  
(«
	���» ��������� ���������	� �	��). A��	����
 ����
����

"	��� ��������	�, ���
�* ��������	�  	 ���
�* �����	-

"	���� 	�����	�����	 ��������	� :

3� ����. �. 22 �� <  (�� b — '	�	-

�� ����	 �������) ��	�	
��
 «�-���	��������» 
���	����
� �	�

A ����
 �	�  ���	�	� �� �	�� ����	��. = "���% ����-
���	� 	�����	�����	� �������	� (8.94) 	 ��	�����, ��� ��

�����	�� ��������� ����� ������ , ���
 ��	����

.

6�	�	�����% �	�� ����	�� ������	
 	� �����	� (8.69):

��	�	
��
 ������	� �����	"	�����  	  � ���
���

���	��:  (	� ����. 8.2);  �� ����������

����������* 	������	� �����"�� ����� ����	.

F = −36 �$

Δσ
Δ�

5 2
max (27 10 ) /184 14 674 $ / �
 ;σ = ⋅ =

5 2
min (16,5 10 ) /184 8967 $/�
 ;σ = ⋅ =

2
max min 14 674 8967 5707 $/�
 .Δσ = σ − σ = − =

/ 1,4 /10 0,14a b = = 0 7,

2 3 4

1,99 0,41 18,7 38,5 53,85 .
a a a �

Y
b b b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Y

N c

Y = const

2

3 4

1,99 0,41 0,14 18,7(0,14)

38,5 0,14 53,85 0,14 2,2142.

Y = − ⋅ + −

− ⋅ + ⋅ =

I max Imax
;p c cK a Y K= σ ⋅ =

2 2
I

max

80 000
6,06 �
.

14 674 2,2142
c

c
K

a
Y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

σ ⋅ ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠

� n

n = 2 2, C = ⋅ −2 06 10 13,
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������	� ��� ���	�	�� � ���
��� (8.95), ����
 �	���

"	���� �� �������������	� ����	�� ��  �

����� 8.4. A "	�	��	�����
 �����������
 ����������

�����	��� �	����� � ������
 ����
 .

A����� ���������� , ��	�� ���	���� �����*����	

, ����	�� �����	 , 
����	�� — �	������	-

�������� ����� � ������
 ��������	 
(�	�. 8.48). ���	�	������ ��������	� ���������� � ����	
��	
���� 6 ���. ��	 ���������		 � �	���� ����	 �����-
����� ���������� �����*������� �����	�� ����	���

, �	��� . A������� �����'��	� ������-

����  &�������� �������	��, ���������

������ ���������"	� 	 ����� ����� ���
� ����	�� 
���� �-
��	����� ��	�	������� ������	� 	�	 �������	���� � �������%.

0 1,4 �
a =

0 6,06 �
:a =

13 2,2

2 2,2 2 2,2

2 2

2

(2 2,2) 2,06 10 (5707)

6,06 1,4 26 500 "	����.

cN
−

− −

= ×
− ⋅ ⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟× − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ = ⋅9 5 103 3, /$ 


h =12 


R = 2 5, 
 δ = 0 6, �


� 400 K��σ =

� = 0 3, �
 2 2 4� = , �

3/2

I 8000 $ �
 .�� −

= ⋅

���. 8.48
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�������. ��������
 
��		�������� 	 �������� �����-
���	� � �	���
 �����		, �� ����������� ����	��, �� ����
������	
 ��%�� ��������	�. ������
 �����	� I — I 	 ��-
�	'�
 �������	� ��������	� ���*��� ���������� ����	
(�	�. 8.48, �):

(8.112)

��  — ��� �	����	 � ���������� ����	 ��������-
��:  — �	������	������ �����	� �	����	.

������	� 	  � (8.112), �����	


,

���%� .

$���
 �������� ��������	� . A ��'�
 ������ 	
��


 .

&��� 	� �������	� N������ �����	


(8.113)

$� �	�. 8.48, � �������� ��%�� , ����������� �� (8.113).

&��	
 ������
, 
����	�� �����	 	��������� �	������ ��-
��������� �������	� — ��������	�. $�������	�  ��������

������
 ��������	�
 :

A��	��	
 �����	"	��� 	�����	�����	 ��������	� ��
���
���
 (8.44) 	 (8.45) 	�	 �� ����. �. 22 �. 21:

;

;

.

2
�2 0,m R G R pσ π ⋅δ + − π =

G R x� = ⋅γπ 2

p x= γ

G� 	

2 22 0m R R x R xσ π ⋅ δ + γπ −π γ =

σm = 0

σt

ρm = ∞, ρt R=

/ / .t pR Rxσ = δ = γ δ

σt

σt

σ1

σ1
20 0095

250 1200

0 6
4750= ⋅ ⋅ =,

,
.$/�


Q
a

c
= + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=1 1 46 1 1 46
0 3

1 2
1 148

1 65 1 65

, ,
,

,
,

, ,

1/2
2 4

0,3 0,3
1 0,122 1 1 1,428

2 1,2 2 1,2tC

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3/2
1

1,428
4750 3,14 0,3 5735 $ �


1,148
t

t
C

K a
Q

−

= σ π ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅
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A��	��	
 ���	�	�� ���������� �����	"	���� 	�����	�-

����	 ��������	�  �� ���
��� (8.97):

&�� ��� , �� � ���"���� ���������"		 ���� ����	-

�� ���� ����������� 	 �� ���� ����	������� ��	��	� ����
��������� ����.

A��	��	
 ��	�	�����% ����	�� ����	�� 	� �����	� ����-

����	 :

������	
 �	��� "	���� �� ����� ����	�� �� ����������
���
��� � ��	�	�������.

B��
�* �����	"	���� 	�����	�����	 ��������	� �����-
������ ����
����
	 "	��� ��������	�.

A ��'�
 ������

  

��	
�
 ���	�	�� �����	"	�����  	  � ���
��� ���	-
�� ���	
	 ��, ��� � ��	
��� 8.3.

������	� ��� ���	�	�� � ���
��� (8.95), �����	
 ������-
�	�, �������%��� �	��� "	���� �� �������������	� ����	��
�� ��������� ���	�	�� � �������� ������	�:

Ith�

2 2
3/2�

I
0,6 40 000

1386 $ �
 .
500 500th

h
� −

⋅σ ⋅

= = = ⋅

I 1th� K<

I IcK K=

2 2
I 1 18 000 1,148 1

2,0 �
.
5735 1,428 3,14

c
c

t t

K Q
a

C

⎛ ⎞⋅ ⋅⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ ⋅ π ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠

1 ( / ) 1,24 ;tK a C Q aΔ = Δσ π = Δσ π

2

max min max
4750 $/�
 ;t t tΔσ = σ − σ = σ =

min
0.tσ =

C n

( )

( )

(2 )/2 (2 )/2
0

(2 2,2)/2 (2 2,2)/2
13 2,2 2,2

2

(2 ) ( )

2
0,3 ;

(2 2,2)2,06 10 (4750) 2,2

n n
t tn

t

N a a
n C Y

a

− −

− −

−

= − =

− Δσ ⋅

= −

− ⋅ ⋅

(1,428 /1,148) 3,14 2,2;Y = =

0,1 0,1
13 2,2 2,2

2
(2 0,3 )

0,2 2,06 10 (4750) 2,2

13 258 "	����.

cN − −

−

= − =

− ⋅ ⋅ ⋅

=
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C	��� "	���� � �������	� �������� ����	�� :

 "	���.

C	��� ����� � �������	� �������� ����	��:

 	�	 27 
��.

&��	
 ������
, ���������"	� ���������� �� ������ � ����-
�	� ��* ���. ?����������	����	� �������� ��������� �����-
	�� 1 ��� � ��. &�� ��� ��������� ������������ ��������	%
�����	 ���� �����'��	�
, �� ��	 ���������		 ����	�� �
�������% �������� ������, ��� ������	� ����� �� �������	�� 	
��	���� 
��� � ��
����, �� �����	� ����� � �������� ��-
�����	�.

����� 8.5. 6�	��� �������� ���
���������� �������-
���� �����	� '	�	��� 3 �
 	 ����	��� 8 �
 	��	������
�	��
	 F = 18 �$, ��	�������
	 �� ��������		 16 �
 ��
"����� ������	 ������� �����	�, ��	�� ��	�	��� ��	 ���-

��  (�	�. 8.49). &���	�� �	���  ��-

*�	��� � ������
 �����		 
��� ����������� ���% 	
�����*�����% �������. A������� �����'��	� 
����	���

. &�������� ������	�� ���	�	�� ����-

�	"	���� 	�����	�����	 ��������	�  	 ��	�	�����% �	-

�� ����	�� .

�������. ��������
 ��	�� ������������ ����:

=
����	� ������������ ���� �����	������ "����� ������	

.

3��	��%�	� 
�
��� � ������
 �����		

a = 0 6, �


8
0,1 0,1

0,6
2 10

(0,6 0,3 ) 4884
2866

N − −

⋅

= − =

−

��� 4884 / 6 814,N = =

ρ0 10= �
 l =1 0, �


3/2
I 25 000 $ �
�� −

= ⋅

�I

��l

0
1 2

8,0
9,445 �
.

ln( / ) ln(14 / 6)

H
r

R R
= = =

e = − =10 9 445 0 555, , �


3 3
0 18 10 16 288 10 $ �
.M F= ⋅ρ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
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$�������	� �� �������� �����*����	 �����	�

$�������	� �� ���������� �����*����	 �����	�

.

$�������	� �� ������ ���*��� ���'	�� ����	��

;

.

3 3
���

0

2

18 10 288 10

24 24 0,555

14 9,445
6285 $ / �
 .

14

F M y

A A e r y

⋅ ⋅
σ = + ⋅ = − + ×

⋅ + ⋅

−
× =

���. 8.49

3 3
�� 218 10 288 10 9,445 6

13 164 $ / �

24 24 0,555 6

⋅ ⋅ −

σ = − − ⋅ = −

⋅

3 3
� 2
��


18 10 288 10 2,555
3854 $ / �


24 24 0,555 9,445 2,555

⋅ ⋅
σ = − + ⋅ =

⋅ +

y1 4 555 2 2 555= − =, , �
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$�������	� �� ������ �	���� ���'	�� ����	��

.

������
 �����	� �� �	�		 ����	�� 	 ������	
 �������	�
��������	� (�	�. 8.49, �). A ����
 ������, ��� ��� ��������	�
� ���'	��* ����	�� ����	��� 	 �������%��� �����
	 ����-
�	"	����
	 	�����	�����	, �� �������	� ���	'�
 �������
�� ����� �����	�� ����	��.

F�	�	�, �� �����%�	��� ����� ���*�%% 	 �	��%% ����-
�	�� ����	��:

��� ��	���� "
�
���#

;

��� ��+��� "
�
���#

,

��  	  — �������������� ��������	� �� ����������� ��	

� ���*��� 	 �	���� ���'	� ����	��.
?�����	������� ��	�	�, �������
�� ��������	�
	 �

���������� ���"�����"		 � ���*��� ���'	�� ����	��
(�	�. 8.49, �):

,

�� .

H�����	��� �� ��	�	�, �������
��� ��������	�
	 �
�	���� ���'	�� ����	��,

,

�� .

3 3
� 2
��


18 10 288 10 1,555
2307 $/�
 ;

24 24 0,555 9,445 1,555

⋅ ⋅
σ = − + ⋅ =

⋅ +

y2 4 555 2 1 1 555= − − =, , �


1

( )/2 01 2

y

y y

F M y
dy

A A e r y
+

⎛ ⎞
+ ⋅⎜ ⎟

⋅ +⎝ ⎠
∫

( )/21 2

02

y y

y

F M y
dy

A A e r y

+ ⎛ ⎞
+ ⋅⎜ ⎟

⋅ +⎝ ⎠
∫

y1 y2

( )1

1 1 1
1 1

1

1 11 1
2 2

y a y a y a

y
y y y

K K
dr dr dy

r y y

+ + +

σ = =

π π −

∫ ∫ ∫

r y y= −1 1

σ
π π

y
y b

y

y b

y

y b

y

dr
K

r
dr

K

y y
dy

2

2

2

2
2

2

2
2

2 2

2
2 2− − −

∫ ∫ ∫= =
−( )

r y y= −2 2
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F������	� ��������	� ���	'���� �� ����� �����	��
����	�� � �	�

(8.114)

(8.115)

��  — ������� ����	���� �� ������� �;  — ������� ����-

	���� �� ������� b.
��	��	����� ���	�	��  	 b 
���� ������	�� 	� ����-

�	�: ��	    :

; ,

���%�

; .

3�����	��� �������	� (8.114), �������


	�	, ������	� ������ 	�����	�����	�,

 (8.116)

6����	"	��� 	�����	�����	 ��������	� �� ���*��� ���-
'	�� ����	��

( )

1 1
1 ;1

( )/2 0 11 2 1 2

y y a

y y y i

KF M y
dy dy

A A e r y y y

+

+

⎛ ⎞
+ ⋅ =⎜ ⎟

⋅ + π −⎝ ⎠
∫ ∫

( )

1 2( )/2 2
2

2
0 2 22 2

,
2

yy y

y y b

KF M y
dy dy

A A e r y y y

+

−

⎛ ⎞
+ ⋅ =⎜ ⎟

⋅ + π −⎝ ⎠
∫ ∫

y1 y2

a

r a= �
��
 ;yσ = σ r b= ; �

��
yσ = σ

� 1
��


2

K

a
σ =

π

� 2
��


2

�

b
σ =

π

( )

2
1

2
�
��
2

K
a =

π σ ( )
2

2
�
��
2

K
b =

π σ

( )

1 1 1

1
0 0 0 1 11 2 1 2 1

2 2

2
ln

2

y y y a

y y y y y

KF M
y r y r r y y y

A A e

+

+ +

⎡ ⎤+ + − + = −⎣ ⎦⋅ π

0 1 21 2 1 2
0

0 1

2
1 1

�
��


2
ln

2 2 2( )

2
.

2

r y yy y y yF M
r

A A e r y

K K
a

⎛ ⎞⎡ ⎤+ +− −
+ + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ +⎣ ⎦⎝ ⎠

= =
π πσ
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3�����	��� �������	� (8.115), �������


6����	"	��� 	�����	�����	 ��������	� �� �	���� ���-

'	�� ����	��

=�����������, ����	�� ������ ����	 	� ���*��� ���'	��.

6�	�	�����% �	�� ����	�� ����
, ��	������ � (8.116)

:

( )

�0 1 21 2 1 2
1 0 ��


0 1

3 3

3/2

2
ln

2 2 2( )

18 10 288 10 2 9,445 2,555 1,555
(0,5) 0,5 9,445ln

24 24 0,555 2 9,445 2,555

3,14 3854 4479 $ /�
 .

r y yy y y yF M
K r

A A e r y

−

⎧ ⎫⎡ ⎤+ +− −⎛ ⎞⎪ ⎪
= + + πσ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟

⋅ +⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ + +⎪ ⎪
= − + + ×⎢ ⎥⎨ ⎬

⋅ +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

× ⋅ =

0 21 2 1 2
0

0 1 2

2
2 2

�
��


2( )
ln

2 2 2

.
2

r yy y y yF M
r

A A e r y y

K K
b

⎡ ⎤+− −⎛ ⎞
+ + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⋅ + +⎝ ⎠ ⎣ ⎦

= =
π πσ

�0 21 2 1 2
2 0 ��


0 1 2

3 3

3/2

2( )
ln

2 2 2

18 10 288 10 2(9,445 1,555)
(0,5) 0,5 9,445ln

24 24 0,555 2 9,445 2,555 1,555

3,14 2307 3231 $ �
 .

r yy y y yF M
K r

A A e r y y

−

⎧ ⎫⎡ ⎤+− −⎛ ⎞⎪ ⎪
= + + πσ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟

⋅ + +⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫⋅ ⋅ +⎡ ⎤⎪ ⎪
= − + + ×⎨ ⎬⎢ ⎥⋅ ⋅ + +⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

× ⋅ = ⋅

� � �I I=
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&��	
 ������
, � �����'��	� ����	�� ���� ����	 �����-
�	��, �� ����*�	
� �����	������ �������� �� �� �����
.

����� 8.6. B�'	�� �������% �����, ��	���, ��� ���-

�	�� �	���  ��*�	� �� �������% �����*�����
(�	�. 8.49, !).

�������. F������	� ��������	� ���	'���� � �	�

(8.117)

��  — ������� ����	���� �� ������� �.
��	��	����� ���	�	�� � ������	
 	� �����	�:

��	 

;

 

3�����	��� �������	� (8.117), �������


.

2
I 0 1 2

0�
0 1

��

2 3

3 3

2
ln

2( )

2 2

25 000 288 10 2 9,445 2,555 1,555
9,445 ln

3,14 3854 24 0,555 (9,445 2,555) 2
2,8 �
.

18 10 288 10
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⋅ ⋅
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1 1
1

0 11 1

,
2

y l y

y y �
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−

⎛ ⎞
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⋅ + π −⎝ ⎠
∫ ∫
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��
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yr a= σ = σ

1
��


0 1

3 3
218 10 288 10 3,555
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 ;
24 24 0,555 9,445 3,555

� yF M

A A e r y
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⋅ ⋅
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⋅ +
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2
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2
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π σ
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������	� ������ 	�����	�����	�, ����


.

6����	"	��� 	�����	�����	 ��������	�

6�	�	�����% �	�� ����	�� ����
, ��	������ :

&��	
 ������
, ��	 ����*�	
���	 ���������"		 ����	
����� ���� ���������� ���������� �������� �� �����
 ���-
�	��.

B���
�������� ��	
��� ��������%�, ��� 
��� �����	�

���� ����'�� 	������������� �� ��� � �����
 ����������	-
�
 ����	� 	 ������%�	* ��������.

����� 8.7. ��	 	���������		 ����	 ���
���� �������	�

�����*������* ����	� �	��� � . ?����� ��������
� �����	�* ������� ����
�"		. M�������	��	�� 
����	���:

, �������� �����'��	� .

2
0 1 1 1

0
0 1 ��


2
ln

2 a

r y K KF M
l l r a

* A e r y l

⎡ ⎤+
+ + = =⎢ ⎥
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0 1
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3/2
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1 1 9,445ln
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 .
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× ⋅ = ⋅
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0 11
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0 1��


��

2 3

3 3
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25 000 288 10 9,445 3,555
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.
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� 160 K��σ =
3/2

I 10 000 $ �
�� −

= ⋅
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$���*�	
� ��������, �� ������� ��� ��	 ������� ����	 ����-
�� ����	�	�� �����	"	��� �����������	.

�������. $��	�	� ����	�� ��	���� ��������� 
����	��� �
 ���. �����
� ��	 ������� �����	"	��� �����������	  ��-

��� ���� ����	��� �  ���:

����� 8.8. A��	��	�� �	�� 2� ����	��, ��	 �������
��������� ����	 ��	������ � 2 ����. ?����� �������� � ����-
�	�* ������� ����
�"		. M�������	��	�� 
����	���:

 K��,  = 20 000 $⋅�
—3/2.

�������. A ����� ������ 

   �
.

����� 8.9. L���� �	��� l = 120 �
 ���
���������� ����-

������� �����	�  �
 	��	������ �	��� F, �$. $� �������-
��� ������� 	
����� ����	�� �	��� � = 1,5 �
. ������	��, ��
������� ��� ���	�	� ����	�� ��	���� �����	
�% ��������,

���	 ����� ��������	 
����	���  K��, �������� ���-

��'��	�  = 20 000 $⋅�
—3/2 (�	�. 8.50).

�������. �� �������
�� ��������� ���
 ���	
��� ����-
��% ��������, ��	 ������� ��������	� � ������
 �����		 �

α n
α

�

I

16 000 3,14 0,25
1,4 ����.

10 000/ ( )�� �

σ ⋅ ⋅

α = = =

π

σ� = 320 K cI

α = 2 :

α
σ πα

= �

K cI

; α
σ πα2

2

2
= �

K cI

; 2 2 2
4 20000

3 14 32000
1

2 2

2

2

2
a

K c= ⋅ = ⋅ ⋅
⋅

=
α
πσ

I

� ,

6 10×

σ� = 320

K cI

���. 8.50
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������� ����� ��������� ������ ��������	. ?�� ����	 ��� ���-
�	��

?�� ����	 � ����	��� �������
�% �������� ����
, ��	-

������ �����	"	��� 	�����	�����	 ��������	�  �������	

�����'��	�  (����. �. 22 �. 12):

$��	�	� ����	�� ��	���� ���	�	�� �������	:

����� 8.10. ������� ����� ������	������ �	��� F = 250 �$.

������ ����������� �����	� * = 18 �
2. A������� �����'�-

�	�  = 30 000 $⋅�
—3/2. ������	�� ��	�	�����% �	�� ���-

�	�� 2�, ������������% � ����	�� �����	��.
�������. A��	��	
 ��������	� � ����	 � 
�
��� �����-

'��	�:

6�	�	�����% �	�� ����	�� ������	
 	� �����	�

 ��  — �����	�� �	�� ����	��:

σ�
��= = ⋅ ⋅30 30 6

2

F

W

F

hbz

;

F
hb

��
� $=107 �$.=
⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅
σ 2 2

3

6 30

32000 6 10

180
107 10

K1

K cI

3
I

1/2 3/2 5/2 7/2 9/2

3

1/2 3/2 5/2 7/2 9/2

4
2,9( / ) ( / ) 21,8( / ) 37,6( / ) 98,7( / )

6

20 000 6 10

4
120 2,9 0,25 0,25 21,8 0,25 37,6 0,25 98,7 0,25

5

16220$ = 16,2 �$.

cK h b
F

l a b a b a b a b a b

= =
⎡ ⎤

− + − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⋅
= =

⎡ ⎤
⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

=

α = ⋅
⋅

=107 10

16 2 10
6 6

3

3,
, ���.

K cI

σp
F

A
= = ⋅ =250 10

18
13 889

3
2$/�
 .

K ac pI = σ π �� , a��
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����� 8.11. U	�	��	����	� '��� ��	���
 R = 3 �
 ��	 ��-
���� ����������� �����	% ����
����* ��������	�, 	�
���-
%�	*�� �� 0 � 60 K��. ����� ���������� ���	������ ����
�� ��-
������	� ���� ���������� �����*������� ����	�� ����	���

� = 0,4 �
. A������� �����'��	� 
����	���  = 10 000 $⋅�
—3/2,

�������� ����� ����	��  &������-
�� ������	�� �	��� "	���� � �����'��	� '����.

�������. ������	
 ��	�	�����% ����	�� ����	�� ,

��	��� ����	�� ����"����, ��� ��� ����	���	� �����������	
������. �� ����. �. 22, �. 13 ��	�	
��
 �����	"	��� 	����-

�	�����	 ��������	� ��	 , �����


6�	�	������ ����	�� ����	�� ����

C	��� "	���� � �����'��	� '���� ����
 �� ���
���
(8.95):

����� 8.12. ?����� � �	� ������ '	�	��� b = 30 �
 	 ���-
�	��� 1,0 �
 � �����
 �����		 	
��� �������% ����	�� �	-
��� 2� = 1,8 �
, ������������% ������	������� � ������	��-
%�	
 ��������	�
. M�������	��	�� 
����	���: ����� ������-

��	  �������� �����'��	�  = 20 000 $⋅�
—3/2.

&�������� ������	�� ��	�	������ ��������	�, ��	 ������

����	�� ������ ����������������.

2 2 2
30 000

3 14 13 889
3

2

2

2

2
a

K c

p
� �
.= ⋅

⋅
= ⋅

⋅
=I

π σ ,

K cI

da dN K/ , ( ) .,= ⋅ −2 06 10 13 2 2Δ

a��

a R/ , / , ,= =0 4 3 0 0 13

K a a Y1 1 66 1 66 6000 1 66= ⋅ = ⋅ =σmax , , ; , .

a
K c

�� �
.=
⋅

=
⋅

=I
2

2

2

21 66 6000

10 000

1 66 6000
1 0

( , ) ( , )
,

0,1 0,1
13 2,2 2,2

2
(1,0 0,4 )

(2 2,2) 2,06 10 (6000) 1,66

31 630 "	����;

cN − −

−

= − =

− ⋅ ⋅ ⋅

=

Δσ σ= =max .6000 2$/�


σ� K��,= 200 K cI
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�������. =������� ����. �. 22, �. 7 �� �����	�� ��������
'	�	�� ��	�	
��
 �����	"	��� 	�����	�����	 �������-

�	� � �	� 

��	�	
�� , �����	


��  — ��	�	������ ��������	�.

&��	
 ������
, �����'�%��� ��������	�  
���'� ���-

��� ��������	.

����� 8.13. A "	�	��	�����
 �����������
 ����������,

	
�%��
 ����	� ��	�� R = 1,0 
, ����	��  �
, � ����-
�� ���������� �������� ����	�� �	��� 2� = 2,0 �
. M������-

�	��	�� 
����	���: ����� ��������	  K��, ��������

�����'��	�  = 30 000 $⋅�
3/2. &�������� ������	�� ���	-

�	�� �����'�%���� �����	� 

�������. =������� �. 22, �. 11 ��	�	
��
 �����	"	���
	�����	�����	 ��������	� � �	�

��  (	 — ���������� �����	�;  — �������� ��-

������	�).

A �������* ���������� ������ �����	�����% ��������.
A��	��	
 	�
��� �����	������ ����:

1 ,K a Y= σ π ⋅

Y
b

a

a

b
= ⋅ =

⋅
⋅ ⋅ ≅

π
π

tg tg
30

3 14 0 9

3 14 0 9

30
1 0

, ,

, ,
, .

K K c1 = I

K ac cI = σ π ,

σc

σ
πc

cK

a
= =

⋅
= =I 20 000

3 14 0 9
11 905 1192

, ,
$/�
 K��.

σc

δ = 0 8,

σ� = 240

K cI

pc .

K a Yt1 = ⋅σ π ,

σ δt pR= ( / ) σt

Y
a

R
= +

⋅
1 1 61

2

, .
δ

2
30 000

3 14 24 000
0 5

2

2

2

2
r

K c
�

�

�
.= =
⋅

=I

πσ ,
,
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$�*�	
 ���	�	�� Y � �����
 �����	������ �������	:

B����'�%��� �������� ��������	� ������	
 	� �����	�

B����'�%��� ���������� �����	�

����� 8.14. ?����� � �	� �����	�� �����	�
 200×30 



������	������ ��	�	�
 850 �$. K����	�� 	
���  = 250 K��,

 = 400 K��. ��	 �������
 �������� ���������� ����	��

�	��� 2� = 1,2 �
. 7��������"	����� ��
�������� � — 18 °=.
��	 	������		 �����	* �����"�� �����	�
 100×12 

, 	���-
��������* 	� 
����	��� ����	, � "���������� ����	��� �	-
��� 2� = 2,0 �
 �������� ������ ��	�	������ ��
��������

 ������ —  ������	����	� ����	��-

���
� ������� ������� ����������� �����"�  = 870 K��,

�����'�%��� ��������	� � ����	*�����
 �������		   =

= 340 K��; �����'�%��� ��������	� � *�����
 �������		

��	 ��
�������� —90 °= �����  = 220 K��. ������	�� ����-
����� ����	 ��	 ���	�		 ����	��.

�������. A��	����
 ��	�	����	� ��
�������� �� ����	
�� (8.89):

��  = 273 + 18 = 201° 6;  = 273 — 40 = 233° 6 — ��	�	-

����	� ��
�������� *�������	 �����"��; ;  — ��
-

Y = + +
⋅

=1 1 61
0 9 0 25

100 0 8
1 01

2

,
( , , )

,
, .

K K c1 = I :

K a rc cI = ⋅ ⋅ +σ π1 01, ( ) ;�

σ� = +
=30 000

1 01 3 14 1 0 25
15 000 2

, , ( , )
.$/�


p
Rc
c=
⋅

= ⋅ = =
σ δ 15 000 0 8

100
120 1 22,

,$/�
 K��.

σ�

σ�

t�� =,
1

18= + t�� =,
2

40= −

σ�	

σK

σK

t t t t
��


��
��

�� ��
1 1 1 1

291= + = +ΣΔ ΣΔ ;

t t t t
��


��
��

�� ��
2 2 2

233 2= + = +ΣΔ ΣΔ ,

t��
��

1
t��
��

2

ΣΔt��1
ΣΔt��2
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����� �
����	� ��	�	����	* ��
������� ����	 �� ���� ���-
�	���	� ����	�� 	 '	�	�� ����	 	 ���
���� ����	��.

��	 ����	���		 ���
���� �����"� ������"	������� ���-
�	�� � ����	�� ����	 �	�� ����	�� � �����"�

��	 �
���'��		 �	�� ����	�� �� 50 

 � 12 

 ��	��-
�	� ��	�	����	* ��
������� ����	 ���� (�
. �	�. 8.33):

= �����
 ���	* ��	�%�	* ��������, �������� ����	��-
��	
 ����
 (�
. �	�. 8.32, 8.33), 
���� ��	����

����

&�
�������� ���������"		

$�*�	
 �� (8.90) ����� �� ��	�	����	
 ��
��������

*�������	:

&�� ���  
���'� ����, �� ����� ��*�	��� � *�����


�������		 	 ����� ��������	 ����������� �� �����'�%�	


��������	�
 ��	 ��
��������  ����� ��������	 ��	

 �� (8.82) ��	  = 140 (�	�. 8.34):

l = ⋅ =2 0
3 0

1 2
5,

,

,
�
.

Δt�� =;
1

69 72 3= − = −

Δt�� =.
2

82 90 8= − = −

ΣΔ ΣΔt t�� ��=; =,
1 2

30 28= =

Δ

Δ

t

t

��


��


6;

6.

1

2

291 30 321

233 28 261

= + =

= + =

tmin
� 6.= − =273 18 255

Δ

Δ

t t t

t t t

��
�

��


��
�

��


1 1

2 2

255 321 61 0

255 261

= − = − = − <

= − = −

min

min

;

== − <6 0.

Δt��1

t t= min.�

tmin
� β�

σ� K��.= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =250 140

1

255

1

293
269exp
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&�
�������� *������� �����'��	� ������� �����"� (8.84)

��������
 
	�	
������ ��	�	������ ������	� �����	-

"	���� 	�����	�����	 ��������	�  �� �����"� �� ���
�-

�� (8.32).
$���
 ����� ��������	 �� �����"� ��	 ��
�������� —90 °=

(183 °6):

$�
	������� ��������	� �� ������-�����	% �����"�

E	��	���� �����	�� ����	�� �� ���
��� (8.38)

K	�	
������ ������	� �����	"	���� 	�����	�����	
��������	� �� �����"� ����
, 	�������� �������	� 	�
����. �. 22, �. 7:

����� ��������	 �����"� ��	 ��
��������, ������ ������
��	�	������,

E	��	���� �	�� ����	�� �� �����'�%�	* �������-
�	� �� ������-�����	% ��	 ��
��������, ������ ������ ��	-
�	������

t* lg( / )

,
,= +

⋅
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

=
−

1

293

870 250

0 43 140
82 6

1

6.

K cI
*

σ� K��.= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =250 140

1

183

1

293
332 8exp ,

σ�
�� K��.= ⋅ −

⋅
=220

10 2 1 2

10 1 2
176

( ) ,

,

a� �
.= + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=2 0

2
1

1

2

176

332 8
1 14

2
,

,
,

�*
I �

�

3/2

tg

10 3,14 1,14
17 600 3,14 1,14 tg

3,14 1,14 10

34 031,5 $/�
 .

c

ab
K a

a b

−

π

= σ π ⋅ ⋅ =

π

⋅

= ⋅ ⋅ =

⋅

=

σ� K��.= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =250 140

1

233

1

293
282 6exp ,
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6�	�	������ ������	� �����	"	���� 	�����	�����	 ��-

������	�  ��	  �����

A��	��	
 �����	"	���  �� ���
��� (8.86):

���%� ��	�	������ ������	� �����	"	���� 	�����	�����	

��������	� ��	  ����

6�	�	������ ������	� �����	"	���� 	�����	�����	 ��-

������	� ��	 ��
�������� �	�� ��	�	������ 

��������
 �� ���
��� (8.85), �������� �	�. 8.35, � ���	�	��

 ��	�	
��
 ������  = 0,035:

B����'�%��� ��������	� ��������
 �� ���
���
(����. �. 22, �. 7):

σ�
��

�

$/�
= ⋅ −
⋅

=

= +

28 260
10 2 1 2

10 1 2
22 608

2 0

2
1

1

2

22 608

28 26

2( ) ,

,
;

,
a

00
1 32

2⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= , �
.

K cI t t= ��2

I

3/2

22 608 3,14 1,32

10 3,14 1,32
tg 47 395 $/�
 .

3,14 1,32 10

cK

−

= ⋅ ×

⋅

× =

⋅

β

βK
c cK K

t t e
=

−
=

−
=

lg( / )

( ) lg

,

( , )
lg

,
,

*

*
I I

��2

2 3

233 82 6

47 395

34 031 5
0 00022.

t t=
��


2

K cI = − = −34 031 5 0 0022 261 82 6 50 305 3 2, exp[ , ( , )] ./$/�


t�� 6
2

233=

βK βK

K cI = − − = −50 304 0 035 261 255 40 802 3 2exp[ , ( )] ./$/�


I

2

tg

40 802
29 674 $/�
 .

20 3,14 0,6
3,14 0,6 tg

3,14 0,6 20

c
�

K

b a
a

a b

σ = =

π

π ⋅ ⋅

π

= =

⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅



577

6����	"	��� �����������	 ����	 � ����	��� ��	 �������-

��"	����
 ��������		  ����

����� 8.15. =������� �������� 	�
����
 d = 30 

 ����-
���� �� ��������	�. ��	 ��
���� ���������� ����"���� ����	��

����	��� � = 0,4 �
. M�������	��	�� 
����	���:  = 500 K��,

����� ��������	  = 800 K��. 6����	"	��� �����������	

�� ������ ��������	 ��	 ������� ��	��� �����
  = 2,0. 7��-

������"	����� ��
�������� ��*�	��� � ������* 20 °=. ��	

	������	�* "	�	��	����	* �����"�� 	�
����
  = 20 

 �

����"���� ����	��� ����	��� � = 0,3 �
 �������� ������ ��	-
�	������ ��
��������, ������ + 28 °=, 	 ������, ������ — 80 °=.
B����'�%�	� ��������	� �� �����-�����	% ��	 ��	�	����	*
��
��������* ��������%�: ��	 ������ — 690 K��, ��	 ������ —
270 K��. &�������� ������	�� ��������� ������� ��	 ���	-
�		 ����	��.

�������. A��	��	
 ��	�	����	� ��
�������� �� �������:

 	 , �������� ����	��
, ��	�	
��
 �����
	

30 °= 	 26 °=, ��������������.

&���  = 301 + 30 = 331 °6;  = 193 + 26 = 219 °6.

&�
�������� ���������"		

 = 273 + 20 = 293 °6.

!���� �� ��	�	����	
 ��
��������
 *�������	

σmax
�

σmax ,
;� $/�
= = =F

A

850 000

20 3
14 167 2

n�� ��� �������� ���������
.= =29 674

14 167
2 1, ,

σ�

σ�

n�

d1

t t t t

t t t t

��


��
��

�� ��

��


��
��

��

1 1 1 1

2 2 2

301

193

= + = +

= + = +

ΣΔ ΣΔ

ΣΔ ΣΔ

;

���2
.

ΣΔt��1
ΣΔt��2

t
��


1
t
��


2

tmin
�

Δ

Δ

t t t

t t t

��
�

��


��
�

��


1 1

2 2

293 331 38 0

293 219

= − = − = − <

= − = −

min

min

;

== >74 0.
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3� �����������	� ��
������� ������, ��� �������� ��	 ���-
�	�����
 ��������		 ��*�	��� � ����	*�����
 �������		.

A��	��	
 ������ ��������	 ����	 ��	 ��	�	����	* ��
��-

������*. 6����	"	��� , �������� �	�. 8.34, ����� 70:

������	
 �����'�%�	� ��������	�  �� ������-����-

�	% ��	 ������ ��	�	������ ��
��������  ����� ����� ��-

������	  � �����
 ��������	� �����	� �� ���� ����	��:

B����'�%�	� ��������	� ��	 ������ ��	�	������ ��
��-

������  ����
 �� ���
���
 (8.88�) 	 (8.85�), ��	��� ����-

������ ������	  = 0,07 	 �����'�%�	� ��������	� �����"�

��	 ����	���		 �����	�

��	 ����	���		 ���
���� �����"� ������"	������� 	�-

���� �� 2,0 � 3,0 �
 ����	�� ����	�� ����	�	���:

E���"		  ��	�	
��
 �������� ����. �. 22, �. 13:

�� �����"�  � / R = 0,45 / 1,5 = 0,3;  f (a / R) = 1,2;
�� �������  � / R = 0,4 / 1,5 = 0,27;  f (a / R) = 1,27.

β�

σ

σ

�

�

K��;= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

= −

500 70
1

331

1

293
378 2

500 70
1

219

exp ,

exp
11

293
542 4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = , K��.

σK

2


��

t

σ�

σ
π

σ π

σ

K
H

H

K

d
d a⋅ = −

= ⋅ − ⋅ =

2
2

2

4 4
2

542 4
3 0 2 0 4

3
291 7

1

�

K��.

( ) ;

,
( , , )

,

t
��


1

mA

2 2
2

�� 
3,14 2 3,14 3

�� 3,14 �
 � 7,06 �
, �����

4 4

A A
⋅ ⋅

= = = =

σK1
690

3 14

7 06
652

0 07

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=,

,

,

K��.

a = ⋅ =0 3
3 0

2 0
0 45,

,

,
, �
.

f K1
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B����'�%�	� ��������	� �� ������� �� ���
��� (8.88�)

��	  = 0,052 (�
. �	�. 8.35, �):

B����'�%�	� ��������	� �� ������-�����	%

����'��	� �����'�%�	* ��������	�  	  ��	 ��
-

��������*  	  � �����������%�	
 ������
 ��������	

�����

���%�

B����'�%��� ��������	� �� ������� ��	  ����


�� (8.87) � �����
 ��������	� �����	� ������� ����	���:

$�������	� �� ������-�����	% ������� � �����
 �����	-
"	���� �����������	 �� ������ ��������	

6����	"	��� �����������	 ������� � ����	���

A ����%���	� ��
��	
, ��� � ��������� ���
� �����������
� �"���� ��������	 ���
����� ��������"	� � ����	��
	 ���-
�� ��������. �����
� ����� � �����
	 
���
��	����	
	 
�-
���
	 
�*��	�	 �����'��	� ����*�	
� ������������� ���-
����, ����� 
���� ������, �� 	����������	� 	�������
	 ��-
�����	� 
�*��	�	 �����'��	� �� �����	��.

ml

σK1
652

0 45

0 4

1 2

1 27
620

0 052

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ =,

,

,

,

,

K��.

σK1
620

3 0 2 0 4

3 0
333 4

2

= − ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=, ,

,
, K��.

σK1
σK

t
��


1
t
��


2

333 4

378 2
0 882

291 7

542 4
0 538

,

,
,

,

,
, ,= =	

βσ = =ln
,

,
, .

0 882

0 538
0 493

t t= min
�

σK = −
−

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

− ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=500 0 493
293 219

331 219

3 0 2 0 4

3 0
372

2

exp ,
, ,

,
K���.

σmax /� K��.= =500 2 250

�� 372 / 250 1,49, ��� 
���� ��	���� ���������
.n = =
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������� �. 16

�������� ����!��#������, ����#������ 
� ��������� �����!��������� 	
����

'����"���������� ���#��� (sh x), �����#��� (ch x) � �������� (th x) ��-
��	�*�� �#�����, ������������ ����#*���� ���"�������� ���������-
��� �#����+:

��� � = 2,718.
;#����� sh x, ch x, th x ���������� �� 	��+ �����	�+ ���. &���	��� ���-

��<���� ����# �����"���������� �#�������:

sh ;
2

x xe e
x

−

−

=

ch ;
2

x xe e
x

−

+
=

sh
th ,

ch

x x

x x

x e e
x

x e e

−

−

−
= =

+

2 2ch sh 1;x x− =

2sh ch 1 [ 0];x x x= − >

2sh ch 1 [ 0];x x x= − − <

2ch 1 sh ;x x= +

sh( ) sh ;x x− = −

ch( ) ch ;x x− =

th( ) th ;x x− = −

sh( ) sh ch ch sh ;x y x y x y± = ±

ch( ) ch ch sh sh ;x y x y x y± = ±

sh2 2sh ch ;x x x=

2 2 2 2ch2 ch sh 2sh 1 2ch 1;x x x x x= + = + = −

2sh ch sh( ) sh( );x y x y x y= + + −
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                  [x > 0] [x < 0]

2ch ch ch( ) ch( );x y x y x y= + + −

2sh sh ch( ) ch( );x y x y x y= + − −

sh sh 2sh ch ;
2 2

x y x y
x y

+ −
+ =

sh sh 2sh ch ;
2 2

x y x y
x y

− +
− =

ch ch 2ch ch ;
2 2

x y x y
x y

+ −
+ =

ch ch 2sh sh ;
2 2

x y x y
x y

+ −
− =

2 2 2 2sh sh sh( )sh( ) ch ch ;x y x y x y x y− = + − = −

2 2 2 2sh sh ch( )ch( ) ch sh ;x y x y x y x y+ = + − = +

(sh ch ) sh ch ;nx x nx nx+ = +

1 ch sh ;
sh ch

x x
x x

= −

+

2 ch2 1
sh ;

2

x
x

−

=

2 ch2 1
ch ;

2

x
x

+
=

1 1sh (ch 1) (ch 1) ;
2 2 2
x x x= − =− −

1ch (ch 1) ;
2 2
x x= +

2

2 th
th2 ;

1 th

x
x

x
=

+

ch 1 sh
th ;

2 sh ch 1

x xx
x x

−
= =

+
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$���#������ �����!��������� 	
����

%��������, �����&�'�� �����!��������� 	
�����

2

2
1th ;
1

x

x
ex
e

−
=

+

1ch sh ; sec h ;
ch

xx x e x
x

+ = =

1ch sh ; csc h ;
sh

xx x e x
x

−

− = =

sh 0 0; ch 0 1; th 0 0;= = =

3 5 7
2sh ... [ ];

3! 5! 7!
x x xx x x= + + + + < ∞

2 4 6
2ch 1 ... [ ];

2! 4! 6!
x x xx x= + + + + < ∞

3
5 7 9 22 17 62th ... [ ].

3 15 315 2835 4
xx x x x x x π

= − + − + − <

sh
ch ;

d x
x

dx
=

ch
sh ;

d x
x

dx
=

2
2

th 1sech ;
ch

d x
x

dx x
= =

2
2

cth 1csch .
sh

d x
x

dx x
= =−

sh ch ;x dx x=∫

sh ch ;x xdx a
a a

=∫
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sh ch sh ;x x dx x x x= −∫

2 2sh ( 2)ch 2 sh ;x x dx x x x x= + −∫

2 sh2
sh ;

4 2

x xx dx = −∫

2
2 sh2 ch2sh ;

4 8 4

x x x xx x dx = − −∫

3 5 7sh
...

3 3! 7 7! 7 7!

x x x xdx x
x

= + + + +

⋅ ⋅ ⋅
∫

2

sh sh ch
.

x x x
dx dx

x xx
=− +∫ ∫

2sh ch21 1ln (2 ).
2 2 2

x x
dx x d x

x x
=− +∫ ∫

ch 11 ln ;
sh 2 ch 1

xdx
x x

+
=−

−
∫

3 5 7 9
2 27 31 127 ... [ ];

sh 3 3! 3 5 5! 3 7 7! 3 5 9!

xdx x x x xx x
x
= − + − + − < π

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∫

2
cth ;

sh

dx x
x
=−∫

ch =sh ;xdx x∫

ch sh ;x xdx a
a a

=∫

ch = sh ch ;x xdx x x x−∫

2 2ch =( 2) sh 2 ch ;x xdx x + x x x−∫

2 sh2
ch = ;

4 2

x xxdx +∫
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2
2 sh2 ch2

ch = ;
4 8 4

x x x xx xdx − +∫

2 4 6ch
ln ;

2 2! 4 4! 6 6!

x x x xdx x
x

= + + +

⋅ ⋅ ⋅
∫

2

2

ch ch sh
;

x x
dx dx

x xx
=− +∫ ∫

2ch ch21 1ln (2 );
2 2 2

x x
dx x d x

x x
= +∫ ∫

2 4 6 85 61 ... ;
ch 2 4 2! 6 4! 8 6!

xdx x x x x
x
= − + − +

⋅ ⋅ ⋅
∫

2
th ;

ch

dx
x

x
=∫

2
th ln ch ;

ch

xdx
x x x

x
= −∫

th ;
ch 1 2

dx x
x+

=∫

2shsh ch ;
2

xx x dx=∫

4
2 chsh ch ;

4
xx x dx =∫

3
2 shsh ch ;

3
xx x dx =∫

ln th ;
sh ch

dx x
x x

=∫

2
sh 1 ;

chch

x dx
xx

=−∫
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2

2
sh th ;
ch

x dx x x
x

= −∫

ch
ln sh ;

sh

x
dx x

x
=∫

2

ch 1 ;
shsh

x
dx

xx
=−∫

2ch ch ln th ;
sh 2

x xdx x
x

= +∫

2

2
ch sh csch ;
sh

x dx x x
x

= −∫

th ln ch ;xdx x=∫

2th th ;xdx x x= −∫

cth ln sh .xdx x=∫
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