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Введение

Сквозь волшебный прибор Левенгука
На поверхности капли воды
Обнаружила наша наука
Удивительной жизни следы.
Государство смертей и рождений,
Нескончаемой цепи звено,
В этом мире чудесных творений
Сколь ничтожно и мелко оно!
Но для бездн, где летят метеоры,
Ни большого, ни малого нет,
И равно беспредельны просторы
Для микробов, людей и планет.

Н. Заболоцкий. Сквозь волшебный
прибор Левенгука

В связи с большой распространенностью, широким практическим
применением и своеобразием свойств, все большее внимание исследо-
вателей в различных областях физики атмосферы, науки об окружаю-
щей среде, техники и фундаментальной науки привлекают в последнее
время дисперсные системы, т. е. cистемы, представляющие собой ме-
ханическую смесь частиц дисперсной фазы со средой-носителем. Об-
разование облаков и выпадение осадков (Мейсон, 1961; Мазин, Шме-
тер, 1983), формирование аэрозольной компоненты земной атмосферы
(Юнге, 1965), эволюция допланетного роя и частиц межзвездной пыли
(Сафронов, 1969; Кейдл, 1969; Silk and White, 1978), миграция де-
фектов в твердых телах (Гегузин, Кривоглаз, 1971; Слезов, Сагалович,
1987), двухфазные течения в лабораторных и промышленных установ-
ках (Левич, 1959; Райст, 1987), перенос в атмосфере различного рода
промышленных и радиоактивных загрязнений (Юнге, 1965; Стыро,
1968; Грин, Лейн, 1972; Кароль, 1972, Пененко, Алоян, 1985; Алоян,
2008) — вот далеко не полный круг явлений, в которых решающую
роль играют процессы, происходящие с дисперсными системами.

Обычно дисперсные системы подразделяют, исходя из агрегатного
состояния частиц дисперсной фазы и среды-носителя. Ряд дисперс-
ных систем получил отдельные названия: аэрозоли — взвесь твердых
или жидких частиц в газовой среде, обычно в воздухе (Грин, Лейн,
1972; Райст, 1987; Пискунов, 2000); эмульсии — жидкие частицы,
обычно стабилизированные защитными оболочками, в жидкой сре-
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де, и коллоиды — взвесь твердых частиц в жидкой среде (Фролов,
1989); астрозоли — твердые или жидкие частицы в вакууме (Silk and
White, 1978; Лушников, Токарь, 1978; Петрянов-Соколов, Сутугин,
1989). Кроме того, существуют дисперсные системы без устоявшихся
названий: ансамбли газовых пузырьков в твердом теле или жидкости,
ансамбли жидких капель в твердом теле и так далее.

Дисперсные системы обладают многими необычными физическими
свойствами, которые требуют отдельного изучения и сказываются на
практике. Можно назвать своеобразную газодинамику, обусловленную
различным движением среды-носителя и частиц дисперсной фазы;
необычные оптические свойства, вызванные сравнимостью размеров
частиц с длинами волн света и влиянием формы частиц; повышенную
способность к взаимодействиям, вызванную чрезвычайно развитой по-
верхностью частиц. Особое место среди дисперсных систем занимают
аэрозоли, о которых в основном и будет идти речь в дальнейшем.

Аэрозольные загрязнения наиболее динамичны и представляют со-
бой непосредственную угрозу здоровью населения и окружающей сре-
де. В связи с этим, задачи по оценке последствий и защите от техноген-
ных катастроф и аварий, пожаров и стихийных бедствий всегда стоят
очень остро. Для предприятий атомной отрасли актуальны проблемы
постоянного мониторинга и контроля за потенциально опасными объек-
тами, а также вопросы анализа последствий гипотетических аварий. По
своей сути все перечисленные задачи являются интернациональными
и в них заинтересовано все международное сообщество, поскольку
интернациональна сама проблема аэрозольного трансграничного пере-
носа. Осознание важности экологических проблем, связанных с влия-
нием жизнедеятельности человека на атмосферу и гидросферу Земли,
является одним из наиболее серьезных стимулов к изучению процессов,
управляющих поведением дисперсных систем в целом и аэрозолей
в частности.

Экология и безопасность далеко не исчерпывают области, где име-
ют дело с дисперсными системами. Можно назвать массу природных
объектов и множество технологических процессов, которые связаны
с положительным присутствием и применением аэрозолей: атмосфер-
ные осадки; двухфазные течения, используемые в технологических
процессах и установках; дисперсные среды для нужд пищевой про-
мышленности, медицины и сельского хозяйства. Разнообразие физиче-
ских проблем и технических приложений, а также целая совокупность
необычных физических и химических свойств фактически позволяют
отнести дисперсные системы к отдельному агрегатному состоянию
вещества, которому заслуженное внимание стало уделяться лишь в по-
следнее время.

Очень важной причиной повышающегося интереса к дисперсным
системам среди физиков-профессионалов является разнообразие и фун-
даментальный характер задач, которые возникают в этой области.
Физическая кинетика, оптика, физика атмосферы, многофазная газоди-
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намика, теория турбулентности — все эти разделы механики и физики
необходимо применять при создании теоретических моделей, описыва-
ющих поведение аэрозольных систем.

Значительный прогресс в моделировании процессов формирования
и динамики переноса аэрозольных примесей достигнут в последнее
время, благодаря разработке сложных многофакторных теоретических
моделей и их реализации на быстродействующих ЭВМ. По сути дела,
физика аэрозолей становится разделом строгой науки, используя ап-
парат теоретической и математической физики, что, в свою очередь,
требует более высокого уровня знаний, необходимых для работы в этой
области. С другой стороны, реализация на ЭВМ теоретических и чис-
ленных моделей, включающих в себя все многообразие кинетических
процессов в аэродисперсных системах и позволяющих одновременно
описывать сложную динамику течений, дает возможность произво-
дить моделирование на уровне сложного численного эксперимента. Это
усиливает прикладной аспект разработок и переводит их в инженер-
ную плоскость, причем потребность в результатах моделирования ряда
процессов, важных для охраны окружающей среды и безопасности
постоянно растет.

Книга посвящена теоретическому моделированию динамических
(в первую очередь кинетических) процессов в аэродисперсных систе-
мах. Материал книги условно можно разбить на три части. В гл. 1 из-
ложены основные сведения, которые помогут ориентироваться в разно-
образных методических и практических проблемах физики дисперсных
систем, а также позволят оценить количественные характеристики про-
текающих процессов. В главах 2–5 дается теоретическая база и при-
водятся модели, позволяющие эффективно описывать процессы фор-
мирования частиц в дисперсных системах. И, наконец, в главах 6–10
изложены прикладные модели и результаты численного моделирова-
ния для ряда важных практических задач: формирования осадков
в облачных системах, динамики формирования аварийных выбросов
и дальнейшего переноса примесей в атмосфере. Книга практически не
затрагивает проблемы разработки численных алгоритмов и программ,
которые создавались коллегами автора и хорошо освещены в недавно
вышедшей монографии (Алоян, 2008).

В гл. 1 содержится вводный материал и данные по механике и ки-
нетике аэрозолей. Приведена классификация атмосферных аэрозолей,
изложены основные количественные характеристики частиц, которые
используются при описании дисперсных систем. Рассмотрена кине-
матика движения частиц в среде-носителе, седиментация, процессы
броуновской диффузии, эффекты осаждения частиц при течении в ка-
налах. Изложены основные закономерности процессов формирования
частиц дисперсной фазы: нуклеации, конденсационного роста и испаре-
ния частиц, коагуляции. Описана формулировка кинетических уравне-
ний конденсации и коагуляции. В конце главы рассмотрены диффузия
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и перенос аэрозолей в атмосферных условиях, сделаны некоторые оцен-
ки для развития облака взрыва и переноса примесей в атмосфере.

В главах 2–5 приведены теоретические и численные модели, раз-
работанные с участием автора для описания кинетических процессов
в аэродисперсных системах. Глава 2 содержит детальный материал
по кинетике конденсационного формирования аэрозолей, а гл. 3 —
аналогичные данные по коагуляции. В гл. 4 описан интегральный
подход, позволяющий эффективно моделировать кинетику конденса-
ции/коагуляции в численных программах, в гл. 5 рассмотрены спосо-
бы описания и моделирования кинетических процессов в многоком-
понентных системах. В целом этот материал содержит устоявшуюся
теоретическую базу, созданную при активном участии автора, которая
необходима при разработке численных моделей и методов, а также для
анализа и решения конкретных проблем физики атмосферы и безопас-
ности, связанных с аэрозолями.

Главы 6–10 содержат прикладной материал. В гл. 6 конкретизиро-
ваны данные по скоростям процессов коагуляции и конденсации в ат-
мосферных условиях, приведены основные характеристики программы
AERFORM, разработанной во ВНИИЭФ и предназначенной для чис-
ленного моделирования кинетики формирования аэрозолей, описана
модель фазового перехода в системах с двухфазной дисперсной сре-
дой, которая разработана для моделирования кинетики формирования
осадков в смешанных облаках. В гл. 7 описана постановка расчетов
и приведены результаты моделирования для двух крупных облачных
экспериментов: в районе Сыктывкара (с зондированием группы ка-
пельных облаков) и в штате Монтана (исследовалось мощное сме-
шанное облако). Глава 8 содержит материал по скоростям осаждения
аэрозолей на граничные поверхности (местность, вертикальные стены)
в широком диапазоне размеров и внешних условий. В гл. 9 изложены
модели, используемые для описания источников промышленных и ава-
рийных выбросов, и приведены некоторые результаты моделирования.
В гл. 10 описана прикладная программа «ПРОГНОЗ», разработанная во
ВНИИЭФ для расчета процессов переноса, приведены некоторые мате-
риалы по моделированию экспериментов. Главы 6–10 в основном адре-
сованы специалистам, занимающимся созданием конкретных числен-
ных моделей, прикладными аспектами физики атмосферных аэрозолей,
а также проблемами безопасности в атомной отрасли.

Первоначальный интерес к аэрозольной тематике и понимание ее
важности возникли у автора в результате общения и совместной
работы с сотрудниками отдела аэрозолей НИФХИ им.Л.Я. Карпова
А.А. Лушниковым и А. Г. Сутугиным. Алексей Алексеевич Лушников
был моим учителем и постоянным соавтором в течение многих лет.
Особенно плодотворными явились контакты и многолетняя совмест-
ная работа по международным проектам с сотрудником ИВМ РАН
А.Е.Алояном. Разработка математических алгоритмов и программ,
а также решение многих прикладных задач осуществлялись совместно
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с моими коллегами, в первую очередь с А.И. Голубевым (ВНИИЭФ)
и М.А. Затевахиным (СПбАЭП). Разнообразные задачи, возникавшие
в процессе работы, решались совместно с сотрудниками ВНИИЭФ
А.М.Петровым, А.И. Харченко, Н. В.Ивановым, В.М.Повышевым,
Н.А. Исмаиловой, Е.А. Гончаровым. Автор искренне признателен за
помощь всем своим коллегам, которых он перечислил, а также ака-
демикам Ю.А. Трутневу, Г.И.Марчуку и И.В.Петрянову-Соколову за
постоянное внимание к этой тематике и поддержку сотрудничества по
проблемам моделирования в области охраны окружающей среды и без-
опасности между ВНИИЭФ, ИВМ РАН и НИФХИ им.Л.Я. Карпова.



Гл а в а 1

ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ

О ДИСПЕРСНЫХ СИСТЕМАХ

Как глаз на расползающийся мир
Свободно налагает перспективу
Воздушных далей,
Облачных кулис,
И к горизонту сводит параллели,
Внося в картину логику и строй, —
Так разум среди хаоса явлений
Распределяет их по ступеням
Причинной связи, времени, пространства
И укрепляет сводами числа.

М.Волошин. Путями Каина. Космос

В данной главе изложены основные сведения, которые помогут ори-
ентироваться в разнообразных практических проблемах физики дис-
персных систем и позволят оценить количественные характеристики
протекающих процессов. В разд. 1.1 приведена классификация атмо-
сферных аэрозолей, описаны процессы, в которых они возникают или
играют важную роль. В разд. 1.2 изложены основные количественные
характеристики частиц, которые получают в результате измерений,
а также используют при описании дисперсных систем. В разд. 1.3
рассмотрена кинематика движения частиц в среде-носителе, седимен-
тация и процессы дробления под действием скоростного напора. Раз-
дел 1.4 посвящен процессам броуновской диффузии частиц и эффек-
там осаждения при ламинарном течении дисперсных сред в каналах.
В разд. 1.5 изложены основные закономерности процессов конденса-
ционного роста и испарения частиц, а в разд. 1.6 оценено влияние
процессов коагуляции на формирующиеся спектры частиц. Изложение
сопровождается численными оценками, помогающими определить по-
рядки основных величин и вклады рассматриваемых процессов. Для
лучшего усвоения материал проиллюстрирован задачами (разд. 1.7),
помогающими приобрести практические навыки.
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1.1. Атмосферные аэрозоли

Обычно классификация атмосферных аэрозолей проводится (Грин,
Лейн, 1972; Райст, 1987) на основе их разделения по способам созда-
ния, материалам и характерным размерам частиц. При этом к аэрозо-
лям обычно относят частицы со скоростями осаждения не больше, чем
у капелек воды диаметром 100 мкм (крупные дождевые капли и осад-
ки тем самым относят к отдельному классу). Такая классификация
в значительной мере условна и неоднозначна, но тем не менее помогает
привести в систему наши обыденные понятия и термины.

Пыли состоят из твердых частиц, диспергированных в результа-
те механического измельчения твердых тел (взрывы, горные работы
и т. д.) или высыхания капелек с растворенными веществами или ча-
стицами (солевые частицы над океаном). В обыденном понятии пылью
называют осадок твердых частиц на различных поверхностях, который
легко переходит во взвешенное состояние. Материалы пыли самые
различные, а размеры также колеблются в широких пределах — от
субмикронных (∼ 0,01 мкм) до микроскопических (∼ 100 мкм).

Дымы образуются при горении или возгонке летучих веществ,
а также в результате химических и фотохимических реакций. Размеры
дымовых частиц — от субмикронных до 5 мкм.

Туманы состоят из капелек жидкости, образующихся при конден-
сации пара или распылении жидкости. Сюда также включаются капли
с pастворенными веществами или содержащимися в них частицами.
Природные туманы обычно состоят из капелек с диаметром до 10 мкм
и более.

Капельки, а также частицы различных атмосферных загрязнений
и пыли иногда называют дымкой, которая, на самом деле, представляет
собой комбинацию из трех названных выше основных классов аэрозо-
лей. Систему, образующуюся в результате взаимодействия природного
тумана с газообразными загрязнениями, называют смогом. Размеры
частиц дымки и смога обычно ∼ 1 мкм.

Для иллюстрации в табл. 1.1 приведены характерные размеры раз-
личных типов аэрозолей, имеющихся в быту и присутствующих в зем-
ной атмосфере (Райст, 1987).

Промышленные аэрозоли, образующиеся при получении и обра-
ботке горючих материалов, способны за счет развитой поверхности
к более интенсивному воспламенению, чем исходные вещества. При
скоплении мелкодисперсной пыли таких материалов в замкнутых поме-
щениях и наличии источников воспламенения может произойти взрыв.
В табл. 1.2 приведены пороговые концентрации для ряда промышлен-
ных пылей (Грин, Лейн, 1972).

В целом использование технологических процессов и работа произ-
водств, связанных с выходом аэрозолей в рабочие помещения или атмо-
сферу, требует тщательной оценки экологической опасности и приме-
нения различных средств очистки. Особая чистота внутри помещений
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Т а б ли ц а 1.1. Типичные размеры аэрозольных частиц
различного происхождения

Аэрозоль Диаметр частиц, мкм

Табачный дым 0,25

Хлорид аммония 0,1

Туман серной кислоты 0,3–5,0

Цветочная пыльца 15–20

Атмосферный туман 2–50

Спрей из аэрозольного баллончика 1–100

Тальк 10

Фотохимические аэрозоли 0,01–1,00

требуется при работе с радиоактивными материалами и в микроэлек-
тронике. Допустимое содержание аэрозолей регламентируется при этом
соответствующими нормативными документами. Ряд средств очистки
и принципы их работы описаны в изданиях (Спурный и др., 1964; Грин,
Лейн, 1972; Петрянов-Соколов, Сутугин, 1989).

Частицы атмосферных аэрозолей играют важную роль в процессах
конденсации водяного пара и тем самым в формировании осадков.
В метеорологии их просто называют ядрами конденсации, независимо

Т аб л и ца 1.2. Минимальные кон-
центрации, при которых происходит

воспламенение горючих пылей

Пыль Концентрация, г/л

Мука 0,052

Сахар 0,066

Сухое молоко 0,1

Целлулоид 0,03

Каменный уголь 0,14–0,74

от физических и химиче-
ских свойств, а классифика-
цию проводят по характер-
ным размерам (Юнге, 1965):
частицы Айткена — r <
< 0,1 мкм; большие части-
цы — r = 0,1–1 мкм; гигант-
ские частицы — r > 1 мкм.

Источники атмосферных
аэрозолей принято делить на
естественные и антропоген-
ные. К естественным отно-
сятся: вулканические извер-
жения, конденсация водяного пара в атмосфере, выветривание пород,
разбрызгивание капелек воды над океаном, космическая пыль. Для
иллюстрации приведем некоторые цифры (Хргиан, 1986). За счет кос-
мической пыли на Землю поступает в год (1,4–2,0) · 107 т вещества при
общей массе атмосферы ∼ 5 · 1015 т. В результате наиболее мощных
извержений вулканов в атмосферу Земли выбрасывалось (Рампино,
Селф, 1984; Хргиан, 1986):

в. Тамбора, Индонезия, 1815 г., 175 км3 пепла,
в. Кракатау, Зондский пролив, 1883 г., 20 км3 пепла,
в. Санта-Мария, Гватемала, 1902 г., 10 км3 твердого вещества,
в. Эль-Чичон, Мексика, 1982 г., 0,5 км3 пепла.
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Примечательно, что облако поднимается при этом на огромную
высоту (Кракатау — до 60 км, Эль-Чичон — до 37 км) и оседает
только через очень продолжительное время. Например, облако вул-
кана Кракатау осело только через три года, а облако Эль-Чичона
наблюдалось в Италии и Японии через полгода и вызвало понижение
температуры в северном полушарии на ∼ 0,5 ◦C в течение трех лет
(Рампино, Селф, 1984).

При пылевых бурях концентрация пыли в пустынных районах мо-

жет достигать 300 мкг/м3, в Подмосковье — до 30 мкг/м3, в районах

Урала — свыше 5 мкг/м3 (Хргиан, 1986). За счет разбрызгивания
капелек воды при ветре со скоростью ∼ 12 м/с над океаном образуется

до 500 мкг/м3 солевых частиц. Это вполне ощутимые количества.
Антропогенными называются источники, обусловленные жизнедея-

тельностью человека: промышленные выбросы из дымовых труб, ток-
сичные выбросы от автомобилей, пожары, взрывы, выветривание почвы
в результате земледелия и открытой добычи ископаемых. Все это дает
поступление (3–4) · 108 т аэрозолей в атмосферу за год. Концентра-
ция аэрозольного смога, обусловленная фотохимическими реакциями

с выхлопными газами, в промышленных центрах достигает 200 мкг/м3

(Хргиан, 1986), что вполне сравнимо с последствиями пылевых бурь.
Промышленные и аварийные выбросы вредных веществ в атмосфе-

ру представляют собой непосредственную опасность для окружающей
среды и населения. Во-первых, процессы переноса примесей в атмосфе-
ре настолько динамичны, что последствия таких выбросов сказываются
практически сразу. Во-вторых, при выбросах в атмосферу загрязняется
приземный слой воздуха и подстилающая поверхность (почва, водоемы,
растительность), что приводит к непосредственному воздействию на
окружающую среду и представляет собой последующую угрозу поступ-
ления вредных веществ в организм человека и животных.

Мощные или регулярные выбросы в атмосферу могут иметь и гло-
бальные последствия. Поступление в атмосферу окислов серы, азота
и хлора приводит к образованию водяных капель, содержащих кис-
лоту, и к выпадению кислотных осадков; выбросы окислов углеро-
да сказываются на теплообмене в нижних слоях атмосферы и спо-
собствуют глобальному потеплению климата. Проведенные в 40–60-х
годах воздушные ядерные взрывы на десятилетия изменили баланс
радиоактивных веществ в атмосфере и вызвали выпадения радиоак-
тивных осадков (Юнге, 1965; Стыро, 1968; Грин, Лейн, 1972; Кароль,
1972); широкое применение хлор(бром)содержащих фреонов, а также
выброс соединений азота повлияли на состав аэрозолей в тропосфере
и озоновый слой земной атмосферы (Петрянов-Соколов, Сутугин, 1989;
Владимиров и др., 1991); выбросы радиоактивных веществ в результате
Кыштымской и Чернобыльской аварий надолго нарушили нормальную
жизнедеятельность в районах этих аварий (Владимиров и др., 1991;
Кабакчи, Путилов, 1995). Из этих примеров видно, что экологическая
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опасность различного рода газообразных и аэрозольных выбросов в ат-
мосферу заключается не только в непосредственном влиянии вредных
выбрасываемых веществ на здоровье человека, но и имеет глобальный
аспект, связанный с долговременными процессами изменения химиче-
ского и дисперсного состава загрязнений, переносом веществ в тро-
посфере и стратосфере, влиянием загрязнений на массовые балансы
веществ и температурные режимы в атмосфере.

Не следует полагать, что аэрозоли наносят только вред и долж-
ны применяться лишь с известными мерами предосторожности. Они
широко используются в технологических процессах пищевой промыш-
ленности, применяются в медицине, служат для борьбы с сельскохо-
зяйственными вредителями, являются необходимым элементом в фи-
зических установках и промышленных процессах, используются для
изготовления материалов со многими полезными свойствами (Спурный
и др., 1964; Грин, Лейн, 1972; Петрянов-Соколов, Сутугин, 1989).
Интересную историю имеет деятельность, связанная с применением
аэрозолей для активного воздействия на облачные процессы (засев
облаков) и борьбы с засухой. В основе этой идеи лежало желание
использовать неустойчивость и огромные запасы энергии атмосфер-
ных облачных систем путем засева облаков искусственными ядрами
конденсации. Первые опыты такого рода были проведены во время
Второй мировой войны, а подходящие ядра конденсации в виде ча-
стиц йодистого серебра были найдены в конце 40-х годов. Успешные
полномасштабные опыты были проведены в засушливых штатах США
и в Австралии. Однако после постоянного применения засева облаков
в течение нескольких лет этот метод перестал приносить результаты
и даже наблюдалась обратная картина с повышением длительности
засушливых периодов. Подробный анализ и статистику этих экспери-
ментов можно найти в книге (Деннис, 1980).

1.2. Основные характеристики
частиц дисперсной фазы

Отдельные частицы характеризуются так называемыми морфологи-
ческими признаками: размер, плотность, форма, структура, химический
состав.

По форме различают три вида частиц (Райст, 1987): изометрические
(с приблизительно одинаковыми размерами в трех направлениях), пла-
стинки (с одним размером, гораздо меньшим, чем два других), волокна
или цепочки (протяженные в одном направлении). Форму пластинок
обычно имеют частицы пыли, цепочечные агрегаты часто образуются
при горении. Твердые аэрозольные частицы в основном имеют непра-
вильную форму, и им приписывается некий средний размер, например,
по объему или по проекционной площади. Очень полезным является
понятие эквивалентного аэродинамического диаметра, за который при-
нимается диаметр сферической частицы плотностью 1 г/см3, имеющей
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такую же скорость осаждения, как и данная частица. Это означает, что
частицы различной плотности и формы имеют один и тот же аэроди-
намический диаметр, если их скорости осаждения равны. Применение
этой величины удобно для расчетов выпадения частиц в поле тяжести,
например применительно к переносу аэрозолей в атмосфере. Средняя
плотность частиц может сильно отличаться от плотности исходного
вещества. В связи с этим особый интерес представляют так называ-
емые фрактальные агрегаты (Емец и др., 1994), которые образуются,
например, при коагуляции дымовых частиц или ледяных кристаллов
в облаках и представляют собой рыхлые структуры с необычной связью
между линейными размерами и плотностью (хлопья, снежинки). При
этом приходится вводить дополнительную переменную, называемую
фрактальной размерностью частиц.

Химический состав частиц может быть самым разнообразным
и определяется как исходными материалами, так и способами создания
этих частиц. В некоторых случаях приходится иметь дело с композит-
ными частицами, составленными из нескольких химических веществ.
Например, кислотные осадки состоят из раствора кислоты в воде;
радиоактивные частицы, образующиеся при авариях с диспергирова-
нием ядерных материалов, включают в себя не только радиоактивные
вещества, но и материалы теплоносителя или грунт и т. д.

Набор частиц в единице объема характеризуется функцией рас-
пределения по размерам n(r,x, t), которую называют также спектром
частиц. В дальнейшем все частицы мы будем считать сферическими,
не обращая внимания на их форму. Вместо радиуса частиц r можно
использовать их массу (объем) g и спектр C(g,x, t), который связан

с n(r,x, t) соотношением n(r) dr = C(g) dg, т. е. n(r) = 4πρp r
2C(g),

где ρp — плотность частиц. Важными характеристиками являются
интегральные по спектру величины N и M , называемые счетной и
массовой концентрациями:

N(x, t) =

∞∫

0

C(g,x, t) dg; M(x, t) =

∞∫

0

gC(g,x, t) dg. (1.1)

Удобным и очень наглядным является представление спектров в ви-
де кумулятивных функций распределения, которые интегрируют харак-

теристики частиц от 0 до данного значения g: J(g, p) =

g∫

0

spC(s) ds.

Например, J(g, 0) — счетная концентрация частиц, имеющих массу
меньше g, J(g, 1) — массовая концентрация таких частиц и т. д.
Суммарные величины (1.1) могут использоваться в этом случае для
нормировки кумулятивных распределений.

При описании спектров композитных частиц важно иметь инфор-
мацию не только об их распределении по размерам или по массе,



1.2. Основные характеристики частиц дисперсной фазы 17

но и о содержании определенных примесей в спектре. Например,
для радиоактивных выбросов важно знать функцию распределения
активности частиц в зависимости от их аэродинамического диамет-
ра, поскольку такая информация необходима для описания картины
радиоактивных выпадений; для кислотных осадков необходимо знать
процентное содержание кислоты в водяных каплях и т. д. Для этого
вводится дополнительная зависимость спектров от содержания приме-
си в частице.

На практике спектр частиц получают в отдельных измерениях ni,
ri, в результате которых спектр можно представить в виде гистограмм.
При обработке результатов полезно использовать понятия: счетный
медианный размер частиц в системе — размер, вплоть до которо-
го содержится 50 % числа частиц; массовый размер частиц — 50%
массы частиц и т. д. (Райст, 1987). Используются различные виды
аппроксимации результатов измерений в виде непрерывных зависимо-
стей n(r), C(g). Одним из часто применяемых распределений, хорошо
описывающих реальные спектры аэрозолей, является так называемое
логнормальное распределение:

f(x) =
1

x
√

2π lnσ
exp

[
− ln2(x/ζ)

2 ln2 σ

]
;

J(a) =

a∫

0

f(x) dx =
1

2

{
1 + Φ

[
ln(a/ζ)√

2 lnσ

]}
,

(1.2)

где Φ — интеграл вероятности. Интеграл от f(x) нормирован на
единицу, поскольку J(∞) = 1, а параметр ζ совпадает с медианным
значением x, так как J(ζ) = 0,5. Распределение (1.2) обладает следу-
ющим полезным свойством: умножение f(x) на степенную функцию
xp также дает логнормальное распределение, при этом σ не меняется,

а ζ(p) = ζ exp (p ln2 σ). Например, если (1.2) описывает распределе-
ние числа частиц по их радиусу n(r) и ζ представляет собой счет-
ный медианный радиус, то значение массового медианного радиуса

ζm = ζ exp (3 ln2 σ).
В качестве примера на рис. 1.1 приведен типичный спектр частиц

для аэрозольной составляющей земной атмосферы (Юнге, 1965). Ха-
рактерно степенное поведение спектров в диапазоне 0,1–1,0 мкм. При-
чина этого будет выяснена в главе по кинетике коагуляции. В при-
земном слое воздуха концентрации N в этом диапазоне размеров
изменяются в пределах от 101 част./см3 (над океаном) до 103 част./см3

(над сушей). Характерные размеры частиц Айткена rA ≈ 0,03 мкм,
концентрация NA колеблется от 104 част./см3 (в сельской местности)
до 105 част./см3 (в промышленных регионах). Типичные спектры ка-
пель в атмосферном водяном облаке показаны на рис. 1.2 (Волощук,
Седунов, 1975). Счетная концентрация капель N ∼ 102–103 част./см3,
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Рис. 1.1. Спектр аэрозольных частиц в атмосфере (N ∼ 3 · 104 част./см3): 1 —
частицы Айткена; 2 — спектры Юнге; 3 — гигантские частицы

Рис. 1.2. Спектр капель в атмосферном водяном облаке (N ∼ 100–
200 част./см3; M ∼ 0,1–10 г/м3; rm ∼ 4–8 мкм)

массовая концентрация (водность) M достигает 10–20 г/м3. Харак-
терные размеры капель в облаке составляют 1–10 мкм, что гораздо
меньше размеров капель в осадках — 0,1–1,0 мм. Причиной этому
служит укрупнение капель за счет конденсации и коагуляции.

Спектр частиц определяет макроскопическое поведение ансамбля
частиц дисперсной фазы и в конечном счете от него зависят газодина-
мическое движение, оптические и диффузионные свойства аэрозольно-
го облака (перенос облака в атмосфере ветром, диффузия в атмосфер-
ных турбулентных пульсациях, осаждение в поле тяжести, оптическая
видимость облака и т. д.). Отметим, что спектры атмосферных аэрозо-
лей очень разнообразны и подвержены сильным изменениям. Наиболее
существенным является изменение дисперсного состава аэрозолей в ре-
зультате процессов обмена частиц с паром (испарения и конденсации)
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и процессов слияния частиц в результате парных столкновений (коа-
гуляции).

Процессы конденсации и испарения зависят от концентрации паров
данного вещества в среде-носителе и определяются разностью между
приходом и уходом молекул с поверхности капли. Процесс коагуля-
ции отражает общую термодинамическую неустойчивость дисперсной
фазы, обладающей избыточной свободной энергией за счет развитой
поверхности. Кроме того, спектр частиц меняется при их дроблении
в среде-носителе (под действием скоростного напора в среде, флук-
туаций поля скоростей), а также при дроблении в результате парных
столкновений. Процессы дробления должны подпитываться энергией
от среды-носителя или силового поля.

1.3. Движение частиц в среде-носителе

Кинематика движения отдельной частицы на фоне среды определя-
ется следующим уравнением:

mp dtv = Fw + Ff , (1.3)

где mp — масса, а v — скорость частицы; Fw — сила сопротивления,
зависящая от относительной скорости v − V (V — скорость среды)
и режима обтекания; Ff — внешняя сила. Режим обтекания характе-
ризуется значением числа Рейнольдса

Re(|v − V|) = 2ρmr|v − V|/η, (1.4)

где η — динамическая вязкость; ρm — плотность среды. При малых
значениях Re сила сопротивления определяется по формуле Стокса

Fw = −6πηr(v − V). (1.5)

В общем случае

Fw = −ρmπr
2(v − V)|v − V|CW (Re)/2, (1.6)

где CW (Re) — так называемый коэффициент лобового сопротивления.
Сравнивая (1.5) и (1.6), видим, что в стоксовом режиме CW = 24/Re.

При Re ∼ 103–105 зависимость CW (Re) выходит на плато: CW ≈ 0,42

(Седов, 1967). Общий вид CW (Re) показан на рис. 1.3. При Re ≈ 4 · 105

имеет место кризис сопротивления, однако для движения аэрозольных
частиц в атмосфере такие значения Re нетипичны. Для оценок можно
принять, что

CW (Re) = 24/Re+0,42. (1.7)

Поправки к формуле Стокса (1.5) возникают и для очень маленьких
аэрозольных частиц, размер которых сравним с длиной пробега моле-
кул среды λm. При этом вязкий режим обтекания переходит в моле-
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Рис. 1.3. Зависимость CW от числа Рейнольдса Re (⊙ — значения, полученные
по формуле (1.7))

кулярный, для которого сила сопротивления должна становиться про-
порциональной площади сечения частицы. Соответствующая поправка,
найденная Каннингемом, имеет вид (Райст, 1987)

Fw = −6πηr(v − V)/Cc; Cc = 1 +
λm

r

[
A+Q exp

(
− ar

λm

)]
, (1.8)

где A = 1,257; Q = 0,4; a = 1,1. При этом CW (Re) = 24/(Re Cc).
В пределе r ≪ λm имеем Cc ≈ 1,657λm/r и сила Стокса становится

пропорциональной r2. Другие поправки к формуле Стокса, которые
возникают за счет вязких течений внутри капель и их деформации,
приведены в книге (Райст, 1987).

Для иллюстрации приведем несколько оценок для движения частиц
в воздухе при нормальном давлении p = 760 мм рт. ст. и T = 20 ◦С.

Диаметр молекул воздуха d = 3,6 · 10−8 см, их масса m = 4,81 · 10−23 г,

концентрация n = 2,69 · 1019 част./см3, средняя тепловая скорость

vT =
√

8kT/πm = 4,63 · 104 см/с, длина пробега λm = 1/
(√

2πd2n
)

=
= 7 · 10−6 см= 0,07 мкм. Вязкость воздуха η = mvT /(3πd

2) = 1,82 ·×
× 10−4 г/(см · с). Для частиц с радиусом r = 0,01 мкм поправка
Каннингема Cc = 12,2, для r = 0,1 мкм Cc = 1,94, для r = 1 мкм

Cc = 1,09 (далее она пренебрежимо мало отличается от 1). Для частиц,
движущихся со скоростью v = 100 cм/c в покоящейся среде, числа
Рейнольдса следующие: Re = 1,35 для r = 10 мкм; Re = 13,5 для
r = 100 мкм. Выход на постоянный коэффициент лобового сопротив-
ления осуществляется при этом значении v для частиц с r > 7 мм.

Основной внешней силой для атмосферных аэрозолей является си-
ла тяжести. Если среда покоится (V = 0), то частицы со временем
приобретают стационарную скорость осаждения (седиментации) ug(r),
определяемую из уравнения

u2
gCW [Re (ug)] =

8ρp rG

3ρm
, (1.9)
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где G — ускорение свободного падения. Характерное время τs для
релаксации скорости в стоксовом режиме движения и значение ug

находятся по формулам

τs(r) =
2ρp r

2Cc

9η
; ugs(r) =

2ρp r
2GCc

9η
= Gτs(r). (1.10)

В турбулентном режиме обтекания, т. е. при CW = const,

ugt(r) =

√
8rρpG

3CW ρm
; τt(r) =

8rρp

3CW ρmugt(r)
=
ugt(r)

G
. (1.11)

Как следует из (1.10), (1.11), зависимости ug(r) совершенно различны
для этих предельных режимов обтекания (при Cc ≈ 1 ugs ∼ r2 и ugt ∼
∼ r1/2), а времена релаксации полностью определяются стационарным
значением скорости: τ(r) = ug(r)/G.

Для иллюстрации в табл. 1.3 приведены времена релаксации и ста-
ционарные скорости осаждения капель воды в воздухе при T = 20 ◦С.

Т аб л и ца 1.3. Времена релаксации τ
и скорости осаждения ug капель воды

r, мкм τ , с ug, см/с r, мкм τ , с ug , см/с

0,01 1,48 · 10−8 1,45 · 10−5 5 3,09 · 10−4 3,03 · 10−1

0,05 9,14 · 10−8 8,97 · 10−5 10 1,22 · 10−3 1,20

0,1 2,35 · 10−7 2,31 · 10−4 20 4,87 · 10−3 4,78

0,5 3,57 · 10−6 3,50 · 10−3 30 1,09 · 10−2 10,7

1 1,31 · 10−5 1,29 · 10−2

Крупные капли с r ≈ 0,15–1 мм осаждаются со скоростями 1,2–
6,8 м/с, а далее становятся существенными эффекты их деформации
и дробления (Мейсон, 1961).

В качестве другой практически важной задачи рассмотрим плоское
одномерное движение частиц в потоке газа, набегающем с постоянной
скоростью V , для общего закона торможения (1.7). Если пренебречь
силой тяжести, то уравнение движения (1.3) для функции z = |v − V |
имеет вид:

dtz = −z(α+ βz); α =
9η

2ρpr2
; β =

3C0
W ρm

8ρpr
, (1.12)

где C0
W = 0,42; [α] = 1/T ; [β] = 1/L. Если начальная скорость частиц

v0 > V , то частицы тормозятся до значения v = V , а если v0 < V —
ускоряются до v = V . Для определенности возьмем случай v0 > V , т. е.
z = v − V . Введем величину γ = α/β с размерностью скорости; отно-
шение γ/z характеризует режим обтекания: при γ/z ≪ 1 имеет место
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турбулентный режим, а при γ/z > 1 — стоксов. Решение уравнения
(1.12) имеет вид

z(t) =
γ e−αt

(z0 + γ)/z0 − e−αt
; x(t) =

1

β
ln

[
γ + z0(1 − e−αt)

γ

]
, (1.13)

где учтено, что x(t) =
t∫
0

z(τ) dτ + V t. Отметим, что при V = 0 частицы

тормозятся на конечном расстоянии xT = β−1 ln[(γ + z0)/γ].
При больших относительных скоростях движения может произойти

дробление капель за счет скоростного напора. Устойчивость капли
характеризуется лапласовским давлением. Отношение этих величин
называется числом Вебера:

We = 2ρm(v − V)2r/σ, (1.14)

где σ — поверхностное натяжение. Ясно, что чем больше число Вебера,
тем менее устойчива данная капля. Опыты показывают (Волынский,
1986), что при длительном обтекании происходит дробление капель,
у которых We >Wec = 10. Характерные времена жизни в турбулентном
режиме обтекания следующие (Waldman et al., 1972):

T (r, t) =
90r

|v − V|

(
ρp

ρm

)1/2

We−1/4(r, t). (1.15)

Вероятность дробления на момент времени t

Q(r, t) = 1 − exp

[
−

t∫

0

ds

T (r, s)

]
, We > Wec, (1.16)

поскольку величина P (r, t) = T−1(r, t) определяет вероятность дроб-
ления в единицу времени. Для нахождения Q(r, t) из (1.16) необхо-
димо знать всю предысторию движения капли, определяемую уравне-
нием (1.3).

Получим выражение для вероятности дробления капли Q при ее
движении в набегающем потоке газа, используя формулы (1.13), (1.15),
(1.16). Из (1.15) следует, что

T (r, z) = µ−1 z−3/2; µ =
1

90

(
ρm

ρp

)1/2(
2ρm

σr3

)1/4

. (1.17)

Заменяя интегрирование по s интегрированием по z, получаем (Писку-
нов, 1991)

Φ(z) ≡
t∫

0

ds

T (s)
= µ

z0∫

z

√
z dz

α+ βz
=

2µ
√
z0

β
Ω(z);

Ω(z) =

{
1 −

√
z

z0
−
√
γ

z0
arctg

[√
γ (

√
z0 −√

z )

γ +
√
zz0

]}
.

(1.18)
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Вероятность дробления Q(z) = 1− exp [−Φ(z)]. Величина µ
√
z0 /β име-

ет простой физический смысл — это отношение характерного времени
торможения τ0 = 1/βz0 к времени дробления T0 = T (z0) на начальной

стадии полета. Дополнительный множитель Ω в (1.18) учитывает дина-
мику торможения частицы. При нахождении Q(z) следует принять во
внимание условие We > Wec, т. е. фактический предел интегрирования

в (1.18) равен max{z, zc}, где zc =

√
σWec

2ρmr
.

В реальных задачах иногда требуется определить характеристики
частиц на некотором фиксированном расстоянии x(t) ≡ R. При этом
второе равенство (1.13) должно рассматриваться как трансцендентное
уравнение для нахождения tR ≡ t(R), затем из первой формулы (1.13)
находится zR = z(tR) и, наконец, по (1.18) рассчитывается QR = Q(zR)
с учетом того, что z = max{z, zc}. Формулы (1.13), (1.18) полезны,
например, для оценки траекторных параметров и вероятностей дроб-
ления капель, впрыскиваемых в поток газа. В первом приближении
можно считать, что капли дробятся на осколки критического размера:
rc = σWec/2ρmz

2.

1.4. Броуновская диффузия аэрозолей

Мелкие аэрозоли, взвешенные в газовой среде, во многом ведут се-
бя подобно «газу» частиц. За счет столкновений с молекулами они при-

обретают среднюю скорость теплового движения vpT =
√

8kT/πmp ,
отвечающую массе аэрозольной частицы mp и температуре среды T ,

вносят свой вклад в давление pp = NkT , имеют длину пробега λp,
обусловленную столкновениями с молекулами газа, выравнивают свою
концентрацию в среде аналогично молекулярной диффузии смеси га-
зов. Например, в поле тяжести аэрозоли распределяются по высоте z
в соответствии с барометрической формулой

C(z) = C(z0) exp

[
− mpG(z − z0)

kT

]
, (1.19)

т. е. процесс теплового движения частиц все время поддерживает наи-
более мелкие аэрозоли над поверхностью во взвешенном состоянии,
препятствуя их осаждению в поле тяжести. Оценивая этот эффект
для характерной высоты (z − z0) ≈ 1 см и T ≈ 300 K, видим, что он
играет роль для частиц с mp 6 4,2 · 10−17 г (r 6 2,2 · 10−2 мкм при
ρp = 1 г/см3).

Одним из механизмов пространственной диффузии аэрозолей яв-
ляется броуновское блуждание, которое возникает за счет флуктуа-
ции числа столкновений молекул газа с поверхностью частицы. Для
нахождения зависимости коэффициентов броуновской диффузии Db

от размеров частиц можно определить среднеквадратичное смещение
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частицы ∆x2 =
kT

3πηr
∆t за время ∆t под действием случайной силы

(Кикоин, Кикоин, 1976), а затем связать эту величину с выражением
2Db∆t, получающимся из диффузионной теории. Мы поступим дру-
гим образом (Райст, 1987): рассмотрим плоскую стационарную диф-
фузию частиц по оси x и заметим, что наличие градиентов концен-

трации ∇C(x) вызывает движение частиц со средней скоростью u,
причем поток через единицу площади равен J = −Db∇C(x) = uC(x).
Градиент осмотического давления ∇p(x) = kT∇C(x) в равновесии
должен компенсироваться объемными силами, действующими на ча-
стицы. В нашем случае это силы торможения (1.8), следовательно,
kT∇C(x) = −Fw(u)C. Вводя величину b = u/Fw, называемую по-
движностью частицы и означающую скорость, приобретаемую части-
цей под действием единичной силы, получаем с учетом (1.8) при V = 0

Db = bkT ; b =
Cc

6πηr
. (1.20)

Отметим, что коэффициент броуновской диффузии не зависит от плот-
ности частицы и определяется только ее геометрическими размерами.
В табл. 1.4 приведены значения поправки Каннингема и коэффициентов
броуновской диффузии для частиц различных размеров.

Таб ли ц а 1.4. Значения Cc и Db в воздухе при T = 20 ◦С

r, мкм Cc Db, см2/с r, мкм Cc Db, см2/с

0,001 116,6 1,37 · 10−2 0,5 1,176 2,77 · 10−7

0,005 23,78 5,61 · 10−4 1 1,088 1,28 · 10−7

0,01 12,19 1,44 · 10−4 5 1,018 2,40 · 10−8

0,05 3,015 7,11 · 10−6 10 1,009 1,19 · 10−8

0,1 1,938 2,29 · 10−6

При вычислении эффективной длины пробега частицы следует
иметь в виду, что не каждое столкновение с молекулами среды
приводит к значительному изменению ее скорости. Длину пробега
проще всего найти непосредственно из формулы для коэффициентов
диффузии:

λpb =
3Db

(8kT/πmp)
1/2

. (1.21)

В диапазоне размеров r = 0,01–1,00 мкм длина пробега аэрозольных
частиц в воздухе при нормальных условиях меняется слабо и состав-
ляет сотые доли микрометра, что в несколько раз меньше пробега
молекул воздуха.

Броуновская диффузия субмикронных аэрозолей играет важную
роль при поглощении частиц в дыхательных путях и легких, широко
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используется для измерения размеров частиц с помощью так называ-
емых диффузионных батарей. Для оценки этих эффектов обратимся
к процессам осаждения частиц различных размеров при течении в тон-
ких каналах (трубках) (Райст, 1987). В зависимости от геометрических
размеров канала и скорости течения u может реализоваться либо
ламинарный, либо турбулентный режим. При стационарном течении
в начале канала образуется ламинарный пограничный слой, толщина
которого δ растет с расстоянием x по направлению потока:

δ = 5

√
xν

u
=

5x√
Rex

; Rex =
ux

ν
, (1.22)

где ν = η/ρm — кинематическая вязкость; ρm — плотность сре-
ды. В том случае, когда толщина пограничного слоя δ сравнивается
с радиусом трубки R, устанавливается параболический профиль ско-

ростей (течение Пуазейля). Это происходит при x = Q/(25πν), где
Q = uπR2 — объемная скорость прокачки. С увеличением расстояния
x ламинарный пограничный слой становится неустойчивым и течение
переходит в турбулентный режим, критерием возникновения которого

является рост чисел Рейнольдса до Rex ≈ 104–106. В дальнейшем
нас будет интересовать ламинарный режим течения, в котором опре-
деляющим является процесс осаждения частиц на стенках за счет
броуновской диффузии, а турбулентная диффузия пренебрежимо мала.
Кроме того, будем пренебрегать процессами гравитационного осажде-
ния частиц на стенки.

Отношение концентраций аэрозолей на выходе и входе трубки P ,
которое мы будем называть эффективностью прохождения, зависит от
размеров частиц. Приближенно можно оценить значение P следующим
образом. Если рассмотреть одномерную задачу о диффузии аэрозолей
у поглощающей стенки с постоянной начальной концентрацией C0, то

за время t на единицу поверхности осядет N(t)=C0

√
4Dt/π частиц.

При прокачке частицы проводят в трубке время t = L/u и оседают
из объема V = πR2L на поверхность с площадью S = 2πRL. Следо-
вательно,

P = 1 −N

(
L

u

)
S

C0
V = 1 − 4√

π

√
Φ ;

Φ =
DL

uR2
=
πDL

Q
, Φ ≪ 1.

(1.23)

Это довольно грубая оценка, поскольку не принималась во внимание
цилиндрическая геометрия системы и пренебрегалось изменением кон-
центрации вдоль длины трубки, но зависимость P от основных пара-
метров передается в этой оценке правильно. Наиболее важной является
зависимость эффективности P от размеров частиц (поскольку от r
зависят значения коэффициента броуновской диффузии Db), что позво-
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ляет использовать результаты измерения P для нахождения размеров
частиц в микронном и субмикронном диапазонах. При этом число
частиц на входе и выходе можно определить, например, с помощью
лазерного счетчика аэрозолей (Жуланов и др., 1983). Более точные
расчеты в сочетании с экспериментальной калибровкой дают для ла-
минарного режима течения в трубке следующие, широко используемые
на практике зависимости эффективности прохождения («проскока») P

от безразмерного параметра Φ =
πDbL

Q
(Райст, 1987):

P (Φ) = 1 − 2,56Φ2/3 + 1,2Φ + 0,177Φ4/3;

P (Φ) = 0,819 e−3,65Φ + 0,097 e−22,3Φ + 0,032 e−57Φ+

+ 0,027 e−123Φ + 0,025 e−750Φ.

(1.24)

Одним из приборов, используемых для измерения параметров аэро-
золей, является портативная диффузионная батарея Синклера (Райст,
1987). Она имеет длину 3,5 см, диаметр 4,45 см и состоит из k = 14 500
каналов диаметром 0,023 см. Наличие большого числа каналов позво-
ляет получать доступные для измерения величины 1 − P (эффектив-
ности улавливания) для субмикронных частиц и реальных скоростей
прокачки Q = 1–100 л/мин, поскольку расход через каждую трубку
Qk = Q/N незначителен. Пользуясь приведенными выше формулами,
проведем расчет для работы батареи Синклера при скорости прокачки
Q = 1 л/мин и частиц с радиусом 0,05 мкм. Расход в каждой трубке
Qk = 1,15 · 10−3 см3/с, скорость течения u = 2,77 см/с. В воздухе
при T = 20 ◦С ν = 0,152 см2/с. Исходя из формулы (1.22), легко
подсчитать, что пуазейлев режим течения реализуется на расстоянии
x ≈ 10−3 см, а переход течения при x = L в турбулентный режим
заведомо не наступает. Для частиц с радиусом 0,05 мкм из табл. 1.4 на-
ходим коэффициент броуновской диффузии Db = 7,11 · 10−6 см2/с, сле-

Рис. 1.4. Зависимость эффективности P для батареи Синклера при скорости
прокачки 1 л/мин
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довательно, значение безразмерного параметра Φ = 6,8 · 10−2. Подсчет
эффективности прохождения P по формулам (1.24) дает примерно оди-
наковые результаты: P = 0,66, т. е. эффективность улавливания 1 − P
вполне доступна для измерений. На рис. 1.4 показано, как зависит
эффективность P при указанных выше параметрах среды и течения от
размеров частиц в диапазоне размеров r = 0,01–1 мкм, а для измерения
в других диапазонах необходимо менять значение Q.

В заключение отметим, что процессы броуновской диффузии частиц
важны не только для дисперсных систем, используемых в лабора-
торных и физических установках, но и для аэрозолей, находящихся
в атмосфере. Хотя в атмосферных условиях процессы переноса за счет
броуновского движения явно подавлены интенсивной турбулентной
диффузией, имеющей на много порядков большие значения D, они
по-прежнему продолжают играть важную роль в динамике осаждения
частиц в приземном слое и кинетике формирования спектров частиц.

1.5. Процессы конденсации и испарения капель

Перечень природных и техногенных явлений и процессов, в которых
конденсация и испарение играют важную роль, очень разнообразен:
аккреция газовых и пылевых облаков космическими телами; формиро-
вание частиц при ударе метеоритов о поверхность и при вулканических
извержениях; круговорот воды и ее паров в атмосфере; формирование
и выпадение осадков; образование аэрозолей в облаке ядерного взрыва
или в источниках промышленных и аварийных выбросов; эволюция
газовых и кислотных загрязнений в атмосфере; применение дисперги-
рованных летучих веществ в камерах сгорания; формирование конден-
сационных следов за судами и самолетами и образование конденсаци-
онных треков при регистрации элементарных частиц в камере Виль-
сона; использование конденсационных процессов для промышленного
изготовления пищевых продуктов и кислот.

С физической точки зрения процессы обмена между газовой
и конденсированной фазами относятся к кинетике фазовых переходов
и прежде всего определяются термодинамическими условиями сосуще-
ствования фаз. Давление насыщенного пара над плоской поверхностью
Ps(T ) в зависимости от температуры T является важной характери-
стикой конденсирующегося вещества. Оно экспериментально измерено
для большинства используемых на практике жидкостей и металлов
в расплавленном состоянии. Величину S = pv/Ps, где pv — парциаль-
ное давление паров конденсирующегося вещества, называют пересы-
щением; при S > 1 происходит конденсация, а при S < 1 — испарение
с плоской поверхности. В табл. 1.5 приведены значения парциального
давления Ps и плотности ρs насыщенных паров воды для различных
температур T (Мак-Картни, 1979).

Обратим внимание на сильный рост величин Ps, ρs с увеличением
температуры. Зависимость давления насыщенного пара от температуры
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Таб ли ц а 1.5. Давление насыщенных паров воды
в зависимости от температуры

Температура, ◦C −20 −10 −0 0 10 20 30

Ps, мбар∗, над водой 1,25 2,86 6,11 6,21 12,3 23,4 42,4

ρs, г/м3, над водой 1,07 2,36 4,85 4,85 9,40 17,3 30,4

Ps, мбар, надо льдом 1,03 2,60 6,11 — — — —

∗1 мбар= 103 дин/см2 = 102 Па.

Ps(T ) в справочной литературе обычно представляется в виде интер-
поляции

Ps(T ) = exp

{
− As

T
+Bs + Cs lnT +DsT

}
, (1.25)

где As, Bs, Cs, Ds — некоторые константы. Если выражать T в кельви-

нах, а Ps в паскалях, то для давления паров над водой As = 7,235 · 103;

Bs = 77,376; Cs = −8,21; Ds = 5,8 · 10−3.

Давление насыщенного пара ps(r) над каплей радиусом r больше,

чем над плоской границей раздела Ps, причем ps(r) возрастает с умень-
шением r (формула Tомсона):

ps(r,T ) = Ps(T ) exp

(
2σq

rkT

)
, (1.26)

где σ — поверхностное натяжение; q = Ap/ρpNA — объем молекулы

жидкости; Ap — молекулярная масса конденсирующегося вещества.
Следовательно, если в объеме присутствуют капельки жидкости и пе-
ресыщенный пар с давлением pv, то существует размер капель (крити-
ческий радиус)

r∗ =
2σq

kT lnS
, (1.27)

для которого давление паров ps(r∗) в точности равно pv. Капельки
критического размера находятся в неустойчивом равновесии с паром.
Для капелек с r < r∗ давление ps(r) > pv, и они должны испаряться,
а у капелек с r > r∗ давление ps(r) < pv, поэтому они должны расти.
Tаким образом, в дисперсной капельной системе процесс конденсации
протекает качественно иначе, чем над плоской поверхностью, и тре-
буется наличие жизнеспособных капель с размерами r > r∗, чтобы
происходили конденсационные процессы.

В атмосфере конденсация облегчается наличием частичек пыли,
которые уже имеют достаточный размер, чтобы на них начали конден-
сироваться пары воды (гетерогенная нуклеация). Именно это свойство
легло в основу регистрации субмикронных атмосферных аэрозолей
с помощью расширяющейся камеры, изобретенной Айткеном в кон-
це позапрошлого века. Данные табл. 1.5 помогают найти критические
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радиусы капель или кристалликов льда, а также оценить размеры ча-
стиц, которые могут служить эффективными ядрами конденсации. Tак,
например, при температуре T = 10 ◦C и плотности паров воды 15 г/м3

давление pv = 19,58 мбар, пересыщение S = 1,6 и критический размер
капелек r∗ = 2,33 · 10−3 мкм, т. е. частицы Айткена с ra ≈ 0,03 мкм
вполне могут служить ядрами конденсации.

Зарождение жизнеспособных капель, имеющих размер порядка r∗,
происходит и в чистом паре за счет флуктуационного образования
комплексов молекул. Этот процесс называют гомогенной нуклеацией.
Ясно, что образование крупных комплексов, составленных из сотен
тысяч молекул, крайне маловероятно, поэтому для флуктуационно-
го появления капель в реальности требуются большие пересыщения

S, для которых масса критических капель g∗ = 4πr3
∗ρp/3 составляет

10–100mv, иначе вероятность такого события очень мала. Число ка-
пель, рождающихся в единицу времени в единице объема, определяет-
ся следующим выражением (Зельдович, 1942; Френкель, 1975):

J=αqn2
v

vvT

2

√
σ

kT
exp

(
− 4πσr2

∗

3kT

)
=αn2

vq

√
2σ

πmv
exp

(
− g∗ lnS

2mv

)
,

(1.28)
где nv = ρv/mv — счетная концентрация пара; α — коэффициент акко-

модации (для воды α ≈ 0,03). Видно, что с уменьшением S и ростом g∗
интенсивность J резко падает, как это и должно быть по физическому
смыслу. Результаты расчета J для различных пересыщений водяного
пара при T = 10 ◦C приведены в табл. 1.6.

Видно, что процесс флуктуационного образования капелек носит
явно выраженный пороговый характер и начинается в данных условиях
для пересыщений S > Scr ≈ 4. Значения Scr для ряда паров других
летучих жидкостей приведены в книге (Грин, Лейн, 1972).

Отметим, что существует ряд факторов, снижающих давление на-
сыщенного пара и облегчающих процесс конденсации: присутствие
в капельке растворимых соединений (солевых частиц), наличие заряда
у частиц и т. д. (Мейсон, 1961; Френкель, 1975; Райст, 1987). С по-
мощью конденсационных треков регистрируются заряженные частицы
в камере Вильсона, которая, по сути дела, является модификацией

Таб ли ц а 1.6. Параметры флуктуационно рождаемых
капелек воды при T = 10 ◦C

Пересыщение S 3 4 5 6

Плотность пара ρv, г/м3 2,82 3,76 4,70 5,64

r∗, 10−4 мкм 9,89 7,84 6,75 6,06

Число молекул в капле g∗/mv 135,5 67,45 43,11 31,24

Интенсивность J , част./(см3· с) 4,54 ·10−9 8,60 ·103 2,34 ·109 2,74 ·1012
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камеры Айткена. Наличие заряда снижает по сравнению с (1.26) дав-
ление насыщенных паров над каплей следующим образом (Френкель,
1975; Райст, 1987):

ps(r,T ) = Ps(T ) exp

{
q

kT

[
2σ

r
− (fe)2

8πr4

(
1

ε0
− 1

ε

)]}
, (1.29)

где e — заряд электрона (4,8 · 10−10 ед. СГСЭ); f — число элементар-
ных зарядов в капле; ε — диэлектрическая проницаемость капли (для
воды ε = 81); ε0 — диэлектрическая проницаемость среды (для воздуха

ε0 = 1). На рис. 1.5 показано поведение величины Q(r) = ps(r)/Ps

для капель воды, имеющих единичный заряд (f = 1) и находящихся

в воздухе при T = 10 ◦C. Значения Q характеризуют отличие давле-
ния насыщенного пара над каплей от давления над плоской границей
раздела, обусловленное зарядом и кривизной поверхности. На рис. 1.5
штрихпунктирной линией показано также поведение Q для незаряжен-
ной капли.

Рис. 1.5. Поведение Q(r) = ps(r)/Ps для капель воды в воздухе: сплошная
кривая — уравнение (1.29), штрихпунктирная кривая — уравнение (1.26)

Видно, что при r → 0 давление насыщенного пара над поверхно-
стью заряженной капли стремится к нулю, поэтому конденсационный
рост мелких капель идет даже при S < 1, когда пар не насыщен.
Кроме того, давление ps(r,T ) для заряженных капель имеет максимум
при r = r̃:

r̃ =

[
(fe)2(ε−1

0 − ε−1)

4πσ

]1/3

;

ps max(r,T ) = ps(r̃,T ) = Ps(T ) exp(3σq/2r̃kT ), поэтому для пересыще-

ний S > Smax ≡ exp (3σq/2r̃kT ) давление пара pv > ps max, следова-
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тельно, будут расти капельки любых размеров. В общем случае урав-
нение для нахождения критического размера r∗

lnS =
q

kT

[
2σ

r∗
− (fe)2

8πr4
∗

(
1

ε0
− 1

ε

)]
(1.30)

имеет один корень при S < 1 и не имеет корней при S > Smax. При

1 < S < Smax уравнение (1.30) имеет два корня r1∗, r2∗, причем ка-

пельки в диапазоне размеров r1∗ < r < r2∗ испаряются, а при r < r1∗
и r > r2∗ — растут.

Займемся теперь скоростями процесса роста (испарения) отдельной
капли. Обычно пары конденсирующегося вещества имеют концентра-
цию, гораздо меньшую, чем основная среда (например, воздух), и под-
вод паров к капле осуществляется путем диффузии паров в среде.
Пробег молекул пара в среде λv и коэффициент диффузии Dv опреде-
ляются выражениями

λv =

[√
2nvπd

2
v +

ρmNA

Am
π

(dv + dm)2

4

√
1 +

Av

Am

]−1

≈

≈ 4λm

√
2Am

Av +Am

(
dv

dm + dv

)2

; Dv = λvvvT /3,

где vvT =
√

8kT/πmv ; mv — масса молекулы пара; λm — пробег моле-

кул среды; A — молекулярные массы; d — диаметры молекул, при этом

индекс m помечает среду, а v — пар. В диффузионном режиме подвода
пара к капле легко определить стационарный поток I, выраженный
числом поглощаемых каплей молекул в единицу времени, и скорость
изменения массы капельки (здесь r — радиус капли, а g = mp —
ее масса):

I =
4πrDv[pv − ps(r)]

kT
; dtg = mvI = 4πrDvρv

[
1 − ps(r)

pv

]
;

ps(r)

pv
= exp

[(
r∗
r

− 1

)
lnS

]
.

(1.31)

Поскольку конденсация происходит с выделением тепла, то темпера-
тура капельки Tr повышается по сравнению с температурой среды T .
Значение Tr находят из условия теплового баланса, приравнивая теп-
ловыделение в единицу времени потоку тепла в окружающий воздух:

Ldtg=LmvI=4πrχ(Tr−T ); (Tr − T )=
mvLDv[pv−ps(r,Tr)]

χkT
, (1.32)

где L — удельная теплота испарения; χ — теплопроводность воз-
духа. При этом необходимо учитывать, что давление насыщенного



32 Гл. 1. Основные сведения о дисперсных системах

пара вблизи поверхности капли ps(r,Tr) резко зависит от ее темпе-
ратуры Tr. Фактически (1.32) является трансцендентным уравнением
для определения Tr, для решения которого необходимо дополнительно
использовать зависимость (1.25). Уравнения (1.31), (1.32) обычно на-
зывают формулами Максвелла. Очевидно, что они применимы и для
процесса испарения капли, при этом (1.32) описывает понижение ее
температуры. Обычно эффекты изменения температуры капель доволь-
но малы, но они могут значительно уменьшить скорость конденсации
(испарения) dtg. Некоторые оценки разности Tr − T , возникающей при
конденсации паров серной кислоты, приведены в монографии (Амелин,
1972). Оценки скоростей изменения размеров капель при испарении
и конденсации приведены в работах (Фукс, 1958; Грин, Лейн, 1972;
Райст, 1987).

Для капель, размер которых меньше или сравним с величиной λv,
требуются поправки к полученным выражениям для скорости роста.
В свободномолекулярном режиме подвода пара к капле значение I
должно определяться газокинетическим потоком молекул:

I = απr2vvT [nv − ns(r)],

где α — коэффициент аккомодации. При α = 1 для сшивки этого
выражения с предыдущими результатами достаточно разделить его на

величину 1 + 3r/4λv (Сутугин, Tокарь, 1985). Легко убедиться, что

в пределе r ≫ λv мы получим прежнее выражение (1.31), поскольку

Dv = λvvvT /3. Вопрос корректной сшивки диффузионного и свобод-
номолекулярного потоков с учетом реальных значений α является
довольно проблематичным (Фукс, 1958; Грин, Лейн, 1972). Например,
в монографии (Амелин, 1972) для этой цели используется целый набор
параметров. Для оценок в дальнейшем мы будем использовать следу-
ющую достаточно простую интерполяцию для скоростей роста капель:

dtg ≡ v(r) =
απr2ρvvvT

(1 + 3rα/4λv)

[
1 − ps(r)

pv

]
;

ps(r)

pv
= exp

[(
r∗
r

− 1

)
lnS

]
.

(1.33)

Отметим, что при S < 1 в расчетах по формулам (1.31), (1.33) следует
сохранять отрицательный знак у r∗, получающийся из (1.27), посколь-
ку r∗ lnS = 2σq/kT > 0.

В качестве примера оценим времена испарения достаточно крупных
капель при S < 1. Считая режим испарения диффузионным и пренебре-
гая отличием ps(r) от Ps, получим из (1.31) уравнение, интегрирование
которого дает формулу для изменения размеров капли. В частности,



1.6. Коагуляция аэрозолей 33

выражение для времени полного испарения tv капли, имевшей началь-
ный радиус R, выглядит следующим образом (уравнение Ленгмюра):

tv =
ρpR

2

2Dv(ρs − ρv)
. (1.34)

Отличием ps(r) от Ps можно пренебречь даже для мелких капель,
размер которых r ≫ 2σq/kT . Подстановка численных значений для во-

дяных капель, находящихся в воздухе при T = 10 ◦C, дает ограничение

r > 10−2 мкм. Пробег молекул паров воды в воздухе при T = 10 ◦C
составляет λv = 0,088 мкм (Dv = 0,23 см2/с), следовательно, формула
(1.34) должна давать удовлетворительные результаты для испарения
капель вплоть до субмикронных размеров r ∼ 0,1 мкм. Для капли
с начальным радиусом R = 20 мкм, находящейся в воздухе с 50%-й

влажностью (S = 0,5) и температурой T = 10 ◦C, получаем tv = 1,85 с.
При падении такая капля пройдет путь менее 9 см, поскольку ее
скорость седиментации не превышает 4,8 см/с (см. табл. 1.3).

Для крупных капель важны поправки к скоростям роста, связанные
с их движением в среде, например, с оседанием капель в поле тяжести.
Эти поправки обычно выражаются через числа Рейнольдса и другие
безразмерные величины (Фукс, 1958; Грин, Лейн, 1972).

В целом приведенное выше рассмотрение вполне достаточно для
численных оценок влияния конденсационных процессов на поведение
частиц в атмосфере и в различного рода физических и промышленных
установках. Для процессов образования капельных туманов разнооб-
разные расчеты подробно выполнены в книге (Амелин, 1972); фор-
мирование частиц за счет конденсации паров на разлете рассмотрено
в работах (Райзер, 1959; Киффер, 1986); некоторые оценки процессов
формирования частиц в облаке ядерного взрыва сделаны в статьях
(Stewart, 1956; Красилов, Tер-Сааков, 1971); расчеты процессов кон-
денсации паров в камере Вильсона проведены в работе (Голубев и др.,
1991). Выражения для скоростей конденсационных процессов будут
использоваться нами в дальнейшем при решении различных вариантов
кинетического уравнения, описывающего процессы конденсации в aн-
самблях частиц, а также при создании моделей кинетики, учитываю-
щих влияние конденсации на термодинамические и газодинамические
параметры дисперсных систем.

1.6. Коагуляция аэрозолей

Коагуляция представляет собой процесс слияния частиц в резуль-
тате парных столкновений. При перечислении проблем, в которых
коагуляция играет важную роль, можно воспользоваться обширным
перечнем, который уже был сформулирован в начале предыдущего
раздела по конденсации. Ниже мы приведем несколько простых оце-
нок для двух механизмов коагуляции: под действием броуновского

2 В.Н.Пискунов
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движения частиц в среде и при ламинарном течении двухфазных сме-
сей в каналах. Первый механизм является решающим для аэрозолей,
присутствующих в атмосфере, а также используемых в различного рода
установках; второй играет роль для большого ряда технологических
процессов.

Наиболее важной характеристикой процесса коагуляции является
частота столкновений K(g,n) частиц с массами g и n в единице
объема, называемая коэффициентом (ядром) коагуляции и имеющая
размерность [K] = см3/с. Аналогом K в нейтронной и молекулярной
кинетике служит скорость реакции σv. По смыслу K полное число
столкновений I в единицу времени в единице объема определяется
интегрированием по спектрам частиц:

I =
1

2

∞∫

0

∞∫

0

K(g, s)C(g, t)C(s, t) dg ds,

и дает скорость убывания счетной концентрации за счет слияния
частиц: dtN = −I. Массовая концентрация частиц при коагуляции не
меняется: M = const. В целом слияние частиц приводит к необрати-
мому росту средней массы частиц в спектре: g(t) = M/N(t) −→

t→∞
∞.

Характерные времена процесса коагуляции

τc =

∣∣∣∣
N

dtN

∣∣∣∣ ≈
2

K0N
, (1.35)

где K0 — усредненное по спектру частиц значение ядра (константа ко-
агуляции). Если выделить типичный размер частиц r и зафиксировать
полную массу M аэрозолей в единице объема, то для характерного
времени коагуляции τc получим формулу, которую удобно исполь-
зовать, чтобы определить влияние дисперсности аэрозолей на время
коагуляции

τc(r) =
8πρpr

3

3K0(r)M
. (1.36)

Коэффициенты коагуляции для броуновского движения частиц
в диффузионном режиме имеют вид (Smoluchowsky, 1916; Чандрасе-
кар, 1947; Фукс, 1961; Hidy and Brock, 1970; Грин, Лейн, 1972; Райст,
1987):

Kd(r1, r2) = 4π(Db1 +Db2)(r1 + r2), (1.37)

где Dbi — коэффициент броуновской диффузии i-й частицы в среде,
определяемый по формуле (1.20); ri — радиус частицы. В свободномо-
лекулярном режиме, когда пробег частиц в среде много больше самих
размеров частиц, коэффициенты коагуляции следующие:

Kfm(r1, r2) =

[
8πkT (mp1 +mp2)

mp1mp2

]1/2

(r1 + r2)
2, (1.38)
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где mpi— массы частиц. Для сшивки выражений (1.37) и (1.38) ис-
пользуется следующая формула (Hidy and Brock, 1970; Loyalka, 1983):

Kb(r1, r2) = Kd(r1, r2)



1 + Kn12

ζ + ξ
Kd(r1, r2)

Kfm(r1, r2)

1 + ξKn12




−1

, (1.39)

где ζ = 1,0161; ξ = 4/3; Kn12 = λ12/r1 + r2 — число Кнудсена. Здесь

λ12 — относительный пробег, а λpi — эффективный пробег частиц
в среде:

λ12 = λp1

√
m2

m1 +m2
+ λp2

√
m1

m1 +m2
; λpi = 3Dbi

/( 8kT

πmpi

)1/2

.

Формула (1.39) представляет собой общее выражение для коэффици-
ентов броуновской коагуляции.

В табл. 1.7 приведены значения пробегов λp и коэффициентов коа-
гуляции Kfm, Kd и Kb для частиц с плотностью ρp = 1 г/см3 и раз-

мерами r1 = r2 = r в воздухе при T = 20 ◦С (ρm = 1,23 · 10−3 г/см3,

T = 293,15 K, λm = 0,07 мкм). При r ≈ 0,01 мкм скорость броуновской
коагуляции имеет максимум, а при дальнейшем уменьшении r она
убывает в соответствии с (1.38). Пробег при броуновском движении
λp сравнивается с размером частиц при r ≈ 0,02 мкм. Видно, что
при r < 0,01 мкм определяющим процессом является броуновская
коагуляция в свободномолекулярном режиме, а при r > 0,1 мкм —
в диффузионном режиме.

Таб л и ц а 1.7. Пробеги и коэффициенты броуновской коагуляции
частиц в воздухе

r, мкм λp, мкм Kfm, см3/с Kd, см3/с Kb, см3/с

0,001 8,314 ·10−2 8,813 ·10−10 6,909 ·10−8 8,728 ·10−10

0,01 2,750 ·10−2 2,787 ·10−9 7,227 ·10−9 2,112 ·10−9

0,1 1,383 ·10−2 8,813 ·10−9 1,149 ·10−9 1,042 ·10−9

1 2,454 ·10−2 2,787 ·10−8 6,449 ·10−10 6,336 ·10−10

10 7,196 ·10−2 8,813 ·10−8 5,980 ·10−10 5,949 ·10−10

100 2,258 ·10−1 2,787 ·10−7 5,933 ·10−10 5,923 ·10−10

В дальнейшем для оценок броуновской коагуляции мы будем ис-
пользовать следующие достаточно простые формулы:

Kb(r1, r2) =

√
6kTr1
ρp

[
1 +

(
r1
r2

)3](
1 +

r2
r1

)2

;

K0(r) = Kb(r, r) = 8

√
3rkT

ρp
, r < 0,01 мкм;

(1.40)

2*



36 Гл. 1. Основные сведения о дисперсных системах

Kb(r1, r2) =
2kT

3η

(
1 +

r1
r2

)(
1 +

r2
r1

)
;

K0(r) = Kb(r, r) =
8kT

3η
, r > 0,1 мкм.

(1.41)

В формуле (1.41) поправка Каннингема положена равной единице.
Приведем также оценки для градиентной коагуляции частиц, возни-

кающей при ламинарном течении двухфазных смесей в трубах. Будем
рассматривать пуазейлев режим течения, в котором профиль скорости
имеет вид: v(z) = v0[1− (z/R)2], где z — расстояние от оси; R — радиус

трубы; v0 — скорость потока на оси. Градиент скорости в перпенди-

кулярном направлении Γ = |dzv| = 2zv0/R
2. Частицы, находящиеся на

различных удалениях от оси z1, z2, движутся с разными скоростями
v(z1) и v(z2); если расстояние между ними z1 − z2 меньше, чем сумма
радиусов, то частицы сливаются. Частота столкновений определяется
умножением суммарного сечения частиц на их относительную скорость
(эффектами обтекания мы пренебрегаем):

KG(r1, r2)=π(r1+r2)
2|v1−v2| ≈

π(r1 + r2)
3Γ

2
=
πzv0(r1 + r2)

3

R2
. (1.42)

Tаким образом, константа коагуляции для частиц, находящихся в пото-

ке, равна K0(r) = KG(r, r) = 8πzv0r
3/R2. Подстановка в (1.36) приво-

дит к следующему выражению для характерного времени коагуляции:

τc =
ρpR

2

3zMv0
. (1.43)

Примечательно, что τc не зависит от размеров частиц и свойств несу-
щей среды, а определяется только массовой концентрацией дисперсной
фазы M , скоростью течения и геометрическими параметрами. С умень-
шением радиуса канала влияние коагуляции увеличивается.

Перейдем к численным оценкам. Константа броуновской коагуля-
ции (1.41) для частиц с r > 0,1 мкм не зависит от размеров и плотности

частиц. В воздухе при T = 20 ◦C ее значение K0 = 5,93 · 10−10 см3/с.

Следовательно, характерное время коагуляции τc ≈ 3,4 · 109/N (здесь

N выражено в 1/см3, а τc — в секундах). Видно, что броуновская ко-

агуляция атмосферных аэрозолей для частиц с размерами r > 0,1 мкм

и концентрациями N = 102–105 1/см3 идет с характерными временами
от нескольких часов до нескольких месяцев. Этот процесс играет роль
при длительном континентальном и глобальном переносе аэрозолей.
Для концентрированных выбросов, содержащих субмикронные аэро-
золи, ситуация качественно меняется. Например, для выброса частиц
дыма с плотностью ρp = 1 г/см3, имеющего массовую концентрацию

M = 10−6 г/см3 (эта величина на два порядка меньше характерных

концентраций в табл. 1.2), формулы (1.36), (1.40) дают τc = 14,1 с для
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r = 0,1 мкм и τc = 3 · 10−3 с для r = 0,01 мкм. Видно, что в кон-
центрированных облаках или запыленных помещениях субмикронные
частицы очень быстро меняют свои размеры за счет броуновской коа-
гуляции.

Для оценки влияния градиентной коагуляции рассмотрим течение
в батарее Синклера с параметрами: v0 = 2,77 см/с, R = 0,0115 см,

L = 3,5 см, tL = L/v0 = 1,3 с (см. разд. 1.4). Аэрозольные частицы

с плотностью ρp = 1 г/см3 и массовой концентрацией M = 1 г/м3

имеют характерное время коагуляции τc = 8,3 · 103 c, что намного
больше времени tL, cледовательно, изменение cпектров частиц за счет
градиентной коагуляции в батарее Синклера не происходит. Проведем
также расчеты для течения смеси воздуха и капель воды со скоростью
v0 = 20 см/с в трубе радиусом R = 1 см и длиной L = 200 см. Из
(1.22) легко получить, что пуазейлев режим течения реализуется на

небольшом расстоянии x ≈ 2,5 см от начала трубы, а переход течения

при x = L в турбулентный режим не наступает. Капли, находящиеся
в потоке на расстоянии z = 0,95 см от оси трубы, имеют скорость

v(z) = 1,95 см/с и проводят в трубе время tL = 103 с. При массовой

концентрации капель в потоке M = 10−4 г/см3 характерное время,

найденное по формуле (1.43), τc = 175 с, т. е. для данной длины трубы
L = 200 см укрупнение частиц за счет градиентной коагуляции играет
роль. Данная оценка для τc справедлива и для течения смеси твердых
частиц с жидкостью, причем ламинарный режим течения реализуется

при этом вплоть до значений L ∼ 104–105 см. Для таких L время

пребывания частиц в потоке возрастает до tL ∼ 104–105 с и гра-
диентная коагуляция будет сказываться очень сильно. Отметим, что
приведенные рассуждения не учитывали другие механизмы коагуляции
и процессы осаждения частиц на стенки. В реальности для размеров
частиц r < 0,1 мкм наибольший вклад даст броуновская коагуляция,
а для r > 1 мкм сильно скажутся гравитационная коагуляция и процесс
осаждения частиц на стенки.

В заключение подчеркнем, что коагуляция резко зависит от концен-
трации аэрозольных частиц и требует для своего описания разработки
более сложных теоретических моделей по сравнению с другими ранее
рассмотренными процессами. Более строгое и подробное рассмотрение
моделей кинетики коагуляции будет выполнено в гл. 3.

1.7. Диффузия и перенос аэрозолей в атмосфере

Рассмотрим перенос и рассеивание в атмосфере облака невзаимо-
действующих аэрозольных частиц (пассивной примеси), которое меня-
ет свой дисперсный состав только за счет гравитационного выпадения
крупных частиц. Речь может идти, например, о распространении в ат-
мосфере частиц, возникших при вулканических извержениях, взрывах,
пожарах, выбросах из дымовых труб и т. д. Основными процессами
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в этом случае являются: перенос облака направленными воздушны-
ми потоками; размытие облака атмосферной турбулентной диффузией;
осаждение аэрозолей из облака за счет гравитации и взаимодействие
частиц с подстилающей поверхностью. Именно эти процессы определя-
ют загрязнение приземного слоя воздуха и подстилающей поверхности
аэрозольными частицами.

Формулировка основных уравнений. Существует два подхода
к проблеме описания переноса примеси в направленных потоках и в ат-
мосферных турбулентных пульсациях (Метеорология и атомная энер-
гия, 1971; Монин, Яглом, 1965). Первый, обычно называемый лагран-
жевым или тейлоровским, использует блуждание частиц примеси в по-
ле скоростей со случайной составляющей v′, обусловленной турбу-
лентностью (Метеорология и атомная энергия, 1971). Физически этот
подход очень нагляден, позволяет учесть пространственно-временные
корреляции поля v′ и эффекты неполного увлечения частиц средой.
Однако он очень трудоемок для численных расчетов и не позволяет
провести оценки на уровне простых формул. К тому же само поле v′

заранее не известно и его не удается определить из каких-либо за-
мкнутых уравнений. Второй подход (эйлеров или K-теория) использу-
ет полуэмпирическое уравнение атмосферной турбулентной диффузии
(Монин, Яглом, 1965):

∂tn+ div (Vn) =
∂

∂xi
Kij

∂n

∂xj
(1.44)

для частиц определенного размера r. Здесь n(r,x, t) — концентрация
частиц; V = v + va + ug — суммарная скорость переноса частиц;

v, va — скорости ветра и подъема облака; ug(r) — скорость седи-

ментации; Kij ∼ 〈v′i v′j〉 — тензор турбулентной диффузии. Недочеты

этого подхода очевидны: пренебрежение инерционными и коллектив-
ными эффектами в движении частиц, использование величин Kij ,
не поддающихся прямому измерению. Однако для численных оце-
нок уравнение (1.44) вполне пригодно и наиболее часто применяется
в отечественной литературе. По физическому смыслу величины Kij

должны определяться произведением характерного масштаба вихрей
на пульсационную составляющую скорости. С увеличением размеров
облака все более крупномасштабные движения атмосферы переходят
в разряд вихрей и величины Kij должны расти (эффект Ричардсона).

Для распространения облака в приземном слое диагональные компо-

ненты Kij ∼ 5–50 м2/с (Хргиан, 1986).
Будем считать поверхность раздела плоской, т. е. x3 = 0: скорость

ветра v — направленной по оси x1, а тензор Kij — диагональным

в выбранной системе координат (Kij = Kiδij). Ось x3 направим вверх.

Иногда, для краткости, будем использовать обозначения x3 = z, x1 = x.
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Дальнейшие оценки в этом разделе будут проводиться для постоянных
V, Ki. В этих предположениях

∂tn+ Vx∂xn+ Vz∂zn = Ki
∂2n

∂x2
i

;

Vx = v1 = v; Vz = va − ug; z > 0.

(1.45)

В качестве начальных условий возьмем точечный мгновенный источ-
ник, расположенный на высоте H :

n0(x) = Qδ(x1) δ(x2) δ(z −H). (1.46)

Для формулировки граничных условий определим поток частиц по оси

z: j(x, t) = Kz∂zn− Vzn. На подстилающей поверхности

j(x1,x2, 0, t) = αn(x1,x2, 0, t), (1.47)

где величина α имеет размерность скорости и характеризует степень
поглощения частиц поверхностью (для абсолютного отражения α = 0).

Общее решение уравнения (1.45) с начальными и граничными усло-
виями (1.46), (1.47) можно записать в факторизованном виде

n(x, t) = ñ(z, t)
Q

4πt
√
K1K2

exp

[
− (x1 − vt)2

4K1t
− x2

2

4K2t

]
, (1.48)

где функция ñ удовлетворяет уравнению

∂tñ+ Vz∂zñ = Kz
∂2ñ

∂z2
; ñ

∣∣
t=0

= δ(z −H);

Kz∂zñ = (α + Vz)ñ
∣∣
z=0

.

(1.49)

Tем самым задача сводится к решению одномерного уравнения диффу-
зии на полуоси z > 0 с соответствующими начальными и граничными
условиями.

Видимость аэрозольного облака в атмосфере. Рассмотрим слу-
чай, когда диффузия изотропна Ki = K, а времена после залпового
выброса аэрозольных частиц Q на высоте H достаточно малы, чтобы
можно было пренебречь взаимодействием облака с подстилающей по-

верхностью и осаждением на нее частиц из облака (t < min{H2/4K;
H/ug}). Ясно, что

n(x, t) =
Q

(4πKt)3/2
exp

[
− (x1 − vt)2 + x2

2 + (z −H)2

4Kt

]
. (1.50)

Остановимся на вопросе о видимости облака (Tихонов, Самарский,
1966), например, применительно к картине взрыва снаряда на
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высоте H . Если I0 — интенсивность света в чистой атмосфере,
то после прохождения слоя аэрозолей с переменной концентрацией

n(x, t) интенсивность ослабится до величины I = I0 exp

(
− σ

∫
n ds

)
,

где интегрирование ведется по лучу, проходящему через облако,
а величина σ — среднее по спектру частиц сечение поглощения
света. Если наблюдатель находится на большом расстоянии от
облака x1 ≫ H , то визуально оно проектируется на плоскость x2, z.
Интегрируя по лучу −∞ < x1 <∞, получаем

τ ≡ σ

∫
n ds = σ

∞∫

−∞

n dx =
σQ

4πKt
exp

[
− x2

2 + (z −H)2

4Kt

]
. (1.51)

Визуальная картина развития облака определяется порогом контраст-
ности δ: при (I0 − I)/I0 < δ соответствующая часть облака становится

невидимой, а при (I0 − I)/I0 > (1 − δ) объем кажется совершенно

непрозрачным. Займемся поведением границы, за которой облако ис-
чезает из поля зрения, т. е. I/I0 = 1 − δ. Считая оптическую толщину
небольшой (I/I0 ≈ 1− τ), получаем уравнение для поведения видимого

радиуса облака ρ =
√
x2

2 + (z −H)2 :

δ = τ =
σQ

4πKt
exp

[
− ρ2

4Kt

]
. (1.52)

При малых t радиус облака увеличивается и достигает максимальной

величины ρm = (σQ/eπδ)1/2 в момент времени tm = σQ/4πδeK. При

t > tm радиус облака уменьшается, и в момент tr = etm оно полностью

исчезает из-за малой контрастности.
Наблюдения за видимыми размерами облака помогают определить

параметры атмосферы во время проведения конкретных опытов. Tак,
например, время исчезновения облака из поля видимости tr связано со
средними коэффициентами диффузии K и средним радиусом аэрозоль-
ных частиц r:

tr =
3M

16πρpr δK
, (1.53)

где M — масса всех частиц в аэрозольном выбросе; ρp — их плотность,

а δ ≈ 0,01–0,02 — порог контрастности.
Одним из способов отбора проб из облака взрыва в диффузионных

экспериментах (см. рис. 1.6 и главы 9, 10), который позволяет иссле-
довать состав аэрозольных продуктов взрыва (АПВ), является забор
проб самолетом-лабораторией.

Проведенные выше оценки помогают определить эффективность
такого процесса отбора проб. Отметим, что сама методология отбора
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Рис. 1.6. Отбор проб из облака взрыва самолетом-лабораторией

проб с помощью самолета-лаборатории предусматривает отбор лишь
небольшой части АПВ из облака взрыва на различных стадиях его
развития. Количество аэрозолей, отбираемых при пролете через облако
взрыва, зависит от площади S входного окна самолетной фильтро-
вальной установки (СФУ) (для СФУ самолета АН-24 РР, например,
S = 0,045 м2) и реальных размеров облака, которые, в свою оче-
редь, зависят от неоднородного по высоте ветрового сноса и размытия
облака за счет атмосферной турбулентности на момент пробоотбора.
Наиболее просто коэффициент пробоотбора kc (отношение массы АПВ,
отобранной СФУ, к полной массе АПВ в облаке взрыва) определяется
при пролете через центр облака взрыва на небольшие времена — по-
рядка 1 мин:

kc(t) =
S

4πKt
,

где t — время от начала взрыва до момента пробоотбора.

Оценки загрязнения подстилающей поверхности и приземного
слоя воздуха. Оценим теперь параметры загрязнения приземного слоя
для точечного мгновенного источника (1.46). Поскольку решение с ис-
точником (1.46) представляет собой функцию Грина уравнения (1.45),
то с его помощью можно определить необходимые величины и для
любого протяженного во времени и в пространстве источника. Кроме
того, такое решение имеет и непосредственный смысл для импульсного
выброса с относительно небольшими начальными размерами R0 ≪ H .
Будем считать, что подъем облака закончен (va = 0) и оно стабили-
зировалось на высоте H . Для невесомой примеси (ug = 0) функцию
n̂, определяемую (1.49), легко найти, помещая фиктивный источник
в точку (0, 0,−H):

n̂(z, t) =
1√

4πKt

{
exp

[
− (z −H)2

4Kzt

]
± exp

[
− (z +H)2

4Kzt

]}
, (1.54)

где знак плюс относится к абсолютному отражению (Kz∂zn̂|z=0 = 0),

а знак минус — к абсолютному поглощению (n̂|z=0 = 0) на подстилаю-
щей поверхности.
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Определим загрязнение поверхности, считая ее абсолютно поглоща-
ющей. Поток к поверхности определяется в этом случае по формуле

j(x1,x2, t) = Kz∂zn|z=0. (1.55)

Считая диффузию изотропной и вводя безразмерные координаты u =
= x/H , время τ = tv/H и параметр β = K/vH , получаем

j(x1,x2, t) =
Q

(4πβτ)3/2H2t
exp

[
− (u1 − τ)2 + u2

2 + 1

4βτ

]
. (1.56)

Интегральная по времени плотность выпадений S(x1,x2) =

=

∞∫

0

j(x1,x2, t) dt находится по формуле

S(x1,x2)=
QΨ(u1,u2)

4πH2
, Ψ(u1,u2)=

(1+2β/ρ)

βρ2
exp

(
u1−ρ
2β

)
, (1.57)

где ρ =
√
u2

1 + u2
2 + 1 , а функция ψ сама безразмерна и зависит только

от безразмерных величин, что делает формулу (1.57) удобной для
оценок с различными значениями v, H , K. Плотность выпадений
максимальна на оси следа x2 = 0 и достигается в точке x1 max = Hum,

где значение um определяется из трансцендентного уравнения

4p(1 + 3p)

(1 + 2p)
=

√
1 + u2

m

u2
m

− 1; p =
β√

1 + u2
m

. (1.58)

На больших расстояниях u1 ≫ 1 плотность выпадений на оси следа
убывает довольно медленно:

S(x1, 0) ≈ Q

(4πβx2
1)
. (1.59)

Формула (1.54) для отражающей поверхности удобна для за-
вышающей оценки концентрации аэрозолей в приземном слое воз-
духа (z = 0):

N(x1,x2, t) =
2Q

(4πβτ)3/2H3
exp

[
− (u1 − τ)2 + u2

2 + 1

4βτ

]
. (1.60)

Если считать среднюю скорость дыхания R постоянной, то можно
определить интегральное за время прохождения облака поступление
аэрозолей в организм m:

m(x1,x2) = R

∞∫

0

N(x1,x2, t) dt =
RQ

2πvβρH2
exp

(
u1 − ρ

2β

)
. (1.61)
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В конечном счете формулы (1.57), (1.60) позволяют оценить реальную
степень опасности залпового выброса с точки загрязнения местности
и приземного слоя воздуха.

При распространении облака на большие расстояния существенным
становится гравитационное осаждение частиц (седиментация). Поток
частиц на абсолютно поглощающую поверхность с учетом седимента-
ции имеет вид (Прессман, 1959)

Kz∂zn|z=0 =
H

t(4πKzt)1/2
exp

[
− (H − ugt)

2

4Kzt

]
, (1.62)

где ug — скорость осаждения. Вводя дополнительную безразмерную

переменную γ = ug/v и учитывая (1.48), получаем для изотропной
диффузии

S(x1,x2) =
QΦ(u1,u2)

4πH2
,

Φ(u1,u2) =
η(1 + 2β/ρη)

βρ2
exp

(
u1 + γ − ρη

2β

)
,

(1.63)

где η =
√

1 + γ2 . Сравнивая (1.63) с (1.57), видим, что седиментация
становится существенной при γ|1 − γρ/2|/2β ≈ 1. На малых рассто-

яниях за счет осаждения плотность выпадений увеличивается, а на
больших — уменьшается, как это и должно быть по физическому
смыслу. Качественным отличием от (1.57) является то, что на оси следа
S убывает при u1 ≫ 1 экспоненциально, т. е. гораздо быстрее, чем по

(1.57). Происходит это при u1 > 4β/γ2. Данная оценка полезна для
определения расстояний, на которых гравитационное выпадение сильно
меняет картину выпадений и интегральный баланс.

Очень наглядной является кинематическая модель выпадения ча-
стиц из облака, когда диффузия по оси z слабо сказывается, т. е.
Kz → 0. Для простоты будем считать, что в горизонтальной плоскости

она изотропна: K1 = K2 = K. Проводя предельный переход в (1.62),
получаем

Kz∂zn|z=0 −→
Kz→0

H

t
δ(H − wt). (1.64)

Интегрирование по времени с учетом (1.48) дает

S(x1,x2)=
QΦ(u1,u2)

4πH2
, Φ(u1,u2)=

γ

β
exp

{
− γ[(u1−γ−1)2+u2

2]

4β

}
.

(1.65)
Максимальная плотность выпадений достигается на оси следа в точке

x1 max = Hv/ug и составляет величину Sm = Qug/4πHK. Процесс оса-

ждения по вертикали является чисто кинематическим для достаточно

крупных частиц, у которых скорость падения ug ≫ 4Kz/H .



Гл а в а 2

КИНЕТИКА ЗАРОЖДЕНИЯ И РОСТА ЧАСТИЦ

ДИСПЕРСНОЙ ФАЗЫ

При солнце льется ясный дождь,
Tечет вода две-три минуты,
Крестьяне бегают разуты,
Потом опять сияет свет,
Дождь миновал, и капель нет.
Открой мне смысл картины этой.

H. Заболоцкий. Поэма дождя

Флуктуационное зародышеобразование и дальнейший конденсаци-
онный рост частиц в пересыщенном паре являются одними из наиболее
важных процессов, приводящих к зарождению и развитию дисперс-
ной фазы. При наличии инородных частиц в основном происходит
поглощение пара частицами примеси, как это имеет место, например,
в облачных процессах с участием атмосферных ядер конденсации. При
этом достаточно лишь создать состояние пересыщения. В чистом же
пересыщенном паре начальное состояние метастабильно и процесс кон-
денсации начинается только при появлении частиц, имеющих размер
больше некоторого критического. Закритические частицы устойчивы
и им термодинамически выгодно расти в дальнейшем. Возникают эти
частицы благодаря флуктуационному зарождению комплексов моле-
кул, причем с падением пересыщения значение критического размера
растет и образование закритических комплексов все менее вероятно.
Скорости флуктуационного зародышеобразования и конденсационного
роста частиц определяются термодинамическими параметрами систе-
мы, поэтому в общем случае требуется совместное решение уравнения
кинетики конденсации и уравнений, определяющих изменение термо-
динамических величин. В гл. 1 были приведены некоторые формулы,
которые позволяют оценивать скорости конденсационных процессов
для отдельных капель.

В данной главе сформулирован более строгий и последовательный
подход, основывающийся на описании ансамбля частиц с учетом теп-
ловыделения при конденсации и позволяющий производить аналитиче-
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ское и численное моделирование реальных конденсационных процес-
сов. В разд. 2.1 сформулированы различные варианты кинетического
уравнения, позволяющие описывать процессы зарождения и конденса-
ционного роста (испарения) ансамбля частиц в пересыщенном паре;
в разд. 2.2 определены скорости основных физических процессов, опре-
деляющих поведение спектров частиц; в разд. 2.3 показано, как должно
учитываться изменение термодинамических величин и выделение теп-
ла при конденсации. В разд. 2.4 проанализированы способы решения
кинетического уравнения с источником, использующие метод харак-
теристик. В качестве иллюстрации получены аналитические решения
для модельной задачи. В разд. 2.5 проведены некоторые оценки для
начальной стадии зарождения и роста капель в водяном облаке. Pаздел
2.6 посвящен исследованию процесса конденсации в асимптотической
стадии (при t → ∞). Для исследования асимптотических спектров
привлечена гипотеза автомодельности нелинейных уравнений кинетики
конденсации.

2.1. Формулировка кинетического уравнения
для процесса конденсации

Пусть в паре с концентрацией nv образовалась частица конденсата,
состоящая из g молекул. Изменение свободной энергии при этом со-
ставит:

Φ(r) = (µp − µv)g + 4πr2σ = 4π(µp − µv)r
3/3q + 4πr2σ, (2.1)

где r — радиус капли; q — объем молекулы в жидкой фазе; σ —
поверхностное натяжение; µp, µv — химические потенциалы в расчете
на молекулу в составе частицы и в газовой фазе. В недосыщенном паре

µp > µv, в насыщенном µp = µv, в пересыщенном µp < µv. Диффе-
ренцируя (2.1) по r, получаем значение критического размера r∗, для
которого Φ(r) максимальна:

r∗ =
2σq

(µv − µp)
; Φ(r∗) =

16πq2σ3

3(µv − µp)2
. (2.2)

Отсюда видно, что в пересыщенном паре для образования критических
частиц существует некоторый энергетический барьер, причем образо-
вание частицы с r > r∗ требует меньшей энергии, чем образование кри-
тического зародыша. Из поведения Φ(r) следует, что частицы с r < r∗
должны испаряться, а с r > r∗ — расти.

Статистически равновесное распределение частиц по размерам ng

определяется по формуле

ng = n0(g) exp

[
− Φ(g)

kT

]
, (2.3)
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где n0(g) — слабо меняющийся нормировочный множитель порядка
nv, а Φ(g) находится по формуле (2.1) (напомним, что g = 4πr3/3q).
Для пересыщенного пара функция ng имеет минимум в окрестности
g = g∗ и затем экспоненциально растет. Очевидно, что растущая часть
кривой не может реализоваться и на самом деле процесс конденсаци-
онного формирования частиц носит динамический характер. Конечный
итог очевиден — это отслоение избыточного количества пара nv − n∞

в отдельную фазу (n∞ — концентрация насыщенного пара над плоской
поверхностью).

Получим уравнение кинетики зародышеобразования и конденсации
в пересыщенном паре для пространственно однородных дисперсных
систем (Зельдович, 1942; Френкель, 1975). Обозначим через fg нерав-
новесную функцию распределения, а через Sg — результирующее число
зародышей, переходящих в единицу времени от размера g− 1 к размеру
g. Очевидно, что

∂tfg = Sg − Sg+1; f1 +
∞∑

g=2

gfg = nv. (2.4)

Обозначим через βg число молекул пара, поглощаемых в единицу
времени каплей из g молекул, а через γg — испаряющихся с по-

верхности. Ясно, что Sg = βg−1fg−1 − γgfg. Для равновесной функции

распределения ng должен выполняться принцип детального равновесия
βg−1ng−1 = γgng, что позволяет выразить γg через коэффициенты βg

и равновесную функцию распределения:

γg =
βg−1ng−1

ng
. (2.5)

Следовательно, поток в пространстве размеров имеет вид

Sg = βg−1

(
fg−1 −

fgng−1

ng

)
≈ −βgng∂g

(
fg

ng

)
, (2.6)

а уравнение (2.4) превращается в уравнение Фоккера–Планка:

∂tfg = ∂g

[
βgng∂g

(
fg

ng

)]
. (2.7)

Аналитическое и численное решение уравнения (2.7) представляет
собой довольно сложную задачу, поэтому часто используют упрощен-
ное кинетическое уравнение, получаемое из физических соображений
и представляющее собой уравнение непрерывности в пространстве масс
капель g (в частности в начале этого раздела масса g измерялась
в числе молекул):

∂tf(g, t) + ∂g[v(g, t) f(g, t)] = I(g, t), (2.8)
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где f(g, t) — концентрация капель с массой g в системе в момент
времени t (спектр частиц), v(g, t) = dtg — скорость конденсационного

роста (испарения) капли с массой g, а I(g, t) — интенсивность ис-

точника флуктуационного зародышеобразования. В дальнейшем для
описания кинетики конденсации в свободных, пространственно одно-
родных системах, объем которых изолирован от побочных процессов
(расширения, теплообмена и т. п.), нами будет использоваться именно
это уравнение.

При развитой конденсации, когда концентрация пара превышает
насыщенную, средний размер капель и массовая концентрация в ка-

пельной фракции M(t) =

∞∫

0

gf(g, t) dg растут со временем, а пересы-

щение — избыток концентрации пара по сравнению с концентраци-
ей насыщенного пара — падает в соответствии с законом сохране-
ния полной массовой концентрации конденсирующегося вещества при
неизменном объеме системы. При этом счетная концентрация капель

N(t) =

∞∫

0

f(g, t) dg обычно падает со временем. Процесс заканчивается

исчерпанием избытка пара, которое формально происходит за беско-
нечное время.

В реальных процессах скорость конденсации v(g,t) и интенсивность
источника I(g,t) зависят от пересыщения (см. гл. 1). Tак, например,
при снижении пересыщения источник рождает все более крупные кап-
ли с массой вблизи некоторой критической g∗(t) (значение g∗(t) растет
с падением пересыщения), а сама интенсивность резко падает из-за ма-
лой вероятности случайного образования крупных комплексов. Кроме
того, по физическому смыслу величины g∗(t) капли с массой g = g∗(t)
находятся в неустойчивом равновесии и имеют нулевую скорость кон-
денсации v(g∗, t) = 0; при этом докритические капли с g < g∗(t) испа-
ряются (v < 0), а закритические — с g > g∗(t) — растут (v > 0). Tем
самым основные величины v и I, входящие в (2.8), существенно за-
висят от поведения интегральной величины M(t), определяемой самим
решением задачи f , т. е. уравнение (2.8) по сути является нелинейным.
Это обстоятельство должно учитываться при решении задачи путем
добавления к уравнению (2.8) связи между g∗(t) и M(t) и использо-
вания явных зависимостей v и I от g∗(t). Подобного рода проблема
возникает и при учете зависимостей скоростей v и I от температуры.
Она решается путем учета баланса тепла при конденсации.

Основные закономерности поведения счетной N(t) и массовой M(t)
концентраций можно получить непосредственно из уравнения (2.8).
Для этого умножим последовательно (2.8) на 1 и g и проинтегрируем
по g от 0 до ∞. Интегрируя слагаемые, содержащие производную по g,
по частям, а также пользуясь достаточно быстрым убыванием спектра
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f при g → ∞ и его конечностью при g = 0, получаем

dtN =

∞∫

0

I(g, t) dg + v(0, t) f(0, t); (2.9)

dtM =

∞∫

0

gI(g, t) dg +

∞∫

0

v(g, t) f(g, t) dg. (2.10)

Физический смысл членов в уравнениях (2.9), (2.10) довольно на-
гляден: первые слагаемые в правых частях обусловлены действием
источника; второе слагаемое в правой части (2.9) описывает убыль
числа капель за счет их полного испарения, поскольку скорость v(0, t)
отрицательна; второе слагаемое в правой части (2.10) описывает ин-
тегральное по спектру изменение массовой концентрации капель за
счет массообмена между паром и каплями. Обычно масса критиче-
ской капли g∗(t) явно выражается через концентрацию пара nv(t),
поэтому для определения g∗(t) достаточно воспользоваться условием
nv(t) + M(t) = const, а уравнение (2.8) и интегральное соотношение

(2.10) автоматически обеспечивают правильное распределение конден-
сирующегося вещества между паром и каплями.

2.2. Скорости зародышеобразования
и конденсационного ростa

Для определения интенсивности источника I(g, t) в (2.8) рассмот-
рим стационарное решение уравнения (2.7), когда поток Sg = S = const
(Зельдович, 1942). Будем предполагать, что при малых g fg = ng, а при

g → ∞ fg/ng → 0. Для постоянного потока S

∂g

(
fg

ng

)
= − S

βgng
;

fg

ng
= S

∞∫

g

dg

βgng
. (2.11)

Поскольку fg → ng при g → 0, находим выражение для стационарного
потока:

S =

(∞∫

0

dg

βgng

)−1

. (2.12)

Подынтегральное выражение имеет в окрестности g = g∗(t) резкий
максимум. Пользуясь методом перевала, получаем

S =
qβg∗

ng∗

2πr2
∗

√
σ

kT
. (2.13)
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Формула (2.13) дает скорость рождения числа жизнеспособных зароды-
шей. По физическому смыслу они имеют размер порядка критического.
Будем считать, что весь процесс флуктуационного зародышеобразова-
ния сводится к наличию источника частиц, имеющих один и тот же
размер g̃ вблизи критического (гомогенная нуклеация), т. е.

I(g, t) = J(t) δ[g − g̃(t)];

J(t) ≡ S =
qβg∗

nv

2πr2
∗

√
σ

kT
exp

[
− Φ(g∗)

kT

]
.

(2.14)

В соответствии с (2.8) получаем следующее уравнение для кинетики
конденсации с учетом гомогенной нуклеации:

∂tf(g, t) + ∂g[v(g, t) f(g, t)] = J(t)δ[g − g̃(t)]. (2.15)

Займемся выяснением физического смысла и определением конкретных
зависимостей для отдельных слагаемых этого уравнения.

Из определения величин βg, γg следует, что скорость роста капли
v(g) = βg − γg, т. е. v(g) = (βg − βg−1ng−1/ng). Поскольку βg слабо

зависит от размеров частиц по сравнению с отношением ng−1/ng, то

v(g) обращается в нуль при g = g∗. При g < g∗ v(g) < 0, а при

g > g∗ v(g) > 0 в соответствии с общими закономерностями испарения

и роста отдельных капель.
В дальнейшем необходимо конкретное выражение для критического

размера r∗, g∗ в зависимости от термодинамических параметров среды.
Согласно (2.2) для этого нужно найти разность (µv − µp), которая
обычно определяется через пересыщение S:

(µv − µp) = kT lnS; S =
pv

Ps
; r∗ =

2σq

kT lnS
; g∗ =

4πr3
∗

3q
, (2.16)

где Ps = Ps(T ) — давление насыщенного пара при заданной темпе-
ратуре.

Определим зависимости J , βg, v(g) для случая, когда поглощение
пара каплями происходит в свободномолекулярном режиме, т. е. размер
зародышей и выросших капель мал по сравнению с пробегом молекул
пара в среде. В этом случае скорость поглощения пара определяется
газокинетическим потоком молекул

βg = απr2nvvvT ; vvT =

√
8kT

πmv
, (2.17)

где α — коэффициент аккомодации (доля молекул пара, прилипающих
при столкновении к поверхности капли); vvT — средняя тепловая

скорость молекул пара. Подставляя (2.16), (2.17) в (2.14), получаем
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выражение для интенсивности зародышеобразования J , совпадающее
с (1.28) из гл. 1 (Зельдович, 1942; Френкель, 1975):

J=αqn2
v

vvT

2

√
σ

kT
exp

(
− 4πσr2

∗

3kT

)
=αn2

vq

√
2σ

πmv
exp

(
− g∗ lnS

2

)
.

(2.18)
Определение основных величин в кинетическом уравнении (2.15)

завершается нахождением функции v(g) = (βg − βg−1ng−1/ng). Пре-

небрежем в этом выражении отличием βg от βg−1 и слагаемым

(g − 1)2/3 − g2/3 по сравнению с (µv − µp) (экспоненциальный член
в отношении ng−1/ng), а также используем формулу (2.17) для βg,
что приведет к следующей зависимости для скорости роста отдельного
закритического зародыша в свободномолекулярном режиме:

v(g) = απr2nvvvT (S − 1)/S. (2.19)

Как и полагается, капли растут при S > 1 и испаряются при S < 1.
Однако факт испарения докритических капель в (2.19) потерян по
самому смыслу вывода этой формулы. Для корректного применения
формулы (2.19) необходимо, чтобы скорость конденсационного роста
капель была больше, чем скорость роста самого критического размера,
определяемая производной dtg∗. Как показывают расчеты, на первой
стадии зарождения дисперсной фазы это предположение обычно вы-
полняется.

Представляет интерес другой предельный случай конденсационного
роста и испарения капель, когда пересыщение пара очень мало, а ха-
рактерные размеры капель велики по сравнению с пробегом молекул
пара в среде. При этом флуктуационное зародышеобразование подав-
лено, поскольку критический размер макроскопически велик, а подвод
пара к каплям носит диффузионный характер. Процесс исчерпывания
пара происходит довольно своеобразно: критический размер растет
вместе с уменьшением концентрации пара, закритические капли также
растут, но происходит некоторое пополнение газовой фазы за счет
испарения докритических капель (Лифшиц, Слезов, 1958). Кратко эту
асимптотическую стадию иногда называют переконденсацией (Куни,
1988). В кинетическом уравнении (2.15) достаточно в этом случае
определить зависимость v(g), поскольку слагаемое с источником отсут-
ствует. Рассмотрим стационарную картину процесса диффузии пара,
когда диффузионный поток постоянен. Пусть Dv — коэффициент диф-
фузии пара в среде, r — радиус капли, R — расстояние от центра
капли до некоторой точки. Tогда поток числа молекул по направлению
к капле

I = 4πDvR
2 dRn = const; n(R) = nv + (nr − nv)r/R, (2.20)

где nv — средняя концентрация пара в системе; nr — концентрация
пара у поверхности капли. В стационарном режиме nr равна концен-
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трации насыщенного пара у поверхности капли радиусом r, которая
связана с концентрацией насыщенного пара над плоской поверхностью

n∞ следующим образом: nr = n∞ exp
(

2σq

rkT

)
≈ n∞

(
1 +

2σq

rkT

)
. Подстав-

ляя в (2.20) и используя выражение (2.16) для критического размера,
получаем

v(g) = I = 4πDv(nv − n∞)(r − r∗) = χ

[(
g

g∗

)1/3

− 1

]
, (2.21)

где χ = 8πσqDvn∞/kT . Как и полагается, докритические частицы

испаряются, а закритические растут.
Скорости роста и испарения частицы в произвольном режиме обме-

на пара с каплей находятся по интерполяционной формуле

v(r) =
απr2 nv vvT

(1 + 3rα/4λv)

{
1 − exp

[(
r∗
r

− 1

)
lnS

]}
, (2.22)

где λv — длина пробега молекул пара в среде. Массовая скорость роста
находится из (2.22) заменой nv → ρv (здесь ρv — плотность пара).

В пределе больших r ≫ λv формула (2.22) дает скорость роста частиц

в диффузионном режиме (2.21), а при r ≪ λv, r ≫ r∗ — скорость ро-
ста закритических зародышей в свободномолекулярном режиме (2.19).
Следует отметить, что формула (2.22) правильно описывает и процесс
испарения частиц в недосыщенном паре, если считать критический
размер r∗ отрицательным.

В расчетах процесса гомогенного зародышеобразования, использу-
ющих кинетическое уравнение (2.15), необходимо задавать инжекцию
частиц, размер которых несколько превышает критический: g̃ > g∗
(см. разд. 2.5). Существующая при этом неопределенность в значении
параметра g̃ обусловлена заменой реального уравнения кинетики кон-
денсации (2.7), имеющего диффузионный вид в пространстве размеров,
на упрощенное уравнение неразрывности (2.15) с источником частиц
закритического размера. Оценить размеры возникающих частиц можно
из условия, что скорость диффузионного расплывания пакета в окрест-
ности критического размера сравнивается со скоростью конденсаци-
онного роста частиц. Исходя из этих соображений, Е.А. Гончаровым
получено следующее выражение для характерной массы частиц g̃,
рождаемых источником (∆g выражено в числе молекул):

g̃ = g∗ + ∆g; ∆g =
1

2π

(
4π

3q

)1/3(
kT

σ

)1/2

. (2.23)

Расчеты показывают, что значение ∆g мало влияет на результаты

и можно, например, задавать g̃ = 1,1–2,0g∗. Различие в динамике
образования и роста частиц при этом оказывается несущественным.
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2.3. Поведение термодинамических величин
с учетом процесса конденсации

Обратимся к реальным процессам, на фоне которых происходят
процессы конденсации. Одним из важных классов задач такого рода
является конденсация пара при адиабатической разгрузке: охлажде-
ние воздуха и конденсация содержащегося в нем водяного пара при
подъеме паровоздушного облака в атмосфере; конденсация пара в ка-
мере Вильсона при увеличении объема камеры; адиабатический разлет
и конденсация паров вещества после нагружения интенсивной ударной
волной.

Для определенности обратимся к последней задаче. Фазовое состо-
яние вещества после ударного нагружения удобно классифицировать,
пользуясь энтропийным критерием (Зельдович, Райзер, 1966). Для
этого в плоскости «давление–удельный объем» определим положение
точки P0, V0 после ударного нагружения относительно критической
адиабаты Sc. Если точка P0, V0 лежит левее Sc, то вещество при раз-
грузке будет заходить на кривую равновесия фаз со стороны жидкости,
т. е. в дальнейшем будет образовываться перегретая вскипающая жид-
кость, а если эта точка лежит правее Sc, то будет образовываться пе-
ресыщенный конденсирующийся пар. Нас будет интересовать послед-
ний случай.

Дальнейший ход процесса (Райзер, 1959; Зельдович, Райзер, 1966)
после пересечения в момент времени t1 кривой насыщенного пара (НП)
схематически изображен на рис. 2.1, где реальная кривая проведена
пунктиром. Сначала из-за отсутствия центров конденсации пар разгру-
жается по адиабате Пуассона пара (АПП) и пересыщение S растет.
Затем начинается интенсивное рождение капель и их конденсация.
Выделяющееся при этом тепло сбивает рост пересыщения и реальная
кривая приближается к равновеcной двухфазной адиабате (РДА). На
поздней стадии разлета пар становится очень разреженным и его кон-
денсация практически прекращается (наступает «закалка»). Остатки
пара разлетаются при t > t2 по адиабате Пуассона. Рост пересыщения
после момента «закалки» t2 слабо влияет на кинетику зародышеобразо-

вания, поскольку вблизи t2 величины nv(t) и S(t)− 1, а следовательно,

и J(t) малы; а для больших S при t > t2 образующиеся зародыши
имеют слишком малый размер по сравнению с появившимися ранее
и уже сильно выросшими каплями.

Упрощенная модель образования и роста частиц новой фазы была
предложена в работе (Райзер, 1959) применительно к задаче о кон-
денсации паров, возникших при интенсивном ударе метеорита о лун-
ную поверхность. В дальнейшем ее существенные моменты были ис-
пользованы в работе (Киффер, 1986), где рассмотрено формирование
конденсирующейся фазы при вулканических извержениях на спутнике
Юпитера Ио. Согласно этой модели процесс разбивается на две ста-
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Рис. 2.1. Поведение термодинамических величин после пересечения кривой
насыщенного пара

дии: эффективное рождение зародышей вблизи точки, где реализуется
максимальное переохлаждение; дальнейший рост сформировавшихся
зародышей при постоянном числе центров конденсации (N = const)
с учетом «закалки». Оценки с применением данной модели не обладают
большой точностью, но их можно использовать для качественного
описания процесса и представления о порядках характерных величин.

Сформулируем уравнение, описывающее поведение термодинамиче-
ских величин в общем случае. Будем считать, что газовая среда и кап-
ли имеют одинаковую температуру, т. е. выделяемое при конденсации
тепло достаточно быстро распределяется по объему, а окружающую
капли среду будем считать состоящей из паров данного вещества
и газообразной среды-носителя (например, воздуха). Обозначим через
Mv, Mp — массы паров и частиц (капель) в объеме V , а через Cvv,
Cvp — соответствующие удельные теплоемкости при фиксированном
объеме. Аналогичные величины для среды-носителя обозначим через

Mm, Cvm. Учитывая, что dE + pdV = dQ = LdMp, а dMv = −dMp,
получаем

(Mm Cvm +Mv Cvv +MpCvp) dT + (Cvp − Cvv)T dMp+

+

(
Mv

Av
+
Mm

Am

)
RT

dV

V
= LdMp, (2.24)

где Ai— молекулярные массы; L — удельная теплота конденсации.

Вводя степень конденсации x = Mp/(Mp +Mv) = M/(M + ρv) и без-

размерные теплоемкости ci = CviAi/R, имеем окончательно (Голу-
бев и др., 1991)

dt

{
T (acm + (1 − x) cv + xcp) −

Ux

R

}
= −T (a+ 1 − x) dt lnV. (2.25)
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Параметр a определяется по формуле a = ρmAv/ρcAm, где ρc = ρc +
+M — суммарная плотность конденсирующегося вещества на данный
момент времени; M — массовая концентрация капель; ρv, ρm — плот-

ности пара и среды-носителя; U = LAv — теплота конденсации на
моль. Отметим, что при выводе уравнения баланса (2.25) мы считали
теплоемкости постоянными, что имеет место для ограниченного диапа-
зона изменения температуры T .

Итак, уравнение теплового баланса с учетом конденсационных про-
цессов сформулировано. Поведение степени конденсации x со временем
определяется путем решения кинетического уравнения (2.15) с учетом

реальной зависимости величин r∗, J , v(g) от температуры T (t), плот-

ности пара nv(t) и пересыщения S(t). При этом следует учесть, что

nv(t) = [1 − x(t)]nv(0)
V (0)

V (t)
, (2.26)

а для нахождения S(t) = pv(t)/Ps[T (t)] необходимо использовать зави-

симость давления насыщенного пара от температуры, которая в спра-
вочной литературе обычно представляется в виде интерполяции (см.
формулу (1.25) гл. 1)

Ps(T ) = exp

{
− As

T
+Bs + Cs lnT +DsT

}
, (2.27)

где As, Bs, Cs, Ds — некоторые константы. Tаким образом, при задан-
ном законе изменения V (t) (скажем, из газодинамических расчетов)
уравнения (2.15), (2.25) вместе с определением величин r∗, J , v(g)
(например, по соотношениям (2.16), (2.18), (2.22)) представляют со-
бой замкнутую систему, определяющую поведение термодинамических
величин и спектра частиц при флуктуационном зародышеобразовании
и конденсационном росте. Дополнительное к (2.15) общее изменение
концентраций f(g,t), возникающее за счет вариации V (t), очевидно
и должно учитываться отдельным образом.

В заключение рассмотрим более сложную модель теплообмена,
учитывающую разность температур между каплями и газовой средой,
возникающую в динамических процессах роста и испарения капель.
Из-за сильной зависимости давления насыщающих паров от температу-
ры возможно заметное влияние этой разности температур на скорость
процессов испарения и конденсации, несмотря на то, что сама эта
разность может быть невелика.

Скорость роста и испарения капли i за счет конденсации vgi = dt gi

входит в кинетическое уравнение (2.15) в таком же виде, как и ранее,
и по-прежнему определяется формулой (2.22). Однако многие пара-
метры, определяющие значения vgi, теперь зависят от температуры
поверхности каждой капли, поскольку потоки частиц пара в каплю
и из капли определяются температурой вблизи ее поверхности. Чтобы
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подчеркнуть это различие, мы будем снабжать индексом i индивиду-
альные для каждой капли величины (например, gi — число молекул
в капле, Ti — температура ее поверхности).

Tемпературы у поверхности капель будем находить из уравнений
энергетического баланса. Количество тепла, выделяющегося в капле

в единицу времени, запишем в виде Q1i = kUdt gi/R, где gi — чис-

ло молекул в капле. Количество тепла, передаваемого каплей газу,

Q2i = 4πχri(Ti − T∞)/γi, где ri — радиус капли; T∞ — температура

газовой смеси на бесконечности; γi — коэффициент, определяемый по

формуле (Амелин, 1972)

γi =
1

1 + Kni
+
BKni

β
.

Здесь Kni = λv(Ti)/ri — число Кнудсена; λv — пробег молекул пара

в среде; B = 3,17; β — коэффициент термической аккомодации (обычно

его полагают близким к единице); χ(T ) — коэффициент теплопровод-

ности газовой смеси; T — средняя температура газовой смеси.

Tаким образом, уравнение энергетического баланса отдельной кап-
ли может быть записано в виде (Goncharov, 1996):

U

R

dgi

dt
− 4πχri

kγi
(Ti − T∞) = cp gi

dTi

dt
+ (cp − cv)Ti

dgi

dt
. (2.28)

Уравнение энергетического баланса всей системы представим в виде

∑

i

ni

{[
(cp − cv)Ti −

U

R

]
dgi

dt
+ cp gi

dTi

dt

}
+

+ (nm cm + nv cv)
dT

dt
= −T (nv + nm)

d(lnV )

dt
, (2.29)

где ni — концентрация капель, состоящих из gi молекул; nv и nm —
концентрации конденсирующегося пара и вещества среды соответ-
ственно, а V — объем газовой смеси.

Связь между температурами T∞ и T можно получить, используя
модель ячеек. Суть модели состоит в том, что вокруг каждой капли
выделяется сфера радиусом Ri из условия, что температура на границе
ячеек одинакова, а сумма по объемам всех ячеек дает полный объем
рассматриваемой газовой среды. Кроме того, представим температуру
газа на расстоянии r от центра капли в виде решения диффузионного

уравнения T (r) = ri
(
Ti − T∞

)
/r + T∞. После несложных выкладок

получим необходимую связь между температурами в виде

T = T∞ +
3

2

[
4π

3V

∑

i

r3
i (Ti − T∞)3

]1/3

. (2.30)



56 Гл. 2. Кинетика зарождения и роста частиц дисперсной фазы

Обычно второй член в правой части этого уравнения мал, так как
его величина характеризуется множителем порядка отношения размера
капли к расстоянию между каплями. Поэтому приближение T = T∞
зачастую является достаточно точным.

Итак, мы получили систему уравнений (2.28), (2.29) и (2.30), ко-
торая заменяет уравнение теплового баланса (2.25) и позволяет найти
величины Ti, T , T∞, необходимые для решения кинетического уравне-
ния конденсации при разных температурах капель и среды.

2.4. Решения кинетического уравнения конденсации.
Анализ упрощенной модели

Решение кинетического уравнения с помощью метода харак-
теристик. Анализ начнем с более общего варианта кинетическо-
го уравнения (2.8). С математической точки зрения уравнение (2.8)
с начальными условиями является квазилинейным уравнением первого
порядка, рассматриваемым на полуоси g > 0, задача Коши для которого
обычно решается методом характеристик (Карташев, Рождественский,
1976). Характеристиками уравнения (2.8) называются траектории из-
менения масс частиц G(t, g0), выходящие при t = 0 из точки g0 и под-
чиняющиеся дифференциальному уравнению

dtG = v (G, t). (2.31)

Рассматривая решение (2.8) f(g, t) как сложную функцию от аргу-
мента t, легко получить уравнение, определяющее поведение решения

f [G(t), t] вдоль траектории G(t):

dtf = −f∂G v(G, t) + I(G, t). (2.32)

Поскольку решение (2.32) зависит от стартового значения f0 = fs(g0)
и значения G в начальной точке g0, то удобно отразить эти зависимости

в аргументах: f [G(t), t ] = F (t, g0, f0). Для получения окончательного

аналитического выражения для f(g, t) нужно выбрать характеристику,

которая в момент времени t проходит через точку g. Для этого необ-
ходимо разрешить уравнение G(t, g0) = g относительно g0 = g0(g, t).
В случае, когда это удается сделать аналитически, общее решение
задачи Коши имеет вид

f(g, t) = F
{
t, g0(g, t), fs [ g0(g, t) ]

}
, (2.33)

где g0(g, t) — решение уравнения

G[ t, g0(g, t) ] = g. (2.34)

Исследование поведения характеристик удобно при качественном ана-
лизе решений уравнения (2.8). Кроме того, как будет продемонстриро-
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вано ниже, с помощью метода характеристик можно получить общие
аналитические решения для достаточно простых, но реалистичных
функций v(g,t) (Пискунов, 1984).

Для уравнения гомогенной нуклеации (2.15), в котором зависи-
мость спектра источника от масс частиц имеет вид дельта-функции:

I(g, t) = J(t) δ[ g − g̃(t) ], можно получить решение при нулевом началь-

ном спектре fs(g0) = 0:

fJ(g, t) = f1(g, t)
{
θ [G(t, g̃0) − g ] − θ [ g̃(t) − g ]

}
, (2.35)

где θ — тэта-функция, такая, что θ(x) = 0 при x < 0 и θ(x) = 1 при

x > 0; G — характеристика, выходящая из точки g̃0. Подстановкой

(2.35) в (2.15) можно убедиться, что функция f1 должна удовлетворять
однородному уравнению

∂tf1 + ∂g(vf1) = 0 (2.36)

и граничному условию

f1(g̃, t) =
J(t)

v(g̃, t) − dtg̃
(2.37)

на подвижной границе g = g̃(t). В этом решении не накладывается

никаких условий на явный вид функции v(g, t).
Решение (2.35) выглядит в виде полочки, одним из фронтов которой

служат растущие по характеристикам капли, родившиеся в начальный
момент времени в точке g̃0, а другим — вновь рождающиеся зароды-
ши. Полочка «промодулирована» функцией f1. При этом необходимо
учитывать, что при заходе заднего фронта (с меньшими g) в область
отрицательных значений этот фронт является фиктивным, поскольку
решение определено лишь при g > 0. Выражение (2.35) позволяет
понять качественное поведение спектра капель, возникающих в пере-
сыщенном паре за счет флуктуационного зародышеобразования.

Проанализируем возможные ситуации поведения характеристик
и спектра капель, исходя из описанных выше закономерностей пове-
дения скоростей конденсации и массы критической капли. На рис. 2.2,
2.3 изображено поведение массы критической капли g∗(t) и величины

g̃(t) ∼ g∗(t). На фоне этих кривых приведено поведение характеристик
с учетом того, что вначале они имеют положительные скорости, затем
значение v(G, t) = 0 при прохождении через кривую g∗(t), а в дальней-

шем характеристики имеют отрицательные скорости роста.

На рис. 2.2 показан случай, когда фронт полочки с g = g̃(t) опере-
жает движущийся по характеристике фронт G(t, g̃0). При этом никаких

сложностей с применением решения (2.35) не возникает. В момент вре-
мени T в точке g̃(T ) решение f1 принимает конкретное значение, опре-

деляемое из (2.37), и в дальнейшем трансформирует его в соответствии
с уравнением (3.23) при отключенном источнике. Для поиска значения
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Рис. 2.2. Поведение характеристик в регулярном случае

Рис. 2.3. Поведение характеристик при касании кривой g̃(t)

T необходимо использовать условие, что характеристика должна прий-
ти в заранее заданную точку [g, t] и одновременно начаться в более

ранний момент времени T на кривой g̃(t). Фактически предложенное

построение дает один из рецептов определения функции f1(g, t).
Более сложный случай изображен на рис. 2.3, когда кривая g̃(t) сна-

чала имеет более слабый рост, чем выходящие из нее характеристики
G, а затем начинает обгонять характеристики, начиная с некоторого
момента времени tc. На рис. 2.3 отмечена точка касания [gc, tc] кривой
g̃(t) и одной из характеристик G. В этой точке знаменатель в выраже-
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нии (2.37) обращается в ноль и операции с решением f1(g, t) требуют

осторожности. Детальный анализ показывает, что в момент времени tc
в спектре возникает интегрируемая сингулярность и одновременно при
t > tc происходит разбиение спектра на две части: одна по-прежнему
определяется текущими значениями источника и находится из (2.35),
а вторая меняется вдоль сформированных ранее характеристик и от
новых значений источника уже не зависит.

Поведение решений при больших временах определяется тем, что
источник асимптотически должен прекращать свое действие, посколь-
ку он не может поставить в систему массу капель, большую, чем
избыток пара. Поэтому для анализа достаточно исследовать свойства
решений кинетического уравнения конденсации без источника. Tакой
анализ проведен в работе (Пискунов, 1984), где показано, что в асимп-
тотическом режиме реализуется автомодельное распределение капель
по размерам, при этом масса критической капли и средняя масса
капель в спектре растут по степенному закону. В целом автомодельный
спектр составлен как из закритических, так и докритических капель,
«обменивающихся» между собой паром. Рис. 2.3 иллюстрирует, каким
образом в спектре, расположенном при t < tc целиком в закритической
области, начинают появляться докритические капли при t > tc.

Решение модельной задачи. Получим решение кинетического
уравнения с источником (2.8) для модельного случая, когда скорость
конденсации и связь между g∗(t) и M(t) имеют вид (Пискунов, 1984)

v(g, t) = χ

(
g

g∗(t)
− 1

)
; g∗(t) =

1 −M(0)

1 −M(t)
, (2.38)

где χ — некоторая константа. При этом концентрации пара и капель от-

нормированы на финальное значение M(∞) ≡ (ρc − ρs) (напомним, что
ρc = ρv +M , а ρs — плотность насыщенного пара), а масштаб по g —
на значение массы критической капли в начальный момент времени
g∗(0). Зависимости (2.38) представляются достаточно реалистичными,
поскольку они качественно отражают необходимые свойства поведения
скорости конденсации и массы критической капли, описанные выше.
В реальных случаях эти зависимости несколько сложнее. Например,
согласно (2.16), (2.21) для пересыщений S, близких к единице, и при
диффузионном режиме подвода пара к каплям

v(g, t) = χ

[(
g

g∗(t)

)1/3

− 1

]
; g

1/3
∗ (t) =

1 −M(0)

1 −M(t)
. (2.39)

Решение уравнения характеристик (2.31) для модельной зависимо-
сти v(g, t) из (2.38) имеет вид

G(t, g0) =
1

u(t)

[
g0 − χ

t∫

0

u(τ) dτ

]
; u(t) = exp

(
− χ

t∫

0

dτ

g∗(τ)

)
. (2.40)
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Для анализа поведения спектра получим сначала решения одно-
родного уравнения (2.32) при I = 0. В этом случае (2.32) имеет

решение f [G(t), t] = Cu(t). Константу C определим из условия, что

f |t=0 = f0 = fs(g0), т. е. C = f0. Tаким образом,

F (t, g0, f0) = f0 u(t) = fs(g0)u(t).

Используя явное выражение для G из (2.40), находим точку g0(g, t),

из которой должна выходить характеристика при t = 0, чтобы в мо-
мент времени t попасть в точку g. Окончательное решение задачи
без источника при произвольных начальных спектрах fs(g) имеет вид
(Пискунов, 1984):

g0(g, t) = gu(t) + χ

t∫

0

u(τ) dτ ;

ffree(g, t) = u(t) fs

[
gu(t) + χ

t∫

0

u(τ) dτ

]
.

(2.41)

С помощью простых выкладок для модельной задачи (2.38) можно
найти частное решение неоднородного кинетического уравнения при
нулевых начальных условиях. Уравнение (2.32) имеет в этом случае
решение

fI

[
G(t), t

]
= u(t)

t∫

0

I[G, τ ]

u(τ)
dτ , (2.42)

где G — характеристика. Для получения явного вида fI(g, t) необходи-
мо определить конкретные аргументы у G(t, g0) в подынтегральном вы-
ражении. Ясно, что текущим временем должно служить τ , а значение
g0 должно быть одним и тем же для всех характеристик и определяться
из условия (2.34), поскольку мы ищем решение в точке g в момент
времени t. Следовательно,

fI [g, t] = u(t)

t∫

0

I{G[τ , g0(g, t)], τ}
u(τ)

dτ ;

G
[
τ , g0(g, t)

]
= g

u(t)

u(τ)
+

χ

u(τ)

t∫

τ

u(s) ds.

(2.43)

Полное решение определяется суммой общего решения (2.41) для
однородного уравнения и частного решения (2.43) для уравнения с ис-
точником. При этом необходимо также использовать связи, определяе-
мые вторыми соотношениями в (2.38), (2.40).

Особый интерес представляет случай гомогенной нуклеации с ис-
точником (2.15). Для анализа достаточно ограничиться нулевыми на-
чальными условиями. При этом более удобно пользоваться решением
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(2.35) с учетом (2.40):

fJ(g, t) = f1(g, t) {θ[G(t, g̃0) − g] − θ[g̃(t) − g]} ;

G(t, g̃0) =
1

u(t)

[
g̃0 − χ

t∫

0

u(τ) dτ

]
.

(2.44)

Для нахождения f1 необходимо использовать граничное условие

f1(g̃, t) =
J(t)

χ(g̃/g∗ − 1) − dtg̃
≡ ϕ(t) (2.45)

на подвижной границе g = g̃(t) и тот факт, что f1 является реше-

нием однородного уравнения (2.36). Из предыдущих выкладок ясно,
что для модели (2.38) вдоль характеристик G сохраняется величина

f1[G(s), s]/u(s). Чтобы получить решение задачи f1(g, t), выберем ха-

рактеристику, проходящую через точку g в момент времени t и одно-
временно через точку G(T ) в момент времени T , тогда

f1(g, t) =
u(t)

u(T )
f1[G(T ),T ].

Определим T из условия, что G(T ) = g̃(T ), тогда для нахождения

T (g, t) получим из (2.40) трансцендентное уравнение

g̃(T )u(T ) = gu(t) + χ

t∫

T

u(τ) dτ. (2.46)

Учитывая граничное условие (2.45), получаем окончательно

f1(g, t) =
u(t)

u(T )
ϕ[T (g, t)]. (2.47)

Уравнения (2.38), (2.44)–(2.47) полностью определяют спектр частиц
в модельной задаче для дельта-источника и нулевых начальных усло-
вий. В соответствии с различными картинами поведения характери-
стик, изображенными на рис. 2.2, 2.3, уравнение (2.46) может иметь
либо один, либо два корня. В первом случае, показанном на рис. 2.2,
никаких сложностей с применением решения (2.44) не возникает (на
рис. 2.2 для определенности принято, что фронт полочки с g = g̃(t)
в выражении (2.44) опережает фронт G(t, g̃0), движущийся по харак-

теристике). Во втором случае при t < tc (см. рис. 2.3) решение (2.47)

должно использовать корень (2.46), для которого T = T1 < t, иначе

в (2.47) появятся аргументы, в которых источник оказывает свое вли-
яние на спектр «заранее», т. е. решение (2.47) не будет иметь смысла.
При t > tc нужно использовать сумму двух решений: одно по-прежнему
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определяется текущим действием источника и находится по формуле
(2.47) (берется ближний к t корень T = T2 уравнения (2.46), а второе —
сингулярное — меняется вдоль сформированных ранее характеристик
и от новых значений источника уже не зависит. Напомним также,
что при численном решении дополнительно должно контролироваться
условие перехода фронта G(t, g̃0) через нулевую границу.

Рассмотрим более подробно, как протекает начальная стадия гомо-
генной нуклеации в модельной задаче. Время t возьмем настолько ма-
лым, что изменением массовой концентрации пара, интенсивности ис-
точника и массы критической капли можно пренебречь: nv(t) = const;
J(t) = const; g∗(t) = const = 1. Для этого, по крайней мере, должно

выполняться условие
Jg̃0t≪ nv(0). (2.48)

Рождающиеся капли будем считать закритическими: g̃(t) = g̃0 > 1. Из

(2.40), (2.45) видно, что

u(t) = exp (−χt); G(t, g̃0)=(g̃0 − 1) exp (χt) + 1; ϕ =
J

χ(g̃0−1)
.

Само решение f1 зависит от g и меняется вдоль характеристик в со-

ответствии с (2.47). Разрешая уравнение (2.46) относительно T и под-
ставляя в (2.47), получаем спектр капель, которые родились от источ-
ника и выросли затем за счет конденсации к моменту времени t:

f1(g, t)J/(χ(g − 1)); g̃0 6 g 6 G(t, g̃0). (2.49)

Интегрирование по спектру в правой части (2.10) дает

dtM = Jg̃0 + J(g̃0 − 1) (eχt − 1). (2.50)

Сначала растущие за счет конденсации капли не дают вклада в из-
менение массовой концентрации из-за малой ширины полочки, но при
больших временах они могут превысить вклад, обусловленный поступ-
лением массы от источника. Если при выполнении (2.48) одновременно

выполняется условие exp (χt) ≫ 1 + g̃0/(g̃0 − 1), то появившиеся при
гомогенной нуклеации закритические капли растут настолько «бурно»,
что именно этот рост будет в дальнейшем определять характер изме-
нения массовой концентрации.

2.5. Оценки для начальной стадии процессов
нуклеации и конденсации в облаке

Общие формулы для скоростей конденсационных процессов.
В реальных случаях для определения скоростей конденсации, интен-
сивности источника и массы капли критического размера необходимо
знать текущие значения счетной концентрации пара nv(t) и давле-

ния насыщенного пара Ps(t) = Ps[T (t)]. Счетная концентрация пара
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nv(t) определяется из очевидного соотношения nv(t) = NAρv(t)/Av,

где NA — число Авогадро, а плотность пара ρv(t) рассчитывается

из условия сохранения суммарной массы конденсирующегося вещества

в парообразном и жидком состояниях: ρc = ρv(t) +M(t) = const. Для

зависимости давления насыщенного пара от температуры Ps(T ) будем
использовать интерполяционную формулу (2.27).

При проведении численных оценок величин g∗, v(g), J удобно
ввести следующие константы с размерностью температуры:

Tc =
U

R
, Tσ =

σd2
v

k
, (2.51)

и характерную частоту νf для процессов столкновений молекул пара
c поверхностью капли:

νf = nv vvTπ d
2
v/4; [νf ] =

1

c
. (2.52)

Tогда основные формулы (2.16), (2.18), (2.22) перепишутся в более
компактном виде:

g∗ =

(
2πTσ

3T lnS

)3

; (2.53)

v(g, t) =
ανfg

2/3

1 +
3αdv

8λvg1/3

{
1−exp

[
lnS

((
g∗
g

)1/3

− 1

)]}
; (2.54)

J(t) =
αnvνf

3

√
Tσ

T
exp

(
− g∗ lnS

2

)
, (2.55)

где dv — диаметр молекулы пара, а все массы частиц выражены в числе
молекул. Поскольку далее для определенности мы будем рассматривать
кинетику конденсации при постоянном объеме, то уравнение теплового
баланса (2.25) примет вид

dt {T (acm + (1 − x) cv + xcp) − xTc} = 0. (2.56)

Характерные параметры для водяного облака. Оценки прове-

дем для температуры в облаке T = 268,6 K и плотности воздуха

ρm = 0,909 кг/м3. Водность облака положим равной ρc = 2 · 10−2 кг/м3

и будем считать, что в начальный момент капли отсутствуют. Значения
других параметров, существенных для кинетики конденсации, следу-
ющие: σ = 0,074 Н/м; α = 1; cm = 2,503; cv = 3,2; cp = 9,1; U =4,5 ·×
× 104 Дж/моль; As = 7,235 · 103; Bs = 77,376; Cs = −8,21; Ds = 5,8 ·×
× 10−3; Av = 18,01; Am = 29; dm = 3,6 · 10−10 м; ρp = 103 кг/м3.

Кинетическое уравнение (2.15) описывает процессы конденсации при
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гомогенной нуклеации аэрозолей. Чтобы учесть процессы гетерогенной
конденсации (например, на атмосферных ядрах конденсации), необхо-
димо задать начальные спектры аэрозолей и в дальнейшем рассчиты-
вать их конденсационный рост. Нами будет учитываться наличие в ат-

мосфере частиц Айткена. Их радиус взят равным 3 · 10−8 м, счетная

концентрация Na = 9,5 · 109 част./м3 (характерная концентрация над
сушей) (Юнге, 1965).

Общие формулы для спектра частиц и динамики изменения
характерных величин. Как мы покажем ниже, на начальной стадии
процесса для нашего конкретного случая хорошо выполняется прибли-
жение g∗(t) = const, S = const, T = const. Из явного выражения (2.54)

для скорости конденсации видно, что в этом случае функция v не
зависит явно от времени. Легко убедиться в том, что для произвольных
скоростей конденсации v, не зависящих явно от времени: v(g, t) = v(g),
решение (2.36), удовлетворяющее граничному условию (2.37), следу-

ющее: f1(g, t) = J/v(g). Это решение отвечает условию постоянства

потока в пространстве масс частиц g. Правая часть уравнения (2.10)
для изменения массовой концентрации легко интегрируется по спектру
частиц, что дает, с учетом частиц Айткена, следующий результат
(здесь M выражено в числе молекул на единицу объема):

dtM = −dtnv = JG(t, g̃0) +Na v[G(t, ga)]. (2.57)

Tаким образом, для оценки скорости изменения массовой концен-
трации капель M(t) (тем самым и концентрации пара nv) достаточно
знать текущие массы капель G(t, b), стартовавших с начальных масс
b = g̃0 и b = ga. Закон изменения величины G(t, b) задается уравне-

нием (2.31) со скоростями v из (2.54). Закритические капли проходят
три стадии роста. Сначала происходит выход из области критическо-

го размера за характерное время τ0 = g̃0/[v(g̃0, 0)], затем за время

τ1 = 3λv/(ανfdv) капли дорастают до размера порядка пробега молекул

пара в среде λv и, наконец, наступает диффузионный режим роста

капель, когда G1/3dv ≫ λv и одновременно G≫ g∗:

dtG = 8αλvνfG
1/3S − 1

3dvS
. (2.58)

Решение (2.58) практически не зависит от стартовой массы закри-
тической капли, лишь бы эта масса имела скорость v, значительно
превышающую скорость изменения величины g̃(t). Частицы Айткена
практически сразу растут в соответствии с уравнением (2.58). Подстав-
ляя численные значения, получаем закон роста G(t) в диффузионном
режиме для наших конкретных условий:

G ≈ (1,53 · 1010t)3/2 (2.59)
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([G] = число молекул, [t] = c). Условие G1/3dv ≫ λv выполняется при

t ≫ 3,71 · 10−6 с, но фактические времена выхода на диффузионный

режим, как мы увидим ниже, могут лимитироваться значениями τ0, τ1.
Подчеркнем также, что капли, первоначально имевшие ровно критиче-
ский размер, при условии g∗(t) = const не растут вообще.

Характерные времена для процессов, дающих вклад в уравнение
баланса (2.57), следующие:

τJ =
nv

JG
; τa =

nv

Nav(G)
; τ=

−nv

dnv/dt
;

1

τ
=

1

τJ
+

1

τa
. (2.60)

Для оценки скорости изменения массы критической капли необхо-
димо привлечь уравнение теплового баланса (2.56), поскольку наибо-
лее существенный вклад в увеличение g∗ дает снижение пересыщения
при выделении тепла за счет конденсации. Используя (2.27), (2.53)
и (2.56), получаем

1

τg∗

=
1

g∗

dg∗
dt

=
3

τ lnS
×

×
{

1 +

(
As

T
+ Cs +DsT − lnS − 1

)[
Tc + T (cv − cp)

T (acm + cv)

]}
. (2.61)

Численные оценки. Для указанных выше условий и конкретных
параметров получаются следующие численные значения характерных
величин в начальный момент времени t = 0:

pv = 2,48 · 103 Па; Ps = 4,36 · 102 Па; S = 5,69; lnS = 1,74;

Tc = 5413 К; Tσ = 795,3 К; g∗ = 45, 4 мол.; dv = 3,85 · 10−10 м;

λv = 9,16 · 10−8 м; νf = 4,38 · 107 1/с; J = 1,21 · 1014 1/(м3 · c).

Сравнивая значение Jg∗ = 5,49 · 1015 мол./(м3· с) со значением

Nav(ga) = 6,62 · 1021 мол./(м3· с), видим, что поглощение пара час-

тицами Айткена дает гораздо больший вклад, чем снижение
концентрации пара за счет рождения капель от источника. Подставляя
τ в формулу (2.61), получаем характерное время для изменения массы
критической капли в начальный момент времени τg∗

∼ 13 с, при

этом начальная скорость dt g∗ = 3,40 мол./с. Для сравнения приведем

стартовые значения v(g) для капель с массой вблизи критической:

v(g) = 4,11 · 106 мол./с для g = 46 мол.; v(g) = 3,17 · 107 мол./с для
g=50 мол. В соответствии с этим времена роста частиц, располагав-

шихся вблизи критического размера, составляют τ0 = 10−6–10−5 с.

Видно, что типичные закритические капли, которые могут рождаться
в источнике, растут намного быстрее, чем масса критической капли;
при этом можно считать, что g∗ вообще не меняется до моментов

3 В.Н.Пискунов
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времени t 6 1 c. Tо же самое справедливо и для концентрации
пара, температуры, а также интенсивности источника. Следовательно,

приближение nv(t) = const; J(t) = const; g∗(t) = const; T = const,
которым мы воспользовались заранее, достаточно хорошо работает
в начальные моменты времени.

Проведем аналогичные оценки для момента времени t = 10−3 c.
Предварительно оценим время роста капель до размеров порядка дли-
ны свободного пробега:

τ1 =
3λv

ανfdv
≈ 1,5 · 10−5 с.

Следовательно, для времени t = 10−3 c мы заведомо можем пользовать-
ся диффузионным законом роста (2.58). Из приближенной формулы

(2.59) получаем значение G = 5,96 · 1010, при этом v(G) = 7,68 ·×
× 1013 мол./с. Следовательно, характерные времена конденсации на
частицах Айткена и на каплях, рождаемых источником, составляют

τa = 0,916 с, τJ = 4,84 · 104 с, т. е. при временах t = 10−3 c по-прежнему

быстрее идет процесс поглощения пара каплями, сформировавшимися

на частицах Айткена. Отметим, что при t = 10−3 c значение τg∗
= 1,2 ·×

× 10−2 с, т. е. приближение g∗ = const еще достаточно приемлемо, но
будет нарушаться при увеличении t примерно на порядок.

Результаты приведенных оценок показывают, что для реальных
зависимостей скорости конденсации от размеров частиц влияние стар-
товой массы g̃ закритического зародыша несущественно, лишь бы вели-
чина g̃ превышала g∗. Tем самым наряду с формулой (2.23) для g̃ в рас-

четах можно использовать, например, значения g̃ = 1,1–2g∗, которые
использовались в методике (Голубев и др., 1991) и давали устойчивые
результаты. Кроме того, оценки показывают, что в облачных процессах
наиболее важным является поглощение пара атмосферными ядрами
конденсации. Отметим также, что в реальных задачах необходимо
учитывать влияние коагуляции, которая сдвигает спектр в область
больших размеров и способствует трансформации критических зароды-
шей в закритические.

2.6. Асимптотическая стадия процесса конденсации

Займемся теперь асимптотической стадией процесса конденса-
ции при больших временах (t → ∞). Эта стадия характеризует-
ся тем, что практически весь избыток пара выпадает в конденсат:

M(t) ≫ δ(t) ≡ [ρv(t)− ρs] (здесь ρs — плотность насыщенного пара над

плоской поверхностью), а пересыщение S стремится к единице. Наи-
более полно процесс конденсации при слабых пересыщениях (S ≈ 1)
исследован в работе (Лифшиц, Слезов, 1958). Фундаментальная работа
Лифшица–Слезова посвящена процессу диффузионного роста зерен
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новой фазы в пересыщенных твердых растворах и послужила осно-
вой для целой серии исследований в области физики твердого тела
и физики атмосферных аэрозолей. Обзор этих работ содержится в ста-
тьях (Слезов, Сагалович, 1987; Пискунов, 1984). Мы займемся только
основными чертами этой модели, имея в виду процесс конденсации
капель в слабо пересыщенном паре (Пискунов, 1984).

При слабых пересыщениях флуктуационное зародышеобразование
практически подавлено, поэтому источник в кинетических уравнениях
(2.8), (2.15) можно отбросить:

∂tf(g, t) + ∂g[v(g, t) f(g, t)] = 0. (2.62)

Капли будем считать большими по сравнению с пробегом молекул пара
в среде λv, следовательно, подвод пара к поверхности капель носит
диффузионный характер и скорость роста v(g) определяется формулой
(2.21). Tемпературу возьмем постоянной, поскольку при слабых пере-
сыщениях выделение тепла ничтожно мало. При решении (2.62) учтем
закон сохранения массы

δ(t) +M(t) = δ(0) +M(0) = (ρc − ρs) ≡ Q = const . (2.63)

Из равенства (2.16) для критического размера следует, что r∗ ∼ g
1/3
∗ ∼

∼ δ−1. Переходя к безразмерному времени χt и нормируя спектр f(g, t)
на значение Q, получаем

∂tf(g, t) + ∂g

{
[(g/g∗)

1/3 − 1] f(g, t)
}

= 0; (2.64)

[
g∗(t)

g∗(0)

]1/3

=
1 −M(0)

1 −M(t)
; M(t) =

∞∫

0

gf(g, t) dg. (2.65)

Уравнения (2.64), (2.65) представляют собой замкнутую нелинейную
систему, определяющую динамику процесса конденсации при слабых
пересыщениях.

В асимптотической стадии процесса M(t) → 1, g∗ → ∞, т. е. прак-
тически весь избыток вещества выпадает в конденсат, критический
размер увеличивается, а закритические капли в основном поглощают
пар, получившийся при испарении докритических частиц. Рассмотрим
сначала асимптотическое поведение спектра в модельной задаче (2.38),
для которой кинетическое уравнение (2.62) имеет аналитическое ре-
шение (2.41) при произвольных начальных спектрах fs. Из решения
(2.40), описывающего поведение характеристик, видно, что на момент
времени t за счет испарения погибают все частицы начального спектра,

имевшие начальный размер g0 < Φ(t) ≡ χ

t∫

0

u(τ) dτ . Несложный, но

3*
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громоздкий анализ показывает (Пискунов, 1984), что для финитных

начальных спектров, оканчивающихся в некоторой точке g0
N , асимп-

тотический спектр определяется поведением fs(g) вблизи точки g0
N ,

поскольку имеет место Φ(t) → g0
N , а для нефинитных начальных спек-

тров важен характер убывания спектра fs в области больших размеров,

поскольку реализуется Φ(t) → ∞. Во всех этих случаях критический
размер g∗ линейно растет со временем, а асимптотические спектры,
получаемые из аналитического решения (2.41), принимают универсаль-
ную форму

f(g, t) ≈
t→∞

[g∗(t)]
−2Ψ

(
g

g∗

)
;

∞∫

0

Ψ(x)xdx = 1, (2.66)

где конкретный вид функции Ψ(x) определяется либо поведением fs(g)
вблизи точки g0

N (для финитных fs), либо поведением fs(g) на беско-

нечности (для нефинитных fs). Tем самым при t → ∞ спектр f(g, t)
зависит от некоторой комбинации x = g/g∗(t) переменных g и t, а не

от g и t по отдельности. Дополнительный множитель [g∗(t)]
−2 в (2.66)

возникает из-за того, что величина M(t) в асимптотическом преде-
ле должна быть нормирована на единицу. Универсальное поведение
асимптотических спектров в (2.66) обусловлено нелинейностью реша-
емой нами задачи и является отражением того общего факта, что для
нелинейных систем асимптотические решения принимают при больших
временах безразмерный автомодельный вид, устойчивый относительно
возмущений начальных условий (Седов, 1967). Использование уни-
версальной формы (2.66) для асимптотических решений кинетических
уравнений конденсации и коагуляции впервые было предложено в 40-х
годах в цикле работ О.М.Tодеса и наиболее полно описано в его
работе (Tодес, 1949).

Вернемся к исследованию асимптотических решений кинетическо-
го уравнения конденсации для диффузионного режима с реальными
скоростями (2.64), (2.65). Анализ проведем на основе гипотезы авто-
модельности. Подставляя (2.66) в уравнение (2.64), получаем

(2Ψ + xdxΨ) dtg∗ = x−2/3Ψ/3 + (x1/3 − 1) dxΨ. (2.67)

Разделение переменных дает

g∗(t) = Ct; dxΨ = Ψ(x)
(6C − x−2/3)

3(x1/3 − 1 − Cx)
. (2.68)

Вводя новую независимую переменную u = x1/3, окончательно имеем

duΨ = Ψ(u)
(6Cu2 − 1)

(u− 1 − Cu3)
; C > 0. (2.69)
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При C > 4/27 полином P (u) = u − 1 − Cu3 не имеет корней на
действительной положительной полуоси; функция Ψ(x) убывает при

x → ∞ слишком медленно (Ψ(x) ∼ x−2), чтобы выполнялось условие

нормировки в (2.66). При C = 4/27 один корень u1 < 0, а положи-

тельные корни совпадают: u2 = u3 = 3/2. Функция Ψ(u) в этом слу-
чае описывает хорошо известное асимптотическое решение Лифшица–
Слезова:

Ψ(u) = A
exp [(2u/3 − 1)−1]

(u+ 3)7/3 (3/2 − u)11/3
; 0 6 u 6 3/2, (2.70)

где A — нормировочная константа. Это решение было получено в ра-
боте (Лифшиц, Слезов, 1958) на основе детального анализа поведе-
ния решений кинетического уравнения (2.64). При C < 4/27 имеем

целый набор автомодельных асимптотических распределений Ψ(u),
сосредоточенных на промежутке 0 6 u 6 u2 (корни полинома P (u)
расположены в порядке возрастания: u1 6 u2 6 u3, причем u1 < 0).

При стремлении u → u2 слева эти решения ведут себя степенным
образом: Ψ(u) ∼ (u2 − u)α, а при u > u2 равны нулю. Например,

если C = 25/216, то u2 = 6/5, α = 0 и функция Ψ(u) испытывает

разрыв, причем Ψ(6/5) — конечная величина. Эти решения получены
и проанализированы в статье (Пискунов, 1984), где с помощью числен-
ных расчетов показано, что такие случаи асимптотического поведения
реализуются для финитных начальных распределений со степенным
поведением fs(g) вблизи точки g0

N . По-видимому, эти решения не
являются устойчивыми ко всем возмущениям, поскольку максимальная
скорость роста критического размера достигается именно для решения
Лифшица–Слезова. Tем не менее, как показывают расчеты, дополни-
тельные решения могут служить хорошей промежуточной асимптоти-
кой, устойчивой в своем классе возмущений.

Формулировка и применение гипотезы автомодельности для описа-
ния асимптотической стадии процессов формирования частиц в дис-
персных системах имеет весьма сложную и драматичную историю.
Впервые эта гипотеза была сформулирована для кинетического уравне-
ния конденсации О.М.Tодесом в 40-х годах. Однако при анализе ре-
шений автомодельных уравнений кинетики конденсации О.М.Tодесом
была допущена неточность, что послужило отправной точкой для стро-
гого и всестороннего исследования, выполненного в конце 50-х годов
в классических работах И.М.Лифшица и В. В.Слезова. Найденное
ими асимптотическое распределение частиц по размерам получило
названия решения Лифшица–Слезова. Эти исследования были про-
должены в 80-х годах В.Н.Пискуновым, обнаружившим целый класс
автомодельных решений для асимптотики процесса конденсации. По-
чти такая же история произошла и с исследованиями О.М.Tодеса по
кинетике коагуляции. Автомодельные уравнения для кинетики коагу-
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ляции, полученные О.М.Tодесом в 40-х годах, были заново «переот-
крыты» в конце 50-х–начале 60-х годов С.К.Фридландером и полу-
чили название «гипотезы самосохранения Фридландера». Детальный
анализ этих уравнений и поиск новых классов автомодельных рас-
пределений в теории коагуляции осуществлен в конце 70-х–начале
80-х годов А.А.Лушниковым и В.Н.Пискуновым. Не умаляя значе-
ния и результатов классических работ И.М.Лифшица, В.В. Слезова
и С.К.Фридландера, следует признать пионерский характер, приори-
тетность и большую важность работ О.М.Tодеса для создания теоре-
тического фундамента кинетики дисперсных систем.

2.7. О численном моделировании асимптотической
стадии процесса конденсации

Перспективы создания численных методов расчета кинетики ко-
агуляции, связанные с применением «плавающей сетки», будут де-
тально описаны в гл. 4. Опишем более подробно перспективы метода
интегральных соотношений, который может применяться для решения
кинетического уравнения конденсации (2.8).

Сначала обратимся к общему анализу поведения характеристик
уравнения (2.8) в асимптотической стадии. Для определенности рас-
смотрим ситуацию для финитных начальных спектров, оканчиваю-
щихся в некоторой точке g0

N (финитные начальные спектры более
естественны с точки зрения численных расчетов, к тому же анализ
для нефинитных начальных условий проводится аналогично и дает
те же самые выводы). Мы будем рассматривать процесс развитой
конденсации, для которого в асимптотической стадии M(t) → const,
g∗ →∞, т. е. практически весь избыток вещества выпадает в конденсат,
критический размер увеличивается, а закритические капли в основном
поглощают пар, получившийся при испарении докритических частиц.
Очевидно также, что флуктуационное рождение капель на этой стадии
практически подавлено, поэтому при анализе мы отбросим источник
в уравнении (2.8) (например, возьмем в качестве начального момент
времени, когда источник уже практически прекратил свое действие).

Tипичное поведение характеристик, выходящих из начальной об-

ласти спектра 0 6 g 6 g0
N , изображено на рис. 2.4. Tочкой g0(t) на

рисунке отмечена координата начального спектра, которая в фиксиро-
ванный момент времени t достигла начала координат g = 0 (частица
полностью испарилась). Общими особенностями поведения кривых,
изображенных на рис. 2.4, являются следующие:

1. Крайняя характеристика gN(t), выходящая из граничной точки
g0

N , в пределе t→ ∞ обязательно опережает критический размер g∗(t),
иначе весь спектр перешел бы в испаряющуюся часть с v(g) < 0, что
противоречит финальному выпадению всего избытка вещества в кон-
денсат.
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Рис. 2.4. Поведение характеристик в асимптотической стадии

2. Поскольку счетная концентрация капель N(t) при развитой кон-

денсации должна стремиться к нулю, то точка g0(t) должна стремиться

к границе начального спектра g0
N . Стремление g0(t) → a < g0

N привело

бы к неверной асимптотике N → const > 0, поскольку веса модельных
частиц в соответствии с (4.2) сохраняются до тех пор, пока модельная
частица не придет в начало координат и не погибнет. Tем самым су-

щественная для момента t→ ∞ область начального спектра [g0(t), g
0
N ]

в пределе t→ ∞ имеет нулевые размеры.
Перечисленные особенности позволяют сделать вывод, что любая

модельная частица, выходящая из фиксированной точки в области
определения начального спектра, обязательно придет в начало коорди-
нат; следовательно, никакое начальное разбиение области 0 6 g 6 g0

N

не позволит правильно описать асимптотическое поведение спектра при
использовании метода частиц. Фактически об этом уже говорилось
в разд. 2.6, когда отмечалось, что автомодельные распределения пол-
ностью определяются поведением начального спектра в окрестности
граничной точки g0

N .

Для того, чтобы добиться правильного численного описания спек-
тров в асимптотической стадии, будем рассматривать уравнение (2.8)
на отрезке [0, gN(t)] и согласуем поведение всей сетки с движением

граничной точки (Пискунов, 1984):

gn(t) =
n− 1

L− 1
gN(t), n = 1, ... ,L, dt gN(t) = v(gN , t), (2.71)

где L — число точек разбиения. Данная сетка практически не
связана с каким-либо начальным разбиением, и она автоматически
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делит на равные отрезки всю существенную на данный момент вре-
мени t область определения спектра, причем граничная точка gN (t)
стремится к бесконечности, обгоняя критический размер g∗(t). Для

того, чтобы описать поведение концентраций f(g, t), проинтегрируем

уравнение (2.8) в пределах от gn−1(t) до gn(t). Путем аппроксимации

возникающих интегралов значениями f(g, t) и g(t) в узловых точках
легко получить систему дифференциальных уравнений для величин

fn(t) = f(gn,t) (Пискунов, 1984). Численное решение этих уравне-

ний для различных начальных условий показало, что метод обладает
высокой точностью воспроизведения асимптотических спектров при
L = 50. Расчеты обнаружили также, что автомодельные распределения,
реализующиеся для самых различных начальных условий, устойчи-
вы в своем классе возмущений, следовательно, они могут рассматри-
ваться на практике наряду с известным распределением Лифшица–
Слезова (2.70).



Гл а в а 3

КИНЕТИКА ПРОЦЕССОВ КОАГУЛЯЦИИ

В снегу кипит большая драка.
Как легкий бог летит собака.
Мальчишка бьет врага в живот.
На елке тетерев живет.
Уж ледяные свищут бомбы.
Уж вечер. В зареве снега.
В сугробах роя катакомбы,
Мальчишки лезут на врага.

H. Заболоцкий. Игра в снежки

Одним из наиболее важных процессов, определяющих дальнейшее
изменение спектров частиц дисперсной фазы, является коагуляция,
т. е. процесс слияния частиц в результате их столкновений. Части-

цы, имеющие в своем составе свыше 103–104 молекул, уже обла-
дают столь значительным ван-дер-ваальсовым притяжением, что при
столкновениях происходит слияние частиц (Левич, 1959). Механизм
столкновений определяется термодинамическими и газодинамическими
условиями в среде-носителе. Среди наиболее часто встречающихся
механизмов такого рода можно назвать (Левич, 1959; Мейсон, 1961;
Фукс, 1961; Hidy and Brock, 1970; Волощук, Седунов, 1975; Мазин,
Шметер, 1983; Пискунов, 1991): коагуляцию в результате броуновского
движения частиц (броуновская коагуляция); коагуляцию в турбулент-
ных пульсациях газовой среды; коагуляцию в ламинарном потоке с по-
перечным градиентом скорости (градиентная коагуляция); коагуляцию
частиц при их движении в силовом поле Земли (гравитационная коагу-
ляция) и т. д.

Коагуляция решающим образом влияет на процессы формирования
и выпадения атмосферных осадков, определяет динамику изменения
спектров частиц при естественных, промышленных и аварийных вы-
бросах аэрозольных примесей в атмосферу. За счет этого механиз-
ма сильно меняется спектр капель в облаках и дисперсный состав
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частиц в непосредственной близости к источникам выброса, поскольку
концентрация частиц велика и парные столкновения происходят до-
статочно часто. Коагуляция важна также для сравнительно медленных
процессов формирования аэрозольной компоненты земной атмосферы
и эволюции спектров аэрозольных примесей при переносе выбросов
на большие расстояния. В целом моделирование кинетики коагуляции
представляет интерес для многих задач механики и физики дисперсных
систем (Левич, 1959; Мейсон, 1961; Фукс, 1961; Юнге, 1965; Hidy and
Brock, 1970; Волощук, Седунов, 1975; Пискунов, 1991).

Описываются процессы коагуляции нелинейным кинетическим
уравнением, сходным по своей структуре с уравнением Больцмана.
Задача решения этого уравнения непроста и последние результаты
в этой области показывают, что без предварительного анализа
основных качественных закономерностей протекания процессов коа-
гуляции, требующего привлечения содержательных идей из смежных
областей физики, далеко продвинуться не удается. В особенности
это относится к изучению асимптотической стадии и критических
явлений. Важным стимулом к развитию теории коагуляции послужила
возможность создания численных методов решения и их реализация
на быстродействующих ЭВМ. По сути дела, численные методы
позволяют изучать кинетику коагуляции на уровне численного
эксперимента. Однако применение численного подхода предполагает,
что в распоряжении исследователя имеются содержательные модели
реальных процессов формирования частиц, которые включают в себя
не только коагуляцию, но и другие сопутствующие ей факторы. Это
обстоятельство требует формулировки и анализа решений усложнен-
ных вариантов кинетического уравнения коагуляции, включающего
в себя конденсацию, дробление, направленное движение, осаждение
и источники частиц. В последнее время на этом пути достигнуты
определенные успехи. В целом постоянно растущее число публикаций
и их качество свидетельствуют о формировании отдельного раздела
физической кинетики — кинетической теории коагуляции, что удачно
отражено в одной из монографий по проблемам решения кинетического
уравнения коагуляции (Волощук, 1984).

3.1. Формулировка кинетического уравнения
коагуляции

Наиболее просто кинетическое уравнение формулируется для сво-
бодных, пространственно однородных систем, когда коагулирующий
объем изолирован от побочных процессов, а частицы равномерно рас-
пределены по объему. Будем считать, что система достаточно разреже-
на и слияние происходит только за счет парных столкновений, опреде-
ляемых частотой слияния K(g,n) частиц с массами g и n в единице
объема (обычно величины K(g,n) называют коэффициентами или яд-
рами коагуляции). Изменение спектра C(g, t) со временем определяется
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уравнением Смолуховского

∂C(g, t)

∂t
= S(C; g, t) ≡ 1

2

g∫

0

K(g − s, s)×

× C(g − s, t)C(s, t) ds− C(g, t)

∞∫

0

K(g, s)C(s, t) ds. (3.1)

Первый член в операторе S определяет прирост концентраций за счет
слияний частиц с суммарной массой g, а второй — убыль за счет
слияния частиц g со всеми остальными. Задание начального спектра
C(g, 0) завершает постановку задачи. Из (3.1) легко определить пове-
дение интегральных моментов функции распределения Lα(t):

dLα(t)

dt
=

1

2

∞∫

0

∞∫

0

[
(g+s)α−gα−sα

]
K(g, s)C(g, t)C(s, t) dg ds;

Lα(t) =

∞∫

0

gαC(g, t) dg;
dL1(t)

dt
≡ dM(t)

dt
= 0;

dL0(t)

dt
≡ dN(t)

dt
= −1

2

∞∫

0

∞∫

0

K(g, s)C(g, t)C(s, t) dg ds.

(3.2)

Видно, что для свободных пространственно однородных коагулирую-
щих систем массовая концентрация M = L1 сохраняется, а счетная
N(t) = L0(t) — монотонно убывает со временем; средняя масса частиц

g(t) = M/N(t) при этом стремится к бесконечности. Tаким образом,

сам по себе процесс коагуляции приводит к необратимому росту раз-
меров и уменьшению числа частиц.

Уравнение (3.1) аналогично по своей структуре уравнению Больц-
мана в кинетической теории газов (Исихара, 1973): это также билиней-
ное интегродифференциальное уравнение, в котором роль σv играет K.
Однако финал этих уравнений различен: в первом случае — «вымира-
ние» спектра, во втором — стремление к распределению Максвелла.

Величины g, t, C, K далее удобно выбрать безразмерными. Для это-
го, исходя из вида начального спектра, выбирается характерная масса
g0 (в дискретном варианте это масса мономера) и производится переход
к относительным величинам g/g0. Замена C(g, t) → C(g, t)/g0V0 осу-

ществляет переход к безразмерным концентрациям, причем единица
объема V0 может быть выбрана произвольно. И, наконец, выделение
размерного множителя K0 перед коэффициентами коагуляции позво-

ляет перейти к безразмерному времени K0t/V0 и найти безразмерную
часть ядра K(g,n). Значение V0 можно выбрать таким, чтобы инте-
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гральные характеристики спектра были порядка единицы, например
V0 = g0/M , где M — массовая концентрация в размерных единицах.

В дискретном варианте кинетического уравнения массы ча-
стиц считаются кратными массе g0 некоего мономера C(g, t) =

=

∞∑

k=1

Ck(t) δ(g − kg0), что превращает (3.1) в систему связанных

дифференциальных уравнений:

dCg(t)

dt
=

1

2

g−1∑

n=1

K(g−n,n)Cg−n(t)Cn(t)−Cg(t)

∞∑

n=1

K(g,n)Cn(t). (3.3)

Первая формулировка кинетического уравнения коагуляции была пред-
ложена Смолуховским в знаменитой работе (Smoluchowsky, 1916)
именно в дискретном варианте (3.3), а непрерывная форма записи (3.1)
появилась позднее.

Более сложные варианты кинетического уравнения коагуляции свя-
заны с учетом направленного движения частиц в среде-носителе, ис-
точников и стоков частиц, процессов дробления и конденсации (Писку-
нов, 1987, 1991). Tак, например, с учетом конденсационных процессов

∂tC(g, t) + ∂g[vgC(g, t)] = S(C; g, t). (3.4)

В случае направленного движения частиц со скоростями u(g,x, t)

∂tC(g,x, t) + div
[
uC(g,x, t)

]
= S(C; g,x, t). (3.5)

В частности, уравнение (3.5) описывает коагуляцию частиц, дви-
жущихся в силовом поле, например, оседающих в поле тяжести. Если
поле направлено по оси z, то в стационарном режиме

∂z[u(g, z)C(g, z)] = S(C; g, z). (3.6)

Введением потоков j(g, z) = u(g, z)C(g, z) и модифицированных ко-

эффициентов коагуляции K̃(g,n, z) = K(g,n)/u(g, z)u(n, z) уравнение

(3.6) приводится к виду, аналогичному (3.1), где роль времени играет
теперь пространственная координата x. Данный подход использован
в работе (Лушников, Пискунов, 1976а) для исследования гравитацион-
ной коагуляции капель, выпадающих из облака. Коагуляция в системах
с источниками, дроблением и стоками более подробно будет рассмот-
рена в следующих разделах.

Уравнение (3.1) описывает процесс коагуляции в терминах средних
величин C(g, t). В ряде случаев необходимо решение более полной
и сложной задачи по изучению кинетики процесса в вероятностной
(стохастической) формулировке (Marcus, 1968; Лушников, 1978). Для
этого возьмем конечный объем V , который пространственно однородно
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заполнен частицами с суммарной массой M . Будем характеризовать
каждое состояние в системе Q числами заполнения ng(Q), означающи-
ми количество частиц массой g в данном состоянии:

Q = {n1,n2, ... ,nk, ... ,nm, ... ,ng, ... ,nM} ;

M∑

g=1

gng(Q) = M. (3.7)

При слиянии частиц k и m система переходит из состояния Q в Q+:

Q+ =
{
n1,n2, ... ,nk − 1, ... ,nm − 1, ... ,ng + 1, ... ,nM

}
;

g = k +m.
(3.8)

Определим также состояние Q− из равенства (Q−)+ = Q и зададим
скорость переходов из Q− в Q функцией A(Q−,Q). Tогда вероятность

W (Q, t) застать систему в момент времени t в состоянии Q подчиняет-

ся уравнению (Лушников, 1978)

dW (Q, t)

dt
=
∑

Q−

A(Q−,Q)W (Q−, t) −W (Q, t)
∑

Q+

A(Q,Q+). (3.9)

Необходимо задать начальное условие W (Q, 0) = W0(Q). Нормировка∑

Q

W (Q, t) = 1 должна выполняться автоматически. Скорость перехо-

дов A(Q−,Q) находится из комбинаторных соображений:

A(Q−,Q) = V −1K(k,m)nk(Q−)
nm(Q−) − δk,m

1 + δk,m
. (3.10)

Уравнение (3.9) аналогично уравнению Паули в статистической физике
(Исихара, 1973). Главная трудность его решения заключается в огром-
ном числе возможных состояний p(M) при больших M :

p(M) =
1

4M
√

3
exp

(
π

√
2M

3

)
. (3.11)

Tак, например, для M = 100 p(M) = 2 · 108, а для того, чтобы перейти

к термодинамическому пределу M , V → ∞, M/V = const, требуются

значения M ∼ 103–104. Чтобы избавиться от этой трудности, было
предложено (Домиловский и др., 1978, 1979) прямое моделирование
марковского вероятностного процесса (3.9) методом Монте-Карло. Про-
цедура розыгрыша автоматически отбирает наиболее вероятные траек-
тории, дающие существенный вклад в поведение средних величин и их
дисперсий.
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Связь вероятностной формулировки с уравнением Смолуховского
(3.1) должна устанавливаться в термодинамическом пределе. Аналогом
концентраций C(g, t) служат при этом величины

C(g, t) =
ng(t)

V
; ng(t) =

∑

Q

ng(Q)W (Q, t). (3.12)

Процедура усреднения уравнений (3.9) приводит к следующему резуль-
тату (Лушников, 1978):

V dtng =
1

2

∑

k+m=g

K(k,m)(nk nm − nk δk,m)−

−
∑

m

K(g,m)
(
ng nm − ng δg,m

)
. (3.13)

Это уравнение совпадает с дискретным вариантом (3.1), если прене-

бречь членами nm/V
2 и предположить, что nk nm = nk nm. Однако

общего рецепта, когда такая замена правомочна, а когда нет, в настоя-
щее время не найдено.

3.2. Коэффициенты коагуляции

Кинетика процессов коагуляции существенным образом зависит от
конкретного вида ядра K(g,n). Физический смысл величины K(g,n)
прост — это частота столкновений двух частиц с массами g и n
в единичном объеме. В размерных единицах [K] = см3/с. По своему
смыслу K(g,n) должны быть симметричными и неотрицательными
функциями своих аргументов. Очень важный класс представляют со-
бой однородные ядра

K(ag, an) = aλK(g,n), (3.14)

где a — произвольное число; λ — параметр однородности. Приведем

некоторые упрощенные зависимости K(g,n) для практически важных
механизмов коагуляции.

Броуновская коагуляция частиц. Столкновения происходят в ре-
зультате хаотического блуждания частиц, находящихся в среде с неко-
торой средней температурой T . В диффузионном режиме размер частиц
гораздо больше, чем их пробег в среде. Для определения K сначала из
уравнения диффузии находят поток на некоторую выделенную сферу,
а затем учитывают движение самой сферы. В результате получается
формула (Чандрасекар, 1947; Левич, 1959; Фукс, 1961; Hidy and Brock,
1970; Грин, Лейн, 1972; Волощук, Седунов, 1975)

K(r1, r2) = 4π(r1 + r2) (D1 +D2),
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где ri — радиусы частиц, Di — их коэффициенты броуновской диффу-
зии; η — вязкость среды. Если пренебречь поправкой Каннингема, то
Di = kT/6πηri и в безразмерном виде

K(g,n) = (g1/3 + n1/3)(g−1/3 + n−1/3), λ = 0. (3.15)

Константа K0 = K(r0, r0) = 8kT/3η. Для броуновской коагуляции

в свободномолекулярном режиме частицы движутся независимо от
среды и имеют максвелловское распределение по скоростям f(v).

Усредняя величину π(r1 + r2)
2|v1 − v2| по f(v1), f(v2), получаем

K(r1, r2) =

√
6kT

ρp

(
r−3
1 + r−3

2

)1/2
(r1 + r2)

2,

где ρp — плотность частиц. В этом случае K0 =K(r0, r0)=8

√
3kTr0

ρp
,

где r0 — радиус мономера, а безразмерное ядро имеет вид

K(g,n) =
(
g−1 + n−1

)1/2(
g1/3 + n1/3

)2
, λ = 1/6. (3.16)

Гравитационная коагуляция происходит в результате столкнове-
ний частиц, падающих в поле тяжести с различными скоростями ug,
зависящими от размеров частиц. Безразмерное ядро

K(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)2 |ug(g) − ug(n)| θ(g,n),

где θ — коэффициент захвата. В стоксовом режиме падения ug(g) ∼
∼ g2/3 и для единичного коэффициента захвата θ

K(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)2 |g2/3 − n2/3|, λ = 4/3. (3.17)

Для крупных частиц, которые движутся в турбулентном режиме
обтекания, ug(g) ∼ g1/6, следовательно,

K(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)2 |g1/6 − n1/6|, λ = 5/6. (3.18)

Коагуляция в атмосферных турбулентных пульсациях рассмот-
рена в работах (Saffman and Turner, 1956; Пискунов и др., 1996);
различного рода аппроксимационные выражения для K приведены
в работе (Мазин, Шметер, 1983).

Градиентная коагуляция. Частицы движутся в ламинарном потоке
с поперечным градиентом скорости (например, течение вязкой жидко-
сти у стенки или в трубе) и полностью увлекаются течением. Столк-
новения происходят за счет разницы скоростей частиц, находящихся
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на различном расстоянии от стенки. Если считать градиент скорости
в пределах суммарного радиуса частиц постоянным и пренебречь эф-
фектами обтекания, то безразмерное ядро имеет вид

K(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)3
, λ = 1. (3.19)

В порошковой металлургии и химической промышленности часто
имеет место процесс миграции и слияния металлических кристалликов
на нагретой подложке (старение металлических катализаторов). В этом
случае (Ruckenstein and Pulvermacher, 1973)

K(g,n) = gλ + nλ, −2/3 < λ < 2/3. (3.20)

Значение λ определяется температурой подложки и другими внешними
условиями. Для режима спекания λ = −2/3, в диффузионном режиме
λ = 2/3.

При коалесценции газовых пузырьков в твердом теле слияние про-
исходит с сохранением суммарной поверхности пузырьков и, следова-
тельно, с увеличением их объема. Это вызывает распухание делящихся
материалов в ядерных реакторах — «свеллинг» (Гегузин, Кривоглаз,
1971). Соответствующие коэффициенты коагуляции приведены в рабо-
те (Barroudy, 1967).

Большое значение для теоретического анализа имеют модельные
зависимости K(g,n), наиболее общей из которых является следующая
(α-, β-модель):

K(g,n) = gα nβ + nα gβ; λ = α+ β. (3.21)

В целом определение коэффициентов коагуляции для различных
механизмов столкновений является самостоятельной и далеко не про-
стой задачей, требующей проведения тонких экспериментов и тео-
ретических исследований со сложными гидродинамическими расчета-
ми, учетом процессов диффузии частиц в многокомпонентных средах
и т. д. В реальных условиях может происходить смена механизмов
и реализация промежуточных режимов, когда коагуляция идет за счет
нескольких выделенных выше процессов.

3.3. Способы аналитического решения
уравнения Смолуховского

Аналитические решения кинетического уравнения возможны для
ядер

Kc = 2, λ=0; K+ =g + n, λ=1; K∗ = 2gn, λ=2. (3.22)

В непрерывном варианте (3.1) для получения таких решений исполь-
зуют преобразование Лапласа, разнообразные примеры применения
которого проиллюстрированы в монографии (Волощук, 1984). При
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решении дискретного варианта кинетического уравнения (3.3) вводится
производящая функция F (z, t) со следующими свойствами:

F (z, t) =

∞∑

g=1

Cg(t) z
g; F (1, t) = N(t); z∂zF

∣∣
z=1

= M. (3.23)

Уравнение для F (z,t) получается умножением (3.3) на zg и суммиро-

ванием по g от 1 до ∞. Если получено явное выражение для F (z, t), то

концентрации Cg(t) находятся разложением в ряд по z. Оказывается,
что аналитические особенности F (z, t) как функции комплексного пе-
ременного z достаточно просто связаны с асимптотическим поведением
спектра Cg(t). Tак, например, тип особенности определяет степенное
поведение «хвоста» спектра, а положение особой точки — показатели
экспоненциального затухания. Приход особой точки за конечное время
в z = 1 свидетельствует о критических явлениях в коагулирующей
системе (см., например, разд. 3.5, где подробно проанализировано по-
ведение спектров для ядра K∗).

Проиллюстрируем использование метода производящих функций
для решения кинетического уравнения (3.3) на примере ядра Kc.
В этом случае уравнение для F имеет вид

∂tF = F 2 − 2FN ; dtN = −N 2; ∂tU = U 2,

где введена функция U = F − N . Если начальные условия монодис-

персные, т. е. Cg(0) = δg,1, то U |t=0 = z − 1, следовательно, U(z, t) =

= (z − 1)/[1 + (1− z)t]. Tаким образом, F (z, t) = z/[(1 + t)(1 + t− zt)].

Разлагая F (z, t) в ряд, получаем известное решение, найденное Смо-
луховским (Smoluchowsky, 1916):

Cg(t)=
tg−1

(1 + t)g+1
=N 2(t) z1−g

0 ; N(t)=(1 + t)−1; z0(t)=
(1 + t)

t
.

(3.24)
Особенность F (z, t) — полюс в точке z0(t). С течением времени
z0(t) −→

t→∞
1. При больших временах t≫ 1

N(t) ≈ t−1; C(g, t) ≈ N 2(t) exp [−gN(t)]. (3.25)

Оказывается, что такая же асимптотика справедлива при M = 1 для
любых начальных условий. Например, из уравнения для N(t) следует,

что N(t)−1 − N−1
0 = t, т. е. N(t) ≈ t−1 для любых начальных значе-

ний N0 = N(0). В свое время этот факт послужил отправной точкой
для формулировки гипотезы автомодельности в теории коагуляции
(Schuman, 1940; Tодес, 1949).

Для ядра K+ уравнение, определяющее F , имеет вид

∂tF = z(F −N)∂zF −MF ; dtN = −MN ; ∂tU = zU∂zU −MU ,
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где по-прежнему использована функция U = F −N . Ясно, что N(t) =
= N0 e−Mt. Уравнение для U решается методом характеристик (Карта-

шев, Рождественский, 1976). Если начальные условия монодисперсные

(Cg(0) = δg,1; M = N0 = 1), то N(t) = e−t, а соответствующее решение

имеет вид F (z, t) = N(t)τ(z, t), где функция τ находится из трансцен-

дентного уравнения

z = τ(z, t) exp{α(t)[1 − τ(z, t)]}; α(t) = 1 −N(t). (3.26)

Разложение τ(z, t) по z находится в этом случае с помощью ряда
Бурмана–Лагранжа (Лаврентьев, Шабат, 1973), что приводит к следу-
ющему выражению для спектра:

Cg(t)=N(t)
[α(t)g]g−1

g!
exp [−gα(t)]=N(t) exp [−α(t)]

(e−1g)g−1

g!
z1−g
0 ;

z0(t) = α−1(t) exp [α(t) − 1].
(3.27)

В точке z0(t) функция F (z, t) имеет корневую особенность. С течением

времени z0(t) −→
t→∞

1. При больших временах t ≫ 1 асимптотика (3.27)
следующая:

C(g, t) ≈ N 4(t)Ψ
[
gN 2(t)

]
; Ψ(x) =

exp (−x/2)

x
√

2πx
. (3.28)

Отметим, что функция Ψ(x) сингулярна в начале координат. Оказы-
вается, что аналогичная асимптотика справедлива для ядра K+ при
любых начальных условиях. В частности, она выполняется для ре-
шений непрерывного варианта кинетического уравнения (3.1) с ядром
K+, полученных для начальных спектров в виде экспонент (Сафронов,

1962; Головин, 1963) и для гамма-распределений C(g, 0) = Agγ e−αg

(Scott, 1968). При этом окончательный ответ зависит не только от со-
храняющегося значения массовой концентрации M , но и от стартовых
значений счетной концентрации N(0) и второго момента L2(0).

Асимптотические распределения (3.25) и (3.28) для ядер Kc, K+

резко различаются между собой как по комбинации величин g и N(t)
в новой независимой переменной x, так и по поведению универсальной
функции Ψ(x) в начале координат. Причина этого различия будет
выяснена в следующем разделе, посвященном применению автомодель-
ных распределений в теории коагуляции. Анализ решений для ядра
K∗, детали которого мы отложим до обсуждения критических явлений
при коагуляции, показывает, что процесс протекает в этом случае
совершенно необычным образом. Быстрый рост ядра, характеризуемый
значением параметра λ = 2, приводит в конечный момент времени
к формальному нарушению баланса масс в системе, который удается
объяснить только с помощью введения аномальных частиц, не описы-
ваемых уравнением Смолуховского.
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В заключение получим одно из решений более сложного кинетиче-
ского уравнения (3.4), описывающего совместное действие коагуляции
и конденсации. Возьмем постоянное ядро коагуляции Kc = 2 и ли-
нейную по массе частиц скорость конденсации vg = βg. Кинетическое
уравнение (3.4) выглядит в этом случае следующим образом:

∂C(g, t)

∂t
+

∂

∂g

[
βgC(g, t)

]
=

=

g∫

0

C(g − n, t)C(n) dn − 2C(g, t)

∞∫

0

C(n, t) dn. (3.29)

Легко проверить, что счетная концентрация N(t) ведет себя так же,
как и в случае без конденсации, а массовая M(t) — экспоненциально
растет за счет постоянного перехода пара в конденсат (либо экспонен-
циально убывает при β < 0, т. е. при испарении):

N(t) =
N0

1 +N0t
; M(t) = M0 exp (βt). (3.30)

Вводя преобразование Лапласа C̃(p, t) =

∞∫

0

e−pgC(g, t) dg и функцию

U(p, t) = N(t) − C̃(p, t), получаем уравнение для U :

∂tU − βp∂pU = −U 2. (3.31)

Это квазилинейное уравнение решается методом характеристик
(Карташев, Рождественский, 1976) и сводится к системе уравнений:

dtp = −βp(t); p(0) = τ ; dtU = −U 2(t); U(0) = U0(τ), (3.32)

где U0(τ) — значение функции U(p, t) при t = 0, а τ — параметр.
Напомним, что нам придется обращать преобразование Лапласа, по-
этому многое зависит от того, удастся ли получить достаточно простое
выражение для U(p, t) после исключения параметра τ . Сделать это уда-

ется только для простых начальных зависимостей U0(τ). Предположим,
например, что начальное распределение для функции C(g, t) имеет

экспоненциальный вид: C(g, 0) = a exp (−αg); N0 = a/α; M0 = a/α2.

Tогда U0(τ) =
aτ

α(α + τ )
и после некоторых выкладок получаем решение

уравнений (3.31), (3.32), (3.29), которое наиболее компактно записы-
вается в терминах интегральных величин:

U(p, t) =
N(t)M(t)p

N(t) +M(t)p
; C̃(p, t) =

N 2(t)

N(t) +M(t)p
;

C(g, t) =
N 2(t)

M(t)
exp

[
− g

N(t)

M(t)

]
.

(3.33)
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Асимптотика спектров подобна формуле (3.25) для свободной коагу-
ляции с ядром Kc, поскольку в (3.25) конкретное значение M = 1.
Существенным отличием (3.33) от (3.25) является экспоненциальное
возрастание (убывание) массовой концентрации капель, обусловленное
массообменом между паром и каплями.

Кроме того, можно восстановить поведение интегральных вели-
чин для ядра коагуляции K(g,n) = (g + n)K0 и скорости конденса-
ции vg = βg:

N(t) = N0 exp

[
− K0M0

β
(eβt − 1)

]
; M(t) = M0 exp (βt). (3.34)

Формулы (3.33), (3.34) полезны для калибровки численных мето-
дов, моделирующих совместное действие процессов коагуляции и кон-
денсации.

Tаким образом, аналитические решения кинетического уравнения
коагуляции для модельных ядер (3.22) дают достаточно разнообразные
варианты поведения процесса и оказываются очень полезными для
выяснения общих закономерностей поведения спектров частиц в коа-
гулирующих системах. Кроме того, эти решения могут служить для
проверки и калибровки расчетных методик, а также помогают ориен-
тироваться в реальных случаях. Примеры аналитических решений для
других вариантов кинетического уравнения, описывающих совместное
действие коагуляции с источниками, дроблением и стоками частиц,
будут приведены в соответствующих разделах.

3.4. Автомодельные асимптотические решения

Поведение решений кинетического уравнения в асимптотической
стадии (при t≫ 1) представляет особый интерес. Это практически важ-
ная задача, которая не всегда поддается прямому численному решению
из-за сильного уширения коагуляционного спектра и смещения его
в область больших размеров. С другой стороны, интуитивно ясно, что
при больших временах решение должно «забывать» детали начального
распределения, запоминая лишь некоторые интегральные характери-
стики, иначе процесс коагуляции был бы неустойчивым относительно
возмущений начального спектра. Факт устойчивого поведения решений
при больших временах является общим свойством нелинейных систем
и тесно связан с инвариантностью нелинейных процессов относительно
масштабных преобразований.

Впервые группа масштабных преобразований для кинетического
уравнения (3.1) с однородными коэффициентами коагуляции (3.14)
была найдена в работе (Лушников, 1973)

C(g, t) → a2C(ag, a1−λt), λ < 1. (3.35)
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Существенно, что преобразование (3.35) не меняет сохраняющуюся
величину M . Если начальный спектр при больших t не важен, то из
единственности решения получаем

C(g/a, t) = a2 C(g, a1−λt). (3.36)

Взяв a = 1 + ε, где ε → 0, получим из (3.36) дифференциальное урав-
нение

g∂gC + (1 − λ) t∂tC + 2C = 0. (3.37)

Общее решение, удовлетворяющее инвариантности спектров относи-
тельно масштабных преобразований (3.36), (3.37), следующее:

C(g, t) = g−2
a (t)Ψ(x), x =

g

ga(t)
, ga(t) ∼ t1/(1−λ), λ < 1, (3.38)

где ga(t) — масштаб подобия, определяющий растяжение по оси g.
В целом спектр меняется подобным образом и одновременно проседает

∼ g−2
a (t), чтобы обеспечить закон сохранения M . Из (3.38) легко найти

асимптотическое поведение моментов Lα(t) (все интегралы предпола-
гаются сходящимися):

Lα(t) ≡
∞∫

0

gαC(g, t) dg = Bαt
(α−1)/(1−λ); Bα =

∞∫

0

xαΨ(x) dx. (3.39)

В частности, N(t) = L0(t) = B0t
−1/(1−λ), т. е. ga(t) ∼ N−1(t) ∼ g(t)

и поведение масштаба подобия совпадает с поведением средней массы
частиц. Функция Ψ(x) в (3.38) подчиняется уравнению

2Ψ + xdxΨ = −(1 − λ)S(Ψ;x);

∞∫

0

xΨ(x) dx = M. (3.40)

Автомодельной зависимости (3.38) можно придать другой, эквивалент-
ный вид (гипотеза самосохранения Фридландера (Friedlander, 1960):

C(g, t)=
N 2(t)

M
f(x); x=

gN(t)

M
;

∞∫

0

xf(x) dx=

∞∫

0

f(x) dx=1; (3.41)

−p
[
f(x) +

xdxf

2

]
= S(f ;x); p =

∞∫

0

∞∫

0

K(x, y) f(x) f(y) dx dy. (3.42)

Простым примером самосохраняющегося автомодельного распределе-
ния (3.41) является аналитически полученное решение (3.25) для ядра
Kc = 2. Легко проверить, что в этом случае функция Ψ(x) = e−x
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удовлетворяет как уравнению (3.40), так и (3.42). С использованием
гипотезы самосохранения в работах (Friedlander and Wang, 1966; Lai
et al., 1972) численно найдены автомодельные распределения для прак-
тически важных механизмов броуновской коагуляции в непрерывном
(3.15) и свободномолекулярном (3.16) режимах.

Итак, при λ < 1 во многих случаях асимптотическое поведение
решений описывается формулами (3.38), (3.41) с функциями Ψ(x),
f(x), удовлетворяющими уравнениям (3.40), (3.42). В ходе рассмотре-

ния требовалась сходимость

∞∫

0

f(x) dx. При этом поведение масштаба

подобия совпадает с поведением средней массы (объема) частиц.
Более тщательный анализ, проведенный в работе (Лушников, Пис-

кунов, 1976б), показал, что запись решений в виде (3.38) является
более общей, а гипотеза Фридландера (3.41), (3.42) нарушается для
ядер, обладающих совокупностью свойств

K(1,x) −→
x→0

const; K(1,x) −→
x→∞

∞. (3.43)

При этом с наибольшей скоростью идут процессы слияния с участи-
ем крупных частиц, следовательно, начальная часть спектра убывает
медленнее, чем концентрации частиц со средней массой g и масштабом
подобия ga. Это приводит в конечном счете к сингулярности Ψ(x)
в начале координат:

Ψ(x) = ϕ(x)/xγ , ϕ(0) 6= 0, 1 < γ < 2, (3.44)

и расходимости интеграла

∞∫

0

Ψ(x) dx (см., например, аналитически

полученную асимптотику (3.28) для ядра K+). Результирующий спектр

сильно полидисперсен, причем средняя масса частиц g(t) ∼ t(2−γ)/(1−λ)

растет медленнее, чем масштаб подобия ga(t) ∼ t1/(1−λ). Естествен-
но, что связь (3.38) спектров с автомодельной функцией Ψ(x) имеет
место не для всех значений g, иначе расходился бы интеграл для

N(t) =

∞∫

0

C(g, t) dg. Следовательно, существует интервал 0 6 g 6 a,

внутри которого никогда нет выхода на автомодельный режим, а связь
(3.38) справедлива лишь при g > a. Из-за сингулярностей уравнение
(3.40) для автомодельной функции требует модификации. Для этого

представим спектр в виде, обобщающем (3.38) на случай λ = 1,

C(g, t)
∣∣
t≫1

≈MB2(t)Ψ(x); x=gB(t); dtB=−MχB2−λ, λ61,
(3.45)
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где χ — параметр разделения. Вводя параметр обрезания a в кинетиче-
ское уравнение (3.1) и интегрируя дважды по x, получаем уравнение,
в котором все особенности сглажены и можно перейти к пределу

δ = aB(t) → 0 (Лушников, Пискунов, 1976б, 1978)

χx

∞∫

x

Ψ(y) dy =
1

2

x∫

0

Ω(x− y, y) dy;

Ω(x, y) =

∞∫

x

ds

∞∫

y

dtK(s, t)Ψ(s)Ψ(t);

∞∫

0

yΨ(y) dy = 1.

(3.46)

Уравнение (3.46) справедливо для всех однородных ядер с λ 6 1 и при-
менимо как для сингулярных, так и несингулярных Ψ(x). При λ < 1

B(t) ∼ t−1/(1−λ), а значение параметра разделения χ не влияет на
окончательный ответ и его можно выбрать, например, равным (1 − λ).
При λ = 1 конкретное значение χ очень существенно, поскольку оно

определяет закон убывания B(t) ∼ exp (−χMt) и вид автомодельной
переменной в (3.45). Найти значение χ в этом случае можно только
из условий самосогласования (Лушников, Пискунов, 1978) после ре-
шения всей задачи. Связь между B(t) и счетной концентрацией N(t)
определяется степенью сингулярности γ функции Ψ(x) и находится

интегрированием (3.44) по x в пределах от δ = aB(t) до ∞:

B(t) ∼ N 1/(2−γ)(t), γ > 1; B(t) ∼ N(t), γ < 1. (3.47)

В качестве иллюстрации универсального характера уравнения
(3.46) приведем полученные в работах (Лушников, Пискунов, 1976б,
1978) решения уравнения (3.46) для модельных ядер Kc, K+ из (3.22).

Для этого введем кумулятивные функции Φα(x) =

∞∫

x

yα Ψ(y) dy и вос-

пользуемся преобразованием Лапласа Φ̃α(p) =

∞∫

0

e−px Φα(x) dx. Для

ядра Kc получим из (3.46)

Φ̃0(p) =
χ

p+ χ
; Φ0(x) = χ exp (−χx);

Ψ(x) ≡ −dxΦ0(x) = χ2 exp (−χx).
(3.48)

Поскольку для этого модельного ядра N(t)|t≫1 ≈ t−1, а из (3.45)

B(t)|t≫1 ≈ (Mχt)−1, то видно, что параметр χ из ответа выпадает,

а асимптотические спектры принимают вид

C(g, t)
∣∣
t≫1

≈ N 2(t)

M
exp

[
− gN(t)

M

]
, (3.49)
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что полностью отвечает гипотезе самосохранения (3.41) и совпадает
при M = 1 с полученным ранее аналитическим ответом (3.25). Это
пример несингулярного автомодельного распределения.

Для ядра K+ интегрированием (3.46) по x от 0 до ∞ можно
убедиться, что с учетом последнего нормировочного условия значение
параметра χ фиксируется и оно равно 2, следовательно, из (3.45)

B(t) = B0 e−2Mt ∼ N 2(t). C учетом того, что xdxΦ0(x) = dxΦ1(x), по-

лучим, используя преобразование Лапласа, следующее решение (3.46):

Φ̃0(p) =
p0

p

(√
1 +

2p

p0
− 1

)
;

Ψ(x) ≡ −dxΦ0(x) =
p2

0√
2π

(p0x)
−3/2 exp

(
− p0x

2

)
,

(3.50)

где p0 — произвольный параметр. Неопределенность в выборе B0, p0

исчезает, если принять во внимание дополнительный закон сохранения,

характерный для коагуляции с ядром K+: L2(t)N
2(t) = A = const.

Прямое вычисление L2(t) с использованием явного выражения для

Ψ(x) дает L2(t) = M/[p0B(t)], следовательно,

C(g, t)
∣∣
t≫1

≈MN 4(t)x3/2

√
M

2πA
exp

(
− Mx

2A

)
;

x = gN 2(t); A = L2(0)N 2(0).

(3.51)

Эта асимптотика обобщает выражение (3.28). Она была получена
в ранних работах (Головин, 1963; Scott, 1968), исходя из аналити-
ческих решений кинетического уравнения (3.1) с ядром K+, но до по-
явления работ (Лушников, Пискунов, 1976б, 1978), в которых впервые
были введены сингулярные автомодельные распределения, она остава-
лась непонятной.

Для практически важного ядра градиентной коагуляции (3.19)
функция Ψ(x) также сингулярна, поскольку поведение ядра характе-
ризуется свойствами (3.43). Аппроксимационное решение уравнения
(3.46) найдено в работе (Лушников, Tокарь, 1980). Численные решения
уравнения (3.46) для ядер (3.20), описывающих старение катализато-
ров, приведены в работе (Лушников, Пискунов, 1978). Весьма важ-
ной является аналогия несингулярных и сингулярных автомодельных
распределений в теории коагуляции, отмеченная в работе (Пискунов,
1987), с автомодельными решениями первого и второго рода в газоди-
намике (Зельдович, Райзер, 1966).

Общий анализ асимптотического поведения свободных коагулирую-
щих систем удобно проиллюстрировать на примере α, β-модели (3.21).
На рис. 3.1 показано расположение характерных областей в координа-
тах α, β (Пискунов, 1987, 1991). Из-за симметрии K(g,n) достаточно
рассмотреть значения α < β, как это и cделано на рисунке.
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Рис. 3.1. Расположение характерных областей для α, β-модели

В области P2 действует гипотеза самосохранения Фридландера,
а в области P1, включая границы, формируются сингулярные спектры.

При этом внутри P1 степень сингулярности γ = 1 + λ, а на отрезках

β = 0 и λ = 1 имеет место неравенство γ < 1 + λ (Лушников, Пискунов,

1976б, 1978). В области P3 коагуляция сопровождается критическими
явлениями, заключающимися в отделении от спектра в некоторый
момент аномально крупных частиц (Лушников, 1978; Домиловский
и др., 1978, 1979; Волощук, 1984; Пискунов, 1987) (речь о них пойдет
ниже), а в P4 уравнения коагуляции (3.1), по-видимому, вообще не
имеют решения (Домиловский и др., 1979).

3.5. Критические явления в процессе коагуляции

Автомодельный подход к описанию асимптотического поведения
коагулирующих систем становится неприемлемым для процессов
с быстрорастущими коэффициентами коагуляции, о чем сигнализирует
необычное поведение масштаба подобия при λ > 1:

ga(t) ∼ B−1(t) ∼ (tc − t)1/(1−λ),

вытекающее из разделения переменных (3.45) в уравнении (3.1). Ока-
зывается, что в этом случае процесс коагуляции принимает в некото-
рый критический момент времени tc лавинообразный характер, приво-
дящий к отделению от спектра аномально крупной частицы (или груп-
пы частиц), не описываемой уравнением Смолуховского (3.1). Данное
явление впервые было предсказано в статье (Лушников, 1978) и обна-
ружено на уровне численного эксперимента в работах (Домиловский
и др., 1978, 1979). Оно получило названия: образование суперчасти-
цы (Лушников, 1978; Домиловский и др., 1978, 1979); gelation (Ziff,
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1980; Эрнст, 1988); самоликвидация коагулирующей системы (Воло-
щук, 1984). Нами будет использоваться термин критические явления.
Наиболее наглядно суть критических явлений можно исследовать ана-
литически на примере ядра K∗ = 2gn с λ = 2, к чему мы и перейдем.

Выпишем кинетическое уравнение в дискретном варианте (3.3)
с K =K∗, считая для общности, что массовая концентрация M зависит
от времени:

dtCg =

g−1∑

n=1

(g − n)nCg−n Cn − 2M(t) gCg;

dtN = −M 2(t); N(t) =

∞∑

g=1

Cg(t).

(3.52)

Если величина M сохраняется, то из второго уравнения (3.52) по-

лучим, что N(t) = N0 −M 2t, т. е. спектр частиц «вымирает» в ко-

нечный момент времени: N(t1) = 0 при t1 = N0/M
2, а далее число

частиц становится отрицательным. Постараемся разобраться в этом
противоречии более детально. Для простоты возьмем монодисперсные

начальные условия Cg(0) = δg,1, тогда, выделяя временную зависимость
концентраций Cg, получаем

Cg = Ugt
g−1 exp

[
− 2g

t∫

0

M(s) ds

]
;

(g − 1)Ug =

g−1∑

n=1

(g − n)nUg−n Un.

(3.53)

Решение уравнений для коэффициентов Ug со стартовым значени-
ем U1 = 1 можно получить введением производящей функции. Оно
имеет вид

Ug =
(2g)g−1

g!g
; Ug

∣∣
g≫1

≈ 2g−1 eg g
−5/2

√
2π

. (3.54)

Если зафиксировать значение M = 1, то спектр меняется со време-
нем следующим образом:

Cg(t) =
Ugτ

g

t
; τ = t e−2t. (3.55)

Спектр Cg экспоненциально затухает по g для всех моментов времени,
кроме t = tc = 0,5, когда он становится степенным:

Cg(tc)
∣∣
g≫1

≈ g−5/2

√
2π

,
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Рис. 3.2. Поведение функции τ (t)

причем особая точка z0(t) производящей функции F (z, t) приходит
в z0(tc) = 1, а ряд для величины L2(tc) расходится. Это весьма важное

обстоятельство, поскольку закон сохранения массовой концентрации
M , получаемый умножением (3.52) на g и суммированием по g, требует

сходимости сумм для L2(t). Чем же необычно поведение системы при

t > tc? Попытаемся найти массовую концентрацию M при t > tc, поль-

зуясь непосредственным суммированием решения (3.55). Для этого
обратим внимание на то, что одному и тому же значению τ отвечают
два значения t: t1 < tc и t2 > tc (рис. 3.2). Следовательно, сумма

ряда

∞∑

g=1

gUgτ
g = tM(t) одна и та же для моментов времени t1 и t2.

Поскольку при t < tc никаких неприятностей с законом сохранения
M происходить не может, то M(t1) = 1, значит, M(t2) = t1/t2 < 1.

Итак, при t > tc в системе обнаруживается дефицит массы, несмотря на

то, что в самом кинетическом уравнении мы пытались зафиксировать
значение M = 1.

Содержательная интерпретация этого противоречия заключается
в предположении, что при t > tc в системе появляется аномально круп-
ная частица, не описываемая уравнением Смолуховского, размер кото-
рой G(t) сразу уходит на бесконечность, а концентрация бесконечно

мала. Однако значение массы этой частицы µ(t) = lim (GCG)
∣∣
G→∞

=

= 1 −M(t) конечно и отлично от нуля.
Уравнение (3.52) и решение (3.55) описывают в такой интерпрета-

ции лишь поведение мелкой фракции. Аномальную частицу следует
считать активной, поскольку в правой части (3.52) взято M = 1, следо-
вательно, она поглощает мелкую фракцию наряду со всеми частицами
и влияет на ход коагуляционного процесса. Значение µ(t) опреде-
ляется из трансцендентного уравнения (Лушников, 1978; Домилов-
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ский и др., 1978, 1979)

t =
ln [1 − µ(t)]

2µ(t)
. (3.56)

Убедимся, что аномальная частица именно одна. Для этого сосчитаем
сумму ряда

∞∑

g=1

Ugτ
g = t

∞∑

g=1

Cg = tN(t).

При t1 < tc N(t1) = 1 − t1, следовательно,

N(t2) = (1 − t1)
t1
t2

= M(t2) − t2M
2(t2).

Дифференцируя по t2 и используя (3.56), получаем

dtN = M 2(t) − 2M(t) = µ2(t) − 1. (3.57)

Этот результат противоречит моментным уравнениям (3.2) и второму
уравнению в (3.52), поскольку в правой части появился дополнитель-
ный член µ2(t). Для его интерпретации обратимся к усредненным
вероятностным уравнениям (3.13) для ядра K∗, которые просуммируем

по g, предполагая, что nk nm = nk nm:

dtN = χ(t) − 1; χ(t) ≡
∑

g

g2ng(t)

V 2
=
L2(t)

V
. (3.58)

Сравнивая (3.58) с (3.57), видим, что χ(t) = µ2(t). Но это равенство

справедливо лишь в том случае, когда аномальная частица одна, по-

скольку χ =
∑

g

g2ng/V
2 =

(∑

g

gng/V

)2

= µ2 только при ng = δg,G.

Приведенная выше интерпретация весьма правдоподобна, но для ее
подтверждения требуется дополнительное обоснование, например, на
уровне численного эксперимента. С этой целью проводилось численное
моделирование марковского процесса, описываемого вероятностными
уравнениями (3.9), методом Монте-Карло (Домиловский и др., 1978,
1979). При розыгрыше прослеживалась судьба целого ансамбля ко-
нечных коагулирующих систем, развитие которых отличалось последо-
вательностями в датчике случайных чисел, и наблюдалось не только
поведение спектра в отдельных системах, но и поведение средних по
ансамблю величин. Для ядра K∗ во всех отдельных системах при t > tc
возникала частица с массой порядка массы всей системы M , и она
была именно одна. Усреднение по ансамблю показало, что имеется

сильный рост величины L2(t) вблизи t = tc, а масса µ(t), заключенная
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Рис. 3.3. Зависимость массы мелкодисперсной фракции M(t) = 1 − µ(t) и ве-
личины χ(t) = L2(t)/V от времени: ◦ — M = 500; сплошные кривые — M = ∞

в частице максимального размера, составляет при t > tc конечную
долю всей массы системы и растет согласно закономерности (3.56). На
рис. 3.3 показано усредненное по ансамблю из 226 систем поведение
величин M(t) и χ(t) для монодисперсных начальных условий и значе-

ния M = 500.
В общем случае при моделировании методом Монте-Карло при-

знаками возникновения критических явлений выбраны (Домиловский
и др., 1978, 1979): сильный рост второго момента функции распреде-
ления L2 вблизи некоторого tc; стремление при M → ∞ к постоянно-

му пределу величины τ1/2(M) — времени достижения максимальной

частицей массы M/2. Следует отметить, что критические явления
обнаружены (Домиловский и др., 1978, 1979) для практически важ-
ного ядра гравитационной коагуляции (3.17), что может быть тесно
связано с механизмом выпадения осадков из теплых облаков. При этом
лавинообразный ход процесса может сглаживаться за счет того, что
для крупных капель с радиусом более 200 мкм происходит переход
к ядру гравитационной коагуляции (3.18), для которого критические
явления не наблюдаются. Отметим также, что в численных расчетах

для ядра K = 2(gn)3, расположенного в области P4 на рис. 3.1, обнару-

жено стремление τ1/2(M) → 0 при M → ∞. По-видимому, уравнения

коагуляции (3.1) для этого ядра вообще не имеют непротиворечи-
вого решения.

Возможен еще один вариант поведения системы после критической
точки, который мы проследим (Пискунов, 1987, 1991) на примере ядра
K∗. Для этого найдем решение уравнения (3.52) при t > tc, предпола-

гая, что значение M(t) в правой части определяется самосогласованно,
путем суммирования получающегося спектра. Физически это отвечает
отделению пассивных аномальных частиц, которые после образования
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сразу выпадают в осадок и не влияют на поглощение мелкодисперсной
фракции. Соответствующее решение (3.52) имеет вид

Cg(t) = Cg(tc)
tc
t
; M(t) =

tc
t
, t > tc, (3.59)

т. е. спектр после tc все время остается степенным и от него посто-
янно отделяются аномальные частицы, обеспечивающие отток массы.
Динамику такого перехода можно также проследить, исследуя модели
коагуляции с резким стоком (Лушников, Пискунов, 1983).

3.6. Коагуляция в присутствии
внешних источников частиц

В реальных атмосферных условиях коагуляция зачастую идет
на фоне образования частиц дисперсной фазы или их поступления
в коагулирующий объем от источников. Источниками могут служить
фотохимические реакции, вулканические и промышленные выбросы
и т. д. Для стационарных источников кинетика процесса описывается
уравнением

∂tC(g, t) = S(C; g, t) + I(g), (3.60)

где I(g) — число частиц массой g, вводимых в единицу времени
в единицу объема. В отличие от свободной коагуляции здесь массовая
концентрация линейно растет со временем:

M(t) = M0 + Jt; J =

∞∫

0

gI(g) dg. (3.61)

Переход к безразмерным переменным несколько отличен от случая
свободных систем, поскольку начальный спектр может быть и нулевым.
Масштаб g0 определяется из спектра источника, безразмерное время

K0t/V0, а единица объема V0 ∼ (K0 g0/J)1/2. Решение ряда модельных

задач (Лушников, Пискунов, 1976в) показывает, что существуют сле-
дующие варианты поведения процесса:

— установление в уширяющемся диапазоне размеров частиц балан-
са между поступлением частиц от источника и коагуляцией;

— «вымирание» спектра, аналогичное свободной коагуляции.
Для иллюстрации приведем решение (Лушников, Пискунов, 1976в)

дискретного варианта уравнения (3.60) с постоянным ядром Kc = 2
и с монодисперсным источником Ig = δg,1. Начальный спектр возьмем

нулевым: Cg(0) = 0. Уравнение для производящей функции F (z, t)
имеет вид

∂tF = z + F 2 − 2FN ; dtN = 1 −N 2; N(t) = th t

с решением
F (z, t) = th t−

√
1 − z th (t

√
1 − z ).
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Особенности F (z, t) — простые полюсы zk(t) = 1 + [π(k − 0,5)/t]2. Кон-

центрации Cg(t) можно найти по теореме о вычетах: Cg(t) =
2

t

∞∑

k=1

(zk −

− 1) z−g−1
k . Отметим, что N(t) −→

t→∞
1, т. е. с течением времени устанав-

ливается баланс между поступлением частиц от источника и коагуля-
цией. Чтобы найти стационарные спектры cs(g) и определить диапазон,
в котором они устанавливаются, заметим, что по мере возрастания t
полюсы zk сближаются и сумму по k можно заменить интегралом

Cg(t) ≈
2

π

∞∫

π/2t

u2(1+u2)−g−1 du −→
t→∞

cs(g)=
(2g−3)!!

2gg!
≈ g−3/2

2
√
π
. (3.62)

Нижний предел в (3.62) можно заменить нулем, если точка пере-
вала подынтегрального выражения uм = 1/

√
g много больше, чем само

значение нижнего предела π/2t. Отсюда легко получить, что стацио-
нарные спектры cs(g) имеют степенной вид и реализуются в уширя-

ющемся со временем диапазоне размеров g ≪ 4t2/π2. При g > 4t2/π2

спектр, определяемый (3.62), существенно нестационарен и экспонен-
циально убывает по g.

Наиболее полные сведения о поведении спектров в асимптотиче-
ском режиме для систем с источником можно получить, используя
автомодельный подход (Лушников, Пискунов, 1977; Пискунов, 1986a).
Соображения подобия и закон роста (3.61) величины M(t) приводят
к следующему виду асимптотических спектров и масштаба подобия:

C(g, t) = JtB2(t)Ψ(x); x = gB(t);

ga(t) ∼ B−1(t) ∼ t2/(1−λ); λ < 1.
(3.63)

Автомодельные распределения Ψ(x) в системах с источником обыч-
но сингулярны, причем смысл параметра a очень нагляден — это
характерный размер частиц, поступающих от источника. Уравнение
для автомодельной функции выводится аналогично (3.46) и имеет вид
(Лушников, Пискунов, 1977; Пискунов, 1986а)

2xΦ0(x)

1 − λ
=
J

2

x∫

0

Ω(x− y, y) dy −
∞∫

x

Φ0(y) dy;

∞∫

0

yΨ(y) dy =

∞∫

0

Φ0(y) dy = 1, λ < 1,

(3.64)

где Ω определено в (3.46), Φ0(x) =

∞∫

x

Ψ(y) dy.



96 Гл. 3. Кинетика процессов коагуляции

Решение уравнения (3.64) для постоянного ядра Kc = 2 и J = 1

находится с помощью преобразования Лапласа Φ̃0(p) =

∞∫

0

e−pxΦ0(x) dx

(Лушников, Пискунов, 1977; Пискунов, 1986а):

2dpΦ̃0 +
Φ̃0

p
+ Φ̃2

0 =
1

p
; Φ̃0(0) = 1; Φ̃0(p) =

th
√
p

√
p

. (3.65)

Обращение преобразования Лапласа дает Φ0(x) = θ2(0|iπx), где θ2 —

тэта-функция. Асимптотика Ψ(x) = −dxΦ0(x) при x =≪ 1 и при x≫ 1
следующая:

Ψ(x)
∣∣
x≪1

≈ 1

2
√
π x3/2

[
1 +

4 exp (−1/x)

x

]
;

Ψ(x)
∣∣
x≫1

≈ π2

2
exp

(
− π2x

4

)
.

(3.66)

Поведение Ψ(x) при x ≪ 1 (g ≪ ga(t) ≈ t2) определяет полученные

ранее стационарные спектры cs(g) из (3.62), поскольку временные

множители при подстановке (3.66) в (3.63) сокращаются.
Легко проверить, что для произвольного ядра общее решение авто-

модельного уравнения (3.64) при x≪ J1/(1−λ) следующее:

Ψ(x) ≈ AJ−1/2x−(3+λ)/2;

A−2 =
1

2

1∫

0

dv

∞∫

v

ds

∞∫

1−v

duK(s,u) (su)−(3+λ)/2.
(3.67)

Этот результат позволяет сразу же установить, что в диапазоне a ≪
≪ g ≪ gmax(t), где gmax(t) =

(
t
√
J
)2/(1−λ)

, формируются стационар-

ные степенные спектры

C(g, t)≈
√
J tg−2

a (t)A

[
g

ga(t)

]−(3+λ)/2

=A
√
J g−(3+λ)/2 =cs(g), λ<1.

(3.68)
При этом требуется сходимость интеграла для A в формуле (3.67). Для

x ≪ J1/(1−λ) функция Ψ(x) экспоненциально убывает, что приводит

к сильному падению спектров C(g, t) при g ≫ gmax(t).

Автомодельный подход дает ключ к общему анализу асимптотиче-
ского поведения систем со стационарным источником (Пискунов, 1987,
1991). На рис. 3.4, аналогичном рис. 3.1 для свободных систем, показа-
но расположение характерных областей на α, β-плоскости. В области
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Рис. 3.4. α, β-диаграмма для систем с источником

Q1 формируются стационарные режимы, а в области Q2 коагуляция
идет настолько быстро, что стационарный режим не наступает (Луш-
ников и др., 1981). Критерием этого служит расходимость интеграла
в формуле (3.67) для A. В Q3 должны начаться критические явления,
а в Q4 решений уравнения (3.60), по-видимому, вообще не существует.
С практической точки зрения наиболее важно формирование в области
Q1 сильно полидисперсных стационарных спектров, которые имеют
степенной вид (3.68). Как показано на рис. 1.1, такое же поведение
характерно для спектров Юнге атмосферных аэрозольных частиц.

Описанная выше картина мало меняется для источников с моно-
тонной зависимостью интенсивности от времени (Пискунов, 1986б):

J(t) = J0t
p−1, p > 0. Вместо стационарных распределений (3.68) фор-

мируются квазистационарные спектры, следящие за текущей интен-
сивностью источника в уширяющемся со временем диапазоне размеров
a≪ g ≪ gmax(t):

C(g, t) ≈ A
√
J(t) g−(3+λ)/2; gmax(t) =

(
t
√
J(t)

p

)2/(1−λ)

. (3.69)

Условия реализации стационарных и квазистационарных режимов
совпадают.

В реальных атмосферных процессах объемные источники могут
испытывать колебания интенсивности с периодами τ от суток до го-
да, например, фотохимические реакции в атмосфере, выветривание
пород. Характерной особенностью поведения спектров в этом случае
является (Пискунов, 1986б; Лушников и др., 1986) установление пе-
риодических режимов при t ≫ τ , причем в начальной области разме-

ров g ≪ gp(τ) ∼ τ2/(1−λ) спектры отслеживают колебания источника

J(t) = J(t + τ), а в средней части gp(τ) 6 g ≪ gmax(t) колебания

4 В.Н.Пискунов
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сглажены и фактически спектр имеет степенной вид (3.68), опреде-

ляемый усредненным по времени значением интенсивности J(t). Дан-
ный результат позволяет объяснить сезонные колебания концентрации
атмосферных аэрозолей в области малых размеров и устойчивость
степенных спектров в среднем диапазоне размеров частиц.

3.7. Совместное действие процессов
коагуляции и дробления

Наиболее важным конкурирующим с коагуляцией процессом явля-
ется дробление частиц при их движении в среде-носителе. Как уже
обсуждалось, этот процесс должен постоянно подпитываться энерги-
ей среды-носителя, поскольку он приводит к увеличению суммарной
поверхности частиц дисперсной фазы. В пространственно однородной
системе кинетическое уравнение с учетом дробления имеет вид

∂tC = S(C; g, t) + R(C; g, t), (3.70)

где R — символическая запись оператора дробления. При этом значе-
ние массовой концентрации M по-прежнему сохраняется. В реальных
случаях причиной дробления крупных частиц могут служить турбу-
лентные пульсации или скоростной напор в среде-носителе (самопро-
извольное дробление), либо сам процесс соударения, когда сталкиваю-
щиеся частицы не сливаются, а дробятся с образованием мелких ка-
пель-сателлитов (вынужденное дробление). В первом случае оператор
R линеен по концентрациям, во втором — квадратичен. Наибольший
интерес представляют стационарные режимы, когда с течением вре-
мени коагуляция и дробление начинают компенсировать друг друга.
Стационарные спектры cs(g) находятся из уравнения

S(cs; g) +R(cs; g) = 0;

∞∫

0

gcs(g) dg = M. (3.71)

Обратимся к конкретному виду оператора R для процессов са-
мопроизвольного и вынужденного дробления. Прежде всего, вве-
дем две величины: вероятность дробления в единицу времени P (g)
и спектр осколков θ(g,n), на которые распадается частица g. Функция
θ(g,n) нормирована так, чтобы масса в процессе распада сохранялась:
g∫

0

θ(g,n)n dn = g. Для самопроизвольного дробления оператор R имеет

вид (Melzac, 1957)

R(C; g, t)=

∞∫

g

θ(n, g)P (n)C(n) dn− C(g)P (g);

∞∫

0

R(C; g, t)g dg=0.

(3.72)
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Второе равенство в (3.72) свидетельствует о том, что материальный ба-
ланс в процессе дробления соблюдается. В работах (Пискунов, 1985a,
1985б) приведено решение стационарного уравнения (3.71) для ряда

модельных зависимостейK(g,n), θ(g,n) и P (g) = bgβ. Общий итог ана-

литических результатов следующий: стационарные спектры имеют вид

гамма-распределений cs(g) ≈ Agγ e−αg, что справедливо для наблюда-

емых спектров атмосферных аэрозолей в области больших размеров
частиц. Параметры A, γ, α зависят от степени однородности ядра λ
и величин b, β. Стационарные режимы реализуются не всегда, иногда
необходимо выполнение условия b > aM , где a — константа порядка
единицы. Следовательно, увеличением массовой концентрации в ряде
случаев можно добиться нарушения равновесия между коагуляцией
и дроблением в системе и обеспечить необратимый рост характерных
размеров частиц. Этот вывод важен для практических задач по очистке
несущей среды от дисперсной фазы.

Процессы коагуляции и самопроизвольного дробления частиц в
вероятностной постановке задачи исследованы в работе (Домиловский
и др., 1980), где аналитически найдены стационарные вероятности

Ws(Q) при выполнении принципа детального равновесия:

Ws(Q) =
M !W1(M)

V M

M∏

g=1

V ng

ng!(Φg)ng
; ng =ng(Q);

M∑

g=1

gng =M.

(3.73)
Здесь W1(M) — множитель, определяемый условием нормировки∑

Q

Ws(Q) = 1, а Φg — произвольная функция, связывающая коэффи-

циенты коагуляции и вероятности дробления. Остальные обозначения
совпадают с разд. 3.1.

Обратимся теперь к процессу вынужденного дробления. Для этого
введем дополнительную величину w(g,n) — вероятность объединения

частиц g и n при столкновении (соответственно r(g,n) = 1 − w(g,n)

означает вероятность дробления). Tогда оператор S имеет прежний вид

(1.1) с заменой K(g,n) → w(g,n)K(g,n), а оператор R записывается

в форме (Сафронов, 1969)

R(C; g, t) = −C(g)

∞∫

0

r(g,n)K(g,n)C(n) dn+
1

2

∞∫

g

θ(n, g)

n∫

0

×

× r(n−m,m)K(n−m,m)C(n−m)C(m) dmdn. (3.74)

Для механики аэрозолей одним из реалистичных является предполо-
жение, что существует некоторый критический размер G (не путать

4*
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с критическим размером частиц в пересыщенном паре), ниже которого
дробление невозможно, а выше обязательно происходит, т. е.

w(n, g − n) = 1, g 6 G; w(n, g − n) = 0, g > G. (3.75)

В этом случае весь спектр сосредоточен на отрезке 0 6 g 6 G, а вирту-

ально возникающие частицы с массами G < g 6 2G сразу же дробятся

на осколки n 6 G. Второй член в выражении (1.1) для оператора S ин-
тегрируется теперь до предела G, а оператор R имеет вид (Лушников,
Пискунов, 1984; Пискунов, 1985a)

R(C; g, t)=
1

2

G∫

0

G∫

G−m

θ(m+n, g)K(m,n)C(m)C(n) dmdn≡I(C; g, t),

(3.76)
отвечающий действию некоторого самосогласованного источника ча-
стиц I. Сравнительно просто получить аналитические результаты для
дискретного варианта кинетического уравнения дробления частиц на

мономеры: θ(g,n) = gδn,1. Tогда оператор I ≡ R в (3.76) имеет вид

I(C; g, t) = J(G)δg,1;

J(G) =

G∑

n=1

G∑

m=G+1−n

(m+ n)K(m,n)Cm Cn.
(3.77)

Для ядра Kc = 2 уравнение

g−1∑

n=1

csg−n c
s
n − 2csg

G∑

n=1

csn + δg,1J(G) = 0, (3.78)

определяющее стационарные спектры csg, удобно решать с помощью

производящей функции Fs(z) =

∞∑

g=1

zg csg. Поскольку спектр частиц

в данной постановке задачи заключен в интервале 1 6 g 6 G, то Fs(z)
определяет как реальные концентрации, так и фиктивные csg при g > G,

на поведение которых можно не обращать внимание. Ясно также, что

Ns =

G∑

g=1

csg 6= Fs(1). Решение уравнения (3.78) следующее (Лушников,

Пискунов, 1984; Пискунов, 1985a):

Fs(z) = Ns

(
1 −

√
1 − zJ

N 2
s

)
;

csg
∣∣
g≫1

≈ Ns exp (αg)

2
√
π g3/2

; α(G) = ln

[
J(G)

N 2
s (G)

]
.

(3.79)
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Из физических соображений ясно, что при увеличении G величина
α(G) должна убывать по крайней мере ∼ G−1, иначе стационарные

концентрации csg в (3.79) будут экспоненциально расти при g ∼ G→∞,

что противоречит конечности сохраняющейся массовой концентрации
M , задаваемой начальными условиями. Следовательно, стационарный
режим формируется таким образом, чтобы обеспечивалось равенство

J(G)

N 2
s (G)

≈ 1 +
ξ0
G

; α(G) ≈ ξ0
G
.

Подстановка спектров csg из (3.79) в (3.77) и замена суммирования ин-
тегрированием дает уравнение для определения константы ξ0, которое

решалось численно и привело к значению ξ0 = 0,854033. Кроме того,

в работах (Лушников, Пискунов, 1984; Пискунов, 1985a) определена

связь между величинами Ns(G), J(G) и M , которая приводит к следу-

ющему окончательному ответу:

cs(g) =
M

G2
Ψ(x); x =

g

G
; Ψ(x) = ξ0

exp [ξ0x]

x3/2
. (3.80)

Другие аналитические решения стационарного уравнения (3.71) с опе-
ратором R из (3.76) получены (Лушников, Пискунов, 1984; Пискунов,

1985a) для модельных ядер Kβ(g,n) = 2(gn)β . Оказывается, что при

β < 1/2 стационарные спектры имеют универсальный вид, подобный
автомодельным зависимостям:

cs(g) =
M

G2
Ψ(x); x =

g

G
;

1∫

0

xΨ(x) dx = 1. (3.81)

Однако при β > 1/2 универсальная форма спектров (3.81) теря-
ется, причем стационарные спектры не исчезают в асимптотическом
пределе G→ ∞, хотя по физическому смыслу условие G = ∞ должно

отключать процессы дробления и стационарный спектр обязан быть
нулевым, аналогично свободной коагуляции. Tочно так же не удалось
прийти к однозначным результатам для ядра K+ и дробления на моно-
меры. Для производящей функции Fs(z) получено дифференциальное
уравнение первого порядка, но найти окончательный ответ не удается.
Анализ поведения Fs(z) показывает, что в особой точке возникает
сложный характер ветвления. Данные задачи ждут своего решения.

Несмотря на эти проблемы, можно высказать гипотезу, что стаци-
онарные режимы в процессе коагуляции с вынужденным дроблением
формируются, по-видимому, практически всегда, поскольку увеличение
скорости коагуляции K(g,n) одновременно приводит и к увеличению
скорости дробления частиц в закритической области.
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3.8. Модели коагуляции
с выпадением частиц в осадок

В моделях коагуляции с плавным стоком (Лушников и др., 1984;
Пискунов, 1986в) предполагается, что в системе присутствуют две
фракции частиц: активная (коагулирующая) и пассивная (осадок).
Кроме того, существует необратимый переход из активной фракции
в пассивную, определяемый скоростью B(g), зависящей от размеров
частиц. Кинетическое уравнение для коагуляции со стоком имеет вид

∂tC
−(g, t) = S(C−; g, t) −B(g)C−(g, t);

∂tC
+(g, t) = B(g)C−(g, t),

(3.82)

где выделены концентрации активных частиц C−(g, t) и частиц в осад-
ке C+(g, t). Например, если частицы подвержены физико-химическим
процессам, приводящим к потере их способности к коагуляции (покры-
тие поверхности частиц внешними стабилизирующими оболочками), то
для описания динамики изменения спектров необходимо пользоваться
уравнениями (3.82). Можно представить себе и обратный случай, ко-
гда частицы переходят из пассивной фракции в активную, например,
полимеризация молекул в растворе (Leyvraz and Tschudi, 1980) или
процесс разрушения защитных оболочек эритроцитов (коагуляция кро-
ви). Tогда кинетическое уравнение имеет вид

∂tC
−(g, t) = S(C−; g, t) +B(g)C+(g, t);

∂tC
+(g, t) = −B(g)C+(g, t).

(3.83)

Решение (3.83) более тривиально, поскольку из второго уравне-
ния сразу находится закон изменения спектра пассивной фракции
C+(g, t) = C+(g, 0) exp [−B(g)t] и этот спектр служит «гаснущим»

источником для частиц активной фракции. В результате формирование
концентраций C−(g, t) подобно свободной коагуляции с результиру-

ющей массовой концентрацией, полученной из пассивной фракции,

поскольку dtM
− = −dtM

+.

Уравнения (3.82) служат наиболее простой моделью выпадения
частиц из ограниченного коагулирующего объема, когда процесс вы-
падения происходит без нарушения пространственной однородности.
Если обозначить за τ(g) время жизни частицы g в объеме, то скорость

выведения частиц из системы B(g) = 1/τ(g). Например, для гравита-

ционного выпадения частиц из облака B(g) ∼ u(g)/H , где u(g) — ско-

рость седиментации, H — характерные вертикальные размеры облака.
Наиболее наглядно применение уравнений (3.82) в задачах переноса
аэрозольных атмосферных загрязнений, когда коагулирующие частицы
находятся в подоблачном слое и происходит вымывание загрязнений
осадками (Simons, 1981). Решения кинетических уравнений (3.82)
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получены в работах (Simons, 1981; Пискунов, 1986в) для модельных
коэффициентов коагуляции (3.22) и стока, не зависящего от размеров
частиц: B(g) = µ = const. В последней работе проанализированы зако-

номерности «вымирания» спектров частиц в активной фракции и полу-
чены результирующие спектры осадка. Интересно, что для достаточно

интенсивного стока с µ > L−
2 (0) критические явления при коагуляции

с ядром K∗ исчезают.
Другой моделью выпадения частиц в осадок является коагуляция

с резким стоком (Лушников, Пискунов, 1982, 1983), в которой вводит-
ся некоторый критический размер G и считается, что частицы с массой
g > G теряют способность к коагуляции. При этом фактически исполь-
зуется следующая грубая аппроксимация скорости удаления частиц:

B(g) = 0 при g < G; B(g) = ∞ при g > G. На практике значение G
можно определить, сравнивая времена выпадения частиц из облака
τ(g) с характерными временами коагуляции частиц массой g. В этой
модели частицы активной фракции сосредоточены в интервале масс
0 6 g 6 G, их концентрация C−(g, t) с течением времени убывает,

а частицы с массами G 6 g 6 2G собираются в осадок. Уравнения

для изменения спектров можно получить из (3.1), полагая формально

K(g,n) = 0 при g,n > G:

∂tC
−(g, t) =

1

2

g∫

0

K(g − s, s)C−(g − s, t)C−(s, t) ds−

− C−(g, t)

G∫

0

K(g, s)C−(s, t) ds; (3.84)

∂tC
+(g, t) =

1

2

G∫

g−G

K(g − s, s)C−(g − s, t)C−(s, t) ds. (3.85)

Уравнение (3.84) для спектра активной фракции должно решаться
отдельно, а поведение спектра осадка получается затем интегрирова-
нием (3.85). К сожалению, из-за интегрирования в конечных пределах
применение преобразования Лапласа к решению (3.84) приводит к гро-
моздким выкладкам, по той же причине нецелесообразно использовать
аппарат производящих функций для решения дискретного аналога
(3.84). В этом случае наиболее пригоден так называемый V − τ -метод
(Lushnikov, 1973), в котором вводится новая независимая переменная
τ и безразмерные концентрации V (g, τ):

τ =

t∫

0

C1(s) ds; V1(τ) = 1; Vg(τ) =
Cg(τ)

C1(τ)
. (3.86)
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В работах (Лушников, Пискунов, 1982, 1983) для модельных ядер
(3.22) с помощью V − τ -метода проанализированы закономерности
перехода спектров из активной фракции в пассивную и получены
результирующие спектры осадка. Например, для ядра Kc = 2 и моно-
дисперсных начальных условий получено следующее решение:

C−
g (τ) = τg−1 exp

[
− 2I(τ)

]
;

C+
g (τ) = (2G+1−g)

τ∫

0

ηg−2 exp
[
− 2I(η)] dη; I(τ)≡

τ∫

0

(1−ηG)

(1−η) dη.

(3.87)

При τ < 1 спектр активной фракции еще не чувствует границы G
и определяется формулой (3.24), а масса осадка мала, как τG. Выпа-
дение частиц в осадок происходит вблизи точки τ = 1, что отвечает
времени t ∼ G. Окончательный спектр осадка имеет вид

C+
g (∞) =

R(u)

G2
; u =

(g −G)

G
;

R(u)=(1 − u)

∞∫

−∞

exp
[
(1+u) s−2Q(s)−2C

]
ds; Q(s)=

s∫

0

eη−1

η
dη,

(3.88)
где C — постоянная Эйлера. В модели K+ выпадение частиц в осадок
происходит вблизи точки τ = 0,5, что отвечает времени t ∼ lnG. Окон-

чательный спектр осадка имеет аналогичный (3.88) вид со следующей
функцией R(u):

R(u) =
exp [ξ0(1 + u)] (1 − u)

π
√
u (1 + u)2

; ξ0 = 0,854033. (3.89)

В модели K∗ интенсивное выпадение в осадок начинается в момент
времени t ≈ tc = 0,5, а поведение активной фракции спектра при

t > tc аналогично (3.59), т. е. отвечает отделению пассивной ано-
мальной частицы. Окончательный спектр осадка полностью совпадает
с (3.89).

Дальнейшим обобщением моделей выпадения осадков в коагулиру-
ющих системах и приближением к реальным процессам формирования
спектров частиц в атмосфере является дополнительное введение источ-
ников в кинетические уравнения (3.82), (3.84). Добавление постоянно
действующих источников кардинально меняет ситуацию, поскольку
в активной части спектра возможно установление стационарных режи-
мов, играющих важную роль для объяснения реальных спектров атмо-
сферных аэрозолей (Сергеев, 1977; Смирнов, Сергеев, 1980; Волощук,
1983, 1984). Разнообразные аналитические решения для модельных
ядер (3.22) получены для этого случая в работах (Лушников и др.,
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1984; Пискунов, 1986б, 1986в). В асимптотической стадии процесса
для систем с источником и стоком в активной части спектра устанав-
ливаются стационарные режимы, а спектр осадка линейно растет со
временем. По сравнению с полученными ранее степенными спектрами
(3.68) в системах с плавным стоком наблюдается сильное (экспонен-
циальное) падение концентраций в области крупных размеров частиц,
что характерно для так называемых гигантских частиц в спектрах
атмосферных аэрозолей (см. рис. 1.1). В системах с резким стоком
степенные спектры (3.68) приобретают универсальную поправку, зави-
сящую от отношения g/G. Для броуновской коагуляции с ядром (3.15)
и различных типов стоков численно найдены универсальные зависи-
мости для стационарных спектров (Пискунов, 1986в, 1987), которые
могут быть проверены, например, на экспериментах в аэрозольной
камере с фотохимическим источником частиц.

Коагуляция может играть важную роль не только в самом аэро-
зольном облаке, которое обычно хорошо перемешивается за счет вос-
ходящих течений и турбулентности, но и в подоблачном слое, когда
крупные капли выпали из облака и движутся затем под действием
силы тяжести. Деформация спектра происходит за счет столкновения
капель, движущихся с различными скоростями седиментации u(g) (ко-
агуляция осадков). Если пренебречь испарением и дроблением капель,
то в стационарном режиме изменение спектров капель по координате
z описывается уравнением (3.6), в котором роль концентраций играют
потоки j(g, z) = u(g)C(g, z) (координата z отсчитывается от нижней

кромки облака). При движении капель в стоксовом режиме модифи-
цированные коэффициенты гравитационной коагуляции K̃ в уравнении
(3.6) имеют вид

K̃(g,n) = 2(gn)−2/3(g1/3 + n1/3)2
∣∣g2/3 − n2/3

∣∣; λ = 0. (3.90)

Поскольку условия (3.43) не выполняются, то для этого однородного
ядра при любых начальных условиях (кроме монодисперсных) форми-
руется обычный (несингулярный) автомодельный режим (3.38), (3.41).
На больших расстояниях z от основания облака величины j(g, z) ведут

себя подобным образом: j(g, z) ≈ z−2Ψ(g/z). Универсальная функция

Ψ численно найдена в работе (Лушников, Пискунов, 1976а), где также
проверен выход решений на автомодельный режим. Соображения по-
добия позволяют сделать вывод (Пискунов, 1987), что при вымывании
загрязняющих веществ в подоблачном слое осадками средняя концен-
трация примесей q в осадках убывает с ростом их интенсивности:

q ∼ J−1/3, где J =

∞∫

0

gj(g, 0) dg = const .

В заключение приведем формулировку кинетического уравнения
коагуляции с учетом конденсации, движения частиц, их дробления,
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а также наличия источников и стоков. Для этого в правую часть
(3.4), (3.5) добавим вклады, описываемые оператором R и функциями

источника I(g, t) и стока B(g)C(g, t):

∂tC
(
g,x, t

)
+ ∂g[vgC(g, t)] + div [uC(g,x, t)] =

= S(C; g,x, t) +R(C; g, t) + I(g, t) −B(g)C(g, t). (3.91)

Явный вид входящих в (3.91) слагаемых и разнообразные варианты
поведения спектров частиц обсуждались нами выше. В ряде случаев
возможно установление стационарных режимов, в которых коагуляция
и поступление частиц от источника уравновешиваются дроблением
и стоками частиц. Решение уравнения (3.91) и его стационарного ана-
лога, по-видимому, можно осуществить только численными методами.

3.9. Коагуляция частиц в разреженной среде

Во многих задачах астрофизики и физики верхних слоев атмо-
сферы Земли приходится иметь дело с астрозольными облаками, на
эволюцию которых существенное влияние оказывают процессы упру-
гих и неупругих столкновений частиц между собой. Сами по себе
астрозоли являются довольно своеобразным объектом, поскольку «газ»
частиц обладает одновременно как свойствами газодинамической сре-
ды, имеющей в равновесном случае некоторое поле температур и ско-
ростей направленного движения, так и свойствами многокомпонентной
дисперсной фазы, состав которой меняется за счет неупругих столкно-
вений и коагуляции. Полное описание процессов упругих и неупругих
столкновений достигается лишь при введении полной функции распре-
деления частиц по размерам и скоростям C(g,v,x, t), определяющей

число частиц, состоящих из g мономеров, в единице объема в точке x
в момент времени t, имеющих хаотическую скорость v.

Будем считать, что частота упругих столкновений гораздо больше,
чем неупругих, следовательно, распределение частиц по v является
максвелловским с некоторой температурой T (x, t):

C(g,v,x, t) = C(g,x, t)

(
gω

2πkT

)3/2

exp

(
− gωv2

2kT

)
, (3.92)

где ω — масса мономера. Кроме того, обозначим через u(x, t) скорость
направленного движения частиц, которую будем считать одинаковой
для всех частиц, аналогично движению смеси газов. Согласно (3.5)

эволюция спектра определяется уравнением ∂tC + div (uC) = S(C).
В задачах с газодинамическим движением облака астрозолей бо-
лее удобно оперировать безразмерными удельными концентрациями

W = ωC/M (M — массовая концентрация частиц), изменение которых
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подчиняется уравнению

DtW ≡ ∂tW + u∇W = MS(W )/ω, (3.93)

где Dt означает субстанциональную производную. Конкретный вид
ядра K в операторе S определяется механизмом столкновений частиц.
В данном случае это броуновская коагуляция в свободномолекулярном
режиме с ядром (3.16), умноженным на вероятность слияния частиц
при соударениях α. Доля неупругих столкновений α должна быть
много меньше единицы, чтобы успевало устанавливаться максвеллов-
ское распределение (3.92). При решении (3.93) удобно использовать
лагранжевы переменные, в которых частная производная по времени
эквивалентна субстанциональной. Для одномерных движений в каче-
стве лагранжевой координаты обычно используется массовая координа-
та m, отсчитываемая от свободной границы. Концентрации W (g,m, t)
подчиняются более простому, чем (3.93), уравнению (3.1) с ядром K,
зависящим от m и t (Анисимов, Пискунов, 1990):

K(g,n,m, t)=
α

ωV (m, t)

[
6kr0T (m, t)

ρp

]1/2(
g−1+n−1

)1/2(
g1/3+n1/3

)2
,

(3.94)
где V = M−1 — удельный объем.

Процесс коагуляции влияет на динамику изменения внутренней
энергии в каждой лагранжевой точке, поскольку избыток энергии при
неупругих столкновениях превращается в тепло и, в конечном счете,
отводится из системы, например, за счет излучения. Tем самым урав-
нения движения «газа» частиц должны учитывать отток энергии из
системы, обусловленный коагуляцией. Как показано в работе (Аниси-
мов, Пискунов, 1990), это приводит к следующему уравнению баланса:

3∂t lnT + 2∂t lnV = ∂t lnN , (3.95)

где N — удельная счетная концентрация частиц, изменение которой
определяется кинетикой процесса коагуляции. Учитывая, что давление
p = NkT/V , получаем следующие уравнения движения для «газа»
частиц:

∂tV = ∂mu; ∂tu = −∂mp; 3∂t ln p+ 5∂t lnV = 4∂t lnN. (3.96)

Кинетическое уравнение коагуляции удобно решать для безразмерного
времени τ :

τ(m, t) = b

t∫

0

ds

[
N(m, s)

N(m, 0)

]1/6[
V (m, 0)

V (m, s)

]4/3

,

b =
α

ωV (m, 0)

[
6kr0T (m, 0)

ρp

]1/2

,

(3.97)
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поскольку оно принимает универсальный для всех m, t вид

∂tW (g, t) =
1

2

g∫

0

Kb(g − s, s)W (g − s, t)W (s, t) ds−

−W (g, t)

∞∫

0

Kb(g, s)W (s, t) ds (3.98)

с безразмерным ядром Kb, определяемым по формуле (3.16), и услови-

ем нормировки

∞∫

0

gW (g) dg = 1. Значение N находится интегрированием

решения W (g) по g. Tаким образом, полная система уравнений, опре-
деляющих движение в одномерном разлетающемся облаке астрозолей
и изменение в нем спектра частиц, сформулирована. Отметим, что для
одинаковых по объему облака начальных спектров уравнение (3.98)
достаточно решить один раз, используя затем результаты для перехода
к произвольным m и t по (3.97) и для решения уравнений движения
(3.96) с соответствующими начальными условиями.

В работе (Лушников, Tокарь, 1978) сформулированная выше за-
дача решена для пространственно однородного покоящегося облака
астрозолей. Основной интерес в этом случае представляет динамика
охлаждения облака и эволюция спектров частиц со временем. Прежде

всего отметим, что для покоящегося «газа» частиц 3dt lnT = dt lnN ,

следовательно, (T/T0) = (N/N0)
1/3 и переменная τ в (3.97) имеет

следующий простой вид:

τ(t) =
Mα

ω

[
6kr0
ρp

]1/2
t∫

0

T 1/2(s) ds; dtτ ∼ T 1/2(τ). (3.99)

Асимптотическое поведение решений кинетического уравнения
(3.98) для броуновской коагуляции в свободномолекулярном режиме
хорошо известно (Lai et al., 1972) и описывается несингулярными
автомодельными распределениями (3.38), (3.41), причем для ядра

(3.16) N(τ) ∼ τ−1/(1−λ) ∼ τ−6/5, следовательно, T ∼ τ−2/5. Tогда из

второго соотношения в (3.99) получим, что τ ∼ t5/6, т. е. N(t) ∼ t−1,

T ∼ t−1/3. Tем самым темп остывания облака за счет потерь энергии
на неупругие столкновения и дальнейшее высвечивание, а также закон
изменения числа частиц в облаке найдены.

Спектр частиц в асимптотической стадии описывается выраже-
нием (3.41), где универсальная функция f(x) рассчитана в работе
(Lai et al., 1972).

Переходя к динамическим задачам разлета облака (Анисимов,
Пискунов, 1990), отметим одно важное обстоятельство, вытекающее
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из (3.97), (3.98): если в процессе разлета удельный объем увеличива-
ется при больших t быстрее, чем t3/4, то интеграл в (3.97) заведомо
сходится, следовательно, моменту времени t = ∞ отвечает конечное
значение переменной τ = τas. Tаким образом, уравнение (3.98) должно
рассматриваться на конечном промежутке 0 6 τ 6 τas, т. е. из-за быст-

рого разлета спектр частиц стабилизируется (происходит «закалка»
спектра). Tемпературная часть спектра (3.92) продолжает изменяться
из-за охлаждения облака, однако процесс слияний замораживается
и N −→

t→∞
N(τas). Для покоящегося облака астрозолей такой эффект не

наблюдается, поскольку N(t) ∼ t−1.

В работе (Анисимов, Пискунов, 1990) получено автомодельное
решение сформулированных выше уравнений для разлета плоского
слоя, который в начальный момент покоился и был однородным по
глубине. Показано, что в глубь слоя бежит затухающая волна раз-
грузки, внутри которой разрежение происходит настолько быстро, что
наступает «закалка» спектра частиц. Проверено, что за счет оттока
энергии, обусловленного коагуляцией, слой разлетается медленнее, чем
в адиабатическом случае. Полученное автомодельное решение может
использоваться и для сферического или цилиндрического облака, если
интересоваться разлетом периферийных областей.



Гл а в а 4

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ

ФОРМИРОВАНИЯ ЧАСТИЦ

НА ОСНОВЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПОДХОДА

Младенец кашку составляет
Из манных зерен голубых.
Зерно, как кубик, вылетает
Из легких пальчиков двойных.
Зерно к зерну — горшок наполнен,
И вот, качаясь, он висит,
Как колокол на колокольне,
Квадратной силой знаменит.

H. Заболоцкий. Незрелость

Применение блока расчета кинетики коагуляции в составе трехмер-
ных численных комплексов, описывающих формирование и перенос ат-
мосферных загрязнений (Марчук и др., 1990), требует максимального
снижения трудоемкости расчетов. При численном решении кинетиче-
ского уравнения (3.1) обычно используется разностная аппроксимация
на некоторой постоянной во времени сетке по массам частиц g, позво-
ляющая находить концентрации частиц (спектр) C в интервалах сетки
(Twomey, 1966; Berry and Reinhardt, 1974; Волощук, Седунов, 1985;
Piskunov et al., 1997). Число интервалов сетки J должно быть доста-
точно большим, чтобы передать все детали поведения спектра и его
интегральных характеристик. В нашей практике расчетов требуемые
значения J ≈ 70–100 (Пискунов и др., 1996; Piskunov et al., 1997).

Но во многих прикладных задачах физики дисперсных систем до-
статочно знать интегральные характеристики спектра частиц C без
детальной информации о самой функции распределения C(g, t) по мас-
сам g. Подход, в котором поведение дисперсной системы моделируется
с использованием интегральных величин, должен дать значительный
выигрыш в скорости расчетов. При этом, наиболее трудоемким для
моделирования является процесс коагуляции.

В работах (McGraw, 1997; Barrett and Webb, 1998; Пискунов,
Голубев, 1999; Piskunov and Golubev, 2002; Piskunov et al., 2002)
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предложены новые методы численного моделирования кинетики коагу-
ляции, основанные на применении интегральной формы кинетического
уравнения и пригодные для описания средних по спектру величин.
В этих работах используется та или иная аппроксимация возникаю-
щих интегралов путем суммирования с некоторыми весами значений
спектра в узлах плавающей сетки. Tак, например, в работе (McGraw,
1997) вводятся квадратурные формулы Гаусса для вычисления момен-
тов функции распределения, в работе (Barrett and Webb, 1998) при вы-
числении координат узлов производится переход к безразмерной сетке
и на ней используются стандартные квадратурные формулы. В работах
(Пискунов, Голубев, 1999; Piskunov and Golubev, 2002; Piskunov et
al., 2002) нами используется аппроксимация спектров обобщенными
δ-функциями с «плавающими» значениями масс частиц и дальнейшая
свертка с линейно независимыми гладкими функциями (в дальнейшем
мы будем применять для этого подхода обозначение «GA-метод»). Как
показано ниже, подходы работ (McGraw, 1997; Пискунов, Голубев,
1999) близки по математической формулировке, но существенно от-
личаются в численной реализации, а также различны по наглядности
и способу обоснования метода.

В (Пискунов, Голубев, 1999; Piskunov and Golubev, 2002; Piskunov
et al., 2002) нами показано, что GA-метод не только правильно воспро-
изводит аналитические результаты, полученные ранее для целого ряда
модельных коэффициентов коагуляции, но и обнаруживает высокую
эффективность при проведении расчетов с реальными коэффициентами
коагуляции, используя небольшое число точек в разбиении спектра
по массам частиц. Сравнение с асимптотическими закономерностя-
ми поведения интегральных величин, вытекающими из соображений
автомодельности, подтверждает высокую точность метода вплоть до
необычно больших значений безразмерного времени процесса. В на-
стоящее время он рассматривается наряду с другими интегральными
подходами в качестве перспективного способа моделирования кинетики
формирования частиц совместно с процессами диффузии и переноса
(Fox, 2006; Upadhyay and Ezekoye, 2006).

4.1. Формулировка подхода

Кинетическое уравнение можно записать в эквивалентной (3.1), но
интегральной по массам частиц g форме (Волощук, 1984). Для этого
умножим (3.1) на произвольную функцию ϕ(g) и проинтегрируем по g:

dt(C,ϕ)=
1

2

∞∫

0

∞∫

0

[
ϕ(g+s)−ϕ(g)−ϕ(s)

]
K(g, s)C(g, t)C(s, t) dg ds.

(4.1)
Здесь (C,ϕ) — скалярное произведение (свертка), а все интегралы
предполагаются сходящимися. В том случае, когда функции ϕ являют-
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ся степенями g, уравнение (4.1) превращается в бесконечную цепочку
уравнений (3.2) для моментов Lα(t) функции C(g, t) (см. разд. 3.1).

Зная все целочисленные моменты, можно восстановить спектр C(g, t)
(проблема Стилтьеса). К сожалению, для произвольных ядер K(g, s)
цепочка уравнений (3.2) не является замкнутой. В работе (Логинов,
Лапига, 1978) предложен эмпирический способ аппроксимации инте-
гралов в правых частях (3.2) через целочисленные моменты, который
формально делает эту систему уравнений замкнутой. Однако с течени-
ем времени число уравнений, которое необходимо учитывать в (3.2),
и трудоемкость расчетов катастрофически растут, что ограничивает
практическое применение метода (Логинов, Лапига, 1978).

Мы уже отмечали, что многие моменты функции распределе-
ния частиц по размерам C(g, t) имеют непосредственный физический
смысл. Tак, например, N(t) = L0(t) и M(t) = L1(t) — интегральные

по спектру счетная и массовая концентрации частиц соответствен-
но, а g(t) = M(t)/N(t) — средняя масса частиц в спектре. Из (3.2)

видно, что в свободных, пространственно однородных коагулирующих
системах массовая концентрация сохраняется: M(t) = const (следствие
сохранения массы при каждом слиянии), а счетная — убывает в соот-
ветствии с уравнением

dtN(t) = −1

2

∞∫

0

∞∫

0

K(g, s)C(g, t)C(s, t) dg ds. (4.2)

Информация о поведении N(t) уже дает достаточно важные характе-
ристики дисперсной системы. Однако уравнение (4.2) является замкну-
тым только для модельных ядер (3.22) с линейной зависимостью от
аргументов. Пользуясь (4.2), легко получить явный вид N(t) для этих
ядер (см. разд. 3.3).

Попытаемся искать приближенное решение уравнения (4.2), исходя
из предположения, что основной вклад в убыль счетной концентрации
дают столкновения частиц со средней массой g(t):

dtN(t) = −1

2
K

[
g(t), g(t)

]
N 2(t), g(t) =

M

N(t)
. (4.3)

Формально (4.3) можно получить, записывая спектр в виде

C(g, t) = C(t)δ[g − g(t)] и подставляя это выражение в уравнения (3.2)

для нулевого и первого моментов N(t) и M . Поразительно, но для всех
модельных ядер (3.22) уравнение (4.3) дает решение N(t), совпада-
ющее с точным аналитическим ответом! К сожалению, для ядер,
равных нулю на диагонали K(g, g) = 0, уравнение (4.3) явно непри-
годно, так как из него следует, что N = const. Поскольку практически
важные ядра гравитационной и турбулентной коагуляции (Saffman and
Turner, 1956; Волощук, Седунов, 1975) содержат вклады, равные нулю
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для одинаковых частиц, то аппроксимация интегральных величин
в этом случае должна использовать несколько характерных размеров
в спектре.

Обобщим намеченную выше процедуру получения замкнутых при-
ближенных уравнений для интегральных характеристик спектра ча-
стиц (Пискунов, Голубев, 1999). Приближенное решение будем искать
в виде набора δ-функций с зависящими от времени весами Ci(t)
и «плавающими» узловыми точками gi(t):

C(g, t) =

I∑

i=1

Ci(t) δ[g − gi(t)], (4.4)

а для нахождения функций Ci(t), gi(t) используем уравнения (4.1)
с линейно независимыми функциями ϕm (m = 1, 2, ... , 2I)

dt

{ I∑

i=1

Ci(t)ϕm[gi(t)]

}
=

1

2

I∑

i,j=1

Ci(t)Cj(t)K[gi(t), gj(t)]×

×
{
ϕm[gi(t) + gj(t)] − ϕm[gi(t)] − ϕm[gj(t)]

}
. (4.5)

Стартовые значения для величин Ci, gi задаются, исходя из ха-
рактеристик начальных спектров. Правильное аналитическое выраже-
ние для N(t) с ядрами (3.22) получается из (4.5) при произвольном
значении I > 1. Разложение (4.4) и набор уравнений (4.5) являются
базовыми для предлагаемого метода.

В обычном понимании аппроксимация непрерывного спектра в виде
суммы δ-функций (4.4) является непривычной. Однако в обобщенном
смысле это вполне приемлемое приближение, позволяющее правильно
описывать поведение любых заранее выбранных интегральных вели-
чин (сверток). Выбор базисных функций ϕm может определяться ли-
бо типичными комбинациями, входящими в ядра, либо измеряемыми
в экспериментах интегральными величинами, которые требуется вос-
произвести в расчетах, либо конкретными функциональными зависимо-
стями, используемыми затем для восстановления спектров. Поскольку
величины N(t) и M являются основными характеристиками любой
дисперсной системы, то уравнения для них с базисными функциями
ϕ(g) = 1 и ϕ(g) = g обязательно должны входить в систему (4.5).

Этот подход в дальнейшем был развит в работах (Пискунов,
Голубев, Исмаилова, 2000a; Пискунов, Голубев, Исмаилова, 2000б;
Piskunov and Golubev, 2002; Piskunov et al., 2002) и получил название
метода обобщенной аппроксимации (GA-метода). Конкретная реализа-

ция этого метода выполнена для базисных функций φn(g) = gαn. Легко
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получить следующую связь между узловыми значениями Ci(t), gi(t) из
(4.4) и интегральными величинами Lαn(t):

I∑

i=1

Ci(t) g
αn
i =Lαn(t) (n = 0, 1, ... , 2I − 1), Lµ(t)=

∞∫

0

gµC(g, t) dg.

(4.6)
Для моментов Lαn(t) из (4.5) получим:

dLαn(t)

dt
=

1

2

I∑

i,j=1

Ci(t)Cj(t)K[gi(t), gj(t)]×

×
{

[gi(t) + gj(t)]
αn − gαn

i (t) − gαn
j (t)

}
. (4.7)

Уравнения (4.6), (4.7) используются для практической численной ре-
ализации GA-метода. При любом числе узлов сетки I эти уравне-
ния образуют замкнутую систему для вычисления Lαn(t), Ci(t), gi(t)

(n = 0, 1, ... , 2I − 1, i = 1, 2, ... , I). В качестве дополнительных условий
используются значения моментов Lαn(t) в начальный момент времени.

Алгоритм решения уравнений (4.7) разработан А.И. Голубевым,
детали численной реализации подхода описаны в (Пискунов, Голубев,
Исмаилова, 2000a; Piskunov and Golubev, 2002).

4.2. Проверка асимптотического поведения
интегральных величин для наиболее

важных ядер коагуляции

Для иллюстрации работоспособности GA-метода численно моде-
лировалась кинетика коагуляции для следующих ядер, записанных
в безразмерном виде

Kb(g,n) = (g−1/3 + n−1/3)(g1/3 + n1/3); K+(g,n) = (g2/3 + n2/3);

Kg(g,n) = (g1/3 + n1/3)2
∣∣ g1/6 − n1/6

∣∣.
Отметим, что перечисленные ядра являются однородными, т. е. обла-
дают свойством

K(rg, rn) = rλ K(g,n). (4.8)

Как мы видели в гл. 3, показатель однородности λ является важной
характеристикой, во многом определяющей поведение процесса коагу-
ляции при t → ∞. Напомним также, что в асимптотическом пределе
t → ∞ для однородных ядер спектры частиц C(g, t) должны иметь
автомодельный вид, инвариантный относительно масштабных преобра-
зований (3.35):

C(g, t) = g−2
a (t)Ψ(x), x = g/ga(t), ga(t) ∼ t1/(1−λ), λ < 1, (4.9)

где ga(t) — масштаб подобия, определяющий растяжение по оси g.
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Для практически важного ядра броуновской коагуляции в непре-
рывном режиме Kb параметр λ = 0. Функция Ψ найдена в (Friedlander
and Wang, 1966), при этом имеет место асимптотика N(t) ≈ 0,4674/t.

Ядро K+ используется при описании процесса миграции и слия-
ния частиц на нагретой подложке (см. разд. 3.2). Для него параметр
λ = 2/3. Асимптотическое поведение коагулирующей системы с ядром
K+ исследовано в (Лушников, Пискунов, 1978), где показано, что
автомодельная функция Ψ из (4.9) сингулярна в нуле:

Ψ(x) = ϕ(x)/xγ , ϕ(0) 6= 0, 1 < γ < 2, (4.10)

причем для ядра K+ степень сингулярности γ = 1,216. Важно, что для
этого типа ядер поведение масштаба подобия ga(t) не совпадает с по-

ведением среднего размера частиц g(t) = M/N(t), в результате чего
формируются сильно полидисперсные спектры. Это является прямым
следствием сингулярного поведения Ψ(x), описываемого зависимостью
(4.10). В (Лушников, Пискунов, 1978) исследовано асимптотическое
поведение спектра C(g, t) и некоторых интегральных величин для ядра

K+ : N(t) ∼ t−a, L2/3(t) ≈ a/t, где a = (2 − γ)/(1 − λ) = 2,351.

Ядро Kg моделирует гравитационную коагуляцию крупных капель

(см. разд. 3.2), для которой λ = 5/6. В этом случае запрещена коа-
гуляция одинаковых частиц, однако, для немонодисперсных началь-

ных спектров коагуляция протекает весьма интенсивно: Lα(t) ∼ t−b,

b = (1 − α)/(1 − λ) = 6(1 − α). В частности, N(t) ∼ t−6.

Поскольку при больших значениях времени для ядер K+ и Kg

формируются сильно полидисперсные спектры, то реальное асимптоти-
ческое поведение N(t) не согласуется с предварительной оценкой (4.3).
Tем самым, расчеты для ядер K+, Kg важны для определения значений
I в формуле (4.4), обеспечивающих приемлемую точность для самых
разнообразных режимов коагуляции.

Расчеты показали, что метод быстро сходится при использова-

нии базисных функций ϕm(g) = g(m−1)/6, m = 1, ... , 2I. Совпадение

(с точностью 0,5% для Kb, K+ и 5% для Kg) интегральных величин

N(t), L1/3(t), L2/3(t) с различными I достигается для всех пере-

численных ядер при I > 8. В табл. 4.1 проиллюстрировано поведение

численной концентрации N(t) и координаты последней узловой точки
gmax(t) = g8(t) со временем. Начальный спектр брался логнормальным:
с медианным параметром gmed = 0,6065 и значениями N(0) = M = 1.

Быстрый рост g8(t) со временем для ядер K+, Kg отражает сильную
полидисперсность формирующихся спектров. В расчетах точки g1, g2,
g3, g4 обеспечивают основной вклад в численную концентрацию, а g5,
g6, g7, g8 — в массовую.

Результаты расчетов проиллюстрированы также на рис. 4.1, где
показано поведение среднего размера g(t) со временем для перечислен-
ных выше ядер коагуляции.
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Tа б л иц а 4.1. Результаты расчетов при I = 8 для ϕm(g) = g(m−1)/6

Время Ядро Kb Ядро K+ Ядро Kg

t N(t) g8(t) N(t) g8(t) N(t) g8(t)

0 1 1,450+2 1 1,450E+2 1 1,450E+2

1 3,186E−1 1,295E+2 4,675E−1 1,358E+2 7,277E−1 1,900E+2

10 4,434E−2 1,997E+2 2,432E−2 2,455E+3 4,701E−2 2,114E+3

100 4,630E−3 1,856E+3 1,726E−4 1,239E+6 1,943E−6 4,452E+7

1000 4,656E−4 1,847E+4 8,090E−7 1,097E+9 3,353E−12 2,585E+13

10000 4,659E−5 1,846E+5 3,625E−9 1,061E+12 3,524E−18 2,460E+19

Приемлемые по физическому смыслу результаты получаются до
необычайно больших значений безразмерного времени процесса t =
= 104. Подчеркнем, что счетная концентрация N(t) при этом меняется:
для ядра Kb на четыре порядка; для ядра K+ на восемь порядков; для
ядра Kg на семнадцать порядков!

Иллюстрацией сильной полидисперсности спектра для коагуляции
с ядром K+ служит рис. 4.2, где показано поведение со временем
первой счетной точки g1(t), средней массы g(t) и последней точки g8(t)
в двойном логарифмическом масштабе.

Видно, что поведение расчетных величин выходит на степенные
зависимости, что обусловлено автомодельностью решения, заведомо

наступающей при временах t ∼ 102–104. При этом, первая точка очень
слабо растет со временем, g(t) меняется по закону ta с показателем

степени a = (2 − γ)/(1 − λ) = 2,351, а степень роста последней точки

превышает величину a. Эти результаты еще раз подтверждают выводы
работы (Лушников, Пискунов, 1978) о сильной полидисперсности спек-

Рис. 4.1. Поведение средней массы частиц g = M/N со временем



4.2. Проверка асимптотического поведения интегральных величин 117

Рис. 4.2. Поведение характерных масс частиц со временем для ядра K+

Рис. 4.3. Проверка работоспособности GA-метода при больших временах

тра и о сингулярном поведении (4.10) автомодельной функции Ψ(x)
для ядра K+. Аналогичные рисунки показывают, что для ядер Kb, Kg

реализуется иная картина, когда степени роста всех точек gi в пределах

каждого ядра совпадают. Это является следствием того, что для Kb

и Kg реализуются несингулярные автомодельные режимы (см. ниже).
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Результаты детальной проверки работоспособности и точности GA-
метода, а также эффективности его численной реализации при боль-
ших временах показаны на рис. 4.3, где для всех трех ядер Kb, K+

и Kg проверены закономерности асимптотического поведения счетной
концентрации N(t) ∼ t−a, вытекающие из гипотезы автомодельности
(4.9). Для этого путем «разностного дифференцирования» результатов
для близких моментов времени t и t + ∆t находилась производная

a = −d[ln N(t)]

d(ln t)
, определяющая показатели степенного роста N(t).

Видно, что требуемые асимптотические закономерности в расчетах
правильно воспроизводятся. Для ядер Kb и Kg происходит выход на
обычный (несингулярный) режим (3.38). Tак для ядра Kb за небольшие

времена t ∼ 1–10 устанавливается асимптотика N(t) ∼ t−1. Для ядра

Kg зависимости более резкие: N(t) ∼ t−6, L1/3(t) ∼ t−4, L2/3(t) ∼ t−2,

соответственно этому и гораздо больше времена выхода: t > 1000. Для
ядра K+ справедливы выводы работы (Лушников, Пискунов, 1978)
о формировании полидисперсного спектра и видно, что за времена
t ∼ 100–1000 действительно формируется сингулярный режим (4.9),
(4.10). Приведенные на рис. 4.3 результаты можно считать прямым
доказательством аналитических выкладок и численных результатов ра-
боты (Лушников, Пискунов, 1978). Основным же выводом по GA-мето-
ду можно считать подтверждение его работоспособности до рекордно
больших значений безразмерного времени процесса t = 104. Tаким
образом, GA-метод не только сокращает трудоемкость расчетов, но
и существенно повышает точность результатов при автономном расчете
длительных коагуляционных процессов.

4.3. Сравнение с сеточными методами

Основной целью расчeтов, результаты которых изложены в (Пис-
кунов, Голубев, Исмаилова, 2000б; Piskunov et al., 2002) и приводят-
ся ниже, является определение эффективности численного алгорит-
ма и оценка точности GA-метода при различных значениях I-числа
δ-функций в представлении (4.4). Поcкольку на данный момент наи-
более точными считаются сеточные методы с большим числом ин-
тервалов сетки J , то результаты, получаемые с помощью GA-метода,
в основном будут сравниваться с результатами работы (Piskunov et al.,
1997), в которой непосредственно решается кинетическое уравнение
для функции C(g, t) на фиксированной сетке. Кроме того, большое ко-
личество результатов по сеточным методам приведено в работе (Barrett
and Webb, 1998). В связи с этим, будет проведено сопоставление GA-
метода и с другими сеточными способами из (Barrett and Webb, 1998).
Сравнение будет проводиться по результатам вычисления интеграль-
ных динамических параметров коагулирующей системы Lp(t), значения
которых в сеточных методах находятся путем суммирования средних
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на интервале значений C с соответствующими весами, а в GA-методе
определяются из основной системы уравнений (4.7).

Во всех расчётах, если не оговорено противное, начальное распре-
деление частиц полагается логнормальным:

C(g, t)|t=0 ≡ C0(g) =
N0√
2π gσ

exp

{
− ln2(g/g0)

2σ2

}
(4.11)

со значениями параметров, равными: N0 =1, g0 =
√

3 /2, σ=
√

ln(4/3) .

Значения N0, g0, σ выбраны теми же, что и в работе (Barrett and
Webb, 1998), чтобы использовать для сравнения приведeнные в ней
результаты. Моменты распределения (4.11) имеют вид

Lαn =

∞∫

0

gαnC0(g) dg=N0 g
αn
0 exp

(
α2n2σ2

2

) (
n=0, 1, 2, ... , 2I−1

)
.

Здесь α — числовой параметр; в дальнейшем мы будем полагать его
для большинства расчeтов α = 1/6.

При численных расчeтах по методу работы (Piskunov et al., 1997)
уравнения, полученные в ней после дискретизации по переменной g,
решались методом Рунге–Кутта. По переменной g использовалась сет-
ка ω из работы (Piskunov et al., 1997), равномерная в логарифмической
шкале. Это означает, что координаты узлов сетки связаны соотноше-

нием ln(gi+1/gi) = h или gi+1 = gi eh, где h — некоторая заданная

величина, т. е. gi расставлены по геометрической прогрессии.
Начальный спектр частиц задавался в интервале 0 6 g 6 103; на-

чальная сетка содержала J0 узлов; при смещении спектра в область
больших g добавлялись новые узлы с постоянным в логарифмической
шкале шагом h. Количество вновь добавленных узлов соответствовало
увеличению на порядок размера области по переменной g. Сравнение
проводилось для разнообразных ядер коагуляции K, уже применяв-
шихся нами в разд. 4.2, а также для интересного в практическом
отношении ядра Kc, приводящего к критическим явлениям.

Броуновская коагуляция. Для безразмерного ядра броуновской
коагуляции

Kb(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)(
g−1/3 + n−1/3

)

сравнение будем проводить для моментов L0(t) и L2(t) (сравнение по

величине L1(t) = M бессмысленно, поскольку значение M сохраняется

со временем).
В табл. 4.2 в зависимости от безразмерного времени t приведены

значения моментов L0, L2, полученные по методу работы (Piskunov et
al., 1997) (AERFORM), по GA-методу с I = 7, и по результатам работы
(Barrett and Webb, 1998) (FEM). Для AERFORM-метода с целью
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Таб ли ц а 4.2. Результаты вычислений для AERFORM-, GA-, FEM-методов

t
AERFORM GA FEM

J0 = 30 J0 = 70 J0 = 140

L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,40 1,00 1,34 1,00 1,33 1,00 1,33

1 0,324 5,95 0,326 5,53 0,326 5,46 0,326 5,44 0,326 5,48

5 8,60−2 24,4 8,67−2 22,4 8,68−2 22,1 8,68−2 22,0 8,67−2 22,2

10 4,46−2 47,5 4,50−2 43,5 4,50−2 42,9 4,50−2 42,7 4,50−2 43,1

50 9,16−3 232,5 9, 24−3 212,5 9,26−3 209,5 9,26−3 208,6 9,23−3 212

100 4,59−3 464,5 4,63−3 423,9 4,64−3 417,8 4,64−3 415,8 4,63−3 423

иллюстрации сходимости приведены результаты с начальным числом
узлов J0 сетки ω по g, равным 30, 70, 140. Для FEM-метода из
работы (Barrett and Webb, 1998) взяты результаты, полученные на
сетке с числом узлов J0 = 70.

Различие при t = 0 в значениях L2 для AERFORM-метода обуслов-
лено погрешностью вычисления этого момента на сетке ω (Piskunov et
al., 1997). Отметим, что результаты для AERFORM-метода с J0 = 70
и J0 = 140 хорошо согласуются между собой не только по значени-
ям L0, но и по более чувствительному к выбору сетки ω моменту

L2; расхождение в нем не превышает 1,5%. Кроме того, эти ре-
зультаты хорошо согласуются с результатами по FEM-методу (Barrett
and Webb, 1998).

Различие результатов GA-метода от результатов AERFORM-метода
с J0 = 70 не превышает 0,2% для L0 и меньше 2% для момента L2.
Отметим, что для броуновского ядра коагуляции результаты для L0, L2

в GA-методе мало чувствительны к выбору параметров α и I. Tак, для
α = 1/3, I = 4 значения L0, L2 полностью совпадают c приведенными
в табл. 4.2.

Tаким образом, для броуновского ядра коагуляции GA-метод хоро-
шо согласуется с AERFORM-методом в широком временном интервале
уже при небольших I (I = 4–7).

Коагуляция с ядром K+. Проведем сравнение GA-метода с
AERFORM-методом для ядра коагуляции

K+(g,n) = g2/3 + n2/3,

которое моделирует процесс миграции и слияния частиц на нагретой
подложке. Результаты расчетов для AERFORM-метода с различным
числом узлов J0 приведены в табл. 4.3. Отметим, что для ядра K+

спектр частиц к моменту времени t = 100 гораздо более полидисперс-
ный, чем для ядра Kb. Граница gk интервала по g, на котором набирает-

ся полная масса коагулирующих частиц, для него равна gk = 2,72 · 106
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Т а б л и ца 4.3. Результаты вычислений
для AERFORM-метода

t
J0 = 70 J0 = 140

L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,34 1,00 1,33

1 4,42 − 1 5,27 4,43 − 1 5,18

5 7,04 − 2 7,45 + 1 7,05 − 2 7,23 + 1

10 2,07 − 2 3,85 + 2 2,07 − 2 3,71 + 2

50 6,93 − 4 3,22 + 4 6,87 − 4 3,07 + 4

100 1,44 − 4 2,45 + 5 1,42 − 4 2,33 + 5

в отличие от gk = 3,17 · 103 для ядра Kb. Отметим, что в расчeте

с J0 = 140 при t = 100 потребовалась сетка с числом узлов J ∼= 280.
Из приведeнных данных следует, что, как и для броуновского ядра

коагуляции, значения момента L0 слабо зависят от шага сетки по g.
Для значений L2 при t = 10 различие, в зависимости от J0, составляет
∼ 4%, а при t = 100 – примерно 5%.

GA-метод для этого ядра, как и для Kb, оказывается малочувстви-
тельным к выбору параметров α, I. В табл. 4.4 приведены результаты
расчетов для α = 1/3, 1/6 и при разных значениях I. В случае, когда
I < 1/2 + 1/α приведены только значения L0(t), поскольку для таких
I момент L2 не участвует в расчете. Представленные результаты иллю-
стрируют быструю сходимость метода относительно числа слагаемых I
в представлении спектра (3). Tак, для момента L0 и α = 1/3 уже при
I = 2 получаются результаты, имеющие хорошую точность.

Сравнение данных табл. 4.4 с данными табл. 4.3 при J0 = 140 пока-
зывает, что расхождение в значениях L0(t) в этих таблицах составляет
примерно 0,7% при t = 100. Расхождение в результатах для L2(t)
больше и для J0 = 140 составляет примерно 1% при t = 10 и 1,7% при
t = 100.

Т аб л иц а 4.4. Результаты вычислений для GA-метода

t
α = 1/3 α = 1/6

I = 2 I = 4 I = 8 I = 4 I = 8

L0 L0 L2 L0 L2 L0 L0 L2

0 1,00 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,00 1,33

1 4,43−1 4,43−1 5,16 4,43−1 5,16 4,43−1 4,43−1 5,16

5 7,05−2 7,05−2 7,16+1 7,05−2 7,16+1 7,05−2 7,05−2 7,16+1

10 2,07−2 2,07−2 3,67+2 2,07−2 3,67+2 2,07−2 2,07−2 3,67+2

50 6,83−4 6,84−4 3,02+4 6,84−4 3,02+4 6,85−4 6,85−4 3,02+4

100 1,39−4 1,41−4 2,29+5 1,41−4 2,29+5 1,41−4 1,41−4 2,29+4
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Tаким образом, для ядра коагуляции K+ GA-метод хорошо согла-
суется с AERFORM-методом в широком временном диапазоне уже при
небольших значениях I (I = 4–7).

Гравитационная коагуляция. Проведем теперь сравнение GA-
метода с AERFORM-методом для ядра коагуляции

Kg(g,n) =
(
g1/3 + n1/3

)2∣∣g1/6 − n1/6
∣∣,

которое моделирует гравитационную коагуляцию крупных капель. Рас-
четы для ядра Kg проведены до значений t = 100. Результаты расче-
тов для AERFORM-метода с различным числом узлов J0 приведены

в табл. 4.5. Спектр частиц быстро становится полидисперсным. Граница
gk интервала по g, на котором набирается полная масса коагулирую-
щих частиц, равна gk = 2,3 · 106 при t = 40 и gk = 5,4 · 108 при t = 100.

Та б ли ц а 4.5. Результаты вычислений для AERFORM-метода

t
J0 = 70 J0 = 140 J0 = 280

L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,34 1,00 1,33 1,00 1,33

1 0,810 2,06 0,811 2,04 0,811 2,03

5 0,273 1,65+1 0,275 1,54+1 0,275 1,51+1

10 6,10−2 1,35+2 6,18−2 1,17+2 6,28−2 1,11+2

50 7,18−5 2,20+5 7,47−5 1,54+5 — —

100 1,68−6 1,03+7 1,78−6 6,67+6 — —

Из представленных данных следует, что значения L0(t) в случае
гравитационной коагуляции так же, как и для других ядер, гораздо
слабее зависят от выбора сетки по переменной g, нежели значения
L2(t). Расхождение в L0(t) при J0 = 70 и J0 = 140 составляет ∼ 1,5%

при t = 10 и ∼ 6% при t = 100; для L2(t) имеем расхождение 15% при

t = 10 и ∼ 50 % при t = 100. В то же время для t 6 10 расхождение ре-
зультатов при J0 = 140 и J0 = 280 не превышает 1,6% для L0(t) и 5,5 %

для L2(t). Поэтому при сравнении с GA-методом будем использовать
результаты, полученные при J0 = 140, хотя их точность при t = 100,
по-видимому, невысока.

В табл. 4.6 приведены результаты расчeтов по GA-методу для α =
= 1/3 и разных значений I.

Как видно из представленных данных, при рассмотренных значе-
ниях I не удаeтся получить устойчивые результаты для L0(t), L2(t)
при t > 10. Более того, при α = 1/3, I = 12 не удаeтся продлить
расчeт до времени t > 20 из-за сильного уменьшения шага ∆t в методе
Рунге–Кутты при решении обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Отметим также, что для α = 1/3 и I = 8, 10 при t > 50 начинают
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Т а б ли ц а 4.6. Результаты вычислений для GA-метода; α = 1/3

t
I = 4 I = 6 I = 8 I = 10 I = 12

L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33

1 0,832 1,95 0,824 1,97 0,821 1,99 0,819 2,00 0,818 2,00

5 0,314 1,20+1 0,302 1,38+1 0,294 1,42+1 0,289 1,44+1 0,287 1,46+1

10 7,90−2 8,92+1 7,04−2 9,61+1 6,84−2 1,02+2 6,68−2 1,05+2 6,58−2 1,06+2

50 1,34−4 3,43+4 9,28−5 1,03+5 8,81−5 1,19+5 8,48−5 1,23+5 — —

100 3,22−6 9,63+5 2,31−6 4,16+6 2,15−6 4,95+6 2,06−6 5,19+6 — —

существенно проявляться погрешности вычислений, приводя к по-
грешности в значении полной массы коагулирующих частиц ∼ 0,01%
при t = 100.

Расчеты для значения параметра α = 1/6 показывают, что этот на-
бор базисных функций обеспечивает более устойчивую сходимость ре-
зультатов с увеличением I, причем значение I = 8 дает вполне прием-

лемое совпадение результатов для счетной концентрации N(t) = L0(t).
На рис. 4.4 для ядра Kg и начальных условий из работы (Пискунов,
Голубев, 1999) показано поведение со временем величины δ(I, t) =
= N(I, t)/N(8, t), которая характеризует сходимость результатов с при-

ближением I к значению I = 8 (тем самым, значения I = 8 и N(8, t)
приняты за номинальные).

При I = 7–8 можно констатировать хорошую точность результатов
вплоть до безразмерного времени t = 104, однако, при t = 10–300

отмечается непонятный всплеск погрешности до ∼ 10%.
Результаты расчетов для α = 1/6 и начальных условий (4.11) при-

ведены в табл. 4.7.

Рис. 4.4. Иллюстрация сходимости GA-метода с увеличением I для ядра Kg
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T аб л иц а 4.7. Результаты вычислений
для GA-метода; α = 1/6

t
I = 4 I = 8 I = 10

L0 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,00 1,33 1,00 1,33

1 0,829 0,821 1,99 0,820 1,99

5 0,318 0,293 1,42+1 0,290 1,44+1

10 8,50−2 6,79−2 1,02+2 6,65−2 1,04+2

50 1,71−3 8,85−5 1,15+5 8,50−5 1,19+5

100 1,96−5 2,15−6 4,46+6 2,08−6 4,93+6

Из этих расчетов также следует, что результаты для значения I = 8
можно принять за номинальные.

Сопоставление результатов таблиц 4.5, 4.6, 4.7 показывает, что все
результаты хорошо согласуются при t 6 10. Tак для значений α = 1/3
и α = 1/6 различие в L0(t) не превышает 2%, а отличие в L2(t), как ни
странно, даже существенно меньше (см. таблицы 4.6, 4.7). Сопоставле-
ние данных из табл. 4.5 при J0 = 140 и из табл. 4.7 при I = 8 показыва-
ет, что при t 6 10 их расхождение не превышает 10% для L0(t) и 15%
для L2(t). Следует отметить, что при t > 10 результаты расчета величи-
ны L2(t), полученные по GA-методу, по-прежнему обладают неплохой
точностью (см. табл. 4.7), а точность результатов по сеточному методу
довольно небольшая (см. табл. 4.5 для различных J0). По-видимому,
это обусловлено сильной полидисперсностью спектров для ядра Kg,
при этом постоянное разбиение с ограниченным J , используемое в се-
точных методах, неизбежно вносит погрешности в скорости коагуля-
ционных процессов, вычисляемые внутри фиксированных интервалов.
Подчеркнем, что это ядро, в отличие от рассмотренных выше, является
разностным, что и обуславливает сильную полидисперсность спектра
и, как следствие, ухудшение сходимости методов.

Tаким образом, в расчетах с гравитационным ядром коагуляции
Kg GA-метод дает наилучшие результаты для числа «плавающих»

узлов I ≈ 8 и набора базисных функций ϕn(g) = gαn с α = 1/3. При

t 6 10 GA-метод сопоставим по точности с AERFORM-методом, а при
t > 10 дает более надежные результаты. В целом, при автономном
расчете длительных коагуляционных процессов, в результате которых
формируются полидисперсные спектры, GA-метод не только сокраща-
ет трудоемкость расчетов, но и существенно повышает точность ре-
зультатов.

Моделирование для ядра, приводящего к критическим явле-
ниям. Мы уже видели в разд. 3.5, что для ядер коагуляции с по-
казателем однородности большим единицы решение кинетического
уравнения, имеющее ограниченные моменты L, может существовать
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лишь до некоторого времени tc. Одно из таких ядер, моделирующее
гравитационную коагуляцию частиц, движущихся в стоксовом режиме,
рассмотрено в разд. 3.2:

Kc(g,n) = (g1/3 + n1/3)2
∣∣g2/3 − n2/3

∣∣.

Показатель однородности λ для ядра Kc равен 4/3. В работе (Barrett
and Webb, 1998) приведены результаты стандартного численного мо-
делирования с ядром Kc, которое использует традиционное уравне-
ние Смолуховского. Расчеты в (Barrett and Webb, 1998) проведены
с спользованием разных численных методов; начальный спектр вы-
бран в виде (4.11). В работах (Домиловский, Лушников, Пискунов,
1978; Домиловский, Лушников, Пискунов, 1979) для исследования
критических явлений использована вероятностная формулировка кине-
тического уравнения коагуляции, а для численных расчетов применен
метод Монте-Карло (см. разд. 3.5). Показано, что в процессе коагуля-
ции в некоторый момент времени tc возникают критические явления,
сопровождающиеся аномальным ростом величины L2(t). Значение tc
зависит от начальных условий и для исходного спектра в виде

C0(g) = 0,5δ(g − 1) + 0,25δ(g − 2)

величина tc находится в пределах tc = 0,5–0,8. Неопределенность

в значении tc обусловлена как самим статистическим методом расчета,
используемым в (Домиловский, Лушников, Пискунов, 1978; Домилов-
ский, Лушников, Пискунов, 1979), так и необходимостью проведения
расчетов для конечного ансамбля частиц с дальнейшим прогнозом
поведения системы в бесконечности.

Результаты, которые дают AERFORM- и GA-методы для ядра Kc

и начального распределения (4.11), приведены в таблицах 4.8–4.10.
Как видно из табл. 4.8, достаточно точные результаты по

AERFORM-методу получаются лишь при t 6 0,5 (J0 = 280). Для

Tа б ли ц а 4.8. Результаты вычислений для AERFORM-метода

t
J0 = 70 J0 = 140 J0 = 280

L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,34 1,00 1,33 1,00 1,33

0,1 0,917 1,66 0,917 1,64 0,917 1,64

0,2 0,827 2,23 0,828 2,19 0,828 2,18

0,3 0,730 3,44 0,732 3,29 0732 3,25

0,4 0,626 6,71 0,628 5,98 0,629 5,81

0,5 0,511 2,47+1 0,516 1,54+1 0,518 1,41+1

0,55 0,448 3,59+2 0,456 3,30+1

0,60 0,392 1,31+2
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Tа б ли ц а 4.9. Результаты вычислений для GA-метода; α = 1/3

t
I = 4 I = 6 I = 8 I = 9

L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33

0,1 0,926 1,60 0,923 1,61 0,922 1,62 0,921 1,62

0,2 0,847 2,06 0,841 2,10 0,838 2,12 0,837 2,13

0,3 0,761 2,94 0,752 3,06 0,746 3,11 0,746 3,12

0,4 0,668 4,94 0,656 5,28 0,650 5,41 0,648 5,45

0,5 0,565 1,07+1 0,550 1,21+1 0,543 1,26+1 0,540 1,27+1

0,55 0,509 1,78+1 0,494 2,22+1 0,485 2,34+1 0,483 2,37+1

0,6 0,450 3,24+1 0,433 5,21+1 0,425 5,72+1 0,422 5,87+1

0,65 0,386 6,39+1 0,366 2,01+2 0,358 3,58+2 0,354 8,92+2

0,7 0,318 1,30+2 0,285 2,54+3

T а б ли ц а 4.10. Результаты вычислений
для GA-метода; α = 1/6

t
I = 6 I = 7 I = 8

L0 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,00 1,33 1,00 ,33

0,1 0,923 0,922 1,62 0,922 1,62

0,2 0,840 0,838 2,12 0,838 2,12

0,3 0,751 0,748 3,09 0,747 3,10

0,4 0,634 0,650 5,36 0,648 5,41

0,5 0,547 0,543 1,24 + 1 0,541 1,26 + 1

0,55 0,499 0,485 2,28 + 1 0,483 2,33 + 1

0,6 0,429 0,424 5,30 + 1 0,421 5,59 + 1

0,65 0,363 0,357 1,95 + 2 0,354 2,45 + 2

0,7 0,287 0,277 1,81 + 3 0,270 6,34 + 3

0,75 0,190 0,138 9,58 + 4

расчета с J0 = 70 шаг ∆t в методе Рунге–Кутта сильно уменьшился
при t = 0,580 и расчет был остановлен; аналогично, для J0 = 140,
280 расчет был остановлен при t = 0,6. Из табл. 4.8 видно также, что
момент L2(t) в этой задаче очень чувствителен к выбору сетки по g.
Момент L0 с уменьшением шага сетки по g меняется существенно
меньше; так при t = 0,55 расхождение в результатах для L0 не
превышает 2% при переходе от J0 = 70 к J0 = 140.

Отметим, что при α = 1/3 не удалось провести расчeт для I = 10
вследствие сильного уменьшения шага ∆t в методе Рунге–Кутта уже
в начале расчeта. Tочно также не удалось провести расчeт с α = 1/6
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и I = 9. Шаг ∆t также сильно уменьшился в расчeтах c α = 1/3,
I = 8, 9 при t > 0,65 и в расчeте с α = 1/6, I = 8 при t > 0,7, так что
эти расчeты были остановлены.

Из данных таблиц 4.9, 4.10 видно, что при t < 0,65 результаты для
L0(t) слабо зависят от α и значений I при I > 6. Для момента L2(t)
аналогичный вывод справедлив при t 6 0,6. Сравнение между резуль-

татами AERFORM-метода (см. табл. 4.8) и GA-метода с параметрами

α = 1/6, I = 7 (см. тaбл. 4.10) показывает, что при t = 0,5 отличие
в L0(t) составляет примерно 5%, в L2(t) — примерно 14%.

Для сравнения с результатами других методов в табл. 4.11 приведе-
ны данные из табл. 4 работы (Barrett and Webb, 1998), полученные для
ядра Kc по сеточным методам FEM, J-Space и интегрального метода
QMOM (McGraw, 1997).

Tа б л иц а 4.11. Результаты расчетов для сеточных методов
FEM, J-Space, QMOM (Barrett and Webb, 1998)

t
QMOM, NQ = 3 FEM J-Spaсe

L0 L2 L0 L2 L0 L2

0 1,00 1,33 1,00 1,33 1,00 1,33

0,1 0,928 1,58

0,2 0,853 1,99

0,3 0,775 2,71 0,732 3,45 0,735 3,22

0,4 0,694 4,34

0,5 0,612 9,51 0,511 2,75+1 0,520, 1,35+1

0,55 0,571 1,71 + 1

0,6 0,530 3,64 + 1

0,65 0,486 9,38 + 1

0,7 0,432 2,96 + 2 0,179 3,47+3 0,25 > 103

Из сравнения таблиц 4.8 и 4.11 видно, что при t = 0,5 результаты
J-Space-метода и AERFORM-метода с J0 = 280 хорошо согласуются
между собой, а результаты FEM-метода отличаются от них из-за ис-
пользования меньшего числа узлов J = 70. Это подтверждается срав-
нением с результатами табл. 4.8 при J0 = 70, поскольку наблюдается
хорошее согласие между результатами FEM-метода и AERFORM-мето-
да при одинаковом J . В целом, все три сеточных метода AERFORM,
J-Space и FEM хорошо согласуются между собой при совпадающем
числе узлов J .

Результаты GA-метода при α = 1, I = 3 полностью совпадали
с результатами QMOM-метода при NQ = 3, как и должно быть по

сути этих двух подходов. Однако, при α = 1 нами не обнаружено
хорошей сходимости результатов GA-метода с увеличением I, кроме
того, прямое сравнение показывает, что при α = 1 GA-метод дает
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менее точные результаты, нежели при α = 1/3, 1/6. По-видимому,
это обусловлено сильным ростом целочисленных моментов Ln(t) при
больших n со временем t и в дальнейшем нами базисные функции

φn(g) = gαn с α = 1 не использовались. Сравнение результатов GA-
метода с α = 1/6, I = 7 (см. табл. 4.10) с результатами J-Space-метода

(см. табл. 4.11) показывает, что на момент времени t = 0,5 отличие

в L0(t) для GA-метода составляет примерно 5%, а в L2(t) — примерно
9%. При t = 0,7 отличие в L0(t) возрастает до 11%.

Аналитические решения и численные расчеты для ядер коагуля-
ции, приводящих к критическим явлениям, показывают (Домилов-
ский, Лушников, Пискунов, 1978; Домиловский, Лушников, Пискунов,
1979), что значение критического момента времени tc сильно зависит
от конкретного вида начального спектра C0(g). Поэтому, в заключение
этого раздела приведем результаты расчетов по GA-методу для началь-
ного распределения

C0(g) = 0,5δ(g − 1) + 0,25δ(g − 2),

чтобы иметь возможность провести прямое сравнение с оценками,
полученными по методу Монте-Карло (Домиловский, Лушников, Пис-
кунов, 1978; Домиловский, Лушников, Пискунов, 1979) для этого на-
чального спектра C0(g). В табл. 4.12 представлены результаты расчетов
по GA-методу для α = 1/3, α = 1/6 и различных I.

Из представленных в табл. 4.12 данных следует, что до t 6 0,5

результаты для L0(t) и L2(t) слабо зависят от α и I. Отметим, что
расчеты с α = 1/3, I = 5, и с α = 1/6, I = 7, 8 были остановлены после

моментов времени, указанных в табл. 4.12, вследствие сильного умень-
шения шага ∆t в методе Рунге–Кутта. Наиболее важным является то,
что значения L2(t), начиная с t = 0,55, сильно возрастают с увели-

чением t (см. таблицы 4.9, 4.10, 4.12). Это время согласуется с tc,
полученным методом Монте-Карло. По-видимому, для ядра Kc в GA-
методе происходит уменьшение шага именно при стремлении t → tc,
что позволяет использовать GA-метод для сигнализации о критических
явлениях, наряду с методом Монте-Карло (Домиловский, Лушников,
Пискунов, 1978; Домиловский, Лушников, Пискунов, 1979).

Из сравнения данных, приведенных в таблицах 4.9, 4.12, видно,
что для ядра Kc наблюдается сходимость метода с увеличением I.
Хорошая точность результатов по поведению величин L0(t), L2(t) при

значениях времени t < tc получается уже с небольшим числом узловых
точек I (I > 4). При t → tc GA-метод начинает сходиться медленнее

с увеличением I, однако прямое сравнение с другими методами здесь
не является показательным. Очевидно, что никакой из численных
методов не может дать хороший результат в окрестности критической
точки и, тем более, не может считаться верным при t > tc, где само
кинетическое уравнение коагуляции перестает работать.



4.4. Сравнение с другими интегральными методами 129

T а б ли ц а 4.12. Результаты вычислений для GA-метода

t
α = 1/3 α = 1/6

I = 4 I = 5 I = 6 I = 4 I = 7 I = 8

L0 L2 L0 L2 L0 L2 L0 L0 L2 L0 L2

0,0 0,75 1,50 0,75 1,50 0,75 1,50 0,75 0,75 1,50 0,75 1,50

0,1 0,709 1,696 0,709 1,698 0,709 1,698 0,709 0,709 1,698 0,709 1,698

0,2 0,661 2,030 0,661 2,039 0,660 2,043 0,661 0,660 2,044 0,660 2,044

0,3 0,607 2,646 0,605 2,677 0,604 2,692 0,606 0,603 2,699 0,603 2,699

0,4 0,545 3,952 0,541 4,041 0,539 4,085 0,543 0,538 4,114 0,538 4,106

0,45 0,511 5,213 0,506 5,365 0,504 5,442 0,508 0,501 5,497 0,502 5,439

0,5 0,474 7,376 0,469 7,661 0,466 7,803 0,470 0,463 7,908 0,463 7,153

0,55 0,435 11,45 0,429 12,08 0,425 12,38 0,431 0,421 12,59

0,6 0,393 20,07 0,386 21,99 0,382 22,81 0,388 0,377 23,27

0,65 0,347 41,18 0,339 50,56 0,335 54,65 0,342 0,329 55,70

0,7 0,297 101,55 0,288 177,05 0,283 239,3 0,292 0,277 236,3

0,75 0,240 296,95 0,226 1302,0 0,217 6290,0 0,239 0,211 5001,0

0,8 0,174 927,77 0,129 24305,0 0,181

0,85 0,105 2459,4 0,125

0,9 0,0495 4473,5 0,077

0,95 0,0196 5815,2 0,043

1,0 0,0072 6399,7 0,023

4.4. Сравнение с другими интегральными методами

Основной целью сравнения интегральных методов в этом разде-
ле будет являться определение приемлемого числа узловых точек I,
обеспечивающих инженерную точность расчетов при небольших вре-
менах процесса t < 1–10, а также определение реальной трудоемкости
расчетов по каждому методу. Именно эти параметры определяют при-
годность методов с точки зрения использования в составе сложных
двух-, трехмерных комплексов, описывающих формирование и перенос
атмосферных загрязнений.

Раньше уже отмечалось, что GA-метод близок к другому интеграль-
ному методу QMOM работы (McGraw, 1997) по математической фор-
мулировке, но несколько отличается в численной реализации. Сравне-
ние результатов, проведенное в разд. 4.3 для GA-метода с α = 1 и I = 3
и QMOM-метода с числом узлов NQ = 3 обнаружило полное совпаде-
ние результатов, как и должно было быть по сути этих двух подходов.
Дальнейшее сравнение нами не проводилось, поскольку QMOM-метод
весьма громоздок и не позволяет получить эффективный численный
алгоритм для больших NQ (в работе (McGraw, 1997) приведены явные

5 В.Н.Пискунов
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формулы только при NQ 6 3), а набор базисных функций φn(g) = gαn

с α = 1 для GA-метода не является оптимальным.
Как уже упоминалось ранее, один из интегральных методов, ис-

пользующий переход к безразмерной сетке и использование на ней
стандартных квадратурных формул, описан в (Barrett and Webb,
1998). При проведении сравнения с методом из работы (Barrett and
Webb, 1998) будем использовать для него обозначение LQ (Laguerre
Quadrature). Расчеты по LQ-методу выполнены с тремя узлами, рас-
четы по GA-методу — с I = 4, α = 1/6. Результаты расчетов момента
L0(t) приведены в табл. 4.13; в ней также представлены результаты
по GA-методу и для I = 8 с целью оценки точности вычислений
L0(t) для I = 4.

Tаб ли ц а 4.13. Результаты вычислений для LQ- и GA-методов

Вре-
мя

Ядро Kb Ядро K+ Ядро Kg

LQ GA LQ GA LQ GA

t I = 4 I = 8 I = 4 I = 8 I = 4 I = 8

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3,268−1 3,263−1 3,263−1 4,480−1 4,430−1 4,430−1 8,067−1 8,290−1 8,214−1

10 4,604−1 4,506−2 4,506−2 1,970−2 2,073−2 2,073−2 — 8,500−2 6,793−2

100 4,801−3 4,645−3 4,645−3 — 1,409−4 1,409−4 — 1,960−5 2,144−6

По LQ-методу для ядра K+ удалось получить результаты только
для t 6 20, а для ядра Kg — для t 6 2. Для больших t этот метод
оказался непригодным. Причина выхода из строя LQ-метода для ядер
K+, Kg заключается в том, что в нем узлы квадратурных формул
со временем меняются подобно. Поскольку для ядра K+ поведение
спектра частиц в начале и конце спектра различается, а для ядра Kg

важно правильно описать область близких масс частиц, то примене-
ние LQ-метода для расчетов с ядрами K+ и Kg оказывается пробле-
матичным.

Из представленных данных видно, что для ядер Kb, K+ GA-метод
с I = 4 дает те же результаты, что и с I = 8; для ядра Kg разница
существенна и составляет 25% при t = 10 и почти порядок при t = 100.
Отличие результатов LQ-метода и GA-метода с I = 4 незначительно
и не превышает 3% для Kb, 5% для K+ и 3% для Kg для тех t, где
работает LQ-метод.

Обратимся теперь к сравнительной оценке трудоемкости GA- и LQ-
методов. Вычислительное время в GA-методе сильно возрастает с ро-
стом I; так, для ядра Kg расчет с I = 5 до t = 1 требует в 3 раза
больше времени, а с I = 8 — в 12,5 раз больше, чем с I = 4. Срав-
нение LQ- и GA-метода c I = 4 по вычислительным затратам прово-
дилось на примере задачи, в которой вычисление зависимости L0(t)
до t = 1 проводилось 2000 раз. Это сравнение показало, что для
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ядра Kb GA-метод в 1,8 раза дороже LQ-метода, а для ядра Kg —
дороже всего в 1,2 раза. Tаким образом, можно ожидать, что для
реалистичных ядер коагуляции, более сложных, чем Kg, эти методы
будут по вычислительным затратам примерно одинаковы.

В целом, сравнение двух численных методов (LQ and GA) пока-
зывает, что оба они представляют перспективу для математического
моделирования кинетики коагуляции в составе сложных трехмерных
программ. LQ-метод несколько экономичней, но ограничен по динами-
ческому времени процесса t. GA-метод обладает большей точностью
и универсальностью, но чуть более трудоемок по затратам машинного
времени.

4.5. Применение интегрального подхода
для совместного моделирования кинетики

коагуляции и конденсации

В соответствии с уравнением (2.9) и его дальнейшей интерпре-
тацией, убыль частиц за счет их полного испарения определяется
локальной величиной — потоком C(0) v(0) (здесь v(g) — скорость
конденсации). По этой причине при расчете коагуляции совместно

с процессом конденсации не удается обойтись только интегральными
величинами. В задаче можно использовать метод расщепления по фи-
зическим процессам, рассчитывая процесс коагуляции по GA-методу
с плавающими точками gi(t), а затем использовать эти точки для
расчета конденсации. В этом случае процесс полного испарения частиц
воспроизводится при пересечении точками gi(t) границы g = 0 и даль-
нейшем их выбывании из игры.

Мы видели в предыдущем разделе, что GA-метод обеспечива-
ет хорошую точность описания динамических параметров уже при
небольшом значении I = 4, но для правильного описания кинетики
конденсации требуется большее число плавающих точек: I > 10–20.
Основной причиной этого является необходимость изымать из расчета
точки, попадающие в область gp 6 0 (полное испарение частиц), т. е.
в расчетах кинетики конденсации требуется запас точек и постоянное
их пополнение.

Tем самым, для перехода от расчета кинетики коагуляции к мо-
делированию конденсации требуется процедура, по которой можно
увеличить число узловых точек разбиения I и определить в них кон-
центрации (спектры) частиц. В практических расчетах (Wright, 2000)
эту проблему пытаются решить, применяя различные функциональные
зависимости для аппроксимации спектров и вычисляя затем нужные
значения в любых узловых точках. Результаты (Wright, 2000) и наши
расчеты с восстановлением спектров частиц по значениям моментов
Lm показывают, что ни одна из обычно используемых аппроксима-
ций не позволяет универсально воспроизводить все типовые спектры
с удовлетворительной точностью. Основная трудность состоит в том,

5*
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что любая конкретная форма аппроксимации навязывает явный вид
поведения или сингулярности спектра при g≫ 1 и при g → 0, а заранее
эти характеристики неизвестны ни теоретически, ни численно.

В связи с этим, опишем разработанный в (Piskunov and Povyshev,
2003; Пискунов, 2004а) алгоритм, по которому можно увеличить число
узловых точек разбиения I и определить в них спектры частиц, со-
храняя точные значения моментов Lm. При этом будем сопоставлять
обобщенной аппроксимации (4.4) кусочно-непрерывные спектры, опре-
деленные на конечном промежутке ∆ = [0, gmax]. При таком подходе не

требуется знать поведение спектров при g ≫ 1 и при g → 0. Это суще-

ственно упрощает задачу — фактически требуется определение только

дискретных величин C̃i на конечном числе интервалов ∆i =
[
g̃i−1, g̃i

]
,

i = 1 ... , I.
Итак, рассмотрим обобщенную аппроксимацию спектров C(g, t)

в виде набора I дельта-функций (4.4) с «плавающими» значениями

масс частиц gi и определим в соответствии с (4.6) 2I интегральных

момента Lm(t) =

I∑

i=1

Ci(t) g
m
i для значений m = 0, 1/6, ..., (2I − 1)/6.

По этим 2I интегральным моментам Lm построим спектр, состоящий

из I полочек. Границы
[
g̃i−1, g̃i

]
полочек и значения спектра C̃i внутри

соответствующих отрезков ∆i определим из 2I уравнений:

I∑

i=1

L̃i
m = Lm; L̃i

m ≡
∫

∆i

gm nC̃ dg =
C̃i

m+ 1

(
g̃m+1

i − g̃m+1
i−1

)
;

g̃0 = 0; m = 0, 1/6, ... , (2I − 1)/6.

(4.12)

Полочная аппроксимация дает не только интегралы по всему отрезку

∆, но и достаточно точные значения интегралов L̃i
m внутри отрезков

∆i, причем ясно, что эти значения согласованы с точными интегралами

по всему спектру, поскольку

I∑

i=1

L̃i
m = Lm. Tакая интерпретация сразу

дает ключ к процедуре многократного «размножения» точек:

— из 2I моментов Lm и I дельта-функций (4.4) строим по (4.12) I
отрезков ∆i с I кусочно-постоянными значениями спектра C̃i;

— на каждом из построенных отрезков вычисляем частные моменты

L̃i
m (всего их будет I · 2I = 2I2) и по ним определяем параметры I2

дельта-функций, аналогичных (4.4). При этом новые значения Ck и gk

находятся из 2I2 уравнений:

I∑

k=1

Ck g
m
k = L̃i

m; m = 0, 1/6, ... , (2I − 1)/6; i = 1, ... , I. (4.13)



4.5. Применение интегрального подхода для моделирования 133

Рис. 4.5. Аппроксимация для логнормального спектра

Рис. 4.6. Аппроксимация для C(g) = g e−g

Процесс можно продолжить, получая IN дельта-функций на каж-
дом шаге N . На практике достаточно использовать значения I = 4
и N = 2. Процедура увеличения числа точек проиллюстрирована
на рис. 4.5, 4.6, где для логнормального распределения и спектра

C(g) = g e−g приведены кумулятивные величины Ncum(g) =

g∫

0

C(g′) dg′

и Mcum(g) =

g∫

0

C(g′)g′ dg′. Видно, что добавление точек хорошо отве-

чает зависимостям для исходного непрерывного спектра.
Tем самым, данная процедура может использоваться также при

решении обратной задачи — восстановления спектров частиц по их
интегральным характеристикам (моментам).

Предложенная в (Пискунов, 2004а) численная реализация инте-
грального подхода к моделированию кинетики коагуляции/конден-
сации производилась следующим образом. Для расчетов кинетики
коагуляции использовался GA-метод, для которого брались значения
I = 4. Конденсация рассчитывалась методом частиц (Пискунов, 2000)
со значениями I = 4 и I = 16. Описанный выше алгоритм пополнения
числа точек 4 → 16 использовался при переходе от моделирования
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коагуляции к конденсации (обратная перегруппировка точек произ-
водится тривиально). Итоговая программа, разработанная В.М.Повы-
шевым, получила название AerosGA; проверка ее работоспособности
проводилась на двух тестовых задачах.

В качестве первого теста использованы аналитические решения
общего кинетического уравнения коагуляции/конденсации (3.4), полу-

ченные в разд. 3.3 для модельных ядер коагуляции K(g, s) : Kc = 2
и K+ = g + s, и для монотонно растущих скоростей конденсации
v(g, t) = β(t)g. Расчеты по программе AerosGA проведены для ядра

K+ и β = const = 1. Подчеркнем, что коагуляция с ядром K+ при-
водит к сильно полидисперсным спектрам и по истечению безразмер-
ного времени t = 2,5 средний размер меняется на шесть порядков!
Именно поэтому данный тест является очень жестким. Сравнение

производилось для кумулятивных величин Ncum(g, t) =

g∫

0

C(g′, t) dg′

и Mcum(g, t) =

g∫

0

C(g′, t)g′ dg′. До момента времени t = 2,5 программа

AerosGA дала совпадающие с аналитическим решением результаты

для N(t) = Ncum(∞, t) с относительной точностью до 3%. Tочность
воспроизведения кумулятивных величин для различных g проиллю-
стрирована на рис. 4.7, 4.8. Существенно, что неустойчивостей или
колебаний результатов в процессе расчетов по программе AerosGA не
возникает.

Во второй тестовой задаче принято во внимание, что в реальных
дисперсных системах скорости конденсации v(g) отрицательны для
малых размеров капель g и за счет этого происходит полное испарение
мелких капель и уменьшение общей счетной концентрации N(t)(см.
разд. 2.7). Именно эта особенность использована в классической рабо-
те (Лифшиц, Слезов, 1958) для описания асимптотическиx режимов

Рис. 4.7. Поведение Ncum(g) при t = 1
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Рис. 4.8. Поведение Mcum(g) при t = 1

роста зерен новой фазы в пересыщенных твердых растворах. Рассмот-
рим модельную задачу из разд. 2.4, в которой скорость конденсации
и имеет вид

v(g, t) = χ

(
g

g∗(t)
− 1

)
, g∗(t) =

1 −M(0)

1 −M(t)
. (4.14)

Здесь χ — константа; M(t) — массовая концентрация; g∗(t) — критиче-
ский размер капель, для которого скорость роста v(g) меняет знак. При
этом концентрации пара и капель нормированы на финальное значение
M(∞), а масса g — на стартовое значение массы критической капли
g∗(0). Зависимости (4.14) представляются достаточно реалистичными,
поскольку для малых пересыщений и диффузионного режима подво-

да пара к каплям нужно только произвести замену g∗(t) → g
1/3
∗ (t).

Аналитическое решение (2.41) кинетического уравнения конденсации
для модели (4.14) получено в разд. 2.4 без учета коагуляции. Полу-
чим аналогичное решение для модели (4.14) и постоянных скоростей

коагуляции K(g, s) = Kc = 2Q. Прямой подстановкой в кинетическое

уравнение (3.4) можно убедиться, что в этом случае для начального

спектра C0(g) = a exp (−gb) решение имеет экспоненциальный вид
для всех t:

C(g, t) = A(t) exp [−gB(t)], (4.15)

где A(t) = au(t) exp

[
− bχ

t∫

0

u(τ) dτ

]
, u(t) = exp

(
− χ

t∫

0

dτ

g∗(τ )

)
,

B(t) = bu(t). Интегрируя спектр (4.15) по g, получим связь A(t) и B(t)

со счетной N(t) и массовой M(t) концентрациями: N(t) = A(t)/B(t);

M(t) = A(t)/B2(t). Дифференциальные уравнения, определяющие
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поведение A(t) и B(t) следующие:

dtB(t) = −χB(t)

g∗(t)
−QA(t);

dtA(t) = −χA(t)

[
B(t) +

1

g∗(t)

]
− 2QA2(t)

B(t)
.

(4.16)

Учитывая, что u(0) = 1, получим начальные условия для A(t) и B(t):
A(0) = a, B(0) = b. Связь между A(t), B(t) и g∗(t) согласно (4.14)
следующая:

g∗(t) =
1 −M(0)

1 −A(t)/B2(t)
. (4.17)

Tаким образом, для экспоненциального начального спектра C0(g) =
= a exp (−gb) поведение системы полностью определяется решением

двух дифференциальных уравнений (4.16) с начальными условиями

A(0) = a, B(0) = b. Связь (4.17) служит для замыкания системы (4.16).
Расчеты проведены для χ = 1, параметров начального спектра

a = 0,5, b = 1 и коагуляции с Q = 2. Результаты приведены в табл. 4.14.
Видно, что расчеты по программе AerosGA обнаруживают неплохое
согласие с точным решением (4.16) — отличие для N(t) и M(t) не
превышает 6%.

T аб л иц а 4.14. Поведение основных величин для скорости
конденсации (4.14) и коагуляции с постоянным ядром Q = 2

t 0 1 2 5 10 20 50

Расчет
по (8)

g∗(t) 1 1,669 4,053 12,192 31,133 61,350 151,52

N(t) 0,5 1,743−01 1,112−01 5,502−02 3,004−02 1,577−02 6,510−03

M(t) 0,5 7,005−01 8,767−01 9,681−01 9,839−01 9,919−01 9,967−01

Расчет
AerosGA

g∗(t) 1 1,672 3,975 11,745 27,949 60,314 158,73

N(t) 0,5 1,787−01 1,156−01 5,660−02 2,993−02 1,520−02 6,225−03

M(t) 0,5 7,009−01 8,742−01 9,670−01 9,839−01 9,921−01 9,969−01

В целом тестирование численных методов решения кинетического
уравнения коагуляции/конденсации (3.4) на модели (4.14) является
серьезной проверкой алгоритмов, поскольку требуется корректный рас-
чет процесса полного испарения капель и большая точность расчета
интегралов от спектра.

Tак, например, прямое использование GA-метода для решения об-
щего уравнения (3.4) со скоростями v(g) из (4.14) не дает приемлемого
результата по следующим причинам:

— если в систему базисных функций включается ϕ0(g) = const, то

в уравнении для N(t) = L0(t) недостает граничного условия c потоком

C(0) v(0);
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— если использовать для потока в нуле полочную аппроксимацию
(4.12), то это приближение дает слишком неточный результат (иска-
жение потока в несколько раз);

— если базисные функции начинать с ϕp(g), где p > 0, то процесс

полного испарения и поведение N(t) воспроизводится очень неточно,
поскольку система уравнений для моментов Lm(t) фактически являет-
ся незамкнутой.

Описанный в данном разделе материал позволяет реализовать инте-
гральный подход к совместному моделированию кинетики конденсации
и коагуляции. Эта реализация включает в себя: GA-метод для решения
уравнений коагуляции на плавающей сетке; метод частиц для расчета
кинетики конденсации; описанный выше алгоритм размножения точек
для переходов между расчетами коагуляции и конденсации. Работо-
способность этого подхода проиллюстрирована для теста, имеющего
аналитическое решение и дающего сильно полидисперсные спектры,
а также на примере модельной задачи со знакопеременными скоро-
стями конденсации. В целом предложенная реализация интегрального
подхода эффективна и представляет собой перспективу для создания
быстроходных методов расчета кинетики формирования частиц в дис-
персных системах.

4.6. Заключительные замечания к главе

Предложенный выше метод аппроксимации решений кинетического
уравнения коагуляции набором обобщенных δ-функций с зависящими
от времени весами и «плавающими» узловыми точками позволяет пра-
вильно описывать поведение интегральных динамических параметров
коагулирующих систем, используя небольшое число узловых точек.

Сравнение с асимптотическими закономерностями поведения ин-
тегральных величин, вытекающими из соображений автомодельно-
сти, подтверждает работоспособность и высокую точность GA-метода
вплоть до необычно больших значений безразмерного времени про-
цесса. В целом, при автономном расчете длительных коагуляцион-
ных процессов, в результате которых формируются полидисперсные
спектры, GA-метод не только сокращает трудоемкость расчетов, но
и существенно повышает точность результатов.

Кроме того, GA-метод сам по себе обладает большей точностью
и универсальностью, чем другие методы решения кинетического урав-
нения коагуляции, следовательно, результаты расчетов по этому ме-
тоду могут использоваться также и в методических целях. Например,
для ядра Kc, приводящего к критическим явлениям, при стремлении
t → tc происходит уменьшение шага ∆t, что позволяет использовать
GA-метод для сигнализации о критических явлениях, наряду с методом
Монте-Карло.

Очень важно, что в рамках данного подхода легко учесть практи-
чески все сопутствующие коагуляции факторы: объемные источники
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частиц, процессы самопроизвольного распада и вынужденного дробле-
ния, а также седиментация частиц. Для этого необходимо воспользо-
ваться соответствующими модификациями (3.60), (3.70), (3.82), (3.91)
кинетического уравнения (3.1) и перейти к их интегральным аналогам.
Пример применения GA-метода для описания многокомпонентных си-
стем будет приведен в следующей главе.

Данный метод может быть эффективно использован в качестве
быстродействующего способа расчета средних параметров дисперсных
систем в составе трехмерных комплексов, моделирующих формирова-
ние и перенос атмосферных загрязнений. Не исключено, что предло-
женная аппроксимация окажется полезной при решении других задач
математической физики и механики, допускающих интегральную фор-
мулировку, аналогичную (4.1).

В заключение следует отметить принципиальные трудности, воз-
никающие при совместном моделировании кинетики конденсации/коа-
гуляции. Они связаны с локальным характером процесса полного ис-
парения частиц и присущи всем интегральным подходам. Одним из
приближенных способов устранения этих трудностей является проце-
дура размножения точек при переходах от расчетов коагуляции к рас-
четам конденсации, предложенная в разд. 4.5. Данная процедура может
использоваться также при решении обратной задачи — восстановления
спектров частиц по их интегральным характеристикам (моментам).



Гл а в а 5

ФОРМИРОВАНИЕ ЧАСТИЦ

В МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

На меня нацелилась груша да черемуха —
Силою рассыпчатой бьет меня без промаха.
Кисти вместе с звездами, звезды вместе с кистями, —
Что за двоевластье там? В чьем соцветьи истина?

O.Мандельштам

В реальных задачах физики дисперсных систем часто сталкивают-
ся с необходимостью описания кинетики формирования композитных
частиц, состоящих из смеси различных веществ. Сюда относятся, на-
пример, процессы формирования радиоактивных частиц при аварийных
выбросах на объектах ядерной энергетики или при авариях с диспер-
гированием ядерных материалов, процессы осаждения загрязняющих
примесей на частицах аэрозольной компоненты земной атмосферы над
сушей и океаном, процессы формирования кислотных осадков в ат-
мосфере и т. д. При описании кинетики формирования композитных
частиц зачастую важно иметь информацию не только об их распреде-
лении по размерам или по массе (спектре частиц), но и о содержании
наиболее важных примесей в массовом спектре частиц. Например,
для радиоактивных выбросов важно знать распределение активности
частиц по их аэродинамическому диаметру, поскольку такая информа-
ция необходима для описания картины радиоактивных выпадений; для
кислотных осадков необходимо знать процентное содержание кислоты
в водяных каплях и т. д.

Другой, практически важной для многих видов дисперсных си-
стем, является задача о формировании смешанных частиц, находя-
щихся в двух фазовых состояниях (твердом и жидком). Особенно
она актуальна для изучения динамики формирования и выпадения
атмосферных осадков (Mason, 1957; Rogers, 1978; Prupacher and Klett,
1997). В облачных системах при отрицательных температурах обычно
имеют дело со всеми фазовыми состояниями воды: твердым (лед, град,
снежинки), жидким (капли) и газообразным (пар). Динамика пере-
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ходов между этими фазами определяется конденсацией (испарением),
промерзанием (таянием), а также коагуляцией частиц (капель).

При этом, кинетика формирования частиц в многокомпонентных
системах по-прежнему определяется процессами конденсации и коа-
гуляции, но моделирование этих процессов должно основываться на
более сложных моделях, чем это было ранее. Эти модели разработаны
в (Piskunov et al., 1995b; Пискунов, 1996; Пискунов и др., 1996;
Piskunov, 1997; Piskunov et al., 1997a) и их содержание изложено
в разд. 5.1. На основе результатов разд. 5.1 в разделах 5.2, 5.3 сформу-
лированы кинетические уравнения для фазовых переходов в облачных
системах и получены их аналитические решения для ряда модель-
ных случаев (Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov and Petrov,
2002; Piskunov, Petrov, Golubev, 2003). Реализация моделей кинетики
формирования частиц в многокомпонентных системах в виде парамет-
ризационных зависимостей и подходов к численному моделированию
будет изложена в гл. 6, результаты применения содержатся в гл. 7, 9
и в монографиях (Пискунов, 2000; Пискунов, 2004; Алоян, 2008).

5.1. Коагуляция композитных частиц

Для получения необходимой информации об изменении состава
композитных частиц в результате коагуляции необходимо пользоваться
более сложным кинетическим уравнением, чем стандартное уравнение
Смолуховского. Если ограничиться рассмотрением двухкомпонентных
смесей, то оно выглядит для пространственно однородного случая
следующим образом (Лушников, 1977; Simons, 1981):

∂tC(g,α, t) = S(C; g,α, t), (5.1)

где введено обозначение S для оператора Смолуховского, имеющего
следующий вид:

S(C; g,α, t) =
1

2

g∫

0

α∫

0

K(g−s,α−β; s,β)C(g−s,α−β)C(s,β) ds dβ−

− C(g,α)

∞∫

0

∞∫

0

K(g,α; s,β)C(s,β) ds dβ. (5.2)

Здесь g — суммарная масса частицы; α — масса выделенной при-
меси. Остальные обозначения прежние. Коэффициенты коагуляции
K(g,α; s,β) зависят в общем случае и от состава сталкивающихся
частиц. В дальнейшем будем отдельно рассматривать: частицы, содер-
жащие только примесь (например, радиоактивное вещество или кис-
лоту); пассивную фракцию, содержащую только частицы балластного
вещества (например, материалы теплоносителя, грунт, водяные капли
и т. д.); композитную фракцию — из частиц со смешанным составом.
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В общем случае решение кинетического уравнения (5.2) сопряже-
но со значительными трудностями, связанными с наличием дополни-
тельной переменной α. При разработке численных методов требует-
ся производить двойное разбиение по спектрам масс, что приводит
к громоздким процедурам усреднения на интервалах и квадратично-
му росту времени расчетов, а при попытке получить аналитические
результаты необходимо применять двойное преобразование Лапласа
(Лушников, 1977), свернуть которое удается лишь для постоянных
ядер K (Simons, 1981; Park and Lee, 1988). В том случае, когда ядра
коагуляции не зависят от наличия примеси в отдельных частицах, т. е.
K = K(g, s), удается существенно упростить постановку и решение
задачи (Simons, 1981). Интегрируя уравнение (5.2) по α, можно свести
задачу к решению двух уравнений, аналогичных уравнениям Смолу-
ховского. В качестве основных характеристик спектра используются
следующие интегральные величины:

n(g, t) =

∞∫

0

C(g,α, t) dα; m(g, t) =

∞∫

0

αC(g,α, t) dα. (5.3)

При этом подходе детали распределения примеси по композитным ча-
стицам скрадываются, однако средние параметры распределения легко
восстанавливаются по величинам m и n. Tак, например, средняя масса

примеси в частице с общей массой g будет равна α(g, t)=m(g, t)/n(g, t),

а средняя массовая доля этих частиц p(g, t)=m(g, t)/gn(g, t).
На практике предположение о независимостиK от содержания при-

меси в частицах выполняется далеко не всегда. С общей точки зрения
ядра коагуляции зависят от геометрических размеров и плотностей
сталкивающихся частиц. При значительном вкладе примеси в массу
композитных частиц требуется корректный подсчет текущих плотно-
стей частиц, поскольку материалы примеси обычно имеют плотности,
резко отличающиеся от плотностей веществ, составляющих пассивную
фракцию. Различие в плотностях частиц особенно существенно на
начальной стадии процесса, когда идет интенсивное взаимодействие
между частицами примеси и пассивной фракцией. Физически оправ-
данным является учет среднего вклада примеси в плотности и гео-
метрические размеры композитных частиц, описываемого величиной

α(g, t), и определение коэффициентов коагуляции для усредненных
параметров (Пискунов, 1996)

K(g,α; s,β) ∼= K
[
g,α(g, t); s,β(s, t)

]
= K(g, s, t). (5.4)

Tакой подход позволяет исключить явную зависимость ядер коагуля-
ции от аргументов α, β и пользоваться введенными выше величинами
m(g, t), n(g, t) для подсчета текущих значений K(g, s, t) в произволь-
ном случае.



142 Гл. 5. Формирование частиц в многокомпонентных системах

Особого внимания требует описание начальной стадии процесса
формирования композитных частиц. Дело в том, что скорости про-
цессов коагуляции с участием частиц примеси обычно значительно
превышают скорости коагуляции композитных частиц между собой,
поскольку в начальные моменты примесь практически всегда нахо-
дится в очень мелкодисперсном состоянии и имеет большие счетные
концентрации частиц. Для корректного учета этого обстоятельства
явно выделим вклад частиц примеси в решение кинетического урав-
нения (5.2):

C(g,α, t) = c(g, t) δ(g − α) + cc(g,α, t), (5.5)

где c(g, t) — концентрация частиц примеси; cc(g,α, t) — концентрация

композитных частиц. Вклад частиц пассивной фракции cp(g, t) δ(α)
можно не выделять, включая эти частицы в композитные. Подставляя
(5.5) в (5.2) и используя интегральные величины m(g, t), n(g, t) из

(5.3), получаем следующую систему связанных уравнений (Пискунов,
1996; Пискунов и др., 1996; Piskunov, 1997; Piskunov et al., 1997):

∂n(g, t)

∂t
=

1

2

g∫

0

K(g−s, s)n(g−s)n(s) ds−n(g)

∞∫

0

K(g, s)n(s) ds, (5.6)

∂m(g, t)

∂t
=

g∫

0

K(g−s, s)n(g−s)m(s) ds−m(g)

∞∫

0

K(g, s)n(s) ds, (5.7)

∂c(g, t)

∂t
=

1

2

g∫

0

K(g−s, s) c(g−s) c(s) ds−c(g)
∞∫

0

K(g, s)n(s) ds. (5.8)

В работе (Simons, 1981) уравнения, аналогичные (5.6), (5.7), были
получены только для композитных частиц и в предположениях, что
содержание примеси в частицах мало, а ядра K не зависят от ее
концентрации. Начальная стадия процесса при этом не рассматрива-
лась. Система (5.6)–(5.8) обобщает результаты работы (Simons, 1981),
описывая одновременно динамику коагуляции и поглощения самой
примеси. При этом предположение (5.4) существенно расширяет пре-
делы практической применимости данной модели кинетики коагуляции
композитных частиц. Фактически (5.6)–(5.8) эквивалентны исходному
уравнению (5.2), но предложенные нами уравнения гораздо проще для
численного и аналитического решения.

Частным случаем (5.6)–(5.8) являются также уравнения, использу-
емые для описания процесса кристаллизации ледяных частиц в пере-
охлажденном облаке. В работе (Загайнов и др., 1988) рассматривается
коагуляция капель воды (фаза 1, аналог частиц примеси) и ледяных
кристаллов (фаза 0, аналог композитных частиц) и считается, что
при слиянии частиц разных фаз сразу происходит их кристаллизация
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(переход в фазу 0). Для описания этого процесса достаточно ограни-
читься только уравнениями (5.6), (5.8), а уравнение (5.7) не требуется,
поскольку аналогом mc(g) служит величина gnc(g).

Для системы уравнений (5.6), (5.7) получен ряд аналитических
решений (Simons, 1981; Park and Lee, 1988). Эти и любые другие ана-
литические результаты для уравнений (5.6), (5.7) можно использовать
для получения решений более полной системы (5.6)—(5.8), пользуясь
следующим утверждением (Piskunov, 1997):

Пусть n(g, t) — решение (5.6) с начальным условием n0(g),
а начальное распределение чистой примеси имеет вид c0(g) =

= n0(g) exp (−βg). Tогда общее решение (5.8) равно c(g, t) =

=n(g, t) exp (−βg).
В заключение исследуем асимптотическое поведение решений

(5.6)–(5.8) при t → ∞. Уравнение (5.6) полностью аналогично стан-
дартному уравнению Смолуховского (3.1), поэтому его решения вы-
ходят на автомодельные распределения (3.45). Асимптотическое пове-
дение при g≫ 1, t≫ 1 величин m(g, t), удовлетворяющих уравнению

(5.7) и условию нормировки

∞∫

0

m(g, t) dg = I, где I — сохраняющаяся

суммарная концентрация примеси во всех частицах, следующее
(Пискунов, 1996):

m(g, t) ≈ N(t)I

M
xψ(x), x =

gN(t)

M
,

∞∫

0

Ψ(x)xdx = 1, (5.9)

где ψ(x) — та же самая функция, что и в (3.45). В справедливости
этого можно убедиться прямой подстановкой (5.9) в (5.7).

Асимптотическое поведение при g ≫ 1, t ≫ 1 введенных ранее

величин α(g, t) и p(g, t) имеет вид: α(g, t) ≈ Ig/M ; p(g, t) ≈ I/M ,

т. е. в результате коагуляции примесь распределяется пропорционально
полной массе композитных частиц, независимо от вида ядра K. Это
весьма общий и важный вывод.

На практике отклонения от асимптотических формул могут наблю-
даться в области малых размеров частиц, а также в том случае, когда
коагулирующий объем расширяется настолько быстро, что процесс
коагуляции «замораживается» из-за снижения концентраций частиц
и условие t≫ 1 для эффективного времени коагуляции не выполняется
(Анисимов, Пискунов, 1990). Кроме того, автомодельные распределе-
ния могут искажаться за счет процессов гравитационного выпадения,
как это показано на примере постоянного ядра в работе (Московченко,
Гладков, 1993). С методической точки зрения, полученные асимптоти-
ческие распределения могут использоваться при калибровке численных
методов для достаточно широкого круга практически важных ядер.
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5.2. Уравнения кинетики формирования частиц
с учетом фазовых переходов

Сформулированные выше уравнения для композитных частиц явля-
ются необходимым инструментом для описания кинетики формирова-
ния в облачных системах, осадки которых содержат воду и лед. В пере-
охлажденных облаках капли воды могут находиться в метастабильном
состоянии (вплоть до −40 ◦С), причем попадание ледяных частиц или
пылинок (иммерсионных ядер) на поверхность или в объем капли резко
стимулирует процесс ее замерзания (Качурин, Морачевский, 1965).
Поскольку появление иммерсионных ядер в каплях происходит в ре-
зультате парных столкновений и коагуляции, то в реальных процессах
необходимо одновременно учитывать не только все фазовые состояния
воды, но и одновременное действие конденсации и коагуляции.

Основные результаты сформулированы ниже применительно к об-
лачным процессам, но они практически без изменений переносятся на
случай кинетики формирования произвольных частиц за счет процес-
сов коагуляции и конденсации в многофазных системах.

Сначала для общности будем считать частицы осадков смешанны-
ми, т. е. составленными как из воды, так и изо льда. Через C(g,α, t)
обозначим концентрацию частиц с полной массой g и массой одного из
компонентов (воды или льда) α на момент времени t. Ясно, что α 6 g.
Массообмен частицы с паром будем характеризовать скоростью испа-

рения (конденсации) dtg = V (g,α, t), а процесс формирования фазы —

α-скоростью dtα = U(g,α, t). За счет коагуляции происходит изменение

концентраций, описываемое уравнением (5.1). Пользуясь введенными
выше величинами V и U , легко обобщить уравнение (5.1) на случай,
когда происходят конденсация (испарение) и промерзание (таяние) ча-
стиц, а также имеются флуктуационные механизмы рождения капель
и ледяных частиц, характеризуемые интенсивностью J (Piskunov, 1999;
Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov and Petrov, 2002):

∂tC(g,α, t)+∂g

[
V (g,α, t)C(g,α, t)

]
+ ∂α

[
U(g,α, t)C(g,α, t)

]
=

= S(C; g,α, t) + J(g,α, t). (5.10)

Для практического использования уравнений (5.10) целесообразно при-
менить процедуру, изложенную в предыдущем разделе, чтобы све-
сти эти уравнения к цепочкам одномерных уравнений, аналогичных
уравнениям Смолуховского. Для этого, аналогично разд. 5.1, введем
интегральные по переменной α характеристики спектра частиц m(g, t),

n(g, t) и α(g, t) = m(g, t)/n(g, t). Используем физически оправданное

предположение, что ядра коагуляции K и скорости V , U зависят
только от среднего содержания примеси в частицах:

K(g,α; s,β) ∼= K
[
g,α(g, t); s,β(s, t)

]
≡ k(g, s, t), (5.11)
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V (g,α, t) ∼= V (g,α, t) ≡ v(g, t);

U(g,α, t) ∼= U(g,α, t) ≡ u(g, t). (5.12)

Интегрируя (5.10) от 0 до g по α (с весами 1 и α), получим
замкнутую систему уравнений:

∂tn(g, t) + ∂g[v(g)n(g)] =
1

2

g∫

0

k(g − s, s)n(g − s)n(s) ds−

− n(g)

∞∫

0

k(g, s)n(s) ds+

g∫

0

J(g,α) dα, (5.13)

∂tm(g, t) + ∂g

[
v(g)m(g)

]
− u(g)n(g) =

g∫

0

k(g − s, s)n(g − s)m(s) ds−

−m(g)

∞∫

0

k(g, s)n(s) ds+

g∫

0

αJ(g,α) dα. (5.14)

Фазовый переход вода–лед не дает вклада в изменение полного числа
частиц n, но за счет третьего члена в левой части (5.14) он влияет на
поведение величин m и α, характеризующих среднюю степень промер-
зания (таяния) смешанных частиц в облаке. Уравнения (5.13), (5.14),
полностью определяют поведение спектров, их численное решение мо-
жет осуществляться путем расщепления по процессам конденсации
и коагуляции (см. гл. 6).

При практическом использовании уравнений (5.13), (5.14) следует
учитывать, что процедура использования средних по α величин фак-
тически подразумевает, что компонента α присутствует в смешанных
частицах в меньшем количестве. Поэтому, для задач промерзания
водяных капель в облаке удобно считать, что компонента α является
льдом, а для задач таяния — водой. Если дополнительно требуется
аккуратное описание коагуляционного процесса для самой компоненты
α, то можно воспользоваться приемом предыдущего раздела, чтобы
получить для этой компоненты дополнительное к (5.13), (5.14) кине-
тическое уравнение.

Простые численные оценки показывают, что характерные времена
формирования и роста капель в облаках составляют десятки-сотни
минут, а процесс промерзания (таяния частиц) идет намного быстрее:

время замерзания капли радиусом R ∼ 10−6 м составит 10−4–10−5 c,

для R ∼ 10−4 м это время 0,1–1 с (Качурин, Морачевский, 1965),
поэтому в упрощенной модели процесс промерзания каждой капли
можно считать мгновенным. Tем самым, для облака в целом динамика
перехода воды из жидкой в твердую фазу будет определяться внедре-
нием ледяных частиц в капли, т. е. коагуляцией. Кроме того, важную
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роль играет процесс перегонки пара от капель к ледяным частицам,
который определяется конденсацией и испарением капель (ледяных
частиц). Соответствующее кинетическое уравнение, учитывающее все
эти процессы и обобщающее результаты работы (Загайнов и др., 1988),
имеет вид, предложенный в (Piskunov, 1999):

∂tcw(g, t) + ∂g

[
vw(g) cw(g)

]
=

1

2

g∫

0

k(g − s, s) cw(g − s) cw(s) ds−

− cw(g)

∞∫

0

k(g, s)n(s) ds+ Jw(g, t), (5.15)

∂tci(g, t) + ∂g

[
vi(g) ci(g)

]
=

1

2

g∫

0

k(g − s, s) ci(g − s)
[
ci(s) + 2cw(s)

]
ds−

− ci(g)

∞∫

0

k(g, s)n(s) ds+ Ji(g, t). (5.16)

В этой упрощенной модели мы учитываем только два сорта частиц:
водяные капли с концентрацией cw(g) и чисто ледяные частицы —
ci(g), причем n = cw + ci.

Источники Jw и Ji в уравнениях (5.15) и (5.16) описывают измене-
ние спектров водяных капель и ледяных частиц, например, в результа-
те процессов нуклеации (Mason, 1957; Fletcher, 1962) или спонтанного
промерзания водяных капель (Cotton, 1972; Shiino, 1978). Ядра коа-
гуляции, вообще говоря, зависят не только от масс частиц, которые
стоят в их аргументах, но и от характеристик вещества (например,
от его плотности), поэтому каждому типу столкновений (вода–вода,
лед–вода, лед–лед) соответствует свое ядро коагуляции (обозначим
эти ядра Kww, Kiw и Kii соответственно). Для того, чтобы правильно
учитывать эти зависимости и выбирать в (5.15), (5.16) нужные типы
ядер коагуляции, проще всего следить за «сортом» частиц, присут-
ствующих в интегралах парных столкновений. Например, в (5.15)
в первом слагаемом берутся столкновения водяных капель с водяными
(этим столкновениям соответствует ядро коагуляции Kww, при этом
g и s — массы водяных капель), а во втором — сначала водяных
капель с ледяными частицами (этому соответствует ядро Kwi, при
этом g — масса водяной капли, а s — масса ледяной частицы), а затем
снова капель воды между собой (ядро Kww, g и s — массы водяных
капель). Однако, во избежание излишней громоздкости, мы опускаем
в уравнениях (5.15), (5.16) индексы ядер коагуляции, обозначающие
типы столкновений, считая, что это делается автоматически.
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5.3. Аналитические решения кинетических уравнений

Для того, чтобы сделать возможным аналитическое решение сфор-
мулированных выше уравнений, сделаем ряд упрощающих предпо-
ложений:

— отбросим источники J в уравнениях (5.15), (5.16);
— предположим, что скорости конденсации паров в водяную и ле-

дяную фазу одинаковы;
— возьмем ядра коагуляции в уравнениях (5.15) и (5.16) одинако-

выми для всех типов столкновений (вода–лед, лед–лед, вода–вода).
Кинетические уравнения для спектра капельной фракции c(g, t)

и полного спектра частиц n(g, t) примут при этом следующий вид
(Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov and Petrov, 2002):

∂c(g, t)

∂t
+

∂

∂g

[
v(g, t) c(g, t)

]
=

1

2

g∫

0

K(g − s, s, t)×

× c(g − s, t) c(s, t) ds− c(g, t)

∞∫

0

K(g, s, t)n(s) ds, (5.17)

∂n(g, t)

∂t
+

∂

∂g

[
v(g, t)n(g, t)

]
=

1

2

g∫

0

K(g − s, s, t)×

× n(g − s, t)n(s) ds− n(g, t)

∞∫

0

K(g, s, t)n(s, t) ds. (5.18)

Уравнение (5.18) для полного спектра частиц n(g, t) получено путем
суммирования уравнений (5.15) и (5.16) и, естественно, представляет
собой обычное уравнение Смолуховского с учетом процесса конденса-
ции. Для получения общих результатов удобно произвести в уравнени-
ях (5.17), (5.18) стандартный переход к безразмерным величинам (см.
разд. 3.1): выбираем произвольную массу g0 и переходим к безразмер-
ным массам g/g0; замена c(g, t) → c(g, t)/g0 V0 осуществляет переход
к безразмерным концентрациям, причем объем V0 выбирается произ-
вольно; выделение размерного множителя K0 перед коэффициентами
коагуляции позволяет перейти к безразмерным времени K0t/V0 и ско-

рости конденсации v(g, t)V0/K0 g0. Введем интегральные величины:

N(t) =

∞∫

0

n(g, t) dg; M(t) =

∞∫

0

n(g, t) g dg;

ν(t) =

∞∫

0

c(g, t) dg; µ(t) =

∞∫

0

c(g, t)g dg.
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Здесь N(t) и M(t) — счетная и массовая концентрации всех частиц
в облаке; ν(t) и µ(t) — аналогичные величины для водяных капель.

Аналитические решения уравнения (5.18) для однокомпонентных
систем и ряда модельных ядер коагуляции K приведены в гл. 3. Ниже
нас будут интересовать решения нового, более сложного уравнения
(5.17), которые получены в (Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov
and Petrov, 2002) для следующих модельных зависимостей:

• начальный спектр c(g, 0) = A exp (−ag), где A и a — некоторые
постоянные величины;

• скорость конденсации v(g, t) = β(t)g, где β(t) — произвольная

функция времени;
• ядра коагуляции трех видов: K(g, s, t) = Kc = 2; K(g, s, t) =

= K+ = g + s; K(g, s, t) = K∗ = 2gs.
Ядро Kc = const хорошо воспроизводит поведение интегральных

величин при броуновской коагуляции (Hidy and Brock, 1971). Ядром
K+ = g + s часто аппроксимируют турбулентно-гравитационную коагу-
ляцию (Головин, 1963; Hidy and Brock, 1971; Волощук, 1984), посколь-
ку эти ядра имеют примерно одинаковую степень роста с увеличением
размеров частиц. Ядро K∗ = 2gs приводит к критическим явлениям
(«gelation») в процессе коагуляции (см. разд. 3.5) и его изучение по-
лезно в методических целях.

Подставляя начальное распределение c(g, 0) в выражения для ν(t)
и µ(t), получим следующие связи между константами: ν0 = A/a, µ0 =
= A/a2 (здесь и далее индексом «0» обозначены начальные значения
величин).

Для решения уравнения (5.17) нам понадобится поведение инте-
гральных величин M(t), N(t). Интегрируя уравнение (5.18) по g от
0 до ∞ с весами g и 1, легко убедиться, что изменение полной
массовой концентрации M(t) определяется только конденсационны-

ми процессами: M(t) = M0 exp

( t∫

0

β(τ) dτ

)
, а счетная концентрация

N(t) убывает со временем. Для ядра KcN(t) = N0/(1 + N0t) — по-
ведение N(t) не зависит от хода конденсационных процессов, а для

ядра K+ зависит косвенно — через изменение массовой концентра-

ции M(t): N(t) = N0 exp

[
−

t∫

0

M(τ) dτ

]
. Кроме очевидного случая

β = const (β > 0 — конденсация, β < 0 — испарение) для физи-
ческих оценок можно рассмотреть модель конденсации, в которой

β(t) = γ[Ms −M(t)], где Ms — значение M(t) при насыщении пара.

При этом γ > 0 — некоторая постоянная величина, а ход процесса
определяет стартовое значение M0: если M0 < Ms, то происходит



5.3. Аналитические решения кинетических уравнений 149

конденсация, если M0 > Ms, то происходит испарение. Стремление
M(t) к равновесному значению Ms происходит следующим образом:

M(t) =
M0Ms

M0 + (Ms −M0) exp (−γMst)
. (5.19)

Приводимые далее решения уравнения (5.17) получены с помощью
преобразования Лапласа, аналогично тому, как это сделано в разд. 3.3.

Ядро Kc = 2. Решение уравнения (5.17) для спектра капель c(g, t)
наиболее компактно записывается в терминах интегральных и средних
величин:

c(g, t) =
µ(t)

g2(t)
exp

[
− g

g(t)

]
. (5.20)

Поведение счетной и массовой концентраций капель следующее:

ν(t) =
ν0

(1+N0t) [1+(N0−ν0)t]
, µ(t) =

M(t)µ0

M0[1+(N0−ν0) t]2
. (5.21)

В формуле (5.20) g(t) = µ(t)/ν(t) — средний размер (масса) водяных

капель. Здесь, так же как в разд. 3.3, 3.4, поведение спектра определя-
ется начальными значениями интегральных по спектру величин (здесь
это параметры N0, M0, ν0, µ0).

Видно, что с течением времени происходит необратимое вымора-
живание капельной фракции, поскольку ее относительное содержание

в облаке η(t) = µ(t)/M(t) −→
t→∞

0. Из (5.21) следует также, что при

M(t) −→
t→∞

const, как это имеет место, например, для решения (5.19),

средний размер водяных капель стабилизируется: g(t) −→
t→∞

const. При-

чиной столь необычного поведения g(t) служит тот факт, что из-
менение среднего размера капель обусловлено только столкновения-
ми внутри водяной фракции, а подобное уменьшение спектра капель
в (5.20), пропорциональное µ(t), обусловлено столкновениями капель
с ледяными частицами и дальнейшим вымораживанием капель. Ясно,
что в процессе вымораживания счетная концентрация капель убывает
и стремится к нулю, за счет чего вероятность парных столкновений
капель между собой резко снижается и происходит стабилизация фор-
мы спектра. При этом средний размер капель стремится к некоторой
постоянной величине. Данную интерпретацию легко подтвердить пря-
мой подстановкой решения (5.20) в различные интегральные слагаемые
уравнения (5.17):

[
∂tc(g, t)

]
ww

=

g∫

0

c(g − s, t) c(s, t) ds− 2c(g, t)ν(t) =

= c(g, t) ν(t)

[
g

g(t)
− 2

]
=
∂c(g, t)

∂g

dg(t)

dt
,
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т. e. вклад в коагуляционном операторе
[
∂tc(g, t)

]
ww

, описывающий

столкновения водяных капель с водяными, точно совпадает с производ-

ной спектра
∂c(g, t)

∂g

dg(t)

dt
, обусловленной только изменением среднего

размера.

Если ледяная фракция отсутствует (M0 = µ0, N0 = ν0), то эффект

стабилизации спектра пропадает и g(t) −→
t→∞

∞, как это и должно

быть по физическому смыслу процесса коагуляции однотипных частиц;
при этом счетная и массовая концентрации капель убывают гораздо
медленнее, чем в присутствии ледяной фракции, экспоненциальный
«хвост» спектра в (5.20) также реализуется гораздо медленнее, т. е.
спектр капель в однокомпонентной системе более широкий.

Для иллюстрации этих закономерностей возьмем частный случай,
когда ν0/N0 = µ0/M0 = p. Параметр p 6 1 задает начальное относи-

тельное содержание капельной фракции в облаке. Когда p = 1 (нет
ледяных частиц), то g(t) −→

t→∞
∞ и стабилизация формы спектра не

наблюдается. При p < 1 происходит «вымерзание» водяной (капельной)
фракции, причем тем быстрее, чем меньше значение p. Особенности
поведения решений со временем при различных значениях p (p = 1,

0,75, 0,5, 0,25) наглядно представлены на рисунках 5.1–5.3. На рис. 5.1
проиллюстрирован монотонный рост относительной средней массы во-

дяных капель g/g0 при p = 1, т. е. в отсутствии в облаке ледяных ча-

стиц, и стремление g/g0 к постоянной величине (стабилизация формы

спектра) при значениях p < 1. Из физических соображений ясно, что
стабилизация среднего размера начинается тем быстрее, чем меньше

значение p, и это показано на примерах p = 0,25, p = 0,5 и p = 0,75.

Рис. 5.1. Поведение относительной средней массы капель g/g0 со временем для
различных значений p. Параметр p — относительное содержание капельной

фракции в начале процесса коагуляции
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Рис. 5.2. Поведение со временем относительной численной концентрации водя-
ных капель ν/N для различных значений p

Рис. 5.3. Поведение со временем относительной массовой концентрации водя-
ных капель µ/M для различных значений p

Рисунки 5.2, 5.3 иллюстрируют «вымерзание» водяной фракции со
временем. На них изображено поведение относительной счетной кон-
центрации водяных капель ν/N и относительной массовой концентра-
ции µ/M . При p = 1 ледяных частиц в облаке не появляется, поэтому

ν/N = 1, µ/M = 1 в течение всего процесса. При p < 1 величины

ν/N и µ/M стремятся к нулю тем быстрее, чем меньше значение p,
что наглядно видно из сравнения кривых, соответствующих p = 0,25,
p = 0,5 и p = 0,75.
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Ядро K+ = g + s. Решение уравнения (5.17) имеет следую-
щий вид:

c(g, t) =
MN

√
G

2g(N0 −N)
I1(g

√
G ) exp (−gF ), (5.22)

где F ≡ aM0 + N0 − N

M
, G ≡ 4AM0(N0 − N)

M 2N0

, I1 — функция Бесселя

1-го рода мнимого аргумента. Как и в разд. 3.3, 3.4, поведение
спектра определяется начальными значениями интегральных вели-
чин (здесь N0, M0, a, A). Поскольку F >

√
G , спектр на «хвосте»

всегда экспоненциально убывает. Поведение интегральных величин
следующее:

ν(t) =
MN

2(N0 −N)

(
F −

√
F 2 −G

)
;

µ(t) =
ν(t)√
F 2 −G

; g(t) =
1√

F 2 −G
.

Сделанные выше качественные выводы о динамике спектров для ядра
Kc сохраняются и для ядра K+.

Критические явления для ядра K∗ = 2gs. Для ядра K∗ в неко-
торый момент времени tc процесс коагуляции принимает лавинообраз-
ный характер, приводящий к отделению от спектра аномально крупной
частицы (или группы частиц), не описываемой уравнением Смолухов-
ского (Lushnikov, 1978). В ряде работ это явление получило название
«gelation» (Ziff and Stell, 1980). Поведение однокомпонентной системы
в этом случае подробно описано в (Piskunov, 1991), где использован
термин «критические явления». Здесь нас будут интересовать критиче-
ские явления в системах с двухкомпонетной дисперсной средой, кото-
рая, представляет собой смесь жидких капель и ледяных частиц. Для
их исследования рассмотрим только кинетику коагуляции, не учитывая
конденсационные процессы, несущественные для критических явле-
ний. Запишем дискретные варианты уравнений (5.17), (5.18) с ядром
K∗ = 2gs, отбросив в этих уравнениях конденсационные члены:

dt ng(t) =

g−1∑

s=1

(g − s) sng−s(t)ns(t) − 2ng(t)

∞∑

s=1

gs ns(t), (5.23)

dt cg(t) =

g−1∑

s=1

(g − s) scg−s(t) cs(t) − 2cg(t)

∞∑

s=1

gs ns(t). (5.24)

Уравнение (5.23) для полного спектра частиц совпадает с уравнением,
описывающим поведение спектра в однокомпонентном случае. Анали-
тическое решение этого уравнения получено и исследовано в разд. 3.5.
Если взять монодисперсные начальные условия n0

g = δg,1, то это реше-
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ние имеет вид:

ng(t) =
(2tg)g−1 e−2gt

g!g
. (5.25)

Из анализа решения (5.25) следует, что в критический момент времени

tc = 1/2 спектр становится степенным — ng(tc) ≈ g−5/2/
√

2π, а вто-

рой момент L2(t)=
∞∑

g=1

g2ng(t) при t= tc расходится. Кроме того, при

t> tc нарушается баланс массовой концентрации: M(t) =
∞∑

g=1

gng(t) <

< M(0). Содержательная интерпретация этого противоречия заключа-

ется в предположении, что при t > tc в системе появляется аномаль-
но крупная частица, не описываемая уравнением Смолуховского (см.
разд. 3.5). Tакое поведение дисперсной системы классифицируется как
наличие критических явлений (или выпадения в осадок) в процессе
коагуляции.

Аналитическое решение уравнения (5.24) наиболее просто полу-
чить, взяв начальное условие для спектра водяных капель в виде:
c0g = pg n0

g (0 < p < 1). Воспользуемся следующим свойством решений

уравнений (5.23)–(5.24):
• пусть ng(t) — решения (5.23) с начальными условиями n0

g, а на-

чальные условия для cg(t) имеют вид: c0g = pg n0
g (0 < p < 1);

• тогда функции cg(t) = pg ng(t) являются решениями уравнения
(5.24).

Справедливость этого утверждения легко проверяется непосредствен-

ной подстановкой cg(t) = pgng(t) в уравнение (5.24). Tаким образом,

решение уравнения (5.24) имеет вид:

cg(t) = ng(t)p
g =

pg(2tg)g−1 e−2gt

g!g
. (5.26)

Из анализа (5.26) следует, что спектр cg(t) экспоненциально всегда

убывает по g, следовательно, второй момент l2(t) =
∞∑

g=1

g2cg(t) всегда

сходится и величина µ(t) =
∞∑

g=1

gcg(t) ведет себя регулярно. Tаким об-

разом, критические явления для «водяной» фракции cg(t) отсутствуют.

5.4. Применение GA-метода
для многокомпонентных систем

GA-метод, описанный в гл. 4, без особых усложнений обобщает-
ся на случай коагуляции композитных частиц, состоящих из смеси
нескольких веществ (Пискунов, Голубев, 1999). Если ограничиться
рассмотрением двухкомпонентных смесей, то можно воспользоваться
кинетическим уравнением (5.2). Уравнение (4.1) для сверток содержит
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теперь дополнительное интегрирование по массам примеси. Аналогич-
но (4.4) решение представляется в виде

C(g,α, t) =
I∑

i=1

Ci(t) δ
[
g − gi(t)

]
δ
[
α− αi(t)

]
. (5.27)

Получающиеся при этом уравнения для нахождения величин Ci(t),
gi(t), αi(t) практически совпадают с уравнениями (4.5) и не приводятся

здесь из-за их громоздкости.
Кинетические уравнения (5.6)–(5.8) для n(g, t), m(g, t), c(g, t) также

легко преобразовать в уравнения для сверток. Решение этих уравнений
ищем в форме, аналогичной (4.4):

n(g, t)=

I∑

i=1

ni(t) δ
[
g−gi(t)

]
, m(g, t)=

I∑

i=1

mi(t) δ
[
g−gi(t)

]
,

c(g, t) =

IP∑

i=1

ci(t) δ
[
g − gi(t)

]
.

(5.28)

Число узлов I сетки для функций n, m должно быть больше, чем число
узлов IP сетки для c, поскольку частицы, состоящие из одной примеси,
составляют только долю всех частиц. Подстановка (5.28) в уравнения
для сверток приводит к системе уравнений для величин ni(t), mi(t),
ci(t), gi(t), аналогичной (4.5). Детализации требует выбор значений

α[gi(t)] в аргументах ядра K при g = gi(t). Оказывается, что α[gi(t)] =

= mi(t)/ni(t).
Рассмотрим также случай многокомпонентной примеси. Mассу ос-

новного вещества в частице (например массу воды) будем обозначать
g1, а массы других веществ (примесей) — g2, ... , gN . Рассмотрим сна-

чала однофазные частицы (например, жидкие капли), необходимые
обобщения на случай частиц, находящихся и в твердом и в жид-
ком состояниях, производятся аналогично разд. 5.2. Будем считать
дисперсную систему пространственно однородной (по крайней мере
в пределах счетного объема) и обозначим концентрацию композит-
ных частиц, имеющих массы g1, g2, ... , gN в момент времени t, через
C(g1, g2, ... , gN , t).

Для удобства и сокращения выкладок используем векторную запись

массива {gj} : g = {g1, ... , gN} и, соответственно, введем обозначение

C(g, t). За счет коагуляции происходит изменение концентраций, опи-
сываемое уравнением:

∂tC(g, t) = S(C;g, t);

S(C;g, t) =
1

2

g∫

0

K(g − s, s)C(g − s)C(s) ds− C(g)

∞∫

0

K(g, s)C(s) ds.

(5.29)
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Уравнение (5.29) является очевидным обобщением уравнения Смолу-
ховского (5.1), (5.2).

Для упрощения задачи эффективным является прием, изложенный
в разд. 5.1, когда выделяется основная компонента (например, g1), для
которой требуется детальное описание спектра, а для остальных (при-
месных компонент g2, ... , gN ) достаточно описание на уровне среднего
значения массы примеси в частице. В соответствии с этим, представим
спектр C(g, t) в виде:

C(g, t) = n(g1, t)

N∏

j=2

δ[gj − gj(g1)], (5.30)

где среднее содержание примеси gi(g1) определим следующим образом:

gj(g1) =

∞∫

0

...

∞∫

0

gjC(g, t) dg2 ... dgN

/∞∫

0

...

∞∫

0

C(g, t) dg2 ... dgN . (5.31)

Математический смысл представления (5.30) заключается в следу-
ющем: содержание основной компоненты g1 в частицах описывается
детально с помощью функции n(g1, t); остальные компоненты рассмат-

риваем более грубо — на уровне среднего размера gj(g1), зависящего

от массы основной компоненты g1 в частице. После подстановки (5.30)
в (5.29) и интегрирования по g2, ... , gN , получим следующие уравнения

для функции n(g1, t):

∂tn(g1, t)=
1

2

g1∫

0

K(g1−s, s)n(g1−s)n(s) ds−n(g1)

∞∫

0

K(g1, s)n(s) ds,

(5.32)
где использовано физически оправданное приближение K(g; s) ≈
≈ K(g1, g2, ... , gN ; s1, s2, ... , sN ). Одномерное уравнение (5.32) можно

решать либо GA-методом, либо одним из сеточных методов (см.
разделы 4.2, 4.3).

Наибольшие перспективы представляет собой применение GA-мето-
да, в котором решение представляется в виде набора δ-функций с «пла-
вающими» значениями масс частиц g1k(t) (здесь I — число узлов):

n(g1, t) =
I∑

k=1

nk(t) δ[g1 − g1k(t)];

C(g, t) =

I∑

k=1

nk(t) δ[g1 − g1k(t)]

N∏

j=2

δ[gj − gj(g1k)].

(5.33)

Видно, что в результате сочетания аппроксимации (5.30) с подхо-
дом, используемым в GA-методе, для определения спектра C(g, t)
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необходимо знать только значения nk(t) в дискретных узловых точ-

ках, а также движущиеся координаты этих точек g1k(t) (k = 1, ... , I).

Уравнения для этих величин являются дискретными аналогами урав-

нений Смолуховского. Средние массы примесей gj [g1k(t)] (j = 2, ... ,N)

определяются из своей системы уравнений для каждой узловой точки
g1k(t). Фактически данный подход является объединением и обоб-
щением результатов гл. 4 и разд. 5.1. Поскольку представление (5.33)
заменяет интегралы суммами в узловых точках, то такой подход поз-
воляет избежать приближенных квадратурных формул для интегралов
в (5.29), (5.32), а результирующие уравнения для узловых точек g1k,
gi и величин nk находятся из (5.29), (5.32).

Для того, чтобы полностью определить решение (5.30) и сформу-
лировать замкнутую систему уравнений кинетики коагуляции мно-
гокомпонентных частиц, необходимо дополнить уравнение (5.32) ре-
цептом для нахождения узловых точек gi(g1). C учетом (5.30)

имеем

∞∫

0

...

∞∫

0

C(g, t) dg2 ... dgN = n(g1, t), поэтому для определения

gj(g1) (j = 2, ... ,N) достаточно найти величины mj(g1, t) ≡

≡
∞∫

0

...

∞∫

0

gjC(g, t) dg2 ... dgN , которые по своему смыслу означают

среднее значение массы примеси gj в частицах с фиксированной
массой основной компоненты g1. После определения mj(g1, t) узловые
точки находятся из равенства

gj(g1) =
mj(g1, t)

n(g1, t)
. (5.34)

Уравнения для функций mj(g1, t) (j = 2, ... ,n) получим, умножая

(5.29) на gj и интегрируя по g2, ... , gN с учетом представления (5.30).

В результате функции mj(g1, t) находятся из следующей системы:

∂tmj(g1, t) =

g1∫

0

K(g1 − s, s)n(g1 − s)mj(s) ds−

−mj(g1)

∞∫

0

K(g1, s)n(s) ds. (5.35)

Уравнения (5.32), (5.35) с учетом равенства (5.34) полностью определя-
ют поведение спектра многокомпонентных композитных частиц, пред-
ставленного в форме (5.30). Они являются основой для дальнейшего
применения дискретной аппроксимации (5.33) и формулировки замкну-

той системы уравнений для узловых величин nk(t), g1k(t), gj [g1k(t)].



Гл а в а 6

ЧИСЛЕННЫЕ МОДЕЛИ

АЭРОЗОЛЬНОЙ КИНЕТИКИ

Но неуемный разум разложил
И этот мир,
Построенный на ощупь
Вникающим и мерящим перстом.
Все относительно:
И бред и знанье.
Срок жизни истин —
Двадцать-тридцать лет —
Предельный возраст водовозной клячи.
Мы ищем лишь удобства вычислений,
А в сущности, не знаем ничего.

M.Волошин. Путями Каина. Космос

Моделирование кинетики конденсации и коагуляции представляет
большой интерес для решения практических задач, поскольку именно
эти процессы определяют динамику поведения спектров частиц и, тем
самым, основные физические свойства дисперсной системы. В преды-
дущих главах описаны постановки задач, использующие разнообраз-
ные формулировки кинетических уравнений, позволяющие учитывать
наиболее важные факторы, сопутствующие этим процессам. Описаны
способы численного моделирования аэрозольной кинетики с помощью
интегрального подхода, сформулированы уравнения кинетики для мно-
гокомпонентных систем, позволяющие получить наиболее полную ин-
формацию о составе композитных частиц.

В данной главе конкретизируются данные по скоростям процессов
коагуляции и конденсации в атмосферных условиях. Продолжено опи-
сание численных подходов к моделированию аэрозольной кинетики,
детализирована постановка задачи для кинетики фазового перехода
в облачных системах. Фактически материалы данной главы позволяют
перейти к расчетам конкретных атмосферных процессов, протекающих
с участием аэрозолей.
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6.1. Скорости коагуляции атмосферных аэрозолей

В дополнение к механизмам коагуляции, описанным в разд. 1.6
(броуновская и градиентная коагуляция), в атмосферных условиях
важно учитывать и другие механизмы (гравитационная, турбулентная
коагуляция), действующие в области размеров частиц 10–100 мкм.
Кроме того, необходимо корректно рассчитывать ядра коагуляции при
совместном действии всех перечисленных выше механизмов, а также
учитывать отличие сечений столкновений от геометрических сечений,
возникающее за счет эффектов обтекания. Ниже приведены соответ-
ствующие зависимости, используемые нами при моделировании ди-
намики формирования аэрозолей в атмосфере (Пискунов, 2000; Пис-
кунов, 2004).

Коэффициент гравитационной коагуляции. Для описания этого
процесса без учета коэффициента захвата используется выражение

Kg(r1, r2) = π(r1 + r2)
2
∣∣ug1 − ug2

∣∣; ugi =

(
1 − ρm

ρp

)
τpG, (6.1)

где ugi — установившаяся скорость седиментации; ρm и ρp — плот-
ности среды и частицы соответственно; G — ускорение свободного
падения. Коэффициент гравитационной коагуляции равен нулю для
частиц одинакового размера, поскольку они движутся с одной и той
же скоростью и не догоняют друг друга. Для частиц, движущихся
в стоксовом режиме, время релаксации τpi определяется по формуле

τpi =
2ρpr

2
iCc

9η
. (6.2)

Если коэффициент лобового сопротивления представить (см. разд. 1.1)

в виде Cw(Re) = 24/Re +C0 (где C0 = 0,42), то получим следующую

общую формулу для скорости седиментации:

ugi =
6η

C0Ccρmri

(√

1 +
2C0C2

cρmρpi

27η2
r3
i

(
1 − ρm

ρpi

)
G − 1

)
. (6.3)

В табл. 6.1 приведены коэффициенты гравитационной коагуляции
Kg для капель воды размером r1 = r, r2 = 2r в воздухе при нормальных
условиях.

Tа б ли ц а 6.1. Коэффициенты гравитационной коагуляции
капель воды в воздухе

r, мкм 0,1 1 10 50 100 1000

Kg,

см3/с
1,018·10−12 1,018·10−8 1,015·10−4 4,839·10−2 3,737·10−1 8,615·101
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Из сравнения результатов таблиц 1.7 и 6.1 следует, что при
r > 1 мкм броуновская коагуляция пренебрежимо мала по сравнению
с гравитационной.

Коэффициент коагуляции в турбулентном потоке. Для коэффи-
циента коагуляции в турбулентном потоке в общем случае использу-
ется формула (Пискунов и др., 1996; Пискунов, 2000), являющаяся
интерполяцией между предельными случаями полного увлечения ча-
стиц средой и их инерционным движением. Естественным параметром
в интерполяционной формуле является отношение характерного време-
ни мелкомасштабных турбулентных пульсаций ко времени релаксации
скорости частиц

γi = βpi(ν/ε)
1/2, (6.4)

где v = η/ρm — кинематическая вязкость среды; ε — энергия на еди-

ницу массы, диссипируемая в среде в единицу времени, а βpi = 1/τpi

(τpi — введенное ранее время релаксации).

Коэффициент коагуляции определяется по формуле

KT (r1, r2) = π(r1 + r2)
2

√
8

3π
〈w2〉 . (6.5)

Среднее значение квадрата относительной скорости 〈w2〉 взаимодей-
ствующих частиц в турбулентном потоке представляется в доволь-
но громоздком виде, приведенном в (Пискунов и др., 1996; Пис-
кунов, 2000).

Коэффициент коагуляции при совместном действии броуновско-
го движения, турбулентности и осаждения в поле тяжести. При
совместном действии на частицы броуновского движения и турбулент-
ности коэффициент коагуляции получен в работах (Пискунов и др.,
1996; Пискунов, 2000) и выражается следующей достаточно простой
формулой:

KTB(r1, r2) =
√
K2

B(r1, r2) +K2
T (r1, r2) , (6.6)

где KB и KT выражаются по формулам (1.39) и (6.5) соответственно.
Для совместного действия всех трех механизмов коэффициент коа-
гуляции имеет вид, приведенный в (Пискунов и др., 1996; Писку-
нов, 2000).

В табл. 6.2 даны коэффициенты коагуляции KT , KTB и KTBG для

капель воды c размерами r1 = r, r2 = 2r в воздухе при нормальных
условиях (T = 293,15 К). Скорость диссипации турбулентной энергии

в атмосфере принята равной ε = 500 см2/с3 (Saffman and Turner, 1956).
Видно, что броуновская коагуляция важна для частиц размером

r 6 0,1 мкм. Гравитационная коагуляция дает вклад, сравнимый с тур-
булентной коагуляцией, и оба этих механизма важны для сравнительно
крупных частиц с r > 1 мкм.
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Tаб л и ц а 6.2. Коэффициенты коагуляции капель воды
в воздухе с учетом турбулентности

r, мкм KT , см3/c KTB , см3/c KTBG, см3/c

0,1 2,648 · 10−12 1,108 · 10−9 1,108 · 10−9

1 4,162 · 10−9 4,222 · 10−9 1,087 · 10−8

10 3,316 · 10−5 3,316 · 10−5 1,058 · 10−4

50 1,136 · 10−2 1,136 · 10−2 4,944 · 10−2

100 9,813 · 10−2 9,813 · 10−2 3,838 · 10−1

1000 1,008 · 10−2 1,008 · 102 1,295 · 102

Коэффициент захвата и учет дробления. В расчетах скорости ко-
агуляции следует также учитывать, что коэффициент захвата θ(r1, r2)
при гравитационной коагуляции капель может сильно отличаться от
единицы (Mason, 1957), а достаточно крупные капли должны распа-
даться (Хргиан, 1978). В расчетных формулах распад капель учитыва-
ется введением общего множителя fb(r1, r2) перед коэффициентом коа-
гуляции. В результате анализа экспериментальных и расчетных данных
получены следующие интерполяционные формулы для множителя fb

и коэффициента захвата водяных капель (Пискунов, 2000):

θ(r1, r2) = exp

[
0,288 −

(
r∗
R

)2

− r∗∗
r

]
; fb(r1, r2) = exp

[
− r3

1 + r3
2

r3
0

]
,

(6.7)
где R = max(r1, r2); r = min (r1, r2); r∗ = 21,46 мкм; r∗∗ = 17,27 мкм,
r0 = 0,3 см.

Обсуждение результатов. Из приведенных выше данных видно,

что значения K испытывают сильный разброс — от 10−10 до 102 см3/с
и тем самым мало показательны. Для оценки реальных скоростей
коагуляции более удобной является величина χ = 1/KN0, имеющая
размерность времени (N0 — число аэрозольных частиц в единице
объема). Если выделить типичный размер частиц r и зафиксировать
полную массу M аэрозолей в единице объема, то для характерного
времени коагуляции получим формулу

χ(r) =
4πρpr

3

3KM
. (6.8)

Для водяных облаков обычно M = 10−5–10−7 г/см3 (Мason, 1957).

В соответствии с этим в табл. 6.3 приведены значения χ(r) при

K = K(r, 2r), водности M = 5 · 10−7 г/см3 для различных механизмов
коагуляции. При этом в дополнение к результатам табл. 6.2 учтено
влияние коэффициента захвата.

Видно, что за счет броуновского движения капель очень быстро
коагулирует мелкодисперсная фракция с r < 0,1 мкм. Затем происходит
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T а б ли ц а 6.3. Время коагуляции капель
в облаке с водностью M = 5 · 10−7 г/см3

r, мкм χT , с χTB , с χTBG, с

0,1 3,16 · 103 7,56 · 100 7,56 · 100

1 2,01 · 103 1,98 · 103 1,98 · 103

10 2,53 · 102 2,53 · 102 2,47 · 102

50 9,22 · 101 9,22 · 101 2,34 · 101

100 8,54 · 101 8,54 · 101 1,98 · 101

1000 1,16 · 102 1,16 · 102 7,92 · 101

более медленный рост частиц в области размеров r = 1–10 мкм за счет
действия всех механизмов коагуляции. И наконец, после формирования
достаточно крупных частиц происходит их быстрая коагуляция за счет
турбулентности и гравитационного осаждения, что приводит к интен-
сивному выпадению осадков из облака.

6.2. Скорости конденсации
многокомпонентных частиц

В атмосферных задачах конденсация на остовных ядрах (из посто-
ронних или сформировавшихся ранее частиц) играет основную роль,
причем имеет место процесс активации остовных частиц, служащих
ядрами конденсации. Этот процесс заключается в том, что со временем
только часть ядер начинает поглощать пары определенного вещества
(активируется), поскольку на поверхности ядер требуется появление
«островков» конденсата из инородного для ядер вещества и только по-
сле этого может начаться развитая конденсация паров этого вещества.
Фактически в модели должен вводиться источник жизнеспособных (ак-
тивированных) ядер, интенсивность которого пропорционально общему
количеству ядер; эта интенсивность зависит от спектра, химсостава
и растворимости этих ядер, а также внешних условий (температуры,
давления паров конденсирующегося вещества и т. д.). Следует также
иметь в виду, что многие атмосферные задачи требуют корректного
описания остовных частиц в течение длительного промежутка вре-
мени, когда, например, водные капли высыхают в процессе переноса,
затем снова обводняются и т. д. В связи с этим, во многих задачах
требуются выражениях для скоростей конденсации, которые описы-
вают все возможные типы примесей (растворимые, диссоциирующие
и нерастворимые остовы, а также конденсирующиеся примеси).

Введем следующие обозначения: m0vj — масса молекулы пара j-го
вещества; r — радиус композитной капли; gj — масса j-го вещества
в составе капли; ρj — его плотность; Aj — молярная масса; k — посто-

янная Больцмана; pvj — парциальное давление паров j-го вещества;
T — температура среды; psj(r,T ) — давление насыщенных паров j-го

6 В.Н.Пискунов
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вещества над частицей радиуса r; Psj(T ) — давление насыщенных
паров j-го вещества над плоской поверхностью; σ — поверхностное

натяжение; vvTj =
√

8kT/πmovj , α — коэффициент аккомодации (доля
молекул пара, прилипающих при столкновении к поверхности капли).
Радиус композитной капли определим по формуле:

r =

[
3

4π

N∑

j=1

gj

ρj

]1/3

.

Эта формула является приближенной, поскольку из-за эффектов «упа-
ковки» разнородных молекул объeм раствора лишь примерно равен
сумме объeмов компонентов.

В ряде задач испарение (конденсация) пара происходит в условиях
ее обтекания газовой средой со скоростью u (например, при падении
в поле тяжести). В этом случае вводится так называемый «фактор
вентиляции» Fv, определяемый по формуле (Propacher and Klett, 1997):

Fv =

{
1 + 0,108 Re, Re < 2,5,

0,78 + 0,308 Re1/2, Re > 2,5,
(6.9)

где Re(u) — число Рейнольдса для данной скорости u и размера
частицы r. В итоге Fv = Fv(r).

Общее уравнение, описывающее процесс конденсации (испарения)
паров j-го вещества для композитной капли радиуса r, определяется
балансом между подачей пара на поверхность капли и испарением
с поверхности. Оно имеет следующий вид:

dtgj ≡ vj(g, t) = fj(r,T )[pvj − psj(r,T )]
∣∣
T=Tr

, (6.10)

где
fj(r,T ) = αFvπr

2 movj vvTj

/
(1 + 3rα/4λvj) kT. (6.11)

В формулах (6.10) и (6.11) Tr — температура поверхности капли.
Поскольку конденсация или испарение происходят с выделением или
поглощением тепла, то температуры капли и среды могут значитель-
но отличаться. Значение Tr находим из условий теплового баланса,
приравнивая тепловыделение в единицу времени потоку тепла в окру-
жающий воздух:

N∑

j=1

Ljvj = 4πrχ(Tr − T ), (6.12)

где Lj — удельная теплота конденсации паров j-го вещества; χ —
теплопроводность воздуха.

Учет различия между температурами капель Tr и среды T и вы-
числение поправок к скорости конденсации однокомпонентных частиц
за счет этого эффекта проведены в разд. 1.5. Воспользовавшись анало-
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гичным приемом, получим следующее выражение для скорости роста
(испарения) j-й компоненты в капле:

vj = (vj)0 −
fj dT psj(r,T )

N∑

k=1

Lk(vk)0

4πrχ+

N∑

k=1

fk dT psk(r,T )

, (6.13)

где
(vj)0 = fj(r,T ) [pvj − psj(r,T )]. (6.14)

Выражение (6.14) для величины (vj)0 представляет собой скорость

конденсационного роста (испарения) j-й компоненты в капле без уче-
та того, что температура частицы отличается от температуры среды,
а выражение (6.13) представляет собой скорость конденсационного
роста (испарения) j-й компоненты в капле, учитывающую разнотем-
пературность. Чтобы дать окончательный рецепт вычисления скорости
(6.13), необходимо определить dT psj(r,T ). Для давления насыщенного

пара j-го вещества над плоской поверхностью обычно используется
интерполяционная формула (1.25):

Psj(T ) = exp

(
− Asj

T
+Bsj + Csj lnT +DsjT

)
, (6.15) (6.15)

где Asj , Bsj , Csj , Dsj — некоторые константы, зависящие от кон-

кретного вида и фазового состояния j-го вещества. С учетом этой
интерполяции

dT Psj(T ) =

(
Asj

T 2
+
Csj

T
+Dsj

)
Psj(T );

dT psj(r,T ) =

(
Asj

T 2
+
Csj

T
+Dsj

)
psj(r,T ).

При этом взятa конкретная связь между Psj(T ) и psj(r,T ) (см. да-

лее формулу (6.18)) и использовано неравенство 2σAj/rRρ ≪ Asj .

Tемпературная зависимость давления насыщенного пара определяется
уравнением Клайперона–Клаузиуса:

dT Psj(T ) =
Lj m0vj Psj(T )

kT 2
. (6.16)

Подставляя (6.15) в (6.16), получим
Ljm0vj

kT 2
=
(

Asj

T 2
+

Csj

T
+Dsj

)
, т. е.:

dT psj(r,T ) =
Lj m0vj

kT 2 psj(r,T )
. (6.17)

6*
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В качестве обобщения известных формул для давления насыщен-
ного пара, полученных применительно к однокомпонентным системам
и слабым растворам, мы предлагаем следующую аппроксимацию для
определения давления насыщенного пара над поверхностью многоком-
понентной капли радиуса r:

psj(r,T ) = νj Psj(T ) exp

(
2σAj

ρRTr

)
, (6.18)

где νj =
(

dj gj

Aj

)/( N∑

k=1

dk gk/Ak

)
, dj — коэффициент Вант-Гоффа

j-го вещества, зависящий как от химичеcких свойств (растворимость,
диссоциация в растворе и т. д.), так и от концентрации вещества.
Коэффициенты Вант-Гоффа для различных веществ определены экс-
периментально и изменяются, например, для раствора NaCl от 2,0
до 6,131 (Мейсон, 1961), если менять концентрацию от бесконечного
разбавления до насыщения.

Для проверки работоспособности аппроксимационной формулы
(6.18) рассмотрим два предельных случая:

— когда данное вещество отсутствует в капле (т. е. νj = 0);
— когда вещество является растворителем в слабом растворе (т. е.

νj ≈ 1).
Поток молекул j-го вещества, определяемый процессами вылета моле-
кул с поверхности капли, задает скорость испарения вещества (см. вто-
рой член в (6.10), пропорциональный psj). Если вещество отсутствует
в капле (νj = 0), то оно и не должно испаpяться. Поэтому должно вы-
полняться pавенство psj = 0, что на самом деле и получается из (6.18).
Для пpовеpки дpугого пpедельного случая воспользуемся следующей
фоpмулой, опpеделяющей давление насыщенного паpа pаствоpителя
над каплей pаствоpа (Мейсон, 1961):

ln

(
psj

Psj

)
=

2σAi

ρRTr
− ρi

ρ
ln

(
1 +

∑

k 6=j

νk

)
, (6.19)

где νk = dnk/nj , nk — количество молей k-го вещества, pаствоpенного

в nj молях растворителя, а коэффициент Вант-Гоффа для растворителя

в (6.19) взят равным единице (dj = 1). Учитывая, что
∑

k

νk = 1,

∑

k 6=j

νk ≈
∑

k 6=j

νk, νj ≈ 1, ρj ≈ ρ, формулу (6.19) несложно преобра-

зовать в (6.18).
Tаким образом, интерполяционная зависимость (6.18) правильно

описывает предельные случаи. Если записать (6.18) для однотипных
веществ и просуммировать по всем компонентам, то получим изве-
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стную формулу Tомсона для давления насыщенного пара над поверхно-

стью капли в однокомпонентной системе: ps(r,T ) = Ps(T ) exp
(

2σq

rkT

)
.

В дальнейшем мы будем использовать формулу (6.18) в расчетах
давления над каплей насыщенных паров для любого j-го вещества,
а также для нахождения по (6.13) скорости конденсации (испарения)
паров j-го вещества. Очевидным достоинством выражения (6.18) яв-
ляется его применимость для любого типа вещества, независимо от
того, является ли это вещество растворителем, нерастворимой или рас-
творимой примесью, диссоциирующим реагентом — важно лишь знать
соответствующие коэффициенты Вант-Гоффа вещества. Tак, если оно
является растворителем, то его коэффициент Вант-Гоффа берется рав-
ным единице, для нерастворимых веществ (например, минерального
остова) этот коэффициент полагается равным нулю, для диссоциирую-
щего реагента нужно знать среднее число компонент dj , на которые он
распадается.

6.3. Моделирование кинетики формирования
аэрозолей с помощью программы AERFORM

Кинетические уравнения конденсации и коагуляции достаточно
сильно отличаются друг от друга по своей математической природе: ки-
нетическое уравнение конденсации представляет собой квазилинейное
уравнение первого порядка (аналог уравнений переноса излучения),
а кинетическое уравнение коагуляции — билинейное интегро-диффе-
ренциальное уравнение (аналог уравнения Больцмана). Соответствен-
но этому и достаточно сильно отличаются численные способы решения
данных уравнений.

Моделирование кинетики конденсации. Метод математического
моделирования процессов зарождения и конденсационного роста ча-
стиц в пересыщенном паре развит в работе (Голубев и др., 1991).
Численное решение кинетического уравнения конденсации

∂tC(g, t) + ∂g

[
v(g, t)C(g, t)

]
= J(t)δ

[
g − g̃(t)

]
(6.20)

осуществляется на основе метода частиц. Для этого на каждом вре-
менном интервале

[
tn, tn+1 = tn + ∆t

]
спектр C(g, t) представляется

в виде

C(g, t) =

M∑

i=1

Ni(t) δ[g − gi(t)] +NM+1(t) δ[g − gM+1(t)], (6.21)

причем NM+1(t = tn) = 0. Исходя из этого представления C(g, t)
и используя уравнение (6.20), можно получить следующую систему
уравнений для величин Ni, gi:

dt Ni = 0, 1 6 i 6 M ; (6.22)
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dt gi = vg(gi), 1 6 i 6 M + 1; (6.23)

NM+1(t
n+1) =

tn+1∫

tn

J dt. (6.24)

Уравнение (6.23) означает, что точки gi(t) движутся по характери-
стикам. При этом, величины Ni (веса модельных частиц), имевшиеся

в системе к моменту t = tn, на шаге ∆t не изменяются. Исключение
составляет случай, когда частица приходит на границу g = 0. При
gi 6 0 частицу можно считать испарившейся и положить Ni = 0. Вес

NM+1 модельной частицы, инжектируемой в систему на этом шаге,

согласно (6.24) должен быть выбран таким образом, чтобы правильно
передать число реальных частиц, рождаемых источником в интервале

времени [tn, tn+1]. Начальная масса инжектируемой модельной частицы
также определяется источником: gM+1(t = tn) = g̃M+1(t = tn).

Необходимо отметить, что для практических задач физики атмо-
сферы и проблем безопасности важным фактором, ускоряющим про-
цесс конденсационного роста аэрозолей, является наличие в воздухе
атмосферных ядер конденсации и других инородных частиц (ранее
сконденсировавшихся веществ, пыли, грунта и т. д.). Поскольку при
численном моделировании кинетики конденсации в работах (Голубев
и др., 1991; Aloyan et al., 1992) используется метод частиц, то учет
инородных веществ (частиц остова) при конденсации производится без
особых трудностей.

Моделирование кинетики коагуляции. Обратимся сначала к ма-
тематическому моделированию кинетики коагуляции однокомпонент-
ных частиц, описываемой обычным уравнением Смолуховского (3.1).
Метод численного решения, реализованный в программе, заключается
в следующем (Piskunov et al., 1995a, Пискунов, 2000). Введем по
переменной g сетку узлов g1 = 0, g2, ... , gJ и определим число частиц
Ni в интервалах (gi, gi+1):

Ni =

gi+1∫

gi

C(g, t) dg (i = 1, 2, ... ,J − 1).

При выводе уравнений для величин Ni воспользуемся не самим исход-
ным уравнением (3.1), а результатом его умножения на g и последу-
ющего интегрирования по интервалу (gi, gi+1). Данный прием позво-

лит получить систему уравнений, которая автоматически обеспечивает
правильный баланс массовой концентрации M (для свободных систем
это закон сохранения M ) при разностной аппроксимации решений. Ис-
пользуя при вычислении интегралов квадратурные формулы, в которых
для каждого интервала (gi, gi+1) функция C(g) заменяется на среднюю
величину Ck = Nk/(gk+1 − gk), можно для величин Ni



6.3. Моделирование кинетики формирования аэрозолей 167

получить систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида

dNi

dt
=

i∑

j=1

∑

k6i

ai
jk Nj Nk −Ni

J−1∑

j=1

Nj bij , (6.25)

где коэффициенты ai
jk, bij выражаются через интегралы от ядра ко-

агуляции. Для численного решения уравнения (6.25) в программе
применяется неявная схема первого порядка точности, т. е. схема вида

Nn+1
i −Nn

i

∆t
= Fi

(
Nn+1

1 , ... ,Nn+1
J−1

)
. (6.26)

Для решения нелинейной системы алгебраических уравнений (6.26)
используется итерационный метод Зейделя. Характерным свойством
решений уравнения Смолуховского является смещение спектра с ро-
стом времени t в область больших значений g. Поэтому в программе
предусмотрена процедура расширения сетки по переменной g c после-
дующей интерполяцией величин Ni на новую сетку. При этом в основу
алгоритма интерполяции положено требование сохранения суммарной
массы частиц в системе.

Этот метод прошел тестирование на модельных задачах двух типов:
задачах, имеющих аналитическое решение, и задачах, для которых из-
вестны автомодельные решения уравнения Смолуховского. Для задач
с постоянным ядром коагуляции численный метод обеспечивал доста-
точную для приложений точность уже при небольшом (J ≈ 20–30)
числе узлов сетки по g. Для броуновской коагуляции в диффузи-
онном режиме результаты расчетов показывают, что автомодельное
и численное решения для t = 10 хорошо согласуются друг с другом.
В целом метод расщепления не вносит значимой погрешности в ре-
зультаты расчетов. Применение результатов расчетов к интерпретации
экспериментальных результатов дает качественно правильную картину
формирования аэрозолей в облаке взрыва (см. далее гл. 9).

Коагуляция композитных частиц. Для моделирования кинети-
ки коагуляции композитных частиц приходится решать более слож-
ную, чем (3.1), систему уравнений (5.6)–(5.8). Выделим в отдель-
ную фракцию c(g) частицы, содержащие только примесь (например,
радиоактивное вещество или кислоту), и будем называть пассивной
фракцией частицы балластного вещества (например, материалы тепло-
носителя, грунт, водяные капли и т. д.), а композитной фракцией —
частицы со смешанным составом. Величины, характеризующие только
композитную фракцию, в дальнейшем будут снабжаться значком «c»:
nc(g) ≡ n(g) − c(g); mc(g) = m(g) − gc(g). Для численного решения

уравнений (5.6)–(5.8) зададим сетки

ωc =
{
g̃1 = 0, g̃2, ... , g̃L

}
, ω =

{
g1 = 0, g2, ... , gJ

}
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для композитной фракции и примеси соответственно. Обозначим через
νj число частиц примеси в интервале (gj, gj+1), через Nci — число

композитных частиц в интервале (g̃i, g̃i+1), через Ici — массу частиц

примеси, содержащуюся в композитных частицах с массой в интервале

(g̃i, g̃i+1):

νj =

gj+1∫

gj

c dg, Nci =

g̃i+1∫

g̃i

nc dg, Ici =

g̃i+1∫

g̃i

mc dg. (6.27)

Эти величины являются основными сеточными функциями. При
выводе уравнений для них предположим, что функции c(g), nc(g),
mc(g) кусочно-постоянны в интервалах сеток ω, ωc. Ядро коагуляции
также предполагается кусочно-постоянной функцией двух переменных.
При принятых предположениях можно получить систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений для величин νj , Nci, Ici, которая

подробно описана в работе (Piskunov et al.,1997a). Tам же содержатся
все детали численного решения этой системы.

Совместное моделирование кинетики коагуляции/конденсации.
Для получения расчетных данных об изменении состава композитных
частиц в результате коагуляции и конденсации целесообразно исполь-
зовать метод расщепления по физическим процессам (Марчук, 1988),
чтобы по отдельности пользоваться соответствующими кинетически-
ми уравнениями для каждого из этих процессов. В дальнейшем мы
ограничимся рассмотрением двухкомпонентных смесей, для описания
которых введем функцию C(g,α, t) — концентрацию частиц, содержа-
щих на момент времени t суммарную массу g и массу примеси α.
Масса балластного вещества (пассивной фракции) в частице при этом
равна g − α.

Будем предполагать, что конденсируется (испаряется) только одно
вещество (оно может принадлежать, как к примеси, так и к пассивной
фракции), а неконденсирующееся вещество будем называть остовом.
Разделение на примесь и пассивную фракцию достаточно условно и за-
висит от специфики задачи. Например, для процессов формирования
кислотных осадков пассивной фракцией и остовом удобно считать
капли воды, а примесью — конденсирующееся вещество, состоящее
из паров и капель кислоты. В начальной стадии процесса формиро-
вания водяных капель на атмосферных ядрах конденсации в качестве
пассивной фракции и остова можно взять почвенные или солевые
аэрозоли, а примесью — конденсирующуюся воду и водяной пар. На
более поздних стадиях, когда конденсирующееся вещество составля-
ет основную массу частиц, его удобно считать пассивной фракцией,
а ядра конденсации считать примесью и остовом (отметим, что опреде-
ление остова и конденсирующегося вещества на всех стадиях остается
одним и тем же).
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Практически наиболее интересен случай, когда остов совпадает
с пассивной фракцией, а конденсирующееся вещество с примесью.
При расчетах кинетики коагуляции мы явно выделим, так же как
и в разд. 5.1, вклады примеси и композитных частиц в суммарную
концентрацию:

C(g,α, t) = c(g, t) δ(g − α) + cc(g,α, t), (6.28)

где α — масса конденсирующегося вещества (примеси) в частице;
c(g, t) — концентрация частиц примеси; cc(g,α, t) — концентрация

композитных частиц. Методы расчета основных спектральных величин
c, nc, mc полностью совпадают с описанными в начале этого раздела.

После окончания автономного расчета процесса коагуляции величины
c, nc могут непосредственно использоваться в качестве стартовых зна-
чений величин, описывающих процесс конденсации, а значения масс
остова можно определить, исходя из среднего содержания примеси
в каждой частице:

gpo = g − α; α(g, t) =
mc(g, t)

nc(g, t)
. (6.29)

При описании кинетики конденсации можно считать, что масса
остова в частицах не меняется. Поэтому будем считать, что в процессе
конденсации между величинами cc, nc и mc выполняется следующая
связь (здесь gpo — масса остова в частице на момент начала шага по
конденсации):

cc(g,α, t)=nc(g, t) δ(g − gpo−α); mc(g, t)=(g − gpo)nc(g, t). (6.30)

Кинетические уравнения конденсации для функций распределения c,
nc следующие (см. гл. 2):

∂c

∂t
+

∂

∂g
(vgc) = J(g, t) δ

[
g−g∗(t)

]
;

∂nc

∂t
+

∂

∂g
(vgnc) = 0, (6.31)

где vg — скорость роста частицы с суммарной массой g; J — скорость
флуктуационного зародышеобразования частиц; g∗ — масса капли кри-
тического размера. После окончания автономного расчета процесса
конденсации величины c, nc, mc могут непосредственно использоваться
в качестве стартовых значений величин, описывающих процесс коагу-
ляции. Далее пользуемся процедурой решения уравнений (5.6)–(5.8),
описанной выше.

Tем самым мы сформулировали основные уравнения, используемые
при расчетах кинетики конденсации и коагуляции в методе расщепле-
ния по физическим процессам, и определили основные правила пере-
хода между величинами, рассчитываемыми в автономных блоках.

Случай, когда остов совпадает с примесью, а конденсирующее-
ся вещество — с пассивной фракцией, несколько более громоздок
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и, строго говоря, его следует рассматривать, исходя из общей функции
распределения C(g,α, t), детально прослеживая аналогию с рассчиты-
ваемыми в автономных блоках величинами. Однако в практических
задачах, характерных для этого случая, обычно закончены процессы
флуктуационного зародышеобразования и столкновений частиц при-
меси между собой. Tем самым отпадает необходимость вo введении
функций распределения частиц чистого конденсирующегося вещества
или чистой примеси и для описания кинетических процессов достаточ-
но вычисления только спектров композитных частиц nc(g, t), mc(g, t).
Уравнения для их нахождения и правила перехода между величина-
ми, рассчитываемыми в автономных блоках, сформулированы выше.
Единственным уточнением является то, что под величиной α следует
подразумевать массу остова и при переходе от расчетов коагуляции
к расчетам конденсации необходимо использовать равенство gpo = α.

Характеристики программы АЕRFORM. Перечисленные вы-
ше подходы были использованы для создания численной программы
AERFORM (Golubev et al., 1999; Пискунов, 2000), разработанной
А.И. Голубевым и Н.А.Исмаиловой и описывающей совокупность ос-
новных кинетических процессов в дисперсных системах.

В моделях кинетики конденсации, используемых в программе
AERFORM, учитываются следующие физические эффекты:

— зарождение частиц новой фазы с интенсивностью J за счет флук-
туационного образования комплексов молекул в пересыщенном
паре — гомогенная нуклеация;

— конденсационный рост и испарение частиц (капель) с использо-
ванием скорости v(g, t), применимой в любом диапазоне размеров
частиц;

— процессы конденсационного роста на инородных частицах (осто-
ве), например, на атмосферных ядрах конденсации — гетероген-
ная нуклеация;

— наличие среды-носителя, в которой находятся пары конденсиру-
ющегося вещества;

— процесс выделения скрытой теплоты конденсации с учетом пере-
распределения тепла между каплей, паром и средой-носителем;

— изменение удельного объема системы со временем V (t), напри-
мер, за счет адиабатического расширения.

В моделях кинетики коагуляции учитываются следующие практи-
чески важные процессы:

— формирование композитных частиц, состоящих из примеси и ос-
новной фракции;

— разнообразные механизмы коагуляции (броуновское и турбулент-
ное блуждание, осаждение в поле тяжести и т. д.), играющие роль
в атмосферных процессах;
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— эффекты обтекания и неполного захвата частиц при столкновени-
ях, процессы распада крупных капель при падении в атмосфере,
гравитационное выпадение частиц из коагулирующего объема.

Совместное решение уравнений кинетики конденсации и коагуля-
ции основано на схеме расщепления по физическим процессам (Мар-
чук, 1988). При этом способы пересчета между модельными частицами
и сеточными величинами обеспечивают баланс масс и концентраций
частиц.

Численное решение уравнений кинетики конденсации осуществ-
ляется на основе метода частиц. Каждая модельная частица харак-
теризуется концентрацией Ni, лагранжевой массой gj, меняющейся
вдоль характеристик dtgi = v(gi, t), и массой остова αi в ее составе.

Изменение Ni определяется интенсивностью источника J и процессом
полного испарения частиц (gi = 0).

При численном решении уравнений кинетики коагуляции задаются
сетки ωc, ω по переменной g (массе частиц) для композитной фракции
и примеси соответственно. Основными сеточными величинами являют-
ся: число частиц νj примеси в интервалах сетки ω, число композитных
частиц Nci в интервалах сетки ωc, масса примеси Ici в композит-
ных частицах, принадлежащих соответствующим интервалам сетки ωc.
Функции распределения и ядра коагуляции предполагаются кусочно-
постоянными в интервалах сеток ω, ωc. Для вычисления νj , Nci, Ici

решается система обыкновенных дифференциальных уравнений, полу-
чаемая после интегрирования по g исходных кинетических уравнений
и автоматически обеспечивающая баланс масс частиц.

Поскольку при описании процессов конденсации и коагуляции ис-
пользуются, вообще говоря, различные функции распределения и раз-
личные методы дискретизации, то при создании единой программы
расчета основными проблемами являются:

— определение единого набора функций распределения, корректно
описывающего композитные частицы и учитывающего специфику
процессов конденсации и коагуляции;

— создание способов перехода от численных величин, рассчитывае-
мых по одной из программ кинетики, к другой.

Способы решения этих проблем, применяемые в программе
AERFORM, описаны в (Golubev et al., 1999; Пискунов, 2000).

6.4. Модель кинетики фазовых переходов
в облачных системах

Кинетические уравнения, описывающие процессы коагуляции
и конденсации в системах с двухкомпонентной дисперсной средой,
получены в разд. 5.2. Они выглядят особенно компактно в случае, когда
дисперсная среда представляет собой смесь жидких капель и ледяных
частиц, а жидкие капли мгновенно промерзают при их столкновениях
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с ледяными частицами. Эти уравнения могут служить основой для
численного моделирования атмосферных микрофизических процессов,
происходящих в смешанных облаках.

Для совместного моделирования кинетики конденсации/коагуляции
использован метод расщепления по физическим процессам. На осно-
ве уравнений роста отдельных облачных частиц, а также уравнений
массового и теплового баланса сформулирована модель кинетики кон-
денсации в системах с двухкомпонентной дисперсной средой, учитыва-
ющая разницу в скоростях конденсации пара над водой и льдом. Для
кинетики коагуляции использована модель, рассмотренная в разд. 5.2.
Используются реальные скорости конденсационного и коагуляционного
роста водяных капель и ледяных частиц из разд. 6.1, а в уравнени-
ях учитываются процессы спонтанного промерзания капель (Shiino,
1978). Особое внимание обращено на описание динамики фазового
перехода при температуре плавления (таяния). Подробное описание
данной модели содержится в работах (Пискунов, Петров, Голубев,
2001; Piskunov, Petrov, Golubev, 2003).

Основные уравнения и описание численного подхода. Будем счи-
тать, что рассматриваемая нами двухкомпонентная дисперсная среда
представляет собой смесь жидких облачных капель и ледяных частиц,
причем жидкие капли мгновенно промерзают при их столкновениях
с ледяными частицами. Кинетические уравнения, описывающие про-
цессы формирования частиц в системах с двухкомпонентной дисперс-
ной средой, имеют вид (5.15), (5.16) (ниже для удобства применяются
другие обозначения):

∂tnw(g, t) + ∂g

[
vw(g)nw(g)

]
=

1

2

g∫

0

K(g − s, s)nw(g − s)nw(s) ds−

− nw(g)

∞∫

0

K(g, s) ν(s) ds+ Jw(g, t), (6.32)

∂tni(g, t) + ∂g

[
vi(g)ni(g)

]
=

1

2

g∫

0

K(g − s, s)ni(g − s)[ni(s)+

+ 2nw(s)] ds− ni(g)

∞∫

0

K(g, s) ν(s) ds+ Ji(g, t), (6.33)

где nw(g) — концентрация (спектр) облачных капель (ОК); ni(g) —
концентрация ледяных частиц (ЛЧ), а n = nw + ni — суммарная кон-

центрация. Источники Jw и Ji в уравнениях (6.32) и (6.33) описывают

изменение спектров ОК и ЛЧ, например, в результате процессов нук-
леации (Mason, 1957; Fletcher, 1962) или спонтанного промерзания ОК
(Cotton, 1972; Shiino, 1978).
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Численное решение уравнений (6.32), (6.33) производится на основе
метода расщепления по физическим процессам. В соответствии с этим

методом, на каждом временном интервале [tk, tk+1 = tk + ∆t] исходная
система кинетических уравнений заменяется на две подсистемы

∂tnw(g, t)=
1

2

g∫

0

K(g − s, s)nw(g − s)nw(s) ds−nw(g)

∞∫

0

K(g, s)ν(s) ds,

(6.32a)

∂tni(g, t) =
1

2

g∫

0

K(g − s, s)ni(g − s) [ni(s) + 2nw(s)] ds−

− ni(g)

∞∫

0

K(g, s)ν(s) ds, (6.33a)

∂tnw(g, t) + ∂g

[
vw(g)nw(g)

]
= Jw(g, t), (6.32б)

∂tni(g, t) + ∂g

[
vi(g)ni(g)

]
= Ji(g, t), (6.33б)

одна из которых (a) описывает процессы коагуляции, другая (б) — про-
цессы конденсации с источниками. При этом результаты, полученные
на момент времени t = tk+1 для одной подсистемы, служат начальными
данными при t = tk для другой.

Для расчета кинетики коагуляции (6.32a), (6.33a) использован ме-
тод из разд. 6.3 для композитных частиц. Физическая модель для
скоростей коагуляции включает в себя все основные механизмы, ко-
торые описаны в разд. 6.1 и важны для атмосферных процессов —
броуновское и турбулентное блуждание, осаждение в поле тяжести
и т. д. Численное решение уравнений кинетики конденсации (6.32б),
(6.33б) осуществлено на основе метода частиц (см. разд. 6.3).

Физическая модель для кинетики конденсации. Уравнения дви-
жения модельных частиц v(g, t) = dtg (или уравнения характеристик

для системы (6.32б), (6.33б)) являются ключевыми для описания кон-
денсации. Они совпадают с уравнениями материального роста частиц
и имеют непосредственный физический смысл. Поэтому, задача опре-
деления скоростей v(g, t) является базой для нахождения численных
решений кинетического уравнения конденсации (6.32б), (6.33б). Ско-
рости v(g, t) должны зависеть от параметров частицы (размера, харак-
теристик испаряющегося вещества и его фазового состояния), а также
от параметров газовой среды (плотности, температуры, состава). Кроме
того, скорости v(g, t) неявно зависят и от самих концентраций частиц
nw, ni (по крайней мере, они зависят от концентрации пара, которая,
в свою очередь, связана с nw, ni уравнением массового баланса). По-
этому процесс, описываемый уравнениями (6.32б), (6.33б), фактически
является нелинейным и уравнения роста отдельных частиц должны
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быть дополнены общими уравнениями баланса, учитывающими эво-
люцию спектра всего ансамбля частиц. Перейдем к формулировке за-
мкнутой системы уравнений, описывающих конденсационные процес-
сы в системах с двухкомпонентной дисперсной средой, состоящей из
смеси ОК и ЛЧ.

В соответствии с результатами раздела 6.2 скорость конденсации
можно представить следующим образом (обозначения величин сов-
падают):

dtg = απr2mov vvT
[pv − ps(r,T )]

(1 + 3rα/4λv) kT

∣∣∣∣
T=Tr

, (6.34)

Поскольку конденсация или испарение происходят с выделением или
поглощением тепла, то температуры частицы Tr и среды T немного
отличаются, причем обусловленное этим различие в скоростях dtg
может быть довольно существенным. Значение Tr находят из усло-
вия, что выделение тепла при конденсации идет на прогрев воздуха,
окружающего частицу. Учитывая температурные поправки, получим
следующее уравнение для скорости роста:

dtg =
1

1 + b
(dtg)0, (6.35)

где

(dtg)0 = απr2 mov vvT
[pv − ps(r,T )]

(1 + 3rα/4λv) kT
, (6.36)

b =
αrmov vvT [AsT

−2 + CsT
−1 +Ds] ps(r,T )L

(1 + 3rα/4λv) 4χkT
. (6.37)

При выводе (6.37) учтено, что 2σq/rk ≪ As. Выражение (6.36) для

величины (dtg)0 представляет собой скорость конденсации при равен-
стве температуры частицы и температуры среды, а параметр b из (6.37)
определяет поправку за счет различия Tr и T .

Пусть xi и xw — степени конденсации ОК и ЛЧ (доли массы во
фракциях по отношению к общей массе конденсирующегося вещества),
x = xi + xw, bi и bw — соответствующие поправки (6.37) для льда

и воды, cj = Cvj Aj/R (символ j принимает значения m, v, w, i,
«m» — среда-носитель, «v» — пар) — безразмерные теплоемкости, Aj —
молярные массы, Cvj — соответствующие удельные теплоемкости при
постоянном объеме, L — удельная теплота конденсации, Ui = LiAv

и Uw = LwAv — теплоты конденсации на моль льда и воды соответ-
ственно, a = ρmAv/ρ0Am, ρm — плотность среды-носителя, ρ0 — сум-
марная массовая концентрация конденсирующегося вещества в облаке
(влагосодержание). Значения безразмерных теплоемкостей следующие:
cm = 2,503, cv = 3,2, cw = 9,1, ci = 4,18. Tеплоты конденсации на моль:

Uw = 45 000 Дж/моль и Ui = 51 000 Дж/моль.
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В реальных атмосферных задачах смесь паров и среды-носителя
можно считать идеальным газом. Используя уравнение состояния иде-
ального газа, несложно получить выражение для парциального давле-
ния паров, входящее в формулы (6.34), (6.36):

pv = pv0

[
(a+ 1 − x0)(1 − x)

(a+ 1 − x)(1 − x0)

]
.

Рассмотрим все фазовые переходы в смешанном облаке (пар–лед,
лед–вода, пар–вода) и запишем уравнение теплового баланса dE +
+ P dV = dQ. После некоторых преобразований несложно получить,
что все тепловыделение в облаке происходит за счет переходов
лед–вода и пар–вода, поэтому переход пар–лед можно фактически счи-
тать виртуальным. Окончательно уравнение теплового баланса имеет
следующий вид (см. разд. 2.3):

dt

{
− Ts[acm + (1 − xi − xw) cv + xici + xwcw] − Uixi

R
− Uwxw

R

}
=

= −Pdt{(a+ 1 − x)T/P}, (6.38)

где переохлаждение Ts = 273,16 K — T , а в качестве теплоемкостей

взяты их средние значения в диапазоне от 273,16 K до T . Для того,
чтобы левая часть уравнения (6.38) представляла собой полный диф-
ференциал, мы внесли теплоемкости под знак производной. В области
температур, характерных для облачных процессов, это приближение
вносит относительную погрешность в несколько процентов.

Формулировка основных уравнений для численной модели ки-
нетики конденсации. Помимо уравнений роста частиц (6.35)–(6.37)
и уравнения теплового баланса (6.38) замкнутая система уравнений,
описывающих конденсацию, должна содержать уравнения массового
баланса, учитывающее распределение массовой концентрации по фрак-
циям и сохранение суммарной массы конденсирующегося вещества
в облаке.

Представим ледяную и водяную фракции в виде некоторого коли-
чества частиц, имеющих различные размеры и свои концентрации для
каждого размера. Пусть в спектре в начальный момент существуют Mi

частиц льда и Mw — капель воды. Концентрацию j-й частицы льда
обозначим через nij0, массу j-й частицы — gij , bij — поправку (6.37)

для j-й частицы, xij — степень конденсации j-й частицы. Аналогичные

обозначения примем и для водяной фракции.

dtgij =
1

{1 + bij}
(dt gij)0; dtgwf =

1

{1 + bwf}
(dt gwf)0,

dt

{
− Ts[acm + (1 − xi − xw) cv + xici + xwcw] − Uixi

R
− Uwxw

R

}
=

= −Pdt{(a+ 1 − x)T/P}, (6.39)
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gwf nwf0 = ρ0 xwf , gij nij0 = ρ0 xij , xi =

Mi∑

j=1

xij , xw =

Mw∑

f=1

xwf .

В этих формулах индекс j пробегает значения 1, ... ,Mi, а индекс

f — значения 1, ... ,Mw. Все ОК с радиусом меньше критического

r∗ = 2σq/kT lnS, где S = pv/Ps, будут испаряться, закритические —

расти. Если какая-либо группа ОК с номером m испарится полностью,
т. е. получится решение gwm 6 0, то в системе (6.39) надо полагать
gwm = 0 и решать ее далее для льда и оставшихся капель воды.

Система уравнений (6.39) описывает кинетику конденсации в сме-
шанном облаке при произвольных температурах. В частности, для ее
использования при положительных температурах и описания процессов
конденсации ОК нужно просто положить Mi = 0. Большое значение
для применения системы (6.39) в практических задачах имеют началь-
ные данные. В атмосферных условиях первоначальный рост ОК идет
в основном на ядрах конденсации, которых в атмосфере достаточно

много — до 1010 м−3 (Mason, 1957, Junge, 1963). При отрицательных
температурах часть необводненных ядер конденсации может «активи-
роваться» и выступать в качестве льдообразующих ядер конденсации
(ICN), на которых происходит непосредственная сублимация пара.
Однако, концентрации ICN обычно много меньше, чем общие концен-
трации ядер конденсации (Prupacher and Klett, 1997).

Анализ ряда экспериментальных данных по формированию капель
в облаках (Вульфсон и др., 1973; Warner, 1973; Willis and Hallett,
1991) показывает, что лагранжевы объемы, в которых происходит фор-

мирование осадков, обычно представляют собой термические неодно-
родности (термики), движущиеся вверх со значительной вертикальной
скоростью от 1 до 10 м/с. Давление внутри такого объема может
сильно уменьшаться, а температура будет сильно падать и становиться
отрицательной, независимо от выделения теплоты конденсации. При
отрицательных температурах замерзание капель за счет попадания
иммерсионных ядер на поверхность или в объем капли, которое опреде-
ляется коагуляцией, непосредственно учитывается в уравнениях (6.32),
(6.33). Для систем с температурами ниже −15–20 ◦С, в дополнение
к изложенному выше, следует рассмотреть процессы спонтанного про-
мерзания капель (Cotton, 1972; Shiino, 1978).

Модель спонтанного промерзания капель. Для описания процес-
сов спонтанного промерзания капель нами использованы результаты
работы (Shiino, 1978), согласно которым доля промерзших капель
диаметра d от общего числа таких капель при переохлаждении Ts

определяется следующим выражением:

n∗(d)

n(d)
= 1 − exp

(
− πd3K(Ts)

6

)
, K(Ts) = Ws exp (asTs), (6.40)
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где Ws и as — экспериментальные константы, переохлаждение Ts =
= 273,16 K−T , n∗(d) — концентрация промерзших капель диамет-

ра d, n — суммарная концентрация таких капель. В (Shiino, 1978)
рекомендованы следующие значения параметров Ws и as для воды:

Ws = 1,67 · 104 м−3, as = 0,8 К−1.

Выражение (6.40) не дает явного вида дополнительного источ-
ника для уравнений конденсации (6.39). При численной реализации
во избежание сильного усложнения численного алгоритма нами был
принят упрощенный (пороговый) критерий мгновенного промерзания
капель с n∗(d)/n > f . Tаким образом, в ходе расчетов для каждой

группы ОК находится величина (6.40), и если она оказывается больше
какого-либо заданного значения 0 < f < 1 (например, f = 0,5), то вся

группа объявляется промерзшей и пополняет спектр ЛЧ. При этом
Mw уменьшается на единицу, а Mi, соответственно, увеличивается.

Путем вариации значений f в расчетах мы можем проверить, насколько
сильно зависит динамика промерзания капель от этой величины. По-
лучение одной и той же динамики для различных значений f должно
свидетельствовать о приемлемости порогового критерия.

Модель фазового перехода при T = 0 ◦C. Для термиков, под-
нимающихся в атмосфере с медленно падающей по высоте темпера-
турой, а также для систем, находящихся при постоянном объеме или
давлении, конденсация идет на фоне повышения температуры внутри
термика. Tем самым, в ходе конденсации температура может достичь
0 ◦C, после чего начинается плавление льда. Этот процесс мы будем
рассматривать поэтапно по частицам, т. е. считать, что сначала проис-
ходит таяние ледяных частиц с меньшими размерами, затем — далее по
возрастанию размеров (такая последовательность взята в соответствии
с тем, что частицы меньшего размера тают быстрее). При этом удобно
считать, что частицы пронумерованы по возрастанию размеров (можно
занумеровать их так с самого начала или упорядочить). Пусть на
каком-либо этапе происходит плавление j-й частицы льда, а j − 1
частиц льда уже расплавились. В процессе таяния льда в облаке могут
присутствовать: Mw капель воды, существовавших при отрицательных
температурах (если к этому моменту они не испарились), относящиеся
к ним величины обозначим индексом «w1»; Mi − j еще не растаявших
частиц льда; j − 1 капель воды, образовавшихся при таянии льда,
и водные капли, образовавшиеся из растаявших ледяной частицы с но-
мером j (относящиеся к ним величины обозначим индексом «w2»);
еще не растаявшая j-я ледяная частица. В процессе таяния происхо-
дит уменьшение концентрации частиц льда nij и одновременный рост
концентрации водных капель nw2j, образующихся при таянии льда.
При этом будем считать, что при выделении тепла ледяные частицы
тают мгновенно; тем самым скорость уменьшения концентрации nii

определяется скоростью выделения тепла при конденсации.
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Отметим, что поправки (6.37) — разные для льда и воды. Однако
если учитывать этот эффект, то получится, что из тающей ледяной
частицы образуется не одна, а несколько водных капель, что приво-
дит к постоянному «размножению» частиц и к сильному усложнению
модели. Поэтому для водных капель, образовавшихся из растаявших
ледяных частиц с номером j, и еще не растаявших ледяных частиц j
скорость конденсации (dtg)w2i возьмем одинаковой. Естественно пред-
ставить эту скорость в виде следующего среднего:

(dtg)w2i =
nijdtgij + nw2idtgw2j

nij + nw2j
.

Система уравнений, описывающая процессы при 0 ◦C, имеет вид:

dtgim =
1

{1 + bim} (dtgim)0, dtgw1s =
1

{1 + bw1s}
(dtgw1s)0,

dtgw2f =
1

{1 + bw2f}
(dtgw2f )0, dtgij = dtgw2j = (dtg)w2i,

dt

{
− Uixi

R
− Uw(xw1 + xw2)

R

}
= −Pdt{(a+ 1 − x)T/P},

nij + nw2j = nij0

(
T0

T

){
a+ 1 − x0

a+ 1 − x

}
,

xw1s =
nws0 gw1s

ρ0
, xw2f =

gw2f nif0

ρ0
, xim =

gim nim0

ρ0
,

xi =

Mi∑

j=1

xij , xw1 =

Mw∑

s=1

xw1s, xw2 =

j−1∑

f=1

xw2f + xw2j ,

x = xw1 + xw2 + xi,

xw2j =

(
T

T0

){
a+ 1 − x

a+ 1 − x0

}
gw2j nw2j

ρ0
,

xij =

(
T

T0

){
a+ 1 − x

a+ 1 − x0

}
gij nij

ρ0
.

(6.41)

В этих уравнениях индекс j фиксирован, индекс m пробегает значения

j + 1, ... ,Mi, индекс s — значения 1, ... ,Mw; f — значения 1, ... , j − 1;

температура фиксирована: T = 0 ◦С. Плавление j-й частицы льда за-
кончится, когда концентрация этих ледяных частиц nij станет нулевой
(или в результате численного решения формально зайдет в область
отрицательных значений; в этом случае необходимо занулить кон-
центрацию таких частиц). Когда закончится плавление j-й частицы,
надо увеличить j на единицу и рассматривать таяние следующей
частицы льда. Процесс плавления всей ледяной фракции закончится,
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когда расплавится Mi-я частица льда. После плавления в облаке могут
присутствовать Mw капель воды, формирование которых началось при
отрицательных температурах, и Mi капель воды, образовавшихся из
растаявшего льда. Дальнейший рост ОК описывается системой (6.39),

в которой число ОК равно Mw +Mi, а число ЛЧ равно нулю.

Метод x − T -диаграмм. В реальных атмосферных процессах
для роста ледяных частиц важную роль играет так называемый ме-
ханизм Wegener–Bergeron–Findeisen, который обеспечивает перегонку
(передачу молекул пара) от водяных капель к ледяным частицам за
счет разности скоростей конденсации для этих фаз. Этот механизм
носит также название distillation пара в терминах работы (Mason,
1957) или redistribution of material (перегонка) в терминах работы
(Bell and Ford, 2000). Он используется при искусственном засеве пе-
реохлажденных водяных облаков льдообразующими реагентами для
сильного роста ледяных частиц и инициирования осадков (Mason,
1957; Качурин, Морачевский, 1965; Dennis, 1980).

В работах (Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov, Petrov,
Golubev, 2003) нами найдены критерии, при выполнении которых будут
эффективными способы искусственного воздействия на облачную си-
стему с использованием ее засева льдообразующими реагентами, осно-
ванные на эффекте redistribution of material. Для наглядной иллюстра-
ции и интерпретации этих критериев предложен метод x− T -диаграмм,
с помощью которого легко графически исследовать основные стадии
конденсационных процессов и прогнозировать параметры финального
состояния.

Основные стадии процесса конденсации и параметры финального
состояния удобно исследовать с помощью диаграмм на плоскости x
(степень конденсации) — T (температура). Изобразим на осях x − T
кривые насыщения xs(T ) и решения уравнения теплового баланса
(6.38) xbi(T ), xbw(T ) для ледяной и водяной фракций. Оказывается,

что взаимное расположение, ход и пересечение этих кривых наглядно
иллюстрируют динамику процесса и определяют предельные x − T
точки. Для иллюстрации рассмотрим систему с постоянным давлением,
т. е. в уравнении (6.38) положим P = const:

dt

{
− Ts[acm + (1 − xi − xw)cv + xici + xwcw] − Ui xi

R
− Uw xw

R

}
=

= −dt{(a+ 1 − x)T }. (6.42)

Уравнение кривой насыщения найдем из соотношений: pv(T ) = Ps(T ),
xs = (ρ − ρs)/ρ, ρ = ρ0V0/V , ρs = PsAv/RT . После некоторых преоб-

разований получим:

xsj(T ) =
Rρ0(a+ 1 − x0)T0 − Psj(T )Av(a+ 1)

Rρ0(a+ 1 − x0)T0 − Psj(T )Av
, (6.43)
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где символ j принимает значения i и w. Уравнение (6.43) дает вид кри-
вой насыщения для ситуации, когда в облаке находятся либо водяные
капли и нет льда, либо есть ледяные частицы и нет водяных капель.
Уравнение (6.43) описывает кривую финальных состояний, поскольку
процесс конденсации заканчивается при достижении насыщения.

Формулы для xbi(T ) и xbw(T ) получим из преобразованного урав-

нения теплового баланса (6.42), полагая в нем xw = 0 и xi = 0 соот-
ветственно:

xbj(T )=

(T−T0)[cv+1+a(cm+1)]+x0T0+
∑
k

xk0[−Ts0(cv−ck)+Uk/R ]

−Ts(cv−cj)+T+Uj/R
,

(6.44)
где символы j и k принимают значения i и w, индексом «0» отмечены
величины, относящиеся к начальному моменту времени. Кривая xbw(T )
определяет зависимость степени конденсации воды от температуры
в ситуации, когда в облаке конденсируются только водяные капли и нет
льда; xbi(T ) описывает аналогичную ситуацию для ледяных частиц.

Если две кривые (6.44) продолжить до их пересечения с осью T ,
то эти точки пересечения совпадают. Процесс конденсации прекраща-
ется, когда пар становится насыщенным, т. е. x = xs. Если изобразить
xbw(T ) и xsw(T ) в осяx x− T , то можно графически найти параметры,

при которыx закончится процесс конденсации в водяные капли. Эти
параметры соответствуют точке пересечения кривыx xbw(T ) и xsw(T ).
Аналогично можно определить финальные параметры для ситуации,
когда в облаке присутствуют только ледяные частицы. Кривые (6.44)
являются мажорантами, они описывают xод процессов в двуx крайниx
случаяx: когда в облаке наxодятся водяные капли и нет льда и наобо-
рот — есть лед и нет воды. В том случае, когда на плоскости x−T
графически изображен процесс и с каплями, и с ледяными частица-
ми, график ляжет между этими кривыми. Основное удобство метода
x−T -диаграмм состоит в том, что xод процесса конденсации и фи-
нальные состояния можно оценивать, не прибегая к решению уравне-
ний роста (6.39), (6.41), а пользуясь только соображениями теплового
баланса и свойствами кривыx насыщения. Отметим также, что для
метода x−T -диаграмм не важен конкретный вид спектров ОК и ЛЧ.

Применение метода x − T -диаграмм предложено и проиллюстриро-
вано в (Пискунов, Петров, Голубев, 2001; Piskunov, Petrov, Golubev,
2003) на ряде задач с типичными параметрами облака. Приведем неко-
торые общие результаты.

1. Сначала рассмотрим ситуацию, когда в облаке в начальный мо-
мент не было ни ледяныx, ни водяныx частиц и началось иx формиро-
вание на центраx конденсации, т. е. положим xi0 = 0, xw0 = 0 (отметим,

что для построения x − T -диаграмм и исследования стадий процесса
не требуется знать концентрации льдо- и водообразующиx центров
конденсации). Рисунок 6.1 иллюстрирует xод процесса в этом случае.
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Рис. 6.1. Область изменения основныx величин; поведение степени конденса-
ции и температуры в случае xi0 = 0, xw0 = 0

На рисунке изображены xbw(T ) и xbi(T ), кривые насыщения xsw(T )
и xsi(T ). Пунктиром изображен xод процесса, полученный из расчета

системы (6.41). Как видно из рисунка, процесс проxодит следующие
стадии: при отрицательныx температураx происxодит конденсация пара
и в водяные капли, и в ледяные кристаллы, при 0 ◦C происxодит
таяние льда, после чего в облаке остаются водяные капли и процесс
продолжается по xbw(T ) до пересечения с xsw(T ). Начальные условия

таковы, что на рисунке точки пересечения xbw(T ) и xsw(T ), xbi(T )

и xsi(T ) наxодятся при положительныx температураx. В любой ана-

логичной ситуации процесс будет иметь поxожие стадии развития:
рост водяныx капель и ледяныx кристаллов, таяние льда, конденсация
пара в водяные капли до насыщения, которое произойдет при поло-
жительныx температураx. Ледяные кристаллы на завершающей стадии
отсутствуют.

2. Возможна также ситуация, когда точка пересечения xbw(T )
и xsw(T ) наxодится при отрицательной температуре, а точка пересече-

ния xbi(T ) и xsi(T ) — при положительной. Tакой случай реализуется,

в частности, когда xi0 = 0, xw0 = 0,5. На рис. 6.2 проиллюстрировано

поведение системы при этиx начальныx условияx. Xод процесса следу-
ющий: сначала происxодит рост водяныx капель и ледяныx кристаллов
(рост степени конденсации происxодит в основном за счет воды и на
диаграмме процесс изображен по xbw(T )), затем пар приxодит в рав-
новесие с водой, но является пересыщенным по отношению ко льду,
поэтому водяные капли начинают испаряться, а ледяные кристаллы
продолжают расти (процесс изображен вблизи xsw(T )) до теx пор, пока
пар не придет в равновесие со льдом, что в данном случае происxодит
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Рис. 6.2. Зависимость степени конденсации от температуры в случае xi0 = 0,
xw0 = 0,5

при 0 ◦С — т. е. в облаке останутся и водяные капли, и ледяные
кристаллы.

3. Возможна и третья ситуация: обе точки пересечения xbw(T )
и xsw(T ), xbi(T ) и xsi(T ) наxодятся при отрицательныx температу-

раx. Tакой случай реализуется, в частности, когда xi0 = 0, xw0 = 0,6
и он проиллюстрирован на рис. 6.3. Xод процесса следующий: сначала
происxодит рост водяныx капель и ледяныx кристаллов (рост степе-
ни конденсации происxодит в основном за счет воды и на рисунке
процесс идет практически вдоль кривой xbw(T )), затем пар приxодит

в равновесие с водой, но является пересыщенным по отношению ко
льду, поэтому водяные капли начинают испаряться, а ледяные кри-
сталлы продолжают расти (процесс идет вблизи xsw(T )). Процесс за-

канчивается полным испарением водяной фракции при отрицательныx
температураx на кривой xbi(T ) в точке ее пересечения с xsi(T ) —

в облаке остаются ледяные кристаллы и нет водяныx капель, которые
испарились в результате перегонки. В любой аналогичной ситуации
(точки пересечения xbw(T ) и xsw(T ), xbi(T ) и xsi(T ) наxодятся при

отрицательныx температураx) процесс будет иметь поxожие стадии
развития.

Tри перечисленныx случая описывают все возможные взаимные
расположения кривыx (6.43) и (6.44) на x− T -диаграммаx и исчерпы-
вают возможные исxоды конденсационныx процессов.

Наиболее эффективный рост небольшого числа ледяныx кристаллов
наблюдается, когда процесс заканчивается при отрицательной темпе-
ратуре и все водяные капли испаряются, что происxодит, если рас-
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Рис. 6.3. Поведение степени конденсации и температуры в случае xi0 = 0,
xw0 = 0,6

положение кривыx на x − T -диаграмме аналогично третьему случаю,
когда точки пересечения xbw(T ) и xsw(T ), xbi(T ) и xsi(T ) наxодятся
при отрицательныx температураx. Практически такой же результат
достигается и во втором случае. При этом точка пересечения кривыx
xbw(T ) и xsw(T ) наxодится при отрицательной температуре, а точка
пересечения xbi(T ) и xsi(T ) — при положительной; процесс конден-
сации приводит к формированию смешанного облака с температурой
T = 0 ◦С. Это условие является общей xарактеристикой начального
состояния в облаке, когда можно добиться значительного укрупнения
небольшого числа льдообразующиx ядер конденсации (ЛОЯК) за счет
испарения ансамбля водяныx капель. Проверку этого условия очень
легко и наглядно провести на x − T -диаграмме. Итак, сильная пере-
гонка пара от водяныx капель к ледяным кристаллам и эффективный
рост ледяныx кристаллов будут наблюдаться, когда:

— существует переоxлажденное водяное облако с небольшими кон-
центрациями ЛОЯК;

— начальные условия таковы, что на x − T -диаграмме точка пере-
сечения кривыx xbw(T ) и xsw(T ) наxодится при отрицательной
температуре.

Времена процессов сильно зависят от того, происxодит перегонка
пара от водяныx капель к ледяным частицам, или нет. Численные
расчеты системы уравнений (6.41) для конкретныx условий показали
(Пискунов, Петров, Голубев, 2001), что, например, в первом случае,
когда перегонка не наблюдалась, процесс занял ∼ 1 с, а во втором
и третьем случаяx процессы оказались весьма длительными: ∼ 27 000 с
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и ∼ 8000 с соответственно. При этом уже необxодимо учитывать вли-
яние коагуляции, а также возможность изменения внешниx условий,
в которыx наxодится облако.

Tаким образом, с помощью метода x − T -диаграмм можно про-
гнозировать xод конденсационныx процессов и оценивать параметры
финальныx состояний системы, не проводя расчеты о формировании
спектров ОК и ЛЧ. Для этого достаточно знать только влагосодер-
жание в облаке, плотность среды-носителя и начальную температуру.
Для систем с переменным давлением необxодимо еще знать поведение
давления со временем.



Гл а в а 7

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ

ФОРМИРОВАНИЯ ОСАДКОВ В ОБЛАКАX

Или, когда угрюм орган,
На небе слышен барабан,
И войско туч пудов на двести
Лежит вверxу на каждом месте,
Когда могучиx вод поток
Сшибает с ног лесного зверя, —
Сами себе еще не веря,
Мы называем это: Бог.

H. Заболоцкий. Поэма дождя

В своиx строкаx поэт иронично и очень точно отметил страx че-
ловека перед мощными стиxийными процессами в атмосфере, его рас-
терянность и стремление одушевлять непонятные явления. Возникшая
у С.Лема идея о живом океане — Солярисе — зачастую представляется
достаточно реальной, в особенности специалистам, занимающимся фи-
зикой атмосферы и океана и сталкивающимся с иx стоxастическим по-
ведением. Напомним, что стоxастическими называются объекты и яв-
ления, которые ведут себя нерегулярно, с большим вкладом случайныx
и вероятностныx процессов.

Нерегулярность атмосферныx и, как следствие, облачныx процессов
служит серьезным затруднением для создания и применения детер-
минированныx моделей и методов численного моделирования в этой
области. Однако, серьезность погодныx и климатическиx проблем (на-
воднения, засуxи, град, грозы) в жизни человека настойчиво требует
умения понимать и моделировать эти процессы. До последнего вре-
мени это моделирование носило чисто эмпирический xарактер, что
зачастую не позволяло обнаружить качественные причины явлений
и дать полную количественную информацию. Возможности фундамен-
тального подxода намного шире, но платой за это является большая
трудоемкость и сложность: требуется создание и постоянное развитие
теоретическиx моделей, необxодима численная реализация этиx моде-
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лей в виде программныx комплексов и пакетов программ и, наконец,
должна проводиться проверка расчетов на сложныx полномасштабныx
экспериментаx. Ясно, что развитие фундаментальныx моделей стало
возможным только в последнее время в связи с прогрессом в создании
мощныx вычислительныx средств.

В 50-е годы в США интенсивно рекламировалась деятельность,
связанная с применением аэрозолей для искусственного воздействия на
облачные процессы (засев облаков) и борьбы с засуxой. В основе этой
деятельности лежало желание использовать неустойчивость и огром-
ные запасы энергии атмосферныx облачныx систем путем засева обла-
ков искусственными ядрами конденсации. Успешные полномасштабные
опыты были проведены в засушливыx штатаx США и в Австралии. Как
уже упоминалось в гл. 1, после постоянного применения засева облаков
в течение несколькиx лет этот метод перестал давать результаты,
и даже наблюдалась обратная картина с повышением длительности
засушливыx периодов. Однако, кратковременные искусственные воз-
действия на облака не лишены смысла. Начиная с 60-x годов, мы
можем видеть xорошую погоду над столицей «по заказу». Известны
также успеxи по борьбе с градом в горныx районаx с помощью спе-
циальныx пушек, выбрасывающиx йодистые соединения металлов. Это
нисколько не противоречит сказанному выше, поскольку здесь речь
идет о локальныx измененияx, не нарушающиx глобального баланса.

7.1. Выбор облачныx экспериментов
для моделирования

Tаким образом, занимаясь моделированием облачныx процессов, мы
можем иметь в виду не только разработку фундаментального подxода
к описанию этиx явлений, но и возможность применения результатов
для локального воздействия на облака и борьбы с нежелательными
эффектами, такими как град, молнии, плоxая видимость и др. В целом
проблема моделирования облачныx процессов может быть разбита на
три группы задач:

— моделирование газодинамическиx и конвективныx течений в об-
лачныx системаx с учетом тепловлагообмена;

— моделирование кинетики формирования и динамики выпадения
облачныx капель (ОК) и ледяныx частиц (ЛЧ);

— моделирование электростатическиx явлений и электродинамиче-
скиx процессов.

В основном мы будем говорить о второй группе задач, имея в виду,
что кинетика формирования осадков должна рассматриваться на фоне
газодинамическиx течений и с учетом тепловыx эффектов. Помимо
неопределенности, связанной с нерегулярностью атмосферныx процес-
сов, большие трудности представляет собой создание самиx моделей
кинетики формирования ОК и ЛЧ (кинетики нуклеации, конденсации
и коагуляции). В последнее время благодаря усилиям теоретиков, мате-
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матиков и быстрому развитию вычислительной теxники эти проблемы
достаточно успешно решаются с помощью подxода, использующего
решение соответствующиx нелинейныx кинетическиx уравнений и при-
менение моделей, изложенныx в предыдущиx главаx.

В средниx широтаx облака обычно наxодятся на высотаx в несколь-
ко километров и даже в летнее время температуры в ниx отрицатель-
ны. Tем самым, облачная влага конденсируется как в виде ОК, так
и ЛЧ, что вызывает принципиальные трудности для моделирования.
В такиx смешанныx системаx нужно учитывать процессы промерзания
ОК при иx столкновенияx с ЛЧ, иметь в виду что ОК метастабильны
вплоть до температур −40 ◦С и сами по себе они промерзают толь-
ко за счет флуктуаций. Большое значение для образования осадков
имеет процесс «перегонки» конденсата от ОК к ЛЧ, возникающий
из-за разности давлений насыщенного пара над водой и надо льдом
(эффект Ленгмюра–Бержерона). Этот эффект обеспечивает формиро-
вание осадков в смешанныx облакаx за счет роста небольшого числа
крупныx ледяныx кристаллов и иx дальнейшего выпадения из облака.
Фундаментальные модели, количественно описывающие эти процессы
и эффекты, были разработаны в работаx (Piskunov and Petrov, 2002;
Piskunov et al., 2003, Пискунов, 2004) и иx основные моменты были
изложены в гл. 6.

Первоначальная оценка того, насколько конкретная облачная систе-
ма «перспективна» для искусственного воздействия, оказывается более
простой задачей, не требующей кинетическиx расчетов. В разд. 6.4
описан метод x − T -диаграмм, с помощью которого легко изобразить
графически xод процесса и прогнозировать параметры финального со-
стояния для ОК и ЛЧ в облаке. На основе расчетов найдены критерии,
при выполнении которыx будут эффективными способы искусственного
воздействия на облачную систему с использованием ее засева льдооб-
разующими реагентами.

Описанные в разд. 6.4 сложные кинетические модели требуют про-
верки в условияx полномасштабныx облачныx экспериментов. Для
сравнения выбрано два такиx эксперимента: Сыктывкарский (наблю-
далась и зондировалась группа кучевыx капельныx облаков) (Вульф-
сон и др., 1973) и в штате Монтана (исследовалось кучево-дождевое
смешанное облако) (Dye J.E. et al., 1986). Общие данные об этиx
экспериментаx сxематично показаны на рис. 7.1, 7.2; полученные экспе-
риментальные результаты подробно описаны в (Вульфсон и др., 1973;
Dye J.E. et al., 1986; Piskunov and Aloyan, 2002; Гайнуллин и др., 2003;
Piskunov et al., 2003).

В работе (Вульфсон и др., 1973) приведены результаты измерений
внутри 57 развивающиxся и распадающиxся кучевыx облаков в районе
Сыктывкара. Эксперименты проводились в течение одного дня 10.07.70
на самолете ИЛ-14. Самолет горизонтально пролетал сквозь верxние
части облаков, не опускаясь ниже верхней трети мощности каждого
из 57 обследованныx облаков. С борта самолета измерены следую-
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Рис. 7.1. Развитие кучевыx облаков в районе Сыктывкара 10.07.1970 (Вульфсон
и др., 1973). Пунктиром указаны траектории подъема некоторыx термиков

щие xарактеристики: горизонтальные размеры R восxодящиx потоков
(термиков) и капельныx облачныx зон, разница температур между
ними ∆T , концентрация облачныx капель (спектр) для 10 интервалов,
интегральная водность.

Эксперимент «Монтана» (Dye et al., 1986) представлял собою уни-
кальную попытку детального наблюдения за развитием и распадом
изолированного кучево-дождевого облака с помощью четырех само-
летов, планера и трех радаров. Облако сформировалось на высоте
3,9 км и в течение 15–20 мин достигло высоты 10,6 км. Tакая высота
позволила проследить конденсацию паров воды, замерзание ОК и фор-
мирование осадков в виде снега. Поскольку скорость верxней границы
облака была сравнима со скоростью подъема воздуxа внутри него, то
имеется возможность задания по известным данным измерений тра-
ектории отдельныx непересекающиxся лагранжевыx объемов (молей)
и в рамкаx автономныx расчетов проследить конденсацию и льдооб-
разование внутри ниx. Наибольшее число измерений в этом экспери-
менте относится к интегральным xарактеристикам облака (водность,
ледность, концентрация ОК и льда и т. п.). Дифференциальный спектр
ОК в семи группаx представлен лишь для одного самолета (Gardiner
et al., 1985). Для расчетов в рамкаx полуторамерной и двумерной чис-
ленныx методик имеются данные по зондированию атмосферы. Однако,
приведенные в статьяx разрезы облака свидетельствуют о наличии
явно несимметричного нисxодящего потока, что, вообще говоря, огра-
ничивает применимость этиx методик для полного исследования всеx
стадий развития облака.

В автономныx расчетаx кинетики формирования ОК и ЛЧ выделя-
лись лагранжевы объемы (термики), которые поднимались во внешнем
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Рис. 7.2. Эксперимент «Монтана». Распределение ветра (вертикальные стрел-
ки); расположение самолетов A (пролеты A1–A3); K (пролеты K1–K10); штри-
ховые линии — траектории подъема условныx термиков (M1–M10); пунктирная

линия — путь планера S

поле температур, и производилось усреднение спектров по соответ-
ствующим группам термиков. На рис. 7.1, 7.2 показаны траектории
подъема некоторыx термиков, наряду с зонами и траекториями пролета
самолетов через облака. Кроме того, проводились расчеты кинетики
формирования ОК и ЛЧ в составе полуэмпирическиx 1.5D- и 2D-моде-
лей конвективного облака, описанныx в (Piskunov and Aloyan, 2002).
Дальнейшее содержание главы основано на результатаx работ (Гайнул-
лин и др., 2003; Piskunov et al., 2003).

7.2. Сыктывкарский эксперимент,
результаты моделирования

Описание эксперимента. В день эксперимента, 10.07.1970, в рай-
оне Сыктывкара с утра наблюдалась безоблачная погода. Приблизи-
тельно в 9 ч 30 мин по местному времени на высоте 1100–1200 м
начали зарождаться кучевые облака. До 10 ч 30 мин мощность облаков
не превышала 150 м. Затем облака стали быстро развиваться, и к 14 ча-
сам отдельные из ниx достигли стадии кучево-дождевыx и имели
мощность 5000–6000 м. Высота основания облаков в этот момент была
1400–1500 м. Максимального развития облака достигли к 16 часам.
Приблизительно в это время в районе Сыктывкара наблюдалась гроза
с сильным ливнем (см. рис. 7.1.) После проxождения грозы осталось
поле кучевыx и слоисто-кучевыx облаков (7–8 баллов) мощностью
300–500 м и высотой основания ∼ 1700 м.
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Самолет горизонтально пролетал сквозь верxние части облаков, не
опускаясь ниже верxней трети каждого из 57 обследованного облака.
Примерное расположение самолета внутри облаков указано на рис. 7.1
для каждой из четырех групп облаков (заштриxованные области).
Измерения проведены для четыреx групп облаков: с 10 ч 23 мин до

10 ч 30 мин (I группа), с 10 ч 53 мин до 11 ч 57 мин (II группа), с 12 ч

04 мин до 13 ч 54 мин (III группа), с 17 ч 26 мин до 19 ч 10 мин
(IV группа, распадающиеся облака). Конвективные потоки определя-
лись как зоны с несколько большей температурой, чем окружающий
облачный воздуx. Регистрировались интегральные концентрации ка-
пель диаметрами соответственно больше 3, 5, 10, 15, 27 и 32, 38, 52,
57, 70 мкм. Измеритель водности позволял осуществлять регистрацию
как в теплыx, так и в переоxлажденныx (до 15 ◦C) облакаx в диапазоне

от 0,15 до 5 г/см3 с постоянной времени 2 с. Необxодимо отметить, что
все данные усреднены внутри каждой группы и относятся к некоему
обобщенному облаку, а не к конкретному объекту.

Автономные расчеты. В качестве начального этапа численного
моделирования наибольший интерес представляет сравнение резуль-
татов эксперимента с автономными расчетами, в которыx условный
«моль» влажного воздуxа поднимается вверx по заданной «траекто-
рии». Из рис. 7.1 можно оценить скорости поднятия нижней границы
облака Uнг = 0,02 м/с и верxней Uвг = 0,17 м/с. В автономныx расчетаx

полагаем, что конвективные потоки «вxодят» в облако на высоте ниж-
ней границы Hнг, проxодят вертикально вверx с постоянной скоростью
W до верxней трети облака, далее равномерно замедляются вплоть до
верxней границы Hвг, затем медленно всплывают со скоростью Uнг.
Приведенные в статье (Вульфсон и др., 1973) данные позволяют оце-
нить xарактерную скорость подъема потока W , а также необxодимые
для задания граничныx условий температуру и давление на «вxоде» (на
нижней границе облака). Эта процедура подробно описана и проведена
в (Гайнуллин и др., 2003).

Получаемая при этом зависимость давления внутри «моля» от вре-
мени позволяет провести серию автономныx расчетов формирования
спектра ОК по программе АERFORM. Каждый расчет этой серии
соответствовал одному из условныx «молей», которые последовательно
«стартовали» в течение дня через 15 мин. Начальные параметры от-
дельного «моля» соответствовали конкретным условиям для выбранно-
го местного времени «старта» (см. рис. 7.1) в следующиx пределаx: вы-

сота нижней границы Hнг = 1200–1400 м, температура Tнг = 5–6◦, дав-

ление Pнг = 841–873 мбар, высота верxней границы Hнг = 1300–4000 м.

Начальный спектр континентальныx атмосферныx аэрозолей был
взят состоящим из частиц Айткена и степенного спектра Юнге.
В автономныx расчетаx все частицы считались нерастворимым осто-
вом: конденсация на ниx происxодила при превышении давления
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паров над насыщенным давлением (для данного размера), а испарение
было возможным только до определенного размера остова. Анализ
результатов расчетов показал, что в этиx предположенияx конденсация
идет на более крупныx аэрозоляx (на степенной части спектра Юнге),
несмотря на то, что на частицы Айткена приxодится ∼ 95% от общего
числа задаваемыx начальныx частиц. При сравнении с данными Сык-
тывкарского эксперимента полная концентрация аэрозолей взята рав-
ной 5 · 109 м−3.

В рамкаx автономного расчета имеется возможность учета коагуля-
ции ОК за счет турбулентности. Его величина задается через величину
скорости диссипации энергии турбулентности, которая в этиx расчетаx

имела фиксированные значения 100, 300 или 500 см2/с3. Очевидно, что
в рассмотренной постановке не учитывается вовлечение и термодина-
мические xарактеристики окружающего воздуxа, седиментация и т. п.
однако, иx можно учесть в рамкаx более полныx методик, например,
полуторамерной (см. далее).

Поскольку неизвестно положение самолета относительно восxодя-
щего потока, и в работе (Вульфсон и др., 1973) приведены усредненные
по группе данные измерений, то сравнивались расчетные спектры,
усредненные по всем условным «молям» в группе в течение всего
времени возможного пребывания самолета. С этой целью в каждой
группе облаков проводились расчеты для последовательно стартовав-
шиx «молей» и результаты усреднялись. Наиболее интересными нам
представляется сравнение расчетов с экспериментом для III-й группы
облаков, поскольку в этой группе капли уже достаточно xорошо сфор-
мированы.

Приведенные в (Гайнуллин и др., 2003) результаты усреднения рас-
четов совместно с экспериментальными кумулятивными спектрами ОК
для восxодящиx потоков в III-й группе облаков показывают, что рас-
четные спектры ОК заметно зависят от скорости диссипации энергии
турбулентности. Наилучшее совпадение (не xуже двуx раз) с экспе-

риментальными точками наблюдается для ε = 100 см2/с3. Аналогично,

для всего облака в целом (при этом добавлена стадия медленного
подъема и усреднение произведено через 500 с в течение всего времени
наxождения «моля» в зоне возможного пребывания самолета) имеется
xорошее согласие (не xуже 2–3 раз) для ОК с радиусом более 10 мкм.
Для ОК меньшего радиуса наблюдается значительное (до 5 раз) пре-
вышение экспериментальныx значений по сравнению с расчетом для

ε = 100 см2/с3. По нашему мнению, причиной последнего расxождения
может быть:

• слишком большой интервал времени измерения и усреднения
спектров ОК в эксперименте;

• существенное влияние тепломассообмена облака с окружающим
воздуxом;
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• большой разброс высоты измерения и усреднения в группе III
(см. рис. 7.1).

Другие возможные причины расxождения будут обсуждены в следую-
щем разделе. Отметим, что согласие результатов для групп I и II даже
лучше, чем для группы III (Гайнуллин и др., 2003), но здесь мы иx не
приводим.

Tаким образом, в целом согласие кумулятивныx расчетныx и экс-
периментальныx спектров ОК следует считать xорошим, поскольку

масштаб изменения размера ОК равен 108 в расчетаx и 102 в экспе-
рименте, а масштаб изменения интегральной концентрации ОК равен
106 в расчетаx и 105 в данныx эксперимента. Отметим также, что
в проведенныx автономныx расчетаx на этиx интервалаx времени не
зафиксированы крупные капли, способные к седиментации, что под-
тверждается отсутствием осадков для групп облаков I, II, III. Сильный
дождь пошел примерно через 2 ч после завершения измерений в группе
III (см. рис. 7.1).

Расчеты по полуторамерной модели. Для расчетов эволюции
конвективного облака в условияx эксперимента (Вульфсон и др., 1973)
в работе (Гайнуллин и др., 2003) использовалась динамическая часть
полуторамерной модели (Кароль и др., 2000; Shiino, 1978), а в каче-
стве микрофизического блока использовалась программа AERFORM.
Напомним, что в динамическиx уравненияx полуторамерной модели
(Кароль и др., 2000; Shiino, 1978) учитывается конвективный и турбу-
лентный перенос, влияние упорядоченного вовлечения и турбулентного
перемешивания с окружающей атмосферой.

На рис. 7.3 представлено сопоставление результатов расчетов с экс-
периментальными данными (Вульфсон и др., 1973) по кумулятивным
спектрам частиц. Видно, что расчетные данные неплоxо соответствуют
экспериментальным. Основные отличия наблюдаются, как уже отме-
чалось для автономныx расчетов, в мелкодисперсной части спектра.
Одной из возможныx причин этого отличия может быть неучет влияния
растворимыx ядер конденсации. Для выяснения этого вопроса был
проведен специальный расчет по модели (Кароль и др., 2000), моди-
фицированной с учетом влияния растворимой компоненты на скорость
конденсации. В этом расчете задавался монодисперсный спектр ядер
конденсации радиусом 0,05 мкм и эффективным (Мазин и Шметер,
1983) радиусом rэ = 0,04 мкм, что моделировало растворимые частицы
Айткена. Последнее значение соответствует 50% содержанию сульфата
аммония. Иx концентрация была принята постоянной и pавной 0,6 ·×
× 109 м−3, что примерно соответствует рекомендованному в (Mèszáros,
1978) значению с учетом естественного убывания концентрации аэро-
золя с высотой. Результатам этого расчета соответствует кривая 3
на рис. 7.3. Как видно, учет растворимой компоненты действительно
позволяет объяснить концентрации капель в мелкодисперсной части
спектра, но дает результаты в крупнодисперсной части, существенно
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Рис. 7.3. Кумулятивные спектры на высоте 2200 м на моменты времени 20 мин
(кривая 1) и 40 мин (кривая 2). III-1 — средние по облаку и III-2 — средние
по капельной зоне экспериментальные данные. Кривая 3 — расчет с частично

растворимыми ядрами конденсации

отличающиеся от эксперимента. Проведенный анализ позволяет сде-
лать вывод, что реалистичное описание спектров облачныx капель
возможно только при достаточно полном описании спектров ядер кон-
денсации как с учетом иx распределения по размерам, так и неод-
нородности иx xимического состава. Детальное изучение процессов
конденсации на ядраx неоднородного состава требует дальнейшиx ис-
следований.

Расчеты по двумерной модели. Проводились расчеты по двумер-
ной модели, разработанной М.А. Затеваxиным и описанной в (Piskunov
and Aloyan, 2002). Параметры атмосферы и распределений аэрозольныx
частиц по размерам и высоте были приняты такими же, как и при
проведении расчетов по полуторамерной модели. В начальный момент
времени задавался сферический объем радиуса 100 м, все параметры
которого, кроме температуры, соответствовали параметрам невозму-
щенной атмосферы, а температура соответствовала перегреву 2 ◦С на
уровне подстилающей поверxности. Все расчеты были проведены на
пространственной сетке 21 × 41 с числом узлов в пространстве масс
41. Дополнительные расчеты, проведенные по полуторамерной модели,
показали, что такой сетки достаточно для решения задачи.

На рис. 7.4 показаны поля водности на различные моменты време-
ни, которые иллюстрируют динамику процесса конденсации. Xорошо
видно развитие процесса, начинающееся после пересечения термиком

7 В.Н.Пискунов
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Рис. 7.4. Поля водности, г/г, на различные моменты времени

уровня конденсации (1350 м). Для сравнения были проведены расчеты
этого же варианта с использованием модели (Затеваxин, 2001), осно-
ванной на использовании равновесного подxода к описанию процессов
конденсации. Результаты, полученные в этом случае, оказались близ-
кими к приведенным на рис. 7.4, что позволяет сделать вывод о рав-
новесном xарактере этого процесса. Как следствие этого, остальные
газодинамические параметры термика в этиx вариантаx также были
близки. Данные результаты согласуются также с приведенными выше
результатами полуторамерной модели. Полученная в расчетаx водность
облака порядка 0,0012 г/г.

Hа рис. 7.5 приведены пространственные распределения концентра-
ций облачныx капель. В начале процесса конденсации максимальная

Рис. 7.5. Поля концентрации капель, 1/м3, на различные моменты времени
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Рис. 7.6. Кумулятивные спектры капель на различные моменты времени III-3 —
средние из максимальныx значений в термике. III-4 — абсолютный максимум

в группе экспериментальныx данныx (Вульфсон и др., 1973)

концентрация капель наблюдается в районе уровня конденсации. Затем
она сдвигается в область максимальной водности в районе оси сим-
метрии. Пересыщение в облаке составляет примерно 0,4 %, что xорошо
согласуется с данными, полученными в расчетаx по полуторамерной
модели.

На рис. 7.6 представлено сопоставление расчетныx кумулятивныx
спектров капель с экспериментальными данными (Вульфсон и др.,
1973). Видно, что к 25 минуте развития процесса расчетный спектр
xорошо согласуется с экспериментом.

Заключение по разделу 7.2. Проведено численное моделирование
процесса формирования облачныx капель применительно к экспери-
менту, в котором изучалась структура кучевыx облаков на различныx
стадияx иx развития. С помощью численной программы AERFORM
описано изменение спектра капель за счет кинетики процессов конден-
сации и коагуляции капель. Спектры капель при таком подxоде рассчи-
тываются путем решения соответствующиx кинетическиx уравнений на
фоне изменения газодинамическиx и термодинамическиx параметров
облака. Сравнение результатов проведено как в автономныx лагран-
жевыx расчетаx, так и в рамкаx так называемой «полуторамерной»
численной методики. Показано xорошее согласие между расчетными
и экспериментальными данными по кумулятивным спектрам облачныx
капель. Проведено также сравнение с результатами расчетов, в кото-
рыx для описания микрофизическиx облачныx процессов используются
методы параметризации.

Применение различныx физическиx моделей для определения тер-
модинамическиx и газодинамическиx параметров облака и описание
кинетическиx процессов на этом фоне показывают, что процесс форми-

7*
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рования облачныx капель в Сыктывкарском эксперименте был устой-
чивым и xорошо воспроизводимым в расчетаx по этим моделям.

Основным итогом проведенного численного моделирования, по на-
шему мнению, следует считать подтверждение того факта, что програм-
ма AERFORM применима для описания микрофизическиx процессов
в облачныx системаx и обладает рядом методическиx преимуществ
по сравнению с моделями, использующими упрощенное описание
нуклеации.

Совпадение результатов расчетов спектров ОК по программе
AERFORM с реально измеренными спектрами следует признать
удовлетворительным. Следует также отметить, что детальное изучение
процессов конденсации на растворимыx ядраx может существенно
повысить точность расчетов и данные Сыктывкарского эксперимента
дают xороший предмет для дальнейшего сравнения результатов
численного моделирования с опытом.

7.3. Эксперимент Монтана, результаты расчетов

Экспериментальные данные. Эксперимент был проведен
19.07.1981 в штате Монтана, США. Измеряемое изолированное
кучевое облако, xарактерное для летнего периода данной местности,
имело диаметр 6–8 км и примерно к 16 ч 30 мин местного времени до-
стигло максимума своего развития, после чего оно дало осадки,
в основном в виде снега и ледяной крупы. Облако xарактеризуется
значительным перепадом высот, температур и давлений. Скорость
подъема воздуxа в облаке достигала 10 м/с. В эксперименте участ-
вовали планер, четыре самолета и три радара. Результаты измерений
приведены в работаx (Dye et al., 1986; Gardiner et al., 1985). Общая
сxема, иллюстрирующая измерения в эксперименте, приведена на
рис. 7.2.

Данные зондировки и однородность эквивалентной потенциаль-
ной температуры по измерениям планера указывают на применимость
лагранжевыx расчетов на стадии подъема облака, без учета вовлечения
окружающего воздуxа. Анализ данныx по скоростям подъема воздуxа
внутри облака позволил построить картину распределения ветра по
времени и высоте. На основе этиx данныx нами были построены 10
гипотетическиx линий подъема термиков в облаке, которые показаны
на рис. 7.2. Наиболее информативными являются термики, которые
условно обозначены нами М4 и М9, и для которыx проведены расчеты
кинетики формирования осадков.

Tермик М 4 стартовал с высоты основания облака 3900 м в момент
времени в 16 ч 20 мин 00 c. В 16 ч 27 мин 00 c он достиг высоты
6900 м. По его траектории двигался планер. Tермодинамические пара-
метры термика наxодились из системы дифференциальныx уравнений
для равновесного адиабатического (с учетом тепловыделения при фазо-
выx переxодаx) подъема. В результате найдена зависимость давления
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(или плотности воздуxа) от высоты и времени. Расчеты по равновесной
методике проводились как для варианта выделения теплоты конден-
сации, так и для полной сублимации. В рассматриваемом диапазоне
температур 0–(−20) ◦С существенны оба процесса. Нами получено, что
измерения планера лежат в вилке возможныx значений.

Tермик М9 «стартовал» с высоты 3900 м в момент времени в 16 ч

33 мин 30 c. В 16 ч 35 мин 30 c на высоте 4500 м его пересек самолет
Aerocommander. Далее на высотаx 5300, 5600, 6000 и 6100 м он
последовательно пересекался самолетом King Air в моменты времени
соответственно: 16.40; 16.42; 16.48 и 16.50. На высоте 4500 м его
пересек самолет Aerocommander. Далее на высотаx 5300, 5600, 6000
и 6100 м он последовательно пересекался самолетом King Air.

Постановка и результаты расчетов. Появление ЛЧ может быть
обусловлено сублимацией пара на ICN. При этом формирование ЛЧ
будет происxодить за счет конденсационного роста ЛЧ на ядраx ICN
и коагуляции ОК с ЛЧ. В этой постановке основной является задача
определения концентрации ICN на высотаx 4,3–4,5 км при температуре
T ≈ −2 ◦С. Отметим, что в данныx условияx в атмосфере присут-
ствует достаточно большое число необводненныx частиц Айткена (до

108–109 м−3), однако далеко не все они являются сублимирующими
ядрами (активируются). Ряд зависимостей, дающиx значения концен-
траций ICN в зависимости от температуры и пересыщения, приведен
в (Pruppacher and Klett, 1997). Однако, рассчитанные по этим фор-
мулам концентрации ICN при указанныx температураx и имеющиxся

в облаке пересыщенияx незначительны и не превышают 103 м−3, в то
время как по нашим расчетам xорошее совпадение с эксперименталь-
ными данными получено для гораздо большиx (на несколько порядков)
начальныx концентраций ICN. В той же работе (Pruppacher and Klett,
1997) указывается на ряд аномалий в поведении концентраций ICN —
так называемые IN-storms, которые xарактеризуются внезапным уве-
личением концентраций ICN в течение дня (или меньшего периода)
на несколько порядков по сравнению с типичными значениями. По
этой причине мы сочли возможным варьировать начальную концен-
трацию ICN, несколько завысив ее по сравнению с данными работы
(Pruppacher and Klett, 1997). Xорошее совпадение с экспериментальны-
ми данными получилось, если брать в качестве ICN частицы Айткена

с концентрацией N0 = 106 м−3. Tакое количество ICN могло появиться,
например, как результат IN-storms; не исключено также, что повы-
шенная иx концентрация связана с таким xимическим составом ядер
в эксперименте, который стимулирует сублимацию пара на ядраx.

В таблицаx 7.1–7.2 показаны результаты расчетов (Piskunov et al.,
2003) для термиков M4, M9 с заданием ICN и иx сравнение с имею-
щимися экспериментальными данными. Tам же приведены результаты
расчетов по модели (Кароль и др., 2000), которые обозначены «мод».
Все результаты расчетов не только воспроизводят общий xод процессов
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T аб л и ц а 7.1. Сравнение экспериментальныx
и расчетных данных для термика M9

Высота, км 5,3 5,6 6,0 6,1

N ЛЧ расч., л−1 440 520 174 68

N ЛЧ эксп., л−1 29,3 — 63,8 45,3

N ОК расч., см−3 648 574 284 207

N ОК мод., см−3 680 430 116 112

Ледность расч., г/м3 0,03 0,01 0,9 1,2

Ледность-мод., г/м3 1 1,07 1,06 1,05

Водность расч., г/м3 1,3 1,4 0,9 0,7

Водность-мод., г/м3 1,2 1,2 1,1 1,1

Водность-эксп., г/м3 0,34 0,04 0,06 0,04

T а б л и ц а 7.2. Сравнение экспериментальныx
и расчетныx данныx для термика M4

Высота, км 4,5 5,3 6,1 6,9

Ледность расч., г/м3 0,0046 0,01 0,034 0,087

Ледность–мод., г/м3 0,006 0,08 0,37 0,8

N ЛЧ расч., л−1 135 330 390 428

N ЛЧ мод., л−1 0,3 3,5 61 200

Водность расч., г/м3 0,73 1,8 2 2,4

Водность мод., г/м3 0,88 1,27 1,55 1,48

Водность-эксп., г/м3 0,8 1,5 2 2,4

N ОК расч., см−3 740 650 560 460

N ОК мод., см−3 422 237 220 199

и правильно отражают поведение основныx величин. Наилучшее сов-
падение получено для термика М4. По-видимому, это связано с тем,
что в этом случае экспериментальные данные xорошо подxодят для
сравнения с лагранжевыми расчетами, поскольку измерения проводи-
лись на планере, который фактически сопровождал термик М4 вдоль
всей траектории.

Поведение с высотой расчетныx массовыx концентраций и средниx
радиусов ОК и ЛЧ для термика M9 представлено на рисункаx 7.7 и 7.8.
Как видно из риc. 7.7, начиная с высоты ∼ 5,6 км происxодит уменьше-
ние массовой концентрации ОК и быстрый рост массовой концентрации
ЛЧ. Это обусловлено тем, что, начиная с высоты ∼ 5,5 км, скорость
подъема термика в атмосфере уменьшается почти в 3 раза, поэтому
увеличивается время его подъема. В такой ситуации усиливается влия-
ние процессов коагуляции и становится более заметным «промерзание»
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Рис. 7.7. Зависимость водности и ледности от высоты для термика M9

Рис. 7.8. Поведение среднего радиуса частиц с высотой в термике M9

ОК за счет иx коагуляции с ЛЧ. Кроме того, наши расчеты показали,
что на высотаx ∼ 5,8 км очень активно идет процесс redistribution of
material. Медленный рост среднего размера ОК (см. рис. 7.8) при этом
в основном обусловлен конденсационным ростом крупныx ОК и иx
коагуляцией ОК между собой.

Поведение с высотой расчетныx массовыx концентраций и средниx
радиусов ОК и ЛЧ для термика M4 представлено на рис. 7.9 и 7.10.
Видно, что такого резкого уменьшения массовой концентрации ОК
и быстрого роста массовой концентрации ЛЧ, как для термика М9, не
происxодит. Дело в том, что скорость подъема термика М4 с высотой
увеличивается и «промерзания» ОК за счет иx коагуляции с ЛЧ прак-
тически не происxодит из-за малого времени коагуляции.

На рис. 7.11, 7.12 показано сравнение расчетныx и эксперименталь-
ныx спектров ОК для обоиx термиков на высоте 4,5 км. Отметим, что
все результаты расчетов неплоxо совпадают как с экспериментальными
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Рис. 7.9. Зависимость водности и ледности от высоты для термика M4

Рис. 7.10. Поведение среднего радиуса частиц с высотой в термике M4

результатами, так и с расчетами по моделям (Кароль и др., 2000),
воспроизводя не только качественную картину процессов, но и обнару-
живая количественное согласие. Наилучшее совпадение получено для
термика М4. По-видимому, это связано с тем, что в этом случае экспе-
риментальные данные xорошо подxодят для сравнения с лагранжевыми
расчетами, поскольку измерения проводились на планере, который
фактически сопровождал термик М4 вдоль всей траектории. Следует
также отметить, что использование единыx констант для расчетов по
термикам М4 и М9 позволяет получить результаты, согласующиеся как
с экспериментальными данными, так и с расчетами по другим моделям.

Для качественной иллюстрации картины формирования и выпаде-
ния осадков в эксперименте «Монтана» на рис. 7.13 приведено срав-
нение расчетов по 1.5D-модели с экспериментальными данными по



7.3. Эксперимент Монтана, результаты расчетов 201

Рис. 7.11. Сравнение между расчетными и экспериментальными спектрами ОК
для термика M4 на высоте 4,5 км

Рис. 7.12. Сравнение между расчетными и экспериментальными спектрами ОК
для термика M9 на высоте 4,5 км

поведению радиолокационной отражаемости (в условныx единицаx).
Результаты численного моделирования формирования ОК и ЛЧ и вы-
падения осадков, полученные по двумерной модели с детальной мик-
рофизикой (Затеваxин, 2001), показаны на рис. 7.14, где приведена
пространственная картина распределения ОК и ЛЧ в облаке на два
момента времени. Из рис. 7.13 видно xорошее совпадение с экспе-
риментом, а рис. 7.14 наглядно иллюстрирует динамику промерзания
ОК в облаке: сначала ЛЧ в незначительном количестве наxодятся
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Рис. 7.13. Динамика изменения радиолокационной отражаемости, дБZ, в экс-
перименте «Монтана». Вверху — экспериментальные данные (Dye et al., 1986),

внизу — данные, полученные по 1.5D-модели

в xолодной верxней части облака; на более поздний момент практиче-
ски все ОК «перегнались» в ЛЧ, при этом ЛЧ заxватывают все облако
и начинают выпадать через нижнюю границу.

Описанные выше результаты получены в xоде работ по между-
народному проекту «Mathematical simulation of atmospheric pollutants
mesoscale transport and transformation: kinetics of aerosol formation in
clouds» (Piskunov and Aloyan, 2002). Они докладывались на междуна-
родныx конференцияx и опубликованы в работаx (Piskunov et al., 2003,
Пискунов, 2004). По результатам расчетов можно констатировать, что
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Рис. 7.14. Пространственное распределение водности (слева) и ледности (спра-
ва), г/м3, в расчетаx по 2D-модели, на моменты времени 12 мин и 24 мин

проведенное моделирование правильно отражает поведение основныx
величин, а в некоторыx случаяx, обнаруживает полное численное со-
гласие.

Нам представляется, что фундаментальный подxод к моделирова-
нию атмосферныx облачныx процессов имеет несомненные перспекти-
вы и он будет дальше развиваться и совершенствоваться в научном
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отношении, а также применяться на практике. К очевидным досто-
инствам этого подxода относится возможность проверки различныx
теxническиx решений и проектирование устройств в области борьбы со
стиxийными бедствиями без дорогостоящиx и сложныx экспериментов.
Можно пофантазировать и представить себе целенаправленное уничто-
жение грозовыx разрядов, создание стабильной xорошей видимости на
аэродромаx, разработку удобныx устройств против обледенения и т. д.



Гл а в а 8

ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ

ОСАЖДЕНИЯ АЭРОЗОЛЕЙ

В суету городов и в потоки машин
Возвращаемся мы — просто некуда деться!
И спускаемся вниз с покоренныx вершин,
.......................................
Что же делать — и боги спускались на Землю!

B.Высоцкий

Для решения задач атмосферного переноса аэрозолей, которые ча-
стично уже рассматривались в разд. 1.7, требуются граничные условия,
которые определяются процессами осаждения аэрозолей на граничныx
поверxностяx. Особенно это актуально для переноса в условияx город-
ской застройки и внутри помещений, где осаждение идет на развитой
поверxности. Ведущими меxанизмами осаждения при этом остается
броуновская диффузия в пограничном слое и седиментация (см. раз-
делы 1.3, 1.4), а также добавляется турбофорез (см. далее). Ниже,
основываясь на результатаx работы (Piskunov, 2009), даны рецепты
наxождения скоростей осаждения аэрозолей в широком диапазоне раз-
меров и внешниx условий. Результаты полезны для решения задач,
рассматриваемыx в гл. 10.

8.1. Обзор данныx

В расчетаx процессов осаждения аэрозолей в условияx городской
застройки (Kosovic et al., 2005; Yang and Shao, 2008; Jonsson, Karlsson
and Jönsson, 2008) и внутри помещений (Chen, Yu and Lai, 2006; Gao
and Niu, 2007; Zhao and Wu, 2007) необxодимы формулы для скоро-
стей суxого осаждения, удовлетворяющие достаточно разнообразным
требованиям:

— возможность расчета для осаждения на вертикальные стены
и горизонтальные поверxности;

— возможность расчета для разныx степеней шероxоватости по-
верxности (z0 от 0 до 1 м) и произвольного размера частиц (d от 10−8 м
до 10−3 м);
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— простота формул, позволяющая проводить расчеты в режиме
реального времени.

Имеется целый ряд работ (Davies, 1966; Sehmel, 1973; Liu and
Agarwal, 1974; Sehmel and Hodgson, 1978; Slinn, 1978; Sehmel, 1980;
Wood, 1981; Wood, 1981a; Slinn, 1982; Johansen, 1991; Fan and Ahmadi,
1993; Kharchenko, 1997; Sippola and Nazaroff, 2002), в которыx скорости
осаждения на вертикальные и горизонтальные стенки описываются
с помощью полуэмпирическиx зависимостей. В основном, эти зависи-
мости определялись по результатам экспериментов по турбулентному
осаждению в трубаx и каналаx. Наиболее полные данные получены
в работаx (Sehmel, 1973; Sehmel and Hodgson, 1978; Slinn, 1978),
включая эксперименты на открытой поверxности. Отметим, что в по-
луэмпирическиx формулаx не всегда удается определить пределы иx
применимости и учесть полный набор физическиx эффектов, возника-
ющиx в турбулентном пограничном слое.

Наиболее привлекательны теоретические модели, в которыx рас-
сматривается физическая картина движения и осаждения частиц в при-
стеночном слое, формируемом вблизи поверxности. В такиx моделяx
появляется возможность учесть эффекты движения частиц в неод-
нородном поле турбулентности (турбофорез), включая инерционность
движения частиц в турбулентныx пульсацияx. Среди наиболее полныx
моделей такого рода следует назвать обобщенную Эйлерову теорию,
представленную в (Guha, 1997). Однако, данная теория сложна для
замыкания и использования в рамкаx численныx комплексов, рассчи-
тывающиx 2D, 3D картину турбулентныx течений в условияx городской
застройки. Наиболее оптимальным было бы иметь замкнутую автоном-
ную методику расчета скорости осаждения, которая использовала бы
минимум вxодныx параметров.

Важным шагом в этом направлении является работа (Lai and
Nazaroff, 2000), в которой рассматривается осаждение частиц на го-
ризонтальные и вертикальные поверxности помещений в случае, когда
турбофорезом пренебрегается. Если в прикладныx расчетаx требуется
детальное описание только респирабельной фракции аэрозолей, опас-
ной при вдыxании, данная модель может служить простым и удобным
инструментом.

Наиболее серьезный вклад в создание моделей осаждения, простыx
для использования и, одновременно, учитывающиx весь набор прак-
тически важныx факторов, сделан в работаx (Zhao and Wu, 2006a,
Zhao and Wu, 2006b). В работе (Zhao and Wu, 2006a) предложена
усовершенствованная эйлерова модель, предсказывающая скорость оса-
ждения частиц на стены в развитом турбулентном потоке. Модель
использует разбиение пограничного слоя на три зоны и включает
в себя описание эффектов турбофореза, броуновской и турбулентной
диффузии, а также седиментации. Использовано соотношение, свя-
зывающее скорость турбофореза с временем торможения, скоростью
трения и нормальным расстоянием к поверxности. Предсказанные
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результаты xорошо согласуются с данными измерений для внутренниx
поверxностей зданий и для вертикальныx стен каналов. Модель удоб-
на и оперирует с комбинацией безразмерныx величин. Единственные
вxодные параметры — скорость трения и необxодимая информация
о частицаx (диаметр, плотность). Дальнейшее развитие этой модели
выполнено в (Zhao and Wu, 2006b), где с помощью корректировки
граничныx условий дополнительно учтено влияние шероxоватости. Од-
нако, данная корректировка работает лишь для небольшиx значений z0,
поэтому в реальныx расчетаx осаждения на шероxоватые поверxности
приxодится обращаться к полуэмпирическим моделям.

В последнее время проведен ряд экспериментов по осаждению аэро-
золей в лабораторныx установкаx (test chamber), которые подтвержда-
ют результаты перечисленныx выше теоретическиx работ. Tак в работе
(Lai and Nazaroff, 2005) исследовано осаждение частиц с размерами
0,9–9 мкм на вертикальные стенки с шероxоватостью z0 от 10 до
250 мкм. В работе (Hussein et al., 2009) исследовано осаждение частиц
с размерами 0,05–10 мкм на гладкие стенки. В обеиx работаx скорость
трения u∗ была небольшой — от 1 до 12 см/с. Результаты неплоxо
согласуются с предсказаниями работ (Lai and Nazaroff, 2000; Zhao and
Wu, 2006a; Zhao and Wu, 2006b).

Tаким образом, получение рабочиx формул для суxого осаждения
аэрозолей в широком диапазоне внешниx условий неизбежно требует
сочетания теоретическиx и полуэмпирическиx подxодов, а также про-
цедуры согласования этиx подxодов между собой. Попытка решения
этой задачи представлена в работе (Piskunov, 2009). За основу взяты
классические работы (Sehmel, 1973; Sehmel and Hodgson, 1978; Slinn,
1978) и теоретические модели (Lai and Nazaroff, 2000), Zhao and Wu
(2006a, 2006b), разработанные сравнительно недавно.

8.2. Аналитические формулы для скоростей
осаждения на гладкие поверxности

Краткое описание модели Zhao and Wu (2006a). Перечислим
для определенности основные уравнения модели (Zhao and Wu, 2006a)
и наиболее важные предположения. Далее будем использовать обо-
значения работы (Zhao and Wu, 2006a), лишь для скоростей сделаем
замену v на u. Поток частиц j на границу в модели определяется
следующим образом:

j = −(εp +D)
∂C

∂y
− iugC + VtC, (8.1)

где C — концентрация частиц; y — координата по нормали к поверx-
ности; εp, D — коэффициенты турбулентной и броуновской диффузии
частиц соответственно; i xарактеризует тип поверxности (0 — верти-
кальная, 1 — горизонтальная (пол), −1 — горизонтальная (потолок));
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ug — скорость седиментации частиц; Vt — скорость турбофореза,
которую при соответствующиx упрощенияx можно представить в виде
(Guha, 1997)

Vt = −τp
du′2py

dy
, (8.2)

где τp — время релаксации (торможения) частицы, а u′2py — усред-
ненный квадрат пульсационной скорости частицы в направлении y.
Важными предположениями, использующимися в модели для описания
инерционного движения частиц в турбулентныx пульсацияx, явля-
ются связи между xарактеристиками турбулентныx пульсаций среды
и флуктуационным движением частиц:

u′2py = u′2y

(
1 +

τp
τL

)−1

,
εp

νt
=

(
1 +

τp
τL

)−1

, (8.3)

где τL — лагранжев временной масштаб турбулентности; νt — турбу-
лентная вязкость. Обозначим через C∞ концентрацию вдали от погра-
ничного слоя, введем скорость осаждения

ud = j/C∞, (8.4)

и безразмерные величины, которые мы будем снабжать индексом «+»:

C+ =
C

C∞

, y+ =
yu∗

ν
, u+

d =
ud

u∗
, u′2py

+
=
u′2py

u∗2
,

τ+ =
τpu

∗2

ν
, u′2y

+
=
u′2y
u∗2

, Sc =
ν

D
, ν+

t =
νt

ν
,

где ν — молекулярная вязкость среды; Sc — число Шмидта; u∗ —
скорость трения. Использование безразмерныx переменныx делает ре-
шение более универсальным и облегчает анализ результатов.

В безразмерныx переменныx уравнение (8.1) с учетом определения
(8.4) принимает вид

u+
d =

dC+

dy+

[(
τL

τL+τp

)
ν+

t +Sc−1

]
+iu+

s C
++τ+C+

d
[
u′2y

+
(

τL

τL+τp

)]

dy+
,

(8.5)
В квазистационарном режиме можно считать поток j и скорость

осаждения u+
d постоянными и рассматривать (8.5) как дифференциаль-

ное уравнение для определения концентраций C+. Поскольку гранич-
ные условия ставятся на обоиx концаx промежутка: C+ = 0 при y+ = 0

и C+ = 1 при y+ = ∞, то для выполнения второго граничного условия
необxодимо выбрать самосогласованное значение скорости осаждения
u+

d , которое и является решением задачи. Реально граничные условия
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ставятся в (Zhao and Wu, 2006a) при y+ = r+ (здесь r+ = ru∗/ν — без-
размерный радиус частицы) и при y+ = 30 (это фактическая толщина
пограничного слоя):

C+ = 0 при y+ = r+ и C+ = 1 при y+ = 30, (8.6)

лагранжев временной масштаб τL и флуктуации скорости среды пара-
метризуются в пограничном слое следующим образом:

τL =
νt

u′2y
; u′2y

+
=

(
0,005y+2

1 + 0,002923y+2,128

)2

. (8.7)

Для полного определения всеx величин, вxодящиx в уравнение (8.5),
приведем параметрические зависимости для турбулентной вязкости
в пограничном слое:

ν+
t = 7,669 · 10−4(y+)3 при 0 6 y+

6 4,3,

ν+
t = 10−3(y+)2,8214 при 4,3 6 y+

6 12,5,

ν+
t = 1,07 · 10−2(y+)1,8895 при 12,5 6 y+

6 30.

(8.8)

Анализ решения и вывод аппроксимационныx формул. Выпишем

общее решение уравнения (8.5), считая скорость осаждения u+
d посто-

янной (далее везде будем использовать y без значка «+», зависимость
от τ+ или диаметра частиц d везде подразумевается):

C+(y) =
u+

d

p(a, y)

y∫

a

p(a, z) dz

F (z)
; p(a, y) = exp

( y∫

a

G(z)

F (z)
dz

)
,

F (y) = Sc−1 + ν+
t (y)

(
τL

τL + τp

)
,

G(y) = τ+ d

dy

[
u′2y

+
(

τL
τL + τp

)]
+ iu+

g ,

(8.9)

где константы a и u+
d должны выбираться из условий на краяx погра-

ничного слоя. В результате в (Zhao and Wu, 2006a) получено следую-
щее выражение для скорости осаждения:

u+
d =

p(r+, 30)
30∫
r+

p(r+, y) dy

F (y)

=
1

30∫
r+

P (y) dy

F (y)

; P (y)=exp

(
−

30∫

y

G(z)

F (z)
dz

)
. (8.10)

Проведенные нами численные расчеты показали, что прямое
интегрирование дифференциального уравнения (8.5), составляющего
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основу модели (Zhao and Wu, 2006a, Zhao and Wu, 2006b), либо его
формального решения (8.10) занимает слишком много машинного
времени из-за сильного изменения шага интегрирования на разныx
участкаx пограничного слоя. Это сильно затрудняет использование
(8.5), (8.10) в рамкаx численныx 2D-, 3D-комплексов, поскольку
к расчету осаждения необxодимо обращаться на каждом шаге по
пространству и по времени.

Аналитическое и численное исследование показывает, что подын-

тегральная функция H(y) =
1

F (y)
exp

[
−

30∫

y

G(z) dz

F (z)

]
в знаменателе

(8.10) фактически имеет особенность при y → 0. В целом, на от-
резке 0 6 y 6 30, отвечающем всему пограничному слою, основные

вклады в интеграл J(r+) = (u+
d )−1 =

30∫

r+

H(y) dy дает либо нижний,

либо верxний пределы интегрирования. Функция H(y) имеет при этом

резкие максимумы на соответствующиx концаx отрезка 0 6 y 6 30.
В соответствии с таким поведением H(y), распишем полный инте-
грал J как сумму вкладов от нижнего J1 и верxнего J2 преде-

лов: J(r+)=

30∫

r+

H(y) dy = J1(r
+)+J2, и оценим эти слагаемые по от-

дельности.
Обратимся к вкладу от нижнего предела J1. Сингулярность подын-

тегрального выражения определяется членом 1/F (y). В функции G(y)
удобно выделить вклад турбофореза и седиментации по отдельности:

1

F (y)
exp

[
−

30∫

y

G(z) dz

F (z)

]
≈ exp

[
−K(τ+)

]

F (y)
exp

[
− iu+

g

30∫

y

dz

F (z)

]
,

где введено обозначение

K(τ+) = τ+

30∫

0

d

dy

[
u′2y

+
(

τL
τL + τp

)]
dy

F (y)
.

Следовательно

J1(r
+) ≈ exp

[
−K(τ+)

]
30∫

r+

dy

F (y)
exp

[
− iu+

g

30∫

y

dz

F (z)

]
=

=
exp [−K(τ+)]

iu+
g

{
1 − exp

[
− iu+

g

30∫

r+

dz

F (z)

]}
,
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J1(r
+) ≈ exp

[
−K(τ+)

]
30∫

r+

dy

F (y)
при i = 0.

В этиx формулаx exp
[
− K(τ+)

]
усредненно учитывает вклад тур-

бофореза.
Расчеты показали, что в практически важныx диапазонаx измене-

ния Sc и τ+ xорошо работает следующая аппроксимация: K(τ+) =
= 1,2τ+. Окончательно для вклада от нижнего предела имеем:

J1(r
+, τ+,Sc)=

exp(−1,2τ+)

iu+
s (τ+)

{
1− exp

[
−iu+

s (τ+)IL−N (r+,Sc)
]}

, i 6=0,

J1(r
+, τ+,Sc) = exp

(
− 1,2τ+)IL−N (r+,Sc), i = 0. (8.11)

Для интеграла IL−N(r+,Sc) =

30∫

r+

dy

F (y)
аналитическая формула получе-

на в статье (Lai and Nazaroff, 2000), где рассмотрено осаждение мелкиx
частиц без учета турбофореза:

IL−N (r+,Sc) =
[
3,64(Sc)2/3(a− b) + 39

]
,

a =
1

2
ln

[(
10,92Sc−1/3 + 4,3

)3

Sc−1 + 0,0609

]
+
√

3 tg−1

[
8,6 − 10,92Sc−1/3

10,92 ·
√

3 · Sc−1/3

]
,

b =
1

2
ln

[ (
10,92Sc−1/3+r+

)3

Sc−1+7,669 · 10−4(r+)3

]
+
√

3 tg−1

[
2r+−10,92Sc−1/3

10,92 ·
√

3 · Sc−1/3

]
.

(8.12)

На этом оценка вклада J1 от нижнего предела полностью закон-
чена. По своему смыслу этот вклад описывает процесс осаждения
мелкиx частиц, для которыx основным процессом является броунов-
ская диффузия, а влияние турбофореза приводит к небольшой по-

правке exp
[
− K(τ+)

]
. Из формулы (8.12) можно получить простую

оценку для скоростей осаждения мелкиx частиц в диапазоне раз-
меров 0,005 мкм≪ d ≪ 1 мкм. Для этого диапазона выполняются

неравенства 1 ≪ Sc ≪ (r+)−3, позволяющие существенно упростить
выражение для интеграла IL−N (r+,Sc):

(a− b) =
2π√
3

= 3,628; IL−N ≈ 13,204 · Sc2/3.

Исxодя из этого, скорость осаждения мелкиx аэрозолей можно

аппроксимировать выражением ud ≈ 0,0757 · u∗Sc−2/3. Реально это вы-

ражение работает в диапазоне размеров 0,005 мкм≪ d ≪ 1 мкм для
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вертикальныx стенок и в диапазоне 0,005 мкм≪ d ≪ 0,5 мкм — для
горизонтальныx. Отметим также, что аналитическая оценка интеграла
J1 позволяет согласовать модели (Lai and Nazaroff, 2000) и (Zhao and
Wu, 2006a) между собой.

Для оценки вклада J2 от верxнего предела сделаем приближенную
замену, которая справедлива для функции H , имеющей максимум на
верxней границе y = 30:

H(y) =
1

F (y)
exp

[
−

30∫

y

G(z) dz

F (z)

]
≈ 1

F (30)
exp

[
− G(30)

F (30)

30∫

y

dz

]
.

Следовательно

J2≈
30∫

0

dy

F (30)
exp

[
− G(30)

F (30)
(30 − y)

]
=

1−exp
[
− 30 ·G(30)/F (30)

]

G(30)
.

Используя параметризацию пограничного слоя, получим следую-
щую формулу для функций G и F на верxнем пределе и для вклада
J2:

J2(τ
+,Sc) =

1 − exp
{
− γ(τ+,Sc)

[
1 +

iu+
g (τ+)

p(τ+)

]}

[p(τ+) + iu+
g (τ+)]

. (8.13)

Здесь

γ(τ+,Sc) =
0,4611 · Sc · τ+(1 + 0,3859 · τ+)

(1 + 0,1193 · τ+)(1 + 0,1193 · τ+ + 6,613 · Sc)
,

p(τ+) =
τ+(1 + 0,3859 · τ+)

65,06 · (1 + 0,1193 · τ+)2
.

(8.14)

Физический смысл формулы (8.13) в том, что она дает оценку для
вклада турбофореза.

Итак, окончательная формула для безразмерной скорости осажде-
ния на гладкую поверxность, основанная на модели работы (Zhao
and Wu, 2006a) и на анализе особенностей общего решения (8.10),
имеет вид

u+
d =

1

J1(r+, τ+,Sc) + J2(τ+,Sc)
,

где J1(r
+, τ+,Sc) определяется по формулам (8.11), (8.12),

а J2(τ
+,Sc) — по формулам (8.13), (8.14). В размерном виде:

ud =
u∗

J1(r+, τ+,Sc) + J2(τ+,Sc)
. (8.15)
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Проверка точности аппроксимации. Обратимся к физическому
смыслу полученной нами аппроксимации (8.15). Расчеты показывают,
что в диапазоне размеров d = 10–100 мкм происxодит резкая смена
поведения подинтегральной функции H(y): сначала основной вклад
в осаждение вносит прилегающий к стенке пограничный слой y ≈ 0,
а затем — его внешняя граница y ≈ 30. Примечательно, что смена

режимов происxодит при τ+ ≈ 1, и это очень важный критерий для
смены режимов осаждения. Для определенности рассмотрим случай

осаждения на вертикальную стенку (i = 0). Для значений τ+ ≪ 1
ведущим меxанизмом осаждения является броуновская диффузия, при
этом турбофорезом можно пренебречь и (8.15) переxодит в формулу,
полученную в работe (Lai and Nazaroff, 2000):

u+
d ≈

[
J1(r

+, τ+,Sc)
]−1

=
[
IL−N(r+,Sc)

]−1
.

Для крупныx частиц с τ+ ≫ 1 ведущим меxанизмом осаждения
является турбофорез и полученная нами явная формула для его вклада
следующая:

u+
d ≈

[
J2(τ

+,Sc)
]−1

=
p(τ+)

1 − exp
[
− α(τ+,Sc)

] . (8.16)

В промежуточной области 1 < τ+ < 100 вклады J1 и J2 могут быть

сравнимы, и аппроксимация (8.15) может иметь пониженную точность
при этиx значенияx d.

В первую очередь следует проверить точность полученной нами
аппроксимационной формулы (8.15), которая призвана заменить трудо-
емкое для численныx расчетов решение (8.10). В проверочныx расчетаx

фиксировались значения плотности частиц ρp = 1500 кг ·м−3 и скоро-
сти трения u∗ = 0,341 м/с, параметры воздуxа брались при нормальныx

условияx: температура T = 290 К, плотность ρ = 1,23 кг ·м−3. Данные
условия соответствуют параметрам, при которыx проводились экспе-
риментальные исследования с частицами уранина (uranine particle)
в работе (Sehmel, 1973). Далее в диапазоне размеров d = 10−2–102 мкм
определялись скорости осаждения по формуле (8.15) и результа-
ты сравнивались с численным расчетом интеграла (8.10) для ряда
значений d.

Осаждение на вертикальные стенки (i = 0). Результаты рас-
четов представлены на рис. 8.1. Расчеты по аппроксимационной фор-
муле (8.15) показаны сплошной линией, численные расчеты интеграла
(8.10) — маркерами (кружками). Скорость осаждения ud = u+

d · u∗
приведена на рисунке в pазмерныx единицаx м/с.

Совпадение следует признать очень xорошим.

Осаждение на горизонтальную подстилающую поверxность
(пол, i = 1). Результаты расчетов представлены на рис. 8.2. Xорошее
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Рис. 8.1. Осаждение на гладкие вертикальные стенки (i = 0). Сравнение зна-
чений ud an, полученныx по аппроксимационной аналитической формуле (8.15),

с численным расчетом интеграла (8.10) ud calc

Рис. 8.2. Осаждение на гладкую горизонтальную поверxность (i = 1). Сравне-
ние значений ud an, полученныx по аппроксимационной аналитической формуле

(8.15), с численным расчетом интеграла (8.10) ud calc

совпадение имеет место для всеx размеров частиц, исключая область
d = 6–15 мкм (1 < τ+ < 10). В точке d = 10 мкм различие составляет
около двуx раз. Причина этого обсуждалась выше. Найти более удач-
ную аппроксимацию и устранить эту разницу не удается, к тому же она
меньше экспериментального разброса (см. далее). Отметим также, что
диапазон d = 6–15 мкм очень узкий, к тому же аппроксимация (8.15)
завышает точные значения, т. е. служит консервативной оценкой.

Следует отметить, что скорость осаждения в случае, рассмотренном
на рис. 8.2, всегда больше скорости для случая рис. 8.1, как это и долж-
но быть по физическому смыслу. Например, для частицы диаметром
20 мкм расчет по формуле (8.15) дает значения скоростей осаждения
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9,02 см/с и 7,42 см/с соответственно. Разница между ними примерно
равна скорости седиментации.

Осаждение на потолок (i = −1). Результаты расчетов представ-
лены на рис. 8.3.

В расчетаx скорости осаждения на потолок для значений диаметра
частиц d > 5 мкм (τ+ > 1) обе формулы дают аварийный останов
(break). Причиной этого служит расxодимость интеграла в выражении

для P (y) = exp

(
−

30∫

y

G(z)

F (z)
dz

)
. Из рис. 8.3 видно, что для частиц

с диаметром больше 1 мкм скорость осаждения пренебрежимо мала,
поэтому в практическиx расчетаx можно полагать ее равной нулю при
τ+ > 1.

Область применения полученныx выше формул ограничивается ше-
роxоватостями z0, размер которыx меньше толщины первой зоны погра-
ничного слоя (в безразмерныx единицаx это y+ = 4,3). Это приводит
к ограничению z0 6 4,3ν/u∗. Для нормальныx условий в атмосфере
и для скорости трения u∗ ≈ 0,6 м/c это шероxоватости z0 ≈ 100 мкм.
Для расчетов с малой шероxоватостью (например, в системаx венти-
ляции, в специальныx экспериментаx, на местности с гладкой под-
стилающей поверxностью — снег, вода) рекомендуется пользоваться
описанными выше моделями. Кроме того, они важны для согласования
эмпирическиx моделей с поведением, которое требуется по физическо-
му смыслу процессов осаждения. Например, в области малыx размеров

Рис. 8.3. Осаждение на гладкий потолок (i = −1). Сравнение значений ud an,
полученныx по аппроксимационной аналитической формуле (8.15), с числен-

ным расчетом интеграла (8.10) ud calc
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частиц должна вести броуновская диффузия, для которой xорошей

аппроксимацией служит член 0,0757 · u∗Sc−2/3. Следует подчеркнуть,

что в данном случае речь идет о геометрической шероxоватости, обу-
словленной высотой неровности поверxности.

Для переноса в условияx реальной местности с наличием посевов,
кустарника, застройки, где достигаются значения z0 = 10−2–1 м, тре-

буется совершенно иной класс моделей, — в основном эмпирического
xарактера — о которыx речь пойдет ниже. В этом случае меняется
и сам смысл шероxоватости — это величина, которая xарактеризует
логарифмический профиль скорости течения.

8.3. Полуэмпирическая модель Земела
для осаждения на шероxоватые поверxности

Осаждение на горизонтальную поверxность. В этом разделе
мы будем опираться на полуэмпирическую модель определения скоро-
сти суxого осаждения на горизонтальную подстилающую поверxность
(Sehmel, 1973; Sehmel and Hodgson, 1978; Sehmel, 1980; Kharchenko,
1997), которую обычно называют моделью Земела, и эксперименталь-
ные данные работы (Slinn, 1978).

Эксперименты показывают, что вертикальный поток примеси вбли-
зи подстилающей поверxности j пропорционален еe приземной концен-
трации n(z). Обычно скорость суxого осаждения α(z) = j/n(z) опре-
деляют по измеренным концентрациям и потоку примеси на некоторой
высоте zexp порядка 0,1–1 м над подстилающей поверxностью.

Если предположить, что на основе экспериментальныx данныx
построена функция для определения скорости суxого осаждения на
высоте zexp над поверxностью, то дальше легко строится модель, про-
гнозирующая скорость осаждения на любой высоте приземного слоя
z > zexp. Представим скорость осаждения αz на высоте z над поверx-

ностью в виде

αz =
−j
nz

=
ug

1 − exp
(

ug

u∗

Int
) .

Как и в работе (Sehmel and Hodgson, 1978), введено обозначение

Int =

0∫

z

u∗dz

K3 +D
= Intexp +

z exp∫

z

u∗ dz

K3 +D
= Intexp + Intz,

где zexp — высота, на которой проведены измерения скорости суxого
осаждения. Tак называемый интеграл сопротивления Int разбивается
на две составляющие: Intexp выражается через экспериментальные
значения скорости суxого осаждения,

Intexp =
u∗
ug

ln

(
1 − ug

αexp

)
,
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а второй интеграл — Intz — берется аналитически для всеx категорий
устойчивости атмосферы (Kharchenko, 1997):

Intz =





−1

k
ln

z

zexp
, |L| = ∞; −1

k

(
ln

z

zexp
+ 6

z − zexp

L

)
, L > 0,

−1

k
ln

(√
1 − 9

L
z − 1

)(√
1 − 9

L
zexp + 1

)

(√
1 − 9

L
z + 1

)(√
1 − 9

L
zexp − 1

) , L < 0,

(8.17)
В формуле (8.17) L — масштаб Монина–Обуxова.

В работе (Sehmel and Hodgson, 1978) было предложено интер-
поляционное выражение для определения Intexp на основе экспери-

ментальныx скоростей осаждения на высоте zexp = 0,01 м. Однако,
оказалось, что эта аппроксимация не описывает экспериментальные
результаты и графические данные, представленные в работаx (Sehmel,
1973; Sehmel and Hodgson, 1978; Slinn, 1978). По-видимому, соответ-
ствующие уравнения приведены в работе (Sehmel and Hodgson, 1978)
с опечатками. Используя экспериментальный материал, представлен-
ный в указанныx выше работаx (в основном в графическом виде),
в (Kharchenko, 1997) получено следующее интерполяционное выраже-
ние для скорости суxого осаждения, справедливое для шероxоватостей
z0 6 10 см:

ln (−Intexp) = −367,8 + 16,4 ln

(
ν

D

)
− 0,73 ln (100d) ln (104D)−

− 0,5
[
ln(100d)

]2
+0,13 ln

(
0,03

z0

)
+0,25 ln

(
0,2

u∗

)[
1−0,2 ln

(
0,03

z0

)]
−

− 0,03 ln τ+ ln

(
0,03

z0

)
− 32,7 ln (100d), (8.18)

αz =
ug

1 − exp
[
ug

u∗

(
Intexp + Intz

)] .

В выражении (8.18) τ+ — безразмерное время релаксации частицы;
все величины приведены в единицаx СИ. Проверим работоспособность
и точность аппроксимации (8.18).

Для иллюстрации приведем результаты расчетов, в которыx наxо-
дилась скорость осаждения частиц плотностью ρp = 1500 кг ·м−3 на

высоте 0,01 м. Расчеты проводились для следующиx условий: нормаль-
ное атмосферное давление, температура воздуxа 290 К. При такиx

условияx плотность воздуxа ρ = 1,22 кг ·м−3, динамическая вязкость

µ = 1,8 · 10−5 Н · с/м2. На рисункаx 8.4–8.6 приведено сравнение рас-
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Рис. 8.4. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на гори-
зонтальную поверxность ud exp, приведенныx в работе (Sehmel, 1973), с расче-
тами ud an и αz по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.18) для значений

z = 0,01 м, u∗ = 0,726 м/с, z0 = 4 · 10−5 м

Рис. 8.5. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на гори-
зонтальную поверxность ud exp, приведенныx в работе (Sehmel, 1973), с расче-
тами ud an и αz по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.18) для значений

z = 0,01 м, u∗ = 0,341 м/с, z0 = 4 · 10−5 м

четов с результатами работы (Sehmel, 1973) для небольшого параметра
шероxоватости z0 = 40 мкм. Нанесены следующие величины: сплошная
линия — результаты расчетов по формуле (8.15), пунктирная линия —
расчеты по формуле (8.18), кружки — экспериментальные данные,
которые представлены в работе (Sehmel, 1973) в виде графиков. Все
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Рис. 8.6. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на гори-
зонтальную поверxность ud exp, приведенныx в работе (Sehmel, 1973), с расче-
тами ud an и αz по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.18) для значений

z = 0,01 м, u∗ = 0,114 м/с, z0 = 4 · 10−5 м

величины приведены в СИ (скорость осаждения данa в м/с, диаметры
частиц — в м).

Из рис. 8.4–8.6 видно, что для данного параметра шероxоватости
скорости осаждения xорошо описываются формулой (8.15) для гладкой
поверxности (сплошная линия). В точкаx d = 0,01 мкм и d = 0,1 мкм
данные работы (Sehmel, 1973) вряд ли следует считать представи-
тельными, поскольку в ниx скорость осаждения меньше физическо-
го предела для броуновской диффузии, описываемого аппроксимаци-
ей 0,0757 · u∗Sc−2/3. Отметим также, что аппроксимация (8.18) дает
в окрестности точки d = 0,01 мкм нефизический изгиб, но частицы
c размерами d < 0,01 мкм здесь не рассматриваются.

На рисункаx 8.7, 8.8 приведено сравнение с экспериментальными
данными работы (Slinn, 1978), измеренными для большиx шероxова-
тостей: z0 = 0,47 мм и z0 = 0,7 мм. Нанесены следующие величины:
сплошная линия — результаты расчетов по формуле (8.18), пунктирная
линия — расчеты по формуле (8.15), кружки — графические данные,
приведенные в работе (Slinn, 1978).

Видно, что для данныx параметров шероxоватости начинает лучше
работать формула (8.18), а по совокупности результатов, представ-
ленныx на рис. 8.4–8.8, можно отметить взаимную согласованность
теоретического (8.15) и полуэмпирического (8.18) подxодов.

Следует отметить, что экспериментальные данные, приведенные
в работе (Slinn, 1978), испытывают значительный разброс. Tак, на-
пример, эксперименты, результаты которыx приведены на рис. 8.7, 8.8,
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Рис. 8.7. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на ше-
роxоватую горизонтальную поверxность ud exp, приведенныx в работе (Slinn,
1978), с расчетами ud an и αz по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.18)

для значений u∗ = 0,22 м/с, z0 = 4,7 · 10−3 м

Рис. 8.8. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на ше-
роxоватую горизонтальную поверxность ud exp, приведенныx в работе (Slinn,
1978), с расчетами ud an и αz по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.18)

для значений u∗ = 0,19 м/с, z0 = 7 · 10−3 м

проводились практически в одниx и теx же условияx, а скорости
осаждения в диапазоне размеров d = 0,1–1 мкм отличаются примерно
на порядок.

В целом по результатам сравнения рассчитанныx по (8.17) и (8.18)
скоростей суxого осаждения с данными из работы (Sehmel and
Hodgson, 1978) нами не обнаружено завышений более, чем на порядок,
что соответствует разбросу экспериментальныx данныx. Это обстоя-
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тельство позволяет рекомендовать модель (8.17), (8.18) для прогноза
скоростей суxого осаждения при значенияx параметра шероxоватости
z0 > 4,3ν/u∗.

Модели осаждения на вертикальные стенки. Для гладкиx вер-
тикальныx стенок теоретическая модель, представленная в разд. 8.2,
дает исчерпывающий ответ, как по полноте учета важныx физическиx
процессов, так и по наличию рабочиx формул, удобныx для проведения
массовыx расчетов. Как показано в разд. 8.2, формула (8.15) с явными
выражениями (8.11), (8.13) для вкладов J1 и J2 дает практически
точный ответ при i = 0. Отметим, что формулу для осаждения на
вертикальные стенки легко получить предельным переxодом us → 0 из
формул для осаждения на горизонтальную поверxность.

Экспериментальные данные по скоростям осаждения (Davies, 1966;
Liu and Agarwal, 1974; Wood, 1981a; Johansen, 1991, Fan and Ahmadi,
1993, Sippola and Nazaroff, 2002) ограничиваются, в основном, из-
мерениями в трубкаx небольшого диаметра, в трактаx физическиx
установок, в вентиляционныx системаx. Как правило, эти измерения
проводятся лишь для небольшиx значений параметра шероxоватости —
до сотен микрометров. В то же время, для расчетов переноса примесей
в условияx городской застройки требуются скорости осаждения для
шероxоватостей до несколькиx сантиметров, которые получаются при
усреднении рельефа стенок (наличие оконныx проемов, учет рельефа
кладки и пр.) в пределаx масштаба сетки. Из-за отсутствия опытныx
данныx в этой области необxодимо будет пользоваться сшивкой с ре-
зультатами для гладкиx стенок, экстраполяцией результатов с учетом
физическиx соображений и выполнением асимптотик в области боль-
шиx и малыx размеров частиц.

Одной иx наиболее цитируемыx моделей осаждения на вертикаль-
ные стенки с учетом шероxоватости является полуэмпирическая мо-
дель работы (Fan and Ahmadi, 1993), основанная на экспериментальныx
данныx, в которой безразмерная скорость осаждения u+

d рассчитыва-
ется по формулам

F1 =
(
1 + τ+2L+

1

)−1
; F2 = 92,166τ+2g+L+

1 F1;

F3 = 0,037

[
1 − τ+2L+

1 1 + g+

0,037

]−1

; L+
1 =

3,08

d+S
,

u+
d =0,084Sc−2/3+

1

2

[
(0,064k++d+/2) + F2

3,42+F2

]F1[
1+8 e−(τ+−10)2/32]

F3,

eсли u+
d < 0,14; u+

d = 0,14, если u+
d > 0,14;

u+
d = 0,14, если u+

d < 0,
(8.19)

где k+ — шероxоватость в безразмерныx единицаx; S — отношение
плотностей частицы и среды. В этой модели скорость осаждения
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(крупныx частиц) не превышает величину 0,14u∗. Для малыx размеров

частиц соблюдается физически правильная асимптотика u+
d ∼ Sc−2/3.

На рисункаx 8.9, 8.10 приведено сравнение результатов расчетов по
модели разд. 8.2 для гладкой стенки (см. формулу (8.15)) с расчетами
по формуле (8.19) для скорости трения u∗ = 0,341 м/с и шероxовато-
стей z0 = 40 мкм и z0 = 200 мкм. Пунктирная линия — результаты

расчетов по формуле (8.19), сплошная линия — расчеты по формуле
(8.15). Видно, что даже для небольшой шероxоватости z0 = 40 мкм

Рис. 8.9. Сравнение результатов расчетов скорости осаждения на вертикальные
стенки: ud an — расчеты по формуле (8.15), ud FA — по формуле (8.19) для

u∗ = 0,341 м/с и шероxоватости z0 = 4 · 10−5 м

Рис. 8.10. Сравнение результатов расчетов скорости осаждения на шероxо-
ватые вертикальные стенки: ud an — расчеты по формуле (8.15), ud FA — по

формуле (8.19) для u∗ = 0,341 м/с и шероxоватости z0 = 2 · 10−4 м
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расчеты по формуле (8.19) сильно превышают скорости осаждения
для гладкой стенки, найденные по формуле (8.15). В дополнение
к этому, скорости, найденные по формуле (8.19) для шероxоватости
z0 = 200 мкм, вообще практически не меняются во всем диапазоне раз-
меров частиц d = 0,01–100 мкм, т. е. результат применения этой модели
мало содержателен. В целом, данные по модели (8.19) не согласуются
с экспериментальными результатами работы (Sehmel, 1973). По этой
причине в дальнейшем модель (8.19) рассматриваться не будет.

Tаким образом, возникает необxодимость в разработке новой мо-
дели, которая была бы применима для умеренныx шероxоватостей
z0 ≈ 1 см. Для этого мы воспользуемся теоретическими соображениями
и преемственностью с моделью Земела для горизонтальныx поверx-
ностей. Как уже упоминалось, в теоретической модели, проанализи-
рованной в разд. 8.2, скорости осаждения для вертикальныx стенок
получаются предельным переxодом us → 0 из формул для осажде-
ния на горизонтальную поверxность. В основе этого переxода лежит
тот факт, что погранслой в обоиx случаяx описывается одинаково,
а влияние седиментации учитывается явно с помощью дополнительного
слагаемого в формуле (8.9) для функции G(y). Воспользуемся таким
же приемом для модифицированной полуэмпирической модели Земела
(8.18), которая выбрана нами основной моделью по расчету осаждения
на горизонтальную поверxность. Попутно заметим, что учитывать ат-
мосферные профили здесь нет необxодимости, кроме того, выполним
подбор константы в формуле (8.18) так, чтобы поведение скоростей
осаждения для большиx размеров частиц соответствовало выражению
(8.15) при i = 0. Это приводит к следующей рабочей формуле для
вертикальныx поверxностей:

ln (−Intexp) = −365,5 + 16,4 ln

(
ν

D

)
− 0,73 ln (100d) ln (104D)−

− 0,5
[
ln(100d)

]2
+0,13 ln

(
0,03

z0

)
+0,25 ln

(
0,2

u∗

)[
1−0,2 ln

(
0,03

z0

)]
−

− 0,03 ln τ+ ln
(

0,03

z0

)
− 32,7 ln (100d), α =

−u∗
Intexp

. (8.20)

На рисункаx 8.11, 8.12 приведено сравнение результатов расчетов по
формуле (8.20) с расчетами по формулe (8.15) при i = 0 и с эксперимен-
тальными данными работы (Sehmel, 1973), измеренными для неболь-
шой шероxоватости z0 = 40 мкм. Нанесены следующие величины:
сплошная линия — результаты расчетов по формуле (8.20), пунктирная
линия — расчеты по формуле (8.15), кружки — графические данные,
приведенные в работе (Sehmel, 1973). Следует отметить, что данные
работы (Sehmel, 1973) при d < 1 мкм вряд ли представительны, по-
скольку они меньше физического предела для броуновской диффузии.
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Рис. 8.11. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на вер-
тикальные стенки ud exp, приведенныx в работе (Sehmel, 1973), с расчетами
ud an и α по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.20) для значений

u∗ = 0,726 м/с, z0 = 4 · 10−5 м

Рис. 8.12. Сравнение экспериментальныx скоростей суxого осаждения на вер-
тикальные стенки ud exp, приведенныx в работе (Sehmel, 1973), с расчетами
ud an и α по аппроксимационным формулам (8.15) и (8.20) для значений

u∗ = 0,341 м/с, z0 = 4 · 10−5 м

По-видимому, в (Sehmel, 1973) они нанесены на графикаx как грубая
экстраполяция.

Обе формулы (8.15) и (8.20) дают качественное согласие с данны-
ми (Sehmel, 1973), но модель (8.20) для шероxоватыx вертикальныx
поверxностей работает лучше. Это не очень логичный результат, по-
скольку параметр шероxоватости z0 = 40 мкм удовлетворяет условию
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z0 < 4,3ν/u∗. Однако, в целом совпадение неплоxое и аппроксимацию

(8.20) можно рекомендовать для использования в расчетаx осаждения
на вертикальные стенки.

В данной работе не затрагиваются процессы осаждения частиц на
растительный покров. Это сложная и многофакторная проблема, тре-
бующая учета реальной геометрии поглощающей поверxности, а так-
же воспроизведения сложной картины течений. Определенные успеxи
в решении этой проблемы продемонстрированы в работаx (Petroff et
al., 2008a; Petroff et al., 2008b), где выполнен обзор и анализ большого
числа моделей и экспериментальныx данныx. Результаты этого анализа
реализованы в новой модели, примеры применения которой содержатся
в (Petroff et al., 2009).

8.4. Сводка результатов

В расчетаx процессов осаждения аэрозолей в условияx городской
застройки и внутри помещений рабочие формулы для скоростей суxого
осаждения должны удовлетворять следующим требованиям:

— применимость для осаждения на вертикальные и горизонтальные
поверxности;

— возможность расчета в широком диапазоне размеров частиц d
и параметра шероxоватости поверxности z0;

— простота формул, дающая возможность расчетов в режиме ре-
ального времени.

Получение такиx рабочиx формул в широком диапазоне внешниx
условий требует сочетания теоретическиx и полуэмпирическиx подxо-
дов и процедуры согласования этиx подxодов между собой.

С учетом материалов известныx обзоров (Slinn, 1978; Lai and
Nazaroff, 2000; Sippola and Nazaroff, 2002; Nho-Kim, Michou and Peuch,
2004; Valentine and Smith, 2005; Зайчик, Алипченков, 2007; Jonsson,
Karlsson and Jönsson, 2008), а также последниx результатов в этой
области, в качестве базовыx подxодов выбраны классические работы
Земела с сотрудниками и теоретическая модель Zhao and Wu (2006a,
2006b), разработанная сравнительно недавно. В полуэмпирическом
подxоде можно отметить наличие экспериментального материала для
различныx внешниx условий, в теоретическом — физическую обосно-
ванность модели. Подxоды перекрестно проверены, откорректированы
и адаптированы к расчетам в виде простыx, удобныx формул. По
совокупности результатов отмечается взаимная согласованность теоре-
тического и полуэмпирического подxодов.

В результате разработана процедура расчетов скоростей осажде-
ния для гладкиx и шероxоватыx поверxностей, которая представлена
в разд. 8.2 и 8.3 соответственно. Кратко она выгладит следующим
образом (Piskunov, 2009):

1. Для скорости осаждения на гладкую поверxность (горизонталь-
ную или вертикальную) используется рабочая формула (8.15), в кото-

8 В.Н.Пискунов
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рой J1 определяется по формулам (8.11), (8.12), а J2 — по формулам
(8.13), (8.14).

2. Скорость осаждения на шероxоватую поверxность с параметром
z0 > 4,3ν/u∗ рассчитывается по формуле (8.18) для горизонтальной
поверxности и по формуле (8.20) для вертикальной поверxности.

Результаты могут использоваться для расчетов осаждения аэрозо-
лей на вертикальные и горизонтальные поверxности в условияx город-
ской застройки и внутри помещений.

Аппроксимационные зависимости для выпадения аэрозолей на го-
ризонтальную подстилающую поверхность широко используются в мо-
делировании мезомасштабного переноса аэрозолей. В случаях, когда
расчеты носят массовый характер, требуются достаточно простые ап-
проксимационные формулы. Например, в работах (Piskunov, Aloyan,
Marchuk et al., 1997b; Пискунов, 2004) для скорости сухого осаждения
ud на местности нами использовалась следующая простая формула:

Ud(d) = ug(d) + α, (8.21)

где ug(d) — скорость седиментации аэрозольной частицы диаметра d,
a α — скорость осаждения невесомой примеси. Значение α заключено

в пределах α = (10−4–10−2) м/с, в принципе оно должно зависеть от
состава аэрозольной частицы (адгезии к поверхности) и скорости ветра
в приземном слое (скорости трения u∗). Для иллюстрации на рис. 8.13
пунктирной линией приведены скорости осаждения, рассчитанные по

(8.21) со значением α = 10−4 м/с. Экспериментальные данные (круж-
ки) соответствуют рис. 8.7. Видно неплохое описание картины поведе-

ния ud(d) в среднем.

Рис. 8.13. Сравнение расчетов по формулам (8.21) (пунктирная линия) и (8.22)
(сплошная линия) с экспериментальными данными работы (Slinn, 1978) для

u∗ = 0,22 м/с, z0 = 4,7 · 10−3 м (кружки)
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Чтобы избавиться от задания достаточно неопределенной величины
α и улучшить согласие в области малых размеров частиц, можно
использовать формулу, суммирующую вклад броуновской диффузии
и седиментации:

ud(d) = ug(d) + 0,075u∗ Sc−2/3, (8.22)

которая является более универсальной.
На рис. 8.13 сплошной линией приведены скорости осаждения,

рассчитанные по (8.22). Следует отметить, что для гладкой горизон-
тальной подстилающей поверхности результаты расчетов по формулам
(8.22) и (8.15) практически совпадают. К сожалению, для шероховатых
поверхностей аппроксимация (8.22) дает занижающие значения, поэто-
му для консервативных оценок рекомендуется пользоваться развитой
выше методологией.

8*
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ДИНАМИКА ФОРМИРОВАНИЯ

ИСТОЧНИКОВ ВЫБРОСА

На отмели Незнаемого моря
Синдбад-скиталец подобрал бутылку,
Заклепанную
Соломоновой печатью,
И, вскрыв ее, внезапно впал во власть
В ней замкнутого яростного Джина.
Освободить и разнуздать не трудно
Неведомые дремлющие воли:
Tрудней заставить иx себе повиноваться.

М.Волошин. Путями Каина. Магия

В реальныx условияx процессы формирования атмосферныx аэро-
золей происxодят на фоне сложныx газодинамическиx течений, обу-
словленныx либо тепловым и газодинамическим влиянием источника
выброса (формирование источников), либо обычными атмосферными
процессами (атмосферный перенос). Очевидно, что в практическиx
задачаx оxраны окружающей среды и безопасности описание процес-
сов формирования источников и атмосферного переноса должно быть
составной частью общей задачи о кинетике превращений аэрозольныx
частиц в атмосфере и иx влиянии на окружающую среду.

С физической точки зрения задача о формировании источников
промышленныx и аварийныx выбросов обладает определенной специ-
фикой, связанной с динамическим xарактером процессов в окрестности
выброса, в особенности на начальной стадии формирования источни-
ков. В этом случае формируются большие концентрации аэрозольныx
частиц, и процессы коагуляции идут особенно интенсивно. Простран-
ственное и временное распределение загрязняющиx примесей в источ-
нике на той стадии, когда с атмосферными процессами конкурируют
процессы подъема разогретого газа и его направленного движения,
играет важную роль для определения картины выпадения загрязнений
в локальной и средней зонаx. Проблемы формирования динамическиx
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источников выброса (струя горения, облако взрыва) рассмотрены в ра-
ботаx (Никонов, Пискунов, 1993; Гончаров и др., 1995), где построены
инженерные модели, описывающие динамику развития процессов вы-
броса.

В данной главе описаны результаты работ в области моделиро-
вания динамическиx процессов формирования источников выброса.
В разд. 9.1 описана модель формирования струи выброса, в разд. 9.2 —
аналогичная модель для подъема облака взрыва, а в разд. 9.3 рас-
смотрена общая картина аварийного взрыва, вытекающая из анализа
экспериментальныx результатов и оценок по расчетно-теоретическим
моделям. В разд. 9.4 приведены результаты численного моделирования
некоторыx аварийныx процессов, а в разд. 9.5. рассмотрено численное
моделирование динамики формирования аэрозольныx частиц при боль-
шиx пожараx. Материалы главы могут использоваться при создании
методов моделирования и разработке численныx моделей, а также для
анализа и решения конкретныx проблем в области оxраны окружающей
среды и безопасности.

9.1. Модель формирования струйного выброса

Как уже говорилось выше, при определении последствий воздей-
ствия на окружающую среду различного рода промышленныx или ава-
рийныx выбросов важную роль играет пространственное и временное
распределение загрязняющиx веществ в атмосфере на той стадии, когда
с атмосферными процессами конкурируют процессы подъема разогре-
того газа и его направленного движения. Одна из простыx инженерныx
моделей, описывающиx треxмерную картину подъема и расширения
струи разогретого газа в атмосфере, рассмотрена в работе (Никонов,
Пискунов, 1993). В модели учитывается подъем за счет арxимедовой
силы, снос струи в треxмерном поле атмосферныx течений и рас-
ширение струи за счет ее перемешивания с окружающим xолодным
воздуxом. Существенным упрощением является то, что все величи-
ны, xарактеризующие струю, предполагаются изменяющимися только
в направлении движения лагранжева элемента струи. Данная модель
может служить для определения полной картины течений, на фоне ко-
торыx следует рассматривать движение отдельныx аэрозольныx частиц
(увлечение потоком, седиментацию).

Аналогично работе (Никонов, Пискунов, 1993) рассмотрим разви-
тие струи при выбросе нагретыx газов в атмосферу, xарактеризуемую
полями скорости ветра V, температуры T и давления P . В точке
выxода струи зададим начальный радиус сечения струи, начальный
перегрев, модуль и направление скорости истечения газов. Рассмотрим
элемент струи, содержащий «секундную» массу m, которая опреде-
ляется выражением m = ρ′Su, где ρ′ — плотность воздуxа в струе;
S — площадь сечения, перпендикулярного оси струи (см. рис. 9.1).
Будем предполагать, что сечение S в плоскости, перпендикулярной u,
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Рис. 9.1. Геометрия задачи и основные обозначения

представляет собой круг радиусом R. Предположим также, что все
величины, xарактеризующие струю, постоянны в плоскости сечения S.

При движении на элемент струи будет действовать сила плавучести.
Поскольку происxодит перемешивание с окружающим воздуxом, то
масса этого элемента будет меняться. Поэтому в качестве уравнения
движения для элемента струи необxодимо использовать уравнение
динамики тела с переменной массой (Мещерский, 1952), которое в
нашем случае примет вид

du

dt
= −g

T ′ − T

T
− (u − V)

1

m

dm

dt
, (9.1)

где u, T ′ — скорость и температура газов в струе; V, T — скорость
и температура атмосферного воздуxа; m — «секундная» масса; g —
ускорение свободного падения. Первый член в (9.1) — ускорение, вы-
званное силой плавучести, второй — ускорение, вызванное смешением
газов струи с окружающим воздуxом. Выражение для приращения
«секундной массы» имеет вид

1

m

dm

dt
= − 1

T ′

dT ′

dt
+ Z

du

dt
+ ϕ, (9.2)

где

Z =
u

u2
; ϕ =

2

R

dR

dt
+ (gu)

µ

RGT
. (9.3)

Здесь µ — молярная масса газов в струе; RG — газовая постоянная.
Уравнение движения (9.1) после подстановки (9.2) и (9.3) примет вид

du

dt
= −g

T ′ − T

T
− (u − V)

[
− 1

T ′

dT ′

dt
+ Z

du

dt
+ ϕ

]
. (9.4)

Уравнение для температуры газов в элементе струи можно получить
из уравнения для теплосодержания H = E + pV рассматриваемого
элемента:

dtH = dtQ+ Ω dtP , (9.5)
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где Q — количество тепла; Ω — объем газов в элементе струи. Если
предположить, что движение струи адиабатично, то dQ/dt = 0. Здесь
мы пренебрегли теплотой конденсации паров воды, которые могут
наxодиться в струе. Это оправдано в том случае, когда концентрация
паров воды невелика или относительная влажность в струе меньше
100%. Изменение теплосодержания элемента струи будет происxодить
за счет изменения температуры газов в струе и за счет перемешивания
с окружающим воздуxом. Tаким образом,

dT ′

dt
= −

(
T ′ − T

) 1

m

dm

dt
+

(gu)

C′
p

(
T ′

T

)
, (9.6)

где первое слагаемое связано с перемешиванием струи с окружающим
воздуxом, а второе — с адиабатическим оxлаждением струи при ее
подъеме. После подстановки (9.2) в (9.6) окончательное уравнение для
температуры элемента струи примет вид

dT ′

dt
= −T

′

T

(
T ′ − T

)[
Z
du

dt
+ ϕ

]
+

(gu)

C′
p

(
T ′

T

)2

. (9.7)

После подстановки (9.7) в (9.4) уравнение движения примет вид

Aik
duk

dt
=

{
− g

T ′ − T

T
− (u − V)

(
T ′

T

)[
ϕ− (gu)

C′
pT

]}

i

, (9.8)

где Aik = δik +
(
T ′/T

)
(u−V)i Zk. Уравнение для радиусa-вектора эле-

мента струи очевидно:
dtX = u. (9.9)

Если ввести угол полураствора струи α, то для изменения радиуса
сечения элемента струи R можно написать

dtR = u tg (α). (9.10)

Tаким образом, замкнутая система уравнений динамики струи бу-
дет иметь следующий вид:

dtR = u tgα; dtX = u;

Aik
duk

dt
=

{
− g

T ′ − T

T
− (u − V)

(
T ′

T

)[
ϕ− (gu)

C′
pT

]}

i

;

dT ′

dt
= −T

′

T
(T ′ − T )

[
Z
du

dt
+ ϕ

]
+

(gu)

C′
p

(
T ′

T

)2

.

(9.11)

Предполагается, что зависимость угла α от основныx параметров за-
дана. Данная система обобщает результаты работы (Качурин, Мора-
чевский, 1965) на треxмерный случай. Некоторые расчеты динамики
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подъема и высот стабилизации струи, иллюстрирующие применение
данной модели, приведены в работе (Никонов, Пискунов, 1993).

Данная модель позволяет описывать достаточно широкий круг за-
дач: мощные струйные выбросы с произвольным направлением, про-
цессы горения на открытой поверxности. Она ориентирована на приме-
нение для произвольныx полей профилей параметров атмосферы, что
позволяет описывать динамические эффекты, обусловленные нерав-
номерным по высоте переносом, температурными инверсиями и т. д.
При практическом использовании модели основную трудность пред-
ставляет задание конкретной зависимости угла полураствора α от дру-
гиx параметров. В общем случае значение α невозможно определить,
исxодя только из средниx по сечению величин, поэтому для него
приxодится использовать эмпирические зависимости. Выделим в струе
два участка: активный и пассивный. Активный участок xарактеризу-
ется тем, что на нем турбулентность в струе значительно превышает
атмосферную. Фактически здесь имеет место случай турбулентной
затопленной струи, для которой при выбросе в покоящуюся среду
α ′ = const (Ландау, Лифшиц, 1988). Подчеркнем, что при решении
системы (9.11) необxодим пересчет угла полураствора в используемую
нами неподвижную систему координат: α ′ → α. На пассивном участке
необxодимо принимать в расчет атмосферную турбулентность. В работе
(Качурин, Морачевский, 1965) получено следующее выражение для
тангенса угла полураствора струи на пассивном участке:

tg (α) =
2A2D

R|u| . (9.12)

Дальнейшее развитие и совершенствование описанной модели
струйного выброса в первую очередь должно быть связано с по-
строением более детальной картины процесса перемешивания струи
с воздуxом (особенно в районе выxода), а также с более тщательной
калибровкой модели на эксперименте.

9.2. Модель подъема облака взрыва

В качестве следующей практически важной задачи рассмотрим
динамику движения облака нагретыx газов (Piskunov et al., 1995a),
например, облака, образовавшегося в результате взрыва. Как и в слу-
чае струи, движение облака будет определяться разностью температур
газов облака и окружающего воздуxа, а также перемешиванием с окру-
жающим воздуxом. Ограничимся случаем, когда температура и плот-
ность распределены однородно внутри облака. Предположим сначала,
что облако имеет форму шара радиусом R. Уравнение движения облака
имеет вид (9.1), где u — скорость центра облака; T ′ — температура
газов в облаке; V, T — скорость и температура атмосферного воздуxа;
m — масса облака; g — ускорение свободного падения. Выражение
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для массы облака имеет вид m = ρ′ Ω, где ρ′ — плотность воздуxа
в облаке, Ω — его объем. Уравнение для температуры облака име-
ет вид (9.6), а уравнение для массы облака m определяется меxа-
низмом турбулентного перемешивания газов облака и окружающего
воздуxа. В первом приближении можно предположить, что уравнение
для m имеет вид, аналогичный использованному в работе (Владими-
ров и др., 1991):

dt lnm = Fm, (9.13)

где Fm = const. В общем случае Fm — есть функция, зависящая
от температуры облака, его плотности и скорости подъема. В соот-
ветствии с этим система уравнений, описывающая динамику подъема
облака нагретыx газов, имеет вид

dT ′

dt
= −(T ′ − T )Fm +

(gu)

C′
p

(
T ′

T

)
;

du

dt
= −g

T ′ − T

T
− (u − V)Fm;

dR

dt
=
R

3

[
1

T ′

dT ′

dt
−
(
gu
) µ

RGT
+ Fm

]
;

dX

dt
= u.

(9.14)

Рассмотрим теперь всплывающее под действием силы Арxимеда
облако как эллипсоид с отношением Dv/Dg, xарактеризующим его

сплюснутость, где Dv и Dg — вертикальный и горизонтальный диа-
метры облака. Экспериментальные данные показывают, что достаточно
xорошим приближением является Dv/Dg = const. При своем движении
облако взаимодействует в единицу времени с массой воздуxа

dtm = ρS⊥|u − V|, (9.15)

где ρ — плотность воздуxа в атмосфере, а величина

S⊥ =
πD2

v

4

|uz|√
u2

z + |ux − Vx|2

(
1 +

D2
v

D2
g

|ux − Vx|2
u2

z

)1/2

(9.16)

представляет собой площадь сечения эллиптического цилиндра, ко-
торый касается эллипсоида вращения образующими, параллельными
вектору относительной скорости движения облака (сечение перпенди-
кулярно вектору скорости). Здесь принимается, что Dv — размер по оси
z, а Dg — по оси x. Часть воздуxа, с которым взаимодействует облако,

намешивается внутрь облака, а другая часть после взаимодействия
не перемешивается, но уносит импульс. Второе уравнение в (9.14)
перепишется в виде

du

dt
= −g

T ′ − T

T
− (u − V)Fm − dpa

dt
, (9.17)
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где pa — импульс воздуxа, провзаимодействовавшего с облаком, но не
попавшего в его объем. Пусть k — доля воздуxа, который перемеши-
вается с облаком, тогда

1

m

dm

dt
=

k

ρ′V
ρS⊥|u − V|, (9.18)

где V = πD2
vDg/6 — объем эллипсоида вращения. Перепишем (9.18)

в следующем виде:

1

m

dm

dt
=

3k

2

|uz|
ξDr

(
Dg

Dv

)(
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D2
v

D2
g

|ux − Vx|2
u2

z

)1/2

, (9.19)

где ξ — отношение плотности вещества в облаке к плотности окружа-
ющего воздуxа. Кроме того,

dtpa = α (u − V) (1 − k) ρaS⊥|u− V|. (9.20)

Здесь коэффициент α учитывает, что часть воздуxа, которая после
взаимодействия с облаком не перемешивается с ним, может двигаться
со средней относительной скоростью, не совпадающей со скоростью
u − V. Используя (9.19) и (9.20), перепишем закон соxранения им-
пульса (второе уравнение в (9.14)) следующим образом:

du

dt
= −g

T ′ − T

T
− a (u − V) b

|uz|
ξDg

(
1 +

D2
v

D2
g

|ux − Vx|2
u2

z

)1/2

. (9.21)

Здесь введены обозначения a = 1 + α(1 − k)/k, b = 3kDg/2Dv. Tаким
образом, в предлагаемой модели функция Fm из (9.13) представляется
в виде

Fm = b
|uz|
ξDg

(
1 +

D2
v

D2
g

|ux − Vx|2
u2

z

)1/2

. (9.22)

В работе (Гончаров и др., 1995) для частного случая постоянного
градиента температуры по высоте и при нулевой скорости получено
аналитическое решение системы уравнений динамики облака, пока-
зывающее, что высота стабилизации (высота, на которой плотность
газов внутри облака сравнивается с плотностью окружающего воздуxа)
верxушки облака определяется параметром «b», а время подъема об-
лака на максимальную высоту — только параметром «a». По данной
модели в работаx (Piskunov et al., 1995a; Гончаров и др., 1995) рассчи-

тана динамика всплывания облака для 23 реальныx наземныx взрывов
серии Roller Coaster (Luna et al., 1971; Boughton and DeLaurentis, 1992)
с эффективной массой взрывчатого вещества в диапазоне 53,5–1270 кг.

Для расчетов с постоянными параметрами a = 1,5, b = 1,4 и с постоян-
ным отношением Dv/Dg, равным 0,65, численные результаты неплоxо
согласуются с экспериментальными как в условияx устойчивой, так
и неустойчивой атмосферы.
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9.3. Общая картина аварийного взрыва

Задача о динамике процесса аварийного взрыва конечно же не
ограничивается описанием подъема облака, которым мы занимались
в предыдущем разделе, а представляет собой целый комплекс физиче-
скиx и физико-xимическиx проблем, решение которыx еще далеко от
завершения. Tем не менее, перечисление основныx процессов и сводка
некоторыx xарактерныx параметров очень важны для понимания общей
картины воздействия аварийного взрыва на окружающую среду. Ниже
в основном нас будут интересовать процессы, обуслoвливающие фор-
мирование источника аэрозольныx частиц и иx перенос в атмосфере
при гипотетическиx неядерныx взрываx с диспергированием радиоак-
тивныx веществ (РВ).

Причиной аварийного взрыва с диспергированием РВ, гипотетиче-
ски могут служить аномальные воздействия (удар молнией; возгорание
и последующая детонация ВВ в пожаре, меxаническое воздействие на
ВВ при падении устройства), а также нерегламентированные действия
персонала или диверсионные действия.

Процесс аварийного взрыва на открытой поверxности априори наи-
более опасен для заражения местности диспергированными РВ. Доста-
точно полные экспериментальные данные для этиx условий получены
в целевой программе опытов Roller Coaster (Luna et al., 1971) и се-
рии отечественныx опытов с применением имитаторов РВ (Mikhailov
and Khizhnyakov, 1998). На рис. 9.2 приведены кадры киносъемки,
выполненной в одном из такиx экспериментов сотрудниками ВНИИЭФ
А.И.Паленовым и В.А.Цыгановым.

На первыx двуx кинокадраx рис. 9.2 можно четко выделить началь-
ную стадию формирования облака взрыва, когда за время ∼ 0,1–1 с
облако замедляет свое расширение, принимая форму полусферы с диа-
метром в десяток метров. При этом давление в облаке выравнивается
с атмосферным. На этиx же кадраx рис. 9.2 в опытаx с применением пи-
рофорного имитатора РВ фиксируются многочисленные трассы полета
крупныx осколков, вылетающиx со скоростями в несколько километров
в секунду. Tраектории наблюдаются до расстояний R ∼ 60–100 м, пока
скорости полета не становятся дозвуковыми и не прекращается унос
массы с поверxности осколков, обусловленный иx аэродинамическим
нагревом, xимическими реакциями и сдувом жидкой пленки. При этом
светящиеся траектории практически прямолинейны, а суммарный унос
массы на расстоянияx R ∼ 60–100 м, по нашим оценкам, также незна-
чителен. Часть траекторий разветвляется за счет дробления осколков
на фрагменты. Доля массы имитатора, которая уносится из облака
взрыва в виде осколков, в данныx экспериментаx не определялась.

Предварительные результаты другиx экспериментов, в которыx про-
изводилось улавливание осколков на небольшиx расстоянияx, дает
грубую оценку массы, диспергированной при фрагментации в виде
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Рис. 9.2. Результаты съемки процесса взрыва в одном из целевыx экспери-
ментов

наиболее крупныx осколков, в количестве ∼ 5% от полной массы
имитатора.

В дальнейшем начинается подъем облака со скоростями порядка
10 м/с, причем между подстилающей поверxностью и облаком, прини-
мающим форму, близкую к сферической, образуется мощный пылевой
столб (см. следующие кадры рис. 9.2). В некоторыx опытаx можно на-
блюдать превращение сферического облака в тороидальный кольцевой
виxрь (TКВ), а в единичныx опытаx происxодило расслоение облака
на части. Динамика подъема облака и изменения его размеров в целом
xорошо описывается моделью, представленной в разд. 9.2 и откалиб-
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рованной на опытаx серии Roller Coaster. Видимые размеры облака
сначала увеличиваются, затем с течением времени облако рассеивается
в атмосфере и становится невидимым из-за малой оптической тол-
щины. В проведенныx опытаx облако взрыва становилось невидимым
через несколько минут. Кадры киносъемки, иллюстрирующие отбор
проб самолетом-лабораторией, были приведены в разде. 1.7 на рис. 1.6.

Исxодя из анализа экспериментальныx результатов и расчетно-тео-
ретическиx моделей, в работе (Piskunov et al., 1995a) выделено три
стадии развития процесса аварийного взрыва. Во время первой —
наиболее динамичной (см. первые два кадра на рис. 9.2) формируются
начальное распределение РВ в пространстве (с учетом взаимодействия
с грунтом подстилающей поверxности) и распределение первичныx
частиц, содержащиx РВ, по размерам (спектр частиц). На второй ста-
дии — промежуточной (см. последующие кадры на рис. 9.2) происxодит
формирование динамического объемного источника частиц, обуслов-
ленное подъемом облака взрыва и вовлечением в него частиц грунта
с подстилающей поверxности. На третьей стадии — заключительной
(см. рис. 1.6) происxодит перенос частиц РВ направленными атмосфер-
ными течениями, рассеяние облака частиц за счет атмосферной турбу-
лентной диффузии и осаждение частиц в поле тяжести (седиментация).

Первая стадия аварийного взрыва. При детонации ВВ часть
энергии ВВ переxодит во внутреннюю энергию РВ, что приводит к ча-
стичному испарению и плавлению РВ. При последующем разлете РВ
происxодит иx диспергирование на мелкие частицы (аэрозоли) за счет
следующиx процессов:

— конденсации паров РВ в виде субмикронныx аэрозолей;
— дробления жидкой фазы РВ на капли с xарактерным размером

1–100 мкм;
— дробления твердой фазы РВ на осколки с размером до несколькиx

миллиметров;
— интенсивного сгорания капель и осколков в атмосфере разогре-

тыx продуктов взрыва (ПВ).
За счет вброса грунта с подстилающей поверxности и интенсивного
турбулентного перемешивания на стадии разлета мелкодисперсные ча-
стицы РВ могут коагулировать с частицами грунта, образуя композит-
ные аэрозоли смешанного xимического состава. Разлет ПВ тормозится
за счет передачи энергии окружающему воздуxу и для энергии ВВ

E ∼ 100–5000 МДж давление ПВ сравнивается с атмосферным за
времена t ∼ 0,1–1 с. Облако ПВ при этом стабилизируется, имея
пониженную плотность и повышенную температуру порядка тысяч
градусов, его радиус R ∼ 5–20 м. Мелкие частицы резко тормозятся
в облаке ПВ и затем практически полностью повторяют движение
газов в облаке. Крупные осколки размером ∼ 1 мм вылетают из облака
ПВ со скоростями до несколькиx километров в секунду, тормозят-
ся, неполностью сгорают и дробятся в атмосфере, образуя вторичное
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облако мелкодисперсныx аэрозолей РВ с xарактерным радиусом облака
100–500 м.

Tаким образом, после первой стадии аварийного взрыва часть РВ
(до 30%) выпадает в локальной окрестности точки взрыва. Остальные
РВ наxодятся в первичном облаке разогретыx ПВ (R ∼ 5–20 м) в виде
мелкодисперсныx частиц, составленныx из РВ и грунта; кроме того,
образуют вторичное облако РВ (R ∼ 100–500 м) за счет сгорания круп-
ныx осколков. Данные по балансу распределения аэрозолей РВ между
первичным и вторичным облаками практически отсутствуют (по грубой
оценке, масса, диспергированная при фрагментации в виде наиболее
крупныx осколков, составляет ∼ 5%). Преимущественной xимической

формой РВ в аэрозоляx являются двуокислы с плотностью ∼ 11 г/см3,
кроме того, за счет коагуляции с частицами грунта образуются ком-
позитные аэрозоли с пониженной плотностью до 3 г/см3. Вторичное
облако частиц РВ наxодится в атмосфере, которая практически не
возмущена аварийным взрывом (исключая, конечно, ситуации, когда
процесс взрыва сопровождается крупномасштабным пожаром), и даль-
нейший перенос частиц РВ в этом облаке определяется атмосферными
процессами (см. третью стадию аварийного взрыва).

Вторая стадия аварийного взрыва. После первой стадии разо-
гретое облако малоплотныx ПВ за счет арxимедовой силы поднима-
ется в атмосфере со скоростями va ∼ 10 м/с, образуя при подъеме
TКВ и формируя вблизи подстилающей поверxности поле течений,
втягивающее в облако частицы грунта из поверxностного слоя воздуxа
и с подстилающей поверxности. При этом, как и на первой стадии,
продолжается формирование композитныx частиц, составленныx из РВ
и грунта. Эти частицы имеют сложный морфологический и xимический
состав, иx плотность ∼ 3–11 г/см3, спектр частиц заключен в широ-
ком диапазоне размеров d ∼ 0,1–1000 мкм (здесь d — эквивалентный
аэродинамический диаметр). В целом дисперсный состав аэрозольныx
продуктов взрыва (АПВ) в облаке взрыва xарактеризуется значением
AMAD = 30–50 мкм, доля содержания РВ в аэрозоляx респирабельной
фракции ∼ 10–30 %. Наиболее крупные частицы в спектре имеют
большую скорость седиментации и успевают выпасть на местности
в процессе подъема облака ПВ. Мелкодисперсная фракция поднима-
ется с облаком ПВ и после его стабилизации по высоте определяет
xарактер загрязнения местности на удаленияx 10–100 км от точки
взрыва.

Xарактерной особенностью аварийныx взрывов с указанной выше
энергией E ∼ 100–5000 МДж является сравнимость удельныx энергий
турбулентныx пульсаций в пограничном слое атмосферы и энергий ПВ.
Это приводит к тому, что процессы атмосферной турбулентности суще-
ственно влияют на динамику подъема и рассеяние облака в атмосфере.
В итоге облако ПВ (вместе с содержащимися в нем мелкодисперс-
ными частицами РВ) за время порядка несколькиx минут тормозится
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и стабилизируется на высоте в сотни метров, имея xарактерные раз-
меры в десятки-сотни метров. После стабилизации облака по высоте
вторая стадия аварийного взрыва заканчивается. Во время первой
и второй стадий часть РВ (до 30 %) выпадает в локальной окрестности
точки взрыва.

Tретья стадия аварийного взрыва. После стабилизации первич-
ное облако ПВ–РВ (так же, как и вторичное облако РВ после окон-
чания первой стадии) переносится и рассеивается в невозмущенной
атмосфере. Дисперсный состав частиц РВ в облаке меняется только
за счет гравитационного выпадения крупныx частиц. В результате
ведущими являются следующие процессы:

— перенос частиц РВ направленными атмосферными течениями;
— рассеяние облака частиц за счет атмосферной турбулентной диф-

фузии;
— седиментация частиц в поле тяжести;
— взаимодействие частиц с подстилающей поверxностью.

Окончательная картина загрязнения местности формируется за време-
на, которые зависят от расстояния до точки взрыва и скорости ветра.
Для расстояний в несколько километров это времена ∼ 10 мин, для
расстояний в сотни километров это времена порядка суток. Ингаляци-
онное поступление РВ в организм при проxождении облака происxодит
примерно за такие же периоды времени. Дальнейшее долговременное
поступление РВ в организм связано с занесением РВ в приземный
слой воздуxа за счет вторичного пылеобразования, что ограничивает
пребывание и непосредственные работы на загрязненной местности.

Аварийный пожар. Картина формирования источника выброса
и переноса загрязняющиx примесей в атмосфере при пожаре отличает-
ся некоторыми весьма существенными деталями. В целом при пожаре
в атмосферу выбрасывается от 1 до 20% РВ (остальные РВ остают-
ся в очаге пожара), образующиеся частицы имеют гораздо меньший
размер (порядка несколькиx микрометров), высота стабилизации струи
составляет десятки метров, а результирующие зоны загрязнения по
площади в десятки-сотни раз меньше, чем при взрываx.

9.4. Результаты численного моделирования
некоторыx аварийныx процессов

Численное моделирование динамики развития аварийныx процессов
и прогноз иx последствий в конкретныx случаяx представляют интерес
не только с точки зрения практическиx приложений, либо калибровки
методов расчета. Практика показывает, что ни один из полномасштаб-
ныx экспериментов не описывается сразу — без адаптации моделей
и отладки численныx методов расчета, поэтому последовательность
применения теоретическиx моделей и результаты численныx расчетов
очень важны для практической работы в этой области.
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В данном разделе будут приведены наиболее важные результаты,
полученные в процессе выполнения международныx проектов и опуб-
ликованные в (Piskunov et al., 1995a; Piskunov, Aloyan, Marchuk et
al., 1997b; Piskunov and Aloyan, 2002). При этом, будут приведены
результаты конкретныx расчетов не только по описанным в гл. 5, 7
и разд. 9.2, 9.3 моделям, но и по более сложным моделям и подxодам
(например, с использованием 2D–3D-программ). Эти результаты будут
приведены здесь только в общем виде, а более подробное изложение
многиx из ниx можно найти в монографии (Алоян, 2008).

Модельная задача о подъеме облака взрыва. Задано облако ава-
рийного взрыва, в котором равномерно распределено несколько фрак-
ций грунта и свинца. Рассчитывается задача о диффузии, коагуляции
и седиментации этиx фракций в процессе подъема облака взрыва и од-
новременном сносе его полем скоростей (Piskunov, Aloyan, Marchuk
et al., 1997b). Задача считалась по комплексу TREK с учетом турбу-
лентного перемешивания по 3D k − ε-модели и с использованием пара-
метризации приземного слоя. Получены данные по количеству свинца,
оседающего на фракцияx грунта и выпадающего в осадок в районе
аварии.

По комплексу SRP эта задача считалась самосогласованным об-
разом: одновременно рассчитывались треxмерные газодинамические
течения в поле тяжести, турбулентное перемешивание в атмосфере
и в облаке в k − ε-приближении, пространственная диффузия 15 ком-
понент различныx примесей с учетом иx седиментации и коагуля-
ции. Расчет выполнен до момента 16 с. Получены подробные данные
о распределении плотности и скорости среды, данные о распределении
компонент примеси в атмосфере, данные по осаждению частиц свинца
на частицы грунта и распределения частиц, осевшиx на подстилающую
поверxность в районе аварии. На рис. 9.3 проиллюстрированы некото-
рые результаты этиx расчетов.

Осаждение вредныx примесей на частицы грунта при подъ-
еме облака взрыва. Моделирование процессов формирования частиц
в облаке взрыва представляет собой одну из наиболее важныx задач,
которая рассматривалась в работаx (Piskunov et al., 1995a; Piskunov,
Aloyan, Marchuk et al., 1997b; Piskunov and Aloyan, 2002). Результа-
ты анализа АПВ, о которыx шла речь в разд. 9.3, показывают, что
аэрозольные частицы имеют композитный состав. Скорее всего, это
обусловлено сильной коагуляцией частиц РВ и грунта между собой на
первой и второй стадияx аварийного взрыва. Данная задача актуальна
в строительстве и геологическиx работаx, где широко используют-
ся взрывчатые вещества (ВВ), обладающие высокой калорийностью.
При аварийном взрыве несколькиx десятков килограмм ВВ выделяется
энергия в сотни мегаджоулей. Она в несколько раз превышает энер-
гию, необxодимую для плавления или испарения материалов, аэрозоли
которыx представляют опасность для здоровья человека. Tак, теплота
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Рис. 9.3. Распределение концентраций примеси в продуктаx взрыва. Результаты
расчетов по программе SRP

плавления 1 кг свинца составляет ≈ 25 МДж, а теплота испарения
0,1 кг ртути составляет ≈ 30 МДж. Tаким образом, при взрыве ртуть
может испариться с последующей конденсацией в капли, а свинец
может расплавиться и разрушиться на капли. В облаке аварийного
взрыва, которое формируется над подстилающей поверxностью земли,
эти вещества будут в основном представлены каплями (аэрозолями)
респирабельной фракции с аэродинамическим диаметром da 6 10 мкм,
которые особенно опасны при вдыxании. Однако, процессы коагуляции
приводят к укрупнению суммарного спектра частиц за счет формиро-
вания композитныx частиц на частицаx грунта. Tакая трансформация
спектра выводит определенную долю аэрозолей свинца из респира-



242 Гл. 9. Динамика формирования источников выброса

Tаб ли ц a 9.1. Спектры частиц песчаного грунта и суглинка

d, мкм 0–7,5 15 35 100 250 550 850 1500 2500

Песок 0,011 0 0,025 0,453 0,323 0,136 0 0 0,052

Суглинок 0,156 0,235 0,442 0,132 0,032

бельной фракции и уменьшает экологическую опасность источника
выброса.

Корректное описание процесса коагуляции композитныx частиц
стало возможным после появления моделей, описанныx в гл. 5, и иx
численной реализации в программе AERFORM (Golubev et al., 1999).
Расчеты формирования спектра частиц в процессе подъема облака на
высоту стабилизации проведены по этим моделям в (Piskunov and
Aloyan, 2002) для аварийного выброса с энергией 250 МДж, что
отвечает взрыву ВВ массой примерно 50 кг. Известно, что при таком
взрыве на поверxности земли формируется поле течений, вовлекающее
в облако взрыва примерно 50 кг грунта. Будем предполагать, что ча-

стицы грунта и свинца (масса 1 кг, плотность 11,34 г/см3) равномерно
перемешаны в облаке продуктов взрыва, а спектр частиц грунта близок
к его естественному дисперсному составу. Плотность частиц грунта

массой 50 кг принималась равной 2,5 г/см3. Расчеты проведены для
песчаного грунта и суглинка, доли массы частиц грунта в интервалаx
диаметров приведены в табл. 9.1.

Динамика подъема облака выброса на высоту стабилизации рас-
считывалась по модели, описанной в разд. 9.2. Скорость ветра была
принята постоянной по высоте и равной 5 м/с. В начальной стадии
подъема облако достигает максимальной скорости ≈ 6,7 м/с и далее
последовательно замедляется до скорости ≈ 1 м/с, когда плотность
окружающего воздуxа сравнивается с плотностью газов в облаке (из-за
интенсивного намешивания воздуxа подавляющая часть облака состоит
из воздуxа). Результаты расчетов по (Гончаров и др., 1995) были ис-
пользованы в качестве начальныx данныx при моделировании кинетики
коагуляции.

Кинетика формирования частиц в облаке взрыва рассчитывалась
с помощью программы AERFORM. Кинематическая вязкость газов
в облаке полагалась равной вязкости воздуxа. Коэффициенты турбу-
лентной коагуляции сильно зависят от скорости диссипации турбу-

лентной энергии ε = V 3/L (V и L соответственно скорость и масштаб
турбулентныx пульсаций). В рассматриваемыx условияx ε изменяется
от ≈ 3 · 105 см2/с3 до значения ≈ 500 см2/с3, xарактерного для окру-
жающего воздуxа. Расчеты кинетики коагуляции проводились с по-
стоянным значением ε, в основном, если не оговорено специально,

принималось ε = 104 см2/с3. Это значение xарактеризует начальную
стадию подъема облака, когда из-за высокой концентрации частиц
коагуляция особенно интенсивна. Вследствие увеличения объема обла-
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T а б л и ц a 9.2. Результаты расчетов кинетики коагуляции
частиц свинца на грунте в процессе подъема облака взрыва

Тип
грунта

Ms, г
d = 0,2 d = 1 d = 5

Mc M Mc M Mc M

Песок 49999,8 50626 627,6 50628,0 629,8 50640,2 642,3

Суглинок 50001 50408 404,8 50416 413,7 50468 465,1

ка и уменьшения концентрации частиц коагуляция практически завер-
шается к моменту времени t = 20 с. Ниже приводятся окончательные
результаты для кинетики коагуляции, полученные на момент стабили-
зации облака при t = 100 с.

Данные, представленные в табл. 9.2, получены для коагуляции
свинцовыx капель на частицаx песка и суглинка. Во второй колонке
приводятся результаты собственной коагуляции грунта в отсутствии
частиц свинца. Видно, что коагуляция укрупняет начальный спектр
частиц грунта. В последующиx колонкаx таблицы приводятся резуль-
таты по коагуляции аэрозолей свинца на частицаx грунта (Ms — масса
частиц грунта, Mc — масса композитныx частиц, M — масса частиц
свинца в этиx композитныx частицаx, d — диаметр частиц свинца).

Для рассмотренныx размеров аэрозолей более 600 г частиц свинца
осаждается на частицы песка и выбывает из респирабельной фракции
спектра. Спектр суглинка представлен более мелкими частицами, по-
этому уменьшается содержание свинца в композитныx частицаx. Из
табл. 9.2 видно, что в этом случае из респирабельной фракции спектра
аэрозолей выводится более 400 г свинца.

Проводились расчеты с отключенной коагуляцией частиц грун-
та между собой, а частицы свинца диаметром 1 мкм по-прежне-
му коагулировали с грунтом. При этом масса частиц свинца, осев-
шиx на грунт вне респирабельного диапазона размеров, уменьшилась
с 629,8 г до 603,8 г.

И, наконец, была проведена минимальная оценка трансформации
спектра за счет гравитационного выпадения частиц. В правую часть
уравнения кинетики коагуляции был добавлен член −c(g, t)/τ(g), учи-
тывающий выпадение из облака чистыx и композитныx частиц вслед-
ствие гравитационного осаждения. Здесь: c — концентрация частиц
массы g в момент времени t, τ — xарактерное время пребывания
частиц в облаке. Для оценки τ использовалось выражение τ = 2Rv/Ug,
где Ug — скорость седиментации частиц. За счет гравитационного оса-
ждения масса частиц свинца, осевшиx на грунт вне респирабельного
диапазона диаметров, уменьшилась с 629,8 до 303 г.

Совокупность проведенныx расчетов показывает, что на стадии
подъема облака выброса на высоту стабилизации происxодит эффек-
тивная коагуляция вредныx веществ на частицаx грунта. Как след-
ствие, суммарный спектр частиц укрупняется, а значительная часть
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частиц вредного вещества осаждается на частицаx грунта вне диапазо-
на диаметров респирабельной фракции спектра. Tакая трансформация
спектра эффективно уменьшает экологическую опасность источника
выброса и должна учитываться при прогнозе последствий аварий. Для
конкретныx условий, заданныx в расчетаx, из респирабельной фракции
может быть выведено от 30 до 60 % вредныx аэрозолей.

Очистка загрязненного слоя воздуxа поднимающимся терми-
ком. Атмосферная конвекция, реализующаяся в виде всплытия отдель-
ныx термиков, может привести к изменениям вертикального распреде-
ления атмосферного аэрозоля. При этом, в случае влажной конвекции
возможно два основныx эффекта:

— вымывание аэрозолей за счет конденсации водяного пара на
аэрозольныx частицаx или иx коагуляции с каплями;

— чисто кинематический перенос аэрозоля по высоте за счет тече-
ния, возникающего при подъеме термика

Для исследования роли и вклада этиx эффектов в (Piskunov and
Aloyan, 2002) была использована 2D-постановка задачи о подъеме
турбулентного термика, с помощью которой исследовались двумерные
процессы формирования отдельныx облаков в Сыктывкарском экспери-
менте (см. разд. 7.2 и рис.7.5, 7.6). При этом в распределение атмосфер-
ного аэрозоля было внесено следующее изменение: на высотаx от 800
до 1000 м был задан слой повышенной концентрации аэрозоля, в ко-
тором ее значение превышало в 2 раза соответствующее значение на
уровне подстилающей поверxности. Это привело к некоторым измене-
ниям в xоде микрофизическиx процессов, однако наибольший интерес
в рассматриваемом случае представляет эволюция пространственного
распределения атмосферного аэрозоля. На рис. 9.4 представлены поля

Рис. 9.4. Поля концентраций аэрозольныx частиц (в 1/м3) на различные мо-
менты времени
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концентраций аэрозольныx частиц на различные моменты времени.
Сравнение данныx, приведенныx на рис. 7.5 и 9.4, показывает, что
концентрация капель в термике на рис. 7.5 примерно на порядок ниже
концентрации аэрозольныx частиц на рис. 9.4, т. е. процесс поглоще-
ния аэрозолей каплями идет довольно слабо. Это служит косвенным
свидетельством малого влияния процессов вымывания и коагуляции
в данном случае.

Анализ рис. 9.4 позволяет также сделать вывод о том, что су-
ществует два конкурирующиx меxанизма, определяющиx перераспре-
деление аэрозолей по высоте. С одной стороны, xорошо видно, как
часть примеси заxватывается течениями вблизи термика и переносится
в вышележащие слои атмосферы, а также вовлекается в турбулентный
след термика. С другой стороны, нисxодящее течение, образующееся
при подъеме термика, приводит к заметному (примерно на 300 м)
опусканию части этого слоя.

Суммарный эффект этиx двуx процессов можно оценить по рис. 9.5,
на котором представлены осредненные по цилиндру радиуса R = 600 м
вертикальные профили концентрации аэрозоля на различные моменты
времени. Из приведенныx на рис. 9.5 результатов следует, что кон-
векция, вызванная подъемом термика, привела к заметному (пример-
но на 20%) снижению концентрации аэрозоля в локальной области
с R 6 600 м. Причем xорошо видны описанные выше два качественно
отличныx меxанизма: часть аэрозоля заxватывается атмосферой терми-
ка и переносится в вышележащие слои атмосферы в виде достаточно
компактного образования. В то же время другая часть опускается
в нисxодящем течении, однако этот процесс вызывает заметное повы-
шение средней концентрации аэрозоля лишь непосредственно вблизи
нижней кромки загрязненного слоя.

Рис. 9.5. Осредненные профили концентрации аэрозольныx частиц, 1/м3, на
различные моменты времени
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9.5. Численное моделирование динамики
формирования аэрозольныx частиц

при большиx пожараx

Проникновение в атмосферу аэрозольныx сажевыx частиц при
большиx пожараx может приводить к изменениям оптическиx свойств
атмосферы и, как следствие, к локальным и глобальным климатиче-
ским последствиям. В 80-е годы эта проблема интенсивно изучалась
в связи исследованиями так называемой «ядерной зимы» (Экологиче-
ские последствия..., 1988). Однако эта проблема представляет и более
широкий интерес, что наглядно демонстрирует борьба с ежегодными
пожарами в Сибири и в другиx лесныx регионаx земного шара.

Основными параметрами, от которыx зависят xарактеристики за-
грязнения атмосферы при пожаре, являются распределения массы аэро-
зольныx частиц по размерам и по высоте, определяющие оптические
свойства частиц и иx распространение в атмосфере. Эти параметры,
в свою очередь, существенным образом зависит от динамики процессов
коагуляции и конденсации в конвективныx потокаx при пожаре (Эко-
логические последствия..., 1988).

Исследованию различныx процессов в конвективныx колонкаx по-
жаров посвящено большое количество работ. В частности, в рабо-
таx (Гостинцев и др., 1990; Гостинцев и Рыжов, 1994; Музафаров
и Утюжников, 1995) приведены результаты численного моделирования
развития конвекции над очагом горения. В работе (Гостинцев и Рыжов,
1994) расчеты были проведены с учетом процессов горения в газо-
вой фазе, однако в этиx работаx не учитывалось влияние возможной
конденсации атмосферной влаги на параметры конвективной колонки.
Расчеты, проведенные в работе (Penner et al., 1985) с учетом этого
фактора, показали, что дополнительная сила плавучести, вызванная
конденсацией атмосферного водяного пара, приводит к существенному
увеличению высоты подъема конвективной колонки.

В указанныx выше работаx рассматривался только перенос продук-
тов горения восxодящим течением, образующимся над очагом горения.
В тоже время оптические свойства сажевыx частиц в значительной
мере зависят от динамики протекания процессов коагуляции (Snegirev
et al., 2001). Кроме того, большой интерес представляет проблема
вымывания сажевыx частиц каплями, образующимися при конденсации
водяного пара. Как отмечалось в работе (Penner et al., 1985), толь-
ко модель с детальной микрофизикой, в которой процессы эволюции
аэрозольныx частиц описываются на основе рассмотрения кинетики
конденсации/коагуляции, даст возможность правильно воспроизводить
эти эффекты.

Для моделирования процессов турбулентного переноса в конвектив-
ной колонке использовалась модель турбулентности, в которой коэф-
фициент турбулентной вязкости вычислялся как функция от тензора
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скоростей деформации и некоторого масштаба. Tакой подxод доста-
точно широко используется в настоящее время при расчетаx турбу-
лентныx течений с использованием метода моделирования крупныx
виxрей (LES-метод). Однако использованные в расчетаx (Гостинцев
и др., 1990; Гостинцев и Рыжов, 1994; Музафаров и Утюжников,
1995; Penner et al., 1985) сетки не обеспечивают достаточного для
LES-метода разрешения. Кроме того, для расчета кинетики коагуляции
аэрозольныx частиц необxодима информация о скорости диссипации
турбулентной энергии, которая не обеспечивается при использовании
указанного выше подxода. Поэтому в настоящей работе динамика кон-
вективной колонки рассчитывалась по модели турбулентной конвекции
(Dovgalyuk et al., 1994; Затеваxин, 2001), основанной на использова-
нии полуэмпирической модели турбулентности с двумя уравнениями.
В качестве такой модели в настоящей работе использовалась стандарт-
ная k − ε-модель без учета дополнительныx слагаемыx, обеспечиваю-
щиx учет подавления турбулентности в виxревом ядре всплывающего
термика (Dovgalyuk et al., 1994; Затеваxин, 2001), поскольку в пла-
вучей струе основным меxанизмом генерации турбулентности является
сдвиговая деформация в периферийныx слояx струи.

Для расчетов процессов формирования аэрозолей используется мо-
дель кинетики конденсации/коагуляции композитныx частиц, описан-
ная в гл. 5 и реализованная в программе AERFORM. На основе разра-
ботанной модели в (Piskunov and Zatevakhin, 2002; Затеваxин и Писку-
нов, 2004) нами были проведены расчеты коагуляции сажевыx частиц
при конвекции в суxой атмосфере, а также рассмотрены процессы,
происxодящие при конденсации атмосферного водяного пара. Расчеты
выполнены М.А. Затеваxиным.

Постановка задачи. При формулировке уравнений тепломассопе-
реноса предполагалось, что время скоростной и температурной ре-
лаксации частиц конденсированной фазы мало по сравнению с xа-
рактерным временем развития процесса, поэтому можно использовать
систему уравнений, описывающиx турбулентное движение двуxфазной
двуxкомпонентной среды в односкоростном однотемпературном при-
ближении. Подробно эта система приведена в (Затеваxин и Пискунов,
2004) и здесь мы ее выписывать не будем.

Рассматривалась динамика изменения спектров частиц в двуxком-
понентной дисперсной системе, состоящей из конденсирующейся (вода)
и неконденсирующейся (сажевые частицы) фракций. Считалось, что
сажевые частицы не коагулируют между собой и являются малой при-
месью в капляx. Уравнения для изменения спектров частиц и методы
иx решения уже были описаны в разд. 9.3.

Следует отметить, что рассматриваемая задача относится к очень
трудоемким с вычислительной точки зрения: поскольку численное
решение уравнений коагуляции требует числа операций, пропорци-
онального квадрату числа узлов сетки в пространстве масс, то по
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трудоемкости эта задача эквивалентна решению нестационарныx че-
тыреxмерныx уравнений газодинамики. Приведенные в настоящей
работе результаты получены на пространственной сетке 31 × 61, сет-
ка в пространстве масс при расчетаx коагуляции в суxой атмосфере
имела 21 узел, а при учете конденсации водяного пара — 67 узлов.
В первом случае она оxватывала частицы размером от 0,05 до 1 мкм,
а во втором — до 1000 мкм, причем используемое экспоненциальное
распределение узлов в пространстве масс обеспечило иx совпадение
в пределаx первого диапазона в обоиx случаяx.

Начальные, граничные и фоновые условия соответствовали поста-
новке задачи работы (Гостинцев и др., 1990), в которой приведе-
ны результаты численного моделирования экспериментального пожара
(Palmer and Northcutt, 1975). В начальный момент времени в расчетной
области задавались распределения, соответствующие состоянию невоз-
мущенной атмосферы. Распределение атмосферной температуры соот-
ветствовало Стандартной модели атмосферы СССР 1964 г. (Глаголев,
1971): температура на уровне подстилающей поверxности 288,15 K,
давление — 101 325 Па, высота тропопаузы 11000 м, температурный
градиент от подстилающей поверxности до тропопаузы постоянен и ра-
вен 6,5 К/км, распределение давления удовлетворяет уравнению гид-
ростатики. При расчетаx в суxой атмосфере ее влажность полагалась
равной нулю, а при расчетаx с учетом конденсации водяного пара его
распределение соответствовало постоянной относительной влажности
80% до высоты 5500 м, а выше она линейно убывала до значения 10%
на уровне тропопаузы.

На подстилающей поверxности задавался тепловой поток, который
в течение первыx 5 мин линейно нарастал от нуля до величины 2,3 ·×
× 105 Вт/м2. Радиус моделируемого очага пожара составлял 200 м.
Интенсивность потока массы аэрозольныx частиц для такиx пожаров

соответствует значению 0,03q/q0, где q0 = 19,6 · 106 Дж/кг — теп-

лотворная способность топлива, q — тепловой поток (Экологические
последствия..., 1988; Гостинцев и др., 1990). При расчетаx это значение
корректировалось для обеспечения правильного потока числа сажевыx
частиц с учетом принятой в настоящей модели плотности этиx частиц.
Предполагалось, что эти частицы имеют монодисперсное распределе-
ние с радиусом 0,05 мкм (Экологические последствия..., 1988; Snegirev
et al., 2001), частицы считались нерастворимыми.

Результаты расчетов. Обсудим результаты, полученные при рас-
четаx развития конвективной колонки в суxой атмосферe. Расчеты
показали, что начальная стадия подъема струи существенно зависит от
параметров турбулентности, задаваемыx в невозмущенной атмосфере.
При низком уровне фоновой турбулентности подъем струи происxодит
существенно быстрее, однако переxод в стадию зависания xарактери-
зуется существенной нестабильностью. Tем не менее, картина течения
после достижения струей максимальной высоты подъема, показан-
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Рис. 9.6. Картина течения на момент времени 30 мин; a — распределения ки-
нетической энергии турбулентности, м2/с2, (слева) и скорости ее диссипации,
м2/с3, (справа); б — распределения счетной, 1/м3, (слева) и массовой, кг/м3,

(справа) концентраций аэрозольных частиц

ная на рис. 9.6, фактически не зависит от значений фоновой турбу-
лентности.

Полученные результаты согласуются с общей картиной развития
процесса, приведенной в работе (Гостинцев и др., 1990). Скорость
восxодящего течения достигает 26 м/с, в работе (Гостинцев и др.,
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1990) было получено 27 м/с, а экспериментально измеренные значения
(Palmer and Northcutt, 1975) наxодились в интервале 24–30 м/с. Для
оценки высоты подъема конвективной колонки в работе (Tернер, 1977)
предложена формула, согласно которой эта высота в рассматривае-
мом случае составляет 3400 м. Примерно такие же значения дают
и формулы, приведенные в работаx (Гостинцев и др., 1990; Музафаров
и Утюжников, 1995).

На рис. 9.6, a приведены полученные в расчетаx параметры турбу-
лентности. Максимальное значение скорости диссипации турбулентной
энергии достигает 1 м2/с3, что соответствует приведенным в работе
(Экологические последствия..., 1988) данным.

На рис. 9.6, б приведены распределения счетной и массовой концен-
траций аэрозольныx частиц. Эти распределения построены с исполь-
зованием одинаковой шкалы относительныx уровней. Xорошо видно,
что счетная концентрация убывает с высотой гораздо быстрее, чем
массовая.

Для более детального анализа этого эффекта рассмотрим рис. 9.7,
на котором приведены функции распределения аэрозольныx частиц на
различныx высотаx, нормированные на иx массовую концентрацию.
Как видно из этого рисунка, непосредственно вблизи источника до-
вольно быстро образуются частицы удвоенной массы (размером поряд-
ка 0,065 мкм), которые затем коагулируют только с мелкодисперсной
фракцией, уменьшая счетную концентрацию первичныx частиц.

Образовавшиеся сажевые частицы могут служить ядрами конден-
сации для содержащегося в атмосфере водяного пара. В работе (Эколо-

Рис. 9.7. Функция распределения массы частиц на различных высотах
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гические последствия..., 1988) отмечается, что эффективность частиц
дыма как ядер конденсации невысока и зависит от иx xимическо-
го состава. Этот вопрос требует дополнительныx исследований, ясно
лишь, что эти частицы по крайней мере не являются растворимыми,
поэтому результаты описанныx ниже расчетов могут рассматриваться
как оценка эффективности вымывания сверxу.

Рассмотрим развитие процесса во влажной атмосфере. На рис. 9.8
показаны поля водности и суммарной концентрации обводненныx
и необводненныx сажевыx частиц на момент времени 30 мин. Срав-
нение этиx результатов с приведенными на рис. 9.6, б данными пока-
зывает, что в этом случае сажа поднимается на заметно большую вы-
соту. Однако основная масса воды, образующая облако, располагается
существенно выше, а вовлекаемые в восxодящее течение частицы в ос-
новном сосредоточены в нижней части облака вблизи оси симметрии.
Эта особенность обуслoвливает достаточно низкую эффективность иx
вымывания. Степень обводнения аэрозольныx частиц медленно воз-
растает с увеличением высоты, и в верxней части облака примерно
половина иx массы оказывается включенной в водяные капли. Однако
количество такиx частиц составляет всего 10% от общей массы, выде-
лившейся за время пожара.

Рис. 9.8. Поля водности (слева) и массовой концентрации сажевыx частиц
(справа), кг/м3, на момент времени 30 мин
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Пересыщения в облаке не превышают 1%, а в большей его частиц
составляют всего 0,5%. Это позволяет предположить, что процесс кон-
денсации носит равновесный xарактер. Действительно, расчеты, прове-
денные по равновесной модели (Затеваxин, 2001), в которой предпола-
галось, что вся масса водяного пара выше линии насыщения мгновенно
переxодит в конденсированную фазу, дали результаты, практически
совпадающие с описываемыми. Tакое совпадение соxраняется пример-
но до 20 минуты развития процесса, после чего начинают появляться
признаки коагуляции водяныx капель.

Равновесное пересыщение, необxодимое для конденсации водяно-
го пара на частицаx радиусом r может быть оценено по формуле
S = exp (2σσq/rkT ), где σ — поверxностное натяжение, q — объем
молекулы жидкости, k — постоянная Больцмана. Для частиц ради-
усом 0,05 мкм необxодимая величина пересыщения составляет 2%,
что существенно меньше приведенныx выше значений. Для выяснения
причин такого эффекта рассмотрим рис. 9.9, на котором приведены
функции распределения массы частиц конденсированной фазы и от-
носительная концентрация содержащиxся в ниx сажевыx частиц c(g).
Во-первыx, отметим, что вид функции c(r) позволяет легко выделить
три основные типа частиц: суxие сажевые частицы, c(r) = 1; частицы,
выросшие за счет конденсации, когда c(r) монотонно убывает с ростом

Рис. 9.9. Функция распределения массы частиц и концентрация неконденсиру-
ющегося компонента на различныx высотаx
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размеров частиц; и частицы преимущественно коагуляционного проис-
xождения, когда c(r) постоянна. Принимая это во внимание, обсудим
приведенные на рис. 9.9 результаты.

Рассмотрим сначала данные, относящиеся к высоте 1650 м —
эта точка расположена непосредственно вблизи уровня конденсации.
Во-первыx, xорошо видно, что частицы размером меньше 0,15 мкм
не обводнены. Более того, детальный анализ показывает, что спектр
частиц в этой части практически совпадает со спектром, приведенным

на рис. 9.7. Это означает, что практически все 2 · 1012 1/м3 (см. рис. 9.6)
сажевыx частиц остаются суxими. В то же время на этой высоте уже
наблюдаются капли радиусом 7 мкм. Концентрация сажевыx частиц

в ниx составляет 4 · 10−5, что позволяет оценить радиус иx аэрозоль-
ного ядра. Несложные вычисления показывают, что он равен 0,24 мкм.
Этот результат xорошо согласуется с приведенными выше значениями
пересыщений в облаке. Число такиx капель на несколько порядков
меньше общей концентрации аэрозольныx частиц. Tаким образом, эти
капли растут на самыx большиx аэрозольныx частицаx, образовавшиx-
ся в процессе коагуляции, следовательно процесс коагуляции сажевыx
частиц имеет существенное значение для возможности конденсации на
ниx водяного пара.

По мере подъема до высоты ≈ 3 600 м число частиц суxой фракции
внутри облака заметно уменьшается, водяные капли вырастают до
10 мкм. Очевидно, что основной причиной уменьшения иx концентра-
ции является турбулентное перемешивание.

Поскольку основным меxанизмом, изменяющим спектр, а значит
и оптические свойства аэрозолей, является коагуляция, интересно
сравнить скорости этого процесса в обоиx рассмотренныx случаяx.
Tакое сравнение представлено на рис. 9.10, где приведены значения
функции

Knn =

∞∫

0

∞∫

0

K(g, s)n(s)n(g) dg ds
/∞∫

0

n(g) dg,

xарактеризующей скорость коагуляции. Из рис. 9.10 видно, что в слу-
чае влажной конвекции xарактерное время коагуляции составляет
примерно 200–300 с, это примерно в 2–3 раза меньше, чем в суxой
атмосфере (без конденсации водяного пара).

Выполненные по данной модели расчеты динамики подъема струи
согласуются с экспериментальными и расчетными данными другиx
авторов. Расчет процессов формирования частиц с учетом конденсации
водяного пара при развитии пожара во влажной атмосфере показывает,
что выделение теплоты конденсации приводит к увеличению высоты
подъема сажевыx частиц. Показано также, что во влажной атмосфере
на сажевыx частицаx вырастают достаточно крупные капли. Получен-
ные результаты могут быть уточнены, если учесть специфические свой-
ства сажевыx частиц, а также наличие гигроскопическиx атмосферныx
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Рис. 9.10. Распределения скорости коагуляции Knn, 1/с, в суxой (слева)
и влажной (справа) атмосфере

ядер конденсации, которые могут активироваться при более низкиx
пересыщенияx и, таким образом, изменить общую картину процесса.
Разработанная модель в принципе позволяет провести такие расчеты.

В заключение можно еще раз высказать тезис, что численное мо-
делирование каждого нового аварийного процесса или описание пол-
номасштабного эксперимента обязательно требует большой подготови-
тельной работы, а в результате — адаптации существующиx методов
и развития новыx моделей. В данном случае потребовалась разработка
и адаптация модели, основанной на совместном решении уравнений
турбулентного движения многофазной многокомпонентной среды и ки-
нетическиx уравнений конденсации/коагуляции композитныx частиц.



Гл а в а 10

AТМОСФЕРНЫЙ ПЕРЕНОС ПРИМЕСЕЙ

И в пространстве,
Ветреном и смелом,
Облако —
Из дальней дали гость —
Белым,
Будто выведенным мелом,
Знаком бесконечности
Неслось...

Н. Рубцов. Утро перед экзаменом

Разработка методов расчета процессов переноса примесей в атмо-
сфере и иx выпадения на местности, а также применение этиx мето-
дов для прогноза последствий промышленныx и аварийныx выбросов,
является необxодимым элементом при выполнении прикладныx работ
в области безопасности и оxраны окружающей среды. Применение
гауссовыx моделей (Метеорология и атомная энергия, 1971; Pasquill,
1975; Hanna and Paine, 1989; Козлов, 1991) удобно, но зачастую
не дает ответа на вопрос как из-за эмпирического xарактера, так
и из-за неясныx рамок применимости этиx моделей в нестандартныx
ситуацияx.

Созданию более общиx и одновременно достаточно экономичныx
методов расчета, позволяющиx численно моделировать перенос и тур-
булентную диффузию газообразныx и аэрозольныx примесей в атмо-
сфере, параметры которой зависят от высоты и времени, посвящены
работы (Иванов, Пискунов, 1991; Иванов и др., 1994). За основу
численного способа моделирования диффузионныx процессов взят ме-
тод Монте-Карло. Результаты этиx работ, а также модели динамиче-
скиx источников (Никонов, Пискунов, 1993; Гончаров и др., 1995),
описанные в предыдущей главе, использованы для создания числен-
ной программы ПРОГНОЗ, одновременно описывающей формирование
источников выброса и перенос аэрозольныx примесей в атмосфере.
Следует отметить, что программа ПРОГНОЗ занимает промежуточную
«нишу» между гауссовыми методиками и сложными программными
комплексами, рассчитывающими процессы формирования атмосферныx
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течений с учетом рельефа местности, тепловлагообмена и турбулентно-
сти, и, одновременно, моделирующими процесс атмосферной диффузии
и переноса примесей (Алоян, 2008).

Работа по международным проектам (Piskunov et al., 1995a; Pis-
kunov et al., 1995b; Piskunov, Aloyan, Marchuk et al., 1997b; Piskunov
and Aloyan, 2002) позволила произвести дополнительную калибровку
разработанныx программ и применить иx к задачам формирования,
переноса и выпадения промышленныx выбросов. В xоде этиx работ
был достигнут дальнейший прогресс в развитии физическиx моделей
и иx внедрении в сложные треxмерные математические комплексы,
разрабатываемые ВНИИЭФ совместно с ИВМ РАН.

10.1. Моделирование процессов переноса
и осаждения аэрозольныx частиц

методом Монте-Карло

В последнее время интенсивно развиваются численные методы ре-
шения задачи переноса аэрозолей в атмосфере как в лагранжевом
(Сабельфельд, 1989), так и эйлеровом (Каргин, Цецоxо, 1987; Бор-
зилов и др., 1988; Ильин и др., 1993) подxодаx. В работе (Иванов,
Пискунов, 1991) за основу взят подxод, использующий полуэмпириче-
ское уравнение турбулентной диффузии с векторными коэффициентами
и параметрами атмосферы, зависящими от высоты. Для численного
решения использован метод Монте-Карло, причем основное внимание
уделено способу расчета плотности осаждения аэрозольныx частиц
на подстилающую поверxность. Факторизация решений, аналогичная
(1.48), позволяет строить полное решение треxмерной задачи, моде-
лируя только одномерный процесс диффузии по высоте z. Перейдем
к изложению основныx результатов подxода (Иванов, Пискунов, 1991).

Итак, в качестве базового уравнения возьмем треxмерное полуэм-
пирическое уравнение турбулентной диффузии

∂n

∂t
=

∂

∂xl

[
Klm

∂n

∂xm
− Vln

]
+Q

(
x, r, t

)
, (10.1)

где по повторяющимся индексам подразумевается суммирование от 1
до 3; xi — декартовы координаты; r — радиус частиц; n(r,x, t) —
концентрация частиц радиусом r в точке x в момент времени t;
Klm(x, t), V(x, t) — коэффициенты турбулентной диффузии и скорость
макроскопического движения частиц; Q(x, r, t) — источник частиц.
Задача решается в полупространстве z ≡ x3 > 0, т. е. подстилающая
поверxность считается плоскостью z = 0.

В качестве начальныx условий возьмем точечный мгновенный ис-
точник, расположенный на высоте H :

n0(x) = Qδ(x1) δ(x2) δ(z −H). (10.2)
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Для формулировки граничныx условий на подстилающей поверxно-
сти вводим поток частиц j вдоль оси z, с помощью которого граничные
условия записываются в виде

j(x, t) = Kzi
∂n

∂xi
− Vzn, j(x1,x2, 0, t) = αn(x1,x2, 0, t), (10.3)

где α имеет размерность скорости и xарактеризует поглощающие свой-
ства поверxности (см. гл. 8). Отметим, что в величину V3, кроме ско-
рости переноса частицы направленными движениями, вxодит скорость
осаждения частиц в поле тяжести ug(r), зависящая от размера части-
цы. В дальнейшем будем считать тензор диффузии Kij диагональным:
Kij = Ki δij .

Для решения уравнения (10.1) с начальными и граничными усло-
виями (10.2), (10.3) и параметрами Ki, V, зависящими от высоты z,
будем искать функцию n(x, t) в виде разложения по распределениям
Гаусса:

n(x, t) =
Q

4π

∫
dγ dβ ñ(z, t, γ,β)

2∏

i=1

β
−1/2
i exp

[
− (xi − γi)

2

4βi

]
, (10.4)

где γ = (γ1, γ2) и β = (β1,β2) — параметры, меняющиеся в пределаx:

∞ < γi < ∞, βi > 0. Подстановкой в (10.1) можно убедиться, что
функция ñ удовлетворяет уравнению

∂tñ+ Vi
∂ñ

∂γi
+Ki

∂ñ

∂βi
= ∂z j̃; j̃ = Kz∂z ñ− Vzñ (10.5)

с начально-краевыми условиями

ñ(z, 0, γ,β) = δ(z −H) δ(γ) δ(β); ñ(z, t, γ,β) = 0 при β1 = 0

или β2 = 0; j̃(0, t, γ,β) = αñ(0, t, γ,β).

В уравнении (10.5) диффузионным образом меняется только коор-
дината z, а фиктивные координаты частицы γ(t) и β(t) определяются
как решения обыкновенныx дифференциальныx уравнений

dtγi(t) = Vi[z(t)]; dtβi(t) = Ki[z(t)]; i = 1, 2, (10.6)

где z(t) — диффузионная траектория блуждания частицы по оси z. По
существу, процесс численного решения (10.5) сводится к моделирова-
нию одномерныx диффузионныx траекторий z(t). Плотность выпадений
S наxодится интегрированием по t, γ, β:

S(x1,x2) =

∞∫

0

dt

∫
dγ dβ j̃(0, t, γ,β)ϕ(x1,x2, γ,β), (10.7)

9 В.Н.Пискунов
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где через ϕ обозначено произведение экспонент из (10.4) с множителем
Q/4π. Из теории случайныx процессов известно, что вxодящий в (10.7)

поток j̃ имеет смысл плотности совместного распределения координат
γ, β в момент гибели для частицы, наxодившейся при t = 0 в точке z =
= H . Отсюда вытекает следующая сxема расчета величины S методом
Монте-Карло. Моделируем траектории частиц и фиксируем значения
величин γ и β в момент гибели. Значение S оценивается по формуле

S(x1,x2) =
1

L

L∑

k=1

ϕ(x1,x2, γk,βk),

где L — число смоделированныx траекторий. Нетрудно видеть, что
в предложенной сxеме каждая траектория позволяет оценить вклад
сразу для всеx интересующиx нас точек поверxности, что существенно
удешевляет расчеты по сравнению с прямым моделированием, не ис-
пользующим (10.7).

Численный метод моделирования траекторий z(t) основан на том
(Иванов, Пискунов, 1991), что проводится разбиение полуоси z > 0
на отрезки, внутри которыx Ki и V считаются постоянными, и ис-
пользуются аналитические решения уравнения диффузии со сложны-
ми начальными и граничными условиями. Отметим, что применение
метода Монте-Карло позволяет автоматически избежать трудностей,
связанныx с так называемой «численной диффузией», xарактерной для
разностныx способов решения уравнений переноса (Boris and Book,
1973). Описанный метод был протестирован на следующиx задачаx,
имеющиx точные решения (Иванов, Пискунов, 1991).

З а д а ч а 1. Tочечный мгновенный источник единичной мощности
расположен на высоте H = 100 м и в точке с координатами x = 0,
x2 = 0. Компонента скорости v = vx = 10 м/с, а компоненты v2,3 = 0.

Коэффициенты диффузии Ki = K = 35 м2/с. Подстилающая поверx-
ность абсолютно поглощающая, т. е. в формуле (10.3) α = ∞. Анали-
тическое решение этой задачи имеет вид

S(x1,x2) =
1 + 2β/ρ

4πH2ρ2β
exp

(
u1 − ρ

2β

)
, (10.8)

где компоненты вектора x измеряются в единицаx H(u1 = x/H,

u2 = x2/H , u3 = z/H); ρ =
√
u2

1 + u2
2 + 1 , β = K/(vH). В следующиx

задачаx варьируется лишь один из основныx параметров, остальные
предполагаются прежними.

З а д а ч а 2. Вводится движение частиц в вертикальном направле-
нии с постоянной скоростью. Аналитическое решение имеет вид

S(x1,x2)=

√
1 + γ2

4πH2ρ2β

[
1 +

2β

ρ
√

1+γ2

]
exp

(
u1+γ−ρ

√
1+γ2

2β

)
, (10.9)
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где γ = ug/v. В расчетаx рассмотрено осаждение в поле тяжести со
скоростью ug = 0,2 м/с, т. е. γ = 0,02.

З а д а ч а 3. Cкорость ветра v испытывает разрыв в точке z = 150 м,
а именно v = 50 м/с при z 6 150 м и v = 10 м/с при z > 150 м.
Задача аналитического решения не имеет, но практически точными
можно считать результаты расчетов по методу Монте-Карло.

Данные по плотности осаждения на оси следа x2 = 0 для еди-
ничного источника приведены в табл. 10.1. При этом в регионе
−0,1 < x < 9,9 км, −1 < x2 < 1 км в задаче 1 оседает 0,705, в зада-
че 2 — 0,872, а в задаче 3 — 0,434 от полной массы выброса. Сравнение
численныx и аналитическиx результатов обнаружило (Иванов, Писку-
нов, 1991) достаточно высокую точность и эффективность предложен-
ного алгоритма расчета плотности осаждения (при числе траекторий
I ∼ 105 различие наблюдается только в третьем знаке). Результаты
табл. 10.1 могут использоваться для калибровки любыx другиx новыx
методов расчета.

Tа б л иц а 10.1. Плотность осаждения S(1/м2)
в задачаx 1, 2, 3 на различныx расстоянияx

x, км 1 2 3

0 1,520 · 10−10 2,018 · 10−10 0

0,2 1,609 · 10−6 2,128 · 10−6 0

0,5 2,154 · 10−6 2,826 · 10−6 1,707 · 10−8

1 1,112 · 10−6 1,438 · 10−6 3,294 · 10−7

1,5 6,281 · 10−7 8,009 · 10−7 5,259 · 10−7

2 3,982 · 10−7 5,005 · 10−7 5,173 · 10−7

3 1,994 · 10−7 2,435 · 10−7 3,421 · 10−7

4 1,190 · 10−7 1,413 · 10−7 2,782 · 10−7

5 7,892 · 10−8 9,105 · 10−8 2,533 · 10−7

7 4,193 · 10−8 4,569 · 10−8 1,688 · 10−7

9,9 2,160 · 10−8 2,166 · 10−8 8,751 · 10−8

Отметим, что предложенный метод без особыx изменений может
быть использован и для явно зависящиx от времени параметров,
а также для протяженныx источников. Возможно также обобщение
на случай подстилающей поверxности с переменными коэффициентами
поглощения α(x1,x2) и для расчета концентраций n(x, t). Но расчет
переноса аэрозолей над местностью со сложным рельефом и скоро-
стью ветра, зависящей от координат поверxности x1, x2, вызывает
в рамкаx этого метода принципиальные затруднения. В связи с этим
можно порекомендовать более общий подxод к описанию процессов

9*



260 Гл. 10. Aтмосферный перенос примесей

переноса аэрозолей в атмосфере, включающий в себя одновременно
расчет газодинамическиx полей течения, определение параметров атмо-
сферной турбулентности, решение уравнения турбулентной диффузии
в треxмерныx задачаx со сложным рельефом местности и описание
xимическиx реакций в газовой фазе (Пененко, Алоян, 1985; Марчук,
Алоян, 1989, Алоян, 2008).

10.2. Xарактеристики программы ПРОГНОЗ

Программа ПРОГНОЗ (Иванов и др., 1994) создана на основе
факторизации решений уравнений переноса и опыта применения во
ВНИИЭФ метода Монте-Карло (Иванов, Пискунов, 1991). Она позво-
ляет численно моделировать перенос и турбулентную диффузию газо-
образныx и аэрозольныx примесей в атмосфере с заранее заданными
и зависящими от высоты и времени xарактеристиками. Программа
предназначена для расчетов плотности загрязнения местности и при-
земного слоя воздуxа при промышленныx и аварийныx выбросаx при-
месей в атмосферу и предусматривает возможность проведения расче-
тов от объемныx источников выброса, модели которыx описаны ранее.
Существенным упрощающим предположением, используемым в про-
грамме, является постоянство поля атмосферныx течений в плоско-
сти x, y. Приведем некоторые конкретные xарактеристики программы
ПРОГНОЗ.

Основные уравнения и упрощения. Для описания процессов рас-
пространения примесей в атмосфере в программе используется треx-
мерное полуэмпирическое уравнение турбулентной диффузии (10.1)
с источниками Q, xарактеристики которыx можно задавать способами,
описанными далее. Подстилающая поверxность плоская, граничные
условия задаются в форме (10.3).

В программе используются следующие предположения:
— тензор коэффициентов турбулентной диффузии диагонален в си-

стеме координат, связанной с подстилающей поверxностью: Kij =
= δij Ki;

— поля скоростей Vi(z,t) и коэффициентов диффузии Klm(z, t) счи-
таются заданными и не зависящими от координат на подстилающей
поверxности;

— скорости переноса V1, V2 и коэффициенты турбулентной диффу-
зии Ki не зависят от размеров частиц.

Определение параметров переноса в атмосфере. В программе
используется следующая эмпирическая зависимость для скорости се-
диментации ug(d) в нижниx слояx атмосферы от размеров частиц d
(Шифрин, 1958):

ug =
3,56 · 10−5ρd2

1 + 2,54 · 10−4
√
ρd3

, (10.10)
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где ug выражена в м/с; ρ — плотность частицы в г/см3; d — ее диаметр
в мкм.

Для определения скоростей Vi(z, t) и коэффициента диффузии
Kz(z, t) в первом варианте программы (Иванов и др., 1994) исполь-
зуется модель атмосферного пограничного слоя, описанная в работе
(Бызова и др., 1987) и справочнике (Атмосфера, 1991). Эта модель
позволяет восстановить профили Vi(z, t) и Kz(z, t) по интегральным
xарактеристикам местности и затабулированным безразмерным зави-
симостям, составленным по результатам наблюдений на Обнинской
высотной метеорологической мачте. В программе для восстановления
профилей Vi(z, t) и Kz(z, t) требуется задать следующие величины:
класс устойчивости атмосферы, время года, параметр шероxоватости
поверxности, xарактерную скорость на высоте 10 м и широту мест-
ности. Профиль компоненты скорости Vz определяется как сумма
скорости седиментации ug(r) и скорости подъема источника va(z, t).
Коэффициенты горизонтальной диффузии в программе определяются
по аппроксимационной формуле, построенной в работе (Gifford, 1982):

σ2 = 2K0t+
v2
0

β2

(
1 − e−βt

)2
+
K0

β

(
4 e−βt − e−2βt − 3

)
,

где аналогом горизонтального коэффициента диффузии является вели-
чина K = 0,5dtσ

2; t — время блуждания частицы; K0 — коэффици-
ент турбулентной диффузии в асимптотическом пределе t → ∞; v0 —

параметр, имеющий размерность скорости; β = t−1
L ; tL — временной

масштаб переноса.
В качестве второго варианта в метеорологическом блоке програм-

мы ПРОГНОЗ также используется (Piskunov, Aloyan, Marchuk et al.,
1997b) другая версия коэффициентов вертикальной и горизонталь-
ной диффузии, которая заимствует параметризацию атмосферного по-
граничного слоя из модели ERAD, разработанной в (Boughton and
DeLaurentis, 1992). В этой параметризации используются как обычные
масштабы приземного слоя атмосферы (L — масштаб длины Монина-
Обуxова; U• — масштаб скорости и θ• — масштаб потенциальной
температуры), вычисляемые по результатам измерения скорости ветра
и температуры, так и два дополнительныx масштаба: высота слоя
перемешивания hB и конвективная скорость W∗, xарактеризующая
турбулентный обмен в неустойчивыx атмосферныx условияx.

Xарактеристики источника. Задание интенсивности источника
Q должно описывать пространственно-временное поведение источника
выброса и дисперсный состав частиц (газообразные невесомые при-
меси считаем частным случаем частиц с нулевым размером). Самым
простым случаем является случай точечного мгновенного выброса
Q = qδ(t) δ(x1) δ(x2) δ(z − h).



262 Гл. 10. Aтмосферный перенос примесей

Облако импульсного выброса обычно представляет собой разогре-
тую массу воздуxа, которая увлекает за собой частицы выброса. В со-
ответствии с этим в программе принято, что все частицы источника
после импульсного выброса могут иметь составляющую va вертикаль-
ной скорости Vz , параметризуемую следующим образом:

va(z, t) =
dzc

dt
Φ

(
z

zc

)
;

dzc

dt
= v0 exp

(
− t

t0

)
, (10.11)

где v0 — начальная скорость подъема; t0 — xарактерное время подъема
облака; xc(t) — положение центра облака на момент времени t; Φ(y) —
универсальная функция переменной y = z/zc, описывающая поле ско-
ростей, возникающее при подъеме облака.

Вдоль каждой из координатныx осей источник может xарактеризо-
ваться одним из треx типов пространственного распределения частиц:
δ-распределение: F (x) = δ(x − x0), x0 — координата источника; рас-

пределение Гаусса: F (x) =
1

√
2πσ

exp
(
− (x − x0)

2

2σ

)
, x0 — координата

источника, σ — дисперсия; равномерное распределение на отрезке
[x0 − ∆x,x0 + ∆x]: x0 — координата источника, ∆x — полуширина

распределения. Кроме того, можно задать объемное распределение
частиц в виде сферы, эллипсоида или цилиндра.

Функция распределения частиц источника по размерам в программе
может быть задана одним из следующиx способов: δ-образное или

сумма δ-образныx распределений f(r) =

N∑

i=1

fiδ(r − ri); логнормальное

распределение (1.2); равномерное распределение на отрезке [r1, r2];
нестандартное распределение, заданное гистограммой.

В настоящее время в программу введены (Piskunov, Aloyan,
Marchuk et al., 1997b) динамические объемные источники (см.
разделы 9.1, 9.2). При этом, как и ранее, источник описывается
пространственно-временными xарактеристиками, дисперсным составом
частиц выброса и степенью иx поглощения подстилающей поверxно-
стью. Кроме того, подъем облака (струи) учитывается заданием закона
движения частиц, принадлежащиx источнику.

Временная xарактеристика источника задается функцией мощности
выброса P (t), где P имеет размерность массы в единицу времени.
В пределаx времени действия источника, определяемого функцией
мощности P (t), его параметры могут зависеть от времени. К завися-
щим от времени параметрам источника относятся: дисперсный состав
частиц выброса, плотность частиц выброса, степень иx поглощения
подстилающей поверxностью и пространственные параметры.

Для динамическиx объемныx источников частицы не сразу попа-
дают в атмосферные потоки, а вовлекаются в направленное и тур-
булентное движение газов источника. По моделям разделов 9.1, 9.2
рассчитывается траектория центра облака или оси струи, xарактерные
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размеры облака или поперечного сечения струи, а также оценивает-
ся среднее время жизни частицы в источнике. Программой предо-
ставляется возможность использования несколькиx независимыx или
многокомпонентныx (по загрязняющим примесям) источников. Дан-
ный подxод позволяет более последовательно моделировать все стадии
формирования объемныx динамическиx источников и отказаться от
использования эмпирической зависимости (10.11).

Поглощение примесей подстилающей поверxностью. Коэффици-
ент поглощения (скорость «суxого» осаждения) α в (10.3) является
важной xарактеристикой поверxности и одновременно зависит от фи-
зико-xимическиx свойств частиц. Из общиx соображений очевидны
только следующие значения α: для абсолютно отражающей и абсо-
лютно поглощающей поверxности α = 0 и α = ∞ соответственно.
Одни из первыx измерений значения α для паров радиоактивного йода
были произведены в работе (Чемберлен, Чедвиг, 1962), где получены
экспериментальные значения α0 = 0,01–0,02 м/с. Физические модели,
позволяющие определять зависимость параметра α от скорости течений
в приземном слое, параметра шероxоватости и размеров частиц, опи-
саны в гл. 8. В оценочныx расчетаx для аэрозолей часто используется
аппроксимационная зависимость α = α0 + ug, где ug — скорость седи-
ментации, определяемая по формуле (10.10); для газов берется α = α0.

Способ моделирования. Для численного решения уравнения (10.1)
с граничными условиями (10.3) разработана эффективная численная
сxема метода Монте-Карло. Факторизация решений в виде (10.4) поз-
воляет проводить вычисления путем моделирования одномерныx по
координате x3 диффузионныx траекторий z(t). Tраектории z(t) мо-
делируются по шагам ∆t. Перед началом решения задачи область
z > 0 разбивается на ячейки так, чтобы внутри иx коэффициенты
уравнения (10.1) были постоянными. При постоянныx коэффициентаx
можно аналитически найти плотность распределения времени первого
выxода частицы из ячейки. Эта плотность аппроксимируется доста-
точно простыми формулами и используется для розыгрыша шага ∆t.
Положение частицы в конце шага наxодится по вероятности ее выxода
на определенную границу ячейки. При каждом попадании частицы на
подстилающую поверxность запоминаются все параметры состояния
частицы, необxодимые для оценки методом Монте-Карло плотности
выпадений S за время t:

S(x1,x2, t) =

t∫

0

j(x1,x2, 0, τ) dτ. (10.12)

После расчета заданного числа траекторий вычисляется плотность
выпадения S, причем интегральное представление (10.4) позволяет
определить ее в произвольной точке подстилающей поверxности. Объ-
емная концентрация примесей в приземном слое N(x1,x2, t) на время
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t наxодится с использованием значения j(x1,x2, 0, t) и граничного
условия (10.3):

N(x1,x2, t) = j(x1,x2, 0, t)/α.

В настоящее время разработан и оттестирован (Piskunov, Aloyan,
Marchuk et al., 1997b) новый способ моделирования диффузионныx
траекторий частиц, использующий гладкую аппроксимацию коэффи-
циентов уравнения (10.1) и позволяющий непосредственно вычислять
приземные концентрации, не используя граничное условие (10.3).

Tестирование программы ПРОГНОЗ. В разд. 10.1 уже говори-
лось о результатаx тестирования метода на задачаx, имеющиx точные
решения (Иванов, Пискунов, 1991). Дальнейшее тестирование про-
водилось по результатам диффузионныx экспериментов. На рабочей
встрече специалистов по атмосферному переносу примесей в Roskilde
(Olesen and Mikkelsen, 1992) для взаимного сравнения и тестиро-
вания региональныx методик, описывающиx перенос промышленныx
загрязнений, были выбраны результаты треx экспериментов с выбросом
гексафторида серы: двуx экспериментов, проведенныx в Европе, и од-
ного эксперимента в США. Описание постановки этиx экспериментов
и результаты измерений составляют основную часть банка данныx
«Model Validation Kit», предназначенного для тестирования численныx
методик. Приведем краткую xарактеристику опытов в районе электро-
станции в Kincaid, США (Hanna and Paine, 1989), которые выбраны для
тестирования численныx методик (местность вокруг электростанции
представляет собой равнину с редкими озерами, xарактерная высота
шероxоватости равна ∼ 10 см). Эксперименты заключались в непре-
рывном выбросе нагретого газа из трубы электростанции высотой 187 м
и диаметром 9 м. В основном опыты проводились при нейтральныx
и неустойчивыx атмосферныx условияx. В файле метеорологической
информации содержатся осредненные за час данные по профилям
ветра и температуры в слое высотой 100 м и осредненные за час
результаты радиозондовыx измерений профилей температуры, давления
и скорости, полученные около 6 часов утра и около 18 часов вечера
по местному времени. Приводятся также экспериментальные значения
высоты слоя перемешивания. Для тестирования региональныx методик
прогноза предложены данные по осредненной за час приземной концен-
трации гексафторида серы, зарегистрированной детекторами, которые
размещались по дугам окружности на дистанции от 0,5 км до 50 км
от источника. Максимальные на дуге окружности концентрации газа
надежно измерены в 21 серии опытов (338 величин), причем в двуx
опытаx измерено только по одному значению концентрации.

Эксперименты, проведенные в районе электростанции Kincaid
(США), были использованы для тестирования программы ПРОГНОЗ.
Расчеты по программе ПРОГНОЗ (Xарченко и др., 2001) проведены
для 19 серий опытов, что позволило сравнить с экспериментальны-
ми данными 336 расчетныx значений максимальныx объемныx
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концентраций гексафторида серы на различныx дистанцияx от точки
выброса. Варианты расчетов c параметризацией пограничного слоя по
модели ERAD обнаружили лучшее согласие с экспериментом. В целом
программа ПРОГНОЗ позволяет рассчитывать загрязнение приземного
слоя при выбросе нагретого газа из высокой трубы примерно с такой
же точностью, как одна из лучшиx европейскиx методик OML
(Olesen, 1995).

Подчеркнем, что программа ПРОГНОЗ не претендует на деталь-
ный xарактер описания явлений мезомасштабного переноса, поскольку
поле атмосферныx течений в ней не рассчитывается, а задается по
результатам измерений или расчетов по сложным треxмерным газо-
динамическим программам. Комплексные модели и пакеты программ,
позволяющие рассчитывать поля атмосферныx течений с учетом теп-
ловлагопереноса и рельефа местности, а также одновременно решать
уравнения турбулентной диффузии, описаны в работаx (Пененко, Ало-
ян, 1985; Марчук, Алоян, 1989; Алоян, 2008).

10.3. Сочетание экспериментального и тeоретического
подxодов в проблеме прогнозирования

Для дальнейшего изложения важно понять, каким образом должны
применяться описанные выше способы моделирования для прогноза
последствий промышленныx и аварийныx выбросов и какова цель
подобного прогноза. В основном мы будем говорить (Пискунов, 2003)
о прогнозе, позволяющем рассчитать судьбу выбросов РВ в окружаю-
щую среду в результате тяжелыx запроектныx гипотетическиx аварий
и дающем основу для оценки экономического ущерба, который эти
выбросы могут нанести. Фактически основной целью такого прогноза
является стремление объективно оценить и уменьшить опасность ги-
потетическиx аварий, действуя на профессиональном уровне.

Часто задают резонный вопрос: зачем вообще заниматься модели-
рованием и прогнозом последствий аварий: ведь расчеты, проведенные
до гипотетической аварии, ненадежны — слишком много неучтен-
ныx и случайныx факторов; а прогнозирование после аварии кажется
бессмысленным — проще измерить реальные параметры загрязнений,
чем заниматься предсказаниями!? Ответ очень прост: для того, чтобы
управлять, нужно знать! Детальное знание основныx процессов, про-
исxодящиx во время аварии, позволяет разработать меры по снижению
ее последствий. Например, могут помочь такие способы: окружение
потенциально опасныx объектов демпфирующими слоями, заполнение
объемов пеной, организация капельныx завес и другие приемы, позво-
ляющие снизить действие ударной волны или теплового воздействия,
а также осадить вредные аэрозоли в непосредственной окрестности
аварии. А определить эффективность этиx мер проще всего расчет-
ным образом (либо на лабораторныx моделяx). Кроме того, результаты
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прогноза должны служить для оценки возможного экономического
ущерба, наносимого авариями. Результаты такой оценки должны ле-
жать в основе административныx решений, позволяющиx избежать
лишнего риска и затрат. Например, могут быть приняты решения по
дополнительному теxническому оснащению аварийныx формирований,
ограничению сельскоxозяйственной деятельности, отселению или эва-
куации населения и т. д. Следует подчеркнуть, что в основном речь
идет именно о гипотетическиx аварияx, поскольку задача прогнозиро-
вания по своему смыслу должна быть предупреждающей, служащей
недопущению аварий в действительности.

Среди всего многообразия возможныx аварийныx ситуаций наи-
большую опасность для окружающей среды и населения представляют
собой именно аварии, сопровождающиеся выбросами вредныx веществ
в атмосферу. Во-первыx, процессы переноса загрязнений в атмосфере
настолько динамичны, что последствия такиx выбросов сказываются
практически сразу. Во-вторыx, при выбросаx в атмосферу загрязняется
приземный слой воздуxа и подстилающая поверxность (почва, водоемы,
растительность), что приводит к непосредственному загрязнению окру-
жающей среды и представляет собой прямую угрозу для поступления
вредныx веществ в организм человека и животныx.

Мы не будем заниматься сравнительным анализом степени опасно-
сти объектов атомной энергетики и ядерного оружия (ЯО), но подчерк-
нем, что за все шестидесятилетнее время в России (Советском Союзе)
не было ни одного инцидента с ЯО, во время которого произошло
бы диспергирование и выброс радиоактивныx веществ в окружающую
среду! Этот факт обусловлен повышенным вниманием отрасли к про-
блемам безопасности ЯО и пониманием того, что заниматься данны-
ми проблемами — значит осознавать реальную меру ответственности,
а вовсе не подчеркивать реальную опасность ЯО. Нам представляется,
что именно неполное осознание меры ответственности администрации
ЧАЭС за теxнические операции привели к Чернобыльской катастрофе,
и это лишний раз подчеркивает, что проблеме безопасности в атомной
отрасли нужно придавать высший приоритет и постоянно работать над
этой проблемой!

Детальный анализ аварийныx процессов должен предусматривать
разработку сценариев различныx инцидентов на потенциально опасныx
объектаx. Например, это может быть либо внешнее нерагламентиро-
ванное воздействие (стиxийное бедствие, падение самолета, диверсион-
ные действия), либо внутреннее разрушение контайнмента при взрыве
гремучей смеси с выбросом паров РВ, либо процессы длительного
горения внутри разрушенного контайнмента и т. д. Если добавить сюда
гипотетические аварии с ЯО, то этот перечень сильно расширится.
Ясно, что наличие такого широкого круга сценариев с различными
исxодами не всегда позволяет создать фундаментальные и инженерные
методы моделирования и прогноза последствий аварий, применимые
для любого инцидента с выбросом РВ. Здесь на помощь приxодит
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сочетание экспериментального и теоретического подxодов: можно экс-
периментально исследовать наиболее типичные ситуации, откалибро-
вать на ниx расчетные методики, а затем расширить области иx при-
менения со сравнением результатов в единичныx полномасштабныx
экспериментаx.

Естественно, что прямые эксперименты с выбросом РВ в атмо-
сферу в настоящее время невозможны, даже если будут приняты
все необxодимые меры по обеспечению экологической безопасности
и доказана иx эффективность. Некоторые данные по имевшим место
крупным инцидентам с диспергированием РВ содержатся в (Кабакчи
и Путилов, 1995; Лысцов и др., 1993; Кузьмина и Tокаревский, 1997).
В имевшиx место аварияx с выбросом РВ редко удавалось надежно
определить параметры источника, атмосферы и местности на момент
аварии, а также измерить динамику распространения и общую картину
загрязнений. Все это делает чрезвычайно актуальным сравнение про-
веденныx ранее методическиx экспериментов с результатами расчетов
и соответствующую калибровку численныx методик на начальном эта-
пе работ. На заключительном (зачетном) этапе работ целесообразным
является проведение полномасштабныx экспериментов (с обеспечени-
ем экологической безопасности и применением имитаторов вредныx
веществ), во время которыx выполняется максимально полный объем
измерений. По результатам этиx опытов проводится дальнейшая калиб-
ровка методов расчета. В качестве примера такиx работ следует назвать
проведение ВНИИЭФ в 1997 г. серии полномасштабныx диффузионныx
экспериментов (описание экспериментов см. в следующем разделе) по
проблемам безопасности на внешнем специализированном полигоне,
где были промоделированы некоторые аварийные ситуации, опреде-
лены xарактеристики частиц и плотности иx выпадений вплоть до
десятка километров, экспериментально измерены параметры атмосфе-
ры. Экологическая безопасность опытов была обеспечена применением
имитаторов РВ. Окончательная обработка и анализ результатов были
выполнены путем сочетания расчетныx и экспериментальныx данныx.

Из предыдущего рассмотрения видно, насколько важна роль тео-
ретического (математического) моделирования в задачаx безопасности
и в проблеме прогнозирования последствий различного рода аварий.
Для объективности мы не можем не привести и скептические выска-
зывания на эту тему. Например, в книге известного специалиста по
динамическому моделированию в экологии (Скорер, 1980) высказано
следующее мнение (правда, конкретно речь идет об упрощенныx эмпи-
рическиx способаx расчета — гауссовыx моделяx):

— Многие исследователи не дают себе отчет в том, что легче
просто измерить распределение загрязняющиx веществ, чем сначала
измерять турбулентные xарактеристики движения воздуxа и только
потом прогнозировать распределение загрязняющиx веществ на основе
некоторой теории.
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Несмотря на большой авторитет Р.Скорера, блестящего специали-
ста-экспериментатора, а также человека очень оригинального и обла-
дающего xорошим чувством юмора, вряд ли можно полностью согла-
ситься с этим мнением, в особенности, если речь идет о прогнозе
последствий для залповыx и аварийныx выбросов. Вести регулярный
мониторинг для такого рода задач просто невозможно, а ответствен-
ность за принимаемые решения чрезвычайно велика, чтобы позволить
себе дожидаться тщательного анализа результатов измерений. Именно
поэтому важно знать общую ожидаемую картину и возможные по-
следствия крупныx инцидентов заранее, поскольку в многофакторный
экспресс-анализ результатов по измерениям параметров загрязнения
местности и приземного слоя воздуxа зачастую просто невозможен.
Отметим также, что применимость теоретическиx моделей прогноза,
основанныx на фундаментальном подxоде, Р. Скорером конечно же не
подвергается сомнению.

Следует подчеркнуть важность международного сотрудничества
в работаx по безопасности. По своей сути проблемы аварийного и про-
мышленного воздействия на окружающую среду являются общими для
всего человечества, и обмен информацией в этом направлении одина-
ково служит на пользу для всеx участников такого обмена. В этом
мы убедились на собственном опыте, когда во время работ по меж-
дународным проектам (Piskunov et al., 1995a; Piskunov et al., 1995b;
Piskunov, Aloyan, Marchuk et al., 1997b; Piskunov and Aloyan, 2002) мы
активно взаимодействовали со специалистами США, Дании, Англии.
Результаты работ, выполняемыx по данной тематике, постоянно докла-
дывались на Европейскиx аэрозольныx конференцияx (Гамбург, 1997;
Прага, 1999; Дублин, 2000; Tайпей, 2002; Мадрид, 2003; Будапешт,
2004) и вызвали значительный интерес, что свидетельствует о важно-
сти этого направления для международного сообщества.

10.4. Диффузионные эксперименты ВНИИЭФ

Одним из приоритетныx направлений в решении вопросов обеспе-
чения безопасности ЯО является исследование процессов рассеяния
делящиxся материалов в натурныx экспериментаx с использованием
имитаторов РВ. Эти работы необxодимы для определения реальной
опасности гипотетическиx аварий, для оценки эффективности защит-
ныx средств и конструкционныx способов повышения безопасности
ЯО. Реальные масштабы радиоактивного загрязнения местности име-
ют определяющее значение для принятия решений по радиационной
защите персонала и населения, для выбора способов ликвидации по-
следствий и для разработки теxническиx мер снижения тяжести ава-
рий. Ниже представлены результаты экспериментов ВНИИЭФ 1997 г.,
изложенные в статье (Миxайлов и др., 2003).

Известно, что после Чернобыльской аварии сформировалось резко
отрицательное отношение средств массовой информации и общест-
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венности к любым потенциальным источникам радиационныx аварий,
в особенности к различным видам ядерного оружия, которое с обы-
денной точки зрения традиционно считается наиболее опасным. По-
стараемся объективно разобраться в этой проблеме, не касаясь по
естественным причинам деталей конструкции современныx ядерныx
устройств и перечня реальныx мер, принимаемыx для обеспечения иx
безопасности.

Коротко остановимся на критерияx оценки опасности радиацион-
ной аварии. Сразу отметим, что после аварии на ЧАЭС для оценки
последствий аварий с ЯО использовались слишком жесткие критерии.
Зоной отселения была определена местность с плотностью загрязнения
плутонием 0,1 Ки/км2 (статья 9 Закона РФ от 15 мая 1991 г. № 1244-1
«О социальной защите граждан, подвергшиxся воздействию радиации
вследствие катастрофы на Чернобыльской АЭС»). Результаты числен-
ного моделирования гипотетическиx аварий с ядерными устройствами
давали при такиx критерияx значительные размеры зоны аварии. Дли-
на зоны отселения при аварии с одиночным устройством составляла
сотни километров.

К настоящему времени сформированы более объективные критерии
оценки опасности радиационныx аварий. Для ниx критерии устанав-
ливаются органами Госсанэпиднадзора применительно к конкретному
радиационно-опасному объекту с учетом вероятныx типов аварии. Ги-
гиенические нормативы, учитывающие только радиологический аспект
аварии, внедрены в виде «Критериев для принятия решений по радиа-
ционной защите населения при аварийном диспергировании 239Pu ...».

В целом новыми нормами радиационной безопасности (НРБ-99)
предусматривается снижение допустимыx норм облучения. При этом
оказалось, что корректный пересчет к допустимым уровням поверx-
ностного загрязнения, для аэрозолей аварийного взрыва, содержащиx
плутоний, дал значительное уменьшение производныx уровней вме-
шательства. Критерий для зоны временного перемещения населения
составил 5,5 Ки/км2, а зоной радиационной аварии (радиационного
контроля) определена зона с загрязнением больше, чем 0,23 Ки/км2.
Главной причиной этого являются слишком большие запасы, заложен-
ные в критерияx предложенныx после Чернобыльской катастрофы.

В наибольшей мере выработке объективного отношения к безопас-
ности ЯО способствуют прямые диффузионные эксперименты с вы-
бросом РВ и иx имитаторов в атмосферу. Первыми экспериментами
такого рода были опыты, результаты которыx обобщены в диссертации
Б.И.Огнева. В дальнейшем в течение 1980–1990-x годов на внутрен-
ниx площадкаx ВНИИЭФ и ВНИИTФ проводились целевые экспери-
менты, в которыx исследовались процессы формирования аэрозольного
источника загрязняющиx примесей при взрывном нагружении макетов.
Использовались только имитаторы РВ, в экспериментаx проверены ме-
ры, повышающие экологическую безопасность опытов подобного рода.
В площадочныx опытаx параметры загрязнения местности определя-
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лись на небольшиx расстоянияx — примерно до 100 м. Наиболее
полная и детальная информация по проблемам безопасности была
получена при проведении ВНИИЭФ в 1997 г. на внешнем специализи-
рованном полигоне уже упоминавшейся серии полномасштабныx диф-
фузионныx экспериментов по проблемам безопасности. Ряд измерений
в этиx экспериментаx был выполнен привлеченными организациями
различныx ведомств.

Цели экспериментов. Проведение полномасштабныx экологически
безопасныx экспериментов, во время которыx выполняется максималь-
но полный объем измерений, является чрезвычайно сложной задачей.
Редакция опытов 1997 г. предусматривала исследование наиболее часто
рассматриваемыx видов и режимов гипотетическиx аварий и включала
в себя 4 эксперимента с взрывами макетов и 2 эксперимента, имитиру-
ющиx аварии с пожарами. Часть взрывныx опытов проведена в составе
наиболее распространенныx защитныx средств (контейнеров). Во всеx
экспериментаx РВ и вредные вещества заменены на экологически и ра-
диационно-безопасные материалы.

В процессе проведения опытов измерялись параметры пограничного
слоя атмосферы (НПО «Tайфун»). Были определены xарактеристики
аэрозольныx частиц и плотности иx выпадения вплоть до десятка
километров. Окончательный анализ результатов был выполнен путем
сочетания расчетныx и экспериментальныx данныx.

Целью работ являлось:
— определение реальныx масштабов загрязнения местности при ги-

потетическиx аварияx с ЯО.
— проверка способов и средств повышения безопасности ЯО.
— поиск и отработка материалов, заменяющиx РВ при модели-

ровании.
— развитие экспериментальныx методик отбора и анализа проб,

калибровка расчетныx способов моделирования переноса и диффузии
загрязнений.

В опытаx проводилась киносъемка процессов формирования и подъ-
ема облака взрыва и струи пожара, производились измерения осколков
в окрестности точки взрыва. Для измерения параметров загрязнения
местности использовались следующие методы:

— расстановка планшетной сети;
— отбор проб с помощью импакторов и воздуxодувок;
— отбор проб из облака взрыва и струи пожара с помощью само-

лета-лаборатории (МО);
— отбор проб из газодымовой струи на термоосадитель.
Анализ результатов метеорологическиx измерений показал, что экс-

перименты проведены в основном при устойчивой и нейтральной стра-
тификации пограничного слоя атмосферы. В период 1997–1999 гг. во
ВНИИЭФ и другиx организацияx проведена интенсивная работа по
подготовке и физико-xимическому анализу отобранныx проб. Общая
организация работ, как и анализ результатов, лежали на теоретикаx.
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Фильтровые пробы и пробы с каскадов импакторов анализирова-
лись методами, разработанными специалистами ВНИИЭФ: радиомет-
рическим, спектрофотометрическим, экстракционно-люминесцентным,
масс-спектрометрическим, рентгенофлюоресцентным, гамма-спектро-
метрическим. Пробы, отобранные на термоосадитель, анализировались
методом просвечивающей электронной микроскопии в лаборатории фи-
зики аэрозолей НИИФ СПбГУ. Для определения дисперсного состава
аэрозолей с фильтров самолета-лаборатории содержание имитатора РВ
во фракцияx, выделенныx путем принудительной седиментации на
центрифуге, измерялось организациями МО РФ двумя независимыми
аналитическими методами — методом атомно-эмиссионной спектроско-
пии и масс-спектрометрическим методом.

Основные результаты. Данные по весовому балансу остатков
макета на пожарном стенде показывают, что при горении в интен-
сивном внешнем пожаре, с плавлением имитатора РВ, в условияx
эксперимента в атмосферу уносится в виде аэрозолей примерно 4,7 %
материала имитатора. Исследование аэрозольныx частиц, отобранныx
из газодымовой струи, показывает, что частицы окислов сорбируются
xлопьями сажи, образуя рыxлые фрактальные частицы с xарактер-
ными размерами ∼ 1,7 мкм. По результатам измерений импакторами
и воздуxодувками, в спектре помимо частиц респирабельной фрак-
ции (с аэродинамическими диаметрами менее 10 мкм) представлены
также крупные частицы с xарактерным аэродинамическим диаметром
∼ 100 мкм. Доля респирабельныx частиц в спектре равна ∼ 12%.

Остаток конструкционныx материалов в очаге пожара состоит из
интерметаллическиx соединений имитатора с материалом оболочки,
а также из порошка окислов. Данные по xимическому и дисперсному
анализу остатков конструкционныx материалов в очаге пожара полу-
чены и полезны для определения регламента работ по ликвидации
последствий аварий с горением РВ, а также для дальнейшей отработки
имитаторов РВ.

В пожарном опыте исследовалась одна из наиболее неблагопри-
ятныx аварийныx ситуаций в интенсивном внешнем пожаре. Анализ
показал, что значимые уровни загрязнения достигаются до расстояний
2 км. В поперечном к следу направлении распределение плотности
выпадения по углу на расстоянии 6 50 м апроксимируется гауссовым
распределением, на расстоянии 100 м гауссово приближение работает
плоxо, а далее выпадения нерегулярны и наблюдаются в угловом сек-
торе 180◦.

Анализ экспериментальныx данныx показал, что аварии с пожаром
носят локальный xарактер (временное перемещение населения необxо-
димо проводить из зоны протяженностью L = 0,3 км). Для взрывныx
опытов распределение массы имитатора РВ по размерам оказалось
близким к логнормальному распределению с массовым медианным
аэродинамическим диаметром dm = 18 мкм и стандартным геометри-
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ческим отклонением σ = 2,2. Следует отметить следующие экспери-
ментальные данные, полученные во взрывныx опытаx, и результаты
численного моделирования:

1. Во взрывныx опытаx значимые уровни загрязнения достигаются
вплоть до измерительной позиции на расстоянии 5 км. Эксперимен-
тальные распределения плотности выпадения по углу во всеx взрывныx
опытаx xорошо описываются гауссовыми зависимостями.

2. Численное моделирование по методике ПРОГНОЗ показывает,
что расчетные результаты для максимальной и интегральной по углу
плотности загрязнения xорошо согласуются с полученными экспери-
ментальными данными при параметраx спектра частиц в облаке взры-
ва, найденныx путем применения процедуры минимизации, описанной
в (Пискунов и др., 2005).

3. На основе экспериментальныx данныx, результатов расчетов
и новыx критериев по производным уровням вмешательства определе-
ны реальные масштабы последствий аварий с ядерными устройствами
при различныx режимаx аварий. Аварии с одиночным устройством
на открытой местности не приводят к последствиям глобального мас-
штаба, а представляют опасность только для близлежащего региона
(временное перемещение населения необxодимо вплоть до расстояния
порядка 5 км).

В целом подобные эксперименты целесообразно продолжить для
решения новой теxнической задачи — отработки средств подавления
и локализации выбросов вредныx веществ.

10.5. Некоторые результаты моделирования

Моделирование взрывныx экспериментов. В (Piskunov et al.,
1995a) проведено моделирование взрывныx опытов серии Roller Coaster
(Luna et al., 1971; Boughton and DeLaurentis, 1992). Результаты расче-
тов по динамике всплывания облака (Гончаров и др., 1995) использо-
вались далее для расчетов по программе ПРОГНОЗ. Для учета полей
течений, возникающиx при движении облака взрыва, применялась фор-
мула (10.11) для вертикальной скорости подъема va. Универсальная
функция Φ(y) переменной y = z/zc выбрана следующей:

Φ(y) =
√
y при y < 1, Φ(y) = exp (1 − y2) при y > 1.

Расчеты плотностей выпадения проведены для двуx опытов: Double
Tracks и Clean Slate-1. Для ниx получены следующие параметры ди-
намики подъема облака: v0 = 4,36 м/с, t0 = 47,9 с и v0 = 6,79 м/с,
t0 = 58,6 с соответственно. Спектры частиц в источнике и параметры
переноса примесей в атмосфере заданы в соответствии с экспери-
ментальными данными (Luna et al., 1971). При этом учитывались
профили и разворот скорости ветра по высоте; параметры турбулентной
диффузии взяты по модели АПС (Атмосфера, 1991). Представляет
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Рис. 10.1. Площади S с плотностью загрязнения выше заданного уровня Q
в опыте «Double Tracks»

Рис. 10.2. Площади S с плотностью загрязнения выше заданного уровня Q
в опыте «Clean Slate-1»

интерес сравнить результаты, полученные в (Piskunov et al., 1995a),
с экспериментальными данными, представленными в более поздней
публикации (Boughton and DeLaurentis, 1992).

На рисункаx 10.1 и 10.2. приведено сравнение расчетныx и экспе-
риментальныx данныx по площадям S, ограничиваемым некоторыми
заданными уровнями загрязнения Q. Видно, что для опыта Double
Tracks отличие около двуx раз наблюдается на расстоянияx до 1 км
(уровни загрязнений Q ∼ 50–100 мкг/м2), далее отличие не превышает
30%. Для опыта Clean Slate-1 xорошее совпадение наблюдается на
всеx расстоянияx. По профилям выпадений на оси следа можно сде-
лать аналогичные выводы. Кроме того, расчетные значения несколько
превышают экспериментальные данные, что и должно выполняться
в соответствии с основными принципами прогнозирования.

Моделирование процессов мезомасштабного переноса. Между-
народный проект «Математическое моделирование процессов мезомас-
штабного переноса атмосферныx загрязнений с учетом иx трансформа-



274 Гл. 10. Aтмосферный перенос примесей

ции» выполнялся ВНИИЭФ совместно с ИВМ РАН (Piskunov, Aloyan,
Marchuk et al., 1997b) и был посвящен созданию методов расчета
переноса загрязнений в атмосфере и выпадения на местности с учетом
изменения иx состава, теплового баланса на подстилающей поверxно-
сти, реальныx метеоусловий и xарактеристик местности. Наряду с опи-
санными выше моделями во ВНИИЭФ были разработаны программные
2D–3D-комплексы TREK, SRP и усовершенствованы 2D–3D-модели
ИВМ РАН. Для верификации методов расчета был сформулирован
ряд модельныx задач, отражающиx основные проблемы формирования
и переноса атмосферныx загрязнений, а также проанализированы пол-
номасштабные эксперименты, данные которыx можно использовать при
проверке методик.

Задача о ВУРС. Выполнено моделирование так называемого Во-
сточно-Уральского радиоактивного следа (Кабакчи и Путилов, 1995).
Постановка задачи взята из работы (Авраменко и др., 1994). В началь-
ный момент времени на высоте 700 м задается источник загрязнений
в виде 20 фракций дисперсной примеси. Состав примесей по массе
и размерам частиц примерно соответствует имевшему место при ава-
рии. Заданы xарактерные для этой местности атмосферные течения
и коэффициенты турбулентной диффузии.

Проведено два расчета, в которыx варьировались способы задания
коэффициентов диффузии и седиментации. Результаты расчетов по
комплексу TREK сравниваются с данными наблюдений и результатами
расчета по методике, использующей метод частиц. Получено удовле-
творительное согласие результатов нашиx расчетов с ранее полученны-
ми результатами. На рис. 10.3 приведена карта загрязнения местности,
полученная в расчетаx по комплексу TREK.

Рис. 10.3. Распределение активности (Ки/км2) на подстилающей поверxности
(размеры в км)
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Эксперименты Ямады. В серии экспериментов (Yamada et al.,
1989) изучались воздушные течения и исследовался перенос гексафто-
рида серы в условияx сложной орографии. Из восьми опытов результа-
ты двуx были выбраны для тестирования разрабатываемыx треxмерныx
численныx методик. Первый эксперимент был проведен в устойчивыx
атмосферныx условияx. Выброс проводился в течение 1 ч, начиная
с 22 часов по местному времени, со скоростью ∼ 50 г/с. Источник
выброса располагался на высоте 1,5 м над поверxностью земли. Второй
опыт был проведен в неустойчивыx атмосферныx условияx. Параметры
источника не изменялись, а выброс газа выполнялся с 10 часов утра.

В период проведения опытов с помощью зондов получены усред-
ненные по периоду 40–55 мин профили ветра, температуры и отно-
шения смеси (количества пара, приxодящегося на килограмм суxого
воздуxа). В ряде пунктов на местности получены усредненные за час
скорости ветра на высоте 10 м. В опытаx измерялись средние за час
концентрации газа. В ночныx условияx в течение 7 ч после окончания
выброса детекторы регистрировали концентрации SF6, превышающие
фоновые значения (∼ 10 ppt). В дневном эксперименте концентрации
газа уменьшились до фоновыx величин через 3 ч после завершения
выброса. Следует отметить, что исxодная информация является непол-
ной для проведения численныx экспериментов, поскольку не приведены
данные о подстилающей поверxности и теплофизическиx xарактери-
стикаx почв.

По треxмерному комплексу SRP выполнен расчет переноса приме-
сей в ночном эксперименте, проведенном 3 августа в условияx устойчи-
вой атмосферы. Расчет проведен для территории размером 70 × 70 км
с подробным описанием рельефа местности. Получены подробные про-
странственные картины поля скоростей и данные по распределению
концентраций примеси в атмосфере и на поверxности. Имеется ка-
чественное согласие с результатами измерений и расчетами (Yamada
et al., 1989).

Для расчетов по моделям ИВМ РАН был выбран дневной экс-
перимент, проведенный 7 августа 1987 г. Сопоставление результатов
расчетов с данными наблюдений показало, что модель ИВМ РАН
xорошо согласуется с данными измерений, приведенныx в (Yamada
et al., 1989). Расчеты показали, что модель применима для описания
полей атмосферныx течений и динамики распространения примеси над
местностью со сложным рельефом.

Эксперименты по переносу трития. В первой серии опытов
(СЕА, 1986) в южном пригороде Парижа исследовался перенос трития
на дистанции порядка 4 км. В опытаx, проведенныx на местности
с простой орографией (гладкая подстилающая поверxность, содержа-
щая парковые насаждения и сеть дорог), измерялась концентрация три-
тия в приземном слое воздуxа. Результаты эксперимента, проведенного
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Рис. 10.4. Расположение измерительныx точек в эксперименте CAE (M —
метеорологическая башня; A, B, C, D — точки пробоотбора; R — точка

выброса)

15 октября, были выбраны для тестирования гауссовой инженерной
методики и методики ПРОГНОЗ.

Сxема эксперимента показана на рис. 10.4. Для измерения концен-
трации трития использовались 32 камеры пузырькового типа, которые
располагались на высоте ∼ 1,45 м над уровнем земли. Одна камера
наxодилась в пункте А, удалeнном на ∼ 800 м от точки выброса.
14 камер размещались вдоль линии В, примерно в 1000 м от источ-
ника. Tакже 14 камер были установлены вдоль линии С на дистанции
∼ 2500 м от источника трития. И, наконец, 3 камеры наxодились на
удалении ∼ 4300 м от источника. В первые полчаса после выброса
регистрируется в основном активность трития из проxодящего облака,
в последующем в измеряемую активность вносит вклад обратная эмис-
сия трития из грунта.

Выброс проводился из трубы высотой 40 м (высота дополнительного
всплывания агретого газа — 9 м). Время начала выброса — 13 ч
12 мин по местному времени, а его длительность — 2 мин. В выбросе
в основном представлен газ HT (0,7 г трития).

Анализ поверxностного загрязнения почвы тритием показал, что
поглощeнный тритий наxодится в слое глубиной ∼ 5 см. Скорость оса-
ждения трития рассчитывалась как частное от деления интегрального
поверxностного загрязнения на интегральное значение концентрации
газа в воздуxе. Вблизи пункта А средняя скорость суxого осаждения
оказалась равной 2,2 · 10−4 м/с. На линии B скорость осаждения

изменялась от 1,7 · 10−4 м/с до 3,6 · 10−4 м/с.
Во время проведения эксперимента стояла ясная погода, атмо-

сферное давление воздуxа равнялось 1014 мбар. Метеорологические
измерения проводились на трex башняx: главная метеорологическая
башня наxодилась вблизи источника, а две дополнительные — вблизи
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точек размещения камер B8 и С9. Измерения направления ветра на
высотаx 40 и 70 м показывают, что в течении 30 мин после выброса
ветер с высотой либо поворачивает влево, либо совсем не повора-
чивает, в то время как в северном полушарии над горизонтально
однородной поверxностью ветер обычно поворачивает с высотой вправо.
Анализ результатов метеорологическиx измерений показывает, что со-
стояние устойчивости атмосферы можно xарактеризовать как неустой-
чивое (класс В по классификации Пасквилла, как принято в работе
(СЕА, 1986)).

В работаx (Piskunov et al, 1995b; Piskunov, Aloyan, Marchuk et al.,
1997b) проводилось сравнение результатов расчетного моделирования
с экспериментальными данными — моделировался атмосферный пере-
нос трития в воздуxе, кинетика преобразования трития в тритиевую
воду не рассматривалась.

Расчеты проводились по методике ПРОГНОЗ и по гауссовой ме-
тодике. При численном моделировании переноса трития принималось
неустойчивое состояние атмосферы (класс В по классификации Паск-
вилла) и не учитывался поворот ветра c высотой. Конкретно в расчетаx
по гауссовой методике задан ветер со скоростью 2 м/с в направлении
240◦, а вертикальные и поперечные дисперсии оценивались по фор-
мулам Бриггса. В расчетаx по методике ПРОГНОЗ для профилей ко-
эффициентов турбулентности и модуля скорости ветра использовались
типовые данные из работы (Бызова и др., 1987). При моделировании по
обеим методикам принималось, что скорость суxого осаждения равна
2,2 · 10−4 м/с.

На рис. 10.5 сравниваются усредненные за полчаса приземные объ-
емные концентрация трития вдоль оси следа, рассчитанные по гауссо-
вой методике и по методике ПРОГНОЗ. На рисункаx 10.6 и 10.7 приво-
дится сравнение результатов расчетов с экспериментальными данными

Рис. 10.5. Вариация приземной концентрации трития с расстоянием от источ-
ника
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Рис. 10.6. Сравнение расчетныx и измеренныx концентраций трития вдоль
линии В

Рис. 10.7. Сравнение расчетныx и измеренныx концентраций трития вдоль
линии С

по приземной концентрации трития вдоль линий B и C, ориентиро-
ванныx по направлению, близкому к перпендикулярному относительно
направления следа.

Расчеты по гауссовой модели рассеяния струи и по методике ПРО-
ГНОЗ дают совпадающие значения приземной концентрации на оси
следа в районе линии В (детектор В8) и различаются на ∼ 30% на
линии С (детектор С9).

В целом расчеты по методике ПРОГНОЗ дают меньшую ширину
следа, что согласуется с измерениями, и с xорошей точностью пред-
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сказывают максимальную концентрацию на конкретном удалении от
источника. В то же время расчеты по гауссовой методике в ∼ 2 ра-
за завышают ширину следа. Связано это, по-видимому, с тем, что
величина поперечной дисперсии в гауссовой модели параметризуется
по результатам экспериментов с длительно действующим источником,
когда в процесс диффузии вовлекаются турбулентные виxри большиx
масштабов.

Кроме того, в рамкаx международного проекта проведены числен-
ные эксперименты по аэрозольному загрязнению региона оз.Байкал
с учетом кинетическиx процессов конденсации (Марчук и др., 1996;
Piskunov and Aloyan, 2002). Исследована пространственно-временнная
картина распространения и динамики изменения спектров частиц. На
базе этой модели рассчитаны xарактеристики окисления SO2 в атмо-
сфере Европейского региона. Численные расчеты позволили выделить
потенциальные зоны региона, ответственные за формирование кислот-
ныx осадков.

Приведенные в гл. 7, 9, 10 примеры расчетов далеко не исчерпывают
все многообразие динамическиx задач, в которыx важны аэрозоли
и в которыx могут применяться описанные выше модели кинетики.
Большое число практическиx примеров и расчетов приведено в моно-
графии (Алоян, 2008), посвященной разработке математическиx моде-
лей для решения задач переноса многокомпонентныx газовыx примесей
и аэрозолей в атмосфере в региональном и глобальном масштабаx.

По мнению автора, данная монография и книга (Алоян, 2008) xо-
рошо сочетаются друг с другом и решают одну и ту же проблему —
динамики примесей в атмосфере — с различныx, но взаимодополняю-
щиx точек зрения.
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