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�®¤¥à¦ ­¨¥ 75.2.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ¨ ã­¨â à­ë¥ ®¯¥à â®àë : : : : : : : 2205.2.4. � ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë : : : : : : : : : : : : : : : : : :224�« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë 228x 6.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢, «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ : :2286.1.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2296.1.2. �®à¬ë «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ : : : : : : : : 231x 6.2. �¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2326.2.1. �®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2336.2.2. � âà¨æë ®¡¬¥­  : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2366.2.3. �à®¤ãªâ¨¢­ë¥ ¬ âà¨æë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :237x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2396.3.1. �®­ïâ¨¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë. � âà¨ç­®¥¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2396.3.2. � ­®­¨ç¥áª¨© ¨ ­®à¬ «ì­ë© ¢¨¤ ª¢ ¤à â¨ç­®©ä®à¬ë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2416.3.3. �®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ä®à¬ë : : : : : : : : : : 2466.3.4. � ª®­ ¨­¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ : : : : : : : : : : : 249x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å : : : : : : : : : : : : : 2506.4.1. �¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬ âà¨æë : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2506.4.2. �à®­¥ª¥à®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬ âà¨æ : : : : : : : : : : : : :2536.4.3. �á¥¢¤®®¡à â­ ï ¬ âà¨æ  : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :254x 6.5. �à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2596.5.1. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2596.5.2. �è¨¡ª¨ ¯à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ ®¡à â­ëå ¬ âà¨æ : : : :2616.5.3. �è¨¡ª¨ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 264�« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ï : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :266x 7.1. �«¥¬¥­âë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2667.1.1. �­®¦¥áâ¢  ¨ ®¯¥à æ¨¨ á ­¨¬¨ : : : : : : : : : : : : : : : : :2697.1.2. �â®¡à ¦¥­¨ï : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :2707.1.3. �¥â®¤ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨ : : : : : : : : : : : : : : 272



8 �®¤¥à¦ ­¨¥x 7.2. �­®£®ç«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2727.2.1. �®­ïâ¨¥ ç¨á«®¢®£® ¯®«ï : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2727.2.2. �­®£®ç«¥­ë ¨ ®¯¥à æ¨¨ á ­¨¬¨ : : : : : : : : : : : : : : : :2747.2.3. �®à­¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 276�¨â¥à âãà  : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :279�à¥¤¬¥â­ë© ãª § â¥«ì : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 282�ª § â¥«ì ®¡®§­ ç¥­¨© : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :290�à¥ç¥áª¨©  «ä ¢¨â : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 293



�à¥¤¨á«®¢¨¥� áâ®ïé¥¥ ¨§¤ ­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§«®¦¥­¨¥ ªãàá  «¨­¥©-­®©  «£¥¡àë, ç¨â ¥¬®£® ¢ �ã¬ ­¨â à­®¬ ã­¨¢¥àá¨â¥â¥ £. �ª â¥-à¨­¡ãà£  ¤«ï áâã¤¥­â®¢ ª®¬¬¥àç¥áª®£® ä ªã«ìâ¥â . �­® ¢ª«î-ç ¥â, ¢¬¥áâ¥ á âà ¤¨æ¨®­­ë¬ ¬ â¥à¨ «®¬, ç áâì  ­ «¨â¨ç¥áª®©£¥®¬¥âà¨¨, ®â­®áïéãîáï ª ¯àï¬ë¬ ¨ ¯«®áª®áâï¬,   â ª¦¥ ­¥-ª®â®àë¥ á¢¥¤¥­¨ï, ª á îé¨¥áï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¬ âà¨æ, ¯à¨-¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨ ®æ¥­ª¨ ¯®-£à¥è­®áâ¥© ¯à¨ ®¡à é¥­¨¨ ¬ âà¨æ ¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©. �®¢á¥¬ ­¥ § âà £¨¢ îâáï ¢®¯à®áë, ®â­®áïé¨¥áï ª «¨-­¥©­®¬ã ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨î. �á­®¢­®© â¥ªáâ ¨§¤ ­¨ï ¢ª«îç ¥â¢¢¥¤¥­¨¥ ¨ è¥áâì £« ¢. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï ®á­®¢­®£®â¥ªáâ  ¯®­ïâ¨ï ¨ ä ªâë, ª á îé¨¥áï ¬­®¦¥áâ¢, ®â®¡à ¦¥­¨©,¬­®£®ç«¥­®¢ ¨ ç¨á«®¢ëå ¯®«¥©, ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ £«. 7. �§¤ ­¨¥ ®å¢ -âë¢ ¥â ­¥áª®«ìª® ¡®«ìè¨© ®¡ê¥¬ ¬ â¥à¨ « , ç¥¬ à¥ «ì­® ã¤ ¥â-áï ¯à®ç¨â âì ¢ â¥ç¥­¨¥ £®¤ . �à®£à ¬¬  ªãàá  ¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ â¥à¨ «  ¯® á¥¬¥áâà ¬ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ [15].�«ï å®à®è¥£® ãá¢®¥­¨ï ¬ â¥à¨ «  ­¥®¡å®¤¨¬®, ªà®¬¥ ¨§ãç¥-­¨ï â¥®à¨¨ ¨ à §¡®à  ¯à¨¬¥à®¢, á ¬®áâ®ïâ¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç.�«ï ã¤®¡áâ¢  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ­ áâ®ïé¥£® ¨§¤ ­¨ï § ¤ ç­¨ª [17]¯®¤£®â®¢«¥­ ®â¤¥«ì­®,   ¢ ª®­æ¥ ª ¦¤®© £« ¢ë ãª § ­ë ­®¬¥à § ¤ ç, ª®â®àë¥ à¥ª®¬¥­¤ã¥âáï à¥è¨âì.�« ¢ë ¤¥«ïâáï ­  ¯ à £à äë, ­ã¬¥àã¥¬ë¥ ¤¢ã¬ï ¨­¤¥ªá ¬¨,¨§ ª®â®àëå ¯¥à¢ë© ®¡®§­ ç ¥â ­®¬¥à £« ¢ë. � à £à äë, ¢ á¢®î9



10 �à¥¤¨á«®¢¨¥®ç¥à¥¤ì, ¤¥«ïâáï ­  ¯ã­ªâë, ­ã¬¥àã¥¬ë¥ âà¥¬ï ¨­¤¥ªá ¬¨, ¨§ª®â®àëå ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ®¡®§­ ç îâ ­®¬¥à ¯ à £à ä . �á¥ ãâ¢¥à-¦¤¥­¨ï ­ã¬¥àãîâáï ¢ ¯à¥¤¥« å ¯ à £à ä  âà¥¬ï ¨­¤¥ªá ¬¨, ¨§ª®â®àëå á­®¢  ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ®¡®§­ ç îâ ­®¬¥à ¯ à £à ä . �ë¤¥-«¥­­ë¥ ¢ áâà®ªã ä®à¬ã«ë ­ã¬¥àãîâáï ¢ ¯à¥¤¥« å £« ¢ë ¤¢ã¬ï¨­¤¥ªá ¬¨, ¯¥à¢ë© ¨§ ­¨å|­®¬¥à £« ¢ë; ¯à¨ íâ®¬ ¢¢¥¤¥­¨¥ à á-á¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª £« ¢  á ­®¬¥à®¬ 0. �¢ ¤à â­ë¥ áª®¡ª¨ ¢ â¥ª-áâ¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ãª § ­¨ï  «ìâ¥à­ â¨¢. �®­¥æ ¤®ª § â¥«ì-áâ¢  ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ 2. �¯¥à¢ë¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ â¥à¬¨­ë¢ë¤¥«ïîâáï ¢ â¥ªáâ¥ ªãàá¨¢®¬,   ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨©|­ ª«®­­ë¬ èà¨äâ®¬.�¥ ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë á­ ¡¦¥­ë ¯®«­ë¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨. �«ï­¥ª®â®àëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®¢¥¤¥­ë «¨èì ¢ á«ã-ç ïå ­¥¡®«ìè®© à §¬¥à­®áâ¨. �¥ªâ®à ¬®¦¥â ¯à¨¬¥­ïâì íâ®â¯à¨¥¬ è¨à¥, § ¬¥­ïï ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¯®«­ë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¡®«¥¥¯à®áâë¬¨ ¢ à¨ ­â ¬¨ ¢ á«ãç ¥ ­¥¡®«ìè®© à §¬¥à­®áâ¨.�à¨ ¯®¤£®â®¢ª¥ ¤ ­­®£® ¨§¤ ­¨ï ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ¨áâ®ç­¨ª¨[1]{[14] ¨ [19]{[25]. �® áà ¢­¥­¨î á ¯¥à¢ë¬ ¨§¤ ­¨¥¬ [16] ¤®¡ ¢«¥-­ë ¯à¨¬¥àë ¢ëç¨á«¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©, ¢ª«îç ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì� ­¤¥à¬®­¤ , á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ íª®­®¬¥âà¨-ç¥áª®¬  ­ «¨§¥, ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬­®£®ç«¥­ å ¨ ¨¤¥¬¯®-â¥­â­ëå «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à å ¨ ¬ âà¨æ å,   â ª¦¥ ¨á¯à ¢«¥­ë§ ¬¥ç¥­­ë¥ ­¥â®ç­®áâ¨ ¨ ®¯¥ç âª¨.�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â £«ã¡®ªãî ¡« £®¤ à­®áâì �.�. �¥á¥ª¨­ã, �.�.�¥©­ã ¨ à¥æ¥­§¥­âã àãª®¯¨á¨ §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï.�®¬¯ìîâ¥à­ë© ¬ ª¥â ¨§¤ ­¨ï ¯®¤£®â®¢«¥­  ¢â®à®¬ á ¨á¯®«ì-§®¢ ­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë ¯¥ç â¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å â¥ªáâ®¢ LaTEX.



�¢¥¤¥­¨¥�¤¥áì ®ç¥­ì ªà âª® ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯®áâà®¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®-¤¥«¥© ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç ¨§ à §«¨ç­ëå ®¡« áâ¥© ­ ãª¨ ¨ ¯à¨-¢®¤ïâáï ­¥ª®â®àë¥ íª®­®¬¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨, á¢®¤ïé¨¥áï ª à¥è¥-­¨î á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©. � «¥¥ ¨§« £ îâáï í«¥¬¥­â à-­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® á¨áâ¥¬ å «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨ ¬¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  à¥è¥­¨ï â ª¨å á¨áâ¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ë¬¨áª«îç¥­¨¥¬­¥¨§¢¥áâ­ëå.x 0.1. �®­ïâ¨¥ ® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«ïå�à¨¬¥­¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¢ ª®­ªà¥â­ëå ­ ãª å (â ª¨å, ª ª ä¨§¨-ª , å¨¬¨ï, íª®­®¬¨ª , ¡¨®«®£¨ï, £¥®«®£¨ï)¬®¦¥â ¡ëâì áå¥¬ â¨ç-­® ®¯¨á ­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � â¥¬ â¨ª  ¤®áâ ¢«ï¥â áà¥¤-áâ¢  ®âç áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï ¨ £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¬ â¥-¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© § ¤ ç ª®­ªà¥â­®© ­ ãª¨. � ª¨¥ § ¤ ç¨ ä®à-¬ã«¨àãîâáï ¢ â¥à¬¨­ å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ­ ãª¨ ¥¥ á¯¥æ¨ «¨áâ -¬¨. � â¥¬ áâà®¨âáï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®ï¢«¥­¨ï1, ¨ ¨§ãç ¥¬ ï § ¤ ç  á¢®¤¨âáï ª ­¥ª®â®à®© ¬ â¥¬ â¨ç¥-áª®© § ¤ ç¥ ¨«¨ ª®¬¯«¥ªáã § ¤ ç. �¤¥áì ¢¬¥áâ¥ á® á¯¥æ¨ «¨áâ -¬¨ ª®­ªà¥â­®© ­ ãª¨ à ¡®â îâ ¯à®ä¥áá¨®­ «ì­ë¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨.�®áâà®¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ ­ ç¨­ ¥âáï á ä®à¬ã«¨à®¢ -1�¡é¥¥ ¯®­ïâ¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ ®¯¨á ­®, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [24], áâ âìï\� â¥¬ â¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì", á. 343{344.11



12 �¢¥¤¥­¨¥­¨ï § ª®­®¢, á¢ï§ë¢ îé¨å ®á­®¢­ë¥ ®¡ê¥ªâë ¬®¤¥«¨. �¤¥áì âà¥-¡ã¥âáï è¨à®ª®¥ §­ ­¨¥ ä ªâ®¢, ®â­®áïé¨åáï ª ¨§ãç ¥¬ë¬ ï¢«¥-­¨ï¬, ¨ £«ã¡®ª®¥ ¯à®­¨ª­®¢¥­¨¥ ¢ ¨å ¢§ ¨¬®á¢ï§¨. �â  áâ ¤¨ï§ ¢¥àè ¥âáï § ¯¨áìî ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å â¥à¬¨­ å áä®à¬ã«¨à®-¢ ­­ëå ª ç¥áâ¢¥­­ëå ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ® á¢ï§ïå ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨¬®¤¥«¨. �®á«¥ íâ®£® ¨áá«¥¤ãîâáï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨, ª ª®-â®àë¬ ¯à¨¢®¤ïâ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨. �á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬§¤¥áì ï¢«ï¥âáï ¯®«ãç¥­¨¥ ¢ ¯à®æ¥áá¥  ­ «¨§  ¬®¤¥«¨ ¢ëå®¤­ëå¤ ­­ëå ¨«¨ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å á«¥¤áâ¢¨© ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£® á®¯®áâ -¢«¥­¨ï á à¥§ã«ìâ â ¬¨ ­ ¡«î¤¥­¨© ¨§ãç ¥¬ëå ï¢«¥­¨©. �  íâ®¬íâ ¯¥ ¢ ¦­ãî à®«ì ¯à¨®¡à¥â ¥â ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â, ­¥®¡-å®¤¨¬ë© ¤«ï  ­ «¨§  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨, ¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì-­ ï â¥å­¨ª . �¤¥áì à ¡®â îâ ¯à®ä¥áá¨®­ «ì­ë¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨«¨¯à¨¬¥­ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®£à ¬¬­®¥ ®¡¥á¯¥ç¥­¨¥. � â¥¬¢ëïá­ï¥âáï, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «¨ ¯à¨­ïâ ï £¨¯®â¥â¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ìªà¨â¥à¨î ¯à ªâ¨ª¨, â.¥. ¢ëïá­ï¥âáï, á®£« áãîâáï «¨ à¥§ã«ìâ âë­ ¡«î¤¥­¨© á â¥®à¥â¨ç¥áª¨¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ¬®¤¥«¨. �à®¨§¢®¤¨â-áï  ­ «¨§ ¬®¤¥«¨ ¢ á¢ï§¨ á ­ ª®¯«¥­¨¥¬ ¤ ­­ëå ®¡ ¨§ãç ¥¬ëåï¢«¥­¨ïå ¨ ¬®¤¥à­¨§ æ¨ï ¬®¤¥«¨. � «¥¥ à¥§ã«ìâ âë ¨áá«¥¤®¢ -­¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àãîâáï ¢ â¥à¬¨­ å ª®­-ªà¥â­®© ­ ãª¨.�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®¯¨á ­­ ï ¢ëè¥ áå¥¬  ¢ª«îç ¥â ç¥âëà¥ á«¥-¤ãîé¨¥ íâ ¯  ¨ ¬ â¥¬ â¨ª  ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¨èì ¢® ¢â®à®¬ ¨ âà¥-âì¥¬ ¨§ ­¨å. �¥ä®à¬ «ì­ ï ¯®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨�®áâà®¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨�¥è¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨�­â¥à¯à¥â æ¨ï à¥§ã«ìâ â®¢�� �
�� �
�� �
�� �
???



0.1 �®­ïâ¨¥ ® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«ïå 13� áá¬®âà¨¬ íâ¨ íâ ¯ë ­  ¯à®áâ¥©è¥¬ ¯à¨¬¥à¥ à¥è¥­¨ï ª®­-ªà¥â­®© íª®­®¬¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ | § ¤ ç¨ ¬¥¦®âà á«¥¢®£® ¡ « ­-á  á ¤¢ã¬ï ¯à®¤ãªâ ¬¨.�¥ä®à¬ «ì­ ï ¯®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨. �ãáâì ¨¬¥îâáï ¤¢¥®âà á«¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ , ª®â®àë¥ ¢ë¯ãáª îâ ¤¢  ¢¨¤  ¯à®¤ãªæ¨¨,¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ª ¦¤®£® ¨§ ¢¨¤®¢ à áå®¤ã¥âáï ­¥ª®â®-à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨ ®¡®¨å ¢¨¤®¢. � ¯à¨¬¥à, à¥çì ¬®¦¥â¨¤â¨ ® ¤®¡ëç¥ ã£«ï ¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥ í«¥ªâà®í­¥à£¨¨: ¤«ï â®£®,çâ®¡ë ¤®¡ëâì â®­­ã ã£«ï, ­ã¦­® § âà â¨âì ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ª®«¨-ç¥áâ¢® í«¥ªâà®í­¥à£¨¨ ¨ ¨§à áå®¤®¢ âì ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®ã£«ï,   çâ®¡ë ¢ëà ¡®â âì ª¨«®¢ ââ-ç á í«¥ªâà®í­¥à£¨¨, ­ã¦­®á¦¥çì ­¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ã£«ï ¨ § âà â¨âì ª ª®¥-â® ª®«¨-ç¥áâ¢® í«¥ªâà®í­¥à£¨¨. �§¢¥áâ­®, ª ª®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨ª ¦¤®£® ¢¨¤  ­ã¦­® § âà â¨âì ­  ¥¤¨­¨æã ¯à®¤ãªæ¨¨ ª ¦¤®£®¢¨¤  ¨ ª®­¥ç­ë© ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ ª ¦¤®£® ¢¨¤  (ª ª®¥ ª®«¨-ç¥áâ¢® ¤®«¦­® ®áâ âìáï ¯® ®ª®­ç ­¨¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢  §  ¢ëç¥â®¬­ã¦¤ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ). �¯à è¨¢ ¥âáï, ª ª®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãª-æ¨¨ ª ¦¤®£® ¢¨¤  ¤®«¦­® ¡ëâì § ¯« ­¨à®¢ ­® ª ¢ë¯ãáªã, çâ®¡ë®¡¥á¯¥ç¨âì ª®­¥ç­ë© ¢ë¯ãáª?�®áâà®¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨. �¡®§­ ç¨¬ ª®­¥ç-­ë© ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤  ç¥à¥§ y1 ¨ ª®­¥ç­ë© ¢ë-¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ ¢â®à®£® ¢¨¤ | ç¥à¥§ y2. �ãáâì ­  ¯à®¨§¢®¤áâ¢®¥¤¨­¨æë ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤  § âà ç¨¢ ¥âáï a11 ¥¤¨­¨æ ¯à®-¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤  ¨ a21 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¢â®à®£® ¢¨¤  ¨ ­ ¯à®¨§¢®¤áâ¢® ¥¤¨­¨æë ¯à®¤ãªæ¨¨ ¢â®à®£® ¢¨¤  § âà ç¨¢ ¥âáï a12¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤  ¨ a22 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¢â®à®£®¢¨¤ . � §ã¬¥¥âáï, ¨§ á®®¡à ¦¥­¨© §¤à ¢®£® á¬ëá« , ¢ ç áâ­®áâ¨,çâ®¡ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢® ­¥ ®áâ ­®¢¨«®áì, ¢¢¥¤¥­­ë¥ ç¨á«  ¤®«¦­ëã¤®¢«¥â¢®àïâì á«¥¤ãîé¨¬ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬:y1 > 0; y2 > 0; (0.1)0 � a11 < 1; 0 � a12 < 1; 0 � a21 < 1; 0 � a22 < 1; (0.2)a11 + a12 < 1; a21 + a22 < 1: (0.3)



14 �¢¥¤¥­¨¥�¡®§­ ç¨¬ ¯« ­¨àã¥¬ë© ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£®â¨¯  ç¥à¥§ x1 ¨ x2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨¯¥à¢®£® ¢¨¤ , à áå®¤ã¥¬®¥ ­  ¯à®¨§¢®¤áâ¢® x1 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨¯¥à¢®£® ¢¨¤ , à ¢­® x1a11,   ­  ¯à®¨§¢®¤áâ¢® x2 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãª-æ¨¨ ¢â®à®£® ¢¨¤  ¯®âà¥¡ã¥âáï x2a12 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£®¢¨¤ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®áâ ­¥âáï x1�x1a11�x2a12 ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãª-æ¨¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤ , ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ x1� x1a11� x2a12 == y1. �­ «®£¨ç­®, à áá¬ âà¨¢ ï ¯à®¤ãªæ¨î ¢â®à®£® ¢¨¤ , ¯à¨-å®¤¨¬ ª ãà ¢­¥­¨î x2 � x1a21 � x2a22 = y2. �â ª, âà¥¡ã¥âáïà¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( x1 � x1a11 � x2a12 = y1;x2 � x1a21 � x2a22 = y2: (0.4)�¥è¥­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥-â®¤ ¬¨. �¥à¥¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã (0.4), ¯à¨¢¥¤ï ¢ ª ¦¤®¬ ãà ¢­¥­¨¨¯®¤®¡­ë¥ ç«¥­ë:( (1� a11)x1 � a12x2 = y1;�a21x1 + (1� a22)x2 = y2: (0.5)�¥è¨¬ ¯®«ãç¥­­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¬¥â®¤®¬ ¨á-ª«îç¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå. �â®¡ë ¨áª«îç¨âì x2, ã¬­®¦¨¬ ¯¥à¢®¥ãà ¢­¥­¨¥ ­  1�a22, ¢â®à®¥ ­  a12 ¨ á«®¦¨¬ ¯®«ãç¥­­ë¥ ãà ¢­¥-­¨ï. �« £ ¥¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ x2, ¢§ ¨¬­® ã­¨çâ®¦ îâáï, ¨ ¬ë¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ®â­®á¨â¥«ì­® x1:((1� a11)(1� a22)� a12a21)x1 = (1� a22)y1 + a12y2: (0.6)�áâ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ x1 ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.�§ ­¥à ¢¥­áâ¢ (0.3) á«¥¤ã¥â 1� a11 > a12 ¨ 1 � a22 > a21. � ª¨¬®¡à §®¬, ã¯®¬ï­ãâë© ª®íää¨æ¨¥­â ¡®«ìè¥ ­ã«ï, ¨ x1 ®¯à¥¤¥-«ï¥âáï ¨§ (0.6) ®¤­®§­ ç­®, ¯à¨ç¥¬ ¥£® §­ ç¥­¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®.�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® x2 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ á¨áâ¥¬ë (0.5)



x 0.2. � ¤ ç¨, ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª á¨áâ¥¬ ¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 15®¤­®§­ ç­®, ¨ ¥£® §­ ç¥­¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®. �¢­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï¤«ï x1 ¨ x2 §¤¥áì ¤«ï ­ á ­¥ ¢ ¦­ë, ¨ ¢ë¯¨á âì ¨å ¯à¥¤®áâ ¢«ï-¥âáï § ¨­â¥à¥á®¢ ­­®¬ã ç¨â â¥«î.�­â¥à¯à¥â æ¨ï à¥§ã«ìâ â®¢. �­ ç¥­¨ï x1 ¨ x2 ¯®«ãç¨-«¨áì, ª ª ®â¬¥ç¥­® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥, ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬¨ ¨¬®£ãâ ¡ëâì ¢§ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥ §­ ç¥­¨© ¯« ­¨àã¥¬®£® ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® â¨¯ .x 0.2. �¥ª®â®àë¥ § ¤ ç¨, ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª á¨-áâ¥¬ ¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©� ¤ ç  ¬¥¦®âà á«¥¢®£® ¡ « ­á  á n ¯à®¤ãªâ ¬¨. � -¤ ç , à áá¬®âà¥­­ ï ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¤«ï ¤¢ãå ®âà -á«¥© ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¨ ¤¢ãå ¯à®¤ãªâ®¢, à¥ «ì­® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï®¡ëç­® ¤«ï á®â¥­ ¨ âëáïç ¯à®¤ãªâ®¢. �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥¥ ¢ ®¡é¥¬á«ãç ¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ç¨á«  n ¯à®¤ãªâ®¢. �ãáâì ¨¬¥îâáï n®âà á«¥© ¯à®¨§¢®¤áâ¢ , ª®â®àë¥ ¢ë¯ãáª îâ n ¢¨¤®¢ ¯à®¤ãªæ¨¨,¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ª ¦¤®£® ¨§ ¢¨¤®¢ à áå®¤ã¥âáï ­¥ª®â®-à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨ ª ¦¤®£® ¢¨¤ . �à¨ íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ -¥âáï, çâ® ª ¦¤ ï ®âà á«ì ¯à®¨§¢®¤áâ¢  ¢ë¯ãáª ¥â â®«ìª® ®¤¨­¯à®¤ãªâ ¨ ­¥â ¯à¨â®ª  ¯à®¤ãªâ®¢ ¨§¢­¥ ¨«¨ ¯®â®ª  ¯à®¤ãªâ®¢¢®¢­¥. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢à¥¬¥­­®© ¨­â¥à¢ «, ­ -¯à¨¬¥à ¬¥áïæ. �¯à è¨¢ ¥âáï, ª ª®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨ ª -¦¤®£® ¢¨¤  ¤®«¦­® ¡ëâì § ¯« ­¨à®¢ ­® ª ¢ë¯ãáªã ¢ â¥ç¥­¨¥ ¬¥-áïæ , çâ®¡ë ®¡¥á¯¥ç¨âì ¢ë¯ãáª § ¤ ­­®£® ª®«¨ç¥áâ¢  ¯à®¤ãªâ®¢ª ¦¤®£® ¢¨¤ , ¯à¥¤­ §­ ç¥­­ëå ¤«ï ¯®âà¥¡«¥­¨ï ¨ ­ ª®¯«¥­¨ï?�¡®§­ ç¨¬ ª®­¥ç­ë© ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ i-£® ¢¨¤  ç¥à¥§ yi (i == 1; 2; : : : ; n). �á­®, çâ® yi > 0 ¯à¨ ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; n. �¯®àï-¤®ç¥­­ë© ­ ¡®à ç¨á¥« (y1; y2; : : : ; yn) ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ª®-­¥ç­®£® ¯®âà¥¡«¥­¨ï. �ãáâì ­  ¯à®¨§¢®¤áâ¢® ¥¤¨­¨æë ¯à®¤ãª-æ¨¨ j-£® ¢¨¤  § âà ç¨¢ ¥âáï aij ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ i-£® ¢¨¤ 



16 �¢¥¤¥­¨¥(i; j = 1; 2; : : : ; n). �ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî â ¡«¨æã ç¨á¥«:0BBB@ a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n� � � � � � � � � � � �an1 an2 : : : ann 1CCCA : (0.7)� ª¨¥ â ¡«¨æë ­ §ë¢ îâáï ª¢ ¤à â­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ ¯®àï¤ª n. � âà¨æ  (0.7) ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¯à®¨§¢®¤áâ¢¥­­ëå § -âà â. �¨á«  ¢ ­¥© ¤®«¦­ë ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨. �¡®§­ ç¨¬¯« ­¨àã¥¬ë© ¢ë¯ãáª ¯à®¤ãªæ¨¨ i-£® ¢¨¤  ç¥à¥§ xi. �¯®àï¤®-ç¥­­ë© ­ ¡®à ç¨á¥« (x1; x2; : : : ; xn) ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ¢ «®-¢®£® ¢ë¯ãáª . � áâì ¯à®¨§¢¥¤¥­­®© ¯à®¤ãªæ¨¨ à áå®¤ã¥âáï ¢¯à®æ¥áá¥ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ . �¬¥­­®, ª®«¨ç¥áâ¢® ¯à®¤ãªæ¨¨ i-£® ¢¨-¤ , à áå®¤ã¥¬®¥ ­  ¯à®¨§¢®¤áâ¢® xj ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ j-£® ¢¨-¤ , à ¢­® xjaij (i; j = 1; 2; : : : ; n). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®áâ ­¥âáïxi � x1ai1 � x2ai2 � : : :� xnain ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªæ¨¨ i-£® ¢¨¤ , ¨ ¬ë¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥xi � x1ai1 � x2ai2 � : : :� xnain = yi: (0.8)�â ª, âà¥¡ã¥âáï à¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (0.8) ¯à¨i = 1; 2; : : : ; n. �¥ ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:8>>><>>>: (1� a11)x1 � a12x2 � : : :� a1n�1xn�1 � a1nxn = y1;�a11x1 + (1� a12)x2 � : : :� a1n�1xn�1 � a1nxn = y2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�a11x1 � a12x2 � : : :� a1n�1xn�1 + (1� a1n)xn = yn: (0.9)�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (0.9) ¤®«¦­  ¨¬¥âì à¥è¥­¨¥ ¨§ ­¥®-âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¤«ï «î¡ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå y1; y2; : : : ; yn.� âà¨æë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ íâ®¬ã ãá«®¢¨î, à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢¯. 6.2.3.�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (0.9) á ãª § ­­®© ¢ëè¥ ¨­â¥à-¯à¥â æ¨¥© ¬ âà¨æë A ¨ ¢¥ªâ®à®¢ (x1; x2; : : : ; xn), (y1; y2; : : : ; yn)



x 0.2. � ¤ ç¨, ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª á¨áâ¥¬ ¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 17­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâ®© «¨­¥©­®© ¬®¤¥«ìî ¯à®¨§¢®¤áâ¢  (¨«¨ ¬®¤¥-«ìî �¥®­âì¥¢ ).�à®áâ ï «¨­¥©­ ï ¬®¤¥«ì ®¡¬¥­ 1 (¬®¤¥«ì ¬¥¦¤ã­ -à®¤­®© â®à£®¢«¨).�ãáâì áâà ­ë C1; C2; : : : ; Cn â®à£ãîâ ¤àã£ á ¤àã£®¬, ¨á¯®«ì-§ãï ¥¤¨­ãî ¤¥­¥¦­ãî ¥¤¨­¨æã. �¢®© ¤®å®¤ xj � 0 ¢ â®à£®¢«¥áâà ­  Cj ¯®«ãç ¥â ®â ¯à®¤ ¦¨ á¢®¨å â®¢ à®¢ ª ª ¢­ãâà¨ á¥¡ï,â ª ¨ ¤àã£¨¬ áâà ­ ¬ Ci. �®¤¥«ì § ¬ª­ãâ , ¨¬¯®àâ ¨ íªá¯®àâ ¢¤àã£¨¥ áâà ­ë ¨§ C1; C2; : : : ; Cn ­¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï. �à¥¤¯®«®¦¨¬,çâ® ç áâì ¤®å®¤  xj , ª®â®à ï à áå®¤ã¥âáï ¢ áâà ­¥ Cj ­  ¨¬¯®àâ¨§ áâà ­ë Ci, ï¢«ï¥âáï ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ç¨á«®¬ aij . �ë ¯®«ã-ç ¥¬ ª¢ ¤à â­ãî ¬ âà¨æã (0.7), ­ §ë¢ ¥¬ãî ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥¬ âà¨æ¥© ®¡¬¥­ . � ­¥© ¤«ï ¢á¥å 1 � i; j � n ¨¬¥¥¬aij � 0 ¨ a1j + a2j + : : :+ anj = 1: (0.10)� âà¨æë á® á¢®©áâ¢®¬ (0.10) ­ §ë¢ îâáï2 ¬ âà¨æ ¬¨ ®¡¬¥­ .�à¥¡ã¥âáï ¤«ï ª ¦¤®© áâà ­ë Ci ®¯à¥¤¥«¨âì ¤®å®¤ xi. �â®â ¤®-å®¤ áª« ¤ë¢ ¥âáï ¨§ ¤®å®¤®¢, ¯®«ãç¥­­ëå ®â ¯à®¤ ¦¨ â®¢ à®¢­  ¢­ãâà¥­­¥¬ ¨ ¢­¥è­¥¬ àë­ª å. � á¨«ã á¤¥« ­­®£® ¯à¥¤¯®«®-¦¥­¨ï áâ®¨¬®áâì íªá¯®àâ  ¨§ Ci ¢ Cj ¡ã¤¥â à ¢­  aijxj . �®íâ®¬ãáã¬¬ à­ë© ¤®å®¤ xi ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨îxi = ai1x1 + ai2x2 + : : :+ ainxn: (0.11)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤®å®¤®¢ ¢á¥å áâà ­ ­ã¦­® à¥-è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (0.11) ¯à¨ i = 1; 2; : : : ; n. �«ïà¥è¥­¨ï â ª¨å ¨ ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¨å á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© ¢ x4.2 ¨§« £ ¥âáï ­¥®¡å®¤¨¬ë© â¥®à¥â¨ç¥áª¨© ¬ â¥à¨ «.�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (0.11) ¯à¨ i = 1; 2; : : : ; n ®¯à¥¤¥«ï-¥â ¯à®áâãî «¨­¥©­ãî ¬®¤¥«ì ®¡¬¥­ . �®, çâ® ãª § ­­ ï á¨áâ¥¬ ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© 6.2.3 ¨§ ¯. 6.2.2.1� ¯¥à¢®¬ ¨§¤ ­¨¨ ­ áâ®ïé¥£® ãç¥¡­¨ª  [16] ¨á¯®«ì§®¢ «®áì ­ §¢ ­¨¥\� ¤ ç  ® ¤®å®¤ å ¯à¨ â®à£®¢«¥ ¬¥¦¤ã £®áã¤ àáâ¢ ¬¨".2� ¨§¤ ­¨¨ [16] ã¯®âà¥¡«ï«áï â¥à¬¨­ \áâ®å áâ¨ç¥áª ï ¯® áâ®«¡æ ¬¬ âà¨æ ".



18 �¢¥¤¥­¨¥x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  à¥è¥­¨ï á¨-áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©0.3.1. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©�¨áâ¥¬  k «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© á n ­¥¨§¢¥áâ­ë-¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­  â ª:8>>><>>>: a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1x1 + ak2x2 + : : :+ aknxn = bk: (0.12)�¤¥áì ç¨á«  aij (i = 1; 2; : : : ; k; j = 1; 2; : : : ; n) ­ §ë¢ îâáï ª®-íää¨æ¨¥­â ¬¨ á¨áâ¥¬ë (0.12), ç¨á«  bi(i = 1; 2; : : : ; k) | ¥¥á¢®¡®¤­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨. �­¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¨§¢¥áâ­ë¬¨. � áâ-­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (0.12) ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ë© ­ -¡®à (c1; c2; : : : ; cn) ç¨á¥«, â ª®©, çâ® ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ¢ ª ¦¤®¥¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢¬¥áâ® ­¥¨§¢¥áâ­ëå x1; x2; : : : ; xn ç¨á¥« c1; c2; : : : ; cná®®â¢¥âáâ¢¥­­® íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥à­®¥ à ¢¥­áâ¢®.�¥è¨âì á¨áâ¥¬ã (0.12) ®§­ ç ¥â ­ ©â¨ ¢á¥ ¥¥ ç áâ­ë¥ à¥è¥­¨ï¨«¨ ¤®ª § âì, çâ® ¨å ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ç áâ­ëåà¥è¥­¨© ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï ¥¥ ®¡-é¨¬ à¥è¥­¨¥¬.�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï á®¢¬¥áâ­®©, ¥á«¨®­  ¨¬¥¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ (â.¥. ¥¥ ®¡é¥¥à¥è¥­¨¥ ­¥ ¯ãáâ®); ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ, çâ® á¨áâ¥¬  ­¥á®-¢¬¥áâ­ . �¨áâ¥¬ , ¨¬¥îé ï ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥, ­ §ë¢ ¥âáï®¯à¥¤¥«¥­­®©,   á¨áâ¥¬ , ¨¬¥îé ï ¡®«¥¥ ®¤­®£® à¥è¥­¨ï, | ­¥-®¯à¥¤¥«¥­­®©. �ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ ï á¨áâ¥¬  ¢á¥£¤ ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨©.�¢¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ îâáï à ¢­®á¨«ì­ë-¬¨, ¥á«¨ ®­¨ ¨¬¥îâ á®¢¯ ¤ îé¨¥ ®¡é¨¥ à¥è¥­¨ï. �â® ®§­ ç ¥â,çâ® ª ¦¤®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ ¯¥à¢®© á¨áâ¥¬ë ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨-¥¬ ¢â®à®© ¨, ®¡à â­®, ª ¦¤®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë



x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  19¡ã¤¥â à¥è¥­¨¥¬ ¯¥à¢®©. �î¡ë¥ ¤¢¥ ­¥á®¢¬¥áâ­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¯®®¯à¥¤¥«¥­¨î à ¢­®á¨«ì­ë.� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á¨áâ¥¬«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.I. �¬­®¦¥­¨¥ ®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë ­  ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«®.II. �à¨¡ ¢«¥­¨¥ ª ®¤­®¬ã ãà ¢­¥­¨î ¤àã£®£®, ã¬­®¦¥­­®£®­  ç¨á«®.�¥®à¥¬  0.3.1. �á«¨ ®¤­  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¯®«ã-ç¥­  ¨§ ¤àã£®© ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬ í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©,â® â ª¨¥ á¨áâ¥¬ë à ¢­®á¨«ì­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ®¤­® í«¥¬¥­â à-­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¯à¨¢®¤¨â ªà ¢­®á¨«ì­®© ¥© á¨áâ¥¬¥. �«ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¢¨¤  I íâ® ®ç¥-¢¨¤­®. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ¯®«ãç¥­­ãî¨§ á¨áâ¥¬ë (0.12) ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ ¢¨¤  II,   ¨¬¥­­® ¯à¨¡ ¢«¥-­¨¥¬ ª i-¬ã ãà ¢­¥­¨î j-£®, ã¬­®¦¥­­®£® ­  ç¨á«® t. �®£¤  ¢á¥ãà ¢­¥­¨ï íâ¨å ¤¢ãå á¨áâ¥¬, ªà®¬¥ i-£®, ®¤¨­ ª®¢ë,   i-¥ ãà ¢­¥-­¨¥ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥â ¢¨¤(ai1+taj1)x1+(ai2+taj2)x2+: : :+(ain+tajn)xn=bi + tbj : (0.13)�®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (0.12) ï¢«ï¥âáï à¥è¥-­¨¥¬ ¯®«ãç¥­­®© á¨áâ¥¬ë. �ãáâì (c1; c2; : : : ; cn) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (0.12). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ç¨á¥«c1; c2; : : : ; cn ¢¬¥áâ® ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ «î¡®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢â®à®© á¨áâ¥-¬ë, ªà®¬¥ i-£®, ¯®«ãç ¥âáï ¢¥à­®¥ à ¢¥­áâ¢®. �à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ¢«¥¢ãî ç áâì i-£® ãà ¢­¥­¨ï ¨¬¥¥¬(ai1 + taj1)c1 + (ai2 + taj2)c2 + : : :+ (ain + tajn)cn == ai1c1 + ai2c2 + : : :+ aincn + taj1c1 + taj2c2 + : : :+ tajncn == bi + tbj ;



20 �¢¥¤¥­¨¥¨¡® ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ç¨á¥« c1; c2; : : : ; cn ¢¬¥áâ® ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ i-¥¨ j-¥ ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (0.12) ¯®«ãç îâáï ¢¥à­ë¥ à ¢¥­áâ¢ .�â ª, ¨ i-¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥à­®¥ à -¢¥­áâ¢® ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ç¨á¥« c1; c2; : : : ; cn ¢¬¥áâ® ­¥¨§¢¥áâ­ëå.�®ª § ­®, çâ® ª ¦¤®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (0.12) ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨-¥¬ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë. �¡à â­®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® á¨áâ¥¬  (0.12)¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ â¨¯ II,   ¨¬¥­­® ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª i-¬ã ãà ¢­¥­¨î j-£®, ã¬­®¦¥­­®£®­  ç¨á«® �t. 20.3.2. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  ­  ¯à¨¬¥à å�¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®© § -¬¥­¥ ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© à ¢­®á¨«ì­ë¬¨ ¥©á¨áâ¥¬ ¬¨ ¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ¢¨¤ , ¯®«ãç ¥¬ë¬¨ á ¯®¬®éìî ¯à¥-®¡à §®¢ ­¨© ¢¨¤  I ¨«¨ II, ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ ¯. 0.3.1. � ¨â®£¥ ¯®«ã-ç ¥âáï á¨áâ¥¬ , £¤¥ ®¤­¨ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ¤àã-£¨¥ (â®£¤  á¨áâ¥¬  ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ ï), ¨«¨ ¢á¥ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ à ¢­ëª ª¨¬-â® ç¨á« ¬ (â®£¤  á¨áâ¥¬  ®¯à¥¤¥«¥­­ ï), «¨¡® ¯®«ãç ¥âáï­¥á®¢¬¥áâ­ ï á¨áâ¥¬ , à ¢­®á¨«ì­ ï ¤ ­­®© (â®£¤  á¨áâ¥¬  ­¥-á®¢¬¥áâ­ ). � áá¬®âà¨¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¬¥â®¤  � ãáá {�®à¤ ­ ­  ­¥áª®«ìª¨å ¯à¨¬¥à å. �«ï ã¤®¡áâ¢  § ¯¨á¨ ¢¬¥áâ® á¨áâ¥¬ëãà ¢­¥­¨© ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥¥ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã, â.¥.â ¡«¨æã, ª ¦¤ ï áâà®ª  ª®â®à®© á®¤¥à¦¨â ª®íää¨æ¨¥­âë ¨ á¢®-¡®¤­ë¥ ç«¥­ë ®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï. �¨á« , ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â ¬ -âà¨æ , ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ¥¥ í«¥¬¥­â ¬¨. � áè¨à¥­­ ï ¬ âà¨æ á¨áâ¥¬ë (0.12) ¨¬¥¥â ¢¨¤0BBB@ a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n� � � � � � � � � � � �ak1 ak2 : : : akn ��������� b1b2� � �bk 1CCCA :�à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¢¨¤  I ¨ II ¨§ ¯. 0.3.1 ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª à á-è¨à¥­­ë¬ ¬ âà¨æ ¬ á¨áâ¥¬ á¢®¤ïâáï ª ã¬­®¦¥­¨î í«¥¬¥­â®¢



x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  21®¤­®© áâà®ª¨ ­  ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«® ¨ ª ¯à¨¡ ¢«¥­¨î í«¥¬¥­â®¢ j-©áâà®ª¨, ã¬­®¦¥­­ëå ­  ç¨á«®, ª í«¥¬¥­â ¬ i-© áâà®ª¨. �à®-¬¥ â®£®, ç áâ® ¯à¨å®¤¨âáï ¯¥à¥áâ ¢«ïâì áâà®ª¨ ¬ âà¨æë, çâ®®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ­¥ ¨§¬¥­ï¥â á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.�ª § ­­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï áâà®ª ¬ âà¨æë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì í«¥-¬¥­â à­ë¬¨.�à¨¬¥à 1. �¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©8><>: 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3;6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7;9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13: (0.14)� ¯¨è¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¥¥. �â®-à ï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª® ¢â®à®© áâà®-ª¥ ¯¥à¢®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �2, ¨ ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª âà¥âì¥© áâà®ª¥¯¥à¢®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �3. �à¥âìï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢â®-à®© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª ¯¥à¢®© áâà®ª¥ ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �2,  ª âà¥âì¥© | ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �4.0B@ 3 4 1 26 8 2 59 12 3 10 ������� 3713 1CA � 0B@ 3 4 1 20 0 0 10 0 0 4 ������� 314 1CA �� 0B@ 3 4 1 00 0 0 10 0 0 0 ������� 110 1CA :� ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯®-á«¥¤­¥© à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æ¥.( 3x1 + 4x2 + x3 = 1;x4 = 1: (0.15)�¨áâ¥¬ë (0.14) ¨ (0.15) à ¢­®á¨«ì­ë á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 0.3.1. �¤-­ ª® á¨áâ¥¬ã (0.15) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥( x3 = 1� 3x1 � 4x2;x4 = 1; (0.16)



22 �¢¥¤¥­¨¥ª®â®àë© ¥áâ¥áâ¢¥­­® â ª¦¥ ­ §ë¢ âì ®¡é¨¬ à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë(0.14) (¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©), ¨¡® ¢ (0.16) ­¥¨§-¢¥áâ­®¥ x3 ¢ëà ¦¥­® ç¥à¥§ x1 ¨ x2,   x4 à ¢­® 1. �â®¡ë ¯®«ãç¨âì«î¡®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (0.14), ­ã¦­® ¯à¨¤ âì ­¥¨§¢¥áâ-­ë¬ x1 ¨ x2 «î¡ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨ ¢ëç¨á«¨âì x3 ¯® ¯¥à¢®© ä®à¬ã«¥¨§ (0.16),   x4 ¯®«®¦¨âì à ¢­ë¬ 1. �à¨¬¥àë ç áâ­ëå à¥è¥­¨©á¨áâ¥¬ë (0.14): (0; 0; 1; 1); (1; 2;�10; 1). �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë(0.14) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ f(a; b; 1 � 3a � 4b; 1) j a; b 2 Rg.� ¨§¢¥áâ­®¬ á¬ëá«¥ (0.16) ¥áâì á¨áâ¥¬  ­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ¢¨¤ ,à ¢­®á¨«ì­ ï ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬¥ (0.14).�à¨¬¥à 2. �¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©8><>: 3x1 � 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2;7x1 � 4x2 + x3 + 3x4 = 5;5x1 + 7x2 � 4x3 � 6x4 = 3: (0.17)� ¯¨è¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¥¥. �â®-à ï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª® ¢â®à®© áâà®-ª¥ ¯¥à¢®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �2, ¨ ¯¥à¥áâ ­®¢ª®© ¯¥à¢®© ¨ ¢â®à®©áâà®ª. �à¥âìï ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢â®à®© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª® ¢â®à®©áâà®ª¥ ¯¥à¢®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �3, ¨ ª âà¥âì¥© áâà®ª¥ ¯¥à¢®©,ã¬­®¦¥­­®© ­  �5. �¥â¢¥àâ ï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ âà¥âì¥©¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª âà¥âì¥© áâà®ª¥ ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �1.0B@ 3 �5 2 47 �4 1 35 7 �4 �6 ������� 253 1CA � 0B@ 1 6 �3 �53 �5 2 45 7 �4 �6 ������� 123 1CA �� 0B@ 1 6 �3 �50 �23 11 190 �23 11 19 ������� 1�1�2 1CA � 0B@ 1 6 �3 �50 �23 11 190 0 0 0 ������� 1�1�1 1CA :�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ç¥â¢¥àâ®© ¬ -âà¨æ¥, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ­¥á®¢¬¥áâ­ , ¯®áª®«ìªã ¥¥ ¯®á«¥¤­¥¥



x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  23ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ 0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = �1. � ª¨¬ ®¡à -§®¬, ¨áå®¤­ ï á¨áâ¥¬  (0.17) ­¥á®¢¬¥áâ­ . �¥ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ |¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.�à¨¬¥à 3. �¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©8>>><>>>: 2x1 + 5x2 � 8x3 = 8;4x1 + 3x2 � 9x3 = 9;2x1 + 3x2 � 5x3 = 7;x1 + 8x2 � 7x3 = 12: (0.18)� ¯¨è¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¥¥. �â®-à ï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯¥à¢®© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª ¯¥à¢®© áâà®ª¥ç¥â¢¥àâ®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �1, ¨ ®¡­ã«¥­¨¥¬ ¯¥à¢ëå í«¥¬¥­â®¢¢â®à®©, âà¥âì¥© ¨ ç¥â¢¥àâ®© áâà®ª ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯¥à¢®©. �à¥âìï¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢â®à®© ã¬­®¦¥­¨¥¬ ¢â®à®© áâà®ª¨ ­  15 , ¯à¨¡ -¢«¥­¨¥¬ ª âà¥âì¥© áâà®ª¨ ­®¢®© ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �3, ¨¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª ç¥â¢¥àâ®© áâà®ª¥ ­®¢®© ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®© ­ �4. �¥â¢¥àâ ï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ âà¥âì¥© ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª®¢â®à®© áâà®ª¥ ç¥â¢¥àâ®©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �3, ã¬­®¦¥­¨¥¬ ç¥-â¢¥àâ®© áâà®ª¨ ­  �1, ¯¥à¥áâ ­®¢ª®© ¢â®à®© ¨ ç¥â¢¥àâ®© áâà®ª¨ ®â¡à áë¢ ­¨¥¬ ­ã«¥¢®© âà¥âì¥© áâà®ª¨. �ïâ ï ¬ âà¨æ  ¯®«ã-ç ¥âáï ¨§ ç¥â¢¥àâ®© ã¬­®¦¥­¨¥¬ âà¥âì¥© áâà®ª¨ ­  �17 ¨ ®¡­ã-«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ âà¥âì¥£® áâ®«¡æ  ¢ ¯¥à¢®© ¨ ¢â®à®© áâà®ª å.�®á«¥¤­ïï ¬ âà¨æ  ¯®«ãç ¥âáï ®¡­ã«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â  ¢ ¯¥à¢®©áâà®ª¥ ¨ ¢â®à®¬ áâ®«¡æ¥.0BB@ 2 5 �84 3 �92 3 �51 8 �7 �������� 89712 1CCA�0BB@ 1 �3 �10 15 �50 9 �30 11 �6 �������� �4251516 1CCA�0BB@ 1 �3 �10 3 �10 0 00 �1 �2 �������� �450�4 1CCA��0@ 1 �3 �10 1 20 0 �7 ������ �44�7 1A�0@ 1 �3 00 1 00 0 1 ������ �321 1A�0@ 1 0 00 1 00 0 1 ������ 321 1A :



24 �¢¥¤¥­¨¥�ë ¢¨¤¨¬, çâ® á¨áâ¥¬  (0.18) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥(3; 2; 1). �¥ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â .� à §®¡à ­­ëå ¯à¨¬¥à å à áè¨à¥­­ ï ¬ âà¨æ  á¨áâ¥¬ë á­ -ç «  ¯à¨¢®¤¨âáï ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã, ª®£¤  ­ã«¨ ¢ ¯¥à¢®¬, ¢â®-à®¬ ¨ ¤àã£¨å áâ®«¡æ å ®¡à §ãîâ \áâã¯¥­ìª¨" ­¥¢®§à áâ îé¥©¢ëá®âë,   ­ ¤ ª ¦¤ë¬ áâ®«¡¨ª®¬ ¨§ ­ã«¥© áâ®¨â ¥¤¨­¨æ . � â¥¬¨ ­ ¤ íâ¨¬¨ ¥¤¨­¨æ ¬¨ ¯®«ãç îâáï ­ã«¨. �  íâ®¬ ¯à¥®¡à §®-¢ ­¨ï ¬ âà¨æë § ª ­ç¨¢ îâáï, ¨ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥áâ®«¡æ ¬, ¢ ª®â®àëå ¥áâì â®«ìª® ®¤­  ¥¤¨­¨æ  ¨ ®áâ «ì­ë¥ ­ã«¨,¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà ¦¥­ë ç¥à¥§ ¤àã£¨¥ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥, ç¥¬ § ¢¥àè -¥âáï ¯à®æ¥áá à¥è¥­¨ï.0.3.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥�¯¨è¥¬ â¥¯¥àì ¬¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥. �à¨¬¥­¨¬¥£® ª á¨áâ¥¬¥ (0.12). � ¯¨è¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë,§ ¬¥­¨¢ ¤«ï ¥¤¨­®®¡à §¨ï á¢®¡®¤­ë¥ ç«¥­ë bi ­  ai n+1. �à¥¤¯®-«®¦¨¬, çâ® a11 6= 0; íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡é­®-áâ¨, ¥á«¨ ¯à¨­ïâì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¢®§¬®¦­®áâì ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ãà ¢-­¥­¨©: ¢ ª ª®¬-­¨¡ã¤ì ¨§ ­¨å ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ x1 ®¡ï§ â¥«ì­®®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �¬­®¦¨¢ ¯¥à¢ãî áâà®ªã ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æë ­ a�111 , ¯®«ãç¨¬ ¯¥à¢ãî áâà®ªã ¢â®à®© ¬ âà¨æë (á¨¬¢®«ë ¢¢¥àåã¢ áª®¡ª å ®¡®§­ ç îâ ­®¬¥à è £  ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¬ âà¨æë), â ªçâ® a(1)1j = a1j=a11; j = 2; : : : ; n+1. �áâ «ì­ë¥ áâà®ª¨ ¯®«ãç îâáï¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª i-© áâà®ª¥ 1-©, ã¬­®¦¥­­®© ­  �ai1 (i = 2; : : : ; k),â.¥. a(1)ij = aij � ai1a(1)1j (i = 2; : : : ; k; j = 2; : : : ; n+ 1).0BBBBB@ a11 : : : : : : a1n a1n+1a21 : : : : : : a2n a2n+1a31 : : : : : : a3n a3n+1: : : : : : : : :ak1 : : : : : : akn ak n+1 1CCCCCA �



x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  25� 0BBBBBBB@ 1 : : : a(1)1r2 : : : : a(1)1n a(1)1n+10 : : : a(1)2r2 : : : : a(1)2n a(1)2n+10 : : : a(1)3r2 : : : : a(1)3n a(1)3n+1: : : : : : : : :0 : : : a(1)kr2 : : : : a(1)kn a(1)k n+1 1CCCCCCCA :�¡à â¨¬áï ª ¯®«ãç¥­­®© ¬ âà¨æ¥ ¨ ­ ©¤¥¬ ¯¥à¢ë© á«¥¢  áâ®«-¡¥æ, ¢ ª®â®à®¬ ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢ áâà®ª å á® 2-© ¯® k-î à ¢­ë­ã«î1. �ãáâì r2 | ­®¬¥à íâ®£® áâ®«¡æ . � ª ¨ ¢ëè¥, ¡¥§ ®£à -­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ áç¨â ¥¬ a(1)2r2 6= 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢â®à®©¬ âà¨æ¥ í«¥¬¥­âë ¢ áâà®ª å á® 2-© ¯® k-î ¨ áâ®«¡æ å á 1-£® ¯®(r2�1)-© à ¢­ë ­ã«î. �¥¯¥àì ¯à¨¬¥­ï¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ¯®¤®¡-­ë¥ â¥¬, çâ® ¡ë«¨ â®«ìª® çâ® ®¯¨á ­ë, ª áâà®ª ¬ ¢â®à®© ¬ âà¨-æë, ­ ç¨­ ï á® ¢â®à®©. �¥«¨¬ ¢â®àãî áâà®ªã ­  a(1)2r2 ¨ ¯®«ãç ¥¬­ã«¨ ¯®¤ ¥¤¨­¨æ¥© ¢ áâ®«¡æ¥ r2; ¢ ¨â®£¥ ¨¬¥¥¬ â ªãî ¬ âà¨æã:0BBBBBBB@ 1 : : : a(1)1r2 : : : a(1)1r3 : : a(1)1n a(1)1n+10 : : : 1 : : : a(2)2r3 : : a(2)2n a(2)2n+10 : : : 0 : : : a(2)3r3 : : a(2)3n a(2)3n+1: : : : : : : : :0 : : : 0 : : : a(2)kr2 : : a(2)kn a(2)k n+1 1CCCCCCCA :�¤¥áì, ª ª ¨ ¤«ï ¢â®à®© ¬ âà¨æë, ­ å®¤¨¬ ¯¥à¢ë© á«¥¢  áâ®«-¡¥æ, ¢ ª®â®à®¬ ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢ áâà®ª å á 3-© ¯® k-î à ¢­ë­ã«î. �ãáâì r3 | ­®¬¥à íâ®£® áâ®«¡æ . �à¨¬¥­ïï ª âà¥âì¥© ¬ -âà¨æ¥ ®¯¨á ­­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¨ ¯à®¤®«¦ ï ¤ «¥¥ ¯à¨¬¥­ïâì¯®¤®¡­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª ®áâ «ì­ë¬ áâà®ª ¬ ¯®«ãç îé¨åáï¬ âà¨æ, ç¥à¥§ u � 1 è £ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª á«¥¤ãîé¥© ¬ âà¨æ¥ â ª­ §ë¢ ¥¬®£® áâã¯¥­ç â®£® ¢¨¤ :1� áâ® ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ® ¢â®à®© áâ®«¡¥æ, ®¤­ ª® ¯à¨¬¥à 1, à §®¡à ­-­ë© ¢ ¯. 0.3.2, ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ® ­¥ ¢á¥£¤  â ª.



26 �¢¥¤¥­¨¥0BBBBBBBBBBB@ 1 : : : a(1)1r2 : : : a(1)1r3 : : : a(1)1ru : : : a(1)1n a(1)1n+10 : : : 1 : : : a(2)2r2 : : : a(2)2ru : : : a(2)2n a(2)2n+10 : : : 0 : : : 1 : : : a(3)3ru : : : a(3)3n a(3)3n+1: : : : : : : : : :0 : : : 0 : : : 0 : : : a(u�1)uru : : : a(u�1)kn a(u�1)k n+1: : : : : : : : : :0 : : : 0 : : : 0 : : : 0 : : : 0 0 1CCCCCCCCCCCA :� ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥ a(u�1)uru 6= 0, â ª çâ® ­  ¬¥áâ¥ íâ®£® í«¥¬¥­â ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì 1, ã¬­®¦¨¢ u-î áâà®ªã ­  1=a(u�1)uru ,   áâà®ª¨ áu + 1-© ¯® k-î á®áâ®ïâ æ¥«¨ª®¬ ¨§ ­ã«¥© ¨«¨ ®âáãâáâ¢ãîâ. � íâ®¬ § ª ­ç¨¢ ¥âáï â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© ¯àï¬®© å®¤ ¢ ¬¥â®¤¥ � ãáá {�®à¤ ­ . �á«¨ ru = n+1, â® ­  íâ®¬ ¢ëç¨á«¥­¨ï § ª ­ç¨¢ îâ-áï: ¢ á¨áâ¥¬¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥©, u-¥ ãà ¢­¥­¨¥¨¬¥¥â ¢¨¤ 0x1 + : : : + 0xn = a(u�1)uru 6= 0, â.¥. íâ  á¨áâ¥¬  ­¥á®-¢¬¥áâ­ ; ¢¬¥áâ¥ á ­¥© ­¥á®¢¬¥áâ­  ¨ à ¢­®á¨«ì­ ï ¥© á¨áâ¥¬ (0.12). � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© ®¡à â-­ë© å®¤, ª®â®àë© á®áâ®¨â ¢ ®¡­ã«¥­¨¨ í«¥¬¥­â®¢, à á¯®«®¦¥­-­ëå ­ ¤ ¥¤¨­¨æ ¬¨ ¢ áâ®«¡æ å ru, ru�1; : : : ; r2. �¤®¡­® ¤¥« âìíâ®, ­ ç¨­ ï á ¯®á«¥¤­¥© áâà®ª¨. � ¨â®£¥ ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãîä¨­ «ì­ãî ¬ âà¨æã (­ ¤ ­¥ª®â®àë¬¨ áâ®«¡æ ¬¨ ãª § ­ë ¨å ­®-¬¥à ): 0BBBBBBBBBBB@ 1 : : : r20 : : : r30 : : : ru0 : : : a(fin)1n a(fin)1n+10 : : : 1 : : : 0 : : : 0 : : : a(fin)2n a(fin)2n+10 : : : 0 : : : 1 : : : 0 : : : a(fin)3n a(fin)3n+1: : : : : : : : : :0 : : : 0 : : : 0 : : : 1 : : : a(u)kn a(u)k n+1: : : : : : : : : :0 : : : 0 : : : 0 : : : 0 : : : 0 0 1CCCCCCCCCCCA :� á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© íâ®© ¬ âà¨-æ¥©, ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ x1; xr2 ; : : : ; xru ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥ ­¥-



x 0.3. �¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  27¨§¢¥áâ­ë¥, ¨ ¯à®æ¥áá à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (0.12) ¬¥â®¤®¬ � ãáá {�®à¤ ­  § ¢¥àè ¥âáï.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ®¯¨á ­­ë© ¬¥â®¤ ­¥ ¢á¥£¤  ã¤®¡¥­ ¯à¨àãç­ëå ¢ëç¨á«¥­¨ïå, â ª ª ª ¨­®£¤  ¯à¨å®¤¨âáï ¤¥«¨âì ­  ¡®«ì-è¨¥ ç¨á«  ¨ ¢¥áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï á ¤à®¡ï¬¨. �â®¡ë ¯®çã¢áâ¢®¢ âìíâ®, ç¨â â¥«î à¥ª®¬¥­¤ã¥âáï à §®¡à âì ¯à¨¬¥àë 1{3, ¢ â®ç­®áâ¨á«¥¤ãï ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ã  «£®à¨â¬ã. �¤­ ª® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬, ãª®â®àëå ª®íää¨æ¨¥­âë ¨ á¢®¡®¤­ë¥ ç«¥­ë | æ¥«ë¥ ç¨á« , ¨á-¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥«, ãª § ­­ë¥ âàã¤­®áâ¨ ¢á¥£¤  ¬®¦-­® ®¡®©â¨ (ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« ­® ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2 ¨§ ¯. 0.3.2).� ¤ ç¨: [17], ò1,2.



�« ¢  1� âà¨æë ¨®¯à¥¤¥«¨â¥«¨� íâ®© £« ¢¥ ¨§« £ îâáï í«¥¬¥­â à­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å ¨®¯à¥¤¥«¨â¥«ïå|¢ ¦­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ å, ¨£à îé¨å, ¢ç áâ­®áâ¨, áãé¥áâ¢¥­­ãî à®«ì ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ á¨-áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.x 1.1. � âà¨æë1.1.1. �®­ïâ¨¥ ¬ âà¨æë� âà¨æ¥© à §¬¥à®¢m�k ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­ ï â ¡«¨æ  ¨§ç¨á¥«, ¨¬¥îé ï m áâà®ª ¨ k áâ®«¡æ®¢. �¨á« , ¨§ ª®â®àëå á®áâ®-¨â ¬ âà¨æ , ­ §ë¢ îâáï ¥¥ í«¥¬¥­â ¬¨1. �à¨­ïâ® § ¯¨áë¢ âì1� ¯¥à¢®¬ ¨§¤ ­¨¨ ­ áâ®ïé¥£® ãç¥¡­¨ª  [16] ¨á¯®«ì§®¢ «áï â¥à¬¨­\ª®íää¨æ¨¥­â". 28



x 1.1. � âà¨æë 29¬ âà¨æë à §¬¥à®¢ m� k ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:A = 0BBB@ a11 a12 : : : a1ka21 a22 : : : a2k� � � � � � � � � � � �am1 am2 : : : amk 1CCCA : (1.1)�¡®§­ ç âì ¬ âà¨æë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢¥­­® § £« ¢­ë¬¨ « â¨­-áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨, ¯®«ã¦¨à­ë¬ èà¨äâ®¬. �à¨¬¥àë ¬ âà¨æ:X = 0B@ �1 2 3 013 �25 � 10�1 0 0 9 1CA ;Y = 0B@ �1 2 313 �25 ��1 0 0 1CA ; (1.2)Z = 0B@ �1 3 013 � 10�1 0 9 1CA : (1.3)�à âª® ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¬ âà¨æã (1.1) ¢ ¢¨¤¥ A = (aij)m�k .� âà¨æë A = (aij)m�k ¨ B = (bij)n�l ­ §ë¢ îâáï à ¢­ë¬¨, ¥á«¨¨å à §¬¥àë á®¢¯ ¤ îâ (â.¥. m = n, k = l) ¨ í«¥¬¥­âë, áâ®ïé¨¥­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬¥áâ å, â ª¦¥ á®¢¯ ¤ îâ: aij = bij ¯à¨ ¢á¥åi; j, ¯à®¡¥£ îé¨å ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  §­ ç¥­¨ï i = 1; : : : ; m¨ j = 1; : : : ; k.�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬ âà¨æ à §¬¥à®¢ m�k c í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ ä¨ª-á¨à®¢ ­­®£® ç¨á«®¢®£® ¯®«ï F ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Fm�k .�á«¨ ¢ ¬ âà¨æ¥ (1.1) § ä¨ªá¨à®¢ âì ª ª¨¥-«¨¡® áâà®ª¨ ¨áâ®«¡æë ¨ à áá¬®âà¥âì ¬ âà¨æã, ®¡à §®¢ ­­ãî í«¥¬¥­â ¬¨, áâ®-ïé¨¬¨ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ¢ë¤¥«¥­­ëå áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢, â® ¯®«ãç¥­-­ ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬ âà¨æ¥© ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æë. � -¯à¨¬¥à, ¢ (1.2) ¨ (1.3) ¬ âà¨æë Y ¨ Z ï¢«ïîâáï ¯®¤¬ âà¨æ ¬¨¬ âà¨æë X.� âà¨æ  A = (aij)m�k ­ §ë¢ ¥âáï áâà®ª®© [á®®â¢¥âáâ¢¥­­®áâ®«¡æ®¬], ¥á«¨m = 1 [á®®â¢¥âáâ¢¥­­® k = 1]. �âà®ª¨ ¨ áâ®«¡æë¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¬ «ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨.



30 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨� âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à â­®©, ¥á«¨ ¢ ­¥© ç¨á«® áâà®ª à ¢-­® ç¨á«ã áâ®«¡æ®¢. �á«¨ ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â à §¬¥àë m � m, â®¥¥ ­ §ë¢ îâ ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æ¥© ¯®àï¤ª  m ¨ ®¡®§­ ç îâ â ª:A = (aij)m. �«¥¬¥­âë a11; a22; : : : ; amm ®¡à §ãîâ £« ¢­ãî ¤¨ £®-­ «ì ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æë A,   í«¥¬¥­âë am1; am�12; : : : ; a1m |¯®¡®ç­ãî ¤¨ £®­ «ì ¬ âà¨æë A. �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ -¥âáï ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­®© [á®®â¢. ­¨¦­¥âà¥ã£®«ì­®©], ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥í«¥¬¥­âë, áâ®ïé¨¥ ­¨¦¥ [á®®â¢. ¢ëè¥] £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨, à ¢-­ë ­ã«î. �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï âà¥ã£®«ì­®©, ¥á«¨®­  ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­ ï ¨«¨ ­¨¦­¥âà¥ã£®«ì­ ï. �¢ ¤à â­ ï ¬ -âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ £®­ «ì­®©, ¥á«¨ ®­  ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­ ï ¨­¨¦­¥âà¥ã£®«ì­ ï, â.¥. ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¢­¥ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ à ¢-­ë ­ã«î. �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï áª «ïà­®©, ¥á«¨ ®­ ¤¨ £®­ «ì­  ¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ®¤¨­ ª®¢ë.�ª «ïà­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  m á í«¥¬¥­â ¬¨ 1 ­  £« ¢­®© ¤¨ £®-­ «¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æ¥© ¯®àï¤ª  m ¨ ®¡®§­ ç ¥âáïç¥à¥§ Em.1.1.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ á ¬ âà¨æ ¬¨�¤¥áì ¬ë à áá¬®âà¨¬ á«®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æë­  ç¨á«®. �«®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­® â®«ìª® ¤«ï ¬ âà¨æ ®¤¨­ ª®-¢ëå à §¬¥à®¢. �ãáâì A;B 2 Fm�k , A = (aij) ¨ B = (bij).�ã¬¬®© ¬ âà¨æ A ¨ B ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ , ®¡®§­ ç ¥¬ ï ç¥-à¥§ C = A + B ¨ ¨¬¥îé ï ¢¨¤ C = (cij)m�k, ª ¦¤ë© í«¥¬¥­âª®â®à®© à ¢¥­ áã¬¬¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ ¬ âà¨æ A ¨B: cij = aij + bij ; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; k. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¬ âà¨æë A = (aij)m�k ¨ ç¨á«  t ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ  â ª¨å ¦¥à §¬¥à®¢, ª ª ¬ âà¨æ  A, ®¡®§­ ç ¥¬ ï ç¥à¥§ D = tA ¨ ¨¬¥-îé ï ¢¨¤ D = (dij)m�k , ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â ª®â®à®© ¯®«ãç ¥âáïã¬­®¦¥­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® í«¥¬¥­â  ¬ âà¨æë A ­  ç¨á«® t:dij = taij ; i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; k. �«ï á«®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ ¨ã¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æë ­  ç¨á«® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¯à®¢¥-àï¥¬ë¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á¢®©áâ¢ .



x 1.1. � âà¨æë 311. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æA,B ®¤¨­ ª®¢ëå à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®à ¢¥­áâ¢® A+B = B +A.2. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A,B,C ®¤¨­ ª®¢ëå à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤-«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (A+B) +C = A+ (B +C).3. �ãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨æ  O = Om�k à §¬¥à®¢ m�k â ª ï, çâ®¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æëA â ª¨å ¦¥ à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®A+O = A.4. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë Am�k áãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨æ  B â¥å ¦¥à §¬¥à®¢ â ª ï, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® A+B = Om�k .5. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A,B ®¤¨­ ª®¢ëå à §¬¥à®¢ ¨ «î¡®£®ç¨á«  t á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® t(A+B) = tA+ tB.6. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨ «î¡ëå ç¨á¥« s; t á¯à ¢¥¤«¨¢®à ¢¥­áâ¢® (s+ t)A = sA+ tA.7. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨ «î¡ëå ç¨á¥« s; t á¯à ¢¥¤«¨¢®à ¢¥­áâ¢® s(tA) = (st)A = t(sA).8. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® 1A = A.�¢®©áâ¢  1 ¨ 2 á«¥¤ãîâ ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¢®©áâ¢ á«®¦¥-­¨ï ç¨á¥«. � á¢®©áâ¢¥ 3 ¢ ª ç¥áâ¢¥ Om�k á«¥¤ã¥â ¢§ïâì ¬ âà¨æãà §¬¥à®¢ m� k á ­ã«¥¢ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨; â ª ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ -¥âáï ­ã«¥¢®©. � á¢®©áâ¢¥ 4 ¢ ª ç¥áâ¢¥ B ¬®¦­® ¢§ïâì ¬ âà¨æãá í«¥¬¥­â ¬¨, ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬ ¬ âà¨æë A; â ª ï¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®©¬ âà¨æ¥A. �¢®©áâ¢  5{8®¡¥á¯¥ç¨¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ç¨á¥«.� ¬¥â¨¬, çâ® áª «ïà­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n á ç¨á«®¬ a ­ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ª ª aEn, £¤¥ En|¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n.�ãáâìA1; : : : ;As|¬ âà¨æë à §¬¥à®¢m�k, t1; : : : ; ts|­¥ª®â®-àë¥ ç¨á« . � âà¨æ  t1A1+: : :+tsAs ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨-­ æ¨¥© ¬ âà¨æ A1; : : : ;As á í«¥¬¥­â ¬¨ t1; : : : ; ts. �á«¨ ¬ âà¨æ B à ¢­  «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¬ âà¨æ A1; : : : ;As á ­¥ª®â®àë-¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, â® £®¢®àïâ, çâ® B «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ãª § ­­ë¥ ¬ âà¨æë. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ E(i;j)m�k ¬ âà¨æã à §¬¥à®¢



32 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨m�k, ã ª®â®à®© ¢á¥ í«¥¬¥­âë à ¢­ë ­ã«î, §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ í«¥-¬¥­â  ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ i-© áâà®ª¨ ¨ j-£® áâ®«¡æ , ª®â®àë© à ¢¥­¥¤¨­¨æ¥. � ª¨¥ ¬ âà¨æë ­ §ë¢ îâáï ¬ âà¨ç­ë¬¨ ¥¤¨­¨æ ¬¨à §¬¥à®¢ m � k. �«ï ¬ âà¨æë Am�k = (aij) á¯à ¢¥¤«¨¢® ®ç¥-¢¨¤­®¥ à ¢¥­áâ¢® (¢ ª®â®à®¬ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ªà âª®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥Psr=1 xr ¤«ï áã¬¬ë x1+ : : :+xs), ª®â®à®¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® «î¡ ï¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ m � k «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¬ âà¨ç­ë¥¥¤¨­¨æë à §¬¥à®¢ m� k:Am�k = mXi=1 kXj=1 aijE(i;j)m�k : (1.4)1.1.3. �¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æ�®¢®àïâ, çâ® à §¬¥àë ¬ âà¨æ A = (aij)m�k, B = (bij)n�l á®£« -á®¢ ­ë, ¥á«¨ k = n, â.¥. ç¨á«® áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A à ¢­® ç¨á«ãáâà®ª ¬ âà¨æë B. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ à §¬¥àë ¬ âà¨æ B, A¬®£ãâ ­¥ ¡ëâì á®£« á®¢ ­ë. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬ âà¨æAB ®¯à¥¤¥«¥-­® â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à §¬¥àë ¬ âà¨æ A, B á®£« á®¢ ­ë, ¨ ¯®®¯à¥¤¥«¥­¨î AB = (cij)m�l, £¤¥ cij = ai1b1j + ai2b2j + : : :+ aikbkj¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; l. �á¯®«ì§ãï ªà âª®¥ ®¡®§­ ç¥-­¨¥ ¤«ï áã¬¬ë, í«¥¬¥­â cij ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥cij = kXr=1 airbrj: (1.5)�®à¬ã«  (1.5) ¤ ¥â ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï áâà®ª¨(ai1; ai2; : : : ; aik) ­  áâ®«¡¥æ 0BBB@ b1jb2j: : :bkj 1CCCA : � áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë.0B@ �1 2 01 �2 10�1 0 9 1CA0B@ 1 2 01 �2 101 1 9 1CA = 0B@ 1 �6 209 16 708 7 81 1CA ;



x 1.1. � âà¨æë 33 1 29 6 ! 1 29 6 ! =  19 1463 54 ! ; 1 2 13 1 2 !0B@ �1 21 11 �1 1CA =  2 30 5 ! ;0B@ �1 21 11 �1 1CA 1 2 13 1 2 ! = 0B@ 5 0 34 3 3�2 1 �1 1CA :�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ã¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®, â.¥. ­¥¢á¥£¤  AB = BA. �®«¥¥ â®£®, ®¡  íâ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥ ¢á¥£¤ ®¯à¥¤¥«¥­ë.�¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æ ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨1.9. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A = (aij)m�k , B = (bij)k�l, C = (cij)l�ná¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (AB)C = A(BC).�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥®¡å®¤¨¬® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¬á¢®©áâ¢®¬ áã¬¬¨à®¢ ­¨ï: Pus=1Pvt=1 xst = Pvt=1Pus=1 xst. �ãáâìAB = D = (dij)m�l, BC = F = (fij)k�n, (AB)C = G = (gij)m�n¨ A(BC) = H = (hij)m�n. �®§ì¬¥¬ ¢ ¬ âà¨æ¥ G ¯à®¨§¢®«ì­ë©í«¥¬¥­â gij ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¥£®:gij = lXr=1 dircrj = lXr=1( kXs=1 aisbsr)crj = lXr=1 kXs=1 aisbsrcrj =kXs=1 lXr=1 aisbsrcrj = kXs=1 ais( lXr=1 bsrcrj) = kXs=1 aisfsj = hij :� ª¨¬ ®¡à §®¬, âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® ¤®ª § ­®.10. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A = (aij)m�k , B = (bij)k�l, C == (cij)k�l á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® A(B +C) = AB +AC.11. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A = (aij)m�k , B = (bij)m�k, C == (cij)k�l á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (A+B)C = AC +BC .1�ã¬¥à æ¨ï íâ¨å á¢®©áâ¢ ¯à®¤®«¦ ¥â ­ã¬¥à æ¨î á¢®©áâ¢ «¨­¥©­ëå®¯¥à æ¨©.



34 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨12. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A = (aij)m�k , B = (bij)k�l ¨ «î¡®£®ç¨á«  t á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (tA)B = t(AB) = A(tB).13. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A = (aij)m�k ¨ ¥¤¨­¨ç­ëå ¬ âà¨æEk;Em á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  AEk = EmA = A.�â¨ á¢®©áâ¢  ¯®«ãç îâáï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬ -âà¨æ ­¥á«®¦­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨, ¯à®¢¥¤¥­¨¥ ª®â®àëå ®áâ ¢«ï-¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦­¥­¨ï ç¨â â¥«î.� áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨ç­ãî § ¯¨áì á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ (0.12). �¢¥¤¥¬ ¬ âà¨æã A = (aij)k�n, á®áâ®ïéãî¨§ í«¥¬¥­â®¢ ¯à¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ (0.12) (®­  ­ §ë¢ ¥âáï®á­®¢­®© ¬ âà¨æ¥© íâ®© á¨áâ¥¬ë), áâ®«¡¥æ x = 0B@ x1: : :xn 1CA ­¥¨§-¢¥áâ­ëå ¨ áâ®«¡¥æ b = 0B@ b1: : :bk 1CA á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢. �®£¤  á¨áâ¥¬ (0.12) § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¬ âà¨ç­®¬ ¢¨¤¥ â ª:Ax = b: (1.6)� âà¨æ  (A j b), ¯®«ãç¥­­ ï ¯à¨¯¨áë¢ ­¨¥¬ ª ®á­®¢­®© ¬ âà¨æ¥á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© áâ®«¡æ  ¥¥ á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢, ¡ë« ­ §¢ ­  ¢ ¯. 1.3.2 à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æ¥© á¨áâ¥¬ë.� áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  n. �å ¬®¦­® áª« -¤ë¢ âì ¨ ã¬­®¦ âì, ¢ ç áâ­®áâ¨ ¢®§¢®¤¨âì ¢ áâ¥¯¥­ì á ­ âã-à «ì­ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬. �ãáâì A|ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤-ª  n ¨ f(x) = a0xr + a1xr�1 + : : :+ ar�1x + ar|¬­®£®ç«¥­ áâ¥-¯¥­¨ r. �­ ç¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­  ®â ¬ âà¨æë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:f(A) = a0Ar + a1Ar�1 + : : : + ar�1A + arEn. � áá¬®âà¨¬ ¯à¨-¬¥à. �ãáâì f(x) = x2 � 3x+ 4, A =  1 22 1 !. �®£¤  f(A) == A2�3A+4E2 =  5 44 5 !� 3 66 3 !+ 4 00 4 ! =  6 �2�2 6 ! :



x 1.1. � âà¨æë 35�®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ¬ âà¨ç­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¢¨¤  F (x) == A0xr + A1xr�1 + : : : + Ar�1x + Ar, £¤¥ A0;A1; : : : ;Ar |ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  n. �­ ç¥­¨¥ â ª®-£® ¬­®£®ç«¥­  ®â ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æë B ¯®àï¤ª  n ¢ëç¨á«ï¥âáï¯® ä®à¬ã«¥ F (B) = A0Br+A1Br�1+ : : :+Ar�1B+Ar. � áá¬®-âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �ãáâì F (x) =  1 12 1 ! x2� 3 20 1 !x+ 2 33 5 !,C =  1 �21 2 !. �®£¤  F (C) ==  1 12 1 ! 1 �21 2 !2� 3 20 1 ! 1 �21 2 !+ 2 33 5 ! ==  1 12 1 ! �1 �63 2 !�  5 �21 2 !+  2 33 5 ! ==  2 �41 �10 !+  �3 52 3 ! =  �1 13 �7 ! :1.1.4. �à ­á¯®­¨à®¢ ­¨¥ ¬ âà¨æ ¨ ¯¥à¥å®¤ ª á®¯àï-¦¥­­®© ¬ âà¨æ¥� áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã A = (aij)m�k . �à ­á¯®­¨à®¢ ­­®© ª ¬ âà¨-æ¥ A ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ , ¯®«ãç¥­­ ï ¨§ A § ¬¥­®© áâà®ª ­ áâ®«¡æë. �­  ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ A> ¨ ¯®«ãç ¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥A> = (aji)k�m , ¥á«¨ A = (aij)m�k : (1.7)� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë.0B@ �1 2 01 �2 10�1 0 9 1CA> = 0B@ �1 1 �12 �2 00 10 9 1CA ; 1 �6 209 16 70 !> = 0B@ 1 9�6 1620 70 1CA :



36 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�«ï «î¡®© ¬ âà¨æëA 2 C n�k ¯®«®¦¨¬A� = A>, £¤¥ ç¥à¥§A®¡®§­ ç¥­  ¬ âà¨æ , ¯®«ãç¥­­ ï ¨§ A § ¬¥­®© ª ¦¤®£® í«¥¬¥­-â  ­  ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­®¥ ç¨á«®1. � âà¨æ  A� ­ §ë¢ ¥âáïá®¯àï¦¥­­®© ª ¬ âà¨æ¥ A. �á«¨A| ¬ âà¨æ  ¨§ Rn�k , â® ïá­®,çâ® A� = A>.�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨© á ¬ âà¨æ ¬¨ «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ã-îé¨¥ á¢®©áâ¢ , ¯®ª §ë¢ îé¨¥, ª ª âà ­á¯®­¨à®¢ ­¨¥ ¨ ¯¥à¥å®¤ª á®¯àï¦¥­­®© ¬ âà¨æ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ãîâ á íâ¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨2 .14. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A,B ®¤¨­ ª®¢ëå à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤-«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (A+B)> = A> +B>, (A+B)� = A� +B�.15. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨ «î¡®£® ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á«  tá¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (tA)> = tA>, (tA)� = tA�.16. �«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A,B á®£« á®¢ ­­ëå à §¬¥à®¢ á¯à -¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (AB)> = B>A>, (AB)� = B�A�.17. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (A>)>=A¨ (A�)� = A.� âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© [íà¬¨â®¢®©], ¥á«¨ ®­ á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¥© âà ­á¯®­¨à®¢ ­­®© [á®¯àï¦¥­­®©]. �¥£ª® ¯®-­ïâì, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï [íà¬¨â®¢ ] ¬ âà¨æ  ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â-­®© ¨ ¥¥ í«¥¬¥­âë, á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® £« ¢­®© ¤¨ £®-­ «¨, á®¢¯ ¤ îâ [ï¢«ïîâáï ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­ë¬¨ ç¨á« -¬¨]. �ç¥¢¨¤­®, çâ® áã¬¬  ¤¢ãå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å [íà¬¨â®¢ëå] ¬ -âà¨æ ®¤­®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© [íà¬¨â®¢®©]¬ âà¨æë ­  [¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥] ç¨á«® ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨[íà¬¨â®¢ë¬¨] ¬ âà¨æ ¬¨.1.1.5. � âà¨ç­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï� âà¨ç­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥ ®¤­®£® ¨§ ¢¨¤®¢AX = B ¨«¨ XC = D; (1.8)1� ¯®¬­¨¬, çâ® ç¥à¥§ z ®¡®§­ ç ¥âáï ª®¬¯«¥ªá­®¥ ç¨á«®, á®¯àï¦¥­­®¥ áç¨á«®¬ z.2�ë ¯à®¤®«¦ ¥¬ ­ã¬¥à æ¨î á¢®©áâ¢ ¬ âà¨æ.



x 1.1. � âà¨æë 37£¤¥ A,B,C,D | ¨§¢¥áâ­ë¥ ¬ âà¨æë; X | ­¥¨§¢¥áâ­ ï ¬ âà¨-æ . � §ã¬¥¥âáï, ¬ âà¨æë A ¨ X ¢ ¯¥à¢®¬ ãà ¢­¥­¨¨, X ¨ C ¢®¢â®à®¬ ¤®«¦­ë ¡ëâì á®£« á®¢ ­­ëå à §¬¥à®¢,   ç¨á«® áâà®ª ¢¬ âà¨æ å A ¨ B, à ¢­® ª ª ¨ ç¨á«® áâ®«¡æ®¢ ¢ ¬ âà¨æ å C ¨ D,¤®«¦­® ¡ëâì ®¤¨­ ª®¢ë¬. � ¯®¬®éìî âà ­á¯®­¨à®¢ ­¨ï ®¡¥-¨å ç áâ¥© ãà ¢­¥­¨ï C = D, ¨á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® 15, ¯®«ãç ¥¬,çâ® ãª § ­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ à ¢­®á¨«ì­® á«¥¤ãîé¥¬ã ãà ¢­¥­¨î:C>X> = D>. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®áâ â®ç­® ­ ãç¨âìáï à¥è âì ¬ -âà¨ç­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤  AX = B. � ª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï á¢®¤ïâáïª ­¥áª®«ìª¨¬ á¨áâ¥¬ ¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (ç¨á«® á¨áâ¥¬ à ¢-­® ç¨á«ã áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë B) á ®¤¨­ ª®¢®© ®á­®¢­®© ¬ âà¨-æ¥©. �â® «¥£ª® ãá¬®âà¥âì ¨§ ¬ âà¨ç­®© § ¯¨á¨ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© (1.6). �¤®¡­® à¥è âì ¢á¥ á¨áâ¥¬ë ®¤­®¢à¥¬¥­­®á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  � ãáá {�®à¤ ­ . �á«¨ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­ á¨áâ¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáï ­¥á®¢¬¥áâ­®©, â® ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï. �á«¨ ¢á¥ á¨áâ¥¬ë á®¢¬¥áâ­ë ¨ ¯® ªà ©­¥© ¬¥-à¥ ®¤­  ¨§ ­¨å ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ ï, â® ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨©. �á«¨ ¢á¥ á¨áâ¥¬ë ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥, â®¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥. � cá¬®âà¨¬¯à¨¬¥àë.1. �¥è¨âì ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ AX = B, £¤¥A =  1 2 3�1 1 0 ! ; B =  2 11 2 ! :�¥¨§¢¥áâ­ ï ¬ âà¨æ  X ¨¬¥¥â à §¬¥àë 3 � 2, â.¥. ¬®¦¥â ¡ëâì§ ¯¨á ­  á ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¢ ¢¨¤¥X = 0B@ x11 x12x21 x22x31 x32 1CA :�«ï ®âëáª ­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¨¬¥¥¬ ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë X) á ®¤¨-­ ª®¢®© ®á­®¢­®© ¬ âà¨æ¥© (A) ¨ à §­ë¬¨ áâ®«¡æ ¬¨ á¢®¡®¤­ëå



38 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ç«¥­®¢ (®­¨ ®¡à §ãîâ ¬ âà¨æã B). �«ï à¥è¥­¨ï ¯à¥®¡à §ã¥¬à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã, ¯®«ãç¥­­ãî ¯à¨¯¨áë¢ ­¨¥¬ ª ¬ âà¨æ¥A ¬ âà¨æë B: 1 2 3�1 1 0 ����� 2 11 2 ! �  1 �1 00 3 3 ����� �1 �23 3 ! ��  1 �1 00 1 1 ����� �1 �21 1 ! :� ¯¨è¥¬ ¯® ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥ ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨©: ( x11 � x21 = �1;x21 + x31 = 1 ¨ ( x12 � x22 = �2;x22 + x32 = 1: �§ ­¨å ­ å®¤¨¬¢ëà ¦¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ x11; x31 ¬ âà¨æë X ç¥à¥§ x21,   í«¥¬¥­-âë x12; x32 ¢ëà ¦ ¥¬ ç¥à¥§ x22: x11 = x21 � 1, x31 = �x21 + 1,x12 = x22 � 2, x32 = �x22 + 1. �­ ç¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ x21; x22¬®¦­® ¢ë¡¨à âì ¯à®¨§¢®«ì­®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à áá¬ âà¨¢ ¥-¬®¥ ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨©: X =0B@ x21 � 1 x22 � 2x21 x22�x21 + 1 �x22 + 1 1CA ¯à¨ ¢á¥å x21; x22 2 R.2. �¥è¨âì ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ AX = B, £¤¥A =  1 11 1 ! ; B =  2 13 4 ! :�¥¨§¢¥áâ­ ï ¬ âà¨æ  X ¨¬¥¥â à §¬¥àë 2 � 2. �à¥®¡à §ã¥¬ ¬ -âà¨æã  1 11 1 ����� 2 13 4 ! �  1 10 0 ����� 2 11 3 ! : �ë ¢¨¤¨¬, çâ® á¨-áâ¥¬ë ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë X ­¥á®¢¬¥áâ­ë, â.¥.¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï.3. �¥è¨âì ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ AX = B, £¤¥A =  1 23 5 ! ; B =  1 00 1 ! :



x 1.1. � âà¨æë 39�¥¨§¢¥áâ­ ï ¬ âà¨æ  X ¨¬¥¥â à §¬¥àë 2 � 2. �à¥®¡à §ã¥¬ ¬ -âà¨æã 1 23 5 ����� 1 00 1 ! �  1 20 �1 ����� 1 0�3 1 ! �  1 00 1 ����� �5 23 �1 ! :�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥-­¨¥ X =  �5 23 �1 ! :�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¬ -âà¨ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï AX = B á ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æ¥© A ¯®àï¤ª n ¬ âà¨æ  (A j B) í«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ áâà®ª ¯à¨-¢®¤¨âáï ª ¢¨¤ã (En j C) á ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æ¥© á«¥¢ , â® ¬ âà¨ç-­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ X = C.1.1.6. �¡à â­ ï ¬ âà¨æ � íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æëä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ¯®àï¤ª  n. � âà¨æ  A ­ §ë¢ ¥âáï ®¡à â¨¬®©,¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¬ âà¨æ  B, çâ®AB = BA = En: (1.9)�¥¬¬  1.1.1. �«ï ®¡à â¨¬®© ¬ âà¨æëA áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­-­ ï ¬ âà¨æ  B á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (1.9).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¬ âà¨æë B1 ¨ B2 â ª®¢ë, çâ®AB1 = B1A = En ¨ AB2 = B2A = En. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãïá¢®©áâ¢  13 ¨ 9 ã¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ,   â ª¦¥ ¯®á«¥¤­¨¥ à ¢¥­áâ¢ ,¨¬¥¥¬ B1 = B1En = B1(AB2) = (B1A)B2 = EnB2 = B2, â.¥.B1 = B2, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�«ï ®¡à â¨¬®© ¬ âà¨æë A e¤¨­áâ¢¥­­ ï ¬ âà¨æ  B, ã¤®¢«¥â¢®-àïîé ï à ¢¥­áâ¢ ¬ (1.9), ­ §ë¢ ¥âáï ®¡à â­®© ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï



40 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ç¥à¥§ A�1. �¯¥à æ¨ï ¢§ïâ¨ï ®¡à â­®© ¬ âà¨æë ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ã-îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨1.18. �á«¨ ¬ âà¨æ  A ®¡à â¨¬  ¨ t|­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«®, â® ¬ -âà¨æ  tA ®¡à â¨¬  ¨ (tA)�1 = 1tA�1.19. �á«¨ ¬ âà¨æëA ¨B ®¡à â¨¬ë, â® ¬ âà¨æ AB ®¡à â¨¬ ¨ (AB)�1 = B�1A�1.�â¨ á¢®©áâ¢  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¡à -â¨¬®© ¬ âà¨æë ¨ á¢®©áâ¢ ã¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ.20. �á«¨ ¬ âà¨æ A ¯®àï¤ª  n ®¡à â¨¬ ,  B,C| ¯à®¨§¢®«ì-­ë¥ ¬ âà¨æë à §¬¥à  n � k, â® ¨§ AB = AC á«¥¤ã¥â B = C.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ã¬­®¦¨¬ à ¢¥­áâ¢® AB = AC á«¥¢ ­  A�1, ¯®«ãç¨¬ A�1(AB) = A�1(AC), ®âªã¤  (A�1A)B =(A�1A)C ¨ EnB = EnC . � ª¨¬ ®¡à §®¬, B = C, çâ® ¨ âà¥-¡ã¥âáï.�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®.21. �á«¨ ¬ âà¨æ A ¯®àï¤ª  n ®¡à â¨¬ ,  B,C| ¯à®¨§¢®«ì-­ë¥ ¬ âà¨æë à §¬¥à  m� n, â® ¨§ BA = CA á«¥¤ã¥â B = C.22. � âà¨æ  A ¯®àï¤ª  n ®¡à â¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ª®£¤  ®¡à â¨¬  âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ ï ª ­¥© ¬ âà¨æ  A> [á®-£« á®¢ ­­ ï á ­¥© ¬ âà¨æ  A�], ¨ ¯à¨ íâ®¬ (A�1)> = (A>)�1[(A�1)� = (A�)�1].�â® á¢®©áâ¢® «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ á¢®©áâ¢  16 (á¬. á. 36).�«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¬®¦­® à¥è¨âì ¬ âà¨ç­®¥ãà ¢­¥­¨¥ AX = En. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  á¬. ¯à¨¬¥à 3 ¢ ¯. 1.1.5.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.1.1. �á«¨ ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  A ¯®àï¤ª  n®¡à â¨¬  ¨ ¬ âà¨æ  B ¨¬¥¥â n áâà®ª, â® ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢­¥­¨¥AX = B ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ X = A�1B.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬ A(A�1B) = (AA�1)B = EnB = B,â.¥. ¬ âà¨æ  A�1B ¥áâì à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï AX = B. �ãáâì1�å ­ã¬¥à æ¨ï ¯à®¤®«¦ ¥â ­ ç âãî à ­¥¥.



x 1.1. � âà¨æë 41C | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï. �®£¤  AC = B.�¬­®¦ ï ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¢  ­  A�1, ¯®«ãç ¥¬A�1(AC) = A�1B, ®âªã¤  (A�1A)C = A�1B ¨ C = A�1B,çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2� á«ãç ¥, ª®£¤  ¤«ï ®¡à â¨¬®© ¬ âà¨æë A ¯®àï¤ª  n ¨§¢¥áâ-­  ®¡à â­ ï, ¨­®£¤  ¯à¨å®¤¨âáï ¢ëç¨á«ïâì ®¡à â­ãî ¤«ï ¬ -âà¨æë B = A+XRY , £¤¥ X, Y , R | ¬ âà¨æë à §¬¥à®¢ n� r,r � n, r � r á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯à¨ç¥¬ ¬ âà¨æ  R ®¡à â¨¬ ï. �á«¨B ®¡à â¨¬ ï, â® á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®B�1 = A�1 �A�1X(R�1 + Y A�1X)�1Y A�1: (1.10)�ãáâì r ­ ¬­®£® ¬¥­ìè¥, ç¥¬ n. � íâ®¬ á«ãç ¥ ­ ©â¨ ®¡à â-­ë¥ ¤«ï ¬ âà¨æ R ¨ R�1 +Y A�1X áãé¥áâ¢¥­­® «¥£ç¥, ç¥¬ ¤«ïB. �á«¨ ®¡à â­ ï ¬ âà¨æ  A�1 ­ å®¤¨âáï «¥£ª®, â® ¨á¯®«ì§®¢ -­¨¥ ä®à¬ã«ë (1.10) ¤ ¥â ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢  ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯àï¬ë¬¢ëç¨á«¥­¨¥¬ ®¡à â­®© ¬ âà¨æë B�1.�á«¨ r = 1, â® ¬ âà¨æë X, Y , R ¨¬¥îâ à §¬¥àë n�1, 1�n,1� 1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ç¨â ï, çâ® R á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â 1, ä®à¬ã«ã (1.10) ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥B�1 = A�1 � 1(1 + Y A�1X)A�1XYA�1: (1.11)� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ A = En ¨ B = En + xy> ¤«ï ­¥ª®â®àëåx;y 2 F1�n, â® ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® 1 + yx> 6= 0, ¨¬¥¥¬B�1 = En � 11 + yx>xy>:1.1.7. �«¥¤ ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æë�«ï ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æë A = (�ij) ¯®àï¤ª  n ¥¥ á«¥¤®¬ tr(A)­ §ë¢ ¥âáï áã¬¬  í«¥¬¥­â®¢, áâ®ïé¨å ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨:tr(A) = �11 + �22 + : : :+ �nn:



42 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.1.2. �«ï «î¡ëå ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ A,B ¯®-àï¤ª  n ¨ «î¡®£® ç¨á«  
 á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ tr(A+B) = tr(A) + tr(B); (1.12)tr(
A) = 
tr(A); (1.13)tr(A>) = tr(A); (1.14)tr(En) = n; (1.15)tr(AB) = tr(BA): (1.16)� ¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (1.16) ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®© ¨ ¢ á«ã-ç ¥, ª®£¤  ¬ âà¨æë A ¨ B ¨¬¥îâ à §¬¥àë k�m ¨ m�k á®®â¢¥â-áâ¢¥­­®, â.¥. ­¥ ï¢«ïîâáï ª¢ ¤à â­ë¬¨,   ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï AB¨ BA ï¢«ïîâáï ª¢ ¤à â­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ à §«¨ç­®£® ¯®àï¤ª .�ãáâì a 2 Fn�1. �®£¤  aa> 2 Fn�n ¨ a>a 2 F1�1, â.¥. ¯®á«¥¤-­ïï ¬ âà¨æ  á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â . �§ (1.16) ¯®«ãç ¥¬a>a = tr(a>a) = tr(aa>):�ãáâì A = (�ij) 2 Fn�n ¨ ai (i = 1; 2; : : : ; n) | áâ®«¡æë ¬ âà¨æëA. �®£¤  tr(A>A) = nXi=1 a>i ai = nXi=1 nXj=1�2ij :1.1.8. �«®ç­ë¥ ¬ âà¨æë�®¤ à §¡¨¥­¨¥¬ ¬ âà¨æë ­  ¡«®ª¨ ¯®­¨¬ ¥âáï ¯®«­®¥ à áç«¥-­¥­¨¥ ¥¥ ­  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯®¤¬ âà¨æë (¡«®ª¨) â ª®¥, çâ®«î¡®© í«¥¬¥­â ¬ âà¨æë ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ®¤¨­ ¨ â®«ìª® ®¤¨­ ¨§ íâ¨å¡«®ª®¢. �«ï ¯à®áâ®âë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® à §¡¨¥­¨¥ ª¢ -¤à â­®© ¬ âà¨æë A = (aij) ¯®àï¤ª  n ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï â ª:A =  A11 A12A21 A22 !, ¯à¨ç¥¬ à §¬¥àë ¡«®ª®¢ ä¨ªá¨à®¢ ­ë. �



x 1.1. � âà¨æë 43ä®à¬ã« å, ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨¦¥, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª¢ ¤à â­ë¥¬ âà¨æë A ¨ B ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë© ¯®àï¤®ª ¨ ®¤¨­ ª®¢ë¬ ®¡à -§®¬ à §¡¨âë ­  ¡«®ª¨. �â¨ ä®à¬ã«ë ¯à®¢¥àïîâáï ­¥¯®áà¥¤-áâ¢¥­­ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬.A+B =  A11 A12A21 A22 !+  B11 B12B21 B22 ! ==  A11 +B11 A12 +B12A21 +B21 A22 +B22 ! ; (1.17)AB =  A11 A12A21 A22 ! B11 B12B21 B22 ! ==  A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22 ! ; (1.18)A�1 =  (A�111 �A12A�122A21)�1 A�111A12CCA21A�111 �C ! ; (1.19)£¤¥ C = (A21A�111A12 �A22)�1:� ä®à¬ã«¥ (1.19) ¯à¥¤« £ ¥âáï ®¤¨­ ¨§ ­¥áª®«ìª¨å ¢®§¬®¦-­ëå á¯®á®¡®¢ à §¡¨¥­¨ï ®¡à â­®© ª ¤ ­­®© ¬ âà¨æ¥ A; ¢á¥ ¬ -âà¨æë, ¤«ï ª®â®àëå ¢ ã¯®¬ï­ãâ®© ä®à¬ã«¥ ¢ë¯¨á ­ë ®¡à â­ë¥,¯à¥¤¯®« £ îâáï ª¢ ¤à â­ë¬¨ ¨ ®¡à â¨¬ë¬¨.1.1.9. �à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ­¥ª®â®àëå áã¬¬ á ¯®¬®éìî¬ âà¨æ� ¯®¬®éìî ¬ âà¨æ ã¤®¡­® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì áã¬¬ë ¢¥«¨ç¨­ ¨ à ¡®-â âì á â ª¨¬¨ áã¬¬ ¬¨. � ä¨ªá¨àã¥¬ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n. �



44 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨¯à®áâà ­áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ Fn = Fn�1 § ä¨ªá¨àã¥¬ áâ®«¡¥æ i, á®áâ®-ïé¨© ¨§ ¥¤¨­¨æ. �«ï «î¡®£® áâ®«¡æ  x = 0BBBBBBB@ x1x2:::xn 1CCCCCCCA ¨§ Fn ¨¬¥¥¬i>x = nXi=1 xi:� «¥¥, x>x = nXi=1 x2i :�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �x áà¥¤­¥¥ í«¥¬¥­â®¢ ¢¥ªâ®à  x: �x = 1nPni=1 xi.� áá¬®âà¨¬ áâ®«¡¥æ x � i�x. �¬¥¥¬ x � i�x = x � i( 1ni>x) =Enx � 1n (ii>)x = (En � 1nii>)x. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M0 ¬ âà¨æãEn � 1n ii>. �â  ¬ âà¨æ  ¨¬¥¥â ç¨á«  1 � 1n ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ -«¨,   ®áâ «ì­ë¥ ¥¥ í«¥¬¥­âë | ç¨á«  � 1n . � âà¨æ  M 0 ¢¥áì¬ ¯®«¥§­  ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ áã¬¬ ª¢ ¤à â®¢ ®âª«®­¥­¨©.�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® M0i = o, £¤¥ o |­ã«¥¢®© áâ®«¡¥æ. � ª ª ª ¬ âà¨æ  M 0 á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï, ®âáî¤ á«¥¤ã¥â, çâ® i>M0 = o>. �ã¬¬  ¢á¥å ®âª«®­¥­¨© ®â áà¥¤­¥£®à ¢­  ­ã«î: Pni=1(xi � �x) = i>(M0x) = (i>M0)x = o>x = 0.�ã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¢á¥å ®âª«®­¥­¨© ®â áà¥¤­¥£® à ¢­ Pni=1(xi � �x)2 = (x� �xi)>(x� �xi) == (M0x)>(M0x) = x>M>0M0x = x>M20x:�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® M 20 = M0. �«¥-¤®¢ â¥«ì­®, nXi=1(xi � �x)2 = x>M0x:



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 45� âà¨æ  A ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥­â­®©, ¥á«¨ A2 = A. � âà¨æ M0 ï¢«ï¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥­â­®©.x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë.1.2.1. �®­ïâ¨¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï�ãáâì A | ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n. �¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ ¬ -âà¨æë A ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«®, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ det(A) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥¯® ¨­¤ãªæ¨¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:¥á«¨ n = 1, â® det(A) = a11, £¤¥ a11 | ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â¬ âà¨æë A;¯ãáâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n � 1 ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë;â®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨îdet(A) = a11A11 + a12A12 + : : :+ a1nA1n; (1.20)£¤¥ aij | í«¥¬¥­âë ¬ âà¨æëA; Aij |  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ïí«¥¬¥­â®¢ aij : ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î Aij ¥áâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®¤¬ âà¨-æë ¬ âà¨æë A, ¯®«ãç¥­­®© ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¨§ ­¥¥ i-© áâà®ª¨ ¨j-£® áâ®«¡æ  (¨ ¨¬¥îé¥© ¯®àï¤®ª n�1), ¥á«¨ áã¬¬  i+j| ç¥â­®¥ç¨á«®, ¨ ¥áâì ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ ç¨á«® ª ãª § ­­®¬ã ®¯à¥¤¥«¨â¥-«î, ¥á«¨ i+ j | ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®.�®à¬ã«  (1.20) ®¯à¥¤¥«ï¥â à §«®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¯® ¯¥à-¢®© áâà®ª¥.� ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ ¬ âà¨æë ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì § ¯¨áë-¢ ¥âáï â ª: det(A) = ��������� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann ��������� : (1.21)



46 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�ë¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ë ¤«ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¢â®à®£® ¨ âà¥âì¥£® ¯®àï¤-ª®¢. �¬¥¥¬ ����� a11 a12a21 a22 ����� = a11A11 + a12A12 = a11a22 � a12a21, â ªª ª ¯à¨ ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¨ ¨§ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  2 ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¨¯¥à¢®£® áâ®«¡æ  ®áâ ¥âáï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  1 á í«¥¬¥­â®¬ a22,â ª çâ® A11 = a22;  ­ «®£¨ç­® A12 = �a21 (â ª ª ª 2 + 1 = 3| ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®, A12 à ¢­® ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¬ã ç¨á«ã ª a21).�â ª, ����� a11 a12a21 a22 ����� = a11a22 � a12a21: (1.22)�à¨¬¥­ïï íâã ä®à¬ã«ã, à §¢¥à­¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì âà¥âì¥£® ¯®àï¤-ª : ������� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������� = a11A11 + a12A12 + a13A13 == a11 ����� a22 a23a32 a33 ������ a12 ����� a21 a23a31 a33 �����+ a13 ����� a21 a22a31 a32 ����� == a11(a22a33�a23a32)�a12(a21a33�a23a31)+a13(a21a32�a22a31) == a11a22a33�a11a23a32�a12a21a33+a12a23a31+a13a21a32�a13a22a31:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî ä®à¬ã«ã:������� a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 ������� = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32��a11a23a32�a12a21a33�a13a22a31: (1.23)�«ï § ¯®¬¨­ ­¨ï á¯®á®¡  ®¡à §®¢ ­¨ï á« £ ¥¬ëå á® §­ ª ¬¨\¯«îá" ¨ \¬¨­ãá" ¨á¯®«ì§ã¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ¬­¥¬®­¨ç¥áª®¥ ¯à -¢¨«®. �« £ ¥¬ë¥ á® §­ ª®¬ \+" ®¡à §ãîâáï ã¬­®¦¥­¨¥¬ í«¥¬¥­-â®¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, á®¥¤¨­¥­­ëå ®âà¥§ª ¬¨ ¯àï¬ëå ­  ¤¨ £à ¬¬¥à¨á. 1 á«¥¢ ,   á« £ ¥¬ë¥ á® §­ ª®¬ \�" | á¯à ¢ .



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 47s sss sss ss s sss sss ss@@@@@@@@@������������@@@������������ ���������AAAAAAHHHHHHHHHHHH���AAAAAA+ ��¨á. 1�¢­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯®àï¤ª  ¢ëè¥ âà¥âì¥£® ­ ¯à ªâ¨ª¥ ­¥ ã¯®âà¥¡«ïîâáï, ¯®áª®«ìªã ç¨á«® á« £ ¥¬ëå ¢ ®¯à¥-¤¥«¨â¥«¥ ¯®àï¤ª  4 à ¢­® 24,   ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥ ¯®àï¤ª  n ®­®à ¢­® n! = 2 �3 � : : :�n (íâ® ¬®¦­® ¤®ª § âì ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ¯®àï¤ªã®¯à¥¤¥«¨â¥«ï).1.2.2. �¢®©áâ¢  ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©� áá¬®âà¨¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æëA ¯®àï¤ª  n [á¬. (1.21)]. �¨-­®à®¬ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ­ §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬¥­ìè¥£®¯®àï¤ª , ¯®«ãç ¥¬ë© ¨§ ¨áå®¤­®£® ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ­¥áª®«ìª¨åáâà®ª ¨ â ª®£® ¦¥ ª®«¨ç¥áâ¢  áâ®«¡æ®¢. �¨­®à, ¯®«ãç¥­­ë© ¢ë-ç¥àª¨¢ ­¨¥¬ áâà®ª á ­®¬¥à ¬¨ i1; : : : ; ik ¨ áâ®«¡æ®¢ á ­®¬¥à ¬¨j1; : : : ; jk, ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ ¯®àï¤ª  n � k ¨ ®¡®§­ ç ¥â-áï ç¥à¥§ Mi1;:::;ik j1;:::;jk . �«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ í«¥¬¥­â  aij¬®¦¥â ¢ëà ¦¥­® ä®à¬ã«®©Aij = (�1)i+jMij : (1.24)�¥®à¥¬  1.2.1. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®àï¤ª  n > 1 à ¢¥­ áã¬¬¥ ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨© í«¥¬¥­â®¢ ¯¥à¢®£® áâ®«¡æ  ­  ¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¤®-¯®«­¥­¨ï, â.¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã«  à §«®¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï¯® ¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã:det(A) = a11A11 + a21A21 + : : :+ an1An1: (1.25)



48 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® n (¯®àï¤ªã ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ï). �«ï n = 2 ¨ n = 3 ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥-¤ã¥â ¨§ ä®à¬ã« (1.22) ¨ (1.23). �ãáâì n > 3, ¨ ®­® ¤®ª § ­® ¤«ï¢á¥å ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯®àï¤ª , ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥£® n� 1. �®£« á­®ä®à¬ã«¥ (1.20) ¨¬¥¥¬ det(A) = a11A11 + a12A12 + : : : + a1nA1n.�¡¥¤¨¬áï, çâ® a12A12 + : : : + a1nA1n = a21A21 + : : : + an1An1;íâ¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­®. � ª ª ª A1i = (�1)1+iM1i ¨M1i | ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®àï¤ª  n � 1, ¤«ï ­¥£® ä®à¬ã«  (1.25)ã¦¥ ¤®ª § ­ , ¨, à §« £ ï ¥£® ¯® ¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã, ¬ë ¨¬¥¥¬M1i =Pnj=2 aj1(�1)jM1;j 1;i. �âáî¤ a12A12 + : : :+ a1nA1n = nXi=2 a1i(�1)1+i nXj=2aj1(�1)jM1;j 1;i: (1.26)�­ «®£¨ç­®, à §« £ ï ¬¨­®à Mi1 ¯® ¯¥à¢®© áâà®ª¥, ¯®«ãç ¥¬Mi1 =Pnj=2 aj1(�1)jM1;i 1;j , ®âªã¤ a21A21 + : : :+ an1An1 = nXi=2 ai1(�1)1+i nXj=2a1j(�1)jM1;i 1;j : (1.27)�à ¢­¨¢ ï ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢ (1.26) ¨ (1.27), § ª«îç ¥¬, çâ®®­¨ á®áâ®ïâ ¨§ ®¤¨­ ª®¢ëå á« £ ¥¬ëå, â.¥. á®¢¯ ¤ îâ. �â ª, à -¢¥­áâ¢® (1.25) ¤®ª § ­® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¯®àï¤ª  n. 2�«¥¤áâ¢¨¥ 1.2.1. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì âà ­á¯®­¨à®¢ ­­®© ¬ âà¨æë à -¢¥­ ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æë, â.¥. det(A>) = det(A).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® n (¯®àï¤ªã ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ï). �«ï n = 1 ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì n > 1, ¨®­® ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯®àï¤ª , ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥-£® n � 1. �®£¤  Mi1 = (M 01i)>, £¤¥ ç¥à¥§ M 01i ®¡®§­ ç¥­ ¬¨­®à®¯à¥¤¥«¨â¥«ï det(A>), ¨, à §« £ ï âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ë© ®¯à¥¤¥-«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®© áâà®ª¥, ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢ (1.25), ç¥¬ § ¢¥àè ¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï. 2



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 49� ª¨¬ ®¡à §®¬, áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æë ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï \à ¢­®¯à ¢­ë",â.¥. «î¡®¥ á¢®©áâ¢®, á¯à ¢¥¤«¨¢®¥ ¤«ï áâà®ª, ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ ¤«ïáâ®«¡æ®¢ ¨ ­ ®¡®à®â. �®íâ®¬ã ­¨¦¥ ¢á¥ á¢®©áâ¢  ä®à¬ã«¨àãîâ-áï ¨ ¤®ª §ë¢ îâáï «¨èì ¤«ï áâà®ª,   ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¤ «ì­¥©-è¥¬ ª ª ¤«ï áâà®ª, â ª ¨ ¤«ï áâ®«¡æ®¢.� ááã¦¤¥­¨ï¬¨, ¯®¤®¡­ë¬¨ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 1.2.1, ¬®-¦¥â ¡ëâì ¤®ª § ­  á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã«  à §«®¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ï ¯® ¯à®¨§¢®«ì­®© áâà®ª¥:det(A) = ai1Ai1 + : : :+ ainAin: (1.28)�«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© «¥£ª® ¢ë¢®¤ïâáï ¯® ¨­-¤ãªæ¨¨ ¨§ ä®à¬ã« (1.28).1. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì, á®¤¥à¦ é¨© ­ã«¥¢ãî áâà®ªã, à ¢¥­ ­ã«î.2. �à¨ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¥ ¤¢ãå áâà®ª ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥ ¯®«ãç ¥â-áï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì, à ¢­ë© ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¬ã ç¨á«ã ª ¨áå®¤­®¬ã®¯à¥¤¥«¨â¥«î.3. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì, á®¤¥à¦ é¨© ¤¢¥ ®¤¨­ ª®¢ë¥ áâà®ª¨, à ¢¥­­ã«î.4. �¡é¨© ¬­®¦¨â¥«ì ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ®¤­®© áâà®ª¨ ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ï ¬®¦­® ¢ë­¥áâ¨ §  §­ ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï.5. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì, á®¤¥à¦ é¨© ¤¢¥ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ëå áâà®-ª¨, à ¢¥­ ­ã«î.6. �á«¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥ ª ª ï-«¨¡® áâà®ª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå áâà®ª, â® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à ¢¥­ áã¬¬¥ ¤¢ãå ®¯à¥-¤¥«¨â¥«¥©, ¯®«ãç ¥¬ëå ¨§ ¨áå®¤­®£® § ¬¥­®© ã¯®¬ï­ãâ®© áâà®ª¨áâà®ª ¬¨{á« £ ¥¬ë¬¨.7. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ­¥ ¨§¬¥­¨âáï, ¥á«¨ ª ­¥ª®â®à®© ¥£® áâà®ª¥¯à¨¡ ¢¨âì ¤àã£ãî áâà®ªã, ã¬­®¦¥­­ãî ­  ç¨á«®.8. �á«¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥ ­¥ª®â®à ï áâà®ª  ¥áâì «¨­¥©­ ï ª®¬-¡¨­ æ¨ï ¤àã£¨å áâà®ª, â® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à ¢¥­ ­ã«î1.1� á«¥¤áâ¢¨¨ 3.2.1 (á¬. ¯. 3.2.2) ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢¥à­® ¨ ®¡à â­®¥ ªíâ®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.



50 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨9. �ã¬¬  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© í«¥¬¥­â®¢ ®¤­®© áâà®ª¨ ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ï ­   «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï ª í«¥¬¥­â ¬ ¤àã£®© áâà®ª¨à ¢­  ­ã«î.�ãáâì M | ¬¨­®à ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï det(A), áâ®ïé¨© ­  ¯¥à¥-á¥ç¥­¨¨ áâà®ª á ­®¬¥à ¬¨ i1 < : : : < ik ¨ áâ®«¡æ®¢ á ­®¬¥à ¬¨j1 < : : : < jk. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ ¬¨­®à®¬ ª M ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­®àN =Mi1;:::;ik j1;:::;jk ;¯®«ãç¥­­ë© ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¨§ ¨áå®¤­®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ãª § ­-­ëå áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª M ­ §ë-¢ ¥âáï ç¨á«® (�1)s(M)N , £¤¥ s(M) = i1 + : : :+ ik + j1 + : : :+ jk.�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®¡®¡é ¥â ä®à¬ã«ë à §«®¦¥­¨ï ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ï ¯® ¯à®¨§¢®«ì­®© áâà®ª¥ ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ã áâ®«¡æã. �®-ª § â¥«ìáâ¢® ¥£® ¬ë ®¯ãáª ¥¬.�¥®à¥¬  1.2.2. � ä¨ªá¨àã¥¬ áâà®ª¨ i1; : : : ; ik ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¯®àï¤ª  n. �â®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à ¢¥­ áã¬¬¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¢á¥-¢®§¬®¦­ëå ¬¨­®à®¢, áâ®ïé¨å ¢ ¢ë¡à ­­ëå áâà®ª å, ­  ¨å  «£¥-¡à ¨ç¥áª¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï.�¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  A = (aij) ¯®àï¤ª  n ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«ã-à á¯ ¢è¥©áï, ¥á«¨ ¢ ­¥© ¨¬¥îâáï m ¯¥à¢ëå [á®®â¢. ¯®á«¥¤­¨å]áâà®ª ¨ k ¯®á«¥¤­¨å [á®®â¢. ¯¥à¢ëå] áâ®«¡æ®¢, ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ª®â®àëå áâ®¨â ­ã«¥¢ ï ¬ âà¨æ , ¨ m+ k = n. �®«ãà á¯ ¢è ïáï¬ âà¨æ  ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ï¢«ï¥âáï ¡«®ç­®©, ¨ ¥¥ ¬®¦­® ¯à¥¤-áâ ¢¨âì ¢ ®¤­®¬ ¨§ ¢¨¤®¢ A =  B OC D ! ¨«¨ A =  B CO D !,£¤¥B ¨D| ª¢ ¤à â­ë¥ ¯®¤¬ âà¨æë; O| ­ã«¥¢ ï ¯®¤¬ âà¨æ .�®¢®àïâ, çâ®B ¨ C áâ®ïâ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¯®«ãà á¯ ¢è¥©-áï ¬ âà¨æë.�§ â¥®à¥¬ë 1.2.2 ¢ëâ¥ª ¥â â ª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 1.2.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®«ãà á¯ ¢è¥©áï ¬ âà¨æë à -¢¥­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¬¨­®à®¢, áâ®ïé¨å ­  ¥¥ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨.



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 51� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã 1.2.2 ª â¥¬ áâà®ª ¬ ¡«®ç­®©¬ âà¨æë, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ­ã«¥¢ãî ¯®¤¬ âà¨æã, ¨ ¨á¯®«ì§ãïâ®â ä ªâ, çâ® ¢á¥ ¬¨­®àë, §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ áâ®ïé¥£® ­  £« ¢­®©¤¨ £®­ «¨, á®¤¥à¦ â ­ã«¥¢®© áâ®«¡¥æ ¨ ¯®íâ®¬ã à ¢­ë ­ã«î,   «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª íâ®¬ã ¬¨­®àã à ¢­® ¤àã£®¬ã ¬¨-­®àã, áâ®ïé¥¬ã ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥.C ¯®¬®éìî á«¥¤áâ¢¨ï 1.2.2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª § ­  á«¥¤ãîé ï�¥®à¥¬  1.2.3. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤¢ãå ª¢ ¤à â­ëå¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n à ¢¥­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© íâ¨å ¬ -âà¨æ.1.2.3. �à¨â¥à¨© ®¡à â¨¬®áâ¨ ¬ âà¨æë�¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨ ¥¥ ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ì ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.�¥®à¥¬  1.2.4. � âà¨æ  ï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-£¤ , ª®£¤  ®­  ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ A ¯®àï¤ª  n ®¡à -â¨¬ . �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î áãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨æ  B â ª ï, çâ®AB = BA = En. �® â¥®à¥¬¥ 1.2.3, ãç¨âë¢ ï, çâ® det(En) = 1,¨¬¥¥¬ 1 = det(AB) = det(A)det(B), ®âªã¤  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥-¤ã¥â, çâ® det(A) 6= 0, â.¥. ¬ âà¨æ  A ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©.�¡à â­®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ A ¯®àï¤ª  n­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï. � áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã, á®áâ ¢«¥­­ãî á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬ ¨§  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¤®¯®«­¥­¨© í«¥¬¥­â®¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ïdet(A): ~A = 0BBB@ A11 A21 � � � An1A12 A22 � � � An2� � � � � � � � � � � �A1n A2n � � � Ann 1CCCA : (1.29)



52 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�­  ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®© ¬ âà¨æ¥© ¬ âà¨æë A. �®-«®¦¨¬ B = 1det(A) ~A ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® B ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥©,®¡à â­®© ª A. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¨á¯®«ì§ãï à ¢¥­áâ¢® (1.28) ¯à¨i = 1; : : : ; n ¨ á¢®©áâ¢® 9 ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©, «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®A ~A = det(A)En, ®âªã¤  ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  12 ã¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ¢ëâ¥ª ¥â AB = En. �«ï ¯à®¢¥àª¨ à ¢¥­áâ¢  BA = En ­¥®¡-å®¤¨¬® ¯à®¢¥áâ¨  ­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï á § ¬¥­®© à ¢¥­áâ¢(1.28) ¨ á¢®©áâ¢  9 ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ­  ¨å  ­ «®£¨ ¤«ï áâ®«¡æ®¢.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¤®ª § ­ . 2�¥®à¥¬  1.2.4 ¤ ¥â ¥é¥ ®¤¨­ á¯®á®¡ ­ å®¦¤¥­¨ï ®¡à â­®©¬ âà¨æë2. �â®â á¯®á®¡ ®á®¡¥­­® ã¤®¡¥­ ¤«ï ¬ âà¨æ ¢â®à®£® ¯®-àï¤ª , â ª ª ª ¬®¦­® ¢ë¯¨á âì á«¥¤ãîéãî ä®à¬ã«ã ¤«ï ®¡à â-­®© ¬ âà¨æë: a bc d !�1 = 1ad� bc  d �b�c a ! : (1.30)�«ï ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n ãª § ­­ë© á¯®á®¡ âà¥¡ã¥â ¢ëç¨á«¥­¨ï n2®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯®àï¤ª  n � 1, ¯®íâ®¬ã ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¤«ï ¬ âà¨æ¯®àï¤ª  ¡®«ìè¥ 3 ®­ ­¥ ¯à¨¬¥­ï¥âáï.1.2.4. �à ¬¥à®¢áª¨¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï ªà ¬¥à®¢áª®©, ¥á«¨ ç¨-á«® ãà ¢­¥­¨© ¢ ­¥© à ¢­® ç¨á«ã ­¥¨§¢¥áâ­ëå. � áá¬®âà¨¬ ªà -¬¥à®¢áªãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥.8>>><>>>: a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1x1 + an2x2 + : : :+ annxn = bn: (1.31)2�¥à¢ë© á¯®á®¡ á¬. ¢ ¯. 1.1.6.



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 53�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¤«ï íâ®© á¨áâ¥¬ë:� = ��������� a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n� � � �an1 an2 � � � ann ��������� ;�1 = ��������� b1 a12 � � � a1nb2 a22 � � � a2n� � � �bn an2 � � � ann ��������� ; : : : ;�n = ��������� a11 a12 � � � b1a21 a22 � � � b2� � � �an1 an2 � � � bn ��������� :�¤¥áì � ­ §ë¢ ¥âáï £« ¢­ë¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ á¨áâ¥¬ë (1.31),  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì�i ¯®«ãç ¥âáï ¨§ � § ¬¥­®© i-£® áâ®«¡æ  áâ®«¡æ®¬á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢ ãà ¢­¥­¨© ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à¨­¥¨§¢¥áâ­®¬ xi (i = 1; 2; : : : ; n).�¥®à¥¬  1.2.5. �á«¨ £« ¢­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ªà ¬¥à®¢áª®©á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï, â® ®­  ï¢«ï¥â-áï ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¨ ¥¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¥áâì (�1� ; : : : ; �n� ).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã (1.31) ¢ ¬ âà¨ç­®¬ ¢¨¤¥:Ax = b: (1.32)�ãáâì � 6= 0. � ª ª ª � = det(A), ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.2.4 ¬ âà¨-æ  A ®¡à â¨¬ . �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1.1.1 ¬ âà¨ç­®¥ ãà ¢-­¥­¨¥ (1.32) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ x = A�1b. �à¨¬¥­ïï¤«ï ®¡à â­®© ¬ âà¨æë ä®à¬ã«ã ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1.2.4,¨¬¥¥¬ x = 1det(A) ~Ab. � á¯¨áë¢ ï íâ® ¬ âà¨ç­®¥ à ¢¥­áâ¢®, ¯®-«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã à ¢¥­áâ¢x1 = b1A11 + b2A21 + : : :+ bnAn1det(A) ;x2 = b1A12 + b2A22 + : : :+ bnAn2det(A) ;� � � � � � � � � � � � � � � � � �xn = b1A1n + b2A2n + : : :+ bnAnndet(A) :



54 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨� §­ ¬¥­ â¥«ïå ¯à ¢ëå ç áâ¥© ¯®«ãç¥­­ëå à ¢¥­áâ¢ áâ®¨â ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ì �,   ¢ ç¨á«¨â¥«ïå| ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ �1;�2; : : : ;�n, à §-«®¦¥­­ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯® ¯¥à¢®¬ã, ¢â®à®¬ã ¨ â ª ¤ «¥¥, n-¬ãáâ®«¡æã. �â¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¤®ª § ­®. 21.2.5. �à¨¬¥àë ¢ëç¨á«¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©1. O¯à¥¤¥«¨â¥«ì âà¥ã£®«ì­®© ¬ âà¨æë. � §« £ ï ¨áå®¤­ë©®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¨ ¢á¥ ¯®«ãç îé¨¥áï § â¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¯® ¯¥à¢®-¬ã áâ®«¡æã, ¯®«ãç ¥¬����������� a11 a12 a13 : : : a1n0 a22 a23 : : : a2n0 0 a33 : : : a3n: : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : ann ����������� = a11 ��������� a22 a23 : : : a2n0 a33 : : : a3n: : : : : : : : : : : :0 0 : : : ann ��������� == a11a22 ������� a33 : : : a3n: : : : : : : : :0 : : : ann ������� = : : := a11a22 � � �ann:2. O¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­¤ . �ãáâì n | ­ âãà «ì­®¥ ç¨-á«®, a1; a2 : : : ; an | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ç¨á« . O¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ � ­-¤¥à¬®­¤  ­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®àï¤ª  n:d = ����������� 1 1 1 : : : 1a1 a2 a3 : : : ana21 a22 a23 : : : a2n: : : : : : : : : : : :an�11 an�12 an�13 : : : an�1n ����������� : (1.33)�®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ n ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­¤  à ¢¥­¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¢á¥¢®§¬®¦­ëå à §­®áâ¥© ai�aj , £¤¥ 1 � j < i � n.�®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® n. �à¨ n = 2 ®ç¥¢¨¤­®, çâ®����� 1 1a1 a2 ����� = a2� a1. �ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ã¦¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ®¯à¥-



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 55¤¥«¨â¥«¥© � ­¤¥à¬®­¤  ¯®àï¤ª  n � 1. �à¥®¡à §ã¥¬ ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ì (1.33) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï ª ¦¤®£® k = n; n � 1; : : : ; 2¨§ k-© ¥£® áâà®ª¨ ¢ëçâ¥¬ k � 1-î, ã¬­®¦¥­­ãî ­  a1. �®£¤ d = ����������� 1 1 1 : : : 10 a2 � a1 a3 � a1 : : : an � a10 a22 � a1a2 a23 � a1a3 : : : a2n � a1an: : : : : : : : : : : : : : :0 an�12 � a1an�22 an�13 � a1an�23 : : : an�1n � a1an�2n ����������� :� §« £ ï ¯®«ãç¥­­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã, ¬ë ¯®-«ãç¨¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì n � 1-£® ¯®àï¤ª . �ë­®áï ¨§ k-£® áâ®«¡æ ¬­®¦¨â¥«ì ak � a1 ¯à¨ k = 2; : : : ; n, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ãd= (a2�a1)(a3�a1) � � �(an�a1) ����������� 1 1 : : : 1a2 a3 : : : ana22 a23 : : : a2n: : : : : : : : : : : :an�22 an�23 : : : an�2n ����������� : (1.34)�®á«¥¤­¨© ¬­®¦¨â¥«ì ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ � ­¤¥à¬®­¤  ¯®-àï¤ª  n � 1. �à¨¬¥­ïï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¨§ ä®à¬ã«ë(1.34) ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥.�§ ¯®«ãç¥­­®£® à¥§ã«ìâ â  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­-¤¥à¬®­¤  ¯®àï¤ª  n, ¯®áâà®¥­­ë© ­  ç¨á« å a1; a2; : : : ; an, à -¢¥­ ­ã«î â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  aj = ak ¯à¨ ­¥ª®â®àëå1 � j < k � n.3. �«ï ¤ ­­ëå ç¨á¥« a; b ¢ëç¨á«¨âì á«¥¤ãîé¨© ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ì ¯®àï¤ª  n: ����������� a b b : : : bb a b : : : bb b a : : : b: : : : : : : : : : : : : : :b b b : : : a ����������� :



56 �« ¢  1. � âà¨æë ¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨�à¥®¡à §ã¥¬ ¥£®, ¯à¨¡ ¢¨¢ ª 1-© áâà®ª¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® 2-î,3-î ¨ ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥, § â¥¬ ¢ë­®áï ¨§ ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ®¡é¨© ¬­®-¦¨â¥«ì a + (n � 1)b ¨ ¯à¨¡ ¢«ïï ª® ¢á¥¬ áâà®ª ¬, ­ ç¨­ ï á®¢â®à®©, ¯¥à¢ãî áâà®ªã, ã¬­®¦¥­­ãî ­  �b. � ª®­¥æ, ¢®á¯®«ì§ã-¥¬áï ¯à¨¬¥à®¬ 1.����������� a+ (n � 1) a+ (n � 1)b a + (n� 1)b : : : a + (n� 1)bb a b : : : bb b a : : : b: : : : : : : : : : : : : : :b b b : : : a ����������� =(a+ (n� 1)b) ����������� 1 1 1 : : : 1b a b : : : bb b a : : : b: : : : : : : : : : : : : : :b b b : : : a ����������� =(a+(n�1)b) ����������� 1 1 1 : : : 10 a� b 0 : : : 00 0 a� b : : : 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : a� b ����������� = (a+(n�1))(a�b)n�1:4. �ëç¨á«¨âì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ����������� 1 2 3 4 52 3 4 5 13 4 5 1 24 5 1 2 35 1 2 3 4 �����������.�­ ç «  ¢á¥ áâà®ª¨ ¯à¨¡ ¢«ï¥¬ ª ¯¥à¢®©, § â¥¬ ¢ë­®á¨¬ ®¡-é¨© ¬­®¦¨â¥«ì 15 ¨§ ¯¥à¢®© áâà®ª¨. � «¥¥ ¢ëç¨â ¥¬ ¯¥à¢ãîáâà®ªã, ã¬­®¦¥­­ãî ­  ¯®¤å®¤ïé¥¥ ç¨á«®, ¨§ ®áâ «ì­ëå,   ¯®-á«¥ íâ®£® à §« £ ¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã. � â¥¬¢ëç¨â ¥¬ âà¥âìî áâà®ªã ¨§ ç¥â¢¥àâ®©, ¢â®àãî ¨§ âà¥âì¥©, ¯¥à-¢ãî ¨§ ¢â®à®© ¨ ¤¢ ¦¤ë à §« £ ¥¬ ¯®«ãç¥­­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®¯¥à¢®© áâà®ª¥.



x 1.2. �¯à¥¤¥«¨â¥«¨ 57����������� 1 2 3 4 52 3 4 5 13 4 5 1 24 5 1 2 35 1 2 3 4 ����������� = ����������� 15 15 15 15 152 3 4 5 13 4 5 1 24 5 1 2 35 1 2 3 4 ����������� == 15 ����������� 1 1 1 1 12 3 4 5 13 4 5 1 24 5 1 2 35 1 2 3 4 ����������� = 15 ����������� 1 1 1 1 10 1 2 3 �10 1 2 �2 �10 1 �3 �2 �10 �4 �3 �2 �1 ����������� == 15 ��������� 1 2 3 �11 2 �2 �11 �3 �2 �1�4 �3 �2 �1 ��������� = 15 ��������� 1 2 3 �10 0 �5 00 �5 0 0�5 0 0 0 ��������� == 15(�1)(�1)4+1 ��������� 1 2 3 �10 0 �5 00 �5 0 0�5 0 0 0 ��������� = 15 ������� 0 0 �50 �5 0�5 0 0 ������� == 15(�5)(�1)3+1 ����� 0 �5�5 0 ����� = 1875:5. �ëç¨á«¨âì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì, ¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© 1.2.2.��������� 1 0 2 03 4 1 21 0 3 01 �1 1 �1 ��������� = ����� 1 21 3 ����� (�1)1+1+1+3+3+1+3+3 ����� 4 2�1 �1 ����� = �2:�ë¡¨à ¥¬ ¯¥à¢ãî ¨ âà¥âìî áâà®ª¨ ¨ ¯à¨¬¥­ï¥¬ â¥®à¥¬ã 1.2.2 ªíâ¨¬ áâà®ª ¬.� ¤ ç¨: [17], ò3{22.



�« ¢  2�«¥¬¥­âë ­ «¨â¨ç¥áª®©£¥®¬¥âà¨¨x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à 2.1.1. �®­ïâ¨¥ ¢¥ªâ®à � ¯à ¢«¥­­ë¬ ®âà¥§ª®¬ �!AB ­ §ë¢ ¥âáï ®âà¥§®ª, ª®­æë ª®â®à®-£® ®¡à §ãîâ ã¯®àï¤®ç¥­­ãî ¯ àã (A;B) â®ç¥ª (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­®à §«¨ç­ëå) ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥; ¯à¨ íâ®¬ â®çª  A ­ §ë¢ ¥âáï ¥£®­ ç «®¬,   â®çª  B | ª®­æ®¬. �«¨­®© ­ ¯à ¢«¥­­®£® ®âà¥§ª ­ §ë¢ ¥âáï à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã ¥£® ­ ç «®¬ ¨ ª®­æ®¬. �á«¨ ­ -ç «® ¨ ª®­¥æ ­ ¯à ¢«¥­­®£® ®âà¥§ª  �!AB ­¥ á®¢¯ ¤ îâ, â® «ãç,¨áå®¤ïé¨© ¨§ â®çª¨ A ¨ ¢ª«îç îé¨© â®çªã B, ®¯à¥¤¥«ï¥â ­ -¯à ¢«¥­¨¥ ­  ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ A ¨ B. �  ª ¦¤®©¯àï¬®© ®¯à¥¤¥«¥­ë ¤¢  ¢§ ¨¬­® ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨ï.�àï¬ ï ­ §ë¢ ¥âáï ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®© ¯àï¬®©, ¨«¨ ®áìî, ¥á«¨ ­ ­¥© § ¤ ­® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ á ¯®¬®éìî ­ ¯à ¢«¥­­®£® ®âà¥§ª  ­¥­ã-58



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  59«¥¢®© ¤«¨­ë, «¥¦ é¥£® ­  íâ®© ¯àï¬®©. �§®¡à ¦ îâáï ­ ¯à -¢«¥­­ë¥ ®âà¥§ª¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.�������:A B -�C DE F���������1���������1G HK Lq q q qq qq qq q�¨á. 2�®¢®àïâ, çâ® ¤¢  ­ ¯à ¢«¥­­ëå ®âà¥§ª  �!AB ¨ �!CD á®­ ¯à ¢«¥-­ë [ ­â¨­ ¯à ¢«¥­ë], ¥á«¨ ®­¨ «¨¡® ¯ à ««¥«ì­ë, «¨¡® «¥¦ â­  ®¤­®© ¯àï¬®© ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ [¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¥] ­ ¯à -¢«¥­¨ï.�¥ªâ®à®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®­ ¯à ¢«¥­­ëå ®âà¥§-ª®¢ ®¤¨­ ª®¢®© ¤«¨­ë. �î¡®© ­ ¯à ¢«¥­­ë© ®âà¥§®ª, ¯à¨­ ¤-«¥¦ é¨© ¢¥ªâ®àã, ­ §ë¢ ¥âáï ¥£® ¨§®¡à ¦¥­¨¥¬. �  à¨á. 2 ­ -¯à ¢«¥­­ë¥ ®âà¥§ª¨ �!GH ¨ �!KL áãâì ¨§®¡à ¦¥­¨ï ®¤­®£® ¢¥ªâ®à .�«ï «î¡®© â®çª¨ A ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¤ ­­®£® ¢¥ªâ®à  áãé¥áâ¢ã-¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ íâ®£® ¢¥ªâ®à  c ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥A; ¯®íâ®¬ã ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á¥¡¥ ¢¥ªâ®à ª ª ­ ¯à ¢«¥­­ë©®âà¥§®ª, ­ ç «® ª®â®à®£® ¬®¦¥â ­ å®¤¨âìáï ¢ «î¡®© â®çª¥ ¯à®-áâà ­áâ¢ . �â  â®çª  ­ §ë¢ ¥âáï â®çª®© ¯à¨«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à .�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥ªâ®à ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨«®¦¥­ ª «î¡®© â®çª¥.�¡®§­ ç îâáï ¢¥ªâ®àë â ª: ~a;~b ¨ â.¤. �¥ªâ®à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ­ -¯à ¢«¥­­ë¬ ®âà¥§ª®¬ �!AA (á á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ ­ ç «®¬ ¨ ª®­æ®¬),­ §ë¢ ¥âáï ­ã«¥¢ë¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ ~0.� ª ª ª ¢á¥ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ãî ¤«¨­ã,¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì ¤«¨­®© ¢¥ªâ®à  ¤«¨­ã «î¡®£® ¥£® ¨§®¡à ¦¥-



60 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨­¨ï. � ¦¤ë© ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤«¨­®©¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬. �ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¨¬¥¥â ¤«¨­ã 0,   ¥£® ­ ¯à ¢«¥-­¨¥ ­¥ ®¯à¥¤¥«¥­®. �«¨­  ¢¥ªâ®à  ~a ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ a ¨«¨ç¥à¥§ j~aj.�¢  ¢¥ªâ®à  à ¢­ë, ¥á«¨ ®­¨ ¨¬¥îâ á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¨§®¡à ¦¥-­¨ï. �®¦­® áª § âì, çâ® ~a = ~b, ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë ~a ¨ ~b ¨¬¥îâ ®¤¨­ -ª®¢ë¥ ¤«¨­ë ¨ (¥á«¨ ¤«¨­  ¡®«ìè¥ ­ã«ï) ®¤¨­ ª®¢ë¥ ­ ¯à ¢«¥-­¨ï.�¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ~a ¨ ~b ­ §ë¢ îâáï á®­ ¯à ¢«¥­­ë¬¨(®¡®§­ ç¥­¨¥: ~a "" ~b) [á®®â¢¥âáâ¢¥­­®  ­â¨­ ¯à ¢«¥­­ë¬¨, ®¡®-§­ ç¥­¨¥: ~a "# ~b)], ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¨å á®­ ¯à ¢«¥­­ë¥ [ ­â¨­ -¯à ¢«¥­­ë¥] ¨§®¡à ¦¥­¨ï. �  à¨á. 3 ¨¬¥¥¬ ~a "" ~b, ~a "# ~c.�¨á. 3���������1~a �������������1~b ������������������) ~c�¢  ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï ª®««¨­¥ à­ë¬¨, ¥á«¨ «¨¡® ¯® ªà ©-­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ­¨å | ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, «¨¡® ®­¨ á®­ ¯à ¢«¥-­ë ¨«¨  ­â¨­ ¯à ¢«¥­ë. �®¢®àïâ, çâ® ¢¥ªâ®à ª®««¨­¥ à¥­ ¯àï-¬®© [ª®¬¯« ­ à¥­ ¯«®áª®áâ¨], ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¡à ¦¥­¨¥ íâ®-£® ¢¥ªâ®à , «¥¦ é¥¥ ­  íâ®© ¯àï¬®© [¯«®áª®áâ¨].2.1.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ á ¢¥ªâ®à ¬¨�®¤ «¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®­¨¬ îâáï á«®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¨ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ­  áª «ïà. �ã¬¬®© ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨~b ­ §ë-¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à, ¯®«ãç ¥¬ë© á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ (á¬. à¨á. 4). �â­¥ª®â®à®© â®çª¨ ®â«®¦¨¬ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ~a,   ®â ¥£® ª®­æ ®â«®¦¨¬ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ~b. �®£¤  ­ ¯à ¢«¥­­ë© ®âà¥§®ª,­ ¯à ¢«¥­­ë© ¨§ ­ ç «  ¨§®¡à ¦¥­¨ï ~a ¢ ª®­¥æ ¨§®¡à ¦¥­¨ï~b, ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢¥ªâ®à ~c, ª®â®àë© ¨ ¡ã¤¥â áã¬¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨~b. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à ~c ®¯à¥¤¥«¥­ ª®àà¥ªâ­®, â ª ª ª



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  61®¯à¥¤¥«ïîé¨© ¥£® ­ ¯à ¢«¥­­ë© ®âà¥§®ª ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à â®çª¨ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ~a. �¡®§­ ç¥­¨¥ ¤«ï áã¬¬ë: ~a+~b. � -ª®© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï áã¬¬ë ­ §ë¢ ¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥¬ áã¬¬ë¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ¯® ¯à ¢¨«ã âà¥ã£®«ì­¨ª .�¨á. 4q����������q��������������������������1q-~a ~b~a+~b�á«¨ ¢¥ªâ®àë ~a ¨ ~b ­¥ ª®««¨­¥ à­ë, â® ¬®¦­® áª« ¤ë¢ âì ¨å¨ ¯® ¯à ¢¨«ã ¯ à ««¥«®£à ¬¬ : ®â«®¦¨âì ®¡  ¢¥ªâ®à  ®â ®¡é¥£®­ ç «  ¨ ¯®áâà®¨âì ­  ­¨å ¯ à ««¥«®£à ¬¬; ¢¥ªâ®à, ­ ¯à ¢«¥­-­ë© ¨§ ®¡é¥£® ­ ç «  ¯® ¤¨ £®­ «¨ ¢ ¢¥àè¨­ã ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ,¨ ¡ã¤¥â áã¬¬®© (á¬. à¨á. 5).
�¨á. 5q����������q��������������������������1qq-~a ~b ~a+~b ����������«®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ , áå®¤­ë¥ á®á¢®©áâ¢ ¬¨ á«®¦¥­¨ï ç¨á¥«.1. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®~a+~b = ~b+ ~a.2. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~a;~b ¨ ~c á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c).



62 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨3. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~a á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® ~a+ ~0 = ~a.4. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~a áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à ~b â ª®©, çâ®~a+~b = ~0.�®ª § â¥«ìáâ¢  ¤¢ãå ¯¥à¢ëå á¢®©áâ¢ ¯®«ãç îâáï ¯¥à¥¡®à®¬¢®§¬®¦­ëå á«ãç ¥¢ à á¯®«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ~a;~b (¨ ~c ¤«ï á¢®©-áâ¢  2) ¨ ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ ¯à®áâ¥©è¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥-­¨©. �¢®©áâ¢  3 ¨ 4 ®ç¥¢¨¤­ë. �¥ªâ®à ~b ¢ á¢®©áâ¢¥ 4 ¯®«ãç -¥âáï ¨§ ¢¥ªâ®à  ~a ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ­  ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥;¯à¨ íâ®¬ ã ­ ¯à ¢«¥­­®£® ®âà¥§ª , ¨§®¡à ¦ îé¥£® ¢¥ªâ®à ~a, ­ -ç «® ¨ ª®­¥æ ¬¥­ïîâáï à®«ï¬¨. �á­®, çâ® ¢¥ªâ®à ~b ®¤­®§­ ç­®®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ¢¥ªâ®àã ~a ¢ á¢®©áâ¢¥ 4; ®­ ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®â¨¢®-¯®«®¦­ë¬ ª ¢¥ªâ®àã ~a ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ �~a. �  à¨á. 2 ¨¬¥¥¬�!FE= � �!CD.�à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢¥ªâ®à  ~a ­  ç¨á«® t ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à, ®¡®-§­ ç ¥¬ë© ç¥à¥§ t~a ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ¯® ¯à ¢¨«ãt~a = 8><>: ~0; ¥á«¨ t = 0 ¨«¨ ~a = ~0;~c; £¤¥ ~c "" ~a ¨ j~cj = tj~aj, ¥á«¨ t > 0 ¨ ~a 6= ~0;~c; £¤¥ ~c "# ~a ¨ j~cj = �tj~aj, ¥á«¨ t < 0 ¨ ~a 6= ~0.�  à¨á. 3 ¤«ï ¢¥ªâ®à  ~a ¨§®¡à ¦¥­ë ¢¥ªâ®àë ~b = 32~a ¨ ~c == �2~a. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥ªâ®à  t~a á«¥¤ã¥â, çâ®jt~aj = jtjj~aj¤«ï ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ¢á¥å t 2 R. �¬­®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ­  ç¨á«®¢¬¥áâ¥ á® á«®¦¥­¨¥¬ ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨1.5. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b ¨ «î¡®£® ç¨á«  t á¯à ¢¥¤«¨¢®t(~a +~b) = t~b+ t~a.6. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~a ¨ «î¡ëå ç¨á¥« t; s á¯à ¢¥¤«¨¢®(t+ s)~a = t~a+ s~a.1Hã¬¥àãï íâ¨ á¢®©áâ¢ , ¬ë ¯à®¤®«¦ ¥¬ ­ã¬¥à æ¨î á¢®©áâ¢ á«®¦¥­¨ï¢¥ªâ®à®¢.



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  637. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~a ¨ «î¡ëå ç¨á¥« t; s á¯à ¢¥¤«¨¢®t(s~a) = (ts)~a = s(t~a).8. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~a á¯à ¢¥¤«¨¢® 1~a = ~a.�®ª § â¥«ìáâ¢  á¢®©áâ¢ 5{7 ¯®«ãç îâáï ¯¥à¥¡®à®¬ ¢®§¬®¦-­ëå á«ãç ¥¢ à á¯®«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ~a;~b ¨ §­ ª®¢ ç¨á¥« t; s.�¢®©áâ¢® 8 ®ç¥¢¨¤­®.�¡à é ¥¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ç¨â â¥«ï ­  â®, çâ® «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à æ¨¨á ¬ âà¨æ ¬¨ (á¬. ¯. 1.1.2) ¨ á ¢¥ªâ®à ¬¨ ®¡« ¤ îâ ®¤¨­ ª®¢ë¬¨á¢®©áâ¢ ¬¨. �â® ®¡êïá­ï¥âáï â¥¬, çâ® ¬ âà¨æë ä¨ªá¨à®¢ ­­ëåà §¬¥à®¢, à ¢­® ª ª ¨ ¢¥ªâ®àë (ª®««¨­¥ à­ë¥ ¯àï¬®©, ª®¬¯« -­ à­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥), ®¡à §ãîââ ª ­ §ë¢ ¥¬®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®2 ­ ¤ ¯®«¥¬ R.�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¡ã¤¥â ­¥á«®¦­ë¬ã¯à ¦­¥­¨¥¬ ¤«ï ç¨â â¥«ï.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1.1. �«ï â®£® çâ®¡ë ¤¢  ¢¥ªâ®à  ¡ë«¨ ª®««¨-­¥ à­ë, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ®¤¨­ ¨§ ­¨å ¬®£ ¡ëâì¯®«ãç¥­ á ¯®¬®éìî ã¬­®¦¥­¨ï ¤àã£®£® ­  ¯®¤å®¤ïé¥¥ ç¨á«®.�á«¨ ¤¢  ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à  ª®««¨­¥ à­ë, â® ª ¦¤ë© ¨§ ­¨å¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ á ¯®¬®éìî ã¬­®¦¥­¨ï ¤àã£®£® ­  ¯®¤å®¤ï-é¥¥ ç¨á«®.� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¬ âà¨æ, «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ ~a1,~a2; : : : ; ~ak á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ t1; t2; : : : ; tk ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®àt1 ~a1 + t2 ~a2 + : : :+ tk ~ak:�á«¨ ¢¥ªâ®à~b ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ ~a1; ~a2; : : : ;~ak á ­¥ª®â®àë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, â® £®¢®àïâ, çâ® ~b «¨­¥©­® ¢ë-à ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë ~a1; ~a2; : : : ; ~ak.�®¢®àïâ, çâ® âà¨ ¢¥ªâ®à  ª®¬¯« ­ à­ë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¨å¨§®¡à ¦¥­¨ï, «¥¦ é¨¥ ¢ ®¤­®© ¯«®áª®áâ¨, ¨«¨, çâ® à ¢­®á¨«ì­®,®­¨ ª®¬¯« ­ à­ë ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ¯«®áª®áâ¨.2�¯à¥¤¥«¥­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï á¬. ¢ 3.1.1.



64 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1.2. �à¨ ¢¥ªâ®à  ª®¬¯« ­ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ®¤¨­ ¨§ ­¨å «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥¤¢ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ âà¨ ª®¬¯« ­ à­ëå ¢¥ªâ®à  ~a, ~b,~c. �á«¨ ¢¥ªâ®àë ~a ¨ ~b ­¥ª®««¨­¥ à­ë, â® ¢¥ªâ®à ~c ¬®¦¥â ¡ëâìà §«®¦¥­ ¯® ­¨¬, ª ª ¯®ª § ­® ¢ëè¥. �ãáâì ~a ¨ ~b ª®««¨­¥ à-­ë. �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2.1.1 «¨¡® ~a = t~b, «¨¡® ~b = t~a ¤«ï­¥ª®â®à®£® ç¨á«  t. �®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®, ~a = t~b+ 0~c ¨«¨ ~b = t~a + 0~c.�¡à â­®, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à ~a «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ~b, ~c, â® ¨§®¯à¥¤¥«¥­¨ï «¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨© á ¢¥ªâ®à ¬¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®-àë ~a, ~b, ~c ª®¬¯« ­ à­ë. 2� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.2, ¥á«¨ âà¨ ¢¥ªâ®à  ­¥ª®¬¯« ­ à­ë,â® ­¨ ®¤¨­ ¨§ ­¨å ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®©ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¤¢ãå ¤àã£¨å ¢¥ªâ®à®¢.�àâ®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à ¤«¨­ë 1. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¤«ï«î¡®£® ­¥­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ~a á®­ ¯à ¢«¥­­ë© á ­¨¬ ®àâ ~e~a ¨¬¥¥â¢¨¤ ~e~a = 1j~aj~a: (2.1)2.1.3. �®¬¯®­¥­âë ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢�ãé¥áâ¢ãîâ âà¨ ¢¨¤  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï â®çª¨: ) ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ­  ¯«®áª®áâ¨ ­  ¤ ­­ãî ¯àï¬ãî ¯ à «-«¥«ì­® ¤ ­­®© ¯àï¬®©,¡) ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­  ¤ ­­ãî ¯«®áª®áâì ¯ -à ««¥«ì­® ¤ ­­®© ¯àï¬®©,¢) ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­  ¤ ­­ãî ¯àï¬ãî ¯ à «-«¥«ì­® ¤ ­­®© ¯«®áª®áâ¨ (á¬. à¨á. 6).



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  65
�������������

��q���q ������>qHHHHHHjq��������q �����q- -�
�¨á. 6

�A B CA0 B0 C 0 #" !#" !qq� � AA0#"  !��������� q�����q�� AA0� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï â®çª¨ ¯®-«ãç îâáï âà¨ ¢¨¤  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¢¥ªâ®à . �¥£ª® ¯®­ïâì, çâ®¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¨ ª ª¨¬-«¨¡® á¯®á®¡®¬ ­ ç «  ¨ ª®­æ  ¨§®-¡à ¦¥­¨ï ¤ ­­®£® ¢¥ªâ®à  ~a ¯®«ãç ¥âáï ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à ~ª®¬�;�~a, ­ §ë¢ ¥¬®£® ª®¬¯®­¥­â®©1 ¢¥ªâ®à  ~a ­  ¯àï¬ãî ¨«¨¯«®áª®áâì � ¯ à ««¥«ì­® ¯àï¬®© ¨«¨ ¯«®áª®áâ¨ �. �ç¥¢¨¤­®â ª¦¥, çâ® ¯à¨ § ¬¥­¥ «î¡®£® ¨§ ®¡ê¥ªâ®¢ �, � ¯ à ««¥«ì­ë¬¥¬ã ª®¬¯®­¥­â  «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï. � «¥¥, á¯à ¢¥¤-«¨¢ë á¢®©áâ¢  ª®¬¯®­¥­â, ¢ëà ¦ ¥¬ë¥ ä®à¬ã« ¬¨~ª®¬�;�(~a+~b) = ~ª®¬�;�~a+ ~ª®¬�;�~b; (2.2)1� ¯¥à¢®¬ ¨§¤ ­¨¨ ­ áâ®ïé¥£® ãç¥¡­¨ª  [16] ¤«ï íâ®£® ¯®­ïâ¨ï ¡ë« ¨á-¯®«ì§®¢ ­ ¤àã£®© ã¯®âà¥¡¨â¥«ì­ë© â¥à¬¨­ | \¢¥ªâ®à-¯à®¥ªæ¨ï"; á¬. â ¬®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  á. 56.



66 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨~ª®¬�;�(t~a) = t ~ª®¬�;�~a: (2.3)�å ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®«ãç îâáï ­¥á«®¦­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨ áà áá¬®âà¥­¨¥¬ ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå á«ãç ¥¢, ®¤¨­ ¨§ ª®â®àëå (¤«ïà ¢¥­áâ¢  (2.2)) ¯®ª § ­ ­  à¨á. 6.�á­®, çâ® ­  «î¡®© ®á¨ ¬®¦­® § ¤ âì ­ ¯à ¢«¥­¨¥ á ¯®¬®-éìî ª®««¨­¥ à­®£® ¥© ­¥­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ «î¡®© ¯àï¬®© ¬®¦­® § ¤ âì ¤¢  ­ ¯à ¢«¥­¨ï á ¯®¬®éìî ¤¢ãå¯à®â¨¢®¯®«®¦­ëå ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢. (á¬. à¨á. 7).�¨á. 7 --~a� �~a�� áá¬®âà¨¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ­  ®áì ª®««¨­¥ à­®¯àï¬®© (á¬. à¨á. 8). �á­®, çâ® ª®¬¯®­¥­â  § ¢¨á¨â «¨èì ®â ¨á-å®¤­®£® ¢¥ªâ®à  ~c (®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ­ ¯à ¢«¥­­ë¬ ®âà¥§ª®¬ �!AB),¢¥ªâ®à , § ¤ îé¥£® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ­  ®á¨ (~a) ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥-­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à , ª®««¨­¥ à­®£® ¯àï¬®©, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à®-¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ (~b). � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡®§­ ç¨¬ ª®¬¯®­¥­âã ç¥à¥§~ª®¬akb~c ¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¥¥ ª®¬¯®­¥­â®© ¢¥ªâ®à  ~c ­  ¢¥ªâ®à~a ª®««¨­¥ à­® ¢¥ªâ®àã ~b.
�¨á. 8-����~b ~a -���������*qq���q ��������q-A BA0 B0



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  67�à®¥ªæ¨¥©, ¨«¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ §­ ç¥­¨¥¬ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ªâ®à ~c ­  ¢¥ªâ®à ~a ª®««¨­¥ à­® ¢¥ªâ®àã ~b, ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«® ¯àakb~c,®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ä®à¬ã«®©¯àakb~c = ( j ~ª®¬akb~cj; ¥á«¨ ( ~ª®¬akb~c) "" ~a;�j ~ª®¬akb~cj; ¥á«¨ ( ~ª®¬akb~c) "# ~a.�¥¦¤ã ¯à®¥ªæ¨¥© ¨ ª®¬¯®­¥­â®© ¢¥ªâ®à  ~c ­  ¢¥ªâ®à ~a ª®««¨-­¥ à­® ¢¥ªâ®àã ~b ¨¬¥¥âáï á¢ï§ì, ¢ëà ¦ ¥¬ ï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã-«®©: ~ª®¬akb~c = (¯àakb~c)( 1j~aj~a) = ¯àakb~cj~aj ~a: (2.4)�â  ä®à¬ã«  á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¥ªæ¨© ¨ ä®à¬ã«ë (2.1).�«ï ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥  ­ «®£¨ á¢®©-áâ¢ (2.2) ¨ (2.3): ¯àckd(~a+~b) = ¯àckd~a+ ¯àckd~b; (2.5)¯àckd(t~a) = t¯àckd~a: (2.6)�®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å á¢®©áâ¢ «¥£ª® ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ (2.2) ¨ (2.3).�£«®¬ ¬¥¦¤ã ­¥­ã«¥¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¨¬¥­ì-è¨© ¨§ ¤¢ãå ã£«®¢, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ¨§®¡à ¦¥­¨ï íâ¨å ¢¥ªâ®-à®¢, ®â«®¦¥­­ë¥ ®â ®¡é¥£® ­ ç « . �£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ~a ¨~b ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ d(~a;~b). �­ § ª«îç¥­ ¢ ¯à¥¤¥« å ®â ­ã«ï ¤®�, ¢ª«îç ï £à ­¨æë.�ãáâì ¢¥ªâ®àë ~b ¨ ~c ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë. �®«®¦¨¬ ~ª®¬~b~a =~ª®¬~bk~c~a [á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à~b~a = ¯à~bk~c~a]. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¨å ®àâ®-£®­ «ì­®© ª®¬¯®­¥­â®© [á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à®¥ªæ¨¥©] ¢¥ªâ®à  ~a ­ ¢¥ªâ®à ~b. �«ï ®àâ®£®­ «ì­ëå ª®¬¯®­¥­âë ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤-«¨¢ë á¢®©áâ¢  (2.2){(2.6). �à®¬¥ â®£®, «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ãîéãîä®à¬ã«ã ¤«ï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¨:¯à~b~x = j~xj cos d(~x;~b): (2.7)



68 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨2.1.4. � §¨á. �®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë, ª®««¨­¥ à­ë¥ ­¥ª®â®à®¬ãä¨ªá¨à®¢ ­-­®¬ã ­¥­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã. �á­®, çâ® ¢á¥ â ª¨¥ ¢¥ªâ®àë ª®««¨-­¥ à­ë ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© l. �¡®§­ ç¨¬ íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ç¥à¥§ Vl.� §¨á®¬ ­  ¯àï¬®© ­ §ë¢ ¥âáï «î¡®© ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, ª®««¨-­¥ à­ë© íâ®© ¯àï¬®©. �ãáâì ~a| â ª®© ¢¥ªâ®à. �î¡®© ¢¥ªâ®à ~x¨§ Vl ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ ~x = t~a, £¤¥ t| ­¥ª®â®à®¥ ç¨-á«®, ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® ¢¥ªâ®àã ~x. �â® ç¨á«® ­ §ë¢ ¥â-áï ª®®à¤¨­ â®© ¢¥ªâ®à  ~x ¢ ¡ §¨á¥ A = f~ag ¨ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáïç¥à¥§ [~x]A. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©-áâ¢  ª®®à¤¨­ â: ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~x, ~y, ª®««¨­¥ à­ëå ¤ ­­®©¯àï¬®©, ¨ «î¡®£® ç¨á«  s á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ [~x+ ~y]A = [~x]A + [~y]A; (2.8)[s~x]A = s[~x]A: (2.9)�¥à¥§ V� ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢, ª®¬¯« ­ à­ëå¯«®áª®áâ¨ �. �á­®, çâ® «î¡ë¥ ¢¥ªâ®àë~a,~b, ~c ¨§ V� ª®¬¯« ­ à­ë.� §¨á®¬ ­  ¯«®áª®áâ¨ � ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯ à  ­¥-ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ª®¬¯« ­ à­ëå ¯«®áª®áâ¨ �. �ãáâìB = (~b1;~b2) | â ª ï ¯ à . �î¡®© ¢¥ªâ®à ~x ¨§ V� ¬®¦¥â ¡ëâìá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ à §«®¦¥­ ¯® ¡ §¨áã B (á¬. à¨á. 9).
�¨á. 9 s -�������HHHHHHHHHj�����-�����	 ����~x2 ~b2~b1 ~x1~x



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  69�â«®¦¨¬ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ~b1;~b2; ~x ®â ®¡é¥£® ­ ç «  ¨ç¥à¥§ ª®­¥æ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ~x ¯à®¢¥¤¥¬ ¯àï¬ë¥, ª®««¨­¥- à­ë¥ ¢¥ªâ®à ¬~b1 ¨~b2 ¤® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á ¯àï¬ë¬¨, ¯à®¢¥¤¥­­ë¬¨ç¥à¥§ ¨§®¡à ¦¥­¨ï íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢. �®«ãç¨¬ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®-à®¢ ~x1 ¨ ~x2. �á­®, çâ® ~x = ~x1 + ~x2 (2.10)¨ ~x1 = ~ª®¬b1kb2~x, ~x2 = ~ª®¬b2kb1~x. �ç¨âë¢ ï áª § ­­®¥ ¢ëè¥ ®¡ §¨á¥ ­  ¯àï¬®© ¨ à áá¬ âà¨¢ ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á®¢ ­  á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨å ¯àï¬ëå ¢¥ªâ®àë ~b1 ¨ ~b2, ¯®«ãç ¥¬~x1 = t1 ~b1; ~x2 = t2 ~b2 (2.11)¤«ï ­¥ª®â®àëå ç¨á¥« t1; t2. �â¨ ç¨á«  ­ §ë¢ îâáï ª®®à¤¨­ â ¬¨¢¥ªâ®à  ~x ¢ ¡ §¨á¥ B. �å § ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥ áâà®ª¨ ¨«¨ áâ®«¡æ ,á­ ç «  t1, § â¥¬ t2 (¯®àï¤®ª áãé¥áâ¢¥­!). �®«®¦¨¬[~x]B = (t1; t2)>: (2.12)�®£®¢®à¨¬áï ã¬­®¦ âì áâà®ªã ¢¥ªâ®à®¢ ­  áâ®«¡¥æ ç¨á¥« ¯®®¡ëç­ë¬ ¯à ¢¨« ¬ ã¬­®¦¥­¨ï áâà®ª¨ ­  áâ®«¡¥æ (á¬. à ¢¥­áâ¢®(1.5) ¢ ¯. 1.1.3): ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï¢¥ªâ®à®¢ áâà®ª¨ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ áâ®«¡æ , â.¥.(~c1; ~c2; : : : ; ~cn)0BBB@ t1t2: : :tn 1CCCA = t1 ~c1 + t2 ~c2 + : : :+ tn ~cn: (2.13)�â ª, ¥á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì ¡ §¨á B ª ª áâà®ªã (~b1;~b2),   ª®®à-¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  ~x ¢ ¡ §¨á¥ B ¢ ¢¨¤¥ áâ®«¡æ  (2.12), â® ¨§ à ¢¥­áâ¢(2.10) ¨ (2.11) á«¥¤ã¥â ~x = t1~b1 + t2~b2; (2.14)



70 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥~x = B[~x]B: (2.15)�¨á«  t1 ¨ t2 ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ¢¥ªâ®àã ~x ®¤­®§­ ç­®. � á ¬®¬ ¤¥-«¥, ¯ãáâì ~x = s1~b1+s2~b2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå s1; s2 2 R. �®£¤  ¨§ (2.14)¯®«ãç ¥¬ t1~b1+t2~b2 = s1~b1+s2~b2, ®âªã¤  (t1�s1)~b1+(t2�s2)~b2 = ~0.�á«¨ t1 6= s1 ¨«¨ t2 6= s2, â® ®¤¨­ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ~b1;~b2 ¬®¦­® ¢ëà -§¨âì ç¥à¥§ ¤àã£®© (­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ t1 6= s1 ¨¬¥¥¬ ~b1 = s2�t2t1�s1~b2); ¢á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.1 ¢¥ªâ®àë ~b1 ¨ ~b2 ®ª §ë¢ îâáï ª®««¨­¥ à-­ë¬¨. � ª ª ª ¯® ãá«®¢¨î íâ¨ ¢¥ªâ®àë ­¥ª®««¨­¥ à­ë, § ª«î-ç ¥¬, çâ® t1 = s1 ¨ t2 = s2.�®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ­  ¯«®áª®-áâ¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á¢®©áâ¢  (2.8) ¨ (2.9). �à®¢¥à¨¬ ¯¥à¢®¥ ¨§ ­¨å;¢â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®. �ãáâì ~x; ~y| ¤¢  ¢¥ªâ®à , ª®¬-¯« ­ à­ë¥ ¤ ­­®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ [~x]B = (t1; t2)>; [~y]B = (u1; u2)> |¨å áâ®«¡æë ª®®à¤¨­ â. �®£¤  ¢ á¨«ã (2.14) ¨¬¥¥¬ ~x = t1~b1 + t2~b2¨ ~y = u1~b1 + u2~b2. �ª« ¤ë¢ ï íâ¨ à ¢¥­áâ¢ , ¯®«ãç ¥¬ ~x+ ~y == t1~b1 + t2~b2 + u1~b1 + u2~b2 = (t1 + u1)~b1 + (t2 + u2)~b2, ®âªã¤  ¢á¨«ã ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ª®®à¤¨­ â á«¥¤ã¥â, çâ® ¯¥à¢ ï ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à  ~x + ~y à ¢­  t1 + u1,   ¢â®à ï à ¢­  t2 + u2. � ¢¥­áâ¢®(2.8) ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ ¤®ª § ­®.� §¨á®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §ë¢ ¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï âà®©ª ­¥ª®¬¯« ­ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢. � ª ¨ ¢ëè¥, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¥¥ª ª áâà®ªã ¢¥ªâ®à®¢. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥  ­ «®£¨ç­® ¤®ª -§ ­­ë¬ ¢ëè¥ (­® ­¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¬ ï¢­®) ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ ®¡ §¨á å ­  ¯àï¬®© ¨ ­  ¯«®áª®áâ¨.�¥®à¥¬  2.1.1. �ãáâì C=(~c1;~c2;~c3) | ¡ §¨á ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ~x áãé¥áâ¢ãîâ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ç¨-á«  t1; t2; t3 â ª¨¥, çâ® ~x = t1~c1+ t2~c2+ t3~c3; ®­¨ ­ §ë¢ îâáï ª®®à-¤¨­ â ¬¨ ¢¥ªâ®à  ~x ¢ ¡ §¨á¥ C ¨ ®¡®§­ ç îâáï (áâ®«¡æ®¬) [~x]C.�«ï áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ~x ¨ ~y ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¢¥ªâ®à  ~x ­  ç¨á«® t á¯à ¢¥¤«¨¢ë ä®à¬ã«ë (2.8) ¨ (2.9).
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�¨á. 10sO -������������:CCCCCCCXXXXXXXXXXXXXz������ CC�� -XXXXXXXXXXXXXBB~x3~c3~c1~x1 ~x ~y~x2~c2��	��	 CCCOCCCCO�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬® à §«®¦¨âì ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à~x ¯à®áâà ­áâ¢  ¯® âà¥¬ ­¥ª®¬¯« ­ à­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ~c1;~c2;~c3 (á¬.à¨á. 10). �«ï íâ®£® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¯à¨¢®¤¨¬ ª ®¡é¥¬ã ­ ç «ã,áª ¦¥¬, ª â®çª¥ O ¨ ¯à®¢®¤¨¬ ¯àï¬ë¥ ç¥à¥§ â®çªã O ª®««¨-­¥ à­® ¢¥ªâ®à ¬ ~c1;~c2;~c3 ¨ ¯«®áª®áâ¨ ç¥à¥§ ¯ àë, á®áâ ¢«¥­­ë¥¨§ íâ¨å ¯àï¬ëå. �¥à¥§ ª®­¥æ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ~x ¯à®¢®-¤¨¬ ¯àï¬ãî, ª®««¨­¥ à­ãî ¢¥ªâ®àã ~c3, ¤® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á ¯«®á-ª®áâìî ¢¥ªâ®à®¢ ~c1;~c2. �®§ì¬¥¬ ¨§®¡à ¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ~y ­  íâ®©¯«®áª®áâ¨ ¨ ~x3 ­  ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¨§®¡à ¦¥­¨¥ ~c3;â®£¤  ~x = ~y + ~x3. �¥ªâ®à ~y ª®««¨­¥ à¥­ ¯«®áª®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢~c1;~c2; á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® à §«®¦¨âì ¥£® ¯® íâ¨¬ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ~y = ~x1 + ~x2. �¥ªâ®àë ~x1; ~x2; ~x3 ª®««¨­¥ à­ë¢¥ªâ®à ¬ ~c1;~c2;~c3 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯®íâ®¬ã ¤«ï ­¥ª®â®àëå ç¨-á¥« t1; t2; t3 ¨¬¥¥¬ ~x1 = t1~c1, ~x2 = t2~c2, ~x3 = t3~c3. � ¢¥­áâ¢®~x = t1~c1 + t2~c2 + t3~c3 ¤®ª § ­®. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì ª®®à¤¨­ â ¨ ¨åá¢®©áâ¢  ¤®ª §ë¢ îâáï â ª ¦¥, ª ª ¤«ï á«ãç ï ¯«®áª®áâ¨. 2�ª ¦¥¬ ªà¨â¥à¨¨ ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ¨ ª®¬¯« ­ à­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ¢ª®®à¤¨­ â å, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨© 2.1.1, 2.1.2 ¨ á¢®©áâ¢5, 8 ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© (á¬. ¯. 1.2.2,   â ª¦¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 3.2.1 ¢ ¯. 3.2.2­¨¦¥).



72 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1.3. �¢  ¢¥ªâ®à  ~a ¨ ~b ª®««¨­¥ à­ë â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áâ®«¡æë ¨å ª®®à¤¨­ â ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ (­ ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥) ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë, â.¥. ¢ ¬ âà¨æ¥,á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ íâ¨å áâ®«¡æ®¢, «î¡®© ¬¨­®à ¢â®à®£® ¯®àï¤ª à ¢¥­ ­ã«î.�à¨ ¢¥ªâ®à  ~a; ~b ¨ ~c ª®¬¯« ­ à­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë, á®áâ ¢«¥­­®© ¨§ áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â íâ¨å¢¥ªâ®à®¢ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, à ¢¥­ ­ã«î.� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢ ¦­ãî à®«ì ¡ã¤ãâ ¨£à âì á«¥¤ãîé¨¥ ç áâ­ë¥á«ãç ¨ ¡ §¨á®¢ ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � §¨á ­ §ë¢ ¥âáï®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬, ¥á«¨ ¢ ­¥¬ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¨¬¥îâ ¤«¨­ã 1 ¨«î¡ë¥ ¤¢  à §«¨ç­ëå ¢¥ªâ®à  ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë. �â ­¤ àâ­ë¥®¡®§­ ç¥­¨ï ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  | ~{;~| ­ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ~{;~|;~k ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.2.1.5. �¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â�¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬®© ª®®à¤¨­ â ­  ¯àï¬®©, ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ¨§ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© â®ç-ª¨ (­ §ë¢ ¥¬®© ­ ç «®¬ ª®®à¤¨­ â ¨ ®¡®§­ ç ¥¬®© O) ¨ ¡ §¨-á  ­  ¤ ­­®© ¯àï¬®©, ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬ «î¡®© â®çª¨ M ­  ¤ ­­®© ¯àï¬®©, ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ ¢¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à �!OM , ®¤­® ¨§ ¨§®¡à ¦¥­¨© ª®-â®à®£® ­ ¯à ¢«¥­® ¨§ ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ¢ â®çªã M . �®®à¤¨­ -â ¬¨ â®çª¨ M ¢ ¤ ­­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ­ §ë¢ îâáï ª®®à-¤¨­ âë ¥¥ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à  ¢ ¡ §¨á¥ á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â. � ª¨¬®¡à §®¬, ¥á«¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â § ¤ ­  ­ ç «®¬O ¨ ¡ §¨á®¬ C = (~a;~b;~c), â® ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  M ¨¬¥¥â ª®-®à¤¨­ âë (xM ; yM ; zM) â ª¨¥, çâ® �!OM= xM~a + yM~b + zM~c. �ë¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì â®çªã á ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢ ¢¨¤¥ M(xM ; yM ; zM).�¥ª àâ®¢  á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨­ â ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­®©, ¥á-«¨ ¥¥ ¡ §¨á ï¢«ï¥âáï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  73¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ¯àï¬®ã£®«ì­ë¥ ¤¥ª àâ®¢ë á¨áâ¥¬ëª®®à¤¨­ â.�â­¥á¥¬ ¡ §¨á­ë¥ ¢¥ªâ®àë ª ­ ç «ã ª®®à¤¨­ â ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ç¥à¥§ ­ ç «® ª®®à¤¨­ â ¯àï¬ë¥, ª®««¨­¥ à­ë¥ ¡ §¨á­ë¬ ¢¥ªâ®-à ¬. �â¨ ¯àï¬ë¥ ­ §ë¢ îâáï ®áï¬¨ ª®®à¤¨­ â. � ¯à®áâà ­-áâ¢¥ ¨¬¥îâáï ®áì  ¡áæ¨áá (Ox), ®áì ®à¤¨­ â (Oy) ¨ ®áì  ¯¯«¨-ª â (Oz). �  ¯«®áª®áâ¨ ®áì  ¯¯«¨ª â ®âáãâáâ¢ã¥â. �®®à¤¨­ âëâ®çª¨ ¢ (¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®©) á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ¥áâì ®à-â®£®­ «ì­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¥¥ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à  ­  ®á¨ ª®®à¤¨­ â.� áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¯à®áâë¥ § ¤ ç¨ ® ª®®à¤¨­ â å â®çª¨1. � -ä¨ªá¨àã¥¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â O;~{;~|;~k.�®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à . �ãáâì ¨§ â®çª¨M(xM ; yM ; zM) ¢ â®ç-ªã N(xN ; yN ; zN) ¯à®¢¥¤¥­ ¢¥ªâ®à ~a. � ©â¨ ¥£® ª®®à¤¨­ âë.�â®¡ë ­ ©â¨ à¥è¥­¨¥, § ¬¥â¨¬, çâ® �!ON= �!OM +~a (á¬. à¨á. 11),®âªã¤  ~a = �!ON � �!OM . �® â¥®à¥¬¥ 2.1.1 ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®®à-¤¨­ â â®çª¨ ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ª®®à¤¨­ â xa; ya; za¢¥ªâ®à  ~a:xa = xN � xM ; ya = yN � yM ; za = zN � zM : (2.16)
�¨á. 11s6 -��	 ����������sSSSSSSw���������1sXXXXXXXXXXXXXzsSSSSSSwO M K N~{ ~|~k1�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¤¥« âì ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ­  ¯àï¬®© â®, çâ® á¥©-ç á ¡ã¤¥â ¯à®¤¥« ­® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.



74 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�®®à¤¨­ âë â®çª¨, ¤¥«ïé¥© ­ ¯à ¢«¥­­ë© ®âà¥§®ª ¢¤ ­­®¬ ®â­®è¥­¨¨. �ãáâì â®çª¨M(xM ; yM ; zM) ¨N(xN ; yN ; zN)à §«¨ç­ë. �®¢®àïâ, çâ® â®çª  K ¤¥«¨â ­ ¯à ¢«¥­­ë© ®âà¥§®ª�!MN ¢ ®â­®è¥­¨¨ �, ¥á«¨ �!MK= � �!KN . �§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª  K «¥¦¨â ­  ¯àï¬®©, ¯à®¢¥-¤¥­­®© ç¥à¥§M ¨ N ¨ K ­¥ ¬®¦¥â á®¢¯ ¤ âì á N ; ç¨á«® � ¬®¦¥â¡ëâì ª ª ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ (â®£¤  K «¥¦¨â ¬¥¦¤ã M ¨ N), â ª¨ ®âà¨æ â¥«ì­ë¬ (â®£¤  K «¥¦¨â ¢­¥ ®âà¥§ª  [M;N ]), ­® ®­® ­¥¬®¦¥â ¡ëâì à ¢­® �1. �à¨ K = M ¨¬¥¥¬ � = 0. �à¥¡ã¥âáï¯® ¤ ­­ë¬ â®çª ¬ M(xM ; yM ; zM), N(xN ; yN ; zN) ¨ ¤ ­­®¬ã ç¨-á«ã � 6= �1 ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ K, ¤¥«ïé¥© ®âà¥§®ª �!MN ¢®â­®è¥­¨¨ �.� ¬¥â¨¬, çâ® �!OK= �!ON � �!KN (á¬. à¨á. 11). � ©¤¥¬ ¢¥ªâ®à�!KN . �¬¥¥¬ �!MN= �!MK + �!KN= � �!KN + �!KN= (1 + �) �!KN ,®âªã¤  �!KN= 11+� �!MN . �®¤áâ ¢«ïï ¯®«ãç¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ �!KN ¢¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï �!OK, ¢¨¤¨¬, çâ®�!OK= �!ON � 11+� �!MN= �!ON � 11+�( �!ON � �!OM) == 11+� �!OM + �1+� �!ON;®âªã¤  ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ª®®à¤¨­ â â®çª¨K: xK = xM + �xN�+ 1 ; yK = yM + �yN�+ 1 ; zK = zM + �zN�+ 1 : (2.17)2.1.6. �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥�ª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«®, ®¡®-§­ ç ¥¬®¥ ç¥à¥§ ~a~b ¨ ¢ëç¨á«ï¥¬®¥ ¯® ä®à¬ã«¥~a~b = ( 0; ¥á«¨ ~a = ~0 ¨«¨ ~b = ~0;j~ajj~bj cos d(~a;~b) ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.



x 2.1. �¥ªâ®à­ ï  «£¥¡à  75�à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ä®à¬ã«ã (2.7), ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ç¥à¥§ ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b ¤àã£ ­ ¤àã£ : ~a~b = j~aj¯à~a~b ¯à¨ ~a 6= ~0; (2.18)~a~b = j~bj¯à~b~a ¯à¨ ~b 6= ~0: (2.19)� á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ á®¡à ­ë á¢®©áâ¢  áª «ïà­®£® ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1.4. �ãáâì ~a;~b;~c | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë, t| ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ç¨á«®. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­-áâ¢ :1) ~a~b = ~b~a; 2) (~a+~b)~c = ~a~c+~b~c;3) (t~a)~b = t(~a~b); 4) ~a2 = ~a~a = j~aj2.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 1) ¨ 4) ­¥¯®-áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï.�â¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ¨ 3) ¤®ª §ë¢ îâáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬, ¨ ¬ë ¤®-ª ¦¥¬ «¨èì ¯¥à¢®¥ ¨§ ­¨å. �á«¨ ~c = ~0, â® à ¢¥­áâ¢® ¢ ¯. 2)®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì ~c 6= ~0. � á¨«ã ä®à¬ã«ë (2.18) ¨ á¢®©áâ¢  ¯à®-¥ªæ¨© (2.6) ¨¬¥¥¬ (~a+~b)~c = (¯à~c(~a+~b))j~cj = (¯à~c~a+ ¯à~c~b)j~cj == (¯à~c~a)j~cj+ (¯à~c~b)j~cj = ~a~c+~b~c, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�¢  ¢¥ªâ®à  ­ §ë¢ îâáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬¨, ¥á«¨ ¨å áª «ïà­®¥¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ à ¢­® ­ã«î. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥-¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë ®àâ®£®­ «ì­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  «¨¡® ®¤¨­ ¨§ ­¨å à ¢¥­ ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã, «¨¡® ã£®« ¬¥¦¤ã­¨¬¨ à ¢¥­ �=2, â.¥. ®­¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë.� ©¤¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ ª®®à¤¨-­ â å. �ãáâì ¤ ­ë ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢1 ~a = (xa; ya; za) ¨~b = (xb; yb; zb). �¬¥¥¬ ~a = xa~{ + ya~| + za~k ¨ ~b = xb~{ + yb~| + zb~k.1�«ï ªà âª®áâ¨ ¨ ã¤®¡áâ¢  § ¯¨á¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ~a = (xa; ya; za) ¢¬¥áâ®[~a]> = (xa; ya; za).



76 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�ç¨âë¢ ï, çâ® áª «ïà­ë¥ ª¢ ¤à âë ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ à ¢­ë 1¨ à §«¨ç­ë¥ ¡ §¨á­ë¥ ¢¥ªâ®àë ¢§ ¨¬­® ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë, ¯®«ã-ç ¥¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 2.1.4~a~b = (xa~{+ ya~| + za~k)(xb~{+ yb~| + zb~k) = xaxb~{2 + xayb~{~|+ xazb~{~k ++yaxb~{~|+yayb~|2+yazb~|~k+zaxb~{~k+zayb~|~k+zazb~k2 = xaxb+yayb+zazb.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ~a~b = xaxb + yayb + zazb: (2.20)� ¯®¬®éìî ä®à¬ã« (2.20) ¨ (2.18),   â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áª -«ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.4 £) ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãî-é¨¥ ä®à¬ã«ë: j~aj = px2a + y2a + z2a; (2.21)¥á«¨ ~a 6= ~0, â® ¯à~a~b = ~a~bj~aj = xaxb+yayb+zazbpx2a+y2a+z2a ; (2.22)¥á«¨ ~a 6= ~0 ¨ ~b 6= ~0, â®cos d(~a;~b) = ~a~bj~ajj~bj = xaxb+yayb+zazbpx2a+y2a+z2apx2b+y2b+z2b : (2.23)� ç áâ­®áâ¨, ãá«®¢¨¥ ®àâ®£®­ «ì­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b ¢ ª®®à¤¨-­ â å ¨¬¥¥â ¢¨¤ xaxb + yayb + zazb = 0: (2.24)� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ~a ¨ ­ ©¤¥¬ ª®á¨-­ãáë ã£«®¢, ª®â®àë¥ ®­ ®¡à §ã¥â á ¡ §¨á­ë¬¨ ®àâ ¬¨ (­ ¯à ¢«ï-îé¨¥ ª®á¨­ãáë ¢¥ªâ®à  ~a). �® ä®à¬ã«¥ (2.23) ¨¬¥¥¬ cos d(~a;~{) == xa=j~aj, cos d(~a;~|) = ya=j~aj, cos d(~a;~k) = za=j~aj. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®-«ãç ¥¬ à ¢¥­áâ¢® (cos d(~a;~{); cos d(~a;~|); cos d(~a;~k)) = 1j~aj(xa; ya; za) == 1j~aj~a = ~e~a, â.¥. ¢¥ªâ®à á ª®®à¤¨­ â ¬¨, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ­ -¯à ¢«ïîé¨¬¨ ª®á¨­ãá ¬¨ ¢¥ªâ®à  ~a, ¥áâì ¢ â®ç­®áâ¨ ®àâ ~e~a ¢¥ª-â®à  ~a. � ç áâ­®áâ¨, áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ­ ¯à ¢«ïîé¨å ª®á¨­ãá®¢¢¥ªâ®à  ~a à ¢­  1.



x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨ 77x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®á-ª®áâ¨�  ¯«®áª®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯àï¬ ï «¨­¨ï ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®©¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â. � ª ï á¨áâ¥¬  ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï§ ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ¢® ¢á¥å à §¤¥« å íâ®£® ¯ à £à ä .2.2.1. �à ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ­  ¯«®áª®áâ¨�¯à¥¤¥«¥­¨ï «¨­¨¨ ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, à ¢­® ª ª ¨®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ï¢«ïîâáï ¢¥áì¬  á«®¦-­ë¬¨ ¨ âà¥¡ãîâ à §¢¨â¨ï á¯¥æ¨ «ì­®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ¯¯ -à â ; ®­¨ ¡ë«¨ ®ª®­ç â¥«ì­® áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë «¨èì ¢ ­ ç «¥XX ¢¥ª 1. �¤¥áì ¨ ¢ ¯. 2.3.1 íâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥ ¯à¨¢®¤ïâáï,  à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨èì á¯®á®¡ë § ¤ ­¨ï «¨­¨© ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¥©ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ ¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨.�®¢®àïâ, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ F (x; y) = 0 § ¤ ¥â «¨­¨î l ­  ¯«®á-ª®áâ¨, ¥á«¨ ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ª®®à¤¨­ â «î¡®© â®çª¨, «¥¦ é¥©­  «¨­¨¨ l, ¢ íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ®­® ®¡à é ¥âáï ¢ ¢¥à­®¥ à ¢¥­-áâ¢®,   ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢ª¥ ª®®à¤¨­ â «î¡®© â®çª¨, ­¥ «¥¦ é¥©­  «¨­¨¨, ¢¥à­®£® à ¢¥­áâ¢  ­¥ ¯®«ãç ¥âáï. �à¨ íâ®¬ ãà ¢­¥-­¨¥ F (x; y) = 0 ­ §ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨­ â­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ «¨­¨¨ l.� ¯à¨¬¥à, ãà ¢­¥­¨¥ ®ªàã¦­®áâ¨ à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ ­ ç «¥ª®®à¤¨­ â ¨¬¥¥â ¢¨¤ x2+y2 = r2; ¢ ª ç¥áâ¢¥ F (x; y) §¤¥áì ¬®¦­®¢§ïâì ¢ëà ¦¥­¨¥ x2 + y2 � r2.� àï¤ã á ª®®à¤¨­ â­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ «¨­¨¨ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã-îâáï ¥¥ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï, ª®â®àë¥ ¢ëà ¦ îâ ª®®à-¤¨­ âë «î¡®© â®çª¨, «¥¦ é¥© ­  «¨­¨¨, ª ª äã­ªæ¨¨ ®¤­®£®¯ à ¬¥âà : x = '(t); y =  (t), £¤¥ t ¯à®¡¥£ ¥â ­¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬­®-¦¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«. � ¯à¨¬¥à, ¯ à ¬¥-âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ®ªàã¦­®áâ¨ à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ ­ ç «¥1�®¤à®¡­¥¥ ®¡ íâ®¬ ¬®¦­® ã§­ âì, ­ ¯à¨¬¥à, ¨§ áâ â¥© ¢ [24] \�¨­¨ï"(á. 321{323) ¨ \�®¢¥àå­®áâì" (á. 462).



78 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨ª®®à¤¨­ â ¨¬¥îâ ¢¨¤ x = r cos t; y = r sin t (t 2 [0; 2�)).2.2.2. �àï¬ ï «¨­¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨�â®¡ë § ¤ âì ¯àï¬ãî «¨­¨î ­  ¯«®áª®áâ¨, ­¥®¡å®¤¨¬® ãª § âìâ®çªã, «¥¦ éãî ­  íâ®© ¯àï¬®©, ¨ ­¥ª®â®àë© ª®««¨­¥ à­ë© ¥©­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à. �î¡®© â ª®© ¢¥ªâ®à ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¯à ¢«ïî-é¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¤ ­­®© ¯àï¬®©. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¤¥ª àâ®¢ã ¯àï¬®-ã£®«ì­ãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¢ë¢¥¤¥¬ ¯ à ¬¥âà¨-ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®© �, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªãM0(x0; y0) ¨¨¬¥îé¥© ­ ¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ªâ®à ~a á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (m; l). �§ ¯à®-áâ¥©è¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª M(x; y)«¥¦¨â ­  ¯àï¬®© � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®àë �!M0M ¨~a ª®««¨­¥ à­ë (á¬. à¨á. 12).s�������s������������:s��������� ����:�������������3�¨á. 12O M0 M ~a
�® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2.1.1 ãá«®¢¨¥ �!M0Mk ~a à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ®�!M0M= t~a ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ç¨á«  t. � á¯¨áë¢ ï ¯®á«¥¤­¥¥ ¢¥ªâ®à-­®¥ à ¢¥­áâ¢® ¯® ª®®à¤¨­ â ¬, ¯®«ãç ¥¬ x�x0 = tm; y� y0 = tl,®âªã¤  á«¥¤ãîâ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®-áâ¨: x = x0 +mt; y = y0 + lt (t 2 R): (2.25)�â®¡ë ¯®«ãç¨âì ª®®à¤¨­ â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®-áâ¨, ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ãá«®¢¨¥¬ ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢, ¤ ¢ ¥-



x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨ 79¬ë¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 2.1.3. �¥ªâ®àë �!M0M ¨ ~a ª®««¨­¥ à­ë â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¨§ ¨å ª®®à¤¨­ â à ¢¥­ ­ã«î.�âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ ª®®à¤¨­ â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨¢ ¢¨¤¥ ����� x� x0 y � y0m l ����� = 0: (2.26)� áªàë¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì, ¨¬¥¥¬ l(x � x0) � m(y � y0) = 0, çâ®à ¢­®á¨«ì­® lx � my � lx0 + my0 = 0. �®« £ ï A = l, B = �m,C = �lx0 +my0, ¯®«ãç ¥¬ ®¡é¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©Ax+ By + C = 0; £¤¥ A 6= 0 ¨«¨ B 6= 0: (2.27)�¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .�¥®à¥¬  2.2.1. �áïª ï ¯àï¬ ï ­  ¯«®áª®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ -­  ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ãà ¢­¥­¨-¥¬ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¢¨¤  (2.27), ¨ ®¡à â­®, ª ¦¤®¥  «£¥¡à ¨ç¥-áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  (2.27) § ¤ ¥â ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥-¬¥ ª®®à¤¨­ â ­  ¯«®áª®áâ¨ ­¥ª®â®àãî ¯àï¬ãî á ­ ¯à ¢«ïîé¨¬¢¥ªâ®à®¬, ¨¬¥îé¨¬ ª®®à¤¨­ âë (�B;A).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �àï¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ã¦¥ ¤®ª § ­®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à áá¬®âà¨¬ ªà¨¢ãî,§ ¤ ­­ãî ¢ ­¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ãà ¢­¥­¨¥¬ (2.27). � -ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã M0(x0; y0) ­  ¤ ­­®© ªà¨¢®©. �¥ ª®®à¤¨­ âë¬®¦­® ­ ©â¨, ¢§ï¢ ­¥­ã«¥¢®© ª®íää¨æ¨¥­â ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  fA;Bg,¯à¨¤ ¢ §­ ç¥­¨¥ 0 ¯¥à¥¬¥­­®©, ã¬­®¦ ¥¬ë© ­  ¤àã£®© ª®íää¨-æ¨¥­â, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¢ §­ ç¥­¨¥ ®áâ ¢è¥©áï ¯¥à¥¬¥­­®© ¤¥«¥­¨¥¬�C ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ª®íää¨æ¨¥­â. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ A 6= 0,â® â®çª  á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (�CA ; 0) «¥¦¨â ­  ªà¨¢®©. � áá¬®âà¨¬ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã M0 ¨ ¨¬¥îé¥© ­ -¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ªâ®à ~a á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (�B;A). �®£« á­® ä®à¬ã-



80 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨«¥ (2.26) íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ ����� x � x0 y � y0�B A ����� = 0: � áªàë-¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì, ¨¬¥¥¬ A(x� x0) + B(y � y0) = 0 ¨«¨Ax+ By � Ax0 �By0 = 0: (2.28)� ª ª ª â®çª  M0(x0; y0) «¥¦¨â ­  ªà¨¢®©, ¨¬¥¥¬ Ax0 +By0 ++C = 0, â.¥. C = �Ax0 � By0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ãà ¢­¥­¨¥ (2.28)¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ (2.27), â.¥. ¨áå®¤­ ï ªà¨¢ ï á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢§ïâ®©¯àï¬®©, çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. 2�¥®à¥¬  2.2.1 ®¯¨áë¢ ¥â ªà¨¢ë¥, § ¤ ¢ ¥¬ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå: íâ® ¢ â®ç­®-áâ¨ ¢á¥ ¯àï¬ë¥ ­  ¯«®áª®áâ¨.�á«¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ãá«®¢¨¥ ª®««¨­¥ à­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ �!M0M¨ ~a (á¬. à¨á. 12) ¢ ä®à¬¥ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®áâ¨ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®-à®¢, â® ª®®à¤¨­ â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªãM0(x0; y0) ª®««¨­¥ à­® ¢¥ªâ®àã ~a á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (m; l), ¬®¦¥â¡ëâì § ¯¨á ­® ¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥x� x0m = y � y0l : (2.29)� ¢¥­áâ¢® §¤¥áì á«¥¤ã¥â ¯®­¨¬ âì ª ª ¯à®¯®àæ¨î, â.¥. ®­® ¨¬¥¥â¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (x� x0)l = (y � y0)m.�ãáâì ¯àï¬ ï ¢ ­¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â § ¤ ­  ®¡-é¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ (2.27). � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à ~n á ª®®à¤¨­ â ¬¨(A;B). � ª ª ª áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ~n ¨ ­ ¯à -¢«ïîé¥£® ¢¥ªâ®à  ~c íâ®© ¯àï¬®© á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (�B;A) à ¢­®A(�B) +BA = 0,   á ¬¨ ¢¥ªâ®àë ­¥­ã«¥¢ë¥, ¢¥ªâ®à ~n ¯¥à¯¥­¤¨-ªã«ïà¥­ ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯àï¬®©. �â® ¥¥ ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à.�á«¨M0(x0; y0) | ­¥ª®â®à ï â®çª  ¯àï¬®©, â®, ¢ëç¨â ï ¨§ ®¡é¥-£® ãà ¢­¥­¨ï (2.27) à ¢¥­áâ¢® Ax0+By0+C = 0, ¯®«ãç ¥¬ à ¢­®-á¨«ì­®¥ ®¡é¥¬ã á«¥¤ãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§â®çªã M0 ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¢¥ªâ®àã ~n á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (A;B):A(x� x0) +B(y � y0) = 0: (2.30)



x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨ 812.2.3. � ááâ®ï­¨¥ ®â â®çª¨ ¤® ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã. � ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®©á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â § ¤ ­® ãà ¢­¥­¨¥ (2.27) ¯àï¬®© � ¨ § ¤ ­ëª®®à¤¨­ âë â®çª¨ M1(x1; y1) ­  ¯«®áª®áâ¨ (á¬. à¨á. 13). � ©â¨à ááâ®ï­¨¥ d ®â â®çª¨ M1(x1; y1) ¤® ¯àï¬®© �.P¨á. 13����������������������sCCCCCO �������������*s�������������� CCCC~n M0 M1dsM2�� ä¨ªá¨àã¥¬ ­  ¯àï¬®© � â®çªã M0(x0; y0). � áá¬®âà¨¬ ç¨á«®� = ¯à~n �!M0M1. �­® ­ §ë¢ ¥âáï ®âª«®­¥­¨¥¬ â®çª¨ M1 ®â ¯àï-¬®© �. �á­®, çâ® d = j�j. �ë¢¥¤¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï ®âª«®­¥­¨ï �.�®£« á­® ä®à¬ã«¥ (2.22), ¨á¯®«ì§ãï ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ �!M0M1¨ ~n ¨ ¯à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ä®à¬ã«ã (2.21),   â ª¦¥ à ¢¥­áâ¢®C = �Ax0 � By0, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ â®£®, çâ® â®çª  M0 «¥¦¨â ­ ¯àï¬®©, ¨¬¥¥¬� = ¯ànM0M1 = ( �!M0M1)~nj~nj = A(x1 � x0) +B(y1 � y0)pA2 +B2 == Ax1 +By1 � Ax0 �By0pA2 +B2 = Ax1 + By1 + CpA2 +B2 ;®âªã¤  ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã«  ¤«ï ®âª«®­¥­¨ï â®çª¨M1(x1; y1) ®â ¯àï¬®© c ãà ¢­¥­¨¥¬ Ax+By+C = 0 ­  ¯«®áª®áâ¨:� = Ax1 + By1 + CpA2 +B2 : (2.31)�«ï à ááâ®ï­¨ï ®â â®çª¨ ¤® ¯àï¬®© ¨¬¥¥¬ â ªãî ä®à¬ã«ãd = jAx1 +By1 + CjpA2 +B2 : (2.32)



82 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�àï¬ ï � ¤¥«¨â ¯«®áª®áâì ­  ¤¢¥ ç áâ¨, ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ¯®«ã-¯«®áª®áâï¬¨ (á¬. à¨á. 13). �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¥ªæ¨¨ ¢¥ªâ®à  ­ ®áì á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª â®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨, ªã¤  ­ ¯à -¢«¥­ ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à ª ¯àï¬®©, ®âª«®­¥­¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®,  ¤«ï â®ç¥ª ¨§ ¤àã£®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ (¢ ç áâ­®áâ¨, ¤«ï â®çª¨ M2­  à¨á. 13) ®­® ®âà¨æ â¥«ì­®. � ª ª ª §­ ª ®âª«®­¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï §­ ª®¬ ç¨á«¨â¥«ï ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (2.31), ¯®«ãç ¥¬á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.2.1. �®çª¨M1(x1; y1) ¨M2(x2; y2) «¥¦ â ¯® ®¤-­ã áâ®à®­ã ®â ¯àï¬®© á ®¡é¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ Ax+By+C = 0 â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«  Ax1+By1+C ¨ Ax2+By2+C ¨¬¥îâ®¤¨­ ª®¢ë¥ §­ ª¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ã¯«®áª®áâì á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â®ç¥ª, ¤«ï ª®-®à¤¨­ â ª®â®àëå «¥¢ ï ç áâì ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®© á®åà ­ï¥â §­ ª.2.2.4. �§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥ ¤¢ãå ¯àï¬ëå� áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¯àï¬ë¥, § ¤ ­­ë¥ ®¡é¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨A1x+B1y + C1 = 0 ¨ A2x+B2y + C2 = 0:�â¨ ¯àï¬ë¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï, â.¥. ¨¬¥âì ®¤­ã ®¡éãî â®çªã,¡ëâì ¯ à ««¥«ì­ë, â.¥. ­¥ ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª, ¨ ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì,â.¥. ¨¬¥âì ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ ®¡é¨¥ â®çª¨ (¨ â®£¤  ¢á¥ â®çª¨ íâ¨å¯àï¬ëå á®¢¯ ¤ îâ). � ª ®¯à¥¤¥«¨âì ¯® ãà ¢­¥­¨ï¬ ¯àï¬ëå ¨å¢§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥? �«ï íâ®£® ¬®¦­® ¨áª âì ®¡é¨¥ â®çª¨íâ¨å ¯àï¬ëå, â.¥. ¨áá«¥¤®¢ âì á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( A1x+ B1y + C1 = 0;A2x+ B2y + C2 = 0; (2.33)á®áâ ¢«¥­­ãî ¨§ ãà ¢­¥­¨© ¤ ­­ëå ¯àï¬ëå. �§¢¥áâ­®, çâ® á¨-áâ¥¬  (2.33) ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«¥­­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥¥



x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨ 83£« ¢­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ����� A1 B1A2 B2 ����� ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �â® à ¢­®-á¨«ì­® â®¬ã, çâ® A1A2 6= B1B2 . �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥®§­ ç ¥â, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.3, çâ® ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à ~n1 ª¯¥à¢®© ¯àï¬®© á ª®®à¤¨­ â ¬¨ A1; B1 ­¥ª®««¨­¥ à¥­ ­®à¬ «ì­®-¬ã ¢¥ªâ®àã ~n2 ª® ¢â®à®© ¯àï¬®© á ª®®à¤¨­ â ¬¨ A2; B2, ®âªã¤ á«¥¤ã¥â, çâ® ¯àï¬ë¥ ­¥ ¯ à ««¥«ì­ë, â.¥. ¯¥à¥á¥ª îâáï. �¨áâ¥¬ (2.33) ¡ã¤¥â ­¥á®¢¬¥áâ­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥¥ £« ¢­ë©®¯à¥¤¥«¨â¥«ì à ¢¥­ ­ã«î,   ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ®¯à¥¤¥«¨â¥-«¥© ¯à¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ����� A1 C1A2 C2 ����� ¨«¨ ����� C1 B1C2 B2 ����� ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.�â® à ¢­®á¨«ì­® ãá«®¢¨ï¬ A1A2 = B1B2 6= C1C2 ; §¤¥áì à ¢¥­áâ¢® ®¡¥á¯¥-ç¨¢ ¥â ª®««¨­¥ à­®áâì ­®à¬ «ì­ëå ¢¥ªâ®à®¢. � ª®­¥æ, á¨áâ¥¬ (2.33) ¡ã¤¥â ­¥®¯à¥¤¥«¥­­®©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ à ¢­ë ­ã-«î, çâ® à ¢­®á¨«ì­® ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®áâ¨ ¢á¥å ª®íää¨æ¨¥­â®¢ãà ¢­¥­¨©: A1A2 = B1B2 = C1C2 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤ ï ¯àï¬ ï ­ ¯«®áª®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  ®¤­¨¬ ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢ ãà ¢­¥­¨©, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤àã£®£® ­¥­ã«¥¢ë¬¬­®¦¨â¥«¥¬.�£®« ¬¥¦¤ã ¯àï¬ë¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­ ª ª ã£®« ¬¥¦¤ã¨å ­ ¯à ¢«ïîé¨¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨. � ª ª ª ã£«ë á ¢§ ¨¬­® ¯¥à-¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¬¨ áâ®à®­ ¬¨ à ¢­ë, ã£®« ¬¥¦¤ã ¯àï¬ë¬¨ ¬®¦-­® ¨áª âì ¨ ª ª ã£®« ¬¥¦¤ã ¨å ­®à¬ «ì­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨. �á«¨¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯àï¬ë¥ ­¥ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë, â® ®áâàë© ¨«¨ âã-¯®© ã£®« ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­ §  áç¥â § ¬¥­ë ®¤­®-£® ¨§ ­ ¯à ¢«ïîé¨å [­®à¬ «ì­ëå] ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ª ­¥¬ã. �®à¬ã«ã (2.23) ¤«ï ª®á¨­ãá  ã£«  ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ á¬.¢ ¯. 2.1.4. �¢¥ ¯àï¬ë¥, § ¤ ­­ë¥ ®¡é¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (2.33),¡ã¤ãâ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯¥à¯¥­¤¨-ªã«ïà­ë ¨å ­®à¬ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë:A1A2 +B1B2 = 0: (2.34)



84 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨2.2.5. �à¨¬¥àë à¥è¥­¨ï § ¤ ç1. � ©â¨ â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­, ¢ëá®â ¨ ¡¨áá¥ªâà¨á ¢âà¥ã£®«ì­¨ª¥ á ¢¥àè¨­ ¬¨ A(�2; 1), B(2; 5), C(4;�1).�¥è¥­¨¥. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¬¥¤¨ ­  ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ á®¥¤¨­ï-¥â ¢¥àè¨­ã á á¥à¥¤¨­®© ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®© áâ®à®­ë, ¢ëá®â  |®âà¥§®ª ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà , ®¯ãé¥­­ë© ¨§ ¢¥àè¨­ë ­  ¯à®â¨¢®¯®-«®¦­ãî áâ®à®­ã, ¡¨áá¥ªâà¨á  | ®âà¥§®ª, ¤¥«ïé¨© ¢­ãâà¥­­¨©ã£®« ¯®¯®« ¬ ¨ ¯à®¢¥¤¥­­ë© ¨§ ¢¥àè¨­ë ¤® ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®©áâ®à®­ë. �§ èª®«ì­®£® ªãàá  £¥®¬¥âà¨¨ ¨§¢¥áâ­®, çâ® âà¨ ¬¥¤¨- ­ë [¢ëá®âë, ¡¨áá¥ªâà¨áë] ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®©â®çª¥.� ©¤¥¬ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬ëå, ­  ª®â®àëå «¥¦ â ¬¥¤¨ ­ë, ¯à®-¢¥¤¥­­ë¥ ¨§ ¢¥àè¨­ A ¨ B. �«ï ­ å®¦¤¥­¨ï á¥à¥¤¨­ D ¨ Eáâ®à®­ BC ¨ AC ¨á¯®«ì§ã¥¬ ä®à¬ã«ë (2.17) ­  ¯«®áª®áâ¨ (¡¥§âà¥âì¥© ª®®à¤¨­ âë) á � = 1. �ëç¨á«ï¥¬ ª®®à¤¨­ âë íâ¨å â®ç¥ª:D(3; 2) ¨ E(1; 0). � å®¤¨¬ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§â®çª¨ A, D ¨ B, E (¨á¯®«ì§ã¥¬ ä®à¬ã«ã (2.29); ­ ¯à ¢«ïîé¨-¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¤«ï ­¨å ¡ã¤ãâ ¢¥ªâ®àë �!AD ¨ �!BE á®®â¢¥âáâ¢¥­­®):AD : x+25 = y�11 , BE : x�1�1 = y�5 . � áªàë¢ ï ¯à®¯®àæ¨¨, ¯à¨å®-¤¨¬ ª á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( x � 5y + 7 = 0;5x� y � 5 = 0:�¥è ï á¨áâ¥¬ã, ¯®«ãç ¥¬ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¬¥¤¨ ­(43 ; 53).� ©¤¥¬ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬ëå, ­  ª®â®àëå «¥¦ â ¢ëá®âë, ¯à®¢¥-¤¥­­ë¥ ¨§ ¢¥àè¨­ A ¨ B. �ëá®â  AF ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  áâ®à®­¥BC, ¯®íâ®¬ã ¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¬®¦­® § ¯¨á âì, ¨á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã(2.30) (¯àï¬ ï ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã A ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¢¥ªâ®àã�!BC): 2(x + 2) � 6(y � 1) = 0. �­ «®£¨ç­® ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥¢ëá®âë BG: 6(x� 2)� 2(y � 5) = 0. �ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥©



x 2.2. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­  ¯«®áª®áâ¨ 85á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©: ( x� 3y + 5 = 0;3x� y � 1 = 0: �¥è ï á¨áâ¥¬ã,¯®«ãç ¥¬ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¢ëá®â (1; 2).� ©¤¥¬ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬ëå, ­  ª®â®àëå «¥¦ â ¡¨áá¥ªâà¨áë,¯à®¢¥¤¥­­ë¥ ¨§ ¢¥àè¨­ A ¨ C. �«ï íâ®£® ­ ©¤¥¬ ¨å ­ ¯à ¢«ï-îé¨¥ ¢¥ªâ®àë. �®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® áã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢, ¨¬¥î-é¨å à ¢­ë¥ ¤«¨­ë, ­ ¯à ¢«¥­  ¯® ¡¨áá¥ªâà¨á¥ ã£«  ¬¥¦¤ã ­¨-¬¨ (â ª ª ª ¢ à®¬¡¥ ¤¨ £®­ «¨ ï¢«ïîâáï ¡¨áá¥ªâà¨á ¬¨ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨å ã£«®¢). �¬¥¥¬ �!AC= (6;�2) ¨ �!AB= (4; 4). �¥ªâ®-àë ~a = (3;�1) ¨ ~b = (1; 1) á®­ ¯à ¢«¥­ë á �!AC ¨ �!AB á®®â¢¥â-áâ¢¥­­®. � ª ª ª j~aj = p10 ¨ j~bj = p2, ¢¥ªâ®à ~c = ~a + p5~b­ ¯à ¢«¥­ ¯® ¡¨áá¥ªâà¨á¥ AH . �¥ ãà ¢­¥­¨¥ § ¯¨è¥âáï â ª:x+23+p5 = y�1�1+p5 . �­ «®£¨ç­® ­ å®¤¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¡¨áá¥ªâà¨áë CL.� ª ª ª �!CA= (�6; 2) ¨ �!CB= (�2; 6), ¤«¨­ë íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ®¤¨­ -ª®¢ë ¨ ¨å áã¬¬  ­ ¯à ¢«¥­  ¯® ¡¨áá¥ªâà¨á¥. �§ï¢ ¢¬¥áâ® áã¬¬ëá®­ ¯à ¢«¥­­ë© á ­¥© ¢¥ªâ®à (�1; 1), § ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©CL: x�4�1 = y�11 . �®«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( (p5� 1)x� (3 +p5)y + 3p5 + 1 = 0;x+ y � 5 = 0:�¥è ï á¨áâ¥¬ã, ¯®«ãç ¥¬ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¡¨á-á¥ªâà¨á (13p5+319 ; �13p5+9219 ).2. � ©â¨ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ Q, á¨¬¬¥âà¨ç­®© â®çª¥ P (8;�9)®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ A(3;�4) ¨B(�1;�2).�¥è¥­¨¥. �®çª , á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¤ ­­®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®©,«¥¦¨â ­  ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥, ¯à®¢¥¤¥­­®¬ ç¥à¥§ ¤ ­­ãî â®çªã ª¯àï¬®©, ­  â ª®¬ ¦¥ à ááâ®ï­¨¨ ®â ¯àï¬®©, ª ª ¤ ­­ ï â®çª .�á«¨ ç¥à¥§ R ®¡®§­ ç¨âì ¯à®¥ªæ¨î â®çª¨ P ­  ¤ ­­ãî ¯àï¬ãî,â® R ¥áâì â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© ¨ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­®© ª ­¥©¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã P , ¨ R ï¢«ï¥âáï á¥à¥¤¨­®© ®â-à¥§ª  PQ. �â®¡ë ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ Q, á­ ç «  ­ ©¤¥¬ ª®-



86 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨®à¤¨­ âë â®çª¨ R. � ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥-à¥§ â®çªã P ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¢¥ªâ®àã �!AB: �4(x�8)+2(y+9) = 0,¨«¨ 2x� y � 25 = 0. � ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯àï¬®© AB: x�3�4 = y+42 ,¨«¨ x + 2y + 5 = 0. �¥è ï á¨áâ¥¬ã ¨§ ¤¢ãå ¯®«ãç¥­­ëå ãà ¢-­¥­¨©, ­ å®¤¨¬ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ R(9;�7). �áå®¤ï ¨§ â®£®, çâ®R | á¥à¥¤¨­  ®âà¥§ª  PQ, ¨¬¥¥¬, çâ® ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ R áãâì¯®«ãáã¬¬ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®®à¤¨­ â â®ç¥ª P;Q. �âáî¤  ¯®-«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 12(8 + xQ) = 9, 12(�9 + yQ) = �7 ¨ ­ å®¤¨¬ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ Q(10;�5).x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢¥� ¯à®áâà ­áâ¢¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯àï¬ë¥.�á¥ à áá¬®âà¥­¨ï ¯à®¢®¤ïâáï ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®© á¨-áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â, ª®â®à ï ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï § ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ¢®¢á¥å ¯ã­ªâ å íâ®£® ¯ à £à ä .2.3.1. �à ¢­¥­¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¨ «¨­¨© ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢¥�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®®à¤¨­ â­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢¥ ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®®à¤¨­ â­®£® ãà ¢­¥-­¨ï «¨­¨¨ ­  ¯«®áª®áâ¨. �®¢®àïâ, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ F (x; y; z) = 0§ ¤ ¥â ¯®¢¥àå­®áâì �, ¥á«¨ ª®®à¤¨­ âë «î¡®© â®çª¨, ¯à¨­ ¤-«¥¦ é¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î F (x; y; z) = 0,  ª®®à¤¨­ âë «î¡®© â®çª¨, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ­¥ã¤®¢«¥â¢®àïîâ íâ®¬ã ãà ¢­¥­¨î. �à¨ íâ®¬ F (x; y; z) = 0 ­ -§ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨­ â­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¯®¢¥àå­®áâ¨ �. � ¯à¨¬¥à,áä¥à  à ¤¨ãá  R á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ M0(x0; y0; z0) ¨¬¥¥â ª®®à¤¨-­ â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (x�x0)2+(y�y0)2+(z�z0)2 = R2. �ëà ¦¥­¨¥(x � x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 � R2 ¬®¦¥â ¡ëâì §¤¥áì ¢§ïâ® ¢ª ç¥áâ¢¥ F (x; y; z).



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 87� à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ëà ¦ îâ ª®®à¤¨-­ âë «î¡®© â®çª¨, «¥¦ é¥© ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨, ç¥à¥§ äã­ªæ¨¨ ®â¤¢ãå ¯ à ¬¥âà®¢, ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  ¯à®¡¥£ îé¨å ­¥ª®-â®àë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«: x = �(u; v), y = �(u; v),z = �(u; v), u 2 D1, v 2 D2. � ¯à¨¬¥à, ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢-­¥­¨ï áä¥àë à ¤¨ãá  R á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ M0(x0; y0; z0) ¬®£ãâ¡ëâì § ¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥ x = x0 + R cosu sin v, y = y0 +R sin u sin v,z = z0 +R cos v, £¤¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨ M(x; y; z) ­  áä¥-à¥ v | ã£®«, ®¡à §ã¥¬ë© ¢¥ªâ®à®¬ �!M0M á ¢¥ªâ®à®¬ ~k,   u |ã£®«, ®¡à §ã¥¬ë© ¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  �!M0M ­  ¯«®áª®áâì Oxy á¡ §¨á­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ~i. �à¨ íâ®¬ u 2 [0; 2�), v 2 [0; �].�¨­¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ § ¤ ¥âáï ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ®¡é¨å â®ç¥ª¤¢ãå ¯®¢¥àå­®áâ¥©, â.¥. «¨­¨ï ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¢ãå ¯®¢¥àå­®áâ¥©.�®®à¤¨­ â­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï «¨­¨¨ | ¯ à  ãà ¢­¥­¨©( F (x; y; z) = 0;G(x; y; z) = 0;®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ª®â®àëå á«ã¦¨â ¤ ­-­ ï «¨­¨ï. � ¯à¨¬¥à, ®ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ ¢ ­ ç «¥ ª®®à¤¨­ âà ¤¨ãá  1, à á¯®«®¦¥­­ ï ¢ ¯«®áª®áâ¨ Oxy, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ( x2 + y2 + z2 = 1;z = 0:� à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï «¨­¨¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®å®¦¨ ­ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï «¨­¨¨ ­  ¯«®áª®áâ¨; ®­¨ ¢ëà ¦ îâª®®à¤¨­ âë â®çª¨, «¥¦ é¥© ­  «¨­¨¨, ç¥à¥§ äã­ªæ¨¨ ®¤­®£®¯ à ¬¥âà  t: x = �(t), y = �(t), z = �(t), t 2 D. � ¯à¨¬¥à, ã¯®-¬ï­ãâ ï ¢ ª®­æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®  ¡§ æ  ®ªàã¦­®áâì ¬®¦¥â ¡ëâì§ ¤ ­  ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x = cos t, y = sin t,z = 0 (t 2 [0; 2�)).



88 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨2.3.2. �à ¢­¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨�â®¡ë § ¤ âì ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯«®áª®áâì, ¤®áâ â®ç­® § ¤ âì â®çªãM0(x0; y0; z0), «¥¦ éãî ­  íâ®© ¯«®áª®áâ¨, ¨ ¤¢  ­¥ª®««¨­¥ à-­ëå ¢¥ªâ®à  ~a ¨~b, ª®¬¯« ­ à­ëå íâ®© ¯«®áª®áâ¨. �ãáâì ¨å ª®®à-¤¨­ âë ¡ã¤ãâ (k; l;m) ¨ (p; q; s) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â®¡ë ¢ë¢¥áâ¨ª®®à¤¨­ â­®¥ ¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨, § ¬¥â¨¬,çâ® â®çª  M(x; y; z) «¥¦¨â ­  ¯«®áª®áâ¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ¢¥ªâ®àë �!M0M , ~a, ~b ª®¬¯« ­ à­ë. � ª ª ª ¢¥ªâ®àë ~a ¨~b ­¥ª®««¨­¥ à­ë, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.2 ¢¥ªâ®à �!M0M ¬®¦¥â¡ëâì à §«®¦¥­ ¯® ¢¥ªâ®à ¬ ~a ¨ ~b. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, �!M0M= u~a+v~b.� á¯¨áë¢ ï ¯®á«¥¤­¥¥ ¢¥ªâ®à­®¥ à ¢¥­áâ¢® ¯® ª®®à¤¨­ â ¬, ¯®-«ãç ¥¬ x�x0 = uk+ vp, y� y0 = ul+ vq, z� z0 = um+ vs, ®âªã¤ ¯®«ãç îâáï ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢¥: 8><>: x = x0 + uk + vp;y = y0 + ul + vq;z = z0 + um+ vs: (2.35)�¤¥áì ç¨á«  k; l;m ¨ p; q; s ­¥¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë, â ª ª ª ®­¨ï¢«ïîâáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ ­¥ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ~a ¨ ~b. �«¥-¤®¢ â¥«ì­®, ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ����� k pl q �����,����� k pm s �����, ����� l qm s ����� ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.�â®¡ë ¯®«ãç¨âì ª®®à¤¨­ â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨, ¬®¦­®¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¢â®àë¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1.3. �ë-¯¨è¥¬ ãá«®¢¨ï ª®¬¯« ­ à­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ �!M0M , ~a, ~b ¢ ª®®à¤¨­ -â å: ������� x� x0 y � y0 z � z0k l mp q s ������� = 0: (2.36)



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 89� â ª®¬ ¢¨¤¥ íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ã¤®¡­® ¤«ï § ¯®¬¨­ ­¨ï. � §« -£ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®© áâà®ª¥, ¯à¨å®¤¨¬ ª ª®®à¤¨­ â­®¬ããà ¢­¥­¨î ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¢¨¤¥(x� x0) ����� l mq s ������ (y � y0) ����� k mp s �����+ (z � z0) ����� k pl q ����� = 0:(2.37)�®« £ ï ¢ (2.37) A = ����� l mq s �����, B = � ����� k mp s ����� ¨ C = ����� k pl q �����,¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¢¨¤¥A(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0: (2.38)�â® ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â -æ¨î. �¨á«  A;B;C à áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®®à¤¨­ â ­¥ª®â®à®£®¢¥ªâ®à  ~n,   ¢ëà ¦¥­¨ï (x�x0); (y� y0); (z� z0) ï¢«ïîâáï ª®®à-¤¨­ â ¬¨ ¢¥ªâ®à  �!M0M , ª®¬¯« ­ à­®£® ¯«®áª®áâ¨. � ¯®¬­¨¬,çâ® M | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¯«®áª®áâ¨, ¯®íâ®¬ã �!M0M ¬®¦­®à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à, ª®¬¯« ­ à­ë© ¯«®áª®-áâ¨. �¥¢ ï ç áâì ãà ¢­¥­¨ï (2.38) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áª «ïà-­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ~n ¨ �!M0M ¢ ª®®à¤¨­ â å, â ª çâ® íâ¨¢¥ªâ®àë ®àâ®£®­ «ì­ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ~n ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®¬,¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë¬ ª ¯«®áª®áâ¨; ¥£® ­ §ë¢ îâ ­®à¬ «ì­ë¬ ¢¥ª-â®à®¬ ¤ ­­®© ¯«®áª®áâ¨. �â ª, (2.38) ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ªãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã M0 ¯¥à¯¥­¤¨ªã-«ïà­® ¢¥ªâ®àã ~n c ª®®à¤¨­ â ¬¨ (A;B;C).� áªàë¢ ï ¢ (2.38) áª®¡ª¨ ¨ ®¡®§­ ç ï ¢ëà ¦¥­¨¥ �Ax0 �By0 � Cz0 ç¥à¥§ D, ¯®«ãç ¥¬ ®¡é¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨Ax +By + Cz +D = 0: (2.39)�â®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á âà¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ-­ë¬¨. � ­¥¬ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ A;B;C®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.



90 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨�¥®à¥¬  2.3.1. �î¡ ï ¯«®áª®áâì ¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¤¥ª àâ®¢®©á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ § ¤ ¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ãà ¢-­¥­¨¥¬ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á âà¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ (2.39), ¨ ®¡à â­®,ª ¦¤®¥ â ª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ § ¤ ¥â ¯«®áª®áâì.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ã¦¥ ¤®ª § ­®. �«ï ¤®-ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® à áá¬®âà¨¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¯¥à-¢®£® ¯®àï¤ª  á âà¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ (2.39) ¨ ¯®¢¥àå­®áâì, § ¤ -¢ ¥¬ãî íâ¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬. �ë¡¥à¥¬ ­  íâ®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ â®çªãM0(x0; y0; z0). �«ï íâ®£® ¢®§ì¬¥¬ ­¥¨§¢¥áâ­®¥, ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ª®â®à®¬ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï (¯ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ íâ® ¡ã¤¥â x,â.¥. A 6= 0), ¨ ¯®«®¦¨¬ y0 = 0; z0 = 0,   x0 ­ ©¤¥¬ ¨§ ãà ¢­¥­¨ïAx0 +D = 0. �®£¤ Ax0 + By0 + Cz0 +D = 0: (2.40)� áá¬®âà¨¬ ¯«®áª®áâì, ¯à®å®¤ïéãî ç¥à¥§ â®çªãM0 ¯¥à¯¥­¤¨ªã-«ïà­® ¢¥ªâ®àã ~n á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (A;B;C). �â® ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥-¥â ¢¨¤ (2.38). � áªàë¢ ï ¢ ­¥¬ áª®¡ª¨ ¨ § ¬¥­ïï ¢ëà ¦¥­¨¥�Ax0 � By0 � Cz0 ç¥à¥§ D ­  ®á­®¢ ­¨¨ à ¢¥­áâ¢  (2.40), ¯®«ã-ç ¥¬, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ (2.39), â.¥. à áá¬ -âà¨¢ ¥¬ ï ¯®¢¥àå­®áâì á®¢¯ ¤ ¥â á íâ®© ¯«®áª®áâìî, çâ® § ¢¥à-è ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. 2�§ ®¡é¥£® ãà ¢­¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨ (2.39) áà §ã ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®-®à¤¨­ âë ¥¥ ­®à¬ «ì­®£® ¢¥ªâ®à  (A;B;C). � ª ç¥áâ¢¥ ­ ¯à -¢«ïîé¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¬®¦­® ¢§ïâì «î¡ë¥ ¤¢  ­¥ª®««¨­¥ à­ëå ¢¥ª-â®à , ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ëå ­®à¬ «ì­®¬ã. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ A 6= 0,â® â ª¨¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¡ã¤ãâ ¢¥ªâ®àë á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (�B;A; 0) ¨(�C; 0; A). �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¢ë¯¨á âì ¢¥ªâ®àë, ª®â®àë¥á«¥¤ã¥â ¢§ïâì ¯à¨ B 6= 0 ¨«¨ C 6= 0.2.3.3. � ááâ®ï­¨¥ ®â â®çª¨ ¤® ¯«®áª®áâ¨�­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª íâ® á¤¥« ­® ¢ ¯. 2.2.2, ¬®¦­® ¢ë¢¥áâ¨á«¥¤ãîé¨¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ®âª«®­¥­¨ï ¨ à ááâ®ï­¨ï ®â â®çª¨



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 91M1(x1; y1; z1) ¤® ¯«®áª®áâ¨ á ãà ¢­¥­¨¥¬ Ax+By + Cz +D = 0:� = Ax1 +By1 + Cz1 +DpA2 +B2 + C2 ; (2.41)d = jAx1 + By1 + Cz1 +DjpA2 + B2 + C2 : (2.42)� ¦¤ ï ¯«®áª®áâì ¤¥«¨â ¯à®áâà ­áâ¢® ­  ¤¢¥ ç áâ¨, ­ §ë-¢ ¥¬ë¥ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨. �­ «®£¨ç­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2.2.1¬®¦­® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.3.1. �®çª¨M1(x1; y1; z1) ¨M2(x2; y2; z2) «¥¦ â¯® ®¤­ã áâ®à®­ã ®â ¯«®áª®áâ¨ á ®¡é¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ Ax+By+Cz++D = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ç¨á«  Ax1 + By1 + Cz1 +D¨ Ax2 +By2 + Cz2 +D ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ §­ ª¨.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å â®ç¥ª, ¤«ïª®®à¤¨­ â ª®â®àëå «¥¢ ï ç áâì ãà ¢­¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨ á®åà ­ï¥â§­ ª.2.3.4. �§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥ ¤¢ãå ¯«®áª®áâ¥©� áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¯«®áª®áâ¨, § ¤ ­­ë¥ ®¡é¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨A1x+B1y + C1z +D1 = 0 ¨ A2x+B2y + C2z +D2 = 0:�â¨ ¯«®áª®áâ¨ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï (¯® ¯àï¬®©), ¡ëâì ¯ à ««¥«ì-­ë, â.¥. ­¥ ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª, ¨ ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì. � ª ®¯à¥¤¥-«¨âì ¯® ãà ¢­¥­¨ï¬ ¯«®áª®áâ¥© ¨å ¢§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥? � ª¨ ¢ á«ãç ¥ ¯àï¬ëå ­  ¯«®áª®áâ¨ (2.2.4), ¤«ï íâ®£® ¬®¦­® ¨áª âì®¡é¨¥ â®çª¨ íâ¨å ¯«®áª®áâ¥©, â.¥. ¨áá«¥¤®¢ âì á¨áâ¥¬ã( A1x+ B1y + C1z +D1 = 0;A2x+ B2y + C2z +D2 = 0; (2.43)á®áâ ¢«¥­­ãî ¨§ ãà ¢­¥­¨© ¤ ­­ëå ¯«®áª®áâ¥©. �«ï ã¯à®é¥­¨ïíâ®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤. �á­®,



92 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨çâ® ¯«®áª®áâ¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å ­®à-¬ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë ­¥ª®««¨­¥ à­ë, â.¥. ¨å ª®®à¤¨­ âë (A1; B1; C1)¨ (A2; B2; C2) ­¥ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë. �á«¨ ¦¥ ãª § ­­ë¥ ª®®à¤¨-­ âë ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë, â.¥. A1A2 = B1B2 = C1C2 , â® ¯«®áª®áâ¨ «¨¡®¯ à ««¥«ì­ë, ª®£¤  á¢®¡®¤­ë¥ ç«¥­ë ãà ¢­¥­¨© ­¥ ¯à®¯®àæ¨®-­ «ì­ë ¤àã£¨¬ ª®íää¨æ¨¥­â ¬, â.¥. A1A2 = B1B2 = C1C2 6= D1D2 (¯®-áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© (2.43) ­¥á®¢¬¥áâ­ ),«¨¡® á®¢¯ ¤ îâ, ª®£¤  á¢®¡®¤­ë¥ ç«¥­ë ãà ¢­¥­¨© ¯à®¯®àæ¨®-­ «ì­ë íâ¨¬ ª®íää¨æ¨¥­â ¬, â.¥. A1A2 = B1B2 = C1C2 = D1D2 (â ª ª ª ¢íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© (2.43) à ¢­®á¨«ì­  ®¤­®¬ã ãà ¢-­¥­¨î). � ç áâ­®áâ¨, ¯«®áª®áâì ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  ®¤­¨¬ ¨§¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ãà ¢­¥­¨©, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ®â«¨ç -¥âáï ®â ¤àã£®£® ­¥­ã«¥¢ë¬ ¬­®¦¨â¥«¥¬.�¢¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯«®áª®áâ¨ ®¡à §ãîâ ç¥âëà¥ ¤¢ã£à ­­ëåã£« . �¥«¨ç¨­ë «¨­¥©­ëå ã£«®¢ ¤«ï íâ¨å ã£«®¢ ¬®¦­® ­ ©â¨¨áå®¤ï ¨§ â®£®, çâ® ã£®« ¬¥¦¤ã ­®à¬ «ì­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ª íâ¨¬¯«®áª®áâï¬ à ¢¥­ ®¤­®¬ã ¨§ ­¨å. �«ï ã£«  � ¬¥¦¤ã ­®à¬ «ì-­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¯«®áª®áâ¥© (2.43) ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ãcos� = A1A2 + B1B2 + C1C2qA21 +B21 + C21qA22 +B22 + C22 : (2.44)� ç áâ­®áâ¨, ãª § ­­ë¥ ¯«®áª®áâ¨ ¡ã¤ãâ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ëâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0: (2.45)2.3.5. �àï¬ ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥� ª ¨ ¤«ï á«ãç ï ¯àï¬®© ­  ¯«®áª®áâ¨, çâ®¡ë § ¤ âì ¯àï¬ãî«¨­¨î ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ­¥®¡å®¤¨¬® ãª § âì â®çªã, «¥¦ éãî ­ íâ®© ¯àï¬®© ¨ ­¥ª®â®àë© ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, ª®««¨­¥ à­ë© ¥©.�î¡®© â ª®© ¢¥ªâ®à ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¤ ­-­®© ¯àï¬®©. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¤¥ª àâ®¢ã ¯àï¬®ã£®«ì­ãî á¨áâ¥¬ã



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 93ª®®à¤¨­ â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®©�, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã M0(x0; y0; z0) ¨ ¨¬¥îé¥© ­ ¯à ¢«ï-îé¨© ¢¥ªâ®à ~a á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (m; l; k), ¢ë¢®¤ïâáï  ­ «®£¨ç­®¯à®¤¥« ­­®¬ã ¢ ¯. 2.2.4:x = x0 +mt; y = y0 + lt; z = z0 + kt (t 2 R): (2.46)� ª¦¥  ­ «®£¨ç­® ¯à®¤¥« ­­®¬ã ¢ ¯. 2.2.4 ¢ë¢®¤ã ãà ¢­¥­¨ï(2.29) ¯®«ãç ¥¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥:x� x0m = y � y0l = z � z0k : (2.47)�â¬¥â¨¬, çâ® à ¢¥­áâ¢  ¢ (2.47) á«¥¤ã¥â ¯®­¨¬ âì ª ª ¯à®¯®à-æ¨¨: ¥á«¨ ¢­¨§ã áâ®¨â 0, â® ¨ ¢¢¥àåã ¢ëà ¦¥­¨¥ à ¢­® ­ã«î.� ¢¥­áâ¢  (2.47) ¬®£ãâ ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¨§¤¢ãå «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© á âà¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ (¯à¨ ãá«®¢¨¨,çâ® l 6= 0)1: ( lx�my � lx0 +my0 = 0;ky � lz � ky0 + lz0 = 0:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯àï¬ ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  ¤¢ã¬ï«¨­¥©­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ á âà¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨, â.¥. ª ª ¬­®¦¥-áâ¢® ®¡é¨å â®ç¥ª ¨«¨ «¨­¨ï ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¢ãå ¯«®áª®áâ¥©. �â®¢â®à®© á¯®á®¡ § ¤ ­¨ï ¯àï¬®© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �¨áâ¥¬  (2.43)®¯à¥¤¥«ï¥â ¯àï¬ãî ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ª®íää¨æ¨-¥­âë ¯à¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ ­¨å ­¥¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë, â.¥. ¯® ªà ©­¥©¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ����� A1 B1A2 B2 �����, ����� A1 C1A2 C2 �����, ����� B1 C1b2 C2 �����®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �à ¢­¥­¨ï (2.43) ­ §ë¢ îâáï ®¡é¨¬¨ ãà ¢­¥-­¨ï¬¨ ¯àï¬®© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �â®¡ë ¯¥à¥©â¨ ®â ®¡é¨å ãà ¢-­¥­¨© ¯àï¬®© ª ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬, ­¥®¡å®¤¨¬® ­ ©â¨ ­  ­¥© ¤¢¥1�â® ãá«®¢¨¥ ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡é­®áâ¨, â ª ª ª ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ª®íää¨æ¨¥­â®¢ m; l; k ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.



94 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨à §«¨ç­ë¥ â®çª¨, áª ¦¥¬, M1(x1; y1; z1) ¨ M2(x2; y2; z2),   § â¥¬§ ¯¨á âì ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (2.46), ¨á¯®«ì§ãï ª®®à¤¨-­ âë â®çª¨ M1 ¨ ¡¥àï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ­ ¯à ¢«ïîé¥£® ¢¥ªâ®à �!M1M2.�®®à¤¨­ âë â®ç¥ª M1 ¨ M2 ¬®¦­® ­ ©â¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨, çâ® ����� A1 B1A2 B2 ����� 6= 0. �®£¤ §­ ç¥­¨ï z1 ¨ z2 ¬®¦­® ¢§ïâì ¯à®¨§¢®«ì­® (à §ã¬¥¥âáï, à §«¨ç-­ë¬¨) ¨ ­ ©â¨ §­ ç¥­¨ï x1; y1 ¨ x2; y2 ¨§ á«¥¤ãîé¨å á¨áâ¥¬ á¤¢ã¬ï ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨:( A1x+ B1y = �C1z1 +D1 = 0;A2x+ B2y = �C2z1 +D2 = 0; ( A1x+ B1y = �C1z2 +D1 = 0;A2x+ B2y = �C2z2 +D2 = 0:�â¨ á¨áâ¥¬ë ï¢«ïîâáï ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.2.5.2.3.6. �§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯àï¬®©�ãáâì ¤ ­ë ¯«®áª®áâì, § ¤ ­­ ï ®¡é¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ (2.39), ¨ ¯àï-¬ ï, § ¤ ­­ ï ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (2.46). �à¥¡ã¥â-áï ®¯à¥¤¥«¨âì, ª ª ®­¨ à á¯®«®¦¥­ë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �§¢¥áâ­®,çâ® ¯«®áª®áâì ¨ ¯àï¬ ï ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï (â.¥. ¨¬¥âì ®¤­ã ®¡-éãî â®çªã), ¬®£ãâ ¡ëâì ¯ à ««¥«ì­ë (­¥ ¨¬¥âì ®¡é¨å â®ç¥ª) ¨¯àï¬ ï ¬®¦¥â «¥¦ âì ¢ ¯«®áª®áâ¨. �¥à¢®¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ á«ã-ç ¥, ª®£¤  ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à ~n ¯«®áª®áâ¨ ­¥ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà¥­ª ­ ¯à ¢«ïîé¥¬ã ¢¥ªâ®àã ~a ¯àï¬®©, çâ® à ¢­®á¨«ì­® ãá«®¢¨î~n~a 6= 0, ª®â®à®¥ ¢ ª®®à¤¨­ â­®¬ ¢¨¤¥ ¢ë£«ï¤¨â â ª:Am+ Bl + Ck 6= 0: (2.48)�â®¡ë ­ ©â¨ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© ¨ ¯«®áª®-áâ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, ­ ©¤¥¬ ¨å ®¡é¨¥ â®çª¨, ¤«ï ç¥£® ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ãà ¢­¥­¨¥ (2.39) ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï x; y; z ç¥à¥§ t ¨§ (2.46); ¯®«ãç¨¬«¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ®â­®á¨â¥«ì­® t: A(x0 +mt) + B(y0 + lt) ++C(z0 + kt) + D = 0, ¢ ª®â®à®¬ ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ t à ¢¥­



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 95Am+ Bl + Ck, ®âªã¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (2.48) §­ ç¥­¨¥ t ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­®. �® íâ®¬ã §­ ç¥­¨î ¨§ ãà ¢­¥­¨© (2.46)­ å®¤¨¬ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï.�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¯àï¬ ï ¯ à ««¥«ì­ ¯«®áª®áâ¨ ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©: Am+Bl+Ck = 0¨ Ax0 + By0 + Cz0 + D 6= 0; ¯àï¬ ï «¥¦¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¥á«¨Am+ Bl + Ck = 0 ¨ Ax0 + By0 + Cz0 +D = 0.�£®« ¬¥¦¤ã ¯àï¬®© ¨ ¯«®áª®áâìî ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ç¥à¥§ã£®« ¬¥¦¤ã ­®à¬ «ì­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ­ ¯à ¢«ïîé¨¬¢¥ªâ®à®¬ ¯àï¬®©: ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯®á«¥¤­¨© ï¢«ï¥âáï ®áâàë¬,®­ ¤®¯®«­ï¥â ¯¥à¢ë© ¤® 90o,   ¥á«¨ ¯®á«¥¤­¨© ï¢«ï¥âáï âã¯ë¬,®­ ¤®¯®«­ï¥â ¯¥à¢ë© ¤® 180o. �á«¨ ¦¥ ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à ¯«®á-ª®áâ¨ ª®««¨­¥ à¥­ ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¥ªâ®àã ¯àï¬®©, â® ¯àï¬ ï ¯¥à-¯¥­¤¨ªã«ïà­  ¯«®áª®áâ¨.�§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥ ¤¢ãå ¯àï¬ëå ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬®¦¥â¡ëâì ¨áá«¥¤®¢ ­®  ­ «®£¨ç­®. �â®â ¨ ¤àã£¨¥ ¯®¤®¡­ë¥ ¢®¯à®áëà áá¬®âà¥­ë ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ ¢ ¯. 3.4.3.2.3.7. �à¨¬¥àë à¥è¥­¨ï § ¤ ç1. � ©â¨ ¯à®¥ªæ¨î Q â®çª¨ P (5; 2;�1) ­  ¯«®áª®áâì2x� y + 3z + 23 = 0.�¥è¥­¨¥. �à®¥ªæ¨ï â®çª¨ ­  ¯«®áª®áâì| íâ® ®á­®¢ ­¨¥ ¯¥à-¯¥­¤¨ªã«ïà , ®¯ãé¥­­®£® ¨§ â®çª¨ ­  ¯«®áª®áâì. �â®¡ë ­ ©â¨¯à®¥ªæ¨î, ¯à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ â®çªã P ¯àï¬ãî, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ãî¯«®áª®áâ¨, ¨ ­ ©¤¥¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© ¨ ¯«®áª®áâ¨. �ª ç¥áâ¢¥ ­ ¯à ¢«ïîé¥£® ¢¥ªâ®à  ¯àï¬®© ¢®§ì¬¥¬ ­®à¬ «ì­ë©¢¥ªâ®à ¯«®áª®áâ¨ ~n = (2;�1; 3). � ¯¨è¥¬ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢-­¥­¨ï ¯àï¬®©: x = 5+2t; y = 2�t; z = �1+3t. �â®¡ë ­ ©â¨ â®ç-ªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨ ¨ íâ®© ¯àï¬®©, ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢¬¥áâ® x; y; z¢ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¢ëà ¦¥­¨ï ¨§ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥-­¨© ¯àï¬®©. �®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¤«ï t: 14t + 28 = 0, ®âªã¤ t = �2. �®®à¤¨­ âë ¨áª®¬®© â®çª¨ Q ¯®«ãç ¥¬ ¨§ ãà ¢­¥­¨©¯àï¬®©: (1; 4;�7).



96 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨2. � ©â¨ â®çªã Q, á¨¬¬¥âà¨ç­ãî â®çª¥ P (2;�5; 7) ®â­®á¨-â¥«ì­® ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ A(5; 4; 6)¨B(�2;�17;�8).�¥è¥­¨¥. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ â®çª¨, á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¤ ­­®© ®â­®á¨-â¥«ì­® ¯àï¬®©, ¤®á«®¢­® ¯¥à¥­®á¨âáï á® á«ãç ï ¯àï¬®© ­  ¯«®á-ª®áâ¨ (á¬. § ¤ çã 2 ­  á. 85). �â®¡ë ­ ©â¨ â®çªã Q, á­ ç « ­ ©¤¥¬ ¯à®¥ªæ¨î R â®çª¨ P ­  ¤ ­­ãî ¯àï¬ãî,   § â¥¬ ¢®á¯®«ì-§ã¥¬áï â¥¬, çâ® R ¥áâì á¥à¥¤¨­  ®âà¥§ª  PQ. � à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ãà ¢­¥­¨ï ¤ ­­®© ¯àï¬®© ¬®£ãâ ¡ëâì § ¯¨á ­ë â ª (¢¥ªâ®à 17 �!BA¢§ïâ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ­ ¯à ¢«ïîé¥£®): x = 5+ t; y = 4+3t; z = 6+2t.�®çª  R ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï íâ®© ¯àï¬®© á ¯«®áª®áâìî,¯à®å®¤ïé¥© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ª ­¥© ç¥à¥§ â®çªã P . �à ¢­¥­¨¥íâ®© ¯«®áª®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ x � 5 + 3(y � 4) + 2(z � 6) = 0. �®ç-ª  R ¨¬¥¥â ª®®à¤¨­ âë (3;�2; 2). �®çª  Q ¨¬¥¥â ª®®à¤¨­ âë(4; 1;�3).3. �ëç¨á«¨âì ªà âç ©è¥¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯àï¬ë¬¨� : x+73 = y+44 = z+3�2 ¨ � : x�216 = y+5�4 = z�2�1 , ¨ ­ ©â¨ ãà ¢­¥­¨¥¯«®áª®áâ¨, à ¢­®ã¤ «¥­­®© ®â ¤ ­­ëå ¯àï¬ëå.�¥è¥­¨¥. �à®¢¥¤¥¬ ¯«®áª®áâì 
 ç¥à¥§ ¯àï¬ãî � ¯ à ««¥«ì­®¯àï¬®© �; à ááâ®ï­¨¥ ®â «î¡®© â®çª¨ ­  ¯àï¬®© � ¤® íâ®© ¯«®á-ª®áâ¨ ¨ ¡ã¤¥â ¨áª®¬ë¬. �à ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ 
 ¬®¦¥â ¡ëâì § -¯¨á ­® ç¥à¥§ â®çªã (�7;�4;�3) ª®««¨­¥ à­® ¢¥ªâ®à ¬ (3; 4;�2)¨ (6;�4;�1) ¯® ä®à¬ã«¥ (2.36): ������� x+ 7 y + 4 z + 33 4 �26 �4 �1 ������� = 0: � á-ªàë¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®© áâà®ª¥, ¯®«ãç ¥¬ �12(x+ 7)��9(y+ 4)� 36(z+ 3) = 0, ®âªã¤  4x+3y +12z+ 76 = 0. � å®¤¨¬à ááâ®ï­¨¥ ®â â®çª¨ (21;�5; 2) ¤® íâ®© ¯«®áª®áâ¨:d = 4�21+3�(�5)+12�2+76p42+32+122 = 16913 = 13.�§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥­¨© ïá­®, çâ® ¯«®áª®áâì �, à ¢-­®ã¤ «¥­­ ï ®â ¤ ­­ëå ¯àï¬ëå, ¯ à ««¥«ì­  ¯«®áª®áâ¨ 
 ¨ ¤¥-«¨â ®âà¥§®ª ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ â®çª ¬¨, ®¤­  ¨§ ª®â®àëå «¥¦¨â­  ¯àï¬®© �,   ¤àã£ ï | ­  ¯àï¬®© �, ¯®¯®« ¬. �®§ì¬¥¬ â®ç-



x 2.3. �­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ 97ªã A(�7;�4;�3) ­  ¯àï¬®© � ¨ â®çªã B(21;�5; 2) ­  ¯àï¬®© �.�®çª  C(7;�92;�12) ï¢«ï¥âáï á¥à¥¤¨­®© ®âà¥§ª  AB. � ¯¨è¥¬ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ �, ¯ à ««¥«ì­®© 
 ¨ ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®ç-ªã C: 4(x�7)+3(y+ 92)+12(z+ 12) = 0, ¨«¨ 8x+6y+24z�17 = 0.4. �®áâ ¢¨âì ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®©, ¯à®å®-¤ïé¥© ¯ à ««¥«ì­® ¯«®áª®áâï¬ � : 3x + 12y � 3z � 5 = 0,� : 3x�4y+9z�7 = 0 ¨ ¯¥à¥á¥ª îé¥© ¯àï¬ë¥ 
 : x+52 = y�3�4 = z+13¨ � : x�3�2 = y+13 = z�24 .�¥è¥­¨¥. � ª ª ª ¨áª®¬ ï ¯àï¬ ï ¯à®å®¤¨â ¯ à ««¥«ì­®¯«®áª®áâï¬ � ¨ �, ¥¥ ­ ¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ªâ®à ~a ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ï-à¥­ ­®à¬ «ì­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ~n1 = (1; 4;�1) ¨ n2 = (3;�4; 9) íâ¨å¯«®áª®áâ¥©. �ãáâì ~a = (m; k; l). �®£¤  ¨¬¥¥¬ m + 4k � l = 0,3m � 4k + 9l = 0. �®§ì¬¥¬ l = 4. �®£¤ , áª« ¤ë¢ ï ãà ¢­¥-­¨ï, ¯®«ãç ¥¬ 4m + 32 = 0, ®âªã¤  m = �8. �§ ¯¥à¢®£® ãà ¢-­¥­¨ï ­ å®¤¨¬ k = 3. �â ª, ~a = (�8; 3; 4). �áª®¬ ï ¯àï¬ ï«¥¦¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨ ", ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ¯àï¬ãî 
 ¯ à ««¥«ì-­® ¢¥ªâ®àã ~a. � ª ª ª ¨áª®¬ ï ¯àï¬ ï ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî �,®­  ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã P ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© � ¨ ¯«®áª®áâ¨". � ¯¨è¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ " ç¥à¥§ â®çªã (�5; 3;�1) ­ ¯àï¬®© 
 ¯ à ««¥«ì­® ¢¥ªâ®à ¬ (2;�4; 3) ¨ ~a ¯® ä®à¬ã«¥ (2.36):������� x+ 5 y � 3 z + 12 �4 3�8 3 4 ������� = 0. � áªàë¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯® ¯¥à¢®©áâà®ª¥, ¯®«ãç ¥¬ �25(x + 5) � 32(y � 3) � 26(z + 1) = 0, ®âªã¤ 25x+32y+26z+55 = 0. � å®¤¨¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï íâ®© ¯«®áª®-áâ¨ á ¯àï¬®© �. �«ï íâ®£® § ¯¨è¥¬ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï�: x = 3�2t; y = �1+3t; z = 2+4t ¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¨å ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ¢ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨. � ©¤¥¬ §­ ç¥­¨¥ t = �1 ¨ ­ ©¤¥¬ ª®®à¤¨-­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï P (5;�4;�2). � ¯¨è¥¬ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ãà ¢­¥­¨ï ¨áª®¬®© ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çªã P ª®««¨­¥- à­® ¢¥ªâ®àã ~a = (�8; 3; 4): x = 5� 8t; y = �4 + 3t; z = �2 + 4t.5. � ©â¨ à ááâ®ï­¨¥ d ®â â®çª¨ P (1;�1;�2) ¤® ¯àï¬®©



98 �« ¢  2. �«¥¬¥­âë  ­ «¨â¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨x+33 = y+22 = z�8�2 .�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨ �, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥-à¥§ â®çªã P ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® ¤ ­­®© ¯àï¬®©. �®à¬ «ì­ë¬¢¥ªâ®à®¬ ¯«®áª®áâ¨ � á«ã¦¨â ­ ¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ªâ®à ¯àï¬®©~n = (3; 2;�2). �á¯®«ì§ãï ãà ¢­¥­¨¥ (2.38), ¨¬¥¥¬ 3(x� 1)+2(y++1)�2(z+2) = 0. �áª®¬®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ 3x+2y�2z�5 = 0.� ©¤¥¬ â®çªã Q ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯«®áª®áâ¨ � á ¤ ­­®© ¯àï¬®©, ª®â®-à ï ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªæ¨¥© â®çª¨ P ­  ¤ ­­ãî ¯àï¬ãî. � ¯¨è¥¬¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¯àï¬®© x = �3 + 3t, y = �2 + 2t,z = 8 � 2t. �®¤áâ ¢¨¬ ¨å ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ¢ ãà ¢­¥­¨¥ ¯«®áª®áâ¨:3(�3+3t)+2(�2+2t)�2(8�2t) = 0. �âáî¤  17t�34 = 0 ¨ t = 2.�®çª  Q ¨¬¥¥â ª®®à¤¨­ âë (3; 2; 4). �áª®¬®¥ à ááâ®ï­¨¥ à ¢­®¤«¨­¥ ¢¥ªâ®à  !PQ: d = p22 + 32 + 62 = p49 = 7.� ¤ ç¨: [17], ò23{134.



�« ¢  3�¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ x 3.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ �ª §ë¢ ¥âáï, á¢®©áâ¢  «¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ¬ âà¨æ ¬¨ (à á-á¬ âà¨¢ ¢è¨¥áï ¢ ¯. 1.1.2) ¨ ­ ¤ ¢¥ªâ®à ¬¨ (á¬. ¯. 2.1.2) ¬®£ãâ¡ëâì ¯à¨­ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥  ªá¨®¬ ¤«ï ¢¥áì¬  è¨à®ª®£® ª« áá   «-£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, ­ §ë¢ ¥¬ëå «¨­¥©­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨­ ¤ ¯®«¥¬. �§ íâ¨å  ªá¨®¬ ¢ë¢®¤ïâáï ¬­®£¨¥ ¨­â¥à¥á­ë¥ á¢®©-áâ¢  «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ®¡à §ãîé¨¥ á®¤¥à¦ â¥«ì­ãî â¥®-à¨î ¨ ¨¬¥îé¨¥ è¨à®ª¨¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥. �§ãç¥­¨¥«¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¨å «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© á®áâ ¢«ï¥â¯à¥¤¬¥â «¨­¥©­®©  «£¥¡àë.3.1.1. �ªá¨®¬ë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ �ãáâì F | ç¨á«®¢®¥ ¯®«¥ (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¬. ¢ ¯. 7.2.1; ç é¥ ¢á¥£®¢ à®«¨ F ¢ëáâã¯ ¥â ¯®«¥ R ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« ¨«¨ ¯®«¥ C¢á¥å ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«). �«¥¬¥­âë ¯®«ï F ­ §ë¢ îâáï áª «ï-à ¬¨ ¨ ¡ã¤ãâ ®¡®§­ ç âìáï £à¥ç¥áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨1.1�à¥ç¥áª¨©  «ä ¢¨â ¯à¨¢¥¤¥­ ¢ ª®­æ¥ ¨§¤ ­¨ï.99



100 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®V ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬­ ¤ ¯®«¥¬ F, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥  ªá¨®¬ë:1. �«ï «î¡ëå x,y 2 V áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë©í«¥¬¥­â z 2 V , ­ §ë¢ ¥¬ë© áã¬¬®© í«¥¬¥­â®¢ x ¨ y ¨ ®¡®§­ -ç ¥¬ë© ç¥à¥§ x+ y.2. �«ï «î¡ëå x;y 2 V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® x+ y = y+ x.3. �«ï «î¡ëå x;y; z 2 V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® (x+y)+z == x+ (y + z).4. �ãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â oV 2 V â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 Vá¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® x + oV = x.5. �«ï «î¡®£® x 2 V áãé¥áâ¢ã¥ây 2 V â ª®©, çâ® x+y = oV .6. �«ï «î¡®£® x 2 V ¨ «î¡®£® � 2 F áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®§­ ç­®®¯à¥¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â z 2 V , ­ §ë¢ ¥¬ë© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ í«¥-¬¥­â  x ­  áª «ïà � ¨ ®¡®§­ ç ¥¬ë© ç¥à¥§ �x.7. �«ï «î¡ëå x;y 2 V ¨ «î¡®£® � 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®�(x+ y) = �x+ �y.8. �«ï «î¡®£® x 2 V ¨ «î¡ëå �; � 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®(�+ �)x = �x+ �x.9. �«ï «î¡®£® x 2 V ¨ «î¡ëå �; � 2 F ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢ �(�x) = (��)x = �(�x).10. �«ï «î¡®£® x 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® 1 � x = x.�ªá¨®¬ë 1 ¨ 6 ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¯¥à æ¨¨ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­-áâ¢¥,   ®áâ «ì­ë¥  ªá¨®¬ë ¯®áâã«¨àãîâ á¢®©áâ¢  íâ¨å ®¯¥à -æ¨©. �«¥¬¥­âë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ îâáï ¢¥ªâ®à -¬¨. �«¥¤áâ¢¨ï  ªá¨®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á®¡à ­ë ¢ á«¥¤ã-îé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1.1. �ãáâì V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤¯®«¥¬ F. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¢  ªá¨®¬¥ 3 ¢¥ªâ®à oV ®¯à¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ç­®;2) ¢  ªá¨®¬¥ 4 ¢¥ªâ®à y ®¯à¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ç­® ¯® ¢¥ªâ®àã x(®­ ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬, ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ ª ¢¥ªâ®àã x, ¨ ®¡®-§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ �x);3) ¤«ï «î¡ëå x;y; z 2 V ¨§ x+ y = x+ z á«¥¤ã¥â y = z;



x 3.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  1014) ¤«ï «î¡®£® x 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® 0x = oV ;5) ¤«ï «î¡®£® � 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® �oV = oV ;6) ¤«ï «î¡®£® x 2 V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® (�1)x = �x;7) áã¬¬  âà¥å ¨ ¡®«¥¥ ¢¥ªâ®à®¢ ­¥ § ¢¨á¨â ®â à ááâ ­®¢ª¨áª®¡®ª (¨ ¯®â®¬ã ¡ã¤¥â § ¯¨áë¢ âìáï ¡¥§ áª®¡®ª).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1). �ãáâì o1 ¨ o2 |¤¢  ¢¥ªâ®à , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î  ªá¨®¬ë 4. �®£¤  ¨¬¥¥¬o1 = o1 + o2 = o2, ®âªã¤  o1 = o2, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï. �«¥¬¥­â ¨§ ªá¨®¬ë 4 ­ §ë¢ ¥âáï ­ã«ì-¢¥ªâ®à®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ¯à®áâ® ç¥à¥§ o, ¥á«¨ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V§ ä¨ªá¨à®¢ ­®. �¡à é ¥¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ç¨â â¥«ï ­  ®â«¨ç¨¥ íâ®£®®¡®§­ ç¥­¨ï ®â ®¡®§­ ç¥­¨ï ­ã«ï-áª «ïà  0 ¨§ ¯®«ï F.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) à áá¬®âà¨¬ ¤¢  í«¥¬¥­-â  y1 ¨ y2 ¤«ï í«¥¬¥­â  x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î  ªá¨®¬ë5, â.¥. x + y1 = o ¨ x + y2 = o. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï  ªá¨®¬ë 4, 2 ¨3, ¨¬¥¥¬ y1 = y1+o = y1+(x+y2) = (y1+x)+y2 = o+y2 = y2,çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï.�â®¡ë ¤®ª § âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3), ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ à ¢¥­áâ¢ x + y = x + z ¯à¨¡ ¢¨¬ �x ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï  ªá¨®¬ ¬¨ 3, 4, 5:�x + (x+ y) = �x + (x+ z) ¢«¥ç¥â §  á®¡®© (�x+ x) + y == (�x+ x) + z, ®âªã¤  o+ y = o+ z ¨ y = z.�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 4). � ª ª ª ¢ ¯®«¥ F á¯à ¢¥¤«¨¢® à -¢¥­áâ¢® 0=0+0, ¨¬¥¥¬, ®¯¨à ïáì ­   ªá¨®¬ã 8, 0x=(0 + 0)x== 0x+ 0x, â.¥. 0x = 0x+ 0x. � ª ª ª 0x = 0x+ o, ­  ®á­®¢ ­¨¨ã¦¥ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3) ¯®«ãç ¥¬ 0x = o. �â¢¥à¦¤¥-­¨¥ 5) ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®.�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 6) á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2), ¯®áª®«ìªãx + (�1)x = 1x+ (�1)x = (1 + (�1))x = 0x = o:�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 7) ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª § ­® ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ãá« £ ¥¬ëå, ¨ íâ® ®áâ ¢«ï¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ (¢¥áì¬  ­¥âà¨¢¨ «ì­®£®)ã¯à ¦­¥­¨ï ¤«ï § ¨­â¥à¥á®¢ ­­®£® ç¨â â¥«ï. 2



102 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 3.1.2. �à¨¬¥àë «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢1. �ãáâì F | ç¨á«®¢®¥ ¯®«¥. � ¯®¬­¨¬, çâ® ç¥à¥§ Fm�k ®¡®-§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬ âà¨æ à §¬¥à®¢m�k á í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§¯®«ï F. �â® ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤¯®«¥¬ F ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨© á«®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ ¨ ã¬­®¦¥­¨ï¬ âà¨æë ­  ç¨á«®, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢ «¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨©á ¬ âà¨æ ¬¨ (á¬. ¯. 1.1.2). �á®¡ãî à®«ì ¨£à îâ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥åáâà®ª F1�k , ª®â®à®¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Fk, ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥åáâ®«¡æ®¢ Fm�1, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Fm. � ª¨¬ ®¡à -§®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¡¥áª®­¥ç­®¥ á¥¬¥©áâ¢® «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢.2. �ãáâì V | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢, ª®««¨­¥ à­ëå ¤ ­-­®© ¯àï¬®© [ª®¬¯« ­ à­ëå ¤ ­­®© ¯«®áª®áâ¨] ¨«¨ ¬­®¦¥áâ¢®¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà ­áâ¢ . � ª ¬ë ¢¨¤¥«¨ ¢ ¯. 2.1.2, V ï¢«ï-¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ R ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©-­ëå ®¯¥à æ¨©.3. �ãáâì V | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨© ¨§ R ¢ R.�«ï äã­ª-æ¨© f ; g 2 V ¯®«®¦¨¬ h = f + g, £¤¥ ¤«ï «î¡®£® x 2 R ¯®®¯à¥¤¥«¥­¨î h(x) = f(x) + g(x). �«ï � 2 R ¯®«®¦¨¬ â ª¦¥d = �f , £¤¥ d(x) = �f(x) ¤«ï «î¡®£® x 2 R. �¨â â¥«î ¯à¥-¤®áâ ¢«ï¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï V ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥  ªá¨®¬ë«¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .�ë ¢¨¤¨¬, çâ® «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¬®£ãâ á®áâ®ïâì ¨§ ¬ -â¥¬ â¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ à §«¨ç­®© ¯à¨à®¤ë. � è  æ¥«ì ¢ íâ®©£« ¢¥| ¨§ãç¥­¨¥ ®¡é¨å á¢®©áâ¢ «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¨å ¯à¨-«®¦¥­¨ï ª â¥®à¨¨ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.3.1.3. �¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¥ ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨áâ¥¬ë¢¥ªâ®à®¢� ä¨ªá¨àã¥¬ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ ¤ ¯®«¥¬ F. �®¤ á¨-áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ¢ V ¯®­¨¬ ¥âáï ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® à §«¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ¨§ V . �¨­¥©-



x 3.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  103­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë a1;a2; : : : ;ak á ª®íää¨æ¨¥­-â ¬¨ �1; �2; : : : ; �k ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à �1a1 + �2a2 + : : :+ �kak.�¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï ­ §ë¢ ¥âáï âà¨¢¨ «ì­®©, ¥á«¨ ¢á¥ ¥¥ ª®-íää¨æ¨¥­âë ­ã«¥¢ë¥; ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ -æ¨ï ­ §ë¢ ¥âáï ­¥âà¨¢¨ «ì­®©. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ ï«¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï íâ®© á¨áâ¥¬ë, à ¢­ ï ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã,â.¥. ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ áª «ïàë �1; �2; : : : ; �k, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥­ã«î, çâ® �1a1 + �2a2 + : : :+ �kak = o. � ¬¥â¨¬, çâ® âà¨¢¨ «ì-­ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ à ¢­  ­ã«¥-¢®¬ã ¢¥ªâ®àã. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©-­® ­¥§ ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ ®­  ­¥ ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©, â.¥.¨§ à ¢¥­áâ¢  ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã ¯à®¨§¢®«ì­®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨-­ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® íâ  «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï âà¨¢¨ «ì-­ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢a1;a2; : : : ;ak ¨§ à ¢¥­áâ¢  �1a1 + �2a2 + : : :+ �kak = o á«¥¤ã¥â�1 = �2 = : : : = �k = 0.�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à b «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨-áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak, ¨ ¯¨á âì a1;a2; : : : ; ak ` b, ¥á«¨ bï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© íâ®© á¨áâ¥¬ë, â.¥. ¤«ï ­¥ª®â®-àëå áª «ïà®¢ �1; �2; : : : ; �k ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® b = �1a1 ++�2a2+ : : :+ �kak. �ãáâì A ¨ B | ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢. �á«¨ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à á¨áâ¥¬ë B «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ãA, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§á¨áâ¥¬ã A ¨ ¯¨á âì A ` B. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì,çâ® ¤«ï «î¡ëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ A, B, C ¨§ A ` B ¨ B ` Cá«¥¤ã¥â A ` C.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1.2. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬  â®-£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ­¥© ­ ©¤¥âáï ¢¥ªâ®à, «¨­¥©­® ¢ëà -¦ îé¨©áï ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë íâ®© á¨áâ¥¬ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a1;a2; : : : ;ak | á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢. �à¥¤-¯®«®¦¨¬, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ . �®£¤  ­ ©¤ãâáï



104 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ áª «ïàë �1; �2; : : : ; �k, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î, â ª¨¥ çâ®�1a1 + �2a2 + : : :+ �kak = o: (3.1)�¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® �1 6= 0. �§à ¢¥­áâ¢  (3.1) ¢ë¢®¤¨¬ �1a1 = ��2a2 � : : :� �kak. �¬­®¦¨¢®¡¥ ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ­  1�1 , ¯®«ãç¨¬a1 = ��2�1a2 � : : :� �k�1ak:�ë ¢¨¤¨¬, çâ® a2; : : : ;ak ` a1.�¡à â­®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¤¨­ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak(¯ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ a1) «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®áâ «ì-­ë¥ ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë, â.¥. a1 = �2a2 + : : : + �kak. �âáî¤ �a1+�2a2+ : : :+�kak = o. � «¥¢®© ç áâ¨ ¨¬¥¥¬ ­¥âà¨¢¨ «ì­ãî«¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î, â ª ª ª ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ a1, à ¢­ë© �1,®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ . 2�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1.3. �á«¨ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®-à®¢ A ¯®«ãç ¥âáï ¨§ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë B ¤®¡ ¢«¥-­¨¥¬ ®¤­®£® ¢¥ªâ®à  c, â® c «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àëá¨áâ¥¬ë B.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì B á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2; : : : ; bk.� ª ª ª á¨áâ¥¬  b1; b2; : : : ; bk; c «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ , áãé¥áâ¢ãîââ ª¨¥ ç¨á«  �1; �2; : : : ; �k; 
, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î, çâ® �1b1+�2b2++ : : :+ �kbk + 
c = o. � ª ª ª á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ,ïá­®, çâ® 
 6= 0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® c = ��1
 b1� �2
 b2�: : :� �k
 bk.2� á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ á®¡à ­ë á¢®©áâ¢  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ëåá¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1.4. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:



x 3.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  1051) ¥á«¨ á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¨¬¥¥â «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥-¬ã, â® ®­  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ ;2) ¢áïª ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, á®¤¥à¦ é ï ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, «¨-­¥©­® § ¢¨á¨¬ ;3) ¢áïª ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, á®¤¥à¦ é ï ¤¢  ®¤¨­ ª®¢ëå ¢¥ª-â®à , «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a1;a2; : : : ;ak | á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, ¨¬¥-îé ï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã. �®£¤  ­¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®àíâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë, ¯ãáâì ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ a1, «¨­¥©­®¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥ ¥¥ ¢¥ªâ®àë. �ç¥¢¨¤­®, çâ® â®£¤  a1«¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ a2; : : : ;ak , â ª ª ª ¢¥ªâ®àë, ­¥ ¢å®¤ï-é¨¥ ¢ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, ¬®¦­® ¤®¡ ¢¨âì á ­ã«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨­  ®á­®¢ ­¨¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.1. �® ¯à¥¤«®¦¥-­¨î 3.1.2 á¨áâ¥¬  a1;a2; : : : ;ak «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .� ª ª ª á¨áâ¥¬  ¨§ ®¤­®£® ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à -§®¬ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ , ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â¨§ 1). �â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3) ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥âáï ¤®ª § âì ç¨â â¥«î. 2�¢®©áâ¢  «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ á®¡à ­ë ¢ á«¥¤ã-îé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨, ¢ëâ¥ª îé¥¬ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.2 ¨ ãâ¢¥à-¦¤¥­¨ï 1) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.4.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.1.5. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¢ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬¥ ­¨ ®¤¨­ ¢¥ªâ®à «¨­¥©­® ­¥¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë;2) ¢áïª ï ¯®¤á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë á ¬  «¨-­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ;3) ¥á«¨ ª «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬¥ ¢¥ªâ®à®¢ A ¤®¡ ¢¨âì¢¥ªâ®à, ª®â®àë© ­¥ ¢ëà ¦ ¥âáï «¨­¥©­® ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë A, â®¯®«ãç¥­­ ï á¨áâ¥¬  â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®©.� ¦­ãî à®«ì ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥â ¨£à âì á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .



106 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �¥®à¥¬  3.1.1. �ãáâì A| á¨áâ¥¬  ¨§ k ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak,B | á¨áâ¥¬  ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2; : : : ; bn, ¯à¨ç¥¬ A ` B ¨ k < n.�®£¤  á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® k. �ãáâì k = 1.�®£¤  ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë B «¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ®¤¨­ ¢¥ª-â®à a1. �á«¨ á¨áâ¥¬  B á®¤¥à¦¨â ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, â® ®­  «¨­¥©-­® § ¢¨á¨¬  á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.4. �ãáâìo 62 B. �®£¤  a1 6= o, ¨ á¨áâ¥¬  B á®¤¥à¦¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥¤¢  ¢¥ªâ®à  b1; b2. �¬¥¥¬ b1 = �1a1 ¨ b2 = �2a1 ¤«ï ­¥ª®â®àëå­¥­ã«¥¢ëå áª «ïà®¢ �1; �2. �®£¤  ïá­®, çâ® ��2b1+�1b2 = o, â.¥.á¨áâ¥¬  ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2 «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¨-áâ¥¬  B â ª¦¥ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å §­ ç¥-­¨© k < m, ¨ à áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã a1;a2; : : : ;am ¨§ m ¢¥ªâ®à®¢(m < n). � ¯¨è¥¬ ¢¥ªâ®àë ¨§ á¨áâ¥¬ë B ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­ëå ª®¬-¡¨­ æ¨© ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ á¨áâ¥¬ë A:b1 = �11a1 + �12a2 + : : :+ �1mam;b2 = �21a1 + �22a2 + : : :+ �2mam;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :bn = �n1a1 + �n2a2 + : : :+ �nmam:�á«¨ ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �11; �21; : : : ; �n1 à ¢­ë 0, â® ¢á¥ ¢¥ªâ®-àë á¨áâ¥¬ë B «¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ä ªâ¨ç¥áª¨ ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àëa2; : : : ;am, â.¥. ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ¨§ m� 1 ¢¥ªâ®à , ¨ ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®-¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬,çâ® áà¥¤¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ �11; �21; : : : ; �n1 ¥áâì ­¥­ã«¥¢ë¥. �¥§®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® �11 6= 0. �«ï ¢á¥å i > 1¯®«®¦¨¬ ci = bi � �i1�11 b1. �®£¤  ïá­®, çâ® a2; : : : ;am ` ci ¯à¨i = 2; : : : ; n. � ª ª ª m < n, ¨¬¥¥¬ m � 1 < n � 1, ®âªã¤  ¯® ¨­-¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î á¨áâ¥¬  c2; : : : ; cn «¨­¥©­® § ¢¨á¨-¬ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ ©¤ãâáï áª «ïàë �2; : : : ; �n, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥­ã«î, â ª¨¥, çâ® �2c2 + : : : + �ncn = o. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® ci



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  107¨å ¢ëà ¦¥­¨ï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë B, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ­¥âà¨¢¨- «ì­ãî «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë, à ¢­ãî­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .� £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª § ­. 2�«¥¤áâ¢¨¥ 3.1.1. �ãáâìA| á¨áâ¥¬  ¨§ k ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak,B | á¨áâ¥¬  ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2; : : : ; bn, ¯à¨ç¥¬ á¨áâ¥¬  B «¨-­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  ¨ A`B. �®£¤  k � n.x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢ �áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ «¨­¥©-­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ ¤ ç¨á«®¢ë¬ ¯®«¥¬ F.3.2.1. �«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á¨áâ¥¬ë ¢¥ª-â®à®¢. � ªá¨¬ «ì­ë¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥¯®¤á¨áâ¥¬ë�ãáâì A| á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ¯à®áâà ­áâ¢  V . �®¤í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë A ¯®­¨¬ ¥âáï ®¤­® ¨§á«¥¤ãîé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©:I. �¥à¥áâ ­®¢ª  ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ á¨áâ¥¬¥.II. � ¬¥­  ®¤­®£® ¢¥ªâ®à  ai ­  ¢¥ªâ®à �ai, £¤¥ � | ­¥­ã«¥¢®©áª «ïà.III. � ¬¥­  ®¤­®£® ¢¥ªâ®à  ai ­  ¢¥ªâ®à ai + �aj , £¤¥ � |áª «ïà, j 6= i.�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A ¨ B íª¢¨¢ «¥­â-­ë¬¨ ¨ ¯¨á âì A � B, ¥á«¨ ®â á¨áâ¥¬ë A ª á¨áâ¥¬¥ B ¬®¦­®¯¥à¥©â¨ á ¯®¬®éìî ª®­¥ç­®£® ç¨á«  í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ -­¨©. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¥á«¨ A � B, â® B � A, ¯®áª®«ìªã ª ¦¤®¥í«¥¬¥­â à­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ®¡à â¨¬®. �¨â â¥«î ¯à¥¤®áâ ¢«ï-¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï âà¥å á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ A, B, C ¨§ â®£®,çâ® A � B ¨ B � C, á«¥¤ã¥â A � C.



108 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �¥®à¥¬  3.2.1. �ãáâì á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A ¨ B íª¢¨¢ «¥­â­ë.�¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ A «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  á¨áâ¥¬  B «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  A ¯®-«ãç ¥âáï ¨§ B á ¯®¬®éìî ®¤­®£® í«¥¬¥­â à­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï.�ãáâì A á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ¨ B á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®-à®¢ b1; b2; : : : ; bk . �«ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï â¨¯  I ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥-¢¨¤­®. �ãáâì B ¯®«ãç ¥âáï ¨§ A § ¬¥­®© ¢¥ªâ®à  ai ­  �ai, £¤¥� 6= 0. �ãáâì A «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . �®ª ¦¥¬, çâ® B â ª¦¥ «¨-­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . �ãáâì 
1b1+ : : :+
kbk = o. � ª ª ª bi = �ai ¨bj = aj ¯à¨ j 6= i, ¨¬¥¥¬ 
i� = 0 ¨ 
j = 0 ¯à¨ j 6= i, ®âªã¤  á«¥¤ã-¥â, çâ® ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë 
s à ¢­ë 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¨áâ¥¬  B«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . � ª ª ª A ¯®«ãç ¥âáï ¨§ B í«¥¬¥­â à­ë¬¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ â¨¯  II, ¨§ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ B á«¥¤ã-¥â «¨­¥©­ ï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì A. �«ãç © ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï â¨¯  IIIà áá¬ âà¨¢ ¥âáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬. 2�¥®à¥¬ã 3.2.1 ®á®¡¥­­® ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¢ëïá­¥­¨ï ¢®-¯à®á  ® «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë áâà®ª ¨«¨ áâ®«¡æ®¢ ¨§«¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ Fk ¨«¨ Fk. � ª ª ª ¢®¯à®á ® «¨­¥©­®©§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë áâ®«¡æ®¢ ¨§ Fk á ¯®¬®éìî âà ­á¯®­¨à®¢ -­¨ï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á¢®¤¨âáï ª ¢®¯à®áã ® «¨­¥©­®© § ¢¨á¨-¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë áâà®ª, à áá¬®âà¨¬ «¨èì ¯®á«¥¤­¨©. �ãáâì á¨-áâ¥¬  C á®áâ®¨â ¨§ áâà®ª c1 = (
11; : : : ; 
1k), c2 = (
21; : : : ; 
2k),: : :, cm = (
m1; : : : ; 
mk). �®áâ ¢¨¬ ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ íâ¨å áâà®ª¬ âà¨æã 0BBB@ 
11 
12 : : : 
1k
21 
22 : : : 
2k: : : : : : : : : : : :
m1 
m2 : : : 
mk 1CCCA :� ¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© áâà®ª ¬ âà¨æë (á¬.¯. 0.3.1) ¬ âà¨æã C ¬®¦­® ¯à¥®¡à §®¢ âì ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã.



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  109�á«¨ ¯®á«¥¤­ïï ¬ âà¨æ  á®¤¥à¦¨â ­ã«¥¢ãî áâà®ªã, â® á¨áâ¥¬ ¥¥ áâà®ª «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬  ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ¯à¥¤«®¦¥-­¨ï 3.1.4. �á«¨ ¦¥ áâã¯¥­ç â ï ¬ âà¨æ  ­¥ á®¤¥à¦¨â ­ã«¥¢ëåáâà®ª, â®, ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ¥¥ áâà®ª¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë.� ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ®â¢¥â¨âì ­  ¢®¯à®á, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë«¨ áâà®ª¨ ¬ âà¨æë, á«¥¤ã¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ¬ âà¨æã ª áâã¯¥­ç â®¬ã¢¨¤ã ¨ ®¯à¥¤¥«¨âì, ¨¬¥¥â «¨ ¯®á«¥¤­ïï ­ã«¥¢ë¥ áâà®ª¨.�¢¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A ¨ B ­ §ë¢ îâáï «¨­¥©­® íª¢¨¢ -«¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ A ` B ¨ B ` A. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¥á«¨ á¨áâ¥¬ëA ¨ B íª¢¨¢ «¥­â­ë, â® ®­¨ «¨­¥©­® íª¢¨¢ «¥­â­ë. �¡à â­®¥¢¥à­® ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® á¨áâ¥¬ëA ¨ B ¨¬¥îâ ®¤­® ¨ â® ¦¥ ç¨á«®¢¥ªâ®à®¢.�®¤á¨áâ¥¬ M á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢A ­ §ë¢ ¥âáï ¥¥¬ ªá¨¬ «ì-­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®©, ¥á«¨ á¨áâ¥¬ M «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬  ¨ «¨¡® M = A, «¨¡® ¯à¨ ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ª M «î¡®£®¢¥ªâ®à  ¨§ A ¯®«ãç ¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬ . � ç áâ-­®áâ¨, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  A «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ , â® ®­  á®¢¯ ¤ ¥â á(¥¤¨­áâ¢¥­­®©) á¢®¥© ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨-áâ¥¬®©.�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.3 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3.1.1 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.1. �ãáâì A | á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¨ M |­¥ª®â®à ï ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ . M ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ M «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬  ¨M `A. �î¡ë¥ ¤¢¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-á¨¬ë¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ë á¨áâ¥¬ëA ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢®¥ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢.� á ¬®¬ ¤¥«¥, «î¡ë¥ ¤¢¥ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥¯®¤á¨áâ¥¬ë ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ á¨áâ¥¬ë A «¨­¥©­® íª¢¨¢ «¥­â­ë.�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨-áâ¥¬ë ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ®£à ­¨ç¥­¨¨ ­  á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ £ à ­-â¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬.



110 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.2. �ãáâìA| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª®­¥ç­ ï á¨áâ¥-¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �á«¨ A á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢, â® ®­  ­¥ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¨­¥©­® ­¥§ -¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬. �á«¨ ¦¥ A á®¤¥à¦¨â ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à, â®®­  ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ®ç¥¢¨¤­®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ á¨áâ¥¬¥ A ¯¥à-¢ë© ¢¥ªâ®à a1 ­¥­ã«¥¢®©. �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â®¡é­®áâ¨ à ááã¦¤¥­¨©, ¯®áª®«ìªã ¯®àï¤®ª ¢¥ªâ®à®¢ ¢ á¨áâ¥¬¥A ­¥áãé¥áâ¢¥­ ¨ ¬®¦­® ¯¥à¥­ã¬¥à®¢ âì ¨å â ª, çâ®¡ë ¢á¥ ­¥­ã-«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë è«¨ á­ ç « . �á«¨ ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë ¨§ A«¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ a1, â® ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ -¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.1 ï¢«ï¥âáï ¯®¤á¨-áâ¥¬  ¨§ ®¤­®£® ¢¥ªâ®à  a1. �ãáâì A á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à, ª®â®àë©«¨­¥©­® ­¥ ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ a1. �à¥¤¯®«®¦¨¬ (¡¥§ ®£à ­¨ç¥-­¨ï ®¡é­®áâ¨), çâ® íâ® a2. �®£¤  á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2 «¨­¥©-­® ­¥§ ¢¨á¨¬  ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.5. �á«¨¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë A «¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ a1;a2, â®¬ ªá¨¬ «ì­ ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯®áâà®¥-­ . � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ­ ©¤¥âáï ¢¥ªâ®à a3 (¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï®¡é­®áâ¨), ª®â®àë© «¨­¥©­® ­¥ ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ a1;a2. �¨áâ¥-¬  a1;a2;a3 ¡ã¤¥â «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ , ¨, ¯®¢â®àïï ®¯¨á ­­ë©â®«ìª® çâ® ¯à®æ¥áá, ¬ë ç¥à¥§ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® è £®¢ (­ ¨¡®«ì-è¥¥ à ¢­® ç¨á«ã ¢¥ªâ®à®¢ ¢ á¨áâ¥¬¥ A) ¯®áâà®¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã ¢ A. 2�«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥-¬ë ¤ ­­®© ª®­¥ç­®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢{áâ®«¡æ®¢ ¨§ Fn ã¤®¡­®¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.3. �á«¨ ¬ âà¨æ  B = (bij)n�k á ª®íää¨æ¨-¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ï F ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬ âà¨æëA = (aij)n�k á ¯®¬®éìîí«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ­ ¤ áâà®ª ¬¨, â® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ § -¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥¦¤ã áâ®«¡æ ¬¨ ¬ âà¨æ A ¨ B ®¤¨­ ª®¢ë, â.¥. ¥á«¨



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  111­¥ª®â®à ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A à ¢­  ­ã-«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã, â® «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë B áâ¥¬¨ ¦¥ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª¦¥ à ¢­  ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã.�¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âìá«ãç ©, ª®£¤  ¬ âà¨æ  B ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬ âà¨æë A á ¯®¬®éìî®¤­®£® í«¥¬¥­â à­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï áâà®ª. � ¦¤ë© ¨§ íâ¨åá«ãç ¥¢ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¡¥§ § âàã¤­¥­¨©, ¨ íâ® ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥âáï¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦­¥­¨ï ç¨â â¥«î.�à¨¬¥à. � ©â¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨-áâ¥¬ã á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢{áâà®ª a1 = (1; 2; 3; 4), a2 = (2; 4; 6; 8),a3 = (1; 1; 2; 2), a4 = (2; 3; 5; 6), a5 = (3; 5; 8; 10). �ë¯¨è¥¬ ¬ âà¨-æã, ¢ ª®â®à®© ãª § ­­ë¥ ¢¥ªâ®àë à á¯®« £ îâáï ¢ áâ®«¡æ å, ¨¯à¨¬¥­¨¬ ª ¥¥ áâà®ª ¬ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¯® áå¥¬¥,¨á¯®«ì§ã¥¬®© ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¬¥â®¤®¬� ãáá {�®à¤ ­ .0BBB@ 1 2 1 2 32 4 1 3 53 6 2 5 84 8 2 6 10 1CCCA � 0BBB@ 1 2 1 2 30 0 �1 1 �10 0 �1 1 �10 0 �2 2 �2 1CCCA �� 0BBB@ 1 2 1 2 30 0 �1 1 �10 0 0 0 00 0 0 0 0 1CCCA � 0BBB@ 1 2 0 3 20 0 1 �1 10 0 0 0 00 0 0 0 0 1CCCA :�ë ¢¨¤¨¬, à áá¬ âà¨¢ ï «¨­¥©­ë¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥¦¤ã áâ®«¡æ -¬¨ ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æë, çâ® a2 = 2a1, a4 = 3a1�a3, a5 = 2a1+a3.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ªá¨¬ «ì­ ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬ á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a1 ¨ a3.3.2.2. � ­£ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢. � ­£ ¬ âà¨æë�ãáâìA| ª®­¥ç­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢. �á«¨ íâ  á¨áâ¥¬  á®áâ®¨ââ®«ìª® ¨§ ­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢, â® ®­  ­¥ ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ëå «¨-



112 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¥¥ à ­£ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬ ­ã«î. �á«¨ ¦¥ A ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë,â® ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.2.2 ®­  ®¡« ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥-§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®©. �á¥ â ª¨¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ë á®¤¥à¦ â ®¤­® ¨â® ¦¥ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.2.1. �â® ç¨á«® ¨­ §ë¢ ¥âáï à ­£®¬ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A. �­® ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§r(A).�á­®, çâ® «¨­¥©­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ (¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, íª¢¨¢ -«¥­â­ë¥) á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ à ­£. �«ï­ å®¦¤¥­¨ï à ­£  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢{áâà®ª ¨«¨ áâ®«¡æ®¢ ¬®¦-­® ¨á¯®«ì§®¢ âì á¯®á®¡, ¯à¨¬¥­¥­­ë© ¤«ï à¥è¥­¨ï ¯à¨¬¥à  ¢¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥.� áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æãA = (�ij)k�n á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ïF. �¨­®à®¬¬ âà¨æëA ¯®àï¤ª  m ­ §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®¤-¬ âà¨æë, ¯®«ãç ¥¬®© ¢ë¯¨áë¢ ­¨¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¢, áâ®ïé¨å­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå m áâà®ª ¨ m câ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æëA. �¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ç¨á«  ¤«ï ¬ âà¨æë A: áâà®ç­ë©à ­£ ráâàª(A) | íâ® à ­£ á¨áâ¥¬ë áâà®ª ¬ âà¨æë A (à áá¬ âà¨-¢ ¥¬ëå ª ª í«¥¬¥­âë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Fn), áâ®«¡æ®¢ë©à ­£ ráâ«¡(A) | íâ® à ­£ á¨áâ¥¬ë áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A (à áá¬ -âà¨¢ ¥¬ëå ª ª í«¥¬¥­âë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Fk) ¨ ¬¨­®à-­ë© à ­£ r¬¨­(A) | íâ® ­ ¨¢ëáè¨© ¯®àï¤®ª ®â«¨ç­ëå ®â ­ã«ï¬¨­®à®¢ ¬ âà¨æë A.�¥¬¬  3.2.1. �¨­®à­ë© à ­£ ¬ âà¨æë ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯à¨ ¢ë-¯®«­¥­¨¨ ­ ¤ ¥¥ áâà®ª ¬¨ [áâ®«¡æ ¬¨] í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®-¢ ­¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ïáâà®ª. �«ï áâ®«¡æ®¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¡ã¤¥â â®£¤  ¯®«ãç âì-áï ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.2.1. �á­®, çâ® ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©,ª®£¤  ª áâà®ª ¬ ¬ âà¨æë ¯à¨¬¥­ï¥âáï ®¤­® í«¥¬¥­â à­®¥ ¯à¥-®¡à §®¢ ­¨¥. �¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¢¨¤  I ¨ II ­¥¨§¬¥­ïîâ ¬¨­®à­®£® à ­£ , ¯®áª®«ìªã ïá­®, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«­¥-



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  113­¨¨ â ª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á¢®©áâ¢® ¬¨­®à  ¡ëâì ®â«¨ç­ë¬ ®â­ã«ï á®åà ­ï¥âáï.�ãáâì í«¥¬¥­â à­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¢¨¤  III á®áâ®¨â ¢ ¯à¨-¡ ¢«¥­¨¨ ¢â®à®© áâà®ª¨ ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æë A, ã¬­®¦¥­­®© ­ ç¨á«® �, ª ¯¥à¢®© áâà®ª¥; ¯®«ãç¥­­ãî ¬ âà¨æã ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§A0. � ª®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡é­®áâ¨, ¯®áª®«ì-ªã ¯à¨ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¥ áâà®ª, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥­®, ¬¨­®à­ë© à ­£­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï. �®£¤  «î¡®© ¬¨­®à ¯®àï¤ª  k ¬ âà¨æë A0 «¨-¡® á®¢¯ ¤ ¥â á ¬¨­®à®¬ ¬ âà¨æë A (¥á«¨ ®­ á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­âë¢â®à®© áâà®ª¨ «¨¡® ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¨ ¯¥à¢®©, ­¨ ¢â®à®© áâà®ª¨),«¨¡® ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¤¢ãå ¬¨­®à®¢ ¯®àï¤ª  k ¬ âà¨æë A (¥á-«¨ á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­âë ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¨ ­¥ á®¤¥à¦¨â ¢â®à®©).�á­®, çâ® â®£¤  r¬¨­(A) � r¬¨­(A0). �¤­ ª® ¬ âà¨æ  A ¬®¦¥â¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ ¬ âà¨æë A0 í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬â¨¯  III | ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª ¯¥à¢®© áâà®ª¥ ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®©­  ��. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, r¬¨­(A0) � r¬¨­(A). � ª¨¬ ®¡à §®¬,r¬¨­(A0) = r¬¨­(A). 2�¥®à¥¬  3.2.2. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢ ráâàª(A) = ráâ«¡(A) = r¬¨­(A).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® á ¯®¬®éìîí«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© áâà®ª ¯à¨¢¥áâ¨ ¬ âà¨æã A ª áâã-¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã A0. �®£¤  áâà®ç­ë© à ­£ ¬ âà¨æë A à ¢¥­ ç¨-á«ã r ­¥­ã«¥¢ëå áâà®ª ¬ âà¨æë A0 ¨ ¬¨­®à­ë© à ­£ A0 à ¢¥­r, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ ¬¨­®àë ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å ¯®àï¤ª®¢ (¥á«¨ ®­¨ áã-é¥áâ¢ãîâ) á®¤¥à¦ â áâà®ªã ¨§ ­ã«¥©, ¨ «¥£ª® ­ ©â¨ ¬¨­®à ¯®-àï¤ª  r, ®â«¨ç­ë© ®â ­ã«ï (­ã¦­® ¢§ïâì ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ­¥­ã«¥-¢ëå áâà®ª ¬ âà¨æë A0 á â¥¬¨ ¥¥ áâ®«¡æ ¬¨, ¢ ª®â®àëå áâ®¨â¯¥à¢®¥ ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«® ¢ ¤ ­­®© áâà®ª¥). � á¨«ã «¥¬¬ë 3.2.1r¬¨­(A0) = r¬¨­(A), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â r¬¨­(A) = ráâàª(A). �­ «®-£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® r¬¨­(A) = ráâ«¡(A), çâ® ¨ § ¢¥àè ¥â ¤®-ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. 2



114 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ � á¨«ã ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬ë ¤«ï ¤ ­­®© ¬ âà¨æë A ¬ë ¡ã¤¥¬¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ §ë¢ âì ª ¦¤®¥ ¨§ ¢¢¥¤¥­­ëå ç¨á¥« ráâàª(A),ráâ«¡(A), r¬¨­(A) ¯à®áâ® à ­£®¬ ¬ âà¨æë A ¨ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§r(A).�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬ á¢®©áâ¢  8®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© (á¬. ¯. 2.2.2).�«¥¤áâ¢¨¥ 3.2.1. �âà®ª¨ [áâ®«¡æë] ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¯®àï¤ª  n «¨-­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã-«ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ áâà®ª¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¯®àï¤ª  n «¨­¥©-­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â® áâà®ç­ë© à ­£ ¥£® ¬ âà¨æë à ¢¥­ n, ¨ ¯® â¥-®à¥¬¥ 3.2.2 ¬¨­®à­ë© à ­£ â ª¦¥ à ¢¥­ n. �¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ¬¨­®-à®¬ ¯®àï¤ª  n ãª § ­­®© ¬ âà¨æë ï¢«ï¥âáï ¨áå®¤­ë© ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ì, ¯®íâ®¬ã ®­ ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï.�¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¥á«¨ áâà®ª¨ ®¯à¥-¤¥«¨â¥«ï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.1.2 ¨ á¢®©-áâ¢  8 ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ®­ à ¢¥­ ­ã«î. 2�¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  à ­£  ¬ âà¨æë á®¡à ­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤-«®¦¥­¨¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.4. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨ «î¡®£® ­¥­ã«¥¢®£® ç¨á«  � á¯à -¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® r(�A) = r(A);2) ¤«ï «î¡ëå ¬ âà¨æA;B ®¤¨­ ª®¢ëå à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®­¥à ¢¥­áâ¢® r(A+B) � r(A) + r(B);3) ¤«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A;B á®£« á®¢ ­­ëå à §¬¥à®¢ á¯à ¢¥¤-«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® r(AB) � minfr(A); r(B)g;4) ¥á«¨ A | ®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ  ¨ B;C | â ª¨¥ ¬ âà¨æë,çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï AB ¨ CA ®¯à¥¤¥«¥­ë, â®r(AB) = r(B) ¨ r(CA) = r(C);



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  1155) ¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ r(A) = r(A�) = r(AA�) = r(A�A);¢ ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ A 2 Rn�k , â®r(A) = r(A>) = r(AA>) = r(A>A):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1) ®ç¥¢¨¤­®. �«ï ¤®ª § â¥«ì-áâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) à áá¬®âà¨¬ áâà®ç­ë© à ­£ ¬ âà¨æë. �ãáâìa1; : : : ;ak | á¨áâ¥¬  áâà®ª ¬ âà¨æë A ¨ b1; : : : ; bk | á¨áâ¥¬ áâà®ª ¬ âà¨æë B. �®£¤  á¨áâ¥¬  áâà®ª ¬ âà¨æë A + B ¨¬¥¥â¢¨¤ a1 + b1; : : : ; ak + bk . � ª ª ª íâ  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ¢ëà -¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1; : : : ;ak; b1; : : : ; bk ,   à ­£ ¯®á«¥¤­¥© ­¥¯à¥¢®áå®¤¨â r(A) + r(B), ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3) § ¬¥â¨¬, çâ® áâ®«¡æë¬ âà¨æë AB ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ áâ®«¡æ®¢ ¬ -âà¨æë A, â ª çâ® r(AB) � r(A). �à®¬¥ â®£®, áâà®ª¨ ¬ âà¨æëAB ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ áâà®ª ¬ âà¨æë B, ®â-ªã¤  r(AB) � r(B).�®ª ¦¥¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 4) á«¥¤ã¥â ¨§ 3). �à®¢¥à¨¬ à -¢¥­áâ¢® r(AB) = r(B), ¢â®à®¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®. �¬¥-¥¬ r(AB) � r(B). � ª ª ª B = A�1(AB), § ª«îç ¥¬, çâ®r(B) � r(AB), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®.� ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 5) à ¢¥­áâ¢® r(A) = r(A�) ®ç¥¢¨¤­®, â ª ª ªáâà®ª¨ á®¯àï¦¥­­®© ¬ âà¨æë ï¢«ïîâáï áâ®«¡æ ¬¨ ¨áå®¤­®© ¬ -âà¨æë, ¢ ª®â®àëå ª ¦¤®¥ ç¨á«® § ¬¥­¥­® ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­-­ë¬, ¨ ¯®â®¬ã áâà®ç­ë© à ­£ á®¯àï¦¥­­®© ¬ âà¨æë á®¢¯ ¤ ¥âá® áâ®«¡æ®¢ë¬ à ­£®¬ ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æë. �àã£¨¥ à ¢¥­áâ¢  ¢ë-â¥ª îâ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤áâ¢¨ï 5.1.2, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­®¯®§¦¥. 2



116 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 3.2.3. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .�®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢�­®¦¥áâ¢® M ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ ¥â-áï ¯®à®¦¤ îé¨¬, ¥á«¨ M ` V , â. ¥. ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à V¥áâì «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë M. �¨­¥©­®¥ ¯à®-áâà ­áâ¢® V ­ §ë¢ ¥âáï ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¨¬¥¥â ª®­¥ç-­®¥ ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢®. � íâ®¬ á«ãç ¥ «î¡ ï «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ V ª®­¥ç­  á®£« á­® â¥®à¥¬¥3.1.1. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï â®«ìª® ª®­¥ç­®¬¥à-­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ . � §¨á®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ ¥â-áï ã¯®àï¤®ç¥­­®¥1 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¥£® ¬­®-¦¥áâ¢®. �á«¨ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ ­ã«¥¢®-£® ¢¥ªâ®à , â® ®­® ­¥ ¨¬¥¥â ¡ §¨á . �¥­ã«¥¢®¥ ª®­¥ç­®¬¥à­®¥¯à®áâà ­áâ¢® ¨¬¥¥â ¡ §¨á; ¤®áâ â®ç­® ¢ë¤¥«¨âì ¬ ªá¨¬ «ì­ãî«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã ¢ ¥£® ª®­¥ç­®¬ ¯®à®¦¤ îé¥¬¬­®¦¥áâ¢¥, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 3.2.2. �§ áª § ­-­®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡®© ¡ §¨á ª®­¥ç­®¬¥à­®£® «¨­¥©­®-£® ¯à®áâà ­áâ¢  ª®­¥ç¥­. � ª ª ª «î¡ë¥ ¤¢  ¡ §¨á  ®¤­®£® ¨â®£® ¦¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  «¨­¥©­® íª¢¨¢ «¥­â­ë, ¢ á¨«ãá«¥¤áâ¢¨ï 3.1.1 ®­¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢. � -ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¡ §¨á¥ ¤ ­­®£® «¨­¥©­®£®¯à®áâà ­áâ¢  ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©å à ªâ¥à¨áâ¨ªã «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �â® ç¨á«® ­ §ë¢ ¥âáïà §¬¥à­®áâìî «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáïç¥à¥§ dimV .� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë ¡ §¨á®¢ ¤«ï ­¥ª®â®àëå «¨­¥©­ëå ¯à®-áâà ­áâ¢, ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ ¯. 3.1.2. �«ï ¯à®áâà ­áâ¢  Fm�k ¬ âà¨æà §¬¥à®¢ m � k ¡ §¨á ®¡à §ãîâ ¬ âà¨ç­ë¥ ¥¤¨­¨æë, ¢¢¥¤¥­­ë¥¢ ª®­æ¥ ¯. 1.1.2. � §¬¥à­®áâì íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  à ¢­  ¯à®¨§-¢¥¤¥­¨î ç¨á¥« mk. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢  áâà®ª Fm1�â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¯®àï¤®ª, ¢ ª®â®à®¬ ¢¥ªâ®àë, ®¡à §ãîé¨¥ ¡ §¨á, ¨¤ãâ¤àã£ §  ¤àã£®¬, áãé¥áâ¢¥­ ¨ ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§¬¥­¥­.



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  117¡ §¨á®¬ ¡ã¤¥â á¨áâ¥¬  áâà®ª ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë Em,   ¤«ï ¯à®-áâà ­áâ¢  áâ®«¡æ®¢ Fk | á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æëEk. � §¬¥à­®áâ¨ íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ à ¢­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® m ¨k. �«ï ¯à®áâà ­áâ¢ ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨áë à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ ¯. 2.1.4.�à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨© ¨§ R ¢ R ­¥ ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬.�®áâà®¨âì ¥£® ¡ §¨á ¤®¢®«ì­® âàã¤­®, ¨ ¬ë ­¥ ¡ã¤¥¬ íâ®£® ¤¥-« âì.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.5. �î¡ ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ª-â®à®¢ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V , á®¤¥à¦ é ï dimV ¢¥ªâ®à®¢,ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâìA| «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ª-â®à®¢ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V , á®¤¥à¦ é ï dimV ¢¥ªâ®à®¢, ¨x 2 V . �®£¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.1.1 á¨áâ¥¬  A;x «¨­¥©­® § ¢¨á¨-¬ , ¯®áª®«ìªã ®­  «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á.�® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.1.3 ¢¥ªâ®à x «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨-áâ¥¬ã A. � ª¨¬ ®¡à §®¬, A ` V , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï. 2� ä¨ªá¨àã¥¬ ¡ §¨á B = (b1; b2; : : : ; bn) «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ ¢®§ì¬¥¬ «î¡®© ¢¥ªâ®à x 2 V . � ª ª ª B ` x, ¨¬¥¥¬ x ==�1b1+�2b2+: : :+�nbn ¤«ï ­¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ �1; �2; : : : ; �n2F .�ª § ­­ë© ­ ¡®à ç¨á¥« ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ¢¥ªâ®àã x.� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ x = �1b1 + �2b2 + : : :+ �nbn ¤«ï ­¥ª®â®àëå�1; �2; : : : ; �n 2 F , â® �1b1+�2b2+ : : :+�nbn = �1b1+ �2b2+ : : :++�nbn, ®âªã¤  (�1��1)b1+(�2��2)b2+ : : :+(�n��n)bn = o. � ªª ª B | «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, ¯®á«¥¤­¥¥ à -¢¥­áâ¢® ¢«¥ç¥â §  á®¡®© �1 � �1 = 0, �2 � �2 = 0; : : :, �n � �n = 0,®âªã¤  á«¥¤ã¥â �1 = �1, �2 = �2; : : :, �n = �n. �¡®§­ ç¨¬ ç¥-à¥§ [x]B áâ®«¡¥æ ¨§ ç¨á¥« �1; �2; : : : ; �n ¨ ­ §®¢¥¬ ¥£® áâ®«¡æ®¬ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à  x ¢ ¡ §¨á¥ B. �á«®¢¨¬áï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ �1b1+�2b2+ : : :+�nbn \¬ âà¨ç-­®¥" ®¡®§­ ç¥­¨¥ B[x]B, ¯®­¨¬ ï ¥£® ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ áâà®ª¨¢¥ªâ®à®¢ ¨ áâ®«¡æ  ç¨á¥« ( ­ «®£¨ç­®¥ á®£« è¥­¨¥ ¨á¯®«ì§®¢ -«®áì ¢ ¯. 2.1.4 ¤«ï ®¡ëç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥,



118 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ á¬. á. 69). � «¥¥, ¥á«¨M | ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ n�k, â® ¯®¤ BM¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì áâà®ªã ¨§ k ¢¥ªâ®à®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¯®«ã-ç ¥âáï ã¬­®¦¥­¨¥¬ áâà®ª¨ ¢¥ªâ®à®¢B ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© áâ®«-¡¥æ ¬ âà¨æë M . �«®¦¥­¨¥ áâà®ª ¢¥ªâ®à®¢, á®¤¥à¦ é¨å ®¤­® ¨â® ¦¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢, à ¢­® ª ª ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ áâà®ª¨ ¢¥ªâ®-à®¢ ­  áª «ïà, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬,  ­ «®£¨ç­®¤¥©áâ¢¨ï¬ á ¬ âà¨æ ¬¨. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, á ãç¥â®¬ áª -§ ­­®£® ¢ëè¥, ¬®¦¥â ¡ëâì «¥£ª® ¯®«ãç¥­® ¨§  ªá¨®¬ «¨­¥©­®£®¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¨å á«¥¤áâ¢¨©.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.6. �ãáâì B | áâà®ª  ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©-­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V à §¬¥à­®áâ¨ n,M ;N | ¬ âà¨æë à §¬¥à®¢n � k, L | ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ k � l, � 2 F . �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ëá«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¥á«¨ B | ¡ §¨á, â® ¨§ BM = BN á«¥¤ã¥âM = N ;2) (BM)L = B(ML);3) B(M +N) = BM +BN ;4) �(BM) = B(�M).�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥¤¥©áâ¢¨ï á ¢¥ªâ®à ¬¨ ¬®¦­® § ¬¥­¨âì ¤¥©áâ¢¨ï¬¨ á® áâ®«¡æ ¬¨¨å ª®®à¤¨­ â.�¥®à¥¬  3.2.3. �ãáâì B | ¡ §¨á «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V .�«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ x;y 2 V ¨ «î¡®£® � 2 F á¯à ¢¥¤«¨¢ëà ¢¥­áâ¢  [x+ y]B = [x]B + [y]B, [�x]B = �[x]B.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«®¦¨¬ à ¢¥­áâ¢  x = B[x]B ¨ y = B[y]B:x + y = B[x]B + B[y]B = B([x]B + [y]B). � ¤àã£®© áâ®à®­ë,x+y = B[x+y]B. �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ª®®à¤¨­ â¢¥ªâ®à  á«¥¤ã¥â, çâ® [x + y]B = [x]B + [y]B. �â®à®¥ à ¢¥­áâ¢®¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®. 2



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  1193.2.4. �§®¬®àä¨§¬ë «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢�ãáâì V ¨ W | «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ ®¤­¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥¯®«¥¬ F. �â®¡à ¦¥­¨¥ F ¬­®¦¥áâ¢  V ­  ¬­®¦¥áâ¢®W ­ §ë-¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­  «¨­¥©­®¥¯à®áâà ­áâ¢®W , ¥á«¨ F ¥áâì ¡¨¥ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  V ­  ¬­®¦¥-áâ¢®W , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á«¥¤ãîé¨¬ ¤¢ã¬ ãá«®¢¨ï¬:1) ¤«ï «î¡ëå x;y 2 V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® F(x+ y) == F(x) + F(y);2) ¤«ï «î¡®£® x 2 V ¨ «î¡®£® � 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®F(�x) = �F(x).�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® F(oV ) = oW ,   â ª-¦¥ çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥, ®¡à â­®¥ ª ¨§®¬®àä¨§¬ã, á ¬® ï¢«ï¥âáï¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ F1 : V �! W ¨F2 :W �! Z ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ­  Z .�¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ W ­ §ë¢ îâáï ¨§®¬®àä­ë¬¨,¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ V ­  W . �®§¦¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ®,á â®çª¨ §à¥­¨ï «¨­¥©­®©  «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ¯à®-áâà ­áâ¢  ï¢«ïîâáï ®¤¨­ ª®¢ë¬¨.�¥®à¥¬  3.2.4. �ãáâì V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® à §¬¥à­®-áâ¨ n ­ ¤ ¯®«¥¬ F. �®£¤  V ¨§®¬®àä­® «¨­¥©­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ãáâ®«¡æ®¢ Fn.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâìB| ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢ V .�¡¥¤¨¬áï, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ F , á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®-àã x 2 V ¥£® áâ®«¡¥æ ª®®à¤¨­ â [x]B ¢ ¡ §¨á¥ B, ï¢«ï¥âáï ¨§®-¬®àä¨§¬®¬ V ­  «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Fn. �§ â¥®à¥¬ë 3.2.3áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï F ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï 1) ¨ 2) ¨§ ®¯à¥-¤¥«¥­¨ï ¨§®¬®àä¨§¬ . �á«¨ [x]B = [y]B, â® ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ïáâ®«¡æ  ª®®à¤¨­ â ¨¬¥¥¬ x = B[x]B = B[y]B = y, ®âªã¤  x = y;â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥ F ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®. �ãáâì X| ¯à®¨§¢®«ì­ë© áâ®«¡¥æ ¨§ Fn. �®«®¦¨¬ x = BX . �®£¤  ¢á¨«ã ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à  ¨¬¥¥¬ [x]B = X, â. ¥.



120 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ F(x) = X ; ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® F ®â®¡à ¦ ¥â V ­  ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢® Fn.�â ª, F ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬. 2�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.7. �ãáâì V ¨W | «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ­ ¤ ¯®«¥¬ F ¨ F : V �! W | ¨§®¬®àä¨§¬ V ­  W . �®£¤ á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak; b 2 V ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢�1; �2; : : : ; �k à ¢¥­áâ¢® b = �1a1+ �2a2+ : : :+�kak ¨¬¥¥â ¬¥áâ®â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  F(b) = �1F(a1) + �2F(a2) + : : :++�kF(ak);2) á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ¨§ V«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  â®-£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢F(a1);F(a2); : : : ;F(ak)¨§W «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ;3) á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ e1; e2; : : : ; en ¨§ V ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ â®-£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢F(e1);F(e2); : : : ;F(en)¨§W ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â®¡ë ¤®ª § âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1), á­ ç «  § -¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨§®¬®àä¨§¬  á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®F(�1a1 + �2a2 + : : :+ �kak) == �1F(a1) + �2F(a2) + : : :+ �kF(ak): (3.2)� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¨á¯®«ì§ãï á­ ç «  ¯¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï,  § â¥¬ ¢â®à®¥, ¯®«ãç ¥¬F(�1a1+�2a2+ : : :+�kak) = F(�1a1)++F(�2a2) + : : :+ F(�kak) = �1F(a1) + �2F(a2) + : : :+ �kF(ak),®âªã¤  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â (3.2). �â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1) â¥¯¥àì¯®«ãç ¥âáï ¨§ (3.2) á ãç¥â®¬ ¡¨¥ªâ¨¢­®áâ¨ F .�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¢ë¢¥áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2) ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-­¨ï 1).�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3). � ª ª ª ®¡à â­®¥ ª ¨§®¬®àä¨§-¬ã ®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì,çâ® ¥á«¨ e1; e2; : : : ; en | ¡ §¨á V , â® F(e1);F(e2); : : : ;F(en) |



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  121¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ W . �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) á«¥¤ã¥â, çâ® á¨-áâ¥¬  F(e1);F(e2); : : : ;F(en) «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . �à®¢¥à¨¬,çâ® F(e1);F(e2); : : : ;F(en) `W : (3.3)�ãáâì w 2 W . � ª ª ª F | áîàê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, áã-é¥áâ¢ã¥â v 2 V , â ª®© çâ® F(v) = w. � §« £ ï v ¯® ¡ §¨áãe1; e2; : : : ; en, ¨¬¥¥¬ v = �1e1+�2e2+ : : :+�nen. �®£« á­® ãâ¢¥à-¦¤¥­¨î 1) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® F(v) = �1F(e1)+�2F(e2)+ : : :++�nF(en). �á«®¢¨¥ (3.3) ¤®ª § ­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥ªâ®àëF(e1);F(e2); : : : ;F(en) ®¡à §ãîâ ¡ §¨áW . 2�®ª § ­­®¥ â®«ìª® çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨ ¨§®-¬®àä¨§¬¥ á®åà ­ïîâáï ¢á¥ á¢®©áâ¢  á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢, ä®à¬ã«¨-àã¥¬ë¥ ¢ â¥à¬¨­ å ®¯¥à æ¨© ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , â ª¨¥ ª ªá¢®©áâ¢  ¡ëâì «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬®© ¨«¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-á¨¬®© á¨áâ¥¬®©. � ç áâ­®áâ¨, á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.8. �ãáâì V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® à §-¬¥à­®áâ¨ n ­ ¤ ¯®«¥¬ F. �®£¤  ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à-¦¤¥­¨ï:1) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak; b 2 V ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢�1; �2; : : : ; �k à ¢¥­áâ¢® b = �1a1+ �2a2+ : : :+�kak ¨¬¥¥â ¬¥áâ®â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¡ §¨á  B ¯à®áâà ­áâ¢ V ¤«ï á¨áâ¥¬ë áâ®«¡æ®¢ [b]B; [a1]B; [a2]B; : : : ; [ak]B ¢ë¯®«­ï¥âáïà ¢¥­áâ¢® [b]B = �1[a1]B + �2[a2]B + : : :+ �k[ak ]B;2) á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak ¯à®áâà ­áâ¢  V «¨­¥©­®§ ¢¨á¨¬  [­¥§ ¢¨á¨¬ ] â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£®¡ §¨á  B ¯à®áâà ­áâ¢  V á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ [a1]B; [a2]B; : : : ; [ak]Bª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë ¢ ¡ §¨á¥B «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ [­¥§ ¢¨á¨¬ ];3) á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;an ¯à®áâà ­áâ¢  V ï¢«ï¥âáï¡ §¨á®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¡ §¨á  B ¯à®-áâà ­áâ¢  V á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ [a1]B; [a2]B; : : : ; [an]B ª®®à¤¨­ â¢¥ªâ®à®¢ ¤ ­­®© á¨áâ¥¬ë ¢ ¡ §¨á¥ B «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ .



122 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �¯¨à ïáì ­  â¥®à¥¬ã 3.2.4 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.7, ãáâ ­®¢¨¬á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨© ¨§®¬®àä¨§¬  ª®­¥ç­®¬¥à­ëå «¨­¥©­ëå ¯à®-áâà ­áâ¢.�¥®à¥¬  3.2.5. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ W ­ ¤ ¯®«¥¬ F¨§®¬®àä­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  dimV = dimW .� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨W ¨§®¬®àä­ë, â® á®£« á­®ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.7 ¨¬¥¥¬ dimV = dimW . �¡à â-­®, ¥á«¨ dimV = dimW , â® ¯® â¥®à¥¬¥ 3.2.4 ¯®«ãç ¥¬, çâ® V ¨W ¨§®¬®àä­ë ¯à®áâà ­áâ¢ã áâ®«¡æ®¢ Fn. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ -¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® â®£¤  V ¨W ¨§®¬®àä­ë.�«ï ¡ §¨á  B ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ ¢¥ªâ®à  a 2 V à ¤¨ ã¤®¡áâ¢ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì a = (�1; : : : ; �n) ¢¬¥áâ® [a]B = 0B@ �1: : :�n 1CA.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �ãáâì ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V§ ¤ ­ë ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¢¥ªâ®àë a = (1; 2; 1), b = (2; 1; 3),c = (1; 2; 2), d = (4; 5; 6). �®ª § âì, çâ® ¢¥ªâ®àë a; b; c ®¡à §ãîâ¡ §¨á ¨ ­ ©â¨ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  d.�¥è¥­¨¥. �á¯®«ì§ã¥¬ á¯®á®¡, ®¯¨á ­­ë© ¢ ª®­æ¥ ¯. 3.2.1. �ë-¯¨è¥¬ áâ®«¡æë ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ a; b; c;d ¨ ª áâà®ª ¬ ¯®«ã-ç¥­­®© ¬ âà¨æë ¯à¨¬¥­¨¬ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï. �®£¤ ¬®¦­® ¡ã¤¥â ã¢¨¤¥âì, ¡ã¤ãâ «¨ ¢¥ªâ®àë a; b; c «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-á¨¬ë (â®£¤  ®­¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á V á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.2.5)¨ ª ª®¢ë ª®íää¨æ¨¥­âë à §«®¦¥­¨ï d ¯® íâ¨¬ ¢¥ªâ®à ¬.0B@ 1 2 12 1 21 3 2 ������� 456 1CA � 0B@ 1 2 10 �3 00 1 1 ������� 4�32 1CA �� 0B@ 1 2 10 1 00 0 1 ������� 411 1CA � 0B@ 1 0 00 1 00 0 1 ������� 111 1CA :



x 3.2. � §¨á ¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  123�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢¥ªâ®àë a; b; c «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ d = a++b+c. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¡ §¨á¥ a; b; c ¢¥ªâ®à d ¨¬¥¥â ª®®à¤¨­ âë(1; 1; 1).3.2.5. �§¬¥­¥­¨¥ ¡ §¨á . � âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ �ãáâì B ¨ C | ¤¢  ¡ §¨á  «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . � ªá¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ª®®à¤¨­ âë ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ ¢¥ªâ®à  x ¢íâ¨å ¡ §¨á å? �«ï ®â¢¥â  ­  íâ®â ¢®¯à®á à áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨-æã TB;C, á®áâ ¢«¥­­ãî ¨§ áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨-á  C ¢ ¡ §¨á¥ B. �â  ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤ ®â ¡ §¨á  B ª ¡ §¨áã C. �«ï ­¥¥ ¨¬¥¥¬ C = BTB;C. �­ -«®£¨ç­®, à áá¬ âà¨¢ ï ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  ®â C ª B ¨ ®¡®§­ -ç ï ¥¥ ç¥à¥§ TC;B, ¯à¨å®¤¨¬ ª à ¢¥­áâ¢ã B = CTC;B. �â-áî¤ , ¯®«ì§ãïáì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.6, ¯®«ãç ¥¬C = BTB;C = (CTC;B)TB;C = C(TC;BTB;C). � ª ª ª C = CEn,¨¬¥¥¬ C(TC;BTB;C) = CEn, ®âªã¤  á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1)¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.6 ¯®«ãç ¥¬ TC;BTB;C = En. �­ «®£¨ç­® ¤®ª -§ë¢ ¥âáï à ¢¥­áâ¢® TB;CTC;B = En. � ¬¨ ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.2.9. � âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  B ª ¡ §¨áã Cï¢«ï¥âáï ®¡à â¨¬®©, ¨ ®¡à â­ ï ª ­¥© ¬ âà¨æ  ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨-æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â C ª B.�®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à x 2 V . �¬¥¥¬ x = B[x]B ¨x = C[x]C. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ®C ¢ëà ¦¥­¨¥ BTB;C ¨ ¯®«ì§ãïáì¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 3.2.6, ¯®«ãç ¥¬ x = (BTB;C)[x]C = B(TB;C[x]C),®âªã¤  B[x]B = B(TB;C[x]C) ¨[x]B = TB;C[x]C: (3.4)�®á«¥¤­ïï ä®à¬ã«  ¨ ¤ ¥â á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ª®®à¤¨­ â ¬¨ ®¤­®£® ¨â®£® ¦¥ ¢¥ªâ®à  ¢ à §­ëå ¡ §¨á å.�â® ª á ¥âáï ­ å®¦¤¥­¨ï ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  ®â ®¤­®£® ª®­-ªà¥â­®£® ¡ §¨á  ª ¤àã£®¬ã, â® ¬®¦­® à §« £ âì ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¯®



124 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ¢¥ªâ®à ¬ ¯¥à¢®£® ¡ §¨á  ®¤­®¢à¥¬¥­­®, ª ª á¤¥« ­® ¢ ­¨¦¥á«¥-¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥. �ãáâì ¢ ¤¢ã¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢ ­¥ª®â®-à®¬ ¡ §¨á¥ ¤ ­ë ¢¥ªâ®àë a1 = (1; 2), a2 = (2; 5), b1 = (4; 7),b2 = (�2; 1). �®ª § âì, çâ® ®­¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨áë, ­ ©â¨ ¬ âà¨æã¯¥à¥å®¤  TA;B ¨ § ¯¨á âì ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â.�¥è¥­¨¥. �®, çâ® ¢¥ªâ®àë a1;a2 ¨ b1; b2 ®¡à §ãîâ ¡ §¨áë, «¥£-ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ¢ëç¨á«¥­¨¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥©, á®áâ ¢«¥­­ëå ¨§ ¨åª®®à¤¨­ â. �«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  à §«®¦¨¬ ¢¥ª-â®àë b1; b2 ¯® ¢¥ªâ®à ¬ a1;a2. �«ï íâ®£® ¢ë¯¨è¥¬ áâ®«¡æë ª®-®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2 ¨ ¯à¨¯¨è¥¬ ª ­¨¬ áâ®«¡æë ª®®à¤¨­ â¢¥ªâ®à®¢ b1; b2. � ¯®«ãç¥­­®© ¬ âà¨æ¥ á ¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à-­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© áâà®ª ¯®«ãç¨¬ ­  ¬¥áâ¥ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢a1;a2 ¥¤¨­¨ç­ãî ¬ âà¨æã. �®£¤  ­  ¬¥áâ¥ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢b1; b2 ®ª ¦¥âáï ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  TA;B. 1 22 5 ����� 4 �27 1 ! �  1 20 1 ����� 4 �21 5 ! �  1 00 1 ����� 2 �121 5 ! :�ë ¢¨¤¨¬, çâ® TA;B =  2 �121 5 ! ¨ ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ïª®®à¤¨­ â ¨¬¥îâ ¢¨¤ xA = 2xB � 12yB, yA = xB + 5yB.x 3.3. �¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ �® ¢á¥å ¯ã­ªâ å íâ®£® ¯ à £à ä  ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï § ä¨ªá¨à®¢ ­-­ë¬ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ ¤ ¯®«¥¬ F.3.3.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ �ãáâìU | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V . �­® ­ §ë-¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  V , ¥á«¨ ¢ë-¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï:1) ¤«ï «î¡ëå u1;u2 2 U ¨¬¥¥â ¬¥áâ® u1 + u2 2 U (§ ¬ª­ã-â®áâì U ®â­®á¨â¥«ì­® á«®¦¥­¨ï);



x 3.3. �¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  1252) ¤«ï «î¡®£® u 2 U ¨ «î¡®£® � 2 F á¯à ¢¥¤«¨¢® �u 2 U(§ ¬ª­ãâ®áâì U ®â­®á¨â¥«ì­® ã¬­®¦¥­¨ï ­  ç¨á«  ¨§ ¯®«ï F).�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï «¨­¥©­®£® ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢  U ¨ ¯®«ï F ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥  ªá¨®¬ë «¨­¥©­®£®¯à®áâà ­áâ¢ , ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¯¥à æ¨© à áá¬®âà¥âì ®¯¥à æ¨¨¨áå®¤­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . �â¨¬ ®¯à ¢¤ë¢ ¥âáï â¥à¬¨­ \¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢®". � ç áâ­®áâ¨, ª ¦¤®¥ ­¥­ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¨¬¥¥â ¡ §¨á. � §¬¥à­®áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥-à¥§ dimU . � ª ª ª ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  ¯à®áâà ­áâ¢  U «¨­¥©-­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V , ¢ á¨«ãá«¥¤áâ¢¨ï 3.1.1 ¨¬¥¥¬ dimU � dimV , â.¥. à §¬¥à­®áâì ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢  ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â à §¬¥à­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ .�«ï á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ha1;a2; : : : ;aki ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦­ëå «¨-­¥©­ëå ª®¬¡¨­ æ¨© ¢¥ªâ®à®¢ ãª § ­­®© á¨áâ¥¬ë (á ª®íää¨æ¨-¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ï F). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® íâ® «¨-­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® V , á®¤¥à¦ é¥¥áï ¢ «î¡®¬ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢ , á®¤¥à¦ é¥¬ ¢¥ªâ®àë a1;a2; : : : ;ak . �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¥£®«¨­¥©­®© ®¡®«®çª®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak. �®¦­® â ª-¦¥ áª § âì, çâ® á¨áâ¥¬  a1;a2; : : : ;ak ¯®à®¦¤ ¥â «¨­¥©­®¥ ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢® ha1;a2; : : : ;aki. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì,çâ® dimha1;a2; : : : ;aki = r(a1;a2; : : : ;ak): (3.5)� ªâ¨ç¥áª¨ ­ ¬¨ ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.1. �®¤¬­®¦¥áâ¢® ª®­¥ç­®¬¥à­®£® «¨­¥©­®-£® ¯à®áâà ­áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-£¤ , ª®£¤  ®­® ¥áâì «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ­¥ª®â®à®© ª®­¥ç­®© á¨-áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.2. �î¡ ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ª-â®à®¢ «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«­¥­  ¤® ¥£®¡ §¨á .



126 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì U | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®-áâà ­áâ¢  V ¨ A | ­¥ª®â®à ï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ U . �á«¨ U = hAi, â® A ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ U ¨¤®ª §ë¢ âì ­¥ç¥£®. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢ U ­ ©¤¥âáï ¢¥ªâ®à b1,­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© hAi. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3) ¯à¥¤«®¦¥-­¨ï 3.1.5 á¨áâ¥¬  A; b1 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . �á«¨ U = hA; b1i,â® ¯®«ãç¥­­ ï á¨áâ¥¬  ¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ U . � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥­ ©¤¥âáï ¢¥ªâ®à b2, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© U ¨ ­¥ «¥¦ é¨© ¢ hA; b1i.�®¢â®àïï ¤«ï ­¥£® à ááã¦¤¥­¨ï, ¯à®¢¥¤¥­­ë¥ ¢ëè¥ ¤«ï b1, ¬ë«¨¡® ª®­áâ â¨àã¥¬, çâ® A; b1; b2 ¥áâì ¡ §¨á U , «¨¡® ­ ©¤¥¬ ¢ U¢¥ªâ®à b3, ­¥ «¥¦ é¨© ¢ hA; b1; b2i. �¯¨á ­­ë© ¯à®æ¥áá ¤®«¦¥­§ ª®­ç¨âìáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ §  dimV � 1 è £®¢, ¯®áª®«ìªã ­  ª -¦¤®¬ è £¥ ¯®«ãç ¥âáï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ «î¡ ïá¨áâ¥¬  ¨§ dimV + 1 ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ . �® ®ª®­ç ­¨¨íâ®£® ¯à®æ¥áá  ¬­®¦¥áâ¢® A ®ª ¦¥âáï ¤®¯®«­¥­­ë¬ ¤® ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  V . 2�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.3. �á«¨ ¤«ï «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U ,W ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï U �W , dimU = dimW , â® U =W .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® W � U . �ãáâìB | ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U . � ª ª ªdimU = dimW ¨ B �W , á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.2.5 B ï¢«ï¥â-áï ¡ §¨á®¬W . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,W = hBi � U , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï¤®ª § âì. 23.3.2. �ã¬¬  ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥�ãáâì U ¨W | ¤¢  «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  «¨­¥©­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢  V . �®«®¦¨¬U +W = fu+w j u 2 U ; w 2W g:�®«ãç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï áã¬¬®© «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢ U ¨W . �­® á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå áã¬¬ ¢¥ªâ®à®¢



x 3.3. �¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  127¨§ U ¨ W . � ª ª ª «î¡®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® á®¤¥à¦¨â ­ã«¥¢®©¢¥ªâ®à, ®ç¥¢¨¤­®, çâ® U � U +W ¨ W � U +W . �¨â â¥«î¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ®U+W ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢®¬, ¨ çâ® ¥á«¨U = ha1;a2; : : : ;aki,W = hb1; b2; : : : ; bmi,â® U +W = ha1;a2; : : : ;ak; b1; b2; : : : ; bmi.�®«®¦¨¬ â ª¦¥U \W = fx 2 V j x 2 U ¨ x 2W g:�á­®, çâ® U \ W | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® V ¨ U \ W � U ,U \W �W . �¢ï§ì à §¬¥à­®áâ¥© áã¬¬ë ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï «¨­¥©-­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ á à §¬¥à­®áâï¬¨ ¨áå®¤­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®©.�¥®à¥¬  3.3.1. �«ï «î¡ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U ,W ¨¬¥¥â ¬¥áâ®à ¢¥­áâ¢®dim(U \W ) = dimU + dimW � dim(U +W ):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ å®âï ¡ë ®¤­® ¨§ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U ,Wï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢ë¬, â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì ®¡ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ­¥­ã«¥¢ë¥. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ a1; : : : ;ak ­¥ª®â®-àë© ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U \W (­¥ ¨áª«îç¥­®, çâ® k = 0, ¢íâ®¬ á«ãç ¥ U \W = fog ¨ ¡ §¨á  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â). �®¯®«­¨¬íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¤® ¡ §¨á®¢ ¢ U ¨ W (®¯¨à ïáì ­  ¯à¥¤«®¦¥­¨¥3.3.2 ¯à¨ k > 0) ¢¥ªâ®à ¬¨ b1; : : : ; bm ¨ c1; : : : ; cl á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�®£¤  ¨¬¥¥¬dim(U \W ) = k; dimU = k +m; dimW = k + l: (3.6)�®ª ¦¥¬, çâ® a1; : : : ;ak; b1; : : : ; bm; c1; : : : ; cl ¥áâì ¡ §¨á U +W .�®£¤  dim(U +W ) = k +m+ l, ¨ âà¥¡ã¥¬ ï ä®à¬ã«  ­¥¯®áà¥¤-áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ (3.6). � ª ª ª U = ha1; : : : ;ak; b1; : : : ; bmi ¨W = ha1; : : : ;ak ; c1; : : : ; cli, ¢ á¨«ã § ¬¥ç ­¨ï ® ¯®à®¦¤ îé¥¬¬­®¦¥áâ¢¥ áã¬¬ë U +W ïá­®, çâ®U +W = ha1; : : : ;ak; b1; : : : ; bm; c1; : : : ; cli:



128 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì «¨­¥©­ãî ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ëa1; : : : ;ak ; b1; : : : ; bm; c1; : : : ; cl:�ãáâì �1a1+ : : :+�kak+�1b1+ : : :+�mbm+
1c1+: : :+
lcl = o. �®£¤ �1a1+ : : :+�kak+�1b1+ : : :+�mbm = �(
1c1+ : : :+
lcl). � ª ª ª«¥¢ ï ç áâì íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â U ,   ¯à ¢ ï W , ¢¥ª-â®à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ¯à ¢®© ç áâìî, «¥¦¨â ¢ U \W , â.¥. ¬®¦¥â¡ëâì à §«®¦¥­ ¯® ¡ §¨áã a1; : : : ;ak ¨«¨ à ¢¥­ o. � ª ª ª ¢¥ªâ®-àë a1; : : : ;ak; c1; : : : ; cl «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
1 = 0; : : : ; 
l = 0. �®£¤  �1a1+: : :+�kak+�1b1+: : :+�mbm=o,®âªã¤  ¢ á¨«ã «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ a1; : : : ;ak, b1; : : : ;bm á«¥¤ã¥â �1 = 0; : : : ; �k = 0; �1 = 0; : : : ; �m = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1; : : : ;ak; b1; : : : ; bm; c1; : : : ; cl «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-á¨¬ . 23.3.3. �àï¬ ï áã¬¬ �­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.4. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë ¤«ï «¨-­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U ,W :(1) U \W = fog;(2) dim(U +W ) = dimU + dimW ;(3) ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨§ U +W ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤-áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥­â®¢ ¨§ U ¨W ;(4) ­¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à ¨§ U +W ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤-áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥­â®¢ ¨§ U ¨W .�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¢­®á¨«ì­®áâì (1) ¨ (2) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï â¥®-à¥¬®© 3.3.1. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§ (3) á«¥¤ã¥â (4).�®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ (1) á«¥¤ã¥â (3). �ãáâì x 2 U+W ¨ x = u1++w1 = u2 + w2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå u1;u2 2 U , w1;w2 2W . �®£¤ ¨¬¥¥¬ u1 � u2 = w2 � w1. � ª ª ª ¢¥ªâ®à ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¯à¨-­ ¤«¥¦¨â U ,   ¢¥ªâ®à ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â W , ¨¬¥¥¬



x 3.3. �¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  129u1 � u2 2 U \W . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, u1 � u2 = o ¨ w2 �w1 = o,â.¥. u1 = u2 ¨ w1 = w2, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì.�®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ (4) á«¥¤ã¥â (1). �ãáâì ¢¥ªâ®à x 2 U +W¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥­â®¢ u ¨w ¨§ U ¨W . �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â y ¨§U\W . �®£¤ x = u+w = (u� y) + (y+w). � ª ª ª u� y 2 U ¨ y+w 2W ,¢ á¨«ã ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨¬¥¥¬ u = u � y, ®âªã¤ y = o. �â ª, U \W = fog. 2�á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨© (1){(4) íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï, â®áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢U+W ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© ¨ ®¡®§­ ç ¥âáïç¥à¥§ U �W .�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.5. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U áãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®W â ª®¥, çâ®V = U �W :�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ U = fog, â® ¯®«®¦¨¬ W = V ,   ¥á-«¨ U = V , â® ¯®«®¦¨¬ W = fog; ¯à¨ íâ®¬ ®ç¥¢¨¤­®, çâ®V = U �W . �ãáâì U 6= V ¨ U 6= fog. �®§ì¬¥¬ ­¥ª®â®-àë© ¡ §¨á B «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U . �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î3.3.2, ¯à¨¬¥­¥­­®¬ã ª V , «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  B ¬®-¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«­¥­  ¤® ¡ §¨á  V . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ C á¨áâ¥¬ã¢¥ªâ®à®¢, ¤®¯®«­ïîéãî B ¤® ¡ §¨á  V ¨ ¯®«®¦¨¬ W = hCi.�®£¤  U \W = fog, ¯®áª®«ìªã ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¡ §¨á®¢ íâ¨å ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢ B, C ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬®©, ¨V = U+W , ¯®áª®«ìªãB, C ¯®à®¦¤ ¥â V , ®âªã¤  V = U�W .2�®­ïâ¨¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¬®¦­® à á¯à®áâà ­¨âì ­  á«ãç © ­¥-áª®«ìª¨å á« £ ¥¬ëå. �ãáâì U1;U2; : : : ;Uk | «¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢  «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ ¤ ¯®«¥¬ F. �å áã¬¬®©­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®U1 + : : :+Uk = fu1 + : : :+ uk j u1 2 U1; : : : ; uk 2 Ukg;



130 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå áã¬¬ í«¥¬¥­â®¢, ¢§ïâëå ¯® ®¤­®-¬ã ¨§ ª ¦¤®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ {á« £ ¥¬®£®. �¯¨à ïáì ­  á«ã-ç © ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ ­¥âàã¤­® ãáâ ­®¢¨âì,çâ® U1 +U2 + : : :+Uk ¥áâì «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®. �ã¬-¬  U1 +U2 + : : :+Uk ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§U1 �U2 � : : :�Uk , ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨©, ãª § ­-­ëå ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3.6. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë ¤«ï «¨-­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U1;U2; : : : ;Uk :(1) Ui \ hUj j 1 � j � k; j 6= ii = fog ¯à¨ ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; k;(2) dim(U1 +U2 + : : :+Uk) = dimU1 + dimU2 + : : :+ dimUk ;(3) ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨§ U1+U2+: : :+Uk ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥­â®¢ ¨§ U1;U2; : : : ;Uk;(4) ­¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à ¨§ U1 + U2 + : : : + Uk ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥­â®¢ ¨§ U1;U2; : : : ;Uk.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ (1) á«¥¤ã¥â (2). �ãáâìei1; ei2; : : : ; eidi | ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Ui ¯à¨ ¢á¥å i = 1; : : : ; k.�®£¤  ãá«®¢¨¥ (1) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥hei1; ei2; : : : ; eidii \ hej1; ej2; : : : ; ejdj j 1 � j � k; j 6= ii = fog: (3.7)�§ ¯®á«¥¤­¥£® ãá«®¢¨ï «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢e11; e12; : : : ; e1d1 ; : : : ; ek1; ek2; : : : ; ekdk ; (3.8)¯®«ãç¥­­ ï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¡ §¨á®¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢U1;U2; : : : ;Uk ,«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . � ª¦¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ®á¨áâ¥¬  (3.8) ¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U1 + U2 + : : : + Uk.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ U1+U2+ : : :+Uk, ®âªã¤ ¯àï¬® á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ (2).�®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ (2) á«¥¤ã¥â (1). � áá¬®âà¨¬ á­®¢  ¡ §¨áë¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U1;U2; : : : ;Uk, ¨ ¢®§ì¬¥¬ ¨å ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ (3.8).�­® ¯®à®¦¤ ¥â U1+U2+ : : :+Uk,   â ª ª ª ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ­¥¬



x 3.4. �¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï 131à ¢­® dim(U1 +U2 + : : :+Uk), ®­® ¡ã¤¥â ¨ ¡ §¨á®¬ áã¬¬ë. �§«¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (3.8) «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï ãá«®¢¨¥(3.7),   ¨§ ¯®á«¥¤­¥£® á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ (1).�®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¯«¨ª æ¨© (1)) (3)) (4) ) (1) ¯à®¢®¤¨â-áï  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬¯«¨ª æ¨© ¢¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.3.4. 2x 3.4. �¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï� ª ¨ à ­¥¥, ¢á¥ à áá¬®âà¥­¨ï íâ®£® ¯ à £à ä  ¯à®¨§¢®¤ïâáï ¢ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ­ ¤ ¯®«¥¬ F.3.4.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï�ãáâì a | ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ¢¥ªâ®à ¨ U | ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ «¨-­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . �¨­¥©­ë¬¬­®£®®¡à §¨¥¬ á ¢¥ªâ®à®¬ á¤¢¨£  a ¨ ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢®¬ U ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢fx 2 V j x = a+ u ¤«ï ­¥ª®â®à®£® u 2 Ug:�ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¥£® ç¥à¥§ a + U . � §¬¥à­®áâìî «¨­¥©­®£®¬­®£®®¡à §¨ï ­ §ë¢ ¥âáï à §¬¥à­®áâì ¥£® ­ ¯à ¢«ïîé¥£® ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢ . � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ­ ¯à ¢«ïîé¥¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®­ã«¥¢®¥, â® «¨­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® ¢¥ªâ®à  ¨¥£® ­ §ë¢ îâ â®çª®©. �¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï à §¬¥à­®áâ¨ 1­ §ë¢ îâáï ¯àï¬ë¬¨,   à §¬¥à­®áâ¨ 2 | ¯«®áª®áâï¬¨. � «¨-­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®¡ëç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï| ¯àï¬ë¥ ¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ à ¤¨ãá{¢¥ªâ®à®¢ â®ç¥ª­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ¤«ï ¢á¥å ¯àï¬ëå ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �­ «®£¨ç-­ë¬ ®¡à §®¬ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¨ «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï| ¯«®áª®áâ¨ ¢ íâ®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª îâ ª ª ¬­®¦¥-áâ¢  ¢á¥å à¥è¥­¨© á®¢¬¥áâ­ëå á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (á¬.¯. 3.5.4).



132 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.4.1. �ãáâìK = a+U ,L = b+W | «¨­¥©­ë¥¬­®£®®¡à §¨ï. �®£¤ 1) «î¡®© ¢¥ªâ®à ¨§ K ¬®¦¥â ¡ëâì ¢§ïâ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à á¤¢¨£  ¤«ï K ;2)K � L , U �W ¨ a� b 2W ;3)K = L , U =W ¨ a� b 2W .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1) ¢®§ì¬¥¬¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à d 2 K ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® K = d + U . � ªª ª d 2 K , ¨¬¥¥¬ d = a + u ¤«ï ­¥ª®â®à®£® u 2 U . �á­®, çâ®d +U �K . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â­®£® ¢ª«îç¥­¨ï ¢®§ì¬¥¬¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â a + v ¨§ K (§¤¥áì v 2 U). �®£¤  ¨¬¥¥¬a+v = a+u+(�u+v) = d+(v�u), ¨ â ª ª ª v�u 2 U , ¨¬¥¥¬a+ v 2 d+U , ®âªã¤  K � d+U , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ã¡¥¤¨¬áï ¢ á¯à ¢¥¤«¨-¢®áâ¨ ¤¢ãå ¨¬¯«¨ª æ¨©, ª ª®â®àë¬ á¢®¤¨âáï âà¥¡ã¥¬ ï íª¢¨¢ -«¥­â­®áâì. �ãáâì K � L. � ª ª ª a 2 L, á®£« á­® ¤®ª § ­­®-¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1) ¨¬¥¥¬ L = a +W . �ãáâì u 2 U . �®£¤ a + u 2 K, ¨ ¯®â®¬ã a + u 2 L. � ª¨¬ ®¡à §®¬, a+ u = a +w¤«ï ­¥ª®â®à®£® w 2W , ®âªã¤  u = w ¨ u 2W . �ë ¤®ª § «¨,çâ® U � W . � ª ª ª b 2 L, ¨¬¥¥¬ b = a + w ¤«ï ­¥ª®â®à®£®w 2 W . �ë ¢¨¤¨¬, çâ® a � b = �w 2 W . �¬¯«¨ª æ¨ï \)"¤®ª § ­ . �®ª ¦¥¬ ®¡à â­ãî ¨¬¯«¨ª æ¨î. �ãáâì U � W ¨a � b 2W . �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â a+ u 2K . �¬¥¥¬a+u = b+(a�b)+u. � ª ª ª a�b 2W ¨ u 2W , § ª«îç ¥¬,çâ® a 2 b+W = L, ®âªã¤  K � L.�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ 2). 23.4.2. �¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¨ ª®¬¯®§¨â�ãáâìK = a+U , L = b+W | «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï. �¥à¥§K \L ®¡®§­ ç¨¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ ¢¥ªâ®à®¢K ¨ L.



x 3.4. �¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï 133�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.4.2. �¥à¥á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨©K == a+U , L = b+W «¨¡® ¯ãáâ®, «¨¡® ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¬­®-£®®¡à §¨¥¬ á ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ U \W , ¯à¨ç¥¬K \L 6= ; â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a� b 2 U +W .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® K \L 6= ;. �®§ì¬¥¬ í«¥-¬¥­â d 2 K \ L. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.4.1¨¬¥¥¬ K = d + U ¨ L = d +W . �ãáâì x 2 K \ L. �®£¤ x = d + u ¨ x = d + w ¤«ï ­¥ª®â®àëå u 2 U , w 2 W . �á-­®, çâ® u = w 2 U \W . � ª¨¬ ®¡à §®¬, x 2 d + (U \W ),®âªã¤  K \L � d + (U \W ). � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ¯à¥¤«®-¦¥­¨ï 3.4.1 ¨¬¥¥¬ d+(U \W ) �K ¨ d+(U \W ) � L, ®âªã¤ d + (U \W ) � K \L. �â ª, d + (U \W ) = K \L, ¨ ¯¥à¢®¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¤®ª § ­®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á­ ç «  ¯à¥¤¯®«®-¦¨¬, çâ® K \ L 6= ;. �®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®àëå u 2 U , w 2 W¨¬¥¥¬ a+ u = b+w. �§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ¢ë¢®¤¨¬ a� b == �u +w 2 U +W . �¡à â­®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® a� b = u+w¤«ï ­¥ª®â®àëå u 2 U , w 2W . �®£¤  a� u = b +w, ¨ í«¥¬¥­âd = a� u ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K \L, çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�­ «®£¨ç­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.4.2 ¬®¦­® ¤®ª § âì, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥-­¨¥ «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨© «¨¡® ¯ãáâ®, «¨-¡® ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬. � ª ª ª á ¬® «¨­¥©­®¥¯à®áâà ­áâ¢® V ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, ¤«ï «î¡®£®á¥¬¥©áâ¢  «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨© áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥ «¨-­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, ¢ª«îç îé¥¥ ¢ á¥¡ï ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¤ ­-­®£® á¥¬¥©áâ¢ , | íâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨©,¢ª«îç îé¨å ¢ á¥¡ï ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¤ ­­®£® á¥¬¥©áâ¢ . �ª -§ ­­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨â®¬ ¤ ­­®£® á¥¬¥©áâ¢ ¬­®£®®¡à §¨© ¨ ¤«ï ¤¢ãå ¬­®£®®¡à §¨© K ¨ L ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥-à¥§ hhK;Lii.



134 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.4.3. �«ï «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨©K = a+U ,L = b+W ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®hhK ;Lii = a+ (ha� bi+U +W ):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬M = a + (ha� bi +U +W ) ¨ ¤®-ª ¦¥¬, çâ®M ¥áâì ­ ¨¬¥­ìè¥¥ «¨­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á®¤¥à-¦ é¥¥ K ¨ L. �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.4.1 á«¥¤ã¥â,çâ® K � M ¨ L � M . �ãáâì N = c + S | ¯à®¨§¢®«ì­®¥«¨­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á®¤¥à¦ é¥¥K ¨ L. �®£« á­® ã¯®¬ï­ã-â®¬ã â®«ìª® çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î ¨¬¥¥¬ U � S, a� c 2 S,W � S,b � c 2 S. � ª ª ª a � c 2 S ¨ b � c 2 S, § ª«îç ¥¬, çâ®a�b = (a�c)�(b�c) 2 S. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ha� bi+U+W � S.�®áª®«ìªã a�c 2 S, ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.4.1 ¨¬¥-¥¬M �N , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï K = a +U ¨ L =b +W ¯ à ««¥«ì­ë, ¥á«¨ K \ L = ; ¨ U � W ¨«¨ W � U .�®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.4.2 «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ïK = a+U¨ L = b +W ¯ à ««¥«ì­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a � b 62U +W ¨ U +W = U ¨«¨ U +W =W .3.4.3. �§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥�ãáâìK = a+U ,L = b+W | «¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¢ «¨­¥©-­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �å ¢§ ¨¬­®¥ à á¯®«®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáïà §¬¥à­®áâìî dim(U \W ) ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ­ ¯à ¢«ïîé¨å ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢ ¨ ¢ë¯®«­¥­¨¥¬ ãá«®¢¨ïK\L = ;. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï3.4.2 ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ à ¢­®á¨«ì­® ãá«®¢¨î a � b 62 U +W .�á«¨ minfdimU ; dimW g = m, â® ¨¬¥¥âáï 2m+ 2 à §«¨ç­ëå á«ã-ç ¥¢ ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨© K ¨ L.�â¨ á«ãç ¨ ¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¢®§¬®¦­®áâï¬¨ dim(U \W ) = k,K \L = ; ¨ dim(U \W ) = k,K \L 6= ; ¯à¨ ¢á¥å k = 0; 1; : : : ; m.� áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨ ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¤¢ãå¯àï¬ëå K = a+ hci ¨ L = b+ hdi.



x 3.4. �¨­¥©­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï 1351. hci \ hdi = fog, a� b 62 hc;di. � íâ®¬ á«ãç ¥ hhK ;Lii == a + ha� b ; c;di ¨ dimhhK ;Lii = 3. �àï¬ë¥ \áªà¥é¨¢ îâáï";â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 3.2. hci \ hdi = fog, a� b 2 hc;di. � íâ®¬ á«ãç ¥ hhK ;Lii == a + hc;di ¨ dimhhK ;Lii = 2. �àï¬ë¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥;â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 2.3. dim(hci \ hdi) = 1, â.¥. hci = hdi ¨ a � b 62 hc;di = hci. �íâ®¬ á«ãç ¥ hhK;Lii = a + ha� b ; ci ¨ dimhhK ;Lii = 2. �àï¬ë¥¯ à ««¥«ì­ë; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 2.4. dim(hci \ hdi) = 1, â.¥. hci = hdi ¨ a�b 2 hc;di = hci. � íâ®¬á«ãç ¥ hhK;Lii = a + hci = K = L ¨ dimhhK;Lii = 1. �àï¬ë¥á®¢¯ ¤ îâ; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 1.� áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨ ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¯àï-¬®© K = a+ hci ¨ ¯«®áª®áâ¨ L = b+ hd1;d2i.1. hci \ hd1;d2i = fog, a � b 62 hc;d1;d2i. � íâ®¬ á«ãç ¥hhK ;Lii = a + ha� b ; c;d1;d2i ¨ dimhhK;Lii = 4. �«®áª®áâì ¨¯àï¬ ï \áªà¥é¨¢ îâáï"; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨dimV � 4.2. hci \ hd1;d2i = fog, a � b 2 hc;d1;d2i. � íâ®¬ á«ãç ¥hhK ;Lii = a + hc;d1;d2i ¨ dimhhK;Lii = 3. �«®áª®áâì ¨ ¯àï-¬ ï ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨dimV � 3.3. dim(hci \ hd1;d2i) = 1, â.¥. c 2 hd1;d2i ¨ a � b 62 hc;d1;d2i.� íâ®¬ á«ãç ¥ hhK;Lii = a + ha� b ;d1;d2i ¨ dimhhK ;Lii = 3.�«®áª®áâì ¨ ¯àï¬ ï ¯ à ««¥«ì­ë; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ãá«®¢¨¨ dimV � 3.4. dim(hci \ hd1;d2i) = 1, â.¥. c 2 hd1;d2i ¨ a�b 2 hc;d1;d2i. �íâ®¬ á«ãç ¥ hhK ;Lii = a+ hd1;d2i ¨ dimhhK;Lii = 2. �àï¬ ï «¥-¦¨â ¢ ¯«®áª®áâ¨; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV �2.� áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨ ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¤¢ãå¯«®áª®áâ¥©K = a+ hc1; c2i ¨ L = b+ hd1;d2i.1. hci \ hd1;d2i = fog, a � b 62 hc1; c2;d1;d2i. � íâ®¬ á«ãç ¥hhK ;Lii = a+ ha� b ; c1; c2;d1;d2i ¨ dimhhK ;Lii = 5. �«®áª®áâ¨



136 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ \áªà¥é¨¢ îâáï"; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 5.2. hci \ hd1;d2i = fog, a � b 2 hc1; c2;d1;d2i. � íâ®¬ á«ãç ¥hhK ;Lii = a + hc1; c2;d1;d2i ¨ dimhhK;Lii = 4. �«®áª®áâ¨ ¯¥-à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨dimV � 4.3. dim(hc1; c2i \ hd1;d2i) = 1 ¨ a � b 62 hc1; c2;d1;d2i. � íâ®¬á«ãç ¥ hhK ;Lii=a+ha� b ; c1; c2;d1;d2i, ®¤­ ª® dimhhK;Lii=4.�«®áª®áâ¨ ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª ¨ ­¥ ¯ à ««¥«ì­ë, ­® áãé¥-áâ¢ã¥â ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì­ ï ª ¦¤®© ¨§ ­¨å (¢ íâ®¬ ®â«¨ç¨¥®â á«ãç ï 1); à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨dimV � 4.4. dim(hc1; c2i \ hd1;d2i) = 1 ¨ a � b 2 hc1; c2;d1;d2i. � íâ®¬á«ãç ¥ hhK ;Lii = a + hc1; c2;d1;d2i, ®¤­ ª® dimhhK;Lii = 3.�«®áª®áâ¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ¯àï¬®©; â ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ãá«®¢¨¨ dimV � 3.5. dim(hc1; c2i \ hd1;d2i) = 2, â.¥. hc1; c2i = hd1;d2i ¨a� b 62 hc1; c2;d1;d2i = hc1; c2i. � íâ®¬ á«ãç ¥ hhK ;Lii = a++ha� b ; c1; c2i ¨ dimhhK;Lii = 2. �«®áª®áâ¨ ¯ à ««¥«ì­ë; â -ª®© á«ãç © ¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 3.6. dim(hc1; c2i \ hd1;d2i) = 2, â.¥. hc1; c2i = hd1;d2i ¨ a� b 22 hc1; c2;d1;d2i = hc1; c2i. � íâ®¬ á«ãç ¥ hhK;Lii = a+ hc1; c2i ==K = L ¨ dimhhK;Lii = 2. �«®áª®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ; â ª®© á«ãç ©¢®§¬®¦¥­ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ dimV � 2.� âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢, ¨§ãç ¢è¥¬áï ¢ £« ¢¥ 2,¬®£ãâ à¥ «¨§®¢ âìáï ¢á¥ á«ãç ¨ ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¤¢ãå¯àï¬ëå, á«ãç ¨ 2{4 ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¯àï¬®© ¨ ¯«®áª®-áâ¨ ¨ á«ãç ¨ 4{6 ¢§ ¨¬­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï ¤¢ãå ¯«®áª®áâ¥©.x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©�¤¥áì à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¡é ï â¥®à¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå  «£¥¡à -¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©.



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 1373.5.1. �à¨â¥à¨© á®¢¬¥áâ­®áâ¨� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ¬ âà¨ç­®© § ¯¨á¨Ax = b; (3.9)£¤¥A| ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ m�n; x| áâ®«¡¥æ ¨§ n ­¥¨§¢¥áâ­ëå;b | áâ®«¡¥æ á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  A ­ -§ë¢ ¥âáï ®á­®¢­®© ¬ âà¨æ¥©,   ¬ âà¨æ  (A j b) | à áè¨à¥­­®©¬ âà¨æ¥© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.�¥®à¥¬  3.5.1. �¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ï¢«ï¥âáï á®¢¬¥áâ-­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ­£ ¥¥ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë á®¢¯ -¤ ¥â á à ­£®¬ à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (3.9).�¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ®­  á®¢¬¥áâ­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ áâ®«¡¥æ b «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ áâ®«¡æë ¬ âà¨æë A. �®-á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ® ¬ ªá¨¬ «ì­ ï «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë ¬®¦¥â¡ëâì ¢ë¡à ­  áà¥¤¨ áâ®«¡æ®¢ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë. � áá¬ âà¨¢ ïáâ®«¡æ®¢ë© à ­£ ¬ âà¨æ, § ª«îç ¥¬, çâ® íâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áâ®«¡æ®¢ë© à ­£ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë à ¢¥­áâ®«¡æ®¢®¬ã à ­£ã à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë. 2�§ â¥®à¥¬ë 1.2.5 ¨ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáïâ ª®¥�«¥¤áâ¢¨¥ 3.5.1. �á«¨ £« ¢­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ªà ¬¥à®¢áª®© á¨-áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© à ¢¥­ ­ã«î,   ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­¨§ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯à¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï, â® íâ  á¨-áâ¥¬  ­¥á®¢¬¥áâ­ .� ­£®¬ á®¢¬¥áâ­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáïà ­£ ¥¥ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë (á®¢¯ ¤ îé¨© ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.5.1 áà ­£®¬ à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë).



138 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 3.5.2. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨©� áá¬®âà¨¬ á®¢¬¥áâ­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ¢¨¤¥(3.9). �®§ì¬¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥-¬ã áâà®ª à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë íâ®© á¨áâ¥¬ë. �¥§ ®£à ­¨ç¥-­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ®­  á®áâ®¨â ¨§ ¯¥à¢ëår áâà®ª. �áâ «ì­ë¥ áâà®ª¨ ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï-¬¨ ¢ë¡à ­­ëå áâà®ª. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© à ¢­®á¨«ì­  á¨áâ¥¬¥ ¨§ ¯¥à¢ëå r ãà ¢­¥-­¨©. �ë¡¥à¥¬ ¢ ¯¥à¢ëå r áâà®ª å ¬ âà¨æë A ­¥­ã«¥¢®© ¬¨­®à.�à¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ¢ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥, ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï®¡é­®áâ¨ ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® íâ®â ¬¨­®à á®áâ®¨â ¨§ ¯¥à¢ëår áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A. �¥à¥­®áï ®áâ «ì­ë¥ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¢ ¯¥à-¢ëå r ãà ¢­¥­¨ïå ¢ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ¨ ¨á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 1.2.5, ¯®-«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå x1; : : : ; xr ç¥à¥§ xr+1; : : : ; xn.�â¨ ¢ëà ¦¥­¨ï ®¡à §ãîâ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ®¡« ¤ -îéãî á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:1) ®­  à ¢­®á¨«ì­  ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬¥ (3.9);2) ç¨á«® ãà ¢­¥­¨© à ¢­® à ­£ã á¨áâ¥¬ë;3) ª ¦¤®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¤ ¥â ¢ëà ¦¥­¨¥ ®¤­®© ­¥¨§¢¥áâ­®© ç¥-à¥§ ¤àã£¨¥;4) ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¨§ «¥¢ëå ç áâ¥© ­¥ ¢áâà¥ç îâáï ¢ ¯à ¢®© ç -áâ¨ ­¨ ®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï.� ¯®¬­¨¬, çâ® ®¡é¨¬ à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¥¥ ç áâ­ëå à¥è¥­¨©. �î¡ ï á¨áâ¥-¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨ 1){4), â ª¦¥­ §ë¢ ¥âáï ®¡é¨¬ à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (3.9),¯®áª®«ìªã ¨§ ­¥¥ «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ | ¬­®¦¥áâ¢®¢á¥å ç áâ­ëå à¥è¥­¨©. �¥¨§¢¥áâ­ë¥, áâ®ïé¨¥ ¢ «¥¢ëå ç áâïåà ¢¥­áâ¢, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì § ¢¨á¨¬ë¬¨,   ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¢ ¯à ¢ëåç áâïå | á¢®¡®¤­ë¬¨. �¢®¡®¤­ë¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë¬ ¬®¦­® ¯à¨¤ -¢ âì «î¡ë¥ §­ ç¥­¨ï,   §­ ç¥­¨ï § ¢¨á¨¬ëå ­¥¨§¢¥áâ­ëå ®¯à¥-¤¥«ïîâáï ¨§ ®¡é¥£® à¥è¥­¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 139«î¡®¥ à¥è¥­¨¥ á®¢¬¥áâ­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.�§ áª § ­­®£® á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë 1.2.5 «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï á«¥-¤ãîé¥¥�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.5.1. �á«¨ £« ¢­ë© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¨ ¢á¥ ®¯à¥¤¥-«¨â¥«¨ ¯à¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ªà ¬¥à®¢áª®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© à ¢­ë ­ã«î,   à ­£ ¥¥ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë ­  ¥¤¨­¨æã ¬¥­ì-è¥ ç¨á«  ­¥¨§¢¥áâ­ëå, â® íâ  á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£®à¥è¥­¨©.�á«¨ à ­£ ®á­®¢­®© ¬ âà¨æë ªà ¬¥à®¢áª®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© ¬¥­ìè¥ ç¨á«  ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ¥¤¨­¨æã,â® ¢á¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ íâ®© á¨áâ¥¬ë à ¢­ë ­ã«î,   á ¬  á¨áâ¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ª ª ­¥á®¢¬¥áâ­®©, â ª ¨ ­¥®¯à¥¤¥«¥­­®©.�«ï ®âëáª ­¨ï ®¡é¥£® à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨© ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­ , ª®â®àë© ª ªà § ¤«ï íâ®£® ¨ ¯à¥¤­ §­ ç¥­; ä ªâ¨ç¥áª¨ ®­ ¯à¨¢®¤¨â «¨¡® ª®âëáª ­¨î ®¡é¥£® à¥è¥­¨ï, «¨¡® ª ª®­áâ â æ¨¨ ä ªâ , çâ® à ­£®á­®¢­®© ¬ âà¨æë ¬¥­ìè¥ à ­£  à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë (á¬. ¯.0.3.3).3.5.3. �¤­®à®¤­ë¥ á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï ®¤­®à®¤­®©, ¥á«¨ ¢®¢á¥å ãà ¢­¥­¨ïå á¢®¡®¤­ë¥ ç«¥­ë à ¢­ë ­ã«î. �¤­®à®¤­ãî á¨-áâ¥¬ã ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥Ax = o; (3.10)£¤¥A| ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ m�n; x| áâ®«¡¥æ ¨§ n ­¥¨§¢¥áâ­ëå;o | ­ã«¥¢®© áâ®«¡¥æ. �¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  ¢á¥£¤  á®¢¬¥áâ­ .�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.5.2. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (3.10) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬à §¬¥à­®áâ¨ n�r, £¤¥ n| ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå, r| à ­£ á¨áâ¥¬ë.



140 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �®ª § â¥«ìáâ¢®. �®â ä ªâ, çâ® ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®à®¤­®© á¨-áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢®¬, ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î: ç¨â â¥«î¯à¥¤« £ ¥âáï ¢ëç¨á«¨âì, çâ® áã¬¬  ¤¢ãå à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ë (3.10)ï¢«ï¥âáï ¥¥ à¥è¥­¨¥¬ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ «î¡®£® à¥è¥­¨ï ­  «î¡®¥ç¨á«® â ª¦¥ ¡ã¤¥â à¥è¥­¨¥¬. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï® à §¬¥à­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  à¥è¥­¨© § ¯¨è¥¬ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ á¨-áâ¥¬ë (3.10) ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ (§¤¥áì d = n� r):x1 = 
11xr+1 + : : :+ 
1dxn;x2 = 
21xr+1 + : : :+ 
2dxn;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xr = 
r1xr+1 + : : :+ 
rdxn:�®£¤  ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ (x1; : : : ; xn) á¨áâ¥¬ë (3.10) ¬®¦­®¯à¥¤áâ ¢¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(x1; : : : ; xn) = xr+1(
11; 
21; : : : ; 
r1; 1; 0; : : : ; 0) + : : :++xn(
1d; 
2d; : : : ; 
rd; 0; 0; : : : ; 1):�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨-­ æ¨¥© áâà®ª(
11; 
21; : : : ; 
r1; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; (
1d; 
2d; : : : ; 
rd; 0; 0; : : : ; 1):(3.11)� ¦¤ ï ¨§ íâ¨å áâà®ª ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨¤ ­¨¥¬ ®¤­®© ¨§ á¢®¡®¤-­ëå ­¥¨§¢¥áâ­ëå §­ ç¥­¨ï 1,   ®áâ «ì­ë¬ | ­ã«¥¢ëå §­ ç¥­¨©¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ §­ ç¥­¨© á¢ï§ ­­ëå ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¨§ ®¡é¥£® à¥-è¥­¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  áâà®ª (3.11) á®áâ®¨â ¨§ à¥è¥­¨©®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë ¨ ï¢«ï¥âáï ¯®à®¦¤ îé¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯à®-áâà ­áâ¢  à¥è¥­¨©. �â  á¨áâ¥¬  ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà ­áâ¢ à¥è¥­¨©. �¨á«® à¥è¥­¨© ¢ ­¥© à ¢­® n� r. 2



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 141�î¡®© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  à¥è¥­¨© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ ¥âáï ¥¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á¨áâ¥¬®© à¥è¥-­¨©. �§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.5.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ ï äã­¤ ¬¥­â «ì-­ ï á¨áâ¥¬  à¥è¥­¨© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©á®¤¥à¦¨â â®ç­® n� r à¥è¥­¨©, £¤¥ n | ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå, r |à ­£ ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.5.3. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U ¯à®áâà ­áâ¢  áâ®«¡æ®¢ Fn áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© á n ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ F, ¤«ï ª®â®à®©U ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à¥è¥­¨©.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ U | ­ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, â® ¢ ª -ç¥áâ¢¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© ¬®¦­® ¢§ïâì á¨áâ¥¬ã x1 = 0, : : :,xn = 0. �á«¨ U = Fn, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© ¬®¦-­® ¢§ïâì á¨áâ¥¬ã 0x1 + : : :+ 0xn = 0.�ãáâì U 6= fog ¨ U 6= Fn. � ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á U ,áª ¦¥¬, a1, : : :, ak. �®£¤  dimU = k ¨ 1 � k < n. �¡®§­ ç¨¬ç¥à¥§ B ¬ âà¨æã, á®áâ ¢«¥­­ãî ¨§ áâà®ª a>1 , : : :, a>k . � áá¬®âà¨¬®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ¬ âà¨ç­®© ä®à¬¥By = o. �ãáâì A | ¬ âà¨æ , ®¡à §®¢ ­­ ï áâà®ª ¬¨ ­¥ª®â®-à®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© á¨áâ¥¬ë à¥è¥­¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©. �®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  Ax = o ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®©.�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ W ¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® à¥è¥­¨©. �® ¯®áâà®¥­¨î¯®á«¥¤­¥© á¨áâ¥¬ë áâ®«¡æë a1, : : :, ak ï¢«ïîâáï ¥¥ à¥è¥­¨ï-¬¨. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, U � W . �¡¥¤¨¬áï, çâ® dimU = dimW .�¬¥¥¬ dimW = n � r(A). � ª ª ª áâà®ª¨ ¬ âà¨æë A «¨­¥©-­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë (®­¨ ®¡à §ãîâ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥-­¨© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© By = o) ¨ áâà®ª¨¬ âà¨æë B «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë (®­¨ ¯®«ãç îâáï âà ­á¯®­¨à®-¢ ­¨¥¬ áâ®«¡æ®¢, ®¡à §ãîé¨å ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U), ¨¬¥¥¬r(A) = n� r(B) = n�k, ®âªã¤  dimW = k. �â ª, dimU = dimW .�®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.3.3 U =W , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì.2



142 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �à¨¬¥à. � ©â¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨© ®¤­®à®¤-­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©:8>>><>>>: 2x1 + 5x2 � 8x3 + 8x4 + 7x5 = 0;4x1 + 3x2 � 9x3 + 9x4 + 7x5 = 0;2x1 + 3x2 � 5x3 + 7x4 + 7x5 = 0;x1 + 8x2 � 7x3 + 12x4 + 14x5 = 0:�¥è¥­¨¥. �ë¯¨è¥¬ ¬ âà¨æã íâ®© á¨áâ¥¬ë1 ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ íâã¬ âà¨æã ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã.0BBB@ 2 5 �8 8 74 3 �9 9 72 3 �5 7 71 8 �7 12 14 1CCCA � 0BBB@ 1 8 �7 12 142 3 �5 7 70 2 �3 1 00 �3 1 �5 �7 1CCCA �� 0BBB@ 1 8 �7 12 140 �13 9 �17 �210 2 �3 1 00 �3 1 �5 �7 1CCCA �� 0BBB@ 1 8 �7 12 140 �1 �2 �4 �70 �13 9 �17 �210 2 �3 1 0 1CCCA � 0BBB@ 1 8 �7 12 140 �1 �2 �4 �70 0 35 35 700 0 �7 �7 �14 1CCCA �� 0BBB@ 1 8 �7 12 140 �1 �2 �4 �70 0 1 1 20 0 0 0 0 1CCCA � 0BBB@ 1 8 0 19 280 �1 0 �2 �30 0 1 1 20 0 0 0 0 1CCCA �� 0BBB@ 1 0 0 3 40 1 0 2 30 0 1 1 20 0 0 0 0 1CCCA :1� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ®¤­®à®¤­ëå á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©áâ®«¡¥æ á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢ ¢á¥£¤  ®áâ ¥âáï ­ã«¥¢ë¬ ¨ ¢ë¯¨áë¢ âì ¥£® ­¥â­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨.



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 143�® ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥ § ¯¨áë¢ ¥¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©,¥¥ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨©:8><>: x1 + 3x4 + 4x5 = 0;x2 + 2x4 + 3x5 = 0;x3 + x4 + 2x5 = 0: 8><>: x1 = �3x4 � 4x5;x2 = �2x4 � 3x5;x3 = �x4 � 2x5;264 x1 x2 x3 x4 x5�3 �2 �1 1 0�4 �3 �2 0 1 375 :�ã­¤ ¬¥­â «ì­ ï á¨áâ¥¬  à¥è¥­¨© ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨¤ ­¨¥¬á¢®¡®¤­ë¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë¬ | x4 ¨ x5 | §­ ç¥­¨© á­ ç «  1; 0 ¨§ â¥¬ 0; 1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.3.5.4. �­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á®¢¬¥áâ­®© á¨áâ¥¬ë «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©�ãáâì Ax = b | ¯à®¨§¢®«ì­ ï á®¢¬¥áâ­ ï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©. � áá¬®âà¨¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨© Ay = o; ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â¨áå®¤­®© ­¥®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬¥. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ X ®¡é¥¥ à¥-è¥­¨¥ ­¥®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë,   ç¥à¥§ Y | ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®-à®¤­®© á¨áâ¥¬ë. � ä¨ªá¨àã¥¬ â ª¦¥ ®¤­® à¥è¥­¨¥ z ­¥®¤­®à®¤-­®© á¨áâ¥¬ë. �®£¤ X = z+Y , â.¥.X ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¬­®-£®®¡à §¨¥¬ á ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ Y | ¯à®áâà ­-áâ¢®¬ à¥è¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨¢¥ªâ®à®¬ á¤¢¨£  z | ç áâ­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë. �á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ y 2 Y , â® A(z + y) = Az +Ay = b + o = b,â.¥. z + y 2 X. �¡à â­®, ¥á«¨ x 2 X , â® Ax = b, ¨ ¯®áª®«ìªãAz = b, ¨¬¥¥¬ Ax�Az = o, ®âªã¤  A(x�z) = o, â.¥. x�z 2 Y¨ x 2 z + Y .�à¨¬¥à. � ©â¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ à¥è¥­¨© ­¥®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, à áá¬®âà¥­­®© ¢ ¯à¨¬¥à¥ 1 ¯. 0.3.2.�¥è¥­¨¥. �¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥â ¢¨¤



144 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ( x3 = 1� 3x1 � 4x2;x4 = 1:� áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ (¯®«ãç ¥¬®¥ ¯à¨ x1 = x2 = 0)|z = (1; 0; 0; 1).�¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë ¬®¦¥â ¡ëâì¯®«ãç¥­® â ª: ¢ ¢ëª« ¤ª å à¥è¥­¨ï ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë § ¬¥­ï-¥¬ xi ­  yi ¨ ®â¡à áë¢ ¥¬ áâ®«¡¥æ á¢®¡®¤­ëå ç«¥­®¢ (¯®áª®«ìªã¢ ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬¥ ®­ ­ã«¥¢®©). �®£¤  ¯à¨å®¤¨¬ ª ®¡é¥¬ãà¥è¥­¨î( y3 = �3y1 � 4y2;y4 = 0;¨§ ª®â®à®£® ­ å®¤¨¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨© f1 == (1; 0;�3; 0) ¨ f2 = (0; 1;�4; 0). �¨­¥©­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥åà¥è¥­¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ­¥®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥â ¢¨¤ z ++hf1; f2i. �à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¨§ íâ®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¨¬¥¥â¢¨¤ z + �1f1 + �2f2, £¤¥ �1; �2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ç¨á« . �á«¨à á¯¨á âì ¥£® ¯® ª®®à¤¨­ â ¬, â® ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ®¡é¥¬ã à¥è¥­¨î­¥®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë, § ¯¨á ­­®¬ã ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:8>>><>>>: x1 = �1;x2 = �2;x3 = 1� 3�1 � 4�2;x4 = 1:3.5.5. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç ® «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢ å1. � ©â¨ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ¤«ï ª®â®à®© ¯à®-áâà ­áâ¢® à¥è¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ U ,¯®à®¦¤¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬¨ (1; 0; 0; 1) ¨ (1;�1; 1;�1).�¥è¥­¨¥. �à®¨§¢®«ì­®¥ ®¤­®à®¤­®¥ «¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥­¨¥, ¤«ïª®â®à®£® ¤ ­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨, ¨¬¥¥â ¢¨¤ �1x1++�2x2 + �3x3 + �4x4 = 0. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® x1; x2; x3; x4 ª®¬-¯®­¥­âë ¤ ­­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ¯®«ãç ¥¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©-



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 145­ëå ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® �1; �2; �3; �4:( �1 + �4 = 0;�1 � �2 + �3 � �4 = 0:� å®¤¨¬ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥-­¨©:( �1 = ��4;�2 = �3 � 2�4; 264 �1 �2 �3 �40 1 1 0�1 �2 0 1 375 :� áá¬®âà¨¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© á ­ ©-¤¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨:( x2 + x3 = 0;�x1 � 2x2 + x4 = 0: (3.12)�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.5.3 á«¥¤ã¥â, çâ® U ï¢«ï¥âáï¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ à¥è¥­¨©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, âà¥¡ã¥¬ ï á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© ¯®áâà®¥­ .2. � ©â¨ ¡ §¨áë ¨ à §¬¥à­®áâ¨ áã¬¬ë ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï «¨-­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ U = hu1;u2;u3i ¨ W = hw1;w2i, ¥á«¨u1 = (1; 2; 1; 2), u2 = (2; 1; 2; 1), u3 = (1; 1; 1; 2) ¨ w1 = (1; 0; 2; 0),w2 = (1; 2; 1; 3).�¥è¥­¨¥. � ª ª ª U +W = hu1;u2;u3;w1;w2i á®£« á­®áª § ­­®¬ã ¢ ¯. 3.3.2, çâ®¡ë ­ ©â¨ ¡ §¨á U +W , ¤®áâ â®ç­®¢ë¤¥«¨âì ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨-áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ u1;u2;u3;w1;w2. �«ï íâ®£® ¯à¨¬¥­¨¬  «£®-à¨â¬, ®¯¨á ­­ë© ¢ ¯. 3.2.1. �ë¯¨è¥¬ ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à®¢u1;u2;u3;w1;w2 ¢ áâ®«¡æë ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯®«ãç¥­­ãî ¬ âà¨æã ªáâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã.0BBB@ 1 2 12 1 11 2 12 1 2 ��������� 1 10 22 10 3 1CCCA � 0BBB@ 1 2 11 �1 00 0 00 0 1 ��������� 1 1�1 11 00 1 1CCCA �



146 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ � 0BBB@ 1 �1 00 3 10 0 10 0 0 ��������� �1 12 00 11 0 1CCCA � 0BBB@ 1 �1 00 3 00 0 10 0 0 ��������� 0 10 �10 11 0 1CCCA �� 0BBB@ 1 0 00 1 00 0 10 0 0 ��������� 0 230 �130 11 0 1CCCA :�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢¥ªâ®àë u1;u2;u3;w1 ®¡à §ãîâ ¡ §¨á «¨­¥©­®-£® ¯à®áâà ­áâ¢  U +W ,   w2 = 23u1 � 13u2 + u3. �à®¬¥ â®£®,¢¥ªâ®àë u1;u2;u3 ®¡à §ãîâ ¡ §¨á U , â ª ª ª ®­¨ «¨­¥©­® ­¥-§ ¢¨á¨¬ë. �¨­¥©­ ï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì w1;w2 «¥£ª® ãá¬ âà¨¢ ¥âáï­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®. � ª¨¬ ®¡à §®¬,dim(U \W ) = dimU + dimW � dim(U +W ) = 1;¨ ¡ §¨á U \W á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® ¢¥ªâ®à . � ª ç¥áâ¢¥ â ª®-£® ¢¥ªâ®à  ¬®¦­® ¢§ïâì, ­ ¯à¨¬¥à, w2, ¯®áª®«ìªã íâ®â ¢¥ªâ®à¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¨ W , ¨ U ¢ á¨«ã ®â¬¥ç¥­­®£® ¢ëè¥ à ¢¥­áâ¢ ,¤ îé¥£® ¥£® à §«®¦¥­¨¥ ¯® ¢¥ªâ®à ¬ u1;u2;u3.3.5.6. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç ® «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨-ïå1. � ©â¨ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ¤«ï ª®â®à®© ¬­®£®-®¡à §¨¥ à¥è¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ¤ ­­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬L = a + U , £¤¥ a = (4; 3; 2; 3); U = hu1;u2i; u1 = (1; 0; 0; 1);u2 = (1;�1; 1;�1).�¥è¥­¨¥. �­ ç «  ­ ©¤¥¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©, § ¤ îéãî «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U . �â® á¤¥-« ­® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¯à¨¬¥à  1 ¢ ¯. 3.5.5: á¨áâ¥¬  (3.12) ¨¬¥¥â U¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à®áâà ­áâ¢  à¥è¥­¨©. �®¤áâ ¢¨¬ ¢ «¥¢ë¥ ç áâ¨ ª -



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 147¦¤®£® ãà ¢­¥­¨ï ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  a ¢¬¥áâ® ­¥¨§¢¥áâ­ëå; ¯®-«ãç¨¬ ç¨á«  5;�7. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©,¯®«ãç¥­­ãî ¨§ (3.12) § ¬¥­®© á¢®¡®¤­®£® ç«¥­  ¢ ª ¦¤®¬ ãà ¢-­¥­¨¨ ¯®«ãç¥­­ë¬ ¨§ íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ç¨á«®¬:( x2 + x3 = 5;�x1 � 2x2 + x4 = �7: (3.13)�¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (3.13) ¨¬¥¥â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ç áâ­®£®à¥è¥­¨ï ¢¥ªâ®à a; á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  ¨¬¥-¥â ¯à®áâà ­áâ¢® à¥è¥­¨© U . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®£®®¡à §¨¥ à¥è¥-­¨© á¨áâ¥¬ë (3.13) á®¢¯ ¤ ¥â á L = a+U , ¨ âà¥¡ã¥¬ ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¯®áâà®¥­ .2. � ©â¨ ª®¬¯®§¨â ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨©L=a+U ¨M=b+W , ¥á«¨ U =hu1;u2;u3i,W =hw1;w2i, a == (4; 3; 2; 3; 2), u1=(1; 0; 1; 0; 1), u2=(0; 1; 0; 1; 1), u3=(2; 1; 0; 1; 1),b = (1; 2; 0; 3; 0), w1 = (�1; 1;�1; 1; 0), w2 = (1; 0; 0; 1; 1).�¥è¥­¨¥. �â®¡ë ­ ©â¨ ¢¥ªâ®à ¨§ L \M , ¯à¨à ¢­ï¥¬ ¢¥ªâ®à¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ¨§ L ¢¥ªâ®àã ¨§M :a+ �1u1 + �2u2 + �3u3 = b+ �1w1 + �2w2: (3.14)�á«¨ à ¢¥­áâ¢® (3.14) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ ­¥ª®â®àëå §­ ç¥­¨ïå �1,�2, �3, �1, �2, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢¥ªâ®à ¨§ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï L\M . �á«¨¦¥ â ª¨å §­ ç¥­¨© ­¥â, â® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ L \M ¥áâì ¯ãáâ®¥ ¬­®-¦¥áâ¢®. �¥à¥­¥á¥¬ ¢ (3.14) ¢¥ªâ®à a ¢ ¯à ¢ãî ç áâì ¨ à á¯¨è¥¬¯®«ãç¥­­®¥ à ¢¥­áâ¢® ¯® ª®®à¤¨­ â ¬:8>>>>><>>>>>: �1 + 2�3 = ��1 + �2 � 3;�2 + �3 = �1 � 1;�1 = ��1 � 2;�2 + �3 = �1 + �2;�1 + �2 + �3 = �2 � 2: (3.15)



148 �« ¢  3. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ �ë¯¨è¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã ¯®«ãç¥­­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©, ­¥ ¯¥à¥­®áï á« £ ¥¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ �1, �2, ¢ «¥¢ãîç áâì, ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯®«ãç¥­­ãî ¬ âà¨æã ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã:0BBBBB@ 1 0 20 1 11 0 00 1 11 1 1 ����������� �1 11 0�1 01 10 1 ����������� �3�1�20�2 1CCCCCA � (3.16)� 0BBBBB@ 1 0 00 0 20 1 10 1 10 0 0 ����������� �1 00 11 01 10 0 ����������� �2�1�100 1CCCCCA � 0BBBBB@ 1 0 00 1 10 0 20 0 00 0 0 ����������� �1 00 10 20 10 0 ����������� �2�1010 1CCCCCA �� 0BBBBB@ 1 0 00 1 00 0 10 0 00 0 0 ����������� �1 01 00 00 10 0 ����������� �20�110 1CCCCCA : (3.17)� ¯¨áë¢ ï á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¯® ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥,¯®«ãç¨¬ 8>>><>>>: �1 = ��1 � 2;�2 = �1;�3 = �1;0 = �2 + 1:�à¨¤ ¢ ï �1 §­ ç¥­¨¥ 0, ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã à¥è¥­¨î á¨áâ¥-¬ë (3.15): �1 = �2, �2 = 0, �3 = �1, �1 = 0, �2 = �1. �®¤áâ ¢«ïïíâ¨ §­ ç¥­¨ï ¢ à ¢¥­áâ¢® (3.14), ¯®«ãç ¥¬ a� 2u1�u3 = b�w2.�ëç¨á«ïï «¥¢ãî (¨ ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ ¢ëç¨á«¥­¨© ¯à ¢ãî) ç áâì ¯®-á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ , ­ å®¤¨¬ ¢¥ªâ®à = (0; 2; 0; 2;�1) ¨§ L \M .�®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.4.2 ¨¬¥¥¬L\M = c+(U\W ). �«ï ­ -



x 3.5. �¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© 149å®¦¤¥­¨ï ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬®¦­® ¨á¯®«ì-§®¢ âì á¯®á®¡, ¨§«®¦¥­­ë© ¢ëè¥ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¯à¨¬¥à  2 ¨§ ¯.3.5.5. � ©¤¥¬ ¡ §¨á U +W . �ë¯¨è¥¬ ¢ áâ®«¡æë ª®®à¤¨­ âë¢¥ªâ®à®¢ u1;u2;u3;w1;w2; ¯®«ãç¨¬ ç áâì ¬ âà¨æë (3.16) | ¯¥à-¢ë¥ ¯ïâì áâ®«¡æ®¢. �â  ¬ âà¨æ  ã¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­  ¢ëè¥ ª áâã¯¥­-ç â®¬ã ¢¨¤ã, c¬. (3.17). �ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢¥ªâ®àë u1;u2;u3;w2«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á U +W . �à®¬¥ â®£®,w1 = �u1 + u2. �ëç¨á«ïï à §¬¥à­®áâì U \W , ¢¨¤¨¬, çâ®®­  à ¢­  1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,U \W = hw1i ¨L \M = c + hw1i:� ª ª ª a� b 2 U +W , ¨¬¥¥¬ á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3.4.3hhL;Mii = a+ (U +W ) = a+ hu1;u2;u3;w2i:3. � à ««¥«ì­ë «¨ ¯«®áª®áâ¨ L = a + U , M = b +W ;£¤¥ a= (1;�1; 2;�1); U = hu1;u2i; u1= (1; 1; 1; 1); u2= (1; 0; 1; 0),b=(0;�3;�1;�5);W =hw1;w2i; w1=(1; 2; 1; 2); w2=(2; 1; 2; 1)?�¥è¥­¨¥. �ë¤¥«¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤-á¨áâ¥¬ã ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ u1;u2;w1;w2;a� b:0BBB@ 1 1 1 2 11 0 2 1 21 1 1 2 31 0 2 1 4 1CCCA�0BBB@ 1 0 2 1 20 1 �1 1 �10 0 0 0 20 0 0 0 2 1CCCA� 0BBB@ 1 0 2 1 20 1 �1 1 �10 0 0 0 10 0 0 0 0 1CCCA:�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à a�b ­¥ ¢ëà ¦ ¥âáï «¨­¥©­® ç¥à¥§ u1;u2,  w1 = 2u1 � u2, w2 = u1 + u2. �§ ¤¢ãå ¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢«¥£ª® ¯®«ãç¨âì ¢ëà ¦¥­¨ï u1 = 13(w1+w2), u2 = 13(�w1+2w2).� ª¨¬ ®¡à §®¬, U =W , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® L \M = ;. �â ª,¯«®áª®áâ¨ L ¨M ¯ à ««¥«ì­ë.� ¤ ç¨: [17], ò135{170.



�« ¢  4�¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�®­ïâ¨ï «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ¨£à îâ¢ ¦­ãî à®«ì ¢ «¨­¥©­®©  «£¥¡à¥. � íâ®© £« ¢¥ à áá¬ âà¨¢ -îâáï ®á­®¢­ë¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ­­ë¥ á ãª § ­­ë¬¨ ¯®­ïâ¨ï¬¨ ¢¯à®¨§¢®«ì­®¬ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ ¤ ç¨á«®-¢ë¬ ¯®«¥¬. � x5.2 £« ¢ë 5 ¨§ãç îâáï «¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨®¯¥à â®àë «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ­ ¤ ¯®«ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¥-é¥áâ¢¥­­ëå ¨ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«, á­ ¡¦¥­­ëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­®©áâàãªâãà®©|áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï�áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤¯®« £ îâáï § ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬¨ ª®-­¥ç­®¬¥à­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨W ­ ¤ ç¨á«®¢ë¬ ¯®-«¥¬ F. � ¯®¬­¨¬, çâ® ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà ­áâ¢  V [á®®â¢¥â-áâ¢¥­­®W ] ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ oV [á®®â¢¥âáâ¢¥­­® oW ].150



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 1514.1.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï. � âà¨æ «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï�â®¡à ¦¥­¨¥ A «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ¢ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢®W ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ [£®¬®¬®àä¨§¬®¬,¨«¨ ¬®àä¨§¬®¬], ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: ¤«ï«î¡ëå x;y 2 V ¨ «î¡®£® � 2 F á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ A(x+ y) = A(x) +A(y); (4.1)A(�x) = �A(x): (4.2)�¢®©áâ¢® (4.1) ­ §ë¢ ¥âáï  ¤¤¨â¨¢­®áâìî «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥-­¨ï,   á¢®©áâ¢® (4.2) | ¥£® ®¤­®à®¤­®áâìî. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ -¥âáï ã¡¥¤¨âìáï á ¯®¬®éìî íâ¨å á¢®©áâ¢, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢v1; : : : ; vk 2 V ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢ �1; : : : ; �k 2 F á¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥-¤ãîé ï ä®à¬ã« :A(�1v1 + : : :+ �kvk) = �1A(v1) + : : :+ �kA(vk): (4.3)�à®¬¥ â®£®, ¨§ (4.2) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® A(oV ) = oW .� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©.1. �áïª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ (á¬. ¯. 3.2.4)ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬. � ç áâ­®áâ¨, â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥®â®¡à ¦¥­¨¥ «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­  á¥¡ï ï¢«ï¥âáï«¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �­® ­ §ë¢ ¥âáï ¥¤¨­¨ç­ë¬ ®¯¥à â®-à®¬ ¤ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .2. �ãáâì V = Fn,W = Fm | ¯à®áâà ­áâ¢  áâ®«¡æ®¢ ¨A 2 Fm�n | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ m�n. �«ï «î¡®£®v 2 V ¯®«®¦¨¬ A(v) = Av. �®£¤  ¯® ¯à ¢¨« ¬ ã¬­®¦¥­¨ï ¬ -âà¨æ A(v) ¨¬¥¥â à §¬¥àë m� 1, â.¥. A(v) 2 Fm. � ª¨¬ ®¡à §®¬,A ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  V ¢W . �£®  ¤¤¨â¨¢­®áâì¨ ®¤­®à®¤­®áâì á«¥¤ãîâ ¨§ ¯à ¢¨« ¤¥©áâ¢¨© á ¬ âà¨æ ¬¨ (á¬. ¯.1.1.2).3. �ãáâì V ¨W á®¢¯ ¤ îâ á «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢¥ª-â®à®¢ ­  ¯«®áª®áâ¨,   ®â®¡à ¦¥­¨¥ A á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã ­¥-



152 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã ~a ¢¥ªâ®à, ¯®«ãç¥­­ë© ¨§ ­¥£® ¯®¢®à®â®¬ ¯à®-â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ­  ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ã£®« ',   ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ª-â®àã| ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à. �¨­¥©­®áâì ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-­® á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à ¢¨« á«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ã¬­®¦¥­¨ï¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«® (á¬. ¯. 2.1.2).4. �ã«¥¢®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �­® ¯¥à¥¢®¤¨â ª ¦¤ë©¢¥ªâ®à «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ¢ ­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà ­áâ¢ W . �¨­¥©­®áâì íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ®ç¥¢¨¤­ .�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® «î¡®¥ «¨­¥©­®¥®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ V ¢W ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¡à § ¬¨ ¢¥ª-â®à®¢ ª ¦¤®£® ¡ §¨á  V .�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.1.1. �ãáâìN = (e1; : : : ; en)| ä¨ªá¨à®¢ ­­ë©¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V . �«ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ w1; : : : ;wn¯à®áâà ­áâ¢  W áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥-­¨¥ A : V �!W , ¤«ï ª®â®à®£® A(ei) = wi ¯à¨ i = 1; : : : ; n.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ «¨­¥©­®£® ®â®¡à -¦¥­¨ï A. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à v 2 V ¨ à §«®¦¨¬¥£® ¯® ¡ §¨áã N: v = �1e1 + : : : + �nen. �®«®¦¨¬ A(v) =�1w1+ : : :+�nwn. � ª ª ª ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  ¢ ¡ §¨á¥ ®¯à¥¤¥-«¥­ë ®¤­®§­ ç­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®. �£® «¨-­¥©­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 3.2.3, ¯®áª®«ìªã áâ®«¡¥æ ª®®à¤¨­ âáã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢ à ¢¥­ áã¬¬¥ áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â, ¨  ­ «®£¨ç­®¥á¢®©áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ­  áª «ïà.�â®¡ë ãáâ ­®¢¨âì ®¤­®§­ ç­®áâì, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨­¥©-­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ B â ª¦¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ B(ei) = wi ¯à¨i = 1; : : : ; n, ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® A = B. �ë ¤®«¦­ë ¯à®¢¥à¨âì, çâ®A(v) = B(v) ¤«ï «î¡®£® v 2 V . � §« £ ï v ¯® ¡ §¨áã N, ª ªíâ® á¤¥« ­® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬  ¡§ æ¥, ­ å®¤¨¬ ®¡à § A(v). �«ï ­ -å®¦¤¥­¨ï B(v) ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®© (4.3) ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª«¨­¥©­®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨î B ¨ ¢¥ªâ®àã v:B(v) = B(�1e1 + : : :+ �nen) == �1B(e1) + : : :+ �nB(en) = �1w1 + : : :+ �nwn = A(v):



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 153� ª¨¬ ®¡à §®¬, A(v) = B(v). 2� ä¨ªá¨àã¥¬ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ W . � ä¨ªá¨àã¥¬ â ª¦¥ ¡ §¨á N = (e1; : : : ; en) ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ ¡ §¨á M = (f1; : : : ; fm) ¯à®áâà ­áâ¢ W . � §«®¦¨¬ ®¡à §ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  ¡ §¨á  N ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ A ¯® ¡ §¨áã M:A(e1) = �11f1 + �21f2 + : : :+ �m1fm;A(e2) = �12f1 + �22f2 + : : :+ �m2fm;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (4.4)A(en) = �1nf1 + �2nf2 + : : :+ �mnfm:�ë ¯®«ãç¨«¨ ¬ âà¨æã «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¢ ¡ §¨á å N,M: AN,M = 0BBB@ �11 �12 : : : �1n�21 �22 : : : �2n� � � � � � � � � � � ��m1 �m2 : : : �mn 1CCCA :�­  á®áâ ¢«¥­  ¨§ áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â ¢ ¡ §¨á¥ M ¯à®áâà ­áâ¢ W ®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  N ¯à®áâà ­áâ¢  V ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨A. �®«¥§­ë¬ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ®¡®§­ ç¥­¨¥ A $M,NA, A = AN,M.� ¬ âà¨ç­®¬ ¢¨¤¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬ âà¨æë «¨­¥©­®£® ®â®¡à -¦¥­¨ï (4.4) ¤ ¥âáï ®¤­¨¬ à ¢¥­áâ¢®¬A(N) =MAN,M: (4.5)� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à x 2 V . � §«®¦¨¬ ¥£® ¯® ¡ -§¨áã N: x = N[x]N. � ©¤¥¬ A(x). �§ «¨­¥©­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïA ¨ (4.3) «¥£ª® á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® A(N[x]N) = (A(N))[x]N. �á-¯®«ì§ãï ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢®, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ 2)¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.6 ¯®«ãç ¥¬A(x) = (A(N))[x]N = (MAN,M)[x]N =M(AN,M[x]N):



154 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë� ª¨¬ ®¡à §®¬, áâ®«¡¥æ ª®®à¤¨­ â ®¡à §  ¢¥ªâ®à  x ¯à¨ «¨­¥©-­®¬ ®â®¡à ¦¥­¨¨ A ¢ ¡ §¨á¥ M ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©[A(x)]M = AN,M[x]N: (4.6)�ª ¦¥¬ ¬ âà¨æë «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©, à áá¬®âà¥­­ëå ¢ë-è¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢; ç¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì ª -¦¤®¥ ¨§ ¢ëáª § ­­ëå ­¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨©.� âà¨æ  ¨§®¬®àä¨§¬  I : V �! W ¢ ¯®¤å®¤ïé¨å ¡ §¨á åï¢«ï¥âáï ¥¤¨­¨ç­®©; ¯à¨ íâ®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ¡ §¨á ¬®¦­®¢ë¡à âì ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬,   ¢W ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á  â®£¤ ­ã¦­® ¢§ïâì ®¡à §ë ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¡ §¨á  ¯à¨ ¨§®¬®à-ä¨§¬¥ I (â®, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¯®«ãç ¥âáï ¡ §¨á W ,®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ 3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.7).� âà¨æ  ­ã«¥¢®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢ «î¡ëå ¡ §¨á å ï¢«ï¥âáï­ã«¥¢®©.� âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  áâ®«¡æ®¢ Fn¢ Fm, à áá¬®âà¥­­®£® ¢® ¢â®à®¬ ¯à¨¬¥à¥, á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥©A, ¥á«¨ ¢ë¡à âì ¢ Fn ¨ Fm ¡ §¨áë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ áâ®«¡æ®¢ ¥¤¨-­¨ç­ëå ¬ âà¨æ En ¨ Em á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.� âà¨æ  ¯®¢®à®â  ¢¥ªâ®à®¢ ¯«®áª®áâ¨ ­  ã£®« ' ¢ á®¢¯ ¤ î-é¨å ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¡ §¨á å ¨¬¥¥â ¢¨¤  cos' � sin'sin' cos' ! :�á­®, çâ® ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®-à  ¡ §¨á®¢ N, M ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å V ,W . � ©¤¥¬ á¢ï§ì ¬¥¦¤ã¬ âà¨æ ¬¨ ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ¡ §¨á å.�ãáâì N, N0 | ¡ §¨áë ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ M, M0 | ¡ §¨áë ¯à®-áâà ­áâ¢ W . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ TN,N0 ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨-á  N ª ¡ §¨áã N0,   ç¥à¥§ TM,M0 | ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á M ª ¡ §¨áãM0. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  (á¬. ¯. 3.1.4)¨¬¥¥¬ N0 = NTN,N0 , M0 = MTM,M0 . �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬ âà¨æë«¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥­áâ¢  A(N) = MAN,M ¨A(N0) =M0AN0,M0 . �¬¥¥¬A(N0) = A(NTN,N0) = A(N)TN,N0 =



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 155= (MAN,M)TN,N0 =M(AN,MTN,N0):� ¤àã£®© áâ®à®­ë,A(N0) =M0AN0,M0 = (MTM,M0 )AN0,M0 =M(TM,M0AN0,M0):�ë ¢¨¤¨¬, çâ® M(AN,MTN,N0) =M(TM,M0AN0,M0), ®âªã¤ AN,MTN,N0 = TM,M0AN0,M0 :� ª ª ª ¬ âà¨æ  TM,M0 ®¡à â¨¬ , ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ã, á¢ï§ë¢ î-éãî ¬ âà¨æë ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢ à §­ëå¡ §¨á å: AN0,M0 = T�1M,M0AN,MTN,N0 : (4.7)4.1.2. �¡à § ¨ ï¤à® «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï� ä¨ªá¨àã¥¬ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ­  «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®W . �¡à § A(V ) ­ §ë¢ ¥âáï ®¡à -§®¬ «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ïA. �â® ¬­®¦¥áâ¢® ®¡®§­ ç ¥âáï â ª-¦¥ ç¥à¥§ ImA. �­®¦¥áâ¢® fv 2 V j A(v) = oW g ­ §ë¢ ¥âáïï¤à®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ VA ¨«¨ ç¥à¥§ KerA.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.1.2. �ãáâì A : V �!W | «¨­¥©­®¥ ®â®¡à -¦¥­¨¥. �®£¤ A(V ) ¨ VA ï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ -¬¨, ¨ ¤«ï «î¡®£® ¡ §¨á  N ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­-áâ¢® A(V ) = hA(N)i. A ¨­ê¥ªâ¨¢­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ VA = fog.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥à¨¬, çâ® ®¡à § A(V ) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©-­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢ W . �ãáâì w1;w2 2 A(V ).�®£¤  ­ ©¤ãâáï â ª¨¥ v1; v2 2 V , çâ® A(v1) = w1, A(v2) = w2.�®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã (4.1) A(v1+v2) = w1+w2, ®âªã¤  w1+w2 22 A(V ). �­ «®£¨ç­® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ¤«ï «î¡®£® � 2 F ¨¬¥¥â¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ �w1 2 A(V ).



156 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�¤à® «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­-áâ¢®¬, ¯®áª®«ìªã oW +oW = oW ¨ �oW = oW ¤«ï «î¡®£® � 2 F .�ãáâì N = (e1; : : : ; en) | ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á V . � ª ª ª A(V )| «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨ A(N) � A(V ), § ª«îç ¥¬, çâ®hA(N)i � A(V ). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â­®£® ¢ª«îç¥­¨ï § -ä¨ªá¨àã¥¬ y 2 A(V ). �ãé¥áâ¢ã¥â x 2 V â ª®© çâ® y = A(x).� §« £ ï x ¯® ¡ §¨áã N, ¯®«ãç ¥¬ x = �1e1 + : : :+ �nen. �®«ì-§ãïáì à ¢¥­áâ¢®¬ (4.3) ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª íâ®¬ã à §«®¦¥­¨î, ª®­-áâ â¨àã¥¬, çâ® y = A(x) 2 hA(N)i.�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥A ¨­ê¥ªâ¨¢­®. � ªª ª A(oV ) = oW , ¨¬¥¥¬ VA = foV g. �¡à â­®, ¯ãáâì VA = foV g.�®ª ¦¥¬, çâ® A(v1) = A(v2) ¢«¥ç¥â §  á®¡®© v1 = v2 ¤«ï «î¡ëåv1; v2 2 V . �¬¥¥¬ A(v1)�A(v2) = oW , ®âªã¤  A(v1 � v2) = oW¨ v1 � v2 2 VA. � ª¨¬ ®¡à §®¬, v1 � v2 = oV , ¨ ¯®â®¬ã v1 = v2.2�§ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â â ª®¥ ãâ¢¥à-¦¤¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 4.1.1. �¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A : V �!W ï¢«ï¥â-áï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  VA = foV g ¨A(V ) =W .� ­£®¬ r(A) «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A ­ §ë¢ ¥âáï à §¬¥à­®áâì¥£® ®¡à § , â.¥. r(A) = dimA(V ). �¥ä¥ªâ®¬ d(A) «¨­¥©­®£® ®â®-¡à ¦¥­¨ï A ­ §ë¢ ¥âáï à §¬¥à­®áâì ¥£® ï¤à , â.¥. d(A) = dimVA.�¥®à¥¬  4.1.1. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ïA : V �!W¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® r(A) + d(A) = dimV . �«ï «î¡ëå ¡ §¨á®¢N, M ¯à®áâà ­áâ¢ V;W á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® r(A) = r(AN,M).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¡ §¨á K = (g1; : : : ; gr) ®¡à -§  A(V ) ¨ ¡ §¨á L = (e1; : : : ; ed) ï¤à  VA. � ©¤¥¬ ¢¥ªâ®àëf1; : : : ; fr 2 V , â ª¨¥, çâ® A(f i) = gi ¤«ï i = 1; : : : ; r. �®ª ¦¥¬,



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 157çâ® e1; : : : ; ed; f1; : : : ; fr ¥áâì ¡ §¨á V . �âáî¤  ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.�¡¥¤¨¬áï, çâ® V = he1; : : : ; ed; f1; : : : ; fri. �ãáâì v 2 V . �®-£¤  A(v) 2 A(V ). � §«®¦¨¬ A(v) ¯® ¡ §¨áãK:A(v) = �1g1+: : :++�rgr. �®«®¦¨¬ u = �1f1 + : : :+ �rf r. �®£¤  A(v) = A(u) ¨A(v � u) = oW . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, v � u 2 VA. � §«®¦¨¬ ¢¥ªâ®àv � u ¯® ¡ §¨áã L: v � u = �1e1 + : : :+ �ded. � ª¨¬ ®¡à §®¬,v = u+ �1e1 + : : :+ �ded = �1f1 + : : :+ �rf r + �1e1 + : : :+ �ded;¨ v 2 he1; : : : ; ed; f1; : : : ; fri.�®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ e1; : : : ; ed; f1; : : : ; fr «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ . �ãáâì�1e1 + : : :+ �ded + �1f1 + : : :+ �rf r = oV : (4.8)�®£¤  A(�1e1 + : : :+ �ded + �1f1 + : : : �rf r) = oW . � á¨«ã (4.3)¯®«ãç ¥¬ �1A(e1)+ : : :+�dA(ed)+�1A(f1)+ : : :+�rA(f r) = oW .� ª ª ª e1; : : : ; ed 2 VA, ¨§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ®�1A(f1) + : : : + �rA(fr) = oW . �®áª®«ìªã A(f i) = gi ¤«ïi = 1; : : : ; r, ¨¬¥¥¬ �1g1 + : : : + �rgr = oW . �¥ªâ®àë g1; : : : ; gr«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, ¨¡® ®­¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ A(V ). � ª¨¬ ®¡à §®¬, �1 = : : : = �r = 0, ¨ ¨§ (4.8) á«¥¤ã¥â,çâ® �1e1 + : : : + �ded = oV . �¥ªâ®àë e1; : : : ; ed â ª¦¥ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ë (®­¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  VA). �â ª,�1 = : : : = �d = 0. �¨­¥©­ ï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®-à®¢ e1; : : : ; ed; f1; : : : ; fr ¤®ª § ­ . �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¤®ª § ­® ¯¥à¢®¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï § ä¨ªá¨àã¥¬ ¡ -§¨á N ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¡ §¨á M ¯à®áâà ­áâ¢  W . �®£« á-­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 4.1.2 ¨¬¥¥¬ A(V ) = hA(N)i. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,r(A) = r(A(N)). �â®«¡æë ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë A(N) ¢¡ §¨á¥ M áãâì ¢ â®ç­®áâ¨ áâ®«¡æë ¬ âà¨æë AN,M. � ª ª ª «¨-­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®W ¨§®¬®àä­® ¯à®áâà ­áâ¢ã áâ®«¡æ®¢ ª®®à-¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ ¡ §¨á¥ M á®£« á­® â¥®à¥¬¥



158 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë3.2.4, ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 1) ¨ 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.8 à ­£ á¨áâ¥-¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A(N) à ¢¥­ à ­£ã á¨áâ¥¬ë ®¡à §®¢ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥, â.¥. à ¢¥­ áâ®«¡æ®¢®¬ã à ­£ã ¬ âà¨æë AN,M.�à¨¬¥­¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 3.2.2 § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. 2� áâ® ¯à¨å®¤¨âáï ­ å®¤¨âì ¡ §¨áë ®¡à §  ¨ ï¤à  ¯® § ¤ ­-­®© ¬ âà¨æ¥ AN,M «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A : V �!W . �à¨íâ®¬ ­ å®¤ïâáï ª®®à¤¨­ âë ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¡à §  ¢ ¡ §¨á¥M ¯à®áâà ­áâ¢ W ¨ ª®®à¤¨­ âë ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ï¤à  ¢ ¡ -§¨á¥N ¯à®áâà ­áâ¢  V . �  ª®­ªà¥â­®¬ ¯à¨¬¥à¥ à áá¬®âà¨¬ ¤¢ á¯®á®¡  ­ å®¦¤¥­¨ï ¡ §¨á®¢ ®¡à §  ¨ ï¤à . �ãáâì ¢ ­¥ª®â®àëå¡ §¨á å N «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ M «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­-áâ¢  W ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A : V �! W ¨¬¥¥â¢¨¤ A = 0BBB@ 2 1 2 1 �31 2 1 2 31 1 1 1 00 1 1 1 0 1CCCA :�¥à¢ë© á¯®á®¡ á®áâ®¨â ¢ ¢ë¤¥«¥­¨¨ ¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A á ¯®¬®éìî í«¥-¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© áâà®ª. �¤­®¢à¥¬¥­­® á ¯®¬®éìîâ¥å ¦¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© à¥è ¥âáï ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨© Ax = o, ¯à®áâà ­áâ¢® à¥è¥­¨© ª®â®à®© á®áâ®¨â ¨§áâ®«¡æ®¢ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ï¤à  ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¢ á¨«ã ä®à-¬ã«ë (4.6). �¬¥¥¬0BBB@ 2 1 2 1 �31 2 1 2 31 1 1 1 00 1 1 1 0 1CCCA � 0BBB@ 1 1 1 1 00 1 1 1 00 1 0 1 30 �1 0 �1 �3 1CCCA �� 0BBB@ 1 0 0 0 00 1 0 1 30 0 1 0 �30 0 0 0 0 1CCCA :



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 159�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ âà¨ áâ®«¡æ  ¬ âà¨æë A ®¡à §ãîâ ¬ ª-á¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã áâ®«¡æ®¢. � §¨á®¡à §  A(V ) á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ¨¬¥îé¨å ¢ ¡ §¨á¥ M ¯à®-áâà ­áâ¢ W ª®®à¤¨­ âë (2; 1; 1; 0), (1; 2; 1; 1), (2; 1; 1; 1). �â®¡ë­ ©â¨ ¡ §¨á ï¤à , § ¯¨è¥¬ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© Ax = o ¯® ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥ ¨ ­ ©¤¥¬äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨©:8><>: x1 = 0;x2 + x4 + 3x5 = 0;x3 � 3x5 = 0; 8><>: x1 = 0;x2 = �x4 � 3x5;x3 = 3x5; 264 x1 x2 x3 x4 x50 �1 0 1 00 �3 3 0 1 375 :� ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á  ï¤à  ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¬®¦­® ¢§ïâì ¤¢  ¢¥ªâ®à ,¨¬¥îé¨¥ ¢ ¡ §¨á¥ N ¯à®áâà ­áâ¢  V ª®®à¤¨­ âë (0;�1; 0; 1; 0) ¨(0;�3; 3; 0; 1) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�â®à®© á¯®á®¡ ®âëáª ­¨ï ¡ §¨á  ï¤à  ¨ ®¡à §  A á®áâ®¨â ¢á«¥¤ãîé¥¬. �ë¯¨è¥¬ áâà®ª¨ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  N ¯à®-áâà ­áâ¢  V (íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ¡ã¤ãâ áâà®ª¨ ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë¯®àï¤ª  5) ¨ ¯à¨¯¨è¥¬ ª ­¨¬ áâà®ª¨ ª®®à¤¨­ â ®¡à §®¢ íâ¨å¢¥ªâ®à®¢ ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ A ¢ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà ­áâ¢  W (íâ® ¢â®ç­®áâ¨ áâ®«¡æë ª®®à¤¨­ â ¬ âà¨æë A). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª¬ âà¨æ¥ E5 ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ ï ¬ âà¨æ  A>. �¯®«ãç¥­­®© ¬ âà¨æ¥ ¯à®¨§¢®¤¨¬ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï­ ¤ áâà®ª ¬¨, ¯à¨¢®¤ï âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ãî ¬ âà¨æã A ª áâã¯¥­-ç â®¬ã ¢¨¤ã. 0BBBBB@ 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 ����������� 2 1 1 01 2 1 12 1 1 11 2 1 1�3 3 0 0 1CCCCCA �



160 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë� 0BBBBB@ 0 1 0 0 01 �2 0 0 00 3 0 0 1�1 0 1 0 00 �1 0 1 0 ����������� 1 2 1 10 �3 �1 �20 9 3 30 0 0 10 0 0 0 1CCCCCA �� 0BBBBB@ 0 1 0 0 0�1 �2 2 0 03 3 �3 0 1�1 0 1 0 00 �1 0 1 0 ����������� 1 2 1 10 �3 �1 00 9 3 00 0 0 10 0 0 0 1CCCCCA �� 0BBBBB@ 0 1 0 0 01 2 �2 0 0�1 0 1 0 00 �3 3 0 10 �1 0 1 0 ����������� 1 2 1 10 3 1 00 0 0 10 0 0 00 0 0 0 1CCCCCA :�¥­ã«¥¢ë¥ áâà®ª¨ ¬ âà¨æë á¯à ¢  ®â ¢¥àâ¨ª «ì­®© ç¥àâë¯®á«¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¤ îâ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  ®¡à § A(V ) ¢ ¡ §¨á¥ M ¯à®áâà ­áâ¢ W , â ª ª ª ¨å á¨áâ¥¬  «¨­¥©­®íª¢¨¢ «¥­â­  á¨áâ¥¬¥ áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A, § ¯¨á ­­ëå ¢ ¢¨¤¥áâà®ª. �âà®ª¨ ¬ âà¨æë á«¥¢  ®â ¢¥àâ¨ª «ì­®© ç¥àâë, ¨¬¥îé¨¥­ã«¥¢ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï á¯à ¢ , ¤ îâ ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨-á  ï¤à  ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¢ ¡ §¨á¥ N ¯à®áâà ­áâ¢  V . � á ¬®¬¤¥«¥, ®­¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â ª ª ª áâà®ª¨ ¥¤¨­¨ç­®© ¬ -âà¨æë «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ «î¡ ï á¨áâ¥¬  áâà®ª, ¯®«ãç¥­­ëå¨§ ­¨å í«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨, â ª¦¥ ¡ã¤¥â «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ . �¨á«® íâ¨å áâà®ª à ¢­® dimV � r(A), â.¥. à ¢­® à §-¬¥à­®áâ¨ ï¤à . � ª®­¥æ, «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ¨ áâà®ª¨ ¯à¨-­ ¤«¥¦ â ï¤àã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãª § ­­ë¥ áâà®ª¨ ¬®£ãâ ¡ëâì¢§ïâë ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®®à¤¨­ â ¢¥ªâ®à®¢ ­¥ª®â®à®£® ¡ §¨á  ï¤à  VA.�¯¨á ­­ë© á¯®á®¡ ­ å®¦¤¥­¨ï ®¡à §  ¨ ï¤à  «¨­¥©­®£® ®â®-¡à ¦¥­¨ï ®á®¡¥­­® ã¤®¡¥­ ¤«ï ®âëáª ­¨ï ¦®à¤ ­®¢  ¡ §¨á  «¨-­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ¨ ¦®à¤ ­®¢®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬ë ª¢ ¤à â­®©¬ âà¨æë.



x 4.1. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï 1614.1.3. �¥©áâ¢¨ï á «¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ¢ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® W ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Hom(V ;W ).�ãáâì A;B 2 Hom(V ;W ), 
 2 F. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨ïC;D : V �! W á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï «î¡®£® v 2 V ¯®-«®¦¨¬ C(v) = A(v) + B(v) ¨ D(v) = 
A(v). �¡¥¤¨¬áï, çâ® C ¨ Dï¢«ïîâáï «¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨. �à®¢¥à¨¬  ¤¤¨â¨¢­®áâìC; ¥£® ®¤­®à®¤­®áâì, à ¢­® ª ª ¨  ¤¤¨â¨¢­®áâì ¨ ®¤­®à®¤­®áâìD, ¯à®¢¥àïîâáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬. �ãáâì v1; v2 2 V . �¬¥¥¬C(v1 + v2) = A(v1 + v2) + B(v1 + v2) == A(v1) + A(v2) + B(v1) + B(v2) == A(v1) + B(v1) + A(v2) + B(v2) = C(v1) + C(v2);çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï. �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ C ç¥-à¥§ A + B ¨ ­ §ë¢ âì áã¬¬®© «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© A ¨ B,  ®â®¡à ¦¥­¨¥ D | ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ 
A ¨ ­ §ë¢ âì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨-¥¬ «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A ­  áª «ïà 
. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© Hom(V ;W ) ®¯à¥¤¥«¥­ë®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ­  áª «ïà.�¥®à¥¬  4.1.2. �­®¦¥áâ¢®Hom(V ;W ) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®-áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ F ®â­®á¨â¥«ì­® ¢¢¥¤¥­­ëå ®¯¥à æ¨©, ¨§®-¬®àä­ë¬ «¨­¥©­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ¬ âà¨æ FdimW�dimV .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥-®¡å®¤¨¬® ¯à®¢¥à¨âì  ªá¨®¬ë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï ¬­®-¦¥áâ¢  Hom(V ;W ) ¨ ¯®«ï F (á¬. ¯. 3.1.1). �ªá¨®¬ë 1) ¨ 6) ã¦¥¯à®¢¥à¥­ë ¯ãâ¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨© ­ ¤ «¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à -¦¥­¨ï¬¨. �ªá¨®¬ë 2) ¨ 3),   â ª¦¥ 7){10) «¥£ª® ¯à®¢¥àïîâáïá ¯®¬®éìî ®¯à¥¤¥«¥­¨© ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¨ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¨å  ªá¨®¬ ¤«ï «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ W . �ã«¥¢ë¬¢¥ªâ®à®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Hom(V ;W ) ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢®¥ ®â®¡à -¦¥­¨¥ O, ª®â®à®¥ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨§ V ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ oW , â ª



162 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àëçâ®  ªá¨®¬  4) ¢ë¯®«­ï¥âáï. �  ªá¨®¬¥ 5) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®A 2 Hom(V ;W ) ¢®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ B «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥(�1)A; â®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãª § ­­®©  ªá¨®¬ë «¥£ª® ãáâ ­ -¢«¨¢ ¥âáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, Hom(V ;W ) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®-áâà ­áâ¢®¬.� ä¨ªá¨àã¥¬ ¡ §¨áë N ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ M ¯à®áâà ­áâ¢ W . �®«®¦¨¬ n = dimV ,m = dimW . � ¦¤®¬ã A 2 Hom(V ;W )¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬ âà¨æã AN,M, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ -ç âì ç¥à¥§ '(A). �®ª ¦¥¬, çâ® ' ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ¨§®¬®àä¨§-¬®¬ Hom(V ;W ) ­  Fm�n.�¡¥¤¨¬áï, çâ® ' ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �à®¢¥-à¨¬ à ¢¥­áâ¢® '(A + B) = '(A) + '(B). �¬¥¥¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ áã¬¬ë «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ à ¢¥­áâ¢®¬ (4.5)M'(A+B) = (A+B)(N) = A(N)+B(N) =MAN,M+MBN,M ==M(AN,M +BN,M) =M('(A) + '(B)), ®âªã¤  M'(A+ B) ==M('(A) + '(B)). � ª¨¬ ®¡à §®¬, '(A+ B) = '(A) + '(B), çâ®¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. � ¢¥­áâ¢® '(
A) = 
'(A) ¯à®¢¥àï¥âáï ­ «®£¨ç­®.�®ª ¦¥¬, çâ® ï¤à® ' ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬. �ãáâìA 2 Hom(V ;W )'. �®£¤  '(A) = Om�n , ¨ ®¡à § ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à ¨§ ¡ §¨á  N ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ A ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢ë¬. �® ¯à¥¤«®-¦¥­¨î 4.1.1 A á®¢¯ ¤ ¥â á ­ã«¥¢ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬.�¡¥¤¨¬áï, çâ® '(Hom(V ;W )) = Fm�n. �®§ì¬¥¬ ¯à®§¢®«ì-­ãî ¬ âà¨æã A 2 Fm�n. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ a1; : : : ;an áâ®«¡-æë íâ®© ¬ âà¨æë ¨ ¯®«®¦¨¬ w1 = Ma1; : : : ;wn = Man. �®¯à¥¤«®¦¥­¨î 4.1.1 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A 2Hom(V ;W ), ª®â®à®¥ ¯¥à¥¢®¤¨â ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  N á®®â¢¥âáâ¢¥­-­® ¢ w1; : : : ;wn. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬ âà¨æ íâ®£® «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢ ¡ §¨á å N, M á®¢¯ ¤ ¥â á A.�® á«¥¤áâ¢¨î 4.1.1 ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬«¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Hom(V ;W ) ­  Fm�n. 2� áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ïA : V �!W ¨ B :W �!Z«¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ V;W; Z ­ ¤ ¯®«¥¬ F. � áá¬®âà¨¬ ®â®-



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 163¡à ¦¥­¨¥ C = AB. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® v 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­-áâ¢® C(x) = B(A(x)). �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® Cï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¢ ¯à®áâà ­-áâ¢® Z . �­® ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ A ¨ B. � ä¨ªá¨àã¥¬¡ §¨áë N, M, K ¯à®áâà ­áâ¢ V;W; Z á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ãáâìA = AN,M | ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¢ ¡ §¨á åN, M¨ B = BM,K | ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï B ¢ ¡ §¨á åM,K. � ©¤¥¬ ¬ âà¨æã C = CN,K ®â®¡à ¦¥­¨ï C ¢ ¡ §¨á å N, K.�¬¥¥¬ KC = C(N) = B(A(N)) = B(MA) = B(M)A = (KB)A == K(BA). � ª¨¬ ®¡à §®¬, KC = K(BA), ®âªã¤  ¢ á¨«ã ãâ¢¥à-¦¤¥­¨ï 1) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.6 á«¥¤ã¥â C = BA. �â ª,CN,K = BM,KAN,M: (4.9)x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï § ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ «¨-­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ ¤ ¯®«¥¬ F.4.2.1. �®­ïâ¨¥ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à . �¥©áâ¢¨ï á«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨�¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V ­ §ë¢ ¥â-áï «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ V ¢ á¥¡ï. �á¥ ¯®­ïâ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥¤«ï «¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©, ¯¥à¥­®áïâáï ­  «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®-àë. � âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A áâà®¨âáï á ¯®¬®éìî ®¤­®£®¡ §¨á N «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ ¬ âà¨ç­®¬¢¨¤¥ à ¢¥­áâ¢®¬ A(N) = NAN: (4.10)�à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¤àã£®¬ã ¡ §¨áãM, á¢ï§ ­­®¬ã á ¨áå®¤­ë¬ ¡ §¨-á®¬ N ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  TN,M (â ª çâ® M =



164 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë= NTN,M), ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ­  ®á­®¢ ­¨¨ ä®à¬ã«ë(4.7) ¨§¬¥­ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:AM = T�1N,MANTN,M: (4.11)�¢¥ ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë A;B ¯®àï¤ª  n ­ §ë¢ îâáï ¯®¤®¡­ë-¬¨, ¥á«¨ ­ ©¤¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï ¬ âà¨æ  S â®£® ¦¥ ¯®àï¤ª ,â ª ï, çâ® B = S�1AS; ¯à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬ âà¨æ S ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯®¤®¡¨¥. �ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¬ âà¨æë ®¤­®£® ¨ â®£®¦¥ ®¯¥à â®à  ¢ à §«¨ç­ëå ¡ §¨á å ¯®¤®¡­ë ¨ ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯®¤®¡¨¥.�¡à § ¨ ï¤à® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ®¡®§­ ç îâáï â ª ¦¥, ª ª¤«ï «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï. �¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï­  áª «ïà ¤«ï «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯à¥¢à é îâ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¨§®¬®àä­®¥ «¨-­¥©­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã ¢á¥å ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ ­ ¤ ¯®«¥¬ F ¯®-àï¤ª  dimV . �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¥£® ç¥à¥§ Hom(V ).� ¦­ãî à®«ì ¡ã¤¥â ¨£à âì ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ã¦¥ ¢áâà¥ç ¢è¨©áï¢ëè¥ ¥¤¨­¨ç­ë© ®¯¥à â®à, ª®â®àë© ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ E . �§®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â, çâ® ¥¤¨­¨ç­ë© ®¯¥à â®à¢ «î¡®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­¨ç­ãî ¬ âà¨æã.�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå «¨-­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ Hom(V ) á ¬® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Hom(V ). �à¨íâ®¬ ­  ®á­®¢ ­¨¨ ä®à¬ã«ë (4.9) ¬ âà¨æ  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï à ¢­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¬ âà¨æë ¢â®à®£® á®¬­®¦¨â¥«ï ­  ¬ âà¨æã ¯¥à¢®-£®.4.2.2. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¬ âà¨æë ¨«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à �ãáâì A = (�ij)|ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n. � à ªâ¥à¨-áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ fA(x) ¬ âà¨æë A ­ §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨-â¥«ì det(A� xEn), £¤¥ x | ¯¥à¥¬¥­­ ï, En | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ -âà¨æ  ¯®àï¤ª  n. � à §¢¥à­ãâ®¬ ¢¨¤¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®-



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 165£®ç«¥­ § ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:fA(x) = ��������� �11 � x �12 : : : �1n�21 �22 � x : : : �2n: : : : : : : : : : : :�n1 �n2 : : : �nn � x ��������� : (4.12)�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.1. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x) ¬ -âà¨æëA ¯®àï¤ª  n ï¢«ï¥âáï ¬­®£®ç«¥­®¬ áâ¥¯¥­¨ n ®â­®á¨â¥«ì-­® x á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ï F; ¢ ­¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ xnà ¢¥­ (�1)n, ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ xn�1 à ¢¥­ (�1)n�1tr(A) ¨ á¢®-¡®¤­ë© ç«¥­ à ¢¥­ ®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¬ âà¨æë A.� à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯®¤®¡­ëå ¬ âà¨æ à ¢­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áªàë¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ à -¢¥­áâ¢  (4.12), ¯®«ãç ¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® ª®íää¨æ¨-¥­â®¢ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­ .�ãáâì A ¨ B | ¯®¤®¡­ë¥ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  n ¨ B = S�1AS¤«ï ­¥ª®â®à®© ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© ¬ âà¨æë S. � ª ª ª En = S�1S,¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.2.3 ¯®«ãç ¥¬fB(x) = det(B � xEn) = det(S�1AS � S�1(xEn)S) == det(S�1(A� xEn)S) = det(S�1)det(A� xEn)det(S) == det(S�1)det(S)det(A� xEn) = det(S�1S)det(A� xEn) == det(En)det(A� xEn) = det(A� xEn) = fA(x):� ª¨¬ ®¡à §®¬, fB(x) = fA(x). 2� ª ª ª ¬ âà¨æë «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¢ à §«¨ç­ëå ¡ §¨-á å ¯®¤®¡­ë, ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 4.2.1 å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®-ç«¥­ë íâ¨å ¬ âà¨æ á®¢¯ ¤ îâ. �ª § ­­ë© ¬­®£®ç«¥­ ­ §ë¢ -¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ fA(x). �â®¡ë ¢ëç¨á«¨âì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥-áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ª®­ªà¥â­®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à , á«¥¤ã¥â ¢§ïâì



166 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë¬ âà¨æã A íâ®£® ®¯¥à â®à  ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨á¥ ¨ ­ ©â¨ ¥¥ å -à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �ãáâì «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£®¯à®áâà ­áâ¢  F4 § ¤ ­ ¬ âà¨æ¥© 0BBB@ 2 3 0 3�1 0 1 20 3 2 31 2 �1 0 1CCCA. � ©¤¥¬ ¥£®å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x) (¢ëç¨â ¥¬ âà¥âìî áâà®ªã¨§ ¯¥à¢®©,   ç¥â¢¥àâãî ¯à¨¡ ¢«ï¥¬ ª® ¢â®à®©; ¢ë­®á¨¬ ¨§ ¯¥à-¢®© ¨ ¢â®à®© áâà®ª¨ ¬­®¦¨â¥«ì 2� x; ¢ëç¨â ¥¬ ¢â®àãî áâà®ªã,ã¬­®¦¥­­ãî ­  3, ¨§ âà¥âì¥©,   ¯¥à¢ãî | ¨§ ç¥â¢¥àâ®©; ¢ëç¨-â ¥¬ ¢â®àãî áâà®ªã, ã¬­®¦¥­­ãî ­  2, ¨§ ç¥â¢¥àâ®©; ¢ëç¨á«ï¥¬®¯à¥¤¥«¨â¥«ì âà¥ã£®«ì­®© ¬ âà¨æë):fA(x) == ��������� 2� x 3 0 3�1 �x 1 20 3 2� x 31 2 �1 �x ��������� = ��������� 2� x 0 x� 2 00 2� x 0 2� x0 3 2� x 31 2 �1 �x ��������� == (2� x)2 ��������� 1 0 �1 00 1 0 10 3 2� x 31 2 �1 �x ��������� = (2� x)2 ��������� 1 0 �1 00 1 0 10 0 2� x 00 2 0 �x ��������� == (2� x)2 ��������� 1 0 �1 00 1 0 10 0 2� x 00 0 0 �2� x ��������� = (2� x)3(�2� x) == (x� 2)3(x+ 2):�à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  ãª § ­­ë¬á¯®á®¡®¬ ®­ ¯®«ãç ¥âáï à §«®¦¥­­ë¬ ­  ¬­®¦¨â¥«¨. �â® ®ª -§ë¢ ¥âáï ¢¥áì¬  ã¤®¡­ë¬, ª®£¤  ­¥®¡å®¤¨¬® ­ ©â¨ ª®à­¨ å à ª-â¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­ . � ¯. 4.2.4 ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ª®à­¨



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 167å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ¯à®áâà ­-áâ¢  V ­ ¤ ¯®«¥¬ F, «¥¦ é¨¥ ¢ F, ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ®á®¡ë© ¨­â¥à¥á.�­ ç¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­  f(x) = 
0 + 
1x + : : : + 
mxm á ª®íä-ä¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯®«¥ F ®â «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­ «®£¨ç­® §­ ç¥­¨î ¬­®£®ç«¥­  ®â ¬ âà¨æë:f(A) = 
0E + 
1A + : : :+ 
mAm:�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  A [«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®àA]  ­­ã«¨àã¥âáï ¬­®£®ç«¥­®¬ f(x), ¥á«¨ f(A) = O [f(A) = O].�¥®à¥¬  4.2.1. � ¦¤ ï ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¨ ª ¦¤ë© «¨­¥©-­ë© ®¯¥à â®à  ­­ã«¨àãîâáï á¢®¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®-ç«¥­®¬.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ®â-­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®â-­®á¨â¥«ì­® ¬ âà¨æ. �ãáâì A | ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª n, fA(x) = 
0 + 
1x + : : : + 
nxn. �®«®¦¨¬ E = En. �®£¤ fA(A) = 
0E + 
1A + : : : + 
nAn. � áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã B(x),¯à¨á®¥¤¨­¥­­ãî ª A � xE. �¥ í«¥¬¥­âë ï¢«ïîâáï  «£¥¡à ¨ç¥-áª¨¬¨ ¤®¯®«­¥­¨ï¬¨ ª í«¥¬¥­â ¬ ¬ âà¨æë A� xE , â. ¥. ¬­®£®-ç«¥­ ¬¨ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n � 1. �®£¤  B(x) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢¢¨¤¥ B0 +B1x+ : : :+Bn�1xn�1, £¤¥ Bi 2 Fn�n, i = 1; : : : ; n� 1.� ª ¤®ª § ­® ¢ â¥®à¥¬¥ 1.2.4, B(x)(A� xE) = det(A� xE)E == fA(x)E. �âáî¤ (B0+B1x+: : :+Bn�1xn�1)(A�xE) = 
0E+
1xE+: : :+
nxnE:� áªàë¢ ï áª®¡ª¨ ¨ ¯à¨à ¢­¨¢ ï ¬ âà¨æë{ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨®¤¨­ ª®¢ëå áâ¥¯¥­ïå x, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥­áâ¢ : 
0E = B0A,
1E = B1A �B0, : : :, 
n�1E = Bn�1A �Bn�2, 
nE = �Bn�1.�¬­®¦ ï á¯à ¢  ¢â®à®¥ à ¢¥­áâ¢® ­  A, âà¥âì¥ ­  A2, ¨ â ª¤ «¥¥, ¯®á«¥¤­¥¥ | ­  An ¨ áª« ¤ë¢ ï ¯®«ãç¥­­ë¥ à ¢¥­áâ¢ ,­ ç¨­ ï á ¯¥à¢®£®, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì 
0E + 
1A + : : : + 
nAn =B0A+B1A2�B0A+ : : :+Bn�1An�Bn�2An�1�Bn�1An = O,çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2



168 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë4.2.3. �­¢ à¨ ­â­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ®â­®á¨â¥«ì-­® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à � ä¨ªá¨àã¥¬ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V .�¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ ¥âáï ¨­¢ -à¨ ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® A, ¥á«¨ A(U ) � U , â.¥. A(u) 2 U ¤«ï«î¡®£® u 2 U . �à®áâà ­áâ¢® V ¨ ­ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® fog¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à . �­¨ ­ -§ë¢ îâáï âà¨¢¨ «ì­ë¬¨ ¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.2. �ãáâì «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£®¯à®áâà ­áâ¢ V ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­®¥ ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢®U ¨ dimV = n, dimU = r. �®£¤  ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ ®¯¥à â®à  A ¨¬¥¥â ¯®«ãà á¯ ¢è¨©áï ¢¨¤AN = 0BBBBBBBBBB@ �11 �12 : : : �1r �1 r+1 : : : �1n�21 �22 : : : �2r �2 r+1 : : : �2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�r1 �r2 : : : �rr �r r+1 : : : �rn0 0 : : : 0 �r+1 r+1 : : : �r+1n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 �n r+1 : : : �nn 1CCCCCCCCCCA (4.13)�£à ­¨ç¥­¨¥ AjU «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ­  U ï¢«ï¥âáï «¨­¥©-­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ U , ¨ ¥£® å à ªâ¥à¨-áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fAjU ¤¥«¨â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­fA.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á e1; : : : ; er ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢  U ¨ ¤®¯®«­¨¬ ¥£® ¤® ¡ §¨á  N ¯à®áâà ­áâ¢  V¢¥ªâ®à ¬¨ f r+1; : : : ; fn. � ¯¨è¥¬ ¬ âà¨æã «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à A ¢ ¡ §¨á¥ N. � ª ª ª A(ei) 2 U ¯à¨ «î¡®¬ i = 1; : : : ; r ¢ á¨-«ã ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ U , ¢¨¤¨¬, çâ® A(ei) = �i1e1 + : : : + �irer.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ âà¨æ  AN ¨¬¥¥â ¢¨¤ (4.13).�ç¥¢¨¤­®, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ AjU «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ­  Uï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ U .



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 169�â®¡ë ¤®ª § âì ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï, § ¯¨è¥¬å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ®¯¥à â®à  A ¢ ¢¨¤¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥-«ï det(AN � xEn) ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤¢ãå®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 1.2.2:fA(x) =���������������� �11 � x �12 : : : �1r �1 r+1 : : : �1n�21 �22 � x : : : �2r �2 r+1 : : : �2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�r1 �r2 : : : �rr � x �r r+1 : : : �rn0 0 : : : 0 �r+1 r+1 � x : : : �r+1n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 �n r+1 : : : �nn � x ���������������� =��������� �11 � x �12 : : : �1r�21 �22 � x : : : �2r: : : : : : : : : : : :�r1 �r2 : : : �rr � x ��������� � ������� �r+1 r+1 � x : : : �r+1n: : : : : : : : :�n r+1 : : : �nn � x ������� :�®áª®«ìªã ¯¥à¢ë© ¬­®¦¨â¥«ì ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ¯®á«¥ ¢â®à®£® §­ -ª  à ¢¥­áâ¢  ¢ íâ®© § ¯¨á¨ ¥áâì ¢ â®ç­®áâ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨©¬­®£®ç«¥­ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  AjU , § ¯¨á ­­ë© ¢ ¢¨¤¥ ®¯à¥¤¥-«¨â¥«ï ç¥à¥§ ¬ âà¨æã íâ®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¡ §¨á¥ e1; : : : ; er, ¯®«ã-ç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. 2�à®¢¥à¨âì á ¯®¬®éìî ®¯à¥¤¥«¥­¨© á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¯à¥¤®áâ ¢«ï¥âáï ç¨â â¥«î.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.3. �ãáâì A | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à.�«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  h ®¡à § ¨ ï¤à® «¨­¥©­®£®®¯¥à â®à  Ah ï¢«ïîâáï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ®â-­®á¨â¥«ì­® A.�«ï «î¡®£® � 2 F ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â-­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ®­® ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A� �E .



170 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë4.2.4. �®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥-­¨ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à �ãáâì A | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ ¤¯®«¥¬ F. �¥ªâ®à v 2 V ­ §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ «¨-­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î� 2 F , ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: v 6= o ¨A(v) = �v: (4.14)�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ­ -§ë¢ ¥âáï ¥£® á¯¥ªâà®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ S (A).�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.4. �¥ªâ®à v ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  hvi ¥áâì ®¤-­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® A.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì v | á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à «¨­¥©­®£®®¯¥à â®à  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �. � ªª ª v 6= o, ¨¬¥¥¬ dimhvi = 1. �«ï «î¡®£® x 2 hvi, â ª ª ªx = �v ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � 2 F , ¢ á¨«ã à ¢¥­áâ¢  (4.14) ¯®«ãç ¥¬A(x) = A(�v) = �A(v) = ��v = ��v = �x, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®A(x) 2 hvi. � ª¨¬ ®¡à §®¬, hvi | ®¤­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®,¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® A.�¡à â­®, ¯ãáâì hvi | ®¤­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¨­¢ à¨- ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® A. �®£¤  v 6= o ¨ A(v) 2 hvi, â.¥. A(v) = �v¤«ï ­¥ª®â®à®£® � 2 F , çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�¥®à¥¬  4.2.2. � ¦¤®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ «¨­¥©­®£® ®¯¥à -â®à  A ï¢«ï¥âáï ª®à­¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  fA(x),¨, ®¡à â­®, ª ¦¤ë© ª®à¥­ì fA(x), «¥¦ é¨© ¢ ¯®«¥ F, ï¢«ï¥âáïá®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A.�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î � 2 F , ¨ ­ã«¥¢®©¢¥ªâ®à o ®¡à §ãîâ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U , á®¢¯ ¤ îé¥¥



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 171á ï¤à®¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A��E ¨ ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì-­® ®¯¥à â®à  A; ¯à¨ íâ®¬ dimU ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ªà â­®áâ¨ � ª ªª®à­ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  fA(x).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � | á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ «¨­¥©­®£®®¯¥à â®à  A ¨ v | ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© ¥¬ã á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à.�®£¤  ¢ á¨«ã (4.14) ¨¬¥¥¬ A(v) � �v = o, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®v 2 VA��E . �¡à â­®, ¥á«¨ w 2 VA��E , â® «¨¡® w = o, «¨¡® w 6= o¨ (A� �E)(w) = o, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® A(w) = �w. �ë ¢¨¤¨¬,çâ® ï¤à® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A��E ¤«ï á®¡áâ¢¥­­®£® §­ ç¥­¨ï� «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬, á®áâ®ïé¨¬¨§ ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ¨ ¢á¥å á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ®¯¥à â®-à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ãª § ­­®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î. � ª¨¬®¡à §®¬, ¤®ª § ­  ç áâì ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë.�®«®¦¨¬ dimV = n. � ª ª ª ï¤à® ®¯¥à â®à A��E á®¤¥à¦¨â­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à v, á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 4.1.1 ¨¬¥¥¬ r(A� �E) < n.� á¨«ã ã¯®¬ï­ãâ®© â¥®à¥¬ë à ­£ ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à  A � �E ¢«î¡®¬ ¡ §¨á¥ ¬¥­ìè¥ ¯®àï¤ª  íâ®© ¬ âà¨æë. � ª¨¬ ®¡à §®¬,®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ãª § ­­®© ¬ âà¨æë à ¢¥­ 0,   íâ®â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© §­ ç¥­¨¥ fA(x) ¯à¨ x = �. �ë ¤®ª § «¨,çâ® fA(�) = 0.�¡à â­®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® fA(�) = 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � 2 F .� ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á N ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¢ á®®â¢¥â-áâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ § ¯¨è¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¢ ¢¨¤¥ fA(x) = det(AN � xEn). �®¤áâ -¢¨¢ ¢¬¥áâ® x ç¨á«® �, ¯®«ãç¨¬ 0 = fA(�) = det(AN � �En). � -ª¨¬ ®¡à §®¬, r(AN � �En) < n, ®âªã¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 4.1.1 ¯®-«ãç ¥¬ r(A� �E) < n ¨ d(A� �E) � 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ©¤¥âáï¢¥ªâ®à v 6= o, ¤«ï ª®â®à®£® (A��E)(v) = o. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, ª ª¨ ¢ëè¥, çâ® A(v) = �v. � ª¨¬ ®¡à §®¬, � ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬§­ ç¥­¨¥¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A.�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ®áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì,çâ® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2.3 ï¤à® A � �E ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨-â¥«ì­® A,   ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 4.2.2 ®£à ­¨ç¥­¨¥ A ­  íâ® ï¤à®



172 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë¨¬¥¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­, áª ¦¥¬ g(x), ï¢«ïîé¨©-áï ¤¥«¨â¥«¥¬ fA(x). �ë¡¥à¥¬ ª ª®©-­¨¡ã¤ì ¡ §¨á M ¢ VA��E ,¨ ¯ãáâì m = d(A� �E). �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ®¬ âà¨æ  ®£à ­¨ç¥­¨ï A ­  ãª § ­­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ï¢«ï¥âáïáª «ïà­®© ¬ âà¨æ¥© ¯®àï¤ª m á® §­ ç¥­¨¥¬ � ­  £« ¢­®© ¤¨ £®-­ «¨. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ íâ®£® ®£à ­¨ç¥­¨ï à ¢¥­®¯à¥¤¥«¨â¥«î ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  m á® §­ ç¥­¨¥¬��x ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨, â.¥. à ¢¥­ (��x)m. �¥¯¥àì ïá­®, çâ®m ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ªà â­®áâ¨ � ª ª ª®à­ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£®¬­®£®ç«¥­  fA(x). 2�§ ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬ë ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé¨© á¯®á®¡ ­ å®¦¤¥-­¨ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¨ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­®£®®¯¥à â®à  A. �­ ç «  ­ å®¤¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à , § â¥¬ ¢á¥ ¥£® ª®à­¨, «¥¦ é¨¥ ¢ ¯®«¥ F, â.¥.á¯¥ªâà S (A). �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  á¯¥ªâà  � ­ å®¤¨¬ ï¤à® «¨-­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A� �E .� áá¬®âà¨¬ ª®­ªà¥â­ë© ¯à¨¬¥à. �«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à A, § ¤ ­­®£® ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ¥©A = 0BBB@ 2 3 0 3�1 0 1 20 3 2 31 2 �1 0 1CCCA,­ ©â¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë¥¢¥ªâ®àë1.�­ ç «  ­ã¦­® ­ ©â¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x)¤ ­­®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à . �â® á¤¥« ­® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ¯à¨¬¥à ¢ ¯. 4.2.2: fA(x) = (x� 2)3(x+ 2). �¨á«  �1 = 2 ¨ �2 = �2 ï¢«ï-îâáï á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A. �â®¡ë­ ©â¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ -ç¥­¨î �1, ­ ©¤¥¬ ï¤à® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A1 = A � �1E . �«ïíâ®£® ¬®¦­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï «î¡ë¬ ¨§ á¯®á®¡®¢, ¨§«®¦¥­­ëå ¢1�ë ¡ã¤¥¬ ¨áª âì ª®®à¤¨­ âë á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ â®¬ ¡ §¨á¥, ¢ ª®-â®à®¬ ¤ ­­ë© ®¯¥à â®à ¨¬¥¥â ¬ âà¨æã A.



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 173¯. 4.1.2. �á¯®«ì§ã¥¬ ¯¥à¢ë© á¯®á®¡; ¢â®à®© ¡ã¤¥â ¯à®¤¥¬®­áâà¨-à®¢ ­ ¢ ¯. 4.3.1 ¯à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ ¦®à¤ ­®¢  ¡ §¨á  ®¯¥à â®à  A.� âà¨æ  ®¯¥à â®à  A1 ¨¬¥¥â ¢¨¤ A1 = 0BBB@ 0 3 0 3�1 �2 1 20 3 0 31 2 �1 �2 1CCCA.�à¨¬¥­ïï ¬¥â®¤ � ãáá {�®à¤ ­  ª ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© á â ª®© ¬ âà¨æ¥©, ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî æ¥¯®çªã¬ âà¨æ:0BBB@ 0 3 0 3�1 �2 1 20 3 0 31 2 �1 �2 1CCCA � 0BBB@ 1 2 �1 �20 1 0 10 0 0 00 0 0 0 1CCCA � 0BBB@ 1 0 �1 �40 1 0 10 0 0 00 0 0 0 1CCCA :�® ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨æ¥ § ¯¨áë¢ ¥¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨©, ¥¥ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ãà¥è¥­¨© (ª®â®à ï ¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ ï¤à  VA1):( x1 � x3 � 4x4 = 0;x2 + x4 = 0; ( x1 = x3 + 4x4;x2 = �x4; 264 x1 x2 x3 x4�1 0 1 0�4 �1 0 1 375 :�à®¨§¢®«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­-­®¬ã §­ ç¥­¨î 2, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥ 
1(�1; 0; 1; 0)++
2(�4;�1; 1; 0), £¤¥ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® ¨§ ç¨á¥« 
1; 
2 ®â«¨ç-­® ®â ­ã«ï.�­ «®£¨ç­® ­ å®¤ïâáï á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �2. �ë ­ å®¤¨¬ ï¤à® «¨­¥©­®£® ®¯¥à -â®à  A2 = A � �2E . �ë¯¨áë¢ ¥¬ ¬ âà¨æã íâ®£® ®¯¥à â®à  ¨¯à¨¢®¤¨¬ ¥¥ ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã:0BBB@ 4 3 0 3�1 2 1 20 3 4 31 2 �1 2 1CCCA � 0BBB@ 4 0 �4 0�1 2 1 20 3 4 30 4 0 4 1CCCA � 0BBB@ 1 0 �1 00 2 0 20 3 4 30 0 0 0 1CCCA �



174 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë� 0BBB@ 1 0 �1 00 1 0 10 0 4 00 0 0 0 1CCCA � 0BBB@ 1 0 0 00 1 0 10 0 1 00 0 0 0 1CCCA :�¤¥áì ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨©, ¥¥ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¨ äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï á¨áâ¥¬  à¥è¥­¨©(ª®â®à ï ¡ã¤¥â ¡ §¨á®¬ ï¤à  VA2):8><>: x1 = 0;x2 + x4 = 0;x3 = 0; 8><>: x1 = 0;x2 = �x4;x3 = 0; " x1 x2 x3 x40 �1 0 1 #.�à®¨§¢®«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­-­®¬ã §­ ç¥­¨î �2, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥ 
1(0;�1; 0; 1) ¤«ï­¥ª®â®à®£® 
1 6= 0.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.5. �®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë v1; : : : ; vk «¨­¥©­®-£® ®¯¥à â®à  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨ç­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥-­¨ï¬ �1; : : : ; �k, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® k. �«ï k = 1ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®, ¨¡® á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à ¯® ®¯à¥¤¥«¥-­¨î ­¥­ã«¥¢®©. �ãáâì ã¦¥ ¤®ª § ­®, çâ® á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àëv1; : : : ; vk�1 «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨ç­ë¬á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ �1; : : : ; �k�1, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë. � á-á¬®âà¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë v1; : : : ; vk «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A,¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨ç­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ �1; : : : ; �k.�ãáâì �1v1 + : : :+ �kvk = o | (4.15)¯à®¨§¢®«ì­ ï «¨­¥©­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ v1; : : : ; vk.� ©¤¥¬ ®¡à § «¥¢®© ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ¯à¨ «¨­¥©­®¬ ®¯¥à -â®à¥ A:A(�1v1+: : :+�kvk) = �1A(v1)+: : :+�kA(vk) = �1�1v1+: : :+�k�kvk:



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 175�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨§ (4.15) ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥­áâ¢®�1�1v1 + : : :+ �k�kvk = o: (4.16)�¬­®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (4.15) ­  �k, ¯®«ãç¨¬ �k�1v1 ++ : : :+ �k�kvk = o. �®ç«¥­­® ¢ëç¨â ï íâ® à ¢¥­áâ¢® ¨§ (4.16),¯®«ãç ¥¬ (�1 � �k)�1v1 + : : :+ (�k�1 � �k)�k�1vk�1 = o. �® ¨­-¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢«¥ç¥â §  á®¡®©(�1 � �k)�1 = 0; : : : ; (�k�1 � �k)�k�1 = 0. �®áª®«ìªã á®¡áâ¢¥­-­ë¥ §­ ç¥­¨ï �1; : : : ; �k à §«¨ç­ë, ¨§ ¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢ ¢ëâ¥-ª ¥â, çâ® �1 = 0; : : : ; �k�1 = 0. � ¢¥­áâ¢® (4.15) ¢«¥ç¥â §  á®¡®©�kvk = o, ®âªã¤  �k = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  á®¡áâ¢¥­­ëå¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vk «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  ¨ è £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª § ­.24.2.5. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¯à®áâ®© áâàãªâãàë�¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ ¥âáï®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á ¯à®-áâà ­áâ¢  V , á®áâ®ïé¨© ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A.�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨©.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.6. �¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£® ¯à®áâ-à ­áâ¢  V ¡ã¤¥â ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¬ âà¨æ  ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ï¢«ï¥âáï ¤¨ £®­ «ì-­®©.�§ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ á¨«ã áª § ­­®£® ¢ ¯. 4.2.1 ® ¬ âà¨æ å ®¤-­®£® ¨ â®£® ¦¥ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  ¢ à §­ëå ¡ §¨á å ¯®«ãç ¥âáïâ ª®¥ á«¥¤áâ¢¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2.1. � âà¨æ  A ¯®¤®¡­  ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æ¥â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, § ¤ ­­ë© íâ®©¬ âà¨æ¥© ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥© à §¬¥à­®áâ¨, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâ®©áâàãªâãàë.



176 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�â®¡ë ¯à®¢¥à¨âì, ¡ã¤¥â «¨ ¤ ­­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à «¨­¥©-­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë, ­¥®¡å®¤¨¬® ­ ©â¨ ¢á¥ ¥£®á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ¨ ¯®á¬®âà¥âì, ¬®¦­® «¨ ¯®áâà®¨âì ¨§ ­¨å¡ §¨á ¢á¥£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �ç¨âë¢ ï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.5, ¤®áâ -â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® áã¬¬  à §¬¥à­®áâ¥© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢, á®-áâ®ïé¨å ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ®¤­®¬ã á®¡-áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î, ¨ ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à , à ¢­  à §¬¥à­®áâ¨ ¢á¥-£® ¯à®áâà ­áâ¢  (â.¥. ¯®àï¤ªã ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à ). �¤­® ¤®áâ -â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ â®£®, çâ® «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®-à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë, ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬, ª®â®-à®¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2.5.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.2.7. �á«¨ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨©­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ à §¬¥à­®áâ¨ n, ¨¬¥¥â n à §«¨ç­ëåá®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©, â® íâ®â ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®¯¥-à â®à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë.4.2.6. �¤¥¬¯®â¥­â­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ¨ ¬ -âà¨æë�¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ ¥âáï¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬, ¥á«¨ A2 = A. �¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ  ¡ë« ®¯à¥¤¥«¥­  ¢ ª®­æ¥ ¯. 1.1.9. �á­®, çâ® ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â­®©. � ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë (4.9) «¥£ª® ¯à®¢¥-à¨âì, çâ® «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¨¤¥¬¯®â¥­â¥­ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ¨¤¥¬¯®â¥­â­  ¥£® ¬ âà¨æ  ¢ ­¥ª®â®à®¬ (çâ® à ¢­®á¨«ì­®,¢ «î¡®¬) ¡ §¨á¥.�ãáâì V = U �W ¤«ï ­¥ª®â®àëå «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢U ,W «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . �«ï ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  x 2 V¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.3.4 áãé¥áâ¢ãîâ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥¢¥ªâ®àë ux ¨ vx â ª¨¥ çâ® x = ux + vx. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥-­¨¥ P : V �! V , ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Px = ux.�¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® P ï¢«ï¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥­â-­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  V . �­ ­ §ë¢ ¥âáï «¨-



x 4.2. �¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë 177­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  V ­  ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢® U ¯ à ««¥«ì­® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ãW .�¥®à¥¬  4.2.3. � ¦¤ë© ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ï¢-«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à -â®à «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . �®«®¦¨¬ U = A(V ),W = VA¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® A ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®¥ªâ¨à®-¢ ­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  V ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U ¯ à ««¥«ì­® ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢ã W . � ¬¥â¨¬, çâ® Au = u ¤«ï «î¡®£® u 2 U . �á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ u 2 U , â® u = Av ¤«ï ­¥ªâ®à®£® v 2 V , ¨Au = A(Av) = A2v = Av = u, â. ¥. Au = u. �«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®-ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ®V = U�W . �®ª ¦¥¬,çâ® U \W = fog. �ãáâì x 2 U \W . �®£¤  x = Ax = o, ®âªã¤ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® V = U+W . �ãáâìx 2 V . �®£¤  Ax 2 U ¨ A(x�Ax) = Ax�A2x = Ax�Ax = o,â. ¥. x�Ax 2W . � ª¨¬ ®¡à §®¬, x = Ax+ (x�Ax) 2 U +W ,¨ V = U +W , â. ¥. V = U �W . 2�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®á«¥¤­¥© â¥®à¥¬ë «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2.2. �¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¨¤¥¬¯®â¥­â¥­ â®£¤  ¨ â®«ì-ª® â®£¤ , ª®£¤  ®­ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâ®© áâàãªâãàë ¨ ¥£®á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï à ¢­ë 0; 1.�«ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå ¬ âà¨æ ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥-­¨¥.�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2.3. �¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  A ¯®àï¤ª  n ¨¤¥¬¯®-â¥­â­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¯®¤®¡­  ¤¨ £®­ «ì­®©¬ âà¨æ¥, ã ª®â®à®© ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ­ã«¨ ¨ ¥¤¨­¨æë, ¯à¨-ç¥¬ ç¨á«® ¥¤¨­¨æ à ¢­® r(A).�«¥¤ «î¡®© ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë à ¢¥­ ¥¥ à ­£ã.



178 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® «î¡ ï ¬ âà¨æ , ¯®¤®¡­ ï¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æ¥, á ¬  ¡ã¤¥â ¨¤¥¬¯®â¥­â­®©. �§ ®¯à¥¤¥-«¥­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬ âà¨æ á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ ¡ã¤¥â ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã ­¥¥ ­  £« ¢-­®© ¤¨ £®­ «¨ ç¨á«  � â ª¨¥, çâ® �2 = �, â. ¥. ­ã«¨ ¨ ¥¤¨­¨æë.� ª ª ª à ­£¨ ¯®¤®¡­ëå ¬ âà¨æ à ¢­ë ¨ à ­£ ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ -âà¨æë à ¢¥­ ç¨á«ã ­¥­ã«¥¢ëå í«¥¬¥­â®¢ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨,¯®«ãç ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®¤­®© ¨§ ¨¬¯«¨ª æ¨© ¢ á«¥¤áâ¢¨¨.�®ª ¦¥¬, çâ® ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ  A ¯®àï¤ª  n á í«¥-¬¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ï F ¯®¤®¡­  ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æ¥, ã ª®â®à®© ­ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ­ã«¨ ¨ ¥¤¨­¨æë, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«® ¥¤¨­¨æ à ¢­®r(A). �¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ Fn ®â®¡à ¦¥­¨¥ A,¯®« £ ï ¤«ï x 2 Fn Ax = Ax. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® A ï¢«ï¥âáï¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  Fn. � á¨«ãá«¥¤áâ¢¨ï 4.2.2 ¤«ï A áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®-à®¢, ¢ ª®â®à®¬ ¬ âà¨æ  íâ®£® ®¯¥à â®à  ¤¨ £®­ «ì­  á ­ã«ï¬¨ ¨¥¤¨­¨æ ¬¨ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨. �à¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®«ã-ç ¥âáï â¥¯¥àì á ãç¥â®¬ ä®à¬ã«ë 4.11. 2x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©-­®£® ®¯¥à â®à �áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A,¤¥©áâ¢ãîé¨© ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V à §¬¥à­®áâ¨ n ­ ¤¯®«¥¬ F ¨ â ª®© çâ® ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x)à §« £ ¥âáï ­  «¨­¥©­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ F:fA(x) = (�1)n(x� �1)k1(x� �2)k2 : : : (x� �m)km ; (4.17)§¤¥áì �1, �2; : : : ; �m|à §«¨ç­ë¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï «¨­¥©­®-£® ®¯¥à â®à  A (ª®â®àë¬¨ ¨áç¥à¯ë¢ îâáï ¢á¥ ª®à­¨ å à ªâ¥à¨-áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­ ), k1, k2; : : : ; km|¨å ªà â­®áâ¨. � ª ª ª



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  179áâ¥¯¥­ì fA(x) à ¢­  n, ¨¬¥¥¬k1 + k2 + : : :+ km = n: (4.18)4.3.1. �®à­¥¢ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ �«ï á®¡áâ¢¥­­®£® §­ ç¥­¨ï �i (1� i�m) ¯®«®¦¨¬ Ai=A��iE . �á¨«ã ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë 4.2.2 ¨¬¥¥¬ fog � VAi . � á-á¬ âà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ ®¯¥à â®à  Asi ¯à¨ s = 1; 2; : : :, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®VAsi � VAs+1i . � ª ª ª à §¬¥à­®áâì ª ¦¤®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ­¥¯à¥¢®áå®¤¨â n, áãé¥áâ¢ã¥â si | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®á® á¢®©áâ¢®¬fog � VAi � VA2i � : : :� VAsi�1i � VAsii == VAsi+1i = VAsi+2i = : : : : (4.19)�®¤¯à®áâà ­áâ¢® VAsii ¨§ (4.19) ­ §ë¢ ¥âáï ª®à­¥¢ë¬ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢®¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ á®¡áâ¢¥­-­®¬ã §­ ç¥­¨î �i, ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ V (A; �i). �®«®¦¨¬Aoi = Asii ¯à¨ i = 1; : : : ; m. �®£¤  V (A; �i) = VAoi . � ¬¥â¨¬, çâ®¤«ï ®¡à §®¢ áâ¥¯¥­¥© «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  Ai á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë4.1.1 ¨§ ãá«®¢¨© (4.19) ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:V �Ai(V )�A2i (V )� : : :�Asi�1i (V )�Asii (V )== Asi+1i (V )=Asi+2i (V )= : : : : (4.20)�¥¬¬  4.3.1. �ãáâì Ki = V (A; �i) | ª®à­¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ -ç¥­¨î �i, ¨ � | ç¨á«® ¨§ ¯®«ï F, ®â«¨ç­®¥ ®â �i. �®£¤  ¢ë¯®«-­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:1) Ki ¨ Aoi (V ) ¥áâì ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® A ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢ ;2)Ki \VA��E = fog;3) (A� �E)(Ki) =Ki;4) fAjKi = (x� �i)di , £¤¥ di = dimKi.



180 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤ãç¨ ï¤à®¬ ®¯¥à â®à  (A � �iE)si , «¨­¥©-­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Ki ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®-á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à  A � �iE . �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 4.2.3 Ki¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A, â ª çâ® ¯¥à¢ ï ç áâì ãâ¢¥à¦¤¥-­¨ï 1) ¤®ª § ­ . �â®à ï ç áâì ¤®ª §ë¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­® á ¨á-¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ â®£® ä ªâ , çâ® Aoi (V ) = (A� �iE)si(V ) ï¢«ï¥âáï¨­¢ à¨ ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A � �iE ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢®¬.�ãáâì � 6= �i. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â v ¢Ki\VA��E .� ª ª ª v 2 VA��E , ¢¨¤¨¬, çâ® A(v) = �v.� «¥¥, ¨¬¥¥¬ Ai(v) == (A��iE)(v) = A(v)��iv = �v��iv = (���i)v, ®âªã¤  Ai(v) == (���i)v. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,Asii (v) = (���i)siv. � ª ª ª v 2Ki,§ ª«îç ¥¬, çâ® Asii (v) = o. �®áª®«ìªã � � �i 6= 0, ¨§ à ¢¥­áâ¢ (���i)siv = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® v = o. �â¨¬ ¤®ª § ­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2).� ª ª ª Ki ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A, á®£« á­® ¯à¥¤«®-¦¥­¨î 4.2.3 ®­® ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A � �E . � áá¬®âà¨¬®£à ­¨ç¥­¨¥ B ®¯¥à â®à  A � �E ­  Ki. �¤à® B á®£« á­® ãâ¢¥à-¦¤¥­¨î 2) à ¢­® fog. �® â¥®à¥¬¥ 4.1.1 ®¡à § Ki ¯à¨ B ¨¬¥¥âà §¬¥à­®áâì dimKi, â.¥. á®¢¯ ¤ ¥â á Ki, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â 3).�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4) § ¬¥â¨¬, çâ® fAjKi (x) ¤¥-«¨â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x) á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î4.2.2. �à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (4.17), § ª«îç ¥¬, çâ® ª®à­ï¬¨fAjKi (x) ¬®£ãâ ¡ëâì «¨èì ç¨á«  �1; : : : ; �m ¨ íâ®â ¬­®£®ç«¥­ à §-« £ ¥âáï ­ ¤ ¯®«¥¬ F ­  «¨­¥©­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨. �®£« á­® ãâ¢¥à-¦¤¥­¨î 2) «¨èì �i ¬®¦¥â ¡ëâì á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ®£à -­¨ç¥­¨ï A ­  Ki, â.¥. ª®à­¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­ fAjKi (x). � ª ª ª áâ¥¯¥­ì íâ®£® ¬­®£®ç«¥­  à ¢­  dimKi, â¥¬á ¬ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 4) ¤®ª § ­®. 2�¥®à¥¬  4.3.1. �ãáâì A | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ­  «¨­¥©­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ V ­ ¤ ¯®«¥¬ F á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥-­®¬ (4.17). �®£¤ 1) V = V (A; �1)� V (A; �2)� : : :�V (A; �m);



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  1812) dimV (A; �i) = ki ¯à¨ i = 1; : : : ; m;3) V = VAoi �Aoi (V );4) ¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; m ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®V (A; �1)� : : :�V (A; �i�1)� V (A; �i+1)� : : :� V (A; �m) == Aoi (V ):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® n | à §¬¥à­®-áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï1){4). �á«¨ n = 1, â® ¡ §¨á V ®¡à §ã¥â ®¤¨­ ¢¥ªâ®à e. �®£¤ A(e) = �1e ¨ V (A; �1) = V , (A � �1)(V ) = fog, k1 = 1. � § ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª § ­ .�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® âà¥¡ã¥¬ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®ª § ­ë ¤«ï¢á¥å «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ W à §¬¥à­®áâ¨, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ï-é¥© n � 1, ¨ ¢á¥å «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ­  íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å,¨¬¥îé¨å á¯¥ªâà ¢ ¯®«¥ F. �®ª ¦¥¬ ¨å ¤«ï V ¨ A.�­ ç «  ¯à®¢¥à¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3). �®«®¦¨¬ Ki = V (A; �i)¨ W = Aoi (V ). � ª ª ª dimKi > 0, ¨¬¥¥¬ dimW < n, ¨ ªW ¯à¨¬¥­¨¬® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨. �®£« á­® (4.20) ¨¬¥¥¬Ai(W ) =W , ¨ ¯®â®¬ã Aoi (W ) =W . � áá¬®âà¨¬ ®£à ­¨ç¥­¨¥Aoi jW . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 4.1.1 ï¤à® íâ®£® ®£à ­¨ç¥­¨ï à ¢­® fog,¨¡® ®¡à § á®¢¯ ¤ ¥â á W . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® Ki \W = fog.� ª¨¬ ®¡à §®¬, á­®¢  ¯® â¥®à¥¬¥ 4.1.1 ¯®«ãç ¥¬ V = Ki �W ,¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3) ¤®ª § ­®.�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2). �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1) «¥¬¬ë4.3.1 ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Ki ¨ W ï¢«ïîâáï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ ®â­®-á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à  A. �®§ì¬¥¬ ¡ §¨á V , á®áâ ¢«¥­­ë© ¨§ ¡ -§¨á®¢ Ki ¨ W . � íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ¡«®ç­ë© ¢¨¤ AKi O1O2 AW !, £¤¥AKi | ¬ âà¨æ  ®£à ­¨ç¥­¨ï AjKi ;AW | ¬ -âà¨æ  AjW ; O1 ¨ O2 | ­ã«¥¢ë¥ ¬ âà¨æë ¯®¤å®¤ïé¨å à §¬¥à®¢.�®£¤  ïá­®, çâ® fA(x) = fAjKi (x)fAjW (x). � ª ª ª Ai(W ) =W ¢á¨«ã (4.20) ¨ Ai = A��iE , ïá­®, çâ® �i ­¥ ï¢«ï¥âáï ª®à­¥¬ ¬­®£®-ç«¥­  fAjW (x). � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4) «¥¬¬ë 4.3.1, ¯à¨­¨¬ ï ¢®



182 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë¢­¨¬ ­¨¥ à §«®¦¥­¨¥ (4.17) ¤«ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥-­  fA(x), § ª«îç ¥¬, çâ® fAjKi (x) = (�1)ki(x��i)ki ¨ ki = dimKi.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 2) ¤®ª § ­®. �ë ¢¨¤¨¬ â ª¦¥, çâ®fAjW (x) = (�1)n�ki ��(x��1)k1 : : : (x��i�1)ki�1(x��i+1)ki+1 : : : (x��m)km : (4.21)�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4) § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢  W = A0i (V ) ¨ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  B = A jW¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¨¡® dimW < dimV .�«¥¤ã¥â ¯à¨­ïâì â ª¦¥ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® ¢ á¨«ã à ¢¥­áâ¢  (4.21)W (B; �j)=V (A; �j) ¤«ï ¢á¥å j 6= i ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ç¨á¥« f1; 2; : : : ; mg.�âáî¤  áà §ã ¯®«ãç ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 4).�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1) ï¢«ï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ãâ¢¥à-¦¤¥­¨© 3) ¨ 4). 2�§ ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬ë ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé¨© á¯®á®¡ ®âëáª -­¨ï ª®à­¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, ¨¬¥îé¥£®á¯¥ªâà ¢ ¯®«¥ F. �ãáâì ¤ ­  ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ¢ ­¥ª®â®à®¬¡ §¨á¥. � ©¤¥¬ ¡ §¨áë ª®à­¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢. �«ï íâ®£®á­ ç «  ­ ©¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ fA(x) ¨ à §«®-¦¨¬ ¥£® ­  «¨­¥©­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨; ¯ãáâì (4.17) | á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥¥ à §«®¦¥­¨¥. �®§ì¬¥¬ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ �1 ¨ ­ ©¤¥¬¬ âà¨æã «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A1 = A � �1E . �â® ¡ã¤¥â ¬ âà¨æ A1 = A � �1En. � ¯¨è¥¬ ¬ âà¨æã (En j A>1 ) ¨ ­ ©¤¥¬ ¡ §¨áï¤à  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A1 ¢â®àë¬ ¨§ ®¯¨á ­­ëå ¢ ¯. 4.1.2á¯®á®¡®¢. �á«¨ dimVA1 = k1, â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á  ª®à­¥¢®£® ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢  V (A; �1) ¬®¦­® ¢§ïâì ¡ §¨á ï¤à  VA1 , â.¥. ¢¥ªâ®àë,¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¥ áâà®ª ¬¨ ª®®à¤¨­ â ¢ ¬ âà¨æ¥ (M1 j L1), ¯®«ã-ç¥­­®© í«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ¨§ (En j A>1 ), á«¥¢ ®â ç¥àâë, ¨¬¥îé¨¬¨ ­ã«¥¢ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï á¯à ¢ . �¥­ã«¥¢ë¥áâà®ª¨ ¬ âà¨æë L1 ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ®¡à §  A1(V ). �à¥¤¯®«®-¦¨¬, çâ® dimVA1 < k1. �ã¤¥¬ ¨áª âì ¡ §¨á ï¤à  VA21 . �«ï íâ®£®­ ©¤¥¬ ®¡à §ë ¢¥ªâ®à®¢, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå áâà®ª ¬¨ ¬ âà¨æë L1,



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  183¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ ®¯¥à â®à  A1. � á¨«ã ä®à¬ã«ë (4.6), âà ­á¯®­¨-àãï ®¡¥ ¥¥ ç áâ¨, § ª«îç ¥¬, çâ® ¤®áâ â®ç­® ã¬­®¦¨âì L1 ­ ¬ âà¨æã A>1 . � áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã (M1 j L1 j L1A>1 ) ¨ í«¥¬¥­-â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ á® áâà®ª ¬¨ íâ®© ¬ âà¨æë ¯à¨¢¥¤¥¬¬ âà¨æã ­  ¬¥áâ¥ L1A>1 ª áâã¯¥­ç â®¬ã ¢¨¤ã. �®«ãç¨¬ ¬ âà¨æã(M2 j L2 j N 2). �®£¤  áâà®ª¨ ¬ âà¨æë M2, ¨¬¥îé¨¥ ­ã«¥¢ë¥¯à®¤®«¦¥­¨ï ¢ N2, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ï¤à  VA21 ,   ­¥­ã«¥¢ë¥ áâà®-ª¨ ¬ âà¨æë N2 ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ®¡à §  A21. �á«¨ dimVA21 = k1,â® V (A; �1) = VA21 ¨ ¥£® ¡ §¨á ­ ©¤¥­. �á«¨ ¦¥ dimVA21 < k1, â®¯à®¤®«¦ ¥¬ ¯à®æ¥áá, ®¯¨á ­­ë© ¢ëè¥. �â®â ¯à®æ¥áá § ª ­ç¨-¢ ¥âáï, ª®£¤  à §¬¥à­®áâì ï¤à  ®ç¥à¥¤­®© áâ¥¯¥­¨ ®¯¥à â®à  A1á®¢¯ ¤ ¥â á k1. �  íâ®¬ è £¥ à ­£ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© áâ¥¯¥­¨ A1á®¢¯ ¤ ¥â á à ­£®¬ á«¥¤ãîé¥© (â.¥. ­  1 ¡®«ìè¥©) ¥£® áâ¥¯¥­¨;íâ® ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¯à®¢¥àª¨.� «¥¥ ¡¥à¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ §­ ç¥­¨¥ �2 ¨ ¯®¢â®àï¥¬ ¤«ï ­¥£®®¯¨á ­­ë© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬  ¡§ æ¥ ¯à®æ¥áá á â¥¬ ®â«¨ç¨¥¬, çâ®¢¬¥áâ® ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë En ­  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¡¥à¥âáï ¯àï¬®-ã£®«ì­ ï ¬ âà¨æ  P r, ¯®«ãç¥­­ ï á¯à ¢  ­  ¯®á«¥¤­¥¬ è £¥, á®â¡à®è¥­­ë¬¨ ­ã«¥¢ë¬¨ áâà®ª ¬¨ (íâ® ¡ §¨á ®¡à §  Ao1(V )), ¨ª ­¥© ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ  P rA>2 , £¤¥ A2 = A� �2En. � â¥¬¯®«ãç¥­­ãî ¬ âà¨æã í«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ áâà®ª¯à¨¢®¤¨¬ ª ¢¨¤ã, ª®£¤  á¯à ¢  ¯®«ãç ¥âáï áâã¯¥­ç â ï ¬ âà¨-æ . �à®æ¥áá ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤ «¥¥ ¤® ¯®áâà®¥­¨ï ¡ §¨á  V (A; �2).�«ï ®áâ «ì­ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¯à®¤¥«ë¢ îâáï  ­ «®£¨ç-­ë¥ è £¨.� áá¬®âà¨¬ ª®­ªà¥â­ë© ¯à¨¬¥à. � ©â¨ ¡ §¨áë ª®à­¥¢ëå¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, § ¤ ­­®£® ¢ ­¥ª®â®à®¬¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ¥© A = 0BBB@ 2 3 0 3�1 0 1 20 3 2 31 2 �1 0 1CCCA : (4.22)



184 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë� à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¢ëç¨á«ï¥âáï, ª ª ¢ ¯à¨¬¥à¥ ¯.4.2.2: fA(x) = (x� 2)3(x+ 2):�£® ª®à­¨ �1 = 2, �2 = �2. � ©¤¥¬ ¡ §¨á ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �1 = 2:0BBB@ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ��������� 0 �1 0 13 �2 3 20 1 0 �13 2 3 �2 1CCCA �� 0BBB@ 0 1 0 01 0 0 00 0 1 00 �1 0 1 ��������� 3 �2 3 20 �1 0 10 1 0 �10 4 0 �4 1CCCA �� 0BBB@ 0 1 2 00 0 1 01 0 1 04 �1 0 1 ��������� 3 0 3 00 1 0 �10 0 0 00 0 0 0 1CCCA ;� 0BBB@ 0 1 2 00 0 1 01 0 1 04 �1 0 1 ��������� 3 0 3 00 1 0 �10 0 0 00 0 0 0 ��������� 0 0 0 00 4 0 �40 0 0 00 0 0 0 1CCCA �� 0BBB@ 0 0 1 00 1 2 01 0 1 04 �1 0 1 ��������� 0 1 0 �13 0 3 00 0 0 00 0 0 0 ��������� 0 4 0 �40 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCCA :�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ª®à­¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® V (A; 2) ¨¬¥¥â ¡ §¨á¨§ ¢¥ªâ®à®¢ á ª®®à¤¨­ â ¬¨ (0; 1; 2; 0), (1; 0; 1; 0), (4;�1; 0; 1) ¨ï¢«ï¥âáï ï¤à®¬ ®¯¥à â®à  (A� 2E)2. �®à­¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®V (A;�2) á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡à §®¬ íâ®£® ®¯¥à â®à  ¨ ¯®à®¦¤ ¥âáï¢¥ªâ®à®¬ (0; 4; 0;�4) ¨«¨, çâ® à ¢­®á¨«ì­®, ¢¥ªâ®à®¬ (0; 1; 0;�1).



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  1854.3.2. �®áâà®¥­¨¥ ¦®à¤ ­®¢  ¡ §¨á �ãáâì Ki = V (A; �i) | ª®à­¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­®£®®¯¥à â®à  A, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �i. �¡®-§­ ç¨¬ ®£à ­¨ç¥­¨¥ AjKi ¨ ç¥à¥§ B. �®«®¦¨¬ Bi = B � �iE , £¤¥ç¥à¥§ E ®¡®§­ ç¥­ ¥¤¨­¨ç­ë© ®¯¥à â®à ­  Ki. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨îª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¤«ï ª ¦¤®£® v 2 Ki áãé¥áâ¢ã¥â ­ -âãà «ì­®¥ ç¨á«® h � ki = dimKi â ª®¥, çâ® Bhi (v) = o. � ª¨¬®¡à §®¬, Bkii = O. �¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A, ¤«ï ª®â®à®£® As=O,­® As�1 6=O ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ ­ âãà «ì­®¬ s, ­ §ë¢ ¥âáï ­¨«ì¯®-â¥­â­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ áâã¯¥­¨ s.�®§ì¬¥¬ ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à v ¢ Ki ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢ v, Bi(v); : : :, Bsi (v); : : :. �ãáâì l | ­ ¨¬¥­ì-è¥¥ ç¨á«® á® á¢®©áâ¢®¬ Bli(v) = o; â ª®¥ ç¨á«® áãé¥áâ¢ã¥â á®-£« á­® áª § ­­®¬ã ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬  ¡§ æ¥. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì¢¥ªâ®à®¢ v, Bi(v); : : :, Bl�1i (v) ­ §ë¢ ¥âáï ­¨«ì-á«®¥¬ ¤«¨­ë l.�¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, á®áâ®ïé ï ¨§ ­¨«ì-á«®¥¢, ­ §ë¢ ¥âáï ¦®à¤ -­®¢®© á¨áâ¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à  Bi = A � �iE . � ¯¨áì¦®à¤ ­®¢®© á¨áâ¥¬ë ¢ ä®à¬¥ â ¡«¨æë, ª ¦¤ ï áâà®ª  ª®â®à®©¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ­¨«ì-á«®© ¨ ¢á¥ áâà®ª¨ ¢ëà®¢­¥­ë ¯® ¯à -¢®¬ã ªà î (â.¥. ¨¬¥îâ ®¡éãî ¢¥àâ¨ª «ì­ãî ¯à ¢ãî £à ­¨æã),­ §ë¢ ¥âáï ¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æ¥©.�¥¬¬  4.3.2. �®à¤ ­®¢  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¥¥ ¢ ä®à¬¥ ¦®à¤ ­®¢®© â -¡«¨æë ¢¥ªâ®àë ¯à ¢®£® áâ®«¡æ  ®¡à §ãîâ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãîá¨áâ¥¬ã.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¦®à¤ ­®¢  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨-¬ , â® «î¡ ï ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬  â ª¦¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬  ¨, ¢ ç áâ-­®áâ¨, ¢¥ªâ®àë ¯à ¢®£® áâ®«¡æ  ¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æë ®¡à §ãîâ«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã. �¡à â­®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® á¨-áâ¥¬  ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à ¢®£® áâ®«¡æ  ¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æë «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ ,   ¢áï ¦®à¤ ­®¢  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ , ¨ ¯à¨-



186 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë¤¥¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î ¢¥ªâ®-à®¢ ¦®à¤ ­®¢®© á¨áâ¥¬ë, à ¢­ãî ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã, ¯® ªà ©­¥©¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ª®â®à®© ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �â¬¥â¨¬¢ â ¡«¨æ¥ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë, ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ ª®â®àëå ®â«¨ç­ë ®â­ã«ï. �ë¡¥à¥¬ ­¨«ì-á«®© (â.¥. áâà®ªã â ¡«¨æë), ¢ ª®â®à®¬ ®â¬¥-ç¥­­ë© ¢¥ªâ®à à á¯®«®¦¥­ â ª, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¢® ¢á¥å áâ®«¡æ å«¥¢¥¥ ¥£® ­¥ ®â¬¥ç¥­ë. �ãáâì r | ç¨á«® áâ®«¡æ®¢ â ¡«¨æë ¯à -¢¥¥ ¢ë¡à ­­®£® ¢¥ªâ®à . �®¤¥©áâ¢ã¥¬ ­  «¨­¥©­ãî ª®¬¡¨­ æ¨î®¯¥à â®à®¬ Bri . �¡à § Bi(v) «î¡®£® ¢¥ªâ®à  v ¨§ ¦®à¤ ­®¢®© â -¡«¨æë ­ å®¤¨âáï ¢ â ¡«¨æ¥ ¢ á®á¥¤­¥¬ áâ®«¡æ¥ á¯à ¢  ®â v, ¥á«¨v áâ®¨â ­¥ ¢ á ¬®¬ ¯à ¢®¬ áâ®«¡æ¥, ¨ à ¢¥­ ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã, ¥á-«¨ v áâ®¨â ¢ á ¬®¬ ¯à ¢®¬ áâ®«¡æ¥. �®íâ®¬ã ®¡à § «¥¢®© ç áâ¨«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¯à¨ Bri ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©¢¥ªâ®à®¢ ¯à ¢®£® áâ®«¡æ , ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ª®íää¨æ¨¥­-â®¢ ª®â®à®© ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï, ¨ íâ  «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï à ¢­ ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥, ª®â®à®¥ ¯®ª §ë¢ ¥â,çâ® ¦®à¤ ­®¢  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . 2�«¥¬¥­â à­ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æë ­ -§ë¢ îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï:1) ¯¥à¥áâ ­®¢ª  á«®¥¢;2) ¨áª«îç¥­¨¥ ­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ á¤¢¨£®¬ á«®ï ¢¯à ¢® (­  ç¨-á«® ­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢);3) ã¬­®¦¥­¨¥ á«®ï ­  ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«®;4) ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥ ª á«®î ¤«¨­ë l ®âà¥§ª  ¤«¨­ë l á«®ï, à á¯®-«®¦¥­­®£® ­ ¤ ¨«¨ ¯®¤ ¤ ­­ë¬ (¢â®à®© á«®©, ¨§ ª®â®à®£® ¡¥à¥âáï®âà¥§®ª, ¤®«¦¥­ ¡ëâì ­¥ ª®à®ç¥ ¯¥à¢®£®).�à¥¤« £ ¥¬ ç¨â â¥«î ã¡¥¤¨âìáï, çâ® â ¡«¨æ , ¯®«ãç ¥¬ ï ¨§¦®à¤ ­®¢®© á ¯®¬®éìî ãª § ­­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©, ¡ã¤¥â «¨­¥©-­® íª¢¨¢ «¥­â­  ¨áå®¤­®© â ¡«¨æ¥, ¨ ¯ãâ¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯à¥®¡à -§®¢ ­¨ï 2) ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­  ª ¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æ¥,«¨­¥©­® íª¢¨¢ «¥­â­®© ¨áå®¤­®©.�®à¤ ­®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  V ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©-­®£® ®¯¥à â®à  A ­ §ë¢ ¥âáï ¡ §¨á, á®áâ ¢«¥­­ë© ¨§ ¡ §¨á®¢



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  187ª®à­¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ Ki ¯à¨ i = 1; : : : ; m â ª, çâ® ¢ ª -¦¤®¬ ª®à­¥¢®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ ¡ §¨á ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ­®¢®© á¨-áâ¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à  A � �iE . � §¨áë ª®à­¥¢ëå ¯®¤-¯à®áâà ­áâ¢, ®¡« ¤ îé¨¥ ãª § ­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬, ¡ã¤¥¬ â ª¦¥­ §ë¢ âì ¦®à¤ ­®¢ë¬¨.�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¦®à¤ ­®¢  ¡ §¨á  ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬.�¥®à¥¬  4.3.2. �®à­¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Ki ¨¬¥¥â ¦®à¤ ­®¢¡ §¨á ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  B = A � �iE . �¨á«® ql­¨«ì-á«®¥¢ ¤«¨­ë l ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã« ¬¨ ql = rl�1 � 2rl + rl+1, £¤¥ ri = r(Bi),i = 0; : : : ; ti, ti | áâã¯¥­ì ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ ®¯¥à â®à  B.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì e1; : : : ; eki | ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á ª®à­¥¢®-£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Ki. �®áâ ¢¨¬ ¦®à¤ ­®¢ã â ¡«¨æã ¨§ ­¨«ì-á«®¥¢, ­ ç¨­ îé¨åáï á ãª § ­­ëå ¢¥ªâ®à®¢. �á­®, çâ® íâ  â -¡«¨æ  ¡ã¤¥â ¯®à®¦¤ îé¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢  Ki.�¥à¥áâà®¨¬ â ¡«¨æã á ¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©â ª, çâ®¡ë ¯à ¢ë© áâ®«¡¥æ ¥¥ ®¡à §®¢ë¢ « «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨-¬ãî á¨áâ¥¬ã (¨¬¥« ¡ë áâã¯¥­ç âë© ¢¨¤ ¨ ­¥ á®¤¥à¦ « ­ã«¥¢ëåáâà®ª). �à®¢¥¤ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¢ ¨áå®¤­®©¦®à¤ ­®¢®© â ¡«¨æ¥, ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¦®à¤ ­®¢®© á¨áâ¥¬¥, «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬®© ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 4.3.2 ¨ ¯®à®¦¤ îé¥© ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢® Ki á®£« á­® ®â¬¥ç¥­­®¬ã ¢ëè¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¦®à¤ ­®¢¡ §¨á ¯®áâà®¥­.�ãáâì ¤ ­ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¦®à¤ ­®¢ ¡ §¨á ¨ ql | ç¨á«® ­¨«ì-á«®¥¢ ¤«¨­ë l ¢ ­¥¬. �®£¤  «¥£ª® ¯®¤áç¨â âì, çâ®r0 = dimKi = q1 + 2q2 + 3q3 + 4q4 + : : :r1 = dimB(Ki) = q2 + 2q3 + 3q4 + : : :r2 = dimB2(Ki) = q3 + 2q4 + : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :



188 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë�ëç¨â ï ¨§ ª ¦¤®£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¤ãîé¥¥ §  ­¨¬, ¯®«ãç¨¬r0 � r1 = q1 + q2 + q3 + q4 + : : :r1 � r2 = q2 + q3 + q4 + : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�®¢â®àïï íâã ®¯¥à æ¨î ¤«ï ¯®«ãç¥­­ëå à ¢¥­áâ¢, ¯à¨å®¤¨¬ ªâà¥¡ã¥¬ë¬ ¢ëà ¦¥­¨ï¬ ¤«ï q0; q1; : : :. 2�®áâà®¨¬ ¬ âà¨æã «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¢ ¦®à¤ ­®¢®¬ ¡ §¨-á¥. �ãáâì e1; e2; : : :, er | ­¨«ì-á«®© ¤«ï á®¡áâ¢¥­­®£® §­ ç¥­¨ï�. �®£¤  A(e1) = �e1 + e2, A(e2) = �e2 + e3; : : : ; A(er) = �er.�¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S = he1; e2; : : : ; eri ï¢«ï¥â-áï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® A, ¨ ¬ âà¨æ  ®£à ­¨ç¥­¨ï AjS¨¬¥¥â ¢¨¤ 0BBBBBBB@ � 0 0 : : : 0 01 � 0 : : : 0 00 1 � : : : 0 0� � � : : : � �0 0 1 : : : � 00 0 0 : : : 1 � 1CCCCCCCA : (4.23)� ª ï ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¦®à¤ ­®¢®© ª«¥âª®©. � ¦®à¤ ­®-¢®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A á®áâ®¨â ¨§ ¦®à¤ ­®-¢ëå ª«¥â®ª ¢¨¤  (4.23), à á¯®«®¦¥­­ëå ¯® £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨;®áâ «ì­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¬ âà¨æë «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  à ¢­ë­ã«î. �¨á«® íâ¨å ª«¥â®ª à ¢­® ç¨á«ã ­¨«ì-á«®¥¢ ¢ ¦®à¤ ­®¢®¬¡ §¨á¥. �®àï¤®ª ª ¦¤®© ª«¥âª¨ à ¢¥­ ç¨á«ã ¢¥ªâ®à®¢ ¢ á®®â¢¥â-áâ¢ãîé¥¬ ­¨«ì-á«®¥.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. � ©â¨ ¦®à¤ ­®¢ ¡ §¨á «¨­¥©­®£® ®¯¥-à â®à  A, § ¤ ­­®£® ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ¥© (4.22).�®á¯®«ì§ã¥¬áï à¥§ã«ìâ â ¬¨, ¯®«ãç¥­­ë¬¨ ¢ ¯. 4.3.1, ¯à¨à áá¬®âà¥­¨¨ íâ®£® ¯à¨¬¥à . �ë ­ è«¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  189�1 = 2, �2 = �2 ¨ ¡ §¨áë ª®à­¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ V (A; 2) == he1; e2; e3i, £¤¥ e1 = (0; 1; 2; 0), e2 = (1; 0; 1; 0), e3 = (4;�1; 0; 1) ¨V (A;�2) = he4i, e4 = (0; 1; 0;�1). �®áâà®¨¬ ¦®à¤ ­®¢ã â ¡«¨æã¤«ï ¯¥à¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¥¥.������� 0 1 2 0 ������� 3 0 3 01 0 1 04 �1 0 1 ������� � ������� 0 1 2 0 ������� 3 0 3 00 0 0 04 �1 0 1 ������� �� ����� 0 1 2 0 ����� 3 0 3 04 �1 0 1 ����� :�®à¤ ­®¢ ¡ §¨á ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  V (A; 2) á®áâ®¨â ¨§¤¢ãå ­¨«ì-á«®¥¢: g1 = (0; 1; 2; 0), g2 = (3; 0; 3; 0)¨ g3 = (4;�1; 0; 1).�®à¤ ­®¢ ¡ §¨á ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ V (A;�2) á®áâ®¨â ¨§®¤­®£® ¢¥ªâ®à  g4 = (0; 1; 0;�1). �®à¤ ­®¢ ¡ §¨á ¢á¥£® ¯à®áâà ­-áâ¢  á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ g1; g2; g3; g4. � âà¨æ  ®¯¥à â®à  A ¢íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ 0BBB@ 2 0 0 01 2 0 00 0 2 00 0 0 �2 1CCCA :�­  ¯®áâà®¥­  ¨§ âà¥å ¦®à¤ ­®¢ëå ª«¥â®ª:  2 01 2 !, (2) ¨ (�2).4.3.3. �®à¤ ­®¢  ­®à¬ «ì­ ï ä®à¬  ¬ âà¨æë� áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â­ãî ¬ âà¨æãA ¯®àï¤ª  n ­ ¤ ¯®«¥¬ F, ã ª®-â®à®© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ à §« £ ¥âáï ­  «¨­¥©­ë¥¬­®¦¨â¥«¨ ­ ¤ F. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, § ¤ ­-­ë© ¬ âà¨æ¥© A ¢ ¡ §¨á¥ e1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ; en = (0; 0; : : : ; 1)¯à®áâà ­áâ¢  áâà®ª Fn. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì A ®¯¥à â®à®¬, § ¤ ­-­ë¬ ¬ âà¨æ¥© A. �â®â ®¯¥à â®à ¨¬¥¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®-



190 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë£®ç«¥­, á®¢¯ ¤ îé¨© á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ ¬ âà¨-æë A. �ã¤¥¬ â ª¦¥ ­ §ë¢ âì á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨ á®¡áâ¢¥­-­ë¥ ¢¥ªâ®àë «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨¨ á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¬ âà¨æë A. �à¨¬¥­ïï à¥§ã«ìâ âë¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ã­ªâ®¢, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®áâà®¨âì ¦®à¤ ­®¢ ¡ §¨á ¤«ïíâ®£® ®¯¥à â®à . � íâ®¬ ¡ §¨á¥ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ¬ -âà¨æã Â, á®áâ®ïéãî ¨§ ¦®à¤ ­®¢ëå ª«¥â®ª. �ãáâì T | ¬ âà¨æ ¯¥à¥å®¤  ®â ¨áå®¤­®£® ¡ §¨á  ª ¦®à¤ ­®¢ã. �®£¤  Â = T�1AT .� âà¨æ  Â ­ §ë¢ ¥âáï ¦®à¤ ­®¢®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬®© ¬ âà¨-æë A. �ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  Â ¯®¤®¡­  ¬ âà¨æ¥ A ¨ ¬ âà¨æ T ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯®¤®¡¨¥.� á¨«ã ¤®ª § ­­®£® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥ ¦®à¤ ­®¢  ­®à-¬ «ì­ ï ä®à¬  ¬ âà¨æë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­® á â®ç­®áâìî¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¦®à¤ ­®¢ëå ª«¥â®ª ¯® £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨.�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ­ å®¦¤¥­¨ï ¦®à¤ ­®¢®© ä®à¬ë ¬ âà¨-æë. �«ï ¤ ­­ëå ¬ âà¨æA = 0B@ 4 �5 25 �7 36 �9 4 1CA ; B = 0BBB@ 1 �3 0 3�2 �6 0 130 �3 1 3�1 �4 0 8 1CCCA­ ©â¨ ¦®à¤ ­®¢ë ä®à¬ë ¨ ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¥ ¬ âà¨æë, ®áãé¥-áâ¢«ïîé¨¥ ¯®¤®¡¨¥.� ©¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¬ âà¨æë A. �¬¥¥¬,¨á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (1.20) (­  á. 45) à §«®¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï¯® ¯¥à¢®© áâà®ª¥,fA(x) = ������� 4� x �5 25 �7 � x 36 �9 4� x ������� == (4� x) ����� �7� x 3�9 4� x �����+ 5 ����� 5 36 4� x �����+ 2 ����� 5 �7� x6 �9 ����� ==(4�x)((x+7)(x�4)+27)+5(20�5x�18)+2(�45+42+6x) =



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  191= (4� x)(x2 + 3x� 1)� 25x+ 10 + 12x� 6 == �x3 � 3x2 + x + 4x2 + 12x� 4� 13x+ 4 = �x3 + x2:� ª¨¬ ®¡à §®¬, fA(x) = �x3 + x2 = x2(1� x). � âà¨æ  A ¨¬¥¥âá®¡áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  �1 = 0 ¨ �2 = 1. � ©¤¥¬ ª®à­¥¢ë¥ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢  «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A, § ¤ ­­®£® ¬ âà¨æ¥© A. �«ï�1 = 0 ¨¬¥¥¬0B@ 1 0 00 1 00 0 1 ������� 4 5 6�5 �7 �92 3 4 1CA � 0B@ 1 0 �11 1 10 0 1 ������� 2 2 21 1 12 3 4 1CA �� 0B@ 1 1 1�2 �2 �1�1 �2 �3 ������� 1 1 10 1 20 0 0 1CA :�¬­®¦ ï ¬ âà¨æã 0B@ 1 1 10 1 20 0 0 1CA ­  ¬ âà¨æã 0B@ 4 5 6�5 �7 �92 3 4 1CA ¨¯à¨¯¨áë¢ ï ¯®«ãç¥­­ãî ¬ âà¨æã 0B@ 1 1 1�1 �1 �10 0 0 1CA á¯à ¢  ¢ ¯®-á«¥¤­¥© à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æ¥, ¯à®¤®«¦ ¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï:0B@ 1 1 1�2 �2 �1�1 �2 �3 ������� 1 1 10 1 20 0 0 ������� 1 1 1�1 �1 �10 0 0 1CA �� 0B@ 1 1 1�1 �1 0�1 �2 �3 ������� 1 1 11 2 30 0 0 ������� 1 1 10 0 00 0 0 1CA :� §¨á ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ V (A; 0) ®¡à §ãîâ ¢¥ªâ®àë e1 == (�1;�1; 0) ¨ e2 = (�1;�2;�3). �â®¡ë ­ ©â¨ ¦®à¤ ­®¢ ¡ -§¨á, § ¬¥â¨¬, çâ® Ae>1 = �e>2 (íâ® ¢¨¤­® ¨§ ¢â®à®© áâà®ª¨ à á-è¨à¥­­®© ¬ âà¨æë). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¦®à¤ ­®¢  ¡ -§¨á  ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  V (A; 0) ¬®¦­® ¢§ïâì ¢¥ªâ®àë



192 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àëg1 = (�1;�1; 0) ¨ g2 = (1; 2; 3). �®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �2 = 1 á®-®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à g3 = (1; 1; 1), ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ¯® ¯®á«¥¤­¥¬ã áâ®«¡æã à áè¨à¥­­®© ¬ âà¨æë. � ¯¨áë¢ ¥¬¦®à¤ ­®¢ã ä®à¬ã ¬ âà¨æë A, áâà®ï ¥¥ ¨§ ¤¢ãå ª«¥â®ª| ¯¥à¢ ïª«¥âª  ¯®àï¤ª  2 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ �1 = 0, ¢â®à ï ª«¥â-ª  ¯®àï¤ª  1 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ �2 = 1: Â = 0B@ 0 0 01 0 00 0 1 1CA;íâ® ­¥ çâ® ¨­®¥, ª ª ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  A ¢ ¦®à¤ ­®¢®¬ ¡ §¨á¥g1; g2; g3. � âà¨æ  T , ®áãé¥áâ¢«ïîé ï ¯®¤®¡¨¥, áãâì ¬ âà¨æ ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á , á®áâ®ïé¥£® ¨§ áâà®ª ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë, ª¡ §¨áã g1; g2; g3. �­  á®áâ®¨â ¨§ ª®®à¤¨­ â ¯®á«¥¤­¨å ¢¥ªâ®à®¢,§ ¯¨á ­­ëå ¢ áâ®«¡æë: T = 0B@ �1 1 1�1 2 10 3 1 1CA.� ©¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¬ âà¨æë B:fB(x) = ��������� 1� x �3 0 3�2 �6� x 0 130 �3 1� x 3�1 �4 0 8� x ��������� == (1� x) ������� 1� x �3 3�2 �6� x 13�1 �4 8� x ������� == (1� x) ������� 1� x �3 30 2� x �3 + 2x�1 �4 8� x ������� == (1� x) ������� 1� x �3 00 2� x �1 + x�1 �4 4� x ������� == (1� x)[(1� x) ����� 2� x �1 + x�4 4� x ������ ����� �3 02� x �1 + x ����� =



x 4.3. �®à¤ ­®¢® à §«®¦¥­¨¥ ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  193= (1� x)2(x2 � 6x+ 8 + 4x� 4)� 3(1� x)2 == (1� x)2(x2 � 2x+ 1) = (x� 1)4:� ª¨¬ ®¡à §®¬, fB(x) = (x � 1)4. � âà¨æ  B ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­-­®¥ §­ ç¥­¨¥ 1 ªà â­®áâ¨ 4. �¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à B, § ¤ ­­ë©¬ âà¨æ¥© B, ¨¬¥¥â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® ª®à­¥¢®£® ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢  ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢® áâ®«¡æ®¢ F4. � ©¤¥¬ ¦®à¤ ­®¢ ¡ §¨áíâ®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ . �®áâà®¨¬ ¦®à¤ ­®¢ã â ¡«¨æã, ¨áå®¤ï ¨§¡ §¨á  e1 = (1; 0; 0; 0)>, e2 = (0; 1; 0; 0)>, e3 = (0; 0; 1; 0)>, e4 == (0; 0; 0; 1)>. �«ï íâ®£® ¬ âà¨æã B �E4 = 0BBB@ 0 �3 0 3�2 �7 0 130 �3 0 3�1 �4 0 7 1CCCAã¬­®¦ ¥¬ á¯à ¢  ­  e1, ¯®«ãç¥­­ë© áâ®«¡¥æ âà ­á¯®­¨àã¥¬ ¨§ ¯¨áë¢ ¥¬ ¢ â ¡«¨æã,   § â¥¬ ¬ âà¨æã B�E4 ã¬­®¦ ¥¬ ­  ¯®-«ãç¥­­ë© áâ®«¡¥æ ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ­¥ ¯®«ãç¨âáï ­ã«¥¢®© áâ®«-¡¥æ. �à®¤¥«ë¢ ¥¬ íâ® ¤«ï ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ e1; e2; e3; e4 ¨ § ¯®«­ï¥¬¦®à¤ ­®¢ã â ¡«¨æã, ¢ëà ¢­¨¢ ï ¥¥ ¯® ¯à ¢®¬ã ªà î.��������� 1 0 0 00 1 0 00 0 0 1 ��������� 0 �2 0 �1�3 �7 �3 �43 13 3 7 ��������� 3 1 3 19 3 9 30 0 1 0�18 �6 �18 �6 ��������� �� ��������� 1 0 0 0�3 1 0 06 0 0 1 ��������� 0 �2 0 �1�3 �1 �3 �13 1 3 1 ��������� 3 1 3 10 0 0 00 0 1 00 0 0 0 ��������� �� ��������� 1 0 0 0 ��������� 0 �2 0 �1�3 1 0 06 0 0 1 ��������� 3 1 3 1�3 �1 �3 �13 1 3 10 0 1 0 ��������� �



194 �« ¢  4. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë� ��������� 1 0 0 0 ��������� 0 �2 0 �1�3 1 0 �16 2 0 2 ��������� 3 1 3 10 0 0 00 0 0 00 0 1 0 ��������� �� ��������� 1 0 0 0 ��������� 0 �2 0 �1 ��������� 3 1 3 1�3 �1 0 �16 2 0 20 0 1 0 ��������� �� ��������� 1 0 0 0 ��������� 0 �2 0 �1 ��������� 3 1 3 10 0 3 00 0 0 00 0 1 0 ��������� �� ����� 1 0 0 0 ����� 0 �2 0 �1 ����� 3 1 3 10 0 1 0 ����� :� ª ç¥áâ¢¥ ¦®à¤ ­®¢  ¡ §¨á  ¬®¦­® ¢§ïâì ¢¥ªâ®àë g1 = (1; 0; 0; 0),g2 = (0;�2; 0;�1), g3 = (3; 1; 3; 1), g4 = (0; 0; 1; 0). �®à¤ ­®¢ ä®à¬  ¬ âà¨æë B á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ª«¥â®ª, ¯¥à¢ ï ¯®àï¤ª  3 ¨¢â®à ï ¯®àï¤ª  1, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î 1.�¬¥¥¬ B̂ = 0BBB@ 1 0 0 01 1 0 00 1 1 00 0 0 1 1CCCA, T = 0BBB@ 1 0 3 00 �2 1 00 0 3 10 �1 1 0 1CCCA.� ¤ ç¨: [17], ò171{200.



�« ¢  5�¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥«¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¨å «¨­¥©­ë¥®â®¡à ¦¥­¨ï�¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¨«¨C , ¢ ª®â®àëå ­ àï¤ã á «¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­® áª -«ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢, çâ® ¯®§¢®«ï¥â à¥è âì § ¤ ç¨,á¢ï§ ­­ë¥ á ¨§¬¥à¥­¨¥¬ ¤«¨­ ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ã£«®¢ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­-áâ¢ 5.1.1. �ªá¨®¬ë�ãáâì V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëåç¨á¥« R [­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C ]. �­® ­ §ë¢ ¥âáï ¥¢-ª«¨¤®¢ë¬ [ã­¨â à­ë¬] ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ¥á«¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥-195



196 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¤ãîé¨¬  ªá¨®¬ ¬.1. �«ï «î¡ëå u; v 2 V áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ç¨á«®(u; v)V 2 R [(u; v)V 2 C ], ­ §ë¢ ¥¬®¥ áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¢¥ªâ®à®¢ u ¨ v. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® V ä¨ªá¨à®¢ ­®, â® ¢¬¥áâ®(u; v)V ¯¨è¥¬ ¯à®áâ® (u; v).2. �«ï «î¡ëå u; v 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® (u; v) = (v;u) [(v;u) == (u; v), £¤¥ z | ç¨á«®, á®¯àï¦¥­­®¥ á ª®¬¯«¥ªá­ë¬ ç¨á«®¬ z].3. �«ï «î¡ëå u; v;w 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢®(u+ v; w) = (u;w) + (v;w).4. �«ï «î¡ëå u; v 2 V ¨ «î¡®£® � 2 R [� 2 C ] á¯à ¢¥¤«¨¢®(�u; v) = �(u; v).5. �«ï «î¡®£® u 2 V (u;u) 2 R, (u;u) � 0 ¨ (u;u) = 0 â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u = o.�«¥¤áâ¢¨ï ¨§  ªá¨®¬ á®¡à ­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.1. �ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® [ã­¨â à­®¥] ¯à®-áâà ­áâ¢®. �¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:1) ¤«ï «î¡®£® v 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  (v;o) = 0 =(o; v);2) ¤«ï «î¡ëå u; v 2 V ¨ «î¡®£® � 2 R [� 2 C ] á¯à ¢¥¤«¨¢®à ¢¥­áâ¢® (u; �v) = �(u; v) [(u; �v) = �(u; v)];3) ¤«ï «î¡ëå u; v;w 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (u; v+w) =(u; v) + (u;w).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® (o; v) = 0 ¤«ï «î¡®£® v 2 V .�ãáâì v 2 V . �®  ªá¨®¬¥ 3 ¨¬¥¥¬ (o; v) = (o+ o; v) = (o; v) +(o; v), ®âªã¤  (o; v) = 0. �®  ªá¨®¬ ¬ 2 ¨§ à ¢¥­áâ¢  (o; v) = 0á«¥¤ã¥â (v;o) = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1) ¤®ª § ­®.�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2) ï¢«ï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬  ª-á¨®¬ 2 ¨ 4. �à¨¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¢ëª« ¤ª¨ ¤«ï á«ãç ïã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢: (u; �v) = (�v;u) = �(v;u) = �(v;u) == �(u; v).�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3) ¥áâì ­¥¯®áà¥¤-áâ¢¥­­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥  ªá¨®¬ 2 ¨ 3. 2



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  1975.1.2. �à¨¬¥àë1. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ®¡ëç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï ¥¢-ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®â­®á¨â¥«ì­® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥-­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ (á¬. ¯. 2.1.6).2. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® áâà®ª Rn ï¢«ï¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®â­®á¨â¥«ì­® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, § ¤ ­­®-£® ä®à¬ã«®©((x1; x2; : : : ; xn); (y1; y2; : : : ; yn)) = x1y1 + x2y2 + : : :+ xnyn:�à®¢¥àª   ªá¨®¬ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ ¨ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®.3. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® áâà®ª C n ï¢«ï¥âáï ã­¨â à­ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®â­®á¨â¥«ì­® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, § ¤ ­­®-£® ä®à¬ã«®©((x1; x2; : : : ; xn); (y1; y2; : : : ; yn)) = x1y1 + x2y2 + : : :+ xnyn:4. �¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë-¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ï¢«ï¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®â­®-á¨â¥«ì­® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï(f(x); g(x)) = Z �� f(x)g(x)dx;£¤¥ �, �| ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á« , � < �. �à®¢¥àª  ªá¨®¬ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï §¤¥áì á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ á¢®©áâ¢ ®¯à¥¤¥-«¥­­®£® ¨­â¥£à « .5.1.3. �¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨{�ã­ïª®¢áª®£®�«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­-áâ¢¥ V ¥£® áª «ïà­ë© ª¢ ¤à â (x;x) ¥áâì ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® á®£« á­®  ªá¨®¬¥ 5; ¯®íâ®¬ã ª®àà¥ªâ­® ¢¢¥áâ¨¤«¨­ã ¢¥ªâ®à  x ä®à¬ã«®©jxj = q(x;x)



198 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ «®£¨ç­® á«ãç î ®¡ëç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ âà¥å¬¥à­®£® ¯à®áâà ­-áâ¢ . �¥à ¢¥­áâ¢®, ãáâ ­®¢«¥­­®¥ ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥, ­ §ë-¢ ¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ �®è¨{�ã­ïª®¢áª®£®.�¥®à¥¬  5.1.1. �ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® [ã­¨â à­®¥] «¨­¥©­®¥¯à®áâà ­áâ¢®. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ x;y 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥-à ¢¥­áâ¢® j(x;y)j � jxjjyj, ¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®àë x;y «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤«ï á«ãç ï ã­¨â à-­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ; á«ãç © ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  à áá¬ âà¨¢ -¥âáï  ­ «®£¨ç­®. �á«¨ x = o ¨«¨ y = o, â® (x;y) = 0 ¨ jxjjyj = 0,çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì.�ãáâì x 6= o ¨ y 6= o. �®«®¦¨¬ z = x + �y ¤«ï ­¥ª®â®à®£®ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á«  � ¨ ¢ëç¨á«¨¬ (z; z):(z; z) = (x+ �y; x+ �y) = (x;x) + (�y;x) + (x; �y) + (�y; �y) == (x;x) + �(y;x) + �(x;y) + ��(y;y):� ¬¥â¨¬, çâ® (z; z) > 0 ¯à¨ «î¡®¬ � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ¢¥ªâ®àë x;y «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, ¨ ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ (z; z) �� 0. �®«®¦¨¬ � = � (x;y)(y;y) . �®£¤  ¨¬¥¥¬, ¯®áª®«ìªã (y;y) |¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®, (y;y) = (y;y) ¨ � = � (x;y)(y;y) , ®âªã¤ (z; z) = (x;x)� (x;y)(y;y) (y;x)� (x;y)(y;y)(x;y) + (x;y)(x;y)(y;y)(y;y) (y;y) == (x;x)�2(x;y)(x;y)(y;y) + (x;y)(x;y)(y;y) = jxj2� j(x;y)j2jyj2 :� ª¨¬ ®¡à §®¬, jxj2 � j(x;y)j2jyj2 � 0, ®âªã¤  jxj2jyj2 � j(x;y)j2.�®ª §ë¢ ¥¬ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤­ë. 2



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  199�«¥¤áâ¢¨¥ 5.1.1. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢x; y ¥¢ª«¨¤®¢  [ã­¨â à­®-£®] ¯à®áâà ­áâ¢ V ¨ «î¡®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®£® [ª®¬¯«¥ªá­®£®] ç¨-á«  � á¯à ¢¥¤«¨¢ë ãá«®¢¨ï:1) jx + yj � jxj+ jyj (­¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£®);2) j�xj = j�jjxj.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5.1.1, ¯¥à-¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª ¦¥¬ ¤«ï á«ãç ï ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .� áá¬®âà¨¬ æ¥¯®çªã à ¢¥­áâ¢ ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢, ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥¬ãî ­¥®-âà¨æ â¥«ì­®áâìî áª «ïà­®£® ª¢ ¤à â  ¢¥ªâ®à , á¢®©áâ¢®¬ j� + �j �j�j+ j�j ¬®¤ã«ï ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« ¨ â¥®à¥¬®© 5.1.1:jx+ yj2 = (x+ y; x+ y) = j(x;x) + (x;y) + (y;x) + (y;y)j == j(x;x)+(x;y)+(x;y)+(y;y)j � (x;x)+j(x;y)j+j(x;y)j+(y;y) �� jxj2 + 2jxjjyj+ jyj2 = (jxj+ jyj)2;®âªã¤  jx+ yj2 � (jxj+ jyj)2. �¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£® ­¥¯®áà¥¤-áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯®«ãç¥­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ .�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¤«¨­ë ¢¥ªâ®à ,  ªá¨®¬ë 5 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.1.1.2 � á«ãç ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ x; y®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ ä®à¬ã«ëcos d(x;y) = (x;y)jxjjyj : (5.1)�¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨{�ã­ïª®¢áª®£® £ à ­â¨àã¥â, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì¢ à ¢¥­áâ¢¥ (5.1) ¯à¨­¨¬ ¥â §­ ç¥­¨ï ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª  [�1; 1] |®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ cosx.� á«ãç ¥ ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ã£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ­¥®¯à¥¤¥«ï¥âáï.�áî¤ã ­¨¦¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¤«ï à áá¬®âà¥­¨©, ª®â®àë¥¯à®¢®¤ïâáï ®¤¨­ ª®¢ë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå



200 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¯à®áâà ­áâ¢, à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ;¥¢ª«¨¤®¢ á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ­¥£® ¨£­®à¨à®¢ ­¨¥¬ ¢§ïâ¨ï ª®¬-¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­®£® ç¨á« .5.1.4. �àâ®£®­ «ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢. �à®æ¥áá ®àâ®£®-­ «¨§ æ¨¨�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¥ªâ®àëx; y ¨§ V ­ §ë¢ îâáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬¨, ¥á«¨ (x;y) = 0. �¡®-§­ ç âì íâ® ¡ã¤¥¬ â ª: x ? y. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ­ §ë¢ ¥âáï®àâ®£®­ «ì­®©, ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢  à §«¨ç­ëå ¢¥ªâ®à  íâ®© á¨áâ¥-¬ë ®àâ®£®­ «ì­ë.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.2. �àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ¯®¯ à­® à §«¨ç-­ëå ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a1;a2; : : : ;ak | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®àâ®£®­ -«ì­ ï á¨áâ¥¬  ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà ­-áâ¢  V . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­¥ª®â®à ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ïíâ®© á¨áâ¥¬ë à ¢­  ­ã«¥¢®¬ã ¢¥ªâ®àã: �1a1+�2a2+ : : :+�kak == o. � áá¬®âà¨¬ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡¥¨å ç áâ¥© íâ®£® à -¢¥­áâ¢  ­  ¢¥ªâ®à ai (1 � i � k): �1(a1;ai) + �2(a2;ai) + : : :++�k(ak ;ai) = 0. �ç¨âë¢ ï, çâ® (aj ;ai) = 0 ¯à¨ i 6= j, ¯®«ãç ¥¬�i(ai;ai) = 0. �®áª®«ìªã ai 6= o, ¨¬¥¥¬ (ai;ai) > 0, ¨ ¯®â®¬ã�i = 0. �ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯à¨ ¢á¥å i = 1; 2; : : : ; k ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à -¢¥­áâ¢® �i = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ak«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . 2� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï â ª ­ §ë¢ ¥-¬ë© ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢. �­ ¯à¨¬¥­¨¬ª ª ª «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬, â ª ¨ ª «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¬ á¨áâ¥-¬ ¬ ¢¥ªâ®à®¢. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ­  ­¥ª®â®àëå è £ å ¯®«ãç -îâáï ­ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë.



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  201�¥®à¥¬  5.1.2. �ãáâì a1;a2; : : : ;ak | ¯à®¨§¢®«ì­ ï «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ ã­¨â à­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢  V . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2; : : : ; bk , çâ® ¯à¨ ¢á¥å s = 1; 2; : : : ; k ¨¬¥¥â ¬¥áâ®à ¢¥­áâ¢® ha1;a2; : : : ;asi = hb1; b2; : : : ; bsi.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® k. �à¨ k = 1¢®§ì¬¥¬ b1 = a1, â®£¤  à ¢¥­áâ¢® ha1i = hb1i ¢ë¯®«­ï¥âáï ®ç¥-¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬. �áãé¥áâ¢¨¬ è £ ¨­¤ãªæ¨¨. �ãáâì ¤«ï k = r�1ã¦¥ ¯®áâà®¥­  ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ b1; : : : ; br�1, ã¤®-¢«¥â¢®àïîé ï âà¥¡ã¥¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �®áâà®¨¬ ¢¥ªâ®à br á«¥¤ã-îé¨¬ ®¡à §®¬. �®«®¦¨¬br = ar + 
1b1 + : : :+ 
r�1br�1; (5.2)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­âë 
1, 
2; : : :, 
r�1 ¡ã¤ãâ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨§ ãá«®-¢¨© br ? b1, br?b2; : : : ; br ? br�1. �¬¥¥¬ (br; bi) = 0 ¤«ï ¢á¥åi = 1; 2; : : : ; r � 1, ®âªã¤  (ar; bi) + 
i(bi; bi) = 0 (¬ë ¯®«ì§ã¥¬áï®àâ®£®­ «ì­®áâìî á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ b1; : : : ; br�1). � ª¨¬ ®¡à -§®¬, ¯®áª®«ìªã bi 6= o, ¨¬¥¥¬
i = �(ar; bi)(bi; bi) ; i = 1; 2; : : : ; r� 1;¨ ª®íää¨æ¨¥­âë 
1, 
2; : : :, 
r�1 ®¯à¥¤¥«ïîâáï ®¤­®§­ ç­®. �®¯®áâà®¥­¨î á¨áâ¥¬  b1; b2; : : : ; br�1; br ®àâ®£®­ «ì­ . � ª ª ªhb1; b2; : : : ; br�1i = ha1;a2; : : : ;ar�1i, ¨§ à ¢¥­áâ¢  (5.2) á«¥¤ã¥â,çâ® ar «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ b1; b2; : : : ; br,  br «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ a1;a2; : : : ;ar.� ª¨¬ ®¡à §®¬, hb1; b2; : : : ; bri = ha1;a2; : : : ;ari. � á¨«ã «¨­¥©-­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë a1;a2; : : : ;ar á¨áâ¥¬  b1; b2; : : : ; brâ ª¦¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ , ¯®íâ®¬ã ¢¥ªâ®àë b1; b2; : : : ; br ®â«¨ç-­ë ®â ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à . � £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª § ­. �®áâà®¥­¨¥¢¥ªâ®à  br á®áâ ¢«ï¥â è £ ¯à®æ¥áá  ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨. 2



202 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®-áâà ­áâ¢® ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á. � â ª®¬ ¡ §¨á¥«¥£ª® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à . �ãáâì g1; g2; : : : ; gn |®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ v | ¥£® ¯à®¨§¢®«ì­ë©¢¥ªâ®à. �¬¥¥¬ v = �1g1+�2g2+ : : :+�ngn. �®¬­®¦ ï ®¡¥ ç áâ¨íâ®£® à ¢¥­áâ¢  áª «ïà­® ­  gi ¯à¨ 1 � i � n ¨ ¯®«ì§ãïáì ®àâ®£®-­ «ì­®áâìî ¡ §¨á , ¯®«ãç ¥¬ (v; gi) = �i(gi; gi), ®âªã¤  ­ å®¤¨¬i-î ª®®à¤¨­ âã ¢¥ªâ®à  v ¢ ¡ §¨á¥ g1; g2; : : : ; gn:�i = (v; gi)(gi; gi) : (5.3)�àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á, ¢ ª®â®à®¬ ¤«¨­  ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  à ¢-­  1, ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬. �§ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®à-â®£®­ «ì­®£® ¡ §¨á  ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©, ¥á-«¨ ã¬­®¦¨âì ª ¦¤ë© ¡ §¨á­ë© ¢¥ªâ®à ­  ¢¥«¨ç¨­ã, ®¡à â­ãîª ¥£® ¤«¨­¥. �ãáâì e1; e2; : : : ; en | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á¯à®áâà ­áâ¢  V . �®£¤  ª®®à¤¨­ âë «î¡®£® ¢¥ªâ®à  v ¢ íâ®¬ ¡ -§¨á¥ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¯® ä®à¬ã« ¬, ¯®«ãç ¥¬ë¬ ¨§ (5.3), á ãç¥â®¬®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®áâ¨ ¡ §¨á :�i = (v; ei); i = 1; 2; : : : ; n:�ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ «¥£ª® ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ¨å ª®-®à¤¨­ â ¬ ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥; á¬. ä®à¬ã«ã (5.6) ¢ á«¥-¤ãîé¥¬ ¯ã­ªâ¥.5.1.5. � âà¨æ  �à ¬ �ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � âà¨æ¥©�à ¬  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢A = (a1;a2; : : : ;an) ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ GA = 0BBB@ (a1;a1) (a1;a2) : : : (a1;an)(a2;a1) (a2;a2) : : : (a2;an): : : : : : : : : : : :(an;a1) (an;a2) : : : (an;an) 1CCCA : (5.4)



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  203�§  ªá¨®¬ë 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  [ã­¨â à­®£®] ¯à®áâà ­áâ¢  V¬ âà¨æ  GA ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© [íà¬¨â®¢®©].�ãáâì F = (f1; f2; : : : ; fn) | ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á V . � ª ¯®ª®®à¤¨­ â ¬ ¢¥ªâ®à®¢ x;y 2 V ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ­ ©â¨ §­ ç¥­¨¥áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï (x;y)? �ãáâì x = �1f1 + �2f2 + : : :+�nfn, y = �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn. �¬¥¥¬, ¨á¯®«ì§ãï  ªá¨®¬ë¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ á«¥¤áâ¢¨ï íâ¨å  ªá¨®¬:(x;y) = (�1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn; �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn) ==Pni=1Pnj=1 �i�j(f i; fj) = ([x]F)>GF[y]F;â.¥. (x;y) = ([x]F)>GF[y]F; (5.5)£¤¥ ç¥à¥§ GF ®¡®§­ ç¥­  ¬ âà¨æ  �à ¬  ¡ §¨á  F,   ç¥à¥§ [y]F |áâ®«¡¥æ ¨§ ç¨á¥«, ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­ëå á ç¨á« ¬¨ áâ®«¡æ [y]F.�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¡ §¨á F ï¢«ï¥âáï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ â®£¤ ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¬ âà¨æ  �à ¬  ¥¤¨­¨ç­ ï. �à¨¬¥-­ïï ä®à¬ã«ã (5.5) ¤«ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  E, ¯à¨å®¤¨¬ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ëà ¦¥­¨î áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ç¥à¥§ ª®®à-¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥:(x;y) = ([x]E)>[y]E: (5.6)�¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë �à ¬  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ A ­ §ë¢ ¥âáï®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ �à ¬  á¨áâ¥¬ë A.�¥®à¥¬  5.1.3. �«ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì �à -¬  ¥áâì ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«®, ª®â®à®¥ à ¢­® ­ã-«î â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ ï ¯à®¢¥àª  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨-¥¬ á¢®©áâ¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ �à -¬  á¨áâ¥¬ A = (a1;a2; : : : ;ak) ¨ B = (a1;a2; : : : ;ak�1; bk), £¤¥



204 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬bk = ak + 
1a1 + : : :+ 
k�1ak�1, á®¢¯ ¤ îâ. �âáî¤  «¥£ª® ¢ë¢¥-áâ¨, çâ® ¥á«¨ á¨áâ¥¬  C ¯®«ãç ¥âáï ¨§ á¨áâ¥¬ë A ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬¯à®æ¥áá  ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨, â® det(GC) = det(GA). �«ï ®àâ®£®-­ «ì­®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¬ âà¨æ  �à ¬  ¤¨ £®­ «ì­ , á® áª -«ïà­ë¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë (â.¥. ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ç¨á« ¬¨) ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨. �à¥¤¨ íâ¨åç¨á¥« ¥áâì ­ã«ì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  A «¨­¥©­®§ ¢¨á¨¬ . 2� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤«ï ¤ ­­®© ¬ âà¨æëA ç¥à¥§ A� ®¡®§­ ç ¥âáïá®¯àï¦¥­­ ï ª A ¬ âà¨æ .�«¥¤áâ¢¨¥ 5.1.2. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A ¨§ C n�k á¯à ¢¥¤«¨¢ëà ¢¥­áâ¢  r(A) = r(AA�) = r(A�A):�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.4¨¬¥¥â ¬¥áâ® r(AA�) � r(A). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®â¨¢®¯®«®¦-­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¢ ¬ âà¨æ¥ A áâà®ª¨ ¬ ª-á¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë áâà®ª ¨¬¥îâ ­®¬¥à i1; : : : ; ir, â® ¬¨­®à ¢ ¬ âà¨æ¥ AA� ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ áâà®ª ¨ áâ®«¡-æ®¢ á íâ¨¬¨ ­®¬¥à ¬¨ ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥¬ �à ¬  ãª § ­­®©¬ ªá¨¬ «ì­®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë áâà®ª, à áá¬ âà¨-¢ ¥¬®© ª ª á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ã­¨â à­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢ , ¨ ¯®â®¬ã ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. 25.1.6. �àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ A � V .�®«®¦¨¬ A? = fv 2 V j v ? a ¤«ï ¢á¥å a 2 V g ¨ ­ §®¢¥¬ A?®àâ®£®­ «ì­ë¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª ¬­®¦¥áâ¢ã ¢¥ªâ®à®¢ A.�«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®ª § âì ç¨-â â¥«î ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦­¥­¨ï.



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  205�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.3. �ãáâìV | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ A;B � V . �®£¤  ¢ª«îç¥­¨ï A � B ¨B? � A? à ¢­®á¨«ì­ë, ¨ A? = hAi?.�¥®à¥¬  5.1.4. �ãáâì V | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨-â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ A � V . �®£¤  A? ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ V ¨ V = hAi �A?. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ U |«¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® V , â® V = U �U?.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ ï ¯à®¢¥àª  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨-¥¬  ªá¨®¬ ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¯®ª §ë¢ ¥â,çâ® ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨-â¥«ì­® ¢§ïâ¨ï áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«®,â.¥. ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬.�®ª ¦¥¬, çâ® hAi\A? = fog. �ãáâì b 2 hAi\A?. �®£¤  b =�1a1 + : : :+ �sas ¤«ï ­¥ª®â®àëå a1; : : : ;as 2 A ¨ b ? a ¤«ï ¢á¥åa 2 A. � ç áâ­®áâ¨, b ? ai ¤«ï ¢á¥å i = 1; : : : ; s. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,(b; b) = (�1a1 + : : : + �sas; b) = �1(a1; b) + : : : + �s(as; b) = 0.�âáî¤  b = o.�¡¥¤¨¬áï, çâ® V = hAi + A?. �®§ì¬¥¬ ª ª®©-«¨¡® ®àâ®£®-­ «ì­ë© ¡ §¨á hAi ¨ ¤®¯®«­¨¬ ¥£® ­¥ª®â®àë¬ ®àâ®£®­ «ì­ë¬¡ §¨á®¬ A?. �®«ãç¨¬ ª®­¥ç­ãî ®àâ®£®­ «ì­ãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®-à®¢, â ª ª ª V ª®­¥ç­®¬¥à­®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤ ­­ ï á¨-áâ¥¬  ­¥ ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ V , ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ª¯à®â¨¢®à¥ç¨î. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ãª § ­­ãî á¨áâ¥¬ã¬®¦­® ¤®¯®«­¨âì ¤® ®àâ®£®­ «ì­®£® ¡ §¨á  V . �î¡®© ¢¥ªâ®àíâ®£® ¡ §¨á , ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬¥, ®àâ®£®­ «¥­¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ ­¥ª®â®à®£® ¡ §¨á  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  hAi ¨ ¯®â®-¬ã ®àâ®£®­ «¥­ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ hAi,   §­ ç¨â, íâ®â ¢¥ªâ®à®àâ®£®­ «¥­ ¨ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ A.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®­ ¯à¨­ ¤-«¥¦¨â A? ¨ ¯®â®¬ã «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¡ §¨á A?. �ë¢¨¤¨¬, çâ® ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á V ®ª § «áï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬®©á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢, â.¥. ¯à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. 2



206 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬�ãáâì U | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨ v 2 V . �®£¤  áãé¥-áâ¢ãîâ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë vU 2 U ¨ vU? 2 U?â ª¨¥, çâ® v = vU + vU?. �¥ªâ®à vU ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®£®­ «ì-­®© ª®¬¯®­¥­â®© 1 ¢¥ªâ®à  v ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U ,   vU? |®àâ®£®­ «ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ¢¥ªâ®à  v ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U .�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.4. �ãáâìV | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, U;W | ¥£® «¨­¥©­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢ . �®£¤ 1) (U?)? = U ;2) (U +W )? = U? \W?;3) (U \W )? = U? +W?.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ à ¢¥­áâ¢® 1). �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®à-â®£®­ «ì­®£® ¤®¯®«­¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® U � (U?)?. �®£« á­®â¥®à¥¬¥ 5.1.4 ¨¬¥¥¬ V = U �U? = U? � (U?)?, ®âªã¤  ¢ á¨«ã¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.3.4 ¢ë¢®¤¨¬ dimU = dim(U?)?. �® ¯à¥¤«®¦¥-­¨î 3.3.3 ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®.�áâ ­®¢¨¬ à ¢¥­áâ¢® 2). �ãáâì x 2 (U +W )?. �®£¤  x ? y¤«ï «î¡®£® y 2 U +W , ¢ ç áâ­®áâ¨, x ? u ¤«ï «î¡®£® u 2 U¨ x ? w ¤«ï «î¡®£® w 2 W . � ª¨¬ ®¡à §®¬, x 2 U? \W?.�ë ¤®ª § «¨, çâ® (U +W )? � U? \W?. �«ï ¤®ª § â¥«ì-áâ¢  ®¡à â­®£® ¢ª«îç¥­¨ï ¢®§ì¬¥¬ «î¡®© ¢¥ªâ®à x 2 U?\W ?.�®£¤  x ? u ¤«ï «î¡®£® u 2 U ¨ x ? w ¤«ï «î¡®£® w 2 W .�«¥¤®¢ â¥«ì­®, x ? (u + w) ¤«ï «î¡ëå u 2 U , w 2 W , â.¥.x 2 (U +W )?. �¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ ¤®ª § ­®.� ¢¥­áâ¢® 3) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ 2) ¨ 1) ­¥á«®¦­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨-ï¬¨. 21�«ï íâ®£® ¯®­ïâ¨ï ¯à¨¬¥­ï¥âáï â ª¦¥ â¥à¬¨­ \®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ª-æ¨ï"; ¢ ç áâ­®áâ¨, ®­ ¡ë« ¨á¯®«ì§®¢ ­ ¢ [16].



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  2075.1.7. � ááâ®ï­¨ï ¨ ã£«ë ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ «¨-­¥©­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � ááâ®ï­¨-¥¬ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à®¬ v 2 V ¨ «¨­¥©­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ L = a+U­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ã¬ ¤«¨­ ¢¥ªâ®à®¢ v � x, ª®£¤  x ¯à®¡¥£ ¥â¢¥ªâ®àë ¨§ L. � ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥¦¤ã «¨­¥©­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨L = a + U ¨ M = b +W ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ã¬ ¤«¨­ ¢¥ªâ®à®¢x�y, ª®£¤  x ¯à®¡¥£ ¥â ¢¥ªâ®àë ¨§ L,   y ¯à®¡¥£ ¥â ¢¥ªâ®àë ¨§M .�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.5. � ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à®¬ v ¨ «¨­¥©-­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ L = a+U ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢­® ¤«¨­¥®àâ®£®­ «ì­®© á®áâ ¢«ïîé¥© ¢¥ªâ®à  v�a ­  «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢® U .� ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã «¨­¥©­ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ L = a + U¨ M = b +W ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢­® ¤«¨­¥ ®àâ®£®­ «ì­®©á®áâ ¢«ïîé¥© ¢¥ªâ®à  a�b ­  «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®U+W .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì v�a = u+u?, £¤¥ u| ®àâ®£®­ «ì­ ïª®¬¯®­¥­â ,   u? | ®àâ®£®­ «ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ï ¢¥ªâ®à  v�a­  «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U . �ãáâì x = a + u1 | «î¡®©¢¥ªâ®à ¨§ L. �®£¤  v�x = v�a�u1 = u+u?�u1 = u�u1+u?.�âáî¤  (v�x)2 = (u�u1+u?)(u�u1+u?) = (u�u1)2+(u?)2,¯®áª®«ìªã u � u1 2 U ¨ u? 2 U?. � ª¨¬ ®¡à §®¬, (v � x)2¤®áâ¨£ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥£® §­ ç¥­¨ï ¯à¨ u� u1 = o ¨ íâ® §­ ç¥­¨¥à ¢­® (u?)2. � ª ª ª jv � xj ¤®áâ¨£ ¥â ­ ¨¬¥­ìè¥£® §­ ç¥­¨ï¢¬¥áâ¥ á (v � x)2, ¯®«ãç ¥¬ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï.�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬. 2�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �£«®¬ ¬¥¦¤ã ­¥­ã«¥¢ë¬¢¥ªâ®à®¬ v ¨ ­¥­ã«¥¢ë¬ «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ U ­ §ë-¢ ¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨© ¨§ ã£«®¢ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ v; x, ª®£¤  x ¯à®-¡¥£ ¥â Unfog. �£«®¬ ¬¥¦¤ã ­¥­ã«¥¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ v ¨ «¨­¥©­ë¬¬­®£®®¡à §¨¥¬ L = a+U à §¬¥à­®áâ¨ ¡®«ìè¥ ­ã«ï ­ §ë¢ ¥âáï



208 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ã£®« ¬¥¦¤ã v ¨ ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ U ¬­®£®®¡à -§¨ï L.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.1.6. �£®« ¬¥¦¤ã ­¥­ã«¥¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ v ¨ ­¥-­ã«¥¢ë¬ «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ U áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­ã£«ã ¬¥¦¤ã v ¨ ®àâ®£®­ «ì­®© ª®¬¯®­¥­â®© v ­  U , ¥á«¨ íâ ª®¬¯®­¥­â  ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï,   ¥á«¨ ®­  à ¢­  ­ã«î, â® ã£®«à ¢¥­ �=2.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U . � ª ª ª, ®ç¥¢¨¤­®, cos(dv;x) ­¥ § ¢¨á¨â ®â¤«¨­ë ¢¥ªâ®à  x, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® jxj = 1. �®£¤  cos(dv;x) == (v;x)=jvj. �®áª®«ìªã jvj | ¢¥«¨ç¨­  ¯®áâ®ï­­ ï, cos(dv;x) § -¢¨á¨â «¨èì ®â áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï (v;x). �à¥¤áâ ¢¨¢ v ¢¢¨¤¥ u+ u?, £¤¥ u 2 U , u? 2 U?, ¨¬¥¥¬(v;x) = (u+ u?;x) = (u;x) + (u?;x) = (u;x):� ª ª ª cos� | ã¡ë¢ îé ï äã­ªæ¨ï ¯à¨ � 2 [0; �], ­ ¨¬¥­ì-è¥¥ §­ ç¥­¨¥ ã£«  ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨ ­ ¨¡®«ìè¥¬ §­ ç¥­¨¨ ¥£® ª®-á¨­ãá , â.¥. ¯à¨ ­ ¨¡®«ìè¥¬ §­ ç¥­¨¨ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï(u;x). �á«¨ u = o, â® ¯à¨ «î¡®¬ x ¨¬¥¥¬ (u;x) = 0, â.¥. cos(dv;x)¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­®¥ §­ ç¥­¨¥, à ¢­®¥ ­ã«î. �à¨ íâ®¬ ¯® ®¯à¥¤¥-«¥­¨î ã£®« ¬¥¦¤ã v ¨ U à ¢¥­ �=2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® u 6= o.�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 5.1.1 ¨¬¥¥¬ j(u;x)j � jujjxj = juj. �à¨ x = 1juju¯®«ãç ¥¬ (u;x) = juj, â.¥. cos(dv;x) ¯à¨­¨¬ ¥â ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¢®§-¬®¦­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¯à¨ x = 1juju,   á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à x = u. 25.1.8. �à¨¬¥àë à¥è¥­¨ï § ¤ ç�® ¢á¥å § ¤ ç å ¢¥ªâ®àë § ¤ îâáï á¢®¨¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢ ­¥-ª®â®à®¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ ã­¨â à­®£®¯à®áâà ­áâ¢ .



x 5.1. �¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  2091. � ©â¨ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ a = (i; 1� i; 2+ i)¨ b = (1� 2i; 3+ i; 2� 3i) ¨ ¤«¨­ã ¢¥ªâ®à  a.�¥è¥­¨¥. �®£« á­® ä®à¬ã«¥ (5.6) ¨¬¥¥¬1 (a; b) = i(1 + 2i) ++(1�i)(3�i)+(2+i)(2+3i) = i�2+3�3i�i�1+4+2i+6i�3 = 1+5i.�­ «®£¨ç­® ­ å®¤¨¬ áª «ïà­ë© ª¢ ¤à â ¢¥ªâ®à  a: (a;a) == i(�i) + (1 � i)(1 + i) + (2 + i)(2 � i) = 1 + 2 + 5 = 8; ®âáî¤ jaj = p8 = 2p2.2. � ©â¨ ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ¯®à®¦¤¥­-­®£® ¢¥ªâ®à ¬¨ a1 = (1; 1; 1; 1), a2 = (2; 1; 2; 1), a3 = (3; 2; 3; 2),a4 = (1; 0; 2; 1).�¥è¥­¨¥. �à¨¬¥­¨¬ ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ ª ¢¥ªâ®à ¬a1;a2;a3;a4. �®«®¦¨¬ e1 = a1. �â®à®© ¢¥ªâ®à ¡ã¤¥¬ ¨áª âì¢ ¢¨¤¥ e2 = a2 + �21e1. �¥¨§¢¥áâ­ë© ª®íää¨æ¨¥­â �21 ­ ©¤¥¬¨§ ãá«®¢¨ï (e2; e1) = 0. �¬¥¥¬ �21 = � (a2;e1)e21 = �64 = �32 ¨e2 = a2 � 32e1 = (12 ;�12 ; 12 ;�12). �à¥â¨© ¢¥ªâ®à ¨é¥¬ ¢ ¢¨¤¥ e3 == a3+�31e1+�32e2. �¥¨§¢¥áâ­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �31; �32 ­ ©¤¥¬¨§ ãá«®¢¨© (e3; e1) = 0 ¨ (e3; e2) = 0. �¬¥¥¬ �31 = � (a3;e1)e21 = �52 ,�32 = � (a3;e2)e22 = �1. � å®¤¨¬ e3 = a3 � 52e1 � e2 = (0; 0; 0; 0).�â® £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢¥ªâ®àë a1;a2;a3 «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë. �à¨­ å®¦¤¥­¨¨ ®àâ®£®­ «ì­®£® ¡ §¨á  ¢¥ªâ®à a3 ¬®¦­® ®â¡à®á¨âì.�é¥¬ ¯®-¯à¥¦­¥¬ã âà¥â¨© ¢¥ªâ®à ¢ ¢¨¤¥ e3 = a4+�41e1+�42e2.�­ «®£¨ç­® ¯à®¤¥« ­­®¬ã ¢ëè¥ ¨¬¥¥¬ �41 = � (a4;e1)e21 = �1,�42 = � (a4;e2)e22 = �1 ¨ e3 = a4 � e1 � e2 = (�12 ;�12 ; 12 ; 12). � ª¨¬®¡à §®¬, ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¤ ­­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ®¡à §ã-îâ ¢¥ªâ®àë e1; e2; e3.3. � ©â¨ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ¯®à®-¦¤¥­­®£® ¢¥ªâ®à ¬¨ a1 = (1; 1; 1; 1), a2 = (1; 2; 1; 2).�¥è¥­¨¥. �áª®¬®¥ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ª-â®à®¢, ®àâ®£®­ «ì­ëå a1;a2. �¡®§­ ç¨¬ ª®®à¤¨­ âë â ª®£® ¯à®-1�â®àë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå áãâì ç¨á« , ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­-­ë¥ á ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¢¥ªâ®à  b.



210 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¨§¢®«ì­®£® ¢¥ªâ®à  ç¥à¥§ x1;x2;x3;x4. �«ï ¢¢¥¤¥­­ëå ­¥¨§¢¥áâ-­ëå ¨¬¥¥¬ ®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( x1 + x2 + x3 + x4 = 0;x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0:�¥â®¤®¬ � ãáá {�®à¤ ­  ­ å®¤¨¬ ®¡é¥¥ à¥è¥­¨¥ ¤ ­­®© á¨-áâ¥¬ë x1 = �x3, x2 = �x4. �ã­¤ ¬¥­â «ì­ ï á¨áâ¥¬  à¥è¥­¨©à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ®¡à §ã¥â ¡ §¨á®àâ®£®­ «ì­®£® ¤®¯®«­¥­¨ï: b1 = (�1; 0; 1; 0), b2 = (0;�1; 0; 1).4. � ©â¨ ®àâ®£®­ «ì­ãî ª®¬¯®­¥­âã ¨ ®àâ®£®­ «ì­ãî á®-áâ ¢«ïîéãî ¢¥ªâ®à  x = (4;�4; 12; 8) ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U ,¯®à®¦¤¥­­®¥ ¢¥ªâ®à ¬¨ a1 = (1; 1; 1; 1), a2 = (1; 2; 1; 2).�¥è¥­¨¥. � å®¤¨¬ ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Uá ¯®¬®éìî ¯à®æ¥áá  ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨. �¬¥¥¬ f1 = a1, f2 == a2 + �e1; � = �32 ¨ f2 = (�12 ; 12 ;�12 ; 12). � ¬¥­¨¬ ¢¥ªâ®à f2 ­ e2 = 2f2 = (�1; 1;�1; 1). �á­®, çâ® ¢¥ªâ®àë e1 = f1 ¨ e2 ®¡à §ã-îâ ®àâ®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á U . � â¥¬ ­ å®¤¨¬ ¡ §¨á U?, ª ª á¤¥-« ­® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¥. �à¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯à¨¬¥­ï¥¬ ¯à®-æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ ª ¯®«ãç¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à ¬. �á¯®«ì§ãï à¥è¥-­¨¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¨, ¢®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®àë e3 = (�1; 0; 1; 0), e4 =(0;�1; 0; 1). �­¨ ®àâ®£®­ «ì­ë, ¯®íâ®¬ã ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ -æ¨¨ ¯à¨¬¥­ïâì ­¥ âà¥¡ã¥âáï. �¥ªâ®àë e1; e2; e3; e4 ®¡à §ãîâ ®à-â®£®­ «ì­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V . � §«®¦¨¬ ¢¥ªâ®à x ¯® íâ®-¬ã ¡ §¨áã, ¨á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ë (5.3): x = �1e1+�2e2+�3e3+�4e4,�i = (x; ei)=e2i , x = 5e1 � 3e2 + 4e3 + 6e4. � ª ª ª e1; e2 2 U ¨e3; e4 2 U?, § ª«îç ¥¬, çâ® ®àâ®£®­ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  x ­  Uà ¢­  5e1 � 3e2 = (8; 2; 8; 2) ¨ ®àâ®£®­ «ì­ ï á®áâ ¢«ïîé ï x ­ U à ¢­  4e3 + 6e4 = (�4;�6; 4; 6).



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 211x 5.2. �¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨ ®¯¥à â®-àë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®-áâà ­áâ¢� ª ¨ ¢ëè¥, ¢áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢ à áá¬®âà¥­¨ïå, ª®â®àë¥¯à®¢®¤ïâáï ®¤¨­ ª®¢ë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå¯à®áâà ­áâ¢, à ááã¦¤¥­¨ï ¯à®¢®¤ïâáï «¨èì ¤«ï á«ãç ï ã­¨â à-­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ; ¥¢ª«¨¤®¢ á«ãç © ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ­¥£® ¨£­®à¨-à®¢ ­¨¥¬ ¢§ïâ¨ï ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­®£® ç¨á« .5.2.1. �®¯àï¦¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥�«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ã¤¥â ç áâ® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï.�¥¬¬  5.2.1. �ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­-áâ¢® ¨ a; b 2 V . �á«¨ ¤«ï «î¡®£® x 2 V ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®(x;a) = (x; b), â® a = b.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬ (x;a)�(x; b) = 0, ®âªã¤  (x;a�b) = 0.�®« £ ï x= a�b, ¯®«ãç ¥¬ (a�b;a�b) = 0, ®âªã¤  a�b=o ¨a=b. 2�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ­ ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáïá«¥¤ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �¨­¥©­ë¬ äã­ªæ¨®­ -«®¬ ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥V ­ ¤ ¯®«¥¬ F ­ §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ V ¢ F, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ®¤­®¬¥à-­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ á®¡®©.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2.1. �ãáâì F | «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «, ®¯à¥-¤¥«¥­­ë© ­  ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨â à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥V . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à aF 2 V â ª®©, çâ®F(x) = (x;aF ) ¤«ï «î¡®£® x 2 V .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ F(x) = 0 ¤«ï «î¡®£® x 2 V , â® ¯®«®-¦¨¬ aF = o. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® F(x) 6= 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x 2 V .



212 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬�®£¤  ï¤à® VF äã­ªæ¨®­ «  F ®â«¨ç­® ®â V , ¨ ¯®íâ®¬ã áãé¥-áâ¢ã¥â ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à b, ®àâ®£®­ «ì­ë© ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ ¨§VF . �ã¤¥¬ ¨áª âì ¢¥ªâ®à aF ¢ ¢¨¤¥ 
b, £¤¥ 
 | ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ë©ª®íää¨æ¨¥­â. �ãáâì x 2 V . �®«®¦¨¬ F(b) = �, F(x) = �. �¬¥-¥¬ F(x� ��b) = F(x) � ��F(b) = 0, ®âªã¤  x � ��b 2 VF . �â ª,x = ��b + w ¤«ï ­¥ª®â®à®£® w 2 VF . �ç¨âë¢ ï, çâ® (w; b) = 0,¯®«ãç ¥¬ (x; 
b) = ( ��b + w; 
b) = ��
(b; b). �®« £ ï 
 = �(b;b) ,¢¨¤¨¬,çâ® â®£¤  (x; 
b) = � = F(x) ¯à¨ «î¡®¬ x 2 V . �®-« £ ï aF = 
b á ­ ©¤¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ 
, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¢¥ªâ®à  aF . �®£« á­® «¥¬¬¥ 5.2.1¢¥ªâ®à aF ®¯à¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ç­®. 2�«¥¤áâ¢¨¥ 5.2.1. �ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®-áâà ­áâ¢®. �®£¤  ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨®­ «ë ­  V ¨áç¥à¯ë¢ -îâáï ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ x 7! (x;a), £¤¥ a| ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ¢¥ªâ®à¨§ V , x ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¨§ V .�¥®à¥¬  5.2.1. �ãáâì V ¨ W | ¥¢ª«¨¤®¢ë ¨«¨ ã­¨â à­ë¥¯à®áâà ­áâ¢ . �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A : V �!Wáãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A� :W �! V ,­ §ë¢ ¥¬®¥ á®¯àï¦¥­­ë¬ á A ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ¤«ï ª®â®à®£®(A(x);y) = (x;A�(y)) ¯à¨ «î¡ëå x 2 V; y 2 W: (5.7)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A : V �! W | «¨­¥©­®¥ ®â®¡à -¦¥­¨¥. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¢¥ªâ®à y 2 W ¨ à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î1Fy : V �! F , á®¯®áâ ¢«ïîéãî ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã x 2 V ç¨á«®(A(x);y). � ª ª ª A | «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¯® á¢®©áâ¢ ¬áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨¬¥¥¬ ¤«ï «î¡ëå x1;x2 2 V ¨ «î¡®£®
 2 FFy(x1 + x2) = (A(x1 + x2);y) = (A(x1) +A(x2); y) =1�¤¥áì F = R ¤«ï á«ãç ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ F = C ¤«ï á«ãç ïã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢.



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 213= (A(x1);y) + (A(x2);y) = F(x1) + F(x2);F(
x1) = (A(
x1);y) = (
A(x1);y) = 
(A(x1);y) = 
Fy(x1):� ª¨¬ ®¡à §®¬, Fy ¥áâì «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥V . �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 5.2.1 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¢¥ª-â®à ay 2 V , ¤«ï ª®â®à®£® Fy(x) = (x;ay) ¯à¨ ¢á¥å x 2 V . �®«®-¦¨¬ A�(y) = ay . �®«ãç ¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A� ¨§W ¢ V .�®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ A� ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬. �ãáâìy1;y2 2W . �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® x 2 V ¨¬¥¥¬ (x;A�(y1 + y2)) ==(A(x);y1+y2)=(A(x);y1)+(A(x);y2)=(x;A�(y1))+(x;A�(y2))== (x;A�(y1) + A�(y2)), â.¥. ¤«ï «î¡®£® x 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à -¢¥­áâ¢® (x;A�(y1 + y2)) = (x;A�(y1) + A�(y2)). �® «¥¬¬¥ 5.2.1§ ª«îç ¥¬, çâ® A�(y1+ y2) = A�(y1) +A�(y2). �­ «®£¨ç­® ¯à®-¢¥àï¥âáï, çâ® A�(
y) = 
A�(y) ¯à¨ «î¡®¬ 
 2 F ¨ «î¡®¬ y 2W .2�¥®à¥¬  5.2.2. �ãáâì V ¨ W | ¥¢ª«¨¤®¢ë ¨«¨ ã­¨â à­ë¥¯à®áâà ­áâ¢ , M | ¡ §¨á V , N | ¡ §¨á W á ¬ âà¨æ ¬¨ �à -¬  GM ¨ GN á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, A ¨ B | «¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï¨§ V ¢ W á ¬ âà¨æ ¬¨ AM,N ¨ BM,N. �®£¤  ¬ âà¨æ  A�N,Má®¯àï¦¥­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A� ¢ëà ¦ ¥âáï ä®à¬ã«®©A�N,M = G�1MA>M,NGN: (5.8)� á«ãç ¥, ª®£¤  ¡ §¨áë M ¨ N ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥, ¤«ï ¬ âà¨æëá®¯àï¦¥­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢  ¡®«¥¥ ¯à®áâ ï ä®à¬ã« A�N,M = (AM,N)�: (5.9)�¬¥îâ ¬¥áâ® ä®à¬ã«ë(A+ B)� = A� + B�; (5.10)(
A)� = 
A�; (5.11)A�� = A: (5.12)�á«¨Z | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ C :W �! Z| «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â® (BC)� = C�B�.



214 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥­áâ¢  (5.8) § ä¨ªá¨-àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë x 2 V , y 2 W ¨ à áá¬®âà¨¬ ¨åáâ®«¡æë ª®®à¤¨­ â [x]M ¨ [y]N ¢ ¡ §¨á åM ¨ N á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.�®«®¦¨¬ A = AM,N ¨ A� = A�N,M. �®£¤  á®£« á­® ä®à¬ã«¥(4.6) ¨¬¥¥¬ [A(x)]N = A[x]M, [A�(y)]M = A�[y]N. �® ä®à¬ã«¥(5.5) ¯®«ãç ¥¬(A(x);y) = (A[x]M)>GN[y]N = [x]>MA>GN[y]N;(x;A�(y)) = [x]>MGMA�[y]N = [x]>MGMA�[y]N:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡ëå áâ®«¡æ®¢ [x]M ¨ [y]N ¨¬¥îâ ¬¥áâ®à ¢¥­áâ¢  [x]>MA>GN[y]N = [x]>MGMA�[y]N. �¥àï ¢ ª ç¥áâ¢¥[x]M áâ®«¡æë ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  dimV ,   ¢ ª ç¥áâ¢¥[y]N áâ®«¡æë ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  dimW , ¯à¨å®¤¨¬ ªà ¢¥­áâ¢ã A>GN = GMA�. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 5.1.3 ¬ âà¨æ  GM­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1.2.4 ®­  ®¡à â¨¬ . �®à¬ã« (5.8) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ .�®à¬ã«ë (5.10) ¨ (5.11) ¤®ª §ë¢ îâáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬, ¨¬ë ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ãáâ ­®¢¨¬ «¨èì ¯¥à¢ãî ¨§ ­¨å. �«ï¢á¥å x 2 V , y 2W ¨¬¥¥¬ (x; (A+ B)�(y)) = ((A+ B)(x); y) == (A(x)+B(x); y) = (A(x);y)+(B(x);y) = (x;A�(y))+(x;B�(y)) == (x;A�(y)+B�(y)). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® x 2 V á¯à ¢¥¤-«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (x; (A + B)�(y)) = (x;A�(y) + B�(y)). �¯¨à ïáì­  «¥¬¬ã 5.2.1, ª®­áâ â¨àã¥¬, çâ® (A + B)�(y) = A�(y) + B�(y).� ª ª ª ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£® y 2W , ¯®®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ã (5.10).�®à¬ã«  (5.12) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ à ¢¥­áâ¢ (A(x);y) = (x;A�(y)) == (A�(y);x) = (y;A��(x)) = (A��(x);y), ¨¬¥îé¨å ¬¥áâ® ¯à¨ «î-¡ëå x 2 V , y 2W , ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ «¥¬¬ë 5.2.1.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®á«¥¤­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë à á-á¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë x 2 V , z 2 Z. �¬¥¥¬((BC)(x); z) = (C(B(x)); z) = (B(x); C�(z)) == (x;B�(C�(z))) = (x; (C�B�)(z)):



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 215� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ x 2 V , z 2 Z á¯à ¢¥¤«¨¢®à ¢¥­áâ¢® ((BC)(x); z) = (x; (C�B�)(z)), ®âªã¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 5.2.1¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® (BC)� = C�B�. 2� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ¥¢ª«¨¤®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  áâà®ª R3 ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® R2 § ¤ ­® ¬ âà¨æ¥©A =  1 1 2�2 0 3 !¢ ¡ §¨á åM = (e1 = (1; 0; 1); e2 = (0; 1; 1); e3 = (1; 1; 1))¨ N = (f1 = (1; 2); f2 = (2; 1)):� ©â¨ ¬ âà¨æã A1 á®¯àï¦¥­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï A� ¢ â¥å ¦¥ ¡ -§¨á å.�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ ¬ âà¨æë �à ¬  ¡ §¨á®¢ M ¨ N: GM == 0B@ 2 1 21 2 22 2 3 1CA ¨ GN =  5 44 5 !. � â¥¬ ­ ©¤¥¬ ®¡à â­ãî ¬ -âà¨æã ª GM: G�1M = 0B@ 2 1 �21 2 �2�2 �2 3 1CA. �¥¯¥àì ­ ©¤¥¬ ¬ âà¨æãA1 ¯® ä®à¬ã«¥ (5.8). �­ ç «  ¢ëç¨á«¨¬G�1MA> = 0B@ 2 1 �21 2 �2�2 �2 3 1CA0B@ 1 �21 02 3 1CA = 0B@ �1 �10�1 �82 13 1CA ;  § â¥¬ ­ ©¤¥¬A1 = G�1MA>GN = 0B@ �1 �10�1 �82 13 1CA 5 44 5 ! = 0B@ �45 �54�37 �4462 73 1CA :



216 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬�â ª, ¬ âà¨æ  á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à  ¨¬¥¥â ¢¨¤A1 = 0B@ �45 �54�37 �4462 73 1CA.5.2.2. �®à¬ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë ­  ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨-â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �«ï ª ¦¤®£® â ª®£® ®¯¥à â®à  A ®¯à¥-¤¥«¥­ á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à A�. � âà¨æ  á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à -â®à  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨, ¯®«ãç îé¥¬áï ¨§â¥®à¥¬ë 5.2.2.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2.2. �ãáâìM | ¡ §¨á ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ ã­¨â à-­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V , G = GM | ¥£® ¬ âà¨æ  �à ¬  ¨ A |«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à. �®£¤  ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à  A ¨ á®¯àï¦¥­­®-£® ®¯¥à â®à  A� á¢ï§ ­ë ä®à¬ã«®© A�M = G�1A>MG. �á«¨M|®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á, â® A�M = (AM)�.�¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­-áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬, ¥á«¨ AA� = A�A, â.¥. ¥á«¨ ®¯¥-à â®à ¯¥à¥áâ ­®¢®ç¥­ á® á¢®¨¬ á®¯àï¦¥­­ë¬ ®¯¥à â®à®¬. �â®á¢®©áâ¢® à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ® ¤«ï «î¡ëå x;y 2 V á¯à ¢¥¤«¨-¢® à ¢¥­áâ¢® (A(x);A(y)) = (A�(x);A�(y)): (5.13)� á ¬®¬ ¤¥«¥, «¥¢ ï ç áâì à ¢¥­áâ¢  (5.13) à ¢­  (x;A�(A(y))),  ¯à ¢ ï | (x;A��(A�(y))) = (x;A(A�(y))). �à¨¬¥­¥­¨¥ «¥¬¬ë5.2.1 ¢«¥ç¥â âà¥¡ã¥¬®¥.�¥¬¬  5.2.2. �«ï «î¡®£® ­®à¬ «ì­®£® ®¯¥à â®à  A ­  ¥¢ª«¨-¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥V ¨ «î¡®£® ç¨á«  � ®¯¥à â®àA � �E ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬.



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 217�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬ ¯® â¥®à¥¬¥ 5.2.2 (A� �E)(A� �E)� == (A��E)(A���E) = AA���A���A+��E = A�A��A���A++��E = (A���E)(A��E) = (A��E)�(A��E), çâ® ¨ âà¥¡ã¥âáï¤®ª § âì. 2�¥¬¬  5.2.3. �á«¨ v | á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à ­®à¬ «ì­®£® ®¯¥-à â®à  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �, â® v ï¢«ï-¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  A�, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡-áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª (A � �E)(v) = o, § ª«îç ¥¬, çâ®((A� �E)(v))2 = 0. � á¨«ã «¥¬¬ë 5.2.2 ¨ à ¢¥­áâ¢  (5.13) ¨¬¥¥¬((A��E)�(v))2 = 0, ®âªã¤  ((A���E)(v))2=0, â.¥. (A���E)(v)=o.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, v ¥áâì á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  A�, ¯à¨­ ¤-«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �. 2�¥¬¬  5.2.4. �®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ­®à¬ «ì­®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥-à â®à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨ç­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬, ®à-â®£®­ «ì­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì v;w | á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ­®à¬ «ì-­®£® ®¯¥à â®à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨ç­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥-­¨ï¬ �, �. � á¨«ã ãá«®¢¨ï (5.7) ¨¬¥¥¬ (A(v);w) = (v;A�(w)).�® «¥¬¬¥ 5.2.3 ¯®«ãç ¥¬ (�v;w) = (v; �w). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®�(v;w) = �(v;w). � ª ª ª � 6= �, ¯®«ãç ¥¬ (v;w) = 0, çâ® ¨âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì. 2�¥¬¬  5.2.5. �á«¨ A| ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  ¨«¨ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , â® ¤«ï «î¡®£® ¨­¢ à¨ ­â­®£® ®â­®á¨-â¥«ì­® A ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  U ¥£® ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ¨­-¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A�.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì U | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¨­¢ à¨ ­â­®¥®â­®á¨â¥«ì­® A. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à x ¨§ U? ¨ ¯®ª -¦¥¬, çâ® A�(x) 2 U?. �«ï «î¡®£® u 2 U ¨¬¥¥¬ (u;A�(x)) =



218 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬= (A(u);x) = 0, ¯®áª®«ìªã A(u) 2 U ¨ x 2 U?. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,A�(x) 2 U?. 2�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ­®à¬ «ì­ë¥ ®¯¥à â®àë¢ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨¬¥îâ ¯à®áâãî áâàãªâãàã.�¥®à¥¬  5.2.3. �«ï «î¡®£® ­®à¬ «ì­®£® ®¯¥à â®à  ã­¨â à­®£®¯à®áâà ­áâ¢  V áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á V , á®áâ®-ïé¨© ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ®¯¥à â®à .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A| ­®à¬ «ì­ë© ®¯¥à â®à ã­¨â à­®£®¯à®áâà ­áâ¢  V . �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® dimV . �«ï ®¤­®-¬¥à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì ®­® ¤®ª § -­® ¤«ï ¢á¥å ­®à¬ «ì­ëå «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å à §¬¥à­®áâ¨ ¬¥­ìè¥ dimV . � ª ª ª¬­®£®ç«¥­ á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ à §« £ ¥âáï ­ ¤ ¯®-«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« ­  «¨­¥©­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥7.2.1), ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï A ï¢«ïîâáï ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ç¨-á« ¬¨. �ãáâì � | á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ A ¨ u | ¯à¨­ ¤«¥-¦ é¨© ¥¬ã á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à. �®£¤  «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­-áâ¢® U = hui ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A, ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5.2.3®­® ¨­¢ à¨ ­â­® â ª¦¥ ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à A�. �®£« á­® «¥¬¬¥ 5.2.5 ¨ à ¢¥­áâ¢ã (5.12) «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®-áâà ­áâ¢® U? ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢A�� = A ¨ A�. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ A� jU? á®¢¯ ¤ ¥â á(AjU?)�. � ª ª ª dimU? < dimV , ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®-¦¥­¨î áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  U?,á®áâ®ïé¨© ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  AjU?. � ¦¤ë© ¨§ãª § ­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¨ ¤«ï ®¯¥à â®à  A.�®¯®«­ïï ãª § ­­ë© ¡ §¨á ¢¥ªâ®à®¬ 1juju, ¯®«ãç ¥¬ ®àâ®­®à-¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V , á®áâ®ïé¨© ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A. 2�«ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ áâà®¥­¨¥ ­®à¬ «ì­®£® ®¯¥à â®-à  ¢ëïá­ï¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 219�¥®à¥¬  5.2.4. �«ï «î¡®£® ­®à¬ «ì­®£® ®¯¥à â®à  A ¥¢ª«¨-¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  V áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á V ,á®áâ®ïé¨© ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©: ¯¥à¢ ï ¢ª«îç ¥â á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®-àë íâ®£® ®¯¥à â®à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬ á®¡áâ¢¥­­ë¬§­ ç¥­¨ï¬,   ¢â®à ï á®áâ®¨â ¨§ ¯ à ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åª®¬¯«¥ªá­ë¬ ª®à­ï¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  fA(x),¯à¨ íâ®¬ ª®à­î � + �i ®â¢¥ç ¥â ¯ à  ¢¥ªâ®à®¢ e, f , ¯®à®¦¤ î-é ï ¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® A ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ­  ª®â®à®¬®£à ­¨ç¥­¨¥ A ¨¬¥¥â ¬ âà¨æã  � ��� � !.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | ­®à¬ «ì­ë© ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  V . �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® dimV . �«ï ®¤­®-¬¥à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì ®­® ¤®ª § -­® ¤«ï ¢á¥å ­®à¬ «ì­ëå «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å à §¬¥à­®áâ¨ ¬¥­ìè¥ dimV . �á«¨ ®¯¥-à â®à A ¨¬¥¥â (¢¥é¥áâ¢¥­­®¥) á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ �, â® ¯à®¢¥-áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® è £  ¨­¤ãªæ¨¨ ¬®¦­® â ª ¦¥, ª ª íâ® á¤¥« -­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5.2.3. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢á¥ ª®à­¨å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  fA(x) ª®¬¯«¥ªá­ë¥. � ä¨ªá¨-àã¥¬ â ª®© ª®à¥­ì 
 = �+�i. �®£¤  ç¨á«® 
 = ���i â ª¦¥ ¡ã¤¥âª®à­¥¬ fA(x) ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 7.2.2. � áá¬®âà¨¬ ã­¨â à­®¥¯à®áâà ­áâ¢®W à §¬¥à­®áâ¨ dimV . � ä¨ªá¨àã¥¬ ®àâ®­®à¬¨à®-¢ ­­ë¥ ¡ §¨áëM ¢ V ¨N ¢W . � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®àA1 ¯à®áâà ­áâ¢  W , § ¤ ­­ë© ¢ ¡ §¨á¥ N ¬ âà¨æ¥© A = AM®¯¥à â®à  A ¢ ¡ §¨á¥M. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ®A1 ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  W . �¨á« 
 ¨ 
 ï¢«ïîâáï á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ íâ®£® ®¯¥à â®à . � á-á¬®âà¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  A1, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© 
,áª ¦¥¬, x. �®«®¦¨¬ [x]N = xd + ixm, £¤¥ xd;xm | áâ®«¡æë¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«. �®£¤  A1(x) = 
x, ®âªã¤ Axd+ iAxm =A[x] = (�+ �i)(xd + ixm) = (�xd � �xm) + i(�xd + �xm). � ª¨¬



220 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬®¡à §®¬, Axd = �xd � �xm ¨ Axm = �xd + �xm: (5.14)�àï¬®© ¯®¤áç¥â ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® A(xd � ixm) = Axd � iAxm == (�� �i)(xd � ixm). � ª¨¬ ®¡à §®¬, áâ®«¡¥æ xd � ixm § ¤ ¥â ¢¡ §¨á¥ N ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à  y, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬¤«ï ®¯¥à â®à  A1. �® «¥¬¬¥ 5.2.4 ¨¬¥¥¬ (x;y)W = 0. �ëç¨á«ïïáª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ (x;y)W ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ N,¯®«ãç ¥¬ 0 = (xd+ixm)(xd � ixm) = (xd+ixm)(xd+ixm) = (x2d��x2m)� 2ixdxm, ®âªã¤ x2d = x2m ¨ xdxm = 0: (5.15)� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®àë u ¨ v, § ¤ ­­ë¥ áâ®«¡æ ¬¨ xd ¨ xm ¢ ¡ §¨á¥M ¯à®áâà ­áâ¢  V . � ¢¥­áâ¢  (5.15) ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® juj = jvj ¨(u; v)V = 0. �§ à ¢¥­áâ¢ (5.14) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® A(u) = �u � �v,A(v) = �u + �v. � ª¨¬ ®¡à §®¬, U = hu; vi ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨- ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® A ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬, ¢ ª®â®à®¬ ¢¥ªâ®àëe = 1juju ¨ f = 1jvjv ®¡à §ãîâ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á; ¢ ­¥¬¬ âà¨æ  ®£à ­¨ç¥­¨ï A ­  U ¨¬¥¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¢¨¤. �¥ªâ®à xã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ W ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì-­® ®¯¥à â®à  A�1 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5.2.3. �®¢â®àïï ¤«ï ¬ âà¨æë A>¯à®¢¥¤¥­­ë¥ ¢ëè¥ ¤«ï ¬ âà¨æë A à ááã¦¤¥­¨ï, ¢¨¤¨¬, çâ® Uï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥-à â®à  A�. � á¨«ã «¥¬¬ë 5.2.5 ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ U?¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A ¨ A�. �¬¥¥¬ dimU? < dimV . �à¨-¬¥­ïï ª U? ¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬ A ¨ A� ­  íâ® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨­-¤ãªâ¨¢­®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥, § ¢¥àè ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. 25.2.3. �àâ®£®­ «ì­ë¥ ¨ ã­¨â à­ë¥ ®¯¥à â®àë�¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  [ã­¨â à­®£®] «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­-áâ¢  V ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬ [ã­¨â à­ë¬], ¥á«¨ á®¯àï-¦¥­­ë© á ­¨¬ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡à â­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ª íâ®¬ã ®¯¥-



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 221à â®àã. � ª ª ª AA�1 = A�1A, ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¨ ã­¨â à­ë¥ ®¯¥-à â®àë ï¢«ïîâáï ­®à¬ «ì­ë¬¨. �à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¯à¥¤«®-¦¥­¨¥ 5.2.2, § ª«îç ¥¬, çâ® «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A ¡ã¤¥â ®àâ®£®-­ «ì­ë¬ [ã­¨â à­ë¬] â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ­¥ª®â®à®¬®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ ¥£® ¬ âà¨æ  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨îA> = A�1 (5.16)¢ á«ãç ¥ ®àâ®£®­ «ì­®£® ®¯¥à â®à  ¨ ãá«®¢¨îA� = A�1 (5.17)¢ á«ãç ¥ ã­¨â à­®£® ®¯¥à â®à .� âà¨æ  A á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ [ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨] ª®íää¨æ¨¥­-â ¬¨ ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© [ã­¨â à­®©], ¥á«¨ ®­  ã¤®¢«¥-â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (5.16) [(5.17)] (ª®â®à®¥ à ¢­®á¨«ì­® à ¢¥­áâ¢ãAA> = E [AA� = E]). �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ ®â ®¤­®£® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  ª ¤àã£®¬ã ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬[ã­¨â à­®¬] ¯à®áâà ­áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© [ã­¨â à­®©].�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2.3. �¯¥à â®à A ¥¢ª«¨¤®¢  [ã­¨â à­®£®] «¨-­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬ [ã­¨â à­ë¬]«¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå¢¥ªâ®à®¢ x;y 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (A(x);A(y)) = (x;y).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ A| ®àâ®£®­ «ì­ë© [ã­¨â à­ë©] «¨­¥©-­ë© ®¯¥à â®à, â®, ¯®áª®«ìªã AA� = A�A = E , ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®-à®¢ x;y 2 V ¨¬¥¥¬ (A(x);A(y)) = (x;A�(A(y))) = (x;y).�ãáâì A | ®¯¥à â®à (â.¥. ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ á¥¡ï) ¥¢ª«¨¤®¢ ¨«¨ ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢x;y 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (A(x);A(y)) = (x;y). �®ª ¦¥¬,çâ® A(x+y) = A(x)+A(y). �®«®¦¨¬ z = A(x+y)�A(x)�A(y)¨ ¢ëç¨á«¨¬ (z; z):(z; z) = (A(x+ y)� A(x)�A(y); A(x+ y)�A(x)�A(y)) =



222 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬= (A(x+ y);A(x+ y))� (A(x);A(x+ y))� (A(y);A(x+ y))��(A(x+ y);A(x)) + (A(x);A(x)) + (A(y);A(x))��(A(x+ y);A(y)) + (A(x);A(y)) + (A(y);A(y)) == (x+ y;x+ y)� (x;x+ y)� (y;x+ y)� (x+ y;x) ++(x;x) + (y;x)� (x+ y;y) + (x;y) + (y;y) = 0:�â ª, (z; z)=0, ®âªã¤  z=o. � ª¨¬ ®¡à §®¬, A(x+y)=A(x)+A(y). �­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï à ¢¥­áâ¢® A(�x) = �A(x) ¤«ï«î¡®£® ¢¥ªâ®à  x 2 V ¨ «î¡®£® ç¨á«  �. �ë ¢¨¤¨¬, çâ® A |«¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à.�®ª ¦¥¬, çâ® AA� = E . �§ à ¢¥­áâ¢(A(x);A(y)) = (x;A�(A(y))) = (x;y)á«¥¤ã¥â (x;A�(A(y)) = (x;y). �âáî¤  ¯® «¥¬¬¥ 5.2.1 ¢ëâ¥ª ¥â,çâ® A�(A(y)) = y ¤«ï «î¡®£® y 2 V . � ª¨¬ ®¡à §®¬, AA� = E .�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï à ¢¥­áâ¢® A�A = E . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,A� = A�1. 2�¥®à¥¬  5.2.5. �ãáâì A | ã­¨â à­ë© [®àâ®£®­ «ì­ë©] ®¯¥à -â®à ã­¨â à­®£® [¥¢ª«¨¤®¢ ] ¯à®áâà ­áâ¢  V . �®£¤  ¬®¤ã«¨ ¢á¥åá®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© íâ®£® ®¯¥à â®à  à ¢­ë ¥¤¨­¨æ¥. �á«¨ V| ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® ®­® ¨¬¥¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ -§¨á ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A. �á«¨ V | ¥¢ª«¨¤®¢®¯à®áâà ­áâ¢®, â® ®­® ¨¬¥¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á, á®áâ®ï-é¨© ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©: ¯¥à¢ ï ¢ª«îç ¥â á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë íâ®-£® ®¯¥à â®à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ 1 ¨ �1,  ¢â®à ï á®áâ®¨â ¨§ ¯ à ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®¬¯«¥ªá-­ë¬ ª®à­ï¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  fA(x), ¯à¨ íâ®¬ª®à­î cos� + i sin� ®â¢¥ç ¥â ¯ à  ¢¥ªâ®à®¢ e; f , ¯®à®¦¤ îé ï¨­¢ à¨ ­â­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­®A ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ­  ª®â®à®¬ ®£à -­¨ç¥­¨¥ A ¨¬¥¥â ¬ âà¨æã  cos� sin�� sin � cos� !. �ª § ­­ë© ¡ §¨á­ §ë¢ ¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¤«ï ®¯¥à â®à  A.



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 223�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥-­¨¥ ®¯¥à â®à  A ¨ x | á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨©íâ®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.2.3 ¨¬¥-¥¬ (x;x) = (A(x);A(x)) = (�x; �x) = ��(x;x), ®âªã¤  (x;x) =��(x;x). �®áª®«ìªã x 6= o, ¢¨¤¨¬, çâ® j�j2 = ��(x;x) = 1. � -ª¨¬ ®¡à §®¬, j�j = 1. �áâ «ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®ª §ë¢ ¥¬®©â¥®à¥¬ë á«¥¤ãîâ ¨§ â¥®à¥¬ 5.2.3 ¨ 5.2.4. 2� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ­ ©¤¥¬ ª ­®­¨ç¥áª¨© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­-­ë© ¡ §¨á ¤«ï ®àâ®£®­ «ì­®£® ®¯¥à â®à  A, § ¤ ­­®£® ¢ ®àâ®-­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¬ âà¨æ¥© A == 13 0B@ 2 2 �1�1 2 22 �1 2 1CA.� ¯¨è¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ®¯¥à â®à  A:fA(x) = ������� 23 � x 23 �13�13 23 � x 2323 �13 23 � x ������� = ������� 1� x 1� x 1� x�13 23 � x 2323 �13 23 � x ������� == (1� x) ������� 1 1 10 1� x 10 �1 �x ������� = (1� x)(x2 � x+ 1):�®à­¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­ : x1 = 1, x2;3 = 12 � ip32 .�«ï x1 á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à f1 = (1; 1; 1) ­ å®¤¨âáï ®¡ëç­ë¬®¡à §®¬. �«ï x2 = 12 + ip32 ­ å®¤¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à á ª®¬-¯«¥ªá­ë¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¤«ï ã­¨â à­®£® ®¯¥à â®à , ¨¬¥îé¥£®¬ âà¨æã A. �à¥®¡à §ã¥¬ ¬ âà¨æã A� x2E3:0BB@ 16 � ip32 23 �13�13 16 � ip32 2323 �13 16 � ip32 1CCA �



224 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬� 0B@ 1� 3ip3 4 �2�2 1� 3ip3 44 �2 1� 3ip3 1CA �� 0B@ 1 1 1�2 1� 3ip3 44 �2 1� 3ip3 1CA � 0B@ 1 1 10 3� 3ip3 60 �6 �3� 3ip3 1CA �� 0B@ 1 1 10 1� ip3 20 2 1 + ip3 1CA � 0B@ 1 1 10 12 � ip32 10 2 1 + ip3 1CA �� 0B@ 1 1 10 12 � ip32 10 0 0 1CA � 0B@ 1 12 + ip32 00 12 � ip32 10 0 0 1CA :� å®¤¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ -ç¥­¨î x2: f c = (�12�ip32 ; 1;�12+ip32 ) = (�12 ; 1;�12)+i(�p32 ; 0; p32 ).�®« £ ¥¬ f2 = (�12 ; 1;�12), f3 = (�p32 ; 0; p32 ). �®à¬¨àãï ¢¥ªâ®-àë f1, f2 ¨ f3, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬ë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á:e1 = 1p3(1; 1; 1), e2 = 1p6(�1; 2;�1), e3 = 1p2(�1; 0; 1). � íâ®¬ ¡ -§¨á¥ ®àâ®£®­ «ì­ë© ®¯¥à â®àA ¨¬¥¥â ¬ âà¨æã 0B@ 1 0 00 12 p320 �p32 12 1CA.5.2.4. � ¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¨­¥©­ë©®¯¥à â®à A ¯à®áâà ­áâ¢  V ­ §ë¢ ¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬, ¥á-«¨ A = A�. �ç¥¢¨¤­®, çâ® á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï­®à¬ «ì­ë¬. �à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2.2, § ª«î-ç ¥¬, çâ® «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A ¡ã¤¥â á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬ â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ­¥ª®â®à®¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¡ §¨á¥ ¥£®¬ âà¨æ  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨îA> = A (5.18)



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 225¢ á«ãç ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ãá«®¢¨îA� = A (5.19)¢ á«ãç ¥ ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . � ¯®¬­¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  A,ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î (5.18) [5.19], ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥-áª®© [íà¬¨â®¢®©].�¥®à¥¬  5.2.6. �á¥ ª®à­¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  «î-¡®£® á ¬®á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à  «¥¦ â ¢ ¯®«¥ R. �¢ª«¨¤®¢®¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨¬¥¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¨§á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ á ¬®á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à .�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à ã­¨-â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  V . �§ «¥¬¬ 5.2.3 ¨ 5.2.4 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® «î-¡®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  A á®¢¯ ¤ ¥â á á®¯àï¦¥­­ë¬ª ­¥¬ã ç¨á«®¬, â.¥. ï¢«ï¥âáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬ ç¨á«®¬. �®£« á­®â¥®à¥¬¥ 4.2.2 á¯¥ªâà ®¯¥à â®à  A ã­¨â à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¨á-ç¥à¯ë¢ ¥âáï ¥£® á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨.�ãáâì A | á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­-áâ¢  V . � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A1 ã­¨â à­®£® ¯à®-áâà ­áâ¢  V1 á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à­®áâ¨, § ¤ ­­ë© ¬ âà¨-æ¥© ®¯¥à â®à  A ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ (ª ª íâ® ¡ë«® á¤¥« ­® ¢¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 5.2.4). �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®¢¥-à¨âì, çâ® A1 | á ¬®á®¯àï¦¥­­ë© ®¯¥à â®à ¯à®câà ­áâ¢  V1 ¨fA1(x) = fA(x). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥ ª®à­¨ fA(x) «¥¦ â ¢ ¯®«¥ R.�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ 5.2.3 ¨ 5.2.4.2�®ª § ­­ ï â¥®à¥¬  ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª á îé¥¥áïá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­® ¯à¨ ¨§ãç¥-­¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ (á¬. ¯. 6.3.2). � ¯®¬­¨¬, çâ® ¤«ï ª¢ -¤à â­®© ¬ âà¨æë A ¯®àï¤ª  n å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥-­®¬ ­ §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì det(A� xEn). � ç¨­ ï á íâ®£®¬®¬¥­â , á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ¬ âà¨æë A ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì



226 �« ¢  5. �à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬¢á¥ (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ª®¬¯«¥ªá­ë¥) ª®à­¨ ¥¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®-£® ¬­®£®ç«¥­ . �­¨ ®¡à §ãîâ á¯¥ªâà ¬ âà¨æë, ª®â®àë© ¡ã¤¥â®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ S (A). �®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¬ âà¨æë A,¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î � íâ®© ¬ âà¨æë, ­ §ë-¢ ¥âáï ¢áïª¨© ­¥­ã«¥¢®© áâ®«¡¥æ s 2 C n á® á¢®©áâ¢®¬ As = �s.�â¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®£« áãîâáï á ¤ ­­ë¬¨ ¢ ¯. 4.3.3 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï-¬¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A, § ¤ ¢ ¥¬ë© ¬ âà¨æ¥©,à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ C n á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨.�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 7.2.1 ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨©à¥§ã«ìâ â.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5.2.4. �ãáâì A 2 C n�n. �®£¤  áã¬¬  ¢á¥å í«¥-¬¥­â®¢ á¯¥ªâà  ¬ âà¨æë A (á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨) à ¢­  ¥¥ á«¥¤ãtr(A).�¥®à¥¬  5.2.7. �«ï «î¡®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë A á ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ S (A) � R ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£®-­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  B â ª ï, çâ®B>AB ¥áâì ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ á á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ¬ âà¨æë A ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ  á ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � áá¬®âà¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®-áâà ­áâ¢® V à §¬¥à­®áâ¨, à ¢­®© ¯®àï¤ªã ¬ âà¨æë A, ¨ ¢ë-¡¥à¥¬ ¢ ­¥¬ ­¥ª®â®àë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á M. � áá¬®-âà¨¬ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à A, § ¤ ­­ë© ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æ¥©A. �ç¥¢¨¤­®, A ï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬ ®¯¥à â®à®¬. �á­®,çâ® á¯¥ªâà ®¯¥à â®à  A ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨-ï¬¨ ¬ âà¨æë A. �® â¥®à¥¬¥ 5.2.6 ã¯®¬ï­ãâë© á¯¥ªâà «¥¦¨â¢ ¯®«¥ R ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á N ¯à®áâà ­-áâ¢  V , á®áâ®ïé¨© ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A. �ãáâìB = TM,N | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  M ª ¡ §¨áã N. � ªª ª ®¡  ¡ §¨á  ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥, ¬ âà¨æ  B ®àâ®£®­ «ì­ ,â.¥. B�1 = B>. �®£« á­® ä®à¬ã«¥ (4.11) ¨§ ¯. 4.2.1 ¬ âà¨æ  ®¯¥-à â®à  A ¢ ¡ §¨á¥ N ¨¬¥¥â ¢¨¤ B�1AB = B>AB. �â  ¬ âà¨æ 



x 5.2. �®àä¨§¬ë ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨ ã­¨â à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 227ï¢«ï¥âáï ¤¨ £®­ «ì­®©, ¨ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ à á¯®« £ îâáïá®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à  A. 2� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �«ï á ¬®á®¯àï¦¥­­®£® ®¯¥à â®à  A ¥¢-ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ , ¨¬¥îé¥£® ¢ ­¥ª®â®à®¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­-­®¬ ¡ §¨á¥ ¬ âà¨æã A = 0B@ 1 2 22 1 22 2 1 1CA, ­ ©â¨ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­-­ë© ¡ §¨á ¨§ á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¬ âà¨æã ®¯¥à â®à  A ¢íâ®¬ ¡ §¨á¥.�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ®¯¥à â®à A: fA(x) = ������� 1� x 2 22 1� x 22 2 1� x ������� = ������� 5� x 5� x 5� x2 1� x 22 2 1� x ������� == (5� x) ������� 1 1 12 1� x 22 2 1� x ������� = (5� x) ������� 1 1 10 �1� x 00 0 �1� x ������� == (5� x)(�1� x)2 = (x+ 1)2(5� x):�®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ®¯¥à â®à  A x1 = 5, x2 = �1. �®¡-áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë ­ å®¤ïâáï á ¯®¬®éìî ®¡ëç­®© ¯à®æ¥¤ãàë:f1 = (1; 1; 1), f2 = (�1; 0; 1), f3 = (0;�1; 1). �¥ªâ®àë f2 ¨f3, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �1, ­¥ ®àâ®£®­ «ì-­ë. �à¨¬¥­ïï ª ­¨¬ ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨, ¯®«ãç ¥¬ ¢¥ª-â®àë g2 = f2 ¨ g3 = f3 � 12g2 = 12(1;�2; 1). �®à¬¨àãï ¢¥ª-â®àë f1, g2 ¨ g3, ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬ë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨áe1 = 1p3(1; 1; 1), e2 = 1p2(�1; 0; 1), e3 = 1p6(1;�2; 1). � íâ®¬ ¡ §¨á¥®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ¬ âà¨æã 0B@ 5 0 00 �1 00 0 �1 1CA.� ¤ ç¨: [17], ò201{222.



�« ¢  6�à¨«®¦¥­¨ï ¨­¥ª®â®àë¥¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥¢®¯à®áëx 6.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢, «¨­¥©­ëå ®¯¥à -â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ�®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­¨ï¬¨ ¯®­ïâ¨ï ¤«¨-­ë ¢¥ªâ®à  ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ç áâ­®áâ¨, ¤«¨­  ¢¥ª-â®à  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï ­®à-¬®©. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ ¬®£ãâ ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¯®{à §­®¬ã.�­¨ ¯®§¢®«ïîâ ®¯à¥¤¥«¨âì áâ¥¯¥­­ë¥ àï¤ë ¤«ï ¬ âà¨æ ¨ ¢¥áì¬ ¯®«¥§­ë ¯à¨  ­ «¨§¥ ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢. �®®¡é¥ £®¢®àï, ¨§ãç¥-­¨¥ ­®à¬ ®â­®á¨âáï ­¥ ª «¨­¥©­®©  «£¥¡à¥,   ª äã­æ¨®­ «ì­®¬ã ­ «¨§ã. � ç áâ­®áâ¨, ¯® íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®¬¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢. �ª § ­­ë¥ à¥§ã«ìâ âëá ¯®«­ë¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë ¢ ª­¨£¥ [21].228



x 6.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢, «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ 2296.1.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢�ãáâì V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ F, ª®â®à®¥ á®¢¯ -¤ ¥â á R ¨«¨ C . �®à¬®© ­  V ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªæ¨ï x 7! jjxjj ¨§V ¢ R, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:1) jjxjj � 0 ¯à¨ «î¡®¬ x 2 V ;2) jjxjj = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x = o;3) jj�xjj = j�jjjxjj ¤«ï «î¡ëå x 2 V ¨ � 2 F ;4) jjx + yjj � jjxjj+ jjyjj ¤«ï «î¡ëå x;y 2 V .�à âª® ®¡®§­ ç âì ­®à¬ã ¡ã¤¥¬ ç¥à¥§ jj�jj. � áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥-àë ­®à¬. �á«¨ V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â®¤«¨­  ¢¥ªâ®à  ï¢«ï¥âáï ­®à¬®©. �á«®¢¨ï 1){4) ¢ëâ¥ª îâ ¨§  ª-á¨®¬ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, â¥®à¥¬ë 5.1.1 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 5.1.1.� ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâà®ª Fn ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì, ­ ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãî-é¨¥ ­®à¬ë: ¤«ï ¢¥ªâ®à  x = (x1; x2; : : : ; xn) ¯®« £ ¥¬a) jjxjja = jx1j+ jx2j+ : : :+ jxnj;b) jjxjjb = qx21 + x22 + : : :+ x2n;c) jjxjjc = maxfjx1j; jx2j; : : : ; jxnjg.�«ï ­®à¬ a) ¨ á) ãá«®¢¨ï 1){4) «¥£ª® ¯à®¢¥àïîâáï. �®à¬ b) ¢®§­¨ª ¥â ¨§ ®¡ëç­®£® áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤«ï áâà®ª(¯à¨¬¥à 2 ¢ ¯. 5.1.2).�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤ ¥â ¨­ä®à¬ æ¨î ® á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã«î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ­®à¬ ¬¨ ­  ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.�¥®à¥¬  6.1.1. �ãáâì jj�jj1 ¨ jj�jj2 | ¤¢¥ ­®à¬ë ­  ª®­¥ç­®¬¥à­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« � ¨ �, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥à ¢¥­áâ¢ jjxjj1 � �jjxjj2 ¨ jjxjj2 � �jjxjj1.�®¢®àïâ, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢ x1;x2; : : : ¯à®áâà ­-áâ¢  V áå®¤¨âáï ª ¢¥ªâ®àã a ¯® ­®à¬¥ jj�jj , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®-«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  " áãé¥áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® N , â ª®¥,çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n ¨§ n > N á«¥¤ã¥â jjxn � ajj < ".�¢¥ ­®à¬ë jj�jj1 ¨ jj�jj2 ­ §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¨§ áå®¤¨-¬®áâ¨ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ª ­¥ª®â®à®¬ã ¢¥ªâ®àã ¯® ®¤­®©



230 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë¨§ ­¨å á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¤ ­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ª â®¬ã¦¥ á ¬®¬ã ¢¥ªâ®àã ¯® ¤àã£®©. �¥®à¥¬  6.1.1 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ®¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ «î-¡ë¥ ¤¢¥ ­®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­ë. �®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ­¥ ¡ã-¤¥¬ ãª §ë¢ âì ­®à¬ã, ¯® ª®â®à®© à áá¬ âà¨¢ ¥âáï áå®¤¨¬®áâì,â ª ª ª ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¥¤¯®« £ îâáï ª®-­¥ç­®¬¥à­ë¬¨. �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì â ª¦¥ ®¡ëç­®¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥limn!1 xn ¤«ï ¯à¥¤¥«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨.�«ï áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¢¥ªâ®à®¢ ¬®¦­® à §-¢¥à­ãâì â¥®à¨î, ¯®å®¦ãî ­  â¥®à¨î ¯à¥¤¥«®¢ ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì­®áâ¥©. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ limn!1 xn = a ¨ limn!1 yn = b,â® ¤«ï «î¡ëå áª «ïà®¢ �; � 2 F á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®limn!1(�xn + �yn) = �a+ �b:�ãáâì x1;x2; : : : | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢. �®¤ ¡¥áª®-­¥ç­ë¬ àï¤®¬ P1n=1 xn ¯®­¨¬ ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç áâ¨ç-­ëå áã¬¬ S1 = x1, S2 = x1 + x2; : : :, Sn = x1 + x2 + : : :+ xn; : : :.�®¢®àïâ, çâ® àï¤ áå®¤¨âáï ª ¢¥ªâ®àã s, ¥á«¨ limn!1 Sn = s. �íâ®¬ á«ãç ¥ â ª¦¥ £®¢®àïâ, çâ® áã¬¬  àï¤  à ¢­  s. �¥®à¨ï àï-¤®¢ ¢¥ªâ®à®¢  ­ «®£¨ç­  â¥®à¨¨ ç¨á«®¢ëå àï¤®¢.6.1.2. �®à¬ë «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ�ãáâì V | ¥¢ª«¨¤®¢® ¨«¨ ã­¨â à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � ¯®¬­¨¬,çâ® Hom(V ) ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢¯à®áâà ­áâ¢  V . �â®¡à ¦¥­¨¥ jj�jj ¨§ H = Hom(V ) ¢ ¯®«¥ R­ §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à­®© ­®à¬®©, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ãá«®¢¨ï:1) jjAjj � 0 ¯à¨ «î¡®¬ A 2H ;2) jjAjj = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A = O;3) jj�Ajj = j�jjjAjj ¤«ï «î¡ëå A 2H ¨ � 2 F;4) jjA + Bjj � jjAjj + jjBjj ¤«ï «î¡ëå A;B 2H ;5) jjABjj � jjAjjjjBjj ¤«ï «î¡ëå A;B 2H .



x 6.1. �®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢, «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ 231�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®¯¥à â®à­ ï ­®à¬  ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­®© ­®à-¬®© ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H . � ª ª ª ¤«ï ª®­¥ç­®¬¥à­®£®¯à®áâà ­áâ¢  V ¯à®áâà ­áâ¢® H = Hom(V ) â ª¦¥ ª®­¥ç­®¬¥à-­®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ®¯¥à â®à­ë¥ ­®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­ë ¬¥¦¤ãá®¡®© ¨ íª¢¨¢ «¥­â­ë «î¡®© ¢¥ªâ®à­®© ­®à¬¥ ­  H .� âà¨ç­ ï ­®à¬  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áå®¤­ë¬ ®¡à §®¬, á § ¬¥­®©Hom(V ) ­  C n�n ¨«¨ Rn�n . �«ï ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ ®¯à¥¤¥-«ïîâáï áå®¤ïé¨¥áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, àï¤ë ¨ áã¬¬ë àï¤®¢ ¢á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨, ¤ ­­ë¬¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥.�¯¥à â®à­ ï ­®à¬  jj�jjop ­ §ë¢ ¥âáï á®£« á®¢ ­­®© á ¢¥ªâ®à-­®© ­®à¬®© jj�jjvc, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  A ¨ «î¡®-£® ¢¥ªâ®à  v 2 V á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® jjA(v)jjvc � jjAjjopjjvjjvc.�«ï «î¡®© ¢¥ªâ®à­®© ­®à¬ë jj�jj ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé ï á®£« -á®¢ ­­ ï á ­¥© ®¯¥à â®à­ ï ­®à¬ :jjAjj = maxfjjA(x)jj j jjxjj = 1g:�­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬ âà¨ç­ ï ­®à¬ , á®£« á®¢ ­­ ï á ¢¥ª-â®à­®© ­®à¬®© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §-¬¥à­®áâ¨.�¤­  ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ã¯®âà¥¡¨â¥«ì­ëå ­®à¬ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ¨¬ âà¨æ, ­ §ë¢ ¥¬ ï á¯¥ªâà «ì­®©, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡-à §®¬. �ãáâì A | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ­  ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¨«¨ ã­¨-â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ V . �®ª ¦¥¬, çâ® á¯¥ªâà «¨­¥©­®£® ®¯¥-à â®à  A�A á®áâ®¨â ¨§ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«.� ª ª ª á®£« á­® ¯®á«¥¤­¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨î â¥®à¥¬ë 5.2.2 ¨ à -¢¥­áâ¢ã (5.12) ¨¬¥¥¬ (A�A)� = A�A�� = A�A; ®¯¥à â®à A�Aï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥­­ë¬. �® â¥®à¥¬¥ 5.2.6 ¥£® á¯¥ªâà «¥¦¨â ¢¯®«¥R.�ãáâì �| ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à A�A ¨ v | ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© ¥¬ã á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à. �¬¥¥¬�(v; v) = (�v; v) = (A�A(v); v) = (A(v);A(v));®âªã¤  �(v; v) = (A(v);A(v)). �¥¯¥àì ïá­®, çâ® � � 0. �®«®¦¨¬jjAjjs = maxfp� j � | á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  A�Ag:



232 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�¨á«® jjAjjs ¨ ­ §ë¢ ¥âáï á¯¥ªâà «ì­®© ­®à¬®© ®¯¥à â®à  A.�«ï ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ á¯¥ªâà «ì­ ï ­®à¬  ®¯à¥¤¥«ï¥âáïáå®¤­ë¬ ®¡à §®¬.�«ï ®¯¥à â®à  A [ª¢ ¤à â­®© ¬ âà¨æë A] á¯¥ªâà «ì­ë¬ à -¤¨ãá®¬ �(A) [�(A)] ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¨¡®«ìè¨© ¨§ ¬®¤ã«¥© ç¨á¥«á¯¥ªâà  ®¯¥à â®à  A [¬ âà¨æë A]. �  ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨¢á¥ §­ ç¥­¨ï á¯¥ªâà  ®¯¥à â®à  A [¬ âà¨æë A] à á¯®«®¦¥­ë ¢ªàã£¥ à ¤¨ãá  �(A) [�(A)].�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ­ã¦­ë¥ ­ ¬ à¥§ã«ìâ âë, ª á îé¨¥áï ­®à¬®¯¥à â®à®¢ ¨ ¬ âà¨æ, ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �à¨¢¥-¤¥¬ ¥£® ä®à¬ã«¨à®¢ªã ¤«ï ¬ âà¨æ; ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¤«ï ®¯¥à â®-à®¢ ¯®«ãç ¥âáï ®ç¥¢¨¤­®© § ¬¥­®© á«®¢ \¬ âà¨æ " ¨ ¯à®¨§¢®¤-­ëå ®â ­¥£® ­  á«®¢  \®¯¥à â®à" ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à®¨§¢®¤-­ë¥.�¥®à¥¬  6.1.2. �ãáâì A | ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n.�«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  " áãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨ç­ ï­®à¬  jj�jj, ¤«ï ª®â®à®© �(A) � jjAjj � �(A) + ".�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¬ âà¨ç­ ï ­®à¬ , ¤«ï ª®â®à®© jjAjj < 1, â®1) limn!1An = O, £¤¥ O | ­ã«¥¢ ï ¬ âà¨æ ;2) ¬ âà¨æ  En�A ®¡à â¨¬ , ¯à¨ç¥¬ ®¡à â­ ï ¬ âà¨æ  ¬®¦¥â¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  áå®¤ïé¨¬áï àï¤®¬(En �A)�1 = En +A+A2 + : : :+An + : : : :x 6.2. �¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë,â.¥. ¬ âà¨æë á ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨.�®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥ª®â®àëå à¥§ã«ìâ â®¢ §¤¥áì ¢ëå®¤ïâ §  à ¬ª¨á®¡áâ¢¥­­® «¨­¥©­®©  «£¥¡àë, ¯®íâ®¬ã ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á«ã-ç ïå à áá¬ âà¨¢ îâáï í«¥¬¥­â à­ë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤«ï ç áâ-­®£® á«ãç ï ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  2, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª áä®à¬ã«¨à®¢ ­-­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¥à­ë ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �¨â â¥«ì, ¦¥« îé¨©



x 6.2. �¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë 233¯®«ãç¨âì ¡®«ìè¥ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ® ¬ âà¨æ å, ¬®¦¥â ®¡à â¨âìáï ªª­¨£ ¬ [6] ¨ [21].6.2.1. �®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë� âà¨æ  (¢ â®¬ ç¨á«¥ áâ®«¡¥æ ¨«¨ áâà®ª ) ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨-â¥«ì­®©, ¥á«¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¥¥ | ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-­ë¥ ç¨á« .�¥®à¥¬  6.2.1. �ãáâì A | ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ª¢ ¤à â­ ï ¬ âà¨-æ  ¯®àï¤ª  n. �®£¤  �(A) ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ¬ -âà¨æë A ªà â­®áâ¨ 1 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë©¢¥ªâ®à ¬ âà¨æë A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© íâ®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥-­¨î.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¤«ï á«ãç ï ª¢ ¤à â-­ëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  2. �ãáâì A =  � �
 � !. � ¯¨è¥¬ å à ª-â¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¬ âà¨æë A:fA(x) = ����� �� x �
 � � x ����� = (�� x)(� � x)� �
 == x2 � (�+ �)x+ �� � �
:�â® ª¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­. � ©¤¥¬ ¥£® ¤¨áªà¨¬¨­ ­â:D = (�+ �)2� 4(�� � �
) = �2 � 2�� + �2 + 4�
 = (�� �)2+ 4�
;â.¥. D = (�� �)2 + 4�
: (6.1)� ª ª ª ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¬ âà¨æë A ¯®«®¦¨â¥«ì­ë, ïá­®, çâ® D >0. �®à­¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  ¨¬¥îâ ¢¨¤�1 = 12(�+ � +pD); �2 = 12(�+ � �pD):



234 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�ç¥¢¨¤­®, çâ® �1 > 0 ¨ �1 > j�2j. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �1 | á®¡áâ¢¥­-­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¬ âà¨æëA ªà â­®áâ¨ 1, ï¢«ïîé¥¥áï á¯¥ªâà «ì­ë¬à ¤¨ãá®¬ íâ®© ¬ âà¨æë.�¡¥¤¨¬áï, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ª-â®à ¬ âà¨æëA, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �1. � á-á¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ( (�� �1)s1 + �s2 = 0;
s1 + (� � �1)s2 = 0:�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãà ¢­¥­¨ï §¤¥áì¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë. �ëà §¨¬ ¨§ ¯¥à¢®£® ãà ¢­¥­¨ï s2 ç¥à¥§ s1¨ ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢¬¥áâ® �1 ¥£® §­ ç¥­¨¥:s2 = (�1 � �)� s1 = � � �+pD2� s1: (6.2)� ¯®¬®éìî ¢ëà ¦¥­¨ï (6.1) ¤«ï D «¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® pD >> j� � �j, ¯®íâ®¬ã ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ s1 ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢ (6.2) ¯®«®¦¨â¥«¥­. �à¨¤ ¢ ï s1 §­ ç¥­¨¥ 1, ¯®«ãç ¥¬ ¯®«®¦¨-â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à (1; ���+pD2� )> ¬ âà¨æë A, ¯à¨­ ¤-«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �1. 2� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ¬ âà¨æëA = 0B@ 0; 3 0; 3 0; 40; 2 0; 3 0; 10; 3 0; 2 0; 3 1CA­ ©â¨ á¯¥ªâà «ì­ë© à ¤¨ãá ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© ¥¬ã ¯®«®¦¨â¥«ì-­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à.�¥è¥­¨¥. � ©¤¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¬ âà¨æëA: fA(x) = ������� 0; 3� x 0; 3 0; 40; 2 0; 3� x 0; 10; 3 0; 2 0; 3� x ������� =



x 6.2. �¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë 235= ������� 0; 8� x 0; 8� x 0; 8� x0; 2 0; 3� x 0; 10; 3 0; 2 0; 3� x ������� == (0; 8� x) ������� 1 1 10; 2 0; 3� x 0; 10; 3 0; 2 0; 3� x ������� == (0; 8� x) ������� 1 1 10 0; 1� x �0; 10 �0; 1 �x ������� == (0; 8� x)(x2 � 0; 1x+ 0; 01):� ª¨¬ ®¡à §®¬, fA(x) = (0; 8 � x)(x2 � 0; 1x + 0; 01). �£® ª®à-­¨ �1 = 0; 8, �2;3 = 0; 05� p0; 0125 = 0; 05 � 0; 05p5. �á­®, çâ®�(A) = 0; 8. � å®¤¨¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨-­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î 0; 8.0B@ �0; 5 0; 3 0; 40; 2 �0; 5 0; 10; 3 0; 2 �0; 5 1CA � 0B@ 2 �5 13 2 �50 0 0 1CA � 0B@ 2 �5 11 7 �60 0 0 1CA �� 0B@ 1 7 �60 �19 130 0 0 1CA � 0B@ 1 �2313 00 �1913 10 0 0 1CA :�«ï ª®®à¤¨­ â x1; x2; x3 á®¡áâ¢¥­­®£® ¢¥ªâ®à  ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥-­¨ï x1� 2313x2 = 0, �1913x2+ x3 = 0. �âáî¤  x1 = 2313x2 ¨ x3 = 1913x2.�à¨¤ ¢ ï x2 §­ ç¥­¨¥ 13, ¯®«ãç ¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë©¢¥ªâ®à (23; 13; 19)¬ âà¨æëA, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ -ç¥­¨î �(A) = 0; 8.�«ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¬ âà¨æ  ­ «®£ â¥®à¥¬ë 6.2.1 ­¥ á¯à -¢¥¤«¨¢. �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ , ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®-à®© ¤«ï á«ãç ï ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  2 ¯à®¢®¤¨âáï  ­ -«®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 6.2.1.



236 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�¥®à¥¬  6.2.2. �ãáâì A | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ª¢ ¤à â­ ï ¬ -âà¨æ  ¯®àï¤ª  n. �®£¤  �(A) ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬¬ âà¨æë A ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à¬ âà¨æë A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© íâ®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î.�à¨¬¥à ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æë ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® á¯¥ªâà «ì­ë© à ¤¨-ãá ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬ âà¨æë ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¥ ªà â­ë¬ á®¡áâ¢¥­-­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬.6.2.2. � âà¨æë ®¡¬¥­ � ¯®¬­¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ¥© ®¡¬¥­ , ¥á«¨ ®­ ª¢ ¤à â­ ï, ¥¥ í«¥¬¥­âë | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨-á«  ¨ áã¬¬  í«¥¬¥­â®¢ ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ à ¢­  1. �ë ¢áâà¥-ç «¨áì á ­¨¬¨ ¢ x 0.2, ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ «¨ ¯à®áâãî «¨­¥©­ãî¬®¤¥«ì ®¡¬¥­ . �®, çâ® íâ  § ¤ ç  ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ®¡¥á-¯¥ç¨¢ ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�¥®à¥¬  6.2.3. �ãáâìA| ¬ âà¨æ  ®¡¬¥­ . �®£¤ A ¨¬¥¥â á®¡-áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ 1 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë©¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© íâ®¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï § -¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¢ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®ç«¥­¥ fA(x) ¬ âà¨-æë A, § ¯¨á ­­®¬ ¢ ¢¨¤¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ¯à¨¡ ¢¨âì ¢á¥ áâà®ª¨ª ¯¥à¢®©, â® ¢ ¯¥à¢®© áâà®ª¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¡ã¤ãâ à ¢­ë 1 � x,¯®áª®«ìªã áã¬¬  í«¥¬¥­â®¢ ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ ¬ âà¨æë A à ¢-­  1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® á¢®©áâ¢ã 4 ®¯à¥¤¥«¨â¥«¥© ¬­®¦¨â¥«ì1�x ¬®¦­® ¢ë­¥áâ¨ §  §­ ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, fA(x)¤¥«¨âáï ­  1 � x ¨ 1 ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ¬ âà¨æëA. �â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¤«ï á«ãç ï ¬ âà¨æ ¯®àï¤-ª  2 à ááã¦¤¥­¨ï¬¨,  ­ «®£¨ç­ë¬¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¬ ¢ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 6.2.1, ¨ ®áâ ¢«ï¥âáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ã¯à ¦­¥­¨ïç¨â â¥«î. 2



x 6.2. �¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¬ âà¨æë 237� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �«ï ¬ âà¨æë ®¡¬¥­ A = 0B@ 0; 3 0; 3 0; 50; 2 0; 5 0; 10; 5 0; 2 0; 4 1CA­ ©â¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨©á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î 1.�¥è¥­¨¥. � å®¤¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡-áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î 1.0B@ �0; 7 0; 3 0; 50; 2 �0; 5 0; 10; 5 0; 2 �0; 6 1CA�0B@ 2 �5 15 2 �60 0 0 1CA�0B@ 2 �5 11 12 �80 0 0 1CA�� 0B@ 1 12 �80 �29 170 0 0 1CA � 0B@ 1 �2817 00 �2917 10 0 0 1CA�«ï ª®®à¤¨­ â x1; x2; x3 á®¡áâ¢¥­­®£® ¢¥ªâ®à  ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢­¥-­¨ï x1� 2817x2 = 0, �2917x2+ x3 = 0. �âáî¤  x1 = 2817x2 ¨ x3 = 2917x2.�à¨¤ ¢ ï x2 §­ ç¥­¨¥ 17, ¯®«ãç ¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë©¢¥ªâ®à (28; 17; 29) ¬ âà¨æë ®¡¬¥­  A, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥­-­®¬ã §­ ç¥­¨î 1.6.2.3. �à®¤ãªâ¨¢­ë¥ ¬ âà¨æë� âà¨æ A ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¤ãªâ¨¢­®©, ¥á«¨ ®­  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ïª¢ ¤à â­ ï ¯®àï¤ª  n ¨ ¤«ï «î¡®£® ­¥®âà¨æ â¥«ì­®£® áâ®«¡æ y 2 Rn áãé¥áâ¢ã¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à x 2 Rn â ª®©, çâ®(En �A)x = y: (6.3)�à®¤ãªâ¨¢­ë¥ ¬ âà¨æë ¢®§­¨ª îâ, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ § ¤ ç å ¬¥-¦®âà á«¥¢®£® ¡ « ­á  ¨ ¯à®áâ®© «¨­¥©­®© ¬®¤¥«¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ,á¬. x 0.2.�á«®¢¨ï, íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ¯à®¤ãªâ¨¢­®áâ¨ ¬ âà¨æë, á®¡à ­ë ¢á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨.



238 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�¥®à¥¬  6.2.4. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ª¢ -¤à â­®© ¬ âà¨æë A ¯®àï¤ª  n íª¢¨¢ «¥­â­ë:(1) ¬ âà¨æ  A ¯à®¤ãªâ¨¢­ ;(2) ¬ âà¨æ  En �A ®¡à â¨¬  ¨ ¬ âà¨æ  (En �A)�1 ­¥®âà¨-æ â¥«ì­ ;(3) á¯¥ªâà «ì­ë© à ¤¨ãá ¬ âà¨æë A ¬¥­ìè¥ ¥¤¨­¨æë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ãá«®-¢¨¥ (2) ¢«¥ç¥â §  á®¡®© (1). �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï (1) á«¥-¤ã¥â (2). � áá¬®âà¨¬ áâ®«¡æë y1;y2; : : : ;yn ¥¤¨­¨ç­®© ¬ âà¨æëEn, ¨¤ãé¨¥ ¯® ¯®àï¤ªã á«¥¢  ­ ¯à ¢®. �â¨ áâ®«¡æë ­¥®âà¨-æ â¥«ì­ë, ¯®íâ®¬ã ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¤ãªâ¨¢­®© ¬ âà¨æëáãé¥áâ¢ãîâ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ áâ®«¡æë x1;x2; : : : ;xn â ª¨¥, çâ®(En �A)xi = yi ¯à¨ i = 1; 2; : : : ; n. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ X ¬ âà¨æã,á®áâ ¢«¥­­ãî ¨§ áâ®«¡æ®¢ x1;x2; : : : ;xn. �®£¤  (En�A)X = En,â.¥. ¬ âà¨æ  En � A ®¡à â¨¬  ¨ (En � A)�1 = X . �á«®¢¨¥ (2)¤®ª § ­®.�¡¥¤¨¬áï, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï (2) á«¥¤ã¥â (3). �ãáâì ¬ âà¨æ En � A ®¡à â¨¬  ¨ ¬ âà¨æ  (En � A)�1 ­¥®âà¨æ â¥«ì­ . �¡®-§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � á¯¥ªâà «ì­ë© à ¤¨ãá �(A) ¬ âà¨æë A ¨ ç¥à¥§ v­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© á®¡áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© �. � á-á¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à w = (En � A)�1v. �â®â ¢¥ªâ®à ­¥®âà¨æ â¥«¥­.�¬¥¥¬ v = (En �A)w: (6.4)�®ª ¦¥¬, çâ® w ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¬ âà¨æë A,â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥­­®¬ã §­ ç¥­¨î �. �¬­®¦ ï ®¡¥ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (6.4) ­  A á«¥¢ , ¯®«ãç ¥¬�v = Av = A(En �A)w = (En �A)Aw = (En �A)(Aw):� ª¨¬ ®¡à §®¬, (En � A)(Aw) = �v = (En � A)(�w). � ª ª ª¬ âà¨æ  En �A ®¡à â¨¬ , ¨§ à ¢¥­áâ¢ (En �A)(Aw) = (En �A)(�w)



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 239¯®«ãç ¥¬ Aw = �w. �¬¥¥¬ ¨§ (6.4) v = (En �A)w = (1� �)w.� ª ª ª v ¨ w | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ áâ®«¡æë, ïá­®, çâ®1 � � � 0. �®áª®«ìªã En �A | ®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ , ¬ë ¢¨¤¨¬,çâ® 1� � > 0, ®âªã¤  � < 1.�¡¥¤¨¬áï, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï (3) á«¥¤ã¥â (2). � ª ª ª �(A) < 1,¯® â¥®à¥¬¥ 6.1.2 § ª«îç ¥¬, çâ® En�A | ®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ  ¨(En�A)�1 = En+A+A2+ : : :+An+ : : :. � ª ª ª A| ­¥®âà¨-æ â¥«ì­ ï ¬ âà¨æ , ïá­®, çâ® (En�A)�1 â ª¦¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ .2 �à¨¬¥à ¯à®¤ãªâ¨¢­®© ¬ âà¨æë ¯à¨¢¥¤¥­ ¢ ¯. 6.2.1. �ª § ­-­ ï â ¬ ¬ âà¨æ A = 0B@ 0; 3 0; 3 0; 40; 2 0; 3 0; 10; 3 0; 2 0; 3 1CA ¨¬¥¥â á¯¥ªâà «ì­ë© à -¤¨ãá 0; 8 ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï ¯à®¤ãªâ¨¢­®© ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 6.2.4.x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë6.3.1. �®­ïâ¨¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë. � âà¨ç­®¥¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥�¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬®© ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; x2; : : : ; xn ­ ¤ ¯®«¥¬ F­ §ë¢ ¥âáï ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢¨¤ f(x1; x2; : : : ; xn) = a11x21 + a22x22 + : : :+ annx2n +2a12x1x2+2a13x1x3+: : :+2a1nx1xn+: : :+2an�1nxn�1xn; (6.5)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¯®«î F. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª¢ -¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ï¢«ï¥âáï ®¤­®à®¤­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ ¢â®à®© áâ¥-¯¥­¨ ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå. � áá¬®âà¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî ¬ âà¨æãA = 0BBB@ a11 a12 : : : a1na12 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : :a1n a2n : : : ann 1CCCA. �® ¯à ¢¨« ¬ ã¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ



240 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë¨¬¥¥¬f(x1; x2; : : : ; xn) = (x1; x2; : : : ; xn)A(x1; x2; : : : ; xn)>; (6.6)íâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨ç­ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ ª¢ -¤à â¨ç­®© ä®à¬ë f(x1; x2; : : : ; xn). �á«¨ ®¡®§­ ç¨âì áâ®«¡¥æ ¯¥-à¥¬¥­­ëå (x1; x2; : : : ; xn)> ç¥à¥§ x, â® ä®à¬ã«ã (6.6) ¬®¦­® § -¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ f(X) = x>Ax: (6.7)� áá¬®âà¨¬ ­®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ y1; y2; : : : ; yn ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,çâ® ¯¥à¥¬¥­­ë¥ x1; x2; : : : ; xn «¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ­¨å:8>>><>>>: x1 = �11y1 + �12y2 + : : :+ �1nyn;x2 = �21y1 + �22y2 + : : :+ �2nyn;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xn = �n1y1 + �n2y2 + : : :+ �nnyn: (6.8)� ¬¥­  ¯¥à¥¬¥­­ëå (6.8) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥®á®¡®©, ¥á«¨ ¨§ ­¥¥ ¬®¦­®¢ëà §¨âì y1; y2; : : : ; yn ç¥à¥§ x1; x2; : : : ; xn. �á«¨ ª®íää¨æ¨¥­âë�ij § ¬¥­ë à á¯®«®¦¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¬ âà¨æëS = 0BBB@ �11 �12 : : : �1n�21 �22 : : : �2n: : : : : : : : : : : :�n1 �n2 : : : �nn 1CCCA ;â® § ¬¥­ã ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¬ âà¨ç­®¬ ¢¨¤¥x = Sy; (6.9)£¤¥ ç¥à¥§ x ¨ y ®¡®§­ ç¥­ë áâ®«¡æë ¨§ ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; x2; : : : ; xn¨ y1; y2; : : : ; yn á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®ª § âì,çâ® § ¬¥­  ¡ã¤¥â ­¥®á®¡®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬ âà¨æ S ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï, â.¥. det(S) 6= 0.



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 241� ª ¨§¬¥­ï¥âáï ¬ âà¨æ  ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ¯®á«¥ § ¬¥-­ë ¯¥à¥¬¥­­ëå? �®¤áâ ¢«ïï ¢ ä®à¬ã«ã (6.7) ¢¬¥áâ® x ¯à®¨§-¢¥¤¥­¨¥ Sy ¨§ (6.9), ¯®«ãç ¥¬ g(y) = f(Sy) = (Sy)>A(Sy) == y>S>ASy = y>(S>AS)y. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥ § ¬¥­ë (6.9)¬ âà¨æ  ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë (6.7) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤B = S>AS: (6.10)� ­£®¬ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ­ §ë¢ ¥âáï à ­£ ¥¥ ¬ âà¨æë. �§ä®à¬ã«ë (6.10) ¢ á¨«ã ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æë S á®£« á­®ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 4) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.4 á«¥¤ã¥â â ª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6.3.1. �à¨ ­¥®á®¡®© § ¬¥­¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå à ­£ ª¢ -¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï.6.3.2. � ­®­¨ç¥áª¨© ¨ ­®à¬ «ì­ë© ¢¨¤ ª¢ ¤à â¨ç-­®© ä®à¬ë�¢¥ ª¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë ­ §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨®¤­  ¨§ ­¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ ¤àã£®© ­¥®á®¡®© § ¬¥­®©¯¥à¥¬¥­­ëå. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  â¥¬ ¯à®é¥, ç¥¬ ¡®«ìè¥ ¥¥ ª®-íää¨æ¨¥­â®¢ à ¢­ë ­ã«î. �à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¢®¯à®á, ª ª®¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ ï ä®à¬ , íª¢¨¢ «¥­â­ ï ¤ ­­®©. �®¢®àïâ, çâ®ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© ¢¨¤, ¥á«¨ ¢ ­¥© ª®íä-ä¨æ¨¥­âë ¯à¨ ¢á¥å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ïå à §«¨ç­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå à ¢­ë­ã«î. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ­ ¤ ¯®«¥¬ C ª®¬¯«¥ªá­ëå ¨«¨ ¯®-«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨¬¥¥â ­®à¬ «ì­ë©¢¨¤, ¥á«¨ ®­  ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¨ ¢á¥ ­¥­ã«¥¢ë¥ ª®íää¨-æ¨¥­âë ¯à¨ ª¢ ¤à â å à ¢­ë 1 ¤«ï ¯®«ï C ¨«¨ à ¢­ë 1 ¨«¨ �1¤«ï ¯®«ï R. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 6.3.1 ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ á ­¥­ã-«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ «î¡®¬ ª ­®­¨ç¥áª®¬ [­®à¬ «ì­®¬]¢¨¤¥ ¤ ­­®© ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ®¤­® ¨ â® ¦¥ ¨ à ¢­® à ­£ãä®à¬ë.



242 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�¥®à¥¬  6.3.1. �à®¨§¢®«ì­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ­ ¤ ç¨á«®-¢ë¬ ¯®«¥¬ F íª¢¨¢ «¥­â­  ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬¥ ¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬¢¨¤¥ ­ ¤ íâ¨¬ ¯®«¥¬. �à®¨§¢®«ì­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ­ ¤ ¯®-«¥¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¨«¨ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« íª¢¨-¢ «¥­â­  ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬¥ ¢ ­®à¬ «ì­®¬ ¢¨¤¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢®á-¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¯¥à¥¬¥­­ëå n ª¢ ¤à â¨ç­®©ä®à¬ë. �«ï n = 1 ®­® ®ç¥¢¨¤­®, â ª ª ª ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬ ®â ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨¬¥¥â ¢¨¤ �x21, £¤¥ � 2 F . �à¥¤¯®«®¦¨¬,çâ® ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ®âk ¯¥à¥¬¥­­ëå, £¤¥ k < n. � áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã (6.5)®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå. �á«¨ ¢á¥ ¥¥ ª®íää¨æ¨¥­âë à ¢­ë ­ã«î, â®¤®ª §ë¢ âì ­¥ç¥£®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ä®à¬  ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢®©ª®íää¨æ¨¥­â. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¢®§¬®¦­ëå á«ãç ï.1. �® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ a11; : : : ; ann ®â«¨-ç¥­ ®â ­ã«ï. �¥à¥¨¬¥­®¢ë¢ ï ¯à¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¥,¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® a11 6= 0. � áá¬®-âà¨¬ á« £ ¥¬ë¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë, á®¤¥à¦ é¨¥ x1, ¨ ¢ë¤¥-«¨¬ ¢ ­¨å ¯®«­ë© ª¢ ¤à â:a11x21 + 2a12x1x2 + : : :+ 2a1nx1xn == a11[x21+2x1 1a11 (a12x2+: : :+a1nxn)+( 1a11 (a12x2+: : :+a1nxn))2��( 1a11 (a12x2 + : : :+ a1nxn))2] == a11(x1 + a12a11 x2 + : : :+ a1na11 xn)2 � 1a11 (a12x2 + : : :+ a1nxn)2:�®«®¦¨¬ y1 = x1 + a12a11x2 + : : :+ a1na11 xn: (6.11)�®£¤  ¨¬¥¥¬ f(x1; x2; : : : ; xn) = a11y21 + g(x2; : : : ; xn);



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 243£¤¥ g(x2; : : : ; xn) | ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬ , ¯®«ãç îé ïáï ¯®á«¥¢®§¢¥¤¥­¨ï a12x2+: : :+a1 nxn ¢ ª¢ ¤à â, ¤¥«¥­¨ï ¯®«ãç¥­­®£® ¢ë-à ¦¥­¨ï ­  a11 ¨ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ¯®¤®¡­ëå á® á« £ ¥¬ë¬¨ ¨§ (6.5),­¥ á®¤¥à¦ é¨¬¨ x1. �® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ä®à¬ g(x2; : : : ; xn) íª¢¨¢ «¥­â­  ä®à¬¥ h(y2; : : : ; yn) ª ­®­¨ç¥áª®£® ¢¨-¤ . �®£¤  f(x1; x2; : : : ; xn) = a11y21 + h(y2; : : : ; yn), ¨ ¯®á«¥¤­ïïä®à¬  ­ å®¤¨âáï ¢ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥. � ª ª ª y2; : : : ; yn ¯®«ã-ç îâáï ¨§ x2; : : : ; xn á ¯®¬®éìî ­¥®á®¡®© § ¬¥­ë ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¤®-¡ ¢«ïï ª íâ®© § ¬¥­¥ ä®à¬ã«ã (6.11), ¯®«ãç ¥¬ â ª¦¥ ­¥®á®¡ãî§ ¬¥­ã, ¯®áª®«ìªã ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¬ âà¨æ ®¡®¨å § ¬¥­ ®¤¨­ ª®¢ë.� £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¢ á«ãç ¥ 1 ¤®ª § ­.2. �á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë a11; : : : ; ann à ¢­ë ­ã«î. �®£¤  áà¥-¤¨ aij ¯à¨ i 6= j ¨¬¥¥âáï ­¥­ã«¥¢®© ª®íää¨æ¨¥­â. �¥§ ®£à­¨ç¥-­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® a12 6= 0. �®« £ ï z1 = x1 + x2,z2 = x1 � x2, zk = xk ¤«ï k = 3; : : : ; n, ¯à¨¢®¤¨¬ ä®à¬ã ª ¢¨¤ã,à áá¬®âà¥­­®¬ã ¢ á«ãç ¥ 1. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬ ï § ¬¥­ ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥®á®¡ ï.�â ª, è £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¯®«­®áâìî ¤®ª § ­.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® § ¬¥-â¨âì, çâ® ¢ ¯®«¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ãà ¢­¥­¨¥ �2 = � à §à¥-è¨¬® ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« �,   ¢ ¯®«¥ ª®¬¯«¥ªá­ëåç¨á¥« â ª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ à §à¥è¨¬® ¢®®¡é¥ ¤«ï ¢á¥å §­ ç¥­¨© �.�®íâ®¬ã ¢ëà ¦¥­¨¥ ax2 c a 6= 0 ¯®á«¥ § ¬¥­ë x = 1pay ¯¥à¥©¤¥â¢ y2. �â  § ¬¥­ , ®ç¥¢¨¤­®, ­¥®á®¡ ï. 2�®«ìª® çâ® ®¯¨á ­­ë© á¯®á®¡ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ëª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã ­ §ë¢ ¥âáï ¬¥â®¤®¬ � £à ­¦ .�§ â¥®à¥¬ë 6.3.1 ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ªà¨-â¥à¨© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ C .�«¥¤áâ¢¨¥ 6.3.1. �¢¥ ª¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­ë ­ ¤¯®«¥¬ C â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­¨ ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ à ­£¨(â.¥. ¯®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã ¨¬¥îâ ®¤­® ¨ â® ¦¥ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 1).



244 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�â¬¥â¨¬ â ª¦¥ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª á îé¥¥áï ¯à®¨§-¢®«ì­ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ.�«¥¤áâ¢¨¥ 6.3.2. �ãáâìA| á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ  ¨§Rn�n.�®£¤  ­ ©¤¥âáï â ª¨¥ ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­ ï ¬ âà¨æ  U ¨ ¤¨ £®-­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  D ¨§ Rn�n, çâ® A = U>DU ¨ ­  £« ¢­®©¤¨ £®­ «¨ ¬ âà¨æë D í«¥¬¥­âë à ¢­ë 1, �1 ¨«¨ 0.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã f(x)=x>Ax.�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 6.3.1 ¥¥ ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã­ ¤ ¯®«¥¬R á ¯®¬®éìî § ¬¥­ë ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­®©®¡à â¨¬®© ¬ âà¨æ¥© S. �§ ä®à¬ã«ë (6.10) ¯®«ãç ¥¬D = S>AS,£¤¥ D | ¬ âà¨æ  ­®à¬ «ì­®£® ¢¨¤  ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë f(x).�¬­®¦ ï ®¡¥ ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¢  ­  (S>)�1 ¨ á¯à -¢  ­  S�1 ¨ ¯®«ì§ãïáì â¥¬, çâ® (S>)�1 = (S�1)>, ¯®«ãç ¥¬A = (S�1)>DS�1. �¡®§­ ç¨¬ S�1 ç¥à¥§ U . �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì,çâ® ®¡à â­ ï ª ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­®© ¬ âà¨æ¥ á ¬  ï¢«ï¥âáï ¢¥àå-­¥âà¥ã£®«ì­®©. 2� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �à¨¢¥áâ¨ ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¨ ª ­®à¬ «ì-­®¬ã ¢¨¤ã ­ ¤ ¯®«ï¬¨ R ¨ C ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ãf(x1; x2; x3) = x21 + x22 + x23 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3:�¥è¥­¨¥. �à¨¬¥­ïï ¬¥â®¤ � £à ­¦ , ¯®«ãç ¥¬x21 + x22 + x23 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 == x21 + 2x1(2x2 + 2x3) + (2x2 + 2x3)2 ��(2x2 + 2x3)2 + x22 + x23 + 4x2x3 == (x1 + 2x2 + 2x3)2 � 4x22 � 4x23 � 8x2x3 + x22 + x23 + 4x2x3 =y21 � 3x2 � 4x2x3 � 3x23 == y21 � 3(x22 + 2x2(23x3) + 49x23 � 49x23)� 3x23 =y21 � 3(x2 + 23x3)2 + 43x23 � 3x23 == y21 � 3y22 � 53y23;



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 245£¤¥ y1 = x1 + 2x2 + 2x3; y2 = x2 + 23x3 ¨ y3 = x3. �ç¥¢¨¤­®,çâ® íâ  § ¬¥­  ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥®á®¡ ï. � ­®­¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¤ ­­®©ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë â ª®¢: y21 � 3y22 � 53y23. � ¬¥â¨¬, çâ® ®­®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­¥ ®¤­®§­ ç­®. �«ï ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª ­®à¬ «ì­®¬ã¢¨¤ã ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¨á¯®«ì§ã¥¬ § ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­­ëå y1 = z1, y2 == 1p3z2, y3 = q35z3; ¯®«ãç¨¬ ­®à¬ «ì­ë© ¢¨¤ z21 � z22 � z23 . �«ï¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã ­ ¤ ¯®«¥¬ C ¨á¯®«ì§ã¥¬ § ¬¥­ã¯¥à¥¬¥­­ëå y1 = t1, y2 = ip3t2, y3 = iq35 t3. �ë ¯à¨å®¤¨¬ ª­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã t21 + t22 + t23.�«ï ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ R áãé¥áâ¢ã¥â á¯¥æ¨ «ì-­ë© á¯®á®¡ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã, â ª ­ §ë¢ ¥¬®¥¯à¨¢¥¤¥­¨¥ ª £« ¢­ë¬ ®áï¬. �â®â á¯®á®¡ ®á­®¢ ­ ­  á«¥¤áâ¢¨¨5.2.7. �àâ®£®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  B, ¯®áâà®¥­­ ï ¤«ï ¬ âà¨æëA ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ãª § ­­ë¬ ¢ íâ®¬ á«¥¤áâ¢¨¨ á¯®á®¡®¬,®¯à¥¤¥«ï¥â ­¥®á®¡ãî § ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­­ëå (­ §ë¢ ¥¬ãî ®àâ®£®-­ «ì­®©), ¯à¨¢®¤ïéãî ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã¢¨¤ã, ¯à¨ç¥¬ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ ª¢ ¤à â å ¢ íâ®¬ ª ­®­¨ç¥áª®¬¢¨¤¥ áãâì ¢ â®ç­®áâ¨ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¬ âà¨æë A. �« ¢­ë¥®á¨ (¨«¨ £« ¢­ë¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï) ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë ®¯à¥¤¥«ï-îâáï ¢¥ªâ®à ¬¨-áâ®«¡æ ¬¨ ¬ âà¨æë B.� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ âã ¦¥ ä®à¬ã, çâ® ¨ ¢ ¯à¥-¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥. �¥ ¬ âà¨æ  ¨¬¥¥â ¢¨¤ A = 0B@ 1 2 22 1 22 2 1 1CA.�â  ¬ âà¨æ  à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ ¯à¨¬¥à¥ ¢ ¯. 5.2.4. �®¡áâ¢¥­­ë¥§­ ç¥­¨ï ¥¥ à ¢­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® 5;�1;�1,   âà¥¡ã¥¬ ï ®àâ®£®-­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  B ¨¬¥¥â ¢¨¤0BB@ 1p3 � 1p2 1p61p3 0 � 2p61p3 1p2 1p6 1CCA



246 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë(ª ª ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ , ®­  ¯®«ãç ¥âáï ¢ë¯¨áë¢ ­¨¥¬ ª®®à¤¨­ â¢¥ªâ®à®¢ e1; e2; e3 ¨§ ã¯®¬ï­ãâ®£® ¯à¨¬¥à  ¢ áâ®«¡æë). �®®â¢¥â-áâ¢ãîé ï ®àâ®£®­ «ì­ ï § ¬¥­  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨¬¥¥â ¢¨¤x1 = 1p3u1 � 1p2u2 + 1p6u3;x2 = 1p3u1 � 2p6u3;x3 = 1p3u1 + 1p2u2 + 1p6u3:� ­®­¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë â ª®¢: 5u21 � u22 � u23.6.3.3. �®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ä®à¬ë�¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ä®à¬ë ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-­ëå ç¨á¥«. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  f(x1; : : : ; xn) ­ ¤ ¯®«¥¬R ­ §ë-¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®© [®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­-­®©], ¥á«¨ ¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïå ¯¥à¥¬¥­­ëå, áà¥¤¨ ª®â®àëå ¨¬¥-¥âáï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® ­¥­ã«¥¢®¥, ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¯à¨-­¨¬ ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ [®âà¨æ â¥«ì­®¥] §­ ç¥­¨¥. �ç¥¢¨¤­®, çâ®ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  f(x) ¡ã¤¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®© â®-£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ä®à¬  (�1)f(x) ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ì­®®¯à¥¤¥«¥­­®©.�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®ª § âì ç¨â â¥«î.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6.3.2. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  f(x1; : : : ; xn) ®â n¯¥à¥¬¥­­ëå ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®© â®£¤  ¨ â®«ì-ª® â®£¤ , ª®£¤  ¥¥ ­®à¬ «ì­ë© ¢¨¤ á®¤¥à¦¨â â®ç­® n ª¢ ¤à â®¢,â.¥. ¨¬¥¥â ¢¨¤ y21 + : : :+ y2n.�®¦­® «¨ ¯® ¬ âà¨æ¥ ª¢ ¤à â¨ç­®© ä®à¬ë áã¤¨âì, ï¢«ï¥âáï«¨ ®­  ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®©? �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬ë ¤¢  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �« ¢-­ë¬¨ ¬¨­®à ¬¨ ¬ âà¨æë ­ §ë¢ îâáï ¬¨­®àë, áâ®ïé¨¥ ­  ¯¥-à¥á¥ç¥­¨¨ áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨. �£«®¢ë¥



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 247£« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ¯®àï¤ª  k ®¡à §ãîâáï áâà®ª ¬¨ ¨ áâ®«¡æ ¬¨á ­®¬¥à ¬¨ 1; : : : ; k. �«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã ­ §ë¢ îâ ªà¨â¥à¨¥¬�¨«ì¢¥áâà  ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ä®à¬ë.�¥®à¥¬  6.3.2. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­®®¯à¥¤¥«¥­­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥ ã£«®¢ë¥ £« ¢­ë¥¬¨­®àë ¥¥ ¬ âà¨æë ¯®«®¦¨â¥«ì­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f(x1; : : : ; xn) | ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥-«¥­­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¨ A| ¥¥ ¬ âà¨æ . �­¤ãªæ¨¥© ¯® n¤®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ã£«®¢ë¥ £« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ¬ âà¨æë A ¯®«®¦¨-â¥«ì­ë. � §  ¨­¤ãªæ¨¨ (¯à¨ n = 1) ®ç¥¢¨¤­ . �ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥-­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ä®à¬ ¬¥­¥¥ç¥¬ ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå. �à¥¤áâ ¢¨¬ ä®à¬ã f(x1; : : : ; xn) ¢ ¢¨¤¥f(x1; : : : ; xn) = g(x1; : : : ; xn�1) + 2a1nx1xn + : : :+ 2an�1 nxn�1xn++annx2n, £¤¥ g(x1; : : : ; xn�1) | ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ®â n�1 ¯¥à¥-¬¥­­ëå. �â  ä®à¬  â ª¦¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï. � á ¬®¬¤¥«¥, ¥á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®àëå ç¨á¥« �1; : : : ; �n�1, áà¥¤¨ ª®â®àëå ¥áâì®â«¨ç­ë¥ ®â ­ã«ï, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® g(�1; : : : ; �n�1) � 0,â® f(�1; : : : ; �n�1; 0) = g(�1; : : : ; �n�1) � 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯®-«®¦¨â¥«ì­®© ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ä®à¬ë f . �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­-¤ãªæ¨¨ ¢á¥ ã£«®¢ë¥ £« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ä®à¬ë g (á®¢¯ ¤ îé¨¥ áã£«®¢ë¬¨ £« ¢­ë¬¨ ¬¨­®à ¬¨ ä®à¬ë f ¯®àï¤ª  < n) ¯®«®¦¨-â¥«ì­ë. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® det(A) > 0. �à¨¢¥¤¥¬ ä®à¬ã fª ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã. �ãáâì S | ¬ âà¨æ  ­¥®á®¡®© § ¬¥­ë ¯¥à¥-¬¥­­ëå, ¢®§­¨ª îé ï ¯à¨ íâ®¬. �®£¤  á®£« á­® ä®à¬ã«¥ (6.7)¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 6.3.2 ¨¬¥¥¬ En = S>AS. �® â¥®à¥¬¥ 1.2.3¯®«ãç ¥¬ 1 = det(En) = det(S>)det(A)det(S) = det(A)det(S)2,®âªã¤  det(A) = 1det(S)2 . �â ª, det(A) > 0. � £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª -§ ­.�¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª¦¥ ¯® ¨­-¤ãªæ¨¨. � §  ¨­¤ãªæ¨¨ ®ç¥¢¨¤­ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ã¦¥¤®ª § ­  ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâì «î¡®© ª¢ ¤à â¨ç­®©ä®à¬ë g ®â n � 1 ¯¥à¥¬¥­­®©, ¨¬¥îé¥© ¬ âà¨æã á ¯®«®¦¨-â¥«ì­ë¬¨ ã£«®¢ë¬¨ £« ¢­ë¬¨ ¬¨­®à ¬¨. � áá¬®âà¨¬ ä®à¬ã



248 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áëf(x1; : : : ; xn), ®¡« ¤ îéãî â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬. � ª ¨ ¢ëè¥, ¯à¥¤-áâ ¢¨¬ f ¢ ¢¨¤¥ f(x1; : : : ; xn) = g(x1; : : : ; xn�1) + 2a1nx1xn + : : :++2an�1 nxn�1xn+annx2n, £¤¥ g(x1; : : : ; xn�1) | ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à-¬  ®â n � 1 ¯¥à¥¬¥­­ëå. � ª ª ª ã£«®¢ë¥ £« ¢­ë¥ ¬¨­®àë ¬ -âà¨æë ä®à¬ë g ï¢«ïîâáï â ª¦¥ ã£«®¢ë¬¨ £« ¢­ë¬¨ ¬¨­®à ¬¨ä®à¬ë f , ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ä®à¬  g ¯®«®¦¨-â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ãî § ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­-­ëå x1; : : : ; xn�1 ­  y1; : : : ; yn�1, ¯à¨¢®¤ïéãî íâã ä®à¬ã ª ­®à-¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã. �®«®¦¨¬ yn = xn. �®à¬  f â®£¤  ¯à¨¬¥â ¢¨¤f = y21 + : : :+ y2n�1 + 2b12y1yn + : : : + 2bn�1nyn�1yn + bnny2n, £¤¥bij | ­¥ª®â®àë¥ ç¨á« , â®ç­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï ª®â®àëå §¤¥áì ­¥¢ ¦­ë. � ¬¥â¨¬, çâ® y2i +2binyiyn = (yi+ binyn)2� b2iny2n. �¤¥« ¢§ ¬¥­ã z1 = y1+ b1nyn; : : :, zn�1 = yn�1 + b1nyn, zn = yn, ¯à¨¢¥¤¥¬ä®à¬ã f ª ¢¨¤ã z21 + : : :+ z2n�1 + cz2n. �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë ¯®-á«¥¤­¥© ä®à¬ë à ¢¥­ c. �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï ª®­æ  ¯à¥¤ë¤ã-é¥£®  ¡§ æ , ¬®¦­® ¤®ª § âì, çâ® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë ä®à¬ëf ¨¬¥¥â â®â ¦¥ §­ ª, çâ® ¨ ç¨á«® c. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, c > 0. �®íâ®-¬ã ä®à¬  f ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­ . � £ ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®ª § ­.2 �§ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¨© ªà¨-â¥à¨© â®£®, çâ® ä®à¬  ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­®©.�«¥¤áâ¢¨¥ 6.3.3. �¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ì­®®¯à¥¤¥«¥­­®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  §­ ª¨ ã£«®¢ëå £« ¢-­ëå ¬¨­®à®¢ ¥¥ ¬ âà¨æë ç¥à¥¤ãîâáï, ¯à¨ç¥¬ ¬¨­®àë ­¥ç¥â­®£®¯®àï¤ª  ®âà¨æ â¥«ì­ë,   ¬¨­®àë ç¥â­®£® ¯®àï¤ª  ¯®«®¦¨â¥«ì-­ë.�à¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥é¥ ªà¨â¥à¨© â®£®, çâ® ª¢ -¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ãá«®-¢¨¨, çâ® ¥¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¤ ­­®© á¨áâ¥¬¥ «¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨©.



x 6.3. �¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë 249�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6.3.3. �ãáâì f(x) = x>Ax| ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à-¬  ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ B | ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ m � n, ¯à¨ç¥¬m < n. �®à¬  f(x) ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¤«ï¢á¥å ­¥­ã«¥¢ëå à¥è¥­¨© ®¤­®à®¤­®© á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© Bx = o â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ¡«®ç­®© ¬ âà¨æ¥ O BB> A ! §­ ª¨ ¯®á«¥¤­¨å n � m ã£«®¢ëå £« ¢­ëå ¬¨­®à®¢á®¢¯ ¤ îâ á® §­ ª®¬ ç¨á«  (�1)m.6.3.4. � ª®­ ¨­¥àæ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬� ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥, §¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ä®à-¬ë ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«. � ª®­®¬ ¨­¥àæ¨¨ ª¢ -¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�¥®à¥¬  6.3.3. �ãáâì f | ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ­ ¤ ¯®«¥¬ R.�®£¤  ¯à¨ «î¡®¬ á¯®á®¡¥ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï f ª ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã ç¨-á«® ª¢ ¤à â®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 1 ¯®«ãç ¥âáï ®¤­® ¨ â® ¦¥, à ¢­®ª ª ¨ ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ �1.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì g = x21 + : : : + x2k � x2k+1 � : : : � x2r ¨h = y21+ : : :+y2l �y2l+1� : : :�y2s | ¤¢¥ ä®à¬ë ¢ ­®à¬ «ì­®¬ ¢¨¤¥,íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ f . �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 6.3.1 ¨¬¥¥¬ r = s. �®ª ¦¥¬,çâ® k = l. �â¨¬ â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª § ­ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®k < l, ¨ ¯à¨¢¥¤¥¬ íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. �®à¬ë g ¨h íª¢¨¢ «¥­â­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©. �ãáâì x = Sy | ­¥®á®¡ ï § ¬¥­ ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¯¥à¥¢®¤ïé ï g ¢ h. � á¯¨è¥¬ ¥¥ ¯® ¯¥à¥¬¥­­ë¬:8>>><>>>: x1 = �11y1 + �12y2 + : : :+ �1nyn;x2 = �21y1 + �22y2 + : : :+ �2nyn;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xn = �n1y1 + �n2y2 + : : :+ �nnyn: (6.12)



250 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® yl+1 = : : : = yn = 0 ¨ à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©:8>>><>>>: �11y1 + �12y2 + : : :+ �1lyl = 0;�21y1 + �22y2 + : : :+ �2nyl = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�k1y1 + �k2y2 + : : :+ �klyl = 0:� ª ª ª k < l, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢®¥ à¥è¥-­¨¥, áª ¦¥¬, c1; c2; : : : ; cl. �à¨¤ ¤¨¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ y1; : : : ; yl ­ ©-¤¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï,   ®áâ «ì­ë¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ yl+1; : : : ; yn | ­ã«¥-¢ë¥ §­ ç¥­¨ï. �®£¤  ä®à¬  h ¯à¨¬¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ §­ ç¥­¨¥.�ëç¨á«ïï §­ ç¥­¨ï x1; : : : ; xn ¤«ï ãª § ­­ëå §­ ç¥­¨© y1; : : : ; yn¯® ä®à¬ã« ¬ (6.12), ¯®«ãç ¥¬, çâ® x1; : : : ; xk ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥-­¨¥ 0,   ¯®â®¬ã ä®à¬  g ¯à¨­¨¬ ¥â ­¥¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ §­ ç¥­¨¥.�®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, k � l. �­ «®£¨ç­®¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® l � k. � ª¨¬ ®¡à §®¬, k = l. 2�§ ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬ë áà §ã ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥-à¨© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤¢ãå ª¢ ¤à â¨ç­ëå ä®à¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ R.�«¥¤áâ¢¨¥ 6.3.4. �¢¥ ª¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë íª¢¨¢ «¥­â­ë ­ ¤¯®«¥¬ R â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ª ­®à-¬ «ì­®¬ã ¢¨¤ã ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 1 ã ­¨å ®¤­®¨ â® ¦¥ ¨ ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ �1 ®¤­® ¨ â® ¦¥.x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨-æ å6.4.1. �¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¬ âà¨æë� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¬ âà¨æë ­ ¤ ¯®«¥¬ R. � ¯®-¬­¨¬, çâ® ¤«ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë A ¯®àï¤ª  n á®£« á­®



x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å 251â¥®à¥¬¥ 5.2.7 áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  U ¨ ¤¨ £®­ «ì-­ ï ¬ âà¨æ  D ¯®àï¤ª  n â ª¨¥ çâ®A = U>DU ; (6.13)¯à¨ç¥¬ D ¨¬¥¥â ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ -ç¥­¨ï ¬ âà¨æë A á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨. � ¯¨è¥¬ U ¨ D ª ª«¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¬ âà¨ç­ëå ¥¤¨­¨æ: U = Pni;j=1 
ijEij ,D =Pnk=1 �kEkk � ãç¥â®¬ íâ¨å à ¢¥­áâ¢ ¨§ (6.13) ¯®«ãç ¥¬A = (Pni;j=1 
jiEij)(Pnk=1 �kEkk)(Pni;j=1 
ijEij) ==Pnk=1 �k(Pni;j=1 
ki
kjEij) =Pnk=1 �ku>k uk ;£¤¥ uk | k- ï áâà®ª  ¬ âà¨æë U . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¯à ¢¥¤«¨¢®á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥­áâ¢®, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ á¯¥ªâà «ì­®¥ à §«®¦¥­¨¥á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë:A = nXk=1 �ku>k uk ; (6.14)£¤¥ �k | ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë Aá ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨, uk | áâà®ª¨ ¯®¤å®¤ïé¥© ®àâ®£®­ «ì­®© ¬ -âà¨æë.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6.4.1. � ­£ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë à ¢¥­ ç¨-á«ã ¥¥ ­¥­ã«¥¢ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤-ª  n ¨ r(A) = r. �§ à §«®¦¥­¨ï (6.13) ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4)¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.2.4 á«¥¤ã¥â, çâ® r(A) = r(D). � ª ª ª D | ¤¨ -£®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ , ¥¥ à ­£ à ¢¥­ ç¨á«ã ­¥­ã«¥¢ëå í«¥¬¥­â®¢­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨. �®áª®«ìªã íâ¨ í«¥¬¥­âë ¨áç¥à¯ë¢ îâá¯¥ªâà ¬ âà¨æë A, ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥. 2�§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 6.4.1 ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï3.2.4 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.



252 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�«¥¤áâ¢¨¥ 6.4.1. �ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¬ âà¨æ  ¨§ Rn�k .�®£¤  ¥¥ à ­£ à ¢¥­ ç¨á«ã ­¥­ã«¥¢ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ª -¦¤®© ¨§ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ A>A, AA> á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨.�¯¨à ïáì ­  à §«®¦¥­¨¥ (6.13), ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì áâ¥¯¥­¨á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë ¯à¨ ­¥ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­¨ïå ­  íâã¬ âà¨æã á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ¯®-ª § â¥«ï¬¨.�ãáâì A | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ . �«ï «î¡®£® ­ âã-à «ì­®£® ç¨á«  m ¨§ (6.13) c ãç¥â®¬ â®£®, çâ® U | ®àâ®£®-­ «ì­ ï ¬ âà¨æ , â.¥. UU> = En, ¨¬¥¥¬ Am = (U>DU )m =U>D(UU>D)m�1U = U>DmU , ®âªã¤ Am = U>DmU : (6.15)�áå®¤ï ¨§ ¢¨¤  ä®à¬ã«ë (6.15), ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§-¢®«ì­ãî áâ¥¯¥­ì á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ®®¯à¥¤¥«¥­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï áâ¥¯¥­ì ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æë. �á-«¨ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æë ¨¬¥îâáï â®«ìª®¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« , â® ¥¥ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî áâ¥-¯¥­ì ¥áâ¥áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:0BBBBB@ 
1 0 0 : : : 00 
2 0 : : : 00 0 
3 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 
n 1CCCCCA� = 0BBBBB@ 
�1 0 0 : : : 00 
�2 0 : : : 00 0 
�3 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 
�n 1CCCCCA :(6.16)�á«¨ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æë í«¥¬¥­-âë ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë, â® ä®à¬ã«®© (6.16) ¬®¦­® ¯®«ì§®¢ âìáï ¤«ï­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ïá¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬ âà¨æë, ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ª®â®à®© ¯®-«®¦¨â¥«ì­ë [­¥®âà¨æ â¥«ì­ë],¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢®«ì­ãî[­¥®âà¨æ â¥«ì­ãî] ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî áâ¥¯¥­ì ¯®ª § â¥«ï m ä®à¬ã-«®© (6.15).



x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å 253� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ A | ®¡à â¨¬ ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ ,â® A�1 = U>D�1U :�ãáâì A | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ , ¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥-­¨ï ª®â®à®© ¯®«®¦¨â¥«ì­ë. �®£¤  íâ  ¬ âà¨æ  ®¡à â¨¬ . �®-ª ¦¥¬, ª ª ¬®¦­® ­ ©â¨ ¬ âà¨æã P â ªãî, çâ® P>P = A�1.�§ï¢ ¤«ï A à §«®¦¥­¨¥ (6.13), ¯®«®¦¨¬ P = D� 12U . �®£¤ P>P = U>D� 12D� 12U = U>D�1U = A�1.�¡à â¨¬áï ª á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬ ¬ âà¨æ ¬. � -ª¨¥ ¬ âà¨æë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î A2 = A. �§ ä®à¬ã«(6.13) ¨ (6.15) á«¥¤ã¥â, çâ® á¯¥ªâà á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¨¤¥¬¯®â¥­â-­®© ¬ âà¨æë ¥áâì f0; 1g. �á«¨ íâ®â á¯¥ªâà ­¥ á®¤¥à¦¨â ­ã«ï,â® A = En. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¥¬ âà¨æë, ªà®¬¥ ¥¤¨­¨ç­®©, ï¢«ïîâáï ¢ëà®¦¤¥­­ë¬¨. �§ ¯à¥¤-«®¦¥­¨ï 5.2.4 á«¥¤ã¥â, çâ® à ­£ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¨¤¥¬¯®â¥­â­®©¬ âà¨æë à ¢¥­ ¥¥ á«¥¤ã.� § ª«îç¥­¨¥ íâ®£® ¯ã­ªâ  ®â¬¥â¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , çâ®¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A 2 Rn�k , ¯à¨ ãá«®¢¨¨ n � k, áãé¥áâ¢ã-îâ â ª¨¥ ¬ âà¨æë U 2 Rn�k , W ;V 2 Rk�k , çâ® A = UWV ,¯à¨ç¥¬ U>U = Ek , W>W = Ek , W | ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  á­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨.6.4.2. �à®­¥ª¥à®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬ âà¨æ�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, ¤«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ A = (�ij)n�k , B = (�ij)m�l¨å ªà®­¥ª¥à®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¥áâì ¬ âà¨æ  à §¬¥à®¢ nm � klA
B = 0BBB@ �11B �12B : : : �1kB�21B �22B : : : �2kB: : : : : : : : : : : :�n1B �n2B : : : �nkB 1CCCA : (6.17)



254 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë� ¯à¨¬¥à, 3 05 2 !
  1 44 7 ! = 0BBB@ 3 12 0 012 21 0 05 20 2 820 35 8 14 1CCCA :�ãáâìA 2 Fn�n, B 2 Fm�m. �àï¬®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â,çâ® det(A
B) = det(A)ndet(B)m;(A
B)> = A>
B>;tr(A
B) = tr(A)tr(B);(A
B)�1 = A�1 
B�1;¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ®¡¥¬ âà¨æë A, B ®¡à â¨¬ë.6.4.3. �á¥¢¤®®¡à â­ ï ¬ âà¨æ �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ¬ âà¨æë ¨§ C n�k ®ª §ë¢ ¥âáï ¢®§¬®¦­ë¬®¯à¥¤¥«¨âì ¬ âà¨æã, ª®â®à ï ®¡« ¤ ¥â ­¥ª®â®àë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¨ ¨¬¥¥â ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.� ¯®¬­¨¬, çâ® ç¥à¥§ A� ®¡®§­ ç ¥âáï ¬ âà¨æ , á®¯àï¦¥­­ ïª ¬ âà¨æ¥ A.� âà¨æ  A+ ­ §ë¢ ¥âáï ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¤«ï ¬ âà¨æë A, ¥á-«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: ) AA+A = A,¡) A+ = UA� = A�V ¤«ï ­¥ª®â®àëå ¬ âà¨æ U , V .�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë¯®âà¥¡ã¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�¥¬¬  6.4.1. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë A 2 C n�k à ­£  r áãé¥áâ¢ã-îâ ¬ âà¨æ  B à §¬¥à®¢ n� r ¨ ¬ âà¨æ  C à §¬¥à®¢ r� k â ª¨¥,çâ® A = BC ¨ r(B) = r(C) = r.



x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å 255�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë B ª -ª¨¥-­¨¡ã¤ì r «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A. � -¦¤ë© áâ®«¡¥æ aj ¬ âà¨æë A ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©¢ë¡à ­­ëå áâ®«¡æ®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ 
1j ; 
2j; : : : ; 
rj. �§ï¢ íâ¨ç¨á«  ¢ ª ç¥áâ¢¥ j-£® áâ®«¡æ  ¬ âà¨æë C , ®¡¥á¯¥ç¨¬ ¢ë¯®«­¥-­¨¥ à ¢¥­áâ¢  A = BC . �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï3.2.4 ¨¬¥¥¬ r � r(B); r(C). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨-¬ ­¨¥ à §¬¥àë ¬ âà¨æ B, C , § ª«îç ¥¬, çâ® r(B); r(C) � r.�âáî¤  r(B) = r(C) = r. 2�¥®à¥¬  6.4.1. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æëA 2 C n�k áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­-áâ¢¥­­ ï ¯á¥¢¤®®¡à â­ ï ¬ âà¨æ . �à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥-¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ : (A+)+ = A; (6.18)(A�)+ = (A+)�; (6.19)(AA+)� = AA+; (6.20)(A+A)� = A+A: (6.21)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¬ âà¨æë A+ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áïà §«®¦¥­¨¥¬ A = BC ; (6.22)ãª § ­­ë¬ ¢ «¥¬¬¥ 6.4.1. � ©¤¥¬ á­ ç «  B+. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï à ¢¥­áâ¢  BB+B = B ¨ B+ = U1B�, £¤¥U1 | ­¥ª®â®à ï ¬ âà¨æ . �âáî¤  BU1B�B = B. �¬­®¦¨¢ ®¡¥ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¢  ­  B�, ¯®«ãç¨¬B�BU1B�B = B�B: (6.23)�¡¥¤¨¬áï, çâ® ¬ âà¨æ  B�B ®¡à â¨¬ . �­  ¨¬¥¥â à §¬¥àë r�r,£¤¥ r | à ­£ ¬ âà¨æë A ¨ ¬ âà¨æë B. �®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 5.1.2¨¬¥¥¬ r = r(B) = r(B�B). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ âà¨æ  B�B |­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï. �® â¥®à¥¬¥ 1.2.4 ®­  ®¡à â¨¬ .



256 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�§ à ¢¥­áâ¢  (6.23) á«¥¤ã¥â, çâ® U1 = (B�B)�1. �®¤áâ ¢«ïï¯à ¢ãî ç áâì ¢ à ¢¥­áâ¢® B+ = U1B�, ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãîä®à¬ã«ã: B+ = (B�B)�1B�: (6.24)�à®¢®¤ï  ­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¤«ï ¬ âà¨æë C , ­ ©¤¥¬C+ = C�(CC�)�1: (6.25)�®ª ¦¥¬, çâ® ¬ âà¨æ A+ = C+B+ = C�(CC�)�1(B�B)�1B�: (6.26)ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¤«ï ¬ âà¨æë A.�§ (6.26) ¨¬¥¥¬ A+ == C�(CC�)�1(B�B)�1B�, ®âªã¤ AA+A = BCC�(CC�)�1(B�B)�1B�BC = BC = A:� «¥¥, ®¡®§­ ç¨¢ ç¥à¥§ K ¬ âà¨æã (CC�)�1(B�B)�1, ¨¬¥¥¬A+ = C�KB� = C�K(CC�)�1CC�B� = UC�B� = UA�, £¤¥U = C�K(CC�)�1C. �­ «®£¨ç­® ¯®«ãç ¥¬ A+ = C�KB� ==C�B�B(B�B)�1KB�=C�B�V =A�V , £¤¥ V =B(B�B)�1KB�.� ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¤«ï¯à®¨§¢®«ì­®© ¬ âà¨æë A ¤®ª § ­®.�áâ ­®¢¨¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë. �à¥¤¯®-«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¬ âà¨æë A ¨¬¥¥âáï ¤¢¥ ¯á¥¢¤®®¡à â­ëå ¬ âà¨-æë A+1 ¨ A+2 , ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® A+1 = A+2 . �ãáâì A+1 = U1A�,A+2 = U2A�, A+1 = A�V1, A+2 = A�V2. �®«®¦¨¬ D = A+2 �A+1 ,U = U2 � U1, V = V2 � V1. �®£¤  D = UA� = A�V .�§ à ¢¥­áâ¢ AA+1A = A, AA+2A = A á«¥¤ã¥â ADA = O,£¤¥ O | ­ã«¥¢ ï ¬ âà¨æ  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §¬¥à®¢. �âáî-¤  (DA)�DA = A�D�DA = A�(A�V )�DA = A�V �ADA = O.� ª¨¬ ®¡à §®¬, (DA)�DA = O. �¨â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï ã¡¥-¤¨âìáï, çâ® â®£¤  ¨ DA = O. � ¯®¬®éìî ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ 



x 6.4. �®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¬ âà¨æ å 257¯®«ãç ¥¬ DD� = D(UA�)� = DAU � = O. �â ª, DD� = O,®âªã¤  D = O ¨ A+1 = A+2 .�¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¤®ª § ­ . �«¥¤®¢ -â¥«ì­®, ¨§ «î¡®£® à §«®¦¥­¨ï ¬ âà¨æë A, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 6.4.1, ¯® ä®à¬ã« ¬ (6.26) ¯®«ãç ¥âáï ®¤­  ¨ â ¦¥ ¯á¥¢¤®®¡à â­ ï ¬ âà¨æ .�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥­áâ¢  (6.19) ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï à §«®¦¥-­¨¥¬ (6.22). � ¢¥­áâ¢®A� = C�B� ¤ ¥â  ­ «®£¨ç­®¥ à §«®¦¥­¨¥¤«ï ¬ âà¨æë A�. � ¬¥­ïï ¢ ä®à¬ã«¥ (6.26) ¬ âà¨æë B ­  C�, C­  B� ¨ ¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¥ ¯à¨ ¯®áâà®¥­¨¨¬ âà¨æëA+ ¢ëè¥, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì (A�)+ = B(B�B)�1(CC�)�1C == (C�(CC�)�1(B�B)�1BB�B)� = (A+)�. � ¢¥­áâ¢® (6.19) ¤®ª -§ ­®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥­áâ¢  (6.18) § ¬¥â¨¬, çâ® à §«®¦¥-­¨ï (6.26), (6.24), (6.25) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 6.4.1.�®¢â®àïï ¯®áâà®¥­¨¥ ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¨áå®¤ï ¨§ á®®â-¢¥âáâ¢ãîé¥£® à §«®¦¥­¨ï ¨ ¯à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® ¯á¥¢¤®-®¡à â­ ï ¬ âà¨æ  ¤«ï ®¡à â¨¬®© ¬ âà¨æë á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡à â­®©,¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì (A+)+ = (B+)+(C+)+ = (B�)+B�BCC�(C�)+. �®-£« á­® (6.19) ¨ (6.24) ¨¬¥¥¬ (B�)+ = (B+)� = ((B�B)�1B�)� == B(B�B)�1 ¨  ­ «®£¨ç­® ¨§ (6.25) ¯®«ãç ¥¬ (C�)+ = (CC�)�1C .� ª¨¬ ®¡à §®¬, (A+)+ = B(B�B)�1B�BCC�(CC�)�1C = BC == A, ¨ à ¢¥­áâ¢® (6.18) ¤®ª § ­®.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥­áâ¢ (6.20) ¨ (6.21) ¤®áâ â®ç­® ¯®¤-áâ ¢¨âì ¢ íâ¨ à ¢¥­áâ¢  ¢¬¥áâ®A+ ¯®«ãç¥­­®¥ ¨§ (6.26) ¢ëà ¦¥-­¨¥ C�(CC�)�1(B�B)�1B� ¨ ã¡¥¤¨âìáï, çâ® «¥¢ ï ç áâì á®¢¯ -¤ ¥â á ¯à ¢®©. �à®¤¥« ¥¬ íâ® ¤«ï à ¢¥­áâ¢  (6.20): AA+ == BCC�(CC�)�1(B�B)�1B� = B(B�B)�1B�, ®âªã¤  (AA+)� == B(B�B)�1B� = AA+. 2� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë ¤«ï¬ âà¨æë A = 0B@ 1 �1 1 �10 1 0 11 0 1 0 1CA. �­ ç «  ­ ©¤¥¬ à §«®¦¥­¨¥



258 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë¬ âà¨æë A, ãª § ­­®¥ ¢ «¥¬¬¥ 6.4.1. � ©¤¥¬ à ­£ ¬ âà¨æë A á¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© áâà®ª:0B@ 1 �1 1 �10 1 0 11 0 1 0 1CA�0B@ 1 0 1 00 �1 0 �10 1 0 1 1CA�0B@ 1 0 1 00 1 0 10 0 0 0 1CA(6.27)�âáî¤  r(A) = 2 ¨ B = 0B@ 1 �10 11 0 1CA, C =  1 0 1 00 1 0 1 !. � -âà¨æ  B ®¡à §®¢ ­  ¯¥à¢ë¬¨ ¤¢ã¬ï áâ®«¡æ ¬¨ ¬ âà¨æëA, ª®â®-àë¥ ®¡à §ãîâ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî «¨­¥©­ãî ­¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ãáâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A. � âà¨æ  C ¯®«ãç¥­  ¨§ ¯®á«¥¤­¥© ¬ âà¨-æë ¢ (6.27) ®â¡à áë¢ ­¨¥¬ ¯®á«¥¤­¥© (­ã«¥¢®©) áâà®ª¨.� «¥¥ ¢ëç¨á«ï¥¬B>B =  1 0 1�1 1 0 !0B@ 1 �10 11 0 1CA =  2 �1�1 2 !¨ (B>B)�1 = 13  2 11 2 !, B+ = (B>B)�1B> = 13  1 1 2�1 2 1 !.� â¥¬ ­ å®¤¨¬CC> =  1 0 1 00 1 0 1 !0BBB@ 1 00 11 00 1 1CCCA =  2 00 2 ! :�âáî¤  (CC>)�1 = 12E2 ¨ C+ = C>(CC>)�1 = 12C>. � ª®­¥æ,­ å®¤¨¬ A+ = C+B+ = 16 0BBB@ 1 1 2�1 2 11 1 2�1 2 1 1CCCA.



x 6.4. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï 259� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ ¬ âà¨ç­®© ä®à-¬¥: Ax = b. �­  ¬®¦¥â ¡ëâì ª ª á®¢¬¥áâ­®©, â ª ¨ ­¥á®¢¬¥áâ-­®©. �â®«¡¥æ x0 ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¨«ãçè¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥-­¨¥¬ íâ®© á¨áâ¥¬ë, ¥á«¨ ¢¥«¨ç¨­ 1 jjb�Ax0jjb ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£®­ ¨¬¥­ìè¥£® §­ ç¥­¨ï ¨ áà¥¤¨ ¢á¥å áâ®«¡æ®¢ x, ¤«ï ª®â®àëå íâ ¢¥«¨ç¨­  ¨¬¥¥â ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥, áâ®«¡¥æ x0 ¨¬¥¥â ­ ¨¬¥­ì-è¥¥ §­ ç¥­¨¥ ­®à¬ë jjx0jjb.�â¬¥â¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , çâ® á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨© Ax = b ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ­ ¨«ãçè¥¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥-­¨¥ ¨ ®­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ x0 = A+b.x 6.5. �à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¬¥â®¤ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëå ¯à¨-¡«¨¦¥­¨© ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨ § ¤ çã ®æ¥-­¨¢ ­¨ï ®è¨¡®ª, ¢®§­¨ª îé¨å ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ®¡à â­ëå ¬ âà¨æ¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ à¥è¥­¨© á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.6.5.1. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©� àï¤ã á â®ç­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥-­¨©, ª ª®â®àë¬ ®â­®á¨âáï ¬¥â®¤ � ãáá -�®à¤ ­ , ¨á¯®«ì§ãîâáï¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë. �«ï á¨áâ¥¬ á ¡®«ìè¨¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬­¥¨§¢¥áâ­ëå ç áâ® â®ç­ë¥ ¬¥â®¤ë ¯à¨¬¥­ïâì § âàã¤­¨â¥«ì­®¨«¨ ¢®®¡é¥ ­¥¢®§¬®¦­®. �ë à áá¬®âà¨¬ ®¤¨­ ¬¥â®¤ ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨©, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¬¥â®¤®¬ ¯à®áâ®© ¨â¥à -æ¨¨. �ãáâìAx = b| ¬ âà¨ç­ ï § ¯¨áì á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨© ¨§ n ãà ¢­¥­¨© á n ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨. �à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥x = b+Dx, £¤¥ D ¯®«ãç ¥âáï ª ª¨¬-«¨¡® á¯®á®¡®¬ ¨§ ¬ âà¨æë1�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­®à¬ë jj�jjb á¬. ¢ ¯. 6.1.1 ­  á. 229.



260 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áëA, ­ ¯à¨¬¥à á ¯®¬®éìî ¢ëà ¦¥­¨ï ¨§ ª ¦¤®£® i-£® ãà ¢­¥­¨ï­¥¨§¢¥áâ­®£® xi ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§-¢®«ì­® ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ x(0) ¨ ¡ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì ¯®á«¥¤®-¢ â¥«ì­® x(n) = b +Dx(n�1) ¤«ï n = 1; 2; : : :. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ®¥á«¨ �(D) < 1, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x(0);x(1); : : : ;x(n); : : : áå®-¤¨âáï ª â®ç­®¬ã à¥è¥­¨î á¨áâ¥¬ë. �â® ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ­ å®¦¤¥­¨ï à¥è¥­¨ï. �ë¡¥à¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ç¨á«® " ¨ ¡ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì §­ ç¥­¨ï x(n) ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ­¥¢ë¯®«­¨âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® jjx(n) � x(n+1)jj < ". �  à¥è¥­¨¥ ¯à¨¬¥¬x(n+1). �  ¯à ªâ¨ª¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à­®© ­®à¬ë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥áâ®«¡æ®¢ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ­®à¬ã| ¤«¨­ã áâ®«¡æ . �à¨ ãª -§ ­­®¬ ¢ëè¥ á¯®á®¡¥ ¯®«ãç¥­¨ï D ¨§ A ãá«®¢¨¥ �(D) < 1 ¢ë-¯®«­ï¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¢ ¬ âà¨æ¥A ¬®¤ã«ì «î¡®£® í«¥¬¥­â ,áâ®ïé¥£® ¢ i-© áâà®ª¥ ¨ i-¬ áâ®«¡æ¥, ¡®«ìè¥, ç¥¬ áã¬¬  ¬®¤ã«¥©®áâ «ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ i-áâà®ª¨, ¤«ï ¢á¥å áâà®ª ¬ âà¨æë A.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �¥è¨âì ¬¥â®¤®¬ ¯à®áâ®© ¨â¥à æ¨¨ á¨-áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©8>>><>>>: 10x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 16;x1 + 20x2 + 2x3 + x4 = 24;x1 + x2 + 10x3 + 2x4 = 14;2x1 + 2x2 + x3 + 20x4 = 25:�ëà §¨¢ ¨§ ª ¦¤®£® ãà ¢­¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­®¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬­®¬¥à®¬ ç¥à¥§ ®áâ «ì­ë¥, ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨©, à ¢­®-á¨«ì­ãî ¨áå®¤­®©:8>>><>>>: x1 = 1; 6� 0; 2x2� 0; 3x3� 0; 1x4;x2 = 1; 2� 0; 05x1� 0; 1x3 � 0; 05x4;x3 = 1; 4� 0; 1x1� 0; 1x2� 0; 2x4;x4 = 1; 25� 0; 1x1� 0; 1x2 � 0; 05x3: (6.28)�®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ­ ç «ì­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï §­ ç¥­¨ï(1; 6; 1; 2; 1; 4; 1; 25);



x 6.4. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï 261¤ ¢ ¥¬ë¥ á¢®¡®¤­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨ ¯à ¢ëå ç áâ¥© ãà ¢­¥­¨© á¨áâ¥-¬ë (6.28). � ª ç¥áâ¢¥ " ¢ë¡¥à¥¬ ç¨á«® 0; 001. �¥§ã«ìâ âë ¢ëç¨-á«¥­¨© ®ä®à¬¨¬ ¢ ¢¨¤¥ â ¡«¨æë. � ¦¤ ï ¯®á«¥¤ãîé ï áâà®çª ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© ¢ëç¨á«¥­¨¥¬ §­ ç¥­¨© x(n+1)i ç¥à¥§x(n)i ¯® ä®à¬ã« ¬ (6.28). �®¯®«­¨â¥«ì­® ¢ëç¨á«ï¥¬ ¤«¨­ã ¢¥ª-â®à  x(n+1)�x(n). � ª ­ç¨¢ ¥¬ ¢ëç¨á«¥­¨ï, ª®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï­¥à ¢¥­áâ¢® jx(n+1) � x(n)j < ".�â¥à æ¨ï x1 x2 x3 x4 jx(n+1) � x(n)jx(0) 1; 6 1; 2 1; 4 1; 25 |x(1) 0; 815 0; 9175 0; 87 0; 9 1; 048538x(2) 1; 0655 1; 02725 1; 04675 1; 03325 0; 351840x(3) 0; 9772 0; 99039 0; 98408 0; 98839 0; 122868x(4) 1; 00786 1; 00331 1; 00556 1; 00404 0; 042590x(5) 0; 99726 0; 99885 0; 99808 0; 99860 0; 014759x(6) 1; 00095 1; 00040 1; 00067 1; 00048 0; 005121x(7) 0; 99967 0; 99986 0; 99977 0; 99983 0; 001775x(8) 1; 00011 1; 00006 1; 00008 1; 00006 0; 000616� ª ç¥áâ¢¥ à¥è¥­¨ï ¡¥à¥¬ §­ ç¥­¨ï(1; 00011; 1; 00006; 1; 00008; 1; 00006):� ¬¥â¨¬, çâ® â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¥áâì(1; 1; 1; 1).6.5.2. �è¨¡ª¨ ¯à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ ®¡à â­ëå ¬ âà¨æ�ãáâì § ¤ ­  ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï ¬ âà¨æ A ¯®àï¤ª  n. �®¦­® áç¨-â âì, çâ® ¢®§¬®¦­® â®ç­®¥ ­ å®¦¤¥­¨¥ ®¡à â­®© ¬ âà¨æë A�1;®¤­ ª®, ¥á«¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤ïâáï ­  æ¨äà®¢®¬ ª®¬¯ìîâ¥-à¥, â® ­¥¨§¡¥¦­ë ®è¨¡ª¨ §  áç¥â ®ªàã£«¥­¨ï. �®«¥¥ â®£®, ¤ -¦¥ ¥á«¨ ¢á¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤ïâáï á ¯à¥¤¥«ì­®© â®ç­®áâìî,í«¥¬¥­âë ¬ âà¨æë A ¬®£ãâ ï¢«ïâìáï à¥§ã«ìâ â ¬¨ ­¥ª®â®àëå



262 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë­ ¡«î¤¥­¨© ¨«¨ ­¥ª®â®àëå ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ëå ¢ëç¨á«¥­¨©, ¢­®-áïé¨å ®è¨¡ª¨. � ª ¢«¨ïîâ ®ªàã£«¥­¨ï ¨ ­¥â®ç­®áâ¨ ¢ ¨áå®¤­ëå¤ ­­ëå ­  ä ªâ¨ç¥áª¨ ­ ©¤¥­­ãî ®¡à â­ãî ¬ âà¨æã?�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢® ¬­®£¨å  «£®à¨â¬ å íää¥ªâ ®è¨¡®ª ®ªàã-£«¥­¨© ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨ïå ¬®¦­® á¬®¤¥«¨à®¢ âì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ­¥-¡®«ìè®£® ¨§¬¥­¥­¨ï ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå. �â® §­ ç¨â, çâ® ¢¬¥-áâ® ¬ âà¨æë A ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬ âà¨æã A +D, £¤¥ ¨§¬¥­¥-­¨¥ D ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå ¤®áâ â®ç­® \¬ «®", â ª çâ® ¬ âà¨æ A+D ®¡à â¨¬ . �®£¤  ®è¨¡ª  à ¢­  A�1 � (A+D)�1 = A�1��(A(E+A�1D))�1 = A�1�(E+A�1D)A�1. �á«¨ �(A�1D) < 1,â® ¬ âà¨æ  A+D ¡ã¤¥â ®¡à â¨¬®© ¨ á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 6.1.2(E+A�1D)�1 = E�A�1D+(A�1D)2� : : :+(�1)k(A�1D)k+ : : :.�âáî¤ A�1�(E+A�1D)A�1 = A�1DA�1�(A�1D)2A�1+: : :++(�1)k�1(A�1D)kA�1 + : : :. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ â®ç­ãî ä®à-¬ã«ã ¤«ï ®è¨¡ªÄ�1 � (A+D)�1 = A�1DA�1 ��(A�1D)2A�1+: : :+(�1)k�1(A�1D)kA�1+: : : ; (6.29)¥á«¨ �(A�1D) < 1. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¬ âà¨ç­ãî ­®à-¬ã jj�jj (ç áâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª®© ­®à¬ë ¡¥à¥âáï á¯¥ªâà «ì­ ï ­®à-¬  jj�jjs). �à¥¤¯®« £ ï, çâ® jjA�1Djj < 1 ¨ jjDjjs � 1=jjA�1jj, ¨§(6.29) ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¤«ï ®â­®á¨â¥«ì-­®© ®è¨¡ª¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¬ âà¨æë A�1 (¬ë ®¯ãáª ¥¬ ¢ëª« ¤ª¨):jjA�1 � (A+D)�1jjjjA�1jj � jjA�1jjjjAjj(jjDjj=jjAjj)1� jjA�1jjjjAjj(jjDjj=jjAjj) :�¥«¨ç¨­ �(A) = ( jjA�1jjjjAjj, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ;1, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ¢ëà®¦¤¥­­  (6.30)­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«®¬ ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æë A ¯® ®â­®è¥­¨îª ­®à¬¥ jj�jj. � ª ª ª jjEjj = 1, ¤«ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© ¬ âà¨æë A



x 6.4. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï 263¨¬¥¥¬ �(A) = jjA�1jjjjAjj � jjA�1Ajj = jjEjj = 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬,¢á¥£¤  �(A) � 1. �§ ­¥à ¢¥­áâ¢  (6.30) ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï®æ¥­ª  jjA�1 � (A+D)�1jjjjA�1jj � �(A)1� �(A)(jjDjj=jjAjj) � jjDjjjjAjj (6.31)®â­®á¨â¥«ì­®© ®è¨¡ª¨ ¢ ®¡à â­®© ¬ âà¨æ¥ ç¥à¥§ ®â­®á¨â¥«ì­ãî®è¨¡ªã ¢ ¨áå®¤­®© ¬ âà¨æ¥. �â  ä®à¬ã«  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®â­®-á¨â¥«ì­ ï ®è¨¡ª  ¢ ®¡à â­®© ¬ âà¨æ¥ ¨¬¥¥â ®¤¨­ ª®¢ë© ¯®àï-¤®ª ¬ «®áâ¨ á ®â­®á¨â¥«ì­®© ®è¨¡ª®© ¢ ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå ¯à¨ãá«®¢¨¨, çâ® ¢¥«¨ç¨­  �(A) ­¥ á«¨èª®¬ ¢¥«¨ª . �¬¥ï ¢ ¢¨¤ã§ ¤ çã ®¡à é¥­¨ï ¬ âà¨æ, ¯à¨ ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå �(A) £®¢®àïâ® ¯«®å®© ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æë A ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¤ ­­®©­®à¬¥,   ¯à¨ §­ ç¥­¨ïå �(A), ¡«¨§ª¨å ª 1, £®¢®àïâ ® å®à®è¥©®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æë A ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¤ ­­®© ­®à¬¥. �á-«¨ ¬ âà¨æ  áà¥¤­¥£® à §¬¥à  á í«¥¬¥­â ¬¨ ã¬¥à¥­­®© ¢¥«¨ç¨­ë¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥­ , â® ¢ ¬ âà¨æ¥A�1 ®¡ï§ â¥«ì­® ¡ã¤ãâ ¡®«ìè¨¥í«¥¬¥­âë. �«ï ®âëáª ­¨ï ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ª®­ªà¥â­ëå¬ âà¨æ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á¯¥ªâà «ì­ãî ¬ âà¨ç­ãî ­®à¬ã.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë. � ©â¨ ç¨á«® ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æA =  1 �11 1 ! ¨ B =  0; 1 1�0; 1 1 !.�¬¥¥¬ A>A =  1 1�1 1 ! 1 �11 1 ! =  2 00 2 !, ®âªã¤ jjAjjs = 2. � «¥¥, A�1 = 12  1 1�1 1 !, (A�1)>A�1 == 14  1 �11 1 ! 1 1�1 1 ! = 14  2 00 2 ! =  0; 5 00 0; 5 ! ;®âªã¤  jjA�1jjs=0; 5. �® ä®à¬ã«¥ (6.30) ¯®«ãç ¥¬ �(A)=2 � 0; 5=1.



264 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë�«ï ¬ âà¨æë B  ­ «®£¨ç­® ¯®«ãç ¥¬B>B =  0; 1 �0; 11 1 ! 0; 1 1�0; 1 1 ! =  0; 02 00 2 ! ;®âªã¤  jjBjjs = maxf0; 02; 2g = 2. � «¥¥, B�1 = 5 1 �10; 1 0; 1 ! ¨(B�1)>B�1 = 25 1 0; 1�1 0; 1 ! 1 �10; 1 0; 1 ! = 25 1; 01 0; 990; 99 1; 01 ! ==  25; 25 24; 7524; 75 25; 25 !. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¯®á«¥¤­¥©¬ âà¨æë à ¢¥­ (25; 25�x)2� 24; 752 = (25; 25�x� 24; 75)(25; 25��x+24; 75) = (0; 5�x)(50�x). �âáî¤  jjBjjs = maxf0; 5; 50g= 50.� ª¨¬ ®¡à §®¬, �(B) = 100.�ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ ¬ âà¨æ¥ B�1 ¥áâì í«¥¬¥­âë, ¢ 5 à § ¯à¥¢®á-å®¤ïé¨¥ ­ ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â B, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ ¬ âà¨æ¥ A�1­ ¨¡®«ìè¨© ¯® ¬®¤ã«î í«¥¬¥­â â ª®© ¦¥, ª ª ¢ ¬ âà¨æ¥ A.6.5.3. �è¨¡ª¨ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢-­¥­¨©�¤¥áì ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬  ¯à¨®à­ë¥ ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥-¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©. �ãáâì âà¥¡ã¥âáï à¥è¨âì á¨áâ¥¬ã «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© Ax = b, £¤¥ ç¨á«® ãà ¢­¥­¨© à ¢­® ç¨á«ã­¥¨§¢¥áâ­ëå, ­® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ®è¨¡®ª ¢ ¢ëç¨á«¥­¨ïå ¨«¨ ­¥®¯à¥-¤¥«¥­­®áâ¨ ¢ ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå ä ªâ¨ç¥áª¨ à¥è ¥âáï á¨áâ¥¬ (A+D)x̂ = b+ d, £¤¥ D, d | \¬ «ë¥" ¬ âà¨æ  ¨ ¢¥ªâ®à. �®£¤ ®è¨¡ªã x � x̂ ¬®¦­® ®æ¥­¨âì á¢¥àåã ¯à¨ ãá«®¢¨¨ �(A�1D) < 1á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ (§¤¥áì ¢¥ªâ®à­ ï ­®à¬  ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á®-£« á®¢ ­­®© á ¬ âà¨ç­®© ­®à¬®©):jjx� x̂jjjjxjj � �(A)1� �(A)(jjDjj=jjAjj) � jjDjjjjAjj + �(A)1� �(A)(jjDjj=jjAjj) � jjdjjjjbjj :



x 6.4. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï 265�¨á«® ®¡ãá«®¢«¥­®áâ¨ �(A) á­®¢  ®¯à¥¤¥«ï¥â çã¢áâ¢¨â¥«ì­®áâì®æ¥­ª¨ ®è¨¡ª¨ ¢ à¥è¥­¨¨ ª ¯®£à¥è­®áâï¬ ¢ ­ ç «ì­ëå ¤ ­­ëå.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë å®à®è® ®¡ãá«®¢«¥­­®© ¨ ¯«®å® ®¡ãá«®-¢«¥­­®© á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©. �ãáâì ¤ ­  á¨áâ¥¬  «¨­¥©-­ëå ãà ¢­¥­¨© ( x1 � x2 = 0;x1 + x2 = 2: (6.32)�¥ ¬ âà¨æ  á®¢¯ ¤ ¥â á à áá¬®âà¥­­®© ¢ ¯à¨¬¥à å ¯à¥¤ë¤ãé¥£®¯ã­ªâ  ¬ âà¨æ¥© A, ª®â®à ï å®à®è® ®¡ãá«®¢«¥­ . �¥è¥­¨¥ á¨-áâ¥¬ë | ¯ à  (1; 1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ á¨áâ¥¬ë(6.32) ®¯à¥¤¥«¥­ë ­¥â®ç­®, ª ª 0; 1 ¨ 1; 9. �®£¤  ­®¢ ï á¨áâ¥¬ ( x1 � x2 = 0; 1;x1 + x2 = 1; 9¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ (1; 0; 9), ª®â®à®¥ ­¥ á¨«ì­® ®â«¨ç ¥âáï ®â à¥è¥­¨ï¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ å®à®è ï ®¡ãá«®¢«¥­­®áâì á¨-áâ¥¬ë (6.32) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨««îáâà¨à®¢ ­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -§®¬. �¥è¥­¨¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¥áâì ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¯àï¬ëå x2 = x1, x2 = 2 � x1. �á«¨ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ á¨áâ¥¬ë (6.32)¨§¬¥­ïîâáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ", â® ¯àï¬ë¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­®-¢ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬, § ª«îç¥­ë ¢ ¯®«®á å, ãª § ­­ëå ­  à¨á. 14,¨ â®çª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï à¥è¥­¨î, ¯®¬¥é ¥âáï ¢­ãâà¨ ª¢ ¤à -â  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ¢ë¤¥«¥­­ëå â®çª å, \­¥ á«¨èª®¬ ¤ «¥ª®" ®ââ®çª¨ (1; 1).



266 �« ¢  6. �à¨«®¦¥­¨ï ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¢®¯à®áë6 -q q qq�¨á. 1411 x1x2 = 2� x1
x2 = x1x2

�ãáâì â¥¯¥àì ¤ ­  á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©( 0; 1x1+ x2 = 1; 1;�0; 1x1+ x2 = 0; 9: (6.33)�¥ ¬ âà¨æ  á®¢¯ ¤ ¥â á à áá¬®âà¥­­®© ¢ ¯à¨¬¥à å ¯à¥¤ë¤ãé¥£®¯ã­ªâ  ¬ âà¨æ¥© B, ª®â®à ï ¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥­ . �¥è¥­¨¥ á¨-áâ¥¬ë | ¯ à  (1; 1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ á¨áâ¥¬ë(6.33) ®¯à¥¤¥«¥­ë ­¥â®ç­®, ª ª 1; 0 ¨ 1; 0. �®£¤  ­®¢ ï á¨áâ¥¬ ( 0; 1x1 + x2 = 1; 0;�0; 1x1 + x2 = 1; 0; ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ (0; 1; 0), ª®â®à®¥ á¨«ì­® ®â-«¨ç ¥âáï ®â à¥è¥­¨ï ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¯«®å ï®¡ãá«®¢«¥­­®áâì á¨áâ¥¬ë (6.33) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨««îáâà¨à®¢ -­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¥è¥­¨¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¥áâì ª®®à¤¨­ âëâ®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬ëå x2 = 1; 1 � 0; 1x1, x2 = 0; 9 + 0; 1x1.�á«¨ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ á¨áâ¥¬ë (6.33) ¨§¬¥­ïîâáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­ ", â® ¯àï¬ë¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­®¢ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬, § ª«îç¥­ë ¢¯®«®á å, ãª § ­­ëå ­  à¨á. 15, ¨ â®çª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï à¥è¥-­¨î, ¯®¬¥é ¥âáï ¢­ãâà¨ ¯ à ««¥«®£à ¬¬  á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ¢ë¤¥-«¥­­ëå â®çª å, ¨­®£¤  \¤®¢®«ì­® ¤ «¥ª®" ®â â®çª¨ (1; 1).



x 6.4. �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï 267-�¨á. 151 x16q qq q x2 = 0; 9 + 0; 1x1x2 = 1; 1� 0; 1x1x2
� ¤ ç¨: [17], ò223{240



�« ¢  7�®¯®«­¥­¨ï� íâ®© £« ¢¥ á®¡à ­ë ­¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ä ª-âë, ¨c¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ªãàá¥ «¨­¥©­®©  «£¥¡àë, ­® ­¥ ®â­®áïé¨¥áïª ¥¥ ¯à¥¤¬¥âã.x 7.1. �«¥¬¥­âë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢�®­ïâ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¨ í«¥¬¥­â  ¬­®¦¥áâ¢  ï¢«ïîâáï ¨áå®¤­ë-¬¨ ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ­¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ â¥à¬¨­ å ¤àã£¨å ¯®­ïâ¨©.�®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ¯®­ïâ¨ï¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®-¢ ­ë ¢ ¢¨¤¥  ªá¨®¬. �¤­ ª®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§«®¦¥­¨¥ â¥®à¨¨¬­®¦¥áâ¢ ¢¥áì¬  âàã¤­® ¤«ï ¢®á¯à¨ïâ¨ï ¨ ®á®¡¥­­® ¤«ï ¯¥à¢®-­ ç «ì­®£® §­ ª®¬áâ¢  á í«¥¬¥­â ¬¨ íâ®© â¥®à¨¨ (â ª®¥ ¨§«®¦¥-­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­®, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£¥ [12],   â ª¦¥ ¢ £« -¢¥ 9 ª­¨£¨ [23]). �¤¥áì ¡ã¤¥â ¤ ­® ¨§«®¦¥­¨¥ \­ ¨¢­®©" â¥®à¨¨¬­®¦¥áâ¢ ¢ ®¡ê¥¬¥, ­¥®¡å®¤¨¬®¬ ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï ªãàá  «¨­¥©­®© «£¥¡àë; ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¬ã ªãàáã \­ ¨¢­®©" â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢¯®á¢ïé¥­  ª­¨£  [2]. �®«ìè¨­áâ¢® ¨§ ¯à¨¢®¤¨¬ëå ­¨¦¥ ¯®­ïâ¨©®¡ëç­® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ èª®«ì­®¬ ªãàá¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨.268



x 7.1. �«¥¬¥­âë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ 2697.1.1. �­®¦¥áâ¢  ¨ ®¯¥à æ¨¨ á ­¨¬¨�®¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯®­¨¬ ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ®¡ê¥ªâ®¢, ­ §ë¢ -¥¬ëå í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ , ®¡ëç­® ®¡ê¥¤¨­¥­­ëå ª ª¨¬{«¨¡® á¢®©áâ¢®¬; ¯®á«¥¤­¥¥ ®á®¡¥­­® å à ªâ¥à­® ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨¡¥áª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢. �®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¬®¦­® § ¤ ¢ âì¯¥à¥ç¨á«¥­¨¥¬ ¨å í«¥¬¥­â®¢. � ¯à¨¬¥à,f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬­®¦¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ®â ­ã«ï ¤® ¤¥-¢ïâ¨. � ¢®â ¯à¨¬¥à ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«:fn j n|ç¥â­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®g:� â ª®© § ¯¨á¨ ¢ ä¨£ãà­ëå áª®¡ª å § ¯¨áë¢ ¥âáï á­ ç «  ®¡-é¨© ¢¨¤ í«¥¬¥­â  ¬­®¦¥áâ¢ ,   § â¥¬, ç¥à¥§ ¢¥àâ¨ª «ì­ãî ç¥à-âã, ãá«®¢¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢ . �à¨ íâ®¬ ¯®¤-à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢, ã¤®¢«¥-â¢®àïîé¨å ãª § ­­®¬ã ãá«®¢¨î.�¡®§­ ç îâáï ¬­®¦¥áâ¢  § £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨,   ¨å í«¥¬¥­-âë áâà®ç­ë¬¨. �®, çâ® a ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬ ¬­®¦¥áâ¢  A, § -¯¨áë¢ ¥âáï â ª: a 2 A ¨ ç¨â ¥âáï \a ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A". �á«¨ b­¥ ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬ ¬­®¦¥áâ¢  A, â® íâ® § ¯¨áë¢ ¥âáï â ª:b 62 A. �­®¦¥áâ¢® A ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  B(®¡®§­ ç ¥âáï íâ® ç¥à¥§ A � B), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a ¨§a 2 A á«¥¤ã¥â a 2 B. �¢  ¬­®¦¥áâ¢  A ¨ B ­ §ë¢ îâáï à ¢­ë-¬¨ (®¡®§­ ç¥­¨¥ ®¡ëç­®¥: A = B), ¥á«¨ A � B ¨ B � A. �¥£ª®¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¨§ A � B ¨ B � C á«¥¤ã¥â A � C.� ¦­ãî à®«ì ¨£à ¥â ¬­®¦¥áâ¢®, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ­¨ ®¤­®£®í«¥¬¥­â . �­® ­ §ë¢ ¥âáï ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáïç¥à¥§ ;. � ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î áç¨â ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥-áâ¢®¬ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �­® ç áâ® ¢®§­¨ª ¥â ª ª ¬­®¦¥áâ¢®à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï ¨«¨ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©. � ¯à¨¬¥à, ­¥á®-¢¬¥áâ­ ï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¨¬¥¥â ¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®



270 �« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ïà¥è¥­¨©. �ãáâë¬ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå à¥-è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï x2 + 1 = 0.�¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢ A ­ §ë¢ ¥âáï ¥£®¬®é-­®áâìî ¨«¨ ¯®àï¤ª®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ jAj. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î¯®« £ îâ j;j = 0.�ãáâì ¤ ­ë ¤¢  ¬­®¦¥áâ¢  A ¨ B. �§ ­¨å ¬®¦­® ®¡à §®¢ âìá«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ¬­®¦¥áâ¢ :¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ A \ B ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ B, à ¢­®¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨îfx j x 2 A ¨ x 2 Bg;®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ A [ B ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ B, à ¢­®¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨îfx j x 2 A ¨«¨ x 2 Bg;à §­®áâì AnB ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ B, à ¢­ ï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨îfx j x 2 A ¨ x 62 Bg.�¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢ãå ­¥¯ãáâëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢á¥£¤  ­¥¯ãáâ®. �­®-¦¥áâ¢  ­ §ë¢ îâáï ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï, ¥á«¨ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯ã-áâ®. �«ï «î¡ëå ¬­®¦¥áâ¢ A;B;C á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ à -¢¥­áâ¢ , ¯à®¢¥àï¥¬ë¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î:1) A \A = A, A [A = A;2) A \B = B \ A, A [B = B [ A;3) (A \ B) \ C = A \ (B \ C), (A [B) [ C = A [ (B [ C);4) (A\B)[C = (A[C)\(B[C), (A[B)\C = (A\C)[(B\C);5) A \ (A [B) = A, A [ (A \B) = A;6) A [ ; = A, A \ ; = ;;7) An(B \ C) = (AnB) [ (AnC), An(B [ C) = (AnB) \ (AnC).7.1.2. �â®¡à ¦¥­¨ï�ãáâìX ¨ Y|¤¢  ¬­®¦¥áâ¢ . �¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬X�Yíâ¨å ¬­®¦¥áâ¢ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦­ëå ã¯®àï¤®-ç¥­­ëå ¯ à (x; y) í«¥¬¥­â®¢ x 2 X ¨ y 2 Y . �«ï «î¡ëå x1; x2 2 X¨ y1; y2 2 Y à ¢¥­áâ¢® (x1; y1) = (x2; y2) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥-­¨î â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x1 = x1 ¨ y1 = y2. �â®¡à ¦¥­¨-¥¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ X ¢ ¬­®¦¥áâ¢® Y ­ §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ¯®¤¬­®¦¥-áâ¢® F ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï X � Y , ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨:



x 7.1. �«¥¬¥­âë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ 2711) ¤«ï «î¡®£® x 2 X áãé¥áâ¢ã¥â y 2 Y â ª®©, çâ® (x; y) 2 F(á¢®©áâ¢® ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨);2) ¤«ï «î¡ëå x 2 X , y1; y2 2 Y ¨§ ãá«®¢¨ï (x; y1); (x; y2) 2 Fá«¥¤ã¥â y1 = y2 (á¢®©áâ¢® äã­ªæ¨®­ «ì­®áâ¨).�¨­®­¨¬®¬ á«®¢  \®â®¡à ¦¥­¨¥" ï¢«ï¥âáï á«®¢® \äã­ªæ¨ï".�¬¥áâ® (x; y) 2 F ¯à¨­ïâ® ¯¨á âì F(x) = y. �«¥¬¥­â y 2 Y ­ §ë-¢ ¥âáï ®¡à §®¬ í«¥¬¥­â  x 2 X ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ F [®­ ®¡®§­ ç -¥âáï â ª¦¥ ç¥à¥§ F(x)],   í«¥¬¥­â x|¯à®®¡à §®¬ í«¥¬¥­â  y ¯à¨®â®¡à ¦¥­¨¨ F . �®â ä ªâ, çâ® F ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ¬­®-¦¥áâ¢  X ¢ ¬­®¦¥áâ¢® Y , ¯à¨­ïâ® § ¯¨áë¢ âì â ª: F : X �! Y .�«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  X1 ¬­®¦¥áâ¢  X ç¥à¥§ F(X1) ®¡®§­ -ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® fF(x) j x 2 X1g; ®­® ­ §ë¢ ¥âáï ®¡à §®¬ ¯®¤¬­®-¦¥áâ¢  X1 (¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ F). �­®¦¥áâ¢® F(X) ­ §ë¢ ¥âáï®¡à §®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï F . �á«¨ F(X) = Y , â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ F­ §ë¢ ¥âáï áîàê¥ªâ¨¢­ë¬, ¨«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ X ­  Y . �â®¡à -¦¥­¨¥ F ­ §ë¢ ¥âáï ¨­ê¥ªâ¨¢­ë¬, ¨«¨ ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ç­ë¬,¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå x1; x2 2 X ¨§ à ¢¥­áâ¢  F(x1) = F(x2) á«¥¤ã¥âx1 = x2. �â®¡à ¦¥­¨¥ F ­ §ë¢ ¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢­ë¬, ¨«¨ ¡¨¥ªæ¨¥©,¥á«¨ ®­® ¨­ê¥ªâ¨¢­® ¨ áîàê¥ªâ¨¢­®. �®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à -¦¥­¨¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X ­ §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ EX : X �! X ,®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯à ¢¨«®¬ EX(x) = x ¤«ï «î¡®£® x 2 X .�ãáâì ¤ ­ë ®â®¡à ¦¥­¨ï A : X �! Y ¨ B : Y �! Z.�à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ AB ®â®¡à ¦¥­¨© A ¨ B ­ §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥-­¨¥ C : X �! Z, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯à ¢¨«®¬ C(x) = B(A(x)) ¤«ï«î¡®£® x 2 X . �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®£® â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¨á¯®«ì§ãîâáï â ª¦¥ â¥à¬¨­ë \ª®¬¯®§¨æ¨ï" ¨ \áã¯¥à¯®§¨æ¨ï".�à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ¡¨¥ªæ¨© ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©.�â®¡à ¦¥­¨¥ B : Y �! X ­ §ë¢ ¥âáï ®¡à â­ë¬ ª ®â®¡à -¦¥­¨î A : X �! Y , ¥á«¨ AB = EX ¨ BA = EY . �â®¡à ¦¥­¨¥A : X �! Y ®¡« ¤ ¥â ®¡à â­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­®ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©.



272 �« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ï7.1.3. �¥â®¤ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨�­¤ãªæ¨¥© ­ §ë¢ ¥âáï á¯®á®¡ à ááã¦¤¥­¨© ®â ç áâ­®£® ª ®¡é¥-¬ã. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨©, § ¢¨áïé¨å ®â ­ âãà «ì-­®£® ç¨á«  n, ¨á¯®«ì§ã¥âáï â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© ¬¥â®¤ ¬ â¥¬ â¨-ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨. �ãáâì A = A(n)|­¥ª®â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¢ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ª®â®à®£® ãç áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n. � ªâ¨-ç¥áª¨ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¡¥áª®­¥ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨©A(1), A(2); : : : . �â®¡ë ¤®ª § âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï A,âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì A(k) ¯à¨ ­ ¨¬¥­ìè¥¬ ¢®§¬®¦­®¬ §­ ç¥­¨¨k (íâ® â ª ­ §ë¢ ¥¬ ï ¡ §  ¨­¤ãªæ¨¨) ¨ ¤®ª § âì, çâ® ¨§ á¯à -¢¥¤«¨¢®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© A(k) ¯à¨ ¢á¥å k < n á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤-«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï A(n) (íâ® è £ ¨­¤ãªæ¨¨). �­®£¤  ¢ è £¥¨­¤ãªæ¨¨ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ¨§ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥-­¨ï A(n � 1) á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï A(n). �à¨-¬¥àë à ááã¦¤¥­¨© ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ ¢áâà¥ç îâáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å®á­®¢­®£® â¥ªáâ ; á¬., ­ ¯à¨¬¥à, ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ 1.2.1,3.1.1, 4.3.1, 5.1.2, 5.2.3, 5.2.4, 6.3.1, 6.3.2.x 7.2. �­®£®ç«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬�â®â ¯ à £à ä á®¤¥à¦¨â ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï ®á­®¢­®£®â¥ªáâ  ¯®­ïâ¨ï ¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® ç¨-á«®¢ëå ¯®«¥© ¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤ â ª¨¬¨ ¯®«ï¬¨. �®ª § â¥«ì-áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë, ­ ¯à¨-¬¥à, ¢ «î¡®© ¨§ ª­¨£ [9], [10] [13], [20].7.2.1. �®­ïâ¨¥ ç¨á«®¢®£® ¯®«ï�¨á«®¢ë¬ ¯®«¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ç¨á¥«, á®¤¥à¦ é¥¥ ç¨-á«® 1 ¨ ¢¬¥áâ¥ á «î¡ë¬¨ ç¨á« ¬¨ �; � á®¤¥à¦ é¥¥ ç¨á«  � � �¨ (¢ á«ãç ¥, ª®£¤  � 6= 0) �� . �â® ãá«®¢¨¥ à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ®¬­®¦¥áâ¢® ç¨á¥« § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® á«®¦¥­¨ï, ã¬­®¦¥­¨ï,



x 7.2. �­®£®ç«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬ 273¢§ïâ¨ï ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®£® ç¨á« , ¢§ïâ¨ï ®¡à â­®£® ç¨á«  ¤«ï ­¥-­ã«¥¢®£® ç¨á«  ¨ á®¤¥à¦¨â ç¨á«  0 ¨ 1. �§¢¥áâ­ë¬¨ ¨§ èª®«ì­®-£® ªãàá  ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ç¨á«®¢ëå ¯®«¥© ï¢«ïîâáï ¬­®-¦¥áâ¢  Q ¢á¥å à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« ¨ ¬­®¦¥áâ¢®R ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨-â¥«ì­ëå ç¨á¥«. � ç¨á«®¢®¬ ¯®«¥ ç¨á«  ¬®¦­® áª« ¤ë¢ âì, ¢ëç¨-â âì, ã¬­®¦ âì ¨ ¤¥«¨âì ­  ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«®. � ¨¡®«¥¥ è¨à®ª¨¬áà¥¤¨ ç¨á«®¢ëå ¯®«¥© ï¢«ï¥âáï ¯®«¥ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C . �£®¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ä®à¬ «ì­ëå ¢ëà ¦¥-­¨© ¢¨¤  a+ bi, £¤¥ a; b | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« ,i | á¨¬¢®«, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¬­¨¬®© ¥¤¨­¨æ¥©. �¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï¨ ã¬­®¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i; (7.1)(a+ bi)(c+ di) = (ac� bd) + (ad+ bc)i: (7.2)�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â¥¬ ¦¥ § -ª®­ ¬, çâ® ¨ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëåç¨á¥«.�¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâ á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ç¨-á« ¬¨ ¢¨¤  a+ 0i; ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â ª¨¬¨ ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ç¨á« ¬¨á®£« á­® (7.1) ¨ (7.2) ¢ë¯®«­ïîâáï â ª ¦¥, ª ª ­ ¤ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-­ë¬¨ ç¨á« ¬¨. �¨á«® 0+1i ®¡®§­ ç îâ ¯à®áâ® ç¥à¥§ i; á®£« á­®(7.2) i2 = (0 + 1i)(0 + 1i) = �1 + 0i = �1, â.¥. i2 = �1. �â¨¬®¡êïá­ï¥âáï â¥à¬¨­ \¬­¨¬ ï ¥¤¨­¨æ ".�«ï ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á«  z = a + bi ç¨á«® a � bi ­ §ë¢ ¥âáïá®¯àï¦¥­­ë¬ á z ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ z. �á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ë(7.1) ¨ (7.2), «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à æ¨¨ ¯¥à¥-å®¤  ª á®¯àï¦¥­­®¬ã ç¨á«ã:z1 + z2 = z1 + z2; z1 � z2 = z1 � z2: (7.3)�á«¨ z = a + bi, â® zz = a2 + b2 � 0; ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¤¥©áâ¢¨-â¥«ì­®¥ ç¨á«® pzz ­ §ë¢ ¥âáï ¬®¤ã«¥¬ ç¨á«  z ¨ ®¡®§­ ç ¥âáïç¥à¥§ jzj. �«ï ¬®¤ã«ï ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á«  á¯à ¢¥¤«¨¢ë â ª¨¥



274 �« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ïá¢®©áâ¢ : jz1 + z2j � jz1j+ jz2j; jz1 � z2j = jz1j � jz2j: (7.4)�®¬¯«¥ªá­ë¥ ç¨á«  ¨¬¥îâ á«¥¤ãîéãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­-â¥à¯à¥â æ¨î. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­ãî ¤¥ª àâ®¢ã á¨áâ¥¬ãª®®à¤¨­ â ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ á®¯®áâ ¢¨¬ ª®¬¯«¥ªá­®¬ã ç¨á«ã a+biâ®çªã M á ª®®à¤¨­ â ¬¨ a; b. �®£¤ , ­ ¯à¨¬¥à, ¬®¤ã«ì ç¨á«  |íâ® à ááâ®ï­¨¥ ®â â®çª¨ ¤® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â. � ª ï ¯«®áª®áâì­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâìî. �¯¥à æ¨¨ á ª®¬¯«¥ªá­ë-¬¨ ç¨á« ¬¨ â ª¦¥ ¨¬¥îâ ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­â¥à-¯à¥â æ¨î, ¥á«¨ á®¯®áâ ¢¨âì ª ¦¤®© â®çª¥ ¥¥ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à; ç¨-â â¥«î ¯à¥¤« £ ¥âáï á ¬®áâ®ïâ¥«ì­® ­ ©â¨ â ªãî ¨­â¥à¯à¥â -æ¨î. � ¦¤®¥ ­¥­ã«¥¢®¥ ª®¬¯«¥ªá­®¥ ç¨á«® z ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤-áâ ¢«¥­® ¢ âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬¥: z = �(cos'+ i sin'), £¤¥� | ¬®¤ã«ì ç¨á«  z,   ' |  à£ã¬¥­â, â.¥. ã£®«, ®¡à §®¢ ­­ë©¢¥ªâ®à®¬, ¨§®¡à ¦ îé¨¬ z, á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ®á¨Ox ¢ë¡à ­­®© á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨­ â. �à¨ íâ®¬ � ¯à¨­¨¬ ¥â ¯®«®-¦¨â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï,   '| ¯à®¨§¢®«ì­ë¥. �¨á«ã z á®®â¢¥âáâ¢ã-¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® §­ ç¥­¨©  à£ã¬¥­â , ®â«¨ç îé¨åáï ¤àã£ ®â¤àã£  ­  ç¨á«®, ªà â­®¥ 2�. �«£¥¡à ¨ç¥áª ï ä®à¬  a + bi ç¨-á«  z á¢ï§ ­  á ¥£® âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬®© �(cos'+ i sin')á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: � = pa2 + b2, cos' = a=�, sin' = b=�. �à¨-£®­®¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬  ­ã«ï ­¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, â ª ª ª  à£ã¬¥­âíâ®£® ç¨á«  ­¥®¯à¥¤¥«¥­. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ª®¬¯«¥ªá­®¥ ç¨á«® à ¢-­® ­ã«î â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¬®¤ã«ì à ¢¥­ ­ã«î.�¥®à¥¬  7.2.1. �®«¥ à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« Q á®¤¥à¦¨âáï ¢ «î-¡®¬ ç¨á«®¢®¬ ¯®«¥. �á«¨ ¤«ï ç¨á«®¢®£® ¯®«ï F ¢ë¯®«­ïîâáïãá«®¢¨ï R� F � C , â® «¨¡® F = R, «¨¡® F = C .7.2.2. �­®£®ç«¥­ë ¨ ®¯¥à æ¨¨ á ­¨¬¨�ãáâì F | ç¨á«®¢®¥ ¯®«¥. �®à¬ «ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢¨¤ f(x) = �0xn + �1xn�1 + : : :+ �n�1x+ �n; (7.5)



x 7.2. �­®£®ç«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬ 275£¤¥ �0; �1; : : : ; �n 2 F , n | ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®-£®ç«¥­®¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ F á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �0; �1; : : : ; �n; ¥á«¨�0 6= 0, â® £®¢®àïâ, çâ® ¬­®£®ç«¥­ ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì n, ®¡®§­ ç ¥-¬ãî ç¥à¥§ deg(f). �«ï ­ã«¥¢®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­ì ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï â ª: deg(0) = �1. �¨¬¢®« �1 ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î áç¨â ¥âáï¬¥­ìè¥ «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á« , ¨ ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® m ¯® ®¯à¥¤¥-«¥­¨î ¯à¨­¨¬ ¥âáï, çâ®m+(�1) = �1+m = �1. �«®¦¥­¨¥ ¨ã¬­®¦¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­®¢ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ®¡ëç­ë¬ ®¡à §®¬. �®íä-ä¨æ¨¥­âë áã¬¬ë [¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï] ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ ª®íää¨æ¨-¥­âë á« £ ¥¬ëå [á®¬­®¦¨â¥«¥©] ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï[®¯¥à æ¨© á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï]. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®deg(f(x) + g(x)) � max fdeg(f); deg(g)g¨ deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x)):�¥®à¥¬  7.2.2. �ãáâì f(x) ¨ g(x)| ¤¢  ¬­®£®ç«¥­  ¨ deg(f(x)) �� deg(g(x)), g(x) 6= 0. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥-¤¥«¥­­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë q(x) ¨ r(x), çâ®f(x) = q(x)g(x) + r(x) ¨ deg(r(x)) < deg(g(x)): (7.6)� à ¢¥­áâ¢¥ (7.6) ¬­®£®ç«¥­ q(x) ­ §ë¢ ¥âáï ç áâ­ë¬,   ¬­®-£®ç«¥­ r(x) | ®áâ âª®¬ ®â ¤¥«¥­¨ï (á ®áâ âª®¬) f(x) ­  g(x).�á«¨ r(x) = 0, â® £®¢®àïâ, çâ® ¬­®£®ç«¥­ f(x) ¤¥«¨âáï ­  ¬­®£®-ç«¥­ g(x); ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ f(x) = q(x)g(x).�­®£®ç«¥­ë f(x) ¨ g(x) ­ §ë¢ îâáï  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¬¨, ¥á-«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥­ã«¥¢®¥ ç¨á«® 
 2 F â ª®¥, çâ® f(x) = 
g(x).�­®£®ç«¥­ u(x) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ F, ¥á«¨deg(u(x)) > 0 ¨ ¨§ â®£®, çâ® u(x) = v(x)w(x), á«¥¤ã¥â, çâ® v(x) ¨«¨w(x)  áá®æ¨¨à®¢ ­ á u(x). �¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ¬­®£®ç«¥­ ¯¥à¢®©áâ¥¯¥­¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ­ ¤ «î¡ë¬ ¯®«¥¬.



276 �« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ï�¥®à¥¬  7.2.3. �î¡®© ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ ¡®«ìè¥ 0 ­ ¤ ¯®«¥¬ F¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ­ ¤ ¯®«¥¬ F ¬­®-£®ç«¥­®¢. �â® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ®¤­®§­ ç­® á â®ç­®áâìî¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ á®¬­®¦¨â¥«¥© ¨ § ¬¥­ë ¨å  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¬¨¬­®£®ç«¥­ ¬¨.7.2.3. �®à­¨ ¬­®£®ç«¥­®¢�ãáâì f(x) | ¬­®£®ç«¥­ ­ ¤ ¯®«¥¬ F, § ¤ ­­ë© ä®à¬ã«®© (7.5).�â®â ¬­®£®ç«¥­ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª äã­ªæ¨î ¨§ F ¢ F,á®¯®áâ ¢«ïîéãî ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥­âã � 2 F í«¥¬¥­âf(�) = �0�n + �1�n�1 + : : :+ �n�1� + �n:�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7.2.1. �ãáâì f(x) = a0xn + a1xn�1 + : : :+ an |¬­®£®ç«¥­ ­ ¤ ¯®«¥¬ F ¨ � 2 F. �®£¤  f(x) = q(x)(x� �) + f(�),£¤¥ q(x) = b0xn�1 + b1xn�2 + : : :+ bn�1, ¯à¨ç¥¬b0 = a0; bk = ak + �bk�1 ¯à¨ ¢á¥å k = 1; : : : ; n � 1;f(�) = an + �bn�1: (7.7)�¨á«® � 2 F ­ §ë¢ ¥âáï ª®à­¥¬ ¬­®£®ç«¥­  f(x), ¥á«¨ f(�) = 0.� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 7.2.1 ç¨á«® � ¡ã¤¥â ª®à­¥¬ ¬­®£®ç«¥­  f(x)â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f(x) = q(x)(x � �). � âãà «ì­®¥ç¨á«® k ­ §ë¢ ¥âáï ªà â­®áâìî ª®à­ï � ¬­®£®ç«¥­  f(x), ¥á«¨f(x) = g(x)(x� �)k ¨ g(�) 6= 0. �¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® «î¡®© ¬­®£®-ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ n � 1 ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ n ª®à­¥© ¢ ¯®«¥ F,   áã¬¬ ªà â­®áâ¥© â ª¦¥ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â n.�¥®à¥¬  7.2.4. �î¡®© ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ ¡®«ìè¥ 0 ­ ¤ ¯®«¥¬ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« ¨¬¥¥â ª®¬¯«¥ªá­ë© ª®à¥­ì.�«¥¤áâ¢¨¥ 7.2.1. �î¡®© ¬­®£®ç«¥­ á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ ª®íää¨-æ¨¥­â ¬¨ à §« £ ¥âáï ­  «¨­¥©­ë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ á ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �ã¬¬  ¢á¥å ª®à­¥© (á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨) ¬­®-£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n à ¢­  ¥£® ª®íää¨æ¨¥­âã ¯à¨ xn�1, ã¬­®¦¥­-­®¬ã ­  �1.



x 7.2. �­®£®ç«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬ 277�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7.2.2. �á«¨ ¬­®£®ç«¥­ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íä-ä¨æ¨¥­â ¬¨ ¨¬¥¥â ª®¬¯«¥ªá­ë© ª®à¥­ì 
, â® ¨ ç¨á«® 
 ï¢«ï¥âáïª®à­¥¬ íâ®£® ¬­®£®ç«¥­ .�âëáª¨¢ âì à æ¨®­ «ì­ë¥ ª®à­¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ á æ¥«ë¬¨ ª®íä-ä¨æ¨¥­â ¬¨ ¯®¬®£ ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¥¤«®¦¥­¨¥ 7.2.3. �ãáâìf(x) = m0xn +m1xn�1 + : : :+mn�1x+mn |¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, pq | ­¥á®ªà â¨¬ ï ¤à®¡ì.�á«¨ pq | ª®à¥­ì ¬­®£®ç«¥­  f(x), â® p ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ mn,q ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬m0 ¨ ¤«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  s ç¨á«® f(s)¤¥«¨âáï ­  p� qs.� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. � ©â¨ æ¥«ë¥ ª®à­¨ ¬­®£®ç«¥­ f(x) = x3 + 4x2 + x� 6.�¥è¥­¨¥. �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 7.2.3 ª®à­¨ ¬­®£®ç«¥­  f(x)ï¢«ïîâáï ¤¥«¨â¥«ï¬¨ ç¨á«  �6. �â® ç¨á«® ¨¬¥¥â 6 ¤¥«¨â¥«¥©1,�1, 2, �2, 3, �3, 6, �6. � å®¤ï §­ ç¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­  f(x) ®âãª § ­­ëå ç¨á¥«, ¨¬¥¥¬ f(1) = 0, f(�2) = 0, f(3) = 0. � ª¨¬®¡à §®¬, ç¨á«  �1 = 1, �2 = �2, �3 = 3 ï¢«ïîâáï ª®à­ï¬¨ ¬­®£®-ç«¥­  f(x).� ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ §­ ç¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­  ®â ¤¥«¨â¥«¥©á¢®¡®¤­®£® ç«¥­  ¢ëç¨á«ïîâáï ®ç¥­ì «¥£ª®. �¤­ ª®, ¥á«¨ ª®-íää¨æ¨¥­âë ¬­®£®ç«¥­  ¢¥«¨ª¨, ¥£® §­ ç¥­¨¥ ®â ¤ ­­®£® ç¨á« ã¤®¡­® ¢ëç¨á«ïâì, ¨á¯®«ì§ãï â ª ­ §ë¢ ¥¬ãî áå¥¬ã �®à­¥à .�­  ®á­®¢ ­  ­  ä®à¬ã« å (7.7) ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 7.2.1 ¨ ¯®§¢®«ï-¥â ­ ©â¨ ª ª §­ ç¥­¨¥ f(�), â ª ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë ç áâ­®£® q(x)®â ¤¥«¥­¨ï f(x) ­  x�� ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  � ï¢«ï¥âáï ª®à­¥¬ f(x).� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à. �ãáâì âà¥¡ã¥âáï ­ ©â¨ §­ ç¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥-­  f(x) = x3�18x2+99x�162 ®â ç¨á«  3. �ëç¨á«¥­¨ï ®ä®à¬«ï¥¬¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© â ¡«¨æë:



278 �« ¢  7. �®¯®«­¥­¨ï1 �18 99 �1623 1 �15 54 0�¤¥áì ¢ ¯¥à¢®© áâà®ª¥ ¢ë¯¨á ­ë ª®íää¨æ¨¥­âë ¬­®£®ç«¥­  f(x),  ¢® ¢â®à®© á­ ç «  § ¯¨á ­® ç¨á«® 3, § â¥¬ ¯¥à¥­¥á¥­ áâ àè¨©ª®íää¨æ¨¥­â f(x), à ¢­ë© 1. � ¦¤®¥ ¯®á«¥¤ãîé¥¥ ç¨á«® ¢®¢â®à®© áâà®ª¥ ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨¡ ¢«¥­¨¥¬ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ç¨-á«ã ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ç¨á«  ¢â®à®©, ã¬­®¦¥­­®£® ­ 3: �15 = �18+ 1 � 3, 54 = 99+ (�15) � 3, 0 = �162+ 54 � 3. �âáî¤ ¯®«ãç ¥¬ f(3) = 0 ¨ ç áâ­®¥ q(x) = x2 � 15x + 54 ®â ¤¥«¥­¨ïf(x) ­  x � 3, â.¥. f(x) = (x2 � 15x + 54)(x � 3). � ¬¥â¨¬, çâ®â¥¯¥àì «¥£ª® ­ ©â¨ ¨ ®áâ «ì­ë¥ ª®à­¨ ¬­®£®ç«¥­  f(x), à¥è¨¢ª¢ ¤à â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ x2 � 15x+ 54 = 0.� ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 7.2.4 ­¥¯à¨-¢®¤¨¬ë¬¨ ¬­®£®ç«¥­ ¬¨ ï¢«ïîâáï ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨¨ â®«ìª® ®­¨.� ¤ ¯®«¥¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬¨ ¬­®£®ç«¥-­ ¬¨ ï¢«ïîâáï ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¨ ¬­®£®ç«¥­ë ¢â®à®©áâ¥¯¥­¨, ­¥ ¨¬¥îé¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ª®à­¥© (â.¥. ¨¬¥îé¨¥ ®â-à¨æ â¥«ì­ë© ¤¨áªà¨¬¨­ ­â).� ¤ ¯®«¥¬ à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥¬­®£®ç«¥­ë «î¡®© áâ¥¯¥­¨. �®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®-áâ¨ ¬­®£®ç«¥­  á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ª®â®à®¥ ­¥ ¤¥«¨â áâ àè¨© ª®íää¨æ¨-¥­â, ¤¥«¨â ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ ª®íää¨æ¨¥­âë,   ¥£® ª¢ ¤à â ­¥ ¤¥«¨âá¢®¡®¤­ë© ç«¥­.
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