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ГЛАВА XIII 

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИКА 

§ 88. Оптико-механическая аналогия. 
Принцип Ферма  

До сих пор мы рассматривали одномерное движение волны, т. е. счи-
тали ее плоской. Теперь перейдем к изучению законов распространения 
волн в трехмерном пространстве. В общем случае для этого необходимо 
решать волновое уравнение с соответствующими граничными условиями, 
что является весьма сложной математической задачей. Ее решению по-
священо так много работ, что они составляют сейчас значительную часть 
специального раздела математики, который называется «уравнения мате-
матической физики». Существует, однако, важный частный случай, когда 
длина волны поля много меньше всех характерных размеров системы. 
Волна распространяется тогда подобно пучку частиц, движущихся по оп-
ределенным траекториям — лучам. Отсюда и название этого приближе-
ния — геометрическая оптика.  

Простейший пример такого движения — плоская волна, которую 
можно рассматривать как пучок параллельных лучей, ортогональных вол-
новому фронту. Плоская монохроматическая волна (§ 68) характеризуется 
постоянным волновым вектором k и частотой ω. Приближение геометри-
ческой оптики соответствует ситуации, когда k и ω мало меняются на 
расстояниях порядка длины волны. Это условие можно записать:  

 2 2, , .
k k

k k
x t t

α α

β

ω ω ω∂ ∂∂
∂ ∂ ∂

    (88.1) 

Мы добавили здесь также условие для скорости изменения частоты, кото-
рое обеспечивает приближенную монохроматичность волны. Иначе гово-
ря, в приближении геометрической оптики на небольших участках волну 
всегда можно рассматривать как плоскую.  
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Любое волновое поле можно записать так:  

 ( ) ( ) ( ),
0, , e ,i tA t A t ψ= rr r  (88.2) 

где действительные функции А0 и ψ характеризуют амплитуду и фазу 
поля соответственно. Последняя (ψ(r, t)) называется также эйконалом 
(от греч. eikón ⎯ изображение). В приближении геометрической оптики 
эйконал можно разложить в ряд вблизи произвольной точки поля, в кото-
рую мы поместим начало отсчета:  

 ( ) ( ) ( ), 0, 0 ,t t
t

ψψ ψ ψ ∂≈ + ∇ + +
∂

r r   (88.3) 

Это выражение аналогично фазе плоской волны (k, r) − ωt, причем  

 , .
t

ψψ ω ∂≈ ∇ = −
∂

k  (88.4) 

Точность этого приближения определяется следующими членами выра-
жения (88.3), которые, как легко проверить, малы при условии (88.1).  

Вектор k определяет направление луча и в общем случае является 
переменным, что аналогично движению частицы по криволинейной тра-
ектории. Оказывается, что эту механическую аналогию можно продол-
жить и дальше, а именно, можно написать уравнения движения волнового 
пакета в форме уравнений механики частиц. 

Рассмотрим вначале простой пример — движение луча света в атмо-
сфере планеты. Вследствие убывания плотности атмосферы с высотой 
возникает градиент ее показателя преломления. Так как величина (n − 1) 
пропорциональна плотности атмосферы, для области вблизи поверхности 
планеты можно написать ∂n/∂r = −(n − 1)/h, где h — характерная высота 
атмосферы. Градиент показателя преломления приводит к повороту луча, 
так как внешняя часть волнового фронта распространяется быстрее внут-
ренней. Радиус кривизны горизонтального луча ρ = −n/(dn/dr) = nh/(n − 1). 
Для Земли n − 1 ≈ 3 ⋅ 10−4; h ≈ 9 км. Отсюда ρ ≈ 3 ⋅ 104 км, что почти в пять 
раз превышает радиус Земли. Поэтому рефракция в атмосфере лишь не-
значительно искажает результаты оптических наблюдений на Земле. Эти 
искажения, особенно вызванные локальными переменными неоднородно-
стями атмосферы, существенно затрудняют точные геодезические изме-
рения. Так, высота Джомолунгмы (Эвереста) с момента первых измерений 
(1850 г.) «выросла» на 8 м (официально высота с 2010 г. составляет 
8848 м, хотя есть более поздние измерения ⎯ на 2 м выше). Однако на 
Юпитере, а также на Венере, где атмосфера во много раз плотнее, лучи 
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света сильно изгибаются, что приводит к значительному расширению го-
ризонта. Космонавту, попавшему на такие планеты, показалось бы, что он 
находится на дне гигантской чаши. Аналогичную природу имеют так на-
зываемые миражи, наблюдаемые в пустыне и на море.  

Из этого примера ясно, что градиент показателя преломления играет 
роль «силы», искривляющей траекторию волнового пакета. Значит, сам 
показатель преломления можно связать с «потенциальной энергией». 
Чтобы проследить дальше эту механическую аналогию, напомним, что 
согласно квантовой механике, частота волны пропорциональна энергии 
фотона, а волновой вектор — его импульсу. Уравнения механики можно 
записать в так называемой гамильтоновой форме:  

 , ,
d d
dt dt

∂ ∂= − =
∂ ∂

p r

r p

H H
 (88.5) 

где r, р — координаты и импульс частицы, а H(r, р) — функция Гамильтона, 
равная в простейшем случае полной энергии, выраженной через координаты 
и импульсы. Первое из уравнений (88.5) есть не что иное, как второй закон 
Ньютона, тогда как второе дает связь между скоростью и импульсом.  

Оптико-механическая аналогия наводит на мысль, что частота волны, 
представленная как функция координат и волнового вектора, должна играть 
роль функции Гамильтона. Иными словами, можно думать, что движение 
волнового пакета в приближении геометрической оптики описывается га-
мильтонианом  

 ( ) ( ) ( )
, , .

,

ck
n

ω
ω

= =p r k r
r

H  (88.6) 

Уравнения движения принимают вид  

 , .
k k

ω ω ω∂ ∂ ∂= − = = ⋅
∂ ∂ ∂

k
k r

r k
   (88.7) 

Здесь ∂/∂r ≡ ∇, 
3

1

.k kα
αα =

∂∂ ∂ ≡ ∇ ≡
∂k e  Второе из этих уравнений нам уже 

знакомо — оно определяет групповую скорость пакета вдоль траектории, 
а первое описывает формулу луча. При вычислении производной ∂ω/∂r 
необходимо учитывать дисперсию, т. е. зависимость n(ω). Дифференци-
руя равенство ωn(r, ω) = ck по r (частная производная ∂ω/∂r вычисляется 
при постоянном k), найдем  

 0.
n nnω ωω ω

ω
∂ ∂ ∂ ∂+ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂r r r

 (88.8) 
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Отсюда  

 
( )

.n
n n

ω ωω
ω ω

∂ ≡ ∇ = − ∇
∂ + ∂ ∂r

 (88.9) 

С другой стороны, дифференцируя равенство ωn(r, ω) = ck по k при 
r = const, найдем  

 
( )

.
c

k n n
ω

ω ω
∂ =
∂ + ∂ ∂

 (88.10) 

Тогда «механические» уравнения движения волнового пакета можно 
представить как  

 , .
nk

k n k k
ω ω∂ ∇ ∂= ⋅ = ⋅

∂ ∂
k

k r   (88.11) 

Траекторию луча удобно описывать в переменных s, l, где s — длина 
вдоль траектории, а l — единичный вектор, касательный к траектории. 
Имеем (см. (88.11))  

 , , .
ds d d nd ds k

dt dtk dt dt k ds n
ω∂ ∇= = = = =

∂
k r k k

l  

Так как вектор k направлен вдоль траектории, производная 

, ,
dk d nk
ds ds n

∇   = =   
   

k
l l . Окончательно уравнение луча принимает вид  

 
( ) ( )

2

,1
,

nn nd d dk
ds k ds ds n nk

⊥∇∇ − ∇
= ⋅ − ⋅ = =

l ll k k
 (88.12) 

где (∇n)⊥ — проекция вектора ∇n на плоскость, перпендикулярную лучу 
(рис. XIII.1).  

Применим последнее уравнение к рассмотренному выше простому 
примеру. Так как радиус кривизны траектории ρ = 1/|dl/ds| и в данном 
примере (∇n)⊥ = ∇n, получаем ρ = n/|∇n| = nh/(n − 1).  

Рассмотрим теперь преломление света на границе двух сред. В этом 
случае «действующая на луч сила» (∇n) имеет только нормальную к гра-
нице компоненту. Следовательно, касательная компонента импульса со-
храняется:  

 1 1 2 2sin sin ,k kϕ ϕ=  (88.13) 
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где ϕ1, ϕ2 — углы лучей с нормалью к границе. Так как частота волны не 
изменяется при переходе через границу (сравни с сохранением энергии 
частицы в механике), то k1/k2 = n1/n2 = sinϕ1/sinϕ2, т. е. мы получили обыч-
ный закон преломления (73.6).  

dS

�
� l'

l

dl

l
k

�n

( )�
�

n

d�

 

Рис. XIII.1. Искривление луча в среде с градиентом показателя преломления 

Пусть волна идет из первой среды во вторую и n2 < n1. Тогда при не-
которых условиях закон преломления вступает в противоречие с неизмен-

ностью частоты. Действительно, запишем ( )2 2 2 2 2
1 1 1n tc k k nω = + =  

( )2 2 2
2 2 2n tk k n= +  и учтем, что klt = k2t = kt = k1sinϕ1. Получим  

 
2 2

22 2
12

1 1

sin .nk n
k n

ϕ
 

= − 
 

 (88.14) 

Для углов падения sinϕ1 > n2/n1 волновое число k2n оказывается мнимым, 
т. е. преломленная волна отсутствует. Это явление называется полным 
внутренним отражением (§ 74) и с механической точки зрения соответ-
ствует отражению частицы от потенциального барьера. Отметим, что оп-
тический «потенциальный барьер» совсем не похож на механический. 
В частности, как показывает выражение (88.14), волна проходит любой 
барьер при нормальном падении. Это различие связано с необычным ви-
дом выражения для полной энергии (88.6), где «кинетическая энергия» 



Глава 13 

 

12

перепутана с «потенциальной». В механике мы обычно имеем дело с сис-
темами, у которых полная энергия равна сумме потенциальной и кинети-
ческой. Это не мешает, однако, использовать механические уравнения 
движения волнового пакета (88.7) или (88.12). 

В § 74 мы описали важное явление туннельного эффекта ⎯ прохо-
ждения электромагнитной волны через щель при полном внутреннем от-
ражении, если толщина щели d достаточно мала. В приближении геомет-
рической оптики такое поведение волны невозможно ⎯ «волна-частица» 
отражается от потенциального барьера. Для реальной волны потенциаль-
ный барьер в виде щели имеет конечную протяженность d, и волна час-
тично проникает во вторую среду («туннелирует»), если d ∼ λ. 
 Противоречие между волновой и корпускулярной теориями (волно-
вая оптика и геометрическая оптика) нашло свое разрешение при созда-
нии квантовой механики, объяснившей дуализм (от лат. dualis ⎯ двойст-
венный) частиц микромира.  
 Уравнение луча можно получить и из совершенно других соображе-
ний. Еще в середине XVII в. известный французский математик Ферма 
(P. Fermat, 1601–1665 гг.) сформулировал принцип, согласно которому 
траектория светового луча между двумя заданными точками А, В соответ-
ствует минимуму интеграла:  

 ( )0 min.
B

A

s n s ds= =  (88.15) 

Этот интеграл можно переписать также в виде  

 ( ) .min, === 00  s
c

B

A

ωψ dsk  (88.16) 

Так как ω = const, эйконал ψ0 имеет простой физический смысл, — он ра-
вен разности фаз волны между точками А, В в данный момент времени 
или полному числу длин волн на пути АВ, умноженному на 2π. Величи-
на s0 называется оптической длиной пути.  
 Для однородной среды (n = const) из принципа Ферма немедленно 
следует прямолинейность лучей. Используя этот принцип, легко получить 
также закон преломления лучей на границе двух сред (задача XIII.1).  
 Задача XIII.1. Получить закон преломления из принципа Ферма.  
 Оптическая длина пути АВ как функция неизвестных углов равна 
(рис. ХШ.2)  

 1 1 2 2
0 1 1 2 2

1 2

, tg tg .
cos cos

a n a ns b a aϕ ϕ
ϕ ϕ

= + = +  
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Дифференциалы обеих величин равны нулю, так как s0 должно быть минималь-
ным, а расстояние b = const:  

 

1 1 2 2
1 1 2 22 2

1 2

1 1 2 2
2 2

1 2

sin sin 0,
cos cos

0,
cos cos

a
a d a dds n n

a d a ddb

ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= + =

= + =
 

откуда n1sinϕ1 = n2sinϕ2.  

 

Рис. ХIII.2. К выводу закона преломления из принципа Ферма 

§ 89. Элементы оптических систем. Тонкая линза  

 Приближение геометрической оптики позволяет дать простое описа-
ние оптических систем — устройств, преобразующих пучки световых 
лучей.  
 Среди всех преобразований простейшими являются линейные преоб-
разования, которые включают в себя фокусировку (дефокусировку) пуч-
ков и их поворот — отражение и преломление. В случае преобразования 
типа фокусировки каждый луч претерпевает отклонение на угол, пропор-
циональный его расстоянию от некоторой оси или плоскости. При пово-
роте все лучи в пучке отклоняются на один и тот же угол. Фокусировка 
осуществляется при помощи линз или кривых зеркал, а поворот — с по-
мощью плоских зеркал (отражение) или призм (преломление, полное 
внутреннее отражение — §§ 72−74).  
 В этом параграфе мы рассмотрим фокусирующие свойства различ-
ных элементов, используя матричный метод, развитый в электронной оп-
тике и физике ускорителей заряженных частиц.  
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 Фокусировка сферической границей. Рассмотрим прохождение луча 
через сферическую поверхность радиуса кривизны R, разделяющую две 
среды с показателями преломления n1 и n2 (рис. XIII.3). Записав закон 
преломления на границе и геометрические соотношения  

 0
1 1 2 2 1 1 2 2sin sin , arcsin ,

x
n n

R
ϕ ϕ ϕ θ ϕ θ  = − = − =  

 
 (89.1) 

получим систему уравнений, связывающих углы луча перед и за грани-
цей. Направления отсчета углов показаны на рис. ХIII.3. Радиус кривизны 
границы также определен со знаком: R > 0, если центр сферы лежит спра-
ва от границы. Если считать все углы малыми,  

 01, 1, ,
dx x x R
dz

ϕ θ ′= ≡    (89.2) 

то уравнения (89.1) становятся линейными, т. е. значительно упрощаются. 
Такое приближение называется в оптике параксиальным, что буквально 
означает «приосевой». Тогда из (89.1) найдем для 2 :x′  

 01 1
2 1

2 2

1 .
xn nx x

n n R
 ′ ′= − − 
 

 (89.3) 

n1 n2

x

z0

Rx0
�1

�2

�1

 

Рис. XIII.3. Фокусировка сферической границей 

 Рассмотрим пучок лучей, параллельных оси слева от границы 

( )1 0 ,x′ =  и пусть R > 0 и n2 > n1. Из (89.3) следует, что справа от границы 

все лучи проходят через точку на оси z с координатой  

 0 2

2 2 1

0,f
x nz R
x n n

= − = >
′ −

 (89.4) 

которая называется фокусом. Координату фокуса, отсчитанную от грани-
цы, будем обозначать F12 = zf. Если лучи пучка параллельны оси справа от 
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границы, то фокус расположен слева от границы в точке с координатой  

 0 1
21

1 1 2

0.
x nF R
x n n

= − = <
′ −

 (89.5) 

То же самое будет и в случае R < 0, n2 < n1, т. е. сферическая граница фо-
кусирует пучок лучей при условии R(n2 − n1) > 0 (рис. ХIII.4, а).  

n2n1 n1 n2

z z

n n1 2< n n1 2>

( )а ( )б

F12 F12

 

Рис. XIII.4. Действительный (а) и мнимый (б) фокусы 

 В случае R(n2 − n1) < 0 величина F12 < 0 (F21 > 0) и пучок лучей нигде 
не пересекается, т. е. сферическая поверхность дефокусирует пучок лучей 
(рис. ХIII.4, б). В этом случае точку с координатой F12 (или F21) называют 
мнимым фокусом.  
 Так как на границе х2 = x1 = х0, преобразование координаты и угла 
луча с осью при пересечении границы можно представить в матричной 
форме:  

 2 1
21 21

2 1 12 1 2

1 0
, .

1

x x
M M

x x F n n
     

= =     ′ ′ −     
 (89.6) 

Порядок индексов матрицы указывает направление движения (1 → 2). 
Отметим, что детерминант матрицы DetM21 = n1/n2.  
 В параксиальном приближении любая поверхность может рассмат-
риваться как сферическая. Фактически поверхности линз действительно 
выполняются в виде сфер, так как это единственная поверхность, которая 
может быть изготовлена с необходимой точностью.  
 Тонкая аксиальная линза — элемент оптических систем, образован-
ный пересечением двух сферических границ. Прямая, соединяющая их 
центры, называется осью линзы. Линза считается тонкой, если изменение 
координаты луча внутри линзы пренебрежимо мало (рис. ХШ.5):  

 |x2 − x1|   x1. (89.7) 
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Координаты и углы луча в плоскостях II и I связаны между собой двумя 
преобразованиями типа (89.6):  

 20 01
II I

.
x x

M M
x x

   
=   ′ ′   

 (89.8) 

Здесь индексом «0» обозначены параметры, относящиеся к области внут-
ри линзы. Обратим внимание на порядок перемножения матриц — он 
следует направлению хода луча: вначале координата и угол луча в плос-
кости I преобразуются в плоскость 0 умножением на матрицу M01, а за-
тем — в плоскость II умножением на матрицу М20. В приближении тонкой 
линзы положение плоскостей I, 0, II (но не порядок их расположения!) не 
определено — это результат условия (89.7). Вырождение снимается в слу-
чае толстой линзы (§ 90).  

R2

x1 R1

x2

n1
n2n

I 0 II

R2R1

z

F12

z

( )а ( )б

 

Рис. XIII.5. Тонкая линза: (а) фокусирующая (собирающая); (б) дефокусирующая 
(рассеивающая) 

 Производя операцию перемножения матриц, найдем  

 
02 2 10 1II I

12 1 2 I

1 0 1 0

1 1

1 0
,

1

x x
F n n F n nx x

x
F n n x

     
= =     ′ ′− −     

  
=   ′−   

 (89.9) 

где величина F12, определяемая как  

 1 2

12 2 1 2 2

1 1 1
,

n n n n
F n R n R

− −
= ⋅ + ⋅  (89.10) 

есть координата фокуса тонкой линзы, выполненной из материала с пока-
зателем преломления n и помещенной на границе двух сред с показателя-
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ми преломления n1 и n2. Для линзы в воздухе (n1 = n2 = 1) получим  

 ( )
12 1 2

1 1 1 1
1 .n

F R R F
 

= − ⋅ − ≡ 
 

 (89.11) 

В дальнейшем мы ограничимся именно этим случаем.  
 В том, что F12 — действительно координата фокуса, нетрудно убе-
диться, найдя точку, в которой пересекается с осью луч, падающий на 
линзу параллельно ее оси, т. е. луч (х, 0)I:  

 I
II I II, ,

xx x x
F

′= = −   

отсюда 
 .IIII Fxxz f =′−=  

Как и прежде, радиусы определены со знаком. В частности, для линзы, 
изображенной на рис. XIII.5, а, R1 > 0, R2 < 0, и обратные знаки для линзы 
на рис. XIII.5, б.  
 Аналогично получим для луча, параллельного оси в области II, 
F21 = −F12 = −F. Величина (со знаком) D = 1/F называется оптической си-
лой линзы и измеряется в диоптриях*): 1 диоптрия = 1 м−1. Для фокуси-
рующей линзы D > 0. 
 Матрица преобразования для линзы в воздухе имеет простой вид:  

 21

1 0
.

1 1
M

F
 

=  − 
 (89.12) 

В этом случае луч, пересекающий линзу в точке, лежащей на оси линзы 
(центр линзы), не претерпевает отклонения. Действительно, если 
хII = xI = 0, то ( )II I 21 I I .x x F x x′ ′ ′= + =  Вместе с лучом, падающим на линзу 

параллельно ее оси, этот луч образует базисную пару, служащую для по-
строения изображения в тонкой линзе. Две точки А и В называются со-
пряженными, или, что то же самое, являются изображениями друг друга, 
если любой луч, проходящий через точку А, пройдет и через точку В. Яс-
но, что базисные лучи также будут пересекаться в сопряженных точках. 
Отсюда вытекает простое правило построения изображения, которое ил-
люстрирует рис. XIII.6: точка-изображение B лежит на пересечении двух 
лучей, исходящих из точки-предмета A, если первый из этих лучей прохо-
дит параллельно оси линзы и, после пересечения линзы, через фокус F 

                                                 
*) От греч. dioptriká ⎯ diá (через) + opteuö (вижу). 
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(луч UA), а второй ⎯ через центр линзы (луч UB). Из геометрических со-
отношений этого рисунка следует также  

 , ,B B A B

A A B

x z x xV
x z F z F

≡ = = −
−

 (89.13) 

откуда  

 
1 1 1

.
B Az z F

− =  (89.14) 

A

G1

UA

F F

B
G2

UB

x

z

 

Рис. XIII.6. Построение изображения в тонкой линзе 

Отметим, что координаты точек A и B определены в (89.13), (89.14) со 
знаком. Например, на рис. XIII.6 xA, zB > 0, xB, zA < 0. Точки, расстояние 
которых до линзы удовлетворяет соотношению (89.14), лежат в сопря-
женных плоскостях, ортогональных оси линзы. Плоскость, проходящая 
через фокус линзы и ортогональная ее оси, называется фокальной. Сопря-
женная ей плоскость расположена в бесконечности, а пучок параллельных 
лучей, пересекающих ось линзы под некоторым углом θ, фокусируется 
в точку фокальной плоскости xF = θF (рис. XIII.7). Величина V в (89.13) 
называется линейным увеличением линзы, а лучи, проходящие через края 
линзы или диафрагмы и ограничивающие пучок (лучи G1 и G2 на 
рис. ХIII.6), — апертурными (от лат. aperture ⎯ отверстие). Отношение 
углов раствора этих лучей будет угловым увеличением:  

 .B

A

UW
U

=  (89.15) 

 Задача XIII.2. Пользуясь матричным методом, получить формулу тонкой 
линзы (89.14).  
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Рис. XIII.7. Фокальная плоскость тонкой линзы 

 Для координат луча (х, х')А, выходящего из точки А, матрица преобразования 
из A в В является произведением трех матриц:  

 .
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Здесь слева и справа от матрицы линзы стоят матрицы свободного пространства, 
где свет распространяется прямолинейно. В результате  
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,1
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B

A
BA

BAA
A

B

x
F
z

F
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F
zzzzx

F
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
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 ++−=′

′






 −+−+






 −=
 (89.16) 

Для сопряженных точек А и В величина хB не зависит от Ax′  (луч, проходящий 

через А под любым углом к оси, проходит и через В). Поэтому коэффициент 

при Ax′  в первом уравнении равен нулю, что и дает (89.14).  

 Задача XIII.3. Определить глубину резкости объектива. Указание: если две 
плоскости z = а и z = b сопряженные, то изображение точки z = а − Δz в плоскости 
z = B считается резким, если размер этого изображения не превышает некоторой 
величины δ, определяемой разрешающей способностью фотоматериала или объ-
ектива.  
 Пусть диаметр апертурного отверстия объектива D. Тогда изображение точ-
ки (х, а − Δz) в плоскости z = b будет иметь размер, ограниченный апертурными 
лучами A'G1B' и A'G2B'. Воспользовавшись построениями, приведенными на 
рис. XIII.8, и учитывая, что сопряженные точки удовлетворяют соотноше-
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нию (89.14), найдем Δx = |x2 − x1| = DΔz′/(b + Δz′) = DbΔz/a(a − Δz). Отсюда глубина 
резкости  

 
2 2

.
a az

D b D F
δ δΔ ≈ ⋅ ≈ ⋅  (89.17) 

Последнее выражение справедливо для фотоаппаратов, где обычно a  b ≈ F. 
Отсюда и следует сравнительно большое значение глубины резкости фотообъек-
тива. Так, для типичного объектива с разрешением 50 линий/мм (δ = 0,02 мм), 
фокусным расстоянием 50 мм и относительным отверстием D/F = 1/8 глубина 
резкости для a = 3 м составляет примерно ± 0,6 м.  
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Рис. XIII.8. К определению глубины резкости объектива 

 Сферическое зеркало, как и сферическая граница, обладает   фокуси-
рующими свойствами (рис. XIII.9) и в параксиальном приближении экви-
валентно комбинации оптических элементов «плоское зеркало + тонкая 
линза». Фокусное расстояние последней равно половине радиуса кривиз-
ны зеркала. Подробнее этот вопрос рассмотрен в § 129 (задачи XXI.6, 
XXI.7). Там же показано, что сферическое зеркало является частным слу-
чаем параболического, которое фокусирует и широкие (непараксиальные) 
пучки.  

В заключение параграфа отметим, что все сказанное о линзах, огра-
ниченных сферическими поверхностями, относится и к так называемым 
цилиндрическим линзам, поверхность которых ограничена цилиндрами 
с параллельными осями. Такая линза фокусирует параллельный пучок 
лучей не в точку, а в линию, параллельную осям цилиндров, а все оптиче-
ские преобразования происходят только в плоскости, ортогональной их 
осям.  
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Рис. XIII.9. Фокус параболического зеркала 

§ 90. Толстая линза  

 Если лучи, проходя через линзу, претерпевают значительное смеще-
ние на толщине линзы, так что условие (89.7) не выполняется, линза на-
зывается толстой.  
 Матричный метод позволяет дать простое описание толстой линзы. 
Рассмотрим линзу, ограниченную сферическими поверхностями радиусов 
кривизны R1, R2 (рис. XIII.10) и находящуюся в среде с n = 1. Матрица 
преобразования такой линзы М равна произведению матриц сферических 
границ 1, 2 (89.6), в которых  

 10 1 02 2
1

, ,
1 1

nF R F R
n n

= = −
− −

 (90.1) 

и матрицы преобразования лучей из плоскости 1 в плоскость 2  
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1
.

0 1

d
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=  
 

 (90.2) 
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Здесь  

 ( ) ( )2

10 02 10 02 1 2 1 2

11 1 1 1
1 .

nn d dn
F F F F F R R n R R

− 
= + − = − − + ⋅ 

 
 (90.4) 
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Рис. XIII.10. Толстая линза 

Использование матрицы (90.3) для построения изображений, создаваемых 
толстой линзой, довольно громоздко. Однако с ее помощью можно найти 
некоторый геометрический метод построения сопряженных точек, анало-
гичный тому, который использовался выше для тонкой линзы. Для этого 
введем так называемые кардинальные точки и плоскости толстой линзы. 
Первая пара таких точек — фокусы, т. е. точки, в которых пересекаются 
лучи, падающие на линзу параллельно ее оси ( )1 0x′ = . Такой луч на вы-

ходе из линзы имеет координату и угол  

 11 11

21 12

,
0

m xx x
M

m xx
    

= =     ′     
 (90.5) 

где mαβ — элементы матрицы М. Расстояние до точки F2 от границы Q2 
линзы (см. рис. XIII.10) равно ( )2 2 11 21 .x x m m′− = −  Аналогично луч, 

идущий справа налево параллельно оси, пересечется с осью в точке F1 на 

расстоянии 1 1
11 21m m− −  от границы Q1 (

1mαβ
−  —  элемент матрицы, обратной 

матрице М).  
 Введем главные плоскости линзы. Для этого заменим реальный ход 
лучей в линзе эквивалентными траекториями: такой «эквивалентный 
луч», параллельный оси слева от линзы, проходит сквозь линзу без откло-
нения до главной плоскости Н2 (рис. XIII.11), на которой «преломляется» 
и пересекает ось в точке F2. Аналогично луч, проходящий через точку F1, 
«преломляется» на главной плоскости H1 и выходит за линзой параллель-
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но ее оси. Координату фокуса F2 относительно главной плоскости Н2 (со 
знаком) назовем фокусным расстоянием F12. Повторив проделанные выше 
вычисления для луча (x1, 0), найдем  

 1
12

2 21

1
.

xF F
x m

= − = − =
′

 (90.6) 

Таким образом, элемент m21 матрицы преобразования толстой линзы 
есть –1/F. Аналогично фокусное расстояние F21 есть  

 .
1

1
21

21 −−=
m

F  (90.7) 

F1 F2Q1 Q2H1 H2

 

Рис. XIII.11. Главные плоскости толстой линзы 

 Детерминант матрицы (90.3) равен единице, поэтому элементы пря-
мой и обратной матриц связаны простыми соотношениями  

 11 12 22 121

21 22 21 11

, .
m m m m

M M
m m m m

− −   
= =   −   

 (90.8) 

Отсюда, в частности, следует важное свойство фокусных расстояний тол-
стой линзы, находящейся в однородной внешней среде:  

 12 21 ,F F F= − =  (90.9) 

где F дано в (90.4). Таким образом, фокусные расстояния равны по абсо-
лютной величине и находятся по разные стороны от главных плоскостей. 
Расположение этих плоскостей (рис. XIII.11) можно найти тем же спосо-
бом. Расстояние до главной плоскости Н2 от границы линзы Q2 есть  

 
( ) ( )

2 11
2 12

2 21 1 2 2

1
.

1 1

x m dh F
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−
= − − = = −

′ − + −
 (90.10) 

Положение главной плоскости H1 дается выражением  
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Напомним, что радиусы R1, R2 и расстояния h1, h2 определены со знаками, 
поэтому расположение главных плоскостей зависит от формы и размеров 
линзы. В частности, при условии  

 1 2
1nR R d

n
−− <  (90.12) 

линза является фокусирующей (F > 0) и главная плоскость H1 расположе-
на справа от границы Q1 (h1 > 0), а Н2 — слева от границы Q2 (h2 < 0). Рас-
стояние между главными плоскостями  

 
( )

( )
2 1

12

2 1

1 1

1

dn n
R Rh d

dn n
R R

+ + −
−

=
+ −

−

 (90.13) 

также определено со знаком, так что при h12 < 0 расположение главных 
плоскостей «противоестественное»: главная плоскость H1 находится поза-
ди Н2, что имеет место, если R1 − R2 < (n − 1)d/n.  
 Обсуждая оптические свойства тонкой линзы, мы выяснили, что луч, 
проходящий через ее центр, не претерпевает преломления (отклонения). 
В толстой линзе таких точек нет. Однако аналогично главным плоскостям 
можно ввести две узловые точки, определив их следующим образом: если 
луч, падающий на границу 1, лежит на прямой, проходящей через узло-
вую точку N1, то за линзой он направлен вдоль прямой, параллельной 
первой и проходящей через узловую точку N2 (рис. XIII.12). Это означает, 
что для такого луча 2 1.x x′ ′=  Расстояния между узловыми точками и гра-

ницами линзы (см. рис. XIII.12)  

 1 2
1 2

1 2

, .
x xQ Q
x x

= − = −
′ ′

 (90.14) 
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Рис. XIII.12. Узловые точки толстой линзы 
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Записав матричные соотношения для координат эквивалентного луча, 
«проходящего» через узловые точки,  

 2 11 1 12 1 2 21 1 22 1 1, ,x m x m x x m x m x x′ ′ ′ ′= + = + =  

найдем  

 22 11
1 1 2 11 1 12 2

21 21

1 1
, .

m mq h q m q m h
m m
− −

= − = = − + = =  (90.15) 

В последнем соотношении использовано свойство матрицы (90.3) — ра-
венство единице ее детерминанта. Сравнивая полученные результаты 
с выражениями (90.10), (90.11), нетрудно видеть, что узловые точки лежат 
на пересечениях оси линзы с главными плоскостями. Подчеркнем, что 
этим свойством обладает линза, если она находится в среде с одинаковым 
коэффициентом преломления по обе стороны от нее.  
   Набор кардинальных плоскостей и точек линзы позволяет строить 
изображения, как это показано на рис. XIII.13: пунктиром изображены 
вспомогательные лучи, используемые для построения изображения. Эти 
лучи преломляются на главных плоскостях, проходя через фокусы F1, F2.  

F1

F2N1

H1 H2

N2

 

Рис. XIII.13. Построение изображения в толстой линзе по известным кардиналь-
ным точкам 

 Наконец, можно более определенно сформулировать понятие тонкой 
линзы: для нее расстояние между главными плоскостями (90.13) много 
меньше фокусного расстояния (90.4). Это условие имеет простой вид для 

симметричной линзы (R1 = R2): ( )1 ,d R n n −  и для резко несиммет-

ричной линзы (R2   R1 = R): ( ) ( )1 1 .d R n n n− +   

   Задача XIII.4. Найти фокусное расстояние дублета — фокусирующей 
и дефокусирующей тонких линз, отстоящих на расстоянии d друг от друга. 
 Перемножая матрицы (89.12) и (90.2) в соответствующем порядке, получим  

 1 22
1 2 1 2

1 1 1 1
; 0 при .

d d F F f
F F F F F F f

= + − = > = − =  

Такой дублет всегда фокусирует.  
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§ 91. Закон сохранения фазового объема  

 Возможны ли любые преобразования пучка света с помощью опти-
ческой системы? Можно ли, например, получить так называемые «лучи 
смерти» (заветная мечта многих несчастных изобретателей), т. е. можно 
ли сжать световой пучок до очень малых поперечных размеров и малого 
углового разброса, скажем, с помощью двух линз с разными фокусными 
расстояниями, как показано на рис. XIII.14, а? Простое геометрическое 
построение хода лучей (рис. ХШ.14, б) показывает, что (к счастью!) это 
невозможно: при сжатии светового пучка во столько же раз возрастает его 
угловая расходимость. Оказывается, что такое ограничение возможностей 
оптической системы вовсе не случайно, а является частным случаем фун-
даментального закона механики, известного под названием закона сохра-
нения фазового объема (§ 58). Поскольку распространение светового пуч-
ка в приближении геометрической оптики может быть описано с помо-
щью механических уравнений Гамильтона (§ 88), то упомянутый закон 
применим и в оптике для фазового объема пучка:  

 const.x y zdx dy dz dk dk dkΓ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  (91.1)  

Интегрирование распространяется здесь по области фазового пространст-
ва (х, у, z, kх, kу, kz), занятой световым пучком.  
 Отношение энергии пучка к его фазовому объему (91.1) (фазовая 
плотность энергии) зависит, как это устанавливается в статистической 
физике, только от эффективной температуры пучка. Поэтому в отсутствие 
потерь температура пучка остается постоянной при прохождении его че-
рез любую (прозрачную) оптическую систему и, во всяком случае, не мо-
жет быть повышена таким образом. Практически же температура пучка 
даже падает из-за неизбежных потерь энергии и рассеяния.  

F1 F2 F1 F2

( )а ( )б

 

Рис. XIII.14. Оптическая схема «сжатия» светового пучка (а) и ее реальная карти-
на (б) 
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 Выражение (91.1) можно преобразовать к более наглядному виду. 
Перейдем в пространстве векторов k к сферическим координатам с по-
лярной осью вдоль оси z (оптическая ось системы):  

 
2 2

3 2
2

,
n d dd k dkd

Vc
ω ω Ω= Ω = ⋅k   

где Ω — телесный угол, а V = dω/dk — групповая скорость. Запишем эле-
мент пространственного объема в виде d 3r = dzdS, где dS — элемент пло-
щади плоскости, перпендикулярной оптической оси (плоскость изображе-
ния или предмета). Тогда элемент фазового объема  

 
( )2 2

2

,
const.

n d dzdS d
Vc

ω ω ω
Γ = Ω =

r
 (91.2) 

В общем случае дальнейшее упрощение интеграла движения (91.2) невоз-
можно. В стационарной среде и в отсутствии дисперсии (n(ω) = const) ин-

теграл 2 constdω ω =  и (91.2) сводится к  

 ( )2 const.
dzn dS d
V

Ω = r  (91.3) 

В параксиальном приближении, т. е. когда направление вектора V близко 
к оси z, интеграл  

 const
dz
V

=  

сохраняется независимо. Действительно, для тонкого слоя пучка Δz = l 
имеем  

 
( ) 2

0,
d l l lV
dt V z V V

 
= − ≡  

 

 
 

так как ( ) ( ),V V z V l V z l= ∂ ∂ = ∂ ∂  ( l  равна разности скоростей на гра-

ницах слоя). Учитывая, что в параксиальном приближении dΩ = θdθdϕ, 
получим из (91.3)  

 2 const.n ds d dθ θ ϕ =  (91.4) 

В простейшем случае, когда пучок является аксиально-симметричным, 
его угловая расходимость θmax не зависит от r, а n зависит только от z, ин-
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теграл движения (91.4) принимает вид  

 nθmaxrmax = const, (91.5) 

где rmax(z) — радиус сечения пучка в плоскости z = const. Это соотноше-
ние носит название теоремы Лагранжа–Гельмгольца (J. L. Lagrange 
и H. F. Helmholtz). Иногда его называют также инвариантом Смита–
Гельмгольца (R. Smith). В таком виде оно было получено, по-видимому, 
независимо многими исследователями непосредственно из законов гео-
метрической оптики (задача XIII.5).  
   Задача XIII.5. Получить инвариант Лагранжа–Смита–Гельмгольца (ЛСГ) 
для сферической границы.  
 Через сферическую границу проходит пучок лучей, ограниченный апертур-
ной диафрагмой и имеющий в плоскости предмета максимальный линейный r1, 
и угловой θ1 размеры (рис. XIII.15). Из простых геометрических построений нахо-
дим связь размеров источника и изображения:  

 1 2 2 2

2 1 1 1

tg tg
.

tg tg

a r
a r

θ α
θ α

= =  (91.6) 

С другой стороны, углы α1 и α2 для лучей, проходящих через центр границы, свя-
заны между собой законом преломления:  

 n1sinα1 = n2sinα2. (91.7)  

Тогда в приближении малых углов из (91.6) и (91.7) получим (91.5), т. е.  

 n1r1θ1 =  n2r2θ2. 

n1 n2

r1 r2�1 �2�1
�2

a1 a1

 

Рис. ХIII.15. К задаче XIII.5 

 Задача XIII.6. Найти детерминант матрицы оптического преобразования для 
аксиально-симметричной системы в параксиальном приближении.  
 Из (91.4) имеем n2dxdydαxdαy = const, где αx, αy — углы луча в плоскостях  
(х, z) и (у, z) соответственно. В силу аксиальной симметрии системы и линейности 
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преобразования в параксиальном приближении движение луча в этих плоскостях 
независимо, что дает ndxdαx = const. Используя это соотношение, получим  

 2 2 1

1 1 2
Det .x

x

dx d nM
dx d n

α
α

= =  (91.8) 

 Здесь можно сделать важное замечание. Результат задачи XIII.6 получен из 
условия (91.4) ⎯ закона сохранения фазового объема. Вместе с тем, детерминанты 
матриц оптического преобразования (89.6), (89.9), (90.3) равны отношению n1/n2 
(91.8). Казалось бы, используя этот результат, можно придти к закону сохранения 
фазового объема (91.4), (91.5), не постулируя его заранее. Например, в паракси-
альном приближении фазовый объем (точнее, его проекция на плоскость r, θ) по-
сле оптического преобразования равен 

 ( ) ( )2 1
2 2 2 2 1 1 1 1 1Det .r rn dr d n M dr d n dr dθ θθ θ θΓ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = Γ    

Что же является первичным ⎯ закон сохранения фазового объема или линейность 
оптических преобразований? Ответ содержится в используемом выше подходе к 
выводу этого закона сохранения: он справедлив всегда в отсутствие потерь энер-
гии потока электромагнитного излучения, как и для частиц (§ 88), в том числе и в 
случае нелинейных оптических преобразований (наличие аберраций, приводящих 
к нелинейным деформациям фазового объема). 
 Задача XIII.7. Проверить выполнение теоремы Лагранжа–Гельмгольца 
в приведенном выше «парадоксе» (рис. XIII.14).  
Указание: ограничиться параксиальным приближением (91.5) и «прямоугольным» 
распределением плотности пучка на входе в оптическую систему (рис. ХШ.16).  

1

4

2

3

r

4* 3*

1* 2*

� �*

r*

( )а ( )б

 

Рис. ХШ.16. Исходный (а) и преобразованный (б) фазовые объемы при прохожде-
нии светового потока через оптическую систему из двух линз с совмещенными 
фокусами (рис. ХIII.14, а); показан случай F1 = 2F2 

 В рассматриваемой системе из двух линз их фокусы совмещены, т. е. рас-
стояние между плоскостями линз d = F1 + F2. Поэтому матрица преобразования, 
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аналогичная (90.3), имеет вид 

 

1 2
1

1

1 2

2

1

0 1

F F F F
F

M
F F

F

+ − + 
 =
 +− 
 

. 

Точки 1–4 фазового объема на входе в систему переходят в соответствующие точ-
ки на выходе системы: 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2
0 0 0 1 2 0 0

1 2

1 2 1 2
0 0 0 1 2 0 0

1 2
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F F F Fr r F F
F F

F F F Fr r F F
F F

θ θ θ

θ θ θ

    + += ±  ± − ⋅ + + ⋅ − ⋅         
    + += −  − ⋅ − + ⋅ − − ⋅         

 

 

Площадь преобразованного фазового объема равна 

 ( ) ( ) ( )2 4 2 3 1 4 3 1
1 1

,
2 2

r r r r r rε θ θ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = − − − − − ⋅ −  
  

что после подстановки значений ,i kr θ∗ ∗  и несложных преобразований дает 

 0 0 04 .rε α ε∗ = ≡  

Подчеркнем, что проделанный вывод справедлив при любом соотношении F1 и F2, 
но при d = F1 + F2. 
 Задача XIII.8. Световой поток с распределением плотности в пространстве 
(r, θ), показанном на рис. ХШ.16, а, проходит через тонкую линзу. Найти размер 
светового пятна и фазовый объем потока в фокальной плоскости линзы. 
 Матрица преобразования потока от входной плоскости линзы в фокальную 
равна произведению двух матриц — 

 
1 0 0

1
,1 1

0 1 1 1

FF
M

F F

       = =    − −       

 

что дает координаты луча в фокальной плоскости линзы  

 0
0 0, .F F

rr F
F

θ α θ= ⋅ = − +  

Таким образом, размер светового пятна в фокальной плоскости определяется уг-
ловым разбросом потока: 

 
( ) max

0max
.Fr F θ= ⋅
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Фазовый объем в фокальной плоскости вычислим аналогично предыдущей задаче:  

 

0
0 0

0
0 0

1, 2 , ,

3, 4 , .

rF
F

rF
F

θ θ

θ θ

 = ± + 
 
 = − − 
 


 

Теперь  

 ( ) ( ) ( )1 4 1 3 1 4 2 3 0 0 0
1 1

.
2 2

r r rε θ θ θ θ θ θ θ ε∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = − − − − − − = =  
 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XIV  

ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

§ 92. Интерференция и когерентность 

 При суперпозиции электромагнитных полей, в частности волн, воз-
никает важное физическое явление — интерференция полей (волн). Рас-
смотрим, например, наложение полей Е1, В1 и Е2, В2. Согласно принципу 
суперпозиции, результирующее поле равно сумме составляющих полей:  

 E = Е1 + Е2,     B = B1 + B2. (92.1) 

Однако, как правило, необходимо знать не только напряженность поля, но 
и плотность энергии или поток энергии поля. Так как последние зависят 
от напряженностей квадратично, то никакого принципа суперпозиции для 
энергии поля не существует. Плотность w и поток энергии S результи-
рующего поля можно записать в виде  

 w = w1 + w2 + w12,      S = S1 + S2 + S12, (92.2) 

где w1, 2 — плотности энергии составляющих полей, S1, 2 — их векторы 
Пойнтинга. Величины  

 
( ) ( )( )

( )

12 1 2 1 2

12 1 2 2 1

1
, , ,

4

4

w

c

ε μ
π

π

= +

= × + ×

E E H H

S E H E H

 (92.3) 

носят название интерференционных членов. Они как раз и характеризуют 
разницу между энергией результирующего поля и составляющих его полей. 
В том случае, когда интерференционный член не равен нулю, говорят, что 
составляющие поля (волны) интерферируют друг с другом, т. е. «мешают» 
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друг другу (от англ. to interfere — мешать, вредить). В зависимости от вза-
имной ориентации и величины векторов Еn, Вn поля могут как усиливать, 
так и гасить друг друга. Например, две параллельные плоские волны одина-
ковой поляризации и интенсивности усиливают друг друга: w = 4w1 = 4w2, 
w12 = 2w1. Если же их поляризации противоположны (Е1 = −Е2), то они гасят 
друг друга: w = 0, w12 = −2w1. При взаимно ортогональной поляризации 
((Е1, Е2) = 0) интерференция отсутствует: w = w1 + w2, w12 = 0.  
 Интерференция света впервые была объяснена в 1802 г. английским 
физиком Юнгом (T. Young, 1773−1829 гг.), что послужило серьезным аргу-
ментом в пользу волновой теории света. Основоположником этой теории 
считается французский математик Декарт (R. Descartes, 1596−1650 гг.)*). 
Свое последующее развитие теория получила в трудах французских фи-
зиков Гюйгенса (C. Huygens, 1629−1695 гг.) и Френеля (O. J. Fresnel, 
1788−1827 гг.) — последователя Юнга. Однако Ньютон (I. Newton, 
1643−1727 гг.) предложил корпускулярную теорию света и дал на ее ос-
нове описание многих известных оптических явлений. Более чем двухсот-
летняя «война» между волновой и корпускулярной теориями света закон-
чилась миром после того, как квантовая механика объяснила «дуализм» 
электромагнитной волны.  
 Рассмотрим вначале простейший случай интерференции двух волн 
одинаковой круговой поляризации, распространяющихся под малым уг-
лом друг к другу (k1 и k2 почти параллельны). Представив поля в ком-
плексной форме и, используя (87.12), из (92.3) получим  

 

( ) ( )

( ) ( )

12 1 2 1 2

12 1 2 1 2

Re Re ,
2 2

Re Re .
2 2

w E E H H

c cS E E H H

ε μ
π π

ε μ
π μ π ε

∗ ∗

∗ ∗

= =

= =
 (92.4) 

 При наблюдении (действии) волны всегда происходит усреднение по 
некоторому интервалу времени τ0 — так называемому разрешающему време-
ни измерительного прибора, которое обычно много больше периода волны. 
Примером такого прибора может служить глаз, для него τ0 ∼ 0,05 с. В даль-
нейшем мы будем иметь дело со средней интенсивностью волны  

 ( ) ( )
0

0

1
, , .

t

t

I t S t dt S
τ

τ

+

′ ′= ≡r r  (92.5) 

                                                 
*) В литературе использовалась латинизированная версия его имени ⎯ Картезий (Cartesius), 
отсюда название направления в философии и естествознании ⎯ картезианство. 



Интерференция электромагнитных волн 

 

35

 Поле произвольной поляризации всегда можно представить как су-
перпозицию двух круговых поляризаций (§ 69), которые не интерфериру-
ют из-за усреднения по времени (92.5). Поэтому для произвольной поля-
ризации сохраняются приведенные выше формулы, которые мы и будем 
использовать далее.  
 В простейшем случае интерференции двух плоских монохроматиче-
ских волн одинаковой частоты E(r, t) = E0exp {i (kr − ωt + ϕ)} интерфе-
ренционный член  

 12 01 02 cos ,
2

cI E E ϕ
π

= Δ  (92.6) 

где Δϕ = ϕ1 − ϕ2 — не зависящая от времени разность фаз двух волн. Бо-
лее общей для обычных источников теплового типа является ситуация, 
когда какой-либо из параметров волны случайно зависит от времени 
(§ 80). Пусть для определенности фаза меняется стохастически. Тогда 
значения полей в точке наблюдения можно выразить через значения Es 
полей на источнике, находящемся в точке rs. Для плоских волн это соот-
ношение можно привести к виду  
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В результате  

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
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= − Δ ⋅ − Δ =

′ ′ ′= +
 (92.7) 

где τ = Δts1 −Δts2. Таким образом, интерференционный член выражается 
через функцию корреляции двух источников (80.3). Такие источники, 
функция корреляции которых отлична от нуля на конечном интервале τ, 
называются когерентными (от английского coherent — согласованный, 
сцепленный). При наложении волн от таких источников может возник-
нуть интерференционная картина (см. ниже). С другой стороны, два неза-
висимых, или некогерентных, источника, функция корреляции которых 
для любых τ равна нулю, интерференционной картины не образуют. Ко-
личественно когерентность характеризуют безразмерной комплексной 
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величиной  

 ( ) ( ) ( )
0

12 1 2
0 1 2

1
,

2

t

s s
t

c E t E t dt
I I

τ τ

τ

γ τ τ
πτ

+ +
∗

+

′ ′ ′= ⋅ ⋅ +  (92.8) 

которая называется степенью когерентности двух источников. Эта вели-
чина, как мы увидим ниже, и определяет качество интерференционной 
картины.  
 Рассмотрим простейшую интерференционную схему: два нитевид-
ных источника, вытянутых перпендикулярно плоскости рисунка, освеща-
ют экран (рис. XIV.1), на котором наблюдается картина интерференции. 
Это упрощенный вариант так называемой схемы Юнга. Будем считать, 
что размеры источников и экрана вдоль оси у, перпендикулярной плоско-
сти рисунка, много больше размеров схемы a, L, так что от координаты y  

зависимость отсутствует. Ограничимся случаем а/L  1 и примем, что оба 
источника строго монохроматические, а частоты их излучения одинаковы. 
Тогда интенсивность волны на экране как функция координаты х описы-
вается соотношениями  
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Рис. XIV.1. Интерференция волн от двух нитевидных источников (схема Юнга) 

Вид функции I(х) приведен на рис. XIV.2. Качество интерференционной 
картины зависит от разности минимальной и максимальной интенсивно-
сти (освещенности), иными словами — от контрастности интерференци-
онной картины, которую характеризуют величиной, называемой видно-
стью. В рассмотренном примере (92.9) видность не меняется вдоль эк-
рана:  

 .1
2

21

21 ≤
+

=
II
II

V  (92.10) 
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5

3

1

–40 40  

Рис. XIV.2. Распределение интенсивности в области интерференции волн от двух 
нитевидных монохроматических источников  

В частности, максимальная видность Vmax = 1 будет при одинаковой ин-
тенсивности источников I1 = I2. В общем случае, представив степень коге-
рентности источников (92.8) в виде  

 ( )
12 12 e ,iϕ τγ γ=  (92.11) 

найдем из (92.8), (92.11)  

 ( ) ( )12 1 2 12 cos ,I I I γ τ ϕ τ=  (92.13) 

 ( ) ( )1 2
12

1 2

2
.

I I
V

I I
τ γ τ=

+
 (92.14) 

 Если источники некогерентны, т. е. их излучение никак взаимно не 
согласовано, степень их когерентности равна нулю, и соответственно от-
сутствует интерференционная картина при наложении волн от таких ис-
точников. Эта ситуация фактически имеет место для подавляющего 
большинства источников, если не приняты специальные меры для «при-
вязки фазы» излучаемых ими волн. Случайные колебания разности фаз 
и приводят к тому, что интерференционный член обращается в нуль. Ис-
ключение составляют квантовые генераторы электромагнитного излуче-
ния ⎯ лазеры и мазеры, излучение которых когерентно практически во 
всем объеме потока излучения (см. также замечание к формулам (93.6)–
(93.8) в следующем параграфе). 
 Для реализации интерференционных схем обычно используют опор-
ный источник, излучение которого делят на части, сводя затем разделен-
ные волны в область, где нужно наблюдать их интерференцию. Историче-
ски первая такая схема была осуществлена Юнгом (рис. XIV.3). При ос-
вещении экрана с двумя щелями линейным (нитевидным) монохромати-



Глава 14 

 

38

ческим источником на экране возникает картина, состоящая из чередую-
щихся светлых и темных полос в соответствии с (92.9) и рис. XIV.2. Схе-
ма Юнга позволяет описать основные особенности всех двухлучевых ин-
терференционных схем. Максимумы интенсивности, согласно (92.9), на-
ходятся в точках  

 ( ) 2 , , 0, 1, 2, ,m m m
Lx m x m m
a

ϕ ϕ π λ≡ = = =   (92.15) 

где а — расстояние между щелями. Таким образом, характерная величина 
периода интерференционной картины в L/а раз больше длины волны. 
Именно благодаря этому обстоятельству интерференционную картину 
света можно наблюдать невооруженным глазом. Номер максимума m 
принято называть порядком интерференции.  

S1

S2
L

S0

l x1( )

l x2( )

x

 

Рис. XIV.3. Интерференционная схема Юнга 

 Задача XIV.1. Найти видность интерференционной картины для схемы Юн-
га в случае, когда экран дополнительно освещается некогерентным фоновым по-
током интенсивности Iф  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )max ф min ф 1 2

12
1 2 фmax ф min ф

2
.

2

I I I I I I
V x

I I II I I I
γ τ

+ − +
= =

+ ++ + +
 (92.16) 

Таким образом, внешнее дополнительное освещение снижает видность интерфе-
ренционной картины. 

§ 93. Область когерентности протяженного источника  

 Рассмотрим влияние размеров опорного источника на видность ин-
терференционной картины. Оказывается, увеличение размеров источника 
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приводит к снижению видности интерференционной картины. Рассмот-
рим этот эффект на примере схемы Юнга.  
 Пусть опорный источник имеет размер as (рис. XIV.4). В типичном 
случае теплового источника элементы dξ можно рассматривать как неза-
висимые (некогерентные) источники, каждый из которых образует 
в точке х экрана, согласно (92.9), интерференционную картину:  
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Рис. XIV.4. К расчету интерференционной картины от протяженного источника 

Примем для простоты поток энергии с единицы площади источника по-
стоянным вдоль его поверхности. Тогда dI1 = I1dξ/as, dI2 = I2dξ/as. Подста-
вив эти выражения в (93.1) и проинтегрировав по координате ξ, найдем  

 ( ) ( )1 2 1 2
sin

2 cos , , .
2

s

s

a xI x I I I I ka x ka
L L

α ϕ α ϕ
α

= + + = =  (93.2) 

Видность интерференционной картины теперь является функцией размера 
источника:  

 ( ) 1 2

1 2

2 sin
.

I I
V

I I
αα

α
=

+
 (93.3) 

Отметим, что, как и в случае линейного монохроматического источника, 
видность не зависит от координаты точки наблюдений х, но по мере уве-
личения размера источника немонотонно убывает.  
 В более общем случае, когда яркость источника не постоянна по его 
площади, видность интерференционной картины как функция парамет-
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ра а — расстояния между щелями пропорциональна модулю фурье-образа 
функции яркости (задача XIV.2).  
 Задача XIV.2. Получить выражение для видности интерференционной кар-
тины в случае протяженного источника, яркость которого есть известная функция 
координаты ξ.  
 Элемент поверхности источника dξ создает на экране в точке х волну, интен-
сивность которой можно представить в виде: dI1 = κ1j(ξ)dξ,  dI2 = κ2j(ξ)dξ. Здесь 
j(ξ) — яркостная функция источника, индексы 1 и 2 обозначают величины, отно-
сящиеся к волнам, прошедшим через щели S1, S2 (рис. XIV.4), κ1, κ2 — коэффици-
енты пропорциональности, зависящие от пропускной способности щелей. Подста-
вив эти выражения в (93.1) и интегрируя по ξ, найдем:  

 

( )

( )

( )

( ) ( )( )

2

1, 2 1, 2

2

2

12 1 2

2

2

1 2

2

2

1 2

2

,

2 cos

2 Re e e

2 e cos ,

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

a

a

a

sa

a
ika Likax L

a

a
ika L

j
a

I j d

xI j ka d
L L

j d

j d x

ξ

ξ

κ ξ ξ

ξκ κ ξ ξ

κ κ ξ ξ

κ κ ξ ξ ϕ ϕ

−

−

−

−

=

  
= + =  

   

 
 = = 
 
 

= +









 (93.4) 

где ϕ j — фаза комплексного фурье-образа функции j(ξ), α и ϕ(x) определены 
в (93.2). Таким образом, видность интерференционной картины  
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 Выражение (93.3) содержит модуль фурье-образа прямоугольного импуль-
са (78.3), что и соответствует случаю постоянной яркости. Соотношение (93.5) 
используется в астрономии и радиоастрономии для интерференционных измере-
ний распределения яркости по площади астрономических объектов (§ 130). 
  Пользуясь выражениями для видности интерференционной карти-
ны (93.3), (93.5), можно ввести важное понятие области когерентности про-
тяженного источника. Действительно, видность интерференционной карти-



Интерференция электромагнитных волн 

 

41

ны порядка единицы в области  

 
, или .

s s

a
L a

λα π≤ ≤
 (93.6) 

Это соотношение имеет важный физический смысл: угол, внутри которо-
го источник излучает «когерентно»,  

 coh ~ .
s s

a
L a

λθ ≤  (93.7) 

Это и есть угловая область когерентности протяженного источника.  
 Размеры щелей S1, S2 также влияют на интерференционную картину, 
что связано с явлением дифракции и будет рассмотрено в следующей главе.  
 Часто соотношение (93.7) представляют в несколько ином виде: если 
задать угловой размер источника θcoh = as/Ls, то acoh — размер области 
волнового фронта, в которой волна когерентна, составляет  

 coh .sa λ θ≤  (93.8) 

Это выражение удобно использовать при «конструировании» различных 
интерференционных схем.  
 Соотношения (93.6)−(93.8) не распространяются, как уже сказано 
в предыдущем параграфе, на важный класс источников — так называемые 
квантовые генераторы, которые являются источниками когерентного 
излучения. В них отдельные элементы уже нельзя считать независимыми 
излучателями. В оптическом диапазоне это оптические квантовые генера-
торы (ОКГ), или лазеры, в диапазоне СВЧ — квантовые генераторы, или 
мазеры. Излучение таких источников когерентно в любой точке волново-
го потока, что связано с особенностями генерации ими электромагнитных 
волн (глава XXIV). 
 Задача XIV.3. Оценить область когерентности солнечного света.  
 Угловой размер Солнца с Земли θs ∼ 10−2 рад. Для видимой части спектра 
(λ ∼ 5 ⋅ 103 Å) получим  

 acoh ∼ 5 ⋅ 10−5/10−2 = 0,005 мм. 

§ 94. Интерференция немонохроматических волн  

 Рассмотрим теперь, как влияет на интерференционную картину не-
монохроматичность опорного источника. По-прежнему обсуждение будем 
вести на примере схемы Юнга. Упрощенное описание влияния немоно-
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хроматичности источника можно дать аналогично тому, как это делалось 
в § 93 для протяженного источника. Представим точечный немонохрома-
тический источник в виде суперпозиции монохроматических, каждый из 
которых дает вклад в освещенность экрана в точке х:  

 

( )

.cos2

,,

2112

1221

L
kax

dk
dI

dk
dI

dk
dI

dk
dk

dIdk
dk
dIdk

dk
dIxkdI

⋅=

++=
 (94.1) 

Вначале ограничимся случаем источника, спектральная функция которого 
постоянна в интервале Δk. Тогда  

 ( )

( ) ( )

1, 2
1, 2

2
1 2

12 1 2

2

,

2 sin
cos 2 cos ,

, .
2 2

kk

kk

dI
I k

dk

I I kaxI dk I I x
k L

kax x kx ka x
L L k

ηϕ
η

ϕ η ϕ

Δ+

Δ−

= Δ

= =
Δ

Δ= = Δ =

  (94.2) 

Распределение интенсивности на экране показано на рис. XIV.5. Видность 
интерференционной картины в этом случае есть функция координаты 
точки наблюдения:  
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Рис. XIV.5. Распределение интенсивности в области интерференции для случая 
немонохроматического опорного источника: I1/I2 = 2; (а) — Δk/k = 0,025, (б) — 
Δk/k = 0,25  
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 Задача XIV.4. Получить видность интерференционной картины в схеме Юн-
га, если задана спектральная функция опорного источника.  
 Пусть волновой поток, проходящий через щель S1 (рис. XIV.3), создает 
в точке х экрана поле (80.4) и  

 ( ) ( )11 0
1 , e ,

2
i kl tE x t F dω

ω
κ τ

ω
π

∞
−

−∞

=   

где Fω — спектральная функция источника, κ1 — коэффициент пропорционально-
сти, зависящий от размеров схемы, τ0 ⎯ интервал усреднения (см. (92.5)), 
ωτ0  1. Соответственно интенсивность этого потока  
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Аналогичные выражения имеют место для щели S2 (параметры κ2, l2). Интерфе-
ренционный член получим согласно (92.7):  
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где ϕ F (x) — фаза комплексного выражения, заключенного в фигурные скобки. Ее 
конкретное значение для определения функции видности знать не нужно. Вид-
ность  
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Таким образом, функция видности пропорциональна фурье-образу спектра мощ-
ности источника (80.5). В частном случае Fk = const в интервале Δk получаем ре-
зультат (94.3).  

Размер интерференционной картины на экране для немонохромати-
ческого опорного источника определяется областью значений парамет-
ра η, где функция видности порядка единицы. Соотношение (94.3) позво-
ляет дать простую оценку размера картины:  

 , или , или .
x k m
L k a

λ λη π
λ

Δ ≤ ≤ ⋅ ≤
Δ Δ

 (94.7) 
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Этот результат можно получить из простой физической картины. Если 
источник испускает волны в полосе частот Δω, то длительность волновых 
пакетов в соответствии с соотношением неопределенности есть Δt ∼ π/Δω. 
Ясно, что при l1 − l2 > c ⋅ Δt волновые потоки, проходящие через щели S1 
и S2 и соответствующие одному и тому же пакету, в точке х не встречают-
ся и, стало быть, не образуют интерференционной картины. Поэтому ус-
ловие интерференции  

 ~
l xa t

c cL
π
ω

Δ ≈ < Δ
Δ

 (94.8) 

соответствует (94.7). Теперь можно ввести продольный размер области 
когерентности источника, или длину корреляции волны  

 к ~ ~ .
cl c t π
ω

Δ
Δ

 (94.9) 

В совокупности с (93.6)−(93.8) это соотношение полностью определяет 
размеры области когерентности волны, испускаемой немонохроматиче-
ским источником конечных размеров.  
 Задача XIV.5. Найти распределение интенсивности в интерференционной 
картине, если схема Юнга освещается опорным источником, спектр которого со-
стоит из двух близких линий ω0 и ω0 + Δω, Δω/ω0 1. 

 В этом случае ( ) ( )( )2 2
0 0 0 ,F Fω δ ω ω δ ω ω ω= − + − − Δ  и из (94.5) получили  
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Таким образом, интерференционная картина, как и в случае монохроматического 
источника, состоит из чередующихся светлых и темных линий с периодом 2πL/k0a, 
но теперь интенсивность линий промодулирована медленной функцией с пе-
риодом (2πL/k0a) (ω0/Δω). Видность такой картины есть функция координаты х:  
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k xaV x
L

ω
ω

 Δ= ⋅ 
 

 (94.11) 

   Результат, полученный в задаче XIV.5, позволяет найти так называе-
мую спектральную разрешающую способность схемы Юнга: какую ми-
нимальную разность частот Δω можно зарегистрировать с помощью этой 
схемы. Измеряя интенсивность линий и регистрируя тем самым видность 
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интерференционной картины V(x), мы можем измерить период функ-
ции V(x)  

 
2

V
Lx

a k
πΔ =
⋅ Δ

 (94.12) 

и определить тем самым разность Δk или Δω. Максимальное разрешение 
(минимально измеряемое Δk) достигается, когда на всей интерференцион-
ной картине умещается один полупериод функции V(х). Если m — номер 
крайнего максимума интерференционной картины, то полупериод V(x) 
есть  
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Отсюда находим Δkmin и спектральное разрешение схемы Юнга:  
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§ 95. Двухлучевая интерферометрия  

   Схема Юнга является, конечно, далеко не единственной возможно-
стью осуществления интерференции волн, испускаемых каким-либо 
опорным источником. В двухлучевых интерференционных схемах (ин-
терферометрах) деление потока от опорного источника на две части 
производится одним из двух способов: 1) деление фронта волны, 2) деле-
ние амплитуды (интенсивности) волны. Ниже оба способа мы проиллюст-
рируем на конкретных схемах.  
 Все применения интерферометров основаны на измерении малой разно-
сти хода интерферирующих световых потоков. Если, например, каким-либо 
способом увеличить путь l1 в схеме Юнга (рис. XIV.3) на величину δl (на-
пример, сместить щель S1), то положение максимума номер m, согласно 
(92.9), (92.15), сместится на экране на Δхm, что соответствует изменению фазы 
ϕ(x) в (92.9) на Δϕ = k ⋅ δl = kaΔxm/L. Таким образом, смещение максимума 

m
Lx l
a

δΔ =  значительно превосходит величину δl (L/a   l).  

 Типичным является применение двухлучевых интерферометров для  
⎯ измерения оптической плотности среды;  
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⎯ регистрации изменений во времени оптической плотности среды 
(распространения волн в газах, плазме и т. п.);  

⎯ измерения малых перемещений тел или их частей (механическая 
деформация, вибрация);  

⎯ измерения малых угловых размеров источников электромагнитного 
излучения.  

 Ниже при описании трех конкретных схем интерферометров мы об-
судим их использование для различных измерений.  
 Интерферометр Рэлея (J. W. Rayleigh, 1842–1919 гг.) является, по су-
ществу, «техническим оформлением» принципа схемы Юнга (рис. XIV.6). 
Параллельный пучок световых лучей формируется линзой L1, в фокусе 
которой расположен точечный источник S0. Экран с двумя тонкими ще-
лями S1 и S2 вырезает из светового пучка два потока, которые сводятся на 
экране, расположенном в фокальной плоскости линзы L2. Таким образом, 
здесь используется способ деления фронта. Из щелей S1, 2 выходят расхо-
дящиеся световые потоки. Как мы знаем, такой поток можно представить 
в виде суперпозиции плоских волн, распространяющихся вдоль всевоз-
можных направлений или лучей в интервале углов −π/2 ≤ θ ≤ π/2. Два лу-
ча, соответствующие одному и тому же значению θ, пересекутся на экра-
не в точке x = θF (θ  1). Разность путей, пройденных волной вдоль луча, 
есть (рис. XIV.7) Δl = θа, где а — расстояние между щелями. На экране 
возникает интерференционная картина, периодичность которой в соот-
ветствии с (92.9) определяется параметром  

 ( ) , .mx k l ka kax F x m F aϕ θ λ= ⋅Δ = = =  (95.1) 

Таким образом, фокусное расстояние F линзы L2 в интерферометре Рэлея 
играет ту же роль, что и расстояние между экранами в схеме Юнга. 

 

Рис. XIV.6. Схема интерферометра Рэлея 

 Интерферометр Рэлея обычно используется для относительных из-
мерений оптической плотности прозрачной среды. Для этого на пути лу-
чей помещаются две кюветы (K1 и K2), одна из которых содержит иссле-
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дуемое, а вторая — эталонное вещество. Если показатель преломления ве-
щества n, то вносимая дополнительная разность пути есть (n − 1)lk, где lk — 
длина образца (кюветы). Тогда при различии в показателях преломления 
эталона и образца Δn интерференционная картина сдвигается на экране на 
величину Δх:  
 , ,k kk n l ka x F x nl F aϕ = Δ = Δ Δ = Δ  (95.2) 

измерив которую можно найти Δn. Чаще применяют «нулевой метод», 
компенсируя вносимую образцом разность хода, например с помощью 
оптического клина.  
 Интерферометр Майкелъсона (A. A. Michelson, 1852–1931 гг.) сыг-
рал, как известно, в физике особую роль. Его автор, американский физик 
польского происхождения, совместно с Морли (E. W. Morley, 1838–
1923 гг.) поставил знаменитые опыты по измерению скорости увлечения 
«эфира» (1885−1889 гг.), послужившие в свое время экспериментальным 
основанием теории относительности. Интерферометр (рис. XIV.8) состоит 
из двух зеркал М1, М2 и полупрозрачного зеркала M0. Линза L1 формирует 
поток света от опорного источника S0, линза L2 сводит интерферирующие 
пучки на экране х. Этот интерферометр работает по принципу деления 
амплитуды волны, для чего используется полупрозрачное зеркало М0, 
разводящее световые пучки на зеркала M1 и М2. Отразившись от этих зер-
кал, световые пучки вновь попадают на полупрозрачное зеркало М0 и, еще 
раз поделившись, проходят к линзе L2, которая сводит их на экране х. 
Пластинка Р служит для компенсации разности фаз, которая вносится на 
пути к зеркалу М1 при прохождении светом стеклянной пластинки 

a

�

�

�l

 

Рис. XIV.7. Возникновение разности хода интерферирующих лучей 
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зеркала M0. Лучи 1 проходят ее дважды, тогда как лучи 2 — только один 
раз. Если выполнить интерферометр Майкельсона в том виде, как это по-
казано на рис. XIV.8, то на экране х получится не интерференционная 
картина, а точка, яркость которой зависит от разности плеч l1 и l2. Для 
получения интерференционной картины используют один из двух воз-
можных режимов работы интерферометра, которые называются: 1) поло-
сы (линии) равной толщины, 2) полосы (линии) равного наклона. Такая 
классификация применима для всех интерференционных схем и прибо-
ров. Как ясно будет дальше, интерферометр Рэлея относится к классу 
приборов, работающих в режиме полос равного наклона.  
 Полосы равной толщины. В этом режиме интерференционная картина 
создается за счет поворота на малый угол одного из зеркал, например M1, 
вокруг оси, перпендикулярной рисунку (рис. XIV.9). Точечный источник S0 
помещают в фокусе линзы L1, так что интерферометр освещается парал-
лельным пучком света. Линзу L2 размещают так, чтобы на экране х возник-
ло изображение зеркала М1. Эквивалентная схема  интерферометра в режи-
ме полос равной толщины показана на рис. XIV.10. Здесь оба зеркала M1 
и М2 «сведены» на общую ось, а источник, полупрозрачное зеркало и ком-
пенсирующая пластинка не показаны. Луч 0, идущий от источника парал-
лельно оси, отражается от поверхностей зеркал — лучи 1 и 2. Так как лин-
за L2 создает на экране х изображение точки Q, то на пути от Q до Р раз-
ность фаз между лучами 1 и 2 не вносится (иначе вместо фотографий мы 
получали бы интерференционные картины!). Поэтому единственным ис-
точником разности фаз двух лучей является зазор между зеркалами d(x'):  

 ( ) ( ) ( ) ,x kd x k l xϕ θ′ ′= = Δ +  (95.3) 
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Рис. XIV.8. Схема интерферометра Майкельсона 
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Рис. XIV.9. Схема интерферометра Майкельсона в режиме полос равной толщины. 1, 
2 — интерферирующие лучи. Линза переносит на экран x изображение зеркала M1  

где Δl = l1 − l2 — разность плеч интерферометра вдоль лучей, распростра-
няющихся вдоль его осей (x′ = 0). Остальные обозначения см. на 
рис. XIV.9, XIV.10. Распределение интенсивности на экране, как и в слу-
чае схемы Юнга,  

 ( ) ( )1 2 1 22 cos ,I x I I I I xϕ= + +  (95.4) 

если источник S0 — точечный и монохроматический. На рис. XIV.11 по-
казана интерференционная картина, получаемая в режиме полос равной 
толщины при освещении интерферометра Майкельсона светом ртутной 
лампы.  

 

Рис. XIV.10. Эквивалентная схема интерферометра Майкельсона в режиме полос 
равной толщины: 1, 2 — интерферирующие лучи 
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Рис. XIV.11. Интерференционная картина, полученная в режиме полос равной 
толщины. Источник — ртутная лампа (λ = 0,5461 мкм) 

 Интерференционная картина, возникающая на экране x, налагается 
там на изображение зеркала M1 — именно так «сфокусирована» линза L2. 
Поэтому говорят, что в режиме полос равной толщины интерференцион-
ная картина локализована на поверхности зеркала М1. Вопрос локализации 
интерференционной картины имеет очень важное значение для примене-
ний интерферометра. При локализации интерференционной картины на 
поверхности исследуемого объекта облегчается ее расшифровка.  
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1
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Рис. XIV.12. Схема интерферометра Майкельсона в режиме полос равного накло-
на (точечный опорный источник) 

 Полосы равного наклона. Интерферометр освещается непараллель-
ным пучком света (рис. XIV.12), а экран x расположен в фокальной плос-
кости линзы L2. Луч, выходящий из источника под углом θ к оси прибора, 
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делится на два луча, которые собираются на экране в одной и той же точ-
ке. Эквивалентная схема интерферометра в этом режиме показана на 
рис. XIV.13. Разность хода, возникающая при разности плеч Δl = l2 − l1, 
есть (рис. XIV.13, б)  

 ( )2
sin 2 tg 2 cos .

cos

lAB BC AD l lθ θ θ
θ

Δ+ − = − Δ = Δ  (95.5) 
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Рис. XIV. 13. Эквивалентная схема интерферометра Майкельсона в режиме полос 
равного наклона (а) при протяженном опорном источнике. Рисунок (б) поясняет 
расчет разности хода: 1, 2 — интерферирующие лучи 

Тогда разность фаз двух лучей  

 ( )
2

2 cos 2 1 ,
2

x k l k l θϕ θ
 

= ⋅ Δ ≈ Δ +  
 

 (95.6) 

а распределение интенсивности, как и прежде, дается соотношени-
ем (95.4). Если поток лучей из источника аксиально-симметричный, то 
интерференционная картина на экране представляет собой чередующиеся 
светлые и темные концентрические окружности, радиус которых r = θF 
(рис. XIV.14).  

 

Рис. XIV.14. Интерференционная картина, полученная в режиме полос равного 
наклона. Источник — ртутная лампа (λ = 0,5461 мкм) 
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 Задача XIV.6. Найти расстояние между полосами максимальной интенсив-
ности в интерференционной картине, возникающей при работе интерферометра 
Майкельсона в режиме полос равного наклона.  
 Из условия максимума интенсивности ϕ (θm) = 2πm находим 

2 1 2 1 .
2m

m m
k l l

π λθ    ≈ − = −   Δ Δ   
 Расстояние между m-м и (m + 1)-м максимумами 

Δrm = F(θm+1 − θm). В частности, порядок максимума в центре интерференционной 
картины m0 = 2Δl/λ.  
 В режиме полос равного наклона интерференционная картина лока-
лизована в бесконечности, так как на экране собираются лучи, идущие 
справа от линзы L2 параллельно.  
 Опорный источник S0 при работе интерферометра в режиме полос 
равного наклона представляет собой точечный источник, расположенный 
между линзой L1 и ее фокусом. В этом случае за линзой возникает расхо-
дящийся поток света. Второй вариант получения такого потока — исполь-
зование протяженного источника, как показано на рис. XIV.13.  
 Интерферометр Рождественского−Маха−Цандера (L. Mach*), 1892 г. 
и L. Zehnder, 1893 г.) независимо предложен тремя авторами. Одним из 
них был профессор Ленинградского университета Д. С. Рождественский 
(1876–1940 гг.), работы которого, посвященные исследованию аномаль-
ной дисперсии показателей преломления различных веществ, выполнен-
ные в 20−30-х гг., сыграли важную роль в развитии атомной физики 
и спектроскопии. Именно для этих исследований Рождественский и раз-
работал этот прибор.  
 Интерферометр (рис. XIV.15) также работает по принципу деления 
амплитуды волны. В нем используются два непрозрачных (M2 и M4) и два 
полупрозрачных (M1 и М3) зеркала. Интерферометр освещается парал-
лельным пучком света, а наклон одного из зеркал (М2 или М3) на угол, 
отличный от 45°, и образует «клин», на котором формируется интерфе-
ренционная картина. Однако в отличие от интерферометра Майкельсона 
здесь этот наклон можно выбрать таким, чтобы при продолжении интер-
ферирующие лучи пересекались на поверхности исследуемого объекта 
(или в заданном его сечении). Эквивалентная схема интерферометра 
в значительной мере аналогична приведенной на рис. XIV.10. Фокусируя 
объектив L2 на избранный слой исследуемого объекта (на рис. XIV.15 — 
плоскость, в которой лежит точка 0), мы тем самым локализуем интерфе-
ренционную картину на этом слое. В результате на экране x возникает 
изображение объекта с наложенной на него интерференционной карти-

                                                 
*) Людвиг Мах ⎯ сын известного австрийского физика и философа Эрнста Маха (1836–
1916 гг.). 
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ной, что представляет значительные удобства при расшифровке интерфе-
рограмм.  

 

Рис. XIV.15. Схема интерферометра Рождественского−Маха−Цандера в режиме 
полос равной толщины  

   Интерферометры Майкельсона и Рождественского−Маха−Цандера 
находят применение в экспериментальном изучении различных волновых 
процессов в газовых средах и плазме. Их важным достоинством является 
возможность широкого разведения интерферирующих лучей, что, скажем, 
принципиально недоступно интерферометру Рэлея. Это позволяет прово-
дить исследования на объектах значительных размеров. Применяя скоро-
стную регистрационную аппаратуру (§ 63) можно следить за развитием 
быстропротекающих процессов во времени. На рис. XIV.16 показана ин-
терферограмма, полученная при движении сгустка плазмы «сквозь» одно 
из плеч интерферометра Майкельсона [1]. Картина процесса развернута 
во времени с помощью ЭОПа (§ 63). По смещению полос можно опреде-
лить скорость, с которой перемещался фронт сгустка (v = 6 см/0,2 мкс = 
= 3 ⋅ 107 см/с), и его протяженность вдоль направления х (0 ≤ х ≤ 6 см). 
Можно проследить, как за фронтом ударной волны (резкие изломы линий) 
следует область пониженной плотности — линии почти возвращаются на 
место. В самом сгустке происходят колебания плотности: линии смеща-
ются вдоль х, а величина смещения изменяется со временем. Количест-
венная обработка интерферограммы дает описание движения сгустка.  
 Отметим, что с развитием лазеров (гл. XXIV) широко распространи-
лось их применение в качестве опорных источников для интерферомет-
ров. Кроме того, интерферометрические схемы активно используются 
и радиодиапазоне (§ 130).  
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Рис. XIV.16. Интерферограмма параметров движущегося сгустка плазмы. Разверт-
ка во времени произведена электронно-оптическим преобразователем [1]  

§ 96. Однофотонная интерференция 

 Обсуждение вопроса о когерентности источников и интерференции 
света неизбежно приводит на атомарный уровень. Действительно, элемен-
тарным излучателем света является атом, а излучаемые в атомных перехо-
дах «порции» света — кванты — есть, как известно, элементарные части-
цы — фотоны. И сразу же возникает целый «букет» вопросов. Фотоны из-
лучаются атомом поодиночке. Как же тогда возникает интерференционная 
картина? Интерферируют ли между собой фотоны, испущенные разными 
атомами, или же интерференционная схема «делит» фотон на части, и эти 
части интерферируют друг с другом? Что такое размер фотона? Как пони-
мать когерентность с точки зрения излучения отдельных атомов? Что озна-
чает принцип неопределенности, если размер источника — это размер ато-
ма? Ответить на эти вопросы, оставаясь в рамках классической электроди-
намики, нельзя. Поскольку мы добрались до атомарного уровня, в действие 
вступают законы квантовой физики и основанное на них квантово-
физическое описание волновых процессов. Такое описание, конечно, выхо-
дит за рамки настоящего курса. Однако мы считаем не только полезным, но 
и необходимым сделать попытку перекинуть мостик в квантовый мир, не 
ставя при этом задачу дать сколь-нибудь последовательное описание явле-
ний с квантовой точки зрения, а скорее указать читателю круг вопросов, 
которые он должен выяснить для себя на следующих ступенях физического 
образования.  
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 Итак, что такое принцип неопределенности? Домножив соотноше-
ния (79.2) на  — постоянную Планка и вспомнив соотношения для энер-

гии и импульса фотона:  

 , ,p cω ω= = E  (96.1) 

мы получим не что иное, как знаменитые соотношения неопределенно-
стей Гейзенберга:  

 ΔE ⋅ Δt ≥,    Δp ⋅ Δx ≥. (96.2) 

В квантовой механике они ограничивают точность описания микросисте-
мы. Так, если квант света испущен атомом в какой-то момент времени, 
находящийся внутри интервала Δt, то неопределенность (разброс) энергии 
кванта есть /Δt. Аналогично, если фотон локализован в области Δx, то его 

импульс ≥ /Δx. Сопоставьте теперь сказанное с обсуждениями в § 79.  

 Перейдем к обсуждению пространственного распределения излуче-
ния. Будем регистрировать направления движения фотонов, испускаемых 
«неподвижным» одиночным атомом, который совершает (по какой-то 
причине, нас сейчас не интересующей) регулярные переходы из основно-
го состояния в возбужденное, поглощая энергию, и обратно, излучая ее. 
Мы обнаружим, что направления движений фотонов имеют некоторое 
пространственное распределение. Можно подсчитать вероятность движе-
ния каждого следующего фотона в заданном направлении. Это и есть одна 
из задач квантовой механики — нахождение вероятностных законов рас-
пределения частиц в пространстве. Пусть мы имеем дело с простейшей 
ситуацией — распределение направлений движения фотонов изотропно. 
Используем такой атом в качестве опорного источника S0 схемы Юнга. 
Если в единицу времени атом излучает dN/dt фотонов, то через щель ши-
рины σ, отстоящую от источника на расстояние Ls, в единицу времени 
пролетает  

 
4 s

dn dN
dt L dt

σ= ⋅  (96.3) 

фотонов. Иными словами, вероятность каждому очередному фотону по-
пасть в щель  

 p = σ/4L. (96.4) 

Что мы увидим на экране х схемы Юнга, если будем дальше развивать 
такие «корпускулярные» представления? Очевидно, что напротив каждого 
из отверстий мы обнаружим максимумы плотности фотонов p1max, p2max, 
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а распределение плотности фотонов по экрану будет плавной функцией 
pl(x) + р2(х), ничего общего не имеющей с интерференционной картиной, 
описанной в § 92 (рис. XIV.2). В чем же дело?  
 А дело в том, что мы используем привычные корпускулярные пред-
ставления там, где существенно проявляются законы квантовой механики. 
В соответствии с этими законами мы и должны вычислять вероятность 
прохождения фотонов через первое или второе отверстие. А это, в свою 
очередь, означает, что закон суммирования вероятностей теряет силу. 
В квантовой механике суммируются не вероятности, а некоторые функ-
ции — так называемые амплитуды вероятности ψ(x, t), определенные так, 
что квадрат их модуля |ψ(x, t)|2 дает вероятность обнаружения частицы 
в данной точке пространства х в момент времени t. Оказывается, что если 
решить задачу квантовой механики (точнее, квантовой электродинамики) 
о прохождении фотона, испущенного атомом, через экран с двумя щелями 
(схема Юнга), то окажется, что вероятность попадания фотона в точку 
наблюдения х на втором экране, определенная как  

 ( ) ( ) 2
, ,

t
p x x tψ=  (96.5) 

даст нам в точности распределение интенсивности в интерференционной 
картине для схемы Юнга. Так мы приходим к выводу, что фотон «интер-
ферирует сам с собой» — однофотонная интерференция! Еще раз под-
черкнем, что причина такого неожиданного результата заключается в спе-
цифическом законе квантовой физики — законе нахождения вероятности 
процесса, суммирования ψ-функцией, а не вероятностей.  
 Теперь можно перейти к обсуждению когерентности источника. Если 
атомы, входящие в состав источника, излучают независимо, то картина, 
возникающая на экране, описывается суммой (по всем атомам) выраже-
ний типа (96.5). Тем самым мы опять вернемся к классическому описанию 
области когерентности источника. На этом, пожалуй, следует прервать 
наш экскурс в квантовую механику.  



   

 
 
 
 

ГЛАВА XV 

ДИФРАКЦИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

Явление дифракции (от английского difraction — отклонение) состоит 
в огибании волной препятствия, размеры которого соизмеримы с длиной 
волны. Для света это явление впервые было описано еще в XVII в. итальян-
ским физиком и астрономом Франческо Гримальди — профессором мате-
матики иезуитского колледжа в Болонье, в его «Физико-математическом 
трактате о свете, цветах и радуге» (F. M. Grimaldi, 1665 г.). Свет Гримальди 
представлял в виде волн, распространяющихся в некой «световой жидко-
сти», при их ударе о препятствие и возникало явление дифракции. Гри-
мальди первым наблюдал появление радужной окраски при дифракции. 
Независимо явление дифракции наблюдал и английский физик Гук 
(R. Hooke, 1672 г). Однако впервые серьезные эксперименты по дифракции 
света (в том числе на таких объектах, как волос) были проведены Ньюто-
ном и явились последними опытами в его жизни (1727 г.). Первая теория 
дифракции, правильно количественно описывавшая это явление, была 
предложена французским физиком Френелем (1788−1827 гг.), на которого 
большое влияние оказали работы Юнга по интерференции. Сам Юнг также 
пытался построить теорию дифракции и был близок к результатам Френеля. 
Современная теория дифракции заложена работами немецких физиков 
Кирхгофа (G. R. Kirchhoff, 1824−1887 гг.) и Зоммерфельда (A. Sommerfeld, 
1868−1951 гг.).  

§ 97. Дифракция на щели  

Дифракция электромагнитных волн непосредственно связана с соот-
ношением неопределенности: вырезав из плоской монохроматической 
волны участок фронта шириной d (рис. XV.1), мы вносим разброс попе-
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речных волновых чисел Δk⊥ ∼ π/d, откуда угол расходимости волны за 
экраном  

 
||

~ ~ .
k
k d

λθ ⊥Δ
 (97.1) 

Решим теперь задачу о дифракции плоской волны на щели шири-
ны d, предполагая волну неполяризованной. Нам достаточно проследить 
за изменением амплитуды волны, не заботясь о поляризации. Это так на-
зываемая скалярная теория дифракции.  

�
z

x

 

Рис. XV.1. Дифракция плоской волны на щели 

Щель вырезает из фронта волны участок шириной d. Эту волну, вы-
резанную экраном, можно представить в виде суперпозиции плоских 
волн:  

 ( ) ( ).ee
2

1
,, txki

x
xik

k
xx dkEtzxE ω

π
−

∞

∞−
=  (97.2) 

Спектральная функция Еk(kх) соответствует спектру прямоугольного им-
пульса:  

 0

sin
2 2

.
2

x

kx
x

k d
E

E
kπ

= ⋅  (97.3) 

Тем самым мы представили поле за экраном в виде суперпозиции плоских 
волн (kу = 0):  

 ( )e .
2

x zi k x k z tkx xE dk ω

π
+ −  (97.4) 
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Направление распространения каждой данной «элементарной» волны со-
ставляет с осью z угол  

 1.x x

z

k k
k k

θ = ≈   (97.5) 

Поток энергии на единицу длины вдоль оси у (см. рис. XV.1) и в единич-
ный интервал θ 

 
2

,
4 kx
cj E k
π

=  (97.6) 

поскольку поток энергии в единичный интервал kх пропорционален |Ekx|2, 
a dkx = k ⋅ dθ. Подставляя выражение (97.3) для |Ekx|, получим  

 ( ) ( )
2 22

20 sin sin
0 , .

4 2 2

Ec U U k dj kd j U
U U

θθ
π π

   = ⋅ ⋅ = ⋅ =   
   

 (97.7) 

Функция sin2U/U2, описывающая угловое распределение дифрагированно-
го света, показана на рис. XV.2, а на рис. XV.3 представлена картина ди-
фракции света на щели. 

 

Рис. XV.2. Угловое распределение интенсивности в потоке, дифрагированном 
узкой щелью 

 

Рис. XV.3. Картина дифракции пучка света гелий-неонового лазера на щели 
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  Интенсивность дифрагированного света на экране, расположенном 
на расстоянии z  d от щели и ортогональном оси z, равна I = j/z, а напря-
женность поля  

 ( ) ( ), , 0 e .
2

xik x
kx

k kE x z E E x dx
z zπ

∞
−

−∞

= =   (97.8) 

 Распределение по углу можно перевести в распределение по коорди-
нате экрана, поместив его в фокальной плоскости цилиндрической линзы. 
Тогда плоская волна, соответствующая данному углу θ, сфокусируется 
в линию, параллельную оси у, как это изображено на рис. XV.4. Соответ-
ственно координата вдоль экрана и угол θ связаны между собой равенст-
вом х = θF, и соотношение (97.8) остается справедливым при замене 
z → F.  

 

Рис. XV.4. Разложение дифрагированной волны на плоские потоки (а) и фокуси-
ровка плоской волны в бесконечности с помощью объектива (б) 

 Угловое распределение интенсивности в дифрагированном потоке 
описывается функцией (sinU/U)2, и угловой размер дифрагированого по-
тока Δθ ∼ λ/d, что согласуется с оценкой (97.1).  

§ 98. Принцип Гюйгенса–Френеля  

 В предыдущем параграфе мы представили волну, вырезанную щелью 
в экране, в виде плоских волн с различными k⊥ и проследили их распро-
странение за экраном. Тот же результат можно получить и в результате 
иного подхода к этой задаче. Для описания распространения света Гюй-
генс предложил некий механизм формирования фронта сферической вол-
ны, состоящий в следующем. Если принять, что каждая точка поверхно-
сти фронта волны (поверхности постоянной фазы (k, r) − ωt) является ис-
точником новой сферической волны с центром в этой точке, то поле в по-
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следующие моменты времени определяется суперпозицией волн от таких 
элементарных источников, а положение фронта — огибающей элементар-
ных (сферических) волн. Основанием для этого приема служит простое 
и ясное физическое толкование явления: преградим путь волне непро-
зрачным экраном с «точечным» отверстием, тогда за экраном получим 
сферическую волну с центром в отверстии. Суперпозиция таких «точеч-
ных» источников и есть фронт начальной волны, а суперпозиция сфери-
ческих волн — «вторичная» волна (рис. XV.5). Дальнейшее развитие это-
го принципа Френелем, добавившим к картине Гюйгенса интерференцию 
«волн-слагаемых», и придание Кирхгофом этой картине математического 
описания привели к созданию теории дифракции.  

 

Рис. XV.5. Образование фронта волны 
по Гюйгенсу 

Рис. XV.6. К описанию дифракции на 
отверстии в плоском экране 

Рассмотрим теперь трехмерную задачу — дифракцию волны на от-
верстии произвольной формы и не будем ограничиваться случаем плоской 
начальной волны. В соответствии с принципом Гюйгенса–Френеля поле 
в точке Р за экраном (рис. XV.6) есть суперпозиция сферических волн, 
исходящих из различных точек отверстия в экране:  

 
( ) ( )e ,i t

P
S

E S
E A dS

R
ω−=  kR  (98.1) 

где E(S) — напряженность поля в точке S отверстия, А — коэффициент, 
подлежащий определению. Расстояние между точкой-источником и точ-
кой Р  
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Для нахождения коэффициента А устремим размеры отверстия в экране 
к бесконечности. Конечно, как и всегда, мы должны определить здесь фи-
зический масштаб бесконечности («по сравнению с чем»). Это мы сдела-
ем несколько позже. Сейчас же заметим, что если волна перед экраном 
плоская, то при S → ∞ поле в точке Р также будет полем той же плоской 
волны, так что  

 ( ) ( )0
0e e .i kz t i tE

E A dS
R

ω ω
∞

− −

−∞

=   kR  (98.3) 

Принимая для R приближение (98.2), что, как увидим ниже, не противоре-
чит «бесконечным» размерам отверстия, найдем  
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Интеграл в этом соотношении имеет следующее значение:  

 ( )2 2 2e cos sin 1 .
2

i d d i d iξ πξ ξ ξ ξ ξ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= + = +     

Таким образом, А = k/2πi, и поле в точке Р описывается соотношением  

 ( ) ( ) ( )e ,
2

i t

S

E SkE P dS
i R

ω

π
−=  kR  (98.5) 

которое носит название интеграла Кирхгофа и представляет собой решение 
задачи о дифракции электромагнитной волны на экране с отверстием S.   

Отметим одну существенную особенность полученного выражения: оно 

содержит в числителе множитель 2e ,ii π−− =  что соответствует сдвигу фаз 
между реальным полем E(S) в отверстии экрана и полем воображаемых то-
чечных источников, которыми мы заменяем реальное поле в соответствии 
с принципом Гюйгенса−Френеля. На это обстоятельство обратил внимание 
еще Френель, обнаруживший, что построение Гюйгенса для фронта вторич-
ной волны (рис. XV.5), проводимое с учетом сдвига фаз и интерференции, 
дает правильный результат, если «принудительно» ввести сдвиг фаз π/2 
в поле источников по отношению к полю первичной волны.  

Теперь выясним справедливость наших приближений. Мы приняли 
при вычислении А, с одной стороны, х, у → ∞, а с другой стороны, х − xp, 
y − yp  z (98.2). Эти требования не противоречивы, так как, на самом де-
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ле, нужно, чтобы к бесконечности стремился фазовый множитель kR, т. е. 
величины х и у становились большими по сравнению с длиной волны λ. 
В то же время величина R слабо меняется при изменении х, у, если х, 
у  z. Поэтому для знаменателя в (98.3), (98.5) можно принять R ≈ z.  

Представим теперь разложение (98.2) в виде  

 .
2

2222

z
yyxx

z
yxyx

zR pppp +
−

+++
+≈  (98.6) 

Если размеры отверстия в экране достаточно малы по сравнению с рас-
стояниями z, xp, ур, т. е.  
 , ,p px x y y   (98.7) 

а точка наблюдения Р расположена достаточно близко от оси, так что  
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, 1,p pkx ky
z z

  (98.8) 

мы приходим к случаю, описанному в предыдущем параграфе. Действи-
тельно, компоненты вектора k можно выразить через координаты точки 
наблюдения:  
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и записать показатель экспоненты в (98.5) в виде  
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Тогда поле в точке Р описывается выражением, содержащим фурье-образ 
по волновым числам kх, kу от поля в отверстии,  
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Отметим, что фазовый множитель перед интегралом в (98.10) не влияет на 
распределение интенсивности в дифракционной картине. Если к тому же 
справедливы условия (98.8) и квадратичными членами в показателе экс-
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поненты можно пренебречь, соотношение (98.10) есть не что иное, как 
разложение поля в отверстии по плоским волнам. В частности, для отвер-
стия в виде щели (одномерный случай) множитель в интеграле Кирхго-
фа (98.5) следует заменить:  

 ,
2 2

k k
iR izπ π

→  (98.11) 

что соответствует переходу от разложения по сферическим волнам к раз-
ложению по цилиндрическим волнам*). Тогда из (98.10) имеем  
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xi kz t ik xkE x z E x dx
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=   (98.12) 

Модуль этого выражения в точности совпадает с результатом (97.8), по-
лученным в приближении плоских волн. Однако теперь найдено полное 
решение, учитывающее фазу дифрагированной волны.  

Итак, интеграл Кирхгофа, являющийся математическим выражением 
принципа Гюйгенса−Френеля, может быть представлен в приближенном 
виде, существенно облегчающем вычисления, в двух важных частных 
случаях. Первый из них есть не что иное, как параксиальное приближе-
ние, или разложение по расходящимся сферическим волнам,  
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 (98.13) 

Обратим внимание, что здесь z ⎯ расстояние от точки источника (x, y) до 
точки наблюдения, т. е. z > 0. 
 Второй случай — приближение Фраунгофера (J. Fraunhofer, 1787–
1826 гг.), или разложение по плоским волнам  
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 (98.14) 

                                                 
*) Чтобы убедиться в необходимости такой замены, достаточно в (98.5) произвести интегри-
рование по одной из координат отверстия, приняв размер отверстия по этой координате 
бесконечным.  
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Напомним, что при переходе к двумерному случаю (разложение по ци-
линдрическим волнам) множители перед интегралами в (98.13), (98.14) 
следует заменить согласно (98.11). Если же дифракционная картина на-
блюдается в фокальной плоскости объектива, расстояние до экрана z сле-
дует заменить на фокусное расстояние F.  

Решение задачи дифракции в параксиальном приближении (98.13) 
носит название дифракции Френеля.  

§ 99. Дифракция Френеля  

Рассмотрим задачу о дифракции плоской монохроматической волны 
на прямолинейном краю непрозрачного экрана (рис. XV.7), занимающего 
область (х < 0, z = 0). Поскольку задача плоская, мы обязаны в (98.13) пе-
рейти от сферических волн к цилиндрическим (98.11):  
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Проведя замену переменных, представим (99.1) в виде  
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Таким образом, решение задачи о дифракции плоской волны на краю эк-
рана сведено к так называемым интегралам Френеля (рис. XV.8):  
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Их асимптотики при больших значениях w имеют вид  
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Рис. XV.7. Дифракция плоской волны 
на краю экрана 

Рис. XV.8. Графики интегралов Френе-
ля (99.3) 

В частности, при w → ±∞ оба интеграла стремятся к ±1/2. Таким образом, 
дифрагированная волна описывается соотношением  
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а интенсивность в точке хр  
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 (99.6) 

График зависимости (99.6) приведен на рис. XV.9, а фотография дифрак-
ционной картины — на рис. XV.10.  

 

Pиc. XV.9. Распределение интенсивности в волне, дифрагированной на краю по-
лубесконечного экрана 
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Рис. XV.10. Дифракция параллельного пучка света на краях широкой щели (гелий-
неоновый лазер) 

 Отметим, что масштаб дифракционной картины определяется соот-
ношениями (99.2). Используя график, приведенный на рис. XV.9, можно 
оценить протяженность области полутени вблизи края экрана: Δw ∼ 1, или 

~ .px RλΔ  При больших w из асимптотики (99.4) следует, что период 

дифракционной картины соответствует сдвигу аргумента w: Δ(w2) = 2π, 
Δxp ≈ λR/xp.  

 Величина Rλ  не случайно является масштабом дифракционной 
картины. Это параметр, определяющий размер так называемой зоны Фре-
неля. Развивая волновую теорию света, Френель, как уже говорилось, 
предложил метод построения картины распространения волны. Поясним 
этот метод на простом примере. Допустим, необходимо найти поле волны, 
проходящей через круговое отверстие в экране, в точке Р, лежащей на оси 
отверстия. Разобьем отверстие на концентрические кольцевые зоны и вы-
берем радиусы колец rn так, что расстояние до точки Р от n-й и (n + l)-й 
окружностей отличаются на λ/2. В приближении больших zp нетрудно 
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получить (рис. XV.11) 

 , , .n p n pr n z r zλ λ≈   (99.7) 

Площадь каждого из колец не зависит от его номера и равна  

 ( )2 2
1 .n n pr r zσ π πλ−= − =  (99.8) 

Поле в точке Р определяется суперпозицией волновых потоков из каждой 
зоны. Приняв фазу волны в пределах зоны постоянной, можно считать, 
что две соседние зоны «гасят» друг друга. Прорисовав на отверстии за-
данного радиуса ρ зоны Френеля для заданной точки Р и просуммировав 
их с учетом знака (множитель (−1)n), можно оценить освещенность в точ-
ке Р. Если первичная волна не плоская, а сферическая с источником на 
расстоянии zs от выбранной поверхности, то радиусы зон Френеля описы-
ваются соотношением, аналогичным (99.7):  

 .p s
n

p s

z z
r n

z z
λ=

+
 (99.9) 

R4

R1r 1

r 2

z

 

Рис. XV.11. Зоны Френеля Рис. XV.12. Зонные пластинки 

Метод Френеля дает качественно верное описание картины. В частности, 
он позволяет понять действие зонных пластинок ⎯ экранов (рис. XV.12), 
представляющих собой набор чередующихся прозрачных и непрозрачных 

колец, радиусы которых возрастают пропорционально ,n  как и размеры 
зон Френеля (99.7). Действительно, такая пластинка, состоящая, напри-
мер, из нечетных прозрачных колец, ограниченных окружностями радиу-

сов ,nr nρ=  преобразует плоскую волну так, что в точку 
2 2

p nz r nλ ρ λ= =  волны от прозрачных колец придут в одинаковой фа-

зе, и поле в этой точке будет много больше Е0. Поэтому такие пластинки 
действуют аналогично линзе.  
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 Задача XV.1. Рассмотреть методом интеграла Кирхгофа прохождение волны 
через зонную пластинку.  
 Пусть для определенности прозрачны нечетные кольца. В точке zp на оси 
пластинки поле, согласно (98.5), есть  

 ( )
max

2
2

20

0 0

e ,
2

r
ikr z

p
kEE r rdrd

iz

π

ψ ϕ
π

=    (99.10) 

где функция ψ(r) равна 0 или 1 в зависимости от прозрачности кольца. Интегри-
руя (99.10), находим  

 ( ) ( )

2 2
2 1 22 2

0

0

2
2

0 0 2
0

2 2

e e

1 e
e 1 e 1 e ,

1 e

2 .

n p n p
N

ikr z ikr z
p

n
N i N

i i n i
i

n

p p

E E

E E

k z z

α
α α α

α

α ρ πρ λ

+

=

=

 = − − = 
 

−= − − = −
−

= =



  

Отсюда 
( )0

sin
.

cos 2p
NE E α
α

=  При α = (2m + 1)π числитель и знаменатель равны 

нулю. Раскрыв неопределенность, нетрудно получить, что в точках  

 ( )2 2 1 , 0,1, 2, ,mz m mρ λ= + =   (99.11) 

имеет место фокус с полем .2 0NEE p =  Ширину максимума вблизи фокуса m-го 

порядка можно оценить из очевидного условия N(αm + Δα) − Nαm = ±π, т. е. 

Δα = ±π/N, или ( )22 2 2 2 1 .p mz z mλ ρ ρ λΔ = ± = +  (Сравни ниже с результатами 

для дифракционной решетки.)  
 Ясно, что зонная пластинка с прозрачными четными зонами обладает такими 
же свойствами (с заменой 2m + 1 → 2m). 

 Зонные пластинки можно использовать для фокусировки электро-
магнитных волн вне оптического диапазона (СВЧ, рентген), где невоз-
можно применение обычных оптических линз из-за того, что в этих диа-
пазонах нет материалов с коэффициентом преломления, заметно отлич-
ным от единицы (см. (89.10)).  

 Задача XV.2. Описать распределение поля на оси круглого отверстия в экра-
не, освещенном плоской монохроматической волной, падающей вдоль оси.  
 Пусть ρ — радиус отверстия. Тогда для точки Рn, отстоящей от экрана на 
расстояние zn = ρ2/nλ, отверстие представляет собой набор n кольцевых зон Фре-
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неля. Стало быть, можно ожидать, что поле имеет максимумы в точках n = 2m + 1 
(m = 0, 1, 2...) и минимумы в точках n = 2m. Этот же результат следует из интегра-
ла Кирхгофа (хр = yp = 0):  

 

( ) ( )
( )

2 22 20
0

0

2

0

2 e e 1 ,
2

2 sin .
2

ikr z ik zkEE z rdr E
iz

E z E
z

ρ
ρπ

π

πρ
λ

= = − −

=


 (99.12) 

Максимум поля находится при πρ2/2λz = (2m + 1)π/2, минимум — при πρ2/2λz = mπ, 
в области z > ρ2/λ интенсивность монотонно убывает.  

Рассмотренная выше картина дифракции, и в частности ее описание 
в форме интеграла Кирхгофа (98.5), позволяет сделать общее заключение 
о характере дифракции на так называемых дополнительных экранах. Два эк-
рана называют дополнительными, если отверстия одного совпадают 
с непрозрачными участками другого (рис. XV.13, XV.14). Волна, дифрагиро-
ванная на каждом из них, описывается интегралом по поверхности прозрач-
ной части экрана. Очевидно, что сумма полей, возникающих в точке Р при 
дифракции на каждом из экранов, равна полю в невозмущенной волне:  

 ( )( ) ( )( ) .0
21 ExExE pp =+  (99.13) 

x

xp

z

 

Рис. XV.13. Дополнительные экраны 

Это утверждение и составляет суть теоремы Бабине (J. Babinet, 1837 г.). 
Например, при дифракции света на непрозрачном круге (99.12) за экраном 
на его оси E(z) = E0 exp{ikρ2/2z}, I(z) = I0, т. е. интенсивность волны на оси 
(в центре геометрической тени) не зависит от расстояния и равняется ин-
тенсивности падающей волны (!). Наблюдение такого светлого пятна 
в центре тени, проведенное впервые французским физиком Араго 
(D. F. Arago, 1818 г.), было убедительным доказательством волновой при-
роды света. Если посмотреть на экран из центра тени, то вокруг экрана 
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виден яркий ореол, который примерно соответствует первой зоне Френеля 
и является источником освещения приосевой области.  

 

Рис. XV.14. Дифракция плоской волны на нити (а) и щели (б). Диаметр нити 
0,45 мм, диаметр щели 0,5 мм. Расстояние до экрана наблюдения 3 м. Источник — 
гелий-неоновый лазер 

 Обратим внимание, что изменения интенсивности в дифракционных 
картинах для дополнительных экранов, вообще говоря, не дополняют друг 
друга, поскольку соотношение (99.13) связывает напряженности полей. 

 § 100. Дифракционная решетка  

 Рассмотрим важный частный случай дифракции Фраунгофера на пе-
риодической структуре — дифракционной решетке. Такие оптические уст-
ройства представляют собой набор прозрачных щелей, разделенных непро-
зрачными полосами. Обычно это стеклянные пластинки с нанесенными на 
них параллельными линиями. Схема такой решетки показана на рис. XV.15. 
 Пусть решетку освещает плоская монохроматическая волна, падающая 
вдоль оси z, ортогональной плоскости решетки, а интерференционная (ди-
фракционная) картина наблюдается на экране хр, расположенном в фокальной 
плоскости линзы. В этом случае выполнены условия дифракции Фраунгофе-
ра (98.14) (интерференция в бесконечности), и можно воспользоваться ре-
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зультатами для дифракции Фраунгофера на щели. Если период одномерной 
решетки а и ширина прозрачной щели d, то рассмотрение аналогично тому, 
которое проведено в § 97. Согласно (98.14) найдем  

 ( ) ( )
0

0

e e .
2

x

na dN
i kz t ik x

p
n na

kE x E dx
iF

ω

π

+
− −

=

=    (100.1) 

x

F

z

a d

�

xp

 

Рис. XV.15. Схема дифракционной решетки 

Здесь N — полное число щелей решетки, освещенных падающей на нее 
волной, kx = kθ. Произведя интегрирование и суммируя возникающую 
геометрическую прогрессию, найдем интенсивность  
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   

= = = ⋅

 (100.2) 

Формула (100.2) содержит три сомножителя, каждый из которых имеет опре-
деленный физический смысл. Набор коэффициентов перед скобками есть ин-
тенсивность волны, дифрагированной под углом θ = 0, — нулевой максимум:  

 ( )
2 2

2 0
0 2

0 .
8

E kd
I I cN

Fπ
≡ =  (100.3) 

Характерно, что эта величина равна произведению интенсивности волны, 
прошедшей через щель d, на квадрат числа щелей N 2, а не на N — резуль-
тат когерентности полей в каждой из N щелей.  
 Второй сомножитель (sinU/U)2 описывает дифракцию на щели (срав-
ни с (97.7)). Его роль мы обсудим ниже. Третий сомножитель учитывает 
эффект интерференции волн, прошедших через разные щели.  
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 Распределение (100.2) удобно нормировать на нулевой максимум I0:  

 ( )
2 2

0
sin sin

.
sin

U NI I
U N

αθ
α

   = ⋅ ⋅   
   

 (100.4) 

В этой форме особенно просто исследовать функцию I(θ) (рис. XV.16). 
В точках, где аргумент α принимает значения 

 
2

, ,m m
mm m
ka a

π λα π θ= = =  (100.5) 

расположены главные максимумы. Их величина убывает с номером m как  

 .~
sin

2
0

2

0 m
I

U
UIIm 





=  (100.6) 

Номер m называют порядком максимума. Отметим, что расстояние между 
максимумами обратно пропорционально периоду структуры а.  
 Кроме главных функция I(θ) содержит вторичные максимумы, рас-
положенные в точках  

 Nαn = (2n + 1)π/2,   αn ≠ mπ,   n = 1, 2, 3, …, (100.7) 

а их интенсивности 2 2
0~ , .n n n nI I N U U d aα=  Для вторичных макси-

мумов, расположенных между m-м и (m + 1)-м главными максимумами, 
значение параметра αn ∼ mπ, поэтому  

 
2

0
2 2 2

~ ~ .m
n

I IaI
dN m Nπ

 ⋅ 
 

 (100.8) 

Таким образом, вторичные максимумы по порядку величины в N 2 раз мень-
ше главных и в практически интересных случаях (N   l) неразличимы. Это 
обстоятельство хорошо иллюстрируют кривые, приведенные на рис. XV.16.  
 Ширина главного максимума по основанию соответствует сдвигу 
на π аргумента «быстрого» синуса в (100.4) N(αm + Δα) = Nmπ + π, так что  

 Δα = ±π/N,   Δθm = ±λ/Na = ±λ/h0, (100.9) 

где h0 = Na — апертура решетки. Ясно, что это не только очень малый 
абсолютный угловой размер, но и относительный:  

 
1

.m

m mN
θ

θ
Δ

=  (100.10) 

Эта величина, как мы увидим в гл. XVI, определяет спектральную разре-
шающую способность решетки.  
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Рис. XV.16. Распределение интенсивности в волне, прошедшей через дифракци-
онную решетку из N щелей: а — N = 1;  б — N = 2;  в — N = 5, a/d = 2,5;  г — кар-
тина дифракции луча гелий-неонового лазера на решетке со структурой 
120 линий/мм (λ = 6328 Å)  
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   Задача XV.3. Найти распределение интенсивности в дифрагированной волне 
при косом падении первичной волны на дифракционную решетку (рис. XV.17).  

�0

�

z

 

Рис. XV.17. Схема дифракционной решетки с косым падением первичной волны 

 Теперь поле в каждой из щелей решетки описывается выражением  

 ( )
0 0

0 0, , 0 , ,xik x
xE x y z E e k k kθ= = =   

θ0 ⎯ угол первичной волны. Подставив это соотношение в (100.1), найдем  

 ( ) ( )0

2
2
0
2

0

, .
8

x x

na dN
i k k x

p p
n na

ckEI x e dx x Fθ
π

+
−

=

= =   (100.11) 

Нетрудно видеть, что результат сводится к замене в (100.4) kх на .0
xx kk −  Итак, 

максимум нулевого порядка лежит теперь под углом θ = θ0, а вся дифракционная 
картина повернута на угол θ0. 
 Обратим внимание на одно важное обстоятельство: при больших θ необхо-

димо использовать соотношения kх = k sinθ, 0
0sin ,xk k θ=  так что в (100.4)  

 ( ) ( )0 0sin sin 2, sin sin 2.U kd kaθ θ α θ θ= − = −  (100.12) 

В частности, для углов дифракции, близких к θ0, получим  

 ( ) ( )0 0 0 0cos 2, cos 2,U kd kaθ θ θ α θ θ θ≈ ⋅ − ≈ ⋅ −  (100.13) 

т. е. в этом случае структура дифракционной картины определяется величиной 
a cosθ0, которая много меньше а при углах падения θ0,  близких к π/2 («скользя-

щее» падение), что позволяет повысить абсолютную разрешающую способность 
дифракционной решетки. Действительно, из (100.5) следует, что максимум ди-
фракционной картины для излучения с длинами волн λ и λ +Δλ разнесены по уг-
лу θm при скользящем падении на Δθ = m ⋅ Δλ/a ⋅ cosθ0  mλ/a при θ → π/2.  

   Обсудим теперь роль апертурной функции (sinU/U)2. Она представ-
лена на рис. XV.16, а и является огибающей функции (100.4) в общем 
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случае N > 1. Аргумент апертурной функции U = kdθ/2 = πdθ/λ позволяет 
оценить угловой размер дифракционной картины:  

 ΔU ∼ π,   Δθ ∼ λ/d,   m ≤ a/d. (100.14) 

Эти соотношения показывают, что для наблюдения высоких порядков 
дифракционной картины необходимо уменьшать d — ширину прозрач-
ных полос решетки. В результате, естественно, снижается интенсив-
ность света, прошедшего сквозь решетку. В частном случае N = 2 мы 
приходим к рассмотренной в гл. XIV схеме Юнга. Как мы теперь видим, 
для получения бесконечной по экрану интерференционной картины 
в схеме Юнга кроме монохроматичности и точечности опорного источ-
ника требуется также точечность отверстий в экране. Аналогичные во-
просы возникают при рассмотрении схемы любого двухлучевого интер-
ферометра. Поскольку обычно λ/d  1, то дифракция сказывается, как 
правило, не на протяженности интерференционной картины, как в идеа-
лизированной схеме Юнга, а на размытии интерференционных полос 
(задача XV.4).  

   Задача XV.4. Оценить влияние дифракции на апертуре в интерферомет-
ре Майкельсона, работающем по схеме линий равного наклона. Размер апертурно-
го отверстия d, разность плеч интерферометра Δl.  
 Проследим за лучом, падающим на зеркало M0 (рис. XIV.12) под углом θ0 
к оси интерферометра. Разность хода между двумя интерферирующими лучами, 
возникающими при делении луча зеркалом М0, есть 2Δl cosθ0 (см. (95.6)). Распре-
деление интенсивности на экране x интерферометра в пренебрежении дифракцией 
на апертуре описывается соотношением (95.4), которое в простейшем случае сим-
метричного интерферометра (I1 = I2) имеет вид  

 ( ) ( )( ) ( )2
0 0 0 04 cos 2 , 2 cos .I x I k lϕ θ ϕ θ θ= = Δ  (100.15) 

Учтем дифракцию на апертуре, приняв, что интерферирующие потоки ограничены 
размерами зеркал M1 и М2, которые одинаковы и равны d. Тогда плоская волна, 
падающая на интерферометр под углом θ к его оси, после деления на зеркале М0 
претерпевает дифракцию и отражение на зеркалах М1 и М2. Волны, дифрагиро-
ванные под углом θ к оси интерферометра (рис. XV.18), сводятся линзой на 
экране х и интерферируют. Задача во многом аналогична предыдущей при N = 2. 
Однако теперь «щели» — зеркала разнесены вдоль оси z. Поэтому поля волн, па-
дающих на зеркала (см. рис. XV.18),  
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, 0 e , , e ,
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x x zik x ik x ik l

x z

E x z E E x z l E

k k k kθ θ

+ Δ= = = Δ =

= =
 (100.16) 

Поля волн, дифрагированных на угол θ и пришедших на экран в точку х = θF, 
сдвинуты по фазе из-за вторичного прохождения зазора Δl волной от зеркала M2. 
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Поэтому вместо (100.11) получим  
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   (100.17) 

Если размеры зеркал велики, так что d  λ, дифракция не оказывает заметного 
влияния, так как множитель (sinU/U)2 не мал только при θ ≈ θ0. Мы приходим 
к прежнему результату (100.15). По мере уменьшения размера зеркал дифракция 
«размывает» интерференционные полосы, пока, наконец, дифракционная ширина 
данной полосы не станет сравнимой с расстояниями между полосами и интерфе-
ренционная картина не исчезнет. Расстояние между двумя соседними максимума-
ми (см. задачу XIV.6, § 95)  

 
0 0 0

1 1
2 1 2 1 ~ ,m

m m
m m m

θ
   −Δ = − − −   
   

 

где m0 = π/(kΔl) — порядок центрального максимума, m − m0 m0. Ширина поло-
сы вблизи m-го максимума из-за дифракции на апертуре d имеет значение (ΔU ∼ π)  

 
2

~ ~ .
cosd

omkd d
π λθ

θ
Δ  

Интерференционная картина исчезает, если Δθd ∼ Δθm, или  

 0 .d m λ=  (100.18) 

В спектроскопических задачах интерферометр Майкельсона используют в высо-
ких порядках, вплоть до m0 ∼ 106. Даже и в этом случае соотношение (100.18) не 
дает реального ограничения размеров зеркал: d ≥103 λ ∼ 0,5 мм.  

�

�0

M1 M2

 

Рис. XV.18. Эквивалентная схема интерферометра в режиме полос равного накло-
на. Дифракция на апертуре зеркал 
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 Двумерная периодическая структура (например, система взаимно 
перпендикулярных линий, нанесенных с периодом а) образует дифракци-
онную картину, которая описывается произведением двух функций ви-
да (100.4), а суперпозиция полей, дифрагированных по обоим направле-
ниям, образует на экране картину, показанную на рис. XV.19.  

 

Рис. XV.19. Картина дифракции света гелий-неонового лазера на двумерной ре-
шетке (структура 2 × 500 линий/мм) 

 Изготовление оптических дифракционных решеток — довольно 
сложный технологический процесс, так как при большой плотности линий 
(порядка 103 мм−1) необходимо выдерживать с высокой точностью их па-
раллельность, в противном случае возникают искажения дифракционной 
картины. Кроме того, решетка, работающая на просвет, неизбежно 
и поглощает, что затрудняет работу со слабыми источниками и практиче-
ски исключает применение таких решеток в ультрафиолетовой части оп-
тического диапазона. К тому же неоднородная прозрачность по площади 
решетки, многократные отражения света на внутренних поверхностях 
решетки и т. п. приводят к появлению в дифракционной картине слабых 
паразитных линий (называемых «духами»), которые запутывают истин-
ную картину. Более просты в изготовлении так называемые фазовые ди-
фракционные решетки.  

§ 101. Фазовые решетки  

 По своему физическому принципу фазовые решетки во многом ана-
логичны дифракционным. Отличие состоит прежде всего в способе созда-
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ния периодической структуры, на которой происходит дифракция. На 
рис. XV.20 показаны различные типы фазовых решеток и возможные схе-
мы их использования. Действие фазовой решетки рассмотрим вначале на 
простейшей симметричной конструкции (рис. XV.20, а).  

( )а ( )б ( )в

a
d

�
d

h

�

 

Pиc. XV.20. Фазовые решетки: a  — отражательная решетка, освещаемая плоской 
волной, нормальное падение; б — отражательная решетка — эшелет, освещаемая 
плоской волной; в — эшелон Майкельсона 

 Пусть a = 2d — период решетки, d — ширина «канавок», h — их глу-
бина. Монохроматический источник освещает решетку плоской волной, 
падающей по нормали к ее плоскости. Волна, дифрагированная под 
углом θ к оси z, собирается в точку хp = θF в фокальной плоскости объек-
тива. В этом случае выполнены условия приближения Фраунгофера, 
и из (98.14) найдем  
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 (101.1) 

Проделав стандартную операцию вычисления интенсивности (все преоб-
разования аналогичны производившимся для дифракционной решетки 
в § 100), получим  
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  (101.2) 

Соотношение (101.2) отличается от знакомого уже распределения интен-
сивности в дифракционной картине для одномерной решетки (100.2) 
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множителем ( ) 2
,θF  который в максимуме порядка m (kaθm = 2mπ) 

принимает значение  

 ( ) ( ) ( )2 22
2cos sin ,m m mkh U Uθ =F  (101.3) 

где Um = kθmd/2. Выбрав глубину канавок равной  

 
1

2,
2

h n λ = + 
 

 (101.4) 

можно погасить дифракционную картину: такое «зеркало» не будет отра-
жать свет в направлении главных (нулевых, m = 0) максимумов.  
 Можно так выполнить фазовую дифракционную решетку, что она не 
погасит дифракционную картину, а перераспределит интенсивность света 
в дифрагированном потоке, направив основную его часть в выбранный 
максимум высокого порядка. Такие решетки называют эшелетами Вуда 
(H. J. Wood, 1910 г.). Примером эшелета является отражательная решетка 
с пилообразным профилем (рис. XV.20, б). Если угол наклона пилы ε  1, 
а период равен а (в данном случае a = d), то аналогично (101.1) найдем  
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Для простоты мы приняли, что первичная волна падает вдоль оси («нор-
мальное» падение). Повторяя стандартные вычисления, получим  
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 (101.5) 

Наиглавнейший максимум распределения (101.5) соответствует U ∗ = 0 
и находится при θ∗ = 2ε, в то время как порядок этого максимума опреде-
ляется значением аргумента α. Как и прежде (см. (100.5)), в максимуме 
порядка m величины αm = mπ, θm = mλ/a. Поэтому основная энергия ди-
фрагированного потока направлена в максимум, порядок которого есть 
m∗ = 2εd/λ (сравни со случаем косого падения света на дифракционную 
решетку, когда такое перераспределение интенсивности не имеет места ⎯ 
задача XV.3). Этот результат имеет простой смысл: разность хода между 
падающим лучом (рис. XV.20, б) и лучом, отраженным под углом 2ε 
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к падающему, есть 2εа, т. е. максимум с наибольшей интенсивностью со-
ответствует геометрическому отражению падающей волны от зеркала 
решетки.  
 Важным частным случаем фазовой дифракционной решетки является 
эшелон Майкельсона (рис. XV.20, в). Он выполняется из плоскопарал-
лельных стеклянных пластинок, имеющих различные поперечные разме-
ры. Дифракционная периодическая структура возникает за счет уступов 
и разности хода, среда — воздух.  

 Задача XV.5. Описать дифракцию плоской монохроматической волны на 
эшелоне Майкельсона при нормальном падении.  
 Пусть d, h — размеры пластинок эшелона (рис. XV. 20, в), n0 — показатель 
преломления вещества пластинок. Тогда дифракционная картина создается ди-
фракцией света на N щелях, в каждую из которых свет приходит с запаздыванием 
по фазе в соответствии с номером щели n (номер отсчитывается от края эшелона). 
Можно считать, что эти щели лежат в плоскости последней пластинки эшелона, 
тогда kΔzn = k(n0nh + (N − n)h). Для поля и интенсивности в дифрагированном по-
токе получим  
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 (101.6) 

Максимумы интенсивности дифрагированного света достигаются при ,m mα π∗ =  

θm = ((n0 − 1)h − mλ)/d. В частности, если при θ = 0 наблюдается максимум, то по-
рядок центрального максимума m0 = (n0 − 1)h/λ. Порядки следующих максимумов 
будут меньше m0 (θ ≥ 0!). Таким образом, здесь ситуация аналогична имеющей 
место в интерференционной картине для режима полос равного наклона.  
 Обычно пластинки, из которых изготавливают эшелон Майкельсона, до-
вольно толстые: h ∼ 1 см (их число сравнительно невелико, N ∼ 10). Поэтому по-
рядки дифракционной картины высокие: m0 ∼ 104 (n0 ≈ 1,5).  

§ 102. Дифракция и геометрическая оптика  

   Принцип Гюйгенса–Френеля применим не только для описания раз-
личных видов дифракции. Пользуясь этим принципом и его математиче-
ской формой — интегралом Кирхгофа, можно рассчитать прохождение 
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света через оптические устройства. В то же время учет дифракционных 
явлений позволяет выяснить предел применимости геометрической опти-
ки и определить важнейшую характеристику оптических устройств — 
разрешение.  
 Тонкая линза (§ 89) фокусирует плоскую волну в точку — фокус. 
В геометрической оптике это результат преломления лучей на сфериче-
ских границах. Рассмотрим, как описывается действие линзы на языке 
волновых преобразований.  
 Пусть на линзу вдоль ее оси падает плоская монохроматическая вол-
на. Пройдя через линзу, волна получает некоторый сдвиг фазы, величина 
которого зависит от расстояния точки фронта волны от оси линзы. В ре-
зультате плоская волна перестает быть плоской — преобразуется в схо-
дящуюся или расходящуюся (в зависимости от формы линзы) сфериче-
скую волну. Если линза ограничена двумя сферическими поверхностями 
радиусов R1, R2, то толщина линзы на расстоянии от оси (рис. XV.21)  
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Рис. XV.21. К расчету прохождения плоской волны через тонкую линзу (показана 
половина линзы) 

Тогда сдвиг фазы, возникающей в результате прохождения волной тонкой 
линзы, описывается соотношением  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 2

1 1
0 1

2

xx k d d x knd x knd k n
R R

ϕ
 

= − + ≈ − − + = 
 

  



Дифракция электромагнитных волн 

 

83

        

( )

2

1

1 2

,
2

1 1
1 .

xk nd
F

F n
R R

−

 
= −  

 
 

= − + 
 

 (102.2) 

Здесь n — показатель преломления материала линзы. Для простоты все 
вычисления проделаны для плоскости у = 0. Таким образом, действие 
линзы описывается фазовым множителем exp{ik(nd − x2/2F)}, и плоская 
волна с амплитудой Е0, пройдя линзу, превращается в сферическую волну 
(здесь нас интересует только фаза волны) 
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Фазовый множитель exp{iknd} не зависит от координат и поэтому не 
влияет на форму волнового фронта, так что в большинстве расчетов его 
можно не учитывать. Если F > 0, то это сходящаяся волна, она фокусиру-
ется в точку, отстоящую от линзы на расстояние Δz = F. Если же F < 0, то 
волна расходящаяся, ее центр — точка на расстоянии Δz = −F от линзы. 
Эти результаты получены в приближении х R1, R2, которое есть не что 
иное, как известное уже параксиальное приближение (§ 89). Именно 
в этом приближении волновой пакет  
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 (102.4) 

описывает сферическую волну (сравни (98.13)).  
 Призма поворачивает фронт волны на угол, величина которого опре-
деляется в геометрической оптике также преломлением лучей на грани-
цах. В волновом рассмотрении действие призмы описывается изменением 
фазы волны. Если угол при вершине равен α (рис. XV.22), то сдвиг фазы, 
возникающий при прохождении призмы,  

  
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )1 , 1.

x k d h x n h x

kd k n h x

ϕ α α

α α

Δ = − − + − =

= + − − 
 (102.5) 

Для призмы с углом α ∼ 1 необходимо в выражении (102.5) заменить α на 
tgα1 + tgα2, где α1, 2 — углы при вершине между стороной призмы и высо-
той. Фронт волны соответствует условию ϕ(x, z) = const. Поскольку за 
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призмой ϕ(x, z) = Δϕ(x) + kz, то угол поворота фронта  

 ( )1 .n
x z
ϕ ϕψ α∂ ∂ = = − − ∂ ∂ 

 (102.6) 

Тот же результат дают построения для лучей в приближении геометриче-
ской оптики.  
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Рис. XV.22. Прохождение плоской волны через призму 

 Теперь применим интеграл Кирхгофа к построению изображения, 
получаемого с помощью тонкой линзы (рис. XV.23). Пусть точка А — 
предмет. Найдем поле в некоторой точке В, расположенной в плоскости, 
сопряженной с плоскостью предмета. Выберем систему координат так, 
чтобы предмет находился в плоскости у = 0, в точке А (хА, 0, −а). Поле от 
точечного источника А в плоскости линзы описывается выражени-
ем (98.13), где z = a > 0 ⎯ расстояние от точки А до плоскости линзы. Оно 
содержит интеграл по плоскости предмета. Интегрирование дает  

 ( ) ( )2 2
0

0, , 0 exp ,
2 2

L A L
L L

x x ykS
E x y E ik a

ia aπ

  − +  = +     
  

где S0 — некоторая эффективная площадь «точечного» источника (обыч-
но задан его поток энергии). Поле в точке В (хB, 0, b) запишем аналогично:  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
e , , 0 ,
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kE dx dy E x y e
ibπ

 − + − − +  = ⋅   

где интеграл берется по апертуре линзы D. Подставляя сюда E (xL, yL, 0), 
найдем  
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 (102.7) 
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Рис. XV.23. К расчету тонкой  линзы 

Второе слагаемое в ϕ учитывает сдвиг фазы, вносимый линзой 
(см. (102.3)). Используя условие (89.14) для сопряженных плоскостей 
1/b − 1/(−а)  = 1/F, получим  
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где ϕ0 — добавка в фазе, не зависящая от переменных интегрирования. 
Приняв для простоты апертуру линзы квадратной (±D/2 по обеим коорди-

натам), произведя интегрирование и вычислив ,
2

BE  найдем интенсив-

ность в точке В:  
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 (102.8) 

Как видим, ϕ0 не входит в окончательный результат. Максимум интенсивно-
сти соответствует некоторой точке В0, где Ux = Uy = 0; хА/хB0 = −a/b; 
yB0 = yA = 0, что находится в полном соответствии с результатами геометриче-
ской оптики. Таким образом, точка А изображается в сопряженной плоскости 
в виде дифракционной картины (!), интенсивность которой имеет максимум 
в точке В0, совпадающей с геометрическим изображением точки А.  
 Полученный результат позволяет обсудить дифракционные ограни-
чения в оптических приборах. Эффективный размер изображения точеч-
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ного предмета, согласно (102.8), соответствует значению Ux ∼ Uy ∼ π, или 
ΔxB ∼ ΔyB ∼ λb/D. Это и есть так называемое линейное разрешение линзы: 
два точечных предмета могут быть разрешены (различены) в плоскости 
изображения, если расстояние между центрами их изображений  

 ( ) ( )1 2
0 0 0 .B B Bx x x b

D
λδ = − ≥  (102.9) 

В частном случае, когда расстояние от предмета до объектива намного 
превышает фокусное расстояние последнего, условию (102.9) можно при-
дать вид (а  b ≈ F)  

 δθ ≥ λ/D, (102.10) 

где δθ = δxB0/F — угловое разрешение линзы. Это типичная ситуация для 
телескопа, а также фотоаппарата. Неравенства (102.9), (102.10) называют-
ся критерием Рэлея (J. W. Rayleigh, ок. 1871 г.). 
 Рассмотрим теперь разрешение микроскопа (рис. XV.24). Для него 
характерно обратное отношение b  a ≈ F и большая апертура D ∼ F. По-
этому разрешение в плоскости объекта, получаемое непосредственно из 
углового разрешения (102.10),  

 ~ ~ .ax aδ δθ λ⋅  (102.11) 

A

A'

B

L1

L2

 

Рис. XV.24. Схема микроскопа: А — предмет; L1 — объектив; А' — промежуточ-
ное изображение; В — мнимое изображение; L2  — окуляр 

Этот же результат можно получить и другим способом. Выберем в каче-
стве предмета прозрачное тело, обладающее некоторой периодической 
структурой (рис. XV.25), и найдем минимальное значение периода этой 
структуры l, который еще присутствует в изображении. Свет, прошедший 



Дифракция электромагнитных волн 

 

87

сквозь предмет и объектив, создает в фокальной плоскости объектива ди-
фракционную картину типа (100.4). Если угловая апертура объектива 
tgθmax = D/(2a), то первый дифракционный максимум лежит под углом θ1 
(см. (100.12), α1 = π, θ0 = 0): sinθ1 = λ/l. Из условия θ1 < θmax находим раз-
решение микроскопа  

 
2

2
1 ,

al
D

λ  = +  
 

 (102.12) 

что совпадает с оценкой (102.11).  

f
 

Рис. XV.25. К определению разрешающей способности микроскопа 

 Можно несколько повысить разрешение микроскопа с помощью двух 
приемов. Во-первых, применять косое освещение предмета. Тогда в соот-
ветствии с (100.12) следует заменить sinθ1 на sinθ1 + sinθ0, и вме-
сто (102.12) получим  
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 (102.13) 

Это дает выигрыш примерно в два раза. Во-вторых, можно заполнить 
пространство между предметом и объективом иммерсионной (от англ. 
immersion — погружение) жидкостью с коэффициентом преломления n, 
что уменьшает в n раз длину волны перед объективом, величина которой 
и входит в (102.13). Таким образом, разрешение микроскопа ограничено 
длиной волны света, который используется для освещения предмета. Ра-
дикальным решением является переход к «освещению» быстрыми элек-
тронами. В этом случае поток электронов ведет себя как свет с длиной 
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волны λ = 2π/p, где 2π — постоянная Планка (см. Приложение II), р — 

импульс электрона. Даже при довольно скромной энергии электронов 
100 кэВ эффективная длина волны λ ≈ 0,04 Å. Предельное разрешение 
такого микроскопа по-прежнему можно оценивать по формуле (102.13). 
В электронных микроскопах θmax ∼ 10−2. Поэтому в приведенном примере 
(a   D) теоретическое разрешение l ∼ 4 Å. Реально разрешение еще 
в несколько раз хуже из-за аберраций электронно-оптической системы 
микроскопа. Отметим, что при косом освещении предмета электронным 
пучком с θ0 > θmax разрешение может значительно возрастать.  

§ 103. Сверхразрешение  

 Как мы видели в § 102, минимальный размер деталей объекта, раз-
решаемый микроскопом, имеет порядок длины волны излучения, в кото-
ром рассматривается объект. Этот предел и ограничивает реальное увели-
чение микроскопа, так как при его возрастании наблюдаемая дифракци-
онная картина грубо искажает действительную структуру предмета. 
В эпоху, когда описанные ограничения еще не были известны, возникали 
даже «открытия» несуществующей структуры мелких объектов.  
 Возникает вопрос: можно ли каким-то способом восстановить по 
дифракционной картине действительные детали, размер которых много 
меньше длины волны? Положительный ответ был дан в 1952 г. итальян-
ским физиком Торальдо ди Франсиа (G. T. di Francia). Он показал, что 
дифракционные картины от двух объектов, различающихся сколь угодно 
мелкими деталями, не будут тождественными. Поэтому, строго говоря, 
принципиального предела разрешения микроскопа вообще не существует. 
При помощи предложенных в дальнейшем специальных оптических сис-
тем со «сверхразрешением» оказалось возможным обрабатывать дифрак-
ционные картины и восстанавливать изображение объекта. Было выясне-
но, что практический предел такого сверхразрешения определяется очень 
жесткими допусками на точность изготовления оптической системы и на 
уровень различных помех. Величину предела можно получить, восполь-
зовавшись общими соотношениями теории информации (§ 82).  
 Согласно формуле Шеннона (82.3), (82.7) количество информации 
(в битах), которую содержит любой сигнал в полосе частот Δω и в еди-
ничном интервале времени,  

 с
2

ш

1
log 1 ,

2

PI
t Pω π

 Δ = + Δ ⋅ Δ  
 (103.1) 
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где Рс, Рш — мощности сигнала и шума соответственно. Поскольку этот 
закон основан только на соотношении неопределенности и общем поня-
тии о количестве информации, он непосредственно переносится на плот-
ность информации на единицу длины изображения в интервале Δkx:  

 с
2

ш

1
log 1 .

2x

PI
x k Pπ

 Δ = + Δ ⋅ Δ  
 (103.2) 

Для микроскопа величина Δkx определяется апертурой объектива и дли-
ной волны света и вблизи оптической оси при единичном увеличении 
(см. (102.12))  
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xk
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D
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λ

Δ = =
 +  
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 (103.3) 

Примем, что для разрешения детали объекта размера δ требуется мини-
мальная информация в один бит. Тогда  

 ( )0
,I x δΔ ≈ Δ  (103.4) 

где (Δx)0 — размер объекта, который, вообще говоря, не равен размеру его 
изображения Δх даже при единичном увеличении из-за дифракции 
(Δх ≥ (Δх)0).  
 Рассмотрим теперь два предельных случая. Если размер объекта 
(Δх)0   l, то Δх ≈ (Δх)0, и из (103.2), (103.4) находим для коэффициента 
сверхразрешения значение  

 ( )2 с ш с ш1 log , .P P P Pδ ≈   (103.5) 

В принципе эта величина ничем не ограничена сверху, однако для полу-
чения заметного сверхразрешения необходимо обеспечить ничтожный 
уровень шума. Случай (Δх)0   l соответствует обычному режиму работы 
микроскопа.  
 В обратном предельном случае ((Δх)0  l) размер изображения не 
зависит от размера объекта и определяется только дифракцией на аперту-
ре объектива: Δх ∼ l   (Δх)0. При этом коэффициент сверхразрешения  
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ш0
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Px
x Pδ

 Δ≈  Δ  
 (103.6) 

При том же отношении сигнал/шум последнее значение много больше, 
чем (103.5). Однако для разрешения относительно мелких деталей ма-
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ленького объекта  

 0 с
2

ш

log
x Px

l Pδ
 Δ Δ≈  
 

 (103.7) 

требуется все же большое отношение сигнал/шум (Δх ∼ l).  
 Полученные формулы легко обобщаются на двумерный случай. Для 
квадратной апертуры вместо (103.2) получаем  
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 Δ = + Δ ⋅ Δ ⋅ Δ  
 (103.8) 

где ΔS — площадь изображения, а ширина спектра Δkx = 2π/lx, Δky = 2π/ly. 
Поскольку теперь ΔI ≈ (ΔS)0/δ2, то коэффициент сверхразрешения опреде-
ляется соотношениями  

 с
22

ш

log ,x yl l P
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 
≈  

 
 (103.9) 

если (ΔS)0  lxly (ΔS ≈ (ΔS)0), и  
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 (103.10) 

если (ΔS)0   lxly (ΔS   (ΔS)0).  
 Совершенно иной метод получения сверхразрешения был предложен 
в работе [2]. На объект накладывается тонкая диафрагма с маленьким от-
верстием диаметра d. Перемещая эту диафрагму, регистрируют инте-
гральную интенсивность проходящего сквозь объект и диафрагму света. 
Это и дает изображение достаточно тонкого объекта с разрешением δ ≈ d 
независимо от длины волны. В частности, достижимо значение δ   λ. 
Этот метод получил название «оптического стетоскопа» по аналогии 
с медицинским стетоскопом, с помощью которого можно, например, оп-
ределять положение сердца с точностью порядка размера отверстия стето-
скопа независимо от длины соответствующей звуковой волны.  
 Заметим, что последний метод можно рассматривать как некоторый 
специальный случай предыдущего, используя соотношение, аналогич-
ное (103.7), в двумерном случае:  
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 (103.11) 
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Режим оптического стетоскопа соответствует Рc ∼ Рш, когда обработка 
дифракционной картины становится невозможной и можно использовать 
только интегральную интенсивность. Если при этом (ΔS)0 ∼ d 2  lxly, то 
ΔS ∼ lxly и δ ∼ d.  
 Еще один, принципиально отличный от двух предыдущих, способ 
превышения дифракционного предела был предложен в 1967 г. В. Г. Весе-
лаго [3]. Он показал, что оптические свойства вещества с одновременно 
отрицательными ε и μ существенно отличаются от свойств обычной сре-
ды с ε, μ > 0. В частности, возможно превышение дифракционного преде-
ла (точнее, его «отсутствие»). 

 Прежде всего, в среде с ε, μ < 0 квадрат показателя преломления по-
прежнему положителен: 
 n2 = εμ > 0. 

Однако формально n εμ= ± ,  и, поскольку оба сомножителя под корнем отрица-

тельны, следует выбрать .n εμ= −  Чтобы учесть это обстоятельство, В. Г. Весе-

лаго предложил записывать закон (73.6) преломления в виде 

 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2sin sin , , ,p n p n n nϕ ϕ ε μ ε μ′ ′′= = =  (103.12) 

а p1, p2 ⎯ «параметры правизны»: 

 
0, если , 0 «правая среда»,

0, если , 0 «левая среда».

p
p

ε μ
ε μ

> > −
< < −

 (103.13) 

При прохождении электромагнитной волны через границу раздела двух «правых» 
сред сохраняется все сказанное в § 73 (рис. XV.26, а), тогда как при переходе из 
«правой» в «левую» среду знак угла преломления меняется на противоположный 
(рис. XV.26, б). 

� �'
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��"

� �'

( )а ( )б

 

Рис. XV.26. Прохождение электромагнитной волны через границу двух сред: (а) 
p1, p2 > 0, (б) p1 > 0,  p2 < 0 
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На границе двух сред условия для ТЕ-волны выполняются независимо от «пра-
визны» сред 1 и 2. Соответственно, остаются справедливыми соотноше-
ния (73.7)−(73.10), с той лишь разницей, что в левой среде коэффициенты λε, λμ 
становятся мнимыми. Компоненты электромагнитного поля, касательные к грани-
це раздела, сохраняют свое направление независимо от правизны сред, тогда как 
компоненты, ортогональные поверхности раздела сред, меняют свое направление 
при переходе из правой среды в левую или наоборот. Это полностью согласуется 
с законом преломления (103.12), (103.13). В результате и вектор k при переходе 
границы двух сред с разной правизной меняет знак, т. е.  

 p1k1 = p2k2. (103.14) 

 Особый интерес представляет левая среда, у которой  

 ε2 = −ε1,   μ2 = −μ1,   λμ = λε = i.  

При переходе в нее волны из правой среды (p1 > 0) угол преломления (103.12) 
ϕ″ = −ϕ, а отраженная волна отсутствует. В этом легко убедиться, подставив эти 
значения ϕ″, ε2, μ2 в формулы для RM (73.8) и RE (73.10).  
 Кроме того, в этом случае плоскопараллельная пластина такого левого веще-
ства действует как идеальная линза (рис. XV.27 и задача XV.6). Такое оптическое 
устройство получило название линзы Веселаго. Отметим, что внутри пластины 
возникает промежуточное изображение источника в плоскости, зеркальной отно-
сительно границы сред.    

A B

a
b

d

x1 x2

xB

 

Рис. XV.27. Прохождение электромагнитной волны (в приближении геометриче-
ской оптики) через плоскопараллельную пластину левого вещества с ε2 = −ε1 < 0, 
μ2 = −μ1 < 0. А ⎯ источник, В ⎯ его изображение 

 Задача XV.6. Оценить ширину функции E(xB) в плоскости изображения xB 
точечного источника, расположенного в точке А перед плоскопараллельной пла-
стиной левого вещества (рис. XV.27). 
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 Из построения рис. XV.27 следует 

 d = a + b. 

Аналогично расчету, проделанному для тонкой линзы (см. (102.7)), запишем 
в параксиальном приближении (98.13) выражение для поля в плоскости xB. Для 
этого выпишем последовательно значения поля в точке (x, y) передней (по ходу 
лучей) плоскости пластины 
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ia aπ

  + = ⋅ ⋅ +      
 

в точке (x2, y2) выходной плоскости 
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и в точке (xB, yB) плоскости изображения 
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где k2 = −k1 = k, n2 = n1 = n. Здесь ±D ⎯ размеры квадратной пластины (2D × 2D). 
Отсюда  
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 (103.15) 

и аналогично 
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Как мы видим, выражение для E(xB) содержит два одинаковых двойных интегра-
ла Ix(xB) и I. 
 Произведем в каждом из них замену переменных: например, в первом  

 {x1, x2} → {ξ, ξx}, 

где  

 1 2 2, .
2 x

knab x x knx
d a b b

ξ ξ = + = 
 
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С учетом значения якобиана замены переменных  
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находим    
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Интеграл по dξ в (103.16) выражается через интегралы Френеля (99.3): 
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Для ответа на вопрос о ширине функции E(xB, yB) не нужно производить точное 
вычисление интегралов (103.15), а достаточно знать зависимость этой функции 
(с точностью до константы) от координаты xB. Из полученного выражения ясно, 
что интеграл (103.16) ограничен по величине (см. рис. XV.8). Поэтому по теореме 
о среднем можно записать  
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Аналогично находим для второго двойного интеграла 
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Интегралы в обоих выражениях в пределе D → ∞ содержат δ-функции 
(см. (78.12)), так что  
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Изображение точки А в плоскости xB не имеет характера дифракционной картины, 
а является точкой при xB = yB = 0, т. е. совпадает с изображением точки А в при-
ближении геометрической оптики. Таким образом, показано, что линза Веселаго 
не имеет дифракционного ограничения.  
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 Осталось выяснить, где в проделанном анализе существенно использовано 
свойство левой среды n < 0. Очевидно, что при выводе выражений (103.15) для 
Δϕx, Δϕy. Если положить kB2 = k1 = k, что эквивалентно замене −d → d в первом из 
выражений (103.15), то тогда сумма a + b + d > 0 и появится сдвиг фазы волны, не 
зависящий от координат x, y. Но главное не это ⎯ мы не придем к конечным вы-
ражениям в (103.15), содержащим (x1/a + x2/b)2 и (y1/a + y2/b)2. А это означает, что 
не удается получить выражение, аналогичное (103.16) и в конечном счете прийти 
к δ-функциям. Такова «формальная» сущность анализа. 
 В 2000 г. вышла работа Дж. Б. Пендри [4], где идеальность линзы Веселаго 
была показана другим способом ⎯ из анализа коэффициентов отражения и прелом-
ления волны, падающей на плоскопараллельную пластину из левого вещества. 
Правда, вскоре эта работа была подвергнута серьезной критике нобелевским лауреа-
том Г. ′т Хоофтом [5]. Это, впрочем, не умалило интереса к предложению Веселаго. 
 Дело оставалось за малым ⎯ найти вещество с одновременно отри-
цательными ε и μ (!). Веселаго показал в своей работе [3], что существо-
вание такого вещества не противоречит законам природы и указал на воз-
можные свойства такого вещества. Тем не менее, найти такое вещество не 
удавалось почти более 30 лет, и постепенно интерес к этой идее угас. 

 Одновременная отрицательность ε и μ влечет за собой, казалось бы, отрица-
тельное значение энергии электромагнитного поля (55.1), что бессмысленно. 
И здесь приходит на помощь дисперсия ε(ω) и μ(ω). В среде с дисперсией плот-
ность энергии электромагнитного поля, в отличие от (55.1), описывается выраже-
нием (см. [6], § 80)*)   
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,
8

w E H
ωε ωμ

π ω ω
 ∂ ∂ 

= + ∂ ∂ 
  

где чертой обозначено усреднение по периоду колебаний поля. Отсюда следует, 
что в левой среде при отрицательных ε и μ требуется выполнить условие  
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Тогда 0>w при любых значениях E и H. 

 Новая жизнь линзы Веселаго началась в 2000 г., когда группе амери-
канских физиков во главе с Д. Смитом (D. R. Smith) удалось изготовить 
образец «метаматериала», имеющего сложную структуру медных провод-
ников, в котором волна с длиной волны 3 см ведет себя как в среде с отри-
цательным показателем преломления. Началось активное исследование 
возможностей создания идеальных линз. И первые практические результа-
ты появятся, скорее всего в СВЧ-диапазоне электромагнитного излучения. 

                                                 
*) Рассмотрение этого вопроса выходит за рамки данного курса. 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XVI  

ОПТИЧЕСКАЯ СПЕКТРОСКОПИЯ  

   Измерение спектров источников электромагнитного излучения со-
ставляет основную задачу спектроскопии. Такие измерения в каждом из 
диапазонов шкалы электромагнитных волн имеют свои особенности, на-
ходящие отражения прежде всего в методах спектрального анализа. 
В данной главе будут рассмотрены методы спектроскопии в оптическом 
диапазоне.  

§ 104. Спектральное разрешение  

   Важнейшей характеристикой спектрального прибора является спек-
тральная разрешающая способность, или, кратко, спектральное разреше-
ние, т. е. способность различить в спектре исследуемого источника линии, 
соответствующие двум близким частотам (длинам волн):  

 
min min min

.
kR

kλ
λ ω

λ ω
= = =

Δ Δ Δ
 (104.1) 

 Грубый критерий спектрального разрешения можно выразить через 
видность дифракционной картины спектра  

 .1~
minmax

minmax

II
IIV

+
−=  (104.2) 

Так же как и линейное разрешение оптического прибора, спектральное 
разрешение может быть в принципе неограниченно увеличено (см. § 103) 
за счет специальной обработки дифракционной картины спектра.  
 Рассмотрим дифракционную решетку, освещаемую источником, 
спектр которого содержит две близкие линии λ и λ + Δλ (k и k + Δk). Ди-
фракционная картина в этом случае будет иметь два максимума m-го по-
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рядка под углами  

 
( )

2 2
и 1 .m m
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 (104.3) 

Распределение интенсивности на этом участке дифракционной картины 
(рис. XVI.1) описывается суммой двух функций вида (100.4), в одной из 
которых k заменено на k + Δk. Ширина каждого из максимумов есть 
(см. (100.9)) 2Δθ = 2λ/Na. Из условия 2Δθ ∼ δθ получаем спектральное 
разрешение  

 
min

~ .
kR mN

kλ =
Δ

 (104.4) 

Такое же выражение следует из так называемого критерия Рэлея, соглас-
но которому две линии могут быть разрешены, если максимум одной из 
них совпадает с минимумом другой (задача XVI.1). 

  

Рис. XVI.1. Распределение интенсивности спектральной картины при разрешении 
двух близких линий 

  Задача XVI.1. Пользуясь критерием Рэлея, найти спектральное разрешение 
дифракционной решетки.  
 Критерий Рэлея будет выполняться, если при переходе от λ к λ + Δλ аргу-
мент Nα «быстрого синуса» в (100.4) будет меняться на π, т. е.  

 N(k + Δk)θma/2 = Nmπ + π,   kθma/2 = mπ. 

Отсюда Δk/k = 2π/(kNθma) = 1/mN, что совпадает с (104.4).  

 Одним из наиболее распространенных спектральных приборов явля-
ется призменный спектрограф. Способность прозрачных тел при опреде-
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ленных условиях разлагать белый свет в спектр известна с незапамятных 
времен. Во всяком случае, Декарт упоминает об этом явлении в своем 
«Трактате о свете» (R. Descartes, 1633 г.), а Ньютон подробно его иссле-
довал и описал в своей «Оптике» (I. Newton, 1704 г.). Тем не менее приз-
менный спектрограф до сих пор верой и правдой служит человеку.  
 В основе работы прибора лежит явление дисперсии показателя пре-
ломления оптически прозрачной среды n = n(λ). Угол отклонения световой 
волны, падающей на призму, зависит поэтому от длины волны, так что, 
согласно (102.6),  

 , 1.
d dn
d d
ψ α α
λ λ

≈   (104.5) 

Здесь α — угол при вершине призмы. Схема призменного спектрографа 
приведена на рис. XVI.2. Точечный источник S0, помещенный в фокусе 
линзы, освещает призму плоским волновым потоком, который в соответ-
ствии с (104.5) разлагается призмой на монохроматические составляю-
щие — каждая из них отклоняется на свой угол ψ(λ). Линза L2 фокусирует 
каждую из составляющих в соответствующую точку экрана, расположен-
ного в ее фокальной плоскости. Обычно в спектрографах применяют не 
точечные, а линейные источники (вытянутая щель) — это более удобно, 
так как тогда спектральная картина имеет вид параллельных линий, окра-
шенных в цвета монохроматических составляющих. В случае непрерыв-
ного спектра возникает хорошо известная картина цветов радуги.  

S0

L1

L2 x

�

� �+ �

П

 

Рис. XV1.2. Схема призменного спектрографа: S0 — источник; L1 и L2 — линзы, 
П — призма (условно показано распределение интенсивности по экрану x)  

 Спектральное разрешение призменного спектрографа определяется 
дифракцией света на апертуре. Если свет источника S0 содержит две близ-
кие линии λ и λ + Δλ, то распределение интенсивности на экране для каж-
дой из них описывается функцией вида (97.7), и линии будут разрешены 
при условии  
 2 ~ ,U k dθ πΔ = ⋅ Δ ⋅  (104.6) 

где d — апертура спектрографа. В оптимальном случае апертура ограни-
чена высотой призмы h, которая при α  1 совпадает с d (рис. XVI.3). 
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Угол Δθ есть в данном случае Δψ из (104.5). В результате находим 
(Δθ = Δψ, d = h):  

 1 1
~ .R

dn dnh
d d

λ
λ ψ

λ α λ α
λ λ

− Δ Δ= =
   
   
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Поскольку размер основания призмы t ≈ αh, окончательно получим  

 ~ .
dnR t
dλ λ

 (104.7) 
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Рис. XVI.3. Ход лучей в призме (симметричная геометрия) 

 Призменные спектрографы применяются в видимом и ближних ульт-
рафиолетовом и инфракрасном участках оптического диапазона. В спектро-
графах, предназначенных для работы в видимом свете, используются спе-
циальные оптические стекла: крон, флинт и их различные модификации. 
Максимальная дисперсия достигается в оптическом стекле ТФ5 (тяжелый 
флинт): dn/dλ ≈ 1,5 ⋅ 103 см−1. В ультрафиолетовом диапазоне применяются 
кварц, флюорит (CaF2), соли LiF, NaF, BaF2, дисперсия которых того же 
порядка на длинах волн 2 000−4 000 Å. Для инфракрасного диапазона ис-
пользуют кристаллы солей NaCl, KC1 (сильвин) и некоторые другие. Их 
дисперсия примерно в пять раз меньше на длинах волн 7 000−10 000 Å.  
 Спектральное разрешение призменного спектрографа (104.7) ограни-
чено дисперсией стекла и размером основания призмы t. Обычно апертура 
спектрографа, а стало быть, и высота призмы h ограничены. В то же время 
основание t = 2h tg(α/2) не может быть сколь угодно большим, так как при 
sinϕ′ > 1/n (рис. XVI.3) начинается полное внутреннее отражение. Это 
ограничивает значение угла α = 2ϕ′ ≤ 2 arcsin(1/n) ∼ 60°. Поэтому обычно 
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t ∼ 10 см, и спектральное разрешение призменного спектрографа состав-
ляет по порядку величины Rλ ∼ 104.  
 Попутно отметим, что явление дисперсии приводит к так называемой 
хроматической аберрации объектива — зависимости фокусного расстоя-
ния от длины волны света.  
   Задача XVI.2. Оценить хроматическую аберрацию тонкой линзы.  
 Используя выражение для фокусного расстояния тонкой линзы (89.11), най-
дем dF/dλ = F(dn/dλ)/(n − 1). Относительное изменение фокусного расстояния 
ΔF/F = δn/(n − 1), где δn — изменение показателя преломления материала линзы 
по спектру. Обычно в справочниках для оптических стекол приводится величина 
(nD − 1)/(nF − nC), называемая коэффициентом дисперсии, nC, nD, nF — значения 
показателя преломления для С (6563 Å), D (5893 Å) и F (4861 Å) линий Фраунго-
фера — эталонных линий в спектрах известных элементов. Коэффициент диспер-
сии для оптических стекол порядка 50, т. е. ΔF/F ≈ 2 ⋅ 10−2.  

§ 105. Интерферометр Фабри–Перо  

 Спектроскопический прибор высокого разрешения, интерферометр 
Фабри–Перо (M. P. A. C. Fabry and J. B. A. Perot, 1899 г.), представляет собой 
два плоскопараллельных полупрозрачных зеркала и относится к оптическим 
приборам, работающим в режиме полос равного наклона (рис. XVI.4).  
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Рис. XVI.4. Схема интерферометра Фабри–Перо: M1, M2 — полупрозрачные зеркала; 
L — линза (показан ход луча нижней границы волны и не показаны «второстепенные» 
лучи, отраженные от «незеркальных» границ, т. е. лучи, уходящие налево) 
 
 Проследим за судьбой плоской волны, падающей на интерферометр 
под углом θ0 к его оси:  

 ( ) 0
0sin

0 0, 0 e e .xik x ik xE x z E E θ= = =  (105.1) 
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Пусть каждое из зеркал имеет одинаковые покрытия с амплитудными ко-
эффициентами отражения ρ и пропускания τ. Пренебрегая потерями 
в зеркалах, примем ρ2 + τ2 = 1. Интерференционная картина наблюдается 
в фокальной плоскости xp линзы L. Поэтому первичная волна (105.1) дает 
поток, который в приближении Фраунгофера есть суперпозиция плоских 
волн, распространяющихся под всевозможными углами θ. Каждая такая 
волна, многократно претерпев отражения на зеркалах, поделится на N 
волн, интерферирующих в точке хр = F tgθ фокальной плоскости объекти-
ва. При этом каждая последующая отраженная волна набирает по сравне-
нию с предыдущей дополнительно разность хода вдоль z, равную Δz = 2а, 
а амплитуда на каждом отражении падает в ρ раз. Будем считать для про-
стоты, что апертура задана одним из зеркал. Тогда в приближении Фраун-
гофера поле в точке хр экрана есть  
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Подставляя сюда (105.1), интегрируя по х и затем суммируя геометриче-
скую прогрессию, найдем  

 

( )
( )

( )
( )

( )

0

0

sin sin
2 2 cos 2

0
00

sin sin 2 2 cos
2

0 2 2 cos
0

e 1
e

2 sin sin

e 1 e 1
.

2 sin sin e 1

N ik
n ik na

p
n

ik N i Nak

i ak

kE x E
iF ik

k E
iF ik

θ θ
θ

θ θ θ

θ

ρ τ
π θ θ

ρτ
π θ θ ρ

−
⋅

=
−

−= ⋅ =
−

− −= ⋅
− −


 

Поскольку ρ < 1, а число отражений N  1, можно пренебречь членом ρ2N. 
Вычисляя интенсивность в точке хр, получим  
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 (105.3) 

Обычно апертура интерферометра d  λ, поэтому вклад дифракции мал, 
а под углом θmax = θ0 наблюдается максимум интенсивности, вокруг которого 
возникает дифракционное размытие, соответствующее ΔU ∼ π, или 
(Δθ)диф ∼ λ/d. Ниже мы оценим его влияние на интерференционную картину.  
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 Так формируется одна линия, соответствующая данному углу θ0 пер-
вичной волны. Для формирования интерференционной картины интерфе-
рометр освещают расходящимся световым потоком, т. е. набором волн 
с различными θ0. Для этого можно использовать протяженный (не точеч-
ный) источник, который помещают в фокальную плоскость линзы 
(рис. XVI.5). В этом случае на выходе линзы световой поток представляет 
собой суперпозицию плоских волн, распространяющихся под углом θ0 
к оси интерферометра.  

 ( ) 0
0 0 0, .

x
x x F

F
θ =    

Если излучение источника немонохроматическое, то для каждой состав-
ляющей спектра излучения найдется свой угол θ0 (координата x0), для ко-
торого выполняется условие образования максимума (105.6) ниже. 
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x1

x2

xp

xp1
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Рис. XVI.5. Схема формирования интерференционной картины в интерферометре 
Фабри–Перо, при его освещении протяженным источником. Сплошные линии 
показывают ход лучей, образующих главный максимум при xp = 0, пунктирные 
и штрихпунктирные ⎯ лучи, образующие максимумы более низкого порядка 
(кольца на рис. XVI.7) 

 Главный максимум образуется волной с θ0 = 0:  
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Если же α0 = ka = π(m0 + 1/2), то в центре интерференционной картины 
(θ0 = 0) возникает минимум интенсивности.  
 Распределение интенсивности по экрану можно представить в виде  
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 Так как коэффициент отражения ρ близок к единице, параметр А  1 
и минимальное значение функции I(θ0) 

 0
min 0.

1

I
I I

A
=

+
  

Соотношения (105.5) носят название формулы Эйри (рис. XVI.6). При 
больших А, что характерно для интерферометров Фабри–Перо (ρ ≥ 0,8), 
эта функция имеет узкие максимумы в точках экрана, для которых  

 0 0cos .mka m mα θ π π= = ≤  (105.6) 

 

Рис. XVI.6. Функция F(α) = (1 + Asin2α)−1. ρ = 0,2 (1), ρ = 0,6 (2), ρ = 0,9 (3) 

Отсюда видно, что порядок максимумов убывает по мере удаления от 
центра интерференционной картины (сравни задачи XV.3−5). Для просто-
ты мы провели все вычисления для плоского случая. Ясно, что в аксиаль-
но-симметричном случае интерференцированная картина имеет вид кон-
центрических колец (рис. XVI.7).  
 Задача XVI.3. Найти размер источника xmax, при котором интерферометр 
Фабри–Перо позволяет зарегистрировать Δm максимумов интерференционной 
картины в схеме рис. XVI.5. 
 Из (105.6) следует 

 ( ) 2
max 0 0max 0max1 cos .

2

ka kam m m θ θ
π π

Δ ≡ − = − ≈ ⋅  

Подставляя сюда из (105.4) 

 0max max ,x Fθ =  
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и ka = m0π, находим 

 max 0
0

2 , .
mx F m m

m
Δ≈ ⋅ Δ   

В типичном случае m0 = 105, Δm = 5, F = 100 мм находим размер источника  

 2 ⋅ xmax = 2 мм. 

 

Рис. XVI.7. Интерферограмма расщепления линии кадмия (λ = 643,8 нм) в маг-
нитном поле (эффект Зеемана). Расстояние между компонентами (крайние коль-
ца в каждом порядке) около 0,08 Å, область свободной дисперсии (см. § 106) ин-
терферометра Фабри–Перо 0,35 Å. Интерференционная картина зарегистрирована 
видеокамерой с ПЗС-матрицей (§ 63) 

 Расстояние между полосами интерференционной картины найдем из 
условия (105.6)  
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 (105.7) 

Обычно в интерферометрах Фабри–Перо d ≥  a, m0  1, поэтому для 
m ≤ m0 расстояние δθ   (Δθ)диф. Но, как уже говорилось, сами полосы 
довольно узкие. Полуширина распределения интенсивности вблизи мак-
симума порядка m определяется соотношением I(θ0m + Δθинт) = I0m/2 или 
из (105.5) Asin2(ka cos(θ0m + Δθинт)) ∼ 1. Отсюда интерференционная полу-
ширина полосы  
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Таким образом, влияние дифракции на апертуре несущественно, если 
(Δθ)диф  (Δθ)инт или d  λ/Δθинт.  
 Принцип работы интерферометра Фабри–Перо используется в интер-
ференционных фильтрах, представляющих собой плоскопараллельную 
стеклянную пластинку на одну из  поверхностей которой наносится много-
слойное диэлектрическое покрытие. Отражения происходят на границах 
слоев с разными коэффициентами преломления (см. (73.15) и задачу XVI.4).  

Задача XVI.4. Оценить полосу пропускания интерференционного фильтра 
с толщиной диэлектрика а = mλ/2 и показателем преломления n, нанесенного на 
стекло.  

Учитывая, что коэффициенты отражения на границах воздух — диэлектрик 
и диэлектрик–стекло для θ0   1 есть ρ = (n − 1)/(n + 1) и ρ0 = (n − n0)/(n + n0), ана-
логично (105.2)−(105.5) получим в фокальной плоскости линзы с фильтром  
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Из условия I(θ0 = 0, k) ∼ 2I(θ0 = 0, k + δk) и (105.9) найдем полосу пропускания 
фильтра δλ:  
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 Для покрытия из сернистого цинка (n = 2,34) и стекла (n0 = 1,5) однослойный 
фильтр (m0 = 1) дает δλ/λ ∼ 0,1. Узкополосные фильтры изготавливают, последо-
вательно напыляя несколько слоев диэлектрика (толщиной λ/2 каждый) с разными 
значениями ε. Другим применением этого же принципа является так называемая 
просветленная оптика — объектив с нанесенным на него диэлектрическим покры-
тием, т. е. фильтр с широкой полосой пропускания и малым коэффициентом от-
ражения на входной границе (см. также задачу XVI.4).  

Спектральное разрешение интерферометра Фабри–Перо оценим из 
условия смещения максимума интерференционной картины для линии 
λ + Δλ на угол Δθинт (105.8). Это смещение найдем из условия (105.6)  
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где Nэфф ∼ 2ρ/(1 − ρ2) — эффективное число интерферирующих лучей. Для 
ρ = 0,9 величина Nэфф ∼ 20, и при работе в далеких порядках (m ∼ m0 ∼ 105) 
Rλ ∼ 3 ⋅ 106.  
 Задача XVI.5. Найти ослабление волнового потока интерферометром Фаб-
ри–Перо.  
 Поле и интенсивность в фокусе цилиндрической линзы описываются соот-
ношениями (100.3) при N = 1 ⎯ дифракция на апертуре d цилиндрической линзы: 
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Это совпадает с результатом (105.4) — случаем, когда перед линзой помещен ин-
терферометр Фабри–Перо и в центре картины наблюдается главный максимум. Та-
ким образом, в этом случае интерферометр не ослабляет падающую на него волну, 
если не учитывать отражение от входной и выходной границ подложек его зеркал. 
 Одним из важных применений схемы интерферометра Фабри–Перо 
является прецизионное измерение расстояний и малых перемещений 
(см. § 145). 
 Задача XVI.6. Оценить чувствительность интерферометра Фабри–Перо к ма-
лым изменениям расстояния а между зеркалами. 
 Вблизи максимума интерференционной картины интенсивность  
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где ε = k ⋅ Δa, ka = m0π. Тогда  
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При ρ = 0,8  Δа ≈ 0,03λ. 
 Отметим также, что интерферометр Фабри–Перо является так назы-
ваемым открытым резонатором, который применяется в лазерах (§ 144). 

Иногда возникает необходимость детального исследования спек-
трального интервала в пределах одного порядка интерферометра Фабри–
Перо с высоким временным разрешением, при этом спектральным разре-
шением можно частично пожертвовать. Для этих целей в работе [7] было 
предложено специальное многосекционное зеркало «Фафнир»*). 

                                                 
*) Название, дано авторами в честь героя скандинавской мифологии человека-дракона по 
имени Фафнир. 
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15-канальный вариант такого зеркала, показанный на рис. XVI.8 [8], 
имеет анализируемую область спектра интерференционной картины, совпа-
дающую с областью свободной дисперсии интерферометра Фабри–Перо. 
Область разлагается зеркалом на 15 одинаковых спектральных интервалов.  

 

Рис XVI.8. Зеркало «Фафнир» на пятнадцать спектральных каналов 

Конструктивно зеркало состоит из 15 соосных труб, плотно входящих 
друг в друга и образующих тем самым сплошной цилиндр-заготовку. Торце-
вая поверхность заготовки предварительно срезается плоскостью, нормаль к 
которой составляет 8° с осью труб. Далее косому торцевому срезу фрезерной 
обработкой придается форма сегмента сферы с радиусом 500 мм. После по-
лировки сферической поверхности и напыления на нее алюминия каждая 
труба разворачивается относительно соседней на угол 24°. При падении на 
образовавшуюся конфигурацию зеркал параллельного светового пучка, рас-
пространяющегося вдоль оси труб, излучение, отраженное от поверхностей 
зеркал, фокусируется в 15 фокальных точках, расположенных на одной ок-
ружности. Поскольку одинаковым спектральным интервалам в интерферен-
ционной картине интерферометра соответствуют кольца равной площади, 
диаметры труб подбираются с таким расчетом, чтобы площади получивших-
ся кольцевых зеркал оказались равными. Световой поток каждого из таких 
спектральных интервалов фокусируется на отдельный фотоумножитель. Это 
позволяет исследовать динамику профиля спектральной линии с высоким 
временным разрешением (около 10 нс в цитируемой работе). 

§ 106. Сравнительные характеристики спектрометров  

   В предыдущих разделах рассмотрены четыре оптических прибора, 
которые широко применяются для спектроскопии: дифракционная решет-
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ка, призменный спектрограф, интерферометр Фабри–Перо и интерферо-
метр Майкельсона. Конечно, ими далеко не исчерпывается весь обшир-
ный класс спектроскопических устройств, однако они являются основны-
ми и наиболее употребительными.  
 Спектральное разрешение для всех приборов равно произведению 
порядка максимума m, в котором наблюдается интерференционная карти-
на, на число интерферирующих лучей N (для призменного спектрографа 
N = ∞, m = 0). Это подтверждают задачи XVI.7, 8. Таблица характеристик 
спектроскопических приборов позволяет сравнить пять видов приборов.  

Таблица XVI.1. Сравнительные характеристики спектроскопических приборов 

Прибор N m R G, Å 
Призменный спектрограф ∞ 0 2 ⋅ 104 ∞
Эшелон Майкельсона 20 2 ⋅ 104 4 ⋅ 105 0,005 
Дифракционная решетка 3 ⋅ 105 2−3 1 ⋅ 106 1000 
Интерферометр Майкельсона 2 1 ⋅ 106 2 ⋅ 106 0,0005 
Интерферометр Фабри–Перо 30 2 ⋅ 105 5 ⋅ 106 0,0025 

 Задача XVI.7. Оценить спектральное разрешение двухлучевых интерферо-
метров.  
 Из условия смещения максимума интерференционной картины (92.15) для 
линии λ + Δλ на ширину линии Δx ∼ λL/2a найдем  

 ~ 2 , откуда ~ 2 .x m L a L a R mλδ λ λ= Δ  (106.1) 

 Задача XVI.8. Найти спектральное разрешение  эшелона Майкельсона (см. 
§ 101).  
 Из соотношения (101.6) найдем величину сдвига m-го максимума линии 

λ + Δλ: 2 22 2m k k d m k k dδθ α π∗= Δ = Δ  и (аналогично (100.9)) ширину m-го 

максимума Δθm = 2Δα∗/kd = 2π/Nkd. Как и в предыдущей задаче, условие δθ ∼ Δθm 
дает  

 Rλ ∼ mN. (106.2) 

 Область применимости спектральных приборов зависит не только от 
их разрешения. Другой важной характеристикой является область сво-
бодной дисперсии G = λmax − λmin — интервал длин волн, в котором не пе-
рекрываются m-й максимум для длины волны λmax и (m + 1)-й максимум 
для волны λmin. Ясно, что именно этот интервал можно свободно анализи-
ровать с помощью данного прибора. Для всех рассмотренных спектро-
метров область свободной дисперсии описывается соотношением  

 G = λ/m. (106.3) 
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   Задача XVI.9. Найти область свободной дисперсии для а) дифракционной 
решетки, б) интерферометра Фабри–Перо, в) интерферометра Майкельсона, г) эше-
лона Майкельсона.  
 Во всех четырех случаях область свободной дисперсии находится из уравне-
ний  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

а) , 1 , , ,

б) , 1 , , ,

в) , 1 , , ,

г) , 1 , , .

m m

m m

m m

m m

G m

G m

G x m x

G m

α λ θ π α λ θ π
α λ θ π α λ θ π
δ λ π δ λ π

α λ θ π α λ θ π∗ ∗

− = + =

− = + =

− = + =

− = + =

 

Из этих уравнений найдем (106.3).  

 Как правило, высокое спектральное разрешение у приборов сопро-
вождается малой областью свободной дисперсии. Поэтому выбор того 
или иного прибора для решения спектроскопической задачи определяется 
конкретными условиями последней. Так, призменные спектрографы 
обычно используются для записи широких спектров или для выделения 
с относительно низким разрешением участка широкого спектра, который 
затем анализируется спектрометром высокого разрешения (рис. XVI.9).  

S0

L1

L2
L3П

D
M1 M2 L4 xp

 

Рис. XVI.9. Спектрометр с высоким разрешением и большой областью свободной 
дисперсии, состоящий из призменного спектрографа и интерферометра Фабри–
Перо: S0 — источник, L1−L4 — линзы, П — призма; M1, M2 — зеркала интерферо-
метра Фабри–Перо; D — диафрагма, вырезающая участок спектра; xp — плоскость 
регистрации (приемника излучения) 

Не менее важна еще одна характеристика спектральных приборов ⎯ 
их аппаратная функция A(λ, λ′), которая определяется интегральным 
уравнением 

 ( ) ( ) ( )вых вх, ,I A I dλ λ λ λ λ
∞

−∞

′ ′ ′= ⋅ ⋅   

где Iвых(λ) ⎯ измеренное спектральное распределение интенсивности на 
выходе спектрометра при подаче на его вход излучения с известным («ис-
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тинным») спектральным распределением. В идеальном приборе 
A(λ, λ′) = δ(λ − λ′), что дает Iвых(λ) = Iвх(λ), т. е. прибор измеряет спектр 
падающего на него излучения без искажений. Обычно аппаратную функ-
цию спектрометра определяют экспериментально, подавая на его вход 
излучение с узкой спектральной полосой и перестраиваемой (в нужном 
диапазоне) длиной волны. Для этого можно использовать, например, ла-
зеры на красителях (§ 144). Пример такой калибровки интерферометра 
Фабри–Перо с зеркалом «Фафнир» показан на рис. XVI.10. 

 

Рис. XVI.10. Аппаратные функции интерферометра [8]. По оси абсцисс отложены 
номера каналов «Фафнира», первый канал расположен в центре зеркала 

 Современные спектрометры обычно снабжают регистрирующими 
устройствами, которые позволяют производить запись спектра непосред-
ственно на ЭВМ. Для этого можно, например, использовать ФЭУ со ще-
лью или ПЗС линейку (матрицу), по входу которых сканируют спектраль-
ную картину (§ 63), а специальный аналого-цифровой преобразователь 
(АЦП) переводит сигнал (напряжение, т. е. «аналог») в машинный код 
(цифровой сигнал). Библиотеки известных спектров хранятся в памя-
ти ЭВМ, и расшифровка спектра исследуемого источника поручает-
ся ЭВМ. Например, так работают интерферометры Майкельсона, в кото-
рых сканирование по спектру осуществляют изменением размера одного 
из плеч.  
 
 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XVII 

ГОЛОГРАФИЯ 

Голография буквально означает «полное описание» (от греческого 
«óλοξ» — полный, весь, «γράϕω» — описывать, рисовать), и в оптике 
этим термином называют специальный метод, позволяющий регистриро-
вать и воспроизводить изображение объемных предметов. Принципиаль-
ное отличие голографии от фотографии состоит в регистрации полной 
информации о волне, излучаемой (рассеянной) предметом — ее амплиту-
дах и фазах, тогда как в фотографическом методе регистрации сохраняет-
ся информация лишь об амплитуде (регистрируется интенсивность). Ино-
гда голографию называют «безлинзовой фотографией», но такое название 
неверно отражает сущность метода. К тому же в голографических схемах 
линзы используются довольно широко.  

Предложена голография английским физиком венгерского происхо-
ждения Габором (D. Gabor, 1947 г.), но практически она была развита 
в 60-е гг. с появлением мощных когерентных источников света — лазе-
ров. Габор разработал основные принципы голографии, пытаясь решить 
проблему повышения разрешающей способности электронного микро-
скопа. Голография возникла не на пустом месте. К моменту появления 
идей Габора фазовые методы в оптике получили значительное развитие, 
и можно указать на несколько работ, являющихся прямыми предшествен-
ницами голографии. Среди них — фазово-контрастный метод Цернике 
в микроскопии, оптические фурье-преобразования (опыт Аббе–Портера), 
цветная фотография Липпмана и другие. В то же время второе рождение 
голографии в 60-х гг. началось с работ американских физиков Лейта 
и Упатниекса, идейной пищей для которых послужило изучение первым 
из авторов проблем радиолокационных станций с синтезом апертуры (так 
называемые РЛС бокового обзора). В дальнейшем голографические мето-
ды нашли широкое применение в радиолокации высокого разрешения, дав 
начало развитию нового направления — радиоголографии.  

В голографии можно выделить три основных метода: голография 
Френеля–Лейта и Упатниекса (E. N. Leith, J. Upatnieks, 1962 г.), гологра-
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фия Фурье–Строука и Фальконера (G. W. Stroke, D. Falconer, 1964 г.), 
объемная (или «толстая») голография ⎯  Ю. Н. Денисюка (1964 г.).  

Все рассмотрение во избежание излишней громоздкости проведем 
в двумерном варианте (х, z).  

§ 107. Голография Френеля  

Поместим рядом с предметом зеркало (рис. XVII.1) и направим на 
них монохроматический поток света от когерентного опорного источника 
(лазера). Свет, отраженный предметом и зеркалом, падает на фотопла-
стинку и образует на ее поверхности интерференционную картину. После 
экспонирования и проявления фотопластинки получается интерферо-
грамма, при освещении которой светом лазера возникает изображение 
предмета. Такую интерферограмму называют голограммой, а вторую опе-
рацию — восстановлением изображения*).  

 

Рис. XVII.1. Схема записи в голографии Френеля: S0 — опорный источник (лазер); 
М — зеркало, Р — фотопластинка, О — объект 

 Принципиальным для голографии Френеля является выбор взаимно-
го расположения фотопластинки и зеркала: свет, отраженный зеркалом, 
должен падать на фотопластинку под некоторым углом θ. Как мы увидим 
позже, это позволяет при восстановлении отделить полезный поток, не-
сущий изображение, от фонового.  

                                                 
*) Современная техника фоторегистрации (§ 63) позволяет записывать голограммы в оцифро-
ванной форме и, соответственно, восстанавливать их через компьютеры и проекционную 
аппаратуру на основе лазеров (когерентное излучение!). Для простоты изложения мы «ис-
пользуем» здесь фотопластинку в качестве запоминающегося устройства. 
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 Пусть свет, отраженный предметом, создает на поверхности фото-
пластинки волновое поле Е(х). Свет, отраженный зеркалом, есть плоская 

волна 0 0e e .xik x ik xE E θ=  Суммарное волновое поле (общий множитель 
( )e zi k z tω−  опускаем) есть ( ) 0 e ,ik x

rE E x E θ= +  и квадрат его модуля  

 ( ) ( ) ( )( )22 2
0 0 e e .ik x ik x

rE E x E E E x E xθ θ− ∗= + + +  (107.1) 

Экспонируя фотопластинку световым потоком этой интенсивности, полу-
чим после проявления некоторое «почернение» негатива D(х). Механизм 
образования почернения состоит в разложении солей серебра (см. § 63) 
под действием света и осаждении чистого серебра. Ясно, что плотность 
почернения должна возрастать по мере роста световой энергии E, выде-
лившейся в светочувствительном слое. В свою очередь, E ∝ I ⋅ Δt, где I — 

интенсивность светового потока, Δt — длительность экспозиции. Зависи-
мость D(E ) для негативных фотоматериалов представляется кривой по-
чернения (F. Hurter и V.C. Drffield, 1890 г.), типичный вид которой пока-
зан на рис. XVII.2. Кривая имеет три участка: 1 — область «вуали», в ко-
торой плотность почернения D практически не зависит от экспозиции, 
3 — область насыщения или на языке фотолюбителей — «область пере-
держек» и, наконец, линейная область 2, где D ∝ γ lg (I ⋅ Δt). Коэффици-

ент γ — так называемая контрастность фотоматериала. У большинства 
материалов γ близко к единице. В свою очередь, коэффициент пропуска-
ния (прозрачности) негатива τ2 обратно пропорционален плотности по-
чернения. Поскольку I ∝ E2, амплитудный коэффициент пропускания 

 τ = κE−γ, (107.2) 

κ — коэффициент пропорциональности. Подставляя (107.1) в (107.2) 
и приняв Е0 Е(х), получим уравнение голограммы (Габор, 1947 г.)  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )22 2
0 00 2 e e .ik x ik xx E E E x E E x E xγ θ θτ κ γ γ− − − ∗≈ − − +  (107.3) 

Оно описывает распределение амплитудной прозрачности по голограмме.  
 Для восстановления изображения голограмму освещают плоской 
монохроматической волной амплитуды Еλ (рис. XVII.3). Примем, что 
длина волны восстанавливающего света та же, что и при регистрации го-
лограммы. Волновое поле за голограммой  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )ф e e .ik x ik xE x E x E A E x E xθ θ
λτ − ∗ −′ = = + +  (107.4) 
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Рис. XVII.2. Кривая почернения фотопленки 

В этом выражении явно выделены сомножители, содержащие информацию 

о предмете ( ) ( )( )иE x E x∗  (остальные объединены в слагаемое Еф(х) — 

поле) и коэффициент А. Как следует из (107.4), за голограммой возникают 
две волны, распространяющиеся под углами ±θ к оси z (рис. XVII.1, XVII.3) 
и пропорциональные полю в волне, рассеянной предметом, Е(х) и Е*(х). Для 
выяснения дальнейшей судьбы восстановленного поля Е′(х) следует, вооб-
ще говоря, записать соотношения типа интеграла Кирхгофа (98.13) и затем 
найти положение точек, в которых образуется изображение предмета. Эту 
процедуру можно значительно упростить, если рассмотреть случай точеч-
ного предмета, расположенного на оси z (рис. XVII.1). Тогда поле на голо-

грамме (см. (102.4)) ( ) .e 2
0

2 lkxiExE =  При восстановлении изображения 

получим поле сразу за голограммой  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

22 2

e e ,

.
2 2 2

i x i x
фE x E x AE

x lkx lx k x k k
l l

ψ ψ

θ θψ θ

−′ = + +

−
= − = −

 (107.5) 

Два слагаемых в скобках описывают (после домножения на ( )e zi k z tω−  
и амплитудный множитель) соответственно расходящуюся волну, распро-
страняющуюся под углом −θ к оси z, и сходящуюся под углом θ. Центры 
этих волн, очевидно, лежат на расстояниях ±l от поверхности голограммы 
и на расстоянии θl от оси z. Они являются соответственно мнимым 
и действительным изображениями точки-предмета (рис. XVII.3). Обобще-
ние результата, полученного для точечного предмета, на предмет конеч-
ных размеров (совокупность точек) трудности не представляет.  
 Подчеркнем одно важное обстоятельство, вытекающее из проведен-
ного рассмотрения: при восстановлении голограммы Френеля слагаемое 
с Е(х) передает мнимое, а с Е*(х) — действительное изображение, так что 
при освещении голограммы возникают действительное и мнимое изобра-
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жения предмета, смещенные на (θl, ±l) относительно центра голограммы. 
Поэтому иногда голограмму Френеля представляют в виде эквивалентной 
схемы линза + призма — первая формирует изображение, а вторая выво-
дит его из фонового потока. Для наблюдателя мнимое изображение хоро-
шо видно сквозь голограмму.  

x

Eф

Eф

z
�

E�

l l

 

Рис. XVII.3. Восстановление изображения в голографии Френеля; Eλ ⎯ восста-
навливающая волна, Eф ⎯ фоновая волна, не несущая информации о предмете 

 Проведенное обсуждение позволяет выяснить смысл названия схе-
мы — «голография Френеля». По существу, на голограмме записывается 
интерференция двух потоков — плоского опорного и потока, дифрагиро-
ванного предметом, причем дифрагированный поток описывается в при-
ближении Френеля (разложение по сферическим волнам).  
   Задача XVII.1. Рассмотреть восстановление изображения точечного предме-
та при освещении голограммы Френеля светом с длиной волны λ′ ≠ λ.  

 В выражениях (107.5) следует учесть, что теперь множитель ( )ei k z tω′ −  содер-
жит k ′ = 2πλ′. Тогда экспоненциальные сомножители в (107.5) можно представить 
в виде  

 
2

exp , где , .
2

xik x x kx k x l kl k l
l

θ λ λ λ λ
  ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′± − = = = =   ′   

 

Таким образом, возникает увеличенное изображение, коэффициент увеличения 
равен λ′/λ.  
   Задача XVII.2. На голограмме записаны по схеме рис. XVII.1 изображения 
двух точечных предметов: один расположен на оси z, другой сдвинут на расстоя-
ние δ от оси z. Голограмму восстанавливают светом λ′ точечного монохроматиче-
ского источника, расположенного на расстоянии L слева от голограммы. Найти 
положение изображений.  
 Примем яркость предметов одинаковой, так что их поля на голограмме  

 ( ) ( )22 22e e .ik x likx lE x E δ− = + 
 
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При восстановлении изображения точечный опорный источник, расположенный 
в точке zλ = −L, xλ = 0, создает на поверхности голограммы поле 

{ }2 2exp eik x LE Eλ λ
′= , так что за голограммой возникает, согласно (107.4), волно-

вое поле  

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

4

ф

1

2 2

1, 3

22

2, 4

e ,

,
2 2

.
2 2

ni
n

n

E x E x A

k x xx k x
L l

xk xx k x
L l

ψ

ψ θ

δ
ψ θ

=

′ = +

 ′
= ± −  

 
 −′  = ± −
 
 



 (107.6) 

Поскольку нас интересует положение изображения, а не его яркость, амплиту-
ды Аn можно не анализировать. Преобразуем выражения для фаз к виду  

 

( ) ( ) ( )22 2

1, 3 2, 4, ,
2 2

1 1 1
, , .

xk x Lx k x x k x k
L L l L

k k k L L
L L k l k k l L l

δ δψ θ ψ θ

θ θ δ δ δλ
λ

 ′−′ ′ ′ ′ ′ ′= = ± ⋅
′  ′ 

 
′′ ′= ± ⋅ = = ± ⋅ = ⋅

′ ′ ′ ′ ±
′

 

 (107.7) 

Постоянное слагаемое, содержащее δ2 в выражении для ψ2, 4(x), на положение изо-
бражения не влияет, и его можно включить в комплексную амплитуду.  
 Сравнивая (107.5) и (107.7), заключаем, что изображения точек возникают на 
расстояниях ±′L  от голограммы, причем одно изображение смещено на θ′L′ от 
оси z, а второе на θ′L′ + δ′. Обе пары изображений мнимые, если L′ > 0, или 
L < λl/λ′. Увеличение изображения  

 .
L

L l

δ
λδ
λ

′
=

±
′

 (107.8) 

Таким образом, при восстановлении в свете точечного источника голограмма эк-
вивалентна оптической схеме, в которой предмет рассматривают через призму 
(отклонение на угол θ ′) и линзу с фокусным расстоянием Fэкв = ±λl/λ′.  

§ 108. Линза как фурье-анализатор  

 Плоская волна ( ) ( )
0, e z xi k z k x tE x z E ω+ −=  без учета дифракции фоку-

сируется в точку хp = kxf/kz фокальной плоскости линзы. Поле произволь-
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ного вида, как мы знаем, можно разложить по плоским волнам  

 ( ) ( )1
, e .

2
z xi k z k x t

kx xE x z E dkω

π

∞
+ −

−∞

=   

Пропустив эту волну через линзу, получим в этом приближении в ее фо-
кальной плоскости поле, напряженность которого Е(хр) ∝ Ekxdkx, хp = kxf/kz, 
т. е. поле в фокальной плоскости пропорционально фурье-образу исход-
ного поля. Таким образом, линза производит фурье-преобразование поля 
Е(х, z) в пространстве поперечных волновых чисел kх. Влияние дифракции 
можно учесть при помощи интеграла Кирхгофа. При прохождении через 
тонкую линзу волна Е(х) приобретает фазовый сдвиг в соответствии 
с (102.3), так что в плоскости 2 (рис. XVII.4), опуская постоянные фазовые 
множители, получим  

 ( ) ( ) .e 2
2

2 fikxxExE −=  (108.1) 

1 2 3

x x xp

l

 

 

Рис. XVII.4. К расчету фурье-преобразования с помощью тонкой линзы; 1, 2 ⎯ 
входная и выходная плоскости линзы, 3 ⎯ плоскость наблюдения 

Поле на экране ,pх  согласно (98.13),  

 ( ) ( )
( )( )2

2

3 2 e .
2

pi kl t k x x l

p
kE x E x dx

il

ω

π

 − + − 
 =   

Подставляя сюда (108.1) и преобразуя показатель экспоненты, при l = f 
запишем:  

 ( ) ( )
2

2
e e .

2
p

kxi kf t
f ikx x f

f p
kE x E x dx
if

ω

π

  ∞− +  
 

−∞

= ⋅   (108.2) 



Глава 17 

 

120

Интеграл берется по апертуре линзы, которая много больше λ, поэтому 
пределы можно принять равными бесконечности. Поскольку kxp/f = kx, 
напряженность Ef (xp) пропорциональна фурье-компоненте поля Е(х) по 
волновым числам kх.  
 Действие линзы как фурье-преобразователя убедительно демонстри-
рует опыт Аббе–Портера (E. Abbe, 1873 г., A. B. Porter, 1906 г.), состоя-
щий в следующем. С помощью объектива на экран проектируют изобра-
жение проволочной сетки (рис. XVII.5, а). В фокальной плоскости объек-
тива фурье-образ решетки имеет вид набора максимумов, как при ди-
фракции на двумерной решетке (рис. XV.19). Если же в фокальной плос-
кости поместить, например, горизонтальную щель, которая «срежет» все 
максимумы, кроме расположенных вдоль щели, то на экране останется 
изображение только... вертикальных проволок сетки (рис. XVII.5, б).  
   Опыт Аббе–Портера положил начало целому направлению в опти-
ке — оптической фильтрации (§ 112).  

 

Рис. XVII.5. Опыт Аббе–Портера: а — изображение решетки, б — изображение 
той же решетки, «отфильтрованной» горизонтальной щелью 

§ 109. Голография Фурье  

 Рассмотрим вначале вариант голографии Фурье, в котором использу-
ется линза (рис. XVII.6). В ее передней фокальной плоскости располагают 
предмет и точечный источник, а фотопластинку помещают в заднюю фо-
кальную плоскость. При этом передний фокус линзы совпадает с точкой, 
где находится опорный источник. На рис. XVII.6, а показан вариант схемы 
для записи голограммы непрозрачного предмета, когда свет лазера падает 
на предмет и зеркало, отклоняющее свет так, что освещается точечное от-
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верстие S0. Рис. XVII.6, б поясняет действие схемы на примере точечного 
предмета: за линзой образуются две плоские волны — одна от предмета, 
другая от опорного источника, они интерферируют, образуя на фотопла-
стинке интерференционную картину, как в схеме Юнга (§ 92 и рис. XIV.3).  

x

0
M

S0
S0

f f

xL
xp

p
L

�
z

0

xp

( )а ( )б

 

Рис. XVII.6. Схема записи голограммы непрозрачного предмета (а) и ее эквива-
лентная схема (б). М — зеркало, S0 — отверстие в непрозрачном экране, О — 
предмет, L — линза, Р — фотопластинка 

 В общем случае протяженного предмета поле на фотопластинке най-
дем, воспользовавшись интегралом Кирхгофа в форме (99.1), ограничив-
шись случаем плоской (двумерной) задачи. Перед линзой в плоскости xL  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

0

1 0

, e
2

.

Lik x x f
L

L L

kE x z f E x dx E x
if

E x E x
σ

π
− −= = ⋅ + ≡

≡ +

  (109.1) 

Здесь Е(х) — поле волны на поверхности предмета, E1(xL) — поле волны, 
отраженное предметом, интеграл берется по поверхности предмета σ, 
а Е0(xL) — поле опорного источника. Последнее преобразуется линзой 

в плоскую волну, амплитуду которой обозначим Е0. Множитель ( )ei kf tω−  
можно опустить, так как в конечном счете он дает только некоторый об-
щий фазовый сдвиг в поле восстановленной волны, что не влияет на фор-
мирование изображения. Поле волны от предмета преобразуется в соот-
ветствии с (108.2), и в плоскости фотопластинки получим  

    
( ) ( ) ( )
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e e
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i kf t
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−

= + ≡
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  (109.2) 
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Вычисляя распределение интенсивности по фотопластинке и амплитудное 
пропускание τ(хр), аналогично (107.3) в приближении Е0 E1 найдем  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }22 2
0 2 0 2 20 2 .p p p px E E E x E E x E xγτ κ γ γ− − ∗ ≈ − − +   (109.3) 

Таким образом, голограмма содержит запись фурье-образа поля Е(х), рассе-
янного предметом. Поэтому при восстановлении изображения необходима 
операция обратного фурье-преобразования, а соответствующая оптическая 
схема (рис. XVII.7) состоит из голограммы, освещаемой плоской монохро-
матической волной Еλ, и объектива, в фокальной плоскости которого и воз-
никает восстановленное изображение. Рассмотрим это подробнее.  
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Рис. XV11.7. Схема восстановления изображения в голографии Фурье 

Поле в фокальной плоскости объектива L согласно (108.2)  

 ( ) ( )2 2e e .
2

pik x Fik F
p p

kE x E dx
iF

ξξ
λξ τ

π

∞
−

−∞

=   (109.4) 

Подставляя сюда (109.3), (109.2), (109.1) и переобозначая коэффициенты, 
найдем  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
1 22

ф

22

1, 2

e e e ,

.
2 2

ik ikik F
p L

p p p L L

E E A dx dx dx E x E x

x x x x x x
F f f f

ψ ψξξ ξ

ξ
ψ

∞
∗

−∞

 = + + 

 −
 = − ± − +
 
 

  
 (109.5) 
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Дополним ψ1, 2 до полного квадрата по xL  

 
( )2

1, 2 2

L pp px x xx xx
F f f

ξ
ψ

 − − = − ± − 
  

 (109.6) 

и проинтегрируем по хL. Вспомнив значение интеграла 

( )2

e 1 2i d iα α π
∞

−∞

= +  (см. (99.3)) и включив появляющиеся при интег-

рировании коэффициенты в A, получим  
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 


 (109.7) 

Таким образом, в точках экрана ξ = −Fx/f возникает волновое поле Е(х) — 
такое же, как на поверхности предмета, а в точках ξ = Fx/f — комплексно 
сопряженное с ним поле Е*(х). Что это означает, проще всего понять, вы-
брав в качестве предмета точку с координатой х0. Тогда Е(х) = Е — дейст-
вительная функция, а в точках ξ = ±Fx0/f получим изображения точки х0. 
Обобщая этот результат на протяженный предмет, приходим к выводу, что 
по обе стороны от оси z возникают два симметричных изображения пред-
мета (см. рис. XVII.7). Линейное увеличение изображений V = ξ/x0 = ±F/f. 
Фазовый множитель 

2 2eik Fξ  в (109.7) вклада в интенсивность не дает. Его 
действие эквивалентно действию рассеивающей линзы с фокусным рас-
стоянием F, однако «линза» вплотную приставлена к экрану, т. е. не дает 
увеличения. Константа В — яркостный коэффициент: интенсивность поля 
в точке-изображении в |B|2 раз больше, чем в точке-предмете.  
 Применение линзы при записи фурье-голограммы необязательно 
(рис. XVII.8 и задачи XVII.3−XVII.5). 
 Задача XVII.3. Получить уравнение голограммы по схеме записи, показан-
ной на рис. XVII.8 (l х).  
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 Поле на поверхности голограммы запишем в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

0 1 0e e ,
2

p pik x x l ikx l
r p p p

kE x E x dx E E x E x
il

σ
π

−= + ≡ +  

где Е1(хр) — поле волны, рассеянной предметом, Е0(хр) — поле волны точечного 
опорного источника. Тогда уравнение голограммы имеет вид  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 0 0 1 0 10 2 .p r p px E E E x E x E E E Eγ γτ κ κ γ γ− − − ∗ ∗ = ≈ − − + 

 
 (109.8) 
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Рис. XVII.8. Схема записи в безлинзовой голографии Фурье 

 Задача XVII.4. Восстановить изображение голограммы (109.8), используя 
схему рис. XVII.7.  
 В этом случае  
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Интегрируя по переменной хр, получим  
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Этот результат аналогичен (109.7): в точках ξ = ±Fx/l возникают изображения точ-
ки х предмета.  
 Задача XVII.5. При восстановлении голограммы в задаче XVII.4 использу-
ется источник с длиной волны λ′. Как изменится восстановленное изображение?  
 В соотношениях, описывающих выше процесс восстановления, нужно в вы-
ражениях для восстанавливающей волны заменить k на k'. В результате аналогич-
ных вычислений получим  

 1, 2 , или ,
k l Fx x
k F l

λξ ξ
λ

′ ′
= ⋅ = ± ⋅  (109.9) 

т. е. линейное увеличение изображения возрастает в λ′/λ раз.  

   Безлинзовая голография позволяет осуществить запись голограмм 
вне оптического диапазона (рентген, СВЧ, акустические волны) с восста-
новлением изображения в видимом свете (§ 113).  
 Необходимость применения точечного источника в безлинзовой 
голографии Фурье естественно приводит к трудностям, связанным с огра-
ниченностью его яркости. Оказывается, что требование точечности ис-
точника можно снять, если в качестве опорного использовать источник, 
удовлетворяющий некоторым специальным требованиям (задача XVII.6 
в § 111).  

§ 110. Объемная голография  

 До сих пор мы рассматривали схемы голографии, в которых изобра-
жение записывалось в тонком эмульсионном слое фотопластинки, а влия-
ние толщины голограммы не учитывалось. Как мы увидим в § 111, конеч-
ная толщина голограммы в этих схемах создает определенные трудности. 
Принципиально иначе обстоит дело в объемной голографии, где изобра-
жение записывается по всей глубине толстого светочувствительного слоя 
специальной фотопластинки.  
 При записи объемной голограммы (рис. XVII.9) предмет и зеркало 
освещаются монохроматическим светом и располагаются так, чтобы от-
раженные ими потоки падали на светочувствительный слой фотопластин-
ки с двух сторон, навстречу друг другу. Волновое поле  

 ( ) ( ) ,ee, 0
ikzikz

r xEEzxE += −  (110.1) 

возникающее в эмульсии, образует во всем объеме систему интерферен-
ционных волн (слоев), Е0 — амплитуда опорной волны, падающей на-
встречу оси z. Теперь необходимо учесть зависимость и от координаты z 
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(отметим, что в (110.1) и ниже опущен общий фазовый множитель, соот-
ветствующий постоянной разности оптических путей интерферирующих 
потоков).  

 

Рис. XVII.9. Схема записи в объемной голографии (зеркало не показано) 

На рис. XVII.10 показаны два варианта расположения предмета и ис-
точника при записи объемной голограммы.  

 

Рис. XVII.10. Варианты расположения предмета и источника при записи объемной 
голограммы: а — запись «сквозь» фотопластинку; б — разводка света с помощью 
зеркал; L — источник (лазер), Р — фотопластинка, О — объект; М1, М2 — зеркала 

   При проявлении фотопластинки в эмульсии образуются слои повы-
шенной плотности серебра, которые определяют не только прозрачность 
голограммы, но и ее способность отражать свет. Как и прежде, вычислив 
распределение интенсивности потока (110.1)  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ),ee, 22
0

22
0

2 ikzikz
r xExEExEEzxE −∗+++=  (110.2) 

найдем коэффициент амплитудного пропускания эмульсии. Однако, если 
в тонких голограммах соотношения (107.3), (109.3) описывают амплитуд-
ное пропускание, суммарное по всей толще эмульсионного слоя, то в тол-
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стослойной эмульсии аналогичное выражение следует применять к эле-
ментарному слою толщины dz:  

( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2
0 00

,
2 e e .ikz ikzd x z

E E E x E E x E x
dz

γτ
κ γ γ− − ∗ − ≈ − − +  

 (110.3) 

 Восстановление изображения производится как в проходящем, так 
и в отраженном свете. Поэтому кроме объемного коэффициента пропус-
кания необходимо знать и коэффициент отражения. Пренебрегая потеря-
ми энергии, можно принять  

 2 2

2
1, или .

1

d d
dz dz
ρ τ ττ ρ

τ
+ = = − ⋅

−
 (110.4) 

В приближении E0 E(x) множитель перед dτ/dz в (110.4) — медленная 
функция координат. Кроме того, амплитудное пропускание проявленной 
фотопластинки можно считать близким к единице. Поэтому  

 ( ) ( )( )2 2

0

e e .ikz ikzd d A E x E x
dz dz
ρ ρ ∗ − ≈ + + 

 
 (110.5) 

 Для восстановления изображения направим на голограмму со сторо-
ны эмульсии плоскую волну белого света под углом θ к оси z:  

 ( )e , .i k z k x
w k xE E dk k k kθ θ

∞
′ ′+

′
−∞

′ ′ ′= =   (110.6) 

Слой dz на глубине z отражает элементарную плоскую (немонохромати-
ческую!) волну  

 ( ) ( ) ( ),
, , , 1.w

d x z
dE x z E x z

dzρ
ρ

τ= ⋅ ≈  (110.7) 

На поверхность голограммы (z = 0) эта волна придет с дополнительным 
сдвигом фазы k'z (сдвиг фазы положительный, так как и Δz, и k' меняют 
знак). Полная отраженная волна описывается интегралом по глубине 
эмульсионного слоя d  λ′:  

 ( )

0

e e .
d

i k z k xik z
w k

d dE E dz dz dk E
dz dz

θ
ρ

ρ ρ∞ ∞
′ ′+′

′
−∞ −∞

′= ≈    
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Подставляя сюда (110.5) и производя интегрирование по z, придем к вы-
ражению, содержащему δ-функции по волновым числам:  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
фон , , ,

, , e e ,

k

ik x ik x

E x E A dk E x k k

x k k E x k k E x k k

ρ

θ θδ δ

′

′ ′∗

′ ′= +

′ ′ ′= + + −

 F

F
 

откуда  

 ( ) ( ) ( )фон e e .ik x ik x
k kE x E A E E x E E xθ θ

ρ
− ∗

− = + +   (110.8) 

Отметим, что появление здесь δ-функции — результат интегрирования по 
интервалу d → ∞, что физически соответствует интерференции бесконеч-
ного числа волн, отраженных голограммой. Данное выражение описывает 
волновое поле на поверхности голограммы (z = 0). Конечно, этот резуль-
тат является приближенным, поскольку вместо более точного вычисления 
интеграла Кирхгофа по х, z мы ограничились интегрированием по толщи-
не эмульсии d.  
 Для выяснения положения и характера изображения воспользуемся 
тем же приемом, что и в § 107 — рассмотрим точечный предмет  

 ( ) .e 22 likxExE =   

Тогда поле на поверхности голограммы (110.8) будет содержать состав-
ляющие  

 
2 22 2e и e ,ikx l ik x ikx l ik xE Eθ θ− − +  

которые описывают две волны — одну, расходящуюся под углом −θ 
к оси z (вниз, kх = −kθ < 0), и другую, сходящуюся под углом θ к оси z 
(рис. XVII.11). Как и в голографии Френеля, на расстоянии ± l от поверх-
ности голограммы возникнут мнимое (за голограммой) и действительное 
изображения предмета. Однако теперь схема принципиально отличается 
тем, что восстановление производится в белом свете. Голограмма работа-
ет как интерференционный фильтр, отбирая из спектра свет с длиной вол-
ны, на которой была сделана запись.  
 Аналогия с интерференционным фильтром станет полной, если запи-
сать на голограмме «изображение» плоской волны. В этом случае (см. 
рис. XVII.9 и (110.1)) слои повышенной плотности, т. е. максимумы ин-
тенсивности, представляют собой плоскости, отстоящие друг от друга 
на λ/2. При восстановлении волна, отраженная n-й плоскостью, приходит 
на поверхность голограмм со сдвигом фазы 2k'n (λ/2) = 2πn при λ′ = λ.  
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Рис. XVII.11. Схема восстановления изображения в объемной голографии; P, P′ ⎯ 
мнимое и действительное изображение точечного предмета 

 Записывая голограмму в трех базисных цветах (§§ 61, 62), получают 
при восстановлении цветное объемное изображение предмета.  
 Данная схема восстановления изображения неудобна тем, что мни-
мое изображение накладывается на восстанавливающее поле Ew. Этого 
можно избежать, осветив голограмму со стороны (прозрачной!) подложки 
(рис. XVII.12). В этом случае, вычисляя волновое поле отраженного пото-
ка в плоскости z = d, найдем по аналогии с (110.8) 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ){ }

2

0

фон

e e

e e .

d
i k d z k xik d z

p w k

ik x ik x
k k

d dE z d E dz dz dk E
dz dz

E A E E x E E x

θ

θ θ

ρ ρ∞ ∞
′ ′− +′ −

′
−∞ −∞

∗ −
−

′= = ≈ =

= + +

  
 

Таким образом, мнимое изображение возникает за голограммой, вне вос-
станавливающего потока, а действительное накладывается на восстанав-
ливающий поток перед голограммой.  
 Следует отметить, что объемной голографии предшествовал метод цветной 
фотографии Липпмана (G. Lippman, 1891 г.). Фактически, схема записи изображе-
ния в этом методе почти совпадает со схемой записи объемной голограммы: про-
зрачная эмульсия помещается на зеркало, на поверхность которого фокусируется 
изображение предмета. Интерференция световых потоков, падающего от предмета 
и отраженного зеркалом, создает в эмульсии интерференционную картину, почти 
как в схеме записи объемной голограммы. При освещении фотопластинки белым 



Глава 17 

 

130

светом возникает плоское цветное (!) изображение предмета. В схеме объемной 
голографии Ю. Н. Денисюка также интерферируют два встречных световых пото-
ка. Но теперь опорная волна идет от источника когерентного излучения, а не от 
предмета. В результате интерференционная картина в эмульсии содержит инфор-
мацию об объемном изображении предмета. Решающей особенностью схемы Де-
нисюка является также использование толстослойной эмульсии. 

x

P'

z

Ew

 

Рис. XVII.12. Восстановление изображения в объемной голографии при освеще-
нии со стороны подложки; P′ ⎯ мнимое изображение точечного предмета  

 Метод Липпмана, хотя и принес автору звание нобелевского лауреата, не 
получил широкого распространения из-за своей сложности и уступил так назы-
ваемой аддитивной цветной фотографии после создания фотоматериалов, изби-
рательно чувствительных к длине волны света. Фотоэмульсия, чувствительная 
к трем базисным цветам (§§ 61, 62), позволяет записать цветное изображение (не-
гатив, или «цветная» фотопленка) и восстановить его, отпечатав плоское (!) цвет-
ное изображение (позитив, «цветная» фотобумага). С появлением ПЗС (CCD) фо-
токамер (§ 63) первая операция выполняется электронно-цифровым методом. 

§ 111. Проблемы фотографии в голографии  

 Курьезное на первый взгляд название параграфа тем не менее точно 
отражает суть проблемы: в голографии существуют значительные трудно-
сти, связанные с качеством фотографических материалов и их обработки. 
И первая из них — ограничение линейной разрешающей способности го-
лограмм.  
 В голографии Френеля при записи изображения точечного (линейно-
го) предмета, расположенного на оси z (рис. XVII.1), получается голо-
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грамма, интерференционные полосы которой имеют максимум почерне-

ния в точках х = хm таких, что (см. (107.5))  ( )2 2 2 ,m mkx l k x mθ π− =  откуда  

 ( )2
2 .mx l l m lθ θ λ= ± +  (111.1) 

Использовав это условие, можно прежде всего найти требование к разре-
шению фотоматериала. Полосы будут разрешены, если фотопластинка 
обеспечивает линейное разрешение N линий/мм:  

    ( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

1
2 1 2 ~ ,

2 m

l ll m l l m l
N xl m l

λ λθ λ θ λ
θ λ

< + + − + ≈
+

 (111.2) 

или  
 N > D/λl ≥  θ/λ,  

где D — апертура голограммы. При угле θ ∼ 10° требуется N > 300 ли-
ний/мм.  
 Теперь найдем разрешение собственно голограммы при сколь угодно 
большом N. Для этого «запишем» изображение двух точечных предметов, 
отстоящих на расстоянии δ один от другого, причем первый из них по-
прежнему расположен на оси z. Аналогично (111.1) получим  

 
( )22

2 , 2 .
2 2

mm
m m

k xkx
k x m k x m

l l
δ

θ π θ π
+

′− = − =  (111.3) 

Изображения предметов будут разрешены, если m′ ≥ m + 1, и из (111.3) 
находим условие  

 
2

~ .
m

l l
k x D
π λδ ≥ ⋅  (111.4) 

Таким образом, размер голограммы Френеля определяет ее разрешение. 
Отметим, что формула (111.4) в точности повторяет результат для разре-
шения объектива с фокусным расстоянием l и апертурой D (102.9).  
 В голографии Фурье характер интерференционной картины иной. 
В этом случае при записи точечного (линейного) предмета интерференци-
онная картина на голограмме (см. § 109) аналогична картине, возникаю-
щей в схеме Юнга, и уравнение голограммы (109.3) содержит слагаемые 

(Е2 и ∗
2E ) вида  

 ( ) ( ) ( )0
3 4 3e , ,pikx x f

p p px C x xτ τ τ− ∗= =  (111.5) 
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где С — некоторая константа, x0 ⎯ координата точки на поверхности 
предмета (рис. XVII.6, XVII.8). Положение максимумов полос почернения 
находим из условия kx0xp/f = 2πm, или x0xp = mλf. Требование к разреше-
нию фотоматериала имеет вид  

 ( ) ( )
0

1

1
,

m m
p p

x
N

fx x
θ

λ λ+
≥ = ≡

−
 (111.6) 

что совпадает с (111.2), так как x0/f = θ —угол пересечения с осью луча, 
проходящего через центр линзы (см. рис. XVII.6).  
 Разрешение голограммы Фурье найдем аналогично предыдущему 
случаю:  

 min
0

.
2 2

f
x

λ λδ
θ

≈ =  (111.7) 

Этот результат означает, что в отличие от голограмм Френеля разрешение 
голограммы Фурье не зависит от ее размера (апертуры).  
 Голограммы Фурье обладают еще одним интересным отличием: если 
разрешение фотоматериала N не удовлетворяет условию (111.6) для дан-
ной точки х0, то ее изображение не записывается на голограмме, так как 
соответствующие полосы сливаются. Это означает, что разрешение N ог-
раничивает поле зрения голограммы Фурье, т. е. размер предмета. Разре-
шение же самой голограммы от N, как мы видели, не зависит. Поэтому 
голографию Фурье иногда называют голографией высокого разрешения.  
 Существенное влияние на качество изображения оказывает однород-
ность фотоматериала. Представим себе, что проявленная после записи голо-
грамма кроме «законной» плотности почернения обладает еще некоторым 
«незаконным» распределением прозрачности по фотопластинке. Это означа-
ет, что в уравнении голограммы появляется фазовый множитель  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )e , 1 0 ,pi x
px k n x d x dϕ ϕ  = − +   (111.8) 

где n, d — показатель преломления и толщина пластинки (сравни (102.5)). 
Такие фазовые сдвиги приводят к искажению изображения.  
   Задача XVII.6. Голограмма Френеля записана на фотопластинке, которая 
после проявления приобрела из-за неравномерности усадки эмульсии переменную 
толщину, так что d(x) = d(0) + (x2/2R). Как такое искажение влияет на изображение 
точечного предмета х0, записанного на голограмме?  
 Поле восстановленной волны  
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Отсюда, переобозначив константы, получим  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2
ф

2 22 2
0 0 0

1, 2

e e ,

1 1
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2 2 2

1 1 1
, .
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x x x Uxn x n x L
k x k x
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L R l l

ψ ψ

ψ θ θ
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   − −− −   = ± = ±
   
   

−= ± = ±

   

Структура фазовых множителей в выражении для E′(x) показывает, что прогиб 
эмульсии с постоянным радиусом кривизны R действует как дополнительная лин-
за, в данном случае дефокусирующая, с фокусным расстоянием (n − 1)/R. В ре-
зультате оба изображения могут, вообще говоря, стать мнимыми. Параметр U дает 
увеличение изображения.  

 Рассмотрение в этом параграфе проблемы фотографии во многом 
снимаются при переходе на электронно-цифровые методы регистрации 
(§ 63), хотя там и появляются свои ограничения и трудности (например, 
ограниченное пространственное разрешение). 
 Задача XVII.7. В схеме записи в безлинзовой голографии Фурье используется 
источник, протяженный по направлению x (рис. XVII.8): −d/2 ≤ xs ≤ d/2. Найти зна-
чение размера d, при котором искажение голограммы предмета пренебрежимо мало. 
 Представим протяженный источник в виде набора одинаковых точечных 
(нитевидных ⎯ в двумерной задаче) источников, равномерно распределенных 
вдоль полосы −d/2 ≤ xs ≤ d/2, и воспользуемся решениями задач XVII.3 и XVII.4. 
Тогда для поля на поверхности голограммы имеем  
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Уравнение голограммы, как и в (109.8), содержит два слагаемых, содержащих 

произведения ( ) ( )pp xExE 10 ⋅∗  и ( ) ( )pp xExE ∗⋅ 10  (фоновые слагаемые нас не интере-

суют). При восстановлении (см. задачу XVII.4) слагаемые, содержащие эти произ-
ведения, дадут теперь тройной интеграл 
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где ξ ⎯ координата в плоскости изображения (рис. XVII.7). Интегрируя по xp, 
получим, используя (78.24), 

( ) ( )

( ) ( )
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Отсюда следует, что, аналогично (109.7), изображение точки x предмета возникает 
в точках 

( ) , .
2 2s s

F d dx x x
l

ξ = ± ± − ≤ ≤  

А это означает, что точка ξ размывается до размера Δξ = Fd/l. Потребовав выпол-
нения условия (111.7) и заменив f на l (сравни рис. XVII.6 и XVII.8), находим ог-
раничение размера источника  

2

0
.

2

ld
x F
λ≤  

Например, при λ = 0,5 мкм, l = 50 см, x0F = 5 см находим d ≤ 25 мкм. 

§ 112. Оптическая фильтрация 

   Опыт Аббе–Портера как пример оптической фильтрации описан 
в § 108. Оптическая фильтрация позволяет также улучшить разрешение 
оптической системы и качество изображения. Ее можно использовать 
в системах оптической обработки информации. В этом параграфе мы раз-
берем еще три примера, иллюстрирующих существо метода.  
 Пример первый. Фотография предмета выполнена в условиях силь-
ного снегопада. Можно ли убрать изображение падающего снега с фото-
графии?  
 Предположим для простоты, что снежинки падают с некоторым пе-
риодом по вертикальной координате х. На негативе присутствует помеха 
(шум) с периодом lx:  

 ш e , 2 .xi x
x xI lα α π∝ =  

Вместе с полезным «сигналом» Ес (изображением предмета) этот шум 

определяет амплитудное пропускание негатива ( ) ( )( ( )) 22 2
c ш .x E x E x

γ
τ

−
∝ +  

Процедура «очистки» выглядит следующим образом. Отпечатаем наш 
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негатив контактным способом на другой фотопластинке. После проявле-
ния получим  

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
c ш c ш ,x x E E E Eγ γγτ τ ′ ′− −   ′ ∝ ∝ + ≈ +     

поскольку при проявлении можно подобрать контрастность негативов так, 
что γγ′ = 2. Промежуточный негатив («позитив») с прозрачностью τ′(х) 
осветим плоской монохроматической волной Е0 и поместим за ним линзу. 
Тогда в ее фокальной плоскости монохроматическое шумовое слагаемое 
даст точку (линию), которую можно убрать с помощью непрозрачного 
экрана — мы отфильтруем пространственные частоты снега. Затем, по-
местив в плоскости изображения фотопластинку, получим изображение, 
очищенное от шума. При этом, конечно, убираются те же частоты и изо-
бражения, что приводит к его искажению. Поэтому метод применим, если 
спектры волновых чисел предмета и шума не перекрываются значительно.  
 Второй пример — микроскоп Цернике (F. Zernicke, 1935 г.), позво-
ляющий повысить контрастность прозрачных предметов, рассматривае-
мых в микроскоп.  
 Если прозрачность предмета близка к единице, то он в основном 
влияет на изменение фазы проходящей волны, причем за предметом  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0e 1 , 1.i xE x E E i x xϕ ϕ ϕ= ≈ +   (112.1) 

В плоскости изображения с учетом линейного увеличения U интенсив-
ность волнового поля  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 20 0 0
2 2 2

1 1 .
E E E

E x i x
U U U

ϕ ϕ′ ′ = + = + ≈  (112.2) 

Таким образом, прозрачный предмет просто неразличим (эффект поряд-
ка ϕ 2), если τ = 1. Ситуацию можно изменить, поместив в фокусе объек-
тива L1 (рис. XV.24) четвертьволновую пластинку, сдвигающую фазу 
проходящей волны на (2n + 1)π/2, n = 0, 1, 2,... (оптическая длина пути 
возрастает на nλ/2 + λ/4). Через фокус проходит преимущественно свет, 
недифрагированный структурой предмета, т. е. фон. Внеся сдвиг фаз 
в фоновую компоненту, получим в плоскости изображения  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

2 2 2
2 1 22 20 0

2 2

2 2
0

e 1

1 .

ni nE E
E x i x x

U U
E x U

π ϕ ϕ

ϕ

+′ ′ = + = − + ≈

≈ ±
 (112.3) 

Знак «+» соответствует четным n, «−» — нечетным. В итоге изображение 
становится контрастным, его яркость промодулирована (линейно) функ-
цией, пропорциональной оптической плотности предмета.  
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 Третий пример — повышение разрешения линзы по одному направ-
лению за счет другого [9].  
 Будем считать для простоты, что линза имеет квадратную апертуру 
со стороной D. Пусть пространственный спектр предмета имеет разную 
ширину по обоим направлениям: Δkx > Δky (рис. XVII.13, а). Поскольку по 
каждому направлению линза пропускает полосу частот ΔkD = 2 ⋅ 2π/l, 
где l дано формулой (102.12), то  

 ,
2

1

2
2







+

=Δ

D
a

kkD  (112.4) 

где а — расстояние от предмета до линзы, k = 2π/λ, и размер предмета 
считается много меньшим а. В случае ΔkD < Δkx линза дает искаженное 
изображение предмета, «обрезая» высокие частоты по х. Если при этом 
ΔkD > Δky, то незанятую часть полосы пропускания по у можно использо-
вать для передачи срезанной части спектра по х. Для этого нужно только 
трансформировать спектр предмета.  
 Для этого поместим сразу за предметом О (рис. XVII.14) маску М1, 
амплитудное пропускание которой меняется по некоторому направле-
нию ξ на поверхности маски по закону  

 ( ) ( ) ( )cos e e
2

i iBA B A αξ αξτ ξ αξ −= + = + +  (112.5) 

и не зависит от координаты η, перпендикулярной ξ.  
Такая маска представляет собой разновидность дифракционной ре-

шетки. Если направить по нормали к ней плоскую монохроматическую 
волну, то за маской, в фокальной плоскости линзы L возникнут три точ-
ки — фокусы с координатами ξf = 0, ±αf/k  и ηf = 0. Это есть не что иное, 
как фурье-образ функции (112.5). Пусть ось ξ составляет угол ϕ с осью х. 
Тогда координаты фокусов в плоскости F хf = ξf cosϕ, yf = ξf sinϕ 
(рис. XVII.13, б). Посмотрим, как такая маска преобразует спектр вол-
ны Е(х, у), испускаемой предметом. За маской поле волны  

 ( ) ( ) ( )м , , , cos sin .E x y E x y x yϕ ϕτ ξ ξ ϕ ϕ= = +  (112.6) 

Спектр этой функции состоит из трех частей:  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

м 0 1 2

cos sin
1, 2

,
2

1
, e .

2
x yi x y i k x k y

BE k AE k E k E k

E k E x y dxdyα ϕ ϕ

π

∞
± + − +

−∞

= + +

=  
 (112.7) 
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Рис. XVII.13. Повышение разрешающей способности линзы по одной степени 
свободы за счет другой 
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Рис. XVII.14. Схема повышения разрешающей способности объектива: О ⎯ пред-
мет; M, М1 — «синусоидальные» маски; L, L1 — основная и вспомогательная лин-
зы; F, F1 — их фокальные плоскости; O1 — промежуточное изображение; Ф — 
щелевой фильтр, О2 — изображение; показан ход лучей от точки в плоскости 
предмета О 

Здесь Е0(k) — исходный спектр волны Е(х, у), а спектры E1, 2(k) отличают-
ся от него тем, что в них произведена замена  

 cos , sin .x x y yk k k kα ϕ α ϕ→ ± → ±  (112.8) 

Это означает, что полный спектр волны, пропущенной маской, имеет вид, 
показанный на рис. XVII.13, в для случая, когда α sinϕ = Δky. Ясно, что 
такая же картина возникла бы и в фокальной плоскости линзы L, если бы 
последняя имела достаточно большую апертуру. Линза, однако, обрезает 
спектр по х; картина в фокальной плоскости изображена на рисун-
ке XVII.13, г. Теперь спектр волны несет полную информацию о предме-
те, но он деформирован, так что изображение в плоскости О1 сопряжен-
ной с плоскостью предмета, сильно искажено. Нужно придать спектру 
исходный вид (рис. XVII.13, а). Для этого сразу за плоскостью промежу-
точного изображения поставим вторую маску М2, которая проделает со 
спектром волны такое же преобразование, как и маска М1, в результате 
чего спектр примет вид, показанный на рис. XVII.13, д. Далее с помощью 
фильтра-щели, помещенного в фокальной плоскости линзы L1 
(рис. XVII.14), срезаем «лишние» части промежуточного спектра и в плос-
кости О2 получаем неискаженное изображение предмета. Заметим, что 
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фильтр-щель можно поместить и непосредственно рядом с линзой L1, 
уменьшив тем самым ее вертикальную апертуру. Существенно, что лин-
за L1 может обладать и меньшей апертурой, чем линза L, поскольку ши-
рина спектра промежуточного изображения зависит от его увеличения 
(в плоскости O1) в силу сохранения фазового объема светового пучка 
(§ 91). Именно такая ситуация и приведена на рис. XVII.13, д, где коэф-
фициент увеличения линзы L больше единицы. Ширина спектра оконча-
тельного изображения может быть любой в зависимости от увеличения 
линзы L1. По этой схеме можно увеличить разрешение по оси х максимум 
в три раза (см. рис. XVII.13, в).  
 Отметим, что описанный метод работает только в том случае если 
в спектре предмета действительно нет больших частот kу (рис. XVII.13, а). 
В противном случае окончательное изображение будет искажено этими 
частотами (рис. XVII.13, в).  

§ 113. Некоторые применения голографии  

 Довольно безнадежное занятие — пытаться дать хотя бы перечисле-
ние всех возможных применений голографии — одного из самых «горя-
чих» направлений современной когерентной оптики. Поэтому поговорим 
о некоторых из них, наиболее, на наш взгляд, важных.  
 Объемная фотография является очевидным и «естественным» при-
менением голографии. Особенно привлекательным здесь представляется 
использование объемной голографии, позволяющей восстанавливать объ-
емные цветные изображения в белом свете. По-видимому, на этом на-
правлении можно ожидать в недалеком будущем успехов в создании го-
лографического кинематографа. Сейчас голографическое кино, ограни-
ченное необходимостью использования когерентного освещения, находит 
применение в основном в научных исследованиях.  
 Голографическая микроскопия послужила отправным толчком к соз-
данию самой голографии. В оптических микроскопах большое увеличе-
ние и высокое разрешение приводят к малой глубине резкости. Одно из 
возможных решений состоит в голографировании объекта и восстановле-
нии изображения по схеме рис. XVII.15 (см. также § 107, задача XVII.2). 
Увеличенное изображение можно рассматривать уже с меньшим разре-
шением и, соответственно, с большей глубиной резкости.  
 Голографическая интерферометрия открывает совершенно новые 
возможности в изучении физических процессов. Основное ее применение 
связано с так называемой интерферометрией с двойной экспозицией. Ока-
зывается, что голография позволяет осуществить интерференцию двух 
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(или нескольких) волн в разное время. Для этого изображения двух объек-
тов, разнесенных во времени, записываются последовательно на одну и ту 
же фотопластинку*) по одной из голографических схем. В результате на 
фотопластинке, например, в схеме голографии Френеля, фиксируется 
сумма интенсивностей  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,, 2
2,102,12,121 xEEAxIxIxIxI +=+=  (113.1) 

где E1, 2 — поля, рассеянные соответственно первым и вторым предмета-
ми, Е0 — опорная волна. Суммарная интенсивность  

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xEAxEAExEAxEAE

EAEAEAAxI
∗∗∗ ++++

++++=

2211022110

2
22

2
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2
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Рис. XVII.15. Схема голографического микроскопа (восстановление изображения): 
S0 — точечный монохроматический источник; Р — голограмма. О' — изображе-
ние; θ′ — см. (107.7)  

содержит сумму полей Е1, Е2 (и комплексно-сопряженную сумму). В ре-
зультате восстановленное изображение дает картину интерференции этих 
полей. На рис. XVII.16 приведены полученные методом двойной экспози-
ции голограммы летящей пули и лампы накаливания. Первая экспозиция 
произведена с невозмущенной средой (пули нет, лампа выключена), вто-
рая — с действующим объектом. Интерференция света, прошедшего че-
рез невозмущенную среду в первом случае и через возмущенную во вто-
ром, дает картину распределения плотности среды при действии объекта. 
На голограмме пули, скорость которой больше скорости звука, отчетливо 
видны «черенковские» конусы (см. §§ 71 и 135).  

                                                 
*) См. подстрочное замечание в § 107. 
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Рис. XVII.16. Голограммы, полученные методом двойной экспозиции: а — пуля, 
летящая в воздухе со сверхзвуковой скоростью; б — конвекционные потоки 
в лампе накаливания 

 Анализ вибраций методом голографии удобнее также объяснить на 
схеме Френеля. Пусть объект-точка колеблется с амплитудой δ вдоль на-
правления оси z (рис. XVII.1). В случае малых колебаний (δ  l) амплиту-
да поля |Е(х)|max практически не изменится, а в фазе появится зависящий 
от времени сдвиг Δϕ(t) = kΔz(t) = kδ cosΩt. Соответственно интенсивность 
волны, падающей на фотопластинку, будет содержать сомножители  

 ( ) ( )cos cose , e .ik t ik tE x E xδ δΩ ∗ − Ω  (113.3) 

Если время экспозиции τ  1/Ω, то амплитудное пропускание голограм-
мы будет описываться выражением вида (107.3), где вместо Е(х) и Е*(х) 
появятся функции (113.3), усредненные по времени экспозиции:  

 ( ) cos

0

1
e e .i t ik tdt

τ
ϕ δ

τ

∞
Δ Ω=   (113.4) 

Экспонента под интегралом может быть представлена в виде ряда Фу-
рье [10]:  

 ( ) ( ) ( )cos
0

1

e 2 cos ,ik t m
m

m

J k i J k m tδ δ δ
∞

Ω

=

= + Ω  
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где Jm(x) — функции Бесселя. Отсюда  

 ( ) ( )0e .i t J k
τ

ϕ δΔ =  

Повторив процедуру восстановления изображения, обнаружим, что ам-
плитуда волны, несущей действительное и мнимое изображения, пропор-
циональна J0(kδ), т. е. зависит от амплитуды вибраций. Соответственно 
изображение будет покрыто полосами, яркость которых является функци-
ей δ в каждой данной точке (рис. XVII.17).  

 

Рис. XVII.17. Голограмма колеблющейся диафрагмы 

П1 П2 П3 П4 П5

�

И

Опорный
сигнал

 

Рис. XVII.18. Схема записи голограммы в акустическом   диапазоне: П1−П5 — 
приемники,  И — вибратор, Σ — анализатор 

 Применения голографии не исчерпываются оптическим диапазоном. 
Возможно создание микроскопа в рентгеновском диапазоне. Для этого 
нужно записывать изображение в рентгеновском излучении по схеме без-
линзовой голографии (рис. XVII.8), а восстанавливать в видимом свете, 
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выигрывая в увеличении в отношении длин волн (см. § 107, зада-
чи XVII.1, XVII.2). 
 В диапазоне радиоволн появилось новое направление — радиоголо-
графия (§ 130).  
 Наконец, голографические методы нашли применение и для других 
волн. В геофизике развивается акустическая голография (рис. XVII.18), 
в которой для записи изображения используется система акустических 
приемников с преобразованием акустического сигнала в электрический. 
Последний интерферирует с опорным сигналом, а результат оцифровыва-
ется и заносится в память компьютера. Полученную голограмму восста-
навливают электронно-оптическим способом. 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XVIII  

РЕЛЯТИВИСТСКИ-ИНВАРИАНТНОЕ 
ОПИСАНИЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ  

До сих пор при описании электромагнитного поля в различных си-
туациях мы, как правило, ограничивались лабораторной системой отсчета. 
Задача релятивистской теории — дать описание физических явлений, 
справедливое в любой инерциальной системе. В частности, если речь идет 
об электродинамике, мы обязаны сформулировать ее основные соотноше-
ния в релятивистски-инвариантной форме, адекватной принципу относи-
тельности, который утверждает, что все законы природы одинаковы во 
всех инерциальных системах.  

В настоящей главе будет дана релятивистски-инвариантная форму-
лировка электродинамики для полей в вакууме (ε = μ = 1). Релятивистская 
электродинамика движущихся сред выходит за рамки данного курса.  

§ 114. Уравнения для потенциалов  

Потенциалы А, ϕ описываются неоднородными волновыми уравне-
ниями (см. § 67, уравнения (67.4), (67.5))  

 
2 2

2 2 2 2

1 4 1
, 4 ,

cc t c t
π ϕϕ πρ∂ ∂Δ − ⋅ = − Δ − ⋅ = −

∂ ∂
A

A j  (114.1) 

если они удовлетворяют лоренцевской калибровке (67.3) 

 
1

div 0.
c t

ϕ∂+ ⋅ =
∂

A  (114.2) 

Поскольку правые части уравнений (114.1) образуют 4-вектор тока 
jn = (j, icρ) (см. (20.7)), то левые части также представляют собой некото-
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рый 4-вектор. С другой стороны, дифференциальный оператор  

 
2 2

2 2 2

1
,

nnc t x
∂ ∂Δ − ⋅ =
∂ ∂  (114.3)

где xn = (rn, ict) — 4-вектор события, является релятивистски-
инвариантным. Поэтому величины А, ϕ также образуют 4-вектор потен-
циала  

 ( ), .nA iϕ= A  (114.4) 

Уравнения (114.1) можно записать тогда в явно релятивистски-инвариант-
ном виде  

 □
4

,k kA j
c
π= −  (114.5) 

где □ — сокращенное обозначение оператора (114.3), который называется 
оператором Д'Аламбера (J. L. D'Alembert, 1747 г.).  

Аналогично можно в релятивистски-инвариантной форме записать 
условие калибровки Лоренца ∂Ak/∂xk = 0 и уравнение непрерывно-
сти (20.4) (закон сохранения электрического заряда) ∂jk/∂xk = 0. Оба урав-
нения имеют одинаковый вид — равенство нулю четырехмерной дивер-
генции соответствующего 4-вектора.  

§ 115. Тензор электромагнитного поля  

Поля и потенциалы связаны соотношениями (38.10), (45.7), (67.1) че-
рез дифференциальные операторы, причем компоненты магнитного поля 
выражаются через производные пространственной части 4-вектора (А, iϕ) 
по пространственным координатам  

 ,
A A

H
x x

γ β
α

β γ

∂ ∂
= −

∂ ∂
 (115.1) 

а компоненты электрического поля — через производные пространствен-
ной части Аα по временны́м координатам и временнόй части A4 по про-
странственным координатам  

 4

4

.
A AiE
x x

α
α

α

∂ ∂
= −

∂ ∂
 (115.2) 
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Условимся греческим индексам приписывать значения 1, 2, 3, а латин-
ским 1, 2, 3, 4.  

Компоненты поля образуют тензор электромагнитного поля  

 ,k l
lk

l k

A A
F

x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

 (115.3) 

который можно записать в виде матрицы  

 

0

0
.

0

0

z y x

z x y
lk

y x z

x y z

H H iE

H H iE
F

H H iE

iE iE iE

− − 
 

− − 
=  − − 
 
 

 (115.4) 

Тензор поля является антисимметричным: Fkl = −Flk.  
Для того чтобы найти закон преобразования компонент поля Flk при 

переходе из одной системы отсчета в другую, удобно записать преобразо-
вания Лоренца для произвольного 4-вектора  

 k kl lG Gα ′=  (115.5) 

с помощью матрицы  

 ( )
2

0 0

0 1 0 0 1
, , ,

0 0 1 0 1
0 0

kl

i
V
c

i

γ βγ

α γ β
β

βγ γ

− 
 
 = = =
  − 
 

 (115.6) 

V — скорость движения системы ( ),l lA j′ ′  относительно системы (Аk, jk). 

В соотношениях (115.5) и ниже знак суммы опущен, и считается, что по 
повторяющимся индексам подразумевается суммирование. Матрицу об-
ратного преобразования получим, сменив знак скорости V. Отметим, что 
Det(αkl) = l, а элементы прямой (α) и обратной (α−1) матриц связаны соот-

ношениями 1.kl lkα α −=  

Чтобы получить закон преобразования тензора поля (115.3), найдем 
вначале преобразование дифференциального оператора ∂/∂хk:  

        1 1 1 .
pl

lp lp pk lk kl
k l k l k l l l

xx
x x x x x x x x

α α δ α α− − −∂′∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ = = = =
′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (115.7) 
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Последнее выражение показывает, что дифференциальный оператор 
∂/∂хk преобразуется так же, как и любой другой 4-вектор. Отсюда  

 1 .lk lp pq qk lp kq pqF F Fα α α α−′ ′= =  (115.8) 

Расписав компоненты тензора Flk через напряженности полей (115.4), 
найдем из (115.8) в явном виде преобразования Лоренца для электромаг-
нитного поля  

 
( ) ( )

( ) ( )
, , ,

, , .

x x y y z z z y

x x y y z z z y

E E E E H E E H

H H H H E H H E

γ β γ β

γ β γ β

′ ′ ′ ′ ′= = + = −

′ ′ ′ ′ ′= = − = +
 (115.9) 

Из этих соотношений видно, что при переходе из одной системы в другую 
сохраняются неизменными продольные компоненты поля, а поперечные 
преобразуются. Вводя векторы  

 || ||, , , ,x x y y z z x x y y z zE E E H H H⊥ ⊥= = + = = +E e E e e H e H e e  

где еα — орты, можно (115.9) представить в компактном виде (срав-
ни (29.7)):  

 
( )( )

( )( )
|| ||

|| ||

, ,

, .

γ

γ
⊥ ⊥

⊥ ⊥

′ ′ ′= = − ×

′ ′ ′= = + ×

E E E E H

H H H H E

β

β
 (115.10) 

Здесь мы использовали соотношения β × E⊥ ≡ β × E,  β × H⊥ ≡ β × H.  
Для нерелятивистских скоростей β  1 получаем Е = E′ − [β × H′], 

H = H′ − [β × E′]. Первое выражение есть не что иное, как сила Лоренца для 
единичного заряда (заряд покоится в «нештрихованной» системе, отсюда 
знак минус), а второе следует из уравнений Максвелла для Н. В § 29 эти 
результаты получены другим путем — через преобразование силы.  

Из соотношений (115.10) нетрудно получить одно важное следствие: 
если в какой-либо системе магнитное поле равно нулю, то в другой сис-
теме поля взаимно ортогональны и связаны между собой равенством  

 ,β= ×H E  (115.11) 

где β — скорость движения системы, в которой Н' = 0. В частности, это 
означает, что у системы зарядов, движущихся с одинаковой скоростью 
(например, пучок или сгусток заряженных частиц), электрическое и маг-
нитное поля удовлетворяют уравнению (115.11).  

Аналогично, если E' = 0, то Е = −β × H. Последнее справедливо, на-
пример, для движущегося сверхпроводника с током (в системе, где сверх-
проводник покоится, E' = 0).  
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Задача XVIII.1. 1) Проверить справедливость соотношения (115.11) для слу-
чая однородного цилиндрического пучка заряженных частиц, движущихся с оди-
наковой скоростью β. 2) Воспользовавшись соотношением (115.11) и результатом 
задачи I.5, найти магнитное поле цилиндрического пучка релятивистских электро-
нов с током I и гауссовым распределением плотности частиц по радиусу. 

1) Если I — ток пучка, а — радиус сечения, то Е имеет только радиальную 
компоненту  

 
22 , ,

1 , ,
r

I r a r aE
c r r aβ

 ≤= × 
>

 (115.12) 

а Н — только азимутальную компоненту  

 




>
≤

×=
.,1

,,2 2

arr
arar

c
IHϕ  (115.13) 

Отсюда Hϕ = βEr. 
 2) Плотность заряда в системе частиц ρ′(r′) выразим через ток в лаборатор-
ной системе (см. (20.7) и (20.1)): 

 ( ) ( ) 1
, ,

,

0 ,

xj r a Ir r qc
c

r a
ρ ρ γ γβ

γβ

 ≤′ ′ = = =
 >

 

т. к. в данном случае jx = I/πa2. Поскольку в системе частиц электрическое поле 
имеет только радиальную компоненту (6.11), а магнитное поле в этой системе 
отсутствует, то электрическое и магнитное поля в лабораторной системе равны  

 ( ) ( ) ( ), ,r r rE r E r H E rϕγ β′ ′= ⋅ = ⋅  

и мы приходим к выражениям (115.12), (115.13). 

§ 116. Уравнения Максвелла   

 Рассмотрим систему уравнений Максвелла в вакууме (45.9):  

 

1
rot 0, div 0,

1 4
rot , div 4 .

c t

c t c
π πρ

∂+ ⋅ = =
∂
∂− ⋅ = =
∂

H
E H

E
H j E

 (116.1) 

В отсутствие зарядов и токов уравнения собственно электромагнитного 
поля антисимметричны относительно замены полей, т. е. сохраняют свой 
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вид при Е → H, H → −Е. Эта симметрия «потеряна» в выражении для 
тензора поля (115.4). Чтобы восстановить ее, введем дуальный тензор 
поля  

 ,

0
~~~

~
0

~~

~~
0

~

~~~
0

~












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







−−−
−−

−
−

=

zyx

zxy

yxz

xyz

lk

HiHiHi
HiEE
HiEE
HiEE

F  (116.2) 

который связан с тензором (115.4) соотношениями  

 .
~

,
~

EHHE =−=  (116.3) 

Дуальный тензор можно представить также в виде  

 ,
2

~
mnlkmnlk FeiF =  (116.4) 

где введен полностью антисимметричный единичный тензор четвертого 
ранга, элементы которого равны ±1 или 0 и меняют знак при перестановке 
двух любых индексов. По определению е1234 = +1, а все элементы с (по 
крайней мере двумя) совпадающими индексами равны нулю.  
 Из компонент тензора электромагнитного поля Flk (115.4) и дуально-

го тензора lkF~  (116.2) можно образовать два скаляра (инварианта):  

 
( )
( ) .Inv,2

~
,Inv2 22

==

=−=

HElklk

lklk

FF

EHFF
 (116.5) 

Оказывается, что других независимых инвариантов нет.  
 Существование инвариантов поля позволяет сделать общие заключе-
ния о свойствах электромагнитного поля по отношению к преобразовани-
ям Лоренца.  

1. Первый инвариант поля указывает на существование двух классов 
полей:  

 
.0Inv

,0Inv
22

22

<=−

>=−

HE

HE
 (116.6) 

Для первого класса в любой системе электрическое поле больше магнит-
ного и, в частности, ни в одной системе не обращается в нуль. Для второ-
го класса те же утверждения справедливы для Н. Вырожденным является 
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случай  

 ,,0Inv22 HEHE ===−  (116.7) 

когда в любой системе электрическое и магнитное поля равны друг другу. 
Такое разделение полей на два класса естественно в специальной теории 
относительности и аналогично существованию времениподобных и про-
странственноподобных интервалов.  
 2. Если в какой-либо системе электрическое и магнитное поля вза-
имно ортогональны (E⊥H), так что (Е, Н) = 0, то это имеет место в любой 
системе. В частности, таким свойством обладают поля, рассмотренные 
в задаче XVIII.1.  
 3. Если второй инвариант поля равен нулю, то можно найти систему, 
в которой существует только одна «половина» электромагнитного поля, Е 
или Н, а вторая обращается в нуль, какая именно — зависит от знака перво-
го инварианта. Важный частный случай равенства нулю обоих инвариантов 
соответствует электромагнитному полю плоской волны: Е = H, E ⊥ H.  

 Задача XVIII.2. Найти скорость системы, в которой Е′||H′.  
 В качестве направления искомой скорости выберем прямую, перпендику-
лярную плоскости, в которой лежат векторы Е, Н. Тогда, используя преобразова-
ния поля, из условия параллельности Е′, H′ найдем  

 ( )( ) ( )2 2 20 1 .E Hβ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥′ ′ ′ ′= × = × = × + − +E H E H E H β  

Отсюда  

 
2 2 2

.
1 E Hβ

×=
+ +

E Hβ
 

В штрихованной системе Е′, Н′ параллельны, поэтому во всякой системе, движу-
щейся вдоль направления этих векторов, они остаются параллельными.  

   Используя тензоры (115.4) и (116.2), можно записать уравнения Мак-
свелла в релятивистски-инвариантном и симметричном виде. Для этого 
в первой паре уравнений (116.1) перейдем к дуальному полю. В результа-
те получим  

 .0
~

div,0
~

1~
rot ==

∂
∂⋅− E
E

H
tc

 (116.8) 

В таком виде эти выражения совпадают по форме со второй парой уравне-
ний (116.1) (без источников поля). Полную систему уравнений Максвелла 
можно представить теперь в простой, релятивистски-инвариантной форме  

 
4

0, .lk lk
l

k k

F F j
x x c

π∂ ∂= =
∂ ∂


 (116.9) 

С учетом источников поля дуальная симметрия поля нарушается.  
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 Уравнения Максвелла содержат плотность электрического заряда 
и тока. В то же время магнитные заряды и соответствующие им магнит-
ные токи отсутствуют. Это является отражением того экспериментального 
факта, что в природе не существуют, по крайней мере до сих пор не обна-
ружены, частицы, обладающие магнитным зарядом. Вместе с тем сущест-
вование таких зарядов — магнитных монополей — не противоречит 
уравнениям Максвелла, где им заготовлены места в первой паре уравне-
ний (116.1), (116.9). Если ввести 4-вектор магнитного тока (jμ)k = (jμ, icρμ), 
то уравнения для дуального поля принимают вид  

 ( )4
,lk

kk

F j
x c μ

π∂ =
∂


 

и симметрия восстанавливается.  
 Гипотеза о существовании магнитного монополя была высказана еще 
в 1931 г. английским физиком Дираком (P. A. M. Dirac). Поэтому эту ги-
потетическую частицу называют также монополем Дирака. Из квантово-
механических соображений (см. задачу XVIII.9, § 118) магнитный заряд 
монополя может иметь значения  

 
,3,2,1,

2
== nn

e
cg . (116.10) 

Поскольку ,1372 =ec  минимальный заряд монополя g1 = 137e/2.  

 Во внешних полях на монополь действует сила, аналогичная силе 
Лоренца F = gH − g(v × E)/c. В магнитном поле напряженностью 1 Гс на 
пути в 1 см эта сила сообщает монополю энергию 20,5 кэВ. Магнитный 
заряд — сильноионизирующая частица, так как собственное магнитное 
поле монополя при его движении создает в лабораторной системе элек-
трическое поле, которое и вызывает ионизацию среды.  
 Попытки обнаружения монополя можно грубо разделить на два 
класса:  
 1) поиски стабильных монополей, которые должны накапливаться 
в древних породах;  
   2) регистрация монополей, рожденных в реакциях с участием эле-
ментарных частиц высокой энергии.  
 К экспериментам 1-го класса относятся поиски монополей в древних 
породах, извлеченных со дна северной части Атлантического океана (воз-
раст по геологическим данным 16 млн. лет). Образцы породы помещались 
в соленоид, в нем создавалось сильное импульсное магнитное поле, при-
званное вырвать монополи из образца. Как и любые ионизирующие час-
тицы, «вырванные» монополи можно зарегистрировать каким-либо из 
детекторов элементарных частиц. Факт отсутствия монополей позволил, 
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исходя из размеров образца и возраста породы, оценить их поток из Все-
ленной (Ф < 4 ⋅ 10−18

 см−2
 ⋅ ср−1

 ⋅ с−1) и плотность монополей в земных поро-
дах (менее 1 монополя на 4000 м3). Подобные эксперименты были прове-
дены и с образцами грунта, доставленными с Луны экипажем «Аполло-
на-11». Их результат — Ф < 4 ⋅ 10−20 см−2 ⋅ ср−1 ⋅ с−1, что составляет менее 
1 монополя за секунду на поверхность, равную земной. Официально при-
нятый (2010 г.) верхний предел потока массивных монополей в космиче-
ских лучах составляет [11] Ф < 1 ⋅ 10−15

 см−2
 ⋅ ср−1

 ⋅ с−1. Это означает, что на 
поверхность Земли должно бы падать порядка 5 ⋅ 104 монополей за сек 
при изотропном распределении их потока.  
 В экспериментах 2-го класса делались попытки улавливания моно-
полей, рожденных в реакциях взаимодействия релятивистских частиц. 
В первых подобных экспериментах монополь пытались обнаружить 
в столкновениях протонов с ядрами: р + A → р + A + g+ + g −. В частности, 
такие эксперименты проводились на Серпуховском протонном синхро-
троне У-70 (протоны с энергией 70 ГэВ), в конце прошлого столетия ⎯ на 
большом электрон-позитронном коллайдере (Large Electron-Positron Сolli-
der LEP) в ЦЕРН. Подготовлен эксперимент по поиску монополя и на 
большом адронном коллайдере (Large Hadron Collider, LHC) в ЦЕРН, 
сменившем LEP. Там в столкновениях протонов с энергией 7 ТэВ можно 
надеяться получить в реакции  

 p + p → p + p + g+ + g−  

монополь с массой mg = 7 ТэВ/с2, т. е. примерно в 7 000 раз тяжелее про-
тона. Все проведенные до сих пор эксперименты не дали пока положи-
тельных результатов.  

§ 117. Тензор энергии-импульса электромагнитного 
поля  

 Энергетическими характеристиками электромагнитного поля явля-
ются плотность энергии и плотность потока энергии (55.1), (55.3)  

 ( ) ( )2 21
, .

8 4

cw H E
π π

= + = ×S E H  (117.1) 

Величины S, w не образуют, однако, 4-вектор, хотя они и похожи на 4-
вектор тока и даже удовлетворяют уравнению непрерывности (55.4) 
div S + ∂w/∂t = 0, которое выражает закон сохранения энергии. Сущест-
венное отличие состоит в том, что электрический заряд есть инвариант, 
а энергия является четвертой компонентой вектора энергии-импульса. 
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Поэтому наряду с плотностью и потоком энергии существуют плотности 
и потоки трех компонент импульса поля, а величины S, w являются ком-
понентами некоторого 4-тензоpa, квадратичного по напряженностям по-
лей. Такой тензор можно записать в виде  

 
1

.
8lm lk mkF Fτ
π

=  (117.2) 

Однако его элемент τ44 = −Е2/8 содержит только часть полной плотности 
энергии. Это связано с несимметрией тензора Flk (115.4) относительно 
замены Е на H. Поэтому тензор энергии-импульса электромагнитного по-
ля нужно взять в виде суммы тензора τlm и дуального к нему тензора 

8 :lm lk mkF Fτ π=     

 ( )1
.

8lm lk mk lk mkT F F F F
π

= +    (117.3) 

Тогда T44 = −(E2 + H2)/8π = −w дает правильное значение плотности энер-
гии. Аналогично можно проверить, что величины Тα4 = T4α = iSα/c содер-
жат компоненты вектора Пойнтинга (α = 1, 2, 3).  
 Тензор (117.3) можно записать в более удобном виде:  

 21 1
.

4 4lm lk mk pq lmT F F F δ
π
 = − 
 

 (117.4) 

Пространственная часть этого тензора  

 ( )
2 2

простр

1

4 2lm
E HT E E H Hαβ α β α β αβσ δ

π
 + − ≡ = + − 
  

 (117.5) 

называется тензором натяжений Максвелла:  

       

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

1

4

2

.
2

2

x x x y x y x z x z

y x y x y y y z y z

z x z x z y z y z z

E HE H E E H H E E H H

E HE E H H E H E E H H

E HE E H H E E H H E H

αβσ
π

= ×

 ++ − + + 
 
 + × + + − +
 
 + + + + − 
 

 (117.6) 

Таким образом, тензор энергии-импульса электромагнитного поля можно 
представить в виде матрицы со следующей структурой:  

 .lk
i c

T
i c w

αβσ− 
=  − 

S

S
 (117.7) 
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Напомним, что l, k = 1, 2, 3, 4, α, β = 1, 2, 3. Поэтому Tlk есть матри-
ца 4 × 4. 
 Выясним теперь физический смысл всех компонент тензора. По-
скольку тензор Tlm (117.4) является симметричным, сохраним для опреде-
ленности обычную интерпретацию вектора Пойнтинга (как плотности 
потока энергии) для вектора S, расположенного в четвертом столбце тен-
зора (117.7). С учетом множителя i/c элементы матрицы T14, T24, T34 опи-
сывают плотность потока четвертой  компоненты вектора энергии-
импульса. Тогда компоненты −σαβ описывают плотность α-компоненты 
потока для β-компоненты импульса. Например, −σ21 есть плотность пото-
ка x-компоненты импульса вдоль оси у. Но плотность потока импульса 
равна давлению (поля) на поверхность, а та же плотность, взятая с обрат-
ным знаком, — натяжению. Отсюда и название тензора (117.6). При такой 
интерпретации элементы четвертой строчки тензора должны описывать 
четвертые компоненты 4-вектора плотности потока энергии-импульса, 
которые равны плотности соответствующей компоненты энергии-
импульса, умноженной на ic (сравни с 4-вектором плотности тока (j, icρ)). 
Отсюда плотность импульса электромагнитного поля  

 .
2cic

ci SS
g ==  (117.8) 

 Таким образом, вектор Пойнтинга характеризует не только плот-
ность потока энергии, но и плотность его импульса.  
 Наконец, элемент Т44 есть четвертая компонента вектора потока 

энергии-импульса: .44 ww
c
iicT −==   

  Задача XVIII.3. Найти преобразования Лоренца для плотности энергии и 
плотности потока энергии электромагнитного поля. Рассмотреть частный слу-
чай электромагнитного поля, компоненты которого ортогональны вектору 
V = exβc (плоская волна). 
 Используя (115.8), запишем  

 ( ) ( )44 4 4 41 41 11 44 14 44 41 41 44 44 .p q pqw T T T T T Tα α α α α α α α′ ′ ′ ′ ′− = = = + + +  

Подставив значения Тlk, найдем  

 ( )
2 2

2 2 2 2 21 2 .
4

x x xS E Hw w
c

β γ β γ β γ
π

′ ′ ′+′= + + −  (117.9) 

 Аналогично получим соотношения для компонент вектора Пойнтинга  

 ( ) ( )2 2 2 2 2 21 2 ,
4x x x x
cS S cw E Hβ γ βγ βγ
π

′ ′ ′ ′= + + − +  
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 ( ) ,
4y y x y x y
cS S H H E Eγ βγ
π

′ ′ ′ ′ ′= − +  (117.10) 

 ( ).
4z z x z x z
cS S H H E Eγ βγ
π

′ ′ ′ ′ ′= − +   

 Таким образом, знания только величин w и Sα недостаточно, чтобы вычис-
лить их значения в другой инерциальной системе — нужно знать поля Е и Н или 
компоненты тензора.  
 В частном случае плоской волны .0,0 =′=′=′=′ zyxx SSHE  В результате 

преобразования (117.9), (117.10) принимают вид 

 
( )
( )

2 2 2

2 2 2

1 2 ,

1 2 , 0.

x

x x y z

Sw w
c
wS S S S
c

β γ β γ

β γ β γ

′′= + +

′′= + + = =
 (117.11) 

 Задача XVIII.4. Найти тензор натяжений электрического поля.  
 Выбрав направление оси х вдоль вектора Е, получим  

 

2

2

2

8 0 0

0 8 0 .

0 0 8

E

E

E
αβ

π

σ π

π

 
 
 = −
 
 − 

 

Этот результат совпадает с (18.2) и означает, что на площадку, параллельную 
плоскости (yz), действует сила натяжения, направленная вдоль поля 
(σxx = −p = E2/8π), а на площадки, параллельные плоскостям (xz) и (ху), действуют 
силы давления, направленные поперек поля (σyy = σzz = −E2/8π).  

§ 118. Закон сохранения энергии-импульса поля  

 Локальный закон сохранения энергии поля divS + ∂w/∂t = 0 можно 
записать также в тензорной форме ∂Tk4/∂xk = 0. Отсюда сразу следует, что 
сохраняется и 4-вектор плотности потока энергии-импульса электромаг-
нитного поля, так что всего имеется четыре локальных закона сохранения  

 .4,3,2,1,0 ==
∂
∂ l

x
T

k

kl  (118.1)  

Для ограниченного во времени и пространстве электромагнитного поля 
(«кусок» поля) его полная энергия  

 −= dVTW 44  (118.2) 
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и полный импульс  

 4
1

, 1, 2, 3,G T dV g dV
icα α α α= = =   (118.3) 

образуют, как и для любого другого физического объекта, 4-вектор энер-
гии-импульса, который тоже сохраняется (интегральный закон сохранения 
энергии-импульса). Соответственно инвариантная масса поля определяет-
ся обычным выражением  

 2222 cGWMc −=  (118.4) 

и, вообще говоря, не равна нулю. Примером может служить система из 

двух фотонов, движущихся под углом θ друг к другу: ×= 21
2 2 WWMc  

( )sin 2 .θ× Исключением является плоская волна, для которой g = S/c2 = 

= w/c, откуда М = 0.  

   Задача XVIII.5. Показать, что величины Gα, iW/c преобразуются как компо-
ненты 4-вектора.  
 Образуем скаляр  

 0=
∂
∂
 l

k

lk dx
x
T

 

и проинтегрируем его по четырехмерному объему dV(4): 

 ( ) ( ) .0 34  =
∂
∂

= lklkl
k

lk TdxdSdVdx
x
T

 

Здесь ( )3
kdS  — элемент трехмерной гиперповерхности в четырехмерном 

пространстве, ортогональный k-му измерению:  

 ( ) ( ) д.т.и,, 431
3

2432
3

1 dxdxdxdSdxdxdxdS ==  

Воспользуемся приемом, который мы применяли уже неоднократно: выберем 
замкнутую поверхность интегрирования наиболее удобным образом. В данном 
случае все части поверхности, содержащие dx4, вынесем за объем, где поле отлич-
но от нуля. Тогда наш интеграл по замкнутой трехмерной гиперповерхности будет 
содержать только интеграл по гиперповерхности, ортогональной x4, т. е. по 

( ) ( )33
4 dVdS =  — трехмерному объему. В свою очередь, поверхность ( )3

4dS  (напом-

ним, что она охватывает объем с двух сторон!) выберем так, чтобы одна ее сторо-
на была ортогональна x4, а другая — 4x′ . Тогда получим  

 .0 44  ′′−= mmll TxdVdTdxdV  
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Знак «минус» возникает из-за того, что нормаль к гиперповерхности направлена 
в одном случае внутрь объема, в другом — наружу.  

 Учитывая, что 1 ,l lk k kl kdx dx dxα α−′ = =  найдем 

 14 4 ,lm mT dV T dVα ′ ′=   

или 

 ,l lm mG Gα ′=  

т. е. Gl является 4-вектором. При этом компоненты 4-вектора плотности потока 
энергии-импульса преобразуются по сложному закону (117.9)−(117.11). 

   Механические свойства электромагнитного поля вполне «осязаемы». 
Первым прямым экспериментальным доказательством их существования 
были знаменитые опыты П. Н. Лебедева по измерению давления света 
(1898−1900 гг.). Световой пучок падал на тонкую металлическую пла-
стинку (толщиной 0,01−0,1 мм в разных экспериментах), подвешенную 
в вакууме (около 10−4 Торр) на упругой нити. Одна половина пластины 
была зачернена, вторая хорошо отражала свет (рис. XVIII.1). В этом слу-
чае закручивающий момент  

 ( ) ( )[ ] ( ) ,11 021210 wlSRRgcRRlSN −=+−+=  (118.5) 

где S0 — площадь пластинки, 2l — расстояние между пластинками, R1, 2 — 
коэффициенты отражения пластинок. Чтобы оценить тонкость опытов Лебе-
дева, достаточно отметить, что в них измерялись силы светового давления на 
уровне 3 ⋅ 10−11 Н (заметим, что солнечный свет на поверхности Земли созда-
ет давление порядка 5 ⋅ 10−6 Н/м2, или 0,5 мгс/м2). Кроме того, нужно было 
исключить паразитное влияние конвекционных потоков, возникающих при 
нагреве прибора (для этого пластинки нужно было располагать строго верти-
кально), и так называемое радиометрическое действие — импульс отдачи, 
передаваемый пластинкам молекулами остаточного газа при отражении. Ле-
бедев получил согласие с выражением (118.5) в пределах точности поряд-
ка 20 %. Только остроумная постановка опыта (в частности, применение ре-
зонансной раскачки крутильных колебаний под действием световых вспы-
шек) позволила добиться этих результатов. Лишь 25 лет спустя Герлаху 
(W. Gerlach) удалось на порядок улучшить точность опыта. 

 В еще более тонких экспериментах Лебедев сумел измерить давле-
ние света на газы (рис. XVIII.2). Эти опыты принесли ему мировую славу 
замечательного физика-экспериментатора.  
 И совсем уж «осязаемо» механическое действие электромагнитного 
поля в термоядерных бомбах, где дейтерий-тритиевая смесь или химиче-
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ское соединение дейтерид лития (6Li2D) подвергаются сжатию рентгенов-
ским излучением, возникающим от «обычного» ядерного взрыва («запа-
ла»). Этот метод «поджига» термоядерной реакции был предложен и тео-
ретически развит в начале 1950-х гг. независимо коллективами советских 
физиков во главе с Я. Б. Зельдовичем и А. Д. Сахаровым, и американ-
ских — во главе с Э. Теллером (E. Teller). Метод получил название радиа-
ционной имплозии (от англ. implosion ⎯ взрыв, направленный внутрь, см. 
также § 50). Его развитие и привело к созданию термоядерного оружия. 
С развитием лазеров появилось предложение использовать мощное лазер-
ное излучение для осуществления управляемой термоядерной реакции, 
или, что тоже самое, управляемого термоядерного синтеза (§ 145). 

с
в

е
т  

Рис. XVIII.1. Принципиальная схема опыта Лебедева 

1

2 1

3

свет  

Рис. XVIII.2. Схема опытов Лебедева по измерению давления света на газы (вид 
сверху): 1 — флюоритовые окошки; 2 — разделительная стенка; 3 — подвижный 
поршень на крутильных весах. Свет, проходя сквозь газ, передает ему механиче-
ский импульс, что вызывает движение газа (штриховая линия со стрелками). Это 
движение регистрируется по повороту крутильных весов (3) в направлении, пока-
занном на рисунке 
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 Подобно частицам, обладающим массой, свободное электромагнитное 
поле испытывает воздействие гравитационных сил. Так, проходя вблизи кос-
мических тел, световые лучи отклоняются. В частности, световой луч, ка-
сающийся поверхности Солнца, претерпевает отклонение на угол 1,75′′, что 
было впервые экспериментально подтверждено английскими астрономами 
при наблюдении солнечного затмения в 1919 г. Свет, испущенный звездой, 
теряет энергию в ее гравитационном поле, что приводит к возрастанию его 
длины волны — так называемое гравитационное красное смещение.  
 Задача XVIII.6. Оценить угол отклонения светового луча, проходящего 
вблизи поверхности Солнца.  
 Для решения задачи рассмотрим движение частицы с массой покоя m в цен-
тральном гравитационном поле. Пусть ρ — прицельный параметр. В приближении 
малых углов отклонения частицы найдем  

 
2 2

,r
dxp F dt F
vx

ρ

ρ

∞ ∞

⊥ ⊥

−∞ −∞

= =
+   

где v — скорость частицы, х — координата вдоль траектории, Fr — сила, дейст-
вующая на частицу и направленная от частицы к гравитационному центру: 
Fr = KγmM/r2, K — гравитационная постоянная, М — в нашем случае масса Солн-

ца, ( ) ( )1 22 2 2 2 21 , .v c r xγ ρ
−

= − = +  Тогда угол отклонения (v ≈ const) 

 
( )2 3 2 22 2||

2
.

p KM dx KM
p v vx

ρα
ρρ

∞
⊥

−∞

= = =
+

  

Таким образом, от массы частицы угол отклонения не зависит и в интересующем 
нас случае светового луча над поверхностью Солнца  

 5
2

2
0,42 10 0,87 ,

KM
Rc

α − ′′= ≈ ⋅ ≈  

т. е. упрощенная оценка дает результат вдвое меньший точного, который был по-
лучен Эйнштейном на основе общей теории относительности.  
 Задача XVIII.7. Оценить влияние гравитации на длину волны света, прихо-
дящего с Солнца на Землю.  
 Используем тот же подход пробной частицы с массой покоя m. В гравитаци-
онных полях Солнца и Земли ее энергия изменяется на  

 C C З

C CЗ З
,

M M MK m
R R R

γ
 

Δ = − − − 
 

E  

где МC, З — массы Солнца, Земли, RC, З — радиус Солнца, Земли, RCЗ — расстояние 
между Землей и Солнцем. Отсюда  

 6C C З
2

C CЗ З
2 10 .

M M MK
R R Rc

λ
λ

− Δ Δ= − = − − ≈ ⋅ 
 

E
E
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Здесь уместно заметить, что по совокупности современных экспериментальных 
данных (2010 г., [11]) масса фотона не превышает  

 mγ < 1 ⋅ 10−18 эВ/с2. 

 В присутствии зарядов и токов механические свойства электромаг-
нитного поля уже нельзя описать вектором энергии-импульса. В частно-
сти, нельзя ввести инвариантную массу поля отдельно от массы частиц. 
Это связано с тем, что в присутствии заряженных частиц локальные зако-
ны сохранения (118.1) для поля уже не выполняются, поскольку имеет 
место обмен энергией и импульсом между частицами и полем. В таком 
случае вектор энергии-импульса (и массу) можно ввести только для пол-
ной системы «поле + частицы», и тогда величины W, Gα (118.2), (118.3) 
уже не образуют 4-вектор (сравни задачу XVIII.5 выше).  
 Покажем, что полный импульс системы «поле + частицы» сохраняет-
ся. Для этого продифференцируем по времени выражение (117.8): 

 
1

.
4

d
dt c t tπ

∂ ∂ = × + × ∂ ∂ 

g E H
H E  (118.6) 

Отметим, что величины  

 
1 1

и
4 4t tπ π

∂ ∂⋅ ⋅
∂ ∂
E H

 

есть электрический и магнитный токи смещения, а выражение (118.6) 
имеет вид «уравнения движения» поля с силой Лоренца в правой части.  

 Выражая производные E  и H  из уравнений Максвелла и производя 
необходимые преобразования, найдем  

 ( ) ( ) ( )1
, , .

d w
dt c

ρ  + + × = −∇ − ∇ − ∇ 
 

g
E v H H H E E  (118.7) 

Здесь ρ — плотность заряда, a ρv = j — плотность тока. В правой части 
этого уравнения стоят полные производные, которые при интегрировании 
по объему для системы ограниченных размеров дадут нуль. В левой же 
части стоит производная от полной плотности импульса частиц и поля. 
В результате получаем закон сохранения  

 P + G = const, (118.8) 

где Р — полный импульс частиц.  
 Аналогично получается закон сохранения полной энергии частиц и поля  

 ( ) ( )( ) ( )1
, , , div ,

w
t π

∂ = + = − −
∂

E E H H E j S   

(E, j) — мощность, передаваемая от поля к частицам в единице объема.  
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 Задача XVIII.8. В магнитном поле вращается тороидальный пучок реляти-
вистских электронов. Полное число частиц в пучке N, скорость электронов v ∼ с, 
радиус тора R, сечение тора — круг радиуса а. Найти массу пучка.  
 Энергия заряженного тора  

 ( )2 2 21
,

8
E H dV N mcγ

π
= + +E  

где m — масса покоя электрона, ( ) 1 22 21 .v cγ
−

= −  Воспользовавшись соотноше-

нием (115.11), запишем  

 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 1
,

8 2

LIH dV N mc N mc
c

β βγ γ
πβ β

+ += ⋅ + = ⋅ +E  (118.9) 

где β = v/c, I = Nev/2πR — ток пучка, 
8 7

4 ln
4

RL R
a

π  = − 
 

 — индуктивность тора. 

Поскольку полный импульс системы равен нулю, инвариантная масса системы 
«электроны + поле»  

 
2 2

2 2 4

1
.

2

LIM N m
c c

β γ
β
+= = ⋅ +E

 

В (118.9) отношение первого слагаемого ко второму равно 
2

Б

1I
I

β
βγ
+⋅ ×  

,
4

78
ln 






 −×

a
R

 где IБ = mc3/e ≈ 17 000 А — критический ток, введенный советским 

физиком Будкером в связи с исследованием устойчивости тороидального пучка 
релятивистских электронов. При I  γIБ масса электронного кольца определяется 
в основном его коллективным полем (сравни (49.5)). 
  Задача XVIII.9. Найти механический момент электромагнитного поля сис-
темы из двух точечных зарядов — электрического е и магнитного gμ, расстояние 
между которыми 2а (H. A. Wilson, 1949 г.).  
 Выберем начало координат так, чтобы заряд е находился в точке (0, а, 0), 
а заряд gμ — в точке (0, −а, 0). Тогда  

 ( ) ( )3 3
, .e gμ

− −= =
− −

r a r a
E r H r

r a r a
 

Момент поля  

 ( ) ( )( ) ( )

( )32 2

1
.

4 2

eg
dV dV dV

c c r a

μ
π π

× ×
= × = × × =

−
  

r r a
M r g r E H  
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Вводя сферическую систему координат с полярной осью вдоль вектора а, 
найдем  

 
( )

2

32 2
0 0

1 cos
sin .

eg eg
dr d

c c ar a

π
μ μθθ θ

∞
−= = − ⋅

−
  a

M a  

Замечательно, что значение М не зависит от расстояния между зарядами а. Это 
позволяет формально применить результат к точечной частице. Полагая, что ме-

ханический момент поля частицы квантован, т. е. М = n/2, n = 0, 1, 2, ..., получим 

gμ = en/2с, что совпадает с результатом Дирака (116.10), полученным им с помо-

щью другого метода.  





   

 

 
 
 
 

ГЛАВА XIX  

ПОТЕНЦИАЛЫ И ПОЛЯ 
ДВИЖУЩИХСЯ ЗАРЯДОВ  

§ 119. Запаздывающие потенциалы  

Уравнения (114.1) описывают потенциалы электромагнитного поля. 
Решение однородных уравнений (114.1) есть знакомое нам свободное 
электромагнитное поле (волны) или же поле вне системы зарядов и токов. 
Решение неоднородных уравнений дает, кроме того, потенциалы поля, 
образованного данными зарядами ρ(r, t) и токами j(r, t).  

Для нахождения частного решения неоднородных уравнений восполь-
зуемся наиболее эффективным методом — попробуем «угадать» ответ. Мы 
знаем решение для статических и квазистационарных полей (8.1) и (31.8). 
Посмотрим, годятся ли эти выражения для произвольной зависимости ρ и j от 
времени. Иными словами, будем искать решение уравнений (114.1) в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,1
, , , ,p p

p pV V

t t
t dV t dV

c
ρ

ϕ
′ ′

= =
− − 

j r r
A r r

r r r r
 (119.1) 

где rр — радиус-вектор точки наблюдения, r — радиус-вектор элемента 
объема (рис. XIX.1). Времена t в левой и t' в правой частях соотноше-
ний (119.1) отличаются на величину, равную длительности распростране-
ния электромагнитного поля от точки интегрирования dV до точки на-
блюдения Р:  

 .
c

tt p rr −
+′=  (119.2) 

В этом и состоит отличие формул (119.1) от аналогичных соотношений 
для статических и квазистационарных полей — учтено запаздывание поля 
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или конечность времени распространения поля от источника до точки 
наблюдения. Подстановка выражений (119.1) в уравнения (114.1) под-
тверждает правильность этих значений потенциалов (задача XIX.1). 

R

P

rp

n

O

r

dV

 

Рис. XIX.1. К вычислению потенциалов системы зарядов и токов: О — начало 
координат; Р — точка наблюдения; dV — элемент интегрирования; n — rр/rр, 
R = rp − r 

  Задача XIX.1. Проверить, удовлетворяют ли потенциалы в форме (119.1) 
уравнениям (114.1).  
 Левая часть этих уравнений содержит лапласиан Δр по координатам точки 
наблюдения rр и вторую производную по времени t в точке наблюдения. Потенциа-
лы в (119.1) даны как функции координат rр и времени t'. Поэтому при вычисле-
нии Δр и ∂2/∂t2 нужно в качестве независимых переменных рассматривать rр и t 
и учитывать зависимость от них функции t' (119.2). В соответствии с этим получим  

 ,
p p p

t
x x x tα α α

′∂ ∂ ∂ ∂= + ⋅
′∂ ∂ ∂ ∂

 (119.3) 

где  

 ( )
3

2

1

, .p
p p

p

x xt R x x
x cR

α α
α α

α α =

−′∂ = − ≡ − = −
∂ r r  (119.4) 

Величины хрα, хα — компоненты векторов rр, r соответственно.  
 Подставим решение (119.1) в уравнение (114.1) для ϕ и вычислим отдельно 
слагаемые левой части. Первое из них  

 ,p p dV
R
ρϕ  Δ = Δ  

    

где  

 ( )
3

1

1 1 1
, 2 .p p p

p p
t

R R R x x Rα αα

ρ ρρ ρ
=

∂ ∂     ′Δ = Δ + Δ + ⋅     ∂ ∂     r  (119.5) 
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Зависимость ρ от координат точки наблюдения rр следует из (119.2):  

 

( )
( )2 22 2

2 2 3

,

1
.

p

p p

pp

p

x xt
x t x t cR

x xx x
cR t cRx cRt

α α

α α

α αα α

α

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−′∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ = − ⋅
′ ′∂ ∂ ∂ ∂

 −− ∂ ∂ ∂  = ⋅ − −  ′  ∂∂ ′∂    

 

Суммируя по α с учетом (119.4), находим  

 
( )

3 2 2

2 2 2
1

1 2
.p

p cR tx c tαα

ρ ρ ρρ
=

∂ ∂ ∂Δ = = ⋅ − ⋅
′∂∂ ′∂  

Второе слагаемое в (119.5) найдем, вспомнив, что потенциал единичного точечно-
го заряда есть 1/R (см. (8.5)),  

 ( )1
4 .p R

R
πδ Δ = − 

 
 

Наконец, третье слагаемое в (119.5) получим, вычислив  

 
( )2

3 4

1 pp p

p p

x xx x x x
x x R t cR tR cR

α αα α α α

α α

ρ ρ ρ−− − ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ = − ⋅ − = ⋅   ′ ′∂ ∂ ∂ ∂   
 

и просуммировав по α. В результате  

 
3

2
1

1 2
2 .

p px x R tcRα αα

ρ ρ

=

∂ ∂ ∂ ⋅ = ⋅  ′∂ ∂ ∂   

Собирая слагаемые, найдем  

 
( )

( )
2

2 2

1
4 ,p R

R c R t
ρ ρ πρδ∂ Δ = ⋅ − 

  ′∂
 

так что  

 
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
4 4 , .p pdV R dV dV t

R Rc ct t
ρ ρϕ π ρ δ πρ∂ ∂Δ = ⋅ − ⋅ = ⋅ −
′ ′∂ ∂   r  

Подставляя этот результат в левую часть уравнения (114.1) для ϕ, имеем:  

 ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2

,1 1 1 1
4 ,

4 , ,

p p

p

t
dV t dV

R Rc c c tt t

t

ϕ ρϕ πρ ρ

πρ

′∂ ∂ ∂Δ − ⋅ = ⋅ − − ⋅ =
∂′ ′∂ ∂

= −

 
r

r

r
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так как ∂2ρ/∂(t′)2 = ∂ρ/∂t2. Таким образом, потенциал ϕ из (119.1) удовлетворяет 
уравнению (114.1). Аналогично доказывается, что вектор-потенциал (119.1) явля-
ется решением первого уравнения (114.1) Для этого достаточно произвести заме-
ны ϕ → Aβ, ρ → jβ/c, β = 1, 2, 3.  
 Простой пример, рассмотренный ниже в задаче XIX.2, показывает, 
как запаздывание поля сказывается на значениях А, ϕ.  
 Задача XIX.2. Найти потенциал равномерно заряженного цилиндра длиной l, 
движущегося с постоянной скоростью v вдоль направления, параллельного оси ци-
линдра (рис. XIX.2). Расстояние от цилиндра до точки наблюдения много больше l.  
 Потенциал в точке Р0 на оси цилиндра в момент времени t  

 ( )0, .
SP t dx

R
ρϕ =   

x

P0 P

R
0

�

l
�

l

 

Рис. ХIХ.2. К расчету потенциала движущегося заряженного цилиндра 

Интеграл берется по всем точкам пространства, в которых в момент t′ = t − R/c 
находится заряд. Нетрудно видеть, что вклад в потенциал дает некоторая эффек-
тивная длина цилиндра lэф = l + Δl, где Δl находится из условия (l + Δl)/c = Δl/v, 
означающего, что сигналы от «хвоста» (х = 0, рис. XIX.2) и от сместившейся «го-
ловы» цилиндра (х = l + Δl) одновременно достигают точки P0, или сигнал со ско-
ростью с от «хвоста» добирается до «головы» за время смещения последней на 
отрезок Δl. Это есть не что иное, как эффект Доплера. В итоге  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

эф

0 0

, , ,
1 1

, , , .
1 1 1

l vl l l
c

lS q qP t P t
R R R

β β
β β

ρϕ
β β β

Δ = = =
− −

= = =
− − −

A
β
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Проведя аналогичные вычисления для точки Р вне оси, найдем  

 ( ) ( ) ( )
, , .

1 cos 1 cos

q qP t
R R

ϕ
β α β α

= =
− −

A
β

 

В § 120 эти результаты будут получены в более общем случае.  

 Задача XIX.3. Показать, что запаздывающие потенциалы в форме (119.1) 
удовлетворяют калибровке Лоренца.  

Вычислим вначале дивергенцию вектора-потенциала:  

 ( ) 2

1 1
div , .p

p p
p

x xjt j dV
c x R t cR

α αα
α

α

 − ∂∂  = + −    ′∂ ∂    
A r  

Интеграл от первого слагаемого можно взять по частям, если учесть, что  

 
1 1

.
px R x Rα α

∂ ∂   = −   ∂ ∂   
 

Тогда  

 
1 1

.
p

j dS jj dV dV
x R R x R

α α α
α

α αα

∂∂   = − + ⋅ ∂ ∂      

Интеграл по замкнутой поверхности равен нулю, так как поверхность можно вы-
нести за пределы объема с токами и зарядами. Производная по координатам эле-
ментов объема хα от jα(r, t′), очевидно, есть  

 div div ,px xj j jt
x t x t c

α αα α α

α αα

−′∂ ∂ ∂∂= + ⋅ = + ⋅
′ ′∂ ∂ ∂ ∂ j j   

где дивергенция берется по координатам хα. Подставляя этот результат в исход-
ный интеграл, получим  

 ( ) 1 div
div , .p p t dV

c R
=  j

A r  

Учитывая, что ∂ρ/∂t = ∂ρ/∂t′ и div j + ∂ρ/∂t = 0, окончательно убеждаемся в спра-
ведливости равенства  

 
1

div 0.p c t
ϕ∂+ ⋅ =

∂
A  

§ 120. Потенциалы Лиенара–Вихерта 

 Запаздывающие потенциалы позволяют найти потенциал точечного 
произвольно движущегося заряда. Для этого необходимо в (119.1) произ-
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вести интегрирование по объему, приняв распределение плотности заряда 
в виде δ-функции:  

 ( ) ( )( ), ,et e tρ δ′ ′= ⋅ −r r r  (120.1) 

где re(t′) — радиус-вектор частицы в момент t' (рис. XIX.3). Чтобы выпол-
нить процедуру, удобно в интегралах (119.1) выбрать в качестве перемен-
ных аргументы δ-функции  

 ( ).te ′−= rrX  (120.2) 

0

P

R

t' r t'e( )

t

r te( )
v t'( )

rp

 

Рис. Х1Х.3. Траектория заряженной частицы 

Якобиан соответствующего преобразования переменных проще вычис-
лить через якобиан обратного преобразования  

 1 .
X r

D D
r

α α

β β

   
=      Χ   

 (120.3) 

Члены этого определителя (см. (120.2) и (119.2)):  

( )( ) ( ) 1
,e e

p
r r tX r t v t .

r r t r c r
α αα α

αβ αβ α
β β β β

δ δ
′  ∂ − ∂′∂ ∂ ∂ ′= = − ⋅ = − ⋅ = −  ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

R
R r r  

Поэтому  

 ( ) , где .
X

t l R
r

α
αβ α β

β
δ β∂ ′= − =

∂
Rl  

Вычисляя определитель ( ) ,D X rα β  найдем  

 
( )1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

1
,

1 1

1

l l l
X

D l l l
r R

l l l

α

β

β β β
β β β
β β β

− − −
 

= − − − = −  
  − − −

Rβ
. 
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Переходя в интегралах (119.1) к переменным Хα, получим  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3

0

, 1
, .

, ,
1 1

p
V

te d X et
c R cR

R R

δ

=

 
 ′
 = ⋅ = ⋅
 − − 
 


X

v X X
A r

R Rβ β
 (120.4) 

Точка Х = 0 есть r = rе(t'). Вводя радиус-вектор  

 ( ) ( ) ,e p et t′ ′= −R r r   

проведенный в точку наблюдения Р из точки, в которой находился заряд 
в момент t', получим окончательно  

 ( ) ( )1 1
, , , .

1 1
p p

e ee e

e e

ev et t
cR R

cR cR

ϕ= ⋅ = ⋅
− −

A r r
vR vR

 (120.5) 

Подчеркнем, что величины в правых частях определены в момент време-
ни t' (!).  

Потенциалы в форме (120.5) носят название потенциалов Лиенара–
Вихерта.  

§ 121. Поле движущегося заряда  

Для вычисления поля движущегося заряда нужно потенциалы (120.5) 
подставить в выражения для полей и произвести дифференцирование 
с учетом запаздывания. В этом и состоит техническая трудность.  

Получим вначале вспомогательные выражения. Поскольку t = t′ + 
+ Re(t')/c,  

 
1

, 1 .e

e

f f t t t
t t t t t cR

κ
−′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ = = − ≡ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

vR
 (121.1) 

Здесь использовано соотношение  

 ( )2
,e

p e
e

R r r
t t cRα α

α

∂ ∂= − = −
′ ′∂ ∂  vR

  

где v = v(t') — скорость заряда в момент t'.  
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Градиент по координатам точки наблюдения от скалярной функции 
аргументов rр и t′  

 ( ), .p
p

f ff t t
r tα

αα

∂ ∂′ ′∇ = + ∇
′∂ ∂r e  

В свою очередь, 

 
1 1

,e e e e

p p e e

R Rtt t t
r c r c t cR cRα α

α αα α

′ ∂ ∂∂′ ′ ′∇ = = − − ⋅ ∇ = − + ∇
′∂ ∂ ∂  R vR

e e  

откуда  

 
1 1

.
1

e e

ee e

e

t
cR c R

cR
κ

′∇ = − ⋅ = − ⋅
−

R R
vR

 

Окончательно получим  

 1 1
1

, .e

e pc R t rα
αακ

∂ ∂∇ = ∇ − ⋅ ⋅ ∇ =
′∂ ∂R

e  (121.2) 

Теперь найдем выражение для электрического поля:  

12

12

1 1 1

1 1
.

e

e e e e

e

e e e e

e ee
c t t R R c R t Rc

e e e
R c R c t R Rc

ϕ
κ κ κ κκ

κ κ κ κκ

     ∂ ∂ ∂= − ⋅ − ∇ = − ⋅ − ∇ + ⋅ ⋅ =     ′ ′∂ ∂ ∂     
     ∂= − ⋅ + − − ∇     ′∂     

RA v
E

Rv v
 

Произведя дифференцирование по времени  

2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 e e e

e ee e e e

v c c
t R R c cR c R R Rκ κ κ κ γ κ

  ∂ = − − − + = − +    ′∂    

vR vR vR 
 

и координатам 1 2 2

1 1
,e

e eeR R cRκ κ
   

∇ = − −   
   

R v
 найдем  

   

( )
2 3 2 3 2
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.

ee e e

e e e ee e

e e
R R R Rc R R

c

κ γ κ
       = − − − + −      
       
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R vR R R
E v

v


 β

β β
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 (121.3) 
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Свернув это выражение, получим окончательно  

 
( )( )( ) ( )3 2 3 2

, ,

1 .

e

ee e

e e
Rc R Rκ γ κ

κ

= × − × + − =

= −

R
E n n n n

n

β β β

β
 (121.4) 

Для нахождения магнитного поля вычислим rotА по координатам точки 
наблюдения. С учетом (121.2) запишем  

 1
1

.
e e

e e
c R c t c Rκ κ κ

   ∂= ∇× = ∇ × − ×   ′∂   

v v
H A n  

После дифференцирования в правой части возникает выражение, содер-
жащее электрическое поле в форме (121.3). В результате необходимых 
преобразований получим  
 H = n × E. (121.5) 

Таким образом, электрическое и магнитное поля точечного заряда, 
движущегося произвольно, взаимно ортогональны, как и в случае системы 
зарядов, движущейся равномерно. Однако для произвольного движения 
соотношение (115.11) неприменимо (неинерциальность системы покоя 
зарядов). В этом можно убедиться прямой проверкой, умножив вектор-
но β на Е и сравнив с n × Е. 

Сравнивая выражения для потенциалов (120.5) и полей (121.4), 
(121.5) произвольно движущегося заряда, мы видим, насколько описание 
с помощью потенциалов проще, что и оправдывает их широкое употреб-
ление в теории электромагнитного поля.  

§ 122. Поле заряда, движущегося с постоянной  
скоростью  

Выражения (121.4), (121.5) для поля движущегося заряда содержат 
функции координат заряда в момент времени t'. Обычно известен закон 
движения заряда, а значит и положение заряда в момент измерения. Соот-
ветствующий пересчет координат и времени в общем случае представляет 
собой весьма громоздкую операцию. Существует, однако, важный част-
ный случай, когда этот пересчет довольно прост и приводит к простым и 
«удобным для употребления» результатам — это случай заряда, движуще-
гося равномерно и прямолинейно. Тогда  

 ( )2 3 2
0, , .

e

e
Rγ κ

= = − = × = ×v E n H n E E β β  (122.1) 
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Последнее соотношение для Н и Е следует из общего соотноше-
ния (115.11) для зарядов, покоящихся в одной из инерциальных систем 
(сравни (29.9)). В то же время равенство Н = n × Е непосредственно сле-
дует из Н = β × Е, поскольку E ∝ (n − β) и  β × (n − β) ≡ n × (n − β) ≡ β × n.  

Преобразуем выражения (122.1) к координатам заряда Rt в момент 
измерения t. Введем вспомогательный вектор L (рис. XIX.4): 
L = v(t − t') = vRe/c. Тогда, записав выражение для Е в виде  

 
( )2 3

,e

e

Re
Rγ κ
−

= ⋅ eR
E

β
 

найдем  

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, 2

cos sin sin ,

e e e t e e e e e e

e e e e t t

R R R R R

R R R R R

κ

ψ β ψ β θ

− = − = = − = − , +

+ = − − = −

R R L R R R

R

β β β

β β
 

где расстояние Rt и углы ψ и θ показаны на рис. XIX.4. Используя эти ре-
зультаты, получим  

 

( )3 3 22 2 2

1
, .

1 sin

t

t

e
R γ β θ

= ⋅ = ×
−

R
E H Eβ  (122.2) 

t'

Re
p

Rt

� t �

L  

Рис. ХIХ.4. К расчету полей равномерно движущегося заряда 

Таким образом, отличие от нерелятивистского (кулоновского) случая 
(β  1) состоит в появляющейся анизотропии полей — величина поля 
существенно зависит от направления на точку наблюдения (угол θ). Поля 
имеют максимальное значение в плоскости θ = π/2 и минимальное — на 
прямой, совпадающей с вектором v (θ = 0):  

 ||2 0,2 2 2
,

t t

e e
R Rθ π θ πγ

γ⊥= == = ±E e E e  

(см. рис. XIX.5). Эти результаты имеют ясный физический смысл. В сис-
теме, где заряд покоится, его поле является кулоновским полем точечного 
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заряда. В лабораторной системе поперечная компонента поля (θ = π/2) 
возрастает в γ раз, а продольная (θ = 0 или π) не изменяется, но зато в γ раз 
сжимается расстояние в системе заряда.  

 

Рис. XIX.5. Векторная диаграмма электрического поля заряда, движущегося 
с постоянной скоростью. Размер каждой стрелки пропорционален (1 − β2sin2θ)−3/2. 
Случай γ = 2 

Задача XIX.4. Выразить потенциалы Лиенара–Вихерта для заряда, движу-
щегося с постоянной скоростью, через координаты заряда в момент наблюдения t.  

Подставляя в (120.5) значение κRe, найденное выше, получим  

 ( ) ( )2 2 1 2 2 2 1 2

1 1
, .

1 sin 1 sint t

e e
cR R

ϕ
β θ β θ

= ⋅ = ⋅
− −

v
A  (122.3) 

 Задача XIX.5. Найти значение Е для потенциалов (122.3). 

 ( ) ( )
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2 2 2 2 3 2
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,
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t
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t

e
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β θ θ θ
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 ∂ ⋅ ⋅ − ⋅ = − ⋅ − = ∂ − −  
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

 (122.4) 

 ( ) ( )
2

3 22 2 1 2 2 2 3 2

1 sin cos
.

1 sin 1 sin

t

t t

e e
R R

θ β θ θϕ
β θ β θ

⋅−∇ = ⋅ − ⋅
− −

R e
 (122.5) 



Глава 19 

 

176

Здесь учтено, что , sint tv R R vα α θ θ= − =  (так как движется заряд, а точка Р фик-

сирована — см. рис. XIX.4). Кроме того,  

 cos sin .v vθθ θ= −v n e  (122.6) 

Подстановка этого результата в (122.5) и суммирование (122.4), (122.5) дают вы-
ражения для полей (122.2).  

Задача XIX.6. Проверить, выполняется ли для электрического поля (122.2) 
условие потенциальности rot Е = 0.  

Учитывая, что электрическое поле заряда, движущегося с постоянной скоро-
стью, имеет только радиальную компоненту Е = еRE, и воспользовавшись выраже-
нием для ротора в сферических координатах, найдем  

 ( )
2

3 2 2 2 5 2

3 sin 2
rot .

2 1 sint

e
Rϕ

β θ
γ β θ

= − ⋅ ⋅
−

E e  (122.7) 

Отсюда видно, что поле становится потенциальным (rot E → 0) при нерелятивист-
ских скоростях ( 1).β   Непотенциальность электрического поля движущегося 

заряда связана с присутствием переменного магнитного поля Н = β × E.  
 Задача XIX.7. Найти поле равномерно движущегося заряда, пользуясь пре-
образованиями Лоренца для координат ⎯ времени и поля. 
 Измеряем поле в лабораторной системе в момент времени t = 0 в точке P 
(рис. ХIХ.4.). Расстояния между зарядом и точкой наблюдения в системе заря-
да tR′  и в лабораторной Rt связаны равенством  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
|| ||

, || , ,t t t tR R Rγ ⊥ ⊥′ = + ⊥R v R v  

v ⎯ скорость заряда. Поле в системе заряда  

 
( )3

, 0.
e

R
′ ′ ′= =

′
E R H  

Из соотношений (29.7) следует  

 
( ) ( )|| ||3 3

.
e e

R R
γ γ⊥ ⊥′ ′ ′ ′= + = ⋅ + ⋅

′ ′
E E E R R  

Подставив сюда значения ( ) sint tR R θ⊥
′ = ⋅  и ( )||

cos ,t tR Rγ θ′ = ⋅  приходим к зна-

чению E (122.2). Значение магнитного поля следует из равенства (29.9), которое 
справедливо, конечно, и в данном случае. Тем самым подтверждено второе соот-
ношение в (122.2).  
 Задача XIX.8. Найти значение поля произвольно движущегося заряда на 
расстоянии Rt от него в момент времени t для двух случаев: 

 1) ( ) ( )|| ,t t tR v  2) ( ) ( ),t t t⊥R v  

где v(t) ⎯ значение скорости заряда в момент измерения. 



Потенциалы и поля движущихся зарядов 

 

177

 Указание: перейти в мгновенно-сопутствующую систему, где заряд покоит-
ся, и воспользоваться преобразованиями для поля. 
 Весь вопрос в определении одновременности. В лабораторной системе 
(рис. ХIХ.6) точки 1 и 2 имеют координаты 1 = {Rt1, 0, 0}, 2 = {0, Rt2, 0}. 

y

x

v 1

2

Rt1

Rt2 R't2

�R't1

y'

x'

1'

2'

Лабораторная
система

Система
заряда

 

Рис. ХIХ.6. Выбор систем координат в задаче XIX.7 

В системе заряда: 

 ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1, 0, 0,t tx R vt y z t t vR cγ γ′ ′ ′ ′= − = = = − ,  (122.8) 

 2 2 2 2 20, , 0, .tx y R z t tγ′ ′ ′ ′= = = =  (122.9) 

Но время 1t′  и 2t′  нас не интересует, т. к. поле в системе заряда ⎯ «статическое». 

Кроме того, время синхронизируем при прохождении заряда через начало коорди-
нат, т. е. ( ) ( )0 0 0,t t′= =  и можно вести отсчет от этого момента, положив t = 0 
в (122.8), (122.9). При этом в точках 1 и 2 измеряется значение поля, которое су-
ществовало в них в системе заряда в моменты 1 1tt R cγβ′ = − и 2 .t tγ′ =  Поле в сис-

теме заряда имеет значения 

 
( ) ( )1 22 2 2 2 2 2

1 21 1

, ,x x y y
t t

e e e e
R Rx yγ γ

′ ′= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
′ ′

E e e E e e   

и они не зависят от времени. В лабораторной системе, согласно (29.7), имеем 

 1 1 1 2 2 22 2 2
1 2

, .x x x y y y
t t

e eE E E E
R R

γ
γ

′ ′= = = ⋅ = = = ⋅E e e e E e e e  (122.10) 

как и следует из (122.2). Отметим, что ключевой момент здесь ⎯ синхронизация: 
заряд находится при t = 0 в начале координат обеих систем, и наблюдатели в этот 
момент измеряют поле в точках 1 и 2. Но расстояние до точки 1′ в системе заряда 
в γ раз больше, чем в лабораторной системе! Отсюда и появляется γ2 в (122.10). 
Нетрудно убедиться, что смещение начал координат (x, y, z) и (x′, y′, z′), например, 
в точку 1 не изменяет окончательный результат. 

 Теперь можно еще раз поговорить о движущемся поле, вернувшись 
к задаче VI.4 о вращающемся намагниченном шаре (§ 45). Казалось бы, 



Глава 19 

 

178

в том случае ⎯ носитель поля также движется. Но это движение почему-
то не создает электрического поля в лабораторной системе. В чем дело? 
Причина ⎯ отсутствие поступательного движения, шар не сдвигается 
с места! И в этом случае преобразования Лоренца для поля, примененные 
корректно, дают нулевой результат (см. задачу VI.4). 



   

 
 
 
 

ГЛАВА XX 

ИЗЛУЧЕНИЕ НЕРЕЛЯТИВИСТСКИХ 
ЗАРЯДОВ  

Рассмотрим механизм генерации электромагнитных волн системой 
зарядов, локализованных в некоторой ограниченной области пространст-
ва. Говоря о свободной волне, мы неоднократно подчеркивали, что она 
существует как самостоятельное поле, «оторвавшееся» от источника, не 
связанное с ним. Очевидно, признаком такой самостоятельности может 
служить постоянство потока энергии, переносимой полем волны, т. е.  

  (S, dσ) = const, 

если поверхность интегрирования охватывает источник, генерирующий 
волны, а потерями в среде, где распространяется излучение, можно пре-
небречь (в дальнейшем мы ограничимся случаем волны в вакууме). В этой 
связи уместно заметить, что понятие плоской волны является приближен-
ным, не учитывающим ограниченность поля, а значит и его расходимость 
в поперечных к вектору k направлениях из-за дифракции. Если же источ-
ник излучения, имеющий ограниченные размеры, испускает волны в пол-
ном телесном угле, то их амплитуда по мере удаления от источника долж-
на убывать на больших расстояниях r от источника как r−1. Это следует из 
записанного выше условия сохранения полной энергии волны. Действи-
тельно, выбрав в качестве поверхности интегрирования сферу и считая 
поле волны на больших расстояниях от источника сферически-симмет-
ричным относительно точки расположения источника, получим  

 " (S, dσ) = 24 const,
4

c E H rπ
π ⊥ ⊥ =  

откуда следует, что при Е⊥ = Н⊥ обе компоненты поля убывают с расстоя-
нием как r−1. Такая зависимость поля от расстояния является характерным 
признаком излучения.  
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§ 123. Поле движущихся зарядов на больших  
расстояниях  

Рассмотрим потенциалы (119.1) для системы зарядов на расстояниях, 
бóльших размеров системы. Для удобства вычислений начало отсчета, 
точку О, поместим внутри системы (рис. ХХ.1):  

 
( ) ( )2 2 2 , , ,

, .

p p p p

p p p

R r r r

r r r

= − = + − ≈ −

=

r r r r n r

n r
 (123.1) 

 

Рис. ХХ.1. Структура поля дипольного излучения: ,dA  ||0  Е и Н лежат в плоско-

сти, ортогональной n, причем вектор Н ортогонален плоскости (n, 0A ), а вектор Е 

лежит в этой плоскости  

Тогда  

 
( )

.
,

cc
r

t
c
Rtt p rn−+′≈+′=  (123.2) 

При разложении запаздывающих потенциалов возникают два малых па-
раметра: геометрический r/rp (см. 123.1) и запаздывания  

 
( ),

~ ~ 1,
v r

c c
ω

λ
n r

  (123.3) 

где v — характерная скорость зарядов, ω, λ — характерные частота и дли-
на излучаемой волны. В соответствии с этим существуют две зоны элек-
тромагнитного поля: rp  λ, где запаздыванием (123.3) можно пренеб-
речь, и поля определяются квазистационарным мультипольным разложе-
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нием (r  rp, см. § 5, 34), и так называемая волновая зона  

 rp λ  r, (123.4) 

где основным при разложении является параметр запаздывания (123.3), 
а геометрическим r/rp можно полностью пренебречь. Подчеркнем, что 
параметр запаздывания является малым только в случае нерелятивистских 
скоростей зарядов (см. (123.3)). 

В волновой зоне запаздывающие потенциалы можно представить в виде  
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 (123.5) 

Отметим, что здесь ( ) ,0≠ dVrj  так как система нестационарная (срав-

ни (34.3)). Первое слагаемое в выражении для ϕ есть  

 ( )0
1

, , ,p
p

p p

r Qt t dV
r c r

ϕ ρ
 

= − = 
 r r  (123.6) 

т. е. кулоновский потенциал системы зарядов, или нулевое приближение. 
Второе слагаемое содержит первую степень малого параметра запаздыва-
ния и может быть преобразовано к виду  
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 (123.7) 

Здесь применено интегрирование по частям, а замкнутая поверхность ин-
тегрирования выбрана за пределами системы зарядов. Потенциалы ϕ 1 и  

 ( ) dV
c
r

t
cr

t p

p
p  








−= ,

1
,0 rjrA  (123.8) 

связаны между собой соотношением  

 ϕ 1 = (n, A0) (123.9) 
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и имеют одинаковый порядок малости. Оба потенциала могут быть выра-
жены через дипольный момент системы зарядов, поскольку  

 ,n n n n
n n

ddV dV e e
dt

ρ= = = =  j v v r d  (123.10) 

где en — заряды, образующие систему, d — ее дипольный момент. Поэто-
му потенциалы  

 
( )

0 1

,
,

p pcr cr
ϕ= =

n dd
A


 (123.11) 

называют потенциалами системы зарядов в дипольном приближении. Еще 
раз подчеркнем, что дипольный момент здесь является функцией аргу-
мента t' = t − rр/с, а потенциалы (123.11) описывают поле на большом рас-
стоянии от системы.  

Производя преобразования (123.10), следует не терять бдительность, так 
как при замене j → ρv мы еще работаем в так называемых эйлеровых коорди-
натах, когда r — координата точки пространства, а ρ(r), v(r) — плотность 
заряда и скорость частиц в точке r. В то же время, переходя к сумме по заря-
дам еn, мы одновременно переходим к лагранжевым координатам rn — ко-
ординатам частиц. Переход от эйлеровой системы к лагранжевой в (123.10) 
сделан лишь из соображений простоты изложения, хотя, вообще говоря, он 
и не обязателен. Действительно, если взять по частям интеграл по объему, 
содержащему излучающие заряды (токи), от r div j  
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, 1

div
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dV x dV x j dS j dV
x

β
α α α α β β α αβ β

βα β
δ

=

∂
= = −

∂   r j e e e   

и вынести поверхность интегрирования в первом интеграле справа за пре-
делы объема, нетрудно получить следующую цепочку равенств:  

 ( )div ,
ddV dV dV

t dt
ρ∂= − = =

∂  j r j r d  

которая и дает результат (123.10) в эйлеровых координатах.  

§ 124. Дипольное излучение  

Найдем поля, соответствующие потенциалам (123.11),  

 0
0 1

1
rot , .

c t
ϕ∂

= = − ⋅ − ∇
∂
A

H A E  
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Производные в этих выражениях берутся по координатам точки наблюде-
ния rp, а дипольный момент, содержащийся в выражениях для потенциа-
лов, зависит от rр через запаздывающее время t':  
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Отметим также, что  
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и аналогично 
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Поэтому  
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 (124.1) 

Здесь точкой обозначена производная по аргументу функций d, A0, и она 
совпадает с производной по времени t.  

Аналогично находим электрическое поле:  
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Отсюда следует, что векторы n, E, H взаимно ортогональны и образуют 
правую тройку. При этом вектор Н ортогонален плоскости векторов А0, n, 
или, что то же самое, векторов ,d  n, а оператор Е лежит в той же плоско-
сти, так как из (124.2) видно, что  

 ( )( )0 0 0
1 1

, ,
c c ⊥= − + = −E A n n A A    
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где ⊥0A  — составляющая вектора 0A , ортогональная n (см. рис. XX.1). 

Напомним, что вектор 0A  параллелен ,d  (см. (123.11)). Модули векторов Е 

и Н равны между собой и обратно пропорциональны rp, что и обеспечивает 
постоянство потока энергии при rр → ∞. Это и есть дипольное излучение.  

Для дальнейшего удобно собрать вместе формулы, описывающие 
дипольное излучение системы зарядов:  

 

.

,
11

,
1

20

0

nHE

ndnAH

d
jA

×=

×=×=

== 

dd

p
d

pp

rcc

cr
dV

cr





 (124.3) 

Плотность потока энергии дипольного излучения  
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 (124.4) 

где θ — угол между векторами d  и n (рис. XX.1). Поскольку поток через 

элементарную площадку 2
pd r dσ = Ω  равен dJ = (n, S) dσ, то поток энер-

гии в единицу телесного угла —  

 ( )
2 2

2
3
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, .

4
p

dJ r
d c
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π
= =

Ω

d
n S


 (124.5) 

Таким образом, максимум энергии излучения лежит на направлении, ор-

тогональном вектору d  (θ = π/2), а распределение излучения обладает 
аксиальной симметрией относительно этого направления (рис. ХХ.2).  

 

Рис. ХХ.2. Векторная диаграмма углового распределения интенсивности излуче-
ния диполя: величина ρ(θ) пропорциональна dJ/dΩ  
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Полный поток энергии найдем, проинтегрировав по телесному углу 
(J. Larmor, 1897 г.):  
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 (124.6) 

Зависимость полей излучения от времени определяется функцией ( )td . 

В частности, если последняя — гармоническая, излучение является моно-
хроматической волной.  

Задача XX.1. Найти распределение интенсивности излучения заряда, вра-
щающегося по окружности радиуса r0.  

Дипольный момент вращающегося заряда d = er0(t'), где r0 — радиус-вектор, 
проведенный из центра окружности в точку, где находится заряд. Соответственно 

( )2
0 .e tω ′= −d r  Распределение интенсивности описывается соотношением  
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e rdJ t
d c
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Ω

 

где θ(t′) — угол между векторами n и r0(t') (рис. ХХ.3). Для нахождения среднего 
по времени потока излучения удобно перейти от утла θ(t′) к углам θ0 и ϕ(t′): 
sin2θ(t′) = l − sin2θ0cos2ϕ(t′), а среднее по времени значение sin2θ(t′) = 1 − sin2θ0/2. 
Тогда  

 ( )
2 4 2 2 4 2
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2
1 cos , .
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e r e rdJ J
d c c

ω ωθ
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= + = ⋅
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 (124.7) 

Максимум излучения (θ0 = 0) направлен вдоль оси z. Частота излучения равна 
частоте вращения заряда, а поляризация зависит от направления. Так, излучение 
вдоль оси z поляризовано циркулярно — векторы Е и Н вращаются с частотой ω, 
излучение под углом к оси поляризовано эллиптически, а вдоль плоскости орби-
ты — линейно.  

 

Рис. ХХ.3. К расчету излучения заряда, вращающегося по окружности 
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Излучение заряженной частицы содержится, конечно, в форму-
лах (121.4), (121.5). Действительно, первое слагаемое в (121.4) зависит от 

расстояния между частицей и точкой наблюдения как ,1−
pr  и при β  1 

поля могут быть представлены в виде  

 ( ) ,
rc
e

rc
e

pp
nvEnHnnvE ×=×=××≈ 

22
,  (124.8) 

что совпадает с (124.3).  
Соотношения (124.8) позволяют установить связь поляризации излу-

чения частицы с законом ее движения. Раскрывая двойное векторное про-
изведение в выражении для Е  

 ( ) ( ) ,⊥−=−=×× vvvnnvnn  ,  

видим, что вектор Е в точке Р направлен вдоль проекции вектора ускоре-
ния v  на плоскость, ортогональную n (рис. ХХ.4), и противоположен ⊥v  

по направлению.  
Задача XX.2. Показать, что замкнутая система заряженных частиц, у кото-

рых отношение заряда к массе одинаково, не излучает в дипольном приближении.  
Для системы частиц, у которых еn/mn = e/m одинаково,  

 ,constPrrd =⋅===  m
em

m
ee

n
nn

n
nn   

где Р — полный импульс системы. Отсюда 0=d  и дипольное излучение 
отсутствует.  

 

Рис. ХХ.4. Поляризация излучения нерелятивистского заряда: е — положение 
заряда в момент t'; Р — точка наблюдения; v , ( )

⊥
v  — вектор ускорения; плос-

кость Q ортогональна вектору n 

В чем же физика дипольного излучения? В том, что электромагнит-
ное поле обладает массой, о чем мы уже говорили не раз (§§ 55 и 118, за-
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дачи XVIII.5−XVIII.9). Заряд, движущийся ускоренно, «стряхивает» 
с себя электромагнитное поле. То же происходит при колебаниях заряда, 

ускоренном вращении, и т. п. Важно, чтобы .0≠d  

 

 
 

§ 125. Мультипольное излучение  

Если дипольный заряд системы, а точнее вторая производная ди-
польного момента по времени, равняется нулю, то это еще не означает, 
что такая система не может излучать вообще. Действительно, обращаются 
в нуль поля излучения (124.3), найденные в дипольном приближении, 
и в этом случае нужно учесть следующие члены разложения в выражени-
ях для потенциалов. Соответственно получим так называемое квадруполь-
ное излучение, вызванное изменением квадрупольного момента, магнито-
дипольное излучение, вызванное изменением магнитного дипольного мо-
мента системы, и т. д.  

Рассмотрим подробнее приближение, следующее за дипольным. Со-
гласно (123.5), теперь нужно проанализировать потенциалы  
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Подынтегральное выражение в (125.1) можно представить в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }.
2

1

2

1
rnjjnrrjnrnj ,,, ++××=  

Подстановка первого слагаемого приводит к знакомому выражению для 

магнитного момента системы (34.8)  ×= cdV 2jr . Сумма в фигурных 

«Срыв» электромагнитного поля при воз-
вратно-вращательном движении системы 
зарядов аналогичен тому, как собака после 
купания стряхивает с себя воду ⎯ возвратно-
поступательные и возвратно-вращательные 
движения вызывают отрыв воды от шерсти, и 
вода слетает в виде капель («излучение») 
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скобках после подстановки дает интеграл, который удобно преобразовать 
переходом от интегрирования по объему системы к суммированию по 
частицам, содержащимся в системе (ср. (123.10))  
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В результате векторный потенциал А1 принимает вид  
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Этому выражению можно придать более компактную форму, если доба-
вить к нему искусственно величину  
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δ ρ= ⋅ A n  (125.3) 

Ниже будет показано (задача XX.3), что такая добавка не меняет значения 
поля в волновой зоне. Добавив δA1, получим  

 ,DnAAA 
pp rccr 211

∗
1 6

1+×1=+= δ  (125.4) 

где  

 ( )( ) ( )( )2 23 3 .m m m m
m

, r dV e , rρ= − = −D r n r n r n r n  (125.5) 

Он представляет собой произведение единичного вектора n (см. 
рис. XIX.1) на тензор квадрупольного момента системы зарядов  

 ( )23 , ,m m m m
m

D e x x r D D nαβ α β αβ α αβ βδ= − =  (125.6) 

xmα ⎯ компоненты радиуса-вектора rm. 
Следует обратить внимание на то, что выражение (125.6) для квадру-

польного момента Dαβ отличается от полученного в § 5 выражения для Dαβ 
в (5.2). Это результат перенормировки векторного потенциала A1 добав-
кой величины δA1, что позволило получить выражения (125.4)−(125.6), 
более удобные для дальнейших вычислений. Кроме того, нужно отметить, 
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что сам вектор D зависит от направления n, т. е. является функцией коор-
динат точки наблюдения, тогда как тензор квадрупольного момен-
та (125.6) зависит только от распределения зарядов системы, т. е. является 
характеристикой системы зарядов.  

Модифицированный потенциал ϕ∗ найдем из условия Лоренца 

( )1 2div 1 0.c tϕ∗ ∗+ ∂ ∂ =A  Подставив сюда 1 1 1δ∗ = +A A A  и учитывая, что 

A1 и ϕ 2 также удовлетворяют условию Лоренца, получаем уравнение  

2 2
1

1 1
div 0,

c t c t
ϕ ϕδ

∗∂ ∂
− ⋅ + + ⋅ =

∂ ∂
A  

откуда, с учетом (125.3), находим 

., 









⋅1∇

∂
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6
1−=  2
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2

22
∗
2 dVr

rtc p

ρϕϕ n  

Сохранив во втором слагаемом члены порядка 1−
pr  и учитывая зависи-

мость ρ = ρ(t − rp/c), в результате получим  

 
( )2

2 2 2 2

,1

6 6p p
r dV

c r c r
ϕ ϕ ρ∗ = − =

n D
 . (125.7) 

   Задача XX.3. Вычислить поле в волновой зоне для потенциалов 1 2, .ϕ∗ ∗A   

 Аналогично (124.1) найдем ( ) ,1 11
∗∗ ×−=×∇= AnAH cpD  откуда 

 ( ) .
6

11
32

nDnnH ×+××= 
pp

D rcrc
m  (125.8) 

Из соотношения (125.8) следует, что добавка δA1 не дает вклада в HD, так как 
n × n ≡ 0.  

 Электрическое поле получим, отбрасывая члены порядка :2−
pr  
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 (125.9) 
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Добавки δA1 и δϕ2 не дают вклада в выражение для Е, так как  

 
( )

( )1 2
23

1 1
.

6 p
r dV

c t c r

δ
ρ δϕ

∂
− ⋅ = − = ∇

∂ 
A

n   

 Результаты задачи XX.3 показывают, что электромагнитное поле 

потенциалов ( )1 2, ϕ∗ ∗A  представляет собой в волновой зоне плоскую вол-

ну. Значения потенциалов и поля определяются магнитным и квадруполь-
ным моментами системы. Излучение в этом приближении принято назы-
вать магнитодипольным и квадрупольным. Его интенсивность  

 
4

max .D
r

J
λ

 ∝   
  

Задача XX.4. Найти полную интенсивность излучения с учетом магнитоди-
польного и квадрупольного излучений.  

Аналогично (124.4), (124.5) запишем  

 2 2 ,
4D p D
cJ r H d
π

= Ω   

где НD описывается соотношением (125.8). Выберем для определенности систему 
декартовых координат так, чтобы ее ось z совпадала с вектором  (рис. ХХ.5). 
Подставляя в JD выражение для поля, найдем  

 2 2
1 2 123 5 4

1 1 1
,

4 144 12
DJ M d M d M d

c c cπ π π
= Ω + Ω + Ω    

где  

 ( ) ( ).,,, 2112

22
2

22
1 MMnDnn =×=××= MMM   

 

Рис. ХХ.5. К вычислению интенсивности магнитодипольного и квадрупольного 
излучений 
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Проще всего вычислить первый интеграл. Раскрыв двойное векторное про-

изведение в М1 и возведя его в квадрат, найдем ( )2 222 2
1 , sinM θ= − =n      

и соответственно интенсивность магнитодипольного излучения  

 22
13 3

1 2
,

4 3
J M d

c cπ
= Ω =    (125.10) 

что совпадает с выражением для электрического дипольного излучения (124.6) 
при замене .→d   Наиболее громоздким является вычисление второго члена:  

 ( )2 2 22
2 , .M = × = −D n D D n    

Вектор ,D  согласно (125.6), имеет компоненты  

 , , 1, 2, 3,D D nα αβ β α β= =   

где nβ — компоненты вектора n = {sinθ ⋅ cosϕ, sinθ ⋅ sinϕ, cosθ}. Тогда  

 ( )2 2
, , .D D D D n n D Dα α αβ αγ β γ αβ α β γδ γ δ= = =D D n n n n n         

Таким образом, при вычислении Ω dM 2
2  возникает сумма членов, содержащих 

интегралы по телесному углу от двойных или четверных произведений компонент 

вектора n. Нетрудно убедиться, что 4 3n n dα β αβπδΩ =  и 
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а при любых других комбинациях этот интеграл равен нулю. С учетом этого полу-
чаем  
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 (125.11) 

Чтобы прийти к этим результатам, необходимы довольно длинные вычисления 
с использованием свойств тензора квадрупольного момента  
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1

, 0.D D Dαβ βα αα
α =

= =  (125.12) 
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Из (125.11) следует, что интенсивность квадрупольного излучения  

 2 2
25 5

1 1
.

144 180
DJ M d D

c c αβπ
= Ω =   (125.13) 

Краткая запись 2Dαβ  означает суммирование по α, β, как это показано в (125.11).  

Осталось, наконец, последнее слагаемое, содержащее М12. Вычислив скаляр-
ное произведение (см. рис. XX.5) 

 
( ) ( )( )( ) ( )( )

{ }
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1 2

, ,

sin sin sin cos ,

M

D n D nβ β β βθ ϕ θ ϕ

= × × × = × =

= − + ⋅

D n n n D n  

  

 


 

убеждаемся, что интеграл по телесному углу от него равен нулю (в первой сумме 

не обращается в нуль член, содержащий ,12D  а во второй — содержащий ,21D  но 

в силу симметрии (125.12) их разность также дает нуль). Отметим, что аналогично 
исчезают перекрестные члены и при вычислении интенсивности излучения с уче-
том всех приближений — от дипольного до квадрупольного,  что дает оконча-
тельно 

 
2 2 2

3 3 5

2 2 1
.

3 3 180
J D

c c c αβ= + +d    (125.14) 

   Интенсивность магнитодипольного и квадрупольного излучений од-
ного порядка. Это имеет следующее простое объяснение. С одной сторо-
ны, повышение мультипольности системы зарядов на единицу приводит 
к появлению дополнительного множителя (v/c)2 в интенсивности излуче-
ния (см. разложение (123.5)). С другой стороны, величина магнитного 
мультиполя меньше электрического мультиполя того же номера в (v/c) 
раз, поскольку первый создается токами j = ρv. Поэтому в интенсивности 
появляется малый дополнительный множитель (v/c)2. Отсюда можно дать 
общую оценку интенсивности излучения электрических и магнитных 
мультиполей  
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,~~ 1
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эл

1
маг J

c
vJJ

l

ll

−

− 





  (125.15) 

где J1 — интенсивность дипольного излучения (124.6).  
 Наличие у системы магнитных и/или электрических мультиполей 
зависит от ее структуры. Так, магнитодипольное излучение (как и элек-
трическое) отсутствует у замкнутой системы, состоящей из частиц с оди-
наковым значением e/m (задача XX.2), так как для такой системы  = GM 

(36.2) и .0=M  
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 Задача XX.5. Найти полную интенсивность излучения пары электронов, 
вращающихся в магнитном поле по одной и той же круговой орбите и располо-
женных диаметрально противоположно.  
 Дипольное излучение у такой системы отсутствует: d = 0. Однако эта систе-
ма не замкнута: частицы удерживаются магнитным полем на круговой орбите. 
Магнитный момент такой системы постоянен:  

 ( ) ( ) 22 const.
2

z
e e za e a dV a e c

c
δ ω ω= − − = − =e

r r e  

Здесь ez ⎯ единичный вектор вдоль магнитного поля. Поэтому 0=  и магнито-
дипольное излучение также отсутствует. Квадрупольный момент определим, вы-
брав начало координат в центре окружности и направив ось z вдоль оси вращения, 
так что  

 x1, 2 = ±a sinωt,    y1, 2 = ± a cosωt. 

Соответственно (рис. ХХ.5) 
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Тогда из (125.14) получим  
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32
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5D
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c
ω= ⋅  

   Задача XX.6. Оценить характерное время поляризации во внешнем магнит-
ном поле сгустка заряженных частиц, обладающих собственным магнитным мо-
ментом.  
 Здесь под поляризацией понимается процесс ориентации («выстраивания») 
магнитных моментов частиц вдоль направления внешнего магнитного поля. Час-
тицы можно считать не взаимодействующими друг с другом и покоящимися, то-
гда как их магнитные моменты прецессируют вокруг направления магнитного 
поля Н (§ 36). Это, конечно, упрощенная модель реальной ситуации в пучке заря-
женных частиц, циркулирующих в накопителе.  
 Из-за прецессии момента частицы излучают, так что потенциальная энергия 
магнитного момента во внешнем поле уменьшается:  

 ( ) .
3

2
,

2

3
 

c
J

dt
d

m −=−=H  (125.16) 
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Используя связь между магнитным и механическим моментами  = GM и выра-
жение для угловой скорости прецессии (36.4) Ω =−GH, найдем 

( ) .32, 32 cGdtd  −=Ω  Величина   задана уравнением прецессии магнит-

ного и механического моментов во внешнем магнитном поле (36.1) HM ×=  , 

откуда ..  ×=×== ΩHM GG  При этом мы считаем, конечно, что влияние 

излучения на прецессию мало, т. е. поворот момента в пространстве (поляризация) 
вследствие потери энергии на излучение происходит медленно по сравнению со 
скоростью процессии. Отметим, что магнитодипольное излучение уносит момент 
импульса частицы.  
 Подставляя в последнее уравнение выражение для ( )= ×= Ω , получим  

 ( ) ( )( ) ,,, 22222 Ω⋅−Ω=××= ΩΩΩ    

откуда и из (125.16) находим 

 ( ) ( )( ),,
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, 2222

3
ΩΩ  −ΩΩ−= 

c
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dt
d

 

или  
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,1 2
, cos , ,

3

dX X GX
dt c

θ τ
τ

−−= − ≡ = = Ω
Ω
Ω




 (125.17) 

θ — угол между направлениями поля и момента. Приняв для простоты X(t = 0) = 0, 
получим решение в виде  
 X(t) = −th (t/τ). (125.18) 

Таким образом, τ есть характерное время для перехода момента частицы из со-
стояния «поперек поля» (X = 0, θ = π/2) в состояние «вдоль поля» (X = −1, θ = π). 
Это характерное время поляризации можно записать в виде  
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 Если сгусток частиц движется по некоторой траектории в магнитном поле 
Н0 = γH ускорителя-накопителя, то время поляризации сгустка в лабораторной 
системе, где Н0 ⊥ v,  

 
3

лаб 5 2 3
0

3
.

2

c
MG H

τ γτ
γ

= = ⋅  (125.19) 

Для электрона (§ 36) M = /2, G ≈ e/mc, и выражение (125.19) имеет вид  
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где  ⎯ постоянная Планка, деленная на 2π, re ⎯ классический радиус электрона 

(см. т. I, Приложение II). Строгий квантово-динамический расчет дает результат, 

отличающийся численным множителем: 3516  вместо 3, что, примерно, 

в 3  раз меньше значения, полученного здесь [12].  
 Время поляризации пучка электронов с энергией 1 ГэВ в поле Н0 = 2 Тл со-
ставляет примерно 15 мин. 

§ 126. Торможение излучением 

 Излучение электромагнитного поля системой заряженных частиц 
приводит к механическому воздействию поля излучения и на саму систе-
му, т. е. появляется некоторая сила «самодействия». Для ее вычисления 
можно поступить следующим образом: найти поле в зоне частиц и выяс-
нить характер силы, действующей на частицы с его стороны. Для этого 
воспользуемся выражением для электрического поля движущегося заря-
да (121.4), которое, раскрыв двойное векторное произведение, запишем 
в виде (β  1)  
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Напомним, что все величины в правой части равенства даны в момент 
времени t' = t − Re(t')/c, и нас интересует предел Re → 0. Используя ряд  
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и соотношения (см. рис. XIX.3)  
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разлагая функцию E(t') и оставляя только члены, не исчезающие при 
Re → 0, получим  
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 (126.1) 
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 Прежде чем анализировать этот результат, отметим, что его можно 
получить и из запаздывающих потенциалов, производя должным образом 
их разложение и вычисляя поле (задача XX.7).  
   Задача XX.7. Получить выражение для поля (126.1) из запаздывающих по-
тенциалов.  
 Произведем разложение потенциалов  

 ( ) ( )1
, , , ,p p p

R Rt t
c ct dV t dV R

c R R

ρ
ϕ

   − −   
   = = = − 

j
A r r r r  

по параметру ωR/с  1, где ω — характерная частота движения зарядов. В ре-
зультате разложения найдем  
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Разложение здесь оборвано на членах одного и того же порядка. Это можно про-
следить ниже в выражениях для поля. Применим теперь полученные выражения 
для случая точечного заряда ρ(t) = e ⋅ δ(r − r0(t)), где r0(t) — радиус-вектор из на-
чала координат в точку, где находится заряд в момент времени t. Введем также 
радиус-вектор из точки, где находится заряд, в точку наблюдений Re(t) = rp − r0(t). 
Теперь  
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Второе слагаемое в исходном выражении для скалярного потенциала обратилось 

в нуль, так как ( ) const.t dV eρ = =   

 Теперь вычислим электрическое поле этих потенциалов, учитывая, что 
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.
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Отбрасывая слагаемые порядка v2/c2 и выше, получим электрическое поле (126.1). 

 Первое из слагаемых в (126.1) является кулоновским полем заряда е, 
второе описывает дополнительное поле, связанное с ускорением частицы 
(«инерция поля»), наконец, третье слагаемое дает тормозящую силу  

 .
3

2

3

2
33

2

тт c
e

c
ee dv

Ef


⋅=⋅==  (126.2) 

Эта тормозящая сила — довольно хитрая. Если попытаться найти закон 
движения заряда только под ее действием, проинтегрировав уравнение 
движения  

 ,
3

2
3

2

т x
c
efxm  ⋅==  

то получится нелепый результат: заряд самоускоряется, и его скорость 
возрастает экспоненциально с характерным временем τ, так что  

 ( )
2

0 3

2
, .

3
t ev t v e

mc
τ τ= = ⋅  

Объяснение парадокса состоит в следующем. Выражение (126.2) справед-
ливо при условии ωRe/с  1, которое в случае самоускорения (ω ∼ τ−1) 
принимает вид Re/re  1, где re = e2/mc2 — классический радиус частицы 
(например, электрона). Но при Re  re масса электрического поля частицы 
превышает ее полную массу (§ 55), что недопустимо. Все это означает, 
что тормозящая сила не может быть «самостоятельной», а полученное для 
нее выражение справедливо, если только fт   fвнеш и производная по вре-

мени от ускорения частицы .внеш mfv  =   
   Задача XX.8. Найти время жизни «атома Резерфорда» (протон, вокруг кото-
рого по круговой орбите радиуса r0 вращается электрон).  
 Вспомнив кинематические соотношения для скорости, ускорения и произ-
водной ускорения заряда, вращающегося по окружности, ,rϕω=v e  2 ,r rω= −v e  

3 ,rϕω= −v e  получим выражение для силы торможения  
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Движение электрона под действием силы торможения считаем медленным по 

отношению к вращению, т. е. 2 .r rω  Тогда из уравнений движения  

 ( )
2

2 2
т2

1
,

e dmr m r m r f
r dtr

ω ω− = − ⋅ = −  

получим 
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0
3 tcrrtr e−=  и время жизни ато-

ма Резерфорда (r0 = 0,5 ⋅ 10−8 см,  re = 2,8 ⋅ 10−13 см) 
3

110
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1,3 10 c.
4 e

r
cr

τ −= ≈ ⋅   

 Заметим, что требование малости тормозящей силы излучения по 
сравнению с внешними силами, как правило, хорошо выполняется. Дей-
ствительно, если электрон под действием внешней силы совершает цик-
лическое движение с характерной частотой ω, то  
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если 
3

23 1
2

3
1,5 10 ,

2

mc c
e

ω −⋅ ≈ ⋅  что соответствует электромагнитным 

волнам с λ ≈ 1,2 ⋅ 10−12 см. Это очень жесткое рентгеновское излучение 
(энергия кванта излучения ω ≈ 100 МэВ), для которого классическое 

приближение заведомо не работает, и нужно учитывать квантовый харак-
тер процесса излучения.  
 При обсуждении природы силы торможения излучением естественно 
возникает вопрос о балансе энергии. Для его выяснения вычислим мощ-
ность силы торможения:  

( ) ( ) ( )2 2
2 2

т 3 3
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e d eP dt dt
dtc c

τ τ
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v v
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

    

Первое слагаемое в случае стационарного движения, когда v и v  изменя-
ются в ограниченных пределах, обращается в нуль при τ → ∞, так что  

 .
3

2 2

3

2

J
c
eP −=⋅−= v  (126.3) 

Таким образом, средняя по времени мощность силы торможения равна 
интенсивности излучения. Мгновенные значения разности этих величин 
могут быть и не равны нулю. Физически это означает, что поле излучения 
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еще не оторвалось от заряда, взаимодействует с ним. Подобную ситуацию 
иллюстрирует задача XX.9.  
 Разницу между мощностью излучения и мощностью тормозящей 
силы (с обратным знаком, см. (126.3)) можно также интерпретировать как 
колебания энергии WБ некоторого дополнительного («буферного») поля 
в неволновой зоне. Тогда полный баланс энергии имеет вид J = 
= −fт, v = −WБ, откуда  

 ( ).,
3

2
3

2

Б vv 
c
eW ⋅−=  (126.4) 

 Задача XX.9. Частица с зарядом е и массой m пролетает через участок одно-
родного электрического поля, совпадающего по направлению со скоростью час-
тицы. Изменение скорости частицы за время пролета τ мало: .v vτ   Частица ус-
коряется в однородном поле и, стало быть, излучает. Однако ускорение частицы 
постоянно, поэтому 0=v  и тормозящая сила отсутствует. Выяснить, выполняется 
ли в данном случае рассмотренный выше баланс энергии.  
 Производная ускорения, очевидно, отлична от нуля на границах участка 
с электрическим полем:  

 ( ) ( )( )0 1 2 0, .
eEv v t t t t v
m

δ δ= − − − =    

Здесь t1, t2 —моменты прохождения частицей границ поля. Границы приняты тон-
кими, т. е. протяженность областей нарастания и спада поля мала, так что 

(dv/dx)Δx  v, или 2 .x v vΔ   Работа силы торможения при пролете участка 

с полем  

( ) ( )( ) ( ) ( )
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2
Т Т 0 1 2 0 1 2 03 3 3

2 2 2
,

3 3 3

e e eW f v dt v t t t t v dt v v v v
c c c

δ δ τ
∞ ∞

−∞ −∞

= = ⋅ − − − = ⋅ − = − ⋅     

где τ ⎯ время пролета. Нетрудно видеть, что −WT = Wизл, т. е. баланс энергии вы-
полняется. Этот факт можно интерпретировать так: излучение не отрывается от 
частицы в течение всего времени ее равномерного ускорения τ. В таких случаях 
говорят о длине формирования излучения. Здесь эта длина равна протяженности 
участка электрического поля lформ = vτ.  
 Задача XX.10. Кольцевой (тороидальный) пучок релятивистских электронов, 
циркулирующих в постоянном и однородном магнитном поле, ионизирует оста-
точный газ в вакуумной камере, и ионы газа компенсируют электрическое поле 
электронного пучка. Малый радиус тора а много меньше большого радиуса R (он 
же — средний радиус орбиты). Под действием собственного магнитного поля 
электронный пучок сжимается — радиус а уменьшается (пинч-эффект, § 30). 
Сжатие пучка можно представить себе следующим образом: электроны, вращаясь 
по круговой траектории во внешнем магнитном поле, совершают под действием 
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собственного магнитного поля поперечные колебания. Эти колебания сопровож-
даются излучением, что приводит к затуханию колебаний и сжатию пучка. Оце-
нить характерное время сжатия пучка под действием излучения. Это модель реля-
тивистского стабилизированного пучка Будкера (Г. И. Будкер, 1956 г.).  
 Будем считать, что в лабораторной системе электрическое поле пучка ском-
пенсировано ионами так, что плотности ионов ni и электронов пучка ne равны: 
ni = ne. В сопутствующей системе, где средняя по пучку скорость электронов равна 
нулю («система частиц»), плотности частиц есть , ,e e i en n n nγ γ′ ′= =  а электриче-

ское поле внутри пучка ( ) 22 2 .i e eE e n n r en rπ π β γ′ ′ ′= − =  Здесь r — расстояние от 

оси пучка, ионы для простоты считаем однозарядными. В системе частиц электроны 
нерелятивистские, так что влиянием магнитных полей на их поперечное движение 
можно пренебречь. Поэтому уравнение поперечного движения электронов в системе 
частиц имеет вид .ТfEerm +′=  Подставляя сюда выражения для силы торможения 

и Е', получим 2 0,r r rα ω− + =   2 3 ,er cα =  2 2 22 .ee n mω π β γ=  Решение ищем 

в виде ( ) trtr ′=′ κe0  и для κ получаем уравнение 2 3 2 0,κ ακ ω− + =  или 

1 .iκ ω ακ= ± −  Сила торможения мала по сравнению с упругой силой еЕ', если 

1, .α ω κ ω− ≈  Поэтому приближенно можно записать  
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i iακ αωκ ω ω = ± + ≈ ± − 
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Подставив это выражение в формулу для r(t'), найдем характерное время затуха-
ния колебаний в системе частиц τ′ = 2/αω2. В лабораторной системе время затуха-
ния  

 
3 2

2 2

3 3
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22 ee e

mc a
eI crcr n

τ γτ
βπ β

′= = = ⋅ ⋅  

Для пучка релятивистских электронов (β = 1) с током I ∼ mс3/е = 17 000 А и попе-
речным размером а ∼ 1 см время самосжатия составит примерно 3 мин. Отметим, 
что при решении этой задачи мы предполагали излучение некогерентным, т. е. 
каждый электрон излучает независимо. Последнее объясняется флуктуациями 
плотности электронов в пучке (§ 134).  

 При движении заряженной частицы по окружности излучается не 
только энергия, но и момент импульса. В этом проще всего убедиться, 
используя рассмотренную выше силу торможения (126.2), которая в дан-
ном случае направлена против скорости. Тогда отношение излученной 
энергии W к излученному моменту М  

 Т

Т 0
,

W f v
M f r

ωΔ = =
Δ

 (126.5) 
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где r0 — радиус орбиты, ω — частота обращения частицы и частота излу-
чаемой волны. Поскольку энергия кванта W1 = ω, соотношение (126.5) 

показывает, что его момент импульса (точнее, проекция момента на на-
правление нормали к плоскости орбиты) М1 = .  
 Рассмотрим теперь излучение l частиц, равномерно расположенных 
по окружности радиуса r0 и вращающихся с угловой скоростью ω. Излу-
чение такой системы есть излучение 2l-поля (§ 125). С другой стороны, 
частота излученной волны ωl = lω, так как при повороте на угол 2π/l рас-
пределение зарядов не изменяется. Тогда из соотношения (126.5) следует, 
что момент излученного кванта равен в этом случае М1 = W/ω = l.  





   

 
 
 
 
 

ГЛАВА XXI  

ГЕНЕРАЦИЯ И ИНДИКАЦИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

В РАДИОДИАПАЗОНЕ  

 При обсуждении основных методов генерации радиоволн в § 59 мы 
отмечали, что их источники — это различного рода радиотехнические 
устройства, конструкции которых существенно зависят от длины волны 
генерируемого излучения. Оконечным или выходным элементом любого 
излучателя в радиодиапазоне является антенна — собственно излучаю-
щий элемент. Приемники радиоизлучения также обязательно имеют ан-
тенну, служащую для улавливания радиосигналов, усиливаемых и обра-
батываемых в последующих  каскадах приемника. Вследствие обратимо-
сти уравнений электродинамики основные характеристики антенны, такие 
как избирательность (по частоте сигнала) и направленность, одинаковы 
как при излучении, так и при приеме. Это утверждение известно как 
принцип взаимности. 

Цель данной главы — дать общие представления об антеннах как из-
лучающих (и принимающих) устройствах. Поэтому мы не стремимся 
к рассмотрению всех характеристик каждого типа антенн, а в § 129 еще 
и расширим диапазон в оптическую и рентгеновскую области шкалы 
электромагнитного излучения.  

§ 127. Основные характеристики и типы антенн  

В радиотехнике антенны различают в соответствии с их физически-
ми характеристиками и конструктивными особенностями. Если положить 
в основу классификации физические принципы, способ формирования 
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излучения в антенне, то все эти радиотехнические сооружения можно 
разделить на три группы.  

Антенны первой группы конструктивно выполняются в виде набора 
линейных проводников, в которых возбуждается стоячая (вибраторные 
антенны) или бегущая (антенны бегущей волны) волна электрического 
тока. Во второй группе излучателями служат отверстия в стенках волно-
водов, в которых возбуждено переменное электромагнитное поле (акусти-
ческие и щелевые антенны), или отражающие поверхности — зеркала 
(оптические антенны). И наконец, в интерферометрах отдельные излуча-
тели объединены в различные интерференционные схемы, позволяющие 
резко улучшить направленность их излучения.  

Первая важная характеристика антенны — ее частотные свойства, 
т. е. область рабочих длин волн (частот) того или иного типа антенн. Вто-
рая — коэффициент передачи антенны, равный отношению полной ин-
тенсивности излучения, усредненной по периоду, к средней мощности, 
подводимой к антенне. Третья — распределение излучения антенны по 
направлению. Принятой формой описания здесь являются так называемые 
диаграммы направленности излучения. Именно на этой характеристике 
мы и сосредоточим основное внимание.  

При конструировании радиопередатчиков и приемников также важно 
знать, что представляет собой система с точки зрения нагрузки усилите-
лей. Для этого вводят понятие сопротивления излучения  

 2 2
изл изл изл ампл2 .R P I P I= =  (127.1) 

Здесь излP  — средняя излучаемая мощность, 2I  — среднеквадратич-

ное значение тока на входе антенны.  

§ 128. Проволочные антенны  

Антенны этой группы широко распространены, что связано с их от-
носительной простотой и пригодностью для работы в значительной части 
радиодиапазона. Основной элемент такой антенны — линейный провод-
ник, в котором специальным образом возбуждается волна переменного 
тока радиочастоты. Мы рассмотрим характеристики основных представи-
телей таких антенн.  

1. «Точечный диполь». В простейшем варианте эта вибраторная антенна 
представляет собой два отрезка проводника равной длины, расположенных 
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на одной прямой и подключенных к выходу передатчика (входу приемника), 
как показано на рис. XXI.1. В «усах» антенны, имеющих длину l  λ, возбу-

ждается стоячая волна тока  ( ) ( )0, e sin sin .i tI x t I k l x klω−= −  Фактически 

такое устройство представляет собой двухпроводную линию, оба проводника 
которой развернуты в одну прямую. Ток в цепи замыкается через распреде-
ленную емкость между «усами».  

–l l

�

I x( )

x  
Рис. XXI.1. Антенна «точечный диполь» и распределение тока в ней 

 Излучение антенны проще всего описать, вычислив ее дипольный 

момент d xdVρ=   или  

 .
dId xdV xdx
dx

ρ= = −    (128.1) 

Воспользовавшись условием l  λ (kl  1) и представив ток в виде 

( ) ( )0e ,i tI x I l x lω−≈ −  найдем  

 0 0e e .i t i td i I l icI klω ωω − −= − = −  (128.2) 

Векторы d, d  и d  параллельны оси х, поэтому мы можем ограничиться 
рассмотрением скалярных выражений. Пространственное распределение 
излучения такое же, как и у диполя, ось которого параллельна оси х. Под-
ставив (128.2) в соотношение (124.5), получим  

 ( )
2

22 20 cos sin .
4

IdJ t kl
d c

ω θ
π

= ⋅ ⋅
Ω

 (128.3) 

После усреднения по времени и интегрирования по телесному углу  

 ( )
22 2

2 20
0

4
.

3 3

I lJ kl I
c c

π
λ

 = =  
 

 (128.4) 
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Таким образом, максимум излучения дипольной антенны соответствует 
направлению, ортогональному ее «усам» (θ = π/2), а распределение интен-
сивности симметрично относительно оси антенны. Сопротивление излу-
чения в этом случае  

 
2 22

изл
8

790 Ом
3

l lR
c

π
λ λ

   = ≈   
   

 (128.5) 

зависит от длины волны.  
Отметим, что дипольные антенны — широкополосные, т. е. могут 

работать в относительно широком диапазоне длин волн, хотя их эффек-
тивность быстро падает с ростом длины волны. Тем не менее «точечные» 
диполи применяются не только как отдельные антенны, но и как основной 
элемент более сложных антенных устройств в СВ-, ДВ- и СДВ-диапазонах.  

2. Полуволновой вибратор (рис. XXI.2) отличается от дипольной ан-
тенны тем, что длина его «усов» выбирается равной половине длины вол-
ны излучения: 2l = λ/2. В этом случае формулы дипольного излучения 
прямо применять нельзя, так как размер излучающей системы сравним 
с длиной волны, и необходимо учитывать интерференцию излучения от 
отдельных частей антенны. Распределение тока в антенне теперь прини-
мает вид (kl = π/2)  

 ( ) 0, e cos .i tI x t I kxω−=   

Каждый элемент антенны dx можно считать точечным излучателем, поле 
которого в волновой зоне описывается дипольным векторным потенциа-
лом  

 ( ) ( ) ( )
0 0, e cos .pi t r c i xx

p
p

d t I kx dx
cr

ω ϕ− − −= ⋅
e

A r  (128.6) 

Здесь ϕ(x) = kxcos θ — сдвиг или запаздывание фазы волны, испускаемой 
элементарным излучателем dx (рис. XXI.2). Этот сдвиг фазы и определяет 
интерференцию волн от элементарных излучателей. Суммарное поле 
в волновой зоне описывается вектором-потенциалом  

 ( ) ( )
.cosee,

4

4

cos0
0 dxkx

cr
It ikxcrti

p
xp

p ⋅= 
−

−−−
λ

λ

θω
erA  

Записав этот интеграл в виде  

 ( )
2

cos

2

1
Int e e e ,

2
i i i d

k

π
ξ θ ξ ξ

π

ξ− −

−

= +  
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найдем 

 

( ) ( )

2

0
0 2

2cos cos
2

Int ,
sin

cos cos
2 2

, e .
sin

pi t r c
p x

p

k

I
A t

ckr
ω

π θ

θ
π θ

θ
− −

 
 
 =

 
 
 = ⋅r e

 (128.7) 
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I x( )

x

�/4
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s �

dx

 

Рис. XXI.2. Антенна «полуволновой вибратор» и распределение тока в ней, 
x ⋅ cosθ ⎯ отрезок луча, соответствующий сдвигу фазы излучения от элемента 
антенны (x, dx) 

Для нахождения полей в волновой зоне воспользуемся соотношени-
ем (124.1), которое справедливо в данном случае, поскольку по-прежнему 
rp λ. Поэтому  

          ( ) ( ) ( )

( )

0
0 2

cos cos
21 1 2

, e ,
sin

, .

pi t r c
p x

p

p

I
t

c c r

t

ω

π θ

θ
− −

 
 
 = − × = × ⋅

= ×

H r n A n e

E r H n


 (128.8) 

Нетрудно видеть, что излучение линейно поляризовано, причем вектор Н 
направлен ортогонально плоскости векторов ех, n. Поскольку |n × ex| = sinθ, 
модуль комплексного вектора  

 0
cos cos

2 2
.

sinp

I
cr

π θ

θ

 
 
 = ⋅H  
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Соответственно поток энергии в единицу телесного угла, усредненный по 
времени,  

 

2

2
22 2 0

cos cos
2

cos .
4 2 sin

p
p

r IdJ c r t
d c c

π θ
ω

π π θ

  
      = ⋅ − = Ω   

  

H  (128.9) 

Полученное соотношение описывает пространственное распределение 
излучения данной антенны. Оно, как и в случае точечного диполя, акси-
ально-симметрично и имеет максимум по углу θ = π/2:  

 
2
0

max

,
2

IdJ
d cπ

=
Ω

 (128.10) 

и обращается в нуль при θ → 0. Полуволновой вибратор обладает боль-
шей направленностью излучения, чем «точечный» диполь.  

Полный поток энергии излучения получим, как и прежде, проинтег-
рировав (128.9) по телесному углу:  

 
( )1 22

0
2

1

cos 2
, cos .

1

I
J d

c
πξ

ξ ξ θ
ξ

−

= ⋅ =
−  

Интеграл в этом выражении сводится к известным определенным инте-
гралам  

 
( ) ( )( )

1 22

2
1 0

cos 2 1 1 cos 1
ln 2 Ci 2 1,22,

2 21
d d C

ππξ ηξ η π π
ηξ

−

−= = + + =
−   

где η = πξ, С = 0,5772 — постоянная Эйлера, ln 2π = 1,837, Ci(2π) = 0,02 — 

значение интегрального косинуса при η = 2π. В результате ,22,1 2
0 cIJ =  

откуда сопротивление излучения для полуволнового вибратора 
Rизл = 2,44/c ≈ 73 Ом. По этой причине волновое сопротивление стандарт-
ных коаксиальных кабелей, которыми антенны такого типа соединяются 
с передатчиками (приемниками), равно 75 Ом.  

Ясно, что полуволновой вибратор — монохроматическая антенна, 
наиболее эффективно работающая на резонансной частоте (λ = 4l).  

3. Петлевой вибратор (рис. XXI.3) является модификацией полувол-
нового устройства и эквивалентен двум полуволновым вибраторам, по-
ставленным рядом. Из-за емкостной связи между вибраторами токи в них 
направлены в одну и ту же сторону, а не в противоположные, как это бы-
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ло бы в квазистационарном случае. Поэтому для расчета излучения этой 
антенны можно использовать формулы (128.8)−(128.10), заменив I0 на 2I0. 
Диаграмма направленности излучения сохраняет свой вид; максимум по-
тока энергии и полный поток вчетверо больше (при том же I0), чем у по-
луволнового вибратора, а сопротивление излучения Rизл ≈ 292 Ом.  

I x( )

x'

x  

Рис. XXI.3. Антенна «петлевой вибратор» и распределение тока в ней 

h d

R A D

R A D

�

 

Рис. ХХI.4. Антенна «волновой канал» и формирование излучения в плоскости, 
ортогональной «усам» 

 4. Антенна «волновой канал», или «директорная антенна» (от англ. 
director — направляющий), состоит из нескольких вибраторов. Рассмот-
рим простейший вариант такой антенны (рис. XXI.4): петлевой вибра-
тор А и два полуволновых R и D, размещенных в одной плоскости. Отли-
чительная особенность этой антенны — острая направленность излучения 
в обеих плоскостях, возникающая в результате интерференции полей из-
лучения каждого элемента. Для описания пространственного распределе-
ния излучения мы можем воспользоваться известным уже выражением 
для поля одиночного полуволнового вибратора (128.8) и сложить поля 
всех излучателей с учетом разности фаз между ними:  

 ( ) sin cos sin cos, e e ,ikh ikd
R A DE E E Eθ ϕ θ ϕθ ϕ −= + +  (128.11) 
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где θ, ϕ — углы сферической системы координат, ось z которой направлена 
параллельно «усам» антенны, а начало координат находится в центре петли 
A, h и d — расстояния между вибраторами, h sinθ cosϕ и −d sinθ cosϕ — раз-
ности хода. Будем считать, что амплитуды токов во всех трех излучателях 
одинаковы, а их фазы сдвинуты относительно друг друга. Тогда  

 ( ) ( )1 2
0

1 2

cos cos
2

, e e 2 e ,
sin

sin cos , sin cos ,

i ii t

R D

E E

kh kd

ψ ψω

π θ
θ ϕ

θ
ψ θ ϕ δ ψ θ ϕ δ

−

 
 
 = + +

= + = − +

 (128.12) 

где E0 — амплитуда полей, δR, δD — сдвиги фаз, которые, как и расстоя-
ния между вибраторами, выбираются так, чтобы  

 2.D R kh kdδ δ π= − = = =  (128.13) 

В результате суммарное поле излучения антенны принимает вид  

 ( ) 0

cos cos
2

, 2 e 1 sin sin cos ,
sin 2

i tE E ω

π θ
πθ ϕ θ ϕ

θ
−

 
     = +  

  
 

а пространственное распределение интенсивности излучения описывается 
выражением  
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22
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cos cos
2 2

1 sin sin cos .
sin 2

IdJ
d c

π θ
π θ ϕ

π θ

  
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 (128.14) 

Максимум излучения антенны лежит на направлении θ = π/2, ϕ = 0 и ра-
вен  

 
2
0

max

8
,

IdJ
d cπ

=
Ω

 

т. е. в 16 раз больше интенсивности излучения одиночного вибратора при 
том же значении I0 — это результат сложения полей, а не интенсивностей.  

У антенны «волновой канал» излучение в сторону вибратора R 
(«рефлектора») резко ослаблено и направлено преимущественно в сторо-
ну директора D.  

В антеннах передающих станций малой мощности и в приемных ан-
теннах обычно директор и рефлектор выполняются как пассивные вибра-
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торы — токи в них возбуждаются за счет электромагнитной связи (емко-
стной или индуктивной) с основной антенной А. Для этого нужно дирек-
тор сделать несколько короче А (индуктивный характер связи, запаздыва-
ние по фазе), а рефлектор — длиннее А (емкостный характер связи, опе-
режение). Более сложные антенны, обладающие еще большей направлен-
ностью, имеют один рефлектор и несколько директоров.  

Антенны, описанные в п. 2−4, применяются главным образом в УКВ- 
и СВЧ-диапазонах и отчасти в КВ-диапазоне. Это связано с естественными 
трудностями создания конструкций таких антенн для больших длин волн.  

x

I x( )

PC PC

( )а ( )б

 

Рис. XXI.5. Штыревая антенна и распределение тока в ней: а — свободная антен-
на; б — антенна с «противовесом» 

5. Штыревая антенна представляет собой наиболее простой в тех-
ническом отношении вариант вибраторной антенны. Ею обычно снабжа-
ют портативные радиостанции. По принципу работы эти антенны являют-
ся все тем же дипольным излучателем, точнее, его половинкой, а роль 
второй половины играет «изображение» антенны, возникающее из-за ее 
расположения над проводящей поверхностью Земли (рис. XXI.5). Иногда 
антенну дополняют «земляным» проводником, который в радиотехнике 
принято называть «противовесом». Такой противовес существенно улуч-
шает приемно-передающие характеристики радиостанции. Удельное со-
противление различных земляных пород колеблется в очень широких 
пределах — от 100 кОм ⋅ м для сухих скальных пород до 0,3 Ом ⋅ м для 
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осадочных (укажем для сравнения, что удельное сопротивление меди со-
ставляет 1,7 мкОм ⋅ см). В антеннах стационарных радиостанций такие 
проводники-противовесы располагают веерообразно в поверхностном 
слое земли под мачтой, повышая тем самым проводимость земли и соот-
ветственно качество токов «изображения». Если длина штыря антенны 
l  λ/4, то антенна работает как «точечный» диполь. При l = λ/4 антенна 
является полуволновым вибратором. Соответственно излучение такой 
антенны имеет те же характеристики, что и у названных излучателей.  

Разновидность штыревой антенны — антенна «нагруженный виб-
ратор». К ним относятся широко распространенные в практике антенна 
с горизонтальным проводником и зонтичная антенна (рис. XXI.6). В них 
излучателем является вертикальная часть антенны (так называемый 
«спуск»), тогда как горизонтальный проводник и «зонтик» существенного 
вклада в излучение не дают — горизонтальный проводник из-за интерфе-
ренции его излучения с «излучением» изображения (рис. XXI.6, а), 
а «зонтик» из-за малой длины его «спиц». Однако оба элемента изменяют 
распределение тока по вертикальной части антенны. Так, если длина го-
ризонтального проводника равна lg, а длина вертикальной части h  λ, то 
вместо (128.2), (128.4) получим (при l = h + lg)  
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В области l  λ интенсивность излучения возрастает по мере 
увеличения lg, хотя эффект и не очень велик:  

 ( )
3 2 32 2

20
2 2

1
3 6

g g

g

h h l lI kJ kh
c h l

 + +
 ≈ + ⋅
 + 

 (128.15) 

(ср. (128.4)). Так, при lg  h выигрыш по сравнению с точечным диполем 

описывается множителем 2 21 3.gk l+   

Аналогичный результат получается и при расчете эффективности 
зонтичной антенны. Ее «зонтик» играет роль «емкости на землю», которая 
также сдвигает распределение тока по антенне, что повышает эффектив-
ность устройства (задача XXI.1, А ниже).  
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Штыревые антенны используются в диапазонах от ДВ до УКВ. Их 
наиболее распространенным представителем является раздвигающаяся 
антенна бытовых радиоприемников, конструктивно простая и удобная. 
При сооружении передающих антенн ДВ−КB-диапазонов конструктивные 
проблемы неизмеримо сложнее. И одна из них — необходимость устанав-
ливать антенную мачту на изоляторе, чтобы «оторвать» от земли нижний 
конец излучателя (см. рис. XXI.6).  

( )а ( )б ( )в

x

I
x(
)

I
x(
)

x

 

Рис. XXI.6. Антенны типа «нагруженный вибратор»: а — антенна с горизонталь-
ным проводником и распределение тока в ней; б — зонтичная антенна; в — ее 
эквивалентная схема 

Существует красивое решение этой проблемы в виде так называемой 
антенны с верхним питанием (рис. XXI.7). У нее излучателем является 
наружная поверхность мачты, а внутренняя поверхность вместе с провод-
ником 3 образует коаксиальную линию, которая подводит ток к верхним 
проводникам. Емкость между ними и землей замыкает цепь тока. Распре-
деление тока по антенне и ее эквивалентная схема даны на рисунке. Те-
перь максимум тока всегда находится в верхней точке антенны, а распре-
деление тока зависит от соотношения l и λ.  

Антенны типа «нагруженный вибратор» обладают еще одним важ-
ным достоинством: диаграмма направленности их излучения зависит от 
длины антенны (см. задачу XXI.1), что позволяет для вертикальной ан-
тенны выбрать оптимальное направление максимума интенсивности из-
лучения. Это очень важно для антенн передающих средневолновых ра-
диостанций, в рабочем диапазоне которых особенно ощутим фединг (от 
англ. fade — увядать) — явление ослабления и искажения радиосигнала 
на некотором расстоянии от радиостанции. Это явление связано с интер-
ференцией двух частей волнового потока, излучаемого антенной,— одна 
из них распространяется вдоль поверхности Земли, а вторая уходит от 
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поверхности Земли и, отразившись от ионосферы, возвращается обратно. 
Выбором направленности излучения антенны можно удалять область ин-
терференции (зоны фединга) и тем самым повышать дальность устойчи-
вой радиосвязи. Такие антенны называются антифединговыми.  

1

2

3

4
5

6

( )а ( )б
I

x(
)

 

Рис. XXI.7. Антенна с верхним питанием (а) и ее эквивалентная схема (б): 1 — 
мачта антенны, 2 — радиопередатчик; 3 — проводник, питающий систему верх-
них проводников 4, соединенных через изоляторы 5 с оттяжками мачты 6. Стрел-
ками на рисунке а показано растекание тока по антенне. Распределение тока на 
рисунке б соответствует случаю 2l = 0,53λ (антифединговая антенна) 

Задача XXI.1. Найти распределение интенсивности излучения для антенны 
«нагруженный вибратор» и антенны с верхним питанием.  

А. Распределение тока в антенне «нагруженный вибратор» описывается 
прежними соотношениями, однако теперь l ∼ λ и kl ≠ π/2, поэтому интеграл имеет 
предел ±l и равен (ср. (128.7))  

 ( ) ( )2

2
Int cos cos sin sin cos cos cos .

sin
kl kl kl kl

k
θ θ θ

θ
=  ⋅ − ⋅ ⋅    

В результате получим  

 
( ) ( ) 22

0 cos cos sin sin cos cos cos
.

2 sin

kl kl kl klIdJ
d c

θ θ θ
π θ

 ⋅ − ⋅ ⋅ 
=  Ω  

 (128.16) 
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Таким образом, излучение антенны распределено аксиально-симметрично относи-
тельно оси антенны и зависит от угла θ иначе, чем у полуволнового и дипольного 
вибраторов: максимум излучения соответствует углу θmax ≠ π/2, значение которого 
зависит от параметра kl (рис. XXI.8). Излучение отсутствует при θ = 0, π (вдоль 
антенны). 

Б. У антенны с верхним питанием распределение тока по мачте и тока изо-
бражения описывается соотношением  

 ( ) ( )0, e cos , .i tI x t I k l x l x lω−= − − < <  

Аналогично случаю полуволнового вибратора найдем 
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2
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ikx ikx

l

k l x dx k l x dx

kl kl
k

θ θ

θ θ
θ

− −

−

= − + + =

− ⋅
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а распределение интенсивности  

 
( ) 22

0 sin sin cos cos
.

2 sin

kl klIdJ
d c

θ θ
π θ

 − ⋅ 
=  Ω  

 (128.17) 

Излучение отсутствует при θ = 0, π, а направление максимума излучения зависит 
от значения параметра kl.  
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Рис. ХХI.8. Пространственное распределение излучения антенны с верхним пита-
нием (1) и антенны «нагруженный вибратор» (2): a — l = 0,53λ, б — l = 0,64λ. 
Диаграммы нормированы на максимум 
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В случае (a), когда l = 0,53λ, диаграммы различаются слабо: максимумы из-
лучения лежат при θmax = 44°45′ для антенны с верхним питанием и θmax = 41°15′ 
для «нагруженного вибратора», а отношение интенсивностей излучения в макси-
мумах равно 1,17. При l = 0,64λ различие гораздо значительнее: θmax составляют 
соответственно 53°15′ и 41°50′, а отношение интенсивностей равно 1,4. Таким 
образом, антенна с верхним питанием обладает лучшими антифединговыми свой-
ствами, нежели «нагруженный вибратор».  

Отметим, что описание излучения штыревых антенн с помощью токов «изо-
бражения» в проводящей среде есть, по существу, способ учета явления интерфе-
ренции прямого потока, излучаемого антенной по данному направлению, и пото-
ка, отраженного проводящей поверхностью Земли. Это обстоятельство иллюстри-
рует задача XXI.2. 

Задача XXI.2. Антенна «точечный диполь» расположена на высоте h над по-
верхностью Земли, а ее «усы» параллельны поверхности. Считая проводимость 
Земли бесконечной, найти распределение излучения в плоскости, ортогональной 
«усам».  

Пусть излучение антенны при h = ∞ имеет интенсивность  

 0
2

,
dJ j
d θ π=

=
Ω

 

не зависящую от угла ϕ. Тогда для антенны, расположенной на высоте h от прово-
дящей поверхности, поток под углом ϕ к горизонту (см. рис. XXI.9)  

 ( ) ( ) 2

0, e e ,i kz kdikzj r j πϕ + += +  

d = 2h sinϕ — разность хода прямого (1) и отраженного (2) лучей; сдвиг фазы π во 
втором слагаемом учитывает изменение поляризации Е при отражении. В данном 

случае вектор Е параллелен «усам» антенны. В результате ( ),j r ϕ =  

( )2
04 sin sin .j kh ϕ=  Нетрудно видеть, что метод «изображений» дает тот же ре-

зультат, если учесть, что ток изображения направлен навстречу току антенны. В 
этом проще всего убедиться, вспомнив, что переменное магнитное поле вблизи 
идеально проводящей поверхности имеет только компоненту, касательную к по-
верхности. Это возможно, если токи А и А' антипараллельны.  
 Такая схема работы антенны является одним из примеров радиоинтерферо-
метров (§ 130) и называется зеркалом Ллойда, по имени ирландского физика, 
предложившего его в оптике (H. Lloyd, 1834 г.). 

 Антенны, рассмотренные в п. 5, применяются в диапазонах от УКВ 
до СДВ.  

6. Антенны с бегущей волной. Кроме антенн типа «точечный диполь» 
со стоячей волной используются также антенны с бегущей волной, излу-
чение которых обладает рядом особенностей.  
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Рис. ХХI.9. К задаче XXI.2 

Задача XXI.3. Найти распределение интенсивности излучения проводника 

длиной l, по которому распространяется бегущая волна тока ( ) ( )
0, e .i kx tI x t I ω−=  

Вводя угол θ между осью проводника и направлением на точку наблюдения, 
запишем выражение для вектора-потенциала  

 ( ) ( ) ( )1 cos0
0

0

, e e ,p

l
i t r c ikx

p x
p

It dx
cr

ω θ− − −= A r e  

где еx ⎯ единичный вектор вдоль проводника. Дальше, как обычно, получим  
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 (128.18) 

Излучение отсутствует при θ = 0, π. Направление максимума излучения зависит от 
значения параметра kl: 1 − cosθmax = ξ∗, где ξ∗ — корень уравнения  

 ( ) ( )tg 2 1 2 .kl klξ ξ ξ= −  

В частности, при kl = 2πm (l = mλ) излучение отсутствует при θ = π/2. При kl  1 

θmax = π/2, а интенсивность излучения ( )22
0 3J I kl c=  (ср. (128.4)). 

Задача XXI.4. Горизонтально развернутая антенна бегущей волны длиной l 
расположена на высоте h над поверхностью Земли. Найти распределение излуче-
ния антенны.  

Вводя углы θ, ϕ, как для антенны «волновой канал» (п. 4 выше), и учитывая 
вклад излучения тока изображения, «расположенного» на глубине h под поверхностью 
земли и текущего навстречу основному току, запишем аналогично задаче XXI.3:  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 20
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( ) ( )
( ) ( )
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Отсюда по стандартной процедуре найдем  
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Здесь принято, что вертикальные проводники антенны (снижения) не излучают. 
Это достигается при подводе питания к антенне по экранированным проводам 
(коаксиальный кабель). Качественно распределение излучения носит тот же ха-
рактер, что и для одиночного проводника (128.18). В частности, отсутствие излу-
чения под углом θ = π/2 (по вертикали) при kl = 2πm означает, что такая система 
также является антифединговой. При kl, kh  1  

 ( ) ( )
2

2 2022
.

15

IJ kl kh
c

≈ ⋅  (128.19) 

   На практике антенны с бегущей волной в описанном простейшем 
варианте применяются редко и чаще как приемные. Больше распростра-
нена их модификация в виде ромбической антенны, применяемой в ос-
новном в KB диапазоне (рис. XXI.10).  
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Рис. ХХI.10. Ромбическая антенна: 1 — радиопередатчик; 2 — проводники с бе-
гущей волной тока (условно показано направление тока); 3 — нагрузка; 4 — не-
сущие мачты  

 Проводники, расположенные по сторонам ромба, представляют со-
бой линии, по которым к нагрузке передается волна тока. Сопротивление 
нагрузки равно волновому сопротивлению линии, которое, вообще гово-
ря, меняется вдоль линии из-за изменения расстояния между проводника-
ми. Чтобы компенсировать это изменение, каждый из проводников раз-
дваивают, как показано на рисунке. У ромбической антенны меньше ска-
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зывается влияние Земли, так как теперь не нужно замыкать обратный ток 
на Землю, в результате токи изображения могут быть искусственно по-
давлены. Кроме того, у такой антенны излучение обладает более высокой 
направленностью по сравнению с простой антенной бегущей волны, так 
как из-за интерференции излучения всех четырех сторон ромба исчезает 
симметрия относительно продольной оси антенны.  
 7. Рамочная антенна является наиболее распространенным типом 
антенн, применяемых в бытовых радиоприемниках. Поскольку выполня-
ется она чаще всего в виде катушки, намотанной на ферритовый сердеч-
ник, то ее обычно называют «магнитной» либо «ферритовой» антенной. 
Размеры ее рамки много меньше длины волны во всем рабочем диапазоне 
радиоприемника, и антенна работает как магнитный диполь (зада-
ча XXI.5). Можно описать ее действие на языке квазистационарного поля. 
Если вектор n в падающей волне составляет угол θ с осью антенны 
(с нормалью к плоскости рамки), то ЭДС на катушке (рис. XXI.11)  

 ( ), sin cos ,
S

N iU NHS
c c

ωμ μ θ ϕ= − ≈ H dS  

где ϕ — угол между вектором Н и плоскостью векторов n, ez. Предполага-
ется, что ферритовый стержень длинный и μ 1.  

 

Рис. XXI.11. К расчету рамочной антенны 

   Задача XXI.5. Описать излучение магнитного диполя, образованного рамкой 
с током.  
 Магнитный дипольный момент плоского контура с током I равен M = ezIS/c, 
и интенсивность излучения  

 ( ) ( )
2 22 22 2 20 0sin , .

8 3

I IdJ k S J k S
d c c

θ
π

= =
Ω

 

Для ферритовой антенны нужно в M добавить множитель μN.  
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   8. Антенны СДВ диапазона также относятся к группе вибраторных 
антенн, размеры которых по естественным причинам много меньше дли-
ны волны (напомним, что λсдв ≥  10 км, табл. VIII.1). Обычно их выпол-
няют в виде сложных композиций из нескольких рамок, поднятых на 
100−200 м над поверхностью Земли на специальных мачтах. О примене-
нии этих антенн мы поговорим ниже (§ 131).  

§ 129. Дифракционные  антенны.  Телескопы  

 Дифракционные антенны применяются в СВЧ- и УКВ-диапазонах. 
Мы ограничимся описанием нескольких типичных представителей этой 
группы, а также выйдем за пределы радиодиапазона и рассмотрим опти-
ческие и рентгеновские телескопы.  
 1. Антенны оптического типа. Наиболее распространены конструк-
ции, являющиеся различными вариантами параболического зеркала. 
В диапазоне СВЧ, где поперечные размеры антенны могут быть сделаны 
много большими длины волны излучения, металлическая поверхность, 
выполненная в виде части параболоида вращения, работает как параболи-
ческое зеркало, т. е. фокусирует плоскую волну (параллельный пучок лу-
чей), падающую вдоль его оси, в точку — фокус зеркала. Так, если форма 
поверхности зеркала описывается параболой (рис. XXI.12) у2 = 2рх, а ось 
вращения — ось х, то фокус находится на оси х в точке, отстоящей от на-
чала координат на расстоянии F = р/2 (см. задачу XXI.6). В фокусе зерка-
ла помещают облучатель антенны или приемник. 
 Задача XXI.6. Найти положение фокуса параболического зеркала.  
 Луч, падающий на зеркало параллельно оси х, составляет угол α с нормалью 
к поверхности зеркала в точке пересечения, где α удовлетворяет уравнению  

 ctg .
2

dy p
dx x

α = =  

Отразившись от поверхности зеркала, луч придет в точку F на оси: 

  
1 2

ctg2 2 .
2 2 2

p x pF x y x px
x p

α
 

= + = + − =  
 

 

   

 Поскольку данный вывод справедлив для произвольных х, у, точка F 
является фокусом, а результат справедлив для зеркала любых размеров, 
и параболическое зеркало обладает (в приближении геометрической оп-
тики!) идеальными фокусирующими свойствами. В оптике, где изготов-
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ление параболических зеркал с точностью лучше λ технически очень 
сложно, их выполняют обычно в виде части сферы — сферическое зерка-
ло. Отклонение формы зеркала от параболической приводит к так назы-
ваемой сферической аберрации (от англ. aberration — искажение) ⎯ зада-
чи XXI.7, XXI.8.  
   Задача XXI.7. Оценить аберрацию для сферического зеркала.  
 Пусть поверхность зеркала описывается уравнением у2 + (х − R)2 = R2, где 
R — радиус кривизны поверхности зеркала. Запишем аналогично задаче XXI.6  

 
1 2

2 21 1
, .

2 2 2 4

dy dy R yF x y R y y R
dx dx R

−   = + − = − ≈ − 
   

  

Таким образом, аберрация сферического зеркала (зависимость фокусного расстоя-
ния от координаты точки падения луча на зеркало) 
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Рис. XXI.12. Радиотелескоп и ход лучей в нем. a — радиотелескоп РТ-64 близ 
Калязина с параболическим зеркалом (Физический институт РАН 
им. П. Н. Лебедева): 1 — зеркало, 2 — приемник; б — ход лучей в параболиче-
ском зеркале при малых углах падения, парабола у2 = 2рх, р = 8; в — ход лучей 
в зеркале при малых углах скольжения (УФ и рентгеновские телескопы), р = 1,5  
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 Задача XXI.8. Найти размер «изображения» плоской волны в фокальной 
плоскости сферического зеркала в приближении малой сферической аберрации.  
 Используя результаты задач XXI.6, XXI.7, найдем  

 ( )
( )

2 3 3
max max max

max min 2 2 2
max

2
2 tg2 .

2 321

y y y Dy F F
R R Fy

α
′

Δ ≈ − ≈ ⋅ ≈ =
′ −

 (129.1) 

Здесь ( )
max

max max ,y yy dy dx R y=′ = ≈  D ⎯ диаметр зеркала (апертура). 

    Задачи XXI.6−XXI.8 достаточно ясно объясняют свойства антенны-
зеркала в приближении геометрической оптики. Однако, как мы уже ви-
дели выше, в оптике имеют место дифракционные ограничения. Они-то 
и определяют разрешающую способность телескопа с параболическим 
зеркалом или, на языке антенны, направленность ее излучения. Здесь 
применимо общее соотношение для дифракции на апертуре D:  

 δθ ∼ λ/D.  

Именно такую расходимость имеет поток излучения параболического зерка-
ла, в фокусе которого расположен точечный источник радиоизлучения.  
 Большие современные оптические телескопы*) выполняются по схе-
ме рефлекторов, в которой фокусирующим элементом является парабо-
лическое зеркало. Изготовление линз значительных размеров для теле-
скопов-рефракторов связано с большими техническими трудностями 
(в частности, механическая прочность массивных стеклянных линз и од-
нородность их оптических свойств). В то же время техника изготовления 
зеркал доведена до высокого уровня. Один из самых больших современ-
ных оптических телескопов — Большой телескоп азимутальный (БТА) 
работает с 1976 г. в Специальной Астрономической Обсерватории (САО) 
Российской академии наук (РАН) в ущелье Архыз на Кавказе на высоте 
2070 м. Он имеет диаметр зеркала 6 м (рис. XXI.13) и отношение 
D/F = 1/3,3. Дифракционный предел разрешения этого телескопа состав-
ляет 10−7 рад, или 0,02′′. Один из самых больших рефракторов имеет диа-
метр линзы всего лишь 1,02 м (Йоркская обсерватория Чикагского уни-
верситета, США).  
   С конца 1990-х гг. началось бурное развитие телескопов-рефлекторов. Рос-
ли размеры зеркал и совершенствовалась технология их изготовления. Началось 
сооружение двойных оптических телескопов, работающих по схеме интерферо-
метров (§ 130). Сегодня самый большой одинарный телескоп SALT (Southern Afri-

                                                 
*) От греч. tele ⎯ далеко, skopeo ⎯ смотрю. 



Генерация и индикация электромагнитных волн в радиодиапазоне 

 

223

can Large Telescope) построен в ЮАР, в полупустыне Кароо на высоте 1783 м уси-
лиями шести стран (ЮАР, Великобритания, Германия, Новая Зеландия, Польша,  
США). Введен в действие в 2005 г. Его зеркало имеет размеры 11 × 9,8 м2 и со-
ставлено из 91 гексагонального сферического сегмента со сторонами шестиуголь-
ника 1 м. В телескопе предусмотрена коррекция сферической аберрации (см. зада-
чи XXI.7, XXI.8) ⎯ обязательный элемент конструкции современных  больших  
телескопов.  С  ним  соперничает в северном  полушарии одиночный телескоп 
HET (Hobby & Eberly Telescope) в Техасе, имеющий диаметр монолитного сфери-
ческого зеркала D = 11 м. Телескоп, расположенный на высоте 2072 м, начал рабо-
тать еще в 1998 г. К этой же компании гигантских телескопов относится испан-
ский GTC (Gran Telescopio Canarias ⎯ исп.) с диаметром зеркала 10 м, располо-
женный на Канарских островах. Целое семейство больших телескопов «оседлало» 

 

Рис. XXI.13. Большой Телескоп Азимутальный Специальной астрономической 
обсерватории РАН. Схемы «главный фокус» и Несмита (см. ниже рис. XXI.15 
и текст к нему), диаметр зеркала 6 м, D/F = 1/3,3; а) схема телескопа: 1 — зеркало 
телескопа, 2 — система подвески и нацеливания телескопа, 3 — защитный купол, 
4 — малый обзорный телескоп, б) общий вид 

(а) 

(б) 
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гору Мауна Кеа на Гавайях. Там на высоте 4100 м установлены японский Subaru 
(«звезда» ⎯ яп., D = 8,2 м) и телескоп Gemini North (D = 8 м) международной об-
серватории Gemini (Близнецы ⎯ англ.). Название обсерватории выбрано со смыс-
лом: в Чили она построила телескоп Gemini South ⎯ двойник гавайского. «Роди-
лись» эти близнецы в 1998 и 2000 гг., соответственно. На той же горе американ-
ская обсерватория фонда Кека (W. M. Keck) в 1994−1996 гг. разместила два  
других близнеца, Keck-I, Keck-II (D = 10 м), которые работают как оптический 
телескоп-интерферометр с базой 85 м. Еще один телескоп-интерферометр нахо-
дится в Чили, в американской обсерватории «Магеллан». Он имеет два телескопа 
(D = 6,5 м) на базе 60 м. Наблюдения ведутся с 2002 г.  
 Выбор мест расположения оптических телескопов отнюдь не случаен. Он 
определяется главным образом двумя факторами ⎯ размером сектора небесной 
сферы, обозреваемой телескопом, и «астрономическим климатом», т. е. прозрач-
ность атмосферы в месте расположения телескопа, долей безоблачных и темных 
ночей в году, и т. п. Первый фактор требует размещения телескопов практически 
во всех широтах земного шара, хотя плотность интересных объектов наблюдения 
далеко не одинакова. Второй фактор заставляет телескопы забираться в горы, пус-
тыни, на острова в океанах. Ещё в 1990-х гг. на оптических телескопах, благодаря 
прогрессу техники фоторегистрации (§ 63), стало доступным наблюдение в ин-
фракрасном диапазоне излучения. Рассеяние этого излучения в атмосфере и на 
межзвёздном газе существенно слабее, чем для видимого света (см. § 138). В ре-
зультате стало возможным исследовать звёзды, экранированные космической 
«пылью», в самом центре Галактики. 
 Следующее поколение больших телескопов относят к классу ELT (Extremely 
Large Telescope). Размеры их зеркал превышают D = 20 м. Здесь следует назвать, 
по крайней мере, два проекта. GMT (Giant Magellan Telescope) в вышеупомянутой 
одноименной обсерватории будет иметь зеркало D = 30 м и вступит в строй 
в 2018 г. Проект E-ELT (European ELT), находящийся пока в стадии предвари-
тельной проработки, предполагает сооружение телескопа с зеркалом D = 42 м. 
В обоих телескопах зеркала будут выполнены по технологии гексагонального 
сегментирования. 
  Задача XXI.9. Оценить размер сферического зеркала, при котором сфериче-
ская аберрация не влияет на качество изображения (или расходимость потока из-
лучения).  
 При облучении зеркала с фокусным расстоянием F плоской волной дифракци-
онное пятно в фокальной плоскости имеет поперечный размер Δyдиф ∼ λF/D, 
а сферическая аберрация приводит к размытию точечного изображения плоской вол-
ной до размера (129.1). Из сравнения этих величин следует, что Δyдиф > Δyабер, если  

 ( )1 4332 .D Fλ<  (129.2) 

   Отметим, что для выполнения этого условия телескопы с большими 
зеркалами пришлось бы делать очень длиннофокусными, что привело бы 
к недопустимому снижению их светосилы (телесного угла, который «ви-
дит» телескоп). Так, например, для рефлектора БТА САО его фокусное 
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расстояние следовало бы сделать порядка 500 м, если бы зеркало было 
сферическим. Поэтому зеркала современных оптических телескопов де-
лают в форме параболоидов, решая одновременно сложную задачу ком-
пенсации других геометрических аберраций (кома, астигматизм и др.). 
Главной аберрацией параболических зеркал является так называемая 
кома — нелинейность зеркала-линзы, приводящая к тому, что луч, па-
дающий на зеркало под углом к оси, пересекает (после отражения) фо-
кальную плоскость в точке, положение которой зависит от координаты 
у точки пересечения луча с зеркалом (задача XXI.10).  
   Задача XXI.10. Оценить величину аберрации типа комы для параболическо-
го зеркала. 
 Рассмотрим луч, падающий на зеркало в плоскости (x, y) (рис. XXI.12) и под 
углом θ к оси. Он пересечет фокальную плоскость в точке с координатой 
yF (θ) = y − (F − x) tg (2α − θ). Преобразуя это выражение, найдем в приближении 
малых θ: yF ≈ Fθ + (3y2/4F)θ. Первое слагаемое — известный результат для тонкой 
линзы, а второе — аберрационный член. Для зеркала диаметром D кома приводит 
к размытию точки на размер  

 
23

.
16F

Dy
F

θΔ ≈  (129.3) 

 Этот вид аберрации ограничивает поле изображения в параболическом зеркале. 
Поскольку для достижения предельного разрешения нужно, чтобы λyдиф ≥  ΔyF, полу-
чим угловой размер предмета, изображение которого будет  разрешено 
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F
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   Ясно, что это ограничение особенно сильно для оптических телеско-
пов и значительно слабее для радиотелескопов. Так, например, поле зре-
ния БТА САО РАН (F/D ≈ 3) Δθ ∼ 10−5 рад. Угловые размеры планет Сол-
нечной системы лежат в пределах 10−5 рад (Нептун) — 2 ⋅ 10−4 рад (Юпи-
тер), и только Плутон имеет угловой размер на порядок меньше — около 
10−6 рад.  Для радиотелескопов, работающих, как правило, в диапазоне 
радиоволн от нескольких миллиметров до десятков сантиметров, допус-
тимый угловой размер объектов на несколько порядков больше.  
 Говоря об антеннах, мы не случайно столько внимания уделили оп-
тическим телескопам. В этом и следующем параграфах мы увидим, что 
оптические и радиотелескопы дополняют друг друга в астрофизических 
исследованиях, а возможности тех и других определяются одними и теми 
же физическими принципами. 
 Наиболее распространены радиотелескопы с полноповоротными ан-
теннами, которые имеют форму параболоидов вращения, закрепленных на 
специальных устройствах, позволяющих вращать ось антенны-параболои-
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да вокруг двух осей ⎯ вертикальной (по азимуту) и горизонтальной (по 
углу возвышения, рис. XXI.12). Такие телескопы используются в астро-
номических наблюдениях в радио- и рентгеновском диапазонах и в систе-
мах дальней космической связи. Самый большой такой телескоп со вход-
ной апертурой 100 × 110 м2 находится в обсерватории Грин Бэнк (Green 
Bank) в штате Вирджиния, США. От него почти не отстает радиотелескоп 
в Эффельсберге, ФРГ с диаметром зеркала D = 100 м. В этой же весовой 
категории находятся построенные еще в советское время радиотелескопы 
РТ-70 (D = 70 м) вблизи Евпатории и РТ-64 (D = 64 м) под Калязиным 
(рис. XXI.12) и под Москвой.  
 Большие радиотелескопы, размещенные неподвижно и работающие 
с использованием вращения Земли, выполняют обычно по принципу не-
заполненной апертуры — в виде слоев или сегментов параболоида враще-
ния (рис. XXI.14), параболических цилиндров. Самым большим таким 
радиотелескопом до недавнего времени был радиотелескоп Корнельского 
университета (США) с диаметром антенны 304,8 м, сооруженный в крате-
ре потухшего вулкана Аресибо в Пуэрто-Рико. Он регистрирует излуче-
ние в диапазоне длин волн 3 см ⎯ 1 м. Его разрешение телескопа на дли-
не волны 3 см составляет 10−4 рад. В конце 70-х годов вступил в строй 
телескоп РАТАН-600 в САО с диаметром антенны 588 м и рабочим диа-
пазоном длин волн от 0,8 до 30 см (см. рис. XXI.14). На длине волны 
0,8 см разрешение телескопа составляет 1,3 ⋅ 10−5 рад. Основная антенна 
телескопа представляет собой кольцевой слой параболоида и имеет 895 
подвижных элементов площадью 7,4 × 2 м каждый. Более высоким раз-
решением обладают только радиоинтерферометры (§ 130). 

 

Рис. XXI.14. Радиотелескоп РАТАН-600 (АН СССР) 
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  У длиннофокусных параболических антенн возникает проблема за-
крепления облучателя (приемника), конструкция несущих опор которого 
становится достаточно сложной и чувствительной к различного рода ме-
ханическим вибрациям. Жесткость опор должна обеспечивать фиксацию 
облучателя в пределах Δyдиф. Кроме того, при больших F повышается тре-
бование к направленности излучения облучателя (приемника): если угол, 
в котором сосредоточено его излучение, Δθобл > D/F, излучение, как гово-
рят, «переливается через край» зеркала, т. е. теряется мощность передат-
чика, а приемник «видит» земную поверхность, температура которой мно-
го выше температуры неба. Последнее обстоятельство особенно сущест-
венно в радиоастрономических измерениях (§ 130) и системах дальней 
связи (§ 131). Обойти эти трудности позволяют схемы двухзеркалъных 
телескопов. Любопытно, что развиты они были в оптической астрономии 
и позднее перенесены на радиотелескопы (рис. XXI.15).  

1

2

3

4

5

6

 

Рис. XXI.15. Основные схемы телескопов: 1 — «главный фокус»; 2 — Ньютона; 
3 — Кассегрена; 4 — Мерсена; 5 — Грегори; 6 — Несмита 
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   Первая из них, рассмотренная выше схема телескопа с одиночным 
параболическим зеркалом по очевидным причинам носит название «глав-
ный фокус». Ее вариант — телескоп с наклонным параболическим зерка-
лом, что позволяет вынести фокус (и изображение звезды) за апертуру теле-
скопа, — был построен Ньютоном в 1668 г. Он относится к предфокальным 
системам, у которых вторичное зеркало устанавливается между главным 
зеркалом и его фокусом. В схеме Ньютона фокусное расстояние телескопа 
равно фокусному расстоянию главного зеркала, а изображение с помощью 
наклонного плоского зеркала вынесено за апертуру телескопа. Век спустя 
схема с наклонным зеркалом в телескопе-рефракторе (линзовом) была неза-
висимо применена М. В. Ломоносовым (ок. 1750 г.) и позднее английским 
астрономом Ф. В. Гершелем (F. W. Herschel, 1772 г.). 
 В предложенных позднее схемах двухзеркальных телескопов вто-
ричное зеркало также обладает фокусирующими свойствами, и его фокус 
совмещен с фокусом главного зеркала. В этих схемах в качестве вторич-
ного зеркала используются гиперболоид (схема Кассегрена), параболоид 
(схема Мерсена) и эллипсоид (схема Грегори)*). Соответственно зеркала 
устанавливаются между главным зеркалом и его фокусом (предфокальные 
системы) или за последним (зафокальные системы). Все три указанные 
схемы дают увеличение фокусного расстояния телескопа по сравнению с 
фокусным расстоянием главного зеркала, отсюда еще одно их название — 
удлиняющие системы. В схеме Мерсена фокусное расстояние, очевидно, 
бесконечно, и она в телескопах обычно не применяется (эту схему ис-
пользуют для формирования потока в бесщелевых спектрографах). Трех-
зеркальная схема Несмита**) позволяет не только удлинить фокусное рас-
стояние, но и вынести изображение за апертуру. Последнее может ока-
заться существенным для больших оптических телескопов-рефракторов, у 
которых отверстие в центре нежелательно вследствие возникающих при 
этом механических трудностей изготовления зеркала. Однако применение 
трех зеркал снижает уровень полезного сигнала из-за потерь при отраже-
ниях. Упоминавшийся оптический телескоп САО может работать по од-
ной из двух схем — «главный фокус» или Несмита. Очевидно, что из двух 
удлиняющих систем — Кассегрена и Грегори — первая предпочтительнее 
с точки зрения упомянутых выше проблем длиннофокусных телескопов, 
так как в ней полная длина телескопа меньше. Схема Кассегрена 

                                                 
*) L. Cassegrain (1629−1693 гг.) ⎯ французский священник, в 1672 г.построил свой телескоп; 
M. Mersenne (1588−1648 гг.) ⎯ французский математик, физик, философ, теолог; J. Gregory 
(1638−1675 гг.) ⎯ шотландский математик и астроном, в 1663 г. предложил (раньше Ньюто-
на!) свою схему двухзеркального телескопа, но не смог его построить. 
**) J. Nasmyth (1808−1890 гг.) ⎯ инженер, знаменит как изобретатель парового молота, 
в 1856 г. забросил механику и через четыре года предложил свою схему телескопа. 
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(рис. XXI.12, а и XXI.15, 3) получила широкое применение в радиотеле-
скопах и антеннах дальней радиосвязи (§ 131).  
 Астрономия давно уже шагнула за пределы поверхности нашей пла-
неты. Атмосфера поглощает излучение в ультрафиолетовой и инфракрас-
ной частях оптического диапазона и снижает разрешение и чувствитель-
ность телескопов в видимой части. Один из первых опытов вывода теле-
скопа на орбиту искусственного спутника Земли был осуществлен на со-
ветской космической станции «Салют» (инфракрасный телескоп). 
В 1983 г. был осуществлен запуск автоматической станции «Астрон» 
с ультрафиолетовым телескопом (λ = 0,114−0,34 мкм), диаметр зеркала 
которого 80 см, длина — 4,2 м. Он был выведен на орбиту с апогеем 
200 тыс. км. 
 Исследования во всех странах, имеющих выход в космос, обеспечиваются 
государственными (или межгосударственными) организациями. В США это На-
циональное управление по аэронавтике и космическим исследованиям (National 
Aeronautics and Space Administration ⎯ NASA). Страны Европы объединили свои 
усилия в форме Европейского космического агентства (European Space Agen-
cy ⎯ ESA). В России ⎯ Федеральное космическое агентство «Роскосмос». Эти 
организации обеспечивают доставку в космос приборов и оборудования для про-
ведения экспериментов (наблюдений) различными исследовательскими институ-
тами и лабораториями. Иногда также эксперименты финансируются частными 
фондами. Если какая-либо из стран или организаций несет заметную долю затрат 
на проект или поставляет ценную аппаратуру, ее участие отмечается, как правило, 
специально. 
 Следующим из космических телескопов был американский «Хаббл» 
(Hubble)*), запущенный NASA с космического корабля-шаттла в 1990 г. на 
круговую орбиту радиусом 570 км. Телескоп, выполненный по схеме Кас-
сенгрена, имеет главное зеркало D = 2,4 м и регистрирует излучение 
в УФ−ИК-диапазоне (λ = 0,1−2,5 мкм). Его работа рассчитана на 21 год. 
В 2009 г. ESA вывело на стационарную орбиту радиусом 1,5 млн. км 
спутник с оптическим телескопом «Гершель» (Herschel)**). Его зеркало 
имеет диаметр D = 3,5 м. Спутник помещен в так называемую вторую 
точку Лагранжа.  
 В гравитационном поле двух массивных тел с массами M1, M2, вращающихся 
относительно общего центра масс, существуют 5 точек, в которых легкая частица 
с массой m  M1, M2 неподвижна относительно этих тел, вращаясь вместе с ними 
(J.-L. Lagrange, 1772 г.). Эти точки Лагранжа, или точки либрации (от лат. libra-
tio ⎯ раскачивание), очевидно, лежат в плоскости вращения тел M1, M2. Три из 
них, L1, L2, L3, расположены на прямой, проходящей через центры масс тел M1, M2 
и центра вращения, а две остальные, L4, L5, ⎯ симметрично относительно этой 

                                                 
*) Назван в честь Е. П. Хаббла (§ 70). 
**) Ф. В. Гершель ⎯ один из изобретателей телескопов.  
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прямой на окружности, центр которой совпадает с центром вращения. При этом 
две первые точки находятся вблизи более легкого тела M2 < M1, между телами 
(точка L1) или снаружи орбиты тела M2 (точка L2), а точка L3 ⎯ за телом M1. Из 
равновесия гравитационных сил и центробежной силы инерции, действующих на 
тело m во вращающейся системе координат, нетрудно вычислить расстояния трех 
первых точек от центра вращения:  

( ) ( ) ( )
1 3 2

1, 2 3 0 00
1 2

1 2
4, 5

1 2

1 , 1 5 4 , ,
3

, ,

Mr R r R
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R ⎯ расстояние между центрами масс, ϕ4, 5 = ±60° ⎯ угол между радиусами-
векторами точек L4, L5 и прямой M1M2. 
 В системе Земля−Луна точка L1 используется для космических об-
серваторий, изучающих Солнце (всегда вне тени Земли и Луны), а точка 
L2 ⎯ для обсерваторий, изучающих объекты вне Солнечной системы, т. к. 
эта точка длительное время экранируется Землей от помех солнечного 
излучения. Через спутник в точке L2 можно осуществлять связь с оборот-
ной стороной Луны (при ее освоении в будущем). В точке L1 находятся 
две космические обсерватории, изучающие солнечный ветер ⎯ запущен-
ные в 1994 г. «Wind» («Ветер», NASA−ESA−Япония) и в 2012 г. «SOHO» 
(Solar and Heliospheric Observatory, ESA−NASA). Точка L2 пользуется 
бóльшим вниманием исследователей Вселенной, т. к. возможности на-
блюдений из нее намного шире.  
 В 2014 г. компанию «Гершелю» составит обсерватория NASA 
«JWST» (James Webb Space Telescope)*) с телескопом, работающим в диа-
пазоне длин волн от УФ до ИК (λ = 0,6−28,5 мкм). Его зеркало имеет диа-
метр D = 6,5 м. С 2001 по 2010 гг. в этой же точке работала обсерватория 
NASA «WMAP»**), измерявшая структуру реликтового радиоизлучения во 
Вселенной ⎯ остатки Большого Взрыва (см. § 70). На смену этой обсер-
ватории в 2009 г. в точку L2 была запущена обсерватория ESA «Планк» 
(Planck)***) с более совершенной измерительной аппаратурой. Ее радиоте-
лескоп выполнен по схеме Грегори (рис. XXI.16 ниже) и имеет главное 
зеркало 1,9 × 1,5 м2 и регистрирует излучение в диапазоне от 30 до 
857 ГГц (λ = 0,35−10 мм). Исключительный интерес представляет запу-

                                                 
*) Дж. Вэбб ⎯ руководитель NASA в 1961−1968 гг., в период подготовки программы 
«Apollo».  
**) Wilkinson Microwave Anisotropy Probe ⎯ Измеритель анизотропии микроволнового излу-
чения обсерватории Уилкинсона, англ. 
***) Название дано в честь Макса Планка. 
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щенный 18 июля 2011 г. радиотелескоп «Спектр-Р» (международное на-
звание «Radioastron» ⎯ Россия с участием 20 стран), который будет рабо-
тать в схеме радиоинтерферометра со сверхдлинной базой (см. о нем 
§ 130). 
 Для космических телескопов с 1970-х гг. доступен и рентгеновский 
диапазон. Такие бортовые рентгеновские телескопы разработаны на из-
лучение с длиной волны более 10 Å. Как УФ, так и рентгеновские теле-
скопы выполняются в виде усеченных параболоидов вращения, сильно 
вытянутых вдоль оси (рис. XXI.12, в), так что используется область боль-
ших углов падения (скользящие лучи, углы скольжения порядка несколь-
ких градусов). Это позволяет получить коэффициент отражения, близкий 
к единице, и в этом диапазоне длин волн. Для таких зеркал, правда, изо-
бражение сильно искажается комой (см. задачу XXI.10 выше), но с этим 
приходится мириться, жертвуя качеством изображения ради чувствитель-
ности телескопа. 
 Телескопы рентгеновского диапазона начали активно выводить в космос 
с начала 1990-х гг. Так, в проекте NASA−ФРГ−Великобритании космическая обсер-
ватория «ROSAT» (Röntgen Satellit, нем.), выведенная в 1990 г. на круговую орбиту 
радиусом R = 580 км, несла на борту телескоп с апертурой D = 84 см, регистрирую-
щий рентгеновское излучение в диапазоне энергии фотонов 0,042−2 кэВ 
(λ = 29,5−0,62 нм). С 1993 по 2000 гг. на круговой орбите R = 600 км вела наблюде-
ния японская обсерватория «ASCA» (Advanced Satellite for Cosmology and Astrophys-
ics) в диапазоне 0,7−10 кэВ (λ = 1,77−0,124 нм). В 1999 г. на геоцентрическую орби-
ту с апогеем около 130 тыс. км была выведена обсерватория NASA «Chandra»*), 
регистрирующая излучение в диапазоне 0,1−10 кэВ (λ = 1,24−0,124 нм). Рассчитан-
ная на пять лет работы, обсерватория собирала данные до 2012 г. Большой совмест-
ный проект российских и немецких физиков «Спектр-Р» (Spektr-RG: Spec-
trum−Röntgen−Gamma) имеет целью размещение в 2012 г. в точке L2 лаборатории 
с аппаратурой высокого разрешения для измерения распределения яркости по небо-
своду в диапазоне 0,5−11 кэВ (λ = 2,48−0,11 нм) и определения координат относи-
тельно ярких объектов в диапазоне до 30 кэВ (λ = 0,04 нм). В июне 2012 г. рентге-
новская обсерватория Nuclear Spectroscopic Telescope ARray (NuSTAR) выведена на 
экваториальную орбиту  с высотой около 550 км. Обсерватория оснащена двумя 
соосно расположенными телескопами с фокальными расстояниями 10 м, работаю-
щими по той же схеме скользящего падения. Она рассчитана на регистрацию фото-
нов в диапазоне энергии 7−80 кэВ и работу в течение двух лет. О рентгеновских 
обсерваториях больших энергий фотонов поговорим в заключение главы XXII. О 
рентгеновских обсерваториях больших энергий фотонов поговорим в заключение 
главы XXII.  

                                                 
*) Названа в честь известного американского астрофизика индийского происхождения Суб-
рахманьяна Чандрасекара (Нобелевская премия 1983 г.). 
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 Приведенные примеры, конечно, далеко не исчерпывают перечень 
всех существующих сегодня оптических и радиотелескопов, на Земле 
и в околоземном пространстве. 
 Одно из важных применений параболических зеркал-антенн — ра-
диолокация. Поскольку угловое разрешение зеркала определяется его 
апертурой D, в радиолокации возникает проблема сооружения антенн 
большого размера, способных вращаться или совершать колебания с дос-
таточно большой скоростью, что необходимо для определения положения 
движущихся объектов и оперативного контроля достаточно больших сек-
торов наблюдения. Поэтому часто радиолокационные антенны, как 
и большие радиотелескопы, выполняются в виде сегментов параболоида 
вращения, имеющих неодинаковые поперечные размеры. В этом случае 
максимальное разрешение достигается по одному измерению 
(рис. XXI.16). Такие антенны, в частности, применяются в навигационных 
радиолокаторах аэропортов. 

( )а ( )б

 

Рис. XXI.16. Радиолокационные антенны: a — локация по вертикали; б — локация 
по горизонтали (азимуту) 

 2. Антенны акустического типа. Своим названием такие антенны 
обязаны близости их конструкции к привычным и хорошо знакомым нам 
акустическим излучателям, что особенно отчетливо видно на примере 
типичного представителя этой группы антенн — рупорной антенны 
(рис. XXI.17). Ее обсуждением мы и ограничимся.  
   Обычно рупорные антенны, имеющие форму усеченного конуса или 
усеченной пирамиды, располагают на выходе волновода (соответственно 
цилиндрического или прямоугольного) для согласования условий распро-
странения волны в волноводе и свободном пространстве. Необходимость 
такого согласования видна хотя бы из того, что фазовые скорости волны 
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в волноводе (vф > с) и свободном пространстве (vф = с) различны, что при-
водит к отражению волны на открытом конце волновода (задача XXI.11).  

a

b
b

h

 

Рис. ХХI.17. Секториальная рупорная антенна 

   Задача XXI.11. Оценить коэффициент отражения H10 волны на открытом 
конца волновода прямоугольного сечения (поперечные размеры а, б).  

 Для H10 волны из (86.12) находим ( )22 2 ,zk k aπ= −  где k = 2π/λ и λ = 2πс/ω — 

длина волны в свободном пространстве. Отсюда фазовая скорость H10 волны есть  

 
2

ф 1 .
2z

v c
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Эффективный коэффициент преломления по определению (84.5) равен 

( )2
ф 1 2 1.n c v aλ= = − <  Грубо коэффициент отражения можно оценить по фор-

мулам геометрической оптики (73.16) для случая нормального падения волны на гра-

ницу раздела среда — вакуум. В этом случае имеем ( ) ( ) ,11 22 nnR +−=  что дает 

( ) ( )
2 2

2 21 1 2 1 1 2 .R a aλ λ   = − − + −   
   

 Отсюда следует, что при λ → 2а  коэф-

фициент отражения R → 1, т. е. волна не излучается. При а  λ значение R ∼ (λ/4a)4.  

   В рупоре волна распространяется качественно так же, как в волново-
де, и увеличение его поперечных размеров приводит к уменьшению фазо-
вой скорости, в итоге коэффициент отражения волны на выходе падает. 
Направленность рупорной антенны можно оценить по формулам дифрак-
ции. Так, для секториальной рупорной антенны, изображенной на 
рис. XXI.17, угловая расходимость излучения  

 Δθверт ∼ λ/b,    Δθгор ∼ λ/h. 

 Рупорные антенны применяются главным образом в качестве облу-
чателей антенн оптического типа (см. рис. XXI.12, а).  
 Интересным примером объединения антенн оптического и акустиче-
ского типов является рупорно-параболическая антенна (рис. XXI.18), 
в которой пирамидальный рупор сочетается с частью параболического 
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зеркала, что позволяет получить хорошо сформированный направленный 
поток излучения. Такие антенны не излучают «назад», поэтому их часто 
применяют в радиорелейных линиях связи и наземных станциях спутни-
ковых систем связи (§ 131).  

( )а ( )б

1

2
3

4

2

3

 

Рис. XXI.18. Рупорно-параболическая антенна: а — общий вид; б — схематиче-
ский разрез; 1 — рупор, 2 — параболическая поверхность, 3 — выходное отвер-
стие, закрытое пластмассовой стенкой, 4 — подвод мощности 

 3. Щелевые антенны. В приемно-передающих устройствах, где вы-
сокую направленность излучения необходимо сочетать с компактностью 
антенн (например, в бортовых радиолокаторах самолетов), находят при-
менение щелевые антенны. Они выполняются в виде замкнутых с одного 
конца волноводов, в которых возбуждается стоячая волна. Через отвер-
стия, прорезанные в стенках волновода и расположенные соответствую-
щим образом, излучение покидает волновод. Выбором формы отверстия 
обеспечивается направленность излучения, а их расположением достига-
ется максимальная амплитуда волны излучения.  
 Поясним принцип действия щелевой антенны на конкретном приме-
ре — прямоугольном волноводе с щелевыми отверстиями прямоугольной 
формы (рис. XXI.19).  
 Пусть в волноводе возбуждена мода H10. Отражение на замкнутом 
конце волновода приводит к тому, что в нем устанавливается стоячая волна, 
в которой только одна компонента вектора-потенциала отлична от нуля:  

 ( )10 sin sin e ,i t
zy

xA iA k z
a

ωπ −= ⋅ ⋅  

где А — константа, зависящая от мощности источника, а > b; 

( )2
1 2 2 ;z zk k aλ π λ= − =  k = 2π/λ = ω/с. Компоненты поля в стоячей 
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волне:  
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Рис. XXI.19. Щелевые антенны на прямоугольном волноводе: а ⎯ антенна с попе-
речными щелями, щели расположены в пучностях Hx; б ⎯ антенна с продольными 
щелями, щели расположены в пучностях Hz 

По внутренней поверхности волновода текут токи, связанные со значени-
ем магнитного поля на поверхности Нпов соотношением (см. (87.11))  

 пов 1
4

,nc
π= ×H e j  (129.5) 

где j1 — поверхностный ток на единицу длины вдоль направления Нпов, 
еn — единичный вектор нормали к поверхности (направленный внутрь 
волновода). Поверхностные токи на верхней и нижней крышках волново-
да имеют компоненты j1z = cHx/4π, j1x = −cHz/4π. Встретив щель, поверхно-
стный ток разделяется на две компоненты — одна обтекает щель по стен-
ке волновода, а вторая переходит в ток смещения и пересекает щель по 
кратчайшему пути. Отношение компонент по порядку величины равно 
отношению индуктивного сопротивления витка и емкостного сопротив-
ления щели  
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где 2l и d — длина и ширина щели, Δ — толщина стенок волновода. Для ще-
левой антенны выбирают l = λ/4 (см. задачу XXI.12), и, так как обычно Δ  d, 
ток смещения заметно превышает ток проводимости, огибающий щель. 
К тому же в излучении ток проводимости не играет заметной роли, так как он 
образует два полувитка, магнитные моменты которых направлены навстречу 
друг другу. Токи смещения, напротив, образуют некоторое распределение 
вдоль щели дипольных моментов jdl, ориентированных поперек щели. По-
скольку размер такого элементарного диполя много меньше длины волны, 
диаграмма распределения излучения в плоскости, ортогональной щели, та же, 
что у точечного диполя. Для плоскости, проходящей через большой размер 
щели и ортогональной стенке волновода, в которой прорезана щель, диа-
грамма имеет более сложный вид (задача XXI.12 и рис. XXI.20) и зависит от 
ориентации щели на стенке волновода. На рис. XXI.19 показаны два про-
стейших и наиболее распространенных варианта расположения щелей — так 
называемые поперечные (а) и продольные (б) щели. Первые располагаются 
в максимумах Hx, вторые — в максимумах Hz.  

 Задача XXI.12. Найти распределение излучения поперечной щели в плоско-
сти (х, у), проходящей через щель, если волновод возбужден модой H10.  
 Введем координату ξ вдоль щели, выбрав начало отсчета ξ = 0 в центре щели 
(ξ = х − а/2, рис. XXI.19, а). Распределение тока смещения в щели можно оценить, 
приняв jсмещ(ξ) ≈ j1z(ξ, zmax), zmax = nπ/kz. Из (129.4), (129.5) найдем  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )смещ 04 cos .zj c ik a H aξ π π πξ≈ −  

В плоскости (х, у) поле от элемента щели dξ описывается вектором-потенциалом  

 ( ) ( )cos
0 смещe e ,pi t r c ikz

p
d j d d

cr
ω ξ θ ξ ξ− − −= ⋅ ⋅ ⋅e

A  

где d — ширина щели. Интегрируя по длине щели, найдем:  

 

( )

( )
( ) ( )

0 02

2
2

,
4

sin cos cos cos sin cos cos2
.

cos

z
z

p

ik a l d H
r

l lkl kl
ka a a

kl
ka

θ
π

π π πθ θ θ
θ

π θ

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−
= ⋅

  − 
 

A e F

F
 

При λ = 2a этот результат совпадает с интегралом Int в задаче для антенны «на-
груженный вибратор» (§ 128, задача XXI.1). Однако для щелевой антенны такое 
соотношение между λ и а недопустимо — в этом случае kz = 0 и волна не распро-
страняется по волноводу. Магнитное поле излучения  

 ,,
1
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откуда  

 ( )( )2
05

.
64

z
dJ c kk a d l H
d

θ
π

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
Ω

F  (129.6) 

Это распределение излучения обладает невысокой направленностью. Так, для 
значений параметров 2l = λ/2 (kl = π/2) и λ = а (ka = 2π) отношение интенсивности 
излучения при θ = π/2 и θ = π равно 2,25 (рис. XXI.20). 

y

x

�

 

Рис. XXI.20. Пространственное распределение излучения щели в плоскости (х, у) 
для случая 2l = a/2 = λ/2. Сплошная кривая линия соответствует формуле (129.6), 
штриховая проведена с учетом отражения от задней стенки волновода (нормиров-
ка на максимум излучения) 

 Соотношение (129.6) не учитывает излучения щели внутрь волново-
да. Щелевой вибратор с токами смещения излучает симметрично, а излу-
чение, уходящее внутрь, отражается от противоположной стенки. Поэто-
му в выражении для вектора-потенциала при θ = π/2 появляется множи-
тель (1 + e2ikb), учитывающий сдвиг фазы основной и отраженной волн. 
При θ = 0, π вклад отраженной волны пренебрежим (если не учитывать 
боковых стенок). Это улучшает направленность излучения.  
 Для повышения направленности поперечной щелевой антенны 
в плоскости (х, z) ее выполняют в виде набора щелей, как это показано на 
рис. XXI.19, а. Интерференция излучения от разных щелей и дает желае-
мый эффект.  

§ 130. Антенные интерферометры  

 К этому классу относятся излучающие и приемные устройства, со-
стоящие из двух или нескольких антенн, которые объединены общей сис-
темой управления излучаемой мощностью и обработки принимаемого 
сигнала. Антенные или радиоинтерферометры по своим физическим 
принципам аналогичны оптическим, правда, в отличие от последних они 
используются не только в качестве приемников излучения с высоким про-
странственным (угловым) разрешением, но и как источники остронаправ-
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ленного излучения. Для краткости оба вида систем — и приемную, и пе-
редающую — мы будем называть радиоинтерферометрами.  
 Выше, в § 128, уже встречался один из радиоинтерферометров — 
антенна, работающая по интерференционной схеме «зеркало Ллойда» (за-
дача XXI.2). 
  1. Аддитивный радиоинтерферометр (рис. XXI.21) является про-
стейшим устройством в этой группе антенн. Он представляет собой пару 
антенн (радиотелескопов), сигналы от которых суммируются, складыва-
ются регистрирующим устройством, причем величина каждого из сигна-
лов пропорциональна напряженности поля падающей волны вблизи ан-
тенны. Такой радиоинтерферометр полностью аналогичен оптическому 
двухлучевому интерферометру по схеме Юнга (§§ 92, 95).  
 Радиоастрономия — детище XX в., «младшая сестра» одной из са-
мых древних наук на Земле — астрономии. Первая попытка измерения 
угловых размеров звезд была сделана Галилеем. Он натянул нить и изме-
рил расстояние от нее до глаза, при котором нить перекрывала звезду Ве-
гу. Результат, полученный Галилеем (5′′), превышал истинный размер 
звезды в 1500 раз. Таким образом проявились все те же дифракционные 
ограничения.  

�

�

a

сумматор
 

Рис. ХХI.21. Схема аддитивного интерферометра 

 Интерференционные методы измерения угловых размеров источни-
ков пришли в радиоастрономию также из астрономии. Схема первого ин-
терферометра в астрономии была предложена французским физиком Фи-
зо (A. I. L. Fizeau, 1868 г.). На телескоп устанавливается экран с двумя 
щелями, расстояние между которыми можно изменять. Такой интерферо-
метр является аналогом схемы Юнга, а его действие проще всего объяс-
нить на примере измерения углового расстояния между двумя точечными 
монохроматическими источниками (рис. XXI.22). В фокальной плоскости 
телескопа возникают две наложенные друг на друга интерференционные 
картины. Очевидно, максимумы одного и того же порядка m в интерфе-
ренционных картинах А и В сдвинуты в фокальной плоскости на 
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Δxθ = F ⋅ Δθ, где Δθ — угловое расстояние между источниками. Если этот 
сдвиг кратен расстоянию между максимумами Δxθ = nλF/a, n = 0, 1, 2, ..., 
где а — расстояние между щелями, то в фокальной плоскости наблюдает-
ся четкая интерференционная картина, а при Δxθ = (n + 1/2)λF/a — полно-
стью размытая. Максимальное угловое разрешение (Δθmin) соответствует 
образованию при наибольшем значении а первой размытой картины, ко-
гда (Δxθ)min = λF/amax. Таким образом, разрешение 

  min
max

~ ,
a D

λ λθΔ ≤  (130.1) 

где D — диаметр зеркала телескопа. 
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Рис. XXI.22. Схема телескопа-интерферометра Физо: А, В — световые лучи от 
точечных источников (находящихся в бесконечности); 1, 2 — щели; условно пока-
зано распределение интенсивности в интерференционных картинах от каждого из 
источников 

 Мы видим, что в этом методе угловое разрешение практически не 
превосходит дифракционный предел. Однако работа Физо дала толчок 
развитию интерференционных методов в астрономии.  
 Следует отметить, что, измеряя зависимость Δxθ(a), можно произвести ус-
реднение по набору точек an и в результате снизить влияние ошибок измерения 
(в том числе фона от рассеянного света), т. е. надежнее подобраться к дифракци-
онному пределу. 
 Следующий шаг был сделан Майкельсоном и Пизом (A. A. Michel-
son, F. G. Pease, 1920 г.), построившими прибор, получивший название 
«звездный интерферометр Майкельсона». В нем щели были заменены 
парой зеркал M1, М4 (рис. XXI.23), которые образуют базу интерферомет-
ра а. С помощью своего интерферометра с базой 6 м (разрешение 10−7 рад) 
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они впервые определили угловой размер звезды Бетельгейзе и нашли его 
равным 2,2 ⋅ 10−7 рад (0,045′′).  
 Интерферометр Майкельсона работает обычно в видимом свете 
широкого спектрального состава. Поэтому на него распространяются ог-
раничения, связанные с немонохроматичностью волны (§ 94). В частно-
сти, видность интерференционной картины (94.3) содержит дополнитель-
ный множитель |sinη|/η, где η = ka ⋅ sinθ ⋅ (Δk/2k). Отсюда следует, что при 
высоком разрешении (большой базе интерферометра) ka  1 можно рабо-
тать только в узкой области малых углов |θ| ≤  (k/Δk) (λ/а) и точность ори-
ентации интерферометра не должна быть, во всяком случае, хуже этой 
величины. На самом деле требуемая точность еще выше и определяется 
разрешением интерферометра Δθ ∼ λ/а.  

A

A

a
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M2

M3

M4

I
A

 

Рис. ХХI.23. Схема «звездного интерферометра Майкельсона». Показан ход лучей 
от источника А 

 Аналогичные методы применяются и в современной радиоастроно-
мии. При работе пары телескопов, объединенных в схему аддитивного 
интерферометра, радиоизлучение от одной («точечной») звезды А дает 
сигнал, пропорциональный интенсивности суммарного поля в первом 
и втором телескопах, 

 ( ) 1 2 1 22 cos , sin .A A A A A AI I I I I kaθ ϕ ϕ θ= + + =  (130.2) 

Аналогичный сигнал дает радиоизлучение звезды В, а суммарный сигнал 
пропорционален  
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Здесь принято для простоты I1A = I1B = I1; I2A = I2B = I2; Δθ = θA − θB; 
θ = (θA + θB)/2. Если изменять базу интерферометра а, сигнал в сумматоре 
будет осциллировать с периодом Δa = 2π/kcosθ, а амплитуда этих быстрых 
осцилляций будет промодулирована медленной огибающей cos δϕ, период 
которой δa = 2π/(kcosθ ⋅ Δθ/2). Такое поведение сигнала в точности соот-
ветствует поведению интерференционной картины в методе Физо: значения 
δϕ = nπ отвечают четкой интерференционной картине, а δϕ = (n + 1/2)π — 
полностью размытой. Очевидно, предельное разрешение интерферометра 
достигается, когда на максимальной базе аmax, как и в интерферометре 
Физо, образуется первая полностью размытая интерференционная карти-
на (n = 0). Таким образом, разрешение  

 min
max

~ ,
coska

πθ
θ

Δ  (130.4) 

что согласуется с (130.1). 
 Конечно, описание на примере двух точечных источников использо-
вано здесь для простоты. Заметим, что, говоря о «четких» и «размытых» 
интерференционных картинах, мы можем вернуться к уже введенному 
ранее понятию видности (§ 92).  
 Регистрация видности интерференционной картины при перестройке 
базы интерферометра позволяет не только определить угловой размер 
источника, но и получить гораздо большую информацию — распределе-
ние яркости по поверхности его. Действительно, в задаче XIV.2 мы пока-
зали, что видность интерференционной картины (93.5) в схеме Юнга,  
освещаемой протяженным источником, пропорциональна модулю фурье-
образа (по переменной а) его яркостной функции. Очевидно, что этот ре-
зультат справедлив и для аддитивного интерферометра. Обратное фурье-
преобразование по известной функции V(a) позволяет восстановить рас-
пределение яркости по источнику. Этот метод и применяется в астроно-
мической интерферометрии.  
 Обсудим роль апертуры телескопа. В соотношениях (130.2), (130.3) 
опущена функция |F(θ)|2, учитывающая дифракцию на апертуре зеркала. 
Пусть на зеркало с одномерной апертурой D падает плоская волна под 
углом ψ0 к оси зеркала. Распределение интенсивности в дифрагированном 
потоке запишем в виде  

 ( ) ( )
2

2
0 0

sin
, , sin sin 2,

U u kD
U

ψ ψ ψ ψ = = − 
 

F  (130.5) 

где ψ — угол дифракции, отсчитываемый от оси зеркала. Поскольку при-
емник антенны находится в фокусе зеркала, в нем соберется поток, ди-
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фрагированный под углом ψ = 0, и напряженность поля в этом потоке 
пропорциональна F(ψ = 0, ψ0). Функция (130.3) для интенсивности в сум-
маторе получает при одинаковой ориентации телескопов дополнительный 
множитель  

 ( )
2

2 0
0 0 0

0

sin
0, , sin 2.

U
U kD

U
ψ ψ

 
= = 
 

F  

Если телескоп ориентирован на звезду, угол ψ0 = 0 и |F(0, 0)| = 1. Однако, 
существуют, как сказано в предыдущем параграфе, телескопы, положение 
которых по отношению к Земле фиксировано, и для их ориентации ис-
пользуется естественное вращение Земли. Если, например, оси обоих те-
лескопов направлены в зенит, то угол ψ0 и введенный ранее угол θ совпа-
дают. По мере движения звезды (точечного источника) по небосводу сиг-
нал в сумматоре интерферометра (130.2) меняется по закону  

 
( ) ( ) ( )2

1 2 1 22 cos sin ,

sin , sin 2.

I I I I I U U

ka U kD

θ ϕ

ϕ θ θ

= + + ⋅

= =
 

Для симметричного интерферометра (I1 = I2) выражение совпадает с рас-
пределением интенсивности в волне, дифрагированной решеткой с двумя 
щелями (рис. XV.16, б). Для несимметричного интерферометра эта функ-
ция представлена на рис. XXI.24.  
 Следует отметить, что все измерения в радиоастрономии проводятся 
обычно в УКВ–СВЧ-диапазоне, что связано с избирательной прозрачно-
стью атмосферы (§ 131). В качестве входных усилителей используются 
мазеры (§ 143) — квантовые парамагнитные усилители, обладающие уз-
кой полосой пропускания и наиболее низким из всех радиотехнических 
устройств уровнем шума.  
 2. Интерферометр интенсивностей (корреляционный интерферо-
метр). В 1954  г. австралийские физики Браун и Твисс (R. H. Braun 
и R. Q. Twiss) предложили и осуществили принципиально новый и не-
обычный вид интерферометра, в котором приемники в телескопах регист-
рируют не поле волны, а квадрат его амплитуды, т. е. интенсивность вол-
ны. В оптике это достигается, если световой поток измеряется фотоумно-
жителем, в радиодиапазоне — соответствующей характеристикой усили-
теля. Сигналы, полученные от каждого из двух телескопов, подвергаются 
затем специальной корреляционной обработке. Метод основан на том, что 
при узкой полосе пропускания системы Δω ω интенсивность от каждо-
го телескопа медленно флуктуирует во времени из-за некогерентности 
источника (например, две близкие звезды). Корреляции этих флуктуации 
и измеряются в интерферометре Брауна–Твисса (это третье название од-
ной и той же схемы интерферометра!). Рассмотрим это подробнее. 
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Рис. XXI.24. Сигнал аддитивного интерферометра с двумя неподвижными теле-
скопами при наблюдении «точечных» звезд, движущихся по небосводу в плоско-
сти телескопов. Телескопы ориентированы в зенит. Для иллюстрации особенно-
стей функции I(θ) выбраны нереальные параметры, I1/I2 = 5, а/λ = 10, D/λ = 2. 
Функция I(θ) на всех кривых нормирована на ее максимум. На верхнем рисун-
ке (1) — случай одного точечного источника — показаны огибающие. На осталь-
ных рисунках — зависимость I(θ) для двух точечных источников, угловое рас-
стояние Δθ между которыми увеличивается с номером рисунка 
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 Пусть EA(t) = E0Acos(ω + ϕA(t)) — поле волны от звезды А, где Е0A — 
постоянная амплитуда, ϕA(t) — фаза, флуктуирующая в полосе частот Δω. 
Такое же соотношение описывает и поле волны от звезды В. Тогда сигнал 
от первого телескопа, пропорциональный квадрату амплитуды суммарно-
го поля,  

 ( ) ( )2 2
1 0 0 0 0 1 1 12 cos ,A B A BS E E E E S S tκ ϕ= + + ≡ + Δ  (130.6) 

где κ — некоторый коэффициент пропорциональности, а флуктуирующая 
фаза  
 ϕ1(t) = ϕA(t) − ϕB(t). (130.7) 

Сигнал от второго телескопа имеет точно такой же вид, но его фаза  

 ϕ2(t) = ϕ1(t) + Δϕ (130.8) 

сдвинута за счет запаздывания волны (рис. XXI.25)  

 ( )sin sin cos .A Bka kaϕ θ θ θ θΔ = − ≈ ⋅ Δ  (130.9) 

Если теперь перемножить переменные части обоих сигналов 
ΔS1(t) × ΔS2(t) и усреднить по времени τ 1/Δω (интегратор на 
рис. XXI.25), то результирующий сигнал имеет вид  

 S = S0 cosΔϕ, (130.10) 

где S0 — постоянная, зависящая от средних интенсивностей сигналов. Это 
выражение, так же как и (130.3), зависит от Δθ.  
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Рис. XXI.25. Схема интерферометра интенсивностей: Δω — полоса пропускания 
приемника, τ — интегратор; 1, 2 — приемники; а — база 
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 В частности, поэтому интерферометр интенсивностей позволяет, как 
и аддитивный интерферометр, измерять распределение яркости по источ-
нику путем перестройки. Разрешение интерферометра по-прежнему опи-
сывается соотношением (130.4).  
 Радиоинтерферометры интенсивностей первого поколения имеют 
базу вплоть до размера нашей планеты. Телескопы различных обсервато-
рий мира объединяются в сложные системы, образуя радиоинтерферомет-
ры со сверхдлинной базой (РСДБ), самая длинная из которых 
a = 12,2 тыс. км позволяет достигать на длине волны 3 мм разрешений 
порядка 2,5 ⋅ 10−10 рад, превосходя на два порядка разрешение оптических 
телескопов. Совместно с зарубежными «коллегами» работают и россий-
ские большие радиотелескопы. Кроме того, в России на рубеже веков был 
создан свой РСДБ из трех радиотелескопов с зеркалами D = 32 м в обсер-
ваториях, расположенных в углах треугольника Ленинградская область 
(«Светлое») ⎯ Карачаево-Черкессия («Зеленчугская») ⎯ Бурятия («Бада-
ры»). Работа РСДБ требует специального решения проблемы синхронно-
сти регистрации — привязки времени разных обсерваторий. Поскольку 
ошибка по времени записи Δt приводит к изменению значения разности 
фаз, ϕ1(t) − ϕ2(t) ((130.7), (130.8)) на величину ~ ~ ,t tδϕ ϕ ωΔ Δ ⋅ Δ  точность 

синхронизации должна быть не хуже Δt ≤ 1/Δω. При работе пары радиоте-
лескопов по схеме интерферометра интенсивностей сигнал каждого из 
них записывается на магнитных носителях с обязательной привязкой по 
времени. Затем информация поступает в вычислительные центры, где про-
изводится математическая обработка сигналов по описанному рецепту.  
 РСДБ используются не только для наблюдения радиоисточников во 
Вселенной, но и для приема информации с космических станций, в том 
числе несущих телескопы. В июле 2011 г. российская обсерватория 
«Спектр-Радиоастрон» была выведена на эллиптическую орбиту. Ее ра-
диотелескоп работает с наземными радиотелескопами по схеме РСДБ, 
база которого изменяется за период обращения от 10 тыс. км (перигей) до 
390 тыс. км (апогей). Тем самым впервые преодолен естественный предел 
для базы наземных РСДБ ⎯ диаметр Земли 12,6 тыс. км. 
 Интерферометр интенсивностей имеет еще одно интересное приме-
нение — как корреляционный радиолокатор, работающий на шумовых 
радиосигналах. В таком локаторе сигнал генератора делится на две (суще-
ственно не равные по мощности) части, одна из которых излучается ан-
тенной и, частично отразившись от объекта, возвращается назад, поступа-
ет на один вход регистрирующей системы, а на другой вход подается че-
рез линию задержки вторая часть сигнала. Интерферируя, они дают ин-
формацию о положении и скорости объекта.  
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 3. Линейная решетка представляет собой антенный интерферометр, 
состоящий из нескольких телескопов, выстроенных по одной прямой 
(рис. XXI.26) и объединенных общей системой обработки информации.  

 

Рис. ХХI.26. Линейная решетка Пущинской радиоастрономической обсерватории 
ФИ РАН: 1 — зеркало (сектор параболоида); 2 — приемники излучения 

   Решетка может работать как по принципу аддитивного интерферо-
метра, так и по принципу интерферометра интенсивностей. Оптическим 
аналогом линейной решетки является одномерная дифракционная решет-
ка. Аналогично выражениям для сигнала аддитивного интерферомет-
ра (130.3), (130.5) нетрудно получить выражения для линейной решетки, 
освещаемой точечной звездой (плоская волна), движущейся в плоскости 
решетки:  
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 (130.11) 

где, как и прежде, θ — угол между направлением на источник и зенитом, 
ψ0 — угол между направлением на источник и осями телескопов (здесь 
угол дифракции ψ = 0, т. к.  приемник расположен в фокусе зеркала). Раз-

1

2 
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решение такой антенны по углу θ, как и для обычной дифракционной ре-
шетки,  

 min
max

2
~ ~ ~ .

cosNka Na a
π λ λθ

θ
Δ  (130.12) 

Таким образом, разрешение, как и прежде, определяется базой интерфе-
рометра аmax.  
 4. Двумерная решетка, или «крест Миллса», представляет собой две 
скрещенные линейные решетки. Оптический аналог этой антенны — дву-
мерная дифракционная решетка. Если линейная решетка обладает высо-
ким разрешением в одной плоскости (проходящей через линию решетки), 
то «крест» имеет высокое разрешение в двух взаимно ортогональных 
плоскостях. Каждое из двух значений Δθmin описывается выражени-
ем (130.12). Таким образом, если для линейной решетки «небо в полосоч-
ку» с шириной полос λ/amax, то для креста «небо в крапинку» — диаметр 
пятен той же величины, что и ширина полосы.  
 Апертура отдельных телескопов, входящих в состав решеток, выби-
рается из конструктивных и физических соображений: с увеличением 
апертуры телескопы становятся все более сложными сооружениями, но 
при этом возрастает их чувствительность — полный поток, собираемый 
телескопом.  
 Линейные решетки и «кресты» являются довольно распространенным 
типом интерферометров. В России один из таких интерферометров ДКР-
1000 (Диапазонный крестообразный радиотелескоп) работает в Пущинской 
радиоастрономической обсерватории Физического института им. Лебедева 
РАН (ПРАО ФИ РАН, рис. ХХI.26). Он состоит из двух линейных решеток 
«Север-Юг» и «Восток-Запад», каждая из которых длиной 1 км. Работает 
интерферометр на длинах волн 2,5−10 м. Интерферометр-«крест», предна-
значенный для наблюдения за Солнцем, построен в Тункинской обсервато-
рии СО РАН. На базе 622 × 622 м расставлены 2 × 128 телескопов-
параболоидов с диаметром зеркал около D = 2,5 м (рис. XXI.27). Рабочая 
длина волны телескопа 5,26 см, угловое разрешение 10−4 рад.  
 5. Фазированные антенные решетки. Для радиолокатора высокое 
пространственное разрешение необходимо сочетать с возможностью бы-
строго изменения направления излучения. Эта противоречивая проблема 
решается в так называемых фазированных антенных  решетках (ФАР), 
представляющих собой матрицу Nх × Ny антенн, излучение которых воз-
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буждается от общего источника и поступает в антенны через управляемые 
линии задержки. Например, для фазированной решетки, выполненной 
в виде набора полуволновых вибраторов, расположенных вдоль одной 
прямой, максимум ее излучения будет направлен под углом θ к оси ан-
тенны, если (рис. XXI.28) задержка сигнала, поступающего в каждый из-
лучатель, возрастает по мере удаления от края антенны по закону  

 ( )1 cos , 1, 2, ,n n a c nτ θ= − =   

n ⎯ номер антенны. Очевидно, что направленность излучения такой ан-
тенны в плоскости, проходящей через ось антенны, есть по-прежнему 
Δθ ∼ λ/Na. Матрица N × N элементов имеет такую направленность в двух 
измерениях. 
  ФАР — очень сложные и дорогостоящие радиотехнические соору-
жения. Необходимость быстрой и синхронной перестройки линий за-
держки по заданному закону предъявляет серьезные требования к управ-
ляющей радиоаппаратуре.  
 ФАР находят применение и в радиоастрономии. Примером таких со-
оружений может служить Большая сканирующая антенна (БСА) в ПРАО 
ФИ РАН (рис. XXI.29), имеющая апертуру 384 × 187 м и позволяющая ре-
гулировать направление приема сигнала (сканировать) в пределах 0−70° 
зенитного угла θ. БСА представляет собой матрицу из 16 384 дипольных 

 

 

Рис. XXI.27. Сибирский солнечный радиотелескоп: а ⎯ вид сверху, б ⎯ линейка 
телескопов 

(а) 
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вибраторов (256 рядов по 64 вибратора), ориентированных в широтном на-
правлении и поднятых на 2 м над поверхностью Земли. При длине волны 
3 м это дает разрешение около 10−2 рад. БСА предназначена для исследова-
ния пульсаров. Сканирование по методу фазирования осуществляется 
и в интерферометре ДКР-1000 (в пределах 0−43°).  

генератор

a a

�1 �2 �3

�

 

Рис. XXI.28. Линейная фазированная решетка 

 

Рис. XXI.29. БСА ПРАО 

 Приемные и приемно-передающие ФАР находят применение также 
в метеорологии и геофизике. К последним относится, например, многоце-
левая американская обсерватория HAARP (High Frequency Active Auroral 
Research Program) на Аляске, созданная для исследования ионосферы, 
в т. ч. с активным (!) воздействием на ионосферу мощным направленным 
радиоизлучением. Одновременно обсерватория ведет слежение за под-
водными лодками. Следует сказать, что создавались ФАР с самого начала, 
конечно же, в военных целях. Сегодня радиолокаторами на основе ФАР 
оснащаются боевые корабли и самолеты, комплексы противовоздушной 
и противоракетной обороны (ПРО) (рис. XXI.30). Один из отечественных 
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радиолокаторов ПРО ⎯ станция «Дон-2Н» кругового обзора*) работает на 
длине волны около 1 см и позволяет обнаружить цель на удалении 
3 700 км и сопровождать ее, измеряя расстояние до цели с точностью 
10 м; апертуры неподвижных ФАР этой станции D = 18 м (разрешение по 
углу λ/D ∼ 5 ⋅ 10−4 рад ∼ 2′, фактически 0,6′). Интересно, что импульсная 
(«мгновенная») мощность излучения станции до 250 МВт. 

 

Рис. XXI.30. Две фазированные антенные решетки: а) сборка ФАР, 1 ⎯ антенная 
«матрица», 2 ⎯ защитный купол; б) ФАР «Дон-2» (описание в тексте) 

 6. Синтез апертуры. Пара телескопов, один из которых подвижный, 
может обеспечивать высокое разрешение по двум направлениям, если при 
своем перемещении подвижный телескоп покрывает некоторую площадь, 
например квадрат а × а. Говорят, что такой интерферометр «синтезирует» 
апертуру. Разрешение интерферометра по-прежнему определяется соот-
ношением (130.4). Существуют большие телескопы, выполненные в виде 
секторов параболоида или линейных решеток и обладающие высоким 
разрешением по одному направлению. Для синтеза апертуры в них ис-
пользуется естественное вращение Земли. Конечно, обработка информа-
ции в этом методе представляет собой более сложную задачу.  

                                                 
*) http://ru.wikipedia.org/wiki (Дон-2Н). 

(а) 

(б) 

2 
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 Метод синтеза апертуры применяется и в радиолокации — так назы-
ваемые радиолокаторы бокового обзора, предназначенные для радиоло-
кационной съемки местности. Радиолокатор, установленный на борту са-
молета, излучает в интервале θ ∼ 1 в направлении, ортогональном курсу 
самолета (рис. XXI.31), а сигнал, отраженный местностью, принимается 
локатором в том же угловом интервале θ и интерферирует (по принципу 
интерферометра интенсивностей) с опорным сигналом генератора. При 
записи сигнала регистрирующая система, кроме того, измеряет его запаз-
дывание относительно момента излучения, что позволяет измерить рас-
стояние до точки отражения. Излучение локатора имеет невысокую на-
правленность, а каждый «отражающий» элемент местности играет роль 
точечного источника в предыдущих обсуждениях. Тогда синтезированная 
антенна эквивалентна линейной решетке, вытянутой вдоль курса самолета 
и имеющей размер а ∼ Lθ, где L — расстояние до точки отражения сигна-
ла, θ — угол, в котором антенна локатора принимает излучение. Посколь-
ку угловое разрешение синтезированной антенны Δθ ∼ λ/а, то локатор 
разрешает линейные размеры порядка L ⋅ Δθ ∼ λ/θ ∼ λ (см. подроб-
нее [13]). Обычно локаторы антенн бокового обзора работают в сантимет-
ровом диапазоне.*)  

�

L

a

 

Рис. XXI.31. Схема работы локатора бокового обзора 

 7. Метод покрытия Луной следовало бы назвать, строго говоря, ди-
фракционным методом, так как он использует явление дифракции элек-
тромагнитной волны на краю экрана — лунного диска. Идею метода 

                                                 
*) Такой синтез апертуры с помощью одной передвижной антенны возможен благодаря коге-
рентности излучения источника (радиолокатора) и неприменим, например, при наблюдении 
звезд. 
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можно пояснить на простейшем примере двух точечных источников, на 
которые постепенно «наплывает» край лунного диска (рис. XXI.32).  

B

A Земля

Луна

z

��

��

x
pA x
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Рис. XXI.32. Схема метода покрытия Луной 

 Свет каждого из источников дифрагирует на краю диска, в результа-
те интенсивность излучения, падающего в каждый данный момент време-
ни на зеркало телескопа от источников А, В, описывается соотношени-
ем (99.6), в котором   

          ( ) ( ) ( ), ,,
, ,A B p A B p pA B B A

w x z z x x zπ λ θ π λ δθ= = ≈ + ⋅  (130.13) 

δθ — угловое расстояние между источниками. В области больших значе-
ний w (w ∼ 5, см. § 99) выражение для интенсивности можно, использовав 
асимптотики (99.4), записать в виде  
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Положим wB = w + δw, wA ≡ w. Очевидно, .w z zδ δθ π λ= ⋅  В приближе-
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 (130.14) 

Записывая эту интерференционную картину при движении Луны и реги-
стрируя одновременно положение источника А на небосводе (т. е. 
измеряя хpА и соответственно w), можно вычислить значение δw по перио-
ду интерференционной картины (w2 + w ⋅ δw)1 − (w2 + w ⋅ δw)2 = 2π. Точ-
ность, с которой можно измерить значение δw, а значит и δθ, принципи-
ально ограничена тем, что значение хр определено с точностью до неров-

ностей лунной поверхности δхр, т. е. .pw x zδ δ π λ≥  Следовательно, 
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δθ ≥  δхр/z. В этом заключается основная особенность метода покрытия 
Луной: точность измерения углового размера не зависит от длины волны 
излучения источника. 
 8. Радиолокационный метод изучения планет — одно из интересных 
направлений астрофизики. В качестве наиболее значительных достиже-
ний этого метода можно указать полученную советскими радиоастроно-
мами (г. Н. Новгород) в 70-х гг. картину поверхности планеты Венера. 
Карта была настолько точной, что позднее она позволила американским 
исследователям осуществить вывод на орбиту вокруг Венеры низколетя-
щих спутников, с помощью которых сняли (также радиолокационными 
методами) более детальную карту поверхности. Последняя, в свою оче-
редь, способствовала выбору наиболее подходящего места для посадки на 
Венеру в 1981 г. советской автоматической станции.  
 Одна из главных трудностей в радиолокационном изучении планет 
связана с громадным ослаблением приходящего на Землю сигнала, отра-
женного планетой. Его интенсивность падает обратно пропорционально 
четвертой степени расстояния от Земли до планеты (интенсивности пря-
мой и отраженной волн убывают обратно пропорционально квадрату рас-
стояния). Поперечный размер волнового фронта вблизи планеты обычно 
во много раз превышает ее размеры. При отражении излучения от плане-
ты каждая точка ее поверхности является источником новой, также широ-
ко расходящейся волны. В волне, приходящей на Землю, приемно-
анализирующая система радиотелескопа выделяет парциальные сигналы, 
отраженные разными областями планеты. Для этого используются ре-
зультаты измерений доплеровского смещения частоты и относительного 
запаздывания сигнала. Величина доплеровского смещения, возникающего 
из-за вращения планеты, зависит от положения точки отражения на пла-
нете (задача XXI.13).  
 Задача XXI.13. Найти сдвиг частоты сигнала, отраженного точкой поверх-
ности планеты, отстоящей на расстояние r от ее оси вращения и имеющей широ-
ту α (см. рис. XXI.33).  
 Частота сигнала локатора в сопутствующей системе, движущейся со скоро-
стью точки А, есть ω′ = γ(ω0 + k0sinα ⋅ V) ≈ ω0(1 + βsinα), β  1. Отраженный точ-
кой А сигнал в этой системе имеет ту же частоту ω′, а в системе Земли —  

 ( )отр 0 0
1 sin

1 2 sin .
1 sin 1 sin

ω β αω ω ω β α
β α β α

′ += = ≈ +
− −

  

Таким образом, сдвиг частоты отраженного сигнала  

 0 0
sin

2 2 ,AV x
c c

αω ω ω ΩΔ = ⋅ = ⋅  

где xA ⎯ координата точки отражения, Ω — частота вращения планеты.  
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Рис. XXI.33. К расчету сдвига частоты сигнала, отраженного планетой (вид на 
планету вдоль оси ее вращения) 

 Прежде всего оценим величину сдвига частоты. Период обращения 
Венеры ⎯ 242,98 земных суток, так что Ω ≈ 3 ⋅ 10−7 с−1, поэтому 
(Δω/ω0)max = 1,24 ⋅ 10−8, что, например, на длине волны 75 см (частота 
400 МГц) дает сдвиг частоты всего лишь 5 Гц. Задача измерения такого 
частотного сдвига достаточно сложна.  
 Из соотношения (130.14) следует еще одно замечательное обстоя-
тельство: на поверхности планеты существуют кольцевые зоны одинако-
вого сдвига частоты отраженного сигнала. Эти зоны расположены вдоль 
линии пересечения сферической поверхности планеты с плоскостью 
х = const (рис. XXI.34). Кроме того, можно выделить зоны одинакового 
среднего запаздывания. Очевидно, это кольцевые зоны вблизи линии пе-
ресечения поверхности планеты плоскостью z = const. Ширина зон опре-
деляется разрешением локатора соответственно по частоте и временному 
запаздыванию сигнала. Таким образом, по сдвигу частоты и запаздыва-
нию можно локализовать две области (А и В на рис. XXI.34) и «привя-
зать» их к поверхности планеты с указанной неопределенностью. Поэтому 
карты планет, полученные радиолокационным методом, имеют «вынуж-
денную» симметрию.  
 Даже при минимальном удалении Венеры от Земли запаздывание 
сигнала в среднем составляет около 5 мин, а точность измерения запазды-
вания в радиолокационном методе достигает нескольких микросекунд 
(порядка 10−8 от полного запаздывания). Точности измерения Δω и Δτ оп-
ределяют размер области локализации на планете (задача XXI.14).  

 Задача XXI.14. Оценить размер области локализации на планете Венера, 
если разрешение по частоте 1 Гц, по запаздыванию Δτ = 3 ⋅10−6 с, длина волны 
локатора 15 см (частота 2 ГГц).  
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Рис. XXI.34. Зоны одинакового сдвига частоты (1 ⎯ Δω > 0; 2 — Δω < 0) и одина-
кового запаздывания (3) 

 Из (130.14) получим точность измерения координаты х (рис. XXI.33) 
δx = (Δω/ω0)(c/2Ω) ≈ 250 км. Широтная протяженность области по поверхности пла-

неты ( )21 .xl x x r xδ δ δ= − ≥  Аналогично протяженность области по долготе 

δly = c ⋅ Δτ/sinθ, где θ — угол между радиусом-вектором, проведенным из центра 
планеты в локализуемую область, и направлением из центра планеты на Землю. 
Ясно, что наихудшее разрешение при θ → 0. Эти области не обмеряют, ожидая, пока 
они сместятся за счет вращения планеты. Таким образом, δly ∼ c ⋅δτ ∼ 1 км. Отметим, 
что радиолокационная карта Венеры является примером превышения дифракцион-
ного предела в измерениях. Так, для разрешения двух точек, отстоящих на поверх-
ности Венеры на 250 км (угол 6 ⋅ 10−5 рад), телескоп-интерферометр, работающий на 
длине волны 15 см, должен иметь базу 2 км, тогда как фактический размер телеско-
па составлял 300 м.  

 Радиолокация планет, кроме данных о структуре их поверхности, 
позволяет получить много других ценных сведений. В частности, с помо-
щью этого метода с высокой точностью измерены параметры орбит Вене-
ры, Меркурия и спутника нашей планеты — Луны. Локация Венеры или 
Меркурия вблизи фазы максимального удаления от Земли (когда прямая, 
соединяющая планеты, касательна к поверхности Солнца) открывает воз-
можности интересных экспериментов для проверки общей теории относи-
тельности.  
 9. «Радиовидение», или голография в радиодиапазоне. Принципы го-
лографии, описанные в главе XVII, могут быть перенесены и в радиодиа-
пазон. Одна из возможных схем регистрации радиоголограммы показана 
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на рис. XXI.35. Волна радиолокатора, рассеянная объектом, регистриру-
ется (по амплитуде и фазе) приемной антенной решеткой, причем в ин-
терферометрическое устройство поступают последовательно сигналы от 
каждого элемента решетки. В интерферометрическом устройстве сигналы 
интерферируют с опорным сигналом генератора и записываются. При 
записи учитывается очередность сигналов, так что в памяти записываю-
щего устройства (ЭВМ) возникает двумерная матрица-голограмма. Для ее 
восстановления нужно каким-либо способом спроектировать эту запись 
на экран и восстановить в свете лазера. Такая схема является аналогом 
схемы голографии Френеля, и восстановленное изображение будет 
уменьшено в отношение длин волн, т. е. в несколько сотен тысяч раз. По-
этому более реальным (а главное, оперативным) представляется метод 
послойного воспроизведения на экране дисплея изображения, восстанов-
ленного в ЭВМ соответствующими вычислительными операциями. Оче-
видно, разрешение такой голограммы будет определяться размерами при-
емных элементов антенной решетки.  

генератор приемное
устройство

интерферо-
метрическое
устройство

запись

опорный
сигнал

антенная
решетка

 

Рис. XXI.35. Схема регистрации радиоголограммы 

 10. Радиоинтерферометры в геологии. В заключение укажем на од-
но любопытное и практически очень важное «земное» применение радио-
астрономических интерференционных методов. Можно обратить задачу 
и по интерференционной картине от излучения точечного источника из-
мерять с высокой точностью базу аддитивного интерферометра, состоя-
щего из неподвижного и подвижного (одного или нескольких) телескопов. 
Последний может перемещаться на значительные расстояния. Измеряя 
базу интерферометра, можно с высокой точностью определять расстояние 
между телескопами (между фокусами их зеркал!) а = λ/cosθ ⋅ Δθ, где θ — 
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угол, задающий направление на источник, Δθ — изменение угла, соответ-
ствующее сдвигу фазы ϕ на 2π (для уменьшения ошибки измеряют сред-
ние по многим периодам интерференционной картины значения θ и Δθ). 
Так современные методы радиоастрономии позволяют решать задачи гео-
дезии. Следующий шаг в развитии этого направления — измерение коле-
баний земной коры, движения материков и т. д. Существенно, что для 
измерения относительного изменения базы не требуется точного знания 
длины волны источника и его положения на небосводе — достаточно 
фиксировать изменение периода интерференционной картины во време-
ни: Δа/а = Δϕ/ϕ. Естественно, что при этом речь идет о медленных коле-
баниях земной коры, характерное время которых много больше суток.  
 
 Примеры применения радиоинтерферометрии, рассмотренные 
в этом параграфе, подтверждают тот замечательный факт, что астрофизи-
ка (и часть ее — астрономия*)) в наше время перестала быть наукой опи-
сательной, а стала наукой экспериментальной. 

§ 131. Распространение радиоволн и радиосвязь  

 Условия радиосвязи на нашей планете определяются строением 
и составом атмосферы, гидросферы и верхних слоев литосферы.  
 Атмосферу принято делить на четыре слоя. Толщина нижнего 
слоя — тропосферы — уменьшается с широтой от 16−18 км в тропиках 
до 8−10 км в полярных широтах. В тропосфере с высотой падают темпе-
ратура (около 6,5 град/км) и плотность воздуха (примерно втрое на тол-
щине слоя). Выше, до высоты 50−55 км, расположена стратосфера, где 
температура примерно постоянна или растет с высотой, а плотность пада-
ет. Над стратосферой лежит мезосфера, верхняя граница которой пример-
но 85 км. Именно в этом слое начинается плазменный пояс Земли — ио-
носфера. Самый верхний слой — термосфера, где температура растет 
с высотой (от −90 °С на нижней границе), пока не выходит на постоянное 
значение порядка 1−2 тыс. град на высоте 400 км.  
 Ионосфера играет важную роль в распространении радиоволн. Она 
представляет собой слабоионизованную плазму, концентрация электронов 
которой ne ∼ (1−5) ⋅ 102 см−3 на нижней границе h = 80 км, достигает мак-
симума ne ∼ (0,8−10) ⋅ 105 см−3 при h ≈ 350 км и медленно спадает до нуля 

                                                 
*) Уместно напомнить буквальное значение этих слов: астрономия (от греч. astron ⎯ звезда, 
nomos ⎯ закон) ⎯ законы звезд и астрофизика (physics ⎯ природа, греч.) ⎯ природа звезд. 
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на расстоянии  ∼ (1−2) тыс. км. Цифры в скобках показывают изменения 
параметров ионосферы при переходе от ночи (min) к дню (max). Возника-
ет ионосферная плазма в результате ионизации атомов атмосферы ульт-
рафиолетовым и рентгеновским солнечным излучением, а также космиче-
скими лучами. Возмущающее воздействие на ионосферу оказывают 
вспышки на Солнце, выбрасывающие потоки заряженных частиц, которые 
захватываются магнитным полем Земли и производят дополнительную 
ионизацию атмосферы. При этом значительное количество частиц «высы-
пается» в полярных областях, вызывая «магнитные бури», нарушающие 
радиосвязь.  
 О солнечном ветре и радиационных поясах мы говорили в § 43. Здесь же 
следует добавить, что вспышки на Солнце оказывают воздействие глобального 
характера на природу Земли и жизнедеятельности ее населения. Это внезапное 
и кратковременное, около 10 мин, резкое увеличение солнечной активности на 
каком-то ограниченном (порядка 200 тыс. км в поперечнике) участке поверхности 
Солнца сопровождается электромагнитным излучением в широком диапазоне 
длин волн (от инфракрасного до рентгеновского) и испусканием потоков заряжен-
ных частиц ⎯ электронов, протонов и ионов. Достигая околоземного пространст-
ва, заряженные частицы (токи!) возмущают магнитное поле Земли, что в свою 
очередь оказывает действие на движение частиц ионосферы и провоцирует высы-
пание электронов из радиационных поясов. Возмущение ионосферы приводит 
к нарушению радиосвязи в КВ-диапазоне, что особенно сильно проявляется 
в высоких широтах (в полярных областях). Это и есть «магнитные бури». Возни-
кающие при этом переменные электромагнитные поля индуцируют (§ 45) вихре-
вое электрическое поле напряженностью до 10 В/км. Это поле возбуждает токи на 
протяженных проводниках на поверхности Земли ⎯ линиях электропередачи, 
стальных трубопроводах, и т. п. Сила таких геомагнитно-индуцированных то-
ков (ГИТ) может достигать сотен ампер, что может приводить к выходу из строя 
систем электроснабжения. Подобное событие, известное под названием «Квебек-
ская катастрофа», произошло в марте 1989 г., когда столица Канады и ее провин-
ция Квебек на 9 часов оказались лишены электроэнергии. Под действием ГИТ 
трубопроводы подвергаются повышенной коррозии, если не приняты специаль-
ные меры для ее предотвращения. Не менее опасно воздействие ГИТ на электрон-
ные приборы различных систем управления ⎯ самолетов, спутников и спутнико-
вых систем связи (в том числе GPS и ГЛОНАСС).  
 Вспышки на Солнце имеют среднюю периодичность порядка 3 часов, но 
только примерно раз в два месяца происходят мощные вспышки, вызывающие 
магнитные бури. «Квебекские бури» можно ожидать один раз в три года. Именно 
при такой мощности они представляют реальную опасность для нашей, достаточ-
но развитой, цивилизации. Попытки уменьшить влияние вспышек на Солнце 
и предотвратить их возможные катастрофические последствия обсуждаются ак-
тивно научным мировым сообществом и рассматриваются правительствами США, 
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России и других стран ⎯ мировых лидеров с точки зрения государственной безо-
пасности. Диапазон обсуждаемых мер очень широк: от создания систем раннего 
оповещения со спутников, помещенных в точку Лагранжа L1 (§ 129), до разработ-
ки методов активного воздействия на ионосферы. Последние имеют целью прину-
дительную «очистку» радиационных поясов Земли от накопленных в них электро-
нов. Это, в частности, одна из задач программы HAARP (§ 130, п. 5). 
 Говоря о дальности распространения радиоволн, мы не будем поль-
зоваться какими-либо точными определениями этого понятия. Приводи-
мые цифры соответствуют по порядку величины освоенным для совре-
менного уровня развития радиотехники (мощность передатчиков и чувст-
вительность приемников) расстояниям, на которых осуществляется ус-
тойчивая радиосвязь.  
 Излучение с длиной волны больше 10 м поглощается ионосферой 
и почти не отражается ею. Поэтому волны СДВ-, ДВ- и СВ-диапазонов 
распространяются в «коридоре» между поверхностью Земли и ионосфе-
рой, затухая из-за потерь и рассеяния в тропосфере и проводящих слоях 
литосферы и дифрагируя (больше или меньше  в зависимости от длины 
волны) на возвышениях местности и «горизонте».  
 Сверхдлинные волны имеют еще одну особенность — из-за низкой 
частоты они хорошо проходят «сквозь Землю». Действительно, удельное 
сопротивление поверхностных слоев Земли довольно велико — от единиц 
до нескольких тысяч ом-метров у осадочных пород и от сотен до сотен 
тысяч ом-метров у магнетических и метаморфических (граниты, базальты 
и т. п.) пород. Соответственно скин-слой для волны с частотой, например, 
3 кГц (λ = 100 км) лежит в пределах от нескольких десятков метров до 
нескольких километров. Дальность распространения СДВ-порядка не-
скольких тысяч километров. На заре радиотехники дальняя радиосвязь 
осуществлялась на длинных и сверхдлинных волнах, и были построены 
антенны радиотелеграфной связи Европа — Америка на волнах около 
16 км. В наше время СДВ-диапазон используется главным образом для 
связи с подводными лодками — лодка опускает приемное устройство на 
грунт и принимает в подводном положении радиосигнал, распростра-
няющийся сквозь толщу Земли. Такая радиосвязь действовала во время 
Второй мировой войны (волны с λ ∼ 15−20 км). Со временем этот способ 
получил развитие. В частности, обнаружено явление «каналирования» 
СДВ естественными волноводами, образующимися в приповерхностных 
слоях литосферы из-за скачков плотности пород. Кроме того, шагнула 
вперед и радиотехника. В начале 80-х гг., например, в США разработана 
система связи на частотах 20−60 Гц (длина волны 15−45 тыс. км!), для 
которых толщина скин-слоя в морской воде (удельное сопротивление 
∼0,3 Ом ⋅ м) составляет 60−35 м, что позволяет лодке вести радиоприем 
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в подводном положении. Конечно, поток информации на таких частотах 
очень мал, и возможна лишь телеграфная связь. 
 Еще одно применение СДВ — геофизика, зондирование земной коры 
радиоволнами. Впечатляющий эксперимент такого рода был осуществлен 
в СССР в 1977 г., когда в качестве излучателя использовалась естествен-
ная петля, охватившая полуострова Средний и Рыбачий в Баренцевом мо-
ре. В морскую воду опустили электроды, соединенные кабелем, проло-
женным через перешеек этих полуостровов, и подали на эту петлю (пло-
щадь 5 тыс. км2) импульс тока. В результате удалось «просветить» Коль-
ский полуостров и часть Карелии. В таком зондировании была достигнута 
глубина около 50 км.  
 Длинные и средние волны используются в основном для радиовеща-
ния, а средние волны — еще и для коммерческой, т. е. деловой, техниче-
ской радиосвязи. Дальность радиосвязи в этих диапазонах порядка 
1 тыс. км.  
 Короткие волны в принципе не имеют ограничений по дальности 
распространения, так как они хорошо отражаются ионосферой и возвра-
щаются на Землю. Именно поэтому связь на коротких волнах чувстви-
тельна к магнитным бурям. Любопытно, что для дальней радиосвязи ко-
роткие волны стали применяться только в конце 20-х гг., когда особен-
ность их распространения была обнаружена… радиолюбителями. Из-за 
«тесноты» в эфире в ДВ- и СВ-диапазонах радиолюбителей вытеснили 
в KB, где совершенно неожиданно их голоса стали слышны по всей пла-
нете. Об этом факте интересно рассказал в своих воспоминаниях замеча-
тельный советский радист-полярник Э. Кренкель. Ему, в частности, уда-
валось с первой в мире дрейфующей станции «Северный полюс» (1937 г.), 
располагавшей передатчиком мощностью всего лишь 20 Вт, связываться 
с радиолюбителями Австралии и Новой Зеландии!  
 По мере развития техники возникает все большая теснота в эфире. 
Телевидение только усугубило эту проблему, так как для передачи теле-
визионного, особенно цветного, изображения требуется очень широкая 
полоса частот — около 6 МГц (см. задачу XI.8, § 79). Поэтому современ-
ная радиосвязь, не забывая хорошо опробованные старые методы, все 
больше развивается в сторону УКВ диапазона.  
 Ультракороткие волны слабо поглощаются и отражаются ионосфе-
рой. Поэтому в основном радиосвязь в УКВ-диапазоне работает в преде-
лах «прямой видимости».  
 Так, в частности, работает бурно развивающаяся в наше время радиосвязь на 
мобильных телефонах, для работы которых требуется развитая сеть ретранслято-
ров, «ячейки» которой имеют достаточно малый размер (отсюда английское на-
звание cell-phone, от cell ⎯ ячейка). Дальность радиосвязи на УКВ можно заметно 
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увеличить, используя отражение и интерференцию радиоволн (аналогично схеме 
«Зеркало Ллойда», задача XXI.2). Одному из авторов (И. М.) удавалось таким 
образом обеспечить устойчивую радиосвязь на портативных УКВ-радиостанциях 
в высокогорной местности с помощью простейшей направленной антенны «петле-
вой вибратор» на расстояниях, в 1,5−2 раза превосходивших паспортные значения 
станции. Основная трудность при этом состояла в том, что респондент находился 
далеко за поворотом ущелья. В качестве зеркала служила снежно-ледовая стена, 
замыкавшая ущелье. 
 Важную роль в наземной дальней радиосвязи играют релейные линии 
(от англ. relay — замена, эстафета). Они представляют собой систему при-
емно-передающих (ретрансляционных) станций, отстоящих одна от другой 
на расстояния, величина которых определяется типом линий. В линиях 
прямой видимости — это расстояния в 50−100 км; приемная и передающая 
антенны-зеркала ретрансляционных станций устанавливаются на высоких 
мачтах или башнях, так что антенна одной станции находится в прямой 
видимости другой. В СССР эти линии в основном используют диапазоны 
7−9 см и 13−20 см, реже 0,75−3 м. Мощность передатчиков не более 10 Вт. 
Эти линии используются для телефонной, телеграфной связи и передачи 
телевизионных программ. Одна линия обслуживает одновременно до 
600 каналов благодаря широкой полосе частот, в которой ведется связь. 
Укажем, что в США уже к 1966 г. радиорелейные линии прямой видимости 
обеспечивали 40 % всей междугородной телефонной сети.  
 Тропосферные радиорелейные линии используют для своей работы 
эффект рассеяния УКВ на неоднородностях тропосферы на высоте 
10−12 км. Расстояние между ретрансляционными станциями в этих лини-
ях 150−500 км, работают они на излучении с длиной волны от 3 см до 1 м, 
а передатчики отличаются значительной мощностью — до сотен кило-
ватт. Именно этот уровень мощности в сочетании с чувствительной при-
емной радиоаппаратурой и позволил реализовать такой экзотический, на 
первый взгляд, способ радиосвязи. Для ретрансляционных станций обыч-
но используются параболические зеркальные антенны.  
 Аналогично действуют ионосферные радиорелейные линии. В этих ли-
ниях используются радиоволны метрового диапазона — от 4 до 12 м, что 
определяется отражательными и рассеивающими свойствами ионосферы. 
Расстояния между станциями этого типа достигают 2 тыс. км, причем рас-
стояния короче 700−900 км оказываются неэффективными. Мощность пере-
датчиков в таких линиях 50−100 кВт, антенны — сложные директорные, ост-
ронаправленные. Примером такой линии связи является действующая 
с 1957 г. система, связывающая Англию и США (4500 км) через три проме-
жуточные станции (п-ов Лабрадор, Гренландия, Исландия). Тропосферные 
и ионосферные линии связи отличает высокая помехоустойчивость.  



Глава 21 

 

262

 И все же наиболее современным видом дальней связи являются 
спутниковые линии связи. В СССР первые шаги по созданию спутнико-
вой радиосвязи были сделаны в начале 1960-х гг., а с 1967 г. был начат 
ввод в действие системы «Орбита». Она обслуживалась спутниками связи 
«Молния», которые выводились на орбиту с апогеем 40,6 тыс. км в Се-
верном полушарии и перигеем 653 км в Южном полушарии. Наклонение 
орбиты к плоскости экватора — 62,8°, период обращения спутника — 
12 ч. Разработка этих спутников и их производство с тех пор и по настоя-
щее время ведет научно-производственное объединение «Информацион-
ные спутниковые системы» (современное название) в г. Железногорске 
близ Красноярска, носящее имя создателя и многие годы руководителя 
этой организации академика М. Ф. Решетнева. Сегодня российская спут-
никовая система обеспечивает связь по всей территории Европы, Азии, 
Северной и Центральной Америки. Бортовые передатчики спутников свя-
зи обладают сравнительно невысокой мощностью ∼50 Вт и работают 
в дециметровом диапазоне длин волн (λ ≈ 30 см). Приемник спутника рас-
считан на уровень мощности входного сигнала не менее 10−9 Вт и имеет 
частоты того же диапазона, но отличающиеся от частот передатчика, что 
необходимо для отстройки от взаимных помех сигналов. Приемник и пе-
редатчик питаются от солнечных батарей и работают на общую парабо-
лическую антенну. Спутник имеет систему ориентации. Приемная назем-
ная станция системы «Орбита» имеет антенну диаметром 12 м.  
 Другой разновидностью спутниковых линий связи является так на-
зываемая глобальная, которую обслуживают по крайней мере три спутни-
ка, равномерно отстоящие друг от друга на круговой геостационарной, 
или синхронной, орбите радиусом 35,7 тыс. км в плоскости экватора. Пе-
риод обращения таких спутников ⎯ 24 ч, так что они зависают над одной 
и той же точкой Земли и «освещают» 98 % площади планеты (до широт 
76,5°). В СССР спутники связи на геостационарной орбите работают 
с конца 1976 г.  
 Радиосвязь со спутниками и космическими кораблями ведется в диа-
пазоне частот, на которых атмосфера «прозрачна» для радиоволн (т. е. 
поглощение минимально). Это так называемое «радиоокно» атмосферы ⎯ 
от 10 МГц до 20 ГГц (λ = 30 м−1,5 см). При этом приходится искать ком-
промиссное решение ⎯ малое поглощение при острой направленности 
излучения. В результате большинство систем спутниковой и космической 
связи работает в дециметровом диапазоне длин волн. 
 Отметим, что в радиоастрономии (§ 130) выделенными длинами волн, на 
которых ведется наблюдение, являются λ = 21 см (излучение молекулы H2) 
и λ = 18 см (излучение гидроксила OH). В целом имеется около 10 межзвездных 
молекулярных соединений с характерными линиями радиоизлучения. Точное из-
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мерение допплеровского сдвига таких линий позволяет определить скорость ис-
точника излучения.  
 Спутниковая радиосвязь активно развивается. В России в 2006−2011 гг. за-
пускалось в год от 4 до 16 спутников связи. Это позволило создать (с 1982 г.) оте-
чественную Глобальную навигационную спутниковую систему (ГЛОНАСС), ко-
торая успешно конкурирует с американской NAVSTAR GPS (Navigation Satellites 
providing Time and Range Global Positioning System, с 1973 г.). ГЛОНАСС имеет 
24 спутника, разбитых на три группы с плоскостями орбит, наклоненных 
к экватору с шагом 64,8° и имеющих радиус 19,1 тыс. км. Радиосвязь осуществля-
ется на частотах 1,176−1,6 ГГц (λ = 25,5−18,75 см). Позиционирование объекта на 
Земле производится группой из трех (минимум) спутников (трехгранная пирамида 
с ребрами Li = c ⋅ Δti, где Δti ⎯ время распространения сигнала), а скорость объек-
та ⎯ по сдвигу частоты излучения (Доплер-эффект). Современные путешествен-
ники, покидая цивилизацию, имеют возможности, о которых их предшественники 
не могли даже догадываться: определять свой маршрут на местности с точностью 
порядка 10 м и связываться с «Центром» из любой точки через спутниковый ра-
диотелефон.  
 Одним из впечатляющих предложений по применению космической радио-
связи является идея солнечной космической электростанции, высказанная впервые 
американским физиком П. Глэзером (P. Glaser, 1968 г.). Существо этой идеи ⎯ 
сооружение гигантской космической станции на геостационарной орбите для 
приема солнечной энергии и преобразования ее в направленное СВЧ-радиоизлу-
чение для передачи на Землю. Фактически это такой хитроумный концентратор 
солнечной энергии, «бесполезно» текущей в космическом пространстве. В СССР 
подобные проекты разрабатываются со второй половины 1970-х гг. по настоящее 
время. Основные трудности осуществления проекта ⎯ технологические. Необхо-
димо создать панель-антенну с фотопреобразователями площадью порядка не-
скольких кв. км и передать на Землю направленный поток излучения соответст-
вующей мощности на частоте 2,45 ГГц (λ = 12 см). Рассматриваются также вари-
анты передачи радиоизлучения в миллиметровом диапазоне длин волн. Экономи-
чески интересен уровень мощности порядка 1 ГВт (характерная мощность атом-
ной электростанции). Пока о таких параметрах можно только мечтать. А задача 
ближайшего будущего ⎯ создание прототипа на уровне мощности хотя бы в де-
сятки кВт. 
 Конечно, рекордно-сверхдальней является радиосвязь, осуществляе-
мая с автоматическими космическими станциями, исследующими плане-
ты Солнечной системы, и управление (!) системами этих станций. 
 
 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XXII 

ИЗЛУЧЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ  

Основные закономерности излучения релятивистской заряженной час-
тицы можно получить, используя результаты предыдущих разделов. Мы 
уже знаем, как устроено излучение нерелятивистской частицы, и знаем за-
коны преобразования полей, потенциалов, энергии, потока энергии при пе-
реходе из одной системы в другую. Это позволяет с помощью введения 
мгновенно сопутствующей системы получить интересующие нас физиче-
ские величины в лабораторной системе. Такой прием применяется ниже 
в § 132. В некоторых случаях проще воспользоваться общими соотноше-
ниями для потенциалов и полей заряженных частиц. В этой главе мы рас-
смотрим наиболее характерные виды излучения релятивистской частицы, 
движущейся во внешних электромагнитных полях и в среде.  

§ 132. Излучение релятивистской частицы  
при ускоренном  движении  

Движение заряженной частицы во внешнем электромагнитном поле 
является движением с переменной скоростью, т. е. частица излучает, теряя 
часть своей энергии. Этот результат для нерелятивистских скоростей час-
тиц уже получен в главе XX. Рассмотрим теперь релятивистский случай.  

Будем для краткости называть «системой частицы» мгновенно-
сопутствующую систему отсчета, а величины в этой системе обозначать ин-
дексом «0» (нуль). Если ускорение частицы в такой системе имеет значение 
w0, то там полный поток энергии (мощность) излучения частицы (см. (124.6))  
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Дипольное излучение не уносит импульса, так как оно распределено 
в пространстве симметрично относительно вектора w0. В этом случае го-
ворят, что излучение импульса dp0/dt0 равно нулю (тогда как излучение 
энергии отлично от нуля!). Поэтому в лабораторной системе изменение 
энергии и импульса dE = γ dE0, dpx = γv dE0/c2 и, кроме того, dt = γ dt0. Здесь 
v = dr/dt — мгновенная скорость частицы, ось х направлена вдоль векто-
ра v, β = v/с, γ = (1 − β2)−1/2. Таким образом, в лабораторной системе поте-
ри энергии частицы на излучение в единицу времени и связанное с ними 
изменение импульса описываются соотношениями  

 .,
0

0
2

0

0

dt
d

cdt
d

dt
d

dt
d EEE ⋅== vp

 (132.2) 

Обратим внимание на замечательную особенность выражения (132.2): 
импульс излучается только в лабораторной системе из-за излучения энер-
гии. Простой моделью такой физической ситуации является движение 
грузовика, в кузове которого сидят два пассажира и синхронно швыряют 
одинаковые яблоки с одинаковой скоростью в противоположных направ-
лениях (в системе грузовика). Тогда скорость грузовика в его системе не 
меняется, но меняется его масса и, следовательно, его импульс в системе 
дороги. Сопоставление этого примера с картиной излучения частицы еще 
раз указывает на существование инерционных (механических) свойств 
электромагнитного поля. Кроме того, становится ясно, откуда покоящаяся 
частица берет энергию на испускание кванта излучения (фотона). Оче-
видно, что в системе частицы ее энергия равна mc2 до испускания фотона 
и больше mc2 после испускания, т. к. частица получает импульс отдачи, 
как следует из закона сохранения импульса. Таким образом, исключив из 
рассмотрения источник ускорения частицы, мы немедленно приходим 
к нарушению закона сохранения энергии (!). И тогда напрашивается вы-
вод: участие внешнего поля (источника ускорения) принципиально необ-
ходимо в акте излучения – именно из этого источника черпается в системе 
частицы энергия излучения. А тогда и с законом сохранения энергии-
импульса все обстоит благополучно.  

Выразим теперь изменение энергии и импульса частицы через значе-
ние внешнего электромагнитного поля Е, Н, в котором движется частица. 
Ускорение в системе частицы  

 ,00 Ew
m
e=  (132.3) 

так как скорость частицы в этой системе по определению равна нулю. 
Воспользовавшись преобразованиями для поля, запишем Е0 = E0|| + E0⊥ = 
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= E|| + γ(E⊥ + (β × H)), где индексы || и ⊥ обозначают направления, парал-
лельные и перпендикулярные вектору v(β). Для квадрата ускорения w0 
найдем  

 ( )( ){ } ( ) ( ){ }2 2
22 22 2 2 2

0 ||2 2
, .

e ew E
m m

γ γ⊥= + + × = + × −E H E H Eβ β β  

Подставляя этот результат в (132.1) и затем в (132.2), получим потерю 
энергии частицы в лабораторной системе в единицу времени (мощность 
потерь) 

 ( ) ( ){ }2 22 2
2

2
, , ,

3 e
d d dr c
dt dt dtc

γ= + × − = ⋅p v
E H E

E Eβ β  (132.4) 

где re = e2/mc2 — классический радиус частицы.  
Отметим два важных частных случая формулы (132.4): для частицы 

в электрическом поле при v || E мощность потерь  

 22

3

2

||

cEr
dt
d

e
E

=





 E   

не зависит от скорости частицы, а при v ⊥ E 

 2 2 22

3 e
E

d r c E
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γ
⊥

  = 
 

E
 

⎯ растет с энергией частицы как γ2. В магнитном поле мощность потерь 
также быстро растет с энергией:  

 2 2 2 22
,

3 e
B

d r c B
dt

β γ
⊥

⊥
  = 
 

E
 

где β⊥ ⎯ компонента вектора β, ортогональная магнитному полю.  
 Из формулы (132.4) следует также еще одно важное заключение: 
мощность потерь существенно зависит от массы частицы (которая содер-
жится в параметре re). При заданной энергии частицы (E = γmc2) 
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 (132.5) 
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Поэтому в природе (и эксперименте) значительно интенсивнее излучают 
легкие частицы. Так, при равной энергии значения мощности излучения 
ультрарелятивистских электронов и протонов в магнитном поле относятся 
как  

( ) .1013,1 134 ⋅≈ep mm  

Задача XXII.1. Ультрарелятивистская частица рассеивается на неподвижном 
кулоновском центре (заряд Zе) на малый угол. Оценить потери на излучение для 
заданного прицельного параметра ρ. 

Считая траекторию частицы прямолинейной и вводя координату х вдоль 
траектории (х = 0 на минимальном расстоянии частицы от центра), запишем ком-
поненты поля:  

 
( ) ( )

|| 3 2 3 22 2 2 2
, .

xE Ze E Ze
x x

ρ

ρ ρ
⊥= =

+ +
 

Потери энергии частицы в единицу времени  

 ( ){ }2 2 2 2 2
||

2
1 ,

3 e
d r E E
dt

γ β⊥= + −E
 

и можно полные потери представить в виде суммы двух членов (iβ ≈ 1):  

 2 2 2 2 2
|| ||

2 2
, .

3 3e er E dx r E dxγ
∞ ∞

⊥ ⊥
−∞ −∞

≈ ≈ E E  

Интегрируя, найдем  

 
2 2 2 2 2 2

2
||3 3

, .
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e eZ e r Z e rπ πγ
ρ ρ⊥ ≈ ⋅ ≈ ⋅E E  

Таким образом, ⊥E  = γ2
||E /3 ||E , т. е. основные потери на излучение в данном 

случае связаны с поперечным ускорением частицы. Этот результат является дос-
таточно общим, как мы увидим ниже.  

Задача XXII.2. Получить выражения для потерь энергии-импульса частицы, 
записанные через ее ускорение в лабораторной системе.  

Выбирая, как обычно, направление декартовой оси х в лабораторной системе 
вдоль мгновенной скорости частицы v, запишем:  

 0 0 0

2 2 2

, , ,
1 1 1

yx z
x y z

x x x

vr V vv v vv V v V v V
c c c

γ γ

−= = =
   − − −   
   

 

где γ = (1 − v2/c2)−1/2, vx, y, z — компоненты скорости частицы в лабораторной систе-
ме (vx = v, vy = vz = 0, но эти значения можно подставить только после вычисле-
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ния w). Очевидно, компоненты ускорения  

 0 0 0
0

0 0
.

dv dv dvdtw
dt dt dt dt

α α α
α γ= = ⋅ =  

Дифференцируя компоненты скорости и подставляя vx = v, vy = vz = 0, получим  

3 2 2
0 0 0, , .x x y y z zw w w w w wγ γ γ= = =  

Подстановка в (132.1) дает  

 ( )( )2
26 2

3

2
.

3

d e w
dt c

γ= − × w
E β   

Запишем теперь соотношения для энергии-импульса излучения час-
тицы в релятивистски-инвариантном виде. Для этого по общему правилу 
заменим трехмерные векторы на 4-векторы и представим (132.1) как чет-
вертую компоненту вектора энергии-импульса:  
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 
 (132.6) 

где P4 = iE/c, Un — 4-вектор скорости, dte = dt/γ — инвариантное время 
частицы. Отсюда, полагая dxn = Undte, получим  
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С другой стороны, уравнение движения заряда в электромагнитном поле 
можно записать в четырехмерной форме  

 ,lklk
e

k UeFG
dt

dUm ==  (132.8) 

где Gk — компоненты 4-силы, которые выражаются через компоненты 
тензора поля Fkl. Пространственные компоненты 4-вектора Gk связаны 
с силой Лоренца соотношением  

 ( )1
.l lG eF Uf e

c
α α

α
αγ γ

 = = = + × 
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E v H  

Подставляя (132.8) в (132.7), имеем  
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c
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⋅⋅⋅=  (132.9) 

что совпадает с (132.4).  
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Выведем релятивистски-инвариантное выражение для силы тормо-
жения трением. Если, однако, прямо перейти к 4-векторам в выраже-
нии (126.2), то получится неправильное выражение для 4-силы торможе-
ния  

 ( )
k

T
k U

c
eG ′′⋅=

3

2

3

2
 (132.10) 

(здесь штрих означает дифференцирование по инвариантному време-

ни dte), поскольку оно не удовлетворяет тождеству ( ) 0≡k
T

k UG  (которое 

следует из соотношения (UkUk)′ = (−с2)′ ≡ 0). Недостающее в (132.10) сла-
гаемое можно найти из полного баланса энергии-импульса с учетом бу-
ферного поля, 4-вектор импульса которого обозначим Λk. Имеем  
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Сравнивая это выражение с (132.10), запишем  
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и 
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Это выражение, конечно, удовлетворяет необходимому тождеству 
( ) .0=k
T

k UG  Отметим, что при v  с четвертая компонента Λ4 дает энер-

гию буферного поля (126.4).  
Проанализируем выражение для 4-силы торможения (132.12). При 

v  с первым слагаемым можно пренебречь, и мы возвращаемся к нере-
лятивистской силе торможения (126.2). В противоположном предельном 
случае (γ  1) можно пренебречь вторым слагаемым, так как Uk ∝ γ. При 
этом трехмерная сила торможения  

 ( ) 22 2
Т

2
.

3 er γ ⊥= − + ×f E Hβ β  (132.13) 

 Обратим внимание, что при очень больших γ сила торможения может 
значительно превышать внешнюю силу Лоренца:  

 2 2
Т Л ~ .ef f r H eγ  (132.14) 
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Это не противоречит ограничению для собственной системы отсчета 
(fТ/fЛ)0  1 (см. § 126), так как  

 ( ) 2 3
Т Л 0 00

~ ~ 1,ef f e mc rω   (132.15) 

где 0 = c/ω0 — характерная длина волны внешнего поля в собственной 

системе отсчета. Поскольку 0 ∼ l/γ, где l — характерный размер поля 

в лабораторной системе, то из (132.15) получаем γ  l/re и с учетом этого 
условия из (132.14) находим 

 2
Т Л .f f l H e  (132.16) 

Это отношение может быть очень большим в широком интервале значе-
ний γ:  
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.
ee

e l
rHr

γ   (132.17) 

В земных условиях левое неравенство выполняется только для электронов 
космических лучей с γ ≥  108 (E ≥  1014 эВ). Однако во Вселенной сущест-
вуют сверхплотные нейтронные звезды — пульсары с магнитным полем 
порядка 1012 Гс. В таком поле сила торможения является определяющей 
уже для γ ≥  102 (E ≥  108 эВ).  
 Рассмотрим торможение частицы в магнитном поле Н(х) при выпол-
нении этого условия. Уравнение движения имеет вид  
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откуда, переходя к производной по координате х, получаем решение (По-
меранчук, 1939 г.)  
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Этот результат имеет интересную особенность: как бы велика ни была 
начальная энергия частицы, ее конечная энергия после пролета поля не 
превышает некоторого значения Emax, которое зависит только от величины 
и конфигурации поля. Полученное решение справедливо при условии, что 
ларморовский радиус частицы в магнитном поле при минимальном им-
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пульсе р(l) много больше характерного размера поля l:  

 
( ) ( )3 32

min
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~ 1,L ce
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где критическое поле  

 ( ) ( ) .
322lr

elH
e

c =  (132.19) 

Для Земли (l ∼ 1 тыс. км) это поле порядка 100 Гс, т. е. условие ρL  l 
удовлетворяется. Это условие эквивалентно, конечно, неравенству fТ  fЛ. 
Для пульсара (l ∼ 10 км) ρL(рmin) l, и траектория электрона в процессе 
торможения перестает быть прямолинейной. Решение (132.18) остается 
справедливым (при γ  1), если вместо х подставить координату вдоль 
фактической траектории электрона.  
 Задача XXII.3. Ультрарелятивистская частица пересекает участок однород-
ного магнитного поля, ортогонального ее траектории. Найти Emax и выяснить ус-
ловия, при которых на выходе из поля энергия частицы близка к Emax.  
 Считая траекторию частицы прямолинейной, из (132.18) найдем  
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Условие максимальной потери энергии, очевидно, имеет вид E0  Emax. Например, 
для электрона в поле напряженностью 100 кГс и протяженностью 30 м 
Emax = 265 ГэВ. Заметим, что радиус кривизны траектории электрона при таких 
значениях энергии и поля равен 88 м, так что оценки в приближении прямолиней-
ности траектории достаточно точны.  
   Задача XXII.4. Оценить потери энергии на излучение ультрарелятивистской 
частицей, пролетающей над сгустком N таких же частиц, движущимся ей навстре-
чу. Сгусток имеет форму ленты с размерами l а  h, частица летит вдоль на-
правления l над плоскостью.  
 Из (132.4) найдем  
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d Ne N er c r
dt la a l
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 В первом проекте ускорителя со встречными линейными электрон-
позитронными пучками (ВЛЭПП, § 76 и табл. X.1), который был предложен 
и разрабатывался в ИЯФ СО АН СССР в 1970-х гг., предполагались параметры 
сгустка N ∼ 1012, а = 10 мкм, l = 5 мм, что на энергии 100 ГэВ (γ = 2 ⋅ 105) дает 
ΔE = 70 ГэВ. В проекте ВЛЭПП встречные сгустки имели толщину h ∼ 0,1 мкм, 
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что необходимо для получения высокой плотности сгустков и, соответственно, 
высокой светимости встречных пучков (большое число взаимодействий сталки-
вающихся частиц за одну встречу). Для уменьшения потерь на излучение было 
предложено делать их  плоскими, что сохраняется в современном проекте Между-
народного линейного коллайдера (International Linear Collider ⎯ ILC, см. там же).  

 Рассмотрим теперь пространственное распределение излучения ре-
лятивистской заряженной частицы. Вначале, не конкретизируя причины, 
вызывающие ускорение заряженной частицы, рассмотрим общие свойства 
ее излучения при заданном ускорении w. Как мы уже видели выше 
(задача XXII.1), компоненты силы, параллельные и перпендикулярные 
скорости частицы v, вызывают излучение существенно разной интенсив-
ности. Это нетрудно понять, если вспомнить, что одинаковые по величине 
силы, одна из которых параллельна скорости, а другая перпендикулярна, 
создают разные по величине ускорения частицы:  

 ||
|| 3

, .
F Fw w

mm γγ
⊥

⊥= =  (132.20) 

По этим причинам мы рассмотрим отдельно составляющие излучения, 
связанные с каждой из двух компонент ускорения, записав w = w|| + w⊥. 
Как мы уже отмечали (см. § 124), выражения для поля движущейся части-
цы содержат и поле излучения — это слагаемые, обратно пропорциональ-
ные первой степени расстояния Re между зарядом и точкой наблюдения 
(см. (121.4), (121.5)):  
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Напомним, что все величины в правой части выражения для Е определе-
ны в момент времени t' = t − Re(t')/c.  
 Введем мгновенно сопутствующую систему координат, начало кото-
рой поместим в точке, где в момент излучения t'  находится заряд, ось х на-
правим вдоль вектора v(t'), ось z — вдоль w⊥, а ось у — ортогонально осям 
х, z. Направление на точку наблюдения Р (вектор n) будем описывать по-
лярными углами ψ, ϕ (рис. XXII.1). Введем также единичные векторы е1, е2, 
первый из которых лежит в плоскости векторов n, v и перпендикулярен 
вектору n, а второй ортогонален плоскости (n, v). Векторы е1, е2, n образуют 
правую тройку. Из геометрии рисунка ясно, что e1 составляет с плоскостью 
(у, z) угол ψ, а е2 лежит в плоскости (у, z) и составляет с осью z угол 
(π/2) − ϕ. Теперь можно приступить к анализу выражений (132.21).  
 Начнем с излучения, вызываемого продольной компонентой ускоре-
ния. Раскрывая двойное векторное произведение в (132.21) и учитывая, 
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что  

 β × w|| = 0,    n(n, w||) − w|| = e1sinψ, 

получим 

 ( )
( )

||
~ || 1 ~ 2 ~2 3

sin
, .

1 cose

ew

c R
ψ

β ψ
= ⋅ =

−
E w e H e E  (132.22) 

 

Рис. ХХII.1. К расчету излучения релятивистской заряженной частицы. Ось х на-
правлена вдоль векторов v, w||; P1 — проекция точки Р на плоскость (у, z): век-
тор e1 лежит в плоскости (n, х) и перпендикулярен n; вектор е2 лежит в плоско-
сти (у, z) и ортогонален плоскости (n, х) 

Таким образом, при продольном ускорении частицы вектор Е~ лежит 
в плоскости (n, v). К этому вопросу мы вернемся в конце параграфа.  
 Поток энергии в единицу телесного угла есть  
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 Диаграмма излучения обладает аксиальной симметрией относитель-
но направления скорости (не зависит от ϕ, см. рис. XXII.1). Максимум 
излучения, как следует из (132.23), лежит на направлении  
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1 24 1
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β
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β
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При β → 1 
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1 1,
5 5

ψ β
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≈ − ≈   (132.25) 
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а при β → 0 имеем ψmax → π/2 и выражение (132.23) переходит в знако-
мую формулу (124.5) для дипольного излучения. Излучение вдоль на-
правления скорости (и ускорения) точно равно нулю, как и для нереляти-
вистской частицы. При переходе от малых скоростей частиц (β  1) 
к большим (β ∼ 1) диаграмма излучения все больше вытягивается вдоль 
вектора скорости (рис. XXII.2, а). В ультрарелятивистском случае излуче-
ние, как видно из (132.23), сосредоточено в телесном угле с Δψ ∼ 1/γ.  

1

2

3
1 2

3

1
2
3

v w, ||

w
� 1

v
w

�

v

( )а ( )б ( )в

 

Рис. XXII.2. Векторные диаграммы углового распределения излучения ускоренно 
движущейся частицы: a — продольное ускорение; б — поперечное ускорение, 
плоскость ϕ = 0; в — поперечное ускорение, ϕ = π/2. 1 ⎯ β = 0,1; 2 ⎯ β = 0,5; 3 — 
β = 0,9. Диаграммы нормированы на максимум dJ/dΩ 

 Теперь перейдем к обсуждению излучения частицы при поперечном 
(по отношению к v) ускорении. Двойное векторное произведение в (132.21) 
в этом случае может быть расписано с учетом выражений для проекций 
вектора w⊥ на направления ортов e1, e2, n:  
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Тогда  

 ( ), cos sin cos ,w wϕ ψ θ⊥ ⊥ ⊥= ⋅ ≡n w  (132.26) 

где θ — угол между векторами n и w⊥,  

 ( )( ) ( )( ) ( ).1, nwwnnwnn βββ −−−=×−× ⊥⊥⊥   

В результате  
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Выражение для H~(w⊥) получим из (132.27) заменой e1 → n × e1 = е2, 
e2 → n × e2 = −е1. Этот результат означает, что поле излучения при попе-
речном ускорении частицы имеет две компоненты, одна из которых (e1) 
лежит в плоскости (n, v), а другая (e2) ортогональна ей.  
 Угловое распределение потока энергии излучения найдем из (132.27) 
аналогично (132.23):  
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Это угловое распределение в случае произвольного значения β (0 ≤ β ≤ 1) 
достаточно сложно (рис. XXII.2, б, в). Аксиальная симметрия относительно 
направления скорости v теперь отсутствует. Это и не удивительно, так как 
при β → 0 излучающий релятивистский диполь ориентирован так, что век-

тор ,d  параллельный w⊥, перпендикулярен вектору v. Правда, в соотноше-

нии (132.28) не так-то просто при β = 0 «узнать» дипольное излучение  
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Однако из (132.26) следует, что  

 2 2 21 sin cos sin ,ψ ϕ θ− =   

где θ — угол между векторами w⊥ и n, так что (132.29) опять-таки совпа-
дает с (124.5), и максимум излучения лежит при θ = π/2, т. е. в плоскости, 
ортогональной w⊥ (в частности, и на направлении вектора v), а излучение 
аксиально-симметрично относительно направления w⊥.  
 Максимум излучения (132.28) лежит, очевидно, на направлении, для 
которого угол ϕ = π/2:  
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эта функция угла ψ имеет максимум при ψ = 0. Таким образом,  
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 (132.31) 

и максимум излучения поперечно ускоряемой частицы лежит на направ-
лении скорости частицы v.  
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 В ультрарелятивистском случае, как и для продольно ускоряемой 
частицы, излучение сосредоточено внутри угла Δψ ∼ 1/γ.  
 Зависимость поля излучения от времени в точке наблюдения задана 
функцией w(t') с учетом связи между t' и t:  

 
( ) ( ) .1 td

c
tdRtddt e ′−=
′

+′= nβ  (132.32) 

Полученный результат показывает, что длительность импульса излучения, 
регистрируемая в точке наблюдения Р, зависит от расположения этой 
точки (угла ψ) — направления излучения. Простое объяснение эффекта 
«сжатия времени излучения» дано в задаче XIX.2, где отмечено, что это 
есть эффект Доплера. Спектральный состав излучения описывается фу-
рье-образом функции w(t), и если частица ускоряется в течение интервала 
времени Δt', ширина спектра излучения, приходящего в точку Р, в соот-
ветствии с соотношением неопределенности имеет порядок  
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 (132.33) 

 По мере смещения частицы направление на точку наблюдения 
(угол ψ(t')) изменяется, соответственно изменяется со временем ориента-
ция векторов Е~, Н~ в точке наблюдения. Для продольно ускоряемой час-
тицы вектор Е~ лежит в неподвижной плоскости (n, v), так что излучение 
поляризовано линейно. Для поперечно ускоряемой частицы изменение 
углов ψ и ϕ может быть значительным, если траектория частицы сущест-
венно криволинейна. В этом случае поляризация излучения изменяется во 
времени. 
 Задача XXII.5. Найти полную энергию, излучаемую электроном в интервале 
частот (ω, ω + dω) при ускорении в течение короткого интервала τ (w|| = const). 
Рассмотреть ультрарелятивистский и нерелятивистский случаи.  
 Искомая величина пропорциональна спектру мощности излучения электрона 
и может быть определена как  

 ( ) 22 ,
4 e

d c R E d
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ω
π

= ΩE
 (132.34) 

где E(ω) — фурье-образ поля излучения на заданном направлении, а интеграл 
берется по всему телесному углу. 
 Поле излучения под углом ψ к направлению скорости электрона имеет спек-
тральную функцию  
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Используя соотношения  
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где t0 — задержка, зависящая от расстояния до точки регистрации, видим, что 
модуль спектральной функции в приближении малых τ есть  
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Подставив этот результат в (132.34), найдем искомую величину. В ультрареляти-
вистском случае  
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В области низких частот (ω  γ2/τ) спектр мощности  
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не зависит от частоты, а в области высоких частот  
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В нерелятивистском случае интегрирование дает  
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В области низких частот (ω  1/τ) спектр мощности, как и в релятивистском слу-
чае, не зависит от частоты. Этот результат известен под названием «инфракрасной 
катастрофы» — число квантов низкой энергии, излучаемых частицей, стремится 
к бесконечности при ω → 0:  
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Однако полная излученная энергия остается конечной.  

§ 133. Рентгеновское тормозное излучение 

Классический способ генерации рентгеновского излучения ⎯ с мо-
мента его открытия и до наших дней ⎯ состоит в использовании соударе-
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ний быстрых (ускоренных) электронов с мишенью (рис. XXII.3). Это так 
называемое тормозное излучение (§ 64). Это электромагнитное излучение 
относится к диапазону длин волн (табл. VIII.1)  

 photon10 нм, 124 эВ.λ ε< >  

 

Рис. XXII.3. Схема генерации рентгеновского излучения (рентгеновская трубка) 

Дальше мы увидим, что излучение этого диапазона возникает и при дру-
гих способах (механизмах) его генерации. Физика тормозного излуче-
ния ⎯ ускоренное движение заряженных частиц в электрических полях 
атомов (см. задачу XXII.1). Таким образом, этот вид излучения правиль-
нее называть электротормозным излучением*), в отличие от магнитотор-
мозного, или синхротронного (см. следующий параграф).  
 Спектр электротормозного излучения непрерывный (рис. XXII.4):  

 ( )[ ]
min

кэВ

2 1,24
0 , нм ,e

e e

c
ω

πλ≤ ≤ = ≈E E
E E

 (133.1) 

где Ee ⎯ энергия электрона, соударяющегося с мишенью. Максимум 
спектра находится при  

 ( )min0,7 1,5eω λ λ∗ ∗≈ ≈E E . (133.2) 

Диаграмма направленности этого вида излучения качественно повторяет 
рис. XXII.2 б, в, что ясно из физики генерации данного излучения ⎯ ос-
новной вклад в плотность мощности дает, как мы видели в § 132, излуче-
ние при поперечном ускорении.  

Поляризация электротормозного рентгеновского излучения сущест-
венно зависит от энергии электронов. Для нерелятивистских электронов, 

                                                 
*) В физической литературе часто используется термин Bremsstrahlung  ⎯ тормозное излуче-
ние, нем. 
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E  0,5 МэВ, излучение носит классический дипольный характер. В тонких 
мишенях, где электроны низкой энергии испытывают мало соударений, они 
тормозятся преимущественно вдоль направления скорости. Поэтому в из-
лучении из тонких мишеней преобладает поляризация вектора E∼ вдоль 
вектора скорости, а степень поляризации может быть близка к 100 %. 
С увеличением толщины мишени растет число соударений электрона с ее 
атомами, траектории электронов значительно отклоняются от начального 
направления и степень поляризации излучения падает. По мере роста энер-
гии электронов характеристики излучения все больше и больше становятся 
«релятивистскими», и при энергии электронов E > 0,5 МэВ поляризация 
излучения принимает вид, соответствующий (132.21). 
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Рис. XXII.4. Непрерывный рентгеновский спектр: энергия электронов 37 кэВ, 
анод ⎯ вольфрам 

 При соударении быстрых электронов с мишенью кроме электротормозного 
излучения возникает так называемое характеристическое. Это излучение атомов 
мишени, возбужденных быстрыми электронами. Энергия фотона, испускаемого 
атомом при переходе одного из электронов с уровня n1 на уровень n2, равна 

 

2 2

12 2 2
Bohr 2 1

1

12 1 22 2 2
12 2 1

1 1
,

2

1 1 1
2 , .

Ry

Z e
R n n

c n n
Z n n

λ π
−

 
Δ = ⋅ −  

 

 
= = ⋅ − >  Δ  



E

E

   (133.3) 

Здесь Z ⎯  заряд  ядра,  RBohr ⎯  боровский  радиус, 1м34(13)10973731,5Ry −=  ⎯ 

постоянная Ридберга. При возбуждении характеристического излучения в сплош-
ном рентгеновском спектре электротормозного излучения появляются узкие ли-
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нии, если энергия электронов достаточно велика, в соответствии с форму-
лой (133.3). Это наглядно иллюстрирует рис. XXII.5. При энергии электронов 
35 кэВ характеристическое излучение возбуждается в молибдене (Z = 42), но не 
возбуждается в вольфраме (Z = 74), в этом диапазоне длин волн (более длинно-
волновые линии характеристического излучения вольфрама находятся вне диапа-
зона, указанного на рис. XXII.5). Соответственно, длина волны линии характери-
стического излучения уменьшается обратно пропорционально Z 

2 с ростом атомно-
го номера (табл. XXII.1). В многоэлектронных атомах значение энергии уровней 
отклоняется от закона (133.3) и подчиняется экспериментально найденному зако-
ну Мозли (H. Moseley, 1913 г.): 
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 (133.4) 

где σ ⎯ постоянная экранирования, учитывающая экранирование поля ядра элек-
тронами внутренних оболочек. Например, при пересчете λ от Li к Fe форму-
ла (133.3) дает λFe = 0,304 нм при экспериментальном значении 0,194 (табл. XXII.1).  

 

Рис. XXII.5. Спектр вольфрама и молибдена при энергии электронов 35 кэВ 

 Рентгеновское излучение после его открытия очень быстро стало 
очень эффективным инструментом интроскопии (от греч. intro ⎯ внутри, 
skopeo ⎯ смотрю) ⎯ исследования внутренней структуры объектов, не-
прозрачных для видимого света. Широчайший набор различных примене-
ний этого излучения ⎯ в науке, технике, медицине (что наиболее важно) 
привел к быстрому прогрессу в создании интенсивных источников рент-
геновского излучения и методов его регистрации (§ 64).  
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Таблица XXII.1. Характеристическое излучение некоторых элементов (пере-
ход 2P–1S) 

Элемент Li Ti Fe Mo W 
Z 3 22 26 42 74 
Длина волны  
излучения, нм 

22,8 0,275 0,194 0,0714 0,0214 

Ширина линии  
излучения*), нм 

⎯ 1,9 3,0 6,18 37,4 

 Главной характеристикой источников рентгеновского излучения (как 
и всякого другого) является его яркость, равная числу фотонов в единицу 
времени на заданной длине волны излучения λ в интервал Δλ с единицы 
поверхности источника (dS) в единицу телесного угла dΩ 

  
4

.
d NB

dt d dS dλ λ
λ

= ⋅ Δ
⋅ ⋅ ⋅ Ω

 (133.5) 

Соответственно, стандартную единицу яркости**) определяют как 

 1 ст. ед. = 1 фотон ⋅ с−1 ⋅ (0,1 % λ) ⋅ см−2 ⋅ ср−1. (133.6) 

Для рентгеновских трубок (рис. XXII.3) типичное значение 
Bλ ∼ 1020 ст. ед. 
 Именно рентгеновские трубки получили наибольшее распространение в ка-
честве источников рентгеновского излучения. Их основная проблема ⎯ создание 
высокой освещенности объекта. Современные рентгеновские трубки создают ос-
вещенность порядка единиц мВт/см2, тогда как во многих научных и промышлен-
ных применениях требуется освещенность на несколько порядков выше. Такие 
возможности появляются в источниках синхротронного излучения, рассматривае-
мых в следующем параграфе. Однако их применение имеет свои ограничения. 
 Основная трудность создания ярких и портативных рентгеновских источни-
ков на трубках связана с тепловым режимом антикатода, на котором выделяется 
около 99 % кинетической энергии бомбардирующих электронов (излучение, от 
ИК- до рентгеновских длин волн, уносит лишь около 1 %). Частичное решение 
этой проблемы находят, делая антикатод вращающимся, так что электронный пу-
чок греет, в среднем по времени, большую поверхность. В трубках с вращающим-
ся антикатодом излучающий фокус нагревается до температуры 0,3–0,4 темпера-
туры плавления материала антикатода. При вращении часть антикатода,  периоди-
чески попадающая под пучок, нагревается, а уходя из-под пучка остывает до на-
чальной температуры. Такой термоциклический режим уменьшает механическую 
прочность цилиндра. Выбор оптимального диапазона нагрева антикатода позволя-
ет увеличить ресурс его работы. Наиболее радикальный способ увеличения ярко-

                                                 
*) Полная ширина на полувысоте (Full Width on Half Maximum ⎯ FWHM, англ.). 
**) Символ Bλ, принятый в литературе, от англ. brightness ⎯ яркость. 
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сти и ресурса рентгеновского источника состоит в расширении диапазона темпе-
ратур от комнатной до температуры испарения материала антикатода, переносе 
излучающего фокуса с внешней поверхности цилиндрического антикатода на 
внутреннюю и использование в качестве охлаждающей жидкости легкоплавкого 
металла в жидкой фазе (натрий, натрий-калий и т. п.). Эта технология использует-
ся в ядерных реакторах на быстрых нейтронах, где удельное тепловыделение 
очень велико. В результате удается увеличить яркость рентгеновского источника 
на два порядка, а его ресурс на порядок [14]. В частности, при переносе излучаю-
щего фокуса на внутреннюю поверхность центробежная сила инерции создает на 
поверхности вращающегося антикатода давление, прижимающее расплавленный 
материал фокуса к стенке антикатода, что предотвращает его расплескивание. При 
характерных значениях радиуса катода 100 мм и линейной скорости вращения 
100 м/с это давление в слое расплава толщиной 0,1 мм составляет около 1 атм.  

§ 134. Синхротронное излучение  

 Заряженная частица, движущаяся во внешнем магнитном поле, ис-
пытывает под действием силы Лоренца ускорение  

 ( )0
e
mcγ⊥ = ×w v H  (134.1) 

и излучает. В 1907 г. немецкий физик Шотт первым указал на возмож-
ность такого излучения. Но только в 1944 г. советские физики Иваненко 
и Померанчук создали теорию излучения электрона в магнитном поле. 
Экспериментально оно было обнаружено американцем Блюитом (1946 г.), 
зарегистрировавшим свертывание круговой орбиты электронов, и его 
учеником Хабером (1947 г.), который первым визуально наблюдал свет от 
электронов, ускоряемых в синхротроне. Отсюда и название — синхро-
тронное излучение (СИ). С развитием техники встречных пучков (см. 
§ 13) активным «участником» физических экспериментов стал позитрон 
(антиэлектрон) — второй источник синхротронного излучения.  
 Физика синхротронного излучения вполне понятна: это магнито-
тормозное излучение частицы, движущейся по криволинейной (круговой) 
орбите в магнитном поле, испытывая центробежное ускорение w⊥. Рас-
смотрим основные свойства излучения ультрарелятивистской частицы, 
движущейся по круговой орбите в однородном (для простоты) магнитном 
поле Н0. Ускорение (134.1) направлено по радиусу и равно  

 
2

2 ,r L L r
L

cω ρ
ρ⊥ = − = −w e e  (134.2) 
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где er — единичный вектор, ρL = рс/еН0 — радиус орбиты, ωL = еН0/γmс — 
частота обращения, е, р — заряд и импульс частицы. Для описания излу-
чения воспользуемся результатами § 132.  
 Угловое распределение излучения обладает острой направленно-
стью: Δψ ∼ 1/γ. Максимум излучения лежит на направлении скорости 
и равен  

 
2 8

2
max

4
.

L

dJ ce
d

γ
π ρ

  = ⋅ Ω 
 (134.3) 

Полная интенсивность излучения  

 2 2 2
0

2
,

3 eJ r c Hγ=  (134.4) 

и за оборот частица теряет энергию  

 2 2 2
Т 0

2 4
.

3
L

e LJ r H
c

πρ π γ ρ
β

Δ = =E  (134.5) 

Исключив отсюда Н0, получим  

 
2 4

4 2
Т

4 4
.

3 3
e

L L

re mcπ γ π γ
ρ ρ

Δ = ⋅ =E  (134.6) 

 Формула (134.6) может быть получена из простых оценок с по-
мощью (134.3). Действительно, учитывая, что вблизи максимума излуче-
ния dt = (1 −β)dt′ ≈ dt′/2γ2, найдем  

 
2 4

Т 2
max

2
~ ~ .

2 L

dJ T e
d

π γ
ργ

 Δ ⋅ ΔΩ Ω 
E  

 Потери на СИ ограничивают возможности создания циклических 
(кольцевых) ускорителей электронов на высокие энергии. Например, 
в электрон-позитронном накопителе ВЭПП-4 (§ 76) частицы при энергии 
53 ГэВ теряют за оборот (радиус кривизны орбиты 45,5 м) 1,535 МэВ. Это 
означает, что при токе в пучках 20 мА на поддержание энергии частиц 
потребляется мощность от ускоряющих резонаторов в 30,7 кВт. В самом 
большом электрон-позитронном накопителе LEP, который был построен 
и работал в 1989−2000 гг. в Международном центре ядерных исследова-
ний (ЦЕРН, Швейцария), энергия частиц достигала 104,5 ГэВ. Периметр 
этого накопителя 26,659 км, а радиус кривизны орбиты в магнитах при-
мерно 3 км. Потери энергии частицей за оборот при максимальной энер-
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гии составляли около 3,5 ГэВ. Именно СИ заставляет сооружать такие 
гигантские кольца, компенсируя за счет размеров (ρL в знаменателе) бы-
стрый рост потерь с энергией. Однако компенсировать таким способом 
четвертую степень зависимости от энергии — дело довольно безнадеж-
ное, и, по-видимому, LEP является техническим пределом для таких со-
оружений. Другая возможность — линейные ускорители электронов и по-
зитронов, в которых потери на излучение практически отсутствуют.  
 Необходимо отметить, что приведенные оценки здесь и ниже по 
формуле (134.6) учитывают излучение только в однородном магнитном 
поле. В циклических ускорителях и накопителях обязательно присутст-
вуют еще и фокусирующие элементы ⎯ магнитные линзы с существенно 
неоднородным полем (§ 57). Поэтому формулу (134.6) нужно преобразо-
вать к виду 

 
( )

4 2
Т 2

4
,

3
Ring

e
LC

dsmc r
s

π γ
ρ

Δ = E  

где CRing ⎯ периметр орбиты частицы в ускорителе, s ⎯ координата вдоль 
орбиты, ρL(s) ⎯ мгновенное значение радиуса кривизны орбиты. Так, 
учет этого эффекта увеличивает потери за оборот в ВЭПП-4 до 2,18 МэВ.  
 Для выяснения характера поляризации СИ воспользуемся форму-
лой (121.4), откуда при γ  1  

 
( )( )
( )2 3
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Вводя сферическую систему координат с полярной осью по v, полярным 
углом ψ и азимутальным ϕ, который отсчитывается от направления w⊥, 
получим приближенное выражение  

 
( )

( )
2 2 2

32 2

cos 2 sin 24
,

w H

L e

e
R

ψ ϕ α ψ ϕ

ρ α ψ

− +
≈ ⋅

+

e e
E  (134.7) 

где α = 1/γ, ρL — ларморовский радиус частицы, еw = w⊥/w⊥, еH = H0/H0 
и использовано соотношение w⊥ = c2/ρL. Максимум поля и излучения ле-
жит на направлении скорости (ψ = 0), а характерная угловая ширина по-
тока излучения |ψ| ∼ α = 1/γ.  
 Пример зависимости поля синхротронного излучения от времени 
наблюдения t приведен на рис. XI.2 (§ 78). Поскольку ψ ≈ ωLt', то необхо-
димо найти зависимость t'(t) (задача XXII.6).  
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 Задача XXII.6. Найти соотношение между временем излучения t' и време-
нем t, если точка наблюдения находится в плоскости орбиты.  
 Используя соотношения (132.32) и ψ = ωLt', запишем  

 ( ) ( )2 2 21 cos 2,Ldt dt t dtβ ψ α ω′ ′ ′= − ≈ +  

откуда  

 
( )2 2 3 0

.
2 6

eL R tt tt
c

α ω ′ =′ ′
= + +  (134.8) 

Отметим, что интеграл  

 ( ) 0,t dt
∞

−∞

≡ E  (134.9) 

где E(t) определяется (134.7), поскольку постоянное поле не может убывать как 
1/Re. Это легко проверить для поля излучения в плоскости орбиты (ϕ = 0, π):  

 ( )
( ) ( )

2 2 2 2

3 22 2 2 2

4 2
0.w w

L e L L

e dt d et dt d
R dt c

ψ α ψ ψ α ψ
ρ ω ρψ α ψ α

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

− −≈ ⋅ ⋅ = =
′+ +

  E e e  

Обсудим теперь спектральные характеристики СИ. Поскольку излу-
чение лежит в пределах угла |ψ| ∼ 1/γ, то время, в течение которого части-
ца излучает в заданном направлении, Δt' ∼ 1/γωL. Тогда длительность им-
пульса излучения в точке наблюдения равна (см. (132.32)) 

 ( ) 3

1
~ 1 ~ ,

L
t tβ

γ ω
′Δ − Δ  (134.10) 

поскольку 
( ) 2 2

1 1
1 , 1.

1 2
β γ

β γ γ
− ≡ ≈

+
  Так в данном случае проявля-

ется эффект Доплера (см. также задачу  XIX.2). Так, например, электрон 
с энергией 1 ГэВ (γ ≈ 2 ⋅ 103) в поле H0 = 1 Тл испускает СИ в конусе 

с углом при вершине 4~ 5 10 рад ,ψ −⋅  что воспринимается наблюдате-

лем как всплеск излучения длительностью Δt ∼ 10−18 c. За время излуче-
ния Δt' частица проходит по орбите отрезок  

 ф ~ ,Ll c t ρ γ′= ⋅ Δ  (134.11) 

который является длиной формирования СИ. Поэтому все предыдущие 
соотношения справедливы при условии  

 lф Re,   или    ρL γRe. (134.12) 

В ультрарелятивистском случае это условие всегда хорошо выполняется.  
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 Спектр одиночного импульса синхротронного излучения — непре-
рывный, как у любого импульсного поля. Дискретный спектр при стацио-
нарном вращении частицы «размазывается» из-за квантовых флуктуации 
энергии и зависимости частоты обращения от энергии частицы. Поэтому 
реально можно наблюдать только низкие гармоники частоты обращения.  
 Ширину спектра СИ можно оценить из длительности импульса 
(134.10): 

 3
0 0 3

1 2 4
~ ~ , ,

3 3
L

Lt
ρπω γ ω ω λ
γ

Δ ≡ = ⋅
Δ

  (134.13) 

где ω0 и λ0 — характерные частота и длина волны СИ. Расчет показывает, 
что спектр мощности СИ описывается следующими асимптотическими 
выражениями:  
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 Электроны и позитроны в современных синхротронах и накопитель-
ных кольцах имеют такие параметры траекторий и энергий, что заметная 
доля мощности их СИ лежит в области видимого света. В приведенных 
выше примерах ВЭПП-4 и LEP максимум спектра СИ приходится на дли-

ну волны λ0 ≈ 0,2 нм (ω0 = 6 кэВ) и 1,47 ⋅ 10−3 нм (ω0 = 843 кэВ) соответ-

ственно. Это жесткое рентгеновское излучение. Однако благодаря мед-
ленному спаду спектра в область больших длин волн свет не только пуч-
ка, но даже одиночного электрона, хорошо виден (рис. XXII.6, а−ж). По-
этому СИ широко используется для наблюдения за движением частиц 
в ускорителях. Сейчас уже и протонные ускорители добрались до таких 
параметров, при которых СИ протонов становится заметным, и в прямом 
смысле слова тоже. СИ тяжелых частиц ⎯ протонов и антипротонов, 
можно видеть «невооруженным глазом» в ультрарелятивистских коллай-
дерах ⎯ Теватроне и LHC (табл. VI.3). В первом из них при радиусе кри-
визны орбиты ρL = 754 м на энергии 0,9 ТэВ длина волны λ0 = 3,56 мкм 

(ω = 0,35 эВ), а потери энергии частицы за оборот ΔEт ≈ 77 эВ. Во втором 

ρL = 2803,95 м и соответственно λ0 = 0,226 мкм (ω = 43,9 эВ), ΔEт ≈ 

≈ 44,7 кэВ. Таким образом, в Теватроне максимум спектра лежит 
в коротковолновой области ИК-диапазона, а в LHC ⎯ уже в УФ-диапазо-
не. В обоих коллайдерах СИ-протонов (антипротонов) также используется 
для диагностики пучков. Рис. XXII.6, ж показывает, как «выглядят» ан-
типротоны в собственном свете. 
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Рис. ХХII.6. Синхротронное излучение сгустка электронов (позитронов) в накопите-
ле ВЭПП-2 ИЯФ СО АН СССР (1967 г.). Энергия частиц 200 МэВ, радиус орбиты 
1,5 м: а — равновесное состояние пучка, б, в, г, д — в пучке возбуждены попереч-
ные колебания по одной (б) и двум (д) степеням свободы и нелинейные (г, в) 
с большой амплитудой (для возбуждения колебаний по пучку «ударяют» попереч-
ным импульсным электрическим полем, длительность импульса меньше периода 
обращения электронов); е — скачкообразное изменение интенсивности излучения 
при малой интенсивности сгустка: каждый скачок соответствует потере одного 
электрона, рассеянного на атомах остаточного газа (метод калибровки по СИ); ж ⎯ 
синхротронное излучение сгустка антипротонов в коллайдере Теватрон Лаборато-
рии им. Ферми, США, энергия частиц 900 Гэв, радиус орбиты 754 м (2008 г.) 
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Рис. ХХII.6. (продолжение) 

 Задача XXII.7. Оценить разброс частоты обращения и характерной частоты 
излучения электрона с энергией 50 МэВ в магнитном поле из-за квантовых флук-
туаций. Радиус траектории ρL = 1 м.  
 Частота обращения электрона в данном случае составляет L Lcω β ρ= =  

,c103 18 −⋅=  а характерная частота излучения и соответствующая ей энергия кван-

та излучения равны 14 1
0 3 10 с ,ω −= ⋅  0 0,2 эВ.ω ω= ≅E  За один оборот электрон 

испускает 4
T~ ~ 3 10Nω ωΔ ⋅E E  квантов СИ. Их статистические флуктуации  

~ ~ 170.N Nω ωΔ  Соответственно, разброс энергии электрона от оборота к обо-

роту составляет 

~ ~ 30 эВ,Nω ωδ Δ ⋅E E  
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что дает  

7 1
2

~ ~ ~ 6 10 , т. е. ~ 200 c .L
L

L mc
δω δγ δ δω
ω γ γ

− −⋅
⋅
E

 

Такой, казалось бы, незначительный разброс частоты обращения приводит к су-
щественному разбросу частот излучения в точке наблюдения: 

8 1
0 03 ~ 5 10 c .L

δγδω ω δω
γ

−= ⋅ ⋅ ⋅   

Этот эффект и приводит к «размазыванию» линейчатого спектра, превращая его 
в сплошной. 

 В накопителе частицы движутся вдоль равновесной орбиты, которая 
в простейшем случае имеет вид окружности. Под действием различного рода 
возмущений частицы могут отклоняться от равновесной орбиты. Это проис-
ходит, например, в результате рассеяния на атомах остаточного газа, хотя его 
плотность в современных накопителях очень низкая (рабочее давление по-
рядка 10−10 Торр, плотность 4 ⋅ 106 см−3), время жизни частицы составляет 
несколько часов, и часто оно определяется именно рассеянием на большие 
углы, в результате чего частица попадает на стенки вакуумной камеры. От-
клонившаяся частица испытывает действие фокусирующей системы накопи-
теля и начинает колебаться вокруг равновесной орбиты. Частота этих попе-
речных, или «бетатронных», колебаний зависит от «жесткости» фокусирую-
щей системы. И здесь для электронов и позитронов вступает в действие син-
хротронное излучение, которое гасит колебания частиц, заставляя их дви-
гаться строго по равновесной орбите. Происходит так называемое радиаци-
онное затухание колебаний. При этом средние потери энергии (изменение 
компоненты импульса, касательной к орбите) компенсирует ускоряющая сис-
тема накопителя. Одновременное действие сил, возбуждающих и демпфи-
рующих поперечные колебания, приводит к тому, что в пучке частиц уста-
навливается некий средний, постоянный во времени размер (рис. ХХII.6).  
 Задача XXII.8. Найти время радиационного затухания бетатронных колеба-
ний электрона в накопителе. Частота обращения электрона ωL, частота бетатрон-
ных колебаний QωL.  
 Воспользовавшись выражением (132.13) для силы торможения, запишем 
уравнение поперечных (бетатронных) колебаний электрона в виде  

 ( )( ) ( )2 2 2 2
Т 0

2

3L ex
xm x Q x f r H
c

γ ω γ+ = = −  

или 

 3 2 2 22
0.

3
e

L L
rx x Q x
c

γ ω ω+ ⋅ + =   
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Отсюда в приближении малого трения время затухания колебаний  

 1 3 2, 1 .
3
e

L L
r
c

τ γ ω τ ω− =   

 Строго говоря, приведенное решение справедливо для бетатронных колеба-
ний частицы вдоль оси магнитного поля. Полное решение задачи о поперечных 
колебаниях частицы в фокусирующих полях накопителя гораздо сложнее, В част-
ности, при определенном выборе параметров фокусирующей системы затухание 
колебаний по одной степени свободы может сопровождаться раскачкой колебаний 
по другой (сравни также с задачей XX.10). 

 До сих пор мы обсуждали излучение одной частицы. Рассмотрим, 
как изменится характер излучения, если на орбите находится N частиц. 
Пусть N очень велико и частицы распределены строго равномерно по кру-
говой орбите. Тогда система излучает как 2N-поль (§ 125), т. е. такой сим-
метричный кольцевой пучок частиц практически не излучает. Однако 

в реальном пучке имеют место флуктуации плотности ,~ 11 NNΔ  где 

N1 — число частиц в некотором объеме пучка. Очевидно, поля этих флук-
туаций (случайных отклонений от среднего) будут складываться в слу-
чайных фазах, так что полная интенсивность излучения пропорциональна 
числу частиц. Это типичный случай некогерентного излучения, когда 
складываются не поля, а интенсивности. Если же частицы собраны в сгу-
сток очень малых размеров, возможно усиление излучения — сгусток из-
лучает когерентно, J растет с числом частиц как N 2. 

   Задача XXII.9. Оценить размеры сгустка, излучающего когерентно.  
 Потребовав, чтобы разность хода от крайних точек сгустка до точки наблю-
дения была много меньше длины волны излучения, найдем  

 3 2
|| 0 ~ , .L Ll lλ ρ γ ρ γ⊥   (134.15) 

Второе условие следует из очевидного выражения для разности хода от осевой 
и боковой точек сгустка Δl ≈ l⊥ψ ∼ l⊥/γ  λ0. Для когерентности излучения необ-
ходимо выполнение обоих неравенств.  

  Для многочисленных применений СИ, обсуждение которых вынесе-
но в § 140, часто требуется иметь источник с перестраиваемыми интен-
сивностью и спектром. С этой целью в прямолинейные участки накопите-
лей электронов, где Н0 = 0, помещают специальные генераторы — «змей-
ки», которые представляют собой устройства со знакопеременным или 
спиральным магнитным полем, ортогональным траектории частиц.  
 Если поле вдоль траектории меняется по закону (рис. ХХII.7) 

 ( ) sin , 2 ,A d dH z H k z k dπ⊥ = =  
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где d — период, то потери энергии на СИ при одном прохождении части-
цей такой змейки (см. (132.4))  

 ( )2 2 2 2 2 2

0

2 1
,

3 3

L

L e e Ar H z dz r H Lβγ βγ⊥Δ = =E  (134.16) 

L = nd (n — целое) — полная длина генератора.  
 В зависимости от соотношения между длиной формирования излу-
чения и периодом поля различают два типа таких генераторов. В первом 
из них, так называемом ондуляторе (от англ. undulate ⎯ волнообразный), 
lф  d. Это означает, что максимальный угол отклонения частицы в поле 
змейки-ондулятора меньше 1/γ, так что длина формирования излучения  
 lф = L   d.  
Длина волны излучения в этом случае  

 λ ≈ d/γ 2, (134.17) 

а ширина спектра  
 ~ 1 .nω ω λ λΔ = Δ  (134.18) 

Например, для электрона с энергией 1 ГэВ и d = 4 см длина волны прибли-
зительно равна 100 нм (рентген). Более подробно оценки (134.16)−(134.18) 
рассмотрены в задаче XXII.9.  
 Задача XXII.10. Найти траекторию частицы в поле змейки H⊥(z) и период сле-
дования «всплесков» излучения, испускаемого частицей под углом θ к оси змейки. 
 В системе координат (x, y, z) с осью y вдоль поля змейки H⊥ и осью z вдоль 
направления начальной скорости частицы (рис. XXII.7) уравнения движения части-
цы имеют вид  

 ( ) 2 2 2
0, 0, const .

emx zH z y x z v
c

γ ⊥= ⋅ = + = =     

Последнее равенство отражает тот факт, что в постоянном магнитном поле полная 
скорость частицы сохраняется (§ 56). В приближении x z   эти уравнения мож-
но переписать в виде  

 
22 2

02

sin 1
, , 1 .

2
d

L
L A

k zd x mc dxz v
eH dzdz

βγρ
ρ

   = = ≈ −     
  

Отсюда 

 

( ) ( )

( )

0 0 0

0 0 0 0

1
1 cos , , ,

2

sin
( ) .

d
d L L

d

d

dx d dx k z
dz dz k

k zx z x x z
k

α α
ρ πρ

α α

′′= + − ≡ = =

′= + + −
 (134.19) 

Индексом «0» отмечены начальные значения угла траектории частицы и ее x-коор-
динаты. 
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Рис. XXII.7. Схема змейки на электромагнитах (а), распределение поля в средней 
плоскости змейки By(z) и траектория частицы x(z) (б). N, S – северный и южный 
стальные полюса электромагнита; ,⊗  ⎯  направление тока в обмотках; Fe – 

стальное ярмо электромагнита. Пунктир ⎯ смещение траектории, пропорцио-
нальное z (второе слагаемое в формуле x(z) в (134.19))  

 Режим работы ондулятора со смещением траектории и/или ненуле-
вым углом между траекторией и осью z на выходе крайне неудобен. 
В этом случае уменьшается поперечный размер рабочей области ондуля-
тора (из-за смещения траектории) или требуются коррекции орбиты элек-
тронов в накопителе, куда помещен ондулятор. Поэтому на входе и выхо-
де ондулятора помещают дополнительные магниты, а длину ондулятора 
выбирают кратной длине периода. Магниты отклоняют траекторию на 

входе и выходе ондулятора на угол ( )0 0 0, .x x Lα α′ ′= − =  В результате 

x(z) = x0 − α0 ⋅ sinkdz/kd и на выходе ондулятора x(L) = x0, x′(L) = 0. 

 Задача XXII.10 (окончание). Дальше ограничимся оценками, которые каче-
ственно правильно передают картину формирования излучения в змейке. Период 
колебаний частицы в поле змейки найдем, записав выражение для периода коле-
баний частицы в ондуляторе: 

 
( )

( ) ( )
.целое,,

2
, н

0

т
2

0

т

тн −=−≈= nnTT
v

xvz
z

dT



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Подставив сюда ( ) ( )( ) ,22
0

2
d

zxvx ′=  находим для случая 0 0 1x α′ = −   

 
2
0

н
0

1
4

dT
v

α 
≈ +  

 
. 

За это время излучение из точки 1 под углом θ (рис. XXII.8) проходит отрезок 
l14 = cTн, а частица приходит в точку 2 (l12 = d). Расстояние между фронтами излу-
чения из точки 1 (линия 4−5) и точки 2 (линия 2−3) определяет период следования 
импульсов излучения под углом θ: 

  ( )
2 2
014 12

0

cos
1 , 1.

4 2

l l dT
c v

αθ θθ β β θ
 − ⋅= ≈ − + +  
 

  

Для ультрарелятивистской частицы (1 − β ≈ 1/2γ2) отсюда получим значение дли-
ны волны излучения 

 ( ) ( )
2

2 2
02 2

1 , где .
22 2

Ad K eH dcT K
mc

λ θ θ γ θ α γ
γ π

 
= ≈ + + ≡ =  

 
 (134.20) 

 

Рис. XXII.8. Участок траектории электрона в ондуляторе и излучение из двух син-
фазных ее точек: 1 ⎯ точка излучения в момент t0; 2, 3 ⎯ положение фронта излу-
чения из точки 2 в момент  t0 + TН; 4−5 ⎯ то же для фронта излучения из точки 1 

Величина K называется параметром ондуляторности. Он равен отноше-
нию амплитуды α0 к углу раствора излучения частицы из каждой точки 
траектории Δθ ∼ 1/γ. Этот безразмерный параметр не зависит от энергии 
частицы (при γ  1) и примерно равен произведению HA ⋅ d, где амплиту-
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да поля HA измеряется в Тл, а период d — в см. При K ≤  γθ ∼ 1 приходим 
к значению λ из (134.17) ⎯ длине волны излучения из ондулятора. В он-
дуляторном режиме в точку наблюдения приходят 2n всплесков излуче-
ния длительностью  

 
3 3

1
~ .

2d

d
ck c

τ
γ πγ

=  (134.21) 

Этот результат следует из значения угла раствора излучения 
~ 1 .dk cθ τ γΔ ≈  Таким образом, τ(θ) ∼ T(θ)/γ, и мы приходим к ситуации, 

рассмотренной в задаче XI.7. Из ее результатов (см. (78.20)) нетрудно по-
лучить оценку (134.18). 
 Отметим, что согласно (134.20) длина волны ондуляторного излуче-
ния возрастает с углом θ, из-за чего картина излучения на экране, где оно 
наблюдается, «краснеет» по мере удаления от оси.   
  Поляризация излучения частицы в периодическом поле также су-
щественно зависит от режима работы встроенного излучателя. В ондуля-
торах плоского типа, рассмотренных выше (рис. XXII.7), поляризация 
линейная, и вектор Ed параллелен вектору ускорения, т. е. лежит в плоско-
сти (x, z) и перпендикулярен вектору By. Существуют спиральные ондуля-
торы, в которых магнитное поле изменяет свое направление с координа-
той z по закону  

 ( ) ( )cos 2 , sin 2 , const.x A y A A
z zH z H H z H H
d d

π π= = = =H   

Излучение из таких ондуляторов будет циркулярно поляризовано.  
 До сих пор мы говорили об одной частице. В случае сгустка частиц 
длина когерентности по-прежнему определяется оценками (134.15), где 
теперь ρL(z) ≤  ρL = pc/eHA. Как и в синхротроне, длина когерентности 
в ондуляторе мала, и электроны излучают некогерентно. Условия коге-
рентности (134.15) справедливы только в том случае, когда средняя плот-
ность частиц постоянна вдоль пучка. Если же промодулировать плотность 
пучка определенным образом, то его излучение будет когерентным неза-
висимо от полной длины пучка (см. § 146).  
 Второй тип «змейки» ⎯ виглер (от англ. wiggle ⎯ извиваться), соот-
ветствует условию lф  d. При этом максимальный угол отклонения час-
тицы больше α0 > 1/γ (K > 1) и длина формирования излучения  

 lф ∼ ρL /γ = mc2/eHA  d. (134.22) 

В эту оценку входит именно минимальное значение ρL(z), так как оно 
соответствует максимуму магнитного поля, а, следовательно, и макси-
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мальной интенсивности излучения. В этом случае, как и в синхротроне, 
излучение, приходящее в данную точку наблюдения, имеет вид серии 
независимых коротких импульсов, а длительность каждого импульса 
описывается той же формулой (134.10): τ ∼ ρL/γ3c (сравни с (134.21)). 
Излучение имеет широкий спектр Δω ∼ ω (см. (134.13)) с характерной 
длиной волны  

 
2

3 2
~ .

L A

c mc
eH

λ
γ ω γ

=  (134.23) 

Например, в виглере со сверхпроводящей магнитной системой (НА = 5 Тл) 
при энергии электрона 1 ГэВ длина волны излучения λ ∼ 0,1 нм 
(ω ∼ 12 кэВ) ⎯ рентгеновский диапазон. Виглерный режим использует-

ся, когда не требуется высокая монохроматичность излучения, но нужна 
его высокая интенсивность.  

Виглеры бывают двух типов. Многополюсные виглеры, большой длины, ана-
логичны по своей конструкции ондуляторам, но имеют гораздо большее значение 
магнитного поля. Однополюсные виглеры, или шифтеры (shift ⎯ сдвиг, англ., 
имеется в виду сдвиг спектра излучения), проще по конструкции, но требуют для 
достижения той же мощности излучения (при заданной энергии) более высоких 
значений магнитного поля из-за их меньшей длины. По существу, это просто 
сильнополевой магнит. Для компенсации его влияния на движение частиц в нако-
пителе шифтер снабжают двумя дополнительными полюсами с меньшим полем, 
но большей протяженности вдоль орбиты, выбирая значения поля так, чтобы ин-
теграл от поля вдоль траектории равнялся нулю.  
 Это условие является необходимым, но не достаточным для полной компен-
сации возмущения траектории частиц полем шифтера. Оно «зануляет» только 
изменение поперечной компоненты импульса частицы при прохождении через 
шифтер. Но аналогично тому, как это происходит в ондуляторе и «длинном» виг-
лере, ось траектории частицы в шифтере смещается в поперечном направлении 
(см. (134.19)). Таким образом, появилось требование равенства нулю второго ин-
теграла от поля вдоль траектории в шифтере. Это требование автоматически вы-
полняется в двух случаях: 
 а) ( ) ( )B z B z= −  ⎯ симметрия поля шифтера относительно середины цен-

трального полюса, 

 б) ( ) ( )
0

0

0B z dz B z dz
∞

−∞

= =  ⎯ симметрия интеграла поля по двум половин-

кам шифтера относительно середины центрального полюса. 
 Англоязычным аналогом термина «змейка», общим для ондуляторов и виг-
леров, служит название «Insertion devices» («встроенные приборы»), или, правиль-
нее, встроенные излучатели. Ондулятор был предложен В. Л. Гинзбургом в 1947 г. 
как устройство генерации когерентного излучения, но построен на накопителе-
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синхротроне только в начале 70-х гг. Змейки делают как на основе электромагни-
тов (рис. XXII.7), так и постоянных магнитов. Начиная с 90-х гг. прошлого века 
получили распространение сверхпроводящие электромагниты с полем до 10 Тл. 
Один из вариантов виглерных излучателей ⎯ короткие дипольные магниты с по-
лем такого уровня, которые встраиваются в фокусирующую систему накопителя, 
а роль компенсирующих «слабополевых» магнитов играют остальные элементы 
этой структуры. Подобный вариант встроенных излучателей ⎯ четыре сильнопо-
левые диполя, симметрично расположенные по орбите накопителя, был предло-
жен и осуществлен в середине первого десятилетия XXI века в ИЯФ им. Г. И. Буд-
кера в Новосибирске для накопителя BESSY-II в Берлине. 
 К 2011 г. в мире действовало более 100 синхротронов–источников СИ и еще 
несколько десятков строилось. Такие  источники имеют все развитые  страны ⎯ 
США, Канада, Германия, Великобритания, Франция, Италия, Швейцария, Япония, 
Корея, Тайвань − и некоторые так называемые развивающиеся ⎯ Китай, Индия, 
Сингапур, Бразилия. В России есть только два исследовательских центра, где рабо-
тают современные источники СИ ⎯ ИЯФ им. Г. И. Будкера и «Курчатовский инсти-
тут» в Москве. Строится еще один синхротрон в Зеленограде под Москвой. Наибо-
лее значительные из них имеют энергию электронов 6−8 ГэВ. Принято различать 
четыре поколения этих источников. Каждое следующее поколение приводило 
к повышению яркости излучения (133.5) как минимум на порядок. Это достигается 
несколькими способами: повышением энергии электронов, повышением числа час-
тиц (тока пучка), уменьшением эмиттанса пучка,  увеличением магнитного поля 
и протяженности змеек. В источниках СИ 4-го поколения ожидается достижение 
яркости на уровне 1021−1024 ст. ед. Лучшие современные источники СИ относят 
к 3-му поколению. Некоторые из них благодаря применению встроенных излучате-
лей уже достигли уровня «3,5». К ним относится, в частности, ESRF (табл. XXIII.1) 
и японский «SPRING-8», имеющий рекордную энергию электронов 8 ГэВ. Даль-
нейший прогресс связывают с созданием лазеров на свободных электронах рентге-
новского диапазона (§ 148). Все указанные параметры в синхротронах взаимосвяза-
ны, и достижение максимальной яркости ⎯ дело профессионального искусства фи-
зиков и инженеров, строящих накопитель ⎯ источник СИ.  
 Область применения СИ охватывает все естественно-научные дисциплины 
и многие разделы техники. Об этом подробнее сказано в § 140. 

§ 135. Излучение Вавилова–Черенкова  

 Эффект Вавилова−Черенкова кратко описан в § 71. Подчеркнем, что 
это — излучение заряженной частицы, движущейся в среде с постоянной 
скоростью. Теперь мы можем детальнее обсудить механизм генерации 
этого излучения. Но прежде еще раз вернемся к истории открытия эффек-
та, которая является прекрасным и поучительным примером тщательного 
подхода к экспериментальному исследованию. В начале 30-х гг. С. И. Ва-
вилов и его аспирант П. А. Черенков проводили эксперименты по изуче-
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нию флюоресценции жидкостей под действием гамма-излучения радия. 
Черенков обратил внимание на необычность излучения, свойства которо-
го существенно отличались от флюоресценции. Вавилов сделал предпо-
ложение, что наблюдаемое видимое излучение является тормозным излу-
чением электронов, выбиваемых гамма-лучами из атомов. Результаты 
экспериментов были опубликованы в 1934 г. И только три года спустя 
Тамм и Франк дали объяснение механизма излучения, обнаруженного 
в эксперименте*). Излучали действительно электроны, выбитые гамма-
лучами, но механизм излучения был совсем иным.  
 В эксперименте Вавилова–Черенкова (рис. XXII.9) радиевый препа-
рат помещался в одно из двух положений R1, R2 для изучения зависимости 
свечения от направления потока гамма-лучей. Стенки сосуда и подставка 
поглощали альфа-частицы и электроны из источника, так что в сосуд про-
никало только гамма-излучение.  

 

Рис. XXII.9. Схема эксперимента Вавилова−Черенкова: А ⎯ платиновый сосуд 
с исследуемой жидкостью; В ⎯ деревянная подставка; R1, R2 ⎯ пазы для разме-
щения радиевых источников; L1, L2, L3 ⎯ линзы; Р ⎯ призма;  D ⎯ диафрагма ⎯ 
элементы оптической системы наблюдения; К ⎯ оптический клин для измерения 
относительной яркости излучения; С ⎯ светофильтр; G ⎯ «призма Глана» для 
измерения поляризации излучения 

 Условие возникновения черенковского излучения (71.4) следует из 
простой кинематической схемы (рис. XXII.10, а): излучение из точек 1, 
2, … на прямолинейной траектории частицы достигает одновременно 
плоскости P (фронт волны), если угол ψ∗ между векторами k∗ и v (ско-

                                                 
*) См. [15], где собраны эти публикации 1930-х гг. 
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рость частицы) имеет значение, удовлетворяющее равенству 

 
1

cos 1, .
v

n cε
ψ β

β
∗ = ≤ =  (135.1) 

Это условие выполняется только в среде с показателем преломления 
nε > 1/β > 1. Пространственная картина излучения также следует из усло-
вия (135.1): излучение распространяется внутри конического сектора, ось 
которого направлена вдоль вектора скорости частицы, а толщина опреде-
ляется дисперсией ne(ω) (см. ниже).  
 Найдем теперь интенсивность черенковского излучения и соответст-
вующую ему силу торможения частицы в среде. Ниже приводится вывод, 
принадлежащий Ландау [6], но несколько видоизмененный и упрощен-
ный. Будем исходить из уравнений для потенциалов (67.4), (67.5) поля 
заряженной частицы, движущейся в среде с постоянной скоростью v:  
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 Как будет видно ниже, дисперсия (nε = nε(ω)) играет существенную 
роль в черенковском излучении. Поэтому естественно произвести фурье-
преобразование, т. е. представить потенциалы в виде суперпозиции пло-
ских волн  
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Аналогично  
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Подставляя в правую часть первого соотношения R = r − vt, получаем 
показатель экспоненты в виде (kr − kvt) и, сравнивая с (135.3), находим  

 ω = kv. (135.5) 
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С помощью подстановки фурье-разложений (135.3), (135.4) в уравне-
ния (135.2) находим  
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Фурье-компонента силы торможения определяется только электрическим 
полем: fT(k) = eE(k), откуда (r = vt)  
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Представим вектор k в виде k = kz + q, 2 2 2 ,zk k q= +  где ось z направлена 

по v. Из соображений симметрии ясно, что сила fт направлена вдоль оси z. 
Переходя в (135.7) к интегрированию по q, ω (d3k = 2πqdqdω/v), найдем  
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Поскольку физические поля, потенциалы и соответственно сила торможе-
ния — действительные величины, то их фурье-компоненты удовлетворя-
ют соотношениям А(−k) = А∗(k), ϕ(−k) = ϕ∗(k). Поэтому (135.8) можно 
интегрировать по ω в пределах (0, ∞) и взять удвоенную действительную 
часть полученного выражения. Отсюда следует, что вклад в силу тормо-
жения дает только мнимая часть интеграла. Это возможно в том случае, 
если аргумент логарифма отрицателен, что имеет место на нижнем преде-
ле q = 0 при условии βnε > 1, т. е. при условии черенковского излучения 
(135.1). В этом случае мнимая часть логарифма Im ln(−F(ω)) = Im(ln(−1) + 
+ lnF(ω)) = ±π; F(ω) > 0. В результате получаем  
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где граничная частота ω0 определяется из условия черенковского излучения 
βnε(ω0) = 1. Знак минус соответствует торможению частицы и излучению 
ею электромагнитных волн, а знак плюс — обратному процессу, т. е. по-
глощению частицей падающей на нее волны и черенковскому ускорению.  
 Соотношение (135.9) указывает на решающую роль дисперсии, кото-
рая ограничивает диапазон излучаемых частот. В отсутствие дисперсии 
ω0 = ∞ и сила торможения оказалась бы бесконечной.  
 По порядку величины сила торможения  
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где 0 = c/ω0, θ* — угол между векторами k∗ излучения и скорости 

частицы v (рис. XXII.10, а). Физический смысл этой оценки очень простой: 
торможение частицы вызывается натяжением силовых линий поля, «от-
стающего» от частицы на расстояниях r ≥ 0. Вблизи частицы (r ≤ 0) усло-

вие черенковского излучения нарушается из-за дисперсии, и конфигурация 
поля имеет обычный вид (§ 122), при котором торможение отсутствует. 

( )а ( )б

 

Рис. XXII.10. Кинематика черенковского излучения: а) излучение из точек 1, 2, … 
одновременно достигает плоскости P при условии (135.1). Поле излучения сосре-
доточено в узком коническом секторе с углом при вершине ψ*; б) схема формиро-
вания спектра черенковского излучения: P ⎯ плоскость регистрации излучения, 
h ⎯ апертура регистрирующего прибора (например, диаметр фотокатода ФЭУ 
(§ 63)) 

 Проделанные вычисления силы торможения справедливы при усло-
вии, что граничная длина волны 0 много больше среднего расстояния 

между молекулами среды. Только в этом случае поле в среде можно опи-
сывать макроскопически, т. е. вводить ε и μ. Поскольку 0 порядка длины 
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волны собственного излучения атома среды, т. е. 0 ∼ 10−5 см, то даже 

в газе это условие выполняется для плотности  1015 см3 (при нормаль-
ных условиях плотность газа 2,7 ⋅ 1019 см−3).  
 Спектр черенковского излучения получается из (135.9):  
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Это излучение распространяется в интервале углов  
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Например, показатель преломления воды nε1 = 1,3402 для λ1 = 4358 Å, 
nε2 = 1,331 для λ2 = 6563 Å. Ультрарелятивистская частица в воде испуска-
ет видимый свет под углом ψ* = 41°37' в интервале углов Δψ = 14' 
(4 ⋅ 10−3 рад) и излучает на 1 см пути энергию 440 эВ, т. е. около 
200 квантов. Для удаленного наблюдателя черенковское излучение пред-
ставляется в виде кольца радужной окраски, центр которого лежит на 
прямой, совпадающей с вектором v. Радужная окраска возникает из-за 
дисперсии показателя преломления: зависимость n(λ) приводит к тому, 
что угол ψ* становится функцией длины волны λ. 
 Длина формирования черенковского излучения, как и синхротронно-
го, зависит от геометрии схемы наблюдения (рис. XXII.10, б) ⎯ от длины 
отрезка траектории L(λ) = h/sinψ(λ), с которого излучение приходит 
в точку наблюдения. Правда, теперь эта длина зависит еще и от величины 
спектрального интервала λ1 − λ2 ≡ Δλ, в котором наблюдается излучение. 
При Δψ ψ∗ с учетом (135.12) находим   
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 Длительность вспышки черенковского излучения определяется дис-
персией среды (толщина конуса излучения), и ее можно оценить, также ис-
пользуя рис. XII.10, б. Первым в плоскость P приходит излучение с отрезка 
траектории AA′, распространяющееся под углом ψ∗ − Δψ, а последним 
с отрезка BB′, под углом ψ∗. Отсюда длительность импульса излучения 
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Подставив сюда Δψ из (135.12) и ψ∗ из (135.1), находим 
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Например, для воды при lB  L/β и lB = 1 м получаем Δt ≈ 3 ⋅ 10−11 с. 
Обычно длительность вспышки много больше обратной ширины полосы 
пропускания Δω регистрирующей системы, и поэтому вспышка практиче-
ски не искажается.  
 Отметим здесь одну важную особенность черенковского излучения: 
его интенсивность не зависит от массы частиц, поэтому черенковское из-
лучение наблюдается и у тяжелых частиц. Например, протон в воде начи-
нает излучать (ψ* ≈ 0) при энергии 470 МэВ (βmin = 0,746). Независимость 
от массы объясняется тем, что испускает излучение не сама частица, 
а атомарные электроны, возбужденные ее полем.  
 Поляризация черенковского излучения следует из формулы (135.6) 
для электрического поля волны 
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С другой стороны, фазовая скорость есть скорость движения фронта из-
лучения ⎯ в данном случае фронта черенковского излучения: 
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Рис. XXII.11. Движение частицы и фронта волны черенковского излучения. Век-
торы E, H, k образуют правую тройку, и вектор H ортогонален плоскости рисунка 
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Поэтому из (135.15) и условия (135.1) находим  

 *cos ,v
k τψ ∝ ± − = 

 

k
E v v   

где vτ ⎯ компонента вектора v, касательная плоскости фронта излучения. 
Вектор k перпендикулярен фронту изучения. Таким образом, вектор E поля 
волны направлен, как и должно быть, перпендикулярно вектору k и, кроме 
того, под углом π/2 + ψ∗ к оси конуса излучения. Вектор H магнитного поля 
волны перпендикулярен векторам E и k, т. е. направлен по «азимуту» кону-
са черенковского излучения. Качественно этот результат виден уже из того 
факта, что частица, движущаяся со скоростью v, есть элемент тока, направ-
ленного вдоль скорости. Поэтому и вектор-потенциал направлен вдоль v, 
а вектор E должен, как уже сказано, тормозить частицу. 
 Эффект Вавилова−Черенкова имеет важное применение в физике элемен-
тарных частиц — на нем основан способ измерения скорости частицы (по углу ψ* 
(135.1)). На рис. ХХII.12 схематически изображены две разновидности черенков-
ских счетчиков. Первый счетчик — так называемый пороговый, регистрирующий 

частицы, скорость которых превышает min 1 ,nεβ ∗=  где nε
∗  — значение показате-

ля преломления в диапазоне длин волн Δλ, определяемом областью чувствитель-
ности детектора светового излучения (фотоумножителя). Такие счетчики приме-
няются в различных детекторах заряженных частиц для отделения быстрых час-
тиц от медленных. Обычно детекторы представляют собой сложные анализирую-
щие устройства, измеряющие параметры частиц, рождающихся в различных реак-
циях, и черенковские счетчики в этих приборах выполняют функцию определения 
одного из параметров — скорости. Для повышения пороговой скорости регистра-
ции и ее удобной регулировки используют газовые черенковские счетчики высо-
кого давления (до нескольких десятков атмосфер). Кроме того, такие счетчики 
слабо тормозят и почти не поглощают частицы.  
 Черенковские счетчики второго типа — дифференциальные, позволяющие 
измерять скорость частицы. Их модификация, именуемая RICH (Ring Image CHe-
renkov detector), нашла широкое применение в экспериментах на ускорителях со 
встречными пучками — так называемых «коллайдерах» (от collide — сталкивать-
ся, англ.). В таких счетчиках  пространственно-протяженный детектор светового 
излучения (рис. XXII.12, б), регистрирует диаметр светового конуса, излучаемого 
частицей. На рис. XXII.12, б частицы летят навстречу друг другу вдоль прямой, 
ортогональной плоскости рисунка, и сталкиваются в «месте встречи»; родившиеся 
частицы (1, 2), разлетающиеся в поперечном к пучкам направлении, излучают 
в пространстве 4, заполненном газом или специальной легкой и прозрачной пла-
стмассой, а световое излучение регистрируется координатными детекторами (на-
пример, проволочными пропорциональными камерами), измеряющими координа-
ты фотонов, поступающих в детектор. Сигналы камеры анализируются ЭВМ, и по 
диаметру конуса измеряется скорость частиц. Схема такого RICH-детектора более 
подробно показана на рис. XXII.13. 
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Рис. XXII.12. Две схемы черенковских счетчиков: а — схема порогового черен-
ковского счетчика (1 — траектория частицы; 2 — стенки корпуса счетчика; 3 — 
плоское зеркало; 4 — параболическое зеркало; 5 — фотоумножитель), б — схема 
дифференциального черенковского счетчика (1, 2 —  траектории  регистрируемых  
частиц;  3 — детектор  светового  излучения; 4 — газовая среда; 5 — зеркало; 
Д1, 2 — размеры  изображений конусов излучения)  

 Понимание природы черенковского излучения позволило другому физику из 
Физического института им. П. Н. Лебедева Г. А. Аскарьяну предсказать и рассчи-
тать разновидность этого явления ⎯ возбуждение когерентного излучения в среде 
коротким сгустком электромагнитного излучения. Такой сгусток подобен 
заряженной частице с точки зрения воздействия его электромагнитного поля на 
атомарные электроны среды. Если же групповая скорость волнового сгустка V(ω) 
превышает фазовую скорость света в среде vϕ(Ω) в некотором диапазоне частот, то 
на этих частотах Ω выполняется необходимое условие эффекта Аскарьяна ⎯ 
возникновения черенковского излучения. При этом частота ω сгустка излучения 
(пакета, § 85) может отличаться от частоты Ω черенковского излучения, 
генерируемого сгустком в среде. С учетом значений vϕ(Ω) (84.5) и V(ω) (84.14) 
необходимое условие имеет вид 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

,
d n cV c v

d nϕ
ω ω

ω
ω ω

−
 ⋅

= ⋅ > Ω = 
  

 

или 

 ( ) ( ) ( )
.

dn
n n

d
ω

ω ω
ω

Ω > +  (135.16) 

 Второе достаточное условие следует из необходимости обеспечить форми-
рование когерентного излучения. Для этого нужно (см. (134.15)), чтобы длина 
сгустка l0 не превышала длину волны на частоте излучения:  

 ( )0
2

.l vϕ
πλ ωΩ≤ = ⋅

Ω
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Кроме того, нужно, чтобы сгусток (волновой пакет) не расплывался слишком бы-
стро, по крайней мере за время прохождения расстояния l0: 

 ( )0~ .t l V ωΔ  

 

Рис. XXII.13. Схема RICH-детектора: 1 ⎯ точка встречи (столкновения) пучков; 
2 ⎯ траектория частицы, родившейся в соударении двух встречных частиц; 3 ⎯ 
контейнер с аэрогелем, пересекая его, вторичная частица испускает черенковское 
излучение, лучи которого (4, 5 ⎯ разные длины волн) переносятся с помощью 
сферического (6) и плоского (7) зеркал на фотодетекторы (8), образуя на их при-
емной поверхности кольцеобразные радужные изображения 
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Воспользовавшись результатами § 85, запишем (см.(85.10) и (85.6)) 

 
( )

2
2
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и из условия 2
0z lΔ ≤  получим 
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 (135.17) 

Вторую производную d2ω/dk2 найдем, продифференцировав равенство 
ω ⋅ n(ω) = ck  дважды по k:  
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Таким образом, условие (135.17) принимает вид 
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 (135.18) 

 Приняв зависимость коэффициента среды от частоты излучения в виде (см. 
задачу XII.1)  

 ( )
2
0

2 2
0

1 ,n ω
ω ω

Ω= +
−

 

из (135.16) и (135.18) получим ограничения на частоту черенковского излучения, 
возбужденного сгустком в среде:  

 ( ) ( )
( )( )

min max

222 2 2 2 2
0 0 02 2

0
min max2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

,

3
, .

3

ω ω ω ω
ω ω πω
ω ω ω ω ω ω ω

Ω ≤ Ω ≤ Ω

 − + Ω + −  Ω = Ω = ⋅
+ Ω − +

 

В кварцевом стекле (табл. XII.1) сгусток излучения с длиной волны 1,5 мкм 
генерирует когерентное излучение, согласно приведенным расчетам, в широком 
диапазоне длин волн 0,2 ≤ λ ≤ 1 мкм. 
 Экспериментально эффект Аскарьяна был подтвержден только в 2000 г. 
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§ 136. Переходное излучение  

 Переходное излучение — это еще один вид излучения заряженной 
частицы, движущейся с постоянной скоростью. Возникает оно при движе-
нии частицы в среде с пространственно-неоднородными свойствами, в ча-
стности при пересечении частицей границы двух разных областей среды. 
 Переходное излучение обнаружено еще в 1919 г. немецким физиком 
Лилиенфельдом (J. E. Lilienfeld) при бомбардировке металлической по-
верхности ⎯ анода рентгеновской трубки электронами. Природа возни-
кавшего при этом светового излучения в то время понята не была. Только 
в 1945 г. советские физики В. Л. Гинзбург и И. М. Франк создали теорию 
этого излучения.  
 Ниже мы приведем некоторые простые оценки переходного излуче-
ния ультрарелятивистской частицы.  
 Начнем обсуждение с наиболее показательного примера: релятивист-
ская частица движется в вакууме вдоль оси цилиндрической трубы пере-
менного сечения (рис. ХХII.14). Поле частицы при v ≈ с (γ  1) имеет, как 
мы видели в § 122, формула (122.2), большие значения вблизи θ = π/2: 

 
3 3 22 2

, 1, .
2
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e
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γ πα θ
α γ

≈ ⋅ = − = ×
 

+  
 

R
E H E β  (136.1) 

 В области θ ≈ π/2, α ≤  1/γ поле направлено почти ортогонально скорости: 
Е⊥/Е|| = tg θ ≈ γ. В области малых углов (θ  ≤  1) поле примерно в γ3 раз 
меньше: E(θ = 0)/E(θ = π/2) = γ−3. Таким образом, поле релятивистской 
частицы по своей структуре близко к полю плоской волны. Когда частица 
влетает в трубу меньшего диаметра, последняя «срезает» поле частицы, 
и оно, отразившись от торцевой стенки на стыке труб, излучается в на-
правлении, обратном движению частицы. Потери энергии частицы на из-
лучение можно оценить как  

 ( )2 2 2
|| ||2 2

1 1 1
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π γ
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Здесь l|| — характерный продольный размер области поля частицы: 
l|| ∼ αb ∼  b/γ. Тогда  
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При b  а приходим к задаче об излучении частицы, пролетающей сквозь 
круглое отверстие в плоском экране.  

2a
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v
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Рис. ХХII.14. К оценке переходного излучения заряженной частицы в трубе пере-
менного сечения 

   Очевидно, длина формирования переходного излучения в данном 
случае есть l||, а длительность вспышки и ширина спектра излучения 
(сравни (134.10)−(134.13)) 

 
( ) 3

||

3 3

1
~ ~ , ~ ~ ~ , ~ .
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l b c b
c c

β π πγτ ω ω λ
τ τγ γ

−
Δ  (136.4) 

 Сгусток из N частиц в данной ситуации будет излучать когерентно 
(т. е. потери энергии вырастут в N 2 раз), если его размеры Δz < l||, Δr  b. 
Если же мы имеем дело с длинным и (для простоты) тонким пучком час-
тиц (Δz  l||), то излучение будет происходить некогерентно. Точнее, 
здесь нужно решить задачу о поле движущегося заряженного релятивист-
ского цилиндра. Аналогичные оценки по порядку величины дают  

 
2 2

|| 2

2 2
~ , ~ , ~ ln ,N

eN e N aE l b b
rl bl⊥ ΔE  (136.5) 

где l  b — длина сгустка в лабораторной системе. Излучение будет про-
исходить на фронте сгустка, на длине Δz ∼ а, пока не установится стацио-
нарное поле. Такая же энергия теряется на заднем фронте сгустка.  
 Приведем численный пример. Электрон с энергией 100 ГэВ при вле-
те в трубу радиусом b = 1 см (b a) теряет ничтожно малую долю своей 
энергии ΔE ∼ 1,5 ⋅ 10−2 эВ. Сгусток из N = 1012 электронов длиной l = 1 см 
в тех же условиях теряет ΔEN ∼ 3 ⋅ 1017 эВ, или 150 кэВ на электрон.  
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   Задача XXII.11. Оценить энергию переходного излучения назад при прохо-
ждении релятивистской частицы из вакуума в диэлектрик. Граница раздела пло-
ская, скорость частицы направлена по нормали к границе. Дисперсией среды пре-
небречь. 
 Применяя к «плоскому» полю релятивистской частицы формулу отражения 
плоской волны от границы диэлектрика  

 ( ) ( )отр пад 1 1 ,E E ε ε= − +  

аналогично (136.2) запишем  
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2
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||4
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ε γ π
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Для оценки l|| учтем, что «плоское» поле сосредоточено вблизи угла θ ≈ π/2, так 
что l|| =  l||(r) ≈ α2r ∼ 2r/γ. Интегрируя, получим  

 ( )2 2
min~ 1 .e rε γΔ −E  (136.6) 

В качестве rmin естественно выбрать величину, характеризующую поляризацион-
ные свойства среды:  

 2 2
min ~ 2 , 4 ,p p p er c n e mλ π ω ω π= =  (136.7) 

ωp — плазменная частота, nе — полное число электронов вещества в единице объ-
ема. Окончательно получим  
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   Из формулы (136.8) можно сделать определенные заключения 
и о влиянии дисперсии среды. Поскольку с ростом частоты (см. зада-
чу XI.1) ε убывает: ε(ω) ≈ 1 − (ωp/ω)2, энергия излучения при ωωp убы-
вает как ω−4. Поэтому в спектральном составе излучения назад будут пре-
обладать низкие частоты ω ≤ ωp. Именно поэтому в излучении назад при-
сутствует свет (что и было обнаружено Лилиенфельдом). Для графита, 
например, ωp ≈ 4,6 ⋅ 1016 с−1, λp ∼ 400 Å (мягкий рентген).  
 Гораздо более коротковолновое излучение генерируется вперед при 
прохождении частицы из диэлектрика в вакуум. В этом случае дисперсия 
среды играет определяющую роль. В области nε(ω) > 1 поле частицы име-
ет «черенковский» характер, и о переходном излучении вперед говорить 
не приходится: частица приходит на границу раздела «раздетой» — ее 
поле тянется сзади (см. рис. XXII.10, а), и, едва выбравшись в вакуум, 
частица должна «срочно» формировать свое поле. Столь забавная ситуа-
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ция еще раз указывает на необходимость последовательного учета дис-
персии среды. Можно, однако, сделать определенные заключения и без 
громоздких выкладок.  
   Задача XXII.12. Оценить энергию переходного излучения при прохождении 
ультрарелятивистской частицы из диэлектрика в вакуум по нормали к границе.  
 В области высоких частот, где nε(ω) ≤ 1, поле релятивистской частицы будет 
иметь ту же структуру, что и в вакууме. Для этих частот можно вновь использо-
вать приведенный выше прием (только теперь нас интересует энергия в проходя-
щей «волне»). Аналогично (136.8) проведем оценки энергии излучения  
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где множитель перед интегралом дает долю энергии проходящей «волны» от пол-
ной энергии, падающей на границу раздела, ε(ω) — диэлектрическая проницае-
мость в «нечеренковской» области (ε(ω) ≤ 1). Из приведенной оценки видно, что 
в области высоких частот (ω > ωp) нет резкого падения интенсивности 
(ср. (136.8)). Аналогично задаче XXII.11 получим  
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Этот результат отличается только отсутствием малого множителя ( )2
1 .ε −   

 Спектр излучения определяется длиной его формирования l|| ∼ rmin/γ ∼ λp/γ, 
откуда ширина спектра излучения (см. (136.4)) 

 Δω ∼ ω ∼ γ 3ωp. (136.11) 

 Переходное излучение имеет общую природу с излучением Вавило-
ва−Черенкова: в обоих случаях «излучателями» являются атомарные 
электроны. Различие состоит в том, что в черенковском излучении коле-
бания электронов «привязаны» к фазе волны, и поэтому излучают коге-
рентно. В переходном излучении такая «привязка» отсутствует, и элек-
троны среды излучают некогерентно. Тем не менее, в среде, если выпол-
няется условие черенковского излучения (135.1), а протяженность области 
излучения велика по сравнению с длиной его формирования l|| (136.5) 
и lform (135.13), оба вида излучения принципиально неразличимы. Подоб-
ный случай может иметь место при прохождении заряженных частиц че-
рез тонкие пленки (см. ниже — детекторы переходного излучения).  
 Переходное излучение находит применение в детекторах ультрарелятивист-
ских заряженных частиц: по энергии излучения измеряется лоренц-фактор γ и, 
главное, объединение такого детектора с трековым детектором рентгеновского 
излучения (рис. XXII.15) позволяет зарегистрировать траекторию излучающей 
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частицы. Такие детекторы переходного излучения ⎯ ДПИ (Transition Radiation 
Detectors ⎯ TRD, англ.) являются сегодня обязательным элементом больших мно-
гофункциональных детекторов в физике высоких энергий. ДПИ чаще всего ис-
пользуют для регистрации электронов и позитронов, т. к. энергия переходного 
излучения (число фотонов на один «переход») пропорциональна лоренц-фактору 
(см. (136.8), (136.10)), который при заданной энергии для легких частиц в отноше-
ние масс ( )21 mm  больше, чем у тяжелых (мезонов, протонов и др.).  

 Один из примеров использования ДПИ – детектор эксперимента ALICE на 
LHC. В многофункциональном детекторе ALICE детекторы переходного излуче-
ния  (рис. XXII.15, а) имеют радиаторы, состоящие из 100 полипропиленовых 
пленок толщиной 20 мкм с промежутками между ними в 400 мкм. Радиатор 
и дрейфовая камера соединены в единый модуль (рис. XXII.15, б), и шесть таких 
модулей располагаются по радиусу детектора ALICE, на оси которого сталкива-
ются частицы встречных протонных пучков. ДПИ регистрируют легкие «продук-
ты» ⎯ электроны и позитроны.  

 

Рис. XXII.15. Принципиальные схемы детектора переходного излучения (а) и од-
ного из его модулей (б): 1 ⎯ набор пленок радиатора переходного излучения, 
изготовленных из материала с малым средним атомным номером (для уменьше-
ния рассеяния регистрируемых частиц); 2 ⎯ детектор рентгеновских фотонов 
переходного излучения (дрейфовая проволочная камера)  

 Рентгеновские фотоны летят практически по направлению движения излучаю-
щей частицы, проходя через большое число пленок радиаторов (1) почти без потерь 
энергии. В дрейфовых камерах (2) фотоны выбивают из газа (ксенон) комптоновские 
электроны, которые регистрируются, приходя на один из анодов (с усилением в лавине 
газового разряда вблизи анодной проволочки, рис. XXII.15, б). 

 Еще один вид излучения быстрых заряженных частиц в среде ⎯ так 
называемое параметрическое излучение заряженной частицы, движу-
щейся сквозь кристалл. Этот тип излучения является своеобразной ком-
бинацией их переходного излучения с дифракцией этого излучения на 
кристаллической структуре. В одиночных «актах» взаимодействия части-
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цы с атомом (ионом) кристаллической решетки возникает излучение, 
а коллективный характер взаимодействия частицы с ионами кристалла 
приводит к интерференции излучения от отдельных актов (столкновений 
с ионами), в результате чего появляется когерентность излучения. Под-
робнее этот вид излучения мы разберем в следующей главе, § 139. 
 В заключение этой главы вернемся к астрофизике. Современные астрофизи-
ческие наблюдения показывают, что Вселенная обильно заселена источниками 
электромагнитного излучения рентгеновского диапазона. Анализ спектра этого 
излучения показывает, что присутствуют все механизмы генерации, рассмотрен-
ные выше. Прежде всего, это тормозное излучение («Bremsstrahlung», § 133), син-
хротронное (в магнитных полях звезд, § 134) и ядерное (гамма) излучение (§ 64). 
Поиски рентгеновских источников и их исследование ведутся во многих обсерва-
ториях ⎯ на Земле и в космосе (§ 129). Один из примеров рентгеновской косми-
ческой обсерватории ⎯ Fermi gamma-ray telescope (NASA + Франция, Германия, 
Италия, Швеция, Япония), запущенный в июне 2008 г. на орбиту высотой 550 км 
с наклоном 28,5°. Обсерватория оснащена набором детекторов, регистрирующих 
рентгеновское излучение в широчайшем диапазоне энергий фотонов от 8 кэВ 
до 300 ГэВ (!). 





   

 
 
 
 

ГЛАВА XXIII  

РАССЕЯНИЕ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

§ 137. Рассеяние волны свободным зарядом  

Электромагнитная волна, распространяющаяся в пространстве, со-
держащем заряженные частицы, вызывает их движение, частицы в поле 
волны испытывают ускорение и соответственно излучают. Энергия дви-
жения частиц и энергия их излучения черпаются из энергии волны. По-
этому такой процесс переизлучения есть не что иное, как рассеяние элек-
тромагнитной волны частицами. Как и любое рассеяние, этот процесс 
можно описать с помощью сечения рассеяния, определив последнее как  

 ,
dJ dd
d S

σ Ω=
Ω

 (137.1) 

где dJ dΩ  — средний по времени поток энергии излучения частицы 

в единицу телесного угла, S — вектор Пойнтинга падающей волны, ус-
реднение проводится по времени, много большему периода колебаний 
поля волны.  

Начнем с простейшей ситуации — свободная заряженная частица 
в поле плоской линейно поляризованной волны. Очевидно, ускорение 
частицы будет направлено вдоль направления вектора Е (ось х): 

 0e ,i tmx eE ω−=   

откуда интенсивность излучения частицы, согласно (124.5),  

 ( )
4

2 2
2 3

sin ,
4

dJ e E t
d m c

θ
π

=
Ω

 (137.2) 
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где угол θ отсчитывается от направления оси х. Усреднение по времени 
и подстановка в (137.1) дают  

 
2

2 2
2

sin , .e e
d er r
d mc

σ θ= =
Ω

 (137.3) 

Таким образом, дифференциальное сечение рассеяния пропорционально 
квадрату классического радиуса частицы rе. Сохраним индекс «е», по-
скольку, как мы знаем, излучают, а значит и рассеивают главным образом 
электроны. Как и «положено» дипольному излучению, здесь нет рассеян-
ного потока вдоль оси х, т. е. по направлению вектора Е в падающей вол-
не. Полное сечение получим, проинтегрировав (137.3) по телесному углу:  

 2
T

0

8
2 sin .

3 e
d d r
d

π
σ πσ π θ θ= =
Ω  (137.4) 

Для электрона σT = 0,66 ⋅ 10−24 см2 = 0,66 барн. Этот результат был полу-
чен английским физиком Дж. Дж. Томсоном (J. J. Thomson, 1895 г.). Со-
ответственно, σТ часто называют сечением томсоновского рассеяния. 

 

Рис. XXIII.1. Зависимость сечения комптоновского рассеяния σk от энергии кван-
та. Стрелки указывают шкалы для кривых 

Классическая теория Томсона нарушается с ростом энергии кван-
та ω (частоты падающей волны). Экспериментально это было обнаруже-

но американским физиком Комптоном (A. H. Compton, 1922 г.), а позднее 
Клейн и Нишина (O. Klein, I. Nishina, 1929 г.) и независимо И. Е. Тамм 
(1930 г.) получили формулу для квантового процесса. На рис. XXIII.1 
приведен этот результат. С ростом энергии сечение рассеяния монотонно 
падает, так что формула Томсона справедлива только для «мягкого» излу-
чения, когда энергия кванта много меньше энергии покоя электрона. Ре-
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ально отклонения от нее заметны уже в области сравнительно мягкого 
рентгеновского излучения (ω ≈ 10 кэВ). Для комптоновского рассеяния 
характерна передача электрону заметной доли энергии падающего кванта, 
что приводит к уменьшению частоты (энергии) рассеянного кванта (зада-
ча XXIII.1).  
 Изучая рассеяние рентгеновских лучей в парафине, А. Комптон об-
наружил, что длина волны рассеянного излучения возрастает с углом рас-
сеяния θ (рис. XXIII.2). Вскоре стало понятно, что это результат рассеяния 
рентгеновского излучения на атомарных электронах. 
 Задача XXIII.1. Получить формулу для изменения длины волны фотона, 
рассеявшегося на электроне. Оценить максимальное значение длины волны фото-
на, при котором заметно проявление эффекта Комптона. 
 Из условия сохранения суммарных энергии и импульса фотона и электрона 
запишем (рис. XXIII.2) 

( )22 2 2 2
0

0

,

cos cos ,

0 sin sin .

mc p c mc

pc
pc

ω ω

ω φ ω θ
φ ω θ

+ = + +

= ⋅ + ⋅
= ⋅ − ⋅

 

 


 

Здесь  ⎯ постоянная Планка, деленная на 2π; ω0 и ω ⎯ частота излучения до 

и после соударения; m, р ⎯ масса и импульс электрона отдачи. Обратим внимание 
на то, что в первом уравнении использовано выражение для полной (в релятивист-
ском смысле) энергии электрона. Здесь это принципиально, т. к. второй «участник» 
процесса соударения ⎯ фотон ⎯ всегда ультрарелятивистская частица (движущаяся 
со скоростью света с). Исключив ϕ из второго и третьего уравнений, найдём 

2 2 2 2 2
0 02 cosp c ω ω ωω θ = + − ⋅   

и подставим это значение в первое уравнение. После переноса ω в левую часть 

равенства и возведения обеих его частей в квадрат получим 

( )0 02
1 cos

mc
ω ω ωω θ− = ⋅ −

. 

Выражая частоты через соответствующие длины волн, находим  
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⎯ так называемая комптоновская длина волны.  
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  Из описания эффекта ясно, что фотон должен передать электрону часть сво-
ей энергии, превышающую энергию ионизации атома ~ 13,6 эВ.ΔE  Поэтому ми-

нимальная энергия налетающего фотона должна быть min ,ΔE E  что даёт 

max min2 ~ 0,1мкм.cλ π  E  Таким образом, эффект Комптона проявляется уже 

в далёком ультрафиолетовом и мягком рентгеновском излучении. 
 

фотон λ0 

фотон λ > λ0

e− 

атом θ 

ϕ 

 

Рис. XXIII.2. Схема рассеяния фотона на атомарном электроне (эффект Комптона) 

   Формулы (137.3), (137.4) нетрудно обобщить на случай неполяризо-
ванной волны. Пусть заряд находится в начале системы координат, вдоль 
оси z которой падает неполяризованная монохроматическая волна. Век-
тор Е лежит в плоскости (х, у), причем в волновом потоке равновероятно 
представлены все возможные поляризации, так что угол ϕ между векто-
ром Е и осью х принимает значения между 0 и 2π. Для каждого заданного 
направления вектора Е дифференциальное сечение описывается той же 
формулой (137.3), а угол θ можно выразить (рис. ХХШ.3) через углы ϕ 
и θ0 (угол между осью z и направлением на точку наблюдения): 
sin2θ = 1 − sin2θ0cos2ϕ. Усреднив по ϕ, получим дифференциальное сече-
ние рассеяния неполяризованной волны:  

 ( )
2

2
01 cos .

2
erd

d
σ θ= +
Ω

 (137.5) 

Подчеркнем, что операция усреднения соответствует сложению интен-
сивностей, что означает некогерентность отдельных поляризаций в па-
дающем потоке. Как следует из (137.5), для неполяризованной волны, как 
и для поляризованной, максимумы интенсивности рассеянного излучения 
направлены вперед и назад вдоль направления распространения падаю-
щей волны. Но теперь одинаковы по величине все потоки, рассеянные 
поперек этого направления (θ0 = π/2), и дифференциальное сечение рас-

сеяния в поперечном направлении равно ,22
er  т. е. вдвое меньше макси-

мального. Это нетрудно понять: вдоль данного поперечного направления 
(например, вдоль оси х) рассеиваются компоненты неполяризованной 
волны, составляющие с ней ненулевой угол. Полное сечение рассеяния 
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в случае неполяризованной волны  

 0 0 T

0

2 sin ,
d d
d

π σσ π θ θ σ= =
Ω  (137.6) 

т. е. то же самое томсоновское сечение (137.4). Результаты (137.5), (137.6), 
очевидно, справедливы и для циркулярно-поляризованной волны.  
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Рис. ХХIII.3. К рассеянию неполяризованной волны свободным зарядом 

   Поляризация излучения, рассеянного свободным электроном, зави-
сит от поляризации первичной волны. Для линейно-поляризованной па-
дающей волны рассеянная волна остается линейно-поляризованной, а на-
правления векторов ES, HS в последней те же, что и в потоке излучения 
точечного диполя, ориентированного вдоль Е (см. рис. ХХ.1). Поляриза-
ция в потоке, рассеянном из циркулярно-поляризованной падающей вол-
ны, имеет ту же структуру, что и в излучении вращающегося диполя (за-
дача XX.1, § 124). Наконец, неполяризованная волна (в которой равнове-
роятно представлены все поляризации) образует рассеянный поток, в ко-
тором степень поляризации зависит от направления рассеяния 
(см. задачу XXIII.2 ниже). В частности, излучение, рассеянное под углом 
θ0 = π/2, будет линейно поляризовано: точка наблюдения лежит в той же 
плоскости (х, у), что и вектор Е в падающей волне и соответственно век-
тор d переизлучающего диполя.  

 Задача XXIII.2. Для анализа поляризации волны используется специальное 
устройство (поляриметр — см. ниже), пропускающее электромагнитную волну 
с заданной поляризацией Р0. Так, для линейно-поляризованной волны сигнал, 
регистрируемый поляриметром, пропорционален Ir = (E, P0)

2, где Е — амплитуда 
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волны, P0 ⎯ единичный вектор, ортогональный n. Для неполяризованной волны 

( )( )2
0, ;rI

ϕ
ϕ= E P  здесь усреднение производится по углу ϕ (рис. ХXIII.3). Вра-

щая поляриметр вокруг оси, параллельной направлению падения волны, находят 
степень поляризации волны  

 .
minmax

minmax

rr

rr

II
II

p
+
−

=   

Степень поляризации равна единице для линейно поляризованной волны и нулю 
для неполяризованной волны.  
 Найти зависимость р(θ0) в волне, рассеянной свободным зарядом при паде-
нии на него неполяризованной волны.  
 Векторы Е(ϕ), n (рис. ХХIII.3) и P0 имеют компоненты  

( ) { } { }
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α θ α α θ

= × =

= ⋅ − ⋅

E n

P
 

Здесь α — угол между единичным вектором Р0 и плоскостью (x, z), в которой ле-
жит точка наблюдения, углы ϕ и θ0 определены выше (рис. ХХIII.3). Вектор ES 
в рассеянной волне, согласно (124.3), можно представить так:  

 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ){ }2

1
, .e e

S
p pp

r re
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ϕ ϕ ϕ ϕ= × × = × × = −E n n x n n E n n E E  

Вычислим скалярное произведение (ES, P0):  

 ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0, , cos cos cos sin sin .e e
s

p p

r r E
r r

ϕ ϕ α θ ϕ α= − = − ⋅ ⋅ + ⋅E P E P  

Усреднив по ϕ его квадрат, найдем  
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Отсюда степень поляризации есть  
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0
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.
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p θ

θ
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Рассеянный поток полностью поляризован (р = 1) при θ0 = π/2 и неполяризован 
(p = 0) при θ0 = 0, π. 

 В качестве поляриметра в диапазоне радиоволн можно использовать 
металлическую решетку. В оптическом диапазоне используют кристаллы 
и пленки — поляроиды. Последние изготавливаются в виде полимерных 
пленок (например, поливиниловый спирт с йодом). Молекулы в них пред-
ставляют собой длинные цепочки, выстроенные параллельно друг другу 
в результате специальной обработки (механическое натяжение). Такие 
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пленки обладают особым свойством — дихроизмом: они практически 
полностью (с точностью до 10−6 oт полной интенсивности) пропускают 
свет, в котором вектор Е перпендикулярен оси молекул, и поглощают 
99 % интенсивности света, поляризованного вдоль оси молекул.  
 Если падающая волна имеет достаточно высокую интенсивность, то 
при рассеянии ее на свободном заряде могут, вообще говоря, стать замет-
ными эффекты, связанные с влиянием магнитного поля волны.  
 Задача XXIII.3. Найти сечение рассеяния плоской линейно-поляризованной 
волны на свободном электроне с учетом влияния магнитного поля волны.  
 Записав уравнения движения с учетом действия магнитного поля Н (век-
тор Е направлен вдоль оси х, вектор Н — вдоль оси у)  
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решим эту систему уравнений методом последовательных приближений:  
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Отсюда получим сечение рассеяния с удвоением частоты  
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 (137.7) 

θ0 — угол между осью z и направлением на точку наблюдения. Отметим, что та-
кой же по порядку величины вклад в рассеяние дадут магнитодипольное и квад-
рупольное излучения электрона, которые здесь не учтены.  

   Рассмотренный эффект рассеяния на двойной частоте, по-видимому, 
реально ненаблюдаем: для оптических частот (ω ∼ 3 ⋅ 1015 с−1) ωL ≈ ω лишь 
для волны чрезвычайно высокой интенсивности (Н ∼ 200 МГс). Он пред-
ставляет тем не менее физический интерес: в поле волны достаточно вы-
сокой интенсивности начинаются нелинейные эффекты — удвоение час-
тоты и др. (ср. §§ 86 и 138).  

§ 138. Рассеяние волны связанным зарядом  

 Как мы уже знаем, из заряженных частиц, входящих в состав веще-
ства (протонов и электронов), рассеивают электромагнитные волны прак-
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тически только электроны. Электроны в атомах — связанные заряды; 
в качестве простейшей модели атома можно использовать осциллятор 
с собственной частотой ω0. Такую модель мы применяли уже не раз (см., 
например, задачи XI.1 и XII.1). В поле линейно-поляризованной падаю-
щей волны электрон совершает вынужденные колебания  

2 0
0 e .i teE

x x
m

ωω −+ =  

Такой связанный электрон, как и свободный, излучает, т. е. рассеивает, 
падающую волну. Имея в виду результаты исследования резонансной си-
туации (ω ≈ ω0), учтем теперь силу торможения излучением, что было 
несущественно в случае свободного электрона:  
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Добавив эту силу в уравнение движения, получим  
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Решение этого уравнения имеет вид  
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откуда сечение рассеяния есть  
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 В соотношениях (138.3) можно выделить три случая:  
 1. Область высоких частот, ω ω0. Функцию F можно представить 
в виде  
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поскольку силой торможения можно пользоваться только при условии 
  re (см. § 126). Таким образом, в данном случае атомный электрон рас-

сеивает волну как свободный.  
 2. Резонансное рассеяние, ω ≈ ω0,  
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  3. Область низких частот, ω ω0, где  
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Такую частотную зависимость сечения рассеяния в видимой области впер-
вые установил Рэлей (J. W. Rayleigh, 1871 г.). В работах по теории рассея-
ния света он нашел объяснение закономерностей, волновавших физиков 
с незапамятных времен: почему небо голубое, а заря красная? В 1809 г. 
французский физик Араго (D. F. Arago) обнаружил сильную поляризацию 
света, приходящего с «голубого» неба, что только усугубило проблему. 
Рост свечения с частотой резко подчеркивает окраску проходящего и рассе-
янного потоков. К тому же на заре солнечный свет, распространяясь по ка-
сательной к поверхности Земли вблизи точки наблюдения, проходит гораз-
до больший путь сквозь атмосферу, нежели в полдень, и практически пол-
ностью теряет свои голубые компоненты. Теория рэлеевского рассеяния 
была построена на модели молекулы в виде диэлектрического шарика. 
В следующем параграфе мы увидим, что учет интерференции света, рассе-
янного множеством молекул газа, не меняет результатов.  
 Посмотрим, как теория Рэлея объясняет поляризованность рассеянно-
го солнечного света. Для этого достаточно вернуться к результатам преды-
дущего параграфа — обсуждению поляризации рассеянного потока при 
падении неполяризованной плоской волны на свободный заряд. Переход от 
свободного заряда к связанному не меняет физической сущности карти-
ны — волна возбуждает дипольные колебания в системе зарядов (молеку-
ле), что и дает излучение. Поэтому свет, рассеянный молекулой, будет час-
тично поляризован в зависимости от направления рассеяния, и, в частности, 
свет, рассеянный поперек направления распространения падающей волны, 
будет поляризован линейно в соответствии с результатами опытов Араго.  
 Интересно, что поляризованность солнечного света, рассеянного ат-
мосферой, можно продемонстрировать с помощью фотографий: фотосни-
мок кучевых облаков в солнечный день, сделанный через поляризатор 
(поляроидную пленку), скрещенный с преобладающим направлением по-
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ляризации, будет заметно контрастнее снимка, сделанного без поляриза-
тора. Это связано с тем, что облака, многократно рассеивающие свет из-за 
их большой плотности, «излучают» практически неполяризованный свет, 
который не ослабляется поляризатором, тогда как свет, излучаемый «чис-
тым небом», поляризован и ослабляется заметно. 
 При рассеянии электромагнитной волны на связанном заряде наблю-
дается еще одно интересное явление, экспериментально открытое в 1928 г. 
индийскими физиками Раманом и Кришнаном (C. V. Raman и K. S. Kri-
shnan) в жидкостях и независимо советскими физиками Г. С. Ландсбергом 
и Л. И. Мандельштамом в кристаллах, — образование в рассеянной волне 
компонент с комбинационными частотами ωS = ω ± ω0, где ω0 — частота, 
зависящая от рассеивающей среды.  
 История этого открытия достаточно сложна и завершилась присуждением 
Нобелевской премии в 1930 г. одному лишь Раману (таковы были в то время «но-
белевские» правила). Исследования советских и индийских физиков велись, ко-
нечно, не один год, а результаты были опубликованы практически одновременно 
(советскими физиками даже раньше). Тем не менее с тех пор в западной литерату-
ре принят термин рамановское рассеяние, а в отечественной ⎯ комбинационное, 
хотя это одно и то же физическое явление. 

 На языке классической электродинамики комбинационное рассеяние 
есть суперпозиция собственного излучения заряда, совершающего коле-
бания с частотой ω0, и внешнего излучения, рассеянного этим зарядом. 
Комбинационные частоты появляются, если атомный осциллятор являет-
ся нелинейным (задача XXIII.4).  
 Задача XXIII.4. Электрон совершает колебания вдоль оси х под действием 
нелинейной упругой силы  

( ) ( )2 2
0 max, 1.F x m x x xω α α= +   

Найти частоты излучения электрона при падении на него плоской линейно поля-
ризованной волны, вектор Е  которой направлен вдоль оси х.  
 Из уравнения движения  
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Константы A1, 2 и ϕ1, 2 зависят от начальных условий, через них и выражаются кон-
станты B1, 2 (при подстановке в уравнение). Мы не будем выписывать полные вы-
ражения ввиду их громоздкости. Важно, что решение x(t) содержит слагаемое 
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с комбинационными частотами ω ± ω0, которое дает в выражении для рассеянной 
волны искомую компоненту. 

§ 139. Рассеяние волны системой зарядов  

 При рассеянии волны на зарядах, образующих некоторую систему 
конечных размеров, волны, рассеянные отдельными зарядами, интерфе-
рируют, что приводит к перераспределению потоков в пространстве 
и усилению или ослаблению полного рассеянного потока в зависимости 
от параметров системы и падающей волны.  
 Рассмотрим, например, рассеяние волны, испускаемой точечным 
источником, на двух одинаковых зарядах (рис. XXIII.4). Пусть расстояние 
между зарядами d много меньше расстояния от зарядов до источника l, 
а волна поляризована так, что вектор Е лежит в плоскости рисунка. Тогда 
волновой фронт вблизи зарядов квазиплоский, а поле в потоке, рассеян-
ном под углом θ,  

 ( )1 2 0 0 01 e , cos , .i
S S S S kdδ δ δ θ δ= + = + = =E E E E  (139.1) 

Повторяя преобразования (137.2)−(137.4), найдем дифференциальное се-
чение рассеяния:  
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При kd  1 это выражение совпадает с сечением рассеяния волны точеч-
ным зарядом 2е:  

 2 2
T4 sin , 4 .e

d r
d

σ θ σ σ= =
Ω

 (139.3) 

(Заметим, что при δ0 → 0 в выражении для σ следует произвести разложе-

ние до 3
0δ  в числителях дробей.) В этом случае система из двух зарядов 

рассеивает как один заряд, т. е. когерентно. Для конечного значения kd 
имеем типичный случай интерференционного рассеяния. В частности, 
возможно некоторое уменьшение полного сечения: например, при kd = 2π 
полное сечение в рассмотренном примере  
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При достаточно большом расстоянии между зарядами (δ0  1) полное 
сечение только вдвое больше сечения рассеяния на одном заряде, как если 
бы заряды рассеивали независимо, это результат усреднения (139.2) по 
телесному углу. Угловое распределение рассеянного излучения при лю-
бом kd имеет некоторую интерференционную структуру, однако ее угло-
вой размер уменьшается с ростом kd, и она легко «замывается» любыми 
возмущениями.  

 

Рис. XXIII.4. Рассеяние волны системой из двух зарядов 

   В рассмотренном примере схема рассеяния в точности повторяет 
схему Юнга (§ 92). Поэтому здесь можно использовать знакомые уже 
представления о когерентности источника. Если, например, источник из-
лучает на частоте ω в полосе Δω, то волны, рассеянные под углом θ, не 
интерферируют, если  

 cos ,kd ωθ π
ω

≥
Δ

 (139.4) 

т. е. разность хода лучей на данном направлении превосходит длину вол-
нового пакета. Если схема несимметрична, так что на пути волны от ис-
точника до зарядов «набегает» разность хода δl, рассеяние может проис-
ходить полностью некогерентно, если δl > πc/Δω.  
 Обобщая рассмотренный пример на случай системы N зарядов с ха-
рактерным размером а, можно выделить три случая:  
 λ  а; σ = N 2σT — когерентное рассеяние,  
 λ ∼ а; σ = σT F(a/λ) — интерференционное рассеяние,  
 λ а; σ = NσT — некогерентное рассеяние.  
Для системы неподвижных зарядов некогерентным является только пол-
ное сечение рассеяния, тогда как дифференциальное сечение остается ко-
герентным, как отмечено выше. Если же заряды движутся внутри области 
размера а, то когерентность рассеяния пропадает вплоть до значений λ ∼ а 
вследствие усреднения по различным расположениям зарядов (см. ниже).  
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Рис. ХХШ.5. Схема опытов Лауэ: РТ — рентгеновская трубка; Д — свинцовые 
диафрагмы; К — кристалл; Ф — фотопластинка 

 Функция F(a/λ) имеет тот или иной конкретный вид в зависимости 
от расположения и характера движения зарядов. Важным примером ин-
терференционного рассеяния является дифракция рентгеновских лучей на 
кристаллической решетке. Дифракционный (интерференционный) харак-
тер рассеяния рентгеновских лучей в кристаллах был обнаружен в экспе-
риментах (рис. XXIII.5) немецкими физиками Лауэ, Фридрихом и Книп-
пингом (M. Von Laue, W. Friedrich, P. Knipping, 1912 г.). Рассеянный по-
ток рентгеновских лучей регистрировался фотопластинкой, и распределе-
ние интенсивности носило типично дифракционный характер — остро-
локализованные максимумы. На рис. XXIII.6 приведена рентгенограмма 
молекулы ДНК — пример результатов современных рентгено-струк-
турных исследований. Механизм такого рассеяния объяснен Лауэ. Он по-
казал, что рассеяние рентгеновского излучения в кристалле аналогично 
дифракции электромагнитной волны на трехмерной дифракционной ре-
шетке. Рассмотрим этот процесс подробнее.  
 Представим себе кристалл в виде трехмерной решетки, в узлах кото-
рой находятся атомы (ионы). Для простоты будем считать, что электрон-
ная оболочка иона рассеивает падающую волну изотропно. 
 Если k, k' — волновые векторы падающей и рассеянной волн, то раз-
ность фаз в волнах, рассеянных атомами А и О (рис. XXIII.7), равна  

 ( ) , , 2 sin .
2

k A A OO q k ψ′ ′ ′ ′− = − = − = − =kr k r qr q k k  (139.5) 

Интенсивность рассеянной волны  

 ,e

2

0 −=
n

i nJJ qr  (139.6) 

где J0 — интенсивность волны, рассеянной отдельным атомом решетки, 
а сумма берется по всем рассеивающим атомам. Таким образом, интен-
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сивность J пропорциональна квадрату фурье-компоненты кристалличе-
ской решетки. Направление максимума рассеянного излучения определя-
ется условием 
 qrn = πmn, (139.7) 

где mn — любые целые числа (вообще говоря, разные для разных n).  

 

Рис. XXIII.6. Рентгенограмма молекулы ДНК (натриевая соль ДНК), полученная 
в монохроматическом пучке рентгеновского излучения, вырезанном из потока СИ 
накопителя ВЭПП-3 ИЯФ СО АН СССР (1974 г.). Схема монохроматизации пред-
ставлена ниже на рис. XXIII.9  
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Рис. XXIII.7. К расчету дифракции рентгеновских лучей на кристалле. Штрихо-
выми линиями показаны фронты падающей и рассеянной волн 

 Рассмотрим простейший случай трехмерной решетки, элементарная 
ячейка которой представляет собой прямоугольный параллелепипед со 
сторонами аα (α = 1, 2, 3). Тогда условие (139.7) принимает вид 
qαaα = 2πmα. Все три эти условия должны выполняться одновременно, что 
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и приводит к образованию узких максимумов — пятен (см. рис. XXIII.6). 
В рентгеноструктурном анализе их принято называть рефлексами, т. е. 
отражениями. В частности, если вектор q имеет только одну компоненту 
(например, q1 — случай А на рис. XXIII.8, или только q2 — случай В), ус-
ловие (139.7) принимает вид  

 2 sin 2 , 2 sin .
2

qa ka m a mψ π θ λ= = =  (139.8) 

B

B'

B'

B

A

A

A'

A'

a2

a
1

 

Рис. XXIII.8. Условие Вульфа–Брэгга для рассеянной волны на кристалле; АА′ ⎯  
рассеяние на горизонтальных слоях, ВВ′ ⎯ на вертикальных 

Последнее соотношение, носящее название условия Вульфа–Брэгга, полу-
чено русским физиком Вульфом (Г. В. Вульф, 1912 г.) и независимо анг-
лийским физиком Брэггом (мл.) (W. L. Bragg, 1913 г.). Мы уже встреча-
лись с этим условием при обсуждении объемной голографии (§ 110).  
 Дифракция рентгеновских лучей в веществе позволяет расшифровать 
его структуру. Соответствующие экспериментальные методы мы обсудим 
в следующем параграфе.  
 Рассмотрим теперь влияние беспорядочных тепловых колебаний 
атомов в кристалле при температуре Т. В показателе экспоненты (139.6) 
появляется дополнительное изменение фазы δϕ = qΔrn, где Δrn — случай-
ное смещение n-го атома, сферически симметрично распределенное по 

гауссовому закону с дисперсией ( ) ( ).22 Tr ρ=Δ  Тогда δϕ также имеет га-

уссовское распределение с дисперсией ( )2 2 2 3,r q ρΔ =  и можно вос-

пользоваться результатом, полученным в § 80 (см. (80.15)). Согласно это-
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му результату, интенсивность когерентного рассеяния ослабляется:  

 ( ) ( ) 2 2 60 .qJ T J e ρ−=  (139.9) 

Описанный эффект ограничивает длину волны рентгеновского излучения: 
qρ ≤  1. 
 Рассеяние электромагнитной волны в аморфной среде имеет совершен-
но другой характер. Например, в простейшем случае газа хаотическое движе-
ние молекул не ограниченно, и, согласно (139.9), интенсивность когерентного 
рассеяния равна нулю (ρ → ∞). Интенсивность некогерентного рассеяния 
получим из (139.6) в предположении, что rn — случайные независимые вели-
чины (это справедливо для достаточно разреженного газа). Тогда  

 J = NJ0, (139.10) 

где N — полное число молекул газа, т. е. каждая молекула рассеивает не-
зависимо.  
 Отметим, что в жидкости рассеяние уже не является полностью не-
когерентным, поскольку в ней имеется так называемый ближний порядок, 
т. е. положение близких молекул сильно скоррелировано.  
 Явление рассеяния непосредственно связано с давлением света 
(§ 118). Действительно, при рассеянии волны на заряде последний испы-
тывает действие силы f = σgc, где g — плотность импульса поля (117.8) 
в падающей плоской волне:  

 .
4

EH wg
c cπ

= =  (139.11) 

Средняя по времени сила  

 e .z wσ=f  (139.12) 

Отметим, что симметрия рассеянного излучения (равенство нулю импуль-
са, уносимого рассеянным излучением) приводит к тому, что давление 
волны на заряд определяется силой торможения, что прямо показано 
в следующей задаче.  

   Задача XXIII.5. Получить выражение для силы, действующей на покоящий-
ся заряд, рассеивающий плоскую линейно-поляризованную волну.  
 Поскольку скорость заряда v ≈ 0, сила, действующая на заряд,  
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где E, H — поле падающей волны. Отсюда  

2
T

2
,

3 e zr wσ= × =f E H e  

что совпадает с (139.12).  
   Задача XXIII.6. На систему зарядов из N покоящихся электронов, равномер-
но распределенных вдоль оси у на длине h, падает плоская линейно-поляризован-
ная волна, вектор k которой лежит в плоскости zy и составляет угол ϕ1 с осью z, 
вектор Е направлен по оси х. Найти угловую зависимость сечения рассеяния 
в плоскости zy (θ = π/2).  
 Поле рассеянной волны  

2

0

, e ,
2

N
ikne

S
p n

r
r

πθ ϕ Δ

=

 = = 
  E E  

где Δ = kh (sinϕ1 − sinϕ2)/N ≡ 2α, ϕ1, 2 — углы падения и отражения соответственно. 
Здесь специально сохранен параметр α из (100.2), чтобы подчеркнуть аналогию 
с дифракционной решеткой. Повторяя стандартную процедуру вычисления сече-
ния, найдем  

 
2

2

2

sin
.

sine
d Nr
d θ π

σ α
α=

 =  Ω  
  

При N → ∞ это выражение переходит в знакомую формулу дифракции на аперту-
ре h (97.7): 

 

( )

2
2 2

2

1 2

sin
,

sin sin ; 1.
2

e
d UN r
d U

khU N

θ π

σ

ϕ ϕ

=

 ≈  Ω  

= − 

  

Таким образом, рассеянное излучение в плоскости zy сосредоточено вблизи на-
правлений ϕ2 = ϕ1, π − ϕ1 в интервале углов Δϕ ∼ λ/h. Рассмотренная система заря-
дов является простейшей моделью зеркала.  
  Задача XXIII.7. Плоская монохроматическая волна рассеивается на элек-
тронном газе плотности n0. Найти распределение по частоте в волне, рассеянной 
на угол θS, считая распределение электронов по скорости максвелловским 
с  температурой Т.  
 Для рассеяния излучения на отдельном электроне, скорость которого v со-
ставляет угол θ с направлением регистрации рассеянного излучения, запишем 
значение частоты в системе электрона 

 ( ) ( )0 0 .S Sω γ ω γ ω′ = − = −k v k v  (139.13) 
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Здесь ω0, k0, ωS, kS — частота и волновое число соответственно для падающего 
и рассеянного излучения. Отсюда  

 ( )0 0, .S S Sω ω ωΔ ≡ − = −k k v  (139.14) 

Типичным для таких задач диагностики плазмы является случай v  c, когда  

 |q| = |kS − k0| = 2k0 sin(θS/2) + kS − k0 ≈ 2ω0 sin(θS/2)/c; ΔωS  ω0.  

Интенсивность излучения, рассеянного электронным газом на угол θS в интервал 
частот (ωS, ωS + dωS), найдем, просуммировав интенсивности потоков, рассеянных 
теми электронами, у которых направление и величина скорости удовлетворяют 
равенству  

 02 sin cos ,
2
S

S v
c

ω θω θΔ =  (139.15) 

где θ — полярный угол между векторами v и q. Для максвелловского распределе-
ния электронов по скоростям f(v) = (m/2πТ)3/2exp(−mv2/2T) спектральная плотность 
интенсивности записывается в виде  

 ( ) ( )2 2 2
0 0 sin 2 sin cos ,e S S

S S

d dJ S An lr f v v dv d qv
d d

θ π θ θ δ θ ω
ω

 
= ⋅ ⋅ − Δ Ω     

где dΩS — элемент телесного угла в лабораторной системе, S0 — плотность потока 
падающего излучения, А, l — площадь поперечного сечения и толщина плазмен-
ного слоя. Дельта-функция под интегралом нормируется условием  

 ( )cos 1.S Sqv dδ θ ω ω− Δ =   

Выполнив вначале интегрирование по θ, а затем по v, найдем  

 ( )22 2
0 0

02

sin 8
e , sin .

2
S Te S S

T
S T

S An lrd dJ T
d d mc

ω ωθ θω ω
ω πω

− Δ 
= = Ω  

 (139.16) 

Измерив это распределение, можно найти электронную температуру.  

 В § 136 было упомянуто параметрическое излучение, возникающее при про-
хождении быстрой заряженной частицы сквозь среду с кристаллической структу-
рой. Первая ступень формирования этого излучения во многом та же, что и в че-
ренковском и переходном излучении ⎯ заряженная частица, двигаясь в среде, 
возбуждает своим электрическим полем колебания атомарных электронов среды. 
На второй стадии ⎯ испускания излучения колеблющимися электронами, вступа-
ет в действие интерференция. Все происходит точно так же, как и при рассеянии 
электромагнитной волны в кристалле ⎯ формулы (139.5)−(139.8) остаются в силе, 
если учесть, что электрическое поле быстрой заряженной частицы сплющено 
в направлении скорости и растянуто в ортогональных к ней направлениях. Поэто-
му «удар» электрического поля по атомарному электрону представляет собой им-
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пульс конечной длительности. Если излучение приходит в точку наблюдения 
с некоторого слоя кристаллической решетки, толщина которого равна d, то длина 
формирования излучения (сравни рис. XXIII.8) 

 ф ~ ,
sin

dl
θ

  

где θ ⎯ угол между направлением на точку наблюдения и плоскостью кристалла. 
Соответственно, длительность всплеска излучения (см. § 119, а также форму-
лу (132.32) 

 ( ) ( )ф 1 cos
~ 1 cos ~ ,

sin

l d
c c

β θ
τ β θ

β β θ
− ⋅

⋅ − ⋅
⋅

 

а характерное значение длины волны излучения λ ∼ сτ. Подставив сюда значение 
угла θ из условия Вульфа–Брэгга (139.8), находим толщину слоя кристалла, из 
которой формируется когерентное излучение: 
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~ , ~ 2 при 1,

2 1
1 1
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a ad d a
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a

λλ γ γ
βλβ

⋅ ⎯⎯⎯→
− − −  

 

  (139.17) 

где a ⎯ толщина слоя кристаллической решетки. 
 Существование параметрического излучения было теоретически предсказано 
в конце 60-х гг. прошлого столетия (М. Л. Тер−Микаэлян, Г. М. Гарибян). Однако 
только в конце 1990-х гг. его существование было убедительно продемонстриро-
вано экспериментально группой А. М. Таратина на пучке протонов и ионов угле-
рода ускорителя Нуклотрон ОИЯИ. В этих экспериментах энергия протонов со-
ставляла 5 ГэВ, ионов C6+ ⎯ 2,2 ГэВ/нуклон. Излучение с энергией фотонов 
11,4 кэВ от протонов и 10,6 кэВ от ионов наблюдалось при прохождении частиц 
через кристалл кремния. 

§ 140. Рентгеноструктурный анализ  

 Явление дифракции рентгеновских лучей на периодических кристал-
лических решетках лежит в основе структурного анализа. Традиционно 
в качестве источника излучения применялись рентгеновские трубки 
(§ 133). Новые, существенно более широкие возможности  открылись во 
второй половине 60-х гг., когда появились мощные источники синхро-
тронного излучения ⎯ электронные накопители и были осознаны их пре-
имущества (§ 134). Накопители оказались весьма интенсивными источни-
ками электромагнитных волн и в рентгеновском диапазоне, позволивши-
ми совершить качественный скачок в развитии методов анализа, значи-
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тельно расширить круг решаемых задач. С конца 70-х гг. началось соору-
жение специализированных электронных накопителей, построенных 
только для работы с синхротронным излучением как в СССР, так и за ру-
бежом. Этот «синхротронный бум» захватил целые отрасли науки (хи-
мию, биологию, молекулярную физику) и техники (электронную, химиче-
скую промышленность и др.). В нашей стране различные эксперименты, 
базирующиеся на синхротронном излучении, и разработка его примене-
ния для целей технологии были начаты в Институте ядерной физики 
в Новосибирске. Приведенные ниже примеры взяты из работ, осуществ-
ленных в ИЯФ.  
 В подавляющем большинстве случаев используется не интегральный 
поток излучения, а его спектральная интенсивность. И здесь благодаря 
острой направленности СИ электронные накопители на несколько поряд-
ков превосходят по яркости (133.5) лучшие рентгеновские трубки и дру-
гие рентгеновские источники (табл. XXIII.1). Немаловажную роль в со-
вершенствовании методов рентгеноструктурного анализа сыграло и при-
влечение современных способов регистрации излучения и обработки ин-
формации (ЭВМ), развитых в экспериментальной физике элементарных 
частиц.  

Таблица XXIII.1. Характеристики некоторых источников рентгеновского излуче-
ния 

 Источник λ, 
(нм) 

Угловая 
расходимость  
излучения  
(радиан) 

Яркость,  
ст. ед. (133.6) 

Рентгеновская трубка 30 кВ ~0,1 ∼1 4 ⋅ 1016 
Линейный ускоритель электронов 
10 МэВ, 1 МВт 

 
10−4 

 
0,25 

 
3 ⋅ 1017 

Накопитель электронов ВЭПП-3, ИЯФ 0,5 2 ⋅ 10−4 2 ⋅ 1018 
European Synchrotron Radiation  
Facility (ESRF), Гренобль, Франция 

 
0,065 

 
1 ⋅ 10−4 

 
3,8 ⋅ 1020 

   Как мы уже видели, спектр излучения рентгеновских трубок и элек-
тронных накопителей довольно широкий. В структурных работах чаще все-
го применяют монохроматическое излучение, его получают, вырезая из 
широкого спектра узкую полосу с помощью стандартного приема — 
вульфбрэгговского рассеяния на кристалле, как это показано на рис. XXIII.8 
и ниже на рис. XXIII.9. Излучение, падающее на плоскость кристалличе-
ской решетки под углом скольжения θ(λ), рассеивается под таким же уг-
лом и содержит излучение с заданной длиной волны в соответствии 
с (139.8). Различают два способа монохроматизации — метод широкого 
пучка (рис. XXIII.9, а) и метод качающегося кристалла (рис. XXIII.9, б). 
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В первом ⎯ на кристалл падает расходящийся поток рентгеновского из-
лучения, а под разными углами θ′ выходят монохроматические потоки 
с разными λ. Во втором методе узкий пучок рентгеновского излучения 
с широким спектром падает на кристалл, поворотом которого в простран-
стве выбирают необходимые брэгговские углы θ(λ) так, что рассеянный 
поток несет монохроматическое излучение с выбранной длиной волны. 
Последний метод обычно применяется для монохроматизации синхро-
тронного излучения, обладающего узкой направленностью. 
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Рис. XXIII.9. Схемы монохроматизации рентгеновского излучения: a — метод 
широкого пучка; б — метод качающегося кристалла; РТ — рентгеновская трубка; 
К — кристалл, Д — свинцовая диафрагма, задающая угол расходимости излуче-
ния и определяющая тем самым величины Δλ и (в случае а) λ 

 В рентгеноструктурном анализе широко распространен метод вра-
щающегося (качающегося) образца. Монохроматический узкоколлимиро-
ванный пучок рентгеновского излучения падает на исследуемый образец, 
который медленно вращают вокруг оси, перпендикулярной пучку 
(рис. XXIII.10). Несмотря на то, что отдельные кристаллы (проще объяс-
нить сущность метода именно на кристаллической структуре) ориентиро-
ваны в образце хаотически, узкие максимумы дифрагированного излуче-
ния образуются в плоскости регистратора в определенных точках. Когда 
данный кристалл ориентируется в пространстве так, что для падающего 
пучка выполняется условие Вульфа−Брэгга (для некоторого угла θ), ди-
фрагированный поток дает максимум — так называемый рефлекс под уг-
лом 2θ к направлению первичного пучка. Если в кристалле существует 
несколько периодов структуры, дифракционная картина имеет соответст-
венно несколько рефлексов. В результате в плоскости регистратора воз-
никает сложная картина, наподобие той, которая показана на рис. XXIII.6. 
Вращая образец вокруг нескольких осей, получают соответствующие 
рентгенограммы и по ним ведут расшифровку структуры образца. Как 
правило, это сложная и трудоемкая задача, которую приходится решать 
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последовательными приближениями: по рентгенограммам строится при-
ближенная модель кристалла, затем рассчитывается рассеяние на этой 
модели, результаты расчетов сопоставляются с рентгенограммами, вно-
сятся поправки в модель (если она не опровергается полностью), и проце-
дура расчета и сравнения повторяется еще и еще раз. Классическим при-
мером таких исследований является расшифровка сложной структуры 
молекулы ДНК Криком и Уотсоном (F. H. C. Crick и J. D. Watson, 1952 г., 
Англия).  
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Рис. XXIII.10. Схема метода вращающегося образца в рентгеноструктурном ана-
лизе: РЛ — пучок рентгеновских лучей; О — образец; Р — регистратор  

 Существуют различные варианты схемы вращающегося образца, но 
их основной принцип один и тот же — выявление структуры по брэггов-
скому рассеянию.  
 Методы рентгеноструктурного анализа широко применяются для 
контроля состава веществ, например в металлургии. Такая задача несрав-
ненно проще описанной задачи расшифровки — она сводится к сравне-
нию получаемых рентгенограмм с эталонными. Использование интенсив-
ных источников СИ приводит к резкому сокращению времени экспози-
ции, а регистрация при помощи современных координатных детекторов, 
позволяющих сразу же вводить информацию в ЭВМ, существенно облег-
чает обработку результатов и расшифровку рентгенограмм. Теперь стало 
возможным изучение методами рентгеноструктурного анализа развития 
во времени различных процессов перестройки структуры вещества — 
съемка своего рода «рентгенодифракционных кинофильмов». Конечно, 
демонстрируются такие кинофильмы на экранах дисплеев ЭВМ. В качест-
ве примера на рис. XXIII.11 приведены кадры, иллюстрирующие процесс 
перестройки кристалла AgJ под действием давления. По оси абсцисс от-
ложен удвоенный угол поворота кристалла, а по оси ординат — интен-
сивность излучения, дифрагированного под данным углом θ. Каждая кри-
вая снята сканированием по углу θ (поворотом кристалла AgJ) при раз-
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ных, но фиксированных давлениях. Отчетливо видно, как с ростом давле-
ния (снизу вверх) возрастает интенсивность рефлекса 2θ ≈ 13°, а в конеч-
ном состоянии исчезает рефлекс 2θ ≈ 11°30′.  
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Рис. XXIII.11. Кадры «рентгенодифракционного кино»: процесс перестройки кри-
сталла AgJ под действием давления. 1 — 2500 атм, структура «AgJ-I»; 2, 3 — про-
межуточные состояния, 4 — 2900 атм, структура «AgJ-II»  

 Одно из очень интересных направлений в современном рентгеност-
руктурном анализе — так называемая «дальняя тонкая структура рентге-
новского спектра». Этот метод, требующий интенсивных рентгеновских 
источников, также получил свое развитие с появлением накопителей 
электронов — генераторов СИ. В эксперименте измеряется зависимость 
коэффициента поглощения монохроматического рентгеновского излуче-
ния в веществе от энергии падающего излучения. Последняя выбирается 
такой, чтобы она превышала энергию связи электрона («край поглоще-
ния») на какой-либо внутренней оболочке атома (отсюда название — 
«дальняя структура спектра», т. е. «за краем поглощения»). Оказывается, 
что в этом случае эффективность передачи энергии (сечение поглощения) 
от рентгеновского кванта электрону зависит от энергии кванта и от распо-
ложения  близлежащих (на расстояниях 4−6 Å) соседних атомов. Варьи-
руя энергию падающего пучка и регистрируя интенсивность падающего 
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и прошедшего сквозь образец пучков, находят их разность — интенсив-
ность поглощенного излучения. По ее зависимости от энергии падающего 
пучка (это и есть рентгеновский спектр поглощения) можно, привлекая 
методы квантовой механики, определить расположение окружающих 
атомов. При достаточно высокой монохроматичности излучения и точно-
сти определения его энергии (ΔE ≤  3−4 эВ — «тонкая структура спектра» 
при полной энергии кванта E ∼ 5−15 кэВ в зависимости от вида исследуе-
мого вещества) удается измерять расположение атомов с точностью по-
рядка 0,02 Å (2 пм).  
 Заметим, что монохроматизацию излучения осуществляют также 
с помощью брэгговского рассеяния, как это описано выше, а поворотом 
плоскости кристалла (изменением угла θ) перестраивают энергию «выре-
заемого» пучка.  
 Исторически первым применением рентгеновского излучения было 
простое, теперь — хорошо всем знакомое «просвечивание» исследуемых 
объектов, в том числе и живых, с наблюдением распределения плотности 
вещества по объему образца — рентгеноскопия (буквально «рассматри-
вание» рентгеном). Для рентгеноскопии очень важно иметь возможность 
регулировать контрастность деталей образца в исследуемой области объ-
екта. Это достигается введением различного рода веществ, сильно погло-
щающих рентгеновское излучение. В медицине, например, при рентгено-
скопии желудочно-кишечного тракта пациенту дают предварительно 
съесть кашу, насыщенную солями, содержащими барий — тяжелый эле-
мент (Z = 56), который сильно рассеивает и поглощает рентгеновское из-
лучение. Тогда на рентгеновском снимке или рентгеночувствительном 
экране органы, насыщенные барием, выглядят подчеркнуто темными. 
Кроме соединений бария часто применяют также соединения брома 
и висмута, безвредные для живого организма. Типичная энергия излуче-
ния в медицинской рентгенодиагностике 90 кэВ (13 пм) — излучение су-
щественно меньшей энергии сильно поглощается мягкими тканями.  
 Применение интенсивного и монохроматического излучения от ис-
точников СИ позволяет выйти в медицинской и биологической рентгено-
скопии на существенно новый уровень — резко поднять чувствительность 
благодаря использованию разностного метода при регистрации рентге-
новских снимков. В исследуемый объект вводится в очень малой концен-
трации вещество, повышающее контрастность, например раствор соли 
йода, и делаются два снимка в монохроматическом рентгеновском излу-
чении (в случае йода λ ≈ 0,3 Å) с разными энергиями — в одном случае 
выше, а в другом — ниже энергии ионизации K-оболочки атомов этого 
вещества (йода). В первом случае йод сильно поглощает излучение, во 
втором — слабо. Вычитая (на ЭВМ) интенсивности сигналов обоих 
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«снимков», получают контрастную фотографию объекта (рис. XXIII.12). 
Метод представляет большой интерес для рентгеноскопии кровеносных 
сосудов. Конечно, регистрация также ведется с помощью координатных 
детекторов, что к тому же делает диагностическую процедуру очень опе-
ративной («мгновенной») и, что немаловажно, совершенно безвредной. 
 Рентгеноскопия широко применяется в технике для выявления скры-
тых дефектов конструкций, например внутренних трещин, раковин в мас-
сивных изделиях из металла, бетона, полимеров и других материалов. Для 
этого требуется достаточно жесткое рентгеновское излучение, обычно это 
тормозное излучение электронов, ускоренных до энергии в несколько ме-
гаэлектронвольт (λmin ∼ 3 ⋅ 10−3 Å). В дефектоскопах первых поколений 
рентгенограмма регистрировалась на фотопленке. Сейчас ее заменил лю-
минесцентный экран, изображение с которого телевизионным устройст-
вом передается наблюдателю, находящемуся за радиационной защитой. 
Электроника позволяет построчно считать телекадр и передать в цифро-
вом коде в ЭВМ.  

 

Рис. XXIII.12. Рентгенограммы участка (10×10 мм) ушной раковины кролика, вы-
веденные на экран дисплея: а — обычная рентгенограмма; б — разностная рент-
генограмма. Контрастное вещество — бром; в верхней части снимка виден крове-
носный сосуд диаметром 1 мм 

 Исследование микроструктуры вещества на «надмолекулярном» 
уровне — задача рентгеновской микроскопии. Она тесно примыкает по 
своей сути к описанной выше рентгеноскопии микрообъектов. И про-
стейший вид рентгеновской микроскопии — контактная, когда образец 
помещается на регистратор и просвечивается рентгеновским излучением. 
Полученный снимок рассматривается в микроскоп. Сейчас в качестве ре-
гистраторов применяют фоточувствительные резистивные пленки (на-
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пример, из полиметилметакрилата), а изображение «проявляют» травле-
нием пленки в кислоте. Такой снимок можно изучать с помощью элек-
тронного микроскопа,  в результате чего достигается разрешение порядка 
50 Å. Рентгеновский микроскоп имеет ряд преимуществ по сравнению 
с электронным, в частности можно работать при больших толщинах об-
разцов, их не нужно помещать в вакуум. 
 В недалеком будущем появится, видимо, и голографическая рентге-
новская микроскопия, в которой можно надеяться получить разрешение 
того же порядка. Здесь главная проблема — яркие когерентные источники 
излучения, и решается она с помощью все того же синхротронного излу-
чения. Первые эксперименты в этой области состояли в осуществлении 
классических дифракционных и интерференционных схем (рис. XXIII.13) 
и голографировании простейших объектов. В начале 70-х гг. японским 
физикам (Кикута, Аоки с сотрудниками) удалось зарегистрировать на 
пучке синхротронного излучения (λ = 0,3 Å) и восстановить в свете He-
Ne-лазера голограмму трех щелей размером по 3 мкм с таким же расстоя-
нием между ними. Основные надежды на создание рентгеновской голо-
графии связывают с появлением лазеров на свободных электронах (ЛСЭ) 
рентгеновского диапазона (§ 148). 

 

Рис. XXIII.13. Увеличенное изображение картины интерференции рентгеновского 
излучения электронов, проходящих через спиральную «змейку» накопителя 
ВЭПП-2М ИЯФ (1983 г.). Схема Юнга: λ = 130 Å, Δλ/λ = 0,1 («змейка» имеет 
10 периодов), aS — от 7 до 15 мкм, LS = 5 м, а = 50 мкм, L = 30 см, диаметр отвер-
стий в экране 5 мкм, размер «источника» в направлении, ортогональном плоско-
сти рисунка, 350 мкм. Интерференционная картина наблюдается при увеличении 
расстояния между отверстиями вплоть до а = 500 мкм, что точно совпадает с кри-
терием когерентности источника (93.6). Для а = 50 мкм расстояние между макси-
мумами (92.15) составляет 84 мкм, а размер интерференционной картины 
(94,7) ± 840 мкм, т. е. ±10 линий  
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 Отметим, что рентгеновская оптика получила значительное разви-
тие благодаря технике многослойных зеркал, работающих аналогично 
интерферометрам Фабри−Перо (или интерференционным фильтрам). 
Толщина слоев и угол отражения связаны с длиной волны все тем же ус-
ловием Вульфа−Брэгга. В качестве материала слоев используются углерод 
(прозрачный слой) и вольфрам (отражатель), толщина слоя — порядка 
десяти длин волн. Такая техника применяется, в частности, для зеркал 
рентгеновских телескопов (§ 129).  
 Как и другие виды электромагнитного излучения, рентгеновское из-
лучение широко используется в спектроскопических исследованиях, 
в частности при определении структуры энергетических уровней молекул, 
атомов и атомных ядер, строения кристаллов. 
 Другим значительным достижением в развитии рентгеновской опти-
ки является создание преломляющих линз, аналогичных по принципу 
действия линзам оптического диапазона (§§ 89, 90). Такие рентгеноопти-
ческие устройства удается создать в диапазоне умеренно-жесткого излу-
чения λ ∼ 0,1 нм (энергия фотона E γ = 10−30 кэВ). В качестве материала 
линзы используется бериллий ⎯ легкий металл, слабо поглощающий 
и рассеивающий излучение и обладающий достаточно хорошими конст-
рукционными свойствами (в отличие от самого легкого металла ⎯ лития). 
Для данного диапазона длин волн показатель преломления в металлах 
достаточно хорошо описывается формулой (84.1) для плазмы: 

 ( ) ( ) ( )
2
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1 , .pn n n
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ω

ω ω ω
ω

 
≈ − Δ Δ ≈ ⋅ 

 
  

Отсюда следует, что n(ω) < 1, и отличие от единицы очень мало. Для бе-
риллия  

 Δn(ω) ≈ 1 ⋅ 10−6 (10 кэВ)−1 ⋅ 10−7 (30 кэВ).  

Оба эти свойства n(ω) приводят к тому, что, во-первых, рентгеновская 
фокусирующая линза имеет форму дефокусирующей стеклянной линзы 
оптического диапазона (см. (89.11) и рис. XIII.5). Во-вторых, фокусное 
расстояние такой одиночной линзы очень велико. Например, для линзы, 
показанной на рис. XIII.5, а, фокусное расстояние при E γ = 10 кэВ, со-
гласно (89.11), составляет 117 м. Поэтому такие линзы используют в виде 
сборок из N одиночных линз (рис. XXIII.14, б), что уменьшает фокусное 
расстояние примерно в N раз (см. задачу XIII.4). 
 Следует отметить, что для фокусировки рентгеновского излучения 
применяются также зонные пластинки ⎯ линзы Френеля (§ 99).  
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 При помощи рентгенфлюоресцентного анализа оказалось возмож-
ным изучать элементный состав различных руд, минералов, смесей ве-
ществ. Метод основан на свойстве атомов испускать под воздействием 
достаточно коротковолнового рентгеновского излучения вторичное, ха-
рактеристическое излучение, спектр которого однозначно определяется 
атомным номером облучаемого элемента. Вид спектра флюоресценции, 
таким образом, содержит информацию об элементном составе объекта, 
а относительные интенсивности максимумов — о концентрации этих эле-
ментов. При помощи источников СИ удается регистрировать концентра-
ции элементов на уровне 10−8. Таким образом, СИ находит применение 
в физике, химии, биологии, медицине, механике, геологии. 
 

 

Рис. XXIII.14. а) геометрия одиночной бериллиевой линзы для фокусировки мяг-
кого рентгеновского излучения, применяемая на накопителе PETRA-III (Лабора-
тория DESY, Гамбург, ФРГ); б) сборка из 30 линз [16]. R = 200 мкм, R0 = 200 мкм, 
d = 10 мкм, l = 1 мкм  

 Проникает этот метод и в гуманитарные науки ⎯ археологию и историогра-
фию, где его применение позволило уже в этом столетии сделать несколько заме-
чательных открытий. Один из таких примеров ⎯ исследование на пучке СИ 
в ИЯФ состава элементов в волосах мумий (народности пазыркийцев) из алтай-
ских курганов, открытых в конце 1990-х гг. и относящихся к IV−III вв. до н. э. 
Повышенное содержание меди, связанное, по-видимому, с использованием мед-
ной посуды, позволило объяснить раннее старение и быстрый уход из жизни этих 
людей: медь вытесняет из организма человека жизненно необходимый цинк. 
 Одно из важнейших применений рентгеновского излучения ⎯ рентгенов-
ский компьютерный томограф (РКТ), предложенный американским физиком 
Г. Хоунсфилдом и построенный им совместно с А. Кормаком (G. Hounsfield 
и A. McL. Cormack, 1972 г.). Исходная идея ⎯ та же, что и магнито-резонансного 

(а)                                             (б) 

2R0 

l 
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томографа (§ 36) ⎯ послойное «просвечивание» (напомним, tomos ⎯ слой, 
grapho ⎯ пишу) пациента с последующим анализом полученной картины. При 
этом решающим является тот факт, что интенсивность излучения уменьшается на 
единице длины пропорционально локальной плотности просвечиваемого объекта: 

 ( ) ( ) ( ) ,dN x x N x dxμ= − ⋅ ⋅   

где N(x) ⎯ число фотонов излучения на расстоянии x от поверхности объекта, 
μ(x) ⎯ коэффициент поглощения (см−1), пропорциональный локальной плотности. 
Отсюда  

 ( ) ( ) ( )
0

0 exp .

x

N x N dμ ξ ξ
 
 = ⋅ − 
  
   

Таков закон прохождения рентгеновского  (гамма-) излучения через вещество. 
В результате интенсивность излучения, прошедшего через слой толщины d, несет 
информацию об интегральной плотности слоя. Дальше нужно было догадаться, 
что, просвечивая объект под разными направлениями, можно восстановить рас-
пределение плотности вещества по объему исследуемого объекта. Эта идея и при-
надлежит Хоунсфилду, а Кормак дополнил ее совсем «немногим» ⎯ создал ком-
пьютерную программу, восстанавливающую функцию μ(r) или пропорциональ-
ную ей функцию распределения плотности ρ(r). Задача восстановления функции 
μ(r) по известной функции N(r) относится к классу так называемых обратных за-
дач математики, и ее решение дело очень сложное. Поэтому Кормак внес, по су-
ществу, решающий вклад в создание РКТ, слово «компьютерный» в названии ко-
торого заслуженно отражает этот факт*).  
 В медицинских РКТ пациента помещают на специальное устройство ⎯ ган-
три (gantry ⎯ помост, англ.), позволяющее просвечивать его рентгеновским излу-
чением в разных плоскостях.  
 Отметим, что применение современных физических методов регистрации 
рентгеновского излучения позволяет существенно сократить время записи РК-
томограммы и, соответственно, резко снизить дозу излучения, принимаемого паци-
ентом в течение сеанса. Но даже при этом доза за сеанс составляет около 2 бэр**). 

 Наконец, следует указать еще одну важную область уже реализуе-
мых сегодня и возможных в будущем применений СИ — для промыш-
                                                 
*) В зарубежной (англоязычной) литературе приняты термины «X-ray computed tomography» 
и  «X-ray computed axial tomography». Слово axial (осевой) подчеркивает тот факт, что на-
правление рентгеновского излучения изменяют, вращая источник вокруг продольной оси 
пациента. В отечественной медицине принят термин «мультиспиральная (или мультидек-
торная спиральная) компьютерная томография» (МСКТ). 
**) Бэр ⎯ биологический эквивалент рентгена (англ. rem ⎯ röntgen equivalent man): 1 бэр 
равен плотности энергии, поглощенной объектом, в 0,001 Дж/кг. Годовая допустимая доза 
для персонала, работающего с излучением, принята в РФ равной 2 бэр. Уровень радиацион-
ного фона на поверхности Земли составляет, в среднем, около 15 мкбэр (микрорентген). 
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ленных (технологических) целей. Одним из наиболее ярких примеров 
здесь, по-видимому, является рентгеновская литография — нанесение на 
поверхность кристаллов проводящих покрытий заданной конфигурации, 
что позволяет создавать различные сложные схемы микроэлектроники 
(так называемые БИСы — большие интегральные схемы). В обычной тех-
нологии такого производства исходная структура состоит из трех слоев — 
кремния, проводника (хром) и фоторезиста (полиметилметакрилат). После 
засвечивания фоторезиста через маску-экран с отверстиями заданной 
формы полиметилметакрилат в местах засветки приобретает устойчивость 
к кислоте и при последующем протравливании предохраняет проводник 
от разрушения. Так на поверхности кремния возникает схема электриче-
ских соединений. Минимальные размеры ее элементов ограничены ди-
фракцией излучения, экспонирующего фоторезист, на отверстиях маски, 
т. е. порядка нескольких длин волн. В конце 70-х гг., освоив ультрафиоле-
товое излучение лазеров, микроэлектроника вышла на уровень 2−3-мик-
ронных размеров (20−30 тыс. ангстрем). Переход на рентгеновское син-
хротронное излучение позволяет на 2−3 порядка повысить «плотность 
упаковки» электронных схем. Это резко увеличивает быстродействие вы-
числительной техники, эффективность электронных систем регистрации 
и обработки различных сигналов и т. д.  
 Существует, конечно, множество других применений рентгеновского 
и синхротронного излучений как для технологических, так и для исследо-
вательских целей.  



   

 
 
 
 

ГЛАВА XXIV  

КВАНТОВЫЕ ГЕНЕРАТОРЫ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 

ИЗЛУЧЕНИЯ  

В этой главе мы рассмотрим основные принципы генерации интен-
сивного когерентного электромагнитного излучения и его усиления в уст-
ройствах, получивших название квантовых генераторов и квантовых уси-
лителей. Диапазон длин волн, в котором работают квантовые генераторы, 
простирается от единиц сантиметров (радиоволны) до тысяч ангстрем 
(ультрафиолетовое излучение). Элементарным излучателем в таких уст-
ройствах является возбужденный атом (молекула). Уже само название 
этих источников говорит о существенной роли, которую играют кванто-
вые физические процессы в механизме их действия. Мы рассмотрим каче-
ственно лишь основные принципы их работы, опираясь на классические 
свойства электромагнитного поля и привлекая лишь упрощенные кванто-
вые представления (подробнее см., например, [6]).  

Квантовые генераторы — детище второй половины XX в., однако 
принято считать, что с их открытием физики опоздали лет на двадцать — 
тридцать. Физические представления о вынужденном излучении, лежащем 
в основе действия квантовых генераторов, были развиты Эйнштейном 
и Дираком еще в начале столетия, а резонатор оптических квантовых гене-
раторов, представляющий собой не что иное, как интерферометр Фаб-
ри−Перо, известен с конца прошлого столетия. И тем не менее появление 
квантовых генераторов датируется 1954 г., когда советские физики 
Г. Н. Басов и А. М. Прохоров и независимо американские — Дж. Гордон 
(J. Gordon), Х. Цайгер (H. Zeiger) и Ч. Таунс (Ch. H. Townes) продемонстри-
ровали действие аммиачного мазера (СВЧ-генератор, λ = 1,25 см). Десять 
лет спустя это открытие было отмечено Нобелевской премией (Басов, Про-
хоров, Таунс).  
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Квантовые генераторы и усилители называют также мазерами 
(§ 143) и лазерами (§ 144). Первый термин образован начальными буква-
ми слов Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiation (уси-
ление микроволн стимулированным испусканием излучения), а второй — 
аналогично с заменой первого слова словом Light (свет). Стимулирован-
ное, или, как его принято называть в отечественной литературе, индуци-
рованное, излучение является физическим процессом, на котором осно-
вывается действие квантовых генераторов и усилителей. Интересно, что 
еще в 1939 г. советский физик В. А. Фабрикант предложил использовать 
это явление для усиления электромагнитного излучения.  

Пятьдесят лет, прошедшие со времени открытия квантовых генера-
торов, отмечены огромными успехами в развитии этой новой отрасли 
науки и техники. В первых квантовых усилителях СВЧ на парамагнитных 
кристаллах (Бломберген, США), созданных в 1956 г., была реализована 
трехуровневая схема, предложенная годом ранее Басовым и Прохоровым. 
В 1958 г. Прохоров сформулировал идею об использовании открытых 
резонаторов, а в 1960 г. Т. Мейман (Th. Maiman, США) построил первый 
лазер на монокристалле рубина. В том же году, немногим позже 
А. Джаван, В. Беннет и Д. Эрриот (A. Javan, W. Bennett, D. Erriot, США) 
создали газовый лазер, а годом позже появился  полупроводниковый ла-
зер (одновременно несколько групп исследователей в том числе 
Г. Н. Басов, О. Н. Крохин и Ю. М. Попов, ФИАН СССР).  

В 1970-е гг. были высказаны идеи продвижения квантовых генерато-
ров в рентгеновский диапазон и начались эксперименты по разработке 
гамма-лазеров («гразеров», как их иногда называют).  

В конце того же десятилетия началось бурное развитие лазеров на 
свободных электронах (ЛСЭ), которые позволили сегодня расширить 
диапазон когерентного излучения в область рентгеновских длин волн. 
В отличие от квантовых генераторов и усилителей (в том числе, гразе-
ров) эти устройства являются чисто классическими. Первая схема ЛСЭ 
была предложена в 1971 г. аспирантом Стэнфордского университета 
Дж. Мэйди (J. M. J. Madey) в его PhD-диссертации. В 1976 г. Мэйди 
с соавторами продемонстрировали первый ЛСЭ на пучке электронов 
с энергией 24 МэВ, мощность излучения которого составляла около 
300 мВт. В СССР работы над ЛСЭ начались в 1977 г., в ИЯФ СО РАН, 
когда Н. А. Винокуров и А. Н. Скринский предложили схему опти-
ческого клистрона. Современное состояние ЛСЭ обсуждается в § 145. 
С созданием квантовых генераторов в физике и технике появились ин-
тенсивные источники когерентного и остронаправленного электромаг-
нитного излучения и высокочувствительные усилители электромагнит-
ных сигналов.  
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§ 141. Вынужденное излучение  

Прежде всего выясним, какова характерная монохроматичность из-
лучения «обычных» источников, работающих в оптическом и СВЧ-диапа-
зонах. Для оптических длин волн элементарными излучателями являются 
атом или молекула, а минимальная ширина линии излучения Δω0 опреде-
ляется временем жизни атома в возбужденном состоянии τ∗. Оно, в свою 
очередь, зависит от структуры атома и вещества, в состав которого этот 
атом входит, от того, какой именно уровень возбужден, и т. д. Для силь-
ных оптических переходов величина τ∗, по порядку величины, составляет 
10−8 с, так что в соответствии с соотношением неопределенности моно-
хроматичность излучения свободного покоящегося атома в оптическом 
диапазоне (λ ∼ 0,5 мкм) есть Δω∗/ω ∼ 10−7. Ширина линии излучения ато-
ма, входящего в состав кристалла или сложной молекулы, может быть 
значительно больше. Так, в полупроводниках Δω∗/ω ∼ 10−3.  

Атомы вещества, кроме того, участвуют в тепловом движении, что 
приводит к доплеровскому уширению линии излучения ансамбля возбуж-
денных атомов:  

 6T
2

~ ~ ~ 5 10 .D v T
c Mc

ω
ω

−Δ
⋅  

Численное значение приведено для молекулы водорода при комнатной 
температуре. Такая ширина линии излучения для многих применений яв-
ляется недопустимо большой, поэтому для монохроматизации источников 
приходится прибегать к различным устройствам, повышающим монохро-
матичность ⎯ таким, как, например, интерферометр Фабри−Перо (§ 105). 
Конечно, в этом случае монохроматизация достигается за счет потери 
интенсивности.  

В радиодиапазоне ширина линии генератора обычно определяется 
добротностью Q резонатора или контура: ΔωQ/ω ∼ Q−1 ∼ 10−5.  

Можно, однако, создать условия, при которых возбужденные атомы 
(молекулы) будут излучать не независимо, а когерентно. Такая привязка 
по фазе имеет место при индуцированном, или вынужденном, излучении*), 
когда все возбужденные атомы находятся в поле одной электромагнитной 
волны, частота которой совпадает с частотой их излучения (резонанс). На 
этом и основано действие квантовых генераторов (мазеры, лазеры и др.). 
В действительности такой механизм генерации возможен и в класссичес-

                                                 
*) Иногда употребляют и термин стимулированное излучение, от лат. stimulus ⎯ палка по-
гонщика ослов. 
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кой системе, когда излучателями являются не атомные электроны, а, на-
пример, электроны в магнитном поле, движение которых описывается 
классически, в частности, лазер на свободных электронах (глава XXV). 
В последнем случае механизм вынужденного излучения очень прост: это 
работа поля волны над электроном.  

В квантовом случае вынужденное излучение характеризуется эффек-
тивным поперечным сечением σв. Как и для других резонансных процес-
сов, по порядку величины σв ∼ 2 (ср. (138.5)). Точное выражение для σв 

можно найти, используя изящный метод Эйнштейна (задача XXIV.1). Он 
основан на распределении Планка для теплового излучения:  

 ( )
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ф
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d c ω

ω
ω π
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 (141.1) 

где nф — плотность фотонов, Т — температура излучения (в электрон-
вольтах*)), которое считается изотропным. Для дальнейшего формулу 
Планка удобно представить в виде  
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где dΩ — элемент телесного угла, в котором распространяются фотоны; 
N — число мод резонатора объема V:  
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m  — среднее число тепловых фотонов в одной моде. При Т ω вели-

чина m T ω≈  . Число мод N равно числу степеней свободы (мод) поля 

в резонаторе (§ 76).  
Задача XXIV.1. Найти сечение поглощения и вынужденного излучения 

двухуровневой системы из условия термодинамического равновесия.  
Условие равновесия на резонансной частоте ω в единичном интервале Δω 

запишем в виде  

 ( )ф 2
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dn nc n n
d

σ σ
ω τ ω∗− =

Δ
 (141.4) 

                                                 
*) Ещё раз напомним, что здесь и далее, если это специально не оговаривается, температура 
измеряется в эВ, а постоянная Планка в эВ⋅с (Приложение II). В этом случае постоянная 
Больцмана равна единице. 
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Здесь σп — резонансное сечение поглощения; n1, n2 — заселенность уровней 1, 2, 
равная плотности атомов на нижнем (1) и верхнем (2) уровнях соответственно; 
τ∗ — среднее время спонтанного излучения в переходе 2 → 1; Δωс — эффективная 
ширина спектра спонтанного излучения.  

В термодинамическом равновесии  

 1 2 e .Tn n ω=   (141.5) 

Подставляя выражения (141.1), (141.5) в (141.4), получаем 
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в п
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πσ σ π
τ ω∗= = ≤

Δ
   (141.6) 

Последнее неравенство связано с тем, что произведение τ∗ ⋅ Δωc ≥ π/2, причем равен-
ство достигается в случае естественной ширины спектральной линии (см. формулу 
(142.14) ниже и комментарий к ней). Обычно же τ∗ ⋅ Δωc  1, например, из-за доп-
леровского уширения. Уменьшение сечения при τ∗ ⋅ Δωc > π/2 объясняется тем, что 
фотоны взаимодействуют только с частью атомов вблизи резонансной частоты ω.  

Из условия термодинамического равновесия (141.5) следует еще 
один важный вывод. Перепишем это уравнение в виде  

 ,c
2

21
в w

n
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где wв = cσв(dnф/dω) — вероятность спонтанного перехода на один атом, 
a wc = 1/(τ∗Δωc) — вероятность спонтанного излучения на один атом. От-
сюда отношение вероятностей  
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Общая картина усиления излучения может быть представлена теперь 
следующим образом. Пусть среда состоит из атомов, способных совер-
шать переходы с испусканием или поглощением излучения некоторой 
частоты ω, и пусть концентрация возбужденных атомов, способных ис-
пускать излучение, по каким-то причинам превышает концентрацию не-
возбужденных поглощающих атомов (n2 > n1). Такая среда называется 
активной, и говорят, что в ней имеет место инверсия заселенности уров-
ней (от лат. inversio ⎯ перестановка). Если сквозь активную среду прохо-
дит монохроматическая волна частоты ω, ее интенсивность будет возрас-
тать в результате того, что вклад вынужденного излучения возбужденных 
атомов преобладает над потерями на поглощение. Если пренебречь для 
простоты всеми остальными потерями, кроме резонансного поглощения, 
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то уравнение для усиления плотности потока энергии j = cnфω имеет вид  
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 (141.8) 

где l — средняя длина «размножения» фотонов. Отсюда  

 ( ) ( ) .e0 lzjzj =  (141.9) 

В термодинамическом равновесии n2 < n1, и эти же соотношения опи-
сывают затухание волны (l < 0) вследствие резонансного поглощения. Про-
стой закон с l = const справедлив до тех пор, пока концентрации n1, 2 можно 
считать неизменными. Однако при достаточно большой интенсивности 
волны n2 → n1 (из-за равенства сечений σв = σп) поглощение волны умень-
шается. Это так называемый эффект насыщения, или просветление среды, 
на который впервые указал С. И. Вавилов. Уравнение (141.8) становится 
при этом нелинейным, так как l зависит от j (см. задачу XXIV.2). Этот эф-
фект положил начало так называемой нелинейной оптике.  

Задача XXIV.2. Найти закон резонансного поглощения монохроматической 
волны произвольной интенсивности.  

Прежде всего найдем соотношение между плотностью фотонов nф и равно-
весными концентрациями n1, 2, предполагая, что уменьшение концентрации n2 
связано только со спонтанным излучением со временем τ∗. Условие равновесия 
имеет теперь вид  

 ( ) 2
ф в 1 2 .

ncn n nσ
τ ∗− =  (141.10) 

Отсюда, учитывая, что n1 + n2 = n = const, находим  

 н
1 2 н

ф н в

1
, ,

2

nn n n n n
n n cσ τ ∗Δ = − = =

+
 (141.11) 

где nн — так называемая плотность насыщения (фотонов). Подставляя этот ре-
зультат в (141.8), найдем  

 ф н н
0

0 ф н в

1
, .

dn n n l
dz l n n nσ

= − ⋅ =
+

 

Интуегрируя, получим  

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 0

ф
н ф ф н

0 ф

ф
ф н 0

0 нф
z

ф

0 ln ,
0

0
0 ,

0 e , .l

nzn n n n
l n

nzn n z l l
l nn z

n z l−

− = − +


− < ≡≈ 

 >

 (141.12) 



Квантовые генераторы электромагнитного излучения 

 

351

Таким образом, l — полный пробег волны большой интенсивности, а l0 — средняя 
длина затухания волны малой интенсивности.  

Аналогичный эффект насыщения имеет место и при усилении волны 
в активной среде. В этом случае начальная инверсия заселенности уров-
ней Δn0 = n2(0) − n1(0) падает по мере роста интенсивности волны, что 
приводит к уменьшению коэффициента усиления. Равновесное значение 
Δn(j) в каждой точке активной среды будет определяться конкуренцией 
вынужденного излучения и накачки. Последнюю характеризуют величи-
ной инверсии в отсутствие поля Δn0 = n(0) и временем τ релаксации инвер-
сии Δn → Δn0.  

Задача XXIV.3. Найти закон роста интенсивности волны в активной среде 
для описанной модели накачки в пренебрежении нерезонансными потерями.  

Найдем прежде всего равновесную инверсию в зависимости от интенсивно-
сти волны. Аналогично (141.10) запишем  

 0 ,в
n nj nσ

ω τ
Δ − ΔΔ =


 (141.13) 

откуда  

 
( )

н
0 н в

1
, .

1

n j
j

n j j
ω

σ τ
Δ

= =
Δ +


 (141.14) 

Тогда (141.8) принимает вид  

 
( )

0
0 н в 0

1 1
, , .

1

j zd l
dz l j n
η η η

η σ
= ⋅ = =

+ ⋅ Δ
 (141.15) 

Решая это уравнение, получаем  

 ( ) ( )0
0 ln .

0

z
l

ηη η
η

= − +  (141.16) 

Решение полностью аналогично обратному процессу затухания (141.12). В част-
ности, при z → ∞ имеем η ≈ z/l0, или  

 ( ) 0 .
nj z zω

τ
Δ≈   (141.17) 

Таким образом, при большой интенсивности волны ее дальнейшее усиление идет по 
линейному закону и определяется только интенсивностью накачки Δn0/τ (Δn ≈ 0).  

§ 142. Квантовая генерация 

Для осуществления непрерывной генерации необходимо кроме усиле-
ния излучения ввести каким-либо способом положительную обратную 
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связь, т. е. вернуть обратно часть волнового потока, прошедшего сквозь 
активную среду и усиленного ею. Если коэффициент усиления K, а коэф-
фициент обратной связи равен ξ, т. е. Jвых = KJвх, Jвх = ξJвых + Jпад, где Jпад — 
интенсивность (мощность) падающей волны, то интенсивность на выходе  

 вых пад .
1

KJ J
Kξ

=
−

 (142.1) 

При ξK → 1 величина Jвых неограниченно возрастает, что означает пере-
ход от режима усиления к режиму генерации. Поэтому равенство  

 ξK = 1 (142.2) 

и есть известное в радиотехнике условие генерации. Для создания обрат-
ной связи активную среду помещают в резонатор, конструкция которого 
зависит от длины волны излучения — объемный резонатор СВЧ (мазеры, 
§ 143) или открытый резонатор из двух зеркал (лазеры, § 144). В даль-
нейшем будем рассматривать резонатор длины L (вдоль направления из-
лучения), одна из торцевых стенок которого является полупрозрачной для 
излучения с коэффициентом отражения ξ или имеет соответствующее 
выходное отверстие. Для простоты пренебрежем всеми потерями в резо-
наторе, кроме покидающего его полезного излучения.  

Задача XXIV.4. Рассмотреть баланс энергии в резонаторе в установившемся 
режиме генерации.  

В отсутствие активной среды энергия поля в резонаторе затухает как 
,W W Qω= −  где Q — добротность резонатора (52.22), связанная с излучением из 

резонатора. Поскольку в этом случае ( )1 2 ,W cW Lξ= − −  то  

 
2 1

, .
1

L cQ
ξ ω

= ⋅ =
−




 (142.3) 

С учетом интенсивности излучения активной среды Jизл баланс энергии имеет вид  

 изл вых изл .
dW WJ J J
dt Q

ω= − = −  (142.4) 

В установившемся режиме ( )0W =  

 вых изл
p

,
W WJ J
Q

ω
τ

= = =  (142.5) 

где τр — время затухания мощности в резонаторе, связанное с шириной резонанс-
ной кривой (полоса пропускания резонатора Δωр) соотношением  

 
( )p

p

2 11

2

c
Q L

ω ξω
π τ

Δ −
= = =  (142.6) 

(см. (142.14) ниже).  
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Обычно ширина пропускания резонатора Δωр гораздо меньше Δωc — 
ширины линии спонтанного излучения (с учетом доплеровского ушире-
ния). Более того, обычно Δωc много больше расстояния между соседними 
продольными модами в резонаторе δωp = πc/L (§ 76). Поэтому, во-первых, 
усиление волны (генерация) в резонаторе может происходить сразу на 
нескольких модах, лежащих в полосе Δωc, а во-вторых, ширина каждой 
моды будет определяться резонатором (Δωр). Схематически эта зависи-
мость показана на рис. XXIV.1. В дальнейшем мы ограничимся рассмот-
рением одномодового режима генерации (в центре линии спонтанного 
излучения), когда все остальные моды каким-то способом подавлены (см. 
§ 144), и состоянием с одной поляризацией.  

 

Рис. XXIV.l. Ширины линий спонтанного и индуцированного излучений в кванто-
вом генераторе 

 Определим мощность излучения квантового генератора в установив-
шемся режиме. Будем по-прежнему описывать процесс накачки уравнением 
(141.15), в котором теперь нужно заменить j(z) на 2j(z), так как в резонаторе 
имеется два встречных потока примерно одинаковой интенсивности (см. ни-
же). Поскольку потери на полупрозрачном зеркале равны (1 − ξ) j, то, считая 
1 − ξ 1, из (141.15) получим условие стационарной генерации в виде 

 ( )ст ст
0 ст н

2 1
1 ,

1

Lj j
l j j

ξ⋅ = −
+

 (142.7) 

где l0 = 1/σвΔn0, а плотность насыщения теперь jн = ω/2σвτ (сравни 

(141.14)). Отсюда 

 
( )ст н

0

2
1

1

Lj j
l ξ

 
= −  − 

 

и полная мощность излучения квантового генератора в стационарном ре-
жиме равна 

 ( ) ( )вых ст н 0
0

2
1 1 ,

LJ Sj Sj n V
l

ωξ ξ
τ

 
= − = − − ≈ Δ 

 


 (142.8) 
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где S — площадь поперечного сечения потока излучения; V — объем ак-
тивной среды. Последнее приближенное выражение справедливо при ус-
ловии jст  jн.  

Из соотношений (142.7) и (141.14) находим равновесное значение 
инверсии, соответствующее режиму стационарной генерации  

 ( ) н
0

н ст в

1
.

2

jn j n
j j L

ξ
σ

−Δ = Δ =
+

 (142.9) 

Отсюда при jст = 0 получаем пороговое значение инверсии (Δn0)пор = 
= (1 − ξ)/2Lσв. 

Спектр излучения квантового генератора является непрерывным 
вследствие влияния неустранимых шумов теплового излучения в резона-
торе и спонтанного излучения. Вид спектра можно найти следующим об-
разом.  

Будем описывать когерентное и шумовое поля в резонаторе с помо-
щью комплексных векторов Еког, Еш соответственно (рис. XXIV.2). Фаза 
шумового поля θ является случайной, поэтому среднеквадратичный сдвиг 

фазы когерентного поля под действием слабого шума ( )2ϕΔ =  

2 2
ш ког 1.E E=  Это приводит к диффузии фазы когерентного поля со 

скоростью  

 ( ) ( )2 2 ш
ш2

ког

1
,

Jd dD E
dt dt WEϕ ϕ= Δ = ⋅ =  (142.10) 

где Jш = Wш/τp — интенсивность шума, а Wш — полная энергия шума 
в рассматриваемой моде колебаний резонатора. Распределение по Δϕ яв-

ляется в этом случае гауссовым с дисперсией ( )2
.D tϕϕΔ =   

 Если бы смещение фазы не росло со временем, то колебания имели 
бы строго монохроматическую компоненту (см. (80.15)). Диффузия же 
фазы приводит к чисто непрерывному спектру (стохастическое поле) — 
см. задачу XXIV.5. 
 Задача XXIV.5. Найти спектр стационарных колебаний со средней частотой 
ω0, фаза которых диффундирует с постоянной скоростью Dϕ.  
 Считая амплитуду колебаний единичной, найдем их корреляционную функ-
цию (см. § 80)  

 ( ) ( ) ( )( )e .
t

i t tt t ϕ ϕ ′−′− =K  
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Eког

E'ког

Eш
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Рис. XXIV.2. Диффузия фазы когерентного поля 

Как и при получении формулы (80.15), заменим интегрирование по времени ин-
тегрированием по функции распределения  

 ( ) ( )2

0, exp ,
2

j t t f
D t tϕ

ϕ
ϕ

 Δ ′Δ − = − ′−  
 (142.11) 

где Δϕ = ϕ(t) − ϕ(t′), а 0 1 2f D t tϕπ ′= −  — нормировочный множитель. В ре-

зультате получаем  

 ( ) ( ) ( )
2

2
0 exp e ,

2
D t tt t f i d

D t t
ϕ

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

∞
′− −

−∞

 Δ ′− = Δ − Δ = ′−  
K  

т. е. корреляция убывает экспоненциально со временем. Произведем фурье-
преобразование функции корреляции:  

 ( ) ( ) ( )2 2

0 0

1 1 1
e e e ,

2 2 2

D i D iD i d d dϕ ϕϕ ω ξ ω ξξ ωξω ξ ξ ξ
π π π

∞ ∞ ∞
− + Δ + Δ− Δ

−∞

 
 Δ = = + + 
  

  K  

где ξ = t − t′ ⎯ переменная интегрирования, Δω = ω − ω0. Произведя интегриро-
вание и учитывая равенство (80.7), получим спектр мощности  

 ( )
( ) ( )2 2

0

2
.

2

D
p

D

ϕ

ϕ

π
ω

ω ω
=

+ −
 (142.12) 

Определим эффективную ширину спектра Δω условием р(ω0) ⋅ Δω = 1, откуда  

 Δω = πγ = πDϕ/2, (142.13) 

где γ — скорость экспоненциального затухания корреляции.  
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 Полученные соотношения верны для любого экспоненциально затухающего 
процесса, например для затухания свободных колебаний резонатора. Действи-

тельно, пусть поле в резонаторе затухает по закону ( ) e .ptE t γ−∝  Тогда корреля-

ции ( ) ( ) e ,p t tE t E t γ ′− −′⋅ ∝  откуда  

 ,
2p p

p

πω πγ
τ

Δ = =  (142.14) 

τр — время затухания мощности колебаний в резонаторе. То же справедливо и для 
спонтанного излучения с заменой τр на τc — время затухания вероятности возбуж-
денного состояния.  

 Для определения ширины линии квантового генератора нам осталось 
только найти отношение Wш/W = Jш/Jвых. Два источника шума в резонато-
ре не могут быть устранены в принципе: тепловое излучение с температу-
рой резонатора Т и спонтанное излучение возбужденных атомов. По-
скольку мы рассматриваем одномодовые колебания, то для первого ис-
точника шW mω=   (см.  (141.2))*), для второго  

 вых

2

,
c

J W n
J nω

Δ= ⋅


 (142.15) 

где W/ω — число квантов когерентного излучения в одной моде (сравни 

(141.7)). Поясним, что в (141.7) рассматривается термодинамически рав-
новесная ситуация, когда n2/(n1 − n2) = m(T), тогда как (142.15) относится 
к резко неравновесной ситуации (инверсия), когда число квантов в моде 
W/ω  1, a Δn/n2 = (n2 − n1)/n2. Собирая соотношения (142.10), (142.13), 

(142.15), найдем ширину линии излучения квантового генератора:  

 2
г 2

вых

.
2 2

m

p

n
D m

nJϕ
π π ωω

τ
 Δ = = ⋅ + Δ 


 (142.16) 

Поскольку выражение для Dϕ (142.10) справедливо лишь при условии 
Wш W, то из (142.16) следует, что τp ⋅ Δωг = πWш/2W  1.  
 Обычно Δn = n2 − n1  n2, поэтому первое слагаемое в скобках 

( ) 11Tm e ω −= −  существенно только в том случае, когда оно много 

                                                 
*) Из этого соотношения следует, в частности, формула, которую в центре резонанса можно 
переписать для интенсивности шума из (142.10) в виде ш p pdJ d mω ω τ ω= Δ ≈  

( )2 .T Tπ ω≈    Это еще один вариант формулы Найквиста (80.17). 
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больше единицы: 1.m T ω≈    Оба слагаемых сравниваются при не-

которой критической температуре. Используя соотношение (142.9) 
для Δn, находим  

 кр 2 в2
.

1

T n Lσ
ω ξ

=
−

 

   При T Ткр ширина линии определяется спонтанным излучением:  

 
3 4

кр 2
г 2 2

выхвых

1
.

2 4 c cp

T n c
JJ L

π π ω βω
τ ωτ ω

−Δ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
Δ


 (142.17) 

Следует иметь в виду, что n2 — плотность активных атомов, как правило, много 
меньше плотности среды. 

 Излучение квантового генератора помимо высокой монохроматично-
сти (Δω/ω  1) обладает узкой направленностью, определяемой дифрак-
цией на выходном зеркале резонатора. Угол расхождения потока излуче-
ния θ ∼ λ/D, где D ⎯ диаметр потока на выходе (см. (97.1) и § 129). Соот-
ветственно, телесный угол, в котором сосредоточено излучение, составля-
ет ΔΩ ≈ 2πθ ⋅ Δθ ∼ πθ 

2 ∼ πλ2/D2, или  

 2~ ,SλΔΩ  (142.18) 

где S ⎯ площадь поперечного потока излучения. 
    Излучение квантового генератора, как и всякое излучение с непре-
рывным спектром, можно характеризовать определенной температурой Tг. 
Она находится приравниванием плотности излучения генератора dj/dω dΩ 
планковской плотности теплового равновесного излучения (141.2). Учи-
тывая, что j = cnфω, и используя (141.3), для Tг ω найдем  

 
2 3 2

г вых

г

4
.

T Jjm
d d

ππ
ω ω ω ω ω

≈ = ⋅ =
Ω Δ  


 (142.19) 

Отсюда, в частности, опять получается формула Найквиста (80.17) 
Jвых/Δωг = dJвых/dω = T/π, которая отличается от выражения для темпера-
туры внутри резонатора множителем 1/2, поскольку вне резонатора излу-
чение направлено только в одну сторону.  
 Подставляя в (142.19) значение Δωг из (142.16), получим  

 
2 2
вых

г
2

2
.

pJ
T

nm
n

τ

ω
=

 + Δ 


 (142.20) 
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В случае Т Tкр имеем любопытное соотношение  

 TгT = 2W 2. (142.21) 

Температура излучения квантового генератора Тг определяет максималь-
ную температуру, до которой можно нагреть какое-либо тело. Эта макси-
мальная температура достигается, если нагреваемое тело может излучать 
только в очень узком интервале частот ΔωΔωг и телесном угле 
ΔΩλ2/S.  

§ 143. Мазеры. Атомные часы  

 Мазерами называются генераторы-усилители электромагнитного 
излучения СВЧ-диапазона. Первым мазером был так называемый паро-
струйный мазер на молекулах аммиака (рис. XXIV.3). Для создания ак-
тивной среды в аммиачном мазере применяется метод сортировки, а ге-
нерация (усиление) излучения происходит на переходе между двумя воз-
можными состояниями молекулы с соответствующей частотой 23,87 ГГц 
(λ ≈ 1,25 см).  
 Для выделения молекул с большей энергией (создания активной сре-
ды) можно использовать неоднородное электрическое поле, поскольку на 
молекулу с дипольным моментом α=d E  действует сила F = −∇U(r) = 

= ±α∇E2/2 (5.8). Направление этой силы не зависит от направления поля, 
но определяется тем, в каком энергетическом состоянии находится моле-
кула (знак перед коэффициентом α). Для разделения состояний служит 
квадрупольный конденсатор (рис. XXIV.3, б и рис. I.3, б), представляю-
щий собой четыре параллельных линейных проводника, на которые крест-
накрест поданы положительный и отрицательный потенциалы, одинако-
вые по величине.  

 Задача XX.6. Описать движение цилиндрического потока молекул аммиака, 
поступающего в квадрупольный электрический конденсатор.  
 Вводя систему координат, как показано на рис. XXIV.3, б, найдем поле вбли-
зи оси конденсатора (см. задачу I.3):  

 ,,, 2aVGGyEGxE yx ≈−==  (143.1) 

где V — разность потенциалов между полюсами конденсатора; 2а — расстояние 
между ними. Движение диполя массы М в таком поле описывается уравнением  

 2 2 .
2

M E Gα α±= ⋅∇ = ±r r  
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Рис. XXIV.3. Схема аммиачного мазера (а) и конфигурация электрического поля 
в сепараторе (б): 1 — объем с жидким аммиаком; 2 — нагреваемый объем с паро-
образным аммиаком; 3 — коллиматор; 4 — сепаратор; 5 — резонатор  

Решение этого уравнения (в пренебрежении начальными поперечными скоростя-
ми частиц) есть  

 ( ) ( )
||

cos , 0, ,
0

e , 0, ,kz

kz d k M G
r z r

d z v t

α < = ⋅= ×
> =

 (143.2) 

где v|| — продольная компонента скорости частиц. На входе в коллиматор 

v|| ∼ v⊥ ∼ vт, где ,~т MTv  T, M ⎯ температура и масса. Коллиматор (см. 

рис. XXIV.3, a) пропускает только те молекулы, у которых v||  v⊥. Резуль-
тат (143.2) означает, что молекулы −α (состояние с большей энергией) будут ко-
лебаться вокруг оси конденсатора, т. е. фокусироваться, а молекулы +α — дефо-
кусироваться. Поставив на выходе конденсатора круглую диафрагму, можно вы-
делить из потока молекулы с антипараллельным дипольным моментом (сфокуси-
рованные), находящиеся в состоянии с более высокой энергией. Ясно, что выгод-
но использовать конденсатор длины l, такой что kl = π(2n + 1), n 1. Таким обра-
зом, на выходе квадрупольного конденсатора (сепаратора) преобладают молекулы 
в верхнем энергетическом состоянии.  

 Отметим, что в методе сортировки параметры накачки (см. (141.13) 
и текст выше) равны Δn0 = n2 — плотности пучка молекул в верхнем возбу-
жденном состоянии, τ порядка времени пролета молекул через резонатор.  
 Другим примером является водородный мазер. Принцип его действия 
и устройство аналогичны, а основное отличие связано с тем, что атомы во-
дорода в возбужденном состоянии имеют магнитный, а не электрический 
дипольный момент. Поэтому в водородном мазере используется квадру-
польный или секступольный магнитный сепаратор (см. задачу IV.13 в § 33 
и § 57, ловушка Иоффе–Притчарда). Атомарный пучок водорода получают, 
расщепляя молекулы в электрическом разряде. Ширина линии генерации 
типичного водородного мазера примерно 1 Гц, а частота генерации мазе-
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ра 1,4204 057 517 860 (±46) ГГц (λ ≈ 21 см). Эти мазеры служат, как прави-
ло, в качестве стабильных генераторов частоты (стандарты частоты).  
 Наша промышленность выпускает несколько типов таких генерато-
ров, примеры которых приведены в табл. XXIV.1.  

Таблица XXIV.1.  Генераторы стандартных частот 

Параметры 
Марка 

Ч1−12 Ч1−44 Ч1−1006 
Рабочее вещество NH3 H Н 
Частота, ГГц 2,8 1,42 1,42 
Воспроизводимость частоты, δω/ω 3 ⋅ 10−10 5 ⋅ 10−13 3 ⋅ 10−13 
Разброс частоты от прибора к прибору, δω/ω 4 ⋅ 10−9 5 ⋅ 10−12 < 3 ⋅ 10−13 
Нестабильность во времени (δω/ω) 
              за 1 с 
              за 1 ч 

 
3 ⋅ 10−12 
5 ⋅ 10−9 

 
5 ⋅ 10−13 
5 ⋅ 10−12 

 
≤ 7 ⋅ 10−13 
≤ 2 ⋅ 10−14 

 Пожалуй, самым важным применением мазеров является их использование 
Службой времени. Эту общегосударственную и, естественно, международнозна-
чимую задачу выполняют специальные организации, обеспечивающие «воспроиз-
ведение, хранение и передачу единиц времени и частоты с наивысшей [достижи-
мой] точностью…»*) В России такой организацией является Всероссийский НИИ 
физико-технических и радиотехнических измерений (ВНИИФТРИ) ⎯ хранитель 
государственного первичного эталона единиц времени, частоты и национальной 
шкалы времени. Для выполнения этой задачи используются цезиевые атомные 
часы, конструкция которых из года в год совершенствуется, а точность и стабиль-
ность повышаются. Цезий не случайно выбран в качестве «хранителя времени». 
Дело в том, что в 1967 г. 13-я Генеральная конференция по мерам и весам приняла 
новое определение секунды: «промежуток времени, равный 9 192 631 770 периодам 
излучения перехода между двумя сверхтонкими уровнями основного состояния 
атома цезия-133». 
 В цезиевых часах (рис. XXIV.4) пучок атомов формируется, как и в аммиачном 
мазере, печью с коллиматором. Магнит П («поляризатор») с неоднородным магнит-
ным полем отбирает атомы в состоянии 2 с большей энергией, направляя их в объем 
с однородным магнитным полем H⊥, которое ортогонально оси пучка. Поле необхо-
димо для расщепления сверхтонких уровней основного состояния атома 133Cs, раз-
личающихся значениями проекции магнитного момента на направление магнитного 
поля и, соответственно, энергией (см. формулу (35.4) и § 36). В этом же объеме на-
ходится резонатор, представляющий собой прямоугольный волновод (рис. XXII.2, 3), 
согнутый в виде фигуры П-образной формы. Торцы волновода закрыты проводящи-
ми пластинами, в результате чего волновод и становится резонатором. Его размеры 
выбраны так, что на основной моде он резонирует на частоту fetalon =  
= 9,192631770 ГГц, a = λ/2 = 1,632 см. В стенках резонатора проделаны небольшие 

                                                 
*) Федеральный закон Российской Федерации от 3 июня 2011 г. № 107-63 «Об исчислении 
времени». 
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отверстия диаметром 2r a для прохождения пучка. Пересекая резонатор, часть 
атомов цезия совершает переход в состояние 1, испуская излучение на частоте fetalon 
и возбуждая в резонаторе колебания этой частоты. При вторичном пересечении ре-
зонатора часть атомов, находящихся в состоянии 1, частично переходит 
в состояние 2, и, наоборот, из атомов в состоянии 2 часть переходит в состояние 1. 
Магнит А («анализатор») снова расщепляет поток надвое, направляя атомы, нахо-
дящиеся в состоянии 1, в детектор Д. Одно из достоинств атомов цезия еще и в том, 
что при ударе о нагретую металлическую поверхность в детекторе они легко иони-
зируются ⎯ испускают электрон, сообщая тем самым приемнику положительный 
потенциал (заряд), который и измеряется. Сигнал с детектора через усилитель пода-
ется на внешний генератор, который подпитывает резонатор. Так замыкается  петля  
обратной  связи,  стабилизирующая  работу  атомных  часов. Устройство с П-образ-
ным резонатором и двумя участками СВЧ-поля была предложена американским 
физиком Рэмси [18] (N. F. Ramsey, 1950)*) и называется атомным интерферомет-
ром. Применение схемы атомного интерферометра позволяет повысить разреше-
ние и точность измерения частоты. Обычно эти величины характеризуют шириной 
резонансной кривой (полная ширина на полувысоте – full width at the half 
maximum, FWHM). Для схемы Рэмси она обратно пропорциональна времени про-
лета участка L вне резонатора: 

 FWHM
1

~ , ,
2 L

L

Lf
v

δ τ
τ

=  (143.3) 

v ⎯ скорость атомов. Для одиночного резонатора справедлива аналогичная формула 
с заменой L на l/2 ⎯ половину длины резонатора (см. детали в [19])**).  
Покинув область с полем протяженностью l, атом находится в одном из состояний 1, 
2 с вероятностью, зависящей от времени выхода из поля t = τ = l/v, где v ⎯ скорость 
атома. В промежутке, свободном от поля, атом в течение времени τ = L/v путешест-
вует, находясь в состоянии i с вероятностью Pi(tвыход), i = 1, 2. И здесь происходят 
«квантовые чудеса»: значение вероятности Pi в свободном промежутке постоянно, 
но изменяется фаза так называемой волновой функции ψi(t), квадрат модуля которой 

( ) ( )2
.i it P tψ =  При влете во вторую область с электромагнитным полем 

(рис. XXIV.4) в атоме опять возникает смешанное состояние, а значения P1(t) и P2(t) 

                                                 
*) В отечественной литературе часто используется также написание Рамзей. 
**) Название «атомный интерферометр» не случайно. И для его объяснения нужен экскурс 
в квантовую механику. В атоме, помещенном в электромагнитное поле, частота которого ωE 

близка к частоте перехода ω12 = (E2 − E1)/ между уровнями 1 ↔ 2, образуется так называе-

мое смешанное состояние. В этом случае вероятности P1(t), P2(t) обнаружить атом в состоя-
нии 1 или 2 и осциллируют с частотой, пропорциональной амплитуде поля E. В простейшем 
случае точного равенства частот (резонанс, ωE = ω12) 

 ( ) ( ) ( )1 2

1
1 cos 2 1 ,

2 EP t t P t= + Ω = −  (143.4) 

где ΩE ∼ E/me2, e, m ⎯ заряд и масса электрона. 
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зависят от фазы волновой функции на входе в эту область. Волновая функция сме-
шанного состояния является линейной комбинацией функций ψ1 и ψ2. При резонан-
се значения вероятностей описываются тем же выражением (143.3). Если же 
ωE = ω12 + Δω, то появляется зависимость P12(t) от времени пролета участка, свобод-
ного от поля. В результате функции P1,2(x), x = Δω ⋅ τ имеют качественно тот же вид, 
что и в двухлучевом интерферометре (см. рис. XV.16, б). В то же время в отсутствие 
участка, свободного от поля (одиночный резонатор) аналогичная зависимость имеет 
вид функции рис. XV.16, а (дифракция Фраунгофера на щели). В обоих интерферо-
метрах ⎯ оптическом и атомном ключевую роль играет интерференция. Но если 
в первом интерферируют реальные электромагнитные волны, то во втором ⎯ вол-
новые функции, описывающие поведение квантового объекта, которое (и это прин-
ципиально!) имеет вероятностный характер. 

 

Рис. XXIV.4. Схема цезиевых атомных часов [17]. Cs ⎯ цезиевая печь, П ⎯ маг-
нит-«поляризатор», А ⎯ магнит-«анализатор», H⊥ ⎯ поперечное магнитное поле 
(границы условно показаны пунктиром), Д ⎯ детектор, 1, 2 ⎯ две компоненты 
цезиевого пучка 

 Спрашивается, а где же мазеры? Оказывается, что без них не обойтись ⎯ 
мазеры обеспечивают гораздо более высокую стабильность, чем цезиевые часы, 
но на относительно коротких промежутках времени (табл. XXIV.1). Поэтому 
в эталонах, используемых Службой времени, и в других приложениях, требующих 
высокой точности стабильности частоты, цезиевые часы используются в едином 
устройстве, куда входят не один, а несколько мазеров. Такая сложная система 
в РФ поддерживает эталон времени в диапазоне 1 ⋅ 10−10−1 ⋅ 108 с с точностью не 
хуже 2 ⋅ 10−14 с (1 ⋅ 10−14 с за год), что находится на уровне лучших зарубежных 
образцов. Службы времени разных стран тесно сотрудничают, производя регуляр-
но сверку своих часов.  

 Эталоны времени используются в навигационных системах ⎯ на-
земных и космических (в т. ч. ГЛОНАСС и GPS, § 131), в геодезических 
измерениях (абсолютная привязка координат), в системах связи (синхро-
низация сигналов) и во многих других применениях, требующих точного 
знания времени и/или частоты. Один такой пример — синхронизация за-
писи сигналов в радиоинтерферометрах — мы уже приводили в § 130. 

Cs-печь 
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• 
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Другим примером являются эксперименты по проверке специальной тео-
рии относительности, ставшие доступными при скоростях современных 
самолетов и ракет благодаря молекулярным генераторам (задача XXIV.7).  
  Задача XXIV.7. Два самолета облетают с одинаковой скоростью v земной 
шар вдоль экватора в противоположных направлениях, возвращаясь в точку стар-
та через время t1 и t2 соответственно. При какой точности измерения времени 
можно зарегистрировать релятивистский «эффект близнецов»? Разность собст-
венных времен обоих самолетов  

 ( ) ( ) ( )2 2
1 2 2 2 2

1 2

1 1
2 2 0,5 мкс ,

2

t Vv LVt t t V v V v t
c c c

τ
γ γ

   − ≡ Δ = − ≈ + − − = = ≈     
 

где t — время облета земного шара в инерциальной системе, связанной, например, 
с центром Земли, V ≈ 0,5 км/с — скорость вращения Земли на поверхности эквато-
ра, L ≈ 40 тыс. км ⎯ периметр Земли по экватору. При скорости самолета 
1000 км/ч время облета составляет 40 ч и необходимая относительная точность 
равна 3 ⋅ 10−12. Подобный эксперимент был осуществлен в 1972 г. 

  Дальнейшее повышение точности стандартов частоты связано с иде-
ей, предложенной в конце 1950-х гг. американским физиком Дж. Захариа-
сом (J. R. Zacharias) [17, 18]. В поисках возможности увеличения време-
ни T и, как следствие, разрешения атомного интерферометра он предло-
жил направить поток атомов после отбора (селекции) состояния 1 и пере-
сечения одиночного резонатора вертикально вверх. Попросту говоря, по-
ставить интерферометр вертикально и убрать выходной резонатор. Дос-
тигнув верхней точки H = v2/2g, атом свободно падает вниз, пересекая 
входной резонатор вторично с той же (начальной) скоростью v. В резуль-
тате атом проводит в пространстве, свободном от электромагнитного по-
ля, время  

 
2

2 2 .g
v H
g g

τ = =  (143.5) 

Отсюда ясно, что при одних и тех же значениях v и H = L время τg превы-
шает время τL = L/v горизонтального потока в 4 раза: τg = 4τL. Соответствен-
но, во столько же раз возрастает разрешение интерферометра (143.3). Но, 
конечно, не ради этой четверки была предложена такая схема, получившая 
название атомный фонтан, или фонтан Захариаса. Главное ⎯ возмож-
ность резкого увеличения времени пролета τg. Действительно, при разум-
ных размерах фонтана H = 1 м скорость атомов vg ≈ 4,5 м/с, а время пролёта 
вверх-вниз τg ≈ 0,9 с. За такое время траектории атомов в горизонтальном 
потоке снизятся под действием силы тяжести на глубину 4 м (квадрат вре-
мени падения!). Ясно, что построить такой интерферометр с горизонтально 
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инжектируемым пучком практически безнадежно. Однако осуществить 
изящную схему атомного фонтана не так просто. Нужно еще суметь сфор-
мировать остронаправленный поток медленных атомов цезия: поток не 
должен за время пролета вверх-вниз расширяться на размер, превышающий 
радиус отверстия в резонаторе r ∼ 3 мм. А это значит, что поперечная ско-
рость атомов v⊥ ≤ r/τg ∼ 3мм/с. Этой скорости соответствует «поперечная» 

температура атомов в 133Cs в потоке .мкК13,0~~ 2
⊥⊥ MvT  И при этом 

нужно обеспечить стартовую вертикальную составляющую скорости 

v|| ∼ 4,5 м/с, что эквивалентно температуре К.3,02
|||| ≈= MvT  Создать поток 

с таким распределением поперечных и продольных скоростей при необ-
ходимой интенсивности, только охлаждая цезий (до 0,3 К) и коллимируя 
поток (до углового разброса v⊥/v|| ∼ 0,7 мрад), нереально. И Захариусу 
в конце 1950-х гг. это не удалось. Красивая идея ждала своего часа до на-
чала 1990-х, появилось лазерное охлаждение, и атомный фонтан был по-
строен и заработал. Мы вернемся к этой проблеме в § 145. Здесь же отме-
тим, что атомные часы на базе эталона «атомный фонтан» заменят в бли-
жайшем будущем цезиевые атомные часы в отечественной Службе вре-
мени, что позволит увеличить точность эталона времени по крайней мере 
на порядок. Еще один замечательный пример из атомной спектроско-
пии ⎯ измерение частоты перехода между уровнями 1S−2S рассмотрен 
в § 145.  
   Еще одним распространенным типом мазеров являются твердотель-
ные. В них в качестве активной среды применяется диэлектрик с примесью 
парамагнитных ионов ⎯  например, Аl2O3 с примесью ионов Сr3+, в кото-
рых и создается инверсная заселенность. В этих мазерах такой парамагне-
тик помещают в резонатор, который находится в магнитном поле (обычно 
≤ 1 Тл). Генерация происходит на переходах между состояниями с разным 
направлением магнитного момента ⎯ магнитный резонанс (§ 36). Поэтому 
мазер в отечественной литературе имеет также название парамагнитный 
квантовый усилитель (ПКУ) ⎯ в устройствах усиления СВЧ-сигналов. 
Используемый механизм накачки СВЧ-излучением  требует охлаждения 
активного вещества до очень низких (гелиевых) температур.  
 Твердотельные мазеры получили наиболее широкое применение 
в качестве усилителей в антенных приемниках СВЧ-диапазона. Обычно 
они устанавливаются в фокусе антенного зеркала, а усиленный сигнал 
передается по волноводу или коаксиальному кабелю в регистрирующее 
устройство. Такие усилители — обязательный элемент для устройств 
дальней (особенно космической) связи, радиоинтерферометров, радиоло-
каторов с большой дальностью действия и высоким пространственно-
временным разрешением (глава XXI).  
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§ 144. Лазеры  

 Квантовые генераторы оптического диапазона называются лазерами. 
Существует огромное число различных типов лазеров, наиболее распро-
страненные из которых приведены в табл. XXIV.2, а их основные харак-
теристики и некоторые применения рассматриваются в § 146.  
 Во всех лазерах используются так называемые открытые резонато-
ры (А. М. Прохоров, 1958) в виде двух плоскопараллельных или, чаще, 
вогнутых сферических зеркал (рис. XXIV.5). Продольные моды резонато-
ра удовлетворяют обычному условию kz = qπ, где q ≠ 0 — любое целое, 
в лазерах q 1. Как правило, в пределах ширины линии спонтанного из-
лучения умещается большое число мод (рис. XXIV.1), из-за чего возника-
ет важная и трудная техническая проблема их селекции (см. ниже). В от-
крытом резонаторе всегда имеются дополнительные потери из-за дифрак-
ции, которые можно оценить следующим образом. Рассмотрим вначале 
более простой случай резонатора с плоскопараллельными зеркалами ра-
диуса R и расстоянием L между ними. Резонатор заполнен активным ве-
ществом в цилиндрической области a ≤ R. Поскольку из-за дифракции 
излучение распределено в угле θD ∼ λ/а, то оно полностью выйдет из ре-
зонатора за N пролетов, где  

 ~ ~ 1.
D

R RaN
L Lθ λ

  (144.1) 

Отсюда дифракционная добротность такого резонатора  

 
2

~ .D
W L RaQ N

cW
ω ω

λ
= =  (144.2) 

Отметим, что от угла θD зависит также необходимая точность юстировки 
параллельности зеркал (типичное значение θD ∼ 10−4). Эта техническая 
трудность устраняется в резонаторе со сферическими зеркалами (см. 
рис. XXIV.5). Равновесный поперечный размер поля определяется конку-
ренцией дифракционного рассеяния и фокусировки. Угол отклонения лу-
ча к оси системы θф ∼ r/ρ, где r — расстояние от оси в точке отклонения, 
ρ — радиус кривизны зеркала (см. задачу XXIV.8). Полагая r ∼ а и при-

равнивая θф ∼ θD, получим ~ .a ρλ  Если аR, то дифракционные поте-
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ри пренебрежимо малы, поскольку, как показывают вычисления, интен-
сивность поля убывает при r а по закону  

 ( ) ( ) 2

~ 0 e .rj r j ρ−⋅   (144.3) 

2a

L= �

2R

 

Рис. XXIV.5. Схема конфокального открытого резонатора. Показаны характерный 
размер поля и волновые поверхности 

Спад поля тем быстрее, чем меньше радиус кривизны зеркала ρ. Однако 
значение ρ ограничено снизу (ρ > L/2) условием устойчивости колебаний 
поля в резонаторе (задача XXIV.8). Если выбрано ρ = L, такой резонатор 
называется конфокальным, поскольку фокусы обоих зеркал совпадают 
и находятся в центре резонатора. 
   Задача XXIV.8. Найти условие устойчивости колебаний в конфокальном 
резонаторе с одинаковыми сферическими зеркалами в приближении геометриче-
ской оптики.  
 Достаточно рассмотреть половину резонатора, заменив второе зеркало пло-
ским в центре резонатора. На рис. XXIV.6 показаны два последовательных отра-
жения луча от зеркала, которые характеризуются координатами rr,  и углами 

наклона к оси резонатора ( )., dzdrrrr =′′′  Из геометрии рисунка видно, что эти 

величины связаны соотношениями  

 

2
1 ,

2 .

Lr r r L r r L

rr r

ρ

ρ

 ′ ′= − = − − 
 

′ ′= +
 (144.4) 

Таким образом, матрица преобразования системы имеет вид  

 

2
1

2
1

L L
M

ρ

ρ

 − − 
 =
 
 
 

. (144.5) 
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Рис. XXIV.6. Ход лучей в открытом резонаторе 

Собственные векторы ( )rr ′,  этой матрицы определяются условиями  

 

2
1 ,

2
,

Lr r r L r

r r r r

ρ

ρ

  ′= − − = 
 

′ ′ ′= + = Λ
 (144.6) 

где постоянные Λ — собственные значения матрицы М. Устойчивые колебания 
луча соответствуют комплексно-сопряженным Λ ( )( )rr ′, вектора поворот , а не-

устойчивые — действительным Λ. Из (144.6) получим уравнение для Λ в виде  

 2

2
1

2 1 1 0,
2

1

L L
Lρ
ρ

ρ

− − Λ −
 

= Λ − Λ − + = 
 − Λ

  

откуда  

 1 2 ,
L L L
ρ ρ ρ

 
Λ = − ± − 

 
 

и условие устойчивости ρ > L/2. Отметим, что это не единственное условие устой-
чивости. 

   Для селекции продольных мод в лазерах служат различные приемы. 
Мы ограничимся обсуждением одного из них, в котором применяется ин-
терферометр Фабри–Перо (рис. XXIV.7), выделяя с его помощью только 
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те продольные моды лазерного резонатора, которые попадают в собствен-
ный резонанс интерферометра (см. § 105). Для этого его длину выбирают 
так, чтобы он пропускал излучение основной частоты, а паразитные моды 
генерации лазера (в полосе ΔωD) не попадали в полосу пропускания ин-
терферометра. Интерферометр должен быть также достаточно узкополос-
ным: полоса пропускания Δωфп в главном максимуме (см. (105.11)) долж-
на быть уже расстояния между модами генерации лазера δωр, т. е.  

 
2

фп
фп

1
.p

c c
L L

ρ π πω δω
ρ

−Δ = ⋅ < =  

 Для селекции поперечных мод обычно применяют метод диафрагми-
рования (см. рис. XXIV.7): в фокальной плоскости линз 4, 6 устанавлива-
ется диафрагма 5 с отверстием порядка λF/a, пропускающим основную 
моду резонатора и «срезающим» остальные поперечные моды.  

 

Рис. XXIV.7. Схема селекции мод: 1, 7 — зеркала лазера, 2 — интерферометр 
Фабри–Перо, 3 — активное вещество; 4, 6 — линзы, 5 — диафрагма селектора 
поперечных мод 

   Для выделения определенной линейной поляризации излучения тор-
цевые поверхности активной среды располагают под углом Брюсте-
ра (73.13).  
 Выделение одномодового режима — одно из необходимых требова-
ний при использовании лазеров в качестве источников когерентного из-
лучения. Существуют, к сожалению, и другие причины ухода частоты 
генерации: механические и температурные колебания длины резонатора, 
температурные колебания плотности активной среды и т. п. Поэтому при-
ходится вводить стабилизацию частоты лазерного излучения. Система 
этой стабилизации состоит из следующих основных элементов: источник 
опорного сигнала, устройство сравнения эталонной и стабилизируемой 
величин, система обратной связи, передающая результат этого сравнения 
(сигнал ошибки) в устройство, изменяющее один из параметров системы 
так, чтобы сигнал ошибки уменьшился до минимального значения (шу-
ма). В одной из принятых схем стабилизации частоты лазера в качестве 

       1         2                                          3                                    4            5            6        7
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эталона используется вещество, обладающее избирательным (по частоте) 
поглощением, так что максимум поглощения лежит на заданной частоте 
генерации ωг. Если частота ωг медленно «плавает» вблизи максимума ли-
нии поглощения, интенсивность излучения лазера будет промодулирована 
на частоте этих отклонений. Выделенный системой регистрации низко-
частотный сигнал и является сигналом ошибки — через цепь обратной 
связи он управляет интерферометром и, соответственно, частотой лазера. 
Для этого в первых работах одно из зеркал лазера укрепляли, например, 
на ферритовом стержне, поверх которого намотана катушка. Ток катушки, 
пропорциональный сигналу ошибки, изменяет длину стержня (явление 
магнитострикции — деформация ферромагнетика в магнитном поле), 
а с ней и размер резонатора. Таким способом удается получать высокую 
стабильность частоты лазерного излучения. Рекордный для своего време-
ни результат был достигнут группой Чеботаева (Новосибирск, 1983 г.): 
долговременная стабильность Δω/ω ∼ 10−13, кратковременная ∼10−15 (т. е. 
Δω меньше 1 с−1). В настоящее время для этой цели используются зеркала 
на подложке из пьезокерамики: сигнал ошибки управляет величиной на-
пряжения, приложенного к пьезокерамической пластине и изменяющего 
ее толщину пьезоэффект и, соответственно, размер резонатора. Приве-
денные примеры далеко не исчерпывают, конечно, перечень методов ста-
билизации лазерного излучения. 
 Лазер может работать и в импульсном режиме, например в режиме 
так называемого «гигантского импульса». В этом случае внутрь резонато-
ра вносится управляющий элемент — оптический затвор, позволяющий 
резко повысить добротность резонатора и тем самым инициировать гене-
рацию. В качестве затвора применяются ячейки Керра или Поккельса 
(J. Kerr, 1875 г., K. A. Pokkels, 1894 г.). Современные затворы позволяют 
модулировать интенсивность за времена порядка нескольких пс. Длитель-
ность гигантского импульса определяется временем развития лавины вы-
нужденного излучения (см. (141.16)) и составляет 10−7−10−9 с при мощно-
сти до нескольких гигаватт. Мощность излучения рубинового лазера в ре-
жиме гигантского импульса позволяет произвести в воздухе световой 
пробой — так называют безэлектродный электрический разряд в электри-
ческом поле световой волны, сфокусированной объективом. Напряжен-
ность поля достаточно велика для развития электронной лавины и вспыш-
ки лазерной искры (другое название эффекта).  
 Не менее интересный и важный режим импульсной генерации — так 
называемые сверхкороткие импульсы. Для получения этого режима внутрь 
резонатора помещают пассивный затвор — вещество, прозрачность которого 
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резко увеличивается с ростом интенсивности излучения (эффект Вавилова, 
задача XXIV.2, § 141). Вследствие этого достаточно большая флуктуация 
спонтанного излучения  активной среды вызывает преимущественное выну-
жденное излучение, что приводит к быстрому росту амплитуды этой флук-
туации и сокращению ее длительности по времени. В многомодовом режиме 
минимальная длительность импульса τск ∼ 1/Δωc определяется полной шири-
ной линии спонтанного излучения и может достигать значения τск ∼ 10−11 с. 
Вследствие отражения спонтанно возникшего импульса от зеркал резонатора 
излучение лазера имеет вид последовательности импульсов с периодом 2L/с. 
Мощность импульса может достигать величины порядка 1012 Вт. В соответ-
ствии с механизмом генерации сверхкоротких импульсов все продольные 
моды резонатора синхронизованы по фазе.  

§ 145. Некоторые применения лазеров 

 Лазеры — прекрасный пример того, как крупные научные открытия 
могут порождать лавину научно-технических изобретений, охватывающих 
все (и в данном случае без исключения) области науки и техники.  
 Применения лазеров можно условно разделить на два вида. Первый — 
использование лазеров в качестве источников излучения высокой интен-
сивности, импульсного или непрерывного, которое может быть сфокусиро-
вано в пятно малого размера. В этом случае достигается высокая плотность 
мощности лазерного излучения на мишени, что делает возможными плавку 
и сварку металлов, резку и другую обработку различных материалов. 
К этому же виду относится применение лазеров в медицине, где уже сего-
дня они заменяют скальпель в ряде операций микрохирургии, например 
в офтальмологии и даже в генной инженерии.  
 Радиационная имплозия. Быстрый нагрев и обжатие лазерным излуче-
нием твердой дейтерий-тритиевой мишени рассматривается как один из 
возможных методов создания термоядерного реактора.  
 Этот метод был предложен в 1954 г. советскими физиками Н. Г. Басовым 
и О. Н. Крохиным и активно развивается в нескольких лабораториях мира. В нашей 
стране работы ведутся с 1970 гг. во Всероссийском федеральном ядерном центре 
«Всероссийский НИИ экспериментальной физики» (ВНИИЭФ, г. Саров), где за эти 
годы создано несколько уникальных лазерных установок. Самая мощная из них ⎯ 
12-канальный комплекс инфракрасных лазеров на парах йода (λ = 1,315 мкм), соз-
дающих при синхронном срабатывании импульс излучения с энергией до 30 кДж 
длительностью 0,3 нс (пиковая мощность 0,1 ПВт), генерирующий около 2 ⋅ 109 ней-
тронов за импульс. Все 12 лазерных лучей равномерно фокусируются на поверхно-
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сти тонкостенной (толщина стенки 1 мкм) стеклянной сферы, содержащей дейтерий-
тритиевую смесь, охлажденную до твердой фазы.  
 Вспышка излучения нагревает мишень до температуры порядка 100 млн. град 
(около 10 кэВ) и сжимает ее в 1000 раз по сравнению с исходной плотностью. Такое 
радиационное обжатие (радиационная имплозия, § 117) используется для имитации 
термоядерного взрыва, изучения условий его создания, а также для создания метода 
лазерного термоядерного синтеза. Эти исследования позволили установить порог 
поджига термоядерной реакции в мишени: энергия в импульсе должна превышать 
500 кДж. Метод радиационной имплозии используется также для исследования 
свойств вещества в экстремальных условиях ⎯ при сверхвысоких давлении и тем-
пературе. Такие исследования представляют большой научный интерес для физики 
твердого тела и практических приложений (в т. ч. военных). Наиболее мощный 
в мире лазерный комплекс NIF (National Ignition Facility) действует в Ливерморской 
лаборатории США с 2009 г. При энергии в импульсе 1,8 МДж комплекс генерирует 
до 2 ⋅ 1014 нейтронов за вспышку. Конечно, работают такие комплексы в режиме 
«разовых» импульсов ⎯ каждый «выстрел» требует длительной подготовки (от 
нескольких часов до недель), записи диагностической аппаратуры подвергаются 
затем тщательному анализу. Во ВНИИЭФ разрабатывается проект комплекса лазе-
ров на неодимовом стекле (табл. XXIV.1) на энергию 2 МДж: λ = 0,53 мкм, длитель-
ность импульса 3−5 нс (до 0,6 ПВт пиковой мощности). Первая очередь этого ком-
плекса, установка «Луч» введена в действие.  
 Фемтосекундные лазеры. Это еще одно направление развития мощ-
ных лазеров. Оно связано с созданием лазеров, в которых длительность им-
пульсов укорачивается менее 10 фс = 10−14 с (отметим, что за такое время 
свет проходит расстояние порядка 3 мкм, т. е. несколько длин волн 
ИК-излучения). В таких лазерах при энергии в импульсе всего лишь 10 Дж 
достигается пиковая мощность на уровне 1 ПВт.  
 Техника формирования фемтосекундных импульсов сверхвысокой мощности 
получила развитие, начиная со второй половины 1980-х гг., когда Д. Стрикланд 
и Ж. Муру (D. Strickland, G. Mourou, 1985) предложили метод так называемых «чирпо-
ванных»*) импульсов. Главное в этом методе ⎯ эффективный способ растяжки во 
времени коротких лазерных импульсов, что существенно облегчает проблему их уси-
ления, позволяя устранить ударный нагрев и разрушение зеркал и, что даже важнее, 
кристаллической структуры активной среды лазера-усилителя. После усиления растя-
нутый импульс излучения подвергается обратной операции ⎯ сжатию и сбрасывается 
на мишень. Короткий импульс излучения имеет широкий спектр частот (соотношение 
неопределенности, § 79) и, соответственно, длин волн и волновых чисел. Схема рас-
тяжки (рис. XXIV.8) обычно имеет две отражательные фазовые дифракционные ре-
шетки (§ 101 и рис. XV.20), первая из которых, ДР1 (на рисунке), дифрагирует падаю-
щее на неё излучение на угол θ(λ), зависящий от длины волны спектральной состав-

                                                 
*) Название происходит от англ. chirp ⎯ щебетать, чирикать, издавать короткий звук на вы-
соких тонах. Последнее значение этого слова, вероятно, и имели в виду авторы метода. 
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ляющей излучения. На рис. XXIV.8 представлен упрощённый вариант схемы, в кото-
ром исходный поток излучения падает на решётку по нормали (что не всегда удобно, 
но проще для объяснения). Вторая решётка, ДР2, и зеркало М2 возвращают излучение 
на направление, обратное исходному. Угол дифракции возрастает с длиной волны (см. 
(100.2) и (101.2)). Поэтому «красный» луч (К) проходит в схеме больший путь, чем 
«синий» луч (С), что хорошо видно на рисунке. В результате излучение (К) отстает от 
излучения (С), и импульс растягивается. Фактически эта схема по своему действию 
аналогична среде с дисперсией показателя преломления, в которой волновой пакет 
расплывается (растягивается) по мере движения в пространстве (§ 85). Величину этой 
растяжки можно оценить (задача XXIV.9), представив импульс излучения в виде су-
перпозиции монохроматических волн (§ 78).  

 

Рис. XXIV.8. Схема растяжки лазерного импульса: ДР1, ДР2 ⎯ фазовые дифрак-
ционные решетки, M1 ⎯ полупрозрачное (делительное) зеркало, M2 ⎯ зеркало, 
сплошные линии ⎯ лучи на входе схемы (1), внутри нее (1, 2) до ДР1 и на выхо-
де (2), пунктир ⎯ «синий» луч (С), штрих-пунктир ⎯ «красный» луч (К), L0 ⎯ 
базовый размер схемы 

 Задача XXIV.9. Оценить увеличение длительности импульса излучения на 
выходе схемы растяжки (рис. XXIV.8), если длительность импульса на входе 
τ0 = 10 фс, длина волны излучения λ = 0,5 мкм, период фазовой решетки 
a = 100 мкм, базовое расстояние L0 = 1 м. 
 Запишем условие (101.2) образования дифракционного максимума при от-
ражении излучения от фазовой дифракционной решетки для волн с волновыми 
числами k и k + Δk: 
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где m ⎯ номер дифракционного максимума. При Δk k отсюда находим 
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Разность длин путей, проходимых волнами k и k + Δk, равна (см. рис. XXIV.8) 

0 0
1 1

2 2 .
cos( ) cos m

m m
L L L θ θ

θ θ θ
 

Δ ≈ − ≈ ⋅ Δ + Δ 
 

Подставляя сюда θm из (145.1) и Δθ из (145.2), учтём также значение Δk из соот-
ношения неопределённости (§ 79): Δk ∼ π/(cτ0). В результате получим оценку ве-
личины растяжки импульса излучения во времени на выходе схемы растяжки: 

3
2

0 2 2
0

~ .
L m L

c a c
λτ

τ
ΔΔ = ⋅  

Для m = 3 и параметров излучения и схемы, выбранных в условиях задачи, нахо-
дим Δτ ∼ 125 фс.  
 Схема сжатия усиленного излучения обратна схеме растяжки. 

 Для генерации сверхмощного лазерного излучения используются три 
типа лазеров (см. табл. XXIV.2). 

1) Лазеры на красителях. В них активная среда представляет собой 
раствор специальных органических веществ, содержащих «длинные» 
органические молекулы, что обеспечивает большое количество 
уровней энергии активной среды и, соответственно, широкую и, что 
немаловажно, плавную перестройку длины волны генерации. 

2) Эксимерные лазеры работают на смеси двух газов ⎯ инертного 
и галогенов. В нормальных условиях эти атомы (например, Xe и Cl) 
не образуют молекул, но под действием разряда соединяются в ко-
роткоживущие, со временем жизни порядка 10 нс, двухатомные 
молекулы. 

3) Твердотельные лазеры на стеклах ⎯ неодимовом и титан-
сапфировом.  

Работы по созданию сверхмощных твердотельных лазеров от нано- 
до фемтосекундной длительности наиболее активно развиваются в по-
следние годы в связи с появлением качественно новых стекол больших 
размеров. 

Следует указать также на важное применение фемтосекундных лазе-
ров в химии и биологии для исследования быстропротекающих химиче-
ских процессов. Характерные времена процессов (и, соответственно, им-
пульсов излучения), интересующие исследователей, составляют порядка 
5−500 фс. Это атомарные (молекулярные) переходы в молекулярных сис-
темах, спектроскопия которых была недоступна до появления сверхбыст-
рых лазеров. Большие мощности излучения в таких исследованиях не 
только не нужны, но и опасны в виду возможности разрушения исследуе-
мого объекта. 
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 В применениях второго вида существенно используется монохрома-
тичность, а в ряде случаев и пространственная когерентность лазерного 
излучения ⎯ в различных интерферометрических схемах для измерения 
расстояний, малых перемещений и скоростей тел, в атомной и молекуляр-
ной спектроскопии, в стандартах частоты, и др. 
 Измеритель расстояний в принципе представляет собой двухлучевой 
интерферометр, одно из плеч которого и является измеряемым расстояни-
ем. Регистрируется разность фаз «рабочей», т. е. отраженной объектом, 
и опорной волн и по ней определяется расстояние до объекта. Достигается 
относительная точность ∼10−6 для расстояний от метров до километров.  
 Измерение малых линейных скоростей различных объектов основано 
на эффекте Доплера и выделении низкочастотного разностного сигнала 
при регистрации двух интерферирующих волн (гетеродинирование). Один 
из примеров таких измерений в гляциологии приведен в § 75. Другим ин-
тересным приложением является лазерный гравиметр — прибор, изме-
ряющий абсолютное значение ускорения свободного падения тела.  
 Применение лазерной интерферометрии на пределе современных 
возможностей (или за ними) требуется для обнаружения гравитационных 
волн, поиск которых ведется всерьез уже более полувека. 
 Существование гравитационных волн предсказывается общей теорией отно-
сительности (А. Эйнштейн, 1916 г.). Они возникают при ускоренном движении 
космических объектов. Аналогично тому, как ускоренно движущийся заряд ис-
пускает электромагнитные волны (поток фотонов), так и объект, обладающий 
массой, испускает поток гипотетических (пока) частиц гравитонов. Согласно об-
щей теории относительности, ускорение объекта в этом случае должно быть пере-
менным. Полный поток энергии гравитационных волн на поверхности Земли со-
ставляет, по оценкам, 10−9 эрг/(см2 ⋅ с). До сих пор имеются только косвенные, по 
результатам астрофизических наблюдений, указания на существование гравита-
ционных волн (R. Halls, J. Tailor, Нобелевская премия 1993 г.). Результаты единст-
венного наземного эксперимента, претендующего на регистрацию гравитацион-
ных волн (J. Weber, 1969 г.), подвергнуты сомнению и официально не признаны. 
 Поиском гравитационных волн активно заняты несколько лабораторий мира. 
Наиболее многообещающим представляется  грандиозный эксперимент «Laser Interfe-
rometer Gravitational-wave Observatory» (LIGO) в США, для которого построены два 
интерферометра, разнесенные на 3002 км ⎯ один в штате Луизиана на крайнем юге 
страны, а другой в штате Вашингтон на крайнем северо-западе. Каждый интерферо-
метр размещен в Г-образном туннеле с длиной плеч 4 км. Свет опорного инфракрасно-
го лазера (λ = 1,064 мкм) направляется разделительным зеркалом в плечи, представ-
ляющие собой вакуумированные трубы, на концах которых находятся зеркала, обра-
зующие интерферометр Майкельсона (рис. XXIV.9 ⎯ сравни рис. XIV.12). 
 На трубах закреплены массивные тела, которые воспринимают воздействие 
гравитационных волн, вызывающие растяжение или сжатие труб. Вакуумирование 
необходимо для устранения ошибок из-за температурных и сейсмических колеба-
ний плотности воздуха. Расчетная чувствительность интерферометра (амплитуда 
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колебаний тел MTik) составляет Δh ≈ 10−16 см, что достигается благодаря установке 
в каждом из плеч дополнительных зеркал, образующих интерферометры Фаб-
ри−Перо. Регистрация сигнала одновременно обоими интерферометрами, разне-
сенными на 3002 км, позволяет существенно снизить влияние случайных помех 
(детектирование сигнала по схеме корреляционного интерферометра Брау-
на−Твисса, § 130). Интерферометры LIGO начали свои наблюдения в 2002 г., но 
пока не зарегистрировали ни одного события ⎯ прихода гравитационной волны. 

 

Рис. XXIV.9. Схема интерферометра LIGO: M0, M1, M2 ⎯ зеркала интерферометра, 
Mik ⎯ массивные тела (кольцеобразные грузы), ФД ⎯ фотодетектор 

 Для измерения угловых скоростей вращения служит лазерный гиро-
скоп — «кольцевой» лазер, один из его вариантов показан на рис. XXIV.10. 
В таком лазере возбуждаются две встречные световые волны, движущиеся 
по замкнутому пути. Специальное устройство позволяет сравнивать их час-
тоты, разность которых зависит от скорости вращения лазера (по отноше-
нию к инерциальной системе отсчета). Работу этого устройства удобно рас-
смотреть на более простом примере лазера в виде тонкого кольца радиу-
са R. Тогда независимо от вращения кольца длина волны излучения в нем 
определяется условием 2πR = nλ, n — целое, т. е. обе волны имеют одина-

ковую длину, а в инерциальной системе отсчета, где ω = c/, и одинаковую 

частоту. Однако если регистрирующее устройство вращается вместе с лазе-
ром, то частоты поступающих в него волн сдвинуты вследствие доплер-
эффекта на величину  
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где Ω⊥ — компонента угловой скорости вращения, ортогональная плоско-
сти лазера.  

1

2

3

4

5
1

3

 

Рис. XXIV.10. Схема лазерного гироскопа: 1, 2 ⎯ непрозрачные и полупрозрачное 
зеркала; 3 ⎯ активная среда; 4 ⎯ призма сведения пучков;  5 — фотоприемник 

 Если перейти во вращающуюся вместе с лазером (неинерциальную) 
систему отсчета, то условие 2πR = nλ по-прежнему сохраняется для обеих 
волн в первом порядке по v/с  1. Поскольку частоты волн, соглас-
но (145.3), оказываются разными, то это означает, что скорость распро-
странения света изменяется в неинерциальной системе и в данном случае 
равна с ± Ω⊥R.  
 Чувствительность современных лазерных гироскопов вполне доста-
точна, чтобы измерять угловую скорость вращения Земли ΩЗ.  На широ-
те θ скорость вращения горизонтально расположенного гироскопа 
(и местности) есть ΩЗ ⋅ sinθ, и из (145.3) по известному значению Δω мож-
но найти широту местности. В этом и состоит одно из основных назначе-
ний лазерных гироскопов как навигационных и геодезических приборов. 
Современные лазерные гироскопы позволяют регистрировать разностную 
частоту с точностью лучше 10 Гц, что и определяет их точность и чувст-
вительность.  
 Оптическая спектроскопия (глава XVI) вышла с появлением лазеров 
на качественно новый уровень. Появилась возможность повышения раз-
решающей способности спектрометров на несколько порядков, а в отдель-
ных случаях и на много порядков.  
 Одним из наиболее ярких примеров являются прецизионные измерения частоты 
(длины волны) перехода между уровнями 2S и 1S в атоме водорода (λ ≈ 0,24 мкм), 
выполненные группой Т. Хэнша (T. W. Hänsch et al., 2000 г., Германия).  
 Особенность состояния 2S состоит в том, что для него запрещен однофотон-
ный переход в основное состояние 1S законом сохранения момента (фотон имеет 
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спин, равный 1, в то же время атомарный электрон в состояниях 2S и 1S имеет оди-
наковые и нулевые орбитальные моменты). Однако между этими состояниями раз-
решены двухфотонные переходы с противоположно направленными спинами фото-
нов (суммарный переданный ими момент импульса равен нулю). Вероятность тако-
го перехода существенно ниже. Поэтому время жизни атома в возбужденном 2S-
состоянии довольно велико. У водорода оно составляет примерно 1/7 с. Это так на-
зываемое метастабильное состояние*). Соответственно, ширина линии такого пе-
рехода, как следует из соотношения неопределенности (§ 79), составляет  

15 15 1
1 2

1 1 2
~ ~ 1,5 10 , 2 2,46 10 cS S

S S S

ω π ω π
ω ω τ

− −Δ ⋅ ≈ ⋅ ⋅  

⎯ 1 2частота 1 2 перехода ( 0,122 мкм).S SS S λ− ⎯ ≈  

С такой точностью в принципе можно измерить частоту 1S−2S перехода. 
В двухфотонной спектроскопии возможно использование схемы, в которой отсут-
ствует линейный эффект Доплера. Действительно, если атом освещается двумя 
встречными потоками лазерного излучения, то в системе атома, движущегося со 
скоростью v = βc, частота излучения (см. (70.10)) 

 ( )1,2 1,21 cos ,ω γω β α′ = − ⋅  (145.4) 

где α1,2 ⎯ углы между направлениями вектора скорости атома и потоков излуче-
ния. При α1 = π + α, α2 = α + Δα имеем 

 1 2 2 1 sin , где 1
2 2

α αω ω γω β α α Δ Δ ′ ′+ = + ⋅ + ⋅ Δ  
  

   

⎯ угловой разброс потоков излучения. Отсюда следует, что в таких измерениях 
при β  1 доплеровское уширение подавлено как 

 
1 2

, , 1.
2S S

αδω β β β α
ω

 Δ
≤ + Δ 

 
   

Первое слагаемое появляется из разложения γ-фактора. Таким образом, для полу-
чения высокой точности измерения ω1S2S нужно иметь поток холодных атомов 
водорода (β 1) и малый угловой разброс лазерных пучков (Δα 1). В экспери-
ментах группы Хэнша поток водорода выпускался через сопло, охлажденное жид-

ким гелием до температуры T ≈ 5 К ( )2 75 10 ,T Mcβ −= ≈ ⋅  а угловой разброс 

был сведен к нулю благодаря использованию стоячей волны второй гармоники 
излучения лазера на красителях (основная длина волны 0,486 мкм). Абсолютная 
калибровка частоты производилась с помощью цезиевого эталона «атомный фон-
тан» (§ 143).  

                                                 
*) Мета ⎯ от греч. metá, между, после, через; здесь – относительно (или «не вполне») ста-
бильное состояние. 
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 В экспериментах (2011 г.) была достигнута точность [20] 

 15

1 2

4, 2 10 .
S S

ω
ω

−Δ = ⋅  

Столь высокая точность необходима для проверки теории строения ато-
ма ⎯ квантовой механики и квантовой электродинамики (самой точной 
теории сегодня). Сравнение спектров водорода и антиводорода (§ 57) 
с такой или большей точностью позволит уже в недалеком будущем вы-
яснить, существует ли фундаментальное различие в строении вещества 
и антивещества (физика «зеркального мира»).  
 Лазерное охлаждение атомов и ионов стало следующим значительным 
шагом в  развитии прецизионной оптической спектроскопии атомов. Этот 
метод, предложенный и осуществленный вначале в ловушках 
(D. J. Wineland и H. G. Dehmelt, независимо  T. W. Hänsch и A. L. Schawlow, 
1975 г.), а затем в накопителях заряженных частиц (группы S. Schröder’a, 
1990 г. и J. Hangst’a, 1991 г.), основан на использовании эффекта Доплера. 
Его схема в «ловушечном» варианте внешне похожа на схему двухфотон-
ной спектроскопии: два потока лазерного излучения ⎯ прямой и встречный 
ему (отраженный зеркалом) бомбардируют атом, движущийся с некоторой 
скоростью. Отличие состоит в том, что теперь атом поглощает лазерные 
фотоны в однофотонных (!) переходах, т. е. потоки действуют на атом неза-
висимо. Каждый поглощенный фотон передает атому импульс xk ′ , на-

правленный вдоль оси x потоков лазерного излучения. Возбужденный атом 
излучает изотропно, поэтому в среднем по времени импульс, переданный 
атому этим спонтанным излучением, равен нулю. В результате атом испы-
тывает действие двух встречных сил, направленных вдоль потоков излуче-
ния. При правильном выборе частот (длин волн) продольная составляющая 
скорости атома уменьшается, достигая некоторого равновесного значе-
ния, ⎯ газ атомов охлаждается.  
 Рассмотрим этот процесс подробнее, начав со случая атомов в магнитной 
ловушке (§ 57). Скорость атомов v  c. 
 Линия поглощения атома имеет определенную естественную ширину 
(см. (79.3)) 

 ~ ,
πδω
τ

≡ Γ  

где τ ⎯ время жизни атома в возбужденном состоянии. Вероятность поглощения 
фотона, согласно квантовой механике, описывается формулой Лоренца 

 ( )
( ) ( )2 2

1
,

1 / 2
L

L tr

P ω
ω ω

′ =
′+ − Γ

 (145.5) 
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где Lω′ ⎯ частота лазерного излучения в системе движущегося атома (145.4), 

ωtr ⎯ частота атомарного перехода (transition ⎯ англ.) атома из возбужденного 
состояния в основное. Поскольку Lω′  зависит от скорости атома v, то функция 

( )LP ω′  также является функцией скорости атома. Из сказанного выше ясно, что 

сила лазерного излучения, действующая на атом, ⎯ сила лазерного «трения» про-
порциональна P(v). Оценить эту силу можно из простых физических соображений. 
Пусть поток лазерного излучения имеет неограниченную интенсивность. Тогда 
атом, поглотивший фотон и перешедший в возбужденное состояние, сможет по-
глотить следующий фотон не раньше, чем вернется в основное состояние, т. е. 
через Δt ∼ τ. Это означает, что изменение импульса атома в единицу времени в его 
системе (т. е. сила трения в системе атома)  

 ( ).P v
τ

′ ′≤ ⋅k
F


  

И теперь можно перейти к случаю двух встречных потоков, распространяющихся 
вдоль оси x. Компонента vx скорости атома изменяется в соответствии с уравнением  

 
( )

( ) ( ) ( )

1,2
1 2 1,2

1 22

, , ,

1 , 1 , , 1 .

xx
x x L

L
x x L L x x

kdvm F F F F F P
dt

k c
c

ω
τ

ωγ β ω γω β γ β
−

′
′= = + = ⋅

′ ′= ± = ± ≡ = −v



 β
 (145.6) 

Верхние знаки соответствуют потоку излучения 1, распространяющемуся против 
оси x, нижние ⎯ потоку 2 вдоль оси x. Здесь мы записали соотношения, справед-
ливые и для релятивистских скоростей, что понадобится в дальнейшем. Как сле-
дует из формул (145.5), (145.6), обе функции F1 и F2 имеют максимумы при 

( )1,2
.L trω ω′ =  Подставив в это равенство значение Lω′  из (145.6), найдем значение 

скорости атома, при котором силы максимальны. Поскольку мы рассматриваем 
пока случай атома в ловушке, то его скорость β  1 и γ ≈ 1. Тогда  

 ( )max
1,21,2

1 , .tr L
x x

L
k

c
ω ωβ
ω

 
′= ± − ≈ 

 
   

При равенстве частоты излучения в лабораторной системе ωL и частоты атомарного 
перехода ωtr обе силы имеют максимум при β = 0, а сами силы равны по абсолютно-
му значению и противоположны по направлению, т. е. Fx ≡ 0. Если же отстроить 
частоту лазера на некоторую величину Δω, то максимумы раздвинутся. Очевидно, 
что нужно иметь максимум первой силы (F1 < 0) в области положительных значе-
ний vx, а второй (F2 > 0) ⎯ в области отрицательных значений. В этом случае атомы, 
имеющие скорость vx = βxc > 0, будут замедляться суммарной силой Fx, а атомы, 
имеющие vx < 0, ⎯ ускоряться в положительном направлении оси x, т. е. абсолютное 
значение их скоростей также будет уменьшаться. При βx → 0 сила трения Fx также 
стремится к нулю линейно со скоростью (рис. XXIV.11, а). 
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Рис. XXIV.11. Силы лазерного трения: а) атом в ловушке, формула (145.6); б) ион 
в синхротроне - накопителе, формула (145.7), β0 = 0,5 (Eкин = 145,1 МэВ/нуклон; в) то 
же, с применением вихревого электрического поля Facc = 0,2. Δω/ωtr = 1 ⋅ 10−4, 
Γ/ωtr = 5 ⋅ 10−5 во всех трех случаях. Пунктир ⎯ F1(βx), штрихпунктир ⎯ F2(βx), Facc, 

сплошные линии ⎯ Fx(βx) = F1(βx) +  F2(βx). Силы нормированы на параметр ωtr/τ 

 Аналогично организуется охлаждение атомов по двум другим степеням 
свободы, y- и z-. Для этого, как нетрудно догадаться, нужно еще две пары 
лазерных лучей. Все три пары лучей взаимно ортогональны, и в каждой паре 
лучи направлены навстречу друг другу, а частоты (длины волн) одинаковы.  
 Казалось бы, при лазерном охлаждении полная скорость атомов и, 
соответственно, их температура должны достигать абсолютного нуля. 
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Однако, это не так. И ограничение минимальной температуры связано 
с квантовым характером процессов испускания и поглощения излуче-
ния ⎯ «порциями», или квантами, энергия и импульс которых равны Lω′  

и  ckx′  в (145.6) соответственно. И процесс этот неизбежно стохастиче-

ский: фотоны спонтанного излучения атома распределены изотропно по 
направлениям вылета. Поэтому атом, получающий охлаждающие импуль-
сы вдоль направлений лазерных лучей, следом испытывает отдачу при 
испускании фотона по случайному направлению. В результате атом дви-
жется в пространстве координат и в пространстве скоростей (!) как бро-
уновская частица в жидкости, охлаждаясь постепенно до некоторой рав-
новесной температуры. Ее значение можно получить из баланса мощно-
стей лазерного охлаждения атома и его нагрева собственным спонтанным 
излучением. Довольно громоздкий расчет (который мы опускаем ⎯ 
см. [17], § 63) дает значение минимальной температуры ансамбля атомов 
в ловушке, так называемый доплеровский предел:  

 .min Γ= T   

 Лазерное охлаждение применяется для охлаждения не только атомов, 
но и ионов в ловушках. В обоих случаях достигаются значения 
Tmin ∼ 0,1−1 мК.  
 Лазерное охлаждение ионов в синхротронах-накопителях действует 
по тому же принципу, что и в ловушках. Однако в накопителях ионы 
имеют высокую среднюю скорость v0 ∼ c.  
 Преобразовав выражения, полученные выше, в систему, движущуюся со 
скоростью v0, приходим к «ловушечной» ситуации. Для этого в (145.6) нужно за-
менить βx на полную скорость иона Vx/c, где  

 ,при
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x xv cβ′ ≡  ⎯ скорость ионов в движущейся системе. Тогда аналогично (145.6), 

запишем для сил двух лазерных потоков в движущейся системе  
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 (145.7) 

Порядок знаков тот же, что и в (145.6). Но главное отличие здесь в том, что часто-
ты (в лабораторной системе) встречных лазерных потоков ωL1 и ωL2 значительно 
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различаются. Это следует из условия максимумов функций F1(βx) и F2(βx): 

 ( ) 2
1,2 2 0 0 1 1 0

0
~ , 1 при ~ 1.

1
tr

L L L L
ωω ω β γ ω ω β

β
= +

±
  (145.8) 

Для охлаждения всех ионов, циркулирующих в накопителе, нужно обеспечить 
(как и в ловушке) равенство нулю суммарной силы трения  

 Fx(0) = F1(0) + F2(0) = 0. 

Это условие выполняется при выборе частот лазеров 

 
( )1,2

0 0
.

1
tr

L
ω ωω

γ β
− Δ=
±

  

В этом случае максимумы сил F1,2(βx) расположены асимметрично относительно 
нуля скорости, но имеют равные по модулю значения (рис. XXIV.11, б): 

 ( ) ( )max max
0 1,21,2

1 , , .tr
x tr

tr
F ωωβ β ω ω

ω τ
Δ= ± ± = Δ   (145.9) 

Из-за разной ширины этих функций абсолютные значения максимумов суммарной 
функции Fx(βx) отличаются. 

 Конечно, очень трудно (если только принципиально возможно) осу-
ществить лазерное охлаждение пучков ионов накопителях по поперечным 
к v0 степеням свободы напрямую, как это делается в ловушках. Неодно-
кратно делались попытки охладить поперечные скорости частиц за счет 
их связи с продольным движением. Но до сих пор такое 3D лазерное ох-
лаждение всерьез не продемонстрировано. 
 Наиболее серьезная техническая трудность в применении лазерного 
охлаждения ионов в накопителях связана с большой разницей частот из-
лучения во встречном и попутном потоках (145.8). Независимая настрой-
ка с высокой точностью двух лазеров ⎯ задача непростая. Поэтому ино-
гда  лазер попутного излучения заменяют ускоряющей системой, создаю-
щей квазипостоянное вихревое электрическое поле на участке траектории 
частиц ⎯ трансформатор, вторичная (высоковольтная) обмотка которого 
подсоединена к разрыву вакуумной камеры (керамическая труба). В этом 
случае также формируется сила трения ⎯ функция Fx(βx) необходимой 
формы (рис. XXIV.11, в):  

( ) ( )x x0 при 0, и 0 при 0.x x x xF Fβ β β β> < < >  

 Конечно, действия такой системы возможно в режиме одиночных импульсов 
ограниченной длительности, так как напряжение на трансформаторе спадает за 
время порядка L/r, где L, r ⎯ индуктивность и сопротивление цепи первичной 
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обмотки, подключенной к источнику напряжения (см. § 52, задача VI.14 
и рис. VI.14, а). 

 Набор ионов, лазерно охлажденных в накопителях, достаточно огра-
ничен, что определяется возможностями подбора лазеров с требуемыми 
частотами излучения. Лазерное охлаждение отличают очень короткое 
время охлаждения и равновесная температура (табл. XXIV.3). Однако, 
пучок ионов должен быть предварительно охлажден до скоростей, близ-

ких в ( )max

1,2xβ  (145.9). В этом случае лазерное охлаждение уверенно под-

хватит ион и потянет его к равновесной температуре. Это предваритель-
ное охлаждение можно произвести с помощью электронного охлажде-
ния (§ 58). 

Таблица XXIV.3. Параметры трех сортов ионов, используемых при лазерном ох-
лаждении в синхротронах-накопителях 

Параметр                                        Ион    6,7Li+ 9Be+ 24Mg+

Нижнее состояние 23S1 22S1/2 32S1/2

Время жизни, с 50 осн. состояние осн. остояние 

Верхнее состояние 23P2 22P3/2 32P3/2

Время жизни, нс 43 8,2 3,5 
Ширина линии верхнего состояния, 
МГц 

 
3,7 

 
19,4 

 
45,5 

Длина волны перехода, мкм 0,548 0,313 0,280 
Сила трения, МэВ/м 8,8 81 210 
Время охлаждения, мкс 17 7 15 
Равновесная продольная температура, 
мкК 

62 330 770 

 Как мы уже говорили, первые квантовые генераторы появились 
в радиодиапазоне электромагнитного излучения (§ 143) и довольно скоро 
продвинулись в оптический диапазон. Но уже с начала 1970-х гг. начались 
попытки создания лазеров рентгеновского диапазона. В отличие от лазе-
ров на свободных электронах рентгеновского диапазона, являющихся 
объектом классической электродинамики (глава XXV), эти лазеры ⎯ 
квантовые генераторы, аналогичные мазерам и лазерам. В них использу-
ется стимулированное излучение возбужденных ядер или глубоко иони-
зированных тяжелых атомов ⎯ ионов, сохранивших электроны только на 
электронных оболочках.  
 Первые обычно называют гамма-лазеры, или гразеры (от англ. Gamma 
Rays Amplification by Stimulated Emission of Radiation). Схема гразеров была 
предложена независимо  в СССР и США в начале 1960-х гг. Накачку актив-
ной среды в этой схеме предлагалось произвести жестким рентгеновским 
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излучением термоядерной «бомбочки» относительно небольшой мощно-
сти. Металлический отражатель излучения направляет его при взрыве на 
«вязанку» параллельных медных стержней. Излучение возбуждает ядра 
меди, и они переизлучают жесткий рентген в виде когерентного и направ-
ленного потока. В открытой литературе можно встретить описание аме-
риканских экспериментов, проведенных в начале 1980-х гг., в период рас-
цвета небезызвестной программы «Стратегическая оборонная инициати-
ва» (Strategic Defense Initiative ⎯ SDI), известной также под названием 
«Звездные войны».  
 Характерная энергия фотонов излучения гразеров лежит в диапазоне 
10−150 кэВ (λ = 0,1 нм−8 пм). Когерентное рентгеновское излучение глу-
боко ионизированной тяжелоионной плазмы гораздо мягче ядерного: 
50−250 эВ (λ = 24−5 нм). 
 В заключение главы поговорим о фундаментальной константе, кото-
рая занимает особое место в физике, ⎯ скорость света. Её измерение, со 
все возрастающей точностью, всегда было одной из наиболее важных за-
дач эксперимента. 
 Некоторые наиболее известные и важные эксперименты по измере-
нию скорости света приведены  в табл. XXIV.4 в хронологическом поряд-
ке. Кратко опишем лишь последний из них. В эксперименте Ивенсона 
(рис. XXIV.12) лазер работал в режиме генерации двух близких мод. Из-
лучение регистрировалось ФЭУ, на выходе которого возникали биения 
с разностной частотой Δv ≈ 5 ⋅ 10−7v = 250 МГц. Эта частота регистриро-
валась измерителем частоты. Разность длин волн мод измерялась 30-мет-
ровым интерферометром Фабри–Перо, помещенным в вакуум. Абсолют-
ные значения Δv калибровались по цезиевому стандарту частоты, а абсо-
лютные значения длин волн — по криптоновому эталону длины. Скорость 
света определялась по формуле с = Δv ⋅ λ1λ2/λ2 − λ1.  
 Эксперимент Ивенсона стал действительно последним. В 1983 г. 17-я 
Генеральная конференция по мерам и весам приняла новое определение 
единицы длины метр, не привязанное ни к длине земного меридиана ⎯ 
1 ⋅ 10−7 от 1/4 этой длины (1791−1960 гг.), ни к длине волны излучения 
атома 86Kr (1960−1983 гг.). С 1983 г. метр определен как «длина пути, 
проходимого светом в вакууме за 1/299 792 458 секунды». На этом исто-
рия измерения скорости света (в вакууме!) закончилась. Но не закончи-
лись эксперименты по проверке инвариантности этой величины в инерци-
альных системах. 
 Девятизначное число, определяющее теперь с абсолютной точностью 
(!) значение с, имеет большое практическое значение для абсолютных 
измерений расстояний в различных приложениях (локация, геодезия, на-
вигация, в том числе космическая). 
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Таблица XXIV.4. Результаты измерений скорости света 

Год Авторы (страна) Метод Результат 
1607 Галилей (Италия) Метод прерываний — два  

наблюдателя с фонарями 
«Скорость очень 

велика» 
1676 Ремер (Франция) Метод прерываний — затмение  

спутников Юпитера 
225 000 км/с 

1728 Брадлей (Англия) Аберрация света звезд 308 000 км/с 
1849 Физо (Франция) Метод прерываний — зубчатое  

колесо 
315 000 км/с 

1857 Вебер и Кольрауш  
(Германия) 

Отношение электростатической и 
магнитной единиц 

310 800 км/с 

1862 Фуко (Франция) Метод прерываний —  
вращающееся зеркало 

298 000 ± 500 км/с 

1880 Столетов (Россия) ⎯ 299 000 ± 1000 км/с 
1898 Фабри и Перо  

(Франция) 
⎯ 299 870 км/с 

1926 Майкельсон (США) Усовершенствованный метод Фуко 299 796 ± 4 км/с 
1941 Андерсен и  

Хюттель 
Метод прерываний — ячейка Керра 299 793,1 ± 0,25 км/с 

1958 Фрум (Англия) с = λv, СВЧ-интерферометрия  
(λ = 4 мм) 

299 792,5 ± 0,1 км/с 

1967 Симкин, Лукин, 
Сикора, Стрелин 
(СССР) 

То же (λ = 8мм) 299 792,56 ± 0,11 км/с 

1972 Ивенсон (США) с = λv, CH4-лазер 299 792,458 ± 0,2 м/с 

лазер

M

ФП

Ф
Э

У

частотомер
 

Рис. XXIV.12. Схема опыта Ивенсона: М — полупрозрачное зеркало; ФП — ин-
терферометр Фабри−Перо в вакууме с базой 30 м 



   

 
 
 
 

ГЛАВА XXV 

ЛАЗЕРЫ НА СВОБОДНЫХ 
ЭЛЕКТРОНАХ 

 Источником когерентного излучения в этих лазерах являются пучки 
электронов, взаимодействующие с макроскопическими электромагнит-
ными полями (например, в ондуляторах, §134). Такую систему можно 
описывать в рамках классической (неквантовой) физики. Механизм коге-
рентного излучения здесь связан с тем, что электромагнитная волна взаи-
модействует с электронами пучка, скорость которых близка к ее фазовой 
скорости. Эти процессы хорошо изучены в физике плазмы. Еще раньше 
аналогичный механизм нашел применение в таких генераторах СВЧ-излу-
чения, как клистрон, лампа с бегущей волной и др. Позднее этот принцип 
генерации был распространен на пучки релятивистских электронов, что 
позволяет получать излучение в широком диапазоне от СВЧ до рентгена. 
Именно эти генераторы и называют лазерами на свободных электро-
нах (ЛСЭ). В одном из видов ЛСЭ используются магнитные змейки (маг-
нитостатические ондуляторы, § 134). Кроме того, в качестве такой струк-
туры используют продольное магнитное поле (спираль циклотронного 
вращения играет роль ондулятора, § 149), среду или оболочку канала 
транспортировки электронного пучка, имеющую пространственно-перио-
дическую структуру, которая инициирует черенковское или/и переходное 
излучение (§ 149). В последние годы в связи с появлением ЛСЭ оптиче-
ского и рентгеновского диапазонов это название чаще всего используют 
для лазеров с магнитостатическими ондуляторами и пучками ультрареля-
тивистских электронов (§§ 147, 148). Строго говоря, это «несправедливо» 
по отношению к ЛСЭ СВЧ-диапазона (§ 149). 
 Пучок электронов в периодической структуре является активной 
средой, способной усиливать внешнее излучение. В этом отношении ЛСЭ 
принципиально не отличаются от лазеров и мазеров, в которых активной 
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средой является набор атомов и молекул. При введении обратной связи 
такой усилитель становится генератором, а условие генерации ничем не 
отличается от (142.2). 

§ 146. Электронный пучок в полях ондулятора 
и излучения 

 Рассмотрим механизм усиления излучения при взаимодействии элек-
тромагнитной волны с электронным пучком, проходящим сквозь плоский 
ондулятор (рис. XXII.4), поперечное поле которого измеряется по закону 
H⊥(z) = −HA ⋅ sinkdz, kd = 2π/d, d ⎯ период ондулятора, и введена коррек-
ция орбиты (см. примечание к формуле (134.19). Ограничимся в дальней-
шем рассмотрении случаем К 1. Будем считать также малым воздейст-
вие поля электромагнитной волны на движение (траекторию) электрона, 
так что можно принять полную скорость электрона v0 не изменяющейся за 
один проход ондулятора. Тогда выражение для траектории электрона 
имеет следующий вид: 

 

( )0
0

0 2

( ) (0) sin , cos ,

.
2

d x z z d
d

A

d x z
x z x k z v v v k z

k d z
eH d

mc

α α

α
π β γ

= − ⋅ = ⋅ = − ⋅

=
 (146.1) 

 Линейно-поляризованную плоскую электромагнитную волну, рас-
пространяющуюся вдоль оси z, можно представить в виде  

 ( ) ( )1, sinwz t kz tω ϕ= ⋅ − +E E , (146.2) 

где Ew и ϕ1 ⎯ амплитуды и фазы волн; k и ω ⎯ волновое число и частота 
(индекс w здесь и ниже от англ. wave ⎯ волна). Волна (146.2) имеет фазо-
вую скорость ω/k, равную скорости света. Поэтому фаза волны «бежит» 
относительно электрона со скоростью c − vz, так что поле в точке, где 
мгновенно находится электрон, осциллирует с периодом 

22 , 1.
z

T
c v cϕ

λ λ γ γ= ≈ ⋅
−

  

При равенстве периода Тϕ и периода колебаний в ондуляторе zd vdT =  

знак мощности, пропорциональной скалярному произведению электриче-
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ского поля волны на скорость электрона, может сохраняться вдоль всего 
ондулятора. Это значит, что мы можем эффективно ускорять (или тормо-
зить) электроны. Если фиксированы период ондулятора и энергия элек-
тронов, то вышеописанное условие, которое часто называют условием 
синхронизма («резонанс» частицы и волны) имеет вид 

 рез 2
, 1.

2
z

z

c v dd
v

λ γ
γ

−
= ⋅ ≈   (146.3) 

Нетрудно убедиться, что значение λрез совпадает со значением длины вол-
ны ондуляторного излучения (134.20) при θ = 0 и К 1. 
 Условие резонанса имеет ясный физический смысл: за время прохожде-
ния одного периода резонатора d/vz электрон отстает от волны на расстояние  

рез ,
z

ds c d
v

λΔ = − =  

т. е. периодически, с периодом zvdT =  он попадает в одну и ту же фазу 

волны. 
 Взаимодействие непрерывного пучка частиц с волной в ондуляторе 
приводит к модуляции частиц по скоростям: частицы, поглощающие энер-
гию, ускоряются, vz возрастает, а теряющие энергию замедляются, vz падает. 
В результате «быстрые» частицы догоняют «медленные», и пучок модулиру-
ется по плотности ⎯ происходит так называемая группировка пучка. 
 Рассмотрим этот процесс подробнее*). 

 В поле этих волн энергия электрона изменяется**), что следует из уравнения 
движения  

 [ ], ( ) , ( ) ( ) ( , ),w w
d e z e z z z t
dt c ⊥= + = +p

v H E H H H  (146.4) 

где v ⎯ полная скорость электрона. Умножая это уравнение скалярно на вектор v 
и учитывая равенства 

[ ]( ), , , , 0 ,ed d
dt dt
ε  = ≡ 

 

p
v v v H  

получим  

 ( ) ( ), .e
x x y y

d
e e E v E v

dt
ε

= = +E v  (146.5) 

                                                 
*)Здесь использован подход, заимствованный из монографии [21], с. 4−11. 
**) Не путать с потерями энергии на излучение: здесь Ew ⎯ электрическое поле внешней 
электромагнитной волны, а не волны, испускаемой частицей. Впрочем, как будет видно 
дальше (§ 148), в некоторых условиях эти волны разделить невозможно. 
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Эта формула хорошо известна из механики: мощность, подводимая к электрону, равна 
произведению действующей на него силы на его скорость. В плоском ондуляторе 
 vy = 0, и вклад в изменение энергии дает только x-составляющая поля волн (146.2). 
Поэтому, как мы увидим и дальше, в плоском ондуляторе может усиливаться 
только линейно-поляризованная волна, вектор E которой направлен вдоль оси x.  
 Подставив в (146.5) значения Ex для волны из (146.2) и vx (146.1), в первом 
приближении по величине поля волны получим:  

 
( )

( ) ( ){ }
1 0

0 1 1

sin cos

1
sin sin .

2

e
x x w x d

x w d d

d eE v eE kz t v k z
dt

e v E k k z t k k z t

ε ω ϕ α

α ω ϕ ω ϕ

= = − ⋅ − + ⋅ ⋅ =

   = − ⋅ + − + + − − +   

 (146.6) 

К этому уравнению следует добавить уравнение, описывающее изменение про-
дольной координаты частицы  

 .
2

1
1

2

22









−≈−=≡

γ
cvvv

dt
dz

xz  (146.7) 

Здесь v(z) ⎯ полная скорость электрона. Чтобы решить уравнения движения (146.6) 
и (146.7), упростим их. Учтем, что координата частицы z есть z ≈ vzt, а частота 
и волновое число излучения связаны равенством ω = ck. Теперь преобразуем ар-
гументы синусов в выражении (146.6) в том порядке, как они представлены: 

 

( )

( )

1 12

2 1 12

( , ) ,
2

( , ) .
2

d d z

d d z

tz t k k z t k v t

tz t k k z t k v t

ωψ ω ϕ ϕ
γ
ωψ ω ϕ ϕ
γ

= + − + ≈ − + +

= − − + ≈ − − +
  (146.8) 

Здесь мы использовали равенства ( ) 1,21 2 >>−≈−=− γγωβωω tttkz z . Второе 

выражение меняется быстро ⎯ с частотой 22 d zk vω γ + , а первое ⎯ медленно, 

с частотой  

 22 .d zk vω γ −   (146.9) 

Основной вклад в изменение энергии электрона за пролет ондулятора дают имен-
но низкие частоты, что видно хотя бы из простого выражения 

0

1 cos 2
sin .t dt

τ
ωτω

ω ω
−⋅ = ≤  

(здесь ω ⎯ произвольная частота). Таким образом, изменение энергии обратно 
пропорционально частоте. Поэтому слагаемые, содержащие быстрые частоты, 
можно попросту отбросить*). К тому же медленную частоту можно обратить в ноль, 

                                                 
*) Эта операция соответствует математическому приему усреднения по быстрым колебаниям. 
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выполнив условие резонанса: 

 2
рез 2 2

рез рез

2 или .
2

d
d

dk c
k

πω γ λ
γ γ

= = =  (146.10) 

Тем самым мы получили условие (146.3) в результате более строгого рассмотрения  
Отличие в том, что теперь мы считаем длину волны (частоту) излучения заданной 

и ищем резонансное значение энергии электрона; 2
рез рез .mcγ= ⋅E  Итак, как мы толь-

ко что выяснили, достаточно рассмотреть вклад резонансного слагаемого в (146.6): 

 ( )0 sin .
2

e wd ceE t
dt

α ψ≈ − ⋅E
 (146.11) 

Ограничимся случаем малого отклонения энергии электрона от резонансного зна-
чения: 
 ( ) ( ) рез рез.e et tδ = − E E E E  (146.12) 

Значение δEe на входе в ондулятор, т. е. δE0 ≡ δEe(0), называют отстройкой энер-
гии электрона. 
 В выражении для ψ (146.8) произведём разложение γ = γрез + δγ 

и ( )3
рез рез1zβ β δγ γ≈ ⋅ +  и учтём первое равенство в (146.10). Продифференциро-

вав, получим 

 ( )
3 3 2
рез

.e td
dt mc

δψ δγω ω
γ γ

≈ =
E  (146.13) 

Дифференцируя производную dψ/dt в (146.13) ещё раз по времени и подставляя 
в полученное выражение значение ed dtE  из (146.11), приходим к уравнению 
фазовых колебаний  

 

2
2

2

2 2
0 3 2 2 2

рез

sin 0,

.
2

w A w
e

рез

d
dt

eE H Ec c r
mc mc

ψ ψ

α ω
γ γ

+ Ω =

Ω = =
⋅

 (146.14) 

Здесь второе из выражений для Ω2 получено подстановкой значения α0 из (146.1). 
Уравнение для ψ(t) полностью совпадает по форме с уравнением колебаний маят-
ника. Параметр Ω есть частота малых фазовых колебаний, поскольку при ψ  1 урав-

нение (146.14) принимает вид уравнения линейных (малых) колебаний 2 0.ψ ψ+ Ω =  
Для реалистических параметров ЛСЭ величина Ω довольно мала, так что измене-
ние фазы малых колебаний за пролет ондулятора много меньше единицы 
(задача XXV.1). С увеличением амплитуды период фазовых колебаний увеличива-
ется (частота уменьшается). 
 Задача XXV.1. Оценить частоту малых фазовых колебаний электрона в он-
дуляторе с периодом d = 9 см и полем в максимуме HA = 0,1 Тл, если плотность 

потока энергии излучения составляет 2100 кВт см ,wS =  энергия электронов ⎯ 

50 МэВ. Оценить набег фазы колебаний на длине Δz = 1 м. 
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 Амплитуда поля волны 

 
8

29 Гс.w wE S
c
π= ⋅ ≈   

Из второго выражения (146.14) найдем 7 13 10 c−Ω ≈ ⋅  (f ≈ 5 МГц), и набег фазы 

малых колебаний составит  

0,1
z

c
ψ Ω ⋅ ΔΔ = ≈ рад на длине 1 м. 

Отметим, что зависимость частоты Ω от плотности потока излучения довольно 
слабая ⎯ как корень четвертой степени. Поэтому набег фазы на длине ондулятора 
остается малым даже при существенно больших потоках энергии излучения. Это 
обстоятельство позволяет найти далее приближенное решение задачи о потерях 
энергии электроном в ондуляторе и в поле волны. В общем виде решение этой 
задачи в аналитических функциях найти не удается. 
 Для решения уравнения (146.14) методом последовательных приближений, 
использующим малость изменения фазы (Ωt  1), проинтегрируем его по време-
ни дважды с учетом начальных условий 
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 (146.15) 

Так мы свели дифференциальное уравнение к интегральному. Его удобно решать 
итерациями, находя решение в виде разложения по малому параметру Ω2. В нуле-

вом порядке ( ) ( )0
0 0 .t tψ ψ ψ= +   Подставив это значение ψ(0)(t) в интегральное 

уравнение, найдем  
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Таким образом, в первом приближении по Ω2  

( ) ( ) ( ) ( )( )
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ψ ψ
Ω Ω= + + ≈ − + + − 

 
 (146.16) 

Заметим, что «коэффициент растяжения фазы» 

( ){ }2 2
0 0 0 0 0 0 01 sin cos cosd d tψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ≈ +Ω + + −     
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отличен от единицы. Это значит, что если вначале частицы распределены по фа-
зам (т. е. по моментам их влета в ондулятор) равномерно, то через некоторое вре-
мя появляются периодические уплотнения и разрежения. 
 Потери энергии электрона за проход ондулятора в поле электромагнитной 
волны найдем, проинтегрировав (146.12) по времени пролёта τ: 
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sin , ,
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w
e

z
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α ψ τΔ ≈ − ⋅ =E  (146.17) 

где L ⎯ длина ондулятора*). Представив подынтегральное выражение в виде 
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 (146.18) 

Теперь можно приступить к вычислению изменения энергии электромагнитной 
волны в ондуляторе, через который проходит пучок моноэнергетических электро-
нов. Считаем, что электроны пучка имеют на входе в ондулятор одинаковую энер-
гию и равномерно распределены по фазе влета ψ0. Электрон, взаимодействуя 
с волной в ондуляторе, отдает ей или забирает из нее энергию ⎯ в зависимости от 
фазы влета в ондулятор ψ0. В среднем по пучку (т. е. по фазе влета ψ0) изменение 
энергии электрона за проход ондулятора составит  
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Подставив сюда f(ψ0) (146.17), после простых, но довольно громоздких  вычисле-
ний, находим среднее по пучку значение функции f(ψ0): 
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*) Обратим внимание на различие ΔEe и δEe(t). Первая величина есть изменение энергии элек-
трона в поле волны за проход ондулятора, вторая – отклонение энергии электрона от её ре-
зонансного значения (146.12). 
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Таким образом, f содержит универсальную функцию аргумента χ (рис. XXV.1). 
В литературе можно встретить другую форму записи функции F(χ), тождествен-
ную (146.20): 
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dF
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 
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 
 (146.21) 

Аргумент χ пропорционален начальной отстройке энергии электронов пучка δE0 
(см. значение ψ  в (146.13)): 

 0 0
3 2
рез

.
2 2 mc

ψ τ δωτχ
γ

= =
 E

 (146.22) 

 

Рис. XXV.1 Функция F(χ) 

Подставив в (146.20) значение Ω2 из (146.14) и учитывая значение параметра α0 
(134.19), можно представить величину eEΔ  (146.19) в виде  
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Отметим, что этот результат не зависит от знака заряда частиц. Кроме того, 
F(χ) < 0 при χ > 0, когда отстройка δE0 > 0. Следовательно, при положительной 
отстройке электроны пучка теряют (в среднем) энергию, отдавая ее волне. 
В точном резонансе (χ = 0) передачи энергии от электрона или к электрону нет. 

Функция ( )F χ  достигает максимума при χ = ± 1,303 и: ( )
max

0,135.F χ =  Зная 

величину ΔEe, находим коэффициент усиления энергии излучения за один про-
ход ондулятора: 
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где e eN I eτ=  ⎯ число электронов пучка с током Ie, которое «умещается» в он-

дуляторе длиной L = vzτ. Знак «−» здесь отражает направление передачи энергии ⎯ 
от электрона волне. Энергия волны в объеме Vw равна  
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Подставив это значение и ΔE (146.23) в (146.24), получим 
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Здесь и ниже мы подчеркнули необходимость положительной отстройки χ 
(F(χ) < 0). В этом выражении параметры λ, d и энергия (γрез) связаны между собой 
условием резонанса (146.10). Считая параметры ондулятора выбранными, с по-
мощью (146.10) исключим из (146.25) длину волны λ. Кроме того, подставим туда 
же Ne через ток пучка (146.19), время пролёта τ = L/vz и Vw = L ⋅ σw, где σw ⎯ сред-
няя площадь потока излучения по его длине. При этом мы считаем, что все элек-
троны находятся внутри потока излучения, т. е. поперечные размеры электронного 
пучка достаточно малы. Получим 
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 Параметр I0 является «масштабом» интенсивности электронного пучка*) (сравни 
задачу XX.10). Отметим, что этот результат справедлив и для сгруппированного 
пучка, если длина сгустка lb (индекс b здесь и ниже от англ. bunch ⎯ сгусток) 
много больше длины волны излучения. Тогда в (146.24) и (146.25) Ne = Nbunch ⎯ 
число электронов в сгустке, Ie ⎯ пиковый ток пучка  

  e , ,bunch b
b w b w

b z

eN lI V l
v

τ σ
τ

= = = . (146.27) 

Наконец, еще одна особенность полученных значений ΔEe (146.23) и κ (146.25), 
(146.26). Нетрудно проследить, что при выводе формул (146.17)−(146.26) значение 
напряженности поля излучения Ew молчаливо предполагалось постоянным во 
времени. Это означает, что передача энергии электронов в излучение за проход 
ондулятора принята здесь пренебрежимо малой по сравнению с энергией излуче-
ния, сопровождающего пучок. Иными словами, выражения для коэффициента 
усиления κ (146.25), (146.26) справедливы в режиме малого усиления, 1 1κ −  . 
Такой режим характерен для ЛСЭ с обратной связью (§ 147). 

                                                 
*) Это так называемый «ток Альфвена−Будкера», введён независимо Х. Альфвеном в работах 
о космической плазме (H. O. G. Alfven, ок. 1942 г.) и Г. И. Будкером (1956 г.) в работе о 
релятивистской плазме в ускорителях заряженных частиц. 
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Проведенное рассмотрение динамики электрона в ЛСЭ ясно показы-
вает, что главное назначение ондулятора ⎯ формирование активной (из-
лучающей) среды в ЛСЭ. Положительная отстройка энергии соответствует 
организации так называемой инверсной заселенности в квантовых генера-
торах (§ 141). Это значит, что частиц с энергией, больше резонансной, 
больше, чем частиц с энергией, меньше резонансной. В случае термоди-
намического равновесия частиц с большей энергией меньше, и волна по-
глощается электронами. Такое поглощение резонансными частицами хо-
рошо известно в физике плазмы и называется затуханием Ландау. Пере-
дача энергии электронов волне является классическим аналогом вынуж-
денного (стимулированного) излучения.  

§ 147. ЛСЭ с обратной связью 

 Схема ЛСЭ с обратной связью практически та же, что и у оптических 
лазеров (рис. XXV.2), и, подобно «лазерам на красителях», рабочее те-
ло ⎯ пучок электронов (активная среда) протекает сквозь оптический 
резонатор.  

Условие генерации (142.2) применимо здесь полностью. Коэффици-
ент обратной связи ξ можно получить из баланса потоков энергии излуче-
ния, аналогичного тому, что записан при выводе (142.1), но несколько 
отличного по форме записи. Поэтому начнем этот вывод сначала. Пусть  
поток энергии волны, бегущей слева направо, равен J1 на поверхности 
зеркала 1. В лазере этот поток сопровождается пучком электронов и уси-
ливается в κ раз: J2 = κJ1 есть поток, падающий на зеркало 2. Здесь этот 
поток частично выходит через отверстие в зеркале 2. Это «полезное» из-
лучение J0 = μ0J2, где μ0 < 1 ⎯ коэффициент пропускания зеркала или от-
ношение площади выходного отверстия зеркала к площади потока J2 на 
его поверхности. Часть потока J2 теряется ⎯ поглощается зеркалом 
и уходит через его края (известные дифракционные потери лазера). Отра-
зившийся поток распространяется навстречу пучку и поэтому не усилива-
ется. Достигнув зеркала 1, этот поток частично теряется, как и поток J2, но 
преимущественно отражается, превращаясь в поток J1. В начале генера-
ции излучения процесс идет с нарастанием энергии излучения, пока из-за 
снижения усиления κ не достигается насыщение, или установившийся 
режим непрерывной генерации излучения. В установившемся режиме 
баланс потоков энергии, очевидно, имеет вид 

 ( )( )
2 1 0 0 2

1 1 2 2 2 0

, ,

1 ,

J J J J
J J J J

κ μ
μ μ

= =
= − − −

 (147.1) 
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где μ1  и μ2  ⎯ коэффициенты потерь энергии на зеркалах 1 и 2. Подста-
вив J0 в третье равенство и полученное значение J1 в первое, приходим 
к условию нарастания слабого начального сигнала:  

 ( )( )1 2 01 1 1.κ μ μ μ− − − >  (147.2) 

 

Рис. XXV.2. Принципиальная схема ЛСЭ с оптическим резонатором: 1, 2 ⎯ зер-
кала резонатора; 3 ⎯ поворотные магниты ввода-вывода электронного пучка; 4 ⎯ 
ондулятор; 5 ⎯ поток излучения из резонатора 

Коэффициенты μ0, 1, 2 1 (иначе ЛСЭ не начнет генерировать в таком ре-
жиме ⎯ сравни § 148). Поэтому условию (147.2) можно придать вид  

 1
0 1 2

0 1 2

1
1 1 , ,Q Qκ μ μ μ

μ μ μ
−> + + + ≡ + =

+ +
 (147.3) 

где Q ⎯ «добротность» оптического резонатора, равная отношению пото-
ка энергии, запасенной в резонаторе, к потоку энергии потерь. Подставляя 
в полученное условие значение κ из (146.26), найдём значение порогового 
тока генерации излучения в ЛСЭ: 

 
3 2

0
max2 3

max

, 0,135.w
e

e A

I mcI F
QF r d H L
γ σ

≥ ⋅ =  (147.4) 

Присутствие параметра Fmax в знаменателе порогового тока имеет важный 
физический смысл: при увеличении тока электронов от нулевого значения 
генерация начинается на моде оптического резонатора (длине волны 
λ = 2πс/ω), для которой отстройка энергии электронов (146.22) соответ-
ствует значению χ ≈ 1,303. Зависимость порогового тока от энергии элек-
тронов очень сильная: Ie ∝ γ3. 
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 Обратим еще раз внимание на тот факт, что ЛСЭ с обратной связью 
работает в режиме малого усиления, когда энергия, запасенная в стоячей 
волне в резонаторе, значительно больше энергии, которая передается 
в излучение сгустком электронов за один проход ондулятора и, соответст-
венно, покидает лазер (равенства динамического равновесия (147.1)).  
 Осталось выяснить, каков же максимальный уровень мощности 
излучения, генерируемого ЛСЭ с обратной связью. Ответ на этот вопрос 
проще всего получить, вспомнив условие оптимальной начальной от-
стройки энергии электронов χ = 1,303 (см. (146.23) и текст ниже). Если за 
один проход ондулятора электрон теряет такую энергию, что параметр χ 
смещается на Δχ ∼ 1 (т. е. фаза ψ изменяется на Δψ ∼ π, и электрон пере-
стает тормозиться), то дальнейший рост уровня излучения на этом пре-
кращается ⎯ ЛСЭ достигает режима насыщения. Для оценок достаточно 
записать из (146.22) условие 

3
~ 1,

2

ωτχ δγ
γ

Δ =  

что, с учётом условия (146.10) для ω, даёт значение предельной потери 
энергии электроном за проход ондулятора: 

 max 1
, ,

2e

c Ln
n d d

δ τ
π

≤ = ≡
E
E

 (147.5) 

где n ⎯ число периодов ондулятора. Умножив δEmax на поток электронов 
в ЛСЭ, получим мощность излучения на его выходе: 

 max .
2

e e e
вых

I I
P

e n e
εδ
π

= ⋅ = ⋅E   (147.6) 

Здесь мы пренебрегли потерями на зеркалах. 
 Задача XXV.2. Оценить пороговый ток генерации ЛСЭ на длине волны 
λ = 200 мкм и предельную мощность излучения при токе электронов 1 A, если 
период ондулятора составляет 12 см, его длина 7 м, добротность резонатора 
Q = 14 и максимум поля в ондуляторе HA = 1 кГс, средняя площадь потока излуче-
ния 4 см2. 
 Из (146.10) находим γрез = 17,3 (Ee = 8,85 МэВ). Подстановка в (147.4) и (147.5) 
дает  

Ie ≥ 0,13 А,    Pвых = 24 кВт. 

ЛСЭ с обратной связью делают на основе двух видов ускорителей 
электронов ⎯ линейных и циклических (синхротронов-накопителей). 
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В обоих случаях электронные пучки сгруппированы, а проблема высокой 
средней мощности пучка, необходимой для генерации мощного излуче-
ния, решается в каждом случае по-разному.  

В синхротронах-накопителях пучок циркулирует непрерывно, и по-
тери энергии электронов восполняются ускоряющей ВЧ-системой син-
хротрона. В магнитную систему ЛСЭ вводятся дополнительные откло-
няющие магниты, позволяющие улучшить группировку электронов за 
счет различия длин траекторий электронов с разной энергией внутри этих 
магнитов. Такая схема получила название «оптический клистрон» (Н. А. Ви-
нокуров, А. Н. Скринский, 1977 г.). 

В ЛСЭ на основе линейных ускорителей («линаков») электроны исполь-
зуют однократно, после чего они поглощаются в коллекторе (приемнике) на 
выходе генератора. Более перспективными являются ЛСЭ на основе линей-
ных ускорителей-рекуператоров (ЛУР)*), в которых «отработанные» электро-
ны, проходя ещё раз ускоряющую структуру, но теперь в замедляющей фазе, 
возвращают в ВЧ-резонаторы свою энергию. Такой ЛСЭ-ЛУР создан в ИЯФ 
(рис. XXV.3). На этой установке работают два ЛСЭ, излучающие в диапазо-
нах длин волн 110–240 мкм и 40–80 мкм. Планируется установка третьего 
ЛСЭ, который будет работать в инфракрасном диапазоне. Излучение этих 
ЛСЭ используется в экспериментальных исследованиях, главным образом, 
в биологии, химии и физике твердого тела. 

Таблица XXV.1. Параметры новосибирских ЛСЭ 

Параметр ЛСЭ-1 ЛСЭ-2 
Энергия электронов, МэВ 11 20 
Длина волны, мкм 110−240 40−80 
Пиковый ток электронов, А 10 20 
Длина ондулятора, м 7,0 3,3 
Период ондулятора, см 12 12 
Амплитуда магнитного поля, Тл 0,1 0,12 
Выходная мощность излучения, кВт 0,5 0,5 

ЛСЭ с обратной связью**) работают во многих лабораториях мира: 
в Японии ⎯ 9, США ⎯ 6, Германии ⎯ 3, Голландии ⎯ 3, Франции ⎯ 2, 
Италии ⎯ 2 и по одному в России, Израиле, Китае и Ю. Корее. Все вместе 
они перекрывают диапазон длин волн излучения от единиц мм (СВЧ-ра-
диодиапазон) до 200 нм («вакуумный» ультрафиолет). 

                                                 
*) Английский термин «Energy Recovery Linac» (ERL). 
**)

 В зарубежной литературе принят термин «FEL oscillator», т. е. ЛСЭ-генератор. 
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Рис. XXV.3. Схема новосибирского ЛУР с тремя ЛСЭ. Электронный пучок из 
инжектора набирает энергию в ускоряющей системе, проходит через ондулятор 
и излучает; после чего замедляется до энергии инжекции и попадает в поглоти-
тель. В первой моде работы электроны проходят ускоряющую систему дважды, во 
второй ⎯ четырежды, а в третьей будут проходить ее восемь раз. Энергии элек-
тронов в трех ЛСЭ равны 11 МэВ, 20 МэВ и 40 МэВ соответственно. Длина волны 

излучения падает от ступени к ступени как 2−
eE  (см. (146.10)). 

ЛСЭ с обратной связью обладают рядом преимуществ по сравнению 
с классическими лазерами: 
1. Плавная перестройка (изменением энергии электронов) длины волны 
излучения. 

2. Возможность генерации излучения в диапазоне (диапазонах) длин волн, 
недоступном другим лазерам. 

3. Отсутствие проблемы перегрева активной среды («рабочего тела»), что 
заметно ограничивает предельную мощность твердотельных лазеров. 

 Главным ограничением мощности излучения ЛСЭ-генераторов яв-
ляются их зеркала. Нагрев и, как следствие, деформация зеркал, «уводя-
щая» настройку резонатора, ограничивает мощность лазера. Отсутствие 
качественных зеркал в рентгеновском диапазоне сдерживает продвижение 
этого типа ЛСЭ в коротковолновую область диапазона. На этом направ-
лении, правда, наметился в последние годы значительный прогресс, в том 
числе в отечественных лабораториях (Н. Н. Салащенко с сотрудниками, 
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Институт прикладной физики РАН, Н. Новгород). Тем не менее, ЛСЭ 
рентгеновского диапазона, работающие в Германии, США и Японии, ис-
пользуют режим большого усиления, а точнее, сверхизлучения, к рас-
смотрению которого мы и переходим. 

§ 148. ЛСЭ в режиме большого усиления 

Такой ЛСЭ, в отличие от осциллятора, не имеет зеркал, и сгусток ре-
лятивистских электронов при определенных параметрах самоусиливает 
начальную флуктуацию спонтанного (самопроизвольного) излучения. 
В отечественной литературе нет устоявшегося названия подобных уст-
ройств. В иностранной литературе принят термин SASE: Self-Amplified 
Spontaneous Emission ⎯ «самоусиленное спонтанное излучение». Процесс 
усиления может быть описан с другой точки зрения. В ЛСЭ происходит 
продольная группировка электронов на частоте, близкой к резонансной. 
В ЛСЭ с большим усилением вместе с нарастанием поля электромагнит-
ной волны происходит экспоненциальный рост модуляции плотности 
электронов на той же частоте. В так называемом режиме сверхизлучения 
(см. ниже) начальная амплитуда поля равна нулю, но есть флуктуации 
плотности в электронном сгустке. Эти флуктуации нарастают экспонен-
циально вдоль ондулятора до тех пор, пока не наступит полная группи-
ровка (насыщение). Режим работы лазеров, в котором используется уси-
ление спонтанного излучения за один проход вдоль достаточно длинной 
рабочей среды, называется сверхизлучением.  
 Для вывода уравнения, описывающего рост энергии излучения в SASE FEL 
по мере прохода сгустка электронов сквозь ондулятор, приходится начинать все 
сначала, с уравнений (146.11), где теперь поле Ew есть функция времени Ew(t). 
Уравнение (146.11) можно переписать для энергии излучения, использовав, как 
и при выводе (146.25), соотношение между энергией излучения εw и напряженно-
стью поля излучения Ew. Кроме того, примем объем излучения Vw равным объему 
сгустка. В результате получим  

 

( )

2
0

1

0

sin ,
8 2

.

bN
w i w

w b i
i

i i i

E d ceEd V N
dt dt

t

ε α ψ
π

ψ δψ ψ
=

= − = ⋅

= +

       (148.1) 

где усреднение ведется по всем Nb электронам. Отсюда следует уравнение для 
роста амплитуды поля волны 

 0 04 cos ,w e i i
d E n ec
dt

π α δψ ψ=       (148.2) 
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где ne = Nb/Vw ⎯ плотность электронов. В правой части этого выражения стоит 
амплитуда поперечного электрического тока, умноженная на 4π. Это не удиви-
тельно, так как прямой (не из закона сохранения энергии) вывод уравнения (148.2) 

опирается на второе уравнение Максвелла (45.9) 
4 1

rot .
c c t
π ∂= +

∂
E

H j  Изменение 

фаз продольных координат частиц описывается, как и раньше, уравнением мате-
матического маятника (146.14), которое при Ωt  1 выглядит как 

( ) ( )
2

2
02

sin .i
i

d
dt
δψ

ψ ϕ= −Ω + Δ  

Дополнительный сдвиг фазы Δϕ появляется из-за того, что в режиме большого 
усиления поле, которое действует на частицы, возбуждено теми же уплотнениями 
электронов и поэтому «привязано» к ним по фазе. Закон сохранения энергии, ис-
пользуемый нами для оценки скорости роста амплитуды поля, не позволяет найти 
этот сдвиг фазы. Из решения уравнений Максвелла следует, что он порядка еди-
ницы. Дифференцируя (148.2) дважды, получим 

 ( )
2 23

2 0
0 0 03 3

4 sin cos .e e
w i i w

n r cd E nec E
dt

α ωπ α ψ ϕ ψ
γ

= − Ω + Δ ≈  (148.3) 

Так как это уравнение линейно, то его общее решение является линейной комби-
нацией трех экспонент, наиболее быстрорастущая из которых имеет вид  

 0 exp ,
2w

g

ctE E
L

 
=   

 
 (148.4) 

где  

 
23
02

g
e e

L
n r k

γ

α
≈  (148.5) 

⎯ длина нарастания интенсивности ( )2
wE  в e раз. 

Начальный сигнал E0 может быть задан внешним маломощным генератором. 
В рентгеновском диапазоне таких генераторов нет, поэтому в качестве начального 
сигнала используется поле спонтанного ондуляторного излучения (т. е. некоге-
рентное излучение отдельных электронов в том же ондуляторе). 

Оценить длину ондулятора Ls, необходимую для достижения насы-
щения, довольно просто. При прохождении характерной длины ⎯ длины 
нарастания поля 2Lg ⎯ электрон излучает вперед цуг длиной Lg/γ2. Тогда 
при насыщении (полная когерентность) амплитуда суммарного поля из-
лучения пропорциональна числу электронов N1 = NbLg/(γ2lb) на этой длине, 

а в начале ондулятора ⎯ .1N  Такой рост амплитуды в 1N  раз проис-
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ходит на длине 11 lnln2 NLNLL ggs == . Для характерных параметров 

рентгеновских ЛСЭ (например, LCLS) логарифм примерно равен или 
больше 10. Это справедливо и для других ЛСЭ, например, для ЛСЭ 
«TESLA Test Facility» (TTF) в лаборатории DESY (рис. XXV.4). 
 Предельная мощность ЛСЭ с большим усилением оценивается по 
формуле (147.6). При этом в качестве длины берется длина нарастания Lg.  
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Рис. XXV.4. Изменение с длиной ондулятора L энергии излучения за импульс 
ускорителя; на длине L ≈ 14 м энергия излучения приходит в насыщение; точки 
○ ⎯ эксперимент, сплошная кривая ⎯ расчетная 

 В настоящее время в DESY работает «вторая фаза» TTF, получившая 
название FLASH («вспышка») ⎯ Free electron LASer at Hamburg (рис. XXV.5) 
и разрабатывается грандиозный проект Европейского рентгеновского ЛСЭ 
(EuroXFEL, буква X ⎯ от «x-ray», рентген). Во всех проектах лаборатории 
DESY (табл. XXV.2) генератором электронного пучка служит линейный ус-
коритель на сверхпроводящих ниобиевых резонаторах (§§ 54, 76), а началь-
ным источником электронов ⎯ электронная пушка с фотокатодом, испус-
кающая под действием импульсов лазерного излучения короткие сгустки 
электронов. В международном проекте XFEL участвует и Россия.  
 Аналогом FLASH по принципу действия является ЛСЭ в режиме 
SASE, действующий в Японской лаборатории Spring-8. Этот крупный фи-
зический комплекс, размещенный в 800-метровом туннеле, генерирует 
мягкое рентгеновское излучение с длиной волны 49 нм. Наиболее корот-
коволновым и мощным (0,1 нм, 10 ГВт) из рентгеновских ЛСЭ является 
американская установка LCLS, работающая с 2009 г. 
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Рис. XXV.5. Схема ЛСЭ FLASH 

Таблица XXV.2. Основные параметры ЛСЭ FLASH и EuroXFEL 

 FLASH EuroXFEL 
(проект) 

Энергия электронов, ГэВ 1,2 17,5 
Длина волны, нм 4,5 0,4−1,6 
Яркость, фотон⋅с−1⋅мм−2⋅мрад−2⋅(0,1%Δλ/λ) 1030 5⋅1033 

Параметры сгустка 
Заряд в сгустке, нКл 1,0 1,0 
Пиковый ток, кА 2 5,0 
Длина сгустка, мкм 150 60 
Число электронов в сгустке, 109 6,25 6,25 

Параметры ондулятора 
Длина L, м 27 170 
Период d, см 2,73 3,2 
Амплитуда магнитного поля HA, Тл 0,68 1,35 

 Одним из главных достоинств ЛСЭ является высокая пиковая яр-
кость. Пиковая яркость ЛСЭ в УФ и рентгеновском диапазоне на много 
порядков превосходит яркость накопителей электронов (рис. XXV.6). 
Платой за это является относительно невысокая средняя мощность излу-
чения ЛСЭ в режиме SASE. 

§ 149. ЛСЭ радиодиапазона 

 ЛСЭ-генераторы радиоизлучения в СВЧ-диапазоне появились гораз-
до раньше своих более коротковолновых «собратьев» рассмотренных в 
§§ 147, 148. Это были лампы бегущей волны (ЛБВ) с ондуляторами, на-
званные автором убитронами*) (R. M. Phillips, 1959 г.). Применение онду-
ляторов сделало возможным отказаться от замедляющих систем и усили-

                                                 
*) UBITron ⎯ Undulator Beam Interaction + Tron, т. е. «электронный пучок, взаимодействую-
щий с ондулятором». 

П

Модули ускорителя Коллиматор 
Электронная 
пушка 

Лазер 

Ондуляторы 

Поглотитель электронного 
пучка

 5               127                        370                     445 
                    Энергия электронов, МэВ

260 м 

Пучок 
фотонов
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вать волноводные моды с фазовой скоростью, превышающей скорость 
света. Другие генераторы миллиметрового диапазона ⎯ это мазеры на 
циклотронном резонансе (МЦР). Первые МЦР были созданы в середине 
60-х гг. в значительной мере усилиями нижегородской школы радиофизи-
ков академика А. В. Гапонова. Принцип их действия похож на принцип 
действия ЛСЭ. Роль ондулятора играет продольное магнитное поле H0 
(рис. XXV.7), в котором электроны движутся по спиральной траектории, 
испуская магнитотормозное (синхротронное) излучение. Отличие от син-
хротронного излучения состоит здесь, прежде всего, в том, что электроны 
в МЦР имеют «умеренно релятивистскую» энергию Ee ∼ 100 кэВ. 
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Рис. XXV.6. Пиковая яркость ЛСЭ в режиме SASE (FLASH, European XFEL, LCLS 
(Стэнфорд)) и накопителей-синхротронов 3-го и 4-го поколений BESSY (Берлин), 
ALS (Национальная лаборатория Лоуренс−Беркли), APS (Аргонская национальная 
лаборатория), ESRF (Гренобль), Spring-8 (Япония), PETRA (DESY) 

Одним из видов МЦР является гиротрон (от греч. gyros ⎯ круг 
и tron ⎯ сокращённо от электрон). В нем электроны взаимодействуют 
с волной, имеющей большую (ω/kz c) фазовую и малую групповую ско-
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рости. Генерация излучения идет на циклотронной частоте 

 0
н ,

eH
mc

ω
γ

=  (149.1) 

γ = Ee/mc2 ⎯ лоренц-фактор, рассчитываемый по полной энергии электро-
на (в гиротроне γ ≈ 1!). 

 

Рис. XXV.7. Схема гиротрона (а) и геометрия электрического поля в электронной 
пушке (б). 1 ⎯ электронная пушка; 2 ⎯ катод; 3 ⎯ спиральные траектории элек-
тронов в продольном магнитном поле; 4 ⎯ окно для выхода излучения; 5 ⎯ ваку-
умная камера-резонатор; 6 ⎯ излучение; соленоид магнитного поля H0 не показан 

 Электроны в гиротроне инжектируются в магнитное поле под углом θ ≥ π/3 
к направлению последнего. При H0 = 100 кГс минимально достигнутое значение 
λmin ≈ 1 мм. С увеличением угла θ возрастает также интенсивность магнитотор-
мозного излучения. Действительно, используя результаты задачи ХХ.1 и учитывая 
значения ω = ωн, ωr0 = v⊥, можно записать формулу (124.7) для (спонтанного!) 
излучения электрона в магнитном поле в виде 

 .
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
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⋅⋅= v

mc
eH
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eJ  (149.2) 

 Увеличение v⊥ достигается полусферической формой катода и геометрией 
электрического поля в пушке (рис. XXV.7). При совпадении частоты усиливаемой 
волны с циклотронной частотой (149.1) электрон максимально взаимодействует 
с волной аналогично тому, как это происходит в ЛСЭ, что приводит к фазовой 
группировке пучка электронов. Результаты расчётов §§ 146, 148 могут быть (с не-
которыми поправками) перенесены и на гиротрон.  

 Основное применение гиротронов сегодня связывают с нагревом 
плазмы в термоядерных реакторах, где требуется излучение с длиной вол-
ны порядка 1 мм. Для этого, как уже сказано, требуются магнитные поля 
H0 ≈ 100 кГс. Такие поля получают в сверхпроводящих соленоидах (§ 54). 
В современных гиротронах достигаются мощности порядка 1 МВт в не-
прерывном режиме и в 10 раз выше в импульсном при к. п. д. до 40 %. 
Основные ограничения ⎯ необходимость снимать мощность со стенок 
вакуумной камеры в тех местах, куда приходит электронный пучок в рас-
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ходящемся магнитном поле соленоида (рис. XXV.7), а также потери энер-
гии излучения в выходном окне.  
 Значительный успех в создании мощных гиротронов был достигнут в Инсти-
туте прикладной физики РАН в Нижнем Новгороде (2012 г.): создан гиротрон, 
генерирующий излучение на частоте 170 Ггц (λ ≈ 1,76 мм) в импульсах длитель-
ностью до 100 с при мощности излучения 1,2 МВт и к. п. д. 52 %. 
 В СВЧ-электронике известны и другие типы приборов, использую-
щих продольную группировку электронов. Работа большинства ЛБВ ос-
нована на взаимодействии электронов с продольными медленными 
(vz ≈ ω/kz < c) волнами. Такие волны существуют только в электродинами-
ческих структурах специальной конструкции. Пустые однородные волно-
воды не подходят, так как в них фазовая скорость всегда больше скорости 
света. Можно заполнить такой волновод диэлектриком с достаточно 
большим показателем преломления, оставив узкий канал для электронов. 
Действие такой ЛБВ основано на вынужденном черенковском излучении. 
Вместо сплошного диэлектрика можно применить металлические вставки, 
например, периодические. Простейшим примером такой замедляющей 
структуры является диафрагмированный волновод, в котором диэлектрик 
заменен достаточно плотно поставленными проводящими шайбами. Дру-
гими примерами замедляющих структур являются проводящая спираль 
и периодически гофрированная проводящая труба. 
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