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ПРЕДИСЛОВИЕ

Исследование структурных свойств систем автоматического регу
лирования имеет большое теоретическое и практическое значение. 
Когда говорят о структурных свойствах, то в большинстве случаев 
подразумевают, что эти свойства не связаны с какими-либо частными 
численными значениями параметров. С помощью структурного ана
лиза выясняются общие свойства, присущие определенному классу 
систем, построенных по определенному закону. Представление си
стемы автоматического регулирования структурным эквивалентом 
относит ее к определенному классу (одноконтурные, структурно
устойчивые и неустойчивые, устойчивые при больших коэффициен
тах усиления и т. д.) и этим самым определяет в некотором смысле 
ее основные свойства.

Хотя вопросы структурной устойчивости в данной работе ча
стично и затрагиваются, однако основное содержание работы состоит 
в нахождении законов построения систем, устойчивых при любом 
сколь угодно большом коэффициенте усиления и обладающих, кроме 
того, другими весьма важными динамическими свойствами. Из по
становки задачи и из всего дальнейшего изложения читателю будет 
ясно, почему именно эти системы являлись объектом исследования. 
Здесь отметим только, что решение задачи синтеза структур, до
пускающих неограниченное увеличение коэффициента усиления без 
нарушения устойчивости, дает возможность построить высокоточ
ные, быстродействующие системы регулирования. Кроме того, 
ряд полученных здесь принципиальных решений может оказаться 
весьма полезным для задач синтеза в смежных областях, как, 
например, построение усилителей с обратной связью с большими 
коэффициентами усиления, построение преобразующих устройств 
и решающих усилителей в моделирующих и счетных устрой
ствах и т. д.

Поведение системы автоматического регулирования описывается 
дифференциальным уравнением. Для линейного приближения диф
ференциальное уравнение будет линейным.

Для удобства в работе будем широко пользоваться понятием 
передаточной функции системы, что в ряде случаев упростит как 
выкладки, так и исследования.
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Мы также будем пользоваться часто применяемыми в теории ре
гулирования терминами, как, например, оператор звена или груп
пы звеньев (под которым подразумевают передаточную функцию 
звена или группы звеньев), собственный оператор звена (под 
которым подразумевают знаменатель передаточной функции этого 
звена) и т. д.

Книга состоит из семи глав. В первой главе наряду с постанов
кой задачи приведены необходимые сведения из теории автоматиче
ского регулирования, которые в дальнейшем используются. Для того 
чтобы не перегружать книгу известным из учебных пособий мате
риалом, широко применены таблицы. Вместе с тем в этой главе имеется 
и оригинальный материал, который необходимо усвоить, перед тем 
как переходить к чтению дальнейших глав. Вторая и третья главы 
посвящены теории синтеза структур, устойчивых при сколь угодно 
большом коэффициенте усиления. Задача решается применительно 
к линейным системам с одной регулируемой величиной и к систе
мам, содержащим элементы с запаздыванием. Четвертая глава посвя
щена некоторым структурным условиям качества. Следует подчерк
нуть, что здесь наряду с определением структуры неизбежно при
ходится заниматься определением численных значений параметров. 
Для этой цели широко применяется оценка качества систем по ха
рактеру кривой Д-разбиения. Пятая глава посвящена рассмотрению 
возможного учета влияния нелинейностей в зависимости от характера 
структуры. Рассмотрены структуры, содержащие релейные элементы, 
и сделана попытка установления связи между рассматриваемым клас
сом структур и структурными схемами систем оптимального регули
рования. В частности, указано на то, что необходимым (но не до
статочным) условием для создания любой системы оптимального- 
регулирования является наличие в ее составе структуры, устойчивой 
при неограниченном увеличении ее коэффициента усиления. Следует 
иметь в виду, что эта часть работы не отличается математической 
строгостью и построена больше на физическом рассмотрении суще
ства вопроса.

В шестой главе рассмотрены некоторые количественные соотно
шения, которые должны помочь практическому применению изложен
ной теории синтеза структур. Кроме того, в этой главе устанавли
вается, что рассматриваемые системы относятся к классу грубых 
(в смысле А. А. Андронова) систем.

Седьмая глава посвящена структурному синтезу систем с не
сколькими, связанными между собой через объект, регулируемыми 
величинами.

Наряду с вопросами, рассмотренными во всех предыдущих гла
вах применительно к системам с одной регулируемой величи
ной, здесь рассмотрен вопрос об автономности как о структурном 
свойстве указанного класса структур, о характере связи в зависи
мости от структуры части схемы, которую можно было бы назвать 
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регулятором, и указаны случаи, когда автономность является необ
ходимым условием оптимальности.

Все главы дополнены численными примерами, которые иллюстри
руют основные выводы теории, а также метод выбора структуры и 
расчета основных параметров.

Имея в виду, что настоящая книга является первой попыткой 
систематического изложения ряда результатов в области синтеза 
структур систем регулирования, автор будет благодарен всем лицам, 
которые пришлют ему свои замечания, связанные как с содержанием, 
так и с формой изложения материала.

М. Мееров



ВВЕДЕНИЕ

В современной литературе по автоматическому регулированию и 
смежным вопросам проблема синтеза рассматривается в узком и 
в широком смысле. Под синтезом в узком смысле подразумевают вы
бор параметров системы при заданной ее структуре. Синтез в широ
ком смысле слова имеет в виду определение структуры, в рамках 
которой могут быть получены требуемые свойства системы.

Проблема синтеза в узком смысле представляет ограниченный ин
терес, особенно в связи с широким применением вычислительных 
устройств и механизацией процесса вычисления, что дает возмож
ность без особого труда и при затрате небольшого времени выбрать 
наилучшие из возможных численных значений параметров. Имеется 
в виду, что указанные параметры можно менять в некоторых пределах.

Теория построения рациональных структур систем автоматического 
регулирования является значительно более сложной и важной зада
чей. Именно потому, что расчет параметров облегчается использова
нием машин, правильный выбор структуры системы приобретает пер
востепенное значение.

Структурный анализ и особенно структурный синтез систем регули
рования принадлежит к наиболее молодой ветви теории автоматического 
регулирования. Представление систем регулирования структурными 
схемами впервые было предложено А. В. Михайловым в 1938 г. *).  
В 1944 г. Принц опубликовал свою работу**),  где были введены 
элементарные звенья и структурные схемы систем регулирования. 
Ряд интересных результатов был получен в работе Д. И. Марьянов- 
ского ***).  В работе И. И. Гальперина ****),  относящейся к 1940 г., 
была сформулирована задача о структурной устойчивости систем ре
гулирования. В последующих работах этого автора производится

*) Михайлов А. В., Метод гармонического анализа в теории регу
лирования, Автоматика и телемеханика, № 3, 1938.

**) Prinz D. G., Contributions to the theory of automatic controllers 
and followers, Journ. Sci. Instr., v. 21, № 4, 1944.

***) Марьяновский Д. И. 1) Устойчивость линейных систем авто
матического регулирования, Электричество, № 9, 1946. 2) Исследование 
устойчивости системы регулирования при введении внутренних связей, 
Электричество, № 3, 1950.

****) Гальперин И. И., О возможных системах устойчивого регули
рования с нулевой неравномерностью, Пзв. ВТИ, № 6, 1940.
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дальнейшее исследование задачи о нахождении структурных условий 
устойчивости.

Ряд весьма важных теорем по структурным условиям устойчи
вости доказан в работах М. А. Айзермана*)  и М. А. Айзермана и 
Ф. Р. Гантмахера **).

*) Айзерман М. А. 1) О некоторых структурных условиях устой
чивости систем автоматического регулирования, Автоматика и телемеханика, 
т. 9, № 2, 1948. 2) Теория автоматического регулирования двигателей, 
Гостехиздат, 1952.

**) Айзерман М. А. и Г а н т м а х е р Ф. Р., 1) О структурных усло
виях устойчивости одноконтурных систем, Прикладная математика и меха
ника, № 3, 1953. 2) О структурных условиях устойчивости при введении 
воздействия по производной, Труды Второго Всесоюзного совещания по 
теории автоматического регулирования, Изд. АН СССР, т. I, 1955.

***) М а р ь я н о в с к и й Д. И., Устойчивость линейных систем автомати
ческого регулирования, Электричество, № 9, 1946; МееровМ. В., Введе
ние в динамику автоматического регулирования электрических машин, Изд. 
АН СССР, 1956.

Настоящая книга посвящена теоретическому обоснованию выбора 
рациональных структур одного класса систем автоматического регу
лирования. Прежде всего следует условиться о самом понятии — ра
циональная структура. Если речь идет о построении системы регу
лирования, которая удовлетворяла бы определенным конкретным 
техническим требованиям, то задача о выборе структуры для дан
ного случая является неоднозначной. Можно найти много вариантов 
структур, а также значения параметров элементов, при которых по
лученные системы будут удовлетворять техническим требованиям. 
Поэтому сравнивать между собой структуры можно только в том 
случае, если их исходные, как правило, одноконтурные системы, 
образуемые из основных элементов, будут тождественны по динами
ческим и статическим свойствам. В этом случае наиболее рациональ
ной структурой будет та, в которой количество элементов и харак
тер их включения являются необходимыми и достаточными для обес
печения требуемых свойств системы.

К системам автоматического регулирования предъявляются самые 
различные требования, вытекающие из конкретных условий их работы. 
Поэтому при постановке задачи синтеза приходится выделить конеч
ное число наиболее типичных требований, которые охватывают необ
ходимые свойства возможно большего класса систем автоматического 
регулирования.

Системы автоматического регулирования должны быть устой
чивыми, а также должны обладать некоторым минимальным быстро
действием и точностью. Последнее требование относится к устано
вившемуся режиму и к переходному процессу. В установившемся 
режиме точность определяется установившейся ошибкой, в переходном 
процессе точность определяется величиной отклонения действительного- 
значения регулируемой величины от предписанного, а в некоторых 
случаях — величиной перерегулирования. Как известно ***),  установив



ВВЕДЕНИЕ 13

шаяся ошибка системы будет тем меньше, чем больше ее коэффи
циент усиления. Поэтому с точки зрения установившейся точности 
целесообразно иметь коэффициент усиления как можно большим. Из
вестно также, что и динамические свойства системы существенно зависят 
от величины коэффициента усиления. С этой точки зрения целесооб
разно иметь возможность изменять коэффициент усиления в широких 
пределах, в том числе иметь значение его сколь угодно большим.

Однако в простейших одноконтурных системах увеличение коэф
фициента усиления неизбежно приводит к нарушению их устойчивости. 
В этой связи и возникла задача о разработке теории синтеза струк
тур, в которых принципиально не существовало бы противоречия 
между точностью и устойчивостью. В ряде наших работ, посвящен
ных этому вопросу *),  были получены результаты, которые с единой 
точки зрения излагаются в настоящей монографии.

*) Мееров М. В. 1) Системы автоматического регулирования, устой
чивые при сколь угодно большом коэффициенте усиления, Автоматика и те
лемеханика, т. 8, № 4, 1947. 2) Принципы построения систем авторегулиро
вания с малой установившейся ошибкой, Автоматика и телемеханика, т. 10, 
№ 2, 1949. 3) Некоторые вопросы выбора структурной схемы автоматиче
ского регулирования, Автоматика и телемеханика, т. 13, № 4, 1952. 4) О ста
билизации систем, содержащих элементы с запаздыванием, Автоматика и те
лемеханика, т. 14, № 5, 1953. 5) Системы многосвязного регулирования, 
устойчивые при сколь угодно малой установившейся ошибке, Труды Второго 
Всесоюзного совещания при теории автоматического регулирования, Изд. 
АН СССР, т. 1, 1955. 6) Об автономности многосвязных систем автоматиче
ского регулирования, устойчивых при сколь угодно больших коэффициентах 
усиления, Автоматика и телемеханика, т. 17, № 5, 1956.

Классическая теория автоматического регулирования уже знала 
примеры систем, устойчивых при сколь угодно большом коэффициенте 
усилия. Таковыми являются обычные системы изодромного регули
рования, устойчивые при сколь угодно малой остаточной неравно
мерности.

В современной практике автоматического регулирования сущест
вует значительное количество систем с весьма высокими динамиче
скими свойствами (точность, быстродействие), принадлежащих к классу 
систем, устойчивых при сколь угодно большом коэффициенте усиления. 
Однако до последнего десятилетия не существовало теории построения 
(синтеза) таких систем. Более того, на основании некоторых свойств 
амплитудно-фазовой характеристики разомкнутых систем рассматривае
мого класса делались выводы об их ограниченной пригодности.

Для одноконтурных систем автоматического регулирования ампли
тудно-фазовая характеристика разомкнутой системы имеет вполне 
определенный вид независимо от места размыкания. Если же система 
многоконтурная, то характер амплитудно-фазовой характеристики 
будет существенно зависеть от места размыкания системы.

В частности, существуют такие системы, что их амплитудно-фа
зовые характеристики в разомкнутом состоянии имеют клювообразную 
форму. На существование таких систем (усилителей с обратной связью) 
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было указано Найквистом *).  Усилитель с такой характеристикой 
был построен Персоном, Креером и Вером **).

*) Nyquist Н„ Regeneration theory. Bell system Technical Journ., v. 11, 
№ 1, 1932.

**) Peterson E., Kreer J. G. and Ware L. A., Regeneration theory 
and experiment. Bell Syst. Technical Journ., v. 13, № 4, 1934.

***) Bode H. W., Network analysis and feedbare amplifier design, N—Y„ 
1945. Имеется русский перевод: Боде Г., Теория цепей и проектирование 
усилителей с обратной связью, ИЛ, 1948.

Боде***)  назвал такие системы с обратной связью условно 
устойчивыми. Как будет ясно из дальнейшего, системы с такими 
амплитудно-фазовыми характеристиками принадлежат к классу систем, 
устойчивых при неограниченном увеличении их коэффициентов уси
ления. Важно, однако, подчеркнуть здесь, что наличие клювообразной 
амплитудно-фазовой характеристики не дает основания для какой-либо 
классификации или отнесения систем с такими характеристиками 
к разряду второсортных. Одна и та же система может иметь или не 
иметь клювообразную амплитудно-фазовую характеристику в зависи
мости от того, в каком месте размыкается система для построения 
амплитудно-фазовой характеристики. Одним из свойств класса струк
тур, теория которых рассматривается в настоящей книге, является то, 
что в этих структурах принципиально существует такое место, что 
при размыкании системы в этом месте амплитудно-фазовая характе
ристика разомкнутой системы имеет клювообразную форму.

Как уже подчеркивалось выше, устойчивость является только 
одним из требований, которые предъявляются к системе регулирова
ния. Поэтому устранение противоречия между установившейся точ
ностью и устойчивостью хотя и очень важно, но этого еще недоста
точно для того, чтобы считать полученную структуру рациональной. 
В связи с этим и возникла задача о некоторых структурных усло
виях качества, т. е. о синтезе таких структур, в рамках которых 
принципиально можно получить требуемое качество системы. Реше
ние этой задачи еще далеко от своего завершения, однако в работе 
приведен ряд полезных результатов. Известно, что качество систем 
автоматического регулирования существенно связано с количественным 
значением параметров элементов, образующих систему. Формулировка 
структурных условий качества основана на том всегда имеющем место 
условии, что часть параметров системы изменять не представляется 
возможным. Трудности здесь еще усугубляются тем, что характе
ристики реальных элементов являются нелинейными, и неизбежно возни
кает вопрос, в какой мере структурные условия качества связаны 
с реальными свойствами получаемой системы. В этой связи в работе 
сделана попытка оценить для данного класса структур влияние наибо
лее типичных видов нелинейностей на динамику системы и найти связь 
между наиболее целесообразными линейными структурами и так на
зываемыми оптимальными системами автоматического регулирования.



ГЛАВА I

ИСХОДНЫЕ СВЕДЕНИЯ И НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА 
КРИВОЙ Д-РАЗБИЕНИЯ

§ 1.1. Постановка задачи и некоторые исходные положения

Проектирование систем автоматического регулирования обычно 
начинается с выбора их структуры. Характер объекта регулирования 
и регулируемой величины в значительной степени определяет выбор 
измерительного (чувствительного) элемента и усилительных устройств. 
Однако, как хорошо известно, в систему регулирования вводятся 
дополнительные устройства, называемые стабилизирующими или кор
ректирующими, которые вместе с исходными (основными) должны 
придать системе определенные статические и динамические свой
ства, соответствующие заранее поставленным техническим требова
ниям. Основные элементы, к которым относятся объект регулирова
ния, измерительное устройство, регулирующие органы, усилители, 
вместе со стабилизирующими определяют структуру системы авто
матического регулирования. Естественно, что динамические свойства 
системы автоматического регулирования существенно зависят от 
численного значения параметров элементов, ее составляющих. Вместе 
с тем, не все параметры элементов можно количественно изменять. 
Включением в систем}’ усилительных устройств возможно в широких 
пределах изменять коэффициент усиления системы. Что касается по
стоянных времени, то практически их можно изменять в некоторых 
пределах только в контурах стабилизирующих устройств. Динами
ческие свойства системы регулирования зависят от ее структуры, 
т. е. от того, какие элементы составляют систему регулирования 
и каким образом они между собой соединены. Существенно отметить, 
что во многих случаях решающим является именно характер включе
ния стабилизирующих устройств. Как это будет показано ниже на 
целом ряде примеров, из одних и тех же элементов и корректирую
щих устройств можно получить различные по своим динамическим 
свойствам системы регулирования. Естественно, что возникает задача 
о наиболее целесообразном виде взаимного соединения заданных эле
ментов систем регулирования. Поставленная задача требует некоторых
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уточнений. Действительно, если сравниваются между собой различные 
виды соединений элементов, то, очевидно, нужно полагать количест
венные значения их параметров одинаковыми; при различном же ха
рактере включения элементов может оказаться, что лучшие динами
ческие характеристики могут быть получены как раз при различном 
количественном значении их параметров. Постановка задачи получается 
недостаточно определенной. Правильная постановка задачи о выборе 
структуры, с нашей точки зрения, вытекает из следующего. Исход
ной для любой системы регулирования является одноконтурная струк
тура, состоящая из основных элементов. Ее элементы выбираются 
так, чтобы удовлетворялись технические требования, предъявляемые 
к статическим свойствам. Какие простейшие корректирующие 
устройства нужны и каким образом их включить в исходную одно
контурную систему, чтобы при надлежащем количественном значении 
их параметров удовлетворялись бы также и динамические требова
ния, предъявляемые к системе регулирования?

Технические требования, предъявляемые к системам регулирования, 
могут быть самыми разнообразными; наиболее типичными и часто 
встречающимися являются требования устойчивости, необходимой сте
пени установившейся точности, некоторого минимального времени 
протекания процесса регулирования и допустимой величины перерегу
лирования. Эти основные требования и будут положены в основу 
выбора рациональной структуры. На основании сказанного мы будем 
считать наиболее рациональной такую структуру, которая является: 
а) структурно устойчивой, б) структурно допускает неограниченное 
увеличение общего коэффициента усиления без нарушения устойчи
вости, в) структурно дает возможность получить любую область поло
жительности вещественной частотной характеристики замкнутой системы 
регулирования, г) структурно дает возможность уменьшить величины 
перерегулирования до требуемых пределов вплоть до монотонности 
протекания процесса. Слово «структурно» означает, что вышеуказан
ные характеристики могут быть получены при надлежащем выборе 
количественных значений параметров, однако существенно то, что 
такие значения параметров при данной структуре существуют, и 
никакие дополнительные элементы в систему вводить нет необходи
мости.

По своей физической природе системы автоматического регу
лирования отличаются большим разнообразием. Так, существуют си
стемы «чисто» электрические, т. е. такие, в которых функции измере
ния, сравнения, усиления и воздействия осуществляются соответствующей 
коммутацией и изменением электрических величин — токов, напряжений, 
сопротивлений и т. д.; системы электромеханические, в которых 
в осуществлении функций регулирования, кроме электрических, при
нимают участие механические элементы — пружины, жидкостное трение, 
массы и т. д.; механические системы, пневматические, гидравлические 
и всевозможные комбинации указанных систем. Каждая из этих систем 
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в зависимости от физического существа имеет присущие ей осо
бенности.

Различные по физическому существ}' системы регулирования 
могут иметь одинаковые структуры и соответственно одинаковые 
передаточные функции. Поэтому, изучая свойства систем по их пере
даточным функциям, можно определять их характеристики (с точки 
зрения устойчивости и качества) независимо от того, соответствует 
ли этой структуре электрическая, гидравлическая или какая-либо 
другая реальная система. Более того, для того чтобы установить об
щие структурные свойства и найти законы построения рациональ
ных структур, целесообразно на первом этапе иметь дело не с кон
кретным случаем, где необходимо учитывать определенную специфику, 
а с эквивалентом реальной системы, где свойства отдельных элемен
тов представлены определенными передаточными функциями. Имея 
в виду, что элементы систем автоматического регулирования и их пере
даточные функции могут быть самыми разнообразными, в теории авто
матического регулирования вводят некоторое минимальное количество 
элементарных звеньев, комбинацией которых можно получить схемы, 
соответствующие по своим статическим и динамическим свойствам 
самым разнообразным элементам и системам автоматического регули
рования.

Следуя известным из литературы источникам *),  мы рассмотрим 
здесь элементарные звенья, которые будут использованы в дальнейшем 
для исследования структурных свойств систем автоматического регу
лирования.

*) Айзерм ан М. А., О некоторых структурных условиях устойчивости 
систем автоматического регулирования, Автоматика и телемеханика, т. 9, 
№ 2, 1948; Марь яновский Д. И., Устойчивость линейных систем авто
матического регулирования, Электричество, № 9, 1946; Prinz D. О., Contri
butions to the theory of automatic controllers and followers, Journ. Sci. Instr., 
v. 21, № 4, 1944.

2 Зак. 3557. M. В. Мееров

ГОС. ПУБЛИЧНАЯ 
МУЧНО-ТЕХНИЧЕС1-

Примем в качестве основного структурного звена звено второго 
порядка, которое соответствует реальному элементу с массой, жидко
стным трением и упругой силой, или—электрической цепи, со
стоящей из индуктивности, омического сопротивления и емкости.

Реально бывают элементы, в которых один из этих параметров 
настолько мал, что его влиянием на свойства элемента можно пре
небречь. Поэтому целесообразно, кроме полного звена второго по
рядка, принять в качестве элементарных такие звенья, где один или 
два из входящих в звено второго порядка параметров отсутствуют. 
Таким образом, получим следующую группу элементарных звеньев.

Звено второго порядка с уравнением

(ар* 2 4- Ьр 1) хвых = Кх„, 

где хвых — функция на выходе звена; х„х—функция на входе звена; 
К—коэффициент усиления; а — постоянная, имеющая размерность сек2;

W3
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I I*  .b — постоянная, имеющая размерность сек\ р= —— оператор лиф- 

ференцирования.
Звено первого порядка или апериодическое звено 

1)^вых = ^»х.

Интегрирующее звено 

^Р-Хвых ~ Д^-вх» 

Консервативное звено

■^вых = Кхп, 

Усилительное звено
-^ВЫХ == К*Х ВХ-

Сюда следует добавить группу элементарных звеньев, которые 
могут иметь место, когда отдельные элементы цепи регулирования 
сами по себе неустойчивы.

В общем виде эта группа может быть представлена следующими 
звеньями:

а) (ар2 + bp — 1) xBNX = Кх^,

б) (ар2 — Ьр 4- 1) хвых = Дхвх,

в) (ар2 — bp — 1) хвь1Х = Кхвх,

г) (йр—1)хВЬ1Х =/CxBX,

д) (ар2 1) хвых = Кхвх.

В дальнейшем из группы неустойчивых звеньев для нас будут 
представлять интерес звенья а), г) и д), которые будем соответ
ственно называть:

а) — звено второго порядка с отрицательным статизмом, 
г) — апериодическое звено с отрицательным статизмом, 
д)—консервативное звено с отрицательным статизмом.

Комбинируя приведенные элементарные звенья, можно составить 
схему, которая по своим динамическим свойствам эквивалентна любой 
реальной системе без дополнительных стабилизирующих устройств.

Для того чтобы структурно представить всевозможные комбина
ции стабилизирующих устройств, введем звено, операторное уравне
ние которого представляется дробно-рациональной функцией

лвых__ а1Рп‘ + ачРп' ‘ + ■ • • + ап,Р ~г 1 I 1.
Хвх _ ЬгРп‘ + Ь,рп‘-' +••• +^Р + 1 ' ( )

Частными случаями указанного звена являются: 
а) — дифференцирующие звенья первого порядка, второго и т. д.;
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б) — интегрирующее звено
•*вых  = 1

*вх Ьпр

в) — изодромная или гибкая обратная связь

■^вых

'VBX ь„,р +1

и другие всевозможные звенья.
Кроме классификации элементарных звеньев по виду уравнения, 

весьма удобно классифицировать их по временной и частотной 
характеристикам.

Таблица 1

Наименование 
звена

Условные 
обозначения

Передаточная 
функция

Частотная 
характеристика

Временная 
характеристика

Апериодическое 
звено

•^выт У

ЪТр

JmWfjaP

_______ fcWcwj•^ет >
f I

Ноледательное 
звено > ^еых ^в&Г_ У 

а^' ар^ОрР

JmWfito) Еды?

Интегриррощее 
звено II

7mWflap

dcl'/fjw;

ТдЫт

У—---------------/

Звено второго 
порядка с отрица
тельным статиз -

МОМ

•^вг | | ^вб/Z
~ар^Ьр-?

J/nW/fo/S
УеМ/йН

- 7

Апериодическое 
звено с отрица - 
тельным ста- 

тизмом

| | У 
др-?

MV;;,,,/

консервативное 
звеносотрица- 

тельным статиз-
мом

$ J/nWfiuj

________AeWiiup

'^1КГ

—.t

Усилительное 
заела II

JmWfiup

/teltffau

■Asaer

--------------------

2*
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Мы не будем здесь детально рассматривать временные и частот
ные характеристики элементарных звеньев, так как этот вопрос до
статочно подробно освещен в литературе *).  В таблице 1 приведены 
условные обозначения элементарных звеньев, их передаточные функ
ции, временные и частотные характеристики.

§ 1.2. Операции с элементарными динамическими звеньями
Введение элементарных звеньев и структурных схем значительно 

упрощает нахождение передаточных функций систем и дает возмож
ность в целом ряде случаев вести исследование их свойств в общем 
виде. Нахождение передаточной функции сложной системы, пред
ставленной структурной схемой из элементарных звеньев, упрощается 
благодаря тому, что по предположению элементарные звенья имеют 
однонаправленное действие, т. е. последующее звено в цепи оказы
вает исчезающе малое влияние на предыдущее, и этим обратным 
влиянием можно пренебречь. Благодаря этому свойств}' можно устано
вить весьма простые правила нахождения передаточных функций 
сложных систем, состоящих из последовательно-параллельных со
единений элементарных звеньев.

1. Последовательное соединение элементарных 
звеньев

Передаточной функцией называют отношение изображения по 
Лапласу выходной величины к изображению входной. Так как в даль
нейшем мы будем иметь дело только с нулевыми начальными усло
виями, то вместо символа дифференцирования будем ставить просто 
оператор р.

а) Разомкнутые системы. Допустим, что рассматриваемая дина
мическая система в разомкнутом состоянии может быть представлена 
последовательной цепочкой элементарных звеньев с передаточными 
функциями Ki(pl К2(р).......... Кп(р).

Обозначив входные и выходные сигналы отдельных звеньев через 
xt 11 хг+1< составим следующую систему уравнений (рис. 1):

Рис. 1. Последовательное включение 
элементов (разомкнутая цепь).

х2(р) = К-^р^х^р),

хЛр) = К„(р) хп-1(р)-

Исключая все промежуточные переменные, найдем связь между х,г(р) 
и х0(р) в следующей форме:

^^^КАрЖ-ЛрУ.-.КМ,
__________________ _ х0 \Р)

*) См., например, Мееров М. В., Введение в динамику автоматического 
регулирования электрических машин, Изд. АН СССР, 1956.
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откуда вытекает, что передаточная функция разомкнутой последова
тельной цепочки звеньев с передаточными функциями К, (р) равна 
произведению передаточных функций всех входящих в цепочку звеньев.

б) Замкнутые системы. Подадим выходной сигнал последнего 
звена с обратным знаком на вход первого звена (отрицательная 
обратная связь). Тогда, обозначив произведение всех передаточных 
функций через К(р), можно составить следующую систему оператор
ных уравнений:

*п(Р) = К(Р)Л*(Р) ’ 1
Дх(р) = х0(р) —.v„(p) I

ИЛИ
•<н (р) = А"(Р) (Р) - К (р) хп (р),

откуда
хп (Р) _ К (р)
*о(Р) Ч-К(р)’

Допустим теперь, что в 
с передаточной функцией 
систему уравнений

*п(Р) =

= К(р)[хп(р) —х„+1(р)].
(1-4)

цепи обратной связи имеется еще звено 
У (р) (Р"с. 2); тогда можно составить

xn + i(p)= У(.р)х„(р).
(1-5)

Рис. 2. Последовательное включение эле
ментов (замкнутая цепь).

Подставляя в (1.4) вместо хп+1(р) его значение из (1.5), получим:

хп (Р}--=К (р) |х0 (р) — У (р) хп (р)1, 

откуда

11 + к (Р) У (р)1 Хп (р) = К(р) х0 (р),.

и передаточная функция имеет вид 

х»Ар) _ А'(Р)
х,Ар) ^А-КАр)У(р)'

Таким образом, передаточная функция всей замкнутой системы 
получается как частное от деления передаточной функции звеньев, 
стоящих в прямой цепи (до Х„(р), являющейся изображением выход
ной величины) на сумму из единицы и произведения передаточных 
функций всех звеньев, входящих в замкнутый контур.



22 ИСХОДНЫЕ СВЕДЕНИЯ И СВОЙСТВА КРИВЭЙ Д-РАЗБИЕНИЯ [ГЛ. I

2. Параллельное включение звеньев

а) Разомкнутая цепь. На рис. 3 представлена схема, состоящая 
из двух параллельно включенных звеньев с операторами К^р) и К2(р). 
Найдем передаточную функцию этой системы. Для этой цели на-

Рис. 3. Параллельное 
включение элементов 
(разомкнутая цепь).

пишем следующие уравнения:

-^i(p) = ^i(p)^0(P)- (1-6)
х2(р) = К-,(р)х0(р). (1.7)

х1(р) + хг(р) = х(,р). (1.8)

Подставляя в (1.8) вместо хДр) и х2(/Д их зна
чения из (1.6) и (1.7), получим:

х (р) = [/<! (р) 4- К, (р)1 х0 (р).

Передаточная функция будет:

±^ = Д1(р) + Д2(р).

Следовательно, при параллельнэм соединении звеньев их передаточ
ные функции складываются.

б) Замкнутая цепь. Подадим теперь выходной сигнал х на 
вход со знаком минус (рис. 4). Получим:

х (Р) = [Ki (р) 4- К2 (р)] [х0 (р) — х (р)],
откуда

х(Р> = К1(р) + КЛр') 
х0 (Р) 1 4- Ki (р) + Кг (р)

в) Наконец, для случая, когда в цепи обратной связи имеется
звено с оператором Y (р), передаточная 
щий вид:

х(р) А4(Р) + Аа(Р) г, ют
-Хо(Р) 1 + Ир) [A'l (Р) + Кг (р)1 ‘ 1 ;

Полученные правила написания переда
точных функций для последовательно
параллельного соединения звеньев замкну-

функция имеет следую-

Рис. 4. Параллельное вклю
чение элементов (замкнутая 

цепь).

тых и разомкнутых систем дают воз
можность весьма просто найти переда
точную функцию системы любой слож
ности, если задана ее структурная схема.

В качестве примера напишем передаточную функцию структурной 
схемы, представленной на рис. 5. Имеем:

х(Р) = 1 + И ff/G(p)K, (/>) [Кз (р) + К* (р} 1 _ (!.!!)

*о(р} 1 + к(р)+г, yK1{(J}kK(p)k (р)][Кз(р) + Ki(p)1'
L 1 "Г {P) Al (P) До \P) J



Таблица 2

Наименование системы Схема системы регулирования Структурная схема

Схема регулятора 
с двухкаскадным 

пневматическим 
усилением (серво
моторы- стати

ческие)

Схема регулирования 
напряжения

с электронно- тират- 
ронным регулято
ром напряжения

Схема регулирования 
температуры

Система автомати
ческого регулирова
ния давления 
воздуха в резер

вуаре

Система регулиро - 
вания скорости 

двигателя

к,!, нгтг н3т3 н4с н5т5

Схема системе/ 
регулирования 
напряжения

Зак. 3557. М. В. Мееров
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Характеристическое уравнение замкнутой системы, необходимое 
для исследования устойчивости, получим, если приравняем нулю зна
менатель передаточной функции замкнутой системы.

Рис. 5. Последовательно-параллельное включение элемен
тов (замкнутая цепь).

В таблице 2 приведены примеры структурных схем некоторых 
систем автоматического регулирования.

§ 1.3. Определение основных свойств системы 
автоматического регулирования из кривой 

Д-разбиения *)

*) См. Мееров М. В., Введение в динамику автоматического регули
рования электрических машин, Изд. АН СССР, 1956.

В этом параграфе мы приведем- необходимые сведения, которые 
понадобятся нам при дальнейшем исследовании. Передаточные функ
ции замкнутых систем автоматического регулирования мы разделим 
на две группы. К первой группе отнесем передаточные функции 
симметричного типа, которые имеют следующий вид:

/^с(/’)== Т+^рГ’ (112)

где W (р) — передаточная функция разомкнутой системы.
Ко второй группе отнесем передаточные функции несимметричные, 

которые имеют вид

= <113)

Здесь (р) учитывает внешние возмущения и место их прило
жения в схеме. В такой более общей записи могут быть учтены 
и начальные условия процесса регулирования.

Допустим, что передаточная функция разомкнутой системы выра
жается следующей дробно-рациональной функцией:

Г(р)=&тЯ- (1Л4)
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Тогда характеристическое уравнение, соответствующее дифференциаль
ному уравнению замкнутой системы, запишется как

/?1(P)4-Q1(P) = O. (1.15)

Предположим, что нас интересует влияние на динамические свой
ства системы некоторого параметра т, линейно входящего 
теристическое уравнение

<?(р) + т/?(р) = 0.

Уравнение кривой Д-разбиения по параметру т запишется:

К (»•

Построив кривую по уравнению (1.17), мы получим всю 
ность значений параметра т, при которых система остается устой
чивой.

Амплитудно-фазовая характеристика замкнутой системы для слу
чая (1.12) запишется в следующей форме:

= (1.18)

или с учетом уравнений (1.16), (1.17):

Х + R О)

в харак-

(1-16)

(1.17) 

совокуп-

Уравнение (1.19) связывает частотные свойства замкнутой системы 
регулирования с видом кривой Д-разбиения по параметру т.

Рассмотрим случай, когда в качестве параметра т взят общий 
коэффициент усиления системы К- Тогда уравнение амплитудно-фазо
вой характеристики замкнутой системы для случая (1.12) приводится 
к следующему виду:

(L20)

где — 'у представляет собой уравнение кривой Д-разбиения по ком

плексному параметру К- _
На основании уравнения (1.20) из кривой Д-разбиения по К 

весьма просто находятся качественные показатели системы, вытекаю
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щие из свойств вещественных частотных характеристик *);  так же 
просто из этой кривой находятся запас устойчивости по фазе и модулк> 
и степень колебательности, определяющая величину пика на ампли

*) Мееров М. В., Использование кривой Д-разбиения для оценки 
качества систем автоматического регулирования, Автоматика и телемеханика^ 
т. 12, № 6 (1951); Солодовников В. В., Частотный метод анализа следя
щих и регулируемых систем, Диссертация, 1949.

**) Ко — выбранное значение коэффициента усиления (при ш = 0).

тудно-частотной характеристике 
мкнутой системы.

Рис. 6. К определению ампли
тудно-частотной характеристи

ки по кривой Д-разбиения.

Рис. 7. К определению запаса па 
фазе по амплитудно-фазовой ха
рактеристике разомкнутой системы.

На рис. 6 представлена возможная форма кривой Д-разбиени» 
по общему коэффициенту усиления К. Значение знаменателя уравне
ния (Р.20) при некоторой частоте о>; и выбранном Ко **)  определяется 
вектором be, следовательно, амплитудное значение (1.20) при До.

abи о); определяется отношением отрезков определив амплитудные

значения для всего диапазона частот указанным образом, мы находим, 
амплитудно-частотную характеристику. Выбрав Ко, нетрудно найти 
пик на амплитудно-частотной характеристике замкнутой системы, не 
прибегая к построению всей этой характеристики. Действительно,, 
проведем из точки Ь, как из центра, окружность, касающуюся кри
вой Д-разбиения. Тогда отношение величины Кп к величине радиуса- 

abокружности, т. е. отношение , и дает величину пика на ампли

тудно-частотной характеристике замкнутой системы. Нетрудно также 
определить запас устойчивости по фазе и по модулю амплитудно
фазовой характеристики (АФХ) разомкнутой системы. Как известно, 
запас устойчивости по фазе АФХ разомкнутой системы определяется; 
следующим образом. Из начала координат плоскости АФХ разомкну
той системы (рис. 7), как из центра, проводится окружность с радиу
сом, равным единице. Частота в точке пересечения этой окружности- 
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< АФХ называется частотой среза, а угол, образованный отрица
тельной вещественной осью и отрезком, проведенным из начала 
-координат в точку с частотой среза, и называют запасом устойчи
вости по фазе (угол <ро на рис. 7). В обозначениях уравнения (1.20) 
амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой системы выражается 
соотношением

U7W»> = ^j®. <1.20

в то время как уравнение кривой Д-разбиения по К имеет вид

К= — ^4^. (1.22)
N ( J ш) ' '

На основании уравнений (1.21) и (1.22) определение запаса устой- 
•чивости по фазе АФХ разомкнутой системы из кривой Д-разбиения 
производится следующим образом. Из начала координат плоскости К, 
как из центра, проводится окружность с радиусом Ко; тогда угол <ра 
и определяет запас устойчивости по фазе (рис. 8). Что касается

Рис. 8. К определению запаса по 
фазе по кривой Д-разбиения.

запаса устойчивости по модулю, то 
его определение не представляет ни
какого труда, ибо на плоскости К 
выделена вся совокупность значений 
коэффициента усиления, при кото
рых система остается устойчивой.

Найдем теперь из кривой Д-раз
биения некоторые показатели каче
ства, вытекающие из свойств ве
щественной частотной характери
стики замкнутой системы. Прежде 
всего выясним, как может быть 

построена вещественная частотная характеристика замкнутой системы, 
•если построена кривая Д-разбиения по К (здесь мы имеем в виду 
симметричный случай — уравнение (1.12)).

Выше мы установили, как из кривой Д-разбиения по К может 
-быть построена амплитудно-частотная характеристика замкнутой 
системы. Построение вещественной частотной характеристики не 
представит особого труда, если, кроме амплитудной, удается просто 
найти и фазовую частотную характеристику замкнутой системы из 
кривой Д-разбиения.

Фаза Ка (7“) для некоторой частоты <ог определяется фазой его 
знаменателя для этой частоты (см. уравнение (1.20)). Но так как 
для заданной частоты «>; знаменатель (1.20) определяется отрезком Ьс, 
то фаза (1.20) для этой частоты равна а(шг) (см. рис. 6).

Аналогичным образом могут быть определены соответствующие 
фазы для всех частот и, следовательно, построена вся фазовая 
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характеристика замкнутой системы. Теперь уже нетрудно найти 
эд вещественную частотную характеристику. Обозначив ее через Р(<и), 
можем написать для частоты

P(a>i)=^cos,'(,oi)- (L23)

Опустим из начала координат (рис. 9) перпендикуляр на отре
зок Ьс; тогда на основании (1.23) для шг значение вещественной 
частотной характеристики определяется соотношением

(1-24)

Аналогичным образом может быть геометрически найдено значе
ние Р(<о) для любой частоты и, следовательно, может быть по
строена вся вещественная частотная характеристика замкнутой системы.

Рис. 9. К построению частотных характеристик 
замкнутой системы по кривой Д-разбиения.

Заметим здесь же, что без труда находится и мнимая частотная 
характеристика замкнутой системы; для этой цели нужно брать от- 

ad . л.
ношение отрезков (рис. 9).

На основании приведенного метода построения установлена связь 
между вещественной частотной характеристикой замкнутой системы 
и кривой Д-разбиения. Сформулируем теперь некоторые показатели 
качества и укажем способ определения их непосредственно из кривой 
Д-разбиения по К.

Как известно, областью положительности вещественной частотной 
характеристики называют область частот от ш = 0 до частоты, при 
которой вещественная характеристика первый раз пересекает ось
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частот (рис. 10). Если эту частоту обозначить через о>с, то для вре
мени регулирования t можно получить следующее неравенство:

t (1-25)

Область положительности определяется следующим образом из кривой 
Д-разбиения. Восстановим в точке Кп перпендикуляр до пересечения 
с кривой Д-разбиения. Частота w0 в точке пересечения и будет верх-

Рис. 10. Определение области 
положительности.

Рис. И. Определение области 
положительности из кривой 

Д-разбиения по К.

к установившемуся значению

Рис. 12. Определение необхо
димых условий отсутствия пе
ререгулирования из кривой 

Д-разбиения.

Аналогично могут быть определены и другие показатели каче
ства, вытекающие из свойств вещественной частотной характеристики 
замкнутой системы, а именно:

а) Для того чтобы временная функция x(t) монотонно стремилась 
х(оо), необходимо (но не достаточно), 
чтобы кривая Д-разбиения по К не пе- 

/Со И- ресекала окружности с радиусом —— 

и с центром, расположенным в точке 
~"-JJ (рис. 12).

б) Для того чтобы перерегулирова
ние не превышало 18%, достаточно, 
чтобы:

1) При возрастании частоты от О 
до оо абсолютное значение вектора, 
проведенного из ■ начала координат 
в точку на границе Д-разбиения, не
прерывно увеличивалось (рис. 13).

2) При заданном значении Кп окружность с центром в точке 
IS _  | IS I j

—%—- и радиусом —0 у не пересекала кривой Д-разбиения.

*) На рис. 11 Ко— выбранное значение коэффициента усиления, 
a N (уш) — кривая Д-разбиения.
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3) Проекция вектора (рис. 13) на ось Re К при <п->эо не пре
вышала Кп.

в) Если в начальной своей части кривая Д-разбиения достаточно 
хорошо совпадает с дугой окружности с центром, расположенным 
в 1 , и радиусом Ко + \ и в дальнейшем расстояние между 

окружностью и кривой Д-разбиения непрерывно растет (рис. 14), то 
время переходного процесса заключено в пределах

(1-26)

где о>с — область положительности.
Существенной особенностью сформулированных свойств кривой

Д-разбиения является то, что

Рис. 13. Определение 
условий, при которых пе
ререгулирование не пре

вышает 18%.

эти свойства непосредственно связаны 
с количественным значением общего 
коэффициента усиления системы. Бо
лее того, на основании этих свойств 
можно сделать и ряд выводов.

Рис. 14. Определение условий, 
при которых длительность про
цесса регулирования лежит 

т. 4~.
в пределах — и —. 

"о "с

Так из свойства а) вытекает следствие: если по условиям точности 
величина общего коэффициента усиления больше величины диаметра 
окружности (Ко-1- 1), то переходный процесс не может быть моно
тонным. Из свойства б) вытекают два следствия: 1) для того чтобы 
выполнить достаточные условия отсутствия перерегулирования, пре
вышающего 18%, величина коэффициента усиления системы не должна 
превышать величины диаметра % 4-1 (рис. 12); 2) перерегулирование 
не будет превышать 18% при любом коэффициенте усиления, если 
кривая Д-разбиения совпадает с мнимой осью плоскости К, а вся 
положительная вещественная ось этой плоскости принадлежит к области 
устойчивости.

Весьма существенным для оценки структуры системы регулирова
ния является следствие, вытекающее из способа определения области
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положительности. Нетрудно понять, что верхняя граница области 
положительности вещественной частотной характеристики всегда меньше- 
частоты wKp, где и>кр равно частоте в точке пересекания кривой. 
Д-разбиения с осью Re К (рис. 9) и где K~KKf—критический коэф
фициент усиления. На основании этого следствия будут в дальнейшем 
получены весьма важные выводы относительно рациональности струк
туры систем автоматического регулирования.

Мы уже подчеркивали, что полученные свойства кривой Д-разбие
ния относятся к случаю, когда передаточная функция замкнутой 
системы имеет симметричный вид. Рассмотрим теперь определение 
некоторых показателей качества для случая, когда передаточная функ
ция замкнутой системы несимметрична (уравнение (1.13)). Прежде 
всего выясним, как в этом случае построить вещественную частотную 
характеристику замкнутой системы.

Так как учет внешних возмущений и место их приложения, а также 
характер начальных условий не влияют на характеристическое урав
нение, то в общем случае обобщенная амплитудно-фазовая характе
ристика (АФХ), учитывающая и внешние возмущения и начальные 
условия, может быть представлена в следующем виде:

К (_/«>) = (1.27)

Числитель (1.27) будем в дальнейшем называть уравнением вспомога
тельной кривой. Таким образом, в этом более общем случае для 
определения свойств системы необходимо, кроме кривой Д-разбиения, 
построить вспомогательную кривую. Как это следует изуравнения (1.20), 
и для симметричного случая, когда в качестве параметра выбирается 
не коэффициент усиления, а некоторый другой параметр, также 
приходится строить вспомогательную кривую. Из кривой Д-разбиения 
по любому параметру т и вспомогательной кривой можно также 
весьма просто построить все частотные характеристики, в том числе 
и вещественную. На рис. 15 приведена возможная форма кривой 
Д-разбиения по параметру т. Как это ясно из предыдущего, а также 
непосредственю из рисунка, отрезок Ьс равен амплитудному гначению 
знаменателя (1.27) для частоты

Ьс = Q (JMi) I
Л(Х) I’

Фаза знаменателя (1.27) для частоты о>г равна углу а(ш;). Допустим, 
что числитель (1.27) не зависит от т и кривая, построенная по этому 
уравнению, имеет вид, представленный на рис. 15.

Допустим, что для о>; числитель выражается вектором ad. Фаза чи
слителя для этой частоты равна р(w;). Амплитудное значение (1.27) 
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для частоты определяется отношением отрезков

I Ц7. (,-в) I
1 •’ ' /? (уш) | __  ad

I. . Q(JM) I ~~~bc'
I R(j°>) I

Аналогичным образом находятся амплитудные значения (1.27) для 
любой частоты и, следовательно, вся амплитудно-частотная характе
ристика (1.27).

Фаза (1.27) находится как разность фаз числителя и знаменателя. 
Для нахождения значения вещественной частотной характеристики 
при и>{ поступаем следующим образом. Перенесем вектор ad из точки а 
в точку с (рис. 15) и про
должим вектор Ьс пункти
ром так, как это показано 
на рисунке. Тогда для часто
ты о)г фаза (1-27) равна -((ч>;), 
ибо

‘[(®>)= а (»>;)■

Значение вещественной ча
стотной характеристики для 
частоты о>, определяется, как

-fc cos 7 (и>{).

Опустим перпендикуляр 
с конца вектора cd’ на пунк
тирную прямую; тогда зна
чение вещественной частотной характеристики при о>г определяется 
отношением отрезков

Р(ыг) = ^.
' !/ Ьс

Рис. 15. К построению частотных характе
ристик замкнутой системы по кривой Д-раз- 
биения и вспомогательной кривой (вспомо

гательная кривая не зависит от т).

Аналогично могут быть найдены значения вещественной частотной 
характеристики для любой частоты и, следовательно, вся веществен
ная частотная характеристика.

Если вспомогательная кривая зависит от выбранного параметра т, 
то построение производится следующим образом.

Числитель (1.27) разбивается на одну часть, которая зависит от т, 
и на другую, которая от т не зависит. Уравнение (1.27) представляется 
следующим образом:

КО)_ t:WzoO) + 1^3 (»
~ т Q О 

R О)

(1-28).
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На рис. 16 приведены граница Д-разбиения по т и кривая W3 
Выбираем какое-либо значение т, например т = 1. Тогда для каждой 
•частоты о>( можно найти вектор tIF2(j'u>). Отложим эти последние 
векторы так, как это показано на рис. 16.

Изменяя значение т, будем менять масштаб вектора 'сМ^С/ш). Для 
заданного значения ~ амплитудное значение и фаза числителя (1.28)

определяются вектором,про
веденным из начала коорди
нат в конец вектора tlVz2 (/“) 
для соответствующей часто
ты. Дальнейшее построение 
частотных характеристик та
кое же, как и для случая, 
когда числитель (1.27) от т 
не зависит.

На основании метода по
строения вещественной час
тотной характеристики мож
но сформулировать свойства 
границы Д-разбиения и вспо
могательной кривой, по ко
торым можно производить 
предварительную оценку 
процесса автоматического

Рис. 16. К построению частотных характе
ристик замкнутой системы по кривой Д-раз- 
•биения и вспомогательной кривой (вспомо

гательная кривая зависит от т).

регулирования, а именно:
а) Область положительности вещественной частотной характери

стики определяется частотой шс, при которой векторы числителя и 
знаменателя становятся впервые взаимно перпендикулярными. Время 
переходного режима в такой системе, как уже указывалось, будет:

t > —.

Если задана частота шс, то значение т, при котором ыс будет 
определять область положительности, находится следующим образом. 
Проведем вектор aN числителя для частоты шс (рис. 15). Из точки <«е 
границы Д-разбиения опускаем перпендикуляр на вектор aN. Тогда 
отрезок ае будет искомым значением т.

б) Если для некоторого начального интервала 'частот отношение 
абсолютных значений векторов числителя и знаменателя и угол между 
ними у (ш) практически постоянны, а 
уменьшается при 
лирования лежит 

в дальнейшем отношение их 
условии, что f (u>) не уменьшается, то время регу- 
в пределах

4~
t

где о>о — область положительности.
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в) Достаточные условия отсутствия перерегулирования, превышаю
щего 18%, будут выполняться, если выполняются условия пункта б) и, 
кроме того, векторы числителя и знаменателя ни при какой частоте 
не становятся взаимно перпендикулярными.

г) Необходимые условия отсутствия перерегулирования будут 
выполняться, если при соответственно одинаковом распределении 
частот вдоль кривой числителя и знаменателя абсолютные значения 
вектора числителя будут убывать относительно быстрее, чем абсолют
ные значения вектора знаменателя для соответствующих частот.

Сформулированными свойствами кривой Д-разбиения (в случае 
симметричной передаточной функции замкнутой системы) и свойствами 
кривой Д-разбиения и вспомогательной кривой (для общего случая 
несимметричной передаточной функции замкнутой системы) мы восполь
зуемся в дальнейшем при оценке различных структур.

§ 1.4. Примеры

Рассмотрим несколько примеров, на которых проиллюстрируем 
влияние структуры на динамические свойства систем регулирования.

Пример 1. На рис. 17 представлена структурная схема системы 
автоматического регулирования, основные элементы которой предста
вляются тремя последовательно 
включенными апериодическими 
звеньями. Данные отдельных 
звеньев следующие:

7; = 0,01, % = 40,

— 0,34, К2—1, рис_ 17. Структурная схема из трех апе-
■р __ q ]. /С3 — 15 риодических звеньев.

Передаточная функция замкнутой системы запишется в виде:

/<(р)= (1 + (1 + т^р) + к&Кз ■ (1,29)

Характеристическое уравнение получим, приравняв нулю знамена
тель (1.29):

(1 + Т1Р) (1 + Т2р) (1 % Т3р) + К,К2К3 = 0.

Подставляя численные значения коэффициентов, получаем:

0,00034р3 —I—0,038р2 —0,45/э —|— 601 =0. (1.30)

Составим условия Раута — Гурвица из коэффициентов уравнения (1.30): 

0,038 • 0,45 — 601 • 0,00034 < 0,

т. е. система неустойчива.

3 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Для стабилизации введем в систему цепь гибкой отрицательной обрат

• Включим обратную связьной связи с передаточной функцией 

по двум вариантам*):
а) когда стабилизирующей обратной связью охватываются первые 

два звена (рис. 18),
б) когда стабилизирующей обратной связью охватывается только 

одно первое звено (рис. 19).

Рис. 18. Первый способ включения Рис. 19. Второй способ включения 
стабилизирующего устройства в схе- стабилизирующего устройства в схе

му рис. 17. му рис. 17.

Исследуем устойчивость рассматриваемых вариантов структур а) 
и б).

Передаточная функция замкнутой системы для случая а) будет
zz z «т__  ________________________ KjKiK-j (1 4-тр)________________________ ,, □ .,

V (1+Г1р)(1 + Т2р)(Ц-ГзР)(1+гр) + К-1А-11р(1 + Тэр) + ^Л1Л'.(1 + тр) 1 I1'01/

откуда характеристическое уравнение, соответствующее рассматривае
мому случаю, запишется как

(1 + Лр)(1 + Тгр)(\ + Т3р) (1 —тр)—|—

+ К3Кгтр (1 -|- Т3р) -|-К,КгК3 (1 ~р) = 0. (1.32)

Построим кривую Д-разбиения по параметру т.
Воспользовавшись уравнением (1.32), найдем уравнение кривой 

Д-разбиения по параметру т в следующей форме:
Т* _________(14*  T1jop (14- Га/'ш) (1 -г T-jjiii) 4~,А ,Л* 3А з__________ ,«

>[(14-Л»(14-Л/“>)(14-Г1/ш) + Л'1Л'2(1 + Г3/ш)4-Л'ЛзЛ'3] ’

На рис. 20 приведена кривая Д-разбиения по т для принятых выше 
численных значений параметров. Единственным претендентом на область 
устойчивости является отрезок ab. Выберем какое-либо одно значе
ние г из области ab и проверим, является ли ab областью устойчи
вости.

Производя элементарные вычисления при г =0,5, мы убеждаемся, 
что ab не является областью устойчивости. Следовательно, при при-

:) Для звена с передаточной функцией р-р— принято условное обо
значение Q .
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нятых ранее значениях постоянных времени и коэффициентов усиления 
апериодических звеньев для структуры варианта а) (рис. 18) нет такого 
значения т, при котором система была бы устойчива.

Рассмотрим теперь структурную схему, показанную на рис. 19. 
Для этого случая передаточная функция замкнутой системы имеет вид

=__________________kjcjc, (1 +чр)____________________________
(1 + Г1р)(1 + Г,р)(1 + Г3р)(1+гр)+К,тр(1 + Тар)(1 + Г3р)+Л'Л1К.,(1+^) '

Характеристическое уравнение в данном случае запишется как

(1 + ЛР)(1 + Т2р)(1 + Т3р)(1 +тр) +

+ К^р (1 + Т2р) (1 + Т3р) + (1 + -Р) = 0. (1.35)

Проверим на устойчивость характеристическое уравнение (1.35) 
для случая, когда т = 0,5.

Раскрывая скобки в уравнении (1.35) и группируя члены с одина
ковой степенью р, получаем:

7’17’27’зхр4 + (Л7’27’з+ Л7-2Т+ ЛЛ-+ T2T3t + К^Т2Т3)р*  +
+ IЛ Т2 + Л Т3 + Т2 Т3 + 7\т + T2t + T3t + К,- (Т2 + Т3) J +

+ (Л + т2 + Т3 + т + + А^/ГзДзт) Р + 1 + К1К2Кз = 0.

Подставляя численные значения, получаем:

0,000170/Д Д- 0,700/? + 9,06р2 + 32\р -ф- 601 = 0.

Условия Гурвица запишутся:

0,700 • 9,63 • 321 — 0,72 • 600 —3212 • 0,000170 = 1720 > 0, 

Рис. 20. Кривая Д-разбиения по т.

т. е. система устойчива.
Этот пример показывает, что только за счет изменения структуры 

при тех же элементах и численных значениях их параметров система 
из неустойчивой при всех значе
ниях т делается устойчивой. При 
этом т можно выбрать так, чтобы 
получить и надлежащее качество про
цесса регулирования.

Пример 2. Рассмотрим случай, 
когда две структуры, состоящие из 
одних и тех же звеньев, при задан
ных значениях параметров устой
чивы, и выясним, как влияет струк
тура на качество процесса регули
рования.

На рис. 21 и 22 представлены 
две структуры. Основные элементы 
системы представляются четырьмя 
обеспечения устойчивости вводится стабилизирующее устройство 

апериодическими звеньями. Для

3*
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типа ; ПРИ этом в схеме рис. 21 стабилизирующее устройство 

охватывает первое звено, а в схеме рис. 22 — два первых звена.
Выбираем следующие данные отдельных звеньев:

7'1 = 0,01, 7'2 = 0,5, 7'3 = 0,5, Т4= 1,
^ = 100, Д2=1, 7 = 0,2.

Коэффициенты К3 и выбираются в области устойчивости после 
построения кривой Д-разбиения по К = К3К3К3К4.

Рис. 21. Включение стабилизирующего устройства 
вокруг одного звена в четырехзвенной схеме.

Рис. 22. Включение стабилизирующего устройства 
вокруг двух звеньев в четырехзвенной схеме.

Для суждения о качестве процесса регулирования построим кривые 
Д-разбиения по общему коэффициенту усиления для первой и второй 
структур.

Характеристическое уравнение, соответствующее структуре рис. 21, 
имеет вид

(1 + Лр)(1 + ад(1 + тзР)(Д + т4р)(Д 4-тр) +
+ К1'Р (1 + Т2р) (1 + Т3р) (1 + т4р) + К,К2К3К4 (1 + тр) = о, 

откуда уравнение кривой Д-разбиения по общему коэффициенту уси
ления запишется:

। Kiyjm (1 -|~ T3j<o) (I -ф 7~з/<о) (1 -ф T4ju>)
1 + Ч“>

На рис. 23 представлена кривая Д-разбиения.
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Характеристическое уравнение, соответствующее структуре рис. 22, 
имеет вид

(1 + Л Р) (1 + Т2р) (1 + Т3р) (1 + TiP) (1 + тр) +

+ (1 + т3р) (I + TiP)+KlK2K3Ki (14- тр) = о,

откуда уравнение кривой Д-разбиения по общему коэффициенту уси
ления будет: 

к=к;к^ц=

_ а + л»
1 ф- TJU)

-(1 + Т-г/ш) (1 + Тз/ш) (1 + Т4»-

__ (1 4~ Т'лР'*)  (1 -ф 74у®)
1 -]- V®

На рис. 24 представлена соответ
ствующая кривая Д-разбиения.

Сравним кривые Д-разбиения 
для рассматриваемых двух структур 
с точки зрения возможности полу
чения лучшего качества процесса 
регулирования. Выберем на рис. 23 
и 24 в устойчивой области 
KiK>K?,Kt = К одинаковые коэффи
циенты усиления. Сравнивая пока-
затели качества по кривым рис. 23

коэффициенту усиления схемы 
рис. 21.

и 24, мы видим, что в по

следнем случае система имеет большую область положительности, 
т. е. большее быстродействие при меньшем перерегулировании.
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Более того, сравнивая эти две кривые Д-разбиения, можно сде
лать заключение, что кривая рис. 24, построенная для структуры 
рис. 22, соответствует системе с более высокими динамическими и 
статическими свойствами.

Приведенные здесь примеры достаточно хорошо иллюстрируют 
ранее высказанное соображение о важности правильного выбора струк
туры и о существенном влиянии структуры на динамические свойства 
систем.



ГЛАВА II

СИСТЕМЫ С ОДНОЙ РЕГУЛИРУЕМОЙ ВЕЛИЧИНОЙ 

§ 2.1. Одноконтурные системы

В этой главе будут рассмотрены системы автоматического регу
лирования с одной регулируемой величиной.

Будем называть одноконтурными системы, которые структурно 
представляются одним контуром, состоящим из последовательно вклю
ченных элементарных звеньев. Одноконтурная цепь является основой 
любой системы автоматического регулирования. Поэтому аналогично 
тому, как изучение свойств отдельных звеньев необходимо для того, 
чтобы установить свойства одноконтурной системы, изучение послед
ней необходимо для того, чтобы положить ее свойства в основу 
построения сложных многоконтурных систем.

1. Одноконтурная система, состоящая из N 
апериодических звеньев

Передаточная функция замкнутой одноконтурной цепи, состоящей 
из N апериодических звеньев, имеет вид:

N
\~Ki~L 1 + Tip к 

к (2-1)К(р)

лт
где АГ == Д АГ»— общий коэффициент усиления системы, 7\— посто- 

i = l
янная времени /-го звена.

Уравнение кривой Д-разбиения по К запишется как

к=- n^ + W- (2-2)

Модуль вектора К равен произведению модулей сомножителей (2.2), 
а аргумент его равен сумме аргументов отдельных составляющих.
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Из (2.2) видно, что с изменением частоты аргумент К будет моно
тонно нарастать и кривая Д-разбиения будет иметь вид, предста
вленный на рис. 25. Из этого рисунка видно, что критический коэф
фициент усиления такой системы (имеется в виду, что количество 
звеньев больше двух) будет конечной величиной. В литературе *)  был 
приведен ряд исследований о влиянии соотношения между числен
ными значениями отдельных постоянных времени на величину крити
ческого коэффициента усиления. Из этих исследований вытекает, что 
критический коэффициент усиления будет минимальным тогда, когда

*) Марь яновский Д. И., Устойчивость линейных систем автомати
ческого регулирования, Электричество, № 9, 1946; Prinz D. G., Contribu
tions to the theory of automatic controllers and followers, Journ. Sci. Instr., 
v. 21, № 4, 1944.

Рис. 25. Кривая Д-разбиения.

все постоянные времени равны между 
собой. Численное значение критического 
коэффициента усиления для этого слу
чая может быть определено из следую
щего соотношения:

К - 1

ЛкР — ДГ Я
cos ТУ

(2.3)

стоящей из апериодических

где N — количество апериодических 
звеньев. Как видно из (2.3), KKf не 
зависит от абсолютного значения по
стоянных времени.

Установим еще некоторые важные 
свойства одноконтурной системы, со- 

звеньев. Важным показателем качества
системы регулирования является область положительности о>(. веще
ственной частотной характеристики замкнутой системы. Как указано 
в первой главе, время регулирования будет:

t

Из кривой рис. 25 видно, что область положительности для одно
контурных систем будет ограничена критической частотой о)кр. Сле
довательно, время регулирования будет всегда больше времени, опре

деляемого отношением ——. Имея в виду, что шкр соответствует нахо- 
“кр

ждению системы на границе устойчивости, можно считать, что рабо
чая частота всегда будет меньше критической. Этим определяется гра
ница быстродействия одноконтурной системы.

На плоскости Д-разбиения по К можно для рассматриваемого 
случая выделить область, где выполняются необходимые условия
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отсутствия перерегулирования. Построим окружность с радиусом 
К+1 К—1г = —— и Центром, расположенным на расстоянии —— от начала 

координат. Тогда максимальное значение К, при котором указанная 
окружность не пересекает кривую Д-разбиения, ограничивает область 
значений К, для которых выполняются необходимые условия отсут
ствия перерегулирования.

На рис. 26, 27 и 28 представлены кривые Д-разбиения по К для 
случаев: а) когда постоянные времени одинаковы, б) когда они меняются 
по арифметическому закону и в) — по геометр’ическому закону.

Исходная постоянная времени взята равной единице. Для того 
чтобы получить представление, как меняются выделенные области 
в зависимости от абсолютного значения постоянных времени, на этих 
рисунках представлены те же области для случаев, когда исходная 
постоянная времени равна 0,5 и 0,1.

Сравнивая между собой соответствующие области отдельных рисун
ков, можно сделать следующие выводы:

а) Критическое значение коэффициента усиления для данного закона 
изменения величины постоянных времени не зависит от их абсолют
ного значения;

б) критические частоты существенно зависят от абсолютных зна
чений постоянных времени и от закона распределения их величин;

в) область значений где выполняются необходимые условия 
апериодичности, не зависит от абсолютного значения постоянных вре
мени, а зависит от соотношения между ними.
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Общим, кроме ограниченного критического коэффициента усиления, 
для всех одноконтурных систем является: а) ограниченная область 
положительности вещественно-частотной характеристики — ограничегг-

Рис. 27. Д-разбиение, когда постоянные времени 
меняются по арифметическому закону.

ное быстродействие, б) ограниченная область значений К, при кото
рых выполняются необходимые условия отсутствия перерегулиро
вания.

2. Одноконтурная цепь, состоящая из N
колебательных звеньев

Допустим, что систему автоматического регулирования, состоящую 
из основных звеньев, можно представить последовательной цепочкой 
колебательных звеньев. Передаточная функция такой замкнутой системы 
представится в следующем виде:

ib
1=1 

.VJ7 (Р' + — Р “I" “Oi )
к (Р) = ----------------- = -й---------------- -- -------------------• (2.4)
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N
Здесь u>oi, и Kt — параметры колебательных звеньев и К= J| Kt—- 

i=1общий коэффициент усиления.
Уравнение кривой Д-разбиения по общему коэффициенту усиле

ния запишется:
N

К=—JX |"(7«>)2 + ^-7«> + «>0 i] • (2.5}
г-1 L * J

На рис. 29 представлен качественно вид кривой Д-разбиения по К- 
Как и для случая, когда система представляется одноконтурной цепоч

кой из апериодических звеньев, здесь 
критическое значение коэффициента уси
ления и область положительности будут 
конечными величинами. Значения их 
зависят как от абсолютных, так и 
от относительных значений парамет
ров колебательных звеньев.

3. Одноконтурная цепь 
из апериодических и 

колебательных звеньев

Рис. 29. Д-разбиение системы Нетрудно понять, что свойства одно- 
с колебательными звеньями. контурных систем, состоящих из апе

риодических или колебательных звеньев, 
в полной мере присущи системам, которые могут быть структурно 
представлены контуром, одновременно содержащим и апериодические 
и колебательные звенья. Это непосредственно вытекает из выражения 
для передаточной функции, которая в данном случае может быть 
представлена в следующем виде:

JV, N, пмк 
кю = —------------------м— • (2-б)

г-1 J-1 3 i=l >1

и уравнения для кривой Д-разбиения по общему коэффициенту уси
ления, которое может быть записано следующим образом:

N, N,
к=-Н(1+вдЦ <2.7)

г-1 >=1 L 3

Обычно передаточные функции типа (2.6) имеют статические 
системы автоматического регулирования, не содержащие стабилизи
рующих устройств (т. е, состоящие только из основных элементов).
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4. Системы, состоящие из любой комбинации звеньев, 
типы которых приведены в таблице 1

Мы приведем здесь без доказательства условия структурной устой
чивости одноконтурной цепи, состоящей из комбинации звеньев, при
веденных в таблице 1. Добавим также, что такие структурные схемы 
будут иметь ограниченный критический коэффициент усиления и огра
ниченную область положительности вещественной частотной характе
ристики, если общее количество звеньев, составляющих структурно 
устойчивую систему, больше двух.

Для того чтобы одноконтурная система была структурно устой
чивой, необходимо и достаточно, чтобы:

а) система не содержала звеньев с операторами

К К К К
р2 ’ р2— 1’ р2—hp’ р2—hp— 1’

б) чтобы система не содержала более одного звена с операторами

К К К .
р ’ р24- hp — 1 ’ р — 1 ’

в) чтобы у системы, содержащей г звеньев из группы с опера
торами

_К_ и _____*_____,

*) Указанные условия структурной устойчивости были сформулированы 
в работе: Айзе рм а н М. А., О некоторых структурных условиях устой
чивости систем автоматического регулирования, Автоматика и телемеханика, 
т. 9, № 2, 1948.

Р"“ + 1 Р"1 — hp + 1

порядок характеристического уравнения был больше 4г *).
Таким образом, в настоящем параграфе были рассмотрены свой

ства одноконтурных систем как с точки зрения их устойчивости, так 
и с точки зрения основных показателей качества.

§ 2.2. Корректирующие обратные связи

Корректирующие обратные связи вводятся в систему автоматиче
ского регулирования для придания ей требуемых статических и дина
мических свойств. В практике автоматического регулирования встре
чаются корректирующие устройства различного вида. Часто, в зави
симости от вида корректирующего устройства, говорят о том или 
ином законе регулирования, например, о регулировании с воздействием 
по производной, изодромном регулировании и т. д. Различают также 
параллельные и последовательные корректирующие связи. Как будет 
показано ниже, все типы корректирующих связей могут быть сведены 
к определенным образом включенной корректирующей обратной связи.
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При этом такое рассмотрение оказывается не только удобным с фор
мальной точки зрения, но весьма плодотворным по существу, так 
как дает возможность единым образом выбирать корректирующие 
обратные связи и определять наиболее рациональный вид их в каждом 
конкретном случае.

Целесообразно разделить все корректирующие связи на гиб
кие, жесткие и смешанные. Рассмотрим некоторые типы корректи
рующих устройств, нашедших широкое применение в практике авто
матического регулирования. На рис. 30 представлена схема цепочки,

Рис. 30. Схема стабилизи
рующего устройства — 
цепочки /?!, С (гибкая 

связь).

Рис. 31. Схема стабилизи
рующего устройства — це
почки Rb Rn, С (смешанная 

связь).

состоящей из омического сопротивления ’/?, и емкости С. Переда
^ВЫХ(Р)

^вх <Р)
точная функция для этого случая запишется:

'ЛыХ (Р) 
t/вх (Р)

ТР
1 + ХР ’

(2.8)где t=/?jC.

Сигнал на выходе данного корректирующего устройства будет 
равен нулю, если входной сигнал остается неизменным во времени. 
Такие связи называют гибкими.

На рис. 31 представлена схема корректирующего устройства, 
в котором выходной сигнал отличен от нуля и при

(0 = const.

Передаточная функция для схемы рис. 31 запишется следующим 
образом:

^вых (Р)

<4х (Р)

R.

(2.9)

где
R1&2 Q

а
1~T«2 «1

Такие связи будем называть связями смешанного типа.
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Наконец, на рис. 32 приведена схема устройства, где между вход
ным и выходным сигналами существует однозначная, пропорциональ
ная, не зависящая от времени связь, которая может быть записана 
следующим образом:

^~^~= К. (2.10)
'фх

Эта связь не зависит от времени и ее обычно называют жесткой 
обратной связью.

Передаточная функция корректирующего устройства самого общего 
типа может быть записана в следующей форме:

■*вых  (Р) аррп-{- ахрп~1 -ф ■.. -ф ап_хр -ф д„ ц,
-Фх (Р) Крш -ф bxpw~x -ф ... -ф Ьт~хр -ф Ьт

Как показано в главе I, частными случаями (2.11) являются переда
точные функции рассмотренных выше корректирующих устройств 
(рис. 30, 31, 32) и следующих звеньев:

а) дифференцирующее звено
•^вых an-lPI ’

в-

" вх

б) интегрирующее звено

"Фых ап
ЬМ-ХР

(2.12)

(2.13)

а-

■0

■а

Рис. 32. Схема 
жесткой связи.

и т. д.
Рассмотрим теперь методы включения корректирующих устройств 

в схемах автоматического регулирования. Для общности введем сле
дующие обозначения: 
Fn, (р) 
Fn, (р)

Рис. 33. Структурная схема со ста
билизирующим устройством обще
го вила, включенным гибкой от

рицательной связью.

Ki(P) 
£>i(p)

КАР)
DAP)

передаточная функция кор

ректирующего устройства, 

передаточная функция пер

вой части одноконтурной 
цепи (рис. 33), 

передаточная функция вто

рой части одноконтурной 
цепи.

В качестве первой или второй части могут быть любые состав
ляющие одноконтурной цепи, 
функция одноконтурной цепи

В принятых обозначениях передаточная 
запишется:

К(р) =

КАР) КАр)
Dj (р)' Dj (р)

I _|_ К1(Р) ^(Р) ’ 
^DHP) О2(р)

(2.14)
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Включим корректирующее устройство так, как это показано на 
рис. 33. Такой вид включения называют местной обратной связью.

Передаточная функция замкнутой системы в рассматриваемом слу
чае запишется:
к (0} =_________________ К^рЖ^рУР^рУ__________________

(р) d2 (/>) F„a (/>) + (р) рП1 (р) d2 (Ру + д; (р) К, (р) РП1 (р) •

(2.15)

Изменим направление включения корректирующего устройства 
(рис. 34). Такой вид включения называют параллельным включением 
корректирующего устройства. Передаточная функция соответственно 
запишется:
/z с ч __ ___________________ Ху (Р> ^2 (А)_________

УР> Dt (р) D, (р) РПа (ру + К2 (р) Fu (р) (р) + К1 (/>) К2 (РУ Рщ (А) ‘

(2.16)

Как видно непосредственно из рис. 33 и 34 и из уравнений (2.15) 
и (2.16), обратная связь по отношению к первому участку однокон

турной цепи эквивалентна парал
лельному включению корректирую
щего устройства относительно вто
рого участка одноконтурной цепи, 
и наоборот, обратная связь по отно
шению ко второму участку одно
контурной цепи эквивалентна парал
лельному включению корректирую
щего устройства относительно пер
вого участка.

По этой причине мы в даль
нейшем будем пользоваться только

термином «корректирующая обратная связь», рассматривая ее отно
сительно того участка одноконтурной цепи, с которым она образует 
замкнутый в направлении стрелок контур.

Рассмотрим теперь последовательное включение корректирующего 
устройства. Так как системы автоматического регулирования всегда 
имеют замыкающую жесткую отрицательную обратную связь (системы 
замкнутого типа), то при последовательном введений в контур регу
лирования корректирующего устройства последний должен быть сме
шанного типа; если же включается корректирующее устройство гиб
кого типа, т. е. такое, что сигнал на его выходе существует, только 
когда входная величина его меняется во времени, то параллельно 
с корректирующим устройством должна быть и жесткая связь. Вве
дение воздействия по производной является частным случаем рассма
триваемого корректирующего устройства. При этом, кроме сигнала 
от производной регулируемой величины, измерительный элемент 

Рис. 34. Структурная схема со 
стабилизирующим устройством, 

включенным упреждающей связью.
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системы регулирования обязательно воспринимает сигнал и от самой 
регулируемой величины. Убедимся, что введение воздействия по произ
водной эквивалентно охвату всего контура регулирования гибкой 
обратной связью с оператором типа

-^=₽Р- (2.17)

и вх

На рис. 35 представлена схема с включением воздействия по 
производной; кроме того, на рисунке показана замыкающая жесткая

I , I х-у/ | _
| I 7Г-1Я Г^~^~

-—| № |-----

Рис. 36. Охват всей системы стаби
лизирующим устройством.

Рис. 35. Введение воздействия по 
произзодной от выходной величины.

обратная связь. Передаточная функция для этого случая запишет
ся:

ТУ / „4 __  ____________7С1 (р) Кч (Р)____________ ZO 104
Ш Di (р) О2 (р) + Ki (р)К2(р) [1+₽р] • 1 ’

Найдем теперь передаточную функцию системы, представленной на 
рис. 36. Получаем:

К ( п\ —____________7<т (р) Кч (р)___________ ,2 191
Di(p)O2(p) + /C1(p)/C2(p)]l+fip] ’ 1 ’

т. е. точно такое же уравнение, как и (2.18). Несколько другой вид 
имеет передаточная функция, когда воздействие по производной берется 

Рис. 37. Введение производной от отклонения.

не от хВЫХ1 а от разности хт — хвых. На рис. 37 представлена соот
ветствующая схема. В этом случае передаточная функция будет иметь 
вид

ту, \___________Ki (р) Кч (Р) (1 + ЗР)________ / л
П(Р)—£)1(Р)Оч(р) + К1(Р)Кч(Р)(1 + ^Р) • '

Знаменатель (2.20) точно такой же, как и в уравнениях (2.18) и (2.19); 
таким образом, с точки зрения устойчивости, влияние воздействия

4 Зак. 3557. М. В. Мееров
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по производной от разности хвх — хвьге = Дх и гибкая обратная связь 
вокруг контура регулирования тождественны. Что касается общих дина
мических свойств системы при включении гибкой обратной связи 
вокруг контура и в случае введения воздействия по производной 
от Дх, то они будут проанализированы в разделе, где будут сравни
ваться различные виды корректирующих устройств. Случай введения 
воздействия по производной от Дх также может быть представлен 
как гибкая обратная связь; соответствующая схема представлена на 
рис. 38.

Рис. 38. Схема, эквивалентная схеме рис. 37.

Если вместо дифференцирующего звена ввести корректирующее 
устройство общего вида, то передаточные функции (2.19) и (2.20) 
запишутся соответственно в следующей форме:

Mt (Р) К2 (р)

Di (Р) D, (р) + К, (р) К2 (р) + 1
(2.21)

где

Fn, (Р>
1 Рп (р)К(Р) =--------------------------------!=---------

£>t (Р) D, (р) + Кг (р) К, (Р) 1 +
L (z>)

(2.22)

Fn, (Р)
<Р>

передаточная

Мы рассмотрели случай,

функция корректирующего устройства, 

когда в систему регулирования вво
дится только одно корректирующее устройство, хотя и обще
го типа.

и

В системах автоматического регулирования весьма часто приме
няется не одно, а несколько корректирующих устройств, при этом 
различного типа. Вопрос о количестве корректирующих устройств, 
их передаточных функциях и характере включения будет рассмотрен 
в главе IV.
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§ 2.3. Некоторые примеры систем с большими коэффициентами 
усиления

Величина коэффициента усиления системы существенно влияет на 
ее статические и динамические свойства. Что касается зависимости 
статических свойств системы, ее установившейся точности, то, как 
это хорошо известно, чем больше коэффициент усиления, тем больше 
установившаяся точность. Само понятие установившейся точности 
имеет различный физический смысл для статических систем регули
рования и для следящих систем с различной степенью астатизма. 
В последнем случае под коэффициентом усиления понимается отно
шение установившейся скорости

Рис. 39. Принципиальная схема 
регулирования двигателя постоян

ного тока.

слежения к углу рассогласования, 
установившегося значения уско
рения к углу рассогласования 
и т. д. Коэффициент усиления 
в этих случаях имеет размер
ность \jceK, l/сек2 и т. д., и когда 
для следящих систем говорится 
об установившейся точности, то

Рис. 40. К определению ко
эффициента заполнения то

ковой диаграммы.

имеется в виду точность слежения системы за воздействием, имеющим 
постоянную скорость, постоянное ускорение и т. д. Когда говорят 
об установившейся ошибке, то в это понятие вкладывают именно этот 
смысл. Чем больше коэффициент усиления, тем больше точность 
слежения.

Рассмотрим несколько примеров, где необходимые динамические 
свойства системы достигаются за счет возможности неограниченного 
увеличения коэффициента усиления системы.

Пример 1. На рис. 39 представлена принципиальная схема упра
вления и регулирования двигателя главного привода прокатного стана. 
В такого рода системах максимальное использование двигателя опре
деляется коэффициентом заполнения токовой диаграммы за период 
пуска (рис. 40).

Чем ближе к единице коффициент заполнения, тем совершеннее 
система управления и тем больше производительность стана.

4*
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Рис. 41. Изменение на
пряжения генератора и 
скорости вращения дви
гателя, обеспечивающие 
наибольший коэффи
циент заполнения токо

вой диаграммы.

Двигатель управляется по схеме генератор-двигатель. Цепь возбу
ждения генератора питается от возбудителя, а последний возбуждается 
от электромашинного усилителя. Электромашинный усилитель снаб
жен двумя обмотками управления. Первая W'1 питается от посторон
него источника (7Пост. вторая U'z2 питается от разности (7ST — С\. и 
служит замыкающей обратной связью.

Для получения максимально возможного коэффициента заполне
ния токовой диаграммы, ток / генератора в процессе пуска должен 

оставаться постоянным. Для этой цели не
обходимо, чтобы напряжение генератора (7Г 
и обороты двигателя п менялись по ли
нейном}' закону с одинаковыми скоростями, 
но со смещением во времени (рис. 41). 
Действительно, уравнение разгона двигателя 
имеет вид *)

*) Имеется в виду только динамическая нагрузка.

37а dt

где GD:— маховой момент, приведенный 
к валу двигателя; п — число оборотов; 
Ф— поток возбуждения двигателя; I — ток 
нагрузки генератора; С—постоянная, опре
деляемая данными машины.

При неизменном потоке возбуждения Ф двигателя условие посто
янства тока / нагрузки генератора сводится к требованию постоян
ства ускорения

dn 375 
dt=GDi-C<t>L

Отсюда получаем линейный закон изменения скорости вращения во 
времени в следующем виде:

п = const-1. (2.23)

С другой стороны, если пренебречь индуктивностью якорных цепей 
генератор-двигателя, нагрузочный ток может быть определен из сле
дующего соотношения:

U — Kin
I = г D- = const. (2.24)

К

Подставляя в (2.24) вместо п его значение из (2.23), получим:

(7Г — Ki - const • t 
R

(2.25)
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Постоянство тока будет соблюдено в процессе пуска, если
LL — Ki ■ const ■ t 
----------- т----------- = const.

Это означает, что и напряжение генератора должно меняться так же 
по линейному закону, как и обороты (см. рис. 41).

Допустим, что к обмотке возбуждения генератора скачкообразно 
подключается напряжение (7В. Тогда ток возбуждения генератора 
будет меняться во времени по следующему закону:

= (2.26)
К в

где Т'=-5^ — постоянная времени цепи возбуждения генератора, 
в

Полагая характеристику намагничивания генератора линейной, 
получим напряжение генератора также меняющимся по экспонен
циальному закону

KU, ( -
t/r = -p-U-e т • (2.27) 

Следовательно, линейный закон изменения напряжения 
на небольшом промежутке времени. 
(2.27) в ряд Тейлора, получим: 

t ti
Т R ' 2! 72 

t
значениях -у можно отбросить все члены 

у выше первой. Однако, для того чтобы

может быть получен только 
Действительно, разлагая

ии,— н

генератора

(2.28)

При достаточно малых

ряда (2.28) со степенями

в течение малого времени t напряжение (7Г 
выросло до нужного значения, необходимо 
выбрать как можно большее значение коэф
фициента усиления К. В действительных усло
виях напряжение возбуждения меняется не 
скачкообразно, а определяется постоянными 
времени возбудителя и электромашинного 
усилителя. При этих условиях коэффициент
усиления, обеспечивающий надлежащий ха- Рис’ 42' Изменение на- 

, пряжения во времени.
рактер изменения напряжения, должен быть 
весьма большим — теоретически сколь 
угодно большим. Большой коэффициент усиления достигается значи
тельной форсировкой ЭМУ. Однако по окончании процесса регули
рования для обеспечения нормальной работы форсировка должна быть 
снята. Как только напряжение генератора достигает заданного значе
ния, дальнейшее его изменение должно иметь вид, представленный 
на рис. 42. Для того чтобы получить закон изменения напряжения
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близким к идеальному, вводят так называемую отсечку по напряже
нию, действие которой состоит в том (см. схему рис. 43), что при 
достижении напряжением генератора U? заданного значения включается 
сбмотка управления ЭМУ UZ2' ампер-витки которой действуют навстречу 
форсировочным ампер-виткам. С момента включения управляющей 
обмотки \У2 система замыкается. Следовательно, с этого момента

необходимо обеспечить ее устой
чивость. Коэффициент усиления 
остается после замыкания системы 
практически таким же, каким он 
был до включения, чго ясно из

Рис. 43. Схема регулирования дви
гателя постоянного тока с отсеч
кой по напряжению генератора.

Рис. 44. К определению ко
эффициентов усиления зам
кнутой и разомкнутой систем 
регулирования двигателя.

рис. 44, ибо наклон кривой Ur=fv(t), определяемый форсировкой 
и наклон кривой Ur = f2{t), определяемый дефорсировкой, должны 
быть одинаковыми и разными по знаку. Только при этом условии 
результирующая кривая t/r =/(/) бу’дет иметь нужный закон измененя.

Из этого примера ясно, что необходимый характер процесса 
достигается соответствующим выбором величины коэффициента усиле
ния. Остается только обеспечить устойчивость системы. Рассматри
ваемый прием получил весьма широкое распространение в схемах 
автоматического управления и регулирования электродвигателями 
(в схемах автоматизированного электропривода в металлургии и 
других областях) и представляет самостоятельный интерес. Поэтому 
принципы построения систем, устойчивых при больших коэффициентах 
усиления, здесь имеют первостепенное значение.

Пример 2. Рассмотрим другой пример системы, схема которой 
представлена на рис. 45, а структурная схема — на рис. 46. Пере
даточная функция имеет следующий вид:

О + TiP)_______________________

п О + т>р'> + К^Пр (1 + Пр) (1 + Пр) + Х„6щ (1 + Пр) 
‘-1 (2.29)
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где
Кобщ — KiK2K3Kx

Поделим числитель и знаменатель на КЛК2 и предположим, что 
т = тДт- достаточно мало, т. е. что коэффициенты усиления Кх и К2 

достаточно велики. Тогда получим:

К3Кх (1 + Т-„р)К{Р) =------у
т П (1 + Г.р) + Т-„р (1 + Г.р) (1 4- Г4р) + КзКх (1 + Т-р)

Характеристическое уравнение будет иметь в<д 
5

т П (1 +• Лр) + Т-ОР (1 + Т3р) (1 + TiP) 4- K3Kt (1 4- Т.р) = 0. 
2 = 1

(2.30)

Если tn—>0, то характеристическое уравнение вырождается в урав
нение

Тър(Д + Т3Р)(Д +Т,р) + К3Кх() 4- T-ap) = Q. (2.31)

На основании теоремы о непрерывной зависимости корней алгеб
раического уравнения от его коэффициентов можно утверждать, что при

Рис. 45. Схема регули
рования напряжения ге

нератора.

m -> 0 три корня уравнения (2.30) будут 
стремиться к трем корням уравнения (2.31). 
Остальные два корня уравнения (2.30) будут 
уходить в бесконечность.

Предположим, что уходящие в беско
нечность корни при ш —>■ 0 располагаются 
слева от мнимой оси. Тогда устойчивость 
будет определяться вырожденным уравне

Рис. 46. Структурная схема системы рис. 45.

нием. Выясним пределы изменения постоянной времени Т5 стабили
зирующего устройства и коэффициентов усиления К3Кх, при которых 
система остается устойчивой. Запишем условия устойчивости по Рауту — 
Гурвицу:

ТЬ(Л +K3KJ(T3 + TJ— Т31\К3Кх > 0. (2.32)
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Допустим, что Т- выбрано таким, что 
т т 

7’6>^4? (2.33)

При этом условии (2.32) выполняется при любых К3, К4. Следова
тельно, при выполнении условия (2.33) параметры К3, К4 и Тъ можно 
менять в широких пределах и выбирать их так, чтобы получать 
необходимое качество процесса регулирования.

Остается только доказать, что при m —>■ 0 система будет устой
чивой, и процесс, определяемый передаточной функцией (2.29), будет 
достаточно близким к процессу, определяемому передаточной функ
цией

д' (о) —_____________ TCaKiU + Т3р)____________ %Тбр и + Тзр} (1 + ^р} + (1 + т_р} . (Z.^)

Пример 3. Допустим, что на вход некоторой системы с переда
точной функцией К(р) подается сигнал х(Л), а на выходе системы 
необходимо получить (в некотором масштабе) этот сигнал с большой 
степенью точности. Запишем уравнение в следующем виде:

■’'вых (Р) = К (Р) ХГВх (р) = (ру (2.35)

Предположим, что структурно система может быть представлена со
стоящей из простейших устойчивых звеньев, для простоты апериоди
ческих. Тогда в замкнутом состоянии ее передаточную функцию 
можно представить следующим образом:

х,т(р) = -^—-Мр). (2.36)

Поделим числитель и знаменатель на К и допустим, что К —>■ оо и 
соответственно = m —>■ 0. Тогда уравнение (2.36) примет вид

Х°ых (р) = ! □_ mD (р) • *вх  (Р)- (2.37)

Если система остается устойчивой при яг—>0, то

-^вых (р) *̂вх(р)  И СООТВеТСТВеННО -^вых (Z) -> -^вх (О-

Возможность осуществления такой системы полностью определяется 
ее устойчивостью. Следовательно, и здесь мы можем добиться 
идеального воспроизведения, если сумеем обеспечить устойчивость 
при т—> 0, т. е. при достаточно больших коэффициентах усиления.

Пример 4. Допустим, что нам необходимо получить сигнал, про
порциональный величине и первой производной некоторой функции 
xBX(Z). На рис. 47 представлена схема, которая может выполнить 
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настоящие требования. Действительно, передаточная функция схемы 
рис. 47 запишется, как

Хвь.х^) _ К _ К V + Tp)
*„(Р) 1 , KtK (X + Tpy + KKS 1 f

x^Tp

Поделим числитель и знаменатель на К и предположим, что К —> со

или т = -^г->0. Тогда (2.38) запишется, как
. .__  1 -j- Тр t \*ВЫ1 (р) = m(l + T/>) + Ki Xbi (Р)

и при т —>■ О

+ (2.39>
А1

Следовательно, в этом случае сигнал на выходе пропорционален
сигналу и производной от сигнала на входе.

Если усложнить оператор звена, включенного в обратной связи, 
то в общем случае можно получить с? ему, где выходной сигнал будет
некоторой интегро-дифференциальной функцией 
от входного сигнала. В общем случае это можно 
представить в следующей форме:

-^вых
_ D (р) xBJ (р) 

mD (р) -г 1 '
(2.40)

Рис. 47. К использова
нию больших коэффи
циентов усиления для 
получения производ

ной.

где D(p) является некоторой функцией опера
тора дифференцирования р. Очевидно, что такая 
схема может быть реализована, если при т —» 0 
система останется устойчивой. Подчеркнем, что
рассмотренный здесь пример звена является основой современных вос

Рис. 48. Принцип действия решаю
щего усилителя с большим коэф

фициентом усиления.

производящих устройств и так назы
ваемых интеграторов или модели
рующих устройств. Рассмотрим по
дробнее этот весьма важный вопрос. 
Как известно *),  решающими назы
вают такие усилители, которые мо
гут быть использованы для выпол-

*) Трапезников В. А., Коган Б. Я., При) ципы построения моде
лирующих устройств для исследования процессов автоматического регули
рования, Автоматика и телемеханика, т. 13, № 6, 1952.

нения отдельных математических 
действий — сложения, интегрирова
ния, дифференцирования пли их ком
бинации.

Основное уравнение решающего 
основании рис. 48.

усилителя можно вывести на
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Допустим, что усилитель К практически не потребляет энергии, 
так как его входом является сетка электронной лампы. Тогда /1 = /2
ИЛИ

— e-i #1 —е*
Zt(p) z2(p) (-41)

и
е2 = Ке{, (2.42)

где Zt(p) и Z2(p)— операторные импеданцы, К — коэффициент уси
ления, а Ср и е2—изображения соответствующих напряжений.

Исключим из (2.41) и (2.42) е' и найдем связь между et и е2:

вц вп 
е> ~ _ к — е°- 
Z1(P) ~ z2(p)

После упрощений получаем:

ei = + (p)-KZ7(7) (2’43)

Поделим числитель и знаменатель на К и положим К равным доста
точно большому числу. Обозначив -^-=т, получим:

е —_________(р) ci__________________ Z, (р) <2 р,
2 — т [Z2 (р) + Zt (/,)] - Zj (р) = Z, (р)

Уравнение (2.44) является основным для решающих усилителей 
с обратной связью и большим коэффициентом усиления. С их по
мощью можно получить нужные сигналы на выходе, т. е. производить 
нужные действия. Так, например, если Zl(p) и Z2(p) — оми
ческие сопротивления, равные по величине, то усилитель выполняет 
операцию изменения знака; если сопротивления не одинаковы, то, 
кроме перемены знака, будет меняться масштаб. Допустим, что 
Z, (р) = ^, a Zl(p) = R', тогда

1 1
е*~  RC’p ’ **'

т. е. операторный усилитель в данном случае выполняет функции 
интегрирования. Соответствующим выбором операторных импеданцев 
Zj(p) и Z2(p) можно обеспечить нужные действия над входным 
сигналом. Все это достигается благодаря наличию достаточно боль
шого коэффициента усиления К. Однако результат будет обеспечен 
только в том случае, если полученная таким образом система будет 
устойчивой. Следовательно, и здесь проблема сводится к получению 
методов построения систем, допускающих большой коэффициент 
усиления без нарушения устойчивости.
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Пример 5. Рассмотрим пример системы, представляющей суще
ственный интерес, так как она относится к классу так называемых 
оптимальных систем автоматического регулирования *).

*) Приводимый пример заимствован из работы: Лернер А. Я., 
Улучшение динамических свойств автоматических компенсаторов при помощи 
нелинейных связей, Автоматика и телемеханика, т. 13, № 2 и № 4, 1952.

**) Ф е л ь д б а у м А. А. 1). К вопросу о синтезе оптимальных систем 
автоматического регулирования, Труды Второго Всесоюзного совещания по 
теории автоматического регулирования, Изд. АН СССР, т. I, 1955. 2) Про
стейшие релейные системы автоматического регулирования, Автоматика и 
телемеханика, т. 10, № 4 (1949). 3) Оптимальные процессы в системах авто
матического регулирования, Автоматика и телемеханика, т. 14, № 6 (1953); 
Лернер А. Я-, Построение быстродействующих систем автоматического 
регулирования при ограничении значений координат регулируемого объекта, 
Труды Второго Всесоюзного совещания по теории автоматического регули
рования, Изд. АН СССР, т. I, 1955.

В реальных устройствах некоторые координаты или их г-е про
изводные, например, скорость вращения электрического двигателя, 
момент двигателя, пропорциональный току, и т. д. по условиям 
прочности, коммутации или других факторов имеют ограниченные 
значения. При этих условиях максимально возможное быстродействие 
не может превысить некоторого определенного значения, которое

Рис. 49. Принципиальная схема автоматического ком
пенсатора.

лимитируется предельными значениями координат и производных от 
этих координат. Как показано в работах А. Я. Лернера, А. А. Фельд- 
баума и др. **),  максимальное быстродействие или отработка с пре
дельно возможной скоростью могут быть достигнуты введением 
в систему нелинейных преобразователей с определенной характери
стикой. Мы не будем здесь касаться методов получения этих пре
образователей, а на примере автоматического компенсатора убедимся, 
что нелинейная система будет тем ближе к оптимальной, чем больше 
ее коэффициент усиления. В дальнейшем будет показано, что рас
сматриваемый здесь пример не составляет исключения и что огромное 
большинство оптимальных систем целесообразно построить так, чтобы 
их структура в линейном приближении принадлежала к рассматри
ваемому в настоящей книге классу.
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На рис. 49 представлена принципиальная схема автоматического 
компенсатора, а на рис. 50 — его структурная схема.

Измерительная система автоматического компенсатора приводится 
в движение двухфазным асинхронным короткозамкнутым двигателем. 
Двигатель имеет ограниченный по величине момент и ограниченную 
скорость вращения. Ограничение момента эквивалентно ограничению 
ускорения. Таким образом, в рассматриваемом случае речь идет

Рис. 50. Блок-схема автоматического компенсатора 
рис. 49.

о системе, обладающей ограниченной скоростью и ограниченным 
ускорением. Как видно из рис. 49, в цепь обратной связи поданы 
отклонение и его первая производная. Имея в виду обозначения, при
веденные на рис. 50, получаем следующую систему дифференциаль
ных уравнений:

xa = K2f (е') = к,и>2 sign ш,

(2.45)

е = s0— s,
dz
~dt

Уравнение движения относительно переменной е запишется в сле
дующей форме:

(Рг . K->KZ(dzf . dz . К9К-ьК3
s,gn^+-V-s = 0- (2Л6)

&
Заменяя через ^p0', будем иметь:

_^е = 0dm . /С2Х3 9—0)2 Sign U)
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Исключая время с помощью подстановки dt
de.

получим:

<u^- (̂o2siSn“ + 7^5 = 0- (2'47)
'Ар 'Ар

Решение уравнения (2.47) дает следующее выражение для фазовых 
траекторий: 
для «) > О

где о)о и г0 — начальные значения ш и е.
На рис. 51 построены ф1зэвые траектории. С течением времени 

изображающие точки приближаются к изоклине с нулевым наклоном, 

Рис. 51. Семейство фазовых траекторий.

а затем устремляются к началу координат, т. е. к положению равно
весия. Как показано в работах А. А. Фельдбаума и А. Я. Лернера, 
изоклина с нулевым, наклоном в данном случае совпадает с фазовой 
траекторией оптимального процесса замедления системы. Чем больше 
коэффициент усиления системы, в частности К3, тем больше процесс 
приближается к оптимальному. При К3 = оо процесс замедления 
в точности совпадает с оптимальным. Таким образом, получение 
процесса, близкого к оптимальному, при использовании нелинейных 
связей также сопряжено с необходимостью значительного увеличения 
коэффициента усиления системы.
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§ 2.4. Структуры, допускающие неограниченное увеличение 
коэффициента усиления без нарушения устойчивости

■Xxz-ff 1___ I Лги#
П ~П

Рис. 52. Структурная схема со ста
билизирующим устройством об

щего типа.

В предыдущем параграфе мы установили, какое существенное 
значение имеет возможность получения систем автоматического регу
лирования с большими коэффициентами усиления для решения ряда 
технических проблем. Ранее мы также установили, что одноконтур
ные системы обладают ограниченным критическим коэффициентом 
усиления.

Поставим и решим следующую задачу: как нужно изменить одно
контурную систему, чтобы во вновь полученной, уже неодноконтур

ной цепи можно было бы принци
пиально получить возможность, 
неограниченно увеличивать коэффи
циент усиления, не нарушая устой
чивости.

На рис. 52 представлена струк
турная схема системы автомати
ческого регулирования. Часть схе
мы охватывается стабилизирующим 
устройством общего типа. Выясним, 
каким требованиям должно удо

влетворять операторное уравнение стабилизирующего устройства и как 
его включить, чтобы система принпципиально допускала неограничен
ное увеличение коэффициента усиления без нарушения устойчивости. 

Обозначим оператор части системы, которая охватывается стаби

лизирующим устройством, через °” , части, не охваченной ста-

и оператор стабилизирую-билизирующим устройством, через 

„ Fn, (P't
щего устройства через .

Передаточная функция замкнутой системы запишется:

К(р) =

1 +

^охв

^охв
Дт (/>)' (р)

^Охв

^1(1) 
к

‘ОХВ Fn,

^выр

£>АР)

(2.50)

■охв FП] {Р}
&АР) ' рпДР)

^выр

(р) и Р„,(р) не зависятКоэффициенты полиномов £\(р), D2(p), Р„, 
от /Свыр и K,v
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Характеристическое уравнение получим, приравнивая знаменатель 
(2.50) нулю:

(Р) D2 (р) F п, (р) 4- K0-.BFnt (р) D2 (р) + (Р) = 0. (2.51)

Здесь К1ав— коэффициент усиления звеньев, охваченных стабили
зирующим устройством, Квыр— коэффициент усиления звеньев, не 
охваченных стабилизирующим устройством.

Общий коэффициент усиления получается как произведение коэф
фициентов Кпв и К„ыр:

=== Аохв * ^выр*

Если К.,хв сделать достаточно большим, то тем самым и общий 
коэффициент усиления будет сделан достаточно большим.

Поделим уравнение (2.51) на Ктв и обозначим — = т. Тогда 
''ОХВ

уравнение (2.51) запишется:

mDi (р) О2 (р) /4, (р) + Fn, (р) D2 (р) 4- КвщГп, (р) = 0. (2.52)

Система будет устойчивой при сколь угодно большом коэффициенте 
усиления, если уравнение (2.52) удовлетворяет условиям устойчивости 
при т—>0.

Обозначим степень полинома Dx (р) через п, степень полинома 
£>2(Р) — через -л а степени полиномов Fn(p) и Fni(p)— соответ
ственно через п{ и п2. Тогда, раскрывая полиномы, можно уравне
ние (2.52) представить в следующем виде:
т \В„р'^п+п‘ й1Р-<+п+па-1

4-[А)Р,!‘+ 4~^1РП11 4- ■ • • ] + Л"выр [Сор а4~ С1Р 4~ • •] = 0>

Обозначив >-|-n4-п2 = N2 и и1Д-ч = А,1, получим:

т ]Bop-v’ 4- В,ру‘~'4- ... 4- ByJ 4-
+ [40p.v, + Ap.v1->+ ... +Av] = o, (2.53), 

где
z= elj -J- /бвыр * C,_п,-тПя'

Интерес представляет случай, когда N2 > А\. При т —> 0 урав
нение (2.53) вырождается в уравнение

•4оРУ‘ 4- 4- ... 4- Ду, = 0; (2.54).

в дальнейшем будем называть его вырожденным уравнением.
Допустим, что коэффициенты вырожденного уравнения удовлетво

ряют условиям устойчивости; тогда при т —> 0 Ау корней уравнения, 
(2.53) будут стремиться к корням вырожденного уравнения и будут 
расположены слева от мнимой оси на плоскости корней. Оставшиеся, 
N2 — корней будут при m —>■ 0 стремиться к бесконечности. Най
дем условия, при выполнении которых N2 — Nt корней будут уходить, 
в бесконечность слева от мнимой оси на плоскости корней.
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В дополнение к требованиям устойчивости для вырожденного урав
нения выполнение требований, при которых N2 — корней будут 
уходить в бесконечность слева от мнимой оси, обеспечит устойчи
вость системы при сколь угодно большом коэффициенте усиления.

Произведем в (2.53) следующую замену переменных:

р =----- ------- • (2.55)

Поделив уравнение (2.53) на т и подставив вместо р его значение 
из (2.55), получим:

дА’а дАа —1
+ + •••

m А’а - .V, пг N, - N, N‘
ON, W,-l

+^o—V +A + ... =0. (2.56) 

OTATa-AT. „У,-*.

N,
Умножая (2.56) на mN‘~N‘ и полагая m—t-0, получим:

Во7.уа-^ + л = О, (2.57)
откуда

а. Допустим, что N2— 7^=1. Тогда q = —Единственный 
ио

корень, уходящий в бесконечность при т—>0, будет расположен 
слева от мнимой оси на плоскости корней, если

ф->0. (2.58)
Оо

Таким образом, если вырожденное уравнение удовлетворяет усло
виям устойчивости и дополнительно выполняется условие (2.58), то 
система будет оставаться устойчивой при любом сколь угодно боль
шом коэффициенте усиления.

б. Допустим теперь, что N2 — N\ = '2. Тогда согласно (2.57) 
получим:

Прежде всего ясно, что должно выполняться условие -Ф > 0, ибо 

в противном случае один из корней уйдет при т —>• 0 в бесконеч
ность справа от мнимой оси, и система будет неустойчивой. Но при 
Ио г,> 0 получаем:
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т. е. два чисто мнимых корня, что соответствует условию, при кото
ром система будет на границе устойчивости. Устойчивость или не
устойчивость системы будет зависеть от того, с какой стороны от 
мнимой оси плоскости корней движутся корни к мнимой оси при 
т —>■ 0. Для того чтобы это установить и найти условия, при кото
рых подход корней к мнимой оси происходит слева, учтем первое 
приближение от малой величины т.

Я,
Умножив (2.56) на и положив равным нулю величины,

начиная с т2, получим:
£ 1

Ва9^-|-В1т2<7ЛГ1_1-|-X(l<£v‘4~ А™2 <7лг‘-1 = 0. (2.59)

Поделим уравнение (2.59) на q1^-1. Тогда, учитывая, что N2— = 2,
получим:

1 1

Baq3-\-B1m2q2-\-A0q-lf-A1m2 =0. (2.60)

Для того чтобы N2— Nt корней подходили к мнимой оси слева при 
т —> 0, необходимо, чтобы коэффициенты (2.60) удовлетворяли 
виям устойчивости. Условия устойчивости для уравнения 
имеют вид 

1 1
B{m2 Ао — А1т2В0^> 0 

или

усло- 
(2.60)

(2.61) 

усло-Таким образом, если вырожденное уравнение удовлетворяет 
виям устойчивости и дополнительно при N2— = 2 выполняется
условие (2.61), то система будет оставаться устойчивой при сколь 
угодно большом коэффициенте усиления.

в. Рассмотрим, наконец, случай, когда

N2 — М>3. (2.62)

Из (2.57) имеем для случая N2 — Nt = 3:

На основании свойств двучленных уравнений ясно, что в этом 
случае хотя бы один корень будет расположен справа от мнимой 
оси, т. е. в этом случае хотя бы один из корней будет уходить 
в бесконечность справа от мнимой оси, и система будет неустой
чивой.

Таким образом, первым условием устойчивости систем, допу
скающих большие коэффициенты усиления, является:

(V2 —М<2. (2.63)

5 Зак. 3557. М. В. Мееров



[гл. II66 СИСТЕМЫ С ОДНОЙ РЕГУЛИРУЕМОЙ ВЕЛИЧИНОЙ

Подставляя вместо N2 и их значения, получаем:

У —|— ZZ —Й2----*---- 2
или

п 2 «1 — п2. (2-64)

Условие (2.64) определяет вид оператора стабилизирующего устрой
ства в зависимости от динамических свойств части контура, которая 
им охватывается. Действительно, из условия (2.64) вытекает, что
порядок уравнения, описывающего часть контура, охватываемую ста
билизирующим устройством, не должен превышать больше чем на 
два разность порядков числителя и знаменателя оператора стабилизи
рующего устройства. Так, если контур охватывается стабилизирую-

щим устройством с оператором ■ т0 порядок описывающего

его уравнения должен быть не больше двух; для чистой производ
ной zp— соответственно не больше трех и т. д.

Таким образом, доказано, что существуют структуры, которые 
допускают неограниченное повышение коэффициента усиления без 
нарушения их устойчивости. Для построения таких систем нужно,
чтобы их структуры удовлетворяли полученным выше условиям.

§ 2.5. Рассмотрение отдельных случаев
1. Одноконтурная система, состоящая из 
апериодических звеньев, включенных 

последовательно

Включим стабилизирующее устройство общего типа вокруг п 
апериодических звеньев в схеме, состоящей из N таких звеньев,

Рис. 53. Структурная схема системы из апериодических звеньев и ста
билизирующего устройства общего типа:

включенных последовательно (рис. 53). Характеристическое уравне
ние в этом случае запишется:

N ■> N
П(1 + Лр)^Лр)+Ко1в/ч(р)П(1 + Лр) П (1 + Л-р) + 
i-1 i-1 J-n+1

-|- К„теКвыр^" H.J (р) = 0. (2.65)
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Поделив (2.65) на Кпг. и полагая т = — достаточно малым 
''охв

числом, получим:

/»И(1 + Л№,(р)+'7п,(р) На + ад И (’ + ?»+ 
i-1 i = l J-n+1

+ W.,(p) = O. (2.66)

Вырожденным уравнением здесь является:

/?П.(Р)П(1 + 7’.Р) II (1 + Г;р) + /СвырГВ1(р) = 0. (2.67) 
г = 1 п+1

Допустим, что параметры Fn.(p), РпАР) и Квыр выбраны так, что 
уравнение (2.67) удовлетворяет условиям устойчивости. Тогда со
гласно условию (2.63) имеем:

N2 — А\ = п2 — «! + п — ч 2, 
где

N2 N + ^2*  ~ N +*  яр

В данном случае максимальное количество апериодических звеньев, 
которое может быть охвачено стабилизирующим устройством, опре
деляется как

п — 4 = 2-\-nt — п2. (2.68)

Нетрудно видеть, что в данном случае дополнительное условие 
4°-> 0 всегда выполняется, а условие -ф-------Ф-> 0 может быть
£>о “о -До
выполнено соответствующим выбором параметров системы.

2. Одноконтурная система, состоящая из N 
последовательно включенных 

колебательных звеньев

Включим стабилизирующее устройство общего типа вокруг п 
колебательных звеньев. Полагая, что вырожденное уравнение удовле
творяет условиям устойчивости, получим на основании (2.64) сле
дующее дополнительное условие для рассматриваемого случая: макси
мальное количество колебательных устройств, которое может быть 
охвачено стабилизирующим звеном, равно

— п« + 2 
п— 2

Деление на два обусловлено здесь тем, что каждое колебательное 
звено описывается уравнением второго порядка. Дополнительные 
условия (2.58) и (2.61) здесь всегда могут быть удовлетворены соот
ветствующим выбором численных значений параметров.

5*
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3. Одноконтурная цепь, содержащая апериодические, 
колебательные и м интегрирующих звеньев

Рассмотрим два случая: а) когда для оператора стабилизирующего 
устройства = п2 и б) когда п1 > ге2. В обоих случаях будем пред
полагать, что полином числителя оператора стабилизирующего устрой
ства не имеет свободного члена, т. е. ап = 0.

Рис. 54. Структурная схема системы из апериодических, колебатель
ных интегрирующих звеньев и стабилизирующего устройства общего 

типа.

а. Случай, когда п1 = п2. Включим стабилизирующее устройство 
так, чтобы, кроме некоторого числа апериодических и колебательных 
звеньев, оно охватывало (■<— р) интегрирующих звеньев. Характери
стическое уравнение в этом случае (см. схему рис. 54) запишется 
в следующем виде:

Dt (р) D2(p)p'F„, (р) + К„хв \F П1 (р) D2 (р)рР 4-KBtlfF„, (р)[. (2.69) 

Здесь О1(р)— собственный оператор апериодических и колебатель
ных звеньев, охваченных стабилизирующим устройством; D2(p)— 
то же для звеньев, не охваченных стабилизирующим устройством.

• Если обозначить степени полиномов Dr (р) и D2(p) соответственно 
через dj и d2, то в рассматриваемом случае будем иметь:

N2 = dl -f- d2 —v п2,

= d2 «г р.

Рассмотрим прежде всего выполнение условия (2.63):

TV2 — ^i<2. 
Следовательно,

d| —|— d2 —[— v —[— п2 — d2 — tiy — p 2,

или, учитывая, что = n2.

~dt-\-4 — p 2. (2.70)

Из условия (2.70) видно, что наличие в охватываемой части кон
тура только одного колебательного звена делает систему неустойчи
вой при больших коэффициентах усиления. Условие (2.70) может 
быть выполнено, если в охватываемой части имеется только одно 



§ 2.5] РАССМОТРЕНИЕ ОТДЕЛЬНЫХ СЛУЧАЕВ 69

апериодическое и одно интегрирующее звенья, либо только два 
интегрирующих звена, при общем количестве интегрирующих звеньев, 
равном двум (> = 2).

Для того чтобы получить окончательный ответ на вопрос 
о характере структуры системы при наличии в схеме интегрирующих 
звеньев, рассмотрим еще вырожденное уравнение.

Из (2.69) при —= т —> 0 получаем вырожденное уравнение 
^ОХВ

в следующем виде:
/7».(Р)02(Р)^ + /Свыр/7»2(Р) = 0. (2.71)

Представим уравнение (2.71) в развернутом виде:

+ + CdJ)(a0Pn‘ + OiPn'-1+ ••• H-en-iP)P? +

+ ><BMp(*oP"'-|- ftiPn’_4- +M = 0. (2.72)

Уравнение (2.72) будет соответствовать структурно устойчивой 
системе, если в нем не будет пропуска членов, т. е. если

?Н-1— п2<1. (2.73)

Из (2.73) определяется максимальное количество интегрирующих 
звеньев, которое может быть в неохваченной части системы, а именно

(2.74)

Из проведенного исследования можно сделать следующие выводы 
о виде оператора стабилизирующего устройства и способе его вклю
чения в зависимости от количества интегрирующих звеньев системы 
При = П2.

а) максимально допустимое количество интегрирующих звеньев, 
охватываемых стабилизирующим звеном, равно двум (при этом 
<Л = 0);

б) максимальное количество интегрирующих звеньев в неохвачен
ной части равно п2 = nt;

в) общее допустимое количество интегрирующих звеньев в струк
туре с стабилизирующим устройством с передаточной функцией 

- 1 •— (где /г1 = /г2), при котором система может оставаться устой- 
‘ п9 (/О

чивой при неограниченном увеличении коэффициента усиления, равно 
п2+ 2. Для стабилизирующего устройства с передаточной функцией 

тр
। максимально допустимое количество интегрирующих звеньев, 

при котором можно получить структуру, допускающую неограничен
ное увеличение коэффициента усиления без нарушения устойчивости, 
равно трем.

б. Рассмотрим теперь случай, когда в операторе стабилизирую
щего звена пх > я2- Характеристическое уравнение имеет такой же 
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вид, как и в случае а, а именно

(р) О2 (р) р-Р^ (р) К»™ [Fn> (р) О2 (р) р» + ArnblpF„2 (р)] = 0. (2.75)

Условие (2.64) будет выполняться при охвате любого числа звеньев, 
в том числе и интегрирующих. Необходимо только соответствующим 
образом выбрать соотношение степеней п1 и п2. Рассмотрим теперь 
вырожденное уравнение при > п2. Для того чтобы не было про
пуска членов в вырожденном уравнении, необходимо, чтобы выпол
нялось то же условие, что и для случая а, а именно Э —|— 1—Я2^С 1, 
т. е. количество интегрирующих звеньев в неохваченной части и в 
этом случае не должно быть больше п2. Так, для случая введе
ния чистой производной в неохваченной части не должно быть ни 
одного интегрирующего звена; для стабилизирующего устройства 

с передаточной функцией 1—г-— в неохваченной части может быть 
1 -нр

только одно интегрирующее звено (случай а) и т. д.

4. Одноконтурная цепь, состоящая из всех типов 
элементарных звеньев

Кроме рассмотренных выше, представляет интерес случай, когда, 
кроме апериодических, колебательных и интегрирующих, в системе 
имеются неустойчивые звенья с собственными операторами (Тр—1) 
и (арг-\-Ьр— 1).

Для удобства обозначим оператор части контура, охватываемой 
стабилизирующим устройством, через Dt(p) и неохватываемой части — 
через О2(р); при этом будем считать, что операторы неустойчивых 
звеньев входят как в Dl(p), так и в О2(р). При введении в 
одноконтурную схему стабилизирующего устройства с оператором
Fn,(PV

Fn.(P)’
охватывающим часть контура с оператором Ог(р), характе

ристическое уравнение запишется в следующей форме:

(.Р) D2 (р) Fni (.Р) + [Рп, (р) О2 (р) + КвырРъ (р)] = 0. (2.76)

Рассмотрим вырожденное уравнение и выясним, чем ограничи
вается устойчивость соответствующей ему системы.'

Полагая Ктв -► оо, получим вырожденное уравнение в следующем 
виде:

^(^(rt + W^Cp^O. (2.77)

Так как О2(р) содержит операторы неустойчивых звеньев, то 
прежде всего необходимо установить условия структурной устойчи
вости. Для этой цели может быть использована теорема, доказанная 
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М. А. Айзерманом и Ф. Р. Гантмахером *),  которая состоит в сле
дующем.

*) Айзерм ан М. А., Г а н т м а х е р Ф. Р., О структурных условиях 
устойчивости при введении воздействия по производной, Труды Второго 
Всесоюзного совещания по теории автоматического регулирования, Изд. 
АН СССР, т. II, 1955.

Теорема. Для того чтобы система с характеристическим урав
нением

£>(р) + Др24-ВрД-С = 0. (2.78)

где С > 0, а полином D(p) не содержит множителей вида ар2 + 
-\-bp-\-c, у которых одновременно а > О, Ь^.0, с < 0, была 
структурно устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы выполня
лось одно из равенств

а -|- т В>0 S = 0

Я1 > 4pt — 3, 
«1 > 4pj —2, 
П1 ^Р; ---  3,
«1 > 4pi — 2, 

(° 
Д = 0^ 1

I 2

[°
А<0{ 1

I 2

ni > 4pt — 3,
«1 > 4рь
И1 > 4pi — 3, 

«1> 4р± — 4,
«1 > 4Р1, 
»i> 4pi — 4

«1> 4рр 
»i>4p1,

«i>4p1—1, 
«г > 4рх — 1,

«1 > 4pt— 1, 
«1>4р!—1,

(2.79)

и чтобы сумма а —|—имела лишь те значения, для которых в (2.79) 
указаны неравенства.

Здесь п1 — степень полинома D(p), з— число нулевых корней 
полинома D(p), — минимально возможное число положительных
действительных корней D(p), Р1— количество неустойчивых звеньев.

Уравнение (2.77) может быть приведено к уравнению (2.78), 
если Fn(p) будет полиномом Гурвица. Как указывалось выше, 

Fn,(P') = aoPn‘ + aiPn'~1+ ••• + ап-1Р
И

/7Иа(р) = МП24-61РП2-1+ ••• +<’n,-ip+bn2.

Мы потребуем, чтобы уравнение РП1 (р) = 0 удовлетворяло условиям 
Гурвица и чтобы га2<С2.

При этих условиях Fn.(p)-D2(p) = D(p) и Кащ,РП1 (р) = Ар2 Ц-
Вр-\-С. Нулевой корень /7П1(р) = 0 полагаем корнем О(р) = 0. 

В зависимости от вида знаменателя оператора стабилизирующего 
устройства используем соответствующий столбик из соотношения 
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(2.79). Таким образом решается вопрос об устойчивости вырожденного 
уравнения.

В качестве примера структурно устойчивой системы, соответствую
щей вырожденному уравнению, может служить следующий случай:

^„.(Р) __ Р2 (b\P + Ci)
Т\2(Р) ~ ар^ + Ьр +с ' 

D2 = (Ь2р + с2) (Ь3р — с3) (<z4p2 — Z>4p + с4), 
ТСвыр (рр2 -ф- Ьр -ф- с) = Ар2 —Bp —С.

Вырожденное уравнение в этом случае запишется:

(/>2р 4- с2) (b3p — с3) (а4р2 — btp-ф-с4) р2 (Ьхр -ф- с,) -ф- Ар2 -ф- Вр -ф- С = О

или
D(p) + Ap2 + Bp + c=0.

Степень D(p) в данном случае равна п1 = Т, а р, = 2. Так как 
А > О, В > 0 и Tj-]- а = 3, то пх > 4pt— 2 = 8 — 2 = 6, что удо
влетворяет условиям теоремы.

Вернемся теперь к полному характеристическому уравнению (2.76) 
и установим количество допустимых неустойчивых звеньев в охваты
ваемой части контура.

Прежде всего должно выполняться условие (2.64).
Количество звеньев, которое может охватываться стабилизирующим 

устройством, зависит от разности степеней операторов числителя и 
знаменателя передаточной функции стабилизирующего устройства.

С точки зрения выполнения условий (2.64) максимальное количе
ство неустойчивых звеньев в охватываемой части контура будет в том 
случае, если все охватываемые звенья будут неустойчивыми. При этом, 
если Аф— Л74= 1, то дополнительное условие Д5 > 0 будет всегда 

“о
выполняться, так как старшие члены полиномов F„t (р) D^p) Г)2(р') 
и Fn (р) D2 (р) -ф- (р) всегда будут положительными. Если

В А
N2 — Nl = 2, то выполнение дополнительного условия ------- > О

существенно зависит от численных значений коэффициентов, входящих 
в уравнения неустойчивых звеньев. Как правило, эти условия могут 
быть выполнены, и 
при неограниченном

в этом случае система может быть устойчивой 
увеличении коэффициента усилия.

§ 2.6. Пример системы, устойчивой при неограниченном 
увеличении коэффициента усиления. Автоматическое регу

лирование скорости электрического двигателя
В качестве объекта регулирования рассматривается двигатель по

стоянного тока с независимым возбуждением мощностью 1,5 кет и 
напряжением 120 в. Нагрузка двигателя не зависит от скорости вра
щения. По условиям работы скорость двигателя должна поддержи
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ваться постоянной с точностью, не меньшей 0,12°/о. Кроме того, 
необходимо предусмотреть возможность изменения заданного значения 
скорости вращения в широких пределах.

1. Выбор основных элементов системы 
регулирования

Для того чтобы обеспечить возможность изменения заданного зна
чения скорости двигателя в широких пределах, регулирование двига
теля осуществляем воздействием на напряжение якоря при постоянном 
потоке возбуждения.

Источником регулируемого напряжения для питания двигателя 
выбираем электромашинный усилитель (ЭМУ). Измерительным эле
ментом системы служит тахогенератор, электродвижущая сила кото
рого сравнивается с эталонным на
пряжением. Для того чтобы иметь 
возможность менять коэффициент 
усиления в широких пределах, в том 
числе и осуществлять коэффициенты 
усиления значительной величины, 
между измерительным элементом 
и ЭМУ включается электронный уси
литель У.

Получаем систему регулирования, 
состоящую из основных элементов 
(рис. 55), которая работает следую
щим образом. Разность между 
э. д. с. ет тахогенератора и эталон
ным напряжением £/эт подается на 
вход электронного усилителя. Об
мотка возбуждения ЭМУ питается от 
выходного напряжения усилителя.

В установившемся режиме раз
ность (7ЭТ — ет создает такое напря
жение на входе ЭМУ, 

Рис. 55. Принципиальная схема 
регулирования скорости вращения 

двигателя.

которое обеспечивает заданное значение ско
рости вращения двигателя.

Допустим, что в результате изменения нагрузки скорость вращения 
двигателя изменилась; тогда меняются ет тахогенератора и соответ
ственно разность U3T — <?т. Последнее вызовет необходимое изменение 
напряжения на ЭМУ, что обеспечивает надлежащее изменение скоро
сти вращения двигателя.

2. Уравнения отдельных элементов и структурная 
схема системы регулирования

а. Электронный усилитель полагаем безинерционным. Уравнение 
его имеет вид

иу = Куи^.у. (2.80)
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На структурной схеме (рис. 56) электронный усилитель обозначен 
пропорциональным звеном с коэффициентом усиления Ку.

б. Рассмотрим уравнение и структурную схему электромашинного 
усилителя. На рис. 57 представлена схема электромашинного усили
теля с одной обмоткой возбуждения (управления), обозначенной бук
вой (подробно о принципе действия ЭМУ читатель может про
честь в соответствующей специальной литературе )).*

Рис. 56. Структурная схема системы рис. 55.

Обозначим омические сопротивления и индуктивности обмотки IFj 
и короткозамкнутой цепи ЭМУ соответственно через Rt, и R2, 7.2. 
Полагая, что ЭМУ работает на линейной части характеристики нама

Рис. 57. К выяснению 
принципов действия 

электромашинного уси-

гничивания, получим следующее дифференциаль
ное уравнение, описывающее цепь ЭМУ:

L^ + R^U,. (2.81)

Поделив уравнение (2.81) на R.L и обозна

чив через Т1 = —■ постоянную времени обмотки 
«1 

возбуждения, получаем:

Т -4- i —• —1 dt 1 Rt (2.82)

лителя.

Электродвижущая сила S2 в короткозамкнутой 
цепи будет прямо пропорциональной току Zt:

8, = /^. (2.83)

Уравнение электрического равновесия в короткозамкнутой цепи запи
шется:

7-2 5+^2 = ?2

ИЛИ
7’2^ + 72 = ^-22. (2.84)

(11 /\о

где Т2 = ^— постоянная времени короткозамкнутой цепи.
/<2

*) См„ например, Мееров М. В., Введение в динамику автоматиче
ского регулирования электрических машин, Изд. АН СССР, 1956.
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Выходное напряжение ЭМУ Uaxy будет прямо пропорционально 
току i2 короткозамкнутой цепи

U эку = Кг1г- (2.85)

Исключая из (2.82) — (2.85) Zlt i2, $2 и обозначая операцию диффе
ренцирования оператором р, получим операторное выражение уравне
ния ЭМУ в следующем виде:

к\к', 
(1 + Т1Р) (1 + Т2р) иту = -5^ и у. (2.86)

К к
Обозначив через и К2 = коэффициенты усиления двух

«1 «2
каскадов Э/ИУ, получим:

(1 + Лр)(1 Н- 1\р) Uжу = KiK2Uy (2.87)
или

КлК2^ЭКУ

U, ~ (1 + Т1Р) (1 + Т2р) ’

что выражает передаточную функцию двух последовательно включен
ных апериодических звеньев.

в. Найдем уравнение двигателя постоянного тока с независимым 
возбуждением при регулировании его скорости воздействием на напря
жение якоря при постоянном токе возбуждения.

Уравнение механического равновесия запишется: 
GD- dn ~ ,
"ЗТГ ‘ dt

где GD-— маховой момент двигателя, Ф — поток возбуждения, 
См — постоянная двигателя, I — ток якоря двигателя, п—-число обо
ротов. Уравнение электрического равновесия в цепи якоря запишется: 

СГЭЛГу = /,я^-4-/?я/+СеФ«. (2.89)

где СеФм — противо-э. д. с. двигателя. Введем следующие обозначения: 
GD" R„

' г- г- 7)1 — электромеханическая постоянная времени

(2.88)

двигателя,
7Я
-=-== Тя — постоянная времени якоря,
*^я
у?. ■ = К — коэффициент усиления двигателя.

Исключая из (2.88) и (2.89) 7 и учитывая введенные обозначения, 
получим после элементарных выкладок следующее уравнение двига
теля в операторной форме:

[7мТярг -Ь Тмр + 1 ] п = Киэму. (2.90) 
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В зависимости от значений постоянных времени Т„ и Тя двигатель 
можно представить на структурной схеме одним колебательным зве
ном или двумя апериодическими звеньями.

Для рассматриваемого типа двигателя 7'м=0,5 сек, Тя=0,0\ сек, 
К=1. Легко понять, что в данном случае двигатель представляется 
двумя последовательно включенными апериодическими звеньями. Дей
ствительно, корнями левой части уравнения (2.90) будут:

~ — 2 и а2 = — 98.

Обозначим через Т3 и Т4 постоянные времени апериодических звеньев, 
заменяющих на структурной схеме регулируемый двигатель. Тогда 
найдем:

Т3= —--=^ = 0,5 сек, 7'4 = —1- = ^~ 0,01 сек. 
& tio Уо

Передаточная функция двигателя запишется:

п —_________К________—_______ K3Kj______  (2911
^ + T-3p)(\ + TiP) (\ + T3p}(\+TiPy ' ■ ’

Связь между скоростью и ет тахогенератора имееет вид

ет = Кьп.

На рис. 56 представлена структурная схема системы из основных 
элементов для рассматриваемого случая.

Передаточная функция замкнутой системы (см. рис. 56) запишется 
как 

._____________ ___________________________________
(1 + /1р)(1 + Т2р)(1 + ТзР)(1 + Г4р) + /<1^К3^/<5^ ’ >

и характеристическое уравнение будет иметь вид

(1 + 7\р) (1 + Т2р)(1 + Т3р)(\ + + = 0. (2.93)

По условиям точности общий коэффициент усиления системы должен 
иметь следующую величину:

Ко6щ = 6Ж2 = 80°'

Параметры ЭМУ имеют значения

7'1 = 0,1 сек, 7’2=0,1 сек, Л'1/С2=10.

Подставляя в уравнение (2.93) значения постоянных времени и 
полагая общий коэффициент усиления =800, имеем:

0,00005р44-0,0061р3 + 0,117р2-|-0,71р4-801 =0. (2.94)

По условиям Раута — Гурвица должно быть

аЛа3 — а'1а±~ а23а0>0.
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Подставляя значения коэффициентов из (2.94), получаем:

0,0061 ■ 0,117 ■ 0,71 —(0,0061)2800 —0,00005(0,71)2= —0,02938.

Следовательно, система при таком значении коэффициента усиления 
неустойчива.

Введем в систему стабилизи
рующее устройство с передаточ

ной функцией таким обра

зом, чтобы полученная система 
допускала неограниченное увели
чение коэффициента усиления.

Согласно ранее полученным 
результатам стабилизирующее ус
тройство рассматриваемого типа 
(п1=п2) можно включить так, 
чтобы оно охватывало одно или 
два апериодических звена. Прак
тически стабилизирующее устрой
ство, которое в данном случае 
технически осуществляется как цепочка RC, введено в систему так, 
как это показано на рис. 58 и на структурной схеме рис. 59.

Рис. 59. Структурная схема системы рис. 58.

Передаточная функция замкнутой системы согласно рис. 59 запи
шется, как

к(Р)=^---------------------------- --------------------------------------------------------- (2 95)

И (1 + 7'»р) (1 + тД) + А-Л,^утр(1 + Т3р) (1 + Т,р) + К,К,КаК^Ку(1 + тр) 

1 = 1

Характеристическое уравнение имеет вид

П(1 + 7'гР)(1+^) +

+ К&К, [гр (1 + Т3р) (1 4- Т4р) + кзк4к.о (1 + тр)1 = 0. (2.96)

Увеличение общего коэффициента усиления будем осуществлять за 
счет увеличения коэффициента усиления электронного усилителя.
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Поделим (2.96) на KtK2Ky и обозначим:

_ 1 
т~ КГК2К, ’

Тогда (2.96) запишется как
4т II (1 + Лр)(1 + ХР)-ЬХР(1 + Т3р)(1 + 

1=1
+ /<3КА(1+хР)=0. (2.97)

Увеличение KYK2Ky до бесконечности эквивалентно уменьшению m 
до нуля. Следовательно, устойчивость рассматриваемой системы при 
неограниченном увеличении коэффициента усиления эквивалентна 
устойчивости системы с характеристическим уравнением (2.97) при 
m —> 0.

Как это видно из уравнения (2.97), N2=5 и 7V1=3. Следова
тельно, N2— Nt = 2.

В этом случае для устойчивости при m —>• 0 необходимо и доста
точно, чтобы вырожденное уравнение удовлетворяло условиям устой
чивости, и, кроме того, должно выполняться условие

Вырожденное уравнение запишется, как

V (1 + Т3р) (1 + Ttp) + (1 + zp) = 0. (2.99)

Выберем постоянную времени стабилизирующего устройства так, 
чтобы уравнение (2.98) удовлетворяло условиям Раута — Гурвица 
при любых ^3^Г4^з. Это будет иметь место, если

Т3Т

Tz+Ti

0,5 • 0,01 
0,54-0,01

0.005
= ojr^°’01 сек (2.100)

в чем нетрудно убедиться прямой подстановкой (2.100) в (2.99) и 
исследованием полученного уравнения на условия Раута — Гурвица. 

Таким образом, вырожденное уравнение удовлетворяет условиям 
устойчивости.

Условия (2.98) также выполняются. Действительно,

Во— ЛТ’гТ’зТ^т,
Bi= 7’17’27’з7’4+ Т,Т2Т^+ ЛТзЛтН- Т2Т2Т^+ 1\T2T2z,
Л = Т3Т^,
Ai=z(Ti-\-Ti)\

следовательно,
__ 1 । 1 1 \ о 

в? ~ Ло - 7\ т2 -1- т > и-
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Остается выбрать коэффициенты усиления и КгК2Ку. Известно, 
что Ку может быть выбран сколь угодно большим, и система оста
нется устойчивой. Поэтому Ку и Къ выбирают так, чтобы наряду 
с устойчивостью удовлетворялись- и необходимые условия каче

ства. Выберем Ду=20. Тогда 
KtK2Ky = 20-10=200. Общий 
коэффициент усиления будет

Рис. 60. Кривая Д-разбиения по Коб1ц.

Добщ= 200Д3Д4Д6.

Рис. 61. Переходный процесс в си
стеме рис. 59.

Построим кривую Д-разбиения по общему коэффициенту усиле
ния. Из (2.96) можно найти уравнение кривой Д-разбиения в следую
щем виде:

4
I[ (1 + (1 +т/<о) -|-200^<о (1 + Т’з/®) (1 + ТДш)

Добщ = -^-------------------------------^7—---------------------------------- . (2.101)

Учитывая ранее приведенные данные постоянных времени 7^ и выби
рая т = 0,2 сек, строим кривую, которая приведена на рис. 60.

Если по условиям работы недопустимы большие перерегулирова
ния и требуется достаточно большое быстродействие, то, как это 
видно- из кривой Д-разбиения, наилучший процесс получается при 
общем коэффициенте усиления Добщ= 1000. Время регулирования 
не будет превышать psj 0,5 сек.

На рис. 61 приведена кривая переходного режима. Из этого 
рисунка видно, что процесс регулирования заканчивается через 0,4 сек 
и перерегулирование не превышает 6°/0.



ГЛАВА III

СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ СТАБИЛИЗИРУЮЩИМИ 
УСТРОЙСТВАМИ 

§ 3.1. Введение п стабилизирующих устройств 
в одноконтурную систему. Вариант № 1

Рассмотрим систему автоматического регулирования, блок-схема 
которой представлена на рис. 62. В этой схеме п элементов с соб-

Рис. 62. Система со стабилизирующими устройствами 
общего типа; вариант включения № 1.

ственными операторами Dt(p), О2(р) Dn(p~) охватываются стаби 
лизирующими устройствами с операторами

Р„, IP) W Fnn (Р)

F,nt (Р) ’ (Р)............. Ртп(РУ

Уравнение отдельного участка, состоящего из элемента с передаточ

ной функцией i— и охватывающей его цепи обратной связи с пе 
Di (Р)

редаточной функцией
Р„.(Р)
Ля/Р)’

находится следующим образом:

F>i (.Р) xi — i
\(Р)
Рт.(РУХ1

I
или

[Of (P) F(P) -\-KiFni (p)] xi — KiFmt (.P) xi-l • (31)
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Характеристическое уравнение для рассматриваемой системы запи
шется в следующем виде:

п NП [Di (р) Fm. (р) + KiFn. (p)j I I Dj (р) +

+ 1ИР1Р»'(р)=0, (3.2)
р - 1 г = 1

где Dj(p) — собственные операторы элементов, не охваченных ста
билизирующими устройствами.

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты усиления 
участков, охватываемых стабилизирующими устройствами, можно менять 
в широких пределах, в том числе и неограниченно увеличивать. Для 
общности будем считать, что между коэффициентами К} отдельных 
участков, охваченных стабилизирующими устройствами, существует 
(или может быть обеспечено) следующее соотношение:

K2=T]2^, 

к3=

Кп=у\пК1, 

кх=к.

(3.3)

где т]г — постоянные числа.
Учитывая (3.3) и производя умножение в уравнении (3.2), пред

ставим после элементарных выкладок характеристическое уравнение 
в следующем виде (для случая т]г=1):

^у0(Р) + ^(р) + №Лу3(р) + /<3^з(Р)+ ••• 

где
N п

П^м.(р). 
i-1 .i-1 з

Ря,(р)=^ Fn.(p) IJ D^p). llFm (p-),
i = l ‘ J = l, 2, .... i-1, i+1.......... JV J = 2 3

n
FnAp)= 2 Fn. (p)F„.(p) x 

i, J-l * 3
X II DP(P) П Fm (p)

P-1,2........i-1, i-H..........j-1, J+l, .... N .-1, 3, .... n 

(3.4)

и T. Д.
Индексы Д/о, ...» Nn при F обозначают степени соответ

ствующих полиномов.

6 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Поделим (3.4) на К” и обозначим тогда уравнение (3.4)

примет вид

mnFNe(p)-\-mn~1FNl(p)-\-mn-2FN^p')-\- . ..
. . . mFifn_1(p)-{-F}fn(p) — 0. (3.5)

Система с характеристическим уравнением (3.5) будет устойчивой 
при неограниченном увеличении коэффициента усиления, если уравне
ние (3.5) удовлетворяет условиям устойчивости при т-»0. Обозначим 
степень полинома Fn„(P) через а общее количество корней урав
нения (3.5) — через Na.

Предположим, что в уравнении (3.5) т—>0; тогда Nn корней 
его из общего количества No будут стремиться к корням уравнения

^П(Р)=0’ (3-6)

которое будем называть вырожденным уравнением. Остальные iV0 — Nп 
корней при т -> 0 будут уходить в бесконечность.

Если вырожденное уравнение (3.6) удовлетворяет условиям устой
чивости, то устойчивость полного уравнения (3.5) будет зависеть от 
расположения No — Nn корней, уходящих в бесконечность при т—>0.

Рассмотрим следующие случаи.
а. Допустим, что степени рядом стоящих полиномов удовлетво

ряют условию
Л\ = Л/0— 1, N2 = No — 2............. Nn=N0 — n. (3.7)

Такое убывание степеней полиномов будет иметь место при усло
вии, что степени операторов стабилизирующих устройств и собствен
ных операторов элементов, охватываемых этими стабилизирующими 
устройствами, будут удовлетворять следующему требованию:

* + — n( = 1, (3.8)

где I — степень собственного оператора F>i{p), —степень
Fni (р) 

теля, a mi — степень знаменателя оператора^—р

Записав уравнение (3.5) в развернутом виде и поделив его 
получаем:

awPN° + + a0ipN‘~2 + ■ • • + [аюР^-’+ап/?^-2 + •■•] +

4- J-2 [«20^“-2 + «aiP^-3 +••■] + ■••

числи-

на тп,

+ ^aMPN“~n + a^PNa~n~i +• • • • +а«,лг„-п) = 0. (3.9)

Вырожденное уравнение в данном случае имеет вид

aMPN*~ n + ‘haPN°~n-1 + ... +ап_ ^_п = 0. (3.10)
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Предположим, что (3.10) удовлетворяет условиям устойчивости; 
тогда Nq—п корней уравнения (3.9) при /п->0 стремятся к No— п 
корням (3.10), расположенным по принятому условию слева от мни
мой оси.

Найдем уравнение, определяющее расположение п. корней, уходящих 
в бесконечность при т—> 0. Для этой цели введем следующее пре
образование. Пусть

р = -^. (3.11)
г т '

Подставляя (3.11) в (3.9), умножая затем полученное уравнение 
на и переходя к пределу (устремляя т —> 0), получим после 
деления на qN«~n следующее уравнение:

аопЧп + ainQn + а2о9п~2~Ь • ■ • +апо = О- (3.12)

Будем в дальнейшем называть уравнение (3.12) вспомогательным 
уравнением первого рода. Оно составляется из коэффициентов стар
ших членов полиномов уравнения (3.9) и определяет расположение 
п корней, уходящих в бесконечность при т—>0. Эти корни будут 
расположены слева от мнимой оси на плоскости корней, если коэф
фициенты уравнения (3.12) удовлетворяют условиям устойчивости.

Таким образом, для того чтобы система с п стабилизирующими 
устройствами, включенными так, что удовлетворяется условие (3.8), 
оставалась устойчивой при любом сколь угодно большом коэффи
циенте усиления, нужно, чтобы вырожденное и вспомогательное урав
нения первого рода, каждое в отдельности, удовлетворяли условиям 
устойчивости.

б. Допустим теперь, что

N1 = Nq— 2, N2 = No — 4, N3 = N0— 6.......... Nn = N0 — 2n. (3.13)

Такое убывание степеней полиномов будет иметь место при усло
вии, когда операторы стабилизирующих устройств и собственные 
операторы элементов, ими охватываемых, будут удовлетворять условию

гЧ-от» — «г = 2. (3.14)

При этом условии уравнение (3.9) запишется в следующей форме:

amPN“ + + • ■ • + + апр^-з

+ [a№pN‘-i + а21ря-з -4 ...

••• +,i[<Wv“-2n +«„iPy"-2n-1 +••■+«, г, tfo-2»I=0. (3.15)

Вырожденное уравнение в данном случае имеет вид

«,10Ру“-2п + «„1Р^-2п-1 + «,!2РЛГ»-2ге-2+ • • • +«„,г = 0. (3.16) 

6*
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Полагая, что вырожденное уравнение удовлетворяет условиям устой
чивости, выясним расположение 2я корней уравнения (3.15), уходящих 
в бесконечность при т —> 0.

Произведем следующую замену переменных. Пусть

Р = ~3Т- (3-17)

т2

Подставляя (3.17) в (3.15), умножая затем полученное уравнение 

на т2 и переходя к пределу (устремляя т —>■ 0), получим после 
деления на qN«~2n вспомогательное уравнение в следующей форме: 

floo<72n + «ю?2”-2 + «го?2’1”4 + ■ ■ • + апо = °- (3.18)

Произведем в (3.18) замену переменных. Пусть x=-q2. Тогда, под
ставляя вместо q2 его значение, выраженное через х, получим:

атхпаюхп-1а2йх^~2... -|-аяо = 0. (3.19)

С точки зрения решаемой задачи об устойчивости для вспомо
гательного уравнения (3.18) представляет интерес случай, когда корни 
уравнения (3.19) будут вещественными и отрицательными, ибо дру
гие возможные случаи соответствуют неустойчивой системе. Если 
потребовать, чтобы корни уравнения (3.19) были вещественными и 
отрицательными, то корни уравнения (3.18) будут чисто мнимыми. 
Устойчивость или неустойчивость будет зависеть от того, где рас
положены корни (3.18), когда т мало, но не равно нулю. Если 
отбросить т в степени выше первой, то с помощью преобразования 
(3.17) и простых выкладок можно привести вспомогательное уравне
ние к следующему виду:

«оо?2п + «oi'»?2"-1 + аю?2п-2 + АцИ?2”'3 +

+ а20?2”-4+ • ■ • —

Умножив это уравнение на q, получим:

aoo92n+1 + ««oi?2't + fl:in92’,_1 + "laii92n_2+ • ■ • +mani = 0. (3.20)

В отличие от вспомогательного уравнения, рассмотренного в пункте а 
в данном случае вспомогательное уравнение строится из первых двух 
старших членов полиномов уравнения (3.15).

Для того чтобы отличать его от вспомогательного уравнения, 
рассмотренного в пункте а, будем называть его вспомогательным 
уравнением второго рода.

Корни, уходящие в бесконечность при т—>0, будут расположены 
слева от мнимой оси, если вспомогательное уравнение второго рода 
будет удовлетворять условиям устойчивости. Составим определитель 
Гурвица и убедимся, что условия устойчивости не зависят от вели
чины т.
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Действительно, определитель Гурвица имеет вид
таи лга21 .. • тап1 0 ... 0

йоо а10 а2о • ап0 0 ... 0
0 m«oi тап .. ... 0 >0. (3.21)
0 а00 й10 • • йп0 ••• 0

0 ..............m«nl

Из (3.21) видно, что т МОЖНО вынести за знак определителя.
Следовательно, т будет менять масштаб неравенства, но не будет 
менять его знака. Таким образом, доказано следующее положение.

Если учет каждой последующей степени т повышает порядок 
уравнения на два, то система будет устойчивой, если вырожденное 
уравнение, получаемое из общего уравнения приравниванием в нем 
т = 0, удовлетворяет условиям устойчивости и этим условиям удо
влетворяет вспомогательное уравнение второго рода.

в. Рассмотрим, наконец, случай, когда учет малого параметра 
повышает порядок общего уравнения на три и больше.

Такое убывание степеней полиномов будет иметь место при усло
вии, когда степени операторов стабилизирующих устройств и степени 
собственных операторов участков, ими охватываемых, будут удовле
творять условию

z-J-ffii — «{^>3. (3.22)

Для определенности будем считать:

— га{ = 3.

По аналогии с тем, что было сделано в пункте б, воспользовав
шись преобразованием

получим вспомогательное уравнение в следующей форме: 

аоо?3п+а1о?зп-3 + а2о93я-е+ • ■ • + апо = 0- (3.23)

Если ввести замену 
y=q\ (3.24)

то уравнение (3.23) запишется:

аооУп + + ажУп^2' + • • ■ +в»о= 0- (3.25)

Уравнение (3.25) будет всегда иметь корни справа от мнимой оси 
на плоскости корней, т. е. система будет неустойчивой. Действи
тельно, единственным случаем, который требует проверки, является 
тот, когда корни уравнения (3.25) будут вещественными и отрица
тельными, ибо во всех других случаях система будет неустойчивой.
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Допустим, что коэффициенты уравнения (3.25) удовлетворяют 
условиям апериодической устойчивости *).  Тогда все его корни будут 
вещественными и отрицательными.

*) М е еров М. В., Критерий апериодичности регулирования, Изв. 
АН СССР, ОТН, № 12, 1945.

Для того чтобы найти корни уравнения (3.23), нужно восполь
зоваться соотношением (3.24), а именно

Ч='$ГУ-

На основании свойств двучленных уравнений можно заключить, 
что хотя бы один из трех корней этого уравнения будет расположен 
справа от мнимой оси на плоскости корней.

Действительно, корни двучленного уравнения га-й степени нахо
дятся из следующего соотношения

—i/ 2я*  . . . 2-*\Ы(соб— 4-Jsin—-J,

где k = 1, 2...........га.
В нашем случае га=3, и три корня находятся по формуле

?i, 2, э = 1^| J|(cos^ + ;sin (k = 1, 2, 3)

ИЛИ

=ягя (—4

<7з = Я И • 1-

Мы получили один положительный корень, равный Так как 
уравнение (3.25) имеет га корней, то во вспомогательном уравнении 
(3.23) хотя бы га корней из общего числа Зга будут расположены 
справа от мнимой оси и система будет неустойчивой.

Таким образом, в рассматриваемом варианте включения стабили
зирующих устройств система будет устойчивой при неограниченном 
увеличении коэффициента усиления, если

i nti — п* 2

и при этом вырожденное уравнение и вспомогательное уравнение 
первого или второго рода удовлетворяют условиям устойчивости.

г. Рассмотрим в заключение этого параграфа случай, когда раз
ность степеней рядом стоящих полиномов неодинакова.

Случай, когда разность степеней каких-либо из рядом стоящих 
полиномов равна или больше трех, мы рассматривать не будем, так 
как в этом случае система при малом т будет неустойчивой. Поэтому 
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представляет интерес случай, когда степени рядом стоящих полино
мов отличаются на единицу и на два. Запишем для этого случая 
уравнение в следующем виде:

mnFN,: (р) + м“-'7л-о_1 (р) + mn~2FNll_3 (р) +

+ от»-з^о_5(р)+ .. . -4-F^_„(p) = 0. (3.26)

Другая комбинация порядка следования степеней полиномов не 
изменит методики составления вспомогательного уравнения.

Применим здесь подстановку

Р = ^р. (3.27)

Расчет произведем для случая, когда в систему входят два малых 
параметра, один из которых повышает порядок уравнения на два, 
а второй—на единицу. Уравнение (3.26) для этого частного случая 
запишется:

m2FNa (р) + ™4vs-i (р) Р\„-з (Р) = о. (3.28)

Запишем уравнение (3.28) в развернутом виде и подставим вместо р 
его значение из (3.27). После деления на гп- получаем

аоо + «01 N,t—1 + «02 Аг„—2 + • • •

т2 т 2 т 2
. qXa-z qNv-з

• • • 4“«ю jy„+i 4“ an 2y„ 4” «12 дг„-1 4-

qNv-3 qNa-4, qNa-3
■ • -4-«so jr0+i4-e3i jvr4-«32 лг0-14- • = 0. (3.29)

tfo+i 2.
Умножая (3.29) на m 2 и пренебрегая составляющими с т’г в сте
пени выше первой, получаем:

1 1 1
a00m2g-v»H-a107-v»-1 -|-а11т2^“-24-азо9лг“_34-«з1от2?лг“_4= °-

(3.30)

Уравнение (3.30.) и будет в данном случае вспомогательным уравне
нием. Назовем его для отличия вспомогательным уравнением третьего 
рода.

Пусть вырожденное уравнение удовлетворяет условиям устойчи
вости. Тогда для устойчивости системы необходимо, чтобы уравне
ние (3.30) также удовлетворяло этим условиям. Поделив (3.30) на 
<pv»~4, получаем:

1 L 2.
«оо«29'‘4-«ю734-«11"г2?24-«зо94-«з1'я2 =°- (3-3О
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Из (3.31) видно, что условия устойчивости не з.ависят от т, так 
как т входит только в коэффициенты с четными индексами—0, 2, 4.

Условие устойчивости для уравнения (3.31) запишется:

ЛюЛцПзО----#10^21-----Й20Й00 > 0. (3.32)

Аналогично могут быть составлены вспомогательные уравнения 
третьего рода в каждом конкретном случае; при этом степень т, 
которую надо учитывать, будет зависеть от количества малых т и 
от характера убывания степеней рядом стоящих полиномов (убывание 
степени на единицу или на два).

§ 3.2. Введение п стабилизирующих устройств в одноконтурную 
систему. Вариант № 2

На рис. 63 представлена структурная схема рассматриваемого 
варианта включения я стабилизирующих устройств общего типа. 
Особенности этого варианта состоят в том, что выходы всех стаби

Рис. 63. Система со стабилизирующими устройствами 
общего типа; вариант включения № 2.

лизирующих устройств подаются на один и тот же вход. Так как 
звено, на вход которого подаются выходные сигналы всех стабили
зирующих устройств, может быть весьма маломощным, то при таком 
включении и стабилизирующие устройства могут быть маломощными.

Характеристическое уравнение для рассматриваемого случая 
запишется в следующем виде (см. рис. 63):

!»-!•••{ [£>1 (Р) (Р) -I- A'lP’n, (р)1 D2 (p)F in. (р) + KJCtF^p) Fm£p)} X 

X D3 (p) F„„ (p) H- KiKzKaFn,(p) FM, (p) Fmi(p)}... ,,_2} D„ (p) (p) +

+ П^П„(Р)Й F (P)... |... | 11 D1.(p)4-
J = 1 J J n — lf vt-n+l

N n
+ ПХ ]K(p) = 0. (3.33)
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Как и ранее, будем полагать, что коэффициенты усиления участков 
цепи, которые охватываются стабилизирующими устройствами, доста
точно велики и что между ними существуют соотношения, опреде
ляемые системой равенств (3.3). При этих условиях уравнение (3.33) 
может быть представлено в следующем виде:

mnFNa (р) + (р) 4- . . . + FNn (р) = 0, (3.34)

где т‘ = -777. 
л'

Если положить, что из N участков п охватываются стаби
лизирующими звеньями, то полиномы строятся по следующему 
закону:

/чу =11 О;(Р)П^ (Р).
i-i j-i

Fx, = Fn, (p) П Fmi (P) II Dt (p),

^=F«2(p) II ^(^ll DiW i = l, 3, n i=3

FNi = F„. (p) П Fm(P) II Dj (p).
J—l, 2  i-1, i + l, n J j=i

(3.35)

Вырожденное уравнение запишется в следующем виде:

п— 1 Г Лг
^n(p) = II^mi(/’) рПп(р) П D^p)-^K^fFmn(p) =0, (3.36) 

где Квы], — произведение коэффициентов усиления звеньев, не охва
ченных стабилизирующими устройствами.

Что касается вырожденного уравнения, то будем полагать, что 
соответствующим выбором постоянных времени стабилизирующих 
устройств и коэффициентов усиления оно может быть сделано 
устойчивым.

Для устойчивости всей системы нужно установить расположение 
корней, уходящих в бесконечность при т—> 0.

Из выражений для отдельных полиномов уравнения (3.34) видно, 
что структурное условие, допускающее неограниченное увеличение 
коэффициентов усиления участков, охваченных стабилизирующими 
устройствами, будет выполняться, если между степенью оператора 
каждого последующего участка, охватываемого стабилизирующим 
устройством, обозначаемой через 13, и степенями числителя и знаме
нателя оператора соответствующего стабилизирующего устройства гег 
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и сохраняется условие

2. (3.37)

Если условие (3.37) выполняется, то для устойчивости системы 
при неограниченном увеличении коэффициентов усиления участков, 
охваченных стабилизирующими устройствами, необходимо и доста
точно, чтобы вырожденное уравнение и вспомогательное уравнение 
первого, второго или третьего рода, каждое в отдельности, удовле
творяли условиям устойчивости.

§ 3.3. Рассмотрение частных случаев

В этом параграфе мы рассмотрим ряд частных случаев, на при
мере которых попытаемся выяснить некоторые общие свойства вспо
могательных уравнений в зависимости от характера звеньев, которые 
охватываются стабилизирующими устройствами, и от способа вклю
чения последних.

а. Рассмотрим одноконтурную цепочку, состоящую из N аперио
дических звеньев. Пусть вокруг первых п звеньев включены стабили-

зирующие устройства с операторами по схеме варианта № 1.

Рис. 64. Структурная схема системы, состоящей из N апериодических 
звеньев и п стабилизирующих, каждое из которых охватывает одно звено.

Вариант включения № 1.

На рис. 64 представлена соответствующая структурная схема. Пред
положим, что коэффициенты усиления звеньев, охватываемых ста
билизирующими устройствами, могут быть сделаны достаточно боль
шими; кроме того, будем считать, что между коэффициентами уси
ления отдельных звеньев могут быть обеспечены соотношения, 
вытекающие из (3.3).

В данном случае

Oi(p) = (l + 7’ip),

Fni(p)=~iP,

Fmi(p) = (J+w)-
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На основании (3.2) характеристическое уравнение может быть 
представлено в следующем виде:

п N
Ц[(1 + Лр)(1+'{Р) + Клр1 1Г (1 + ^)4- г=1

;V п+ 1Г/Ср 11(1-|-'гр) = о, (3.38)
р-I i-1

где — постоянные времени апериодических звеньев, К,— коэффи
циенты усиления этих звеньев, т,— постоянные времени стабилизи
рующих устройств.

Рассмотрим прежде всего вырожденное уравнение. Оно получится 

из (3.38), если в нем положить равным нулю. Производя

необходимые преобразования, получим вырожденное уравнение в сле
дующей форме:

nN N п
IhiP" II (1 + 7}р)+ II /Ср П(1 Ч-т/Р)= 0. (3.39)
i-1 j=n+l p=n+l i=i

В уравнении (3.39) заданными неизменными величинами являются 
постоянные времени апериодических звеньев. Что касается постоянных 
времени стабилизирующих устройств и коэффициентов усиления апе
риодических звеньев, то они могут выбираться при проектировании 
и практически могут в некоторых разумных пределах меняться. По
этому будем полагать, что вырожденное уравнение при соответствую
щем выборе параметров удовлетворяет условиям устойчивости.

Рассмотрим вспомогательное уравнение. Прежде всего нетрудно 
определить, что в данном случае вспомогательное уравнение будет 
первого рода. Действительно, р= 1, я(=1, щ{=1. Следовательно,

"Ч + Н — ni = 2 — 1 = 1

и степени рядом стоящих полиномов в полном характеристическом 
уравнении отличаются на единицу.

Для того чтобы найти вспомогательное уравнение, необходимо 
произвести умножение в (3.38) и привести его к виду уравнения (3.5). 
Вспомогательное уравнение получим из старших членов полиномов, 
образующих характеристическое уравнение.

Произведя необходимые преобразования, получим вспомогательное 
уравнение для данного случая в следующем виде:

ПЛ9п + 2С^1Л9п-14-^С"-г7’4<?”-2-|- ... +1=0, (3.40) 
1 = 1

где C^~^Ti — сочетание из п по п—j постоянных времени Г; апе
риодических звеньев, охватываемых стабилизирующими устройствами.



92 СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ СТАБИЛИЗИРУЮЩИМИ УСТРОЙСТВАМИ [гл. III

Иначе говоря, коэффициенты вспомогательного уравнения (3.40) пред
ставляют собой симметрические функции постоянных времени звеньев, 
охватываемых стабилизирующими устройствами. Уравнение (3.40) 
может быть, очевидно, записано в следующем виде:

п
Па + л<?)=о- (3.41)
i-i

Оно всегда удовлетворяет условиям устойчивости (корнями этого 

уравнения будут: qi =-----

Следовательно, условия устойчивости всей системы с характе
ристическим уравнением (3.38) при достаточно больших коэффициен
тах усиления К, будут удовлетворяться, если только вырожденное 
уравнение (3.39) удовлетворяет условиям устойчивости.

Рассмотрим теперь случай, когда в схеме рис. 64 все апериоди
ческие звенья охватываются стабилизирующими устройствами и все 
коэффициенты усиления могут быть сделаны достаточно большими.

Производя вычисления, аналогичные ранее проведенным, получим 
вырожденное уравнение в следующем виде:

NП (1+^0= 0- (3-42)
г-=1

Оно всегда удовлетворяет условиям устойчивости, так как имеет 
1 

корни р[ =-------- .

Найдем вспомогательное уравнение. После соответствующих пре
образований оно приводится к следующему виду:

N11 7p7*  + 2c^17p?*- 1+ ... +2 = 0. (3.43)
i = i

В данном случае свободный член равен двум, и уравнение (3.43) 
не может быть приведено к виду (3.41). Для устойчивости всей си
стемы при больших коэффициентах усиления коэффициенты вспомо
гательного уравнения (3.43) должны удовлетворять условиям устой
чивости.

Проведенное исследование позволяет высказать некоторые сооб
ражения относительно общего количества стабилизирующих устройств, 
которые нужно ввести в систему в рассматриваемом случае. Дейст
вительно, для случая, когда N > п, т. е. когда не все апериодические 
звенья охватываются стабилизирующими устройствами, вспомогатель
ное уравнение, коэффициенты которого полностью определяются по
стоянными времени апериодических звеньев и не зависят от постоянных 
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времени стабилизирующих устройств, всегда удовлетворяет условиям 
устойчивости.

Выполнение условий устойчивости для вырожденного уравнения 
всегда может быть обеспечено соответствующим выбором постоян
ных времени стабилизирующих устройств. В случае же N — п, т. е. 
когда все апериодические звенья охватываются стабилизирующими 
устройствами, вырожденное уравнение, коэффициенты которого зави
сят исключительно от постоянных времени стабилизирующих устройств, 
всегда удовлетворяет условиям устойчивости, в то время как вспо
могательное уравнение, коэффициенты которого зависят исключи
тельно от постоянных времени апериодических звеньев, может этим 
условиям не удовлетворять. Так, невыполнение условий устойчивости

Рис. 65. Включение по варианту № 2; каждое стабилизирующее 
устройство охватывает дополнительно одно звено.

для вспомогательного уравнения будет иметь место, например, в том 
случае, когда общее количество апериодических звеньев N > 8 и 
все их постоянные времени равны между собой. Таким образом, слу
чай, когда не все апериодические звенья охватываются стабилизи
рующими устройствами, является с точки зрения получения устойчи
вости системы более благоприятным.

Вопрос о наиболее целесообразном количестве стабилизирующие 
устройств для данного варианта их включения нельзя решать только 
на основании рассмотрения устойчивости. Окончательная структура 
может быть выбрана только при учете как требований устойчивости, 
так и некоторых показателей качества. Эти вопросы будут рассмот
рены в следующих главах.

б. Рассмотрим ту же систему, что и в пункте а, но со включе
нием стабилизирующих устройств по схеме варианта № 2.

На рис. 65 представлена структурная схема для рассматриваемого 
случая.

Fn- (Р) \.Р
В данном случае О{(р) = (1 4-Т{р), а „ ‘ . д-- -. Тогда

г «ч \Р) l-\-'ip
на основании уравнения (3.33) характеристическое уравнение системы
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запишется в следующем виде:

(„_!••• {[(1 + Г1Р)(1 + т1Р) + КЛр] (1 + Т2р)(1 +т2р) +
+ KtK^2p{\. +tip)j (i 4- т3р) (14-т3р)+

+ КхК2К3-3р (1 + т2р) (1 + т1Р)}}. . . } (1 + Т„р) (1 + т„р) +

+ П^-п/П(1+м---1 ••• I И о + 7>)+
'=1 ? = 1 >п-1 ) р = П + 1

+ П^И(14-гдр) = °. (3.44)
i = l >=1

охва- 
и для 
(3.3).

Как и ранее, полагаем, что коэффициенты усиления звеньев, 
ченных стабилизирующими устройствами, достаточно велики, 
коэффициентов усиления этих звеньев выполняется условие 

Полагая = достаточно малыми величинами, получим после пре

образований вырожденное уравнение в следующей форме:

ЪР ii (1 + ур) И (1 + Лр) + II Ki II (1 + х}р) = 0. р-п-т-1 ' i-n+l j-i
n — 1

Сокращая на Ц(1+^р), получаем:

N N
w II (1 + Лр)+ II W+wM.р = п-г1 г=п+1

В данном случае коэффициенты вырожденного уравнения зависит 
от параметров неохваченных апериодических звеньев и параметров 
последнего п-го стабилизирующего устройства. Выбором постоян
ных т„ и Ki можно обеспечить выполнение условий устойчи
вости для вырожденного уравнения. Предположим, что мы выбрали 
эти параметры такими, что коэффициенты вырожденного уравнения 
удовлетворяют условиям устойчивости. При этих условиях устойчи
вость всей системы зависит от выполнения условий устойчивости для 
вспомогательного уравнения.

На основании уравнения (3.44) и закона построения вспомога
тельного уравнения, после соответствующих вычислений вспомога
тельное уравнение для данного случая запишется в следующей форме:

ИЛ?п+11Л9п-1+ ••• +1 = 0. (3.45)
i-1 i-2

Как видно из (3.45), для устойчивости должно быть совершенно 
определенное соотношение между постоянными времени апериодиче
ских звеньев, которые охватываются стабилизирующими устройствами.
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Так, при и = 3 уравнение (3.45) получит вид

+ T2T3q2 + T3q + 1 = 0.

Условием Гурвица будет:

или
т\т2т3 1 > о

Т3 > Л.
Для п = 4 получаем условие устойчивости 

т
Тз-Т^

(3.46)

(3-47)

В последнем случае для Т3, близкого по значению с Tv устойчивость 
может быть получена только при весьма больших Т4. Указанными 
условиями ограничивается возможность использования второго ва
рианта включения стабилизирующих устройств для получения систем, 
устойчивых при больших коэффициентах усиления.

Рассмотрим еще случай, когда n = N. Здесь вырожденное урав
нение запишется:

■ П(1+^)(1+2тпр) = 0. (3.48)
? = ]

Оно всегда удовлетворяет условиям Раута — Гурвица. Проверим, 
выполняются ли условия Раута — Гурвица для вспомогательного урав
нения.

В рассматриваемом случае оно запишется в следующем виде: 

п п пII II ... +2=0. (3.49)
1-1 1-2 1 = 3

Сравнивая полученное уравнение (3.49) с уравнением (3.45), мы 
убеждаемся, что с точки зрения устойчивости охват всех элементов 
стабилизирующими устройствами менее благоприятен. Так, при п = 3 
для устойчивости должно обеспечиваться следующее соотношение
между численными значениями постоянных времени:

Т3>2Т1, (3.50)
а при «=4

7’4>т|~+^- ' (3.51)

Таким образом, и здесь, как и в пункте а, случай n = N менее 
благоприятный, нежели случай, когда п < N. Как и для случая а, 
наиболее благоприятное число звеньев, которое необходимо охваты
вать стабилизирующими устройствами, может быть определено при 
учете требований качества и вопрос об этом будет рассмотрен в сле
дующей главе.
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Сравнивая случаи а и б, можно сделать заключение, что первый 
случай является более благоприятным в том смысле, чго устойчи
вость вспомогательного уравнения (при п < N) не зависит от числен
ных значений постоянных времени звеньев, охватываемых стабилизи
рующими устройствами.

в. Рассмотрим вариант включения № 1, но при условии, когда 
каждое стабилизирующее устройство охватывает два апериодических.

Структурная схема этого случая представлена на рис. 66.

Рио. 66. Стабилизирующие устройства, включенные по 
варианту № 1, охватывают по два апериодических звена.

Передаточная функция двух апериодических звеньев вместе 
с охватывающим их стабилизирующим устройством запишется:

Х1+ 2 __  ________________ KjKj+1 Q ~t~ _________________ /О
^+\P}^ + Ti+tP)(\ + Tip) + KiKl+^lP ■ k ’

Полагая, что из общего числа N апериодических звеньев п. охва

тываются ~ стабилизирующими устройствами (п. — четное число), по

лучим передаточную функцию системы в следующей форме:

Здесь и в дальнейшем в этом пункте индексы I и j принимают 
значения соответственно нечетных и четных чисел от единицы до п.

Характеристическое уравнение получим, приравняв знаменатель 
(3.53) нулю:

п ■ NИ [(1 + ЪрЮ + W + ^р) + ^и/’1 II (> + Лр)+
+ . v п Р = п+1+ II К, Л К(К^1+^р)=0. (3.54)

p=-n+l ‘ », ^-i+1

1 —
Обозначим 77-^ = т. Тогда, поделив уравнение (3.54) на (К^2)2 

я полагая, что между коэффициентами усиления отдельных охваты-
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ваемых участков существует соотношение

KtKj = т^К2, (3.55)

сведем уравнение к следующему виду:
П П-2 П~4

m2FN(p)-\-m 2 FNi(p)+m 2 FNe(p)± ... + FNn (p) = 0,
*2

где
n N

fn(p') = и (i + 7» (1 +7» (i+ ?</,) И (1 + r»>
+ J«i + 1 т; = п+1

(P) =
n' N

= '£wiP JI (l + »(l-i-7»(l + ^p) II (1 + 7», 
i, J=i+1 rt = n-l

^^Wli + SFi + lP- II (1 + Л?) (1 + 7» (l+г/р) JI (l+-TTjp),
i. J-i+1 ’i-n+i

(3.56)

(3.57)

2 
n n n n
T 7 N 1 ~2

= JI't»/’2 JI JI 0 + 7» + И А',!!’], Ц(1 +тг/)) = 0.
i = l 1 = 1 Tj—n + 1 7)=n + l 1 = 1 1 = 1

Степени рядом стоящих полиномов в'уравнении (3.56) отличаются 
на двойку, а степени малых параметров отличаются на единицу. Со
гласно полученным ранее выводам соответствующая система будет 
устойчивой при неограниченном увеличении ее коэффициента усиления, 
если уравнение (3.56) будет удовлетворять условиям устойчивости 
при т—>0. Для этого необходимо и достаточно, чтобы вырожден
ное уравнение и вспомогательное уравнение второго рода, каждое 
в отдельности, удовлетворяли условиям устойчивости. Вырожденное 
уравнение получим из (3.56), полагая щ = 0. Согласно (3.57) имеем:

п п п
~2 ~2 N N ~2

^„(p) = IbiP2 Ibi II (1+7»+- II К,Ц(1 + » = 0.
— i 1 = 1 т,—n+1 ij = n + l i=l

(3.58)
Соответствующим выбором постоянных времени стабилизирующих 

устройств т4 и коэффициентов усиления неохваченных апериодических 
звеньев KTl можно всегда добиться удовлетворения условий устойчи
вости для уравнения (3.58). При этих условиях устойчивость всей

7 Зак. 3557. М. В. Мееров
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системы будет зависеть от характера расположения корней вспомо
гательного уравнения второго рода. Как было показано выше, вспо
могательное уравнение второго рода образуется из первых двух чле
нов каждого из полиномов (3.56).

Произведя соответствующие вычисления, получим вспомогательное 
уравнение второго рода для данного случая в следующей форме:JV пП Т3 п ^гяп + 2 + .. . = 0. (3.59)

J=i i-i

Как видно из уравнения (3.59), условия устойчивости для вспо
могательного уравнения второго рода в рассматриваемом случае будут 
зависеть как от численных значений постоянных времени апериоди
ческих звеньев, так и от численных значений постоянных времени

Рис. 67. Стабилизирующие устройства, включенные по ва
рианту № 2, охватывают по два апериодических звена.

стабилизирующих устройств. Ясно, что в данном случае при выборе 
значений постоянных времени стабилизирующих устройств необхо
димо иметь в виду обеспечение устойчивости для вырожденного и 
для вспомогательного уравнений. (Выбор параметров стабилизирую
щих устройств для подобного случая будет проиллюстрирован на 
конкретном примере в конце настоящей главы.)

Аналогичные результаты получаются и для случая, когда исход
ная одноконтурная система состоит из N колебательных звеньев, 
из которых п охватываются стабилизирующими устройствами с опе

раторами вида ЧР
1 + ziP

Условия устойчивости для вырожденного и

вспомогательного уравнений будут зависеть как от параметров колеба
тельных звеньев, так и от параметров стабилизирующих устройств.
Условия устойчивости для вырожденного уравнения будут зависеть 
от параметров неохваченных колебательных звеньев и параметров
стабилизирующих устройств, в то время как эти условия для вспомо
гательного уравнения будут зависеть от параметров всех звеньев цепи, 

г. Предположим, что стабилизирующие устройства включаются 
по варианту № 2 и каждое последующее стабилизирующее устрой
ство охватывает дополнительно два апериодических звена.
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На рис. 67 представлена структурная схема для рассматриваемого 
случая.

Напишем систему уравнений, описывающую поведение схемы 
рис. 67:

(1+ЛР)(1+7’2р)х2 =

= КХК2 x0—xN ЧР
1 + ЪР

'пР

Ж?1 + ЧР

или Ч

(1 4- TiP) (1 + Т’гР) II (1 + ЧР) х2 = i-i

= ^2
п п п

~2 7 7
^оП(1 +ч/’)-11(1 + \р) хя— Ц(1 4-ЧР) Z1P х2 —

I - 1 I = 1 i = 2

— ~2Р И (1 +ЪР)Х4 —
, „ п

F1

• • • +^пР 11(1 Н-Ч/О-Чг
2 1 = 1

Далее получим:
(1 + Т3р) (1 + TiP) х, = KsKtx2
(1 + Г.р) (1 + Тер) хв = К-аКйх, . . .,

(3.60)

(3.61)
(3.62)

(1 ~\~Тп_^р) (1 -\-Тпр) хп — Кп_1Кпхп_2 .... (3.63)
N NII (l+TiP)xN= If KiXn ... (3.64)

i=n-, 1 i = n+l

Исключая в системе уравнений (3.60)—(3.64) переменные х1...........xN_t,
найдем характеристическое уравнение, которое после необходимых 
выкладок приводится к следующему виду: 

п п
N ~2 2 NII (1 +TiP) II (1 +Xip)+KlK2-.1P II (1 +чр) II (1+ЛР) + i=l i=l i = 2 i = 3

n
~2 N

+ ^1^2^з^4ЧP (1 + ЧР) II (1 + ЧР) П (1 + TlP) + • • ■
1 = 3 i =■ i)

”-1 n 2
• •• +П^прП(1+чр) II (1+Лр)+ ••• t=l -% i = i i = n-rl

n
N 2*••■+11^11(1+4P) = 0. (3.65)

7*
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В данном случае, как и ранее, в качестве коэффициентов усиле
ния, которые могут быть сделаны достаточно большими, выберем 
коэффициенты усиления тех элементов, которые охватываются стаби
лизирующими устройствами. Полагая, что между каждой парой коэф
фициентов усиления выполняется соотношение (3.55), получим после 

” 1
деления (3.65) на KLK~ =—j- следующее уравнение:

т2

m2P^(P) + '«2 1FNi(P') + m2 ~Fn,(p)+ ...
... + +„(/>) = 0, 

2
где

п 
у F

FNa(jP) =Ц(1+ 1\р) Jf (1 +Т;Р), 
1-1 l — l

n 
~2 N

Fk (p) = П (1 + *.P) 11(1+ TiP), 
1=2 1-3

n 
T

P.VS(P) = TI1T2/?(1 +t4p)H (1 +TiP) П (1 +Л-Р).
i — 3 i — 5

(3.66)

(3.67)

^,.(р) = П^рИ(1+^) II (1 +-ЧР) П d+ЛР). 
J i~2 1=1 t=J-l

2 2 1 AT

Fn (P) = И rtiTnp II (1 +Т;/>) Jf (l+7’i/>) +
- i-2 7 i-i i-n-n

n n

+11^11^11(1+^).
i = 2 n-t L i = l

При m —> 0 получаем вырожденное уравнение 

^„(p) = 0.
2

(3.68)

Для того чтобы обеспечить выполнение условий устойчивости 
для вырожденного уравнения, мы располагаем достаточной свободой 
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выбора значений параметров стабилизирующих устройств и значений 
коэффициентов усиления элементов, не охваченных стабилизирующими 
устройствами. Поэтому будем полагать, что вырожденное уравнение 
удовлетворяет условиям устойчивости.

Как это ясно из (3.67) и из структуры системы, представленной 
на рис. 67,

7V0 — N1 = 2, Af0 — N2 = 4...........N0 — N„ = 2n.
2

Иначе говоря, мы имеем в данном случае вспомогательное уравнение 
второго рода; оно образуется из первых двух старших коэффициентов 
полиномов (3.67).

Нетрудно видеть, что в данном случае удовлетворение условий 
устойчивости вспомогательного уравнения второгорода будет зависеть 
как от численных значений постоянных времени 7\, так и от значе
ний постоянных времени стабилизирующих устройств и коэффициен
тов т]4. Это обстоятельство весьма существенно, так как в данном 
случае даже при весьма малом т недопустимо исследовать устой
чивость системы по вырожденному уравнению.

§ 3.4. Стабилизация структурно неустойчивой системы
Рассмотрим систему автоматического регулирования, исходная 

одноконтурная цепь которой структурно неустойчива. Положим, 
что структурная неустойчивость обусловлена наличием в одноконтур
ной цепи соответствующего количества звеньев из групп таблицы 1 
(стр. 19).

Рис. 68. Схема структурно неустойчивой системы.

Так как в данном случае мы не ограничиваем количество стаби
лизирующих устройств, которое может быть введено в систему, 
то необходимо установить минимальное их количество, при котором 
система становится структурно устойчивой и достигается возможность 
получать неограниченную величину коэффициента усиления при сохра
нении устойчивости. Рассмотрим отдельные случаи.

а. На рис. 68 представлена одноконтурная структурно неустой
чивая система. Структурная неустойчивость обусловлена наличием более 
чем двух интегрирующих звеньев. В § 2.5 было установлено, что 
в вырожденной части схемы (часть схемы, которая не охватывается 
стабилизирующими устройствами) не должно быть больше одного 
интегрирующего звена. Этот вывод справедлив и здесь, если 
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в качестве стабилизирующих устройств используются такие устройства, 
В которых П1 = Ш{.

Так как такие стабилизирующие устройства технически наибо
лее легко осуществимы, мы их в первую очередь и будем иметь 
в виду.

Итак, из общего числа п интегрирующих звеньев одно звено 
остается в не охваченной стабилизирующими устройствами части; 
задача состоит в том, чтобы ввести такое количество стабилизирую

щих устройств с передаточной функцией :—г-—, чтобы вся система 
1 + Ч>

оставалась устойчивой при неограниченном увеличении общего коэф
фициента усиления.

Рис. 69. Стабилизация структурно неустойчивых систем.

Наибольшее количество интегрирующих звеньев, которое может 
быть охвачено стабилизирующим устройством с оператором рас
сматриваемого типа, равно двум; если в охватываемой части, 
кроме интегрирующих, имеются другие устойчивые элементы, то 
необходимое количество стабилизирующих устройств для обеспечения 
устойчивости при больших коэффициентах усиления определяется 
так, как это было сделано выше. Поэтому наличие только п—1 

„ , п — 1
интегрирующих звеньев в охватываемой части схемы треб)'ет —— 

стабилизирующих устройств; при этом, если п — четное число, 
то количество стабилизирующих устройств следует принять рав

ным . Выясним, как будет строиться вспомогательное уравнение 

второго рода, если охватываемая часть состоит только из инте
грирующих звеньев. На рис. 69 представлена схема для рассматри
ваемого случая. Через F (р) обозначена передаточная функция части 
системы, не охваченной стабилизирующими устройствами и состоящей 
из апериодических звеньев.

Характеристическое уравнение запишется в следующей форме: 
п 
1 N

П[(14-^)7’гР2 + ^г+ЛР1 П (1+Лр) + 
г=1 J-n+1

п 
2 К+ 11 KiKi±i (1 11 К)=0. (3.69)

i-l J = n-rl
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Уравнение (3.69) приводится к виду 

„ (Р)Ч-...
A'o+-J- N„+--2 Л%+--4

п п

■■■ + \[^i(.KlK2yFK „(P)+lbi(W'i II KiFn(P)=0,(3.70) 
i*2  Яо~~2 i-2 1-И:1 2

где степени полиномов определяются индексами при F. Кроме того, 
мы предполагаем, что между коэффициентами усиления охватываемых 
участков соблюдается соотношение (3.55).

Для того чтобы найти вспомогательное уравнение второго рода, 
нужно выписать функции pNa+i и определить в этих функциях два 
первых старших коэффициента.

На основании (3.69) и (3.70) получаем вспомогательное уравнение 
второго рода в следующем виде:

п

Ibill 7/ + 2cJ-iTMS'-1+ ... =0, (3.71)
i-i ,/-i

где — сочетания из N по N — I постоянных времени ста
билизирующих устройств тг и апериодических звеньев системы Tj. 
Устойчивость может быть здесь обеспечена при неограниченном уве
личении коэффициентов усиления охваченных звеньев. Необходимо 
только, чтобы вырожденное и вспомогательное уравнения, каждое 
в отдельности, удовлетворяли условиям устойчивости. Как это видно 
из (3.71), удовлетворение условий устойчивости для вспомогательного 
уравнения будет зависеть от численных значений постоянных времени 
всех элементов, входящих в систему.

Рассмотрим теперь второй вариант. С точки зрения структурных

условий (3.37) стабилизирующим устройством типа (НУ можно

охватывать и одно интегрирующее звено. При этих условиях нужное 
количество стабилизирующих устройств будет равно п—1. Струк
турная схема для данного случая представлена на рис. 70. Характе
ристическое уравнение запишется в следующем виде:
п-1 N N п-1II [TiP (1 +ЪР) +КЛр] П (1+^-р) + Пл II О +ПР)=0, (3.72)
i=l j=n J=1 i = l

У
причем у 

j-n
— = F(p). Как и ранее, приведем (3.72) к следую- 

I 1 jP
щему виду:

Р:ч\-п-1(/>)^- KiFs\,+n-,>(P')-ir'riiKiFNa-~n--.i(P) + • • • 
71 — 2 .У

... У 1ЬлГЛу/р)+ПЛгЛ'о(р)==О. (3.73) 
1=1 1=1
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Здесь индексами при F обозначены степени полиномов; при этом 
п< N.

Как это ясно из структуры рис. 70 и уравнения (3.73), в данном 
случае вспомогательное уравнение будет первого рода. Выясним, 
от значения каких параметров будет зависеть удовлетворение условий 
5’стойчивости для этого уравнения.

Рис. 70. Стабилизация структурно неустойчивых систем.

Построим на основании (3.72) и (3.73) вспомогательное уравнение, 
имея в виду, что оно строится из старших членов полиномов, соста
вляющих уравнение (3.73), предварительно поделенных на Кп~'. После 
соответствующих вычислений получаем следующий вид вспомога
тельного уравнения:

п-1 п-1 п-1 п-1 п-2II л П +S cnn-{Ti П +... + п П Ъ = о,
i = l i = l i = i i = l i = i

n—1
где / = 2, 3, ..., n — 1. Сокращая на Ц*;.  получаем:

II Т^-1 + 2 Cnn-iTjqn-j + . .. + П Ч = 0. (3.74)
i-i i—i

Как видно из уравнения (3.74), вспомогательное уравнение в дан
ном случае не зависит от постоянных времени и других параметров 
неохваченных звеньев, не зависит от постоянных времени стабилизи
рующих устройств и существенно зависит от соотношения между 
величинами коэффициентов усиления звеньев, охваченных стабили
зирующими устройствами. В частном случае, когда все указанные 
коэффициенты усиления равны между собой (т;г=1), то уравне
ние (3.74) приводится к виду

П(Л? + 1) = 0. (3.75)
i = i

В этом случае оно, естественно, удовлетворяет условиям устой
чивости, а устойчивость всей системы при достаточно больших 
коэффициентах уравнения будет определяться выполнением условий 
устойчивости вырожденного уравнения.
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Исследования показывают, что включение стабилизирующих 
устройств по схеме варианта № 2 дает следующие результаты.

а) При охвате каждым последующим стабилизирующим устрой
ством одного интегрирующего звена получаем вспомогательное урав
нение первого рода, устойчивость которого существенно зависит как 
от значения постоянных времени стабилизирующих звеньев, так и от т,;
и постоянных времени интегрирующих звеньев, но не зависит от 
постоянных времени тех звеньев, которые не охвачены стабилизи
рующими устройствами.

б) При охвате каждым последующим стабилизирующим устрой
ством двух интегрирующих звеньев получаем вспомогательное урав
нение второго рода, устойчивость которого зависит от численных 
значений постоянных времени стабилизирующих устройств и постоян
ных времени всей одноконтурной системы.

б. Рассмотрим случай, когда одноконтурная система содержит v 
К' неустойчивых элементов с передаточной функцией ?1—J-

Включим вокруг п звеньев стабилизирующие устройства с пере

даточной функцией типа ~р' п0 ваРиантУ включения № 1. Вклю

чение произведем так, чтобы в число п входили все v неустойчивых 
звеньев. Полагая, что п — v охватываемых звена — апериодические, 
получим следующее выражение для характеристического уравнения:

II [(ЛР- 1)(1 +Ч>) + Ы Jf [(7}р+1)(1_|_т,р)_|-
i-1 J-v+1

II О1)(р) + П^П(1 + ^Р) = 0, (3.76)
т)=П-Н 1 = 1 1 = 1

где D.rj(p)—собственный оператор звеньев, не охваченных обратными 
связями. Уравнение (3.76) может быть приведено к следующему виду:

mnFNa(p') + mn~1Flfl(P')+ ••• +^я(р) = 0. (3.77)

При этом, как это ясно из предыдущего, для рассматриваемого вида 
включения степени полиномов уравнения (3.77) будут отличаться 
на единицу, т. е.

N1=N0— 1, N2 = Na — 2.........................= — п.

Вырожденное уравнение

^„(Р) = 0

здесь, как и во всех других случаях, не зависит от параметров 
звеньев, охватываемых стабилизирующими звеньями. Оно зависит 
от параметров звеньев, не охваченных стабилизацией, и параметров 
стабилизирующих устройств.
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Предположим, что соответствующим выбором параметров нам уда
лось обеспечить выполнение условий устойчивости для вырожденного 
уравнения. Нетрудно видеть, что и вспомогательное уравнение в рас
сматриваемом случае будет всегда удовлетворять условиям устой
чивости. Действительно, в данном случае будет иметь место вспо
могательное уравнение первого рода, коэффициентами которого 
будут коэффициенты старших членов полиномов уравнения (3.77). 
Как было показано в пункте а, при = 1 коэффициенты вспомо
гательного уравнения строятся как симметрические функции постоян
ных времени звеньев, охваченных стабилизирующими устройствами. 
Поэтому и в данном случае, несмотря на то, что v из охваченных 
звеньев являются неустойчивыми, вспомогательное уравнение будет 
иметь вид

п
П(Л<74-1) = 0 (3-78)
i=i

и всегда удовлетворяет условиям устойчивости.
Не повторяя элементарных вычислений, можно сделать заключение 

и для случая, когда стабилизирующими устройствами с передаточной

функцией типа охватываются сразу два звена. В этом случае1+тр
вспомогательное уравнение будет второго рода. Количество стабили
зирующих устройств для того же п будет в два раза меньше. Однако 
условия устойчивости для вспомогательного уравнения будут суще
ственно зависеть как от численных значений постоянных времени апе
риодических и неустойчивых звеньев, охватываемых стабилизирующими 
устройствами, так и от численных значений параметров этих устройств. 
Если Ф 1, то для устойчивости необходимо, чтобы вспомогатель
ные уравнения как первого, так и второго рода удовлетворяли 
условиям Раута — Гурвица.

Включение стабилизирующих устройств по схеме варианта № 2 
is. 

при наличии v неустойчивых элементов с оператором типа j- 

приводит к следующим результатам (если положить, что вырожденное 
уравнение удовлетворяет условиям устойчивости).

а) Если каждое последующее стабилизирующее устройство охва
тывает одно апериодическое или одно неустойчивое звено указанного 
типа, то вспомогательное уравнение будет первого рода. Условия 
устойчивости для этого уравнения будут существенно зависеть 
от количественных соотношений между постоянными времени звеньев, 
охватываемых стабилизирующими, устройствами, и не зависеть от 
постоянных времени этих устройств.

б) Если каждое последующее стабилизирующее устройство охваты
вает два неустойчивых звена рассматриваемого типа, то вспомогатель
ное уравнение будет второго рода. Условия устойчивости для этого 
уравнения будут существенно зависеть как от численных значений 
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постоянных времени тех звеньев, которые охватываются стабилизи
рующими устройствами, так и от численных значений постоянных 
времени неохваченных звеньев, и от постоянных времени стабилизи
рующих устройств.

§ 3.5. Одноконтурная система с запаздыванием

Возможность получения систем, допускающих неограниченное 
увеличение коэффициента усиления при наличии в исходной одно
контурной цепи элементов с запаздыванием, имеет существенное 
практическое значение. Известно, что существующие статические

е-^

Рис. 71. Одноконтурная система с запаздыванием.

системы автоматического регулирования, содержащие элементы с за
паздыванием, обладают весьма низким критическим коэффициентом 
усиления. Попытки увеличить значение критического коэффициента 
усиления введением воздействия по производной обычно не приводили 
к желательным результатам. Как будет видно из дальнейшего, неудачи 
этих попыток кроются в структурных свойствах этих систем. Для 
того чтобы выяснить эти свойства, рассмотрим исходную однокон
турную систему, содержащую элементы с запаздыванием.

Для простоты будем полагать, что элементы систем автоматиче
ского регулирования, не содержащие запаздывания, могут быть пред
ставлены N последовательно включенными апериодическими звеньями. 
Это ограничение в данном случае не существенно, и выводы можно 
без труда распространить на случай, когда, кроме апериодических, 
система содержит колебательные и интегрирующие звенья.

Допустим, далее, что система содержит п элементов с запазды
ванием. На рис. 71 приведена структурная схема указанной системы 
автоматического регулирования.

Обозначим постоянные времени и коэффициенты усиления аперио
дических звеньев через Т,, Kit где i = 1, 2...........N, и запаздывание
через ту, где 7=1, 2...........п.

Для г-го апериодического звена передаточная функция имеет 
следующий вид:

Для у'-го элемента с запаздыванием имеем:

■J
(3.80)



108 СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ СТАБИЛИЗИРУЮЩИМИ УСТРОЙСТВАМИ [гл. III

Характеристическое уравнение, соответствующее дифференциальному 
уравнению рассматриваемой системы, запишется:

п
у 2 -v

1=1 1=1

п N
Если обозначить У j = т и JJ Kt = К, то получим уравнение в сле- 

j=l i=l
дующем виде:

Рис. 72. К определению предельного 
значения величины запаздывани я.

Н(1+ЛР)^ + К=0. (3.81) 
i-1
Уравнение амплитудно-фазовой 
характеристики предельной систе
мы (системы без запаздывания) за
пишется:

W«>) =------ -------------------. (3.82)П (1 + TJa.)

координат. Тогда — граничное

Рис. 73. Амплитудно-фазовая ха
рактеристика апериодического 
звена и вспомогательная окруж
ность для анализа устойчивости 

при наличии запаздывания.

(3.83)

Допустим, что система без 
учета запаздывания (предельная 

система) устойчива. Тогда амплитудно-фазовая характеристика, по
строенная по уравнению (3.82), будет иметь вид, представленный 
на рис. 72.

Проведем на рис. 72 окружность с радиусом, равным единице, 
и центром, расположенным в начале “
значение запаздывания (т. е. значе
ние т = т0, при котором система на
ходится на границе устойчивости)— 
определится из соотношения

_ 6 (Шо) 
°—V

Если действительное значение 
т < '0. т0 система устойчива; в про
тивном случае она неустойчива.

Так как предельная система прин
ципиально имеет ограниченный кри
тический коэффициент усиления, то 
и при наличии запаздывания система 
будет иметь ограниченный крити
ческий коэффициент усиления. Необходимо подчеркнуть, что нали
чие запаздывания существенно меняет структурные свойства однокон
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турной системы. Так, при наличии запаздывания критический коэффи
циент усиления будет конечным, даже если, кроме элементов с за
паздыванием, в системе имеется только одно апериодическое звено 
(рис. 73).

§ 3.6. Система с запаздыванием при введении 
стабилизирующего устройства общего типа

Введем 

устройство

в одноконтурную цепь с запаздыванием стабилизирующее

общего типа оператором
Fn, (Р> /

так, чтобы оно

охватило v апериодических звеньев и ни одного элемента с запазды
ванием (рис. 74).

Рис. 74. Стабилизация систем с запаздыванием.

Характеристическое уравнение в данном случае запишется в сле
дующей форме:
N1Г (1 + FiP) FndP) е'Р +

1-1
«-1 К

4-Ko„F„,(p)l[(l + TjP) И (1+7^р)^ +
1 — 1 т) = а-М+1

+ ^вКвыр/?п.(р) = 0. (3.84)

Здесь Коув — произведение коэффициентов усиления звеньев, охва
ченных обратной связью; Квыр — произведение коэффициентов уси- 

п 
ления звеньев, не охваченных обратной связью, а т = ^т;. 

1
Поделим уравнение (3.84) на Кпзе~Р и обозначим — — т. 

''ОХВ
Кроме того, развернем уравнение (3.84) по степеням pj. Тогда 
получим:

щ[В0рлг+я»4-в1рлг+и»-1 Н-... H-Bw+nj-l-Дорлг”'+"1-1+

4- 4lP*- ’+».-2 4-... + 4-

+Кимр (СоР’1’ + С1Ръ-1 4- ... 4-Сяа) е~~р = 0. (3.85) 

Система будет оставаться устойчивой при неограниченном повы
шении коэффициента усиления, если (3.85) будет удовлетворять 
условиям устойчивости при т—>0.
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Уравнение (3.85) является трансцендентным и, следовательно, 
имеет бесчисленное множество корней.

Согласно теоремам Л. С. Понтрягина и Ю. И. Неймарка, если 
уравнение содержит главный член *),  то при некоторых дополнитель
ных условиях**)  в нем существует непрерывная зависимость измене
ния корней от изменения коэффициентов уравнения и справа от мнимой 
оси может быть только ограниченное количество корней ***).

*) Л. С. Понтрягин назвал главным членом уравнения aApn,ez'P -|- 

—.. .-|-ап = 0 слагаемое при условии п^Пя и
В том случае, когда эти два условия одновременно не выполняются, глав
ного члена нет. Следовательно, главный член образуется от произведения 
наивысшей степени р и е с наибольшим т.

**) Кроме условия о наличии главного члена, уравнение будет иметь 
ограниченное количество корней справа от мнимой оси, если | 1Г (уш) | -sj 1 
при достаточно больших <■>. В нашем случае это условие выполняется.

***) Понтрягин Л. С., О нулях некоторых элементарных трансцен
дентных функций, Изв. АН СССР, серия матем., т. 6, № 3; Н ей м а р к Ю. И., 
Д-разбиение некоторых трансцендентных функций, ДАН, № 3, 1951.

Для того чтобы система была устойчивой, необходимо и доста
точно, чтобы все корни уравнения (3.85) лежали слева от мнимой 
оси на плоскости корней.

Запишем (3.85) следующим образом:

mFN, (/>) + [Fn, (p) + FN (р) е—Р] = 0. (3.86)

Часть уравнения (3.86), взятую в квадратные скобки, будем, как 
и прежде, называть вырожденной.

Полином F_\,(p) имеет более высокую степень, чем F^Ap) 
и Fy(p), и, следовательно, (3.86) содержит главный член.

Предположим, что выбором соответствующих значений параметров 
стабилизирующего устройства и коэффициента усиления Квыр дости
гается выполнение условий устойчивости для вырожденного уравнения 
при заданном значении запаздывания т.

При достаточно малом т устойчивость всей системы будет 
зависеть от дополнительных корней, определяемых Fxa(p). При 
т —> 0 некоторое количество корней стремится в бесконечность.

Определим количество корней, стремящихся к бесконечности 
при т—> 0, и найдем условия, при которых они будут расположены 
слева от мнимой оси.

Введем следующую замену переменных. Пусть

р = —, (3.87)

где N2~ N п2 — общий порядок уравнения (3.85) (N2 одновре
менно является порядком той части уравнения, у которой т является 
множителем), a Nt = N — v-j-fy— 1—порядок уравнения, ранее 
названного вырожденным.



§ 3.6] ВВЕДЕНИЕ СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УСТРОЙСТВА ОБЩЕГО ТИПА 111

Подставим в (3.85) 
деления на т получим:

вместо р его значение из (3.87). После

л-'’’1 [Г''2 1 д^1 п^‘ 1
.

тл„-2\1 mN2-N,

1 и9- (3.88)

■У3
Помножив (3.88) на mN,‘~N', получим:

+ Bpiq^-14- ... 4- AoqN‘ 4- Apiq^-1 + ...

Г Х}-п3 Nj-nx+l I 1

... 4- |comJVa_Ar‘ q'^-^Cpn Nt~N> д'”»-1 4~ ...je = o, (3.89)

i
где я = При т -> 0 получаем:

или
fio^-jV‘+^o = 0. (3.90)

Таким образом, при убывании т общее количество корней, 
которые удаляются в бесконечность, равняется N2 — Ni-

Уравнение, подобное (3.90), мы получили при рассмотрении 
структур, допускающих неограниченное увеличение коэффициента 
усиления без нарушения устойчивости, но без запаздывания, и, сле
довательно, нет необходимости повторять выкладки, аналогичные 
проведенным ранее. Приведем только выводы из уравнения (3.90) и 
материалов главы И.

а) Существуют структуры систем с запаздыванием, допускающие 
неограниченное увеличение коэффициента усиления без нарушения 
устойчивости.

б) Общее количество апериодических звеньев м, которое может 
охватываться стабилизирующим устройством, или порядок уравне
ния v, которым описывается часть контура, охватываемая стабили
зирующим устройством, должно подчиняться следующему соотно
шению:

v — 2 <7 «г — «2> (3.91)

где rij — степень числителя, а пг — степень знаменателя оператора 
стабилизирующего устройства.

Кроме этого, необходимо, чтобы вырожденное уравнение удо
влетворяло условиям устойчивости и удовлетворялись дополнительные
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а именно > 0 

при N2 — Ni = 2.

условия в зависимости от значения N2— Nt, 

при N2— N\=l и соответственно -ф-— Ф-> О 

Полученные здесь результаты полностью совпадают с резуль
татами. полученными для систем без запаздывания, и, следовательно, 
законы построения систем автоматического регулирования, в кото
рых принципиально не существует противоречия между точностью и 
устойчивостью, полученные для систем без запаздывания, в полной 
мере пригодны для систем с несколькими элементами с запаздыва
нием, если ни один из этих элементов не охвачен стабилизирующим 
устройством.

§ 3.7. Система, в которой элемент с запаздыванием 
охвачен стабилизирующим устройством

Рассмотрим ту же исходную систему, что и в предыдущем пара
графе. Все элементы с запаздыванием заменим одним и включим 
стабилизирующее устройство так, чтобы вместе с апериодическими 
охватывалось и эквивалентное звено с запаздыванием (рис. 75).

Рис. 75. Структурная схема, где стабилизирующим 
устройством охвачен элемент с запаздыванием.

Характеристическое уравнение в данном случае запишется: 

п N

JL(l + TiP-)Fni(p-)e^ + KmaFnXP)U(i +TjP) II (1-|-7» + 
i = l J = 1 7J = n-r«+l

—h = (3.92)

Обозначения здесь те же, что и в § 3.6.

Если (3.92) поделить на К„хв и обозначить — = т, то получим: 

mFN2(p)e-P-[-FNl(p) = 0. (3.93)

Мы предполагаем, что в операторе стабилизирующего устройства 

п1 4^ л2-
Это обстоятельство следует всегда иметь в виду, когда выби

рается стабилизирующее устройство для систем с запаздыванием.
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Так, если степень FN (р) больше степени PN (р) (что может полу
читься при соответствующем выборе оператора стабилизирующего 
устройства), то система будет структурно неустойчивой, так как 
в (3.93) не будет главного члена.

Запишем уравнение границы Д-разбиения по т. Имеем:
— Fn, (>“)пг —----------- 1------- г-

FN, W
(3.94)

На рис. 76 представлена (качественно) кривая Д-разбиения по 
обратной величине коэффициентов усиления звеньев, охваченных 
обратной связью.

То, что вид этой кривой будет именно таким, нетрудно понять, 
ибо степень полинома числителя ниже степени полинома знаменателя,
а e'i‘° содержится только 
в знаменателе. Поэтому для 
частот ш4, больших некото
рой «у, характер кривой 
будет полностью опреде
ляться знаменателем, и кри
вая будет монотонно накру
чиваться на начало коорди
нат. Из рис. 76 видно, что 
для т = m-i система станет 
неустойчивой и ни для како
го т < т1 при данных пара
метрах система устойчивой 
стать не может. Отсюда еле- j
дует, что если стабилизирую- Рис- 76. Д-разбиение по — = т для си- 
щее устройство охватывает стемы с запа3дЫВОанием.
наряду с другими звеньями
или без них элемент с запаздыванием, то систему нельзя сделать 
устойчивой при достаточно больших коэффициентах усиления. Здесь 
можно сделать и более общий вывод, состоящий в том, что если,
кроме охваченного стабилизирующим устройством элемента с запаз
дыванием, в системе имеются еще элементы с запаздыванием, то сделать 
ее устойчивой при больших коэффициентах усиления невозможно.

На основании проведенных исследований и результатов, приве
денных выше, легко выяснить причины неудач при попытках полу
чить большие коэффициенты усиления в системах с запаздыванием 
введением воздействия по производной.

Рассмотрим систему автоматического регулирования, содержащую 
элемент с запаздыванием, которая структурно может быть пред
ставлена одноконтурной цепочкой. Допустим, далее, что измеритель
ный элемент, кроме регулируемой величины, замеряет скорость ее 
изменения. Таким образом, на вход системы подаются как сама 
регулируемая величина, так и ее первая производная.

8 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Если обозначить собственный оператор системы без запаздывания 
через D(p), запаздывание через т и общий коэффициент усиления 
через К, то характеристическое уравнение для рассматриваемого! 
случая запишется:

(3.95) 

где Тр— передаточная функция дифференцирующего звена. Поделив 

(3.95) на К и обозначив ~ = т, получим:

mD(p)e'P-\-Tp-\- 1 =0. (3.96)

Это уравнение имеет такой же вид, как и уравнение (3.93), для 
которого была установлена невозможность получения устойчивости 
при больших коэффициентах усиления.

Такое введение воздействия по производной эквивалентно охвату 
всего контура регулирования, включая и элемент с запаздыванием» 
стабилизирующим устройством с оператором

-^-=Тр. (3.97)
хет.

Характеристическое уравнение в этом случае будет такое же, 
как и уравнение (3.95), и, следовательно, получить устойчивость при 
больших коэффициентах усиления здесь невозможно.

Нетрудно показать, что и в рассматриваемом случае можно 
получить устойчивую систему при любом, в том числе и достаточно 
большом, коэффициенте усиления, используя только первую произ
водную. Для этой цели необходимо, чтобы элемент, дающий на вы
ходе производную, не охватывал весь контур регулирования, а только 
часть его. При этом, так как оператор стабилизирующего устройства 
имеет вид (3.97), количество охватываемых им звеньев на основа
нии (3.91) не должно превышать трех. Приведенное здесь рассмо
трение показывает, что простым переключением места введения про
изводной без изменения аппаратуры, входящей в систему, можно 
существенно улучшить динамические свойства системы.

Для повышения устойчивости иногда стремятся использовать не 
только первую, но и вторую производную. В некоторых случаях 
это может привести к улучшению динамических свойств системы. 
Однако могут быть и такие случаи, когда полученная с большим, 
трудом вторая производная не только не улучшает свойства системы, 
а делает ее непригодной. Последний случай мы проиллюстрируем: 
на примере системы с двумя запаздываниями.

Допустим, что система без запаздывания может быть структурно1 
представлена некоторым количеством апериодических звеньев (число1 
этих звеньев в данном случае не имеет значения), и введем стабили
зирующее звено с оператором

-^- = ар2 + ^. (3.98)
■*вх
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охватывающее только одно апериодическое звено (рис. 77) и одно 
звено с запаздыванием.

Характеристическое уравнение в этом случае запишется:
лг #И (1 + Г, р)/т1+\Р+/<(ар2+/>р) 11(1 + г.р) е-^+П Ki=0. (3.99)

i=l j»2 i-1

Такая система структурно неустойчива, так как уравнение (3.99) 
не содержит главного члена. Устранение второй производной (а = 0)

Рис. 77. К выяснению влияния способа введения стабили
зирующих устройств на устойчивость системы с запазды

ванием.

делает систему структурно устойчивой, а переключение первой про
изводной так. чтобы она не охватывала элемента с запаздыванием, 
делает систему устойчивой для любого коэффициента усиления при 
соответствующем выборе параметров.

§ 3.8. Примеры

1. Пример исследования устойчивости системы 
с несколькими стабилизирующими устройствами

В качестве иллюстрации исследования устойчивости при введении 
нескольких стабилизирующих устройств рассмотрим систему, струк
турная схема которой представлена на рис. 78. Основные элементы 

Рис. 78. К расчету параметров стабилизирующих устройств.

системы представляются шестью апериодическими звеньями. Для ста
билизации вводятся два стабилизирующих устройства с передаточными 
функциями i £ и у ^.Р- р ' которые охватывают соответственно 

первые два и последующие два звена. Полагаем, что коэффициенты

8»
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усиления звеньев, охваченных стабилизирующими устройствами, 
можно менять в широких пределах.

Передаточная функция для системы, показанной на рис. 78, 
запишется:

Х(р) =

Kt , к*  
1+ ТгР ' 1+ Г2р

. . А', А2 т,р 
^I+Tjp 1Ч-Т2р l-b^.p

А*з А,
1 + Т^р 1 + Ttp* К* Кч 

. . А3 К{ ~зР 1+Tsp 1 + ТсР 
1Ч~7зР 14~TjP 1 4*~с 2р

Kt . Kj Ks . А'4
1 + Т,р 14- Тор 1 Ч- Тзр 1 + Ttp As Кл

Кг К» ~iP 1 , Аз Kt Tsp И'^вР 1Ч" TgP 
1 Ч- Т.р 1Ч- TiP 1 4-"iP 14*  Т$р 14*  TtP 1Ч*̂ 2р

(3.100)

Характеристическое уравнение, получаемое приравниванием нулю 
знаменателя (3.100), после элементарных преобразований запишется:

Й (1 4- TiP) (1 + т1Р) (1 + т2р) + К.К2 w II (1 + TiP) (1 + х2р) + 
i=l L i=3

где

4~TuT2/' II О Ч~ ЛР)(1 4-TiP)] +
i = 1, 2, 5, 6 J

+ р>- (1 + Тър) (1 + Tsp) ч-
Ч- (К,к2у тлК-оК6 (1 + 71Р) (1 + т2р) = о, (3.101)

_ K?,Kt
К1Кг •

Поделим (3.101) на (А^ЛУ2 11 обозначим 
е

1 гг■ту-^ — m. Получаем: 
AlA.

™2П(1 — Лр)(1 4~TiP)O Ч~'2/ЧЧ~ 
1 = 1

-\-т tipH(1 Ч-Лр)(1Ч-"2Р)4-тп'2Р II ('Ч~Т{р)(1
1=3 4 = 1, 2, 5, 6

4-

4“ 111Т1Т2Р2 (1 4“ ТаР) (1 4- Т’б/7) 4-

4“ гпК&ке (1 4~ TiP) О 4- т2/?) — О- (3.102)

Вырожденное уравнение получим из (3.102), полагая в нем т = 0:

(14- т.ор) (14- т\р) 4- к-ок6 (1 + -чР) (14- чр) = о. (З.юз)
Раскрывая скобки в (3.103), получаем:

р*  4- (г. 4- Тв) рз+Т1Т2 (1 + К.акъ) р”- +
+ ^ + ^КъК6р + КъК6= 0. (3.104)

Условия Раута — Гурвица запишутся:

-Ж (Т’з + Т’в) 0 ч- Кьк^ 4- К,к6 - + т6у к&кй -

+ к1к[Т;>Тг-,-., > 0. (3.105)



§ 3.8] ПРИМЕРЫ 117

Условию (3.105) всегда можно удовлетворить соответствующим вы
бором т2 и Къ, К6, если заданы значения Тъ и Т6.

Рассмотрим вспомогательное уравнение. Как это ясно из уравне
ния (3.102), в данном случае вспомогательное уравнение будет вто
рого рода, так как степени рядом стоящих полиномов в (3.102) 
убывают на два. Пользуясь ранее полученным законом составления 
вспомогательных уравнений, имеем для данного случая следующее 
вспомогательное уравнение: 

7’17'27’зЛ7’5^П295 +
+ (Л7’27’37’47’67’6т1+ 7’17’27’37’4Т57’(!т2+ 7’17’27’47’.7'вт1т2 +

+ ТзТ^Т^Т^^д1 + [(’''КЛТ’г + ЛЛ)'Ч'^Т’бТ’б]<73+
+ lT'&Te(T3Tl^l-\- 7’17’2т2т)1)-|-т1т27’5(7’57’6-ф-
+ т1т2 7'б(7’зЛ-1~ Л72711) + 'Г1Т27’о(ЛЛ + Т117’27'б) +

+ т1т2Тв (Л^бН- ЛЛ)7!!)! Ч~ ~\-х1х2ТъТ6д -]- т1т2(ТБ-|- Тв) = 0. (3.106)

Коэффициенты вспомогательного уравнения зависят как от постоян
ных времени звеньев, охваченных стабилизирующими устройствами, 
так и от постоянных времени стабилизирующих устройств. Если
первые известны, то устой
чивость обеспечивается со
ответствующим выбором по
стоянных времени стабили
зирующих устройств.

2. Пример исследо
вания устойчивости 
системы с запазды

ванием

Рассмотрим систему авто
матического регулирования 
толщины полосы при холод

Рис. 79. Принципиальная схема системы 
регулирования толщины проката.

ном прокате металла.
На рис. 79 представле

на принципиальная схема та-
кой системы регулирования.

Измерительным элементом служит индуктивный датчик толщины. 
При отклонении толщины полосы металла от заданного калибра на 
выходе измерителя толщины возникает напряжение, которое подается 
на вход усилителя У. Выход усилителя питает управляющую об
мотку электромашинного усилителя ЭМУ. Выходное напряжение ЭМУ 
подано на якорь приводного двигателя нажимных винтов. Таким 
образом, усиленное выходное напряжение измерителя толщины, по
данное на якорь приводного двигателя, вызывает его вращение, что 
соответствующим образом меняет раствор валков. Особенностью 
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этой системы является то, что толщина полосы измеряется не в том 
месте, где находятся валки, а на некотором расстоянии I от валков. 
Поэтому сигнал об изменении калибра система регулирования полу
чает через некоторое время т, которое при скорости прокатки v 
определяется из соотношения

т = (3.107)

Напишем уравнение рассматриваемой системы. Полагая, что измери
тель толщины может быть представлен апериодическим звеном, и 
обозначая отклонение толщины от калибра через ср, а напряжение 
на выходе измерителя через (7Т, получим: 

(1 + ?^)^ = ^, (3.108)

где 7\ — постоянная времени, a Kt — коэффициент усиления измери
теля толщины.

Уравнение усилителя запишется:

Uj=KrUy. (3.109)

Уравнение электромашинного усилителя имеет вид (вывод уравне
ния ЭМУ и двигателя дан в примере в конце второй главы, 
см. стр. 74)

(i + i)(‘ + к*к*и*-  (ЗЛ10)
Уравнение двигателя запишется:

+ + = (зли)
где 7"4 — электромеханическая постоянная времени, Г-—постоянная 
времени якорей ЭМУ и двигателя, Кг — коэффициент усиления дви
гателя. Уравнение звена с запаздыванием имеет вид

Преобразуя по Лапласу уравнения (3.108)—(3.112) и считая началь-

ср = ср1(^-т). (3.112)

ные условия нулевыми, получим соответственно:

?(/’) 1-гЛР

<3114)

(Р) К.К. „ . g
Uy(P)~ (\ + Т„Р)(\~1\Р)' >

Уг (Р) __ __________Kj_________ 1161
U,(P) (Т4тъР^т4Р+\)Р’ ’

^р- = е-Р. (3.117)
У1(Р)
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Из (3.113) — (3.117) получаем характеристическое уравнение в сле
дующей форме:

(1 + Л р) (14- тгр) (1 + т3р) (т\ т-р’- + т4 р + 1) р +
4- =0- (3.118)

Численные значения отдельных параметров примем следующие:

74 = 0,01 сек, Т2= 0,05 сек, Т3=0,1 сек, 
Т4 = 0,2 сек, T6=0,05 сек, K1Ki=0,\,

К2К3Ку= 1000, г = 0,1 сек..

Если подставить в уравнение (3.118) численные значения коэф
фициентов, то легко убедиться, что система будет неустойчивой. 
Для получения системы, устойчивой при любом сколь угодно боль
шом коэффициенте усиления, введем стабилизирующее устройство 
и включим его так, как это показано на структурной схеме 
рис. 80.

К, 7, Ну КгТ2 К3 Тз 7i 7S

Рис. 80. Структурная схема.

В качестве стабилизирующего устройства в данной схеме при
меняется трансформатор, работающий в режиме холостого хода 
(выходной сигнал трансформатора подан на вход электронного уси
лителя). Запишем уравнения трансформа
тора (рис. 81) д/

t/цх — Li 4- — (t-iP + ^i) гр

t/вых = Л4 = Alp/p где р = TL .

Тогда
М

t/вых = 3-fp = Р _ -1Р
t/вх L1P + R1 /•! . . 1 + нД

А-1 -Г (3.119)

Рис. 81. Схема стабилизи
рующего трансформатора.

при условии, что Характеристическое уравнение при вклю
ченном стабилизирующем устройстве запишется: 

(1 -+- т1Р) (1 + тгР) (14- тзР) (Tj.p^ + TiP 4-1) р (1 + чр) 4-
+ KSK2K3(14- 7\р) (Т^р2 4- TiP + 1) р^‘ 4~

4-/<Л4(1+ЧР)1 = 0. (3.120)
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Поделив уравнение (3.120) на КуКчК^р и обозначив ~___ = т,
КуКчК^

получим:

т(\ + Т\р)(\ + Тгр)(1 + 7’зр)(7’4Г5р2+ Tip+ ])р(1 +Т1Р) + 
-HipO + Tip)(TiTbp'-\-Tip-\-\)p-ir

+ К,К4(1 +т1Р)е-^=0. (3.121)

Вырожденное уравнение имеет вид

ЬР(1 + 1)р + ^4(1 +?tp)e-v= 0. (3.122)

Для определения максимального значения т, при котором выро
жденная система устойчива, поступаем следующим образом.

Строим амплитудно-фазовую характери
стику разомкнутой вырожденной системы 
(рис. 82) и проводим окружность с радиу- 
сом, равным единице. Частоту в точке пе-

Z1
Рис. 82. Амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой 

вырожденной системы.

ресечения окружности с амплитудно-фазовой характеристикой обозна
чаем через ш0, а угол bQa через 6 (ш0). Тогда предельное значе
ние т определяется из уравнения

т0 = 1^-=2,7 сек. (3.123)

Система будет устойчивой, если т < т0.
В нашем случае т = 0,1 сек и, следовательно, вырожденная 

система устойчива. Определим теперь область значений КуКгКз, 
внутри которой система остается устойчивой. Убедимся, что эта 
область простирается до бесконечности. Для этой цели построим 
кривую Д-разбиения по коэффициентам усиления КУК>К3. Из (3.120) 
имеем:

КУК2К3 — (l + TjpK) (1 + Г3/ш) (1 + T3/u>) |7~, Г, 1/ц>)а+Г,/ш + 1]/и> (1+т,/ц>) 
т,/ш |Г.Г, (/wJ’+T./w + lJ (l + TJuiJ/w+A'X, (!+',» ?-V<“

(3.124)



§ 3.8] ПРИМЕРЫ 12Ь

На рис. 83 представлена кривая Д-разбиения, построенная по- 
уравнению (3.124). Из рисунка видно, что областью устойчивости.

Рис. 83. Д-разбиение по коэффициенту усиления элементов, 
охватываемых стабилизирующим устройством.

является вся вещественная полуось плоскости

ДЛгДз.

Таким образом, система будет оставаться устойчивой при любом 
значении коэффициентов усиления КуК>К$, в том числе при 
КуК^Кз -> оо.

3. Пример разомкнутой системы, 
имеющей характеристику с клювом

Рассмотрим систему автоматического регулирования, структурна» 
схема которой приведена на рис. 84.

Рис. 84. Структурная схема.

Эта система представляет интерес с точки зрения зависимости 
характера расположения амплитудно-фазовой характеристики от места 
размыкания системы.
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Разомкнем систему в точке А; тогда выражение для амплитудно
фазовой характеристики разомкнутой системы запишется:

WA (» = ------------------------- К1К2К3К4 (1 + v'“>)-------------------------- - (3. 1 25)

(1 + (1 + V“) + (1 + T3ju>) (1 Л/<“)
i-1

Разомкнем теперь систему в точке В. Выражение для ампли
тудно-фазовой характеристики в этом случае запишется:

(у’<о)(' + ^з7м) 0 ~t~ TJ») + (1 -|~ У») (з 126)

п о +
На рис. 85 представлены соответственно для уравнения (3.126) 

жривая а и для (3.125) кривая б. При построении кривых были при-

Рис. 85. Амплитудно-фазо
вые характеристики: а — 

с клювом, б — без клюва.

няты следующие данные:

7\ = 0101 сек, 7’2 = 0,1 сек, 
Г3=0,34 сек,

Л = 0,1 сек-, KtK2=W. K3Ki=\5, 
т = 0,5 сек.

Как видно из рис. 85, кривая а имеет 
клювообразную форму, в то время как 
кривая б не имеет клюва. Отсюда видно, 
что делать какие-либо заключения о систе
ме в целом по тому, имеет ли ампли

тудно-фазовая характеристика клювообразную форму или не имеет, 
лишено всякого основания. Существенно, однако, то, что если структура 
принадлежит к классу устойчивых при неограниченном увеличении 
их коэффициента усиления, то существует такое место размыкания 
системы, для которого амплитудно-фазовая характеристика имеет 
клювообразную форму. Найти это место не представляет труда. 
Размыкать нужно в том месте, где находятся элементы с коэффи
циентами усиления, увеличение которых не приводит к нарушению 
устойчивости системы.



ГЛАВА IV

СТРУКТУРНЫЕ УСЛОВИЯ КАЧЕСТВА

§ 4.1. Постановка и ограничение задачи

Качество систем автоматического регулирования существенным 
образом связано с количественным значением параметров отдельных 
звеньев, составляющих систему автоматического регулирования. 
Однако проблема качества может быть поставлена и в несколько 
другом плане, а именно—способна ли данная схема при данной ее 
структуре обеспечить требуемое качество (быстродействие, ограни
ченное перерегулирование и т. д.), если параметры схемы имеют 
оптимальные значения. Иначе говоря, речь идет о выделении таких 
структур, для которых обеспечение требуемого качества сводится 
к соответствующему' выбору параметров без изменения самой струк
туры, и таких структур, в рамках которых требуемое качество 
принципиально не может быть получено. При такой постановке 
задачи необходимо внести ряд разъяснений и соответствующих огра
ничений:

а) Если бы можно было все без исключения параметры системы 
менять в широких пределах, то вообще не было бы никаких про
блем качества, а в некоторых случаях и проблемы устойчивости. 
Действительно, достаточно в одноконтурной цепи одну или две по
стоянных времени оставить конечными, а остальные сделать доста
точно малыми (или сколь угодно малыми), и система будет устойчи
вой при больших коэффициентах усиления. При этом можно также 
получить необходимое качество процесса. Однако практически такая 
возможность изменения параметров в широких пределах исключена. 
В каждой системе регулирования можно без труда выделить пара
метры, которые изменять нельзя. Поэтому в дальнейшем, когда речь 
идет об изменении или выборе параметров, то это относится к таким 
параметрам, которые в реальной системе можно менять.

б) Известно, что характер переходного процесса (качество регу
лирования) существенно зависит от начальных условий, при которых 
этот процесс возникает. Вместе с тем начальные условия могут быть 
весьма разнообразными, так что трудно указать, какие начальные усло
вия следует считать наиболее вероятными. Кроме того, начальные 
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условия не являются какими-либо внутренними структурными свой
ствами системы. Поэтому для определенности будем в дальнейшем 
полагать, что -переходный процесс (процесс регулирования) возникает 
при нулевых начальных условиях.

в) Существенное влияние на характер процесса регулирования 
оказывают вид внешнего возмущения и место его приложения. Более 
того, в ряде случаев так называемых комбинированных систем допол
нительное воздействие на систему от нагрузки используется для улуч
шения качества системы. В настоящей книге эти вопросы не рассма
триваются. Основная цель, которая здесь ставилась, состоит в выясне
нии внутренних возможностей данной структуры. Поэтому будем 
в дальнейшем придерживаться весьма распространенного в теории 
и практике регулирования условия, что переходный процесс вызы
вается возмущением, имеющим форму единичного скачка, приложенного 
ко входу системы. Это условие, однако, не может быть препятствием 
для нахождения общих структурных свойств системы как таковой.

При отступлении от принятых здесь условий будут сделаны 
соответствующая оговорка и необходимые разъяснения. На некоторых 
примерах нами будет показано, как учитывать внешнее возмущение, 
место его приложения и начальные условия.

г) Из всех факторов, определяющих качество процесса в систе
мах автоматического регулирования, наиболее существенными, кроме 
устойчивости, являются:

1) достаточная установившаяся точность,
2) достаточное быстродействие и
3) величина перерегулирования, которая не должна превышать 

некоторого заранее заданного значения.
Сформулируем некоторые условия качества и попытаемся связать 

их со структурой системы.
Исходя из сказанного выше, в основу оценки качества положим 

следующее. Структура должна принципиально допускать неограни
ченную область положительности вещественной частотной характери
стики замкнутой системы регулирования и оставаться устойчивой 
при неограниченном коэффициенте усиления. Эти два условия выбраны 
из следующих соображений. Как известно (см. главу I), время регу
лирования может быть выражено следующим неравенством:

где о>с — частота, определяющая область частот, в которой веще
ственная частотная характеристика замкнутой системы имеет поло
жительное значение. При частоте ш0 эта частотная характеристика 
впервые пересекает ось частот. Будем в дальнейшем называть эту 
область частот областью положительности. Если удастся установить, 
какой предельной областью положительности обладает данная струк
тура, то тем самым можно будет установить ее максимально воз
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можное быстродействие и отбросить в каждом конкретном случае 
структуры, не подходящие по условиям быстродействия. В связи 
с этим целесообразно поставить задачу о синтезе таких структур, 
для которых область положительности равна бесконечности.

Что касается величины перерегулирования, то задача состоит 
в том, чтобы связать необходимые условия апериодичности с некото
рыми параметрами, которые можно в определенных пределах менять 
(например, с величиной коэффициента усиления и с расположением 
кривой Д-разбиения по этому параметру). По характеру кривой 
Д-разбиения, построенной качественно, можно будет отбирать струк
туры, которые не удовлетворяют необходимым условиям апериодич
ности, и структуры, которые этим условиям удовлетворяют.

д) Как правило, характеристики элементов систем автоматического 
регулирования являются нелинейными. Уместно поэтому поставить 
вопрос — имеет ли вообще смысл говорить о качестве линейных 
систем, когда в действительности эти системы нелинейны? В настоя
щей работе мы попытаемся определить для рассматриваемого класса 
систем, в какой мере рассмотрение структурных свойств линейных 
■систем с точки зрения качества является первым приближением 
к действительным показателям качества реальных нелинейных систем, 
и установить связь между наиболее рациональными с рассматривае
мой здесь точки зрения структурами и так называемыми оптималь
ными нелинейными системами. Поэтому в настоящей главе будем 
полагать системы и их элементы линейными. Вопросы, связанные 
с учетом нелинейности, и другие вопросы, указанные выше, будут 
рассмотрены в следующей главе.

§ 4.2. Структуры, допускающие неограниченное увеличение 
коэффициента усиления и обладающие любой областью 

положительности вещественной частотной характеристики

Во второй главе были рассмотрены основные свойства однокон
турной системы регулирования. Было установлено, что одноконтур
ная система имеет ограниченный по величине критический коэффи
циент усиления и ограниченную область положительности веществен
ной частотной характеристики замкнутой системы.

Для увеличения критического коэффициента усиления и расширения 
области положительности в систему вводят стабилизирующие устрой
ства. Конечной целью проводимых ниже исследований является нахо
ждение таких структур, в которых величина коэффициента усиления 
и область положительности вещественной частотной характеристики 
принципиально могут иметь неограниченно большие значения при 
сохранении устойчивости системы. Для этой цели мы рассмотрим 
влияние вводимых стабилизирующих устройств на основные свойства 
системы.

Рассмотрим простейший случай.
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1. Охват всего контура регулирования 
стабилизирующим устройством с передаточной 

функцией о .■ 1+т/?

На рис. 86 представлена рассматриваемая структурная схема 
системы автоматического регулирования. Одноконтурная цепь с пере- 

д’
даточной функцией д охватывается стабилизирующим устройством

с передаточной функцией •

Передаточная функция замкнутой системы запишется следующим 
образом:

К 
Р(Р)

= Р(Р) Р1+\р =___________ АГ(1 +Tjp)___________  . . .
хп к D(p)(\ +\р) + К^р + К<Д + ч>У ' ■ '

, ________D (Р)
' 1 + ^Ср_^_

П(р)р1

Характеристическое уравнение замкнутой системы имеет вид

Р(р)(1_|-Тр) + ЛГрТр + К(14-тр) = 0. (4.2)

Уравнение кривой Д-разбиения по общем}' коэффициенту усиления 
имеет следующий вид:

Рис. 86. Структурная схема, 
где стабилизирующее ус
тройство охватывает всю 

систему.

_ Р О)(1 4-т» __ ___ D (»
PV“ + 1 + т/о> т/о> •

"*■ р 1 + V»
(4.3}

Уравнение кривой Д-разбиения для слу
чаев, когда система не имеет стабилизи
рующего устройства, получим из (4.3), 
если положить в нем т=0:

К = —О(/и)). (4-4)

Обозначим кривую Д-разбиения системы без стабилизирующего 
устройства через DK (/<»)• Тогда (4.3) перепишется в виде

(М

Р 1 + TJO)

(4.5)
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Рассмотрим вначале случай, когда в операторе стабилизирующего- 
звена р=1. При этих условиях (4.5) запишется:

Рк (»

' 1 + т/а>

К (4.6),

Допустим, что кривая DK(Jw) npi 
вид, представленный на рис. 87. 
изменении частоты ш от нуля до 
окружностью с радиусом г = 0,5 
стоянии 1,5 от начала координат 
(кривая 2 рис. 87).

Проведем вспомогательную 
окружность с радиусом, равным 
0,5Ккр, и центром, расположен
ным на расстоянии 1,5Ккр, где 
Ккр— критический коэффициент 
усиления системы без стабилизи
рующего устройства. На основа
нии простых геометрических 
построений ясно, что эта вспомо
гательная окружность, пересекаю
щая ось Re К в точке с крити
ческой частотой, будет касаться 
прямой, являющейся касательной к 
через начало координат (прямая аЬ

Если мы проведем прямые, ш

г изменении и от нуля до со имеет 
Вторая часть знаменателя (4.6) при. 
бесконечности изображается полу- 
и центром, расположенным на рас-

Рис. 87. К выяснению влияния ста
билизирующего устройства на вели
чину критического коэффициента- 

усиления.

кривой 2 (рис. 87) и проходящей 
на рис. 87).
:ресекающие обе окружности, то

отношение отрезков
аЬ__ad
ас ае = const = КЕр. (4.7),

На основании (4.7) можно сделать следующие выводы:
а) Если вспомогательная окружность не пересекает границы 

Д-разбиения то введение стабилизирующего звена рассматри
ваемого типа, охватывающего всю систему, уменьшает критическое 
значение коэффициента усиления системы. Действительно, согласно- 
уравнению (4.6) учет влияния стабилизирующего звена сводится 
к тому, что для каждой частоты необходимо поделить абсолютные 
значения числителя и знаменателя и вычесть их фазы. Так как по- 
условию вспомогательная окружность не пересекает границу Ок(уш),

г> 77 аЬа может лишь касаться ее на оси Кед, то отношение — для 
ас

любой частоты (рис. 88) будет всегда меньше К1;р, и, следовательно,, 
если выбрать т так, что точка, соответствующая ®;, попадает на ось- 
Re К, то критическое значение коэффициента усиления при этом. 
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будет меньше критического значения коэффициента усиления Кк? 
системы без стабилизирующего звена.

б) Если вспомогательная окружность пересекает границу Д-раз- 
биения £>K(ju)) (рис. 89), то введением стабилизирующего устройства 
рассматриваемого типа критическое значение коэффициента усиления Ккр 
системы без стабилизации может быть повышено. Выясним, как 
выбрать параметры стабилизирующего устройства, чтобы получить 
максимально возможный критический коэффициент усиления. На осно
вании (4.7) ясно, что для частот и о>2 критический коэффициент 

Рис. 88. Случай, когда введение ста
билизирующего устройства умень
шает критические значения коэффи

циента усиления.

Рис. 89. Определение максимально 
возможного значения коэффициента 

усиления.

усиления один и тот же и равен критическому коэффициенту уси
ления Дкр системы без стабилизирующих устройств. Максимальный 
критический коэффициент усиления будет иметь место при частоте, 
лежащей между частотами «ц и о>2. Для того чтобы определить 
частоту, при которой получается максимально возможный критиче
ский коэффициент усиления, нужно провести вторую вспомогатель
ную окружность, касающуюся границы Д-разбиения Ок(/ш) и пря
мой ab с центром, расположенным на оси Re Д'. На рис. 89 вторая 
вспомогательная окружность касается кривой ОДД») в точке с часто
той о)3. Численно максимальный критический коэффициент усиления 
определяется отношением отрезков

ad__ „
— — Лкртах.

Для того чтобы реально осуществить такой критический коэф
фициент усиления, необходимо выбрать постоянную т стабилизирую
щего устройства так, чтобы фаза знаменателя (4.6) при ш = о>3 рав
нялась ф. Тогда вектор ad повернется на угол <р и попадет на ось 
частот. Указанное обстоятельство будет иметь место при

(4-8;



§ 4.2] НЕОГРАНИЧЕННОЕ УВЕЛИЧЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА УСИЛЕНИЯ 129

Максимальный критический коэффициент будет величиной конеч
ной, если порядок оператора D(p) выше второго.

в) При включении стабилизирующего устройства указанного типа 
отрицательной обратной связью максимально возможная область 
положительности всегда увеличивается, но остается конечной, если 
порядок Щр) выше второго. Если же это стабилизирующее устрой
ство включается как положительная обратная связь, то область
положительности уменьшается.

г) Если DK(jw) имеет вид, представленный на рис. 90, то при 
включении стабилизирующего устройства рассматриваемого типа отри
цательной связью критическое значе
ние коэффициента усиления системы 
уменьшается. В случае такой кри
вой DK(Ju>) увеличение критического 
значения коэффициента усиления мо
жет быть достигнуто, если изме
нить знак выходного сигнала стаби
лизирующего звена. Расположение 
кривых в этом случае будет иметь 
вид, представленный на рис. 90. 
В отличие от ранее рассмотрен
ного способа включения стабилизи-

Рис. 90. К определению характера 
влияния положительной обратной

рующего звена, называемого иногда связи.
гибкой отрицательной обратной
связью, способ включения, рассматриваемый в данном случае, можно 
назвать гибкой положительной обратной связью.

Для случая, когда р ф 1, центр полуокружности, соответствую
щей знаменателю (4.6), будет расположен на оси Re К на расстоя
нии 1—0,5р от начала координат; радиус этой полуокружности 
будет равен 0,5р. Чтобы построить вспомогательную окружность,
здесь необходимо из начала координат провести прямую, которая

Т/<0 
касается полуокружности р и затем провести окружность,

проходящую через критическую частоту и касающуюся ука
занной прямой. Дальнейшие оценки влияния стабилизирующего 
звена и нахождение критического коэффициента усиления при 
заданном р производятся так, как это было сделано для слу
чая р = 1.

Проведенное исследование показывает, что для получения неогра
ниченных по величине критических значений коэффициентов усиления 
и областей положительности вещественной частотной характеристики 
при условии, что исходная одноконтурная система описывается 
уравнением выше второго порядка, нужно идти на усложнение 
стабилизирующего устройства или на изменение структуры си
стемы, т. е. на изменение характера включения стабилизирующего 
устройства.

9 Зак. 3557. М. В. Мееров
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2. Введение последовательно в цепь регулирования 
дифференцирующего устройства первого порядка

Выберем в данном случае стабилизирующее устройство, пере
даточная функция которого определяется соотношением

ХВЫ1
Тр- (4.9)

Если по-прежнему обозначить передаточную функцию разомкнутой

системы без стабилизации через К 
D(p) , то характеристическое урав

нение замкнутой системы при учете стабилизирующего звена с пере
даточной функцией (4.9), включенного последовательно в цепь, полу-

Рис. 91. К определению влияния 
воздействия по производной на 
критический коэффициент уси

ления.

чит вид

D(p) + K(Tp+ 1) = 0. (4.10)

Отсюда уравнение кривой Д-разбие- 
ния по общему коэффициенту усиле
ния К запишется:

К = — (4.11)
1 +

Из ранее полученных результа
тов ясно, что величина критиче
ского коэффициента усиления будет 
величиной конечной, если порядок 
уравнения, описывающего систему 
без стабилизации, будет выше 

третьего (в данном случае л1= 1 ня2=0; следовательно, —п2—2=3). 
При этом конечной будет также область положительности вещест
венной частотной характеристики. Рассмотрим практический прием.
дающий возможность оценить влияние введения воздействия по произ
водной *)  на критический коэффициент усиления и на область поло

*) Эту задачу применительно к нахождению критического коэффициента 
усиления несколько другим путем решил М. А. Айзерман. См. Айзер
ман М. А, Об увеличении критического коэффициента усиления за счет 
воздействия по производной, Автоматика и телемеханика, т. 12, № 2, 1951.

жительности.
Допустим, что кривая Д-разбиения по К без учета стабилизации 

имеет вид, представленный на рис 91. Учет влияния воздействия по 
производной, как это видно из (4.11), сводится к тому, что для 
каждой частоты и>{ нужно вектор D(Ju>) поделить на вектор 1 -|- Tju>.

На плоскости К выражение дает прямую, параллельную
мнимой оси и сдвинутую от этой оси вправо на расстояние, равное 
единице.
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На рис. 91, кроме кривой Д-разбиения, приведена и прямая 
1 -|- TJut. Проведем прямую, соединяющую начало координат с точ
кой на кривой О-разбиения, где о> = «>1. Отрезок ab определяет 
величину вектора К для о> = Ыр а угол ср определяет его фазу.

Абсолютное значение вектора, определяемого знаменателем (4.11), 

задается для разных частот отрезками ас, ad и т. д. Выберем вели
чину Т так, чтобы для частоты о>, фаза знаменателя (4.11) также 
была равна ср. Это будет иметь место, если Т определить по формуле

(4-12)

Величина критического коэффициента усиления при учете воздей
ствия по производной с коэффициентом Т определится, как отноше
ние отрезков

Опустим из точки b перпендикуляр на ось Re К. Нетрудно видеть,
что отрезок af равен критическому коэффициенту усиления при ука
занных выше условиях. Действительно, 
из треугольников abf и acg имеем:

ab__af
ас ag‘

но так как ag — 1, то а/ = ^- = Дкр.

Таким образом, если задана кри
вая Д-разбиения системы без учета воз
действия по производной, то учет изме
нения критического коэффициента уси
ления и выбор величины коэффициента 
воздействия по производной можно про

Рис. 92. Случай уравнения 
выше третьего порядка.

изводить так, как это указывалось выше.
Для этой цели опустим перпендикуляр на ось ReK из точки на кривой 
Д-разбиения, лежащей в первом квадранте. Отрезок, отсекаемый 
перпендикуляром на оси Re К, и есть критический коэффициент уси
ления. Частота в точке кривой Д-разбиения, из которой опускается 
перпендикуляр, определяет предельную область положительности.

Если кривая Д-разбиения имеет вид, представленный на рис. 92 
(порядок уравнения системы без стабилизации выше третьего), то 
максимально возможный коэффициент усиления может быть получен, 
как отрезок, отсекаемый на оси Re А перпендикуляром, касательным 
к кривой Д-разбиения.

На рис. 91 была представлена кривая Д-разбиения для случая, 
когда система без стабилизации описывается уравнением третьего 

9*
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порядка. Из этого рисунка видно, что как критический коэффициент 
усиления, так и область положительности могут быть любыми; для 
этой цели нужно выбрать только соответствую цую величину коэф
фициента воздействия по производной. Такое же решение принци
пиально можно было бы получить и для систем, описываемых уравне
ниями более высокого порядка, если одновременно повысить порядок 
производной, вводимой в качестве стабилизирующего сигнала. Так, 
для системы, описываемой уравнением четвертого порядка, нужно 
было бы ввести воздействие по первой и второй производным, а для 
системы га-й степени соответственно производные от первой до 
(га— 2)-й включительно. В таких системах принципиально можно 
получить любое значение критического коэффициента усиления при 
любой области положительности. Такое решение, однако, связано 
с большими техническими трудностями, вытекающими из необходи
мости получения идеальных производных высоких порядков. Как 
будет проиллюстрировано на примере в конце настоящей главы, 
даже весьма малые искажения производной могут привести к рез
кому понижению критического коэффициента усиления, и системы, 
устойчивые при условии идеальности производных, фактически будут 
неустойчивыми. Если исходить из реально осуществимых стабилизи
рующих устройств, то такое простейшее введение их в схему (по
следовательное включение) не может обеспечить устойчивость при 
увеличении коэффициента усиления, а также не может обеспечить 
существенное увеличение области положительности вещественной 
частотной характеристики.

3. Включение стабилизирующего устройства
т-р— вокруг 

1 + н -
систем

с-оператором части одноконтурной

ы

Включим стабилизирующее звено так, чтобы им охватывалась 
только часть звеньев одноконтурной системы. Указанный вариант 

Рис. 93. Охват стабилизирующим 
устройством части контура.

включения представлен на рис. 93.
В этом случае характеристиче

ское уравнение системы представится 
следующим образом:

Р (р) (1 + V) + Ko^pQ (р) +
4-К(1+тр) = 0, (4.13)

где Р(р)— произведение собствен
ных операторов всех звеньев, вхо
дящих в одноконтурную цепь; 
Q (р) — произведение собственных

операторов звеньев, не охваченных стабилизацией; К — общий коэф
фициент усиления; Ктв—-коэффициент усиления звеньев, охвачен
ных стабилизирующим звеном.
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Найдем выражение для границы Д-разбиения по общему коэф
фициенту усиления. Из (4.13) имеем:

К=-Р(/«>) —(4.14)

Обозначив через N(p) собственный оператор части системы, охва
ченной стабилизирующим звеном, можно записать:

P(p) = N (p)Q(p). (4.15)

Уравнение границы Д-разбиения по К запишется:

Д:=-(3(уш)[м(у1и) + -^^]. (4.16)

Комплексный коэффициент усиления согласно (4.16) находится 
для заданной частоты и>{, как произведение вектора — QUMi) на 
вектор ГN ] •

L __ i “Г J
Вектор К будет иметь чисто вещественное значение, если фаза 

вектора — QC/Х) равна и обратна по знаку фазе вектора [/V (у®,)-ф-
Т-А0, I

-ф- 1 ___ J для соответствующей частоты о>{.

Выясним некоторые свойства систем, где в качестве стабилизи

рующего звена применяется звено с оператором ’ Предполо" 

жим, что основная цепочка состоит из устойчивых (апериодических

Рис. 94. Расположение составляющих кривой 
Д-разбиения по К.

и колебательных звеньев) и включает не более чем одно интегри
рующее звено.

В этом случае при изменении частоты от нуля до бесконечности 
кривые — Q(/®) и /V(7<u) будут располагаться так, как это показано 

К.
на рис. 94. Что касается выражения • то для частоты, меняю

щейся от нуля до бесконечности, оно представляет собой уравнение 
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полуокружности с радиусом , проходящей через начало коор

динат, и центром, расположенным на оси Re К".
Как было принято ранее, критической частотой и>кр будет частота, 

при которой кривая (4.16) пересекает положительную ось Re К. Отсе
каемый ею отрезок на действительной оси есть критический коэф
фициент усиления.

Кривая, соответствующая уравнен го (4.16), обладает следующими 
свойствами.

а) Критическая частота и>кр будет всегда меньше частоты и>р, при 
которой кривая — Q(jo>) первый раз пересекает положительную ось 
Re К (рис. 91). Действительно, так как для «> > <»„ фаза — Q (у'ш) будет

Г ^эхв" 1
положительной, а фаза j N (yu>) J всегда положительна, то

сумма этих фаз не может быть равной нулю, и, следовательно, час
тоты ю > Шр не могут быть критическими.

б) Если количество звеньев, не охваченных обратной связью, 
больше двух или если Q(p) представляет собой оператор порядка 
выше второго, то предельная критическая частота есть величина конеч
ная и не зависит от параметров стабилизирующего устройства и 
звеньев, им охваченных. Этот вывод вытекает непосредственно из 
пункта 1.

Общий вывод, вытекающий из свойств границы Д-разбиения, 
состоит в том, что предельная область положительности веществен
ной частотной характеристики всей замкнутой системы определяется 
критической частотой звеньев, не охваченных стабилизацией, и не 
зависит от параметров стабилизирующего устройства и звеньев, им 
охваченных.

в) Критическая частота, а следовательно, и максимально возмож
ная область положительности для системы без стабилизирующего 
устройства рассматриваемого типа, включенного гибкой отрицатель
ной обратной связью, всегда меньше критической частоты элементов, 
не охваченных стабилизацией.

На основании проведенного исследования можно сделать следую
щее заключение.

а) Введение стабилизирующего звена с оператором .— -— в качестве 
1 + тр

гибкой отрицательной обратной связи всегда повышает критическую
частоту.

б) Если общий порядок уравнения одноконтурной цепи не выше 
четвертого, то введением стабилизирующего устройства рассматри
ваемого типа можно получить систему, которая допускает любой по 
величине критический коэффициент усиления при любой критической 
частоте. В таких системах можно принципиально получить любую 
область положительности вещественной частотной характеристики 
всей замкнутой системы.
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в) Если порядок уравнения, описывающего одноконтурную систему, 
выше четвертого, то в случае использования для стабилизации звена 

то
с оператором можно получить системы двоякого рода, а именно:

если система будет оставаться устойчивой при неограниченном коэф
фициенте усиления, то она будет иметь ограниченную область поло
жительности; если же область положительности будет неограничен
ной, то ограниченным будет критический коэффициент усиления.

Таким образом, уже для системы, которая без стабилизации опи
сывается дифференциальным уравнением выше четвертого порядка, 
получить структуру, с помощью включения одного стабилизирующего

.. ip
устройства типа j— допускающую одновременно неограниченное

увеличение критического коэффициента усиления при сохранении 
устойчивости и неограниченную область положительности, не пред
ставляется возможным. В этих случаях приходится менять структуру 
системы усложнением стабилизирующего устройства или увеличением 
количества стабилизирующих устройств простейшего типа. Решению 
этой задачи посвящен следующий пункт.

4. Общие методы получения структур, допускающих 
любой коэффициент усиления при любой 

критической частоте

Рис. 95. Охват части контура ста
билизирующим устройством об

щего вида.

Методы получения систем, устойчивых при больших коэффициентах 
усиления, были рассмотрены выше. Как было установлено, если одно
контурная система состоит из большого числа элементов, то введе
нием стабилизирующего устройства 
общего типа или введением несколь
ких звеньев более простого типа 
по первому или второму варианту 
включения можно обеспечить устой
чивость системы практически при 
неограниченном коэффициенте уси
ления. Остается решить вторую 
часть поставленной задачи, а имен
но, сохранив устойчивость при лю
бом коэффициенте усиления, обеспечить принципиальную возможность 
получения любой области положительности вещественной частотной 
характеристики.

На рис. 95 представлена структурная схема системы регулирова
ния, в которой для обеспечения устойчивости при неограниченном 
коэффициенте усиления введено стабилизирующее устройство общего

типа с передаточной функцией ? .
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Воспользовавшись обозначениями, введенными в пункте 3 настоя
щего параграфа (см. также рис. 95), запишем характеристическое 
уравнение для рассматриваемого случая в следующем виде:

Р (Р) Рщ (Р) + KmFni (р) Q (р) + КР„, (р) = 0. (4.17)

Отсюда Д-разбиенне по общему7 коэффициенту усиления запишется:

К= - Р О) — К™ Q (»•

Учитывая (4.15), получим:

д=_(2(;и))Гл/(/и>) + к01В^^.1. (4.18)

L гп2 J

Рассмотрим следующие варианты.
а. Пусть «j = п2 (частным случаем этого варианта является про

стейшая изодромная обратная связь с передаточной функцией t j.

Рис. 96. Расположение составляющих кривой 
Д-разбиения.

Прежде всего ясно, что степень W (р) должна быть не больше двух, 
ибо в противном случае система не будет устойчивой при больших 
коэффициентах усиления. На рис. 96 приведено расположение кри
вых, построенных качественно, для отдельных составляющих урав
нения (4.18) при изменении и> от нуля до бесконечности. Если ni = 

= и2-^2, то результирующий вектор Л/(/ш)-|- 
7„,(М] л
Р . будет для

всех частот расположен в первом или в первом и во втором квад
ранте и, следовательно, предельная критическая частота не может 
быть больше (частоты пересечения — Q(/<jj) с положитель
ной осью плоскости кривой Д-разбиения). При = п2> 2 характер

Fn, О)
Fn> <»

расположения вектора будет существенно зависеть от числен- 
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них значений коэффициентов Рп,(Р) и FnA.P)- Соответствующим 
выбором коэффициентов РП1(р) и Fn,(p) можно увеличить критиче
скую частоту, хотя и в данном случае эта частота будет конечной.

б. Допустим, что п1 < ц2- Здесь интерес представляет только один 
случай, когда га2—ибо для всех других вариантов с увели
чением коэффициента усиления система станет неустойчивой. Для 
и2 — nt = 1 стабилизирующим устройством можно охватить только 
одно апериодическое звено или участок цепи, который .описывается 
уравнением первого порядка. Для случая, когда охватывается одно

Рис. 97. Расположение составляющих 
кривой Д-разбиения.

Рис. 98. Расположение составляющих 
кривой Д-разбиения.

апериодическое звено, характер расположения кривых—Q(/o)) и
Г дг О)+/<<>„-£ 
L rf

(jm) I
показан на рис. 97. С точки зрения устой

чивости этот случай менее благоприятен, чем случай, рассмотренный 
в варианте а. Что касается критической частоты, то для Q(p), имею
щего степень выше второй, она будет конечной, хотя в некоторых 
случаях ее можно сделать большей, чем юр.

в. Рассмотрим случай, когда п1 > п.,. Нетрудно видеть, что и 
в данном случае получить неограниченную область положительности 
для систем, устойчивых при неограниченном увеличении коэффициента 
усиления, не представляется возможным. В качестве примера на рис. 98 

Г Fn (/“)'!приведены кривые — Q(jo>) и HV (У<в)Кохв 1 для случая, 
L 'naV“)J

когда «1=2, я2 = 1, Q(p)— полином третьего порядка и N (р)— 
полином третьего порядка. Из расположения кривых на рис. 98 видно, 
что критическая частота не может быть больше, чем частота шр, при 
которой кривая — Q(JW) пересекается с осью Re.

г. Рассмотрим, наконец, случай, когда в систему вводится п стаби

лизирующих устройств с передаточной функцией -р
•11 определим

условия получения максимальной области положительности вещественной 
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частотной характеристики. Для этого случая характеристическое урав
нение (рис. 99) представится в следующем виде:

п N N пIT [О. (Р) (1 + т,р) + П Dj (р) + П К( И (1 + ^Р) = 0.
1-1 н + 1 Р = 1 i = l

(4.19)

Запишем уравнение кривой Д-разбиения по общему коэффициенту 
усиления системы:

п N_ * П (1 + М“) + If Dj(jw)

к = IT ---
₽ = 1 Ifd+^-a,)

г —1
ИЛИ

f n j JV

«=-j<4-20)I i = l 1 j j = n+i

Для того чтобы система была устойчивой при неограниченном 
увеличении коэффициентов (где /=1,2...........га), все операторы
Di(p) (где /=1...........га) должны быть не выше второго порядка.

Рис. 99. Структурная схема.

Качественное построение кривой Д-разбиения по уравнению (4.20), 
приведенное на рис. 100, показывает, что верхняя граница области 
положительности не может превысить величины критической частоты, 

N

которая определяется точкой пересечения кривой— Jf Dj (/ш) с веще- 
__  3=п+1

ственной осью Re К.

Более строгое доказательство данного заключения будет дано 
в следующем параграфе.

Таким образом, ни один из видов стабилизирующих устройств, 
охватывающих часть одноконтурной цепи и обеспечивающих устой
чивость при неограниченном увеличении коэффициента усиления, не 
может обеспечить неограниченную область положительности, если 
часть контура, которая остается не охваченной стабилизирующим 
устройством, описывается дифференциальным уравнением третьего 
или более высокого порядка.
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Предположим, что структура системы регулирования принадлежит 
к классу устойчивых при неограниченном увеличении коэффициента 
усиления и порядок п полинома Q(p) выше или равен трем (n^s.3).

JmK |

Рис. 100. Расположение составляющих кривой 
Д-разбиения.

Охватим

с передаточной функцией р-^ •

в этом случае запишется в следующей форме:

дополнительно всю систему стабилизирующим устройством 
С01 (р) v——— Характеристическое уравнение

П II W+ПМ1г=1 L j_i I

। (p) 1
Fv. (P) J ’

Рщ (P)__
Fmi (P)

где передаточная функция стабилизирующего устройства,

включенного вокруг г-го звена, откуда кривая Д-разбиения по общему- 
коэффициенту усиления запишется:

К =

й [Ог(У0,)+^тЖ1

г = 1 L________________________'J J = w + i_____________________

, , Л)! О)
F02 (_/’“)

(4-21)

Сравнивая (4.20) и (4.21), мы видим, что такое введение обратной 
связи приводит к повороту всей кривой; при этом область положи
тельности будет возрастать тем больше, чем выше степень Л01 (р) 
по сравнению со степенью F02(p)- В частности, если вводить чистые 
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производные (F02 (р) = 1), то можно получить любую область поло
жительности.

Если степень полинома D^p) обозначить через d, то необходи
мый порядок идеальной производной (или значение — п2 для опе

ратора > которую нужно ввести для получения неограничен

ной области положительности, будет определяться из соотношения

ni — n2 = d — 2.

Это положение будет строго доказано в следующем параграфе.

§ 4.3. Определение качества систем 
автоматического регулирования по вырожденному уравнению 

и определение величины перерегулирования

Ранее мы установили такой класс структур и методы его синтеза, 
который допускает неограниченное увеличение коэффициента усиле
ния без нарушения устойчивости и неограниченную область положи
тельности вещественной частотной характеристики замкнутой системы. 
Полагая, что система устойчива, выясним, какими параметрами опре
деляется переходный процесс, если коэффициенты усиления участков 
цепи, охваченных стабилизирующими связями, достаточно велики.

На рис. 62 была представлена структурная схема системы со ста
билизирующими звеньями общего типа, включенными по варианту 
включения № 1.

Передаточная функция такой структурной схемы запишется в сле
дующем виде:

Kt
D j (P)
Kj Fni(p)

Di (Р) Fmj (P)

Я —
(4.22)

Di (P)
Ki Fnl (p)

Di (p)' Fmi (p)
• IT --.J-l QAp)

Положим, что все Ki одинаковы, и обозначим их все через тогда, 
преобразуя уравнение (4.22), приведем его к следующему виду:

N п П ______________________________  J = n +1 ? — 1  

п N п____________________________________________________ NИ <?,(₽) Цл».(р)+^/х^)+*?Х+-''+*1П  V«“p
i = l Jan + l г = 1 j=n+i

(4-23)
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Поделив числитель и знаменатель на /(” и обозначая—= т1, 
К'

чаем:

полу

II
К ~ (у?) + ... + Гвыр (/?) ’ (4.24)

где 
п N п

Ря, = По,(р) Ц <ЗДр)ПЛ»/р)-

i = l j=n+l 1=1

По условию система при т. —> 0 остается устойчивой; поэтому 
с достаточной степенью точности (тем большей, чем большее значе
ние имеет процесс регулирования будет определяться вырожден
ным уравнением, которое получается из (4.24), если в нем положить 
т = 0:

X пII мрч^
К^р) = —--------------7Г+1 1=1 --------------7i--------------- (4-25)

И QJ(p)-IP„.(/’)+ И
i=i 1 з=п+1 1 = 1 1

Знаменатель (4.25) представляет собой характеристическое урав
нение эквивалентной замкнутой вырожденной системы. По ранее полу
ченным условиям устойчивость для вырожденного уравнения является 
одним из условий устойчивости всей системы в целом при больших 
коэффициентах усиления.

Качество системы при малых т будет определяться передаточной 
функцией (4.25).

Амплитудно-фазовую характеристику вырожденной системы полу
чим, если в (4.25) поставим ju> вместо р'.

Квыр Ц /=■,».(»

А’выр (-/“>) = х • (4.26)II Qj II Fn. + Квыр II Fm. W 
j-n+1 i-1 ’ 1=1 1

N
где /(BbIp= II Kt—-общий коэффициент усиления элементов, не 

i=n-rl
охваченных стабилизирующими устройствами. Поделив числитель и 

п
знаменатель на Ц Гш.С/’1»), получаем: 

i=i г

К = п F --------------------• ^27>
nF»{ (7 ’ ТТи Ф, (» + Квыр
i_l >»/■' ' j-n+1
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Как следует из (4.27), амплитудно-фазовая характеристика выро
жденной системы определяется дробью, в которой числитель есть 
коэффициент усиления вырожденной части системы, а знаменатель 
состоит из сумм коэффициента усиления вырожденной части системы 
и уравнения границы Д-разбиения по этому коэффициенту усиления 
с обратным знаком.

Действительно, из (4.25) следует, что характеристическое урав
нение вырожденной части системы имеет вид

N н пП Qj (р) II ^пДр) + ^выР Hfot.(p) = o, 
j = n-rl i-l t i=i 1

откуда
nV И

Квыр = - П -- • <4'28)J-" + 1 IP»./»
i «1

Все показатели качества могут быть определены из кривой Д-раз
биения по Двыр. построенной по уравнению (4.28).

Как следует из уравнения (4.28), качество системы при достаточно 
малых m-i не зависит от и от постоянных времени, а также от 
других параметров звеньев, охваченных стабилизирующим устройством, 
а полностью определяется параметрами неохваченной части контура и 
стабилизирующих устройств.

Из уравнения для кривой Д-разбиения по Двыр вытекав!, что для 
случая, когда

(Р)
(Р) ~ 1 + \Р ’

верхняя граница области положительности будет всегда меньше
N 

критической частоты, определяемой пересечением кривой— Ц Qj(Jw) 
_  J-n+l

с осью Re Двыр. При этом увеличение области положительности может 
быть осуществлено так, как это достигалось в предыдущем пара
графе. В этом случае учитывается только вырожденное уравнение.

Я
Если же кривая Jf при изменении <и от нуля до бесконеч-

J-n+1
_ .v

ности не пересекает ReKBijp, что возможно, если степень Ц Qj(p) 
j-n + l

не выше второго порядка, то соответствующим выбором парамет
ров т; можно увеличивать область положительности беспредельно.
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Рассмотрим связь между величиной коэффициента усиления Къыр 
и перерегулированием. На рис. 101 представлена кривая Д-разбие
ния по Квыр, когда стабилизирующих средств нет. Как это ясно из 
уравнения (4.28), наличие стабилизирующих устройств уменьшает не 
только критическую частоту и>р, но и критическое значение коэффи
циента усиления вырожденной части системы.

На основании свойств кривой Д-разбиения (см. гл. I), проведя 
К+ 1окружность с радиусом -%— и центром, расположенным в точке

JS__j _
с координатой —— на оси Re А'выр, можно определить значение ДВыР,

при котором могут выполняться необходимые условия отсутствия пере
регулирования или условия, при которых перерегулирование не будет 
превышать 18%. Таким спосо
бом можно выбирать параметры 
вырожденной части системы 
для обеспечения необходимого 
качества регулирования.

Остается рассмотреть по
следний вопрос, относящийся 
к выбору структуры. Допустим, 
что наилучшие параметры, по
лученные из анализа вырожден
ной части системы, не могут 
удовлетворить требованиям, 
предъявляемым к системе в 
как изменить структуру систем

Рис. 101. Кривая Д-разбиения по Двыр.

целом. Рассмотрим вопрос о том. 
I, чтобы получить нужные характе

ристики. Из рис. 101, где качественно построена кривая — Qj(/u>)X 
j-n+1

А
X Д £ -р * . видно, что качественные показатели структуры могут

i—1 т i

быть улучшены поворотом всей»;результирующей кривой по часовой 
стрелке.

Как было показано в предыдущем параграфе, такой поворот может 
быть осуществлен охватом всей системы стабилизирующим устрой
ством определенного типа. В частности, охват всей системы стабили
зирующим устройством типа идеальной производной может повернуть 
всю кривую на угол 90°. Усложнением стабилизирующего устройства 
можно достигнуть необходимого поворота кривой вырожденной части 
системы. На конкретном примере, который будет рассмотрен в конце 
этой главы, будут проиллюстрированы выбор структуры и расчет 
параметров следящей системы, при которых получаются весьма высо
кие динамические и статические показатели.
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§ 4.4. Введение в систему стабилизирующих устройств

Выясним возможность использования в качестве стабилизирующих

устройств элементов с передаточными функциями , где р.— по

стоянная величина. Примерами таких устройств могут служить апе
риодическое, интегрирующее, колебательное и другие простейшие 
звенья. Ясно, что техническое осуществление таких простейших звеньев 
не представляет трудностей. Тем более важно установить стати-

Рис. 102. Структурная схема.

ческие и динамические свойства, которые может получить система 
регулирования при введении таких элементов в качестве стабилизи
рующих устройств.

На рис. 102 представлена структурная
магического регулирования. Одноконтурная

элементов с передаточными функциями Ki
Dt(p)

тываются стабилизирующими устройствами с

схема системы авто
схема состоит из N

из которых п охва- 

передаточными функ

циями
Ft(p)

. При этом предполагается, что коэффициенты усиления 

элементов, которые охватываются стабилизирующими устройствами.
можно изменить в широких пределах, в частности сколь угодно уве
личивать.

Найдем передаточную функцию рассматриваемой системы. На осно
вании рис. 102 и правил составления передаточных функций, приве
денных в первой главе, можем записать:

п Ki тт _К}_

К(р) =

Ki 
£>i(P>

th
Fi(p)

Ki 
Di(P)

_a_1Fi(p) J

1 +
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После упрощений передаточная функция принимает вид
п N пIKII МРнр)

iz ( п\  _____________________________ г = 1 J—n+1 i —1______________________________А п n п N п
Ц [Di (р) F. (р) + КЛ] Ц Dj(p) + Цл< Ц МрЛР) 
2=1 J—n+1 i-i /—n+1 i-1

(4.29) 
Характеристическое уравнение запишется:

П(О;(р)Гг(р) + ^н1 II Dj(p) +11 Ki II ММ(Р) = 0.
i = i j=n-rl г —1 j = n+l i=l

(4.30)

Прежде всего выясним свойства системы в установившемся режиме. 
Для этой цели, положив в (4.29) р=0, получим:

кПзд
= —------------------------—~~~n----------------- й----------- • (4-31)

Цр{(0)^(0) + /СЛ] П +• (0) + К П А (0) 
i-1 J-n+l 1-1

п N

где АГ = IX /<£ II Kj —общий коэффициент усиления системы. Для 
2 = 1 / —П + 1

статических систем || ОДО)=1.
!=1

П
Полагая, что |[/ri(0)= 1, получаем:

2 — 1

К$} = -п----------------- ------------ • (4-32)III1 + *Л]  + К 
i=i

Из (4.32) видно, что установившаяся ошибка будет тем больше, 
чем больше р.,. Однако и в данном случае, выбирая < 1 (а если 
нужно, то р; <+ 1), можно получить необходимую степень устано
вившейся точности.

Допустим, что Ki неограниченно увеличивается. Система будет при 
этом оставаться устойчивой при выполнении следующих условий.

Обозначив степень Di(p) через (I,, степень Fi(p) через к,, на 
основании полученного ранее соотношения (2.63) имеем:

di+2 + 0 —v;, 

ибо степень числителя оператора стабилизирующего устройства в дан
ном случае равна нулю.

Ю Зак. 3557. М. В. Мееров
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Отсюда вытекает следующее структурное свойство систем иссле
дуемого типа, являющееся необходимым условием устойчивости:

+ (4.33)

Здесь возможны три случая:
a) v;=0. Это — случай жесткой обратной связи. При этом 2.
б) v1= 1. Стабилизирующим устройством является интегрирующее 

или апериодическое звено; при этом охватываться может звено пер
вого порядка. Здесь d$ = 1.

в) V; = 2. Стабилизирующим звеном является звено второго по
рядка и охватываться может только безинерционное усилительное 
звено. При этом d{ = 0.

Исследуем подробнее все три случая.
а. Рассмотрим случай, когда в качестве стабилизирующего устрой

ства используется жесткая обратная связь.
В этом случае полиномы D^p) могут быть нулевой, первой или 

второй степени. Полагая в (4.29) Fi(p)=l, получим передаточную 
функцию для рассматриваемого случая:

п NII Ъ
'< = -п------------------------------------------------------------------------ п--------------n------- • (4-34)И ^w+II/q И Kj

i-1 j*=n+l  г-1 j=n+l

Характеристическое уравнение запишется:

1[[Ог(Р)+^9г] П ^(р) + 1|^ П Kj = 0. (4.35)
г = 1 п+1 i = l >п+1

Отсюда кривая Д-разбиения по общему коэффициенту усиления 
запишется:

__ п у

К=-П[О1(уш)+К^1 И Од О). (4.36)
i-1 J'-n+l

Передаточная функция (4.34) относится к симметричному случаю 
(см. гл. I) и качество системы полностью определяется свойствами 
кривой Д-разбиения. Вырожденным уравнением при т = Д- —> 0 

в данном случае будет:
nN NИ Pi II W+ II Кд = 0. (4.37)

i-1 j=n+l j—n+1

Из этого уравнения видно, что устойчивость системы при К, оо 
будет существенно зависеть от величины и от параметров части 
контура, которая не охватывается стабилизирующими устройствами. 
Кроме того, необходимо потребовать, чтобы вспомогательное урав- 
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пение первого, второго или третьего рода (что зависит от степени D.t (р)) 
также удовлетворяло условиям устойчивости.

Допустим, что параметры выбраны так, что система остается 
устойчивой при Ki—>оо.

Тогда согласно выводам, полученным в предыдущем параграфе, 
и как это непосредственно видно из выражения (4.34), качество про
цесса полностью определяется вырожденной передаточной функцией

NII Ъ
-N------------- ---------------------------------- N-------------  <4-38)

IIН II D№+ п
г = 1 j — j—n+1

N

или при выбранном Кр расположением кривой Д-разбиения по 
К • J-n + 1Авыр-

п У

Квыр = И Pi II (701)-
i=l J-n+1

Таким образом, можно сделать следующие заключения о свой
ствах полученной системы.

а) Установившаяся точность зависит от общего коэффициента 
усиления p-jj при этом установившаяся точность будет тем большей, 
чем больше К^ и чем меньше рг.

б) Область положительности лимитируется критической частотой 
для Д-разбиения по коэффициенту усиления Двыр, и никакими сред
ствами в пределах данной структуры увеличить область положитель
ности не представляется возможным.

в) Величина перерегулирования определяется характером кривой
Я п

IF (У1»)If Pi и выбранным (в области устойчивости) значением
J=n+1 1-1
коэффициента усиления вырожденного уравнения.

Однако даже в этом простейшем случае динамические свойства 
системы существенно улучшаются по сравнению с исходной одно
контурной системой без жестких обратных связей.б. Допустим, что в качестве стабилизирующих устройств исполь
зуются апериодические звенья с передаточными функциями

Pi
1 + ЪР '

В этом случае для того, чтобы система оставалась устойчивой,
при неограниченном увеличении коэффициентов усиления Ki сте
пень Dt(p) должна быть не выше первой.

Допустим для простоты, что — также апериодические звенья

с передаточными функциями Ki
1 + ЛР’

10*
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Согласно (4.29) передаточная функция для данного случая запи
шется:

iH И MIО+--^
* (Р) =~п---------------------------...........,='------------------------~п--------У-------- й------------ .

]|[(1+ЛР)(1+^Р)+/<.н] Ц (1+Л,/>)^|ри II Kj|[(l-f-Tfp)
j=n-rl i=l J=n+1 i-1

(4.39) 
и характеристическое уравнение имеет вид

И Ki 4- л/оа +';р)+?№] И 0 4-7»+
i-1 j-n+1

+ lVi П A}II(l+-iP>=0. (4.40) 
i-1 J—n+1 i—1

Кривая Д-разбиения по общему коэффициенту усиления К-- | J Kt 
i-i 

запишется:

_ П [(! + 7V®)(1 + ] [ (1 + Г>)
К (Jw) = - . (4.41)1[ (1 + '4Ш) 

1=1
п

Поделив числитель и знаменатель выражения (4.39) на Ц(1 + t>P) 
г-1

и подставив /ш вместо р, получим:

К см) =-------- - ----------------------------- ------------------ у=------------------ . (4.42)Л [(1 + Л» (1 + ч» + нЛ;1 П о +
к+^---------------------- -------------------1=2±1--------------

Ц(1-г'» 
i-i

Отсюда видно, что динамические и статические свойства системы 
полностью определяются характером кривой Д-разбиения по общему 
коэффициенту усиления (симметричный случай передаточной функции, 
см. главу I).

Мы не будем здесь рассматривать вопросы устойчивости при 
неограниченном увеличении коэффициентов усиления К^, так как 
исследование устойчивости может быть без труда проведено точно 
так же, как это было сделано в предыдущих главах. Отметим только, 
что основное структурное условие

2
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в данном случае выполняется (d;=l и vi=l), и для устойчивости 
при К} —> оо необходимо выбрать параметры стабилизирующих 
устройств так, чтобы вырожденное уравнение и вспомогательное 
уравнение второго рода, каждое в отдельности, удовлетворяли усло
виям устойчивости. При Ki —> сю динамические свойства системы 
будут полностью определяться вырожденной передаточной функцией, 
которая получается из (4.39), если положить в ней Ki = оо:

У п1Г
/<вь,р(р)=- ■ „ j^n+1 # (4.43)

И (1 + ^)-г П 
7=1 j=n+l j=n+l г=1

Динамические свойства вырожденной системы полностью определяются 
N

характером кривой Д-разбиения по Двыр = Kj. Действительно, 
j-n-vl 

п
поделив (4.43) на и положив p=ja), получим:

1 = 1

«... (м=--------------. -------------------- ■
1Ь.Пс + г» 

rs 1 7 — 1 j —»+1 \ /
Лвыр I п

И (1 + s»

Знаменатель (4.44) состоит из Двыр и выражения для кривой Д-раз
биения по Двыр, в числителе стоит величина /<выр (симметричный 
случай).

Нетрудно теперь оценить общие структурные свойства системы. 
Кроме необходимой конечной установившейся точности, которая может 
быть получена соответствующим выбором и.;, здесь можно получить 
любую область положительности и необходимое ограничение пере
регулирования. При этом область положительности в данном случае 
принципиально не лимитируется частотой а>р (критическая частота 
кривой Д-разбиения по коэффициенту усиления для элементов, не 
охваченных стабилизацией).

Кривая Д-разбиения по коэффициенту усиления элементов, не 
охваченных стабилизирующими устройствами, запишется:

К= — П e + Tjj^ = Dk(j^. (4.45)
j-n+l
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Кривая D-разбпения по коэффициенту усиления вырожденного урав
нения запишется:

_ Цн 11 Q + ЦР’ЛО)
Квыр = - ....--------------------------= -2=1----------------- . (4.46)П (1 + ХД“) Jf (1 + 

1 = 1 1 = 1

Из (4.46) видно, что введение в качестве стабилизирующих устройств 
апериодических звеньев увеличивает область положительности. Уже 
при разности степеней <>> в числителе и знаменателе (4.46), равной 
двум, область положительности может быть принципиально увели
чена до бесконечности, ибо разность фаз при изменении ш от нуля 
до бесконечности не может превысить угла г. Количество аперио
дических звеньев, которое необходимо ввести в систему, определяется 
из следующего соотношения:

N — 2п = 2 (4.47)
или

N — 2

где W— общее количество апериодических звеньев в исходной одно
контурной цепи.

Таким образом, использование апериодических звеньев в качестве 
стабилизирующих устройств дает при указанных выше условиях воз
можность неограниченно увеличивать область положительности веще
ственной частотной характеристики.

Нетрудно также видеть, что указанный тип стабилизирующих 
устройств уменьшает величину перерегулирования. Действительно, 
как это следует из (4.46), при введении стабилизирующих устройств 
кривая Dt.(ju>) поворачивается по направлению часовой стрелки и 
меняется в масштабе.

Если скомпенсировать изменение масштаба соответствующим вы
бором /<BbIp, то тем самым будут достигнуты и необходимая область 
положительности и необходимое ограничение перерегулирования. 
Следует иметь в виду, что здесь в отличие от случая введения гиб
ких стабилизирующих устройств, величина постоянной времени тг 
стабилизирующего устройства более сильно влияет на характер про
цесса регулирования. Мы не станем рассматривать другие комби
нации, которые здесь возможны, а именно, когда в качестве стаби
лизирующих устройств служат интегрирующие звенья или когда 
одноконтурная цепь содержит п интегрирующих звеньев, которые 
охватываются стабилизирующими устройствами с передаточной функ- 

цией . —.
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Качественно результаты подобны полученным выше, и в каждом 
отдельном случае, пользуясь вышеизложенной методикой, нетрудно 
получить и необходимые количественные соотношения.

в. Рассмотрим случай, когда в качестве стабилизирующего устрой
ства используется звено второго порядка с передаточной функцией

Pi

Д.Р2+ *«/>+  1 '

Для того чтобы система оставалась устойчивой при неограничен
ном увеличении коэффициентов усиления, стабилизирующее устрой
ство данного типа может охватывать только безинерционное усили
тельное звено. Использование такого рода стабилизирующих устройств 
целесообразно в том случае, когда определяющим является быстро
действие, а установившаяся точность не имеет существенного зна
чения.

Как уже было показано во второй главе, охватывая усилитель 
звеном второго порядка и устремляя коэффициент усиления к бес
конечности, мы по сути дела получаем первую и вторую производ
ные от входной величины.

Рассмотрим систему регулирования, состоящую из W— п апе
риодических звеньев и содержащую п усилителей, коэффициенты уси
ления которых можно неограниченно увеличивать. Охватим каждый 
из усилителей стабилизирующим устройством с передаточной функ- 
цией a^+X+i •

Передаточная функция такой системы в замкнутом состоянии за
пишется:

К(р) = (4.48)

где Kt — коэффициенты усиления усилителей, — коэффициенты 
усиления стабилизирующих устройств, К}— коэффициенты усиления 
апериодических звеньев, Tj — постоянные времени апериодических 
звеньев. Упрощая выражение (4.48), приводим его к виду

п N
Ц К; («;/>’-+ *;Р  + 1) П

rzz \ i = l J =
МЯ— п N п N п

П П K/JIk^-H/p+d
i = l J=n + 1 i = i J=n+1 i=-l

(4.49)
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Поделим числитель и знаменатель (4.49) на |Jи положим К,—>оо. 
i-i

Тогда после перехода к пределу получим вырожденную передаточную 
функцию, которая запишется в виде

п у
| J (ai/,2+ b,p + 1) || Kj

Квь-Р (/’) = ~П----------- У^---------— ''Г'------------  =

Ин И (1 + 7’^)+ И МГ (a^ + ^+D
1-1 j-n + 1 i = l

.VИ А7
= ~а--- -------------- ■ 14.50)If и-*  || (1-F7jp) я

-------------+ IT Ь

H^ + ^+D J""+1
Из выражения (4.50) видно, что свойства системы полностью опре- 

-V
деляются характером кривой Д-разбиения по -|f К< (соответ-

J-n + l
ственно — вырожденной передаточной функцией).

Рассмотрим характеристическое уравнение полученной системы.
Из (4.50) имеем:

п N N пИн И (1 + ^-Р)+ И А)И(агРг + ^4-1)=0. (4.51)
i-l J-n+l i-1

Пусть аг, выбраны так, что вспомогательное уравнение второго 
рода и вырожденное уравнение (4.51), каждое в отдельности, удо
влетворяют условиям устойчивости. Имея в виду, что система устой
чива при Ki-^-co, можно заключить, что полученная вырожденная 
система эквивалентна исходной, на вход которой подано 2п идеаль
ных производных. При этом степень близости производных к иде
альности будет тем большей, чем больше коэффициенты усиления 
усилителей. В такой системе можно получить неограниченную область 
положительности. Для этой цели количество усилителей и соответ
ственно количество стабилизирующих устройств может быть опреде
лено из соотношения

N — 2и=2 или п - ■—я— (4.52)
Если исходная

К' функциями pT^j.

система состоит из N звеньев с передаточными 

то можно доказать, что неограниченная область

положительности может быть обеспечена, если количество безинер- 
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ционных усилителей и соответственно стабилизирующих устройств 
определяется из следующего соотношения:

.V
— 2/г = 2,

откуда 
.V 
V 2

п = , (4.5 3)

где di — степень полинома D^p).
Степень перерегулирования может быть ограничена надлежащим 

выбором параметров а,, что непосредственно вытекает из выра- 
.V

жения для кривой Д-разбиения по К= Jf Kj, так как

WИ П v +
К= . (4.54)

][ [«;(»- + +П 
i-i

Рассмотренный здесь метод улучшения динамических свойств систем 
регулирования может быть реализован искусственным введением 
в систему усилителей с большими коэффициентами усиления, охва
ченных стабилизирующим устройством указанного типа, или исполь
зованием усилителей с большими коэффициентами усиления, которые 
в системе имеются.

Полученные структуры по сути дела «ают возможность обеспе
чить достаточно большой коэффициент усиления не на нулевой ча
стоте, как это имело место при введении в систему стабилизирующих 
устройств гибкого типа, а на целой области частот достаточно боль
ших пределов.

§ 4.5. Связь общего коэффициента усиления 
с некоторыми оценками качества

Возможность получения большого коэффициента усиления позво
ляет получить доброкачественные системы по всем показателям. 
С этой точки зрения представляет интерес установление прямой связи 
между величиной коэффициента усиления и некоторыми показателями 
качества.

1. Коэффициент усиления и интегральная оценка

Прежде всего рассмотрим связь между коэффициентом усиления 
ОО

системы и интегральной оценкой Ii= f где &(/)—разность

о 
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между заданным значением регулируемой величины и ее действитель
ным значением, или то, что называют ошибкой регулирования или 
■отклонением.

Как известно, изображение по Лапласу ошибки регулирования 8(0 
может быть представлено в следующем виде:

, k'rm

<?</»
или

со
У*  o(t)e~Ptdt = 

о

1
,-/?(р) ' 

Q<p~)
Полагая в (4.56) р=0, получаем:

1
z/?(0) '

Q(0)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Из (4.57) видно, что интегральная ошибка будет обратно пропорцио
нальной коэффициенту усиления. Чем больше коэффициент усиления, 
тем меньше интегральная ошибка. Здесь, однако, следует иметь 
в виду, что оценка по интегралу дает хорошие результаты, когда 
система неколебательная.

2. Коэффициент усиления и коэффициенты ошибки

Иногда о качестве систем судят по так называемым коэффициен
там ошибок, которые дают установившуюся ошибку и коэффициенты 
при ее производных, если на вход системы подается возмущение, 
меняющееся по определенному закону. Хотя указанные оценки отно
сятся к установившемуся режиму, они сами по себе представляют 
существенный практический интерес и, кроме того, косвенно (как 
это следует из результатов пункта 1 настоящего параграфа) харак
теризуют динамические свойства систем. С точки зрения установив
шегося состояния системы, подвергающейся непрерывному возмущению, 
наиболее целесообразной является структура, в которой простейшими 
средствами достигается равенство нулю большого количества коэф
фициентов ошибок. Рассмотрим структуру, представленную на рис. 95. 
Уравнение изображения ошибки выходной величины запишется:

°(р) = l + KW(p) =

_ _______ У (Р) Q (р) Fn, (р) + ^ОХВ^П; (p)Q(p)
У (Р) Q (Р) (Р) + (Р) Q (р) + К^К^РП1 (р) ’
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Разложив уравнение ошибки в ряд в окрестности малых значе
ний р, получаем:

3(р)= 0о_Ьа1Р_1_а2Рг_1_ ••• ~>гапРп- (4.59)

Представим входящие в уравнение (4.58) полиномы в развернутом 
виде

N (p)Q(p) Fn,(.p) =

= Л0/)Л' 4“ Av-2/?2 + /ljV-lp4_ Atf.
Q(p) = Bop® + ... Bq_2P2 Bq-iP Bq,

Fп,(р) = Сор’»- + С1ри--1 ... -\-Cni-2P2-\-Cn,-ip.

/?na(p) = d0p’!,+oiP’11-1 + ••• 4-oIt3-2P24-o„a_ip4-1.

(4.60)

Для малых значений p на основании уравнений (4.58), (4.59) и (4.60) 
можно составить следующее уравнение для определения коэффици
ентов ошибок:

I«o + «ip + “2P24- • • -1 IAp-v-f-Ap-v-1-b •••

• • • + an-2P2 4” An-iP 4“ an H- ^oxb (BoP® 4~ Blp(>~1
• • •'-\-F(}-2P2-\-FQ-ip-\-BQ){C(lpn'-\-C1pn'~r-\-. • .4-СП1-2Р24-СЯ1-1р)4-

4- ^охв^выр (D<)Prh 4" OiP"s-14- • • ■ 4- Dn^2P2 4- Drh-iP 4~ 1)1 = 
= AopN 4- A1pN~14- 4_/^^-2P24_^^-lP4_?^^4_

Ктв(Вор^Blp^~1... Bq_2P2-\-Bq_!P-\-Bq) X
X(.сорПг4~Cip71'-14- ... 4~Cn,-2P24~cnt-ip).

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях р справа 
получаем следующие выражения для коэффициентов ошибок:

_ an 
0 an + /<о6щ ’ 

 Av-l + ^'oxB^Q^'n,-!

(4.61) 

слева,

(4.62)

AN + ^общ

-J—— I4v-i + ^oxB^Q^n.-l + ^общ°па- 
~Г *\общ

(4.63)^общ 

_  &N—э+^охв^^^П]— 2+^oxb^Q—— 1___  
2________________________ ^Дг+^общ

Ду 
д^у_]_д'общ iV/ij—х+^общ^Па—2j

Ду+^общ 
Ду

^iV-i + ^oxb^Q^!-!- Ду4-Я'Общ И^~1+^охвВ9Сп1~1+Л'об1Ц'г??Н-1] 

Дуобщ
[•^У— l+^oxB^Q^re,— 1+^общ^Па — 1] /4

Х Лдг + Ковщ < \ >

ГДе /Собщ—^Сххв^выр*

и
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В рассматриваемом случае мы предполагаем, что одноконтурная 
система не содержит интегрирующих звеньев.

Рассмотрим влияние коэффициента усиления на коэффициенты 
ошибок. Предположим, что структура удовлетворяет условиям, при 
которых общий коэффициент усиления может быть неограниченно 
увеличен без нарушения устойчивости; при этом увеличение общего 
коэффициента усиления осуществляется за счет увеличения Ком-

Из уравнения (4.62) видно, что коэффициент ошибки нулевого 
порядка обратно пропорционален общему коэффициенту усиления. 
Увеличение общего коэффициента усиления до бесконечности умень
шает коэффициент ошибки нулевого порядка до нуля.

Рассмотрим коэффициент ошибки первого порядка
Предположим вначале, что Кобщ — величина небольшая, и отбра

сывать величины, деленные на Косщ, нельзя. Уравнение (4.63) можно 
представить в следующем виде:

01 = ,2 (Av-1 + ^вСп,-1 — (4.65)
(*  "Г ''общ)

при условии Bq = 1 И Ац = 1.
Коэффициент равен сумме всех коэффициентов при первых 

степенях р полиномов N (/>), Q(p) и F^lpy, так как пред
ставляет собой коэффициент при первой производной полинома Flt.2(p), 
то ни при каких практически разумных значениях O„s_i ошибка а, 
не может быть сделана равной нулю или даже малой величиной. 
Минимальное значение ошибки будет иметь место при минималь
ном значении СП1_1. При этом, если даже Cn,-i = 0, то а1 будет 
иметь определенное значение, зависящее от параметров одноконтур
ной системы, на которые воздействовать обычно не представляется 
возможным.

Допустим теперь, что Косщ — достаточно большое число. При 
этом увеличение КО6Щ, как этого требуют структуры, устойчивые 
при неограниченном коэффициенте усиления, осуществляется за 
счет Кпв- Тогда, отбрасывая в (4.65) весьма малые величины, по
лучающиеся от деления конечных величин на КОб,ц, получаем следую
щее выражение для коэффициента ошибки первого рода:

«1=%^- ' (4.66)

Авыр

Здесь ошибка в полной мере зависит от параметров стабилизи
рующего устройства и коэффициента усиления вырожденного урав
нения, которые могут меняться в широких пределах. При этом 
можно выбрать Cn,-i и МВЫр так, чтобы аг было достаточно малым 
числом. Следует иметь в виду, что в последнем случае уменьшение 
коэффициента ошибки первого порядка, не приводит к увеличению 
коэффициента ошибки нулевого порядка, как это имеет место при 
небольших значениях КОбЩ-
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Рассмотрим теперь выражение для а2-
Если потребовать, чтобы а0 и были величинами малыми, что 

проще всего и наиболее целесообразно с практической точки зрения 
осуществляется в схемах, допускающих большие коэффициенты 
усиления, то выражение для а2 при достаточно больших Ковш, при
мет вид ~Ь Bq-iCni-i<г2 ^Сьгр (4.67)

(при Вд—1). И здесь коэффициент ошибки зависит от параметров 
стабилизирующего устройства и коэффициента усиления вырожден
ной системы; при малых Cni-i и Сп,-2 коэффициент ошибки 
также может быть сделан достаточно малым. Простыми математиче
скими вычислениями можно доказать, что при небольших /<„бщ коэф
фициент ошибки а., будет зависеть от параметров всей системы и 
будет больше по абсолютному значению, чем для случая, когда 
/<ов[ц— большое число. Проведенное рассмотрение показывает, что 
с точки зрения коэффициентов ошибки большие коэффициенты 
усиления весьма целесообразны и, следовательно, целесообразна струк
тура, допускающая большие коэффициенты усиления. Из проведен
ного исследования также видно, что коэффициенты ошибок не зави
сят от параметров звеньев, охваченных стабилизирующим устройством. 
Оценка структуры по коэффициентам ошибок весьма важна для сле
дящих систем. Поэтому перед тем, как рассматривать некоторые 
примеры, найдем связь между коэффициентами ошибок и коэффи
циентом усиления для случая, когда одноконтурная система со
держит интегрирующее звено, которое остается в вырожденной 
части системы.

Указанное условие сводится к тому, что в полиноме Q(p) не 
будет свободного члена; также не будет свободного члена в поли
номах N(р) и Fn,(P)- Иначе говоря, Л.у = 0 и В§ = 0. При этих
условиях

0 

а° — К —'''общ
0. (4.68)

Коэффициент
___  4у~1 

ai 0. (4.69)

Коэффициент
Ве-1СИ,-

-1
(4-70)

/'ВЫр

Коэффициент ошибки а2 может быть сделан весьма малым соот
ветствующим выбором Сп,-1 и КВЫр. Следует обратить внимание на 
то, что при конечных и тем более малых значениях КОб!Ц получить 
нулевое значение для коэффициента at невозможно, так как для 
этого нужно было бы обеспечить отрицательные значения коэффи
циентов стабилизации.
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§ 4.6. Примеры

Пример 1. Рассмотрим систему автоматического регулирования 
скорости двигателя постоянного тока воздействием на напряжение, 
приложенное к его якорю при постоянном потоке возбуждения.

На рис. 103 представлена принципиальная схема системы, состоя
щая из основных элементов.

Рис. 103. Схема регулирования скорости враще
ния двигателя.

Электродвижущая сила тахогенератора (7Т, пропорциональная 
скорости вращения двигателя, сравнивается с напряжением посторон
него источника Разность (7ЭТ— (/Т = Д(7 подается на управляю
щую обмотку электромашинного усилителя. С якоря ЭМУ напряже
ние подается на обмотку возбуждения возбудителя, а последний 
питает возбуждение генератора. В установившемся режиме Д(7 обес
печивает с заданной степенью точности предписанное значение ско
рости вращения двигателя. Принцип работы такой схемы уже рас
сматривался выше (см. главу II).

Не повторяя выводов уравнений отдельных элементов схемы, 
запишем

а) Уравнение двигателя вместе с тахогенератором

(T17’2p2+7’1p+l)(/I = ^2L/r, (4.71)

GD^где 7\ = z> х/о = 0,8 сек — электромеханическая постоянная вре- д75СмСеФ-

мени двигателя, Т2 = тЛ = 0,25 сек — постоянная времени цепи яко- 

рей генератора и двигателя, Кг— коэффициент усиления двигателя.
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Л*2  — коэффициент усиления тахогенератора с учетом передаточного 
отношения редуктора от двигателя к тахогенератору.

б) Уравнение генератора

(Т3р + 1) 17г = K3UBY. (4.72)

в) Уравнение возбудителя

(Г4р+1)(Лг^/<4а,- (4.73)

г) Уравнение ЭМУ

(7’5p+l)(7’6p4-l)t/9 = K5A(/, (4.74)

-п -где 73=р------ постоянная времени цепи возбуждения генератора
лг

LB
тока, 7'4 = -q------ постоянная времени цепи возбуждения возбудителя,

£к
Тв = —------ постоянная времени короткозамкнутой цепи ЭМУ,

L,
7'g = ------ постоянная времени цепи управления ЭМУ, /С3, Д4, Къ —

Ку
соответственно коэффициенты усиления. В данном примере постоян
ной времени Ts пренебрежем.

Из (4.71) — (4.74) найдем характеристическое уравнение системы, 
которое запишется в следующей форме:

( WTlP + 1) (Т3р + 1)(Т4Р + 1) (7> + 1) + = 0.
(4-75)

К системе предъявляются следующие технические требования.
а) Статизм системы не должен превышать S = 0,002, т. е. общий 

коэффициент усиления должен иметь следующий порядок величины:.

КОбщ = q QQ2 =500.

б) Время регулирования, вызванное скачкообразным изменением 
нагрузки, не должно превышать 1,5 сек.

Проверка на устойчивость системы с коэффициентом усиления 
Ковщ = 500 показывает, что она неустойчива.

Выберем в качестве стабилизирующего устройства трансформатор

с передаточной функцией
1 +V

который включим так, как это

показано на рис. 104 сплошными линиями. Для определения пре
дельного быстродействия на основании ранее полученных результатов 
построим кривую Д-разбиения для элементов, не охваченных стаби
лизирующим устройством. В данном случае неохваченная часть опи
сывается уравнением третьего порядка. Как это следует из резуль
татов теории, независимо от значений параметров стабилизирую
щего устройства область положительности вещественной частотной. 
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характеристики будет ограничена сверху критической частотой кривой 
Д-разбиения относительно коэффициента усиления неохваченных 
звеньев.

Рис. 104. Схема рис. 102 со стабилизирующим 
устройством.

Уравнение кривой Д-разбиения по К не охваченных стабилизи
рующим устройством звеньев запишется:

К = — [7’17’2(уш)2+Т1;ш+ 1 ] (1 -[-Тз/ш). (4.76)

На рис. 105 приведена кривая, построенная по уравнению (4.76). 
Критическая частота и>р=2,5. Имея в виду, что время переходного

Рис. 105. Кривая Д-разбиения по К. неохваченных 
элементов.

режима t > (где ш0 определяет область положительности), и учи

тывая, что ше < <Dp, приходим к выводу, что ни при каких значе
ниях т стабилизирующего устройства невозможно получить требуемое 
быстродействие.

Для того чтобы обеспечить нужное быстродействие, необходимо 
согласно полученным в теории результатам изменить передаточную 
функцию стабилизирующего устройства и характер его включения.
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Для того чтобы система структурно допускала любой коэффи
циент усиления при любой полосе положительности, выбираем в 
рассматриваемом случае стабилизирующее устройство с передаточ
ной функцией

?/>(! +7» .
1+УР ’ V*-  '7

которое включаем в систему вместо упомянутого выше трансформа
тора так, как это показано на рис. 104 пунктиром. Передаточная 
функция замкнутой системы запишется:

(1 +т/>) {(7'17'»Р2+7’1/’ + 1) (1 (1 -J-T"4р) (14-7'5р) (1 +тр)-|-
+ К3К4К^Р (1 + Тр) (1\Т2р*  +Т1Р±\}+ (1 + гр)}-1. (4.78)

Знаменатель (4.78), приравненный нулю, есть характеристическое 
уравнение системы. Из характеристического уравнения находим урав
нение кривой Д-разбиения по Т, которое имеет вид

т = — 114- TJ^ -4- Л т2 on X

X К1 4~ T3ju>) (1 -|- T4jw) (1 T-Ju>) (1 туш) Д- К3К4Къг]ш] Д-

+ +v<«) И3^Л-1->[7'17’2(>)2+ 1]}“’- (4.79)

Поделив числитель и знаменатель (4.78) на

получим после подстановки р = jur.

KiK2 (1 + т»
[Г17,г(у<а)г+7’1уа+1]уо> (4 g0)

КзКлКъЧ,а [Т’1Г2 (/ш)г-|-7'1/ш-|-1]уш 
где
2 = [1 + Л/ш + Л Т2 (уш)2] 1(1Д-Т3/ш) ОД-Л/ш) (1+7>>) (1+V<»)+ 

+ К3К4К--^\ 4- К,К2К3К4КЪ (1 4- туш).

Знаменатель (4.80) состоит из суммы постоянной Т и выражения для 
кривой Д-разбиения по Т. Числитель (4.80) представляет собой вы
ражение для вспомогательной кривой.

Примем следующие значения параметров: Д3Д4Д5 = 20, ^^=2,5 
и т = 0,2 сек.

На рис. 106 приведены кривая Д-разбиения по Т и вспомога
тельная кривая. Из этих кривых на основании свойств, приведенных 
в главе I, видно, что наиболее благоприятным будет значение Т, 
лежащее в окрестности Т=0,3 сек. На рис. 107 приведена кривая 
переходного процесса при Т = 0,3 сек, из которой видно, что 
время регулирования равно 1,2 сек, что удовлетворяет техническим 
требованиям. Если ввести в систему дополнительное возмущение,

11 Зак. 3557. М. В. Мееров
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то это приведет только к усложнению вспомогательной кривой. 
Порядок и метод расчета не изменяются.

Пример 2. Рассмотрим систему, состоящую из основных элемен
тов, структурная схема которой представлена на рис. 108. Сравним

Рис. 107. Кривая пере
ходного процесса.

величину критического коэффициента уси
ления системы рис. 108 при введении 
идеальной производной и при введении 
реальной производной. Для этой цели мы 
воспользуемся методом, рассмотренным 

Рис. 108. Схема регулирования скорости 
двигателя.

в начале настоящей главы. Характеристическое уравнение системы 
из основных элементов запишется:

(1 + TlP)(l + T2p)(T3TiP^ + Т3р+ 1) + К1№Л'з = 0. (4.81)
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Отсюда уравнение кривой Д-разбиения по общему коэффициенту 
усиления будет иметь вид

К= /СЛЛз = — (1 + TJU>) (1 + Т2уШ) [ 1 T3jU> + Т37\ 0)2]. (4.82)
На рис. 109 представлена кривая,
Критический коэффициент усиления 
здесь равен К = 500.

Восставим перпендикуляр к оси 
Re К так, чтобы он касался кри
вой Д-разбиения (рис. 109). Ма
ксимальный критический коэффи
циент усиления, который может быть 
получен при введении воздействия 
по производной, определится отрез
ком а/. В данном случае af = 2000. 
Величина коэффициента воздействия 
по производной определится из со
отношения

г = tg?

СО

Определим теперь максимальную 
величину критического коэффи
циента усиления для рассматривае
мой системы, если вместо идеаль
ной будет реальная производная 
(т. е. введем перадаточную функ

цию J В результате анали

за, приведенного для этого случая, 
получено, что Дкр= 600.

Из приведенного расчета видно, 
что замена реальной производной

построенная по уравнению (4.82).

Рис. 109. К определению влияния 
искаженной производной на вели
чину критического коэффициента 

усиления.

идеальной может привести к ошибочным результатам и что такая
замена всегда нуждается в дополнительной проверке.

Пример 3. В третьем примере рассмотрим подробно последова
тельность выбора структуры и расчет параметров следящей системы.

а) Система из основных элементов. На рис. НО 
представлена принципиальная схема следящей системы, состоящей 
из основных элементов. В качестве измерительного устройства си
стемы служат сельсины, работающие в трансформаторном режиме. 
Подвижная однофазная обмотка сельсина-датчика ССД связана с при
бором, задающим необходимый угол или характер его изменения. 
Подвижная однофазная обмотка сельсина-приемника ССП механически, 
через редуктор, связана с валом исполнительного двигателя. Одно
фазная обмотка ССД питается от источника переменного тока. Если

11*
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угол между осями подвижных обмоток отличен от 90° на величину 
6 = 61 — гДе ®i — угол подвижной обмотки ССД и 62 — угол 
подвижной обмотки ССП, то на однофазной обмотке ССП возникает 
напряжение

Uo = Кй sin в

или для небольших углов

(7о — К0Ь — Kq (Oj — 62)* (4.83)

Напряжение Ue подается на 
ного усилителя ЭУ. На выходе

ССД сс/7

Рис. 110. Принципиальная схема следящей 
системы.

сеточный трансформатор электрон- 
электронного усилителя включается

обмотка управления электро
машинного усилителя ЭМУ, 
который служит возбудите
лем генератора Г. Исполни
тельный двигатель Д регу
лируется по схеме генера
тор — двигатель.

Работает схема следую
щим образом. При отсут
ствии рассогласования (6=0) 
на однофазной обмотке ССП 
напряжение равно нулю. 
Электронный усилитель ус
троен так, что при напря
жении на входе, равном 
нулю, выходное напряжение 
его также равно нулю. Сле
довательно, при 6 = 0 ге
нератор не возбуждается,
и напряжение генератора 

равно нулю — исполнительный двигатель неподвижен. При возник
новении рассогласования (6 0) на однофазной обмотке ССП
возникает напряжение. Это напряжение усиливается в электронном и 
электромашинном усилителях и подается на обмотку возбуждения 
генератора. В результате на якорь двигателя подается напряжение и 
он приводится во вращение. Направление вращения двигателя опре
деляется фазой напряжения на однофазной обмотке ССП. При этом 
двигатель вращается в сторону уменьшения возникшего рассогла
сования.

Как это ясно из уравнения (4.83), измерительное устройство на 
структурной схеме представляется усилительным звеном с коэффи
циентом усиления Кй. Для того чтобы найти другие звенья струк
турной схемы, запишем уравнения отдельных элементов. Электронный 
усилитель описывается уравнением

U у = Ку(70 (4.84)
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и на структурной схеме также представляется усилительным звеном. 
Уравнения электромашинного усилителя и двигателя приводились 
ранее, а уравнение генератора будет иметь такой же вид, как и 
для ЭМУ, если считать одну из его постоянных времени равной 
нулю. Поэтому запишем:

Уравнение ЭМУ
(7’1Р+1)(7’2р+1)(/э = ^267у. (4.85)

На структурной схеме ЭМУ представляется двумя последовательно 
включенными апериодическими звеньями.

Уравнение генератора

(T3p+l)Ur = K3U3. (4.86)

На структурной схеме генератор представляется одним аперио
дическим звеном. Уравнение двигателя имеет вид

(ЛЛУ+Лр+1)/« = О<5^. (4.87)

Двигатель на структурной схеме представляется последовательным 
включением звена второго порядка и интегрирующего звена. Нако
нец, связь между углом поворота вала двигателя и углом оси одно
фазной обмотки ССП, связанных через редуктор, имеет вид

02=К6? (4.88)

и структурно представляется усилительным звеном.
На рис. 111 представлена структурная схема рассматриваемой 

системы.

Рис. 111. Структурная схема системы рис. ПО.

Полагаем, что все параметры схемы заданы. Менять в некото
рых пределах можно коэффициент усиления электронного усилителя 
и передаточное отношение редуктора. Такого рода следящая система 
(в своей основе) является типовой для большого круга технических 
устройств. В частности, рассмотренные элементы входят в качестве 
основных элементов следящих систем для нажимных винтов блюмин
гов и целого ряда других промышленных следящих систем. От та
кого рода следящих систем требуются большое быстродействие, 
высокая точность и отсутствие сколько-нибудь существенного пере
регулирования.
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В настоящем примере будет определена наиболее целесообразная 
структура и выбраны ее основные параметры при условии, что 
характеристики всех элементов —линейные. Числовые параметры соот
ветствуют одной следящей системе, применяемой в нажимном устрой
стве прокатного стана типа блюминга, и имеют следующие значения: 

7^ = 0,005 сек, Tj —0,12 сек, Т3 — 0,77 сек, Т4 = 0,064 сек, 
Т- = 0,085 сек\ ^/<,= 1,2, К3=2,36.

Что касается других коэффициентов усиления, то они будут опре
делены в процессе расчета.

Без подробного исследования можно заключить, что динамические 
свойства рассматриваемой одноконтурной системы недостаточны для 
получения большой точности и быстродействия. Критический коэф
фициент усиления такой системы не превышает 30.

Рис. 112. Структурная схема системы рис. 110 с введен
ным стабилизирующим устройством.

б) Система с введенными стабилизирующими 
устройствами. Постоянная времени 7\ цепи уравнения ЭМУ— 
в данном случае относительно малая величина. Поэтому вначале мы 
пренебрежем ею, а затем произведем оценку влияния этой постоян
ной времени. При этих условиях устойчивость в неограниченном 
увеличении коэффициента усиления может быть достигнута введением 
одного стабилизирующего устройства простейшего вида с переда

точной функцией ~. Включим его так, как это показано на1 + тр
структурной схеме рис. 112. Передаточная функция для этого слу
чая запишется:

+ */>)  X
X {(7\Тър2 -|- Т4р-\- 1) р (1 Т3р) (1 -|- Т2р)(1 —Н ТР) —|—

+ КЛ2К3КЛр(7’47’-/?+ ЛР+ +^)}-1-

(4.89)
Поделив числитель и знаменатель на К4К2К^КУ и обозначив 

1l’ l- = ш, получаем:

к(1к4къке(1 +-р)Х
X {m(TtT.p2+Ttp+ 1)р(1 + т2р)(1 + Т3р)(Д +-р) +

+ ч>(7\Т.р*+Т 4р+ \)р + К0К4К&Кв(\4- тр)}-1. (4.90)
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При достаточно больших коэффициентах усиления т—> 0. Система 
будет устойчивой, если выполняются условия (2.63) (так как 
772 — = 2) и если вырожденное уравнение удовлетворяет условиям
устойчивости.

Что касается первого условия, то оно выполняется. Устойчивость 
для вырожденного уравнения может быть достигнута соответствующим 
выбором т.

Рис. 113. Кривая Д-разбиения по К неохваченных
элементов.

При достаточно малых т переходный процесс будет в полной 
мере определяться вырожденной передаточной функцией, которая 
имеет вид

_____________ ______________________________ Г 4 9 П^(747г,^+7-4р+1)р + Д0/<4/<-Лб(1+^) ‘ ’

Поделив числитель и знаменатель (4.91) на (1 -1- тр), получаем:

KoKjK^Kt, (4 g2)

(Т\Т^ + TiP +1) p + KMKM

Из (4.92) видно, что переходный процесс полностью определяется 
кривой Д-разбиения по Д0Д4Д5Д6. Как это было выяснено ранее, 
область положительности вещественной частотной характеристики 
ограничена сверху значением критической частоты кривой Д-разбие
ния по коэффициенту усиления элементов, не охваченных стабилизи
рующим устройством. Уравнение этой кривой имеет вид

Д==_[Т4ТБ(/ш)г+Т4/и>4-1];и>. (4.93)

На рис. 113 представлена кривая, построенная по уравнению (4.93) 
при изменении ш от нуля до бесконечности. Критическая частота 
а)Кр=13,5 и, следовательно,

ш, 13,5.
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Действительная кривая Д-разбиения вырожденной системы, исходя 
из (4.92), запишется:

= -т'м (-'1а>^+?УМ + lljm • (4-94)

Для того чтобы построить кривую (4.94), необходимо выбрать вели
чину т. Это может быть сделано, исходя из необходимости обеспе
чения устойчивости вырожденного уравнения.

Характеристическое уравнение вырожденной системы имеет вид 

V U\T.ap> + 1\р 4- 1 ] р + К0К,К-аКе (1 + гр) = 0. (4.95)

Выберем такое значение т, при котором система устойчива при 
любом значении КОК^КЪК6. При данном значении Т5 это будет иметь 
место при т > Тъ. Выбираем т = 0,6 сек.

На рис. 114 представлена кривая, построенная по уравнению (4.95) 
при т= 0,6. Как это видно из рис. 114, для малых значений Д0К4Д5Д6 
вплоть до Д0К4Д5Д6=1,5 процесс будет практически апериодиче
ским, но быстродействие будет недостаточным. Так, при КГ)К^-аКй = 
= 1,5 время переходного процесса

t > — = •£ = 1,57 сек, 
“о 2

что нельзя считать удовлетворительным.
Увеличение быстродействия воздействием на величину т не может 

дать необходимого эффекта, что ясно из следующих рассуждений.
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На рис. 115 представлено качественное построение кривой (4.94).
п т/'шПри этом кривая построена отдельно. Кривая, соответствующая

ту’со

1 + ’ представляет собой полуокружность с радиусом, равным 

единице, и проходящую через на
чало координат. Изменением т можно 
менять только характер распреде
ления частот вдоль полуокружности, 
что может несколько изменить ха
рактер кривой вблизи начала коор
динат. Поэтому воздействовать на 
быстродействие системы изменением т 
оказывается неэффективным.

Для увеличения быстродействия 
нужно так изменить структуру, что
бы кривая (4.93) существенно по
вернулась по часовой стрелке. Такой 
поворот кривой будет осуществлен

Рис. 115. К выяснению влияния 
изменения на качество процесса 

регулирования.

при введении на вход системы
воздействия, пропорционального первой производной.

Рис. 116. Принципиальная схема следящей системы.

Практически это осуществляется следующим образом. Вал двига
теля через редуктор соединяется с тахогенератором. Тогда напря
жение на тахогенераторе будет пропорционально скорости вращения 
двигателя или, что все равно, первой производной от угла пово
рота вала двигателя. На рис. 116 представлена полная принципиаль
ная схема полученной системы, а на рис. 117 — ее структурная схема.
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Уравнение вырожденной части системы при введении воздействия 
по производной и в предположении, что KiK2K3Ky достаточно велико, 
имеет вид

hp (т4 т.р*  + т4р +1) р + кок4къке (1 + тр) (1 + тР)] о2 =
= КйК4КъК§ (1 + тр) 

или
в?___________________ КоК4Кг,Ке (1 Ч~ ТР)_________________ Г4 0R1
О, — гр (Т4Т->Р«- + TiP + 1) р + (1 + хр) (1 + Тр) ■

Здесь Т—коэффициент воздействия по производной.

Выражение для кривой Д-разбиения по К0К4КъК§ имеет вид

КпК4К.оК,= W1 + Tjja + 11 > 
(1 +х7“) (1 + Tj<a)

(4.97)

Рис. 118. К определению влияния воздей
ствия по производной.

Если учесть выражение для для случая, когда нет воз
действия по производной 
(уравнение (4.94)), и обо
значить его через Дк, то 
уравнение (4.97) запи
шется:

= (4.98)

На рис. 118 представлены 
кривая Дк и прямая 1 TJu>, 
построенные качественно. 
Из рис. 118 видно, что со
ответствующим выбором ко
эффициента воздействия по 
производной Т можно по
вернуть кривую по часовой 

стрелке настолько, насколько это необходимо для обеспечения над
лежащего качества.

На рис. 119 представлена кривая переходного процесса для 
т=0,6 сек и 7"= 0,3 сек-, время регулирования равно 0,8 сек и 
перерегулирование отсутствует.
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Полученная система обладает весьма высокими динамическими 
свойствами. Более того, в линейном рассмотрении полученная струк
тура является лучшей, так как здесь соответствующим выбором Ку 
и КХК>К3 можно получить любую степень установившейся точности 
при любой сколь угодно большой области положительности; при 
этом отсутствует перерегулирование. При практическом использова
нии этих результатов следует иметь в виду следующее. В линей
ном рассмотрении не учитываются мощности машин. По этой при
чине при попытке осуществления процесса, представленного на

рис. 119, броски тока в двигателе могут оказаться недопустимыми. 
Это, естественно, ограничивает возможности использования структур
ных свойств системы. Однако улучшение свойств системы и макси
мальное использование двигателя в пределах линейной системы не 
представляются возможными. В этих случаях необходимо строить 
нелинейную оптимальную систему.

Некоторые соображения о построении структур систем оптималь
ного регулирования рассмотрены в следующей главе. При иссле
довании системы мы пренебрегли постоянной времени 7\ цепи упра
вления ЭМУ. Учет этой постоянной времени ограничит значение 
коэффициента усиления KtK2K3Ky сверху. Для того чтобы оценить 
влияние 7), построим кривую Д-разбиения по KiK2K3Ky при учете 1\. 
Уравнение кривой Д-разбиения по К^К2К2КУ имеет вид

з
1Г <1т V") l7’,7's °ш>’+ T'-'u,+1l

К К К ___ ___________________ i **___________________________________________________________________
/\ 1А2Л3г\у — [Т(Лиш)а+ TJ(u + 1] jw + Ki)KtKbK£Tj^ + (1 +т» '

(4.99)
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На рис. 120 представлена кривая Д-разбиения, построенная по 
уравнению (4.99). Из этого рисунка видно, что верхняя граница 

равна 280, а нижняя—130. Снять ограничение по вели
чине А^А’гЛ'зДу можно введением в систему еще одного стабилизи-

ЭМУ и электронный усилитель. При этих условиях можно сохра
нить все динамические свойства системы, выбрав соответствующим 
образом ее параметры. Практически это может быть сделано так же, 
как это ранее было сделано для случая, когда постоянная времени Тj 
полагалась равной нулю.



ГЛАВА V

НЕКОТОРЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ

§ 5.1. Учет влияния нелинейностей, 
которые не ограничивают величин переменных 

и их производных в процессе регулирования

Прежде всего мы выделим группу нелинейностей, которая не 
связана с ограниченной мощностью элементов, и выясним влияние 
этих нелинейностей на динамические свойства систем автоматического 
регулирования. В качестве примеров таких нелинейностей могут слу
жить люфты, зоны нечувствительности и другие нелинейности.

Мы будем рассматривать влияние нелинейностей указанного типа 
в том конкретном случае, когда элементы, обладающие этой нели
нейностью, охватываются стабилизирующими устройствами и когда 
коэффициенты усиления контуров, образуемых нелинейными элемен
тами и стабилизирующим устройством, можно в широких пределах 
менять, в частности можно неограниченно увеличивать. При этом 
поставим следующие задачи: а) установить возможность возникновения 
в системе автоколебаний за счет указанной нелинейности и проана
лизировать их устойчивость; б) установить влияние коэффициента 
усиления контура, содержащего нелинейность, на возможность воз
никновения автоколебаний или на их устранение. Если система устой
чива в малом во всех точках нелинейной характеристики и в ней 
не могут возникнуть автоколебания, то, как правило, в реальных 
системах она удовлетворяет необходимым условиям устойчивости 
в целом (в большом).

Для оценки влияния нелинейностей на динамические свойства си
стемы будем пользоваться методом гармонического баланса в той 
его разновидности, которая была разработана Л. С. Гольдфарбом*).

*) Г о л ь д ф а р б Л. С., О некоторых нелинейностях в системах регу
лирования, Автоматика и телемеханика, т. 8, № 5, 1947.

Имея в виду приближенный характер этого метода и гипотезы, 
на которых он базируется, попытаемся в каждом отдельном случае 
установить законность его применения.
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Как известно, для того чтобы установить возможность возникно
вения автоколебаний, необходимо найти амплитудно-фазовую харак
теристику разомкнутой линейной части системы и эквивалентный 
коэффициент усиления нелинейного элемента. Если указанные кривые, 
построенные на одной плоскости, пересекаются, то это свидетель
ствует о возможности возникновения автоколебаний. Они действительно 
будут иметь место, если указанная точка пересечения соответствует 
устойчивым автоколебаниям.

Мы не будем здесь подробно излагать метод гармонического ба
ланса и способы нахождения уравнений для определения эквивалент
ных коэффициентов усиления нелинейных элементов. Соответствую
щие сведения читатель может найти в литературе. Приведем только 
основные соотношения. Следуя Гольдфарбу, введем следующие обо
значения:

NJ0(—\ — эквивалентный коэффициент усиления нелиней

ного элемента;

(А \
— I — нормированный эквивалентный коэффициент уси

ления нелинейного элемента;
N— число, зависящее от параметров нелинейной 

характеристики (в каждом отдельном случае N 
будет определено);

UT (/’«>) = ------амплитудно-фазовая характеристика линейной
■' 7 части системы для случая, когда система разомкну

та в том месте, где находится нелинейный элемент.
Уравнение свободных колебаний замкнутой системы запишется: 

A/UZ (» Jo (А) + 1 = о 

или

N (5.1)

Получаемые результаты будут тем ближе к истине, чем более 

явно выражены фильтрующие свойства характеристики '

Оценку структур с точки зрения их фильтрующих свойств мы произ
ведем несколько ниже, здесь же мы рассмотрим влияние нелинейно
стей, полагая, что фильтрующие свойства системы достаточны для 
применения метода гармонического баланса.

1. Нелинейность типа зоны нечувствительности

На рис. 121 представлена характеристика нелинейного элемента 
такого типа. Блок-схема системы регулирования дана на рис. 122. 
На этом рисунке вся линейная часть системы представлена одним 
элементом с передаточной функцией в разомкнутом состоянии,
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„ KR(P) равной Уравнение свободного состояния системы запишется:

J°\a) (5'2)

Правая часть уравнения (5.2) представляет собой в масштабе 

уравнение кривой Д-разбиения по

Рис. 121. Характеристика зоны 
нечувствительности.

коэффициенту К части кон
тура, охватываемой стабили
зирующим звеном. Уравнение 
эквивалентного коэффициен-

Рис. 122. Блок-схема системы 
с нелинейным элементом.

та усиления нелинейного элемента запишется:

. а Ь а
где а = arcsin -д .

На рис. 123 представлена зависимость Для случая измене

ния — от нуля до бесконечности. На плоскости комплексного пе-

Рис. 123. Характеристика эквивалентного нелинейного элемента.

ременного будет расположено на вещественной оси, занимая

отрезок от начала координат до единицы.
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Рассмотрим теперь, как будет расположена кривая Д-разбиения 
по К- Так как система устойчива при неограниченном увеличении 
коэффициента усиления К, то во всех случаях на вещественной оси,

Рис. 124. Кривая Д-разбиения и ха
рактеристика нелинейного элемента.

Рис. 125. Кривая Д-разбиения и ха
рактеристика нелинейного элемента.

начиная с бесконечности, будет расположена область устойчивости 
по К- Кроме того, здесь возможны следующие случаи: а) когда вся веще-

Рис. 126. Кривая Д-разбиения и ха
рактеристика нелинейного элемента.

, / А \ Q (»кривые Jo(-) и- не

ственная ось принадлежит области 
устойчивости (рис. 124); б) когда 
области устойчивости расположены 
в начале координат и в бесконеч
ности (рис. 125) (это случай клюво
образной амплитудно-фазовой 
характеристики разомкнутой си
стемы) и в) когда в начале ко
ординат нет области устойчивости 
и единственная область устойчи
вости имеет место при боль
ших К (рис. 126) *).

*) Другие случаи, когда, например, имеется многократное чередование 
областей устойчивости и неустойчивости, можно привести к результатам, 
рассматриваемым далее.

Рассмотрим каждый из приве
денных случаев. В первом случае 

пересекаются ни при каком значе

нии К, и в такой системе не могут возникнуть автоколебания. Так 
как система устойчива при любых коэффициентах усиления и содер
жит только указанную нелинейность, то по существу нет причин 
для неустойчивости системы за счет этой нелинейности. Будем по
этому полагать, что система удовлетворяет необходимым требованиям 
устойчивости в целом. Рассмотрим второй случай. В зависимости от 
величины начальной области устойчивости кривая Д-разбиения может
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JmK

fie/f

Рис. 127. К определению устойчивых 
автоколебаний.

пересекать характеристику Jol — 1 и может ее не пересекать. Пред

положим вначале, что область устойчивости по К в начальной части 
I А\ больше единицы и кривая Д-разбиения не пересекает отрезка Ли”)- 

Однако в зависимости от выбираемого значения коэффициента уси
ления К такое пересечение кри
вых может иметь место. Чем 
больше будет коэффициент 
усиления К, тем ближе к на
чалу координат будет располо
жена точка пересечения и, сле
довательно, тем меньше будет 
амплитуда колебаний. При даль
нейшем увеличении К пересе
чение кривых может быть уже 
в двух точках (рис. 127). Не
трудно видеть, что первая точка пересечения будет соответствовать не
устойчивым автоколебаниям. Действительно, давая приращение по 
амплитуде в сторону ее увеличения, мы попадаем в область неустойчи
вости, где амплитуда будет еще увеличиваться; наоборот, давая прира
щение амплитуды в обратном направлении, попадаем в область 
устойчивости, где амплитуда будет стремиться к нулю. Таким образом, 
с точки зрения возникновения колебаний за счет нелинейности опасной 
является вторая точка пересечения, обозначенная на рис. 127 буквой а. 
Изменением коэффициента усиления К можно вообще избежать воз
никновения автоколебаний или свести их амплитуду к весьма малой 
величине.

2. Нелинейность типа люфта или сухого трения

На рис. 128 представлена характеристика рассматриваемой нели
нейности. Так как эта характеристика несимметрична, то эквивалент
ный коэффициент усиления будет иметь как вещественную, так и 
мнимую составляющие. Уравнения этих составляющих, найденные 
в упомянутой работе Гольдфарба, запишутся в следующем виде: 

вещественная составляющая

I А\ 2 ГЗ а , sin 2а , а 1 ,хz"—2~cos:'^—r_+^rcosaJ (5'4)

и мнимая

4 + sin2a + lcos2a], (5.5)

где
a=arcsin(l—“Г")- (5-5)

12 Зак, 3557. М. В. Мееров
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Эквивалентный коэффициент усиления нелинейного элемента за
писывается как векторная сумма этих двух составляющих

<)=*(4)+-О.
1

представлена кривая —, построенная для слу- 
О

от нуля до бесконечности. Увеличивая коэффициенты

На рис. 129

А чая изменения — а

Рис. 128. Характеристика 
люфта.

Рис. 129. Характеристика эквивалентного 
нелинейного элемента.

усиления К, можно всегда избежать пересечения кривых

— /W (» а « <- 1—q ' . Это обстоятельство обусловлено тем, что кривая —
J (—

расположена в первом квадранте на ограниченном участке и не про
ходит через начало координат.

Общий вывод, который следует из приведенного исследования, 
состоит в том, что для данного класса структур при соответствую
щем выборе параметров нелинейности рассмотренного типа не оказы
вают влияния на динамические свойства системы и их можно не учи
тывать при исследовании систем регулирования.

§ 5.2. О фильтрующих свойствах рассматриваемого класса 
структур

Как уже отмечалось выше, результаты, полученные при исследо
вании с помощью метода гармонического баланса, будут тем ближе 
к действительности, чем ближе свойства линейной части разомкну
той системы к свойствам низкочастотного фильтра.
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Система размыкается в том месте, где находится нелинейность. 
Отсюда ясно, что фильтрующие свойства системы регулирования 
будут существенно зависеть от того, в каком месте находится нели
нейность. В одноконтурных системах фильтрующие свойства системы 
регулирования не зависят от места нахождения нелинейности, так 
как уравнение амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой си
стемы не зависит от места ее размыкания. Эти системы будут по 
своим свойствам тем ближе к свойствам низкочастотного фильтра, 
чем выше порядок уравнения, которым они описываются. Кроме того, 
частота, при которой амплитудно-частотная характеристика пересе
кается с осью частот, будет тем меньше, чем больше абсолютные 
значения постоянных времени элементов.

Совсем другое может иметь место, когда система многоконтур
ная. Здесь все будет зависеть от того, в каком месте находится не
линейность и, следовательно, каков характер амплитудно-частотной 
характеристики разомкнутой системы. Для иллюстрации приведем 
пример. На рис. 84 приведена структурная схема системы, состоящей 
из четырех апериодических звеньев. Два первых звена охватываются

стабилизирующим устройством с передаточной функцией
1 + v>

Рассмотрим два случая: а) когда нелинейность находится в точке А 
и б) когда нелинейность находится в точке В. Размыкая систему 
в точке А, получим уравнение амплитудно-частотной характеристики 
разомкнутой системы в следующей форме:

______________ I К,К,К,К, (1+т» I______________
III (1+Грш) (l+T^<i>)+K,KaV<o (l+TJw) (l+TJa) 

i-1

(5.8)

Для случая, когда нелинейность находится в точке В, уравнение 
амплитудно-частотной характеристики разомкнутой системы за
пишется:
| М'д (7“) I = ' (1 + Td'A ~b KxKiK-iKt (1 + ~j’m) I (5 9)

Ila + wa+xyo,)
Сравнивая уравнения (5.8) и (5.9), мы видим, что характер ампли
тудно-частотной характеристики будет существенно другим в зави
симости от места нахождения нелинейности. Нетрудно видеть, что 
фильтрующие свойства для случая (5.8) будут более резко выражены, 
чем для случая уравнения (5.9). На рис. 130 приведены амплитудно- 
частотные характеристики, соответствующие случаям (5.8) и (5.9), 
для следующих данных:

Т1 = 0,1- сек, 7’2=0,01 сек’ 7^= 0,34 сек, Т4 = 0,1 сек; 

т=0,5 сек; /С]А'2=40, /С3/<4= 15.

12*
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Амплитудно-частотные характеристики в каждом отдельном слу
чае существенно зависят от численных значений параметров системы, 
и перед тем, как делать заключение о возможности применения ме
тода гармонического баланса, необходимо выяснить характер распо
ложения амплитудно-частотной характеристики.

Для такой оценки нет необходимости строить амплитудно-частот
ную характеристику. Как это было доказано в первой главе, абсо
лютное значение амплитудно-фазовой характеристики системы может

Рис. 130. Амплитудно-частотные характеристики.

быть найдено непосредственно из кривой Д-разбиения по К. При
ведем способ определения амплитудно-частотной характеристики 
разомкнутой системы из кривой Д-разбиения по К с тем, чтобы из 
этой кривой, построенной для определения возможности возникно
вения автоколебаний, можно было сразу же оценить фильтрующие 
свойства линейной части системы.

Выражение для амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой 
системы записывалось в следующей форме:

KR О) 
QO)

Амплитудно-частотную характеристику разомкнутой системы мы най
дем, если для каждой частоты ш определим абсолютное значение 
выражения (5.10). Поделив числитель и знаменатель (5.10) на /?(/«>), 
получаем:

R С/м)

Но знаменатель (5.11) есть правая часть уравнения кривой Д-раз
биения по К. Таким образом, для построения амплитудно-частотной 
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характеристики разомкнутой системы нужно определить абсолютные 
значения знаменателя (5.11) для всех частот и поделить выбранное 
значение К на найденные абсолютные значения знаменателя. На 
рис. 131 представлена кривая Д-разбиения по К. Абсолютные зна
чения знаменателя (5.11) для различных частот ш,, u)j+I определяются 
отрезками au>it awi+l и т. д. Абсолютное значение (5.11) опреде
ляется отношением длин отрезков К и аш,. По характеру располо
жения кривой Д-разбиения можно непосредственно из этой кривой 
и выбранного К определить фильтрующие свойства разомкнутой ли
нейной части системы регулирования. В примере, который приведен
в конце настоящей главы, дан рас
чет, на котором проиллюстриро
ваны метод нахождения ампли
тудно-частотной ■характеристики 
и определение фильтрующих 
свойств линейной части системы 
регулирования.

При наличии одного стабили
зирующего устройства степень 
оператора числителя передаточной 
функции разомкнутой системы мо
жет быть меньше степени опера
тора знаменателя не больше, чем 
на два. В этом случае следует 
насколько выполняется гипотеза о 
части системы.

Рис. 131. К определению амплитудно- 
частотной характеристики разомкну

той системы.

обратить особое внимание на то, 
фильтрующих свойствах линейной

§ 5.3. Нелинейности с положительным наклоном 
характеристик

В этом параграфе мы рассмотрим влияние нелинейностей, харак
теризующихся тем, что во всех точках их статических характе- 

ристик > О, 
UX^

где хх— входная величина и х2— выходная.

В качестве примера таких нелинейностей могут служить кривые 
намагничивания электрических машин и другие подобные характери
стики.

Будем рассматривать влияние указанного типа нелинейностей на 
динамические свойства системы в том случае, когда этими характе
ристиками обладают элементы, охватываемые стабилизирующими 
устройствами, при условии, что коэффициент усиления контура, об
разуемого нелинейным элементом и стабилизирующим звеном, можно 
менять в широких пределах.

На рис. 132 представлена структурная схема системы автомати
ческого регулирования, состоящая из N элементов. Пусть п. из них 
обладают нелинейностями, статические характеристики которых
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dx2 
dxxудовлетворяют условиям > 0. Включим последовательно с каж

дым нелинейным элементом линейный усилитель и охватим нелиней
ный элемент вместе с усилителем стабилизирующим звеном типа 
Рп,(р) так- чтобы полученная структура принадлежала к структурам, 
устойчивым при неограниченном увеличении коэффициента усиления.

Рис. 132. Структурная схема.

Запишем уравнение системы регулирования. Уравнение отдельного 
контура, состоящего из нелинейного элемента, усилительного звена 
я стабилизирующего устройства, запишется (см. рис. 132) как

dx.,,
Qi (.Р) Xi + 1 = Ki дх Fn.(p) -4 + 1]

или
[<3.(р) + ^^1Ль(р)]х4+1 = ^ (5.12)

где р = -^-. Здесь Ki — коэффициент усиления линейного усилителя, 

------ коэффициент усиления нелинейного звена, Fn.(p)— произ- 

водные от первого до (</г — 2)-го порядка, где — порядок соб
ственного оператора Qt (р) элемента, охватываемого стабилизирующим 
устройством.

dx • 1Поделим уравнение (5.12) на /Q 1+1 и обозначим ----- ——=/иг.

dXi
Тогда уравнение (5.12) запишется:

[«А (р) + Fni (p)j xi+1 = xt. (5.13)

Здесь т{ — величина переменная, значение которой зависит от того, 
на какой точке нелинейной характеристики работает элемент.

Если число нелинейных элементов п, а общее число элементов 
в системе равно N, то уравнение относительно N-R регулируемой 
величины получает следующий вид:

П N N
II kiQi (Р) + F (р)] II [Qj(p) + ^lxw= II К}х0. (5.14)
;=i j-n+l j=»+i
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Для того чтобы характеристическое уравнение, порожденное уравне
нием (5.14), удовлетворяло условиям устойчивости при —>• О (что 
равносильно Kt -*■  оо), необходимо и достаточно, чтобы вырожденное 
характеристическое уравнение

П/%(/>) п -[^(р)+^1 = о 
i-1 J=n+1

и вспомогательное уравнение первого или второго рода удовлетво
ряли условиям устойчивости.

Если эти условия выполняются, то при достаточно малых т т0 
переходный процесс будет в полной мере определяться вырожденным 
уравнением

n ,vП^(р) П П <515)
i = l JJ-ra+l b-n+1

Таким образом, если можно выбрать достаточно большой коэф- 
л. 1 /фициент усиления усилителя так, что —--------= /П;^./п0, то нели-

dXi
нейность рассматриваемого типа не будет практически оказывать 
никакого влияния на характер процесса.

Мы установили, что система будет обязательно устойчивой 
в малом. Так как для рассматриваемого типа нелинейностей эквива
лентный коэффициент усиления будет изображаться вещественным 
отрезком, то при соответствующем выборе коэффициента усиления Kt 
и параметров стабилизирующего устройства можно добиться того, 
что либо пересечения амплитудно-фазовой характеристики с указан
ным отрезком вовсе не будет, либо будет при очень малых ампли
тудах, и систему можно считать устойчивой в целом.

В этих условиях остается только установить численное значение 
величины т, и если mt < та, то с нелинейностью можно не счи
таться.

Для получения устойчивости при больших Kt в рассмотренном 
выше случае в систему вводились идеальные производные до 
(q — 2)-го порядка. Как уже указывалось ранее, для получения та
ких производных часто приходится преодолеть существенные техни
ческие трудности. Поэтому вместо идеальных производных вводятся

стабилизирующие устройства с передаточной функцией 'Р
1 + хр' коли

чество которых приходится увеличивать. Выясним влияние нелинейно
стей рассматриваемого здесь типа на динамику системы в том слу
чае, когда в качестве стабилизирующих вводятся устройства с пере

даточной функцией t т~ • Собственные операторы Q(p) в этом случае 

могут быть не выше второго порядка. Запишем уравнение f-ro 
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звена:

Qi (p)*i+i  = К. (5-16)

где х' — выходная координата стабилизирующего устройства. Урав
нение стабилизирующего устройства будет:

(1+тр)х' = трх.+1. (5.17)

Исключая из (5.16) и (5.17) х', получаем:

[С;(Р)(1+^) + Кг^^] xi+1 = K,(l +^) (5.18)

Пользуясь правилом дифференцирования произведения, получаем:

[Qi (Р) (1 + *Р)  + тр] хг+1 =

ИЛИ

[q. (р) (1 + тр) 4- Ki Tpj xi+1 =

Ч^^'+’й+М'-йг)]*-  (5-19> 

d хПоделим уравнение (5.19) на Ki ^j.+1 и, как это сделано выше, 

обозначим —----- = m-i- Тогда получим: 

[miQi (Р) (1 + "iP) + "iPJ л'г+1 =

(S.20>

dXj

По сравнению с тем, что имело место для случая, когда стабилиза
ция осуществлялась введением идеальных производных, уравне
ние (5.20) в своей правой части содержит линейный член [(1 —J— ТР) -^il» 

учет которого не представляет труда, и член, зависящий от ■■■ *+1 .
иЖф

Для того чтобы иметь возможность судить о влиянии нелинейностей 
в рассматриваемом случае, необходимо оценить последний член 
уравнения (5.20).

На рис. 133 приведена характеристика холостого хода электри
ческой машины, являющаяся типичной для рассматриваемого класса 

нелинейностей. Для участков ab и cd = const, и поэтому при 

работе нелинейного элемента на этих участках характеристики по
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следний член уравнения (5.20) равен нулю. Остается рассмотреть 
его для случая, когда элемент работает на участке Ьс. Если харак
теристика на этом участке не имеет острых изломов, что для боль
шинства реальных элементов имеет место, то и здесь величина 
последнего члена может не приниматься во внимание, так как нали
чие его приведет к некоторому небольшому изменению коэффициен
тов уравнения, но не изменит его порядка. Таким образом, для при-

Рис. 133. Характеристика холостого хода машины.

нятых условий и данного вида нелинейностей при достаточной вели
чине коэффициента усиления линейного усилителя нелинейность 
в контуре обратной связи практически не оказывает влияния на ди
намические свойства системы. Как это ясно из результатов § 5.1, 
можно так выбрать параметры линейной части системы и, в част
ности, коэффициенты усиления, чтобы в системе невозможны были 
автоколебания за счет рассмотренных нелинейностей.

§ 5.4. Релейные системы

Рассмотрение реле как элемента системы автоматического регули
рования при малых отклонениях представляет существенный интерес 
уже потому, что коэффициент усиления его для малого входного 
сигнала бесконечно большой для соответствующего вида его харак
теристики. На рис. 134 представлены возможные типы релейных 
характеристик. Исследованию режимов работы релейных систем 
автоматического регулирования посвящено большое количество работ *).

*) Цыпкин Я. 3., Теория релейных систем автоматического регули
рования, Гостехиздат, 1955; Неймарк Ю. И., Релейные системы автомати
ческого регулирования, Диссертация, 1957. Долголенко Ю. В., Скользя
щие режимы в релейных системах. Диссертация, 1956.
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Достаточно подробно изучены автоколебания, вынужденные колебания 
и другие режимы. В нашем рассмотрении основное внимание будет 
уделено структурным свойствам этих систем.

-хо-Лхв

Рис. 134. Характеристики реле.

Хд

1. Устойчивость релейных систем

Здесь подразумевается устойчивость состояния равновесия при малых 
отклонениях от установившегося значения (устойчивость в малом).

Само понятие устойчивости здесь имеет 
общепринятый смысл.

Из характеристик релейных элементов, 
приведенных на рис. 134, видно, что по
ложение равновесия, включающее х (t) = О, 
может иметь место для случая рис. 134, а, 
где положение равновесия соответствует 
точке х=0, и рис. 134, б, где х лежит 
в пределах х — х0 < х < х -/.0. Здесь 
х — сигнал, подаваемый на вход ре
лейного элемента. Для нас представляет 
интерес случай х=0 (рис. 134, а); что 
касается устойчивости системы с релейным 
элементом с зоной нечувствительности, 
то она будет определяться устойчивостью 
линейной системы без реле *),  ибо в этом 
случае при —х0 < х < х0 релейный эле
мент не действует на линейную часть, и 
вся система ведет себя как разомкнутая 
линейная система.

?) Цыпкин Я. 3., Теория релейных систем автоматического регули
рования, Гостехиздат, 1955.

Для исследования устойчивости нужно 
найти характеристическое уравнение ли
неаризованной системы.

На рис. 135 представлена блок-схема 
релейной системы автоматического регу
лирования. Вся линейная часть представ
лена одним звеном с определенной 
передаточной функцией, а релейный эле
мент выделен отдельно. При этом пред
полагается, что линейная часть схемы 
структурно может быть представлена одно

контурной цепочкой без местных (внутренних) обратных связей. Урав
нение линейной части схемы находится без труда. Рассмотрим подробнее 
релейный элемент. Трудность, которая здесь возникает, с прин
ципиальной точки зрения обусловлена тем, что характеристика релей-
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ного элемента (рис. 134) не непрерывна и не дифференцируема. Поэтому 
применение метода малых отклонений и возможность написания 
уравнения в вариациях требует своего специального обоснования. 
Обоснованием возможности построения уравнения в вариациях может 
служить результат, полученный в работе Л. С. Понтрягина и В. Г. Бол
тянского. Физические соображения приведены в работе Я. 3. Цыпкина. 
Они состоят в следующем. Уравнение релейного элемента (рис. 134, а) 
может быть записано в следующей форме:

*^ВЫХ --  Ф (^) » (5.21) }

где
Ф(х)"Ри х->°' (5.22) нхн

I ^-вых При Хвх 0.
Рис. 135. Структура

Заменим характеристику (5.22) другой, которая релейной системы ре- 
„ r л, , ч , гулирования.в точке х = О имеет производную Ф (х)оо J

(рис. 136). Тогда действительная характе
ристика получается из характеристики рис. 136, если угол р стре
мится к 90° и Ф' (0) —> оо.

Рис. 136. К линеаризации 
релейного элемента.

Таким образом, уравнение реле (в вариа
циях) заменяется уравнением безинер- 
ционного усилителя с бесконечно боль
шим коэффициентом усиления:

^вых= Ф'(0)Хвх. (5.23)

где

Ф'(0)= /<р = оо.

Структурная схема системы, соот-

том усиления. Теперь уже

ветствующая уравнению в вариациях, 
представлена на рис. 137, где ре
лейный элемент заменен усилителем 
с бесконечно большим коэффициен

можно без труда написать уравнение всей
системы.

В качестве линейной взята одноконтурная цепь с тем, чтобы 
вначале выяснить свойство системы без стабилизирующих устройств.

Обозначим передаточную функцию линейной части системы

через Тогда передаточная функция всей замкнутой системы

(см. рис. 137) запишется:

KKf
Q (Р) _

KKf Q (р) + KKV •
+ Q Ср)

(5.24)

К 
Q (Р) '
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Характеристическое уравнение в данном случае запишется:

<2(Р) + КК₽=О
ИЛИ

-±ц(р) + К=0. 
''р

(5.25)

Из (5.25) непосредственно видно, что система будет неустойчивой, 
если Q(p) имеет степень выше второй.

Если Q(p) имеет вторую или первую степень, то на основании
ранее полученных результатов должны выполняться соответственно 

условия 
\ л 

Во Ао

Рис. 137. Структурная 
схема релейной си

стемы.

практически структуры

Рис. 138. РелейнаяГсхема со 
стабилизирующим устрой

ством.

11 Ф->О-Ао
В данном случае как первое, так и второе 

условия всегда выполняются, если коэффициен
ты при второй и первой степенях р полинома 
Q(p) — положительные величины, так как 
Д1==0.

Следует иметь в виду, что в данном случае 
наличие дополнительной, хотя бы весьма малой,

но конечной постоянной времени сделает систему неустойчивой. 
Поэтому можно сделать заключение, что 
подобные той, которая показана на 
рис. 137, неустойчивы в малом.

Допустим теперь, что Q(p) по сте
пени р выше второй. Для обеспечения 
устойчивости такой системы необходимо 
ввести стабилизирующее устройство. Преж
де всего ясно, что ни одно стабилизирую
щее устройство не обеспечит устойчивости, 
если релейный элемент останется не охва
ченным этим устройством. Действительно, 
на рис. 138 представлена структурная 
схема, где стабилизирующее устройство 
общего типа вводится так, что им охватывается вся линейная часть 
схемы. Передаточная функция в этом случае запишется:

К ^,(Р) , , 
Q(P) ’ F„2(p)

К к 
, Q (Р) Др ■ 

+ К Рп,(Р) , 
Q (р) ' Fn. (р) +

(5.26),
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Характеристическое уравнение системы, получаемое приравниванием 
нулю знаменателя (5.26), имеет вид

<2 (Р) F», (Р) + KF„, (Р) + KfKFni (р) = 0. (5.27)

Поделив (5.27) на Kt и обозначив —}- = т, имеем:

т [<? (р) Fni (р) + KF„t (р)] + KFn, (р) = 0.

Разность степеней полинома, стоящего в квадратных скобках, и поли
нома КРП1 по-прежнему определяется степенью полинома Q(p)- Этот 
вывод не изменится, если стабилизи
рующее устройство охватывает только 
часть линейного контура при условии, 
что релейный элемент остается неохва
ченным. Таким образом, единственным 
способом обеспечения устойчивости 
здесь является охват стабилизирующим 
устройством части контура, включаю
щей и релейный элемент.

На рис. 139 приведена структурная 
схема системы регулирования со стаби
лизирующим устройством, охватываю
щим реле. Имея в виду обозначения, принятые на рис. 139, получим 
передаточную функцию замкнутой системы в следующей форме:

Ki
______ Qi (Р)______ К*
} Fn,(P) QAP)

К(р) =------- Q1(P) F^P} к---------• (5.28)

, , pQi(p)'Q?(p)
Л «Л Fnt(P) 

+ Qi(P)’ F^(p)

Характеристическое уравнение запишется в следующем виде:

Qi (Р) <2г (Р) Fn, (р) + К,:, [KiFn, (р) Q2 (р) 4- K\K‘>Fп. (р)] = 0

ИЛИ

»i<2i (р) Q2 (р) F (р) + [KiF^ (р) Q, (р) + K\K<iFn, (р)] = 0. (5.29)

Если обозначить степени полиномов соответственно Р^р) через п2, 
FUl(p) через пх и Qt (р) через qt, то устойчивость при т -> 0 будет 
иметь место (см. главу II), если

n2 + 71— «i<2. (5.30)

Рис. 139. Релейная схема со 
стабилизирующим устройством.
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Система будет устойчивой в малом при выполнении условия (5.30), 
если вырожденное уравнение

KiFn, (р) Q., (р) + K.K.F^ (р) = 0 

удовлетворяет условиям устойчивости и выполняются условия 

^>0, если П-, + <7t — «!=!, 
•Яо 

или
Bi ^1. __ , о

------г > 0, если /i2 + ?i — п1=2.

Таким образом, если речь идет об устойчивости релейной системы 
в малом, то ее структура должна принадлежать к классу структур, 
устойчивых при неограниченном увеличении коэффициентов усиления. 
При этом само реле в этом режиме заменяет усилитель с бесконечно 
большим коэффициентом усиления.

ftp- /Ср2 /(рл

Рис. 140. Схема с п реле и п стабилизирующими устройствами.

Рассмотрим систему автоматического регулирования, которая 
содержит п релейных элементов. Устойчивость в малом такой системы 
может быть обеспечена, если ввести п стабилизирующих устройств 
по первому или второму варианту включения (см. главу III). На 
рис. 140 представлена структурная схема, где стабилизирующие 
устройства введены по первому варианту включения. Найдем пере
даточную функцию этой системы, полагая, что имеют место малые 
отклонения. Для г-го релейного элемента и линейной части, которые 

й Fni(p}
охватываются г-м стабилизирующим устройством общего типа —т—-, 

'■Р)
передаточная функция запишется следующим образом: 

KiKpi 
QdP)

KjKviFmi
is ( пх__ _______ 41 ‘ г ‘ f 5 3 ВKiKfi FnAP) - <ЫР)Рт.(р) + К1Кр^п.(рУ ( ■ >

1 д________ -_____I___  ‘ г
Qi(p') Fm.(p)

Учитывая, что таких элементов п, и обозначая передаточную

-гт кзфункцию неохваченной части через I I п , ., получим передаточ
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ную функцию замкнутой системы в следующем виде:

»• W^F (р) Kj11 Qi (/>) Frn. (/>) + KtKr iFn. (P) 11 Qj (P)
K(p) = —_________ -___________- -___ 3~n+1________ =

« KK F (p} F K.1 + il QiGO^U^ + KiKpi^.W-II ёД7) 

7=1 7 t 7 = 714-1

П/цл.ю П Kt
__ i-1* J-n+1

II ^(р)+П^рЛ».(/’) II 
i-J г 1 j-n+1 i=l ‘ j-n+1

(5.32)

Поделив числитель и знаменатель уравнения (5.32) на К” и обозна

чив —= mv, приведем его к следующему виду:
Kf

{[Ki п

К(р) =___________________ _____ 3=п+1_________ -_______________________
m»FN (p) + mn-ipN (p) + mn-tPN (р)+ ... +mFN (p)+FN ’ w 1 * n— 1 n

где (5.33)

Pn„ (P) = II Qi (P) Кт. (p) II Qj (p). 
1=1 ’ j=n+l

pN,(p)='£iKiFn.j(p) П Qj(p)PmAp) II Qj(p).
7=1 * J-1,2 i-l,i + l, ...,n 3 j^n + 1

n N n N^„(Р) = П^(Р) II Qj(P)+IlKi/7».i(p) II Kj. 
i-l j-n+1 i-1 “ J-n+1

Знаменатель уравнения (5.33), приравненный нулю, является харак
теристическим уравнением системы. Стабилизирующие устройства 
должны выбираться так, чтобы получаемая структура принадлежала 
к классу структур, устойчивых при неограниченно большом коэффи
циенте усиления. В противном случае система будет неустойчивой. 
Если структура выбрана правильно, то устойчивость будет иметь 
место, если вырожденное уравнение P2vn(p)=0 и вспомогательные 
уравнения первого, второго или третьего рода, каждое в отдель
ности, будут удовлетворять условиям устойчивости.

Если бы коэффициенты усиления Kv оставались большими и при 
больших отклонениях, то характер переходного процесса в такой
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системе определялся бы вырожденной передаточной функцией, которая 
получается из (5.33) приравниванием нулю величины т, а именно

К(р) = __________________ 1-1 j-n+l i-1 ‘_______________________

пка//-) и <w+n^M.</’) if
1=1 1 J = n-i-l 1=1 1 j = n + l

(5.34)

В действительности можно говорить только о некотором усред
ненном коэффициенте усиления, который определяется отношением 
величины на выходе релейного элемента к величине на входе. Чем 
больше величина на входе, тем меньше усредненный коэффициент 
усиления. В окрестности начала координат даже усредненный коэф
фициент усиления остается достаточно большой величиной.

Рассмотрим несколько подробнее физику процесса в системе 
регулирования, содержащей п. реле и образующей устойчивучо струк
туру при неограниченно большом коэффициенте усиления. Возможны 
два варианта.

а. Стабилизирующее устройство выбрано так, что каждый малый 
1

параметр т = повышает степень характеристического уравнения 

на единицу. В частности, если стабилизирующее устройство имеет 
передаточную функцию

'Р
+~-Р

и само реле безинерционное, то в контуре, образуемом реле и ста
билизирующим устройством в прямой цепи, может быть только одно 
звено, описываемое уравнением первого порядка.

В общем случае передаточная функция замкнутого контура, 

состоящего из линейного элемента с передаточной функцией „ -,
V {р)

реле с коэффициентом усиления Кр и стабилизирующего устройства 
Fn (Р')

с передаточной функцией ‘ , запишется:
‘ nil ''Р'

К „
К (П1- Q(p) Р1 + _к_ к ^(р}

Q(p) Pmi(P)

KKfFm, (Р)
Q{P)Fm,(P} + KKBFni(Py (535)
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Если таких замкнутых контуров п, а общее количество элемен
тов N, то передаточная функция запишется в следующей форме 
(рис. 140):

-А- ^ртАР} *11 Q; (Р)л,и.(р) + /<ЛрЛ.(/’) .11,
= - (5-36)

1 + И Qi (р) рт. (Р) + KiKf iPn.(P) .11, Qj (Р) i-1 • r » 3—n+l

Характеристическое уравнение, которое получается приравнива
нием нулю знаменателя (5.36), запишется:

п NП Pi(P) АЛрЭ + КгКрг/Ч (Р)] П <?(Р) +
i = l 1 г i J >-п+1

п N
+HKiW>» (p) II ^ = °- <5-37)i-1 1 J-n+1

п
Поделив уравнение (5.37) на JJ/CiKpi, обозначив 

г-1

___ 1

1СК\,
и

положив, что между Ki и имеет место соотношение X'i=7]i/<1=T]iK, 
можем его представить в следующем виде:

m.nFN> (р) + (р) 4- mn-2FNa-2 + • • •

... -|- (р) + F n..-п (р)—• 0- (5.38)

Здесь Nq — степень характеристического уравнения, равная 
N п

+ а индексы при F означают степени соответствующих 
1=1 1 = 1
полиномов. Передаточная функция (5.36) для рассматриваемого случая 
запишется в следующем виде:

/V п
.и

is / __  _____________________ 3—n+l i-1__________________________________
— (р) + (Р) + ••• + m^0-n+i (Р) + Fn.-п (Р) '

(5.39)

б. Стабилизирующее устройство выбрано так, что каждый малый

= повышает порядок уравнения на два. Для частпараметр т

ного случая, когда стабилизирующее устройство имеет передаточную 

функцию > а само Реле безинерционное, в контуре, образуемом 

реле и стабилизирующим устройством в прямой цепи, может быть 
одно звено второго порядка (например, колебательное) или два звена 
первого порядка (апериодических или интегрирующих).

13 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Для общего случая, пользуясь обозначениями, приведенными 
в пункте а, характеристическое уравнение запишем в следующей 
форме:

mnFN, (р) + wB-1^0-2 (р) + «n+4v„-i (р) + • • • + Рх„-2П (р) = 0.
(5.40)

Передаточная функция для этого случая запишется соответственно:

П ^11^.(р)
К ( п\ = _____________________J —2/1 + 1 1=1_______________________________

2 (р) + тп-Ч\_2 (р) + m"-2PjVo_4 (/>) + ... + Р^_2„ (р) '

(5.41)

Для принятой характеристики реле (рис. 134, а) устойчивость 
возможна только при сигнале на входе реле, равном нулю (х=0). 
Поэтому полагаем, что системы, рассматриваемые как в первом, так 
и во втором вариантах, — астатические, и равновесие наступает 
при х = 0.

Рассмотрим первый вариант.
Так как система устойчива в малом, то, как это следует из опублико

ванных работ *),  здесь возможны два режима работы реле при подходе 
к состоянию равновесия, а именно — скользящий режим и режим 
затухающих колебаний (в частном случае процесс может закончиться 
за одно срабатывание всех реле). Убедимся в следующих весьма 
важных свойствах рассматриваемой системы:

*) См. сноску на стр. 285.

а) Если скользящий режим невозможен, то динамические свойства 
системы с п реле эквивалентны динамическим свойствам системы 
с передаточной функцией, равной вырожденной передаточной функ
ции, получающейся из (5.39) приравниванием т нулю и включающей 
одно реле с характеристикой, эквивалентной характеристике послед
него реле. При этом под последним мы подразумеваем реле, выход 
которого подается на линейную часть системы.

б) Если подход к состоянию равновесия осуществляется в сколь
зящем режиме во всех реле, кроме последнего, то динамические 
свойства такой системы эквивалентны динамическим свойствам системы 
с передаточной функцией, равной вырожденной передаточной функции, 
имеющей, кроме того, элемент запаздывания и одно реле с харак
теристикой последнего реле системы.

Для доказательства приведем следующие физические рассуждения. 
Мы уже указывали выше, что усредненный коэффициент усиления 
остается достаточно большим числом для некоторой области значений 
входной величины. Для этой области процесс регулирования опреде
ляется вырожденной передаточной функцией. Однако система физи
чески не может оставаться в указанной окрестности, ибо уже второе 
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реле получает на вход сигнал, равный полному выходному сигналу 
первого реле, третье реле получает на вход полный выходной сигнал 
второго реле и т. д. Наконец, п-е реле получает на вход полный 
выходной сигнал (га—1)-го реле. Это все имеет место, когда на 
первое реле подается разность х (t) — f (t) — z (t), величина которой 
может быть и достаточно малой. Характер изменения регулируемой 
величины z(t) (выходного сигнала линейной части системы) зависит 
только от выходного сигнала га-го реле, который остается постоян
ным и может меняться только по знаку. Таким образом, при задан
ном f (t) величина x(t) зависит от свойств линейной части схемы 
и выходного сигнала последнего реле. При идеальных характеристиках 
всех реле знак выходного сигнала последнего реле будет совпадать 
со знаком выходного сигнала первого реле и теоретически будет 
совпадать с ним по времени, откуда и следует утверждение а). 
Следует подчеркнуть, что учет всей вырожденной передаточной 
функции необходим для того, чтобы точно установить характер 
переходного процесса при подходе к положению равновесия.

При отклонениях, выходящих за некоторую область значений, 
в вырожденной передаточной функции следует оставить только пере
даточную функцию стабилизирующего устройства, охватывающего 
первое реле. Для этих режимов переходный процесс определяется 
свойствами линейной части схемы, выходной характеристикой послед
него реле и передаточной функцией стабилизирующего устройства, 
охватывающего контур с первым реле.

Приведенное утверждение основано на физическом рассмотрении 
и не претендует на строгость и всеобщность. Для того чтобы более 
полно выяснить характер возможных режимов, целесообразно процесс 
регулирования расчленить на два этапа: а) когда величина возмуще
ния достаточно велика и б) когда система подходит к состоянию 
равновесия. Достаточно большой считаем величину на входе, при 
которой реле срабатывает и остается во включенном состоянии 
некоторое время, зависящее от свойств линейной части схемы. Такой 
режим можно назвать для характеристик реле рис. 134, а режимом 
заброса. Физически ясно, что если все реле имеют характеристики 
такого же типа и параметры стабилизирующих устройств выбраны 
так, что скользящего режима нет, то мгновенно после срабатывания 
первого реле срабатывают все га реле. На линейную часть системы 
будет подан выход последнего реле. Отсюда и вытекает утверждение, 
что вся система из га реле будет вести себя как система с линейной 
частью и одним реле. Когда система подходит к состоянию равно
весия, реле с характеристикой рис. 134, а совершает колебания 
с очень большой частотой. Частотная характеристика реле вместе 
со стабилизирующим устройством имеет вид

Hill 77;
Ш ->СО 1 .

ЙГр->СО

13*
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Отсюда следует, что переходный процесс при подходе к состоянию 
равновесия будет в полной мере определяться одним вырожденным 
уравнением.

В случае подхода системы к состоянию равновесия в скользящем 
режиме могут иметь место два случая: а) когда все реле находятся 
в скользящем режиме и б) когда часть из них находится в скользя
щем режиме. В первом случае, как это известно из литературы *),  
вся система линеаризуется и может быть исследована обычными 
методами. Во втором случае, если последнее реле не находится 
в скользящем режиме, то свойства системы эквивалентны динами
ческим свойствам системы с вырожденной передаточной функцией, 
имеющей, кроме того, одно реле с характеристикой последнего реле 
и элемент с запаздыванием (для случая заброса). Величина запазды
вания зависит от количества реле, находящихся в скользящем режиме, 
и характеристик этих режимов для каждого реле.

*) Цыпкин Я. 3., Теория релейных систем автоматического регулиро
вания, Гостехиздат, 1955.

Из сравнения этих двух случаев ясно, что с практической 
точки зрения нецелесообразно иметь в данном случае скользящий 
режим.

Кроме сказанного выше, практически приходится считаться с тем, 
что реле имеют реальную, а не идеальную характеристику.

Состояние равновесия системы при наличии реле возможно 
также, когда характеристики их имеют вид, представленный на 
рис. 134, б.

Без дополнительных разъяснений ясно, что динамические свойства 
таких систем будут определяться, как и ранее, вырожденной пере
даточной функцией, одним последним реле и элементом запаздыва
ния с величиной запаздывания, равной сумме величин срабатывания 
всех реле.

В настоящей работе не рассматриваются режим автоколебаний 
релейных систем, так как этот режим работы достаточно подробно 
изучен и освещен в литературе.

Приведенные здесь исследования и полученные выводы могут быть 
использованы и распространены на более широкий класс систем, чем 
релейные. Действительно, все элементы систем автоматического регу
лирования, имеющие нелинейные элементы с ограниченной мощностью, 
могут при некоторых условиях рассматриваться как близкие к релей
ным. Для этого необходимо только, чтобы в линейной части харак
теристика элемента имела достаточно большую крутизну. При 
недостаточно большой крутизне характеристик нелинейных элементов 
с ограниченной мощностью их можно привести к рассматриваемому 

:случаю включением последовательно с каждым нелинейным элементом 
линейного усиления.

На рис. 132 представлена структурная схема такой системы.
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§ 5.5. Структура систем оптимального регулирования

Прежде всего необходимо условиться о самом понятии оптималь
ной системы с тем, чтобы ограничить поставленную здесь задачу. 
При решении различных технических задач понятие оптимума может 
быть сформулировано по-разному. Обобщенно оптимум выражает 
одно или совокупность экстремальных свойств, которые могут быть 
достигнуты в каждом отдельном случае.

В большинстве случаев современное понятие оптимальности 
связано с достижением максимально возможного быстродействия при 
апериодичности протекания процесса регулирования.

Теории оптимальных систем автоматического регулирования по
священо значительное количество работ *).  В этих работах полу
чены важные результаты, касающиеся как основных свойств этого 
класса систем, так и некоторых путей их синтеза. В настоящей 
работе делается попытка показать разумность использования струк
тур, устойчивых при больших коэффициентах усиления и обла
дающих неограниченной областью положительности, в качестве осно
вы для линейной части системы оптимального регулирования, а 
также для линеаризованной системы оптимального регулирования 
в целом.

*) Фельдбаум А. А. 1) Доклад на II Всесоюзной конференции по 
теории автоматического регулирования, 2) Оптимальные процессы в системах 
автоматического регулирования, Автоматика и телемеханика, т. 14, № 6, 1953, 
3) Синтез оптимальных систем с помощью фазового пространства, Автома
тика и телемеханика, т. 17, № 2, 1955; Лернер А. Я., Улучшение динами
ческих свойств автоматических компенсаторов при помощи нелинейных 
связей, Автоматика и телемеханика, т. 13, № 2 и 4, 1952; П о н т р я г и н Л. С., 
Доклад на сессии Академии наук СССР, Труды сессии, 1956. Н о р k I п А., 
A phase-plane approach to the compensation of saturating servomechanisms, 
Trans. A1EE, v. 70, 1, 1951; Silva L. M., Predictor servomechanisms, Trans. 
IRE, 1954, № 1, Circuit theorie.

**) См. упомянутый доклад Л. С. Понтрягина на сессии Академии 
наук СССР.

Для того чтобы выделить тот круг вопросов, который здесь 
дискуссируется, приведем весьма интересные результаты, полученные 
в работе Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского и Р. Гамкрелидзе**),  
относящиеся к определению общих свойств систем оптимального 
регулирования. Известно, что если подлежащий изучению процесс 
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений 

xi
...........хп, U1..............W) (i= 1, 2................. п), (5.42)

где х1 — величины, определяющие состояние системы (например, 
координата регулируемой величины и ее п — 1 производные), 
a U1, .... Ur суть параметры управления (которые могут иметь 
ограниченные значения), то, полагая, что (7*  являются заданными 
функциями времени, получим для системы дифференциальных урав-
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нений (5.42) единственное решение при заданных начальных значениях 

t = t0, х1 = х', х- - х^..............хп = х".

Предположим, что в момент > t0 величины х4 принимают 
значения

х}, .... X".

Задача об отыскании оптимального процесса заключается в том, 
чтобы осуществить переход из состояния xj...........х" в состояние
х}, .... х« за минимальное время, выбрав для этой цели надлежа
щим образом функции времени U1 (/)...........^г(0- При этом, имея
в виду стремление максимально использовать возможности ограни
ченных значений £74(£), допускается, что функции Ui(t) являются 
разрывными, функции же х4 считаются непрерывными. Решение может 
быть найдено следующим образом *).

•) См. сноску на стр. 197
**) Фельдбаум А. А., .Синтез оптимальных систем автоматического 

регулирования, Труды Второго Всесоюзного совещания по теории автома
тического регулирования, Изд. АН СССР, 1955.

***) А. А. Фельдбаум указывает, что получаемые им структуры при
годны только для больших отклонений и могут оказаться непригодными при 
малых отклонениях.

Вводятся вспомогательные величины фх ... ф„ и вспомогательная 
функция Н:

H=yi^ifi(xl...........хп, U1..............Ur).
(-г

Всякое оптимальное решение удовлетворяет тогда системе диф
ференциальных уравнений

Первые п уравнений совпадают с исходными, вторые п являются 
новыми. Недостающие г уравнений получаются из условия, что 
в каждый момент времени функция Н предполагается положительной 
и имеет максимальное значение как функция переменных U1........... Ur
при заданных значениях х1...........хп, ф,, .... ф„.

Решение, данное Л. С. Понтрягиным, может быть использовано 
для оценки правильности решений задач синтеза. В частности, стано
вится ясным, что выбор структуры систем оптимального регулиро
вания, исходя из условия ограничения некоторой координаты, ее г-ой 
производной или их комбинации, не всегда является достаточным. 
В справедливости этого утверждения можно убедиться и непосред
ственно. Нетрудно видеть, что структуры, полученные в работе 
А. А. Фельдбаума, являются при некоторых условиях неустойчивыми 
в малом**).  На рис. 141 приведена структура, полученная в работе 
А. А. Фельдбаума***)  из условия, что вторая производная может
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иметь только ограниченное значение

d'x . 
dt- М2. (5.44)

На этом рисунке обозначено: НП-1—нелинейный преобразователь,
преобразующий х в /(х), где /(х) определяется характером кривой
переключения; НП-2 — не
линейный преобразователь 
с характеристикой идеаль
ного реле; С — неизменная 
часть системы; р—диффе
ренцирующее устройство; 
х„—задающее воздействие 

Рис. 141. Структура системы оптимального 
регулирования.

(в данном случае — единич
ный скачок); xt — регули
руемая величина; х=х0—xt;
и — входная величина неизменной части системы; w — входная вели
чина преобразователя.

В линейном приближении (для малых отклонений) система может 
быть описана следующими уравнениями:

х = х0--- Xi,

w=y—f(x), где у = рх и f(x) — Kx, 

и = Kf-w,

R (p)xl = Klu.

Исключая х, и, w, получим:

R (Р) *1  -Н KpKtpXi -|- КрК^Х! = KtKiKx0. (5.45)

Поделив (5.45) на К„ и обозначив -^- = т, получаем характери- 
Ар

стическое уравнение в следующем виде:

mR(p) + Klp + KlK = 0. (5.46)

На основании ранее полученных результатов ясно, что система 
будет неустойчивой в малом, если степень полинома R(p) будет 
больше трех. Более того, если учесть, что практически невозможно 
получить идеальные производные, то система станет неустойчивой 
при степени R(p), большей двух. То, что использование условий 
ограничения может оказаться недостаточным для синтеза систем 
оптимального регулирования, ясно уже из того, что этими условиями 
определяется ограниченное фазовое подпространство, порядок которо
го в общем случае меньше порядка полного фазового пространства.
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характеризующего свойства всей системы регулирования. В частности, 
указанное выше ограниченное фазовое подпространство не мо
жет выяснить характера особенностей, которые могут иметь место 
во всем фазовом пространстве. Одна из особенностей фазового про
странства, характеризующаяся наличием точки положения равновесия, 
определяет устойчивость системы в малом.

Особенностью структур систем оптимального регулирования яв
ляется наличие в них элементов с характеристиками, близкими к релей
ным. Поэтому для устойчивости в малом вся структура линеаризо
ванной системы оптимального регулирования должна принадлежать 
к классу структур, устойчивых при неограниченно большом коэффи
циенте усиления.

Как это следует из результатов предыдущего параграфа, нали
чие в соответствующих местах стабилизирующих устройств (при пра
вильном подборе их параметров) окажет влияние на характер пере
ходного процесса только при малых отклонениях и не нарушит 
оптимальности.

На основании сказанного синтез структуры оптимальной системы 
производится следующим образом. В исходную одноконтурную схему 
вводятся стабилизирующие устройства так, чтобы полученная таким 
образом линейная часть схемы имела структуру, устойчивую при 
неограниченном увеличении коэффициентов усиления. Выбираем вели
чины коэффициентов усиления тех частей цепи, которые охваты
ваются стабилизирующими устройствами, достаточно большими. При 
этих условиях переходный процесс будет полностью определяться 
вырожденным уравнением. Вырожденную часть схемы и следует счи
тать неизменной и ее коэффициенты ограниченными. К этой части 
схемы и следует применить методику, предложенную А. А. Фельд- 
баумом и другими авторами *).  При этом в тех местах схемы, где 
вводятся элементы с релейными характеристиками, следует вводить 
стабилизирующие устройства с таким расчетом, чтобы вся получен
ная система оставалась устойчивой при неограниченном увеличении 
коэффициентов усиления.

*) См. сноску на стр. 197.

Как это следует из ранее проведенного исследования, эти стаби
лизирующие устройства не окажут, сколько-нибудь существенного 
влияния на оптимальность процесса.

Рассмотрим несколько другой аспект проблемы синтеза оптималь
ных систем. До сих пор нами рассматривались ограничения по таким 
координатам и их производным, которые непосредственно участвуют 
в формировании кривой переходного процесса регулируемой величины. 
Назовем их координатами класса А.

Существует весьма распространенный класс систем, где ограни
чения указанных координат обусловлены ограничениями других коор
динат, которые сами непосредственно в формировании процесса 
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регулирования участия не принимают. Назовем их координатами 
класса В.

Указанное имеет место, например, при работе двигателя постоян
ного тока в повторно-кратковременном режиме, где ограничения на 
токи двигателя накладываются температурным режимом машины и 
условиями коммутации. При этом ясно, что ни температура, ни ком
мутация непосредственно не влияют на характер процесса регули
рования.

В рассматриваемых случаях задача о получении оптимальности 
процесса может быть сформулирована так: найти законы измене
ния координат класса А, при которых координаты В при прочих 
равных условиях имеют минимальное значение или максимальный
запас. 

Если при этих условиях обеспечить режим, при котором коорди
наты класса В будут на предельно возможном уровне, то процесс 
будет оптимальным. Таким образом, в данном случае задача полу
чения оптимальности сводится к обеспечению изменения координат 
класса А по определенным законам, которые вытекают из свойств 
объектов регулирования.

В частности, исследованию двигателя постоянного тока как объекта
оптимального регулирования было посвящено значительное количе
ство работ *).  В результате указанных исследований установлено, 
что оптимальный режим будет иметь место, если ток якоря при по
стоянном токе возбуждения будет меняться по линейному закону 
в функции времени. Этот результат был получен при неучете тепло
отдачи. Если учесть теплоотдачу, то закон регулирования имеет не
сколько более сложный характер (см., например, упомянутую работу 
Ш. Ш. Хамитова). Здесь мы попытаемся указать путь синтеза струк
тур указанного типа систем, при которых обеспечивается оптималь
ный процесс регулирования. Как будет ясно из дальнейшего, здесь

*) Кожевников К. И., Об оптимальной кривой тока двигателя по
стоянного тока, Электричество, № 6, 1956; Хамитов Ш. Ш., Исследование 
двигателя постоянного тока как объекта оптимального регулирования, Элек
тричество, № 5, 1958; Р о з е н м а н Е. А., Об оптимальном процессе регу
лирования двигателя постоянного тока, Автоматика и телемеханика, № 6, 
1957; № 7, 1958; Корнюшин, О кривой двигателя постоянного тока, 
Труды Львовского политехнического института.

задача сводится к получению систем с идеальным воспроизведением 
заранее заданного характера кривой.

Допустим, что исходная система, состоящая из основных элемен
тов, структурно представляется одноконтурной цепочкой, элементы

которой имеют передаточные функции Ki 
Di(p) ’

Введением

лей и стабилизирующих устройств типа
Fni(p\

-=—z-x создадим 
Вт (р)

усилите-

систему.
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устойчивую при неограниченном увеличении коэффициентов усиления, 
например, по варианту включения № 1 (см. главу III).

Если исходных элементов п, а количество введенных стабилизи
рующих устройств v, то общая передаточная функция системы запи
шется:

ik и
________________ i = l J-v + 1 / = 1______________________________

W+KtF (р)1 || D.(p}+ |[л-. ||
1 1 Jy-v+l f=i J-v+1 i=i

Поделим числитель и знаменатель (5.47) на || Ki и положим, что

Ki — достаточно большие величины; обозначая — = т, получим после

элементарных выкладок:

К {р) =---------------------------------
т''/=-ДГо(р) + т-1Гл,(р)+.

II МК'ЙJ-V4-1 2 = 1 *________________________________________.
v п П V *- |р„ <л) П ^<р)+ И Mlv 
i-1 J-'+l J-»+l i-1

(5.48)

Так как система принадлежит к классу устойчивых при неограни
ченном коэффициенте усиления, то, как это было показано выше, 
при достаточно малом т процесс будет полностью определяться вы
рожденной передаточной функцией

^выр II (/0

Квыр (Р) =  ------------------ й——------------------ ;---------------- ■ <5-49)

IIрИ;(Р) п ^(/0 + КвырII

г де Квир — JI Kj.

Поделим числитель и знаменателе (5.49) на ||^"тг(Р):

j, , ,_________________________ ^выр
ВЬ’Р^- ’ Л„.(Р) A t

квыр

(5.50)

Из (5.50) видно, что процесс регулирования полностью опреде
ляется кривой Д-разбиения по ДВЫр-
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Уравнение кривой Д-разбиения по /Свыр запишется:

Jf(/“О Jf Г>уО’о>)
■ г-1 У=у4-1
выр — ч (5.51)

п

Предположим, что общая степень полинома Jf равна а.
3—> + 1

Введем в систему а—v(лг( — от.) безинерционных усилителей с боль
шими коэффициентами усиления, охваченных стабилизирующими

устройствами типа ----- ^-3-)-----г-г так, как это
J 1 + btp + 1
главы IV. Тогда после элементарных выкладок 
по Ksav получит следующий вид:

было сделано в § 4 

кривая Д-разбиения

а-Н (п.—?п^)

_ П ^11 F”i(7ш) И D3 (-,ш)

=------------- —---------------------------------------------- • (5.52)

Ц/Ц (/<■>) JJ [«; О)2 + +1]

Такая система при соответствующем выборе постоянных а,, Ь, 
и при условии, что вырожденное и вспомогательное уравнения удо
влетворяют условиям устойчивости, будет воспроизводить любую 
заданную функцию, с любой достаточно большой степени точностью.

Когда такая система создана, остается ввести в нее нелинейное 
устройство, которое обеспечивало бы на входе системы сигнал, соот
ветствующий желательному характеру кривой на выходе.

Так, для случая двигателя, работающего в повторно-кратковре
менном режиме, выбор нелинейности может быть произведен из сле
дующих соображений. Закон изменения тока во времени, обеспечи
вающий оптимальный режим, известен и выражается заданной функ
цией

/=А(0- (5.53)

Если рассматривать собственно двигатель, то задание закона изме
нения тока при постоянном потоке возбуждения уже определяет закон 
изменения скорости во времени. Допустим, что этот закон выражается 
функциональной зависимостью

« = /г(0- (5.54)

Исключив из (5.53) и (5.54) время, мы получим необходимую связь 
между током и оборотами

n = F(J), (5.55)
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из которой и выбирается характеристика нелинейного элемента. Си
стема получает на вход сигнал, когда нарушается закон *)  (5.55). 
Теперь уже легко понять, что рассматриваемый здесь метод синтеза

*) Метод выбора нелинейностей так, чтобы на вход системы подавался 
сигнал, когда процесс отклоняется от оптимального, был предложен А. Я. Лер
нером (см. сноску на стр. 197).

**) Система исследована Ш. Ш. Хамитовым.

оптимальных структур вполне пригоден и для случая, когда регули
руемую величину или ее производные целесообразно в процессе регу
лирования удерживать на предельных их значениях со знаком плюс 
или минус, ибо такой закон изменения координат и их производных 
является частным случаем законов (5.53) и (5.54). Пример построе
ния нелинейного элемента для системы, рассмотренной в главе II, 
предложенный А. Я. Лернером, в полной мере иллюстрирует мето
дику выбора нелинейного элемента для случая ограничения второй
производной от регулируемой координаты. В этом случае система 
описывалась дифференциальным уравнением второго порядка, и до
полнительного введения производных не требовалось. Уже при рас
смотрении этого примера было подчеркнуто, что процесс будет тем 
ближе к оптимальному, чем больше коэффициент усиления К3 (см.
главу II). Если бы система описывалась уравнением более высокого 
порядка, то увеличение коэффициента усиления К3 привело бы к на-

ссд сел
рушению устойчивости, и та
кая система была бы непри
годна.

В этом случае, не меняя 
характера нелинейности и вы
бирая соответствующую струк
туру линейной части схемы, 
мы получим оптимальный ре
жим независимо от порядка 
дифференциального уравнения, 
которым система описывается.

§ 5.6. Примеры

Рис. 142. Схема следящей системы. В качестве примера рас
смотрим следящую систему**),  

принципиальная схема которой представлена на рис. 142. Работа 
такого рода системы подробно рассмотрена в примере четвертой 
главы. Рассматриваемая здесь система отличается только тем, 
что исполнительный двигатель питается непосредственно от электро- 
машинного усилителя. Рабочий участок кривой намагничивания пред
ставлен на рис. 143. Наличие гистерезиса делает эту характеристику 
неоднозначной, и на рабочем участке с некоторой степенью точ
ности ее можно представить характеристикой люфта. Известно, что
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в ряде случаев такой вид характеристики намагничивания электро- 
машинного усилителя является причиной автоколебаний.

Рис. 143. Характеристика намагничивания электро
магнитного усилителя.

Включим в систему стабилизирующее устройство типа трансфор

матора с передаточной 'функцией так, как ^это показано на
1 +\Р

структурной схеме рис. 144.
Данные системы следующие (обозначения приведены на рис. 144):

Ко = 0,75, Кэму =Ю. Кд=108, ^=-^5.

Ку = 5,0, 7"в = 0,05 сек, 7^ = 0,1 сек, 7\ = 0,274 сек,

Т2 = 0,0117 сек, т = 0,8 сек.
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Уравнение кривой Д-разбиения по коэффициенту усиления эле
ментов, охваченных стабилизирующим устройством, запишется:

г; __  (1 + W О 4“ О + (1 ~ 7Д Ш) (1 + Ju
xjw (1 + ^i/“) (1 + 7?Jm) 7Ш + КлКрелКе (1 + v<")

Уравнение свободного состояния системы запишется: 

J Кв„ О) 
NKO„

(5.56)

На рис. 145 построены

Дохв = 50 и W = 2.
Из этого рисунка

,/А\
кривые J и —------- для случая, когда

видно, что пересечение происходит в двух
точках айв. Устойчивые колебания будут в точке в. Однако частота

Рис. 144. Структурная схема следящей системы.

Рис. 145. К определению возможности возникновения 
автоколебаний.

колебаний здесь будет порядка 120 гц, что для этой системы является 
неопасным, так как такая частота не пройдет через систему. Частоту
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колебаний можно существенно увеличить, если увеличить коэффи
циент усиления Кохв- Так, при А70ХП = 100 частота колебаний увели
чивается до 250 гц.

Рис. 146. Амплитудно-частотная характери
стика.

Для суждения о фильтрующих свойствах линейной части системы 
на рис. 146 приведена амплитудно-частотная характеристика линей
ной части системы. Из этого рисунка видно, что система обладает 
резко выраженным фильтрующим свойством, и при частоте <и — 100 ам
плитуда практически равна нулю.



ГЛАВА VI

НЕКОТОРЫЕ КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ

§ 6.1. Об учете влияния малых параметров

Вопросы, которые обычно возникают при использовании асимпто
тических методов (в нашем случае асимптотический переход совер
шался устремлением т —> 0 или К—> оо), заключаются в следующем.

а) В действительных условиях коэффициенты усиления в динами
ческих системах могут быть не сколь угодно большие, а вполне 
определенные конечные величины. Какое же значение коэффициента 
усиления можно считать достаточно большим? Иначе говоря, при 
каких численных значениях коэффициентов усиления справедливы 
полученные ранее выводы и соотношения?

б) В системах регулирования (как и в любых динамических систе
мах), кроме учитываемых параметров, существуют паразитные пара
метры, которые при больших коэффициентах усиления могут оказать 
влияние на динамические свойства систем. В этой связи подлежат 
рассмотрению два вопроса: 1) могут ли малые параметры существенно 
повлиять на поведение системы, если количественно они сколь угодно 
малы; здесь речь идет о том — грубые или негрубые, в смысле 
А. А. Андронова, рассматриваемые системы, и 2) как определить 
количественно влияние малых, но конечных по величине паразитных 
параметров на характер протекания процессов в исследуемой системе.

В настоящем параграфе мы рассмотрим методы определения влия
ния малых параметров на динамические свойства систем в том слу
чае, когда они имеют малые, но конечные значения и каждый из 
этих малых параметров повышает порядок уравнения не больше, чем 
на единицу. Кроме того, будет рассмотрен вопрос о грубости, в смысле 
А. А. Андронова, изучаемого класса систем.

1. Количественная оценка малых параметров

Допустим, что система автоматического регулирования описывается 
дифференциальным уравнением А'-го порядка. Допустим, кроме того, 
что в системе содержится п малых параметров, каждый из которых 
повышает порядок уравнения на единицу. Характеристическое урав
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нение, соответствующее вырожденному дифференциальному уравне
нию, получаемому в результате пренебрежения п малыми парамет
рами, будет алгебраическим уравнением (.'V — п)-й степени и в общем 
случае может быть записано в следующей форме:

+ • ■ • +ак-п — 0. (6.1)

Пусть корнями уравнения (6.1) будут z,, где 1=1, 2, ..., N — п.
Тогда уравнение (6.1) удовлетворится, если вместо р подставить zp

aozi~n + + . . . 4- ал-_„ = 0. (6.2)

Учет отброшенных малых параметров сказывается двояко. Во-пер
вых, претерпевают изменения корни вырожденного уравнения (6.2), 
во-вторых, добавляется п корней, которые стремятся к бесконечности, 
когда малые параметры стремятся к нулю.

Предположим, что в результате учета малых параметров Z-й корень 
вырожденного уравнения изменился на Дг4. При этом коэффициенты 
вырожденного уравнения меняются соответственно на Да,, и появ
ляется п новых членов с коэффициентами Д/\. При этих условиях пол
ное характеристическое уравнение с учетом малых параметров может 
быть представлено в следующей форме:

-\-^bl(zi-\-l^zi)N 1-J-• • • + (а0 + Да0) (z,-f~ Az,)ft "4~

+ (ai + A°i) (А + Az;)jV п *+  • • • +а.у_„ + ^а,у_п = 0. (6.3)

Раскрывая биномы, получаем:

Д/>0 [zf 4-Nzf-' + N(N~X} Дг2 + ...] +

4-Д^ [zf-1 + (N — 1) zf-2 4- (^-1Ж-2)гу_з Az,2 + ... ] + ...

• ■ • + aozi~n + ao (W — Я) zf-”-1 Azs 4- ... 4- Aaozf-n 4- . ..

.. . \a^N — ^zf-”-1 Дг{-|- .. . 4-ау-„4-Далг_„ = 0. (6.4)

Учитывая (6.2) и пренебрегая малыми второго и высших порядков 
малости, получим:

д^+Д^У-14- • • • +ДяЛу-п +

4-Aa1zf-«-14- .. . 4-ДаЛ,_п = <?,..(z)2_2 Az,, (6.5) 
г

где ср' (z)—производная по z от уравнения (6.2) при z = z;. 
г zi

Из (6.5) получаем значение Дгг в следующей форме:

+ Д^гУ-1 + ... + ДаогУ~ге + + ... + &aN_n
=------------------------------------------- --------------------------------------------------------- •

(6.6)

14 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Полученная формула (6.6) дает связь между изменением корней 
и изменением коэффициентов уравнения с точностью до малых вто
рого порядка малости.

Если количественные значения малых параметров известны и 
известны корни вырожденного уравнения, то по формуле (6.6) можно 
определить ошибку, которую мы допускаем, определяя корни из выро
жденного характеристического уравнения. Если корни вырожденного 
уравнения — вещественные числа, то (6.6) дает возможность опреде
лить ошибку в определении декрементов затухания; если же корни 
вырожденного уравнения — комплексные, то из (6.6) можно сразу 
определить ошибку как по декрементам затухания, так и по частотам 
свободных колебаний системы.

Задача может быть поставлена и другим образом. Допустим, что 
задана допустимая ошибка (например, в процентах от корня выро
жденного уравнения) и необходимо установить, каковы должны быть 
численные значения малых параметров, чтобы ошибка от неучета этих 
параметров не превышала заданной.

Обозначим допустимую ошибку через е так, что

Тогда числитель правой части уравнения (6.6) получается заданной 
функцией малых параметров т. Обозначив эту функцию через / (от), 
можно (6.6) представить в следующей форме:

/(«о) = ег£'-?' (■^)z-zj• (6-7)

Здесь т0 — наибольший из малых параметров.
Естественно, что ошибка не превысит величины е, если любое

т < /н0. (6.8)

В большинстве случаев при количественном определении влияния 
малых параметров на динамические свойства системы можно ограни
читься рассмотрением ошибок в определении корней вырожденного 
уравнения. Строго говоря, нужно оценить также изменение располо
жения корней, порождаемых малыми параметрами. Рассмотрим эту 
задачу. Ранее было показано, что если малые величины стремятся 
к нулю, то корни, определяемые из вспомогательного уравнения, стре
мятся к бесконечности. Но так как в действительных условиях малые 
параметры — это некоторые малые, но конечные величины, то корни, 
порождаемые ими, будут располагаться не в бесконечности, а на не
котором конечном расстоянии от начала координат.
■ С точки зрения возможности оценки переходного процесса по 
вырожденному уравнению желательно, чтобы вещественные корни, 
порождаемые малыми параметрами, были расположены значительно 
дальше влево от мнимой оси, чем наиболее отдаленный влево корень 
вырожденного уравнения, или чтобы модуль комплексного корня был 
значительно больше модуля комплексного корня вырожденного урав
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нения. Тогда при прочих равных условиях составляющие переходного 
процесса, вызванные наличием малых параметров, окажут несуще
ственное влияние на характер общей кривой процесса регулирования.

Если общее количество малых параметров равно п, то вспомо
гательное уравнение при т —> 0 может быть записано в виде

+ ... +Сл=0. (6.9)

Учет численного значения малых параметров изменит вспомога
тельное уравнение следующим образом:

(Со + ЛСо)<7" + (С14-АС1)<7'‘-‘+ ... +С„ + ДС„= 0. (6.10)

Производя вычисления, аналогичные ранее проведенным, получим 
приближенное выражение для определения ошибки i-ro корня от учета 
малых параметров в следующей форме:

^buqN -|- "+ ••• +^aN-n

=----------------------------------------------------------------------------------

где ср' — производная по q уравнения (6.9) при 
можно найти ошибку в определении корня. Действительное 
корня при этом определится из уравнения

„ - А?»
~ т ■

Все полученные в этом параграфе соотношения пригодны для 
определения численных значений малых параметров, повышающих 
порядок уравнения на единицу. Естественно, что для определенной 
структуры таким малым параметром может быть обратная величина 
коэффициентов усиления охваченной стабилизацией части контура. 
Следовательно, в этих случаях указанными формулами можно поль
зоваться для определения необходимой величины коэффициентов уси
ления. Имея в виду, что

Щ = -тД-, (6.13)
^охв

формулу (6.12) можно записать в виде:

Pi = (<7i + Д<Д) Кохв • (6.14)

Если Кт известно, то по (6.14) можно определить истинное зна
чение корня. Практически целесообразно поступить наоборот: прежде 
всего найти корни вспомогательного уравнения, полученного в пред
положении, что т = 0, задаться величиной допустимой ошибки в ве
личине корня \q и из уравнения (6.14) определить необходимое 
значение коэффициента усиления

14*
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2. О грубости, в смысле А. А. Андронова, 
изучаемого класса систем

Допустим, что во всех отдельных частях системы регулирования, 
образующих замкнутые контуры, имеется некоторое (в общем случае 
неодинаковое) количество малых параметров. Исходная система урав
нений может быть представлена в следующей форме:

[Di (р) Mi (р) Fr (тр) + KJ Xi = — KiMi (р) х0,

[D2(p)M2(p)F2(mp) + K2]x2=—K2M2(p')x1. (6 15)

[D„ (р) Мп (р) Fn (тр) 4- хп = — К’ПМП (р) х„_ х.

Здесь Р^(тр)— многочлен, коэффициенты которого зависят от малых 
параметров т\ D^p}, Л^(р), К{ и Ki — операторы и коэффициенты 
объекта регулирования и регулятора, входящие в различные замкну
тые контуры.

Если в качестве паразитных параметров входят постоянные вре
мени апериодических звеньев, включенных последовательно в контур, 
то

Fi(mp)= m?F?(p)-\-mf~1Ff_i(p')-\- ..., (6.16)

где р определяется количеством учтенных малых параметров.
В других случаях уравнение Fi(mp), если только каждый малый 

параметр не повышает порядок уравнения больше, чем на единицу, 
также приводится к форме (6.16).

При этих условиях общее характеристическое уравнение приво
дится к' виду (3.35), где, однако, степень будет выше на количество 
учтенных малых параметров. Система будет устойчивой при от—>0, 
если наряду с вырожденным уравнением также и вспомогательное 
будет удовлетворять условиям устойчивости. Если паразитные малые 
параметры входят в систему так, что их учет эквивалентен последо
вательному включению в контур цепочки из соответствующего числа 
апериодических звеньев, то условия устойчивости при достаточно 
малых от будут удовлетворяться автоматически. В общем случае всегда 
можно установить такие соотношения между значениями малых пара
зитных постоянных времени, что при их достаточно малом значении 
они не окажут влияния на устойчивость системы. Отсюда можно 
заключить, что рассматриваемый класс систем относится к грубым, 
в смысле А. А. Андронова, системам.

§ 6.2. Определение величин коэффициентов усиления

Изложенный в предыдущем параграфе метод определения малых от, 
а следовательно, и больших К имеет универсальный характер только 
для случаев, когда малые параметры повышают порядок уравнения 
не больше, чем на единицу.
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Для использования этого метода необходимо знать корни выро
жденного и вспомогательного уравнений. Часто нахождение корней 
даже вырожденного уравнения сопряжено со значительными трудно
стями, ибо оно может быть достаточно высокой степени. Поэтому 
наряду с изложенным выше методом, применение которого, как пра
вило, целесообразно, когда необходимо установить влияние малых 
постоянных времени на динамику системы, в этом параграфе рассма
триваются методы нахождения величин коэффициентов усиления для 
ряда практически интересных случаев и определения пределов изме
нения этих коэффициентов усиления, при которых остаются справед
ливыми полученные ранее законы построения структур.

1. Коэффициенты усиления, входящие 
в характеристическое уравнение линейно

В простейших случаях структур, устойчивых при больших коэф
фициентах усиления, тот коэффициент усиления, который можно 
в широких пределах менять, не нарушая устойчивости, входит в урав
нение линейно. В качестве примера на рис. 147 приведена простей
шая структурная схема.

Рис. 147. Структурная схема.

Коэффициентами усиления, которые здесь можно менять в широких 
пределах, являются КгКг- Характеристическое уравнение для рассма
триваемого случая запишется:

П (1 + T’iP) (1 + V) + К1К2 [V (1 + Т3р) (1 + TiP) 4-

+ ^4(1+V)] = O. (6.17)

Определение границ при которых система устойчива, в дан
ном случае не представляет труда. Для этой цели (если все прочие 
параметры известны) строится кривая Д-разбиения по K.LK2- Для рас
сматриваемого примера уравнение кривой Д-разбиения имеет вид

JI (1 + Л?ш) (1 + ХУШ) (6.18)

(1 + Г8» (1 + 7» + ДзХ4(1 + X» •
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На рис. 148 представлена кривая, построенная по уравнению (6.18) 
для следующих численных данных параметров:

7\ = 0,\сек, Т.,= 0,01 сек, Г3 = 0,34 сек,
Т4 = 0,1 сек, ~ = 0,5 сек и К2К4 = 15.

Как видно из рис. 148, в рассматриваемом случае существует две 
области значений /<+2, при которых система устойчива: первая область 

при ++ от —0,06 до +0,7 
и вторая область при ++ 
от 32 до +оо. Последняя и 
определяет пределы КгК2, где 
система остается устойчивой 
при неограниченном увеличе
нии коэффициента усиления. 
Очевидно, что наименьшее зна
чение +/+ ПРИ котором спра
ведливы все ранее полученные 

Рис. 148. Кривая Д-разбиения по К\К«- выводы, будет КЛК2 = 32.
В общем характеристическое 

уравнение, соответствующее рассматриваемому в настоящем пункте 
варианту структур, может быгь представлено в следующем виде: 

<2(р) + (р)=о. (6.19)

откуда количественное значение пределов Дохв определяется из обла
стей (если их несколько), устойчивости кривой Д-разбиения, построен
ной по уравнению

^=-4йг- (6-20)
Здесь обязательно будет область, одна граница которой уходит в бес
конечность.

2. Коэффициенты усиления, входящие 
в характеристическое уравнение нелинейно

Количественная оценка коэффициентов усиления, входящих в харак
теристическое уравнение нелинейно, представляет собой значительно 
более сложную задачу, особенно, если важно определить не только 
одно какое-либо значение коэффициента усиления, при котором система 
устойчива, а всю область таких значений. Поэтому мы будем решать 
эту задачу применительно к рассматриваемому классу структур, 
устойчивых при неограниченном увеличении коэффициентов усиления.

То обстоятельство, что система остается устойчивой при больших 
коэффициентах усиления, указывает на обязательное наличие целой 
области значений коэффициентов, где система устойчива. Если вместо 
больших коэффициентов усиления мы введем их обратные величины, 
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то получим некоторую область малых величин, где система остается 
устойчивой. Указанное обстоятельство мы учитываем в дальнейшем.

Ранее было показано, что для рассматриваемого класса структур 
при наличии п больших коэффициентов усиления характеристическое 
уравнение может быть приведено к следующему виду.

mnFN0(p') + mn~1FNi(p)-\-mn^2FNn(p)-\- . . .

. ■■■ +mF.v,l_1(P) + /?A'H(p)= °. (6.21)

где т = .

В тех случаях, когда большие коэффициенты усиления численно 
неодинаковые, характеристическое уравнение также приводится 
к виду (6.21), но при этом коэффициенты полиномов Fi;,(p) зависят 
от коэффициентов т];, определяющих связь между Ki и К.

Запишем уравнение кривой Д-разбиения относительно последова
тельности малых параметров т в возрастающих степенях. Это урав
нение может быть представлено в следующем виде:

Рассмотрим отдельные дроби полученной цепочки, начиная от т 
в наименьшей степени. В самом верху имеем левую часть вырожден
ного уравнения Fy^ (ju>)=0. Для устойчивости всей системы при 

малых т уравнение f^[(p) = 0 должно удовлетворять условиям 
устойчивости.

Параметры, входящие в коэффициенты вырожденного уравнения, 
в частности коэффициент усиления в вырожденном уравнении, выби
раются так, чтобы удовлетворялись условия устойчивости. Выбор 
параметров может быть произведен исходя из вида кривой Д-разбие
ния по одному или двум входящим в это уравнение параметрам, 
уравнение которой имеет вид

7^n(7o>) = 0. (6.23)

Согласно принятому ранее условию все рассматриваемые здесь струк
туры принадлежат к классу устойчивых при неограниченном коэф
фициенте усиления. Следовательно, если вырожденное и одно из вспо
могательных уравнений удовлетворяют условиям устойчивости, то 
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существует такое т < т0, при котором вся система устойчива и будет 
оставаться устойчивой для всех т < т0.

Предположим, что все т1, где z = 2, 3...........п, сколь угодно
малые величины. Определим область значений т, при которых вся 
система остается устойчивой. Эта область значений т может быть 
получена построением кривой Д-разбиения из уравнения

FNn

т = — (6.24)

Верхняя граница т = «01, получаемая из построения кривой 
Д-разбиения, определяет устойчивость системы при щ’=0. При 
т < mot система будет устойчивой и при mi =/= 0. Выберем веществен
ное значение mlt принадлежащее области устойчивости, и определим 
границу устойчивости по п- при условии, что /и‘, где z=3...........п,
равны нулю; тогда получим:

'«1 +

т —
т2

п-2

(6.25)

Теперь уже можно выбрать т2<^/к22, где /Поз — значение т2, при 
котором система находится на границе устойчивости. Таким образом, 
переходя по ступенькам дроби вниз, можно последовательно опреде
лять граничные значения и выбирать соответственно значения 
в области устойчивости. Система будет устойчива при всех

Общее выражение кривой Д-разбиения по т1 может быть запи
сано в следующем виде:

— т*  ’-(П;-, 

n-t

(6.26)

Сам процесс построения кривых существенно облегчается. Так, 
числитель в выражении (6.26) уже известен из построения кривой 
Д-разбиения по и выбранному в устойчивой области т^. После 
того как определено т1, на основании формулы связи между отдель
ными коэффициентами усиления могут быть определены коэффициенты 
связи для случая, когда большие коэффициенты усиления численно 
различные.

В качестве иллюстрации найдем выражение цепной дроби для опре
деления границ Д-разбиения по коэффициентам усиления примени
тельно к двум основным структурам, рассмотренным в главе III.

Для конкретности ограничимся случаем, когда в систему вводятся 
три стабилизирующих устройства общего типа.
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На рис. 149 представлена структурная схема по первому варианту 
включения. Характеристическое уравнение запишется в следующем виде: 

[rnFm, (р) Dt (р) 4- ЛП1 (р)] [тЛМ1 (р) D2 (р) -ф- РП2 (р)] X

XlmF,„3(p) D3(,p)+Fn,(р)] О4 (P)+KiFmi(p') Fm,(p) Fm,(.p)= 0. (6.27) 

Здесь D$(p)— собственный оператор Z-й части одноконтурной цепи, 

т = ~ (для простоты принято K1QXB = /<2охв = А^Зохв — ^4 — коэф-
А

Рис. 149. Структурная схема по первому варианту включения.
Рп.(Р) ■ 

фициент усиления в вырожденном уравнении, г----- передаточная
РтАР) г 

функция г-го стабилизирующего устройства. Раскрывая скобки в урав
нении (6.27) и группируя, получаем:
m’D; (р) D2 (р) D3 (р) Fm, (р) F„h (р) Fma (р) О4 (р) -ф- 

+ т2 [Fni (р) Fm2 (р) Р,„3 (р) D2 (р) D3 (р) -ф-
+ Fn, (р) Fmt (р) Fm, (р) (р) D3 (р) +
+ F Пз (р) Fm. (р) Fm2 (р) 7ф (р) D2 (р)] О4 (р) 4-

4- т [^n. (р) Fn, (Р) Fm. (р) D3 (р) 4- РП1 (р) F„3 (р) F т2 (р) D2 (р) -ф-
4- F„2 (р) F„3 (р) Р,„, (р)^! (р)] (р) 4- (р) Fn, (р) F„3 (р) D4 (р) 4-

+ KiFmt (р) Fmi (р) Fma (р) = 0. (6.28)
Выражение для нахождения кривых Д-разбиения по пР запишется: 

р

т-\-------- г-----. - т2Н--- в11------щз =------------------------?---------- , (6.29)

где
А = Dt (/«>) D2 (jm) D3 (y«>) Di (jm) F„,t (yw) F„,3 (;'o>) Fn,3 (Ju),
В = [Fnj (/w) Flll3 (Jo>) F.„l3 (/w) D2 (ju>) D3 (Jw) 4-

4~ Fn.t (ju>) Fmt (У«>) Fm3 (y'u>) Di (y'u>) D3 (/a>) 4-
4- Fna (/<«) F„lt (Ju>) F,„2 (j«>) Di (Ju>) D2 (/«>)] Di (jw), 

C=[FK1 (уш)Fn2(Ju>) Fm3(ум)D3(ym)4-(yu>)F„3 (yu>)F„l2(уш) D2 (yu>) 4-
4- Fn, (y u>) P„3 (y’u>) Fmi (ju>) Di Di (ум), 

D = Fmi (уш) FIIl2 (уш) Fm3 (уш), 
E = Fnt (уш) F^ (у'ш) F^ (уш) Di
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В уравнении (6.29) дано также уравнение кривой Д-разбиения 
по коэффициенту усиления вырожденной части системы.

На рис. 150 представлена структурная схема по второму варианту 
включения. Характеристическое уравнение в этом случае запишется 
в следующей форме:

Dt (р) D2 (р) О3 (р) О4 (р) Fm> (р) Р„,а (р) Р„,а (р) 4-
+ KiFni (р) Р„,а (р) Р,„3 (р) D2(р) D3(p) Dt(p) +
+KiK2Fn, (р) F т< (р) Fm, (р) D3 (р) Di (р) +
4~ KiK2K3F„3 (р) F„(1 (р) Fн(а (р) D4 (р) -|-

+ WWiF,», (р) Р,Ва (р) Р,Ва (р) = 0. (6.30)

Здесь обозначения — те же, что и для рассмотренного выше случая.

Рис. 150. Структурная схема по второму варианту включения.

Поделим уравнение (6.30) на KiK2K3 и обозначим -тт — т3•
АДАХАН

Полагая для простоты Kt = К2= К3, получим:

m’D, (р) D2 (р) D3 (р) (р) Fmi (р) F 1Па (р) Fm> (р) +
+ m2F„t (р) Fma (р) Р,„3 (р) О2 (р) D3 (р) О4 (р) 4-
4- mF Пз (р) Fm, (р) Fma (р) D3 (р) Di (р) 4-

+ Fn3 (р) Fmi (р) F,„a (р) (р) 4- KiFmi (р) Fin,F„h (р) = 0. (6.31)

Цепочка для вычисления пределов устойчивости по запишется 
в следующем виде:

к . Fn3 О) Fm. F,», О) Di <»
, 4 F,n, Л».,О)

2,т' Fn, Fm, О) Fm3 О) D3 О) Dt (»
3 _ т ' F,lt (М F„„ W F,.3 (ГР w (» Dj W (6 32.

■°1 (>“) D2 O) D3 (/“) °4 (/“) Fmt (7“) Fma (» Fm3 ’

Расчет производится совершенно так же, как и для рассмотрен
ного выше случая включения по первому варианту.
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§ 6.3. Об учете влияния начальных условий
Ранее было установлено, что при достаточно больших значениях 

коэффициентов усиления элементов, которые охватываются стабили
зирующими устройствами, переходный процесс в полной мере опре
деляется вырожденным уравнением. Эти результаты были получены 
при условии, что переходный процесс наступает при нулевых началь
ных условиях. Ниже будет показано, что такой же вывод можно 
сделать р в более общем случае ненулевых начальных условий. Рас
смотрение вопроса об учете влияния начальных условий важно еще 
и в том смысле, что результаты такого рассмотрения могут быть 
использованы в тех случаях, когда для оценки качества системы 
используется величина степени устойчивости *).

*) Цыпкин Я. 3., Бромберг П. В., О степени устойчивости ли
нейных систем, Изв. АН СССР, ОТН, № 12, 1945.

Предположим, что переходный процесс наступает при следующих 
начальных условиях (при ^=0):

x(f)t=0 = х0 и х4(/)г=о=О (z=l, 2, ..., N—1). (6.33)

Обозначим корни характеристического уравнения через z2, • • •, zn. 
Имея в виду, что система устойчива, можно считать, что z, будет 
или вещественным отрицательным числом, или комплексным числом 
с отрицательной вещественной частью. Свободная составляющая пере
ходного процесса выражается следующим уравнением:

х (0 = У (6.34)

где At— постоянные интегрирования.
Для определения N постоянных интегрирования составляем N 

уравнений для W начальных условий.
Из (6.34) для t = 0 при учете (6.33) имеем:

Ai А2 . • . + = х0,

z1AJ-\-z2A2-ir ... ~\~znAn—0,

-|-.ф42 + ... 4-2^^^-= 0, (6.35)

+ z^A2 -+-...+ z* -Мд. = 0.

Определитель системы (6.35) будет: 
1 1 ... 1
z, z2 ... zN

(6.36)
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Для определения i-tt постоянной интегрирования имеем следующее 
выражение:

(6.37)

где А, — определитель (6.36), в котором вместо i-го столбца подста
влена правая часть системы уравнений (6.35).

Допустим, что в системе имеется п малых параметров, каждый 
из которых повышает порядок уравнения на единицу. Тогда из общего 
числа N корней п будут уходить в бесконечность при стремлении п 
малых параметров к нулю, a N — п будут конечными величинами 
и в пределе равняться А/— п корням вырожденного уравнения.

Если разложить согласно теореме Лапласа определители Д и 
по минорам М— га-го порядка и положить, что п корней стремятся 
к бесконечности, то можно убедиться в справедливости следующего:

lim A'i = Ai, (6.38)
Zj -> со

где i = 1, 2...........N — п, j = N — n 1..............N и

lim a'j — 0. (6.39)
Z - -> 00 
3

Здесь Aj и Aj — постоянные интегрирования, определяемые из пол
ного уравнения, At — соответствующая постоянная, определяемая из 
вырожденного уравнения.

Таким образом, при достаточно больших значениях корней, 
порождаемых малыми параметрами, постоянные интегрирования, най
денные из вырожденного уравнения, будут достаточно близкими к соот
ветствующим постоянным интегрирования, определяемым из полного 
уравнения, а остальные постоянные интегрирования будут стремиться 
к нулю. Отсюда и следует, что переходный процесс, полученный 
из вырожденного уравнения, будет при достаточной малости неучтен
ных параметров достаточно близок к переходному процессу, полу
чаемому из полного уравнения.

Допустим, что переходный процесс наступает при следующих 
начальных условиях:

*W(=o = xo’ ^(Ог_о = Ч- <6-40)

Результаты, полученные выше, будут в полной мере справедливы 
и в этом случае при условии, что х0 и все Хо являются величинами 
конечными, в чем можно убедиться непосредственным расчетом, поль
зуясь вышеизложенной методикой.



ГЛАВА Vll

СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ РЕГУЛИРУЕМЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ

§ 7.1. Предварительные замечания

В практике автоматического регулирования весьма часто встре
чаются объекты, в которых необходимо регулировать не одну, 
а несколько величин; эти величины могут быть связаны между собой 
в том смысле, что изменение одной влечет за собой изменение других 
регулируемых величин. В качестве примеров таких объектов могут 
служить электрические генераторы, где регулируются напряжение, 
частота тока (в машинах переменного тока), активная и реактивная 
мощность (в синхронной машине, работающей параллельно с другими 
синхронными машинами). При частотном управлении асинхронными 
двигателями напряжение и частота источника питания должны меняться 
по определенным законам, обычно отличным от естественных законов 
изменения этих величин, присущих источникам. В качестве примера 
можно также указать паровой котел, ставший классическим примером 
объекта с несколькими регулируемыми величинами (давление, темпе
ратура пара и т. д.).

По условиям эксплуатации к каждой из регулируемых величин 
могут предъявляться свои особые требования с точки зрения точно
сти их поддержания, скорости установления после нарушения устано
вившегося режима и других показателей качества регулирования. Так, 
при работе синхронной машины параллельно с сетью частоту необ
ходимо поддерживать строго постоянной (астатическое регулирование), 
напряжение же поддерживается с некоторой конечной точностью 
(статическое регулирование) и т. д.

В рассматриваемых случаях по каждой из величин создается свой 
контур регулирования. По этой причине такие системы иногда на
зывают системами многосвязного регулирования. В дальнейшем, если 
не будет специально оговорено, будем подразумевать, что связь 
между отдельными регулируемыми величинами имеет место через 
объект регулирования.

Прежде чем сформулировать задачу синтеза структур систем 
многосвязного регулирования, необходимо выяснить некоторые общие 
свойства этих систем.
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1. Зависимость установившейся ошибки 
от коэффициента усиления

Как известно, в системах с одной регулируемой величиной уста
новившаяся ошибка обратно пропорциональна величине коэффициента 
усиления разомкнутой цепи регулирования. Выясним, как связана

Рис. 151. Схематическое изо
бражение системы много

связного регулирования.

установившаяся ошибка Z-й регулируемой 
величины с коэффициентом усиления ра
зомкнутого Z-ro контура и другими пара
метрами системы многосвязного регули
рования. Допустим, что в объекте имеется п 
регулируемых величин. По каждой из ре
гулируемых величин объект имеет соот
ветствующую передаточную функцию. 
Ограничимся рассмотрением систем регу
лирования, которые могут быть представ
лены схемой, показанной на рис. 151. 
Будем называть знаменатель передаточной 
функции элемента или разомкнутой части 
схемы собственным оператором, а ее числи
тель—взаимным оператором. Введем сле
дующие обозначения: t>i(p)— собствен
ный оператор объекта по Z-й регулируемой 
величине х;; /И; (р)— собственный опера
тор цепи регулирования (без объекта) 
по Z-й регулируемой величине в случае 
отсутствия стабилизирующих средств; 
Ki и — коэффициенты усиления объек
та и цепи регулирования (без объекта) 
по Z-й величине; Ki = Ki^i — общий ко
эффициент усиления разомкнутой цепи Z-й

регулируемой величины; — нагрузка, приложенная к объекту и 
действующая в Z-й цепи регулирования (рис. 151)*).

*) Если нагрузка приложена не так, как это показано на рис. 151, а 
в каком-либо другом месте объекта, то изменятся оператор и коэффициент 
при основные выводы, получаемые далее, от этого не изменятся.

Выясним сначала свойства системы, не имеющей стабилизирую
щих устройств. По условию связь между отдельными регулируемыми 
величинами существует только через объект регулирования. Эта 
связь может быть как алгебраической, так и дифференциальной. Обо
значим коэффициент, характеризующий связь между Z-й и k-й вели
чинами, через ajft; этот коэффициент может быть постоянной вели
чиной или некоторой функцией оператора дифференцирования р.

В последнем случае полагаем, что наивысшая степень р, вхо
дящего в aik, меньше степени собственных операторов Dt(p), М^р)
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11 Dk(p), Мк(р). Кроме того, будем считать, что aik включает в себя 
знак.

Процесс автоматического регулирования в такой системе описы
вается дифференциальными уравнениями, которые могут быть при
ведены к следующему виду:

. . . +KiMl(p)alnxll = f1K'iM1(p)-\-K1M1(p') х1эт, 

КгМ2 (р) Я21Х] -|- [О2 (р) М2 (р) -|- xz И- • • ■

• • • КчМ2 (р) У-2пХп = f2K2M2 (р) -|- К2М2 (р) Х2ЭТ> 

КпМп(р) з.п1х1 +[Dn(p)Mn(p) + Кп] =
= /п^Л1„(р) 4- КпМп (р) хпЭТ.

(7-1)

Для определения статического режима положим в (7.1) р = 0. 
Получим:

(1 + A"l)^i+^«12^2-)~^1а13х3 Н- • ■ • К i(X.lnXn= Kifi-^-KiXvn, ) 

К2Я21х1 + (1 + К2) х2 К2а23х3 -|- . . . = ^2/2 +-^г-^гэт, I

Kn<* n,xi + Кп^п^г +••■+('+ Кп) хп = Knfn + ^пхпэт> J

(7.2)

где aik= aik(fi). Отсюда установившееся значение i-й переменной 
при постоянных значениях нагрузки найдется нз соотношения

где Д— определитель системы 

1 + Ki, /<1=Чз........

д ^2а21’ 1 Н" А?> • • •» К>>*?П

Knant> Knan3t * • *> 1

a такой же определитель, в котором i-й столбец заменен пра
вой частью системы уравнений (7.2):

Ч-К1, К1х12<--- , <4,... ■

Д( = ^“21. 1 + к2,.. , K2f2,..
(7-4)

1 Т Кп
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Из выражений (7.3) и (7.4) можно найти статическую ошибку. 
Кроме того, из этих уравнений следует, что при определении z-й 
величины определитель Д£ не будет зависеть от в то время как 
определитель системы А зависит от всех К, в том числе и от К, и 
притом так, что значение А растет с ростом Kj. Полагая, что урав
нение (7.2) записано в отклонениях, приходим к заключению, что 
увеличение коэффициента усиления z-ro контура при прочих равных 
условиях уменьшает установившуюся ошибку по z-й регулируемой 
величине. Таким образом, для систем со многими взаимосвязанными 
регулируемыми величинами, как и для систем с одной регулируемой 
величиной, увеличение коэффициента усиления ведет к увеличению 
установившейся точности.

2. Влияние коэффициентов усиления отдельных 
контуров на устойчивость всей системы 

регулирования

Известно, что в одноконтурных системах с одной регулируемой 
величиной увеличение общего коэффициента усиления неизбежно ве
дет к нарушению их устойчивости. Такой же вопрос возникает и 
при рассмотрении многоконтурных систем со многими взаимосвязан
ными регулируемыми величинами. Для того чтобы выяснить, как 
влияет увеличение одного, нескольких или всех коэффициентов уси
ления на устойчивость, рассмотрим характеристическое уравнение 
системы дифференциальных уравнений (7.1). Напомним, что при со
ставлении системы уравнений (7.1) предполагалось, что все контуры 
регулирования состоят только из основных элементов, т. е. не со
держат стабилизирующих устройств. На основании (7.1) характери
стическое уравнение представляется следующим образом:

[£>! (р) (р) + Кл], К1М1(р)а12........ K'iMx(p) а1п

К2М2(р) а21, \D,,(p)\]„(p) + к!2М2 (р) a2rt __

K'nMn(P>nV К'пМп(р) а„2, ..., [Dn(p)Mn(p)+ KJ
(7-5)

Раскрывая определитель, можно уравнение (7.5) привести к следую
щему виду:

F2 KiFN.(p) + 2 KiKjFN {р)-\- ... Н-АтАд ■ • • A'n-(- 
i-1 г i,j = l J

+ /1 (ай) A'n (p) +/2 (aii) Fn—1 (P) + • • • +/» (ai/r) = O' (7-6)

где-'рдг. (0), Fl?.. — многочлены от переменной p, коэффициенты ко- 
i4 ij

торых не зависят от К{, Fn(p) — многочлены, коэффициенты кото
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рых не зависят от Ki и aik, и f(aik)— некоторые функции от 
коэффициентов связи aik.

Убедимся, что при некоторых условиях увеличение одного, не
скольких или всех коэффициентов усиления неизбежно приводит 
к нарушению устойчивости и что в системе многосвязного регули
рования, как и в одноконтурной, возможности увеличения коэффи
циентов усиления находятся в противоречии с ее устойчивостью.

Допустим, что между коэффициентами усиления отдельных кон
туров существуют (или могут быть осуществлены) следующие зави
симости:

Kz =

3 ‘ (7.7)

Kn=tinKv

Подставляя (7.7) в (7.6) и полагая К; = К, получим:

F'n. (р) + KFNl (р) + №fjVs (р) + K3FNa (р) + . - •

. . . К |[ “Ь/1 (au) Fn(.P)~\~fi (aik) P-n-l (Р) • ■ • Н- fn (aik) — О-
<=1 (7.8)

Поделим (7.8) на Кп и обозначим Д- = /п;. Тогда получим:

mnFN: (р) mn~1FNl (р) + (Р) + • ■ •

...+т/’у,„_1(р)+0^=0. (7.9)

где
■f.vo(p)= ^'x,(P)+/l (ai4 »(Р) + • • • -Ь fn (aik)•

Увеличение коэффициентов усиления равносильно уменьшению т. 
Выясни»! возможность получения устойчивой системы при т —>■ 0. 
Для этой цели решим следующую задачу.

Допустим, что в общем случае характеристическое уравнение 
может быть приведено к следующему виду:

mnF_y (р) mn~1F^t (р) 4- mn~2Fх, (р) + ...

. . • +mFxn_1(p)-\-FNll(p) = 0. (7.10)

Здесь индексы при F показывают степени многочленов. Необхо
димо установить, при каких условиях корни уравнения (7.10) будут 
расположены слева от мнимой оси на плоскости корней при т —> 0.

Уравнения, подобные (7.10), уже рассматривались нами в главе III 
при исследовании сложных структур систем с одной регулируемой 
величиной, устойчивых при неограниченном увеличении коэффициен
тов усиления участков цепи, охватываемых стабилизирующими устрой
ствами. Там было показано, что устойчивость при m -> 0 может 

15 Зак. 3557. М. В. Мееров
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быть обеспечена, если каждый малый параметр повышает порядок 
уравнения не больше, чем на два. При этом вырожденное уравнение 
и вспомогательное уравнение первого, второго и третьего рода, каж
дое в отдельности, должны удовлетворять условиям устойчивости.

Возвращаясь к системе с п связанными регулируемыми величи
нами, поведение которой описывается совокупностью уравнений (7.1), 
можно сделать следующее заключение.

а) Если собственный оператор каждого из контуров, состоящего 
из основных элементов, имеет первый порядок, то можно увеличивать 
одновременно все коэффициенты усиления, не нарушая устойчивости. 
При этом необходимо, чтобы вырожденное уравнение и вспомога
тельное уравнение первого рода, каждое в отдельности, удовлетво
ряли условиям устойчивости.

б) Если собственный оператор каждого из контуров, состоящего 
из основных элементов, имеет второй порядок, то можно увеличивать 
одновременно все коэффициенты усиления, не нарушая устойчивости. 
При этом необходимо, чтобы вспомогательное уравнение второго 
рода и вырожденное уравнение, каждое в отдельности, удовлетворяли 
условиям устойчивости.

в) Если собственный оператор каждого из контуров, состоящих 
из основных элементов, имеет третий или более высокий порядок, 
то увеличение одного, нескольких или всех одновременно коэффи
циентов усиления неизбежно приводит к неустойчивости. В этом 
смысле, как и для одноконтурных систем с собственным оператором, 
порядок которого выше второго, существует противоречие между 
возможностью увеличения коэффициента усиления (или коэффициен
тов усиления) и устойчивостью. В связи с этим и возникает задача 
о нахождении таких структур и принципов их построения, для ко
торых это противоречие может быть устранено.

§ 7.2. Структуры систем со многими регулируемыми величинами, 
допускающие неограниченное увеличение коэффициентов усиления

В реальных условиях порядки собственных операторов отдельных 
контуров могут быть выше второго. Как следует из результатов 
предыдущего параграфа, при указанных условиях увеличение одного 
пли нескольких коэффициентов усиления неизбежно приводит к на
рушению устойчивости.

Отсюда (как и для систем с одной регулируемой величиной) 
возникает задача: найти законы построения систем, в которых прин
ципиально не существовало бы этого основного противоречия между 
устойчивостью и точностью.

Допустим, что собственный оператор цепи регулирования по од
ной из регулируемых величин, например л'р имеет порядок > 2. 
Увеличение коэффициента усиления этого контура неизбежно при
ведет к неустойчивости системы. Это заключение вытекает из ранее 
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полученных результатов. В справедливости его можно убедиться и 
непосредственно.

Действительно, разложив определитель (7.5) по первому столбцу, 
получим:

[Oj (р) /Wj (Р) + А”1] Ац + КгМ2 (р) «21^21
... +К;.Л1„(р)аИ1Д„, = 0( (7.11)

где Д(4 — алгебраические дополнения к соответствующим элементам 
первого столбца. Первый член суммы (7.11) имеет наивысшую сте
пень р, так как этот член содержит наименьшее количество взаимных 
коэффициентов, которые являются или постоянными величинами, или 
операторами с порядком, меньшим порядков собственных операторов 
отдельных контуров. Уравнение (7.11) может быть приведено к следую
щему виду:

Fxs(p) + KlFJfl(p)=0, (7.12)

где индексы при F означают степень многочленов (р) и (р). 
Пусть

N2_^ = V1.

Отсюда и вытекает, что если > 2, то увеличение Kt неизбежно 
приведет к неустойчивости системы. Из уравнения (7.12) видно, что 
условие

— (7.13)

будет выполняться, если в первый контур ввести воздействие по 
\ — 2-й производной.

Действительно, если в первый контур ввести воздействие по 
\—2-й производной, то уравнение (7.12) получит следующий вид:

^(p) + /<i(p’'-2+l)^1(p) = 0. (7.14)

В этом уравнении условие (7.13) выполняется.
Обобщая этот результат на случай, когда степени собственных 

операторов каждого из контуров системы будут*приходим  к вы
воду, что для получения устойчивости при любых Ki необходимо 
в каждый контур с порядком собственного оператора, равным > 2, 
ввести воздействие по производной порядка \ — 2.

Введением — 2-й производной мы обеспечиваем выполнение 
условия (7.13). Выясним следующий вопрос: необходимо ли, кроме 
(vf — 2-й) производной-, вводить все низшие, вплоть до первой, произ
водные? Чтобы ответить на этот вопрос, найдем выражение для 
вырожденного уравнения, полагая, что в каждый контур вводится 
(v2 — 2-я) производная. Нетрудно показать, что вырожденное уравне
ние будет иметь следующий вид:

(р’.-2+1)(^-2 + 1) ...(р’я-2+1)Р„(р)=0. (7.15)

15*
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Независимо от характера функций Fn(p) ясно, что система будет 
неустойчивой, если > 3. Отсюда следует вывод, что устойчивость 
для вырожденного уравнения может быть обеспечена, если, кроме 
'>i — 2-й производной, будут вводиться все более низшие производ
ные вплоть до первой.

Таким образом, приходим к следующему заключению. В системе 
с п связанными между собой регулируемыми величинами можно 

Рис. 152. Общий вид схемы много
связного регулирования со стабили

зирующими устройствами.

обеспечить устойчивость при лю
бом коэффициенте усиления по 
любой из регулируемых величин. 
Для этой цели в соответствую
щий контур нужно ввести воз
действие по — 2-й производ
ным, где — порядок собствен
ного оператора z-ro контура.

§ 7.3. Второй путь решения 
поставленной задачи

В предыдущем разделе были 
найдены структуры, допускающие 
неограниченное повышение коэф
фициентов усиления при сохра
нении устойчивости. Трудности, 
которые могут возникнуть при 
техническом осуществлении при
веденного выше способа, связаны 
с необходимостью получения 
идеальных производных. Этот 
метод особенно осложняется, если 
порядок собственного оператора 
контура регулирования выше 
третьего и для получения нужной 
структуры приходится вводить 
вторую и более высокие произ
водные.

В настоящем параграфе рас
смотрены структуры, допускаю
щие неограниченное увеличение 
коэффициентов усиления без на

рушения устойчивости и не требующие введения «чистых» производ
ных. В качестве стабилизирующих средств используются обычные 
стабилизирующие устройства, построенные из пассивных звеньев.

Введем следующие обозначения: Mt(p) О,(р')— собственный опе-
Лц (Р)

ратор контура без учета стабилизирующего звена; — опера-
г ‘ т, \Р) 
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тор стабилизирующего устройства z-ro контура, /Ci0XB— коэффициент 
усиления части контура, охваченной стабилизирующим устройством; 
/<,,,ыр— коэффициент усиления части контура, не охваченной стаби
лизирующим устройством; Ki — коэффициент усиления объекта по 
z-й регулируемой величине; MiBb!p(p)— собственный оператор части 
регулятора, неохваченной стабилизирующим звеном; zWj0IB(p)— соб
ственный оператор части контура, охваченной стабилизирующим 
УСТРОЙСТВОМ, К)общ ^гохв К^'Л^ВЫр •

На рис. 152 представлена принципиальная схема изучаемой си
стемы.

Предположим, что объект содержит п регулируемых величин и 
имеется соответственно п контуров регулирования. Как и ранее, 
предполагаем, что регулируемые величины связаны между собой че
рез объект регулирования с коэффициентом связи o.ik. На aik на
кладываются те же ограничения, что и ранее.

Процесс автоматического регулирования может быть описан сле
дующей системой дифференциальных уравнений:

(р) ^1выр(р) {[М10ХВ(р) Fmi (р) + Кюхв Fni (р)] +

“F Kio6us,Fmi (р)} = Ki [Л410ХВ (р^даДр) —|—

4“ Ajoxb Fni (р)] ^1выр(р) S а1кхк^ 
к s=2.

1^2 (Р) ^2выр (р) [М2охв (р) Fт.2 (Р) Ч- ^2охв FП1 (р)] -|-

~F ^общ/7(Р)} х2 == — ^2 [М 2охв (р) (р)+

I ^гохв^иа (Р)1 ТИгвыр (Р) ^2к^к'
к—1, 3,...

(7.16)

{71,1 (р) Л4„выр (р) [7HnOxB (р) F тп(р) ~Ь А’похв/7Пп (р)] +

+ KnOi^Fmn (р)} Хп = — К'п [Мпохв (/?) Fmn (р) +

п— 1
+ KnmsFlln(p)] Мпвир(р) 2 ?-пкхк’

Для удобства введем следующие обозначения:

(Р) ^гвыр (р) Л4гохв (р) Fпц (Р) = ~i (р)> 

Di (р) А1г„ыр(р)Ри. (р) -\-Kisa.,Fmi (р) = (р),

KiMinB (р) Fmi (р) = 3$i (р).

Порядок оператора ~г(р) равен сумме порядков собственного опе
ратора z-го контура и знаменателя оператора стабилизирующего 
устройства. Порядок оператора Вг(р) равен сумме порядков соб
ственного оператора неохваченной части контура регулятора, опе
ратора объекта и числителя оператора стабилизирующего устройства. 
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Порядок оператора ,®;(р) равен сумме порядков собственного опе
ратора регулятора z-ro контура и знаменателя оператора стабилизи
рующего устройства.

Имея в виду введенные обозначения, (7.16) можно представить 
следующим образом: 

{(Р) + ^охв Bi (р)} *!  = — [ ,251 (р) + Кт„ X
п

X K'tFn, (р) 7И,выр(р)] V
к-2

{^(p) + A'ojbB2(p)} х2 = — |:®2(р) +Кохвер,,,(р) X
X ТИ2ВЫр(р)] V а2кхк,

4-1,3,....и
(7.17)

{"и (р) + Ктввп (р)}хп = — [ (р) K0„KnFnn (р) X
п-1

X ^пвыр(р)] У-пк^к- 
к-1

Составим характеристический определитель системы (7.17):

^12 • • • Ащ I
д4п<> ... Ап|. (7.18) 

^П1 ^П2" • • ^пп

Выражения для Ац (j = 1, 2, ..n; J= 1, 2п) имеют 
следующий вид:

^ij = ’Ti(p) + ^oXBPi(p) при i=j
И

^ij == (Р) Н"“ 7цМ$выр(р)1 ПрИ I =/= j.

Раскрывая определитель (7.18), можно характеристическое урав
нение привести к следующему виду:

Fn„ (Р) + KmBFNl (р) + Кг0„Fn, (р) + /<охвFNs (р) + ...
...+C„^vB(p) = 0. (7.19)

Здесь в F^a(p) входят произведение всех т^(р) и все произве
дения, не содержащие Ктв множителем. Очевидно, что полином»Гу„(р) 
содержит р в наивысшей степени и им определяется степень харак
теристического уравнения. Выражение F^ (р) состоит из суммы про

изведений Bi(p) на Л/С(Р)- Кроме того, вру. (р)
к-1, 2.....  1-1, г + 1, ..., п *

входят все другие члены, зависящие от коэффициентов связи ai/; и 
получающиеся в качестве множителя при /<Охв- Все последующие 
члены уравнения (7.19) строятся аналогичным образом. Последний 
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член уравнения (7.19), в котором коэффициентом является К"™, со- 
п

стоит из произведения В^р), к которому добавляются члены, 
■ -I

зависящие от aife и получающиеся в качестве множителя при КП11-
Допустим, что каждый контур регулирования со своим стабили

зирующим звеном в отдельности образует структуру, допускающую 
неограниченное увеличение коэффициента усиления без нарушения 
устойчивости. Тогда, "как это вытекает из закона построения много
членов, входящих в уравнение (7.19), разность степеней рядом стоя
щих многочленов не может быть больше двух.

Из сказанного следует закон построения многоконтурных систем 
со многими связанными между собой регулируемыми величинами, 
обладающими любой степенью установившейся точности. Для того 
чтобы в системе с л связанными между собой регулируемыми вели
чинами можно было каждую регулируемую величину поддерживать 
с любой степенью установившейся точности, достаточно, чтобы каж
дый контур в отдельности удовлетворял этому условию. При этом 
такая система будет устойчивой при неограниченном увеличении ко
эффициентов усиления, если вспомогательное уравнение первого, 
второго или третьего рода и вырожденное уравнение, каждое в от
дельности, будут удовлетворять условиям устойчивости.

§ 7.4. Одно обобщение

В действительных условиях не всегда требуется поддерживать 
все регулируемые величины с большой степенью установившейся 
точности. Более того, бывают такие частные случаи, когда чрезмер
ная точность может оказаться для некоторых из регулирующих ве
личин нежелательной.

Примером может послужить случай регулирования скорости гидро
турбины, генератор которой работает на сеть параллельно с другими 
генераторами.

Как известно, распределение активных мощностей между парал
лельно работающими машинами будет определяться статическими 
характеристиками регуляторов скорости турбин. Поэтому увеличение 
точности регулирования связано с изменением наклона статической 
характеристики регулирования турбины. Изменение наклона харак
теристики ведет к изменению распределения активных нагрузок между 
машинами, что может оказаться нежелательным.

Рассмотрим для общности случай, когда из п регулируемых ве
личин п — п} должны поддерживаться с большой степенью точности.

При этих условиях уравнение (7.10) может быть приведено 
к следующему виду:

/ra«-nipXj(jB)-|-OT'‘-(»1+1)/:'1Vi(p)4- ... 4-Лдг, п-п,(Р) = 0. (7.20)
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В этом случае (и—nt) регулируемых величин будут поддержи
ваться с любой степенью точности, если уравнение (7.20) будет 
удовлетворять условиям устойчивости при т—> 0. Как это ясно 
из предыдущего, система при малых т будет устойчивой, если:

а) вырожденное уравнение

FN, n~nt (р) == 0 (7.21)

удовлетворяет условиям устойчивости и
б) соответствующее ^вспомогательное уравнелие также удовлетво

ряет условиям устойчивости.
Добиться выполнения указанных условий : можно одним из при

веденных выше способов.

§ 7.5. Многосвязные системы, содержащие элементы 
с запаздыванием

Рассмотрим систему автоматического регулирования, состоящую 
из п связанных между собой через объект регулирования величин, 
в контуре каждой из которых имеется элемент с запаздыванием.

На рис. 153 представлена структурная схема рассматриваемого 
здесь случая. Полагаем вначале, что каждый контур регулирования 
состоит из основных элементов и нагрузка в каждом контуре при
ложена на вход объекта (рис. 153).

Процессы в такой системе будут описываться следующими диф
ференциальными уравнениями:

п
(Р) в’1Р4“ К11 х14“ S aiixi — КхХ\ э г 4- Kift, 

1-2

[D.^p) е'3?Kzi х2-\-К% 2 cx^iXi = К->х<> эт 4~ Кг/г, 
i—l, 3, .... п (7.22)

п—1
\Dn (р) eV Кя] Хп -|_ Кп 2 ^niXi = Кпхп эт 4- K„fn- 

i-1
Здесь DjXp) — собственный оператор /-го контура регулирования;

— коэффициент усиления этого контура; т; — запаздывание в /-м 
контуре; aik — коэффициент, определяющий взаимную связь между 
/-Й и Р-й регулируемыми величинами; при этом, как и ранее, 
aifc может быть числом и некоторой функцией оператора дифферен
цирования р.

Нетрудно видеть, что здесь, как и в многосвязных системах 
без запаздывания, установившаяся ошибка /-й регулируемой величины 
будет тем меньше, чем больше коэффициент усиления /-го контура.

Действительно е~Р=\ при р = 0, и система (7.22) вырождается 
в систему (7.1). Иначе говоря, в установившемся состоянии си
стема (7.22) обладает теми же свойствами, что и система (7.1). Что 
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касается устойчивости, то нетрудно доказать, что наличие запаздыва
ния в некоторых или во всех контурах не изменит ранее полученного 
вывода о наличии противоречия между точностью (величиной коэф
фициентов усиления) и устойчивостью, если система состоит только 
из основных элементов, т. е. отсутствуют стабилизирующие устрой
ства. Поэтому не будем повто
рять ранее установленные свой
ства многосвязных систем, а вы
ясним те дополнительные свойства, 
которые обусловлены наличием 
элементов с запаздыванием.

Докажем следующее положе
ние. Если существует хотя бы 
одна пара коэффициентов связи 
a,s (р) и aki (/>) таких, что 

(р) имеет более высокую 
с тепень р, чем Dt (р) Dk (р) и в 1-м 
или Л-м контуре имеется запазды
вание. то система структурно не
устойчива.

Действительно, для того чтобы 
система была структурно неустой
чивой, в данном случае достаточ
но, чтобы в характеристическом 
уравнении отсутствовал главный 
член. Как это нетрудно видеть 
из (7.22), наибольшее значение т 
будет равно сумме всех запаздыва- 

п

Рис. 153. Многосвязная система с за
паздыванием.

ниЙ т ~ V т; и при составлении характеристического уравнения 
i = i

п
по (7.22) коэффициентом при е'& будет Ц^(р). Так как среди 

i =1
квазиполиномов, входящих слагаемыми в характеристическое уравне
ние, будет квазиполиномII . Di(p)aik(p)aki(p) JI Dk(p)e1Ki,

г = 1, 2, ..., i -1 A' —i +1, ..., /» — 1, Zc —1, ..., n 

то при условии, что степень aik(p)aki(p) выше степени D^p) Dk(pp 
в характеристическом уравнении будет отсутствовать главный член 
и система будет структурно неустойчивой.

Таким образом, можно сделать следующее заключение о свойствах 
многосвязных систем автоматического регулирования при наличии 
элементов с запаздыванием.

а) Установившаяся ошибка z-й регулируемой величины будет тем 
мгньше, чем больше коэффициент усиления z-ro контура регулирования.
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б) В многосвязной системе с запаздыванием, где каждый из кон
туров регулирования состоит из основных элементов, увеличение 
одного, нескольких или всех коэффициентов усиления неизбежно 
приводит к нарушению устойчивости.

в) При некоторых условиях [степень a.ik (р) aki (р) > степени 
£>; (р) Dk (р)[ наличие запаздывания обусловливает структурную не
устойчивость многосвязных систем автоматического регулирования.

Из сформулированных свойств вытекает следующая задача син
теза: найти законы построения структур многосвязных систем авто
матического регулирования, содержащих элементы с запаздыванием, 
допускающих неограниченное увеличение коэффициентов усиления 
отдельных контуров регулирования без нарушения устойчивости.

§ 7.6. Многосвязные системы с запаздыванием, 
устойчивые при неограниченном увеличении коэффициентов 

усиления отдельных контуров регулирования
Рассмотрим возможность распространения ранее полученных резуль

татов по построению многосвязных систем, устойчивых при неогра
ниченно больших коэффициентах усиления, на многосвязные системы, 
содержащие элементы с запаздыванием.

На рис. 154 представлена принципиальная схема регулирования 
многосвязной системы с запаздыванием.

Часть 

функцией 

обратной 
Выясним,

контура охвачена стабилизирующим звеном с передаточной 
Рп.(Р)

-р ‘ . При этом предполагается, что с охваченной

связью части контура нет элементов с запаздыванием, 
какими свойствами должны обладать стабилизирующее

устройство и часть контура, которая им охватывается, чтобы можно 
было неограниченно увеличивать коэффициент усиления этой части 
контура и, следовательно, увеличивать общий коэффициент усиления. 

Система автоматического регулирования, соответствующая струк
турной схеме на рис. 154, описывается следующей системой диф
ференциальных уравнений:
1Л (р) ех>Р 4- Kt 0„Si (р) е^Р + К1 общРт, (р)] +

п
4"” Ki [/?1 (р) —|— Kt охв^ 1 (р) Кпх (р)1 2 alixi “ 

i=2
= К1 [/?1 (р) 4“ ^1 ОХВ^ 1 (р) Fп, (р)1 (Л1 эт

[Рп(Р) e^+Kno^Sn (р) е'пр-\-КП0бщКтп(р)] хп + 
п—1

4" [Кп (р) + Кп охв^п (Р) Кп (р)] 2 z=
п г = 1

— Кп (р) 4- Кп охв^п (р) К(p)j (хп ЭТ 4""/п)’

(7.23)
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где

Рг (р) = А (р) Ni (р) /- . (р) Qi (р), | 
5{(р)=ОДр)^(Р)^(Р)> 1 (7.24)

/?;(р) = ^(р)^»14(Р)Уг(Р) ]

и Ni(p) — собственный оператор части г-го контура регулятора, 
не охваченной стабилизирующим устройством; Q;(p)— собственный
оператор части г'-го контура, охва
ченной стабилизирующим устрой
ством; Ki — коэффициент усиле
ния элементов г'-го контура, не 
охваченных стабилизирующим зве
ном; Ki охв — коэффициент уси
ления элементов г-го контура, 
охваченных стабилизирующим зве
ном; Ki06ai=Ki mtsKi. Характе
ристическое уравнение запишется 
в следующей форме:

| Ли Л12 ... А1п 
АпЧ • . . Л^п

Апп • • • Лип

= 0. (7.25)

Выражения для Л,-^(г' = 1,2, .. . ,п; 
j = 1, 2...........п) имеют следую
щий вид:

Ац = + Ki nBSt (р) +

—общ^тп^ При t—j

И

— Ki (Р) “F Ki охв^iF/г.] 

при I J.

Рис. 154. Многосвязная система с за
паздыванием и со стабилизирующими 

устройствами.

собой или находятся в соотно-

В дальнейшем будем предпо
лагать, что в отдельных контурах 
коэффициенты усиления элемен
тов, охваченных стабилизирую
щими устройствами, равны между 
шении

/<гоХв = 71Л<>хв = Лв
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При указанных условиях характеристическое уравнение (7.25) 
может быть приведено к следующему виду: 

п п п
» S [ п Е S
ПЛ(р)^-1 +Кохв 4-DOo(/')^-2 +•••
i w 1 \ i — 1

п 
in s т.р
5 $i (р) Sb (р) С" 2Рг(р)е'~1 +

i, fc=l 
п п■ I V ( П s -р>

+ Dio(p) е‘~2 + • ■ • + Dtn(P)} + +^<>хв | Il 5j (р) е’-1 +

п 
V т.р

+ O„0(p)ei-’ + ... +О„„(р) )+Г(р) = О, (7.26)

где F (р)— полином, не зависящий от К0УЛ и т. Очевидно, что поли
номы Dlk (р) имеют степень р ниже, чем соответствующие полиномы, 
стоящие первыми в фигурных скобках.

Поделим уравнение (7.26) на К’п» и обозначим

К^г

Тогда (7.26) запишется в следующем виде: 
п п

|1 Pt(P) ei~l + Р (р) | + /пя-1| 2 Si(p)Cn~iPi(p)ei-1 4- 

п 
S xiP

Н~ Ow(p) е1”2 + ••■ +О0п(р)} +
( П X ХР>+ 2 2 Sl(p)Sk(p)Cnn-2Pi(p)P-1 +
I i, A-l 

п н
X z.p п V т.р

+ £\о(р) ^г=2 + ••• +£>ш(Р)}+ ••• + II *$£  (р) е1"1 -|~ 
i “ 1

X П
У,

+ О;10(р)е<-2 + ... +D„„(p) = O. (7.27)

Вырожденное уравнение получим, полагая в уравнении (7.27) 
т = 0: 

п п
п 2 2 ';р
П^р)^-1 +О„о(р)^“2 + ... +D„„(p) = O. (7.28) <=1
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Допустим, что вырожденное уравнение (7.28) при соответствую
щем выборе параметров стабилизирующих устройств Fn(p) и Т'пДр) 
удовлетворяет условиям устойчивости (в противном случае дальней
шее исследование теряет смысл). Устойчивость всей системы будет 
зависеть от расположения корней, уходящих в бесконечность при т—>0.

Прежде всего необходимо установить наличие главного члена 
в уравнении (7.27). На основании теоремы о структурной устойчи
вости, доказанной в предыдущем параграфе, можем утверждать, что 
уравнение (7.27) будет иметь главный член, если для каждой пары 
коэффициентов связи степень ролинома aik (р) aki (р) меньше степени 
полинома Di (р) Dk (р).

В дальнейшем будем предполагать, что указанное условие выпол
няется.

Определим количество и характер корней, уходящих в беско
нечность при т -*»  0. 

п
S \р

Поделив уравнение (7.27) на , получаем:

п
п - S \Р ' »
ПЛ(р)+/7(р)е i=1 + ~ У5;(р)С”-1Л(р)+Ооо(р)е-^+...
<=1 т **

п- X V1 г п
... +О0л(р)Н-> -3-А- 5,(Р)5НР)СГ2Л(Р) +

Li, ft—I
- S

+ Ow(p)e-T-P + ... Ч-О1ге(р)е i=1 ]+ ...

п ~
П5;(р)-|-Опо(Р)е ■ • • -\-Dnn(p)e 1=1
4 = 1

(7.29)

В развернутом виде (7.29) можно представить следующим образом:

п

AooPN°~\~ AqiPn“ 1 + • • • + (^ооР^“ Н-7?oiP^“"-1 + . ..)е 1=1 -|-

4 ~ 1 ^юР^+АiPv‘~1+• • •-Н^юР^10 + ^иРэ‘“-1+. • •) е~х'Р~\~. . . Н-- 

+ ^И2оРу’+>121Ру’-1+. • .+(В2оР^4А1Р-'-,+ -• .)е-^+- • .] + 

+ ~^п [АюР^ + АпУп 1 + • • •

••• +(3)1оРРп0 + ЯП1Р13п(>_1+ ...)e“wT,7'+ •..], (7.30) 
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где No, Nv . .. определяют степени входящих в (7.30) полиномов, 
стоящих при соответствующих степенях т.

Допустим, что

AZ0 — Д\=1, No — N2 = 2...........N0 — Nn = n. (7.31)

Иначе говоря, степень каждой последующей суммы полиномов на 
единицу меньше, чем предшествующей.

Произведем следующую замену переменных:

р = ^г. (7.32)

Подставляя (7.32) в (7.30), умножая Затем полученное уравнение 
на тх<> и полагая т = 0, получим после соответствующих выкладок 
следующее уравнение:

Ах>?п + Ао?"’1 + ••• + Ао —0- (7.33)

Следовательно, количество корней, уходящих в бесконечность при 
m—tO, равно п и характер их расположения на плоскости корней 
зависит от значений коэффициентов уравнения (7.33).

Для того чтобы все корни уравнения (7.33) уходили в беско
нечность слева от мнимой оси на плоскости корней, необходимо и 
достаточно, чтобы его коэффициенты удовлетворяли условиям Раута — 
Г урвица.

Таким образом, приходим к выводу, что система будет устойчивой 
при выполнении условия (7.31), если вырожденное трансцендентное 
уравнение удовлетворяет условиям устойчивости и уравнение (7.33), 
которое назовем по аналогии с предыдущим вспомогательным урав
нением первого рода, также удовлетворяет условиям устойчивости. 
Следовательно, задача состоит в таком выборе передаточной функции 
стабилизирующего устройства и места его включения, чтэды

7V0 — Ni = l.

Рассмотрим теперь случай, когда

7V0 —N1 = 2, No — N2 = 4............N0 — Nn = 2,i. (7.34)

При помощи преобразования

Р = (7-35)

и выкладок, аналогичных проделанным ранее, получаем уравнение, 
которое будем называть вспомогательным уравнением второго рода. 
Оно составляется следующим образом:

Ao?-V“ + /W-1+ ••• +A<Av“-2 + >Wv°-3+

• • • + Ao?'V'“2n + Ai9‘v’-2n-1+ • • . (7.36)
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Такое же уравнение было получено нами ранее при исследовании 
многосвязных систем автоматического регулирования без запаздывания. 
Оно образуется из первых двух старших коэффициентов каждого 
из полиномов (7.30).

Для устойчивости при т —> 0 необходимо и достаточно, чтобы 
а) вырожденное трансцендентное уравнение удовлетворяло усло

виям устойчивости;
б) вспомогательное уравнение второго рода также удовлетворяло 

условиям устойчивости.
После деления уравнения (7.36) на qN«~2n вспомогательное уравне

ние второго рода получит следующий вид:

Wa + -Wn-1+^1o?2’l-2 + ^n92’i-3+ ■ • • +A,0?+An = 0. (7.37) 

Наконец, если

No — Ni>3, Л'о —М2>6........... (7.38)

то при т —> 0 система будет неустойчивой. Справедливость этого 
утверждения вытекает из свойств корней двучленных алгебраических 
уравнений и доказывается аналогично тому, как это было сделано 
в главе III.

Таким образом, приходим к выводу о возможности получения 
систем многосвязного регулирования с запаздыванием, устойчивых 
при неограниченном увеличении коэффициентов усиления отдельных 
контуров. Для этой цели необходимо выполнение приведенных выше 
условий.

Выясним, как связаны полученные ранее условия со структурой 
системы регулирования. Для этой цели определим, чему равны Мо, 
Wp .... Nn.

Из структуры старших членов полиномов (7.29) и обозначе
ний (7.24) видно, что разность степеней <V0—Л'р —N2 ^n-i—Nn 
определяется из соотношения

No — Ni= mi + Qi — rii, (7.39)

где mi — степень оператора p в знаменателе передаточной функции 
стабилизирующего устройства; Qi — степень оператора р в знамена
телях передаточных функций элементов, охватываемых стабилизирую
щим звеном; /г; — степень оператора р в числителе передаточной 
функции стабилизирующего устройства. По условию

Ni — Ni-i< 2-

Следовательно, получаем:

mi — + 2.

Таким образом, порядок уравнения, описывающего часть звеньев, 
которые охватываются стабилизирующим устройством в структурах, 
допускающих неограниченное увеличение коэффициента усиления
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■без нарушения устойчивости, находится из следующего соотношения:

—mi + 2- (7.40)

Аналогичное соотношение было получено и для систем с одной 
регулируемой величиной. Отсюда вытекает следующий вывод. Для 
того чтобы многосвязная система регулирования, содержащая элементы 
с запаздыванием, оставалась устойчивой при неограниченном увели
чении ее коэффициентов усиления, необходимо и достаточно, чтобы 
каждый отдельный контур регулирования, в котором коэффициент 
усиления неограниченно увеличивается, принадлежал к классу струк
тур, устойчивых при неограниченно большом коэффициенте усиления.

§ 7.7. Автономность процессов регулирования в системах 
с несколькими регулируемыми величинами, 

связанными между собой через объект

Под автономными подразумеваются такие многосвязные системы, 
в которых изменение в процессе регулирования какой-либо одной 
регулируемой величины не приводит к изменениям других регулируе
мых величин. Автономность в этом смысле может быть полной (или 
«абсолютной») или может выдерживаться с точностью до некоторой 
малой величины. Практический интерес представляет последний слу
чай при условии, что степень малости связи может быть заранее 
-определена и может регулироваться. Автономность можно рассматри
вать с двух точек зрения.

Во-первых, необходимость автономности может диктоваться усло
виями, которые мы назовем условиями технологии. В качестве примера, 
где автономность диктуется условиями технологии, может служить 
■система частотного управления и регулирования скорости вращения 
асинхронного двигателя. Для того чтобы получить необходимые 
эксплуатационные характеристики, особенно в режимах пуска и 
торможения, необходимо менять приложенное к статору напряжение 
и частоту питающего двигатель тока по определенным законам, 
отличным от естественных законов изменения регулируемых величин 
переменной частоты (например, в синхронном генераторе с переменной 
скоростью вращения). В этих условиях требование технологии про
цесса ставится на первый план даже в том случае, если бы авто
номность приводила к некоторому ухудшению процесса регулирова
ния всей системы.

Во-вторых, автономность может рассматриваться как некоторое 
динамическое свойство системы и органически вытекать из ее струк
турных свойств. В настоящей работе основное внимание уделяется 
автономности как динамическому свойству рассматриваемого класса 
структур. Кроме того, приводятся общие методы получения авто
номных систем, где рассматриваемые структуры составляют основу 
всей системы. -
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1. Объекты, описываемые уравнением первого 
порядка, и идеальные регуляторы

Рассмотрим случай, когда объект по каждой регулируемой вели
чине описывается дифференциальным уравнением первого порядка. 
Регуляторы по каждой регулируемой величине полагаем идеальными. 
Следовательно, их можно представить только коэффициентом усиле
ния. К данному случаю относятся объекты с самовыравниванием 
и идеальным регулятором, рассмотренные в работах И. Н. Возне
сенского *).

*) Вознесенский И. Н„ О регулировании машин с большим числом 
регулируемых параметров, Автоматика и телемеханика, № 4—5, 1938.

Заменим объект регулирования по каждой регулируемой величине 
на структурной схеме апериодическим звеном. Тогда вся система 
представится структурой, приведенной на рис. 155.

Процессы в системе описываются следующей системой дифферен
циальных уравнений: 

п )
[л 4 + 1 + К'КР'] + К,/„

........................................................ ’."2....................................................

н-1
| ~dt + KnKfn ] Х“ —J anixi ~ K„KvnXmx -ф- Knfn,

i-1

(741)

где 7}— постоянная времени объекта по z-й регулируемой величине,
Kt — его коэффициент усиления, ^pi■— коэффициент усиления регу
лятора по /-й регулируемой величине, 
z-й и /г-й величинами.

Поделив i-e уравнение на Kv, и

(7, + 1 j + Ki | Xi -ф- nt'Ki

Л-1, ..

а,д. — коэффициент связи между

обозначив — = т,, получим: 
7pi

S “>Л =

., i — 1, i ф-1, ..., п
= KjXi niiKifi- (7.42)

Если коэффициенты усиления регуляторов достаточно большие, т. е. 
Kvt —>■ со и соответственно т, —>0, то, как это видно из уравне
ния (7.42), i-я регулируемая величина будет зависеть только от эта
лонного значения х, эт и не зависеть от других регулируемых вели
чин. Таким образом, увеличение коэффициента усиления каждого 
из контуров приводит к развязыванию системы в том смысле, что

1с точностью до малых величин т; = —— регулируемые величины не 
7р;

оказывают влияния друг на друга, и процессы с точностью до т, 
протекают автономно. Для окончательного суждения о системе необ
ходимо проверить ее устойчивость.

16 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Полагая, что все т, одинакового порядка малости т, запишем 
характеристическое уравнение в следующей форме:

т (Лр+ О + Кр тК^г, .... mKialn

/nK2a2i, т <Т2р -|- 1) -|~ К2. .... niKfa,  п

тКплп1, тК„ал., .... т (Т„ р -|- 1) -|- К„

(7.43)

Уравнение (7.43) приводится к следующему виду:

«ПЛ1(Р) + 'П"-1Л„_1(Р)+ ... +Ло(р) = О,

где индекс при F показывает степень полинома.
Чтобы система была устойчивой при т —> 0, необходимо и доста

точно, чтобы вырожденное

Рис. 155. К нахождению условий

уравнение Fo(p)=O и вспомогательное 
уравнение (в данном случае оно будет 
первого рода), каждое в отдельности, 
удовлетворяли условиям устойчивости. 
В данном случае, очевидно, необходи
мо проверить на устойчивость только 
вспомогательное уравнение, которое 
после элементарных выкладок приво
дится к следующему виду:

п
II(«i+7’iPw) = 0. (7.44)
i-i

Оно состоит из п множителей, каждый 
из которых характеризует не зависимый 
друг от друга затухающий процесс 
соответствующей переменной. Следова
тельно, вся система устойчива.

Корни вспомогательного уравнения 
суть

Л —>,• <’•«»
автономности.

установившейся точности и

что свидетельствует о том, что большой 
коэффициент усиления, кроме большой 

автономности, обеспечивает также боль
шую степень устойчивости *),  т. е. большее быстродействие.

*) Ц ы п к и и Я. 3. и Бромберг II. В., О степени устойчивости ли
нейных систем, Изв. АН СССР, ОТН, № 12, 1945.

Таким образом, в данном случае наряду с автономностью дости
гаются высокие динамические свойства всей системы.
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2. Объект и регулятор по каждой регулируемой 
величине описываются дифференциальными 

уравнениями первого порядка

На рис. 156 представлена структурная схема для рассматри
ваемого случая. Объект и регулятор по каждой регулируемой 
величине описываются дифференциальными уравнениями первого по
рядка и на структурной схеме представляются апериодическими 
звеньями с постоянными времени Г; и Т, и коэффициентами уси
ления К{ и Kit.

Процессы описываются следующей системой дифференциальных 
уравнений:

|( 1 + TiP) (1 + Т1) + КЛР1] х, Н- (1 + T'iP) S а,Л = 
i=2

= KiKVi х^ + К^+Т^,

1(Ч-Т’2р)(1 ^7’2p) + ^p,|x2 + ^(l+7’^) V a2.x.=
1-1,3,....n 1(7.46)

= K>Kf>x->„ 4- K2 (1 7’2p)/2.

[(1 + Гпр)(1 + + + 4- TnPYS Mi =
i-1

= KnKffnXnn -|- Kn (1 -|- TiP)fn.

При достаточно малых m, = Д- система уравнений (7.46) выра- 

жается в п уравнений нулевого порядка, не связанных между собой.
Для определения расположения 2п корней, уходящих в бесконеч

ность при m-i —> 0, нужно составить и проверить на устойчивость 
вспомогательное уравнение. Полагая, что все имеют одинаковый 
порядок малости т, приводим характеристическое уравнение к сле
дующему виду:

™n/72re(p) + Mn-1/72n-2(P) + »i"-2772,1-4(/')+ ... + Ло(р)=0,(7.47)

где индексы при F показывают степени полиномов F (р).
Из (7.47) видно, что в данном случае вспомогательное уравнение 

будет второго рода. Оно составляется из суммы каждых двух стар
ших членов полиномов Fi (р).

Производя необходимые выкладки, получаем эго уравнение в сле
дующем виде:

111(1 + Г19)(1 + Т^ + К,\ = 0. (7.48)
1 = 1

16*
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Так как Т; и К,—всегда положительные вещественные числа, 
уравнение (7.48) удовлетворяет условиям устойчивости. Из (7.48) 
видно также, что переходный процесс в системе будет состоять из п
не зависимых друг от друга переходных процессов, соответствующих 
независимому, автономному изменению п регулируемых величин.

Таким образом, в рассматриваемом более сложном случае, авто
номность протекания процессов отдельных регулируемых величин

Рис. 156. Автономность при
инерционном регуляторе.

достигается увеличением коэффициентов 
усиления отдельных контуров.

Как и в пункте 1, мы здесь пред
полагали, что Кр, имеют один и тот же 
порядок величин, и принимали их рав
ными друг другу.

Такое ограничение несущественно, 
так как выбор коэффициентов усиле
ния регуляторов может быть сделан 
соответствующим образом. В тех же 
случаях, когда коэффициенты усиления 
регуляторов отличаются друг от друга, 
они все выражаются через один коэф
фициент усиления (как это делалось 
в гла.ве II) и коэффициенты пропорцио
нальности. В остальном исследование 
проводится аналогичным образом, т. е. 
составляется вспомогательное уравне
ние, коэффициенты которого зависят 
и от введенных коэффициентов про
порциональности. Затем это уравнение 
исследуется на устойчивость.

Не повторяя элементарных выкладок, заметим, что сделанные 
выше выводы об автономности, получаемой за счет увеличения коэф
фициентов усиления, будут справедливы и для случая, когда регу
ляторы структурно представляются интегрирующими звеньями.

3. Автономность при введении 
идеальных производных

Рассмотрим общий случай, когда объект регулирования по каждой 
регулируемой величине описывается дифференциальным уравнением 
г-го порядка, а регулятор без стабилизирующих устройств описы
вается дифференциальным уравнением /-го порядка.

Для обеспечения устойчивости при больших коэффициентах уси
ления в каждую отдельную систему согласно ранее полученным пра
вилам (см. главы II и III) вводятся п — 2 производных (я = г-|-/).

Обозначим: Djjp)— собственный оператор объекта регулирова
ния по г-й регулируемой величине, 44, (р)— собственный оператор
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регулятора по 1-й регулируемой величине, Kpi— коэффициент усиле
ния регулятора и Ki — коэффициент усиления объекта по 1-й регу
лируемой величине.

„ Найдем систему уравнений, описывающих процессы в рассматри
ваемом случае.

Уравнение объекта по первой регулируемой величине запишется *):

*) Естественно, что первой может быть любая из регулируемых величин.

D1(p)xl = K1( х' — (7.49)
\ 1-2 /

Уравнение регулятора

Mi(p)x' = /<pi[x13T— — (a0P'l,_2 + «iPn,-3 + . .. + ап,_хр) х,].
(7.50)

Подставляя в (7.49) значение х' из (7.50) и находя аналогичным 
образом уравнение других регулируемых величин, получим следую
щую систему уравнений:

[D, (р) Mi (р) + KiKfl (акрп‘~2 ацр«>-3 + . . .
п

. . . О] П] _iP) 1 Ki 1 х, —|- KtMi (р) 2 хцХ1 =
1-2

— KpiKiXi эт —К,МГ (р) fi,

|Dn(p) Л4„(/>)—|— K„Kfn(anOpn”‘ -\-anipnn 3-|- ...
п- 1

“I- о-п n-iP) Н- «М хп—|— КпМп (р) V aniX; = 
п г = 1

== КрП^пХц ЭТ ~I- Р'п'^п (р) f П’ j

(7.51)

где

ni:— <71 “Н Р-i-

ип — dn-\- рп.

При достаточно больших Kpi каждое уравнение из системы (7.51) 
вырождается в не зависимое от других регулируемых величин урав
нение. Так i-е уравнение при Kpi —> 0 будет иметь вид

Ki 2~\~ailPni 3_1_ • ■ • Ч- al, n-lP^T xi — Kixi эт- (7.52)

Левая часть общего вырожденного уравнения будет состоять из про
изведения отдельных множителей, составляющих левые части выро
жденных уравнений по отдельным регулируемым величинам.

17 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Для устойчивости системы при т —> 0 необходимо еще проверить 
на устойчивость вспомогательное уравнение второго рода. Оно также 
не зависит от коэффициентов связи aik.

На основании проведенного исследования приходим к выводу, 
что в случае, когда для получения структур, устойчивых при любом 
сколь угодно большом коэффициенте усиления, используются идеаль
ные производные, автономность является динамическим свойством 
этих систем; при этом степень автономности будет тем большей, 
чем больше соответствующий коэффициент усиления. Что касается 
качества регулирования, то, как это видно из (7.52), вырожденное 
уравнение, которое определяет качество, в полной мере зависит 
от параметров стабилизирующих устройств. Последние могут выби-

раться так, чтобы обеспечить нужное ка
чество.

В пп. 1, 2 и 3 мы рассмотрели струк
туры, в которых автономность является 
их динамическим свойством.

Далее будут рассмотрены структуры, 
где одно увеличение коэффициента уси
ления не обеспечивает автономности, и для 
достижения автономности в систему не
обходимо вносить дополнительные изме
нения.

Рис. 157. Автономность при 
охвате всего регулятора ста
билизирующим устройством.

4. Изодром и ые системы

Изодромными называются системы, 
в которых в качестве стабилизирующего 
устройства используется так называемый 
изодром.

Передаточная функция механического 
изодрома имеет вид (если пренебречь влия
нием массы поршня изодрома)

_ _тр_ 7 53

Такой же вид передаточной функции 
имеют широко применяемые в практике 
регулирования стабилизирующие транс
форматоры, цепочки RC и др.

На рис. 157 представлена структурная 
схема системы для рассматриваемого слу
чая: изодрэмная обратная связь охваты

вает регулятор, который представляется одним апериодическим зве
ном. Имея в виду обозначения, приведенные на рис. 157, получаем
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следующую систему дифференциальных уравнений:

{(1 Н- Tlp) [(1 4~ Tv,p) (1 TiP) + ^р1т1Р1 4~ X 1
п

X (14- "iP)} 1(1 + T’pi/’) (1Ч-TiP)“4^pi'iP) =
= Kv\Kr (i 4~ ~iP)xi flT 4- Kx ](i 4- TiP) (14~ T’pip) 4- Kpi'iPJ Л- (7 54) 

{(1 4- Tnp) [(1 4- TpiP) (1 X"h/4 4~ KVll~np] 4- KnKw X 
n —1

X (1 4-Tn/’)} xn ~4 Kn [(1 + 7’praP)(l 4”TnP)_h Kvn^np] 2^ni-Vi = 
= K[inKn (14- т„р) хПэт 4~ Kn [(1 4- ~np) (1 -\-Tpnp) 4- Kfn~np] fn-

Как это ясно из структуры рис. 157, рассматриваемая система 
допускает неограниченное увеличение коэффициентов усиления отдель
ных контуров за счет увеличения коэффициентов усиления регуляторов.

Система в целом будет оставаться устойчивой, если вырожден
ное уравнение и вспомогательное уравнение, каждое в отдельности, 
будут удовлетворять условиям устойчивости.

Для выяснения возможности получения автономности поделим все 

уравнения (7.54) на соответствующие Ktt- Обозначив -тг- = mt и 
лр» 

полагая все mt одного порядка малости, составим вспомогательное 
уравнение, которое в данном случае будет первого рода.

Если произвести элементарные выкладки, то вспомогательное 
уравнение получит следующий вид: 

пIT (1 4- T’pi?)= 0- (7.55)
i-1

Оно всегда удовлетворяет условиям устойчивости и не зависит 
от коэффициентов связи.

Рассмотрим систему вырожденных уравнений. Поделив все урав

нения (7.54) на Л4 и полагая щ — — получим следующую
систему вырожденных уравнений: р*

п
1(1 4- т\р) ziP 4- К, (14~ TiP)l xi 4- КсчР 'b.^-iixi =

= Л\(1 4-т1р)х1!)Т4-^т1р/1,
[(1 4” T’zP) т2/7 4~ ^2 (1 4" T2P)1 ^2 4“ ^г'гР a-iixi —

i = 1> 3» ... > n / у e z? \

= ^2 (1 4“ Z2p) -^2эт +

r-1
{(l + 7'nP)^nP + ^nO+4P)lxll+^n'nP ^,uxi = 

i = l :
= ^"«(1 ~\~~пР) хпэт-\- Kn~npfn. j

17*
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Как видно из (7.56), в каждое уравнение входят члены, определяю
щие взаимное влияние отдельных регулируемых величин. Отсюда 
ясно, что получить автономность только за счет большого коэффи
циента усиления не представляется возможным.

Для обеспечения автономности введем следующие изменения в струк
туру системы.

На вход изодрома каждого из регуляторов дополнительно подадим 
сумму сигналов от всех переменных, кроме собственной. В этом случае 
получим следующие уравнения, описывающие поведение системы.

Уравнение объекта для первой переменной (см. рис. 157)

Уравнение регулятора 

(i + Ttlp)x'1 = Kfl Х1эт— xt

(7-57)

(7.58)

Подставляя х' из (7.58) в (7.57), получаем:

{(I + Т1Р) [(1 + Тр,р) (1 + 71Р) + К^1Р\ + КЛрт (1 + -1Р)} *1  — 
п п

[(1 4~ TplP) (1 + ~tP) 4“ Кр 1"1 Р] S alixi 4“ KaK^iT-iP 2 alixi —
1 = 2 i = 2

= (1 + ~ip) Xi 3T-\-Kifi [(1 + T'pip) (1 + tip)-[- А’рт'ЧР]- (7.59)

Аналогичные уравнения получим для всех других переменных. 
Так, для &-й переменной имеем:

{(1 -|- Tkp) [(1 Тркр) (1 ~+~кР) -|-KpfcTfcP] + КкКркО 4-т*Р)}  хк

----К к К 1 + ТркР) (1 + ~кР) + КркАкр] S akixi 4~ 
i-1, 2, .... к-1, к + 1, .... п

+ КкКрк~кР 2 akixi = KkKtk ( 1 + 1кР) хк эт +
7 = 1, 2, ..к-1, к + 1, п

+ Kkfk 1(14" тркр) (14- тлР) 4~ Кр/г^р]. (7.60)

Поделив каждое из уравнений (7.60) на соответствующие КРг и 
1 полагая т; = достаточно малым числом, получим систему неза- 

''pi
висимых вырожденных уравнений для каждой регулируемой величины. 

Для £-й регулируемой величины уравнение запишется:

1(1 4“ 7*р)  ~кР + Кк (1 4“TfcP)l хк — Кк (1 хк эт4~“ Kk~kpfk- (7-51)

Это уравнение описывает автономный процесс в fe-м контуре регули
рования. Процесс здесь не зависит от других регулируемых величин.
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5. А в т о н о м н о с т ь в общем случае

функцией

В заключение настоящего параграфа рассмотрим возможность по
лучения автономности в общем случае системы с п взаимосвязанными 
величинами, построенной так, что устойчивость ее сохраняется при 
неограниченном увеличении коэффициентов усиления по всем регули
руемым величинам; при этом для стабилизации в каждую цепь ре
гулирования вводится стабилизи
рующее устройство с передаточной 

(Р)-л- - , т. которое охваты- 
Ли; (р) 

Рис. 158. Схема для получения 
автономности в общем случае.

оператором М, охв (р)
вает часть контура регулятора с соб
ственным 
(рис. 157).

Введем следующие обозначения: 
Di (р) — собственный оператор 
объекта по Z-й регулируемой величи
не; Mi охв (р) — собственный опера
тор части контура, охваченной стаби
лизирующим устройством; Mt выр(р) — 
собственный оператор части контура 
регулятора, не охваченной стабили
зирующим устройством; — коэф
фициент усиления объекта по Z-й 
регулируемой величине; Ki0TS — ко
эффициент усиления части контура 
регулирования, охваченной стабили
зирующим устройством; Ki выр— ко
эффициент усиления неохваченной 
части контура регулирования. Не
трудно показать, что в рассматривае
мом случае, так же как и в пункте 4, 
получить автономность только за 
счет увеличения коэффициентов уси
ления невозможно.

Доказательство этого положения 
мы приводить здесь не будем; оно, 
в частности, вытекает из результа
тов пункта 4, где использовано стабилизирующее устройство с пере
даточной функцией, являющейся частным случаем функции -f” .

• т \Р)
Подадим на вход каждого стабилизирующего устройства допол

нительно Сумму ВОЗДеЙСТВИЙ 2 aikxk так' как это
’ ' ' " ■ ■ ' п к-1, 2,

показано на рис. 158.

18 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Процессы в изучаемом случае опишутся следующей системой диф
ференциальных уравнений:

{DdplMi выр (/') [Мг охв (.Р)Р1П((.Р> + Ki ОХВ fп. (/')] +

Ki охвА^ вырА^/7(р)| == K{Ki охвА\‘ выр^* in. (p) эт 

KjKi вырА^ охвА (P) V, aikxk +

Л — 1, 2, i-1, г + l, ...,n

—|—A'iAfj Bbip(p) Mj 0XB(p) n^(p) &ik-Xk~H
A-1,2,...,n

+ KjMi выр (/>) [44; „„ (p) Fm. (p) -|- Kim,Fn. (p)] /p (7.62) 

где 1=1, 2...........n.
Как уже указывалось выше, вид передаточной функции стабили

зирующего устройства и метод его включения выбираются так, чтобы 
система оставалась устойчивой при неограниченном увеличении коэф
фициентов усиления. Поэтому в каждом контуре можно неограни
ченно увеличивать ^0JB. Вся система будет при этом устойчивой, 
если вырожденное и вспомогательное уравнения, каждое в отдель
ности, будут удовлетворять условиям устойчивости.

Предположим, что /СОхв— достаточно большие числа. Поделив 
каждое из уравнений (7.62) на /С;0Хв. найдем, что при достаточно 

1малом ------ и лгвыр=1 система распадается на п независи-
охв

мых уравнений, каждое из которых описывает процесс регулирова
ния одной из регулируемых величин.

На основании полученного результата становится ясно, что при 
выполнении ранее полученных условий автономности расчет процесса 
регулирования и выбор основных параметров каждого контура могут 
производиться независимо, известными методами теории регулирова
ния для систем с одной регулируемой величиной.

Следует подчеркнуть, что точность получаемых результатов будет 
определяться порядком малости величины т. Чем меньше т, т. е. 
чем больше ^0JB, тем более точными будут получаемые результаты. 
Практически, если другие параметры системы известны, то вели
чина Kt охв выбирается без труда методами, изложенными в главе VI. 
Не обязательно, чтобы Kt выр точно равнялось единице. Разность 
Ki выр—l=w должна иметь порядок малости т.

На основании проведенных в этом параграфе исследований можно 
сделать следующие выводы.

а) Системы автоматического регулирования со многими регули
руемыми величинами, принадлежащие классу систем, устойчивых при 
любом (в том числе сколь угодно большом) коэффициенте усиления, 
могут быть сделаны автономными по отношению к каждой регули
руемой величине. При этом в ряде случаев (пункты 1, 2, 3) авто
номность при достаточно больших коэффициентах усиления является 
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динамическим свойством этих систем. В общем случае автономность 
достигается одновременно увеличением соответствующих коэффициен
тов усиления К1п„. и введением на вход стабилизирующих устройств 
сумм воздействий от всех несобственных регулируемых величин 
с коэффициентами пропорциональности aik.

б) Для проектирования и выбора параметров таких систем могут 
быть в полной мере использованы все методы теории регулирования 
систем с одной регулируемой величиной.

§ 7.8. Автономность многосвязных систем регулирования 
при наличии элементов с запаздыванием

При рассмотрении условий устойчивости систем многосвязного
регулирования, содержащих элементы с запаздыванием, предполага
лось, что в течение времени от t=—т до < = 0 переменная, которая 
подается на элемент с запаздыванием, равна нулю. Такое предполо
жение вполне допустимо, так как 
устойчивость не зависит от началь
ных условий.

Полагать начальные значения ну
левыми при рассмотрении условий 
автономности, если в системе име
ются элементы с запаздыванием, 
вообще говоря, не представляется 
возможным. Поэтому необходимо 
составить уравнения системы для 
случая ненулевых начальных условий.

Рассмотрим следующие случаи: а) 
коэффициентах усиления достигается 

Рис. 159. Схема при введении 
идеальных производных.

когда устойчивость при больших 
введением в систему идеальных

производных и б) когда устойчивость при больших коэффициентах
}ч:иления достигается введением реальных производных.

Составим уравнение для Z-го контура в случае а). На рис. 159 
представлена структурная схема для рассматриваемого случая.

Уравнение объекта без учета запаздывания запишется:

Di(p)Xi — Ki [Yt 4- 2 aiA+/il- (7.63)

Уравнения элемента с запаздыванием

x'i=Xi(t — т). (7.64)

Уравнение регулятора

Ri (Р) Yi= Kfi lxi3T~Xi (аорп~2 —|- а1рп~3 . .. -|— а,п_3р 1)|, (7.65) 

где айрп~2агрп~3... -|- ап_3р — F (р), a n = D-\-R — общий 
порядок дифференциального уравнения, описывающего процессы в рас
сматриваемом контуре.

18*



252 СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ РЕГУЛИРУЕМЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ [гл. VII

Преобразуя уравнения (7.63), (7.64), (7.65) по Лапласу, получим 
соответственно:

преобразованное уравнение объекта

(р) xt = К- f Yt (p) 4- 2 aikXk (.p)+fi (p)] +

+ DBi\P, x, (0), x-(0) ...], (7.66) 

преобразованное уравнение элемента с запаздыванием

х'(р) = е~'^х;(р)4- J x'ie~ptdt = e~Vxi(p)-{-<!/(p), (7.67) 

о ‘
где с!л(р)= fx^e-i^dt учитывает начальные условия за время от

t =   Т; до t — 0.
Преобразование уравнения регулятора имеет вид

%i (Р) Уг (р) = Kpi [Х;эт — Xi (р) (а0р«-2 +
+ а1р’>-з+...+ап_зр+1)] + /?„1[Р, ГДО), У-(0) . ..]. (7.68)

В формулах (7.66) и (7.68) Dti и R„i введены для учета начальных 
условий по Xi и yi соответственно. Решая уравнения (7.66), (7.67), (7.68) 
относительно изображения регулируемого параметра х{ (р), получаем:

[Di (р) Ri (р) е(р + KiKti (а0 рп-2 4- ах рп -3+■ • • + ап - з Р + 1) 1 xt (р) Ц-
4- KiRi (р) 2 (р) е^Р =

— {^^Гргхгэт4_^Ф(Р)(аоР’г’24_а1РП-34_ 4“1)4~
+ КЛДР, г4(0), у<(0)...] +

-\-KiRi(p)fi(p) + Ri(p)D„[P, х{(0)х-(0) ...]} eV. (7.69)

Поделив уравнение (7.69) на ^p^ и излагая Kpt достаточно большим 
числом, получим:

\mDi(p)Ri(p)exip-\-Ki(.aopn-2-\-a1pn-3+ ... 4- 1)] х{ (р)4-

4- mKiRi (р) 2 a-ikXk (р) eV = {KtXt эт 4- тК^(айрп-2 4~

4-а1р"-34-...+i)4-ra^/?Hj[p, у{(0). г,'(0)...]4-

-\-mKiRi(p)fi(p) + mRi(p)Dxi{p, х{ (0), х<(0) ... ]} eV .... (7.70) 

1
где т = •

Прежде всего выясним, как сказываются начальные условия. Будем 
предполагать, что на отрезке времени — т-нО функция хг и ее произ
водные имеют конечные значения; кроме того, предположим, что для 
момента t = 0 функция /(0) и ее производные — также конечные 
величины. Тогда, как это видно из уравнения (7.70), чем больше 
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будет /<р j, тем меньше будет влияние начальных значений х и у и их 
производных на переходный режим, и в пределе их влияние равно 
нулю. Однако особенность рассматриваемого способа стабилизации 
(введение идеальных производных на вход всей системы), как это 
видно из уравнения (7.70), состоит в том, что в пределе при т—>0 
уравнение перестает зависеть от запаздывания, в нем пропадает главный 
член, и система становится неустойчивой. Следовательно, использова
ние идеальных производных, подаваемых на вход всей системы для 
достижения автономности путем увеличения коэффициента усиления, 
невозможно. Это можно было бы предположить и без доказательств,
так как введение на вход системы идеальных производных равносильно
охвату всей системы стабили
зирующим устройством с пе
редаточной функцией

айРп"2 + UiPn~'3 + • • •
■ • • + an--tP- 

Такая система не может быть 
устойчивой при /Срг -> ОО, ТЭК 
как вместе с другими стабили
зирующее устройство охваты
вает также элемент с запазды
ванием.

Рис. 160. Введение идеальных производ
ных вокруг части контура регулятора.

Существенно, однако, то, что начальные значения не могут внести 
какие-либо изменения в основные свойства системы, если эти значения 
конечные. В дальнейшем эти начальные условия не учитываются.

Рассмотрим теперь случай, когда идеальная производная охватывает 
часть контура так, что предельная система остается устойчивой при 
неограниченном увеличении коэффициента усиления охваченной части 
контура. Для г'-го контура имеем следующее уравнение:
[Ог (р) (р) Q; (р) е\р + Ki мв О;(р) Nt (р) Fn. (р) ех‘р + Ki общ] +

+ Ki {77г(р)Qi(p) + Kj0IBA7i(p)Fn/(p)} 2 atkXk =

— (p) Qi (p) КгКг охв77г (p) Fn. (p)] xi ЭТ “b

+ [^i(P)Qi(p)+/<i0XBA/i(p)/7„.(p)]/i, .... (7.71)

где Ki общ = KiKNiKtosB- Обозначения приведены на рис. 160.
Порядок наивысшей идеальной производной, входящей в выраже

ние для Fn.(p), выбирается так, чтобы обеспечить устойчивость при 
неограниченном увеличении /Оохи-

Поделим уравнение (7.71) на ^Охв_и положим, что Кгохв —> оо. 
Вырожденное уравнение будет иметь следующий вид: 

[О; (Р) Ni (Р) Fn. (р) e'iV -|- Кг общ] Хг +

+ KiN i(p) F ni(.p)'^laillXk= Ki о6щх; эт + N ,(p) F n.(p) ft . . . (7.72)
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Как ясно из рассмотрения уравнения (7.72), получить автономность 
только за счет увеличения коэффициента усиления ^„хв не предста
вляется возможным, ибо вырожденное уравнение содержит член

A'i(p)Fre(p) У ЪкХк,
к-1, 2.......i-j, г + 1.........n

и процесс в такой системе будет зависеть от влияния всех прочих 
регулируемых величин.

Для получения автономности поступим так же, как это было сде
лано в случае, когда система не содержит элемента с запаздыва
нием (§ 7.7). Подадим на вход стабилизирующих устройств сигналы 
следующего вида:

р- • • ■ (7.73)
г-1, 2, ..., i, -1, г + 1.......и

Система уравнений для первого контура в этом случае запишется 
следующим образом:

I°1 (Р) W1 О) Ql (Р) + К1 „ХВО1 (р) /Vi (р) (р) W -+- Kt 06щ| *1  -|-

+ ['Vi (р) Qi (р) + Ki 0„N 1 (р) (р)] 2 aikxk —
i=2

— Ki охв^1 (р) РП1 (р) У л1кхк = К' [Ni (р) Q1 (р) + 
i=2

+ Ki ntN 1 (р) Fп. (р)] Xi 3T-|-[A/i(p)Qi (p)H-A’i омА/1 (р) Fn,(p)]fi‘ (7-74)

Аналогично записываются уравнения для схем других контуров; 
необходимо только вместо индекса 1 поставить индекс соответствую- 

п
щего контура, а в сумме У этот индекс исключить.

г = 2
Поделим уравнение (7.74) на Кю^в и положим, что А10хв—>эо. 

Тогда вырожденное уравнение запишется в следующем виде:

[£>i (р) Afi (р) F П1 (р) ет>£-(- Ат »ыр] Xi =
= K[Ni (р) FKl (р) Xi э-r + Nt (р) Fn, (7.75)

Это уравнение не зависит от alkxk.
Таким образом, заключаем, что введение на вход стабилизирую

щих устройств дополнительного сигнала типа (7.73) и увеличение 
коэффициента усиления Кг охв обеспечивают автономное протекание 
процессов во всех отдельных контурах многосвязной системы регу
лирования при наличии в них элементов с запаздыванием. При этом, 
естественно, должны выполняться условия, обеспечивающие устойчи
вость системы при неограниченном увеличении коэффициентов усиления.

Рассмотрим в заключение случай, когда устойчивость при неогра
ниченном увеличении Kt 0Тв обеспечивается введением в систему реаль
ных стабилизирующих устройств.
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Выражение для передаточной функции стабилизирующего устрой
ства i-го контура имеет вид

Л.. (/О ’
t

Выкладки, аналогичные проделанным выше, показывают, что авто
номность при неограниченном увеличении коэффициента усиления 
охваченной части г-го контура достигается для этого контура, если 
на вход стабилизирующего звена ввести дополнительно сигнал типа 

Л V 
Ki -J aikxk' где индекс k принимает все значения, кроме i.

Таким образом, полученные ранее (§ 7.7) условия автономности 
распространены на случай, когда многосвязная система содержит эле
менты с запаздыванием. При этом, естественно, элементы с запаздыва
нием могут быть во всех контурах, а также только в некоторых из них.

§ 7.9. Зависимость характера связи от структуры 
системы многосвязного регулирования

В настоящей работе рассматривается такое многосвязное регули
рование, в котором отдельные регулируемые величины связаны между 
собой через объект регулирования. Однако, как это будет видно из
дальнейшего, характер связи в общем слу
чае зависит не только от свойств объекта 
регулирования, но существенно зависит от 
структуры системы регулирования. Для того 
чтобы установить зависимость характера 
связи от структуры, разделим системы ре
гулирования на следующие структурные

Рис. 161. Z-я одноконтур
ная часть многосвязной 

системы.

группы: а) системы по каждой регулируемой 
величине представляются одноконтурными 
цепочками; б) системы по каждой регули-
руемой величине представляются однокон
турными цепочками, но дополнительно на вход вводятся от (ц — 2)-й
до первой производной включительно, так что устойчивость может 
обеспечиваться при неограниченном увеличении их коэффициентов 
усиления; в) по каждой регулируемой величине система представ
ляется многоконтурными структурами. Рассмотрим каждую из ука
занных групп.

а. Первая группа. На рис. 161 приведена схема для i-й регули
руемой величины. Такая структурная схема описывается следующим 
уравнением, представленным в операторном виде:

|О; (р) Ri (р) 4- /<ЛР;] Xi -|-KiRi (р) аи<Хк =

= KiKtiXi3^KiRi{p)fi .... (7.76) 
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где Dt(p) и Kt — собственный оператор и коэффициент усиления 
объекта по Z-й регулируемой величине; Rt(p) и /Ср,—то же для 
регулятора; aik— коэффициент связи между Z-й и Р-й величинами, 
определяемый свойствами объекта; х! ЭТ — эталонное значение Z-й регу
лируемой величины; — нагрузка в Z-м контуре.

Из уравнения (7.76) видно, что характер связи между отдельными 
регулируемыми величинами зависит не только от свойств объекта 
(коэффициенты aik и Х{), но и от основных свойств регулятора. Для 
удобства разделим (7.76) на ^p^:

[^7 Di Ri + Xi Ri а«А =
= KiXi эт + Ri(p) ft ... (7.77)

Степень связности будет тем больше, чем больше Ki, и тем меньше, 
чем больше коэффициент усиления регулятора Крр, кроме того, 
характер связи в динамике зависит от Ri(p'). Из уравнения (7.77) 
также видно, что взаимное влияние между регулируемыми величинами 
можно свести к сколь угодно малой величине соответствующим увели
чением коэффициента усиления /Cpi регулятора. Это, однако, воз
можно достигнуть, если при этом не нарушается устойчивость. В рас
сматриваемой группе структур, если степень Di(p) Rt (р) больше двух, 
критический коэффициент усиления Kf,; кр имеет конечное значение, 
чем и определяется нижняя граница степени связности.

б. Вторая группа. Для того чтобы иметь возможность неограни
ченно увеличивать коэффициент усиления Kpi, не нарушая при этом 
устойчивости, введем на вход системы регулирования от (ге — 2)-й 
до первой производной, где п — степень оператора Dt(p) Rt(p'). Урав
нение для Z-й регулируемой величины в этом случае запишется:

[Oi(p)^i(p) + ^p^i(a0/’n_2 + «i7,n'34- ••• +
+ KiRi(.p')'SiO.ikxk = KiKriXisT-\-KiRi(p)fi . . . (7.78)

Поделив (7.78) на Kpi, получим:

(Р) Ri (P)4“^z (aopn~2-}-alpn~3 4- .. . + l)j Xi -|- 

+ 7^7 Ri (P) S ^ikxk = KiXi„ 4-Ri (p)fi.

По характеру связи рассматриваемый случай не отличается от 
рассмотренного в пункте а. Существенно, однако, то, что здесь коэф
фициент усиления t можно неограниченно увеличивать, не опасаясь 
нарушения устойчивости. Следовательно, степень связности может 
быть доведена до нуля.

в. Третья группа. Рассмотрим, наконец, случай, когда системы 
по отдельным регулируемым величинам являются многоконтурными 
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со стабилизирующими устройствами общего типа. На рис. 162 пред
ставлена схема для г-й регулируемой величины. Уравнение в данном 
случае запишется в следующем виде:

{[Qi (Р) Fш. (р) + К, mBFn. (р)] Nt (р) Di (р) Ki общ/7,,,. (р)} Xi 

4" Ki aikxk [Qi (р) К mi (Р) 4~ Ki охв/7 п. ( Р) I К г ( р) =

— Ki общ/7 (р) Xi эт И- Ki[Qi(p) F M>j (р) Ц- Ki oxB^nj (P)l (.Р) fl< (7.79) 

где Ki Общ = KiKn.Ki охв, гдедляг-го контура обозначены: О,(р) — соб
ственный оператор объекта; Qt(p) — собственный оператор части
контура регулятора, охватывае
мой стабилизирующим устройством; 
Ni (р) — собственный оператор ча
сти контура регулятора, не охваты
ваемой стабилизирующим устрой
ством; Fn,(p) и (р)— соответ

ственно операторы числителя и 
знаменателя передаточной функ
ции стабилизирующего устройства; 
Kians — коэффициент усиления части 
контура, охваченной стабилизирую
щим устройством; Ki — коэффи- 

Рис. 162. l-я часть многосвязной 
системы со стабилизацией.

циент усиления объекта; Кх. — коэффициент усиления части контура, 
не охваченной стабилизирующим устройством.

Для удобства дальнейших исследований приведем (7.79) к следую
щему виду: 

1 [~к~— Qi(Р) Fm (р)4-Fn (р)1 Nt (р) Dj (р) 4- Kx.KiFm (p) Ixt4-
l L'Moxb ‘ 1 J * * 1
+ ■QitP')Ni(p) F,n.(p) V atkXk-^ KiFn.(p)Ni(p) У aikxk = 

'Moxb 1 ■“ ‘ *

KiKN Fm (p) Xi эт 4- [Qi (p) Fm (p) 4- 
11 aioxb *

+ Ki0^Fn^p)\Ni(p-)fi. (7.80)

Как видно из уравнения (7.80), характер связи в зависимости от 
структуры в данном общем случае определяется двумя составляющими 
уравнения (7.80), содержащими суммы ^,aikxk. В первой составляю
щей коэффициент связи прямо пропорционален коэффициенту усиления 
объекта по z-й регулируемой величине, зависит от собственного опе
ратора регулятора и оператора знаменателя передаточной функции 
стабилизирующего устройства и обратно пропорционален коэффи
циенту усиления части контура, которая охватывается стабилизирую
щим устройством.
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Во второй составляющей коэффициент связи пропорционален 
коэффициенту усиления объекта и зависит от собственного оператора 
части регулятора, не охваченной стабилизирующим устройством, и 
оператора числителя передаточной функции стабилизирующего устрой
ства. В системах, устойчивых при неограниченном увеличении коэф
фициента усиления, первая составляющая может быть сведена к мини- 
мум>г увеличением коэффициента усиления Что касается второй 
составляющей, то она может оказать влияние на процесс только 
в динамике, так как в установившемся режиме /?п.(р)р„0= 0.

Аналогичная картина будет иметь место, если в качестве стабили
зирующих устройств будут применены идеальные производные, охва
тывающие только часть контура регулирования. Соответствующее 
уравнение может быть получено из (7.80), если положить в нем 
Р>п((р)= 1- Таким образом, установлено, что существенное влияние 

на характер взаимосвязи между регулируемыми величинами оказывают 
структуры систем регулирования по каждой из регулируемых величин, 
хотя регуляторы не связаны между собой.

Проведенное исследование позволяет сделать следующие важные 
выводы о динамических свойствах рассматриваемых систем, о влиянии 
нелинейностей и о наиболее целесообразных структурах многосвяз
ного регулирования.

а) Во всех рассмотренных случаях степень взаимосвязности была пря
мо пропорциональной коэффициенту усиления объекта и обратно про
порциональной коэффициенту усиления регулятора или коэффициенту 
усиления части контура регулятора. Отсюда следует, что для случаев, 
когда желательно ослабить связь между регулируемыми величинами, 
необходимо увеличивать коэффициент усиления регулятора. Нелиней
ности, которые присущи рассматриваемым здесь объектам регулиро
вания, обычно обусловлены ограниченностью мощности (другие виды 
нелинейностей, например, силы сухого трения, мы здесь не рассма
триваем; их влияние было рассмотрено в главе V).

Учет этих нелинейностей сводится к учету изменения величины 
коэффициента усиления объекта в зависимости от того, на какой 
части характеристики он работает. Наибольшее значение коэффициент 
усиления имеет, когда объект работает в условиях, близких к холо
стому ходу. Чем больше объект нагружен, тем. сильнее уменьшается 
его коэффициент усиления. Таким образом, если выбрать наибольшее 
возможное значение Ki и по этому значению определять степень 
связности, то в действительных условиях в результате влияния не
линейности степень связности может быть только уменьшена.

б) Допустим, что по каждой регулируемой величине, без учета 
взаимосвязности, осуществляется оптимальное регулирование. Из 
самого понятия оптимальности вытекает, что лучшим процесс сделать 
невозможно из-за свойств неизменяемой части системы (обычно 
к неизменяемой части относится объект регулирования). Кроме того, 



§ 7.10] ПРИМЕРЫ 259

оптимальная система содержит необходимое и достаточное число 
элементов, обеспечивающих оптимум. Очевидно, что в этом случае 
наличие взаимосвязности может только ухудшить динамические свой
ства системы. Отсюда следует, что для многосвязного регулирования, 
где системы по каждой регулируемой величине осуществляют опти
мальное регулирование, автономность является необходимым условием 
оптимальности.

в) В главе V было показано, что устойчивость в малом систем 
оптимального регулирования может быть достигнута, если их струк
туры (линейное приближение) принадлежат к классу устойчивых при 
неограниченном увеличении коэффициентов усиления. Следовательно, 
для получения оптимальности в каждом контуре регулирования, без 
учета взаимосвязности, необходимо, чтобы структуры этих систем 
принадлежали к классу устойчивых при больших коэффициентах 
усиления.

Автономность, в данном случае тождественная с оптимальностью, 
будет достигнута увеличением соответствующих коэффициентов уси
ления и введением дополнительных воздействий на входы стабили
зирующих устройств (см. § 7.7 настоящей главы).

§ 7.10. Примеры

Пример 1. В качестве примера рассмотрим систему автоматического 
регулирования двух синхронных генераторов, работающих параллельно 
через длинную линию с нагрузкой. Регулируемыми величинами 
являются напряжение электрического тока, скорость вращения и 
частота. По условиям работы регулирование скорости осуществляется 
с помощью статического регулятора; при этом статической характе
ристикой регулирования по скорости определяется распределение 
активных нагрузок между параллельно работающими генераторами. 
По этим причинам будем считать статизм по скорости (или соот
ветственно коэффициент усиления контура скорости) заданным 
числом. Частота регулируется астатически с помощью вторичного 
регулятора.

Существенное значение для поведения всей энергосистемы с точки 
зрения устойчивости (статической и динамической) имеет регулиро
вание напряжения.

Важными здесь являются как скорость протекания переходных 
процессов, так и точность поддержания напряжения. По этой при
чине основное внимание уделим выбору закона регулирования напря
жения и определению параметров регулятора. Системы регулирования 
скорости и частоты будем считать заданными. При исследовании 
будем учитывать взаимовлияние отдельных регулируемых величин, 
определяемое свойствами объекта. На рис. 163 представлена блок- 
схема регулирования. Вся система состоит из двух синхронных 
генераторов, соединенных длинной линией с нагрузкой. На генераторе 1 
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регулируется только скорость, на генераторе 2 регулируются ско
рость, частота и напряжение.

Процессы в линеаризованной системе описываются следующей 
системой дифференциальных уравнений *):

*) Мееров М. В., Введение в динамику автоматического регулирования 
электрических машин, Изд. АН СССР, 1956, стр. 300.

ASn + [Г1Р + -5^) A«>i + Д£м =-■ Дрр 

До12 + \J2p ) До)2 + \ЕЫ — Др2 4- ДМ2в.

ро12 = Доц — Ди>2,
Р <Т2р + V)(7\.p + 1)Д«>2 = [р(Тср+ 1)(КД. ер+1) + ^']Др2,

(1 + Т1р)Дш1 = К1ДИ1, 
d&E'^ 

Д^2йе = Д^2й + Тад—>

(1 4- 7’3р)(1 4- Т4р) Д£’Ме = кш2, 

^E2ci = А Д812 4- В ^E2d, 

t^U 2— С До12 4- D ^E2d.

(7.81)

В этих уравнениях обозначено: /р /2— приведенные моменты 
инерции первой и второй машин; Aoij, Дш2— изменения частоты машин; 
ДЛ42б—момент, вызывающий переходный процесс; Ем— э. д. -с.

Рис. 163. Блок-схема регулирования двух синхрон
ных генераторов, работающих на общую нагрузку.

холостого хода генератора 2; ЕМе — напряжение возбуждения гене
ратора; Ем — э. д. с. за переходным реактанцем генератора 2;»7’2(J — 
постоянная времени цепи возбуждения генератора 2; Та — постоян
ная времени регулятора частоты; Т2 — постоянная времени регулятора 
скорости в регуляторе генератора 2; Tj — то же для генератора--;/; 
Рр р2 — координаты регулирующих органов машин; Кс — коэффи-
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циент усиления регулятора частоты; К2— коэффициент усиления регу
лятора скорости генератора 2; — то же для генератора Г,Ка.с —
коэффициент воздействия по производной регулятора скорости; Т2— 
постоянная времени возбуждения возбудителя; — постоянная времени 
регулятора напряжения; U2— напряжение на зажимах генератора 2; 
К — коэффициент усиления по напряжению возбудителя, регулятора 
напряжения и генератора 2; 312 — угол сдвига фаз между э. д. с. 
генератора 2 и напряжением на зажимах генератора 7; А, В, С и D — 
постоянные.

Рис. 164. Кривая изменения частоты во времени при 
постоянных £di и Ed.

В рассматриваемом примере постоянные имели следующие значения: 

/j = 0,469 мг ■ ватт ■ сек3, 12 = 0,222 мг ■ ватт ■ сек3, 

Д=70,5 кв/град, 5 = 0,843, С=112 кв/град, 0 = 0,75, 

. = 0,0312 мг . ватт . сек2,

— 2,23 мг ■ ватт ■ сек/град,

dffi. = 0,00468 ка ■ сек,
dE2i

-Л—- = 0,022 мг • ватт ■ сек3,

= 1,231 мг • ватт ■ сек/град, 4=^ = 0,00648 ка-сек, 
oE2d

= 1 сек, Т2 = 2 сек, Г3 = 0,2 сек, Tt = 0,2 сек, 
То--=0,5 сек, T2d=5 сек, 
А; = 0,25, К2 = 0,53, <=0,5,

Ка. 0 = 0,5.

Как уже указывалось выше, коэффициенты усиления регуляторов 
скорости и частоты считаем заданными. Что касается регулятора 
напряжения, то весьма существенно, чтобы точность регулирования 
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была порядка 1 —1,5%. Кроме того, желательно, чтобы процессы 
регулирования напряжения не оказывали существенного влияния на 
процесс регулирования частоты.

На рис. 164 приведена расчетная кривая процесса регулирования 
частоты при условии, что э. д. с. генератора за переходными реак-

Рис. 165. Кривая Д-разбиения по /(.

-20 

танцами Ещ и остаются величинами постоянными. Из этого ри
сунка видно, что процесс практически заканчивается через 10—12 сек 
при относительном выбросе, равном 0,4.

Рис. 166. Кривая изменения частоты по времени 
при регулировании напряжения и /(=10.

Собственный оператор контура регулирования напряжения в рас
сматриваемом случае имеет третий порядок. Поэтому согласно по
лученным ранее выводам характеристическое уравнение системы 
может быть приведено к виду

Fn (Р) + KFhs (р) = 0.
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Подставляя численные значения в (7.82), получим следующее 
характеристическое уравнение:

0,00233р10 + 0,0567р« + 0,544р8 2,95р7 + 10,8р6 +

+ 28,7р5 -I- 49,4/4 + 50,1 р3 + 30,Зр2 + 18,2р + 0,788 +
+/С(0,0104р7 + 0,147р6 + 0,690р5 + 2,60р4 + 6,07р3 +

+ 6,72р2 + 4,28р + 0,777) = 0. (7.82)

На рис. 165 приведена кривая Д-разбиения по К для рассма
триваемого случая. Из этого рисунка видно, что критическое значе
ние коэффициента усиления 
равно 27. Прежде всего 
ясно, что система в таком 
виде непригодна по усло
виям точности. Нетрудно, 
однако, видеть, что и по 
характеру переходного про
цесса система непригодна.

На рис. 166 приведена 
расчетная кривая регулиро
вания частоты при учете 
регулирования напряжения 
с коэффициентом усиления 
К = 10. Сравнивая эту кри
вую с кривой рис. 164, мы 
видим, что перерегулирова
ние возрастет в 30 раз. При 
этом также увеличивается 
и время регулирования. Та
ким образом, система непри
годна и по условиям стати
ческой точности и по каче
ству переходного процесса.

Введем теперь воздей
ствие по первой производ
ной от напряжения в контур 
регулирования напряжения. 
Характеристическое уравне
ние в этом случае запишется: 

Fn(p) + K(K{p+\)X
X Fn-3 (р) = 0,

Рис. 167. Кривая Д-разбиения.

где Кт — коэффициент воздействия по производной. На рис. 167 
приведена кривая Д-разбиения по К для случая, когда ^ — 2, Об
ластью устойчивости является вся вещественная полуось.
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Расчетная кривая регулирования частоты для К=200 приведена 
на рис. 168. Сравнивая кривую рис. 168 с кривой рис. 164, мы 
видим, что как по величине выброса, так и по времени регулирова
ния эти две кривые достаточно хорошо совпадают.

Рис. 168. Кривая изменения частоты при регулировании 
напряжения и К. = 200.

На рис. 169 приведена кривая изменения напряжения во времени. 
Процесс регулирования напряжения заканчивается примерно через 
6 сек, в то время как процесс регулирования частоты заканчивается 
через 12 сек.

На основании этого исследования можно сделать заключение, что 
процессы регулирования напряжения и частоты остаются практи
чески автономными не потому, что длительность протекания их 
разная (12 сек и 6 сек), а потому, что автономность достигается за 
счет большого коэффициента усиления, который в рассматриваемом 
.случае равен 200.

Пример 2. Исследование системы автоматического регулирования 
частоты и напряжения синхронного генератора *).

*) Система разработана и исследована Д. П. Петелиным.

Для получения необходимых эксплуатационных характеристик 
регулируемых электроприводов переменного тока при частотном 
управлении необходимо обеспечить независимое регулирование частоты 
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и напряжения переменного тока по определенным законам. Решение 
такой задачи может быть осуществлено путем применения специально 
разработанной системы автоматического регулирования. В настоящем 
примере иллюстрируется применение теории автоматического регули
рования взаимосвязанных величин при разработке системы автома
тического регулирования частоты и напряжения синхронного генера
тора, удовлетворяющей требованиям высокой точности, устойчивости 
и автономности.

В качестве объекта регулирования рассматривается первичный 
двигатель постоянного тока и синхронный генератор.

Исследуемая система автоматического регулирования состоит из 
двух контуров регулирования:

а) Контур регулирования скорости вращения двигателя постоян
ного тока и соответственно частоты синхронного генератора.

б) Контур регулирования напряжения синхронного генератора.
Принципиальная схема системы автоматического регулирования 

частоты и напряжения синхронного генератора и ее структурная 
схема приведены на рис. 170а и 1706.

Составим уравнения системы автоматического регулирования частоты 
и напряжения синхронного генератора в линейном приближении.

1-й контур регулирования. Полагая ЭМУ полностью 
скомпенсированным, запишем его уравнение в следующем виде:

(1 -|- 7\р) (1 4“ Т’г о) Ual — K-JizKyi (Ui ЕТ ет), (7.83)

где 7\ = Тобм. упр, Т2=Тк, К1К2 = КЭ1 — коэффициент усиления по 
напряжению.

Уравнение генератора постоянного тока запишется в форме
(1 + T3p)U2 = K3'Jal. (7.84)

Уравнение двигателя постоянного тока с учетом нагрузки запишем:
U г М

(7’47'6^+T5jp+l)n=-^--^(l + 7’4p) (7.85)

ИЛИ
(Л7-6Р2 + Т-р + 1) п = K,Ur — К,КЪК3 (1 + Т<р) Ucr.

где
__ 1 is- __ ' К — г 975 sin в° 8

4 Ке ’ 5 Хи ’ 6 я n0xd0 об/мин •

Уравнения для тахогенератора записывается:

ет = К,п. (7.86)

Совместное решение уравнений (7.83)—(7.86) дает:

Ц1 + 7'1р);(1 + Т2р)(1 + Т’3р)(Т4Т6^+ Тър + 1) +
+ K.K^.KsKiK,] п = —

— К,К-ОК3 (1 4- 1\р) (1 + Т2р) (1 4- Т3р) (1 4- Т4р) ист. (7.87)
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2-й контур регулирования. Уравнение ЭМУ запишем:

(1 + Tf,p) (1 4- Т9р) Ua2 = К6К9К,2 (U2„ — Um). (7.88>

Уравнение синхронного генератора, работающего на постоянную

Рис. 170а. Принципиальная схема системы регулирования.

Л// контур регулирования

7-й контур регулирования

Рис. 1706. Структурная схема системы рис. 170а.

нагрузку, при пренебрежении переходными процессами в статорной 
цепи записывается:

(1 710р) UaT — KxiU а2-\- К12п, (7.89)
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jt * /***
где Тм= Тм—------i- ; Т(10—постоянная времени обмотки

*<их<1С + г.
возбуждения синхронного генератора при холостом ходе, ^в = 
= х'а-\-х„; xq, = xq->i-x„; xdz = xd-\-x„; rz = rn-\-r„- r„,

rr __ ^C.T
x„— активное и реактивное сопротивления нагрузки; К10 =------ ;

г___________________ по
V (Хр + г?)(Лн + Гв) (Z h*

Km — Kf-—-—-------- -------- 5------- -  ; К, — коэффициент усиления син-
xatxq*  + '", 

хронного генератора по напряжению при холостом ходе.
Решая совместно уравнения (7.88) и (7.89), получим:

((1 -ф- Т’8р)(1 -ф- 7',,р) (1 -ф- Т10р) -ф- КяК9К32К1г] Uer —

KMK9Ky2KnU29T + К12 (1 + Тяр) (1 + Тдр) п. (7.90)

Для определения статических свойств системы автоматического регу
лирования положим в уравнениях (7.87) и (7.90) р = 0; тогда получим:

(1 +KiK2Ki-lK3KiK.i) п = K^K^K^U^ — K^K.U^ (7.91)

(1 + K^KyiK^ Ucr = KeK9KJ2KnU2„ -ф- К12п. (7.92)

Обозначая = ^юхв 11 К8К9КУ2 = К2тз и решая совместно
уравнения (7.91) и (7.92), получим:

, г ОХВ ^3^4^19 Эт + (^1ОХВ^? ОХВ ^3^4 ^7^,1+ ^фохв К~11) ^уэт /у 934
er 1+Kjoxb ^7 1 ^уохв 4t+ ^фохв К уохв^Зх^4 ^5^6^12

(^1ОХВ ^3^11+ 1 охв^фохв ^3^4^ и) ЭТ~ ^ООХВ ^4ЭТ ,у ОДА
1 + ^1ОХВ ^з^4^7^“ ^20хв охв ^оохв ^4^7^11+ ^4 в ^12

Рассматривая уравнения (7.93) и (7.94) при ^01в—>оо, получим:

I, ^3^4^12^1 эт + ^гохв^з^4^7^11^2ят 77 954
К3К,К. + к2тяк3к4к.кп ■

(^з^п 1~^2мв^з^4^11)^1»т 77 904
К^к^к^к.к.к^ ■ ( >

Рассматривая уравнения (7.95) и (7.96) при К20ХВ —> оо, получим:

и,л.->и2зт, SU = U„ — С/2эт->0. (7.97)

п Sn = K-n —U->■(). (7.98)Л7 ‘

Таким образом, увеличение коэффициентов усиления 1-го и 2-го 
контуров регулирования уменьшает статическую ошибку, и в пределе 
достигается абсолютная точность регулирования.

Рассмотрим свойства исследуемой системы автоматического регу
лирования с точки зрения устойчивости. Выясним, как влияет увели-
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чение коэффициентов усиления в одном контуре, а затем в обоих 
одновременно на устойчивость системы автоматического регулирования.

Решая уравнения (7.91) и (7.92) относительно п и Uev, найдем 
характеристическое уравнение системы в следующем виде:

К1 + 7\р) (1 + Т2р) (1 + Т3р) (Т<Т-ор2 +

+ 7’о/’+')(1 + T's/OC1 + 7’я°)(1 + ЛоР)-Н
+ KtK-aKtKl2(1 4- 7\р)(1 + Т’2р)(1 Т3р) X
X (1 + TiP) (1 4- тяР)0 + т9Р)] 4-

4-7<2охвА'11 (1 4- 7'1р) (1 4- 7-2/4 (1 4- Т'зР) (Л7’5р24~ 77/7 4- 1)4-
4- КюхвКЛЛ, (1 4- Тяр) (1 4- т9р) (1 4- ТюР) 4-

4- К1а„Кгп„К3К4К.Кп = 0. (7.99)

Положим, что между коэффициентами усиления отдельных контуров 
регулирования существует следующая взаимосвязь:

7^2охв = Tj7C10XB, 

где т] — постоянное число.
Тогда после подстановки К2тБ = т^10хв получим характеристи

ческое уравнение системы в следующем виде:

[(1 4- ЛР)(1 + Т2р) (1 + 7’3р)(7’47’5р2 +
+ Т-р + 1)(1 4- Т8р)(1 + Т9р) (1 + 7-10/>) +
4~ к’4А’5А’6Л'12 (14- rlP) (14- т2р) (14- тзР) х
X (I + TiP) (1 4- Т8р) (1 + 7»]4-

4- охв ПКц (14~ Лр) (14~ т2р) (1 4- т3р) (TYr.p--}-
4- 7’5/>4“ О 4- К3К4К- (1 4- твр) (1 4- 7-9/») (1 4- т-10/>)14-

4- К}а„^К3К4К.Кп = 0. (7.100)

Деля уравнение (7.100) на и обозначая —— = тг, —?— = т, 
74 охв 7Cl0IB

получим:

т2[(1 + ЛР)(1 4- Т'2р)(1 + 7’3р)(7’47’-/)2 +
+ Тър + 1 )(1 + Т,р) (1 + Тар) (1 + Тмр) +
+ KtK;>KeKl2 (1 4- Tt р) (1 + Т-2/i) (1 4- Т3р) X
X (1 + т4р) (14- тяр) (1 + т9р)] +

4- m |TtKn (1 4- т\р) (1 4- т2р) (1 4- 7-3р) (т4тър- 4- т\р 4-1)4- 
+ к3к4к, (14- тяр) (14- т9р) (14- 7-1оР)14- щК.к.к.Кп = о. (7.1 о 1)

Очевидно, если оо, то m —> 0.
Ранее было установлено, что если каждый малый параметр m 

повышает порядок уравнения на три и больше, то характеристическое 
уравнение системы будет всегда иметь корни справа от мнимой оси, 
а система автоматического регулирования будет неустойчивой.
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Как видно из уравнения (7.101), это как раз имеет место; следо
вательно, при К1тз—> оо система автоматического регулирования 
неустойчива.

Рассмотрим случай, когда К1та —> оо, а К2„у„ — const. Обозначая

—-— = т, уравнение (7.101) можно представить следующим образом: 
^1охв

т {[(1 + Т1Р)(Д + Т2р)(\ + Т3р)(1\Тър> +

4~ 7’5/»4~ 1)0 + ТцР)( \ + Т’8р)(1 7'юР) +
+ /<4лда12 (1 + Л Р) (1 + Т2р) (1 4- Т3р) х
X (1 + Л р) (1 + т.р) (1 + т9 р)1 +

+ К2оХВКц (1 —н Лр)(1 + Т2р)(\ + Т3р)(Т4Т-ор^ +
4- тър 4-1)) + K3KtK7 (1 4- Т'Р) (14- т9р) (1 + т10р) 4-

4-^2(.хв/<3/<Л7^1 = 0- (7.102)

В данном случае каждый малый параметр m повышает порядок 
уравнения на пять. Следовательно, при к1Г1Х11 —> оо справа от мнимой 
оси для уравнения (7.102) всегда будут корни, и система автомати
ческого регулирования будет неустойчивой.

Рассмотрим случай, когда /С20хв—>оо и К"10хв = const. Обозначая

— -— = уравнение (7.101) можно представить следующим образом:
^2охв

m, {[(1 + ЛР) (1 4- Т2р) (1 + Т3Р) (ЛГ5р2 +
- 4 тър 4-1) (1 4- тяр) (1 4- т6р) (1 4- ЛоР) 4-
- 4 к,к-к,к12 (1 4- Лр) (14- т2Р) (1 + ГзР) X
X (1 + Лр) (14- 7’8р) (1 + т'вР)] 4-
- н К3К4К7К1тв (1 + гар) (1 4- 79р) (1 -4 ЛоР)1 +

+ Кп (1 + Лр) (1 + т2р) (14- т3р) (,т4т.^ 4- т.о р +1) +
4-KmBW<7Kii==0- (7-ЮЗ)

В данном случае малый параметр ш повышает порядок уравнения на 
три. Следовательно, при /<20ХВ—>оо справа от мнимой оси для урав
нения (7.103) всегда будет по крайней мере один корень, и система 
автоматического регулирования будет неустойчивой.

Найдем структуру системы автоматического регулирования частоты 
и напряжения синхронного генератора, допускающей неограниченное 
увеличение коэффициентов усиления контуров регулирования без 
нарушения устойчивости.

Для этой цели каждый контур регулирования со своим стабили
зирующим звеном должен образовать структуру, допускающую неогра
ниченное увеличение коэффициента усиления без нарушения устой
чивости.

19 Зак. 3557. М. В. Мееров
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Исходя из этих соображений, проанализируем устойчивость двух
связной системы автоматического регулирования при наличии гибких 

обратных связей с передаточной функцией типа , охватывающих 

звенья с наибольшими коэффициентами усиления.
Структурная схема системы автоматического регулирования частоты 

и напряжения синхронного генератора в этом случае будет иметь вид 
рис. 171.

Рис. 171. Структурная схема со стабилизирующими устройствами.

Процесс автоматического регулирования в рассматриваемой системе 
описывается следующей системой дифференциальных уравнений:

1(1 4" 7\рЮ + 7гР)(1 4“ Т3р)(Т4Т.р2 + Т-р-]- 1)(1 +"1Р) +
+ ^юхв'1Р(1 + T3p')(TiT-opi-\- Т-ар-\- 1) +

4" А'юмА’зАд^? (1 4" TiP)l п — (1 4~ ~iP)
— [К4КЬК6 (1 + TlP) (1 + Т2р) (1 + ТзР) (1 + TiP) (1 + т1Р) +

+ + ЛР)(1 + т4р)] иег, (7.104)

[(1 -ф- т8р)(1 -ф- т9р)(1 + Тюр) (1 4~т2Р) +

4- Л’зохв'гР (1 4- ЛоР) 4~ ^гохв^ц (1 4- "г/7)! иег =
= КппткК-.д (1 4- ~гр) и231: 4-

4-1(14- TjP) (14- TgP) (14~ ~2Р) к in 4- K2mbKV2~2p\ п. (7.105)
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Система уравнений (7.104) и (7.105) имеет следующее характе
ристическое уравнение:

[(1 + Т1Р)(1 + Т2р)(\ +7’3ЖЛ7’бР2+ Т.ор+ 1) X
X (i + тяр)(1 4- т9р)(1 4-ЛоР)(1 + TiP)(i + ^р) +
+ К4КъКъК1г (1 + TlP) (1 + Т2р) (1 + Т3р) (1 + Т4р) X
X (1 + Т'8р)(1 + 7’0р)(1 4“ Т1Р) (1 + Т2Р)1 +
+ К2„в (1 + 7\р) (1 + Т2р) (1 + ТзР) [Ки (Т4Т-ор2 + Т.ор + 1) X

X (1 + т4р) (1 + т2р) + (Т4Т6р2 + тър + 1) (1 + T1Qp) (1 + т1Р) -2р 4-
4-клЛЛ12(1 + т4р)(1 4-'чр) чр] +
4- A'miB (14- i\p) (1 4- Тг,р') [(1 4- 7’зр) х
X (т4тъР2 + т.ор 4-1) (1 + TwP) (1 + т2р) т1Р 4-
4~/4/4/4 (1 4_7’10р)(1 4-т1Р)(1 + тгР) +
4~ К4КъКъКа (14- т’зр) (1 4~ Лр) (1 4~ тгР) TiP] +
4~ К1твК2тв [(1 4- т3р) (7’47’6р24- тър-\- 1) (1 4“ т10р) ~1р-2р-\-
4~ К3К4К7 (1 4“ ЛоР) (14~ ' < р) Т2Р +
+ /<11(1 +7’зР)(7'47’6Р2 + 7’6р4- 1)(I 4-т2р)т1Р4-

+ К3К4К7К41 (1 + tjp) (1 4~ тгР) +
+ К4КЪК,К12 (1 4- Г3р) (1 + Лр) ^рчр] = 0. (7.106)

Обозначая /<2„хв = т^10ХВ и ~— = т, уравнение (7.106) можно при- 
'чохв

вести к следующему виду:

т2[(1 •- 7\р) (1 -1- Т2р) (1 + 7’3р)(7’47'Бр24-7’5р4"~ 1)(1 -\-Tsp) X
X (1 + РдР) (1 + ЛоР) (1 + TiP) (1 + тгР) +
+ К4кък,к12 (14- Лр) (1 + т2р) (I + тзР) (14- т4р) X
Х(1 + Tsp) (1 4- Р9р) (1 + TjP) (1 +т2р)] 4~
+ «! + 1+Лр)(1 + 7'2Р)(1++р)Х
X [/<11 (Т4тър2 4- тъР + 1) (1 + Т;р) (1 +т2р)4~
+ (Л7,6Р2 + 7’вр+1)(1+ЛоР)(1+^1Р)^2Р +
+ К4КЪКЪК12 (1 + Т4р) (1 4- Tjp) t2p] 4-
+ (I + V) (1 + ^р) [(I + Лр) X
Х^Т'вР2 + 7'вр+ 1) (1 + ЛоР) (1 + тгР) TiP +
+ Кзк4к7 (1 4~ 7 юР) (1 + TiP) (1 + тгР) +
+ /<1/<о/<в/<12 (1 + Т'зР) (1 + Т4р) (1 4- Т2р) TjP]}4-
+ +1(1 + 7+) (Т4Тьр2 + Т6р + 1) (1 + ЛоР) +
+ /<4++в+г (1 + Т3р) (1 + Т4р)1 т4р ■ -г2р 4~
+ +/<4+ (1 + ЛоР) (1 +Т1Р) тгР + /<11 (1 + ТзР) X
X (т4 Т-р2 4- ?++1) (1 + т2р) ~чр +

+ /<3/<4Х7/<11(1 + Т1Р) (1 +т2р)) = 0. (7.107)

19*
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В полученном уравнении (7.107) каждый малый параметр т повы
шает порядок уравнения на два. Следовательно, в соответствии 
с ранее полученными выводами исследуемая система автоматического 
регулирования будет устойчивой, если вырожденное уравнение, полу
чаемое из уравнения (7.107), приравниванием т = 0, удовлетворяет 
условиям устойчивости и вспомогательное уравнение второго рода 
также удовлетворяет условиям устойчивости. Методика составления 
вспомогательного уравнения второго рода подробно изложена выше.

Таким образом, полагая К1<л<1 -> оо, что соответствует и->0, по
лучим из уравнения (7.107) вырожденное уравнение в следующем виде:

[(1 + Т3р) (1\т.ар*-  + т.р +1) (14- т10п) +
Ч- К^К3К3КУ2 (1 4~ 7’зр) (1 7'4р)] -1р • -гр 4~
—(1 4- 7'10/>) (I + т4 р) -2р +
Н-(1 4~ Т3 ч) (1\тър*  4~ Т-Ор 4~ 1) (1 4~ ~гР) ~\Р Ч-

+ ^кл7кп(1 +4р) (' +-2/’) = 0. (7.108)

Вспомогательное уравнение второго рода дтя уравнения (7.107) запи
сывается в следующем виде:

1 1 2.
«оо?5 + m - aMq' 4- а10?3 4- m2 anq- 4- a2ltq -|- m2 ал = 0, (7.109) 

£
где q = m - p = m p,

aoo — 7\ 7*2  7"з 7'г 74 Tg 7’10i 4t2 ,
«01 = 7’2 7’з7’47’57’87'97’10-:1':2 4- 717'з7’17'57879Т|От1т2 -|-

+7'17’27’37’37'87’97’10t1t2 +

4- 7'17'27'37'47'87'97'10т1-:24- 7’17'27’з7’4747’97’10т1т2 4~
4- TlT2T3T'iT3TsTi0-.l-2+

+ + 7'17’27’37’»8Т9Т1От1,

«io = Ti7’i7’27'37'47’57'll)r1T2 4~ 7’37'47'-)7’87'97'1oT1t2,

«и = Ti (7'2 7’37’.i7’5 7'10~1t24- 7’17’з7’47’57’10-:1-:24-

4- Л7’27’з7’57’10-1т2 4- ЛТ’гТ’зЛЛо^пг -|-

4- TiT^TtT-^z^-]- 7’17'27'з7’47'аТ10-:2 4- 7’17’27’з7'47’57’1()т1)4-

4” (71 7'.-,7'8Г97'1()т1т2 4~ T3T;,TtfT9Tll)zlz2 T3TlT8T0T.0zlz2 4-

4- 7’37'47’37’9ri0-:t':2 4- 7'з7’4Т57'87’10-г1-:2 4~ 7'з7’47’57'8Т9':1-:2 4-
4- 7’зЛЛ7’87’97’10-2+ 7’з7'>5 7’87'97’10т1).

«го = Ti 7з 7'1 Т’з Т’го'ч'г,

«21= Ti (7'17'5Т10т1"2 4- 7'з7'37’10':1т2 4~ 7’з7’47’10':1':2 4~

4~ 7'37'47’3т1-:2 -4- T3T4T3Ti()z2 4-7'з7’47’57’|От1).
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Постоянные времени 7\ и 7"в получились в результате замены 

(Л7’5Р’+ Т5р+ 1) = (1 + T'lP) (1 + Т3р).

Для устойчивости исследуемой системы автоматического регулирова
ния условие устойчивости вырожденного уравнения (7.108) является 
необходимым, но недостаточным. В дополнение к этому условию 
необходимо, чтобы вспомогательное уравнение второго рода (7.109) 
также удовлетворяло условию устойчивости.

Рассмотрим получение автономного регулирования частоты и напря
жения синхронного генератора с точностью до малого параметра m 
путем увеличения коэффициентов усиления регуляторов обоих конту
ров регулирования и введения дополнительных воздействий по опре
деленному закону на входы стабилизирующих устройств несобствен
ных переменных. Вид дополнительных сигналов, подаваемых на 
входы стабилизирующих устройств, будет найден из дифференциаль
ных уравнений, описывающих процессы в системе.

Принципиальная схема для получения автономного регулирования 
частоты и напряжения синхронного генератора и структурная схема 
имеют вид, показанный на рис. 172а и 1726,

Составим систему дифференциальных уравнений, описывающих 
процессы в системе автономного регулирования напряжения и частоты 
синхронного генератора с точностью до малого параметра т.

Для 1-го контура регулирования. Уравнение звеньев, не охвачен
ных гибкой обратной связью, будет:

(1 + 7’зр) (Т4Т^р2 +Т.ор+^п =
= K3K4Uа1 К4КдК6(Д Т3р) (1 TiP) икг —

= К,К4 [l/aI — (1 + Т3р) (1 + TiP) t70r]. (7.110)

Уравнение звеньев, охваченных гибкой обратной связью с дополни
тельным воздействием на вход стабилизирующего звена для получе
ния автономности, будет:

(1 + 7'1р)(1 + 7’2р)7/а1 =
= К4К2К„ [((71эт—ст) — (1 + Т3р) (1 + Т4р) С7сг] .(7.111)

Уравнение тахогенератора
ет = К-п. (7.112)

Решение уравнений (7.110), (7.111) и (7.112) относительно Uvi и ет 
дает:

[(1 + 1\р) (1 + Т2р) (1 + Т3р) (Т4 Тър*  + Г.р + 1) (1 + Т1Р) +
-г + Т3р)(Т4Т4р:-[- Т-р-\- 1) ~4р-|-К1п-,,ЪК3К4К- (1 —|—"г/7) Iя = 

= К1Пт.«К3К4 (1 4~ т,р) (Уют (1 -J- Т\р) (I -|— Т2р) х
X (1 + т3р) (1 + Т4р) (1 4 Т1Р) исг. (7.113)
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Рис. 172а. Принципиальная схема автономного регулирования.

Рис. 1726. Структурная схема автономного регулирования.
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где = KiK2K}l- Деля каждый член на ^ох„ и полагая Kims —» со, 
получим вырожденное уравнение в следующем виде:

[(1 + Т3р) (7\Тър> + Тър + 1) + К3К^ (1 + т1Р)1 п =
= WM+w)- (7.114)

Для 2-го контура регулирования уравнение звена, не охваченного 
гибкой обратной связью, будет:

(1 + Т10р) исг = Кпиа2 + К12п = Kjua2 + ^n). (7.115)

Уравнение звеньев, охваченных гибкой обратной связью с дополни
тельным воздействием на вход стабилизирующего звена для получения 
автономности, записывается: 

(1 + Tsp)(l + Т9р) иа2 =
= Wy2 [(t/28T - Uer) - Ua2 - . gl . (7.116)

Решение уравнений (7.115) и (7.116) относительно Ua2 дает:

К1 + Твр) (1 + Т9р) (1 + Т10р) (1 + т2р) + К2ИВт2р (1 + Т,ор) + 
“Ь (1 -|- ~2р)] 77Сг = ^2охв^ц (1 Ч- ~гР) U2эт 4-

+ Kl2 (1 + тар) (1 + Т9Р) (1 +т2р) п, (7.117)

где К20хв = КЬК9КУ2- Деля каждый член уравнения (7.117) на К20ул 
и полагая /С20хв —► оо, получим вырожденное уравнение в следующем 
виде:

IX2P (1 + ЛоР) + ^ц (1 + 'г/Д] 7/сг = (1 Д-т2р) Т/2Эт. (7.118)

Полученные уравнения описывают процессы в отдельных контурах 
независимо друг от друга. Следовательно, дополнительные воздей
ствия несобственных переменных по определенному закону на входы 
стабилизирующих звеньев обеспечивают автономность системы с точ
ностью до малой величины m при условии, что система допускает 
неограниченную точность по каждой из регулируемых величин.

В соответствии с полученными выводами на вход стабилизирую
щего звена 1-го контура необходимо подавать дополнительное воз
действие положительного знака от переменной 2-го контура по сле
дующему закону:

^5 (1 Н- ТзР)(1
Аз

а на вход стабилизирующего звена 2-го контура необходимо пода
вать дополнительное воздействие отрицательного знака от пере

менной 1-го контура по закону г'—п.
Alt

Произведем расчет конкретной системы. Данные отдельных эле
ментов приведены в таблице 3.



Таблица 3

№№ 
н/п Наименование элементов

р и п /
Коэффициент 
усиления

Постоянная 
времени

Примечание
кет в об/мин а сек

1 Элект ромашинный уси
литель № 1............... 4,5 230 2890 19,6 KiK*  = ю 1\ = 0,04

2 Генератор постоянного 
тока ....................... 15 230 1000 65 Кя = 3,04

Т2 = 0,1

Т3 = 0,3 _
3 Двигатель постоянного 

тока ....................... 4,4 220 1500 23,5 Ki = 7,15 1\ = 0,01 Размерность коэффициента

4 Синхронный генератор 7,2 230 1500 22,6

К. = 7,35

/<1о = Ю,3

= 0,06

Ло = 0,4

об/мин усиления ——----

5 Электромашпнный уси
литель №2............... 4,5 230 2850 19,6 KJ<, = 80 1 Ts = 0,06

1 Ts = 0,05 —
6 Асинхронный двигатель 

(нагрузочный) .... 5,3 230/380 980 223/13 _ _ _
7 Стабилизирующий 

трансформатор ТС-1 . _ _ _ 0,3 _ Ti = 0,4 Тип трансформатора

8 Стабилизирующий 
трансформатор ТС-2 . _

1,4
0,3 т, = 0,2

ТС-72-60

Тип трансформатора

9 Тахогенератор № 1 . . — — —
1,4

К7 = 0,013 —
ТС-72-60

Размерность коэффициен-

10 Тахогенератор № 2 . . _ _ _ _ /<7 = 0,013 _

в та усиления —--------
J об/мин

Размерность коэффициен-

11 Электронный усилитель _ _ _ _ /<п = 10 _

в та усиления —- -----
J об/мин

~ 1
12 Тиратронный усилитель — — — — /<у2 = 4,3 — 1
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В соответствии с уравнением (7.102) произведено построение обла
стей устойчивости по К1тв для /С2(1ХВ = 344 при отсутствии стабили

зирующих устройств. После подстановки значений коэффициентов: 
усиления получим:

к101В = -{(1 + Л» (1 + гг;Ш) (1 + г3>) [Г4т5 (»»-+ +1] х
X (1 + Te7“) (1 + (1 + X

X {0,283(1 + Г8/Ш)(1 + 7,j«)(l + Г10» + 1000}-1 +
, 0,0147 (1 + 7\» (1 4- (1 + 73» (1 + TJu) (1 + Г8» (1 + 79»

ф 0,283 (1 + 78»(1 + 79»(1 + 710» +Ю00
, 3560 (1 + 7\» (1 + Л» (1 + Tsj«>) (7\75 (»2 + + 1)

0,283 (1 + 78уш) (1 + 79)м) (1 + 710» + 1000

Кривая Д-разбиения по К1тв приведена на рис. 173. Критический, 
коэффициент усиления К1пв кр = 22,5. В соответствии с уравне-



278 СИСТЕМЫ С НЕСКОЛЬКИМИ РЕГУЛИРУЕМЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ [ГЛ. VII

нием (7.102) произведен расчет кривой Д-разбиения по Кщы при 
^ioxb ■= 65:

= - «1 + Л7Ш) (1 + W (1 4- Гз/ш) (7Д6 (»2 + то +1) х
х (1 + ЛО) (1 + го) (1 + г10»} х

X {10,3 (1 + ГО) (1 + ГО) (1 + Г,» [Г4ГГ,О)2 + Гг> + 1] + 190}-1 +
0,0147 (1 + 7\ju) (1 + Г2» (1 + Га» (1 + 7Q) (1 + Г8» (1 + Tajw)

10,3(1 + ГО) U + ГО) (1 + Г3./ш) [Г4Г5 0)2 + ГО + И+ 190 + 
,______________18,4 (1 + 7Q) (1 + T,j«>) (1 + Г10»______________

174), исследуемая 
чива при малых

Лш~О 
\.ш=й7

обратной
Т1Р

1 + TiP ’

1Рис. 175. Кривая Д-раз
биения по ~п.

т 10,3 (1 + ГО) (1 + П» (1 + Гз» [Г4Г5 (/<0)2 + T;J<a + 1] + 190 ’ 

которая приведена на рис. 174. Критический коэффициент усиления 
^2охв. кр — 1,93.

Как следует из построенных областей устойчивости (рис. 173, 
система автоматического регулирования устой- 
значениях коэффициентов усиления отдельных 

контуров. Действительные значения коэффи
циентов усиления 1-го и 2-го контуров 
регулирования значительно больше, и си
стема без стабилизирующих устройств не
устойчива. Для получения высокоточной си
стемы автоматического регулирования вве
дены стабилизирующие устройства с пере

даточной функцией типа —, обеспечи-
1 -г ~Р

вающие устойчивость системы. Можно пока
зать, что при достаточно большом Д101В 
система регулирования скорости будет устой
чива, если звенья с общим коэффициентом 
усиления охвачены гибкой 

связью с передаточной функцией 
причем параметр т1 = 0,4 сек.

В соответствии с требованием 
вости систем автоматического регулирования 
взаимосвязанных величии найдем значение 
параметра т2 стабилизирующего устройства 
2-го контура.

Для определения значения т2, обеспечи
вающего условие устойчивости вырожден
ного уравнения (7.108), построено Д-раз- 
биение по т2:

-Д = - {10,3 (1 4- ГР) [Г4Г5 О)2 + T.J^ + 1] X 
X ч/ш+2,9 (1+г,/<о)} : { {(1 + ГР) [Г4Г5 (»= +
+ Гр + И + 0,0147 (1 + Г3>) (1 + гр)} X- 
X ч (;Ш)2 + о,282 (1 + Гю» (1 + О)> +

+ 10,3 (1 л- 7?» (ГД., (»2 + Гр + 1] т4 О)2+ 
+ 2,9(1-Ю»)>}.

а>=0,5 устойчи-

.(о=7,0

ы-2,0
(0=3,0 
(о=40 
ш=5,0

/?етг
О
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На рис. 175 представлена кривая Д-разбиения по т2. Система 
будет устойчивой, если выбрать т2 > 0,075 сек. В реальной установке 
охват звеньев с общим коэффициентом усиления Р2„хв осуществлен

стабилизирующим устройством типа -«р— со значением параметра

т2 = 0,2 сек.
При значениях параметров стабилизирующих устройств 1-го и 

2-го контуров регулирования соответственно tj = 0,4 сек и г., = 0,2 сек 
было построено Д-разбиение по К1пв (рис. 176). Как видно из ри
сунка 176, система устойчива при всех вещественных значениях Д10хв.

Рис. 176. Кривая Д-разбиения по /<j при наличии стабилизирующего
устройства.

Было проведено экспериментальное исследование системы двухсвязного 
автоматического регулирования. В эксперименте рассматривался самый 
тяжелый режим — пуск асинхронного короткозамкнутого двигателя 
.мощностью Ра... дв = 5,3 кет от синхронного генератора мощностью 
Per = 7,2 кет. Экспериментальные исследования проводились при 
разных коэффициентах усиления 1-го и 2-го контуров регулирования 
и при отсутствии дополнительных воздействий, обеспечивающих авто
номность.

На осциллограммах № 1, 2, 3 и 4 (рис. 177) видно, как с уве
личением коэффициента усиления 1-го контура регулирования 
уменьшается время регулирования и появляется перерегулирование.



Рис. 177. Осциллограммы:
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Осциллограммы № 1, 2, 3 и 4 сняты при постоянном коэффициенте 
усиления 2-го контура регулирования.

Осциллограмма № 5 показывает протекание процесса регулиро
вания при больших коэффициентах усиления 1-го и 2-го контуров 
регулирования. Как следует из этой осциллограммы, заметно умень
шается время регулирования Ucr и появляется наибольшая колеба
тельность.

На всех осциллограммах (№ 1, 2, 3, 4 и 5) явно заметна 
малая связь между процессами регулирования в 1-м и 2-м контурах 
регулирования, что обусловливается достаточно большими коэффи
циентами усиления контуров регулирования. Однако здесь неполностью 
решаются вопросы получения автономности системы двухсвязного 
автоматического регулирования.

Для получения автономности в соответствии с ранее рассмотрен
ными законами были введены дополнительные воздействия на входы 
соответствующих стабилизирующих устройств. Осциллограмма № 6 
соответствует системе автоматического регулирования с дополнитель
ными воздействиями для получения автономности.

Как видно из этой осциллограммы, законы изменения скорости 
двигателя постоянного тока и напряжения синхронного генератора 
протекают практически независимо.
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