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1. ВВЕДЕНИЕ

В этой брошюре мы бы хотели познакомить читателя с одной
из наиболее известных, красивых и интригующих задач совре-
менной комбинаторной геометрии. Эта задача была предложена
в 1933 году замечательным польским математиком Каролем Бор-
суком*), и за прошедшие 70 лет она сделалась едва ли не самой
популярной в своей области. Собственно говоря, комбинаторная
геометрия как раз и сформировалась на основе таких ярких задач,
как задача о хроматическом числе или, скажем, задача Хелли.
И, разумеется, проблема Борсука сыграла в процессе формирова-
ния данного раздела математики одну из главных ролей. Именно
поэтому мы не станем обсуждать здесь сам термин <комбинаторная
геометрия>, тем более что мы уже достаточно подробно комменти-
ровали его в брошюре <Хроматические числа> (см. [1]). Заметим
только, что и геометрия, и комбинаторика будут сопутствовать
нам на протяжении всего повествования, а стало быть, в конечном
счёте и комментарии окажутся излишними.
Вообще, история проблемы Борсука носит весьма драматиче-

ский и в чём-то почти детективный характер. Более того, эта про-
блема удивительно тонким, изящным и вместе с тем неожиданным
образом связана с уже упоминавшейся задачей о хроматическом
числе. Обо всём этом нам предстоит постепенно узнать, но в своё
время. Сперва нам следует понять, в чём же состоит вопрос Борсу-
ка — вопрос, которому суждено было оказать столь существенное
влияние на развитие современной науки.

2. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ БОРСУКА НА ПРЯМОЙ,
НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

Мы поступим следующим образом: сначала сформулируем за-
дачу, а затем тщательно откомментируем формулировку, содержа-
щую несколько тонких моментов и незнакомых понятий.

Проблема Борсука. Найти минимальное число частей мень-
шего диаметра, на которые может быть разбито произвольное
ограниченное множество в пространстве.

По-видимому, наиболее непонятным кажется слово <диаметр>,
применённое не к кругу или шару, а к произвольному множеству.
Однако на самом деле неясностей гораздо больше, так что обо всём
по порядку.

*) Кароль Бо́рсук (8 мая 1905 г. — 24 января 1982 г.) — выдающийся польский
математик. Ему принадлежат многочисленные результаты по топологии, дифферен-
циальной геометрии и пр. Его именем даже названа улица в Варшаве.
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Прежде всего, что мы понимаем под пространством? Вообще
говоря, вопрос этот нетривиален, и мы оставим в стороне исчерпы-
вающий ответ на него. Мы пока ограничимся рассмотрением лишь
тех ситуаций, которые входят в обычную школьную программу.
Но и на этом пути сразу же возникает недоразумение. Действи-
тельно, кто ж из нас не знает, что такое пространство? Достаточно
поглядеть вокруг себя. Тонкость в том, что математика, будучи
наукой, безусловно, живой, тем не менее зачастую использует тер-
мины, знакомые нам из повседневной жизни, для обозначения тех
объектов, которые мы либо привыкли называть по-другому, либо
и вовсе не встречали. В этом состоит элемент абстракции, прису-
щий математике. В нашем случае всё совсем не страшно: просто
мы называем пространством, в зависимости от контекста, не толь-
ко трёхмерное пространство, в котором мы живём, но и плоскость,
и прямую. Это разумно, поскольку вполне можно представить се-
бе, например, существо, которое всю жизнь ползает по плоскости
и третьего измерения видеть не способно. Для него и плоскость —
пространство. При этом, как мы хорошо понимаем, наше простран-
ство трёхмерно, пространство упомянутого существа двумерно,
а на прямой только одно измерение. Таким образом (по числу из-
мерений) мы пространства и отличаем.
Будем обозначать прямую через ³=³1, плоскость — через ³2,

а трёхмерное пространство — через ³3. Проще всего мыслить об
этих объектах так: ³ — это множество всевозможных веществен-
ных (действительных) чисел, ³2 — это множество пар ~x=(x1, x2)
чисел x1, x2∈³, а ³

3 — множество троек ~x=(x1, x2, x3), где
x1, x2, x3∈³. Ясно, что пары из ³

2 и тройки из ³3 — это то, что
мы называем векторами или точками в соответствующих про-
странствах. В свою очередь, элементы пар и троек (числа x1, x2, x3)
суть координаты наших векторов.
Далее, а что такое п р о и з в о л ь н о е множество в простран-

стве? Конечно, каждый из нас может вообразить себе уйму разных
множеств. Скажем, это могут быть и конечные наборы точек,
и какие-нибудь фигуры (если речь идёт о двумерном пространстве)
или тела (если мы говорим о трёхмерье), и многое, многое другое
(см. рис. 1).

Рис. 1
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Небольшая неприятность состоит в том, что иной раз в науке
возникают чрезвычайно хитрые множества, которые и описать-то
толком не удаётся. Мы не станем забираться здесь в теоретико-мно-
жественные дебри, так как ничего нового нам это не принесёт.
Взамен мы предложим читателю представлять себе те множества,
какие он сам посчитает возможным. Без сомнения, этого уже хва-
тит с запасом, ведь, как мы увидим позже, даже с конечными
наборами векторов возиться весьма и весьма непросто.
Теперь об ограниченности множеств. Пусть n≤3. Множество

A⊂³n называется ограниченным, если существует отрезок (при
n=1), круг (при n=2) или шар (при n=3), целиком содержащий
множество A .
Наконец, очередь дошла и до диаметра. Естественно, дабы

определить его, мы должны уметь измерять расстояния. Соответ-
ствующие формулы всем хорошо известны:

| ~x− ~y|=
q
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2,

коль скоро ~x=(x1, x2), ~y=(y1, y2)∈³
2, и

| ~x− ~y|=
q
(x1−y1)

2+(x2−y2)
2+(x3−y3)

2

в аналогичных обозначениях для ~x, ~y∈³3. На прямой всё совсем
просто.
Зафиксируем произвольное ограниченное множество A⊂³n

при n≤3. Будем перебирать всевозможные пары точек ~x, ~y∈A
и измерять расстояния между ними. Получится некоторый (не
исключено, что бесконечный) набор чисел. Нам бы х о т е л о с ь
найти в нём максимальный элемент и назвать его диаметром
множества A . В самом деле, такое определение диаметра впол-
не коррелировало бы с общеизвестным: и для круга, и для шара
диаметр — это расстояние между максимально удалёнными друг
от друга точками. К сожалению, всё не так легко. Представим се-
бе, что A=(a, b)⊂³ — это обычный интервал. Рассмотрим в нём
пары точек вида a+1/k, b−1/k. Понятно, что с увеличением k
расстояние между точками становится всё ближе и ближе к b−a.
Однако в A н е т точек, расстояние между которыми в точности
равнялось бы b−a. Стало быть, искомый максимум не существует.
Если знать теорию пределов, то трудность ничего не стоит пре-
одолеть, заменяя максимум на так называемый супремум (точную
верхнюю грань). Мы не станем вдаваться здесь в подобные дета-
ли. С одной стороны, как правило, и без того ясно, чем заменить
максимум, коль скоро его найти не удалось (скажем, для интерва-
ла диаметр — это всё равно его длина), а с другой стороны, можно
опять-таки ограничиться изучением только тех множеств, для ко-
торых такой проблемы нет (см. задачи).
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Итак, диаметр множества — это, говоря не совсем строго,
расстояние между наиболее удалёнными его точками. Понятно,
что у ограниченного множества диаметр всегда конечен. Будем
обозначать диаметр множества A через diamA .
Вернёмся к проблеме Борсука и попробуем проинтерпретиро-

вать её с учётом накопленной информации. Пусть дано какое-то
множество A⊂³n, где n≤3. Попытаемся представить A в виде

A =A1∪. . .∪Af,

предполагая, что diamAi<diamA для каждого i, 1≤i≤f. Обо-
значим через f(A ) минимум среди всех f, для которых такое
представление имеет место. Понятно, что f(A ) — это и есть
минимальное число частей меньшего диаметра, на которые мо-
жет быть разбито*) множество A . Определим f(n) как максимум
по всем A⊂³n величин f(A ). В свою очередь, на f(n) частей
меньшего диаметра разбивается уже произвольное ограниченное
множество в n-мерном пространстве, причём существует такое мно-
жество в ³n, которое нельзя разбить на f(n)−1 часть. Таким
образом, проблема Борсука состоит в отыскании числа f(n).
1. Является ли ограниченным множество всех целых чисел

на прямой?
2. Найдите диаметры множеств, изображенных на рис. 2.

a

b
γ

Рис. 2

3. Разбейте множества с рис. 2 на части меньшего диаметра.
Постарайтесь сделать это максимально экономно.
4. Докажите, что величина f(n) не изменится, если вместо

произвольных ограниченных множеств разбивать произвольные
множества фиксированного диаметра — например, диаметра 1.
5∗. Множество в ³n называется выпуклым, если вместе с любы-

ми двумя своими точками оно целиком содержит соединяющий
их отрезок. Докажите, что величина f(n) не изменится, если
вместо произвольных ограниченных множеств разбивать произ-
вольные ограниченные выпуклые множества.

*) Вообще говоря, для пущей корректности следовало бы потребовать, чтобы
множества A

i
попарно не пересекались. Иначе не совсем правильно употреблять

слово <разбиение>. Однако несложно проверить, что упомянутое дополнительное
требование никак не влияет на f(A ).
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3. ПРОБЛЕМА БОРСУКА НА ПРЯМОЙ

Сейчас мы попробуем разобраться с тем, как поэкономнее
разбивать на части меньшего диаметра одномерные множества.
Иными словами, мы постараемся определить значение f(1).
Для начала заметим, что неравенство f(1)≥2 практически оче-

видно. В самом деле, нелепо же пытаться разбить какое-либо
множество на о д н у часть меньшего диаметра. Это то, что при-
нято называть <contradictio in adjecto>, т. е. противоречие внутри
определения. Мы, однако, утверждаем большее, а именно: f(1)≤2,
так что в конечном счёте f(1)=2. Если мы наше утверждение до-
кажем, то проблема Борсука на прямой будет решена.
Рассмотрим произвольное (ограниченное) множество A в ³.

Мы ничего, по сути, не потеряем, если будем полагать diamA=1
(см. задачу 4 из предыдущей главы). Возьмём в множестве A
<крайнюю левую> и <крайнюю правую> точки. Конечно, кавыч-
ки не случайны, ведь, как мы уже знаем, такие точки вовсе
не обязаны существовать. Например, если речь идёт об интерва-
ле (a, b), то мы возвращаемся к ситуации, когда точки a+1/k
и b−1/k с увеличением k становятся всё ближе и ближе к <кра-
ям>, краёв этих ни при каких условиях не достигая. Интуитивно
смысл <крайних точек> понятен, а для строгости нужно опять-та-
ки сослаться на теорию пределов: там роль <крайне левого> будет
играть инфимум (точная нижняя грань), а <крайне правого> —
супремум (точная верхняя грань). Итак, пусть найденные нами
точки суть a и b. Ясно, что они <диаметрально противоположны>,
т. е. что на них-то как раз и достигается диаметр A , равный еди-
нице. Таким образом, b−a=1. С другой стороны, отрезок [a, b],
безусловно, содержит внутри себя множество A или, как ещё го-
ворят, покрывает это множество. Рассмотрим разбиение

[a, b]=
�����a,
a+b
2

�����∪
�����
a+b
2
, b
����� .

Разумеется, диаметр каждой из частей в данном разбиении отрезка

равен
1
2
. Более того, если A1=

�����a,
a+b
2

�����∩A , а A2=
�����
a+b
2
, b
�����∩A ,

то A =A1∪A2 и diamAi≤1/2. В результате f(A )≤2, а значит,
то же верно и для f(1).
Отметим, что мы доказали даже чуть больше, чем требова-

лось. Ведь мы не просто знаем, что каждое множество диаметра 1
на прямой разбивается на части абы какого меньшего диаметра;
мы знаем сверх того, что оно разбивается на части в д в о е мень-
шего диаметра. В данном отношении дальнейшего усиления нам
не добиться. Иначе говоря, слово <вдвое> ничем лучшим мы не за-
меним: ни <втрое>, ни <в 2,1 раза>, ни <в 2,0001 раза> и т.д. нам
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не подойдёт. Достаточно взять отрезок [0, 1] и убедиться в том,
что, как его ни разрезай на два кусочка, а всё равно один из них
будет иметь диаметр не меньше 1/2.

4. ПРОБЛЕМА БОРСУКА НА ПЛОСКОСТИ

Теперь нам хотелось бы понять, как устроена жизнь в про-
странстве размерности два. Понятно, что с ростом числа измерений
наша основная задача может только усложниться. Так оно на са-
мом деле и будет.
Во-первых, нетрудно убедиться в том, что f(2)≥3. Проще всего

рассмотреть для этого вершины произвольного правильного тре-
угольника. Диаметр такого множества — это расстояние между
любыми двумя из его элементов, так что, как наше множество
на две части ни разбивай, а в одну из них заведомо попадут
по крайней мере две вершины, которые диаметрально противопо-
ложны. Ясно, что и весь треугольник тем более нельзя разбить
на две <меньших> части. Дополнительный важный пример, по-
казывающий, что f(2)≥3, представляет собой круг. На рис. 3
изображено <оптимальное> разбиение круга на части меньшего
диаметра. Оно напоминает значок <Мерседеса>, и если считать, как
обычно, что круг имеет единичный диаметр, то окажется, что диа-
метры (одинаковых) частей в разбиении равны

√

3/2=0,866. . .<1.
Этот факт нам ещё понадобится.
Значительно тоньше выглядит ситуация с обратной оценкой.

Дело в том, что f(2)≤3, а стало быть, и вовсе имеет место равен-
ство f(2)=3, дающее полное решение проблемы Борсука на плоско-
сти. Как это доказать? Нужно воспользоваться идеей, аналогичной
той, к помощи которой мы прибегли в случае прямой. А именно,
следует придумать какую-нибудь двумерную фигуру, покрываю-
щую в некотором смысле любое другое плоское множество (диаме-
тра 1) и допускающую в то же время несложное разбиение на три
части с диаметрами, меньшими единицы. Понятно, что, коль ско-
ро такую фигуру мы разбили, покрытое ею множество разбито
и подавно. Введём точное определение.

Определение. Множество U⊂³n при n≤3

Рис. 3

называется универсальной покрышкой для мно-
жеств диаметра 1, если для каждого множест-
ва A с diamA =1 найдётся такое движение ',
что A⊂'(U).
По-другому говоря, U — это универсальная

покрышка, если та или иная её <жёсткая> копия,
полученная в результате движения, целиком со-
держит произвольно заданное множество. Ясно,
что к чему-то такому мы и стремились. Заметим,
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между прочим, что диаметр универсальной покрышки уже вовсе не
обязан равняться единице: главное, чтобы диаметры частей в над-
лежащем разбиении оказались малы. Впрочем, на прямой, как мы
помним, роль покрышки исполнил отрезок, и его длина была еди-
ничной. В двумерье это не так.
Ещё в 1929 году венгерский математик Й.Пал доказал следу-

ющую лемму:
Лемма. В качестве универсальной покрышки для множеств

диаметра 1 в ³2 можно взять правильный шестиугольник, рассто-
яние между параллельными сторонами которого равно единице.
Эта лемма, если пытаться доказывать её строго, не вполне

тривиальна. Однако в максимально доступной форме её доказатель-
ство изложено в замечательной старой книжке В.Г.Болтянского
и И.Ц.Гохберга <Теоремы и задачи комбинаторной геометрии>
(см. [2]). Разумеется, мы не станем повторять эти рассуждения,
а попросту отошлём читателя к упомянутому источнику.
Универсальная покрышка Пала изображена на рис. 4. Сразу

же очевидно, что её диаметр отнюдь единице не равен. Тем не ме-
нее, легко сосчитать диаметры указанных на том же рисунке трёх
частей и проверить, что они равны

√

3/2=0,866. . .<1. Таким обра-
зом, всё в порядке, и мы доказали, что f(2)≤3.
Здесь следует сделать несколько замечаний. Во-первых, мы

опять-таки (см. конец предыдущей главы) доказали даже больше,
чем от нас требовал Борсук. В самом деле, мы знаем, с одной
стороны, что всякое двумерное множество диаметра 1 допускает
разбиение на три части, у которых диаметры не превосходят

√

3/2.
С другой стороны, существует множество — круг, — для кото-
рого последнее утверждение усилить нельзя в том смысле, что,
как круг на три <дольки> ни разрезай, а всё равно хотя бы
одна из долек будет иметь диаметр не меньше

√

3/2 (значок
<Мерседеса> оптимален). Напомним, что аналогом <критической>
величины

√

3/2 на прямой было число 1/2. Далее, стоит подчерк-
нуть, что наука о построении универсальных покрышек (даже

1

Рис. 4

на плоскости) весьма обширна и мно-
гогранна. В разделе задач мы кое-что
в подобном роде предложим читателю для
самостоятельного изучения. Однако тут
мы в соответствующие дебри забираться
не станем. Наконец, заметим, что именно
Борсук был первым, кто провел все толь-
ко что описанные нами выкладки.
Любопытно рассмотреть отдельно один

важный частный случай задачи, а именно
тот случай, когда нас интересуют толь-
ко конечные множества. Иными слова-
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ми, мы хотим показать, что каждое конечное множество точек
на плоскости может быть разбито на 3 части меньшего диаметра.
Разумеется, этот факт является прямым следствием уже доказан-
ного неравенства f(2)≤3. Однако его можно установить и за счёт
совершенно других средств: если до сих пор мы мыслили исключи-
тельно в геометрических терминах (универсальные покрышки), то
тут нам удастся в существенной мере отойти от геометрии и пе-
реключиться на комбинаторику. С одной стороны, нам станет
яснее, тем самым, смысл выражения <комбинаторная геометрия>,
а с другой стороны, мы самостоятельно (без каких-либо ссылок)
придём к весьма нетривиальному результату. Итак, справедлива
следующая теорема, которую в 1946 году доказал выдающийся
венгерский математик П.Эрдеш*):
Теорема. Всякое конечное множество точек на плоскости мо-

жет быть разбито на три части меньшего диаметра.
Заметим сперва, что с конечными множествами куда приятнее

работать, чем с произвольными: и что они из себя представляют,
и как измерить их диаметры, понять ничего не стоит. Перейдём
теперь к доказательству.
Доказательство. Зафиксируем произвольное конечное множе-

ство точек ~x1,. . ., ~xm∈³
2 и будем считать, что

diam { ~x1,. . ., ~xm}=1.

Докажем лемму.
Лемма. Число пар точек, реализующих диаметр множества

A ={ ~x1,. . ., ~xm}, не превосходит m.
Доказательство. Будем действовать с помощью математиче-

ской индукции. В самом деле, если m≤3, то наше утверждение
очевидно, и мы имеем основание индукции. Предположим те-
перь, что m>3 и для всех множеств A , состоящих из m−1
точки, утверждение леммы доказано. Убедимся в том, что и для
m-элементных множеств A всё в порядке. Каждым двум точкам
~xi, ~xk∈A , удалённым друг от друга на расстояние 1, поставим
в соответствие соединяющий их отрезок. Если из каждой точ-
ки выходит не более чем два отрезка, то общее число отрезков
не превосходит m и лемма доказана. Пусть, напротив, есть точ-
ка — скажем, ~x1, — из которой выходит по меньшей мере три
отрезка (см. рис. 5). Назовём их ~x1 ~xi, ~x1 ~xj и ~x1 ~xk. Два <край-
них> из этих отрезков — скажем, ~x1 ~xi и ~x1 ~xk — образуют угол
не больше 60 градусов, так как | ~xi− ~xk|≤| ~xi− ~x1|=| ~xk− ~x1|=1. Это-
му углу принадлежит отрезок ~x1 ~xj. Если наша система отрезков

*) Пол Эрдеш (1913—1996) — выдающийся венгерский математик. Он является
одним из основателей современной математической школы в Венгрии. Им написано
более полутора тысяч статей и книг, а также предложены десятки задач, многие
из которых стали уже классическими.

10

содержит также некоторый отрезок ~xj ~xp, то он

~x1

~x
k

~x
j

~x
i

Рис. 5

должен пересекаться как с отрезком ~x1 ~xi, так
и с отрезком ~x1 ~xk, ибо у всяких двух непере-
секающихся единичных отрезков найдётся пара
вершин, отстоящих друг от друга на расстояние,
большее единицы. Поэтому точка ~xp должна со-
впадать с точкой ~x1. Таким образом, из точки ~xj
выходит лишь один отрезок. Если мы исключим
из A точку ~xj, то в оставшемся множестве бу-
дет m−1 точка, и по предположению индукции
в нём найдётся не более m−1 пары диаметрально противополож-
ных точек. Присоединив к этой m−1 паре точки ~x1 и ~xj, мы
получим как раз утверждение леммы.
Сейчас мы готовы завершить доказательство теоремы, и здесь

мы снова прибегнем к помощи индукции. В самом деле, пустьA —
произвольное множество, состоящее из m двумерных точек и име-
ющее диаметр 1. Если m≤3, то проблем с разбиением A на три
части меньшего диаметра нет, и основание индукции нам обеспе-
чено. Предположим, что m>3 и для всех A , содержащих ровно
m−1 точку, теорема доказана. Поймём, почему и для m-элемент-
ных A искомое разбиение найдётся. Как и при доказательстве
леммы, каждой паре диаметрально противоположных точек в A
мы сопоставим соединяющий эти точки отрезок длины 1. Если
допустить, что из всякой точки в A выходит не менее трёх от-
резков, то всего различных отрезков у нас окажется как минимум
3m/2, что невозможно ввиду леммы. Значит, есть точка ~x∈A ,
из которой выходит не более двух отрезков. Если мы удалим точ-
ку ~x из A , то в полученном множестве A r{ ~x} останется m−1
точка. По предположению индукции последнее множество допус-
кает разбиение на три части меньшего диаметра. Возьмём ту из
этих частей, в которую не попадает вторым своим концом ни один
из отрезков, выходящих из точки ~x. Ясно, что если мы добавим
~x к этой части, то возникнет разбиение множества A , в котором
диаметры частей опять-таки меньше единицы. Теорема доказана.
6. Докажите, что круг радиуса 1/

√

3 является универсальной
покрышкой для множеств диаметра 1 в ³2.
7. Убедитесь в том, что покрышка из задачи 6 не позволяет

решить проблему Борсука на плоскости.
8. Рассмотрим круг B1 радиуса 1/

√

3 и зафиксируем на ограни-
чивающей его окружности произвольную точку. Пусть B2 — это
круг радиуса 1 с центром в нашей точке. Докажите, что B1∩B2
(см. рис. 6) — это универсальная покрышка. Постройте её раз-
биение на 3 части с диаметрами меньше единицы. Постарайтесь
добиться того, чтобы диаметры частей были как можно меньше.
Чему они будут равны?
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9∗. Не ссылаясь на лемму Пала, докажите, что всякий много-
угольник на плоскости может быть разбит на три части меньшего
диаметра.
10∗. Придумайте универсальную покрышку для множеств диа-

метра 1 на плоскости, которая имела бы как можно меньшую
площадь.

5. ПРОБЛЕМА БОРСУКА В ³3

Сейчас речь пойдёт, собственно,

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

Рис. 6

о <пространстве> — в том обыден-
ном смысле, в каком мы привыкли
это слово понимать. Число измерений
увеличивается ещё на единицу, геоме-
трия становится богаче, и, разумеется,
возникают новые тонкости, которых
ни в случае прямой, ни в случае плос-
кости не было.
Тот факт, что f(3)≥4, вытекает из

рассмотрения множества вершин правильного тетраэдра. Ясно, что
здесь всё устроено так же просто, как то было и для пары то-
чек на прямой, и для тройки вершин правильного треугольника
на плоскости. Однако в случае плоскости мы приводили допол-
нительно важный пример круга, который позволял установить
оценку f(2)≥3. Разумно, стало быть, обсудить аналогичный при-
мер и в пространстве. Понятно, что имеется в виду шар.
Сперва убедимся в том, что шар (обозначим его B) разбивается

на четыре части меньшего диаметра. Пусть диаметр самого шара,
как обычно, равен 1. Впишем в B правильный тетраэдр A1A2A3A4.
Считая, что O — это центр шара, рассмотрим трёхгранные углы
U1, U2, U3, U4, выходящие из O и порождённые тетраэдрами

OA1A2A3, OA1A2A4, OA1A3A4, OA2A3A4.

Положим

B1=B∩U1, B2=B∩U2, B3=B∩U3, B4=B∩U4.

Очевидно, B=B1∪B2∪B3∪B4 (см. рис. 7). Нетрудно проверить (сде-
лайте это самостоятельно), что

diam Bi=

t
3+
√

3
6
=0,888. . .<1, i=1,. . ., 4.

Теперь следует заметить, что сам Борсук ещё в 1932 году до-
казал, используя весьма нетривиальные соображения, что на три
части меньшего диаметра шар разбить нельзя. Более того, разби-
ение, которое мы только что описали, оптимально, т. е. добиться
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Рис. 7, а)

Рис. 7, б)
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разбиения шара на четыре части, каждая из которых имела бы
диаметр, меньший, чем 0,888. . ., уже не удастся. Соображения,
применённые Борсуком, в максимально доступной форме изложе-
ны в книжке [2]. Отметим, что разбиение B=B1∪B2∪B3∪B4 очень
похоже на соответствующее разбиение круга: ведь и там <значок
Мерседеса> получался из правильного вписанного треугольника,
являющегося плоским аналогом правильного тетраэдра.
Что же, далее, можно сказать о верхних оценках для f(3)?

Иными словами, можем ли мы, например, утверждать, что
f(3)=4? Если проводить аналогию с одномерным и плоским слу-
чаями, то в последнее равенство хочется верить, ведь и раньше
мы имели f(n)=n+1. Ответ на поставленный вопрос положите-
лен. Первым, кто доказал неравенство f(3)≤4, был английский
математик Х.Эгглстон. К сожалению, метод Эгглстона не был
элементарным, и, в частности, на построение каких-либо универ-
сальных покрышек он не опирался. Как следствие, и результат
получился не совсем удовлетворительным. Конечно, проблема
Борсука была решена, ведь для каждого A⊂³3, имеющего диа-
метр 1, нашлось разбиение на такие четыре части A1,. . .,A4, что
diamAi<1 для любого i. Тем не менее при n≤2 удавалось <пе-
ревыполнить план>: на прямой оказывалось, что в аналогичном
разбиении diamAi<1/2, а на плоскости подобная оценка имела
вид diamAi<

√

3/2=0,866. . .. Обе оценки были значительно точ-
нее неравенства diamAi<1, причём потом ещё выяснялось, что
числа 1/2 и

√

3/2 в известном смысле неулучшаемы.
Результат Эгглстона был опубликован в 1955 году, а два года

спустя два замечательных геометра — А.Хеппеш и Б.Грюнбаум —
независимо друг от друга предложили вполне элементарный под-
ход к решению трёхмерной задачи. Естественно, и Хеппеш,
и Грюнбаум исходили из построения некоторой универсальной
покрышки. По-видимому, идея <витала в воздухе>, так как Хеп-
пеш и Грюнбаум, не сговариваясь, рассмотрели одну и ту же
покрышку. Устроена эта покрышка так. Сначала берётся правиль-
ный октаэдр A1A2A3A4A5A6, у которого расстояние между любыми
двумя параллельными гранями равно 1 (см. рис. 8). Затем плос-
костью, параллельной четырёхугольнику A1A2A3A4 и проходящей
на расстоянии 1/2 от него (в направлении вершины A5), от окта-
эдра отсекается пирамида B1B2B3B4A5 (см. рис. 9). Точно так же
от него отсекаются ещё две пирамиды — C1C2C3C4A1 и D1D2D3D4A4
(см. рис. 10). Можно доказать, что <жёсткие копии> многогран-
ника U, получающегося в итоге, действительно покрывают любое
наперёд заданное множество диаметра 1 в пространстве. Мы этого
делать не станем, сославшись на книжку [2].
Заметим, что, во-первых, diam U>1. Во-вторых, теперь нас

должно интересовать наиболее экономное разбиение U на четыре
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части диаметра меньше единицы. Хеппеш действовал немного гру-
бее Грюнбаума. В результате у него диаметры частей оказались
равны

p
9+4

√

3

4
=0,99775. . .,

а у Грюнбаума —
p
6129030−937419

√

3

1518
√

2
=0,9887. . ..

Последнее число не может не впечатлять: ведь ясно, какую огром-
ную и скрупулёзную вычислительную работу пришлось проделать
Грюнбауму, дабы отыскать его. Расчёты Грюнбаума также подроб-
но изложены в книге [2], и мы на них не останавливаемся. Тем не
менее, мы всё же приводим здесь рисунки (см. рис. 11), на кото-
рых изображено разбиение Грюнбаума.
Что же мы, таким образом, имеем? С одной стороны, благодаря

Грюнбауму, мы знаем, что всякое трёхмерное множество диаме-
тра 1 может быть разбито на четыре части диаметра н е б о л ьш е
0,9887. . .. С другой стороны, у нас есть шар, в любом разбие-
нии которого на четыре части непременно найдётся часть диаметра
н е м е н ь ш е 0,888. . .. Числа 0,9887 и 0,888, конечно, довольно
далеки (в масштабах единицы) друг от друга, и, стало быть, в ³3

всё уже не так безоблачно, как то было на плоскости и на прямой.
Естественно, возникает новая нетривиальная геометрическая зада-
ча отыскания правильного числа α∈[0,888. . ., 0,9887. . .], отвеча-
ющего за <оптимальность> решения исходной проблемы Борсука.
Понятно, что для улучшения верхней оценки на α (коль скоро это
вообще возможно) необходимо придумать как можно более эко-
номное разбиение произвольного множества на четыре части. Для
улучшения же нижней оценки (опять-таки при условии, что оно
принципиально возможно) следует придумать множество, не допус-
кающее никакого разбиения на четыре части, каждая из которых
имела бы заданный наперёд диаметр, не больший 0,888. . .. В 1953
году американский математик Д.Гэйл высказал гипотезу, что α=
=0,888. . ., т. е. что множеств <хуже> шара в определённом смысле
в пространстве не бывает. Эта гипотеза до сих пор не доказа-
на и не опровергнута (см. задачи). Однако кое-какие интересные
результаты были достигнуты в борьбе с неравенством α≤0,9887.
Лишь в 1997 году, через сорок лет после выхода в свет статьи

Грюнбаума, ленинградский математик В.В.Макеев сумел постро-
ить новую многогранную покрышку, отличную от усечённого окта-
эдра. А именно, он доказал, что всякое множество диаметра 1 в ³3

может быть заключено в ромбододекаэдр, у которого расстояние
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Рис. 11, а)
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Рис. 11, б)

Рис. 11, в)
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между параллельными гранями равно 1 (см. рис. 12). Более того,
от ромбододекаэдра можно отсечь три кусочка посредством точно
таких же плоскостей, какие были использованы в случае октаэдра.
Более точно, рассмотрим такую систему координат, что каждая из
её плоскостей проходит через центр ромбододекаэдра и 4 его вер-
шины. Теперь рассмотрим три взаимно перпендикулярные плоско-
сти, параллельные координатным плоскостям и отстоящие от этих
плоскостей на расстояние 1/2 соответственно (см. рис. 13). По-
лученный в конечном итоге многогранник U удаётся разбить на
четыре части диаметра меньше 0,98, что на восемьдесят семь де-
сятитысячных лучше, чем у Грюнбаума. Подчеркнём, что, хотя
с точки зрения проблемы Борсука улучшение ничтожно, результат
Макеева крайне интересен сам по себе. К сожалению, изложить
его доказательство здесь мы не сможем: оно основано на глубоких
фактах топологии, понимание которых требует значительной под-
готовки. Заметим, кстати, что и экономное разбиение U на четыре
части не есть плод кропотливых ручных расчётов, подобных тем,
что проделал Грюнбаум. Теперь, когда есть компьютеры, гораздо
проще бывает подчас прибегнуть к их помощи. Так и поступил
Л.Евдокимов, осуществивший упомянутое разбиение U.

Рис. 12 Рис. 13

Несколько другой подход к уточнению неравенства α≤0,9887. . .
состоит в обобщении понятия покрышки, которое мы приведём ниже.
Определение. Совокупность множеств U1,. . ., Us⊂³

n при n≤3
называется универсальной покрывающей системой для множеств
диаметра 1, если для каждого множества A единичного диаметра
найдётся такое Ui и движение ', что A⊂'(Ui).
Иначе говоря, если раньше мы стремились отыскать одно

множество U, жёсткие копии которого покрывают все множества
диаметра 1, то теперь часть множеств мы заключаем в копии U1,
часть — в копии U2 и т.д. вплоть до Us. Понятно, что отныне
свободы у нас тем больше, чем большее значение мы разрешаем
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принимать величине s. Проблема лишь в том, что с увеличени-
ем s растёт и число множеств, каждое из которых нам предстоит
разбивать на части диаметра, меньшего 1. Таким образом, необхо-
димо искать <золотую середину>, и это иной раз бывает непросто.
Читатель сам увидит это, если попытается решить некоторые из
задач, которые мы приведём в конце главы. Здесь же мы не ста-
нем вдаваться в подробности. Заметим только, что на упомянутом
пути удаётся достичь результата вроде α≤0,97 (см. задачи).
Есть ещё одна важная задача, близкая в некотором смысле

к проблеме Борсука, и близкая притом настолько, что некоторые
результаты относительно неё могут быть весьма полезны при об-
суждении нашего основного вопроса. Эта задача была поставлена
Грюнбаумом в 50-е годы XX века, и сводится она к нахождению
минимального числа gd(n) шаров (кругов, отрезков) диаметра d≤1,
которыми может быть покрыто произвольное множество A⊂³n

единичного диаметра. Иными словами, мы сперва берём любое A
и рассматриваем покрытие

A⊂B1∪. . .∪Bg,

предполагая, что B1,. . ., Bg суть шары и что diam Bi=d≤diamA
для каждого i, 1≤i≤g. Затем мы обозначаем через gd(A ) ми-
нимум среди всех g, для которых такое покрытие существует,
и определяем gd(n) как максимум по всем A величин gd(A ). Как
видно, ситуация очень похожа на ту, что возникала при опреде-
лении f(n). Более предметно мы обсудим задачу Грюнбаума не-
сколько позже. Сейчас же мы заметим, что при n=3 лидирующие
позиции в изучении этой задачи занимает П.Кацарова-Каранова,
доказавшая в 1967 году, что при d≥0,999983 имеет место точ-
ное равенство gd(3)=4. Ясно, что отсюда мгновенно следует уже
известное нам равенство f(3)=4 и оценка α≤0,999983. Конечно,
последняя оценка куда как слабее всех своих упомянутых выше
аналогов. Однако не в том пафос: гораздо важнее то, что здесь
мы достаточно чётко представляем себе происхождение разбиения.
Оно не просто перекочевало на данное множество с универсаль-
ной покрышки, а возникло из покрытия этого множества весьма
конкретными телами — шарами. Впрочем, работа Кацаровой-Кара-
новой крайне громоздка в вычислительном плане, и мы не станем
излагать её в этой брошюре.
Напоследок заметим, что и в случае ³3 удаётся предложить

отдельный подход к решению проблемы Борсука для конечных
множеств точек. Естественно, он опять-таки носит весьма комби-
наторный характер. Однако на сей раз всё значительно труднее,
чем то было на плоскости, и мы не имеем возможности привести
здесь соответствующие рассуждения, принадлежащие А.Хеппешу
и П.Ревесу.
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11. Докажите, что шар радиуса
√

3/8 является универсальной
покрышкой для множеств диаметра 1 в ³3.
12. Убедитесь в том, что покрышка из задачи 11 не позво-

ляет решить проблему Борсука в трёхмерном пространстве. На
сколько частей диаметра меньше 1 эту покрышку всё же можно
разбить?
13. Рассмотрим шар B1 радиуса

√

3/8 и зафиксируем на сфе-
ре, которой он ограничен, произвольную точку. Пусть B2 — это
шар радиуса 1 с центром в нашей точке. Докажите, что B1∩B2
(см. рис. 14) — универсальная покрышка. Постройте её разбие-
ние на 5 частей с диаметрами меньше 1. Постарайтесь добиться
того, чтобы диаметры частей были как можно меньше. Можно
ли осуществить разбиение B1∩B2 на четыре части с диаметрами
меньше 1?

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111

Рис. 14

14∗. Рассмотрим правильный октаэдр с рис. 8. Отсечём от него
не три пирамиды, как это делали Хеппеш и Грюнбаум, а шесть.
Иными словами, теперь мы хотим <отрубить> все шесть вер-
шин октаэдра, используя для этого, как и прежде, плоскости,
параллельные его центральным сечениям. Только на сей раз мы
не станем ограничиваться случаем, когда плоскости проходят
на расстоянии 1/2 от <своего> сечения по ту или другую сто-
рону от него. Мы будем считать, что упомянутые расстояния
суть какие-то (априори произвольные) числа r1,. . ., r6. Сообразно
этому плоскости мы обозначим Π1(r1),. . ., Π6(r6). Понятно, что
каждое ri заведомо положительно и не превосходит расстояния
от центра октаэдра до любой из его вершин. Пусть новый усечён-
ный многогранник — это U(r1,. . ., r6). На рис. 15 изображены
два усечённых октаэдра с наборами параметров

а) r1=. . .=r6=

√

3
4
, б) r1=r2=r3=

1

2
√

3
, r4=r5=r6=

2

3
√

3
.

Для каких значений r1,. . ., r6 этот многогранник является уни-
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версальной покрышкой? Варьируя параметры r1,. . ., r6, построй-
те универсальную покрывающую систему из многогранников ви-
да U(r1,. . ., r6). Постарайтесь получить, наиболее эффективно
разбивая на четыре части каждый из многогранников в системе,
как можно лучшую верхнюю оценку на α. Удастся ли, скажем,
на этом пути достичь неравенства α≤0,97? Попытайтесь ту же
программу осуществить в случае ромбододекаэдра.
15. Рассмотрим

V1=
��(x=(x1, x2, x3): xi∈{−1, 0, 1} , i=1, 2, 3

	�) .
Докажите, что любое множество V⊆V1 допускает разбиение на
четыре части меньшего диаметра. Сделайте то же самое для
каждого V⊆Vs, где Vs — множество целых точек в кубе [−s, s]

3,
то есть

Vs=
��(x=(x1, x2, x3): xi∈{−s,. . ., s} , i=1, 2, 3

	�) .
Четырьмя шарами какого (по возможности, наименьшего) диаме-
тра покрывается Vs при заданном s?
16∗. РассмотримпроизвольнуютреугольнуюпирамидуA1A2A3A4,

имеющую диаметр 1. Пусть B — это шар минимального ради-
уса, покрывающий её. Понятно, что вершины пирамиды лежат
на сфере, которой ограничен шар B. Пусть B1, B2, B3, B4 суть
шары радиуса 1 с центрами в точках A1, A2, A3, A4. Рассмотрим
множество B∩B1∩. . .∩B4 (см. рис. 16). Назовём это множество
<тетраэдром Рело> по аналогии с треугольником Рело на плоско-
сти (см. рис. 17). Попытайтесь отыскать оптимальное разбиение
тетраэдра Рело на четыре части. Что получится в случае, когда
исходная пирамида правильная?
17∗. Попытайтесь опровергнуть гипотезу Гэйла. Возможно, ре-

зультаты по предыдущей задаче окажутся полезными.
18∗. Попытайтесь получить аналог результата Кацаровой-Ка-

рановой при каких-нибудь d<0,999983.

6. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ БОРСУКА
В ПРОСТРАНСТВАХ РАЗМЕРНОСТИ n>3

В начале второй главы, когда мы обсуждали вопрос о том, что
следует понимать под пространством, мы заметили, что исчерпы-
вающий ответ на этот вопрос разумно оставить в стороне, и в тот
момент мы решили ограничиться ситуациями, досконально изуча-
емыми в рамках стандартной школьной программы. Однако, даже
если не заводить речь о с о в е р ш е н н о и с ч е р п ы в а ю щ е м
ответе, на прежнем уровне знания нам оставаться никак нельзя.
Конечно, весьма нетривиальные эффекты мы уже пронаблюдали,
рассматривая проблему Борсука в ³n с n≤3. И тем не менее, го-
раздо более тонкие и в то же время яркие факты нас ещё только
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ожидают. Дело в том, что ограничение n≤3 носит, вообще-то, весь-
ма произвольный характер. Ясно, что, на первый взгляд, подобное
заявление кажется по меньшей мере странным, ведь всё, что мы
видим вокруг себя, представляется нам вполне укладывающимся
в трёхмерную интерпретацию. Более того, даже вообразить себе
четырёхмерный мир мы не в состоянии. Откуда же тогда возник-
нуть пространствам многих измерений? Если об n=4 помыслить
трудно, то что будет, скажем, при n=100, 1000 и т.д.? Оказы-
вается, что и в математике, и в физике пространства огромной
размерности играют такую же большую роль, как и те, с какими
мы привыкли работать со школы. С помощью этих пространств
удаётся описывать великое множество реальных ситуаций и про-
цессов, просчитывать то, что иначе делается необозримым. Мы не
станем приводить здесь многочисленные примеры, ибо это уведёт
нас слишком далеко от нашей темы. Главное для нас — это то,
что пространства ³n при n>3 важны и что, в частности, изучение
их геометрии представляет значительный интерес. При этом мы
понимаем, что, с одной стороны, чем больше размерность, тем гео-
метрия нетривиальнее и богаче, и что, с другой стороны, интуиция
наша с ростом n всё слабее и слабее. Таким образом, естественно,
например, ожидать, что в дальнейшем роль чисто комбинаторной
составляющей нашей деятельности вырастет, а роль чисто геоме-
трической составляющей слегка уменьшится. Во всем этом нам,
безусловно, предстоит убедиться, но сейчас надо хотя бы опреде-
лить ³n при произвольном n и сформулировать основную проблему.
В сущности, с формальной точки зрения, ничего нового не воз-

никает. В самом деле, ³n проще всего понимать как совокуп-
ность всех возможных (упорядоченных) наборов из n вещественных
чисел. Таким образом, элементы ³n суть векторы (точки) ~x=
=(x1,. . ., xn), где xi∈³, i=1,. . ., n (xi — координаты). Всё, как
и при n≤3. Даже с расстояниями трудностей нет:

| ~x− ~y|=
q
(x1−y1)

2+. . .+(xn−yn)
2.

Последующие действия полностью повторяют те, что мы пред-
приняли в главе 2. Иначе говоря, проблема Борсука вновь состоит
в отыскании минимального числа f(n) частей меньшего диаметра,
на которые может быть разбито произвольное ограниченное мно-
жество в n-мерном пространстве. Только n теперь любое. Коммен-
тарии к словам <произвольное множество> изменений, понятно,
не претерпевают. С диаметром тоже всё по-прежнему. Разве что
<ограниченность> стоит пояснить. В любой размерности есть есте-
ственное понятие шара, напрямую обобщающее понятие отрезка на
прямой, круга на плоскости и обычного шара в пространстве раз-
мерности 3. Шар — это множество точек, лежащих внутри сферы.
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Сфера же — это множество точек, равноудалённых от данной точ-
ки ~a=(a1,. . ., an), которая является центром сферы (шара):

B=
��( ~x=(x1,. . ., xn): (x1−a1)2+. . .+(xn−an)2≤r2

	�) ,

S=
��( ~x=(x1,. . ., xn): (x1−a1)2+. . .+(xn−an)2=r2

	�) .

B — это шар, S — его сфера, r — радиус. Так вот, множество
A⊂³n ограничено, если все его точки лежат внутри некоторого
шара B (множество A покрывается шаром B). Впрочем, послед-
нее условие равносильно условию конечности диаметра. Остаётся
заметить, что опять-таки f(n) не изменится, коль скоро мы ограни-
чимся рассмотрением лишь множеств диаметра 1. Что же известно
про f(n) в нынешнем, общем, случае?

7. ГИПОТЕЗА БОРСУКА И ЕЁ ИСТОРИЯ

Во-первых, совсем не сложно доказать, что f(n)≥n+1. Мы,
впрочем, к тому не вполне готовы, и пока нам придётся просто
поверить в это (см. главу 9). С другой стороны, мы уже знаем,
что, коль скоро n≤3, верно и обратное неравенство. Представляет-
ся весьма естественным предположить, что и при n>3 выполнено
f(n)=n+1. Тем более, что шар, который являлся самым <пло-
хим> множеством на прямой и на плоскости и казался таковым
даже в ³3 (ср. гипотезу Гэйла), на n+1 часть меньшего диаме-
тра заведомо разбивается (см. главу 9). Когда Борсук ставил свою
проблему в 1933 году, он был осторожен, но всё же задал вопрос:
п р а в д а л и, ч т о f(n)=n+1? Гипотезу он не формулировал. Од-
нако верить в положительный ответ на вопрос Борсука было столь
заманчиво, что очень скоро все стали говорить о <гипотезе Борсу-
ка>, и сам её <автор> от этого уже не открещивался.
История гипотезы Борсука весьма драматична. Все, кто зани-

мался проблемой (а в рядах этих людей были замечательные мате-
матики), практически не сомневались в справедливости гипотезы,
и потому огромные усилия были направлены на её подтвержде-
ние. Разумеется, многочисленные нетривиальные результаты не
замедлили появиться. Например, гипотеза была доказана для об-
ширных классов множеств в пространстве. Дабы чётче объяснить,
из чего подобные классы состоят, нам потребуется ввести допол-
нительные понятия, и мы сделаем это в следующей главе, где
и вернёмся под конец к обсуждению упомянутого важного аспекта
истории. Сейчас же наших знаний хватит для того, чтобы понять,
как обстояли дела с в е р х н и м и оценками на f(n). Ясно, что
в идеале должно было получиться f(n)≤n+1, но беда-то как раз
в том и состояла, что, несмотря на громадные усилия, до идеала
было, как от земли до небес.
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Прежде чем выписывать последовательные достижения в во-
просе получения верхних оценок для f(n), следует сделать неболь-
шую оговорку. В дальнейшем у нас возникнут неравенства вида
f(n)≤t(n), где t(n) — совершенно конкретная функция: подставил
в неё любое натуральное n, и значение её у тебя <в кармане>.
В таком случае проблем нет. С другой стороны, мы будем рас-
сматривать и оценки, записанные в несколько странной форме,
а именно: f(n)≤

��a+o(1)
��n. Здесь a>1 — также совершенно кон-

кретное число. А вот o(1) (читается <о малое от единицы>) —
это нечто непривычное для тех, кто не знает теории пределов.
В сущности, ничего страшного тут нет. Просто o(1) есть некоторая
функция от аргумента n, значения которой бесконечно малы по
сравнению с единицей, как раз и указанной в скобках. Что значит
<бесконечно малы>? Это значит, что с ростом n величина o(1) ста-
новится всё ближе и ближе к нулю. Например, речь может идти
о произвольной функции вида b/nα, где b и α>0 суть какие-нибудь
константы. Или можно представлять себе величину вроде 1/ln n,
и т.д. Главное для нас, что по той или иной причине мы не готовы
конкретизировать o(1); к нулю оно стремится, а уж как и сколь
быстро — это отдельный вопрос. Таким образом, мы не сумеем
при заданном n сказать, чему равняется

��a+o(1)
��n. Однако мы бу-

дем по крайне мере уверены, что чем больше размерность, тем в
к а к о м - т о с м ы с л е функция

��a+o(1)
��n ближе ко всем понят-

ной экспоненте an. Заметим ещё, что o(1) вовсе не обязано быть
положительным. Скажем, в примере b/nα константа b имела право
быть и отрицательной. Лишь бы в конечном итоге наша величина
уменьшалась (по модулю).
Выражение <в каком-то смысле> выделено в тексте неспроста.

На самом деле, тут всё же имеется одна тонкость. Рассмотрим при-
мер с a=2, o(1)=2/

√

n. Можно показать, что функция
��2+2/

√

n
��n

с ростом n ведёт себя примерно так же, как функция 2ne
√

n. А по-
следняя функция, безусловно, превосходит экспоненту 2n в весьма
быстро растущее число раз. Тем не менее, если n достаточно вели-
ко, то 1,999n≤2ne

√

n
≤2,001n, а начиная с ещё более крупных n,

и вовсе различие между верхней и нижней оценками проявится
лишь в каком-нибудь миллиардном знаке после запятой. В реаль-
ности очень редко бывает интересна такая запредельная точность,
и потому (именно с такой — обыденной — точки зрения) мы име-
ем право говорить о том, что (a+o(1))n <приближается> к an:
разницы между a−10−100, a и a+10−100 для нас в к а к о м - т о
с мы с л е не существует.
Рассмотрим оценки первого вида. Совсем легко показать, что

f(n)≤
��2[
√

n+1]
��n (см. главу 10). Несколько тяжелее даётся нера-

венство f(n)≤2n (см. главу 11). Наконец, в 1982 году М.Лассак
доказал, что f(n)≤2n−1+1, и мы докажем это в главе 11. Среди
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<явных> оценок лассаковская является наилучшей из известных.
Подобное обстоятельство не может не разочаровывать, ведь все
прекрасно понимают (даже не владея аппаратом теории пределов),
что экспонента куда быстрее растёт, чем гипотетическая линейная
функция n+1.
Что же мы знаем об оценках второго вида? В 1965 году

К.А.Роджерс установил некий нетривиальный геометрический
факт, из которого, помимо всего прочего, следовало, что f(n)≤
≤

��√2+o(1)
��n (см. главу 13). Это случилось на 17 лет раньше

публикации работы Лассака. Конечно, с ростом размерности (ра-
но или поздно) результат Лассака становится несравненно слабее
роджерсовского. И тем не менее, при малых n неконкретность ве-
личины o(1) губит все многомерные преимущества, а стало быть,
и ценность неравенства Лассака остаётся прежней: просто пафос
его не в больших размерностях. Оценка Роджерса была улучшена
только в 1988 году, когда О.Шрамму удалось установить, что

f(n)≤S(n)=
��
p
3/2+o(1)

��n

(см. главу 12), и результат Шрамма остаётся непревзойденным и по
сей день. Пользуясь совершенно другими средствами, его передо-
казали в 1991 году Ж.Бургейн и Й.Линденштраусс (см. главу 13),
но это не приблизило оценку к искомой величине. Что делать?
Развязка нашей драмы наступила в 1993 году, ровно через 60

лет после того, как проблема Борсука была поставлена. Дж.Кан
и Г.Калаи сумели построить контрпример к гипотезе! Для мно-
гих это стало абсолютной неожиданностью. Однако и результат
Кана—Калаи выглядел в некотором роде угрожающе: контрпри-
меры возникали лишь во всех размерностях, начиная с n=2015.
Неудобоваримое число. Что такое 2015 измерений, помыслить не-
реально. В то же время и нижн я я оценка на f(n), которую заодно
с контрпримерами предложили Кан и Калаи, оказалась весьма лю-
бопытной. Теперь речь уже не шла ни о каком n+1; выяснилось,
что всё гораздо хитрее и что по крайней мере f(n)≥

��1,203+o(1)
��
√

n.
Такая оценка всё равно весьма далека от оценки сверху f(n)≤S(n).
В указанном обстоятельстве проще всего убедиться, исходя из зна-
ния теории пределов, но и <на пальцах> нетрудно подсчитать, что
с ростом n величина

��1,203+o(1)
��
√

n становится пренебрежимо ма-
ленькой по сравнению с S(n).
Короче говоря, <пришла мысль — отворяй ворота>. Отныне

львиная доля усилий была брошена на уменьшение размерности,
в которой удаётся построить контрпример, и на уточнение нижней
оценки для f(n). Соответствующая деятельность была во многом
подобна спортивному соревнованию, когда всё решается сотыми
долями секунды. Ниже мы приводим таблицу последовательных
рекордов от 1993 года до последних дней.
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Автор, год n≥ f(n)≥

Дж.Кан, Г.Калаи, 1993 2015
��1,203 +o(1)

��
√

n

А.Нилли, 1994 946
��1,203 +o(1)

��
√

n

Б.Вайссбах, Й.Грей, 1997 903
��1,203 +o(1)

��
√

n

А.М.Райгородский, 1997 561
��1,203 +o(1)

��
√

n

А.М.Райгородский, 1999 —
��1,2255+o(1)

��
√

n

Б.Вайссбах, 2000 560
��1,203 +o(1)

��
√

n

А.Хинрихс, 2001 324 —

О.Пихурко, 2002 323 —

А.Хинрихс, Х.Рихтер, 2003 298 —

Прокомментируем таблицу. Во втором столбце указаны ниж-
ние границы для размерностей, с которых гипотеза Борсука заведо-
мо перестаёт быть верной благодаря результатам соответствующих
авторов. С остальными столбцами всё и так ясно. Если в какой-то
графе стоит прочерк, это означает, что либо хорошие контрпри-
меры не получаются, хотя оценка на f(n) улучшена, либо что,
наоборот, контрпримеры придуманы, а вот оценка с ростом n <не
пошла>. Читатель спросит: <Как же такое возможно? Вроде бы��1,2255+o(1)

��
√

n куда больше, чем
��1,203+o(1)

��
√

n? Почему же то-
гда в надлежащей графе стоит прочерк?> Дело в том, что в малых
размерностях, где мы и стремимся отыскать контрпримеры, нельзя
сбрасывать со счетов o(1). К сожалению, метод может позволить
увеличить константу с 1,203 до 1,2255, но при этом изменится ско-
рость, с которой o(1) приближается к нулю. Скажем, могло быть так:

f(n)≥
�����1,203+

1000
n

�����
√

n
и f(n)≥

�����1,2255+
1
n

�����
√

n
.

Убедитесь в том, что при не слишком больших n вторая величина
намного меньше первой, несмотря на то, что при неограниченном
увеличении размерности ситуация меняется кардинально. Вообще,
про o(1) никогда не следует забывать. В тех графах таблицы,
где, казалось бы, написано и вовсе одно и тоже, разница состоит
именно в том, как устроена <бесконечно малая>, которую мы
не конкретизируем.
Во всей этой истории особенно поразительно то, что все контр-

примеры и нетривиальные нижние оценки строятся с помощью
конечных наборов точек в пространстве, т. е. никаких сложных
конструкций не возникает. Всё упирается в тонкую комбинатори-
ку, которую мы обсудим в главе 14.
Завершая главу, заметим, что и по сей день никто не знает, как

устроена жизнь в размерностях 4≤n≤297. Основная нынешняя
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<трагедия> состоит хотя бы в том, что даже при n=4 мы никаких
разумных результатов не имеем. Есть оценка Лассака

f(4)≤24−1+1=9,

и есть соображения, показывающие, что, скорее всего, при n=4
гипотеза Борсука верна. Тем не менее, проблема остаётся открытой
и крайне интересной.
В следующей главе мы дадим некоторые важные многомерные

определения, которые хорошо коррелируют со своими аналогами
при n≤3 и которые позволят нам грамотно обсуждать и даже подчас
доказывать различные результаты из числа упомянутых выше.

8. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ И ЕЩЁ НЕМНОГО ИСТОРИИ

В этой главе мы приведём набор важных определений и про-
комментируем их.
Определение. Пусть имеется два вектора

~x=(x1,. . ., xn), ~y=(y1,. . ., yn)∈³
n

и два вещественных числа λ, µ. Тогда через λ ~x+µ ~y мы будем обо-
значать вектор ~z=(z1,. . ., zn), у которого координаты имеют вид
zi=λxi+µyi, i=1,. . ., n. Данное определение позволяет естествен-
ным образом перенести сложение векторов и умножение их на
число на многомерную ситуацию.
Определение. Пусть ~x1,. . ., ~xk — какие-то векторы в простран-

стве. Их выпуклой оболочкой называется множество A , состоящее
из тех и только тех векторов, которые могут быть представлены
в виде λ1 ~x1+. . .+λk ~xk, где λ1,. . ., λk — неотрицательные веще-
ственные числа, в сумме дающие единицу. Множество A принято
обозначать conv { ~x1,. . ., ~xk}, подчёркивая выпуклость*), и называть
выпуклым многогранником или политопом.
Нетрудно убедиться в том, что и здесь мы имеем дело с пря-

мым обобщением школьной геометрии. В частности, стандартные
выпуклые многоугольники на плоскости и многогранники в про-
странстве являются выпуклыми оболочками своих вершин. Заме-
тим, например, что в любой размерности отрезок — это, конечно,
выпуклая оболочка двух точек (концов отрезка).
Определение. Длина отрезка— это расстояние между концами

отрезка.
Определение. Множество A⊂³n называется выпуклым, если

вместе с любыми двумя своими точками оно содержит и весь
отрезок, соединяющий их.
Легко видеть, что политоп всегда выпуклый в смысле послед-

него определения.

*) От слова convexus (лат.) — выпуклый.
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Определение. Назовём векторы ~x1,. . ., ~xn+1∈³
n вершинами

правильного n-мерного симплекса, коль скоро все попарные рассто-
яния между ними равны одному и тому же числу. Многогранник

conv { ~x1,. . ., ~xn+1}

мы будем называть правильным n-мерным симплексом. Зафиксиру-
ем произвольный набор вершин симплекса — скажем, ~xi1,. . ., ~xik,
1≤k≤n. Мы будем говорить, что выпуклая оболочка этих вер-
шин образует (k−1)-мерную грань симплекса.
Во-первых, ничего не стоит привести пример множества вер-

шин правильного симплекса в ³n (см. [1]). Во-вторых, довольно
просто понять, что если бы мы захотели построить правильный
симплекс с n+2 вершинами, то нам бы это не удалось. При этом
всё сказанное прекрасно коррелирует с тем, с чем мы постоянно
сталкивались, изучая ³n при n≤3: отрезок, правильный тре-
угольник и тетраэдр суть очевидные <прародители> правильного
симплекса. Заметим, что грани иной раз могут превращаться в сто-
роны (при k=2) и даже в вершины (при k=1). Смысл вычитания
единицы из k при определении размерности грани ясен: разумно
ведь считать любую точку нульмерной, любой отрезок одномерным
и т.д. Грани размерности n−1 иногда ещё называют гипергранями
или фасетами. Понятно, что граней размерности k−1 в симплексе
ровно C

k
n+1. В частности, в симплексе имеется n+1 гипергрань —

по числу вершин. Наконец, диаметр симплекса — это длина его
стороны.
Определение. Пусть набор чисел a1,. . ., an содержит ненулевые

элементы. Тогда множество векторов ~x=(x1,. . ., xn)∈³
n, удовле-

творяющих условию

a1x1+. . .+anxn=b,

где b — некоторое фиксированное число, образует гиперплоскость.
Гиперплоскость обобщает прямую в ³2 и плоскость в ³3.
Легко убедиться в том, что любая гипергрань симплекса од-

нозначно задаёт гиперплоскость, которая через неё проходит (её
содержит). Таким образом, каждый правильный симплекс опреде-
ляет n+1 гиперплоскость в пространстве (очевидно, эти гиперплос-
кости различны). Зафиксируем одну из вершин ~xi симплекса A ;
через неё проходит ровно n гиперплоскостей, определённых сим-
плексом. Нетрудно видеть, что эти гиперплоскости разбивают ³n

на 2n частей, в одной из которых лежит исходный симплекс. На-
зовём эту часть n-мерным многогранным углом, имеющим вершину
в ~xi и порождённым симплексом A (см. главу 5). Ясно, что мы
имеем дело с обычным углом на плоскости и с многогранным
углом в ³3, коль скоро в приведённом определении ограничиваем-
ся случаями n=2 и n=3.
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Теперь мы хотим определить многомерный аналог квадрата
и куба. Мы уже делали это в брошюре [1]. Однако мы повторим
необходимые слова и здесь.
Определение. Единичным n-мерным кубом (который мы обо-

значим [0, 1]n) мы будем называть выпуклую оболочку множества
всех 2n (0, 1)-векторов в ³n (т. е. векторов, имеющих координаты 0
или 1). Сами (0, 1)-векторы мы будем называть (в данном контек-
сте) вершинами единичного куба. Произвольный куб (скажем, K )
будет тогда получаться из единичного посредством преобразова-
ний <сжатия> и параллельного переноса: K =k×[0, 1]n+ ~x, где
k>0 — произвольный коэффициент, отвечающий за сжатие (раз-
дувание), а ~x — произвольный n-мерный вектор, за счёт которого
осуществляется перенос. При этом равенство между множествами
понимается в том смысле, что каждый вектор ~y в K может быть
представлен в виде ~y=k ~z+ ~x, где, в свою очередь, ~z∈[0, 1]n (и на-
оборот, k ~z+ ~x∈K для каждого ~z∈[0, 1]n).
Определение. Пусть дано некоторое множество A⊂³n. Будем

говорить, что точка ~x∈A является внутренней точкой множе-
ства A , если существует шар достаточно маленького радиуса
с центром в ~x, целиком содержащийся в A . Если точка ~x∈³n

такова, что сколь угодно малый шар с центром в ней имеет непу-
стое пересечение как с A , так и с его дополнением ³nrA , то эта
точка называется граничной для A . Совокупность всех внутрен-
них точек множества A мы будем обозначать IntA и называть
внутренностью или мясом A . Совокупность же граничных точек
для A — это граница (шкура) @A множества A . Если IntA не-
пусто, то мы скажем, что A — тело. Если IntA =A , то A —
открытое множество (его граница ему не принадлежит). Если же
дополнение к A открыто, то A замкнуто (оно полностью содер-
жит свою границу).
В разделе задач мы рассмотрим несколько вопросов, которые

позволят лучше прочувствовать только что введённые понятия.
Определение. Пусть A — выпуклое тело, а ~x∈@A . Рассмо-

трим множество всех гиперплоскостей, проходящих через точку ~x.
Некоторые из них проходят через внутренность A , а некоторые —
нет. Назовём последние опорными гиперплоскостями к A в точ-
ке ~x*) (они таковы, что множество A лежит <по одну сторону> от
каждой из них). Если для любого ~x∈@A опорная гиперплоскость
к A в ~x единственна, то A называется телом с гладкой грани-
цей или просто гладким телом.
Смысл понятия опорной гиперплоскости легче всего иллю-

стрировать в ³2. Там речь пойдёт об опорной прямой. Примеры

*) Вообще-то, нужно доказывать существование опорных гиперплоскостей, но
в данном случае оно обусловлено выпуклостью.
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множеств с гладкой и негладкой границей показаны на рис. 18.
Ясно, что в случае гладких множеств опорные прямые суть каса-
тельные. Поэтому в общем случае также говорят о касательных
гиперплоскостях.

Рис. 18

Назовём две гиперплоскости параллельными, если у них нет
общих точек. Можно показать, что если A — выпуклое тело
и ~x∈@A , то для любой опорной гиперплоскости к A в точке ~x
найдётся и притом единственная параллельная ей опорная гипер-
плоскость к A . Это утверждение особенно понятно в случае ³2.
Пусть ~x=(x

0
1,. . ., x0n), соответствующая опорная гиперплоскость

задаётся условием a1x1+. . .+anxn+b=0, а опорная гиперплос-
кость, параллельная ей, — условием a′1x1+. . .+a

′

nxn+b
′=0. Ши-

риной тела A в точке ~x мы будем называть расстояние между
нашими гиперплоскостями, определяемое, например, по формуле

|a′1x
0
1+ . . .+a′nx

0
n+b

′
|p

(a′1)
2+ . . .+(a′n)

2
.

Интуитивно не совсем ясно, почему речь идёт именно о рассто-
янии. Однако, если провести аналогии с ³2 и ³3, то становится
немного легче. А вот уж почему ширина — это расстояние между
параллельными гиперплоскостями, вполне понятно.
Определение. Множество A называется выпуклым телом по-

стоянной ширины, если, во-первых, оно является выпуклым телом
и, во-вторых, его ширина не зависит от точки ~x∈@A .
Самым простым примером выпуклого тела постоянной ширины

может служить шар (см. задачи).
Определение. Рассмотрим некоторое множество A⊂³n. Пусть

O∈³n — фиксированная точка, а ~x — произвольная точка в A .
Рассмотрим отрезок, соединяющий O с ~x. Пусть r — это длина
нашего отрезка. Возьмём на нём точку ~y, отстоящую от O на рас-
стояние λr, где λ∈(0, 1) — произвольное число. В результате про-
ведения такой операции с каждой точкой ~x∈A получится новое
множество A ′, которое называется гомотетичной копией множе-
ства A с центром гомотетии O и коэффициентом гомотетии λ.
Данное определение совершенно естественно, если сравнить его

с двумерными и трёхмерными аналогами. Легко видеть, что

diamA ′=λ diamA<diamA .
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Определение. Пусть ~x, ~y∈³n. Будем говорить, что ℓ — это
прямая, проходящая через ~x и ~y, если ℓ — это множество точек
вида λ ~x+(1−λ) ~y, λ∈³.
Это определение прямой, как всегда, прекрасно коррелирует

с общеизвестным. В частности, прямая содержит отрезок от ~x до ~y.
Определение. Пусть даны точки ~x, O∈³n и прямая

ℓ={λ ~x+(1−λ)O} ,

проходящая через них. Тогда говорят, что точка ~x′=− ~x+2O∈ℓ
симметрична точке ~x относительно O. Пусть A — некоторое
множество и существует такая точка O∈³n, что для любого
~x∈A точка ~x′, симметричная ~x относительно O, принадлежитA .
Тогда множествоA называется центрально-симметричным, а точ-
ка O — центром симметрии.
Приведённых определений хватит для обсуждения результа-

тов, сформулированных в предыдущей главе. Более того, мы даже
способны теперь изложить ещё несколько замечательных фактов,
связанных с историей гипотезы Борсука. Излагая эту историю, мы
заметили, что гипотеза была доказана для множеств из обширных
классов. Что же это за классы? Во-первых, в 1947 году Г.Хадвигер
установил, что любое множество с гладкой границей может быть
разбито на n+1 часть меньшего диаметра, и тогда казалось, что
до решения проблемы совсем недалеко: стоит только покрыть про-
извольное множество достаточно близким к нему гладким телом,
разбить последнее и, подобно тому, как у нас это получалось в слу-
чае универсальных покрышек и покрывающих систем, прийти
к выводу, что и само исходное множество допускает надлежащее
разбиение. К сожалению, описанный подход реализовать невоз-
можно: отсюда и контрпримеры. С другой стороны, гипотеза была
доказана для центрально-симметричных множеств, которые уже
вовсе не обязаны быть гладкими. В книжке [2] кое-что из сказан-
ного есть, и мы не станем вдаваться здесь в подробности.
19. Докажите, что куб [0, 1]n можно определить как множе-

ство точек ~x=(x1,. . ., xn), удовлетворяющих условию

0≤ max
i=1,...,n

xi≤1.

Является ли куб выпуклым? замкнутым?
20. Докажите, что сфера — это шкура шара. Что является

внутренностью шара? куба?
21. Является ли куб телом с гладкой границей? А симплекс?
22. При каких α>0 множество

A =
��(x=(x1,. . ., xn): |x1|α+. . .+|xn |α≤1

	�)
выпукло? Будет ли такое множество центрально-симметричным?
гладким?
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23. Докажите, что треугольник Рело (см. рис. 17) является
множеством постоянной ширины на плоскости. Существуют ли
множества постоянной ширины в ³2, отличные от круга и тре-
угольника Рело?
24. Куб и симплекс — это множества постоянной ширины?

А множество A из задачи 22?
25. Докажите, что диаметр тела постоянной ширины совпадает

с его шириной.
26. Пусть B1, B2 — шары с общим центром и радиусами r1, r2

(r1>r2). Рассмотрим A =B1rB2. Будет ли A выпуклым? цен-
трально-симметричным? замкнутым?
27. Докажите, что вершины правильного n-мерного симплекса,

имеющего диаметр 1, лежат на сфере радиуса

s
n

2n+2
.

28∗. Докажите, что величина f(n) не изменится, если изна-
чально рассматривать только выпуклые замкнутые тела.
29∗. Пусть Qn⊂³n — это множество всех векторов с рацио-

нальными координатами. Что такое @Qn?

9. ОЦЕНКА f(n)≥n+1 И ПРОБЛЕМА БОРСУКА ДЛЯ ШАРА

В седьмой главе мы говорили, что совсем просто установить
неравенство f(n)≥n+1. Это и впрямь так, ибо теперь мы знаем,
что такое правильный n-мерный симплекс и множество его вер-
шин. Если мы возьмём это самое множество и попытаемся разбить
его на n частей, то, конечно же, найдётся хотя бы одна часть,
в которой вершин по крайней мере две. Стало быть, и разбиение
заведомо не обладает нужным свойством. Заметим, что мы сдела-
ли в точности то же, что и при n≤3, ведь, как мы уже говорили
в предыдущей главе, симплекс есть прямое обобщение отрезка,
правильного треугольника и правильного тетраэдра в соответству-
ющих <школьных> размерностях. Несмотря на то, что геометрия
многомерная, ничего не изменилось — значит, и с интуицией у нас
всё не столь плохо.
Сейчас мы опишем оптимальное разбиение шара на n+1 часть

меньшего диаметра. Оно тоже будет крайне похожим на своих
не более чем трёхмерных предшественников (<значок Мерседеса>
и вписанный тетраэдр).
Итак, пусть B — шар, S — ограничивающая его сфера, а O —

его центр. Рассмотрим произвольный правильный симплекс

R=conv {A1,. . ., An+1} ,

вершины которого лежат на S (ср. задачу 27). Положим

Ri=conv {O, A1,. . ., Ai−1, Ai+1,. . ., An+1} .
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По многограннику Ri и его вершине O можно определить n-мерный
многогранный угол Ui точно так же, как это было сделано для
правильного симплекса в предыдущей главе. Если для каждого i
взять B∩Ui, то получится разбиение шара на n+1 часть. Читателю
предлагается самостоятельно убедиться в том, что это разбиение —
искомое.
Заметим напоследок, что Борсук ещё в 1932 году доказал

невозможность разбиения шара B на n частей меньшего диаметра.
Это весьма тонкий результат, также дающий оценку f(n)≥n+1.

10. ОЦЕНКА f(n)≤
��2[
√

n+1]
��n

Здесь мы воспользуемся стандартной идеей универсальной по-
крышки, к помощи которой мы уже не раз прибегали. В данном
случае роль покрышки будет играть куб. В самом деле, нетрудно
показать, что всякое множество A диаметра 1 в ³n может быть
покрыто некоторым кубом диаметра

√

n, т. е. кубом вида [0, 1]n+ ~x,
~x∈³n. Мы оставим довольно рутинное (хотя и простое) доказатель-
ство читателю, а сами перейдём к разбиению куба на надлежащее
число частей. Для пущей технической ясности мы даже увеличим
куб и рассмотрим, соответственно,

K1=
[
√

n+1]
√

n
×[0, 1]n

(прибавлять какой-либо вектор не имеет смысла, так как даль-
нейшие действия от этого зависеть не будут). Рассмотрим в то же
время куб-кирпичик

K2=
1

2
√

n
×[0, 1]n.

Теперь, фиксируя произвольный вектор вида

~a=
������
a1
2
√

n
,. . .,

an
2
√

n

������ , ai∈´, 0≤ai≤2[
√

n+1]−1, i=1,. . ., n,

применим преобразование параллельного переноса к кубику K2:
K2 7→K2+ ~a. Непосредственная проверка показывает, что в резуль-
тате мы получим

��2[
√

n+1]
��n копий нашего кирпичика, причём

объединение этих копий совпадёт с K1. Пользуясь исключитель-
но одним определением расстояния в ³n, убеждаемся, что между
любыми двумя точками внутри всякого кирпичика расстояние
не превосходит 1/2<1, и всё в порядке.
Конечно, мы, с одной стороны, провели довольно грубое рассу-

ждение. Ясно ведь, что мы взяли слишком маленький кирпичик:
даже если мы увеличим его диаметр почти вдвое, результат оста-
нется прежним. Следовательно, и оценка f(n)≤(

√

n+1)n вполне
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достижима. Однако, с другой стороны, сам тот факт, что в каче-
стве покрышки мы взяли куб, тоже свидетельствует о грубости
нашего подхода, и в этом мы вскоре убедимся.

11. НЕРАВЕНСТВА f(n)≤2n И f(n)≤2n−1+1

В этой главе мы прибегнем к помощи всё тех же универ-
сальных покрышек. Идея использования их, как видно, настолько
глубока, что при всей своей кажущейся простоте она влечёт весь-
ма и весьма нетривиальные следствия не только при n≤3, но
и в совершенно общем случае. Желая отыскать покрышку, мы,
естественно, пытаемся рассматривать, по возможности, наименее
сложно устроенные множества. В прошлой главе речь шла о кубе.
Но куб, так сказать, несколько <угловат>, и он захватывает, тем
самым, слишком много лишнего пространства. В результате нам
приходится разбивать пустоты, а вовсе даже не исходное множе-
ство. Какое бы тогда придумать тело, которое покрывало бы любое
множество диаметра 1, выглядело бы попроще, да к тому же ещё
и <поплотнее облегало> покрытое множество? Конечно, в первую
очередь в голову приходит обратиться к шару. И действительно,
шар очень удобен. Еще в 1901 году Х.Юнг доказал следующую за-
мечательную теорему.
Теорема. Всякое множество диаметра 1 в ³n покрывается ша-

ром радиуса

Y(n)=

s
n

2n+2
.

Теорему Юнга можно доказывать различными способами, но
каждый из них требует, к сожалению, довольно много места, како-
вым мы не располагаем. Мы поступим так: во-первых, предложим
читателю попытаться самостоятельно доказать теорему (см. зада-
чи 31 и 32); во-вторых, сошлёмся на книжку [3], где теорема
доказана; в-третьих, мы откомментируем теорему, исходя из на-
копленного материала. В самом деле, в задаче 6 главы 4 и в за-
даче 11 главы 5 читателю уже предлагалось доказать частные
случаи теоремы Юнга. Сперва речь шла о покрытии произвольно-
го плоского множества кругом радиуса 1/

√

3, потом — о покрытии
трёхмерного множества шаром радиуса

√

3/8. Однако, если мы
подставим в выражение Y(n) двойку и тройку вместо n, то мы
и получим упомянутые величины. Правда, в задачах 7 и 12 из тех
же глав 4 и 5 мы говорили о том, что шара не хватит для реше-
ния проблемы Борсука в соответствующих размерностях. Ну, так
и сейчас мы не утверждаем, что шар — это предел мечтаний. Про-
сто в дальнейшем мы убедимся, насколько, с точки зрения нашей
задачи, он лучше куба. В то же время из задачи 27 главы 8 мы
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знаем (ср. главу 9), что вершины правильного симплекса диаме-
тра 1 лежат как раз на границе шара радиуса Y(n). Это означает,
что симплекс — в некотором роде наихудшее множество: если ка-
ждое множество <шаром Юнга> покрывается, то симплекс нельзя
покрыть меньшим шаром (ср. задачу 31).
С помощью теоремы Юнга удаётся доказать оценку f(n)≤2n.

Для этого нужно разбить шар B радиуса Y(n) на 2n частей диаметра
меньше 1. Делается это так. Во-первых, считаем, не ограничивая
общности, что центр шара — это точка O=(0,. . ., 0). Далее, берём
гиперплоскости {xi=0}, i=1,. . ., n. Эти гиперплоскости разбива-
ют пространство на m=2n частей U1,. . ., Um (ср. случаи с n=2, 3,
когда дело сводится к координатным прямым и плоскостям). Не-
трудно видеть, что, поскольку радиус шара при любом n строго
меньше величины 1/

√

2, диаметры (одинаковых) частей Ui∩B, раз-
бивающих шар, меньше единицы.
Неравенство Лассака f(n)≤2n−1+1 требует дополнительных

соображений. Пусть множество A⊂³n, diamA =1, покрыто ша-
ром Юнга B. Можно, как и прежде, считать, что центр B — это O.
Ясно, что A всегда можно так <пошевелить> внутри B, чтобы
A ∩@B 6=∅. Пусть ~x∈A ∩@B. Тогда любая точка из A принадле-
жит шару B′ радиуса 1 с центром в ~x. Таким образом, A⊂B∩B′,
причём можно считать, что

~x={0,. . ., 0, Y(n)}

(нетрудно понять, что геометрия множества B∩B′ не зависит от по-
ложения точки ~x). Теперь следует взять гиперплоскость {xn="},
где "∈(0, Y(n)) — параметр, который будет выбран оптималь-
но в конце рассуждения. Гиперплоскость разбивает B∩B′ на две
части, в одной из которых лежит ~x. Назовём эту часть B1, а остав-
шуюся часть — B′1. Рассмотрим гиперплоскости

{xi=0} , i=1,. . ., n−1.

Они, очевидно, разбивают B′1 на m=2
n−1 частей B2,. . ., Bm+1.

Рис. 19

В результате мы имеем разбиение на-
шей универсальной покрышки B∩B′ на
нужное число частей B1,. . ., Bm+1. По-
кажите самостоятельно, что параметр "
можно подобрать так, чтобы diam Bi<1
для каждого i.
Всё, что мы хотели доказать в этой

главе, мы доказали. Заметим, что по-
крышка Лассака уже рассматривалась
нами в задачах 8 и 13 из глав 4 и 5 со-
ответственно. На рис. 19 показано раз-
биение множества B∩B′ на пять частей.
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30∗. Докажите, что при разбиении B∩B′ величину " можно
подобрать так, чтобы

diam Bi≤

u
4n2+

p
8n2+1−1

4n2+4n
<1.

для каждого i.
31∗. Докажите один из вариантов классической теоремы Хел-

ли: если любое подмножество в множестве A⊂³n, состоящее из
не более чем n+1 точки, покрывается шаром радиуса r, то и са-
мо множество A покрывается шаром радиуса r.
32∗. Пользуясь результатом предыдущей задачи, докажите тео-

рему Юнга.

12. НЕРАВЕНСТВО ШРАММА

В этой главе мы расскажем о том, на чём основано дока-
зательство оценки f(n)≤

��√3/2+o(1)
��n, полученной О.Шраммом

в 1988 году. Разумеется, у нас нет возможности изложить здесь
само доказательство даже схематично. Оно опирается на достаточ-
но нетривиальные факты анализа и теории вероятностей. Однако
удивительным образом оно связано с двумя другими — по сути,
совпадающими — задачами комбинаторной геометрии. Эти зада-
чи представляют немалый самостоятельный интерес, и потому мы
кое-что сперва скажем о них, а уж тогда и связь с нашей основ-
ной проблемой станет очевидна.
Рассмотрим произвольное замкнутое выпуклое тело A⊂³n

с diamA =1. Положим h(A ) равным минимальному числу гомо-
тетичных копий A с коэффициентом гомотетии λ∈(0, 1), которы-
ми A может быть покрыто. Иными словами, мы пытаемся отыс-
кать наименьшее количество тел A1,. . .,Ah, гомотетичных A
и обладающих свойством

A⊂A1∪. . .∪Ah.

Понятно, что ситуация весьма близка к той, с которой мы имели
дело и в рамках задачи Борсука, и в рамках задачи Грюнбаума.
Только если раньше мы либо разбивали тело на абы какие части,
либо покрывали его геометрически никак не связанными с ним
шарами, то теперь мы покрываем его телами, полученными из
него же посредством вполне конкретного и притом совсем простого
преобразования. Ясно, что работать с h(A ) гораздо проще, чем
с f(A ), и при этом легко видеть, что f(A )≤h(A ). Тем самым,
если оценить h(A ) сверху должным образом, то такая же оценка
будет верна и для <числа Борсука>.
Из задачи 28∗ главы 8 мы знаем, что

f(n)=max
A

f(A ),
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где любое тело A выпукло и замкнуто. Точно так же можно, ко-
нечно, определить и h(n). Стало быть, h(n) — это минимальное
число гомотетичных копий с коэффициентом гомотетии мень-
ше 1, которыми покрывается произвольное наперёд заданное тело.
Опять-таки f(n)≤h(n).
Задача о нахождении величины h(n) была поставлена в 1960

году И.Ц.Гохбергом и А.С.Маркусом. Чуть ранее (в 1957 году)
Г.Хадвигер начал изучать задачу освещения. Пусть, как и прежде,
тело A⊂³n выпукло, замкнуто и имеет диаметр 1. Говорят, что
направление, заданное прямой ℓ={λ ~y: λ∈³}, освещает границу A
в точке ~x∈@A , если ~x+λ ~y∈IntA при некотором положитель-
ном λ. Если представить себе плоский или же трёхмерный случай,
то станет ясно, в чём тут дело: по существу, речь идёт об освеще-
нии границы тела пучками параллельных прямых, причём точка
считается освещённой, если она — первая точка тела, на которую
упал свет, идущий по соответствующей прямой (λ>0), и если свет
не прошел её <по касательной>, а попал, пройдя её, <в мясо> A
(скажем, когда мы освещаем квадрат на плоскости направлени-
ем, заданным прямой, которая параллельна двум каким-нибудь
его сторонам, очевидно, что ни одна из точек, лежащих на этих
сторонах, не освещена). Как обычно, введём некоторую число-
вую характеристику тела, отвечающую на сей раз за <качество>
освещения его границы. Пусть i(A ) — это минимальное число на-
правлений в ³n, таких, что каждая точка ~x∈@A освещена одним
из них. Величина i(A ) называется числом освещения тела A .
По аналогии с прежними ситуациями рассмотрим число

i(n)=max
A

i(A ).

Довольно легко показать, что для любого тела A⊂³2 чи-
сла h(A ) и i(A ) совпадают (см. [2]). На самом же деле это верно
и в произвольной размерности. Соответствующую теорему доказал
в 1960 году В.Г.Болтянский. Таким образом, f(n)≤h(n)=i(n).
Если рассмотреть какой-либо n-мерный куб K , то нетрудно

увидеть, что h(K )=i(K )=2n (каждую вершину куба необходимо
освещать отдельным направлением). С одной стороны, Хадвигер,
Гохберг и Маркус высказали гипотезу, что i(n)≤2n. Поразительно,
но эта гипотеза до сих пор никем не доказана и не опровергну-
та (см. конец главы). Однако, с другой стороны, даже если мы
допустим, что гипотеза верна, всё равно с точки зрения Борсука
ничего хорошего мы не получим, ведь оценку f(n)≤2n мы и так
знаем: она весьма проста, и для её обоснования вовсе не требуется
решать проблему освещения. К чему же тогда все наши рассужде-
ния? Оказывается, имеет место следующая теорема.
Теорема. Всякое выпуклое тело A в ³n, имеющее диаметр 1,

покрывается некоторым телом W постоянной ширины, у ко-
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торого и ширина, и диаметр равны единице. Иными словами,
совокупность всех тел постоянной ширины 1 образует (бесконеч-
ную) универсальную покрывающую систему в ³n.
В то же время Шрамм доказал такой глубокий факт: ес-

ли W — тело постоянной ширины, то i(W )≤
��√3/2+o(1)

��n.
Что отсюда следует? Ну, во-первых, h(W ) тоже не превосходит��√3/2+o(1)

��n. Во-вторых, если A — произвольное выпуклое тело,
то по теореме найдётся W , покрывающее A и имеющее тот же
диаметр. Ясно, что f(W )≤h(W )≤

��√3/2+o(1)
��n, а значит, f(A )

и вместе с ним f(n) оцениваются так, как оно и было обещано.
В завершение главы добавим ещё несколько слов о пробле-

ме освещения. Мы знаем теперь, что для тел постоянной ширины
эта проблема решена, и даже, более того, в ней получены весь-
ма хорошие оценки (правда, n должно быть достаточно велико).
Для центрально-симметричных тел она также почти <дожата>:
К.А.Роджерс показал в 1965 году, что если A⊂³n централь-
но-симметрично, то

i(A )≤2n(n ln n+n ln ln n+5n).

Особенно же поразительно то, что и в размерности 3 гипотеза
Хадвигера—Гохберга—Маркуса до сих пор не доказана и не опро-
вергнута. Наконец, в общем случае известно лишь, что

i(n)≤(n+1)n.

13. НЕРАВЕНСТВА РОДЖЕРСА
И БУРГЕЙНА—ЛИНДЕНШТРАУССА

Как мы знаем, оценка Шрамма была передоказана Ж.Бургей-
ном и Й.Линденштрауссом в 1991 году. Казалось бы, какой в том
прок? Ведь оценка однажды уже получена. К чему бы получать её
снова? Однако смысл был, и очень большой. Дело в том, что если
Шрамм обосновывал свой результат, исходя из нового неравенства
в проблеме освещения, то Бургейн и Линденштраусс пользовались
совершенно иным соображением: они апеллировали к задаче Грюн-
баума, и, в частности, им удалось установить относительно неё
самые точные факты среди известных к настоящему времени.
Напомним, что задача Грюнбаума состоит в отыскании мини-

мального числа gd(n) шаров диаметра d, которыми может быть
покрыто произвольное множество диаметра 1 в пространстве. Ко-
нечно, когда в главе 5 мы говорили об этой задаче, речь шла
только о малых размерностях, но ничего ведь не изменится, если
мы формально озвучим то же определение и при n≥4.
Пусть d=1. Мы прекрасно понимаем, что и в этих условиях

задача Грюнбаума весьма нетривиальна: разумеется, теорема Юнга
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говорит нам о том, что всякое множество диаметра 1 покрывается
шаром радиуса примерно 1/

√

2, но так у этого шара диаметр куда
как больше единицы. А в то же время есть правильный симплекс,
который меньшим шаром покрыть нельзя (см. задачу 27 главы 8).
Таким образом, нахождение величины g1(n) есть вполне разумная
и, вероятно, сложная задача. С другой стороны, если мы покро-
ем множество g1(n) шарами того же диаметра, то мы его и на
(n+1)g1(n) частей меньшего диаметра без труда разобьём: шар-то
на n+1 часть надлежащего вида, как известно, разбивается. Ста-
ло быть, f(n)≤(n+1)g1(n), и если вдруг окажется, что

g1(n)≤
��c+o(1)

��n, где c>1,

то и с f(n) дела будут обстоять не хуже (o(1) — это ведь всё, что
угодно: лишь бы оно к нулю стремилось*)).
Историю константы c, которая возникла в предыдущем абзаце,

мы фактически уже знаем. А именно, сперва был К.А.Роджерс,
который оценил c величиной

√

2, а затем Бургейн с Линденштраус-
сом добились бо́льшего успеха, доказав неравенство c≤

√

3/2. Тем
самым, и Роджерс, и Бургейн действовали одинаково, применяя
к проблеме Борсука результаты о проблеме Грюнбаума.
В сущности, Роджерс установил следующий важный факт:

шар радиуса r можно покрыть
��r/ρ+o(1)

��n шарами радиуса ρ<r.
Этот факт крайне непрост, и относится он, вообще-то, к такой
очень красивой геометрической науке, которая называется теори-
ей плотнейших упаковок и покрытий. Как следствие, шар Юнга
может быть покрыт

��√2+o(1)
��n шарами диаметра 1, откуда и вы-

текает соответствующая оценка на f(n). В свою очередь, Бургейн
и Линденштраусс реализовали более тонкую программу. Они рас-
смотрели два случая: либо множество покрывается шаром радиуса
√

3/8, либо нет. В первом случае они применили технику Роджер-
са, что тотчас же привело их к искомой оценке. Во втором же
случае они сумели уточнить роджерсовский результат, который
в целом неулучшаем, и это далось им немалой ценой.
Разумеется, мы не станем вдаваться здесь в какие-либо даль-

нейшие подробности метода. Заметим только, что при всей своей
нетривиальности и технической сложности он довольно груб: с ка-
кой стати, в самом-то деле, покрывать множество именно шарами?
К сожалению, метод Шрамма груб в не меньшей степени, — разве
что там мы используем не шары, а гомотетичные копии исходных
тел. Поразительно, что и Шрамм, и Бургейн абсолютно разными

*) Тут имеется аналитическая тонкость, которую тяжело обойти, не владея в до-
статочной мере теорией пределов. Главное — понимать, что функция n+1 растёт
значительно медленнее экспоненты, а значит, и влияние её столь же несуществен-
но, как и влияние <о малых>.
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путями приходят к совершенно одинаковым оценкам, но то, что
эти оценки остаются слабыми, вовсе не удивительно. Особенно ин-
тересно тут, кстати сказать, что те же Бургейн и Линденштраусс
установили неравенство g1(n)≥

��1,067+o(1)
��n. Это означает, что

с проблемой Грюнбаума всё гораздо легче, чем с проблемой Борсу-
ка, ведь если в случае с g1(n) мы знаем, что

��1,067+o(1)
��n≤g1(n)≤

���
p
3/2+o(1)

���n ,

т. е. что зазор между верхней и нижней оценками сравнительно
невелик (всё упирается в подсчёт константы в основании экспонен-
ты), то в случае с f(n) известно лишь, что

��1,2255+o(1)
��
√

n
≤f(n)≤

���
p
3/2+o(1)

���n .

14. КОНТРПРИМЕРЫ К ГИПОТЕЗЕ БОРСУКА

В предыдущих главах мы постарались максимально подробно
изложить большинство из доказанных к настоящему времени по-
ложительных фактов относительно гипотезы Борсука. Очевидно,
что фактов много и что, более того, направлений для дальнейшей
деятельности предостаточно. Однако всему когда-нибудь приходит
конец, и, хотя в нашем случае его наступление скорее <безвремен-
но>, ибо обусловлено оно сравнительно невысоким уровнем нашей
подготовки, всё же мы иссякли, и пора нам заняться отрица-
тельными результатами — построением контрпримеров к гипотезе
и доказательством нижних оценок вида f(n)≥

��c+o(1)
��
√

n. И тут мы
снова столкнёмся с нетривиальной комбинаторно-геометрической
природой нашей задачи: если прежде мы имели дело и с чистой
геометрией, и с комбинаторикой, то теперь комбинаторный аспект
проблемы раскроется, так сказать, по полной программе.
Мы однажды отмечали уже, что все отрицательные факты

основаны на построении весьма любопытных конечных систем
векторов в пространстве. С высоты наших новых знаний можно
сказать, что, по сути, речь пойдёт о многогранниках (см. задачу 28∗

из главы 8). Так оно звучит геометричнее, а впрочем, разницы ни-
какой нет: главное — опровергнуть гипотезу. Правильно было бы
сказать, что комбинаторика, которую мы начнём изучать вскоре,
относится к так называемой экстремальной теории гиперграфов.
Конечно, звучит красиво, но понятнее не становится. Просто знать
терминологию никогда не вредно, а смысл будет ясен и так.
Дабы сделать метод более прозрачным, мы не станем обосновы-

вать самую <передовую> оценку f(n)≥
��1,2255. . .+o(1)

��
√

n. Вместо
этого мы обсудим следующую теорему.
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Теорема. Пусть p — простое число, m=4p, а n=m2. Тогда
имеет место неравенство

f(n)≥
C2pm
4Cpm
.

Выглядит теорема совершенно комбинаторно (биномиальные
коэффициенты); однако остаётся масса вопросов, и основной из
них состоит даже не в том, откуда теорема взялась, но в том,
почему из теоремы вытекает опровержение гипотезы. Вопрос абсо-
лютно правомочный, и сперва мы обсудим именно его. Запишем
биномиальные коэффициенты по известной всем формуле, т. е. че-
рез факториалы. Получится выражение

C2pm
4Cpm
=

m!
(2p)!(m−2p)!

·

p!(m−p)!
4m!

.

Теперь следует применить к факториалам замечательную формулу
Стирлинга, которая гласит, что с ростом натурального числа k его
факториал ведет себя примерно так же, как функция

√

2πk
�����
k

e

�����
k
.

Здесь числа π и e — это именно те числа, о которых все наверняка
подумали, а строгий смысл слов <примерно также> заложен в записи

k!=
√

2πk
�����
k

e

�����
k ��1+o(1)

��, k→∞.

Иначе говоря, отношение факториала и упомянутой функции стре-
мится к единице, коль скоро k стремится к бесконечности. Фор-
мула Стирлинга доказывается в курсе математического анализа
довольно сложно, и тем не менее кое-какие похожие результаты
делаются <вручную> (см. задачи).
Итак, рутинные, но с использованием формулы Стирлинга со-

всем простые, выкладки показывают, что

C2pm
4Cpm
=P(m)

2m�����
1
4

�����
m/4

·

�����
3
4

�����
3m/4 =

��1,139. . .+o(1)
��m.

Здесь P(m) — это выражение, в которое входят только корни из ве-
личин вида 2πk с тем или иным k, и мы не забываем, что p=m/4.
При этом последнее равенство следует воспринимать на интуитив-
ном уровне, коль скоро теория пределов вызывает формальные
трудности: очевидно ведь, что как P(m), так и o(1) крайне мало
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влияют на поведение экспоненты типа (1,139. . .)m. Таким образом,
теорема утверждает, что

f(n)≥
��1,139. . .+o(1)

��m=
��1,139. . .+o(1)

��
√

n,

и всё в порядке. Здесь, кстати, можно и n подобрать, начиная
с которого

C2pm
4Cpm
>n+1.

К сожалению, такое n огромно (оно куда больше, чем 2014), и мы
предоставляем читателю отыскать его.
Здесь есть ещё один тонкий момент, который следует подчерк-

нуть сразу. Дело в том, что фактически мы доказываем оценку
н е д л я в с е х n, а лишь для тех, которые могут быть пред-
ставлены в виде n=m2 с m=4p, где p — простое. Эту проблему
можно преодолеть за счёт весьма нетривиальной техники, которая
относится к аналитической теории чисел. Разумеется, мы не станем
вдаваться в подробности, но удержаться от упоминания некоторых
красивейших фактов мы не в силах. Они таковы: количество простых
чисел, не превосходящих заданного числа k, ведёт себя примерно
так же, как и величина k/ ln k (смысл слова <примерно> прежний);
найдётся такая постоянная величина c, что между k и k+ck39/61

есть хотя бы одно простое число при любом натуральном k. Вооб-
ще, законы, которым подчиняется распределение простых чисел,
крайне замысловаты, и многие задачи, связанные с ними, до сих
пор не решены. Однако нам хватит и упомянутых фактов.
Наконец-то мы готовы заняться собственно комбинаторикой.

Основной при доказательстве теоремы является следующая лемма.
Лемма. Пусть R={1,. . ., m} — множество, состоящее из m эле-

ментов. Рассмотрим в R произвольную совокупность подмно-
жеств (сочетаний) M=

��(M1,. . ., Ms
	�), обладающую свойствами:

|Mj|=2p (то есть Mj — 2p-сочетание) для каждого j∈{1,. . ., s};

|Mi∩Mj| 6=p при любых i, j. Тогда

s=|M |≤2Cp−1m <2Cpm.

На первый взгляд, лемма совершенно невероятна. Действи-
тельно, мы взяли произвольную совокупность 2p-сочетаний в мно-
жестве из вдвое большего числа элементов и наложили на Mj∈M
всего одно ограничение, состоящее в том, что эти сочетания не
могут пересекаться ровно по p общим элементам. Казалось бы,
ограничение очень слабое. Ан нет: если без него s вполне может
оказаться равным C2pm , то с ним s обязано быть в э к с п о н е н ц и-
а л ь н о е (как мы выяснили выше) число раз меньше. Один-един-
ственный запрет, и совокупность катастрофически <тощает>.
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Лемма была доказана П.Франклом и Р.Уилсоном в 1981 году
с помощью весьма тонкого и красивого линейно-алгебраического
метода в комбинаторике. Мы не имеем возможности изложить этот
метод здесь, но комментарии к лемме мы сейчас приведём.
Во-первых, если приглядеться, то можно узнать в лемме обоб-

щение довольно хорошо известной задачи. А именно: рассмотрим
в R не 2p-сочетания, но 3-сочетания, никакие два из которых не
пересекаются по одному общему элементу. С помощью математи-
ческой индукции легко показать, что, грубо говоря, количество
таких 3-сочетаний не превосходит m (см. брошюру [1] и зада-
чи). Тем самым, один запрет опять-таки даёт сильный результат:
от C3m мы переходим сразу к m. Пафос подхода, предложенного
Франклом и Уилсоном, как раз в том и состоит, что в их си-
туации никакая индукция уже не работает. Работает линейная
алгебра, которая нам, к несчастью, недоступна. Вообще, похожие
задачи рассматривались давно, и поначалу никому просто не при-
ходило в голову использовать их в комбинаторной геометрии. Еще
в 60-е годы XX века многие смежные вопросы были сформулиро-
ваны П.Эрдешем (ср. задачи и брошюру [1]), и именно их принято
объединять термином <экстремальная теория гиперграфов> (гипер-
графом называют совокупности множеств (вершины — элементы,
а рёбра — сами множества)).
Во-вторых, оценка в лемме <почти точна>. Это значит, что

можно подобрать такую совокупность M , удовлетворяющую всем
условиям леммы, что в ней будет практически 2Cpm элементов
(см. задачи). Остаётся некоторая странность, связанная с выбо-
ром параметров: отчего мы p берём простым? Почему бы нам не
взять абы какое число? Это и впрямь непонятно. Метод Фран-
кла—Уилсона работает только в предположении простоты, а ниче-
го лучшего никто пока не придумал.
Для наших дальнейших целей удобнее будет научиться мы-

слить не в терминах сочетаний, а в терминах векторов. Пусть
дано какое-то 2p-сочетание M в R. Сопоставим ему (0, 1)-век-
тор ~x=(x1,. . ., xm), у которого xi=1, если i∈M, и xi=0 в про-
тивном случае. Понятно, что мощности пересечения множеств
M, N⊂R, которым сопоставлены векторы ~x, ~y, отвечает тогда
величина ( ~x, ~y)=x1y1+. . .+xmym. Эту величину называют скаляр-
ным произведением векторов. Отметим, что, в частности,

| ~x− ~y|2=( ~x, ~x)+( ~y, ~y)−2( ~x, ~y)

(проверьте это!), причём у нас и ( ~x, ~x), и ( ~y, ~y) (скалярные квадра-
ты) равны 2p. В конечном итоге имеем новую лемму.
Лемма′ . Пусть

V=
��((x1,. . ., xm): xi∈{0, 1} , i=1,. . ., m; x1+. . .+xm=2p

	�) .
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Тогда каково бы ни было множество Q⊂V, в котором скалярное
произведение любых двух векторов не совпадает с p, мощность Q
не превосходит 2Cp−1m .
Ей эквивалентна
Лемма′′ . Пусть

W=
��((x1,. . ., xm): xi∈{−1, 1} , i=1,. . ., m; x1+. . .+xm=0

	�) .
Тогда каково бы ни было множество Q⊂W, в котором скалярное
произведение любых двух векторов не равно нулю, мощность Q
не превосходит 2Cp−1m .
Каждому вектору ~x=(x1,. . ., xm)∈W поставим в соответствие

вектор

~x∗ ~x=(x21, x1x2,. . ., x1xm, x2x1,. . ., x2xm,. . ., xmx1,. . ., x
2
m),

т. е. вектор, лежащий в пространстве размерности m2=n. В ре-
зультате получится новое семейство векторов W∗⊂³n. Нетрудно
видеть, что

|W∗|=
1
2
|W|=

1
2
C2pm

(векторы ~x∗ ~x и − ~x∗(− ~x) совпадают).
Найдём расстояние между произвольными двумя векторами

~x∗ ~x и ~y∗ ~y из W∗ в терминах их скалярного произведения:

| ~x∗ ~x− ~y∗ ~y|2=( ~x∗ ~x, ~x∗ ~x)+( ~y∗ ~y, ~y∗ ~y)−2( ~x∗ ~x, ~y∗ ~y).

Понятно, что

( ~x∗ ~x, ~y∗ ~y)=
mX

i=1

mX

j=1

xixjyiyj=

��������
mX

i=1

xiyi

��������
2

=( ~x, ~y)2.

Таким образом, расстояние между векторами ~x∗ ~x, ~y∗ ~y∈W∗ мак-
симально (на векторах ~x∗ ~x, ~y∗ ~y достигается диаметр W∗) тогда
и только тогда, когда скалярное произведение их прообразов
~x, ~y∈W равно нулю.
Предположим, W∗ представлено в виде

W∗=W∗1∪. . .∪W
∗

f ,

где diamW∗i <diamW
∗ при всех i. Если

f<
C2pm
4Cpm
,

то найдётся такое i, что |W∗i |>2C
p
m. Но тогда |Wi|>2C

p
m, коль скоро

Wi⊂W — это семейство прообразов векторов из W∗i . Стало быть,
по лемме′′ в Wi существуют векторы ~x, ~y, скалярное произведение
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которых — нуль, а значит, diamW∗i=diamW
∗, что невозможно.

Посему

f(n)≥f≥
C2pm
4Cpm
,

и теорема доказана.
Стоит сказать несколько слов о том, как можно улучшать

установленную нами оценку. Прежде всего, ясно, что пытаться
усиливать лемму бессмысленно. Вернее, её, конечно, удастся улуч-
шить, но все подобные улучшения повлияют лишь на вид <о ма-
лого> (и на минимальную размерность контрпримера); константа
же (1,139) изменений не претерпит. Значит, нужны другие идеи.
Во-первых, есть очень простое соображение, которое, впрочем,

не вполне элементарно. Дело в том, что, когда мы осуществляли
переход от W к W∗, мы считали, что W∗⊂³m

2
. Так-то оно, без-

условно, так, да только, вообще-то, можно сказать гораздо больше:
W∗⊂³C

2
m. Читателя подобное обстоятельство наверняка удивит.

Действительно, как может вектор с m2 координатами иметь более
чем вдвое меньшую размерность? Но ведь если речь идёт о плос-
кости или об ³3, то нас не удивляет, что некоторые множества
имеют размерность 1 или 2. Примерно то же и здесь: соотноше-
ния xixj=xjxi и x

2
i=1 задают подпространство ³

m2 надлежащей
размерности, и этим-то всё и объясняется. Если поверить в такие
нестрогие рассуждения и положить n=C2m, так что m≈

√

2
√

n, то
окажется, очевидно, что

f(n)≥
��1,139. . .+o(1)

��
√

2
√

n
≥

��1,203. . .+o(1)
��
√

n.

Последнее неравенство, как мы знаем, принадлежит Кану и Калаи,
оставаясь в тоже время не самым лучшимизизвестных.Чтоже делать?
Можно рассмотреть такую — абсолютно общую — конструк-

цию. Положим

W=
����( ~x=(x1,. . ., xm): xi∈{b1,. . ., br} ;

����{i: xi=bj}
����=lj

	���) .

Имеется в виду, что W состоит из всевозможных векторов, у ка-
ждого из которых ровно l1 координат совпадает с b1, ровно l2 коор-
динат — с b2, и т.д. вплоть до lr координат, равных br. Разумеется,
b1,. . ., br∈³, и l1+. . .+lr=m. Понятно, что

|W|=
m!

l1!·l2!· . . . ·lr !
.

В частности, если r=2, b1=−1, b2=1, то при подходящем зна-
чении l1 мы возвращаемся к уже исследованной ситуации. В той
ситуации для нас <критическим> было нулевое скалярное произ-
ведение. Теперь же мы и в выборе нового критического произве-
дения, в принципе, вольны. Тут есть огромное количество разных
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тонкостей, повязанных на неизвестный нам линейно-алгебраиче-
ский метод, и мы не станем даже пробовать рассуждать сейчас
о них. Однако суть задачи ясна, и, кроме того, видно, что деятель-
ности здесь — непочатый край. В сущности, дай Бог разобраться
хотя бы с r=3, b1=−1, b2=0, b3=1, и мы вернёмся к этому
аспекту проблемы в разделе задач.
Заметим напоследок, что Г.М.Циглер со своими учениками

доказал такой замечательный факт: в пространстве размерности
n≤9 каждое множество, состоящее из (0, 1)-векторов, разбивается
на n+1 часть меньшего диаметра. Стало быть, если в малых
размерностях контрпримеры и найдутся, то устроены они будут
не так, как их многомерные собратья.
33. Докажите, что

�����
n

e

�����
n
≤n!≤e

�����
n

2

�����
n
.

34 (<точность> оценки в лемме). Пусть m=8q, где q — лю-
б о е натуральное число. Докажите, что в R={1,. . ., m} найдётся
совокупность, состоящая из

��Cq4q
��2 2q-сочетаний, никакие два

из которых не пересекаются по q общим элементам. С помощью
формулы Стирлинга докажите, что

��Cq4q
��2=
��1,754. . .+o(1)

��m и C2qm=
��1,754. . .+o(1)

��m.

Это будет означать, что если и можно улучшить лемму, то только
на уровне бесконечно малых.
35. Рассмотрим

V=
��( ~x=(x1,. . ., xm): xi∈{0, 1} ; x1+. . .+xm=3

	�) .

Пусть Q=
��( ~x1,. . ., ~xs

	�)⊂V таково, что ( ~xi, ~xj) 6=1 для любых i и j.
Докажите как можно лучшую верхнюю оценку на мощность Q.
36∗. Рассмотрим

V=
��( ~x=(x1,. . ., xm): xi∈{0, 1} ; x1+. . .+xm=5

	�) .

Пусть множество Q=
��( ~x1,. . ., ~xs

	�)⊂V таково, что ( ~xi, ~xj) 6=2 для
любых i и j. Докажите, что существует константа c>0, такая,
что s=|Q|≤cm2.
37∗ (проблема). Пусть m=4q, где q — лю б о е натуральное

число. Рассмотрим

V=
��( ~x=(x1,. . ., xm): xi∈{0, 1} ; x1+. . .+xm=2q

	�) .

Пусть Q=
��( ~x1,. . ., ~xs

	�)⊂V таково, что ( ~xi, ~xj) 6=q для любых i и j.
Какая оценка для s является наилучшей?
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38∗ (проблема). Пусть m=2k, а

V=
����������( ~x=(x1,. . ., xm): xi∈{−1, 0, 1} ;

����{i: xi=±1}
����=m
2

	���������) .

Ясно, что |V |=Cm/2m ·2m/2. А сколь велико может быть подмно-
жество Q⊂V, свободное от пар векторов с нулевым скалярным
произведением? В частности, если при m=16 окажется, что

|Q|≤
C
8
16 ·28

137

(а это весьма правдоподобно), то гипотеза Борсука будет опро-
вергнута при n≥135.
39∗ (проблема). Пусть V⊂³n таково, что расстояние между

любыми двумя его точками есть либо a, либо b, т. е. V — это
так называемое двухдистанционное множество. Верно ли, что
f(V)≤n+1?
40. Найдите как можно большую размерность, в которой любое

множество (−1, 0, 1)-векторов разбивается на n+1 часть мень-
шего диаметра.
41 (теорема Эрдеша—Ко—Радо). Пусть любые два множества

в совокупности k-сочетаний из {1,. . ., m} имеют непустое пересе-
чение. Какая максимальная мощность может быть у совокупности?
42∗ (теорема Франкла—Уилсона—Алсведе—Хачатряна). Пусть

любые два множества в совокупности k-сочетаний из {1,. . ., m}
пересекаются не менее чем по t общим элементам. Какая макси-
мальная мощность может быть у совокупности?

15. О СВЯЗИ МЕЖДУ ВЕЛИЧИНОЙ f(n) И ХРОМАТИЧЕСКИМ
ЧИСЛОМ ПРОСТРАНСТВА

В этой, заключительной, главе мы поговорим о связи меж-
ду проблемой Борсука и задачей отыскания хроматического числа
пространства. Напомним (см. [1]), что в последнем случае речь
идёт о минимальном числе цветов, в которые можно так раскра-
сить всё ³n, чтобы одноцветные точки не могли отстоять друг от
друга на расстояние 1. Иными словами, определяется величина
χ(³n)=min χ, в которой минимум берётся по всем разбиениям про-
странства, имеющим вид

³n=V1∪. . .∪Vχ ,

где для каждого i∈{1,. . ., χ} и для любых двух точек ~x, ~y∈Vi
выполнено | ~x− ~y| 6=1.
Уже из приведённого определения видно, что между величи-

нами f(n) и χ(³n) должна быть какая-то связь. В самом деле, если
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в случае хроматического числа мы разбиваем всё пространство
на части, <не содержащие> расстояний 1, то в проблеме Борсука
мы аналогичным образом поступаем с каждым множеством диа-
метра 1. Естественно, возникает целая серия <промежуточных>
задач. Рассмотрим произвольное множество A⊂³n, diamA =1,
и постараемся как можно экономнее представить его в виде

A=A1∪. . .∪Aχ ,

предполагая, что в каждом Ai нет пар точек, отстоящих друг
от друга на данное расстояние a∈(0, 1]. Положим χa(A )=min χ
(в этом-то как раз и <экономия>), далее, положим

χ(n, a)=max
A

χa(A ).

Понятно, что при a, близком к единице, мы имеем аналог про-
блемы Борсука, а при a, близком к нулю, аналог хроматического
числа пространства. Вернее, в последнем случае мы фактически
будем раскрашивать всё равно не всё пространство, но те его
подмножества, которые от него в некотором смысле мало отлича-
ются, — подмножества сколь угодно большого диаметра*). Задача
отыскания оценок на χ(n, a) весьма трудна и увлекательна. Мы
не станем приводить здесь те результаты, которые уже извест-
ны: они достаточно громоздки, хотя и любопытны. Получены они
А.М.Райгородским и М.М.Китяевым.
Заметим, далее, что все нижние оценки на χ(n, a) основаны

в широком смысле на всё том же линейно-алгебраическом методе
в экстремальной теории гиперграфов. Только конструкции стано-
вятся более нетривиальными и изощрёнными. Сыграть на этом
удалось недавно автору настоящей брошюры. Дело в том, что мы
умеем доказывать неравенства

f(n)≥
��1,2255. . .+o(1)

��
√

n и χ(³n)≥
��1,239. . .+o(1)

��n

(см. [1]); однако ничего лучшего придумать не выходит. Тем
не менее задачи настолько близки, что возникает следующее уди-
вительное утверждение.
Теорема. Существует такое δ>0, что либо

f(n)≥
��1,2255. . .+δ+o(1)

��
√

n,

либо

χ(³n)≥
��1,239. . .+δ+o(1)

��n.
Наверное, этим интригующим результатом и стоит закончить

брошюру.

*) Идея в том, что диаметр фиксирован и a стремится к нулю — это то же самое,
что a=1 и диаметр стремится к бесконечности.
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