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Ââåäåíèå
Êóðñ "Îñíîâû âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãî àíàëèçà"ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

ñòóäåíòîâ 2-ãî êóðñà ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ýòî ïîñîáèå íàïèñàíî
íà îñíîâå ìíîãîëåòíåãî îïûòà ÷òåíèÿ äàííîãî êóðñà. Åãî ïåðâàÿ ÷àñòü �
âåêòîðíûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçëîæåíèå ðÿäà ïîíÿòèé ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèãîäíîé äëÿ èçó÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè îñíîâíûõ ïîíÿòèé,
òàêèõ êàê ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïîëå, ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, äèâåð-
ãåíöèÿ è ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ è ò. ï., îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàê
êàê íà âòîðîì êóðñå ñòóäåíòû çíàêîìû òîëüêî ñ ïîíÿòèåì òðåõìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ êëàññè÷åñêîé
íüþòîíîâîé ìåõàíèêè, òî ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ èçëîæåíèåì âåêòîð-
íîãî àíàëèçà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ñ÷èòàÿ çàäàííîé ñòðóêòóðó ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âåêòîðíóþ àëãåáðó, âêëþ÷àÿ ñêà-
ëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ. Âòîðàÿ ÷àñòü êóðñà âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ýëåìåíòû òåíçîðíîé àëãåáðû - îïðåäåëåíèå òåíçîðîâ
ïðîèçâîëüíîãî òèïà â äåéñòâèòåëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèìåðû
òåíçîðîâ, îñíîâíûå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè è ïîíÿòèå òåíçîðíîãî ïîëÿ
â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ýòèõ
ïîíÿòèé ïðåäïîëàãàåòñÿ â áóäóùèõ ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ äèôôåðåíöèàëüíûì è èíòå-
ãðàëüíûì èñ÷èñëåíèåì â ìíîãîìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
âåêòîðíîé àëãåáðîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå è ýëåìåíòàìè ëèíåé-
íîé àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîíÿòèÿìè n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî (âåêòîðíî-
ãî) ïðîñòðàíñòâà, åãî áàçèñà, ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà. Äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ íà óðîâíå ñòðîãîñòè ïðèâû÷íîì
äëÿ ôèçèêîâ, ò.å. ìû ïðåíåáðåãàåì íåêîòîðûìè äåòàëÿìè, êîòîðûå ñ÷è-
òàþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè â ìàòåìàòèêå.

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ìû íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâîì òðåõìåð-
íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à ïëîñêîñòüþ - äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R,
à n-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî - ÷åðåç Rn. ×òîáû îòëè÷èòü
âåêòîðû îò ñêàëÿðîâ, ìû áóäåì ñòàâèòü íàä íèìè ñòðåëêè, íàïðèìåð ~a,
èëè çàïèñûâàòü èõ æèðíûì øðèôòîì: grad èëè rot.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
(~a,~b), âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ � ÷åðåç [~a,~b] è ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c � ÷åðåç (~a ,~b ,~c).



Ãëàâà 1.

Âåêòîðíûå ôóíêöèè ñêàëÿðíûõ

ïåðåìåííûõ

1.1. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîé ïåðåìåí-
íîé è åå ïðåäåë

Ïóñòü U - íåêîòîðàÿ îáëàñòü â R.
Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè U çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî t (èëè ïðîñòî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ), åñëè äëÿ
êàæäîãî t ∈ U çàäàí âåêòîð ~a(t).

Ïîä ñëîâîì âåêòîð ìû ïîíèìàåì (ñâîáîäíûé) âåêòîð ïëîñêîñòè èëè
ïðîñòðàíñòâà. Â äàëüíåéøåì îáû÷íî îáëàñòü U - ëèáî îòêðûòûé (çà-
ìêíóòûé) èíòåðâàë, ëèáî îêðåñòíîñòü òî÷êè t0 ∈ R, ëèáî îêðåñòíîñòü
òî÷êè t0 ∈ R ñ âûáðîøåííîé òî÷êîé t0. Âåêòîðíûå ôóíêöèè áóäóò îáî-
çíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ~a(t), ~b(t), ~r(t) è ò. ï.

Ïóñòü ~i,~j,~k (~i,~j)� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêîñòè). Òîãäà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t)
ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì

~a(t) = ax(t)~i+ ay(t)~j + az(t)~k ~a(t) = ax(t)~i+ ay(t)~j ), (1.1)
ãäå ax(t), ay(t), az(t) ( ax(t), ay(t) ) � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a(t) îòíîñèòåëü-
íî áàçèñà ~i,~j,~k ( ~i,~j ). Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî
ïåðåìåííîãî ~a(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) îïðåäåëåíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè t0 çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò òî÷êè t0.

Âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(t) â òî÷êå t0,
åñëè limt→t0 |~a(t) − ~a| ñóùåñòâóåò è ðàâåí 0. Îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà ~a(t)
îáû÷íîå: ~a = limt→t0 ~a(t).
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Çàìåòèì, ÷òî |~a(t) − ~a| ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé
t, äëÿ êîòîðîé ïðåäåë èìååò îáû÷íûé ñìûñë. Ñëåäîâàòåëüíî, ~a =
limt→t0 ~a(t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∀ε > 0 ) ( ∃δ > 0 ) ( ∀t 6= t0 è |t− t0| < δ) )( |~a(t)− ~a| < ε ). (1.2)
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ~a(t)( ax(t), ay(t), az(t) ) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò òî÷êè t0,
è ~a( ax, ay, az ) � âåêòîð, çàäàííûå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëüíî

áàçèñà ~i,~j,~k limt→t0 ~a(t) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ~a òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limt→t0 ax(t), limt→t0 ay(t) è limt→t0 az(t), êî-
òîðûå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ax, ay è az.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñìîòðèì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

|~a(t)− ~a| =
√

(ax(t)− ax)2 + (ay(t)− ay)2 + (az(t)− az)2. (1.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì
|ax(t)− ax|, |ay(t)− ay|, |az(t)− az| ≤ |~a(t)− ~a|.

Òîãäà, åñëè ïðåäåë limt→t0 ~a(t) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ~a, òî èç (1.2) è (1.3)
ñëåäóåò limt→t0 ax(t) = ax, limt→t0 ay(t) = ay è limt→t0 az(t) = az.

Îáðàòíî, åñëè limt→t0 ax(t) = ax, limt→t0 ay(t) = ay è limt→t0 az(t) = az,
òî ââèäó(1.3) èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò limt→t0 ~a(t) = ~a.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ òåîðåìó äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(t) ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå
âåêòîðîâ ïëîñêîñòè. Âïðî÷åì åå äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 1, åñëè ïîëîæèòü az(t) = az = 0. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû
îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè òåîðåì òîëüêî äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà.
Ëåììà 1. Åñëè limt→t0 ~a(t) = ~a, òî limt→t0 |~a(t)| = |~a|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
||~a(t)| − |~a|| ≤ |~a(t)− ~a|,

âûòåêàþùåãî èç îïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè âåêòîðîâ è ñâîéñòâà ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà, è îïðåäåëåíèÿ 1.

Òåïåðü ìû ïîëó÷èì ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà âåêòîðíîé ôóíê-
öèè. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ~a(t), ~b(t), ~c(t) � âåêòîðíûå ôóíêöèè
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è k(t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííûå â îäíîé îáëàñòè U , òî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ~a(t) +~b(t), k(t)~a(t) è [~a(t), ~b(t)]

êàê âåêòîðíûå ôóíêöèè, à (~a(t),~b(t) ) è (~a(t) ,~b(t) ,~c(t) ) êàê ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè U . Íàïîìíèì, ÷òî (~a,~b ) îáîçíà÷àåò
ñêàëÿðíîå, [~a, ~b] � âåêòîðíîå, à (~a ,~b ,~c) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ~a(t), ~b(t), ~c(t) � âåêòîðíûå ôóíêöèè è k(t) � ñêà-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0 çà èñêëþ÷åíèåì
áûòü ìîæåò òî÷êè t0, èìåþùèå ïðåäåëû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ôóíêöèè
~a(t)+~b(t), k(t)~a(t), [~a(t), ~b(t)], (~a(t)~b(t)) è (~a(t) ,~b(t) ,~c(t)) èìåþò ïðåäåë
â òî÷êå t0 è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà :

1) limt→t0(~a(t) +~b(t) ) = limt→t0 ~a(t) + limt→t0
~b(t);

2) limt→t0( k(t)~a(t) ) = limt→t0 k(t) limt→t0 ~a(t);

3) limt→t0(~a(t),
~b(t) ) = ( limt→t0 ~a(t), limt→t0

~b(t) );

4) limt→t0 [~a(t),
~b(t) ] = [ limt→t0 ~a(t), limt→t0

~b(t) ];

5) limt→t0(~a(t),
~b(t),~c(t)) = (limt→t0 ~a(t), limt→t0

~b(t)) limt→t0 ~c(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ ~i,~j,~k è çàäàäèì âåêòîðíûå ôóíêöèè ~a(t) è ~b(t) ñâîè-
ìè êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà : ~a(t)( ax(t), ay(t), az(t) ) è
~b(t)( bx(t), by(t), cz(t) ). Òîãäà äîêàçàòåëüñòâà íàøåé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àåâ
1), 2), 3) è 4) ñëåäóþò èç òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ âûðàæåíèé
ôóíêöèé ~a(t) +~b(t), k(t)~a(t), (~a(t),~b(t) ) è [~a(t), ~b(t)] â êîîðäèíàòàõ:

(~a(t) +~b(t))( ax(t) + bx(t), ay(t) + by(t), az(t) + bz(t) ), (1.4)
(k(t)~a(t))( k(t) ax(t), k(t) ay(t), k(t)az(t) ), (1.5)

(~a(t),~b(t) ) = ax(t)bx(t) + ay(t)by(t) + az(t)bz(t), (1.6)
[~a(t), ~b(t)]

( ∣∣∣∣ay(t) az(t)
by(t) bz(t)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣az(t) ax(t)
bz(t) bx(t)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ax(t) ay(t)
bx(t) by(t)

∣∣∣∣ ) (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî 5) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 3), 4) è îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ: (~a ,~b ,~c) = ([~a, ~b], ~c).

1.2. Íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü
âåêòîðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåí-
íîãî

Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0.
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Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå t0, åñëè limt→t0 ~a(t) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ~a(t0).

Ðàçíîñòü ∆~(t0) = ~a(t0 + ∆t) − ~a(t0), ãäå ∆t = t − t0, íàçûâàåòñÿ
ïðèðàùåíèåì âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(t) â òî÷êå t0. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ, ~a(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
limt→t0 ∆~a(t0) = 0.

Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) çàäàíà â êîîðäèíàòàõ:
~a(t)( ax(t), ay(t), az(t) ).

Òîãäà èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ~a(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû ax(t), ay(t), az(t) íåïðåðûâíû â
òî÷êå t0.

Íàèáîëåå âàæíóþ â äàëüíåéøåì ðîëü áóäåò èãðàòü ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè âåêòîðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) îïðåäåëåíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè t0. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→t0

~a(t)− ~a(t0)
t− t0

= lim
∆t→0

∆~a(t0)

∆t

îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(t) â òî÷êå t0 è îáîçíà-
÷àåòñÿ ~a′(t0) èëè d~a

dt
(t0). Ôóíêöèÿ ~a(t), èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

t0, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.

Ïóñòü, êàê è âûøå, âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) çàäàíà â êîîðäèíàòàõ.
Òîãäà âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ïðåäåëà â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîä-
íîé, èìååò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû(

∆ax(t0)

∆t
,

∆ay(t0)

∆t
,

∆az(t0)

∆t
,

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 3. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~a(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû ax(t), ay(t), az(t) äèôôåðåíöèðóå-
ìû â ýòîé òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ ~a′(t0) èìååò êîîðäèíàòû
a′x(t0), a

′
y(t0), a

′
z(t0).

Òåïåðü ìû ïîëó÷èì ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé
ôóíêöèè.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ~a(t), ~b(t), ~c(t) � âåêòîðíûå ôóíêöèè è k(t) � ñêàëÿð-

íàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå t0. Òîãäà ôóíêöèè ~a(t) +~b(t),

k(t)~a(t), [~a(t), ~b(t)], (~a(t),~b(t) ) è (~a(t) ,~b(t) ,~c(t)) äèôôåðåíöèðóåìû â
òî÷êå t0 è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà :
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1)
(

d
dt

(~a(t) +~b(t))
)

(t0) = ~a′(t0) +~b′(t0);

2)
(

d
dt

(k(t)~a(t))
)
(t0) = k′(t0)~a(t0) + k(t0)~a

′(t0);

3)
(

d
dt

(~a(t),~b(t))
)

(t0) = (~a′(t0),~b(t0)) + (~a(t0),~b
′(t0));

4)
(

d
dt

[~a(t),~b(t)]
)

(t0) = [~a′(t0),~b(t0)] + [~a(t0),~b
′(t0)];

5)
(

d
dt

(~a(t),~b(t),~c(t))
)

(t0) = (~a′(t0),~b(t0),~c(t0)) + (~a(t0),~b
′(t0),~c(t0)) +

(~a(t0),~b(t0),~c
′(t0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî 1), 2), 3) è 4) ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìîé ïðî-
âåðêîé ñîãëàñíî òåîðåìå 3 è ôîðìóëàì (1.4), (1.5), (1.6) è (1.7). Äîêàçà-
òåëüñòâî 5) ñëåäóåò èç (1.6) è (1.7) è îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ.

Íàêîíåö, äîêàæåì òåîðåìó î ñëîæíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü u(t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷-
êå t0, è ~a(u) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå u0 =
u(t0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ~a(u(t)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 è
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:(

d

dt
(~a(u(t))

)
(t0) = ~a′(u0)u

′(t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñëîæíóþ ôóíêöèþ ~a(u(t)) â êîîðäèíàòàõ:
~a(u(t))(ax(u(t)), ay(u(t)), az(u(t))), ãäå ax(u), ay(u) è az(u) � êîîðäèíà-
òû âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(u). Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç
òåîðåìû 3 è èçâåñòíîé òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè èç ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

1.3. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé
âåêòîðíîé ôóíêöèè

Ïóñòü O � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà è ~r(t) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ.
Ìíîæåñòâî êîíöîâ âåêòîðîâ ~r(t), îòëîæåííûõ îò òî÷êè O, íàçûâàåòñÿ
ãîäîãðàôîì âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(t). Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè, ãî-
âîðÿ òî÷êà ~r(t), ìû áóäåì èìåòü â âèäó òî÷êó ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r(t).
Îáû÷íî ãîäîãðàô ~r(t) � ýòî êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå, à ~r = ~r(t) � âåêòîð-
íîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé. Ïîýòîìó ïåðåìåííóþ t ÷à-
ñòî íàçûâàþò ïàðàìåòðîì íà ýòîé êðèâîé. Õîòÿ ãîäîãðàô íå îïðåäåëÿåò
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îäíîçíà÷íî âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ~r(t), íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè
ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãîäîãðàôà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå íà÷àëüíîé òî÷êè O íà òî÷êó 0′, âåñü ãîäîãðàô
ñäâèãàåòñÿ íà âåêòîð −−→OO′, ÷òî íå èçìåíÿåò åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t òî÷êà ãîäîãðàôà ïåðåìåùàåòñÿ ïî íåìó,
íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ ïî ãîäîãðàôó, ïðîèñõîäÿùåå ïðè âîçðàñòàíèè
ïàðàìåòðà, íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëå-
íèå � îòðèöàòåëüíûì.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ ~r(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0. Åñëè âåê-
òîð ~r′(t0) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îí íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ãîäîãðàôó
â òî÷êå ~r(t0) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð ∆~r(t0) = ~r(t) − ~r(t0) íàïðàâëåí
ïî ñåêóùåé ê ãîäîãðàôó â òî÷êå ~r(t0). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ∆~r(t0)

∆t
òàêæå

íàïðàâëåí ïî ýòîé ñåêóùåé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàê ïðè ∆t > 0, òàê
è ïðè ∆t < 0, âåêòîð ∆~r(t0)

∆t
íàïðàâëåí â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîé êàê ïðåäåëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ñåêóùåé è îïðåäåëåíèÿ 4, âåêòîð ~r′(t0) íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ãî-
äîãðàôó â òî÷êå ~r(t0) â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ðàññìîòðèì ãîäîãðàô âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(t), çàäàííîé íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà äóãè ãîäîãðàôà ìåæäó ëþáû-
ìè äâóìÿ òî÷êàìè ãîäîãðàôà îïðåäåëåíà. Âûáåðåì íà ãîäîãðàôå íåêîòî-
ðóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó M0 è ââåäåì íà ãîäîãðàôå ñïåöèàëüíûé ïàðàìåòð
s, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äëèíîé äóãè. Åñëè òî÷êà M ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷êè
M0 ïåðåìåùåíèåì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå òî÷êåM ÷èñëî s ðàâíîå äëèíå äóãè ^

M0M ; åñëè òî÷êàM ïîëó÷àåòñÿ
èç òî÷êèM0 ïåðåìåùåíèåì â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå òî÷êå M ÷èñëî s ðàâíîå äëèíå äóãè ^

M0M ñî çíàêîì ìèíóñ.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ãîäîãðàôà è íåêîòîðûì èíòåðâàëîì èçìåíå-
íèÿ ïåðåìåííîé s. Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé t→ ~r(t) è ~r(t) → s
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ s = s(t). Íàéäåì ýòó ôóíêöèþ.

Íàïîìíèì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïóñòü
x = x(t), y = y(t), z = z(t) (a ≤ t ≤ b) (1.8)

� óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìû íà ïðîìåæóòêå [a, b]. Òîãäà äëèíà äóãè ýòîé êðèâîé çàäàåòñÿ ñëåäó-
þùåé ôîðìóëîé

l =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt. (1.9)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ãîäîãðàô âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(t), îïðåäåëåííîé íà ïðî-
ìåæóòêå [a, b], â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëîì êîòîðîé ñëó-
æèò òî÷êà O, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.8). Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíóþ èç
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ôîðìóëó äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âåêòîðà è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~r′(t) ñëóæàò
x′(t), y′(t) è z′(t), ìîæíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (1.9) â âèäå: l =

∫ b

a
|r′(t)| dt.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ s = s(t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

s =

∫ t

t0

|r′(t)| dt, (1.10)

ãäå t0 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ~r(t0) � ðàäèóñ-âåêòîð íà÷àëüíîé òî÷-
êè M0. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà (1.10) îïðåäåëÿåò s êàê äëèíó äóãè îò
òî÷êè M0 äî òî÷êè ~r(t) ñî çíàêîì +, åñëè t > t0, è ñî çíàêîì -, åñëè
t < t0.
Òåîðåìà 7. Åñëè ïàðàìåòð s íà ãîäîãðàôå âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(s) ÿâ-
ëÿåòñÿ äëèíîé äóãè, òî âåêòîð ~r′(s) â òî÷êå ~r(s) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì
âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì ïî êàñàòåëüíîé â òî÷êå ~r(s) â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 6 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð
~r′(s) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Ïóñòü ïàðàìåòð s îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëü-
íîé òî÷êè ~r(s0). Òîãäà ôîðìóëà (1.10) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî

s ≡
∫ s

s0

|r′(s)| ds.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî s, ìû ïîëó÷àåì |~r′(s)| = 1.

1.4. Âåêòîðíûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ôóíêöèè ìíîãèõ ñêà-
ëÿðíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn.
Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè U çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn, åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå ÷èñåë
(t1, . . . , tn) ∈ U , ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ïðîñòðàíñòâà (èëè
ïëîñêîñòè) ~r(t1, . . . , tn).

Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ~r(t1, . . . , tn) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè t0 = (t01, . . . , t

0
n).
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü i = 1, . . . , n. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé
ôóíêöèè ~r(t1, . . . , tn) ïî ïåðåìåííîé ti â òî÷êå t0 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîä-
íàÿ

∂~r

∂ti
(t0) =

(
d

dt
~r(t01, . . . , t

0
i−1, t, t

0
i+1, . . . , t

0
n)

)
(t0i ),

åñëè îíà ñóùåñòâóåò.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂~r
∂ti

(t0) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
âåêòîðíîé ôóíêöèè ~a(t) = ~r(t01, . . . , t

0
i−1, t, t

0
i+1, . . . , t

0
n) è, ñëåäîâàòåëüíî,

îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ýòîé ïðîèçâîäíîé. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü âåê-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ ~r(t1, . . . , tn) çàäàíà â êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
~r(t1, . . . , tn)(x(t1, . . . , tn), y(t1, . . . , tn), z(t1, . . . , tn)). Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ∂~r

∂ti
(t0) èìååò ñâîèìè êîîðäèíàòàìè ∂x

∂ti
(t0), ∂y

∂ti
(t0) è ∂z

∂ti
(t0).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç èëè äàæå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ~a(t).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ òàêèìè ôóíêöèÿìè. Ââåñòè
ýòè ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìî îò ñèñòåìû êîîðäèíàò íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

1.5. Âåêòîðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ~r(u, v) äâóõ ïåðåìåííûõ u è v, çàäàí-
íóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà R2. Ïóñòü O � íåêîòîðàÿ òî÷êà
ïðîñòðàíñòâà. Îáû÷íî ìíîæåñòâî êîíöîâ âåêòîðîâ ~r(u, v) äëÿ âñåõ çíà÷å-
íèé u è v îáðàçóåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå, à óðàâíåíèå
~r = ~r(u, v) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïåðåìåííûå u è v íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè êîîð-
äèíàòàìè íà ïîâåðõíîñòè.

Îäíàêî, äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü îáëàäà-
ëà íåêîòîðûìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòåé, ïîòðåáóåì âû-
ïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè U îïðåäåëåíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ~ru = ∂~r

∂u
è

~rv = ∂~r
∂v
, êîòîðûå íåïðåðûâíû â ýòîé îáëàñòè, ïðè÷åì ~ru è ~rv íåêîëëèíå-

àðíû âî âñåõ òî÷êàõ U .
Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì ~r = ~r(u, v) è ïóñòüM0

ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r(u0, v0) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè. Ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê
ïîâåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå, åñëè îíà ñîäåðæèò êàñàòåëüíûå â òî÷êå M0 êî
âñåì êðèâûì, ëåæàùèì íà ïîâåðõíîñòè è ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó M0.
Òåîðåìà 8. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ~ru = ∂~r

∂u
è ~rv = ∂~r

∂v
íåïðåðûâíû â

îêðåñòíîñòè òî÷êè ~r(u0, v0) è íåêîëëèíåàðíû â ýòîé òî÷êå, òî â äàííîé
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òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè ~r = ~r(u, v),
ïðè÷åì âåêòîðû ~ru(u0, v0) è ~rv(u0, v0) îáðàçóþò áàçèñ íà ýòîé ïëîñêî-
ñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè, çàäàííóþ â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿìè u = u(t), v = v(t) è ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó ~r(u0, v0). Äðóãèìè ñëîâàìè, äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîäî-
ãðàôîì âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(t) = ~r(u(t), v(t)) è ~r(t0) = ~r(u0, v0) äëÿ
íåêîòîðîãî t = t0. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 6, âåêòîð

~r′(t0) = ~ru(u0, v0)u
′(t0) + ~rv(u0, v0)v

′(t0) (1.11)
íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê íàøåé êðèâîé â òî÷êå ~r(u0, v0). Ðàññìîò-
ðèì ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ~r(u0, v0) è ïàðàëëåëüíóþ äâóì
íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì ~ru(u0, v0) è ~rv(u0, v0). Ñîãëàñíî ôîðìóëå 1.11,
êàñàòåëüíàÿ ê íàøåé êðèâîé ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè. Òàê êàê ìû áðà-
ëè ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ, ëåæàùóþ íà ïîâåðõíîñòè è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó ~r(u0, v0), òî äàííàÿ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè
â òî÷êå ~r(u0, v0).

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ~r = ~r(u, v) óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì âûøå óñëî-
âèÿì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8, îíà èìååò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â ëþáîé
ñâîåé òî÷êå. Îðòîãîíàëüíûé ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â
òî÷êå M0 åäèíè÷íûé âåêòîð íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè ïîâåðõíî-
ñòè â äàííîé òî÷êå. Åñëè ~n � âåêòîð íîðìàëè ïîâåðõíîñòè â òî÷êåM0, òî,
î÷åâèäíî, −~n � òàêæå âåêòîð íîðìàëè ïîâåðõíîñòè â òî÷êåM0. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âåêòîð

~n(u, v) =
[~ru, ~rv]

|[~ru, ~rv]|
(u, v) (1.12)

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ âåêòîðîâ íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå ~r(u, v),
ïðè÷åì ýòîò âåêòîð íîðìàëè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò êðèâîëèíåéíûõ êî-
îðäèíàò u v, ò.å. îáðàçóåò íåïðåðûâíîå ïîëå âåêòîðîâ íîðìàëè íà ïî-
âåðõíîñòè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðîâàíà, åñëè íà íåé çàäàíî íåïðå-
ðûâíîå ïîëå âåêòîðîâ íîðìàëè, à âûáîð òàêîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ îðè-
åíòàöèåé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâ-
íåíèåì ~r = ~r(u, v), òî íà íåé èìåþòñÿ äâå îðèåíòàöèè: îäíà çàäàíà
óðàâíåíèåì(1.12), à äðóãàÿ îòëè÷àåòñÿ îò íåå çíàêîì.

Ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Çàìêíó-
òàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò êàíîíè÷åñêóþ îðèåíòàöèþ, îáðàçîâàííóþ íîðìà-
ëÿìè, íàïðàâëåííûìè íàðóæó, ò.å. â ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà âíåøíþþ îòíî-
ñèòåëüíî íàøåé îáëàñòè.
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1.6. Êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò
Â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå: äåêàðòîâà, àôôèííàÿ, öèëèíäðè÷åñêàÿ è ñôå-
ðè÷åñêàÿ. Ïîñêîëüêó â ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìû è äðóãèå ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, ìû ââåäåì îáùåå ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â
ïðîñòðàíñòâå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷
ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò äàííûõ ýòîé çàäà÷è,
ïðè÷åì çà÷àñòóþ âûáîð óäà÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåò âûêëàäêè è âûðàæåíèå îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, à ∆ �
íåêîòîðàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3. Êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò â îáëàñòè U íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå)
îòîáðàæåíèå k îáëàñòè D íà îáëàñòü ∆.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u, v, w êîîðäèíàòû òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå R3. Ïóñòü
äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè M ∈ U k(M) = (u, v, w) ∈ ∆. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 7, çàäàíèåì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè ÷èñåë (u, v, w) ïîëîæåíèå òî÷êè
M îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, è ýòè ÷èñëà u, v, w íàçûâàþòñÿ êðèâîëè-
íåéíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M .

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿ-
åòñÿ äëÿ íàñ ñëèøêîì îáùèì. Ïóñòü O � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè M ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r. Ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî òàêèå êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
óðàâíåíèåì ~r = ~r(u, v, w), ãäå ~r(u, v, w) � íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ u, v, w, çàäàííàÿ â îáëàñòè ∆. Äðóãèìè ñëîâàìè,
óðàâíåíèå ~r = ~r(u, v, w) îïðåäåëÿåò îáðàòíîå äëÿ k îòîáðàæåíèå ∆ íà
U . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ ~r(u, v, w) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç (îáû÷íî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà
èëè äàæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé) è âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè
∆ âåêòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ~ru = ∂~r

∂u
, ~rv = ∂~r

∂v
è ~rw = ∂~r

∂w
ÿâëÿþò-

ñÿ íåêîìïëàíàðíûìè, ò.å. ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè îáëàñòè U òðîéêà âåêòîðîâ ~ru, ~rv è ~rw îáðàçóåò áàçèñ .

Âûÿñíèì àíàëèòè÷åñêèé ñìûñë óêàçàííûõ óñëîâèé. Âîçüìåì äå-
êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y, z) ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü
x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~r(u, v, w). Óñëîâèå
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ~ru, ~rv è ~rw çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíà-
òàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∣∣∣∣∣∣

∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

∂x
∂w

∂y
∂w

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàç-
ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w)

îòíîñèòåëüíî u, v, w (÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 7) ìû
ïîëó÷àåì ôóíêöèè u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z), êîòîðûå ñòîëüêî æå ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ñêîëüêî è ôóíêöèè

x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàìåíÿÿ â ëþáîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x, y, z ýòè ïå-
ðåìåííûå èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç u, v, w, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ñòîëüêî
æå ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ, ñêîëüêî è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 8. Êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ~r = ~r(u, v, w) íà-
çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè ∆ âåêòîðû
~ru, ~rv, ~rw ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Äëÿ îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ôóíêöèè Hu = |~ru|, Hv = |~rv|, Hw = |~rw| íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå.

×àñòî äëÿ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âìåñòî áàçèñà ~ru, ~rv, ~rw

èñïîëüçóåòñÿ áàçèñ

~eu =
~ru

Hu

, ~ev =
~rv

Hv

, ~ew =
~rw

Hw

,

êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Â äàëüíåéøåì
çà÷àñòóþ áûâàåò ñóùåñòâåííûì, êîãäà ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîò áàçèñ çàâèñèò îò òî÷êè îáëàñòè, ò.å. îí îáðà-
çóåò ïîëå áàçèñà â îáëàñòè U .

Êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî, è ìû îñòàâëÿåì ôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèé ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåðû êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò
Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ~r = x~i + y~j + z~k, ãäå ~i, ~j, ~k � áàçèñ äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Òîãäà ìû èìååì ~rx =~i, ~ry = ~j, ~rz = ~k. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà êîîðäè-
íàò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, Hx = Hy = Hz = 1 è ~ex = ~i, ~ey = ~j, ~ez = ~k.
Äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îáëàñòü U ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâîì, à îáëàñòü ∆ � ñ ïðîñòðàíñòâîì R3.
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Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
Íàïîìíèì, ÷òî öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷àþò-
ñÿ ÷åðåç ρ, ϕ, z,

ρ > 0, , 0 ≤ ϕ < 2π, z ∈ R. (1.13)
Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îáëàñòü U ñîâïàäàåò ñî âñåì
ïðîñòðàíñòâîì, èç êîòîðîãî âûáðîøåíà îñü Oz, à îáëàñòü ∆ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè (1.13).

Åñëè âûáðàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî åå êîîðäèíàòû âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôîðìóë:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z.

Ñëåäîâàòåëüíî, öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
~r = ρ cosϕ~i+ ρ sinϕ~j + z~k.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì
~rρ = cosϕ~i+ sinϕ~j, ~rϕ = −ρ sinϕ~i+ ρ cosϕ~j, ~rz = ~k.

Âû÷èñëÿÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ~rρ, ~rϕ, ~rz ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé, à, âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû Ëàìå, ìû ïîëó÷àåì

Hρ = 1, Hϕ = ρ, Hz = 1.

Åñëè áàçèñ èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì, òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (~rρ ~rϕ ~rz) = ρ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
áàçèñ ~rρ ~rϕ ~rz òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
Íàïîìíèì, ÷òî ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç r, θ, ϕ, z,

r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π. (1.14)
Äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îáëàñòü U ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâîì, èç êîòîðîãî âûáðîøåíà îñü Oz, à îáëàñòü ∆ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè (1.14). Åñëè âûáðàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî åå êî-
îðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôîðìóë:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
~r = r sin θ cosϕ~i+ r sin θ sinϕ~j + r cos θ~k.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì
~rr = sin θ cosϕ~i+ sin θ sinϕ~j + cos θ cosϕ~k,

~rθ = r cos θ cosϕ~i+ r cos θ sinϕ~j − r sin θ~k,

~rϕ = −r sin θ sinϕ~i+ r sin θ cosϕ~j

Âû÷èñëÿÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ~rr, ~rθ, ~rϕ ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé,
à, âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû Ëàìå, ìû ïîëó÷àåì

Hr = 1, Hθ = r, Hϕ = r sin θ.

Åñëè áàçèñ èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì, òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (~rr~rθ~rϕ) = r2 sin θ > 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, áàçèñ ~rr, ~rθ, ~rϕ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.





Ãëàâà 2.

Ñêàëÿðíîå ïîëå

Â ýòîé ãëàâå ìû èçëîæèì îñíîâíûå ôàêòû î ñêàëÿðíîì ïîëå.

2.1. Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ãðàäèåíò
Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà èëè
ïëîñêîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè U çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ, åñëè
êàæäîé òî÷êå M ∈ U ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ϕ(M).

Îáîçíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: ϕ(M), ψ(M) è ò.ï., èëè ïðîñòî ϕ, ψ è
ò.ï.

Ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ ïîëåé
1. Ïîëå òåìïåðàòóðû T (M). Â êàæäîé òî÷êå M çàäàíà òåìïåðàòóðà
T (M) â ýòîé òî÷êå.

2. Ïîëå äàâëåíèÿ H(M). Â êàæäîé òî÷êå M çàäàíî äàâëåíèå H(M)
â ýòîé òî÷êå.

Ïóñòü â îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà çàäàíà êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû
u, v w. Òîãäà ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ çàäàåòñÿ â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèåé ϕ =
ϕ(u, v, w). Â ÷àñòíîñòè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìû ïîëó÷àåì ϕ =
ϕ(x, y, z). Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
ìû èìååì ϕ = ϕ(x, y).

Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ñêàëÿðíîå ïîëå ïðèíèìàåò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,
çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå, èëè ëèíèåé óðîâíÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,
çàäàííîãî íà ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ϕ(M) = const îáû÷íî
îïðåäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü è íà ïëîñêîñòè � ëèíèþ.
Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè M0. Ãîâîðÿò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå

17



18

M0, åñëè åãî ïðèðàùåíèå ∆ϕ(M0) = ϕ(M) − ϕ(M0) â òî÷êå M0 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆ϕ(M0) = (~g,
−−−→
M0M) + α(

−−−→
M0M)|

−−−→
M0M |, (2.1)

ãäå ~g - âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò
−−−→
M0M , è α(~x) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âåê-

òîðíîãî àðãóìåíòà ~x òàêàÿ, ÷òî limM→M0 α(
−−−→
M0M) = 0. Ñêàëÿðíîå ïîëå

ϕ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â îáëàñòè D, åñëè îíî äèôôåðåíöè-
ðóåìî â ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî limM→M0 α(
−−−→
M0M) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî

( ∀ε > 0 ) ( ∃δ > 0 ) ( ∀M)(|
−−−→
M0M)| < δ 7→ |α(

−−−→
M0M)| < ε ).

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè 10 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âûðàçèì âñå äàííûå â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ: M(x, y, z), M0(x0, y0, z0), ϕ(M) = ϕ(x, y, z), ~g(A,B,C),
−−−→
M0M(∆x,∆y,∆z), ãäå ∆x = x − x0, ∆y = y − y0, ∆z = z − z0. Òîãäà
óñëîâèå (2.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
∆ϕ(M0) = A∆x+B∆y+C∆z+α(∆x,∆y,∆z)

√
∆x2 + ∆y2 + ∆z2. (2.2)

Òàê êàê A, B, C � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, òî óñëîâèå (2.2) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕ(x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà A, B, C îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì

A =
∂ϕ

∂x
(M0), B =

∂ϕ

∂y
(M0), C =

∂ϕ

∂z
(M0). (2.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ~g èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè 10 îïðå-
äåëåí îäíîçíà÷íî. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 11. Âåêòîð ~g, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé îïðåäåëåíèåì
äèôôåðåíöèðóåìîñòè 10 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ â
òî÷êå M0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gradϕ(M0).

Ìû îïðåäåëèëè ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äîâîëüíî ôîðìàëüíî. Îä-
íàêî ýòî îïðåäåëåíèå îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì èíâà-
ðèàíòíîñòè (ò.å. íåçàâèñèìîñòè) îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äàëåå
ìû âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà, ïîëó÷èâ åãî ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà.

Èç ðàâåíñòâ (2.3) âûòåêàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ãðàäèåíòà â äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ.

gradϕ =
∂ϕ

∂x
~i+

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~k. (2.4)

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ãðà-
äèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.
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2.2. Ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàäè-
åíòà

Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ çàäàíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è ~τ � íåêîòî-
ðûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé
âåêòîð ~τ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå M0, è âûáåðåì íà ýòîé êðèâîé
ïàðàìåòð s (äëèíó äóãè) òàê, ÷òîáû âåêòîð ~τ áûë íàïðàâëåí â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé â
âèäå M = M(s) èëè ~r = ~r(s). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå 7,
ìû èìååì ~r′(s0) = ~τ , ãäå ~r(s0) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M0. Îïðåäåëèì
ïðîèçâîäíóþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ â òî÷êå M0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~τ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 12. Ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ â òî÷êåM0 â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà ~τ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∂ϕ

∂~τ
(M0) =

(
d

ds
ϕ(M(s)

)
(s0).

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ ∂ϕ
∂~τ

(M0) íå âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, à åñëè è ñóùåñòâóåò, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé
M = M(s).
Òåîðåìà 9. Åñëè ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå M0, òî
â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ~τ , äëÿ
êîòîðîé èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂ϕ

∂~τ
(M0) = (gradϕ(M0), ~τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 12 è 10.
∂ϕ

∂~τ
(M0) = lim

s→s0

ϕ(M(s))− ϕ(M0)

s− s0

=

lim
∆s→0

(gradϕ(M0),∆~r(s0)) + α(
−−−−−→
M0M(s))|∆~r(s0)|

∆s
=

lim
∆s→0

((
gradϕ(M0),

∆~r(s0)

∆s

)
± α(

−−−−−→
M0M(s))

∣∣∣∣∆~r(s0)

∆s

∣∣∣∣) ,
ãäå ± ÿâëÿåòñÿ çíàêîì ∆s. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ôîð-
ìàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà âåêòîðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî
è ëåììó 1, ìû ïîëó÷àåì

∂ϕ

∂~τ
(M0) = (gradϕ(M0), ~τ),
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òàê êàê ±|∆~r(s0)
∆s

| ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
s0, à α(

−−−−−→
M0M(s)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆s→ 0.

Òåîðåìà 9 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∂ϕ

∂~τ
(M0) çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè M0 è âåêòîðà ~τ .

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ãðàäèåíòà.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ äèôôåðåíöèðóåìî â îáëàñòè D,
M0 ∈ U è grad (M0) 6= ~0.

1) Ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ òî÷êå M0 íàïðàâëåíî â ñòîðîíó åãî íàèáîëüøåãî
âîçðàñòàíèÿ â ýòîé òî÷êå.

2) Ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ â òî÷êå M0 íàïðàâëåíî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè èëè ëèíèè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12, ∂ϕ
∂~τ

(M0)
ðàâíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ â òî÷êå M0 âäîëü êðèâîé
M = M(s), ïðè÷åì, ñîãëàñíî òåîðåìå 9, ýòà ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ~τ . Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà
ñêîðîñòü áóäåò íàèáîëüøåé â íàïðàâëåíèè gradϕ(M0). Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 9, òàê êàê |~τ | = 1 ìû èìååì

∂ϕ

∂~τ
(M0)

∣∣∣∣max = (~g, ~τ)|max = |~g| | cos(~̂g, ~τ)
∣∣∣max ,

ãäå ~g = gradϕ(M0). Î÷åâèäíî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ∂ϕ
∂~τ

(M0) áó-
äåò íàèáîëüøåé, åñëè cos(~̂g, ~τ) = 1. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû âåêòîðû
~τ è gradϕ(M0) áûëè êîëëèíåàðíû è îäèíàêîâî íàïðàâëåíû.

2). Ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì â ñëó÷àå, êîãäà D � îáëàñòü
ïðîñòðàíñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
Òîãäà ϕ = ϕ(x, y, z) è gradϕ(M0)(

∂ϕ
∂x

(M0),
∂ϕ
∂y

(M0),
∂ϕ
∂z

(M0)) 6= ~0. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ϕ(x, y, z) = const ìîæíî â îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 ðàç-
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ x, y èëè z. Ïóñòü ýòî áóäåò
ïåðåìåííàÿ z. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 ïîâåðõíîñòü óðîâ-
íÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè z = f(x, y). Âûáåðåì
çà êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè x è y. Òîãäà ïîâåðõíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ~r = ~r(x, y, f(x, y)). Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòî-
òû, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà îíà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 8 è èìååò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå
M0.

Âîçüìåì íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð ~τ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïî-
âåðõíîñòè â òî÷êå M0 è ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 êðèâóþ M = M(s),
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äëÿ êîòîðîé âåêòîð ~τ áóäåò êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå M0 = M(s0),
íàïðàâëåííûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ 12 è òåîðåìå 9, ìû ïîëó÷àåì

∂ϕ

∂~τ
(M0) = (gradϕ(M0), ~τ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, gradϕ(M0) ⊥ ~τ . Òàê êàê ~τ � ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé
âåêòîð êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå M0, òî gradϕ(M0) îðòîãîíàëåí ê
ýòîé ïëîñêîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 11 (Ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ãðàäèåíòà). Ïóñòü ϕ è ψ �
äèôôåðåíöèðóåìûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà:

1) grad (ϕ+ ψ) = gradϕ+ gradψ;

2) grad (ϕψ) = ψ gradϕ+ ϕgradψ.

Â ÷àñòíîñòè, grad (cϕ) = cgradϕ, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæå-
íèÿ ãðàäèåíòà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (2.4). Â äàëüíåéøåì ìû äîêà-
æåì ýòè ñâîéñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìû áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëîì íàõîæäåíèÿ ãðà-
äèåíòà.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå M0.
Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ϕ â òî÷êå M0 ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

∂ϕ

~τ
(M0) = (~g, ~τ),

ãäå âåêòîð ~g íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, òî gradϕ = ~g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ∂ϕ
∂~τ

(M0), äàííîå â òåîðåìå,
ñ âûðàæåíèåì, èìåþùåìñÿ â òåîðåìå 9, ìû ïîëó÷àåì

(~g, ~τ) = (gradϕ(M0), ~τ)

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò (gradϕ(M0) − ~g, ~τ) = 0, gradϕ(M0) − ~g ⊥ ~τ . Òàê
êàê ~g íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è ~τ � ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð,
òî gradϕ(M0)− ~g = ~0.
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Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòà ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå
ãðàäèåíòà â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïóñòü u, v, w � îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè D, ~eu, ~ev, ~ew � ïîëå ñîîòâåòñòâóþùåãî îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà è Hu, Hv, Hw � êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Ïóñòü ϕ = ϕ(u, v, w) � âû-
ðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ â äàííûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Çà-
äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ðàçëîæåíèå gradϕ ïî áàçèñó ~eu ~ev, ~ew

â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D, èñïîëüçóÿ òîëüêî ôóíêöèþ ϕ(u, v, w) è êîýô-
ôèöèåíòû Ëàìå.

Ïóñòü M0 ∈ D è ~τ � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Âîçüìåì êðèâóþ
M = M(s), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0, ïàðàìåòð s êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
äëèíîé äóãè, è òàêóþ, ÷òî åå åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå
M0 = M(s0) ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ~τ . Ïóñòü u = u(s), v = v(s), w = w(s)
� óðàâíåíèÿ ýòîé êðèâîé â äàííûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà O è ïóñòü ~r =
~r(s) � âåêòîðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîé êðèâîé. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òåîðåìå 7 è
îïðåäåëåíèþ 12, ~r(s) = ~r(u(s), v(s), w(s)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

~τ = ~r′(s0) = ~ru(u(s0), v(s0, w(s0))u
′(s0)

+~ru(u(s0), v(s0, w(s0))v
′(s0) + ~rw(u(s0), v(s0, w(s0))w

′(s0).

Òîãäà ìû èìååì(
∂ϕ

∂~τ

)
(M0) =

∂ϕ

∂u
(M0)u

′(s0) +
∂ϕ

∂v
(M0)v

′(s0) +
∂ϕ

∂w
(M0)w

′(s0).

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà è îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñà ~eu = ~ru

Hu
, ~ev =

~rv

Hv
, ~ew = ~rw

Hw
, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ (∂ϕ

∂~τ

)
(M0)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: (
∂ϕ

∂~τ

)
(M0) = (~g, ~τ),

ãäå
~g =

(
1

Hu

∂ϕ

∂u
~eu +

1

Hv

∂ϕ

∂v
~ev +

1

Hw

∂ϕ

∂w
~ew

)
(M0).

Òàê êàêM0 � ëþáàÿ òî÷êà îáëàñòè D, òî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ
ãðàäèåíòà 12, ìû ïîëó÷àåì

gradϕ =
1

Hu

∂ϕ

∂u
~eu +

1

Hv

∂ϕ

∂v
~ev +

1

Hw

∂ϕ

∂w
~ew. (2.5)

Èñïîëüçóÿ îáùóþ ôîðìóëó (2.5) è çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå
äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìû ïîëó÷àåì
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äëÿ ýòèõ ñèñòåì êîîðäèíàò è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ F ñëåäóþùèå ôîðìóëû

gradF =
∂F

∂ρ
~eρ +

1

ρ

∂F

∂ϕ
~eϕ +

∂F

∂z
~ez,

gradF =
∂F

∂r
~er +

1

r

∂F

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂F

∂ϕ
~eϕ.





Ãëàâà 3.

Âåêòîðíîå ïîëå

Â ýòîé ãëàâå ìû îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå, åãî äèâåðãåíöèþ è ðîòîð è
èçëîæèì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Íî ñíà÷àëà íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû
î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ è èõ ìàòðèöàõ.

3.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð è åãî ìàòðèöà
Ïóñòü L � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåé-
íûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå L íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f ïðî-
ñòðàíñòâà L â ñåáÿ, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè: äëÿ
ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ L è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β ìû èìååì
f(αx+βy) = αf(x)+βf(y). Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n ìû èìååì f(ej) =

∑n
i=1 a

i
jei, ãäå ai

j � íåêîòîðûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêàMf = (ai

j), ãäå
i � íîìåð ñòðîêè è j � íîìåð ñòîëáöà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, . . . , en. Çàìåòèì, ÷òî j-ûé ñòîëáåö
ìàòðèöûMf îáðàçîâàí êîîðäèíàòàìè âåêòîðà f(ej) îòíîñèòåëüíî áàçèñà
e1, . . . , en. Ïóñòü (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà x, a y1, . . . , yn � êîîð-
äèíàòû âåêòîðà y = f(x) îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, . . . , en. Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n ìû èìååì

yi =
n∑

j=1

ai
jx

j. (3.1)

Ïîýòîìó ëèíåéíûé îïåðàòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ìàòðèöåé.
Âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè çà-

ìåíå áàçèñà. Ñíà÷àëà ìû íàéäåì âûðàæåíèÿ îäíîãî áàçèñà ÷åðåç äðóãîé.
Íàì áóäåò â äàëüíåéøåì óäîáíåå îáîçíà÷àòü äðóãîé áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà L ÷åðåç e1′ , . . . , en′ . Íàïèøåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ ñòàðîãî áàçèñà
ïî íîâîìó áàçèñó è, îáðàòíî, âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà ïî ñòàðîìó áàçèñó:

25



26

ej =
∑n′

i′=1′ A
i′
j ei′ è ei′ =

∑n
k=1B

k
j′ek. Ïîäñòàâëÿÿ âåêòîðû ei′ , çàäàííûå

âòîðûì ðàâåíñòâîì â ïåðâîå, ìû ïîëó÷àåì

ej =
n′∑

i′=1

Ai′

j

n∑
k=1

Bk
i′ek =

n∑
k=1

(
n′∑

i′=1

Bk
i′A

i′

j

)
ek. (3.2)

Âåëè÷èíà
δi
j =

{
0, åñëè i 6= j;
1, åñëè i = j;

íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà. Ââèäó îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ
ïî áàçèñó èç ðàâåíñòâà (3.2) ìû ïîëó÷àåì

n′∑
i′=1

Bk
i′A

i′

j = δk
j . (3.3)

Ââåäÿ ìàòðèöû A = (Ai′
j ) è B = (Bi

j′), ìû ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî
(3.3) â âèäå BA = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n�ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, B = A−1. Ìû áóäåì ïèñàòü Ai

j′ âìåñòî Bi
j′ , ñ÷èòàÿ, ÷òî â ìàòðèöå

A çàìåíà íåçàøòðèõîâàííûõ èíäåêñîâ íà çàøòðèõîâàííûå è íàîáîðîò
ïðèâîäèò ê çàìåíå ìàòðèöû A íà îáðàòíóþ A−1.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.2), ìû ïîëó÷àåì

f(ej′) = f(
n∑

j=1

Aj
j′ej) =

n∑
j=1

Aj
j′f(ej) =

n∑
j=1

Aj
j′

n∑
i=1

ai
jei =

n∑
i,j=1

Aj
j′a

i
jei =

j′∑
i′=1

(
n∑

i,j=1

Aj
j′a

i
jA

i′

i

)
ei′ . (3.4)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà e1′ , . . . , en′ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì f(ej′) =

∑n′

i′=1′ a
i′

j′ei′ . Ñðàâíèâàÿ
ýòî ðàâåíñòâî ñ (3.4), ìû ïîëó÷àåì

ai′

j′ =
n∑

i,j=1

Ai′

i a
i
jA

j
j′ . (3.5)

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ìû ìîæåì çàïèñàòü
óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â
ìàòðè÷íîì âèäå

M ′
f = A−1Mf A, (3.6)

ãäåM ′
f � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1′ , . . . , en′ .

Ïóñòü A = (ai
j) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîì ìàò-

ðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè
ìàòðèöû, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç tr A. Ïî îïðåäåëåíèþ ìû èìååì
tr A =

∑n
i=1 a

i
i.
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Òåîðåìà 13. Ñëåä ìàòðèöû Mf ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñà è íàçûâàåòñÿ ñëåäîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f . Ñëåä ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç tr f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai
j) B = (bij) � äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû

n-ãî ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è ñëåäà ìàò-
ðèöû, ìû èìååì

tr (BA) =
n∑

i,j=1

bija
j
i =

n∑
i,j=1

ai
jb

j
i = tr (AB).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.6),
tr M ′

f = tr (A−1Mf A) = tr (Mf AA
−1) = tr Mf ,

÷òî è äîêàçûâàåò íàøó òåîðåìó.

3.2. Âåêòîðíîå ïîëå. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü,
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è äèâåðãåí-
öèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêî-
ñòè) çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå, åñëè êàæäîé òî÷êå M ýòîé îáëàñòè ïî-
ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ~a(M) ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêîñòè).

Îáîçíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ: ~a(M), ~b(M) è ò.ï., èëè ïðîñòî ~a, ~b è
ò.ï.

Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïîëåé
1. Ñèëîâîå ïîëå ~F . Â êàæäîé òî÷êå M îáëàñòè çàäàí âåêòîð ñèëû

~F (M), ïðèëîæåííûé ê ýòîé òî÷êå.
2. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ~H. Â êàæäîé òî÷êå M

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàäàí âåêòîð ~H(M) íàïðÿæåííîñòè â ýòîé òî÷-
êå.

Ïóñòü â îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà çàäàíà îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåé-
íûå êîîðäèíàòû u, v w. Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå ~a(M) çàäàåòñÿ â ýòîé îá-
ëàñòè ðàâåíñòâîì

~a(M) = ~a(u, v, w) = au(u, v, w)~eu + av(u, v, w)~ev + aw(u, v, w)~ew.

Åñëè êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, òî âìå-
ñòî áàçèñà ~eu, ~ev ~ew ìîæíî âçÿòü áàçèñ ~ru, ~rv , ~rw.
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Â ÷àñòíîñòè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìû ïîëó÷àåì
~a(M) = ~a(x, y, z) = ax(x, y, z)~i+ ay(x, y, z)~j + az(x, y, z)~k.

Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.
Îïðåäåëåíèå 14. Âåêòîðíîå ïîëå ~a(M) îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè
òî÷êèM0 ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â ýòîé òî÷êå,
åñëè åãî ïðèðàùåíèå ∆~a(M0) = ~a(M)−~a(M0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå

∆~a(M0) = P (
−−−→
M0M) + ~α(

−−−→
M0M)|

−−−→
M0M |, (3.7)

ãäå P � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà è

limM→M0 ~α(
−−−→
M0M) = ~0.

Çàìåòèì, ÷òî limM→M0 ~α(
−−−→
M0M) = ~0 îçíà÷àåò, ÷òî

( ∀ε > 0 ) ( ∃δ > 0 ) ( ∀M) (|
−−−→
M0M)| < δ 7→ |~α(

−−−→
M0M)| < ε ).

Çàïèøåì óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè (3.7) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âûðàçèì âñå äàííûå â êîîðäè-
íàòàõ:

M(x, y, z), M0(x0, y0, z0), ~a(M)(ax(x, y, z), ay(x, y, z), az(x, y, z))

è (ai
j)i,j=1,2,3 � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà P îòíîñèòåëüíî áàçèñà

~i, ~j, ~k.
Òîãäà â êîîðäèíàòàõ ìû èìååì

∆~a(M0)(∆ax(M0), ∆ay(M0), ∆az(M0)),

~α(M)(αx(x, y, z), αy(x, y, z), αz(x, y, z)).

Ñîãëàñíî (3.1), ðàâåíñòâî (3.7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå òðåõ
ðàâåíñòâ

∆ax(M0) = a1
1∆x+ a1

2∆y + a1
3∆z + αx(∆x,∆y,∆z)

√
∆x2 + ∆y2 + ∆z2,

∆ay(M0) = a2
1∆x+ a2

2∆y + a2
3∆z + αy(∆x,∆y,∆z)

√
∆x2 + ∆y2 + ∆z2,

∆az(M0) = a3
1∆x+ a3

2∆y + a3
3∆z + αx(∆x,∆y,∆z)

√
∆x2 + ∆y2 + ∆z2,

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèè ax(x, y, z), ay(x, y, z), az(x, y, z) äèôôå-
ðåíöèðóåìû â òî÷êå M0(x0, y0, z0), ïðè÷åì ìû èìååì

a1
1 =

∂ax

∂x
(M0), a

1
2 =

∂ax

∂y
(M0), a

1
3 =

∂ax

∂z
(M0),

a2
1 =

∂ay

∂x
(M0), a

2
2 =

∂ay

∂y
(M0), a

2
3 =

∂ay

∂z
(M0),

a3
1 =

∂az

∂x
(M0), a

3
1 =

∂az

∂y
(M0), a

3
3 =

∂az

∂z
(M0).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöàMP ëèíåéíîãî îïåðàòîðà P èç óñëîâèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè (3.7) îòíîñèòåëüíî áàçèñà ~i, ~j, ~k çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

MP =


∂ax

∂x
∂ax

∂y
∂ax

∂z
∂ay

∂x

∂ay

∂y

∂ay

∂z
∂az

∂x
∂az

∂y
∂az

∂z

 (M0). (3.8)

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé îïåðàòîð P èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ 14 îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ýòîò îïåðàòîð íàçûâà-
åòñÿ ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0.

Èòàê, äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíà äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè åãî êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äàëåå ìû ÷àñòî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðíîå
ïîëå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç, ïîíèìàÿ ïîä
ýòèì íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü äàííîå ÷èñëî ðàç åãî êîìïî-
íåíò. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà äåêàðòî-
âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ.
Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a çàäàíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è ~τ � íåêîòî-
ðûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé
âåêòîð ~τ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå M0, è âûáåðåì íà ýòîé êðèâîé
ïàðàìåòð s (äëèíó äóãè) òàê, ÷òîáû âåêòîð ~τ áûë íàïðàâëåí â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé â
âèäå M = M(s) èëè ~r = ~r(s). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå 7,
ìû èìååì ~r′(s0) = ~τ , ãäå ~r(s0) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M0. Îïðåäåëèì
ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~τ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 15. Ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0 â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðà ~τ íàçûâàåòñÿ âåêòîð

∂~a

∂~τ
(M0) =

(
d

ds
~a(M(s)

)
(s0).

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ ∂~a
∂~τ

(M0) íå âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, à åñëè è ñóùåñòâóåò, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé
M = M(s).
Òåîðåìà 14. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå ~a äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå M0, òî
â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ~τ , äëÿ
êîòîðîé èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂~a

∂~τ
(M0) = P (~τ),
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ãäå P � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ 14.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 2. Ïóñòü f � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ïðî-
ñòðàíñòâà è ~a(t) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî limt→t0 ~a(t) = ~a. Òî-
ãäà ïðåäåë limt→t0 f(~a(t)) ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(~a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~i, ~j, ~k � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,
~a(t) = ax(t)~i+ ay(t)~j + az(t)~k è ~a = ax

~i+ ay
~j + az

~k.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è òåîðåìó 2, ìû ïî-
ëó÷àåì

lim
t→t0

f(~a(t)) = lim
t→t0

f(ax(t)~i+ ay(t)~j + az(t)~k) =

lim
t→t0

(ax(t)f(~i) + ay(t)f(~j) + az(t)f(~k)) =

axf(~i) + ayf(~j) + azf(~k)) = f(~a).

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 14.
Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 15 è 14.

∂~a

∂~τ
(M0) = lim

s→s0

~a(M(s))− ~a(M0)

s− s0

=

lim
∆s→0

P (∆~r(s0)) + ~α(
−−−−−→
M0M(s))|∆~r(s0)|
∆s

=

lim
∆s→0

(
P

(
∆~r(s0)

∆s

)
± ~α(

−−−−−→
M0M(s))

∣∣∣∣∆~r(s0)

∆s

∣∣∣∣) ,
ãäå ± ÿâëÿåòñÿ çíàêîì ∆s. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ôîð-
ìàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà âåêòîðíîé ôóíêöèè ñêàëÿðíîãî ïåðåìåííîãî
è ëåììû 1 è 2, ìû ïîëó÷àåì

∂~a

∂~τ
(M0) = P (~τ),

òàê êàê ±|∆~r(s0)
∆s

| ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
s0, à ~α(

−−−−−→
M0M(s)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆s→ 0.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
M0. Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ ñëåä tr P
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà P , îïðåäåëåííîãî îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè 14. Îáîçíà÷åíèå äèâåðãåíöèè: div~a.
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Èç îïðåäåëåíèÿ äèâåðãåíöèè è âûðàæåíèÿ 3.8 ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà P ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äèâåðãåí-
öèè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

div~a =
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z
. (3.9)

3.3. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
è òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî

Ìû îïðåäåëèëè äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ äîâîëüíî ôîðìàëüíî. Îä-
íàêî ýòî îïðåäåëåíèå îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì èíâàðè-
àíòíîñòè (ò.å. íåçàâèñèìîñòè) îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îíî äîëæíî èìåòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ è ïî-
ïûòàåìñÿ âûÿñíèòü. Äëÿ ýòîãî ìû âûáåðåì ñïåöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå
~a � ïîëå ñêîðîñòåé äâèæóùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâà, ò.å. ~a(M) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû âåùåñòâà, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå M . Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü äâèæåíèå ñòàöèîíàðíûì, ò.å. ñêîðîñòü ~a(M) íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì.

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè çàäàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a îðèåíòèðîâàííóþ
ïîâåðõíîñòü σ, îðèåíòàöèÿ êîòîðîé çàäàíà ïîëåì åäèíè÷íîãî âåêòîðà
íîðìàëè ~n(M). Ïóñòü òî÷êà M ∈ σ. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåùåñòâî
ïðîõîäèò â òî÷êå M ÷åðåç ïîâåðõíîñòü σ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè, åñëè âåêòîð ~a(M) îáðàçóåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè ~n(M) îñòðûé óãîë,
è ïðîõîäèò â òî÷êå M ÷åðåç ïîâåðõíîñòü σ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè, åñëè âåêòîð ~a(M) îáðàçóåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè ~n(M) òóïîé óãîë.
×òîáû íå çàâèñåòü îò ïëîòíîñòè âåùåñòâà, ìû áóäåì îòoæäåñòâëÿòü åãî
êîëè÷åñòâî ñ îáúåìîì, èì çàíèìàåìûì. Òàêàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìî-
äåëü âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå íàçâàíèå.
Îïðåäåëåíèå 17. Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç îðèåíòèðîâàííóþ
ïîâåðõíîñòü σ íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, ïðîõîäÿùå-
ãî ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, è êîëè÷åñòâà
âåùåñòâà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü â îòðèöàòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè, çà åäèíèöó âðåìåíè.

Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
σ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé ïëîùàäêîé, ò.å. ~n(M) � ïîñòîÿííûé âåêòîð, è âåê-
òîðíîå ïîëå ~a ïîñòîÿííî, ò.å. íå çàâèñèò îò òî÷êè M . Î÷åâèäíî, ÷òî
çà åäèíèöó âðåìåíè âåùåñòâî, ïðîøåäøåå ÷åðåç σ, çàïîëíèò öèëèíäð
ñ îñíîâàíèåì σ è îáðàçóþùåé ~a. ßñíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(~a, ~n) = |~a| cos(~̂a, ~n) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé öèëèí-
äðà, è áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè âåùåñòâî ïðîõîäèò ÷åðåç σ â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè, è áóäåò îòðèöàòåëüíûì, åñëè âåùåñòâî ïðîõîäèò



32

÷åðåç σ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì â
ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà Vσ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ÷å-
ðåç σ:

Vσ = (~a, ~n)S, (3.10)
ãäå S � ïëîùàäü σ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, ò.å. σ � ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòèðî-
âàííàÿ ïîâåðõíîñòü è ~a � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Ðàçîáüåì ïîâåðõ-
íîñòü σ ñåòüþ êðèâûõ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî n ÷àñòåé: σ1, σ2, . . . , σn è
âûáåðåì â êàæäîé ÷àñòè σi íåêîòîðóþ òî÷êóMi. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,
Vσ =

∑n
i=1 Vσi

. Áóäåì âû÷èñëÿòü ïîòîê Vσi
ïðèáëèæåííî, çàìåíÿÿ σi ÷à-

ñòüþ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå Mi òîé æå ïëîùàäè ∆Si è çàìåíÿÿ
âåêòîðíîå ïîëå ~a ïîñòîÿííûì ïîëåì, ðàâíûì ~a(Mi). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (3.10), ìû ïîëó÷àåì

Vσ u
n∑

i=1

(~a(Mi), ~n(Mi))∆Si.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíóþ ñóììó íåêîòîðîãî ïîâåðõ-
íîñòíîãî èíòåãðàëà. Ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ ÷åðåç λ äèàìåòð íàøåãî ðàçáè-
åíèÿ ïîâåðõíîñòè σ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà:

Vσ = lim
λ→0

n∑
i=1

(~a(Mi), ~n(Mi))∆Si =

∫∫
σ

(~a, ~n) ds. (3.11)

Èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.11) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî
ðîäà ïî ïîâåðõíîñòè σ. Ìû áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå è
ïîâåðõíîñòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòîò èíòåãðàë èìåë ñìûñë.

Âûáðàâ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ìû ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëó
(3.11) â êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vσ =

∫∫
σ

(ax cosα+ ay cos β + az cos γ) ds =∫∫
σ

(ax dy dz + ay dz dx+ az dx dy), (3.12)

ãäå cosα, cos β, cos γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè, ò.å. êîîðäèíàòû
âåêòîðà íîðìàëè ~n, à âòîðîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðà-
ëîì âòîðîãî ðîäà ïî îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè σ.

Äîêàæåì òåïåðü îäíó èç îñíîâíûõ òåîðåì âåêòîðíîãî àíàëèçà.
Òåîðåìà 15 (Òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî). Ïîòîê âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó îò
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äèâåðãåíöèè ýòîãî ïîëÿ ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ,
ò.å. ∫∫

σ

(~a, ~n) ds =

∫∫∫
D

div~a dv,

ãäå σ � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, îðèåíòèðîâàííàÿ ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì, D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ σ è dv = dx dy dz � ýëå-
ìåíò îáúåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è âîçüìåì â êà-
÷åñòâå îáëàñòè D ïàðàëëåëåïèïåä a1 ≤ x ≤ b1, a2 ≤ y ≤ b2, a3 ≤ z ≤ b3.
Åãî ãðàíèöà σ ñîñòîèò èç øåñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ: σ−x , σ+

x , σ−y , σ+
y , σ−z è

σ+
z , êîòîðûå ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòÿõ: x = a1, x = b1, y = a2,
y = b2, z = a3 è z = b3. Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòÿì σ+

x ,
σ+

y è σ+
z ñëóæàò ñîîòâåòñòâåííî ~i, ~j è ~k, à íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòÿì

σ−x , σ−y è σ−z � ñîîòâåòñòâåííî −~i, −~j è −~k. Òîãäà, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ
ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë, ôîðìóëó ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà è ôîðìóëó (3.11) ìû
ïîëó÷àåì∫∫

σ

(~a, ~n) ds =

∫∫
σ+

x

(~a,~i) ds−
∫∫

σ−x

(~a,~i) ds+

∫∫
σ+

y

(~a,~j) ds−∫∫
σ−y

(~a,~j) ds+

∫∫
σ+

z

(~a,~k) ds−
∫∫

σ−z

(~a,~k) ds =

∫ b2

a2

dy

∫ b3

a3

ax(b1, y, z) dz−∫ b2

a2

dy

∫ b3

a3

ax(a1, y, z) dz +

∫ b1

a1

dx

∫ b3

a3

ay(x, b2, z) dz−∫ b2

a2

dx

∫ b3

a3

ay(x, a2, z) dz +

∫ b1

a1

dx

∫ b2

a2

az(x, y, b3) dy−∫ b1

a1

dx

∫ b2

a2

az(x, y, a3) dy =

∫∫∫
D

(
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z

)
dv =

∫∫∫
D

div~a dv

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 15 âåðíà äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü D. Ðàçîáüåì åå íàáîðîì

ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ýòî ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç
ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ÷àñòåé îáëàñòè, ïðèëåãàþùèõ ê ãðàíèöå. Ðàññìîò-
ðèì îáúåäèíåíèå D′ âñåõ ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëèïèïåäîâ è èõ ãðàíèöó.
Åñëè îáëàñòü D êóáèðóåìà, òî êîãäà äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ, îáëàñòü D′ ñòðåìèòñÿ ê îáëàñòè D è åå îáúåì ñòðåìèòñÿ ê îáúåìó
îáëàñòè D. Ìû ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà ôàêòà: òðîéíîé èíòåãðàë
îò div~a ïî îáëàñòè D′ ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî îáëàñòè D è èíòåãðàë
îò (~a, ~n) ïî ãðàíèöå ∂D′ îáëàñòè D′ ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ãðàíè-
öå îáëàñòè D, ò.å. σ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ãðàíèöà σ
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äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ è div~a � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, â ÷àñòíîñòè, åñëè
âåêòîðíîå ïîëå ~a íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî.

Çàìåòèì, ÷òî ∫∫∫
D′ div~a dv ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî ñîñòàâëÿþùèì

åå ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíèâ òåîðåìó 15 äàííîé
ñóììå, ìû ïîëó÷èì ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöàì ýòèõ ïàðàëëåëåïè-
ïåäîâ îò (~a, ~n). Òàê êàê â ýòîé ñóììå èíòåãðàëû ïî âíóòðåííèì ïåðåãî-
ðîäêàì âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè, òî ýòè
èíòåãðàëû ñîêðàùàþòñÿ è, òàêèì îáðàçîì, ýòà ñóììà ðàâíà ∫∫

∂D′(~a, ~n) ds.
Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî ∫∫∫

D′ div~a dv =
∫∫

∂D′(~a, ~n) ds. Ïåðåõîäÿ â ýòîì
ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, êîãäà äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ìû
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ∫∫∫

D
div~a dv =

∫∫
σ
(~a, ~n) ds.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûì, à îáëàñòü è ïîâåðõíîñòü ÿâëÿþòñÿ òàêèìè, ÷òî
òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî èìååò ñìûñë.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è ïîíÿòèÿ ïîòîêà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ìû âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äàëåå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìîãóò ñòÿãèâàòüñÿ
ê ëþáîé èõ âíóòðåííåé òî÷êå.
Òåîðåìà 16. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0 ðàâíà ïðåäåëó
îòíîøåíèÿ ïîòîêà ~a ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷èâàþùóþ
îáëàñòü D ñ âíóòðåííåé òî÷êîé M0, ê îáúåìó V ýòîé îáëàñòè, êîãäà
D ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå M0, ò.å.

div~a(M0) = lim
D→M0

∫∫
σ
(~a, ~n) ds

V
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è òåîðåìó
î ñðåäíåì äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà, ìû ïîëó÷àåì

lim
D→M0

∫∫
σ
(~a, ~n) ds

V
= lim

D→M0

∫∫∫
D

div~a dv

V
=

lim
D→M0

div~a(M̃)V

V
= lim

M̃→M0

div~a(M̃),

ãäå M̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ div~a �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D, ìû ïîëó÷àåì

div~a(M0) = lim
D→M0

∫∫
σ
(~a, ~n)

V
.

Îïðåäåëåíèå 18. Âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â îá-
ëàñòè D, åñëè â ýòîé îáëàñòè div~a = 0.
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Òåïåðü ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ïðèçíàê ñîëåíîèäàëüíîñòè âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ.
Òåîðåìà 17. Âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â îáëàñòè
D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïîòîê ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïî-
âåðõíîñòü σ, ëåæàøóþ â ýòîé îáëàñòè è ñòÿãèâàåìóþ â D ê ëþáîé
âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé σ, ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â
îáëàñòè D. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ìû èìååì∫∫

σ
(~a, ~n) ds = 0.
Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 16,

â ëþáîé òî÷êå M0 îáëàñòè D ìû ïîëó÷àåì dif ~a(M0) = 0.
Åñëè â òî÷êåM0 îáëàñòèD ìû èìååì dif ~a(M0) > 0, òî òî÷êàM0 íàçû-

âàåòñÿ èñòî÷íèêîì; åñëè â òî÷êå M0 îáëàñòè D ìû èìååì dif ~a(M0) < 0,
òî òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòîêà. Òîãäà òåîðåìà 16 îçíà÷àåò, ÷òî
dif ~a(M0) ÿâëÿåòñÿ (ñ ó÷åòîì çíàêà) ìîùíîñòüþ ýòîé òî÷êè êàê èñòî÷íè-
êà èëè ñòîêà.

3.4. Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà ∇ è åãî ñâîéñòâà
Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì â
ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïåðàòîð

∇ =~i
∂

∂x
+~j

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z
,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà èëè, êîðî÷å, íàáëà. Ýòîò
îïåðàòîð äåéñòâóåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì (ìû òî÷íî îïðåäåëèì åãî äåé-
ñòâèå äàëåå) íà ñêàëÿðíûå èëè âåêòîðíûå ïîëÿ, çàäàííûå â ýòîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, õîòÿ ýòî äåéñòâèå è ïðîèçâîäèòñÿ â íåêî-
òîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ðåçóëüòàò ýòîãî äåéñòâèÿ íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòîò îïåðàòîð
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïîñîáèÿ ìû íå ñìîæåì äàòü ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàæíî-
ãî ñâîéñòâà, îäíàêî ìû óâèäèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ ïðèìåðàõ,
êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

Ïóñòü f(~p, . . . , ~q, u, . . . , v) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðíûõ ïåðåìåí-
íûõ ~p, . . . , ~q è ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ u, . . . , v, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ëè-
áî ñêàëÿðíûå, ëèáî âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ïîä ñëîâîì âåêòîð
ìû ïîíèìàåì âåêòîð ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà, åñëè ~a, . . . ,~b � âåêòîðíûå
è ϕ, . . . , ψ � ñêàëÿðíûå ïîëÿ, îïðåäåëåííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè, òî
f(~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) � ñêàëÿðíîå èëè âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå â
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òîé æå îáëàñòè. Ìû áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f =
f(~p,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) ëèíåéíà ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé ~p. Òîãäà ìû îïðåäå-
ëèì f(∇,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

f(∇,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) =
∂

∂x
f(~i,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ)+

∂

∂y
f(~j,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) +

∂

∂z
f(~k,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ). (3.13)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî îñíîâíîãî ïðà-
âèëà îïåðèðîâàíèÿ ñ îïåðàòîðîì ∇: îïåðàòîð ∇ äåéñòâóåò òîëüêî íà òå
âåëè÷èíû, êîòîðûå ñòîÿò ïîñëå íåãî. Åñëè íàì áóäåò íåîáõîäèìî, ÷òîáû
∇ íå äåéñòâîâàë íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ ïîñëå íåãî, ìû áóäåì
ñòàâèòü ó ýòîé âåëè÷èíû íèæíèé èíäåêñ c; íàïðèìåð, ~ac.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ∇ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 18. 1) Åñëè f1(~p, ~q, . . . , ~r, u, . . . , v) = f2(~p, ~q, . . . , ~r, u, . . . , v) �

íåêîòîðîå òîæäåñòâî, òî

f1(∇,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) = f2(∇,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ~a, . . . ,~b è ñêàëÿðíûõ ïîëåé ϕ, . . . , ψ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â âåêòîðíûõ òîæäåñòâàõ ∇ âåäåò ñåáÿ êàê
îáû÷íûé âåêòîð.

2) Ïóñòü f1 è f2 � äâå ôóíêöèè âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ è
f = ~p×f1×f2, ãäå çíàêè ”×” ñòîÿò âìåñòî îäíîãî èç ïðîèçâåäåíèé
ñêàëÿðîâ è âåêòîðîâ, ïðè÷åì âîçìîæíî ðàçëè÷íûõ. Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∇× f1(~a1, . . . ,~b1, ϕ1, . . . , ψ1)× f2(~a2, . . . ,~b2, ϕ2, . . . , ψ2) =

∇× f1(~a1, . . . ,~b1, ϕ1, . . . , ψ2)× f2,c(~a2, . . . ,~b2, ϕ2, . . . , ψ2)+

∇× f1,c(~a1, . . . ,~b1, ϕ1, . . . , ψ2)× f2(~a2, . . . ,~b2, ϕ2, . . . , ψ2),

ãäå ~a1, . . . ,~b1,~a2, . . . ,~b2 � âåêòîðíûå è ϕ1, . . . , ψ1, ϕ2, . . . , ψ2 � ñêàëÿð-
íûå ïîëÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∇ äåéñòâóåò íà ïðîèçâåäåíèå, êàê îïåðàòîð
ïðîèçâîäíîé: ñíà÷àëà íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, à çàòåì íà âòî-
ðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ i = 1, 2 ìû èìååì

fi(∇,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) =
∂

∂x
fi(~i,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ)+

∂

∂y
fi(~j,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ) +

∂

∂z
fi(~k,~a, . . . ,~b, ϕ, . . . , ψ).
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Ñîãëàñíî äàííîìó óñëîâèþ, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ
ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ñîâïàäàþò è ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ.

2). Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.13 è ïðàâèëà âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåïåðü ìû âûðàçèì ãðàäèåíò, ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî
ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ ÷åðåç ∇ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 3.13.

Ïîëîæèì f(~p, u) = ~pu. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.13 è ôîðìóëå
(2.4), ìû ïîëó÷àåì

∇ϕ =~i
∂(~i,~a)

∂x
+~j

∂(~j,~a)

∂y
+ ~k

∂(~k,~a)

∂z
=

~i
∂ax

∂x
+~j

∂ay

∂y
+ ~k

∂az

∂z
= gradϕ.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9 ìû ïîëó÷àåì
∂ϕ

∂~τ
= (gradϕ, τ) = (τ,∇ϕ) = (τ,∇)ϕ

Àíàëîãè÷íî, âûðàæàÿ âåêòîðíîå ïîëå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, îïðå-
äåëåíèå 15 è ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëå äëÿ ∂ϕ

∂~τ
, ìû ïîëó÷àåì

∂~a

∂~τ
=
∂ax

∂~τ
~i+

∂ay

∂~τ
~j +

∂az

∂~τ
~k =

~i (~τ ,∇)ax +~j (~τ ,∇)ay + ~k (~τ ,∇)az = (~τ ,∇)~a.

Ïîëîæèì f(p, ~x) = (~p, ~x). Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.13 è ôîðìó-
ëå (2.4), ìû ïîëó÷àåì

(∇,~a) =
∂(~i,~a)

∂x
+
∂(~j,~a)

∂y
+
∂(~k,~a)

∂z
=
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z
= div~a.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ìû ïîëó÷àåì
gradϕ = ∇ϕ, (3.14)
∂ϕ

∂~τ
= (~τ ,∇)ϕ, (3.15)

∂~a

∂~τ
= (~τ ,∇)~a, (3.16)

div~a = (∇,~a) (3.17)
Òåïåðü ìû, èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû è ñâîéñòâà îïåðàòîðà ∇ äàäèì

äîêàçàòåëüñòâî ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâ ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè. Ñíà÷àëà
äîêàæåì ñâîéñòâà ãðàäèåíòà, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå 11:

grad(ϕ+ ψ) = ∇(ϕ+ ψ) = ∇ϕ+∇ψ = gradϕ+ gradψ,

grad(ϕψ) =∇(ϕψ) = ∇(ϕψc) +∇(ϕcψ) = ψgradϕ+ ϕgradψ.
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Òåîðåìà 19 (Ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà äèâåðãåíöèè). Äëÿ âåêòîðíûõ

ïîëåé ~a è ~b è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1) div(~a+~b) = div~a+ div~b;

2) div(ϕ~a) = (gradϕ,~a) + ϕ div~a.

Â ÷àñòíîñòè, div(c~a) = c div~c, ãäå c = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.14) è (3.17), ïîëó÷àåì
div(~a+~b) = ∇(~a+~b) = ∇~a+∇~b = div~a+ div~b,

div(ϕ~a) =(∇, ϕ~a) = (∇, ϕ~ac) + (∇, ϕc~a) =

(∇ϕ,~ac)+ϕ(∇,~a) = (gradϕ,~a) + ϕ div~a.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïîëîæèòü
ψ = c è çàìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.4), grad c = ~0.

3.5. p-ëèíåéíûå è áèëèíåéíûå êîñîñèììåò-
ðè÷åñêèå ôîðìû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ èç
ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïóñòü L � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëåíèå 19. p � ëèíåéíîé ôîðìîé íà L íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f , êîòîðîå êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå (x1, . . . , xp) p âåêòîðîâ èç
L ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî f(x1, . . . , xp), ïðè÷åì
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

f(x1, . . . , xi−1, α1xi,1 + α2xi,2, xi+1, . . . , xp) =

α1f(x1, . . . , xi−1, xi,1, xi+1, . . . , xp)+

α2f(x1, . . . , xi−1, xi,2, xi+1, . . . , xp) (3.18)
äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xi−1, xi,1, xi,2, xi+1, . . . , xp è ëþáûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë α1 è α2.

Ñâîéñòâî (3.18) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîñòüþ f ïî i-ìó ïåðåìåííîìó xi.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè äâóõ âåêòîðîâ âûòåêàåò åãî âûïîëíåíèå äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
α1 xi,1 + . . . , αk xi,k ëþáîãî ÷èñëà k âåêòîðîâ.
Òåîðåìà 20. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ L. p-ëèíåéíàÿ ôîðìà f íà
L îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîèõ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé
f(ei1 , . . . , eip) (i1, . . . , ip = 1, . . . , n) íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ.



39

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xp ∈ L. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ
âåêòîðîâ ïî áàçèñó

xj =
n∑

ij=1

x
ij
j eij j = 1, . . . , p.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëèíåéíîñòü f îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïå-
ðåìåííûõ, ìû ïîëó÷àåì

f(x1, . . . , xp) = f(
n∑

i1=1

xi1
j ei1 , x2, . . . , xp) =

n∑
i1=1

xi1
j f(ei1 ,

n∑
i2=1

xi2
j ei2 , . . . , xp) = · · · =

n∑
i1,...,ip=1

xi1
j . . . x

ip
j f(ei1 , . . . , eip).

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî f(x1, . . . , xp) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êîîðäèíàòàìè xi

j âåêòîðîâ x1, . . . , xp è çíà÷åíèÿìè f(ei1 , . . . , eip) ôîðìû
f íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ìû áóäåì íàçûâàòü 2-ëèíåéíóþ ôîðìó f(x, y) áèëèíåéíîé ôîðìîé.
Îïðåäåëåíèå 20. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà f(x, y) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé, åñëè f(y, x) = −f(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L.

Ëåììà 3. Åñëè f(x, y) � áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà, òî
f(x, y) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â îïðåäåëåíèè 20 x = y, ìû ïîëó÷àåì
f(x, x) = −f(x, x), îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåïåðü ìû äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó î áèëèíåéíîé è êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ôîðìå íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 21. Ïóñòü f(~x, ~y) � áèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà
íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé âåêòîð ~p òàêîé, ÷òî f(~x, ~y) = (~p, [~x, ~y]) =
(~p, ~x, ~y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ ~i,~j,~k. Òîãäà [~i,~j] = ~k, [~j,~k] =~i è [~k,~i] = ~j.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 19, ôîðìà f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷å-
íèÿìè f(~i,~i), f(~i,~j), f(~i,~k), f(~j,~i), f(~j,~j), f(~j,~k), f(~k,~i), f(~k,~j) è f(~k,~k).
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 20 è ëåììå 3, ìû èìååì

f(~i,~i) = f(~j,~j) = f(~k,~k) = ~0,
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f(~j,~i) = −f(~i,~j), f(~k,~i) = −f(~i,~k), f(~k,~j) = −f(~j,~k).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
f(~j,~k), f(~k,~i) è f(~i,~j).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f ′(~x, ~y) = (~p, [~x~y]) ÿâëÿåòñÿ
áèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé. Ïóñòü px, py, pz � êîîðäèíàòû
âåêòîðà ~p îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà. Òîãäà, òàêæå êàê è ôîðìà
f , ôîðìà f ′ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè

f ′(~j,~k) = (~p, [~j,~k]) = (~p,~i) = px,

f ′(~k,~i) = (~p, [~k,~i]) = (~p,~j) = py,

f ′(~i,~j) = (~p, [~i,~j]) = (~p,~k) = pz.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 19, ôîðìà f ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé f ′ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà f(~j,~k) = px, f(~k,~i) = py è f(~i,~j) = pz. Òàêèì îá-
ðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð ~p, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
òåîðåìû.

Çàìåòèì äëÿ áóäóùåãî èñïîëüçîâàíèÿ, ÷òî, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå,
âåêòîð ~p òåîðåìû 21 èìååò êîîðäèíàòû px = f(~j,~k), py = f(~k,~i) è pz =

f(~i,~j).

3.6. Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ è òåîðåìà Ñòîêñà
Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå M0. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êåM0, ò.å. ëèíåéíûé îïåðàòîð P èç îïðå-
äåëåíèÿ 14 äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå M0. Îïðåäå-
ëèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ f = f(~x, ~y) âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ ~x è ~y ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

f(~x, ~y) = (P (~x), ~y)− (P (~y), ~x).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f(~y, ~x) = −f(~x, ~y). Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(~x, ~y)
ëèíåéíà ïî ïåðâîìó ïåðåìåííîìó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
~x1, ~x2, ~y è ÷èñåë α1, α2, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è
ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà P , ìû ïîëó÷àåì

f(α1~x1 + α2~x2, ~y) = (P (α1~x1 + α2~x2), ~y)− (P (~y), α1~x1 + α2~x2) =

(α1P (~x1) + α2P (~x2), ~y)− α1(P (~y), ~x1)− α2(P (~y), ~x2) = α1(P (~x1), ~y)+

α2(P (~x2), ~y)− α1(P (~y), ~x1)− α2(P (~y), ~x2) = α1 ((P (~x1), ~y)− (P (~y), ~x1)) +

α2 ((P (~x2), ~y)− (P (~y), ~x2)) = α1f(~x1, ~y) + α2f(~x2, ~y).
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Òîãäà èç äîêàçàííîé ëèíåéíîñòè f ïî ïåðâîìó ïåðåìåííîìó è ðàâåíñòâà
f(~y, ~x) = −f(~x, ~y) âûòåêàåò ëèíåéíîñòü f ïî âòîðîìó ïåðåìåííîìó. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî f � áèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 21, ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé âåê-
òîð ~p, ÷òî

(P (~x), ~y)− (P (~y), ~x) = (~p , ~x , ~y). (3.19)
Îïðåäåëåíèå 21. Âåêòîð ~p, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé óñëîâèåì (3.19),
íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â òî÷êå M0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç rot~a(M0).

Äàííîå îïðåäåëåíèå ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷èñòî ôîðìàëüíî. Îä-
íàêî îíî îáëàäàåò áîëüøèì ïðåèìóùåñòâîì � îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äàëåå ìû âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà.

Ïðåæäå âñåãî ìû íàéäåì âûðàæåíèå ðîòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ (ìû áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áàçèñ ~i,~j,~k � ïîëîæèòåëüíûé).
Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.8) è ñìûñëà ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ìû èìååì ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ P (~i), P (~j) è P (~k) îòíîñèòåëüíî áàçèñà ~i,~j,~k: P (~i)(∂ax

∂x
, ∂ay

∂x
, ∂az

∂x
),

P (~j)(∂ax

∂y
, ∂ay

∂y
, ∂az

∂y
) è P (~k)(∂ax

∂z
, ∂ay

∂z
, ∂az

∂z
).

Òîãäà, ââèäó çàìå÷àíèÿ ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 21, ìû èìååì
äëÿ êîîðäèíàò ðîòîðà ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

(rot~a)x =(P (~j), ~k)− (P (~k),~j) =
∂az

∂y
− ∂ay

∂z
,

(rot~a)y =(P (~k),~i)− (P (~i), ~k) =
∂ax

∂z
− ∂az

∂x
,

(rot~a)z =(P (~i),~j)− (P (~j),~i) =
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ðîòîðà â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ.

rot~a =

(
∂az

∂y
− ∂ay

∂z

)
~i+

(
∂ax

∂z
− ∂az

∂x

)
~j +

(
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)
~k. (3.20)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.20) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
îäíîâðåìåííûõ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò x, y, z è áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ~i, ~j, ~k.

Òåïåðü ìû äîêàæåì ôîðìóëó
rot~a = [∇,~a], (3.21)

âûðàæàþùóþ ðîòîð ÷åðåç îïåðàòîð ∇. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåãêî
ïðîâåðÿåìûå ðàâåíñòâà

[~i,~a] = ay
~k − az

~j, [~j,~a] = az
~i− ax

~k, [~k,~a] = ax
~j − ay

~i,
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ñîãëàñíî (3.13), ìû ïîëó÷àåì

[∇,~a] =~i
∂

∂x
[~i,~a] +~j

∂

∂y
[~j,~a] + ~k

∂

∂z
[~k,~a] =(

∂az

∂y
− ∂ay

∂z

)
~i+

(
∂ax

∂z
− ∂az

∂x

)
~j +

(
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)
~k = rot~a.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.21) è èçâåñòíóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ìû ìîæåì ôîðìàëüíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

rot~a =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax ay az

∣∣∣∣∣∣ ,
êîòîðàÿ ëåãêî çàïîìèíàåòñÿ è êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò, ðàçëàãàÿ ôîðìàëüíî
äàííûé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
ðîòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Òåîðåìà 22 (Ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ðîòîðà). Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

~a, ~b è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) rot(~a+~b) = rot~a+ rot~b;

2) rot(ϕ~a) = [gradϕ,~a] + ϕ rot~a

Â ÷àñòíîñòè, rot(c~a) = c rot~a, ãäå c = const;

3) rotgradϕ = ~0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.21), ìû ïîëó÷àåì
rot(~a+~b) = [∇, (~a+~b)] = [∇,~a] + [∇, (~b] = rot~a+ rot~b.

2). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.21) è (3.14), ìû ïîëó÷àåì
rot(ϕ~a) = [∇, (ϕ~a)] = [∇, (ϕ~ac)] + [∇, (ϕc~a)] =

[(∇ϕ),~ac] + ϕ[∇,~a] = [gradϕ,~a] + ϕ rot~a.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ = c, òî, òàê êàê grad c = ~0, ìû èìååì rot(c~a) =
c rot~a.

3). Ïðîâîäèì âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.4) è (3.20),

rotgradϕ =

(
∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y

)
~i+(
∂2ϕ

∂z∂x
− ∂2ϕ

∂x∂z

)
~j +

(
∂2ϕ

∂x∂y
− ∂2ϕ

∂y∂x

)
~k = ~0.
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Ïðèâåäåì òàêæå íåñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ôîðìóëû
(2.4) è (3.20),

rotgradϕ = [∇,gradϕ] = [∇, (∇ϕ)] = [∇,∇]ϕ = ~0.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âåêòîðíîå òîæäåñòâî [~p, ~p ] = ~0 è ïîäñòàâèëè
∇ âìåñòî ~p. Îäíàêî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ∇, ýòî ìîæíî äåëàòü òîëüêî
äëÿ ôóíêöèé ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ~p, ÷òî íå èìååò ìåñòî â äàííîì
ñëó÷àå.

3.7. Ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîãî ïîëÿ,
öèðêóëÿöèÿ è òåîðåìà Ñòîêñà

Ïóñòü ~a � âåêòîðíîå ïîëå, γ � íåêîòîðàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ â îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ~a. Èíòåãðàë ∫

γ

(~a, d~r)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êðè-
âîé γ. Âûðàæàÿ ýòîò èíòåãðàë â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ìû ïîëó÷àåì∫

γ

(~a, d~r) =

∫
γ

axd x+ ay dy + az dz. (3.22)

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êðèâîé
γ ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà âäîëü γ, çàïèñàí-
íûì â âåêòîðíîé ôîðìå. Â ñëó÷àå, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé,
ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ öèð-
êóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êðèâîé γ.

Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîãî ïîëÿ
~a âäîëü êðèâîé γ â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ ñèëîâûì
ïîëåì.

Ïóñòü γ =
^

BC, ãäå B � íà÷àëüíàÿ, à C � êîíå÷íàÿ òî÷êà êðèâîé γ. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû, ïðîèçâåäåííîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êîé M ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè B â òî÷êó B. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì
êðèâóþ ^

BC íà n ÷àñòåé òî÷êàìè B = M0,M1, . . . ,Mn = C è ïîëîæèì
γi =

^

Mi−1Mi. Âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî ðàáîòó Ai òî÷êè M âäîëü êðèâîé
γi, çàìåíÿÿ êðèâóþ γi íàïðàâëåííûì îòðåçêîì −−−−−→Mi−1Mi è ñ÷èòàÿ âåêòîð-
íîå ïîëå íà γi ïîñòîÿííûì è ðàâíûì ~a(Ni), ãäå Ni � íåêîòîðàÿ òî÷êà
êðèâîé γi. Òîãäà äëÿ ðàáîòû Ai òî÷êè M âäîëü êðèâîé γi è äëÿ ðàáî-
òû A òî÷êè M âäîëü êðèâîé γ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå
ôîðìóëû:

Ai u (~a(Ni),
−−−−−→
Mi−1Mi),
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A =
n∑

i=1

Ai u
n∑

i=1

(~a(Ni),
−−−−−→
Mi−1Mi).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ðàáîòû A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A = lim
λ→0

n∑
i=1

(~a(Ni),
−−−−−→
Mi−1Mi) =

lim
λ→0

n∑
i=1

(ax(Ni)∆xi + ay(Ni)∆yi + az(Ni)∆zi)

ãäå λ � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ êðèâîé γ òî÷êàìè Mi è ∆xi, ∆yi, ∆zi �
êîîðäèíàòû âåêòîðà −−−−−→Mi−1Mi. Îäíàêî, ââèäó (3.22) è êàê èçâåñòíî èç
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ýòîò ïðåäåë ðàâåí êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó∫

γ
(~a, d~r), ò.å. ëèíåéíîìó èíòåãðàëó âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü êðèâîé γ.

Òåîðåìà 23 (Òåîðåìà Ñòîêñà). Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî çà-
ìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü,
îãðàíè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì; ò.å.∮

γ

(~a, d~r) =

∫
σ

(rot~a, ~n)ds,

ãäå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü σ îãðàíè÷åíà êîíòóðîì γ.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå èíòåãðàëû ñóùå-
ñòâóþò, îðèåíòàöèè σ è γ ñîãëàñîâàíû, êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 1.5. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî σ � îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü è
âåêòîðíîå ïîëå ~a äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Ìû èñïîëüçó-
åì îáîçíà÷åíèå èíòåãðàëà ∮ , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èíòåãðàë áåðåòñÿ
ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó Ñòîêñà â ñëó÷àå, êîãäà
ïîâåðõíîñòü σ çàäàíà óðàâíåíèåì ~r = ~r(u, v). Â îáùåì ñëó÷àå åå ìîæíî
ðàçáèòü ïîâåðõíîñòü íà ÷àñòè òàêîãî âèäà è ïðèìåíèòü ýòó òåîðåìó ê
êàæäîé èç íèõ. Òîãäà ïîòîê ðîòîðà ÷åðåç σ áóäåò ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ
ðîòîðà ÷åðåç ýòè ÷àñòè, à ñóììà ïîëó÷åííûõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
áóäåò ðàâíà êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå, òàê êàê èíòåãðàëû
ïî êàæäîé âíóòðåííåé ïåðåãîðîäêå âñòðåòÿòñÿ â äàííîé ñóììå äâàæäû,
ïðè÷åì ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîêðàòÿò-
ñÿ.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, îáëàñòü D îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ôóíê-
öèè ~r(u, v) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè u, v. Ïóñòü ãðàíèöà λ îá-
ëàñòè D îïðåäåëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ u, v óðàâíåíèÿìè u = u(t), v = v(t)
(t ∈ [a, b]), ãäå ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé λ ïðîèñõîäèò
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ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà êîíòóð γ ÿâëÿåòñÿ ãîäîãðàôîì âåêòîðíîé
ôóíêöèè ~r(u(t), v(t)), ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåò-
ðà t ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííûé âûøå îáõîä êîíòóðà γ.

Ïóñòü x(u, v), y(u, v), z(u, v) � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~r(u v). Ñîãëàñíî
âû÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëå äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ, ìû èìååì∮

γ

(~a, d~r) =

∫ b

a

(
ax(u(t) v(t))

(∂x
∂u
u′(t)+

∂x

∂v
v′(t)

)
+ay(u(t) v(t))

(∂y
∂u
u′(t)+

∂y

∂v
v′(t)

)
+ az(u(t) v(t))

(∂z
∂u
u′(t) +

∂z

∂v
v′(t)

))
d t =

∮
λ

(~a, ~ru)du+ (~a, ~ru)dv.

Ïðèìåíèì òåïåðü ê ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ äëÿ ∮
γ
(~a, d~r) ôîðìóëó Ãðè-

íà â ïëîñêîñòè u, v. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì∮
γ

(~a, d~r) =

∫
D

(
∂(~a, ~rv)

∂u
− ∂(~a, ~ru)

∂v

)
=∫

D

((
∂~a

∂u
, ~rv

)
−
(
∂~a

∂v
, ~ru

))
du dv. (3.23)

Ïóñòü ~τ = ~ru/|~ru| è s � äëèíà äóãè êàê ïàðàìåòð íà êîîðäèíàòíîé ëèíèè
u = u, v = const. Òîãäà u = u(s) è, ñîãëàñíî òåîðåìå 14, ìû èìååì

P (~τ) =
d (~a(u(s), v)

d s
=
∂~a

∂u
u′(s).

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî
d~r(u(s), v)

ds
= ~ruu

′(s),

ìû ïîëó÷àåì ∂~a
∂u

= P (~ru) è, àíàëîãè÷íî, ∂~a
∂v

= P (~rv).
Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà â (3.23) è ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå ðîòîðà, ìû

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:∮
γ

(~a, d~r) =

∫
D

(rot~a, [~ru, ~rv])du dv. (3.24)

Òàê êàê [~ru, ~rv] = |[~ru, ~rv]|~n è êîîðäèíàòû A,B,C âåêòîðà [~ru, ~rv] îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

A =

∣∣∣∣ ∂y
∂u

∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣ ∂z
∂u

∂x
∂u

∂y
∂z

∂x
∂v

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ ,
ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (3.24) â âèäå∮

γ

(~a, d~r) =

∫
D

(rot~a, ~n)|[~ru, ~rv]|du dv =

∫
D

(rot~a, ~n)
√
A2 +B2 + C2du dv.
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Îêîí÷àòåëüíî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, ìû ïîëó÷àåì∮

γ

(~a, d~r) =

∫
σ

(rot~a, ~n)ds.

Òåîðåìà Ñòîêñà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðîåêöèþ ðîòîðà rot~a íà ëþáîå
íàïðàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

Ïóñòü M0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà è ~n � ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð.
Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 íåêîòîðóþ îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü σ,
îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì γ, äëÿ êîòîðîé ~n ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì
â òî÷êå M0. Ïóñòü êîíòóð γ, îñòàâàÿñü íà ïîâåðõíîñòè σ, ñòÿãèâàåòñÿ ê
òî÷êå M0. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòå-
ãðàëà ïåðâîãî ðîäà è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç S ïëîùàäü ÷àñòè ïîâåðõíîñòè σ,
îãðàíè÷åííîé ïåðåìåííûì êîíòóðîì γ, ìû ïîëó÷àåì

lim
γ→M0

∮
γ
(~a, d~r)

S
= lim

γ→M0

∫
σ
(rot~a, ~n)ds

S
= lim

M→M0

(rot~a, ~n)(M),

ãäå M � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ÷àñòè ïîâåðõíîñòè σ, îãðàíè÷åí-
íîé ïåðåìåííûì êîíòóðîì γ. Ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òî÷êà
M ñòðåìèòñÿ ê òî÷êåM0, êîãäà êîíòóð γ ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êåM0. Òàê êàê
ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ (rot~a, ~n) íà σ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî,
âû÷èñëÿÿ ïîñëåäíèé ïðåäåë, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

(rot~a, ~n)(M0) = lim
γ→M0

∮
γ
(~a, d~r)

S
. (3.25)

Òàê êàê (rot~a, ~n)(M0) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì îðòîãîíàëüíîé
ïðîåêöèè ðîòîðà íà íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~n, òî ôîðìóëà
(3.25) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ýòî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ ÷åðåç öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå âåêòîðà ~n áàçèñíûå âåêòîðû ~i, ~j è ~k,
ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò ðîòîðà rot~a.

3.8. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïî-
òåíöèàëüíîñòè è ñîëåíîèäàëüíîñòè âåê-
òîðíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 22. Âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â îá-
ëàñòè U , åñëè â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò òàêîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ, ÷òî
â ýòîé îáëàñòè ~a = gradϕ. Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ íàçûâàåòñÿ
ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a.
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Òàê êàê ãðàäèåíò ïîñòîÿííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ, òî ïî-
òåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî, ò.å., åñëè ϕ -
ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a, òî ϕ+ const, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì
~a. Îáû÷íî, ÷òîáû çàôèêñèðîâàòü ïîñòîÿííóþ const, âûáèðàþò íà÷àëü-
íóþ òî÷êó, â êîòîðîé ϕ ðàâíÿåòñÿ íóëþ.

Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èçó÷àåòñÿ ïðîùå, ÷åì âåêòîðíîå ïîëå
îáùåãî âèäà, òàê êàê åãî âñå åãî ñâîéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ
áîëåå ïðîñòîãî îáúåêòà � åãî ïîòåíöèàëà.

Âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 24. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â îáëàñòè U ;

2) rot~a = ~0 â îáëàñòè U ;

3) Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó,
ëåæàùåìó â îáëàñòè U , ðàâíà íóëþ.

4) Ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a âäîëü ïóòè, ëåæàùåìó â
îáëàñòè U , íå çàâèñèò îò ïóòè, à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé
è êîíå÷íîé òî÷êè ýòîãî ïóòè.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå èç óñëîâèé 2), 3) è 4)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ
~a.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1) âûòåêàåò óñëîâèå
2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîðíîå ïîëå ~a ïîòåíöèàëüíî, òî ~a = gradϕ.
Òîãäà, ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó èç òåîðåìû 22,

rot~a = rot gradϕ = ~0.

Òî, ÷òî èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò óñëîâèå 3), ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ñòîêñà: ∮

γ
(~a, d~r) =

∫ ∫
σ
(rot~a, ~n) ds.

Ïîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò óñëîâèå 4). Ïóñòü γ1 è γ2 äâå
êðèâûå, ëåæàùàÿ â îáëàñòè U è ñîåäèíÿþùèå òî÷êó A ñ òî÷êîé B. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç −γ2 êðèâóþ, ïîëó÷åííóþ èç γ2 çàìåíîé îðèåíòàöèè íà ïðî-
òèâîïîëîæíóþ, è ÷åðåç γ êðèâóþ, ïîëó÷åííóþ ñîåäèíåíèåì êðèâûõ γ1

è −γ2. ßñíî, ÷òî γ � çàìêíóòûé êîíòóð. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ 3), ìû
èìååì ∮

γ

(~a, d~r) =

∫
γ1

(~a, d~r)−
∫

γ2

(~a, d~r) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ∫
γ1

(~a, d~r) =
∫

γ2
(~a, d~r).



48

Íàêîíåö, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ 4) ñëåäóåò óñëîâèå 1).
Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó O. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ òî÷êà
îáëàñòè U è ~τ � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Ñîåäèíèì òî÷êó O ñ òî÷-
êîé M íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé ^

OM , êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîòîðîé â
òî÷êå M ðàâåí ~τ . Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ â òî÷êå M ðàâåíñòâîì

ϕ(M) =

∫
^

OM

(~a, d~r).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ 4), çíà÷åíèå ϕ(M) íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé ^

OM ,
à çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè M . Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ â îá-
ëàñòè U êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ìû îïóñòèì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ϕ
äèôôåðåíöèðóåìî â îáëàñòè U , òàê êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì
àíàëèçå ïðè èçó÷åíèè èíòåãðèðóåìîñòè ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.

Ïóñòü êðèâàÿ ^

OM ÿâëÿåòñÿ ãîäîãðàôîì âåêòîðíîé ôóíêöèè ~r(s), ãäå
ïàðàìåòð s ÿâëÿåòñÿ äëèíîé äóãè, èçìåðÿåìîé îò òî÷êè O. Òîãäà, âûðà-
æàÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ÷åðåç îïðåäåëåííûé, ìû ïîëó÷àåì

ϕ(~r(s)) =

∫ s

0

(~a(r(s))~r′(s)d s.

Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ 12, ìû ïîëó÷àåì

∂ϕ

∂~τ

(
M
)

=
d

d s

∫ s

0

(~a(r(s))~r′(s)d s
(
s0

)
= (~a(M), ~τ),

ãäå s0 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s0 òî÷êè M . Ñîãëàñíî òåîðåìå 12, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî gradϕ(M) = ~a(M).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ~a íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â îáëà-
ñòè U , åñëè â ýòîé îáëàñòè div ~a = 0.
Òåîðåìà 25. Âåêòîðíîå ïîëå ~a ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì â îáëàñòè U
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò òàêîå âåê-
òîðíîå ïîëå ~b, ÷òî ~a = rot~b.

Âåêòîðíîå ïîëå ~b èç òåîðåìû 25 èíîãäà íàçûâàþò âåêòîðíûì ïîòåí-
öèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a ñîëåíîèäàëüíî â îáëàñòè U .
Ìû äîëæíû íàéòè òàêîå âåêòîðíîå ïîëå ~b, ÷òî ~a = rot~b. Ñîãëàñíî ôîð-
ìóëàì (3.9) è (3.20) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

∂bz
∂y

− ∂by
∂z

= ax,
∂bx
∂z

− ∂bz
∂x

= ay,
∂by
∂x

− ∂bx
∂y

= az.
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Ìû áóäåì èñêàòü âåêòîðíîå ïîëå ~b, äëÿ êîòîðîãî bz = 0. Òîãäà äàííûå
óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∂by
∂z

= −ax,
∂bx
∂z

= ay,
∂by
∂x

− ∂bx
∂y

= az. (3.26)
Âûáðàâ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå z = z0 è ïðîèíòåãðèðîâàâ äâà ïåðâûõ óðàâ-
íåíèÿ îò z0 äî z, ìû ïîëó÷àåì

bx(x, y, z) = bx(x, y, z0) +

∫ z

z0

ay(x, y, z) dz,

by(x, y, z) = by(x, y, z0)−
∫ z

z0

ax(x, y, z) dz,

ãäå â êà÷åñòâå bx(x, y, z0) è by(x, y, z0) ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûå ôóíê-
öèè ïåðåìåííûõ x è y. Ïîäñòàâèâ äàííûå çíà÷åíèÿ bx(x, y, z) è by(x, y, z)
â ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (3.26) è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ èíòåãðàëû ïî x
b y êàê ïàðàìåòðàì , ìû ïîëó÷àåì

−
∫ z

z0

(
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y

)
dz +

∂by(x, y, 0)

∂x
− ∂bx(x, y, 0)

∂y
= az.

Òàê êàê âåêòîðíîå ïîëå ~a ñîëåíîèäàëüíî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.9), ìû
èìååì

∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
= −∂az

∂z
.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå â âèäå
az(x, y, 0) +

∂by(x, y, 0)

∂x
− ∂bx(x, y, 0)

∂y
= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü bx(x, y, z0) è by(x, y, z0) òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû äàííîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿëîñü. Äåéñòâèòåëüíî, îíî óäîâëåòâîðÿ-
åòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî âûáîðà bx(x, y, z0) è by(x, y, z0)

by(x, y, z0) = 0 è b(x, y, z0) =

∫
az(x, y, 0) dy.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè bx, by è bz ïå-
ðåìåííûõ x, y, z, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.26), ò.å. âåêòîð-
íîå ïîëå ~b ñ êîîðäèíàòàìè bz, by, bz, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
~a = rot~b.

Ïóñòü óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî. Âû÷èñëèì div ~a = div rot~b â êî-
îðäèíàòàõ. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.9) è (3.20), ìû ïîëó÷àåì

div ~a =
∂

∂x

(
∂bz
∂y

− ∂by
∂z

)
+

∂

∂y

(
∂bx
∂z

− ∂bz
∂x

)
+

∂

∂z

(
∂by
∂x

− ∂bx
∂y

)
=

∂2bz
∂x∂y

− ∂2by
∂x∂z

+
∂2bx
∂y∂z

− ∂2bz
∂y∂x

+
∂2by
∂z∂x

− ∂2bx
∂z∂y

= 0.
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3.9. Äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ è ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Òåïåðü ìû âûâåäåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ôîðìóë.
Òåîðåìà 26. Ïóñòü ~a è ~b � âåêòîðíûå ïîëÿ. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ôîðìóëû:

1) div [~a,~b] = (~b, rot~a)− (~a, rot~b);

2) rot [~a,~b] = ~a div ~b−~b div ~a+ (~b,∇)~a− (~a,∇)~b;

3) grad (~a,~b) = (~a, rot~b) + (~b, rot~a) + (~a,∇)~b+ (~b,∇)~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.17), (3.21), ïðàâèëàìè
äåéñòâèÿ ñ ∇ è ñâîéñòâàìè ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

div [~a,~b] = (∇, [~a,~b]) = (∇, ~a, ~b) + (∇, ~a, ~bc) + (∇, ~ac, ~b) = (~b, ∇, ~a)−
(~a, ∇, ~b) = (~b, [∇, ~a])− (~a, [∇, ~b]) = (~b, rot~a)− (~a, rot~b).

2) Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.17), (3.21), ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ ñ ∇ è
ñâîéñòâàìè äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

rot [~a,~b] = [∇, [~a,~b]] = [∇, [~a,~bc]] + [∇, [~a,~bc]] = (~b,∇)~a−~b(∇,~a)+
~a(∇,~b)− (~a,∇)~b = ~a div ~b−~b div ~a+ (~b,∇)~a− (~a,∇)~b.

3) Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

~p (~a,~b) = [~b, [~p,~a]] + (~b, ~p)~a. (3.27)
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.14) è (3.21), ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ ñ ∇ è ôîðìó-
ëîé (3.27), ïîëó÷àåì

grad (~a,~b) = ∇ (~a,~b) = ∇ (~a,~bc) +∇ (~ac,~b) = [~b, [∇,~a]] + (~b,∇)~a+

[~a, [∇,~b]] + (~a,∇)~b = (~a, rot~b) + (~b, rot~a) + (~a,∇)~b+ (~b,∇)~a.

Òåïåðü âûÿñíèì ñìûñë ñëàãàåìûõ âèäà (~a,∇)~b â òåîðåìå 26. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîëîæèâ ~a = |~a|~a0, ãäå ~a0 - åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ~a è
âûðàæåíèåì ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ ÷åðåç ∇ , ìû
ïîëó÷àåì

(~a,∇)~b = |~a|(~a0,∇)~b = |~a| ∂
~b

∂~a0
.



51

3.10. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî
ïîðÿäêà

Ìû áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà âçÿòèå ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èëè âçÿòèå ëèáî äèâåðãåíöèè, ëèáî
ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà.

Ïî îïðåäåëåíèþ ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè
âòîðîãî ïîðÿäêà: div gradϕ, rot gradϕ, grad divã, div rot~a è rot rot~a.
Èç íèõ äâå îïåðàöèè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ: rot gradϕ = ~0 ñîãëàñíî
òåîðåìå 22 è div rot~a = 0 ñîãëàñíî òåîðåìå 25.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà div gradϕ íàçûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà (èëè ëàïëàñèàíîì) è îáîçíà÷àåòñÿ ∆ϕ. Âûðàçèì
îïåðàòîð Ëàïëàñà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ è ÷åðåç îïåðàòîð Ãàìèëü-
òîíà ∇. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (2.4) è (3.9), ìû ïîëó÷àåì

∆ϕ =
∂2ϕ

∂x2
=
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (3.14) è (3.17), ìû ïîëó÷àåì
∆ϕ = (∇,∇ϕ) = (∇,∇)ϕ = ∇2ϕ.

Âûðàçèì îñòàâøèåñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà ÷å-
ðåç îïåðàòîð ∇, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.17) è (3.21),

grad divã = ∇(∇,~a),

rot rot~a = [∇, [∇,~a]].

3.11. Âûðàæåíèå äèâåðãåíöèè è ðîòîðà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëè-
íåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü çàäàíà îðòîãîíàëüíàÿ êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ êîîð-
äèíàòàìè u, v, w. Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 1.6), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â êàæ-
äîé òî÷êå îáëàñòè çàäàíèÿ êîîðäèíàò èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ ~eu, ~ev, ~ew è êîýôôèöèåíòû Ëàìå Hu, Hv, Hw. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü áàçèñ
~eu, ~ev, ~ew ïîëîæèòåëüíûì, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ

[~eu, ~ev] = ~ew, [~ev, ~ew] = ~eu, [~ew, ~eu] = ~ev. (3.28)



52

Çàìåòèì, ÷òî, âçÿâ îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ çà íà÷àëüíîå, ìû ïîëó÷èì
îñòàëüíûå äâà öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ u, v, w.

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ~a çàäàíî â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ò.å.
~a = au~eu + av~ev + aw~ew.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 19 è 22, ìû ïîëó÷àåì
div ~a = (grad au, ~eu) + au div ~eu + (grad av, ~ev) + av div ~ev+

(grad aw, ~ew) + aw div ~ew, (3.29)

rot~a = [grad au, ~eu] + aurot~eu + [grad av, ~ev] + avrot~ev+

[grad aw, ~ew] + awrot~ew. (3.30)
Òàê êàê ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ãðàäèåíòû êîìïîíåíò au, av, aw,ìîæíî
íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.5), íàì íóæíî íàéòè äèâåðãåíöèè è ðîòîðû
áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ~eu, ~ev, ~ew. Íà÷íåì ñ îòûñêàíèÿ ðîòîðîâ ýòèõ
ïîëåé.

Âîçüìåì, íàïðèìåð, ~eu. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.5), ìû èìååì ~eu =
Hugradu. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 22, ìû ïîëó÷àåì

rot~eu = rot (Hugradu) = [gradHu,gradu]+

Hurot gradu = [gradHu,gradu].

Ïðèìåíÿÿ ñíîâà ôîðìóëó (2.5), ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

rot~eu =
1

Hu

[gradHu, ~eu]. (3.31)

Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

rot~ev =
1

Hv

[gradHv, ~ev], rot~ew =
1

Hw

[gradHw, ~ew]. (3.32)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.5), ïîñëåäíåé èç ôîðìóë (3.28) è ôîðìóëàì (3.31)
è (3.32), ìû ïîëó÷àåì

div ~eu = div [~ev, ~ew] = ~ewrot ev − ~evrot~ew =
1

Hv

(gradHv~ev~ew)−

1

Hw

(gradHv~ew~ev) =
1

HvHu

∂Hv

∂u
+

1

HwHu

∂Hw

∂u
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

div ~eu =
1

HuHvHw

∂(HvHw)

∂u
.
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Ýòî ðàâåíñòâî è ôîðìóëà (2.5) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(~eu,grad au) + au div ~eu =
1

Hu

∂au

∂u
+

au

HuHvHw

∂(HvHw)

∂u
=

1

HuHvHw

∂(auHvHw)

∂u
. (3.33)

Ïåðåñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå öèêëè÷åñêè èíäåêñû u, v è w, ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

(~ev,grad av) + av div ~ev =
1

HuHvHw

∂(avHuHw)

∂v
, (3.34)

(~ew,grad aw) + aw div ~ew =
1

HuHvHw

∂(awHuHv)

∂w
. (3.35)

Çàìåíÿÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3.33), (3.34) è (3.35) ïàðû ñëàãàåìûõ â ôîð-
ìóëå (3.29), ìû, íàêîíåö, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

div~a =
1

HuHvHw

(
∂(auHvHw)

∂u
+
∂(avHuHw)

∂v
+
∂(awHuHv)

∂w

)
. (3.36)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñóììó:
[grad au, ~eu] + aurot~eu.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.31), ìû ïîëó÷àåì

[grad au, ~eu] + aurot~eu = [grad au, ~eu] +
au

Hu

[gradHu, ~eu] =

[grad au +
au

Hu

~eu] =
1

Hu

[grad (auHu), ~eu]. (3.37)

Öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû u, v è w, ïîëó÷àåì

[grad av, ~ev] + avrot~ev =
1

Hv

[grad (avHu), ~ev], (3.38)

[grad aw, ~ew] + awrot~ew =
1

Hw

[grad (awHw), ~ew]. (3.39)
Çàìåíÿÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3.37), (3.38) è (3.39) ïàðû ñëàãàåìûõ â
ôîðìóëå (3.30), ìû ïîëó÷àåì

rot~a =
1

Hu

[grad (auHu), ~eu]+

1

Hv

[grad (avHu), ~ev] +
1

Hw

[grad (awHw), ~ew].
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Ó÷èòûâàÿ (3.28) è îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñà ~eu, ~ev, ~ew, ìû ìîæåì âû-
÷èñëèòü ïåðâóþ êîîðäèíàòó (rot~a)u âåêòîðíîãî ïîëÿ rot~a ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(rot~a)u = (rot~a,~eu) =
1

Hv

(grad (avHu), ~ev, ~eu)+

1

Hw

(grad (awHw), ~ew, ~eu) = − 1

Hv

(~ew,grad (avHv))+

1

Hw

(~ev,grad (awHw)) =
1

HvHw

(
∂(awHw)

∂v
− ∂(avHv)

∂w

)
.

(3.40)

Öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû u, v è w, ïîëó÷àåì îñòàëüíûå êîîðäè-
íàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ rot~a

(rot~a)v =
1

HwHu

(
∂(auHu)

∂w
− ∂(awHw)

∂u

)
, (3.41)

(rot~a)w =
1

HuHv

(
∂(avHv)

∂u
− ∂(auHu)

∂v

)
, (3.42)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.40), (3.41) è (3.42), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ðîòîðà â êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîð-
äèíàòàõ:

rot~a =
1

HvHw

(
∂(awHw)

∂v
− ∂(avHv)

∂w

)
~eu+

1

HwHu

(
∂(auHu)

∂w
− ∂(awHw)

∂u

)
~ev+

1

HuHv

(
∂(avHv)

∂u
− ∂(auHu)

∂v

)
~ew. (3.43)

Â ÷àñòíîñòè, íàïèøåì ýòè ôîðìóëû äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàò. Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 1.6), ÷òî äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàò ρ, ϕ, z, Hρ = 1, Hϕ = ρ è Hz = 1, à äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
r, θ, ϕ � Hr = 1, Hθ = r è Hϕ = r sin θ. Ïîýòîìó ôîðìóëû (3.36) è (3.43) â
ýòîì ñëó÷àå ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

div~a =
1

ρ

(
∂(ρaρ)

∂ρ
+
∂(aϕ)

∂ϕ
+
∂(ρaz)

∂z

)
,

div~a =
1

r2 sin θ

(
∂(r2 sin θar)

∂r
+
∂(r sin θaθ)

∂θ
+
∂(raϕ)

∂ϕ

)
,

rot~a =
1

ρ

(
∂(az)

∂ϕ
− ∂(ρaϕ)

∂z

)
~eρ+(

∂(aρ)

∂z
− ∂(az)

∂ρ

)
~eϕ +

1

ρ

(
∂(ρaϕ)

∂ρ
− ∂(aρ)

∂ϕ

)
~ez,
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rot~a =
1

r sin θ

(
∂(sin θaϕ)

∂θ
− ∂(ρaθ)

∂ϕ

)
~er+

1

r sin θ

(
∂(ar)

∂ϕ
− ∂(r sin θaϕ)

∂r

)
~eθ +

1

r

(
∂(raθ)

∂r
− ∂(ar)

∂θ

)
~eϕ.





Ãëàâà 4.

Ýëåìåíòû òåíçîðíîãî àíàëèçà

Ïîñêîëüêó ñòóäåíòû âòîðîãî êóðñà çíàêîìû òîëüêî ñ íüþòîíîâîé ìî-
äåëüþ ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ñ òðåõìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, íà-
øè âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåíçîðíîãî àíàëèçà âåñüìà îãðàíè÷åíû.
Òåì íå ìåíåå ãëàâå ìû îïðåäåëèì òåíçîðû â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå, ïðèâåäåì èõ ïðèìåðû è ââåäåì îñíîâíûå îïåðàöèè íàä
òåíçîðàìè. Ïîëå òåíçîðà áóäåò îïðåäåëåíî òîëüêî â òðåõìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå.

4.1. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà è ïðèìåðû òåíçî-
ðîâ

Ïóñòü L � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû äàëåå
âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ðàçäåëà 3.1. Ðàññìîòðèì äâà áàçèñà (ei)
(i = 1, . . . , n) è (ei′) (i′ = 1′, . . . , n′) ïðîñòðàíñòâà L. Íàïèøåì ðàçëîæåíèÿ
ïåðâîãî áàçèñà ïî âòîðîìó è âòîðîãî áàçèñà ïî ïåðâîìó:

ei =
n′∑

i′=1′

Ai′

i ei′ , ei′ =
n∑

i=1

Ai
i′ei. (4.1)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: åñëè â
íåêîòîðîì âûðàæåíèè èìåþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ èíäåêñà, îäèí èç êîòî-
ðûõ ñòîèò ââåðõó, à äðóãîé âíèçó, òî ïî ýòèì èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì ýòîãî èíäåêñà, äàæå åñëè ýòî ñóììè-
ðîâàíèå è íå óêàçàíî ñïåöèàëüíî. Ïîýòîìó, ÷òîáû íå áûëî ïóòàíèöû,
â âûðàæåíèè íå ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ îäèíàêîâûõ èíäåêñîâ, à åñëè
èõ òî÷íî äâà, òî îíè íå ìîãóò ñòîÿòü îäíîâðåìåííî ââåðõó èëè âíèçó.
Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (4.1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

ei = Ai′

i ei′ , ei′ = Ai
i′ei. (4.2)
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Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöû (Ai′
i ) è (Ai

i′) âçàèìíî îáðàòíû, ò.å. Ai′
i A

i
j′ = δi′

j′ .
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îáúåêòû, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû

ðàíåå, à èìåííî, âåêòîðû, ëèíåéíûå îïåðàòîðû è p-ëèíåéíûå ôîðìû ðå-
àëüíî ìîãóò áûòü çàäàíû íåêîòîðûì íàáîðîì ÷èñåë, çàâèñÿùèì îò âûáî-
ðà áàçèñà. Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ýòè ÷èñëà ïðè çàìåíå áàçèñà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. Âåêòîð x ∈ L çàäàåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîìïîíåíò (xi) îòíîñèòåëüíî

áàçèñà (ei), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì x = xiei. Èñïîëüçóÿ (4.2),
íàéäåì åãî êîìïîíåíòû (xi′) îòíîñèòåëüíî áàçèñà (ei′): x = xiei = xiAi′

i ei′ .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

xi′ = Ai′

i x
i. (4.3)

2. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 3.1, ëèíåéíûé îïåðàòîð f : L → L îïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì ñâîåé ìàòðèöû (ai

j) îòíîñèòåëüíî áàçèñà (ei), êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì f(ej) = ai

jei. Êðîìå òîãî, ïðè çàìåíå áàçèñà ýëåìåíòû
ýòîé ìàòðèöû, ñîãëàñíî (3.5), ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai′

j′ = Ai′

i A
j
j′a

i
j. (4.4)

3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 20, p-ëèíåéíàÿ ôîðìà f(x1, . . . , xp) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íàáîðà ÷èñåë fi1...ip = f(ei1 , . . . , eip), çàâèñÿùèõ îò
âûáîðà áàçèñà (ei). Âûÿñíèì, êàê ýòè ÷èñëà ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè çàìåíå
áàçèñà.

fi1′ ...ip′
= f(ei′1

, . . . , ei′p) = f(Ai1
i′1
ei1 , . . . , A

ip
i′p
ei′p) =

Ai1
i′1
. . . A

ip
i′p
f(ei1 , . . . , eip) = Ai1

i′1
. . . A

ip
i′p
fi1...ip ,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ïîñëåäîâàòåëüíî ëèíåéíîñòü ôîðìû f ïî âñåì åå
àðãóìåíòàì x1, . . . , xp. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ÷èñåë fi1...ip ïðåîáðàçóåòñÿ
ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

fi1′ ...ip′
= Ai1

i′1
. . . A

ip
i′p
fi1...ip . (4.5)

Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî c ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîÿí-
íóþ ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà L c çàêîíîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ: c′ = c. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ñêàëÿ-
ðîì.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå âûøå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
íà ìíîæåñòâå áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà L, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåêîòîðîìó
çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè çàìåíå áàçèñà. Òåïåðü ìû äàäèì îáùåå îïðå-
äåëåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå ðàññìîòðåííûå âûøå îáúåêòû.
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Îïðåäåëåíèå 23. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí òåíçîð T òèïà (p, q) (p, q ≥ 0)
íà n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L, åñëè êàæäîìó áàçèñó (ei) ïðî-

ñòðàíñòâà L ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íàáîð np+q ÷èñåë T
i1...ip
j1...jq

, çàäàí-
íûõ äëÿ ëþáûõ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, . . . , n, êîòîðûå ïðè çàìåíå áàçèñà
(ei) áàçèñîì (ei′) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T
i′1...i′p
j′1...j′q

= A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q
T

i1...ip
j1...jq

. (4.6)

Èíäåêñèðîâàííûå ÷èñëà T
i1...ip
j1...jq

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà T
îòíîñèòåëüíî áàçèñà (ei).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà çàâèñÿò
îò òèïà òåíçîðà.

Ñðàâíèì ýòî îáùåå îïðåäåëåíèå ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ïðèìåðàìè.
Âñå óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.3), (4.4), (4.5) è óðàâíåíèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñêàëÿðà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò òåíçîðà èç îïðåäåëåíèÿ 23 äëÿ ðàçëè÷íûõ âûáîðîâ p è q. Ïðè-
ìåð 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (1, 0). Ïðèìåð 2
ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð ìîæíî ñ÷èòàòü òåíçîðîì òèïà (1, 1).
Ïðèìåð 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî p-ëèíåéíàÿ ôîðìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
òåíçîð òèïà (0, p). Íàêîíåö, ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 0).

Ââåäåì òåïåðü íåñêîëüêî îïåðàöèé, ïðîèçâîäèìûõ íàä òåíçîðàìè.
1. Ñëîæåíèå òåíçîðîâ.
Ïóñòü P = (P

i1...ip
j1...jq

) è Q = (Q
i1...ip
j1...jq

) � äâà òåíçîðà îäíîãî òèïà (p, q).
Îïðåäåëèì èõ ñóììó P +Q ðàâåíñòâîì

(P +Q)
i1...ip
j1...jq

= P
i1...ip
j1...jq

+Q
i1...ip
j1...jq

,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû (P+Q)
i1...ip
j1...jq

âåëè÷èíû P+Q îòíîñèòåëü-
íî áàçèñà (ei). Ïîêàæåì, ÷òî P +Q ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (p, q), ò.å. ýòè
êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (4.6). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ P è Q, ïîëó÷àåì

(P +Q)
i′1...i′p
j′1...j′q

= P
i′1...i′p
j′1...j′q

+Q
i′1...i′p
j′1...j′q

=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q
P

i1...ip
j1...jq

+ A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q
Q

i1...ip
j1...jq

=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q

(
P

i1...ip
j1...jq

+Q
i1...ip
j1...jq

)
=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q
(P +Q)

i1...ip
j1...jq

.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ òåíçîðîâ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñò-
íûõ ñëó÷àåâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ñêàëÿðîâ, âåêòîðîâ, ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ è p-ëèíåéíûõ ôîðì.
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2. Óìíîæåíèå òåíçîðîâ.
Ïóñòü P = (P

i1...ip
j1...jq

) � òåíçîð òèïà (p, q) è Q = (Qi1...ir
j1...js

) � òåíçîð òèïà
(r, s). Îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå) P ·Q ðàâåí-
ñòâîì

(P ·Q)
i1...ip+r

j1...jq+s
= P

i1...ip
j1...jq

Q
ip+1...ip+r

jq+1...jq+s
,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû (P ·Q)
i1...ipr
j1...jq+s

âåëè÷èíû P ·Q îòíîñèòåëü-
íî áàçèñà (ei). Ïîêàæåì, ÷òî P ·Q ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (p+ r, q + s),
ò.å. ýòè êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (4.6). Äåéñòâèòåëüíî, èñ-
ïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ P è Q, ïîëó÷àåì

(P ·Q)
i′1...i′p+r

j′1...j′q+s
= P

i′1...i′p
j′1...j′q

Q
i′p+1...i′p+r

j′q+1...j′q+s
=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p

ip
Aj1

j′1
· · ·Ajq

j′q
P

i1...ip
j1...jq

A
i′p+1

ip+1
· · ·Ai′p+r

ip+r
A

jq+1

j′q+1
· · ·Ajq+s

j′q+s
Q

ip+1...ip+r

jq+1...jq+s
=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p+r

ip+r
Aj1

j′1
· · ·Ajq+s

j′q+s
P

i1...ip
j1...jq

Q
ip+1...ip+r

jq+1...jq+s
=

A
i′1
i1
· · ·Ai′p+r

ip+r
Aj1

j′1
· · ·Ajq+s

j′q+s
(P ·Q)

i1...ip+r

j1...jq+s
.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷èñåë, óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà âåê-
òîð, óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà ëèíåéíûé îïåðàòîð è óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà p-
ôîðìó.

3. Ñâåðòûâàíèå (ñâåðòêà) òåíçîðà.
Ïóñòü P = (P

i1...ip
j1...jq

) � òåíçîð òèïà (p, q) è p, q > 0. Âûáåðåì öåëûå
÷èñëà r, s òàêèå, ÷òî 1 ≤ r ≤ p è 1 ≤ s ≤ q. Îïðåäåëèì ñâåðòêó Sr

sP
òåíçîðà P ðàâåíñòâîì

(Sr
sP )

i1...ip−1

j1...jq−1
= P

i1...ir−1kir...ip−1

j1...js−1kjs...jq−1

êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîìïîíåíòû (Sr
sP )

i1...ip−1

j1...jq−1
âåëè÷èíû Sr

sP îòíîñèòåëü-
íî áàçèñà (ei). Ïîêàæåì, ÷òî Sr

sP ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (p− 1, q − 1).
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîãäà s = p
è r = q. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà P , ïî-
ëó÷àåì

(Sp
qP )

i′1...i′p−1

j′1...j′q−1
= P

i′1...i′p−1k′

j′1...j′q−1k′ = A
i′1
i1
· · ·Ai′p−1

ip−1
Ak′

k A
j1
j′1
· · ·Ajq−1

j′q−1
Al

k′P
i1...ip−1k
j1...jq−1l .

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî Al
k′A

k′

k = δl
k è ñóììèðóÿ ïî l, ìû ïîëó÷àåì

(Sp
qP )

i′1...i′p−1

j′1...j′q−1
= A

i′1
i1
· · ·Ai′p−1

ip−1
Aj1

j′1
· · ·Ajq−1

j′q−1
P

i1...ip−1k
j1...jq−1k =

A
i′1
i1
· · ·Ai′p−1

ip−1
Aj1

j′1
· · ·Ajq−1

j′q−1
(Sp

qP )
i1...ip−1

j1...jq−1
,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ñâåðòêè ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó

f = (ai
j), ìû ïîëó÷àåì ñëåä îïåðàòîðà f , êîòîðûé, ÿâëÿÿñü ñêàëÿðîì, íå

çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
Òåïåðü îïðåäåëèì ïîëå òåíçîðà â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî âåêòî-
ðîâ E3 ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 24. Ãîâîðÿò, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà
çàäàíî ïîëå T òåíçîðà òèïà (p, q), åñëè êàæäîé òî÷êå M îáëàñòè U
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð T (M) òèïà (p, q) â ïðîñòðàíñòâå
E3.

Åñëè â îïðåäåëåíèè 24 ïîëîæèòü p = q = 0 ìû ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå
ïîëå, åñëè p = 1 è q = 0, ìû ïîëó÷èì âåêòîðíîå ïîëå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ïîëå òåíçîðà òèïà (p, q) â îáëàñòè U , ìîæíî
âûáðàòü â U íåêîòîðóþ ñèñòåìó êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò u, v, w. Ïóñòü
ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Òîãäà â ëþáîé òî÷êå M
îáëàñòè U îïðåäåëåí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~eu, ~ev, ~ew, è òåíçîð T (M)

çàäàåòñÿ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè T i1...ip
j1...jq

(M) îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà. Â
÷àñòíîñòè, òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì çàäàíèå ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, èñïîëüçîâàííîå
ðàíåå. Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, äëÿ çàäàíèÿ
T (M) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áàçèñîì ~ru, ~rv, ~rw.
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