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Предисловие 

Основу книги составили лекции, которые читаются на фи­

зическом факультете МГУ им. М.В. Ломоносова в теченИе 

ряда лет. В 1987 г. лекции (в несколько другом виде) были 
опубликованы в издательстве "Наука". 

Специальная теория относительности "возникла в ре­

зультате совместных усилий группы великих ис­

следователей - Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна, 

Минковского" (Макс Борн). Г. Лоренц выполнил важ­
нейшие подготовительные работы и "весьма близко по­

дошел к окончательному результату, но не сде­

лал Последнего решающего шага" (В. Паули). Он, 
в частности, открыл преобразования, носящие его имя. 

А. Пуанкаре, опираясь на принцип относительности, ко­
торый он сформулировал для всех физических явлений, 

и работу Лоренца, открыл и сформулировал все то, что 

составляет суть специальной теории относительности. 

А. Эйнштейн шел к теории относительности, исходя из по­

стулатов постоянства скорости света и принципа отно­

сительности. Его подход имеет ограниченный характер. 

Г. Минковский, несколько позже, далее развил подход Пу­

анкаре. Поскольку подход Пуанкаре более общий и глубо­

кий наше изложение, как и ранее, точно следует Пуанкаре. 

Согласно Пуанкаре и Минконскому суть сnециальной 

теории относительности состоит в следующем: специаль­

ная теория относительности - это псевдоевклидо­

ва геометрия пространства-времени. Именно в та­

ком пространстве-времени протекают все физиче­

ские процессы. 

Отсюда неnосредственно следует неизменность физиче­

ских уравнений во всех инерциальных системах отсчета, 

что и является необходимым и достаточным условием вы­

полнения требования принципа относительности. 
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§ 1. Геометрия Евклида 

В третьем веке до нашей эры, подведя итоги предшеству­

ющему развитию древиегре'Чес-к:ой математи-ки, Ев-к:.л.ид 

оnуб.л.и-к:ова.л. траптат по математи-ке "Начала". Имен­

но в этом труде была сформулирована геометрия нашего 

трехмерного пространства - евклидова геометрия. 

Это было важнейшим шагом в развитии как матема­

тики, так и физики. Ведь геометрия родилась на основе 

наблюдательных данных и практического оnыта, т .е. воз­

никла путем изучения природы. Но поскольку все явления 

природы происходят в пространстве и во времени, то зна­

чение геометрии в физике трудно переоценить, более того, 

геометрия - часть физики. 

На современном языке математики суть евкли­

довой геометрии определяется теоремой Пифагора. 

Расстояние какой-либо точки с декартовыми координата­

ми х, у, z от начала координат согласно теореме Пифагора 
определяется формулой 

(1.1) 

в дифференциальной форме, расстояние между бесконечно 

близкими точками равно 

(1.2) 

Здесь dx, dy, dz - дифференциалы декартовых координат. 

Обычно теорему Пифагора доказывают, исходя из аксиом 

Евклида, но оказывается, что ее можно принять как опре­

деление евклидовой геометрии. Трехмерное пространство, 

определяемое геометрией Евклида, обладает свойством од­

нородности и изотропности. ЭТо означает, что в геометрии 
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Евклида нет выделенных точек и выделенных направле­

ний. Совершая преобразования координат от одной декар­

товой системы х, у, z к другой х', у', z', мы получим 

{1.3) 

Это означает, что квадрат расстояния l является ин­
вариантом, тогда как проекции на оси координат таковы­

ми не являются. Это очевидное обстоятельство мы специ­

ально отмечаем, поскольку в дальнейшем будет видно, что 

такая ситуация будет иметь место и для четырехмерного 

пространства-времени, а следовательно, в зависимости от 

выбора системы координат в пространстве-времени проек­

ции их будут относительными. Отсюда и возникает отно­

сительность времени и длины. Но об этом позднее. 

Геометрия Евклида, как составная часть, вошла в ме­

ханику Ньютона. Представление о геометрии Евклида как 

о единственной и неизменной сохранялось около двух ты­

сяч лет, несмотря на интенсивное развитие математики, 

механики и физики. 

Только в начале 19 в. русским математиком Ни­
колаем Ивановичем Лобачевским осуществлен ре­

волюционный шаг - построена новая геометрия -
геометрия Лобачевского. Несколько позднее она от­

крыта венгерским математиком Больяи. 

Немецким математиком Риманам были построены ри­

мановы геометрии. Возникло множество геометрических 

конструкций. С возникновением новых геометрий возник 

вопрос о геометрии нашего пространства. Какова ОН<1;? 

Евклидава или неевклидова? 



§ 2. Классическая механика Ньютона 

Все явления природы происходят в пространстве и време­
ни. Именно поэтому Исаак Ньютон в 17 в. при формулиров­
ке законов механики прежде всего определил эти понятия: 

"АбсоJtютиое простраиство по са.мой своей 
сущиости безотиоситеJtьuо -х: че.му бы то ии 
быJtо виешие.му, остается всегда одииа-х:овы.м 
и иеподвижиы.м ". 

"А бсоJtютиое, истиииое и .мате.матичес-х:ое 
вре.мя са.мо по себе и по са.мой своей сущио­
сти, без вся-х:ого отиошеиия -х: че.му Jtибо виеш­
ие.му, проте-х:ает равио.мерио и ииаче иазыва­

ется дJtитеJtьuостью ". 

В качестве геометрии трехмерного пространства Нью­
тон фактически пользовался геометрией Евклида, а декар­
тову систему координат выбрал таким образом, чтобы ее 

начало было совмещено с центром Солнца, а три оси были 
направлены на удаленные звезды. Именно такую систему 
координат Ньютон и принимал как "неподвижную". Введе­

ние абсолютного неподвижного пространства и абсолютно­
го времени оказалось чрезвычайно плодотворным для того 

времени. 

Первый закон механики, или закон инерции, Ньютон 
формулирует следующим образом. 

"Вся-х:ое тeJto продоJtжает удерживаться в 
свое.м состояиии по-х:оя иJtи равио.мериого и 

пря.моJtиuейиого движеиия, по-х:а и пос-х:оJtь-х:у 
ouo ue поиуждается приJtожеииы.ми сиJtа.ми из­
.меиять это состояиие". 

Закон инерции впервые открыл Галилей. Если в неподвиж­

ном пространстве выбратЬ декартову систему координат, 
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то согласно закону инерции уединенное тело будет двигать­

ся по траектории, определяемой уравнениями 

(2.1) 

Здесь Vz, vy, Vz постоянные проекции скорости, они могут 
иметь и нулевые значения. 

А. Пуанкаре в книге "Наука и гипотеза" сформулировал 
общий принцип: 

"Ус-х:орен.ие тела зависит толь-х:о от поло­

женин этого тела и соседних тел и от их с-х:о­
ростей. Мате.мати-х: с-х:азал бы, что движен.ин 
всех .материальных частиц Вселенной опреде­
лнютсл дифференциальными уравн.ен.UJI.ми вто­
рого порлд-х:а. 

Чтобы улсн.ить, что здесь .мы имеем де­
ло с естественным обобщением за-х:он.а инер­
ции, л позволю себе привести один. воображае­
мый случай. Выше л у-х:азывал, что за-х:он. инер­

ции не присущ н.а.м а priori; другие за-х:он.ы были 
бы столь же хорошо, -х:а-х: и он., совместимы с 
nрин.ципо.м достаточного осн.ован.ил. Когда н.а 
тело н.е действует н.и-х:а-х:ал сила, то .мы могли 
бы вообразить, что н.еизмен.н.ы.м лвллетсл н.е 
с-х:орость его, а его положение или его ус-х:оре­

н.ие. 

Ита-х:, nредставим себе н.а .минуту, что 
один. из этих двух гиnотетичес-х:их за-х:он.ов 
есть за-х:он. nрироды и застуnает .место на­
шего за-х:он.а инерции. Ка-х:ово было бы его 
естест в ен.н.ое обобщение? П ораз.мыслив .мину­
ту, .мы это улсн.и.м. 

В первом случае nришлось бы допустить, 
что с-х:орость тела зависит толь-х:о от его 

nоложехил и от подоженил соседних тел; во 
втором - что изменение, ус-х:орен.ил тела за-



10 § 2. Классическая механика Ньютона 

висит толь";о от положения этого тела и со­

седних тел, от их с";оростей и от их ус";оре­

ний. 

Или, говоря математи'Чес";им язы";ом, диф­
ференциальные уравнения движения были бы 
в первом слу'Чае первого поряд";а, во втором­
третьего". 

Второй закон механики Ньютон сформулировал так: 

"Изменение ";оли'Чества движенUJI пропорци­
онально приложенной движущейся силе и про­
исходит по направлению той прямой, по ";ото­
рой эта сила действует". 

И наконец, третий закон механики Ньютона: 

"Действию всегда есть равное и противо­
положное противодействие, ина'Че - взаимо­
действия двух тел друг на друга между собой 
равны и направлены в противоположные сто­

роны". 

На основании этих законов механики, в случае цен­

тральных сил, для системы двух частиц имеем уравнения 

в "неподвижной" системе координат: 

(2.2) 

М d2~ F(l..... .....1) ~ -it 
2 dt2 = - r2- Tt lf2- f'll . 

Здесь М1 и М2 - массы первой и второй частиц, i 1 - радиус­
вектор первой частицы, ~ - радиус-~ектор второй части­
цы. Функция F отражает характер действующих между 
телами сил. 
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В механике Ньютона в основном рассматриваются силы 
двух типов тяготения и упругости. 

Для сил тяготения Ньютона 

(2.3) 

G - гравитационная постоянная. 
Для сил упругости закон Гука 

(2.4) 

k - коэффициент упругости. 

Уравнения Ньютона записаны в векторной форме, а сле­
довательно, они не зависят от выбора трехмерной системы 

координат. Как видно из уравнений (2.2), для замкнутой 
системы имеет место закон сохранения импульса. 

Как было отмечено ранее, уравнения (2.2) справедли­
вы, по замыслу Ньютона, только в неподвижной системе 
координат. Но если взять систему координат, движущую­

ся относительно неподвижной с постоянной скоростью v 
"""*' _... -ft r =r-v, (2.5) 

то оказывается, что уравнения (2.2) не изменяются, т.е. 
они остаются форминвариантными, а это означа­

ет, что никакими механическими явлениями нельзя 

установить, находимся ли мы в состоянии покоя 

или в состоянии равномерного и прямолинейного 

движения. В этом заключается принцип относи­
тельности, впервые открытый Галилеем. Преобра­
зования (2.5) получили название галилеевых. 

Поскольку скорость v в (2.5) произвольна, то существу­
ет бесконечное множество систем координат, в котор:@:х 

уравнения сохраняют свою форму. Это означает, что в ка­
ждой из них имеет место закон инерции. Если в какой-либо 
из этих систем координат тело находится в покое или в со­

стоянии равномерного и прямолинейного движения, то в 
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любой другой системе координат, связанной с первой пре­

образованием (2.5), оно также будет находится либо в со­
стоянии равномерного прямолинейного движения, либо в 

состоянии покоя. 

Все такие системы координат получили назва­
ние инерциальных. Принцип относительности -
это сохранение формы уравнений механики в лю­

бой инерциальной системе отсчета. 

Но как определить инерциальную систему? На этот во­
прос механика Ньютона не давала ответа. Тем не менее 
практически в качестве такой инерциальной системы вы­

биралась система координат с началом в центре Солнца, а 
три оси направлялись на удаленные звезды. 

В классической механике Ньютона время не зависит от 
выбора системы отсчета, иначе говоря, трехмерное про­

странство и время разделены, они не образуют единый че­

тырехмерный континуум. 

В 19 в. Эрнст Мах подверг критике взгляды Исаака 
Ньютона об абсолютном пространстве и абсолютном дви­

жении. Мах писал: 

"Нипто ие может ии-чего спаэать об абсо­
лютио.м. простраистве и абсолютио.м. движе­
и·ии, это ие-что, лишь .м.ысли.м.ое, иа опыте ие 

обиаружи.м.ое". 

И далее: 

"Вместо того -чтобы отиосить движущее­
сн тело п простраиству (п папой-иибудь поор­
дииатной системе), будем рассматривать ие­
посредствеиио его отиошеиие п т е л а .м. 
.м.ира, посредством поторых тольпо и .м.ож­
ио о п р е д е л и т ь систему поордииат 
... даже в простейше.м. слу-чае, погда .м.ы буд­
то бы расс.матривае.м."'бэаи.м.одействие тольпо 
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д в у х .масс, н. е в о з .м о ж н. о отвд.еч.ь­
ся от остад.ьн.ого .мира. . .. Есд.и тед.о враща­
ется отн.оситед.ьн.о неба неподвижных звезд, 
то возн.и-к:ают центробежные сид.ы, а есд.и 
он.о вращается отн.оситед.ьн.о д р у г о г о 
тед.а, а н.е отн.оситед.ьн.о неба неподвижных 
звезд, то центробежных сид. н.ет. Я н.ич.его н.е 
имею против, ч.тобы первое вращение назвать 
а б с о д. ю т н. ы .м, есд.и тод.ь-к:о н.е забывать, 

ч.то это н.е озн.ач.ает н.ич.его другого, -к:ро.ме 
вращения о т н. о с и т е д. ь н. о неба непо­
движных звезд". 

Поэтому Мах писал: 

" ... ч.то н.ет необходимости связывать за-к:он. 
инерции с -к:а-к:и.м-то особым абсод.ютн.ы.м про­
стран.ство.м". 

13 

Все это правильно, поскольку Ньютон не определил 
связь инерциальной системы с распределением материи, 

да на том уровне развития это было невозможно сделать. 

Впрочем, и Маху не удалось это осуществить. Но критика 
его была полезна, она привлекла внимание ученых к ана­
лизу основных физических понятий. 

Поскольку в дальнейшем мы будем иметь дело с поле­
выми представлениями, то полезно остановиться на мето­

дах аналитической механики, которые были разработаны 

в течение 18 и 19 вв. Основная цель, которая тогда стави­
лась, состояла в том, чтобы найти для классической меха­

ники наиболее общую формулировку. Это направление ис­

следований оказалось чрезвычайно важным и ценным, по­

скольку при этом возникли методы, которые позднее отitо­

сительно легко были обобщены на системы с бесконечным 

числом степеней свободы. Именно так в классической меха­
нике был создан серьезный теоретический задел, который 

успешно был использован в 19 и 20 вв. 
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Жозеф Лагранж в "Аналитической механике", опубли­

кованной в 1788 г., получил свои знаменитые уравнения. 
Ниже мы приведем их вывод. Для системы из N матери­
альных точек, движущихся в потенциальном поле И, урав­
нения Ньютона в инерциальной системе отсчета имеют вид 

u = 1, 2, ... , N. 

В нашем случае сила 1: равна 
_, дИ 

J". =-д_, . 
r". 

(2.6) 

(2.7) 

Для определения состояния механической системы в лю­
бой момент времени необходимо задать координаты всех 

материальных точек и их скорости в некоторый момент 

времени. Таким образом, состояние механической системы 
полностью определяется заданием координат и скоростей 

материальных точек. В декартовой системе координат эти 
уравнения принимают форму 

dv~ fl 
т". dt = "., dv; ! 2 

т". dt = "., dv; ! 3 
т". dt = ".. (2.8) 

Если перейти к другой инерциальной системе и выбрать 

в ней не декартовы координаты, то легко убедиться, что 

вид уравнений, записанных в новых координатах, будет су­

щеrтвенно отличаться от уравнений (2.8). Лагранж нашел 
для механики Ньютона ковариантную формулировку для 
уравнений движения, которые сохраняют свой вид при пе­

реходе к новым переменным. 

Введем вместо координат i". новые обобщенные коор­
динаты q>., Л= 1, 2, ... , n, здесь n = ЗN. 

(2.9) 
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Умножим каждое уравнение (2.6) скалярнона вектор 

и сложим 

дf'о. 

дqл 

dvu дf'о. дИ дf'о. 
ти dt . дqл = - дru . дqл' Л = 1, 2, ... 'n. 

(2.10) 

(2.11) 

Здесь по одинаковым индексам ст идет суммирование. 
Левую часть уравнения (2.11) запишем в форме 

(2.12) 

Поскольку 

(2.13) 

Отсюда, дифференцируя (2.13) по 4л, получим равенство 

дf'о. дifu 

дqл дqл · 
(2.14) 

Дифференцируя (2.13) по Qv, получим 

(2.15) 

Но с другой стороны, имеем 

d ( дf'о. ) д2 f'o. . д2 f'o. 
dt дqll = дqllдqл qл + дtдqll · (2.16) 

Сравнивая (2.15) и (2.16), находим 

!!_ ( дf'о. ) - дv 17 

dt дqll - дqll . 
(2.17) 
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В формулах (2.15) и (2.16) по одинаковым индексам Л идет 
суммирование. 

Используя равенства (2.14) и (2.17), выражение (2.12) 
представим в форме 

~ [~ (muv;)] _ ~ (muv;) . 
dt дq>, 2 дqv 2 

(2.18) 

Поскольку (2.18) является левой частью уравнений (2.11), 
получим уравнения Лагранжа 

d
d (ад~)- ддТ = _ддИ' л= 1, 2, ... ,n. 
t q>, q>, q>, 

Здесь Т кинетическая энергия материальных точек 

2 
т- muvu 

- 2 ' 

(2.19) 

(2.20) 

по одинаковым индексам а идет суммирование. Если вве­

сти функцию Лагранжа L, равную 

L=T-U, (2.21) 

то уравнение Лагранжа принимает форму 

~ (:~)-:~=О, Л= 1,2, ... ,n. (2.22) 

Состояние механической системы полностью определя­
ется заданием обобщенных координат и скоростей. Форма 
уравнений Лагранжа (2.22) не зависит от выбора обоб­
щенных координат. Хотя эти уравнения полностью 
эквивалентны системе уравнений (2.6), однако, такая фор­
ма уравнений классической механики оказалась чрезвычай­

но важной и плодотворной, поскольку она открыла возмож­

ность ее обобщения на явления, выходящие далеко за рамки 

классической механики. 
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Наиболее общая формулировка зак()на движения меха­
нической системы дается принципом наименьшего дей­

ствия (или принципом стационарного действия). Действие 
составляется следующим образом 

t2 

S = 1 L(q, q)dt. (2.23) 
tl 

Интеграл (функционал) (2.23) зависит от изменения функ­
ций q и q в указанных пределах. Таким образом, эти 
функции являются функциональными аргументами инте­

грала (2.23). Принцип наименьшего действия записывается 
в форме 

t2 

bS = Ь 1 L(q, q)dt =О. (2.24) 
tl 

Уравнения движения механики получаются из (2.24) путем 
вариаций подынтегрального выражения 

(2.25) 

Здесь bq и bq бесконечно малое изменение вида функций. 
Вариация коммутативна с дифференцированием, а поэтому 

bq = ~ (bq). (2.26) 

Проводя во втором члене (2.25) интегрирование по частям, 
получим 

. 

дL lt2 t2 (дL d дL) ьs = -. bq + 1 - -- . -. bqdt = о. 
дq t дq dt дq 

1 tl 

(2.27) 
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Поскольку вариации бq в точках t 1 и t 2 равны нулю, выра­
жение (2.27) принимает вид 

t
2 (дL d дL) бS = f дq - dt · дq бqdt =О. 

tl 

(2.28) 

Вариация бq внутри промежутка интегрирования произ­
вольна, а поэтому в силу основной леммы вариационного 

исчисления отсюда следует необходимое условие экс­

тремума в виде обращения в нуль вариационной произ-

водной 

~~ = ~~ - :t ( ~~) = о. (2.29) 

Такие уравнения при разработке вариационного исчисле­
ния были получены Леонардом Эйлером. При нашем выбо­
ре функции L в соответствии с (2.21) эти уравнения совпа­
дают с уравнениями Лагранжа. 

Из рассмотренного очевидно, что механическое движе­

ние, удовлетворяющее уравнениям Лагранжа, обеспечива­
ет экстремальяость интеграла (2.23), а следовательно дей­
ствие имеет стационарное значение. 

Введение функции Лагранжа для описания механиче­

ской системы с конечным числом степеней свободы ока­

залось шюдотворным и при описании физического поля, 

имеющего бесконечное число степеней свободы. В случае 

поля функции 1/J,", его описывающие, зависят не только от 
времени, но и от пространствеиных координат. Это озна­

чает, что вместо переменных q", 4и механической системы 

( ) 81/Ju 
необходимо ввести переменные 'Фи xv , дх>.. Поле, таким 

образом, рассматривается как механическая система с бес­

конечным числом степеней свободы. Мы увидим далее(§ 11 
и§ 16), как используется принцип стационарного действия 
в электродинамике и классической теории поля. 

Очень важное значение в теоретической физике получи­
ла формулировка классической механики в рамках гамиль-
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тоновых уравнений. Введем в рассмотрение некоторую ве­

личину, определяемую в форме 

(2.30) 

и называемую гамильтонианом. В (2.30) по одинаковым 
индексам и идет суммирование. Обобщенный импульс 
определим следующим образом 

дL 
Ри = дq · 

Найдем дифференциал от выражения (2.30) 

(2.31) 

. . дL дL . дL 
dH = PudQu + QudPu- -

8 
dqu- ~dqu- -

8 
dt. (2.32) 

Qu Qu t 

Используя (2.31), получим 

. дL дL 
dH = qudPu - -

8 
dqu - -

8 
dt. 

Qu t 
(2.33) 

С другой стороны, Н является функцией независимых пе­

ременных Qи, Ри и t, а поэтому 

ан ан ан 
dH = -

8 
dqu + -

8 
dpu + -

8 
dt. 

Qu Ри t 
(2.34) 

Сравнивая (2.33) и (2.34), получим 

. ан aL ан дL ан 
Qu = дрu ' дqu - дqu ' дt - дt . 

(2.35) 

Эти соотношения получены путем перехода от независи­
мых персменных Qu, iJи и t к независимым персменным 

Qu, Ри И t. 
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Учтем теперь в соотношениях (2.35) уравнения Лагран­
жа (2.22) и получим уравнения Гамильтона 

. ан . ан 
Qи = ари' Ри = - аqи · (2.36) 

В том случае, когда гамильтонпаи Н не зависит явно от 
времени 

ан 
at =о, (2.37) 

имеем 

dH ан. ан. 
dt = аqи Qи + ари Ри· (2.38) 

Учитывая в этом выражении уравнения (2.36), получим 
dH dt =о, (2.39) 

это означает, что гамильтонпаи не изменяется в течение 

движения. 

Уравнения Гамильтона (2.36) мы получили, используя 
уравнения Лагранжа. Но они могут быть найдены непо­
средственно и с помощью принципа наименьшего действия 

(2.24), если в качестве L возьмем, согласно (2.30), выраже-
ни е 

L = РиQи - Н, 

t
2 

( ан ) oS = 1 ОРи dqи - дdt -
tl Ри 

t
2 

( ан ) lt2 -1 Оqи dри + EJdt + РиОQи =О. 
~ ~ ~ 

Поскольку вариации Оqи в точках t 1 и t 2 равны нулю, а вну­
три промежутка интегрирования вариации Оqи, Ори произ­
вольны, то в силу основной леммы вариационного исчисле­

ния, получим уравнения Гамильтона 

. ан . ан 
Qи = -". Ри = --. 

ари аqи 
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Если во время движения пекоторая функция 

j(q,p, t) =пост. (2.40) 

остается постоянной, то она является интегралом движе­

ния. Найдем для функции f уравнение движения. 
Возьмем полную производную по времени от выраже­

ния (2.40) 
df дj дj . дf . 
dt = дt + дqu Qu + дрu Ри = О. (2.41) 

Подставляя в (2.41) уравнения Гамильтона (2.36), получим 

дj дj дН дf дН 
-+-·---·-=0. 
дt дqu дрu дрu дqu 

(2.42) 

Выражение 

дj дj 

(f, g) = дqu дрq дj дg дj дg 

дg дg = дqu • дрu - дрu . дqu (2.43) 

дqu дрq 

назвали скобкой Пуассона. В (2.43) по индексу u идет сум­
мирование. 

На основании (2.43) уравнение (2.42) для функции 
f можно заnисать в форме 

дf 
дt + (f,H) =О. 

Скобки Пуассона удовлетворяют условиям 

(f, g) = -(g, f), 

(]I + 12, g) = (]I, g) + (12, g), 

(ЛJ2,g) = ЛU2,g) + !2(Л,g), 

(2.44) 

(2.45) 
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(!, (g, h)) + (g, (h, !)) + (h, (!, g)) =о. (2.46) 

Соотношение (2.46) называется тождеством Якоби. 
На основе (2.43) 

дf 
(f,qu) =--д ' 

Ри 

Отсюда находим 

(2.47) 

(2.48) 

При построении квантовой механики, по аналогии 
с классическими скобками Пуассона (2.43), возникли кван­
товые скобки Пуассона, которые также удовлетворяют 

всем условиям (2.45), (2.46). Использование соотношений 
(2.48) для квантовых скобок Пуассона позволило устано­
вить коммутационные соотношения между координатой и 

импульсом. 

Открытие лагранжева и гамильтонова методов в клас­
сической механике позволило, в свое время, обобщить и 

распространить их на другие физические явления. Поиск 
различных представлений физической теории всегда край­

не важен, поскольку на основе их может появиться возмож­

ность обобщения для описания новых физических явлений. 

В недрах сложившейся теории могут находиться формаль­

ные ростки будущей. Опыт классической и квантовой ме­
ханики свидетельствует об этом. 



§ 3. Электродинамика. Геометрия 

пространства-времени 

Следуя открытиям Фарадея по электромагнетизму, Макс­

велл объединил магнитные, электрические и . оптические 
явления и тем самым завершил построение электродина­

мики, написав свои знаменитые уравнения. 

А. Пуанкаре в книге "Ценность науки" об исследовании 

Максвелла пишет следующее: 

"В то время, ~огда Ма~свелл начал свои 

труды, за~он.ы эле~тродин.ами~и, прин.ятые до 
него, объ.Jiсн.или все известные явления. Он. 

приступил ~ работе н.е потому, чтобы ~а~ой­

либо новый опыт ограничил значение этих за­

~он.ов. Но рассматривая их под новым углом 

зрения, ма~свелл увидел, что уравнения ста­

новятся более симметричными, если в них вве­

сти н.е~оторый член., хотя, с другой сторо­

ны, этот член. был слиш~ом мал, чтобы вы­

звать явления, ~оторые могли бы быть оцене­

ны прежн.ими методами. 

Известно, что априорные взгиды Ма~свел­

ла ждали своего э~сперимен.тальн.ого подтвер­

ждения в течение двадцати лет; если вам 

больше нравится другое выражение, - ма~с­

велл опередил опыт н.а двадцать лет. Ка~ он. 
достиг этого триумфа? 

Это произошло благодаря тому, что Ма~с­
велл был глубо~о прон.и~н.ут чувством мате­

матичес~ой симметрии ... " 

Согласно Максвеллу нет иных токов, кроме зам­

кнутых. Этого он достиг введением малого члена - тока 
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смещения, благодаря которому из новых уравнений сле­

дует закон сохранения электрического заряда. 

Когда Максвелл формулировал уравнения электроди­

намики, он использовал евклидову геометрию трехмерно­

го пространства и абсолютное время, которое одинаково 

для всех точек этого пространства. Руководствуясь глубо­

ким чувством симметрии, он дополнил уравнения электро­

динамики таким образом, чтобы они, объясняя имеющи­

еся опытные факты, в то же время вводили представле­

ния об электромагнитных волнах. Он, конечно, не подозре­

вал, что в уравнениях скрыты представления о геометрии 

пространства-времени. Но его дополнение уравнений элек­

тродинамики оказалось настолько необходимым и точным, 

что оно однозначно привело А. Пуанкаре, опирающегося на 

работу Г. Лоренца, к открытию псевдоевклидовой геоме­

трии пространства-времени. Ниже мы кратко опишем, как 

это происходило. 

Изучение свойств уравнений электродинамики показа­

ло, что они не сохраняют своего вида при преобразованиях 

Галилея (2.5), т.е. они не форминвариантны относитель­

но преобразований Галилея. Отсюда следует вывод, что 

принцип относительности Галилея нарушается, а следова­

тельно, возникает экспериментальная возможность отли­

чить одну инерциальную систему от другой с помощью 

электромагнитных или оптических явлений. Однако про­

ведеиные различные эксперименты, в особенности опыты 

Майкельсона, показали что и электромагнитными ( опти­
ческими) опытами не удается различить, с точностью до 

( ~) 
2

, находитесь ли вы в состоянии покоя или состоянии 
равномерного и прямолинейного движения. Г. Лоренц на­

шел объяснение этим опытам, как отмечал А. Пуанкаре, 

"только путем награмождения гипотез". 
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В книге А. Пуанкаре "Наука и гипотеза", опубликован­

ной в России в 1904 г., отмечалось: 

"Теперь л позво.11.ю себе сде.11.атъ отступАе­

н.ие, чтобы обълсн.итъ, почему л, вопрех:и Ло­

рен.цу, н.е думаю, что х:огда-н.ибудъ бо.11.ее точ­

н.ые н.аб.11.юден.ил .могут обиаружить что-.11.ибо 

ин.ое, х:ро.ме отн.осите.t~.ън.ых пере.мещен.ий .ма­

териа.t~.ън.ых те.11.. Бы.11.и произведен.ы опыты, 

х:оторые до.11.жн.ы бы.11.и бы отх:рытъ ч.11.ен.ы пер­

вого порлдх:а. Резу.11.ътат бы.11. отрицате.11.ън.ый; 

.мог.11.о .11.и это быть де.11.о.м с.11.учал? Этого н.их:то 

н.е .мог допустить; ста.11.и исх:атъ общее объ­

лсн.ен.ие, и Лорен.ц н.аше.11. его: он. пох:азад, что 

ч.лен.ы первого порлдх:а взаи.мн.о ун.ичтожают­

сл. Это н.е и.ме.11.о .места д.11.л ч.лен.ов второго 

порлдх:а. Тогда бы.ли произведен.ы бо.лее точ­

н.ые опыты, х:оторые сн.ова да.11.и отрицате.лъ­

н.ый резу.11.ътат. Это опять н.е .могдо произой­

ти с.лучайн.о, - требова.11.осъ обълсн.ен.ие, х:о­

торое и бы.ло дан.о. За обълсн.ен.ие.м дедо н.их:о­

гда н.е стан.ет: гипотезы представдлют собой 

фон.д, н.е подАежащий истощен.ию. 

Это н.е все: х:то н.е заметит, что здесь с.лу­

чайн.остъ играет еще зн.ачите.лън.ую ро.лъ? Раз­

ве н.е сдучайн.ы.м лв.ллетсл то стран.н.ое совпа­

ден.ие, б.11.агодарл х:оторо.му известн.ое обстол­

те.t~.ъство лвидосъ х:ах: раз вовре.мл, чтобы ун.и­

чтожитъ ч.лен.ы первого порлдх:а, а другое, со­

вершен.н.о раз.11.ичн.ое, взл.11.о н.а себя труд ун.u­

чтожитъ ч.11.ен.ы второго порлдх:а? Нет, с.t~.еду­

ет н.айти одн.о и то же обълсн.ен.ие д.лл обоих 

с.лучаев, и тогда естествен.н.о явител .мыс.лъ, 
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'Что то же будет иметь место равным обра­

зом и длн 'Членов высших порнд-к:ов и 'Что их 

взаимное уни'Чтожение будет носить хара-к:­

тер абсолютной то'Ч.ности". 

На основании опытных фактов Анри Пуанкаре в 1904 г. 
обобщил принцип относительности Галилея на все явления 

природы. Он писал [1]: 

"Принцип относительности, согласно -к:о­

торому за-к:оны физи'Ч.ес-к:их явлений должны 

быть одина-к:овыми длн неподвижного наблюда­

теля и длн наблюдателя, совершающего рав­

номерное поступательпое движение, та-к: 'Что 

мы не имеем и не можем иметь ни-к:а-к:ого спо­

соба определить, находимен ли мы в подобном 

движении или нет". 

Принцип относительности в такой формулировке имеет об­

щий характер, но касается только инерциальных систем 

отсчета. Принцип относительности - это сохране­

ние формы всех физических уравнений в любой 

инерциальной системе отсчета. Объявляя этот прин­

цип, Пуанкаре точно знал, что из него следует невозмож­

ность абсолютного движения:, поскольку все инерци­

альные системы отсчета равноправны. Именно все 

это некоторые физики (не говоря уже о философах и исто­

риках физики), до сих пор не понимают. 

В работе [3], применяя этот принцип относительности 
к электродинамическим явлениям, А. Пуанкаре писал: 

"Эта невозможность по-к:азать опытным 

путем абсолютное движение Земли предста­

вляет, по-видимому, о.бщий за-к:он природы; мы 
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естествен:н.о приходим ~ тому, -ч.тобы при­

нять этот за~он, ~оторый мы назовем посту­

латом относительности, и принять без огово­

ро~. Все равно, будет ли позднее этот посту­

лат, до сих пор согласующийсн с опытом, под­

твержден или опровергнут более то-ч.ными из­

мерениями, сей-ч.ас во всн~ом слу-ч.ае предста­

вляется интересным посмотреть, ~а~ие след­

етвин могут быть из него выведены". 
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Г. Лоренц, после критических замечаний Пуанкаре, в 

1904 г. сделал важнейший шаг, показав, что волновое 

уравнение остается неизменным ( форминвариантным) 
при следующих преобразованиях координат и времени: 

X'="f(X-vT), Т'="f(т- ;х),У'=У, Z'=Z, (3.1) 

1 
"(= п2. 

1-­
с2 

(3.2) 

А. Пуанкаре назвал эти преобразования - преобразовани­

ями Лоренца. Преобразования Лоренца, как это очевидно 

из (3.1), относятся к двум инерциальным системам от­
счета. Г. Лоренц не установил принципа относительности 

для электромагнитных явлений, поскольку ему не удалось 

установить форминвариантность, при этих преобразовани­

ях, для всех уравнений Максвелла-Лоренца. 

Из формул (3.1) следует, что независимость волново­
го уравнения от прямолинейного равномерного движе1,1ия 

системы отсчета достигается только благодаря изменению 

времени. Отсюда естественно возникает вывод, что в каж­

дой инерциальной системе отсчета необходимо ввести свое 

время. 
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Об этом А. Эйнштейн в 1907 г. писал: 

<<Одиа-к:о иеожидаиио о-к:аза.rtось, что иеоб­

ходи.мо .rtишь достаточио точио сфор.му.rtиро­

вать поюстие вре.меии, чтобы обойти то.rtь-к:о 

что из.rtожеииую трудиость. C.rteдoвa.rto .rtишь 

попять, что введеииую Г.А. Лореице.м вспо­

могательиую величииу, иазваииую и.м ".мест­

иы.м вре.меие.м", ua само.м деле следует опреде­
.rtить -к:а-к: "вре.мя". С та-к:и.м определеиие.м вре­

.меии осиовиые уравиеиия теории Лореица бу­

дут удов.rtетворять прииципу отиосите.rtьио­

сти ... » 

Но Г. Лоренц этого не увидел, в 1914 г. он писал об этом: 

"Я ue подумал о пря.мо.м пути, ведущим 

-к: ии.м, ибо полагал, что .между систе.ма.ми 

х, у, z, t их', у', z', t' имеется существеииая раз­
иица. В одиой использоваиы - та-к:ов был ход 

.моих рассуждеиий - оси -к:оордииат, имеющие 

определеииое положеиие в эфире, и то что 

.можио бы.rtо иазвать истинное время; в дру­

гой системе, иаоборот, .мы и.мее.м дело просто 

со вспо.могате.rtьиы.ми величииа.ми, введеииы.ми 

.rtишь с помощью .мате.матичес-к:ого ухищреиия. 

В частиости, перемеииую t' ие.rtьзя было бы 

иазвать временем в то.м же с.мысле, -к:а-к: пе­

ре.меииую t. При та-к:о.м ходе идей я ue ду.ма.rt 

описывать яв.rtеиия в системе х', у', z', t' точ­

но таким же образом, -к:а-к: в системе х, у, z, t 
... Позже я увиде.rt из статьи Пуаи-к:аре, что, 
действуя более систе.матичес-к:и, я мог бы до­

стигиуть еще болl:1Шего упрощеиия. Не за.ме-
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тив этого, н ue смог достигнуть полной ии­
вариантности уравнений; мои формулы оста­

лись загроможденными лишиими ч,леиами, ~о­

торые должны были бы ис'Чезиуть. Эти 'Чле­

ны были слиш~ом малы, 'Чтобы о~азать замет­

ное влиниие на нвлеиин, и этим н мог объ­

нсиить обиаружеииую иаблюдеиинми независи­

мость их от движеиин Земли, но н не уста­

повил прииципа относительности ~а~ стро­

гую и универсальную истину. Напротив, Пуаи­

~аре полу'Чил полную инвариантность уравне­

ний эле~тродииами~и и сформулировал посту­

лат относительности - термин, впервые вве­

денный им ... Добавим, 'Что, исправлнн та~им 
образом иедостат~и моей работы, он ии~огда 

в иих меин не упре~иул". 

29 

Теперь, следуя ранним работам А. Пуанкаре, остано­

вимся на определении одновременности, синхронизации ча­

сов, находящихся в различных точках пространства, и вы­

ясним физический смысл местного времени, введенного 

Лоренцем. Пуанкаре в статье "Измерение времени", опубли­

кованной в 1898 г. (см. сборник "Принцип относительности", 
составленный проф. А.А. Тяпкиным) подробно обсуждает 

вопрос об измерении времени. Эта статья особо отмечалась 

в книге Пуанкаре "Наука и гипотеза", а поэтому вполне бы­

ла доступна любопытному читателю. 

В ней, в частности, излагалось: 

"Но перейдем~ nримерам менее ис~усствен, .. 
иым; 'Чтобы дать от'Чет в определеиии, ~ото­

рое иенвио допус~аетсн у'Чеиыми, посмотрим 

на их работу и поищем, на основании ~а~их 

правил они определнют одновремениость ... 
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Когда астрон.ом говорит мн.е, что та~ое­

то звездн.ое нвлен.ие, видимое в его телес~о­

пе в н.астонщий момен.т, произошло, одн.а~о, 
пнтьдеснт лет тому н.азад, н пытаюсь по­
н.нть, чт6 он. хочет с~азать, и прежде всего 

спрашиваю у н.его, от~уда он. это зн.ает, т.е. 

~а~ он. измерил с~орость света. 

Он. н.ачал с того, что принял с~орость све­

та постонн.н.ой и, в частности, один.а~овой во 

всех н.аправлен.инх. Это и есть постулат, без 

~оторого н.е могло бы быть произведено н.и­

~а~ое измерение этой с~орости. Этот посту­

лат н.и~огда н.ельзн будет проверить н.епосред­

ствен.н.о н.а опыте; последний мог бы его опро­

вергнуть, если бы результаты различн.ых из­

мерений н.е согласовывались между собой. Мы 

должн.ы считать себн счастливыми тем, что 

этого противоречия н.ет и что те н.ебольшие 

расхожден.ин, ~оторые могут возн.и~н.уть, лег­

~о обънсн.имы. 

Во вснх:ом случае этот постулат, согла­

сующийсн с за~он.ом достаточного осн.ован.ин, 

бы.tt прин.нт всеми; д.ttН мен.н важн.о то, что он 

дает нам новое nравило для отыскания одновре­

менности (выделено мной. - А.Л.), совершен.­
н.о отличн.ое от того, ~оторое мы изложили 

выше". 

Лоренц рассматривал уравнения Максвелла-Лоренца в 

"неподвижной" системе отсчета, связанной с эфиром. Он 

считаЛ координаты Х, У, Z абсолютными, а время Т -
истинным временем. 

В системе координат, движущейся в направлении оси 

Х со скоростью v, относительно "неподвижной" системы 
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отсчета, координаты по отношению к осям, движущимися 

вместе с системой, имеют значения 

х = Х - vT, у = У, z = Z, (3.3) 

а время в движущейся системе отсчета Лоренц назвал 

местным временем и определил его следующим образом 

v 
т=Т- 2х. 

с 
(3.4) 

Он ввел это время, чтобы в соответствии с опытными дан­

ными исключить в теории влияние движения Земли на 
v 

оптические явления с точностью -. 
с 

Это время, как отмечал он, "введено с помощью ма-

тематического ухищрения". Физический смысл мест­

ного времени был раскрыт А. Пуанкаре. 

В статье "Теория Лоренца и принцип равенства действия 

и противодействия", опубликованной в 1900 г. он писал о 
местном времени т, определенным следующим образом. 

"Я предполагаю, что иаблюдатели, разме­

щеииые в различиых точ-к:ах, сверяют свои ча­

сы с помощью световых сигиалов; что оии по­

правляют эти сигиалы иа время передачи, ио 

ие зиан отиосительиого движеиин, в -к:ото­

ром оии иаходнтсн и, следовате.ttьио, считан, 

что сигиалы распростраинютсн одииа-к:ово бы­

стро в обоих иаправлеиинх, оии ограиичивают­

сн ведеиием иаблюдеиий, отправляя сигиалы 

из А в В и потом - из В в А. Местное вре­

мя т есть вре.мн, отмечеииое та-к:им образом 

регудируемыми часами. Тогда, если с - с-к:о­

рость света, а v - с-к:орость перемещеиин Зем-
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ли, rwmopyю я полагаю парадлельпой оси поло­

жительпых Х, будем иметь: 

т=Т- v
2
X". 

с 

(3.5) 

(Перевод В.А. Петрова). 

Учитывая (3.3) в (3.5), получим 

(3.6) 

Скорость света в "неподвижной" системе отсчета равна с. 

В движущейся системе отсчета в переменных х, Т она бу­

дет равна в направлении, параллельному оси Х 

c-v (3.7) 

в положительном, и 

-(с+ v) (3.8) 

-в отрицательном направлении. 

Следуя Пуанкаре, осуществим синхронизацию часов в 

движущейся системе отсчета с помощью местного вре­

мени Лоренца. Пусть из точки А с координатами (0, О, 0), 
световой сигнал вышел в момент времени та: 

(3.9) 

Этот сигнал придет в точку В с координатами (х, О, О) 
в момент времени ть 

ть = (т + _х ) (1 ~ v2

) 
с- v с2 

v х 
- -х =Та+-. 

с2 с 
(3.10) 
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Мы здесь учли время передачи сигнала из А в В. Из точки 

В сигнал отразился и пришел в точку А в момент вре­

мени т~ 

т'= а (Т+-х +-х ) (1- v2) 
c-v c+v с2 

х 

= ть + -. 
с 

На основании (3.9), (3.11) и (3.10) имеем 

Та+ т~ 
2 = ть. 

(3.11) 

(3.12) 

Так вводится определение одновременности, которое позд­

нее использовал А. Эйнштейн для вывода преобразований 

Лоренца. Мы видим, что в движущейся системе отсчета 

вдоль оси Х в местном времени т световой сигнал имеет 

скорость с только вдоль любого направления, параллель­

нqго оси Х. Преобразования, обратные к (3.3) и (3.4), будут 

v 
т+-х 

Т- с2 
- v2 

1-­
с2 

Х _ Х + VT 

' - v2' 
1-­

с2 

у= у, z = z. (3.13) 

Так как скорость света в "неподвижной" системе отсчета 

равна с, в новых переменных т, х, у, z находим 

2 ( dx) 
2 

( dy) 
2 

( dz) 
2 

_ 2 2 1 - + - + - -1 с. 
dт dт dт 

(3.14) 

Для того, чтобы скорость света в движущейся системе. от­

счета также была бы равна с, необходимо в преобразова­

ниях (3.3) и (3.4) правые части дляхитумножить на 1, 
а соответственно, в преобразованиях (3.13) правые части 
для Т и Х разделить на 1. Таким образом, отсюда также 
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возникали иреобразования Лоренца, но только на световом 

конусе. Общие иреобразования Лоренц получил в 1899 г., 
а Лармор в 1900 г. Именно постоянство скорости све­

та в любой инерциальной системе отсчета и положил 

А. Эйнштейн в основу своего подхода к электродинамике 

движущихся тел. Но оно обеспечивается не иреобразовани­

ями (3.3) и (3.4), а иреобразованиями Лоренца, но только 
на световом конусе. 

В 1904 г. в статье "Настоящее и будущее математической 
физики" А. Пуанкаре формулирует принцип относительно­

сти для всех явлений природы и в той же статье он вновь 

возвращается к идее местного времени Лоренца. Он пи­

шет: 

" ... Вообразим двух иаблюдателей, ~оторые 

желают выверить свои часы nри nомощи све­

товых сигиалов; оии обмеииваются сигиалами, 

uo, зиая, что свет расnростраияется ue мгио­
веиио, дают их, та~ с~азать, nере~рестиым 

сnособом. К о г да иаблюдатель в nyu~тe В nри­

иимает сигиал из nyu~тa А, его часы должиы 

nо~азывать ue то время, ~оторое nо~азывали 
часы в nyu~тe А в момеит отnравлеиия сигиа­

ла, а время, увеличеииое ua ие~оторую nосто­
яииую, nредставляющую собой длительиость 

nередачи. Пусть, иаnример, из nyu~тa А nо­

сылается сигиал, ~огда часы в ием nо~азыва­

ют время О, а в nyu~тe В сигиал nрииимает­

ся, ~огда часы в ием nо~азывают время t. Часы 
вывереиы, если заnаздываиие, равиое t, nред­

ставляет собой длительиость nередачи сигиа­

ла; чтобы это nроверить, из nyu~тa В nосы­

лается сигиал, ~огде, часы в ием nо~азывают 
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время О; в пун:х:те А до.л,жн,ы по.л,учить его, ?>:о­

гда часы в нем по.";азывают время t. Тогда по­
?>:азан,ия часов согласованы. И действите.л,ьн,о, 

он,и по?>:азывают одно и то же время в одно и 

то же физичес?>:ое мгновение, н,о при условии, 

что оба пун?>:та бы.л,и неподвижны. В против­

ном с.л,учае д.л,ите.л,ьн,ость передачи н,е будет 

один,а?>:ова в обоих н,аправ.л,ен,иях: в случае, ?>:о­

гда, например, пун,?>:т А движется навстречу 

оптичес?>:ому возмущению, исходящему из В, и 

тогда, ?>:огда пун,?>:т В удаляется от возмуще­

ния, исходящего из А. Выверенные та?>:им спо­
собом часы н,е будут по?>:азывать истинное вре­

мя (время в "неподвижной" системе отсчета -
А.Л.), он,и будут по?>:азывать та?>: называемое 

местное время: одни часы будут отставать 
от других. Но это н,есуществен,н,о, пос?>:о.ttь?>:у 

у н,ас нет ни?>:а?>:ого средства заметить это. 

Все явления, происходящие, например, в А, бу­

дут запаздывать, н,о запаздывать одина?>:ово, 

и н,аб.ttюдате.л,ь н,е заметит этого, потому что 

его часы отстают; та?>:им образом, ?>:а?>: это 

с.л,едует из прин,ципа отн,осите.л,ьн,ости, у него 

н,е будет ни?>:а?>:ого средства узн,ать, находит­

ся ли он, в по?>:ое и.л,и в абсо.л,ютн,ом движении. 

Этого, 1>: сожа.л,ен,ию, недостаточно, необ­

ходимы допо.л,н,ите.л,ьн,ые гипотезы; надо допу­

стить, что движущиеся те.л,а испытывают 

однородное со?>:ращен,ие в н,аправ.л,ен,ии движе- • 
н,ия ... " 
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Такова была ситуация до работы Лоренца, которая так­

же появилась в 1904 г. В работе Лоренца 1904 г. вновь 



36 § 3. Электродинамика ... 

появились преобразования, связывающие "неподвижную" 

систему отсчета с системой отсчета, движущейся со ско­

ростью v относительно "неподвижной", которые Пуанкаре 
назвал преобразованиями Лоренца. В этой работе Лоренц 

вместо местного времени (3.4) ввел время Т', равное 

Т'= "(Т. (3.15) 

Именно такое время и будет в любой инерциальной систе­

ме отсчета в галилеевых координатах. Оно не нарушает 

условие синхронизации (3.12). 
Ниже мы увидим, что волновое уравнение действитель­

но не меняет своего вида при преобразованиях Лоренца 

(3.1). Проверим это. Волновое уравнение электродинами­
ки имеет вид: 

(3.16) 

Здесь ф - скалярная функция в четырехмерном простран­

стве, изменяющаяся при координатно-временных преобра­

зованиях по следующему правилу ф' ( х') = ф( х), с- электро­
динамическая постоянная, имеющая размерность скорости. 

У становим форминвариантность оператора О относи­

тельно преобразований (3.1) Представим часть оператора 
О в форме 

(3.17) 

Вычислим производвые в новых координатах, используя 

формулы (3.1) 

1 д 1 д t' д 1 д х' д ( 1 д v д ) 
~ . д t = ~ . д t . д t' + ~ . а t . д х' = 'У ~ . д t' - ~ . дх' ' 



§ 3. Электродинамика ... 37 

д д t' д д х' д ( v д д ) 
-=-·-+-·-=-т -·---
д х дх д t' д х д х' с2 д t' д х' · 

Отсюда находим 

! . i_ - ~ = т (1 + ~) (! . ~ -~) ' 
с д t д х с с д t' д х' 

(3.18) 

! . i_ + ~ = т (1 - ~) (! . ~ + ~) . 
с д t д х с с д t' д х' 

(3.19) 

Подставляя эти выражения в (3.17) получим 

(3.20) 

Учитывая, что переменные У и Z согласно (3.1) не изме­
няются, на основании (3.20) имеем 

1 д2 д2 д2 д2 

с2 • д t2 - д х2 - д у2 - д z2 = 

1 д2 д2 д2 д2 
(3.21) 

= с2 · дt'2- дх'2- ду'2- дz'2 · 

Это означает, что волновое уравнение (3.16) остается: 
форминвариантным относительно иреобразований 

Лоренца (3.1). Иначе говоря, оно одинаково в обеих инер­
циальных системах отсчета. 

Мы показали, что иреобразования Лоренца оставляют 

оператор D неизменным, т.е. они сохраняют форминвари­

антность волнового уравнения. С другой стороны этот рас­

чет можно считать точным выводом иреобразований Ло­
ренца, исходя из форминвариантности оператора О. 

В электродинамике волновое уравнение, вне источника, 

имеет место как для скалярного потенциала <р, так и для 
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векторного А. В данном случае tp определена как скаляр 
относительно трехмерных координатных преобразований, 

а А как вектор, относительно тех же преобразований. Для 
форминвариантности волнового уравнения при преобразо­

ваниях Лоренца необходимо считать величины tp и А как 
компоненты четырехмерного вектора А11 = ( tp, А) 

DA11 =О, ll = о, 1, 2, 3. 

В 1905 г. Анри Пуанкаре [2, 3], опираясь на работу 
Г. Лоренца 1904 г., в которой были открыты преобразо­

вания Лоренца, и принцип относительности, который он 

сформулировал в том же году для всех явлений природы, 

впервые установил неизменность уравнений Максвелла­

Лоренца, уравнения движения заряженных частиц под дей­

ствием силы Лоренца относительно преобразований Лорен­

ца (3.1). Все это будет детально показано в параграфах 
8 и 9. 

А. Пуанкаре открыл, что эти иреобразования 

вместе с пространствеиными вращениями образуют 

группу. Он впервые ввел представление о четырех­

мерности ряда физических величин. Открытие этой 

группы в соединении с квантовыми Представлениями со­

здало основы современной теоретической физики. 

Пуанкаре установил, что скалярный и векторный по­

тенциал (tp, А), плотность заряда и ток (ер, piJ), четырех­
v 

скорость ('У, 'У-), работа в единицу времени и сила отнесен­
с 

_,fj t\ 
ная к единице объема (! -, f J, а также четырехсила пре-

с 

образуются таким же образом как величины (ct, х). Нали-
чие группы Лоренца означает, что во всех инерциальных 

системах в галилеевых координатах уравнения Максвелла-.,_ 
Лоренца остаются форминвариантными, т.е. принцип от-
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носительности выполняется. Отсюда непосредственно сле­

дует одинаковость описания явлений как в системе отсчета 

х, у, z, t, так и в системе х', у', z', t', а следовательно, время 
t, как и другие переменные х, у, z, относительно. Таким 
образом, относительность времени есть прямое следствие 

наличия группы, которая сама возникла как следствие тре­

бования принципа относительности для электромагнитных 

явлений. Наличие группы привело к открытию геометрии 

пространства-времени. 

А. Пуанкаре открыл ря:д инвариантов группы и 

среди них фундаментальный инвариант 

(3.22) 

который может быть получен, используя преобразования 

Лоренца. Он свидетельствует, что пространство и 

время: образуют единый четырехмерный контину­

ум событий, с метрическими свойствами, опреде­

ляемыми инвариантом (3.22). 
В этом и состоит суть специальной теории относитель­

ности. Именно поэтому она имеет отношение ко всем физи­

ческим явлениям. Пространство-время, определяемое ин­

вариантом (3.22), и обусловило существование в приро­
де физически равноправных инерциальных систем отсче­

та. Однако как и ранее, в классической механике, оста­

лось не ясным, как инерциальные системы отсчета связа­

ны с распределением материи во Вселенной. Из выражения 

(3.22) следует, что в любой инерциальной системе отсче­
та в галилеевых (декартовых) координатах заданная ве­

личина J остается неизменной (форминвариантной), 1;0гда 
как проекции на оси изменяются. Таким образом, в зависи­

мости от выбора инерциальной системы отсчета проекции 

Х, У, Z, Т являются: относительными величинами, то­
гда как величина J для любых данных Х, У, Z, Т при этих 
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преобразованиях имеет абсолютное значение. В диффе­

ренциальной форме согласно (3.22) имеем 

(3.23) 

Величину du назвали интервалом. 
Геометрию пространства-времени, т.е. простран­

ство событий (пространство Минковского), с мерой 

(3.23) назвали псевдоевклидовой геометрией. 
Согласно инварианту J, записанному в ортогональных 

(галилеевых) координатах, всегда можно ввести единое 

время Т для всех точек трехмерного пространства. Это 

означает, что трехмерное пространство данной инерциаль­

ной системы отсчета ортогонально линиям времени. По­

скольку, как мы увидим ниже, инвариант J в другой инер­
циальной системе отсчета принимает вид (3.27), то отсю­
да следует, что в этой системе отсчета единое время будет 

уже другим, оно определяется переменной Т'. Таким обра­

зом, введение одновременности для всех точек трехмерного 

пространства, является прямым следствием псевдоевкли­

довой геометрии четырехмерного пространства событий. 

Подводя итог всему вышесказанному мы видим, что 

Г. Лоренц нашел преобразования (3.1), которые сохраняют 
форму волнового уравнения (3.16). Анри Пуанкаре, осно­
вываясь на принципе относительности для всех физиче­

ских явлений, который он сформулировал в 1904 г., и на 
преобразованиях Лоренца, установил форминвариантность 

уравнений Максвелла-Лоренца и открыл псевдоевклидову 

геометрию пространства-времени, определяемую инвари­

антом (3.22) или (3.23). 
Краткое изложение детальной статьи [3] было дано 

А. Пуанкаре в докладах Французской академии наук [2] 
и опубликовано еще до тоГо как была направлена в печать 
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работа Эйнштейна. Она содержала точное и строгое описа­

ние решения проблемы электродинамики движущихся тел 

и в то же время распространение иреобразований Лоренца 

на все силы природы, какого бы происхождения они ни бы­

ли. В этой работе он также ввел представление о грави­

тационных волнах, распространяющихся со скоростью 

света. 

А. Пуанкаре открыл инвариант (3.22), на основании 
иреобразований Лоренца (3.1). С другой стороны, исполь­
зуя инвариант (3.22) легко вывести сами иреобразования 
Лоренца (3.1). Пусть в инерциальной системе в галилеевых 
координатах инвариант J имеет форму (3.22). Перейдем в 
другую инерциальную систему координат 

х' = Х - vT, У' = У, Z = Z', (3.24) 

тогда инвариант J примет форму 

J = с2 (1- ;)т2 - 2x'vT- х'2 - У'2 - Z'2 • (3.25) 

Отсюда имеем 

(3.26) 

Выражение (3.26) можно записать в форме 

(3.27) 
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где 
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v 

R , Т--Х 

Т'= Т- пхv - пс2 ' v2 
с2 1-­

с2 

х' X-vT 
Х' = ----::=== 

пп
2. 

1-­
с2 

{3.28) 

(3.29) 

Мы видим из выражения {3.27), что форминвариант­
ность инварианта J обеспечивается преобразованиями Ло­
ренца {3.28) и {3.29). При выводе преобразований Лоренца 
из выражения инварианта {3.22) мы воспользовались тем, 
что инвариант J может иметь произвольное вещественное 
значение. Именно это обстоятельство и позволило нам рас­

сматривать величиныТиХ как независимые переменные, 

которые могут принимать любые вещественные значения. 

Если бы мы, следуя Эйнштейну, знали только одно зна­

чение J, равное нулю, то в принципе не смогли бы полу­
чить преобразования Лоренца общего вида, поскольку про­

странствеиные переменные были бы связаны с временной 

переменной. Именно это обстоятельство осталось не заме­

ченным А. Эйнштейном в его работе 1905 г. при выводе 

преобразований Лоренца. 

В. Паули в 1921 г. пишет (см. его книгу "Теория отно­
сительности". М.: Наука, 1983, с.19): 

" ... Лоренц и Пуаю..аре, 'Х:а'Х: .мы видели выше, 
положили в основу своего рассмотрения урав­

нения Ма'Х:свелла. С другой стороны, абсолют­
но необходимо настаивать на то.м, 'Что та­

'Х:Ое фундаментальное утверждение 'Х:ШХ: прин­

цип 'Х:овариантности iЮлжно выводиться по 
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возможности из самых простых основных по­

ложений. Эйнштейн по~азал, и в этом его 

большая заслуга, что для этой цели достаточ­

но принять толь~о следующее эле~тродинам.и­
чес~ое положение: скорость света не зависит от 

движения источника". 

И далее (с. 25), он пишет: 

" ... Вследствие обоих принятых постулатов 
уравнение 

(2) 

влечет за собой уравнение 

Это возможно вследствие линейности пре­

образования, толь~о если 

где е - постоянная, зависящая от v ". 
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Последнее соотношение - это приравнивание двух вы­

ражений, равных нулю. Поэтому отсюда могут быть полу­

чены иреобразования Лоренца, но только на световом кону­

се. Паули этого обстоятельства не замечает и фактически 

пользуется тем, что величина 

(а) 

является инвариантом относительно иреобразований Ло­

ренца. Но это было установлено в работе [3] Пуанкаре, 
а не Эйнштейном. Позднее эта "оригинальная" операция 
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приравнивания двух величин da и da', равных нулю, бу­
дет использована и в книге Л.Д. Ландау и Е.М. Лившица 

"Теория поля", § 2 (М.: Наука, 2001) с целью установить, 
что выражение а одинаково во всех инерциальных систе­

мах отсчета. Но таким путем этого доказать нельзя. По­

этому их вывод ошибочен. 

К столетию теории относительности пора бы уже уяс­

нить, что постоянство скорости света во всех инерциаль­

ных системах отсчета не является исходным положением 

теории относительности. 

Принцип относительности для инерциальных систем, 

благодаря уравнениям Максвелла-Лоренца, привел Пуан­

каре [3], а затем Минковского [4], к открытию псевдоев­
клидовой геометрии пространства-времени. Именно этим 

мы обязаны Пуанкаре и Минковскому. Выступая в 1908 г. 
на 80-м собрании немецких естествоиспытателей и врачей 

в Кельне, Г. Минковский отмечал [4]: 

"Воззреии.н ua простраиство и врем.н, '1'00-

торые .н иамереи перед вами развить, возии­

'I'Оли ua Э'/'Осперимеиталъио-физи-чес'I'Оой осиове. 
В этом их сила. Их теидеици.н ради,..алъиа. От­

иыие простраиство само по себе и врем.н само 

по себе должиы обратитъс.н в фи,..ции и лишь 

ие'I'Ооторый вид соедииеии.н обоих должеи еще 
сохраиитъ самосто.нтельиостъ ". 

Поэтому суть специальной теории относительности со­

стоит в следующем (это постулат): все физические 
процессы протекают в четырехмерном простран­

стве-времени (ct, i), геометрия которого псевдоев­
клидова и определяется интервалом (3.23). Таким 
образом, изучение электромагнитных явлений в соедине­

нии с принципом относИтельности Пуанкаре привели к 
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объединению пространства и времени в единый четырех­

мерный континуум событий и позволили установить псев­

доевклидову геометрию этого континуума. Такое четырех­

мерное пространство-время является однородным и изо­

тропным. 

Это обеспечивает выполнимость фундаментальных за­

конов сохранения энергии, импульса и момента количества 

движения для замкнутой физической системы. Псевдоев­

клидова геометрия пространства-времени отража­

ет общие динамические свойства материи, которые 

и делают ее универсальной. Изучение различных форм 

материи, ее законов движения является в то же время и 

изучением пространства и времени. Хотя сама структу­

ра пространства-времени и открылась нам в результате 

изучения материи (электродинамики), иногда мы говорим 
о пространстве как об арене, на которой развиваются те 

или иные явления. При этом мы не совершим ошибку, если 

будем помнить, что эта арена не существует сама по се­

бе без материи. Иногда говорят, что пространство-время 

(пространство ~инковского) задано априорно, поскольку 
его структура не изменяется под действием материи. Такая 

неизменность пространства ~инковского возникает вслед­

ствие его универсальности для всех физических полей, 

а поэтому и создается впечатление, что оно существует 

как бы независимо от материи. По-видимому, из-за неяс­

ности сути специальной теории относительности и пришел 

А. Эйнштейн к выводу, что 

"в рам~ах специальной теории отн.осите.аь­

н.ости н.ет места для удовлетворительной те­

ории тяготения". 

В общей теории относительности Эйнштейна специаль­

ная теория относительности точно. не выполняется, она 

рассматривается как предельный случай. А. Эйнштейн в 

1955 г. писал: 
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<<Существен:ное достижение общей теории 

отиоситедьиости за'Х:дюч.аетсн в то.м., ч.то 

оиа избавида физи'Х:у от иеобходи.м.ости вво­
дить "ииерциадьиую систе.м.у" (иди "ииерци­
адьиые систе.м.ы ")>>. 

Однако и в настоящее время нет ни одного эксперимен­

тального или наблюдательного факта, который свидетель­

ствовал бы о нарушении специальной теории относитель­

ности. Именно поэтому ни в какой степени не оправдан 

отказ от ее точного соблюдения и при изучении гравита­

ционных явлений. Тем более, что все известные гравита­

ционные эффекты точно объясняются в рамках специаль­

ной теории относительности [5]. Отказ от специальной 
теории относительности ведет к отказу от фунда­

ментальных законов сохранения энергии, импуль­

са и момента количества движения. Таким образом, 

приняв гипотезу, что все явления природы происходят в 

псевдоевклидовом пространстве-времени, мы автоматиче­

ски соблюдаем все требования фундаментальных законов 

сохранения и подтверждаем существование инерциаль­

ных систем отсчета. 

Пространственно-временной континуум, определяемый 

интервалом (3.23), можно записать и в произвольных ко­
ординатах. 

При переходе к произвольным координатам гео­

метрия четырехмерного пространства-времени не 

изменяется. Однако в произвольных координатах 

трехмерное пространство уже не будет евклидо­

вым. Для упрощения записи вместо переменных Т, Х, У, Z 
введем переменные xv, v = О, 1, 2, 3, Х0 = сТ. Совершим 
теперь переход от переменных xv к произвольным пере­
менным xv с помощью иреобразований 

(3.30) 
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Эти иреобразования в общем случае приводят к неинерци­

альной системе координат. Вычисляя дифференциалы 

dXv = дfv dx>. 
дх>. ' 

(3.31) 

здесь и далее по одинаковым индексам Л идет суммирова­

ние от О до 3, и подставляя их в (3.23), получим выражение 
в неинерциальной системе координат 

(3.32) 

Здесь т р,>. ( х) - метрический тензор четырехмерного про­
странства. Он равен 

3 vдfv дfv 
[р,>.(х) =~е дР.· д>.' ev = (1,-1,-1. -1). (3.33) 

v=O Х Х 

Выражение (3.32) инвариантно относительно произволь­
ных иреобразований координат. Выражение (3.33) дает об­
щий вид nсевдоевклидовой метрики. 

Отличие метрики вида (3.23) от метрики (3.32) обычно, 
в соответствии с идеями Эйнштейна, относят за счет на­

личия гравитационного поля. Но это неправильно. Никако­

го гравитационного nоля в метрике вида (3.32) нет. Пред­
ставления об ускоренных системах отсчета в пространстве 

Минковского сыграли в творчестве Эйнштейна важную 

эвристическую роль. Они помогли ему прийти к идее опи­

сания гравитационного поля с помощью метрического тен­

зора риманова пространства, именно поэтому Эйнштейн 

стремился сохранить их, хотя они и не имеют никакого от­

ношения к гравитационному полю. Такие обстоятельства 

и помешали ему раскрыть суть специальной теории отно­

сительности. С формальной, математической точки зрения 
он высоко ценил исследование Минковского, но в глубокую 

физическую суть его работы он так и не проник. 
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Специальную теорию относительности Эйнштейн свя­

зывал только с интервалом вида (3.23), относя (3.32) к об­
щей теории относительности. К сожалению, такая точка 

зрения до сих пор бытует в учебниках и монографиях, из­

лагающих теорию относительности. 

Пусть внекоторой неинерциальной системе координат 

метрический тензор пространства имеет вид 'У1-1л(х). Тогда 
не трудно показать, что существует бесконечное множе­

ство систем координат, в которых интервал (3.32), с по­
мощью определенного класса нелинейных преобразований 

координат, принимает форму 

(3.34) 

Частным случаем таких преобразований являются пре­

образования Лоренца, которые связывают одну инерциаль­

ную систему с другой. Мы видим, что преобразования ко­

ординат, которые оставляют метрику форминвариантной, 

приводят к тому, что физические явления, происходящие в 

таких системах координат при одинаковых условиях, нико­

гда не могут позволить отличить одну систему координат 

от другой. Отсюда можно дать более общую формулиров­

ку принципа относительности, который относится уже 

не только к инерциальным системам координат, но и к 

неинерциальным [6]. 

"К а~ую бы физичес~ую систему отсчета 

м,ы ни избради (инерциадъную иди неинерциадъ­
ную), всегда можно у~азатъ бес~онечную сово­
~упностъ других систем, отсчета, та~их, в ~о­
торых все физичес~ие .явдени.я проте~ают оди­

на~ово с исходной системой отсчета, та~ что 
м.ы не имеем, и не можем, им.етъ ни~а~их э~спе­

рим.ентадъных возможностей раздичитъ, в ~а­

~ой именно системе отсчета из этой бес~о­

нечной сово~упностtt м,ы находимся". 
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Следует отметить, что в (3.33) хотя метрический тен­
зор IJLл(x) зависит от координат, тем не менее простран­
ство остается псевдоевклидовым. Хотя это и очевидно, но 

об этом необходимо сказать, поскольку А. Эйнштейн даже 

в 1933 г. писал совсем противоположное [7]. 

"В специалъиой теории отиосителъиости, 

-х:а-х: по-х:аэал Г. Мии-х:овс-х:ий, эта м.етри-х:а бы­

ла -х:ваэиев-х:лидовой, т.е. -х:вадрат <<длииы» ds 
лииейиого элем.еита представлял собой опре­
делеииую -х:вадратичиую фуи-х:цию диффереици­

алов -х:оордииат. Если же вводятся другие -х:о­
ордииаты с пом.ощъю иелииейиого преобраэо­

ваиия, то ds2 остается одиородиой фуи-х:цией 
диффереициалов -х:оордииат, uo -х:оэффициеиты 
этой фуи-х:ции (g!LIJ) будут уже ue постояииы­
м.и, а ие-х:оторым.и фуи-х:циям.и -х:оордииат. Ма­

тем.атичес-х:и это оэиачает, что фиэичес-х:ое 

(четырехм.ериое} простраиство обладает ри­
м.аиов ой м.етри-х:ой ". 

Это, конечно, неправильно, поскольку иреобразова­

ниями координат (3.30) невозможно превратить псевдо­
евклидову геометрию в риманову. Такое высказывание 

А. Эйнштейна имело под собой глубокие физические кор­

ни. Эйнштейн был убежден, что псевдоевклидова метрика 

в произвольных координатах IJLл(x) также описывает гра­
витационное поле. Эти представления, выдвинутые Эйн­

штейном, ограничили рамки специальной теории относи­

тельности и в таком же виде вошли в учебники и моногра­

фии, что и затруднило понимание сути теории относитель­

ности. 

Так например, академик Л.И. Мандельштам в своих 
лекциях по теории относительности [8] особо отмечал: 
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"Что происходит в действитедьиости, -х:а-х: 
идут ус-х:ореюю движущиесл 'Часы и по'Че.м.у их 
ход из.м.еметсл, па это специадьuал тeopUJI 
отиоситедьиости ответить ue .может, ибо 
oua вообще ue заии.м.аетсл вопросом. об yc-x:o­
peuuo движущихсл системах отс'Чета ". 

Физические истоки такого ограниченного понимания 
специальной теории относительности идут от А. Эйнштей­
на. Приведем ряд его высказываний по поводу специальной 

теории относительности. В 1913 г. он писал [9]: 

"В обы'Чиой теории отиоситедьиости до­
пус-х:аютсл тодь-х:о дииейиые ортогоиадьиые 

преобразоваиил". 

В следующей статье того же года он пишет (10]: 

"В первоиа'Чадьиой теории отиоситедьио­

сти иезависи.м.ость физи'Чес-х:их уравиеиий от 

специадьиого выбора системы отс'Чета осио­

вываетсл па постудироваиии фуида.м.еитадь­

иого иивариаита ds2 L dx~, а теперь 
i 

ре'Чь идет о том., 'Чтобы построить теорию, 

в -х:оторой родь фуида.м.еитадьиого иивариаи­

та играет дииейиый эде.м.еит иаибодее общего 

вида 

ds2 = L 9ikdxi dxk ". 
i,k 

Позднее, в 1930 г. А. Эйнштейн писал (11]: 

"В специадьиой теории отиоситедьиости 

разрешаютел тодь-х;о та-х:ие из.м.еиеиил -х:оорди­
иат (преобразоваиин), 'Что и в иовых -х:оорди­
иатах веди'Чииа ds2 (фуида.м.еитадьиый иивари­
аит) имеет вид су-4+М.ы -х:вадратов диффереици-
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адов иовых -коордииат. Та-кие преобразоваиия 

иазываются преобразоваиия.ми Лорен:ца". 

51 

А. Эйнштейну трудно было увидеть, что за преобразо­

ваниями Лоренца и относительностью времени скрыт фун­

даментальный факт: пространство и время образуют еди­

ный четырехмерный континуум с псевдоевклидовой геоме­

трией, определяемой интервалом 

det('Y~Lv) = 1 <О, (3.35) 

с метрическим тензором 1 ~LV ( х), для которого тензор кри­
визны Римана равен нулю. Но именно существование че­

тырехмерного пространства событий с псевдоевклидовой 

метрикой позволили установить, что ряд векторных вели­

чин евклидова трехмерного пространства в то же время 

являются компонентами четырехмерных величин вместе с 

некоторыми скалярами в евклидовом пространстве. 

Это было осуществлено А. Пуанкаре и далее развито 

Г. Минковским. Очень часто, не понимая сути теории, пи­

шут, что Минковский якобы дал геометрическую интер­

претацию теории относительности. Это неверно. А. Пу­

анкаре и Г. Минковский на основе группы, от­

крытой Пуанкаре, открыли псевдоевклидову геоме­

трию пространства-времени, что и составляет суть 

специальной теории относительности. 

Об этом в 1909 г. в статье "Пространство и время" 

Г. Минковский писал: 

"Поиятuя простраиства ии Эйиштейи, ии 
Лореиц ue -касадись, .может быть, потому, 

-ч.то при упо.мяиуто.м выше специальио.м пре­

образоваиии, при -котором плос-кость х', t' со­
впадает с плос-костью х, t, воз.можио тод-кова­
иие, -ч.то ось х простраиства сохраияет свое 
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пo.rtoжe'ltиe. Попыт-х:у перешагNуть 'Через по­

юrтия простраNства соответствующим обра­

зом в самом дe.rte .мож1tо бы.rtо бы расцеNить -х:а?С 
'ltе?Соторую дерзость .мате.мати'Чес?Сой .мыс.rtи. 

Но пoc.rte та-х:ого все-та?Си 1tеизбеж1tого шага 

д.rtя истиNNОго по1tи.ма1tия группы Gc (речь идет 
о группе Лоренца. - А.Л.) тер.ми'lt «nостулат от­
носительности» д.rtя требоваNия иNвapиa'ltrn'lto­

cти по отNошеNию ?С группе Gc ?Сажеrnся M'lte 
с.rtиш?Со.м б.rtедNы.м. Та?С ?Са-х: с.мыс.rt посту.rtата 

сводиrnся ?С rno.мy, 'Чrno в яв.rtеNиях Nам даеrn­

ся то.rtь?Со 'Чеrnырех.мерNый в простраNстве и 

вре.ме1tи мир, 'ltO 'Что прое-х:ции эrnого .мира 1ta 

просrnраNство и Na время .могуrn быть взяты с 
'lte?Cornopы.м произво.rtо.м, M'lte xorne.rtocь бы эrnо­

.му утвержде1tию с-х:орее дать 1tазва1tие <<nосту­
лата абсолютного мира» и.rtи, ?Coporn?Co мировой 

пocrny.rtarn ". 

Удивительно, но в работе Г. Минконского нет ссыл­

ки на статьи [2] и [3] А. Пуанкаре, хотя она толь­
ко детализирует то, что уже ранее содержится в рабо­

тах [2] и [3]. Однако яркостью изложения перед широ­
кой аудиторией естествоиспытателей она привлекла к се­

бе всеобщее внимание. В 1913 г. в Германии был издан 

сборник статей по теории относительности Г.А. Лоренца, 

А. Эйнштейна, Г. Минковского. Основополагающих работ 
[2) и [3) А. Пуанкаре там нет. В замечании А. Зоммерфельда 
к работе Минконского Пуанкаре упоминается только в свя­

зи с частными вопросами. Такое замалчивание основопо­

лагающих работ по теории относительности А. Пуанкаре 

объяснить непросто. 
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сокращение длины 

Рассмотрим ход времени часов в двух инерциальных си­

стемах отсчета, из которых одну будем считать неподвиж­

ной, а другую движущейся относительно первой со ско­

ростью v. Если часы покоятся в движущейся системе от­
счета, то интервал их равен 

(4.1) 

t' - время, по часам в этой системе отсчета. 
Поскольку часы относительно другой системы отсчета 

движутся со скоростью v, то тот же интервал, но уже в 
покоящейся системе отсчета будет равен 

v2 
dCJ2 = с2 dt2 ( 1 - с2 ) ' (4.2) 

здесь t - время по часам, покоящимся в этой системе от-

счета. 

v
2 

= ( ~:) 2 + ( ~;) 2 + ( ~; )' (4.3) 

Из соотношений (4.1) и (4.2) находим связь между ходом 
часов в этих инерциальных системах отсчета 

п dt' = dt . 
2 

(4.4) 

Интегрируя это соотношение, получим 

п 6.t' = 6.t . 
2 

( 4.5.) 

Это выражение есть следствие наличия фундаментального 
инварианта (3.22). Как отмечал В. Паули "из преобразова­
ний Лоренца" оно "было я:сно выявлено Эйнштейном". 
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Применим это равенство к элементарной частице со 

временем жизни в состоянии покоя равным r 0 . На основа­
нии (4.5), полагая 6t' = r0 находим время жизни движу-
щейся частицы 

6t=p,ro . v2 
1--

с2 

(4.6) 

Именно благодаря этому эффекту и удается транспорти­

ровать в вакууме пучки частиц высокой энергии на до­

статочно большие расстояния от ускорителя к эксперимен­
тальным установкам, хотя их время жизни в покоящемся 

состоянии очень мало. 

В рассмотренном выше случае мы имели дело с време­

ниподобным интервалом du2 >О. Рассмотрим другой при­
мер, когда интервал между событиями пространственпопо­

добный du2 < О. Рассмотрим опять две такие же инерци­
альные системы отсчета. Пусть в движущейся системе от­

счета измеряется длина стержня, покоящегося в другой си­

стеме отсчета. Дадим определение способа измерения дли­

ны движущегося стержня. Пусть концы этого стержня Х~ 
и Х~ наблюдатель, находящийся в движущейся системе от­
счета, фиксирует в один и тот же момент времени 

т;= т~, (4.7) 

это позволяет свести интервал Si2 в движущейся системе 
отсчета только к пространствеиной части 

(4.8) 

Таким образом, при нашем способе определения длины дви­
жущегося стержня, величину f естественно считать дли­
ной. 

Тот же интервал в неподвижной системе отсчета, где 

находится стержень, в состоянии покоя равен 

(4.9) 
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Но согласно преобразованиям Лоренца имеем 

( 4.10) 

откуда для нашего случая ( 4. 7), находим 

(4.11) 

f 0 -длина стержнявнеподвижной системе отсчета. Под­
ставляя это выражение в (4.9), получим 

s;2 = -.ен1- ~:). ( 4.12) 

Сравнивая (4.8) и (4.12), находим 

г-;? 
.е = fo у 1 - ~. ( 4.13) 

Из соотношений (4.7) и (4.11) мы видим, что одновремен­
ные события в одной инерциальной системе отсчета не бу­

дут одновременными в другой инерциальной системе, по­

этому понятие одновременности относительно. Сокраще­
ние (4.13) является следствием относительного характера 
одновременности, или более точно - наличием фунда­

ментального инварианта (3.22). 
Таким образом, мы установили, что согласно специ­

альной теории относительности промежуток времени меж­

ду событиями для локального объекта и длина стержня, 

nри фиксированном способе измерения ( 4. 7), относитель­
ны. Они зависят от выбора инерциальной системы. Абсо­
лютный смысл имеет только интервал между событиЯми. 

Следует особо отметить, что сокращение длины стержня 
( 4.13) определяется не только псевдоевклидовой структу­
рой пространства-времени, но и нашим способом измере­

ния длины, поэтому сокращение в отличие от замедления 
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времени (4.5) не имеет такого физического значения. Это 
объясняется тем, что замедление времени относится к ло­

кальному объекту, а такие объекты существуют в природе, 

они описываются времениподобным интервалом dст2 > О; 
следовательно, здесь осуществляется причинная связь. Со­
кращение длины относится к разным пространствеиным 

точкам и поэтому описывается пространственпоподобным 

интервалом dст2 <О, когда причинная связь отсутствует. 
Вернемся к вопросу о сокращении Лоренца, определя­

емом формулой (4.13). Мы видели, что в рассмотренном 
выше случае, когда стержень покоится в нештрихованной 

инерциальной системе отсчета и имеет длину i 0 , для всех 
наблюдателей, находящихся в других инерциальных си­

стемах отсчета, при припятом способе измерения длины 

(4.7), имеет место сокращение, и длина будет определять­
ся формулой (4.13). Совершенно очевидно, что при этом со 
стержнем ничего не происходит. Некоторые авторы назы­
вают этот эффект сокращения кинематическим, поскольку 

никакой деформации стержень при этом не испытывает. 

И в этом они правы, и нет никаких оснований их крити­

ковать. Однако надо отметить, что эта кинематика есть 
следствие псевдоевклидовой структуры пространства, ко­

торая отражает общие динамические свойства материи­

законы сохранения. 

Об этой ситуации А. Пуанкаре еще в 1905 г. в работе [3] 
писал: 

"Ес.л.и бы мы прин..н.л.и прин.цип отн.осите.л.ъ­
н.ости, то в за-х:он.е т.нготен.и.н и в э.л.е-х:тромаг­

н.итн.ых за-х:он.ах н.аш.л.и бы общую посто.нн.н.ую -
с-х:оростъ света. То-чн.о та-х:же мы встрети.л.и 
бы ее во всех других си.л.ах -х:а-х:ого угодн.о nро­
исхожден.и.н, -что можн.о объ.нсн.итъ то.л.ъ-х:о с 
двух то-чех: зрен.и.н: и.л.и все, -что существует 
в мире - э.л.е-х:тромагн.итн.ого nроисхожден.и.н, 
и.л.и же это свойстuво, .нв.л..нющеес.н, та-х: с-х:а­

затъ, общим д.л..н всех физи-чес-х:их .нв.л.ен.ий, есть 
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ue что ииое, -х:а-х: виеши.н.н видимость, что-то 
св.нзаииое с методами иаших измерен,ий. К а-х: 
же мы производим паши измереии.н? Прежде 
мы ответили бы: перепоел тела, рассматрива­
емые -х:а-х: твердые и иеизмеииые одио ua место 
другого; uo в совремеииой теории, прииима.н во 
виимаиие со-х:ращеиие Лореица, это уже иевер­

ио. Согласио этой теории двумя равными от­
резками, по определению, будут такие два отрез­
ка, которые свет проходит в одно и то же время". 

(выделено мной.- А.Л.) 

Совершенно иная ситуация возникает при ускоренном дви­
жении. Если, например, стержень, покоящийся в нештри­
хованной инерциальной системе отсчета и имеющий длину 

f 0 , начинает двигаться с ускорением вдоль его длины, при­
чем так, что оба его конца начинают движение одновре­

менно, то в системе отсчета, связанной со стержнем, его 

длина будет увеличиваться по закону 

или, если 

учесть формулу (13.3), можно выразить скорость v(t), че­
рез ускорение а и получить выражение 

~ L = f 0 у 1 -t- 7 . 

Увеличение длины стержня со временем непосредственно 
следует из одинаковости интервала событий в нештрихо­

ванной инерциальной системе отсчета и в движущейся си­

стеме с ускорением а, в которой стержень покоится. Это 
означает, что стержень испытывает разрывные напряже­

ния. 
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Ранее мы нашли преобразования Лоренца для случая, 
когда движение одной системы координат относительно 

другой инерциальной системы происходило с постоянной 

скоростью вдоль оси Х. Рассмотрим теперь общий случай, 

когда движение происходит со скоростью v в произвольнам 
направлении 

r= ii- vт. (4.14) 

Разложим векторы R, R' в исходной галилеевой системе ко­
ординат по направлению скорости v и по направлению, пер­
пендикулярному к скорости v . 

.... , v 1 .... , 

R = lvl Rll + R j_. 
( 4.15) 

На основании преобразований Лоренца (3.1) будут изме­
няться только продольные величины, поперечные остают­

ся без изменений. 

Согласно (4.15) находим 

Rн = (vR), 
v 

.... .... v(vii) 
R1_ = R - --

2
- • 

v 

Подставляя (4.17) в (4.16), а затем в (4.15), получим 

(4.17) 

( 4.18) 

(4.19) 

При получении формул (4.18) и (4.19) мы считали, что при 
общем преобразовании ( 4~ 14) изменяется, в соответствии 
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с преобразованиями Лоренца, только составляющая векто­

ра fi вдоль направления скорости iJ, тог да как поперечная 
составляющая остается без изменения. 

У становим правильиость этого предположения. Для 
этой цели будем исходить из инварианта (3.22). Подста­
вляя (4.14) в (3.22), получим 

J = c2T 2 -(r+iJT) 2 = с2Т2 (1- ~:) -2(iJТ)T-r2 • (4.20) 

Выделим в инварианте J времениподобную часть 

( 4.21) 

Наша цель - найти такие новые переменвые Т' и R', в кото­
рых это выражение можно записать в диагональной форме 

(4.22) 

Из сравнения (4.21) и (4.22) находим время Т' в движущей­
ся системе отсчета 

т'= т- 2(vТJ. 
'У с2 

(4.23) 

Выражая правую часть в (4.23) через переменвые Т, fi, по-
лучи м 

(4.24) 

. 
Пространственпоподобную часть инварианта J также вы-
разим через переменвые Т, fi 
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Легко убедиться, что первые два члена ( 4.25) можно запи­
сать в форме 

(4.26) 

а следовательно, выражение (4.25) принимает вид 

Т'+~ (iir'J' = [11 + (!-1) ii(:,R)]' 
(4.27) 

- 2')'2 
( v R)T + v2

')'
2T 2• 

Правую часть ( 4.27) можно записать в форме 

(4.28) 

Таким образом, пространственноподобная часть инвариан­
та J принимает диагональный вид 

2 
..... 2 + 'У ( ..... ;;'\2 (R ..... ')2 r 2 vr1 = , 

с 
(4.29) 

где 

..... ..... v(vii) 
R' = R + ('У - 1) - ')'i!I'. v2 

(4.30) 

Формулы (4.24) и (4.30) совпадают с формулами (4.18) и 
(4.19), это свидетельствует о том, что наше предположе­
ние, сделанное ранее при их выводе, правильно. 



§ 5. Сложение скоростей 

Дифференцируя преобразования Лоренца (3.1) по перемен­
ной Т получим формулы сложения скоростей 

Здесь 
dX dY dZ 

Uz = dT, Uy = dT, Uz = dT' {5.2) 

1 dX
1 

1 dY1 
1 dZ

1 
( ) 

Uz = dTI ' Uy = dTI ' Uz = dTI. 5.3 

При выводе (5.1) мы использовали формулу 

Аналогично можно получить и общие формулы, если ис­

пользовать выражения (4.18), (4.19). 

Мы увидим далее (§ 10), что пространство скоростей есть 
пространство Лобачевского. 



§ 6. Элементы векторного и тензорного 

анализа в пространстве 

Минковского 

Все физические величины должны быть определены таким 

образом, чтобы их суть не зависела от выбора системы ко­

ординат. 

Пусть в четырехмерном пространстве Минковского за­

дана некоторая система координат Х11 , v = О, 1, 2, 3. Вместо 
этой системы координат можно выбрать другую, опреде­

ляемую выражением 

(6.1) 

Функции / 11 будем считать непрерывными, имеющими про­

изводные. 

Если якобиан иреобразования в каждой точке 

(6.2) 

отличен от нуля, то при этом условии переменные х111 будут 

независимыми, а следовательно, первоначальные перемен­

ные Х11 можно однозначно выразить через новые Х111 

(6.3) 

Физические величины не должны зависеть от выбора 

системы координат, а поэтому они должны выражаться че­

рез геометрические объекты. Простейшим геометрическим 

объектом является скаляр, который иреобразуется при пе­

реходе к новым переменным следующим образом 

Ф'(х')-:: Ф[х(х')]. (6.4) 
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Градиент от скалярной функции ф(х) иреобразуется по 

правилу дифференцирования сложных функций 

дф'(х') 
(6.5) ---·--, 

дхи дх'v 

здесь, как и далее, по одинаковым индексам а идет сумми­

рование от О до 3. 
Система функций, преобразующаяся при координатном 

иреобразовании по правилу (6.5), получила название кова­
риант.ного вектора 

(6.6) 

Соответственно величина Bp.v, преобразующаяся по прави­
лу 

В' (х') - дхи . дх>. А 
p.v - дх'Р. дх'v и>., (6.7) 

называется ковариантным тензором второго ранга, и т .д. 

Перейдем к другой группе геометрических объектов. 

Рассмотрим иреобразование дифференциалов координат 

д tv 

d tv_ ~d и 
х -д х. 

хи 
(6.8) 

Система функций, преобразующаяся при координатных 

иреобразованиях по правилу (6.8), получила название кон­
травариантного вектора 

(6.9) 

Соответственно величина вр.v, преобразующаяся по пра­

вилу 

(6.10) 
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получила название контравариантного тензора второго 

ранга, и т.д. 

Из трансформационных свойств вектора или тензора 

следует, что если все его компоненты равны нулю в од­

ной системе координат, то они равны нулю и в любой дру­

гой системе координат. Заметим, что координаты Ж11 не 

образуют вектора, тогда как дифференциал dx11 являет­

ся вектором. Координаты Х11 образуют вектор только от­

носительно линейных преобразований. 

Вычислим величину А~(х')В'и(х') 

, ( ') 1u( ') 8xJ.L 8х'и ( ) л( ) Аи х В х = ~ · ~AJ.L х В х , 
их'и ихл 

но поскольку 

axl-l . 8x'u - бJ.L - { о, 
OX1u ОХЛ - Л - 1, 

при J.L :1 Л 
при J.L =Л 

(6.11) 

(6.12) 

Символ б~ является смешанным тензором второго ранга и 
носит название символа К ронекера. 

Учитывая (6.12) в выражении (6.11) находим 

(6.13) 

Отсюда очевидно, что эта величина является скаля­

ром, ее обычно называют инвариантом. 

При написании выражения (3.32) мы фактически имели 
дело с фундаментальным инвариантом 

(6.14) 

Наличие метрического тензора пространства Минковского, 

имеющего общий вид (3.33), позволяет осуществить подъ:­
ем и опускание индекса у векторных и тензорных величин, 

например: 

А ( )Ал Ал = "'~иА~, 
11 = /vЛ Х ' 1 ·- v 
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.\v ~v 
"/р..Х 'У = up.. (6.16) 

Тензоры можно складывать и вычитать, например 

са/Э _ Аа/Э ± ва/Э 
p.vu - p.vu p.vu • (6.17) 

Их можно также перемножать независимо от их строения 

са/Э.Х _ Аа/Э • БА 
p.vup - p.vu р • (6.18) 

При этом необходимо соблюдать как порядок множителей, 

так и порядок индексов. 

Преобразования (6.9) образуют группу. Пусть 

д llp. 
А"Р. = _х_А,,х( ') 

дх'.х х ' (6.19) 

отсюда имеем 

(6.20) 

Заметим, что тензорное исчисление не зависит от метри­

ческих свойств пространства. Оно сохраняется, например, 

и в римановой геометрии, где в общем случае отсутству­

ет группа движения пространства-времени. Группа же об­

щих координатных преобразований (6.19-6.20) полностью 
сохраняется, поскольку она не зависит от метрических 

свойств пространства. Но она не имеет какого-либо физи­

ческого значения. 



§ 7. Группа Лоренца 

А. Пуанкаре открыл, что иреобразования Лоренца вместе 

со всеми пространствеиными вращениями образуют груп­

пу. Например, пусть 

х' = -у1 (х- v1t), t' = -у1 (t- :~х) , (7.1) 

х" = 'У2(х' - v2t'), t" = 'У2 (t' - :~ х') . (7.2) 

Подставляя (7.1) в (7.2), получим 

11 ( V1V2) ( ) х = 'У1 'У2 1 + 7 х - 'У1 'У2 v1 + v2 t , (7.3) 

11 ( V1V2) (v1 + v2) t = 'У1 'У2 1 + 7 t - 'Yl 'У2 с2 х , (7.4) 

Но поскольку 

х" = -у(х- vt), t" ='У (t -- :2 х) (7.5) 

Из сравнения (7.3) и (7.4) с (7.5), получим 

Из соотношений (7.6) находим 

Легко убедиться, что 

v1 +v2 
v = vlv2 . 

1+­
с2 

(7.6) 

(7.7) 

1' = п = ~11'2 (1 + v~') . (7.8) 
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Таким образом мы установили, что переход от системы 

координат х11 , к системе координат х'11 , а затем к системе 

координат х"11 , эквивалентен прямому переходу от системы 

координат х11 к системе х"11 • Именно в этом случае можно 

говорить, что иреобразования Лоренца ·образуют группу. 

Пуанкаре открыл (2] эту группу, назвав ее груп­
пой Лоренца. Он нашел генераторы группы и по­

строил алгебру Ли группы Лоренца. А. Пуанкаре 

впервые установил, что для всеобщей инвариант­

ности законов природы относительно иреобразова­

ний Лоренца необходимо, чтобы физические поля 

и другие динамические и кинематические харак­

теристики образовывали бы совокупность величин, 

преобразующихся при преобразованиях Лоренца по 

группе или, точнее говоря, по одному из предста­

влений группы Лоренца. 

Несколько общих слов о группе. Группа - это совокуп­

ность элементов А, В, С ... , в которой определена операция 
умножения. Элементы могут быть любой природы. Умно­

жение двух любых элементов группы есть элемент той 

же группы. Для группы умножение должно удовлетворять 

следующим свойствам. 

1. Закону ассоциативности 

(АВ)С = А(ВС) . 

2. В группе содержится единичный элемент Е 

АЕ=А. 

3. Каждый элемент группы имеет обратный элемент 

АВ=Е, В=А-1 • 
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Для группы Лоренца имеем матричное умножение 

Х'=АХ, 

где 

-Е. -у) ( х ) , ( х' ) 
~ ' Х = Хо ' Х = х~ ' 

х~ = ct' , х0 = ct . 

Легко проверить, что совокупность всех иреобразований 

Лоренца удовлетворяет всем перечисленным требованиям 

группы. 



§ 8. Инвариантность уравнений 

~аксвелла-Лоренца 

Уравнения Максвелла-Лоренца в инерциальной системе ко­
ординат, называемой "неподвижной", имеют вид 

.... 47Г .... 1 д й .... 1 д й 
rot Н= ~pv + ~ · дt , rot Е= -~ · дt , (

8
.
1

) 

divE = 41Гр, divЙ =О, 

.... .... 1 [ .... ] 1 = еЕ + ~ р if, н (8.2) 

В первом уравнении (8.1) второй член справа и является 
тем малым членом- током смещения, который Максвелл 

ввел в уравнения электродинамики. Именно о нем говори­
лось в § 3. Поскольку дивергенция от ротора равна нулю, 
из первого и третьего уравнений (8.1) следует закон сохра-
нения тока 

1 др d" -: о - ·- + lVJ = 
с дt ' 

J=pif. (8.3) 

Как мы видим из (8.3), ток смещения позволил привести в 
соответствие уравнения электродинамики с законом сохра­

нения электрического заряда. Для того чтобы четвертое 

уравнение из (8.1) тождественно выполнялось, представим 
Й в форме 

Й = rotA. (8.4) 

Таким образом, мы ввели векторный потенциал А. Подста­
вляя выражение (8.4) во второе уравнение из (8.1), полУ.чим 

rot Е + - · - = О . 
(

.... 1 дА) 
с дt 

(8.5) 
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Чтобы уравнение (8.5) тождественно удовлетворялось, оно 
должно быть градиентом функции ф 

.... 1 дА 
Е = -- · - - grad ф. 

с дt 
(8.6) 

Таким образом, мы ввели понятие скалярного потенциа­

ла ф. Для заданных значений Ё и Й потенциалы ф и А, как 
мы увидим ниже(§ 11), определяются неоднозначно, поэто­
му выбирая их таким образом, чтобы имело место условие 

Л. Лоренца 
1 дф ..... 
- · -+d1vA= О 
с дt ' 

из уравнений (8.1), учитывая формулы 

div gradф = V'2 ф, rot rotA = grad div А - V'2 А, 

2 - д2ф д2ф д2ф 
У' Ф- дх2 + ду2 + дz2' 

(8.7) 

а также соотношение ( 8. 7), находим уравнения для потен­
циалов ф и А в следующем виде 

.... 41Г .... 
DA = -j , Оф = 41Г р. 

с 
(8.8) 

Для того чтобы уравнение сохранения заряда было 

форминвариантным относительно преобразований Лорен­

ца, необходимо, чтобы плотность р и ток являлись компо­

нентами контравариантного вектора S"' 

S"' =(ер,))= (8°, S), 
.... 
j=piJ. (8.9) 

Контравариантный вектор S"' преобразуется при преобра­
зованиях Лоренца так же, как (ct, i). Уравнения сохране­
ния заряда (8.3) принимаютвид 

(8.10) 
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по одинаковым индексам v идет суммИрование. Учитывая 
(8.9), уравнения (8.8) принимаютвид 

.... 41Г .... 
DA= -S, 

с 

Оф = 41Г So. 
с 

(8.11) 

Чтобы эти уравнения не изменяли своего вида, при ире­

образованиях Лоренца, необходимо, чтобы скалярный и 
векторныЦ потенциалы являлись компонентами контрава­

риантного вектора Av 

(8.12) 

Поскольку оператор о, как мы ранее показали, не меня­

ет своего вида при иреобразованиях Лоренца, уравнения 
(8.11) принимают форму 

OAv = 41Гsv О 1 2 , v= , , ,3. 
с 

(8.13) 

Впервые векторы sv и Av ввел Анри Пуанкаре [3). 
Объединение ф и А в четырехвектор Av необходимо, 

поскольку правая часть (8.13) есть вектор sv, то и левая 
часть должна иреобразовываться как вектор. Отсюда не­
посредственно следует, что если в пекоторой инерциальной 

системе отсчета имеется только электрическое поле, то в 

любой другой системе отсчета из-за того, что Av иреобра­
зуется как вектор, наряду с электрическим полем будет и 

магнитное поле. Это непосредственное следствие выполне­
ния требования принципа относительности для электро­

магнитных явлений. 

Преобразования Лоренца для вектора sv имеют такой 
же вид, как и для иреобразования (ct, i) 

(8.14) 
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Учитывая компоненты вектора S"' {8.9), находим 

Р1 = 'УР (1- ; Vz) , P1V~ = 'YP(Vz- и). {8.15) 

Здесь 
1 

'У=----=== 

п 
(8.16) 

и - скорость системы отсчета. 

Преобразования для компонент Sy, Bz имеют вид 

(8.17) 

Все эти формулы впервые были получены А. Пуан­
каре [2). Из них следуют формулы для сложения скоростей 

1 Vz-и 1 п 
Vж = иVz ' Vy = Vy иVz ' 

1-- 1--
с2 с2 

Введем ковариантный вектор S", 

-п 1 
Vz = Vz иv · 

1--:1: 
с2 

S", = 'Уvл.Sл, 

{8.18) 

(8.19) 

учитывая, что 'Yv>. = {1, -1, -1, -1), из {8.19) получим 

80 = 8°, Si = -Si, i = 1,2,3. {8.20) 

Составиминвариант 

S",S"' = с2р2 
( 1- ~:) = с2 р~, {8.21) 

здесь р0 -плотность заряда в системе отсчета, где заряд 

покоится. Отсюда имеем 

~ 
Ро =""pyl- ~- {8.22) 
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Г. Минковский ввел антисимметричный тензор F!J.v 

ll = о, 1, 2, 3, (8.23) 

I(оторый автоматически удовлетворяет уравнению 

(8.24) 

1al 
Поскольку Й = rot А, Е = - grad ф - ~ дt , то легко 

убедиться 

(8.25) 

Система уравнений (8.24) эквивалентна системе урав­
нений Максвелла 

_, 1 ай --
rot Е = -- · - div Н = О . 

с дt ' 
(8.26) 

Систему уравнений (8.13) с помощью тензора FJ.~.v можно 
записать в форме 

(8.27) 

Тензор FJ.~.v связан с компонентами полей Е и Й следующи­
ми соотношениями 

-Н _ р2з -Н _ рз1 -Н _ pl2 
z- ' у- ' z- , 

(8.28) 
Е _ plO Е _ р2о Е _ рзо 
z- ' у- ' z- · 
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Отсюда видно, что величины Ё и Й изменяются при пре­
образованиях Лоренца как отдельные компоненты тензо­
ра FP-11

• Ни Лоренц, ни Эйнштейн это не установили, по­
этому им не удалось показать инвариантность уравнений 

Максвелла-Лоренца относительно преобразований Лоренца 
ни в пространстве без зарядов, ни в пространстве с заря­

дами. 

У читывая связь между компонентами тензора FP-11 и 

компонентами электрического и магнитного полей можно 

получить закон преобразования для компонент электриче­
ского поля 

Е~= Erc, Е~= т ( Еу- ;нz), 

Е~= т ( Ez +;нУ), 
и для компонент магнитного поля 

Н~= Н;с, н;= т (Ну+ ~вz), 

Н~ = т ( Hz - ; Еу) . 

(8.29) 

(8.30) 

Эти формулы впервые были открыты Лоренцем, 
однако ни он, ни позднее Эйнштейн не установи­
ли их группового характера. Это впервые сделал 

А. Пуанкаре, открыв законы иреобразования для 
скалярного и векторного потенциалов (3]. 

Поскольку ф и А преобразуются так же, как (ct, х), 
А. Пуанкаре с помощью формул (8.4) и (8.6) определил для 
любой инерциальной системы законы преобразования вели­

чин Ё и й. 
Из формул преобразования для электрического и маг­

нитного полей следует, что если, например, в системе от­

счета К' магнитное поле равно нулю, то в другой системе 
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отсчета оно уже отлично от нуля и равно 

v v ..... 1[ ..... ] 
Ну= --Ez, Hz = -Еу, или Н=- iJ,E . 

с с с 
(8.31) 

Из компонент поля можно построить два инварианта, от­
носительно иреобразований Лоренца. 

(8.32) 

Эти инварианты электромагнитного поля впервые 
открыл А. Пуанкаре [3]. 

Инварианты (8.32) могут быть выражены через анти­
симметричный тензор электромагнитного поля F~-'v 

(8.33) 

здесь 

(8.34) 

€~-'vu>.- тензор Леви-Чивита, € 0123 = 1, от перестановки лю­
бых двух индексов тензор Леви-Чивита меняет знак. 

Согласно второму инварианту (8.33) поля Ё и Й, вза­
имноперпендикулярные в одной системе отсчета, остаются 

таковыми в любой другой системе отсчета. Если в системе 

К поля Ё и Й перпендикулярны, но не равны, то всегда 
можно найти такую систему отсчета, в которой поле будет 

чисто электрическим или чисто магнитным в зависимости 

от знака первого инварианта из (8.33). 
Для выполнения принципа относительности для 

всех электромагнитных .явлений, кроме требова­
ния неизменности уравнения Максвелла-Лоренца 

относительно иреобразований Лоренца, необходи­
мо, чтобы при этих иреобразованиях оставались 

также неизменными уравнения движения заряжен­

ных частиц под действием силы Лоренца. 
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Все это было осуществлено только в работах [2, 3] 
А. Пуанкаре. Неизменность физических уравнений во всех 
инерциальных системах и означает тождественность физи­

ческих явлений в этих системах при одинаковых условиях. 

В этом и заключается принцип относительности. Именно 
так понимался принцип относительности и в классической 

механике. Поэтому приходиться удивляться тому, что на­

писал академик В.Л. Гинзбург в 1975 г.: 

"Добавлю, ч.то, пере-читав сейч.ас (-через 70 
лет после их опубли~оваиин!) работы Лореи­
ца и Пуаи~аре, н лишь с трудом и зиан за­
раиее результат (а это, ~а~ известио, ч.рез­
выч.айио облег-чает поиимаиие} смог поинть, 
поч.ему до~азаииан в этих работах иивари­
аитиость уравиеиий эле~тродииами~и отио­
сительио nреобразоваиий Лореица могла то­
гда рассматриваться в ~ач.естве свидетель­
ства сnраведливости прииципа отиосительио­
сти". 

Хотя А. Эйнштейн в 1948 г. писал: 

"С помощью преобразоваиин Лореица спе­
циальиый nриицип отиосительиости может 

быть сформулирован, следующим образом: за­
~оиы природы иивариаитиы отиосительио пре­
образоваиин Лореица (т.е. за~ои природы ue 
должен, из.м.еиитьсн, если отиести его ~ иовой 
ииерциальиой системе при помощи преобразо­

ваиин Лореица для х, у, z, t)". 

Сравните теперь с тем, что писал А. Пуанкаре в 1905 г.: 

" ... Если возможио сообщить общее поступа­
тельиое движеиие всей системе без того, -что-
бы имели место ~а~ие-либо видимые измеие-
иин в нвлеиинх, р.о это зиач.ит, ч.то урав­

иеиин эле~тромагиитиого полн ue измеинтсн 
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в результате не-х;оторых преобразований, -х;о­
торые мы будем называть преобразованиями 
Лоренца; две системы, одна неподвижна.н, дру­
гая перемещающа.нс.н поступательно, предста­
вляют, та-х;им образом, точное изображение 
одна другой". 

Мы видим, что и классические работы также требуют 

внимательного чтения, не говоря уже о размышлении. 

У становим теперь закон преобразования силы Лорен­
ца от одной инерциальной системы к другой. Уравнения 
движения будут установлены в девятом параграфе. Выра­

жение для силы Лоренца, отнесенной к единице объема, в 

системе отсчета К имеет вид 

- - 1 [ -] f = рЕ + р~ il, Н (8.35) 

Тогда в системе отсчета К' мы должны иметь аналогичное 
выражение 

(8.36) 

Заменяя все величины их значениями (8.15), (8.17), (8.29), 
(8.30) и (8.35), получим 

(8.37) 

J; =/у, J; = fz, (8.38) 

здесь через f обозначено выражение 

(8.39) 

Эти формулы впервые были найдены Пуанкаре. 
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Мы видим, что скаляр f и вектор { преобразуются так 
же, как компоненты ( х0 , i). У становим теперь закон пре­
образования силы, отнесенной к единице заряда 

.... .... 1 [ .... ] 
F=E+~ u,H, 

.... { 
F --- . 

р 

Используя (8.37), (8.38) и (8.39), найдем 

F = "'- F - -F = 'V- F- -F , р( v) F' р( v) 
z 'rl z с ' 'rl с z ) 

F; = ;Fy, F~ = ;Fz. 
На основании (8.15) имеем 

!!__- J1- ~ 
rf 1- ~Vz. 

(8.40) 

(8.41) 

(8.42) 

(8.43) 

Для упрощения (8.43) выведем тождество. Пусть в пеко­
торой инерциальной системе отсчета К два тела имеют 

соответственно четырехскорости Uf и U!j (см. 9.1) 

(8.44) 

тогда в системе К', в которой первое тело покоится, их 
четырехскорости будут равны 

ur = (1, 0), 11 1 v 1 

( 

:-!/ ) u1 = ', ~~ . (8.45) 

Поскольку произведение четырехвекторов является инва­
риантом, получим 

(8.46) 
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Полагая в этом выражении iJ2 = iJ, а iJ1 = и (скорость 
вдоль оси х), находим 

(8.47) 

На основании (8.43) и (8.47) имеем 

P_Pl-
{1 _,_;......,=1 =_=v=2=-, 

с2 

(8.48) 

iJ'- скорость заряда в системе К'. Подставляя (8.48) в (8.41) 
и (8.42) получим четырехсилу R11

, определяемую выраже-
ни ем 

Ro = F R= F 
р;, П' 1- ~ 

с2 

(8.49) 

которая иреобразуется при иреобразованиях Лоренца так 

же, как ( ct, i) 

R~ = 'У ( Rz - ~ R) , R' = 'У ( R - ~ Rz) , 
(8.50) 

R~ = Ry, R~ = Rz . 

Такой четырехвектор силы впервые ввел Пуанка-

ре [2,~. . 
Силу Лоренца (8.35) с помощью формул (8.28) и (8.9) 

можно записать в форме 

(8.51) 
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аналогично, для четырехвектора силы Rv, имеем 

(8.52) 

Таким образом, вся система уравнений Максвелла-Лоренца 

записывается через векторы и тензоры четырехмерного 

пространства-времени. Группа Лоренца, которая от­
крыта на основе изучения электромагнитных .явле­

ний, была распространена А. Пуанкаре [2, 3] на все 
физические .явления. 

В статье [3] он писал: 

... Все силы, х:ах:ого бы он.и н.и были nроисхо­
жден.ия, ведут себя благодаря nреобразован.и­
ям Лорен.ца (и, следовательн.о, благодаря nо­
стуnательн.ому nеремещен.ию) то-ч.н.о тах: же, 
х:ах: элех:тромагн.итн.ые силы". 

Позднее в книге "Последние мысли", в главе 11 "Про­

странство и время", А. Пуанкаре писал: 

"Прин.циn физи-ч.есх:ой отн.осительн.ости мо­
жет служить н.ам для оnределен.ия nростран.­
ства. Он. дает н.ам, тах: сх:азать, н.овый изме­
рительн.ый ин.струмен.т. Объясн.юсь. Ках: мо­
жет твердое тело служить н.ам для измере­
н.ия или, nравильн.ее, для nостроен.ия nростран.­
ства? Дело обстоит здесь следующим обра­
зом: nерен.ося твердое тело из одн.ого места 
в другое, мы заме-ч.аем тах:им образом, -ч.то его 
можн.о nриложить сnерва х: одн.ой фигуре, nо­
том х: другой, и мы соглашаемся с-ч.итать эти 
фигуры равн.ыми. Из этого соглашен.ия роди­
лась геометрия. Геометрия есть н.е -ч.то ин.ое, 

х:ах: у-ч.ен.ие о взаимн.ых соотн.ошен.иях этих nре­

образован.ий или, выражаясь математи-ч.есх:им 
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нзы-х:ом, у-чение о строении группы, образован­
ной этими преобразованинми, т. е. груnпы дви­
жений твердых тел. 

Возьмем теперь другую группу, группу пре­

образований, не изменяющих наших дифферен­
циальных уравнений. Мы полу-чаем новый спо­
соб определения равенства двух фигур. Мы уже 
не с-х:ажем более: две фигуры равны, -х:огда од­
но и то же твердое тело может быть прило­
жено и -х: одной, и -х: другой. Мы с-х:ажем: две 
фигуры равны, -х:огда одна и та же механи-че­
с-х:ан система, удаленная от соседних систем 
настоль-х:о, -что ее можно рассматривать -х:а-х: 

изолированную, буду-чи помещена сперва та-х:им 
образом, -что ее материальные то-ч-х:и воспро­

изводят первую фигуру, а затем та-х:им обра­
зом, -что они воспроизводят другую фигуру, ве­
дет себя во втором слу-чае та-х: же, -х:а-х: и в 
первом. Отли-чаются ли друг от друга суще­
ственным образом оба эти взгляда? Нет. 

Твердое тело - это та-х:ан же механи-че­
с-х:ан система, -х:а-х: и всн-х:ан другая. Вен разница 
между нашими прежним и новым определенин­
ми пространства за-х:лю-чаетсн в том, -что по­

следнее шире, позволяя заменить твердое те­
ло любой другой механи-чес-х:ой системой. Более 
того, наше новое условное соглашение опреде­
ляет не толь-х:о пространство, но и время. Оно 
объясняет нам, -что та-х:ое два одновременных 
момента, -что та-х:ое два равных промежут-х:а 
времени или же -что та-х:ое промежуто-х: вре­

мени, вдвое больший другого промежут-х:а". 

Если вдуматься в эти слова, то можно сразу почув­
ствовать глубину проникновения А. Пуанкаре в суть фи­
зической относительности и связи геометрии и группы. 

Именно таким путем, исходя из неизменности уравне-
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ний Максвелла-Лоренца, при иреобразованиях из группы 

Лоренца, что обеспечивало выполнение принцила физи­

ческой относительности, А. Пуанкаре открыл геометрию 
пространства-времени, определяемую инвариантом (3.22). 

Такое пространство-время обладает свойствами одно­

родности и изотропности. Оно отражает наличие в природе 
фундаментальных законов сохранения энергии, импульса 

и момента количества движения для замкнутой системы. 

Таким образом, "новое условное соглашение" не является 
произвольным, оно опирается на фундаментальные законы 

Пр ироды. 
Выше мы убедились в том, что симметричная систе­

ма уравнений (8.1), (8.2) электродинамики, инвариантная 
относительно координатных трехмерных ортогональных 

преобразований, в то же время оказалась инвариантной 

и относительно иреобразований Лоренца в четырехмерном 
пространстве-времени. Такое стало возможным благодаря 
тому, что ряд векторных величин евклидова пространства 

вместе с некоторыми скалярными величинами того же про­

странства стали компонентами четырехмерных величин. В 
то же время некоторые векторные величины, например, как 

Е, Й, являются производными от компонент четырехмер­
ных величин, что свидетельствует о том, что они являются 

компонентами тензора второго ранга в пространстве Мин­
ковского. Последнее привело к тому, что такие понятия, 
как электрическая и магнитная напряженность не явля­

ются абсолютными. 
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В параграфе третьем мы убедились в том, что требова­

ние принципа относительности для электродинамики при­

водит к тому, что переход от одной инерциальной систе­

мы координат к другой, движущейся относительно первой 

вдоль оси х со скоростью v, осуществляется не иреобразо­
ваниями Галилея (2.5), а иреобразованиями Лоренца. От­
сюда с необходимостью следует, что уравнения механики 

необходимо видоизменить так, чтобы они были формин­

вариантными относительно иреобразований Лоренца. По­
скольку пространство и время четырехмерно, физические 

величины, описываемые векторами, будут иметь четыре 

компоненты. Единственный четырехвектор, для точечного 
тела, имеет вид 

uv = dxv. 
dO" 

Здесь интервал du в галилеевых координатах равен 

( du) 2 
= с2 dt2 

( 1 - ~: ) . 

Подставляя выражение для du в (9.1), получим 

uo =г, 
i 

U
i v 
=г-, 

с 

. dxi 
v~ = - , i = 1, 2, 3. 

dt 

(9.1) 

(9.2) 

(9.3) 

Этот четырехвектор впервые был введен Пуан­

каре [3]. 
Введем теперь четырехвектор импульса 

pv = mcuv. (9.4) 

Релятивистские уравнения механики интуитивно можно 

записать в форме 

ь• 

2 dUv- pv 
те--- , 

du 
(9.5) 



84 § 9. Релятивистская механика Пуанкаре 

здесь pv - четырехвектор силы, который нам еще предсто­

ит выразить через обычную силу Ньютона { Легко убе­
~иться, что четырехсила ортагональна четырехскорости, 

т.е. 

FvИv =О. 

На основании (9.2) и (9.3) уравнение (9.5) можно запи­
сать в форме 

- -F l--d ( mif ) __.п2 
dt J 1 _ ~~ - с2 ' 

(9.6) 

~ (v:': ~) = F' vl- ::. (9.7) 

Поскольку из принципа соответствия при малых скоростях 
уравнение (9.6) должно совпадать с уравнением Ньютона, 
то естественно определить F следующим образом 

(9.8) 

здесь f- обычная трехмерная сила. 
Установим теперь, что уравнение (9.7) является след­

ствием уравнения (9.6). Умножая уравнение (9.6) на ско­
рость iJ и дифференцируя по времени, получим 

(9.9) 

С другой стороны, после дифференцирования по времени, 
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уравнение (9.7) принимает вид 

(l-~г· (v~:) = cF0 Jl- :: (9.10) 

Сравнивая (9.9) и (9.10), находим 

Fo= (9.11) 

На основании соотношений (9.8) и (9.11) уравнения реля­
тивистской механики принимают вид 

d ( mV ) 

dt J1- ~: 
= !~ (9.12) 

d ( ~ ) 
dt J1- ~: 

--+ 

= fv. (9.13) 

Эти уравнения впервые получил А. Пуанкаре [3]. 
Уравнение (9.13) связывает изменение энергии частицы с 
совершенной работой в единицу времени. 

Получив эти уравнения, Пуанкаре применил их для 

объяснения аномалии в движении Меркурия. В этой свя­
зи он писал: 

"Та-к:им образом, новая механика стоит еще 
по-к:а н.а зыб-к:ой nо'Чве. Ей сдедует, поэтому, 
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nожелать новых nодтверждений. Посмотрим 
же, 'Что дают нам в этом отношении астро­
но.ми'Чес-х:ие наблюдения. С-х:орости nланет без 
сомнения, относительно О'Чень .малы, но зато 

астроно.ми'Чес-х:ие наблюдения обладают боль­
шой стеnенью то'Чности и nростираютел на 

длинные nро.межут-х:и времени. Небольшие дей­
ствия .могут, стало быть, с-х:лонитьсн в та­
-х:ой стеnени, 'Что nриобретут эна'Чение вели­
'Чины, доnус-х:ающей оцен-х:у. Единственное дей­
ствие, относительно -х:оторого и .можно было 
ожидать, 'Что оно будет нам заметным, .мы 
видим на са.мо.м деле; н имею в виду возмуще­
ния самой быстрой из всех nланет - Мер-х:у­

рин. Она обнаруживает в действительности 
та-х:ие аномалии в своем движении, -х:оторые и 
no сию nopy не .могли быть объяснены небесной 
.механи-х:ой. Движение ее nеригелия гораздо эна­
'Чительнее вы'Численных на основании -х:ласси'Че­

с-х:ой теории. Немало трудов было эатра'Чено 
с целью объяснить эти от-х:лоненин ... Hoвa.JI 
.механи-х:а нес-х:оль-х:о исnравляет ошиб-х:у в тео­
рии движения Mep-x:ypи.JI, довед.JI ее до 32", но не 
дает nолного соответстви.JI .между наблюде­
нием и вы'Числение.м. Этот результат, та-х:и.м 
образом, не говорит в nользу новой механики, 
но отсюда, во всн-х:о.м слу'Чае, еще не следует, 
'Что он говорит и nротив нее. Новое у'Чение не 
находитс.JI в nрн.мо.м nротиворе'Чии с астроно­
.ми'Чес-х:и.ми наблюдениями". 

Отсюда видно, сколь осторожен А. Пуанкаре в оценке 
полученных результатов. Оно и понятно, поскольку шло 
становление теории, а поэтому и требовалась вниматель­

ная и многократная экспериментальная проверка ее вы­

водов. Оказалось, что эти уравнения справедливы толь­
ко при пренебрежении гравитацией. Позднее А. Эйнштейн 
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объяснил аномалию в движении Меркурия, опираясь на об­

щую теорию относительности, в которой гравитация есть 

следствие наличия кривизны пространства-времени. Но 

для объяснения аномалии движения Меркурия Эйнштейну 
фактически пришлось отказаться от специальной теории 

относительности и, как следствие, от фундаментальных за­

конов сохранения энергии-импульса и момента количества 

движения. 

Из уравнений (9.12) следует, что уравнения классиче­
ской механики справедливы только тогда, когда скорость 

v мала по сравнению со скоростью света. Именно из-за при­
ближенного характера уравнений классической механики и 

возникли преобразования Галилея, которые оставляли не­
изменными уравнения механики во всех инерциальных си­

стемах отсчета. 

В трехмерной форме импульс и энергия имеют вид 

(9.14) 

Из (9.12) и (9.13) следует, что для замкнутой системы 
энергия и импульс сохраняются. Как видим из форму­
лы (9.14), энергия Е не является инвариантом. Она 
была и остается инвариантом только относитель­

но трехмерных иреобразований координат, являясь 

в то же время нулевой компонентой четырехмер­

ного вектора импульса в пространстве Минковско­
го. Тот, кто почувствовал четырехмерность пространства­
времени, сразу мог бы увидеть, что энергия и импульс объ­

единены в четырехимпульс. Более того, он понял бы, что 
они подчиняются для замкнутой системы закону сохране­

ния энергии и импульса. 

Ковариантный вектор четырехскорости равен 

Иv = uиrиv, но поскольку в 
ruv = (1, -1, -1, -1), получим 

галилеевых координатах 

(9.15) 
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На основании (9.1) и (9.15) можно составить инвариант 

(9.16) 

который в силу определения четырехвектора uv будет ра­
вен единице. Это легко проверить, если подставить значе­
ния, определяемые формулами (9.3), в (9.16). Таким обра­
зом, имеем 

(9.17) 

В формуле (9.17) мы удержали для энергии только положи­
тельный знак, однако отрицательный знак энергии также 

имеет смысл. Он оказывается существенным при объеди­
нении теории относительности с квантовыми представле­

ниями. Это привело Дирака к предсказанию частицы (по­
зитрона) с массой электрона и положительным зарядом, 
равным по величине заряду электрона. Отсюда возникли 
представления о физическом вакууме и античастицах. 

На основании (9.14) уравнение (9.12) принимает форму 

d (Е """') .... Е diJ .... iJ dE 
dt с2 v = f' или с2 • dt = f - с2 • dt . (9.18) 

Из (9.18) следует, что ускорение тела, определяемое вы-
diJ 

ражением dt , не совпадает с направлением действующей 

силы f Из уравнений релятивистской механики Пуанка­
ре на основании (9.17) для тела, находящегося в состоянии 
покоя, имеем 

Е0 = тс2 , 

здесь Е0 - энергия, т - масса покоящегося тела. 

Из (9.17) очевидно, что масса т является инвариан­
том. Инертная масса М движущегося тела определяется 

его энергией и равна 
Е 

М=2· 
с 
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А. Эйнштейн в статье "Зависит ли инерция тела от содер­
жащейся в нем энергии?", опубликованной в 1905 г., интуи­
тивно пришел к тому же выводу. Он писал: 

"М асса тела есть мера содержащейс.н в ием 
эиергии; если эиерги.н измеи.нетс.н на вели-чииу 

L, то масса меи.нетс.н соответствеиио ua ве­
ли-чину L / (9 · 1020

), при-чем здесь эиерги.н изме­
ряется в эргах, а масса - в граммах". 

Позднее Планк в 1907 г. и Ланжевен в 1913 г. раскрывают 
на этой основе роль внутренней энергии взаимодействия 

тела (энергии связи), которая и приводит к дефекту массы, 
создающему условия для возможного выделения энергии. 

Так удалось получить энергию деления и синтеза атомных 
ядер. 

О преобразовани.нх силы 

Согласно (9.8) и (9.11) четырехсила равна 

11 ( vf -.\ 
F= ~~,/J), (9.19) 

(9.20) 

Как мы отмечали ранее, сила как четырехвектор преобра­
зуется так же, как величины ct их. 

(9.21) 

(9.22) 
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Здесь 
и 

{3 = -, 
с 

и - скорость вдоль оси х. 

1 
(9.23) 1'1 = -v--===и=2 , 

Пусть в нештрихованной инерциальной системе коор­

динат имеются две частицы с четырехскоростями 

(9.24) 

Тогда в инерциальной системе отсчета, где вторая части­

ца покоится, мы будем иметь следующие выражения для 

соответствующих четырехвекторов 

Отсюда, на основании инвариантности выражения И1иИ2, 
имеем следующее равенство 

, ( -ии) 'У = 1'1'1 1 - ---;? . (9.25) 

Таким образом, получим 

1 
(9.26) 

Для нашего случая, когда скорость il направлена вдоль оси 
х, имеем 

1 
(9.27) 

( v и)· 
1'1 1- ;2 
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Подставляя (9.27) в (9.21) и (9.22), получим 

iJ .... 
fz- /3- f 

! ' с !' z- Vz ' У-
1-/3-

(9.28) 

с 

({iJ) - /3 С fz 
Vz 1-/3-

! 
.... , ___., 

v = (9.29) 

с 

Отсюда очевидно, что если сила {в пекоторой инерци­
альной галилеевой системе координат равна нулю, то она 

равна нулю и в любой другой инерциальной системе ко­

ординат. Это означает, что если принцип инерции имеет 

место в одной инерциальной системе, то он выполняется и 

в любой другой инерциальной системе. Более того, вывод о 
силе справедлив не только для инерциальной системы ко­

ординат, но и для любой ускоренной (неинерциальной) си­
стемы координат. Сила не может возникнуть с помо­
щью координатных преобразований. Если движение 
по инерции в инерциальной системе координат происходит 

по прямой линии, то в неинерциальной системе свободное 

движение будет идти по геодезической линии, которая в 

этих координатах уже не будет прямой линией. 

В классической механике сила {одинакова во всех инер­
циальных системах отсчета, в релятивистской механике 

это уже не так, компоненты силы в этом случае изменя­

ются согласно (9.28). 
Остановимся на общем замечании относительно инер­

циальных систем отсчета. Равноправность инерциальных 

систем отсчета состоит в том, что если мы в каждой систе­

ме отсчета будем создавать одинаковые условия для эволю­

ции материи, то естественно должны получить в каждой 

системе одно и то же описание явления, иначе говоря, мы 

не сможем выделить какую-либо из ине.I?циальных систем 
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отсчета. Но если мы создали условия для движения ма­

терии в какой-нибудь одной инерциальной системе отсче­

~а, то при описании того, что происходит в этой системе 

из любой другой инерциальной системы, мы получим уже 

другое описание, отличное от описания в исходной системе 

отсчета. Это не нарушает равноправности инерциальных 
систем, поскольку в этом случае исходная система выделе­

на самой постановкой задач. Именно такая ситуация 

возникает, когда мы рассматриваем Вселенную. 
В этом случае, во Вселенной существует одна фи­
зически выделенная инерциальная система отсчета, 

которая определяется по распределению материи. 

В этой системе отсчета время будет выделено по 

сравнению с другими инерциальными системами. 

Это время можно было бы назвать "истинным вре­

менем" Вселенной. В качестве примера выделенной 
системы отсчета можно было бы выбрать систему 

отсчета, в которой реликтовое электромагнитное 

излучение однородно и изотропно (см. об этом [5]). 

Из предыдущего изложения, особенно из параграфов 

3, 5, 7, 8 и 9 очевидно, что Анри Пуанкаре открыл все 
основное, что составляет содержание специальной теории 

относительности. В этом может убедится каждый, окон­

чивший университет по специальности теоретическая фи­

зика и внимательно прочитавший, по крайней мере, две 

его статьи "О динамике электрона". Имеется и другая точ­
ка зрения: "Пуан:~аре н. е сделал решающего шага" (де 
Бройль), "Пуан.~аре был, по-видим.ом.у, довольн.о близо~ ~ 
создан.ию СТО, н.о до ~он.ца н.е дошел. По'Чем.у та~ про­
изошло, м.ожн.о толь~о гадать" (В.Л. Гинзбург). Но эти 
высказывания, характеризуют не уровень выдающихся до­

стижений А. Пуанкаре по теории относительности, а их 

собственный уровень понимания проблемы. Удивляет, что 
авторы свое непонимание или трудность понимания, испы­

танную ими, иревращают (без тени сомнения) в критерий 
оценки выдающегося исследования Пуанкаре. В науке не 
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нужно гадать, необходимо только внимательно прочитать 

работы Пуанкаре [2, 3] и подумать. 
Профессор А. Пайс в книге "Научная деятельность и 

жизнь Альберта Эйнштейна", опубликованной в издатель­
стве "Наука" в 1989 г., написал: 

" ... Ясно видно, что даже в 1909 г. Пуаю~а­
ре не знал, что сокращение размеров стержней 

является следствием двух постулатов Эйнштейна. 
(выделено мной. - А.Л.) Отсюда следует, что 
Пуанпаре не понял одного из фундаментальней­
тих положений СТО". 

Сразу отметим, подчеркнутое- неверно. Но об этом позд­
нее. 

Из всего того, что написал А. Пайс очевидно, что он 
сам не понял основ специальной теории относительно­

сти. Поясню. Пуанкаре показал неизменность уравнений 
Максвелла-Лоренца относительно преобразований Лорен­
ца, что соответствовало требованию принципа относи­

тельности, сформулированному Пуанкаре в 1904 г. для 
всех физических явлений природы. Как мы уже отмечали, 

А. Пуанкаре открыл фундаментальный инвариант (3.22) 

J = с2Т2 _ Х2 _ у2 _ z2 , 

устанавливающий геометрию пространства-времени. Имен­

но отсюда следует, что принцип постоянства скорости све­

та есть частное следствие этого выражения, когда инвари­

ант J равен нулю. Таким образом, из существования инва­
рианта, который может принимать любые вещественные 

значения, следует принцип постоянства скорости света, но 

обратное неверно. Положение о постоянстве скорости све­

та, которое А. Эйнштейн использовал как второй постулат, 
не дает возможности получить инвариант J, а следователь­
но, с его помощью нельзя установить и преобразования Ло­

ренца для любых значений переменных Т, Х, У, Z. Макси­
мум, что можно получить - это преобразования Лоренца 
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только на световом конусе, когда J =О. Профессору Пайсу 
необходимо было понять, что сокращение Лоренца связа­

·но с отрицательным J, т.е. пространственноподобным зна­
чением J, а не равным нулю. В свою очередь замедление 
времени связано с положительным J, т.е. времениподоб­

ным J, но отнюдь не нулевым. Таким образом, из преды­
дущего очевидно, что сокращение размеров стержней 

не является следствием двух постулатов Эйнштей­
на. Поэтому утверждение А. Пайса, "-что со-х:ращен.ие раз­
меров стержн.ей нвлнетсн следствием двух постулатов 
Эйн.штейн.а ", просто ошибочно. Вот к чему приводит по­
верхностное знание основ теории относительности. 

Что касается сокращения Лоренца, то в статье [3] (§ 6 
"Сокращение электронов") А. Пуанкаре подробно рассма­
тривает этот вопрос, используя преобразования Лоренца. 
Все это отчетливо изложено в статье [3]. Именно объ­
единение принципа относительности с электродинамикой 

Максвелла-Лоренца и позволили Пуанкаре в статьях [2] 
и [3] сформулировать основы специальной теории относи­
тельности. Что касается постулата о постоянстве скорости 

света, то он проявился как простой эвристический прием, 

а не как исходное положение теории. Он является след­
ствием требования принципа относительности к электро­

динамическим явлениям, которые описываются уравнени­

ями Максвелла-Лоренца в галилеевых координатах. 

При оценке работ [2] и [3], а также ранних работ 
А. Пуанкаре по физике необходимо исходить только из их 
содержания, сравнивая с современными Представлениями 

проблемы, а не руководствоваться высказываниями по это­

му поводу даже известных ученых, современников Пуан­
каре, поскольку уровень многих из них был недостаточен, 

чтобы в полной мере осознать то, о чем писал Пуанка­
ре. В то время индивидуальность его личности особенно 
проявлялась в том, что для него физические проблемы и 

их адекватная математическая формулировка естествен­

но объединялись и составляли единое целое. Именно по-
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этому его творения точны и современны и через сто лет. 

А. Пуанкаре относился к редкому типу исследователей, для 
которого естествознание и математика были родной стихи­

ей. Для современной молодежи, подготовленной по теорети­

ческой физике, легко в этом убедиться, прочитав хотя бы 

его работы [2] и [3]. В случае с высказыванием профессора 
А. Пайса мы опять сталкиваемся с тем, что и ранее - явным 
стремлением свое непонимание перенести на автора. 

Вот например, что писал Ричард Фейнман: 

"И.мен:но Пуан~аре пред.л,ожи.л, исс.л,едовать, 
'Что .можно де.л,ать с уравненил.ми, не .менлл 
при этом их вида. Именно е.му принад.л,ежит 
идел обратить внимание на свойство симме­
трии физи'Чес~их за~онов ". 

В. Паули в 1955 г., в связи с 50-летием теории относи­
тельности писал: 

"И Эйнштейн, и Пуан~аре опира.л,ись на под­

готовите.л,ьные работы Г.А. Лоренца, весьма 

б.л,из~о подошедшего ~ о~он'Чате.л,ьно.му резу.л,ь­

тату, но не сумевшего едедать пос.л,едний ре­

шающий шаг. В совпадении резу.л,ьтатов, по­

ду'Ченных независи.мо друг от друга Эйнштей­

ном и Пуан~аре, л усматриваю г.л,убо~ий с.мыс.л, 

гармонии .мате.мати'Чес~ого .метода и ана.л,и­

за, проводимого с помощью .мыс.л,енных э~спе­

ри.ментов, опирающихсл на всю сово~упность 

данных физи'Чес~ого опыта". 

Статьи [2, ЗJ Анри Пуанкаре исключительно современ­
ны как по содержанию, так и по форме и точности изложе­

ния. Поистине, они являются жемчужинами теоретической 

физики. 
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У дивительна судьба, если можно так выразиться, ра­

бот Анри Пуанкаре "О динамике электрона", опубликован­

ных в 1905-1906 гг. Порой оценки их сильно искажались, 
но постоянно замалчивались, при этом они всячески ис­

пользовались. Ссылки на эти статьи, если и имелись, то 

всегда не по существу. В 1913 г. в Германии был издан 

сборник работ Лоренца, Эйнштейна, Минковского по спе­

циальной теории относительности. Но фундаментальные 

работы А. Пуанкаре в сборник не были включены. Как это 

можно объяснить? 

В 1911 г. французский физик Поль Ланжевен опубли­

ковал две статьи по теории относительности: "Эволюция 

понятия пространства и времени"; "Время, пространство и 

причинность в современной физике". Но в этих статьях 

А. Пуанкаре даже не упоминается, хотя там речь идет о 

принципе относительности, группе Лоренца, о простран­

стве и времени, определяемом интервалом. Как такое мог­

ло быть? 

В 1920 г. в статье П. Ланжевена "Историческое развитие 
принципа относительности" А. Пуанкаре также не упомина­

ется. Как все это можно объяснить? 

В 1935 г. под редакцией професеорав В.К. Фредерикса 

и Д.Д. Иваненко впервые был издан сборник "Принцип от­

носительности", в котором содержались работы по теории 

относительности Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна, Минков­

ского. Однако, первой работы А. Пуанкаре "О динамике 

электрона" в нем не оказалось. 

И только в 1973 г. в сборнике "Принцип относитель­

ности" (со вступительной статьей профессора, члена­

корреспондента АН СССР Д.И. Блохинцева; составитель 

сборника профессор А.А. Тяпкин) наиболее полно были 

представлены работы А. Пуанкаре по теории относитель-
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ности, что позволило многим убедиться в решающем вкла­

де Пуанкаре в создание специальной теории относительно­

сти. Несколько позднее, я и академик В.А. Матвеев решили 

переписать формулы, содержащиеся в статьях А. Пуанкаре 

"О динамике электрона" в современных обозначениях, что­

бы облегчить их изучение. 

В 1984 г. к 130-летию со дня рождения А. Пуанкаре его 
статьи "О динамике электрона" с комментариями были из­

даны издательством Института ядерных исследований, а 

позднее, в 1987 г., они были с дополнениями изданы из­

дательством Московского государственного университета 

им. М.В. Ломоносова. 

Анри Пуанкаре - редчайшая личность во всей истории 

науки. Величайший математик, механик и физик-теоретик; 

его основополагающие труды оставили ярчайший след во 

многих областях современной науки. Он обладал, к то­

му же, редким даром глубокого видения науки в целом. 

В начале прошлого века (1902-1912 гг.) изданы книги Пу­
анкаре "Наука и гипотеза"; "Ценность науки"; "Наука и ме­

тод"; "Последние мысли". Некоторые из них были почти 

сразу переведены на русский язык. Эти книги изумитель­

ны как по содержанию, так и по свободной, очень яркой и 

образной манере изложения. Они не устарели до сих пор, и 

каждому, кто изучает математику, физику, механику, фи­

лософию, познакомиться с ними было бы крайне полезно. 

К большому сожалению, они по разным причинам долго не 

переиздавались. И только благодаря настойчивым усилиям 

академика Л.С. Понтрягина они были переизданы и стали 

доступны читателю. 

7. А.А. Логунов 



§ 10. Пространство скоростей 

Лобачевского 

На основании (9.26) имеем 

{10.1) 

Для дальнейшего, удобнее ввести следующие обозначения 

(10.2) 

1 Va Va 

cha = П' sha = П' tha = --;;· 
1- va с 

с2 2 

(10.3) 

Подставляя (10.2) и (10.3) в (10.1), получим 

ch а = ch Ь · ch с - sh Ь · sh с · cos А, (10.4) 

А- угол между скоростями vь и Vc· Но это не что иное, как 
теорема косинусов для треугольника в геометрии 

Лобачевского. Она выражает длину стороны треуголь­
ника через длину двух сторон и угол между ними. Находя 

отсюда cos А, затем sin А и т.д., легко установить теорему 
синусов геометрии Лобачевского 

sin А sin В sin С 
sh а - sh Ь - sh с · (10.5) 

Ниже, следуя Лобачевскому, получим для треугольника 
теорему косинусов в виде 

cos А = - cos В cos С + sin В sin С ch а. (10.6) 
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Заnишем (10.4) в форме 

cha 
thbthccosA = 1- chbchc 

На основании теоремы синусов (10.5) имеем 

1 sinA thc 
ch с = sin С · sh а· 

Подставляя это выражение в (10. 7), находим 

sinA thc 
th ь th с cos А = 1 - --:----с . h ь h . 

sш с t а 

Отсюда находим th с 

h 
thasin С 

t с= 1 . 
cos А sin С th а th Ь + ch Ь sin А 
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(10.7) 

(10.8) 

(10.9) 

(10.10) 

Далее, Лобачевский с nомощью теорем косинусов (10.4) 
установил тождество 

1 
(1- thbthccosA)(1- thathbcosC) = - 2 • 

ch Ь 

Исnользуя (10.10), находим 

(10.11) 

1 . А 
-sш 

1- thb thccosA = chb 
1 

. (10.12) 
cos А sin С th а th Ь + ch Ь sin А 

Подставляя это выражение в тождество (10.11), nолучим 

7• 

1 

chb 
sin А- sin А cos С th а th Ь 

cos А sin С th а th Ь + с~ Ь sin А. 
(10.13) 
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Учитывая 
1 2 

1--2- = th ь, 
ch Ь 

равенство (10.13) принимает вид 

thb sin С 
-- cosC = ctgA--. 
tha ch Ь 

Аналогично получается и соотношение 

tha sinC 
-- cosC = ctgB--. 
thb cha 

На основании теоремы синусов имеем 

1 sin А thb 
chb sinB sha 

Подставляя это выражение в (10.15), получим 

th а С cos А sin С 
1- -cos = . 

thb chasinB 

Используя выражения (10.16) в (10.18), находим 

cos А = - cos В cos С + sin В sin С ch а. 

Аналогично получаются равенства 

cos В = - cos А cos С + sin А sin С ch Ь , 

cos С = - cos А cos В + sin А sin В ch с . 

(10.14) 

(10.15) 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 

Таким образом, пространство скоростей в псев­
доевклидовой геометрии является пространством 
Лобачевского. 

Для прямоугольного треугольника С = i' согласно 
(10.4), имеем 

chc = chach Ь. (10.21) 
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На основании теоремы синусов (10.5) и косинусов (10.4) 
получим 

. sh а thb 
sшA=-h, cosA=-h. 

s с t с 
(10.22) 

Наряду с очевидным равенством 

sin2 А + cos2 А = 1 (10.23) 

можно, используя выражения (10.22) и (10.21), получить 
соотношение 

sin2 А ch2 Ь + cos2 А-4-- = 1. 
ch а 

(10.24) 

Рассмотрим в качестве примера [12] явление аберра­
ции света, т .е. изменение направления луча света при 

переходе от одной инерциальной системы отсчета к дру­

гой. Таким образом, в двух движущихся одна относитель­
но другой системах отсчета направление на один и тот же 

источник С будут различными. Пусть(} и(}' это углы, под 
которыми виден свет от источника в точке С из двух инер­
циальных систем отсчета А и В, движущихся одна отно­
сительно другой со скоростью v. В пространстве скоростей 
Лобачевского мы построим треугольник ACD (см. рис.1), 
у которого угол С равен нулю, поскольку свет имеет пре­
дельную скорость. 

Соединим точки А и В линией и опустим на эту ли­
нию из точки С перпендикуляр. Он пересечет ее в точке 

D. Расстояние от точки А до точки D обозначим через х, а 
расстояние от точки D до В через у. Применяя для данного 
треугольника ACD теорему косинусов (10.20), получим 

1 shx __ cosa chx = -.--, . , 
sша sша 

(10.25) 

отсюда 

th х = cos а = cos( 7Г - 8') = - cos (}', (10.26) 
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аналогично 

с 

1 

(}' а 7r/2' 

А a:DyB 
Рис. 1 

thy = cos8. (10.27) 

Согласно формуле (10.3), th(x +у) является относитель­
ной скоростью одной системы отсчета относительно дру­

гой, отнесенной к скорости света 

v h th х + th у cos 8 - cos 8' 
~ = t ( х + у) = 1 + th х th у = 1 - cos 8 . cos 8' . (10.28) 

Отсюда получаются известные формулы аберрации 

v 
cos8--

cos {j/- с 
(7 - v ' 

1-- cos8 
с 

(10.29) 
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. , ~ sinO 
sшO=y1-ii·( v ). 

1-- cosO 
с 

Используя формулы (10.29) и (10.30), получим 

cos(O- О') = 
( cos () - ~) cos () + П sin2 

() 

v 
1-- cos() 

с 
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(10.30) 

(10.31) 

Определим квадрат расстояния между бесконечно близ­
кими точками пространства Лобачевского. На основании 
(10.1) находим 

( -+ -+)2 1 [-+ ;112 
и- v - 2 u,vJ 

v'2 = с 

( иv)
2 

1--
с2 

(10.32) 

v'- относительная скорость. 
Полагая й = v + dv, и подставляя в (10.32), находим 

(10.33) 

Переходя к сферическим координатам в пространстве 
скоростей 

Vz = v sin () cos ф, Vy = v sin () sin ф, v2 = v cos (), (10.34) 

получим 

(10.35) 
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Отсюда очевидно, что отношение длины окружности к ра­
диусу равно 

п
' v 

2 

{10.36) 
v 

и всегда больше 27Г. 

Введем новую переменную 

(10.37) 

которая изменяется от нуля до бесконечности. В новых пе­

ременных, имеем 

{10.38) 

если ввести переменную 

r = cshZ, {10.39) 

то получим 

{10.40) 

В такой форме обычно записывается пространствеиная ме­
трика в космологии при рассмотрении открытой Вселен­

ной. 

В заключение параграфа остановимся описательно на 
некоторых фрагментах геометрии Лобачевского, следуя 

книге Н.В. Ефимова ("Высшая геометрия" М.: Наука, 1978) 
и лекциям Н.А. Черникова в Новосибирском государствен­
ном университете, опубликованным в виде препринта в 

1965 г. 
В геометрии Лобачевского через точку А, не лежащую 

на прямой а, проходит бесчисленное множество прямых, 
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не пересекающих прямую а. Но не все эти прямые счита­

ются параллельными прямой а. Пусть а пекоторая прямая 

на плоскости и А точка вне ее (см. рис. 2), Ь и с- гранич­
ные прямые не пересекающие прямую а. Любая прямая, 

проходящая через точку А в углу {3 также не будет пе­
ресекать прямую а, тогда как любая прямая, проходящая 

через точку А в углу, содержащем точку В обязательно 

будет пересекать прямую а. Прямую Ь называют правой 

граничной прямой, а с - левой. Оказывается, это свойство 

сохраняется для любой точки, лежащей на прямой Ь. Имен­

но такая граничная прямая Ь и является параллельной а в 

правом направлении, а с - в левом. Таким образом, через 

ь 

с 

а 

в 

Рис. 2 
одну любую точку можно провести две прямых, параллель-

ных а, одну вправо, другую влево. В геометрии Лобачев­

ского доказывается теорема взаимности: если одна из двух 

прямых параллельна другой в пекотором направлении, то 

вторая параллельна первой в том же направлении. Анало­

гично также устанавливается, что две прямые, параллель­

ные третьей в одном направлении, параллельны и между 

собой в том же направлении. Две прямые, перпендикуляр­

ные третьей, являются расходящимися. Две расходящиеся 

прямые всегда имеют один общий перпендикуляр, по обе 

стороны от которого они друг от друга неограниченно рас­

ходятся. 
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Параллельные прямые, неограниченно удаляясь друг 
от друга в одном направлении, асимптотически сближа­

ются в другом. Угол а называется углом параллельности 
прИ точке А по отношению к прямой а. 

На основании теоремы косинусов (10.6) находим 

1 = sinachx. 

При получении этого выражения мы учли, что прямая Ь 
асимптотически приближается к прямой а, а поэтому угол, 

образованный прямыми а и Ь равен нулю. Отсюда получим 
формулу Лобачевского 

а(х) = 2arctge-z, 

здесь х - расстояние от точки А до прямой а. Эта функция 
играет в геометрии Лобачевского фундаментальную роль. 
Именно на ее основе строится геометрия. В нашем изложе­
нии этого не видно, поскольку мы получили геометрию Ло­

бачевского как геометрию пространства скоростей, исхо­

дя из псевдоевклидовой геометрии пространства-времени. 

Функция а(х) является монотонно убывающей. Площадь 
треугольника равна 

(10.41) 

здесь d - постоянная величина. Ниже мы дадим вывод этой 
формулы. Из этой формулы очевидно, что в геометрии Ло­
бачевского не существует подобных треугольников. 

Следуя Лобачевскому, выразим функцию 

cosb, где 2Ь=А+В+С, (10.42) 

через стороны треугольника. Используя теорему косинусов 
(10.6), а также формулы 

• 2 А 1- cosA 
sш 2 = 2 ' 

2 А 1 + cosA 
cos 2 = 2 ' (10.43) 
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находим 

• 2 А sh(p-b)·sh(p-c) 
Slll -= 1 2 shbshc 

2 А sh р · sh (р - а) 
cos 2 = shbshc ' 

здесь р - полупериметр треугольника 

2р = а+Ь+с. 

С помощью формул (10.44) и (10.45) получим 

. А В sh(p - Ь) С 
sш - cos - - cos -

2 2 - shc 2' 

. В А sh(p-a) С 
sш - cos - = cos -. 

2 2 sh с 2 

Отсюда имеем 

. А+В ch(~) С 
sш - с cos -2. 

2 ch-
2 

Используя формулы 

находим 

А В shp . С 
cos - cos- = - sш-) 

2 2 shc 2 

. А . В sh(p - с) . С 
sш-sш- = sш-, 

2 2 shc 2 

А+В 
cos--

2 

ch (а+ Ь) 
2 . с 

--'----:;:----'- sш -
ch~ 2 

2 
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(10.44) 

(10.45) 

(10.46) 

(10.47) 

(10.48) 

(10.49) 

(10.50) 

(10.51) 
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На основании ( 1 О .48) и ( 1 О. 51) имеем 

а Ь 
sh-sh- С С 

cos 6 = 2 2 2 sin - cos -. 
ch _: 2 2 

2 

(10.52) 

с с 
Заменяя в (10.52) sin 2 cos 2 с помощью формул (10.44) и 

(10.45), находим 

Jshp · sh(p- а) sh(p- Ь) sh(p- с) 
cos6 = Ь . 

а с 
2ch-ch-ch-

2 2 2 

(10.53) 

На основании (10.41) имеем равенство 

. s л 
sш 2d2 = cos u.. (10.54) 

Сравнивая (10.53) и (10.54), получим 

. S .jshp · sh(p- а) sh(p- Ь) sh(p- с) 
sш 2d2 = а Ь с . 

2ch-ch-ch-
2 2 2 

(10.55) 

В наших формулах стороны а, Ь, с являются безразмерными 

величинами по определению (10.3). Формула (10.55) явля­
ется аналогом формулы Герона в евклидавой геометрии. 
На основании (10.52) выражение для площади треугольни­
ка можно записать и в таком виде 

а Ь 
S sh-sh-

. - 2 2 . с 
sш d2- с sш . 

2 ch-
2 

(10.56) 
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Площадь S выражена в безразмерных единицах, так как 
стороны треугольника безразмерны. В нашем рассмотре­
нии, на основании теоремы косинусов (10.4), постоянная d 
равна единице. 

Из формулы (10.41) следует, что в геометрии Лобачев­
ского площадь треугольника не может быть сколь угод­

но большой, она ограничена величиной d 21r. Таким обра­
зом, допущение существования треугольника сколь угодно 

большой площади эквивалентно аксиоме Евклида о парал­
лельности. Площади многоугольников в геометрии Лоба­

чевского могут быть сколь угодно большими. 
Площадь сферического треугольника равна 

(10.57) 

здесь R - радиус сферы. Сравнивая это выражение с фор­
мулой (10.41) мы видим, что формула (10.41) может быть 
получена из формулы (10.57), если выбрать радиус сферы 
мнимый, равный величине R = id. Это обстоятельство бы­
ло замечено еще Ламбертом. 

Если ввести переменвые 

Vж 
Х=-, 

с 

v 
у=__'!!_, 

с 

Vz z=-, 
с 

(10.58) 

то формула (10.33), для геометрии Лобачевского, на плос­
кости х, у принимает вид 

_ 2 (1- у2 ) • (dx) 2 + 2xydxdy + (1- х2 ) • (dy) 2 

-с (1 2 2)2 ' -х -у 

(10.59) 

величины х, у в геометрии Лобачевского называются коор­
динатами Бельтрами. 

Переходя к новым переменным ~, 1J с помощью формул 

х = th~, th 1J 
у= ch( (10.60) 
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и вычисляя дифференциалы 

1 
dx = ch2( 

после соответствующих вычислений, находим 

Сеть координатных линий 

~ = const, Т7 = const, 

(10.61) 

(10.62) 

ортогональна. Площадь треугольника в этих переменных 
равна 

S = 11 ch ryd~dry. (10.63) 
(А) 

Для вычисления площади треугольника по формуле (10.63) 
нам необходимо найти геодезическую (экстремальную) ли­
нию в геометрии Лобачевского в координатах~' ry. Для этой 
цели воспользуемся принципом стационарного действия. 

Длина равна 

(10.64) 7J2 

= 1 dryVch2 Т7. ~,2 + 1. 
7Jl 

Отсюда экстремальная кривая находится согласно условию 

(10.65) 

Вариация 8 коммутативна с дифференцированием, т .е. 

8(~') = (8~)', (10.66) 
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учитывая это и проводя в интеграле (10.65) интегрирова­
ние по частям, получим 

дL = - д~- с 1J."" = О. 
112 

d ( h2 (1 ) 1 dч J ch' ч . е' + 1 
(10.67) 

Здесь учтено, что вариации д~ на конечных точках инте­
грирования равны нулю. 

Из равенства (10.67), в силу произвольности вариации 
д~, следует 

d ( ch
2

7]. е ) 
d1J Jch27J·~'2+1 =0. 

(10.68) 

Отсюда находим уравнение для геодезической линии 

(10.69) 

геодезические линии, как кратчайшие в геометрии Лоба­

чевского, являются в ней прямыми линиями. 

Решая это уравнение, получим 

(10.70) 

Проводя замену переменной интегрирования 

и= th 7], (10.71) 

находим 

1 du 
~-~о=± = 

Jи- с2) + c2u2 

1 dv 
= J = ± arcsh v. 

1 +v2 

(10.72) 
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Здесь 
си 

v- --;====;:: - v1- с2 • 
(10.73) 

Удобно обозначить постоянную с через угол д следующим 
образом 

с= sin д. (10.74) 

Таким образом, уравнение геодезической линии имеет вид 

sh(~- ~о)= ±tgд · thry. (10.75) 

Построим треугольник в плоскости~' 17 (рис. 3). Линии 
АВ и АС геодезические, проходящие через точку (~0 , 0). 
Углы А1 и А2 меньше угла параллельности а. 

Из выражения (10.75) находим производную к геодезиче­
ской линии АС в точке ~о 

(10.76) 

Отсюда и из дАLР имеем 

(10.77) 

аналогично и для геодезической АВ из дАК Р находим 

(10.78) 

Таким образом, постоянная с для каждой геодезической вы­
ражена через углы А1 , А2 . Геодезические линии АВ и АС 
пересекают ось 17 в точках 17~, ryg. 
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А ~о 

Рис. 3 

Площадь треугольника АВС согласно (10.63) равна 

(о '72(() (о 

st1 = 1 d~ 1 chry. dry = 1 {shry2(~)- shryl(~)}d~. (10.79) 
о '71(() о 

Используя выражение (10. 75), находим 

sh Т/= ± sh(~- ~о) . 

..jcos-2 д- ch2 (~- ~о) 
(10.80) 

Отсюда получим 

(10.81) 

(10.82) 



114 § 10. Пространство скоростей Лобачевского 

Точки пересечения геодезических линий с прямой ТJ(~ =О) 
равны 

sh о- sh~o 
112 - 1 2 2' 

у sin- А2 - ch ~о 
(10.83) 

sh'Г}~ = _ sh~o . 
Jsin-2 А1 - ch2 ~о 

(10.84) 

По теореме синусов (10.5) имеем 

. sinA1 
sш В = sh ~о · sh 111~ 1 . (10.85) 

Подставляя в это выражение значение 'Г}~ (10.84), получим 

sin В= /1- sin2 А1 ch2 ~о, cos В= sin А1 ch ~о· (10.86) 

Аналогично 

(10.87) 

Вводя переменную 

и= ch(~- ~о) (10.88) 

в интеграле (10.79), получим 

s~ = J { 1 
+ 

1 
} du. 

0 /sin-2 At - и2 /sin-2 А2 - u2 
(10.89) 

Отсюда следует 

s~ = arcsin(sin А1 ch ~о)+ 
(10.90) 

+ arcsin(sin А2 ch ~0)- (А1 + А2). 

Учитывая (10.86) и (10.87), получим 

s~ = arcsin(cosB) + arcsin(cosC)- А. (10.91) 
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Окончательно имеем 

SA. = 1r- А- В- С. (10.92) 

Мы nолучили выражение для nлощади треугольника S А. 
в геометрии Лобачевского, которое ранее (10.41) использо­
вали nри нахождении формулы (10.55). 

Из nредыдущего мы видели, что геометрия Лобачев­

ского, созданная им как "воображаемая геометрия", вошла 
составной частыu в физику релятивистских движений как 

геометрия пространства скоростей. 

Открытие Лобачевского оказало большое влияние на 
развитие различных разделов математики. Так например, 
французский математик Ж. Адамар в книге "Неевклидова 
геометрия" в теории автоморфных функций отмечал: 

"Мы надее.м.сн, 'Что нам. уда.л.ось nо-х:азать, 
-х:а-х: от-х:рытие Лоба'Ч.евс-х:ого nронизывает на­
с-х:возь все за.м.е'Ч.ате.л.ьное творение Пуан-х:аре, 
д.IUl -х:оторого оно, по мыс.л.и самого Пуан-х:аре, 
нви.л.ось фундаментом. Мы уверены, 'Что от­
-х:рытие Лоба'Чевс-х:ого еще будет играть бо.л.ь­
шую ро.л.ь и на да.л.ьнейших этаnах развитин 
рассмотренной нами теории". 

Бельтрами поставил вопрос: "Можно .л.и реа.л.изовать 
n.л.аниметрию Лоба'Чевс-х:ого в виде внутренней геометрии 
не-х:оторой nоверхности в ев-х:.л.идовом nространстве~" 
Гильбертом nоказано, что в евклидовом пространстве нет 
поверхности, изометричной всей nлоскости Лобачевского. 
Однако, часть плоскости геометрии Лобачевского может 
быть реализована в евклидовом пространстве. 

в• 
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в электродинамике 

Многие уравнения теоретической физики получают из 
условия экстремума функционала, который называют дей­

ствием. Ранее (§ 2) принцип наименьшего действия был 
применен в механике и, таким образом, были получены 

уравнения Лагранжа. Нам необходимо и для электродина­
мики составить действие таким образом, чтобы его вариа­

ция по полям приводила к уравнениям Максвелла-Лоренца. 
Действие строится с помощью скалярных функций поля 

и тока. Введем тензор электромагнитного поля 

F _ дАv _ дAIL 
IL~' - дх~L дх~' ' {11.1) 

который в силу построения удовлетворяет уравнению 

дFILv + дFvu + дFuiL _ О 
дхи дх~L дх~' - ' {11.2) 

которое эквивалентно уравнениям Максвелла-Лоренца {8.26). 
Для дальнейшего нам понадобятся лишь два простейших 
инварианта 

AvSv, FлvF>..v. {11.3) 
Здесь sv- четырехвектор тока {8.9). 

Искомое действие будет иметь вид 

{11.4) 

L - плотность функции Лагранжа, равная 

L = _!AvSv- -1-FлиF>..и, dП. = dx0dx 1dx2dx3
• {11.5) 

с 167Г 

При нахождении уравнений поля в функции действия мы 
будем варьировать лишь потенциалы поля, считая источ­
ники поля sv заданными. 
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Тогда 

(11.6) 

Поскольку вариации перестановочны с дифференцировани­

ем, получим 

р>.и (д~>. дАи- д~и дАл) = -2Ри>. д~>. дАи· 
Подставляя (11.7) в (11.6), находим 

(11.7) 

(11.8) 

Интегрируя во втором члене по частям и учитывая, что 

вариации потенциалов в начальный и конечный моменты 

времени равны нулю, а поле на бесконечности исчезает, 

получим 

дS = -- -sи +- · -- дАиdП =О. 1 1 [1 1 ври>.] 
с с 41Г дх>. 

(11.9) 

Отсюда, в силу произвольности д Аи, находим 

ври>. 41Г 
--=--Sи. 
дх>. с 

(11.10) 

Итак, наш выбор плотности лагранженой функции (11.5) 
оправдан, поскольку мы точно получили вторую пару урав­

нений Максвелла-Лоренца 

-. 41Г -. 1 дЁ -. 
rotH = -S +- · -, divE = 41Гр. 

с с дt 
(11.11) 

Необходимо иметь в виду, что выбор плотности функции 
Лагранжа в функции действия не является однозначным, 
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однако легко убедиться, что добавление к плотности функ­

ции Лагранжа дополнительного члена в виде четырехмер­

ной.дивергенции вектора не отражается на виде уравнений 

поля. Уравнения Максвелла-Лоренца (11.2), (11.10.) инва­
риантны при калибровочных иреобразованиях потенциалов 

(11.12) 

здесь f - произвольпая функция. 

С точки зрения классической электродинамики потен­
циал Av не имеет физического смысла, поскольку на заряд 
действует только сила Лоренца, а она выражается через 

напряженности поля Ё, Й. Однако в квантовой механике 
это уже не так. Оказывается, что вектор-потенциал воздей­

ствует на электрон в определенной ситуации. Это эффект 
Ааронова-Бома. Он был наблюден в 1960 г. Опыт ставил­
ся следующим образом: брался длинный тонкий соленоид, 

магнитное поле вне соленоида равно нулю, тем не менее, 

на движение электронов вне соленоида оказывалось воз­

действие. Эффект объясняется тем, что длинный соленоид 
нарушил односвязность пространства-времени, а поэтому 

и возникло влияние потенциала Av, что и проявилось в ка­
либровочной квантовой теории. 

Построенная нами плотность лагранжиана (11.5) неин­
вариантна при иреобразованиях (11.12). При этом иреобра­
зовании она на основании закона сохранения тока sv (8.10) 
изменяется только на дивергенцию 

L' = L-! · ~(!Sv), 
с дхv 

(11.13) 

что не сказывается на уравнениях поля. 

Найдем теперь уравнения движения заряженных частиц 
в электромагнитном поле. Для их получения необходимо 
составить действие, которое содержит часть, относящуюся 

к частицам, а также известную уже часть, содержащую 
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взаимодействие поля с частицами. Так как для частиц 

~(..... ..... ) ·i dxi ~(..... ..... ) 
р = eu т - т0 , J = е dt и т - то , (11.14) 

то имеем 

(11.15) 

Действие для частиц в электромагнитном поле будет равно 

(11.16) 

Варьируя по координатам частицы, получим 

дS = 

(11.17) 

Интегрируя в первых двух членах по частям и полагая ва­
риации координат на концах равными нулю, получим 

У читывая очевидные соотношения 

дАv Л дАv Л 
dAv = дхЛ dx , д Av = дхЛ д Х , (11.19) 

выражение (11.18) принимает вид 

дS = 1 [те dИv - :_ (дАл - дАv) ил] daдxv =О, ( ) da с дхv дхЛ 11.20 

отсюда, в силу произвола вариации дхv, следует 

(11.21) 
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или 

dU"' 
mc2 du = еF"'лИл. (11.22) 

В трехмерной записи (11.22) принимает вид 

d 1 е -
mc-d н=- (iJE), t v2 с 

1--
с2 

(11.23) 

d ( mil ] _, е -
dt Jl- ~ =eE+~[ii,H]. (11.24) 

В уравнениях движения (11.22) во внешнем электромагнит­
ном поле не учитывается реакция излучения. Поэтому эти 
уравнения справедливы только для движений заряженной 

частицы в слабых полях. У чет силы реакции был осуще­
ствлен Дираком в 1938 г. Он привел к уравнению 

(11.25) 

которое называется уравнением Дирака-Лоренца. 



§ 12. Движение пробнога тела по 

инерции. Ковариантное 

дифференцирование 

В произвольной системе координат интервал, как известно, 

имеет вид 

(12.1) 

Псевдоевклидова метрика 1 p.v определяется выражением 
(3.33). Именно для этой метрики тензор кривизны Римана 
равен нулю. Действие для точечного тела массы т имеет 

вид 

S =-те J dст. 
В силу принципа стационарного действия, имеем 

бS =-те j б(dст) =О. 
б(dст2 ) = 2dстб(dст) = б("'fp.v(x)dxP.dx11 ) = 

= д"'fp.v 6x>.dxP.dx11 + 2..." dxP.6(dx11
) 

дх>. , p.v · 

Поскольку 

t5 ( dx11
) = d( бх11 ), 

из выражения ( 12.4) находим 

здесь 

(12.2) 

(12.3) 

(12.4) 

(12.5) 

(12.6) 

(12. 7) 
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Подставляя (12.6) в (12.3), получим 

(12.8) 

Так как 

(12.9) 

то учитывая, что вариации на границе области равны ну­
лю, находим 

Представим последний член в (12.10) в форме 

д"(p.>..up.ua =! (д"(р.>.. + д"fа>..) up.ua. 
дха 2 дха дхР. 

(12.10) 

(12.11) 

Учитывая (12.11), выражение (12.10) приобретает вид 

/[! (д'Ур.>.. + д"fа>.. _ д"fр.а)uр.Иа+ 
2 дха дхР. дх>.. 

(12.12) 

Поскольку множители бх>.. произвольны, находим 
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Умножая (12.13) на 'Y>..v, получим 

dUv Гv UP.Ua = 0 
da + р.а ' (12.14) 

здесь r;a- символ Кристоффеля 

г:а = ~'Yv>..(д~rp.>.. + др.та>..- д>..rр.а)· (12.15) 

Мы видим, что движение по инерции любого пробного те­
ла, независимо от его массы, осуществляется по геодези­

ческой линии, определяемой из уравнения (12.14). Совер­
шенно очевидно, что в произвольных координатах нельзя 

считать геодезические линии прямыми, это свидетельству­

ет о нелинейной зависимости пространствеиных координат 

xi(i = 1, 2, 3) от временной переменной х0 . Движение по 
геодезической линии (12.14) в пространстве Минковского 
есть свободное движение. Таким образом, силы инер­
ции сами по себе не способны приводить к какой­
либо деформации. Под их действием осуществляет­
ся свободное движение. Ситуация изменяется, ко­
г да имеются силы реакции, которые противодей­
ствуют силам инерции. В этом случае деформация 

неизбежна. В невесомости в спутнике деформация отсут­

ствует, поскольку в силу однородности гравитационного 

поля в каждом элементе объема тела происходит компен­

сация силы гравитации силами инерции. Силы гравитации 
и силы инерции - объемные силы. 

Остановимся теперь на вопросе ковариантного диффе­
ренцирования. В декартовых координатах х>.. обычное диф­
ференцирование, например, вектора Av, приводит к тензор-
ной величине 

(12.16) 

относительно линейных преобразований. В произвольных 
координатах у>.. это свойство не сохраняется, а поэтому ве­

дАv 
личина ду>.. уже не будет тензором. 
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Поэтому необходимо ввести ковариантную производ­
ную, что позволит при дифференцировании тензора опять 

получить тензор. Это даст нам возможность легко сде­
шiть ковариантными любые физические уравнения. Кова­
риантность- это не физическое, а математическое 
требование. 

Ранее (см. 6.13) мы видели, что из двух векторов Av, Bv 
можно построить инвариант 

Мы рассмотрим инвариант частного вида 

где 

А>.(х)и>-(х), 

и>-= dx>.. 
da 

(12.17) 

(12.18) 

(12.19) 

Продифференцировав (12.18) по da, мы также получим ин­
вариант (скаляр) 

!:_(А и>-)= dА>-и>. А аиv 
da >. da + v da · 

Подставляя в правую часть выражение (12.14), находим 

d (А и>-) дА>. а >. rv иаи>.А -d >. =-д и и - а>. v,т.е. 
а ха 

(12.20) 

Поскольку (12.20) инвариант, и>-- вектор, отсюда следует, 
что величина 



§ 12. Движение пробноготела по инерции ... 125 

является ковариантным тензором второго ран-

га Av·>. 
' 

(12.21) 

Здесь и далее точка с запятой обозначает ковариантное 
дифференцирование. 

Таким образом мы определили ковариантную производ­

ную от ковариантного вектора Av. Определим теперь кова­
риантную производную от контравариантного вектора Av. 
Для этой цели запишем тот же инвариант в виде 

d (AP.Uv ) - дАР. uvu>. 
da 'Yp.v - дх.\ "(p.v+ 

АР. dUv AP.Uvu>. д'Ур.v 
+ "(p.v da + дх.\ · 

Подставляя в правую часть выражение (12.14), получим 

(12.22) 

Учитывая определение (12.15), находим 

АР.д>."(р.v- АР.'Ур.о:Г:.х = ~АР.(д>."(р.v + др.'Уv>.- дv"fp.>.)· (12.23) 

Подставляя это выражение в (12.22), а вместо uv используя 
выражение Ио:'Уо:v, получим 

d~ (AvИv) = [ ~:: + г:.хАР.] или о:. (12.24) 

Поскольку (12.24) инвариант (скаляр), а uv - вектор, из 
(12.24) следует, что первый множитель справа является 
тензором. 



126 § 12. Движение пробноготела по инерции ... 

Отсюда следует, что ковариантная производная от 
контравариантного тензора Av равна 

(12.25) 

Используя формулы (12.21) и (12.25), можно получить ко­
вариантные производные и от тензоров второго ранга. 

А дА~о~v га А га А 
~o~v;>. = дхЛ - >.~о~ av - >.v р.а, (12.26) 

(12.27) 

(12.28) 

Мы видим, что правила установленные для (12.21) и 
(12.25), применяются независимо к каждому индексу тензо­
ра. Именно таким способом можно получить ковариантную 
производную от тензора любого ранга. 

Используя выражение (12.26) легко показать, что кова­
риантная производпая от метрического тензора равна нулю 

'Y~o~v;p =О. (12.29) 

Пользуясь аппаратом ковариантного дифференцирования, 
легко записать уравнения релятивистской механики и элек­

тродинамики в произвольных координатах пространства 

Минковского. 

Так, заменяя обычную производную в (9.5) на ковари­
антную, найдем уравнение релятивистской механики в про­

извольных координатах 

=Fv, (12.30) 
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здесь 

(12.31) 

Аналогично могут быть записаны и уравнения Максвелла­
Лоренца в произвольных координатах. Для этой цели, в 
уравнениях (8.24) и (8.27), необходимо вместо обычных 
производных поставить ковариантные 

DvF~" = -
47Г s~. 
с 

Легко убедиться, что имеют место равенства 

(12.32) 

(12.33) 

F~v = D~Av- DvA~ = д~Аv- дvА~, (12.34) 

DuF~v + D~Fvu + DvFu~ = дuF~v + д~Fvu + дvFu~· (12.35) 

На основании (12.31) находим 

Г" - 1 "Рд ~~~ - 2-у ~'Yvp· 

Но поскольку имеют место равенства 

[здесь -у = det( "Y,.,.v) < 0], получим 

11 1 д-у д ~ 
г~ll = -2 • -д = ~lny--y. 

'У х~ 

Используя (12.27), находим 

(12.36) 

(12.37) 

(12.38) 

(12.39) 
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Второй член в (12.39) равен нулю, в силу антисимметрии 
тензора pav. На основании (12.38) выражение (12.39) мож­
но записать в форме 

(12.40) 

Таким образом, уравнение (12.33) принимает вид 

(12.41) 

Уравнения движения заряженных частиц могут быть 

получены путем замены обычных производных в (11.22) 
на ковариантные 

(12.42) 

Таким образом, мы установили, что переход в про­

странстве Минконского от галилеевых координат инерци­

альной системы к произвольным координатам есть простая 

математическая операция, если введеноковариантное диф­

ференцирование. 

Свойство ковариантности уравнений не имеет 

никакого отношения к принципу относительности. 

Все это давно разъяснил В.А. Фок [13]. 
Поэтому никакого общего принципа относительности, 

как физического принципа, нет. 



§ 13. Реля:тивистски равноускоренное 

движение. Парадокс часов 

Релятивистски равноускоренное движение - это движение 
под действием постоянной по величине и направлению си­

лы/ Согласно (9.12) имеем 

d ( iJ ] 

dt v1- ~: 
- {--+ 
---а. 
т 

Интегрируя уравнение (13.1) по времени, получим 

-+ 

v -+ -+ 

П
=at+v0 • 2 

-
2 

(13.1) 

(13.2) 

Полагая постоянную iJ0 равным нулю, что соответствует 
нулевой начальной скорости, после возведения в квадрат 

находим 

1 a2t2 

---=-2 = 1 + -2-. 
v с 

1--
с2 

Учитывая это выражение в (13.2), получим 

.... dr at 
v----~--

- dt- p;2t2. 
1+­

с2 

Интегрируя это уравнение, находим 

(13.3) 

(13.4) 

(13.5) 
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Поскольку интервал ds равен 

ds = cdt п ' с 
(13.6) 

то собственное время dт для движущего пробного тела, 

равно 

ds п2 dт = - = dt 1 - -. 
с с2 

(13.7) 

Учитывая (13.3), из уравнения (13.7) находим полное соб­
ственное время т 

с [at г;;2t2] т = t 0 + ~ ln ~ + у 1 + --;;_2 . (13.8) 

Из этой формулы следует, что при росте времени t в инер­
циальной системе, время собственное для движущегося те­

ла течет медленно, по логарифмическому закону. Выше мы 
рассмотрели движение тела с ускорением а относительно 
инерциальной системы отсчета в галилеевых координатах. 

Рассмотрим теперь равноускоренную систему отсче­

та. Пусть инерциальная система и равноускоренная име­

ют одинаковую ориентацию осей координат, и одна из них 

движется относительно другой по оси х. Тогда если счи­

тать, что при t = О их начала координат совпадали, из 

выражения (13.5) получим закон движения начала коорди­
нат релятивистски равноускоренной системы отсчета 

(13.9) 

Поэтому формулы преобразования координат при переходе 

от инерциальной системы отсчета (Х, Т) к релятивистски 
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равноускоренной системе (х, t) будут иметь вид 

с2[~ ] х = Х - х0 = Х - -;;: у 1 + ~ - 1 . (13.10) 

Преобразование времени можно задать произвольно. Пусть 

оно остается одним и тем же в обеих системах отсчета 

t=T. (13.11) 

При преобразованиях (13.10) и (13.11) интервал dст прини­
мает вид 

Перейдем. ~ расс.мотрен.ию "парадо~са часов". 

Рассмотрим две системы отсчета. Если два наблюда­

теля, находящиеся в этих системах отсчета, сверили свои 

часы в момент t =О, а затем разошлись и по прошествии 
некоторого промежутка времени вновь встретились в од­

ной точке пространства, то что покажут их часы? Ответ 
на этот вопрос и является решением так называемого "па­

радокса часов". Однако два наблюдателя, находящиеся в 

различных инерциальных системах отсчета, сверив свои 

часы в одной и той же точке пространства, в дальнейшем 

уже не смогут встретиться в какой-либо другой точке про­

странства, так как для этого, по крайней мере, одному из 

них пришлось бы прервать свое инерциальное движение 

и перейти на какое-то время в неинерциальную систему 

отсчета. В научной литературе, да и в учебниках часто 

пишется, что ответ на этот вопрос не может быть дан в 

рамках специальной теории относительности. 

9* 
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Это конечно неправильно, он решается именно в рам­

ках специальной теории относительности. Суть дела в том, 

что ускоренные системы в псевдоевклидовой геометрии, в 

про'rИвоположность точке зрения А. Эйнштейна, не имеют 

никакого отношения к гравитационному полю, а поэтому и 

не требуется использование общей теории относительности 

для объяснения "парадокса часов". 
Проиллюстрируем это утверждение конкретным расче-

том. Предположим, что у нас имеются двое идентичных 

(идеальных) часов, находящихся в одной и той же точке 
инерциальной системы отсчета. Их показания в начальный 

момент Т= О будем считать совпадающими. Пусть одни 

из этих часов все время покоятся в первоначальной точке 

и тем самым являются инерциальными. Другие часы под 

действием приложенной силы начинают в момент t = О 

релятивистски равноускоренно двигаться с ускорением а 

вдоль оси х и движутся так до момента времени t = Т1 
по покоящимся часам. Далее, действие силы на вторые ча­

сы прекращается, и они в течение временного промежут­

ка Т1 :::; t :::; Т1 + Т2 движутся равномерно. После этого к 
ним прикладывается тормозящая сила, под действием ко­

торой они начинают релятивистски равноускоренно дви­

гаться с ускорением -а и движутся так до момента време­

ни t = 2Т1 +Т2 , в результате чего их скорость относительно 

первых часов становится равной нулю. Затем весь цикл по­

вторяется в обратном порядке, и вторые часы прибывают 

в ту же точку, в которой находятся первые часы. 
Вычислим разность показаний этих часов в инерциаль-

ной системе отсчета, в которой покоятся первые часы. В 

силу симметрии задачи (четыре участка равноускоренно­
го движения и два участка прямолинейного равномерного) 

показание покоящихся часов к моменту их встречи со вто­

рыми будет равно 

(13.13) 
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Для вторых часов 

Т'= 4Т{ + 2Т~. (13.14) 

Здесь Т{ - величина промежутка времени от начала ускоре­

ния часов до его прекращения, измеренная движущимися 

часами. Т~ - величина промежутка собственного времени 

вторых часов, в течение которого они двигались равномер­

но между первым и вторым ускорениями. 

В инерциальной системе отсчета интервал для движу­

щегося тела равен 

Поэтому 

т; = J J 1 - v~t) dt. 
о 

На основании (13.3) получим 

Откуда находим 

т,_ с 1 (аТ1 
1--n -+ 

а с 

Движение вторых часов в промежутке времени 

(13.15) 

(13.16) 

(13.17) 

(13.18) 
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на основании (13.3), происходит со скоростью 

аТ1 
v= -г-====, 

а2Т2 
1+--1 

с2 

а поэтому, согласно ( 13.15), получим 

т2 
т~= -г-==== 

а2Т2 
1+--1 

с2 

(13.19) 

(13.20) 

Следовательно, к моменту встречи показание вторых часов 

будет равным 

Т' = 4с ln (аТ1 + 
а с 

(13.21) 

Вычитая (13.13) из (13.21), находим 

(13.22) 

Можно убедиться, что при любых а > О, Т1 > О, Т2 > О 
величина АТ отрицательна. Это означает, что в момент 

встречи показание вторых часов будет меньше показания 

первых. 

Рассмотрим теперь тот же процесс в системе отсче­

та, в которой вторые часы все время покоятся. Эта си­

стема отсчета не является инерциальной, так как вторые 
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часы часть времени движутся равноускоренно относитель­

но инерциальной системы отсчета, связанной с nервыми 

часами, а оставшуюся часть времени они движутся равно­

мерно. На nервом этаnе движение вторых часов является 

равноускоренным, происходящим по закону 

Поэтому на данном отрезке пути интервал в неинерциаль­

ной системе отсчета, согласно (13.12), имеет вид 

В этой системе отсчета вторые часы покоятся в точке 

х = О, а первые движутся по геодезической линии, опре­
деляемой из уравнения (12.14) 

dUv rv ua U/3 du + а/3 , V = О, 1, 2, 3. (13.24) 

Из этих четырех уравнений только три независимы, по­

скольку имеет место соотношение 

U/-L /1 - u/1 - dx
11 

"(р11 И - 1, - du . (13.25) 

Из выражения (13.23) находим 

1 
'Уоо = --a-;2;:-t-:;--2 ' 

1+­
с2 

at 
'Уо1 = - F?J-2 , а t 

с 1+­
с2 

'Yll = -1. (13.26) 
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Нам не нужно решать уравнение (13.24), мы воспользуемся 
только соотношением (13.25) 

(13.27) 

Принимая во внимание (13.26) из уравнения (13.27), найдем 

(13.28) 

Из выражения (13.28) следует 

at 
(13.29) 

Решая это уравнение с начальными условиями х(О) = О, 
х(О) =о, получим 

(13.30) 

Таким образом, мы имеем все необходимое для опреде­

ления показаний обоих часов к моменту окончания первого 

этапа в их движении. Собственное время dт первых часов 

на данном этапе движения, в силу (13.29), совпадает с вре­
менем dt инерциальной системы 

ds 
dт =- = dt, 

с 
(13.31) 

поэтому к концу этого этапа пути показание первых часов 

т1 будет равно Т1 • 

(13.32) 



§ 13. Релятивистски равноускоренное движение . . . 137 

Поскольку вторые часы покоятся относительно неинерци­

альной системы отсчета, то их собственное время можно 

определить из выражения 

dr' = у'тОО dt. (13.33) 

Так как первый этап пути занимает промежуток t :::; Т1 
инерциального времени, то в конце данного участка пока­

зание r~ вторых часов будет равно 

a
2Tf] 1+-2- . 
с 

(13.34) 

В конце первого этапа пути по достижении скорости 

(13.35) 

действие ускоряющей силы прекращается, это означает, 

что система отсчета, связанная со вторыми часами будет 

инерциальной. Интервал в этой системе отсчета, согласно 

(13.23) к моменту Т1 будет иметь вид 

da2 = с2 ( 1 - ~:) dt2 
- 2vdxdt- dx2 

- dY2 
- dZ2

, (13.36) 

здесь 

аТ1 
v = ----;==~==== 

а2Т? 
1+--1 

с2 

Используя для метрики (13.36) выражения 

(13.37) 

(13.38) 
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найдем 

dx 1 

-=-v. 
dt 

Учитывая (13.39) в (13.36), получим 

da 
dr =- = dt, 

с 

(13.39) 

(13.40) 

т.е. время, показываемое первыми часами на данном этапе, 

совпадает со временем т2 

(13.41) 

Поскольку вторые часы покоятся, их собственное время, 

которое они показывают, равно 

dr' = vГтОо dt. 

Отсюда следует 

dr~ = тjl +Т2 -vГfOo dt = --r==T=2 == 
а2Т2 

Т1 1 + __ 1 
с2 

(13.42) 

(13.43) 

В силу симметрии задачи полученных сведений доста­

точно, чтобы определить показания часов в момент их 

встречи. Действительно, показание первых часов r, опре­
деляемое в системе отсчета, связанной со вторыми часами, 

равно 

r = 4r1 + 2r2, 

что на основании (13.32) и (13.41) дает 

r = 4Т1 + 2Т2. 

(13.44) 

(13.45) 

Показание вторых часов r', определяемое в той же системе 
отсчета, где вторые часы покоятся, равно 

(13.46) 
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что на основании (13.34) и (13.43), дает 

т' = 4с ln [аТ1 + 
а с 

(13.47) 

Вычитая из (13.47) выражение (13.45), получим 

, 4с [аТ1 
дт = т - т = -ln - + 

а с 

(13.48) 

Сравнивая (13.22) и (13.48) мы видим, что расчет, прове­
денный в инерциальной системе, где первые часы покоятся, 

дает тот же результат, что и расчет в неинерциальной си­

стеме, связанной со вторыми часами. 

Таким образом, 

дт = ь.т <о. (13.49) 

Отсюда следует, что никакого парадокса нет, поскольку 

система отсчета, связанная с первыми часами, является 

инерциальной, тогда как система отсчета, в которой вто­

рые часы покоятся, будет неинерциальной. 

Именно поэтому отставание хода вторых часов от хода 

первых является абсолютным эффектом и не зависит от 

выбора системы координат, в которой рассчитывается этот 

эффект. 

Рассуждения об относительности движения, которыми 

ранее пользовались, в данном случае применять нельзя, по­

скольку системы отсчета неравноправны. Качественно от­

ставание хода вторых часов от первых можно объяснить 
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следующим образом. Как известно, в произвольных коор­

динатах свободное движение пробноготела происходит по 

геоде~ической линии, т.е. экстремали, которая в псевдоев­

клидовом пространстве является максимальной между дву­

мя точками, если на всей линии, соединяющей эти точки 

величина da2 положительна. В том случае, когда мы вы­
берем инерциальную систему в галилеевых координатах, 

связанную с первыми часами, это означает, что первые 

часы описывают геодезическую линию, тогда как вторые 

часы, благодаря действию силы, двигаются по линии, от­

личной от геодезической, а поэтому отстают. То же самое 

происходит и в том случае, когда система отсчета связана 

со вторыми часами. При переходе к этой системе отсчета 

интервал несколько изменяет свою форму. В этом случае 

первые часы в измененной метрике опять описывают гео­

дезическую линию, тогда как вторые часы покоятся, а сле­

довательно, не описывают геодезическую линию и поэтому 

отстают. 

Мы рассмотрели действие ускоренного движения на ход 

часов и показали их замедление. Но этот эффект касается 

не только часов, но и всех физических, или, более общо, 

всех естественных явлений. На этой основе межзвездные 

полеты становятся фантастически увлекательными. Поль 

Ланжевен еще в 1911 г. в статье [14] рассмотрел путеше­
ствие человека с большими скоростями, близкими к ско­

рости света, с последующим возвращением на Землю. С 

принципиальной точки зрения это возможно, но пока это 

только фантазия. 
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Интервал для псевдоевклидовой геометрии, в произволь­

ных координатах, имеет согласно (3.32) и (3.33) следую­
щий общий вид 

(14.1) 

Метрический тензор 1 J-tV равен 

(14.2) 

Здесь fv четыре произвольные непрерывные функции с не­
прерывными производными, которые связывают галилее­

вы координаты с произвольными хл. 
События в зависимости от знака dcr 2 подразделяются на 

времениподобные 

(14.3) 

пространственноподобные 

(14.4) 

изотропные 

(14.5) 

Такое подразделение интервалов является абсолютным, 

оно не зависит от выбора системы координат. 

Для времениподобного интервала dcr 2 > О всегда суще­
ствует такая инерциальная система, в которой он опреде­

ляется только временем 
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Для пространственпоподобного интервала du2 < О всегда 
можно найти такую инерциальную систему отсчета, в ко­

торGЙ он определяется расстоянием между бесконечно близ­

кими пространствеиными точками 

Эти утверждения справедливы и для конечного интер­

вала и. 

Любые два события, относящиеся к данному телу, опи­

сываются времениподобным интервалом. Изотропный ин­

тервал соответствует полю, которое не имеет массы по­

коя. Рассмотрим, к каким выводам приводит изотропный 

интервал 

rp.vdxP.dxv = 'Yoo(dx0
)

2 + 2roidx0dxi + rikdxidxk =о. (14.6) 

Выделим в (14.6) времениподобную часть 

2 [ ;;:;:;::: d 'Yoidxi ] 
2 

[ 'Yoi'Yok] d id k с v 'Уоо t + -- - -тik + -- х х = О. 
cJ'YOO 'Уоо 

(14.7) 

Величину 

d _ ;;;:;:::d 'Yoidxi _ 1 (rолdхл) 
т - v 'Уоо t + -- - -

cJ'YOO с J'YoO 
(14.8) 

следует рассматривать как физическое время, которое, как 

мы ниже убедимся, не зависит от выбора временной пере­

менной. В общем случае ( неинерциальные системы), вели­
чина dт не является полным дифференциалом, поскольку 

не будут выполняться условия 

д 1 д ( 'Yoi ) 
дхi ( vГт0о) = -;; дt J'YoO ' 

(14.9) 
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Второй член в (14.7) есть не что иное, как квадрат рас­
стояния между двумя бесконечно близкими точками трех­

мерного пространства, которое не зависит от выбора 

координат в этом пространстве. 

(14.10) 

здесь метрический тензор трехмерного пространства Xik 
равен 

'Yoi'Yok 
Xik = -'Yik + --. (14.11) 

'У о о 

Учитывая (14.8) и (14.10) из выражения (14.7), находим 

dl 
dт =с. (14.12) 

Величины dl и dт имеют локальный характер. В этом 
случае теряет смысл понятие одновременности для 

разноместных событий, так как нельзя осуществить син­

хронизацию часов с помощью светового сигнала, по­

скольку она зависит от пути синхронизации. На основа­

нии (14.12) следует, что поле в каждой точке простран­
ства Минковского, согласно локальным характеристикам 

dl и dт, имеет скорость, равную электродинамической по­
стоянной с. Это предельная скорость, которая недостижи­

ма для частиц, имеющих массу покоя, так как для них 

da2 > О. Поскольку взаимодействие от одного объекта к 
другому можно передать только с помощью материальной 

субстанции, из предыдущего очевидно, что с является пре­

дельной скоростью для передачи взаимодействия 

или информации. Поскольку обычно принимается, что 

частицы, соответствующие электромагнитному полю - фо­

тоны - не имеют массы покоя, величину с отождествляют 

со скоростью света. Существование предельной скорости 

есть прямое важное следствие псевдоевклидовой геометрии 

пространства-времени. 
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Если мы выберем функции fv в (14.2) следующим обра-
зом: 

(14.13) 

то благодаря такому преобразованию. мы не выходим из 

инерциальной системы координат. 

В этом случае метрический тензор 'Yp.v' согласно (14.2) 
и (14.13) принимает вид 

~оо = (:~:) 
2 

~ш = :~: · :~:, 
дfо дfо 3 дjl дjl 

'Yik = дхi · дхk - L дхi · дхk · 
l=l 

(14.14) 

(14.15) 

Подставляя значения (14.14) для метрических коэффициен­
тов 'Уоо, 'Yoi в (14.8), получим 

dт = ~ (ад !о dxv) = ~df0 • 
с xv с 

(14.16) 

Мы видим, что собственное время в данном случае являет­

ся полным дифференциалом, так как наша система инер­

циальна. Подставляя (14.14) и (14.15) в (14.11), получим 

Отсюда находим 

3 дjn дjn 

Xik = L дхi . дхk . 
n=l 

3 

df2 = Xikdxidxk = L(dfn)2
• 

n=l 

(14.17) 

(14.18) 

Величина dт характеризует физическое время, которое 

не зависит от выбора координатного времени. Действи­

тельно, пусть например, мы введем новую переменную х10 

по закону 

(14.19) 



§ 14. О предельной скорости 

Тогда, на основании тензорного преобразования 

дхо: дхf3 
1 

'У #JV = 'Yo:{J дх'~-' . дх'v' 

имеем в нашем случае 

( д о )2 
'У~о = 'Уоо д;10 1 

дх0 дхf3 
'Уол = 'Yo{J дхiО · дх'л ' 

аналогично 

д t,\ 

d t,\- _!_d и 
х -д х. 

хи 

Учитывая символ Кронекера 

получим 

"(
1 dх'л 

сdт = -=0л-===-
Д, 

145 

(14.20) 

(14.21) 

(14.22) 

(14.23) 

Физическое время определяет ход времени физическо­

го процесса, однако величина dт имеет локальный харак­

тер, поскольку в неинерциальной системе координат она не 

является полным дифференциалом, а поэтому не существу­

ет переменной т. 

В этом случае не существует единого физического вре­

мени, линии которого были бы ортогональными трехмер­

ному пространству. В неинерциальной системе координат 

интервал da выражается через физические величины dт, dl 
следующим образом 

В инерциальной системе в галилеевых координатах dт 

совпадает с дифференциалом dt, а поэтому можно ввести в 
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пространстве Минковского единое время t. Оно и будет фи­
зическим. Введение одновременности для всех точек трех­

мер!!ого пространства является следствием псевдоевклидо­

вой геометрии четырехмерного пространства событий. 

Только в инерциальной системе в галилеевых ко­

ординатах и можно говорить о постоянной скорости све­

та, одинаковой во всех направлениях и совпадающей по 

величине с электродинамической постоянной с. В инерци­

альной системе, в любых других допустимых координатах, 

скорость света будет такой же, если время определить со­

гласно формуле (14.8), а расстояние по формуле (14.10). В 
неинерциальной системе координат электродинамическая 

постоянная с выражается только через локальные значе­

ния величин dт, d.f. 
Часто пишут, что в основе специальной теории отно­

сительности лежит принцип постоянства скорости света. 

Это неправильно. Никакого принципа постоянства скоро­

сти света как физического принципа не существует, по­

скольку скорость света постоянна только в галилеевых си­

стемах отсчета. Поэтому это положение ввиду его частно­

го значения, как мы уже отмечали (см. § 9), не лежит в 
основе теории относительности. Точно также имеет огра­

ниченный смысл и синхронизация часов в разных точках 

пространства, так как она возможна только в галилеевых 

системах отсчета. 

Основываясь на принципе постоянства скорости света 

нельзя перейти к ускоренным системам координат, так как 

для них теряет смысл понятие одновременности, поскольку 

синхронизация часов в разных пространствеиных точках 

зависит от пути синхронизации. 

Определим теперь координатную скорость света 

i dxi oi 
V =- = V{., 

dt 
(14.24) 
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здесь t_i - единичный вектор, удовлетворяющий условию 

(14.25) 

Выражение (14.12), на основании формул (14.8), (14.10) и 
(14.25) принимает вид 

v 
--------:-;- = с. 

v loi t_i 
ЛоQ+-·-­

с ЛоО 

Откуда и находится координатная скорость 

ЛоО 
v=c·-~-----,-,-

loi ii · 
1---

ЛоО 

(14.26) 

(14.27) 

В общем случае координатная скорость не одинакова 

как по величине, так и по направлению. По величине она 

может быть любой, удовлетворяющей условию 

о< v < 00. (14.28) 

В галилеевых координатах инерциальной системы отсчета 

координатная скорость совпадает с физической. 

В произвольной инерциальной системе отсчета, для 

описания физических процессов, всегда можно ввести мно­

гими способами во всем пространстве единое координатное 

время. В этом случае синхронизация часов в разных про­

странствеиных точках формально должна осуществляться 

с помощью координатной скорости. В литературе ( особен­
но философской) этот вопрос часто обсуждается. С нашей 
точки зрения, этот подход не имеет физического смысла, 

поскольку он оперирует не с физическими, а с координат­

ными величинами. 

111* 



§ 15. Прецессия Томаса 

Пусть частица имеет собственный момент (спин) sv. В си­
стеме покоя частицы четырехвектор момента (спина) име­

ет компоненты (0, J). В любой произвольной инерциальной 
системе координат имеет место соотношение 

(15.1) 

При действии на частицу силы F без крутящего момента 
будет .справедливо равенство 

dSv = zuv, 
dт 

(15.2) 

здесь т - собственное время; uv - четырехвектор скорости. 

1 
dт =dt-. 

'У 
(15.3) 

Если скорость Ui не равна нулю, то величину Z можно 
определить из соотношения 

!!__ (Svu. ) = dSv И. dИv sv = 
dт v dт v + dт О. 

Подставляя (15.2) в (15.4), получим 

( 
dU"') z =- s"' dт ' 

ковариантный вектор S"' имеет компоненты 

S,_" = (8°, -S\ -82
, -83

). 

(15.4) 

(15.5) 

(15.6) 

С учетом (15.5) уравнение движения спина (15.2) прини-
мает вид 

dSv = _ (s dUP.) uv. 
dт "'dт 

(15.7) 
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Нашей дальнейшей целью будет стремление детализи­

ровать эти уравнения, используя преобразования Лоренца. 

Пусть в лаборат<рной инерциальной системе отсчета ча­

стица со спином J движется со скоростью v. В этом случае 
инерциальная лабораторная система отсчета относительно 

инерциальной системы отсчета, в которой частица покоит­
ся, будет двигаться со скоростью -v. Используя преобра­
зования Лоренца (4.18) и (4.19) и учитывая знак скорости, 
получим 

so = 'У ( vJ) , § = J + 'У ~ 1 v( v J). 
с v 

(15.8) 

dUP. 
Четырехвекторы UP., dт имеют следующие компоненты 

UP. = ("f, 'У~) ' dUP. = (d"f' ']_ . dv + ~. d"f) . 
с dт dт с dт с dт 

(15.9) 

Используя (15.6), (15.8) и (15.9), получим 

(15.10) 

( 'У dv v d"f) ( .... 'У - 1 .... ) - -·-+-·- J+--v(vJ) . 
с dт с dт v2 

При вычислении в правой части выражения (15.10) оста­
нутся только члены, полученные путем умножения первого 

члена в скобке на два члена во второй скобке, все остальные 

члены взаимно уничтожаются 

(s dUP.) = _2 { (ldv) + r.=__!(vJ) (-иdv)}. (15.11) 
Р. dт с dт v 2 dт 

Используя (15.8) и (15.11), запишем уравнение (15.7) от­
дельно для нулевой компоненты четырехвектора спина S"' 
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и для его векторной части 

_!!___ {J + 1 -
1 v(vf)} = 

dт v2 

= '2 -и{ (ldv) + 2.=2(-vJ) (-иdv)}. 
с2 dт v2 dт 

{15.13) 

Из уравнений {15.12) и {15.13) находим 

d{ .... 1 -1 ........ 1\} vd{ ........ } 
dт J + --:;;2v (vJJ - с2 dт 'У (vJ) =О. {15.14) 

Из уравнения{15.12) найдем 

Запишем первый член уравнения {15.14) в развернутой 
форме 

(15.16) 

При вычислении были учтены равенства 

{15.17) 
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Второй член в (15.16) можно преобразовать, используя ра­
венство (15.15), к виду 

(15.18) 

Используя (15.18), мы видим, что второй член вместе с тре­
тьим членом в (15.16) приводятся к виду 

~ · d~ {1(vJ)}- с2 (11: 1) 11 (1~~) · (15.19) 

С учетом (15.16) и (15.19) уравнение (15.14) приводится к 
следующей форме 

df + 1
2 

{ dv (vJ) _ 11 ( 1-.dv)} =о. 
dт с2 (1 + 1) dт dт 

(15.20) 

Используя формулу 

[a[b,cJ] = ь(ас)- с(аь), (15.21) 

и выбирая векторы 

.... 
1 

.... ь.... dv .... .... 
а= =- c=v 

' dт' ' 
(15.22) 

уравнение (15.20) приводится к виду 

(15.23) 

здесь 

.... _ -~ [-- dv] n- 2 v, d . v 7 
(15.24) 
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Вектор спина J, при движении частицы по кри­
волинейной ..... траектории, прецессиJU'ет вокруг на­
правпения n с угловой скоростью 101· Этот эффект 
впервые открыт Томасом [15]. 

Уравнение релятивистской механики (9.12) можно за­
писать в форме 

dV ~ V -
т-= f- -(vf). 

dr с2 
(15.25) 

Учитывая это уравнение, выражение (15.24) принимает 
вид 

..... !-1 .......... n = --2 [v,f]. 
mv 

(15.26) 

Таким образом, сила без крутящего момента, в силу 

псевдоевклидовой структуры пространства-времени, вы­

зывает прецессию спина, если ее действие приводит к кри­

волинейному движению в данной инерциальной системе от­

счета. В том случае, когда сила направлена в пекоторой 

инерциальной системе отсчета по направлению скорости 

частицы, прецессия спина отсутствует. Но параллельность 

векторов силы {и скорости v нарушается уже при галиле­
евых иреобразованиях при переходе от одной инерциальной 

системы к другой. Поэтому эффект прецессии, равный ну­

лю для наблюдателя в одной инерциальной системе отсче­

та, будет отличен от нуля для наблюдателя, находящегося 

в пекоторой другой инерциальной системе отсчета. 
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сохранения в классической теории 

поля 

Ранее мы видели, что с помощью лагранжена подхода мож­

но построить все уравнения Максвелла-Цоренца. Этот под­

ход имеет явный общековариантный характер. Он позволя­

ет получить в общем виде уравнения движения поля и за­

коны сохранения без явной конкретизации плотности функ­

ции Лагранжа. В этом подходе каждое физическое поле 

описывается одно- или многокомпонентной функцией коор­

динат и времени, называемой функцией поля (или поле­

вой переменной). В качестве полевых переменных берутся 
величины, преобразующиеся по одному из представлений 

группы Лоренца, например, скалярное, спинорное, вектор­

ное и даже тензорное. Наряду с полевыми переменными 

важную роль играет и метрический тензор пространства­

времени, который определяет геометрию для физического 

поля, а также выбор той или иной системы координат, в 

которой производится описание физических процессов. Вы­

бор системы координат является в то же время и выбором 

системы отсчета. Конечно, не всякий выбор системы коор­

динат изменяет систему отсчета. Любые иреобразования в 

данной системе отсчета вида 

х'о = fo(xo xl х2 хз) 
' ' ' ' 

(16.1) 
x'i = Ji(xl, х2, хз), 

всегда оставляют нас в этой системе отсчета. Всякий дру­

гой выбор системы координат обязательно приводит к из­

менению системы отсчета. Выбор системы координат про­

изводится из класса допустимых координат, 

i k тоо > о, rikdx dx < о, det 11 lllll = 1 < о. (16.2) 



154 § 16. Уравнения движения и законы сохранения ... 

Исходным пунктом лагранжева формализма является по­

строение функции действия. Обычно выражение, определя­

юще~ функцию действия, записывают в виде 

(16.3) 

г де интегрирование производится по пекоторой произволь­

ной четырехмерной области пространства-времени. По­

скольку действие должно быть инвариантным, плотность 

функции Лагранжа является плотностью скаляра веса + 1. 
Плотность скаляра веса + 1 есть произведение скалярной 
функции на величину ~- Выбор плотности лагранжиана 
осуществляется из ряда требований. К их числу относится 

требование вещественности. 

Таким образом, плотность лагранжиана может быть 

построена с помощью изучаемых полей r.p, метрического 
тензора rp.v и частных производных по координатам 

(16.4) 

Для простоты предположим, что рассматриваемая нами 

система состоит из вещественного векторного поля. Будем 

считать, что лагранжиан поля не содержит производных 

выше первого порядка. Это ограничение приводит к тому, 

что все наши уравнения поля будут уравнениями второго 

порядка 

(16.5) 

Заметим, что если лагранжиан построен, то теория 

определена. Уравнения поля найдем из принципа наи­

меньшего действия 

бS = ~ j d4xбL = О. 
n 

(16.6) 
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Вариация бL равна 

дL дL 
бL = дАл бАл+ д(дvАл) б(дvАл), или (16. 7) 

бL [ дL ] бL = бАл бАл+ дv д(дvАл) бАл . (16.8) 

Здесь мы обозначили вариационную производную Эйлера 

через 

бL _ дL _ д ( дL ) 
бАл - дАл v д(дvАл) · 

(16.9) 

При получении выражения (16.8) мы учли, что 

(16.10) 

Подставляя (16.8) в (16.6) и применяя теорему Гаусса, по­
лучим 

бS = ~ 1 dПd4x (::л бАл)+~ 1 dsv [д(~~л)бАл]. 
n Е 

Поскольку вариация поля на границе :Е равняется нулю, 

имеем 

1 1 4 ( бL ) бS = ~ dПd х бАл бАл = О. 
n 

(16.11) 

В силу произвольности вариаций бАv, с помощью основной 

леммы вариационного исчисления получим уравнение для 

поля 

бL дL ( дL ) 
бАл = дАл - дv д(дvАл) =О. (16.12) 

Мы видим, что если лагранжиан найден, то тео­

рия создана. Кроме уравнений поля метод Лагранжа да­

ет возможность получить и дифференциальные законы со­

хранения. Принято различать два типа дифференциальных 
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законов сохранения: сильные и слабые. Сильным зако­
ном сохранения называют дифференциальное соотноше­

ние; которое выполняется в силу инвариантности действия 

при иреобразовании координат. Слабые законы сохранения 

получаются из сильных, если учесть в них уравнение поля 

(16.12). 
Следует особо подчеркнуть, что сильные дифференци­

альные законы сохранения в общем случае не утверждают 

сохранения чего-либо ни локально, ни глобально. Для на­

шего случая действие имеет вид 

(16.13) 

Совершим бесконечно малое иреобразование координат 

(16.14) 

здесь ОХ11 - бесконечно малый четырехвектор. 

Так как действие является скаляром, то при этом ире­

образовании оно остается неизменным, а следовательно, 

ОсВ=~ 1 d4x'L'(x')- ~ 1 d4xL(x) =О, (16.15) 
Л' Л 

где 

L' (х') = L' (А~, д~ А~ (х'), ~~~~(х'), д~~~~~( х')). 
Первый член в (16.15) можно записать в виде 

1 d4x'L'(x') = 1 Jd4xL'(x'), (16.16) 
Л' Л 

где якобиан иреобразования 

J = ' ' ' d t 
д(х'о х'1 х'2 х'з) lдx'vl 
д(хО,х1,х2,хЗ) = е дхЛ . (16.17) 
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При иреобразовании (16.14) якобиан имеет вид 

J = 1 + длбх>.. 

Разлагая L'(x') в ряд Тейлора, имеем 

дL 
L'(x') = L'(x) + бх>.дх>.. 

(16.18) 

(16.19) 

Учитывая (16.16), (16.18) и (16.19), перепишем вариацию 
(16.15) в виде 

бсS = ~ J d4
x [бLL(x) +д~>. (бх>.L(х))] =О, 

n 

(16.20) 

здесь мы обозначили 

бLL(x) = L'(x)- L(x). (16.21) 

Эта вариация обычно называется вариацией Ли. Она пере­

становочна с частным дифференцированием 

(16.22) 

Вариация Ли от плотности функции Лагранжа равна 

дL дL 
б LL( Х) = дАл б LA>. + д( дvАл) б LдvАл + 

дL дL 
+-д бL"fJ&v + д( д ) бLд>."fJ&v• 

'У J&ll >.'У J&ll 

(16.23) 

Совершая элементарные преобразования, получим 

(16.24) 
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здесь 

v v дL ~ А дL ~ 
J = Lбх + д(дvАл) UL л+ д(дv'Улр,) UL'YЛp,· (16.25) 

Так как Jv является плотностью вектора веса + 1, то со­
гласно (12.25) и (12.28) найдем 

(16.26) 

где lJv - ковариантная производпая в псевдоевклидовом 

пространстве-времени. Следует отметить, что вариации 

бLАл, бL'Yp,v порождены иреобразованием координат (16.14), 
а поэтому их можно выразить через компоненты бхл. 

Найдем вариацию Ли от полевых переменных, возни­

кающую из-за иреобразования координат. Согласно закону 

иреобразования вектора Ал 

имеем 

(16.27) 

Разлагая в ряд Тейлора величину А~(х + бх), находим 

(16.28) 

Подставляя (16.28) в (16.27), получим 

vдАл дбхv 
бLАл(х) = -бх дхv - Av(x) дхЛ , (16.29) 
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или в ковариантной форме 

(16.30) 

Найдем теnерь вариацию Ли от метрического тензора 

'У J.IV из закона nреобразования 

nолучим 

(16.31) 

откуда находим 

(16.32) 

У читывая равенство 

дu'Y1-1v = 'У1-1лГ~и +!vлГ;и, (16.33) 

заnишем выражение (16.32) в ковариантных nроизводных 

(16.34) 

Подставляя выражения (16.30) и (16.34) в действие (16.24), 
nолучим 

1 1 4 [ л дL дL v дсS = -;; d х -дх дАv DлAv - дАл АvDлдх -
n 

-('YJ.IuDvдXu + 'YvиDJ.Iдxu) ,JL + DvJv] =О. 
и"(l'v 

(16.35) 

Введем следующее обозначение: 

(16.36) 
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Мы увидим в дальнейшем, что эта величина, впервые 

введенная Гильбертом, является плотностью тензо­

ра ~нергии-импульса поля. 

Интегрируя по частям в выражении (16.35), получим 

1 1 4 { л [ бL бсS = ~ d х -бх бАv DлАv-
л 

-Dv с~~., Ал) +Dv (TIL11/~tл)]+ (16.37) 

+ Dv ( J 11 
- .s~., Албхл + TJLII 1 JLuбX17 ) } = О. 

Подставляя в выражение (16.25) для плотности вектора 
J 11 значения вариаций бLАл(х), бLI~tv(x) согласно формулам 
(16.30) и (16.34) и группируя члены при бх11 и Dлбх11 , по­

лучим 

Jv бLА ~л_ ~~~ u vлD ~ JL - бАv лих - -т17 иХ - aJ.I. лих , (16.38) 

здесь мы обозначим 

(16.39) 

Эту величину обычно называют плотностью канони­

ческого тензора энергии-импульса, а величину 

(16.40) 

- плотностью тензора спина. 
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На основании (16.38) ковариантную дивергенцию в 

(16.37) представим в виде 

= бхи [п~~т:- D11т;'] + D~~(бх>.) [т_r- (16.41) 

11 D p.ll] IIЛD D ~ Р. -тл - р.а>. -ар. 11 лих . 

Используя это выражение, вариацию действия (16.37) мож­
но записать в форме 

1 1 4 [ л ( бL бсS = ~ d Х -бх бА11 DлА~~-
!1 

-D~~ (/JvAл) + D11T,\) + D11 (бхЛ)х (16.42) 

х (Tf - тf - Dp.a~11 ) - а~>. D~~DлбхР.] = О. 

Так как объем интегрирования n произволен, то отсюда 
следует, что подынтегральная функция равна нулю. 

-бх>. ( /Jv DлА11 - D11 ( дOJ.v Ал) + D~~тf) + 
(16.43) 

+ ( Tf - тf - Dp.a~11 ) D11бх>. -а~>. D11DлбхР. = О. 

Это выражение обращается в нуль для произвольных бх>., 
независимо от выбора системы координат. Именно это по­

зволяет легко установить, что тензор а~>. антисимметри­
чен по v, Л. В силу тензорного закона преобразования, если 
оно обращается в нуль в одной системе координат, то оно 
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равно нулю в любой другой системе координат. Отсюда 

следуют тождества 

v бL ( бL ) Dvr>. + бАv Dл.Av - Dv бАv Ал = О. (16.44) 

T v v D J&V - О v>. - >.v {16 45) >. - rл - 1-'u>. - ' u'"' - -u'"' . . 
Что касается последнего члена в (16.43), то он должен обра­
щаться в нуль в силу антисимметрии величины u~>. по 
верхним индексам. Из антисимметрии тензора спина сле­

дует 

DvTf = Dvrf. (16.46) 

Тождества (16.44) и (16.45) называются сильными закона­
ми сохранения, они выполняются в силу инвариантности 

действия при преобразовании координат. Используя соот­
ношение (16.46), выражение (16.44) можно записать в фор-
м е 

(16.47) 

Если мы учтем уравнения поля (16.12), то получим 

DTV отv 1/ D J&V v >. = ' >. - rл = J&u>. ' (16.48) 

здесь величина rf равна 

rf = -Lб~ + д(:v~'"') DлAI'. (16.49) 

Наличие слабого закона сохранения симметрического тен­

зора энергии-импульса обеспечивает сохранение тензора 
момента импульса поля. Определяя тензор момента им­
пульса в галилеевых координатах инерциальной системы 

M'"'v>. = xVTJ&A- x'"'Tv>., (16.50) 

легко установить с помощью (16.48), что 

длМ'"'v>. = О. (16.51) 
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Полученные нами слабые законы сохранения для тензо­

ра энергии-импульса и тензора момента импульса еще не 

свидетельствуют о сохранении энергии-импульса или мо­

мента количества движения для замкнутой системы. 

Существование интегральных законов сохране­

ния для замкнутой системы связано со свойствами 
пространства-времени, а именно, с существовани­

ем группы движения пространства-времени. Нали­
чие группы Пуанкаре (группа Лоренца совместно 
с группой трансляции) для псевдоевклидова про­
странства обеспечивает существование законов со­

хранения энергии, импульса и момента количества 

движения для замкнутой системы. Группа движения 

пространства-времени сохраняет форминвариантность ме­

трического тензора {p.v пространства Минковского. 

Заметим, что законы сохранения автоматически выпол­

няются для произвольной плотности скаляра ( лагранжиан) 
вида L('l/J>.., ди'Ф",.) в пространстве Минковского, обеспечи­
вающего положительность энергии поля, если мы ограни­

чиваемся только уравнениями второго порядка для полей. 

Я упоминаю здесь об этом специально, поскольку из дис­

куссии с некоторыми академиками, занимающимися теоре­

тической физикой, я увидел, что даже им это неведомо. 

Найдем теперь, в качестве примера, симметрический 

тензор энергии-импульса электромагнитного поля. Соглас­

но (11.15), плотность лагранжиана для этого поля равна 

(16.52) 

Запишем ее через переменные F",.v и метрические коэффи­

циенты 

(16.53) 
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Согласно (12.37) имеем 

д-/4 = ~F:rr1lv. 
дf1lV 2 

(16.54) 

с помощью (16.54) получим 

д* L ___ 1_ с;:; 1lV F. pcr/3 

д - 32 v-гг cr/3 ' 
f1lV 1Г 

(16.55) 

*-указывает, что дифференцирование идет по T1lv' входя­
щей в выражение (16.53). 

Аналогично 

(16.56) 

Поскольку 

дгСIО' 1 ( i:CI i:U i:CI i:U) 
-д =- и"иv + uvu" , то используя f1lV 2 r r 

свойства антисимметрии тензора Fa/3 = -Ff3a, получим 

д* L 1 r-:::; ,\и 
дгJJv = - B1r v -г FJJ.xFvиr . (16.57) 

При получении (16.15) и (16.57) мы рассматривали вели­
чины rJJv, 1.\и как независимые. 

Так как в плотность лагранжиана электромагнитного 

поля не входят производвые от метрического тензора, то 

плотность симметрического тензора энергии-импульса бу­

дет равна 

(16.58) 
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Из соотношения 
а{Э ~а 

т т{Эv = vv, (16.59) 

находим 

дта{Э 1 
__ = --(тар.1{Эv + 1av1f3P.). 
дтр.v 2 

(16.60) 

Подставляя это выражение в (16.58), получим 

TP.v = -2 дL = -2 [д* L - д* L 'Yap.'YfЭv] . 
дтр.v дтр.v д,а/3 

(16.61) 

Используя выражения (16.55) и (16.57), находим плотность 
тензора энергии-импульса электромагнитного поля 

(16.62) 

Отсюда легко убедиться, что след тензора электромагнит­

ного поля обращается в нуль, т.е. 

Построим теперь тензор энергии-импульса вещества. 

Плотность сохраняющейся массы или заряда равна 

(16.63) 

J.Lo - плотность в системе покоя. Четырехмерная скорость 

uv определяется выражением 

(16.64) 

Отсюда, очевидно, 
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Возьмем вариацию от выражения (16.63) по метриче­
скому тензору. Величина J-L не зависит от метрического тен­
зоl'а, поэтому 

(16.65) 

здесь 
а {3~ 

дИО = _:_ V V U/а{З • 

2 ( 'Yaf3Vavf3)3/2 
(16.66) 

Из выражения (16.65) и (16.66) находим 

(16.67) 

Поскольку плотность лагранжиана действия вещества име-

ет вид 

(16.68) 

то плотность тензора энергии-импульса вещества будет 

равна 

~-'"'- 2 {)L t -- --. 
QfJ.'V 

(16.69) 

На основании (16.67) получим 

t~-'"' = .../4 J-Loc2 U~'U"'. (16.70) 

Как мы отмечали выше, добавление к плотности ла­

гранжиана ковариантной дивергенции не изменяет уравне­

ния поля. Можно также показать [6], что оно не изменяет 
и плотности тензора энергии-импульса Гильберта. Тогда 

как плотность канонического тензора (16.49) при этом из­
меняется. Но одновременно с ним изменяется и диверген­

ция от плотности тензора спина. Сумма плотности канони­

ческого тензора и дивергенции плотности спина остается 

неизменной. 



Вопросы и задачи 

§2 

2.1. Электрический заряд находится в падающем лифте. 
Будет ли он излучать электромагнитные волны? 

2.2. Заряд находится в невесомости в космическом корабле. 
Будет ли он излучать? 

§3 

3.1. Пустьвнекоторой неинерциальной системе координат 
метрический тензор пространства Минконского имеет вид 

'Y~Lv(x). Показать, что существует система координат х', 
в которой метрический тензор имеет тот же вид 'Y~Lv(x'), 
и что нелинейные иреобразования образуют группу. 

§4 

4.1. Верно ли утверждение: "В движущейся системе отсче­
та (с постоянной скоростью v) время идет медленнее, чем 
в неподвижной"? 

4.2. Является ли лоренцово сокращение стержня ( 4.13) ре­
альным или кажущимся? 

4.3. Можно ли, используя эффект сокращения Лоренца, пу­
тем ускорения стержня достигнуть высокой плотности ве­

щества? 

§8 

8.1. Электрический заряд тела не зависит от выбора систе­
мы отсчета. Исходя из этого положения найти закон пре­

образования плотности заряда при переходе от одной инер­

циальной системы отсчета к другой. 
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8.2. С помощью иреобразований Лоренца найти поле рав­
номерно движущегося заряда. 

§9 

9.1. Три маленьких космических ракеты А, В и С дрейфу­
ют свободно в области пространства, удаленной от осталь­

ного вещества, без вращения и без относительного движе­

ния, причем В и С равно удалены от А. По получении сиг­
нала от А двигатели В и С запускаются и они начинают 

плавно ускоряться. Пусть ракеты В и С идентичны и име­

ют идентичные программы ускорения. Предположим, что 

с самого начала В и С связаны тонкой нитью. Что будет 

с нитью? Порвется она или нет? 

(Задача Дж. Белла) 

§ 10 

10.1. Найти поверхность в геометрии Лобачевского, на ко­
торой реализуется планиметрия Евклида. 

10.2. Объяснить прецессию Томаса с помощью геометрии 
Лобачевского. 

10.3. Существует ли в геометрии Лобачевского треуголь­
ник, в котором все углы равны нулю? 

10.4. Найти площадь треугольника на сфере радиуса R. 

§ 11 

11.1. Используя принцип стационарного действия получить 
для силы Лоренца формулу 

..... ..... р ...... 
f =рЕ+ -[iJ,H], 

с 

г де р - плотность электрического заряда. 
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§ 12 

12.1. Излучает ли заряд, движущийся в равномерно уско­
ренной системе отсчета по геодезической линии? 

12.2. Излучает ли заряд, движущийся в произвольной не­
инерциальной системе отсчета по геодезической линии? 

12.3. Излучает ли в неинерциальной системе отсчета непо­
движлый заряд? 

12.4. Является ли лифт, у которого оборвался канат, инер­
циальной системой отсчета? 

§ 13 

13.1. В рамках специальной теории относительности объ­
яснить "эффект Сальяка", как с точки зрения инерциаль­

ной системы отсчета, так и с точки зрения вращающейся 

системы. Для простоты в опыте Саньяка рассмотреть кру­

говую траекторию лучей света, что соответствует случаю 

бесконечного числа зеркал. 

13.2. Найти пространствеиную геометрию на диске, вра­
щающегося с постоянной угловой скоростью w. 
13.3. Пусть космонавт на космическом корабле движется с 
постоянным ускорением а, удаляясь от Земли. Сможет ли 

он в течение полета получать информацию от Центра по­

летов? 

§ 15 

15.1. Показать, что при движении тела с ускорением по 
криволинейной траектории величина момента J не зависит 
от времени. 
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