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%�&�#�4����,�/������#/��,���/�04��2�,,���+,�"���#��!+����,�!5

+�,�@!7�A��+�,�'
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%(&��0��!�/�04���#3C�2!���1�,��/0!,����"� !C�+,�"���#��Z1
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%�&����!���!�,�#/��,���/�04��2�,3�!�+�⊆�,1���� � �≤�� '
%(&�α�≤�α + γ1�α�≤�γ + α'
%#&�α�]�β�⇔�γ + α�]�γ + β'
%*&�α�≤�β�⇒�α + γ�≤�β + γ'
%�&�γ + α = γ + β ⇒�α = β'
%�&�α + γ�]�β + γ�⇒�α�]�β�
����H0!#���!�/0!+�0�/�04���#3C�2!����α1�β�!�γ����!C1�2��

α�≠�β ! α + γ = β + γ�
������������1�2��$
%�&�α�≤�β ⇒�α�J�γ�≤�β�J�γ'
%(&�α�]�β ⇒�γ�J�α�]�γ�J�βP�\e�!�γ�≠�;'
%#&�γ�D�α�`�γ�D�β ⇒�α�`�β'
%*&�γ�J�α�=�γ�J�β ⇒�α = β1����!�γ�≠�;'
%�&�α�J�γ�]�β�J�γ�⇒�α�]�β�
�	��H�����β�≤�α��H�04���#���2!����γ�,��3#����4�����	�����α���β�!

�(��,�2����4�2�0���α�−�β1����!�α�=�β + γ�
��������1�2��$
%�&�α�−�β��� ���#����!���!,��#�,,�'
%(&�γ�≤�β�]�α�⇒�β�−�γ�]�α�−�γ'
%#&�γ�≤�β�≤�α�⇒�α�−�β�≤�α�−�γ'
%*&�β�≤�α�⇒�γ�D�%α�−�β& = γ�J�α�−�γ�J�β�
�
����������1�2��$
%�&����!�α= + β= = α8 + β8�!�β8�]�β=1����α=�]�α8'
%(&V����!�γ�]�αβ1������ ���#����!���!,��#�,,3����!��δ�!�ε1�2��

δ�]�α1�ε�`�β�!�γ = α�D�ε + δ'
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%(&�αβ+γ = αβ�J�αγ'
%#&� %αβ&γ = αβ J γ�

������������1�2��$
%�&����!�ωγ = α + β�!�β�≠�;1����β = ωγ'

%(&����!�α�^�=�!�β�≥�=1����αβ�≥�α�D�β'
%#&����!�α�̂ �=�!�β�≥�=1������ ���#����!���,��,�2,���/0�����,3

ξ1�γ�!�δ����!�1�2��

β = αξ�J�γ + δ ! γ�]�α1�δ�]�αξ'
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δ%�D�β%1
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%��%����%�-$%�%��%�� ��"�%��'�� = 	1���C�	�����	�C���)!�)�!����+�

���3%$� ��-1�2�%�$�������-�!��2�"�������'�%��.%�#�%2��!�%�;

�%D����&�≤	

���3%$� ��-1�2�%�"�����$�������-�!4�2�"����������(%�-D�/%	

��3%$� ��-1�2�%0

)�+�7 + < = EF

)(+�� + ℵG = ℵG1�/�����$%��2�%�F

)�+�ℵG + ℵG = ℵGF

)/+�ℵG + � = �F

)�+�� + � = �	

���3%$� ��-1�2�%0

)�+���#���(!4�&�%��"����*1	�6�"���"������&�%��"����-*1	-6

��$��1�2�%��*	∼	-*1 5��6�∼�-6���-*�∩�36 = ∅F

)(+�"�&&�����4�$�������-�!4�2�"����"�/���"���"�����	

���3%$� ��-���#�.�%� �%�-�!4�$�������-�!4�2�"��0

)�+�	* + 	6 = 	6 + 	*F

)(+�	* + )	6 + 	7+ = )	* + 	6+ + 	7F

)�+�	 + G = 		

���,�"�-��1	-1	&1	�*1����1	�6�>�$%��2�!��&�%��"���	�3%$� ��-1�2�%0

)�+� F� 3 � 3 � 3= + −� �

)(+	 F� 3 7 � 3 7 � 3 � 7 3 7 � 3 7= + + − − − +� � � � � � �
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���� �∀ �4 ∀ �8 ∀ �I �9 ��41 �4� C �9 ��41 �I� ⊃ �9 ��41 �8� ∨ 9 ��81 �I���� ⊃
  ⊃ ∃ � ∀ z 9 ��1 z��	

	���*���'�#+�9!�"� ��'�!&$!")'#$�"����)&���#�"�1����! 7

$�"�;� �=+���"!&) -,1�'!&)�2�(�,�$)�")$))��-#��> )")$#!�	

	���A!����#+�#!2&)'#�)$$�;��'#�$$!'#+�' )&�;(�,�9!�"� .

���� �¬ ∃ � � ��� ⊃ ¬ ∀ � � �����

���� �∃ � �� ��� C �! ⊃ : ����� ⊃ ∀ � �� ��� ⊃ ¬ : ���� ⊃ ¬ ! �1� �&)� �

$)�'�!�!&$����!�

���� �∀ � �� ��� ⊃ ¬ ! ���� ⊃ ¬ �∃ � � ��� C ∀ � ! ������

���� �∀ � �� ��� ⊃ ¬ ! ���� ⊃ ¬ �∀ � � ��� C ∃ � ! �����	

	��A!����#+1�/#!�)' ��!�$)�'!&)�2�#�'�!�!&$�,��,!2&)$�%��1�#!.

����¬ ∀ � � ��� ∼ ∃ � ¬ � ����

����¬ ∃ � � ��� ∼ ∀ � ¬ � ����

���� �∀ � � ��� C ! � ∼ ∀ � �� ��� C ! ��

���� �! C ∀ � � ���� ∼ ∀ � �! C � �����

�&�� �∃ � � ��� C ! � ∼ ∃ � �� ��� C ! ��

�)�� �! C ∃ � � ���� ∼ ∃ � �! C � �����

�2�� �! ∨ ∀ � � ���� ∼ ∀ � �! ∨ � �����

���� �∀ � � ��� ∨ ! � ∼ ∀ � �� ��� ∨ ! ��

���� �∃ � � ��� ∨ ! � ∼ ∃ � �� ��� ∨ ! ��

���� �! ∨ ∃ � � ���� ∼ ∃ � �! ∨ � �����

� �� �∀ � � ��� ⊃ ! � ∼ ∃ � �� ��� ⊃ ! ��

�"�� �! ⊃ ∀ � � ���� ∼ ∀ � �! ⊃ � �����

�$�� �∃ � � ��� ⊃ ! � ∼ ∀ � �� ��� ⊃ ! ��

�!�� �! ⊃ ∃ � � ���� ∼ ∃ � �! ⊃ � �����

���� �∀ � � ��� C ∀ � : ���� ∼ ∀ � �� ��� C : �����

���� �∃ � � ��� ∨ ∃ � : ���� ∼ ∃ � �� ��� ∨ : �����

�'��∀ � � ��� ∼ ∀ � � ���1� �&)�� ���� $)� '!&)�2�#� �1�� ���� �! �/�7

)#'-���")$!%��'),�'�!�!&$�,��,!2&)$�%������ ����$����

�#��∃ � � ��� ∼ ∃ � � ���1��&)�� ����$)�'!&)�2�#��1�� �����! �/�)#7

'-���")$!%��'),�'�!�!&$�,��,!2&)$�%������ ����$����

���� ∀ � ! ∼ !�

�9�� ∃ � ! ∼ !	



��

	���3�'#+���6�9!�"� �1�!�6��!&9!�"� ��9!�"� ���1��4�6

�)�� +#�#� ��")$��$)�!#!�!�!� �,!2&)$�-�!� ���� $��9!�"� ��!4	

A!����#+1�/#!�)' ��! ∼ !41�#!�� ∼ �4������������ ������	

	���A!����#+1�/#!�& -� ;�!%�9!�"� ��'�()'#��)#�>����� )$#7

$�-�)%���)$)�'$�-�$!�"� +$�-�9!�"�	

	���3���)'#������)$)�'$!%�$!�"� +$!%�9!�")1�'/�#�-�����!

�)'���$#!�$�"��9!�"� �"�.

����¬ ∃ � ∀ � ∃ z ∀ 2 ��

����∃ � ∀ � � ��1 �� C ∃ � ∀ � ! ��1 ����

���� �∃ � ∀ � � ��1 �� ∨ ∃ � ∀ � ! ��1 ����

���� �∃ � ∀ � � ��1 �� ⊃ ∃ � ∀ � ! ��1 ���	

����3�'#+�σ = 〈 E�#
"# F# ∈ 31�E$4

"4 F4 ∈ 51�E*6F6 ∈ 0 〉1�7�6�"$!2)'#�!��'),

#)�"!��'��$�#����σ	����)&) �#+�$��7���)&���#����9�$�0���#��1
/#!���7�'#� !�� �)����/)'�!%�'�'#)"!%�'��$�#����σ	

�	������3�'#+�9!�"� ��'��$�#����σ��"))#���&

∀ �4 			 ∀ �" ∃ �4 			 ∃�8 ! ��41 			1 �"1 �41 			1 �8�

& -� $)�!#!�!%�9!�"� ��!� ��!�"!2$!1� '!&)�2�()%� ���$#!����

ϕ41 			1 ϕ8�6�"7")'#$�)�9�$�0�!$� +$�)�'�"�! �1�$)��,!&-(�)��

σ	�A!����#+1�/#!�& -� ;�!%�'�'#)"��M = 〈���σ〉�'�()'#��)#�!�!7

��()$�)�M4�'��$�#����σ′ = σ ∪ Eϕ41 			1 ϕ8F�#��!)1�/#!

M4 � ∀ �4 			 ∀ �" �∃ �4 			 ∃�8 ! ��41 			1 �"1 �41 			1 �8� ≡
≡ ! ��41 			1 �"1 ϕ4 ��41 			1 �"�1 			1 ϕ8� �41 			1 �"���	

����A!����#+1�/#!�& -� ;�!�!���)& !2)$�-���'��$�#����σ�'�7
()'#��)#�$)�!#!��-�∀79!�"� ���4�'��$�#����σ′1��! �/)$$!%�&!7
��� )$�)"� ��σ� $!��,�9�$�0�!$� +$�,� '�"�! !�1� !� �&�;(�-

' )&�;(�"�'�!%'#�!".�& -� ;�!%�'�'#)"��M = 〈���σ〉�'�()'#��7

)#�!�!��()$�)�M4�'��$�#����σ′�#��!)1�/#!

M4 � �� ≡ �′�	

�A!��� )$$�)�9�$�0�����M4�$�����;#'-�������	�����������

.�/��	�

����A -�9!�"� ��∀ � ∃ z ∀ � ∃ 2 ��� G z ⊃ � G �� C �2 H z� C ¬ �2 H ���

�!'#�!�#+�∀79!�"� �1�'�()'#�!��$�)��!#!�!%��#�)�2&�)#'-�����&�7

/)��	����	�A -�'�'#)"��M = 〈NNNNN ��H〉�$�%#��#�)��)"!)�!�!��()$�)	

����A -�9!�"� ��∀ � ∀ � ∃ z ∃ , �� ��1 ,� C ¬ � � �1 z����!'#�!�#+
∀79!�"� �1�'�()'#�!��$�)��!#!�!%��#�)�2&�)#'-�����&�/)��	 ���	

A -� ;�!%�'�'#)"��M = 〈���� 〉1� �&)�� = E51 4F1�$�%#���!&,!&-7

())�!�!��()$�)	

%�&'�(
��������)����������������������	



�� ��������	��
���
�������� �����

������"�(�!#)�*

∀ � ∀ � ∃ z ∃ v ∀ � 2¬ � 2�� �� �3 ⊃ 2� 2z� v� �3 ? � 2v� �� �333

�������#*�M = 〈NNNNN <�� =��� =〉������%����A����B C�.���!�������)��/
#�,�����()$�5���2�#	���%��)����2 33	

�����������������������(�!#)������$��)!*�σ�,*.��$�#�����
�$��,*.��$�#��$��$�����!�'����� !����!#�,����$��)!*�σ′ ⊇ σ	
�����2�3�7)����� 2�� �� �3�$����%�!+����,� �%$*6�.�!�#�$$*6�

�����$*6�������������	���������������(�!#)���∃ � ∀ � ∃ � � 2�� �� �3
��+%���,�$$������$$�����%��������������%������%����+%���,�$$�
����$$��(�!#)��

∃ � 2∀ � 2∃ � � 2�� �� �3 ⊃ � 2�� �33 ⊃ ∀ � � 2�� �33�

�%����4�%,)#���$*'�.!�%����$*'���#,����$��,6�%"8�'�,�� 2�� �� �3	
2 3���������������%�"��& ����.!�%��+�$�"���#�+$��.���!����

��)��#�,��)&�$�!#���$)&�(�!#)��D����)&����������+%���,�$$�
����$$�����%��������������%������%���D���+%���,�$$������$$�	

�	��7)�����D�4���)��#�,���"�$�!#���$�"�(�!#��.!�%��+�$�"
�	�7�������������� ∼ �D�,�� 8�#���)����$�,�!$�	�:���%�����,�!$��
����� � �D>��$������$*'�,�.!���%�"��D � �	

�
��7!�,���������)��#�,���'�$�!#���$�'�(�!#�;
2�3� 2∃ � ∀ � � 2�� �3 ⊃ ∀ � ∃ � � 2�� �33<
2 3� ∃ � ∀ � ∃ z ∀ v � 2�� �� z� v3<
2,3�∀ � ∃ � ∀ v ∃ z � 2�� �� z� v3	
����7)����M = 〈�<�σ〉�4�.!���,���$�"�#�%������� ⊆ �1	�����/

�����������)8���,)���!��-�!�$���M1 = 〈�1<�σ〉�#�%������������
���� %�"� �& �'� (�!#)�*� � 2�1�� 			�� ��3� �� �& *6� 0��#�$��,
�1� 			� �� ∈ �

M � � 2�1�� 			�� ��3 ⇔ M1 � � 2�1�� 			����3	

���7)����M = 〈�<�σ〉���� = E�1��			����F	�7)����� 2�3�4�(�!/
#)�������,� �%$�'�.�!�#�$$�'������$��)!*�σ� = σ ∪ �	�����/
������ ���

M � ∃ � � 2�3 ⇔ M � 2� 2�13 ∨ 			 ∨ � 2��33<

M � ∀ � � 2�3 ⇔ � 2� 2�13 ? 			 ? � 2��33	

��������������������������� !�������"������#��M���$��$�����
%�"��& ����.!�%��+�$�"���#�+$��.���!����� ���,�$��!$���.!�%/
��+�$����D����$��"8���"���M�������������M � 2� ≡ �D3	



��

��������������������������� !�������"������#����$��$������%�"
�& �'�(�!#)�*�#�+$��,���$��$���������-���,�.!�,�!�����,*/
.��$�#���$��$��0��'������#������$��	

�������������� ����(�!#)��� ,�%��∀ �1 			 ∀ �� � 2�1�� 			����3�� �%�
� 2�1��			����3�4� ���,�$��!$�"�(�!#)��� ���()$�5��$���$*6���#/
,���,�����$���$�����+%���,�$$������$$�����%��������������%��
���%���$������$$��,��& �'�#�%���������0��#�$��,	

���� ���������� ���� (�!#)��� ,�%�� ∃ �1 			 ∃ �� � 2�1�� 			�� ��3�� �%�
� 2�1��			����3�4� ���,�$��!$�"�(�!#)��� ���()$�5��$���$*6���#/
,���,�����$���$�����+%���,�$$������$$�����%��������������%��
���%���$������$$��,��& �'��%$�0��#�$�$�'�#�%���	

������������������(�!#)���,�%�

∀ �1 			 ∀ �� ∃ �1 			 ∃ �� � 2�1�� 			�� ���� �1�� 			�� ��3�

�%��� 2�1�� 			�������1�� 			����3�4� ���,�$��!$�"�(�!#)��� ���()$�/
5��$���$*6���#,���,�����$���$�����+%���,�$$������$$�����%���
����������%������%���$������$$��,��& �'�#�%���������0��#�$��,	

�����7)������4�(�!#)������$��)!*�σ = 〈�1��			����〉���%���1� 			� �� 4
�%$�#���$*��.!�%����$*����#,��*	�����������������,*.��$�#�
���%��������������%������%����,*.��$�#��,�#�%�������%�!+�8�'
$�� �����9��0��#�$��,	

�	��:*.��$�#*����(�!#)�*;
2�3�∀ � ∃ � 2� 2�3 ≡ ¬ � 2�33<
2 3� ∃ � ∀ � ∃ z 2� 1 2�3 ≡ 2� 9 2�3 ∨ � = 2z333<
2,3� ∃ � ∀ � 2� 2�3 ≡ ¬ � 2�33>

�
��7)����σ = 〈� 1��			��� � 〉���%��� 1��			��� ��4��%$�#���$*��.!�/
%����$*����#,��*	���������������%�"��& ����.!�%��+�$�"������/
$��)!*�σ��)8���,)���(�!#)������0�,�,���$�$�"����.���!��$$�"
�� .�#�8�&� ?�� ∨� �� ¬� ��� ∃/	
	���������� �	�	� (�!#)�� ,�%�
∃ � 2�1 ? 			 ? ��3���%��� ≥ 1������21 ≤ � ≤ �3��#����,�%�� 2�3�����¬ � 2�3
%�"�$�����!���������σ	
������"�∃/�����,�"&8�'���2�#	���%��)��
3�� ��$���#���!��

� 2�1�� 			����3� (�!#)�)�� .��)��$$)&� ����� ���!�$��#� �,�$��!�
∃ ������#�$�'�,��6�,6�+%�$�'�.�%(�!#)��� 1 2�3�� 			��� � 2�3�,��
$���1��			���������,����,�$$�	���������������(�!#)��

� = 2�1 ? 			 ? �� ? ¬ �� + 1 ? 			 ? ¬ �� + �3�

�%���1�� 			���� + �� 4� ∃/�����,�"&8���� � ≥ 1��� ≥ @�� ,*.��$�#�
���%��������������%������%��,*.��$�#��(�!#)������� !*�,*���/
�*,�$�'

� !" #$%
�&�'
	�( )
*'+� �
,�-� %*./�-��




�� ��������	��
���
�������� �����

�1 = 2�12�11� 			� �1�3 ? ¬ �� + 1 2�11� 			� �1�3 ? 			
			 ? ¬ �� + � 2�11� 			� �1�3 ? 			 ?�� 2��1�� 			�����3 ?
? ¬ �� + 1 2��1� 			� ���3 ? 			 ? ¬ �� + � 2��1� 			� ���33	

����N�������#���%�.���!��$�"�.���& �#)�.!�%��+�$�&������%/
$�#���$*#��.!�%�����#��(�!#)�*��� �������$�"� ,*����*,�$�'
����'������,*.��$�#�����(�!#)�*���0�,�,���$�$��,*.��$�#������	

����7����)"���#���%�#���%����C@��)���$�,�����,*.��$�#*���
���%)&8���(�!#)�*;

2�3�¬ ∀ � 2� 2�3 ⊃ ∀ � 2� 2�3 ⊃ 22� 2�3 ⊃ ¬ � 2�33 ∨ ∀ z � 2z3333<
2 3�∀ � ∃ � ¬ 2� 2�3 ⊃ 22� 2�3 ⊃ � 2�33 ⊃ 22� 2�3 ⊃ � 2�33 ⊃ � 2�3333<
2,3�∀ � ∃ z ∀ � 222� 2�3 ? � 2z33 ⊃ 2� 2�3 ∨ � 2z333 ⊃ 2� 2�3 ≡ ¬ � 2�333	

����I�.������.!�%��+�$������$��)!*�〈 = 〉;
2�3�����$$���,��,��6�$�!#���$*6�#�%��"6����%�!+�8�6�$�� ����

��0��#�$��,�2� ≥ 13������+$���,�������$*6�$�!#���$*6�#�%��"6<
2 3� ����$$��� ,�� ,��6� $�!#���$*6� #�%��"6�� ��%�!+�8�6� $�

#�$��� �� 0��#�$��,� 2� ≥ 13�� �� ��+$��� ,� ������$*6� $�!#���$*6
#�%��"6<

2,3�����$$���,��,��6�$�!#���$*6�#�%��"6����%�!+�8�6�,����$�/
������0��#�$��,�2� ≥ 13������+$���,�������$*6�$�!#���$*6�#�%��"6	

����7)���

E1� ∃ � 2� = �3�

E�� ∃ �1 			 ∃ ��
1
? 2 3� 8
� 8 �

� �
≤ < ≤

⎛ ⎞¬ =⎜ ⎟⎝ ⎠
%�"�� ≥ 9	

2�3���������������E������$$��,��,�"��'�$�!#���$�'�#�%����
��%�!+�8�'�.���!�'$�'�#�!����0��#�$��,	

2 3����������0�,�,���$�$��������%)&8�6�(�!#)��%�"�$�!#���/
$*6�#�%���';

( )
1 1
? 2 3 ? ? 2 3� 8 �
� 8 � � �

� � �
≤ < ≤ ≤ ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞∃ν ¬ = ¬ ν =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
�

1
1
? 2 3 ?� 8 �
� 8 �

� � +
≤ < ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞¬ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
� 	

2,3����������� ���� ��+%���.!�%��+�$��� ���$��)!*� 〈 = 〉� 0�,�/
,���$�$�� $�� $�!#���$*6� #�%��"6� (�!#)���� .���!��$$�'� ��
E1� 			� E�����.�#�8�&�?��∨���¬	

2�3� I���,�#� 	%.-�*
' )
*'+�$ �� ��,��).$����� #�8$����'
$�!#���$*6�#�%���'��$������!*6�,*.��$�#��(�!#)����	�7���/



��

������������+%�"�,*.��$�#�"�(�!#)����.���!��$$�"����E1� 			� E�

��.�#�8�&�?��∨���¬���#�����.���!��",�"&8�'�"�� G�%�$�$��#
��$��$�����������$��!,���,�,�%�

E� H � ≤ � ≤ 0F���E� H � ≥ �F�2� ∈ NNNNN��0 ∈ NNNNN 3	

2%3�7�������������.!�%��+�$������$��)!*� 〈 = 〉� ��+%���,�$$�
����$$��$��$�!#���$*6�#�%��"6����%��������������%������%���$�
�#�����.���!�E� H � ≥ 1F	

����I�'��� ����$��$)&������#)�(�!#)�����$��)!*�〈 = 〉��,*/
.��$�#)&���-��,� ����$��$*6�$�!#���$*6�#�%��"6	

�����7!�,�����.!�#�!�(�!#)�*����+$�'�$��,��6�$�!#���$*6
#�%��"6���$����$*#������#�0��#�$��,�������'������%�"��& ���
���$�������������)8���,)���$�!#���$�"�#�%����#�8$��������$�
����!�'�0���(�!#)�������$$�	

� ���	
�	
��	�����	�����

J���#��!�#� ��(�,���S = G1 ∪ G9 ∪ G= ∪ GC ∪ GK ∪ GL�� �%�
G1MGL�,�"�*����B C	�7�$"��"���� ��$���$�"����$��)!*����!#��
(�!#)�*���,� �%$�'����,"��$$�'�.�!�#�$$�'��.!�%��+�$�"��./
!�%��"&��"������,�B C	

:�0��#�.�!��!�(��.!�%.��������"���������$��)!����$��$�����
����$�	

�.!�%���#�	.-.&1���(&
. �	2�	�.&�. 345	�6�)��� �	2�	�.&��
345 �����S ∪ E � F	�7�$"��"����,�$5����.!�,����,*,�%�����	.	��.!�/
%��"&��"��$������$������,����,)&8�#�.�$"��"#�%�"����2�#	�B =3	

�������$����7���.!�%��"���"����%)&8�#���6�#�'������#
��.!�,���#��,*,�%��2��������4�.!���,���$*��(�!#)�*<�Γ��Γ1�
Γ9��Γ=�4� .!���,���$*�� ��$��$*�� .����%�,�����$�����(�!#)��
,��#�+$���.)��*�<���4���!#���,� �%$*'�%�"���,�� 2�3<�� 2�3�.��)/
�����"����� 2�3���#�$�'�,��6��,� �%$*6�,6�+%�$�'���$���3	

5�.'� �-	�
'7�� � �	
4*���� $
/�7
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Γ Γ
Γ Γ
� �
� �2,,�%�$���?3<

9	��
2 ? 3� �

�

Γ
Γ
�

� �2)%���$���?3<

=	��
2 ? 3� �

�

Γ
Γ
�

�
�2)%���$���?3<

� 9" 3	2�	�.&�� %*./�-��
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Γ
Γ ∨

�
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�2,,�%�$���∨3<

K	��
2 3

�

� �

Γ
Γ ∨

�
� �2,,�%�$���∨3<

L	�� 1 9 =

1 9 =

2 3< � < �

� �

� � �  �  

 

Γ ∨ Γ Γ
Γ Γ Γ

� � �
�

�2)%���$���∨3<

O	��
�

2 3

� �

� �

Γ
Γ ⊃

�
� �2,,�%�$���⊃3<

P	��
1 9

1 9

< 2 3

�

� � �

�

Γ Γ ⊃
Γ Γ

� �
� �2)%���$���⊃3<

A	��
� �

�

Γ
Γ ¬

�
� �2,,�%�$���¬3<

1@	��
1 9

1 9

<

�

� �Γ Γ ¬
Γ Γ
� �

�
�2�,�%�$�����.!���,�!���&3<

11	��
� �

�

Γ ¬
Γ

�
� �2)%���$���¬3<

19	��
�

Γ
Γ
�
� �2)��$��$��3<

1=	�� �

�

� �

Γ
Γ
�
� �2!��-�!�$��3<

1C	��
1 9

1 9

� � �

� � �

� �  

� �  

Γ Γ
Γ Γ

�
� �2.�!����$�,��3<

1K	��
� �

�

� �  

�  

Γ
Γ

�
� �2���!�8�$��3<

1L	��
2 3

2 3

� !

! � !

Γ
Γ ∀
�

�
���%��!�$��,6�%����,� �%$��,�Γ�2,,�%�$���∀3	

1O	��
2 3

2 3

! � !

� "

Γ ∀
Γ
�

� 2)%���$���∀3<

1P	��
2 3

2 3

� "

! � !

Γ
Γ ∃
�

� 2,,�%�$���∃3<

1A	�
� 2 3

� 2 3

� ! �

! � ! �

Γ
Γ ∃

�

�
���%��!�$��,6�%����,� �%$��,�Γ����2)%���$���∃3	



��

7�$"��"�,*,�%��,��7�����	.	��.!�%��"&��"��$������$������/
,����,)&8�#�.�$"��"#�%�"����2�#	�B =3	

�.!�%���#���������������������������������������������",/
�"&��"����%)&8���,*!�+�$�";

1	�2� ⊃ 2� ⊃ � 33<
9	�22� ⊃ � 3 ⊃ 22� ⊃ 2� ⊃  33 ⊃ 2� ⊃  333<
=	�22�? � 3 ⊃ � 3<
C	�22�? � 3 ⊃ � 3<
K	�22� ⊃ � 3 ⊃ 22� ⊃  3 ⊃ 2� ⊃ 2� ?  3333<
L	�2� ⊃ 2� ∨ � 33<
O	�2� ⊃ 2� ∨ � 33<
P	�22� ⊃  3 ⊃ 22� ⊃  3 ⊃ 22� ∨ � 3 ⊃  333<
A	�22� ⊃ ¬� 3 ⊃ 2� ⊃ ¬� 33<
1@	�2¬ ¬ � ⊃ � 3<
11	�2∀�! � 2!3 ⊃ � 2"33<
19	�2� 2"3 ⊃ ∃ ! � 2!33	
:��6�#�6������#�1M1@������� �4��& *��(�!#)�*<�,��6�#�6

�����#� 11�� 19�� 2!3�4�(�!#)���� "�4� ��!#�� �,� �%$*'� %�"� !� ,
� 2!3��� 2"3�4�(�!#)���� .��)��$$�"� ���� 2!3� ��#�$�'� ,��6� �,�/
 �%$*6�,6�+%�$�'�!�$��"	
�#�$����$%$�&����'

�	�
< 2 3� � �

�

⊃
<

��	�
2 2 33

2 2 33

 � !

 ( � (

⊃
⊃ ∀

<

���	�
2 2 3 3

2 2 3 3

� !  

( � (  

⊃
∃ ⊃

�

.!���#�,�.!�,���6����������!�$��,6�%����,� �%$��,� ����(�$��,6�%��
�,� �%$��,�� 2!3���(��,� �%$��%�"�!�,�� 2!3	

Q�!#)�����$��*,����"���)��#�&�*$���%�����&�*$����+�#�,���
��2� ⊃ � 3�)��)#�$��,��<�2 ⊃ ∀ ( � 2(33���2∃ ( � 2(3 ⊃  3�.!�%���,�"/
&���� �'���)��#�&�*$���%�����&�*$���+�#�,��2 ⊃ � 2!33�)��)#�-
$��,������2� 2!3 ⊃  3�)��)#�$��,���������,����,�$$�	
.%$�&���$����$��*,����"���$��$�"�.����%�,�����$�����(�!/

#)���1� 			� �/�����"������%�"���+%����0�20 ≤ 0 ≤ /3��0�������� ������/
�#����� ��$�.��!�%��,�$$������%��,����%$�'�����%,)6�.!�%*%)/
8�6�(�!#)�	
1$�2�$%$�&��2����3��*$��+�#�,��Γ� �����.����%�,�����$����

(�!#)���1� 			� �/�����"������%�"���+%���� 0�20 ≤ 0 ≤ /3��0�������� �

4 ��������������)#�&���*�$



�� ��������	��
���
�������� �����

�����#����� ���%$�����(�!#)��Γ���� ��$�.��!�%��,�$$������%/
��,����%$�'�����%,)6�.!�%*%)8�6�(�!#)�	

��"��,���,*,�%���1� 			� �/����#$�+���,��Γ�����+%����0�21 ≤ 0 ≤ /3
�.!�%���#�.���$%)�5���#$�+���,��(�!#)��Δ 2�03 ⊆ Γ;

13�������0�����������#������Δ 2�03 = ∅<
93�������0 ∈ Γ�� ���Δ 2�03 = E�0F<
=3�������0������$�.��!�%��,�$$������%��,����5����6 25��6 R 03����

Δ2�03 = Δ2�53 ∪ Δ 2�63<
C3� ����� �0� ����� $�.��!�%��,�$$��� ���%��,��� �5 25 R 03�� ��

Δ2�03 = Δ2�53	
.%$�&����2�Γ�$����$��*,����"��,���,*,�%��1� 			� �/��)%�,���/

,�!"&8�'�)���,�&;�������0������$�.��!�%��,�$$������%��,���(�!/
#)�*��5 = 2 ⊃ � 2!33� .�� .!�,��)� ��� ����(�!#)�*��5 = 2� 2!3 ⊃  3
.��.!�,��)���������!�$��,6�%����,� �%$��,�(�!#)�*����Δ2�53	

Q�!#)�����$��*,����"�$%$�&���7�,��7�2��#,��������;�� � 3�
������)8���,)���,*,�%�,��7�����$��,�&8�'�"�(�!#)��'��	

Q�!#)�����$��*,����"�$%$�&���7��2�Γ�$���� 2��#,��������;
Γ � � 3�� ����� �)8���,)��� ,*,�%� ��� Γ� ,� �7�� ���$��,�&8�'�"
(�!#)��'��	


$�+���,��(�!#)��Γ�$���,�#���)#�*�$�#���$%��������$���)/
8���,)���(�!#)�*�������'������Γ � ����Γ � ¬ �	�:�.!���,$�#���)/
����Γ�$���,�#�)#�*�$�#���$%�	


$�+���,��(�!#)��Γ����$��)!*�σ�$���,�#�)���%��������%�"
�& �'���#�$)��'�(�!#)�*����$��)!*�σ�,*.��$"���"�Γ � �����
Γ � ¬ �	�:�.!���,$�#���)����Γ�$��*,����"���)���%�	

	�����������������& �"����,�$5�"��,*,�%�#�"�,�����,*,�%�/
#��,��7�	


�� 7)�����1� 			� �/����4� (�!#)�*�������4� (�!#)����7��
� ′1� 			� � ′/��� ′�4�(�!#)�*��.��)��$$*������1� 			� �/����,�!��)����/
���.�%���$�,�����,#�����.!�.���5��$���$�'�.�!�#�$$�'�8	���/
�������� ���� ����� ���,�$5�"� �1� 			� �/ � �� ,*,�%�#�� ,� ���� ��
� ′1� 			� � ′/ � � ′�,*,�%�#��,��7�	

�����������������.!�,���������%������������B =�%�.)���#*�,��7�	

���7)����(�$��,6�%����,� �%$��,�� 2!3��(��,� �%$��%�"�!�,�� 2!3�
� 2(3�.��)�����"����� 2!3���#�$�'�,��6��,� �%$*6�,6�+%�$�'�!�$�
(	�7���!�����,*,�%*�,��7�����,�$5�';

2�3� ∃ ( � 2(3 � ∃ ! � 2!3<
2 3�∀ ( � 2!3 � ∀ ( � 2(3	

��7)����(��,� �%$��%�"�!�,�(�!#)��6��12!3� 			� �/2!3��� 2!3	�����/
���������������,��7��,*,�%�#���12!3� 			� �/2!3 � � 2!3�����,*,�%�/
#���12(3� 			� �/2(3 � � 2(3	



��

���7)������$����%�!+����,� �%$*6�,6�+%�$�'�!	����������,*,�/
%�#�����,��7�����,�$5�';

2�3� � 2∀ ! � ≡� 3<
2 3� � 2∃ ! � ≡� 3<
2,3� � 2∀ ! ∀ ( � 2!� (3 ≡ ∀ ( ∀ ! � 2!� (33<
2�3� � 2∃ ! ∃ ( � 2!� (3 ≡ ∃ ( ∃ ! � 2!� (33<
2%3� � 2∀ ! ∀ ( � 2!� (3 ⊃ ∀ ( � 2!� !33<
2�3� � 2∃ ! ∀ � 2!� !3 ⊃ ∃ ! ∃ ( � 2!� (33<
2+3� � 2∃ ! � 2!3 ≡ ¬ ∀ ! ¬ � 2!33<
2�3� � 2∀ ! � 2!3 ≡ ¬ ∃ ! ¬ � 2!33<
2�3� � 2¬ ∀ ! � 2!3 ≡ ∃ ! ¬ � 2!33<
2�3� � 2¬ ∃ ! � 2!3 ≡ ∀ ! ¬ � 2!33<
2�3� � 22∀ ! � 2!3 ? ∀ !  2!33 ≡ ∀ ! 2� 2!3 ?  2!333<
2#3� � 22∃ ! � 2!3 ∨ ∃ !  2!33 ≡ ∃ ! 2� 2!3 ∨  2!333<
2$3� � 22� ? ∀ ! � 2!33 ≡ ∀ ! 2� ? � 2!333<
2�3� � 22� ∨ ∃ ! � 2!33 ≡ ∃ ! 2� ∨ � 2!333<
2.3� � 22� ? ∃ ! � 2!33 ≡ ∃ ! 2� ? � 2!333<
2!3� � 22� ∨ ∀ ! � 2!33 ≡ ∀ ! 2� ∨ � 2!333<
2�3� � 2∃ ! 2� 2!3 ?  2!33 ⊃ 2∃ ! 2� 2!3 ? ∃ !  2!333<
2�3� � 22∀ ! � 2!3 ∨ ∀ !  2!33 ≡ ∀ ! 2� 2!3 ∨  2!333<
2)3� � 22� ⊃ ∀ ! � 2!33 ≡ ∀ ! 2� ⊃ � 2!333<
2(3� � 22� ⊃ ∃ ! � 2!33 ≡ ∃ ! 2� ⊃ � 2!333<
263� � 22∀ ! � 2!3 ⊃ � 3 ≡ ∃ ! 2� 2!3 ⊃ � 33<
253� � 22∃ ! � 2!3 ⊃ � 3 ≡ ∀ ! 2� 2!3 ⊃ � 33<
2�3� � 2∃ ! 2� 2!3 ⊃  2!33 ≡ 2∀ ! � 2!3 ⊃ ∃ !  2!333	

�����������������,��7��,*,�%�#*����,�$5��;
2�3� 2� ≡ � 3 � 2¬ � ≡ ¬ � 3<
2 3� 2� ≡ � 3 � 22� ?  3 ≡ 2� ?  33<
2,3� 2� ≡ � 3 � 22 ? � 3 ≡ 2 ? � 33<
2�3� 2� ≡ � 3 � 22� ∨  3 ≡ 2� ∨  33<
2%3� 2� ≡ � 3 � 22 ∨ � 3 ≡ 2 ∨ � 33<
2�3� 2� ≡ � 3 � 22� ⊃  3 ≡ 2��⊃  33<
2+3� 2� ≡ � 3 � 22 ⊃ � 3 ≡ 2 ⊃ � 33<
2�3�∀ ! 2� ≡ � 3 � 2∀ !� ≡ ∀ !� 3<
2�3�∀ ! 2� ≡ � 3 � 2∃ !� ≡ ∃ !� 3	
���7)������4�(�!#)������4�.�%(�!#)���(�!#)�*�����1�4�!�/

�)������ ��#�$*� $�����!���� ,6�+%�$�"��� ,��� $�� (�!#)�)��1�
!1� 			� !/4�,����,� �%$*��.�!�#�$$*��(�!#)�������1	����������
���� ,� �7�� ,*,�%�#�� ���,�$5�"�∀ !1� 			� ∀ !/ 2� ≡ �13 � 2� ≡ �13
2*��#������2������&������3	

�����������������%�"��& �'�(�!#)�*����)8���,)���.!�$���$�"
$�!#���$�"�(�!#��� ′�����"������� 2� ≡ � ′3�,*,�%�#��,��7�	

4 ��������������)#�&���*�$



�� ��������	��
���
�������� �����

���I�'���.!�$���$)&�$�!#���$)&�(�!#)�%�"����%)&8�6
(�!#)�;

2�3� 2∀ � ∃ � 2� 2�3 ⊃ � 2�� z33 ⊃ ∃ � ∀ z 2� 2�� z3 ? � 2�333�� �%���� �
��4� ���,�$��!$*��(�!#)�*<

2 3� 2∀ � � 2�3 ⊃ ∀ � 2∀ z � 2�� z3 ⊃ ∀ � � 2�333	

�����7)������4�(�!#)����.���!��$$�"�������#$*6�(�!#)�����6
��!�5�$�'���.�#�8�&�?��∨����,�$��!�,�∀���∃�.���& *#�.�!�/
#�$$*#	�7)����� +�4�!��)�������%$�,!�#�$$�'���#�$*�,���?�$��∨�
∨�$��?��∀�$��∃��∃�$��∀�����#$*6�(�!#)���6���!�5�$�"#�	�����/
����������,��7��,*,�%�#�����,�$5�"�� 2�+ ≡ ¬ � 3	

����7)������4�(�!#)����.���!��$$�"�������#$*6�(�!#)�����6
��!�5�$�'���.�#�8�&�?��∨����,�$��!�,�∀���∃�.���& *#�.�!�/
#�$$*#	�7)����� ′�4�!��)�������%$�,!�#�$$�'���#�$*�,���?�$��∨�
∨�$��?��∀�$��∃��∃�$��∀�����#$*6�(�!#)���6���!�5�$�"#�	�����/
����������,��7�;

2�3������,*,�%�#�����,�$5�"�� 2� ⊃ � 3�����,*,�%�#��� 2� ′ ⊃ � ′3<
2 3������,*,�%�#�����,�$5�"�� 2� ≡ � 3�����,*,�%�#��� 2� ′ ⊃ � ′3	
����7��������������,���,*,�%�,��7����.)������#$�+���,��(�!/

#)�������,*,�%�,��7	

�����,�"&��"����,*,�%�#��,��7�.����%�,�����$����;
2�3� 2∀ � ∃ � � 2�� �3 ⊃ ∃ � � 2�� �33<
2 3� 2∀ � �2�3 ⊃ �2�33�� 2∀ � �2�3 ⊃ ∀ � �2�33<
2,3�2� 2�3 ⊃∃ � � 2�33��22� 2�3 ⊃∃ � � 2�33 ⊃ 2∀ � � 2�3 ⊃ 2� 2�3 ⊃∃ � � 2�3333�

2∀ � � 2�3 ⊃ 2� 2�3 ⊃ ∃ � � 2�333>

�������#��!� �,�$�"#�%��+$��)%�,���,�!"���(�!#)���� 2�3�
��� *����%)&8�"�.����%�,�����$����� *���,*,�%�#�,��7;

2�3� 2� 2�3 ⊃ ∃ � � 2�33�� 2∃ � � 2�3 ⊃ ∃ � � 2�33<
2 3� 2∀ � � 2�3 ⊃ � 2�33�� 2∀ � � 2�3 ⊃ ∀ � � 2�33>

������������������������1� 			� ������4�(�!#)�*��:����4�(�!/
#)����7����4�.!�.���5��$���$�"�.�!�#�$$�"����1� 			� �� � ��,
�:�� ����1 2� S� 3� 			� �� 2� S� 3 � � 2� S� 3� ,��7	

�	��7���!�����,*,�%*�(�!#)��,��7;
2�3� 2∀ � ∀ � � 2�� �3 ⊃ ∀ � ∀ � � 2�� �33<
2 3� 2∃ � ∃ � � 2�� �3 ⊃ ∃ � ∃ � � 2�� �33<
2,3� 2∃ � ∀ � � 2�� �3 ⊃ ∀ � ∃ � � 2�� �33	

�
���,�"���"����,*,�%�#����Γ = E2� ⊃ 2� 2�33F�,��7���%����$�
��%�!+����,� �%$*6�,6�+%�$�'����.����%�,�����$�����(�!#)�;

2�3 2� ⊃ � 2�33�� 2� ⊃ ∀ � � 2�33<
2 3 22� ⊃ � 2�33 ⊃ 2� 2�3 ⊃ 2� ⊃ � 2�3333�� 2� ⊃ � 2�33� 2� 2�3 ⊃

⊃ 2� ⊃ � 2�333�� 2∃ � � 2�3 ⊃ 2� ⊃ � 2�333�

���������� 2�3�$����%�!+����,� �%$*6�,6�+%�$�'��>



��

����7���!�����,*,�%*����Γ = E∀ � 2� 2�3 ⊃ � 2�33F�,��7����%)&/
8�6�(�!#)�;

2�3� 2∃ � � 2�3 ⊃ ∃ � � 2�33<
2 3�2∀ � � 2�3 ⊃ ∀ z � 2z33���%������z�$��,6�%"��,�� 2�3���� 2�3	

��������������������%)&8���.!�,����%�.)���#*�,��7;

2�3�
�

�

� �

Γ
Γ
�

�
<

2 3�
� �

�

� � �

� �

Γ
Γ
�

�
<

2,3� 1

1

� � �

� � �

� � �

� � �

Γ Γ
Γ Γ

�

�
	

���������������.
*.'+ 
 /./+-����,��7;

�����Γ��� � ������Γ � 2� ⊃ � 3	

�����������������������,��7�Γ � ����Γ��� � ������Γ � �	

������������������)�,�!+%�$�����%����������B =��.!�,�%��,��,��7	

����������������%)&8���.!�,���;
2�3�∀/)%���$��;�∀ � � 2�3 � � 2�3���%��� 2�3�����.�%��$"&��"���#

+���!� �,�$�"#��������,��6�#�������#�11<
2 3�∃/,,�%�$��;�� 2�3 � ∃ � � 2�3�.!����6�+��)���,�"6��������,�2�3<

2,3�∀/,,�%�$��;�
2 3

2 3

� �

� � �

Γ
Γ ∀
�

�
���%����$��,6�%����,� �%$��,�(�!/

#)�*����Γ<

2�3�∃/)%���$��;�
� 2 3

� 2 3

� � �

� � � �

Γ
Γ ∃

�

�
���%����$��,6�%����,� �%$��$��,

(�!#)�*����Γ��$��,�(�!#)�)��	
������������������(�!#)���� 2�3�,*,�%�#��,��7����%��������/

������%������%��,*,�%�#��(�!#)���∀ � � 2�3	

����7)���� z1� 			� z�� $�� ,6�%"�� �,"��$$�� ,� � 2z1� 			� z�3� �� ,
� 2z1� 			� z�3� �� .)����� 2z1� 			� z�3 � � 2z1� 			� z�3� ,� �7	� ���������
�����)8���,)���,*,�%�� 2z1� 			� z�3����� 2z1� 			� z�3�,��7��,�����/
!*'�z1� 			� z��$��,6�%"��$��!��)�,��,"��$$�#�,�%�	

�	�� 7)���� z1� 			� z�� $�� ,6�%"�� �,"��$$�� ,� � 2z1� 			� z�3� �� ,
� 2z1� 			� z�3<� �1� 			� ��� 4� .�!�#�$$*��� $�� ,6�%"8��� �,"��$$�� ,
� 2z1� 			� z�3���,�� 2z1� 			� z�3	��������������

� 2z1� 			� z�3 � � 2z1� 			� z�3 ⇔ � 2�1� 			� ��3 � � 2�1� 			� ��3	

� �" �	��	�.&�� %*./�-��




�� ��������	��
���
�������� �����

�
���7)����Γ�4�#$�+���,��(�!#)�����$��)!*�σ����4�(�!#)��
���$��)!*�σ	��������������������Γ � ��,��7������)8���,)���,*,�%
�����Γ�,��7�������"8�'���-�����(�!#)�����$��)!*�σ	
�����������������������(�!#)�����,*,�%�#��,��7��������,�$/

5�"�� ��,*,�%�#��,��7�	

����������������;
2�3� ����� ���,�$5�"��1� 			� �� � �� ,*,�%�#�� ,��7��� ����1� 			�

			� �� � ���,��7<
2 3� ����� ���,�$5�"� �1� 			� �� �� ,*,�%�#�� ,� �7��� ����1� 			�

			� �� � 2� ? ¬ � 3� ,��7<
2,3���������,�$5�"�� ��,*,�%�#��,��7������(�!#)�����,*,�/

%�#��,��7	

����7)������4�(�!#)������4�.�%(�!#)���(�!#)�*����� ′�4
!��)��������#�$*�$�����!����,6�+%�$�"���,���$��(�!#)�)�� ′	���/
������������������ 2� ≡ � ′3�����2� ≡ � ′3�2�.
*.'� 
 @�'.&. /�� �� 3	

�����������������������Γ � ��,��7�����Γ � �	

������������������,���,*,�%�#*��,��7�(�!#)�*���+%���,�$$�
����$$*	

�������������� ���� �����#$�+���,��(�!#)��Γ� ,*.��$�#��� ��
�$��$�.!���,�!���,�	�2
$�+���,��Γ�$%
�&�'
��������)8���,)/
&������ !�������"������#��M����$���$�"�,�M��,� �%$*6�.�!�/
#�$$*6������������,���(�!#)�*����Γ�����$$*�.!��0��6��$���$�/
"6�.�!�#�$$*6	3

������������������#$�+���,��(�!#)��Γ�.!���,�!���,�����%���
����������%������%���& �"�(�!#)���,*,�%�#��,��7����Γ	
�����������������������#$�+���,��(�!#)��A@��A1��A9��			�$�.!�/

��,�!���,*���A� ⊆ A� + 1�2� = @��1��9��			3�����
�∈
�
N

A��4�$�.!���,�!�/
��,���#$�+���,��(�!#)�	

�	�������������.
*.'+ :�&/.&B�+'����& ���$�.!���,�!���,��
#$�+���,��(�!#)��A�#�+$��!��-�!����%��.��$����$�.!���,�/
!���,����#$�+���,����'�+�����$��)!*	

�
��7)����#$�+���,��(�!#)��Γ����$��)!*�σ�.��$����$�.!���/
,�!���,�	���������������%�"��& *6�.!�%��+�$�'���������$��)!*�σ;

2�3�Γ � 2� ? � 3 ⇔ Γ � ����Γ � �<
2 3�Γ � 2� ∨ � 3 ⇔ Γ � ������Γ � �<
2,3�Γ � ¬ � ⇔ $��,�!$��Γ � �<
2%3�Γ � 2� ⊃ � 3 ⇔ 2$�� ,�!$��Γ � � 3�����Γ � �	

����7)����#$�+���,��Γ�(�!#)�����$��)!*�σ�.��$����)%�,���/
,�!"���)���,�&;�%�"��& �'�(�!#)�*����$��)!*�σ����%$�'��,�/



��

 �%$�'�.�!�#�$$�'���������Γ � ∃ �� 2�3�����Γ � � 2�3�%�"�$�����/
!������#�$)�������!#�������$��)!*�σ	��������������;

2�3�Γ � ∃ � � 2�3 ⇔ Γ � � 2�3�%�"�$�����!������#�$)�������!#�� �
���$��)!*�σ<

2 3�Γ � ∀ � � 2�3 ⇔ Γ � � 2�3�%�"��& ������#�$)�������!#�������/
$��)!*�σ	
���7)����#$�+���,��Γ ∪ E∃ � � 2�3F�$�.!���,�!���,�	����������

���������.�!�#�$$�"���$��,6�%���,�Γ���,�∃ � � 2�3�����#$�+���,�
Γ ∪ E∃ � � 2�3��� 2�3F�$�.!���,�!���,�	

��������������������& ���$�.!���,�!���,���#$�+���,��.!�%/
��+�$�'�,*.��$�#��2�.
*.'� 
 	+�.	�
�&�� '
/.��3	

��������������.
*.'+ :..&,.;'�<�-+�.'����& ���,*.��$�#��
#$�+���,��.!�%��+�$�'�,*.��$�#��,�$�����!�'�����$�'����� /
!�������'������#�	

�����������������������.!�%��+�$�����$�,*,�%�#��,��7����
¬ ��,*.��$�#��$��$��)!���$*6������6	

������������������(�!#)�������+%���,�$$������$$�����%����������
���%������%����,*,�%�#��,��7�2�.
*.'� =>/.�� 
 %
�&
�. ��3	

����7������������������.!�%��+�$���������$$��,��,��6������/
#�6�$��$��)!���$*6������6���������+%���,�$$������$$�	

�����������������������.!�%��+�$�����,*.��$�#��,�$�����!�'
�����#��������,*.��$�#��$��$��)!���$*6������6	

�	������������ ���� �����.!�%��+�$����� ����$$��$�� ,�"��'
�����#���$������!�'�����$$*�(�!#)�*�����$����#$�+���,��Γ�
���Γ � �	

�
�� ���������� ���� ����� #$�+���,�� .!�%��+�$�'�Γ� ����$�� �
��+%�����$��$���.�%#$�+���,��Γ1 ⊆ Γ�,*.��$�#������,���#$�/
+���,��Γ�,*.��$�#��2�
-��(&�� �.
*.'� ?��(�.�3	

�������������������������!�5�$����& �'���$G&$�5�����$��/
$���� ������ .!�%��+�$�'� ����$���� #$�+���,��Γ� $�%����)�#�� ,
�7�����#$�+���,��Γ�,*.��$�#�	
������������ %�"��& ����.!�%��+�$�"��� �� �& ���� ����$���

#$�+���,��Γ

Γ � � ⇔ Γ � �

2�.
*.'� �/.-��&
	��3	

�����������������������Γ�4�����$���#$�+���,��.!�%��+�$�'��
Γ � ��� ���Γ1 � �� %�"�$�����!������$��$����.�%#$�+���,��Γ1 ⊆ Γ
2�.
*.'� ?��(�.� 
 -
'%�-�&
	��3	

N

� �" �	��	�.&�� %*./�-��




�� ��������	��
���
�������� �����

������������������%�"���������� *��� *���,*,�%�#��,��7��$�%�/
������$������ *��� *�������$$�'�$��,��6���$��$*6������#�6	

����7)������4� ���,�$��!$�"�(�!#)����7	����������������
,*,�%�#��,��7����%��������������%������%����,*,�%�#����-����
�����#�1M1@�.��.!�,��)��	

����:*,�%�#*����,��7�(�!#)�*;
2�3� 2∃ � � 2�3 ⊃ ∀ � � 2�33<
2 3�¬ 2∃ � � 2�3 ⊃ ∀ � � 2�33<
2,3� 2∃ � ∀ � � 2�� �3 ⊃ ∀ � ∃ � � 2�� �33<
2�3� 2∀ � ∃ � � 2�� �3 ⊃ ∃ � ∀ � � 2�� �33<
2%3� 22∀ � � 2�3 ⊃ ∃ � � 2�33 ≡ ∃ � 2� 2�3 ⊃ � 2�333>

�������
	����	�
�	����		

:�0��#�.�!��!�(��.!�%.��������"���������$��)!��σ�$�� ����
��#�����$�	��	��	�.&�.' %*./�-��
 	 *�.&	�
'�2�7J3�$��*,�/
���"��������$���������#�#������!����",�"&��";

13������#*��7����$��)!*�σ ∪ E = F<
93��-	�
'$ *�.&	��

U1	�∀ � 2� = �3�
U9	�∀ � ∀ � ∀ z 2� = � ? � = z3 ⊃ � = z3�
U=	�∀ � ∀� 2� = � ⊃ � = �3<
=3�(�!#)�*� ,�%�

U� 	 ∀ �1 			 ∀ ���∀ �1 			 ∀ ��

22�1 = �1 ? 			 ? �� = ��3 ⊃ 2� 2�1� 			� ��3 ≡ � 2�1� 			� ��333<

UE 	 ∀ �1 			 ∀ ���∀ �1 			 ∀ ��

22�1 = �1 ? 			 ? �� = ��3 ⊃ 2E 2�1� 			� ��3 = E 2�1� 			� ��333

%�"� �& ���� .!�%����$���� ��#,������ ���σ� �� �& ����()$�5��/
$���$������#,����E����σ	

7!�,���#��,*,�%��0������������$�"�",�"&��"�.!�,����,*,�/
%���7	�:*,�%�#�����������+��%!)����.�$"��"���.!�%��"&��"��$�/
�����$������,����,)&8�#�.�$"��"#�%�"��7	

��.����)�#����%)&8������!�8�$��;

∃ W � � 2�3 = ∃ � 2� 2�3 ? ∀ � 2� 2�3 ⊃ � = �33�

�%��� 2�3�4�.!���,���$�"�(�!#)��	�,�$��!�∃ W��������"�����X�)/
8���,)����%�$��,�$$���������������			Y	

H�.'.&��*&
; �.
*�.; 	�,&��+*$�σ�$��*,����"�#$�+���,��A
.!�%��+�$�'����$��)!*�σ ∪ E = F����%�!+�8���,���.!�%��+�$�"�
,*,�%�#*�����A�,��7J	�G.
*.'�'�����!���A�$��*,�&��"�,���(�!/



��

#)�*����$��)!*�σ ∪ E = F��,*,�%�#*�����A	���	�.'
; �-	�
' /��

�.
*���A�$��*,����"��& ���#$�+���,��(�!#)��� ⊆ A���������!�/
���,*,�%�#*�,��7J�,���.!�%��+�$�"����A	�T��#�$��!$�"����!�"
A�$��*,����"�&.%*
��
*.��
;�2%*
��
*.��
;C %
�&
;C &.%
�&
;3�
�����#$�+���,��.!�%��+�$�'�A�$�.!���,�!���,��2.!���,�!���/
,���.��$���$�.��$�3	������#��.!�%��+�$�'�$��*,����"�&.@��	�D

'
;�� �����$�� �%$�����$�6�$��#�+���  *��� ,*,�%�$�� ,��7J���
������$*6	

?
/.�(� �.
*�� A� $��*,����"� ,�"��"� $�!#���$�"� ���� !��/
�����"������#���,�����!�'�����$$*�,���(�!#)�*����A	

���� !��������������#*�M1 = 〈�1< σ〉���M9 = 〈�9< σ〉�$��*,�/
&��"��@
'
*)&$'���������)8���,)���,���#$���%$��$��$�������/
,����,���ϕ�#�+%)��1����9������������%�"��& *6��1� 			� �� ∈ �1��
� ��� E ���� ∈ σ

M1 � � 2�1� 			� ��3 ⇔ M9 � � 2ϕ 2�13� 			� ϕ 2��33�

ϕ 2E 2�1� 			� ��33 = E 2ϕ 2�13� 			� ϕ 2��33�

ϕ 2�3 = �	

�����M� ���#�!($��$�����!�'�.�%�����#�� �����#*�M1�� ��
M�$��*,����"��@
'
*)&
 �
F�'
;��M1	

G.
*�.; *�.&	��� U� $��*,����"� #$�+���,�� .!�%��+�$�'
���$��)!*�〈 = 〉��,*,�%�#*6�,��7J	

7)����σ� = 〈9� +� ⋅⋅⋅⋅⋅� @〉�� �%�� 9�4� ��#,��� �%$�#���$�'�� +� �� ⋅⋅⋅⋅⋅� 4
��#,��*�%,)#���$*6�()$�5�'��@�4�.!�%#��$�"���$���$��	

��!���V� )%�#�� ��$���������!�&�������#�#������!�'�",�"&��";

V1 	 ∀ � ∀ � 29 2�3 = 9 2�3 ⊃ � = �3<
V9 	 ∀ � ¬ 9 2�3 = @<
V= 	 ∀ � 2¬ � = @ ⊃ ∃ � 2� = 9 2�333<
VC 	 ∀ � 2� + @ = �3<
VK 	 ∀ � ∀ � 2� + 9 2�3 = 9 2� + �33<
VL 	 ∀ � 2� ⋅ @ = @3<
VO 	 ∀ � ∀ � 2� ⋅ 9 2�3 = � ⋅ � + �3	

��!���� ≤ ��� ��$����#�(�!#)�)�∃ z 2z + � = �3������!���� R ��4
(�!#)�)�2� ≤ � ? ¬ � = �3	

��!���J�  )%�#�� ��$������ ���!�&� ���$��)!*�σ��� �����#�#�
����!�'�",�"&��"��1M�O��� ����$��$���#$�+���,��(�!#)��,�%�

J� ⋅ ∀ � 22� 2@3 ? ∀ � 2� 2�3 ⊃ � 292�3333 ⊃ � 2�33�

�%��� 2�3�4��& �"�(�!#)������$��)!*�σ������,� �%$�'�.�!�#�$/
$�'��	�Q�!#)���J��$��*,����"��-	�
'
; �&/+-��� /����	

� I" 	-	�
'����.	-�. �.
*��



��� ��������	��
���
�������� �����

:,�%�#����%)&8���� ��$���$�";

Δ@ = @��Δ1 = � 2@3�� 			��Δ/ + 1 = � 2Δ/3�� 			

��!���̀ � )%�#�� ��$���������!�&����$��)!*�σ@�������%)&8�#
 ����$��$*#�#$�+���,�#������#;

`1
2/A3	 Δ/ + ΔA = Δ/ + A�2%�"��& *6�/��A ∈ NNNNN 3<

`9
2/A3	 Δ/ ⋅ ΔA = Δ/ a A�2%�"��& *6�/��A ∈ NNNNN 3<

`=
2/A3	 Δ/ ≠ ΔA� 2%�"��& *6�/��A ∈ ?��/ ≠ A3<

`C
2/A3	 ∀ ! 2! ≤ Δ/ ⊃ 2! = Δ@ ∨ 			 ∨ ! = Δ/�2%�"���+%����/ ∈ NNNNN 3<

`K
2/A3	 ∀ ! 2! ≤ Δ/ ∨ Δ/ ≤ !�2%�"���+%����/ ∈ NNNNN 3	


$�+���,��$��)!���$*6�������NNNNN���� 2!3 = ! + 1��� *�$*#�����/
+�$��#���)#$�+�$��#�����$���$��'�@�$��*,����"��*��&�#*��7
��&��BC��#�+��*������� ��$������"���!���N = 〈NNNNN < ���+��⋅��@〉	

7)����Z[�4����!�"����$��)!*�〈 ∈ 〉���%��∈�4� �$�!$*'�.!�%�/
������������#�#��Z[1MZ[A	

Z[1	������#��� G�#$����;

∀ ! ∀ ( 2∀ z 2z ∈ ! ≡ z ∈ (3 ≡ ! = (3	
Z[9	������#��.�!*;

∀ ! ∀ ( ∃ z ∀ v 2v ∈ z ≡ 2v = ! ∨ v = (33	

Z[=	������#��,*%���$�";

∀ ! ∃ ( ∀ z 2z ∈ ( ≡ 2z ∈ ! ? �33�

�%����4�(�!#)����$����%�!+�8�"�!���(	

Z[C	������#��#$�+���,��.�%#$�+���,;

∀ ! ∃ ( ∀ z 2z ∈ ( ≡ ∀ < 2< ∈ z ⊃ < ∈ !33	

Z[K	������#��#$�+���,�/�)##*;

∀ ! ∃ ( ∀ z 2z ∈ ( ≡ ∃ v 2z ∈ v ? v ∈ !33	
Z[L	������#��,* �!�;

∀ ! 2∀ ( ∀ z 22( ∈ ! ? z ∈ !3 ⊃ 2∃ v 2v ∈ (3 ? 2∃ < 2< ∈ z ?
? < ∈ (3 ⊃ z = (333 ⊃ ∃ < ∀ " 2" ∈ ! ⊃ ∃ v ∀ : 2v = : ≡ 2: ∈ <? : ∈ "3333	

Z[O	������#�� ����$��$����;

∃ ! 2∀ ( 2¬ ∃ z 2z ∈ (3 ⊃ ( ∈ !3 ? ∀ : 2: ∈ ! ⊃
⊃ ∀ < 2∀ v 2v ∈ < ≡ 2v = : ∨ v ∈ :33 ⊃ < ∈ !333	

Z[P	������#��!��)�"!$����;

∀ ! 2∃ ( 2( ∈ !3 ⊃ ∃ ( 2( ∈ ! ? ∀ z 2z ∈ z ⊃ ¬ z ∈ (333	



���

Z[A	������#����#�$*;

∀ ! 2∀ ( ∀ z ∀ : 22( ∈ ! ? � 2(� z3 ? � 2(� :33 ⊃ z = :3 ⊃
⊃ ∃ ; ∀ � 2� ∈ ; ≡ ∃ " 2" ∈ ! ? � 2"� �3333�

�%��� 2"� �3�4�(�!#)���Z[	
��.����)�#����%)&8���� ��$���$�";

! ⊆ (� ∀ z 2z ∈ ! ⊃ z ∈ (3<

! = @� ∀ ( ¬ ( ∈ !<

! = E ( F� ∀ z 2z ∈ ! ≡ z = (3<

! = E (� z F� ∀ < 2< ∈ ! ≡ 2< = ( ∨ < = z33<

〈!� (〉� EE!F� E!� (FF<

〈!1� !9� 			� !/〉� 〈!1� 〈!9� 			� !/〉〉��2/ \ 93<

( = !1 × 			 × !/� ∀ < 2< ∈ ( ≡ ∃ z1 			 ∃ z/ 2z1 ∈ !1 ? 			
? z/ ∈ !/ ? < = 〈z1� 			� z/〉33� %�"� / ≥ 9<

( = 8 2!3� ∀ z 2z ∈ ( ≡z ⊆ !3<

[
2!3� 2∀ ( 2( ∈ ! ⊃ ∃ < ∃ v 2( = 〈<� v〉33 ?
?�∀ ( ∀ < ∀ v 22〈(� <〉 ∈ ! ? 〈(� v〉 ∈ !3 ⊃ < = v33<

( = δ 2!3� ∀ z 2z ∈ ( ≡ ∃ < 2〈z� <〉3 ∈ !33<

( = ∪ !� ∀ z 2z ∈ ( ≡ ∃ < 2< ∈ ! ? z ∈ <33<

( = ∩ !� ∀ z 2z ∈ ( ≡ ∀ < 2< ∈ ! ⊃ z ∈ <33<

z = ! ∪ (� ∀ < 2< ∈ z ≡ 2< ∈ ! ∨ < ∈ (33<

z = ! ∩ (� ∀ < 2< ∈ z ≡ 2< ∈ ! ? < ∈ (33<

]^_ 2!3� 2∀ ( ∀ z 22z ∈ ( ? ( ∈ !3 ⊃ z ∈ !3 ?
? ∀ ( ∀ z 22( ∈ ! ? z ∈ !3 ⊃ 2z ∈ ( ∨ ( = z ∨ ( ∈ z333<

=�2!� (3� 2]^_ 2(3 ? ! ∈ ( ? � 2!3 ? ∀ z 2z ∈ ! ⊃ ¬ � 2!333<

>2!3� 2]^_ 2!3 ? ¬ ! = @ ? ∀ ( ¬ ! = ( ∪ E(F3<

! = ω� 2> 2!3 ? ∀ ( 2( ∈ ! ⊃ ¬ > 2(333<

? 2!3� ∃ ( 2( = ω ? ! ∈ (3<

( = � 2!3� ( = ! ∪ E!F<

! + ( = z� ∃ v 2[
 2v3 ? δ 2v3 = � 2(3 ? 〈@� !〉 ∈ v ? 〈(� z〉 ∈ v ?
? ∀ " ∀ < 22" ∈ δ 2v3 ? ¬ " = ( ? 〈"� <〉 ∈ v3 ⊃ 〈� 2"3� � 2<3〉 ∈ v33<

! ⋅ ( = z� ∃ v 2[
 2v3 ? δ 2v3 = � 2(3 ? 〈@� @〉 ∈ v ? 〈(� z〉 ∈
∈ v ? ∀ " ∀ < 22〈"� <〉 ∈ v ? ¬ " = (3 ⊃ 〈�2"3� < + !〉 ∈ v33	

4����D������*��������*��#��



��� ��������	��
���
�������� �����

J����������������,��7J����$��)!*�σ�,*,�%�#*;
2�3� 22!1 = (1 ? 			 !/ = (/3 ⊃ " 2!1� 			� !/3 = " 2(1� 			� (/33� %�"� �& ���

��!#��"����$��)!*�σ<
2 3� 22!1 = (1 ? 			 !/ = (/3 ⊃ 2� 2!1� 			� !/3 ≡ � 2(1� 			� (/333� %�"� �&/

 �'�(�!#)�*������$��)!*�σ	
O���������������������Γ�4�#$�+���,�������#����!���E����$��)/

!*�σ��M�4����� !�������"������#�����$��)!*�σ��,�����!�'���/
��$$*�,���(�!#)�*����Γ�����,�M�����$$*�,������!�#*����!���E	

Q��7)����.!�%��+�$���������$$��,��& �'������#���,�����!�'
����$$*�,��������#*����!���E	�����������������.!�$�%��+���E	

KL���������������������,��������#*����!���E�����$$*�,�$���/
��!�'����� !�������'������#�������)8���,)���#�%�������!���E	

�����������������,�"��"�$�.!���,�!���,�"����!�"��#����#�%���	

����������������������.!�%��+�$���������$$��,��,��6�#�%��"6
���!���E���������������!�#�����!���E�2*��#������)����*����G 3	

�L��7)����.!�%��+�$���∀ !1 			 ∀ !/ ∃ W ( � 2!1� 			� !/� (3���������/
!�#�����!���E����$��)!*�σ	�7)�������!�"�E1����$��)!*�σ′ = σ ∪ E H / F�
�%��H / ∉ σ���#����,�������,�������#�,��������#*����!���E���

∀ !1 			 ∀ !/ � 2!1� 			� !/� H
/ 2!1� 			� !/33	

2�3���������������%�"��& �'�(�!#)�*������$��)!*�σ′��)8�/
��,)���(�!#)����D����$��)!*�σ��)%�,���,�!"&8�"�)���,�"#;

13������H /�$��,6�%���,��������D = �<
93�2�D ≡ �3���������!�#�����!���E1	
2 3����������������������$����%�!+���H /���",�"���"����!�#�'

���!���E1�������",�"���"����!�#�'�E	

ML���������������������0��#�$��!$�"����!�"�E��#���� ����$��/
$)&�#�%��������E��#����������$)&�#�%���	

N�������������������!�"�E��#����#�%�������%��������������%��
���%����+%�����$��$���.�%#$�+���,��E1 ⊆ E�,*.��$�#�	

JPL������������������������!�"�E�%�"��& ����$��)!���$���������
/��#����#�%����#�8$������ ���-�'�/�����0������!�"��#���� ��/
��$��$)&�#�%���	

JJ����������������$���)8���,)���.!�%��+�$�"������$$����,�
,��6���$��$*6�#�%��"6�����+$����,��& �'� ����$��$�'�#�%���	

JO���������������������.!�%��+�$���������$$��,��,��6� ����/
$��$*6��!)..�6�����������$$��,��,��6���$��$*6��!)..�6�%����/
���$�� ���-����.�!"%��	

JQ�������������������!�"�!�,�$��,��U�$�.��$�	



���

JK����������������.!�%��+�$��������$��)!*� 〈 = 〉�����$$��,�
,��6�$�!#���$*6������#�6����%��������������%������%������������/
!�#�����!���U	

J�L��7���!���������!��#��.��,��"&8�'�.���& �#)�.!�%��+�/
$�&����$��)!*�〈 = 〉�)�$�,�����",�"���"����0���.!�%��+�$������/
!�#�'����!���U	

J����,�"&��"�������%)&8���.!�%��+�$�"����!�#�#�����!���U;
2�3�∀ ! ∃ ( ∀ z 2¬ z = ! ∨ ¬ ( = z3<
2 3�∀ ! ∃ ( ∀ z ∃ v 2v = z ? ¬ 2z = ! ? ¬ ! = ( ? v = (33>
J���7)�������$��)!��σ���%�!+����%�$�%,)#���$*'�.!�%�����8�

E������#$�+���,��.!�%��+�$�'��,*,�%�#*6����Γ = E�1� �9F���%�

�1 = ∀ ! ∀ ( 28 2!� (3 ⊃ ¬ 8 2(� !33�

�9 = ∀ ! ∀ ( ∀ z 28 2!� (3 ⊃ 28 2(� z3 ⊃ 8 2!� z333	

�,�"���"����E�.��$�'����!��'>

JM����������������V�4�$�.!���,�!���,�"����!�"	

JNL���,�"���"���������#��.!�%��+�$�'�EV1� 			� VOF�$���,���#�'>

OPL����������������,����!���V�$�,*,�%�#*�(�!#)�*;
2�3�¬ ! = � 2!3<
2 3� @ + ! = !<
2,3� � 2! + (3 = � 2!3 (<
2�3� ! + ( = ( + !<
2%3� 2! + (3 + z = ! + 2( + z3<
2�3� ! ≤ !<
2+3� @ ⋅ ! = @<
2�3� � 2!3 ⋅ ( = ! ⋅ ( + (<
2�3� ! ⋅ ( = ( ⋅ !<
2�3� 2! ⋅ (3 ⋅ z = ! 2( ⋅ z3<
2�3� ! ⋅ 2( + z3 = ! ⋅ ( + ! ⋅ z<
2#3� 2! + (3 ⋅ z = ! ⋅ z + ( ⋅ z	
OJ�����������,*,�%�#�����,�V�(�!#)�;
2�3� 2! + ( = @ ⊃ 2! = @ ? ( = @33<
2 3� 2! ⋅ ( = @ ⊃ 2! = @ ∨ ( = @33	

OO����������������,�"��"�#�%�������!���V� ����$��$�	

OQ�� �.!�%������ ��$���$�)� @� ��()$�5��� ��� +� �� ⋅� ����� ��� *
#�%���&����!���V�������#$�+���,�;

2�3�NNNNN = E@�� 1�� 9�� 			F<
2 3�NNNNN ∪ E@F = E@��1��9�� 			<�@F� 2@ ∉ NNNNN 3<
2,3�NNNNN ∪ E@��FF = E@�� 1�� 9�� 			<�@��FF� 2@��F ∉ NNNNN 3<

4����D������*��������*��#��



��� ��������	��
���
�������� �����

2�3�NNNNN ∪ NNNNN ′ = E@�� 1�� 9�� 			<� @@�� @1�� @9�� 			F� 2@0 ∉ NNNNN� � %�"� ,��6� 0� �
@0 ≠ @5�.!��0 ≠ 5 3	

OK��
�+$������.!�%��������$���$�)�@���()$�5������+���⋅�����
��� *�#�%���&����!���V������;

2�3�#$�+���,��,��6�5��*6������<
2 3�#$�+���,��,��6�$���!�5�����$*6�!�5��$���$*6������<
2,3�#$�+���,��,��6�!�5��$���$*6������>

O��������������������!�"�J�$�.!���,�!���,�	

O��������������,���#����������#����!���J	

O�����������������,���(�!#)�*������%����OP�",�"&��"����!�#�/
#�����!���J	

OML�����������������)8���,)������*��&�#*����2�	�	�$����#�!(/
$�"������#��N3�#�%�������!���J	

ON�������������������%)&8���(�!#)�*�",�"&��"����!�#�#��J;
2�3� 2! + ( = ( + z ⊃ ! = (3<
2 3� 2¬ z = @ ⊃ 2! ⋅ z = ( ⋅ z ⊃ ! = (33	
QP�������������������%)&8���(�!#)�*�",�"&��"����!�#�#��J;
2�3� @ ≤ !<
2 3� 22! ≤ ( ? ( ≤ z3 ⊃ ! ≤ z3<
2,3� 22! ≤ ( ? ( ≤ !3 ⊃ ! = (3<
2�3� 2! ≤ ( ∨ ( ≤ !3<
2%3�¬ ! R !<
2�3� ! R � 2!3<
2+3� @ R � 2!3<
2�3� 2! R ( ∨ ¬ ( R !3<
2�3� 2! R ( ∨ ( R ! ∨ ! = (3<
2�3� 2! R ( ≡ � 2!3 ≤ (3<
2�3� ! ≤ ! + (<
2#3� 2! R ( ≡ ! + z R ( + z3<
2$3� 2¬ ( = @ ⊃ ! ≤ ! ⋅ (3<
2�3� 2¬ ! = @ ⊃ 2( R z ≡ ! ⋅ ( R ! ⋅ z33	

QJL����������������%�"��& �'�(�!#)�*�� 2!3����%$�'��,� �%/
$�'�.�!�#�$$�'�!����%)&8���(�!#)�*�",�"&��"����!�#�#��J;

2�3� 2∀ ! 2∀ z 2z R ! ⊃ � 2z33 ⊃ � 2!33 ⊃ ∀ ! � 2!33� 2$�2$#�*���� ��-
&,�J��3<

2 3� 2∃ ! � 2!3 ⊃ ∃ ( 2� 2(3 ? ∀ z 2z R ( ⊃ ¬ � 2z3333� 2)#��J�)� ���-
���BK�L�������3<

2,3� 2∀ ! 2� 2!3 ⊃ ∃ ( 2( R ! ? � 2(333 ⊃ ∀ ! ¬ � 2!33� 2��*�&� M����-
�����L���),���3	



���

QO��:,�%�#����%)&8������!�8�$�";

! = ^bcd 2(� z3� 22! R z ? ∃ < 2( = < ⋅ z + !33 ∨ 2z = @ ? ! = (33<

z =
!

(

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

� 2∃ < 2< R ( ? ! = z ⋅ ( + <3 ∨ 2( = @ ? ! = z33	

�����������������%)&8���(�!#)�*�",�"&��"����!�#�#��J;
2�3�∀ ! ∀ ( ∃ W z 2z = ^bcd 2(� !33<

2 3�∀ ! ∀ ( ∃ W
!

(

⎛ ⎞⎡ ⎤=⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠

� 	

QQ��e�.������(�!#)�)��# 2!3����)&�������# 2Δ/3�",�"���"����/
!�#�'����!���f����%��������������%������%��/�4�.!�����������	

QKL��:,�%�#����%)&8������!�8�$�";

! g (� ∃ z 2( = ! ⋅ z3<

z = I 2!� (3� 2z g ! ? z g ( ? ∀ < 22< g ! ? < g(3 ⊃ < g z33<

z = I/2!1� 			� !/3� ∃ < 2z = I 2!1� <3 ? < = I/ − 12!9� 			� !/33� / \ 9<

< = β 2!� (� z3� < = ^bcd 2!� 1 + ( ⋅ 2z + 133	

�����������������%)&8���(�!#)�*�",�"&��"����!�#�#��J;
2�3�∀ !1� 			� ∀ !/ ∃ W ( 2( = I/ 2!1� 			� !/33<
2 3�∀ ! ∀ ( ∀ z ∃ W < 2< = β 2!� (� z33<
2,3�∀ ! ∀ ( ∀ z ∀ < 22z = I 2!� (3 ? < = ^bcd 2!� (33 ⊃ z = I 2(� <33<
2�3�∀ ! ∀ ( 22¬ ! = @ ? ¬ ( = @ ? I 2!� (3 = �2@33 ⊃

 ⊃ ∃ z ∃ < ∃ v ∃ : 2! ⋅ z = ( ⋅ < + c2@3 ?�( ⋅ v = ! ⋅ : + �2@333<

2%3�∀ !1� 			� ∀ !/ ∀ (1� 			� ∀ (/ 22I/2!1� 			� !/3 = Δ1 ? (1 R !1 ? 			
� ? (/ R !/3 ⊃ ∃ z 2^bcd 2z� !13 = (1 ? 			 ? ^bcd 2z� !/3 = (/33<

2�3�∀ ! ∀ ( ∀ z ∀ < ∃ !1 ∃ (1 2∀ v 2v ≤ z ⊃ β 2!� (� v3 =
  = β 2!1� (1� v133 ? β 2!1� (1� �2z33 = <3	

Q�L�����������������& �"����!�#�����!���`�",�"���"����!�#�'
���!���V	

Q���h)%������$���,���#�'������#��(�!#)�

E`1
2/A3 H /� A ∈ NNNNN F ∪ E`9

2/A3 H /� A ∈ NNNNN F ∪

∪ E`=
2/A3 H /� A ∈ NNNNN� / ≠ AF ∪ E`C

2/3 H / ∈ NNNNN F ∪ E`K
2/3 H / ∈ NNNNN F >

Q��������������������$%�!�$�"�#�%�����!�(#���������#�!($�
,��+�#��,��& )&�#�%�������!���V	

4����D������*��������*��#��
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�������� �����

�
�����������,�Z[;
2�3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����.)������#$�+���,��@;

∃ W � 2� = @3<

2 3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����.�!*;

∀ � ∀ � ∃ W z 2z = E�� �F3<

2,3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����E�F;

∀ � ∃ � W � 2� = E�F3<

2�3������#)�).�!"%���$$�'�.�!*;

2〈�� �〉 = 〈z� �〉 ⊃ 2� = z ? � = �33<

2%3������#)�).�!"%���$$�'��/��;

2〈�1� 			� ��〉 = 〈�1� 			� ��〉 ⊃ 2�1 = �1 ? 			 ? �� = ��33<

2�3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����#$�+���,��.�%#$�+���,;

∀ � ∃ W � 2� = � 2�33<

2+3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����.!"#����.!���,�%�$�";

∀ � ∀ � ∃ W z 2z = � × �3<

2�3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����.!"#����.!���,�%�$�";

∀ �1� 			� ∀ �� ∃ W � 2� = �1 × 			 × ��3<

2�3� �)8���,�,�$��� �� �%�$��,�$$����� � ������ �.!�%���$�"
()$�5��;

∀ � 2[j 2�3 ⊃ ∃ W � 2� = δ 2�333<

2�3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����∪ �;

∀ � ∃ W � 2� = ∪ �3<

2�3��)8���,�,�$������%�$��,�$$������ ∪ �;

∀ � ∀ � ∃ W z 2z = � ∪ �3<

2#3��)8���,�,�$������%�$��,�$$������ ∩ �;

∀ � ∀ � ∃ W z 2z = � ∩ �3<

2$3��)8���,�,�$������%�$��,�$$�����∩ ��%�"�� ≠ @;

∀ � 2¬ � = @ ⊃ ∃ W � 2� = ∩ �33	

�������������,�Z[����%)&8������!�#*;
2�3�¬ � ∈ �<
2 3�¬ 2� ∈ � ? � ∈ �3<
2,3�¬ 2� ∈ � ? � ∈ z ? z ∈ �3	



���

��� ���������� ���� ���%)&8��� )�,�!+%�$�"� � � �!%�$���$*6
�����6�",�"&��"����!�#�#��Z[;

2�3� 2]^_ 2z3 ⊃ 2� ∈ z ⊃ 2� ∈ � ⊃ � ∈ z333<
2 3� 22]^_ 2�3 ? � ∈ �3 ⊃ ]^_ 2�33<
2,3� 2]^_ 2�3 ⊃ R 2�33�� �%��R 2�3� ����� (�!#)���� ��$���&8�"�

����∈������.��$*'��!!�(�����,$*'�.�!"%���$���<
2�3� 22]^_ 2�3 ? � = � ∪ E�F3 ⊃ ]^_ 2�33<
2%3� 22]^_ 2�3 ? ∀ � 2∀ z 2z ∈ � ⊃ � 2z33 ⊃ � 2�333 ⊃ � 2�33�� �%�

� 2�3 4�(�!#)������%$�'��,� �%$�'�.�!�#�$$�'���2�*�&	)�&��D
&�� �&/+-���3<

2�3� 22]^_ 2�3 ? ]^_ 2�33 ⊃ 2� ∈ � ∨ � ∈ � ∨ � = �33<
2+3� 22]^_ 2�3 ? ¬ � = @3 ⊃ @ ∈ �3<
2�3� 22]^_ 2�3 ? ]^_ 2�3 ? � ∈ �3 ⊃ ∀ � ∀ v 22�� 2�� �3 ?

�? �� 2v� �33 ⊃ � = v33	
�������������,�Z[����%)&8������!�#*;
2�3� 2∀ � 2� ∈ � ⊃ ]^_ 2�33 ⊃ ]^_ 2∪ �33<
2 3� 22¬ � = @ ? ∀ � 2� ∈ � ⊃ ]^_ 2�333 ⊃ ]^_ 2∩ �33<
2,3� ∃ � i 2�3<
2�3� ∃ W � 2� = ω3<
2%3� 2]^_ 2ω3 ? @ ∈ ω ? ∀ � 2� ∈ ω ⊃ � ∪ E�F ∈ ω33	
�������������,�Z[����%)&8������!�#*;
2�3� 2S 2�3 ⊃ ]^_ 2�33<
2 3� 22S 2�3 ? � ∈ �3 ⊃ S 2�33<
2,3�∀ � 2S 2�3 ⊃ ∃ W � 2S 2�3 ? � = 9 2�333<
2�3� 22S 2�3 ? S 2�3 ? 9 2�3 = 9 2�33 ⊃ � = �3<
2%3�¬ c 2�3 = @<
2�3� 22S 2�3 ? ¬ � = @3 ⊃ ∃ � 2S 2�3 ? � = 9 2�333	
�������������,�Z[�%*�&��% �&/+-����%�"�$��)!���$*6������;�%�"

�& �'�(�!#)�*�� 2�3����%$�'��,� �%$�'�.�!�#�$$�'��

22� 2@3 ? ∀ � 22S 2�3 ? � 2�33 ⊃ � 29 2�3333 ⊃ ∀ � 2S 2�3 ⊃ � 2�333	

�������������,�Z[����%)&8������!�#*;
2�3�∀ � ∀� 22S 2�3 ? S 2�33 ⊃ ∃ W z 2S 2z3 ? � + � = z33<
2 3�∀ � 2S 2�3 ⊃ � + @ = �3<
2,3�∀ � ∀� 22S 2�3 ? S 2�33 ⊃ � + 9 2�3 = 9 2� + �33<
2�3�∀ � ∀� 22S 2�3 ? S 2�33 ⊃ ∃ W z 2S 2z3 ? � ⋅ � = z33<
2%3�∀ � 2S 2�3 ⊃ � ⋅ @ = @3<
2�3�∀ � ∀� 22S 2�3 ? S 2�33 ⊃ � ⋅ 9 2�3 = � ⋅ � + �33	
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��,��� 2T 3��)%�,���,�!"&8���)���,�"#;

2�3� �����Y��Z ∈ V�� ��� 2Y ∩Z 3 ∈ V<
2 3� �����Y ∈ V��Y ⊆ Z ⊆ T�� ���Z ∈ V<
2,3�∅ ∉ V	
Q����!�V��)%�,���,�!"&8�'�)���,�&
2�3�%�"�,��6�Y ⊆ T��#����#�����Y ∈ V�����2T SY 3 ∈ V��$��*,���/

�"�+�(�*�)��(�*
'�$�%�T	
Q����!�V�$��*,����"�,��&$'��������$���%�!+���$��#�$�-�'

0��#�$�	
Q����!�V�$��*,����"�		.�&
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�&$'�������%�"��& �'�����$�'

�����#*�0��#�$��,�V����.�!�����$���.!�$�%��+���V	

7)���� @T = ≥ ℵN 	�X��(�*
' X*.[. &�/ T�$��*,����"��& �'

(����!�$�%�T����%�!+�8�'�Φ = EY H Y ⊆ T��� ST Y R NF	
7)����M1 = 〈�1< σ〉���M9 = 〈�9< σ〉�4����� !��������������#*	

��� !�+�$���ϕ;��1 → �9�$��*,����"�,
'
'
*)�@'
'��@�M1��M9�
�����%�"��& *6��1��			���� ∈ �1;

2�3�M1 � � � 2�1�� 			�� ��3 ⇒ M9 � � � 2ϕ 2�13�� 			��ϕ 2��33� %�"� �&/
 ����.!�%����$������#,����� � ∈ σ<

2 3�ϕ 2U � 2�1�� 			����33 = U � 2ϕ 2�13�� 			��ϕ 2��33�%�"��& ����()$�/
5��$���$������#,����U � ∈ σ<

2,3�ϕ 2�3 = ��%�"��& �'�.!�%#��$�'���$���$�*�� ∈ σ	
��#�#�!(��#�ϕ;�M1 → M9�$���,�#�	��(&$'�������,*.��$"��/

�"�)���,��

2�3������M9 � � � 2ϕ 2�13��			��ϕ 2��33������)8���,)&���′1��			���′� ∈ �1

������� ����ϕ 2�13 = ϕ 2�′13� 			� ϕ 2��3 = ϕ 2�′�3� ��M1 � � � 2�′1�� 			���′�3	
:���#$���%$��$��$�������,����,���ϕ�#�+%)��1����9�$���,�#
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'
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' '.F/+�M1���M9�������ϕ���ϕ
−1��������#�#�!(��#*	
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3 ⇔ M
 � � � 2E1 2
3�� 			�� E� 2
33
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 ∈ T<
2 3�%�"���+%����()$�5��$���$������#,����U � ∈ σ

U � 2E1�� 			�� E�3 2
3 = U � 2E1 2
3�� 			�� E� 2
33<
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� � 2E1 gV�� 			�� E� gV3 = � ⇔ E
 H M1 � � � 2E1 2
3�� 			�� E� 2
33F ∈ V�

%�"��/#���$����()$�5��$���$������#,����U �����σ

U � 2E1 gV�� 			�� E� gV3 = U � 2E1�� 			�� E�3 gV
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� = � gV	
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= σ∏ ∏M � �� �����.!�%���$$*/

#��.!�%�����#����()$�5�"#��$��*,����"�)��(�*
�&&$'� 2���
%*�./.&&$'3�%*
�@./.&�.'�	�	�.'�M
�%
 )��(�*+�V	

�����V�4�)���!�(����!����� 



 T∈
∏ M gV�$��*,����"�+�(�*�%*
�@D

./.&�.'<� �����,���M
� ��,.�%�&����!�,$*�M�� ��� 



 T∈
∏ M gV�$�/

�*,����"�+�(�*�	�.%.&(��M���� ��$������"�MT gV	
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∏ M gV � � 2E1 gV�� 			�� E� gV3	

h)%�#���,�!���������(�!#)���� 2�1� 			� ��3����$��)!*�σ�)��(�D
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 )��(�*+ V &�/ T�������%�"��& *6����� !�������6����/

��#�M
 2
 ∈ T 3����$��)!*�σ����& *6�E1� 			� E� ∈ 
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∏ M gV � � 2E1 gV�� 			�� E� gV3	

����������������������V�4�(����!�$�%�T�����T ∈ V	

���7)����Y ⊆ T	���������������EZ H Z ⊆ T���Y ⊆ Z F������(����!�$�%�T	

���7)����V�4�(����!�$�%�T���] ∈ V	�7�������������V1 = EY ∩ ] H Y ∈ VF
�����(����!�$�%�]�������+������������V�4�$����,$*'�(����!����
V1�4����+��$����,$*'�(����!	

���������������������������/$� )%����$��$���#$�+���,��.!�/
$�%��+���(����!)�����0����(����!����,$*'	

�����������������,�"��'�$����,$*'�)���!�(����!���%�!+���,��
#$�+���,����#�&8�����$��$*��%�.��$�$�"	

������������� ����(����!�V� $�%� T� ����� )���!�(����!� ���%�� �
������� ���%��� ���%��V� ",�"���"� #����#���$*#� #$�+���,�#� ,
#$�+���,��,��6�(����!�,�$�%�T��).�!"%���$$�#�.��,��&��$�&	

	����������������,��#$�+���,��Φ�,��6�(����!�,�$�%�T��).�!"%�/
��$$�#�.��,��&��$�&��ET F������$��#�$�-�'�0��#�$�	�7�������

���+������������ T ≥ 9�����,�Φ�$���$�� ���-����0��#�$��	


����������������%�"���������� *�$�%�T��)8���,�,���(����!�
��%�!+�8�'�#$�+���,��� ⊆ � 2T 3��$�� 6�%�#����%�������$������/
 *�.�!�����$����& ������$��$����������0��#�$��,������ *��
$�.)���	

���7)����T�4� ����$��$���#$�+���,��#�8$�����α��

Φ = EY H Y ⊆ T���Y R αF	

��������������Φ������(����!�$�%�T	

����������������������#��Ψ�.�%#$�+���,�#$�+���,��T���%�!/
+���"�,�$�����!�#�(����!��Q!�-�����%��������������%������%�
��+%���.�!�����$�����$��$����������#$�+���,������#*�Ψ��#���
#�8$������!�,$)&�#�8$�����#$�+���,��T	
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$*#�#$�+���,�#� )%���(����!�#�Q!�-�	

����7)����U�4�(����!�$�%�T��� ⊆ T���U� = EY ∩ � H Y ∈ U F	�����/
����������%�"���������� *�U�� *���(����!�#�$�%����$�� 6�%�#���
%�������$������ *�%�"��& ����Y ∈ U� *���Y ∩ � ≠ ∅	

����7)����U�4�)���!�(����!�$�%�T��� ⊆ T���U� = EY ∩ � H Y ∈ U F	
���������� ���� %�"� ������ ��� *�U��  *��� )���!�(����!�#�$�%���
$�� 6�%�#����%�������$������ *���.!�$�%��+����U	

�����7�������������,�"��'�(����!�#�+$��!��-�!����%��)���/
!�(����!�	

������������������,�"��'�(����!�",�"���"�.�!�����$��#�,��6
��%�!+�8�6�����)���!�(����!�,	

����7)����U���\�4�(����!*�$�%�T	��������������

U ∩\ = EY ∪Z H Y ∈ U���Z ∈ \ F	

�	���������������������� G�%�$�$�����$��$�'�.����%�,�����/
$�����E�
F
 ≤ ��.�%#$�+���,�#$�+���,��T�.!�$�%��+���)���!�(���/
�!)�U�����.���!�'$�'�#�!���%$�����#$�+���,��
�.!�$�%��+���U	

�
��7)����U�4�)���!�(����!����\1� 			� \��4�(����!*�$�%�T	���/
�����������������U ⊇ \1 ∩ 			 ∩ \�������)8���,)���������
 21 ≤ 
 ≤ �3�
����U ⊇ \
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 ������%$�'������	

����7)����V�4�(����!�$�%�T���∼�4�$�����!�����$�-�$���0�,�/
,���$�$�����$��T	�7)����V ∼ = E� H ∃ � 2� ∈ V ? � = Ek�l∼ H � ∈ �F3F	���/
�������� ���;

2�3�V ∼�4�(����!�$�%�T g ∼<
2 3������V�4�)���!�(����!�����V ∼�4�)���!�(����!<
2,3������V�4�)���!�(����!���k�l∼ ∉ V�%�"��& ����������V ∼�4

$����,$*'�)���!�(����!	

������������������(����!�V�$�%�T�",�"���"�����$��.��$*#����/
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����������������������� 1 ∼� #1� 			�  $ ∼� #$���;
2�3� % $ 2 1 ��� 			�  $ ��3 = % $ 2#1 ��� 			� #$ ��3<
2 3� & $ 2 1� 			�  $3 ∼� & $ 2#1� 			� #$3	
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� � � �

�
∈ ∈

→∏ ∏M M �

�%��ϕ 2 3 =  ����",�"���"���#�#�!(��#�#� �

� �∈
∏ M �$�� �

� �∈
∏ M ��	�7�/

������������,�� 8�#���)����0������#�#�!(��#�$��",�"���"�����/
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���2+ ? ,3��∃ - +����+��(����!)&��"�.���	
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����7)����+�(����!)���"�.��)���!�(����!)��	���������������¬ +
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����7)����+�(����!)���"�.��(����!)��� $�%� ��� ��,� )���,$�
(����!)���"�.���	���������������2+ ⊃ , 3���¬ +�)���,$��(����!)/
&��"�.���	
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��,�4����#$�"�(�!#)����.!��.�#�8���.�!�5�'���$G&$�5����
$�,�-�,�$�"��,�$��!�,	���������������6�!$�,�����(�!#)�*�)�/
��,$��(����!)&��"�.���& �#)�(����!)	
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������������������%�"��& �'� ����$��$�'����� !�������'����/
��#*�M����& �'�%�$$�'�#�8$��������)8���,)���)���!����.�$�
�����#*�M��#�8$���������!�'� ���-���	

�������������������������4�$������$��.��$*'�)���!�(����!
$�%��������� !�������"������#��M� ����$��$������������,�$/
$���,��+�$���ϕ;�M → M� �����	�	�ϕ293 =  ����%�� 2� 3 = 9�%�"�,��6
� ∈ ���$�� )%���,���#$���%$��$��$*#�����,����,��#�#�+%)�M
��M� ��	

�������
	����	"	�#�!����
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� ��$���#���!����σ�������,��6����� !�������6������#����$�/
�)!*�σ	������������ !�������6������#����$��)!*�σ�$���,�#���:

	�
.�����;�.�.�� ����� �)8���,)��� 0��#�$��!$�"� ���!�"�< 2�3
���$��)!*�σ� ����"�� ������ ����� ��#�'��,�� ,��6�#�%���'� ���!��
< 2�3	������#�������#�Σ�%�"����!���< 2�3�$��*,����"�	�	�.
�

��	�
.������	
�������$��*,����"��
��6�
���	�
.�����;�.�.��������)8�/

��,)�����$��$�"������#�������#�%�"��	��������$��*,����"�;��:

���	����
���	�
.�����;�.�.�� ����� �)8���,)��� �����#�� �����#
%�"���������"8�"����∀/(�!#)�	����� !��������������#*��������/
����� )%�#�$��*,�����/	�	�.�.�	��/�
�	�	�.
��2�/��	=�����:

�.3� %�$$�'� �����#*�M�  )%�#� $��*,���� �����#)� ��� ���������
",�"&8)&�"�.�%�����#�'�2!��-�!�$��#3�M	��������$���,�#
�5	�����.�������,#���������+%�'����� !�������'������#�'��
��%�!+���,����'����#�!($*������ !��������������#*	������#*
M = 〈"< σ〉���M′ = 〈" ′< σ〉�$���,�#�>��.�����
�>����������.��
�����%�"��& ����.!�%��+�$�"�+����$��)!*�σ

M � + ⇔ M′ � +	

��� !�+�$���ϕ;�" → " ′�$���,�#�>��.������.�������%�"��&/
 �'�(�!#)�*�+ 2-1� 			� -$3����& *6�71� 			� 7$ ∈ "

M � + 271�� 			��7$3 ⇔ M′ � + 2ϕ 2713�� 			��ϕ 27$33	

�����#��M′�$��*,����"�>��.�����
���
1�.
����M��������)/
8���,)���0��#�$��!$������ !�+�$���M′�,�M	

M�$��*,����"�>��.�����
���
�	�	�.
��M′����M′�4�>��.��:
����.���	=������.�M�2��#,���������M ≺ M′3������;

2�3�M�4�.�%�����#��M′<
2 3� ��+%���,�$$��� ��� !�+�$���M� ,�M′� ",�"���"� 0��#�$/

��!$*#	
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7)����M = 〈"< σ〉������.�%�����#�������#*�M′	���,�!�#�����
M�������
�	�	�.�0��
�
1�������.�
1�	�
.�+ ⊆ "�������M�����
$��#�$�-�"�.�%�����#�������#*�M′����%�!+�8�"�#$�+���,��+	

2
�.
����3� ��4�5���6�	�
�� 	�	�.��M = 〈"< σ〉� $��*,����"
�& �"�.�%#�%����#�%����M′ = 〈"< σ′〉���%��σ′�.��)�����"����σ���/
#�$�'�,��6�()$�5��$���$*6���#,���,� $�$��.!�%����$*����#,�/
�*�% 

$ + 1��

M′ � % 
$ + 1 271� 			� 7$� 7$ + 13 ⇔ M �  271� 			� 7$3 = 7$ + 1	

8��4��..
�� ���� !�������'� �����#*�M = 〈"< σ〉� $��*,����"
#$�+���,��� 2M3�������,��$$������,��6�����$$*6�,�M����#$*6
.!�%��+�$�'����$��"8�6�"��������#��M�����6���!�5�$�';

� 2M3 =

= E% $ 271� 			� 7$3 H %
$ ∈ σ� 71� 			� 7$ ∈ "� M � % $ 271� 			� 7$3F ∪

∪ E¬ % $ 271� 			� 7$3 H %
$ ∈ σ� 71� 			� 7$ ∈ "� M � ¬ % $ 271� 			� 7$3F	
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�����4��..
������ !�������'������#*�M = 〈"< σ〉�$��*/
,����"�#$�+���,��&� 2M3�,��6�����$$*6�,�M�.!�%��+�$�'����/
$��)!*�σ����$��"8�6�"��������#��M	

������������������������σ������#�����!)�#	

������������������ G�%�$�$�����.�!�����$��������#�����!)�/
#*6�������,�",�"&��"������#�����!)�#*#�	

���7)������4������#�����!)�#*'��������M ∈ ����M′����#�!($�
M	�7�������������M′ ∈ �	

���7)������4������#�����!)�#*'��������E� H � ∈ ���M� ∈ � F ∈ ��

�%����)���!�(����!�$�%��	��������������� �

� �∈
∏ M �� ∈ �	

���������������������������������� !�������6������#������#�/
����!)�#������������ ′�,��6� ����$��$*6������#���������+������/
�#�����!)�#	

���7)������4������#�����!)�#*'����������%�!+�8�'���$��/
$*�������#*����������)��%$�� ���-�#������#�0��#�$��,	�7�/
��!����� ����$��$)&������#)������������	�������������������%�!/
+��� ����$��$)&������#)�#�8$�������$��$))#�	

	����������������$��",�"&��"������#�����!)�#*#�;
2�3���������$��$*6��!)..<
2 3���������$��$*6�� ���,*6��!)..<
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���1�����M7 = 〈�75 ≤ 〉#�M9 = 〈�95 ≤ 〉#�			�6��� �&������,������,�0
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 + 9 ≥ 
 + 9	�)�$�*���#���������%�0
,%��*��!�����
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8���,������,�%"!��������������������≤����0

!��������$�����!�#�$��!����6������4&�����%�-����%	�=4���������.0
!�#�����$������,������,�%"!�����4/� ��+��������$��� ���*�%�� 	

�����)�$�*���#�����$������� �$��� ���*�%�� ����!���� ����$�
���!�#�$��!�����*� $���������������������%�,%��*��!���&���>��0
 ����%��&�>$�������������	

�����)�$�*���#�����>�� ����%��"����%�"���� ���� �!�������!�
�� ����$�� ���!�#�$��!�� �4,���� ��$�+!���$��������,�! ��+�0
������7 ⊆ ��2�������������������������3	

����)�$�*���#������.'�"���,%�����%�����"����%�"�� ���� �0
!����2������������������������������3	

����)�$�*���#�����!�"�����#����'4�$�������'4��$��������$��0
� ���*�%�� #����'/�!� ����!���������#����'4���������!�,����0
�����σ ? ��'4����$��� ���*�%�� 4	
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� �∈
∏ M 8� ∈ �#

�!����6�����%�-����%���!��	�)�$�*���#�����@� AM� ∈ �B ∈ �	

�
��1�������6��$��� ���*�%�� 4&�$����#���!�%+���&�$����0
�4������� 4�����$�������!���'���(� ������ �>�� �����	�)�$�0
*���#� ����$�����'��$�����4/� ����� ��*������ "��"���"�$������
�$��� ���*�%�� 4 	

����)�$�*���#��������"��".��"�$��������$��� ���*�%�� 4 �
$����4C

2�3�'��$�����4/��%�,,5
2'3�'��$�����4/�����������,�%"!�����4/� ��+����5
2�3�'��$�����4/�����&����,�%"!�����4/� ��+����	

����)�$�*���#�����$�����,���&�/�%�$��%����$��7����"��"���"
$��������$��� ���*�%�� 4 	

���1��������%�"���� ����'��$������.� �!���	�)�$�*���#����
!�"��.'����'��$���������$�%!����������������������������� �0
!����!�"��#� ��������$���%�&�'���(�#��� ���2����������������

������������3	

����1�����!�"��.'����	 ∈ NNNNN ����%�"���� ���� �!���� �����0
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,�! �!���� �!����M��*� �%-������+� ������$���%�.� �!���
�*�$�������#����M��*� �%-������+� ����,�!/�!"��������%�,%�0
�*��!����� �!���&��*��	

���� 1����� � 2M3� ����� !���%�  �� ����� 4�M = 〈�5 σ〉� �
M′ = 〈� ′5 σ ∪ � 〉�6� �!����!�"�� 2M3	�)�$�*���#�����M��*� �%0
-������+� ����〈�5 σ〉	

����1�����M = 〈�5 σ〉�6�$������"�����'%�����$�"������ ��$�0
�����&� �������%4	� )�$�*���#� ���� ����������� ∃0,%�!��+������
�������%4�σ���$��#�����!�"��.'�&������ 4�M = 〈�5 σ〉����������
��M����!��������$�����!�#�$��!��M′��*� �%-������+� ����M	
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,�! ��+����������M� = 〈��5 σ〉�2� ∈ � 3�6��� �&��������/�,�!���0
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���������'������� �:;<{ }7# #� σ ℵ 	
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���)�$�*���#�����$�+!�"������ ���*��$��� ���*�%�� ����$���0
����� $������&� �������%4� ��!�%+��� $������.� ���� ������.
�0,�!����� �	

����1�������6��$��� ���*�%�� 4&�$����#��������%��σ�$���%�0
���� ���� ���������#���,�����M = 〈�5 σ〉�6���$���%�"��0����� �	

 �!"�#�������$�����%������%
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N

)�$�*���#�����$�+!���,�! ��+������� ⊆ �#�� �.���� �������
�#� ��!�%+���"� ����%�� ,�!/�!"��&��0,�!����� 4� ����� 4�M
 ������������4(��� + � + ℵ7�2��������.����/�0��12�����3	

����)�$�*���#�����$�+!�"�'��$������"������ ��M = 〈�5 σ〉��$0
��� ���*�%�� ����$��������!�,��$�����0%��(�%������.'�&���0

,�%�!�*�!����&� �������#�'���(�&�� + σ	

�����1���%�����,%� �%��$��� ���*�%�� ����$����������$���#
����$���������!�%+���$�����4�� �!��������$�������!���'���(� 
����� �>�� �����#�������'��$�����4�� �!�����*���� �.�� ��0
��������� ���(�� ��������$������� �	

�����1���%�����,%� �%��$��� ���*�%�� ����$����������$���#
�������������������������"� �!���#�������������4��������� �!���
$�������#�"��".����"�%��(�%���" ��>��&� �!���#�� �.�� ��0
�����#���� ���(�.� ��������$������� �	

�����)�$�*���#�����������$��� ���*�%�� 4&�$���������!�%0
+�������� �� ��������� ≥ ℵ7#����!�"��.'����� ≥ F������������
�0����� �� ���������	

�	��1%�!,���+� #������,%���!������3�3�������/�4���$����5
�������6�!�"��.'4/�$�%!������4/��������#����*�� ≤ � ≤ F�����0
!���#������ = ������� = F�	�)�$�*���#��������!��!�"��.'�����$���0
 ���*�%�� ����$���������,%���!�����������������!����*����!�.0
��/�������&C

2�3� ��������$�����4/������ ��*�����%������4���$���%4 
����%����4 ������ #���������������(���*�$�����4/������ 5

2'3� ��������$�����4/������ ��*�����%������4���$���%4 
����%����4 � ����� #� �� ����������� '��$�������� $�%!��������
����������$��#�����!�"��.'����'��$���������$�%!�������������0
�����$���������!�%+��� �!���� �������������!��������$�����!�#
$��!��� ≥ �5

2�3� ��������$�����4/������ ��*��������%������4#�������0
�������'��$��������$�%!���������������� ≤ Fℵ7���$��#���������0
!�%+�������� ��'��$������&� �������������!��������$�����!�#
$��!��� ≥ �	

1%�������,%� �%4�$�������!�"�$�+!�����*���������2�3#�2'3#�2�3	

�
��)�$�*���#����������ϕC�� → � ′�6�>�� ����%�������'%�+�0
���#����ϕ��!��0�!��*��������!�"�$�+!�&�-�% ��4�� 2*9# 			# *	3��
�.'4/�,9# 			# ,	 ∈ ��� �� 

M � � 2,9#� 			#�,	3 ⇔ M′ � � 2ϕ 2,93#� 			#�ϕ 2,	33	



���

����1�����N = 〈NNNNN 5 ≤〉#�M = 〈�5 ≤〉#� �!��NNNNN �6� ��+����������0
%����4/� �����#���6�  ��+������ ,���+������4/� D��4/� �����	
1�$�*���#�����N���M�>�� ����%���>$���������4#����N����"��"0
���"�>�� ����%�4 �%��(�%���� �M	

����1�������6� ��+����������4/�����!#�M = 〈�5 ≤ 〉#�N = 〈NNNNN 5 ≤ 〉#
�!��≤�6��'4��4&�,�%"!�$	����"���"����M�>�� ����%��&�,�! �0
!���.�N E

��� 1�����R = 〈D5 +# ⋅ 〉� 6� ,���� !�&���������4/� �����#
C = 〈B5 +# ⋅ 〉�6�,����$� ,��$��4/������	����"���"����C�>�� ��0
��%�4 �%��(�%���� �RE

����)�$�*���#�����!�"��.'��������%�-����%������!���$�����0
���$��� ���'%�+����� ϕC�M → M� 8�#� �,%�!�������� ������� 
ϕ 2&3 = ' 8�#��!��' 2�3 = &�!�"����/�� ∈ �#�"��"���"�>�� ����%�4 ����0
+���� �M���M� 8�	�)�$�*���#����������M�6�$������"������ �#
���ϕ�������*� �%-�* �M����M� 8�	

	���1�����M	 = 〈�	5 ≤〉�6�����&����,�%"!�����4�� ��+�����
2	 ∈ NNNNN 35��	���!�%+���F	 + 9�>�� ���	

2�3�1���%����� �*� �%-�* �  ��+������ D��4/� ������ 〈(5 ≤ 〉� �

∈
∏ �

�

M
N

8�#��������6��������4&�����%�-����%����NNNNN 	

2'3�G�!������>�����*� �%-�* �>�� ����%�4 ����'%�+���� E

	���1�����)� 2M3������,����"�!���%�  ������� 4�M = 〈�5 σ〉
��M′ = 〈� ′5 σ ∪ � 〉�6� �!����!�"�)� 2M3	�)�$�*���#�����M�>��0
 ����%������+� ����〈�′5 σ〉	

	���)�$�*���#�����!�"��.'�&�'��$������&������ 4�M = 〈�5 σ〉
���.'����$�%!�����������������������������>�� ����%����%��0
(�%���������� 4�M� �������#�'���(�&��	

	���1�����M = 〈�5 σ〉������,�!����� ������� 4�M′ = 〈� ′5 σ〉	�)�$�0
*���#�����!�"�����#����'4�M�'4���>�� ����%��&�,�!����� �&�M′#
���'/�!� ����!���������#����'4�!�"��.'�&�-�% ��4�� 2*9# 			# *	# +3
�������%4� σ� �� �.'4/�,9# 			# ,	 ∈ �� �*�M′ � ∃ + � 2,9# 			# ,	# +3
���!����������������������$����, ∈ �#�����M � � 2,9# 			# ,	# ,3	

		��)�$�*���#�����$�+!�"�'��$������"������ ��$������&����
������&��������%4�σ�"��"���"�>�� ����%�4 �%��(�%���� �����0
��&������ 4��������%4�σ	

	
��1�����M = 〈�5 σ〉�6�'��$������"� ����� �#�- ⊆ �� ����6

��$�"� �������#����� { }7:;< # #- �σ ℵ ≤ ≤� 	�)�$�*���#���������0

�������>�� ����%��"�,�!����� ��M′ = 〈� ′5 σ〉� ������������$�"#
����- ⊆ � ′	

 �!"�#�������$�����%������%
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	���1�����M = 〈�5 σ〉�6�'��$������"������ ����� ≥:;<{ }#� σ 	�)�$�0

*���#�����M��'��!����>�� ����%�4 �%��(�%���� � ���������	

	����1�����M9# 			#M	 # 			�6� ��+����������� ���$�/#�����M� + 9
�����>�� ����%����%��(�%�����M��!�"��.'���� �	�)�$�*���#����

�

�

�M �����>�� ����%����%��(�%�����$�+!����M��	

	���)�$�*���#� ����$������� �$�� ���*�%�� � ���!���� ����$�
���!�#�$��!����"��"���"��'��%�$��4 #�*� $���4 �������������
����%�,%��*��!���&���*� $���4 ���������������*"��"�>�� ��0
��%�4/�,�!����� 	

	����)�$�*���#�����$������������ ��������%4�σ������%������
�$��� ���*�%�� ����!��������$�����!�#�$��!��!�"��.'�&������ 4
M��������%4�σ��*�����#�����$�+!���$���������'�!������$�+!�&
$������&�,�! �!��������� 4�M��*� �%-������+� ������$���0
%�.��0����� �#����!���#�����M�,%���!��+����	


���1�$�*���#�����$����������!��������$�����!�������%������
�$�� ���*�%�� #� $��!���� "��"���"� *� $���4 � ������������
����%�,%��*��!���&#��'��%�$��4 ���������������%��2*� $���4 
��������������*"��"�,�!����� 3	


��� 1����� $������� �$��� ���*�%�� #� �� 7��6� $����� ����� #
�*� �%-�4/�,�!����� � ��0����� 	�)�$�*���#�����$�����7�����0
��%��������$��� ���*�%�� 	


����)�$�*���#�����!�"�����#����'4�M���M9�'4���>�� ����%��
>$���������4#� ���'/�!� �� �� !���������#� ���'4� �����������
��$�&�����%�-����%�����!�,�!/�!"�� � ��+����� ��#�!�"�$���0
%���������������>�� ����%�������'%�+�����M���M9

� 8�	


���)�$�*���#����������M���M9�>�� ����%���>$���������4��
M�$������#����M9�$����������*� �%-���M	


	��)�$�*���#�����!�"�����#����'4���,%�����%�����"����%�"��
'4��� ,����&#� ���'/�!� �� �� !���������#� ���'4� ���� ���  �!���
'4���>�� ����%���>$���������4	



��1�$�*���#�����$����� �!���&�$�����%����&����%����������
2����������.�!���*� �%-�* �3��*��!��&�$������&������ 4	�2���0
%�"���*4�����"����/���8��0#������������� �!�����*� �%-�4	3


���1�������6�>�� ����%��"����%�"#����� �.��"�$�����4/
 �!���&#�$���%�"��0$�����%���������$���%�&�'��$������&� ��0
�������	�)�$�*���#�������6�,����"����%�"	�2���%�"���*4�����"
�0���/���8��0#������������� �!���� �����������*� �%-�4	3
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��� )�$�*���#� ���� ���%�"� ,������ �,�%"!�����4/�  ��+����
2� 	 *�!������� �*� H I� ������ �3� '�*� ��� ���(���������'���(���
>�� �����"��"���"�,����&	


��1�����Γ�6�,������ ��+������,%�!��+���&��������%4�σ#
Γ7 ⊇ Γ#�Γ9 ⊇ Γ�6�!�����,%�����%����4/� ��+������,%�!��+���&
��$�/#���������,%�! ���4��$�������4��*�Γ7�������-��$D������0
�4����,%�!�$���4���� ���4��*�Γ9��/�!"����σ	�)�$�*���#����� ��0
+������Γ7 ∪ Γ9���,%�����%�����	


���1�����Γ�6�,������ ��+������,%�!��+���&��������%4
σ#��6�,%�!��+����#�����,%�! ���4��$�������4�$���%�����/�0
!"����σ#�Γ ∪ @� B���,%�����%�����	�)�$�*���#����������Γ��4,��0
�� �� �� ����� ��M = 〈�5 σ〉#� ���  ��+������ @�B ∪ )� 2M3� ��0
,%�����%�����	

���� 1�����M = 〈�5 σ〉� ����� �'�!������ ����� 4�M9 = 〈�95 σ〉#
MF = 〈�F5 σ〉�6�>�� ����%����%��(�%�����M	�)�$�*���#�������0
���������>�� ����%����%��(�%�����MJ = 〈�J5 σ9〉������ 4�M9���0
$��#�����〈�J5 σ〉������>�� ����%����%��(�%�����MF	

�����1�����Γ�6�,������ ��+������,%�!��+���&��������%4�σ#
��6�,%�!��+������������%4�σ9 ⊇ σ#�9�6�,%�!��+������������%4
σF ⊇ σ���σ9 ∩ σF = σ#�,%��� �����,%�! ���4��$�������4����� ���
,%�! ���4��$�������4�9��/�!"����σ	�)�$�*���#����������Γ ∪ @� B��
Γ ∪ @9 B���,%�����%����4#����Γ ∪ @�# 9 B���,%�����%�����	

����1�����Γ�6�,������ ��+������,%�!��+���&��������%4�σ#
�6�,%�!��+������������%4�σ9 ⊇ σ#�9�6�,%�!��+������������%4
σF ⊇ σ���σ9 ∩ σF = σ	�)�$�*���#����������Γ ∪ @� B���Γ ∪ @9 B���,%���0
��%����4#����Γ ∪ @�# 9 B���,%�����%�����	

�����1�������6�,%�!��+������������%4�σ9#�9�6�,%�!��+����
�������%4�σF� ��� 2� ⊃ 9 3� ���1#� ��¬ �� ��9� ���4��!� 4����1	
)�$�*���#� ����σ = σ9 ∩ σF� ��,����� �� ����������� ,%�!��+�����:
�������%4�σ���$��#������ 2� ⊃ : 3���� 2: ⊃ 9 3����1�2�����4���5
��������������������;<3	
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*������& ⊆ NNNNN �� �� ������
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��δ� � = NNNNN ��
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� ���� ���� ��� = �: ������ ≤ : ≤ ���
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�#������ �������$�� �#�������� #�����	� ����%�!���"��� ��
��� ���� �:����
���0 = �1 ��1�� ���� �1?��������1G����$�������%���������(���� ���� ��
�
���0����$�������%���������(���� ���� ����
.��*���� #���!���"��� � � + � ���� ���� ��� �����
�#�������%�!���&
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������ ∪ ������������������� �⇒��� ⋅ �� ⊆ !�� ∪ ��" ⋅ !�� ∪ ��" ⊆
⊆ �� ∪ ������ ∪ �� = !�� ⋅ ��" ∪ !�� ⋅ ��" ⊆ �� ⋅ ��#

�$%������ &'�� � �� ∪ �� = �� ⋅ ��#� ��()�� �� ⋅ �� = ��
−� ⋅ ��

−� =
= !�� ⋅ ��"

−� = !�� ∪ ��"
−� = �� ∪ ���� !�� ∪ ��" ⋅ !�� ∪ ��" = !�� ⋅ ��" ∪

∪ !�� ⋅ ��" ∪ !�� ⋅ ��" ∪ !�� ⋅ ��" ⊆ �� ∪ ���� �#�#��� ∪ ��� �%��*������#
+�,,��%�-���� ���%�.���������� ��� ∪ ����-���)�/#

������ ∪ ������������������� �⇒��� ⋅ �� = !�� ⋅ ��"
−� = ��

−� ⋅ ��
−� =

= �� ∪��#�0'�� ��� ⋅ �� = �� ⋅ ��#���()��!�� ⋅ ��"
−� = !�� ⋅ ��"

−� = ��
−� ⋅ ��

−� =
= �� ⋅ �����#�#��� ⋅ �����,,��%�-��1�!�� ⋅ ��" ⋅ !�� ⋅ ��" = �� ⋅ !�� ⋅ ��" ⋅ �� =
= �� ⋅ !�� ⋅ ��" ⋅ �� = !�� ⋅ ��" ⋅ !�� ⋅ ��" ⊆ �� ⋅ �����#�#��� ⋅ ����%��*����2
��1�%�.���������� ��-���)��#

������ ⋅ ��� ��� � �������������� � !�,#� *�)�-'� ��"#� �-���)���
�� ∪ �� ⊆ �� ⋅ ��#�0'�� ���&�% ��� ⋅ �� ⊆ ��)�3�������%�(������4�2
��3� �����������������#� ��()�� �� ⋅ �� ⊆ !�� ∪ ��" ⋅ !�� ∪ ��" ⊆
⊆ � ⋅ � ⊆ �#

��������� ��$5�)������������*,�6�/7�&%��*��)���8���)�

���
⋅ ���

⋅ ### ⋅ ���
!� ≥ ��� ��� ###�� �� ∈ � "#

���� 0'�� ��� �������� �*� � + �� ���,������� 	 ∈ �� �� ,��6�����

 ⊆ � 9:	;���)�%6��������,�����#�<��������������������8�������
����7��-���=	>� = 
 ∪ :	;��%������� − �#

����!�"��!$"����)'?���*�������,,��%�-������-����-��(��&�2
%3)��#

!�"�� = :〈�� 〉 @ ��  ∈ D��� =  = A������ ≠ A�� ≠ A��� < ;���� �-��2
��-�/8�&�%3)������D#

��������&%�)&�%3)���⇒�� = � ⋅ �� ⊆ � ⋅ �#
�	����&%�,�%������� �NNNNN����-����-�/,�&�%3)��,��*�*�)�-���
�

������ �NNNNN�����$/-�/,�&�%3)��,�≤ ��� !�" = �#�B�3�����8���'&�%3)�2
-���/7�,��6������,#�*�)�-'�	��*�C D#

�
��� !�" = : @  ≤ �;�)�3�� ∈ ����� ��%�$'�,/8��*�,�%.�*,#

������()������� �����()�����()���� = ��#�������� ≠ ��������'E�2
���'���&�%�� 〈�� 〉� ����3��-��� 〈�� 〉 ∈ ���� 〈�� 〉 ∉ ������� 〈�� 〉 ∉ ���
〈�� 〉 ∈ ��#���&�%��,���'-���〈�� 〉 ∈ �� ⊆ �� ⋅ ����〈� �〉 ∈ �� ⊆ �� ⋅ ���
� ≠ #������(�-���%���,��%������3����%�8���'-�8#������6���� = ���
����� ⋅ �� = ���!�,#�*�)�-'���"#

����!$"���&%������,���'-�������)�%6���$������-����&�),��2
6������:	� 	�� 	�� ###;��������-���	 > 	� > 	� > ###�����	 < 	� < 	� < ###

����!�"���&%�,�%��〈�� �〉 ≤ 〈��� ��〉�⇔�� < �������!� = ������ ≤ ��"#
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!$"� 〈��� ###� ��〉 ≤ 〈��� ###� ��〉 � ⇔� !�'E����'��� �� !� ≤ � ≤ FGH !�� �""
�������-����� = ��� ###��� − � = �� − ����� < ��"�����!� ≤ ������ = ��� ###��� = ��"#

!�"�	 + �� ≤ 	� + ����⇔�	 < 	������	 = 	���� ≤ ��#

����0'�� ������&%��*��� �/8�����8�/8�&�%3)������,��6�2
�����
�����7�,���,�� �/7����,������,��6��������!�,#�*�)�-�����
��"�����������8�/8�&�%3)������,��6������
�����7�,���,�� �/7
���,������,��6������� 9
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� ≤ �⇔�!� ∈ 
��� ∈ 
��� � < �"������'E����'��� ��������
-������ ∈ 
����〈�� 〉 ∈ ��#

����B���6�,���)'�I��8�&���#�0%��� = ���������,���/���&�2
&�%������%����,/���-��������,�������������&%����7�)����#
0'�� �� > ���
���,��6������,���,�� �/7����,�������*��#�����
���� &%��*��� ��3� I�& � �� ,��6������� 9
�� ����� �,���� ���2
,�� 4�8����,����	�!�,#�*�)�-'��� !�""����'E����'���	A ∈ 
���2
��8��-���	A ≤ 	�!�,#�*�)�-'��� !$""#�0����,'�� ∪ :	A;���� �I�& �����
	A ∉ ����� ���)������ ������ ��)�%6������$������ − �����,�����#
0��&%�)&���6���?���)'�I���!� 9
 "���)�%6������$�����!� − �" ⋅ �
���,���������,��6������� = !� 9
 " ∪ 
������$�����!� − �" � + � = ��

���,�����#
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)�'7����%����,/7����,���������6����,�)��8������/����*�,�%2
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!$"�K?$����%�7���,�������-����-���'&�%3)�-������,��6�2
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!D"������%�����,�����&�&�%������%����,/#
<����-���'&�%3)�-���/���%�7���,����/��,��6�������*�,�%2

.�/� ��()���� ��� ��� ��()��� ��()�� ���� ')�������%3?���)��,'��
��,'�6���*�'�����8�!�"O!D"#�<����-���'&�%3)�-���/��,��6�����
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�� !�"�⇒� !�"#� P������-��3� ��%�(�� '$/��?E�3� I�& � �� > �� >
> ### > �� > ###������)�%6���,���,�� ��(�����,����#

!�"�⇒�!M"#�0'�� ��'E����'������8�����*����,������,��6�������
�������-���)�3��?$�(�����,�����	 ∈ ���*��&%���)��������*�)�3
���7� ���,������� ��%�(��,�� 4�7�	�� �/������� �&%���)������ �*
)�3�	�������,����� ∈ ������$��)�������8����,�*#���()���'E����'��
�� ∈ ����� < �������8��-����������$��)�������8����,�*�����#)#�0��'2
-��,�$������-�'?�I�& �� > �� > ### > �� > ###

!M"�⇒�!�"#�0'�� �+ ⊆ ����*���� ����8����L�	 ∉ +������'E����'��
,���,�� �/8����,��������,��6������+#�B�&'���,��-���	 ∈ ���
���� ���,���/�� ��%�(��,�� 4��� 	�� �$��)�?�� ���8����,�*#� ��*2
,�6�/�)�����'-�3L�!�"��'E����'������,����� ∈ +�����8��-���� < 	�
!$"�����'E����'�������(���#�����'-���!�"�������������$��)�������82
����,�*���'E����'���,���,�� �/8����,����,��6������+#�����'2
-���!$"�	 ∉ +�����	 ∈ +���	���� �,���,�� �/8����,����,��6�2
�����+#�0����,'�	��$��)�������8����,�*#��*�'�����3�!M"����)'���
-����������,���/�,��6���������$��)�?�����8����,�*#�0'�� ���2
&�% �+ ≠ ∅��	 ∈ +#���()��+��,����,���,�� �/8����,���#

�������������I�&��,��6�������&�����'&�%3)�-��/���������')��2
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'�����?�,���,�� ������!�,#�*�)�-' �
"#��$%�������-���)��#

������������$��)����'��*���/,����8����,�����)�3��?$�(����2
,���,�� ��(�����,�����	 ∈ ���'E����'�����-��3���%7�33�(%�� 
, !	"�,��6������ :� @ � ∈ ���� < 	;���)�3��?$�(����,����,�� ��(�
	 ∈ ���'E����'�����-��3���6�33�(%�� �v !	"�,��6������:� @ � ∈ ��
� > 	;#������	 < �����

� = v !v ### !v !	"" ###"� !�� %�*"�� 	 = , !, ### !, !�"" ###"� !�� %�*"

)�3�������%�(���#���*,�6�/�-��/%����'-�3#
!�"��� �,���� ���,�� 4�8� �� ���$�� 4�8� ���,���/#� ��()���

����-��#
!$"����,�������,�� 4�8����,����	A�������,�������$�� 4�(�#

��()���?$�8����,����	 ∈ ��&%�)�����,�����)��v !v ### !v !	A"" ###"1
!� %�*"�)�3�������%�(���������*�,�%.���,��6����'����'%�� �/7
-��������7��$/-�/,�&�%3)��,#

!�"����,�������$�� 4�8����,����	A�������,�������,�� 4�(�#
��()�����*�,�%.���,��6����'���%�I���� �/7�I��/7�-����#

!("�������,�������$�� 4�(�������,�� 4�(�����,�����#���()���
�*�,�%.���,��6����'����7�I��/7�-����#
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������������-�/��,��6����������� �������!�,#�*�)�-'������*�2
)�-'�����*�C D"#

����!�"�0%���%�,��%��*�������� �≤ L

ϕ!�� " = ���ϕ!� z" = �⇒
⇒�ϕ!�� z" = ϕ!ϕ!�� "� z" = ϕ!�� ϕ!� z"" = ϕ!�� " = �#

	�.���������� ���������,,��%�-���� ��-���)�/#

!$"�ϕ!ϕ!�� "� �" = ϕ!�� ϕ!�� "" = ϕ!ϕ!�� �"� " = ϕ!�� "#������(�-���

ϕ!ϕ!�� "� " = ϕ!�� "1�ϕ!z� �" = z1�ϕ!z� " = z�⇒
⇒�ϕ!z� ϕ!�� "" = ϕ!ϕ!z� �"� " = ϕ!z� " = z#

����!$"�+,#�*�)�-���������#

����0'�� �	������,����,�� �/�����,���/�%�4�����+#���()�
	 ∪ � ∈ +��	 ∪ � ≥ 	��	 ∪ � ≥ �#����?)��	 ∪ � = 	 = �#

���������+ = :	�� ###� 	�;�� ���	� ∪ ### ∪ 	�� ��� ����$�� 4�8����2
,������+#

�	��!�"�+�,�8���������-�/7�&�),��6��������'%�� ��(��%3)�#
!$"�+�,�8�����&�),��6��������'%�� ��(��%3)��������-�/,�

)�&������3,�#
!�"�J��6������I��/7�-����#

����!�"�� ∪  = �⇒�� ∩ = � ∩ !� ∪ " = �1��$%�����������(�-��#
!$"�� ≤ ��� ��������� ∪ � = � ∪ !� ∩ !� ∪ "" = �1

� ≤ �� ≤ ��⇒�� = � ∪  = !� ∩ " ∪  = 1
� ≤ �� ≤ z�⇒�� = � ∩  = � ∩ ! ∩ z" =!� ∩ " ∩ z = � ∩ z1
z ≤ ���z ≤ �⇒�z = z ∩  = !z ∩ �" ∩  = z ∩ !� ∩ "1
� ≤ z�� ≤ z�⇒�z = z ∪  = !z ∪ �" ∪  = z ∪ !� ∪ "#

������&�� *���� ���%�,���&%�)�����3����6)�������*�*�)�-���
#
!�"� A = � ∩ !−�"�� � = � ∪ !−�"� )�3� �?$�(�� � ∈ +#
!$"�0'�� ����������)�&������3����,�����	 ∈ +#��,��,

�� = !	 ∩ ��" ∪ �� = !	 ∪ ��" ∩ !�� ∪ ��" = �� ∪ ��#

�����(�-����� = �� ∪ �� = ��#
!("� 	 ∩ � ∩ =!−	" ∪ !−�"> = =	 ∩ � ∩ !−	"> ∪ =	 ∩ � ∩ !−�"> = A1
!	 ∩ �" ∪ =!−	" ∪ !−�"> = =	 ∪ !−	" ∪ !−�"> ∩ =� ∪ !−	" ∪ !−�"> = �#
!�"� 	 ≤ � ⇒ � = 	 ∪ � ⇒ −� = −!	 ∪ �" = !−	" ∩ !−�"� ⇒

  ⇒�	 ∩ !−�" = 	 ∩ !−	" ∩ !−�" = A1
	 ∩ !−�" = A ⇒ � = � ∪ =	 ∩ !−�"> = !� ∪ 	" ∩ =� ∪ !−�"> = � ∪ 	 ⇒ 	 ≤ �#

����0'�� ��� = - ∪ :�;���� = - ∪ :;#���()��� ∩ , ≠ A�)�3��?$�(�
, ∈ -� ���� ∩ v ≠ A� )�3� �?$�(��v ∈ -1� ��&%������,� ��'-��� )�3
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� 	
����������������

���!�"�0'�� �����.'��I�3��*������
#���()���?$�3�.'��I�3�0L

 → ������3��-���0 !�" ∈ � −� !:�;"�)�3�� ∈ 
����� ��−�2.'��I�3#

���0'�� �����'E�����3����*��,����)��*��-�����������������,�6)'
������#�0���6�,�
A = ���
� = ����
� + � = � !
�"�!� = A�����###"#���()�


A ⊇ 
� ⊇ 
� ⊇ ###�

+
∈ ∈

+ + +
∈ ∈ ∈

= =

=

�

� �

� �

� � �

�

� � � � � � �

! 9 "

! 9 " ! 9 " 1

� � �

� �

� � � � �

� � �

� 
 
 



 
 
 
 


N N

N N N

+
∈ ∈

+ + + +
∈ ∈ ∈

= =

=

�

� �

� �

� � �

�
9:A;

� � � M � � � �

! 9 "

! 9 " ! 9 " #

� � �

� �

� � � � �

� � �

� 
 
 



 
 
 
 


N N

N N N



���

N N

N N N

N N

N N N

�,��,�� !
�� 9
�� + �" = 
�� + � 9
�� + M���#�#�!
�� 9
�� + �" ∼ !
�� + � 9
�� + M"#

������������,��6������
� 9
� + �� !� = A� �� ###"���
∈
� �

�



N

�&�&�%�����

&�%�����?��3������ ∼ ���!�,#�*�)�-'��� !�"��*�C �"#

����,��,�� !� " ⊆ 
��0 !
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���!�"�0'�� �� !� " ⊂ ���()������� ��−�2.'��I�3��	 ∈ � 9� !	"#�0�2
��6�,�	A = 	��	� + � = � !	�"�&%��� ≥ A#���()��	� + � ∈ � !### !� !� "" ###"�!� %�*"�
���	� + � ∉ � !� !### !� !� "" ###""�!� + ��%�*"��&����,'�	� ≠ 	��&%��� ≠ �#����2
-��������)�%6���$������-����&�),��6������:	A� 	�� ###;#

���0'�� ���$������-����	A ∈ �#���()��� 9:	A;����6��$������-��
!�,#�*�)�-'�� !$""����'E����'���	� ∈ � 9:	A;#�B������� 9:	A� 	�;�$��2
����-��� �� �'E����'��� 	� ∈ � 9:	A� 	�;� �� �#)#� 0���6�,� � !A" = 	A�
� !�" = 	���� !�" = 	�� ###���()������'E�����3����*��,����)��*��-���
�������������,�6)'�NNNNN������ = :	A� 	�� 	�� ###; ⊆ �#

	��0'�� ���$������-����
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 ∪ !� 9
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�)��*��-�����������������,�6)'�NNNNN����#
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A = :	AA;�� 
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0��:&��>�#$�:��;��<�� �= ∩ Q ⊂ Q�
����0 ��&�$�-%�����-�%���!-����
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��������0 ��&�$�-%�%���!-��� ����
����G 6�
 ∈ <�� �=�*� ����"�� �
� = � + �� − ��
�����������#&5�#$,2

 6�$�,%�-"�������%��!����#��$,�$#$,-��"�+�&�<�� �=�-�<�� �=�
�,��� �
� = HI 
��#&5�#$, 6�$�,%�-"�������%��!����#��$,�$#$,-�

"�+�&� �
3 3

π π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
�-�D��<�� �= ∼ �

3 3

π π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
��#"������-������

������%("�"����*:-"�:��<�� �=�-�<�� �=3��'�:����>#$,-$� (�;?
!-#� �〈�� ���� ���J��� ���� ���〉�������-������-%�.$-?�!-#� ����-"��$�K�,
*�:-�����#�*�#$�, 6�"�!-# ���� �������� ����G� ���-#*� (%&�"�%���2
!&���

����	�##"�$:-"��,���1:&+��#$-����*:-"�:��#�8��$:�"-�,���2
!� ��1��:�-��$�-�:��-&#�"-��-������!1��〈 LMN ϕ�  NEO ϕ〉�#�*�#2
$�, 6�"�$�!1&�〈� LMN ϕ� � NEO ϕ〉�
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-�*�# ���,�$� (��#$(���$&:� (�;?�!-#� ��'�.$�"&�� ����*:�,�#2
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��������0 ��&�$�-%�%���!-����

���� �� ∼ NNNNN NNNNN
� � 6�  4����� � ∈ �� �#"�� %���!&� ����� '�.$�"&

�

� �

�
∈
∏ ∼ �NNNNN NNNNN
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� ∼ NNNNN NNNNN × � ∼ NNNNN NNNNN
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NNNNN
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D<�� �=��'� �+-"�� �
� = �ϕ�
���
� + ��� 6�
 ∈ <�� �=��������� ∈ D<�� �=�-
� = ϕ �
��� � 6� ��1�$�:���� 
� ∈ <�� �=�� �$#4��� �ϕ�
����
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= � �
�� = �ϕ�
����
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 ∉ ϕ�
���� ������ � = ϕ�
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� ∈ ��� �"��"

� ∈ � ⇒ 
� ∉ ϕ�
�� = ���
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ϕ = ��� 6� 4������ ∈ NNNNN��!$��*:�$-,�:�!-$�&# �,-4�

� �	
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���'&#$(�� = NNNNN��� = z #���;!�;"-�*�:6�1�"-��������� �= ����

� �≠ �

�����"��+�#$,��-%���. �"��$�,�"�+���,;�:�$(���-"��(A->
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��� '&#$(� � = ���� ���� ����� ���� �� < ��� < ���� � = ���� ���� ����� ���
�� < ��� < ����'� �+-"�� ���� = ������������)�-%�"�:7-%"�"�+�&���-���
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+��'&#$(���)�"���$����6��−�27&�18-6�-%������	��������� −��)
$�1+�� "���$������ �$��:�+��-��� $�1� 1�1� -%� �
� � ∈ ��� ��� ��2
,�:���� !$�� 
 ≠ ��� # ��&�$�� !$�� � < 
� -� � ��� < � �
��� $���� ��,�:��
� �
� ≤ � ����

,,��'&#$(���&��, �$,�:6�$�&# �,-6"������������,���'� �+-"
� ��� = ���� � � + �� = �� ���′�� ���� = �� �� 3� ����������ρ� = �� ,# ��2
#$,-��&# �,-6��,����# -���� ∈ NNNNN�-� < ���$��� �� < �� ���′ ≤ � ���
,# ��#$,-��&# �,-6������*�.$�"&���)�"���$����6��−�27&�18-6
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+-"�� ��� = � �����������#$(�-%�"�:7-%"������NNNNN�

,.��'&#$(�� = ���� ��� �3� �����&��, �$,�:6�$�&# �,-6"�����-�����
Q = ���� ��� �3� ������'�#$:�-"��9�� → Q�-��9�Q → ���'� �+-"�� ���� = ���
� ���� = ����'&#$(�� ����� ���� � ����-�� ����� ���� � ����&+��*�#$:���;�
�# -� � + � = � ����� � 6� ��1�$�:���� �� �� ≤ � ≤ ��� $�� *� �+-"

� �� + �� = �����# -�� + � ∉ �� ����� ���� � ������$��,�%("�"�,�1�!�#$,�
� �� + ���*�:,����� ∉ �� ����� ���� � ���� ��� ���� ����:�#*� �+�������$2
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����$��#-$� (������ ���� �� � ����� ���� � �����G� �����# -�� + � = � ����
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"��+�#$,���'�#$:�-"�-%�"�:7-%"���-%���,�Q��'� ����"�� ���� = ��
G� ���� *&#$(� � ����� ���� � ���� *�#$:���;�� �# -� ���
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< � + � < ��� + �

< ��� <��
������ �� ≤ ��� ≤ � ≤  −����$��,;�-:��"�� + � ∈ Q

$�1����!$��� ���� − �
� < � + � < � ���� + �
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� + �� �� (A�� ,#�?� ��� ���� ��� $�� ,;�-:��"� � + � ∈ Q� $�1���� !$�
� + � > � ����� ���� � +� > � �����'� ����"�� �� + �� = � + ��

,��� ����'&#$(����� ∈ ���� < ��� ��%("�"�"��+�#$,��� ⊆ 	� ,#�?
$�1-?� *�# ���,�$� (��#$�>� 〈
�� ���� 
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4$������ ∈ 	�$�1-���!$���� < �� < � < � < �3��G� ���#$:�-"�*�# ���,�2
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��� < � < � ��'�# ���,�$� (��#$(�� ������� ������� ��3�� ����"���$����
-���:��-!����!-# �"�� ����� *�.$�"&�����-"��$�*:��� �"���>2
#$,-$� (����!-# ��α��'� �+-"�� ��� = α�����������#$(�-%�"�:7-%"
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-0������':�,�:-$(��!$���# -���-�	�)� -��>���&*�:6��!��2
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�-�� -�+��� -!*�-(�"�"+-;�&��-�� = ' 4(�-�+-/�+��"�≤$��I2)-6
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�-(��'��&"������(���� �G�����K G����-��-����-�+-����1��8�"+-;�&��
 -�-)+-��!��-"��������-�-�!��,���&"������(��������K G�������� ≤ �
����� ≤ ���& -�'�-���'���,;������(�������K F�
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����K F�
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��������$ = �$ × 9#:���5 = �5 × 9$:�
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����)���� !�"�!��� =  = ℵ#����,�,�,�ℵ# + $ = ℵ#�

	��%�&�'�� = ���� = ���� ⊆ ����-���� -�-;�"��$ = 4� � ���� !�6
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����(���� �G�����K G���%�&�'�� = α���-����α = ω ⋅ β + γ���*�+�,-�-6
!78� -!*�,-�78�(�&���γ < ω���β��&"������(���� �������K G�����&26
����"��"�� = ℵ# ⋅ �$ + �5�� �����$���5�.�"->+-&���"+-;�&��� -6
!*�,-�78� �� -�� β� �� γ� &--����&���++-�� � = ℵ# ⋅ �$ �� ��,� ,�,� �5
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����(�������K F����
 �)����(�&��(+-�� -!*�-(�+-��,�2(�+��"��
��-�����-!*����&�-��*"���""7�C-!+���&"������(���� �5�����K G��
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#� = ����-��5 = ���%�&�'� = #� < ����-���� #4� � > ��&"������(���� �����
������ 4�# ⊆ �$���*�+�,-�-!-�-��$�"->+-&������"��"

��# ∪ �$� × ��# ∪ �$� = ��# × �#� ∪ ��$ × �#� ∪ ��# × �$� ∪ ��$ × �$��

5 5 5
$ # # $ $ $� � � � � �� � � � � � �= × × × = + + = + + =      � � �

��,�,�,�5 = ## #� � �× = = ����>�&������$−$6B�+,A�*�
������+���$�

%-�-;�"�ψ �〈�� �〉� = ϕ#�〈�� �〉����&������� ∈ �#����ψ �〈�� �〉� = 
 �〈�� �〉��
�&���〈�� �〉 ∈ ����"��"�ψ ∈ '���ψ ⊃ ϕ#��(�-� !-���-!�(���"�,&�6
"��'+-&���ϕ#�

���� %�&�'� 5 ≤  ≤ �� �� �� )�&,-+�(+-�� �-���� � ≤ � +  ≤ � + � =
= � ⋅ 5 ≤ � ⋅  ≤ � ⋅ � = ��

�������������������(������������K F�
�)�����������������(��������K F�
�������������������(������������K F�

�������������������(������������K 5�

�������������������(������������K 5�

�	��%�&�'� � = �� � = ����� = ��� �&�'���������� - �!+-�+�
 �!�&�,�2�&*�

���� �&��� 
� -&�>�&���*��� ����"+-� -�+-�+�(+-�� &--����&����
"�;��������$ ⊆ �����-�.�"�;��������$ ⊆ ����-�
 ⋅ -�-&�>�&���*��
�!�)��"-��&--����&�����"�;��������5 ⊆ ��
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�;�� �&��� �� ,-+�(+-�� �-� -)�� !���+&���� �7 -�+*2�&*� �-�',-

 !�� = #��%�&�'���)�&,-+�(+-����&��� + � = ����-�ℵ# ⋅  + ℵ# ⋅ � =
= ℵ#����&2���ℵ# ⋅  + � = ���&"������(����������,��ℵ# ⋅  ≤ ����&��
ℵ# ⋅  ≤ ����-� ≤ ℵ# ⋅  ≤ � ���+�(���� ≤ ������,�� + � = ���- *�'
&"������(������

�����&���� ≤ �$���-�&�>�&����������,-���(�-�� + � = �$��&"������(�
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�&�8�$ ∈ �� - �!+-�+�� �!�&�,�2�&*���)-�+�(�"�(�!����$�1��"�+�
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����%�&�'�9�$:$ ∈ ���9�$:$ ∈ � .�&�&��"7� - �!+-�+� �!�&�,�2>�86
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	������> �)�� ∀ 0 � �)� 0� 0�3

�)�� ��)�� ∀ 0 	 �)� 0� 0�3

���� <�)�� ∃ z���z� P � �z� z� )��� ∃ z�∀ 0 	 �z� 0� 0� P
P � �z� z� )��� ���z�� ��� �)��3

���� Q�)�� ∃ 0 � �0� 0� )�3

���� ��)�� ¬ Q �)�� ¬ ∃ 0 � �0� 0� )�� �Q�)�� ��� ����3

���� %�)�� �¬ ��)� P ∀ 0 ∀ z�	 �0� z� )� ⊃ ���0� ∨ ��z����� ���z�
����)���

�
������) = 0� ∀ z ∀ ? �� �)� z� ?� ⊃ � �0� z� ?��3
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�)�� ) ≤ 0� ∃ z � �)� z� 0�3
���� ) < 0� �) ≤ 0 P ¬ ) = 0�� � ≤��=� ��� ���� �� �)��3
���� <�)� 0�� ∃ z 	 �)� z� 0��

��������∀ ) ∀ 0 ∀ z �� �)� 0� z� ⊃ � �0� )� z��3
�)��∀ ) ∀ 0 ∀ z ∀ ? ∀ v ∀ A ��� �)� 0� ?� P � �?� z� v� P � �0� z� A�� ⊃

  ⊃�� �)� A� v��3
����∀ ) ∃ 0 �%�0� P ) ≤ 0�� �%����	 �����≤����$# �)���

�����&�� !���-;�+�*��-;+7���&�&��"��M�

�
������	� ∀ ) + �)� )�3

�)�� �� ∀ ) ∀ 0 �+ �)� 0� ⊃ + �0� )��3

���� �� ∀ ) ∀ 0 ∀ z ��+ �)� 0� P + �0� z�� ⊃ + �)� z��3
���� �	 P � P ��� �	����� �� ��� ����� �)��� �����

��������Q$� ∀ ) �) ≤ )�3�Q5� ∀ ) ∀ 0 ��) ≤ 0 P 0 ≤ )� ⊃ ) = 0�3
Q=� ∀ ) ∀ 0 ∀ z ��) ≤ 0 P 0 ≤ z� ⊃ ) ≤ z�3

�)��Q$��Q5��Q=���� �����∀ ) ∀ 0 �) ≤ 0 ∨ 0 ≤ )��

����%�&�'�) = 0� �* �)� 0� P * �0� )���
����∀ 0 * �)� 0�3
�)��∀ 0 �* �0� )� ⊃ 0 = )��

��������) = 0 ∩ z� �* �)� 0� P * �)� z� P ∀ ? ��* �?� 0� P * �?� z�� ⊃
⊃ * �?� ) ���3

�)�� ) = 0 ∪ z� �* �0� )� P * �z� )� P ∀ ? ��* �0� ?� P * �z� ?�� ⊃
⊃ * �)� ?���3

���� ) = ∅� ∀ 0 * �)� 0�3

���� ) = �� ∀ 0 * �0� )�3

���� ) = −0� ∃ z ∃ ?� �z = ) ∩ 0 P z = ∅ P ? = ) ∪ 0 P ? = � �� �∩��∪�
∅������� !��7��>�8� �+,�-���

��������) ⊆ 0� 
 �)� 0� = )�

�)��%�&�'�) = ∅� ∀ 0 �) ⊆ 0���⊆�����������-����R)�.�-�+-1��"�+�6
+-��"+-;�&��-S����∀ 0 ��0 ⊆ )� ⊃ �0 = ) ∨ 0 = ∅�� P ¬ ) = ∅��

�	����	 $ �#� P ∀�) �	 $ �)� ⊃ 	 $ �- $ �)���� ⊃ ∀ ) 	 $ �)���

�
��%�&�'�) < 0����* �)� 0� P ¬ * �0� )�����-���

�∀ 0 �∀ ) �) < 0 ⊃ 	 �)�� ⊃ 	 �0�� ⊃ ∀ 0 	 �0���
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��������� !�"�!������∀ ) ∃ 0 	 �)� 0�3�M = 〈NNNNN 3�	 〉������	 �)� 0� = 	 ⇔
⇔ ) < 0�

����+��,A��0� -�(�&���/��-�� -&�!-�+�*�B-!"��7���

��������7 -�+�"����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)� = 	�⇔�)�.�(��+-��(�&�-�
�)���7 -�+�"����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)��.��-;��&���++-��&��++70
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�������7 -�+�"���%�&�'�M�.�"-���'����,-�-!-0�1���B-!6

"���� �&��++��� �-���� &�>�&������ 1��"�+�� �� ���M� ��,-0�� (�-
M � ∀ 0 �* ��� �� P ¬ * ��� 0���� ��&2��� �"��"�M � �* ��� �� P
P ¬ * ��� �����%!�8-��"�,� !-���-!�(�2�

�����7 -�+�"����"-������������
���� �7 -�+�"�� �� 〈NNNNN 3� *�� + 〉�� ���� * �)� 0� = 	� ⇔� ) ≥ 03

+ �)� 0� z� = 	 ⇔�) + 0 ≤ z�
�����7 -�+�"����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)���-;��&���++-��-;�+�

������������L-!"�����-;+����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)� = 	�⇔�)�.�(��+-�
(�&�-�

�)�������L-!"�����-;+����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)� = 	���*��&�8�)�
���� <��
���������L-!"�����-;+����〈NNNNN3�*〉������* �)� 0� = 	�⇔�) ≤ 0�

�
������� �) ����∃ 0 	 �)� 0���= = 0�
�)��� �)����∀ 0 	 �)� 0��� = = 0�

����L-!"�����7 -�+�"����〈NNNNN 3�	 〉������	 �)� 0� = 	�⇔�) < 0��%�&�'
B-!"�����7 -�+�"����M = 〈'3�	 〉����"���"��(�-�	 �B� B� = ����*
�&�8�B ∈ '��%�&�'��#�.� !-���-�'+70�1��"�+�����'���!����1��6
"�+�-��)���,�8��(�-�	 ��#� )� = 	���7)�!�"� !-���-�'+70���-)-6
�+�(�"���-�(�!����$���!����1��"�+�-��)� ��,�8��(�-�	 ��$� )� = 	�
�7)�!�"� !-���-�'+70���-)-�+�(�"���-�(�!����5��%!-�-�;�*�1�-�
 !-A�&&�� -��(�"� -&���-�����'+-&�'�1��"�+�-���#���$���5� ����<-6
,�;�"��(�-��&��1���1��"�+�7�!����(+7���&���$ < %���-�	 ��$� �$ + $� = 	�
	 ��$ + $� �$ + 5� = 	� �����	 ��% − $� �%� = 	�� �� �+�(����	 ��$� �%� = 	�� ��,�"
-)!��-"���$ ≠ �%�
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�����M = 〈'3�. 〉���-� F' ≥ ��I-;+-&�'�1�-0�B-!"��7���"-����
-�+�(����� (�-� ��*� �2)-�-� ) ∈ '� +�0���&*� ϕ�)� ∈ '� ��,-��� (�-
. �)� ϕ�)�� = 	��. �ϕ�)�� )� = ���. �)� )� ≠ . �ϕ�)�� ϕ�)������&2���) ≠ ϕ�)�
��*��2)-�-�) ∈ '���"��"�) ≠ ϕϕ�)����*��2)-�-�) ∈ '����,�,�,��
 !-���+-"�&��(���)7�-�)7�. �ϕ�)�� ϕϕ�)�� = 	��. �ϕ�)�� )� = �����,
,�,� . �)� )� ≠ . �ϕ�)�� ϕ�)���� . �ϕ�)�� ϕ�)�� ≠ . �ϕϕ�)�� ϕϕ�)���
. �ϕϕ�)�� ϕϕ�)�� ≠ . �ϕϕϕ�)�� ϕϕϕ�)�����-�. �)� )� ≠ . �ϕϕϕ�)�� ϕϕϕ�)���
����� ) ≠ ϕϕϕ�)������,�� ��*� �2)-�-� ) ∈ '� 1��"�+�7�ϕ�)���ϕϕ�)�� �
ϕϕϕ�)��-���(+7�-��)�

��������<-,�;�"��(�-��&�����++�*�B-!"�����-;+����,�,-06�-
"-�����M = 〈'3�. 〉���-�'�.�)�&,-+�(+-��"+-;�&��-��I-;+-&�'
1�-0� B-!"��7� -�+�(����� (�-� ��*� �2)-�-� ) ∈ '� &�>�&�����
ϕ�)� ∈ '���,-���(�-�. �)��)� = 	��. �ϕ�)�� )� = ������*��&*,-�-�z ∈ '

�"��"� �. �ϕ�)�� z� ⊃ . �)� z�� = 	�� ��!-�"�  -&���-�����'+-&�'
9ϕ$�)�:�� ���� ϕ#�)� = )�� ϕ$ + $�)� = ϕ�ϕ$�)���� %�&�'� $ < %�� �-���� �"��"
. �ϕ $�)�� ϕ % − $�)�� = 	��+-�. �ϕ %�)�� ϕ % − $�)�� = ��������ϕ$�)� ≠ ϕ%�)�����6
,�"�-)!��-"����++�*� -&���-�����'+-&�'�&-&�-������!����(+78
1��"�+�-���<�++�*�B-!"����+���7 -�+*��&*���M = 〈NNNNN 3�. 〉�����
. �)� 0� = 	�⇔�) ≤ 0�
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���� ����%�&�'���&�&��"��M = 〈'3�σ〉���++�*�B-!"�����-;+��
@�-�-�+�(�����(�-���1�-0�&�&��"��¬ ∃ ) � �)� = 	��¬ ∀ ) � �)� = ��
�����∃ ) � �)� = ����∀ ) � �)� = 	����,�,�,�' ≠ ∅���-���,-�-�)7�'�+�
"-;���

�)���&���)7���++�*�B-!"����)7����-;+-0���&�&��"��M = 〈'3 σ〉�
�-���1�-0�&�&��"��∃ ) �� �)� P �� ⊃ � �)��� = 	��∀ ) �� �)� ⊃ ¬ � �)�� = 	�
¬ � = ���%�&�'�B ∈ '���,-�-��(�-�� �B� = 	���� ⊃ � �B�� = 	���-���
�� �B� ⊃ ¬ � �B�� = 	�����+�(����� �B� = ����"��"�� = ���(�-� !-��6
�-!�(���¬ � = ��

����%�&�'���&�&��"��M = 〈'3�σ〉���++�*�B-!"�����-;+���@�-
-�+�(�����(�-���1�-0�&�&��"��∀ ) �� �)� ⊃ ¬ � �)�� = 	��∃ ) � �)� = 	�
∀ ) � �)� = 	�� ��>�&������B ∈ '� ��,-��� (�-� � �B� = 	�� �"��"
�� �B� ⊃ ¬ � �B�� = 	�������� �B� = ���(�-� !-���-!�(���∀ ) � �)� = 	�

�����&���)7���++�*�B-!"����)7����-;+-0���&�&��"��M = 〈'3 σ〉�
�-���1�-0�&�&��"��∀ ) �� �)� ⊃ ¬ � �)�� = 	��∀ ) � �)� = 	��∃ ) � �)� = 	�
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��>�&������B ∈ '���,-���(�-�� �B� = 	���"��"��� �B� ⊃ ¬ � �B�� = 	�
������ �B� = ���(�-� !-���-!�(���∀ ) � �)� = 	�

�����+��,A��0� -�(�&���/��-�� -&�!-�+�*�B-!"��7���& -�'6
��*�����(���������3�����+�-)8-��"-� �!��"�+-�7���'�&�*��++7�
 �!�"�++7�� -�����(���� �&�������

�	������∀ ) ∃ 0 ∀ z ∃ ? ¬ �3
�)�� ∃ ) ∃ z ∀ 0 �� �)� 0� P � �z� 0��3
���� ∃ ) ∀ 0 ∀ z �� �)� 0� ∨ � �)� z��3
����∀ ) ∃ 0 ∃ z ∀ = �� �)� 0� ⊃ � �z� =���

�
��%-�-;�"��+�(�+���B�+,A���
%
B%�+����!"�8�=$� ���� =B%

�!��+7"
��!"��
%

B%�=$� ���� =B%�
���%!���,��7�- !����*�"� !-���-�'+7"�-)!��-"�

���� ���� %�&�'� �$� ���� �� ∈ '�� �&���M � ∃ 0$ ��� ∃ 0B � ��$� ���� ���
0$� ���� 0B��� �-� )�!�"� �� ,�(�&���� ϕ $��$� ���� ���� ��,��� �$�� (�-
M � � ��$� ���� ���� �$� ���� �B��

�&���M � ∃ 0$ ��� ∃ 0B � ��$� ���� ��� 0$ ��� 0B��� �-� �� ,�(�&���
ϕ$��$� ���� ����"-;+-���*�'� !-���-�'+7��1��"�+�7�

�)�����������������

����∀ ) ∀ 0 ���0 > ϕ$�)�� ⊃ �0 > )�� P �ϕ5�)� 0� < ϕ$�)�� P ¬ �ϕ5�)� 0� < )���
�� !�"�!��ϕ$�)� = ) + $�� ϕ5�)� 0� = )�

���� ∀ ) ∀ 0 �	 �)� ϕ5�)� 0�� P ¬ 	 �0� ϕ$�)� 0����� %-�-;�"�
ϕ$�)� 0� = $ ⇔�	 �)� #� = 	3�ϕ5�)� 0� = $�⇔�	 �)� $� = 	�

����z = ϕ$�)� 0� =
$� ��&��� #�

#� ����� �&��� #�

) )

)

− >⎧
⎨ =⎩

��v = ϕ5�)� 0� = $�

�������������������(�����

���� ����%�&�'� �� +�,-�-!-0� &�&��"��M = 〈'3�σ3�	 〉� B-!"���
∃ ? ∀ ) ∃ 0 � �?� )� 0�� �&��++��� ��B-!"����∃ ? �∀ ) �∃ 0 � �?� )� 0� ⊃
⊃ 	 �?� )�� ⊃ ∀ ) 	 �?� )��� �-;+��� �-���� &�>�&������ � ∈ '� ��,-��
(�-�M � ∀ ) ∃ 0 � ��� )� 0���M � ∀ ) �∃ 0 � ��� )� 0� ⊃ 	 ��� )��� �
M � ∀ ) 	 ��� )��� %�&�'� )# ∈ '� ��,-�-�� (�-� 	 ��� )#� = ��� �-���
M � ∃ 0 � ��� )#� 0����M � ∀ ) ∃ 0 � ��� )� 0���%!�8-��"�,� !-���-6
!�(�2�

�)!��+-�� ��*� �2)-0� &�&��"7�M = 〈'3� σ〉� &�!-�"� &�&��"�
M$ = 〈'3� σ3� 	〉�� ����M$ � ∀ ? ∀ ) �	 �?� )� ≡ ∃ 0 � �?� )� 0���� �-���
M$ � �∀ ) �∃ 0 � ��� )� 0� ⊃ 	 ��� )�� ⊃ ∀ ) 	 ��� )�����*�+�,-�-!-�-�� ∈ '�
%-1�-"��M$ � ∀ ) 	 ��� )����� �+�(����M � ∃ ? ∀ ) ∃ 0 � �?� )� 0��

�)����"���"��(�-�� ∼ ∃ v ����∃ ? �∀ ) �∃ 0 � �?� )� 0� ⊃ 	 �?� )�� ⊃
⊃ ∀ ) 	 �?� )�� ∼ ∃ ? ∃ z ∃ 0 ∀ ) ��� �?� z� 0� ⊃ 	 �?� z�� ⊃ 	 �?� )���
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%�&�'�� = ∃ A ∀ = ∃ > � �A� =� >����-������NNNNN������� �A� =� >� = ��⇔

⇔ > < =��� �A� =�� �-;��&���++-��&��+�+���O��&��++����� �-;+��

�F��%�&�'�� ∈ ����ϕ�=� =
�
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= = �

� = � �
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�+��,A��0� -�(�&���/��-�� -&�!-�+�*����-,����'��(�-���*��26
)78���� ���� �� ∈ ����"��"�M� � � ���� ���� ����⇔�M � � �ϕ ����� ���� ϕ������

�C���& -�'�-���'�����(���G�

�����& -�'�-���'�����(���C�

���� �&���∀ =� ��� ∀ =� � �=�� ���� =��� �-;+�� �� ,�,-06�-� "-����
M = 〈�3�σ〉���-�&�>�&���2���� ���� � ∈ ����,����(�-�� ��� ���� �� = 	�
�-���� ��++�*� B-!"���� *��*��&*� �-;+-0� �� ��  -�"-����
M� = 〈��3 σ〉�������� = 9�� ���� �:���&���+�,-�-!7������� ���� ��&-�6
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.���%�����(��� * !��������5 6/��� �����������������-�*����"
�������3� �� �� ′��������*���"�*�(�Σ′/
����1%������������������-�*����"�%����#� ����� 3���� ����+

#%���$��3� �� �� ′���$� �%#&�σ′�7��/�� * !%���8��M = 〈�)�σ〉 ∈ ��
M�������-�*������M′����� ′/�1%������2�3���!����'�*���������
���M�′� '�*������ �M′�� '�#��*��� (� ����������� �/� ��$* 
M�′ ∈ � ′��M� = 〈��)�σ〉�2�3���!� (������!��� (��+'�*������ �M/

�	���� ��$�!���� * !����/


���1%����Σ�2������� � 3�����*�(����� > + σM ��M� = 〈��) σ′〉 2
��*����*�(�Σ ∪ � 7M8���.������-���9�"��!�����7��/�� * !%���8/

1%����� ⊆ � ⊂ ����� = �/�: ����'#����(���� * !%��	/


���1%����σ = ;�γ < γ ∈ =
NNNNN
>��Σ�2������� ������4�#�%����* �∃ � �γ7�8

*�(� ����� γ ∈ =
NNNNN
� �� 4�#�%�� ��* � 7∃ �� /// ∃ �� 7¬ �� = �= ? ¬ �� =

= �@ ? // / ¬ �� − � = ��8 ⊃ ∀ � 7¬ �α7�8 ∨ ¬ � γ7�888� *�(� � = =��

〈γ7A8� ///� γ7� − �8〉 ≠ 〈α7A8� ///� α7� − �8〉��� = �� =� ///��� ������������+

*���"� *�(� Σ� ��*�#���� 3���!�&�� ��*���� ��.�����"� =�

7� = A� �� =� ///8)�����-��3���!�&����*������������,����.������≥ /


��� 1%���� σ = ; γ < γ ∈ =
NNNNN
> ∪ ;!BγC�

< γ ∈ =
NNNNN
>�� $*�� BγC� = 〈γ7A8� ///�

///� γ7� − �8〉��Σ�2������� ������4�#�%����* 

¬ !BγC�
= !BδC�

���*�(�BγC� ≠ BδC��

 δ 7!BγC�
8 = !BδC�

��*�(�δ��γ ∈ =
NNNNN
�

∀ � 7 δ 7�8 =  γ 7�8 ⊃
" �∈
∨ � = !"8��$*��� = =

NNNNN
� ∪ /// ∪ =

NNNNN
��

NNNNN# = ;A� �� ///� # − �>�� BδC� ≠ BγC�/

��$* �〈�)�σ〉��$*��
∈

= � = �

�

� N

N
��!BγC� = BγC� ��  δ 7BγC�8 = BδC�������

�!��� (���*����*�(�Σ��������-������&��# �9�#���(�3���#�"����,�
��.�������������9���!���/
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��1%�����������3� ���������-�*����"�%����#� ����� 3���� +
����#%���$��3� �� �� ′���$� �%#&�σ′�7��/�� * !%���8��M = 〈�)�σ〉 ∈ ��

M = �/� ��������M′ = 〈�)� σ′〉 ∈ � ′/� 1%����  ��� $ � ∈ σ′�� '�� $ ��
 � ∼ $ ��  � 7��� ///� ��8 = $ � 7��� ///� ��8�*�(��,-&����� ///� �� ∈ �/���
3 �*�$��3� �� �D3��� �����������&-�#���'���*���%�4%�3E��+
� �����%� ������%��σ″� '��%! ���(� ��� σ′� �'%�3 ����� ��� ���&�
4%�3E��� ���&����������/���$* �σ″���*�#�������-������!���=�

4%�3E��� ���&����������/�1%�����″�2�3� ���������� � 3����
3���#�$��'��%! ���(����������&� 3�����*�(�� ′�� ����"�4%�3E�+
�� ���&��������������σ′�� �D3��� �����&��������σ″��M��2����+
��� �����″���.�������� > �� 7��/� � * !%���8��M=�2�'�*������ 

M���'�#��*��� (��������������.�������/���$* � =M = ��7��/�� +
* !%���8��M= ∈ �″���M=�������-&����-�$ .�� �*��������&�M@ ∈ � ′/
��$* ��-�*������������&�M@�*����$� �%#&�σ����*������/


���0��*%������� * !�����

/
1#���#&F
7 8� Σ = ;E6>)
7-8� Σ = ;7E� ⊃ E� + �8�� 7E� + � ⊃ E� + =8� ///>)
7�8� �σ/


���M � ¬ �� = �=�⇒�M′ � ¬ ϕ7��8 = ϕ7�=8)�M � � 7��� ///� ��8�⇒
⇒�M � ¬ � 7��� ///� ��8�⇒�M′ � ¬ � 7ϕ7��8� ///� ϕ7�=88/


������-# ������ϕF�N → ���$*��ϕ7�8 = � + �������������#4���
N�� �M��'�D���%�N���M�D������ #���D3��� �����&/��������

� 7�8 = ∀ % 7� ≤ %8/���$* �M � � 7�8��N � � 7�8/


������/�� '#���#��4�#�%� �∃ � 7� ≤ = ? ¬ � = A ? ¬ � = =8���+
���� ���N��������� ���M/


������/�� '#���#��4�#�%� �∀ � ∃ % 7% ⋅ % = �8������� ���C����
���� ���D/


	�� M � � 7&�� / / / � &�8� ⇒� ;" < M � � 7&�� / / / � &�8> = � ∈ �� ⇒
⇒� "

" �∈
∏M G� � � 7 � G�� ///�  � G�8��$*��  '7"8 = &'�7' = �� ///� �8/������M

3���!� ����� � � =M M/

����7 8�� '#���#��'�������*�(�� ∈ NNNNN��" ∈ NNNNN

� ������ �
7 87 8

� ������ )

" " �
� "

� " �

≤⎧
ψ = ⎨ >⎩
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� ������ �
7 87 8

� ������ /

" " �
� "

� " �

− ≤⎧
ψ − = ⎨− >⎩

��$* �ϕ7�8 = ψ7�8G������������#4�������������z���
∈
∏ "

"

M
N

G�/

7-8����/�H�#�%� �∃ � ∀ %�7� ≤ %8������� ���
∈
∏ "

"

M
N

G���������+

� ���z/
�������� * !��������*%����!������#�(�( = )� 7M8���������*���

M��� 3%,��!��� �M ≥ �/���$* �M�D������ #��������� ���M��7��/
� * !%���8/

�
��:�3 � �����*%3E��"�'��!���%�9 $���'���#����(�4�#�%�&
* 7��� ///� �#8��!���*�(��,-&����� ///� �# ∈ �/

M � * 7��� ///� �#8�⇒�M� � * 7��� ///� �#8/

����1%����M = 〈�)�σ〉�-��3���!� ����2��!������'�*���������
�/�1��������A = �/�: �������������%����'#�*����������*�(��,-�"
4�#�%�&� � 7��� ///� �#� %8� �� �,-&�� !�� ///� !# ∈ ��� � 3���� !��
M � ∃ % � 7!�� ///� !#� %8���&-�# ���! = + 7�� !�� ///� !#8 ∈ ��� 3�"��!��
M � � 7!�� ///� !#� !8/���$* ��� + ��������-I�*�������������������� 

�����+ 7�� !�� ///� !#8�� �M� =
∈

〈 σ〉� )�

�

�
N

�������!��� (�D������ #� (

'�*��*����M�7��/�� * !%��
8/

������ ��$�!���� * !����/

����0��*%������� * !��������/

����:�3 �&� ���(���*%3E��"�'��!���%�9 $�����'���#�����
4�#�%�&� �/� 	 �����#��� ��9�� ��%! "� � = ∀ � * 7�8/� 1%���
M " � ∀ � * 7�8 � � ��� M � ∀ � * 7�8 / � ��$* � M � ∃ � ¬ * 7�8 � �
M � ¬ * 7!8�*�(���3���#�$��! ∈ �/�������! ∈ �'�*�(���3���#�$�
' ≥ "/� 1�� '#�*'�������,� ��*%3E��� *�(� 4�#�%�&� *� �����
M' � * 7!8�� ���,* �M' � ∃ � ¬ * 7�8� ��M" � ∃ � ¬ * 7�8�� � 3� 3 3
M" ≺ M'/�1#�����#�!��/

����1%����Σ����������������'#�*������"��������&�������M�2
��*����*�(�Σ/�1%����Δ�2�3���!� (�����3%'������'#�*������"���
)� 7M8���Δ7,�� ///� ,�8�2�3��I,�3E�(�4�#�%�����Δ��,�� ///� ,��2����
'#�*����&�� 3���� ��&�� ��� ���*(.��� �� σ/� ��$* � �����
M � ∃ �� /// ∃ �� �Δ 7��� ///� ��8���� ���*�� �������� �%.����%��������+
� �MΔ ∈ �� � 3 (�� !���MΔ � ∃ �� /// ∃ �� �Δ 7��� ///� ��8)� �%.����%,�
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N

N

N

D������&�-�
Δ� ///� -�

Δ����MΔ�� 3����!���MΔ � �Δ 7-�
Δ� ///� -�

Δ8/�:�(�,
���M�'�������- Δ7,8 = -"

Δ�������, = ,")�-
Δ7,8�# ����'#����������%

D������%����MΔ�������, ∉ ;,�� ///� ,�>/�1%�������������������������
3���!�&������3%'�����"�Δ ⊆ )� 7M8����2�4����#�� *������*�#� +

.�"������������� ��Δ = ;Δ′ < MΔ′�� �Δ 7-�
Δ� ///� -�

Δ8>��M� =
�

Δ
Δ∈
∏ M G�/

:�(�,����M�'�� $ ���ϕ7,8 =  , G���$*�� ,7Δ8 = - Δ7,8)�ϕ7,8������D��+
���� #�������������M���M�/��-# �����%���#�*��������*%�����
� * !�
����/

�	��1%����3� �����%����#� ����� 3���� ����#%����M�2����+
��� ���$� �%#&�σ���3 �*���3���!�����-�*������3���!��"�'�*+
��*����M������#4�������������'�*��*(.%,��+������%/���$* 
7��/�� * !��������8�M������#4��������� ����+������%���M ∈ �/

�-# ���/�1%����Σ�2�����"����������∀+4�#�%���������&��� 
����������� ���������������� �M��������*����*�(�Σ/�1�3 �����!��
������&'�����&�%�����(�� * !������M ∈ �/�1%����M�������3���!+
�����-�*�������3���!��"�'�*��*����M���������∃+4�#�%� �*�(
M������ * !����/���$* �M�������� �����3���#%,��+������%��� 3
3 3���'#����������%! ��Σ � ¬ ��7¬ ��D3��� �������∀+4�#�%��8��
M � ¬ �/�1�D���%�M ∈ �/

����0��*%������� * !�����������	/

����0��*%������� * !����/

������'������ ���%3 � ����3�� * !����/���(���3� �����������+
�����D������ #���D3��� �����&��M�����3 !�����������M����3 !�+
�����MΔ/

�
�������M���*�#������D�������������M������/����� * !�����

	����*%���M� � M/

����0��*%������� * !�������
/

����1%����(���'��� /���$* �*�(���3���#�$��'#�*������(�����
�&'���(���(����( � ������( � ¬ �/�1�D���%��%.����%,���!���&�
��*����M����M=� ���#���(� � 3����!���M� � ���M= � ¬ �/���$* 

�%.����%,����*����M@���MJ�� 3����!��� @ J=M M = ���M� ≺ M@�
M= ≺ MJ�7��/�� * !%���8/�1�D���%�M@���MJ��������#4�&/

�������#�(�ℵA+3 ��$�#�!� �7��/�� * !%��
����5 6�! ����K8���'�+
D���%�'��� �7��/�� * !%���8/

����1%����ΓA ∪ Γ��'#�����#�!���/���$* �'#�����#�!������3���+
#���'�*����������ΓA ∪ ;*�� ///� *#>��$*��*' ∈ Γ���# > A/�1�D���%
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ΓA � ¬ 7*� ? /// ? *#8���ΓA � ∀ �� /// ∀ �2�¬ * 7��� ///� �28�

$*�� * 7,�� ///� ,28 = 7*� ? /// ? *#8�� ,�� ///� ,2� 2� ���� 3���� ��&� ��
*�� ///� *#��������*(.�����σ/�� 3�3 3�Γ�'�������ΓA���'#�����#�!�+
���� ������ Γ � ∀ �� /// ∀ �2� ¬ * 7��� ///� �28�� '�D���%� Γ� � ∀ �� ///
/// ∀ �2 ¬ * 7��� ///� �28���Γ� � ¬ * 7,�� ///� ,28/�1#�����#�!��/

�	��0��*%������� * !����/

����1%����Γ = )� 7M�8 ∪ )� 7M=8/�L,- (� ������ �� �� 3���#�"
������&�����4�#�%�&����Γ��%*�������#(����#�-�� ��(��� * !�/
��'#�����#�!�������Γ� *�3 �&� ���(�  � ��$�!��� ��'#�����#�+
!�������ΓA ∪ Γ������ * !����/

����1%����Γ ∪ ;� >��&'���������M� = 〈��)�σ�〉��M�M = 〈��)�σ〉/���$* 
)� 7M�M8 ∪ ;* >���'#�����#�!����7��/�� * !%��	8����&'��������
M= = 〈�=)�σ=〉/�������M�M ≺ M=M = 〈�=)�σ〉/�1�D���%��%.����%��

������ �M@ = 〈�@)�σ�〉�� 3 (��!���M� ≺ M@��M=M ≺ M@M = 〈�@)�σ〉/
1��%! ��� '����*�� ���������� M��� M=�� M@� ///� � 3%,�� !��
M� ≺ M@ ≺ /// ≺ M= ≺ MJ ≺ ///)�M�M ≺ M=M ≺ M@M ≺ ///� 1������

� = "

"

�
∈
�
N

��M = 〈�)� σ� ∪ σ=〉�� $*��M"M = 〈�)�σ〉��M=# + � ≺ 〈�)�σ�〉�

M=# ≺ 〈�)�σ=〉�7��/�� * !%���8/���$* �Γ ∪ ;�� * >��&'����� ���M/

����1%����!�� ///� !#�2�����3���� ��&�����*(.���������������*(+
.�����σ��&�� ///� &��2�����3���� ��&�����*(.�����*���������*(.��
�� σ/� ��$* � 4�#�%�&� �� = ∃ �� /// ∃ �# � 7��� ///� �#8�� *� = ∃ %� ///
/// ∃ %# � 7%�� ///� %#8�%*�������#(,��%�����(��� * !�������Γ ∪ ;��� *�>
��'#�����#�!���/���$* �Γ ∪ ;�� * >���'#�����#�!���/

�
��1%����(�2�����������'#�*������"�3���$� �%#&�σ�� 3���
!���� 7� ⊃ * 8/

1#�*'��������!���( ∪ ;¬ * >���'#�����#�!���/���$* �( ∪ ;¬ * >
�&'�����������3���#�"���������M/�: �����Γ ∪ ;� >���'#�����#�+
!�����$*��Γ���������������������'#�*������"���$� �%#&�σ����+
����&����M/��� !��-&���-&�� � ¬ 73� ? /// ? 3#8�*�(���3���#&�
3�� ///� 3# ∈ Γ��¬ 73� ? /// ? 3#8 ∈ ( ⊆ Γ���73� ? /// ? 3#8 ∈ Γ/����� +
* !�� ��� ���*%���� !��� Γ ∪ ;�� ¬ * >� ��'#�����#�!���� �� ����#��
� 7� ⊃ * 8/� 1�D���%� ( ∪ ;¬ * >� '#�����#�!�����  � �� !���
� 773� ? /// ? 3#8 ⊃ * 8�*�(���3���#&��3�� ///� 3# ∈ ()�73� ? /// ? 3#8
�������3�� (�4�#�%� /������σ�'%���������¬ *��&'�����&����������
'���#������!���%,���*�������3���#�"��&'����� �7� ? ¬ * 8���/�/
����&'���(���(�� 7� ⊃ * 8/
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���H%�3E��� ��� =�� @��� J�'��%! ,��(��%'�#'���E�(������ �����
�F

7 8�  � 7��� �=� �@� ///� ��8 =
=  7�=

�7��� ///� ��8� ��
�7��� ///� ��8� �@

�7��� ///� ��8� ///� ��
�7��� ///� ��88/

7-8� = 7��� �=� ///� ��8 =  7�=
�7��� ///� ��8� ///� ��

�7��� ///� ��8� ��
�7��� ///� ��88/

7�8�  @ 7��� ///� �� + �8 =  7��
� + �7��� ///� �� + �8� ///� ��

� + �7��� ///� �� + �88/
7$8�  J 7��� ///� �� − �8 =

=  7��
� − �7��� ///� �� − �8� ��

� − �7��� ///� �� − �8� ///�
�
�

�
�� −

− 7��� ///� �� − �88/

���1%���� 7��� ///� ��8�'��%!�� ����4�����
����'���.�,��%'�#'���+

E�"���'#��������"�#�3%#���/���$* � 7A� ///� A8 = A��

�� ≤ �� ///� �� ≤ ��⇒� 7��� ///� ��8 ≤ �/

��� 7 8�  7�8 = 2 72 7/// 2 7�8 ///88�7��# �8/
7-8�  7�8 = 2 72 7/// 2 74 7�88 ///88� 7�� # �8/
7�8�  7�� %8�'��%! ���(�'#��������"�#�3%#���"����$ 7�8 = ��

�7�8
��+ 7�� %� z8 = 2 7�@

@ 7�� %� z88/
7$8�  7�� %8� '��%! ���(� '#��������"� #�3%#���"� ��� $ 7�8 = 4 7�8

��+ 7�� %� z8 = ��
@ 7�� %� z8 + �@

@ 7�� %� z8/
7*8�  7�� A8 = ���  7�� % + �8 = � ⋅  7�� %8/
7�8�  7A8 = ���  7� + �8 = 2 7�8 ⋅  7�8/

���7 8�
%�� )

7-8�

/////

�

��
�# �%

⎫
⎬
⎭ /

���7 8�NO 7A8 = A��NO 7� + �8 = 2 74 7�88/

7-8� NO 7A8 = ��� NO 7� + �8 = 4 7�8/

7�8� A − � � = A�� 7� + �8 − � � = �/
7$8� � − � A = ��� � − � 7% + �8 = 7� − � %8 − � �/
7*8� < � − % < = 7� − � %8 + 7% − � �8/
7�8� PQR 7�� %8 = � ⋅ NO 7� − � %8 + % ⋅ NO 7� − � %8/
7�8� PST 7�� %8 = � ⋅ NO 7% − � �8 + % ⋅ NO 7% − � �8/
	��:�3 ������ '#���#��7 8F

 � + � 7��� ///� ��� A8 = $ 7��� ///� ��� A8�

 � + � 7��� ///� ��� % + �8 = $ 7��� ///� ��� % + �8 +  7��� ///� ��� %8/
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�5��� 7��� ///� ��8 =
�7 � ///� 8

�
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�� 7 � ///� � 8
�� � � �

�

� �

� � � �

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∏ /

����� 7��� ///� ��8 =

� = �� 7��� ///� ��8 ⋅ �� �� 7��� ///� ��8 + /// + �� 7��� ///� ��8 ⋅ �� �� 7��� ///� ��8/

�6��7 8�
�

�� 7
�

�

�
��

� =

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ − � �8/

7-8� UV�W 7�� �8 = � − � �
�

�

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

/

7�8� τ7�8 =
�

�� 7UV�W7 � 88
�

�

� �

=
∑ /

7$8� σ7�8 =
�

�� 7UV�W7 � 88
�

�

� � �

=
⋅∑ /

7*8���2�'#������!�����⇔�τ7�8 = =�7��/�7�88/���$* 

XY 7�8 = ( )( )
�

�� 7 8 = UV�W �
�

�

� � �

=
τ − +∑ /

7�8�π7�8 = ( )
�

�� 7 8 =
�

�

�

=
τ −∑ �7��/�7�88/

7�8� � 7�� �8 = μz Bz ⋅ �� 7� ⋅ �8 + �� 7� ⋅ �8 7 �� z + UV�W 7z� �8 +
�+ UV�W 7z� �88 = �C ≤ � ⋅ �/

7�8�� 7�� �8 = �� ��
7 � 8
��

� � � �
� � �

⎡ ⎤ + ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
�7��/�7�88/

7�8��7�8 = μ� 7 8 7 �8 �� �πÈ ˘- + =Î ˚ ≤ ==
�

�7��/�7�88/

738� XZT�7�8 = μ�
�

�� 7UV�W7 � 7 888 �
�

� �

� � �

= +

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ≤ �/

7�8�VR 7�� �8 = μzB7 �� UV�W 7�� �7�8z + �88 ⋅ �� � = �C ≤ ��7��/�7�88/

7�8� =B �� 77 �8�⎡ ⎤ = μ +⎣ ⎦ � � − � �8 = �C ≤ �/

7�8� B �� 77 �8
� �
�⎡ ⎤ = μ +⎢ ⎥⎣ ⎦ � � − � �8 ⋅ �� � = �C + �� � ⋅ � ≤ �/
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7�8� == B �� 77 �8�⎡ ⎤ = μ +⎣ ⎦ � � − � =�=8 = �C ≤ =�/

7'8���'������ ���# ���������!��� �����#(*/
7#8���'������ ���# ���������!��� ������#(*/

7�8�
[

[ [
�
�

�
�

� � �

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅ �� 7� − � �8 + �� 7� − � �8/

�7��� 7�8 + � 7�8 = μz �
7 �87 =8

�� � 7 8 =
=

� � �
⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎡ ⎤ − = = ≤⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�
� �

� )

� 7�8 = � − � � �7 8 7 7 8 �8

=

� �⋅ +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
� �

)

� 7�8 = z� 7�8 − � � 7�8/

�8��0��*%������� * !���7/

�9��� � 7��� ///� ��8 = � 7�� 7��� ///� ��88��$*��� 7�8 = � 7��� 7�8� ///� ��� 7�88/
�:�� 7 8� 1%���� � ∈ NNNNN/� 	 �����#��� '����*�� ���������� 〈�� �〉�

〈�� �〉� ///���$* ��%.����%���'����*�� ������������� ��� ///�� 3 (��!��
�� 7��8 = �� 7��8 = /// = ����= 7��8 = ����= 7��8 = �� ///)�'�D���%���� ��� ///�# �+
��!�&/

7-8� �= 7�8 = � �
�

�� 7 8 7 8
�

�

� � � �

=
−∑ − � �/

�;��0�/�� * !%�78 7�8����5 \�! ����KK/

�<�����������'���$ �����%,�4%�3E�,

� 7��� ///� ��� �8 = �7 � ///� � 8

�

�

�
� � � �

�

�

�

=
∏ /

:�3 � ����!�����'#���������#�3%#���� /���$* 

� 7��� ///� ��� �8 = VR 7�� � 7��� ///� ��� �88/

����0��*%������� * !���</

65�����������'���$ �����%,�4%�3E�,

� 7�8 = =� 7�8 ⋅ @� 7�8/

:�3 � ����!�����'#���������#�3%#���� /���$* 
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� 7�8 = VR 7�� � 7�88�

� 7�8 = VR 7�� � 7�88/

6����� ��$�!���� * !��65/

66��0�/�� * !%��/

67��7�8�� '#���#��� 7�� �8 = � + �/

68��0�/�%3 � ����3�� * !��6/

6:��7 8�ω 7�8 = μ� B� 7�8 + � = �C/
7-8� � 7�� �8 = μz B< � − 7z + �8 < = �C/
7�8� � 7�� �8 = μz B< � − z ⋅ � < = �C/
7$8� � 7�� �8 = μz B< � − z � < = �C/
7*8� 1%���� �� 2� �+����� (� 4%�3E�(�� δ � = ;〈4��� ///� 4��〉� ///

///� 〈4��� ///� 4��〉>�� � 74��� ///� 4��8 = 5�� ///� � 74��� ///� 4��8 = 5�)� ��$* 

� 7��� ///� ��8 = 5� ⋅ �� 7<�� − 4��< + /// + <�� − 4��<8 + ///

/// + 5� ⋅ �� 7<�� − 4��< + /// + <�� − 4��<8 + μz Bz + 7<�� − 4��< + ///

/// + <�� − 4��<8 + /// + <�� − 4��< + /// + <�� − 4��<8 = �C/

6;����'������ ������*%,.���������9���(F
7 8�4 = 5�⇔� <4 − 5< = �/

7-8�4 ≠ 5�⇔� �� � <4 − 5< = �/

7�8�4 ≤ 5�⇔�4 − � 5 = �/

7$8�4 < 5�⇔� �� 75 − � 48 = �/

7*8�4 = ����5 = ��⇔�4 + 5 = �/
7�8�4 = ��⇔�����5 = ��⇔�4 ⋅ 5/
6<��7 8����*���4%�3E�,

θ 76� �8 = �
� + =7���768� ///� ���768� �� � 7���768� ///� ���768� �88/

��$* �θ 76� �8 = α 77 768� �8�� $*�

7 768 = �
� + =7���768� ///� ���768� �� � 7���768� ///� ���76888�

α76� �8 = 6��α76� � + �8 = 7 7α76� �88�

7 7z8 = �
� + =7�� + =�� �7z8� ///� �� + =� �7z8�� �� + =� � + �7z8 + ��

� 7�� + =� �7z8� ///� �� + =� � + =7z888/

������ � 7��� ///� ��� �8 = �� + =� � + = 7θ7�� 7��� ///� ��8� �88/
7-8� �� ��$�!��� 7 8/
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6���1�� $ ��

7 7�� �8 = � 7���7�8� ///� ���7�8� �8�

� 7�8 = μ� B7 7�� �8 = �C/

��$* � � 7��� ///� ��8 = � 7� � 7��� ///� ��88/

75�����*%�� * !��6<�*��� ��!���# �����#������%! "��3�$* 

=

= =

7 � �8 �

7 � �8 7 7 � 88/

� � �

� � � 7 � � �

⎧ =⎪
⎨

+ =⎪⎩

:�(�D��$����%! (��&# ������#�-%��&���-# ����7��'����%(�� +
* !%�6�8�4%�3E���8 = 9 7�� �8���v = : 7�� �8��(��(,.���(�#�9���+
���������&�%# �����"

7 � �8 7 � � �8�

/////////////////////////////

7 � 8 7 � � 8/

� � 8

� � � 8 �

= β⎧
⎪
⎨
⎪ = β⎩

�

�

7�����'������ ���# �������(���#(*�!����� =�����π/
76�� � '�� ��� �� '���.�,� �-.�#�3%#����&�� 4%�3E�"� ����*

�&!������(���� '�#�*�� * ���"���!�����,�3�#�(����$�!��� ��
E��&���3�D44�E���� ��/

78��7 8�&�
�7��� ///� ��8 = S� 7��8/

7-8� ; 7�8 = SS 7� 7�88/
7�8� S� 7�8/
7$8� < 7= + =�� �8/
7*8�4� = &�=7�� �8 + /// + &�=7�� �8� 74�# �8�
5� = &==7�� �8 + /// + &==7�� �8� 75� # �8�
� =� � 7�8 + /// + � 7�8� 7��# �8/

7�8������� = S7 � = �� 7 �88� � � < �⎡ ⎤+ = + + +⎣ ⎦ �� ��$* 

= S7 = �8� � �⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ /

7�8�1%����α7�� �8 = < 77� + �8= + 6� + @� + �8�� ��$* 

= S7 = � S7�� 7 � 7 8888
=

�
� � � � < �

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + + α⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
�

 !"#$%&&&�%'()*+,%!-.)*+#/)0%12 �3



��� ��������	�
������������

� ��
� �

� �
� �

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= α +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
�

���������� � � � � �� � � �⎡ ⎤ ⎡ ⎤= α +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ��������
�

�

�
�

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎣ ⎦⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

�

���������� � ⋅ � =
� � �� �� � � �� �

�

� � � �α α +
�

���������� � − � � = α��� ��  ! α�α��� �� + �� ���

�"�������� � ��� �� =
�� � #

�

� � � �⎡ ⎤+ + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

���������� � ��� = � − �
$ % % $ % %%

� � �
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$ % %
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⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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� � 6� �

� � %� � � � ���

� � �

� � � � � � �

=⎧
⎨ + =⎩

������'7��*�"'+�&���/�8'��9��.�����+��,*�,�8����:�"�7��

θ ��� �� = ( )%  ! � %� � �  ! � %�	 � 	 � � � 	 �⎡ ⎤+ ⋅ + + ⋅ +⎣ ⎦ �

�������"0�2'&�(��� 
 ��� = θ ��� ��������

�6� 6�
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 ���� + ��� + ��� + �� = � ��� ������
2'&�(�0�
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