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 4���% B	
 4��� ���$ ��� ����$ �������
 � �������� ��
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���� ���������
 � ��� ��������� ���������������� ����������
�������� �������� �����	��� ����$� ������ �% ) H G%= ��������
������
 ����� ����	
�������$� ����� �����#�� ���������� ����
��	
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 �������������$�
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��������� "��������$� ������� ���������. �- 	����$� ��	���
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 �������$� ���������% ����$� ��� � ��
�������$ �� ����� ������$� *�������$� ������ �����������$� ���
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 �������

���E � ! � �%"%��%�%� ���"������ A%/% +���
����� �%"%��%�%� ����



	
�������� "

"������ *��� �� ��"���$ I% % 2��N	���  ����������� �� ��������
������  �$�������$� �������
� ������$� � ��������	#��� ����
���� ���%
/����$ ����� �	�������$ �� ��� �������
  ����	����
� �����$�

����� ������	
�# �� O�PQRS( book@kryanev.ru% ������	$� ���	#���
����$� � ������ �������"� � ����� �"�����' � ������	��
�
��
��	#���� ������� ����� ���� �� ����� www.kryanev.ru%

������� 
����# ���8 �% /%)% +�
���

>%)% @���



Bведение
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 ��� 	 �$� ����������� ��������  �������% )�
��
������$� ����� �������� ��	��� ��	����# ��������� ����������
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� ���� ������� 7 ����� ���� � ��	�� �����
&�� ���%
) �	���� C3,8 ��� ��������	��$ �����$  �	�����$ ����������
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'� 	����

�$� �����% + 	����$� ����������$� ������� �����
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�����$ 	����$� ��������� �����
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��������	���$� ����$�� ��  ����� ���	
�# �� ������� � ��	����
�
% ) ���� ��	��
� ����������� ������#�
 ������ ������ �������
��	���$� ����$� 1� ������ ��� ���������  ������������� � �����
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���' 	 ��������'- �� �	����
�$���� 1,%,- ���
�� ���$���# �����������%
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 � ������ ���������	��
 ������� ��� ���
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���� ��� �� �$����� ��������� ��<��� ������	#��

���������� ������ ���������	��� ������ ��������	��
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�� � 	�������# ����� �����	
�� � ��	#������ �	����� �$��	
�# ��
� ���#�� �$��	��	#�$� �������� �� �������' � ��	����$�
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 �����$� ������������� ����	�� �����
�$�# �$��	��$ ��	#�� � ����&#' ����#'�����% @����$� �����
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�����$ ��
 �� ������'� ���� ����$ �������	#�$� ������# ����
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��	����� ������� ��	#�� �$��	��	#�$� ������% A���	�� ����
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 �����$� � ����������� !����3+������30�� ���������
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Пример 1.3. ����# ���� �� � ����
�  . ��  �$����� 1,%,- ���

������
% I����

�� � ���
��

��
���

��


 	� . �
 - � �
 � � � 
 �


�� � � �� �� �
��

���

	�
 �� �
�

��

 �� �

�

��
�

 ���� �	
 ����������� ��������� *���������	#���� ������ ��
"�����
 !���� ����� �� ������
 ������ ������� ���������%

B	
 ����� �� � �
� ��

���

	� �� 2 �%

����# �����# � 7 ������ ���������� �% ������ �� � ������ ���

��� � �M ���
������


 -
 1 � �
 � � � 
�


���$�����
 �������������� �������� '�(���%  � ������	��
 ��
"���������� �����$ �	����� �� �����������#%  ����

��
���

�
�

��

���
���



���
������

�
�

��

����
������

� �

��
�

���
���

���
���

�

A�

M �
�

��

����
������

� �

�∫

��

� � �
∫
����
������

�	� � � � �	� � �


M �
�

��

���
���

� �

�∫

��

� � �
∫
���
���

�	� � � � �	� � ��

��*����

�M ���
������

� M �
�

��

���
���

� �

��

���
���

� � ����
�

��

���
���



�

��

���
���

��

I��� �������� �"���������
 ������ !���� 
�	
���
 �������
������ ������� ����������� �����������$� �	�����$� ��	���

�

��

���
���


 � � � 

�

��

���
���

�
 ��*���� ���������	#��%



 5 �������� ������������� ���������� < ��
 �

������	���� ��� �� ���$������� 

�∫

��

� � �
∫
���
���

��	� � � � �	� 2


�	
 	'���� �  - � �
 � � � 
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����# �� � ����
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 ����	 7 �����&����
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Теорема 1.3. )�
����������� ������� �� �&��� �����������
������ �� ���
���
����� ����
����
�

�� � ���� � 1,%,;-

A���������� 1,%,;- 7 ����&��� ����������� !����3+������3
0�� 1,%,�- �� �	���� ���������� ������� ��������� �% 4�� �������
��� ��� ���������
 ������ �� � ���� ���������	#��% V	�����$
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�% �% M �� � �� � 0����%

Теорема 1.4. ����� �Æ 
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1.4. Метод максимального правдоподобия (ММП)
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Пример 1.6. ����#
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Теорема 1.5. ����� ��
��������� ������� <����
 � � � 
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Пример 1.10. ����# ���� �� � �/�� � �  � ��  �$����� 1,%,-
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2.2. Минимаксный метод учета априорной
информации
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2.3. Обобщенный метод максимального
правдоподобия учета априорной
детерминированной информации
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2.4. Обобщенный метод максимального
правдоподобия учета априорной стохастической

информации
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ПАРАМЕТРА ПОЛОЖЕНИЯ
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4.2. Восстановление плотности распределения
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4.3. Восстановление плотности распределения
методом Розенблатта–Парзена
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4.4. Восстановление плотности распределения
проекционными методами
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6.2. Применение метода статистического
моделирования для решения некоторых
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I����# ��� ������ �	
 ��������
 ���	������� �����
 ����

���	#���� �������
 1?%,�-% B�������	#��� ��	 �������	#�$� �����
	������� ������	#���� ���������� � 1?%,�- ���#�� ,� �� ���������
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4�������
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=��� � ���� ������ � � � �������� 1?%,=-
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 �	�����$� ������� 1 � �
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МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ
С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ

����� �����#�� ��������� 1�A+- 7 ��� � ����	�� ����
�� ���	#����$� ������� �� ����� ����� ����� ���������	��

����������$� ����������% )����$� �A+ �$	 ���	#����� @�����
���� � ,F�? �% �	
 �����
 ����� �������� ������ �� ������ *�����
������	#�$� ����$� ������������� ���	'����% ) ,F�G �% >����
�	��	 �����������' ����������'�A+  ��� ���$� ��	 ����	�
������� �������' ����������� ������� �� ����� �����
���������	��
 ����������$� ����������%
) ��	#������ 1����� �	% ,�- � �������" ����� �����������#�


����� 	������� ������������� ���	��%
����# � � ���
 � � � 
 ���	 7������$� ������ ����$� �����������

� � ���
 � � � 
 ���
	 7 �3����$� ������� ��	�����$� � *����������

 ��� ���$� ��	��'&��
 �� ����������� ������� ������� �	 ��
������ �	�����$� ������������ � � ���
 � � � 
 ���

	 � �% �% � � �	 � �%
 �������� ��� ����$� ������ � ��
��� � �������� �	 �����������

�� � �	 
 1C%,-

��� � 7 �������
 �� ����������% 9������ ��� � H G%= ����� ����
������� �	����� ����� *	�����$ �����$ � ����� ��'� �	�����$�
��������%
2����� 1C%,- ������ � ���

�� � � � �� 1C%�-

9����� ��������
 ���	����$� ������� �� D����	�����
'�
&�E ������ 1C%�-�  ����� �������� ������� 	������� �������������
���	��%
����������� ��� ������
 ������� �	�����$� ������������ � ����

�����$� ������� 	�# ����� ��������	��
 �	�������� ������� � 	
���� �� ��� ������ � ��	#�� �������$� ��� �����������%

7.1. Примеры линейных моделей
с неопределенными данными

������ ��� ��������# � �	����' �A+ � ������ �	���������
����$� ������� �����$ ���	���$� ������ ����
&��
 � �������
	������� ������������� ���	��%
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Пример 7.1. ����# ����� ����
 "������ ��	���� � 5

��&������� "�������	#��
 ��������# ��� 5 �
��

���

��=���� ���

=���
 � � � 
 =���7 ������$� "����� ��
 � � � 
 �� 7 ��������$� ����
���
 �����$� ��������$% ������	���� ��� ���������
 ���

"����� �� - � �
 � � � 
 �� ����������   ��  � � ������
��
 ��
�����
 5�� - � �
 � � � 
 �� ���������� 5� ����� ������
 5� ��������
�	�����$� ���������� ��% I��� �������� ���� ������ ��������

5� � �� �
��
���

��=����
 - � �
 � � � 
 �� 1C%8-

)����� ������$

� � �5�
 � � � 
 5��
	 
 � � ���
 � � � 
 ���

	 
 � � ���
 � � � 
 ���	

 �� ���������� �� ��� � =����� - � �
 � � � 
 �� 1 � �
 � � � 
�% I����
������ �������� 1C%8- �������
 � *����	������ ��� 1C%�-%

Пример 7.2. ����# ����� ��	���� 5  �
 � � � 
 � ��&�������

"�������	#��
 ��������# ��� 5 �
��

���

��� � ��� ���
 � � � 
 ���	 7

��������$� ������
 �����$� ��������$% B	
 ���������	��

������� ���������� �� � 1 � �
 � � � 
�� "����'��
 ������
 ���
- � �
 � � � 
 �� ��������$� � � 1 � �
 � � � 
��  �� � � ��� 1 � �
 � � � 
��
�������
��
 ������
 5�� - � �
 � � � 
 �� ���������� 5� �����
������
 5� �������� �	�����$� ���������� ��%
I��� �������� ���� ������ ��������

5� � �� �
��

���

����
 - � �
 � � � 
 �� 1C%;-

5�	 ��������# � � �5�
 � � � 
 5��
	 � � � ���
 � � � 
 ���

	 � � �
= ���
 � � � 
 ���	 � � 7 �� � ��������� � *	������� ��� � ��� ��
������ 1C%;- �������
 � *����	������ ��� 1C%�-%

Пример 7.3. 0�������� ������	#��� �������� ������� ����

,∫

�

��
 �������� � �	 ��
 1C%=-

��� 
�����
 �� ������� ���7���������
 �����
 "����
� � ������
�	 �� ������� �� ���	���
 ���� ����
���
 � ����������#'� �% �%
��� � �	 �� � ���� ��� 7 �	������
 "����
 ������������%
+ ������	#���� �������' ������� ���� 1C%=- ����
��
 �����

����� ����"��� ��������� ��<���� �� ������
� ���������
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�"����� �� *��� ��<����% ) ��	����
� ��
 �� ����� �����
��	# ��� ���$������ ���������� �������%
)����� ����� ! � � 2 � 2 � � � 2 � � 0  ����� �����������#

��������� 1C%=- ��	#�� � ��	��  � �� - � �
 � � � 
�% �������� �������
���' ������	#���� �������
 1C%=-� �����

 ������	 � 	���� ����
1C%=- ������	#��� ������

��

���

���
 ���������� � �	 ���


��� �� ����
� �� �$������� ������	#��� "����	$% A������� ���
���

 "����	� �������� ���� �� � ��� � ���� � �� %
��*���� �������$� ���	�� ������	#���� �������
 1C%=- ����

��

��

���

���
 ���������� � ����� ����
 - � �
 � � � 
 �� 1C%?-

4�������

� � �����
 � � � 
 �����
	 
 � � �����
 � � � 
 �����

	 


� � ������
 � � � 
 ������	 
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 ����� %
I���� ������ 1C%?- �������
 � *����	������ ��� 1C%�-%

Пример 7.4. ) ��	����
� ����� �������
 �����������# ��
����$ ������	#�$� �������� ���

,∫

�

����������� � !�	 
 - � �
 � � � 
 �
 1C%C-

��������7 ������$� "����� ����7 �����
 "����
� !�	 7 ��	�%
+ ������ ������	#�$� �������� ��� 1C%C- ����
��
� ��������

����� ����� �����������  �$��	��	#��� �������"%
 � *���������� ������$ �� ����$� ������
 !�	 � � � ���	����

�$� ������
 !�� �% �% !� � !�	 � ��� ��� �� 7 �	�����$� ����������%
�������� ���������' �����$ ������	#�$� �������� 1C%C-%

)����� �����$ 1C%C- ��	��� �� �������$� ���	��

��

���

������������� � !� � ��
 - � �
 � � � 
 �
 1C%F-

��� ������$� ��*""����$ �� ����
� �� �$������� ������	#���
"����	$%
5�	 ��������# � � �!�
 � � � 
 !��

	 � � � ���
 � � � 
 ���
	 � � 7

������������ � *	������� ��� ��������� � �� ������ 1C%F- �����
������# � *����	������ ��� 1C%�-%
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Замечание 7.1.�� ��������� ������	#���� �������
 1C%=-
 �����$ ������	#�$� �������� 1C%C- ������ ��������� ���	'���#
�$��	���� ����������� � � �%

7.2. Классическая схема МНК
0�������� �������� �������� 1C%�- 	������� �������������

���	��% ) ������ �	��������� ����$ �A+ ����
��
 �	���'&�
������	����
%
,% 4���������� ����
�	�� �������
 �"�����
 � ������� ����

�$� ���������� �� �% �% ����� ������	������
� ��� � � ��.
�% )�����$ �  � �	�����$�.
8% 4��������'� ������������ ���&��
 � � � �% �% M � � � 7 ���

	���� ������.
;% +����������
 ������ ������� � �����
 ���������� �. �

= ����� ��� �� 7 ������
 ������ ���
��� �� �% �% ���������$ ��
������� �� �����	��'�  ��'� ��������' ������' �� 1�� �����
�$�# ����������-.
=% ������ � 7 ��������������
  ��	���� ������ �% �% ���)� �

= �%
)����� "�������	

H��� � ���� � �� �����
 1C%G-

��� ��� �
� ��
���

��

����
7 ���	���� �����%

2��	���� �A+ �� ������ ������� ������� � ��������
 �������
�����$� �������� ����� ��������� ���	�����(����� � ��	 
��

�
H���� 1C%,�-

A����� 
��$� �� �A+������%  ����

H��� � �� ���
 � ���� � ���� � ���
��� � ���
��� �

� ���� � ���
�	�� � ��	��
��


��� �	 7 ���������������
 � � ������%
�����	#�� �� � ����� �� ���	��$�����
 ����� ����������

�A+������� 
�	
���
 ������ �������
 	���� H��� � �%  ����

	���� H��� � ���	 � � ��	���

��*���� ��	����� ��������� �	������ � �	� % I�� ��� � 7 ������
��	���� ������ �� ���������
 �������������	�7��	����	#�
�� ������	���% 2	�������	#���

����� � ��	�����	�� 1C%,,-
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4������� ��� �� � � ����� "�������	H��� ���� ���������$�

1�	���	#�$�- ������ �����	#��
��/���

���
� ��	� 7 ��	����	#��

������	����
 ������%
+��  	'��
 ������� �A+������� ����� 7 1��������
- �	������


��	���%  � 1C%,,- �	������ ��� ����� 7 	�����
 ������ ������
��	#�� ������� *����������	#�$� ������� � %  ��	����� �������$�
�������� �A+������ 1C%,,-%  ����( M ����� � M ��	�����	 � �
= ��	�����	M � � ��	�����	�� � �� �% �% �A+������� �� ����
&���%
A����� �����������' ������ �� �A+������ �����%  ����(

�� � B�/B
	 � ��� B � ��	�����	 � �/ 7 �����������
 ������

������� ������� � % A� �/ � �. � ����� B
	 � ���	����% ��*����

�� � ��	�����	�������	����%  ����

�� � ����	����� 1C%,�-

 � 1C%,�-� � ��������� �	������ ��� �� �������
 � ��	���� ����
��� �� �� 	 �� �% �% �A+������� 1C%,,- ������
 � ������� �����
������� � ������� ������' ������� � ����$� ���������� ��
������������� ���	��� ������� ������
 ������ ���������$
������� � %
9������ ��� ���� �A+������� 1C%,,- �� ����� �� ������ ��

 ��� ���$� ������	
���
 ����������  �� ���������� ��% ) ��
�� ����
 �����������
 ������ �A+������ 1C%,,-� ������	
'&�

�������# *��� ������ ����������	#�� ��%
 ���� �A+������� 1C%,,- 	�����  �����&���% A� ��&������� ����

������� ����� 	����$� �����&���$� ������ �� ������� ������� �
1��� �� ��'� �� �� � �� � ��� � 7 ��������������
 �� � ���
������-% 2���������
� ����� ����� ���� ���� 	����$� �����&���
�$� ������ ������� �A+������� 1C%,,-W

Теорема 7.1 1>�����3�������-% ����� 
�������� �������������
,3= ������������ �	��� �A+" #�$�� �A+������� �*���� �������
��

 ������ 
��	 �������	 ����������	 ������" &-
%���!�������
�"0�������� 	'��' 	�����' �����&����' �����

�� �� � �� %  ����

M �� � � � �M � � ����

��*���� �� � ��% 4������� � � � � ��	�����	 %  ����

�� � ��� ��	�����	� � �� � �� � �

	.#�,����> ��� ����� ��� ���	����� 4))������� � ������ ���� ����>
���� �

�
� � �
�
 ��� �7��� ����� �� � ����
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7 ��	���
 ������% B�	��� �	
 ������������ �����$��� ����� ��
��	�����

��� � ��/�
	 � ������

	 � ����	 � ���� ��	�����	 ��
� �� ��	�����	 �	 � ���� ��	�����	 � �	 ����	����� �

= ����	 � ����	���� � �����	�����	 � ��	����� �

= ����	���� � ��	 ��

�����	#�� ���������
 �� ���������� ��	 ���������	#��� ��
��	���� � ��	 � ��	����� ������ ��� � ��% I������ ��������%
 � ������$ >�����3�������� � ��������� �	������ ��� ������


	'��� ���������$ �A+������ 1C%,,- �� ���������� ������' *���
���������$ 	'��� ������ 	������ �����&����� ������ �% �% �A+�
������ ��������� *""������ � �	���� 	����$� �����&���$� ������%
 ���� �A+������� 1C%,,- 
�	
���
 *""������� � �	���� 	����$�
�����&���$� ������  �� ����������� ���������� ��
 � � � 
 ���  ��
������� ��������� �� � 1 � �
 � � � 
�� � ����	#����%
 ����� ��������� ��	���# ������ �� ������ ������� �� � ������

�� ( � '�� ��� ' 7 �������
 ��������������
 �� ����������%
2������	�� �	���'&�� ����&��� ������$ >�����3�������( �� �$�
��	��� ��	��� �	��������� ����$ �A+������� �(��� � '�����
*""������ � �	���� ���� 	����$� �����&���$� ������%
����������� ��� � *��� �����	� ��'�� ��� ���# � �	���� 	����$�

�����&���$� ������� ���	#��'&� 	�# �"�����' �� ������
�
��������� ��
 � � � 
 �� ������� � � 1C%�-%
T���� ������
 �� ������������ ������� �� ���������% 4���$�

�����
� ��� � *��� �	���� ����� ��	���# ����� �� ��	#�� �������
������� �� ��  ����	���	#���� ����������� ��������� ��% 4������

�� ����� � ������� � � � � �����% +��������$ ��
 � � � 
 �� ������� �
���$��'� ��
�!����� � ��� ������ � 7 
������� ��
�!��%
)����� ��	����	#��' ��������

�� �
�0��
���

� 1C%,8-

Теорема 7.2. 1��������� ��  ����������� ������ �������
��� ��"

%���!�������
�"  ����

� � ��� �������� � ��� �����	�����	� �

� ��� �����	�����	 ���� �� �

� ��� ��������	�����	 � � ��� ����	�����	 �� � '�
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��� ' � �� ����	�����	 % �����	#��

'� � �� ����	�����	 �� � �� � ����	�����	 �

+���	�����	���	�����	 � �� ����	�����	 � '


�� ' 7 ����������
 ������% +���� ����� ' 7 ���������
 �����
��% B�	���

M ���� � M �	 � � M �	'	'� � M �	'� � M
��

���

��

���

'������ �

= ��
��

���

'�� � �� !� ' � ����� !�����	�����	 �� � �������


��� ��� !� ����	�����	 � � !� ���	�����	�� � !� �� � �%
 ���� M �� � ��% I������ ��������%
5�	 �� ���������� �� � �������� �����&����� ����� �����

�������� �����$ �A+������ 1C%,,- ����� ��
�# ������ ��� �
= ����	����%
9������ ��� �����	
�����
 ������ ������� �A+������ 1C%,,-

�� ����� �� ��  ��	����#' ������	
���
 ������� �%
0�������� ������ � �����
��	#���� �A+������ 1C%,,- �� �	

	 
� �% �% �� ������������� ���	��� ��	� �������� �����
�$ 1C%�-% ) ������� ������� ���	���' � ������������� ���	����
��	� ������� "���� 5% U���� ��� �� ��
��� ������������� ���	�
���� ��	� �������� �����$ 1C%�- ����� ������# � �������������
�� ���	���' ������� �A+������ 1C%,,-% A������� ��	 � ������
���������	��
 "�������	#��� �������� 5 � �� � �� �������
������� ���	���� � �������� ��	#�� �� ���� ��������������
���	���
 ��	� ������� 5� �� ����� "���������� ������
� � �� �� �A+������� 1C%,,- �� ����� �����
��	#���%
�����	#�� �� ���	��� � ����
���
 ������ � 1�����	
'��


���$� �����-� �� ������ ����� �����$ 1C%�- �������������
 ���	��
������	#����# ����� ���

��� � �� � ��
 1C%,;-

��� �� 7 ���	�������	#����# ����� � ������������ ���	���'�
&��
 ��	�� ����� �%
B	
 ���� ����$ ���	�������	#����# �A+���������� � ��	������	��� 1C%,=-

��	���	� ��������� �����
��	#����� ��������� ��	���# ������	���
�$� ��������
 �� ���	�������	#����# ����� �� ������� �����
�$ 1C%,;-%
) ��	#������ ������	������
� ��� �	
 ����	 1C%,;- �$��	���$

��� �
�# ������	����� �	��������� ����$ �A+%
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A������� ��� �����
��	#����# � ������� ����������� ���	����
����	#���� �����&���$� ������ ��� *����	����� �����	��' � ���
	���� ������ ���	�������	#���� ����������$� ����� �� ����
��� ���% ��*���� �����
��	#����# � ������� ����������� ���	������
��	#���� �A+������� 1C%,=- �� �	
 *����	����� ���������'
��	����

�� 	 � 7 ��	���
 ������ �� �	
%
Теорема 7.3 1V����-% %�� ��$� ����� �������
�����������A+�

������ �*���� ���� ������������� 
 ������� �
����������� ����	��
���� � ���������� 
��������� ������(���� &
����

	
����	 �
 ���

�	
" 2���� &
����
	
����  ����������� �����
����� !������� ����

��������� ������������ ������������ ������� �	���"

%���!�������
�" ����# ��� ������
 � ������� �����������
� �� �% �% ��	����

�� 	 � �� � 	 
%  � ���	������ ���������

�	������ ��� ��� ���������$� ������
 ���	�������	#���� �����
��	����

�� �����
��
 � ��	'� � �������� &
���
	
����

�� 	 �% A� �����
&
����

	
���� � �/&
���

	
����

�� 	 
% ����# �����# &
����
	
���� 	

	 
% I���� &
���
	
����

�� � �/&
����
	
���� 	 � �� � 	 
%

2	�������	#��� ��� ���������$� ������
 ���	�������	#���� �����
��	���� �����
��
 � ��	'� ��� *����	����� �����	��' � ��	����
������ ���	�������	#���� ����� ��	����

��% I������ ��������%
J�	��� V������

&
����
	
����	 �
 �� �	

 1C%,?-


�	
'&���
 ��������$�  ���������$� �	
 �����
��	#���� � �����
��� ������������ � ��&�� �	���� ����	#�� ������ �������#% ���
*���� �$	� ����	����� �����	#�� ��	�� 	���� ������
��$� ��	����
���������$� �	
 �����
��	#���� � ������� ����������� ���	������
��	#���� �A+������� 1C%,=-%

Теорема 7.4. ����� ������
�&� ����� �������
���������� ���
����������	 ����� �� 	 � � ������������ ������������ �������
������ �� ����������� � ��� ��
�	� ���

	
��� � �" #�$�� ������

��
���������� �A+������� �*���� ������������ 
 ������� �
�����
������"

%���!�������
�"  ����( �� � ��	����
�� � ������

	
����

��% A�
����

	
����

�� 	 ��� �� �	
% ��*������ 	 �% I������ ��������%

Пример 7.5. 0�������� ������ ���������	��
 "�������	#���
�������� 5 � �� ��� � 7 ��������$� ���������  7 ��������

���������
% ����# ������
 �������
��
 � ������ � � -��
- � �
 � � � 
 �� ��� � 7 ������
�� ����� ����
 ������� ������
"���� �%  ����( �� � ���
 �
 � � � 
 ��	 7 ����������	����

�	� � ���
 �
 � � � 
 �� 7 �������������� �	��� � ����
��

���

-� �

= ������� � ����� � ��/% 7 ��	����	#��� ��	�%  ����(
�	���/�

	 	 ����/� �� � 	 
% ��*���� ��	��� ������$ C%;

' ���� ������� ���� �����
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�$��	����� � �	�������	#��� ���	�������	#����# �A+������� ��� �

= %����� ������ ������
��

���

-5� ������
 � ������� �����������

� ������� ������' ��������� �% +������� � ������ ������ �����
�
��	#����# � ������� ����������� 	���� ������
���
 ����������������
��� ���

�� � ������� �
���

���� ������ �������
	 � �� �	
�

������� �&� ��� ���������$� ������ �����
��	#���� � �����
��� ����������� ���	�������	#���� �A+������� 1C%,=-%
4�����	� �����$ ����
������� �� ����������

������ �
�1�

�1�����
�1�

�1�����1�
�1����


 -
 1 � �
 � � � 
��

������ ����
��������� ���������  ��	����	#�� ������	����
����� �� �� �	����� ������	 ���
� ����$� � *	����� ������ 7
������ ��	� ����� ����
 �������� 7 -��  1�� ���	���� �����
�$ ��%

Теорема 7.5. �����

�Æ ��	������ �
��

���

!��� 	 
 ��� � 	 
 ��� �&��$� 1 � �
 � � � 
��

�Æ ��
�	��� � �
 $�� �  ������������ ������������ �������
������ �������������"
#�$�� �������
���������� �A+������� �*���� ������������


 ������� �
����������"

%���!�������
�" )����� ������	#�$� �����������$

;� � ���	 �
�

��	������ 
 � � � 

�

��	������ ��

 ����( �� � ;��
� �	���;

��
� � ������ �

	
��� � ;���;�% �����	#��

��� �� �� �� &
����� . Æ . �% ��*���� ��&������� ����� ��� ��� �	
 ����
� � �� �$��	���$ ����������� &
������ � Æ%  ����( &
����

	
���� �

= &
���;���;�� � &
������&���;
�
�� � Æ
�� ��	������ 	 
 ��

�	
%  ���� �$��	���� ��	��� V����� 1C%,?-% I������ ��������%
Пример 7.6. 0�������� ������ ���������	��
 "�������	#���

�������� 5 � �� � ��� ��� ��� �� 7 ��������$� ����$� �����
����$�  7 ��������
 ���������
% ����# ������
 �������
��

� ������ � � -�� - � �
 � � � 
 �� ��� � 7 ������
�� ����� ����

������� ������ "���� �%  ����

�� �

��	 � �
� ��
� � � � � �
� ��


��
 �	��� �

��	 �
���� ��

�
�

���� ��

�
�

���� ������ ��

�
����


���
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9���# �� 7 �� � ���������� �	��� 7 ���������
 ��	����	#��
������	����
 ��� ���������% �����$ ����
������� ��'��
 ������
�����

�� �

���	 �

�
�

�

�
�� �

��� ��
�

�

�
�� �

��� �
�


���	

��	 �

�
�

��
�

�
�


�� �� �	
�

2	�������	#��� ��	��
 ������$ C%= �$��	���$%

)$�� �$	� �������� �����&������# ����� 1C%,8- ����������
������ ��% 0�������� �����# �����
��	#����# ����� 1C%,8- ��
�	
%

Теорема 7.6. 3��� 
�������� ������������� ������������ �	���
�A+� �� ������ �*���� ������������ �� 
���������� ��� �	
 ��!
�������������	 ����
��"

%���!�������
�" �� ��������	#���� ������$ C%� �$	� �������	��
�� ��������� � � '�� ��� ' � �� � ����	�������	� 7 ����������

���������
 ������% ��*����

�� �
�

���
�	 � �

�

���
�	'	'� �

�

���
�	'� �

�
�

���

��

���

��� � �

���
�	����

	
����

���	���

) �	� ������ ��	#�� ���	
�

���

��

���

��� 	 �� �� ����
����� ��

�	
% �������� ��� �

���
�	����

	
����

���	� �	 � � ������� �����

������� �� � 	 
% B�������	#��� �����	#�� ������ ��	����
��

���������  ��	����	#�� ������	���� �� ��&������� ����
 ���$�
��������
 ��������������� ��� ��	����

�� � ���
	
� % 2	�������	#�

��� �	��� � ��	� ������
� � ������ ��	����� ��������� �	� �

	
����� �

= ��� ��� �� 7 ������
 ������ ���
��� �% 4������� 3� �
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2	�������	#��� ���������� �������# ���������� 3� 	 4 � �������
����������� �� � 	 
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2	�������	#��� �� �������
 � ��	���� ������ �� � 	 
� �% �%
3� 	 4 � ������� ����������� �� �	
% I������ ��������%
���	�������	#����# �A+������� 1C%,=- �� �$��	��� �������

�$� ��	��� ��	����� �&� ���� ��������	#�$� ��������� �������
������� �����	#����%
������ ��� ��������# � �$
�	��' *���� �������� � ���	����

����	#���� �A+������� 1C%,=-� ������� ������	��� ����������
���� �����	#���� �	
 ������	#��� ���	�������	#���� �	�����$�
�������� (� ���������� �%
4������� M (� � !�� 8� 7 �����������
 ������ ������� (�%

������	������
� ��� �����$ 8� ��	����	#�� ������	���$�% I����
��&�����'� ���� ��	����	#�� ������	���$� ��������$� �����

�$ 8
����
� � ��� 8

����
� 8

����
� � 8 ��

� % )����� ���	�������	#����# �����

������$� �������� (�� � 8
����
� �(� � !��%  ����( M (�� � 4 7 ��	����

������%
B	
 ������������ �����$ 8 �

� ������� (
�
� ��	����� ���������

8 �
� � 8

����
� 8�8

����
� � 8

����
� 8

���
� 8

���
� 8

����
� � ��%  ���� ��������

����
 ������ ������������� ������� 
�	
���
 ������� �������%
>����
�� ��� ���	�������	#����# �	�����$� �������� (� ��������

������� ���������� ��	 ����� ��������	��
 ����������$� ������
��� (�� �������
 � �����	#���� � ��
 ��� �� �	
%
�������� ��������� ���	�������	#���� �A+������� 1C%,=-%

 ����

���� �
�

�
��	����

������� � �� �
�

�
��	����

������	����
���	�� � �� �

= �

�
��	����

������	����
���	� ����� ��� �� �

�
�

�
��	����

�����	� � � B��


��� B� �
�

�
��	����

�����	� 7 �� � ���������% 4������� 0����

1 � �
 � � � 
�� - � �
 � � � 
 �� 7 *	�����$ �����$ B�%

Теорема 7.7. ����� ������������� � �������������� ���������
���� �	����A+ ��������� 
������� ��
 - � �
 � � � 
 � ��!�
����� � �	
������� ������$� ������� ��
������� �$��������" #�$�� ��� ������
���������� ������������ �������
���������� �A+������� �*����
���������� 
��������� ������(����

0��� 	 � 1C%,C-

��� �	
 ��� 
��	 1 � �
 � � ��
 - � �
 � � � 
 �"

2������	����# ������$ C%C �	����� � ������	#��� �����	#���
������$ @
������%

Теорема 7.8. ����� 
�������� ����
�� ������ *�'
 *�* �
��!

�
�� 	 � ��� � 	 
 ��� 
��	 - � �
 � � � 
 �
 1 � �
 � � � 
�" #�$��
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� ����
����
� ������(����
��
��

���� � �� � � ��
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�
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���� ���������� 1C%,C- ������$ C%C% B�	��� �����������
 ������

�������
��
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���� � �� �����
 ����������
��� �

�
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����	����

�� � ������
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���

��*���� ��� 	 ����� �� �	
% I������ ��������%
9������ ��� ���������� 1C%,C- �������� ������������� ����#�

���� ��	 ������� ����	#���� ������
 �� ������������� ����
	��� ��	� �������%
A�	�� �������� ������������� �����	#���� ���	�������	#�

���� �A+������� 1C%,=- �����	
�� ���������#� ��� �� ����������
��	#��� � ����� ��������	��
 �A+������ 1C%,,- �	��� � ����
��	#���� � ��
 ����	�����% ���	����� �����	
��� �������� �����#
���	����$� �������	#�$� ������	$ �	
 ������ ���������$ ����
���� � � ��� ��	#��� �������#'� ��� ��	#�� �% B�������	#��� ��
���������� ��	#��� � ����� ���������#� ��� � ����
�����#' ����
������ ������� �� �����	��� ������	�

������ � ��������
�

��	������ � �� � ������ � ��������
�

��	������ 


���
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�������∫
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���
��� �� � ����
 1 � �
 � � � 
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B� �� ��� ������	���	��#� ��� ����� �	�����$� ��	�� ���
- � �
 � � � 
 �� ������	��% ������	��� �����#� ��� �	�����$� ��	�
��$ �� ��������	��$ �� �����	#���� ������% I���� � ������ �����
��	����� �	��������� ����$ �A+ ���������
 �	������# ����
��
������ �.�� ����������� �	�����$� ��	�� � ������	
���
 ������
�����

�.�� �
�

���������
���

�
��
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���
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�

0�������� 1C%�- ���� ���	���' �	������� ��	��$ � � � ����
� �	�������	#��� "����
 �����������
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���������� ������� ������� � ������	
���
 ���������� ����	 �
= ��	 
��� ����� ������� � ����� �	���� *����	����� �������������	 � ��	 
��� ���� ���%
 ���� ��	 � ������ �	��������� ����$ �A+ ���������� ����

�����	��$ �� �����	#���� ������� �� �A+������� 1C%,,- ���������
� �����������% �����	#�� �	������
 ���	���
 � �����
���
 ����
��	#���� ������ � ��	 
 �

����� � �A+������� 7 	�����
 �������

��������� ������� � � �� �A+������� 1C%,,- ����� �����
���
 ����
��	#���� ������ � ��
 ����	�����%
9�������	#�$� ����	���	#�$� ��������� �A+������ � �	����

�����	#���� ������ ��������	��
 ������������ 
�	
���
 �� *""���
������# � �	���� ���� �����&���$� ������%

Теорема 7.9. ����� � � � ��
 �����" #�$�� �A+������� �*����
�
������ �������
��� 
 ������ 
��	 ����������	 ��������	
� ���������	� ������"

%���!�������
�" B	
 	'��� �����&����� ����� ��� �������	��
����������� !����3+������30��

�� � ���
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T���� �����������' ����	# 1C%,- ���	#��'� �	
 �������� ������

�
 	������ ������� 5 �
��

���

!��� � !	�� ��� ! 7 ������$� ����

���% V�� ������ ���$��'� ���$��!�� �	
 5% A������� �� ����������
	�� "�������	#��� �������� ��������� ����# ������
 "����
� �� ��	#�� � ������ "���� ��������� ���������� �
 � � � 
 ��
��� �������
��
 *����������	#�$� ������
 "����� ��  ��
����� ������
� ��������� ����������% ������� �� "����	�

�5��� � !	 ����� 1C%,F-

����� ���$���# �A+����$��!��%

Теорема 7.10.�A+����$��! �*��#� �������� � �������
�� 
 �����
�� 
��	 �������	 ����������	 ���$��!�
"

%���!�������
�"  ����

M �5��� � M!	 ����� � !	M ����� � !	� � 5


�% �% �A+�������� �����&��% @'��� 	����$� �����&���$� ��������5 ���� "���� �5 � !	 ��� ��� �� 7 	�����
 �����&����
 ������ �� �% �%�� � ��  �� � ��% 4������� � � �� ��	�����	 % �� ��������	#�
���� ������$ C%, �$	� ��������� ��� �� � �%  ����

����5���� � ��!	 ��	����!


����5� � !	��/�
	! � ��!	��	! � ��!	 ����	�����	 ��

� ��	 ����	�����! � ��!	 ���	���� � ��	 �! �

� ��!	 ��	����!� ��!	��	! � ����5�����

���	����� ����������� �	����� � ���������	#���� ����������
�����$ ��	 % I������ ��������%
5�	 � ������	����
� �	��������� ����$ ������ ������������

� ��������	�� �����	#��� �� �A+�������� 1C%,F- ��������	�� �� ���
��������� �����	#���� ������ � �5
 ��!	 ��	����!�  
�	
���
 *"�
"�����$� � �	���� ���� �����&���$� ��������� 1	����$�  ��	�
����$�-%

7.3. Обобщения классической схемы МНК
) �����
&�� �������"� ����� ����������$ ����&��
 �	������

���� ����$ �A+� ��
����$� � ������� �� �$��	���
 ��� 	 �$�
������	����� �	��������� ����$%
A����� ����&��
 � ������ �� ������	����
 ; �	��������� ����

�$� ������ �������� ������
 �	���'&�� ������	�����( �������
�����
 ������ ������� � �����
 ���������� �. � ��+� ��� + 7
��	����	#�� ������	����
 �� � ��������� 1�� ����� �$�# ����
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�������-% I��� �������� �����# �������� ��	�� �����	
����$�
��
��� ����� ����������� �	�������� ������� �%
�����	#�� ������ + ���������  ��	����	#�� ������	����

��&������� ����
 ���$��������
 ������ )� ��� + � ))	 % )�����
���������
 = � )��� � � � )���� B � )���% I���� �����������

����	# 1C%�- *����	����� ������

B� � =� �� 1C%,G-

 ����
M � � M)��� � 4


�� � )���.�)
���	 � ��)��+�)���	 � ��)��))	 �)	 ��� � �����

I��� �������� �����������
 ����	# 1C%,G- ����	�����
�� ����
������	����
� �	��������� ����$ �A+% 2	�������	#��� �A+�
������ ������� ������� � ������	
���
 ��������������� � ��	 
�� H���
 1C%��-

��� H��� � �B�� =��%
����������� "�������	 H���%  ����

H��� � �B�� =�	 �B�� =� � �)����� )����	 �)����� )���� �

= ���� ��	 �)���	)������ �� � ���� ��	 �))	 ������� �� �

= ���� ��	+������ ���
 ���� �A+������� 1C%��- ������	
���
 ��������������� � ��	 
�� ���� ��	+������ ��� 1C%�,-

 ��������� � �B	B���B	= � ��)����	)�������)����	)��� �

= ��	 �)���	)�������	 �)���	)��� � ��	+�������	+����

2	�������	#�� ����� � ��	+�������	+���� 1C%��-

4����� 1C%��- ���
�� ���$���# 
!
�(����� �A+�������� 5�����6
7����
�%
)��������
 �A+������� 1C%��- �����&���% B�������	#���

M ����� � ��	+���	 ����	+��� � ��	+�������	+���� � ��

A����� �����������' ������ ����� 1C%��-%  ����

�� � ��	+�������	+���/ ���
	+�������	+���	 �

� ����	+�������	+��++�����	+������ � ����	+�������



9
� = ���+���� ����������� �3��� ��! ���

9���# ���	#������ �����������# ����� ��	+������  +��%
 ����

�� � ����	+������� 1C%�8-

Теорема 7.11. ��� ��������	 
�(� �������������	 ����������
�A+������� �������
�� 
 ������ �������	 ����������	 ������"

2���� ��������	#���� ������$ C%8 ���	����� ����� ��������	#�
���� ������$ C%�%
0�������� ���	�������	#����# ��������$� �A+���������� � ��	�+��

� ���
���	�+��

� ��

�	
 ������������ ����	 ��� � �� � ��� �. � ��+�%

Теорема 7.12. ����� 
�������� ����
�� 8����� �*��%� �
&
��+�� � 3
 $�� 3 �� !�
���� �� �" #�$�� �������
����������

!
�(����	 �A+������� ��� ������������ 
 ������� �
����������"
%���!�������
�" B��������� �������#� ��� &
����
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�� �	
% I������ ��������%
����# �����# ����	���	#�� � �$���������$� ������	����
�

������ ������������ � ��������	�� �� �����	#���� ������� ��
 ��+�%
I���� ���������
 �A+������� 1C%��- ����� �����������% B������
��	#��� "����
 �����������
 �	
 *���� �	���
 ���� ��

���� �
�

���������������
���

�
� �- �1�������- �1��

�����

�
�

2	�������	#�������	 � ��	 
�� ���� � ��	 
�� �� ����	+���� ���� � ������

6�	�� ����� ���� ���������
 �A+������� ����� ��������	��� ��
�����	#���� ������ � ��
 ����	+�������%
T���� �� ���������%  � "����	$ 1C%��- �	������ ��� ���������


�A+������� �� ����� �� ��� �� �����������
 ������ ����������
�A+������� ������	
'&�
 �������# *��� ������ ����������	#�
�� �� 1��% "����	� 1C%�8--% 5�	 �� ���������� �� �� ����� �����#
�� "����	�

��� �
�1���
� � -������1���
� � -�

���
� 1C%�;-

4����� 1C%�;- �����&���  �����
��	#�� �� ����
����� �� � 	
	
%
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�� ����� ���������� ����� ����� �����������
 �����
�� + ������������ ���������  ����� ������ �����	#��� ����������
�A+������ 1C%��- �����
'� �A+������� 1C%,,-% U���� ��� � *���
�	���� *""��������# �������
 �������
% 2���������
� ������
�
'��
 	 ��� �� ����� ���� �������� ������ ��� �����&������#
 �����
��	#����#W
 ����( M ����� � M ��	�����	� � ��	�����	M � � �� �% �%

������ �������
 �����&����� ��� ��
�� ����	���	#�$� ��	���%
������	���� ��� �$��	���$ ��	��
 ������$ C%,�%  ����

��� � ��	����
���	��/ ��

	
����

���	� �	 �

= ����	����
���	�+�����

	
����

���

��*����

&
������ � ��&
��+��&
����
	
����

���	�����
	
����

��� �

= ��&
����
	
����

���&
��+�� � ���

"
���1
�
�1��

	 �

�� � 	 
% 2	�������	#��� �� �$���������$� ��	��
� �A+�
������ 1C%,,- �����
��	#�� � ������� ����������� ���� �� ��	�
�����	
�� ����� ����������� ������� ������������%
�� ����� ����� ����� ����� ������������ ����	 1C%�- ��

�	�������	# �����	����� ����	���	#��� �"������� � ������� �
����$� ����������% ) �	% G ����� �������� ����������$ �����$ �����
����	���	#��� �������� �"������  �������� � ��	��
�� �����
� ������� ������������ ����	 1C%�- D��	�����E ������������ ��
"����� � ����������% 9���# �� ������	���� ��� ����	���	#��

�"�����
 ������ � ��� �����$ ��������

B� � 0
 1C%�=-

��� B 7 �������
 �� � ��������� ����� �� 0 7 ������$� ������
���������� �� � 2 �%
I�������
 �� ������ ������������ ����	 1C%�- ��	���# ������ ���

����	�����
'&�' ������ �������� 1C%�=-%
����# �$��	�
'��
 ������	����
 �	��������� ����$ �A+%
4�����	� ����&����' �A+������� ��
� �������������
� � ��	 
�� ���� ��� 1C%�?-

�� ��	�� 1C%�=-%
A����� ������ ��
�  �$
��� �� ��������%

Теорема 7.13. /����� ��
��

�*��%� ������
����� ��������� � ���
���� ��
����
��

���� � ����� � ��	����B	'�0�B������
 1C%�C-
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� = ���+���� ����������� �3��� ��! ��9

$�� ��
���

 �A+������� �*����
 ' � �B��	����B	 ���" %�� ��
��
���������� ������� ������ ��

��
����
����
� ��
����
�

��� � �� ��	���� ��� �B	'B��	������ 1C%�F-

%���!�������
�" B	
 �����
 *�������	#��� ����� 1C%�?- � �����
����
� 1C%�=- ������ ����� ������	�� @�������% )�����
"�������	 @������� H��� � ���� ��� � �	 �B�� 0�� ��� � 7 ����
��� ������	�� @������� ���������� �%
 ����( H��� � ���� �
��� �� � �	 �B�� 0��

	���� H��� � ��	��� ��	� �B	� � 4
 1C%�G-

������ � � ��	������	� � �

�
B	��% �������	

 ���	����� �$�����

�� � 1C%�=-� ������ ������ � � ��B��	����B	 ����B����� � 0�% 5�	
�����# � ������� 1C%�G- ������# � ���	���� �$�������� �� ���
	����� ������ 1C%�C-%
B�	���

M ��
� � M ����� � M ��	����B	'�0�B������ � ��

+ ��	����B	'�0�B�� � �


��� � �������
	 


��� � � �� � ��	����B	'B% 2	�������	#���

��� � ����� � ��	����B	'B���	������� �B	'B��	����� �

= �����	���� � ��	����B	'B��	�������� �B	'B��	����� �

= ����	������� �B	'B��	������ �

� ����	������� �B	'B��	������

I������ ��������%
 � ��������	#���� ������$ C%,8 �	������ ���

� � �� �B	'B��	����

7 ����������
 �������  ��� ���$� ��� �� ���������$� ������

����$ 	�� ,� 	�� �% ����� �������#� ��� � 7 �$��������
 �������
�% �% �� ������� ���� ���� �� ����������� ������� ����� ��	'%
 � "����	$ 1C%�F- �	������ ���

��� � ����	���� � ����	����B	'B��	���� �

� ����	���� � ����� 
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�����	#�� ������ ��	����B	'B��	���� ���������  ��������
��	#��%
 ���� ����&����
 �A+������� 1C%�C- *""������� �A+������

1C%,,-% ���	����� ��
���� � ���� ��� ������ 1C%�C- ���	#���� ���
��	���	#��' �"�����' �� ����$� ����������� �������' �����
��� 1C%�=-%
����� �������#� ��� ����&����
 �A+������� 1C%�C- *""������

� �	���� ���� 	����$� �����&���$� ������� ����	�����
'&� �����
�� 1C%�=-%
5�	 ���� �����$ B ����� � 1� ��-� �� ������ 1C%�C- ���������

� ���������$� ������� �����$ 1C%�=-� ���� � �7 ��	���
 ������%
B�������	#��� ����

' � �B��	����B	 ��� � �B	 �����	��B��


��
� � ����� � ��	����B	 �B	 �����	��B���0�B������ �

� ����� �B��0� ����� � B��0


��� � ����	������� �B	 �B	 �����	��B��B��	����� �

= ����	������� � ��� � 4�

 ���� ��	 � ��� �� ������ 1C%�=- ������� ��	��' �"�����'
�� ����$� ����������� ����������  ����� 1��� ������������- �
������	

� � �����������
 ����	# 1C%�- ��������
 ��������%
) ���	'���� *���� �������"� ���	��� �����	#�� �������� �����

���	#�� ��	����� ���	��� �A+%
B	
 ��������
 �A+�������  ����������$� ������ �������

	
'&� �������# *�� ������� ��������� ������# �����$(
7 �	
 �A+������ 1C%,,- 7 �	�.
7 �	
 ���������� �A+������ 1C%��- 7 +� �	+���	 .
7 �	
 ����&����� �A+������ 1C%�C- 7 �	�� B��	����B	 %
�����$ �	�� �	+���	 7 ���������� ������ + 7 ���������

�� ��� ��� B��	����B	 7 ���������� �� � ��%
�����	#�� ��� �����$ �	�� +� �	+���� B��	����B	 ������

���$  ��	����	#�� ������	��$� �� �	
 � ����&��
 ������������
�
 �����
�# *""�����$� ����� ����������� ����
� �������$� ���
��� �	
 ����&��
 ��������$� �����% ) ������������� �����
����� ���������$� ����#'����� ��'��
 ���������$� ��������$
����&��
 ��������$� ����� ������� ����������� ����
%
6�	#�� �$��	��	#�$� �������� ������'�� ����� ������

�	� �	��� ����	��	��� 1� *��� �	����  �������	+��� ����� �����
�	��� ����	��	���-% �	���
 ����	��	������# �����$ �	� ���������
��� �����������
 ����	# 1C%,- ������� ������������ �"�����
�� ����$� ���������� �% ) *�� �	���
� ��������� ���	#�����#
����	���	#��' �������' �"�����' � ������� �  �����
�#
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) = 	
����
����� � $�+#- �������3 
��
�������3 ������ ��"

�����$ �������
� �����	
'&� D�����
�#E ��' �"�����' � ����
���� �% �������� ���� �����$ ����� ����������$ � �	% G%
����� �����#�� ���������  ��� �������
 ��������	��$ � ���

����� K�� ?� ,=� �C� ?;� ?=� ?FL%

7.4. Прогнозирование с помощью линейных
регрессионных моделей

�� ����� ������ ����� *���������� ������ � �������� �����
������������
 � "�������� ��	���� ����� ���	#�����# ������
"�������' �����������' ����	# ���

� � �� �
��

���

��	� � �
 1C%8�-

��� 	�
 � � � 
	� 7 ���	'����$� �	�����$� ��	��$ 1"�����$-.
� 7 ������� ���
&�
 ��������� ��������� ����� M � � �.
��
 ��
 � � � 
 �� 7 ��������$� ���	���&� ������. � 7 �����

��	��� 1���	� �����$-%
����	# 1C%8�- ����� �$�# ���	#������ �	
 ������������
 ��

����� ��	��$ � �	
 ����&� �������� ������� ��	 ������

"������� �	
 �����
&��� ������� �� ������$%
) *��� �	���� ��������� ���	�����# ��� *����% A� ������ �

�� �� ������ D���������E ����$� ������'� ������
 ��������
��� ��
 ��
 � � � 
 �� 1*��� D������
E ����	 1C%8�--% A� ������ *����
���	#��'� ��������� 1C%8�- �	
 �������� ������ ��	��$ � ��
�������$� ������
� ��
 ��
 � � � 
 ��  ������$� D����&�E ������
�
"������� 	�
 � � � 
	�%

Замечание 7.2. 5�	 ��	�����$� � ����&#' ����	 1C%8�- ����
���� ���� �����������$� ��������� �� �������
 ��������� D���
��������#E ����	# 1C%8�-� ����������
 ��������$ ��
 ��
 � � � 
 �� ��
������ ���	���� ���$� D���������E ����$�%

B	
 ��	����
 �����	#�$� ������ ���������� ��
 ��
 � � � 
 �� ��
*����� D������
E  D����������
E ����	 1C%8�- ������ �A+%
9����� ����	# 1C%8�- � ��� ���� ��������(

M� � �� �
��

���

��M	�
 1C%8,-

� � �
��

���

��	
�
� � �
 1C%8�-

��� � � � � �M� � 	�
� � 	� �M	� 7 �����������$� ��	��$%
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!����	� �	
 ������	��
 ��
 � � � 
 �� ��	����� � 1C%8�-� ����

���
 ������' ����� � M�� � �
��

���

��	
�
� �

� �� ��
 � � � 
 ��(

� � ���

 ��� ��
	�
 1C%88-

��� � � ���
 � � � 
 ���	 � �
 7 ��	����	#�� ������	����
 �����
�������
 �� � ��������� "������� 	�
 � � � 
	�. ��� ��
	� �
= ���� ��
	��
 � � � 
 ��� �� � 	���	 7 ������� ���������$ ��������
��� ��
	�� � M �� �	�

� � 7 ������� ��	��$ �  "������� 	� �
1 � �
 � � � 
�%
A� ������� �� *����� D������
E 	 D����������
E ���

��	 1C%8�- �	����� ���	#�����# "����	� 1C%88- � ������� �

 ��� ��
	� � �������� ��	�����$� �� ������ D���������E
����$�%
5�	 ���� D���������E ����$�� ���	#����$� �	
 D������
E�

������ � ���	������$� �������

��
 	��
 1 � �
 � � � 
�
 - � �
 � � � 
 �
 1C%8;-

�� ����� *	������� �����$ �
  ������� ��� ��
	� ������	
'��

����������

� ��
��$ � �

�� �

��

���

�	�� �	���	�$ �	$�
 	� �
�

�

��

���

	��


&��� ��
	�� �
�

�� �

��

���

��� � � ��	�� �	��
 � �
�

�

��

���

���

I��� �������� ��������	#�$� ����� ���������� ��
 ��
 � � � 
 ���
��	�����$� �� *���� D������
E ����	 1C%8�-� ������	
'��
 ������
�����

��� � � �
��

���

���	�
 �� � ����
 � � � 
 ����	 � ����

 &��� ��
	�
 1C%8=-

���&��� ��
	� � �&��� ��
	��
 � � � 
&��� ��
	���	 %
���	� *���� D������
E ����	 1C%8�-� ������	
����� "����	��

� 1C%8=-� ����	# 1C%8�- ����� ���	#�����# �	
 ������������
 ��
����� ��	��$ � ���	���� ���������

����( � ��� �
��

���

���	�

��� 	�
 � � � 
	� 7 ������
 ���	'����$� "������� �� ����&� ���
���� ������%
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РОБАСТНЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
МОДЕЛЕЙ С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ

ДАННЫМИ

0���� ��� ������	��#� ��� �A+������ 
�	
'��
 *""�����$�
� � �	���� ���� �����&���$� ������� ��	 ���������� �������
��������� ������� � ��������	��$ �� �����	#���� ������% 4�����
�� ������� ����� �����	#����# ������ ��������	��
 ������������
����� �������#�
% A������$� �������
 �����	#���� ������ �������
��	��
 ����� ������# � ������	#��� ������ *""�������� �A+�
�����  �� ���	����' �� ����$� ������� ����$� ����������%
����������� ��� ����$� ����� ��������	��
 ������������ ����
���� �������
 ��������$�%
4������� ��	#��
 �����
 *""�������� �A+������� ��������

�� ��	� ���� ����	#��� ��	 ��	#�� �$������% A� �������
��	#�� �$������ �����������'� �� ������
 ��� ���	#��
 �������
����# �����$� ������	#�� ���������� ����$�����' � ������
�' ��� � ����� � ���	#��
 ��	��� ���� ������������� � �
������ - �� ������$%
�� ��	� ��	#�� �$������ ��������� �����
�# �������$�

�����$ �������
 KF8L� �����	
'&� ������	#�� ����# �������
�	
�� ��	#�� �$������ �� ������  ��	���# ����	���' �����
��' ������ ����$� ����������%

8.1. Робастные М-оценки параметров линейных
моделей

2�&������� �����	#�� �������$� ������� �������
 K?G� F,� F8�
FFL% A� � ������ ����� �������������# ���	��$� �������$� �����$
���������	��
% 4�� � ������� ���������� ���������	��
 �������
�� ������ ����������� ����$ � *�������	#�$� ������� 1C%,�-� 1C%�,-
�� ��������%
)����� *�������	#��� ����� 1C%,�- ��������� *�������	#��'

������

����" � ��	 
��
�

��
���

������ � ����
 1F%,-

��� ����� 7 -�
 ���������� ������� ��� � � � 2 �%
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�� ����#��� � ��	��# �� , ����������# ����� 1F%,- ���	��
�����
% �����	#�� �� � . � "�������	 ������ ���� 1F%,- �	#��
�$���	$�� �� ��&������� ����������
 ��������
 ������ 1F%,-%
�� � �� � ������ 1F%,- ��	������ � �� "��������� �$��	���

������	#�� �	������ ��� �$��	��� �A+������ 1C%,,-% A�� ���
��� ���$ ��������$� �	�����$ �$��	��
 ��	����$� �������$�
������� � ��� ��	�  ����� 1F%,-%
����# �$��	�
'��
 ��� ������	����
 �	��������� ����$ �A+�

�� ��	'����� ������	����
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8.2. Численные методы нахождения робастных
оценок параметров линейных моделей
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�������� ��� �������������# ����� ���������	��
� ���������� ��
������������ ����	 1C%�-� *����	����� �$���������� 	 �	��



��5 .��� �$
�
�� ��)
����� � �������3 �����3 < ��
 "

��� ����	��	������ �"���������� �����$ !����% ���	�����
��������� ��� � ����	 1C%�- D��	�����E ������������ �"����� ��
������ ��������  ��*���� ������	#�� ��	#�
 ��	���# ������$�
����� �����
� ������
�# ��	#�� � ������ ����	 1C%�-%
2	�������	#��� ��	�� ���������� ����� ���������	��
 �� ���

���������� ���	'�����
 � ���� ��� �	
 ���������� ����� ��&������
'� ����	��$� ����� ������� ������� ��� ���	����
 ��������
�"������ �	
 ������������ �� ����� ���������� ��	����� ���
��	��$� ������ ������� ������� ��� ���	����
 �������� �"���
���%
/������
 �"�����
 �� ������ ������� � ����� �$�# ����

���� 7 ������������  ���������������% ) �������� �� ���
�������� �"����� ���	#��'� ��� �	�������� ������ �����

����������$� ����� ���������	��
% 5�	 � ������
��� ��	����
����	
 �����
 �������
 �"�����
 �� ������ ������� �������
������� ���������� �� ����� ���	#�����# ����� 6�����% 5�	 ��
�������
 �"�����
 �� ������ ������� ���� �������������$�
��������� �� ����� ���	#�����# �������$� �����%
����������� ��� 	'��� ����� �������
 ������� ������� �� �����

����$� �� ���	#����� ����	���	#��� �������� �"������
����� �����
�#  �� ����� ��������$� ����� ���������	��
%
A� ��	 �� ����� ��������$� ����� ���� �����$ 1� ���������
����� 6�����  �������$� �����- �����	
'� 	�# �	�����# ���
������ ������ 1�� ������ ���	#�����
 ����	���	#��� ��������
�"�����-  ����� ��	����# ����	��$� �����  ��� ���	����

*�� �������� �� �� ����� ����������$� ����� ��� ���	#�����

�������� �����	
'&� �����# �������' �"�����' �� ������
������� 1� ��������� ������� 6�����  ����������-� ������	#��
���������� ��	����� ����	��$� ������ ������� �������%
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9.2. Минимаксный метод учета детерминированной
априорной информации

0�������� �����# ������ �	�������� ����� ����� ����	���	#�
��� �������� �"����� 7 ����������� �����%
�������$� ����� ���	#��'� ������ ����� �������
 �"�����

�
 �� ������ ������� � �������
 � ��������������� "����%
����# �������
 �"�����
 ������ ����������� � � ��� ���

�� 7 ��������� ��������� ������������ �
�%

0�������� �	��� ��� 	����$� ������ ������� ������� �� �
= )� � ��� ��� ) 7 ��������������
 �� � ���������� �� 7
������$� ������� ����� )� �� ���� ������	#�$%
)����� "�������	

I���� � 
��
����

M ���� ���� 1G%;-

9������ ��� "�������	 I��� ������	
���
� � ��������� �$�����
��� ������. ��
� � 1G%;- ���������' ������ ��	����� ��� � ��������
���������� ������% T�&� ����� � 1G%;- ����� ���	���� �����%
2��	���� ���������� ������ � �������� ����� �� ������	
����

������� )  �������� ��� ����� ����� ������� �����$� ��������
"�������	 1G%;-� �% �% ��������
 ������ 1���������- ������	
���

���������� ���� � ��	 
��

�������
I����� 1G%=-

5�	 �������
 �"�����
 ������������ �% �% �� � ���  � 1G%;-
��
�� ���	���� ������ �� ��������� 1G%=- ��������� � �A+��������%
�������$� ����� ���� ��	����' ������ �� �������� ����

������ �����	���� ������� ������� � � �������� �����������%
A�������� �������� �	
 ��������$� �������� �� 7 ������

����
 �$��	��	#��
 ������% ) ������	����� ��� ����� � 1G%;-
���	����� �	
 ���� �����$� ���� ��������� �� ����� ���� 
��$�
�� ��������%
����# �� 7 ������$� *		���� � ������� � ��  D������E "(

�� � �� " ��� ���	B��� ��� � "�
 1G%?-

��� B 7 ���������
 ��	����	#�� ������	����
 ������%
I���� ��������� �����
 ����������

���� � �� �
�

��

�
�

��
�	+����

�

��
B�
���

�	+���� �����
 1G%C-



�  .��� �$
�
�� ��)
����� � �������3 �����3 < ��
 "

��� ���"��������
 ������ B� ������� ��� ���� �����	��� ����
��� ��������� ��%
) ��������� ��	 �� � �� ��

���� �
�
�	+����

��

��
B�
���

�	+���� 1G%F-

����# �����# �� 7 ������$� ����		�	����� � ������� � ��(

�� � �� " ��� ��
 =��� � &��
 � � �
 � � � 
�
 1G%G-

��� �=�7 ��������������$� ���� ������������ ��� �&��7 ������
�$� ��	����	#�$� ��	��
4�������

B �  ���	 ��/&��
 � � � 
 �/&
�
�� 	 


���  � �=�
 � � � 
 =�� 7 ��������	#��
 ������� ��� ���	��� �������
���������� ����������� ������� =�% ������ B ���������  ���
	����	#�� ������	���� ����� ��/&��� �=�� � � �
 � � � 
� 7 �����
�������# ���������$� �������  �����������'&� � ���������$�
�������� �����$ B%
B	
 ����		�	������ 1G%G- ��������� �����
 ����������

���� � �� �
�

��

�
�

��
�	+����B�

���
�	+���� �����
 1G%,�-

��� B� � ���"��������
 ������ B KCGL%
) ��������� ��	 �� � �� ��

���� � ��	+���� ��B�����	+���� 1G%,,-

) ��	����
� �������� ��������� �� ����� �������
 � ���
����������� ����������(

!� � �� � 0�
 - � �
 � � � 
�
 1G%,�-

��� !�� 0� 7 ������$� ��	�%
2����������# ���������� 1G%,�- ������	
�� ����		�	����� 1G%G-�

�	
 ��������

�� �
�

�
�!� � 0�
 � � � 
 !� � 0��	 


B � '���	

�
�

��� � ���
� 
 � � � 


�

��� � ����

�



 � ��
 =� � �� � ��
 � � � 
 �
 � � � 
 ��	 
 &�� �
�

�
�0� � !����

5�	 ����������� ���������  �$���	�� ����������� ��&������
��  ���������� �	
 	'��� ������������ ����	 1C%�-� � ��� ��	��
����� ������ ���������	��
 �����������%



"
 = ����������� ���� (���� ����
����
����� ��)
����� � �

�������� ���&��$� ����� ���&��� �� ������ ���	���� �����
�� � ������� ������� �	 % T�� DZ���E �������� ��������� ��� ���
�	�� ��������� � �	 % A������� �������� 1G%C-� 1G%,�- �����
��

� �	 � ������� ������������ ��	 ����� *		����� " 	 � 1�	

����� 1G%C-- 	 
�� &�� 	 � 1�	
 ����� 1G%,�--% A�������� ��	
" 	 
 1�	
 ����� 1G%C-- 	 
�� &�� 	 
 1�	
 ����� 1G%,�--� ��
�������� 1G%C-� 1G%,�- �����
��
 � ������� ����������� � �A+�
������ 1C%��-%
5�	 � 7 ������ ����	���� ����� 1���)� 2 �-� �% �% ������ ����

������	��
 1C%�- ������������ �� �� �� 	 � �������� ����
��

� ������� ����������� � ������ � ������ �����$ �� � �	 %
�����	#�� �������� ���&��$� �������# �������� ����� �����

��	�# � ����&#' ���������� ���������	#��� �� � ��������
�$ D ������ � M ����� � �	 ������ � �	 �	 � � ��������� -�� *	�����
�	����� ������	 �����$ D ������ �����M ������ � ����� ��� ������
�� 7 -�� ���������$ �������� ����  �	 ��������������% 2	�������	#�

��� ,�D ������ �
��

���

M ������ � ���� 7 ������������������
 �����
��������%
B	
 ��������� 1G%C-� 1G%,�-

D ������ �
�

�

��
�	+����

�

��
B�
���




D ������ �
�

�

��
�	+����B�

���
��������������%
�����	#�� �����$ B� � ���� ���������� 1G%C-� 1G%,�- ��	���

��	#�� ������	��$� �� �������	�� ����������� D ������ 2 ������
 �	
 ����� 1G%C-�  �	
 ����� 1G%,�-� ��������� � ����	+������ 7

�����������
 ������ �A+������ 1C%��-%
 ���� �������� 1G%C-� 1G%,�- *""������� �A+������ 1C%��-%

V��  �������	#��� ��� ��� �������� ���	#��'� ����	���	#��'
�"�����' �� ������ ������� �	 %
B	
 "���������� ��������
 ��������� 1G%C-� 1G%,�- ���������

������# ��������$� ��	����	#�� ������	���$� �����������

�$

�
�

��
�	+����

�

��
B�

�
�
�

�

��
�	+����B�

�
��������������% B	


����&��
 *�� ����� ������������
 ��	#�����#�
 ������� ��������
���� ����
%
�������� 1G%F-� 1G%,,- *����	����$ ���&���$� ������������

����� ���	#����$�� ���	���� ���	���
� � ���������� ������
��� �� ����� ����������$� ����� ���������	��
% + ����	��'�
�������
 ������������#� ��� � ���	���
� �� �����������'
������� ����	������ 1*����	������� ��	����	#�� ������	���$�



� ) .��� �$
�
�� ��)
����� � �������3 �����3 < ��
 "

��������$� ������� B� � ���������� 1G%C-� 1G%,�-- ���� �� ��
�
�$�����
 � ���	#������� �������� �"����� �� ������ ����
���� �� � ���������
 "����	#�� � ����������� ��	#' 7 �$�� �
�	���� �����&���$� ������ K�CL%
9����� ������ ��� ��	 � ���������� 1G%F-� 1G%,,- ��	���#

+ � ��� �� "����	#�� ��	����� ���	������ ������ ���	���� ���
��������� ������ ����	
���� /%A%I������ 1� ���������$�
����	�������- KC,L%
�������$� ����� �����
 ����������� ������	���$� �����

��������	�� � KCGL%

9.3. Обобщенный метод максимального
правдоподобия учета априорной стохастической
информации в рамках линейных моделей
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Теорема 9.3. ����� ��� 	 �" #�$�� 4���������� ������ �	������
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Задача 9.1. B������# ������� G%8� ���	#��
 ����� ��������	#����
������$ G%,%
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��� ������� G%?%

9.4. Обобщенный метод максимального
правдоподобия учета априорной

детерминированной информации в рамках
линейных моделей

0�������� �����# 4���������� ���	#��'&� �������' ��
"�����' ���������������� ���������%
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9.5. Регуляризованный метод наименьших
квадратов
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10.1. МНК-оценки параметров нелинейных
моделей и их свойства
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10.2. Численные методы нахождения МНК-оценок
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МЕТОДЫ ВЫДЕЛЕНИЯ

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ И ХАОТИЧЕСКИХ
КОМПОНЕНТ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ
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11.1. Метод сглаживающих ортогональных
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ПЛАНИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ

ИЗМЕРЕНИЙ ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ
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13.1. Постановка задач планирования оптимальных
измерений
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13.2. Методы решения задач планирования
оптимальных измерений
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