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ПредисловиеПредставляемая книга является расширенным вариантом ранее вышедшего издания — К р ян евА .В ., Лукин Г. В . М етрический анализ н обработка данных. М .: Физматлит, 2010.При подготовке настоящей книги были внесены существенные дополнения, включающие некоторые последние достижения, в том числе авторов книги, и прежде всего по новому направлению' — метрическому анализу, что и определило название первого и настоящего изданий книги.Книга в первую очередь предназначена лицам, использующим математические методы обработки данных при решении прикладных задач различного содержания. Кроме того, большинство ее разделов используются студентами Н И Я У  М И Ф И , выполняющими учебно-исследовательские работы, студентами- дипломниками и аспирантами, тематика исследований которых требует применения различных математических методов обработки данных.В гл. 1 представлены базовые элементы математической статистики. Анализируются основные свойства оценок и соотношения между ними, в частности эффективность и робастность оценок. Изложен традиционный материал, в том числе интервальное оценивание математического ожидания и дисперсии нормально распределенной случайной величины. Рассматриваются два универсальных метода в рамках параметрической статистики: метод моментов и метод максимального правдоподобия (М М П ). Метод моментов изложен в обобщенном виде, позволяющем существенно расширить рамки его применения. С  помощью неравенства Фишера-Крамера-Рао анализируется эффективность оценок. Представлены основные свойства М М П-оценок. Изложение теоретических результатов сопровождается примерами, при рассмотрении которых конструируются функции правдоподобия и находятся информация Фишера и информационная матрица Фишера, ММП-оценки и их характеристики. Особое внимание уделяется многомерному нормальному распределению.Во 2-й главе рассматриваются методы учета дополнительной априорной информации в рамках параметрической статис т к и .  Представлены четыре метода учета априорной информации в зависимости от ее вида. Если априорная инфор-



Предисловие 7мация об искомых параметрах имеет стохастический характер, то предлагается использовать два метода: метод Байеса и обобщенный метод максимального правдоподобия (О М М П ) с заданием априорной выборки. Если же априорная информация об искомых параметрах и задается в виде принадлежности и априорному множеству R a, то предлагается использовать два метода — минимаксный и О М М П  — с учетом соотношения и G R a,, — оба из которых используют понятия метрического характера, связанные прежде всего с использованием расстояния в пространстве искомого вектора и. Анализируются схемы применения методов учета априорной информации и алгоритмы их численной реализации. Рассматриваются примеры применения методов, в частности случай, когда члены исходной выборки подчиняются нормальному закону.В 3-й главе представлены робастные методы оценивания параметра положения в условиях наличия больших выбросов. Подчеркивается, что схема робастного оценивания параметра положения может быть без существенных качественных изменений обобщена на многомерный вариант оценивания параметров регрессионной модели. За основу робастного оценивания взят минимаксный подход Хьюбера. Предлагается итерационный метод численного нахождения робастной оценки параметра положения, основанный на геометрическом положении робастной оценки искомого параметра. Рассматривается общая схема получения робастных М -оценок, основанная на использовании функции влияния.В гл. 4 представлены некоторые часто используемые для решения прикладных задач методы непараметрической статистики восстановления функции и плотности распределения. Подчеркивается, что задача восстановления плотности распределения по выборке, в отличие от аналогичной задачи для функции распределения, принадлежит к классу некорректно поставленных задач и поэтому может быть эффективно решена только при использовании дополнительной априорной информации об искомой плотности. Форма и объем априорной информации могут быть различными, и в зависимости от этого используются различные методы восстановления плотности распределения.В главе описаны 5 методов восстановления плотности распределения, использующие различные виды и уровни априорной информации. В методах гистограмм, Розенблатта-Парзена и корневой оценки плотности априорная информация используется для определения подходящих значений коэффициентов, аналогичных параметру регуляризации. В проекционных методах априорная



Предисловиеинформация может быть использована в виде задания априорной реперной плотности, в регуляризоваином методе гистограмм априорная информация об искомом плотности задается в виде априорного класса плотностей.В гл. 5 дается краткое изложение схем проверки гипотез о восстанавливаемом законе распределения в рамках параметрической и непараметрической статистик. Представлены критерии согласия Колмогорова, от, \~.Глава 6 посвящена численным методам статистического моделирования. В этой главе представлены способы моделирования случайных величин, в частности датчики равномерно распределенной нормированной случайной величины 7 , основанные на методах Лемера и Неймана. Дано применение метода статистического моделирования для вычисления определенных интегралов и решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода.В гл. 7 изложен метод наименьших квадратов (М Н К ) для линейных моделей с неопределенными данными. Представлена классическая схема М Н К  и ее обобщения. Приводятся наиболее значимые свойства МНК-оиенок и их обобщений. В конце главы дается линейная прогнозная модель, использующая М Н К  на этапе ее обучения.В гл. 8 представлены робастные схемы для линейных моделей с неопределенными данными. Все робастные схемы оценивания для линейных моделей строятся на основе функций влияния и М-оценивания. Особое внимание уделяется М-оценке Хыобера. Предлагаются итерационные численные схемы нахождения нелинейных робастных оценок параметров линейных моделей, в частности итеративный М Н К  и метод вариационно- взвешенных квадратических приближений. Для нахождения робастной оценки Хыобера предлагается эффективная итерационная процедура, сходящаяся к робастной оценке за конечное число итераций.В гл, 9 изложены схемы учета дополнительной априорной информации в линейных моделях с неопределенными данными. Отмечается, что в условиях, когда информационная матрица Фишера исходной линейной модели вырождена или близка к вырожденной, задача оценивания параметров линейной мо-ли принадлежит к классу некорректно поставленных задач 
И ^ез Учета дополнительной априорной информации невозможно получить приемлемые по точности оценки искомых параметров, В главе представлены различные схемы учета априорной информации, основанные на методах Байеса, минимаксном



Предисловие 9и О М М П . Для ОМ М Г1 даны две схемы оценивания в зависимости от вида априорной информации. При применении первой схемы О М М П  можно учитывать априорную информацию стохастического характера, задаваемую в виде априорной выборки. В этом случае предполагается, что совместная плотность вероятностей членов выборки зависит от искомого вектора и линейной модели. При применении второй схемы О М М П  учитывается априорная детерминированная информация, задаваемая в виде априорного детерминированного множества, которому заведомо принадлежит искомый вектор и. В п. 9 .5  рассматривается также регуляризованный метод наименьших квадратов, позволяющий учитывать погрешность в элементах матрицы А  исходной линейной модели Ли =  /  — е.В гл. 10 в сжатой форме изложен метод наименьших квадратов для нелинейных моделей. Приведен итерационный метод Нью тона-Гаусса численного нахождения М НК-оценок решений нелинейных моделей. Даны регуляризованные модификации Левенберга-Марквардта итерационных процессов Нью тона-Гаусса.Главы 11, 12 посвящены анализу и прогнозированию временных рядов. В гл. 11 представлены методы выделения детерминированных компонент временных рядов. Все представленные в главе методы основаны на представлении детерминированной компоненты в виде разложения по базисной системе функций и оценке коэффициентов разложения с помощью М Н К  или робастной схемы. В качестве базисной системы функций берутся: 1) система полиномов, ортогональных на множестве фиксированных значений аргумента; 2) линейные сплайны; 3) кубические сплайны; 4) вейвлеты. Предлагаются эффективные численные схемы расчета искомых коэффициентов детерминированных компонент. В гл. 12 представлено несколько сравнительно новых методов прогнозирования временных процессов. Первые два из них основаны на учете априорных экспертных оценок прогнозируемых величин и применении схем выделения детерминированных компонент, изложенных в гл. 11. Третий из представленных в гл. 12 методов прогнозирования базируется на сингулярноспектральном анализе и выделении главных компонент исследуемого временного ряда. Указывается на соответствие между прогнозированием с помощью метода главных компонент и прогнозированием на основе линейной регрессионной модели. Значительная часть гл. 12 посвящена нестационарному сингулярно-спектральному анализу.



В гл. 13 рассматриваются основы метрического анализа, позволяющего решать задачи интерполяции, экстраполяции и про- гнозирования функций одной и многих переменных. Вводится понятие матрицы метрической неопределенности, с помощью которой в дальнейшем определяются интерполяционные, восстановленные и прогнозируемые значения исследуемой функциональной зависимости. Предлагаются различные схемы интерполяции. основанные на метрическом анализе. Рассматриваются примеры интерполяции функций одной и многих переменных.В гл. 14 рассматриваются задачи аппроксимации и сглаживания функций одной и многих переменных на основе метрического анализа. Предложены вычислительные схемы аппроксимации и сглаживания функций одной и многих переменных на основе метрического анализа. Рассматриваются примеры аппроксимации и сглаживания функций одной и многих переменных с помощью предложенных схем. Исследуется оптимальность восстановленных значений функции на основе метрического анализа. Показано, что в рамках вычислительных схем метрического анализа можно оптимальным образом учитывать неопределенности как метрического, так и стохастического характеров.Задачи экстраполяции и прогнозирования на основе метрического анализа рассматриваются в гл. 15. Показано, что задача прогнозирования на основе метрического анализа сводится к задаче восстановления значений функции с помощью метрического анализа в рамках нелинейной авторегрессионной модели. Это позволяет получать эффективные прогнозные значения. Приведены конкретные примеры прогнозирования с помощью метрического анализа.Глава 16 посвящена интенсивно развиваемому в последние годы детерминированному хаосу. В главе приведены широко цитируемые в научной литературе, посвященной детерминированном;, хаосу, примеры процессов с детерминированным хаосом. Приведены наиболее значимые известные к настоящему времени свойства детерминированных хаотических процессов, ил.пользующие понятия и инструменты метрического характера. 1И-ателям, желающим более обстоятельно ознакомиться с содержанием теории детерминированного хаоса, можно рекомендовать книгу С П . Кузнецова [55] и книги [61, 62].В гл. 3 7 дано краткое введение в планирование оптималь- пых .намерений при восстановлении функциональных зависимо- .теи. г ассмазриваемая задача планирования особенно важна при проведении физических экспериментов, когда экспериментатор имеет возможность выбора значений аргумента, при которых
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Предисловие IIпроизводятся измерения восстанавливаемой функции. Вводятся различные типы оптимальности планов экспериментов и изложены методы решения задач оптимизации планов измерений для рассматриваемых типов оптимальности, включая алгоритмы их численного решения. Ссылки на используемую литературу даны в квадратных скобках, а сам список литературы представлен в алфавитном порядке и включает в себя лишь цитируемые источники. Представленный список не претендует на полноту, а отражает лишь некоторые стороны изложенного в книге материала. Для читателя, желающего углубить свои знания по теории вероятностей и традиционным главам математической статистики, рекомендуем монографии В. С . Пугачева [75], Ж . Закса [38], М . Кендалла и А . Стюарта [43], С . Р. Рао [78], энциклопедию «Вероятность и математическая статистика» [22]. Теория матриц достаточно полно изложена в монографии Ф . Р. Г'ант- махера [26]. С  численными методами, используемыми при обработке неопределенных данных, можно ознакомиться в книгах [23, 41, 63, 68, 83, 90].Авторы благодарят заведующего кафедрой «Прикладная математика» М И Ф И , д .ф .-м .н ., профессора Н . А .  Кудряшова, д .ф .-м .н ., профессора этой же кафедры Т . И .  Савелову и рецензентов за просмотр рукописи и высказанные замечания, учтенные в окончательном варианте книги.Авторы будут благодарны за все замечания и предложения, которые можно направлять по адресу: a v k r y a n e v 0m e p h i . r u . Материалы, использованные в данной монографии, а также информацию о направлениях деятельности авторов можно найти на сайте w w w . k r y a n e v . r u .М осква, апрель 2011 г. А . В. КряневГ. В. Лукин Д . К. Удумян
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ВведениеСтатистические методы все более широко применяют при решении различных прикладных задач. В первую очередь традиционно они используются при обработке данных экспериментов, причем круг задач обработки непрерывно расширяется, прежде всего за счет расширения областей, где используются экспериментальные методы, и усложнения самих экспериментов.В последние годы в связи с запросами практики интенсивно развиваются методы исследования, основанные на измерениях косвенной информации об изучаемых системах и объектах. Часто задачи математической обработки и интерпретации неопределенных данных по косвенным проявлениям изучаемых объектов принадлежат к классу некорректных задач. Разработка статистических методов решения некорректных задач обработки и интерпретации неопределенных данных еще далека от завершения, но и в этой области уже создано много подходов и методов, а на их основе — апробированных эффективных численных алгоритмов решения поставленных задач. Знать эти методы и уметь их использовать — насущная необходимость для любого экспериментатора и специалиста, обрабатывающего неопределенные данные.Вторая значительная особенность последнего периода развития статистических методов исследования — широкое применение современной вычислительной техники при обработке неопределенных данных. Применение компьютеров при обработке данных дает возможность решать такие задачи, решение которых совсем недавно было невозможно. Например, большинство задач обработки результатов измерений косвенных проявлений изучаемых объектов невозможно решить без применения компьютеров. Кроме того, сокращение времени обработки при применении компьютеров дает возможность создания оперативных систем управления сложными объектами, в которых слежение за поведением объекта осуществляется с помощью экспериментальных методов (например, с помощью систем различных датчиков и приборов измерения). Бурное внедрение кj .ппьютеров и вычислительных методов в статистику, и, в частности, в статистическую обработку данных, заставило ^ hodo переосмыслить место и значение многих классических петогов математической статистики под углом возможности



Введение 13их использования с применением компьютеров и потребовало разработки самих численных реализаций, новых методов и создания эффективных численных алгоритмов обработки данных. Знать основные из этих методов и алгоритмов, владеть ими не только полезно, но и необходимо обработчику неопределенных данных.В последние годы в самой математической статистике, в силу ее внутреннего развития и потребностей практики, созданы новые подходы и методы, более полно и адекватно учитывающие реальные ситуации, возникающие при получении неопределенных данных. Прежде всего это относится к критическому переосмыслению основных предположений, упрощений и гипотез, которые берутся в качестве основы получения тех или иных статистических подходов и методов. Всякий разумный метод обработки должен обладать свойством устойчивости в том смысле, что любое возможное (физически реализуемое) малое уклонение от базовых предположений приведет лишь к малым изменениям в конечных результатах обработки данных. Такие устойчивые методы обработки в математической статистике получили название робастных.При решении прикладных задач обработку неопределенных данных, как правило, проводят в условиях, когда у исследователя, помимо исходных неопределенных данных, имеется дополнительная априорная информация об изучаемом объекте. Ясно, что учет этой дополнительной информации позволяет в ряде случаев существенно повысить точность конечных результатов обработки. Более того, для целого класса задач обработки данных без учета дополнительной априорной информации вообще невозможно получить приемлемый конечный результат.В математической статистике разработаны различные методы учета дополнительной информации об изучаемом объекте и ее «соединения» в процессе обработки с неопределенными данными. Ознакомить с такими методами — также одна из целей настоящей книги.В главах 7-12 книги представлены методы и алгоритмы восстановления регрессионных зависимостей и их применения для прогнозирования.Задачи восстановления регрессионных зависимостей встречаются во всех областях естествознания при обработке неопределенных данных.Обширный класс регрессионных зависимостей составляют линейные задачи. К линейным регрессионным задачам относятся, например, многие задачи восстановления функциональной



н Введениезависимости, задачи исследования изучаемых объектов и систем по измерениям косвенной информации об этих объектах и системах (линейные задачи идентификации). Математические модели линейных регрессионных задач — системы линейных уравнений, правая часть которых имеет случайный характер. В некоторых задачах идентификации не только правая часть исходной системы уравнений, но и оператор левой части имеет неопределенный характер и часто задается со случайными погрешностями. Из-за наличия погрешностей исходная система уравнений, как правило, является противоречивой, т. е. не существует ни одного точного решения исходной системы при заданной правой части с погрешностями. Поэтому попытки решения таких систем «в лоб» с помощью традиционных методов, ориентированных на получение точного решения, часто приводят к неудовлетворительному результату. В то же время, учитывая случайный характер погрешностей, для получения приемлемого приближенного решения этих систем естественно применять статистические методы.Применение статистических подходов и методов для решения задач восстановления регрессионных зависимостей имеет ряд особенностей, требующих качественного анализа и разработки эффективных численных алгоритмов получения приближенных решений. Ознакомить читателя с основными, наиболее эффективными и апробированными методами и численными алгоритмами решения задач восстановления регрессионных зависимостей — одна из целей настоящей книги.В книге рассматриваются также нелинейные задачи идентификации, численное решение которых требует разработки специальных методов и алгоритмов.В главах 13-15 книги представлены новые методы восстановления функциональных зависимостей с помощью схем, основанных на метрическом анализе, которые позволяют по- . у чать эффективные оценки неизвестных значений функции вусловиях неопределенности.В частности, в главе 15 на ряде примеров показана эффективность экстраполяции и прогнозирования значений функций одной переменной и временных рядов с помощью метрическое о анализа и проведено сравнение с результатами экстраполяции и прогнозирования с помощью схем, основанных на сингулярно-спектральном анализеЧасто исследователь не является лишь пассивным обработ- 1 и ком неопределенных данных, но и может повлиять на процесс их получения. В таких условиях естественно добиваться такого



Введение 15набора неопределенных данных (в рамках тех ограничений и возможностей, в которых проводится набор), при котором возможно получение наилучшего конечного результата по идентификации изучаемого объекта или системы. В книге изложены некоторые основные методы и алгоритмы решения задач планирования оптимального набора при восстановлении функциональных зависимостей.



Основные обозначения

X : .........Х п — элементы выборки
р\х'\ — плотность вероятностей
F{x) -  функция распределения вероятностей
р£\х) — плотность вероятностей случайной величины £— плотность вероятностей, зависящая от параметра и 
pix и ■ — условная плотность вероятностей при фиксированном значении ар(х) — оценка плотности вероятностей р(х)
F х — оценка функции распределения F(x)и — оценка параметра и
F~ I  — эмпирическая функция распределенияМ  :; — математическое ожидание случайной величины иРд,-„3 — доверительная вероятность
аь — начальный момент к-го порядка
Рк — центральный момент к-го порядка
<r>Z).Di£) — дисперсия случайной величины £.г  — эмпирическая дисперсия1 г _ £

=  -z==r j € 2 ds — интеграл вероятностей
v '1 о

T\t) — гамма-функция
Xn ~  случайная величина, распределенная по закону хи-квадратс п степенями свободыР  ./ п и ! — информация Фишера или информационная матрицаФишера
L n. Ljtiu) — функция правдоподобия ; и ) ~  логарифмическая функция правдоподобия — ковариационная матрица случайного вектора £— 1 п
Y  — ~ / Yj ~  средняя арифметическаяi=i
jkf/ 21

т <7~) — нормальный закон распределения с математическим ожиданием гп и дисперсией о 2 
щ  — оценка Байеса параметра и



Основные обозначения 17
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К а — ковариационная матрица априорного распределения 
иа — центр априорного распределения параметра и Рапр(и) — плотность априорного распределения 
Ua, R a — априорное множествойммп — оценка метода максимального правдоподобия параметра и (М М П -оценка)ггоммп ~  оценка обобщенного метода максимального правдоподобия параметра и (О М М П -оценка)Д и — смещение оценки иarg m in(m ax)f(u)  — значение и, для которого целевая функция

и
f(u )  достигает минимума (максимума)

К  — параметр Хьюбера
p(s) — функция влияния М -робастной оценки параметра положения — множество индексов, соответствующих средней части, правому и левому «хвостам» распределения Хьюбера 
К  (и) — функция распределения Колмогорова 
К п(и) — функция распределения М асси 6(х) — обобщенная функция Дирака 
Нк(х) — полином степени к Чебышева-Эрмита 
Щ (х) — полином степени к Чебышева-Лагерра 
Ь(с) — функция Лагранжа7 — случайная величина, равномерно распределенная на промежутке [0, 1]
е — доля засорения в модели смеси Хьюбера или вектор погрешностей правой части регрессионной модели имнк — оценка метода наименьших квадратов параметра и ^min(C')(Amax(C')) — минимальное (максимальное) собственное значение квадратной матрицы С  
соу( Х , У )  — ковариация случайных величин X  и Y  gradUf(u )  — градиент функции f(u)
А т — транспонированная матрица матрицыС -1 — обратная матрица невырожденной квадратной матрицы С^мм — оценка минимаксного метода параметра и
(u,v) — скалярное произведение векторов и и v||w|| — евклидова норма вектора и
Sn(x) — кубический интерполяционный сплайн
Sna(x) — кубический сглаживающий сплайн
Sa(t) — линейный сглаживающий сплайн ]V f̂T V
ф{Ь) — базисный вейвлет м ц э В а V м Дн л’  Б « ь я » о и “



IS Основные обозначения

£ { \ )  — план эксперимента с (Л’ } — нормированный план эксперимента Д/ с — информационная матрица, соответствующая плану эксперимента с(Л’ )Р  .-i =  Л/~! (£■) -  обратная матрица информационной матрицы.  Щ е)П — матрица метрической неопределенности



Г л а в а  1
ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Математическая статистика, и, в частности, математическая обработка экспериментальных данных как ее составная часть, базируются на многих разделах математики и прежде всего на теории вероятностей. Предполагается, что читатель знаком с такими основными понятиями теории вероятностей, как случайные события и величины, вероятность события, операции над случайными событиями, случайными величинами и вероятностями, законы распределения случайных величин, предельные теоремы теории вероятностей. В качестве базовой книги, где изложены теория вероятностей и математическая статистика, рекомендуем использовать монографию [75]. Некоторые дополнительные сведения из теории вероятностей, используемые в математической статистике, будут вводиться в соответствующих местах монографии по мере необходимости.Одной из основных, базовых задач математической статистики является задача восстановления неизвестного закона распределения случайной величины по конечному числу ее реализаций. Более подробно, рассматривается случайная величина £, для которой известна (из эксперимента) совокупность ее случайных реализаций X , ..........Х п. (1.1)Требуется с максимально возможной точностью определить закон распределения £, например плотность вероятностей р^(х).Совокупность случайных реализаций (1.1) называется вы
боркой, число реализаций п  — объемом выборки. Если случайные реализации, рассматриваемые как случайные величины, независимы, то выборка называется повторной, в противном случае — бесповторной. Для повторной выборки, и только для нее, совместная плотность вероятностей совокупности^случай-ных величин ( 1. 1) (если она существует) имеет вид i=lВ дальнейшем, если специально не оговорено, предполагается, что (1.1) — повторная выборка. В математической статистике



20 f j  i Элементы математической статистикилюбую измеримую функцию (скалярную или векторную) от членов выборки (1. 1) принято называть статистикой.Иногда исследователя интересует не сам закон распределения случайной величины С  а лишь некоторые его характеристики. например математическое ожидание и дисперсия (соответственно. вектор математических ожиданий и ковариационная матрица, если £ — векторная случайная величина) или некоторые моменты случайной величины более высокого порядка.При восстановлении плотности вероятности по выборке различаю? два подхода — параметрический и непараметрический.
Параметрический подход основан на гипотезе о принадлежности искомой плотности вероятностей р^(х;и) классу плотностей. определяемых совокупностью параметров и (если и фиксирован. то плотность р$(х;и) определена однозначно). Например, часто вводится гипотеза о нормальности распределения скалярной случайной величины т. е.

Pt(x; m , сг) =  - j L -  V 2тг а -  (х- тп)2/(2<г2)
с неизвестными параметрами т ,  о2.В рамках параметрического подхода задача восстановления плотности вероятностей сводится к задаче восстановления значений тех неизвестных параметров и, от которых зависит плотность вероятностей. При решении прикладных задач методами математической статистики исследователя чаще всего интересуют именно значения восстанавливаемых параметров, а не сама плотность вероятностей, поэтому методам параметрической статистики будет уделено наибольшее внимание.

Непараметрические методы восстановления законов распределения наблюдаемых случайных величин не предполагают такой жесткой фиксации класса законов распределения при помощи конечного числа параметров, хотя довольно часто в рамках непараметрического подхода используют метод «погружения» з параметрическое семейство с потенциальной возможностью неограниченного увеличения числа искомых параметров.
1. Параметрическая статистика. Свойства оценокИнтуитивно ясно, что по выборке конечного объема принцип а ,  ьно невозможно точное восстановление закона распределе- ния 3 рамках как параметрического, так и непараметрического подходов. В результате восстановления мы получаем приближеннозначения закона распределения (например, плотности веро



/. Параметрическая статистика. Свойства оценок 21ятностей) или приближенные значения параметров (если использован параметрический подход). В математической статистике приближенные значения параметров плотности вероятностей или самой плотности вероятностей, полученные на основе выборки(1. 1), принято называть оценками.Оценки параметра и и плотности р$ будем обозначать символами и и щ  соответственно.Любая оценка и зависит от членов выборки (1.1) и поэтому является случайной величиной.Оценка и называется несмещенной, если М и  =  иТ, где ит — искомое точное значение параметра и. Если М и  /  ит, то оценка 
и смещена.Поскольку оценка и =  и ( Х \ ,. . . , Х п) зависит от членов выборки, то она, вообще говоря, будет изменяться при увеличении объема выборки (добавлении новых членов выборки). Интуитивно ясно, что при л —у ос информация о законе распределения в выборке неограниченно увеличивается, и поэтому достаточно разумная оценка параметра должна сближаться (в том или ином смысле) с его точным значением.Оценка и =  и (Х \ , . . . ,  Х п) называется состоятельной по ве
роятности (в среднем квадратичном), если й ( Х \ ,. . . ,  Х п) сходится по вероятности (в среднем квадратичном) к иТ при п - *  ос. Если тип сходимости безразличен или ясен из контекста, то будем говорить о состоятельности оценки без указания типа сходимости.Конечно, состоятельность является хорошим свойством оценки, но все же скорее успокоительного, а не конструктивного характера, поскольку на практике объем выборки всегда конечен. Для практики наиболее важным является вопрос о близости (в том или ином смысле) оценки к искомому значению параметра при фиксированном объеме выборки. Меру близости можно вводить по-разному. Например, если и — скаляр и оценка и несмещена, то в качестве меры близости чаще всего выбирают дисперсию оценки (если й — несмещенная оценка вектора, то мерой близости может служить ковариационная матрица оценки). Оценки, наиболее близкие к истинным значениям, называют 
эффективными. Одна из основных задач математической статистики — нахождение эффективных оценок.Как уже указывалось выше, основой параметрического подхода является жесткое постулирование класса распределений. К сожалению, на практике реальные законы распределения случайных величин, образующих выборку ( 1. 1), как правило.



от, ичны от постулированного. Хотя такое отличие может быть и малым, оно всегда имеется. Если оценка малочувствительна к малым изменениям (в том или ином смысле) исходного постулированного закона распределения, то такая оценка называется
робастной,Любая оценка и n -мерного вектора и представима в видеu =  5(А '|.........Х п), (1.2)где 5 — оператор из конечномерного пространства элементов (A'i....... Х п) в m-мерное пространство Е т.Если 5 — линейный оператор, то оценка (1.2) называется 
линейной, в противном случае и — нелинейная оценка. В частности, если X  — векторы размерности к, то линейная оценка представима в виде й =  S X  +  до, где S  —- матрица размерности 
(т х  п к), X  — совокупность компонент векторов выборки (1. 1), до — фиксированный детерминированный вектор.Класс линейных оценок играет важную роль в математической статистике, поскольку в этом классе часто удается найти «хорошие» оценки, а линейность оценки позволяет в большинстве случаев вычислять ее с меньшими вычислительными затратами по сравнению с нелинейными оценками.Часто встречаются оценки, которые вместо свойств несмещенности обладают более общим свойством асимптотической 
несмещенности: М и(Х\, . . . ,  Х п) -» иТ при п -»  оо. В частности, состоятельные в среднем квадратичном оценки асимптотически несмещены.Выше были рассмотрены некоторые основные свойства оценок. Конкретные оценки могут обладать одними из этих свойств и не обладать другими. Спрашивается, каким из перечисленных свойств оценок следует отдавать предпочтение при выборе подходящей оценки? Универсального ответа на этот вопрос не существует. Конечно, всегда желательно, чтобы оценка была эффективной. Но, к сожалению, часто эффективные оценки неустойчивы и тогда, в условиях опасности нарушения основных предположений, следует отдавать предпочтение робастным оцен- гчзм, эффективность которых максимальна. С  другой стороны, и эффективные (или почти эффективные), и робастные оценки, как правило, даже для простых параметрических моделей могу быть вычислены только с помощью компьютеров. Линейные оценки наиболее легки для вычислений, но в большинстве случаев не обладают свойством робастности.

.>2 Га !. Элементы математической статистики__________ ____



2. Метод моментов 23До сих пор мы рассматривали точечное оценивание параметров, в результате которого вместо неизвестного точного значения 
иТ получаем одно его приближенное значение — оценку и.В математической статистике существует еще один способ оценивания — интервальный. При интервальном оценивании находят две оценки скалярного параметра и ин,и в такие, что определена вероятность Р  {и  G (цн,^ в )} =  р(и). Величину рдов =  in fup(u) называют доверительным уровнем, а 1 -  рдов уровнем риска. В приложениях часто доверительный уровень и уровень риска выражают в процентах, а границы ин,и в подбирают так, чтобы доверительный уровень равнялся одному из стандартных значений: 0,9; 0,95; 0,99; 0,999. Например, если рдов =  0,95, то говорят о 95% доверительном уровне и 5%  уровне риска.Интервальные оценки более информативны, чем точечные, но их получение требует больших вычислительных затрат. Н аиболее часто интервальные оценки получают, используя подходящую точечную оценку и, для которой удается построить плотность вероятностей pq{u). Тогда доверительный интервал 
[и -  5 i, и +  <У находят из равенств

U U+&2
P b ( u ) d u = ^ .

и —8\ иВ частности, если Ри(и) симметрична относительно и , доверительный интервал [и — <5, гг 4* <5] симметричен относительно и, а 5 >  0 находят из равенства
й+<5

Рй(и) du =  рдов-
и—8С методами математической статистики можно ознакомиться в книгах [2-5 , 38, 43, 46, 58, 78]. 2

2. Метод моментовПусть (1.1) — повторная выборка скалярной случайной величины £, у которой существуют моменты достаточно большого порядка.

Ри(и) du =



24 Гл. I . Элементы математической статистикиВ качестве оценки а *  начального момента к-го порядка М £* возьмем статистику 1 "О* =  - У  Л ? .п
1=1

(1.3)
В частности, оценка математического ожидания т дается равенством (1.4)m =  i V x , .

П 1̂=1В качестве оценки Д̂ - центрального момента к -го порядка М  (£ -  М £  ‘ возьмем статистику
Нк г=1в частности, оценка дисперсии дается равенством
s 2 = ^ D X i- f t )2-i=i

(1.5)

(1.6)I пОценки (1.3) несмещены, так как М а к =  -  =  M £ fc,i=iсостоятельны в среднем квадратичном в силу закона большихчисел (теорема Чебышева).Оценки (1.0) также состоятельны в среднем квадратичном, ни смещены, и, следовательно, обладают свойством асимптотической несмещенности. Например, для оценки ( 1.6)л -  1
В(Э2) = Ил -  я' _  2{щ -  2а4) ! /14 — За4

п „2 ГзлцентРальный момент 4-го порядка случайной вели-Ча::;0 вместо асимптотически несмещенной оценки ( 1.6) используют несмещенную оценку дисперсии:
1=1 (1.7)которую называют эмпирической дисперсией= < ^ 4  r T * ( U ) ' <17> Р авны D ( m )  -тена пг, Unnu~ „ . ) U  (̂ т ). В частности, если £ распреде-...............  нормальному закону, то щ  =  3<т4 и D  (s2) =  2 J /(п -  1).



2. Метод моментов 25На оценках моментов (1.3) случайной величины £ основан метод моментов оценки параметров и и искомой плотности вероятностей pt(x-,u).Пусть задано т  линейно независимых функций а \ (х ) ,... 
(т  ~~ размерность вектора и). ИмеемооM a j (0  = Pz(x\ u)dj(x) dx =  bj(u),

где bj(u) — известные функции искомых параметров и. В качестве состоятельных оценок М а^ (£ )  возьмем статистики
M V  = ' - Ы Ыи .I— 1Тогда согласно методу моментов в качестве оценок параметров берется решение системы уравнений

bj(u) =  a j(X ) , j =  1..........го. (1.8)В частности, если ц ( Х )  =  X 1, 1..........го, то
aj(x) =  S j  =  ^ J 2 X i-

г= 1
{ 11Р- и х  г  >  ОО, х  <  6. где и >  0 .Возьмем а,\(х) =  х . Имеем: M a i ( x )  =  М £  =  1 /и. Поэтому1 1 Лсистема (1.8) сводится к одному уравнению ^ откуда

Замечание 1.1. Если интегралыооj  pg(x;u)aj(x) dx—ооаналитически не «берутся», то при решении нелинейной системы(1.8) (обычно одним из методов итераций) левые части равенств(1.8) подсчитываем, вычисляя эти интегралы численно.Если £ — векторная случайная величина размерности г, то каждый член X i  =  ( Х » ь . . .  ,Хгг)7 выборки ( 1. 1) — /'-мерный вектор.



26 Га . L Элементы математической статистикиВ качестве несмещенной и состоятельной оценки т вектора математических ожиданий векторной случайной величины ( можно взять
« - ; £ * * ; ( £ * ........! > ) ’ - < * ' ......... Ъ Г -*= 1Статистики t=i

h,; =  - f r  £ ( Л «  -  X 'X Xk* -k=l ^  4-1/2
П3 =  а д »  - 1) ( £ ( х «  -  A-,)2 Y ,( X k j  -  X j ) 2)4 = 1  k= 1являются состоятельными оценками ковариации c.ov(£,.,£j) и коэффициента корреляции г (& ,£;) компонент &  и векторной сл учайной величины £. Оценка Кц несмещена, оценка смещена и потому является асимптотически несмещенной.Следовательно, состоятельной и несмещенной оценкой ковариационной матрицы Кс является симметричная положительно определенная (г х г)-матрица К й элемент которой равен 

kij. Матрицу К  с можно представить в виде
К  с =

п -  1Х ТХ . X  =
f X n - X i  Х 12- Х 2 

Х ц  — X ]  Х 22 — Х 2УАП| — А  1 Х п2 — X  2
А | Г -  А г\а 2г - а  
Х пг -  Хт)где Аг — (п х г)-матрица.Пусть £ — скалярная нормально распределенная случайнаявеличина и р<(х) =  —Д=— e-(^-"i)2/(2<т2) v 2tt аРассмотрим сначала случай, когда га неизвестен, <т2 известен. В качестве оценки тп возьмем статистику (1.4). Случайная величина m распределена по нормальному закону М{гп,<т/у/п). Поэтому нормированная случайная величина (га — гп)/(сгу/п)распределена по нормированному нормальному закону ЛГ(0Л)- Имеем Р { | ™ ^ и а = р м в = 2Ф М .



2. Метод моментов 27
где Ф(£)

\[Ък
е s2/2ds — интеграл вероятностей. В таблицезначений интеграла вероятностей находим t =  t{pA0в), для которого 2Ф(£) =  Рдов- Тогда доверительный интервал для параметра т с уровнем доверия 1 0 0 р ДОв%  имеет видm  -  £(Рдов) -7 =- <  г а ^  т  +  £(рдов)-^. (1.9)V n  v nДля 90% , 95% , 99% , 99,9%  уровней доверия коэффициент 

t(рдов) равен 1,64; 1,96; 2,58; 3,29 соответственно. При увеличении уровня доверия длина доверительного интервала возрастает, например, длина доверительного интервала при уровне риска в 0,1 % почти в два раза больше длины доверительного интервала для уровня риска в 10%.Рассмотрим теперь случай, когда т и а2 оба неизвестны. Тогда в качестве точечных оценок этих параметров возьмем статистики (1.4) и (1.7). При построении доверительных интервалов для т  и а2 используется следующее утверждение.Теорема 1.1.  Пусть (1.1) — повторная выборка случайной 
величины, распределенной по нормальному закону М {т , а). То
гда in и s2 независимы и s2(n -  1 )/сг2 распределена по законуV 2Хп- 1-
Доказательство. Совместная плотность вероятностей совокупности независимых центрированных случайных величин У* =  =  Х{ -  га, г — 1, . . . ,  п, дается равенством

р(у) =р{У\>---,Уп) =
1(27r)n/V exp

В n -мерном пространстве (у\ , . . .  , 2/п)7 совершим поворот вокруг начала координат так, чтобы в новой системе координат1 п
z =  ( z \ , . . . ,z n)T выполнялось равенство zn =  - j ^ Y l y i '  Име'V "ем: z =  U у , Z  =  U Y ,  где U  — ортогональная матрица поворота. Случайные величины Z \ , . . . , Z n независимы. Кроме того,
п п

Y^Z\  =  Y l Yi2' поскольку при повороте расстояния не изменя-



f  } i Зммгнты математической статистики2S
югся. Обозначим mv =  -  W V  Имеем

П£1

V r t2 =  f ( ) ; - m v )2 +  n m f -*=1 t=iоткуда
п —1У ] Z ;  +  п т у,
i= i

s-(n -  1) =  £ №  -  m )2 =  £ ( У <  -  m y )* =  " f |  Z f .
i= l t=l *— 1n—1Из равенства s2( n -  1) =  V  z\ следует, что величина m =i= i=  m +  Zfvv'n не зависит от s2. a s2 распределена по закону \2_ , .  Теорема доказана. □Нормированная случайная величина Un =  (т -  m)/(<jy/fi) распределена по закону Л (0, 1) и не зависит от случайной величины Г. =  а2(п -  1)/<т2, распределенной по закону x 2-i- Поэтому отношение Стьюдента Гп_ } =  Un/yJVn/(n -  1) =  (т -

- т  s x n ) распределено по закону Стьюдента с плотностьювероятностей 1 Г(п/2)
Имеем: Ру т ( п -  1) Г ( ( п -  1)/2) 

- т

2/ * > _ Л  + J L )-  1 )/2) V п - \ )
t2 \  ~п/2

t € (—00, оо).
| ------j=— < t  \ =  рдов, где t =  t ( n -  1, Рдов) находит-I  зД/п J

tся из равенства 2 j prr_,(s) ds =  рдов. оИтак, доверительный интервал для параметра т  имеет вид
Рхл) J L  ^  т ^  т +  t(n -  1 , р дов) . (1.10)При фиксированной рдов коэффициент t(n -  1 ,р дов) убывает с ростом п и i n -  1,р Дов) -> <(рдов) — из формулы ( 1.9) при 

Гг -4 ос. При фиксированном п коэффициент t(n — 1,Рдов) в03' растает с ростом Р:т. Значения t{n — 1,р дов) для различных п и стандартных значений рдов табулированы. Например, для п =  5 коэффициент Стьюдента равен 2,13; 2,78; 4,6; 8,61 для 90%, 
% ъ, 99% и 99,9% уровней доверия. Так как при фиксированном уровне доверия t(n -  1, рдов) >  £(рДов), доверительный



3. Неравенства Фишера-Крамера-Рао 29интервал (1.10) шире доверительного интервала (1.9). Увеличение доверительного интервала для т  в случае неизвестного а2 является своеобразной «платой» за незнание а2.Построение доверительного интервала для а2 также основано на результате теоремы 1.1. Действительно,
Рдов — Р

s2(n — 1) <  U\

щ

р о  (и) du,J  *41 — I 
щгде P v 2 , WА п_  1 2 - п /2Г ( ( п - 1)/2) и ( п -3 ) /2 е - и /2

и >  0 — плотность вероятностей случайной величины, распределенной по закону Х п - гГраницы щ (п  — 1,рДов), щ (п  -  1>Рдов) обычно выбирают согласно правилу
Pxl J u )  d u =  1 2Рдов, о

4-00 р 2 (u)du-Л-п — 1«1 1 Рдов 2
Таким образом, доверительный интервал для а2 имеет вид21 (п  -  1,Рдов)-52 <  O'2 <  22(п  -  1,Рдов)52, (1. 11)где zk(n -  1 ,Рдов) =  {п -  1 )ик(п -  1 ,Рдов), к  =  1,2.Коэффициент z\ € (0,1) обладает следующими свойствами: при фиксированном п z\ — монотонно убывающая функция Рдов, причем z\ —> 0 при рд0В —> 1; 2i —> 1 при рдов -> 0; z\ при фиксированной рдов монотонно возрастает с ростом п  и 2i — 1 при п  -»  оо. Коэффициент 22 >  1, 22 —> 1, монотонно убывая при п -> оо и фиксированной рдов. Коэффициенты z\} г2 для различных значений п  и рдов табулированы.

3. Неравенства Ф иш ера-Крамера-РаоОбозначим р (х \, . . . ,  х п\и) совместную плотность вероятностей совокупности случайных величин, образующих выборку (1.1). Функция членов выборки р { Х \ , . . . ,  Х п\и) называется функцией правдоподобия и обозначается Ьп{Х \у. . . , Х п\и). Если ( 1. 1) — повторная выборка, то
пД „ ( Х 1, . . . , Х » ; и )  =  П « № “ )-



эо Га . Г  Элементы математической статистикиЧасто вместо функции правдоподобия используют логарифмиче
скою функцию правдоподобия

где 1\\Хг; а) =  In р с (Х ; и).Как мы уже знаем, существует много несмещенных и состоятельных оценок параметра и. Спрашивается: существует ли верхняя граница точности таких оценок, построенных на основе выборки (1. 1)?Рассмотрим сначала случай, когда и — скаляр. Тогда степень близости любой несмещенной оценки и к истинному значению 
иТ дается дисперсией оценки D  и =  М  (и — иТ)2.Теорема 1.2 (Фншер-Крамер-Рао). Пусть и =  и (Х \ ,... —  ЛТ — любая несмещенная оценка и. Тогда

^  [ 1 . . .  j X f i ,  и).Для повторной выборки
п

1п( Х и -•• • Х п; и) =  V  h(Xi\ и),
i=i

где

( 1 . 12)

Доказательство. Имеемос! . . .  J Ln( X \ , . . . ,X n-,u)dX  1 . . .d X n =  1.-осОткуда
(1.13)

Но М  и =  и илиос



3. Неравенства Фишера-Крамера-Рао 31Дифференцируя последнее равенство, получаемпп
Ж пи- ди

d X \ . . .d X n =  1
Умножим равенство (1.13) на иТ и вычтем из последнего равенства: ™

{ u - u T) ^ d X l . . . d X n =  1.
Левую часть последнего равенства можно записать в виде

00' . . .  1(и -  ит) ^  ^  L n d X t . . . d X n =  М ( ч  -  и т )'^ .

—ООИтак, получено равенство
М ( й - и т) ^  =  1.4 1 диОбозначим Y  =  и - и т, Z  =  <~ .  Из равенства (1.13) следует,что М  Z  — 0. Поэтому левая часть равенства М  Y Z  =  1 — ковариация центрированных случайных величин Y , Z . Но для любых двух случайных величин Y , Z  справедливо неравенство Коши-Буняковского Wl2Y Z  ^  M Y 2M Z 2. Поэтому1 ^ М ( ц - ц г )2М ( ^ )  .

Имеем: din
ди

1 дЬп 
Ьп ди '

откуда
д21п 1 д2Ьп 1 /'дЬп \2 _  1 д2Ьп (д1п\ 2
ди2 Ьп ди2 L i  'v ди ) Ln ди2 \ д и )Поэтому

М (din' 
\ д и ,) 2 = м  с)~1пх О 9 ’дитак как М 1 d U

Ln ди2
г д2т. . .  ? J £ d X l . . . d X n =  0. J ди2

— ООТеорема доказана. □



■

Замечание 1.2. В тексте теоремы 1.2 не зафиксированы условия. налагаемые на функцию правдоподобия L 1U при выполнении которых справедливы выкладки доказательства теоремы. Эти условия будут приведены ниже при формулировке неравенства Фишера-Крамера-Рао для многомерного случая.Величина L. не зависит от оценки и, а определяется только законом распределения членов выборки и характером зависимости зтого закона от искомого параметра и. Из доказательства теоремы 1.2 следует, что 1п положительна. Если выборка повторная, то
1п = - У м й  =  Ш и  гдеЙ  ди2

Тгкш  образом, 1п характеризует знание о параметре и , «заложенное* в выборке (1. 1), и не зависит от конкретной реализации выборки, поэтому 1п называют информацией {Фишера). Из вышесказанного следует, что если выборка повторная, то увеличение выборки в k раз увеличивает информацию Фишера также в к раз.

32 Гл I. Элементы математической статистики_________

H i неравенства Фишера-Крамера-Рао следует, что величи- па. обратная к информации Фишера, ограничивает снизу дисперсию . iюбой несмещенной оценки параметра и, построенной Hd ич.нове выборки (1. 1). Оценки, для которых в неравенстве ишера-Крамера-Рао достигается равенство, называются эф- 
фектшными. Отношение е„ =  l / ( / „ D u ) ,  0 <  е „  «  1, называет- сЯ сп+мрективностью оценки и . Для эффективных оценок (если они существуют) к только для них еп =  1.Пример 1. 2. Пусть

е-{х-и)2/{2сг2)



3. Неравенства Фишера-Крамера-Рао 33Поэтому 1п — n jo 1. Для несмещенной оценки1 п 2
й =  - У  X i ,  D  и = — ,п f—f nг=1и, следовательно, оценка и эффективна.

Пример 1.3. Пусть р^(х\и) = ие~их, х > 0, и выборка (1.1) повторная. Тогда
- u ± X i

Ln — ипе i=l , Xi > 0, г = ,п,
п

ln =  n ln  и — и у  X i , 1\г=1Итак, для неизвестного параметра экспоненциального закона информация Фишера зависит от значения самого искомого пара-метра. Для оценки и =  п / у  X i еп <  1.г=1Пусть теперь и — вектор размерности т. Матрица In =  (Iij),где
д21п

I l j  М  Qu £ u . , i , j  =  1, . . .  , m,
называется информационной матрицей Фишера. Из определения информационной матрицы следует ее симметричность.Имеем

din 1 дЬп д \ 1 д2Ьп 1 дЬп dLn
duj Ln diij ’ duiduj Ln дщдщ L2n дщ dujHo M ( —  d2Ln—) Ln дщдщ

M ( X ^ )L n дщ

& L n-00oo duiduj

dLn

d X i . . . d X n =  0,
дщ

dX\ . . .  d X n — 0.
Поэтому

-M d2ln
dujduj =  M ( l dLn l 0Ln 

Ln дщ Ln duj
) =  cov( l dLn l dLn

Ln 9щ Ln duj2 A.B. Кпянев. Г. В. Л укин . Л. К. Улумян



f j  } Элементы математической статистикиТаким образом, информационная матрица Фишера является ко* вариационной матрицей совокупности центрированных случай*чых величин ( K i r 1 .........К  К 1 ) и поэтому неотрицательна.\Ln au\ Ln ой™ !Предположим, что 1п невырождена и
d A ’, " ' d A n < 0 °—00для любого ц и г — 1 , . , . ,  m .Пусть и =  (й‘ь . . - ,Ц т )Т — несмещенная оценка искомого вектора «г , построенная по выборке (1.1).Теорема 1.3. Ковариационная матрица К и любой несме

щенной оценки и удовлетворяет неравенству

К а >1-'.(1.14)Неравенство (1.14) — обобщение неравенства Фишера- Крамера-Рао (1.12) на случай векторного искомого параметра и. Оно означает, что симметричная матрица К и — 1 ~ 1 неотрицательна. Элементы главной диагонали матрицы К и являются дисперсиями от; компонент щ вектора оценки и. Поэтому из неравенства Фишера-Крамера-Рао (1.14), в частности, следуют неравенства о*. ^  /~3, i =  l , . . . , m ,  где 1~{ х — г-й элемент главной диагонали матрицы, обратной к информационной матрице Фишера.Неравенство Фишера-Крамера-Рао обобщается и на случай смещенных оценок. Заметим, что неравенство (1.14) эквивалентно выполнению неравенства (Kuv,v)  ^  ( I ~ lv ,v)  для любого ? ' Обозначим bi{u) смещение г-й компоненты вектора оцен
ки и =  («..., ите)т , т. е. М  и =  щ +  bi(u).Теорема 1.4. Пусть 1 выполнены условия теоремы 1.3
условия регулярности); 2е существуют для всех и, где

l' j  ~ Т . . .  ,т . Тогда для любого вектора v Е Е т справедливо
неравенство

K m v )>  ( I p v , v ) ( l +  (1.15) v (In v,v) )
гое ''J 'u э.гемент матрицы D  (и) дается равенством

Оц(ч) =  дШ
OUj



4. Метод максимального правдоподобия (М М П) 35В частности, для одномерного случая (т =  1) неравенство (1.15) эквивалентно неравенству
М  (и — и)2 ^ ( i+ f c 'M ) 2 (1.16)где Ь(и) — смещение оценки и.Так же как и для одномерного случая, несмещенная оценка 

и =  ( й \ , , Urn)1 называется эффективной (совместно эффек
тивной)I, если в (1.14) достигается равенство. Оказывается, что оценка и является эффективной тогда и только тогда, когда закон распределения оценки и нормальный (теорема Хогга-Крейга) [38].

4. Метод максимального правдоподобия (ММП)М М П  позволяет получать оценки, которые в определенном смысле близки к достижению границы Ф иш ера-Крам ера-Рао, а если эффективные оценки существуют, то совпадают с ними.Согласно М М П  за оценку параметра и принимается решение экстремальной задачимммп =  arg m a x L n( X \ , . . . ,  X n\u). (1-17)
иЕсли функция правдоподобия дифференцируема по и, то М М П-оценка (1.17) является решением системы уравнений правдоподобия gradu L n( X \ , . . .  tX n\u) =  0. (1-18)Часто вместо экстремальной задачи (1.17) и системы (1.18) удобно рассматривать эквивалентные им задачи^м м п =  arg m ax/n ( X i , . . . , X n;u),  (1.19)иgrad„ ln( X \ , . . .  , X n\u) =  0. (1.20)Прежде чем перечислять общие свойства М М П -оценок, найдем М М П -оценки параметров для некоторых стандартных распределений.

Пример 1.4. Пусть
Pt(x\u) = 1 р - ( х - т 0)2/(2(72)

2*



36
1Л■ ' математической статистикигде и =  (т^,а2)Т и выборка (1.1) повторная. Имеем

А  . ..........Х п: In 2 т -  ^  In а 2 -  ] £ №  -  *щ)2>t=iПолучаем систему уравнений правдоподобия
£  = ^ № - ' " о) = 0'

»=1&  =  - ^  +  i № - ^  =  о,i~ 1откуда
-  1 Л  v  1 пт о = - у А , - .  5 2 =  i £ № - f t o ) 2- *~1 1=1Из сказанного выше следует, что ковариационная матриц; вектора и =  ( т о ,? 2)7 равна К ,  =  ( * / "  ,?()| ^ „ г j • Ин

формационная матрица Фишера I J n i Q . a 2) =  f n/̂  п Д2ст4) )Следовательно, при п —» ос ковариационная матриц; М М П-оценки достигает нижней границы Ф иш ера-Крамера-Рао :акое свойство оценок называют асимптотической эф 
фектизностъю. Заметим, что М М П-оценка т о  несмещена а М М П  -оценка <т2 асимптотически несмещена.

Пример 1.5. Пусть р^(х; и) = ие~их, х  > 0. Имеем
i„ .V,, —  А„;и) = n ln u -u V X i, ^  -  V  А< = 0,

. .  ди и ^t=lоткуда пммп =  n / Z X i- *=1Пример 1 .6 . Пусть
г—1

Pzix- и) =  _ J _  f а ^ х ^ Ъ ,  и — (а, Ъ)Т\

Ln' A  j . . . . ,  А п, а, Ь) ^  _  ~ ,п » о ^  Amini  ̂ ^  А тах,
Amin =  min { Х \ , х  1 г  f v1 1 Аца^ = m ax{A i , . . . ,X n}.

где



4. Метод максимального правдоподобия (М М П) 37Следовательно, максимум L n достигается при 6ММП =  Х тлх, ®ММП =
Пример 1.7. Пусть совместная плотность вероятностей членов выборки дается равенством

р ( . г х п, и) — /2 -  |i/2 ехР { — 2 ^^х f3 ~~ ) , х — и!  )}>
где а: =  (х ь  . . .  , x nj ,  1 =  ( 1 , . . . ,  1)г , т. е. все члены выборки имеют одинаковое математическое ожидание и, распределены нормально и между ними существуют корреляционные связи.Имеем
( „ № ......... Х п; и) =  ~  In 2тг -  i  In | К , | -
где X  =  ( X i , . . . ,  X n)T. Отсюда

и̂  =  - и ( к - Ч , 1 ) +  ( к ; Ч , х ) , и ММ П — ( К ~ Ч , Х )( A '- ' i .- O *п |В частности, если К х =  diag (о2, . . . ,  о 2̂ ), то (А ""11,1)  =  У '  — », <77г=1 1( к - ч , х )  =  £ § и й ммп =  £ § ^2 ~2 ~  средневзвешен-
г— 1 г= 1 г=  1 1ная оценка.М М П-оценки обладают свойством инвариантности.Теорема 1 .5 . Пусть совокупность функций g\(u), . . .  ,gk{u)> 1 ^ к ^  т, отображает область U  С  Е т изменения парамет

ра и в к-мерный параллелепипед Щ  € Е к. Тогда М М П -оценка 
параметра gj(u) дается равенством ujMMn =  9j{uMMn).Пример 1 .8 . Пусть (1.1) — повторная выборка логнормального распределения, т. е. In X * ~ АТ(т0, а 2). Известно, что математическое ожидание р и дисперсия cl2 логнормального распределения связаны с т о  и о 2 соотношениями

/1 =  emo+<,2/2I d 1).
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Тогда согласно теореме 1.5 М М П -оценки параметров /а, d логнормального распределения даются формуламиДммп = е х р {1 +0^/2}, d^Mn =  Дммп(еСГ — О-Следующее свойство М М П-оценок связано с понятием достаточной статистики.Пусть Т { Х I ..........Х п) — такая статистика, что условное распределение любой другой статистики Z ( X \ , . . .  , Х п), не связанной функциональной зависимостью с Г .  при заданной Т ( Х \ , . . .  —  Х п) не зависит от искомого параметра и. Тогда Т ( Х \ , . . . ,  Х п) называют достаточной статистикой. Если значение достаточной статистики Т [ Х \ , . . .  , Х п) на выборке (1.1) известно, то знание значения любой другой статистики на выборке (1.1) не добавляет никакой новой информации об искомом параметре и. Не всякое семейство совместной плотности вероятностей членов выборки (1.1) допускает существование достаточной статистики. С  другой стороны, если достаточная статистика существует, то всегда желательно ее найти, поскольку тогда вместо всей выборки (1.1) можно сохранять лишь значение достаточной статистики, не теряя при этом информации об искомых параметрах.Ниже приведен простой критерий существования и определения достаточной статистики.Теорема 1.6 (факторизации Фишера-Неймана). Для того 
чтобы статистика Т \ Х \ , . . .  . Х п) была достаточной, необхо
димо и достаточно выполнение представленияL «( * 1 ..........* п ;  11) =  J { T ( X i Х „ ) ; и) <р(Хх...........Х п),
гое сомножитель f  не зависит от искомого параметра и.Пример 1 .9 . Пусть р^х\и) и (1.1) -  повторнаявыборка. Имеем
L ni X 1 , . . . , Х п\ и) 

1
1 ехр(2irer2)n/2 ‘ L 2<т -  т о  У

г—1

X ) 2 +  п (Х  -  то)2
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пПоэтому набор двух скалярных статистик i X , ^ ( X *  -  X ) 2достаточная (векторная) статистика, если неизвестны га0 и о 2.

статистикой.
Пример 1.10. Пусть р$(х\и) =  \/и, 0 ^  х  ^  и, и выборка (1.1) повторная. Тогда L n( X b . . . ,  Х п; и) =  \/ип, X *  <  и. Функцию Ьп можно представить в виде L n =  l/ u n, Х тах <  и. Поэтому Х тах — достаточная статистика, если и неизвестно.Если для закона распределения выборки (1.1) имеется достаточная статистика Т ( Х \ , . . .  , Х П), то М М П -оценки выражаются только через Т ( Х , , . . .  , Х П) и тем самым не теряют информации о параметре и. Действительно, пусть

и тем самым пм м п зависит только от достаточной статистики

и выборка (1.1) повторная. Тогда а ммп =  X min, 6ММП =  Х тах, причем { Х т ,п, Х тах} — достаточная статистика при неизвестных а и Ь. В частности, М М П-оценкой математического ожидания М £  будет ( X min -Т X max)/2.

1огда р^(х\ и) называют экспоненциальной плотностью.Теорема 1 .7 . Пусть 1° выборка (1.1) повторная и р^(х;и) — 
экспоненциальная плотность; 2° (га х  т)-симметричная

определена для всех и e U  С  Е т. Тогда Ь\Ш\-оценка иММП

также является достаточной

U X , » • • •»Х п \ и) — /  ( Г ( Х ь  . . . ,  Х п); ц,) <^(Х, , . . . ,  Х п). Тогда уравнение правдоподобия имеет видg r a d , In f ( T ( X \ , . . .  , X n)\u) =  О,
T(X,,... ,X n).Пример 1.11.  Пустьга (ж; ц.) =  7------, а ^  х

s о — а

Пусть
mр^(ж; и) =  Ь(х) exp ^  UjTj{x) +  ^(и)  .

матрица R  с элементами Я.ц =  - — - —J duiduj
положительно
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единственна, является достаточной статистикой и корнем 
системы уравнений

получаем систему (1.21), которая в силу положительной определенности матрицы R  имеет единственное решение, доставляю-
При выполнении некоторых условий регулярности М М П - оценки состоятельны, а именно: если (1.1) — повторная выборка. то QMVin —» ит по вероятности при п -»  ос. Более того, для любого £ >  0 существуют такие К , а >  0, что Р  { ^ммп -  «т! ^  е }  ^  К е~ап для всех п >  1.Ранее при рассмотрении примеров было отмечено, что М М П - оцекки являются либо эффективными, либо близки к нижней границе Фишера-Крамера-Рао при больших п. Оказывается, -то и в общем случае при выполнении условий регулярности М  МП-оценки являются асимптотически эффективными и асимптотически несмещенными (38].Еще одно замечательное свойство М М П-оценок связано с их аси м птотической нор мал ьностью.Последовательность случайных величин ап называют асимп

тотически нормальной, если найдутся такие детерминированные невырожденные матрицы А п и векторы рп, что закон распределения величин А п<ап -  Рп ) стремится к нормальному ЛГ(0, К а) при п -*  эс, где К  а — положительно определенная (т х т)-м ат- рица.При выполнении условий регулярности закон распределения последовательности у'п (2ММП — % )  стремится к нормальному Л ' 0.1 • Uj  . при п -э  оо, где Г ' ]\иТ ) — матрица, обратная к информационной матрице Фишера. Используя свойство асимп-

Доказаmельство. Имеем
1=1 j= i i=iп п

щее максимум Теорема доказана. □



4. Метод максимального правдоподобия (ММП) 41готической нормальности М М П -оцен ок, после нахождения точечных М М П-оценок можно строить доверительные интервалы для искомых параметров. Действительно, при достаточно большом п закон распределения wMMn — иТ близок к нормальному,
J\f(0,-^=rl '(г£ммп))-\/ПВ частности, закон распределения wjMMn -  и -т близок к одномерному нормальному,
ЛЛ(0, I j j [ (% м п )) 'где WjMMn компонента вектора цммп> I jj  (^ммп)элемент главной диагонали матрицы / - 1 (иммп)- Поэтому доверительные интервалы для компонент М М П -оценки иммп имеютвид

./ \ Ijj (иммп) ^  /«уммп - Ч Р д о в ) у  ---- < U j T  <

^ Ч ?'М М П  + t  (̂Рдов)где £(рдов) при заданной доверительной вероятности рдов находится по таблице интеграла вероятностей согласно равенству
£(Рдов)

e - s2/'2dsо Рдов 
2 ‘Теоретическое обоснование М М П  дано в монографии [38].



Г л а в а  2
МЕТОДЫ УЧЕТА АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ 
В РАМКАХ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

При восстановлении значений искомых параметров исследователь располагает, как правило, дополнительной (априорной) информацией о параметрах, помимо информации, «заложенной» в выборке (1,1). До сих пор оценки параметров строились только на основе выборки (1.1) и не учитывали дополнительную информацию о параметрах. Ясно, что учет дополнительной информации позволит улучшить надежность и точность оценивания.В настоящее время используют два основных метода учета дополнительной информации в зависимости от ее характера — байесовский и минимаксный. Ниже, кроме этих двух методов учета априорной информации, изложен еще один — обобщенный метод максимального правдоподобия.
1. Метод БайесаПрименение байесовского подхода предполагает трактовку искомого параметра гг как случайной величины. Тогда априорная информация задается в виде априорного распределения рапр{и) случайной величины и.В большинстве прикладных задач искомый параметр и является детерминированной величиной, и поэтому искусственно навязанная байесовским подходом трактовка детерминированных величин и как величин случайных вызывает многочисленную критику в адрес метода Байеса. Следует однако отметить, что метод Байеса во многих случаях позволяет успешно учесть априорную информацию и получить разумные оценки.Итак, при байесовском подходе и — случайная величина.Обозначим р(х\.......... х п, и) совместную плотность вероятностейсовокупности случайных величин Х \ , . . . ,  Х п,и.  Имеем

p i x i , . . . , х п.ч) = р \ х   ..........| tf)Panp(u) = р ( и \ х \ , . . .

• • • > З'п) Р(Х\, . . .  , Xnj,



/. Метод Байеса 43где р(и | , х п) — условная плотность вероятностей случайной величины и при фиксированных значениях х \ , . . . , х п, 
,Хп) — маргинальная совместная плотность вероятностей совокупности случайных величин Х \ , . . . , Х п, которую можно найти по формуле

р{х\, . . . ,  х п,
и

u ) d u =  р (х \ , . . . ,Х г
и

и)Ргпр{и) du.

Из вышесказанного следует формула
р(и | х \ , . . .  , х п) = р ( х ц)рапр(ц)

р(х\,. . .  , х п | u)panp{u)du
иПоскольку имеется одна реализация совокупности случайных величин Х \ , . . . , Х п, даваемая выборкой (1.1), то окончательно получаем формулу Байеса

р{и | А \ , , Х п) — L n( X  1 , . . . ,  Х п \ и)раПр(и) / С ,где нормировочный множительL n ( X b . . . , X n;u)panpM du
ине зависит от и.Функция р{и | х \ , . . . , х п) называется апостериорной плот

ностью вероятностей.В качестве точечной байесовской оценки (Б-оценки) иъ выбирают одну из характеристик апостериорной плотности вероятностей, например моду, математическое ожидание или медиану апостериорного распределения. Ясно, что в общем случае все три оценки будут различными.Существует и другой способ получения точечной байесовской оценки, при котором задается положительная функция потерь W; (||u- ад||), где и — оценка параметра и. На основе выбранной функции потерь W(t) и полученной апостериорной плотности 
р[%х\.........хп) строится функционал

R (u -X {, . . . , X n) = W(\\u -  и\\)р(и | Х ь  . . .  , X n)du ,
который принято называть апостериорным риском оценки й при заданной выборке (1.1). Тогда Б-оценка определяется как
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£ б =  arg ш]п R (u \ Х \ .......Х п), (2.1)

ит. е. Б-оценка минимизирует апостериорный риск.При определении Б-оценки согласно формуле (2.1) также остается неоднозначность байесовской точечной оценки из-за возможности выбрать различные функции потерь W(t).  Отметим, что при первом способе обычно в качестве Б-оценки берут моду апостериорного распределения (наиболее вероятное значение апостериорной случайной величины «); при втором способе чаще всего выбирают квадратичную функцию потерь W(t)  =  t2. Де Гроот и Рао изучали вид Б-оценок для различных функций потерь. Было установлено, что для W(t) =  |f|, W{t)  =  t2 и \ Y {t)  =  p it  - t  6) -  jj{t — 6 ), 5 >  0 (прямоугольное окно), Б-оцен- ка совпадает соответственно с медианой, математическим ожиданием и модой (для унимодальной и симметричной относительно моды апостериорной плотности) апостериорного распределения. Если апостериорное распределение унимодально и симметрично относительно моды, то все Б-оценки для любой симметричной выпуклой функции потерь совпадают.Пусть ргщ \ и i принадлежат некоторому семейству плотностей Ра. Для нахождения апостериорного распределения важно ответить на вопрос: какому семейству плотностей Рс должна принадлежать совместная плотность вероятностей выборки (1.1), чтобы апостериорная плотность также принадлежала семейству Ра? Семейство Рс называют сопряженным семейству Ра- Знание сопряженного семейства значительно облегчает решение задачи нахождения апостериорного распределения, поскольку в большинстве случаев сводит эту задачу к пересчету параметров, определяющих семейство Ра. Ниже приводятся утверждения о виде сопряженных семейств Рс, если основное семейство Ра связано с нормальными распределениями.Рассмотрим сначала случай одномерного нормального закона распределения.Теорема 2.1. Пусть

P i {x - ,u )  =  - J .L -

выборка (1.1) повторная, и неизвестно, мера точности г = = l/o2 задана. Допустим, что рзщ>{и) ^  М(р,  \/т), где т =  =  1 /7~ — мера точности. Тогда апостериорное распреде-



I. Метод Байеса 45
ленив является нормальным N ( p ' , 1/(т +  пг)) со средним

Из теоремы 2.1 следует, что Б-оценки неизвестного параметра и для любой симметричной выпуклой функции потерьсовпадают и даются формулой
Из (2.2), в частности, следует, что п Б ~ X  при больших п. Последнее означает, что при увеличении объема выборки (1.1) «цена» априорной информации о параметре и падает и Б-оценка, суммирующая информацию о параметре и, «заложенную» в выборке (1.1), и априорную информацию, приближается к ММП-оценке п м м п , построенной только на основе выборки (1.1). Наоборот, если п фиксировано, а о\ -> 0, то иъ -> р, т.е. при <Тц —у 0 «цена» априорной информации неограниченно увеличивается.Рассмотрим теперь многомерный случай. Пусть все члены повторной выборки (1.1) — m -мерные векторы, распределенные по нормальному закону Х {  ~  N { u , a 2 К х), где К х — положительно определенная (т х  т) -матрица.Требуется оценить компоненты вектора и =  ( щ , . . . ,  ит)Т.Пусть априорное распределение искомого вектора U — нормальное М[иа,сг2а Ка),  где К а — положительно определенная (т х т)-матрица.Тогда апостериорная плотность определяется равенством

где С  =  [(27r)m(n+1)/2 <7mn<jr™ \Кх \п/2 \Ка\{/2]~[ — нормировочныймножитель.В качестве байесовской оценки иБ возьмем моду апостериорного распределения. Тогда получаем равенство

Y I п
-— и мерой точности т' — т +  пг, где X  =  -  У '  X .г + пг п г— 1

(2.2)

а
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где X 1
Рассмотрим теперь более сложный случай, когда неизвестны и и, и г =  1 а2. Тогда, согласно методу Байеса, необходимо задавать априорное совместное распределение двух случайныхвеличин {£/, Я ).Теорема 2 .2 . Пусть априорное совместное распределение 

I Я  таково: условное распределение U  при фиксированном г — нормальное со средним р и мерой точности т, а марги
нальное распределение R  — гамма-распределение с парамет
рами а .З  >  0 (р(г) =  3° га~ 1е~3г/Г{а)). Тогда апостериорное 
совместное распределение (V . Я) таково: условное распреде
ление I при фиксированном г — нормальное со средним

, тц -f пХт4- п
а маргинальное распределение R — гамма-распределение с па
раметрами

o ' =  Q +  | ,  P = l + \ >j ' ( X t - X ?  +  Tn(X
■v ..\2йУ2 (т 4- п)Если в качестве Б-оценок взять математическое ожидание апостериорного распределения, то с помощью теоремы 2.2 полу

чаем

иъ = тр -  пХ
т 4- ггА\ d f

-2  Р 
аБ — ~7- (2.4)а~ а ммп при п. -4  00 И 1*Б -4Из (2.4) следует, что йъ-4  р ПрИ Т -4  ОС.Пусть р?(х:и) — m -мерное нормальное распределение с неизвестным вектором средних и и ковариационной матрицей а2К х, где мера точности г — 1 т 2 неизвестна, К х — задана. Матрица, обратная к ковариационной матрице г К ~ \  называется матри

цей точности.Теорема 2 .3 . Пусть априорное совместное распределение Г ,  Я  таково: условное распределение U при фиксированном г — т-мерное нормальное с вектором средних р и матрицей 
точности г К ~ а  маргинальное распределение R — гамма- 
распределение с параметрами а , $  >  0. Тогда апостериорное 
совместное распределение таково: условное распределение U 
при фиксированном г — т-мерное нормальное с вектором
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средних р! -  {Ка 1 +  п К х [) 1 (К а V  +  п К х [Х) ,  а маргиналь
ное распределение R  — гамма-распределение с параметрами

9  = р +  j  -  X )  +  ± ( /  -  м)т к г ‘ ( X  -  д).г=1Если, как и прежде, в качестве Б-оценки взять моду апостериорного распределения, то из теоремы 2.3 получаем
иъ =  ( К - ' + п К ; 1Г 1( К - ' ^  +  п К - 1Х),a l  =  ~ .  (2.5)Из (2.5) следует, что

s l ^ ± j 2 ( x i - x ) T K - ' ( x i - x )D пт r -fг= 1
при 71 -> '00.Замечательным свойством байесовского подхода является возможность получения на основе апостериорного распределения не только точечных оценок параметров, но и доверительных интервалов для оцениваемых параметров. Действительно, например, для оценки (2.2) получаем доверительный интервал

иЬ ^ ( Р д о в )  г—
V  V

U'p ^  t ig  “1“ ^ ( / 1 д о в )  )—- » 
V  т

( 2 . 6 )

Г< =  ±  +  л  2 ' 2 ’ °а V

t(pRQn)1 e~s2/2 ds =  —
V b  J 2При отсутствии априорной информации вместо (2.6) получаем доверительный интервал, длина которого 2£(рдов) cr/v/n больше длины интервала (2.6), равной 2 (̂^>дoв)/т, . Таким образом, использование дополнительной априорной информации в рамках баейсовского подхода приводит к уменьшению длины доверительного интервала.Если в качестве Б-оценки взять моду апостериорного распределения, тоДб =  arg m ax {In р ( Х i , . . . ,  Х п \ и) +  In paпр(а )}. (2л)

иПусть априорная информация о параметре и отсутствует. Тогда, согласно постулату Байеса, положим Panp(a) — const и Б-оценка (2.7) примет вид 2 Б =  arg m ax ln(X\, . ■ , Х п\ и), т. е.



Гл. 2. .Ч тобы  учета априорной информации48 ___________________Б-оценка будет совпадать с М М П -оцен кой , основанной на выборке (1.1).Георетическне основы метода Байеса представлены в монографиях [SO. 38].
2. Минимаксный метод учета априорной информацииЧас~о априорная информация об искомом параметре и задается детерминированно в виде и  G Ua, где Ua С  Е т — априорное множество. Интуитивно ясно, что чем «уже» априорное множе- ство { 0, тем больше имеется априорной информации о параметре. При .аком виде априорной информации иногда используют 

1Ныи 4̂ет°д' согласно которому минимаксная оценка ■ ^'Оценка) определяется равенством
« м м  =  arg inin V ( « ) , 

йеиа
(2.8)

где V ( u j  =  m a x M Щ и .и) ,  Щ и . и )  =  1У ()|£(Х ь . . .  , X n) — «11)’л  u£UaМ  Щ и. и) — функция риска.Таким образом, минимаксный метод выбирает такую оценку, которая предохраняет от возможно большего риска при изменении и на априорном множестве Ua.Справедливо неравенствоm ax min М  Щ и. и) ^  min таре М Щ и ,и ) ,
и£Са и и u£Uaпричем М М -оценка существует, если последнее неравенство обращается в равенство.Как и Б-опенки, М М-оценки определены неоднозначно из-за возможности выбирать различные функции потерь W(t).  Чаще всего берут квадратичную функцию потерь W(t) =  t2.Иногда при определении М М -оценок ограничивают класс возможных оценок U  (например, выбирают класс линейных оценок). Тогда М М -оценка определяется согласно равенству« м м  — arg rnin V(u).

йедгЮп (2.9)Нахождение М М -оценки для произвольного априорного множества UQ и большой размерности т — трудоемкая вычислительная задача. Если функция потерь квадратичная, то для некоторых частных видов априорного множества и закона рас-



пределения выборки (1.1) удается найти явный аналитическийВИД ММ-оценки.Пусть р$(х; и) — /п-мерное нормальное распределение с неизвестным вектором математического ожидания и и известной ковариационной матрицей а 2К Пусть априорное множество 
Ua -  m-мерный эллипсоид (с центром в щ  и «радиуса» р , т. е. (и-  uo)7 В(и -  но) ^  р2, В  — симметричная положительно определенная (га х т)-м атрица). Выберем квадратичную функцию потерь. Тогда М М -оценка (2.8) дается равенством—1 пI  ймм =  и0 +  2̂ ( “ 2 В '  1  ̂ К £ 1  ̂^  X i  — nuoj , (2.10)

а ^  i=  1где В1 -  модифицированная матрица В  [92]_1_При п -> оо (или при а 2 -э  0) нм м  ~ X , т. е. М М -оценка сближается с М М П -оценкой, построенной по выборке (1.1), I г «цена» априорной информации уменьшается.Если р -э  ос, то М М -оцен ка (2.10) также сближается I с ММП-оценкой нм м п =  и тем самым «цена» априорной ■информации уменьшается. Если р -> 0, т. е. априорное множество I становится все уже, стягиваясь к центру uq, то п м м  - э щ , I  а «цена» выборки (1.1) падает.Теоретические основы М М -оценивания представлены в моно-|  графин [92].
3. Обобщ енны й м е т о д  м а к с и м а л ь н о г о  п р а в д о п о д о б и я  учета а п р и о р н о й  д е т е р м и н и р о в а н н о й  и н ф о р м а ц и и

I Можно предложить еще один подход учета априорной информации детерминированного характера и € Ua, согласно которому оценка искомого параметра определяется равенством
моммп =  arg max L n (Х \ , . . . ,  Х п; и). (2.11)

u £ JJaТакой метод оценивания назовем обобщенным методом макси
мального правдоподобия (О М М П ), а оценку (2.11) — оценкой 
ГЫщенного максимального правдоподобия (О М М П -оценка).Часто вместо представления (2.11) О М М П -оцен ки удобно использовать эквивалентное представление

ц'оммп = arg min - /« № >  • • •. Х п\и)• (2.12)
ueUa

3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 49



50 Га . 2. Методы учета априорной информацииЕсли функция ~1п( Х \ ,__ X n; u) сильно выпукла по и €€ U04 Г ,  — выпуклое множество, то О М М П -о ц ен к а существует и единственна.В общем случае О М М П -оц ен ка может быть найдена с помощью численных методов выпуклого программирования, например с помощью метода сопряженных градиентов, методов штрафных функций, метода градиентного спуска [21].Для некоторых частных случаев О М М П -о ц ен к у  (2.12) можно найти в явном аналитическом виде.Предположим, что функция правдоподобия дифференцируема по и, а априорное множество LTQ — m -мерный эллипсоид, т.е. (ц — uo)J В  (и -  и<э) <  р2. Пусть«ммп =  аг8 т ш  —1п( Х \, . . . ,  х п) и) € и а.и еЕтТогда 0QMMn =  £ м мп и априорное множество (из-за своей «обширности») не содержит дополнительной информации об искомом векторе и. Пусть tiMMn Ua. Тогда, используя способ «Лагранжа, получаем уравнение Эйлера, решением которого является О М М П -оценка-  grad^ 1п(Х\------Х п; и) +  аВ {и  -  щ) =  0, (2.13)де а  >  0 множитель Лагранжа. Величина параметра а  находится из равенства (ц -  щ )Т В  (и -  щ) =  р1.Пусть, например, ре(х;и) — m -мерное нормальное распределение с неизвестным вектором математических ожиданий и и известной ковариационной матрицей а2К<,  выборка (1.1) повторная. Тогда
-М * 1 ......Х п;и) =

и уравнение (2.13) принимает вид
1и — К  ̂ 4- аа2В(и — и$) =  О,1=1

откуда
|  . ^  | ««О М М П  =  «О +  ^2 \ °В  +  2̂ 1 )  1 (  Г  Xj  -  TLUqj  . (2 .1 4 )



51ОММП-оценка (2.14) подобна М М -оценке (2.10).Из определения О М М П -оц ен ок  следует, что если априорная информация отсутствует (Ua =  Е т ), то О М М П -оцен ка совпадает с ММП-оценкой. Ясно, что в общем случае О М М П -оцен ка совпадает с М М П-оценкой тогда и только тогда, когда ггм мп € Ua.ММ-оценки и О М М П -о ц ен ки  смещены, причем смещение производится в нужную сторону с приближением оценки к искомому точному значению параметра.Например, смещения Дгг оценок (2.10) и (2.14) соответственно равны

3. Обобщенный метод максимального правдоподобия

Д и  =  а ( а В  +  i  К р ) ~ ' В ( и 0 -  иТ ).Следовательно, величины смещений стремятся к нулю в трех случаях: 1° р —> оо, 2° п  ->  сю, 3° <т2 —> 0.Поскольку М М -оценки и О М М П -оцен ки  смещены, их точность можно оценить с помощью матрицы D(u) =  М (и  — ит)(и —

Из формул (2.15), (2.16) следует состоятельность в среднем квадратичном оценок (2.10), (2.14) при: 1° р -д 0, 2° гг —> оо,3° <?■  -> 0.Оценки (2.10) и (2.14) линейны и для их вычисления необходимо обратить симметричные положительно определенные матрицы
соответственно, предварительно обратив симметричную положительно определенную матрицу /Q . Одним из эффективных численных методов обращения симметричной положительно опре-

Ди = i  ( i  В ' +  ^  К 7 ')~ 'В '(и о -  щ )
р р <т ^

-«т)тДля ММ-оценки (2.10) (2.15)
Для ОМ М П-оценки (2.14)^(^ОМ М п) — (а ^  +  а2 ^  ) ■ (2.16)

и
Деленной матрицы А  является метод квадратного корня (метод Холецкого), основанный на представлении А  =  S  S,  где S  —верхняя треугольная матрица.



Г..;, 2. Методы учета априорной информации52
Пример 2.1. Для одномерного случая ( т  =  1) эллипсоид , и -  Щ ■ В  (и -  щ  ^  р2 представляет собой интервал \и -  щ\ < У d. Можно доказать, что оценки (2.10), (2.14) принимают вид«мм

иоммп
d *  V  , / ,  Ш 1 р  \J?  2 / 4  (  ̂ ~7? ! 2 ) «б’m r +  СГ f —f \ rid +  < г /1 п

п t=lЦ) — dsign ( i  ] Г  A'i -  « о ) , Y ,  X i  ”  “ 0
Из последнего выражения для О М М П -оцен ки  видно, что она совпадает с М М П-оценкой, если и м м п ^ 1«0 ^ ' и9. „ ни является ближайшей точкой интервала -но — d, uo +  к М М П- оценке. если пммп £ у*о — <£гц> +  d.. Это правило сохраняется и для общего случая выпуклой функции — 1п( Х \ , . . . ,  Х п; и) и выпуклого множества Ua. а именно: если ггммп € Ua, то«ОММП =  «ММП’ е о и  же иММП ^а* т0 «о м м п  является бли жайшей точкой априорного множества Ua к М М П -оцен ке вдоль однопараметрической кривой (2.14), 0 ^  а <  ос.Поэтому для выпуклой по и логарифмической функции правдоподобия - In{A' i , . . . .  Х п: и) и выпуклого априорного множества Ua можно предложить следующий алгоритм нахождения ОМ М П-оценки: 1° найти М М П-оценку; 2е если им м п ^ ^ аг т0^оммпл=  «ммгй если «м м п  i  В  а, то найти «проекцию» иоммп точки « УМП на априорное множество Ua.

4. Обобщенный метод максимального правдоподобия 
учета априорной стохастической информацииТак же как и в предыдущем разделе, предлагаемый ниже метод учета априорной информации базируется на методе максимального правдоподобия.Обозначим L и =  L n( X \ , . . . , X n;u) и 1{и) =  In Ц и )  функ- цию правдоподобия и логарифмическую функцию правдоподобия исходной выборки (1.1) соответственно.Пусть наряду с исходной выборкой (1.1) задана априорная выборка

Y u . . . , Y Nt (2.17)члены которой независимы от членов выборки (1.1).



4_ Обобщенный метод максимального правдоподобия учета 53Обозначим через L a(u) =  L n (Y\, . . . ,  У /v; и) и 1а(и) функцию правдоподобия и логарифмическую функцию правдоподобия априорной выборки (2.17), которые зависят от исходных параметров и.Тогда совместная (обобщенная) функция правдоподобия
Ци) и совместная логарифмическая функция правдоподобия у и) совокупности членов выборок (1.1), (2.17) определяются с помощью равенств

L 0(u) =  L ( u ) L a(u), (2.18)
10(и) =  1(и) +  1а(и). (2.19)Следовательно, имеем равенство

I 0(u) =  I(u) +  I a(u), (2.20)где 1(и), 1а(и), 10(и) — информационные матрицы Фишера исходной выборки (1.1), априорной выборки (2.17) и совместной выборки (1.1), (2.17) соответственно. Из равенства (2.20) следует, что при совместном рассмотрении выборок (1.1) и (2.17) происходит суммирование информации об искомых переменных и, имеющейся в исходной и априорной выборках.Согласно обобщенному методу максимального правдоподобия (ОММП) при стохастическом виде априорной информации, задаваемой априорной выборкой (2.17), О М М П -оцен ка искомых параметров и определяется равенством^ом м п =  arg m ax L a{u). (2.21)
UВ частности, если совместная плотность вероятности членов априорной выборки (2.17) не зависит от искомых параметров и, то в априорной выборке отсутствует информация о векторе и , 

Ци) =  0 — нулевая матрица и оценка (2.21) совпадает с М М П - оценкой (1.17), определяемой только по исходной выборке (1.1).Если наряду с исходными параметрами и имеются дополнительные параметры v =  (v\, . . .  , v r)T , числовые значения которых неизвестны, например некоторые характеристики законов распределения членов выборки (1.1), (2.17), то вместо ОММП-оценки (2.21) (только параметров и) необходимо рассматривать совместную О М М П -о ц ен к у  всех параметров и , v:№ оммп»и ом м п) “  arS Lo(u, v). (2.22)Если на it и г? не накладывается никаких априорных ограничений, то (2.21), (2.22) — задачи на безусловный экстремум.



54 Гл. 2. Методы учета априорной информацииВ частности, если обобщенные функции правдоподобия L0(u),I ,  ' « . г !  дифференцируемы, то О М М П -о ц ен к и  (2.21). (2.22) могут быть найдены как решения обобщенных уравнений правдоподобия grad* L 0(u) =  0, (2.23)grad* L 0(u , v) -f gradr L 0(u , v) =  0 (2.24)
соответственно.Если на и, v накладываются априорные ограничения (см. ниже). то решение экстремальных задач (2.21), (2.22) необходимо искать при выполнении этих ограничений. В этом случае имеем задачи на условный экстремум и необходимо использовать численные методы решения экстремальных задач на условный экстремум [21]. В частности, иногда некоторая часть параметров и (или и, г) по их содержательному смыслу неотрицательна. Тогда вместо задач на безусловный экстремум (2.21), (2.22) будем иметь задачи на условный экстремум:«ом м п =  arg max L 0(u), (2.25)

ч> О^ о м м П ’ Ч ж м п ) — аг§ m ax L 0(u,v)u,v^0
(2.26)соответственно.Рассмотрим важный частный случай, когда члены выборок i l . l i .  (2.17) распределены по нормальному закону и независимы, причем X , ~ Л '|>.<72 А У ), Yj ~  A f(ii, о * К а)% где К х , К а -  положительно определенные матрицы.В этом случае ОМ .М П-оценка (2.21) дается равенством« о м я л  =  +  1( ^ к - ‘ х +  (2-27)— 1 " ,  _  1 лггд€ ^  ~   ̂ =  ^з- В частности, если N  — 1, тоi=l ‘ i=lоценка (2.27) принимает вид

Зоммп =  ( 3  К а ' )  ' ( 3  +  3  у ) -  (228)Сравнение (2.28) с (2.3) показывает их полную идентичность Таким образом, предлагаемая в этом параграфе схема О М М П  -оценивания позволяет в случае стохастического характера априорной информации избежать искусственно навязанной схемой Байеса трактовки вектора и как случайной величины



4. Обобщенный метод максимального правдоподобия учета 55и получить оптимальную оценку и без потери имеющейся 
информации об искомых параметрах.Например, О М М П -о ц ен ка (2.27) несмещена и удовлетворяет неравенству Ф иш ера-К рам ера-Рао
где обобщенная информационная матрица Фишера I0 =  I  +  1а, 
1 = (п/а2) К ~ 1 — информационная матрица Фишера параметров и для исходной выборки (1.1), la =  {N/сг2) К " 1 -  информационная матрица Фишера параметров и для априорной выбор
ки (2.17).Часто в распоряжении исследователя имеется одновременно априорная информация об исходных параметрах и как детерминированного характера, задаваемая в виде принадлежности и € Ra, так и стохастического характера, задаваемая в виде априорной выборки (2.17). Тогда О М М П -оцен ка параметров и определяется равенством

Для решения задачи (2.29) можно использовать численные методы решения задач на условный экстремум [21]. В частности, если -10(и) — выпуклая функция, a R a — выпуклое множество, то задача (2.29) принадлежит к классу задач выпуклого программирования.Оценка (2.29) обладает оптимальными свойствами и позволяет наиболее эффективно использовать информацию о параметрах и, «заложенную» в исходной выборке (1.1), априорной выборке (2.17) и в задании априорного множества R a-Методы учета априорной информации в рамках параметрической статистики представлены также в работах [48, 49].

К&адоммп

Ц<эммп =  arg m ax L 0(u). (2.29)



Г л а в а  3
УСТОЙЧИВЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ 

ПАРАМЕТРА ПОЛОЖЕНИЯ

МЛШ-оцениванне и связанные с ним методы оценивания с учетом априорной информации базируются на точном знании закона распределения выборки (1.1) и дают достаточно эффективные (в различных смыслах для различных методов) оценки параметров. Однако при решении практических задач идеализированная ситуация точного подчинения членов выборки гипотетическому распределению p ( x j , . . .  , z n; и) выполняется редко. Практически всегда наблюдается уклонение от гипотетического распределения и в этих случаях получаемые оценки уже не будут обладать оптимальными свойствами. Спрашивается: не будут ли получаемые оценки слишком далеки от истинных значений, если даже уклонение истинного закона распределения выборки (1.1) от гипотетического в определенном смысле мало? К сожалению, приходится констатировать, что для многих широко используемых стандартных гипотетических распределений даже малое уклонение истинного закона распределения выборки (1.1) от гипотетического может приводить к значительным уклонениям полученных оценок от истинных значений. Например, для нормального закона распределения, наиболее часто принимаемого б качестве гипотетического, наличие даже небольшой части членов выборки, значительно уклоняющихся от среднего значения (большие выбросы), приводит к большому искажению оценок И г катастрофическому падению их эффективности. М ожно задать вопрос: а зачем брать гипотетическое распределение? Возьмем истинный закон распределения выборки (1.1) и, применяя, например. М М П-оценивание, получим эффективные оценки. Но в том и заключается трудность, что истинный закон распределения выборки (1.1) исследователю не известен. Известна, возможно. лишь какая-то неполная информация об истинном законе распределения.. Например, при наличии больших выбросов часто известна доля членов выборки (1.1), принадлежащих выбросам. и известно, что сами выбросы располагаются симметрично



/. Минимаксный метод Хыобера 57относительно среднего значения. Иногда информация об истинном законе распределения может быть еще более скудной.Математически задача оценивания в условиях неточного знания истинного закона распределения выборки (1.1) ставится следующим образом. Задается класс плотностей {р(х\, . . .  , х п\и)}, которому принадлежит неизвестная истинная плотность выборки (1.1). Требуется в этом классе выбрать такую гипотетическую плотность Р о { х \ , . . . , х п\'и), чтобы получить гарантированную и одновременно наиболее близкую к истинному значению параметра оценку. Гарантия оценки понимается в следующем смысле: точность оценки, полученной на основе выбранной гипотетической плотности, не меньше точности любой другой оценки вне зависимости от того, какова истинная плотность из класса |р(х1, . . . , ж п;и)}* Плотность ро(х\,. . . ,--хп\и) называют устойчи
вой плотностью относительно класса { p ( x i , . . . ,  х п\ и)},  а саму оценку и — робастной.

1. Минимаксный метод ХыобераРассмотрим случай, когда X * , и — скаляры, выборка (1.1) повторная, р^(х;и) =  р^(х — и), p^{s) — четная функция. Таким образом, класс { p { x i , . . .  , х п‘, и }  определяется классом {р(х)},  где р(ж -  и) симметричны относительно искомого параметра и (параметра сдвига). Дополнительные условия, накладываемые на класс {р(я)}, будут даны ниже.Пусть в классе {р(ж)} выбрана гипотетическая плотность Ро(т). Тогда М М П -оцен ка определится равенством
и =  и(Х  1, . . . ,  Х п',Ро) =  arg m ax /n( X i ..........Х п\и), (3.1)Uгде ..........Х „ ; и )  =  Х >  № № -  “ )■г=1Обозначим ри(х) истинную плотность из класса {р(х)}.  В качестве меры точности оценки возьмем дисперсию оценки. Д исперсия оценки (3.1) D  u зависит от выбранной гипотетической и истинной плотностей, ро(х) и ри(х),  и определяется равенством

D u = D(po,pu) =



5$ Гл, 3. Устойчивые методы оценивания параметра положения

(*1..........х „;р о ) -  и)2р*(х  1 -  и) . . . р и(хп -  и)dx\..

...dxn.Построим устойчивый метод оценивания параметра сдвига и на основе минимаксного подхода, согласно которому устойчивая (робастная) оценка (3.1) находится по такой устойчивой относительно класса {р{.г)} плотности ро{х),  для которой
P q {x ) =  arg min D(po),  (3.2)

Po€{p{x)}где Dij)о) =  m ax D{po,pu).j>uS{p(x)}Из сказанного выше следует, что робастная оценка параметра сдвига является М М П-оценкой при такой устойчивой гипотетической плотности, которая минимизирует максимальное значение дисперсии оценки при любой возможной истинной плотности из класса {р(ус)}. Итак, выбор устойчивой плотности, согласно минимаксному подходу, приводит к минимальной потере точности получаемой оценки при реализации самой неблагоприятной истинной плотности из класса {р (х)}.Обозначим у х) =  (1п ро(я))'. Робастная М М П -оцен ка (3.1)пудовлетворяет уравнению V  cp(Xt- -  и) =  0.п  ЛЬ силу состоятельности оценки ц для больших п  и с учетомсимметрии плотностей имеем
Е  <f{Xi -« ) « 2 2  -А х* -  -  (и -  £  -  и).
i=\ i= 1Отсюда

и — и
± A X i - n )  i  ! > № - « )*=1_____________  _  t=]_____________
У .  f '(Xj  — и) -  У*. •f'-'Xi -  и)

________ 1̂=1___________________ос|  ^ { х -  и)ри(х -  и) dx
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Поэтому с учетом четности ро(х) и нечетности <р(х) получаем

00

Dij^Pu) =  и)2ри{х  1 -  и ) . . .  ри{хп -  и) dx\ ... dxn «—00'ЭС о
 ̂ 'у ' р{х% ~~ ри(̂ -1 ~~ и ) . . .  Ри{хп ~  и) dx\ . . .  dxn

n2( J <p'{x -  u)pu{x -  u) dx')

У ' <f>2 (Xi )pu (x i )... pu {xji ) dx | ... dxn
i= 1 — - 

n2( <pr (x)pu{x) dx)

f>2(x)pu{x) dx

( |  f>'{x)pu(x)dx)n

Итак,
Щро,Рч) =

°o 2
Ho ( ^ y M x ) dx =  - Po(s)Pu(g) £ x Следовательно,

Po{x)

-oc -r$o
Используя неравенство Коши-Буняковского, получаемХ 00 л
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Поэтому
эсD l P o . Pu) > ( n  (  ( £ g ) W ) < k )  ' s 5 p— ОСгде

дЫ ри{ Х } -  и)\2gin pu(Xj -  u) 
ди

— информация Фишера о параметре сдвига и для каждого членавыборки (1 Л ).С  другой стороны, в силу асимптотической эффективности М М П-оценок
при больших п. т. е. при ро(х) =  ри(х), достигается минимальное значение D 'pg . Поэтому исходная минимаксная задача сводится к экстремальной задаче m ax D (p ,p ) =  D(py,p y), которая

Р(*)€{р(х)}эквивалентна экстремальной задаче

Здесь через ру [х ) обозначена устойчивая (робастная) плот- - vl ь. Для нахождения устойчивой плотности как решения экстремальной задачи (3.3) необходимо указать класс {р(х)}.П,;и решении многих прикладных задач удобным классом 
\р л } , адекватно описывающим реальную ситуацию, является класс И .  образованный смесью Н  =  {р(х): р(х) =  (1 -  е)д(х) +  

х }. где д\х) — заданная (реперная) плотность, е € [0,1] — заданное число (доля засорения), h(x) — произвольная неизвестная плотность. Предполагается, как и прежде, что д(х), h(x) — четные функции.Теорема 3.1 (Хьюбер). Пусть -  In д(х) — дважды диффе- 
ренцируемая выпуклая функция. Тогда в классе Н  существует

D  (pti, Ри  )
In nil

mm
р{х)€{р(х)}

(3.3)
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устойчивая п л о т н о ст ь1 (1 - e ) g ( x o ) e x p { - K \ x - x o \ } ,  х <  x q ,(1 - е ) д ( х ) ,  х о - К х К х и  (3.4)

(1 -  е ) д { х \ ) е х р { -К \ х  -  х\\}, х > х \ ,

гдё %  х\ — границы интервала, на котором монотонная 
функция g'(x)/g(x) ограничена по модулю константой К , 
определяемой из условия нормировки плотности

l =  ( l - 4  \ g ( x ) d x + 9- ^ M *
X QДоказательство теоремы Хьюбера основано на решении неклассической вариационной задачи

Ш )
1 Ш П

р(х)енРассмотрим наиболее часто используемый на практике случай, когда реперный закон распределения нормальный, т. е.:</(i)=J2тгсг2) - 1/2 е-^ 2/(2ог2). Имеем: g'(x)/g(x) =  - x / o 2z  откуда г ^ Ко1 и xq — —К о 2 =  —К о ,  х\ =  К о 2 =  К о ,  К  — К о ,

| И (  Й 7 е х р { 1 (1 +  К а ) _ т } ;
<1_ £ , е х р { “ Й } ’ехр |  -  (х -  К о )  —

ру{х) = < ч/2тг <7 
( 1- е)
V2no

х < - К о ,  
|ж| ^  К о ,  
х >  К о , (3.5)где К находится из равенства

к12 ( 1 - е) e ~ * / * d » +  i  е - кгГ2. КПараметр Хьюбера К  однозначно определен по доле засорения с, причем К(е)  —> оо при е —> + 0 , К(е)  0 при е —> 1 -  0, !̂с) — монотонно убывающая функция. Значения функции % ) табулированы. Например, для е — 0,01; 0,05; 0,1; 0,25, 0 о значения параметра К  равны 1,945; 1,399; 1,14; 0,766, 0,436 соответственно (данные взяты из работы [97]).



,Я<Л|..........А " ; " ! =  f >  - « )  =  n i n  i i z £ )  +
5~ ̂ V 2тг а+  ^ а -2 _

—  а)2t€/o1 де множества индексов I  Г г
,  . ’ ’ iQ определены равенствами^  ~  * г * ~  w >  A V } ,  I  ~  U  • Y  т -  лh  1-----1г • ^  -  и <  - К а } ,

п  4  =  { г :  )Л% -  и| ^  А < т } ,

с~3£м 4 - / -  соответственнпД<П ° Ь ’ принадлежащих множе-
m ,  „  с-венно. Поэтому уравнение правдоподобия

° к  du =  0 "«вет вид n + A V  -  п к „  . v  ^
Ч№ ' +  £ № - « ) = 0. После;

ее равенство перепишем в виде *€/«

где
и ~  1 [ V -  -

~ " 1 ^ Л' + ( й + + й - ) «  +  А'о-(Й+ - Й _ ) 1. (3.
4  =  {< : |Jfj - S ^  /cff} , т'■ J + -  П  • Л , -  и >  /Со-},й -  =  {« : Х ( -  и <  -/ С о } , ̂ соответственно В ' пРинаДаежащих множестваД-тя решения нелинейноговать итерационный процесс У Р Н И Я  (3'6> УЛ°бно использ<" 15  ~ tn+i +  +  ^ ( п + /  -  n - j ) (3

4 j  -  ( f  : X ,  -  S ,|  /сст} 7 ,  _
I  у  - {г ■ X i  -  ъ  >  К " } .

- j  { i :  Л г ~ и3 <  -ЛГ<7},
где
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nx.t n-j — количество индексов г, принадлежащих множествам 
I ,. 1_; соответственно. В качестве нулевого приближения uq

j ' ■' j пможно брать среднюю арифметическую щ  = 71 *—*г=1Итерационный процесс (3.7) легко программируется и быстро сходится за конечное число шагов. Практически сходимость обеспечивается за 1-10 итераций при объеме выборки до 1000 злементов и проценте засорения до 20% (е =  0,2).Если доля засорения стремится к 1 и тем самым К  стремится к нулю, оценка Хьюбера (3.6) стремится к медиане выборки (1.1). Если засорение стремится к нулю и тем самым К  неограниченно увеличивается, оценка Хьюбера (3.6) стремитсяк средней арифметической -  ] Р Х * .г=1При решении прикладных задач измерения являются неравноточными. В этих случаях члены X ;  выборки (1.1) имеют различные дисперсии о\. Причиной же засорения (наличия больших выбросов) является ошибочное завышение точности (занижение значений дисперсий) для ряда измерений. Причем номера членов выборок с заниженными дисперсиями неизвестны. Минимаксный метод Хьюбера позволяет снизить вредное влияние измерений с ошибочными дисперсиями и указать эти измерения.В описанной ситуации для робастной оценки (3.1) логарифмическая функция правдоподобия дается равенством
гдеру(ж) — устойчивая плотность (3.5) с а =  1. Поэтому
W X , , . . . , X n; U) =  £ l nп

где
й  =  { i : X i  — u > K < 7 i ] ,  /_  =  { i : X i  — u < —K o i } ,

I 0 =  { i : |X i  -  u| <  К о i} ,



64 Гл. 3 УЬиойчы&ыг методы оценшвякця параметра пагоженияи. вместо (3.7) получаем итерационный процесс
Ц|+1 у  J _ \  1 ' у  Ху у -  /\'а8 +  Uj \ у  -К<т, +  tij'

- к , а< i f c  •* (3.8)где 4  =  {? : Л', -  tjj| s$ А<т,}. I
{i : Xi

+з ~
Uj <

{i  = *<- A V t} . Wj >  A ct,} ,
В качестве нулевого приближения можно брать средневзве-* X  (  п 1 4-1шенную опенку щ  =  Х^ ~ [  V  —' ' р 1 ° Л 1=[ <ПНахождение устойчивой минимаксной оценки Хьюбера относительно класса И предполагает знание доли засорения е. Часто доля засорения неизвестна. Тогда можно рекомендовать схему устойчивого оценивания параметра сдвига с одновременным подбором подходящего значения доли засорения. Согласно этой схеме подбирается такое значение е, при котором достигается нанлучшее выполнение равенства 5 =  (n+ -f п _) / п . Практика численной обработки экспериментальных данных показала, что выбор значения К  =  1,8 дает вполне удовлетворительные результаты при изменении доли засорения в промежутке [0,01; 0,2].

Рис. 3.1На рис, 3.1 представлены результаты, иллюстрирующие применение итерационного процесса (3.7) на выборке из 100 элементов с коэффиииентом засорения е =  0,5.  В качестве реперного закона взят нормальный Д70,1). засорение осуществлено добав



2. Робастные М -оценки 65лением равномерно распределенных на интервале [ -10,10] величин. Горизонтальная пунктирная линия соответствует нулевому приближению щ , сплошная линия — найденной в результате вычислений оценке. Символами (+, ★ ) помечены значения с i е  7+ и i е I -  соответственно.
2. Робастные М-оценкиСуществуют методы устойчивого оценивания, отличные от минимаксного подхода Хью бера. Одним из эффективных методов борьбы с большими выбросами и получения устойчивой оценки является оценивание параметра сдвига с помощью усеченнойсредней

п —т

и =  Х у с  =  п -  2т X !  Х (‘1’ (3'9)i=m+lгде ^  Х (2) <  . . .  ^  — упорядоченные по возрастаниючлены выборки (1.1), т <  [п/2]. Из (3.9) следует, что усеченная средняя получена отбрасыванием га самых левых и га самых правых членов выборки (1.1) и усреднением п — 2га оставшихся. Для получения усеченной средней необходимо задать число га. Если известна доля засорения е, то можно взять га =  [еп/2]. Модификацией усеченной средней является оценка Винзора
п —т

й = Х% =  -  [ ^2 %(i) +  r a ( X ( m +1) +  X ( n _ m )) .г=ш+1 (3.10)
Из (3.10) следует, что в отличие от усеченной средней в оценке Винзора 2га крайних членов выборки не отбрасываются, а га левых крайних проецируются в точку X ( m +i), га правых крайнихпроецируются в точку X7n_ m).Оценка Винзора (ЗЛО) подобна минимаксной оценке Хьюбера (сравните (3.10) с (3.6)). Отличие состоит в том, что проецирование самых левых и правых членов выборки в оценке Хьюбера производится по отношению к самой оценке, а в оценке Винзора проецирование производится до нахождения оценки и априори известно (при заданном га). При увеличении га «степень робастности» усеченной средней и оценки Винзора увеличивается.Усеченная средняя и оценка Винзора при га =  [тг/2] совпада- ютс медианой выборки (1.1).5 А В. Коянев. Г. В. Лукин. Л. К. Улумян



66 Гд, 3. Устойчивые методы оценивания параметра положенияОбобщением усеченной средней и оценки Винзора на случай неравноточных измерений являются робастные оценки-1п—тs =  Е  ? (  Ё  4 -i=m-fl б) 'ч*=тп+1 (*")n—mt t = f  у Л'б) +  т ^(ш+1) y  (»»-«»)i=m^l °Ь) \ а
+{m-r-l} ^(n—m) \ j_  jE ст‘

(3.11)
(3.12)

где \X 1 -  tt)/er(|) ^  { X {2] -  u)/cr(2) <  . . .  ^  ( У п) -  u)/ain) ~  упорядоченная по возрастанию последовательность чисел { ( X ? -
— и )/a,, i = 1,..., n}.Средневзвешенная оценка Винзора (3.12) подобна минимаксной оценке из (3.8). Отличие состоит в том, что в оценке (3.12) число 2т проецируемых точек и сами точки проекции фиксируются.Оценки (3.11), (3.12) нелинейны и могут быть найдены с помощью итерационных процессов:

s i + i =  у зn -m  v (i) / n -mE  4 -n=m+l (*) -1
uj+ l П— ТГ,=  [ Е 1-6)*' - f  m lб)X )v / Х ]т+1)

\ Л Г
+

7(m+l)

y(n-m)i_2
a (n-m) Ж Е - i

где Л’ -  %)/cr(}) <  ( X f ] -  Uj)/a{2) 4  . . .  ^  { x f ] -  Uj)/a{n).В качестве нулевого приближения можно взять средневзве- 4 п Х х ( п \шенную оценку «о =  У  Ц  ( У  -л ) .i= i 4=1 'Широкий класс робастных оценок можно построить с помощью следующего подхода. Обозначим- I n  p(Xi\u) =  + ь {,где Ь. не зависят от и. Тогда М М П-оценка минимизирует сумму 
р j ^ 1 ~ 4 j , в  частности, для минимаксной робастной оценки Хьюбера из (3.8) имеем

pis)
s 2/2, \s \ ^  К ,

К\$\ -  К 2/2, |в| >  К .



2. Робастные М  -оценки 67Будем выбирать такие функции p(s), которые позволят снизить влияние больших выбросов и тем самым определят робастную оценку. Функция Хьюбера р(з) обладает этим свойством, поскольку за пределами промежутка \з\ ^  К  квадратичная зависимость заменена на более слабую — линейную.Пусть задана четная выпуклая положительная функция p(s), р[0) = 0. 1Л-оценкой называется значение и, которое минимизи-

М-оценка однозначно определяется функцией p(s).Чтобы М-оценка была робастной по отношению к большим выбросам, если реперный закон распределения нормальный, необходим более медленный рост функции p(s) по сравнению с квадратичной функцией, по крайней мере для больших |s|, и (желательно) квадратичная зависимость для малых \s\.Пример 3.1. М -оценки, порожденные функцией p{s) =  |s|p, гдер ^ 1, называются Ьр-оценками. Если р Е [1,2), то Lp-оценки будут робастными, причем «степень робастности» повышается при уменьшении р вплоть до 1. Ьр-оценка при р — 1 совпадает с медианой выборки ( 1. 1) (в случае равноточных измерений).Пример 3 .2 . Робастная оценка, порожденная функцией
называется оценкой Андрюса. Значение а рекомендуется выбирать так, чтобы точка перегиба р(а) равнялась 3 (согласно правилу «трех сигм»). При таком способе выбора а =  6/тг ~ 1,91. Для малых |s| p(s) ~ s .  При уменьшении а «степень робастности» оценки Андрюса увеличивается.Пример 3 .3 . Робастная оценка, порожденная функцией
aP(s) 1 /Л2 при |s| —> оо. Параметр А выберем так, чтобы точка

рует функционал
(3.13)

— cos

p(s) =  X  f 1 — (1 +  A|s|)e-A ^Л  L ̂ > 0, называется оценкой Рамсея. Для малых \s\ p(s)



Га . 3. Устабчыаые методы оценивания параметра положенияперегиба функции р(У) равнялась 3. Тогда Л =  1/3. При увеличении Л * степень робастности» оценки Рамсея увеличивается.Если функция p(s) отлична от квадратичной, то М-оценка нелинейна. Для нахождения М-оценок существует несколько эффективных численных итерационных алгоритмов.Запишем минимизируемый функционал правой части (3.12)в виде
y i  X s - « ) 2Hj, где Wi =  — — - 2  Р ( Х, -~) •
!=i (A i-ti)  V cr* fп / П \ -1Если веса И ; фиксированы, то и =  V  • j V  Wi J . Опре-i—i ч =1 /делим итерационный процесс

Щ+ > = ± Х Ж Г ( ± Ц ' Л ~ \
1=1 j / где И -  1 -jrish)

3 ( X i - u j f ' K  )В качестве нулевого приближения можно взять W&j =  1/crf, т.е. ur — средневзвешенная. Этот итерационный процесс называют 
итеративным методом наименьших квадратов.Если функция p{s) дифференцируема, то можно о п р ед ел и т ь  еще один численный итерационный метод нахождения М -о ц е н о к . М-оценка является решением уравнения

f y ( & z « ) . ± . o .

которое с учетом четности pis) можно записать в видеV i  Л/ -  У )и ; =  О, где Wi =  — —!------- р' ( .
Определим итерационный процесс
uj~l ~  $3 Х-№ ij ' ( 53 W ij

t=l 4=1 где Wi3 =  - - 1 j-  Uj\ \ Gi )



2. Робастные М-оценки 69В качестве нулевого приближения можно взять
Этот итерационный процесс называют методом вариацион
но-взвешенных квадратических приближений. Для Др-оценок (p(s) =  \s\p) оба метода совпадают.Рассмотрим теперь еще один класс плотностей, отличных от класса Хьюбера Я .  Допустим, что исследователю известно о принадлежности истинной плотности ро(х) классу симметричных плотностей, сосредоточенных в основном на отрезке [—d,d j,т.е. p(x)dx ^  р , где р е  (0,1) задана (класс К р). С  помощьювведения класса К р можно, например, учитывать априорную информацию о степени разброса измеряемых значений относительно среднего значения и.Теорема 3 .2 . Устойчивая относительно класса К р плот
ность задается равенством

Доказательство теоремы 3.2 сводится к решению экстремальной задачи (3.3), где {р(х)} =  К р.При уменьшении d и увеличении р «степень робастности» оценки (3.1), основанной на устойчивой плотности (3.14), увеличивается.Робастные методы оценивания параметра положения представлены в работах [48, 82, 95, 97, 104].

d

-d

1l a  о bx-  —------ - cosz —r,
d (1 -f a) d

cos^ —2 bx \x\ ^  d,

x| >  d,(3.14)
где a и b находятся из системы



Г л а в а  4
МЕТОДЫ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Если класс, к которому принадлежит искомое распределение, неизвестен (с точностью до численных значений конечного числа параметров), то для восстановления распределения используютнепараметрические методы.Отметим, что задача восстановления плотности вероятностей 
рс зг по повторной выборке ( 1. 1) без учета дополнительной априорной информации о законе распределения является некорректно поставленной (смысл некорректности будет разъясненниже).

1. Восстановление функции распределенияДостаточно просто по повторной выборке (1.1) дать оценку функции распределения F (x)  случайной величины £ (в дальнейшем. если не сделано специальных оговорок, предполагается, что £ — скаляр).d качестве оценки F  х) обычно берут эмпирическую функцию распределения 1 ”
F a(z) =  ~ Y , f)(x ~ x i), (4.1)i=l, , f 1, х  >  0 .где у х . =  < q  т <  q -  единичная функция.Теорема 4.1 (Гливенко-Кантелли).Р  { sup \F(x) -  F „(x )| -> 0 } =  1.

хТаким образом, согласно теореме Гливенко-Кантелли, эмпирическая функция распределения является состоятельной оценкой искомой функции распределения, причем сходимость Fn(x) к F (x)  равномерна по х .



n t e g l l  f 2(x ) -> f 2(*)n~



Гл. 4. .Методы непараметрической статистикипри ос. Поэтому дисперсия D  F n(x) =  М  F~(x) -  F 2(x) ->0
при П - ¥  00.Теорему Гливенко-Кантелли уточняет неравенствоКолмогорова-Смирнова:Р  {sup |F (x)  -  F n{x)\ >  е} <  2 exp { —2e2n } ,гсправедливое для любого закона распределения при достаточнобольшом п.Обозначим К п(и) функцию распределения случайной величины 1'п =  \ П m ax F (x)  -  Fn(x)\. Функция К п(и) не зависитот закона распределения F (x)  и выборки (1.1), а определяется только объемом выборки п. Функции К п(и) для различных значений п и и табулированы [16]. Используя таблицы К п(и), можно находить_доверительные полосы для F ( x ): |F ( x )  -  Fn(x)\ < ^  и(Рж») \ п для х £  ( - о с , ос), где Рдов =  'Кп(и(ра0в))- Существует

lim  К п(и}
п—юс К  (и) =  ^  ( - 1)* е х р ( -2 / 2гг)

I ——ОО
^Колмогоров). Функция К  (и) также табулирована [16]. Поэтому при большом п (практически, если п  >  100) для нахождения 
и{Ргт ' можно пользоваться равенством рдов =  К(и(рй0В)).Эмпирическая функция распределения Fn(x) является кусочно постоянной. Иногда производят сглаживание Fn(x) с помощью подходящей монотонно возрастающей функции (см. гл. 10). При использовании сглаживания Fn(x) необходимо следить, что- оы оно не приводило к выходу за пределы доверительной полосы.

2. Восстановление плотности распределения методом
гистограммВосстановление плотности вероятностей р$(х) по повторной выборке <1Л ) в рамках непараметрического подхода представляет гораздо большие трудности по сравнению с восстановлением функции распределения F {x ). Действительно, поскольку 

Pi / =  d f  x . dx, то формально, получив оценку F ( z ) , можно определить оценку щ (х)  =  dF(x)/dx. К сожалению, задача дифференцирования принадлежит к классу некорректно поставленных задач, поскольку сколь угодно малые изменения в F(x) могут привести к большим изменениям в щ (х). Поэтому любой



2. Восстановление плотности методом гистограмм 73устойчивый способ оценивания р$(х) должен быть регуляризи- рующим алгоритмом для задачи дифференцирования (конечно, с учетом того факта, что р${х) — неотрицательная нормированная функция).Исторически первым способом оценивания плотности является метод гистограмм. Область изменения значений случайной величины разбивается на N  интервалов A Xj (мы сохраняем за интервалом и его длиной одно обозначение). Обозначим rij количество членов выборки (1.1), попавших в интервал A  Xj,

у  щ = п, Частоты — являются оценками вероятности pj по-L. ■> п
Нпадания значений £ в интервал Axj, т. е. pj =  p$(x)dx. По-

Axj
п iэтому величины J являются оценками среднего значения

ThL—LtAJ 'j I fплотности р$(х) на интервале Axj, т. е. p^(x)dx. Итак,
Ах,за оценку плотности принимается

pv(x) = х £ Ax,j, j  — \ ,. . .  ,N .  (4.2)
Функция Ру{х) неотрицательна, кусочно-постоянна и нормирована, так как

ос N

pr(x)dx  =  J ]-оо 3 —' A x j

Tlj
nA xj

N
dx  =  T ^  =  l .n7=1

Основной трудностью при построении гистограммы является выбор интервалов разбиения A x j .  Рекомендуется интервалы выбирать так, чтобы в каждый из них попадало одинаковое количество членов выборки (5-10, если п порядка 100). При увеличении п количество членов выборки в каждом интервале необходимо увеличивать. Если обозначить А х тах длину наибольшего интервала, то Ахтах играет роль параметра регуляризации при оценивании плотности по гистограмме. При 
п ”4 сю А х тах должен уменьшаться согласованно с ростом и.



Га. -Г МетоёЫ неЧ1ара.цет/шчесхзц статистикиДля построения доверительного интервала оценки (4.2) составим статистику
закон распределения которой при п —> ос стремится к распределению \ :v _ ,  (теорема 1).Статистику (4.3) можно представить в эквивалентном виде
Поэтому доверительная полоса для оценки (4.2) имеет вид 

к г  / n J  _  P j  V\ I  P j  \  1 a  _ .  ^  ^ у ( Р доб)

Существуют стандартные программы построения гистограмм
3. Восстановление плотности распределения методом 

Розенблатта-ПарзенаДифференцируя эмпирическую функцию распределения, получаем оценку 1 п
Р<лКх ) =  г  z2  6{х -  Xi)

6\ X)функция Дирака. Эта оценка плотности неприемле- М2, поскольку является обобщенной функцией. Модифицируем оценку рг/у представив ее в виде классической функции за счет «размазывания* обобщенных функций 8(х -  Х{).Пусть K 'r jX ;}  — последовательность таких симметричных плотностей, что ип(х) -»  8(х) при п ос. Определим оценку плотности равенством
(4.4)



3 Восстановление плотности методом Розенблатта-Парзена 75
Теорема 4 .2 . Оценка (4 .4 )  состоятельна в среднем квадра

тичном в каждой точке х  непрерывности р$(х), если:

при п -> оо. Используя независимость случайных величин, образующих повторную выборку ( 1. 1), получаем

при п ос. Следовательно, М р*(х) ПРИ п ~4 00Д  каж ‘дой точке непрерывности р${х). Но тогда D p(x) =  Ш р  (х) — - М 2р(ж) —> 0 при п  —> оо в каждой точке н еп р ер ы вн о ст и  Р^(д )_ Теорема доказана.Можно построить класс плотностей {фп{х )}> уд о в л ет во р я ю  тих условиям теоремы 4 .2 , по следующей схеме. П у с т ь  </'(■*■) произвольная непрерывная ограниченная плотность и последовательность положительных чисел {hn} удовлетворяет условиям

ос1° Фп{х -  s) p$(s) ds ->• р$(х) при n -> оо;
-0 0

ГГ

Доказательство. Имеем оооо
г=1 —оо

Мр2(х) =  \  Y  М  фп{х -  Х 1)фп{х ~  Xj )  =

Но оо
П‘ Фп{х — s)p^(s) ds ^  ^ т а хф п{х) фп(х s)p$(s) ds —> О-ос - о спри п —> оо, а

—оо



76 Гл. 4 Методы непараметрической статистикиЬ,j -4- 0, h*■ п —» оо при п  —> ос. Тогда последовательность функ-
удовлетворяет условиям теоремы 4.2. Если

ф(х) =  - 4 =- е-аг/2.
\/2ттто последовательность

фп(х) =  - Д — е - 12/(2Л">.v 2tt h„В методе Розенблатта-Парзена число hn играет роль параметра регуляризации. Конструктивные способы выбора подходящего значения hп при конечном объеме выборки могут быть предложены только на основании дополнительной информацииоб искомой плотности.

На рис. 4.1 представлен пример восстановления плотности распределения с помощью метода Розенблатта-Парзена по выборке из iOO значений. Для примера использовано двухмодальное распределение из смеси нормальных распределений ^ ( - 2, 1) и . v 2.2 ■. Сплошная линия со ^ступеньками» соответствует эмпирической функции распределения. Пунктирной линией отмечены восстановленная плотность вероятностей и интеграл от нее. Сплошной линией отмечены аналитические плотность и функция распределения вероятностей.Метод Розенблатта-Парзена изложен в работах [18 29 69 125. 127]. ’ *



4. Восстановление плотности проекционными методами 77
4. Восстановление плотности распределения 

проекционными методамиПроекционные методы основаны на разложении искомой плотности в ряд по ортогональной системе функций относительно фиксированной реперной плотности.Пусть известно, что искомая плотность р$(х) достаточно близка к некоторой известной плотности ро(х), которую будем называть реперной. Предположим для определенности, что промежуток изменения возможных значений £ — вся числовая ось.Обозначим через {<%(£)} систему полиномов, нормированных на (—00, оо) с весом Ро{х), т. е.

причем qo(x) =  1, qk{x) — полином степени к. Такая система полиномов определена однозначно и ее можно найти с помощью стандартной процедуры ортогонализации Гильберта-Шмидта.Обозначим

где otj — начальный момент j -го порядка случайной величины £. Если начальные моменты ау заменить их оценками a j (на-

оо
qi(x)qj(x)po(x) dx =  6%,—оо

к

и представим искомую плотность в видеооРе0е) =  Ро(я) Y  C kQk(x). (4.5)
С 0 =  1, С к =  qk(x)p^(x)dx.—ооПоэтому

к

1 Ипример, оценками метода моментов oij — -  У "  X f)  и в (4.5)
П г=1



Га , 4 Методы непараметрической статистики'8ограничиться конечным числом слагаемых, то получаем оценкуплотности m
Я * )  =  р о ( * )  Г с ^ И , (4.6)

к=0где С к =  akjCij.j =0В проекционных методах число членов разложения т играет роль параметра регуляризации. Если случайная величина £ имеет моменты любых порядков, то принципиально возможно неограниченное увеличение т, которое должно осуществляться согласованно с ростом объема выборки тс. При практическом применении оценки (4.6) стараются ограничиться небольшим количествам членов разложения. Ясно, что в этом случае оценка (4.6) будет давать хорошую точность, если только реперная плотность ро(х) удачно «угадана» и близка к искомой плотности.Часто проекционную оценку удобно представить через оценки центральных моментов. Тогда вместо случайной величины £ рассматривают нормированную случайную величину £о =  (С “  - < * i)  <7£ и проекционная оценка имеет вид (4.7)
нормирован-г>* Л Л Кгде ро(у) =  Ро(у) Y  С оk<lk{y), С 0к =  ] Г  a-kjfij, Vjfc=0 j =0нык центральный момент j -го порядка, Jl\ =  О, Д2 =  1, О ю  =  !■»

Со  1 =  а 10, C q2 =  а20 +  <*22-Пусть, например, в качестве реперной плотности взят нормальный закон распределения, тогда
Му)  =  ~т==V 2тг

- Г / 2 ®(у) =  Я *(у ),где Н ; у I полином Чебышевз-Эрмита, и проекционная оценка принимает вид тпк=3где С'з =  Д3, С 4 =  Д'4 -  3, С 5 =  тс5 -  10Д3, С 6 =  Д6 -  15Д4 -f 30.Напомним, что /i* =  '̂к/ок, \i!k — центральный момент случайной величины £. и если £ нормально распределена, то Д2* =  (2А: -  !)!!, №к~\ =  О-



4 Восстановление плотности проекционными методами 79Оценку (4.8) принято называть оценкой Грама-Ш арлье.
Задача 4 .1 . Пусть промежуток изменения случайной вели

чины £ — полуось х ) 0  и в качестве реперного закона рас
пределения взят экспоненциальный закон р0(х) =  а е ~ ах, а >  0. Показать, что {<&(£)} “  нормированная система полиномов 
Ч еб ы ш е в а -Л а ге р р а  L%(x). Найти оценку Грама-Ш арлье для этого случая.Проекционные оценки можно рассмотреть для случая, когда ортонормированная система разложения отлична от системы полиномов. Действительно, пусть {Д (ж )}  — произвольная система линейно-независимых функций и задана реперная плотность ро(х). Ортонормируем систему {fk{x)}  с весом ро(х) (например, используя стандартную схему ортогонализации Гильберта-Шмидта). Полученную ортонормированную систему функций обозначим {(^ (я )}-  Имеемоо

(pi(x)(pj(x)po(x) dx =  6ij.—ооИскомую плотность р%(х) представим в видеоо
Pt(x) =  ро(х) ^ 2  с №к(х)>

к—0
(4.9)

где С к = (pk(x)pt{x)dx.-о оВведем случайные величины Ук — <Рк{0- ИмеемооМ  Yk =  <Pk(x)pz(x) dx =  С к-—ооПоэтому по выборке ( 1. 1) можно дать оценки коэффициентов Ск'.

<5* =  ^ Х > № ) .
i— 1Ограничиваясь в разложении (4.9) конечным числом членов и заменяя неизвестные точные значения Ск на их оценки ь  получаем проекционную оценку

т  ^

р(х) =  Ро(ж) Y1 СкФ кМ -
(4 .10)



Г-f- 4. Методы непараметрической статистикиПроекционная оценка (4.10) обладает большей гибкостью по сравнению с оценкой (4.6). поскольку дает возможность выбирать подходящую систему разложения. При удачном выборе реперной плотности и системы { ^ ( х ) }  можно достичь хорошей точности оценки (4.10) даже при небольшом числе членов разложения.Если в (4.10) положить ро(х) =  const, то получаем оценкуЧенцова m (4.11)

80_____________________________________________________________________________________

Я * )  =  ^ C k < P k (x ) ,
k=\ Л 1 пгде {х*. (х )} — ортонормированная система. Ск  =  -  У  <pk{Xj)-i=iИногда удобно брать разложения вида (4.10) или (4.11) по системе функций { ^ ( х ) } ,  не обладающих свойством ортогональности. Возьмем, например, в представлении (4.11) в качестве г *  х плотности распределения. Тогда плотность (4.11) представляет собой модель смеси с неизвестными весами Ск £ [0> 1]»тп

У  Ск — 1- Оценки Ск весов Ск можно получить с помощью
k= 1обобщенного метода максимального правдоподобия с учетом вышеуказанных ограничений на веса.^Проекционные методы представлены в работах [18, 69, 99,

5. Восстановление плотности распределения 
регуляризованным методом гистограммИскомая плотность связана с функцией распределения соотношением F ix )  =  [ pz{s)ds, которое запишем в виде

г}{х -  s)p^{s)ds =  F{x). (4.12)
При заданной функции F ix )  (4.12) — интегральное уравнение 1-го рода относительно неизвестной плотности, т. е. задача восстановления плотности по функции распределения — некорректно поставленная задача. Но F (x)  также неизвестна и по выборке (1.1) можно лишь дать оценку F ix ) , взяв, например, в качестве оценки эмпирическую функцию распределения Fn(x).



5. Восстановление регуляризованным методом гистограмм 81Итак, задача восстановления плотности по выборке сводится 
к задаче решения интегрального уравнения (4.12) в условиях, когда точная правая часть этого уравнения неизвестна и замене
на оценкой Fn(x).Рассмотрим дискретный аналог уравнения (4.12), полученный с помощью сетки {xj } ,  j  =  \ +  1, A  Xj =  Xj+\ -  х у

где -  число членов выборки, попавших в интервал [xj,X j+  j]. Элементы Kwij ковариационной матрицы Kw случайного вектора

А

I При п —> оо вектор w асимптотически нормален. Это следует из 
1 интегральной теоремы М уавра-Л ап ласа, так как пу — дискретные случайные величины, распределенные по биномиальному закону. Если rij/n -э  0 при п -> ос, то справедлива асимптотическая формула

•ie элементы матрицы о(?г) стремятся к нулю при п —> оо.
Пусть априорная информация об искомой плотности имеет Терминированный характер: р$(х) G G, где G — некоторое 

множество плотностей задаваемого класса (множество G может 
вдаваться совокупностью равенств и неравенств с вхождением Ених / (̂х)).

Pt(s)ds = F(x j+ j) -  F(xj). (4.13)
При замене неизвестной F(x) на Fn(x) имеем

AFnj =  Fn(xj+ 1) -  Fn(xj) =



Определим О М М П -оцен ку плотностиV х>+1 а 1
Р ( Т )  =  arg шш X  (  } р(х) d x - % y ~ .  (4.14)

3~ 1 *}Если априорная информация об искомой плотности отсутствует, то О М  М П-оценка (4.14) совпадает с оценкой плотности по методу гистограмм.Если G  — выпуклое множество пространства непрерывных функций, то оценка (4.14) существует и единственна и может быть найдена с помощью методов выпуклого программирования, в частности, можно использовать метод сопряженных градиентов или методы штрафных функций. Иногда множество G  априори

§2 fit, 4. Методы непараметрической статистики_______________

т
{G  : р(х) =  £  a kifk{x)}, fc=iгде { ■ г : \ — система базисных функций. В качестве базисных функций можно брать ортогональную систему (аналогично методу Ченцова). Число членов разложения т должно быть согласовано с объемом выборки и может быть найдено с помощью способа невязки [66. 84] или с помощью метода упорядоченной минимизации риска [6 . 25].На рис. 4.2 представлен пример восстановления плотности распределения с учетом априорной информации. В качестве системы базисных функций были использованы ортогональные полиномы Чебышева-Эрмита. Искомая плотность и эмпирическая



6*. Метод корневой оценки плотности распределения 83функция распределения вероятностей представлены сплошной линией. Восстановленные плотность и функция распределения вероятностей обозначены пунктиром.Методы непараметрической статистики представлены также в работах [79, 96].
6. Метод корневой оценки плотности распределенияВ работе [15] был предложен новый метод оценки плотности, который связан с проекционными методами и носит название 

метода корневой оценки плотности. Суть корневого метода состоит в том, что вместо разложения искомой плотности предлагается разлагать по ортонормированной системе так называемую пси-функцию ф{х), связанную с искомой плотностью р(х) равенством
р(х) =  Щ х)\2. (4.15)В квантовой механике функция ф(х) играет фундаментальную роль, называется координатной пси-функцией и является решением стационарного уравнения Шредингера.Переход от разложения р(х) к разложению ф(х) позволяет при применении метода максимального правдоподобия получить эффективную вычислительную схему оценки искомых параметров разложения.Действительно, пусть

т

ф{х) =  У ^Cj(fi(x), (4.16)г=1где{^(х)} — ортонормированная система, {с*} — коэффициенты разложения, подлежащие оценке.В дальнейшем предполагается, что функции ф(х)и коэффициенты а  действительны. Из условия нормировки
р[х) dx =  1 следует равенство-х

т£ с ?  =  1. (4.17)г=1Следовательно, необходимо оценить т — 1 независимых коэффициентов. Для их оценки используем метод максимальногоправдоподобия.



Га . 4. Методы непараметрической статистикиЕсли выборка (1.1) повторная, тоn / m mm m/п(с) =  In L „(c) =  5 1  in ( 52  5 2  ¥><№0fc=i V i= ij= iE  Y ,  v > i№ )  C iCJ
Для нахождения максимального значения логарифмической функции правдоподобия |п(с) с учетом ограничения (4.17) сформируем функцию Лагранжа:
Приравнивая к нулю частные производные dL/dci, получаем систему уравнений
Умножая обе части последнего равенства на q  и суммируя по ?\ получаем А =  п . Следовательно, для нахождения М М П - оценок коэффициентов c i —  ,с гг необходимо решить нелинейную систему уравнений
Для решения системы (4.20) в [15] предложен итерационный процесс

где 0 < о <  1 подбирается так, чтобы скорость сходимости итерационного процесса была наибольшей (4.21).Поскольку из равенства (4.19) следует также равенство

т (4.18)
3 = 1

г =  1 , . . .  ,ттг. (4.20)
/ т —1] [ > < № ) ( £  < f ' и » )  ■ <4-21>

k=\ j= 1 '

а



6. Метод корневой оценки плотности распределения 85то полученные оценки являются состоятельными.В работе [15] приведены и другие свойства корневых оценок плотности, в частности выбор оптимального числа слагаемых тв представлении (4.16).Как и в методе Грам а-Ш арлье, в качестве базисной системы функций (pi(x) можно взять систему функций Чебышева-Эрмита
<Pi(x) =  ...... Щ (х )е ~ х2/2, г =  0 , 1 , . . . ,у  2* г! v^Fгде Hj(x) — полином Чебышева-Эрмита г-ro порядка.



Г л а в а  5
ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ О ЗАКОНЕ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Восстановление закона распределения по выборке (1.1) в большинстве случаев основано на некоторых гипотезах. Например. в рамках параметрического подхода априори принимается гипотеза о принадлежности плотности распределения классу плотностей, определенных с точностью до конечного числа параметров. В рамках параметрического и непараметрического подходов могут использоваться дополнительные априорные гипотезы (априорная информация) о законе распределения. Но гипотезы могут быть ошибочны. Поэтому после принятия той или иной априорной гипотезы и восстановления закона распределения необходимо проверить выполнение этой гипотезы, т. е. проверить, насколько хорошо выборка ( 1. 1) согласуется с восстановленным законом распределения. В частности, при применении параметрического подхода оценки параметров во многом зависят от принятого гипотетического класса плотностей. И поэтому проверка соответствия оцененной плотности этому классу, с точки зрения согласования выборки ( 1. 1) с оцененным законом распределения, является гарантией правильности самих оценок параметров. Если же применяется непараметрический подход, который априори может не «навязывать» класс плотностей, то после получения оценки плотности часто возникает задача о проверке гипотез принадлежности оцененной плотности тому или иному классу плотностей.
1. Проверка гипотезы о законе распределения 

в рамках непараметрической статистикиДля проверки гипотезы о законе распределения можно использовать либо восстановленную функцию распределения {обычно эмпирическую функцию распределения Fn(x)), либо восстановленную плотность распределения р(х).



/. Проверка гипотезы (непараметрическая статистика) 87При использовании эмпирической функции распределения 
Fn(x) часто применяют критерий согласия Колмогорова и критерий и2.Критерий согласия Колмогорова использует рассмотренную ранее в разделе ( 1) случайную величинуК = <  m ax|F(a;) -  F n(x)\, (5.1)Xгде F(x) — тестируемая функция распределения.Если гипотеза Я  о соответствии тестируемой функции распределения истинной функции распределения верна, то К  О при п -> оо, в противном случае К  -»  V* >  0.На практике величину (5.1) удобно рассчитывать по формуле

V" =  i^ . n { - n - F { X ^ F i X ^ - 4 r } 'где Л'(1) ^  Х (2) ^  . . .  ^  Х (п) — ранжированная последовательность членов выборки ( 1. 1).Для заданных уровня значимости (обычно используют стандартные значения р =  0,8; 0,9; 0,95; 0,99) гипотеза Я  отвергается, если Vn >  Крит(п,р), где Крит{п,р) — критическое значение величины (5. 1), зависящее от объема выборки и заданного уровня значимости. Числовые значения VKpm(n,p) можно найти
в ‘ [ 16] .При применении критерия и;'2 используется статистика

(.F ( x ) - F n( x ) f d F ( x ). (5.2)—ООЕсли Fn(x) — эмпирическая функция распределения, построенная по выборке ( 1. 1), то для расчета можно использоватьформулу
“* - 1 5 ? + ; Ё ( « З Д - т г ) ’ <531

г—\где, как и прежде, Х ^  — ранжированная последовательность членов выборки (1. 1).При выполнении гипотезы Я  о равенстве тестируемой функции распределения истинной функции распределения —> 0 прип -э оо.Для заданных уровня значимости и объема выборки гипотеза Я  отвергается, если иj2 >  щкрит(w.p). рДе ^’крит(^.р) — критическое значение величины (5.3), зависящее от объема выборки



Гл. 5. Проверка гипотез о законе распределенияи уровня значимости. Числовые значения шКрИТ(п, р) можно найтив [16].Для проверки гипотезы Н  о соответствии тестируемой плотности распределения р{х) выборке ( 1. 1) часто используют критерий \2 (хи-квадрат) Пирсона.Пусть область изменения значений случайной величины £ разбита на Л* интервалов \Xj,Xj+ \), j  =  1, —  N .  Обозначим п , — число членов выборки (1. 1), попавших в интервал [x^asj+i),Р =  j p\xUix — вероятность попадания в интервал [ x j ,£ j+ i).Определим статистику
(54)p j V n  >Теорема 5.1 (Пирсон). Пусть: 1° выборка ( 1. 1) повторная',

N
2~ V  р , =  1. Тогда статистика Z n из (5.4) при п —► ос имеет

j=\
\~-распределение с N  — 1 степенями свободы.Для проверки гипотезы Н  о соответствии тестируемой плотности распределения р(х) выборке ( 1. 1) зададим рдов и ПО таблице ^-распределения найдем такое д(рдов), что

ji Р~. z)dz =  pmB. Если Z n <  z(pmB), то считают, чтоогипотеза Н  подтверждается 100рДОБ-процентным уровнем доверия. Если же Z n >  то считают, что гипотеза Но соответствии плотности распределения р(х) выборке ( 1. 1) неподтверждается.
2. Проверка гипотезы о законе распределения в рамках параметрической статистикиПроверка гипотез о законе распределения и согласования выборки ( 1. 1) с оцененным законом в рамках параметрической статистики также производится с помощью различных критериев согласия. Наиболее часто используют критерий согласия х 2 Ф ишера. Пусть, как и выше, область изменения значений случайной величины £ разбита на .V интервалов A x j , j  =  Обозна-



2. Проверка гипотезы (параметрическая статистика) 89чим rij — число членов выборки (1. 1), попавших в интервал Д Xj,*i+i
h  = p(x\u)dx — вероятности попадания в интервал Д x j ,вычисленные по гипотетической оцененной плотности р(х\и). Определим статистику

Z ^ P j K n (5.5)
Теорема 5 .2  (Фишер). Пусть оценка и п-мерного парамет

ра и является асимптотически эффективной и асимптоти
чески нормальной (например, и =  иММП). Тогда статистика 
Zn при п —у схэ имеет \ 2 -распределение с N  -  т -  1 степенями
свободы.Используя теорему Фишера, можно проверить соответствие гипотезы о принадлежности искомой плотности классу р(х\и) выборки (1.1). Действительно, зададим рдов и по таблице ^ ‘ распределения найдем такое г(ряов), что

2 (Р д о в )

pv 2 {z)d.z =  pa0B.J  A-N—тп— iОЕсли Zn < z (рдов), то считают, что гипотеза о принадлежности плотности классу р[х\и) согласуется с выборкой (1.1). Если же Zn ^  г(рд0В), то считают, что гипотеза о принадлежности плотности классу р{х\и) не согласуется с выборкой (1. 1) и имеет место значимое отклонение оцененной гипотетической плотности от выборки ( 1. 1).Критерий х 2 применяется также для проверки гипотезы о совпадении законов распределения для серии выборок. Пусть вместо одной выборки ( 1. 1) заданы I повторных выборок
xkl,...,xknk, .г, (5.6)

Iгде щ  — объем к-й выборки, п — Пк. Пусть вводится гипотезао принадлежности плотности р^{х) классу р(х\и). Обозначим 
и оценку параметра и, сделанную по всей совокупности выбо-



90 Гл. 5. Проверка гипотез о законе распределениярок (5.6):
Х3+1 -р, =  р(х\ и) dx,

*3щ  — число членов выборки (5.6) (с фиксированным к), попавших в интервал Лл*?. Введем статистику
Аналогично теореме 5.2 справедливо следующее утверждение.Теорема 5 .3 . Пусть оценки и являются асимптотиче
ски эффективными и асимптотически нормальными. Тогда
при щ  —> оо, k =  1____Л , закон распределения статистики zjn
стремится к \2-распределению с l(N  — 1) — т степенями сво
боды.Применим теорему 5.3 для проверки гипотезы о совпадении закона распределения для каждой из I выборок (5.6). По заданной рдов найдем такое Z (p 3GB), что

Если Zb, <  ZipnOB), то гипотеза о совпадении законов распределения для серии выборок (5.6) (гипотеза об однородности выборок) принимается. Если Z\n Л Z (p aos), то гипотеза об однородности выборок отвергается.Если гипотеза об однородности выборок (5.6) проверяется по отношению к фиксированной плотности р(х), то вместо статистики (5.7) вводится статистика

к — 1..........1, стремится к х ' Р аспРеДелению с l(N  -  I)степенями свободы. Поэтому критическая граница z(pmB)

N

Z {Рлов ]

о

лг (5.8)
где pj — | p(z)dx.



2. Проверка гипотезы (параметрическая статистика)____________91проверки гипотезы однородности выборок (5.6) определяется изравенства
г (Р д о в )

PX2l(N -l)^  ^  =  Ра0В’Проверка гипотез о законе распределения представлена в работах [32, 38, 39, 43, 46].



Г л а в а  6
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ

Под статистическим моделированием в узком смысле (в самой математической статистике) обычно понимают способы моделирования случайных величин с помощью специально разработанных «датчиков» случайных величин н использования полученных с их помощью выборок для апробирования тех или иных статистических методов и численных алгоритмов, базирующихся на этих методах. Под статистическим моделированием в широком смысле понимается решение различных задач с применением методов математической статистики и моделирования случайных величин. В частности, методы М онте-Карло являются численными методами решения различных задач, и прежде всего задач математической физики, при помощи моделирования случайных величин [83].
1. Способы моделирования случайных величинПри решении задач методами статистического моделирования необходимо уметь моделировать реализации случайных величин с различными законами распределения. Оказывается, что доста- точно уметь моделировать одну реперную случайную величину, а реализации случайных величин с другими законами распределения получать с помощью некоторых преобразований над реализациями значений реперной случайной величины. Вообще говоря, б качестве реперного можно взять различные распределения, но в настоящее время общепринято в качестве реперной брать равномерно распределенную на отрезке [0, 1] случайную величину Действительно, пусть задана произвольная случайная величина б с плотностью р(х) и функцией распределения

х



I. Способы моделирования случайных величин 93
Теорема 6.1. Выполнение равенства

F(&  =  7  ( 6 . 1)

необходимо и достаточно для того, чтобы F ( x ) была функ
цией распределения случайной величины £.
Доказательство. Пусть F(x)  — функция распределения случайной величины £. Тогда случайная величина 7 , определенная равенством (6. 1), распределена равномерно на промежутке [0, 1]. Действительно, функция распределения F1(y) случайной величины 7 определится равенством

Fy (y) =  Р { у < у } = Р  { F ( 0  <  у}.Если у <  0, то Р  { F ( О  <  у} =  0. Если у >  1, то Р  (F (£ ) <  ?/} =  1. Если 0 < у ^  1, то Р  { F ( 0  <  у} =  Р {£  <  F ~ ](y)} =  F { F ~ l (y)) =
= У- Итак, 0 , У <  0,

У» 0 < у <  1,1, У >  1>т.е. 7 распределена равномерно на [0, 1].Пусть 7 распределена равномерно на [0,1] и выполнено равенство (6. 1), где F(x)  — функция распределения некоторой случайной величины. Покажем, что F%(x) =  F(x).  Действительно, £ =  F ~ [(7). Поэтому F^{x) =  Р  {£ <  я} =  Р  { Р -1 (7) <  а:} =  = Р {7 <  F(x)} =  F 7(F(x)) =  F(x) ,  поскольку F(x)  Е [0,1]. Теорема доказана. ^Из теоремы 6.1 следует, что повторная выборка7 ь  • • • > 7«равномерно распределенной на [0, 1] случайной величины порождает повторную выборку ( 1. 1) случайной величины £, где Ti =  Fr 1 (7j) (мы ограничиваемся случаем, когда F  ̂ существует).
Пример 6.1. Пусть £ равномерно распределена на отрезкеК Ь]. Имеем

F A x )  =  А  а ^ х ^ Ь .
' о -  аПоэтому Х( — a F  (Ь — а)7*.



Га . 6. Численные методы статистического моделирования94 Прим ер 6 .2 . Пусть £ распределена по экспоненциальномузакону. Имеем: Fc(x) =  1 — е-Л х, х  ^  0. Поэтому 1 — е-лл< —% откуда
Поскольку случайная величина 1 — т* также равномерно распределена на [0 , 1], то повторную выборку ( 1. 1) можно получить и по
формуле

Задача 6 .1 . Используя формулу (6.1), представить выборку (1. 1) для нормально распределенной случайной величины £через выборку (6.2).Для многих распределений использование формулы (6.1) для построения выборки ( 1. 1) с помощью выборки (6 .2) неудобно и связано с достаточно большими вычислительными затратами. Ниже для некоторых стандартных широко используемых распределений будут даны другие более удобные и эффективные способы построения выборки (1. 1) с помощью выборки (6.2).Итак, для получения выборки (1. 1) необходимо иметь эффективные способы получения выборки (6.2).Существует несколько способов получения выборки (6.2) с помощью компьютера. Наиболее эффективным и надежным из них является способ псевдослучайных чисел, основанный на последовательном получении членов выборки (6.2) с использованием какой-либо формулы. В этом случае числа % из (6.2) называют псевдослучайными.Применяют несколько алгоритмов получения псевдослучайных чисел. Большая часть из них основана на формуле
и+\  =  Щ ъ ) , (6.3)где R  j  — достаточно быстро осциллирующая функция на промежутке [0 . Г  со значениями на этом же промежутке.Например, в методе вычетов Лемера R(x)  =  D{gx) ,  где 

D г — дробная часть числа х . g >  0 — достаточно большое число, т е последовательность псевдослучайных чисел (6.2) с помощью метода вычетов получается по рекуррентной формулеЪ +1 = £ ( s r fc ) . (6.4)Если в (6.4) Ч: — ггцу М , где т $ , М , g — целые взаимно простые числа, то все ч  из (6.4) представимы в виде ч  =  пц/М ,



95/. Способы моделирования случайных величингде гщ+1 и М  взаимно просты и пгц равно остатку, полученному при делении gm.i на М . Например, удовлетворительная последовательность псевдослучайных чисел получается при mo =  1, 
М = 242, g -  5 17. Заметим, что случайные числа 7*4. 1, 7^ связанные формулой (6.4), зависимы с коэффициентом корреляции, равным 1 /д. Ясно, что при достаточно большом д их можно считать практически некоррелируемыми. Более подробную информацию о псевдослучайных числах и методах их тестирования можно найти в [83].Вернемся к методам построения выборки (1.1) по выборке (6.2). Кроме метода построения, основанного на формуле (6.1), на практике часто используют метод Неймана. Пусть значения случайной величины £ принадлежат конечному отрезку а ^ х  ^ 6  и р$(х) ^  С . Обозначим 7 W , 7 2̂- независимые равномерно распределенные на [0,1] случайные величины. Тогда случайные величины =  а +  7 0 (6  — а), £(2̂  =  С 7^  независимы и равномерно распределены на отрезках [а, 6], [О, С] соответственно, и поэтому их совместная плотность р(х,у) =  (Ь -  а)~[С ~1, 
а ^ х ^  Ь, 0 ^  у  ^  С .Теорема 6 .2  (Нейман). Случайная величина £ =  £(1), если 
t 2: < Ж (1))> имеет плотность вероятностей р(х).

Доказательство. Имеем
Щ  = Р {? < z} = Р {£<'> < г | ?<2) < Ж (|))} =р щ (|) < г ) П ( ; и  < р (^ (1>))} р { ? (2) < Р Й (|))}Числитель последнего выражения равен вероятности того, что случайная точка (£(*),£(2') попадает ниже кривой у =  р(х) 
и одновременно левее вертикальной прямой х  =  z. Поэтому
р {к(,> < 2) п  (€<2> < р(е°>))} =

Р\х )

dx
1

(Ь -  а)С
dy =

1
С(Ь -  а)

Z■
р(х) dx.

аЗнаменатель равен вероятности попадания случайной точки 1 ниже кривой у — р(х) и поэтому
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Ъ р(*}р {«'2 < р (С ( ,|)} = ( b - a ) C dy  - а ) '
Итак,

-Ж Л  = [ j g f L f rJ С ( Ь -а ) С(Ь -  а)—  =  | р Ц )
г. е. р jt) — плотность вероятностей случайной величины £. Теорема доказана. D

Для получения одной реализации случайной величины £ по : методу Неймана требуются по крайней мере две независимые реализации случайной величины 7 , причем, если случайная точка Д .£ i2!) попадает выше кривой у =  р (х ) , то реализации $ не будет получено. Поэтому для снижения числа пар К ' - Д 1" • для которых не происходит реализаций £, необходимо брать С равным наименьшему возможному значению С  =  тахр(х).Для получения выборки (1.1) для некоторых стандартных законов распределения используют специальные приемы, учитывающие специфику рассматриваемых распределений.Пусть £ — нормально распределенная случайная величина. Обозначим =  (£ —М£)/сг^ нормированную случайную величину. Пусть
ь £ < * »  -  о

j= i— нормированная сумма N  независимых случайных величин, равномерно распределенных на [О, Г . Согласно ц ен тр ал ьн ой  предельной теореме Линдеберга-Леви закон распределения ПРИД -г ос стремится к Л г(0, 1).Поэтому  ̂ при достаточно большом N  закон распределения ~ ~ М £  будет близок к Л г( М ^ ,с т |) . Следовательно,при достаточном большом Л одну реализацию с л у ч а й н о й  вели- ' ины * можно подсчитывать по N  независимым р еализац иям  1



I. Способы моделирования случайных величин 97согласно формуле
X i =  M t; +  cr( J~l] Г ( 2 7з- - 1 ) .  (6.5)

V j= lНа практике ограничиваются N = 1 2 ,  и тогда формула (6.5) принимает вид
12

(6-6)Xj == сг$ 7j +  М  £ —  6(7̂ .

Рассмотрим случайную величину
£лг =  - j  In (71 . . . 7 at+ i ),где 7ь . . .  , 7дг+ 1 — независимые случайные величины, равномерно распределенные на [0,1]. Докажем, что/ v = x Ne~Xx, О,т.е. подчиняется 7 -распределению. Действительно, для =  О утверждение доказано ранее. Предположим, что утверждение справедливо для N .  Тогда

£лг+1 =  In ( 7 1 . . .7JV+2) = £n  + Zo-Поскольку £n  и £о независимы,
ос

PiN+1 М  =  [ -  з ) р ф )  ds =

XN+'
т

( x - s ) Ne - x{x- s)Xe - Xsds

XN+2 _  TV! Ax (x — sy  ds
\N+2

N  Л „ .A f + l  —Ax0 (TV +  1)!
Следовательно, если £ подчиняется 7-распределению с плот-

\N+\ностью вероятностей р$(х) =  уу— з,д в Лх, х  >  0, то по TV -j- 1
4 А. В. Коянев. Г. В. Л укин. Л К. Улумян



9® Гл 6. Численные методы статистического моделированиянезависимым реализациям 7 находим одну реализацию £ согласно формуле X i  =  - -  In (77 . . . 7дг+1).Рассмотрим теперь ??7-мерную нормально распределенную случайную величину с вектором математического ожидания 
а =  {а\..........ОпЛ7 и ковариационной матрицей Кс.  Представим =  Q Q T. где Q  — невырожденная ( т  х  т)-матрица. Матрица Q  определена неоднозначно. Одну из таких матриц можно найти методом квадратного корня (тогда Q  будет треугольной). Введем случайную величину г/ =  Q - 1 (£ — а). Векторная случайная величина г] распределена нормально. Имеем: М 17 =  Q ~ l ( M £  — а) =  0, ковариационная матрица К п ==  Q ~l X ({Q ~] )7 =  Q ~ l Q Q T(QT)~l = /  (единичная матрица). Следовательно, if =  ( ч ь , т}т )т . где j  =  1........... тп — независимые нормально распределенные величины с законом распределения Л  0.1 и одна реализация Y, случайной величины состоит из ?п независимых реализаций скалярной случайной величины с законом Л  (ОД).Из вышесказанного следует, что реализация X i  случайнойвеличины £ может быть получена по формуле

X i  =  a  +  Q Y i .  (6 .7)
2. Применение метода статистического моделирования 

для решения некоторых прикладных задачРанее уже отмечалось, что метод статистического моделирования применяется как для решения «внутренних» задач самой математической статистики и обработки экспериментальных данных. так и для решения прикладных задач вне математической статистики. В частности, после создания алгоритма обработки экспериментальных данных можно «отработать» этот алгоритм еще до поступления самих экспериментальных данных путем их замены «псевдоэкспериментальными данными», полученными с помощью моделирования случайных компонент. Конечно, на э^апе отработки алгоритма и формирования псевдоэксперимен- тальных данных необходимо учитывать всю имеющуюся у исследователя информацию о возможной области изменения будущих реальных экспериментальных данных.При решении прикладных задач методом статистического моделирования, когда эти задачи не несут в себе элемента случайности. его вносят искусственно по следующей схеме. Обозначим через и решение задачи (и может быть скаляром, вектором,



2. Применение метода статистического моделирования 99функцией, вектор-функцией и т. д. в зависимости от конкретной задачи). Подберем такую случайную величину £, что М £  =  и. Тогда, осуществив достаточно большое число реализаций величины £ и получив выборку ее значений Х \ , . . . , Х п, получают оценку й, например взяв в качестве и среднеарифметиче- 1 -скую и =  -  X i .
i=  1Основная трудность состоит в подборе такой случайной величины что М  £ =  и. Конечно, подбор £ неоднозначен и, если имеется возможность выбора, то следует отбирать случайную величину £ с наименьшим разбросом относительно среднего значения и и учитывать (часто в первую очередь) вычислительные затраты на реализацию каждого значения X i  величины £. В конечном итоге выбор £ диктуется объемом вычислительных затрат на получение оценки и с заданной точностью.Рассмотрим несколько приемов вычисления определенных интегралов с помощью метода статистического моделирования.Пусть требуется вычислить интеграл

f(x )  dx,
G

(6 .8)
где х — m -мерный вектор. Введем m -векторную случайную величину г) с плотностью р(х) >  0, х  G G ,  и скалярную случайную величину £ =  f(r])/p{r)). Имеем

М £  = Ц ^ р ( х )  dx =  J .  
р{х)

GПоэтому получаем оценку интеграла
(6.9)

где Xi i =  г — повторная выборка значений случайнойвеличины г). В дальнейшем предполагается, что интеграл (6.8) сходится абсолютно.О ц е н к а  (6.9) несмещена и состоятельна (по вероятности) в силу з а к о н а  больших чисел (теорема Хинчина). Оценка (6.9)определена для любой плотности р(х) >  0, х £ G , р(х) dx =  1.
G

4*



100 Га . 6 Численные методы статистического моделированияТочность оценки (6.9) определяется ее дисперсией. Имеем: D  J  =  - D £ .  Таким образом, следует выбирать £ с наименьшей дисперсией, или, что то же самое, с наименьшим М £ 2. Имеем
М  £2е  = \ г

J о*
/ 2(х)
р2{х) * x ) d x = l m dx-Следовательно, выбор наилучшей оценки (6.9) сводится к выбору такой р(х) >  0 . х  Е G ,  для которой интеграл ! _ М

р{х)
d:гLrпринимает наименьшее значение. Используя неравенство Коши-Буняковского. имеем

( \} х .is  )' =  ( -Ц С -  v p (x ) dx)v . 7 VJ VPIX) / £
y p ( x )

£ <£r dx p(x)
dx.

Положим i f(x)\
dx

(6 .10)

Имеем
M j 2  _  1 = J Щ ах I i / ( i ) | d x = (1 i ^ ) i ^ ) 2-

G G G GПоэтому выбор p\x) согласно {6. 10) обеспечивает наименьшее значение дисперсии оценки (6.9). К сожалению, определение плотности согласно (6. 10) требует знания нормировочной константы j f\x) dx,  которая так же, как исходный интеграл (6.8),
Gнеизвестна. Несмотря на эту принципиальную трудность определения оптимальной плотности, формула (6 . 10) подсказывает, какую р(х} следует выбирать, а именно: р(х) должна «повторять» глобальное изменение \/{х)\ в области G .  Пусть функция f a(x) достаточно хорошо аппроксимирует глобальное изменение }(х)



2. Применение метода статистического моделирования 101и интеграл плотность J \fa(x)\dx достаточно легко подсчитывается. Тогда
G

р ( х )  =  \ f a ( x ) \  • ( | \ fa ( x ) \ d x ^  
Gобеспечивает близость оценки (6.9) к оптимальной оценке с р(х) из (6. 10).Существуют другие приемы уменьшения дисперсии оценки (6.9). Все эти приемы основаны на использовании дополнительной информации об искомом интеграле или подынтегральной функции f(x).  Пусть, например, функция /о(х) близка к f(x)  в Тг'Метрнке, т. е.

р{х)

где 5 мало, и интеграл fo(x) dx =  J q известен. Введем скалярную случайную величину
£ — Jo  + f(v) -  loin)

н оценку
Имеем

J  =  Jo +  -  VП

pin)

1 f iX i)  -  foiXi)

i= 1 P(*i)
(6 . 11)

nt в (Нч)-Мч)\  
V р (ч) J

M  (  =  J ,г m  -  м я т  d x _ { J _  ^  e2
Поэтому для дисперсии оценки справедливо неравенство D  J  ^  
$.£2/п. Такой способ учета дополнительной информации с получением оценки (6. 11) называется методом выделения главной
части.Подчеркнем, что применение методов М онте-Карло дает значительное преимущество по сравнению с классическими детерминированными методами вычисления интегралов при увели- чении размерности т  области G  (при увеличении кратности интеграла (6.8)).



нкйРв и Г ТРИМ Теперь решенне линейных интегральных уравне-v'(.n -  J  K ( x , r ' )  } { х )Л (6. 12)методами Монте-Карло.Введем линейный интегральный оператор
АХ * )  =  \  K ( x , x ' M x ' ) d x ' .Обозначим А •'л  пез\?1ктат i  v-nnк функции ifi(x) и  ̂ Р тного применения оператора К

=  J  /(ar)^(x)dr
G/. A r - i ‘  _  « mjmS w H|»№ 4S-K-IW" /(̂  И Таким Образом,A’-v-. полученной в р езу ть татеТ к м тФУНКЦИИ и Ф>'нкции ра А  к функции р(х ).Например Р ого применения операто-

А ^ И  =  j K<x-x') J x ( * '. x " M x " ) dx"d x ' =
G  G

=  J -КгОс, г ,)^(ж/) dx',где G

=  fx(x,x")K(z",x')d3/'
G— дважды итерированное язпп пР произвольного j  имеем

Ю{р(х) =  Jгде
К } ( х . х ’ ) -  | , (г, г'^А"(х",a/) d x "

Gитерированные ядра.Выоерем в С  такие плотность ь(х\ > п ,,/' X г ' >  0. что |  р(х) =  |  p(/ i  ^ ° =и УСЛ0В"У>° плотность
"■остей пёреход^из^очки  V  называют плотностью вероят- 
1>>У - + х 1. ° ЧКи *  в х  и часто обозначают



2. Применение метода статистического моделирования 103Определим в G  случайную траекторию
Тк =  {*о  ->• х \ х к},где 2’о ~  реализация случайной величины £о с плотностью р(дт), Xj — реализация случайной величины с плотностью

p[Xj  I X j - 1), j  =  1 , . . .  tk.Введем совокупность скалярных статистик
w. _  K{xo,Xi) К(хих2) Kjxj-uXj)

J р(х 1 I Хо)  p{x2 I ®l) "  ' p(Xj  I X j - O ’определенных для j  =  1 , . . . , k .  Если положить wq =  1, то wj =
= Wj-1 ■ K ( x j - i , x j ) / p ( x j  | X j - j), j  =Определим совокупность скалярных случайных величин 9j =  
= f{x j) .  Покажем, что =  (<p,Kj f ) .  Действительно,
м й. — дуг ^  (-г0’ ■'1) A  { x j - 1 , x j )  р,  ч

р { х о) $ x i  I Хо) "  ' p ( X j  I X j _ i )  ^  "

rA so)ds . . .  I<(so,S[). . .  K ( s j - i , s j ) f ( s j ) d s \  . . . d s j  =
G G

ip{s0) K J f ( s 0)ds =  f a K ’ f) .

Таким образом, реализовав n  случайных траекторий 
Tk =  {TkU •••yTkn),получаем оценки цу скалярных произведений щ  =  («р, К 3 f )  согласно формулам

u i — Qji* (6.13)где $ji, г =  1, . . .  , n  — реализации случайной величины 6j на г-й
траектории 7}*.С помощью оценок (6.13) скалярных произведений (<ptK 3f)  можно получить оценки значений функции K 3f(xo).  Действительно, пусть <р(х) =  6(х — x q ) .  Тогда (6(х -  x q ) ,  K 3f(x)) =  
~ k ]f[xо). Возьмем в качестве р(х) =  6(х — хо)> т- е- все тРаек_ тории Tji «стартуют» из фиксированной точки хо и 0; о =  wj f ( xj)- Имеем: М  0jO =  № f ( x 0),1 еперь все готово для построения приближенного решения интегрального уравнения (6.12). Действительно, если спектраль- ный радиус линейного интегрального оператора А  из (6.12)



104 Га . 6 Чи,-.ленные методы статистического моделированияменьше 1, то единственное решение '<р(х ) уравнения (6. 12) представимо в виде ряда Неймана:
А * )  =  f  (®) +  K f  (ж) +  К : f( x)  + . . .  (6.14)Ограничимся в (6.14) конечным числом слагаемых. Тогдав фиксированной точке л* =г (Jo) /(*о) +  А7(асо) +•- . .  +  K kf ( x о) (6.15)и приближенные значення слагаемых № f ( x о), j  =  1 правой части (6.151 могут быть оценены по формулам (6.13), где | =  1 — . п. — реализации случайной величины % на г-й траектории Г *  с фиксированной точкой «старта» х  =  :го для всехтраекторий.Если уравнение (6.12) описывает стационарное распределение р’(х) частиц, мигрирующих в объеме G ,  а — индикатриса рассеяния частиц и f(x)  — функция распределения независимых источников частиц, то Ю / ( x q )  определяет «долю» в стационарном распределении j  раз рассеянных частиц. Координаты траектории Г*,- в этом случае являются координатами точек изменения направления движения частиц за счет последовательных актов их рассеяния.



Г л а в а  7

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫ Х МОДЕЛЕЙ 

С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМ И ДАННЫМИ

Метод наименьших квадратов (МНК) — один из наиболее широко используемых методов при решении многих задач восстановления регрессионных зависимостей. Впервые МНК был использован Лежандром в 1806 г. для решения задач небесной механики на основе экспериментальных данных астрономических наблюдений. В 1809 г. Гаусс изложил статистическую интерпретацию МНК и тем самым дал начало широкому применению статистических методов при решении задач восстановления регрессионных зависимостей.В дальнейшем (кроме гл. 10) в монографии будут рассматриваться задачи линейного регрессионного анализа.Пусть и =  ( щ , . . .  , и т)т — m -мерный вектор искомых параметров, / =  (/ь . . . ,  f n)T — тг-мерный вектор, полученный из эксперимента и тем самым отличающийся от неизвестного точного вектора /т на вектор случайных погрешностей е =  (е\,. . .  ,е п)г , т.е. / =  /т +  е. Известно, что искомый вектор и связан с вектором /т соотношением
Аи =  /у , (7.1)где А — заданная (п х  т)-м атрица. Заметим, что в § 5 будет рассмотрен случай, когда элементы матрицы А  также имеют случайный характер.Систему (7.1) запишем в виде

А и  — f  -  е. (7.2)Задача нахождения приближенных значений и , «удовлетворяющих» системе (7.2), и будет основной задачей линейногорегрессионного анализа.Подчеркнем, что значения вектора случайных погрешностей £ неизвестны, известен лишь закон распределения случайного вектора е или даже не сам закон, а только некоторые его характеристики.



1. Примеры линейных моделей е неопределенными
даннымиПрежде чем переходить к изложению М Н К  в рамках классической схемы, приведем примеры прикладных задач, сводящихсяк задачах! линейного регрессионного анализа.Пример 7 .1 . Пусть между двумя физическими величинами х . у существует функциональная зависимость вида у =то=  V  Ujrjiac'i, где s p i ( x ) , . . . ,^ m(x) — известные функции, щ , . . .i= i—  lirn — параметры, значения которых неизвестны. Предположим,  что производится серия фиксаций х,-, i =  1, . . .  , п ,  переменной х  и при х  =  Xj проводятся измерения у,-, г — 1, . . . ,  п,  переменной у, причем измерения у,- содержат случайные погрешности £■;. Таким образом, имеем систему равенствm

Ш -  =  У ]  W j^j(xi), г =  1 , . . . ,  п.  (7.3)1=1Введем векторы/ =  У ь - .^ У п ,1' , е =  { £ i , . . . , £ n)T , и =  ( щ , . . . , и т)Ти (n X т )--матрицу A,  A i} =  ^ ( х * ) , i =  j  =  1,Тогда система равенств (7.3) запишется в эквивалентном виде(7.2).Пример 7 .2 . Пусть между величинами у и х \ , . . . , Х т  су-
гпшествует функциональная зависимость вида у =  ^ U j X j ,  гдет  I е1■ . —  у.-п — параметры, значения которых неизвестны. Для восстановления значений параметров щ ,  j  =  m,  фиксируются значения х р , i =  переменных xjt j  — 1 ̂ при Xj =  х ]Х, j  =  1, . . .  ,тп, производятся измерения у», г =  1, . . .. . г,1, переменной у,  причем измерения у, содержат случайные погрешности е*.Таким образом, имеем систему равенств

m

У г - ^ г - Y ,1= 1

106_______ f.t. 7. нащи<?ньщцд~ квадратов для линейных моделей ____

i =  1 , . . . ,  п. (7.4)



/. Примеры линейных моделей с неопределенными данными 107Если обозначить /  =  (уь  ■ • • ,2/п)Г , £ =  (£|..........£n)f\ и == ^ i , . . . 1% ) r , Л — (п х  га)-матрица с элементами А*,- =  Xji, го система (7.4) запишется в эквивалентном виде (7.2).Пример 7.3. Рассмотрим интегральное уравнение первогорода
ь

К ( х ,  s)u(s) ds =  f T {x), (7.5)агде ядро K ( x , s )  задано, и(х) — неизвестная искомая функция, а вместо /г (х) известна ее реализация f(x) ,  измеряемая с погрешностью, т. е. f(x)  =  f T (x) +  k(x)t е(х) — случайная функцияпогрешностей.К интегральному уравнению первого рода (7.5) сводятся многие задачи идентификации изучаемого объекта по измерениям косвенной информации об этом объекте. В приложениях K ( x , s )  часто играет роль так называемой аппаратной функции.Введем сетку а ^  х\ <  х<} <  . . .  < х п <  6 и будем рассматривать равенство (7.5) только в узлах х =  х%, г =  1 , . . . ,  т.  Проведем дискретизацию интегрального уравнения (7.5), заменяя интеграл в левой части (7.5) интегральной суммой
т£  K { X i ,  S j )a j l l (S j)  -  f T (Xi),

3 =  1где otj зависят от выбранной интегральной формулы. Например, применяя формулу трапеций, имеем ctj =  A.Sj =  S j + \ — Sj.Поэтому дискретный аналог интегрального уравнения (7.5)имеет вид
т£  K(x i ,S j ) ot ju (8 j)  =  f ( x i )  -  e(xi) ,  i = \ , . . . , n .  (7.6)

i -1Обозначим/ =  (/(x'i), ••• , / Ы )7 , (e(x\), . . .  ,e(xn))T ,

и =  (u(s 1 ) , . . . ,  u(Sm))1 ,Л — (n x т)-матрица с элементами A i j  =  A (&4> sj ) a j-Тогда система (7.6) запишется в эквивалентном виде (7.2).



1C© _£.i_ 7 Mt'Viod наименьших квадратов для линейных jnvwcлеиПример 7 .4 . В приложениях часто приходится рассматриватьсистемы интегральных равенств вида
Ki(s)u(s) ds — aiT, i — 1 , n, (7.7)

где К,  > — известные функции, u(s) — искомая функция, aiT -
числа.К системе интегральных равенств вида (7.7) сводятся, например. многие задачи спектрометрии и вычислительной томографии.Из эксперимента известны не точные значения aiT, а их приближенные значения о*, т. е. щ =  aiT +  eit где Е{ — случайные погрешности.Проведем дискретизацию системы интегральных равенств (7.7). Вместо системы (7.7) получим ее дискретныйаналог V  K t(sj )Qju(sj) =  Oj - £ ir г — 1, ,  n, (7.8)
где известные коэффициенты зависят от выбранной интегральной формулы.Если обозначить /  =  (аь . . . , а п)Т, е  =  {еь . . . , е п)т , ^  ~ п х m -матрица с элементами Aij  =  Ki(sj)otj,  то систему (7.8) можно записать в эквивалентном виде (7.2).Замечание 7 .1 . При дискретизации интегрального уравнения 1, .5) и системы интегральных равенств (7.7) всегда необходимо соблюдать выполнение неравенства п ^  тп.

2. Классическая схема МНКРассмотрим основное уравнение (7.2) линейного регрессионного анализа. В рамках классической схемы М Н К  вводятся следующие п редпол ожен и я.
1. Отсутствует какая-либо априорная информация о векторе искомых параметров и, т. е. априори предполагается, что и € R m\2. Векторы е й /  случайные;3. Отсутствуют систематические смещения в / , т. е. М - :  =  0 -  нулевой вектор;4. Ковариационная матрица вектора е дается равенством 

Кг =  <721п, где 1п — единичная матрица порядка п , т. е. компо-



2. Классическая схема М Н К 109ненты £г попарно не коррелируют и имеют одинаковую дисперсию а2 {(т2 может быть неизвестной);5. Матрица А  — детерминированная и полного ранга, т. е. rank А =  га.Введем функционал
Q(u)  =  ||е||2 =  ||/ -  А и ||2, (7.9)

где Ml = (Е
П  '  1/2 

£ i ' г=1 евклидова норма.Согласно М Н К  за оценку искомого вектора и принимается вектор, который минимизирует сумму квадратов отклонений:^мнк =  arg min Q(u). (7.10)Найдем явный вид М НК-оценки. Имеем 
Q(u) —i f  -  Аи,  /  -  Аи) =  ||/||2 -  2(/, Аи) +  {Аи, Аи) =

=  \ \ f f - 2 ( u , A Tf)  +  (ATAu,u) ,где Ат — транспонированная к А  матрица.Поскольку на и априори не накладывается никаких ограничений, М НК-оценка является корнем уравнения gradu Q(u) =  0.Имеем гГgradu Q(u)  =  —2А Гf  +  2А Аи.Поэтому получаем равенство А т Апм нк =  А т/. Так как А  — матрица полного ранга, то симметричная (ш х  т)-матрица 
АТА — положительно определена. Следовательно,^мнк =  {АТА) [A Tf .  (7.11)Очевидно, что при и =  п Мнк функционал Q{u) имеет един-

d2Q(u) _  п лт лственный (глобальный) минимум, поскольку 2.А  лположительно определенная матрица.Как и любая оценка, М НК-оценка Цд^нк — (вектоРная) случайная величина. Из (7.11) следует, что Цдшк — линейная оценка относительно вектора экспериментальных измерений /. Исследуем некоторые свойства М НК-оценки (7.11). Имеем: M S MHK =  М  (AT A ) ~ l A Tf  =  {ATA ) ~ ' A ‘ M f  ==  (Аг А)~]А тАи =  и , т. е. М НК-оценка не смещена.Найдем ковариационную матрицу К и М НК-оценки нк- Имеем: К и =  B K f B T , где В  =  (Ar A ) ~ lA T } K f  -  ковариацион-



п о ir.{. 7 Atemod наклгеныашг квадратов для линейных моделеймая матрица вектора измерений / . Но K f  =  К е =  <г2/п, В 1 =  =  .4(.4Г ,4 Г 1. Поэтому К и =  (.4т Л )- 1.4 г а~1иА ( А 1 А)~К  Итак,А -„ = < т2(.4т .4 ) - ' .  (7.12)Из (7.12), в частности, следует, что А’„ стремится к нулевой матрице ори т2 0. т. е. М НК-оценка (7.11) сходится в среднем квадратичном к истинному значению вектора и искомых параметров при неограниченном увеличении точности измерения каждой компоненты вектора / .Заметим, что сама МНК-оценка (7.11) не зависит от дисперсии «х2 и тем самым определяется однозначно и при неизвестной гг2. В то же время ковариационная матрица М Н К - оценки (7.11), определяющая точность этой оценки, пропорциональна а2.Итак, М НК-оценка (7.11) линейна и несмещена. Но существует бесконечно много линейных несмещенных оценок и искомого вектора и (все они имеют вид и =  R f ,  где R  — детерминированная (п х  т)-матрица). Спрашивается, какое место среди всех линейных несмещенных оценок занимает М Н К - оценка (7.11)?Теорема 7.1 (Гаусса-Маркова). Пусть выполнены предпо
ложения 1-5 классической схемы М Н К . Тогда М Н К -оценка 7.11 эффективна в классе всех линейных несмещенных
оценок. 3)

Доказательство. Рассмотрим любую линейную несмещенную оценку и — R f .  ИмеемМ  и =  и =  Я М  /  =  R A u.Поэтому R A  =  1т. Обозначим L =  R  -  (.А ТА )~ 1А Т . Имеем
L A  = RA -  (АТА)~, АТА  =  = 0— нулевая матрица. Далее, для ковариационной матрицы К% оценки у получаем

K s =  R K , R T =  Ryj-Ir,RT =  o~R R T =  a2[L +  (АТА ) - ' А Т] x
*) Напомним. ,j to оценка u‘  называется эффективной в классе оценок {и},  если К * -  <  Krs для любой оценки и € { £ } .



2. Классическая схема М НКх [L +  { А 1 А) 1 А 1 ]7 =  а 2 [L  +  (А ГА) 1 А т] [Ьт +  А (А ТА ) ~ 1} =

=  a2[LLT +  L A ( A TA ) - l +  { L A { A TA ) - l )T +  {ATA ) - [] ==  cr2[(ATA ) ~ l + L L t ).Поскольку симметричная (га х т)-матрица L L 1 неотрицательна, то (А ТА ) ~ 1 +  L L 7 ^  (АТА ) ~ 1, откуда K q  ^  К и. Теоремадоказана. □Из теоремы Гаусса-М аркова, в частности, следует, что дисперсия любой компоненты М НК-оценки (7.11) не превосходит дисперсию этой компоненты любой другой линейной несмещенной оценки, т. е. М Н К -оценка совместно эффективна в классе линейных несмещенных оценок. Итак, МНК-оценка (7.11) является эффективной в классе линейных несмещенных оценок и по совокупности параметров щ , . . . ,  ит, и по каждому параметру щ , 
j  = 1, . . . ,  га, в отдельности.Иногда необходимо получить оценку не самого вектора и, а вектора v =  С и ,  где С  — заданная детерминированная 
(к х т)-матрица. Справедливо следующее обобщение теоремы Гаусса-Маркова: при выполнении условий классической схемы МНК-оценка £мнк =  С £ мнк эффективна в классе всех линейных несмещенных оценок.Подчеркнем, что в этом разделе всюду идет речь о классе линейных несмещенных оценок, использующих лишь информацию об измерениях компонент / ь  . . . ,  f n вектора / из (7.2).Часто дисперсия а2 погрешностей измерений Д  неизвестна. Оказывается, что в этом случае можно получить оценки не только искомого вектора и , но и дополнительного неизвестного параметра а2. Обозначим /мнк =  AwMHK, е =  / -  /м н к. Компоненты в ] , . . .  ,е п вектора е называют невязками, а сам вектор е — 
вектором невязок.Введем положительную статистикуs2 =  J M i  (7.13)

п -  тТеорема 7 . 2 . Статистика s2 — несмещенная оценка дис
персии о2.



112 Гл 7. Метод наименьших квадратов для линейных моделей

Доказательство. Имеем< =  .4(1 +  £ — ‘^**мнк ~ 4  <( +  s  — .4v .4 7.4)  ̂4  7 /
=Ли +  s-  4 (4 т 4 ) - '4 г (4и +  е) ==  4 «  +  е -  4 и  -  Л(Ат А ) - ' А т£ =  {/„ -  =  С е ,где С  = 1п-  4 ( 4 7 4 ) _ , 4 Г. Поскольку

С -  =  \1„ -  4 { 4 г 4 ) - , 4 г )а =  /„ -  2 4 ( 4 Г 4 ) - ‘ 4 Г ++  4 ( 4 Г4 ) - , 4 Г 4 ( 4 Г 4 ) - 14 Г =  1 „ -  =  С ,то С — проекционная матрица. Кроме того, С  — симметричнаяматрица. Далее,М  1|е ; =  М Л  =  М £TC TC s  =  М етС е  =  М  Е  Е  Ciyejey =
i = l  j = l

— я2 Y 1 Cii =  ^ tr  C  =  ~  tr( A { A TA )~ lA T)) =  a2(n -  m),
i=  1так как 1г ( Д ( Д г Л ) - 1А т ) =  t i ( ( A TA)~1A TA)  =  tr Im =  m.Итак. M s 2 =  cr2. Теорема доказана. □

Если <j ~ неизвестна, то в качестве несмещенной оценки ковариационной матрицы М НК-оценки (/ .11) можно взять матрицу
A's =  s?(ATA ) -\Заметим что корреляционная матрица сог(ц) М Н К - ■оцекки (/ .11) не зависит от <у2 и полностью определяется матрицей А.Рассмотрим вопрос о состоятельности М НК-оценки (7. 11) при п — ос, т .е . при неограниченном увеличении числа уравнений системы (7.2). В задачах регрессии увеличению п соответствуем увеличение числа измерений функции у. Ясно, что не всякое неограниченное увеличение числа уравнений системы (7.2) будет приводить к неограниченному увеличению точности М НК-оценки (7.11). Например, если в задаче восстановления функциональной зависимости у =  щ  +  ц2х  неограниченное увеличение п происходит только за счет неограниченного увеличения числа измерений yt при одном фиксированном значении г . =  х,> то М НК-оценка (7.11) не будет состоятельной.



2. Классическая схема М И К 113Поскольку при увеличении п изменяется матрица А  (добавляются новые строки), то вместо одной системы (7.2) рассматривается последовательность систем вида
А пи — f n — £п , (7.14)где Ап ~  последовательность матриц с неограниченно увеличивающимся числом строк п.Для того чтобы последовательность МНК-оценок

un =  (ATn A ) - {A Tn j n (7.15)обладала свойством состоятельности, необходимо наложить определенные ограничения на последовательность матриц А п исходной системы (7.14).В дальнейшем предполагается, что для модели (7.14) выполнены все пять предположений классической схемы М Н К .Напомним, что состоятельность в среднем квадратичном последовательности несмещенных оценок ип эквивалентна стремлению к нулевой матрице последовательности ковариационных матриц К п оценок ип. Поэтому состоятельность в среднем квадратичном последовательности М НК-оценок (7.15) при п оо эквивалентна соотношению (Aj} A n)~[ —» 0 — нулевая матрица при п —> оо.Теорема 7 .3  (Эйкер). Для того чтобы последовательность 
№НК-оценок (7.15) была состоятельной в среднем квадра
тичном, необходимо и достаточно выполнение соотношения ^тт^^Д-тг) —̂ Н~оо при п  —у оо. Здесь Amin(А пАц) мини
мальное собственное значение симметричной положительно 
определенной матрицы А ^Ап.

Локазательство. Пусть ип сходится в среднем квадратичном к и, т.е. (А^Ап)~ { ->• 0 при п -> оо. Из последнего соотношения следует, что все собственные значения последовательности матриц (А]пАп) - 1 стремятся к нулю, в частности Атах (А1Ап)~' -»0. Но тогда Лmin( A Z A n) =  l / K U A % A n) - '  -> оо. Пусть те- перь Атт(АпАп) -> оо. Тогда Атах (^ д Л г )' =  -»0 при п —» оо. Следовательно, все собственные значения последовательности матриц (А^Ап)  стремятся к нулю, что эквивалентно стремлению к нулевой матрице последовательности матриц (А^Ап)~1. Теорема доказана.Условие Эйкера,^min(АпАп) —> +00 при п —У ОО, (7.16)



114 Га . 7. Метод наименьших квадратов д м  линейных моделейявляющееся необходимым и достаточным для состоятельности в среднем квадратичном, в общем случае довольно трудно проверить. Поэтому было предложено несколько более легко проверяемых условий, достаточных для состоятельности в среднем квадратичном последовательности М НК-оценок (7.15).Теорема 7 .4 . Пусть существуют такие последо
вательность положительных чисел 0 и положи
тельно определенная симметричная (т х  т)-матри-

МНК-оценок , 7.15} состоятельна в среднем квадратичном.

Доказательство. Имеем: К п =  ( A j A *)-1 =  а п(апА ^ А п) ~ ]. Но i.a nA * A n)~l -+ R ~ 1 при п -+ ос. Поэтому К п —» 0. Теорема до-
Пример 7 .5 . Рассмотрим задачу восстановления функциональной зависимости у =  их ,  где и  — неизвестный параметр, 

т — независимая переменная. Пусть измерения производятся в точках =  i А х ,  i =  1 , где Да* — расстояние междудвумя соседними точками фиксации х Имеем: А п =  А х ( 1 , 2 , . . .  —  п)1 — матрица-столбец, =  Д х ( 1, 2, . . .  ,га) — матрица-строка. A j ,4 n =  Да* л г  =  (А х) 2п(п +  1)(2п 4- 1)/6 — положительное число. Имеем: A l ,4 n/n3 -> (Д д)2/3 при п - ю с .  Поэтому условие теоремы 7.4 выполнено, и, следовательно, последовательность МНК-оценок щ, =  6 (п (п +  1)(2п +  1)Даг)-1сходится в среднем квадратичном к точному значению параметра и. Конечно, в данном примере состоятельность в среднем квадратичном легко проверяется непосредственно, так как
Приведем еще один достаточный критерий состоятельности в среднем квадратичном последовательности МНК-оценок (7.15). Определим матрицы сопряженности равенством

Матрица сопряженности Яп симметрична и положительно определена. причем на ее главной диагонали стоят единицы, а эле-

ца Я . что lira a nAjtA n =  R  Тогда последовательность

казана. □

п1=1
п



2. Классическая схема М Н К 115мент {Rn)ij — косинус угла между двумя векторами — г-м и j -м столбцами матрицы А п.Теорема 7 .5 . Пусть1° (AjtA n)j j  =  aij 00 пРи п 00 ^ЛЯ люб°го 3 =  1» ••г=1___?п;2° lim Я п =  Я , где Я  — симметричная положительно
определенная (т х  т)-матрица.

Тогда последовательность МНК-оценок (7.15) состоятель
на. в среднем квадратичном.

Локазательство. Введем диагональные [тп х  ш)-матрицы
Имеем: Rn =  D n ! A ^ A nD n *, откуда А ^ А п — D nR nD n■ П оскольку |Я| ф 0, то Amin(Я) >  5 >  0. Поэтому существует такое 7io, что для всех 71 ^  п0 выполнены неравенства Ат т(Я д ) ^  <̂5. Имеем: Amin ( A jA n) =  Amin(J9nЯ n D n ) ^  Ат т ( Я п )Ат 1П(Я)п) ^  ^ 5 т т ( Л д А „ ) ^  ->  Ьо при п  ->  со. Итак, выполнено условие Эйкера (7.16). Теорема доказана. П!

Пример 7 .6 . Рассмотрим задачу восстановления функциональной зависимости у =  щ  +  щ х ,  где и ь щ  — неизвестные искомые параметры, х — независимая переменная. Пусть измерения производятся в точках Xi =  i A x ,  i — 1, . . . ,  п , где A x  — расстояние между двумя соседними точками фиксации Хг• Имеем/1 А х  \1 2 А х
V' l ' п А х )

/ 71
" f e + Л д д :

2(1 ± Л а х  \2n ( n + l ) ( 2n +  l ) ( A ,f }2̂2



U 6 Гл. 7. Ajemad наименьших квадратов для линейных моделейЗдесь .4г. — (и х 2)-матрица, A l Лп — симметричная положительно определенная (2 х 2)-матрица. Матрицы сопряженностидаются равенствами/
Rn =

1\ 6 я +  1 V 6 / п 1* Т  V 2n -  1 1 /
. v'3 \- э 2У зv r  1 / при п -э ос.\ 2 V  2n +  1 Следовательно, условия теоремы 7.5 выполнены.Выше была доказана несмещенность оценки (7.13) неизвестной дисперсии а2. Рассмотрим теперь состоятельность оценки (7.13) при п ос.Теорема 7 .6 . Если выполнены предположения классической 

схемы М Н К . т о  оценка (7.13) состоятельна по вероятности
при п —*■ эс без дополнительных условий.

Доказательство. При доказательстве теоремы 7.2 было установлено равенство е =  С е , где С  =  I n — A n(Aj} А п)~[ Ajz — проекционная симметричная матрица. Поэтому
я  — т

Те е  — А С тС е =

=  - = - Е 4п — m i —‘ 1n — m i= 1

-етС1
п — тп

€ТА п( А £ А п) 1 Ап £■

В силу закона батьших чисел -------- У '  ej —► сг2 по вероятно
п  — тп ^  1i=\сти при п -н ос. Покажем. ЧТО --------£TA n(AjLA n) ]А £е  -> Оn -  mв среднем квадратичном при п  —> ос. Действительно, поскольку матрица А * А п) 1 симметрична и положительно определена, то существует такая невырожденная {тп х тп)-матрица Р „ , что 

А. А п Г 1 =  РпРп Следовательно, .4){ЛП =  ( P j ) - 1 ^ 1, откуда получаем равенство P j A j A nP „ =  /т , где I m — единичная матрица порядка тп. Обозначим г „  =  (п -  m )- l /2P j A j e .  Имеем1 - г А „ Р „ Р ^ е  =  ^ —  еТ Л „ ( Л ^ А „ ) - 1̂ £ .е2 _  JT=  гп гп — п — тп "  '* п - г пСледовательно, достаточно доказать соотношение гп 0 в среднем квадратичном при п -г  ос. Имеем: М  гп =  0 — нулевой



2. Классическая схема М Н К 117вектор. Для ковариационной матрицы К г вектора гп получаемсоотношения 1А г -  М  (гпгп ) М ( Р ^ А тпеетА пРп) =
п — га

п -  та
р т Ат А Рг п Л п п Im,п — гпСледовательно, К г стремится к нулевой матрице при п -> ос, т. е. 

гп -> 0 в среднем квадратичном при п —> оо. Теорема доказана.
□Последовательность М НК-оценок (7.15) при выполнении некоторых условий обладает еще одним замечательным свойством асимптотической нормальности.Прежде чем переходить к выявлению этого свойства у последовательности М НК-оценок (7.15), напомним определение асимптотической нормальности для произвольной последовательности случайных векторов vn размерности т.Обозначим М  vn =  а п , Vn — ковариационная матрица вектора vn. Предполагается, что матрицы Vn положительно определенные. Тогда существуют такие положительно определенные симметричные матрицы \7“ 1/2, что Vn ^ 2Vn 1//2 =  У-й1 ■ Введем последовательность нормированных векторов =  Vn _  ап)-Имеем: M u J  — 0 — нулевой вектор.Для ковариационной матрицы вектора v® получаем ра-венства V„° =  К Г 1,/2К К Г '/2 =  К Г 1/2V '̂/2К ,1 "2К Г 1/2 =  Итак, ковариационная матрица нормированного вектора является единичной матрицей.Говорят, что последовательность случайных векторов vn 

асимптот ически н о р м а л ь н а , если закон распределения нормированных векторов стремится к нормальному Л/"(0,1т) ПРИл —> ос.Проведем нормировку последовательности М НК-оценок (7.15).Имеем
г°„ = \  (а1ап? '2(Ъп -  и) = i  (а1Ап)',2( ( Ы - ' а1/ -  «о =

= I  (А 1 А п)'1г {(А Тп Ап) - ' А Тп (А пи +  е ) - и )  =

=  -  (A ftA n) - l/2 A l e  =  В пе,
а



US Га . 7. Метод наименьших квадратов для линейных моделейгде Вп =  -  ( A j A n) 1 3A j  — (m  х  п)-матрица. Обозначим Ьпц,О"j  =  1____, m . t =  l , . . , , n ,  — элементы матрицы В п.Теорема 7.7. Пусть дополнительно к предположениям
классической схемы М Н К  случайные величины £i, г — 
независимы и их моменты третьего порядка равномерно огра
ничены. Тогда due асимптотической нормальности последо
вательности М Н К -оц еж ж  (7.15) достаточно выполнения со
отношения

bnji-^0  (7.17)
при п —у эс для всех j  =  1, . . .  m,  i =  1, . . . ,  п.Справедливость теоремы 7.7 следует из центральной предельной теоремы Ляпунова.Теорема 7.8. Пусть выполнены условия теорем 7.4, 7.7
и a . ,of, —► 0 при п -4  х  для всех i =  1..........n , j  =
Тогда последовательность М Н К -оценок (7.15) асимптотиче
ски нормальна и справедливо соотношение —j =  (ип — и) ~Л (0, o~R 1) при п —> эс. \А*п
Д оказательство. Имеем

В „  =  i  =  i (anA^An)- '/2C C ,A Tn.Но ia nA r7A r, Г 5 3 jR~! 2, y/a^Al —> 0 при п —* оо. Поэтому выполнено соотношение (7.17) теоремы 7.7. Далее, ковариационная матрица вектора -  (цп — it) дается равенством
X'О п

К  и =  ~  ^ ( A j  Ад) 1 =  ^ (a^ A jA n ) *.QnПоэтому А'ц -4 o 2R ~ ] при п —г эс. Теорема доказана. □Заметим, что соотношение (7.17) означает неограниченное уменьшение доли каждого отдельного измерения при неограниченном увеличении числа измерений.Наличие свойства асимптотической нормальности последовательности М НК-оценок (7.15) позволяет утверждать, что при достаточно большом п закон распределения М НК-оценки (7.11) близок к нормальному А '(и ,о 2(А * А )~ 1). Последнее позволяет, например, строить приближенные доверительные интервалы для каждой компоненты вектора и с тем большей точностью, чем больше п. Действительно, при достаточно большом п можно



2. Классическая схема М Н К 119утверждать, что с вероятностью рдов истинное значение Uj принадлежит интервалу

До сих пор предполагалось, что закон случайных величин 
eiy i =  1 , . . .  ,гс, произволен. Предположим теперь, что случайные величины £{ распределены по нормальному закону. Тогда с учетом предположений классической схемы М Н К  совместная плотность вероятностей р£(х) совокупности случайных величин 
£ определяется равенством

Равенство (7.2) дает реализацию случайной величины е — /  — 
-  Аи, и, следовательно, функция правдоподобия имеет вид

М МП-оценка искомого вектора и определяется равенством £Ммп =  аг§ m a x L (u ) , которое в нашем случае эквивалентноравенству ?ТММП =  arg m in \\Аи -  /||“ .Итак, если в рамках классической схемы М Н К  погрешности распределены по нормальному закону, то М НК-оценка (7.11) совпадает с М М П-оценкой. Поскольку случайная реализация / подчиняется нормальному закону A f( fT ,cr2In), а М НК-оценка — линейная комбинация компонент вектора / , то М НК-оценка (7.11) также подчиняется нормальному закону .\f(u,a2(A А) ).Замечательным дополнительным свойством М НК-оценки в случае нормального закона распределения погрешностей является ее эффективность в классе всех несмещенных оценок.Теорема 7 .9 . Пусть е ~  Л/"(0, о 21п). Тогда М Н К -  
оценка (7. 11) является эффективной в классе всех несмещен
ных (линейных и нелинейных) оценок.

+  т(ртв) ф А ТА)где
о

(/ -  Au)TU  -  Аи) 2сг2
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Локазатеяьство. Для любой несмещенной оценки йп справедливо неравенство Ф иш ера-Крамера-Рао
К и > Ггде _/ =  M fC grad yln  L(u))(gradu In L(u))T)— информационная матрица Фишера. ИмеемIn L(\i) =  ~  In (2эг) -  n In a  -  ||A « -  /Ц2-Поэтому grady In L(u) =  -4  Д 7 (/ -  An) -  \  A Te.
<r aОтсюда (gradyln L(u))T =  \ s TA,

<7~следовательно,
Поэтому gradu In L \ u))(gradn In 1 (« ))г  =  \  A TeeTA .

rr̂

откуда I  =  A TM  (££T)A  =  - I  Л Т Л ,(7 <J * /T
r l = ^ { A TA

t. e. в неравенстве Ф иш ера-Крамера-Рао для М Н К - о ц е н к и  (7.1 Г, достигается равенство. Теорема доказана. С
Часто регрессионную модель (7.1) используют для подсчете

тзначения линейной комбинации у =  ajUj =  аТи, где а  -заданный вектор. Эту задачу называют прогнозом для у. Н а пример. при восстановлении функциональной зависимости необходимо знать значения функции не только в точках фиксации независимой переменной где производятся экспериментальные измерения функции, но и при других значениях независимой переменной. Прогноз по формуле
т а к  -  а1 имнкбудем называть М Н К -прогнозом.

(7.18



3. Обобщения классической схемы М Н К 121Теорема 7.10. М Н К -прогноз (7.18) несмещен и эффективен 
в классе всех линейных несмещенных прогнозов.

Цоказательство. ИмеемМ  г/мнк =  м  а ' ^мнк =  аТМ  имнк =  а 1 и =  у,т.е. МНК-прогноз несмещен. Любой линейный несмещенный прогноз у имеет форму у =  а1 й , где и — линейная несмещенная оценка и, т. е.  и =  R f  и R A  =  Im. Обозначим L  =  R  -  
- ( А ТА)~1А Т. При доказательстве теоремы 7.1 было показано, что LA =  0. Имеем

<г2(Умнк) =  <Т2ат(АтА ) - ' а ,
<Г(у) =  aTR K f R Ta =  a 2aT R R Ta =  a2aT (L +  А Т А ) ~ ' А т) х х {Ьт +  А ( А тА)~')а =  а2ат((АтА ) - '  +  Ы т)а =

=  а 2ат(АтA ) ~ lа +  а2атЫ та >  <т2(Умнк)-Последнее неравенство следует из неотрицательности симметричной матрицы ЬЬТ . Теорема доказана. □Если в предположениях классической схемы вектор погрешностей £ распределен нормально, то М Н К - прогноз (7.18) распределен по одномерному нормальному закону 
Я(у,а2аГ(А] А ) ~ 1а) и является эффективным в классе всех несмещенных прогнозов (линейных и нелинейных). 3

3. Обобщения классической схемы МНКВ настоящем параграфе будут рассмотрены обобщения классической схемы М Н К , связанные с отказом от выполнения тех или иных предположений классической схемы.Начнем обобщения с отказа от предположения 4 классической схемы, вместо которого вводится следующее предположение: ковариационная матрица вектора е дается равенством 
К? — где П — положительно определенная (п х  п)-матрица (<т“ может быть неизвестной). Таким образом, теперь возможно наличие корреляционных связей между компонентами случайного вектора е.Поскольку матрица 12 симметрична и положительно определена, существует такая невырожденная матрица S,  что



Га . 7. Afeawd наиженътих квадратов для линейных моделей1ШП =  S S r , Введем обозначения <р — S ~ [f ,  £ =  S ' le, В  =  S ~ [А. Тогда регрессионная модель (7.2) эквивалентна системе
Ви =  г ~ £ .  (7.19)Имеем M f  =  М  S ~ l€ =  0,

К* =  S - ' K £( S - ' ) T =  cj2S ~ ]9 ( S ~ 1)t  =  cr2S ~ l S S T (ST )~l =  u2In.Таким образом, регрессионная модель (7.19) удовлетворяетвсем предположениям классической схемы М Н К . Следовательно. М Н  К-оценка искомого вектора и определяется равенством«МНК =  arg min Q(u),  (7.20)где Q\u ) =  Bu  — ip\\2.Преобразуем функционал Q(u). Имеем
Q  и =  l B u - v > ) r ( B u - Л =  (S -'A

- S ~ lJ  =  .4ь — f'ir liS~1)TS ~ l (Au -  f )  =  I.Au —
-  f  r 5 S T - - . Л и - j  =Итак, МНК-оценка i7.20) определяется равенствомo « H K = a r g m in  Ли -  (7.21)Имеем

5'мнк =  BJB ~'BT;  = {(S~lA)TS~lA)=

=  .4 7 S ~'  TS - ' A r ' A T S~ TS - ' f  =  (А ТЯ - ' A - ' A T9 . - l f-Следовательно UMHK =  ATQ r l A)~l A T9.~l f .  (7.22)Оценку (/,22) принято называть взвешенной М Н К -оценкой 
Гаусса-Маркова.Взвешенная М НК-оиенка (7.22) несмещена. Действительно, М  Тчнк == А 19. 1А 1) 1А 79  1 /  =  ( А г 9 ~ [ А ) ~ ] А т9 ~ ]Ли =  и. Найдем ковариационную матрицу оценки (7.22). ИмеемАС =  А т9 ~ [ А\~1 А г 9.~1 К f( (A r Q ~ l A )~ l A TQ ~1 )т ==  а2: А т9 Г ]А Г 1А т9 Г 19 9 . - 1А{А т9 - 1А ) - 1 =  о2(Ат9 ~ 1 А )~х.



3. Обобщения классической схемы М Н К 123Здесь использована симметричность матриц (АТП ~ 1А ) ~ 1Итак, _
К и =  сг 2(A T Q ~ l А ) ~ 1.

и П(7.23)Теорема 7. 11.  При сделанных выше предположениях обоб
щенная PAUK-оценка эффективна в классе линейных несме
щенных сценок.Схема доказательства теоремы 3 аналогична схеме доказательства теоремы 2.Рассмотрим последовательность взвешенных М НК-оценок

ип =  ( Л ^ П - ' А п Г ' А ^ ' / пдля регрессионной модели А пи =  /п — еп, К е =  <т2П п.Теорема 7 .1 2 . Пусть выполнено условие Эйкера (7.16) и Ащах(^п) ^  г , где г не зависит от п. Тогда последователь
ность взвешенных РЛНК-оценок ип состоятельна в среднем
квадратичном.

доказательство. Достаточно доказать, что Xmjn(A ^ U ~ l А„)  —*— х  при п -э  ос. Имеем
АяшцДлП Д п ) ^  Amin1 Дп Д>Д Amin )

■Amin ( Ап А п j
*тах\**п/(Or

>

г А п ) оспри п -> оо. Теорема доказана. □Пусть теперь дополнительно к вышеуказанным предположениям вектор погрешностей £ распределен по нормальному закону Л  (0 ,<r^Q). Тогда взвешенная М НК-оценка (7.22) будет ММП-оценкой. Действительно, функция правдоподобия для этого случая имеет вид
Ци)

(2ir)n'*\o*Q\]
ехр < - (/ - A u ) Ttt l( f  -  Аи)(2а2)Следовательно,% м п =  агё m ax L(u) — arg min (/ — Аи)тQ  1 (/ Аи) — ^мнк-Более того, сама взвешенная М НК-оценка будет распределена по нормальному закону Af{u, a2(Ar Q ~ l Д )~ ').Часто о~ неизвестна. Из формулы (7.22) следует, что взвешенная М НК-оценка не зависит от <т2, но ковариационная мат-



124_________Га . ?. -4 m o d  наименьших квадратов для линейных .моделейрица взвешенной М НК-оценки, определяющая точность этой оценки, пропорциональна сг (см. формулу (7.23)). Если <т2 неизвестна. то ее можно оценить по формуле
_  i -^мнк ~ / ‘ J -- Ч ^ м н к  ~  Я  ^  24̂

п -  mОценка (7.24) несмещена и состоятельна по вероятности при 
п —> ос.При решении практических задач иногда ковариационная матрица Q погрешностей неизвестна и тогда вместо оптимальной взвешенной М НК-оценки (7.22) применяют М Н К -оценку (7.11). Ясно, что в этом случае эффективность оценивания снижается. Спрашивается, сохраняются ли тем не менее такие свойства оценки, как несмещенность и состоятельность?Имеем: М « мнк =  M ( A TA )~ ]AT f  =  (ATA ) ~ lA T M f  =  и, т. е. оценка остается несмещенной без всяких дополнительных условий.Предположим, что выполнены условия теоремы 7.12. Имеем
А» = APT Г'А^К;  [(.4l A n)~1 .4£]г =

Поэтому
^вая Ад; ^  <1 Атаэ: ^-п}Лщах1 Ап I 1 A îA n( А^ А п) *) =

=  " W i j  А ^ А п) ' )AmaxiQn) ^     f  -— ОAmi п ( К А п)при т -э  X -  Следовательно, при вышеуказанных условиях М Н К - эденка i . 11) состоятельна в среднем квадратичном даже при наличии корреляций между компонентами вектора погрешностей.При решении многих задач кроме регрессионной модели (7.2) исследователь располагает дополнительной информацией о векторе и искомых параметров. В гл. 9 будут подробно рассмотрены методы учета дополнительной априорной информации, и особенно в условиях, когда в исходной регрессионной модели (7.2) «заложено* недостаточно информации о параметрах. Здесь же предположим, что дополнительная информация задана в виде системы равенств
Ви =  Ь, (7.25)



3. Обобщения классической схемы М Н К 125^  в  _  заданная (к х  т)-м атрица ранга к, Ь — заданный векторразмерности к, к <  т.Требуется на основе регрессионной модели (7.2) получить оценку и, удовлетворяющую системе уравнений (7.25).Пусть выполняются предположения классической схемы МНК.Определим обобщенную М НК-оценку и0Б соотношением
и<эь =  ar§ min \\Аи -  /||2 (7.26)при условии (7.25).Найдем оценку и0Б и выясним ее свойства.Теорема 7 .1 3 . Оценка и0Б (7.26) единственна, несмещена 

и дается равенством

йоБ =  иМнк +  (АТА)~ [В ] С(Ь -  В и мнк), (7.27)
где имш  -  ГЛНК-оценка (7.11), Для
ковариационной матрицы оценки и0Б справедливо равенство

Щ  =  <г2 (АТА ) - '  (1га -  В ТС В ( А ТА ) ~ 1). (7.28)
Доказательство. Для решения экстремальной задачи (7.26) с ограничениями (7.25) применим метод множителей Лагранжа. Введем функционал Лагранжа Q(u) =  ||Аи — / ||L +  аТ (Ви  -  b), где а — вектор множителей Лагранжа размерности к.Имеем: Q(u) =  (Аи — / , Аи  — /) +  аТ (Ви  — Ь),gradu Q(u) =  2А тАи  — 2A 7" f  Hr B Tol =  0, (7.29)откуда и =  ( А 7 А )~* (A 7 f  — — В 7сх). Подставляя последнее выражение в (7.25), найдем вектор а =  2(В (А 7 А) 1В Т) х(Ви^н к “  -  Ь). Если теперь в уравнении (7.29) заменить а  последним выражением, то получаем оценку (7.27).Далее,М д 0Б =  М д мнк +  М  (АТ А ) ~ [В ТС(Ъ -  В и ^ н к) =  и +

+  (АТА ) - ' В ТС ( Ь - В и )  =  и ,



IzB________ Гл 7 Л1*>язод ш ш м еньш их квадрат ов для линейны х м оды ейгде L — 1т ~ (АТА ) ~ В 1 С В .  Следовательно,
К а =  < г(/т -  {АтА ) ~ 1В ТС В ) ( Л ТА )~ 1(1Ш -  В ТС В ( А ТА ) - ' )  =  =  <Н((.4Т ,4) - '  -  (.4T.4 ) - |B r C B ( .4 r A ) - | )(/m -  -  В ТС В А ТЛ Г ') =  <тНАтЛ Г ' ( 1 т -  ==  ст2(.4г .4 ) - ‘ (/т  -  В ТС В ( А ТА)~').  Теорема доказана. - . . и Г,г m  п

Из доказательства теоремы 7.13 следует, что
P  =  Im -  В Т СВ— проекционная матрица, и тем самым все ее собственные значения равны либо 1, либо 0. Можно показать, что Р  — вырожденная матрица, т. е. по крайней мере одно ее собственноезначение равно нулю.Из формулы (7.28) следует, что

A s  =  < r C .4 T .4 )  1 -<г1[АтА г 'В тСВ(Ат A Y '<<<г2(Л г Л ) - '  = К и ,4 ’  “ мнкпоскольку матрица (АТА ) - >В ТС В ( А ТА ) - '  симметрична и неот- рицательна.Итак, обобщенная МНК-оценка (7.27) эффективней М Н К - оценки 1, 11). Последнее связано с тем, что оценка (7.27) использует дополнительную информацию об искомых параметрах даваемую системой (7.25).Можно показать, что обобщенная М НК-оценка (7.27) эффективна в классе всех линейных несмещенных оценок удовлетворяющих системе (7.25).Если ранг матрицы В  равен гп (к =  т),  то оценка (7.27) совпадает с единственным решением системы (7.25), а К -  =  0 — нулевая матрица. Действительно, имеемС  =  (В(АТ А  Г , В Т Г 1 =  [В тГ \ А тА ) В - \
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«ев =  ймнк +  (АТ А ) - ' В Г( В Т ) - ' ( А ТА)В-'(Ь-  =

=  “ м н к  +  В 16,

Ks =  ^ ( A T A ) - ' ( l m  ~  В Т ( В Т) - 1(АТ А ) В - ' В ( А ТА ) - ' )  ==  -  Im) =  0.Итак, если k =  т,  то система (7.25) содержит полную информацию об искомых параметрах, однозначно и точно (без погрешностей) их определяя, а регрессионная модель (7.2) становитсяненужной.В заключение этого параграфа сделаем несколько замечаний относительно численной реализации М Н К .Для нахождения М НК-оценок и ковариационных матриц, определяющих точность этих оценок, необходимо обратить матрицы:— для М НК-оценки (7.11) — А ТА\— для взвешенной М НК-оценки (7.22) — П, A TQ ~ lA r \— для обобщенной М НК-оценки (7.27) — А 1 А,  В (А ТА ) ~ [В т.Матрицы А ТА,  А ТП ~ 1А Г — размерности (т х  га), П — размерности (п х  п), В ( А Г А ) ~ ] В 1 — размерности (к х  к).Поскольку все матрицы А г А,  П , A TQ~~lA , В ( А ТА ) ~ [ В 7 симметричны и положительно определены, то для их обращения рекомендуется применять эффективный метод квадратного корня, созданный как раз для обращения симметричных матриц. В математическом обеспечении современных компьютеров имеются стандартные программы обращения симметричных матриц методом квадратного корня.Большие вычислительные трудности возникают, когда матрица А 1 А плохо обусловлена (в этом случае и матрица А  П А  будет также плохо обусловлена). Плохая обусловленность матрицы А 7 А  означает, что регрессионная модель (7.1) содержит недостаточно информации об искомых параметрах и. В этих случаях необходимо использовать дополнительную априорную информацию о векторе и и применять методы оценивания, позволяющие «соединять» всю информацию о векторе и. Подробно такие методы будут рассмотрены в гл. 9.Метод наименьших квадратов и его применения представлены в работах [2, 6, 17, 31, 77, 78, 81].



\Ш Гл, 7 Метод наименьших квадратов для линейных моделей

4. Прогнозирование с помощью линейных 
регрессионных моделейПри решении прежде всего экономических задач, в частности задач прогнозирования в финансовой области, можно использовать многофакторную регрессионную модель вида

г̂ е ..........А т  — наблюдаемые случайные величины (факторы);- ~  помеха, носящая хаотический характер, причем М е  =  0; 
и#, Ь[ , . . .  , и т — параметры, подлежащие оценке; Y  — искомая величина (отклик системы).Модель (7.30) может быть использована для прогнозирования искомой величины } для будущих моментов времени, если значения факторов для настоящего момента to известны.В этом случае необходимо реализовать два этапа. На первом из них на основе «исторических» данных оценивают значения параметров Ць u j , . . .  ,Отп (этап «обучения» модели (7.30)). На втором этапе используют равенство (7.30) для прогноза искомой величины } при оцененных значениях щ , щ , . . .  ,и т и известных «текущих» значениях факторов . . . , Х т.Замечание 7 .2 . Если исследуемый с помощью модели (7.30) процесс имеет нестационарный характер, то приходится периодически «переобучать» модель (7.30), переоценивая параметры?ii ..........u-m на основе последних новых «исторических» данных.Для получения оптимальных оценок параметров vlq,—  Ur* на этапах «обучения» и «переобучения» модели (7.30) применим М Н К .Запишем модель (7.30) в виде двух равенств;

mV  =  «о +  U j  X j  +  
j=\

(7.30)

т
м  Y  =  ti0 + £ , u j M X J , (7.31)

j=i
rn (7.32)

где У 0 — У -  М  Y,  X® =  X j  -  M X j  — центрированные величины,



4. Прогнозирование с помощью линейных регрессионных моделей 129Формулу для определения щ , . . . , и т получаем из (7.32), ми-ТПнимизируя дисперсию а2{е) =  М ( У °  -  £ uj x j ) 2 по щ , . . . , и т:
з= 1

u =  K ~ l cov (У , X ) ,  (7.33)где и =  ( u i , . . .  , и т)Т, К х — положительно определенная ковариационная (га х т)-м атрица факторов Х \ , . . . ,  X rn\ cov (У , X )  =  = (cov (У , Х \ ) , . . . ,  cov ГУ, Х т ))т  — вектор, компоненты которого c o v (y ,X j)  =  М ( Y ° X j )  — ковариации величины У  и факторов Xj, j  =  1, . . .  ,m .На практике на этапах «обучения» или «переобучения» модели (7.30) следует использовать формулу (7.33) с заменой К х и cov (У , X )  их оценками, полученными на основе «исторических» данных.Если база «исторических» данных, используемых для «обучения», состоит из реализованных значений
Yit X i j ,  j  — ,m ,  г =  \ , . . .  ,п ,  (7.34)то оценки элементов матрицы К х и вектора cov (Y , X ) определяются равенствами

(it),-; = -  Xr)(x-  Xt), x r = ' - j t

co v ( Y , X r) =  4 r  E ( y i - ^ ) № r  - X r), 7 = ' - £ . Y i -
П 1 i = \Таким образом, окончательные оценки параметров щ , и \ , . . .  

. . . ,и т, полученные на этапе «обучения» модели (7.30), определяются равенствами
4  = Y - f ^ U j X j ,  и =  { щ , . . . , и т)Т =  K ~ lc o v { Y , X ) ,  (7.35)

3=1где cov (У , X )  — (cov ( У , X j ) , . . . ,  cov ( У , X m))r .После этапа «обучения» модели (7.30), определяемого формулами (7.35), модель (7.30) можно использовать для прогнозирования искомой величины У  согласно равенству
5 А В. Коянев. Г. В. Лукин. Д. К. Упумян
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т^ прог =  & 0 “Ь Uj  X j ,i= iгде Л ; , —  Х т — значения наблюдаемых факторов на текущиймомент времени.



Г л а в а  8
РОБАСТНЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 

МОДЕЛЕЙ С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ

Ранее уже отмечалось, что М НК-оценки являются эффективными в классе всех несмещенных оценок, если погрешности измерений компонент вектора /  распределены по нормальному закону. Однако на практике часто нормальность закона распределения погрешностей будет нарушаться. Некоторые нарушения нормальности закона распределения могут приводить к значительной потере эффективности М НК-оценки и ее отклонению от истинных значений искомых параметров. Подчеркнем, что истинный закон распределения погрешностей измерений остается неизвестным.Особенно большая потеря эффективности М НК-оценок происходит при наличии даже небольшой доли больших выбросов. На практике большим выбросам соответствуют те измерения /*, реальная погрешность которых значительно превосходит приписываемую им дисперсию o f , причем ни реальная величина таких погрешностей, ни их номера г не известны.При наличии больших выбросов необходимо применять робастные методы оценивания [97], позволяющие значительно снизить вредное влияние больших выбросов на оценку и получить приемлемую итоговую оценку искомых параметров.
1. Робастные М-оценки параметров линейных моделейСуществует несколько робастных методов оценивания [82, 95, 97, 104]. На их основе можно сконструировать различные робастные методы восстановления. Один из методов робастного восстановления основан на замене квадратичной нормы в экстремальных задачах (7.10), (7.21) на Lp-норму.Вместо экстремальной задачи (7.10) рассмотрим экстремальную задачу

•йроб =  arg m in ^  |(Au)i -  fi  |р, (8.1)
*=15*



Га , §, Робей' тные методы для линейных моделейгде Ли ; — ?-я компонента вектора Ли, 1 ^  р <  2.При уменьшении р вплоть до 1 робастность оценки (8.1) увеличивается. Поскольку при р >  1 функционал правой части (8.1) сильно выпуклый, то существует единственная робастная оценка (8Л).При л Ф 2 оценка (8.1) нелинейна, а ее фактическое вычисление значительно сложнее, чем вычисление М Н К -оценки (7.11). Ниже будут даны конкретные алгоритмы вычисления нелинейных робастных оценок, в том числе и оценки (8.1).Пусть выполняются все предположения классической схемы М Н К , за исключением предположения K j  =  а 21п, которое заменено на K j  =  diag { o f , ____cr )̂.Тогда взвешенная М НК-оценка будет определяться равенством
При наличии больших выбросов некоторые измерения /* будут иметь большие значения дисперсий, чем соответствующие им дисперсии erf, причем ни номера i больших выбросов, ни истинные значения дисперсий <т2(/*) не известны.Введем М -класс робастных оценок, определяемых равенством

где р х  — выпуклая четная положительная функция, р(0) =  0.Для того чтобы опенка (8.3) обладала робастностью по отношению к большим выбросам и не «портила» измерения, не являющиеся большими выбросами, функция р(х) должна быть близкой к х* при малых значениях \х. и менее возрастающей по сравнению с Xх при больших значениях \х\.В качестве конкретных функций р(х), порождающих конкретные робастные оценки (8.3), можно брать, например, функции Андрюса, Рамсея. Хьюбера [82, 95, 97, 104]. Заметим, что Вр-опенка (8.1) является М-оценкой с р{х) =  [х\р. Поскольку для любой робастной М-оценки функция р(х) будет отлична от х 2, любая робастная М-оценка нелинейна.В силу сильной выпуклости функции р{х) робастная М-оценка (8.3) существует и единственна.

(8.2)

П (8.3)



/. Робастные М -оценки параметров линейных моделей 133Рассмотрим более подробно робастную оценку Хьюбера, которая является М-оценкой с
где К  — параметр Хьюбера [97].Часто робастная оценка Хьюбера при наличии больших выбросов предпочтительней других робастных оценок, так как она является минимаксной оценкой в классе плотностей, образуемом моделью смеси [97].Множество индексов I  =  {г : г =  1 , . . . , п }  разобьем на три подмножества:

Уравнение gradu ^  р((Л цр0б)г -  /г)/°г) — О лля определенияробастной оценки Хьюбера имеет вид
Последние уравнения перепишем в эквивалентном виде

j  =  Из последней системы следует, что г/.р0б определиется равенством

р{х) = х 2/2, |ж| <  К ,

- К 2/2 +  К\х \, \х \ > К ,

То ~  {* • |/г — (^^роб)г] ^

I — ~  •’ /г (-‘4 Ц р 0б)г <  —
1 +  • / г  ~  ( ^ ^ р о б ) г  ^  Т С ( 7 j } .

(8.4)
Очевидно, что I  =  I q U / _  U /+.

п

Е  ^  ( ( ^ P„6)i -  /.) +  Е Kaiciij +  ci{j {Aup0fi)i atj [Ли роб) г

-Е K < 7 i( l j  j  +  Ct/j ( v4.l/p06 ) г a i j  (-4|Хр0б )г  _  Q

i£l+Отсюда получаем
n

йроб =  (ATW A T ' A TW f , (8.5)



534 Га . 8. Робастные методы для .линейных моделейгде W j=  diag (1 'erf..........1 / = ( / , , „ . .  / „ ) г ; £  =  /», если г €€ /о; Л =  1-4«роб i -  A V }, если I € /, =  (Лг7роб),' 4- Л > ь  если* €  J+ .
2. Численные методы нахождения робастных оценок параметров линейных моделейНахождение робастной оценки (8.3) связано с минимизациейфункционала У ^ р ((Л ц )г — / 0 /о/), которую можно осуществитьлюбыми стандартными итерационными методами решения экстремальных задач без ограничений, например градиентными методами или методом Ньютона. Однако учитывая специфику экстремальной задачи (8.3), можно предложить новые эффективные численные алгоритмы нахождения робастной оценки (8.3).Предположим, что р(х \ дифференцируема. Тогда для нахождения оценки (8.3) имеем уравнение gradu р((Ли)» — fi)/cn) =

Систему {8.6) с учетом четности р(х) запишем в эквивалентном виде

Если бы «веса* \\\ были известны, то решение системы (8.7) давалось бы равенством

п
1=1=  и. которое эквивалентно системе нелинейных уравнений

^ Н ' ( A t O , = 0 ,  j =  1..........m , (8.7)
(8.8)

и =  (AT fV A ) - 'A T (8.9)где W  = d ia g(№ rj .W„).



2. Численные методы нахождения робастных оценок параметров 135На основе (8.8), (8.9) предлагается итерационный метод нахождения робастной оценки (8.3):
№'(!)= diag (IV,(!)..........w fP ), w (i) =  И ( ( Л ц (0)| - Л ) М ) || (АиЩ { -  f M i

u(i+i) _  (ATW ^A )~ lATW ^f. (8 . 10)В качестве первого приближения рекомендуется брать средневзвешенную М Н К -оценку цО) — [ATW ^ A ) ~ lA TW ^ f ,  где Иг(0> =  diag (1/сг?, - - -, I / O -Итерационный метод (8.10) нахождения робастной оценки (8.3) называется итеративным М Н К .Можно предложить еще один вариант итерационного метода нахождения робастной оценки (8.3).Экстремальную задачу (8.3) запишем в эквивалентном виде
пЦроб =  arg m i n ^  Wi((Au)i -  f i)2, 

i= 1 ( 8 . 1 1 )
где —  p {{A u)i- fi)/ai) ( 8 . 1 2 )

' ((Au)2Если бы «веса» W* были известны, то решение экстремальной задачи (8.11) давалось бы равенством
u = {ATWA)- 'ATWf ,  (8.13)где W  =  d ia g ( W \ W n).На основе (8.12), (8.13) предлагается еще один итерационный метод нахождения робастной оценки (8.3):

W ®  =  diag ( t t f 1.......... ~ (l) _  р Щ и )̂,-  Л ) М )
Wi -  fi)2 '

u(i+0 = (ATW(l)A)~'Al W{l)f- (8.14)В качестве первого приближения рекомендуется брать сред- невзвешенную М Н К -оценку и^  =  (ATW ^ A )  А \\ / , где
Wl()) =  diag (1 /<7р . . . ,  1 /<7.д).Итерационный метод (8.14) нахождения робастной оценки (8.3) называется методом вариационно-взвешенных квадра
тических приближений.



136 Гл. $ Робастные методы для линейных моделейЕсли о\.г ! =  ;.гР\ 1 ^  р  <  2, т. е. рассматривается робастная I  ,-оценка, то итеративный М Н К  (8,10) и метод вариационно- взвешенных квадратических приближений (8.14) эквивалентны.Сходимость итераций (8.10), (8.14) для случая р(х) =  |а*|р, 1 р <  2. доказана В. И . Мудровым и В. Л . Кушко. В общем случае при решении конкретных задач метод вариационно-взвешенных квадратических приближений часто дает очень быструю сходимость — иногда достаточно 1 -  2 итераций для достижения приемлемой точ ности.Форма записи системы (8.5), определяющей робастную оценке Хьюбера. подсказывает следующий итерационный процесс(ИП):
где !,l+l) =  (ATW A ) - l A T W f ® , (8.15)

р - - j m  j f =  f i , если i £  4 °с) 1.4» ) i  +  A V j , если i £ I^}\I) _ (,4uf'i )t -  K a i , если i £  /1^;г(0*0 =  {«•■ И л .® ) , fi  | ^  A/!'> =  { i : biV14 ° =  <« ft -  {AbИ 1, >  K a i} .В качестве первого приближения рекомендуется брать средневзвешенную М НК-оценку.Имеется принципиальное преимущество И П  (8.15) по сравнению с И П  <8.10) и (8.14). Действительно, на каждом шаге И П  (8.10), (8.14) приходится пересчитывать матрицы 
А Т \\ 1 А  .4Т И l| f, в том числе обращая матрицу A 7 W 11'А . В И П 18 15) формирование матрицы (A T W A )~ l A T W  производится только один раз, а затем эта матрица «обслуживает» все итерации. На каждом шаге процесса (8.15) производится только перерасчет вектора / ‘ , что требует значительно меньших вычислительных затрат по сравнению с перерасчетом матрицы 

(A r W ^ A ) - l A T W ({\Итерационный процесс (8.15) легко программируется и сходится за конечное число итераций. Практика применения И П  (8.15) показала его высокую эффективность. Для достижения приемлемой точности требуется, как правило, 1-10 итераций. Рекомендации по выбору величин параметра К  остаются такими же, как и в § 1.



2. Численные методы нахождения робастных оценок параметров 137Заметим, что И П  (8.15) позволяет автоматически выявлять большие выбросы, для этого в компьютерной программе достаточно предусмотреть фиксацию тех номеров г, для которых измерения /* попадают в множества 1^} и 1_ .

Рис. 8.1На рис. 8.1 представлены результаты применения численных методов нахождения параметров линейных моделей. Сплошные линии соответствуют линейной регрессии по М Н К  и доверительному интервалу с уровнем доверия 95% . Пунктиром показаны робастная линейная регрессия и доверительный интервал с уровнем доверия 95% . Символами ( + , ★ ) помечены значения с г Е /+ и i Е I —.Робастные методы для линейных моделей представлены также в работах [8-10, 82, 98, 104].



Г л а в а  9

УЧЕТ АПРИОРНОЙ ИНФОРМАЦИИ 
В ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЯХ 

С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ

В настоящей главе будут рассмотрены классические и сравнительно новые методы учета дополнительной априорной информации об искомом векторе и. Эти методы позволяют получать приемлемые оценки вектора к даже в тех условиях, когда в исходной регрессионной модели (7.2) «заложено» недостаточно информации о векторе и.Выше были рассмотрены только несмещенные (или, по крайней мере, асимптотически несмещенные) оценки искомого вектора г . и дополнительных неизвестных параметров, если таковые имеются. Это и естественно, поскольку, если относительно и нет никакой другой информации, кроме «заложенной» в регрессионной модели < 7.2), то смещенное оценивание не позволяет определить погрешность оценки. Действительно, вектор погрешности оценки 6 =  и -  ит можно представить в виде д =  Ь{ил ит) -f rj(u), где ^ й , ит} -  М  и -  ит — вектор смещения, т](и) — и —М и  — вектор статистической погрешности оценки и. Вектор смещения зависит от искомого вектора u.j. Вектор же статистической погрешности оценки от искомого вектора не зависит, он определяемся лишь выбранной оценкой. Если нет никакой априорной информации об искомом векторе, то нельзя оценить вектор смешения Ыи. Uy-).Если регрессионная модель (7.2) принадлежит к классу некорректно поставленных задач, то информационная матрица Фишера либо вырождена, либо плохо обусловлена, и поэтому даже оптимальная М НК-оценка либо не существует, либо дает слишком большое значение погрешности оценки. Поскольку - бая другая несмещенная оценка будет давать еще большие значения погрешности оценки, то при решении некорректных задач восстановления в классе несмещенных оценок не существует ♦хороших* — все несмещенные оценки «плохие*.



Гл. 9. Учет априорной информации в линейных моделях 139Подчеркнем еще раз, что речь идет о несмещенных оценках, использующих информацию об искомом векторе, «заложенную» только в регрессионной модели (7.2).Итак, при решении некорректных задач восстановления необходимо искать разумные оценки (тем более «хорошие» оценки) в классе оценок, использующих дополнительную априорную информацию об искомом векторе и, помимо «заложенной» в регрессионной модели (7.2). Подчеркнем, что некорректность задачи восстановления, основанной на регрессионной модели (7.2), эквивалентна вырожденности или плохой обусловленности информационной матрицы Фишера. Последнее означает, что в модели (7.2) «заложено» недостаточно информации об искомом векторе, и поэтому принципиально нельзя получить разумные оценки решения, оставаясь только в рамках модели (7.2).Следовательно, отличие корректной задачи восстановления от некорректной заключается в том, что для корректной задачи существуют приемлемые оценки искомого вектора без привлечения априорной информации, для некорректной же задачи невозможно получение приемлемых оценок искомого вектора без привлечения априорной информации.Априорная информация об искомом векторе и может быть двух видов — статистической и детерминированной. В зависимости от вида априорной информации используют два классических метода решения некорректных задач восстановления. Если в распоряжении исследователя имеется априорная информация об искомом векторе статистического характера, то можно использовать метод Байеса. Если же априорная информация об искомом векторе имеет детерминированный характер, то можно использовать минимаксный метод.Подчеркнем, что любой метод оценивания искомого вектора и, основанный на использовании дополнительной априорной информации, можно применять и при решении корректных задач восстановления. Но если при решении корректных задач такие методы (в частности, метод Байеса и минимаксный метод) позволяют лишь улучшать качество оценок (на основе использования дополнительной априорной информации) и можно получать приемлемые оценки и без привлечения этих методов, то при решении некорректных задач без использования методов, позволяющих учесть априорную информацию об искомом векторе (в частности, методов Байеса и минимаксного), принципиально невозможно получение приемлемых оценок искомого вектора.



140 Гл 9. Учет априорной информации в линейных моделях

1. .Метод Байеса в рамках линейных моделей

Метод Байеса основан на трактовке искомого вектора и как случайного вектора, для которого априорная информация задается в виде априорной плотности вероятностей р(и). Тогда апостериорная плотность вероятностей р(п j /) подсчитываетсяпо формуле Байеса
где р{ / и) — плотность вероятностей случайного вектора /регрессионной модели (7.2).В качестве байесовской оценки (Б-оценки) искомого вектора 
берут подходящую характеристику апостериорного распределения (при той реализаций вектора / , которая зафиксирована в регрессионной модели (7.2)). Наиболее часто в качестве Б-оценки выбирают: среднее апостериорное значение, т .е . М и ,  где и — случайный вектор с плотностью р(и \ /); медиану случайного вектора и: наиболее вероятное значение, т .е . моду случайного вектора и.Подчеркнем, что при применении байесовского подхода необходимо задание двух законов: распределения вектора / (совпадающего с точностью до математического ожидания с законом распределения вектора случайных погрешностей измерений с )  и априорного. Если законы неизвестны, то приходится вводить гипотезы, согласно которым постулируются законы распределения /  и априорный. Конечно, в атом случае правильность полученных оценок во многом зависит от правильности «угадывания» законов распределения.Предположим, что законы распределения вектора / и априорный нормальные, т. е.

где щ . в2аК а — центр и ковариационная матрица априорного распределения.Для рассматриваемого случая, когда законы распределения вектора / и априорный нормальные, все три вышеуказанных

р ( « ! / )  =  - J M 1 P . (9.1)



I. Метод Байеса в рамках линейных моделей 141варианта Б-оценок искомого вектора и совпадают и определяютсяформулой
йБ =  ( А  А ТП - 'А  +  1  К - ' У  ' ( 1  Л ТГ Г ‘ /  +  - 2 К - 'щ ) .  (9.2)V (Т аа / \<т (ТаВ частности, если uq — 0> т0ЙБ =  (-^  А Т П~' А +  \  К ~ ' У '  А ТП -' f .  (9.3)

V c r <7а )Если щ  ф- ит, то Б-оценка смещена. Действительно,
М « Б =

=  ATQ~'A + ±  К - 1') (Д ,  АтП~'Аит + Дг К ~ 1щ )  =

=  ит +  ( \  АтО -' А + Д- К - 1)  Л  К ' ( Щ  ~ит)ф
W  )  аа6СЛИ t/Q т2— Urp.Таким образом, смещение Б-оценки дается равенством

Ъ(иъ,ит) =  Л  > A1 \  К ~ K ~ [(u0 -  Vq).
Оа \<Т СГа /Чем лучше «угадан» вектор щ , тем меньше величина смещения. Подсчитаем ковариационную матрицу Б-оценки (9.2). Имеем

к-  =  ( 1  АТП~'А + Д- К - ' ) - >\ а гП~1Ш - 1А х“ б  СГ2 (У  а  °

х ( 1  А тО г М  +  - Д  i f - 1) - 1 =  ( 1  j4Tn _ lA +  1  A '- ') - 1 X
о <rl a о ax  АТП~' A ( \  A 1 S r 1 A +  A ' - 1) -1  =

О (Jn
( \ A Tn - ' A  +  ± K ; lr ' i \ A Tn - ' A  + A ;  к ; ' - ± к ; ' ) х

x (~2 ATQ 'A
o at

( • i  Л 1 U lA  +  2 Ka 1)1 , 12 ( ~2 A TQ 1 Д  +  ~2 K a 1) 1A 0 1 ( 2 A  ^  ^  1̂ Г п - 1 Л Т + — 1 л —1A 7 1)



Гл. 9.  ̂чем априорной информации в линейных моделяхНо симметричная матрица
Л  ( 4  C Y r U  +  Л  А’; 1) К - '  ( 4 A TSl~lA  +  4  К - ' )
К  W  К  '  СГ‘  /положительно определена. Поэтому

( 4  .4 Г 1 Г ' . 4  +  ~  А ' - ' ) " '  <  о*(А тП - ' А Г '  =  К~< мнкИтак, ковариационная матрица Б-оценки меньше ковариационной матрицу взвешенной М НК-оценки, и тем самым статистическая погрешность Б-оценки меньше статистической погрешности взвешенной М НК-оценки. Последнее связано с тем, что Б-оценка, кроме информации, «заложенной» в регрессионной модели 1, 2). использует дополнительную информацию об искомом векторе и. задаваемую в виде априорного распределения р{и), а взвешенная М НК-оценка использует информацию, «заложенную» только в регрессионной модели (7.2).Б-оценка (9.2) всегда существует, вне зависимости от того, корректна или некорректна задача восстановления (7.2). Действительно. матрица — А* П -1 А  4- -=■ А '” 1 положительно опре-
О*_елена вне зависимости от обусловленности матрицы Фишера — -4Г П : .4 за счет слагаемого — А '-1 .Георетнческне основы метода Байеса представлены в работах [30, 38].В настоящее время метод Байеса широко применяется при решении некорректных задач, в том числе некорректных задач обработки экспериментальных данных и задач восстановления (6. 25. 35, 36, 57. 67, 87].

2. .Минимаксный метод учета детерминированной 
априорной информацииРассмотрим теперь второй классический метод учета дополнительной априорной информации — минимаксный метод.Минимаксный метод используют тогда, когда априорная информация об искомом векторе и задается в детерминированной форме.Пусть априорная информация задана соотношением и € R a, где Ra — некоторое множество пространства /Г71.



2. Минимаксный метод учета детерминированной информации 143Рассмотрим класс {г?} линейных оценок искомого вектора и =  
- S f  +  u*, где S  — детерминированная (га х п)-матрица, и* — m-мерный вектор, причем S , и* пока произвольны.Введем функционал

Заметим, что функционал J(u )  определяется, в частности, выбранной нормой; взяв в (9.4) конкретную норму, получаем один из вариантов минимаксного метода. Чаще всего в (9.4) берут евклидову норму.Согласно минимаксному методу в качестве оценки и, определяемой матрицей S  и вектором и *, берут такой вектор, который минимизирует функционал (9.4), т. е. минимаксная оценка (ММ-оценка) определяется равенством
Если априорная информация отсутствует, т. е. R a =  R m, и в(9.4) взята евклидова норма, то М М -оценка (9.5) совпадает с МНК-оценкой.Минимаксный метод дает наилучшую оценку при наихудшем возможном расположении искомого вектора и в априорном множестве R,a.Нахождение М М -оценки для конкретных множеств R a — трудоемкая вычислительная задача. В предположении, что норма в (9.4) евклидова, для двух частных видов множества R a можно найти явный вид М М -оценки.Пусть R a — ?гг.-мерный эллипсоид с центром в щ  и «радиуса» р:

R а =  {и:(и-и0)ТВ ( и - и о ) ^ р 2}, (9.6)где В — симметричная положительно определенная матрица.Тогда М М -оценка дается равенством
где модифицированная матрица В ' такова, что имм принадлежит границе множества R a.В частности, если uq =  0, то

J(u ) =  m ax М  ||гг —  и 
ueRa

(9.4)

■u m m  =  arg min J(u ). 
u e{u }

(9.5)

ч1Ш =  ( А тП - 'А  +  а~ В ' у 1АтП - '/ . (9.8)



144 Га  9. априорной информации в линейных моделяхПусть теперь Яв — m -мерный параллелепипед с центром в щ:

На =  {ц - (« -  и0. у' к г  ^  Л|, /г =  1 ,...,т}, (9.9)где л , } — ортонормированный базис пространства R m, {Л |} — заданные положительные числа.Обозначим
В  =  и  diag (1 / А | .......... 1/А^)(/т ,где Г  =  r‘ i ..........<рт) — ортогональная матрица, к-й столбецкоторой образован т компонентами вектора Матрица В симметрична и положительно определена, причем {1 / Л |}, 

к =  1------т — совокупность собственных значений и соответствующих им собственных векторов матрицы В.Для параллелепипеда (9.9) М М -оценка дается равенством«мм = «0  + Л  (Л  ЛТЯ - 1А  +  В') '  V ( T '(/ -  Аио), (9.10)
\< Г  Jгде В* — модифицированная матрица В  [92].В  частности, если щ  =  0, тоймм = <AT9 .-lA +  o2B ' ) - , AT( l - , f .  (9.11)В приложениях априорное множество R  ̂ часто задается в виде совокупности неравенств:о , ^ и ,  ^  Ь,, i  =  иг, (9-12)где ci-j, б, — заданные числа.Совокупность неравенств (9.12) определяет параллелепипед (9.9), для которого

^О "l" b j ,  . .  . , Q-rn bm ) ,
В  =  4 diag ( (6i — <ai)2 (bm — amf

r k - k - { о— i — >о)7, л 1 = ~(ьк d k f-Если множество Я * ограничено и выпукло, то М М -оценка су ществует и единственна для любой регрессионной модели (7.2), в том числе, когда задача восстановления некорректна.М М -оиенки смещены, причем смещение не всегда приближает опенку к точному вектору ит. Чем «уже» априорное множество Дц. тем ближе М М -оценка к цт . Например, М М -о  пен к и (9.7), (9.10) стремятся к ит в среднем квадра



2. Минимаксный метод учета детерминированной информации 145тичном, если радиус эллипсоида р -> 0 (для оценки (9.7)) или max Xj. -» 0 (для оценки (9.10)). Наоборот, если р  -* оо (для оценки (9.7)) или m in Л| -> оо (для оценки (9.10)), то ММ-оценки (9.7), (9.10) стремятся в среднем квадратичном к МНК-оценке (7.22).Если А  — матрица неполного ранга (rank А  <  т), т. е. задача восстановления (7.2) некорректна, то при а 2 -> 0 М М -оценки сходятся в среднем квадратичном к одному из решений системы
Аи — f T .Поскольку М М -оценки смещены, точность М М -оценки можно определить с помощью симметричной неотрицательной (га х х т)-матрицы D ( t t MM) =  М (г2м м  -  иГ )(цмм -  иТ)Т, в частности, г-й элемент главной диагонали матрицы D  (t£MM) равен M ( u m f A - U i ) 2, где uiMM, щ  — г-е компоненты векторов ДММ и ит соответственно. Следовательно, S p D ( w MM) =

тп
= £ м ( щм м  — иг)2 ”  среднеквадратическая ошибка М М -г=1оценки.Для М М -оценок (9.7), (9.10)

D ( u MM) =  ( l ^ r n - 1A  +  i B ' ) _1 ,
D ( e MM) =  ( ^ а Ч г ' а  +  в ' ) -1соответственно.Поскольку матрицы В ' в обеих М М -оценках (9.7),(9.10) положительно определены, то справедливо неравенство D (u MM) <  К *  и для оценки (9.7), и для оценки (9.10),где К й =  a 2(A J А )~ 1 — ковариационная матрицаМНК-оценки (7.22).Итак, М М -оценки (9.7), (9.10) эффективней М Н К -оценки (7.22). Это и неудивительно, так как М М -оценки используют дополнительную информацию об искомом векторе ит.Для фактического нахождения М М -оценок (9.7), (9.10) необходимо обратить симметричные положительно определенные

[тп х т)-матрицы A r f l~ 1А  +  \  B'^j, ^  А т ..1А  +  B'^j соответственно. Для обращения этих матриц рекомендуется пользоваться методом квадратного корня.



N 6 Гл 9. Учет априорной информации в линейных моделяхМ М -оценки (9.8), (9.11) эквивалентны смещенным ридж-оценкам, широко используемым, согласно публикациям в иностранной периодике, при решении некорректных задач восстановлена: я. К сожалению, приходится констатировать, что в публикациях по ридж-оцениванию введение стабилизатора (эквивалентного положительно определенным симметричным матрицам 
В'" в М М -оценках (9.7), (9.10)) никак не связывается с использованием априорной информации об искомом векторе и, а производится формально с единственной целью — выйти из класса несмещенных оценок [31].Заметим также, что если в М М -оценках (9.8), (9.11) положить П =  / „ , то формально получаем приближенное решение согласно вариационному методу регуляризации А . Н . Тихонова (с квадратичным стабилизатором) [84].Минимаксный метод решения некорректно поставленных задач представлен в [92].3. Обобщенный метод максимального правдоподобия учета априорной стохастической информации в рамках линейных моделейВ предыдущем параграфе уже отмечалось, что невозможно получить приемлемые оценки искомого вектора и некорректной задачи восстановления без учета дополнительной априорной информации о векторе и, причем априорная информация может задаваться в двух формах — статистической или детерминированной.В настоящем параграфе используется схема учета априорной информации,, отличная от традиционных: байесовской — в слу- ;зе статистического характера априорной информации, и минимаксной — в случае детерминированного характера априорной информации. Предлагаемая схема базируется на классическом методе максимального правдоподобия (М М П ) Фишера.Рассмотрим сначала классическую схему применения М М П  

ДЛЯ нахождения М М П-оценки искомого вектора и регрессионной модели (7.2).Пусть, как и прежде, ре(х) — плотность вероятностей вектора погрешности t . Введем функцию правдоподобия Ц и ) =  p£( f  -
Ли где /  — известная реализация из (7.2).Согласно М М П  за оценку искомого вектора и принимается вектор u,ViMn. максимизирующий функцию правдоподобия:ЧММП =  arg m ax Liu). (9.13)



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 147Часто вместо Ь(и) удобно максимизировать логарифмическую функцию правдоподобия In L(u). Ясно, что решения экстремальных задач (9.13) и и =  a.rg m ax In L(u) совпадают, посколь-
ику функция In v, v >  0, — монотонно возрастающая и выпуклая. Введем информационную (т х  т)-м атрицу Фишера М ,d2 in Ци)1VA л л >

(jULi C/Uj
i , j  =  l , . . .  , m.Матрица Фишера представима также в виде

М  =  М  (gradw In L(u))(gradu In L(u))7 .Поскольку M  gradu In L(u) =  0, то M  — ковариационная матрица случайного вектора gradu ln L(u). Таким образом, матрица Фишера симметрична и неотрицательна.Если информационная матрица Фишера положительно определена, то М М П -оцен ка существует. Более того, если плотность ре(х) принадлежит к экспоненциальному классу [38], то ММП-оценка единственна и является единственным решением системы уравнений правдоподобияgradu In L(u) =  0. (9.14)Напомним, что М М П -оцен ки обладают оптимальными свойствами среди всех асимптотически несмещенных оценок. Оптимальность М М П -оценок означает их асимптотическую эффективность, т. е. приближение при увеличении объема выборки п  к нижней границе точности несмещенных оценок, определяемой неравенством Ф иш ера-Крам ера-Рао
К  и >  М -1 (9.15)где — ковариационная матрица любой несмещенной оценки искомого вектора иТ , построенной на основе регрессионной модели (7.2).Более того, выше было показано, что для нормальных законов распределения погрешностей е , когда

(2тг)п/2<гп|П|1/2 МНК-оценка (7.22) совпадает 
=  - z A J Q ~ l A ,  и  М М П -оценка(7Для оценки (7.22) неравенство обращается в равенство.

ехр x r Q [х 2 а2с М М П-оценкой, М  =  является эффективной, т. е. Ф иш ера-Крамера-Рао (9.15)



I4 S Г.i. 9, Учет априорной информации в линейных моделяхЕсли задача восстановления (7.2) некорректна, то информационная матрица Фишера плохо обусловлена или вырождена. Последнее означает, что в регрессионной модели (7.2) «заложено» недостаточно информации об искомом векторе иТ. Из неравенства Фншера-Крамера-Рао (9.15) следует, что в этом случае нельзя получить приемлемые оценки искомого вектора, используя танько информацию, «заложенную» в (7.2).Итак, в условиях некорректности задачи восстановления (7.2) для гюлучения приемлемых оценок искомого вектора необходима дополнительная априорная информация об искомом векторе, причем «объем* дополнительной информации должен быть таков, что при ее присоединении к информации Фишера, определяемой только по модели (7.2), суммарной информации должно быть достаточно для получения приемлемой оценки искомого вектора.Рассмотрим случай статистического характера априорной информаций. Пусть задана случайная величина £, независимая от случайной величины е из (7.2), плотность вероятностей которой параметрически зависит от искомого вектора и. Пусть далее известна выборка
У\........ Yn  (9.16)значений случайной величины £. Обозначим р {у\ ,. . .  ,у^ ',и)  совместную плотность вероятностей случайных величин Y\, Y\\В частности, если выборка (9.16) повторная, толт

Р(У! т - - • * yN : и) =  Д  p fy i, и),
i= 1де pi у; и — плотность вероятностей случайной величины £.Выборку } =  5У 1— , Уд-)7 и функцию L a(u) =  p(Y\,... —  ) л, назовем априорной выборкой и априорной функцией 

правдоподобия соответственно.Совместная плотность вероятности совокупности случайных ве.^чии f Л 1, . . . ,  У у равна p€(x)p (y i,. . .  ,y N \и). Функцию
Щ и } =  p£{ f  -  Au)p{Yxназовем обобщенной функцией правдоподобия.Имеем

Lq{u ) =  Ц и ) L a(u), (9.17)~ функция правдоподобия регрессионной модели (7.2), 
W  и) — априорная функция правдоподобия.

^^7) следует, что логарифмическая обобщенная функция рса^оподобия равна сумме логарифмических функций правдо



3 Обобщенный метод максимального правдоподобия 149подобия модели (7.2) и априорной выборки,In L q(u) =  In L(u) +  In L a(u). (9.18)Введем априорную и обобщенную информационные 
(т х ???.)-матрицы Фишера М 0, Mq,. Г ч _ _ d 2 l n L a(ti) / \ -г \ * * Л/Т с)2 In L0(u)(Д/а)у  =  - М  ° v , (М 0)гз =  - М  я ~.дщди"

i , j  =  l , . . . , m .Из (9.18) следует формула
M q =  М  +  М а, (9.19)где М  — информационная матрица Фишера регрессионной модели (7.2).Обобщенная информационная матрица Фишера Mq суммирует информацию об искомом векторе иТ, «заложенную» в исходной регрессионной модели (7.2), и априорную информацию.Введем обобщенный метод максимального правдоподобия (О М М П ), согласно которому за оценку искомого вектора иТ принимается вектор w0MMn, максимизирующий обобщенную функцию правдоподобия: ^ом м п =  ^ 8  т а х  L q{u ). (9.20)Очевидно, что решения экстремальных задач (9.20) и и — =  arg m ax In Lq(u) совпадают.ОМ М П -оценка является решением системы обобщенных уравнений правдоподобия,gradu In L{u) +  gradu In L a(u) =  0. (9.21)При решении практических задач часто неизвестными являются не только компоненты вектора и, но и некоторые характеристики законов распределения случайных величин £ и £. Тогда согласно О М М П  вместо (9.20) необходимо решать экстремальную задачу

(“ оммп. Зоммп) = al'g 4где а — (а \ ,. . .  ,a i)T — вектор совокупности дополнительных неизвестных параметров, L q(u , qc) == L(u ,a )  +  L a(u,(\), а вместо информационных (т х га)-матриц M q, М , М а необходимо



ISO /j, 9. Учет априорной информации в линейных моделяхрассматривать расширенные информационные ((m  4- I) х  (т + —/) '-матрицы Л/о, А/, А/в. определяемые равенствами

Рассмотрим несколько наиболее важных при решении практических задач частных случаев О М М П -оцен ок.Пусть £ ~ А  О У П ) ,  каждый член У* априорной выборки (9.16) распределен по нормальному закону 1 i rsJ J \ r{ u , a ; K i ) ,  А , — положительно определенные матрицы. Тогда

Из формулы <9.23) видно, что обобщенная информационная матрица равна сумме информационной матрицы исходной регрессионной модели (7.2) и априорных информационных матриц, соответствующих каждому члену априорной выборки.Лаже ести исходная задача восстановления (7.2) некоррект- по поставлена и тем самым информационная матрица М  пло- a j обусловлена или вырождена, обобщенная информационная матрица Mq, суммирующая априорную информацию об искомом векторе U j и информацию, «заложенную» в регрессионной '  W.2), является обратимой, причем ее обусловленность улучшается лиоо при уменьшении каждого из o f ,  либо при увеличении объема априорной выборки N .

Ш и  =  - м
Г =  ( « 1 .........Um .Cn ...........Q / ) 7  =  ( v i , . . . , V m+l) T .



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 151Для рассматриваемого случая решение системы обобщенных уравнений правдоподобия (9.21) существует, единственно и дается формулой
« о м  М П

1=1 1X ( ^ r n - ‘ /  +  E ^ r ' ^ ) -  0 .2 4 )
i= 1 1В частности, если Y* N {u , ст2аК а), то«оммп

N

-  ( ? ■ f Т ' й л Т я " > * Ь . к - '  £ " ) •
1 (9.25)Наконец, если N  =  1, т. е. априорная выборка состоит из одной реализации, щ , то

« О М М П  — ( “ 2 ^4т Q  1 А  Н----2 Ка 1)  ( “ 9 А1 ^  1 /  "I 2 1 U°) '\<г оа / СГа /(9.26)Сравнение О М М П -оцен ки  (9.26) и Б-оценки (9.2) показывает их полную внешнюю идентичность, хотя смысл входящих в них характеристик сг2, К а, щ  различен. Таким образом, для частного случая, когда имеется лишь одна реализация априорной случайной величины, а законы распределения случайных величин 
е, £ и априорного (в рамках байесовского подхода) нормальны, ОМ М П-оценка (9.26) формально совпадает с Б-оценкой (9.2). Формальное совпадение О М М П - и Б-оценок при одной реализации априорной случайной величины имеет место и для законов распределения, отличных от нормального, если в качестве Б-оценки берется мода апостериорного распределения.Иногда известна не одна реализация / правой части регрессионной модели (7.2), а несколько ее реализаций Пусть,например, ~ Лf ( fT , t f j K f j ) .  Тогда
Ц и )  =____ !____ т т _______ !______(2*)яг/:2 Д  °?з\к П ? /2 6ХР { ”  2 a f  ^ J ~ AU^  A/jI ̂  ~ Аи }̂



152 Га . Я Учет априорной информации в линейных моделяхи ОМ М П-оценка дается равенством
i= 1 UIJ  i= 1

ОМ М П-оценку (9.27) можно записать в эквивалентном виде

ковариационная ’матрица М М П-оценки иа искомого вектораит по реализации априорной выборки K j..........Удг,

Эквивалентность оценок (9.27), (9.28) означает, что проце- вычисления ОМ М П-оценки (9.27) можно разбить на два м Т   ̂ rd этапе по реализациям находится1 1’-'"ен*а / и ее ковариационная матрица /sfr, а по реализациям априорной выборки (9.16) находится ММГТ-оценка йа и ее ковариационная матрица t f e; на втором этапе по формуле (9.28) жончателъно находится ОМ М П-оценка искомого вектора w.

=  { a t K J A  +  K Г 1)  '(•4г А р 1/  +  А 7 1г о) ,  (9.28)
гае Kj=
оценки / вектора / по реализациям я матрица М М П -

N



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 153В частности, если f j  ~Л/"(/т ,сг2П), j  =  \ , . . .  ,г ,  и Yj ~ ~ N {u T, ст'аКа), то оценка (9.27) принимает вид

Все вышеприведенные ОМ М П -оценки (9.24)-(9.29) несме- щены. Заметим, что несмещенность этих оценок предполагает усреднение не только по реализациям / , но и по реализациям априорной случайной величины Если, например, усреднение производится только по реализациям / при фиксированном числе реализаций £, то О М М П -оц ен ки , вообще говоря, смещены.Ковариационные матрицы О М М П -оценок (9.24)-(9.29) даются, СООТВеТСТВРЦЫЛ Жппмипями

Все вышеприведенные О М М П -оценки состоятельны в среднем квадратичном. Рассмотрим, например, ОМ М П-оценку (9.29).Теорема 9. 1.  Пусть п —> ос. Тогда О М М П -о ц ен ка (9.29) 
сходится в среднем квадратичном к иТ при любом числе г 
реализаций /.
Доказательство. Представим О М М П -оцен ку (9.29) в виде

«ОММП —

К ъ = ( \ а т п ~ 1а  +  Т к 1)
\аг СГд '

^ОММП — Пт R \ & f  R 2 A 11,



Га , 9. Учет априорной информации в линейных моделях154гдея, =  ( 4  А '< Г 'Л  +  4  А -- ' ) 4  А Т Г Г ' ,г 1Т (

N -1 Лт* 2  =  - L ^ n - U + ^ A ; - 1
1 ' 1 NЛ /  =  / - / г <  Ati =  и - и т. f  =  ~ J 2 f j '  'й =  y I 1*-j= i  * i=iИмеем яг 2A j = — ft,  A s =  у  A 0. М Л /  =  О, M  A u  =  0.Из независимости случайных векторов Л / , Л и  следует А'с . . . .  = «) А л/Я7 +  Я2к'АаЩ  =  R \ K jR ]  +  R2K SR%. Для пары симметричных матриц± л Ч г ' А т  1 а : - 12 “  Л  » 9-*1а »*2из которых первая неотрицательна, а вторая положительно определена. существует такая невырожденная матрица U , чтоГ  - 1 А Г1 Г ; A U  =  diag (Л, . . . . .  А, .  0 , . . . .  0), <7Т 1  К ~ 1U  =  А»,

: де А| — , А; >  0 — сингулярные числа матрицы ~  A TQ ~ l А , I — ранг матрицы Л, ? <  т .  аИмеем = r C T 'd  Ar Q -'A  + 1  АД1) - 1 X
сГ с, гVX r T) ‘ г г 1  A ^ r U t / t r ’ f -T  А Т П _ | А  +Л+  ^ i f - | r l ( U A )-l

=  г rf Т~2АтП ~1Л и +  Л'С/Т 1  X<7?х U * ~2 A fQ  1 A U  {г U T ~  A J n ~ l A U  +  М / т -2 к а 1ц)~1 =



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 155=  r(d iag (N  +  гХ\..........N + г А;, N . . . . ,  iV))~‘ хх  diag ( A i , . . . ,  Aj, 0 ..........О) хх  (diag (N +  г \ \ ,. . . ,  N  +  rXi, N , , jV))-1 =гЛ[ r\i
=  diag (

(N +  rX\)2 ’ ‘ ’ (jV +  r\{y
,0 ..........0).

Следовательно, R \ K j R j  стремится к нулевой матрице при 
N  —У оо для любого г.Аналогично получаем равенство
U - lR 2KsR% (UT ) - 1=  diag ( N  N  1 1 \V(jV +  гА,)2’ ’ (N +  rA/)2’ N ' " ' ' N ) 'Следовательно, R 2K%R\ стремится к нулевой матрице при N  ->оо для любого г. Итак, К~  стремится к нулевой матрице“ оммппри N  —> оо для любого г. Теорема доказана. U

Теорема 9 .2 . Пусть г —> оо. Тогда ОМ М П-оцен/са (9.29) 
сходится в среднем квадратичном к одному из решений си
стемы Аи  =  f T . В частности, если А  — матрица полного 
ранга, то ОМ М П-оцен/са сходится к иТ.

Доказательство. Если одновременно с г -> оо и N  —> оо, то ОМ М П-оценка (9.29) сходится к иТ в силу теоремы 9.1.  Поэтому достаточно рассмотреть случай ограниченного Л'. Не умаляя общности, можно считать N  фиксированным. Рассмотрим представление К *  =  R \K ?R i{  +  R 2К и Щ  из предыдущей“ оммп j  гртеоремы. Из доказательства теоремы 9.1 следует, что R \ K jK xстремится к нулевой матрице не только при N  —> оо, но и при г -э сю, a R 2K ^ F ^  не стремится к нулевой матрице при г —> оо. Последнее означает, что случайный вектор R 2A u  не сходится к детерминированному вектору при ограниченном N  и г —> оо. Обозначим Д и =  U Д и , где U  введена при доказательстве теоремы 9.1. Имеем
U ~ 4 l2A u  =  U -1 N , ,_ 1

А ГТ1 * А  Н— к R a
N

k : 1u a v

=  diag ( N N
N  +  r\\ * ‘ "  ’ N  +  rXi *1— 1) Д ц .



156 Гл. 9. Учет априорной информации в линейных моделяхСледовательно, сходится в среднем квадратичном при г -ч- *  х  к случайному вектору
и" =  l?diag(0........ 0.1......... l)U ~ l £  Yi -  uT j .

В частности, если A  — матрица полного ранга (/ =  m ), то и* =  0.
ИмеемГ г Л  ,4г П _ | Л а ' =  С'Г Л  4 r r>_1 .4 C 'd ia g (0..........0 , 1 , ,  1 ) { Г ‘ х

ег х  Д  — Т  -  U t)  =  diag .........А;. О , . . . .  0) х
х diag (0...., 0,1,..., 1 1 х ;  у; -  ur  j  = 0.

Поэтому А Т9 ~ 1Аи* =  0. Но из последнего равенства следует 
Аи* =  0. Действительно, представим 9  в виде $7!/2П 1/2> где П 1/2симметрична и положительно определена. ИмеемО =  А тП ~[А и\ и*) =  [АтП ~1* Ч г Ч * А и \  и*) =

=  (О ~l/2A u M ~ l/2Au*) =  \\П~1/2Аи*\\2. Следовательно, Аи* =  0. Теорема доказана. □[еоремы 9.1,  9.2 гарантируют состоятельность О М М П - оценки при неограниченном возрастании числа реализаций либо / . либо априорной случайной величины. Неограниченной точности ОМ М П-оценок можно добиться не только путем неограниченного роста объема выборок, но и при сг2 —> 0 либо при <т~ -+  о .Теорема 9 ,3 . Пусть а\ -> 0. Тогда О М М П -оценка (9.29)
сходится е среднем квадратичном к иТ.Задача 9 .1 . Доказать теорему 9.3, используя схему доказательства теоремы 9.1.Теорема 9 .4 . Пусть о1 -»  0. Тогда ОГАГАП-оценка (9.29) 
сходится в среднем квадратичном к одному из решений си- 
•: темы Ли ~ /т . В частности, если А  — матрица полного 
ранга, то О М М П  -оценка (9.29) сходится к иТ .



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 157Задача 9 .2 . Доказать теорему 9.4, используя схему доказательства теоремы 9.2.Аналогично доказывается состоятельность других вышеприведенных О М М П -оцен ок.Вернемся к О М М П -оцен ке (9.20) для общего случая. Обо-
гзначим p(z;u) =  p£(Xj)p(y\ , . . .  ,y N \u) совместную плотность

з- 1случайных величин Х\ =  }\ — А и , . . . ,  X r =  f r -  Аи  и случайных величин, образующих априорную выборку (9.16).Введем обобщенные условия Фиш ера-Крамера-Рао:1° и Е R , где R  либо все пространство R m, либо множество, для которого определена p(z\u)\2° др{<*,и)  ̂ ^ ? > т> существуют для любого и Е R\
OUk
dpi'.'ii) ^  существуют и конечны для3°

Отлюбого и Е  R;4° все элементы (Мо)*у, i , j  =  1 обобщенной информационной матрицы существуют, конечны, а сама матрица M q, положительно определена для любого и Е R.Рассмотрим любую несмещенную оценку и, построенную на основе реализации правой части регрессионной модели (7.2) и априорной выборки (9.16).Теорема 9 .5 . Пусть выполнены обобщенные условияf -  / Лор(г',и)
Фишера-Крамера-Рао и интегралы ~U i{z)- du.j

dz огра- 
Тогда дляничены для любого и Е  R  и всех i , j  =  l , . . . , m .  

ковариационной матрицы оценки и выполнено обобщенное 
неравенство Фишера-Крамера-Рао

1<и ^  М 0 (9.30)Обобщенное неравенство Ф иш ера-Крамера-Рао определяет верхнюю границу точности любой несмещенной оценки, построенной на основе реализаций / ь  . . . ,  }г регрессионной модели (7.2) и априорной выборки (9.16). Заметим, что если информационная матрица М  регрессионной модели (7.2) вырождена, то верхняя граница точности для оценок, построенных только на основе реализаций теряет смысл (не существует). Чтобыв этом случае была возможность получать приемлемые оценки искомого вектора и, необходимо к реализациям исходной регрессионной модели (7.2) присоединить такую априорную



1 Гл, SL Jnaos аярисрпой информации в линейных моделяхвыборку 9.16». чтобы обобщенная информационная матрица Af0стала положительно определенной.Теорема 9.5 ос-ается в силе, даже если обе информационные матрицы Л/. М а вырождены (последнее означает, что и в исходно:' регрессионной модели (7.2). и в априорной выборке (9.16) з отдельности «заложено* недостаточно информации об искомом векторе из. а их сумма, т. е. обобщенная информационная матрица М.:,. положительно определена (последнее означает, что суммарной информации, «заложенной* в регрессионной модели (7.2) плюс в априорной выборке (9.16), уже достаточно для получения оценки с ограниченной ковариационной матрицей).Из теоремы 9.5 следует, что наилучшими по точности несмещенными оценками вектора « , полущенными на основе реализаций f\_____ /г регрессионной модели (7.2) и априорной выборки (9.16). являются те. для которых обобщенное неравен- с~во Фишера-Крамера-Рао (9.30) обращается в равенство. Такие оценки назовем обобщенными совместно эффективными.Все приведенные выше О М М П -оцен ки (9.24)—(9.29) -  лботшг-нъге сжместно эф ф екпан н е. Действительно, например. 5 yccfDSHXX. * £ Ш  была 1BZT4B2 О М М П чЯ1М П  (927».
. = v '  _  i ' i -  = м к 7:. г з:

у = V ]  - £  .
Но для ОМ М П-оценки (9.27) i=I

* - ( ± ± * * а * + ± ± *
}=■ > ° я t=lи поэтому К$ -  М ~ 1.Напомним, что ОМ М П-оценки (9.24)-(9.29) были получены, ■ jd законы распределения f\ —  ,/ г и членов априорной выбор- ли 19.16) нормальные. Следовательно, в условиях, когда законы ййспределения реализаций и членов априорной выбор-Ки ■  ̂ 1 нормальные. ОМ М П-оценки являются наилучшими поточнисти оценками среди всех несмещенных оценок вектора и вне зависимости от числа реализаций г и N .Ес. к за коны распределений / | , . . . , / г и членов априорной выборки (9.16) отличны от нормального, то можно доказать, что



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 159при выполнении условий, аналогичных обобщенным условиям Фишера-Крамера-Рао, О М М П -оценки являются асимптотически обобщенно совместно эффективными.О М М П , в отличие от байесовского подхода, позволяет довольно просто получать оптимальные оценки не только вектора и, но и неизвестных характеристик законов распределения случайных величин f \ ____ _ f r и членов априорной выборки (9.16).Например, при решении практических задач часто неизвестны уровни шума а 2 и а2.Пусть для определенности выполнены условия, при которых получена О М М П -оц ен ка (9.29), но о 1 и о\ неизвестны. Тогда, согласно О М М П , необходимо решить экстремальную задачу (9.22), где а =  (а2,а 2) Т. Решение экстремальной задачи (9.22) для рассматриваемого случая единственно и дается формулами
^ОММП =  ^ 2 ^ 8  ' )  +  £ 2  K a l u a J ’

г?2 =  -  Е  !!л«оммп
r n p 1

' - ' Ф -  « • - я Ц *О М М П -оценку для и можно записать в эквивалентном видей 0 м м п  =  ( A T U - ' A  +  a K - ' ) - ' ( A Ta - l f  +  SK).где
N 2m ^  ЦАйоммп -  fj  lln-i

а = (9.32)“  Щ ijc~Параметр а  по аналогии с вариационным методом регуляризации А . Н . Тихонова можно назвать параметром регуляриза
ции. Формула (9.32) определяет оптимальное значение параметра регуляризации.Заметим, что в рамках байесовского подхода при неизвестных параметрах законов распределения эти параметры должны рассматриваться как случайные величины и необходимо зада-



Г-t. 9. Учет априорной информации в линейны х моделях158выборку (9.16), чтобы обобщенная информационная матрица Щстала положительно определенной.Теорема 9.5 остается в силе, даже если обе информационные матрицы Л/, вырождены (последнее означает, что и в исходной регрессионной модели (7.2), и в априорной выборке (9.16) в отдельности «заложено» недостаточно информации об искомом векторе и), а их сумма, т .е . обобщенная информационная матрица M q, положительно определена (последнее означает, что суммарной информации, «заложенной» в регрессионной модели (7.2) плюс в априорной выборке (9.16). уже достаточно для получения оценки с ограниченной ковариационной матрицей).Из теоремы 9.5 следует, что наилучшими по точности несмещенными оценками вектора и, полученными на основе реализаций /, — , /г регрессионной модели (7.2) и априорной выборки (9 16), являются те, для которых обобщенное неравенство Фиш ера-Крамера-Рао (9.30) обращается в равенство. Такие оценки назовем обобщенными совместно эффективными.Все приведенные выше О М М П -оцен ки (9.24)-(9.29) -  обобщенные совместно эффективные. Действительно, например, 5 условиях, когда была получена О М М П -оцен ка (9.27),
М  =  ' к ж А Т К Я А  -V » = t > r ’ .  (9.31)*=1^7

Но для ОМ М П -оценки (9.27)
V
} = \

A r A TK J lA
<п, 11

И поэтому Kg  =  М 0 1.Напомним, что ОМ М П -оценки (9.24)-(9.29) были получены, КО:-.а законы распределения / j , . . . .  f r и членов априорной выбор- !*,и (9.16) нормальные. Следовательно, в условиях, когда законы распределен ж  реализаций и членов априорной выборки (9.16.1 нормальные. ОМ М П -оценки являются наилучшими по точности оценками среди всех несмещенных оценок вектора и вне зависимости от числа реализаций г  и Дг.Если законы распределений f r и членов априорнойвыборки (9.16) отличны от нормального, то можно доказать, что



3. Обобщенный метод максимального правдоподобия 159при выполнении условий, аналогичных обобщенным условиям Фишера-Крам ера--Ра о, О М М П -оцен ки являются асимптотически обобщенно совместно эффективными.О М М П , в отличие от байесовского подхода, позволяет довольно просто получать оптимальные оценки не только вектора и, но и неизвестных характеристик законов распределения случайных величин и членов априорной выборки (9.16).Например, при решении практических задач часто неизвестны уровни шума и2 и а2.Пусть для определенности выполнены условия, при которых получена О М М П -оцен ка (9.29), но а2 и о\ неизвестны. Тогда, согласно О М М П , необходимо решить экстремальную задачу (9.22), где а =  (а2,а 2) Т . Решение экстремальной задачи (9.22) для рассматриваемого случая единственно и дается формуламии о М М П = (~ 2 ^ 7 ^  1А  +  ^2 i^a 1) 1 /  +  - 2 1̂ а)  1
Э2 =  —  Y1 Н ^ о м м п  -r n j= l

Y1 И^ОММП “  ИЛ* «.N m  ■
^  1 г 1г , = 1 л  i=iОМ М П-оценку для и можно записать в эквивалентном виде “ ОММП =  \Ати - 1А  +  а К - ' ) - ' ( А т̂ ~ 'Т + а К - ' и а),

где г
№тп ЦАиоммп — fj\\h~l 

a  = ______ --------------------------------(9.32)
N

Г2П ) ^  Ццрммп "  ^illк -'
г = 1Параметр а по аналогии с вариационным методом регуляризации А. Н. Тихонова можно назвать параметром регуляриза

ции. Формула (9.32) определяет оптимальное значение параметрарегуляризации.Заметим, что в рамках байесовского подхода при неизвестных параметрах законов распределения эти параметры должны рассматриваться как случайные величины и необходимо зада-



160 Гл. 9. априорной информации в линейных моделяхвать априорную плотность вероятности этих случайных величин. Б частности, определение подходящего значения параметра регуляризации в рамках байесовского подхода невозможно, если не задавать априорное распределение возможных значений этогопараметра.ОММП-оценки, обладая всеми преимуществами Б-оценок, и, кроме того, имея вышеуказанные дополнительные преимущества, не имеют недостатков байесовского подхода. Действительно. основой байесовского подхода является трактовка искомого вектора и как случайной величины. Конечно, любая оценка искомого вектора и, полученная при применении любого статистического подхода, является случайной величиной, но элемент случайности должен относиться именно к оценкам искомого вектора, а не к самим векторам, являющимся детерминированными величинами. Тот факт, что оценки детерминированных величин оказываются величинами случайными, просто отражает ту объективную реальность, что мы не располагаем достоверной информацией об искомом векторе, а решаем задачу восстановления в условиях наличия случайных погрешностей в задаваемых входных величинах. При применении же байесовского подхода мы всегда относим элемент случайности не только к оценкам искомого детерминированного вектора а , но и к самому вектору и, толкуя его как случайную величину. Искусственно навязанная оаиеговеким подходом трактовка искомых детерминированных величин как величин случайных и является причиной критики в адрес байесовского подхода. О М М П , в отличие от байесовского подхода, позволяет учитывать априорную информацию статистического характера об искомом векторе и, не требуя его трактовки как случайной величины.Заметим, что в рамках О М М П  возможен учет априорной г-н формации экспертного характера об искомом векторе, когда на основе опыта исследователя (опыта решения предыдущих ана- ло; ичных задач иля иных соображений экспертного характера) задается, возможное случайное априорное экспертное расположе- искомого вектора. В рамках байесовского подхода экспертное расположение искомого вектора задается априорной плотностью Вс^ой: ноет и самого искомого вектора. В рамках же ОМ М П экспертное расположение искомого вектора задается выборкой значений априорной случайной величины, в которую искомый детерминированный вектор входит как детерминированный пара- значенЖг_ которого неизвестно. Возможность учета априор- р м  м ^ ^  роят ноет ной оценки искомого вектора в рамкахJM M H  без трактовки искомого детерминированного вектора как



4. Обобщенный метод максимального правдоподобия 161вектора случайного позволяет более компактно, ясно и полностью, по сравнению с байесовским подходом, учесть априорные оценки различных экспертов, трактуя априорную оценку каждого эксперта как один член априорной выборки (9.16).Вернемся к О М М П -оцен ке (9.25). При решении практических задач матрицы П и К а часто неизвестны. Тогда вместо оптимальной оценки (9.25) естественно рассмотреть оценку
где В  — симметричная положительно определенная матрица, вообще говоря отличная от К ~ х.Оценка (9.33) несмещена. Ясно, что оценка (9.33) не является оптимальной. Сохраняется ли тем не менее состоятельность оценки (9.33)?Ранее уже отмечалась состоятельность вышеприведенных ОММП-оценок при четырех вариантах предельных переходов: г -> эо; N  -э  оо; а2 -»  0; <т2 —>• 0.Оказывается, что при любом выборе положительно определенной матрицы В  состоятельность оценки (9.33) сохраняется для любого из четырех вариантов предельного перехода.Теорема 9 .6 . Оценка (9.33) сходится в среднем квадра
тичном: к иТ либо при N  -> оо, либо при сг2 ->  0; к одному 
из решений системы Аи =  f T либо при г —* ос, либо при <72 -> 0. В частности, если А  — матрица полного ранга, то 
оценка (9.33) сходится в среднем квадратичном к иТ и при 
г -» оо, и при а2 -»  0.Задача 9 .3 . Используя схемы доказательств теорем 9.1, 9.2, докажите теорему 9.6.
4. Обобщенный метод максимального правдоподобия

учета априорной детерминированной информации 
в рамках линейных моделейРассмотрим теперь О М М П -оцен ки , использующие априорную информацию детерминированного характера.Пусть априорная информация задана в виде и  С R a, где R a — заданное априорное множество пространства R m.Согласно О М М П  за оценку искомого вектора и берется век- т°р ^ом м п’ максимизирующий функцию правдоподобия Ь(и) при

и = (9.33)

6 А . В .  К о я и е в .  Г.  В .  Л у к и н  Л .  К .  У л у м н н



162 Гж   ̂чет априорной информации в линейных моделяхограничений н € R^, т. е.
«оммп =  arg max Ц и ) .  (9.34)

U<ERaЕ с . ' й L(u) — сильно выпуклая функция, Я<г — выпуклое множество, то ОМ М П -оценка (9.34) существует и единственна. Численно ОМ М П-оценки для общего случая можно находить методами нелинейного программирования, применяя, в частности, градиентные методы или методы штрафных функций.Рассмотрим важный для практики частный случай, когда можно в явном аналитическом виде найти О М М П -о ц ен к у (9.34).Пусть закон распределений реализаций / ь . . . , / г пра- Бий части ^регрессионной модели (7.2) нормальный — Л  2 сами реализации независимы. ТогдаОМ М П -оценка 19.34) является решением экстремальной задачи
г* W n  =  arg mm У  - L  (/, -  A u f  K j f  (f j  -  Au). (9.35)

J=1 f iПусть Яа -  эллипсоид (9.6). Тогда О М М П -оц ен ка (9.35) существует, единственна и дается равенством
“оммп =

=  ( £  Ж. ATKn A + a ' B)~\i:jrATK j} fj +  о).
-J =  1 j=\ Ufj (9.36)де множитель Лагранжа а *  >  0 находится из равенства% м м п  ~  Щ в — Р2- (9.37)пели все реализации / i , . . .  ,/ г независимы и одинаково рас- ..^едглекы по закону Л  то О М М П -оцен ка (9.36) принимает вид« о м « п =  ( ^ Ч ТП  1-4 +  Q*в )  * ( Д A TQ ~ , f  +  а * В щ \ , (9.38)

j=lВ частности, если имеется только одна реализация / , то^ОММП =  ЛТ<Г 1А  +  а* В  Г 1 (А ТП ~ ] /  +  а* В щ ), (9.39) где а* >  0 находится из равенства (9.37).



4. Обобщенный метод максимального правдоподобия 163ОМ М П-оценки (9.36)-(9.39), вообще говоря, смещены, т. е. М « 0ммп =  ит ~~ где смещение Д и для оценок (9.36)-(9.39) имеет, соответственно, величинуг 1Д  и =  « •(:х
з~Д  и =  « •(( г

А 7

Д д =  в*(а А 1

-1

Т п - 1Рассмотрим, например, семейство оценок (9.39) с а* =  а  >  0.При (1 — 0
u =  u n m  =  (A r n - ‘ A y lA Tn - ' f .При а  - ю о  л

и —> г̂ о -Если £ммп £ R a, то О М М П -оцен ка (9.39) вычисляется по формуле (9.39) при условии И'^оммп uo\\b ~~ Р2- Если ^ММП е то ОМ М П-оценка (9.39) совпадает с г?ммп (в (9-39) а* =  0).Поэтому для вычисления ОМ М П -оценки (9.39) целесообразно применить следующий алгоритм.Если при малых значениях а  >  О
(ATn - lA  +  a B ) - \ A Tn - [f  +  aBu0) £ R a, то находим такое значение а:*, при котором

{ATQ - l A  +  a * B ) - ' ( A Tn - ' f  +  а*В и0) Е R a \ Да,и полагаемц0ММп =  {ATQ ~l А  +  а* В)~Л (ATQ~] f  +  а*Вщ).Если при а =  0 йммп существует и принадлежит Д а, тополагаем и0ммп =  иммп-Заметим, что для случая u MMn € Ra имеем а =  0 и поэтому Ад =  0, т. е. смещение отсутствует. Итак, если 'Идомп ^ т0 дополнительная априорная информация и Е Ra <<не срабатывает», если же ц ммп не существует или не удовлетворяет по точности (матрица А Г£1~1А  вырождена или плохо обусловлена) или 2ММп i  то пом м п «подтягивает» М М П -оценку до границы априорного множества Ra.ОМ М П-оценки (9.36)-(9.39) обладают свойством состоятельности. Например, оценка (9.38) сходится в среднем квад-6*



164 Гл. 9. Учет априорной информации в линейных моделяхратичном к одному из решений системы Ли =  f Т либо при ^  0. либо при г -4  ос. В частности, если А  — матрицаполного ранга, то оценка (9.38) сходится к ит. Если р -4 0, то О М М П -оценки (9.36)-(9.39) сходятся в среднем квадратичном к ьт. Если р -4  ос, то О М М П -оц ен ка (9.39) сходится к МЛ\П-оценке (7.22) (вернее, существует такое р$, что
**о.чмп =  им.мп• если Р >  Ро)-Задача 9.4, Докажите перечисленные выше варианты сходимости О М М П -оценки (9.38).Задача 9.5. Сходятся ли ОМ М П -оценки (9.38) при р -4 ос,если .4 — матрица неполного ранга?Заметим, что при щ  =  0 и О =  I m О М М П -о ц ен ка (9.39) формально совпадает с приближенным решением, полученным с помощью метода регуляризации А . Н . Тихонова или других методе® решения некорректно поставленных задач [40, 56. 59, 63-66, 71, 72. 84-87, 129].Обобщенный метод максимального правдоподобия представлен в публикациях [10, 72, 107].

5. Регуляризованный метод наименьших квадратовДо сих пор предполагалось, что в регрессионной модели (7.2) матрица А  детерминированная, т. е. задана без случайных по- : вещностей. В настоящем параграфе рассматривается регрессионная модель (7.2) в условиях наличия погрешностей при зада-пи элементов матрицы А . При решении практических задач ■акая ситуация возникает часто. Например, если регрессионная модель (7.2) порождена задачей восстановления функциональной зависимости, то наличие случайных погрешностей в зада- 
~ии элементов матрицы А  эквивалентно наличию случайных погрешностей при фиксации значений независимой переменной х .Введем расширенную (п х  (тп +  1))-матрицу В  =  (А т,- / т ) и векторы х  =  иТ. 1 размерности тп -г 1. В пространстве векторов € Ff t?7 =  (и J . у>. у  — число, множество векторов х  образует гиперплоскость П т  размерности тп.Систему (7.1) запишем в эквивалентном виде( 6 , „ х )  =  0 ,  i = l ........ п ,

где bf  — 1-я строка матрицы В.

(9.40)



5. Регуляризованный метод наименьших квадратов 165При фиксированном х  G П т  множество векторов S m =  {v: 
ve  Я т + 1 , (v,x) — 0} образует подпространство размерности т. Для произвольного v G R m+] имеет место ортогональное разложение V =  vs  +  VN , где Vs  е S m, V ^ lSm -  Имеем _  (v,x)x~ 1 м Г x  Ф 0, p2(v, S r i) — \\v n \\'

(v,x)2
где p{v,Sm) — расстояние между v и S m.Обозначим J t (u ) сумму квадратов расстояний междуи i — 1 , . . . ,  7i.Имеем

J T (u) =  ] Г
i—\

bi

где |(6,. дс) 1 — расстояние между 6, и Sm вдоль прямой, параллельной оси О у  (на рис. 9.1 показан случай для т =  2).
пИспользуя равенство =  ||Ли -  f T ||2, получаемг=1

J t {u ) =
\\Аи -  /т~Ц~ N l 2 +  iПусть теперь вместо точной правой части f T и точной матрицы Ат  известны их случайные реализации / и А.

Рис. 9.1Рассмотрим функционал
J(u ) =

\\Аи -  /Ц2 М г + 1  ' (9.41)



т Г: А Учс’т априорной информации в линейных моделяхНапомним, что согласно М Н К  в рамках классической схемы требуется найти вектор п. минимизирующий функционал невязки if An — / ir .Из вышесказанного следует, что нахождение МНК-оценки эквивалентно нахождению вектора х  6 П т . который определит такое подпространство Sm (x± S m), сумма квадратов расстояний до которого вдаль оси Оу  от точек i  =  1 , . . . ,  п , будет минимальной.Введем метод ортогональных проекций (М О П ) [47], согласно которому требуется найти вектор и, минимизирующий функционал ортогональных проекций (9.41).Из вышесказанного следует, что нахождение и  согласно МОП эквивалентно нахождению вектора х  € П т , который определит такое подпространство Sm {x± S m), сумма квадратов расстояний до которого от точек 6*, i =  (сумма квадратов длинперпендикуляров, опушенных из точек 6г на S m), будет минимальной.Заметим, что подпространства S m, определяемые МНК и М О П . в общем случае различны (и тем самым будут различны .МНК-опенка и МОП-оценка вектора и). Эти подпространства будут совпадать, когда система Ли =  /  непротиворечива, 
т е. существует ее точное решение. В этом частном случае все точки bj принадлежат общему подпространству 5ГО1 определяемому и М Н К . и М О П .Найдем вектор и, минимизирующий функционал ортогональных проекций (9.41). Подсчет градиента функционала (9.41) дает формулу

grad„ Ми) =  ~( a t A u -  A Tf  -  Д!l«lt + 1 ' W 2+ i  >Следовательно, МОП-оценка и v оп является решением нелинейного уравнения
Л 1 Ли — о* и =  А т / , (9-42)где о - =  m in J(u ) =  J( u m n ).Нелинейность уравнения (9.42) обусловлена зависимостью параметра а* >  0 от искомой М ОП-оценки.Можно оценить снизу значение а*. Действительно,

о* =  min Д и ) ~



5. Регуляризованный метод наименьших квадратов 167
minжСПгг Е { b i , x f >  min

v £ R m+ 1Е (frz.v)5 min } ( b i ,v ) ‘

Уравнение Эйлера для последней экстремальной задачи с ограничением имеет вид
B TB v =  Ли, (9.43)где Л — множитель Лагранжа.Уравнение (9.43) — задача на собственные значения симметричной неотрицательной (m +  1) х  ( т  +  1)-матрицы В Т В . Пусть А* >  0 — наименьшее собственное значение, а и* (||г>*|| =  1) — соответствующий ему собственный вектор матрицы В ГВ . Поскольку ]Г(& г,ц)2 =  (B TB v ,v ) ,г=1

Т° min У "(bi,v)2 =  min (В 1 В v ,v) =  А*.Н = 1 £ 1  М = ‘Следовательно, доказано неравенство а* >  А*.Если система A it =  /  совместна, то все bi € 5ТО (оба подпространства .Sm, определяемые М Н К  и М О П , совпадают). Следовательно, а* =  X* =  0, уравнения, определяющие М НК-оценку и М ОП-оценку, совпадают.Предположим теперь, что элементы матрицы А  и элементы fi  вектора /  — независимые нормально распределенные случайные величины a,ij ~  АГ((Ат)ц,сг%), /г ~ Л/"(/гг,сг/), г =  l , . . . , n ,  j  = А , . . .  , 1п.Обозначим /н — “  /> ин ~  ~ / т н  =  -/т» =
= (Д-/н), ^тн = (Лт,-/тн)- оВсе элементы &нгу нормализованной расширенной n х ( т  +  1- 1)матрицы Е?н — независимые нормально распределенные случайные величины с одинаковой дисперсией ст2. Функция правдоподобия относительно всей совокупности случайных величин &Hij. i  — U  . . .  ,7 1 , j  =  1, • ■ • , 771, имеет вид

1 71 m + 1  o')
Ц В ТИ) =  (2тгсг2) " п(т+1)/2ехр {  -  г -2 J 2  1C ”  Ь т щ У }'

1 гаа i=[ 1где bruij — неизвестные элементы нормализованной расширенной матрицы Втн-



Гл. 9. Учет априорной информации в линейны х моделяхСогласно М М П  для нахождения М М П -оцен ок элементов Ьгни необходимо максимизировать Д В г н ) ,  что эквивалентноминимизации функционала

Согласно вышесказанному, векторы Ьтш принадлежат подпространству 5н*п> ортогональному искомому нормализованному вектору Хц =  (иц, 1). Следовательно, функционал J ( B th) является функционалом ортогональных проекций для нормализованной системы .4ин =  /н . Итак, для нормализованной системы М М П  эквивалентен М О П  при выполнении вышеуказанных условий относительно случайных погрешностей. Уравнение (9.42) для нормализованной системы относительно М М П - оценки ин искомого нормализованного вектора ин имеет вид

—/И з последнего равенства, в частности, следует, что а* —> О при а~ —f 0, т. е. М ОП-оиенка стремится к М НК-оценке при неограниченном уменьшении уровня погрешностей в элементах матрицы А .М О П  позволяет найти не только оценку искомого вектора и, но и переоценить неизвестные значения матрицы Ат 
л вектора /г . Действительно. МОП-оценки Ьтш неизвестных векторов Ьти. принадлежат одному подпространству §ит . ортогональному вектору Хц =  № 5 .1 ), а сами Ьтш равны проекциям векторов Ьц на подпространство 5нт- Следовательно,
Ьгн, =  Ьн, -  6Ht. x H)x H х н 2, i =  1 Последние равенствазапишем в эквивалентном виде

п
J ( B m  ) = £  £  (Ьн*у -  ЬгНц)2 =  У] ||Ьн* -  ^гн»||2,<=1где — r-е строки матриц 2?н и Втн соответственно.

||З Д 2 +  1Возвращаясь к исходным векторам, получаем
ш ли --п------ Т-------т .

иен™ сг2а\\и\\2 4- а)(9.44)

а п  =  аг
{щ («г. а н ) -  f H iН«н!12 +  1 (9.45)г =



5. Регуляризованный метод наименьших квадратов 169где а] — г-я строка матрицы А , /иг — г-й элемент нормализованного вектора /н .Векторно-матричная форма системы равенств (9.45) относительно исходных векторов и, /  имеет вид
Лмоп =  А  +  (7а р(имоп)^мопОаИ^МОП |2 I _2I + ° f

f  МОП — I  ~  а } р(^моп)
°1\\й№п\\2 +(9.46)где р ( ^ м о п ) — /  Л и м о п .Заметим, что М ОП-оценки Ат и f T  сходятся в среднем квадратичном к А т  и /мнк =  Ат'^мнк соответственно при а'2 -э  0.Если а2 неизвестна, то, используя М М П , можно получить оценку а2. Действительно,

д In L(Bth) _  n ( m + l)  1 п  m +l

да: 2а,
+  -  Ьнгз) = 0 .

i-l j - 1Отсюда ||£м о п ||2т2 =  (n(m +  1)) л\\Аиш п  -  /II2 -  <*)■Последнее равенство можно записать в виде
| |^ w M o n  ~  / i i 2 — р 2 \ \ ^ 1 Л О п \ 2  — ( 9 А 7 )где ц2 =  д2 n(m  +  1), S2 =  а 2 п(т  +  1).Пусть теперь задана априорная информация об искомом векторе и вида ||ц|| ^  К ,  где К  — положительная константа.Введем регуляризованный метод ортогональных проекций (РМОП), согласно которому за оценку искомого вектора и принимается вектор ||Aw -u7 =  arg min -r2-------°a\\u\\2 + CT2f

(9.48)
Вектор u7 является решением нелинейного уравнения Эйлера

A TAv*y +  "уйгу =  А т / , (9.49)где 7 = <*(?} +  <т,!1М2)
■2

° !

П1\\Ащ -  /||2
® > 0 — множитель Лагранжа.Из (9.49) следует, что при а2 —> 0 параметр регуляризации может принимать как положительные, так и отрицательные значения в зависимости от соотношения между а2 и a j. Значение



170 L l У * * *  априорной информации в линейных моделяхпараметра '  определяется согласно равенству (9.47), записанному относительно tU:| А 6 , - Д * - Я * | в » | * - Л  (9.50)Формулы (9.46), (9.49). (9.50), определяющие РМОП-оценки искомых .4т\ /г . ит , полностью соответствуют аналогичным формулам регулярнзованного метода наименьших квадратов (РМ Н К ) А . Н . Тихонова.Из формул (9.49). (9.50) следует, что при а 2 =  0 РМ О П - оцеяка искомого вектора и определяется системой уравнений 47 .4й — q u  =  A Tf .  где параметр регуляризации а  >  0 определяется из равенства Ли — f  2 =  д2. Таким образом, при отсутствии погрешностей в элементах матрицы А  РМ ОП -оценки искомого вектора и совпадают с приближенным решением, даваемым вариационным методом регуляризации А . Н . Тихонова с выбором значения параметра регуляризации согласно способу невязки.В заключение параграфа отметим, что М О П  аналогичен методу ортогональной регрессии, используемому для восстановления функциональных зависимостей [31, 43].



Г л а в а  10
МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ С  НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ

До сих пор рассматривались задачи восстановления, в которых основное уравнение (7.2) является линейным относительно искомого вектора и. Однако для многих прикладных задач основное регрессионное уравнение может быть нелинейным относительно и.Пусть, например, рассматривается задача восстановления функциональной зависимости, теоретическая модель которой имеет вид у =  х ;и ), где функция ур{х\и) нелинейно зависит от компонент uj искомого вектора и =  (и\,. . .  ,и т)т. Предполагается. что при х  =  i =  1____,п ,  производится экспериментальноеизмерение yi со случайной погрешностью с*. Тогда справедливы равенства у* =  <p(xi\u) +  £{, которые можно записать в виде
А(и) =  /  -  £. (Ю .1)Для рассматриваемой задачи А(и) =  {<р{х\\ и ) , . . . ,  tp(xn\ и))т,

f  =  ( у \ ,...,У п )7 , е =  (еь . . .  ,£п )т -Нелинейную вектор-функцию А(и) можно рассматривать как нелинейный оператор, действующий из пространства R m в пространство R n.К нелинейной задаче восстановления (10.1) сводятся также: многомерные регрессионные задачи, теоретические модели которых имеют вид у =  <р(х\,. . .  ,Xk',u), где . . .  ,Хк  — регрессоры (независимые переменные), а функция ip нелинейно зависит от компонент искомого вектора и\ дискретизированные аналоги нелинейных интегральных уравнений, включая нелинейные интегральные уравнения первого рода.
1. МНК-оценки параметров нелинейных моделей и их

свойстваПусть компоненты £i вектора погрешностей е имеют одинаковую дисперсию о~ и попарно не коррелируют.



1~- Ft №.. наименьших кеадратое для не.*инейныл моделейОпределим М НК-оценку искомого вектора и нелинейной регрессионной модели (10.1) равенством
«мнк — arg min |j.4(u) -  /  2, (Ю.2)я'де О t и 1 =  А ш' -  /  =  У  — f{): , А,-(ц) — компонентыi=iвектор-функции .4(ц).Если £ распределен по нормальному закону е ~ Л'г(0, <т2/п), МНК-оценка (10.2) является одновременно М М П-оценкой. Действительно, в этом случае функция правдоподобия даетсяравенством

Liu) =  (2~<гГп/2ехр ,L 2 a2 Jи поэтому максимизация L(u) эквивалентна минимизации Q(u).Встречаются прикладные задачи, в которых между компонентами вектора погрешностей е имеются корреляционные связи и известна корреляционная матрица К е =  a^Q (сг2 может быть неизвестной). Тогда М НК-оценку определим равенствомSm hk  =  arg min, А{и) -  f  )TQ ~ l (A(u) -  / ) . (10.3)пели с распределен по нормальному закону, т. е. - ' '  , то М НК-оценка (10.3) является одновременноМ М П-оценкой.Задача 10.1 . Докажите последнее утверждение.В отличие от линейной задачи восстановления, нахождение М НК-оценки для нелинейных задач восстановления является намного более трудоемким процессом, поскольку уравнение grad... Q IJ =  определяющее М НК-оценку для нелинейных задач восстановления, является нелинейным.*Более того, для нелинейных задач восстановления функцио- -Э. О  может иметь несколько локальных минимумов или вообще не иметь ни одного. Таким образом, для нелинейных задач восстановления существование и единственность М НК-оценки приобретает существенное и первостепенное значение как с точки зрения качественного анализа, так и с точки зрения вычисления самой М НК-оценки (если она существует).Рассмотрим последовательность М НК-оценок гц нелинейной регрессионной модели (10.1) при я -э  ос.



/. МНК-оценки параметров нелинейных моделей и их свойства 173Теорема 10.1 . Пусть:1° компоненты вектора погрешностей е независимы и оди
наково распределены',2° ||i4(«i) — A(uo)\\'2/n равномерно относительно U\,U2 Е R  
сходится к у/(и\,ио), где R  — ограниченное множество',3° щ )  =  0 тогда и только тогда, когда и\ =4° А(и) непрерывен по и Е R.

Тогда последовательность IAU K-оценок ип сходится по 
вероятности к иТ при п —> ос.

Доказательство. Имеем-1И М  -  /II" =  \  ( М ит) -  М и)'£) +  -Н£112 +  - P W  “  А(ит )||2.
И 77* f i l lДалее,

М - ( А С и т) ~  А(и).е) =  0,п 9
о~ ( -  (А {ит ) -  Л (и ),е ))  =  ~  М и)\\2 ^\Т1 / Г Гпри п —у ос. Поэтому (А(ит) — А(и),е)/п  сходится в среднем квадратичном к нулю. Так как e f , г =  \ , . . . , п ,  распределены одинаково, то 11е:112/гг. сходится по вероятности к о 2 при п —» оо. Итак, \\А(и) -  f\\2/п сходится по вероятности к о 2 +  р(и, ит) равномерно по и Е R .Из определения М НК-оценки имеем

“  /II2 ^  -\\Мит) ~ /11“ =  “ И£112*Переходя в последнем неравенстве к пределу при п —> ос, получаем а2 +  р{и*, ит) ^  сг2, где и* =  Um_ wn. Из последнегонеравенства имеем и* =  ит. Теорема доказана. СЗУсловие 2° теоремы 10.1 является аналогом сильной регулярности матриц А п последовательности линейных регрессионных задач (7.14). Действительно, для линейной задачи
-**(«<,) II2 ==  i||A ,(u i -  Uo)||2 =  («I -  “ о)Т „  " ^ ( “ 1 -  “ о)'Таким образом, выполнение условия 2° эквивалентно существованию предела А ^ А п/п - *  L  при п  оо, где L  — положительно определенная матрица. Отметим, что неограниченность последо-



вателшости норм Л(ы) -  A(uo){j для любых у , «о при п -> ос является необходимым условием состоятельности последовательности МНК-оценок ид. при условии независимости и одинаковой распределенности компонент вектора погрешностей е.Пусть равномерно относительно и £ R  существует предел
lim - P jP „  =  £,п -*сс пгде РТ, — матрица первых производных, элементы которойD ч дЛ, .Pn ij ~  дй~’ 1 =  1..........п' J  =  1............и L* Uj положительно определенная матрица. Тогда при выполнен и и некоторых дополнительных условий к условиям теоремы 1 0 .1  последовательность tin  М НК-оценок будет асимптотически нормальной, а именно: закон распределения последовательность  ̂ о • и-r, — u-j-) будет стремиться к N  f 0, <r~L~1 (ity.)) при 

п -Ж зо,О  едовательно, при достаточно большом п с хорошим приближением можно полагать, что £* ~ .\ r(tcT ,<T2( i ^ ’(iin)P n(S *))_ I ).Последнее, в частности, позволяет после нахождения М Н К - оаеики строить приближенные доверительные интервалыддк компонент u j j , j  =  искомого вектора ит:5мнк, -  <(А» W((Cr {uMHK)P(SMHK) ) - , )i/2 ^< utj < SMHKi  +  f(Rlw.M ( P r (SMHK)P(eMHK))-i)i/2,(̂Рлсв)где р-,,г — доверительная вероятность, --L j" e~a2/2ds =  — .Если *7* неизвестна, то в качестве состоятельной оценки можно взять статистику а2 =  А {и мнк) -  f  2Jn .Заметим, что М Н К  -оценки нелинейной регрессионной модели 110.1), как правило, смещены. Ясно, что для состоите тьных М НК-оценок смешение стремится к нулю при п ос ° ЯТеЛЬНЫХ
2. Численные методы нахождения МНК-оценок 

параметров нелинейных моделейВычисление М НК-оиенки ( 1 0 . 2 )  можно осуществить, и с п о л ь 
з у я  общие методы минимизации знакоопределенных функционалов например градиентные методы или классический метод

174 Гл Id. ЛИездод ,чоц.1с .̂ьшцл- квадратов для нелинейных моделей



2. Численные методы нахождения МНК-оценок параметров 175Ньютона. Итерационный метод Ньютона для решения задачи (10.2) имеет вид

мого решения и начальный вектор гг0' взят из малой окрестности вектора и^°\ то итерационный процесс (10.4) сходится к искомому вектору имин, причем скорость сходимости квадратичная.К сожалению, итерационный процесс не всегда применим. Во-первых, расчет вторых производных (10.5) может быть затруднен или невозможен, например, если функция у>{х\ и) не является дважды непрерывно дифференцируемой по и или она задается неаналитически. Во-вторых, матрица вторых производ-
решения и*.Однако для решения экстремальной задачи (10.2), учитывая специальный вид минимизируемого функционала Q[u), можно сконструировать специальные эффективные вычислительные алгоритмы. Одним из таких специальных вычислительных методов является метод Ньютона-Гаусса.Предположим, что функции Ai(u) непрерывно дифференцируемы. Пусть задано приближение искомого вектора и. Для нахождения следующего приближения применим следующую схему.Представим приближенно

d(p(xi',u) d<p{xi;u)

(Ю .5)
Если матрица — у  хорошо обусловлена в окрестности иско-

ди

A(xi) =  A(uM ) +  Pk( u - u W ) , ( 1 0 . 6 )



176 Гл. Id. М&тод наименьших квадратов д.*я нелинейных моделейгде Pk — (п х n il-матрица первых производных компонент вектор-функции Л и). вычисленных для значения и =  «(*), т.е.

A ]ij =
а.4, («**>)

&Uj * = 1 —  ,n, j  =Формула (10.6) определяет линеаризацию вектор-функции .1 и в окрестности точки и =  и k . Заменяя в (10.1) A(w) согласно (10.6), получаем вместо нелинейной задачи (10.1) линейнуюзадачу восстановления:
PkSu =  S f - £ ,  (10.7)где &и — и — и'к — искомый вектор, 6/ =  /  — А ( и ^ ) .МНК-оценка диЛШК линейной регрессионной модели (10.7)дается равенством ^«мнк =  {Pk Рк)~1 Рк 5 f. (10.8)Положим и =  и к — ^ м н к - (Ю .8) получаем=  * {к‘ +  (PkPk)~lPk i f  -  А(и№ )). (10.9)Формула 110.9) определяет итерационный процесс (ИП) Ньютона-Гаусса. Таким образом, последующее приближение ИП Ньютона-Гаусса является МНК-оценкой искомого вектора к для линеаризованной в окрестности предыдущего приближенияисходной нелинейной регрессионной модели.

Задача 10.2. Пусть ковариационная матрица компонент век*ира погрешностей г определяется равенством К £ =  <т2П. где ~ положительно определенная матрица. Покажите, что ИП Ньютона-1 аусеа для этого случая принимает видв =  „ W  +  { P l9 r 'P k) - 'p T Q .- \ f  -  A {u(k>)).Д.:я сходимости ИП 110.9) к стационарной точке, обращаю- —гй а нуль О иJ, достаточно, чтобы матрицы PfTPk были хорошо обусловлены, а нелинейная зависимость А(и) «не очень . г ..ьной*. Конечно, сходимость последовательности и'^  к стационарной точке может иметь место и для случаев «сильной* нелинейности А{и),Нс л\ шаге ИП (10.9) необходимо обращение симметричной па-ожительно определенной (тп х  ш)-матрицы Р[Рк- При практической реализации И П (10.9) матрицу Р [Р к  остав- ляют «замороженной» для обслуживания нескольких итераций, °""ько затем пР°изводят ее перерасчет. Это позволяет в ряде



2. Численные методы нахождения МНК-оценок параметров 177случаев значительно сократить общее количество вычислений для получения окончательной оценки.Еще одной упрощенной схемой И П  (10.9) является И П  градиентного метода:u (fc+i) =  и(к) +  р Т у  _  (10.10)не требующий обращения матрицы Р [Р к-Часто вместо И П  (10.9) и (10.10) используют, соответственно, ИПu<fc+l> =  u<*> + a k(P^Pk) - ' P l ( }  -  А(и<*>)), (10.11)«<*+0 =  „ » )  +  a kP [ ( f  -  A{u<*>)), (10.12)где оптимальное значение ускоряющего множителя а к можно выбирать из условияа *  =  arg m in Q ( u ^  +
а

v ^  =  ( P j P k)~ l P U S - A ( u ^ ) )для (10.11) и =  P [ { f  ~  А (и ^ ) )  Для (10.12).Для И П (10.11) и (10.12) в качестве подходящих значений а *  можно брать
(Pkv{k\ f - A ( u ^ ) )

а к  Iift0№)||2Часто основной вычислительной трудностью для реализации ИП Ньютона-Гаусса (10.9) является плохая обусловленность матрицы Р к Рк при некоторых значениях и к̂\ Левенбергом была предложена модификация ИГ1 (10.9), свободная от этого недостатка. И П  Левенберга определяется равенствома <*+1> =  +  (р £ р к +  o */m) - ' p f ( /  -  it ( « №))). (10.13)где параметр регуляризации а к >  0 выбирается так, чтобы ( т  х т)-м атрица Р ^ Р к +  &klm была хорошо обусловлена.Используется и другая регуляризованная модификация ИП (10.9):„.<*+<> =  „<Ч +  ( P l P k +  а кВ к)~'(/ -  *>)), (10.14)где В к — симметричные положительно определенные (тп х х т)-матрицы. В частности, Марквардт предложил^ в качестве Вк выбирать диагональные матрицы В к — diag ((Рк Рк)\и • • • 
■ ■ ■ APk'PkUm), где (Рк'Рк)л -  диагональные элементы матрицы
р1рк-



ш Гл. и). Штод наименьших квадратов для нелинейных моделейЕще одной существенной вычислительной трудностью реализации вышеприведенных И П  является выбор начального вектора 
и'-1\ Ясно, что если вектор и{ 1 выбран неудачно, на большомрасстоянии от искомой экстремальной точки функционала Q(tA то значительно увеличивается количество итераций, необходимых для получения приемлемого конечного результата. Общих конструктивных рекомендаций выбора t^ 51 не существует. Для некоторых частных видов нелинейного оператора А(и) такие рекомендации можно дать. Пусть, например, существует такой нелинейный оператор В: R n -э  i?\ что B ( A ( U ) )  =  С и , где С  -  (I к ш)-матрнца.Тогда из равенства Л(и) =  /  следует равенство С и  = BJ. Если оператор В  найден, то в качестве можно взять МНК-оценку линейной регрессионной модели С и  =  р, == (СТС }~ 1С Т!р, где ip =  B { f ).Пример 10.1. Рассмотрим задачу восстановления функциональной зависимости вида

у =  п  4 М 1)Л)н ,
к= \где Qfetx) > 0, Ь* х  — вектор-функции размерности т. ИмеемI&  У =  Y I  Ы х ) , гг) In ak(x) =  (и, е(х)), 

к— 1где исходная регрессионная модель линейна по и. Следовательно.можно взять « (|) =  (C TC ) ~ ]C Tip,

~  T I ? T  1 — j  — 1 €j(xi) — j -я компонен*та вектора е(хЦ, ;  =  (Ыуи . . . М  уп)Т■Методы и алгоритмы нелинейного оценивания представленыв работах [13, 31, 68, 118].



Г л а в а  11
МЕТОДЫ ВЫДЕЛЕНИЯ 

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ И ХАОТИЧЕСКИХ 
КОМПОНЕНТ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

При решении многих практических задач, связанных с математической обработкой неопределенных данных, например задач математической экономики, часто возникает необходимость сглаживания совокупности точек (tk,y k). к =  1 , . . . , п ,  фиксирующих функциональную зависимость у =  y(t).Операция сглаживания по существу эквивалентна выделению детерминированных и хаотических компонент из экспериментальной функциональной зависимости, задаваемой совокупностью точек (tk,y k), к =  1 , . . .  , п .Одним из эффективных методов выделения детерминированной компоненты из экспериментальной функциональной зависимости является представление функциональной зависимости по базисной системе линейно независимых функций {<Pj(t): 
j  =  1 , . . . ,  m }

т
У =  y(t) =  W i t t )  +  еЩ  (11Л)

j =iгде e(t) — хаотическая компонента, и \ , . . . ,и т — коэффициенты разложения, подлежащие оценке на основе известной совокупности точек (tk,y k) .В настоящей и следующей главах мы будем трактовать хаотическую компоненту как случайный шум [42, 76]. Однако существует другой подход, в рамках которого хаотическая компонента трактуется как детерминированный динамический хаос [73, 105].
1. Метод сглаживающих ортогональных полиномовЧасто в качестве базисной системы функций в (11.1) берут нормальную систему полиномов. Напомним, что система полиномов {<Pj(t), j =  1 , . . . , m }  называется нормальной, если в ней



Га . И . Методы Sbid&teHus компонент временных рядовISOприсутствуют все полиномы степени 0, 1..........т  — 1. Не умаляяобщности, можно считать, что + 0 )  —  полином степени j  -  1 .Наиболее простой нормальной системой полиномовявляется система полиномов г -0 )  — &  1 • Однако если 
т $ 7 ,  то при if j  (i) =  Р ~ 1 возникают принципиальные трудности вычисления оптимальных оценок коэффициентов Uj по совокупности точек k =  1Действительно, МНК-оценка вектора и =  ( i t i , . . . , t * TO)r  линейной модели

т

yk = ^ U j f : \tk \ - E { t k), к =  1 (11.2)j= iимеет вид (см. § 3) « =  (i4r n ~ U ) " U r Q -1 / , (Ц.З)'де / =  у]..........|/п r . .4tj =  tj 1 — элементы матрицы .4, П —ковариационная матрица случайных величин с(£*), i  =  1 , . . . , п .  Поэтому элементы матрицы Д т .4 имеют видU T.4 tjj =  £  « р - 2.Jt=lПредположим, не умаляя общности, что t е  О, 1] и tk+\ ~
— tк =  1/п я й  =  с г !п. Тогда. т  's **+j—2 -.- Г ,1 ,  = „ v : < — s „  (iы  "  i 7 - 2 eft n* + i -  г i , j  =

rдоватс,;ь.но, матрица .4Г Д при достаточно большом п к известно  ̂ матрице Гильберта Я ш (с точностью до зелЯ ПРИ увеличении порядка m  обусловленностьг Гильберта катастрофически ухудшается, что и указыва--с устой чивость МНК-оценки (11.3) параметров линейной
модели (11.2). к v

из наиболее эффективных способов избежать неустой- 
:ИВ10<’Т* ^Ри^исгке параметров линейной регрессионной модели, ~'7Г~7.еНН°^ представлением искомой функциональной зависи- Vх:т,' .- стемои полиномов, является использование в качестве ^исных полиномов нормальной системы полиномов, ортогональных на множестве точек {£*}. к =  1 ,п .ф-, :7  "7й / ' T f  1L1 f '1 Я  =  dU«  ^ ..........<4) И система базисных‘ W - Г-7* J  — 1 , , п,  ортонормирована на множестве то



/, Метод сглаживающих ортогональных полиномов 181чек {£*•} с весами {1 / } ,  к =  1 , . . . ,  п , то A 1 Q 1Л — единичная матрица и М НК-оценка (11.3) имеет вид" 1
uj =  ' * T - 1 (pj{tk)yk, j  = 1..... яг. (11-4)

к=\ кУстойчивость оценок (11.4) очевидна.Для любого множества точек {t.k} и весов {1 /сг'к}, к =  1 , . . .  . . . ,п ,  можно построить нормальную ортонормированную систему полиномов любого порядка га.Для построения ортонормированной системы полиномов можно использовать устойчивую схему Форсайта [81], согласно которой полиномы системы рассчитываются по рекуррентным формулам
с 1 / ^  f a  ~ Qi)2

ti < _| / л
V o ( t )  =  ( X I  “ 2)  ’ V’ i W  “  ~ a i ) Cbfc=l_  V ' '  tkri(tk) 

Щ+1 ~  ---- Д2 b*+1 =  Лfc=l <Jl
k =  1 A:=lЙ + 1 W  =  -  a<+ i)y?i(i) -  fc+ i¥ 4 -i(t) ,

(H-5)
= ( V ^ M ^ r ‘/2. » +lW = Ci+im i( t) . г = 1,2,....m.Q+l u -fe=l CTfПосле формирования ортонормированной нормальной системы полиномов по формулам (11.5) рассчитываем М НК-оценки параметров и =  ( г м ит)7 по формулам (11.4).Сглаженная детерминированная компонента у леT(t)  исходного временного ряда { tk,y k}, к — 1 , . . . , п ,  определяется равенством

УдатМ i=o ( 11.6)

В частности, значения детерминированной компоненты в точ-
тках tk даются равенствами улет(tк) — Y1 и№д&к)* к =  1 , . . . ,  гг.j=oСтепень сглаживания зависит от числа членов разложения га. чем меньше га, тем больше степень сглаживания.



1
Гл. U .  Л4еио0ь.: ^деления компонент временных рядовПодходящее значение т можно находить, используя различные критерии, основанные на анализе остатков (хаотическаякомпонента)

Для выбора подходящего значения т  можно использовать, например, показатель Херста (89, 93]. Известно, что показатель Херста для белого шума (хаотической компоненты) равен 0,5. Поэтому для выделения детерминированной компоненты подбирается такое значение т ,  при котором показатель Херста хаотического временного ряда (11.7) наиболее близок к 0,5. Существуют другие критерии выбора подходящего значения т.При решении практических задач, связанных с выделением детерминированных компонент временных случайных рядов, в них часто присутствует компонента, соответствующая большим выбросам. В этом случае применение схем выделения детерминированной компоненты, основанных на представлении
неправомерно и ведет к значительному искажению удет(Ы - При наличии больших выбросов вместо (11.8) необходимоиспользовать представление

Уът/’к: — компонента временного ряда, соответствующаябольшим выбросам.Для выделения из временного ряда всех трех компонент представления П1.9) необходимо применять робастные схемы. Решение практических задач, связанных с нахож дениемпредставления \ 31.9), показало высокую эффективность робаст- схемы 18,5) и основанного на ней итерационного процесса (8,15).Для исследуемой здесь задачи выделения трех компонентв представлении ( I I .9) схема (8.5) принимает вид

Jfiaor(̂ fc) ~ Ук Улет( ) » к 1 , . . . , П .  (П-7)

Ук Улет I ) 8“ Ухаот (£/:)» ( 11.8)

Ук Ужг' к̂) +  Увыб[̂ к) 8" Ууяот{̂ к)■> (11-9)

( 11. 10)



/. Метод сглаживающих ортогональных полиномов 183где
Ук, если к Е /о,

~ Е/ Wpo6j^Pji^k) “I- К ак, если к Е /+,=  S i= i
Здесь

3 ГАробj^Pj(tk) К ак, если к Е . к i =1
Г 1

^0 — : |2/Ас — Е  ^poCiV^ifa)! ^  К а к  j >
J=1Г m=  |  к : yk — Е  wpo6j<Pj{tk) >  Как  | , i= lГ т 1/ _  =  < к : ук — Е  Up06jipj(tk) <  —К ок  j *L j= iА' — параметр Хьюбера.Следовательно, итерационный процесс (8.15) для нахождения оценок (11.10), (11.11) принимает вид

1 т(1 )Ук, если /г 6
m /,ч m(0 _  I Е  V  V j f a )  +  К ак, если к £ 1\. ,

Ук — \ j = 1Е  w f V i f a )  -  К ак, если А* Е С Е(ОI, j=«(z+i)_\п№)
at

]  E ^ i f a k -  j  — 1 ,  771,
к— 1 А̂:

L j=l/<? =  { * :  V * - E « $ W < * )  > * * * } •1 i=i/1° =  {ft  : да -  E  n<

(11.11)

численного

( 11. 12)

где



~: /! Memtxdfei выёеиения компонент временных рядов182 Подходящее значение т можно находить, используя различные критерии, основанные на анализе остатков (хаотическаякомпонента)
Ухжя ($ Д- ~  Ук Удет(̂ к)» ^ — 1, ...  . П . (11./)Для выбора подходящего значения т  можно использовать, например, показатель Херста 189. 93]. Известно, что показатель Херста для белого шума (хаотической компоненты) равен 0,5. Поэтому для выделения детерминированной компоненты подбирается такое значение ш . при котором показатель Херста хаотического временного ряда (11.7) наиболее близок к 0,5. Сущ ествуют другие критерии выбора подходящего значения т.При решении практических задач, связанных с выделением детерминированных компонент временных случайных рядов, в них часто присутствует компонента, соответствующая большим выбросам. В этом случае применение схем выделения детерминированной компоненты, основанных на представлении

Ук Уяеях^к) "Г Ухгот(О. )> (11*8)неправомерно и ведет к значительному искажению удет(^)*При наличии больших выбросов вместо (11.8) необходимоиспользовать представление
У к =  Ущп *к) +  У ш б (^к )  +  У х а о т ( ^ ) , ( 1 1 . 9 )гле .ч,,*: т, — компонента временного ряда, соответствующая большим выбросам.Для выделения из временного ряда всех трех компонент представления (11.9) необходимо применять робастные схемы.Решение практических задач, связанных с нахождением представления (11.9). показало высокую эффективность робастной схемы (8.5) и основанного на ней итерационного процесса (8.15).Для исследуемой здесь задачи выделения трех компонент в представлении (11.9) схема (8.5) принимает вид

Л ди 1
u pof>j ~  У  " —2 г  у'- 1к)Ук* 

к=\ С"к
j  =  1, * *., га, ( 11. 10)



/. Метод сглаживающих ортогональных полиномов 183где

Здесь

у к, если к 6 /0,
тЕ  йробj<Pj(tk) +  если к € /+,ОД: =  j = 1
т
У , Цро6j¥>j(J'k) если A) £ .. j =1

/о =  |  & : l&ffc — У ,  'U'ppeĵ Pj (̂ fe) 1 ^  >J=1
Г m 'IУ  — j & : ?/fc — E ]  ^po6j<Pj{tk) ^i= lГ m -  1/_  =  | /с : у к У^ Цроб j  (к-) ^  —

( 11. 11)

i= iR — параметр Хьюбера.Следовательно, итерационный процесс (8.15) для численного 
нахождения оценок (11.10), (11.11) принимает вид

Ук

У к, если к € / q '\
т  m
У  u y p j { t k) + К с г к,

* J=1
если к £ i + \

Е  й { V j( tk) -  К(тк, если к £ / У
i = 1

“Г 1} =  £  ; W * ) v ®
fe=i

j  =  1 , . . . ,  m,

m ... л

J-1

i f  =  {fc:
j= l

/ i 0 =  {fc: » - E Sf
L j= l

¥ # * )  <

( 11. 12)

где



Га . И . Мет&ды выделения компонент временных рядов1S4 В качестве начального приближения j  =  1____ ,т , итерационного процесса (11.12) можно брать неробастные оценки (11.4), т .е . |  --  Ь" =  У  — 2 =  1..........тп. (11.13)ь= 1Предложенный итерационный процесс настолько прост и эффективен. что его можно реализовать на персональных компьютерах лаже для задач с размерностью ш , достигающей нескольких сотен (при восстановлении функциональных зависимостей и выделении детерминированных компонент число тп редко превышает 20-30).После нахождения робастных оценок u ^ j  три компоненты представления (11.9) находятся согласно равенствам
У апМ к) -  5 3  “ р о б /^ Д **)»

3=1
?к}

Ухяог(^к)

( ° -
ч Ук |/дет(,£&) — К  О к-,Is/* -  Удег(^) +  К а к,

Ук — Улет (tk ) — Увыб (tk),

если к £ /о, если к £ I+ , если к £ I - ,  
к =  1, , п. (11.И)На рис. 11.1 представлены результаты использования сглаживающих 1 сплошная линия) и робастных сглаживающих (пунк- ■'•рная -иния) ортогональных полиномов для m =  7, 15. В качестве временного ряда использованы последние 50 значений игделса РТС за 2002 год. Пример демонстрирует влияние мак-

365 г



2. Метод сглаживающих линейных сплайнов 185еимальной степени полиномов т на результат сглаживания. При увеличении т сглаживающий график приближается к исходному.Метод сглаживающих робастных полиномов можно использовать для конструирования алгоритмов, позволяющих оптимальным образом объединять экспериментальные данные при восстановлении функциональных зависимостей [24].
2. Метод сглаживающих линейных сплайновПроведение операции сглаживания, как правило, априори предполагает, что рассматривается задача восстановления функциональной зависимости у =  y(t) с непрерывным изменением аргумента t , т.е.  восстановленная функциональная зависимость должна позволять подсчитывать значения функции y(t) для всех значений аргумента t.Однако часто при рассмотрении временных рядов только дискретная совокупность «экспериментальных» точек (tk,y)с),

к =  1____, п, соответствует реально существующей зависимости,а остальные значения аргумента t и соответствующие им значения у не имеют никакого смысла в рамках рассматриваемой задачи сглаживания.При рассмотрении такого рода задач по существу речь идет о сглаживании только совокупности «экспериментальных» точек 
№к,Ук), к =  1 , . . .  , п ,  и исследователя совершенно не интересуют промежуточные значения аргумента t, принадлежащие открытым интервалам ]tk, tk+i [, к =  1, , п — 1.Представленные ниже сглаживающие линейные сплайны дают возможность наиболее экономно и в то же время эффективно производить операцию сглаживания дискретной совокупности точек (tkiyk), к = \ , . . . , п ,  по сравнению, например, со сглаживающими кубическими сплайнами. Действительно, линейные сглаживающие сплайны имеют наиболее простую структуру для значений t е  ]tk, tk+\ [, к =  1 , . . . ,  п  -  1, а именно линейную зависимость от t, что и дает возможность сконструировать более простые и эффективные алгоритмы их численного восстановления, в том числе восстановления робастных линейных сглаживающих сплайнов, по сравнению, например, с кубическими сглаживающими сплайнами (см. §4) .Напомним, что интерполяционным сплайном первой 
степени (линейным интерполяционным сплайном) называется кусочно-линейная функция S (t), проходящая через заданныеточки (tk, ук), к =  1 , . . . ,  n ,  t\ <  Ц  <  . . .  <  tn.



Гл И . Методы выделения компонент временных рядовВведем класс функций И ], заданных на промежуткетаких, что:1) S(t) непрерывна на Y i. #„];-)  S it , =  yk, k =  1..........n, где yk — заданные числа;3) S(t непрерывно дифференцируема на каждом ]tk,tk+\lk =  1___ _ я — 1;4 1 в точках t =  tt, к =  2..........п — 1, S f(t) может иметь разрывыпервого рода.Обозначим hk =  tk+\ - t k, к =  1 , . . . ,  п — 1.Лемма 11.1. Среди всех функций f(t)  е  W\ линейный
интерполяционный сплайн S(t} и только он минимизирует
функционал

Доказательство. Пусть fit )  — произвольная функция из клас- са И*,. Имеем: J(S-/ )  =  J ( f )  -  J ( S )  +  где '

_  Следовательно, J( S )  =  ./(/) -  J ( S  -  / ) , H o J { S  -  / )  >  О,линенныи интерполяционный сплайн S it)  доставляетминимум функционалу (11.15).

(11.15)

Q = - 2 \ s 'm s '{ t ) - j < ( t ) ) d t

Получаем следующую цепочку равенств:

Ук^\ ~ у к ГУк-r \ -  У к 
Ьк V hk

Ук+ l  ~  У к 
hk

f i t ) )  dt =
(Vk+l -  У к) =



2. Метод сглаживающих линейных сплайнов 187Предположим, что /*(£) — еще одна функция из класса W\, минимизирующая функционал (11.15). Имеем: J ( f *  -  S) =  О,т. е. *к+1
(/'*(() — S'(t))2 dt =  0, 1,. п 1.

tkПоскольку /*(£ ) и S'(t) непрерывны на [tk,tk+1]» из последнего равенства получаем: f* ( t)  =  S'(t) на любом промежутке 
t е [tfcJfc+i]. Следовательно, /*(£) =  S(t) -f C k для t € [tk,tk+1]- Ho f*(tk) =  S(tk), откуда Ck =  0. Лемма доказана. □

Рассмотрим экстремальную задачу
f *( t )  =  arg m in j a (/(t)) 

J\t)

arg mm
№

. f ^ ( y * - / f a ) ) sfc=i -f a (/'(t))2 cit}, (11.16)
где a  >  0 — фиксировано.Лемма 11.2.  Минимум функционала )) достигается
на линейном интерполяционном сплайне.

Доказательство. Зафиксировав значения /*(£&)* k — U ---cn , проведем через точки ( ) )  линейный интерполяционный сплайн S a(t). В силу леммы 11.1 имеем неравенство
СS'a( t ) fd t С (,f'*(t))2dt.

Следовательно, J a(SQ(t)) ^  ))» поскольку
к=1Лемма доказана.
у ( : У к - Г Ш ) 2 _  у^  к=  1 S«(tfc))S

□



188 Г:. I /. .ЛЬ?тао€?ьг выделения компонент временных рядовПусть 5а :П — линейный сглаживающий сплайн, минимизирующий функционал J a (/). Обозначим Sk =  S Q(tk), к =  1.........п>5 =  ( S j_____ S n)T. Имеем
Л So Г' = Л(5) = у  + а ' у ±  (Sk+iЯ  «* Я S t ):Отсюда
2 dSi

1 #/Q 2 а д _  S i ~ 1/12 a ( 5 , - 5 2)a f c , — Sk Q /
ч h -

Wfc-1 - 0  +

к=  2, . ■ ,n - 1 ,1 d Ja Sn - a ( s « -2 d s n «2 hn- l
5 n.Следовательно. для определения искомого вектора 5  получаем систему _

A S  =  F, (11.17)симметричная трехдиагональная (п х п)-матрица А  и вектор
F  задаются равенствами

Г  *i Ai 0 0 . . 0 0Q 1 a a о“X ~  +  7----f  7—ftf «2 U '• 0 0
0 0 0 0 . . 0 a

/  »l/cr?\**/<4
hn-

F  =

ОО
\

_  _|— 2_

\Уп/о1/Матрица А — положительно определенная с диагональным Следовательно, существует единственное реше-И€ " ^ т^ ы С 17), которое, в частности, .можно найти с помощью метода прогонки [41].Построив -еперь линейный сглаживающий сплайн с закреп*лением крайних точек, т. е. предполагается выполнение условий -  у ., Ь0^ Тл: =  з/Г1. где yi и уп фиксированы.



2. Метод сглаживающих линейных сплайнов 189Определим линейный сглаживающий сплайн условной экстремальной задачиmin J a(S(t)), S(ti) =  уи S(tn) =  уп,где
j Q(S(t)) = g b ^ 4 M ) : + a [ , ruw 2№ ) )

Обозначим S q =  (S2, • • •, S n- i ) T - Имеем
J a ( S 0) =  ’f ^ ^ + a ’f JL ( S M

u о L—1Отсюда
1 dja(s0) S2 У2 , a ( q n, \ j_ ® t q
о — ;тт;—  = ------о—  +  7 ~ { b 2 “  2/1) +  7 -1 ^ 22 d S2 a i h\ h2

1 f t ^ S o )  =  S i V k  +  «  №  ) +2 a s fe /ifc-l
к =  3 , . . . ,  n -  2, Л*

1 a J a (50)2 a s n_ !Sn— 1 Уп— 1 +  - ~ —(Sn-\ -  S n -2) +  7
/in—9. Лл-1

O'
СГ,n—1Следовательно, для определения вектора S’o стему

Л05о =  Го,где симметричная трехдиагональная (п — 2) х иа Л0 и вектор F 0 задаются равенствами

как решение 
( И . 18)

dt.

Sk)2.

■ S3) =  О,

- s k+ 0 = 0,

П - ! ~  У п ) ~
получаем си- (11.19) 
п -  2)-матри-



190 Гл. 11. Методы выделения компонент временных рядовДо =
/  1 Q Q<т| Л| fr?О а

Ы 0
1 a  r q  а

ax h? h$ Лз
ОО

—а 1 а а+  7----- +  '
h n -2  CT^_J Лп_ 2 К - \ )

( 11.20)

г  _  ( U2 а  ш  Уп—2 Уп- 1 , а  \ Т\6Т5 h 1 (73 сг; _ 3 Лп-1 /До — положительно определенная матрица с диагональным преобладанием. Следовательно, существует единственное решение системы (11.19), которое, в частности, можно найти с помощью метода прогонки.Значение линейного сглаживающего сплайна S a(t) в этомслучае определяется равенствами'^1) =  У\' {tk) =  Sfc. к =  2, — ,Т1 — 1, S<x(tn) =  Уп•

3, Робастные линейные сглаживающие сплайныДля построения линейных робастных сглаживающих сплайнов применим схему получения робастных М -оценок. Рассмотрим робастный функционал
Jo 'S  —  + q  (11.21)

к— 1 *.где р г — четная дифференцируемая функция, неубывающая для 
t >  0 , причем р{0) =  0 , p(t) ss t2 для малых |t|.Аналогично лемме 11.2 доказывается, что функция, доставляющая минимум функционалу (11.21) в классе кусочно- непрерывных функций, естьлинейный сплайн S a {t).Обозначим Sa(tk) =  Sk, S  =  (S\..........5 n)r , Ja (S )  =  Ja(^a\4 )-Возьмем в качестве pit) функцию Хьюбера?2,2 К Щ - К 2,

\t\ ^  К ,1*1 >  к .



3. Робастные линейные сглаживающие сплайны 191Введем три множества индексов:/0(£) =  {к /+ (£) =  {fc 
U S )  = {к

IУ к | ^ К  &к })
Ук ~  S k >  К а к] ,  
Ук ~  Sk  <  ~ К а к] .

( 11.22)

Каждый индекс fr==_l,...,m входит в одно и только в одно из множеств Io(S), / _ ( £ ) , /+(5).Имеем 1 O J^ S )  =  +  а  (5) _  =  0t2 оЬ 1 erf «1
-  -  Sjfc-i) +  -  S k+1) =  0,2 dSk °k hk- 1

k =  2 , . . .  ,n  -  1, (11.23)
1 d J Q(S)2 d S„где

Ук

, ( S „  -  S „ - i )  =  0,<r: ft»-i
yk, если fc G /o(5),5 a, +  K a k, если fc G /+(£), -  K a k, если fc G I~ (S).Следовательно, для определения искомого вектора S получаем систему ~ 4

A S  =  F ,  (П-24)где матрица А  определена равенством (11.17), а 
F  =  Ш ..........M WСистема (11.24) нелинейна^поскольку компоненты вектора F  зависят от искомого решения S .Для решения системы (11.24) используем эффективный итерационный процесс „

A & l+ l) ± F ® ,  (1125)где
ук, если к G Io(S{l)),

+  К  а к, если к G J+ (S(,)),
-  К а к, если k е /-(5 (/)),



!92 F.l И . Методы выде.1ения компонент временных рядов

' 11 Г J \ j j *Jа множества /г( 5' . I~ [S  ' }, I - ( S  ) определены равенствами (11.22). _  _В качестве начального F  01 рекомендуется брать F^0' =  Т  =
• 2  i - 2 \ T=  [У\. f f j ..........9 * / Ю  •Аналогично строится итерационная процедура нахождения линейного робастного сглаживающего сплайна с фиксациейкрайних точек SQ{t 1) =  t/j, Sa{tn) =  уп:

где -4о S T ’ ТУ°II
с ;: =  ( s p , . c(01 ----i~ —1 <4 а , Уп—2 Уп- 1 , Л. \<4-2’ < 4 - i 1 V - .

Ук, если к e / 0 ( 3 ? ) .
0  i} ** -  A tTit, если Дг € 0 ( 4 ° ) .  fc =  2- - -- если ib €

(11.26)

0~ метим. что робастные М-оценки, полученные с помощью функции Хьюбера. предполагают симметрию больших выбросов относительно сглаженной робастной кривой. В условиях наруше- симметрии, когда, например, количество больших выбросов мало, вместо функции Хьюбера можно использовать функцию Тыоки [95. 104]
pit.

- i t
(11.27)Щ 4  Я

t >  R .Введем два множества индексов:
k t S  =  { k  : ук -  Sk ^  RfJk}, I r (S )  =  { к  : \ук — Ski >  Ятк}<(11.28)и функционал J a S  вида 111.21), где pit) определена равенством (1 L27). Каждый индекс к ~  1 принадлежит одномуи только одному из множеств lQ(S). I r (5).Для производных —~Д~ , к =  1 имеем систему ра*. .  . 0 .5  i;венств (11.23), где

Ук =  I  еС1И к € Iq(S)> 
\ s k, если к € I r (S), к ~  2 , . . .  , п  — 1. (11.29)



3. Робастные линейные сглаживающие сплайны 193Следовательно, для определения вектора S  получаем систему (11.24), где компоненты вектора F  =  (у{, . . .  ,у п)Т даются равенствами (11.29).Для решения системы (11.24), (11.29) используем эффективный итерационный процесс

Аналогично строится итерационная процедура нахождения робастного линейного сглаживающего сплайна с нейтрализацией больших выбросов в условиях нарушения симметрии и с фиксацией крайних точек S Q{t\) =  у\, S a(tn) =  уп:

а множества Io(S), I r (S) определены равенствами (11.28).На рис. 11.2 представлены результаты использования методов сглаживания с помощью линейного (сплошная линия) и робастного линейного (пунктирная линия) сплайнов. В качестве временного ряда использованы последние 50 значений индекса РТС за 2002 год. Символами (*, 4-) отмечены значения с г £ и г € /_ соответственно. На нижнем графике показаны величины корректировок значений исходного временного ряда в результате применения итерационного процесса (11.25).Приведем один из примеров использования робастных линейных сглаживающих сплайнов при решении задачи оперативного управления портфелем инвестиций на рынке облигаций.Пусть на рассматриваемую дату все выпуски облигаций пронумерованы индексом к =  1 , , . . , п .  Обозначим через Pk,' А. В Кпянев. Г. В. Лукин . Л . К. Улумян

где

где

если к £ I r (S  ^),если к € к =  2 , . . .  , п  — 1,



fx  //. .Мгдаоды аыдадашя колшонаып временных рядовШ

Рис. 11.2fe =  1........п, цену к-го выпуска (в процентах от номинальнойстоимости), имеющего на рассматриваемую дату срок до погашения тк дней. Тогда совокупность точек ( т ь Р * ) , & — описывает состояние рынка облигаций на рассматриваемую дату.Согласно определению сглаженная совокупность точек"г .Р сгл* . fc =  1......... я , образует текущее равновесное состояниерывка облигаций. Здесь Рсглк — сглаженное значение цены к-то выпуска на текущую дату.Выпуски, для которых Рк >  Рстк (Рк <  Рсглк) называются 
переоцененными (недооцененными) рынком.Динамическое управление портфелем выпусков облигаций состоит б пере вложении средств из переоцененных выпусков облигаций в недооцененные. Аналогично может решаться задача формирования портфеля акций [50, 103].

4. Метод сглаживающих кубических сплайновВ настоящем параграфе рассматривается задача восстановле- ш я функциональной зависимости, когда независимая переменная. не обязательно является временем.Пусть между двумя величинами х и у с у щ е с т в у е т  неизвест- 42я исследователю функциональная зависимость у =  fix)' Д<|Я восстановления этой зависимости производятся экспериментальные измерения у* в точках x !r i =  1 Задача осложняетсятем* 410 измерения у, производятся с ошибками имеющие случайный характер, т. е. у» =  Ун 4- £*, где угг — неизвестно точное значение у =  f ix)  в точке х  =  х , .



4. Метод сглаживающих кубических сплайнов 195Задача восстановления функциональной зависимости состоит в получении оценки у — f ( x ), причем не только в узлах измерения х  =  Xi , но и между ними. Более того, часто наряду с восстановлением самой функции f (x)  требуется найти оценку ее производной f ' (x).Задача восстановления функциональной зависимости с непрерывным изменением аргумента является одной из основных задач математической обработки и интерпретации результатов экспериментов.В настоящее время одним из эффективных способов восстановления функциональной зависимости с непрерывным изменением аргумента по экспериментальным данным является применение кубических сплайн-аппроксимаций, в том числе применение кубических сглаживающих сплайнов при наличии ошибок в измерениях yi.Сглаживающие кубические сплайны тесно связаны с интерполяционными кубическими сплайнами. Поэтому предварительно дадим краткое введение в теорию кубических интерполяционных сплайнов.В дальнейшем, не умаляя общности, предполагаем, что узлы {я*, г =  1 , . . . ,  п} ,  упорядочены, т. е.
а =  Х[ <  Х2 <  . ■. <  х п =  Ь. (11.30)Функция S n(x) называется кубическим сплайном с узлами (11.30), если: 1° на каждом интервале [хг, з а д ]  S n(x) — кубический полином, т. е.:fn(s) =  (li +  bi(x -  Xi) +  Ci(x -  Xi)2 +  di(x -  Xi)3, (1 1.31)

2° Sn(x) — дважды непрерывно дифференцируема на [a,b\.Кубический сплайн называется интерполяционным, если
Sn(xi) =  yi, г n . (11.32)Из (11.31) следует, что yi =  а{, г =  1 , . . . ,  п -  1.Для построения кубического интерполяционного сплайна необходимо знать 4 ( г а -  1) коэффициентов {a i,b i,C i,d i, г =  1 , . . .

. , .  ,п  — 1}. Из условий непрерывности S n(x), S'n(x), S"(x)  во всех внутренних узлах Xi, г =  -  1, получаем 3(га -  2)равенств. Кроме того, имеем п равенств интерполяции (11.32). Итого получаем 4п — 6 равенств с вхождением в них неизвестных коэффициентов. Недостающие два равенства задают дополнительно в крайних узлах х\, х п и называют краевыми услови
ями. Обычно используют следующие типы краевых условий:1° S'n(x\) =  m j , S'n(*n) =  m 2i



1% Гл. ! L  .ЧездесЫ выделения компонент временных рядовГ  S * i* i)  =  m b s%{xn) =  пц;3  S%{n) =  m i ,  S%(x2) =  m 2 ;
4‘ ST(n) = S^lin), *■ = 0, 1.Часто используют краевое условие 2° с m j =  m 2 =  0.Ниже приводится удобный и компактный алгоритм построения интерполяционного кубического сплайна S n( x ), в котором сначала находится вектор значений вторых производных в узлах И 1.30) М , =  SJJ(jPi), i — 1..........п, а затем восстанавливаютсякоэффициенты Ь,, с ,, d?, i =  I ____, n — 1. по формулам
j, i'j-rJ — й   ̂ Mi+1 4~ -Л/j Л/j j  A/j-j- j — A/j
b = ^ - - h , -------g-------, Q = T . *  =  —  ,(11.33)где A t =  Xj+j — x ,, i =  I___ ,n  -  1.Для нахождения неизвестных значений Mi ,  i =  1 ис-пользуем условия непрерывности первой производной сплайна во внутренних узлах х*, i =  2 , . . .  , п  — 1, с учетом условий интерполяции (11.32). Получаем п — 2 равенства:Aj—1 ^ j-i- 3/j _ ! + ^  i f  ^  V f __  У*-И Уг

2. ... ,П —

yi -  Vi-1
Ы-i  9 

(11.34)

Два недостающих уравнения получаем из краевых условий,которые относительно M i% i  -  1, имеют вид
щ  Щ  -  щ М 2 =  D t ,  VIМп_, +  v 2M n =  D 2, (11.35)т е  !х;, ii'2, s"i, г2. D\, D ‘2 в зависимости от типа краевых условий даются следующими равенствами:у! для краевых условий типа 1° щ  =  h\/3 , и2 =  h\/6, v\ = =  hn i 6, г2 =  An-i ’3. D] =  [у2 -  y\)jh\ -  m i, D 2 =  (yn-1 --  £h )/&Tt-! +  m2;2} для краевых условий типа 2° щ =  1, u2 =  0, uj =  0, v2 =  1.А  =  Ш|  ̂ Z?2 =  т 2:3,i для краевых условий типа 3° щ  =  1, щ  =  - 1, щ =  -1 ,
А  = -m \h\t D2 =  m2K~\-Совокупность п равенств (11.34), (11.35) — квадратная си- линейных алгебраических неоднородных уравнений с пнеизвестными А£|, % — 1_____пСистему П L34), (11.35) относительно искомого п-мерно-0 —*:т°ра ^  =  Д/1, — , М п)т  запишем в векторно-матричной■форме:

A M  =  Н у  ^  /, (11.36)



4. Метод сглаживающих кубических сплайнов 197где у =  ( у \ У п У  — n -мерный вектор, /  =  ( / ь О , . . .  ,0,  f n)T имеет только две ненулевые компоненты f\ и /п, зависящие от типа краевых условий. Для краевых условий типа 10 f\ =  —т\, /п =  -т .2, для остальных краевых условий / t =  D\, f n =  D 2. Матрица А  представима в виде
7 Й ) 'где

( h6 h\ +  h2 ,3 h26 0 . . 0 0 0 \
л 0 = 0 П2 h2 +  Лз 3 hz6 '' 0 0 0

1 ° 0 0 0 . . hn-2  ' 6 bn—2 “Ь hn— i 3 hn—6 7— ((п -  2) х  п)-матрица, А\ =  (и\, и2, 0 , . . . ,  0) — матрица-строка, А 2 =  ( 0 , 0 , . . . ,  0, v \, v2) — матрица-строка.Матрица Я  представима в виде
11tC!

1  - 
h\0

Il2

1
h2

0 . . .  1
Ы

0 0 0 0 . . .
. . .  0 0. . .  0 0

1
hn-2 \hn-2— ((п — 2) х п)-матрица, Н\, Н 2 — матрицы-строки, элементы которых зависят от типа краевых условий. Для краевых условий



198 Гл. U  еыд&йгния каыпонент временных рядов1 -), длятипа 1" Н\ =  , —,0 — ,0). Н? =  (0— ,0 , - — ,«1 «I , «п-1 «п-1остальных типов краевых условий Н\, Ну — нулевые матрицы.Поскольку матрица .4 трехдиагональная, система (11.36) эффективно решается методом прогонки, требующим только ~ 16л арифметических операций. Устойчивость метода прогонки обеспечена в силу выполнения неравенства (/t*_i 4- hi)/3 >  A -i/ 6  + -  У 6. которое означает, что Л — матрица с диагональным преобладанием. В частности, диагональное преобладание обеспечивает невырожденность матрицы .4 и тем самым единственность решения системы (11.36). Итак, кубический интерполяционный сплайн единственен.Для вычисления значений кубического интерполяционного сплайна 56 х и его производной S^(x) в точках, не совпадающих с узлами (11.30), наиболее компактной является схемаГорнера:5» (*) =  #« +  * (А + 1(с, -f tdi)),
S I i xi =  А 4- ft2с,- 4- Ш ) ,  Xi "  Х ^ Х ш  ’ f ~  X Xi'(11.37)Для подсчета 5Т,:.г: и 5J,)х) по формулам (11.37) необходимопредварительно подсчитать {6г,с,-, A , i =  1 , . . .  ,п  -  1} по формулам (11.33).Если число вычисляемых значений кубического интерполяционного сплайна меньше 1.1гг, то целесообразно вместо формул U 1.37) использовать формулы

=  »  + Уг
hi

— iz- — х) ~ х  4- hj)Mj  4- (t 4- hj)Mj+\ |6 >

$п(*) & -J ~  Рг

4  t ( x  ~  ) [ f-i ~ 1 — х  4- hi)М{ -f t{t 4- h%)Mi+\
+^ ( ( z - z , , , ) — — M i'  ( u 3 g )  6

^  X i +  J •Ин ерполяпионные кубические сплайны обладают следую- “ им свойством сходимости. Обозначим haiax =  m ax hi. Пусть/ 1  имеет ка отрезке а,Ь непрерывные производные до 3-го



4. Метод сглаживающих кубических сплайнов 199порядка включительно. Тогда S n \ x ) равномерно по х £ [а,Ь\ стремится к f [k\x) ,  к =  0 , 1 , 2 ,  при /?.тах -»  0. Более того, имеют место неравенстваsup |/(fc)(х ) -  S\k)(z)| ^  C kh к =  0 , 1 , 2 ,  (11.39)я€[а.Ь]где C k не зависят от узлов (11.30), а определяются только свойствами f (x)  и ее первых трех производных на промежутке[«. Ь].Замечательным качеством интерполяционных кубических сплайнов является их экстремальное свойство. Рассмотрим квадратичный функционал
J((p) =  (if"(x))2 dx. (11.40)

аПоставим задачу на минимум функционала (11.40) на классе дважды непрерывно дифференцируемых на [а, Ь] функций, удовлетворяющих условиям интерполяции ср(х{) =  гц, г =  1 , . . . , г а ,  и одному из краевых условий 1 °-4 °. Обозначим класс таких интерполяционных функций через ^ ( .т ) ,  к =  1 ,2 ,3 ,4 ,  в зависимости от выполнения краевых условий К °.
Теорема 11.1. S n(x) =  arg min ,/(</?), где S n(x) — ин-

<p{x)€V2k(x)
терполяционный кубический сплайн, удовлетворяющий крае
вым условиям К °.В частности, интерполяционный кубический сплайн S n(x), удовлетворяющий нулевым краевым условиям 2° (mi =  m 2 =  0), доставляет минимум функционалу J(ip) в классе дважды непрерывно дифференцируемых интерполяционных функций.Функционал (11.40) определяет меру кривизны функции <р(х) на [а, 6]. Поэтому экстремальное свойство интерполяционных кубических сплайнов означает, что они имеют минимальное значение меры кривизны среди всех дважды непрерывно дифференцируемых интерполяционных функций.Рассмотрим механическую задачу об изгибании тонкого упругого стержня, который должен проходить через точки щ, 
i =  1 , . . . , п ,  с шарнирным закреплением в этих точках.Тогда функционал (11.40) будет пропорционален упругой энергии стержня, имеющего форму <р(х), а экстремальное свойство интерполяционного кубического сплайна S n(x) означает, что стержень примет форму S n(x) (предполагается, что на краях
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х =  а. ж — Ь стержень закреплен в соответствии с выбраннымикраевыми условиями).Интерполяционные сплайны применяют только в том случае, когда ошибки в измерении $  малы, а расстояние между соседними талами jt, достаточно большое. В противном случае интер- no.: я ц ионный сплайн, проходя через точку г/*, будет реагировать даже на сравнительно небольшие ошибки в измерении у* и в нем будут присутствовать высокочастотные колебания, имеющие случайный характер. Присутствие высокочастотных ложных флуктуаций доставляет особые неприятности в случае необходимости дифференцирования сплайна.Поэтому при наличии ошибок в измерениях г/, для восстановления функциональных зависимостей вместо интерполяционных сплайнов применяют сглаживающие сплайны, во многом свободные ог вышеуказанных недостатков интерполяционных сплайнов.Пусть случайные величины £* (ошибки в измерении да),* =  1.........п, независимы и М £  =  0, D £  =  of .  Существуетнесколько приемов введения сглаживающих кубических сплайнов. Один из приемов описан ниже.Рассмотрим функционал
где о >  0 — параметр сглаживания.Поставим задачу на минимум функционала (11.41) в классе И t дважды непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих условиям К 0. Подчеркнем, что в отличие от экстремальной задачи на минимум функционала (11.40) не требуется выполнения интерполяционных равенств =  yi, i =  1, — ,я.Теорема 11.2. Решением задачи на минимум функциона
ла 11.41 е классе И> является кубический сплайн, удовле
творяющий краевым условиям К °.

доказательство. Пусть функция р*(х) € Wk доставляет минимум функционалу <11.41). Обозначим у* =  р*(х{),  г =  1, — * п, °стРОИм интерполяционный кубический сплайн S * ( z ) , удовле* .йоряющий интерполяционным условиям S£{x%) =  у*, % ~
И краевым условиям К°. Из теоремы 11.1 следует, что

d r  € ' x))2dx. Но<* а
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Е  Mvi-  р *(*<)°)2 =  Е  ~ З п Ш. , (7,- ; отг=1Поэтому J Q(S*) ^  J Q(<£>). Поскольку функционал (11.41) в классе функций Wk сильно выпуклый, то решение задачи на минимум функционала (11.41) единственно. Следовательно, S * ( x ) =  =  < *̂(:г). Теорема доказана. □

В дальнейшем 5 *(х ) будем называть сглаживающим куби
ческим сплайном и обозначать S na(x).На первый взгляд задача нахождения сглаживающего сплайна кажется более сложной, чем для интерполяционного сплайна, поскольку априори отсутствует информация о координатах 
Snai^i)- Но эта задача решается с использованием экстремального свойства сглаживающих кубических сплайнов, зафиксированного в теореме 11.2.Решение задачи на минимум функционала (11.41) приводит к следующему замечательному результату относительно искомого сглаживающего сплайна S nQ(x) [37].Теорема 11.3. Кубический сплайн Snaix ) является сгла
живающим тогда и только тогда, когда выполнена система 
равенств

Sna(xi) +  ota'iZi =  Уг,  (11.42)
где Z x =  S "  (a), =  S'''a(xi +  0) -  S ' ^ i  -  0), г =  1 , 2 , . . . ,  гг -
- l Z n =  S J"  (6).Система равенств (11.42) дает возможность построить эффективный численный алгоритм нахождения сглаживающего кубического сплайна. Обозначим

Z  =  ( Z i , . . . , Z nf ,  у =  (у\..........Уп)Т .

Sa =  {Sal,---, Sa n f ,  ..................M nf ,где Sai =  Sna(xi),Mi =  S "a (xi), i  =  1 , . . . , n .  Введем матрицу
Щ  =  diag (<т?, . . . ,  о-*).Тогда систему уравнений (11.42) можно записать в векторноматричной форме: . . .

За +  OlK ( Z  =  у. (11-43)Векторы S a и Z  можно выразить через вектор М . Действительно, для кубических сплайнов справедливы равенства
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5 Г (х ( + 0 ) -W.+i -
е ш1 * m  _  Mi—i Ъп {Щ -  0) = ---- г--------«1-1

i =  1 1 ,  
i =  2 , . . . ,  n ,нз которых следует представление

7 Л/, -  Л/] 7 Л/1+1 -  A/* M t - M i - i  . п
Z ' =  “ *Г—  2 , =  ~ --------------- ■ 1 =  2.............................7   —! А/пZ'TJ — -  .«п-1Тогда систему предыдущих равенств можно записать в векторно-матричной форме:

Z  =  Н ТМ ,  (11.44)где матрица Н  определена в формуле (11.36).Из системы (1 1.36), справедливой для любого кубического сплайна, для сплайна Sna (х) следует соотношение
HSQ =  AM -  f. (11.45)Подействуем на обе части системы (11.43) матрицей Н  и вы- иаз^м Z  и H S Q через М  согласно равенствам (11.44) и (11.45). Получаем систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестного вектора М :L4 +  а Н К е Н т)М  =  Н у  +  / . (11.46)Поскольку матрица А  трехдиагональна, а матрица Н К $Н Т - . г-диагональна, матрица А  А  осНК^Н7  пятидиагональна.-д> ? всех типов 1 -4  краевых условий матрицы А  и Н К ^Н 7 положительно определены. Поэтому матрица А  +  а Н К ^ Н т положительно определена для любого а ^  0.

Игах, система (11.46) для любого а  ^  0 имеет единственноерешение.Носки,шку матрица А +  а Н К ^ Н 7 пятидиагональна, систе- ^  i U  ^  эффективно решается методом обобщенной прогонки, СВО€  ̂ реализации ^  ЗОп арифметических опера-После решения системы (11.46) значения сглаживающегол* в е с к о г о  сплайна S ^ ix )  в узлах агг можно подсчитать по формуле
=  а Щ Н тМ . (11.47)



4. Метод сглаживающих кубических сплайнов 203Если требуется вычислить значения S'na(x) и S nQ(x) в произвольных точках х  € [а, 6], то можно воспользоваться формулами Горнера (11.37) с заменой в этих формулах на S na(xi), 
i =  1 ,. • •, n .До сих пор предполагалось, что параметр сглаживания фиксирован. Если а  —> 0, то сглаживающий сплайн Sna(x) стремится к интерполяционному сплайну S n(x) с условиями интерполяции 
Sna{xi) =  Vi, i — 1 , . . . , п .  Поэтому при малых значениях а  >  0 у сглаживающего сплайна могут появиться случайные высокочастотные флуктуации из-за ошибок в измерениях yi, г =  1 , . . . , п .  Напротив, если а —¥ + о о , то сглаживающий сплайн стремится к линейной функции, для которой (р"(х) =  0. Поэтому при больших а  происходит слишком большое сглаживание экспериментальных точек (xi ,yi),  i =  1 , . . . , п .  Ясно, что подходящее значение параметра сглаживания должно быть согласовано с уровнем ошибок в измерениях yi,  г =  1 , . . .  , п . В частности, если уровень ошибок стремится к нулю, то а  должен также стремиться к нулю согласованно с уровнем ошибок.Чаще всего для выбора подходящего значения параметра сглаживания используют способ невязки. Введем функционал
1п(а) =  -  У^ (Sna(xi) -  Vi)2—у, называемый невязкой. Тогда, со- 

п "  1 п:г=1гласно способу невязки [66], выбирают такое значение ао> Для которого , .
1п(<* о) =  & (11.48)где /3 рекомендуется брать из промежутка [0,8; 1].Фактическое нахождение подходящего значения «о согласно способу невязки сводится к последовательному нахождению 

Sna(x) для различных а  и выбору из них такого S nctQ(x), для которого наиболее точно выполняется равенство (11.48).  ̂ ^В частности, если все измерения равноточны, т. е. <т“ =  сг , 
i =  ,п ,  то среднеарифметическая=  I  £ ( / ( * , )  -  Уг)\г=1где f(xi) — значения искомой функции в узлах, является состоятельной оценкой о 2 (если бы сг2 была неизвестной) и при достаточно большом п о 2, близка к а 2. Если предположить, что 
Впа(%г) достаточно близки к f (x) ,  и в <т2 заменить /(:?'?:) на 
S n a ( X i) ,  ТО п

а2 ^ -  -  У’ ? -п ~г=1



Гл I I . Методы выделения компонент временных рядов201Приравняв <т- известной а2, получаем равенство для определенияподходящего значения а :
-  Y ,  ( ( X i )  -  y i ) 2 =  c r  (11.49)i=!(сравните с формулой (] 1.48)).Существуют другие методы определения подходящего значения параметра сглаживания, в том числе для случая, когда дисперсия ошибок а2 неизвестна [25].Плеть т- неизвестна. Тогда для определения подходящего значения oq используют способ перекрестной значимости, согласно которому Qo =  arg min М\\у -  S Q||,де усреднение производится по различным измерениям значенийискомой функции в узлах х ,,  i =  1..........п.Поскольку обычно исследователю известна лишь одна реализация измерений у, то функционал Л/jJj/ — Sa заменяют на

*  ° )  =  Ё ( м ь - 5 * Ы ) 2 . (11.50)*=11де Sk j  сглаживающий кубический сплайн, построенный пог -  1 измерению у\..........Ук-1,Ук+\>- - ,у п в узлах х\ <  хо <  . . .  <<  <  x ^ i  <  . . .  <  х п, к =  1 , . . . ,п .оа подходящее значение параметра сглаживания берут о. ко .рое минимизирует функционал перекрестной значимости 111.50). Численная реализация способа перекрестной значимости требует построения семейства сглаживающих сплайнов \Sk(x), к =  1 , . . . , п }  для различныхзначений о .заключение параграфа приведем схему восстановления Ф»нкдиог!.а.;ь«ой зависимости с помощью робастных сглаживающих кубических сплайнов.Вместо функционала И 1.41) рассмотрим робастный сглаживающий функционал
и = ± Р( ^ Ы \ + а

г—! ^  '
( / ( x ) f d x ,  (11. 51)

где pis) — функция Хьюбера.Следующая еорема доказывается аналогично теореме 11.2.



4. Метод сглаживающих кубических сплайнов 205Теорема 11.4.  Решением задачи на минимум функциона
ла (11.51) в классе Wk является кубический сплайн S**(x),  
удовлетворяющий краевым условиям К 0.В дальнейшем S**(х) называется робастным сглаживаю
щим кубическим сплайном и обозначается 5 роб(#)- Обозначим Spo6 =  ('5роб(**'1 )*•••» '^роб(Я'п)) > -М ( M l , . . . , Мп) » M ”t =  «*(*«)■Можно показать, что вектор S poe связан с М  соотношением5Роб =  у' — (11.52)а вектор вторых производных находится из системы нелинейных уравнений

(А + а  Н  Щ Н Т)М  =  Н у  +  / , (И  .53)где матрицы А , Н , К £ и векторы у , /  такие же, как и в (11.46), а вектор у' =  (у[ , . . .  ,у'п)т определяется равенствами
{Уг, если i £ /о,

S po6{xi) +  K(Ti, если i £  /+,
S ?o6(xi) -  К о и  если i £/() = . {}  • IUi ~~ £роб(Яг)| ^  K & i } ,

I + =  { i  : yi 5роб(^г) >  I -  =  { г :  Ух -  £роб(Яг) <  - K ( T i } .Для решения системы нелинейных уравнений (11.53) можно использовать нижеследующий итерационный процесс:
(А  +  а Н К ^ Н т) М [ м )  =  Н у {1) +  / , (11.54)где

У и если г £ I,(0о ’ (0y f ] =  < s f ] +  Koi,если € l'+( S-l> -  KiTi, если г £ /® ,S«> =  ( S f , . . . .  S<'>)T =  -  «  К (Н ТМ « \4 ° = {i: |№- S f  К  *<*}.4 °  =  {< : y i -  S j0 >  K o f i ,  i i 0 =  { » : Vi ~  S il) <  - K n ) .В качестве начального приближения *5^ можно взять стла живающий кубический сплайн, задаваемый равенствами (11.46), (11.47).Итерационный процесс (11.54) сходится за конечное число шагов к решению системы (11.52), (11.53).



306 Гл 11 Методы выделения компонент временных рядовЗаметим, что итерационный процесс (11.54) обладает высокой вычислительной эффективностью, в частности из-за того, что на каждом шаге процесса решается система (11.54) с одной и той же пятидиатональной матрицей ,4 +  а Н К ^ ( Н )Т , что дает возможность, обратив ее однажды, «обслуживать* все дальнейшие итерации.На рис. 11.3 представлены результаты использования кубического сглаживающего (сплошная линия) и робастного кубического' сглаживающего (пунктирная линия) сплайнов. Символами (★ , 4-) отмечены значения с i € /+ и t € / - .  На нижнем графике по-

Рис. 11.3казаны величины корректировок значений исходного временного гида в результате применения итерационного процесса минимизации робастного сглаживающего функционала (11.51).Рооэстные сглаживающие кубические сплайны были успешно использованы для решения ряда некорректных задач при обра- оотке данных физических экспериментов [8, 9].
5. Метод вейвлетовВ последние годы для исследования неопределенных данных был разработан новый инструмент — вейвлет-преобразование. Ниже дано краткое введение в теорию вейвлет-преобразова- 

И еТ0 применения при обработке неопределенных данных. Термин * wavelet* был впервые введен в 1909 г. Альфредом Xaaoov (Alfred Нааг). В дальнейшем, особенно в последние 
I ) лет, аейалет-ачализ развивался в нескольких направлени



5. Метод вейвлетов 207ях усилиями многих ученых (Jean M orlet, Y . Meyer, Stephane Mallat, Ingrid Daubechies) [112, 116, 119, 121, 123, 126].В определенной степени вейвлет-преобразование является обобщением преобразования Фурье.Напомним, что любая функция f(t)  из класса Ь ^ - ъ ,  7г) может быть представлена в виде ряда Фурье:оо
№ =  £  скеш , (11.55)

fc =  — ОО

где ск =  ^  f(t)e lkt dt.
—жФункции ipk{t) =  егЫ образуют ортогональный базис пространства Ь г(—7г ,7г) и построены с помощью масштабного преобразования базисной функции ф(t) =  elt.ооДля всех f(t)  G L 2( - oo , oo) верно \f(t)\2dt <  оо и спра-—ооведливо разложение в интеграл Фурье: оо

т c ( u ) e } u d w ,  c(w) =  2^- i u t—ooВ то же время, поскольку elkt fa  0 при t —у oo, elkt не может быть счетным базисом в пространстве Ь2(—оо,оо).Поставим задачу о сохранении представления типа (11.55)для f(t) е  L 2( - о о , о о ):оо
f(t) =  c#l>k(t)>

к = —оо
оо1

Ск “  с .—оо f ( t ) $ k ( t ) d t , (11.56)
где ipk(t) образуют ортогональный базис пространства
L 2( - o o , o o ) .Оказывается, можно построить ортогональный базис в Ь2{ - оо, оо) на основе одной базисной функции которая и называется (базисным) вейвлетом, но с помощью двух операций: масштабного преобразования и параллельного сдвига,например 'iftnk(t) =  2п/‘2ф(2пЬ — к).Для того чтобы фЦ) € L 2( -o c ,  оо) была базисным вейвлетом,необходимо выполнение двух условий:1° ф({) =  0 за пределами некоторого конечного промежуткалибо ф(1) -> 0 при t оо;



ш Гм / /. Л!счтгоо̂ ы выд&зения компонент временных рядов

2° j v{t) dt — 0.—з сКроме того, поскольку v(t'\ 6 1о(—ос. ос), то должно выпол-ЭСняться неравенство | v ( t ) 2dt <  ос.
—жИногда требмот равенства нулю всех моментов до определен*зсного порядка, т. е. | f* t '( f) dt =  0. k =  1 , . . . ,  то.

—жНиже даны примеры базисных вейвлетов, используемыхв вейвлет-анализе.Пример 11.1 (Вейвлет Хаара).
( 1, 0 ^  0,5,

v ( t ) =  J - 1 .  0,5 <  t ^  1, (11.57)t o .  t i  [о. 1 ].Базисный вейвлет Хаара имеет конечный носитель t £ [0,1]. Функции tv,* t) =  2n 2и(2nt -  k), n , k  =  0 , ± 1 , ± 2 , . . .» образуют ортонормированный базис пространства Ь-2{—ос, оо). Определим семейство функций
V * l t ) =  Y .  2n M 2n(t +  j ) - k ) ,J=-3C (11.58)
и =  0,1,2,..., А* =  0,1,_,2” — 1.Можно показать, что *>„*(!) — периодические функции с периодом Г  =  1. Их называют периодическими вейвлетами Хаара.Периодические вейвлеты (11.58) образуют ортогональный базис пространства Ь?(0Л ).Пример 11.2 (Французская шляпа — FHAT-wavelet).-1 / 2 . r e - i . - 1/з).1, t6 [-1/3 .1/3 J.

1 /2 * < 6  (1/3.1],
0 . 1 1И .  i ] .

(11.59)
Этот базисный вейвлет имеет конечный носитель t £  [—1.1]-Нижеследуюшие базисные вейвлеты, в отличие от предыду-т и х , непрерывны на всей числовой оси.



5. Метод вейвлетов 209Пример 11.3.  Семейство базисных вейвлетов ip(t;m) определяется равенством
ф ( р , т )  =  ( - 1 Г ^ е - ^ 2 , т =  1 , 2 , . . .  ( 1 1 .6 0 )Вейвлет ip(t\ 1) называют волновым вейвлетом (wave- wavelet), вейвлет ip(t\ 2) — мексиканской шляпой.Базисные вейвлеты семейства имеют бесконечныйноситель t € (—00, ос), но очень быстро стремятся к нулю при

t - » 00.Пример 11.4 (Вейвлеты Добеши — Daubechies wavelets). Базисные вейвлеты вейвлетов Добеши непрерывно дифференцируемы, но, в отличие от базисных вейвлетов семейства y(i;m),  имеют конечный носитель.Семейство базисных вейвлетов Добеши принято снабжать символом DaubiV, N  =  2 , 3 , . . .  Наиболее часто используется вейвлет Daub4 четвертого порядка. Для фпа-иы справедливо равен-ооство J £0ваим(£) dt =  0 и его носитель t € [0,3].-00Базисные вейвлеты V'BauWvW могут быть получены из равенства оо
tto a u b jv (t)  =  V 2 J 2  { - l ) k Ci-k(N)0(( 1 1 .6 1 )

k= —00где Ci(N) — коэффициенты, зависящие от порядка N  базисного вейвлета Добеши; для каждого N  число Ci(N), отличных от нуля, конечно. Например, для базисного вейвлета фваиы{^)

Со 1 +  у/г4\/2 ’ C l  = З +  ч/З 
4V2

с 2 = 3 — л/з 
4у/2 ’ С 3 = 1 -  V3 4\/2 ’а остальные С г равны нулю.Функция Ф(N, t)  называется сканирующей для базисного вейвлета k’DauM и определяется как пределФ( N , t ) =  lim Ф„(Лг,*) , (11.62)n-̂ 00где 4>0(N, t)  =  г]{х) -  Т){х -  1), ф )  -  функция Хевисайда,

о с

K ( N . t )  =  V2 Y ,  C k i N ^ n - ^ N ^ t - k ) .
f c = - o ОВсе функции Ф(N, t) ,  N  =  2 , 3 ......... непрерывны и имеют носитель t е  [0,3]. Из равенства (11.61) следует, что базисные вейвлеты ^oaubA также непрерывны и имеют носитель t G [0,3].



210 Гл И . Методы выделения компонент временных рядовАналогично (11.58) определим семейство функций
VnkiNj) =  £  2я 2lbaubx(2n(t +  j )  — к),

J=-OC (11.63)
п  =  0 , 1 , 2 .......... Дг == 0 , 1 ____ , 2п~ 1.Можно показать, что Г ц*( Л, £ )  — периодические функции с периодом Г  =  1. Периодические вейвлеты Добеши (11.63) образуют ортонормированный базис пространства 1 2(0Л)- Для любой f\t) £ £ 2(0, 11 справедливо разложение

где
эс 213 —1/'■' =  ° о +  5 3  У  a „* ( -V ) v „* ( -V .г). (11.64)n=G fc=01 1

со =  [/(* 1 dt, a n k { N )  =  I f ( t ) i p n k ( A \  t )  d t .о 0С вейвлетами Добеши тесно связаны еще два класса вейвлетов: кофлеты (coiflets) и симлеты (symlets), которые так же- как и вейвлеты Добеши, имеют конечный носитель. Например, базисные кофлеты порядка Л . сконструированные Добеши и Кофманом (R. Сопш ап), имеют 2п моментов, равных нулю, и носитель г -  Л , 2Л — 1]. Так же как и вейвлеты Добеши, оазисные вейвлеты семейства кофлетов могут быть представлены Б разложения 111.61) через сканирующую функцию (разную -  я разных кофлетов) с конечным числом отличных от нуля коэффициентов С г.П.еть базисный вейвлет ф(1) удовлетворяет условию норми- 
L" f ' rlf ~  1- Покажем, что все вейвлеты семейства

—ос

v nk{t} =  2п 2ф(2пt - k ), п , к  =  0 , ±  1..........:акже нормированы. Действительно,
= 2п 1,

f'\a* ~ % dt'. Таким образом, для всех вышепере-численных семейств вейвлетов Vnk(t). п ,к  =  0, ± 1 , . . . .  выполнено



5. Метод вейвлетов 211условие ортонормированностио о
'ФпкХ '̂Фп'к'(t) dt =—осгде 5пп> — символ Кронекера.Одной из наиболее значительных прикладных областей вейвлетов является сжатие информации, содержащейся в сигналах. Дело в том, что полезный сигнал, подлежащий сжатию, представляет, как правило, суперпозицию локальных образований со- литонного типа, а образования такого рода с высокой точностью (в отличие от разложений по синусам и косинусам) могут быть представлены в виде разложения по ортонормированной системе вейвлетов с небольшим числом отличных от нуля коэффициентов.Другое направление применения вейвлетов связано со сглаживанием хаотических временных процессов, т. е. выделением детерминированных и хаотических компонент.Более подробную информацию о свойствах вейвлетов, вейвлет-анализе и его применении можно найти в [119, 123].



Г л а в а  12
МЕТОДЫ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ХАОТИЧЕСКИХ 

ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

Прогнозирование временных процессов — одно нз основных направлений исследований во многих прикладных областях и в науке в целом. Особую значимость прогнозирование имеет при исследовании экономических процессов, в частности процессов в финансовой области. Уметь прогнозировать с приемлемой точностью развитие исследуемого временного экономического процесса — базовая предпосылка для успешного управления процессом и реализации максимальной эффективности работы управляемой экономической системы.К настоящему времени разработано много методов и основанных на них алгоритмов прогнозирования временных процессов |1. 4. 5, 42, 60. 73. 74. 88, 115]. Ниже рассмотрены сравнительно новые методы прогнозирования, два из которых используют априорную информацию экспертного характера, а третий основан на выделении так называемых главных компонент исследуемого временного ряда.
1. Методы прогнозирования с использованием 

априорной информации и ортогональных полиномовПри прогнозировании временных рядов часто в распоряжении исследователей имеется априорная информация о значениях временного ряда в будущие моменты времени, для которых и про- изводится прогноз. Ясно, что при решении практических задач априорная информация в абсолютном большинстве случаев носит неопределенный характер. В таких ситуациях задача прогнозирования состоит в оптимальном учете априорной и н ф о р м ац и и  при ее «объединении» в процессе прогнозирования с информацией. содержащейся в уже реализованной части временного ряда.Ниже предполагается, что априорная информация задана в виде априорных экспертных оценок значений временного ряда
( 12. 1)



/. Методы прогнозирования с использованием полиномов 213для будущих временных дат
tи задаются уровни погрешности этих оценок в виде числовыхзначений дисперсий: 2

а \ , . . .  , a L . (12.2)Предполагается также, что в распоряжении исследователя имеется реализованная часть исследуемого временного ряда для прошедших временных дат t-N ,t-N + \ , ■ ■ ■ Л - i  и настоящей даты £0-Для осуществления прогноза значений временного ряда на будущие даты t\,t2 , ■ ■ ■  объединяющего информацию в реализованной части временного ряда и экспертную информацию, в этом параграфе мы используем схему выделенной детерминированной компоненты с помощью разложения временного ряда по базисной системе полиномов, ортогональных на множестве значений аргумента £_jv, £ _ j y + i , . . . ,  ■ ■ ■, tL (12.2) с весами
wk = l/4, k =  - N , - N + \ , . . . , 0 , U - - - , L -  (12.3)Согласно результатам, представленным в §11.1,  детермини- рованная компонента временного ряда дается равенством

Удет(А') — X I  U3 
3=1где

U-i

к =  —N ,  —N  +  1 , . . .  , 0 , 1 , 2 , . . . , L ,,  (12.4)(12.5)X I  W№j(tk)yk,
k = —N

y-N, y~N+i ,  ■ ■ ■  ,Уо — значения реализованной части исследуемого временного ряда, у \ , . . . , у г, — экспертные оценки (12.1).Окончательно прогнозные оценки y npor(tk) значений временного ряда на будущие даты t\,t2> ••• Даются равенствами
2/nporfe) =  У дет(^), к  =  1’ • • • ’ L ' где Удет(^) определяются из равенств (12.4).Замечание 12.1.  Точность прогноза (12.6) во многом определяется точностью экспертных оценок (12.1), задаваемой дисперсиями (12.2). В частности, при erf. —> 0, ynpor{tk) Ук> 

к  =  1 , , . . ,  L  и информация в реализованной части временного ряда становится ненужной.Замечание 12.2. Если экспертные оценки (12.1) отсутствуют, то по умолчанию будем полагать
2/1 =  2/2. * • • > Уь =  Уо- (12.7)



214 Гл. 13 Методы прогнозирования хаотических временных рядовВ этом случае достаточно надежный прогноз можно получить лишь для небольшого числа временных шагов вперед (в предположении выполнения равенства hk =  tk+\ — tk =  const).Замечание 12*3. Если дисперсии o?.N ,cr^ v+1, . . .  априори неизвестны, то наложим <т£у  =  <т“ V+1 — . . .  =  а2 =  и2, где и2 предварительно определяется из равенства
° 3 =  Ъ ' Е  ( У к - У к ) 2.(12.8)* k=-N  

тгде ук =  Т  « j к =  ~ N , - N +  1..........О,j = 1
«£ =  Е  ф к ) у ь  (12.9)

k=-Nа {у  Г }  — система полиномов, ортогональных на множестве значений аргумента с весом, равным единице.Замечание 12.4. При отсутствии экспертных оценок и использовании равенств (12.7) можно положить о\ =  crg(l +  8k),
к — 1..........I*, & 2  0.Замечание 12.5. Все используемые в представленной вышесхеме прогнозирования параметры (ш , Лг, L) следует определять на этапе обучения схемы прогнозирования с использованием реализованной части исследуемого временного ряда. Критерием отбора подходящих значений параметров в процессе обучения прогнозируемой схемы должно являться качество прогноза, например сумма квадратов невязок между прогнозируемыми и реализованными значениями исследуемого временного ряда.Если з реализованной части у ~ х , . . .  ,у$ временного ряда имеются большие выбросы, то вместо предложенной выше схемы выделения детерминированной компоненты должна применяться робастная схема.В этом случае, согласно 1, детерминированная компонентавременного ряда дается равенством

Улаг % ! -  £ и р о б , ?>(«*), к =  - Д \ - Л  +  1 , . . .  . 0 ,  1 
}= I

l  ( 12. 10)— Е  (tkpjki j  =  \ , . . . , т ,  (12.11)j  =  1..........m,



2. Методы прогнозирования с использованием линейных сплайнов 215где
Ук

У к,

У] ’̂робj P̂ji k̂) "Ь К (7к,
< j=  1 

тУ  Upo6j iPj {{-к) ~  & (7к, 
к i = l

если А: € /о. если А; € /+,
если к е  I - ,

т/о — {& : |?/fc — up°6j Фз(^к) I ^j= l
тп1+ — {А: : Ук ~  Провjipj{tк) >  -АТ 07-},i= l

тп
I -  =  {А: : г/fc — ^  Up06 j ( p j ( t k )  <  — Асг/с} .j = iНелинейная робастная оценка (12.11) может быть найдена с помощью итерационной процедуры (11.12), (11.13).Окончательные прогнозные оценки уПрог(̂ А:) значений временного ряда даются равенствами (12.6), где уДет(А*;) определяются из равенства (12.10).

2. Методы прогнозирования с использованием 
априорной информации и линейных сплайновТак же как и в предыдущем параграфе, предполагается, что априорная информация задана в виде экспертных оценок (12.1) и погрешностей этих оценок (12.2).В этом параграфе для выделения детерминированной компоненты мы используем разложение по системе линейных сплайнов, основанной на минимизации сглаживающего функционала

^  ™к(Ук ~  У М У  +  а  Y L  h~k (y (tk+l  ̂ ~  y (tk^ 2, ( l2 1 2 )
k = - N  k = - Nгде определяются равенством (12.3), hk =  Afc+i ~ U*. a  >  0 — параметр сглаживания.Тем самым, согласно § 2, вектор детерминированной компо-ненты К„т =  (Vw(t-N). У*Лк)Г определяется из системылинейных алгебраических уравнений

A Y Kr =  F , (12.13)



216 Г-i i i .  прогнозирования хаотических временных рядовгде симметричная трехдиагональная матрица Л и вектор F  даются равенствами
а а/ !Г_

.4 =
Лг Л-.v+tа

-  .V  -И

ОW-JV+1 + Г 1А-А + аЛ+1 а-АГ-И
О . . .  О . . .
О . . .. . .  О О . . .  О

О - аAl - i U’L + Al - i /F  =  i у— xW—x , . . . ,  i/LWjr):Поскольку .4 — матрица с диагональным преобладанием, то для любых наборов исходных неопределенных данных (11.1)- 113) существует единственное решение Улет системы (12.13).Окончательно прогнозные значения даются последними
L  компонентами вектораДля предлагаемой в этом параграфе схемы остаются справедливыми все замечания предыдущего параграфа с заменой в замечании 12.5 параметров ( m , N , L )  на параметры (a, N, L) .Если в реализованной части */_ х .......... уо временного ряда присутствуют большие выбросы, то для выделения детерминированной компоненты временного ряда г/_Лг,т/-лчь •••.2А).2/1......... 1̂1.вместо сглаживающих линейных сплайнов должны использоваться робастные линейные сглаживающие сплайны.Согласно § 11.3 в этом случае вместо сглаживающего функционала 12 12) используем робастный сглаживающий функционал

L
YL PW wk iyk-yi tk))fcss—jRfгде pi § — четная дифференцируемая функция, р( 0) =  0. p(s) ~ 

~~ для малых s\t р{з)/#* —t 0 при s -> ос.Если в качестве p is )  взять функцию Хьюбера, то детермин. рованная компонента =  (УяегЦ-н),. .Удег(^))Т временно!0 ряда у - ____, y L . определяемая как вектор, минимизирующим Р°



3. Методы прогнозирования с использованием SS/4 217бастный сглаживающий функционал (12.14), является решением системы нелинейных уравнений

F' =  (w -Ny'_дг,. . . ,  wLy'L)T, у'к =  т +  К о ь  если к е  /+,
k  = {к- |Ук -  2/детij'kil < ^Ifc}. 1+ = {& УА: -  г/дет(Ы > AVfc}, 
I-  =  {к: yk -  Уцет^к) <  - K c r k}.Для фактического нахождения Удет можно использовать итерационную процедуру, изложенную в § 11.3.Если в качестве p(s) взять функцию Тьюки
то Удет как решение задачи на минимум функционала (12.14) является решением системы нелинейных уравнений (12.15), где
'о — {к : |Ук Уает{̂ к)\ ^  R&k}i /ft — {к • \'Ук Уаел{1к)\ ^  R^k}-Для фактического нахождения Удет как решения нелинейной системы (12.16) можно использовать описанную в § 3 итерационную процедуру, сходящуюся к искомому решению за конечное число шагов.Как и прежде, прогнозные значения для дат t \ , . . .  , t k определяются равенствами2/прог( А̂г) =  2/дет(̂ )> к  =  1, • • • > L .

3. Методы прогнозирования с использованием 
сингулярно-спектрального анализаМетоды исследования временных рядов, основанные на сингулярно-спектральном анализе (Singular-Spectrum Analysis — SSA), были развиты в основном на протяжении последних 16 лет [27, 109-111, 114, 115, 117, 130], хотя основы этого метода были заложены в более ранних работах [14, 44]. В настоящее время S S A  успешно используется для выявления скрытых периодичностей и выделения детерминированных

A Y aeT =  F ', (12.15)где если к € /о.

Ук> если к е  / 0 ,
Уает̂к), если к € Ir, (12.16)



-16 .r : Методы прогнозирования хаотических временных рядовгде симметричная трехднагональная матрица А  и вектор F  да-ются равенствами
f 1Г_\ + а

А  — Л-лч

Q5 -v + i h -s + iо а  аИ'-Л'-И +  ---------- h
h-N +1 h . N

о о ...а  о . . .
h~N+i

О . . .ОО
О - а

hL-i WL  + h i-1 /
F  -  {y-NW -N, - • - , Vl ^ l )T-Поскольку A  — матрица с диагональным преобладанием, то для^юоых наборов исходных неопределенных данных (11.1)- 1 .3) су ществует единственное решение Y&er системы (12.13). Аончаггельно прогнозные значения даются последними

L компонентами вектора Удет.Д.;Я предлагаемой в этом параграфе схемы остаются спра- ГТ,’ зсе замечания предыдущего параграфа с заменой8 * паР2метров (т, N ,  L)  на параметры (a,N,L).^  * реализованной части y _ N , . . .  ,у$ временного ряда при- > .i i ют ос..ьдне выбросы, то для выделения детерминировани и  компоненты временного ряда y - Nry . N + u . . .  ,уо,у\ ........ yL-•Mecooi сглаживающих линейных сплайнов должны использо- - й. рсюастные линейные сглаживающие сплайны.г-Иг ^ - Л^ м Т Д  ^  ^ 3 этом CJ1-V4ae вместо сглаживающего функ-^.-..<иа 1 д.) используем робастный сглаживающий функцио-
г £  £ - ( * ( < * - 0 - » ( « * ) ) * .  (12.М)

k——N kр’ Д - ! ! » аЯ “ ФФе^ниируемая функция, /?(0) =  0, />(«)- - х .»  малых * _ >  о при * -> оо.
..rS ^ tA ь '-а ' естБе Рг*) взять функцию Хью бера, то детермини-
р Д  , !  Ш В ) М Н И  .. . . . . . # « r ( ‘ t ) ) T  временного.У̂ - определяемая как вектор, минимизирующий ро



3. Методы прогнозирования с использованием S S A 217бастный сглаживающий функционал (12.14), является решением системы нелинейных уравнений

F' =  (w-Ny'_N , . . . , w Ly'L)T, ук =  т +  Ксгк, если к е I+ ,

/о — {к- |Ук Удет(^)| ^  К(7к}, 1+ — {к. ук Уает^к) ^
I-  =  {к'. ук — Уцет{1к) <  ~ &СГк}.Для фактического нахождения Удет можно использовать итерационную процедуру, изложенную в § 11.3.Если в качестве p(s) взять функцию Тьюки
то УдеТ как решение задачи на минимум функционала (12.14) является решением системы нелинейных уравнений (12.15), где
I q =  { к  : |у к -  У д ет (£ к )| ^  R c k } ,  I r  —  { &  : IУк  У д е т ( ^ ) |  >  R ^ k } -Для фактического нахождения Удет как решения нелинейной системы (12.16) можно использовать описанную в § 3 итерационную процедуру, сходящуюся к искомому решению за конечное число шагов.Как и прежде, прогнозные значения для дат t\ ,. . .  , t k определяются равенствами

y n p o r ( t k )  =  Удет(0г)>
3. Методы прогнозирования с использованием 

сингулярно-спектрального анализаМетоды исследования временных рядов, основанные на сингулярно-спектральном анализе (Singular-Spectrum Analysis — SSA), были развиты в основном на протяжении последних 16 лет [27, 109-111, 114, 115, 117, 130], хотя основы этого метода были заложены в более ранних работах [14, 44J. В настоящее время S S A  успешно используется для выявления скрытых периодичностей и выделения детерминированных

A Y aeT =  F ', (12.15)где если к Е Iq,

ук, если к 6 /о,
Удет(̂ /с)* если к Е 7ft, (12.16)



218 Гл. 12. Методы прогнозирования хаотических временных рядовкомпонент, включая сглаживание исследуемых временных рядов. В последние годы разрабатываются алгоритмы прогнозированиявременных рядов, использующих S S A  [27, 115].Пусть задан исходный временной ряд
У\..........Уп- (12.17)Зададим два целых числа М  и L , называемых шириной окна и числом шагов соответственно, и сформируем (L х  М)-матрицупошагового движения: У1 У2 ••• Ум \

У2 Уз УМ+1 (12.18)
■ Ус УЬ+1 УЬ+М -1/Рассмотрим задачу на собственные значения симметричнойнеотрицательной Щ  х  Л/)-матрицы Y T Y :

Y T Y % = p v .  (12.19)Собственные значения матрицы Y TY  называются сингуляр
ными числами матрицы У (что и дало название S S A ).Произведем ранжирование сингулярных чисел в порядке убы-33 Н ИЯм

> 0,(12.20)обозначив через v j =  [фц..........VjM )r , =  1........... М ,  соответству-ющую им ортонор.чированную систему собственных векторов.Сформируем ортогональную матрицу П =  и определим (L  х Л/1-матрицу главных компонент V  равенствомVr =  r n  =  (V i..........VM ), (12.21)де \.j. j  =  К . . . , А / ,  суть L -мерные векторы, называемые глав
ными компонентами.Из равенств (12.21) следует соотношение

Y  =  V n T =  j r V j Tj>Jt (12.22)j= iпредставляющее собой разложение исходного временного рядапо главным компонентам VJt j  =  1..........М .Числовые значения сингулярных чисел pj определяют уровень «информационного вклада* компоненты Vj во временной ряд. причем компонентам с большим индексом j  соответствуют изменения временного ряда большей частоты.



3. Методы прогнозирования с использованием 55Л 219Поэтому для осуществления операции сглаживания необходимо отбросить несколько последних по индексу главных компонент, соответствующих шумовой хаотической компоненте, оставив первые гп из них, V\ и вместо (12.22) использовать равенство
т

Y ' =  Z V^ J -  (12.23)
3 =  1Сглаженные детерминированные значения yAeT{tk) исходного временного ряда получаются путем усреднения значений элементов на побочных диагоналях матрицы У  — { ^ } ,  

I =  1 L , j  =  1, . . .  , М : уЛет{и) — У\ \ > Удет^г) =  (у 12 "Т 2/21)/^» Удет(̂ з) =  {У 13 +  У22 У.31)/^’Одна из возможных схем прогнозирования с помощью S S A  основана на рассмотрении системы линейных алгебраических уравнений
mZ) х гФ \г =  Уп-м + 2’!= ‘ .........................  (12.24)
тпX) Хг Фм-\,г =  Уп.г= 1где фц — г-я компонента вектора фj , yi — члены исходного или сглаженного рядов (12.17).В системе (12.24) m  неизвестных . . .  ,£ т  и М -  1 уравнение.Если система (12.24) совместна, то прогнозируемое значение 

Уп+[ может быть представлено в виде
гп

уп+ 1 =  (12.25)
г=\где х \ , , х т — решение системы (12.24).Пусть исходный временной ряд (12.17) порожден однородным конечно-разностным уравнением порядка т  с постоянными коэффициентами:

Ут+i +  а\Утн-\ +  . . .  + а туг =  0, г = 1 , 2 , . . .  (12.26)Тогда при М  ^  гп -+- 1 система (12.24) совместна и имеет единственное решение.



Г-0 Гл 12. Методы прогнозирования хаотических временных рядовВ этом случае можно продолжить прогноз на последующиевременные даты, используя системуm .. .V  Л * 1. . — ?/2 -  Г| Ь и ~  У п -М + 2 + k '.........................  (12.27)V 4 (*) г _/ . V M — l ,i  — Уп+k*i=lн прогноз
т (1е\M - I = £ i i  t'M i. * = 1 , 2 . . . .  (12.28)1=1Для. к =  0 система (12.27) и прогноз (12.28) соответствуют(12.24) и (12.25).Системы \ 12.27) совместны или несовместны одновременнодля всех к =  0,1,2___Системы \ 12.27) несовместны (при М  >  га) тогда и только ~о"да. когда исходный ряд не порожден уравнением типа (12.26). Систему (12.24) запишем в векторно-матричном виде:

A X = F - e , (12.29)-де F  =  Уг,_ м _ 2* —  Уп)1 — вектор правых частей уравнений системы (, 12.24), е — вектор «погрешностей» по отношениюк неизвестному вектору F * t для которого система А Х  =  F* совместна. г)В условиях несовместности системы (12.24) определим век- ’ ст Л как МНК-оценку вектора X  линейной регрессионноймодели (12.29).Имеем
X '  =  (ATA ) ~ l A TF ,  (12.30)г а е * *  =  < 4 ..........х'т)Т_Про иодируемое значение уп+\ определяется равенством

if*

Уп+-\ ^   ̂£j Фмг- (12.31)t=iОпределим вектор у  =  (у-. где Дается равенством (12.31), ( » * _М+2, . . . , ^ У  =  А Х * .

 ̂ ^е''" и система (12.24) совместна, то е — 0.



3. Методы прогнозирования с использованием S .S 4 221Вместо рекуррентных систем (12.27) рассмотрим рекуррентные системы
Е  ' 01г =  У п—М + 2 + к  *.......................... (12.32)Е  х\к)ф м -1Л =  У п + к ’ А: =  0 , 1 , 2 , . . .г=1Все системы (12.32) совместны и каждая из них имеет единственное решение X . . .  ,Хт}*)Т ■Определим прогноз для последующих временных дат равенством _
m  (U\

У п + к + 1 ~ У :  X i Ф M i . к —  1 ,2 , . . .  (12.33)г=1При реализации схем прогнозирования, определяемых формулами (12.25), (12.28), (12.31), (12.33), требуется задание ширины окна М , числа шагов L  и числа выделяемых главных компонент га. Число га определяется размерностью (рангом) исследуемого временного ряда и может быть определено из анализа соотношений между числовыми значениями сингулярных чисел у j . Ширина окна М  должна быть несколько больше числа га. И , наконец, число L  должно быть больше М  (иногда в несколько раз).Оптимальные значения параметров (га, М , L ) могут быть найдены, например, исходя из минимизации длины вектора невязок реализованных и прогнозных значений исследуемого временного ряда на отрезке временного ряда, соответствующего этапу обучения прогнозной модели.В другой возможной схеме прогнозирования с помощью S S A  рассматривается совместная система (12.24), где yi =  удет(^)-Заметим, что конечно-разностное уравнение (12,26) можно записать в виде m — 1^  =  « 0 +  Е  V 0 -  (12.34)
3=1где Y{ =  ут+г/утп̂ 1_\, X j i =  Ут+г+ j - 1 /Уm + i-1» и0 =  ~ аЬ UJ =' Ф7+1 ■Если рассматривается хаотический временной ряд, детерминированная компонента которого удовлетворяет уравнению (12.26), то для исходного временного ряда можно рассмотреть линейную регрессионную модель
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У™-и +  ®i Sfa*+1 - 1 +  . . .  +  ату, +  £i -  о , (12.35)которая в обозначениях уравнения (12.34) запишется в видето—] ̂s — Щ +  JT  U jX ji 4- i =  1 ,2 , . . .i= i (12.36)

Система равенств (12.36) полностью соответствует многофакторной линейной регрессионной модели (7.30) и тем самым между SSA  и линейным регрессионным анализом существуеточевидная взаимосвязь.

_  г ' к ^   ̂ демонстрирует применение метода сингулярно- •.,^ектра..ьг.зго анализа для прогнозирования ряда. Для примера i 10лшом степени (сплошная линия). Символом.'-означены значения, использованные при обучении, а сим* ^  ^  <0 “  спР°гнозиРованные значения.„ ... ,..'“'E,i0CTHO" чт'° * и вР^менной ряд (12.17) является решением ,счечно-разностного уравнения (12.26), то S S A  обеспечивает • № ын прогноз на любое число шагов вперед.
~ ' " " А ряд (12.1/) является реализацией линейной^^родн ои  регрессионной модели (12.35). где £i -  хаотическая .  ^Н€н‘а* то’ обеспечивает прогноз, точность которого т д : : : ™ "  стеленыо вариации хаотической компоненты е*. чы /пя- '- : «серь совокупность взаимосвязанных времен-

Уз\* ■- *У)п>3 =  1 ,.. . ,р . (12,37)



3. Методы прогнозирования с использованием 55Л 223В соответствии с многомерным сингулярно-спектральным анализом (M SSA ) построим многомерную матрицу пошагового движения  ̂2/11 У 12 У \ М  ?/21 2/222/12 2/13 ••• 2/1М+1 2/22 2/23 •••
2̂/lL V l L + l  ' ' * 2/ln 2/2L 2/2L+1 •••••• У 2 М  ••• 2/pl Ур2 ••• У 2 М + 1  ••• 2/p2 '2/рЗ

У2п ' '  ■ УрЬ У р Ь +1 " '  2/рп угде L  =  7г -  А/ +  1.Аналогично одномерному S S A  рассмотрим задачу на собственные значения ( М  • р х  М  ■ р)-матрицы У Г У :У т У Ф  =  мФ> (12.38)множество ранжированных собственных значений задачи (12.38)
Mi ^  М2 ^  ^  М м р  ^  0  ( 1 2 .3 9 )и соответствующую ортонормированную систему собственных векторов Ф; =  (Ф 1 ,;...Ф М р ,у )Т , 3 =  1Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений:

ъ  ■ ф  1,* =  2/1,l + i ;г=1 
т

У ]  X i  • Фм— 1Л =  2/1,п;г= 1 ' Фм+1.г =  2/2.L+1»г= 1

•' • У р М  \ ••• Урм+i
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тТ "  x t * =  У2,П;»=1
т

V-T, - Ф(р_1)м+1д =  УрЛ+ь (12.40)j= im
' ^ р М ~  1,» =  Ур.т

i= lгде т ^  Л/ь системе (12.40) m неизвестных х =  ( х \ , . . . ,х т)Т
И 3/ ~ 1 ‘ Р  уравнений. Систему (12.40) запишем ввекторно-матричной форме

Вх = у, (12.41)' **" ~ ~ -- >pp.l4i« *•*» JPp.n)7'-Система 111.41), как правило, несовместна.Определим вектор х* как М НК-оценку системы (12.41):
Прогнозируемыеземствами

** =  (В ТВ )~ 1 ■ В т- у . (12.42)значения yj п+, , . . . ,  у*п+1 определяются ра
нг

t= l

(12.43)
m

Ур,п+ 1 = y ^ x i ‘j=!~ г н ^ ^ в а т е л я  интересует прогноз только одного вре п<шРимеР Уи,г =  то подходящее значениео взят в и j условия минимума квадратов отклоненш
' г' k У * ^<:ли же исследователя интересует прогновременных рядов П2.37), то подходящее значение тп можн<



3. Методы прогнозирования с использованием 55Л 225взять из условия минимума суммы квадратов отклонений для
р  Nвсех рядов £  ( y jn_ fc -  Vj,n-k)2- 

j = i fc=iВернемся к случаю одного временного ряда у \ , . . . , у п.Пусть наряду с исследуемым временным рядом известны реализации временных процессов f j i ,  j  =  1, , q, i  =  1, , п,  причем каждая реализация f j i , j  =  1..........q оказывает аддитивноевлияние на значение тд временного ряда, а предыдущие реализации fj'i-к , к =  1 , ,  влияния на реализацию гц не оказывают. Для того чтобы учесть влияние нестационарных факторов 
=  1 на исследуемый временной процесс, образуемматрицу пошагового движения вида

V  =
(т

У2
У2 • 
Уз

• ум  • ■ Ш + 1 f\,M  • /l,M +l • • Sq,M \
• fq,M-\-1 (12.44)

\Уь VL+ 1 • Уп / и  • /<7,п jразмерности (L  х  ( М  +  <?)).Рассмотрим задачу на собственные значения симметричной неотрицательной матрицы Y TY  размерности (М  +  q) х (М  +  q):
Y T Y V j = p ij V jt (12.45)где /XI ^  /12 ^  . . .  ^  Дм+q > 0  —  ранжированная система собственных значений и Ф  ̂ =  (Ф^*. . .  Фм+ q j)1 J  =  1, ,М  +  q, — ортонормированная система собственных векторов матрицы 

Y TY.Обозначим через Ф =  (Ф 1 . . . Ф м +q) ~  (М  +  я) х Щ  +  q) ортогональную матрицу системы собственных векторов.Введем L  х  (М  +  ^-матрицу главных компонент:
V  =  (г>1,...,VM+q) =  Y  • ф.Имеем

M~[~q

Y  =  V T ■ Ф =  ^  vj • Ф; .

Если выделить первые г <  М  +  q главных компонент, то равенство
П т « - = Х > Г Ф* <12'46)

8 А .  В .  Кпя нев. Г.  В .  Л у к и н . Л .  К .  У й у м я н



236 f x  Л , .Чеяизды прогнозирования хаотических временных рядовопределяет значения сглаженного временного ряда. Чем меньше в равенстве (12.46) г <  А/ +  q, тем больше степень сглаживанияисходного временного ряда.Поскольку на побочных диагоналях матрицы наблюдений

находятся одинаковые значения исходного временного ряда, рекомендуется значения сглаженного временного ряда ySmooi получать путем усреднения элементов побочных диагоналей минораМатрицы  ̂jfjjjoo-Предположим, что исходный временной ряд порожденконечно-разностным уравнением

где ak.u , ,k  =  1......... =  — постоянные, и уравнениеП2 4 i не может быть сведено к уравнению вида (12.47) с меньшими значениями I a q.В этом случае будем говорить, что временной ряд y u i — 1,. -- ~ ,я , имеет ранг (Lq).Из определения ранга нестационарного ряда следует, что временные ряды { f jU i =  =  1 (12.47),линейно-независимы. Заметим, что непрерывным аналогом конечно-разностного уравнения является неоднородное нестационарное дифференциальное уравнение

/У\ Ш  У М
у  _  т т ум+1

я (12.47)

Определим матрицу пошагового движения (12.44) с М  — I- Рассмотрим совокупность точек пространства Е 1̂ '.



3. Методы прогнозирования с использованием 55Л 227
y {]) =  Д ,0 Т ;F (2' =  (j/2.1/3. •••»'/«,Й - 0 Т 1
у =  (/г/£, U L +  ь  • • •» Уп 1 /l.n* • • • > /д,п) >y ( L + n  =  (г/ь + 1 , y L + 2, •. . ,  2/n+b / l .n + Ь  • • • . / g .n + l) T ;
L  >  / +Поскольку ортонормированная система собственных векторов задачи (12.45) Ф ^  =  1 +  образует базис пространства£ /+9, для элемента y ( L+1) имеем представление

Идy (L + l)  ■Ф„ (12.48)
3=1или в покоординатном представлении:

Ид

У ь + 1 = j= i
Ид

УЬ+2 =  zi  ' ф2^ ; j= l
Ид

Уп =  Y l Z j ' Ф п~ ^ ' ;i - 1 (12.49)
Ид

/l.n+1 =  * n - X + 2 .j ;
j=l

Ид

/д,тг+1 =  * Фп+<? " /-'’7;j= l 
Ид2Ы-1 =  ^  ’ ^ n -L + l ,уJ =1Рассмотрим подсистему системы (12.48) относительно неизвестных z \ , . . . ,z i+ q:8*



2~2$ Гл 12. Методы прогнозирования хаот ических временных рядов

*+f
Yi ZJ • =  У ь + i ;
J=1/-hjТ  * Фл2 =  У£+2;i= i
/т-g^  * ~jf * Ф_т.п—L  =  Упч (12.50,!1=1*+9

z j  ■ Lih 2  =  / l ,n - f - b
i+gУ  Ч? ■ =  /<?,«+1 *J=1

Правые части системы (12.50), ш н -ь - - - , t / » , / i . n + b ■ , /9,«+ь из- аестны. Число уравнений системы (12.50) равно l +  q — 1.Очевидно, что если исходный ряд порожден конечно- разностным уравнением 12.47) и тем самым ортонормированнаясистема Ф . , =  1......... f — g. образует базис пространства E l~q,то система U2.50) совместна.Наоборот, если система (12.50) для произвольного временно- 0 Ряда несовместна, то ортонормированная система Фу, j  =  1.-** . -  у. не образует базис пространства и рассматриваешь. <• временной ряд не порожден конечно-разностным уравнением (12.47).Утверждение 12.1. Если система (12.50) совместна и (/,<?) "тан' временного ряда, то решение системы (12.50) единственно.Действительно, если решение системы (12.50) единственно, о соответствующая системе (12.50) система однородных уравнений



3. Методы прогнозирования с использованием SS/4 229
l+q

J=1
l+q

3=1
l+q^   ̂ • Фп—L,j =  0,J=1
l+q ‘ ^ n -L + 2 ,j =  0;
3 - 1

(12.51)

У У  2i  ' x̂ +<?.j — ®j= iимеет только тривиальное решение Zj =  0, j  =  1, , l  +  q.Если же система (12.50) имеет несколько решений, то система (12.51) имеет нетривиальное решение z ^  ■=/=■ 0. Но последнее означает, что система векторов Ф^, j  — 1 , . . . , /  +  q, линейно зависима. Полученное противоречие доказывает утверждение 12.1.Пусть исследуемый нестационарный ряд порожден конечноразностным уравнением (12.47) и тем самым имеет ранг (l ,q ). Тогда система (12.50) совместна и имеет единственное решение z* =  (z\ , . . . , z i +q)7 .Подставляя z* в последнее уравнение системы (12.49), получим прогнозируемое значение
l+q

Уп+ 1 ”  У   ̂ ’ Ф п —L + \,j‘
3=1

(12.52)
Зам ечание 12.6 . Пусть временной ряд имеет ранг Тогда можно определить матрицу пошагового движения для любого А О / ,  и все утверждения для систем (12.47)—(12.51) остаются в силе.Если система (12.50) несовместна, то можно ввести понятие обобщенного прогноза.
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1-Н = У Ь + Ьi= I1-Ь?
У[ 2j • $ j ,2 =  VL+21j= l
i+gz1  ̂ L — Sfn̂i= i*+9^  " У; ‘ ’̂ j .n - I + 2  — / l Tn + l ij= l
I—q
У  ~J ' =  /grn+1*j=I

(12.50)

Правые части системы (12.50), y t + i ..........0 ,, ,/ i .n + l . — ./«л +1-«•вестиьг Число уравнений системы (12.50) равно l +  q -  1.Очевидно-, что если исходный ряд порожден конечно- разностным уравнением 112.47) и тем самым ортонормированиясистема =  1.........  -г q. образует базис пространства Е~'-то система (12.50) совместна.На .оодот. если система (12.50) для произвольного временно- о ряда несовместна, то ортонормированная система ^ j , j  =  1>. - ц. не образует базис пространства Ь^+<? и рассматривав-т Ыт- временной ряд не порожден конечно-разностным уравнением (12.47).Утверждение 12.1. Если система (12.50) совместна и (1,(1) "  :’а " временного ряда, то решение системы (12.50) единственно.Действительно, если решение системы (12.50) единственно,^ ’ ьетствукада* системе (12.50) система однородных уравнений



3. Методы прогнозирования с использованием 55Л 229
l+q

3= 1 

l+q

l+q

z j  ' ^ n - L , j  — 0; (12.51)j= i
l+q

z j  ‘ ^ n - L + 2 , j  =  i=  1
l+q

имеет только тривиальное решение Zj =  0, j  =  1 , . . . , /  +  q.Если же система (12.50) имеет несколько решений, то система (12.51) имеет нетривиальное решение г[<>) ф О. Но последнее означает, что система векторов Ф-,, j  — 1 ,1 +  q, линейно зависима. Полученное противоречие доказывает утверждение 12.1.Пусть исследуемый нестационарный ряд порожден конечноразностным уравнением (12.47) и тем самым имеет ранг (l,q). Тогда система (12.50) совместна и имеет единственное решение
чим прогнозируемое значение

Замечание 12 .6 . Пусть временной ряд имеет ранг (/,<?). Тогда можно определить матрицу пошагового движения для любого 
М  ^  I, и все утверждения для систем (12.47)—(12.51) остаются в силе.Если система (12.50) несовместна, то можно ввести понятие обобщенного прогноза.

У  z j  ' ~  0
j =  1

(12.52)
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весны . Число уравнений системы (12.50) равно l +  q -  1.Очевидно, что если исходный ряд порожден конечно- радостным уравнением (12.47) и тем самым ортонормированная система Ф =  ] —  Л -г q , образует базис пространства Е[̂ -то система (12.50) совместна.Наоборот, если система (12.50) для произвольного временно- ,J *'г'л3 несовместна, то ортонормированная система 4 fj,j  =  Ь --  
! ~ q, не образует базис пространства E l+q и рассматривае-вР^«нкой ряд не порожден конечно-разностным уравнением (1 2 .4 аУтверждение 12.1. Если система (12.50) совместна и (/,<?) "  Р<!г. временного ряда, то решение системы (12.50) единственно.: вительио. если решение системы (12.50) единственно, V.-. вегствующая системе (12.50) система однородных урав-

1-4$

V  Z3 ' Ф-М =  УЬ+Е
3=1

Фу ,2 =
(12.50)i= i*+f

нений
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l+qX > - * 2 j  =  0;
(12.51)

3=1
l+q % ' ^ n -L + 2 ,j — 0»J=1
l+q

J 2 zr  ф*+« =  °i= iимеет только тривиальное решение = 0, j  = 1,..., l + g.Если же система (12.50) имеет несколько решений, то система (12.51) имеет нетривиальное решение z ф 0. Но последнее означает, что система векторов Ф^, j  =  1 , . . . , /  +  g, линейно зависима. Полученное противоречие доказывает утверждение 12.1.Пусть исследуемый нестационарный ряд порожден конечноразностным уравнением (12.47) и тем самым имеет ранг (l ,q ). Тогда система (12.50) совместна и имеет единственное решение
чим прогнозируемое значение

Замечание 12.6 . Пусть временной ряд имеет ранг (l,q). Тогда можно определить матрицу пошагового движения для любого Л/ ^ и  все утверждения для систем (12.47)—(12.51) остаются в силе.Если система (12.50) несовместна, то можно ввести понятие обобщенного прогноза.

l+q

Ут1+ 1 =  'У  ̂ ' ^ n —L + l,j• (12.52)



-30 Л а. Г2. Atemedbi прогнозирования хаотических временных рядовЗапишем систему (12.50) в матрично-векторном виде

где .4 =
.42 = F./ Фи Ф].2 •• Ф1.1+, \«W.i -- Фп-Ь,1+̂Ф»—L+2,1 Фп-1+2,2 ** Фп-Ь+2,Й-дфн*1 - - l̂+qJ-hq /

(12.53)

V - ' • 1'- 1 -» /-  U +  q -  1) х (i +  g)]-матрица, F =  (уь+и ■ ■ ■  ,Уп, fun+u-.- ____/ ,н +1Г  — вектор размерности I +  q.Определим МНК-решение системы (12.53) равенствомIMHK =  (.4t .4 ) - !A 7’F . (12.54)Замечание 12.7. Если симметричная неотрицательная мат
рица ЛТЛ  плохо обусловлена, то вместо М НК-реш ения (12.54)возьмем регуляризированное решение

z pmhk =  [Л1 ,4 +  q  • d ia g (^ i А ))~ 1А Т¥, (12.55)где а >  0 — параметр регуляризации, A\o.g(A1 А) — диагональная матрица, на главной диагонали которой стоят положительныечисла (АТА ),Л........ {АтА ),^л +я.Обобщенный прогноз уп+\ определяется равенством
l+qУп-1 — 2МНКj  ' Фп- L + l j*  (12.56)
3= 1если используется МНК-решение, либо равенством
1+9 (12.57)У п - 1 -  ZPMHKj  • Фп-L -rl , j f

3 = 1если используется РМНК-решение.Пусть теперь исследуемый ряд содержит хаотическую компоненту, например, порожден хаотическим конечно-разностным уравнением
Уг

IУ ]  • V t - k  +  U j  ■ f j i + ]  +  а . (12.58)



3. Методы прогнозирования с использованием 5S/1 231где £i — хаотическая компонента.Для прогнозирования временного ряда при наличии хаотической компоненты можно использовать две схемы.Согласно первой схеме исходный временной ряд исследуется и прогнозируется на основе равенств (12.50), (12.52) (или (12.54), (12.55)).Согласно второй схеме производится предварительное сглаживание исходного временного ряда с выделением детерминированной компоненты =  1 , а затем используетсясхема прогнозирования (12.50), (12.52) (или (12.54), (12.55)), в которой роль исходного временного ряда гц,г= 1 , . . . , п ,  играет детерминированная компонента уйвы,ъ =  1 , . . . , п .Сглаживание исходного нестационарного временного ряда можно производить в рамках самого N S S A  на основе равенства (12.46). Заметим, что точность прогнозирования при наличии хаотической компоненты определяется уровнем ее вариации.



Г л а в а  13
ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИЙ одной 

И МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ С ПОМОЩЬЮ 
СХЕМ, ОСНОВАННЫХ НА МЕТРИЧЕСКОМ 

АНАЛИЗЕЗадачи интерполяции и экстраполяции значений функций являются одними из основных задач математики, в том числе для решения различных прикладных задач, и прежде всего задачпрогнозирован ия.Для функций одной переменной задачи интерполирования ставились и решались со времен Ньютона и Л агранж а, и к настоящему времени здесь получены достаточно завершенные результаты по разработке различных методов интерполяции и выявлению свойств интерполяционных значений, включая проблемы погрешности интерполяций и сходимости интерполяционных значении к точным значениям [12, 28].Напомним, что классическая схема интерполяции функции одной переменной х  основана на представлении исходной функции у\х) в виде линейной комбинации:
где f j i x  , j  — 0— , т. — система заданных базисных функций,
с2 — искомые параметры.Необходимо определить с, так, чтобы функция у(х) в заданных точках х . г =  1..........л, принимала известные значения Г*.;ак. б системе Лагранжа в качестве базисной системы берутся мономы r jix )  =  хКОднако выяснилось, что интерполяция Лагранжа обеспечивает равномерную сходимость интерполяционных полиномов к ис- с.те дуемо и функции лишь для определенного класса гладких функций, например целых функций,Фаоер показал, что для любого варианта сгущения то- ЧсК ' =  Е —  п, можно найти такую непрерывную функцию 
У[х)' принимающую значения Уг в точках г =  1..........п, что

N



Гл. 13. Интерполяция функций одной и многих переменных 233при п  —> оо последовательность L n(x) не стремится к у(х) равномерно.Более того, С . Н . Бернштейн показал, что последовательность интерполяционных полиномов Лагранжа Ьп(х) для функции 
у =  |ж|, построенной на равномерной сетке i =  — 1 +  ih, г =  0 , . . .

2. . .  ,п , h =  - расходится в любой точке х ф — 1 ,0, 1.,-г П оПричиной расходимости является наличие у рассматриваемой функции угловых точек, в которых первая производная терпит разрыв. Пример Бернштейна показывает, что даже наличие одной угловой точки может привести к расходимости последовательности интерполяционных полиномов на всем рассматриваемом промежутке.В 60-70-е годы как альтернатива интерполяционной схеме Лагранжа была предложена схема сплайн-интерполяций, которая позволяла локализовать влияние угловых точек и обеспечивала равномерную сходимость интерполяционных сплайн- приближений для любой непрерывной функции [19, 37, 45, 66].Подчеркнем, что интерполяционные функции Лагранжа можно представить в виде
п

у(х) «  L n{x) =  Y 2  zk(x ) • yk’ 
k= 1где коэффициенты удовлетворяют условию нормировки

=  1
k= 1для любого х  из промежутка интерполяции и, кроме того, 

zk(xi) =  6ki, k , i =  1 , . . .  , n ,  Ski -  символ Кронекера.Схемы представления функций в виде линейных комбинаций базисных функций, в том числе полиномов и сплайн-аппроксимаций, в принципе, могут быть обобщены на функции многих переменных, но практически такие схемы являются работоспособными только для функций двух, максимум трех-четырех переменных. Для функций большого числа переменных эффективных общих схем интерполяции и экстраполяции до сих пор нет. Имеются лишь приближенные схемы интерполяции типа кусочно-линейных, которые, с одной стороны, требуют для своей реализации большого числа данных, с другой стороны, даже при большом числе данных не обеспечивают требуемой точности. Примером таких схем являются нейронные сети, с помощью которых



234 Гл, 13 Интерполяция функций одной и многих переменныхпроизводится интерполирование и экстраполирование функциймногих переменных [34].В настоящее время для решения многих прикладных задач ^прежде всего с помощью компьютерной техники) имеется острая необходимость в разработке универсального метода интерполяции и экстраполяции функций многих переменных у =  f{x ) , в том числе в условиях наличия хаотических погрешностей в известных значениях функции для точек ____Х п е  Е т, по которым восстанавливаются значения функции в других точках пространства Е т.В гл. 13-15 представлен универсальный подход, позволяющий с помощью компьютерной техники эффективно решать задачи интерполирования, восстановления и прогнозирования функций одной и многих переменных без фиксации априори вида функциональной зависимости от переменных, а используя лишь информацию, имеющуюся в реализованных значениях функции>'i..........Уп в точках Х \ ........... А'п, в том числе и в условиях наличияхаотической погрешности в значениях Y \ , . . . ,Y n [51, 120].В главе рассматривается интерполяция функций одной и многих переменных с помощью схем, основанных на метрическом анализе. Предлагаются новые схемы и алгоритмы интерполяции функций одной и многих переменных на основе метрического анализа [S3]. Показано, что предложенные схемы с высокой степенью точности интерполируют функции многих переменных даже при сравнительно небольшом числе точек, в которых значения функции известны.
1. Интерполяция функций одной и многих 
переменных с помощью схем, основанных 

на метрическом анализеРассмотрим задачу, связанную с функциональной зависимостью:
Y  =  F ( X  I ......... Х т) =  Е ( Х ) ,  (13.1)где функция F  X  неизвестна, и подлежат восстановлению значения функции либо в одной точке X ,  либо в совокупности заданных точек, при наличии информации о значениях этой функции в точках X i , . , . . X n (узлы интерполяции):х к = № , ........x kmf  е £ ™ .П  = я х „ ) ,



I. Интерполяция функций одной и многих переменных 235В пространстве Е т зададим метрику, порожденную нормой:
т| Х | | = 5 > Х | .  (13.2)

3=1где Uj — метрические веса, которые удовлетворяют следующим соотношениям: т
ujj ^  О, У  ujj =  т.

з-\Если задать метрические веса uik =  1, к =  1 , . . . , г а ,  то получим метрику, порожденную евклидовой нормой. В общем случае метрические веса и з учитывают характер изменения исследуемой функции при изменении ее аргументов и вычисляются с учетом взаимного расположения точек Х ь . . . , Х п и значений функции Y \ , . . . ,Y n в этих точках. Одна из возможных схем такого задания метрических весов будет приведена ниже, пока же предположим что они заданы как функции от X * .Рассмотрим задачу восстановления значения функции в заданной точке X * .  Начнем со случая 1 п ^  га, т. е. число точек, в которых заданы значения функции, меньше, чем число аргументов.Составим (п х  гг)-матрицу метрической неопределенности И для точки X *  относительно совокупности точек X i , . . . , X n:/ / ( Х Д * ) »  (Х Ь Х 2)„ . . .  (Х ,,х „ )„  \( X j . X , ) *  р 2( Х 2 , Х * ) ю . . .  ( Х 2, Х „ ) тV ( Х „ , Х , ) .  ( Х „ , Х 2)Ш . . .  р 2 ( Х | , Х * ) т / (13.3)
Р2( Х Ь Х - ) Ш =  ЕГ=1(х>. х д „  =  E Z L . " * '  - ч ) -  № *  - 4 1  *■ ■? =  1 • •Матрица метрической неопределенности И определяется лишь местоположением точек X i , . . . , X n, X *  и метрическимивесами м % иИз (13.4) следует, что матрицу метрической неопределенности иможно представить в следующем виде:W  =  X  diag(w i, . . . ,ш т) Х Т =  Y Y T ,

Y  =  X  diag(v/cJT, . . у/йт)>
(13.5)



ш Pjl  IS .. Интерполяция функций одной и многих переменныхгде

diags^i____.itJm) — диагональная (m х  т)-м атри ц а, на главнойдиагонали которой стоят метрические веса.Из представления (13.5) и вида матрицы (13.6) следует, что при п >  т матрица метрической неопределенности W  является заведомо вырожденной, поэтому этот случай будет рассмотрен отдельно.В рассматриваемом случае п ^  т предполагается, что матрица W  не является вырожденной. Интерполяционная формула для значения У* функции У' =  F ( X )  в точке X *  имеет следующийвид:

где z =  i 2 i , . . . ,  Сп г - Y  =  ( У | , , Ynf ,  а интерполяционные веса удовлетворяют, как это имеет место во многих интерполяционных формулах, условию нормировки: Z{ ~  ^Заметим, что интерполяционные веса г,: могут быть и отрицательными.Определим числовую характеристику o%D метрической неопределенности восстановленного значения Y *  в точке X * по значениям функции в точках X t..........Х п с заданными интерполяционными весами z =  ( z j , . . .  ,z n)T с помощью равенства
Ставится задача подбора таких значений весов z*, г =  1, . .• > уд: в.:етворякжих условию нормировки 'jTJi-x z* =  1» чт0^ы чис” лов-ое значение характеристики метрической н еоп р ед ел ен н ости113.8) было минимальным:

° N D  — 'l ** X ] -----Xn, X*)z, Z . (13.8)

(13.9)

задача 113 9) решается методом Лагра нжа:
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L(z,u ) =  - { W z , z) -  u(z, 1) -  1, V ZL  =  W z -  u l  =  0,

Отсюда искомый вектор z* и искомое интерполяционное значение У * даются равенствами
Из равенства (13.5) следует, что матрица W  неотрицательна, а с учетом невырожденности матрицы W  получаем, что она положительна: V-d 6 Е п, Ф Ф 0 => ( И й ,  д) >  0.Теорема 13.1 (о сходимости). Интерполяционное значение 

функции У ( Х * )  сходится к точному значению У ь  k =  1 , . . . ,  п, 
когда X *  -»  X *,.
Доказательство. Положим X *  =  X 1 — е (знак минус взят для удобства) и вектор е =  (еь . .  • >£п)Т устремим к нулю. В этом случае матрица X ,  определенная по формуле (13.6), имеет вид

Тогда матрица метрической неопределенности будет иметь вид
Е ”=1 Uk£kXnk + f t  Efc.1 u k{Xnk + ek)(*2k +  £k) ■■■

Y% =x?k£kX„k +  p l  \. . .  Y I = i “ k(X2k +  £k)(Xnk +  ek)

“ k (X n k + £ k )2 /

(
E\ £2 ••• Em i

X 21 +  £\ X 22 "b £2 ■ ■ ■ X 2 m  3" £m.

X n\ +  £\ X n2 +  £2 ••• X nm +  £ m JЗдесь X ij  =  X i j  - X l j t i =  2..........n, j  =  1 . . . .  , m .  Обозначим
m

\  k=\

(
w  = uk£kX2k + p i

Ŷ kz= 1 UJk£kX2k +  p i  
Yik=\u k{^ 2k +  £k)2

(13-11)



2SS Га . 13. Интерполяция функций одной и многих переменных Для обратной матрицы имеем
11 ~  det{\V) A  ~  det{W)А ' (13.12)Последнее равенство учитывает симметричность матрицы W. а элементы матрицы .4 представляют собой соответствующиеалгебраические дополнения элементов матрицы W:

(  Л п  Л 12 . . .  А 1п \
А =  Л 21 Л'Я • • Л2п

\ Лп\ Дп2 — Afifi JДля матрицы метрической неопределенности (13.11) получа
ем соответствующие алгебраические дополнения как функции от е  т

у -m ГГ'? 
2^Ь=1 ••• E £ = i  u k X 2kX r ik

г— ___ ~ __
— »fc=i ~ k -^ n k ^ 2 k -

шОIIW

j  =  2 , . . . ,  n,
- l ii е -  р . С ,1 е . i  =  2 , . . . ,n ,

- V *  =  P i JC,j(e), i , j  =  2 , . . . , n ,*де C tj  £ ограниченные функции ционных весов имеем при е —» 0. Д ля интерполя-
z = w - ' i А 1

z\{t) =
И -11.1 A l l ’

Пс и ( « ) + А .- £ с ,* ( е )
к-2

С п к) +  2л , £  с 1кЫ)Сцк~2 i,j=2

— 1 + PujC i (е),

Z\(t) - ______________ *=2
РшС\ (е), г =  2.........г-



I. Интерполяция функций одной и многих переменных 239Ci (e) , . . .  , С п(е) — ограниченные функции при е -¥ 0. Для интерполяционного значения в точке X *  получаем
К ( Х , + с )  =  £  ф ) У ,  =  У, +  £  С, (е)У, =  У, +

к= 2 к—2С(е) — ограниченная функция при е -> 0;
Рш —

\ Y l ^ k  1̂1 ® IHI е2 11 =  11 ю II Р при е —> О,
к= 1где © =  е2 =  (е\ , . . .  , 4 ) Г > Р — II е2 II-Из ограниченности || со || следует, что интерполяционное значение У ( Х * )  сходится к значению функции Yi в интерполяционном узле, а скорость сходимости имеет порядок р. Теоремадоказана. □Замечание 13.1 . При формировании матрицы метрической неопределенности (13.3) ее элементы можно определить и другими способами, в частности, скалярное произведение W\j — =  ( X i ,X j ) e можно вводить по-разному. В результате можно получить разные скорости сходимости интерполяционной функции к значениям функции в узлах интерполяции. М ожно, например, ввести скалярное произведение как

т( Х г, Х , ) ш =  £  щ  • (X ik -  Х*кг  • № *  -  х*к)а >
k=iгде а  ^  1 — параметр. В этом случае скорость сходимости будет иметь порядок ра. Такой подход часто является удобным, когда в рассматриваемой прикладной задаче имеется требование на скорость сходимости.Теперь определим метрические веса i =  I , . . .  , га. Смысл этих весов состоит в том, что они учитывают характер изменения исследуемой функции при изменении ее аргументов. В этом случае матрица метрической неопределенности будет учитывать не только геометрическое расположение точек в исходном геометрическом пространстве, но и разный уровень изменения функции относительно разных аргументов функции.Одна из возможных схем определения числовых значений метрических весов основана на исследовании степени влия-



240 Гл. 13. Интерполяция функций одной и многих переменныхимя каждого аргумента на изменение функции путем сравнения восстановленных значений функции в точке X *  с включением аргумента и без его включения в усеченной точке Х ‘ =  X V , ......... .............................................Х£т ) )г  размерности т - 1 :
у .  =  (ТТ-]1 ,У )  у *  =  (Й^-! 1 .У )

1 (H7f—Il ,  1) *где элементы матриц W  и W j) даются формулами^  » '  =  £ ы  -  X I )  ■ ( А >  -  X ; ) ,

^ ~ XV) * {Xjk -  Х£).В этом случае вместо весовой нормы (13.2) берем евклидову норму, и интерполяционные значения Y ,  будут линейными относительно значений функций в узлах интерполяции У .  Далее определяется степень влияния /-го аргумента и метрическиевеса: =  (X (|))‘ >
Замечание 13.2. Из Y^bLi^l =  т следует, что если иц > 

>  3 <  1!. то это указывает на больший (меньший) уровень
изменения функции при изменении 1-го аргумента по от
ношению к одинаковой степени чувствительности функции 
к изменению аргументов.Замечание 13.3. Так как метрические веса зависят от
значении функции в узлах интерполяции, то интерполяци
онные значения, получаемые методом метрического анализа, - °ъщем случае будут нелинейно зависеть от заданных зна
чений функции: V я =  ( z ( Y ) , У  ).акио образом, вышеуказанная схема выбора весовой мет- и возможность выявить степень влияния каждого из dP: > ментов и учесть различную степень влияния путем перехода ". новой метрике с соответствующими неравными весами.Рассмотрим вырожденный случай, когда в исследуемой функ- ции введен аргумент (фактор), от которого функция не зависит. V  "'а 'Р и Рутила ции схемы нахождения весов новой метрики гмдет получен однозначный результат: метрический вес, соответ- -.в*юший вышеуказанному фактору, будет равен нулю и этот фактор будет автоматически исключен из дальнейшего рассмот-

, ,  __ тш| ,4-1 — т  , I — 1, . . .  , 171.
Е 5*Ь=1



/. Интерполяция функций одной и многих переменных___________24Лрения. Поэтому вышеприведенная схема перехода к метрике с весами дает возможность учесть, подобно тому, как это делается в факторном анализе, влияние аргументов на изменение функции и исключать несущественные из них, понижая размерность факторного пространства.Перепишем задачу на минимум метрической неопределенности (13.9) в терминах собственных значений и собственных векторов матрицы W . Пусть A i , . . . , A n — собственные значения, а — соответствующая им ортонормированная системасобственных векторов матрицы W . Разложим вектор интерполяционных весов z по этой системе. Имеем
п пZ  =  ^  Сгфг , W z  =  У :  Сг А ;ф г ,г=1 г=1

° % D  =  ( W Z ,  z ) =  £  С гА гф ?:, ^  CJ<V] “\г=1 j =  1 /=  У^У^СгАгС^(ф;-,ф; ) =  A jcf, (13.13)г=1 j= l  *=1
( n \ n(z, 1) =  =  5Zci(<Pi,l) =  1.,t=l <= 1Задача (13.9) эквивалентна задачеf S ”=i - m i n e , (13.14)=  l,где с =  ( c i , . . . ,  с,*)7 . Решим задачу (13,14) методом Лагранжа.

Ц с ,« )  =  ± £ > « ? + «
к-О

dL
dci

г= 1«(Фг> ! )
А ^ С г  ~  Ц (ф ,;, 1 )  =  0  = »  C i =  — А :

x Y  , 1 \ . (ф<> 1 )
2 ] й (ф;Д) = “ 2 ^ ~ лГг=1 *=>

г =  I ,.. • •, п,

=  1 =>
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1_____V  '>>Л Г
U  к

( f ir 1)с,: А»
Е*=! [%Л?А,

Следовательно, вектор интерполяционных весов z* и интерполяционное значение У*  для точки X *  даются равенствамиV  -  •1—  А,=  ^ ------ Фг Е ^ < * - ч
У * =V  * л :

к Еi=i ( » Л  У
X i

(13.15)

Таким образом, получили вектор интерполяционных весов и интерполяционное значение (13.10), выраженные через собственные векторы и собственные значения матрицы метрическойнеопределенности.Пример 13.1. Рассмотрим случай, когда значение функции известно лишь в одной точке, Y\ =  F ( X i ) ,  и найдем значение з любой произвольной точке X * .  Матрица метрической неопределенности И = : Х [  —X *  ||2, по формулам (13.10) получаем
W ~l = 1 Иг -1-Х ; - х *  и2 ’ ( И ' - 31 ,1 }или же. используя формулы (13.15): 1 =  1, Y* =  Yh

* i  1. А ,  _  Х , - Х *  Г ,г =  ip, =  1, Y ‘  =  Y ,. лишь на' ичии информации о значении функции
методом ТеТоичТ«о-о3анГНИе В “  ДРУГ0Й точке’ ДаВаеМОеВ ЭТОЙ заданной точке а> совпадает со значением функциивывовдена*6 п С Т ...МЗТрИЦа метРичеекой неопределенности И' бесконечно „ Т Т  .  П р и п  задача (13.9) имеетмного фтнкц^й'- ^ еНИ! :  ДеЙСТВИТельно' имеется бесконечно 
У Г1_ . z. X *  =  г "V  ’ 1 =  удовлетворяющих условиюсти равна нулю К0Т0Рых меРа метрической неопределенно*

Г '; °  =  : К г - г ') =  О Т ^ ж . » )  =  ( Y T z ,  =  е ,  Y J г  =  0.
^ х Т ^ и Кс м т е м Т ^ 1 п 3'5)' М атрица К Г  им™  ра3Т ,1 2 — 0 вместе с уравнением £ T = i а» -  1



1. Интерполяция функций одной и многих переменных 243образуют систему из т +  1 уравнений с п неизвестными. Поэтому при п >  т  +  1 имеется бесконечно много интерполяционных функций видаП К *) = £?=. ч(х*)У,. £ £ ,  ч(х*) = i,_ (13.16)
cr%D =  (W z(X *), z (X *))  =  0,с нулевой мерой метрической неопределенности.Для случая п  =  т  +  1 задача (13.9), так же как и в случае 

п ^  ш , имеет единственное решение. Этот случай разобран ниже в качестве примера.Покажем, что в одномерном случае т =  1 для интерполяционных полиномов Лагранжа выполняются условия (13.16). Имеем: Y\ =  f ( x \ ) , . . . ,Y n =  f ( x n). Построим интерполяционный полином Лагранжа L n(x) из следующих соображений:
L n(x) =  j T z k(x)Yk, (13.17)

fc=lгде Yk представляют собой полином степени не выше чем п — 1, тогда Ln(x) — также полином степени не выше чем п — 1. Из требования L n =  Yi и представления (13.17) получаем: Zk{x-i) =  a%k, поэтому все п — 1 X i,i  Ф к , являются корнями полинома Zk(x). Отсюда Zk{x) =  Ck{x -  Х к ),. . . , (х -  Хк-\){х -  Хк+\),. . .  , ( х -  х п). Константы Ск находим из условий Zk(xk) =  П
с  ____________________________!_________________________,

к (X — Хк) . . .  (х -  Хк-\)(х -  Хк+ \) . . . { х -  хп)

У ( \ — (^ ~ х к) ••• (х -  Хк- l)(x -  Хк+\) . . . { х -  хп)
1 (Хк -  х\) . ..(Хк — Хк-\)(Хк -  Хк+\) ■ {хк — Хп)

Функция 5п(х) =  Zk(x) — 1 является полиномом степени не выше п — 1 и обращается в нуль в п  различных точках дп(х{) =  0, следовательно, она тождественно равна нулю
и E L l  *к(х) =  1:

a%D (x ) =  (Wz, z )  =  Y ,  Y ,  =
i=  1 j — 1

=  У М  -  x ) { X j  -  x ) z l ( x ) Z j { x )  -  | x i ) Zi { x)

i=\ j = l .*= 1
2



IW
h

_44_________/ х  J3. Интерполяция функций одной и многих переменныхУсловие ^^(аг) =  0 «=* V-£| (х — х,)г,-(.г) =  0.ПЯ R ~ Xfc)-  X, Zi{x) =  V  — ^ -------------- =. [  ( j ,  -  Xjt)
k=\.k î

Ш х  " * * ) £  — 1fc=l ,_1 П (х' ~ хь]
k = l.k^ iПокажем, что Vf r t  Г С = 1 ^ ( ^ < - ^ ) о. (13.18)

~:сса получим: стучат) =  0. Равенство (13.18) доказывается методом математической индукции. Для п =  2 получаем—  ------------- 1—  =  0.хз -  х2 Х о - Х\Предполагая, что равенство (13.18) верно для п =  р, докажем,что оно верно для п =  р -f  1:1 р+1
= £

1Г К  : Ъфг ( * i  -  Xfc i r K = 2 Jfc # i( x *  -  Xfc)1 1 1— 4-
x , - x ,  X i  —  Zp+\)п й ч - ^ )  n £ _ i ( * p + i  - * * )

£" Xp+i ы\ IK=2Jk̂ (x< -  Xk) 1 1
1 1Xi Xj Xj Xp-j-j 1 +

x Xp+ i  n*=2l z l - X f c )  X i - X p + i  Ylk=2(XP+l -  Xk) 
P 1 P+1 .

X ] г Г ~ Т Г Г  ~ 5 1  ----*1 Хрф. |
= — !— io-oj = o.Xj Xp̂. 1Таким образом, равенство (13,18) верно для любого п и по- ли номы Лагранжа удовлетворяют всем условиям (13.16).



/. Интерполяция функций одной и многих переменных 245Чтобы обойти сложности, связанные с вырожденностью матрицы метрической неопределенности W , можно использовать различные подходы.Одним из подходов является использование вместо матриц 
W регуляризованной матрицы И> =  W  +  а М , где М  — мат- рица-регуляризатор, а  — параметр регуляризации. Например, в качестве матрицы М  может быть использована диагональная матрица, диагональ которой состоит из диагонали матрицы W :
WT =  W  +  a  diag (W\ ............Wnn) ==  W  +  q  diag(p2( X i ,  Х ' ) ф, . . .  ,/92( Х п , Х ' ) ш). (13.19)Как известно, если для произвольной (п х п)-матрицы А  =  =  (q j j ) выполняются п неравенств

\ o t ij\ -  Y  I OHj \> О, i =  1 , . . . ,  п, (13.20)
то матрица А  является невырожденной. Для регуляризованной матрицы Wr условия (13.20) имеют вид

п

(1 +  a)Wu -Y ,  I Щ l>  0. * =
3=Поэтому при достаточно больших а  матрица И> невырожденная. В частности, из (13.4) и неравенства Коши-Буняковско! оследует

п(1 +  a ) W i i  —  ! Wij l=  (1 +  а )Р2(Хг> X  jo,—
-  Y  | ( X f , X * ) (0| ^ ( l + « ) p 2( X i , X * ) a)-  

-  £  | | ( X i | | . | | X * | | .=  ( l + “ ) A X i ' X * ) « -

-  £  ( | ( Х , Д Ш ' Х ’ ) " ‘  =  | ..........
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матрица \\'г будет не вырождена. Условие (13.21) является до
статочным условием невырожденности матрицы Wr. При прак
тической же реализации значения а , которые подбираются в ав
томатическом режиме для обращения матрицы И > , являются 
достаточно малыми. Значение параметра а  подбирается настоль
ко возможно малым, чтобы число обусловленности матрицы И> 
не превосходило некоторого порогового значения, обеспечиваю
щего точность вычислений.

Другой подход основан на представлениях (13.13), где интер
поляционные веса и мера метрической неопределенности пред
ставлены через собственные значения и собственные векторы 
матрицы И '. Матрица W  имеет п — т собственных значений,
равных нулю: А.  = 0л  =  1.......п -  т, 0 < An_m+i < ... < Ап.
Положив коэффициенты с,- при нулевых собственных значениях 
равными нулю, из формул (13.13) получим

Следовательно, в этом случае ищем решение в подпростран
стве нулевого собственного значения. Рассмотрим следующую 
задачу на минимум метрической неопределенности:

здесь р; >  0 — заданные числа для фиксированной точки X *, 
в которой ищется интерполяционное значение.

Задача (13.22) решается так же, как и задача (13.14), с по
мощью метода Лагранжа. Вектор интерполяционных весов и ин-

п—т

(  п —т

(13.22)



/. Интерполяция функций одной и многих переменных 247терполяционное значение в точке X *  даются равенствами z с ’ е г = ' Г - : - Ф ( .  y * = g y £ p  (<р! : 1 ' (ф; ; 1 ) (ф г П
Hi Иг Hi

с  =
1

хг~\п—т  (фр 1)
^ i = l  H i (13.23)Выбор набора р -  (н\, ■ ■ ■ , Н п - т ,  H i >  °) соответствуют выбору конкретной интерполяционной схемы в рамках метрического анализа.Замечание 13.4 . Если в задаче (13.22) часть функций 

H i ( X * ) , . . .  ,//ifc(X*) ) положить равными нулю, то формулы 
для интерполяционных весов и интерполяционного значения 
будут иметь видT V( Ег€/ 7 Фг»

H i
y* =  C E , e J — —  (» = .Y ).

H i H i

c  =
E i e i

(фгД)2
H i (13.24)Замечание 1 3 .5 . Функции /хл(Х*) должны определяться 

таким образом, чтобы обеспечивать сходимость функции 
У*(Х*) к значениям У* в интерполяционных узлах.Пример 1 3 .2 . г о =  l , n  =  2 .Y , =  F ( x ,) .Y 2 =  Найдеминтерполяционное значение У * в точке х*. Имеем( х ,  -  х * ) 2 (xi -  х * ) ( х 2 -  х * )( х 2 -  x * ) ( x i  -  х * )  ( х 2 - ж * ) 21W

Х\ = 0 ,  ф! =
yj{x 1 -  Я*)2 + {Х2 ~ Х*У

z(x*) =  --------- ( — [Х2 — &’*)> х \ х  ) >' Х\ -  х2r ( x * )  =  ( z * , Y )  =  r 1| ^  +  y2
*

X' -  Ж|Х2 -График функции Y(x*)  является прямой, соединяющей точки 
(х2,У 2) и ( * , ,  Y A .Пример 13.3 . ш  >  l , n  =  m  +  1. В этом случае задача (13.14) имеет единственное решение, в отличие от случая 
п >  гп +  1, когда имеется множество различных решении в рам-



248 Гл I3. Интерполяция функций одной и многих переменныххах метрического анализа, в зависимости от выбора набора ц =: {р j , — , /in—m- Mi ^  СИ* Дано ) i f{ X i ) , . . . ,  1 n / (X n ) , найдем интерполяционное значение Y*  в точке X * .  Имеем:Aj =  0  <  Х ‘2 <  А  <  . . .  <  Лп ; И ' ф 5 =  0 ,  || ф] | |=  1.Из формул (13.23) получаем
Для случая т =  2 эта схема интерполяции (по трем ближайшим точкам) подобна известной схеме триангуляции. Поэтому такую схему можно назвать схемой «мультиангуляции».Еще один способ обойти сложности, связанные с существованием бесконечного числа решений в случае п >  m  - f  1, заключается в использовании модифицированной матрицы метрической неопределенности. Рассмотрим матрицу, элементы которой определяются по формулам

где параметр а  >  1.Такая матрица, в отличие от матрицы метрической неопределенности (13.3), учитывает не только расположение точки Х ‘ относительно пары точек X j ,  X Jf но и расстояние между точками X ; ,  X j .  Эта матрица в общем случае не является вырожденной. вне зависимости от соотношения между п и т .  :акой метод интерполяции дает хорошие результаты в случае размерностей т =  1 и m =  2 с параметром а  =  3. Параметр а, при условии его допустимости, влияет на гладкость кривых и поверхностей. В общем случае рекомендуется также использовать значение а =  3.
Рассмотрим случай одномерной интерполяции, т — 1. Определим следующую регуляризованную матрицу Wr для матрицы Иди ;  =  И ' -  о d iagfI V , . . . , И ’„ „ )  +  0 ,5  d ia g W ia ..........Wn- +

где d ia g i it ,2..........и diagfW ^i..................................Wm ~\) — матрицыс ненулевыми верхней и нижней побочными диагоналями соот-

С  =

и ; ? =  ( X j  -  X * , X j  -  X *) - pa( X u X j ) ,  (13.25)

2. Примеры интерполяции

- 0 , 5  d ia g ( lt2l..........Wnn- , ) ) ,  (13.26)



2. Примеры интерполяции 249ветственно. В формулах (13.23) в качестве функций /гп_ jвозьмем упорядоченные по возрастанию собственные значения Ab . . . , A n_ i  матрицы Wr, а вместо собственных векторов матрицы W  возьмем собственные векторы <р; матрицы Wr, соответствующие собственным значениям А.;.Продемонстрируем результаты одномерной интерполяции методом метрического анализа с использованием регуляризованной матрицы (13.26) по отношению к матрице метрической неопределенности (13.3) с использованием модифицированной матрицы метрической неопределенности (13.25) на конкретных примерах в сравнении с полиномами Лагранжа и кубическими одномерными сплайнами.Замечание 13.5. Как известно, для построения кубического интерполяционного сплайна необходимо задать дополнительно краевые условия в крайних узлах. В отличие от одномерной сплайн-интерполяции интерполяция методом метрического анализа не предполагает задания граничных условий и, как будет показано ниже, обеспечивает гладкость как внутри интервала интерполяции, так и на краях, и, как следствие, хорошо отражает участки выпуклости и вогнутости интерполируемой функции.Пример 13.4. Рассмотрим функцию у =  |ж| на отрезке -1 ,1 ] . Значения функции заданы на равномерной сетке с п узлами интерполяции. На рис. 13.1-13.3 показаны результаты для п =  7, п =  9 и п =  11 соответственно. Сплошная жирная кривая соответствует графику функции у =  |а?|; сплошная тонкая — интерполяционной кривой, построенной методом метрического анализа; пунктирная — полиному Лагранжа. Звездочками показаны узлы интерполяции.

- 0 ,5  0 0,5Рис. 13.1Известно, что последовательность интерполяционных полиномов Лагранжа L n(x) для функции у — \х\, построенных на равномерной сетке, расходится в любой точке х ф —1, 0, 1.
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1
0 .5  

0- 1  - 0 . 5  0  0 ,5  1
Рис. 13.21

0,5
О- i  - 0 ,5  0 0,5 1

Рис. 13.3

Пример 13.5. Рассмотрим функцию у{х) = 4 --  ехр(х) cos(2.1 - г )  на отрезке [—1, 1].Значения функции заданы на равномерной сетке с п узлами интерполяции. Вычисляются интерполяционные значения лдя Л =  100 точек, заданных равномерно на отрезке [—1, !]• На рис. 13.4 показан результат интерполирования для п = =  10. Сплошная жирная кривая соответствует графику функции 
У1х1 =  4 — exp(x)cos^2.1irz), сплошная тонкая — интерполяционе н  кривой, построенной методом метрического анализа, штриховая — сплайн интерполяции с нулевыми граничными условиями для второй производной, звездочками показаны узлы интерполя
ции.Рассмотрим пример многомерной интерполяции с использованием различных подходов в рамках метрического анализа Для следующего примера используется регуляризованнаяматрица (13.9).Пример 13.6 Рассмотрим функцию Y  =  /(х) =  (Vx,x) ++  ('■*)• X =  (г ............хм)Т, О <  «  1, 1..........m, где— постоянная (m х m j-матрица, с  =  — постояв-
ныу̂  вектор-столбец, m  =  12 — мерность пространства, > X * .  =  П  k =  1 , где Хд- — у зл ы  интерполяция.



2. Примеры интерполяции_____________________________251

N Точноезначение Интерпол.значение Отн.ошибка(%)
N Точноезначение Интерпол.значение Отн.ошибка(%)1 38,00 38,59 1,54 11 35,18 35,89 2,022 44,38 45,81 3,20 12 44,57 45,28 1,593 44,40 46,44 4,58 13 42,63 44,04 3,304 49,94 49,42 1,04 14 49,50 49,89 0,795 36,30 37,66 3,74 15 25,84 25,22 2,386 44,76 45,42 1,48 16 41,00 41,38 0,927 43,19 42,45 1,70 17 55,39 53,83 2,838 43,46 42,82 1,47 18 42,05 44,93 6,869 37,43 36,51 2,45 19 38,95 39,86 2,3510 30,78 29,06 5,60 20 47,37 47,22 0,32

Vfc — значения функции в узлах интерполяции, п =  25 — количество интерполяционных узлов, N  =  20 — количество точек, в которых восстанавливаются значения функции. Как интерполяционные узлы, так и точки, в которых интерполируются значения функции, были выбраны с помощью генератора случайных точек в пространстве Е т.Результат интерполяции приведен в табл. 1. В первой колонке — номер точки, в которой интерполируется значение функции, во второй колонке — точное значение функции, в третьей — интерполированное значение, в четвертой — относительная ошибка в процентах. Несмотря на небольшое количество узлов интерполяции, мы получили достаточно высокую точность интерполированных значений.



Г л а в а  14А П П Р О К С И М А Ц И Я  И  С Г Л А Ж И В А Н И Е  Ф У Н К Ц И Й  О Д Н О Й  И  М Н О Г И Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х  Н А  О С Н О В Е  М Е Т Р И Ч Е С К О Г О  А Н А Л И З А
1. Схемы аппроксимации и сглаживания методом метрического анализаРассмотрим задачу сглаживания и аппроксимации функциональной зависимостиY  =  F ( X b . . . , X m) =  F ( X )при наличии хаотических отклонений от точных значений. Заданные в точках Х ь . . . , Х „  значения функции

У  =  F  X  ......... у ;  =  F ‘ X ri известны с погрешностями.
П у с т ь  К \  — ковариационная матрица вектора значенийY  =  О ь  —  Уп)т -Случай 1. Матрица метрической неопределенности невырождена.Для произвольной точки X *  восстановленное значение У ж ищем в представлении

Y*  =  (z, Y ) ,  (14.1)где вектор весов z находится как решение следующей задачи на минимум суммарной детерминированной и стохастическойнеопределенности К у .

{(Wz,z) +  a ( K y z , z )  -  m in z,<*.!) = 1. 1 = (1....... I f .о  >  0 — параметр сглаживания.В то время как выражение (Wz.zi  отвечает за метрическую неопределенность, выражение ( K y z , z )  отвечает за стохастическую неопределенность. Задача (14.2) решается так же, как за-



/. Схемы аппроксимации и сглаживания 253дача (13.9) с помощью функции Лагранжа. Искомое сглаженное значение в произвольной точке X *  дается равенством_  ((W + a K Y )-'  1.Y )  
sm ((W +  a K Y ) - ]l , l )

(14.3)
При а  ->• + о с  сглаженное значение Y*m в произвольной точке X *  одно и то же: _  (ДГу’ а .У )  

sm (К у11 А ) '
(14.4)

При а  —> —0 решение задачи (14.2) для X *  Ф Х г, i  =  1 , . . .  , п ,  дает интерполяционную функцию( V ^ Y ) ( 1 4 .5 )
Теорема 14 .1 . Для точки X *  =  X *  при а  —> + 0  решение 

задачи (14.2) стремится к значению функции У*.
Доказательство. Действительно, имеем

L(z,u)  =  ^ ((ТУ +  a K Y )z, z ) -  u((z,  1) -  1), v i  =  (ТУ +  a K y )z -  u l =  0.Так как г-я строка и г-й столбец матрицы И состоят из нулей, то из системы уравнений(ТУ +  a K y ) z  =  u l  (14.6)получаем
a ^ 2 ( K Y )ijzj  =  uzi =  а(Ку)и ~  К у у.. ’ ( 147)j= iгде введены обозначения z =  (21, . . . ,  .......... , К  г ==  p Y )ii......... ( i f Y k i - i . W « + ........... ( a y )« )  ; Г-e уравнениесистемы (14.6), г Ф i , перепишем в виде

Ё  +  “ (A'v )rj -  a i ^ i ( K Y ) i j )  =  “  ( 1 -  )  ■



254 jl -г ^  Аппроксимация и ссаж ивание функцийОбозначим через М а матрицу размеоа (п -  1) х  (п -  1) с эпементами=  ” Vj  + o(AV)rj -  а ^ г Ф ( А - у )«,(лу)й- Jr ’ i = 1 ..........* ~ 1» i +  1 , . . . .  n , (14.8)а через f  -  вектор-столбец размера ( n - l ) x l c  элементамиW i - f c ) .\ (A Y )n /Тогда п оучаем r — 1 »•••♦*— 1, i +
а из (14.7) z =  uMQ J f ,

=  и J _______ ( K ^ A i^ f)q (Ay )« (A V )« условия i z . 1 = 1  получаемo (A V )«u (q ) =

(14.9)
(14.10)
(14.11)1 +  a l A V M A C ' f .  1) -  q (K it M ~ ]f)Подставляя выражение (14.11) в (14.9) и в (14.10), имеем a ( * v ) « A C ' fZ =

г* = ! -  а(Ку 1цШа f . 1) -  а ( К „  M ^ f j ’_____________ 1 — ( K ,t A/~]f ) ______________1 -  <*(K Y } n i M - l{, 1) -  a ( K t1 M - ' f ) '

(14.12)
(14.13)

г ^ - - значи^ 4ePejl И матрицу, которая получается из матри- нулей)" “ алением " го столбца и *-й строки (которые состоят изТогда из представления (14.8) следует, что
Ма  — Т IV,

а—гОи из (I4.14), (14.I3) имеем* - - 0 г, — I I .о-fO a-H)Из 14 м Х1я т° чек Х * =  Х ; окончательно получаем
г *  уг.а-НЭТеорема доказана. □



1. Схемы аппроксимации и сглаживания 255Задачу (14.2) можно также решить с помощью собственных значений и собственных векторов матрицы W.  Пусть A i , . . . , A n — собственные значения, a <pj,...,<pn — соответствующая им ортонормированная система собственных векторов матрицы W.Разложим вектор весов z по этой системе:
пz = г= 1Обозначим через F  =  [ф15...,фга] матрицу, столбцы которой образованы собственными векторами матрицы W, с =  (с\, . . .  

. . . , с п)т. Тогда z =  F c .  (14.14)Для суммарной неопределенности имеем
п  п

(Wz, z) +  а ( К у 2 , z) =  £  ^ici +  ^ 2  ^ Cj (^ Y<Pi’ <Pj) =г=1  i , i = l =  (D c , с) +  а ( В с , c),где
D  =  d i a g ( A i , . . . ,  An), Bij =  (Ауф *. <Pj)> i , j  =  1 , . . .  ,n ,

(z, 1) =  y^Cj(yJtl)  =  (с,ф), Ф =  ((ф1,1),...,(фп, 1))T .i—1Тогда задача (14.2) для нахождения вектора z сводится к следующей задаче на нахождение вектора с:Г ф с ,  с) +  а  • ( В с , с) -  min с , (14 15)\(с,ф ) =  1.Задача (14.15) решается с помощью функции Лагранжа:
L(c, и) =  \ ((D +  а В ) с ,с) +  и (1 -  (с,ф)),

Vcb = (D  +  а В )с -  иф = 0 =1- и(Р + <т£Г ‘ф.
(с,ф) = !=«.«= ((д  + аВ)-1ф̂ '
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(14.16)
(14.17)
(14.18)

Замечание 14.1. Из доказательства теоремы (14.1) следу
ет. что сглаженные значения в самих точках Х г находятся 
с помощью формул (14.12) и 14.13), которые определяют
вектор весов ъ.

Замечание 14.2. В качестве суммарной неопределенности
вместо П Г г , z) +  а(Куя>, z)
можно взять 1 -  о)! H z. z) +  а ( К у z , z ),
и тогда параметр а будет меняться в пределах [0, 1] вместо fO. -rocj. Такое рассмотрение более удобно для вычислений.

Случай 2. Матрица метрической неопределенности вырождена.В этом случае, так же как и для задачи интерполяции, применяется один из описанных в гл. 13 подходов.В первом подходе вместо вырожденной матрицы метрической неопределенности используется регуляризованная матрица и ;  =  w  — а М .  где М  — матрица-регуляризатор, а  — параметр регуляризации, а вместо задачи (14.2) рассматривается задача с использованием регуляризованной матрицы Wr:

( И-Vz.z) — a K y z . z )  -  m in z , / t . i m
\ г. 1. = I. 1 . ( 1 .......i f .  <14|9)Во втором подходе действуем в подпространстве нулевого собственного значения, . . .  ,ф „ _ т  — собственные векторы матрицы И\ соответствующие нулевому собственному

-г ас>) ф
({D +  aB)~lb + yИз (14.14) получаем искомый вектор весов z*

Р  — а Я ) - фz* =  F
((D +  а В ) _ 1 ф. ф) ’сглаженное значение К ( F ( D  +  a B ) - V Y )(<D +  a B ) “ V * )



/. Схемы аппроксимации и сглаживания 257значению Aq =  0:
п —т

Z  =  ^  С{ф,;, W *  =  0, (фг, фj) =  S ij , i, j  =  1 , . . . ,  n -  m.
i= 1Обозначим Fq =  [ф|, — , Фп-m] матрицу, столбцы которой образуют собственные векторы матрицы W, соответствующие нулевому собственному значению с =  (сь . . . ,  Сп_т )г , тогда вектор весов z можно представить в видеz =  F 0C0,
Фо = ((ч>1 Л). •••. (Фп- !))Т . (̂ o)ij = (#УФг> Фу),

i , j  =  1, . . .  , п - т ,
D 0 =  diag(//i,. . .  ,/2„) , (14.20)

где функции /х*(Х*) должны удовлетворять условию интерполяции при а  =  0, т. е. определять интерполяционную функцию, сходящуюся к значениям функции в точках X ,;. Искомый вектор со, вектор весов z и сглаженное значение Y*m определяются формулами
(D +  аВц) 1 Фосо

z = ((D +  a B 0) 1 Фо, Фо) * 
Fp(D +  аВр) 1 Фо 

((D +  аВо) 1 Фо > Фо)
(14.21)
(14.22)

_ (F0(D +  aBo)-'b>'Y) 
((D +  аВо) 1 Фо, Фо) (14.23)В третьем подходе для вырожденного случая вместо матрицы метрической неопределенности (13.3) в задаче (14.2) используется модифицированная матрица метрической неопределенности. Например, для мерностей пространства т =  1, т  =  2 эффективно использование матрицы (13.25).Если сглаживание производится в нескольких точках X J , . . .  . . . , Х д г  то, в общем случае, задавая различные а , получим различные уровни сглаживания. Однако если требуется восстановить (аппроксимировать) исходную функциональную зависимость, где значения функции в каждой заданной точке известны с погрешностями, то сглаживание нужно проводить со значением а, найденным с помощью принципа невязки.Пусть в точках Х ] , . . . , Х П значения функции заданы с погрешностями, дисперсии которых равны а^,.. . ,стп соответственно. В этом случае ковариационная матрица имеет9 А. В. Коянев. Г. В. Лукин. Д .К . Улумян



25S Гл- N  Аппроксимация и сглаживание функцийдиагональный вид: A y  =  d i a g ( o f , Введем функционалневязки
6(a) =  -V  ~ -  1, (14.24)n 5 T  *7где V/. а , X  — сглаженные значения в узлах X , ,  в которыхзаданы значения функции.Для восстановления исходной функциональной зависимостивыбирается такое значение «о- для которого

6 ( о о ) = 0 .  (14.25)По найденному значению для точек X J ____, X *  находятсявосстановленные значения У ^(а<). Х £ ) , k =  1, . . . ,  п.Величина y ; , .ix : , = v ; - v ; ’mK . x - )представляет собой хаотическую компоненту значения функциив точке X *Фактическое нахождение подходящего значения ао согласно способу невязки сводится к последовательному нахождению сглаженных значений Y;m oq , X *  ), к =  1 для различных а 
л выбору таких сглаженных значений, для которых наиболее точно выполняется равенство (14.25). Так как параметр сглаживания q  является непрерывным, то при численной реализации можно найти подходящее значение oq таким образом, чтобы равенство <14.25) выполнялось с наперед заданной точностью.Пример 14.1 . Рассмотрим функцию f( x )  =  4 4- -r exp х sin 2~\х +  ж 4)), заданную на отрезке [—1, 1] в п =  50 точках х \ , . . . , х п на равномерной сетке. Зададим вектор относительных погрешностей о \ , . . . , о п с помощью генератора случайных чисел в интервале от 1% до 25% от значений функции / х , ,  наложим шум на функцию f( x)  с относительными погрешностями а, в точках х , соответственно и тем самым получим зашумленную функцию f»h{x).  Далее восстанавливаем ил ходкую функцию f i x )  с помощью аппроксимационной схемы метрического анализа с использованием функционала невязки (14.24). На рис.14.1 представлены графики функции f(x)  (сплошная жирная кривая), зашумленной функции f sh(x ) 
Li ovzhzz  кривая) и аппроксимационной функции fap(x ) (сплошная тонкая кривая).



/. Схемы аппроксимации и сглаживания 2597 [  6 5 4 3 21 L-1  - 0 ,8  - 0 ,6 - 0 ,4 - 0 ,2  0 0 ,2  0 ,4  0 ,6  0 ,8  I Рис. 14.1Подсчитаем средние относительные погрешности:

В случае когда дисперсия ошибки неизвестна, но она одинакова для всех точек X * , 1 , гг, для определения подходящего значения qq можно использовать способ перекрестной значимости, согласно которому

ное методом метрического анализа по п — 1 значениям функции
Y u . . . , Y k_ h Yk+ i ..........Уп в г г - 1  точках Х ь . . .  , X fe_ b X fc+ i , . . .. . .  , Х П. За подходящее значение параметра сглаживания берется то, которое минимизирует функционал перекрестной значимости (14.27).После аппроксимации функциональной зависимости для значений функции У\, . . . ,  Уп в точках X j , . . . ,  Х п имеем следующее

Можно рассмотреть и другой подход в рамках метрического анализа к задаче сглаживания на основе информации о взаимном расположении точек Х | , . . . , Х „ .  Пусть У{ — значения функции 
в точках Х ?, г =  1,..., гг. Зададим число R  >  0. Для точки X *

а 0 =  argmin7(a),а (14.26)функционал 7 (a):
г= 1где Ysrn*(a, X * )  — сглаженное значение в точке Х ь  построен-

9*



260 Гх 14. Аппроксимация и сглаживание функцийопределим индексы ij <  i j  <  . . .  <  in, причем *jt #  г, fc =  1, 2, . . .  ____Л'з, как индексы, для которыхЙ  X , .  X , * ) <  Я , А- =  1 ,2 , —  . ( 1 4 . 2 9 )Сглаженное значение У; в точке X ,  определим с помощьюравенства ту ;  =  SYi +  (1 -  Р) Y ,  7 ( 1 4 . 3 0 )  *=1где J  — параметр. О <  3  <  1. ~ик — функции, зависящие от вза
имного расположения точек Х (. , . . . . X i v , причем Y^k= i F  1.В частности, можно взять 1. _  / ( Х , Х 1к)“  17~V >  x ;. x , jЬ=1 (14.31)
j? — параметр.Потребуем, чтобы для параметра R  выполнялось условие 

R  >  m a x m in / ^ C X j.X f) ,которое гарантирует, что все значения Уг будут сглажены с заданным уровнем сглаживания.Повторяя сглаживание сглаженных значений по формуле 114.30), получаем итерационный процесс
-V,

у' = ту,‘~1 + (1 -  3)Y,~:hYt'- 04.32)
k= IВектор сглаженных У /— , значений на 1-й итерации можно представить через значения Y\t . . . , Y n с помощью векторноматричного равенства Y  =  A lY ,  (14,33)где элементы ач  матрицы А  даются равенствами

j * i  ^  =  / ° ;  * * • * » ■ ) > *10  -  F h j , (14.34)Замечание 14.3 . При таком подходе параметр села- 
живания i является дискретным в отличие от парамет-1 при сглаживании методом метрического анализа (14.2).



2. Оптимальность восстановленных значений функции 261
Поэтому в случае аппроксимации условие (14.25) для функ
ционала (14.24) заменяется на следующее:

5(1) - *  min, 5(1) =  £  {- J  ‘ f  -  1 j  • (14.35)
Отметим еще раз, что интерполяция методом метрического анализа не предполагает задания базисной системы функций, а в каждой точке, где рассчитывается интерполяционное значение, индивидуально учитывается ее расположение относительно интерполяционных узлов. Аналогичное замечание относится к сглаживанию и аппроксимации методом метрического анализа. В одномерном случае т — 1 другим методом сглаживания, не предполагающим априорного задания базисной системы функцией, является метод, основанный на сингулярно-спектральном анализе (см. § 3 , гл. 12).

2. Оптимальность восстановленных значений 
функции на основе метрического анализаРассмотрим более подробно аспекты неопределенности при восстановлении значений функции с помощью метрического анализа.Ранее уже отмечалось, что согласно принципу суперпозиции суммарная мера неопределенности cr2sum{Y/ X *)  значения Y  в точке X *  определяется равенством< 4 т 0 7 Х * )  = 4 ( X * , z / X  ............Х „ )  +  z), (14.36)которое запишем в виде£ & т ( Т / Х * )  =  Щ ( Х * / Х ь . . . , Х „ К « ) ,  (14.37)где V V ( X * / X ,..........Х „ )  =  W ( X * / X  1........... X n) +  Л К у  -  снимет-ричная неотрицательная (п х  п)-матрица.Матрицу V y ( X 7 X b . . . , X n) из (14.37) будем называть матрицей суммарной неопределенности значения функции У в точке X * .Зам ечание 14.4 . При решении прикладных задач опреде

ление меры неопределенности значения функции в точке X *  
согласно равенству (14.36) предполагает одинаковую размер
ность метрической Оу и стохастической <т2(У , z) мер неопре
деленности. Поэтому при решении прикладных задач необхо-



Га . 14 Аппроксимация и сглаживание функцийт

димо обезразмгрыть все переменные Y ,  Х ь . . . ,  Х п и провести 
их масштабирование на одинаковые интервалы измерения.

Замечание 14.5. При решении практических задач уровень 
стохастической погрешности а2 значений Y  может быть 
неизвестен. Тогда можно предложить схему оценки неиз
вестного <г, с использованием только известных значений 
функции У] .........Yn в точках Х ь . . . . Х п и элементов ковариа
ционной матрицы К у  погрешностей в значениях У ] , . . . , У„. 
Такая схема будет дана ниже. Сейчас же предполагается, 
что подходящее значение о 2 известно.Рассмотрим обратную матрицу VyTl ( X * / X i , ____Х п) .Величину I  Y  X )  — (1 у'1( Х * / Х ь . - . , Х п) 1 ,1) >  0 будем называть информацией о значении функции в точке X *  по известным с погрешностями значениям функции Y j , . . . ,  Yn в точках X , .........Х п.

Замечание 14.6. В случае вырожденности матриц Vy, Wy,
К у вместо обратных матриц используются псевдообратные 
или регуляризованные матрицы V y , 1Г~ , К у  соответствен
но■ |7, 26. 77].Из неравенства УГ ( Х * . Х ь . . . . Х п) >  И 7( Х * / Х ь . . .  ,Х „ )  следует неравенство 1у ! ( Х * / Х Х п) <  W y l ( Х * / Х \, . . .  —  Х я и. следовательно, неравенство ( V y 1 ( X * / X i , . . .  . . .  X ,  1.1  <  И ' - 3 X *  Х Ь . . . , Х П)1, 1).Таким образом, при наличии погрешности в значениях функции У: .........Уп в точках X i , . . . . X n итоговая информация о значении функции в точке X '  меньше, чем информация о значении функции в точке X '  в условиях отсутствия погрешностей в значениях Y\, , . . . У П.Поставим задачу о нахождении значения Y  функции в точке Х У  для которого суммарная мера неопределенности (14.36) принимает минимальное значение.Математическая модель указанной задачи имеет вид

l y X '  X ] ..........X nj z . z ,  -  min, ( z . l ,  =  l .  (14.38)
zРешение задачи (14.36) дается формулой 

Z* =  ^ ‘ i x y x , .........Х „ ) - 1
......х « ) .1 . 1 ) ‘

(14.39)



2. Оптимальность восстановленных значений функции 263Подставляя z =  z* в равенство Y* =  (z, Y ) ,  получаем искомое оптимальное восстановленное значение:у * =  ( У у '( Х 7 Х 1, . . . , Х п) • 1. Y )(vy- |( X 7 x , , . . . , x „ ) - i , i ) ' (14.40)
Очевидно, что суммарная мера неопределенности Y*  в точке X *  равна( V V ( X 7 X b . . . , X n)z*, z*) 1( V ( *  7 х ,  х п) • 1, 1) . (14.41)
Из вышесказанного вытекают следующие теоремы.Теорема 14.2 (неравенство для суммарной неопределенности). Суммарная мера неопределенности любого восстанов

ленного значения функции в точке по заданным значениям 
функции с погрешностями в точках Х ь  . . . ,  Х п удовлетворя
ет неравенству <7* >  (14.42)7(У/Х"где / (Y / X *)  — итоговая информация о значении функции 
в точке X *  по известным (с погрешностями) значениям 
функции Y \ , . . . tYn в точках Х \ , . . . , Х п.Определение. Восстановленное значение функции У * в точке X *  при наличии погрешностей в значениях функции Y\,. . .  ,Y n в точках X i , . . . , X n, даваемое равенством (14.40), будем называть оптимальным, если для его суммарной меры неопределенности в неравенстве (14.42) достигается равенство.Теорема 14.3 (об оптимальности восстановленного значения). Восстановленное значение функции У * в точке X * , 
даваемое равенством (14.40), оптимально.

Доказательство. Рассмотрим вырожденный случай, когда все точки X i , . . . , X n совпадают с точкой X * . В этом случае матрица метрической неопределенности W y ( X * / X i , . . . ,  Х п) нулевая. Следовательно, псевдообратная матрица W y ( X ’ / X j , . . .  . . . , Х П) также нулевая. Поэтому мера метрической неопределенности для значения любой функции в точке X ’ равна нулю.Пусть е распределена по нормальному закону и А  у не вырождена. Докажем, то в этом случае оптимальное восстановленное значение (14.40) совпадает с оценкой максимального правдоподобия значения функции Y  в точке X * .



.О , н  Аяяр&кеимсция и сглаживание функцийДействительно, имеем: M Y , =  V*, i =  где Y  — неизвестное точное значение функции в точке X * .  Функция правдоподобия L i Y . Y )  для вектора Y  =  (11.........Yn)T имеет вид

Следовательно, М М П-оценка Уммп искомого значения Yопределяется равенством

пользующую только известные значения функции Y \ , . . . ,Ynв точках X j ......... Х д  и элементов матрицы К у ,  определяющейхарактеристики погрешностей в значениях Y  =  ( У ) , . . . ,  Yn)T. Схема выбора подходящего значения <т2 основана на методе наилучшего восстановления и предполагает последовательное восстановление 1 в точках X ;  с помощью совокупности оставшихся
Восстановленные значения У* в точках Х г определяются равенством

х  exp -  ■ 1), ( Y  -  ■ 1))}
Уммп =  a r g m in lA 'y 'fY  -  У  • 1), ( Y  -  У  • 1)),откуда

Нс в рассматриваемом случае VY j ( X * / X ] , . . .  т .е . Уммп =  Y*  из (14.40), что и требовалось доказать. □

Дадим теперь схему выбора подходящего значения о 2, ис-

значений Y\........ 11- 1, 11+ 1, . . ,Y n в точках Х ь . . . , Х г_ | }Х*+ь---• < Х й.
(14.43)

векторы.



2. Оптимальность восстановленных значений функц и и 265Затем подсчитывается среднеквадратичное отклонение восстановленных значений от реализованных по всей совокупности точек Х Ь . . . , Х П согласно формуле
А1> 2) = i  - у')2- <14-44)г=1Подходящее значение сг2 находится как решение экстремальной задачи

а2 =  arg min Д У (сг2). (14.45)Замечание 14 .7 . До сих пор предполагалось, что в восста
новлении с помощью равенства (14.40) участвуют п точек Х [ , . . . , Х П, в которых известны (с погрешностями) значения 
исследуемой функции. Однако, особенно при решении прак
тических задач, целесообразно проводить локализацию со
вокупности точек, по которым восстанавливается значение 
функции в рассматриваемой точке X * .  При реализации схемы 
локализации подбирается подходящее число R  >  0, и в фор
муле (14.40) участвуют лишь те точки Х ] , . . . , Х П, которые 
попали внутрь шара j|X  — Х *||йг <  R . В частности, если не 
найдется ни одной точки из совокупности реализованных X i , . . . , X n , попавших внутрь вышеуказанного шара, то это 
означает, что неопределенность восстановления в точке X *  
по совокупности точек X i , . . . , X n имеет слишком большое 
значение и погрешность восстановления неприемлемо велика.Выше была приведена схема подбора весов w \ , . . . , w n метрики. Отметим, что локализацию можно использовать и при подборе весов метрики, причем в этом случае локализация будет особенно эффективна, если исследуемая функция имеет разные степени чувствительности от аргументов в разных частях исследуемой области изменения аргументов. В этом случае подходящая локализация при определении весов метрики обеспечивает большую точность интерполирования или восстановления функции.После определения метрических весов w  определим матрицу функционально-метрической неопределенности точки X *  относительно известных значений функции в совокупности точек X 1, . . . , Х п равенством

WY ( X * / X u . .- ,X-n) =  W,  где W  дается равенством (13.3). (14.46)



266 Гм N . Аппроксимация и сглаживание функцийОбозначим через Wy  псевдообратную матрицу матрицы (14.46). Величину /у ( X / X i , . . .  , Х П) =  (И у 1, 1) = =  П и  П и  >  0 будем называть метрической информацией о значении У  в точке X ’  относительно совокупности точекХ 1..........Х „ .Метрическая информация о значении функции У  в точке X*относительно совокупности точек X ] ..........Х „  содержит в себеинформацию не только о геометрическом расположении совокупности точек X ; ..........X *  относительно точки X * ,  но и о степенизависимости исследуемой функции от аргументов с включением этой степени зависимости в метрическое расположение точек X j ..........X  относительно точки X *  путем изменения метрики.Если Iy  X  X i ..........Х „ )  >  / ( Х / Х 1........... Х п), где / { Х / Х ь  . . .. . . , Х -  — метрическая информация в безвесовой метрике, тоэто означает, что степень влияния аргументов на изменение функции различно, причем расположение точек таково, что более геометрически близкие к X *  точки совокупности X j , . . . ,  Х тг более близки относительно координат соответствующих аргументов с наибольшим влиянием на изменение исследуемой функции.Наоборот, если /у X  Х : ......... Х „ )  <  / ( Х / Х ь  . . . ,  Х „ ) ,  то этоозначает увеличение в новой метрике расстояния точек X j , . . .  - ~ . Х П от точки X *  для наиболее близких к X *  точек в геометрической безвесовой метрике.Таким образом, вышеуказанная схема выбора весовой метрики дает возможность выявить степень влияния каждого из аргументов и учесть эту различную степень влияния путем перехода к новой метрике с соответствующими неравными весами.Рассмотрим вырожденный случай, когда в исследуемой функ- ди>; введен аргумент (фактор), от которого функция не зависит. : отца при реализации схемы нахождения весов новой метрики ' удет получен однозначный результат: метрический вес, соответствующий вышеуказанному фактору, будет равен нулю, и этот фактор будет автоматически исключен из дальнейшего рассмотрения. Вышеприведенная схема перехода к метрике с весами дает возможность учесть, подобно тому как это делается в факторном «анализе, влияние факторов на изменение функции и исключить несущественные из них. понижая размерность факторного пространства.
jПример 14.2.t e  =  (У х. xj1. . . ,  5, I — симметричная матрица, с  — ^йд<анп»и »v.: — хаотическая компонента. В таблице 1 представлены резуль

Рассматривается зависимость У с . Х "  + е ,  где х  =  {х\ , . . .  , х п)т, 0 ^  х { <  1.заданный вектор,



2. Оптимальность восстановленных значений функции 267тэты восстановления значений Y  при следующих условиях: 
п -  2, е — белый шум с е ~ N[0; 0.1], точки X *  брались в разных частях 5-мерного куба 0 <  Х{ ^  1, i =  1..........5. Таблица 1

Вектор X Y Результатвосстановления0,321004 0,660444 0,133273 1,221744 0,725291 20,9909 20,67930,553684 0,972302 0.854523 0,175905 0,511616 37,0047 36,34860,791003 0,928066 0,146925 0,118069 0,007696 11,4883 13,00460,844583 0.971661 0,167349 0,562888 0,992063 52,7896 52,09120,511118 0,152113 0,088374 0,886334 0,968449 33,3384 35,65850,506079 0,48184 0,710547 0,405388 0,851228 39,9653 39,02280,146236 0,497067 0,539012 0,882125 0,954199 43,7182 43,74850,264033 0,087588 0,690458 0,125688 0,639964 17,2629 15,52570,309556 0,170704 0,759311 0,939503 0,726604 39,9813 40,53950,740922 0,029829 0,409211 0,016721 0,880375 20,6636 21,50670,237767 0,860013 0,878114 0,266829 0,051345 19,5284 19,30660,707865 0,047810 0,639003 0,376524 0,747099 30,04 30,08950,885714 0,705842 0,3656 0,115566 0.778709 33,728 34,14220,548071 0,592355 0,534014 0,972202 0,231008 34,4034 34,69330,797738 0,279911 0,018476 0,950551 0,434507 27,4361 28,66410,828089 0,597407 0,957641 0,079108 0,4444 32,2177 32,25730,717324 0,604474 0,74687 0,714585 0,54289 46,5764 44,86530,593894 0,035818 0,160847 0,675622 0,525737 20,266 19,71850,741381 0,674717 0,866045 0,032282 0,25448 23,7496 24,0375
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АЛГОРИТМЫ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ 

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ НА ОСНОВЕ 
МЕТРИЧЕСКОГО АНАЛИЗАРассмотрим функциональную зависимость у =  f ( x ), заданную на равномерной сетке Х] ..........х д \  x t =  х\ 4- (?• -  1 )h, у,; ==  ;  i .  . i =  1 . . . . . . V .  Пусть требуется найти значение функции

у V—1 =  J { t n + i ) в точке x jv+ i =  х \  +  h. Задачу нахождения экстраполированного значения сведем к задаче многомерной интерполяции с помощью нелинейной авторегрессии:
Ут—I =  -Г(|/], —  , у т ),
Утч-2 ~  (У2> - - -» Утп+ 1 ) j / 1 г i \Уд =  F  y s - m , . . . .  УМ-1),где F  — неизвестная т -мерная функция, т — параметр авторегрессионной модели.В таком виде одномерная функция у =  f(x)  представлена в виде m -мерной функции, заданной в N  — т точках:

•Xi =  (|/Ь  — * Утп)»
-Х2 — (1/2» - • -» Ут+1}» /1 с о\

X.V-m [УМ—т* — t УЛГ—1 )*Экстраполированное значение у д +i находится как интерполяционное значение m -мерной функции F  в точке X *  =
— ■ УХ—т —1 • —  ( У.Х )-

yN+i =  F ( X * ) .  (1 5 .3 )Используя различные методы многомерной интерполяции, можно получить различные экстраполированные значения у д +i- Рассмотрим многомерную интерполяцию методом метрического анализа с использованием матрицы метрической неопределенности (13.3). Из представления (13.3), с учетом (15.2) получим следующее представление для матрицы метрической неопределенности через значения функции у \ , . . . , у м ‘.

w  =  У  <iiag(W[------u m) Y T , (15.4)
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У2 ~  V N ~ m +2 • • • У т - y N  \
УЗ ~  У  N —7Л. *4* 2 • • • У т + l  ~  y N

yN -m + \  ~  УЫ -т + 2  ■ ■ • VN - 1 “  VN )(15.5)При N  — т ^  т => т ^  N/2 матрица W  невырождена и интерполяционные веса z =  ( z j ____ , zj\r_m) можно найти по формуле(13.10) или по формуле (14.39). После нахождения интерполяционных весов экстраполированное значение v n +\ найдем по формуле
W + 1 =  Z\ym+ 1 +  222/m+2 +  ••• +  ZN-myN• (15-6)Параметр m  играет важную роль в этом методе экстраполяции, так как от его выбора зависит, каким будет результат экстраполяции, а априори он неизвестен. Для выбора параметра т поступим следующим образом. Найдем экстраполированные значения у ^ 1> как интерполяционные значения тп-мерной функции F  при всевозможных т =  2, . . . , N  — 2 в точках X *  =  ( у к - т , . . .  , 2/n - i ), имея N  - т  -  \ значений у * + ь . . .  ,улг-1 функции F  в N  — т — \ точкахX j  =  {у 1, . • • , t/m)iХ г  =  (У2> ••• »2/m+i)> (15.7)............. ............................. ..X jv —rn— 1 =  {УМ—m— Ь • • • > У1̂ —2)соответственно.Тогда _  _^ m) =  r ( X b . . . , X , v - m - b Y ; X * ) ,  (15.8)где Y  =  (ym+i , . . . ,  удг-1 )г , Y j  =  2/m+i +  ^ ( x i)-Так как значение г/дг известно, то определим m  какrn =  a r g m in ® ^  -  y/v). (15.9)После определения параметра гп с помощью формулы (15.6) находим экстраполированное значение т/лч-i- Дзлее для ряда (.2/2. • • •, Vn > yN+\) длины N  с тем же параметром m нелинейной авторегрессионной модели строится матрица метрической неопределенности (15.4), для нее находится вектор интерполяци-

( У1 yN—m+1 
У2 ~  У И - т + \\ V N —т  y N —т + 1



2~0 Га IS., Л.iA&pu.-ах а  ы схемы прогнозированияочных весов z =  : : ......... c.v-m ) и вычисляется экстраполированное значение y_\'+2:
R \ - l  =  Z \ y m ^ 2  +  ••• +  Z N - m - l V N  +П р о д аж а я э т о т  процесс, можно найти экстраполированные значения на любое количество шагов вперед.Экстраполяция методом метрического анализа является достаточно устойчивой и точной, а также однозначно восстанавливает ряды для класса функций, управляемых линейными рекуррентными формулами (Л РФ ).Для случая, когда значения функции у\.......... у у  зашумлены,можно предложить два подхода для их прогнозирования. В первом подходе одномерный ряд у\_____ сглаживается методомметрического анализа и далее применяется описанный выше метол экстраполяции с помощью метрического анализа. Во втором подходе экстраполированное значение 1 находится не как интерполяционное значение, а как сглаженное значение ш-мерной функции F  в точке X *  =  . . . ,  t/v, найденное методомметрического анализа.Определение, Говорят, что ряд F \  =  (у\ , . . .  ,уы) имеет 

конечно-разностную размерность, не большую чем d, и обо
значают /dim  F y  I ^  d, если 1 ^  d <  N  -  1 и существуют q з____такие что

ус~: =  « з Ух -  й2У.:-г! +  - • - +  о *  i =  1, * • •, N  -  d, а.] ф 0;(15.10)
й =  т и ф -  : fa im iF s  ^  к) — называется размерностью ряда 
и обозначается / dim) F \ ) =  d.Формула 115.10) называется Л Р Ф . Л Р Ф  с d — /dim(iyv) называется минимальной Л Р Ф . Если для ряда F v  выполняется U 5  10), то говорят, что ряд F v управляется Л Р Ф .Еще одним методом, позволяющим однозначно восстанавливать ряды, управляемые Л Р Ф , является метод S S A , который определяет коэффициенты Л Р Ф , и по этим коэффициентам продолжает ряд с помощью представления (15.10). Однако этот метод является менее устойчивым и точным, а для функций, выходящих из класса управляемых Л Р Ф , теряет точность экстраполяции намного раньше, чем метод экстраполяции на основе метрического анализа.Продемонстрируем результаты прогнозирования на конкрет- чых примерах и сравним результаты экстраполяции методом метрического анализа и методом SS A . Для сравнения в качестве



Гл. 15. Алгоритмы и вычислительные схемы прогнозирования 271экстраполированного значения методом S S A  будем брать наилучший прогноз из рекурсивного S S A - и векторного S S A -прогноза.Пример 1 5 .1 . Рассмотрим функцию у(х) =  (х -  2)(х -  1)х х(ж +  1), заданную на интервале [а, 6], а =  - 1 0 ,  b =  - 5 ,  с шагом h =  0, 1.  Таким образом, имеется N  =  50 точек, в которых известны значения функции. Результат экстраполяции на 
Next =  200 точек вперед представлен на рис. 15.1. Слева представлен результат экстраполяции методом метрического анализа, справа — методом S S A . Сплошной линией представлены точные значения функции, штриховой — экстраполированные. Точные значения функции в точках x ^ + i , . . .  ,%N+Next представлены для наглядности сравнения с экстраполированными значениями.М М А  S S A

Параметр авторегрессионной модели (размерность пространства) т =  35. Найдем точку X{, i =  N  +  1,. . .  , N  +  N ext, для которой величина отклонения \yext{%i) — y{i)\ максимальна, и подсчитаем в этой точке относительные отклонения для метода S S A  и метода метрического анализа:
Vexti î) y{i)

y(i)
(15.11)

£s s a  — 0 ,3 4 , £m m a  — 0, 01.Пример 1 5 .2 . Функция f(x )  =  exp (аж) +  sin(waj), а  =  0 , 1, w =  \ / , задана на [а, 6], а =  —7, b =  - 4 ,  с шагом h =  0 ,05 . Таким образом, имеется с точек, в которых известны значения функции.Параметр авторегрессионной модели (размерность пространства) т =  43, esSA =  0-2, е м м а  =  9,5 • 10~4. Результат экстраполяции на N ext =  105 точек вперед представлен на рис. 15.2.
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Рис. 15.2Метод S S A  хорошо экстраполирует класс функций, которые являются суперпозицией полиномов, экспонент и синусоид, так как ряды этих функций управляются Л Р Ф . Однако для функций вне этого класса метод S S A  перестает работать, в то время как схема прогнозирования на основе метрического анализа для многих функций вне этого класса дает приемлемые результаты.Пример 15,3 . Функция f i x )  — 5 +  exp ( а х 2) , а =  0,01 задана на а, Ь.. q =  —15, b — —5, с шагом h =  0 , 1 .  Таким образом, имеется Д =  100 точек, в которых известны значения функции. Параметр авторегрессионной модели (размерность пространства) 
т =  66. £s s a  =  0 .0 7 , ем мл  = 0 . 0 1 .  Результат экстраполяции на точек вперед представлен на рис. 15.3.



Г л а в а  16
ДИНАМИЧЕСКИЙ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЙ

ХАОС

Одной из возможных причин появления неопределенности при прогнозировании динамических процессов является так называемый динамический детерминированный хаос. До недавнего времени считалось, что все динамические процессы делятся только на два класса — детерминированные и стохастические. Например, для детерминированных динамических процессов x(t),t  ^  to, с непрерывным изменением времени предполагается существование эволюционного оператора U(t), такого что x(t) =  U(t) • x(to), где x(to) — начальная точка процесса.Примером детерминированных динамических процессов могут служить решения системы обыкновенных дифференциаль-fixных уравнений —  =  F (x). Стохастические же динамическиепроцессы у [t] с непрерывным изменением времени для каждого фиксированного t являются случайной величиной с некоторым данным распределением вероятности. Однако в течение нескольких последних десятилетий было осознано, что из класса детерминированных процессов целесообразно выделить подкласс процессов, которые по своим проявлениям напоминают стохастические и при рассмотрении их реализаций не могут быть отличимы по многим их свойствам от стохастических процессов. Такие детерминированные динамические процессы принято называть процессами детерминированного хаоса [55, 61, 62, 94, 105].
1. Примеры процессов детерминированного хаосаРассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

~  »  to. *  =  (*1..... * м ) г - (16.1)
atПри определенных достаточно общих условиях каждое решение x(t) системы (16.1) однозначно определяется на всем проме



274 Гл. 16, Динамический детерминированный хаосж утке определения решения t € f<>. *о+т • с начальным значением х =  х to). Это означает, что, зная точное значение хо, мы можем однозначно определить (предсказать) значение x(t, xq) дляОднако на практике точное значение xq никогда не известно. В случае же неточного задания xq возможны варианты такого поведения х t. х© у при котором близкие в начальный момент £0 траектории х f .xo).  x(f,  xq — 6), где 5 мала, с течением времени «разбегаются* и прогноз даже для сравнительно небольших времен t >  #о имеет неприемлемо большую погрешность, как н в случае стохастических временных процессов.Исторически первой прикладной задачей, в которой имел место детерминированный хаотический процесс, явилась знаменитая задача трех тел в небесной механике. При попытке решения этой задачи с помощью разложения в ряды теории возмущений А . Пуанкаре обнаружил, что эти ряды расходятся. В дальнейшем стало ясно, что расходимость этих рядов является проявлением детерминированного хаоса, присутствующего в задаче трех тел.Другим широко известным примером проявления детерминированного хаоса является турбулентное течение жидкости. Правда, при исследовании турбулентности необходимо рассматривать белее сложную по сравнению с О Д У  систему нелинейных уравнений в частных производных. Отметим, что наличие детерминированного хаоса для систем линейных дифференциальных уравнений невозможно. Более того, детерминированные хаотические процессы не могут наблюдаться для системы обыкновенных дифференциальных уравнений вида (16.1) с порядками М  =  1,2. Таким образом, минимальный порядок системы О Д У  (16.1),  в которой может наблюдаться детерминированный хаос, М  =  3.Детерминированным хаотическим динамическим процессам как решениям системы О Д У  (16.1) соответствуют так называемые странные аттракторы. Аттрактором принято называть притягивающий установившийся режим. Примерами аттракторов дл? О Д У  вида 116.1) являются устойчивые по Ляпунову стационарные решения (решение системы алгебраических уравнений F  х) =  О).Если М  =  1. то единственным типом аттрактора может бытьасимптотическое устойчивое стационарное решение.Если \{  — 2, то возможно наличие еще одного типа аттрак- тора предельного цикла, которому соответствует орбитально устойчивое периодическое решение О Д У .Если Л/ =  2. то возможно наличие аттракторов только двух типов — асимптотически устойчивых по Ляпунову стационарных



/. Примеры процессов детерминированного хаоса 275решений и предельных циклов. Эти два типа аттракторов не порождают динамического хаоса.Если А/ ^  3, то возможно наличие странного аттрактора, представляющего собой притягивающее множество, каждая траектория которого представляет собой геометрический образ динамического хаотического временного процесса.Впервые пример странного аттрактора был представлен в связи с системой трех дифференциальных уравнений Лоренца:
< =  г • х  — у — х  ■ z\ (17.2)

dz иI T t = - b ' z +  x ' y 'где <т,г,6 — параметры системы.Система уравнений (16.2) описывает несколько физических процессов, связанных с течением жидкости и работой лазера.Лоренц показал, что при некоторых значениях параметров системы (16.2) появляется странный аттрактор и тем самым детерминированный хаос.Например, при значениях а =  10, г — 28,6 — 8/3, взятых Л оренцем, система (16.2) имеет странный аттрактор и динамические процессы x(t),y(t),  z(t) изменяются нерегулярным образом, проявляя хаотическую структуру.К настоящему времени сконструированы десятки систем обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка, имеющих странные аттракторы и тем самым динамические хаотические процессы.Наряду с детерминированным эволюционными системами с непрерывным изменением времени t рассмотрим детерминированные динамические процессы с дискретным изменением времени. Такие процессы могут задаваться с помощью соотношенияx n+i =  F(z„), (16.3)где п =  0, 1. 2, . . .  — нумерация дискретной фиксации временичерез определенные временные шаги, х „ =  (дгпь ■ ■ ■ >Хпм)1 •Оказывается, дискретные модели (16.3) могут порождать детерминированный хаос даже для случая размерности А/ =  1. Впервые факт наличия хаоса в одномерных дискретных моделях 
x n+i =  F ( x n) был обнаружен А. Н.  Шарковским и подтвержден затем в работе [ 122].



276 Гл. 16. Динамический детерминированный хаосПример 16.1 . Логистический дискретный процесс задаетсяравенством Хп-}-1 ft  * (Дц *̂ п)1 (17.4)где о — параметр логистической модели.В работе [122] показано, что при а  =  4 путем выбора начального значения то можно получить любую наперед заданную смену знаков для смещенной последовательности х п -  с. где с —константа, не зависящая от п .Пример 17.2 . Дискретный процесс Лемераx n + I = D ( c - x ) ,  (16.5)где с >  0 — фиксированная константа, D(x)  — дробная частьчисла.Напомним, что дискретный процесс Лемера используется в качестве датчика псевдослучайных величин при достаточнобольшом с >  0.Использование детерминированных хаотических процессов в качестве датчиков случайных величин в настоящее время нашло широкое применение во многих областях прикладного анализа и, в частности, при обработке неопределенных данных.
2. Свойства детерминированных хаотических 

процессовРассмотрим решения x(*,xo,*o),x{to,xo,*o) =  *0 системы дифференциальных уравнений (16.1). Пусть траектория решения х f .X 0,<o) отлична от станционарного решения x(t, *o,to) =  *0- Рассмотрим c-окрестность х -  xq|| ^  е точки хо- Пусть траектория решения x(t,xo«£o) возвращается через время Т 
в --окрестность точки х$. Если решение x(t,xo,to) таково, что х  из окрестности, принадлежащей аттрактору — предельному циклу, то Т  может зависеть от е и Tie)  —> Т*  при е 0, где 
Г ' — период предельного цикла.Обозначим через t\(e),^ ( е ) , . . .  времена последовательного возврата Пуанкаре траектории x(f, xq , to) в е-окрестность точки хо- Если t \{е: =  t^ie) — --- =  Tie),  но Tie)  + o o  при е 0, то решение х £,Xfl,toJ — квазипериодическая функция. Примером квази периодической функции может служить линейная суперпозиция нескольких периодических функций, отношения периодов которых — иррациональные числа.



2. Свойства детерминированных хаотических процессов 277Пусть теперь решение х(£, x q ,£o) таково, что времена возвратов t\(e), £г(£)» • • • не равны и их числовая последовательность имеет характер выборки некоторой случайной величины. В этом случае решению х(£, x q , to) соответствует детерминированная динамическая хаотическая траектория, принадлежащая странному аттрактору.Выясним теперь связь между странными аттракторами и устойчивостью по Ляпунову решений системы (16.1). Для ответа на вопрос об устойчивости по Ляпунову решения х(£, хоДо) системы (16.1) необходимо перейти к линейной системе относительно возмущений =  x(t , xq +  6, to) -  x(t, xq , to), где 5 >  0 — малое число,

x (t ,x o ,t0). „ „Для произвольного фиксированного решения ох линеинои системы (16.6) определим ляпуновский характеристический показатель А (6х) равенством
где lim — верхний предел.При достаточно общих условиях для каждого решения £х системы (16.6) существует ограниченный по модулю ляпуновский характеристический показатель. Существует набор из М  характеристических показателей, такой что для каждого решения его характеристический показатель совпадает с одним из показателей набора.Пусть X I (£) , . . .  ,х д / И  — такая фундаментальная система решений уравнения (17.6), для которой получаем весь набор из М  характеристических показателей, A j  =  A(xj(t)) , j  =  \ , . . .  , М  — ляпуновские характеристические показатели решений, образующих фундаментальную систему. Не умаляя общности, предположим, что показатели A j , j  =  1 , . . . , М ,  ранжированы, т.е.

Набор ляпуновских характеристических показателей (16.7) называют спектром ляпуновских показателей системы (16.6) или решения x[t,xo,to) системы (16.1). Показатель А| называют

^ = A ( t ) S x ,  (16.6)

(16.7)

A i  >  Л 2 >  . . .  3= Л м - (16.8)



Гл. 16. Динамический детерминированный хаосстаршим характеристическим показателем системы (16.7) или решения xi f . xo. t o)  системы (16.1).Д ля вычисления всех характеристических показателей спектра можно использовать эволюционную матрицу системы (16.6).Решение задачи Коши для системы (16.6) дается равенствомdx(f) =  V(t)  m$x q , (17.9)где \'[f' — эволюционная матрица.Подставляя (16.9) в (16.7). имеемА>5х =  lim ^ ] n ( V r (t)Vr(t)£xoi^*o)* (16.10)
t - 4 + D C  2 1Замечание 1 6 .1 . Б (16.7) можно брать любую нормуЛ/-мерного фазового пространства. В дальнейшем предполагается. что взята евклидова норма х =  у ^ х . х ) .Следовательно, характеристические показатели спектра определяются через положительные собственные значения положительно определенной симметричной матрицы W(t) =  V T (t)V(t):A j =  i  - I n -  1 (16.11)где W(t) * Фу(*) =  fijit) - Ф (f), j  =  1, . . . ,  M .Замечание 16.2 . Числовые алгоритмы расчета эволюционной матрицы \ f : должны предусматривать периодическую нормировку решений из-за возможности быстрого их роста в силу наличия положительного характеристического показателя.Напомним, что согласно теореме А .М . Ляпунова об устойчивости по первому линейному приближению исследуемое решение X г. % , будет асимптотически устойчиво, если старший харак- теристический показатель A j отрицателен. Наоборот, решение х будет неустойчиво, если старший показатель A j положителен.Как переносится свойство устойчивости по Ляпунову решении системы 116.1) на свойства аттракторов? Если аттрактор является стационарной точкой или предельным циклом, то он образован одним решением, ассимптотическая устойчивость этого решения и обеспечивает существование аттрактора.Если аттрактор образован совокупностью разных решений, то согласно теореме В.И .О селедеца [70] почти все решения 

x t.XQ.to). образующие аттрактор, имеют один и тот же спектр характеристических показателей, который тем самым характеризует сам аттрактор в целом.



2. Свойства детерминированных хаотических процессов 279Отметим, что сумма всех характеристических показателей
мЛяпунова Л» <  0 определяет степень сжатия М-мерного фа-зового пространства аттрактора.Спектр характеристических показателей аттрактора должен удовлетворять некоторым общим условиям.1. Если аттрактор не является стационарной точкой, то нуль принадлежит спектру, поскольку для возмущений вдоль траектории системы (16.1),  образующей аттрактор, характеристический показатель равен нулю.2. Поскольку аттрактор — ограниченное множество в фазовом пространстве траекторий, то сумма всех характеристиче-

мских показателей должна быть отрицательной: Л; <  0.
г=\Дополнительно для странного аттрактора, порождающего детерминированный хаос, по крайней мере один характеристический показатель должен быть положительным.Последнее требование для странного аттрактора означает, что для автономных детерминированных дифференциальных уравнений первого и второго порядков странные аттракторы не могут существовать.Рассмотрим теперь дискретный детерминированный процесс {х п} , задаваемый многошаговым рекуррентным равенством

Хп+ 1 — F { x n—M -fl> Хп— М+2' ■ • • > Хп). (16.12)Число М  называется размерностью (порядком) модели (16.12).Для того чтобы получить конкретный временной ряд, порождаемый моделью (16.12), необходимо задать начальный вектор хо =  { х - М+ ь  Х - М+2, х 0)Т размерности М.Для исследования характеристических показателей Ляпунова решения (х[ ,Х2, . . . )  уравнения (16.12) с начальным положением xq рассмотрим другое близкое по начальному положению решение (у\,у2, •••) с начальным вектором у 0 =  (у ~-а/+ь  У -м + 2. • ■ •• ••.г/о)г.Цхо-Уо1К#- тВведем векторы хп =  (хп- м + ь  • • • >хп) , уп =  {уп-м+  ь ............— 1 Уп) ̂  » ЗХ-п ~  У п “  * п •Линеаризованная модель относительно возмущения дхп имеет вид
дхп+1

dF(xn-M + i....... ®п) ^  .— ------- ----------------— о хп_д,/4.| т  . . .
О Х п - М +1
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dF(xn—M + х - + ----------------------------- 6хп- (16.13)Определим характеристический показатель Ляпунова решения уравнения (16.13) равенствомА =  lim — In ldx„ i.n—ЮО n (16.14)Совокупность всех характеристических показателей Ляпунова временных рядов, порожденных моделью (16.9), образует спектр решения х модели (16.12) с начальным положением хо или. что то же самое, спектр линейной модели (16.13).Существует фундаментальная система решений {6x [̂ (t)},j = =  1, —  А/ дискретного линейного уравнения (16.13), такая что совокупность характеристических показателей Ляпунова решении. образующих фундаментальную систему, совпадает со спектром линейной модели (16.13).Не умаляя общности, будем считать, что характеристическиепоказатели ранжированы в порядке убывания:Ai >  А 2 ^  . . .  ^  Л м . (16.15)называется старшим характеристическим показа-,  Рассматривается аттрактор дискретной модели (16.12).
а.,а.логично непрерывной модели (16.1) с вероятностью еди- 

_ '^ а "800011 временной ряд, порождающий рассматриваемый ат- °Дг  Н И т? т же спектР характеристических показа- ятгпаь* * ^ И0В3' ^ДИНЬ|й спектр временных рядов, порождающих 
Г° Т" ь^ ывается спектром характеристических показателей 

.Ляпунова этого аттрактора.\ ^Р°пде^всего н^йти старший характеристический показатель 
-Рт С вероятностью единица в каждом решении бу-г.г-г,,-:Г^;Т;;.о0Бать алдитивная компонента, динамика которой ль~ п Г и ТСЯ. ;;Гжазател* м А ь  и поэтому использование форму* П 6 H i ‘ ;?1 ;/ 'имененн°й к произвольному решению уравнения ^ о п р е д е л я т ь  на практике старший показатель Aj. 1€й “ “  Всего спектРа характеристических показате*М0дели ^16-6) использоватьИз (16.13) следует, чтоX А( \ :  (16.16)дхТ{+\ =  А\хп) ■ дхп, 1где эволюционная А/ у А/)-матрица определяется равенством



2. Свойства детерминированных хаотических процессов 2812Д-/4-2.........Х п - М  + 1)
&х п —2М+2

д Р ( ' Х п - 2 М + 2 ......... Х п - М - П

&х п — М  + 1
дЬ (хп—м-f |, . . . ,  х-п) 

& х п —  Л / + 1

д£ХХп-М +!'•••> Хп) 
д х пОчевидно равенство (16.16) эквивалентно равенству дхп+\ — 

=  ,4(хп) • A ( x n_ i )  • . . .  • Л (х0) • 5хо.Рассмотрим выражение

Замечание 16.3. В выражении (16.17) можно брать любую норму М -мерного пространства. В дальнейшем предполагается, что ||х|| =  у/(х, х) — эвклидова норма.Из вышесказанного следует, что характеристические показатели Ляпунова решения (х\,Х2, . . . )  с начальным положением xq можно находить из равенства

где симметричная положительно определенная (М  х  М)-матрица 
Vn определяется равенством
Vn =  Лт(х0) • А т[х\) • •  A r ( x n - 1) • A (x n_ i )  • . . .  • А (х х) • Л (х0).Весь спектр характеристических показателей Ляпунова определяется U  положительными собственными значениями матрицы Vn:

ных векторов матрицы Vn.Следовательно, спектр характеристических показателей Л япунова можно найти, используя равенство

n - H -о о  Пдля которого справедливо равенствоИ т  -1 п ||5 х п ||, (16.17)
п—»4-о о  Пlim  -1 п ||5 х п || =  П т  -1 п |5 х п | = Л .

Л =  П т  —  1п(5х„,5хп),или с учетом определения матриц А (х п) из равенства

V n t n j =  =  1..........М ,  (16.18)где {ij/nj-}t j  =  1 , . . . , Л/ — ортонормированная система собствен-
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Л ; =  lim ^ In finj, j  =  1, — , М . (16.19)Замечание 16.4. Для расчета характеристических показателей Ляпунова можно использовать схему итерационной ортого-налнзацни Бенеттина [55. 108].Ниже даны примеры расчета показателей Ляпунова для различных аттракторов непрерывных моделей вида (16.1) и дискретных моделей вида (16.3).Пример 16.3. Рассмотрим систему уравнений Лоренца(16.2). Система уравнений (16.6) относительно возмущенийимеет вид ^  =  <7 - (ду -  &с),Ат- =  г • 5х — Sy — z ■ 6х  — х  • 6z, (16.20)at
~  =  - b  ■ Sz +  у ■ 6х  4- х  • ду,где х  =  х . y ,z  )T — решение, порождающее странный аттрактор.Решаем задачу Коши для системы (16.2) со значениями параметров <7 =  10, г =  28.6 =  8/3. соответствующими странному

аттрактору.Затем подставляем полученное решение в (16.20) и для нахождения эволюционной матрицы решаем последовательно три задачи Коши с начальными условиями 6х  ] ;(0) =  (1 ,0 ,0)7, - и =  0 . 1,0)т ,<5х 3 (0j =  ( 0 ,0 ,1)т и используем алгоритмБенеттина [55, 108].Замечание 16.5. На самом деле для данного примера доста-i  jtr-o подсчитать только один старший положительный ляпунов- Hf' показатель А |, поскольку еще один показатель равен нулю из-за автономности системы Лоренца, а сумма всех показателей Ляпунова равна — о- — 1 — 6] — сумме коэффициентов при диагональных элементах линейной части системы Лоренца.Старший показатель Ляпунова A j = 0 ,8 9 7 . Поэтому осталь- ные показатели равны: Л2 =  0 ,Л 3 =  -1 7 ,5 6 4 .Поскольку старший показатель Ляпунова положителен, а сумма показателей отрицательна, исследуемое решение имеет хао, вески й  характер и принадлежит странному аттрактору. Пример 16.4, Рассмотрим непрерывную автономную модель
* v  СУ11v  О  <3



2. Свойства детерминированных хаотических процессов 283
dt У z ,dx
dt 
dy
-jt =  x  +  ay +  v, 
dz i i—  =  о 4- ж г , dt
dv ,— =  cz — dv. dt

(16.21)
Пусть параметры модели a ,b ,c ,d  принимают значения: а =  

=  0 ,25 , b =  3, с =  0 , 5, d =  0 ,05.В этом случае система (16.21) имеет странный аттрактор. Система уравнений (16.6) относительно возмущений имеет вид
d6x
dt

dSy
dt

d6z
dt

dSv
dt

— - S y  — Sz,

=  Sx +  аду +  5v, 
=  zdx +  x 6z,

=  cSz — ddv.

(16.22)

Решаем задачу Коши для системы (16.21). Затем подставляем решение в (16.22) и решаем последовательно 4 задачи Коши для линейной системы (16.22) с начальными условиями <5х<‘ ) =  ( 1 ,0 ,0 ,0)т ,£ х (2) =  ( 0 , 1 , 0 , 0)Т , дх(3) =  (0 ,0 , 1 ,0)т ,д х(4> =  =  ( 0 , 0 , 0 , 1)т , формируем эволюционную матрицу, находим 4 ее сингулярных числа и используем формулу (16.11).Четыре характеристических показателя Ляпунова, соответствующие странному аттрактору, определяются равенствамиЛ] =  0,313; Л 2 =  0,052; Л3 =  0; Л 4 =  -2 3 ,3 5 ; £  As <  0.
з=1Таким образом, система Ресслера (16.21) имеет странный аттрактор с двумя положительными показателями и определяет так называемый гиперхаос.Пример 16.5. Рассмотрим одномерный дискретный динамический процесс, порожденный логистической модельюi n+1 =  1 - 2 - 4 .Уравнение относительно возмущений имеет вид
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— — 4 хп • 6х п. ( 16.24)Можно показать, что / 1 -  х2
6хп = 2 " - J - ---- 5  6х0.V 1 - * оСледовательно. характеристический показатель Ляпунова находится из равенствА =  lim -  1в 6х п| =  In 2 +  lim - +  lim  J -  Inn-HHX П n—Hhoo n n—и-oc In=  ln2 >  0.В последнем равенстве учтен тот факт, что временной ряд ,27,} образует аттрактор и тем самым ограничен.Странные аттракторы обладают еше одним замечательным свойством — фрактальной структурой.Пусть задана ограниченная область G  в М -мерном евклидовом пространстве. Покроем область G  сеткой М -мерных кубиков со стороной длины с > 0  и подсчитаем минимальное количество кубиков Л (в), полностью покрывающее область G .По определению фрактальной размерностью (емкостью) d области G  является величина4 = - В т  logJV(e). (16.25)lOg ЕНапример, если рассматривается одномерный случай, т.е. г/ — кривая, то для гладкой кривой d — 1. В общем случае для гладкой Л/-мерной области d — М ,  т .е.  фрактальная размерность области совпадает с геометрической размерностью. Однако в Л/-мерных пространствах существуют области, у которых фрактальная размерность больше геометрической размерности М  и является дробиым числом. Например, если рассмотреть линию 

1  - являющуюся графиком белого шума, то ее фрактальная размерность равна 1,5, т .е . превышает ее геометрическую размерность б 1.5 раза. Такое превышение фрактальной размерностью линии ее геометрической размерности есть следствие изрезанной структуры вплоть до нулевого масштаба. Оказывается, что г:равные аттракторы имеют дробную фрактальную размерность и 0 характеристике подобны случайным процессам.Д . я аттракторов, порожденных двумерными дискретн ы м и моделями, справедливо соотношение
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т

d =  m +  ^ A i/ \ A m+\\, (16.26)г=1где т <  М  такое, что Лт  >  0, a A m+i <  0.Соотношение (16.26) называют формулой Каплана-Йорка.В общем случае для странных аттракторов, порожденных моделями (16.1) и дискретными моделями (16.3) и (16.12) формула (16.26) неверна, хотя и дает, как правило, хорошее приближение фрактальной размерности через спектр показателей Ляпунова аттрактора.В настоящее время фрактальную размерность d странного аттрактора, определяемую равенством (16.26), принято на-777.зывать размерностью Ляпунова, а сумму А* всех положи-
*=1тельных характеристических показателей аттрактора, энтропией Колмогорова-Синая.Кроме вышеуказанной фрактальной размерности, используют и другие характеристики фрактальности, в частности, учитывающие частоту «посещения» траекторией разных подобластей аттрактора.Для того чтобы построить такие характеристики, снова рассмотрим сетку из М -мерных кубиков М -мерного фазового пространства х, покрывающую исследуемую ограниченную область странного аттрактора. Обозначим через pi вероятность того, что траектория принадлежит кубику с номером i.Введем характеристики dq, называемые обобщенными размерностями, с помощью равенств

logS p?
dq =  -  lim — ~ — , (16.27)где q =  0 , 1 , 2 , . . .Очевидно, что do — фрактальная размерность (емкость), определяемая равенством (16.25). Величина d\ называется информационной размерностью, а ^2 — корелляционным показателем Грассбергера-Прокачиа.Рассмотрим теперь обратную задачу: пусть дан ограниченный временной ряд {хп} ,п  = 0,1, . . .  М ожно ли ответить на вопрос, — является ли временной ряд значениями через равные интервалы решения некоторого автономного дифференциального уравнения?



286 Гл. 16. Динамический детерминированный хаосБолее точно, будем говорить, что временной ряд { х п } может быть воспроизведен гладкой детерминированной моделью, если существует автономное дифференциальное уравнение (16.1) с гладкой функцией Fix) и гладкая функция <?(х), такие что х „  =  g i x ln  * AfY'i. где Х ' t — решение задачи Коши системы 
<16. 1).В работе Ф .Такенса [1221 была сформулирована и доказанаследующая

Теорема 16.1. Временной ряд {хп} может быть воспроиз
веден гладкой детерминированной моделью, если Ысп,е/(п — — 1не равномерно ограничена при п — In е —► эо. В противном 
случае временной ряд {хп} не может быть воспроизведен 
гладкой детерминированной моделью. Здесь для е >  0 и на
турального п определено как число элементов множе
ства Rn*r о множества натуральных чисел R n,£ определе
ны прав югом: i € Rn,£ только в том случае, если для всех О <  j  <  i , j  € А п.5, выполняется неравенство

max{]zi - X j \ ,  | S i + i  -  x j + l [ , . . . ,  \x^n -  x ^ i n |}  ^  e.

Пусть исследуемый хаотический временной ряд {х п } порожден детерминированной моделью.Поставим теперь вопрос о прогнозировании значений временного ряда. Если нам известна детерминированная модель, то, принимая последнее реализованное значение х п за начальное, можно вычислить х п+ ь  которое и принимается в качестве прогнозируемого. Этот процесс можно продолжить и на последующие шаги. Однако в силу неустойчивости по Ляпунову сколь угодно малое отклонение от точного значения через несколько шагов приведет к неуправляемой ошибке в прогнозировании. Тем не менее возможность прогнозирования с приемлемой точностью на один и несколько (небольшое число) шагов достаточно привлекательна. Если временной ряд { х п} порожден нелинейной дискретной моделью (16 12). но модель неизвестна, то одной из схем прогнозирования может быть следующая.Пусть х Г; — последнее реализованное значение дискретного временного процесса. На основе реализованной части времен-ого ряда ? =  1 — , п — А/. с помощью какой-либоинтерполяционной схемы оценим функциональную зависимость Х п - i =  f  з затем по последним реализованнымзначениям х п- м ~ 1 ..........х п по формуле (16.12) вычислим х п+ькоторое и принимается за прогнозируемое значение. Оценку



2. Свойства детерминированных хаотических, процессов 287размерности М  системы можно осуществить на реализованной части временного ряда, оценив функцию F  на первой части ряда, прогнозируя значения временного ряда на второй части ряда и сравнивая прогнозируемые значения с реализованными. Подходящее значение М  можно выбирать, используя принцип минимума суммы квадратов невязок между прогнозируемыми и реализованными значениями временного ряда.В качестве интерполяционный схемы можно брать схемы, использующие нейронные сети или схемы, основанные на метрическом анализе (см. гл. 13).



ПЛАНИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ЗАВИСИМОСТЕЙ

В предыдущих главах оценка искомого вектора и проводилась на основе уже полученных измерений («исторических* данных). Но, как показали вышеприведенные исследования, точность оценки во многом зависит не только от количества измерений, но и от их расположения.1 Г'гсть, например, рассматривается задача восстановления функциональной зависимости
т

y =  Y .  из М х )-
3=  1где л .г-. ] =  1 — , ш, — заданная система функций, и пусть выполнены предположения классической схемы М Н К , но с наличием корреляций между компонентами вектора случайных . решностей, так что К е =  сг2С1. Тогда, как мы знаем, оптимальной в классе всех несмещенных линейных оценок является взвешенная МНК-оценка <7.22), где (п х  т)-м атриц а А  определяется равенством

г 1  ~  ri i— • — вектор размерности тп, а каче-ст&о оценки определяется ее ковариационной матрицей, даваемой равеиетвом K s  =  a2(ATQ - l A ) - 1. Поскольку матрица .4 Злзиеит от координат xi, г ~  фиксации независимойвременной х , то также зависит от Xi, i =  Таким образом. в зависимости от того, при каких значениях Xi, • "• проведены измерения, будем получать различные по Оппости Л iH h -оценки. Из вышесказанного естественным обра- зоv возникает следующая задача. Пусть исследователь имеет возможность разместить х и i =  1 по своему усмотре-'“,ааРащивается, как разместить чтобы получить наилуч- 
з точности (в том или ином смысле, который уточняется

Г л а в а  17



/. Постановка задач планирования оптимальных измерений 289ниже) М Н К -оценку? Сформулированная здесь задача и составляет основу теории планирования оптимальных экспериментов. Аналогичные задачи оптимизации экспериментов можно поставить при восстановлении линейной регрессии
т

У  иЗх }>
3= 1где х\ , . . . , Х т  — регрессоры, и для других линейных и нелинейных задач восстановления.

1. Постановка задач планирования оптимальных
измеренийВ настоящей главе мы ограничимся решением задач планирования оптимальных экспериментов при восстановлении функциональных зависимостей вида

п
У =  У щ Ч >з(х) =  <рг {х)и . 

з= 1Пусть К £ =  diag ( o f , , o f) . Обозначим Wi =  1 / o f, i =  1, ■ • • 
. . .  ,п .  Тогда K ~ l =  diag ( W b . . . ,  Wn). Числа Wi называют ве
сами. Для рассматриваемого случая М НК-оценку (7.22) можно представить в виде ^мнк =  М  1̂ *где

М  =  А ТК ~ { А  =  у  Wi<p(xi)ip7 (Xi) =  У  M i,
i— 1 i= 1

Y  =  A TK ~ [f  =  У  Wiynp{xi)
i— 1— вектор размерности m. В принятых обозначениях ковариационная матрица М НК-оценки определяется равенством А д  =  

=  М ~ 1.Напомним, что наилучшей линейной несмещенной оценкой функции у =  if1 (х )и  является М НК-оценка умнк — У  {х )имь\к с наименьшей дисперсией <т2(ум н к) =  <рт(х)М  'р{х) =  d(x). Функцию yjd(x) называют коридором ошибок.Часто в одной точке х  =  проводится несколько независимых измерений iji\, . . . ,  yin функции у, каждое с дисперсией o f .
10 А. В, Кпянев. Г. В. Лукин . Л . К. Улумян



290 Гл. 17. Планирование оптимальных измеренийТогда всю совокупность измерений уц., к =  можно заменить одним
с весом И , =  гi/of.В большинстве прикладных задач дисперсия o f  измерения у,- зависит от местопаюжения фиксации х  =  х , .  Поскольку при решении задач планирования оптимальных экспериментов при восстановлении функциональных зависимостей значения х* априори неизвестны, а выбираются в процессе решения самой задачи оптимизации. необходимо знать значения дисперсии сг^(х) погрешностей измерений функции для любых значений независимой переменной х  из промежутка его доступного измерения. Функцию д - !J~'1  назовем функцией эффективности измерений.Ec.ik <г г  задана с точностью до неизвестной константы o f , т. е.

I  -  сгцО2 х ц то функцию А(х) =  1 /сй{х) назовем функцией 
относительной эффективности измерений.Очевидно, что «мнк =  M ~ lY ,  где

п ~ пл/ =  V  А ъ)<р(Xi)<sT (xi),г  =  у  Ц х ,) у М х ,) .t=1 t=IСтатистика
4 = ~ t 4 x t){y, - VT (x,)uKHKf1=1-»ляе с я несмещенной и состоятельной оценкой неизвестной сть намерения проводятся при значениях х \ , . . .  , х п, причемтеперь в точке х х проводится rt измерений. Тогда f ^ n  =  N  -общее количество измерений. 1=1Сов^лvлность величин { х \ , . . .  ,х п\г\,. . .  ,г п} называют пла

ном [эксперимента) и обозначают символом £{N )  или S . 
п С° а0Купн°сть сл и ч и в  f a , . . . tz n;p u . . . , p n} t где pi =  n/N ,Р — 1 называют нормированным планом (эксперимента)и обозначают символом e{N).-оьог,)Пггисть точек х \ называется спектром плана 

эксперимента.



/. Постановка задач планирования оптимальных измерений 291Поскольку информационная матрица М  зависит от плана эксперимента Е (или е), в дальнейшем часто будем использовать явную запись этой зависимости М  =  М (Е ) (или М (е)).
п  _Имеем: М (е)  =  N ^ p i\ (x i)fp (x i)(p T (xi). В дальнейшем матрицу М ~ \  обратную информационной, будем обозначать Т>(Е) (или V(e)).Два плана

Е\ =2̂ =  { ж(12), . . . , 4 22};
г о)71 *г (2)' 1 >называют одинаковыми тогда и только тогда, когда п\ — п 2 — п и

х (О _  т (2)(г) -  Ж(г) ’где *<!> <  <  . . .  <  х<‘ > и <  . . .  <  х ®  -  ранжире-
('ll ('ll (21 (2)ванные совокупности х\ ,..., Хп , х\ ,...,х\ соответственно. В противном случае планы Е\ и Е2 называют различными.В дальнейшем, как правило, будут рассматриваться различные планы, для которых выполнены равенстваЛ  (1) Л  (2) м

щ = п 2 =  п , =  J 2 Ti =  N -
i= 1 i= 1Аналогично вводится понятие различия двух нормированных планов.Различные планы можно сравнивать друг с другом с точки зрения качества М НК-оценок искомого вектора и, получаемых на основе каждого из этих планов. Поскольку в основу определения качества (точности) оценок могут быть положены различные критерии (в зависимости от поставленных приоритетных целей), то на практике используют различные критерии сравнения планов экспериментов.Перечислим наиболее часто используемые критерии сравнения планов экспериментов.Говорят, что план Е\ предпочтительней (лучше) по выбранному критерию сравнения плана £2, и записывают этот факт 

Е\ у  Е‘2, если:|£>(£])| <  |£>(£2)| — первый критерий сравнения;Sp£>(£j) <  S p V (£ 2) — второй критерий сравнения;ю*



292 Гл. 17. Планирование оптимальных измеренийш ах Л , 8 >) <  m ax V y j(82) — третий критерий срав-' j = l ,___mнения;m axd: x ;£ i)  < m a xd (x;82) ~  четвертый критерий сравнения;| d{x:Si dx <  I d {x:S 2) dx  — пятый критерий сравнения.
X  XЗдесь d\x;8 — дисперсия вычисленная при реализации плана 8 .В четвертом и пятом критериях сравнения множество X  задается априори и может быть частью всей области изменениям при выборе фиксаций х, или вообще не совпадать с этой областью. В последнем случае говорят, что рассматривается задача

экстраполяции.,В общем случае план 8\ может быть предпочтительней плана 
1 2 ® смысле одного или нескольких критериев, а по остальнымкритериям 82 предпочтительней Е\.Пример 18.1.  Пусть восстанавливается функциональная зависимость у =  и\ — из-г2 и имеются два плана эксперимента 8 1 =  { —1 0 , 4 . 4 , 4 } ,  82 — { —1 0 , 3 , 6 , 3 } .  Имеем

U\,8 i ] = 12

3 0 ~3 \ 1 / 2 0 —2\0 3 2 0 ь Ч Ь )  = 0 2 0 )•-3 0 9/2 ) 12 V - 2 0 4 )- 12 -3 1Ш )  1 =  8 • 12~3, S p P ( O ) =  3/4Щ Е хSp2?i 82 ■ =  2/3.Следовательно, 8\ 82 по первому критерию, но 82 >■  8\ повторому критерию.При реализации плана эксперимента 8 производятся затраты 
~'8  на его проведение. Положительный функционал затрат т(8 ) может иметь различный физический смысл в зависимости отусловий проведения эксперимента. Например, если необходимо провести эксперимент в короткие сроки, не считаясь с материальными затратами на его проведение, в качестве т(8 ) необходимо взять суммарное время тв (5) на проведение всех измерений, соответствующих плану эксперимента 8 . Наоборот, если более важ ны материальные затраты, а время проведения эксперимента не играет существенной роли, то в качестве т(8 ) необходимо взять суммарные материальные затраты тм (8 ) на проведение всех измерений, соответствующих плану 8 . Часто необходимо



/. Постановка задач планирования оптимальных измерений 293найти компромисс между временем проведения эксперимента и материальными затратами на его проведение. Тогда в качестве 
т(£) берут сумму кв тв{£) +  км тм{£), где постоянные множители кв , км  >  0 определяют степень этого компромисса.Одной из основных задач планирования оптимальных экспериментов является задача выбора компромисса между затратами на проведение эксперимента и погрешностью получаемой МНК-оценки искомого вектора и.Погрешность оценки будем определять положительным функционалом Ь[Т>(£)\. В соответствии с вышеприведенными критериями сравнения планов обычно используют один из нижеследующих пяти видов функционала погрешности оценки:

L[D(S)] =  \V{£)\, L\V(£)} =  S p O ( f ) ,
Ц Щ £ )] =  . m a* V jj{£ ) ,J = 1 ........ГП

L\V{£)) =  m axd(:r;£ ) =  т а x<pT (x)V<p(x),
x£X xEX

L[T>(£)] =  J d (x;£ )d x . 
xПоставим две основные задачи планирования оптимальныхэкспериментов.

Задача А . Пусть затраты лимитированы. Требуется при выполнении условия лимита затрат найти план эксперимента, минимизирующий функционал погрешности М НК-оценки искомоговектора и.Математически задача Л эквивалентна нахождению оптимального плана £*, являющегося решением экстремальной задачи с ограничением
£* =  arg min ЦТ>{£)\, (17.1)

т(е)<тгде Т  задано.
Задача Б . Пусть задана необходимая точность М НК-оценки искомого вектора и. Требуется при выполнении условия достижения необходимой точности оценки найти план эксперимента, минимизирующий затраты на проведение эксперимента.



294 Гл. I? . Планирование опт имальных измеренийМатематически задача Б эквивалентна нахождению плана £*, являющегося решением экстремальной задачи с ограничением
£* =  arg min т (£ ), (17.2)

L[X>(£)KLoгде I© задано, гФункционал затрат часто представим в виде т(£) =  ^  с,ту,i=iгде с, > 0 — стоимость одного измерения в точке х*. В частности, если стоимость измерений не зависит от х*, то с, =  с, i  =  1 , . . . ,  п,и т{£) =  сЛ,Экстремальные задачи с ограничением (17.1), (17.2) эквивалентны экстремальной задаче без ограничения
Е* =  arg min R(E), (17.3)где R  t  =  r  i  — k iL  V\E  i_ называется функционалом потерь, 

kL >  0 — множитель Лагранжа.Для задачи А  величина kL находится из равенства т(Е*) =  Т. Для задачи Б величина kL находится из равенства L V{E)\ =  £о- Если Д фиксировано и т(Е) =  c N , то т(Е) не зависит от £. Поэтому для данного случая задача (17.1) эквивалентна задаче без ограничения
Е* =  arg min L  [!>(£)]. (17.4)План с '  из (17,4) называется V-оптимальным, если 

E V \ t  =  Т> £  ; А-оптима.гьным. если L'V (E ) =  SpV(E)', 
минимаксным в пространстве параметров, если L[D(E)} =  =  m ax Т> Е)\ минимаксным на множестве X ,  еслиjr=l...... m
E V E  — m a x d (x ;£ ); Q -оптималъным на множестве X ,  если

z € a

L  T > (£ )] — \ d i x : E ) d x .  
хЗаметим, что поскольку ,М (£ )| =  1/|2>(£)|, то £>* — оптимальный план £ ' — можно определить равенством £" =  =  arg m ax jA f(£ )j.Пример 18.2. Пусть у =  щ  + и 2х , х  € [ -1 ;  1], N  =  3, А(х) =  =  const. х\ ^  Т2 <  х^. Имеем

3 I X j — Х2 -г Хз х |  +  х |  ~г 3̂/
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\М(Е)\ А  + А  + А {х\ +  Х 2 +  Х з ) 2 .Существует два Р-оптимальных плана £ * , Е\, максимизирующих 

\М(Е)\ при ограничениях - 1  ^  Х{ ^  1, г =  1 ,2 , 3 ,  Е* =  { —1,1; 2,1} и £| =  { - 1 , 1 ;  1,2}.Если априори задана приемлемая погрешность оценки L q, а N  не фиксируется, то решение задачи (17.4) состоит в нахождении такого N *  и оптимальных планов E*(N*), E *(N * +  +  1), при которых выполнены неравенства L\D{Er\N*))\ >  L q ^  ^ L[V(E*(N* +  1))]. Тогда эксперимент проводится по плану 
€*{N* +  1).Наиболее полные результаты по оптимальному планированию экспериментов удается получить в том случае, когда N  настолько велико, что можно считать функционал потерь функцией непрерывного параметра N .

Непрерывным нормированным планом s  называется совокупность величин { x j , . . . , х п\Р\, • • • , Pn}.  rue 0 ^  pi ^  \, ^ P i  =  I .i=iЕсли N  п, то e{N )  =  е, поэтому
М (Е) =  N j ^ p i \ ( x i M x i ) A  {xi)

i= 1
N M (E ).

Следовательно,
Имеем: V ( £ ) ^ M ~ X( £ ) ^ - V { e ) .

I№ ) \ «  P ( e ) | ;2“ S p K ( f ) « i s P I>(e);3° m ax V ,-,{£) яз ~  m ax V jj(e ) ;
j = l , . . . , m  iV  j =  1  m4° m axd(x‘,E)  «  — m ax<i(x;e);5° d{x\ E) dx «  -i- x d(x; e) d!x.Таким образом, для случая r(£ )  =  cN , N  n функционал потерь Я (£) имеет вид

Я ( £ ) » Л Г с + ^ * [ Р ( е ) ] . ( 17.5)



Гл. 17. Планирование оптим^ьных измерений296где р =  т для критерия L 'V (s )} =  |Х>(е) и 3 =  1 для остальных четырех критериев.Поскольку L V is Y  не зависит от Л', решение экстремальной задачи (17.3), когда Щ £)  дается равенством (17.5), можно разбить на два этапа: на первом этапе находится оптимальный непрерывный нормированный план е* =  arg m in L[t>(e)] =
=  { х * _____ x * ; p j ........., р * } ;  на втором этапе при фиксированном£ =  £’  находится Л’*, при котором достигается минимум N c +  
-  kLN'~3L V {s*Y , из соответствующего условия находится kL 
ц полагается £*  =  . . . , г £ } ,  где г* =  [p*iV*] -округление до ближайшего целого.Очевидно, Л * =  [3kLc~lLtp(£*)))1̂ ^ ^ ]  — округление до ближайшего целого.
2. Методы решения задач планирования оптимальныхизмеренийВ дальнейшем рассматриваются только непрерывные нормированные планы £. Заметим, что информационная матрица М(е) вырождена, если спектр плана £ содержит менее т точек. Поэтому количество точек п спектра любого разумного плана е должно состоять не менее чем из т точек.Естественно конструировать планы с наименьшим числом точек спектра.Теорема 18.1 Де Д а Гарза). Для любого плана г с числом 
точек спектра п ^  т всегда найдется такой план е с числом 
точек спектра т - f  1, что М (е) =  М  е).Из теоремы 18.1 следует, в частности, что оптимальные планы £* можно искать в классе планов £ с числом точек спектра, равным я* 4-1.  Ниже будет показано, что для определенного класса задач число точек спектра планов, среди которых существуют оптимальные, можно понизить до т — минимально возможного.Непрерывный нормированный план £ называется невырож
денным. если матрица плана М(в) невырожденная.Теорема 18.2 . Пусть е =  { ц ------x n;p i ........... рп) -

п ^
невырожденный план. Тогда 1° ^ р Д ( х ,Ы ( х ,; £ )  =  т ;*==12 m ax A i  Л  х\ £ >  т. где X  — вся область изменения 

г £ Х

независимой переменной х, где фиксируется спектр планов.



2. Методы решения задач планирования оптимальных измерений 297Наиболее широко используют Р-оптимальность. P -оптимальные непрерывные планы обладают рядом замечательных свойств.Теорема 18.3 (Вольфовиц-Кифер). Следующие утвержде
ния эквивалентны: е* — V-оптимальный плащ е* минимизи
рует m a x A (x )d(x\e)\ т аххe X X(x)d(x \ е) = т .

х£ХТеорему 18.3 принято называть теоремой эквивалентности. Из теоремы эквивалентности, в частности, следует, что при A(ar) =  const Р-оптимальный непрерывный план одновременно является минимаксным непрерывным планом, и наоборот.Теорема 1 8 .4 . Пусть z =  Z(x)  — взаимно однознач
ное преобразование и е\ =  {z \, . . . ,  zn\р \ , . . .  ,р п} — V-on- 
тималъный непрерывный план восстановления функцио
нальной зависимости, у =  f T (z)u, где f(z )  =
Тогда непрерывный план £* =  { х \ , . . . ,  х п\р\ , . . .  ,р п}, где

=  Z ~ ](zi), i =  1 , . . . , n ,  V -оптимален при восста
новлении функциональной зависимости у =  р Т (х)и.Теорема 18.4 часто дает возможность с помощью замены независимой переменной переходить от сложных вектор-функций р{х) к более простым f(x )  и искать Р-оптимальные планы относительно новой независимой переменной z.Пример 1 8 .3 . Пусть у =  и\ +  щ е ах, х  ^  0, А(х) =  е ах, а >  0. Найдем Р-оптимальный план £*  ̂ Сделаем замену переменной г -  е~ах. Имеем: у =  и\ 4- U2X, А(г) =  z, 0 ^  г ^  1. Рассмотрим класс планов вида ег =  {1, zq\ 1 -  р ,р } , где 0 <  го ^  1, 0 <  р <  1. Имеем

M (ez) 
\M(sz)\

(1 - p ) ^ z 0pО  - р ) +  4 р  
р ( 1

(1 - р )  + г Ь \  (1 -  p ) +  zI p J

р) { 4  ~  2zq 4- г0).Следовательно, максимум |М (ег)\ достигается при р  =  1/2, zq — =  1/3. Положим е* =  {1,1/3; 1/2,1/2}. Имеем: m a x \(z)d(z\£*) =  =  2. Из теоремы эквивалентности следует, что £* — Р-оптимальный непрерывный план для у  =  щ  4- щ г , А(г) =  г , 0 <  г ^  1.Тогда из теоремы 18.4 следует, что £х =  {0, — In 3; 1/2,1 /2} — Р-оптимальный непрерывный план для восстановления функциональной зависимости у  =  щ  +  А(х) =  е~ах, х  ^  0. Такимобразом, если половину измерений делать при х =  0, а вторуюполовину — при х  =  -  In 3, то план С будет Р-оптимальным.



Поиск D -оптимального непрерывного плана состоит в макси-п ^мизации определителя \М(е)\ =  ] ^Г&\(х{)<р(х{)<рТ {х{)\ по пере-i=i»менным X I ..........Тп.р\ ........... рп, ]Г р ,- =  1, 1 0.*=iМожно показать, что при п = ш  справедливо равенство 
М(е)\ =  J^[рД {х,).-4|2, где .4 =  ( ^ ( x j y ? ( x m)) -  (m хi=iх m -матрица. Из последнего равенства следует, что максимальное значение М (с)| по p i____,р п} достигается при р; =  1/т,' =  1, . . .г о ,  независимо от x i , . . . , x m. Таким образом, если спектр Р-оптимального плана состоит из т точек, то количество измерений должно быть размещено равномерно по точкам спектра, а задача поиска Р-оптимального плана сводит-

т  _ся к максимизации по r j , . . . , x m функционала \А\2 X(xi).i=iПусть ipj{x) =  xJ _  , j  =  1 , . . . ,  m , т. е. рассматривается задача восстановления полиномиальной функциональной зависимости
У =  Y1 u3x j l -

з—}Чтобы для полиномиальной зависимости существовал Р-оп- тимальный план с минимально возможным количеством точек спектра п =  т, необходимо наложить некоторые усл о ви я  на функцию относительной эффективности измерений \{х).Система непрерывных функций fi(x), i  =  1 определенная на промежутке X ,  называется чебыьиевской, если любая
ТПлинейная комбинация этих функций ^ С г / г ( х )  (Сх действитель-шные. >  0) имеет не более гп — 1 корней на промежутке X .i=iОчевидно, что система frix)  =  х г~ [, i -  1 , , m,  — чебышев- ская.Теорема 18.5. Пусть 1, А ( х ) , . . .  Д { х ) х 2(т_1) -  чебышев- 

Сг'.ая система на промежутке X . Тогда при восстановлен
т

нии полиномиальной зависимости у =  ^  u3x J ~ l существует
1Т\ 1
и-оптимальный план с числом точек спектра п =  ш.

2 96 /л. J7 , Планирование опт имальных измерений



2. Методы решения задач планирования оптимальных измерений 299Рассмотрим в качестве промежутка X  один из трех стандартных промежутков [—1,1]. [О, оо), (—о о,оо). С  помощью линейной замены независимой переменной любой промежуток можно свести к одному из этих трех, а при линейной замене полиномиальная зависимость остается полиномиальной (с сохранением степени полинома).Теорема 18 .6 . Пусть рассматривается задача восстанов
ит

ления полиномиальной зависимости у =  Y  ujx^~[ для следу-
з= 1ющих четырех случаев:1° Х(х) =  const, х  Е [—1,1];2° Х(х) =  (1 -  х)а (\ 4- х)&, а , (3 >  —1, х е  [—1,1];3° Л (ж) =  х а+{е~х , а  >  — 1, х  ^  0;4° Х(х) =  е~х2, х  е  ( -о о ; оо).

Тогда для каждого из этих четырех случаев существу
ет. V-оптимальный непрерывный план е* =  {scj, . . . ,  х т\ 1 / т , . . .  . . . ,  1/т], единственный в классе планов с п — т. Точки спек
тра V -оптимальных планов являются корнями полиномов
для случаев: 1. (1 -  .т2) ^ ' ” — , где Рт-\ — полином Лежанд

ра степени т -  1; 2. Р т '^(х) — полином Якоби степени гп 
с параметрами а , /3; 3. Ь т \х)  — полином Чебышева-Лагерра 
с параметром а ; 4. Н т(х) — полином Чебышева-Эрмита.Доказательство всех четырех случаев теоремы 18.6 аналогично. Рассмотрим, например, первый случай.Имеем: \М(е)\

тIn \А\2 =

гп С |Л |2, где |А\‘ П  (xk -  X l f ,
кф1,к,1= 1

Y  In ( x k - x i ) 2. Поэтому задача максимизации
к-ф1, k,l= 1

т
\М{е)\ эквивалентна задаче максимизации Y  In (хк — а?/)2.

кф1,к,1= 1Для нахождения точек спектра имеем систему уравнений
д In \А\2 ,—^ 7— , к =  1, , т,  которую запишем в виде1

Хк -  Х\ +  . . . + 1 + 1 +  . . . + 1
X  к Х к — 1 X  к Хк-\-\ Х к  X

к = 1,... ,т .Обозначим f(x )  =  (х — Х\) • . . .  • (х — х Тп). Имеем
0,
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' ^ Г  =  {X -  х 3) ( х -  х 3) ♦. . .  * (г - х т) +  . . .. . .  +  ( х - х 1)(з*-д-2) 
{ х к - x k- i) ( x k -  х к+ х )

cff{ х)А ? =  (X -  Хз) - . . .  * (х -  Х т )  4 - . . .  +  (х -  Х\)

(.1 Жт _|),
{%к Хт ), 
(х -  Хт_ 2).

— г; : ' ; =  * к ~  х 2) . . . ( x k - x k- i) ( x k - x fc+, ) * . .-  (х* -  X] j (X* -  z 3) • . . .  • (xk -  X jt_l )(x* -  Xk+l) * •. ■. . .  • (jfe -  x TO) +  . . .  +  (xk -  X i)(xk -  x 2) ■ . . .. . .  * ( X k  -  x k- i) ( x k -  Zfc+1 (Xk -  X m - i ) .Поэтому
< ?f{X k ) : 'd f ;x k; _  1 1

J _ 2  ~  ~  I  “ ------tLr / <ir xk -  xi xk -  x2+
1 +

Xk -  Xk-l 1 1
xk -  Xk-l,9

+  ... + Xk Xjji
0.

Из последнего равенства следует, что \ -  х 2) =  af(x),
dx~где а — постоянная. Приравнивая в обеих частях последнего равенства коэффициенты при х т, получаем а =  —т(т  4- 1)/2.

Следовательно,

dx" IНо решением последнего уравнения является функция/ (* )  =  (
ахТеорема 18.6 для рассматриваемого случая доказана.При решении практических задач часто возникает необходимость восстановления тригонометрической функциональной зависимости

т

у =  щ  -f Y 'j  ик- 1 сое кх  +  Пщ+х+к sin кх),
мгде и} , j  =  i ..........2m -f 1, неизвестны.



2. Методы решения задач планирования оптимальных измерений 301Пусть X  =  [0; 2тг], Л(х) =  const. Тогда любой непрерывный план с п ^  2771 Т  1, с равномерным спектром и равными весами р, =  1 /п, i =  1 , . . . ,  71, является Р-оптимальным. Более того, любой непрерывный план, Р-оптимальный для тригонометрической зависимости с га =  гщ, будет Р-оптимальным для тригонометрической зависимости с т <  то.Выше уже отмечалось, что при А(х) =  const Р-оптимальный план совпадает с минимаксным планом. Ниже приведены условия для совпадения планов, оптимальных по разным критериям.Теорема 1 8 .7 . План е* является одновременно Q- и А-оп- 
тимальным, если <fi(x), i =  — ортонормированная
система на промежутке X ,  т .е. р(х)<рТ{х) dx =  Im.

хДля полиномиальной зависимости с А(ус) =  const доказано, что спектры Р -  и Q -оптимальных планов совпадают (п =  т ) ,  т.е. измерения необходимо проводить в нулях полинома (1 —о \ dPпн—j л— аг)— ;— , но веса для Q -оптимальных планов определяются7 dxравенствами
где Рт(х) — полином Лежандра.Для тригонометрической зависимости Р -  и Л-оптимальные планы совпадают.Из вышесказанного следует, что нахождение точного Р -о п - тимального непрерывного плана аналитическими методами возможно только для специальных систем функций pj{x),  j  =  1, . . .  
. . .  cm, A(:r).В общем случае, когда найти точный Р-оптимальный непрерывный план аналитическими методами не удается, его можно найти численными методами. Ниже приводится итерационный процесс, сходящийся к Р-оптимальному плану. Основой И П  является теорема эквивалентности (см. выше).Зададим невырожденный план £о =  {# ь  • • • > %п',Ри • • • .Рп}> 
п ^  ш . На каждом шаге И П  осуществляются следующие три этапа.1. Подсчитываются информационная матрица

М {е0) =  '*rp i\(xi)<p(xi)<pI (Xi)
i~ 1



Га . 17. Планирование оптимальных измеренийЖи матрица D(so) =  A f J (£o).2. Находится точках 0 =  arg m ax Х(х) d ( x ;  £0), 
техгде d{x; £q) =  ipT(x)V{£Q)ip(x);3. Формируется новый план

£i =  (1 -  ао)£о + оо£(а:о), где £(*о) =  {*о; 1},£1 = { * ь . . . , х я,жо;(1 -  a0)pi..........(1 -  ао)рп, а о } ,а «шаг* Q0 выбирается так. чтобы увеличение jM (s i)J было максимальным.Для такого справедливо равенство а 0 =  Sq/((6q +  m -  — 1 m . где <5о =  A{x o )J(xo ;£ o) — ш >  0. После осуществления третьего этапа ад заменяют на a j  и возвращаются к первомуэтапу.Доказано, что последовательность планов е*. сходится к D -оптимальному плану г*.Правилом останова И П  может быть выполнение неравенстваа *  <  /а. где fi >  0 — заданное малое число.После осуществления к $  шагов И П  к первоначальным п  точкам спектра добавляются к $  новых точек. Чтобы количество точек спектра не возрастало, используют два правила: I 2 точки спектра с малыми весами, изолированные от других точек спектра. отбрасываются (с равномерным распределением веса отбрасываемых точек по множеству оставшихся, так чтобы выполня-
п-клось равенство =  1. где щ  — количество остающихся точекt—1спектра); 2 точки спектра х ц , . . . , х у . , близкие друг к другу, объединяются в одну точку по правилу

t=i i=lБолее подробные сведения о решении задач план и р ован и я оптимальных экспериментов можно найти в [33, 91].
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