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ПРЕДИСЛОВИЕ ДЛЯ УЧИТЕЛЯ 

Безусловно, верно высказывание о том, что «для того, чтобы 
научиться решать задачи, нужно решать их». Вместе с тем опыт 
показывает, что целенаправленное обучение (а значит и самообу­
чение) решению задач, выявление некоторых особенностей поиско­
вой деятельности, связанной с решением незнакомой, нестандарт­
ной задачи, способно принести немалую пользу школьнику, про­
будить и укрепить его интерес к изучению математики. 

В настоящей работе отражен многолетний опыт работы авторов 
со школьниками, «любящими решать задачи вообще». Представ­
ленные здесь вопросы лоначалу с.тужили темами занятий математи­
ческого кружка, а затем оформились в виде своеобразного факуль­
тативного курса, основной формой проведения которого являJюсь, 
как правило, самостоятельное изучение учащимиен разделов курса 

и решение задач с последующим коллективным обсуждением рас­
смотренных идей и индивидуально полученных решений на груп­
повых занятиях в классе. 

Книга адресуется учащимся VII-VIII классов. Она предна­
значена именно учащимся, и авторы стремились к тому, чтобы уча­
щиеся могли ее изучать самостоятельно (естественно, под руковод­
ством учителя). 

Указание данного возрастного уровня школьника, впрочем, 
весьма условно. Нам приходилось проводить соответствующие 
занятия и в IV-VI и в Х классах. На наш взг.тяд, рассматривае­
мые здесь идеи доступны школьникам IV-X классов. Речь может 
идти лишь о примерах (и задачах, предложенных для решения), 
иллюстрирующих сказанное; понятно, что эти примеры и задачи 

до.тжны соответствовать тем знаниям и умениям, которыми владе· 

ют школьники данного года обучения. Поэтому при работе с дан­
ной книгой в более младших классах можно (и это сделать нетруд· 
но) заменить некоторые задачи. 

В конце книги приведены ответы и указания к решению тех 
задач, которые рассмотрены в каждом параграфе, за исключеннеч 
задач, составляющих § 13. (Тот, кто умеет решать задачи, каJ< 
правило, умеет находить способ проверки правильиости их решс· 
ния.) .Мы не приводиы никакого указате.тя дополните,тrьной .lJпе­
ратуры. Основная литература такого рода это задачн, которые 
можно найти всюду, начиная от научно-популярных журна.1ов н 
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кончая специальными сборниками задач. Может быть, некоторое 
искJiючение составляют известные кнши Д. Пойа (Как решать за­
дачу. М., 1961; Математическое открытие. Л·\., 1976), идеи которых 
во многом созвучны изложенным в данной книге. 

На практике оправдала себя следующая методика работы по 
данному пособию: 

1. МатериаJI каждого nараграфа книги прорабатывается уча­
щимися - члена:-.ш матбштического кружка самостоятельно (в до­
машних ус.1овиях). 

2. Пос.1е (и.1и в процессе) изучения данной темы учащиеся ре­
шают соответствующие ей задачи п упражнения. 

3. На очередном занятии l\tатематнческого кружка один из уча­
щихся выступает с кратким сообщение;,t по изученному. 

4. Каждая из задач, предложенная в данном параграфе для 
са~юстоятельного решения, обсуждается коJiлективом на этом 
занятии кружка. 

5. Учитель подводит итог, в котором обращает внимание уча­
щихся на основную идею, выраженную в данНОl\1 параграфе, а так­
же на наиболее яркие и.ыюстрации полезности этой идеи при ре­
шении любых задач. 

б. При необходимости учитель дает указания для дальнейшей 
самостоятельной работы учащихся по тексту данного пособия. 

Понятно, что данные методические рекомендации не исключают 
других воз~южных форм работы школьников с данным пособием. 

Настоящее издание книги подготовлено на основе ротапринт­
ного издания 1972 года с учетом замечаний и предложений, выска­
занных в ходе широкой опытной проверки пособия в шкоJiах раз­
личных территорий РСФСР. Авторы благодарят всех учителей 
мате~tапrкп, участвовавших в этой работе. Авторы выражают так­
же благщарность аспиранта:-.1 1V1ОПИ им. Н. К. Крупской Е. Н. Пе­
ревощиковой н В. П. Ремянниковой за существенную помощь при 
подготовке данного н здания к печати, 

Авторы 



§ 1. КАКИЕ 3АДА ЧИ МЫ НЕ УМЕЕМ РЕШАТЬ 

Многие из вас любят решать задачи, но очень немногие из вас 
умеют решать задачи, - не так ди? Но, может быть, вы мало 
решаете задач и потому не умеете делать это хорошо? Давайте оце­
ним, хотя бы приб.1иженно, сколько математических задач-решаете 
вы во время обучения в школе. Условимся считать задачей и тек· 
стовую задачу, и уравнение, и вычисдительный пример (не будем 
сейчас обращать внимание на то, трудна задача и.1и дегка, ско.1ько 
времени приходится ее решать или оформлять решение). Итак, 
допустим, что на уроке вы решаете в среднем 5 задач, а дома (по 
заданию учите.1я) 3. На каждом году обучения в шко.1е вы по­
сещаете 200 уроков матеl\·Iатики, и потому получается, что в год 
вы решаете в среднем 1 600 задач. Ко времени окончания VI II клас­
са вами уже решено 12 800 задач! (Отбросиы 800 задач, имея в виду 
праздники или случаи, когда вы не смогли выполнить домашнее 

задание, и оставим 12 000 задач!) Можно даже не считать еще 2 000 
задач, которые вы реша.1и несамостоятельно или отвлекзлись на 

уроке. Итак, вы решили 10 000 задач и не умеете их решать. 
Как же научиться решать задачи? Прежде всего уточним, о 

каких задачах будет идти речь, какие задачи успешно решают поч­
ти все учащиеся и какие задачи умеют решать лишь немногие из 

вас. Ведь очень часто можно усJiышать от вас: «Эти задачи мы умеем 
решать, такие задачи мы решаnи» или «Эти задачи мы не умеем 
решать, такие задачи мы не решали». Разбереыся в этом. 

Какие задачи вы решаете успешно? Если решение векоторой 
задачи учитель объясшт ва:v1 в IOiacce (или в учебнике приведено 

-ее решение), то вы, пожалуй, Сl\южете решить задачу, похожую 
на эту. 

Приведем один пример. Пусть учитель показал вам, как решает-
ся уравнение х2 5х 6 = О, вывел формулу для решения квад-

ратного уравнения х2 рх q =О (хц=- ~ ± 1/ ~2 
--q ). и 

вы выучили эту формулу наизусть (или и:-.1еете ее перед собой). Яс· 
но, что вы сумеете решить такие, например, уравнения, как 

х2 -IOx + 21 О, х2 х 2 = О и т. п. Не так ли? Такие за­
дачи, ход решения которых вам заранее известен, называют стан­

дартн.ыми или шаблонными (решают их по образцу-шаблону, по 
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принципу ще.тай так, как показа.'I учитель»). Скажем сразу, о та· 
ких задачах мы не будем здесь говорить, такие задачи должны 
уметь решать все (будь только внимателен и помни ход решения). 

Но в повседневной жизни, на производстве и в науке сплошь 
и рядом встречаются задачи, на которые нет готового ответа (или 
готового способа решения). 1\lногие жизненные задачи нетипичны, 
неповторимы. Такие задачи часто называют нестандартными. 

Заметим, что нестандартность задачи во многом зависит от того, 
решалась ли ранее вами задача, похожая на данную, а не от самого 

решения задачи. Так, например, ес,ти вы не знаете формулы реше­
ния квадратного уравнения и никогда ранее не решали квадратные 

уравнения, то задача решения, например, уравнения х2 - 5х + 6 
О будет для вас нестандартной (ее можно решить, не используя 

формуду!); по, решив это уравнение и припявшись за решение сле­
дующего, например: х2 - 7х + 12 =О, вы будете иметь дело уже 
со стандартной задачей. 

Для успешного решения нестандартных задач необходи:-.ю преж­
де всего уметь думать, догадываться. Но этого ма:ю. Нужны, ко­
нечно, и знания, и опыт в решении необычных задач; полезно вла­
деть и опреде"1енными общими подходами к решению. 

Всему этому нужно учиться, и именно этому вам будет помо­
гать данная книга. 

Не все нестандартные задачи одинаково трудны. Даже учебные 
задачи отличаются друг от друга по «степени своей нестандарт· 
НОСТИ». 

Так вы часто имеете дело с задачами, ход решения которых 
вам неиэвестен заранее, как они решаются, учитель вам не показы­

ва.т, но относительно которых указан (или вы сами это установили 
по тому месту, которое занимает задача в учебнике) тот раздел 
школьного курса ~tатематики, который используется при ее реше­
нии. Такова, например, задача к теме «Осевая симметрия»: «Дока­
зать, что медианы, проведеиные к боковым сторонам равнобедрен­
ного треугольника, конгруэнтны». Задачи, подобные данной, вы 
решаете уже не так успешно, как стандартные, но все же решаете 

понемножку (знаете, что при решении этой задачи нужно исполь­
зовать свойства осевой симметрии; но какие из них и как это сде­
лать, вам приходится устанавливать самостоятельно). 

Наконец, вам встречаются и более трудные задачи (чаще всего 
среди олимпиадных задач), где и условие вам ясно, и требование 
(вопрос задачи) понятно. Неясны лишь два момента: а) как 
решать эту задачу (но это для вас не ямяется неожиданностью!); 
б) к какому разделу школьного курса математики относится эта 
задача, какие известные вам теоремы и свойства применяются при 
ее решении? Л,1ногие из вас скажут, что это уже явный подвох! Наш 
учитель никогда нас так не «подводит»; если бы он так нас «подвел», 
вот двоек-то было бы! Правда, если вам предложили такую задачу 
на олимпиаде или вы услыхали о ней от товарища, то и обидеться 
не на кого и жаловаться некому: дело-то добровольное ... 
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Вот одна из таких <<злодейских» задач: 
«Имеется 1 О мешков с монетами. В девяти мешках монеты на­

стоящие (каЖдая массой 10 г), а в одном -фальшивые (каждая мас· 
сой 11 r). Одним взвешиванием установить, в каком мешке фальши­
вые монеты (можно исnользовать любые гири)>>. 

Не с.1едует ожидать, что нос.1е изучения этой книги вы научи­
тесь решать любую нестандартную задачу. Это просто невозможно. 
Ведь нестандартные задачи в какой-то степени неповторимы. Но вы 
должны значительно улучшить свое умение решать такие задачи, 

а главное, должны научиться мыслить и управлять своей матема· 
тической мыслительной деятеJ1Ьностью не тодько при решении за· 
дач, но и при изучении математики в цело:-.1, научиться понимать 

силу и красоту матеыатики! 
Нам предстоит упорно nотрудиться, разобраться во многих 

вопросах, связанных с решениеы 3адач, прежде чем мы добьемся 
успеха. Посмотj.Jите на эту nриыерную схему, иллюстрирующую 
предстоящую нам работу (рис. 1), -не nугает .'!И она вас? Кто ис 

Все пи да.нные fJ lcлofJuц 
задачи неаБхо имы 
для ее решения 

Когда счи.тать Как и чему учиться 
решение ---- на задаче? 

оконченным ;:о 

r'1 Как начинать решение? 

Нельзя ли полу-

~ чить то же Как дого.дыВаться при 1 
самое иначе? решении! Как рассуж- J ![задача lr дать при. решении? 

Как оформлять ~ 
решение? L Как осущестtJлять 

самоконтроль б ходе 
решения задачи 7 

Как самому r-- ~ Можно ли радотать над 
1 состаВлять задачей то. к, как раБотает 

задачи? ученый- математик ? 

Полезно ли решать не 
эту Jадачу, а другую? 1 

Рис. 1 
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L 
Рис. 2 

пугался, еще не поздно отступиться. 

«А без труда не вынешь и рыбку 
из пруда!» 

Ну как? Не испугались? 
Тогда продш1жим путь в Страну 

задач! Начнем с самостоятельной ра­
боты. 

Задания для саuостоятмьиой работы 

t.l. Приведите пример задачи (запишите ее условие), которая 
является для вас в настоящее вре~tя стандартной, нестандартной 
(по одной задаче каждого вида). Запишите условия этих задач на 
отдельном листке и сдайте листок учителю. 

1.2. Решите приведеиные в тексте квадратные уравнения, не 
используя формулу. Как проверить, правильно ли ваше решение? 

1.3. Решите задачу о медианах равнобедренного треугольника. 
1.4. Попробуйте свои силы на решении задачи о взвешивании 

монет. Если вам удастся решить эту задачу, не рассказывайте пока 
о ее решении товарищу (или подруге), расскажите о решении то.'!Ь­
ко учителю. 

1.5. Попробуйте дополнить схему вопросов, связанных с реше­
нием задач, своими вопросами. Обсудите эти вопросы в классе. 

1.6. Приrотовьтесь ответить учителю на следующие вопросы: 
l) Какие задачи кажутся вам наиболее трудными (арифметиче­

сiше, алгебраические, геометрические или какие-шtбодругие)? 
2) Какие задачи кажутся вам наибо.1ее интересными? 
3) Прочитайте еще раз схему вопросов, связанных с решением 

задач. Какие из этих вопросов кажутся вам самыми важными? Са-
мыми интересными? · 

1. 7. Приведите пример какой-нибудь известной вам интересной 
задачи или интересного решrния каноИ-либо задачи. Сумейте от­
ветить на вопрос: «Почему эту задачу (или ее решение) вы считаете 
интересной?» 

1.8. Расскажите, что изображено на рисунке 2. Обсудите ваши 
ответы в классе. Установите, у кого из вас самое интересное реше­
ние этой необычной задачи. 

§ 2. УЧИСЬ НА ЗАДАЧЕ 

Что значит учиться на задаче? И нужно ли это? 
Многие считают, что задача дается для того, чтобы ее решить: 

найти правильный ответ на вопрос задачи (или установить, что эта 
задача не имеет решения). Это верно лишь отчасти. Ученый, инже­
нер, экономист, художник и т. д., перед которым поставлена кон-
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кретная задача, конечно, должен ее решать- это его rлавна11 

цель. Вторичной целью может быть отыскание наиболее общего, 
красивого, экономичного решещт. Если эта задача решена, то в 
результате ее решения создана какая-то материальная и.тш ду· 

ховная ценность. Какие же материальные или духовные ценно· 
сти создаете вы, школьники, при успешно:-,! решении задачи? 

Д.r~я школьника решить данную задачу не главная цель (как 
у производственника); главное- научиться чему-то, связанному 
с изучением математики, узнать и усвоить новые математические 

факты, ов.тадеть новыми математическюш методами, накопитr. 
определенный опыт, научиться мысJiить. Итак, главная наша цель-­
учебная, и потому каждая задача должна вас обучать чему-либо 
полезному, новому знанию или умению. 

Обнаружить это полезное и новое для вас не так просто. Ведь 
вы даже не задумываетесь над этиr-1, считая, наверное, что накоп· 

ление полезных и новых фактов произойдет само собой. Чем же 
иначе можно объяснить тот факт, что иногда, заглянув в ответ (и.'1п 
получив одобрение учителя), вы считаете свою работу над задачей 
законченной? Вы даже не отдаете себе отчета в том, как подучено 
ваше решение, что вам нужно было знать, чтобы найти это решение 
(или что вы не знали, если решение сообщит вам товарищ или учи· 
тедь). 

Согласитесь, что чаще всего вы решаете задачи так, как указано 
на схеме (рис. 3}, и.Тiи, в дучшем сдучае, так, как показано на сле­
дующей схеме (рис. 4). Не потому ди вы часто не можете решить 
задачу, даже очень похожую на ту, которую когда-то решали? 

Итак, вы не учитесь на задаче, и в этом одна из причин того, 
что вы не умеете решать задачи. 

Ну, хорошо, скажете вы, - мы поняш1, что :-,ш не де,1ае\1 
и что нужно делать. Но нам до сих пор не ясно: как это де,ыть? 
Чему учиться на задаче и как? Научите нас! 

Ну что ж, попробуем. 
Рассмотрим решение какой-либо задачи и посмотрим, чему оно 

может нас научить. 

«ПJющадь прямоугольника равна а2 • Найти наименьшее значе­
ние периметра этого прямоугоJiьника>>. 

Задача 

~Небышло! 
~Не Вышло! 

Не бы шло! Конец! 

Найти. 

Рис. 3 

Задача 

Рис. 4 
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I с п о с о б. Для решения задачи достаточно рассмотреть полу­
периметр данного прямоуrольника. Обозначим длины сторон пря­
моугольника через х и у, полупериметр через р; запишем задачу 

символически: 

р - наименьшее), р? 

Воспользуемся тождеством (х у)2 (х - у)2 = 4ху; так как 
ху а2 и х + у = р, то р2 = (х у)2 4а2 • 

Наименьшее значение р2 достигнет тогда, когда х - у О, 
т; е. х =у. В этом случае р2 4а2 , сJiедовательно, р = 2а. 

В ы в о д. Наименьшее значение по.'Iупериметра р равно 2а, 
когда х =у. 

II сп о с о б. Пусть х- длина стороны прямоугольника. Тог­
да длина смежной стороны равна р х, а площадь прямоугольни­
ка запишется так: х (р- х) а2 , т. е. хр- х2 - а2 =О, или 
х2 а2 хр =О. 

Имеем сумму квадратов двух переменных х2 и а2 , прибавим к 
ней 2ах. Чтобы не изменилась сумма, вычтем это же выражение: 
х2 

- 2ах а2 + 2ах - хр = О, или (х - а)2 + х (2а - р) О. 
Выделили из суммы полный квадрат разности выражений х и а. 

Последнее равенство возможно только при 2а - р <О (так как 
(х- а)2 О, х > 0), т. е. р 2а. 

Очевидно, наименьшее значение р равно 2а. 
ПI сп о с о б. РасСtvютрим квадрат со стороной а, тогда пло­

щадь его а2 , подупериметр равен 2а. Если одну из· сторон умень­
шить на т (а > т > 0), то, чтобы площадь прямоугольника ост.а­
лась прежней, нужно вторую сторону увеличить на n (n > 0). 

По условию задачи площадь прямоугольника равна aZ, т. е. 
(а -т) (а n) = а2. 

Произведя вычисления, получим: а (n '-т) = тп; так как 
т >О, n О, то тп > О, а > О. 

Следовательно, n -т > О. 
Тогда полупериметр прямоугольника будет равен: р 
а т а + n = 2а + (п -т); так как n - т >О, то 

р >2а. 
Наименьшее значение р равно 2а. 
IV сп о с о б. Введе:vr с,11едующие обозначения: 

r х у р, 
l х- у q, 

где q некоторое число, р - полупериr;:етр. 

Решая систему, получим: 

Х= 
2 

у 
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Найдем ·площадь Р + q · f1- q 
2 2 

а2 ; отсюда 

и р будет наименьшим, когда q О, т. е. х = у. 
С1едовательно, р 2а. 

Пусть мы решили задачу, и даже четырьмя способами. 
Чему мы научились, решая эту задачу? Как это установить? 
1) Прежде всего отметим, что, решая эту задачу, мы доказали 

теорему: «Сумма двух положительных переменных, произведение 
которых есть величина постоянная, принимает наименьшее значе­

ние, когда значения переменных рапньР>. 

Интересный факт! Значит, задач, связанных с этой теоремой, 
может быть много и встретиться ош1 ыогут не раз. Запом· 
ним это. 

2) Посмотрим на способы решения. На чеы они основаны? 
а) Решая задачу первым способо:-1, мы воспо.1ьзовались тожде· 

ством (х + у)2 = (х у)2 + 4ху. Это и явн.1ось г.1авнш1 средство.\! 
доказательства. 

б) Второй способ основан на выражении одной переменной 
через другую, выделении полного квадрата (прибаrнти и вычли 
одно и то же выражение), нахождении знака одного из двух слагае· 
мых, сумма которых равна О. 

в) Посмотрим, о чем полезном расскажет нам третий способ. 
Мы воспо.1ьзовались тем, что стороны прямоуго.1ышка, площадь 
которого есть величина постоянная, находятся в обратно пропор­
циональной зависимости друг с другом, а также свойством нера-
венств: если а > Ь, то а Ь + т, т >О. 

Предлагаем самим извлечь все то, что полезно запомнить из чет· 
вертого способа решения задачи. 

П о д в е д е м и ·т о г и. Как мы оцениваем учебный характер 
этой задачи? 

1) Мы рассмотрим еще раз задачу и установим, что полезно 
запомнить тип задачи: такие задачи могут нам встретиться не раз. 

2) Мы установили, какой прием (способ) был главным инстру­
ментом решения (и запомнили этот прием: выделение полного квад­
рата, использование свойства обратно пропорционалышх перемен­
ных и т. п.). 

3) Мы отметили, что тождества сокращенного умножения нужно 
хорошо знать, чтобы применять их к решению задач. 

4) Мы установили некоторую зависимость между сум~лой п 
произведением двух переменных (когда произведение есть величи­
на постоянная). 

Естественно, возник вопрос: при каких условиях произведение 
двух положительных переменных, сумма которых есть величинз 

постоянная, принимает наибо"1ьшее значение, т. е. ес.1н х у = , 

где с постоянная, то когда х · у достигает наибольшего значе· 
ния? Попробуйте ответить на этот вопрос. 

5) Видим, что теперь мы можем сами состюыять Шiа,iсiтч:::с;:: 

задачи, например: 

1: 



1. Множество значений переменной х есть 
{-21; -20; -19; ... ; 17; 18}, 

множество значений переменной у есть 

{-3; ... ; -13; -14 }. 

Сколько различных значений может принимать переменная х + у? 
Чему равна сумма наибольшего и наименьшего его значений? 

2. Установить, в каком случае площадь прямоугольника со 
сторонами х и у будет наибольшей. 

3.\ Построить график зависимости площади прямоуго.пьника от 
длины одной из его сторон. Найти графическим способом стороны 
прямоугольника, ecJIИ его периметр равен 12, а площадь наи­
бо.пьшая. 

Рассмотрим еще одну задачу: 
«Доказать, что (а3 - Ь3) делится на 9, ес:ТJи (а - Ь) делится на 3, 

где а и Ь натуральные числа». 
Неужели на решении такой «сухой» задачи можно чему-то по­

лезному научиться? Прежде чем рассматривать решение, прочи­
таем условие задачи еще раз. Неинтересно? Нет, пожалуй, интерес­
но, если вдуматься!,, 

Неужели, если взять а= 198, Ь = 48 (а- Ь = 198-48 = 
= 150 ; 3)*, то (1983 - 483) ; 9? Не верится что-то. Не так ли? 
Может, потрудимся?! 

1983
- 483 = (198- 48) (1982 198 . 48 + 482). 

Не хочется считать? Можно взять а и Ь поменьше. 

а 7, Ь = 1 : а - Ь = 6 : 3, 73 1з = 342 ; 9; 
а 5, Ь 2: а - Ь = 3 : 3, 53 - 23 ll7 : 9. 

Не стоит проверять больше. Ведь мы докажем это утверждение 
для Jiюбых а и Ь, таких, что (а Ь) : 3. 

1 с п о с о б. Разложим многочлен аз Ь3 на множители: 

а3 - ЬЗ = (а Ь) (а2 + аЬ + Ь2) = 
= (а - Ь) (а2 + Ь2 - 2аЬ + 

+ 3аЬ) = (а Ь) ((а - Ь)2 3аЬ). 

Так как (а- Ь) делится на 3, то и (а Ь)2 : 3, (а- Ь)2 + ЗаЬ 
тоже делится на 3. Значит, аз Ь3 делится на 9. 

11 с п о с о б. Пусть а- Ь 3k, причем k Е N. 
Тогда а = 3k + Ь, и поэтому а3 - Ь3 (3k 

= 27k3 + 27k2b + 9kb2 + Ь3 ьз = 9k (3k2 ЗkЬ 
Следовательно, а3 - ЬЗ делится на 9. 
11 I с п о с о б. Представим разность кубов так: 

(а - Ь)3 + ЗаЬ (а - Ь). 

* Знак : означает деление без остатка. Например, запись «12 ; 4» читается 
так: «12 делится на 4». 
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Очевидно, что (а ~ Ь)3 делится на 9; ЗаЬ (а - Ь) тоже делится 
на 9. Следовательно, и заданное число дешпся на 9. 

IV с п о с о б. Так как (а Ь) : 3, то каждое из чисел а и Ь 
при де.пении на 3 дает один и тот же остаток r: 

а = 3с r, Ь = 3d + r. 
Причем r может быть равно О, 1 или 2. Если r = О, то а3 - ЬЭ ::::а 
(Зс)3 (3d)3 делится на 9. Это очевидно. 
Если r = 1, то а3 - Ь3 = (Зс + 1 )3 - (3d 1 )3 = 

= 27 ffJ + 27 с2 + 9с + 1 27 d3 
- 27 d2 

- 9d - 1 = 
= 9 (Зс8 + 3с2 + с - 3d3 3d2 

- d). 
Следовательно, а3 - Ь3 делится на 9. 
Если r = 2, то а3 Ь3 = (Зс + 2)3 - (3d 2)3= 

= 27с3 + 54с2 + 36с + 8 27d3
- 54d2

- 36d- 8 
= 9 (ЗСЗ + бс2 + 4с- 3d3

- 6d2 4d). 
Значит, а3 - ьз делится на 9. 
V сп о с о б. Пусть а Ь 3k, где k Е N. Тогда (а- Ь)3 = 

= 27k3
, аз - Ь3 = 27kз + 3аЬ (а - Ь), аз - Ь3 27k8 + 9abk. 

Следовательно, а3 - Ь3 делится на 9. 
Пусть мы решшш эту задачу, и даже пятью способами (правда, 

здесь ничего не сказано о том, как найдены эти решения, но для 
нас важно сейчас другое). Чему мы научились, решая эту задачу? 
Как это установить? 

1) Прежде всего отметим, что существуют такие виды чисел, 
которые делятся на некоторое число при опреде"1енных условиях. 

Наверное, таких видов чисел много. Например, а2 Ь2 , по-види­
мому, будет делиться на 4, есди (а- Ь) : 2 и т. д. (Интересный 
факт!) Значит, таких задач может быть много и встретиться они 
могут не раз. 

2) Посмотрим на первый способ решения. На че:-v1 он основан? 
а) Он основан на свойстве делимости суммы (если каждое из 

слагаемых делится на данное число, то и сумма де.1ится на это чис-

ло) полезное свойство. (Запомнить!) 
б) Он основан на свойстве делимости произведения (есю1 каж­

дый из двух множителей делится на данное чисJiо, то произведение 
делится на квадрат данного чиСJiа) -полезный факт. Запо:-.шить 
его? Нет, лучше запомнить другое: если один из множнте.1ей де· 
лится на а, другой- на Ь, третий- на с и т. д., то проюведенне 
делится на а · Ь · с ... . Это свойство по.rrезнее. 

в) Наконец, решение возникло потому, что прюrени,lи разло­
жение многочдена на множитеди. Это явилось г,'1авньш средство~~ 
доl\азате.'lьства. Сделаем вывод: ec.rrи попадается задача на дОJ\аза­
тельство дедимости какого-дибо натурального числа, заданного 
форму.1ой, раздожение на множители может привести " цеди. 

3) Зачем нужна была чис"1овая проверl\а? Разве можно бы.rrо до· 
казать это утверждение на числово;<;t примере? Нет, частный при· 
мер ничего не доказывает в математике, но он может убедить нас 
в том, что задача поставлена прави.rrьно (а вдруг ошибка в усдовии?), 
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Очевидно, что (а -- Ь)3 делится на 9; 3аЬ (а - Ь) тоже делится 
на 9. Спедовате.пьно, и заданное число делится на 9. 

IV с n о с о б. Так как (а Ь) : 3, то каждое из чисел а и Ь 
nри делении на 3 дает один и тот же остаток г: 

а 3с г, Ь = 3d + г. 
Причем г может быть равно О, 1 или 2. Ес.пи r О, то аз - ЬЗ = 

= (Зс)з - (3d)3 делится на 9. Это очевидно. 
Если г = 1, то аз Ь3 = (Зс + 1)3 

- (3d + l)з = 
27d3 27с2 + 9с 1 - 27d3 27d2

- 9d- 1 
9 (Зс3 3с2 + с - 3d8 

- 3d2 
- d). 

Спедовательно, аз - ЬЗ делится на 9. 
Если г = 2, то а3 Ь3 (3с + 2)3 (3d 2)3= 
27с3 + 54с2 + 36с 8 27d3 - 54d2 - 36d 8 = 

= 9 (3d3 6с2 + 4с - 3d3 6d2 
- 4d). 

Значит, а3 - ьз делится на 9. 
V сn о с о б. Пусть а Ь = 3k, где k Е N. Тогда (а- Ь)3 = 

= 27k3, аз ьз = 27kз + 3аЬ (а - Ь), аз - Ь3 27k3 + 9abk. 
Спедовательно, а3 Ь3 делится на 9. 
Пусть мы решили эту задачу, и даже пятью способами (правда, 

здесь ничего не сказано о том, как найдены эти решения, но для 
нас важно сейчас другое). Чему мы научились, решая эту задачу? 
Как это установить? 

1) Прежде всего отметим, что существуют такие виды чисе.11, 
которые делятся на некоторое число при определенных условиях. 

Наверное, таких видов чисел много. Например, а2 Ь2 , по-види­
мому, будет де.'!иться на 4, если (а- Ь) : 2 и т. д. (Интересный 
факт!) Значит, таких задач может быть много и встретиться они 
могут не раз. 

2) Посмотрим на первый способ решения. На чем он основан? 
а) Он основан на свойстве делимости суммы (ес.'!и каждое из 

слагаемых делится на данное число, то и сумма делится на это чис· 

ло) полезное свойство. (Запомнить!) 
б) Он основан на свойстве делимости nроизведения (если каж­

дый из двух множителей делится на данное число, то произведение 
делится на квадрат данного чисда) -полезный факт. Запо:\шпть 
его? Нет, лучше запомнить другое: ес.1и один из множнте.1ей де­
лится на а, другой на Ь, третий- на с и т. д., то пронзведенпе 
де.1ится на а · Ь · с ... . Это свойство полезнее. 

в) Наконец, решение возникло потому, что п ри:--1еш1.1н разло­
жение многоч.Тiена на множители. Это явi,шось главныы средством 
доказательства. Сделаем вывод: есnи попадается задача на доказа­
тельство делимости какогО-J1Ибо натура.1ьного чпсла, заданного 
форму.·юй, разложение на множители может привести к цели. 

3) Зачем нужна была числовая проверка? Разве можно бьто до­
казать это утверждение на чис.1овом примере? Нет, частный при­
мер ничего не доказывает в математике, но он может убедить нас 
в том, что задача поставлена правильно (а вдруг ошибка в условии?), 
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и помочь nонять то, что от нас требуется сделать. Итак, до· 
верять частному примеру нельзя, а использовать его при решении 

полезно. 

4) Посмотрим, о чем полезном расскажет нам второй способ 
решения задачи. 

а) Прежде всего полезно знать, что число, кратное трем, можно 
записать в виде 3k, где k Е N. Полезнее даже не это, а следующее: 
число, кратное четырем, 1\Южно записать в виде 4k; кратное 5-
в виде 5k и т. д. 

б) Зачем мы использоваJш запись числа в виде 3k? Для того, 
чтобы использовать подстановку заданного условия в рассматри­
ваемое выражение. 

в) Наконец, заметим, что фор;чулу (а + Ь)3 (в первом случае 
аз - Ь3) нам нужно было знать хорошо (не напрасно учитель до­
бивался все время от нас запоминания тождеств сокращенного ум-
ножения спасибо ему!). · 

г) И еще полезное свойство произведения стоит запомнить­
если один из сшшожителе!l делится на некоторое число, то и произ­
ведение делится на это число. 

5) Из оставшихся способов рассмотрим еще один- четвертый. 
Что полезного можно извлечь из этого решения? 

а) Прежде всего полезно знать то, что если разность двух чи­
сел де.1ится на некоторое данное число, то каждое из этих чисел 

при делении на данное число дает один и тот же остаток. 

б) Все натуральные чисда мы можем разбить на отдельные ви­
ды в зависимости от их делимости на некоторое чисдо. Здесь числа 
разбиты на три множества; ес.1и бы рассматривалась делимость на 
4, то могди бы разбить их на 4 множества (на числа вида 4m, 4m 
+ 1, 4m + 2, 4m + 3). А ско.1ько получиди бы множеств, если рас­
сматривали деление на 13? 

в) Зачем l\IЬI разбивали множество натуральных чисел на части? 
Это делалось nотому, что а и Ь мог.1и быть такими, что делились 
бы на три нли не дедию1сь. Ес.1и бы они делились на 3, все было бы 
просто; уменьшаемое и вычитаемое аз - Ь3 делятся на 9, значит, и 
разность дешпся на 9. А в «неудобных» случаях была проведена 
проверка (в общеы виде!) подстановкой в а3 Ь3 данного вида чи­
сел с вынесение:>.! 9 за сЕобки (прИ!v!ешми свойство дедимости произ­
ведения). 

г) Итак, при решешш задачи этим cпocoбol'vt мы воспо.rrьзова­
дись таким приеыщt: разбн.'Iи все возможные значения на «удоб­
ные» и (<Неудобные» и провери.1и, верно ди утверждение для каждо· 
го случая отде.11ьно. Приче:ч такнх случаев оказалось немного (три); 
если бы в условии бьта дана дет1мость на 13, этот способ решения 
вряд ли оказадся бы удобен. Зilпомюв·t это! 

Попробуйте определить, что полезно запомнить йз оставшихся 
способов решения данной задачи. 

Снова подведем итоги. Как мы оцениваем учебный характер 
этой задачи? 
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1) Мы рассмотрели еще раз сю.tу задачу и установили, что по­
лезно запомнить тип задачи: такие задачи могут нам встретиться 
не раз. 

2) Мы установили, какой прием (способ) был главным инстру­
ментом решения (и запомнили этот прием): разложение на множи­
теJiи, разбиение множества чисеJ1 на части. 

3) Мы установили, какие основные свойства чисел использова· 
лись нами при решении. 

4) Мы обратили внимание на роль и :vtecтo частных примеров, 
иллюстрирующих некоторое утверждение. 

5) Мы усмотрели возможность сампм составлять ряд аналогич-
ных задач, например: 

1. Доказать, что (а2 Ь2) : 4, есла (а- Ь) : Q (более простая!). 
2. Доказать, что (а4 Ь 1) ; 16, ессш (а- Ь) ; 4. 
Ну что ж, мы думаем, вы можете сказать, что изучи.1и решения 

этих двух задач не напрасно. Зa:vieти:vi, что вы не решали задачи 
сами, а потому не извлекли из них :vtакснмум подьзы. (Например, 
не установили, что не знали и не умели, какие испытывали труд· 

ности в поиске решения.) 
Закончим первым советом peшaюU~se~rty задачу: решив задачу, 

оrлянись назад и изучи задачу и найденное решение в целом, уста­
нови, что nолезно запомнить, а что можно забыть.(Нужно не толь­
ко подьзоваться своей памятью, но и беречь ее!) 

3ада:ниа: для са~Iоетоя:тедь nоП работы 

2.1. Изучите условие и решение следующей задачи. Выявите, 
чему можно научиться на этой задаче. Что нового вы узнали, про· 
читав эту задачу и проработав ее решение? Ответьте на вопросы: 
о чем можно (и нужно) забыть в связи с этой задачей? Что могло бы 
пригодиться вам из опыта решения задач данного параграфа, если 
бы вы решали эту задачу сами? 

3 а д а ч а. Доказать, что всякое нечетное число, неравное еди­
нице, есть разность квадратов двух каких-то чисед. 

Реш е н и е. 1) Нам нужно доказать, что а = х2 
- у2 , есди 

а =1= 1 и а - нечетвое число. 
Проиллюстрируем примерам эту интересную законш1ерность 

3 = 22 - Р; 5 = 32 22 ; 7 - 32
; ... (основаiiия квадратоn 

установили обычным подборо:-1). 
2) Мы знаем, что нечетнее число в обще:.1 виде ~юж1ю запнсать 

так: 2n + 1 иди 2n 1. Наы .1учше выбрать запись 2n + 1. Поче-
му? Итак, нам нужно доказать, что 2n + 1 = х2 

- у2 , нли х2 

-У:<~= 2n + 1. 
3) Начнем с того, что попробуем 2n 1 представить в виде раз-

ности или суммы хотя бы одного квадрата и каJ<ого-то другого сла­
гаемого. Для этого в числе 2n 1 не хватает слагае:vюго n2

, чтобы 
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8 к D 

~ 
оно стало квадратом суммы 

(2п- удвоенное произведение 
n и 1, 1 -квадрат другого 
числа). 
2п l = n2 + 2n + 1 - n2 = 

(n + l)z- пz. 
Задача оказалась уже решен­
ной, утверждение доказано. 

Рис. 5 Теперь можно даже без помо­
щи догадок установить вид раз­

ложения любого нечетнаго числа на разность двух квадратов, на­
пример: 

а) 13 = 2 · 6 1 = 72 
- 62 (п = 6); 

б) 1427 = 2 • 713 + 1 = 7142 
- 7132 (п 713). 

2.2. Прокомментируйте следующее решение задачи и вывод, 
который вы сделаете, решив эту задачу. 

Построим прямую и два уг.1а (рис. 5): прямой угол (L l) и ту­
пой (L 2) -так, что отрезок прямой АС будет их общей стороной. 
На двух других сторонах углов отложим конгруэнтные отрезки 
[АВ] и [CDJ и соединим точки В и D. Ясно, что [BD] не параллелен 
[АС}. 

Через середины [BD] и [АС] проведем к этим отрезкам перпен­
дику:Iяры до взаимного их пересечения в точке М (ведь [BD] не па· 
раллеJiен [ACI). 

ТреугОJiьник АМС равнобедренный, следовательно, 1 АМ 1 

= 1 СМ\; L МАН ~ L МСН; 6. ВАМ ~ 6 DMC (по трем сто­
ронам). Следовательно, 

~ ~ 

ВАМ = DCM, (1) 
~ ~ 

м Ан = мен. (2) 
~ ~ .А. -"' 

Складывая (1) и {2) почленно, получим: ВАН = DCH, т. е. l = 2. 
Получилось, что величина тупого угла равна величине прямого 

; 

угла. 

Решите каждую из предлагаемых далее задач и установите, чему 
вы научились в ходе их решения. Обменяйтесь мнениями с товари­
щами. Посоветуйтесь с учителем. 

2.3. Найдите наименьшее значение суммы ...!.. + ...!.., если х, у -
х у 

положительные числа и х + у = 6. 
2.4. Значения переменных х, у, z ПОJiожительны. х + у + z = 

= 9. Найдите наименьшее значение суммы...!.. ...!.. + l. Достаточ· 
х у 2 

но .11и данных, чтобы решить эту задачу? 
2.5. Докажите, что произведение любых четырех последова· 

тельных целых чисел, увеличенное на единицу, является точным 

квадратом. 
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2.6. Докажите, что числа вида m3 - т делятся на 3, если т Е N. 
2.7. ПонабJiюдайте за равенствами 

1·9+2=11, 
12·9 3= 111, 

123 . 9 + 4 = 1 11 1 ' 

Как записать в общем виде этот закон, который в них прояв· 
ляется? 

Какую задачу можно сформуJшровать в связи с этим законом? 
2.8. Используя юсбые учебники иди задачники, отыщите «ПО­

учительную» (на ваш взгляд) задачу. Оформите решение этой за· 
дачи на отдельном юJстке, уютште, чем интересна данная задача; 

сдайте работу учителю. 

§ 3. KAI~ НАЧИНАТЬ РЕШЕНИЕ 3АДА ЧИ 

«С чего начать?» --думает каждый, приступая к решению за­
дачи. Это очень важный вопрос в решении. Недаром говорит народ­
ная пословица: «Лиха беiХа - нача.1О». 

Мы увидим (да и сами вы убедитесь в этом), что правильное на­
чало решения нестандарпюй задачи во многом определяет успех 
в ее решении. 

Рассмотрим задачу: «В полной темноте парашютист приземлилея 
в районе болота (в точке D). В каком направ.!Jении должен вылететь 
вертолет нз пункта С за парашютистом, есю1 а и Ь - лучи прожек­
торов и точка их пересечения D не видна из пункта С» (рис. 6). 

Попробуем начать решение. Для этого «переведем» данную за­
дачу на математический язык. И:-.1еем две пересекающиеся прямые, 
D -точка пересечения. Построить луч CD, если точка D <mедо· 
ступна». 

Изучим внимательно ус.1овие задачи. 
1) Построить nрямую CD нельзя, так как nоложение точки D 

неизвестно. Значит, следует искать другие эдементы для nостроения 
J1уча. 

2) В пшоле мы обычно строим луч, если имеем дело с углом, 
треугольником. Для построения 
луча испо.пьзуем линейку, иногда 
циркудь. 

Приступаем к началу решения. 
Поискам плана решения задачи 
должен nредшествовать более об­
щий этап решения - выбор на· 
правления поиска. 

Многие неудачи объясняются 
тем, что начинают решение задачи 

2 Закаа 5ВО 

а 

Рис. 6 
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наугад, на авось, и, хотя решение «.пежит рядом», слишком много 

труда и времени затрачивается на nоnытки, уводящие в сторону. 

Отвлечемся ненадолго. Представим себе темную ком1шrу, из 
которой вам (с завязанными глазами) требуется найти выход. По­
смотрим, как может вести себя человек· в такой ситуашш. 

Один будет «Кидаться» из стороны в cтopol:ly, н&угад и вряд ли 
fKOpo найдет дверь; он может найти окно и принять его за дверь 
(а на каком этаже комната?): Правда, игрою случая, он иногда 
сраз)' выскочит в дверь (бывает и такое!), сам не поняв; почему он 
1 а к быстро нашел выход. 

Другой попы'Гается дой'Ги до стены и, ощупывая стену рукой, 
будет щшгатьея вдоль стены; пока не дойдет до окна (и установит, 
что это не дверь), до двери. Это верный путь, хотя не самый ко­
роткий. 

Третий будет поступать так. Он остановится и подумает над 
тем, чем он располагает для отыскания выхода (осязание, движе­
ние, слух, запах). Затем он прислушается (в стороне, где слышен 
шум, скорее всего окно или дверь), вдохнет воздух (там, откуда 
ощутим воздушный поток, окно или дверь; холодный воздух, ве· 
роятно, идет из окна, бмее теплый -от двери в коридор). После 
такой подготовки он двинется в том направлении, которое ему по­
кажется наибмее обнадеживающим. 

Вы узнаете себя в одном из трех людей, когда вы решаете за­
дачу? 

Вернемся к решению поставленной выше задачи и будем по­
ступать Tai<, как поступает третий: наметим целесообразное (обна­
деживающее) направление поиска. 

Можем ли мы ошибиться? Можем, конечно. Но мы сделаем все, 
чтобы не ошибиться; даже если наши поиски не принесут успеха, 
это утешит нас. А не встречалась ли нам похожая задача раньше? 
Если бы это было так, оны'Г подсказал бы нам, что делать. 

Верне~Iся к решению поставленной задачи. Для построения 
луча нам необходимо оnределить его наnравление. Вспомним, что 
мы знаем о направлении и способах его задания. Подумаем над 
тем, можно ли решить эту задачу с помощью иреобразований пло· 
скости. Может быть, полезно достроить данную фигуру до тре­
уrо.riыrика? Какие свойс·ша треугмьника нам известны? Отметим 
дю1 себя следующее. 

1) Направление задается лучом или парой точек. 
2) Осевая; центральная симметрии, параллельный перенос.' 

гомотетия отображают прямую на параллельную ей прямую. 
3) Средняя линия треугольника параллельна основанию, ее 

длина равна половине длины основания. 

4) Бпсссi\трисы треугольника (его медианы или nысоты) пересе· 
каются в одной точке. 

Рассмотрим перечисленные nоложения по порядку: 
1) слишком общие сведения, не подсказывающие способа реше· 

ния задачи (все же запомним. что пара точек задает луч); 
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2) это утверждение полезно об­
думать; 

3) это полезно обдумать (nрав­
да, треуго.1ьник не задан, но ero 
петрудно nостроить); 

4) это rюложение, наверное, бу­
дет полезно для решения задачи 

(известную точку С можно считать 
точкой nересечения биссектрис, Рис. 7 
медиан или высот треугольника). 

Какие же линии треугоJtьника могут nересекаться в точке С? 
Для построения биссектрисы нужно знать величины углов тре­
угольника (они неизвестны); для построения медиан нужно знать 
д.rшны сторон треуго,1ьнrша или име1 ь эти стороны nостроенными 

(однако вершины треуго,1ышка не определены, можно отметить 
лишь две из них, а третья «недоступна»). Но из точки С можно 
опустить перпенднкуляры на прямые а и Ь, а та1<же на третью сто­
рону треугольника, которую можно построить. 

Итак, направJiение поисна выбрано разумно, если нам удастся 
достроить данную фигуру до треугольника (или необходи~юй его 
части). По существу у нас созрел план решения задачи. 

Попытаемен претворить его в жизнь, считая точку С точкой 
пересечения высот треугодьника. До практического nостроения 
додуматьсн нетрудно. Вот оно (рис. 7): 

1) (CN) J.. а, (CN) П Ь = В; 
2) (СМ) J.. Ь, (СМ) П а =А; 
3) [АВ]; 
4) [СР] J. [ABJ; 
5) [РС) - искомое направление. 

Теnерь остается только доказать правильиость построения (но 
это вы уже сделаете сами). 
Мы решили задачу! Но мы не то,rrько решаем задачи, l\rы учп:-.ю1 

на задаче. (Вы не забыли об этом?) Посмотрим еще раз на са;-.1у 
задачу и на найденное нами решение. Ответим себе на с1едук:щие 
вопросы: 

1) Какие геометрические знания и у:-.1ения на~1 понадобнлись 
при ее решении? 

2) Какой метод при решении задачи бы.1 основньш? 
З) В чем состояла основная трудность в nоиске ш1ана решения 

задачи? 
4) Нельзя ли решить задачу иначе? 
Продумаем вместе последний пункт. Мы выбрали направление 

поиска, учитывая утверждение 4 (см. с. 18). Однако утверждения 
2 и 3 мы также призна.rrи полезными. 

Вернемся к рассмотрению утверждения 2. Из известных нам 
иреобразований гомотетия кажется предпочтительней, так как 
она задается своим центром и парой соответственных точек 
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Рис. 8 

(в качестве центра rомотетии мож­
но принять недоступную точку D, а 
пары соответственных точек взять 

на прямых а и Ь). 
План решения задачи практи­

чески готов. Рещение задачи может 
б;,пь таким (рис. 8): 

l) Выберем п роизвал ьно точки 
А и В (А Е а и В Е Ь). Пусть 
С = (АС) П (ВС). 

2) Пусть пrювзвольная точка А 1 Е а- образ точки А при rо­
~ютетl!и с центром D. Проведем (A 1 N) 11 (АС) . 

.1) Построим отрезок АВ и проведем через точку А 1 прямую 
А, В1 , параллельную прямой АВ, где В1 Е Ь. Точка В 1 - образ 
точю1 В при данной гомотетии. 

4) Построим (В1 М) 11 (ВС). Пусть С1 = (A 1N) П (В1 М). 
5) Так как С1 - образ точки С при данной гомотетии, то луч 

ccl - искомое направление. 
Закончено ли решение этой задачи? Конечно, нет. Необходимо 

еше доi<азать, что построение действительно привело к цели, под­
вестJJ итог после этого решения задачи, посмотреть, нет ли еще ка­

кого-либо способа решить эту задачу, и т. д. 
Поучимся тому, как начинать решение задачи еще на одном 

примере. 

Рассмотрим задачу: «Построить угол, величина которого равна 
половине величины данного угла, не проводя биссектрису этого 
угла». 

Попробуем начать решение (рис. 9): 
1) Отложим 1 ОМ 1 = 1 OHI и проведем отрезок МН. 
2) Разделим m резок МН пополам (точкой К) и проведем [О К) .L 

.L [МНJ. 
/"'.. /".... 1 /".... 
НОК = МОК= 2 МОН, так как медиана, проведеиная к ос-

нованию равнобедренного треугольника, одновременно является 

и биссектрисой угла при вершине. 
Как будто бь1 задача решена? Увы! Здесь нарушено одно из ус­

ловий задачи: мы все же провели биссектрису данного угла; мы 
провели медиану (или высоту) ОК, но ОК есть также и биссектриса, 

и от того, что, проводя О К. мы не 

Рис. 9 
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называем ОК биссектрисой, суть 
дела не меняется. 

Итак, мы вернулись к началу. 
Мы лишний раз убедились в 
том, что нужно внимательно изу­

чать условие задачи, начиная ее 

решение. «Извлечем урок» из этой 
ошибки и снова изучим условие. 
Изучая условие, будем стараться 



осмыслить его и в целом и о 

деталях. 

1) Проводить лучОК (в лю­
бом случае) не.11ьзя, -значит, 
искомый угол следует строiПь 
г де-то вие данного. 

2) «Построить угол» в школь- А 
ной геоыетрнн означает по-
строить его при помощи двух Рис. ;о 

инструментов uнркуля и Ш!· 

ш~ЙIШ (без делений). Прежде чем строить иско~1ЫЙ угол, IН.'Об­
ходимо вспом11ить, как при помощ11 инструментов строипJ yгoJI, в 

частности уго.ТJ, конгруэнтпый данному. Вспомним это (рис. 1 U) 
(номерами указан порядок построения). 

3) Теперь нам ясно, что требуется от нас условием задачи: не­
личина искомого угла равна nоловине I:Jеличины данного; инстру­

менты, которыми можно пользоваться: uнркуль и линейка. 
Перейдем теперь к планомерному поиску решения задачи. 
Что мы знаем об vглах и их полонинах? Какие известны НЭ\1 

свойства, связывающИе два угла? Мы задали хорошие вопросы. 1\\ы 
на пути к решению! Ответим себе на них: 

1) Сумма величин внутренних углов треугольника равна 2d. 
2) По.10вина ве.шчины развернутого угла есть вслич1ша при· 

мого угла. 

3) Величина внешш:rо угла треуголынша больше величины 
внутреннего уг.'!а, с ним не смежного. 

4) Величина внешнего угла треугольника раuна сумме велпч11н 
внутренних уг.10в, с ним не смежных. 

5) Величины центральных у г лов в одном круге равны, если 
соответствующие им дуги ионгруэнтны. 

6) Величина вписанного угла измеряется половипой величипы 
дуги, на которую он опирается. 

И это еще не все! Пока хватит, пожалуй. Какое из этих свойств 
больше подходит к нашей ситуации? 

1) вряд ли будет полезно (у нас два угла: один новый, один ис­
комый); 

2) это слишком очевидно (к тому же данный угол не развер· 
нутый); 

3) слишком общее сравнение величины углов (одна бОJJьше 
другой); 

4) это полезно обдумать (правда, треугольник не задан, но его 
нетрудно nостроить); 

5) это также полезно обдумать (круг также можно построить); 
6) стоп! (Величина вписанного угла измеряется половиной в е· 

личины дуги, на которую опирается, а центральный -величиной 
всей дуги!) Интересно! 

Итак, можно выбрать шестое направление- посмотреть, нель­
зя ли прийти от данного угла (с «пересадкой» через дугу) к углу 
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Рис. 11 

половинной величины. Но для этого не­
обходимо сделать так, чтобы данный 
угол был центральным, а искомый -
вписанным. Вот и готов план решения! 

Теперь для решения остался лишь 
один шаг! А ведь мы•только что были в 
самом его начале! Все оказалось очень 
просто (рис. 1 ·1). 

1) Построить циркулем окружность 
с центром в точке О. 

2) Сп~Е:ппь любую точку At на окружности. 
,1\ Соед1шить точку А с точками nересечения угла и окруж­

нсс1т. 

Rерне~IСЯ к намеченным ранее направлениям лоиска и попы­
т; t:,•ся' использовать какое-либо другое (например, свойство внеш­
!Jtrо упа треугольника). 

Н ас !!нтересует угол, величина которого равна половине ве.rш­

"' t:ы данного. Подумаем над тем, как изменить известное нам 
с и i:ство внешнего угла в нужном направлении. 

О Е<ШОМ треугольнике здесь идет речъ? О любом? Есть ли та­
i: треугольник, в котором величина внешнего угла будет вдвое 

(с ьше ве.'lичины внутреннего, с ним не смежного? Есть такой тре­
: J С\lЬШ!К- равнобедренный (рис. 12). 

/'- /"'., /"'., 

1=3 2 

2 
Теперь нетрудно наметить новый план решения. К данному 

:. г~: <'Построить» равнобедренный треугольник. Новое решение 
;-с' r>o !рис. 13): 

J 1 стронм угол КОМ, смежный с данным углом MON; 
:.:: r:a .1учах ОМ и ОК отложи~! конгруэнтные отрезки ОА и ОВ; 

.............. /'.. 

ССЕ'.l!!НИМ точки А и В; получим: ВАО = АВО. 
J-:: L'To ж, осталось доказать, что и это решение верно. Осталось 

r:c.::.:::-c(:;: Етог nосле этого решения. ОстаJJось посмотреть, нет ли 

N 
в 

Рнс. 12 Рис. 
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еще какого-либо способа решить эту задачу. Остадось ... (да м а,'! о 
ли, что остадось ... 1. Удивитедьно, но факт осталось больше ра­
боты (и интереснон работы), чем сделано, а задача, между прочим, 
решена. Верне!\tся теперь к главной теме нашего разговора: к отве· 
ту на вопрос: «Как начш1ать решение задачи?» 

Сформулируем второй совет решающе.му задачу. 
Начиная решение з&дачи: 
1) изучи условие задачи «Хорошо понять вопрос -значит, 

наполовиН\' ответить на riero»; 
2) изуч~ цель, постав:1енную задачей. Не начинай решение 

вслепую. Выбери направления поиска плана решения, руководст­
вуясь целью задачи; 

3) при выборе направления поиска плана решения принимай во 
внимание: 

а) то, что ты знаешь о ситуации, отраженной в задаче; 
б) то, что ты умеешl, и можешь делать в данной ситуации и что 

нужно д.::лать; 

в) 1ю, что известно ~rообще о связи данных и иекомоrо; 
г) 10, о че~1 тебе н.сrюрнт опыт в решении задач, похожих на 

данную. 

Мы видим, что rн•ль ЗiJJl<JЧИ выступает как r.1авный ориентир 
направления поиска решения. Понятно поэтому, что изучению 
це.1IИ с.IJедует уделять не tie!lьшe внимания, чем изучению усповия; 

полезно дета:Iыю изуча1ъ (ана,1изировать) цель. 
Полезность лрсведеш1я аналнза цею1 особенно отчет-1иво мож­

но проследить на решении геоыетрических задач. Пронабпюдайте 
за поиском п.ТJана решения с.ТJедующей задачи. 

3 а д а ч а. Даны две пря:'IJые и окружность. Построить окруж­
ность, касающу1ося данных прямых н окружности. 

Изучим цеJlЬ, представим требуемую ситуацию. Предпо.10жим, 
что окружность F1 -искомая, 01 -ее центр (рис. 14). Так как 
F1 касается данных прямых 11 и l 2 , то 01 принадлежит биссектрисе 
угла, стороны которого принадлежат прямым /1 и /2• М точка 
касания окружностей. Но ведь тогда О и 0 1 яв.1яются соответствен· 
ными nри гомотетии с центром в точке М. Интересно, а в какую же 
точку отобразится точка Р при этой гомотетии? Оказывается, в точ­
ку пересечения касательных 

к данной окружности F, парал­
ле.пьных данным прямым, сле­

довательно, М Е РР'. Тогда план 
решения нашей задачи ясен. 

Проводим к данной окруж· 
ности касательные, nараллель­

ные данным прямым. Прямая, 
содержащая точку их пересече· 

ния р• и данную точку Р, пе­
ресекает данную окружность в 

искомой точке касания М. Рис. 14 
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А 

D 

Рис. 15 

Центр Оhружности F1 есть точка пересечения 
прямой ОМ с биссектрисой уг.1а между дан­
ными прямыми. 

Осталось выяснить, . сколько решений 
имеет эта задача. Подумайте, СJ<олько? 

Иногда полезно дополнить, видоизменить 
требуемую ситуацию, найти новые сочетания 
данных н неизвестных элементов. Например, 
задача <<Доказать, что медиана треугольника 
делит угол на части, б6.'1ьшая из которых 

с прилежит к меньшей стороне» моментально 
решается едедующим образом. л л 

В 6 А ВС т - медиана, а > ~- Дока­
зать, что с <а (рис. 15). Цель: сравнить 
ДЛИНЫ двух СТОрОН С И а В ЗаВИСИ!\ЮСТИ ОТ 

веJJичин углов а и ~- Где удобно сравнивать? 
В треугольнике. Нетюхо бы.10 бы по.r1учить 

'I'Экой треугольник, в котором быди бы и углы а и р, и 
(;тороны а и с. Это сдf.:шпь очень просто: пусть 1 OD 1 1 ОВ j, 
'I'Orдa ABCD - парытедограмм. Почему? В 6 ABD против боль­
шего угла а лежит и большая сторона а, т. е. с <а. 

Итак, анализ цели и связанные с IIИJ\1 видоизменения требуемой си­
туашш могут значительно о();1егчить rюrrcror ПJJaira решеннн задачи. 

3адаииа д.пi салостоате.'!ЫIОЙ работы 

Внимательно изучите ус.r~овие задачи, выявите возможные на­
nравления поиска ее решения, оцените, какие из них заслуживают 

ВНИ!\Jания и почему. Попытайтесь найти неско.r~ько способов реше­
ния задачи, действуя в выбранном направле­
нии поиска. 

3.1. В каком направлении должен лететь 
вертолет, чтобы держать под наблюдением 
одновременно две дороги? 

t-----1'--"'11 с 3.2. При каких значениях а и Ь уравнение 
(х - а)3 - (х - Ь)3 = Ь3 а3 имеет единст-
венное решение? 

3.3. Населенные пуНК'ТЫ А и В разде.ТJены 
двум>~ каналами, каждый из которых имеет 
параллельные берега. Где следует nостроить 
nереправу через эти каналы, чтобы из пунк­
та А в пункт В можно было поnасть кратчай­
шим путем? 

3.4. Три квадрата расположены так, как 
t А показава па рнсv нке 16. Точка Е соединена 

!Jис. 16 с В, С, D. До!н1Зать, что а ~ "( = 90°. 



Начать реwtние задачи с ана.11иза цели. Видоизменить требуе· 
мую ситуацию (сделать дополнительные построения) и. этим путем 
прийти к решению. 

3.5. Вычислить возможно проще сумму 
б 6 б 6 6 6 6 6 

5.7 7-9 9-11 11·13 13.15 15-17 17-19+19·21' 

Начать решение задачи с анализа данных. Видоизменить данную 
ситуацше и этим путем прийти к решению. 

§ 4:. I•ЕШАЙ :ВМЕСТО ОДНОЙ 3АДА ЧИ ДРУI'УЮ 

Не nравда ли удивительный совет? Прежде всего «другую» не 
означает «любую». Мы увидим, что вместо данной задачи бывает 
полезно решить родственную ей задачу. Давайте разберемся в 
том, какие «родственники» могут быть у пекоторой задачи. 

1. 3 а д а ч а. Найти множество то­
чек, равноудаленных от двух пересекаю­

щихся прямых и удаленных на расстояние 

d от заданной точки О. 
Разберемся в условии задачи. Данная 

ситуация- рисунок 17. Требуемая ситуа-
ция рисунок 18. 

Из условия этой задачи легко обнару­
жить, что требуемая ситуация должна 
удовлетворять двум ус.rювиям: 

1) искомые точки равноудалены от двух 
пересекающихся прямых а и Ь; 

d. 

Рис. 17 

2) искомые точки удаJ1ены от данной а 
точки О на расстояние d. 

Теперь нетрудно усмотреть и соста­
вить две задачи, родственные данной (на­
зовем их подзадача.ми н обозначим п. з.). 

п. з. (1). Построить множество точек, 
равноудаленных от двух пересекающихся 

прямых. 

п. з. (2). Построить ыножество точек, 
удаленных от данной точки О на расстоя­
ние d. 

Каждая из этих nодзадач, как и вооб­
ще любая задача на нахождение множе­
ства точек, обладающих данным свойством, 
состоит из двух частей. В первой опреде­
ляют фигуру, состоящую из множества 

с 
X"{A,B,C,D} 

Рис. 18 

ll1 

~ 
~ ь 1 

1 
Рис. 19 
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Рис. 20 

точек, обладающих данным свойством. Во 
вторGй доказывают, что каждая точка пост­
роенного множества обладает данным свой­
ством. 

Мы ограничимся здесь только первой 
частью задачи. (Вы же попытайтесь ре­
Ш1!1Ъ вторую.) 
Реш е н и е п. з. (l). Точки, при­

надлежащие осям симметрии этих пря­

ыых, равноудалены от каждой из них. Мы 
видим, что искомое множ~ство бесконечно 
(рис. 19). 

Р ~ ш е н и е п. з. (2). Точ1ш окружно­
СП! удадены от точки О на расстояние d. 
Построенное множество бесконечно 
(рис. 20). 

Рис. 21 
Теперь пора взяться за решение нашей 

задачи, здесь оба требования должны соб­
Jiюдаться одновременно. Тогда искомое 

ыножество должно состоять как нз точек осей симметрии, так и из то­
чек о!\ружвости раднуса tl. Находимточки их пересечения, это и бу­
дет искомое множество. Сколько решений имеет задача? (Не забудьте 
доказать, что построенное множество точеi<- искомое) (рис. 21). 

Итак, мы познако:vшлись с двумя задачами, составленными из 

данной п. з. (1), п. з. (2). Данная задача разделилась на две 
бo.lte просты е («дети» данной задачи). 

Сформулируем очередной совет решающе.му задачу. Выявляй 
д.1я данной задачи ее rJОд3адачи и начинай решение этих задач. 

Из11'1етш уеловне данной задачи, сделай его проще (реши ((родст· 
венную» более простую задачу). Хорошо представив себе требуемую 
ситуащнu, сделай чертеж, схему. Установи связи между данными 
и искш1ьши элементаl\ш, несмотря на то что в условии задачи ни­

чего о них не сказано. 

2. ЕСJ1И у данной задачн есть задачи-«родственники» типа «де· 
т.:й, братьев и сестер», то нет лп у нее «родственников» типа <<ро­
,:::;пелей>>? Расс~ютри:-.:1 задачу. 

3 а д а ч а. Делятся ,'!и числа вида 123 123, 456 456, 130 130, 
718)18, 257 257, ... на 13? 

Это довольно трудная задача. Многие начинают ее решение с 
;: ;JQБt:p IOI данных чисеJI на деJшмость, с изучения каждого данноге 
r:JН!\репюго числа и, чаще всего, не находят решения . .Между тем 
с;Jача решается просто, если составить и решить задачу бодее 

че~1 данная. Рассмотрев внимательно условие данной за-

;:.:::чн, ~.1ы обнаружим, что все данные числа имеют вид аЬсаЬс. (Чер· 
та указывает на то, что в данном выражении буквы не рассматри­
ь~ются ЕЛК множители. Они являются цифрами. Например, запись 

с~ ОЗНс:'Е.;.Т l~a Ь.) 



Теперь можно составить задачу, родственную данной. 

п. з. Делятся ли числа вида аЬс аЬс на 13? 
Для решения этой задачи достаточно увидеть, Ч·ТО число аЬс аЬс 

ПfJЛуttается умножением числа на 1001 fпопробуйте перемножнть 
ЭТИ числа «С'iолбиком»). Если не удалось догадаться, что або: а<Ъс = 
- HIOI · аЬс, то можно обнаружить это 'Fак: 

аЬс аЬс = а · 105 + Ь • 104 + с · 103 + а · 102 + Ь · 1 О с = 
= 102 

• 1001 · а + 10 · 1001 · Ь 1001 · с = 
= 1001 (~ООа + lOb + с) 1001 · · 

Но 1001 делится на 13, и пото:wу произведение 1001 на любое число 
также разделится на 13. 

Данная нам задача является частным случаем этой более об­
щей (и, казалось, бодее сложной задачи). 

Вот теперь :wы познакомилась с «отцом» или «:vнперью» данной 
задачи с задачей более общей, для которой данная задача лишь 
частный случай. Очень часто более общая задача решается значlt­
тельно легче данной конкретной задачи. Это ~IЬI виде/IИ на примере 
толыю что рассмотренной задачи. Приведем еще один пример. Вме­
сто того чтобы решать уравнения типа х2 

- 5х + 6 = О, х2 
- 7х + 

10 = О различными способами, выгоднее сразу решить уравне­
ние х2 + рх + q = О (вывести формулу решения), а потом Iюль­
зоваться найденным решением (формулой) в любых конкретных 
случаях. В этом лишний раз прояв.'!яются сила и могущество мате­
матики. Ведь чем менее конкретны данные, а следовательно, и огра­
ничения для решения, тем свободнее выбор пути способа ре­
шения. 

СформуJJируем очередной совет решающ:.ну задачу: 
Пробуй составлять и решать задачи более общие, чем данная, 

тогда данная задача будет частным случаем составленной и ее ре· 
шенне будет следовать нз решения более общей задачи. Новая 
родственная задача часто лишь поначалу кажется бoJiee трудной. 
Ведь недаром говорит «К.'IИН клином вышибают». 

3адапип для самостоатедыrой работы 

4.1. Решите обратную задачу: имея частные задачи, составьте 
основные. 

Перед вами известные множества точек (рнс. 22). Попробуйте 
сами составить задачи, комбинируя эти частные задачи. 

4.2. Н~Jйдите множество точек, равноудаJ1енных от данных че-­
тырех точек А, В, С, D (рис. 23). 

Составьте к 9Той задаче родственные задачи типа «детей»; реши­
те каждую из них, а затем найдите решение данной задачи. 

4.3. Разрежьте треугольник на такие части, чтобы из получив· 
шихся частей можно быпо сложить прямоугольник. 

Составьте к этой задаче родственные задачи типа «сестры-
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а) 

s 
е) 

Рнс. 22 

Рнс. 23 

бр.:;пья». РеШите каждую из tоставJJен­
ных задач. Помогли ли эти «родственни­
К!!» справиться вам с основной задаЧей? 

4.4. Найдите трехзначное число, 
которое от перестановки начальной 
цифры в конеu числа увелиЧИлось бы в 
пять раз. 

Составьте к этой задаче родственные 
задач11 тнпа <щети» н типа «родптеmJ>). 

Решите нх 11 дайте отпет на вопрос дан­
ной задс1'нl. Какую задачу оказа:rось 
решить проще? 

4.5. ПplJ енятин плана местности по­
,1ожение стор,ажевой вышю1 было оп ре­
де,1ено следующими наблюдеюшми: 
а) вышка находится на одинаковом р<JС­
стоянии от дороги и от озера; б) озеро 
видно с этой вышки под прямым углом. 

Где расrю:южить на п.1ане эту выш­
ку, если озеро и дорога уже нанесены? 
Прав ли был наб"1юдатель, ограничнв­
шись такюш записями? 

4.6. Используя любую литературу, 
подберите (или составьте самостоятель­
но) три задачи и к каждой из этих 
задач подберите родственные задачи 
различных типов. Работу вьшо.1ните на 
отдеJIЫIО\1 листке и сдайте его учителю. 

§ 5. PACC)'JRДEIППJ П0)10ГАЕ1' 
ДОГАДI'Е 

Велика роль догад1ш при решении· 
нестандартных задач. Но не всякая до­

гадка достоверна. К тому же попьзоваться 'своей догадли­
востью следует осмотрите.1ьно. Относительно догадки можно 
сказать коротко: «доверяй, но проверяй». Вот что говорит из­
вестный математик Джордж Пойа: «Нужную мысль можно сравнить 
с вражеским лазутчиком, который стремится проскользнуть в го­
род мимо часового. Поэтому часовО111у нужно знать хоть какие-то 
приметы лазутчика, чтобы не останав.'Iивать всякого проходящего 
МИМО». 

Уподобим догадку .ызутчику. Чтобы <шыловитм нужную до­
гадку из огромного чис.'Iа бесполезных ыыслей, нужно сопровож­
дать каждую догадку рассуждением и размышлением о степени ее 

полезности для решения данной задачи. Обратимся к примеру. 
Представьте себе, что ваш друг задумал некоторое натураль­

ное число в промежутке от 1 до 1000. Чтобы угадать задуманное 
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число, вы будете спрашивать друга, а тот отвечать на вопрос толь· 
ко словами «да» или «нет». Если nередоверить решение этой задачи 
одной только догадке, то может случиться так, что вы будете до· 
вольно долго ее решать (да и скучной будет работа). Может пока­
заться невероятным тот факт, что достаточно всего десяп1 правиль­
но поставленных вопросов, чтобы наверняка отгадать задуманное 
число! 

В самом деле, пусть задуманное вами чисJIО есть l. Спрашиваем 
и получаем ответ. 

l. Верно ли, что задуманное вами чисJJО больше 512? - Нет! 
2. Тот же вопрос о 256. -Нет. 
3. Тот же вопрос о 128. - Нет. 
4. Тот же вопрос о 64. -Нет. 
5. Тот же вопрос о 32.- Нет. 
6. Тот же воnрос о 16. -Нет. 
7. Тот же вопрос о 8. -Нет. 
8. Тот же вопрос о 4. -Нет. 
9. Тот же вопрос о 2. -Нет. 
10. Задумано число l. -Да. 
Рассмотрим теперь такую з а д а ч у: 
« ... И сказаJI Кащей Ивану-царевнчу: «Жить тебе до завтраш­

него дня. Утром явишься перед мои очи, заду~1аю я три uифры­
а, Ь, с. Назовешь ты мне три числа - х, у, z. BыciiYW<Jю тебя иска­
жу, чему равна сумма ах+ Ьу + cz. Тогда отгадай, 1\акне а, Ь, с 
я задумал. Не отгадаешь -голову с плеч долой». 

Опечалился Иван-церевич, nошел думу думать. Надо бы er-.ty 
ПОМОЧЬ». 

Познакомимся с ходом рассуждения одного вашего товарища, 

которому пошли на по.тьзу наши советы. Мы попроснли его поду· 
мать над решением задачи вс,тух и вели за ним запись его рассуж­

дений. Вот как он размышлял при решении этой задачи: 
«да, задача не из легких, но попробую помочь Ивану-царевичу. 

Итак, утром Иван-царевич, зная х, у и z и сумму N ах + Ьу + 
+ cz, должен будет назвать а, Ь и с. 

Первая трудность. Уравнение с тремя неизвестными решать 
не умею. Продумаю эту трудность, изменю условие задачи, сделаю 

N 
его более простым. Пусть х =у = z, тогда а+ Ь +с=-. Пусть 

х 

N = 5, но 5 = 2 + 3 0 = 1 + 2 + 2 = 1 + 1 + 3 = 5 + 
х 

+0+0. 
Вторая трудность. Даже маленькие числа могут быть представ· 

лены в виде суммы трех слагаемых не единствЕ>нным образом. 
Попробую получить уравнение с двумя неизвестными. 

о ь ь -cz N z 
Пусть х = , тогда N= у+ cz, отсюда = --с 
N у у 

Увы! 
у 
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Рпс. 24 

Третья трудность. Уравнен.ие с двумя 
неизвестными имеет бесконечное множе­
ство решений (рис. 24). 

Попробую другой путь. Вспомню-ка 
я «родственников>> этой sад.ачи типа «де­
тей». Может быть, они помогут? Пусть 

~ с Кашей задумаJJ две цифры: а и Ь, тогда 
N =ах +.ьу. Нет. Ничего нового. Если 
даже х = О, можно легко найти Ь, но а 
может быть любы!\! числом. Вот с одной 

цифрой псе очевидно. Но Кащей не мажет быть таким добрым. 
Как жЕ быть с тремя цифрами? 

Теперь я каt\ будто зашел в настоящий туиик?l Решение урав­
неiшя н~;;rюз~южно, несмотря на все мои усиJiия. 

Попробую еще раз внима'fельно прочитать условие задачи. 

Кащей задумал 3 ш1фры. Цифры! Любое число состоит из цифр. 
Нельзя ли сохранить эти цифры в числе- сумме N? Сумма может 
быть и трехзначным числом. 

Стоп! Кажется, наше.п! Трехзначное число аЬс. Иван-царевич 

спасен! =а · 100 Ь · 10 +с· 1. 
ЗначИ1, х = 100, у = 10, z = 1». 
I1так, при решении этой задачи ваш товарищ вел поиск решения 

по тei\J паправ.'lениям, которые казались ему полезными, а не на­

угад (моподец!). Проявлял ли он изобретатеJiьность? Высказывал 
ли догадки, строил ли гипотезы? Конечно. Но каждую догадку он 
подкреплял рассуждениями, и это очень ему ПI)МОГаJю решать зада· 

чу и прекращать ненужную работу вовремя. 
Что еще поучительного было в его работе? В ходе решения дан­

ной задачи он часто использовал родственные задачи (причем зада· 
чи более простые), легко выяснял на этих более nростых задачах и 
ситуациях то, что ему было нужно. Попробуйте вернуться r< изло­
жению хода решенпя и найти те места, которые подтверждают это. 

Очередной сов;:т решающе~ну задачу можно заменить тремя вы· 
сказьшанияыи Д. Пойа: 

«Обдумай цель раньше, чем начать действовать». 
щ\lудрый 1\Iеняет свои намерения, дурак НИI\огда>>. 
«Тот, кто не может обдумать все заново, не ыожN мыслить 

верно». 

3адаишr длп еам:оетонтедьиой ~работы 

С.тедующие задачи (или хотя бы одну из них) вам нужно не 
TOJ1bKO решить, но и подробно описать свои догадки и рассуждения 
в процессе решения; обосновать выбор направления в поиске ре· 
шения за.п.ачи (правильного или неправильного). В общем, от вас 
требуется не только решить задачу, но и описать свои промахи и 
неудачи, а зате~м обсудить их всем вместе. Если задачу решить не 
удастся, у вас останется описание неудач. Это тоже очень важно! 
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5.1. Найти числовое значение алгебраического выражения 
f (х) = х333 х33 + х3 + 1976, если значение х удовлетворяет 
условию х2 + х + 1 = О. 

5.2. Поставить вместо многоточия такое натурш1ьное число n, 
чтобы ответ на следующий вопрос был однозначным: «Сколько 
прямых проведено на плоскости, если известно, что они nересека· 

ются в ... различных точках?» 
5.3. Числа х. у положительны, причем х + у = 5. Какое наи· 

. 1 1 
меньшее значение может принимать выражение -? 

х у 

5.4. Не вычисляя площадей•треуrольников со сторонаf\ш а1 = 5, 
ь, = 5, cl = 6, a'J = 5, ь2 = 5, с2 = в: установить, раыювелики 
ли они. 

5.5. Доказать, что во всяком треугольнике длина медианы не 
меньше длины биссектрисы. 

§ 6. СОСТАЮIЯ:Й СВОИ 3АЦАЧИ 

При изучении в школе русского языкз вам часто приходится 
встречаться с двумя видами работы: диктантами и сочинениями. 
И тот и другой вид учебной деятельности nомогает вам лучше, 
глубже познать родной язык· и литературу. Возникает вопрос: не 
будет ли полезным и при изучении математики выполнять анало­
гичные работы? На урокахi-математики вы обычно ~:~ьшолю1ете за­
дания по решению стандартных задач' (чем не диктанты?) н даже 
пишете, наверное, в последнее время сnециальные математические 

диктанты. Но вряд ли вы работаете над математическими сочине­
ниями. А nолезно было бы! Что же такое математическое сочинение? 
Ответим на этот воnрос не сразу; скажем лишь, что самостоятель· 
ное составление интересных задач есть простейшее матемюическое 
сочинение. Большинству из вас кажется-, что задачи могут изобре· 
тать лишь «ученые взрослые люди, убеленные сединой», или, в 
крайнем случае, ваши учителя. Не таи ли? Это nредстав.~ение оши­
бочно! Правда, весьма трудно «сочиняты задачи, если самому не 
заниматься их решением. Больше того, идеи, реализованные в ус­
ловии большинства задач, возникают у авторов либо nри решении 
некоторых других задач, либо при вдумчивом изучении теории. 
И тем и другим вы nостоянно занимаетесь. Так почему бы вам не 
принян,ся за составление задач? Правда, составлять малоинтерЕ'С· 
ные и легкие задачи (например такую: «У мамы 10 яблок, а у Коли 
на 2 яблока больше. Сколько всего яблок у мамы и Коли вместе?») 
нетрудно. Но это и неинтересно, да и пользы от такого сочинитель­
ства мало. Если же конструировать сложные или необычные задачи, 
то это интересно и, главное, это один из верных· способов научиться 
решать задачи. 

Итак, будем учиться составлять задачи, nосмотрим, как это 
делается. 
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Рассмотрим следукщую з а д а ч у: 
«Построить треугольюш по данным сере­
динам его сторон». 

Не правда ли интересная задача? Поп­
робуйт~е-ка деснть минут поработать над 
ней, а пото:vt загJtяните в решение, ко­
торое мы изJtагаем здесь (заметим, что 
прнпод1нся топыю решение, а не описанне 

хода решения). 
Рис. 25 Реш е н и е. 1) Соединить три дан-

ные точкн отрезками пряr.tых 11 получить 

треугольник АВС (рис. 25). 
2) Провести через вершины .4, В, С прямые, соответственно па­

ра.:JлеJн,ные протнвопо.1ожным сторонам треугольника до взаимно­

го пересечения в точках /И, N, к. Полученный треугольник ivlN К 
искомый. (Дайт~е обоснование правил ыюсти построею111 .) 
Д оп уст им, мы решили эту задачу, выявили все полезное, что 

можно извJiечь из задачи и ее решен~я. Работа вроде бы окончена? 
Да. Но она может быть продолжена, если вы оглянетесь назад еще 
раз 11 поразмыслите над этой задачей. 

В са:vюм деле, задача необычная даны не привычные для 
вас .1инейные или угловые элементы ис1~омой фигуры, а ее точечные 
элементы. Будет жа.%, ес.1и такая задача (такие задачи вам вряд 
ли встречались ранее) останется единственной в своем роде. Не 
правда ли? Мы сейчас составим еще несколько аналогичных задач, 
причем неско.тько только потому, что могли бы составить сколько 
угодно таких задач. Внимание, начинаем! 

В ус.товии этой задачи говорится о построении треугольника по 
трем данньш серединам его сторон. Начнем с того, что будем зада­
вать себе вопросы в связи с этим условием: 

l) Почему «треугольнию> (а не другую фигуру)? 
2) Почему «по серединам сторон» (а не по другим его точi<ам)? 
3) Поче:-1у «по трем» (а не по одной, двр1)? 
4) Почеl\!У только «по данным точкам» (а не по сочетанию то· 

чечных, .1Инейных и уг:ювых элементов фигуры)? 
Огранич1шся пока этими четырьмя «поче:vtу?». Мы не сможем 

сразу (да нам н не нужно это сейчас) ответить на все вопрссы, на все 
эти <<Почему?». Нам нужно только начать отвечать, причем отвечать 
на вопрос вопросом. начинающимся со сJюв «А нельзя ли ... ?». И 
каждый наш ответ rюродит новую задачу, связанную с данной. 
Следите вни:v1ательно за возможными ответами на первое «по­
чему?». 

l) А нельзя IOI построить по данным серединам сторон квадрат? 
2) А нельзя mi построить по данным серединам сторон трапе· 

цию? И т. д., и т. д. 
А вот несколько ответов на второе «nочему?». 
3) А не.r1ьзя ли построить треугольник по двум серединам его 

сторон? -
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4) А нельзя ли построить параллелограмм 
по трем серединам его сторон? И т. д., и т. д. 

А теперь нам осталось только перефор­
мулировать свои ответы, придав тексту фор­
му условия задачи. 

1) Построить квадрат по данным четырем к 
серединам его сторон. 

2) Построить трапеuию по данным четырем D 
серединам ее сторон. 

3) Построить треугольник по данным двум 
серединам его сторон. 

4) Построить параллелограмм по данным 
трем серединам его сторон. 

Рис. 26 

Как просто составлять задачи! Не так ли? И задачи-то все ин­
тересные и необычные. И как их здесь много! Вот сколько· <<РОд· 
ственников» оказалось у нашей задачи с треугольнике! 

Продолжим нашу работу по составлению задач, отправляясь 
от другой ситуаuии. 

Перед археологами часто возникает вопрос: «Как экономичнее 
(без лишних затрат времени) провести раскопки сооружения квад­
ратной формы по четырем сохранившимся колоннам (по одной на 
каждой стороне)?» 

По существу nеред нами реальная задача. Попробуем «пере­
вести• ее на мате-матический язык. Математически эта задача будет 
выглядеть так: 

«Построить квадрат по четырем точкам, по одной - на каждой 
стороне квадрата». 

Рассмотрим рt>шение этой задачи (рис. 26). 
1) Соединим ПЩJЫ точек (М, N) и (К, Р) отрезками прямых. 
2) Разделим эти отрезки пополам точками О и 01 и построим 

окружности (0, 1 ОМ 1) и (О1, I01PI). 
3) Разлелим пополам дуги этих окружностей, принадлежащие 

этому квадрату. Точки деления обозначим Т и S соответственно. 
· 4) Построим nрямую (SТ), nересеiшющую окружности в точках 

В и D. 
5) Строим искомый квадрат. 
Попробуйте обосновать nравильиость построения. 
Кстати, сколько решений имеет эта задача? 
Теперь попытаемся составлять новые задачи, внимательно 

изучая условие и решение данной задачи. У нас уже есть опыт: 
полезно задавать себе различные вопросы, начинающиеся со сло­
ва «почему». 

В условии данной задачи говорится о построении квадрата по 
четырем точкам, принадлежащим его сторонам. 

1) Почему «квадрат» (а не другую фигуру)? 
2) Почему «По четырем точкам» (а не по трем или двум)? 
3) Почему по «Точкам, принадлежащим каждой стороне» (а если 

н.е каждой, и вообще не на стороне)? 
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4) Почему тодько по «данным точкам» (а не по сочетанию точеч­
ных, линейных и угловых эдементов фигуры)? И т. д. 

Проследите внимательно за возможными ответами на первое 
«почему?». 

1) А нельзя ли построить по данным четырем точкам прямо­
угодьник? 

2) А недьзя ди построить no данным четырем точкам окруж­
ность? И т. д., и т. п. 

А вот нескодько ответов на второе и третье «почему?». 
l) А нельзя ли построить квадрат по трем точкам, одна из кото­

рых является его вершиной? 
2) А нельзя ли построить окружность по трем точкам? 
3) А нельзя ли построить квадрат по двум точкам, принадлежа­

щим двум сторонам и третьей, являющейся центром симметрии 
квадрата? И т. д., и т. п. 

А теперь нам осталось только переформулировать свои ответы, 
придав тексту форму условия задачи. 

1) Построить прямоугольник по четырем точкам (по одной на 
каждой стороне). 

2) Построить окружность по четырем точкам. 
3) Построить квадрат по двум точкам, лежащим на двух сторо­

нах кваДрата и третьей, являющейся его центром симметрии. 
В самом деле, составлять задачи гораздо проще, чем их решать. 

Не так ли? 
Рассмотрим теперь задачу о построении квадрата по трем точ­

кам, одна из которых является его вершиной, а две другие лежат 
на его сторонах. Ясно, что придется рассмотреть различные едучаи 
расположения точек (рис. 27). 

а) 

в г) il) 

Рис. 27 
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Рис. 28 

Укажем цифрамя порядок построения. Замечаем, что только 
во втором с.r1учае задача И!v!еет бесконечное множество решений 
(т. е. существует бесконечное множество квадратов с тремя задан­
ными точками). 

Как сформулировать задачу так, чтобы она имела только един­
ственное решение? Отметю1 для себя, что в третьем случае пара 
точек взята на сторонах, выходящих из заданной вершины. Значит, 
исключим этот случай. 

Задача должна выглядеть так: 
«Построить квадрат по трем точкам, одна из которых является 

вершиной квадрата, а две другие лежат на двух прямых, не выхо· 
дящих из указанной вершины». Это уже новая задача. 

Посмотрим теперь, KaJ{ можно составлять задачи, изучая какой­
нибудь раздел теории из курса математики. Допустим, мы изучшш 
тему «Центральная симметрия». Мы познакомились с определением, 
свойствами этого понятия. Изучили ряд теорем, доказываемых с 
помощью центральной симметрии, научились строить центрально­
симметричные точки, отрезки и вообще фигуры, применили свойст­
во центральной симметрии для построения параллельных прямых. 

В VII классе из множества геометрических фигур мы выдеJiили 
такие, которые имеют центр симметрии (например, окружность, 
круг, параллелограмм, прямоугольник, ромб и квадрат). 

Наличие таких фигур должно вас сразу навести на мысль: 
«А нельзя ли где-нибудь в жизни, на практике использовать это 
свойство?» Посмотрим на рисунок 28 и попробуем придумать игру, 
основанную на этом свойстве фигур. 

l) Двое по очереди кдадут на круглый стол пятикопеечные мо­
неты. Монеты можно класть только на свободные места (так, чтобы 
они не покрывали друг друга даже отчасти). Сдвигать монеты с 
места, на которое они положены, нельзя. Предполагается, что каж­
дый имеет достаточное количество монет. Выигравшим считается 
тот, кто положит монету последним. Как должен класть монету 
начинающий игру, чтобы выиграть? 

2) Видоизменим игру; заставим партнеров выкладывать монеты 
по окружности, t~арисовщшой н~ бумаr~. Побеждает тот, кто поло­
жит монету последним. Выиграет ли начинающий? 
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А 
3) А если партнеры сидят за прямо· 

угольным столом, то как должен класть 

монету начинающий игру, чтобы выиграть? 
Ранее нами была сформулирована зада­

g.";:.::;;__---1~--7МВt ча о построении квадрата по трем точкам, 

Рис. 29 

в 

Рис. 30 

одна из которых является его центром 

симметрии. Из этой задачи мы можем сфор­
му.rшровать еще одну, используя теорему 

о центрально-симметричных прямых. 

4) Всегда ли можно построить квадрат 
по трем точкам, две из которых лежат на 

паралле.ТJЬных прямых, а третья является 

центром сим:vtетрии квадрата? 
Интересна и полезна следующая задача: 
5) Вписать отрезок KN в уго.п АВС так, 

чтобы за;1.анной точкой М этот отрезок де­
С лился пополам. 

Попробуйте разобраться по рисунку 
29, как решается эта задача. 

Теперь, наверное, вы сможете составлять свои задачи не хуже 
авторов учебников? Мы, правда, не очень уверены в том, что вам 
удастся решить каждую вашу задачу так же легко. как вы ее 

составили. Но мы надеемся на вас. «Где есть желание, найдется 
путь», говорит пословица. 

3адавия д:ш самостояте.IIьпой работы 

6.1. Рассмотри треугольник АВС (ри~. 30). Пусть [BMJ, [ВНI 
и [ВКJ его высота, биссектриса, медиана соответе1венно. Составьте 
несколько задач по этой ситуации, попытайтесь их решить. 

6.2. Продолжите список вопросов и ответов «А нельзя ли ... ?» 
к задаче о построении треугольника по трем серединам его сторон. 

6.3. Рассмотрите следующую задачу: «Правильный треуго.riь­
ник срезан по углам так, что получился прави.'lьный шестиуголь­
ник. Какая часть площади треугольника срезана?» Решите ее и 
попробуйте составить несколько задач, родственных данной. 

6.4. Посмотрите любой раздел учебника этого или прошлого 
учебного года. Попробуйте составить одну или две задачи (свои 
собственные). Покажите их учителю для контроля. 

§ 1. KA.R OФOPJIJIHTЬ 3А.ПИСЬ РЕШЕНИН 3А.ДА ЧИ 

А нужно ли вообще записывать детально и аккуратно решение 
задачи, если она уже решена? Не хочется ли вам задать этот воп­
рос? Чтобы вы мог ли иметь возможность сами ответить на него, 
рассмотрим цель и роль записи решения задачи. СогJiаситесь, что 
первоначальный вариант решения задачи, возникший у вас на 
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черновике (или «В уме»), еще не является решением, а обычно только 
планом решения. Как всякий план, он может быть верным или 
неверным, удачным или менее удачным и т. д. Э1о происходит при 
решении нестандартных задач. При решении стандартных за­
дач запись решения сама является автоматизированным процессом 

решения и обычно никаких возражений не вызывает (не запишешь 
преобразований исходного уравнения в простейшее, - не найдешь 
значения. неизвестного). Переход от плана к решению- это 
переход из области догадок в область строгой логики. Все понимают, 
что решение должно с неизбежностью привести от данных к иско­
мому. И эту «неизбежность» следует выявить, что является неотъ· 
емлемой частью полноценного решения. 

Мы теперь знаем, что на задаче мы до.пжны учиться и учиться. 
Ни производственник, ни писатель не может ограничиться неот­
деJJанным, необоснованным решением посrав.пенной перед ним за­
дачи. Сколько р<~з Л. Н. Толстой переписывал, правил, менял от­
дельные фразы, места и главы своих произведений! Вы тоже долж­
ны учиться «править» и «шлифоватЬ», это для вас главное. Поэтому 
оформление плана решения (в записи или речи) должно проводиться 
до конца. Не из каждого алмаза получается бриллиант, но ваша 
задача шлифовать венкие алмазы и получать из них бриллианты; 
для вас не имеет большого значения ценность по.пученного брилли· 
анта; для вас важно научиться «обработке алмаза». 

Пойдем дальше. Сколько ценного теряется из вашего опыта 
в процессе обучения в школе! Как часто бывает нужно обратиться 
к прошлому оnыту и использовать его! Но память наша органи· 
зована так, что забывание является необходимой защитной реак­
цией мозга, обеспечивающей ему необходимый отдых. Но, увы, 
наряду с бесполезным исчезает и полезное. Нужно определенное 
волевое усилие, чтобы не забывать то, что не следует забывать, и 
мы должны помочь себе в этом. Перо и бумага _первые наши 
помощники: то полезное, что не следует удерживать в памяти, мож· 

но удержать на бумаге. Восстановить это полезное по записи легче, 
чем вспоминать. Отсода следует, что запись решения задачи дол­
жна быть четкой, образной и полной. 

Наконец, многие из вас «больны» болезнью под названием 
«Знаю, но рассказать не могу». Запись решения задачи - хоро­
шее лекарство от этой болезни. Давайте же не только учиться пра­
вильно мыслить, но и nравильно говорить и nисать-коротко и 

ясно! 
Рассмотрим несколько способов оформления решения задачи*. 
З а д а ч а 1. Взяли 6 листков бумаги и некоторые из них 

разорвали на 7 частей; некоторые из получившихся листков снова 
разорвали на 7 частей и т. д. несколько раз. Сосчитав общее чис­
ло получившихся листков бумаги, установили, что их 67. Как по· 
казать, что произошла ошибка при подсчете? 

* (Для учителя.) Каждую иэ задач сначала обсудить и решить, а затем уже 
заnисать решение так, как здесь указано. 
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Рис. 31 

Р е ш е н и е (первый способ 
оформления связный текст). 

СначаJiа бьшо 6 листков бума­
ги. Каждый раз, разрывая лис­
ток, мы вместо него получаем 7 
листков, унеличивая тем самым 

общее чис.'lо листков бумаги на 6. 
Но тогда, ско.'lько бы листков ни 

Рис. 32 было разорвано, общее число их 
должно делиться на 6; 67 не де­
лится на 6 произошла ошибка! 

Запись решения этой задачи «связным текстом» не менее 
экономична, чем другая возможная запись решения, например 

рисунком. 

Второй способ оформления решения рисунок 31. 
В условии задачи говорится только о 6 .'lистках бумаги, а если 

взять их 666? Какой из этих двух способов офор11ыения решения 
"1учше избрать? 

3 а д а ч а 2. Покажите, что 6 достаточно круrJтых, вестточен­
ных карандашей можно расположить так, чтобы л> бые два из них 
соприкасались друг с другом. 

Решение офор~иено в виде схеыатическоr·о решения-рисунка 
(рис. 32). 

3 а д а ч а 3. Из Москны в Астрахань каждый Lti:'HЬ в 1;20° ч 
отправлялся теплоход, который нахощтся в пути 4 суток. Из Аст­
рахани в Москпу ежедневно в 12°0 ч Tdl{Жe отпр<Ш,'JЯ.1СЯ теплоход, 
который находИJlСЯ в пути 5 суток. Сколько теп.1оходов Астрахань­
Москва всгречали теплоход, отправлявшийся из Л\осквы, в течение 
всего пути? 
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Решение oфopl'vureнo в виде схемы (рис. 
О т в е т: 10 теплоходов. 

о 2 J 4 5 6 7 б 9 10 

а 234 56'18 
Рис. 33 



2, 7: 4,5= 0,6 (ч)- отбет 

4,5 км!ч 

о.ВтоБуса 

55 км!ч 2,'+ ч 
Рис. 34 

3 а д а ч а 4. Колхознику необходимо прибыть в пункт, нахо­
дящийся на расстоянии 134,7 км от его дома. 2,4 ч он ехал на ав­
тобусе со скоростью 55 км/ч, а остальную часть пути он шел пешком 
со скоростью 4,5 км/ч. Сколько времени он шел пешком? 

Решение этой задачи, оформленное в виде содержательион 
схемы см. на рис. 34. 

3 а д а ч а 5. По дороге шли два отца, два сына и дедушка с 
внуком. Сколько чедовек шло по дороге? 

Одно из возможных решений, оформленное с применением сим­
волики, выглядит так: 

{д; а} U {о; с} U {д; с} {д; о; с}. 

При объединении множеств с общими элементами каждый эле­
мент берется в множестве-результате только один раз. 

Решение той же задачи, оформленное с помощью особой схе­
мы-графа см. на рис. 35. 

Какие другие решения задачи 5 возможны? 
3 а д а ч а 6. Ходжа Насреддин расш1ачивался за ночлег в 

харчевне с ее хозяином ежед-

невно одним звеном золотой це­
почки из семи одинаковых звень· 

ев. Чтобы не терять лишнее зо­
лото при распиливании, хозяин 

поставил Ходже условие: рас· 
пилить то.пько одно звено це­

почки. Ходжа Насреддин с этим 
условием согласился и суме.1 его 

выполнить. Как он это сделал? 

Дед 
(отец) 

Отец (сын) 

Рис. 35 

Внук 
(сын) 
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Ре ш е н и е, оформленное в виде таблицы: 

Дни Отдал п-е звено Получил n-e звено 

l n=5 -
2 n=6;7 n=5 
3 n 5 -
4 n 1; 2; 3; 4 n =5; 6; 7 
5 n=5 -
6 n = 6;7 n=5 
7 n=5 -

Мы не ставим своей целью показать все способы оформления 
записи решения задач, а также те способы, которыми вы обычно 
поJJьзуетесь на уроках. Мы решили показать вам некоторые новые 
способы оформления решения. Неправда ли, оформлять запись 
решении задачи также весьма интересно? И не так это просто -
выбрать наиболее удобный способ оформления решения. Сам вы­
бор такого удобного способа оформления решения является ин­
тересной задачей. Заметим, что очень часто процесс решения за­
дачи зависит от удачно выбранного способа записи ее решения. 
Интересно, можете ли вы предложить свой способ записи решения 
какой-либо задачи? Сообщите о нем учителю. 

3адаnия ддп сюiОстонте.'lьnой работы 

Следу!Сщие задачи нужно не только решить, но и выбрать са­
мый удобный для этой задачи способ записи ее решения. 

7.1. На сосне не более 500 000 иголок. Доказать, что в .11есу 
из 1 000 000 сосен есть не менее двух сосен, чИсла иголок на ко­
торых равны между собой. 

7.2. В первом бидоне в 2 раза больше молока, чем во втором. 
Когда из первого отлили 30 JI, а из второго- 20 .11, то в первом 
бидоне осталось в 3 раза больше молока, чем во втором. Сколько 
литров молока было первоначально в каждом бидоне? 

7.3. Трое играли в шашки. Всего сыграли три партии. Сколько 
партий сыграл каждый? 

7.4. Хотят поскорее поджарить три ;юмтика буJJки. На ско­
вороде умещается лишь 2 ломтика, причем на поджаривание од­
ной стороны JJомтика затрачивается 1 мин. За какое наименьшее 
время можно поджарить с обеих сторон 3 ло~пика буJJки? 

§ 8. JШУЧИ СА~IОГО еЕБН 

И не только изучи самого себя, но и обучай себя! Вам предстоит 
выступить в роли учителя самих себя. Что же изучать у самого 
себя и чему самого себя обучать? Прежде всего, полезно знать свои 
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сильные и слабые стороны. Так, человек, знающий, что у него 
плохая память, не расстается с записной книжкой (правда, это не 
лучший выход- лучше развивать свою память), не секрет, что 
некоторые из вас, особенно те, у которых хорошая память, часто 
не готовят дома устные задания учителя (и, кстати говоря, напрас­
но); человек, у которого плохое зрение, носит очки. В общем, вся­
кий разумный человек пользуется своими сильными сторонами и 
учитывает свои слабые. Почему же это не де.'!ать вам? Полезно нау­
читься шире исподьзовать ваши сильные качества и преодолевать 

сдабые систематической тренировкой. 
Итак, начнем с изучения самих себя. Ддя этого будем отвечать 

на поставленные здесь вопросы (отвечать письменно) и выполнять 
задания, поставленные тестом (испытательное упражнение). По­
степенно заполним своеобразную анкету о себе и покажем ее учи· 
телю. 

Тест 1 
В оп рос 1. Когда вы работаете более успешно (продуктив­

но) - утром, днем или вечером? 
В о п р о с 2. В каком случае вы работаете успешнее - в кол· 

лективе (с классом, с товарищем или подругой) или в одиночку? 
В оп рос 3. Мешает, безразлична или помогает вам работать 

над домашними заданиями негромко звучащая музыка? 

Тест 2 
Какова ваша память (хорошая она у вас или пдохая)? Какой 

вид памяти развит у вас сильнее? Одни лучше запоминают, когда 
слышат, другие когда видят, третьи обладают моторной памя­
тью (лучше запоминают, когдапишут или читают вслух). 

5239 5672 0462 
89 765 98 671 12 785 
224 896 675 413 651 801 
1 267 412 7 841 095 1 082 409 
98 615 437 12 435 961 08 761 432 
146 769 543 985 241 672 865 218 533 
5 649 082 451 1 844 640 902 1 246 507 118 
24 167 549 067 06 748 177 620 37 470 827 БО2 
034 427 994 410 036 777 312 064 760 845 267 114 

а) Начинайте с первой колонки. Не двигая губами, прочтите 
верхнее чисдо* так, чтобы на одну цифру уходило IJe больше СЕ· 
кунды. Затем отвернитесь и запишите чис.rю. Так перепробуйте 
одно число за другим. Самое длинное, правильно записанное чисJю 
определит возможности вашей зрительной памяти. 

б) Для проверкимоторной памяти используйте вторую колон­
ку и при чтении цифр беззвучно шевелите губами (отворачивайтесь 
и записывайiе число). 

* Читайте no цифрам. 
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в) Для проверки слуховой памя1и ис­
пользуйте третью колонку. Попросите, 
чтобы вам постепенно прочли эту ко.аон­
ку (цифру за цифрой). ПросJiушав строч­
ку цифр - записывайте. 4 цифры - па­
мять слабая, 7-8- нормальная, 12-
очень хорошая. 

Ttcm 3 
Рис. 36 Определите коэффициент вашей памяти. 

Посмотрите на рисунок 36 и постарай­
тесь в течение 30 с хорошенько его запомнить. Затем попытай­
тесь воспроизвести его на Jtистке бумаги. По результатам опы· 
та можно опредеJтить своего рода «коэффициент памяти». Он 
выразится дробью, в знаменателе которой будет чис.тю всех 
фигур, т. е. 9, а в числнтеJJе- чис.'lо правильно нарисованных 
фигур. 

Тест 4 
Как вы справ;1яетесь с большим потоком информации (с оби­

.'!ием так называемых сведений)? Проверьте себя с помощью тест а. 
Дана матрица (рис. 37). Нужно в каждом кружке поставить в 
центре точку, всего в 180 кружках. Ставить точки надо в с.'lедую· 
щей последовательности: начинать с первого круга первой строки, 
затем в первом круге третьей строки, потом во втором круге первой 
строки и во втором круге третьей строки, пока не запо.тнятся 

1 000000000000000' 
2000000000000000 
3 000000000000000 
~~ооооооооооооооо 
5000000000000000 
вООООООООООООООО 
7 000000000000000 
вООООООООООООООО 
9000000000000000 
10 о о о 0-0 о о о о о о о о о о 
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эти строки. Затем точка ставится в последнем круге второй строки, 
потом в последнем круге четвертой строки и в предпоследнем кру. 
ге четвертой строки и так далее до заполнения второй и четвертой 
строк. Правило, по которому ставятся точки: в четных строках 
точки ставятся справа налево (2,4; 6,8; 10, 12), а в нечетных стро· 
ках- слева направо (1,3; 5,7; 9,11). Заметьте время заполнения 
первой таблицы- матрицы Т1 • 

Теперь перейдем к заполнению второй матрицы (рис. 38). Здесь 
в круг помещены еще два вида кругов: большой и малый. Если 
помещен большой круг, то точку ставят в середине его, а если е 
круг помещен маленьки!! кружок, то точку ставят выше этого 
кружка. Порядок заполнения второй матрицы тот же, чrо и в пер· 
вомслучае. Заметьтевремя Т2 , котороевыпотрати-1и на эту работу. 
Подсчитайте общее количество ошибок r, которые вы сделали, и 
подставьте полученные значения в следующую формулу: 

где С -пропускная способность человека; 
n -общее число реакций (в данном с.'lучае равное 180); 
r -общее количество ошибок; 

Ti> Т 2 -время заполнения таблиц; 
k -коэффициент, зависящий от размера матрш~. равный 8 

для данного теста. 
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Рис. 39 

Если С больше 15- это хороший результат, 10-14- нор· 
мальный, менее 10 - неважный. 

З а меч а н и е. Следует, используя пишущую машинку, из· 
готовить заранее обе матрицы, а затем проводить испытание. 

Приведем пример выполнения расчета по формуле. Пусть Т1 
= 3,5 мин, Т2 = 5 мин, r = 5 (столько раз поставлены точки не 
в том месте, где нужно). 

с = 180 - 5 = 14 6. 
в. (5-3,5) ' 

Тест 5 
На рисунке 39 изображены два множества геометрических фи­

гур слева и справа от вертикальной черты. Слева -фигуры, имею­
щие общие признаки, справа - не имеющие этих признаков. По­
смотрите на фигуры в течение 30 с, а затем перечислите все призна­
ки, позволяющие отличить фигуры, расположенные слева, от фи­
гур, расположенных справа от вертикальной черты. По тому, 
сколько признаков человек увидит с первого взгляда, можно су­

дить о наблюдательности. 
Тест 6 
Каков объем* вашего внимания? 
Всего одну секунду, но внимательно посмотрите на числа, на­

писанные на рисунке 40. Запомните числа и сложите их, когда 
закрое1е рисунок. В каких фигурах записаны эти числа? 

Тест 7 

44 

Проверьте себя на наблюдательность и умение анализировать 
по следующему тесту. 

Рис. 40 

З а д а н и е 1. Сначала 
в течение 1 О с рассматривай­
те первую таблицу (рис. 41). 
Затем, закрыв ее, заполните 

* Объем внимания - максимальное 
число не объединенных в группы объ­
ектов, которые человек может одновре­

менноиотчетливо воспринять в процессе 

решения какой·либо задачи. 



соответствующими значками пус-

1iЫе клетки второй таблицы (рис. 
42). Если задание выпоJшено без 
ошибок оценка «5», если одна 
ошибка- «4» и т. д. 

З а д а н и е 2. Даны числа, 
которые требуется сложить. За­
метьте время, за которое вы, 

не проводя письменных вычис­

лений, укажете верно сумму 
из записанных справа резуль­

татов. 

Слагаемые 

393 
4658 
3790 

67 

Тест 8 

Рис. 41 

21tr352 

А. 7908 
Б. 8608 
в. 8908 
г. 8898 

Рис. 42 

Сумма 

* 2 1 

Д. Ни одного из этих чисе.'I 

Частое использование одного и того же метода при решении 
задач иногда приводит к привычке, которая становится вредной. 
У человека вырабатывается склонность к так называемой nсихоло­
rической инерции. 

Проверьте, есть ли у вас сююнность к такой вредной инерпии 
на следующей задаче. 

З а д а ч а. Пусть вы имеете три кувшина различной емкости 
А, В и С .'1, заполненные водой. Исподьзуйте кувшины д.'Iя пере­
ливания х л воды (заполняя их пошюстью) в большой сосуд D. 
емкость которого неизвестна. 

Чисдо литров в кувшине 
Пере.чить х 11 I·M' задания в кувшин D Реп.ение Время 

А в с 

1 10 7 5 8 А-В+С 
2 20 25 11 6 
3 14 3 2 13 
4 18 10 7 15 
5 11 8 6 9 
6 12 9 7 10 
7 18 23 9 4 
8 13 10 8 11 

1 9 23 28 14 9 

Заполните таблицу по первому образцу, заметьте время, за­
траченное на решение. Если вы затратите менее 2 мин -- отдично; 
от 2 до 5 неплохо, более 5 мин- плохой резудьтат. Кстатн, 
какова формуда ответа в последнем случае? 
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Рис. 43 

Рис. 44 

1 8 7 

\ 

2 3 б 

Рис. 45 

lf 

5 

Тест 9 
В каком случае вам успешнее и лег­

че работать над задачей: 
а) когда ее э.rrементы представлены на 

чертеже; 

б) когда ее э.rrементы представлены 
на модели; 

в) когда ее элементы представлены на 

схеме; 

г) когда ее элементы представлены 

символами (цифрами, буквами или други­

ми знаками)? 

3аданюi ддя самостоятельной работы: 

8.1. В этой задаче требуется от сло­
ва туча добраться через промежуточные 
слова до слова день, всякий раз заменяя 
лишь по одной букве. Сколько проме­
жуточных слов ва~t понадобится? 

Постарайтесь выполнить задание крат­
чайшим путем. 

8.2. Сколько треугольников изображе­
но на чертеже (рис. 43)? 

8.3. Переложите три спички так, чтобы 
из пяти квадратов получилось четыре 

(рис. 44). 
8.4. Возьмите прямоугольный лист бумаги, изобразите на нем 

таб.rrичную сетку и пронумеруйте клетки, как указано на рисунке 45. 
Сложите э1от листок по контурам клеток так, чтобы верхняя бы­
.'Iа 1, а далее клетки шли по порядку номеров. 

8.5. Два тела движутся по окружности в одну сторону. Первое 
тело делает полный оборот по окружности на 2 с быстрее второго 
и догоняет второе тело каждые 12 с. За какое время первое тело 
проходит окружность? 

8.6. Вставьте промежуточные числа, если все тройки чисел со­
ставдены по одному и тому же правилу: 

а) 8 1 5 
~ 

3 

13 1 7 
~ 

? 

б) 2 10 4 
3 17 5 
3 ? 4 

в) 651 (331) 342 
449 ( ... ) 523 

8.7. Найдите закономерность в пос.11едовательности чисел и за· 
мените вопросительный знак числом: 82, 97, 114, 133, ?" 

8.8. Поставьте вместо вопроситедьного знака нужную фигуру 
из числа фигур, расположенных справа от черты (рис. 46), 



Z D 1 1 

+ 
~о • хо 

Рис. 46 

8.9. Посl\ютрите на числовые «неожиданности»: 

1) 369 3 х 69 + 36 х 9 - 3 х 6 х 9; 
2) 29 + 38 = 67' 2 х 9 + 3 х 8 6 х 7; 
3) 83 = 512, 5 + 1 2 8; 

173 4913, 4 9 1 3 = 17. 

Найдите еще по одному примеру с этими интересны11ш свой­
ствами. А свои «неожиданности» у вас есть? 

СJiедующие задачи решите устно (быстро, но осторожно!). 
8. !0. В полдень из Москвы в TyJiy выходит автобус с пассажи­

рами. Часом позже из Тулы в Москву выезжает велосиш~дист и 
едет по тому же шоссе, но, конечно, значительно медленнее, чем 

автобус. Когда пассажиры автобуса и велосипедист встретятся, то 
кто из них будет дальше от Москвы? 

8.11. Что дороже: килогра;-.1м гривенников или полкилограмма 
двухгривенных? 

JO 
8.12. Угол в 12 рассматривают в лупу, увеличивающую в 4 

раза. Какой величины покажется угол? 
8.13. В 6 ч стенные часы пробили 6 ударов. По кар~шнным ча­

сам я заметил, что время, прошедшее от первого удара до шестого, 

равнялось 30 с. Ес.'lи для того, чтобы пробить 6 раз, часам понадо­
билось 30 с, то сколько времени понадобится часам д.1я отбоя 12 
ударев в полдень? 

8.14. Из одной точки вылетели три ласточки. Когда они будут 
в одной nлоскости? 

§ 9. R.A.K ]lЬI Д>'МАЕ'I ПPll РЕШЕНИИ 3.А.ДАЧ 

Попытаемся теперь проследить за тем, как мы думаем, решая 
ту или иную задачу; тем самьЕvl мы будем учиться пр2вильно мыс­
лить. Итак, будем действовать и одновременно следить за собой. 
Возьмем какую-нибудь нестандартную задачу и начнем опыт. 
Нам нужно суметь не только решить эту задачу, но одновременно 
записать все наши мысли, связанные с попытками ее рещепия (удач· 
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ными или неудачными). Когда мы начнем эту работу, то убедимся 
в том, что это не так легко, как кажется на первый взгляд. Этому 
тоже нужно учиться. 

Вернитесь к § 5, просмотрите еще раз ход рассуЖдений при 
решении задачи, которую задал Кашей Ивану-царевичу. Это один 
из примеров размышления в ходе решения задачи. 

Рассмотрим еще пример. Расскажем о том, как один из вас 
наблюдал за самим собой и сумел не только решить задачу, но и 
рассказать о том, как он ее решил. 

3 а д а ч а. На плоскости проведено 100 прямых, из которых 
никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну 

точку. На сколько частей разделилась плоскость этими прямыми? 
Итак, приступаем к решению и описанию процесса решения. 

Обозначим буквой n число прямых, буквой т - число частей 
плоскости. 

Ход решения 

Рис:. 47 

Рис. 48 

48 

Замечания 

1) Изучаю условие; попыта­
юсь изобразить хотя бы часть 
прямых, чтобы п;:)едставить дан­

ную ситуацию (рис. 4 7). 
«Никакие две прямые не 

параллельны»,- значит, каж­

дая прямая пересекается со все­

ми остальными 99-ю. 
«Никакие три не проходят 

через одну точку»,- значит, 

каждая прямая б у дет иметь 
ровно 99 точек лересечения с 
другими прямыми. 

Условие проясняется, но 
данное число прямых (100) ве­
лико, изображать все прямые 
для подсчета частей плоскости 
очень долго. Надо искать зако­
НО\!ерность (если она есть) уве­
личения числа частей плоскости 
в связи с увеличением числа 

прямых. 



Ход решения 

Рис. 49 

Рис. 50 

n 
1 

3 4 5 

т 

1 
7 11 16 

11-7 4 
16-11=5 
22-16 б 

6 

22 

П радолженив 

За.>.!ечания 

2) Приступаю к решению зада­
чи, начиная с простейших слу­
чаев. 

Составляю более простую 
задачу: «На плоскости проведе­
но 3, 4, 5,... таких прямых ... » 
(рис. 48, 49, 50). 
n = 3, т 7 (рис. 48), 
n = 4, т = 11 (рис. 49), 
n = 5, т= 16 (рис. 50). 
Проверяю себя: n=4, -значит, 
точек пересечения каждой пря­
мой с другими должно быть 3 
(рис. 49). 

3) Составляю таблицу для 
числа прямых и соответствую­

щего числа частей плоскости. 
Замечаю, что каждое значе­

ние т отличается от предыду­

щего на соответствующее зна­

чение n. 
По всей вероятности, при 

n = 1 00 соответствующее т бу­
дет больше предыдущего на 100. 

Как обосновать эту гипотезу? 
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Ход решения 

Рис. 51 

Рис. 52 

Рис. 53 

n 

4 + 4 11 
5 + 5 = 16 
6 + 6 = 22 
7 + 7 = 29 
8 + 8 = 37 

7 1+1+2+3 

50 

П родолжен.ие 

Замечания 

4) Рассуждаю: пу-:ть при 
некоторо:м чис.пе прямых (n 1) 
число частей плоскости равно т. 
Если добавить еще одну прямую, 
то она будет иметь (n- 1) то­
чек пересечения с каждой из 
(n -1)- прямых. Эта п-я пря­
мая разделится (п 1) точками 
на n частей, юждая из которых 
разбивает одну из имевшихся 
частей плоскости на две, т. е. 
к имевшимен т частям добавит­
ся еще n частей (рнс. 51, 52, 53). 

р 3, q = 4 (рИС. 52), 
где р -число точек, 

q - число частей прямой. 
р = 4, q = 5 (рис. 53). 

P=n 1, q=n. 
Знач!П', с д·.::б·шлением одной 

прямой число частей плоскости 
увеличитзаетсн нз получившееся 

1 

ЧИСJЮ П!JЮЬ!Х. 

j Это уже И'лересно! 
Законо:-лерность на:;дена: 
n = 7, т 2'2 + 7 = 29; 
n 8, т = 2!) + 8 37: 
n 9, т Ю 9 46; 

n = 10, т 43 10 56 
и т. Д. 

5) Но до n 100 асе равно 
долго считать. 

Исследую подробнее эту за-
коно:,tерность. 

Стоп[ 
Надо наiти сумму: 

7 -J-4+5+6-J- 7 +- ... +99+ 100. 
Представлю 7 в виде суммы 

последовтельных чисед. Полу­
чилось очень красиво: 

1+ 1 +2+3+4+ ... +99+ 100. 



П родолжгниг 

1 Ход решения 1 Замечания / 

1 1 + 1 + 2 +3+4+ ... +49+50+ 
. 51+ ... + 97+ 98 + S9+100= 

= 1 + 100. 49 +50+ 10~) 1 + 
+ 100. 50+ 50 5051. 

Итак, плоскость разделится 
1 00 прямыми на 5051 часть. 

6) Вычисляю: 

r 

1 99 = 100 
2 + 98 100 

4913 .+.9~ . 1~0. 
l49+5l = 100 

Заданик д.·ш са])rосто;rтеJrьной работы 

Д.'Iя того чтобы вам было легче наблюдать за собой, работу 
можно организовать так: 

а) говорить вслух и записывать; 
б) говорить всдух, попросив товарища записывать сказанное 

вами, не участвуя в работе; 
в) если у вас дома есть магнитофон, испмьзовать его! 
Для проведения опыта выберите себе любую из трех данных 

задач (ту, которая вам покажется иди более интересной, иди более 
трудной) и решайте ее, ведя запись на .'Iисте, разделенном верти­
кмьной линией (слева процесс решения; справа ваши заме­
чания). Одну из задач можно решить (и описать подробно) всем кдас­
сом. Выберите двух секретарей ддя ведения записи и приступайте. 

9.1. Из города А в город В ведут две дороги одинаковой ддины: 
через город Х и через город У. Дорога из Х в У через В короче, 
чем через город А, и город У бдиже к А, чем к В. Скмько всего раз·· 
дичных по длине участков между этими четырьмя городами? Рас­
подожить участки дорог между городами в порядке возрастания 

д.'IИНЫ, начиная с самой короткой. 
9.2. Найти подмножества А и В множества С, ес.11и для лю­

бого Х- подмножества С выполняется равенство 

х nА= х u в. 
9.3. Доказать, что лучи, проведеиные из вершины острого 

угла параллелограмма через середины противолежащих сторон, 

разделят диагональ параллелограмма на три равные части. 

9.4. В автобусе без кондуктора ехмо 25 человек. Хотя у них 
бьши монеты тодько достоинством в 10, 15, 20 копеек, каждый из 
них расп.'Iатился за проезд и по.r:~учид причитающуюся ему сдачу. 

Как это было сдедано? При каком наименьшем чисде пассажиров 
это можно сделать, если стоимость проезда 5 к.? 

Прочтите ваши записи. Уверены, что вам есть чему поучиться. 
Даже ес.'Iи вам неудадосьрешить задачу, не огорчайтесь. Неуже.11и 
нет ничего интересного на правой стороне ,'!иста? А на левой? А 
может, вам пришла в го.r:~ову ~овая зад_ача? Запишите ее. Еще раз 
вчитайтесь в записи своих мыслей, собирая «жемчуг сдов»! 

Счастдивого опыта! 
Если будет чем похвастаться, покажите учителю свои записи. 
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Если хваста-ться нечем, все равно покажите за­
писи учителю. 

Быть может, вам понравилась задача о 
разделении плоскости на части? Тогда попро­
буйте «На зуб» парочку ее «родственников»: 

9.5. На плоскости проведено 100 прямых. 
На одной из них отмечено 99 точек, на всех ос­
т аJiьных-по 2 точки так, что всего поJiучилось 
100 отмеченных точек. На скоJiько частей раз­
делиJiась пJiоскость этими прямыми? 

Рис. 54 9.6. Условие задачи 9.5. Вопрос: «Как 
провести 101-ю прямую, чтобы чисJiо частей, на которые раздми­
Jiась плоскость 100 прямыми, увеличиJiось на 100?» 

9.7. Вы научились многому. Попытайтесь выполнить первое за­
дание (вариант А) за 40 мин. EcJiи это вам удастся, то второе зада­
ние (вариант Б) вы должны суметь вьшоJiнить за 30 мин (проверьте). 

Варианtп А 

1. Найти частное у: х, ecJiи у: у у, а х · х = х. 
2. Установить, сколько отрезков изображено на рисунке 54. 
3. Не вычисляя, установить, верно JIИ равенство 

121 - (37-23) = 121 + 23 37. Ответ обосновать. 
1 4. До конца суток остаJiась 7 того времени, которое прошло 

от начала суток. СформуJiировать вопрос задачи и решить ее. 
5. В кассе одинаковое чисJiо рублевых, трехрублевых и пяти­

рублевых денежных знаков, всего на сумму 90 р. Какая сум"tа де­
нег представJiена трехрубJiевками? 

6. Каким может быть число х во второй тройке чисел 
12 (56) 16, 17 (х) 21, 

если эта тройка чисел составлена по тому же правиду, что и первая? 
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Вариант Б 

1. Найти значение х, если х < х2 • 
2. Ско.пько различных квадратов изображено на рисунке 55? 

3. СкоJiько существует трехзначных 
чисел, все цифры которых четные? 

4. Вопрос задачи сформулирован так: 
«Ско.тько матчей будет проведено в этом 
турнире?» Составьте условие задачи и ре­
шите ее. 

5. В кассе одинаковое чисJiо рубле­
вых, трехрублевых и пятирублевых де­
нежных знаков на сумму большую 20 р., 
но меньшую 30 р. Какая сумма денег на-

Рис. 55 ходится в кассе? 



6. Каким может быть число х в данной последовательности 
чисел 1; 8; 16; 25; х, если все числа, начиная со второго, составлены 
по одному и тому же правилу? 

§ 10. ПРОБЛЕМНЫЕ ЗАДАЧИ 
Если школьник в процессе своей учебной деятельности обычно 

работает над решением задачи, то ученый в процессе своей научной 
деятельности обычно работает над решением так называемой 
проблемы, которая также является задачей, но, конечно, более 
сложной. 

Ученый рtшает задачу, важную для развития науки, техники и 
народного хозяйства. Учащийся, решая задачу, учится мыслить и по­
нимать основы математики, которые он изучает, в связи с простей­
шими прнмененнями математики на практике (например, измерение, 
вычисление). Вместе с тем это не менее важно для развития бу­
дущего общества - это первые шаги на пути овладения любой 
профессией, приносящей пользу обществу. 

Итак, работа ученого и учащегося очень похожи: и там и здесь 
идет познание нового; и там и здесь идет поиск неизвестных путей 
решения. Нам бы хотелось сделать так, чтобы каждый из вас по­
чувствовал себя в роли ученого, в роли первооткрывателя нового 
(пусть это новое известно ученым или учителю, но вам-то оно не­
известно!). Пусть вы не открываете новых законов природы, но вы 
учитесь их открывать . 

. Будем же в своей учебной работе стараться быть похожими 
на ученого. Будем учиться решать нестандартные задачи, учиться 
думать, изобретать новые задачи или новые решения -будем 
овладевать умением работать творчески! 

В этом нам помогут особые задачи, которые мы назовем проблеАt­
ным.и. Как правило, для таких задач неизвестно не только реше­
ние и его обоснование, но и плохо определены либо данные, либо 
цель, и потому как сама задача, так и ее решение могут быть весьма 
содержательными и разнообразными. По существу в этом случае мы 
будt:м иметь дело не с одной задачей, а с множеством задач. 

Часто проблемная задача, хотя и является достаточно простой 
и определенной, может быть рассмотрена как ядро (ячейка) многих 
аналогичных задач. 

В качестве п ер в о г о и наиболее простогоп р и мер а (изу­
чай сложное на простом!) рассмотрим следующую задачу: «Изу­
чить свойства ромба». 

Естественно, что эта задача будет проолемной лишь при усло­
вии, что свойства ромба не изучались еще на уроках или по учеб­
нику. Здесь четко определено, что дано - ромб. Очень плохо 
определена цель (но все же она есть) - изучить свойства ромба 
(какие? сколько? зачем?). Совсем не определено то, как изучать, 
на что опираться, как обосновать выявленные свойства ромба, 
т. е. не определено ни решение, ни его возможное обоснование. 

В качестве в т о р о г о п р и м е р а возьмем известную уж~ 
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задачу и ее возможные следствия: «Построить треугольник по данным 
трем серединам его сторон» (см. § 6). Какое множество задач может 
возникнуть в связи с этой задачей! 

Самое важное для нас заключается в том, что проблемные 
задачи <<окружают нас со всех старою>. Они ТОJiько не сформулиро­
ваны, не поставлены четко. Прежде всего их нужно,обнаружить, 
«увидеть», а затем сформулировать. Gрормулировать такие задачи 
и отыскать их не так трудно, как .иажется на первый взгляд. 

Практически, текст почти каждой задачи школьного курса 
математики можно перефразировать так, чтобы nолучилась проб­
лемная задача. 

Для того чтобы создать серию задач из данной задачи - сде­
лать ее проблемной, нужно лишь пораэмыслить и использовать 
известный вам «метод» под названием «А нельзя ли ... ?». 

Давайте вместе поразмыслим над какой-нибудь задачей, и луч­
ше всего над такой, которая кажется нам совсем обычной, и даже 
с известным решением. Возьмем, например, задачу: «Сократить 

8а3 +Ь3 
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Любоnытно! 
Вот вам и нельзя (!) сокращать ПОJ<азатели степеней. 
Значит, к известным тоЖдествам можно доб:::вить еще одно: 

аз+ьз 

аЗ+(а-Ь)Э а+(а-Ь) 

Или нельзя? Вот и возникла проб.чемная задача! 
2) А нельзя ли найти еще аналогичные любопытные тождества? 



Вот вам и новая проблемная задача! 
3) При разложении на ,\!НОжителп способом 

вынесения общего множителя за скобки мы 
пользуемся распределительным законом умно- а 
жения относительно сложения (или вычитания), 
т. е. х(у +Z) =ху +XZ (справедливо для ,IJЮ­
бых х, у и z). 

А нельзя ли получить распределительный Ь 
«закон» сложения относительно умножения· 

х + yz = (х + у) (х z)? 
При х +у+ z = l получается. Проверим: 

(х + у) (х + z) (l - z) (l у) 
=l- z- у+ yz=x+yz. 

Попробуt:.те-ка найти еще значения х, у и а 
z, при которых справед.11ив этот «закон». А 
нельзя ли таким образом «открыть» новые 
«законы»? Ь 

Опять проблемная задача! 

а Ь 

~ 

а2 
J аЬ j 

---~-
аЬ j Ь 2 

Рис. 55 

а ь с 

4) Мы знаем тождества сокращенного ум- с 
ножения. А нельзя ли графически их про- ...__ __ ...~.. _ _,_......~ 

иллюстрировать? 
Попробуем это сделать (рис. 56 и 57). Нач­

нем с самого простого: 

(а + Ь)2 = а2 + 2аЬ + Ь2 , 
(а + Ь + с) 2 = а2 + Ь2 + с2 + 2аЬ 

+ 2ас + 2Ьс. 
Заманчиво! N 

А нельзя вывести таким образом новые ~ 
тождества? Например, (а + Ь + с + d)2 ? 
и т. д. 

Опять пробле!\шая задача! 
5) Нельзя ди таким же способом проил­

люстрировать кубические тождества 
(а+Ь)3 = а3 + 3а2Ь + 3аЬ2 + Ь3, (а+Ь+с)3 =? 

Рис. 57 

Х+3 

гr--~ 

х2 х 

1 

Рис. 58 

И т. д. Новая пробдема! При этом, наверное, придется «выходить 
в пространство» (рассматривать не квадрат со стороной а Ь + с, 
а куб с гранью а+ Ь +с). А может быть, удастся подучить новые 
тождества? 

6) Графическая иддюстрация тождеств сокращенного умноже­
ния подучается очень хорошо. А нельзя ли исподьзовать этот способ 
при раздожении на множитеди? 

Возьмем самый простой пример: «Разложить на множители 
х2 + 5х + 6». Изобразим данный трехчлен графически (рис. 58), где 

х2 - это пдощадь квадрата со стороной х; 
х- это n.11ощадь прямоугольника со стороной х и 1; 

su 



х 

~г-----~+-+-+-+-+-+-+-~~ 
::..; !---+-+--+--+--+++++-~ 

xZ 

Х+9 

Рис. 59 

2х+5 

xz х 

1 

Рис. 60 

5х это 5 таких площадей; 
6 - это 6 площадей единич­

ных квадратов. 

Итак, данный трехчден пред­
ставден шющадью пря:v~оугодь­

ника со сторонами (х + 2) и 
(х 3), т. е. х2 + 5х + 6 

= (х + 2) (х+З). 
Интересно! 
Значит, х2 + 15х 54 

(х + 6) (х 9). Исnользуя гра­
фическую иллюстрацию (рис. 59), 
это равенство можно предста­

вить как шющадь nрямоуголь­

ника со сторона~ш х + 6 и 
х + 9. 

А если взять трехчлен nос-
ложней? Например, 2х2 17 х+ 
+ 30 (рис. 60)? 

Итак, 2х2 + 17х 30 = 
(х 6) (2х + 5). 
7) Нельзя ли таким же сnо­

собом разложить на множители 
любой квадратный трехчден? 

Новая nроблема! 
Нельзя ли этот способ рас- · 

л ространить на другие задачи на 

разложение на множите.•ш? 
Впрочем, пора остановиться. 
Надеемся, что мы даже на одном npи:vtepe показали вам, что 

«золотые россыпи» задач лежат совсем рядом, нужно лишь обра­
тить внш\tание на их поиск. Закончим словами Д. Пойа: «Ваш ум 
подобен сумке. Когда вы думаете, то трясете сумку до тех пор, 
пока не выловите из нее то, что вам нужно!» Так не ленитесь трясти 
свою «сумку», друзья! 

3аданюr ддя самостоятедьноii работы 

1 0.1. Как можно решать задачу об несдедовании свойств ромба? 
10.2. Составьте свою задачу, похожую на задачу об исследовании 

свойств ромба, и решите ее. 
10.3. Двое играют в игру: nервый называет 2 или 1; второй 

(nрибавдяя 1 или 2, по своему желанию) называет 2 или 3, а может 
быть, 3 иди 4 и т. д. (по очереди). Выигрывает тот, кто назовет 10. 
Как нужно играть, чтобы выиграть наверняка? Какие другие за­
дачи скрыты в данной задаче? Составьте соответствующую серию 
задач, используя «метод» «А нельзя ли ... ?». 

10.4. Какой формы лист необходим для склеивания конверта? 
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Рассмаrрите эту ситуацию как проблемную. Составьте серию за­
дач, связанных с данной задачей. По каким направлениям можно 
это сде.1ать? Назовите их, посоветуйтесь с учителем. 

10.5. Во время войны польская эскадрилья получила приказ 
совершить боевой вьтет на немецкие позиции. Подробности при­
каза находились в конверте, который командир эскадрильи должен 
был вскрыть между часом и двумя, в тот момент, когда минутная 
стрелка совместится с часовой. Определите точно этот момент. 

Какие другие задачи скрыты в данной задаче? Составьте соот­
ветствующую серию задач, используя «метод» «А нельзя ли ... ?». 

10.6. Дана прямая и две точки, лежащие по разные С'Iороны 
от нее. Постройте треугольник, для каrорого данные точки бьти 
бы основаниями двух высот, а третья высота лежала бы на данной 
прямой. Рассмотрите эту задачу как проблемную. Составьте серию 
задач, связанных с данной задачей. 

10.7. Вы хаrите узнать номер моего те-1ефона, задавая мне 
вопросы, на каrорые я буду отвечать только «да» или «нет». При­
думайте способ, гарантирующий успех за наимень::_;ее число воп­
росов (считать, что телефонный номер состоит из произвольных 
пяти цифр). 

Составьте серию задач, связанных с данной задачей. Какие 
задачи можно составить, если рассматривать эту задачу как про­

б.'Iемную? 

§ 11. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ 

Разговор здесь пойдет на ту же тему - «о золаrых россыпях 
задач». Если до сих пор «золотые залежи» мы усматрива.1и в са­
мих задачах (задачи рождали новые задачи), то теперь обратимся 
к реа.1ьному миру, к миру предметов и явлений, которые окружают 
нас. Начнем с некаrорых примеров. 

l. Нам нужно уплатить за покупку 19 р. Но у нас имеются толь­
ко трехрублевые денежные знаки, а у кассира то.%ко пятирубле­
вые. Сумеем .1и мы расплатиться без дополнительного размена? 
Нельзя .1и установить способ расплатиться, если нам нужно за­
платить nр. (п > 100) и у кассира имеются деньги то.1ько достоин­
ством т р., а у нас - только достоинством k р.? Какое минимальное 
число денежных знаков должен иметь кассир для того,чтобы про­
извести расчет? 

Это задача для вас. Вам нужно ее решить и усмотреть скрытые 
в этой задаче другие задачные ситуации. Как можно дальше раз­
вить эту пробле);tу? Какие еще вопросы можно поставить? 

Сумели .1и вы решить эту задачу в обще.м виде или же справи­
лись лишь с ее конкретным вариантом: расплати.1ись за покупку 

стон:-.юстью 19 р.? 
Особенность этой задачи заключается в том, что в ходе ее ре­

шения приходится переходить от реальной ситуации к ее мате­
матическому описанию, или, как говорят, строить ее математиче-
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скую модель. Такие задачи часто называют прикладными. При pt· 
шении этих задач особенно ярко просматривается данная В. И. Ле­
виным характеристика познания человеком реального мира: «Or 
живого созерцания к абстрактному мышлению и от н.его к прак­
тике таков диалектический путь познания истины, познания 
объективной реальности». 

Следуя этому ленинскому положению, очень часто при решении 
практической задачи удается, внимательно изучив условие задачи 
(живое созерцание), построить ее математическую модель, на этой 
модели осуществить решение задачи (перейти к абстрактному мыш­
лению), а затем перевести результат решения на язык исходной 
ситуации (сделать практический вывод). В этом и состоит могу­
щество математического метода познания природы, широкая при­

кладпая направленность математики. 

Уметь решать прикладвые задачи значит уметь применять 
математику на практике. Это важное умение, которое очень при­
годится вам в дальнейшем, когда вы начнете работать (в любой об­
ласти народного хозяйства). 

Давайте вместе рассl\ютрим решение нескольких прикладных 
задач, чтобы вы начали учиться самостоятельно применять мате­
матику на практике. 

3 а д а ч а. На двух заводах (I и Il) ведутся работы по про­
изводству автомобилей типа А и В. По ряду причин эта работа 
выполняется на каждом заводе в течение не более чем 30 ч в не­
делю. Первый завод производит части для авто:vюбилей типа А 
за 10 ч и части для типа В за 5 ч. На втором заводе сборка ма­
шин типа А проводится за 5 ч, а типа В -за 10 ч. Прибыль при 
продаже автомобиля типа А равна 200 условных денежных единиц, 
а типа В ~ 300 уел. д. ед. Сколько автомобилей каждого типа сле­
дует производить еженедельно д.~я получения максимальной при­
были? 

Начнем с изучения условия задачи. Обозначим через х и у чис­
.rtо автомобилей типа А и В соответственно, выпускаемых ежене­
дельно. Перенесем данные задачи в следующую таблицу: 

1 

Заводы 

1 
Число автомобилей 

1 
Прибыль в неделю 

ll 

Автомобиль типа А 110 ч 1 5 ч 1 200 х 

Автомобиль типа В l 5 ч 110 ч 1 300 у 

По условию время изготовления автомобилей типа А и В должно 
быть не больше 30 ч в неделю. 

Переведем теперь условие задачи на математический язык. 
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Имеем: { lOx + 5у < 30, 
5х 10у < 30, (1) 
х? О, у? О. 

Заметим, что система неравенств (1) и есть математическая 
модель данной ситуации. Она показывает, что нужно отыскать 
такие значения переменных х и у, которые удовлетворяли бы сис­
теме (l), т. е. найти пересечение множеств 
M 1 ={(x,y)!IOx-t-5y<30} и М2 {(х,у)/5х-t-1Оу<ЗО}. 

Заменим систе'-'!У (1) более простой, ей эквива.1ентной: 

{
2х у< 6, 
х 2у < 6, 
х? О, у? О 

и решим ее графически (рис. 61). 
По.пучился четырехугольник ABCD. Таким образом, множест­

во всех возможных вариантов числа изде.1ий (х, у) может быть 
представлено в виде этого четырехуго.1ьника. Найдем координа­
ты вершин ABCD; 

А (О; 0), В (О; 3), D (3; 0), С (2; 2). 

Теперь оста.1ось выяснить, д.1я каких же пар чисел (х; у) -то­
чек этого . четырехуго.пьника сумма ( х+ у) будет наибо.пьшей. 

Для этого построим на одном чертеже 
графики уравнений х + у 1, х + у 2, 
х + у = 3, х у = 4 с изображением 
четырехугольника ABCD (рис. 62). 

На рисунке 62 видно, что в точке С 
(2; 2) cy:vtмa х + у имеет наибольшее зна­
чение: 2 2 = 4. Ддя других точек четы­
рехугольника ABCD значение суl\tмы х 
+ у меньше 4 (наприыер, д.rrя точек отрез­
ка BD она равна 3). 

П р а к т и ч е с к и й вы !3 о д: а) для 
по"1учення t!аi{СИ.:.Iа.1ыюй прибы.1и, при 
данных ус.:ювнях, необходимо еженедельно Рис. 61 
изготашш~:~ать по 2 авто\·tсбпля каждого 
тнпа; б) петрудно рассчЕТ:::ть и прибыль: 
200 . 2 + 300 . 2 = 1 00~). у 

Полезно от:v!етить, что, решая эту прак­
тическую задачу, мы одновремеино суме­

ди решить интересную математическую 

задачу: 

«Найти наибольшее значение выоаже-
ния 200х 300у, если пере:менные х и у 
удоiЗдетворяют условию: 

t
' lOx + 5у ~.30, 

5х lOy < 30, 
Х О, у ~ 0». Рис. 62 
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Таким образом, решение nрактических задач часто nриводит 
к развитию теории. 

Заметим, что в действительности завод выnускает еженедельно 
значительно большее число автомобилей. Однако для ознакомления 
с методом решения nодобных задач достаточно рассмотреть задачу 
с намеренно упрощенными данными. Здесь авторы следуют извест­
ному принципу «Изучай сложное на простом примере!» и советуют 
вам, наши читатели, упрощать условия трудных задач, для того 

чтобы успешнее осмыслить задачу. 
Рассмотрим еще одну задачу. 
3 а д а ч а. Какими правильными конгруэнтными много· 

угольниками можно сплошь покрыть плоскость (при этом каждый 
многоугольник находится вне другого, а соседние многоугольники 

имеют одну общую сторону)? 
Рассмотрим решение этой задачи. 
а) Пусть некоторыми правильными n·угольниками можно по· 

крыть плоскость. Пусть при этом в одной вершине сходятся т углов. 
б) Испо.11ьзуя теорему о сумме величин углов многоугодьника, 

запишем, чему равна величина внутреннего угла nравильного 

многоугольника: 

2d(n- 2) 

n 

в) Так как в одной вершине сходятся т углов, то 

2d(n- 2) • т = 360а. 
n 

г) Прообразуем это равенство, nомня, что n, т - натуральные 
числа, n > 2. 

2n 
т=-~. 

n-2 
(1) 

2п 
д) Чтобы найти значениятиn из (1), выделим из дроби 

n-2 
целую часть: 

2n 2n - 4+4 2 (n-2) +4 
n -2 п-2 n-2 

Уравнение (1) nримет вид: 

т=2 
4 

п-2' 

2 + n 4 2 (n > 2). 

е) Для того чтобы т имело целые положительные значения, 
4 

необходимо, чтобы дробь была целым положительным числом; 
n-2 

это возможно, если число n Е N четное и 2 < n-< 6, т. е. n = 4 
или n = 6, или же n нечетное и равное 3. 

ж) П р а к т и ч е с к и й в ы в о д. Плоскость можно nокрыть 
nравильными треугольниками, четырехугольниками, шестиуголь· 
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никами. Поэтому для покрытия полов часто применяют керами­
ческие плитки, форма которых является правильным четырехуголь­
ником, правильным шестиугольником. 

з) Мы рассмотрели вопрос о покрытии поверхности правильными 
п-угольниками. Можно ли покрыть поверхность неправильными 
конгруэнтными п-угольниками? 

Существует ли такой пятиугольник, которым можно заполнить 
плоскость? 

Тот же вопрос для пятиугольника, никакие две стороны ко­
торого непараллельны. 

Эти вопросы мы адресуем вам. Ответив на них, вы обнаружите 
новые возможности покрытия пола различными паркетами или 

керамической плиткой. 
2. Надеемся, вы решили задачу 3 предыдущего параграфа. 

Итак, как нужно играть на выигрыш? Кто выигрывает - начинаю­
щий или его партнер? Вы ответили на эти вопросы? (Приведем от­
вет: начинающий выигрывает, он называет 1, а затем 4, 7 и 10.) 
Как составить правила этой игры при-счете до 12, до 20? Какую 
еще аналогичную данной игру можно изобрести и каковы будут 
ее правила «на выигрыш»? Ответы на эти вопросы у вас уже должны 
быть. 

В жизненной практике часто возникают задачи игрового ха­
рактера. Таковы, например, многие спортивные задачи, задачи, 
возникающие в военном деле, и т. д. 

Попробуйте свои силы на следующей учебной игровой задаче. 
3 а д а ч а. Для игры нужен прямоугольный лист бумаги и 

какие-либо фигурi~I одинаковой и симметричной формы, например 
косточки домино. Количество фигур должно быть достаточным, 
чтобы покрыть весь лист бумаги. Играют двое. По очереди кладут 
фигуры в любых положениях на любое свободное место листа бу­
маги до тех пор, пока их класть будет некуда. Передвигать по­
ложенные фигуры не разрешается. 

Считается выигравшим тот, кто положит предмет последним. 
Найти способ ведения игры, при котором начинающий игру 

обязательно выигрывает. 
3. Для многих прикладных задач характерна еще одна осо­

бенность. При решении их мы часто бываем ограничены в сред­
ствах решения (нередко не оказывается под рукой нужного ин­
струмента или возникает естественное препятствие, которое не 

дает возможности использовать известный способ решения). С при­
мерами таких задач вы уже познакомились в § 3. Вот еще несколько 
таких задач (решите их). 

3 а д а ч а А. Построить биссектрису угла, вершина которого 
не уместилась на чертеже. 

3 а д а ч а Б. Используя только циркуль, найти точку касания 
прямой, проходящей через данную точку А, и данной окружности 
(О, R). 
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Задания ~~ самостоятельной работы 

3 а д а ч а H.t. Дощо враждовали между собой рыцари од­
ного древнего королевства. Наконец всем это надоело и обе стороны 
сог.'1асились на nеремирие. Когда рыцари из двух враждующих 
станов собрались за круглым сто.'1ом, оказалось, что число тех 
из них, сnрава от которых сидит враг, равно числу тех, сnрава от 

которых сидит друг. Доказать, что число собравшихся за сто.rюм 
делится на 4. 

3 а д а ч а 11.2. Из точки С квадратного бильярда nускаем ша­
рик nараллельна диагонали. Найти множество таких точек на 
бильярде, что если из них пустить одновременно с первым с той же 
скоростью и в том же направлении второй шарик, то они столк­
нутся. 

Попробуйте решить аналогичную задачу для бильярда прямо­
угольной формы и подумайте, какие еще другие задачные си­
туации скрыты в этой задаче. Как можно да.'1ьше развить эту про­
блему? Какие еще вопросы можно поставить? 

3 а Д а ч а 11.3. Известно, что два проводника с током при 
nоследовательном включении в цепь имеют сопротивление а Ом, 
а при nараллельном включении - Ь Ом. Можно ди установить 
сопротивJiение каждого проводника, если у нас нет омметра? 

3 а д а ч а 11.4. Можно ли покрыть шашечную доску размером 
10 х 10 плитками размером 4 х 1? 

3 а д а ч а 11.5. Пользуясь одной линейкой, опустить перпен­
дикуляр из точки А на диаметр данной окружности. (Рассмотреть 
различные положения точки относительно окружности.) 

3 а д а ч а 11.6. Приведите свои примеры задачи (или отыщите 
в литературе), которые вы отнесли бы к прикладным задачам. 

3 а д а ч а 11.7. Фабрика по выпуску туфель для мальчиков и 
девочек применяет сырье двух видов, запасы которого ограничены. 

За 1 ч фабрика может расходовать 100 единиц первого вида сырья 
и 60 единиц второго. Для изготовления за 1 ч пары туфель для маль­
чиков необходимо 3 единицы сырья первого вида и 2 - второго; 
для изготовления пары туфель для девочек расходуется только 
2 единицы сырья nервого вида. Известно, что каждая пара туфель 
для мальчиков дает nри продаже 5 денежных единиц дохода, а 
пара туфель для девочек - 3 единицы. Сколько пар туфель для 
мальчиков и скодько пар туфель для девочек надо изготовить за 
1 ч фабрике, чтобы получить наибольшую прибыль? 

§ 12. КАК РЕШАТЬ ЗАДАЧУ 

Рассмотрим на примере решения одной задачи, как можно 
использовать данные вам советы. 

3 а д а ч а. Диагонали трапеции с основаниями а и Ь взаимно 
перпендику,'1ярны. Какие значения может принимать высота тра-
пеции? -
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Советы решающему эапачу 

1. Начиная решение задачи, 
необходимо хорошо понять зада­
чу, осмыслить ее условие, изу­

чить задачу в целом и в дета­

лях, иллюстрировать задачу гра­

мотным и четким рисунком или 

схемой. 

А 

Рис. 63 

в'~' 
К' А' а П 

Рис. 64 

2. Изучите цель, nоставлен­
ную задачей: «Хорошо понять 
вопро-: - :шачит уже наттшювину 

ответить на него». Не ю:tчннхйте 
решение задачи всл~:·пу ,о. Выбе­

рите сначала целесообразные н;:­
правления поиска плана решения 

задачи, руководстнуясь цt.лыо 

зад.<•чи. Ес.ли это полезно, видо­
И3:Viенит~ данную ситуацию. 

Рис. 65 

Решение задачи 

Начертим произвольную тра­
пецию с взаимно перпендику­

лярными диагоналя~ш (лучше 

не равнобедренную и не прямо­
угольную, чтобы не принять ка­
кое-либо частное ее свойство за 
общее). Основания трапеции 
1 ADI а, 1 BCI Ь. [ BKI - высо­
та трапеции (рис. б:З). 

Очевидно, что трапеция 
A'B'C'D' тоже удовлетворяет 
условию задачи (рис. 64). 
[В' K'J высота этой трапеции. 
iBКJ =!= [В'К']. Значит, трапеций 
по указанным в условии дан­

ным можно построить не одну. 

Высоты этих трапеuнй б у дут 
ра::шичны. 

Какие же значеаия может 
принимать высота трапеции, 

удовлетворяющей )'!\3 заю:~ым 
·свойства~!? По всей ВСi1оятности, 
она б у дет определяться ведичи­
на.lш а и Ь. 

Для того чтобы убедиться 
в этом, попробуl'М Ш;йти зави­

симость 1 В/( 1 от а и!;. 
а) [В/(] ЯВJП!f:'ТСЯ ЕЫСОТОЙ В 

6ABD с осноnанием а (ничего 
полезнсго); 

б) [ВК] явлнетсп высотой в 
6.АВС с осноЕiаш~ем Ь (анало­
гичный случай); 

в) А нельзя ли н~йти тре­
угольник, в котором были бы 
и а, и Ь, и [Вl(]? Попробуем. 

Выполним нараЛJlещ,ный пе-__.. 
ренос [BD] на ВС (рнс. 65). По-
дучим: 1 DD1 1 1 ВС 1 = Ь. В 
6ACD1 1 AD1 1 а+ 1

J, 1 СН 1 = 
/".... /".... 

= 1 ВК 1. ACD1 = AUD = 90°. 
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Советы решающему задачу 

Высказывая догадку, старай­
тесь сразу подкрепить ее рас­

суждениями. Догадка должна 
быть правдоподобной., 

Продолжение 

Решение задачи 

Итак, в 6ACD1 найти зави­
симость 1 СН 1 от а и Ь. 

3. Решайте вместо одной за- Сформулируем подзадачу: 
дачи другую, аналогичную дан- «Какие значения может прини­
ной. Составляйте задачи, родст- мать высота, опущенная на ги­
венные данной (более или менее потенузу, если гипотенуза рав­
общую, чем данная задача), и на а + Ь?)) 
исследуйте эти задачи. Что нам известно о высоте, 

с' 

А F---'-::----~---~-'3!DI 

а 

Рис. 66 

опущенной на гипот~нузу? 
а) Высота есть средняя про­

порциональная между отрезка­

ми гипотенузы, на которые она 

делится основанием высоты. 

б) В равнобедренном тре­
угольнике высота совпадает с 

медианой. Это уже интересно! 
Медиана, проведеиная к ги­

потенузе, равна половине этой 

а+Ь 
гипот~нузы, т. е. -

2
-. (Ме-

диана есть радиус описанной ок­
ружности.) 

Построим на гипотенузе 
а + Ь окружность (рис. 66). 

Очевидно, высота любого 
прямоугольного треугольника с 

гипоrенузоfi а+ Ь будет мень­
ше или равна радиусу описан-

• а+Ь 
нои окружности, т. е. -

2
-. 

Равенство будет достигать-
ся в случае, когда 6ACD1 

набедренный, т. e.iCDtl = 1 

iACI !АС!= iBDI- равные 
диагоН<JЛИ имеет равнобедренная 
трапеLlия. Значит, для любой 
трапеции 



Советы решающему эада•1у 

а 

Рис. 67 

D 

4. Учнтесь «шлифоватЬ>> ре­
шение задачи, коротко и ясно 

оформляйте его. Старайтесь пра­
вильно мыслить. Обосновывайте 
каждый шаг в найденном вами 
решении. 

Помните, что оформлять ре­
шение задачи можно по-разному: 

в виде связного рассказа, в ви­

де рисунка или схемы, в виде 

таблицы и т. д. 
Исполь~уйте для сокращения 

и четкссти записи догико· мате­

матическую симводику. 

Выбирайте тот способ оформ­
деlщя решения задачи (и ее ус-

Продолжен11е 

\ С Н 1 -< а ~ Ь (равенство дJIЯ 
равнобедрtнной трапеции). 

1:\так, пtрвое «А нельзя ли ... ?,> 
1 

привело нас к решению задачи 

«В прямоугольном треугольнике 
высота, опущенная на гипотену­

зу, меньше или равна nоловине 

гипотенузы». 

Стоп! У нас ведь есть сразу 
прююугольные треугольникw 6е3 

дополнительных преобразовапиf1: 
6AOD и 6ВОС. 

Это, пожалуй, будет проще. Вы­
сота тра-пеuии складывае·1 с я нз 

высот 6AOD и 6ВОС, т. е. 
ICH\ =jNO\ +IOP\ (рис. 67). 

В 6ВОС 1 ON 1-< ВС Ь 
1 

В 6AOD 1 OPI-< AD 

\CH\=\ONI + \ОР\ 

2 . 

Реше н и е. 
1) Проведем через точку О 

[NP]::::::[BK]; \ВК\ \NP\ 
1 NO 1 + 1 ОР 1 (см. рис. 67). 
2) В 6AOD [ОМ]- медиа-
~ 

на, AOD = 90° (по условию)=::--

* \ОМ1 = IA~I = ~ (радиус опи­
санной окружности). 

3) В любом треугольнике 
высота меньше или равна медиа-. 

не, проведеиной к той же сто­
а 

ране, значит, IOP 1 < 1 ОМ 1 = 2' 

65 



П родоАжение 

Советы решающему задачу Решение задачи 

ловия), который вам 
ется более удобным. 

представ.пя- ~ 4) Аналогично 2-му и 3-му 
шагам решения, в 6. ВОС 1 ON [~ 

ь 
-<2· 

5) 1 ОР[~~~ 
;t'* \ЛГI 

1 ON[~2J . 

--l ВК [::::. g,_ + Ь a-i-iJ ":::::: 2 Т (по свой-

ству сложения неравенств). 

~ 
5. Учитесь на задаче. Решив В решении основней задачи 

задачу, просмотрите все реше­

ние заново. Изучите решение, 
проконтролируйте имеющиеся вы­
кладки и обоснование. 

У становите то, что nолезно 
. запомнить, что может пригодить­
. ся в дальнейшем. 

решаюшую роль сыграла родст­

венная задача. По.'Iезпо запом­
нить, что 

а) для сравнения линейных 
величин удобно рассматривать 
их в одном треугольнике; 

б) nри решении у д об но пря-
моугольный треугольник связы­
вать с описанной (а может 
быть, и вписанной?) окруж­
ностью; 

t в) высота, опущенная на ги-

потенузу, меньше или равна по­

ловине этой гипотенузы; 
г) высота в трапеuии с вза­

имно перпендикулярными диаго­

налями меньше или равна полу­

сумме оснований, т. е. средней 
линю1 трапеuии; 

д) в равнобедренной трапе­
uии с взаимно перпендикуляр­

ными диагона.'Iями высота равна 

, средней и'IИНИИ. 

6. Решение задачи -это ваша Будет ли данна5! задачная 
1 небольшая научно-исследователь- ситуаuия проблемной? Может ли 
, екая работа. Старайтесь nри ре- данная задача nородить новые 
шении задач nочувствовать себя задачи? 
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Советы реша'Ощему задачу 

в роли ученого. Изобретайте но­
вые решения и новые задачи, ов­

ладевая умением работать твор­
чески. Старайтесь подойти к за­
даче и ее решению с разных 

сторон. Чаще задавайте себе воп­
рос: <<А нельзя JlИ ... ?» или «А 
что, если так ... ?». 

1 

П родолжеRцд 

Решение задачи 

4 
Прибегнем к <<методу» «А 

нельзя ли .. !'?» или «А что, ес,'!и 
так ... ?». 

1) А что, если дана не тра­
пеция, а параллелограмм с взаим­

но перпендикулярными диагона­

лями? Можно ли опредетпь, ка­
кие значения принимает его 

высота? , 
2) А нельзя ли данную за­

дачу перефор:v~улировать так: 
можно ли построить трапецию 

с взаимно перпендикулярными· 

диагоналями, зная отношение· 

ее оснований? 
1Чожно л11 считать, что эта 

задача и данная задача одно и 

то же? 
3) На доске была начерчена 

равнобедренная трапеция с вза­
имiю перпендикулярными диаго­

наля1\Ш. Ее стерли. ОстаJюсь 3 
точки: точка пересечения диаго­

налей и концы средней линии 1 

трапеции. Можно ли восстано­
вить трапецию? А если трапе­
пил неравнобедренная? А еслн ... ? 

Подведем итоги изученному в данной книге. 
Решение каждой задачи можно разделить на четыре основных 

этапа: изучение условия и це,'Jи задачи, nоиск плана решения зада· 

чи, оформление найденного решения, критический ана,'Jиз резуль· 
тата решения задачи и отбор полезной информации. 

Сформулируем для вас те полезные советы, которые мы неодно· 
кратно старались вам nроиллюстрировать на страницах этой книги. 

Н а nер в о м эта п е решения задачи полезно действо· 
вать так: 

l) Начинайте изучение условия задачи с тщательно выполнен­
ных наглядных рисункоr:~. чертежей, таблиц или иллюстрирован· 
ных схем, помщ·ающих осмыслить задачу. Помните, что правильное 
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1 рафическое представление ус.1овия задачи означает четкое, 
ясное и конкретное представление о всей задачной ситуации в ц.:лом. 

2) Ясно представьте себе все элементы задачной ситуации, об­
столтелыю выясните, какие из пих заданы, известны, какие из 

них являются искомы:vш, неювестными. 

3) Вдумайтесь в смыс,1 каждого С•1ОВа в тексте задачи (каждого 
снмвола, термина), постарайтесь выявить существенные элементы 
задачи, выделите на рисунке дан~1ые и искомые наглядными услов­

ными обозначениями. Попытайтесь видоизменить распоJюжение 
э.1емевтов задачи на рисунке или схеме (возможно, это поможет 
ныя вить существенное в задаче). 

4) Поnытайтесь охватить условие задачи в целом, отметнть ее 
особениоt:ти, вспомнить, не встречались ли вы раньше с задачей, 
в чем-либо аналогичной данной. 

5) Продумайте, однозначно ли сформу.гшрована задача: не 
содержит ли условие задачи избыточных, недостающих, противо­
речащих друг другу данных. 

6) Вни:-.штельно изучите цель, поставленную задачей, выявите, 
l<акие теоретические по.1ожения связаны с данной задачей в целом 
и с некоторыми ее элб1ентами. 

7) Предпои1агая возможность использовать при решении задачи 
I<акой-.rшбо из известных вам общих матеi~-штических методов (ме­
тод уравнений, геометрических преобразований, координатный или 
векторный метод и так далее), постарайтесь выразить э.1ементы за­
дачи на языке соответствующего метода (составить уравнение, 
выразить данные и искомые в координатной и.1и векторной qюрме 
и т. д.). 

Н а э т а п е с о с т а в л е н и я п л а н а р е ш е н и я (поис­
ка решения задачи) используйте следующие рекомендации: 

l) Попытайтесь отнести данную задачу к какому-либо типу 
(виду) задач, способ решения которых вам известен. 

2) Помните, что uель задачи выступает как главный ориентир 
направления поиска решения. Проанализируйте цеJJЬ задачи и 
попытайтесь применить к решению задачи тот или иной знакомый 
вам метод или прием. 

3) Постоянно контролируйте разумность ваших попыток ре­
шить задачу, соотнося получаемые частные результаты с условием 

и це.1ью задачи. Старайтесь ограничивать число пробных действий 
(мысленных или практических). 

4) Попытайтесь видоизменить задачу, переформудировать ее 
условие, намеренно упростить усдовие (т. е. составить и попытаться 
решить задачу, аналогичную данной, но более простую), обобщить 
условие задачи (составьте задачу бо.1ее общую, чем данная), за­
менить понятия, связанные с задачей, их определениями. 

5) Расчлените условие задачи на отдельные элементы, поста· 
райтесь составить новую комбинацию этих элементов (быть может, 
в каком-.1ибо сочетании с другими не рассматриваемыми в задаче 
эдементами). 
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6) Попробуйте разбить данную задачу на серию вспомогатель­
ньtх задач, последовательное решение которых может составить 

решение данной задачи; попробуйте сост·авить частные задачи к 
отдельным элементам данной задачной ситуации, руководствуясь 
при этом целью основной задачи. 

7) Рассr-.ютрите предельные случаи отдельных элементов за­
дачи, посмотрите, как это отразится на основной цели задачи. 

8) Подвергните какой-нибудь из элементов задачи определен­
ному изменению, посмотрите, как отображается это изменение на 
остальных элементах задачи, попытайтесь высказать гипотезу, 
относящуюся к цели задачи, на основе наблюдаемых результатов 
изм~нения ее элементов. 

q) Если решить дпнную задачу не удается, отыщите в учебной 
(или популярной) литературе задачу, похожую на данную. Изучите 
внимательно это «rотовое)) решение и постарайтесь извлечь из него 
пользу для решения данной задачи. 

Н а э т а п е п р а к т и ч е с к о й р е а л и з а ц и и плана 
решения задачи во всех его деталях важно обрртить внимание на 
необходиыость выбрать такой способ оформленflя решения, с по­
мощью которого можно было бы зафиксировать решение в краткой 
и ясной форме, достаточной для того, чтобы иметь возможность 
(если это понадобится) полностью воспроизвести решение задачи. 

Важно также, оформляя детальное решение задачи, одновре­
менно корректировать его правильиость соотнесением с условием 

и целью задачи. 

Н а з а к л ю ч и т е л ь н о м э т а п е процесса решения за­
дачи (на этапе проверки правильиости полученного решения, 
систематизации знаний и опыта) полезно действовать так: 

1) Изучите найденное вами решение задачи. Сделайте грубую 
прикидку правильиости результата решения задачи, соотнеся его 

с ее условием (и здравым смыслом). Проследите обоснованность 
каждого шага решения задачи. Подумайте, нельзя ли решить за­
дачу другим способом. Помните, что получение того же результа­
та другим способом - лучшая проверка правильиости решения. 

2) Попытайтесь отыскать способ решения задачи более эко­
номичный, чем найденный, более общий, более изящный и т. п. 
(новый способ решения задачи часто открывает новый путь решения 
аналогичных задач, обогащает опыт решающего задачу). 

3) Исследуйте особые случаи решения данной задачи; соотне­
сите результат решения с предельными значениями отдельных ее 

элементов. Обобщите результаты решения данной задачи, подумайте, 
при решении каких задач их можно было бы применить. 

4) Изучите еще раз саму задачу, способ ее решения и результат. 
Выявите то полезное, ради чего стоило решать данную задачу 
(что важно знать, уметь и помнить). 

5) Обратите особое внимание на те теоретические положения, 
особенности задачи и т. д., которые явились ключевыми для оты­
скания данного (или других) решения задачи. 
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3адаипа дда самоетоатмьной работы 

ПоупражняйтесЪ в практическом использовании данных вам 
советов на решении следующих задач. 

12.1. В произвольнам 6.АВС проведены высоты, основания 
которых соединены отрезками прямых. Доказать, что высоты 
rреуrольника АВС будут биссектрисами образовавшеrося треуrоль· 
ника А 1В1С1 (рис. 68). 

12.2. В треугольнике АВС (рис. 69) проведены высоты [АКI 
11 [ВН]; О- центр описанного круга. Доказать, что IOCI ..L !КНl. 

1·2.3. В каком направлении нужно ударить шайбу (s), чтобы 
она, стукнувшись о бортик площадки, отлетела в правый даль­
ний у>ол ворот? 

12.4. Чему равно значение выражениn х31 
- 74х30 + 74х~9-

+ 74х17 74х16 + 73х15 + 15 при х = 7Э? 
12.5. При каких натуральных значеш~ях n уравнение (с пере-

менвымн х и у) nr + ху 61rt = О имеет единствt:нпое реше-
ние - натуральное число? 

§ 1:~. IIОПРОБУЙТЕ РЕШИТI) ~TJI 3АДАЛИ 

Предложенные здесь задачи различны не только по содержа· 
нию, но и по трудности их решения. Впрочем, трудна данпая за­
дача или легка, судить может лишь тот, кто решал ее. Может случить­
ся и так, что задача, казавшаяся нам трудной, будет решена кем-то 
из вас без особого труда (тогда честь и слава вам!). Если учитель 

в 

Рис. 68 

в 

предоставил свободу выбора вам, то поль­
зуйтесь этой свободой в полной мере; вы­
бирайте задачу по душе и rотовыffь к бою. 
(Кто кого? Она- вас или вы ее одо.11еете?) 
Задачи расположены здесь без какой-либо 
определенной системы. Как ни удивитель­
но это звучит, в этом «беспорядке» зало­
жена определенная система обучения ре­

С шепию задач. Продумайте это утверждение. 
Звездочками отмечены задачи, при решении 
которых необходимо знать учебный мате­
риал по курсу математики IX- Х классов. 
Впрочем, почти для всех этих задач, за 
исключением стереометрических задач, су· 

ществуют такие решения, для нахождения 

которых вам буде1 достаточно имеющихся 

\L~-~::::f~;:::;:o1c у вас знаний (может не хватить опыта и 
А умения). Если нам неизвестны эти реше­

Рис. 69 

7Q 

ния, то. это не значит, что они не могут 

быть найдены вами. Если условие задачи 
вам понятно, принимайтесь смело за ее ре­
шение. В сомнительных случаях обращай· 



тесь к учителю. Хотя явно здесь приведено 70 различных задач, но 
невозможно сосчитать, сколько интересных задач можно составить, 

видоизменяя условия данных задач или испольэуя «метод» «А 
нельзя ли ... ?». Помните об этом и испытайте ·себя в роли автора 
новой задачи. 

Пожелаем вам удачи! 
13.1. Какое четырехзначное число нужно nриnисать справа к 

числу 400, чтобы по.пучить число, являющееся nолным квадратом? 
13.2. Доказать, что три многоч.пена 

z1 = 2х - Зу - 5, 
z2 = Зх - 4у - 8, 
z3 -tЗх + 18у + 2 

не могут все вместе иметь положительные значения при одних и 

тех же значениях х и у. 

13.3. Дан треуго.пьник АВС с прямым уг.тrом С. М середина 
гипотенузы. На [Clv\1, как на диа?.~етре, построена окружность, 
иерееекающая стороны треуго.пьника СВ и СА в точках Р и К 
соответственно. Предположим, что точки В и А закреплены, а точ· 
ка С nеремещается в nлоскости так, что веЛичина уг.тrа АСВ остает· 
с я равной 90°. 

1) Как изменяется отрезок !(Р? 
2) Какие линии описывают точки К и Р при движении точки С? 
13.4. На оси абсцисс Ох взяты точки А, В, D и Е с координатами 

(2; О), (8; О), (4; 0), (-4; О) соответственно. Пусть точка М принад· 
лежит окружности диаметра DE, но не принадлежит Ох, и пусть 
точка !(-точка пересечения этой окружности с отрезком МВ. 

Доказать: 
1) треугольник OAivf подобен треугольнику ОВМ; 
2) точки М,!(, О, А принадлежат одной окружности (точка О­

начало координат). 
13.5. Разложить алгебраическое выражение 

(у2 х2) 2 z2 (2х2 2у2 z2) 

на линейные множители. 
13.6. Имеется конечное множество фигур (квадратов, треуголь· 

ников, кругов). Пара фигур множества зачеркивается и заменяет· 
ся одной из данных фигур по следующему . (6, 0) 6; 
(0, 0)= О; (0, 0)=0, (6, О) О; (0, ; (6, Ь) О. 
Доказать, что фopi'.ta оставшейся фигуры не зависит от порядка 
выбора пар для очередного зачеркивания. Найти способ наибо.1ее 
быстрого нахождения формы оставшейся фигуры. 

13. 7. Р + 23 + 33 = (1 + 2 + 3)2
• Доказать, что других на• 

туральных чисел, удовлетворяющих условию r у3 i!' 
= (х +у+ z)2 не существует. 

13.8. Премировано а участников областной математической 
олимпиады, Ь участников городской олимпиады и с участников рай-
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оннрй ОЛИМtllJtады. Найти значения а, Ь, С; если известно, что каж­
дое из этих чисел· является nрос:тым, а 'вс.е. ощ1 связаны соотноше­

нием а + 8 = Ь (Ь + с). 
13.9. Какую линию образует множество центров nрямоуголь­

ников, вписанных в данный треугольник АВС так, что две вершины 
каждого nрямоугольника лежат на стороне АВ, а две друr·ие ___,. на 
других сторонах тр·еугольника. 

13.10. При делении некоторого натурального числа на 45 оста­
ток равен квадрату частного. У становить делимое. 

-+ -+ -+ _____... 

13.11. Известно, что 1 ABI = 3, IACI = 4, АВ _l АС. Найти: 
-+ -----+- _____... -+ --+ -+ 

1 BCI; 1 ABI + 1 ACI; 12 1 ABI + 12 1 BCI- 12 1 ACI. 
13.12. а) Дан nроизвольный четырехугольник. Докажите, что 

плоскость можно лакрыть без nроnусков и наJюжеrrий четырех­
угольниками, конгру::Jнтными данному. 

б) Существует ли такой nятиугольник, коnиями которого мож­
но замостить nлоскость? 

в) Тот же воnрос для nятиугольника, никакие две стороны ко­
торого не nараллельны. 

13.13. Найти значения и и v такие, чтобы функция f (х} = -х2 + 
-+- их + v имела nри х = 1 наибольшее значение, равное 4. Постро­
ить график этой функции. 

13.14. Найти трехзначное число, равное сумме всех двузначных 
чисел, которые могут быть образованы цифрами искомого числа. 

13.15. Пусть ABCDEF- выnуклый шестf!угольник. Известно, 
что !ВС] 1! !FEJ 11 [ADI, [DCI 11 !AFI 11 [BEI и !EDI 11 !ВА]. Дока­
зать векторным методом, что [CFI 11 [BAI. 

13.16*. Функция f (х) = _!_ обладает весьма интересным свой­
х 

ством f (f (х)) = х. Поnробуем отыскать другие функции, обладаю­
щие этим свойством. 

13.17*. Найти функцию, удовлетворяющую условию f (х) -

- af ( ~) = ах. Установить области изменения и оnределения этой 
функции и nостроить ее график nри а = 2. 

13.18. Все пелые числа nроизвольным образом разбиты на два 
множества. Доказать, что хотя бы в одном из этих множеств найдут­
ся три числа такие, что одно из них есть среднее арифметическое 
двух других. Х2 - 4 = 6_ х. 

13.19. Решить графически уравнение х- 2 
13.20. На плоскости даны 5 точек, из которых никакие три не 

лежат на одной nрямой. Каждые две из этих точек соединены «крас­
ным» или (<синим» отрезком; nри этом никакие три отрезка не обра· 
зуют треугольника со сторонами «одного цвета». 

Доказать: 

1) из каждой точки выходят два «красных» и два «синих» отрезка; 
2) «красные» отрезки образуют замкнутую ломаную линию, 

nроходящую через все эти точки. 
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13.21; Доказать, что число а= 2 · 74пн + 3 • (l + 7411) крат-
но 10 nри всяком целом неотрицательном n. · · 

13.22. Если а. - весократимая дробь, то дробь а+ ь так-
Ъ . ~+~+~ 

же ш::соl<ратима. Доказать. 
13.23. Город распо.'Jожен на берегу реки; пляж находится на 

расстоянии s км от города против течения реки. Какое максималь­
ное время нужно затратшь для проезда на катере до пляжа 11 обрат­
но и на ожидание катера, если техническая скорость катера v км/ч, 
скорость течения ре1ш v1 км/ч и стоянка катера у пристани не бо­
.'!ее t мин.? 

13.24. Имеется .10~1 стали двух сортов с содержанием никеля 
2 и 4%. Изэтоголоыа по.'Jучается сплав, содержащнй 2,5% ннке.1я. 
Выразить завиенместь (формулой и графиком) между массами лома 
одного и другого сорта, идущнми на приготовление сплава. 

13.25. В трапециях с основания~ш хн 3 выразить как функцию 
от х расстояние между серединами диагона.1еii. Построить график 
этой функции. Узнать, при каком значении расстоя1111е ыежду се­
рединами диаrона.1еЙ rавно 1. 

13.26. !АВ] и ICD -два взаимно перпендикулярных дшl­
метра окружности. Точi<а М движется по полуокружностн, кото­
рая не содержит точки D. Из точки D опущены перпен;пшу.r,яры 
IDE] ..L (МА) и lDPI ..L (МВ). Какую юшию оGраэ\'ют точюr пере­
сечения дию·онаJJей четырехуго.1ьника DEHP в пронессе движения 
точки М? 

13.27*. При каких значениях х дробь D ~-~··-- припн-
2х2-4х+З 

мает экстремальные значения? Найти эти значения дроби D. 
13.28. Внутри данного угла отмечены две точrш А н В. Постро· 

ить равнобедренный треугольник так, чтобы вершина его находrJс1ась 
на одной стороне этого угла, основание треуго.1ыrr1ка на дру­
гой стороне этого угла, а каждая нз боковых сторон проходила 
соответственно через точки А и В. 

· 13.29. Окружность касается извне стороны равностороннего 
треугольника и «катится» по нему без скольжения. Сколыю nолных 
оборотов сделает эта окружность к моменту возвращения в исход­

ную точку, если длина стороны треугольника равна длине окруж­

ности? Сколько оборотов сде.1ает при тех же условиях окружность, 
если она «катится» по сторонам ромба? 

13.30. 3 + 1,5 3 • 1 ,5. Найти другие чис.1а, об.'Jадающие этим 
свойством. 

13.31. Составить из цифр от О до 9 пять двузначных чисел так, 
чтобы их произведение было наибольшим. 

13.32. Можно ли ходом шахматного коня попасть из левого ниж­
него угла шахматной доски 8 х 8 в правый верхний угол, побывав 
на каждой клетке доски ровно один раз? 

13.33. Имеется 12 шаров одинакового диаметра и внешне неот­
личимых друг от друга. За исключением одного шара масса шаров 
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(J:t1накоЕа. Тр€мя взвешиваниями на рыqажных весах найти 
Ь'IОТ шар. 

13.:14. Баюерин имеют такой закон развития: каждая бактерия 
жш:ет сдt:н час и каждые полчаса порождает новую бактерию (все­
' о ,ro:e сактерии ?а свею жизнь). Ско.тько бактерий будет через ·t ч? 

13.35. В,rороде N имеется· 10 000 телефонов с четырехзначными 
Iюмерамп. В центральном райm1е города - более половины всех 
тt'лесtонов. Доказать, что хотя бы один из номеров цептральных те­
жt}онов сумме номеров двух других центральных теле­

q.онов. 
13.36. Тсчl\а А находится внутри шести окружностей. Доказать, 

<;То цtl!Тр хон1 бы од1юй окружности лежит внутри какой-либо из 
сста.ты!ых. 

13.37*. В равнобедренный треугольник вписана окружность. 
Извсспю, что высоты 1 реугольника пересекаются на этой окружно­
сти. Найти угол пра основании треугольника. 

13.38. В центре ПОJТЯ, имеющего сJ:орму квадрата, находится 
nолк, в nершинах его -.,собаки. Волк может справиться с одной 
собакой, две собаки спраimяются с во.т1ком. Скорость бега любой 
собаiш равна 1,5 скорости бега во.тша. Доказать, что у собак суще­
ствует Еозможность не выnустить во.пка за границы поля. 

13.39. Даны рав<:нства: 

29 + 92 = 121 

47 + 74 = 121 

Как записать в общем виде закон, который в них прояв.'IЯется? 
Какую задачу можно ссJ:ормуJтировать в связи с этим законом? 
I-Iайти все двузначные чисJJа, обдадающие этим свойством. 

13.40. Доказать, что если ABCD- прямоугольник, то для лю-
бой точки М справедливо отношение /МА/2 + /МС/2 /МВ/2 + 

IMD/2
• 

13.41 *. На сторонах неiюторого четырехуго.1ьника построены 
квадраты. Центры 1шадр<1тов соединены отрезками; образовался 
другой четырехуrо.тышк. Середины диагоналей исходного и по.тiу· 
ченного четырехугодьников соединены отрезками. Установить вид 
полученного четырехугол:сника. 

13.42. В круге проведены два радиуса. Построить хорду, де.Тiя­
щуюся ими на три равные части. 

13.43. Плоскость покрыта сеткой квадратов . .Можно ли постро· 
ить правидьный треуrолышк, вершины которого находились бы 
в углах этой сетки? 

13.44*. Дана треугольная пирамида, у которой плоские углы 
при вершине прямые. Доказать, что 

1) nлощадь каждой боковоi; грани есть среднее геометрическое 
между площадью проекции этой грани на основание пирамиды и 
площадью основания пирамиды; 
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2) сумма ивадратов площадей боковых граней пирамиды равна 
квадрату площади ее основания. 

13.45*. Найти действительные решения системы уравнений 
• .3 3 з: 

{ 

А-. + у - z - xyz = -4, 
r - i + 2 3 - xyz = -8, 

-r + i + z3 
- xyz = -2._ 

13.46. Найти все решения системы урдвнений 

{ 
2х2 

- ху - у2 - 4х, + 4у = О, 
х2 + ху - 2у2 - 5х + 5у = О 

и изобразить их в координатной плоскости. 
• 2аЬ /- а+ Ь 13.47. Доказать дваиное неравенство -- < 1 аЬ < --

а+ Ь 2 
(а и Ь- действительные положительные числа). Какие практиче­
ские приложения может иметь это неравенство? 

13.48*. В пространстве даны две скрещивающиеся прямые l 
и l1

, на которых отмечены отрезки 1 А В 1 = а и 1 CD 1 = Ь. Доказать, 
что объем тетраэдра ABCD не изменнется nри перемещении отрез­
ков АВ и CD по прямым l и 11

• 

13.49*. Сосуд, имеющий форму полушара, наполнен водой, а 
затем наклонен на угол, равный 45°. Какая часть воды останется в 
сосуде? 

13.50. Доказать, используя векторы, что высоты треугольников 
(или прямые, которым они при надлежат) пересекаются в одной точке. 

13.51. Соединены середины сторон прямоугольника. Определить 
вид полученной фигуры. 

13.52. Построить параллелограмм по серединам четырех его 
сторон. Можно ли построить ромб по четырем серединам его сторон? 
Не.'Iьзя ли построить ромб по серединам трех его сторон? 

13.53*. Тысяча точек являются вершинами выпуклого тысяче­
угольника, внутри которого расположено 500 точек так, что никакие 
три из них не лежат на одной прямой. Многоугольник разрезается 
на треугольники, вершинами которых являются только данные 

1500 точек; Сколько получается треугольников? 
13.54. Установить, задает .'IИ равенство 1 у- ] 1 = х + 1 ото­

бражение множества 

Х = {х/х ~ 1} 
на множество 

у = {у/у~ -3}. 

13.55. Длины сторон первого разносторо~него тр~угольни~а р, 
1 k1 1 и . р 3 k 3 q iг, q, а второго- р, , q. звестно, что- = , - = , -=1=3. 

р k q 
Могут ли эти треугольники быть подобными? 

3 5 в Бу-х 2х-у 1 • 6. ычислить значение выражения --+ --,если извест· 
Зх+у Зх-у 

но, что 10х2 - 3у2 + Бху =О и 9х2 - у2 =1= О. 



13.57. Сапавить <tормулу, определяющую функцию 

ер (t) {О при t с, 
t с при t): с. 

13.58. Пrrемещение ср не имеет неподвижных точек. Имеет лн 
пеподвижные.точки композиция ер о ~? 

13.59. В прямоугольной системе координат рассматривается nря-
мая, заданная уравнением ах Ьу с О. Найти расстояние от 
начала координат до :>той прямой. 

13.60. Пусть N = {1, 2, 3, ... , n, ... } -множество всех нату­
ра.,ьных чисе"1. 

а) Доказать, что объели нение трех множеств 

MI = {3, 6, 9, 12, .... Зп, ... }; м2 {2, 5, 8, 11, .... Зп 1, ... } 
и М 3 = {4, 7, 10, 13, ... , Зп + 1, ... } 

представляет собой множество всех натуральных чисел, кроме 1. 
б) Доказать. что множество всех натура.ТJьных чисел (кроме 1), 

не кратных чю:лу 3, имеет вид 

М8 = {4, 7, 10, 13, ... , Зп + 1, ... }. 

13.61. Привести примеры различных графиков А и В, д.fJЯ ко-
торых А о В В о А. 

13.62. Доказать, что сумма квадратов пяти последовате.1ьных 
натуральных чисел не может быть квадратом натурального числа. 

13.63. Для каких натуральных n числа n5 n + 1 и n11 + n + 1 
являются простыми? 

13.64. Даны три множества А 1 , А 2 , А 3 , и для каждого n ): 4 
определяется множество Ап Ап-l П <Ап-2 U Ап_3). Найти мно-
жество А10 • 

13.65*. Доказать, что в любой компании из шести человек всег­
да найдется либо трое знакомых друг с другом, либо трое незнако­
мых друг с другом. (Два члена А н В компании считаются знаiю­
мыми друг с другом, если А знаком с В, а В знаком с С.) 

13.66*. Из целых чисел от 1 до Зп выбрали n + 2 каких-то чи­
сел. Доказать, что при n > 1 среди выбранных чисел неnременно 
найдутся два таких, разность между которыми больше n, но мень­
ше 2n. 

13.67. Упростите выражение 60 (61 9 + 61 8 + 6Р + ... + 6!2 + 
+ 62) + 1. 

13.68. Доказать, что если .Е. = !!. = .!!_, то р = q = k. 
q k р 

13.69. Даны множества 
А= {а, Ь, с, d}, В {а, Ь, 4}, С= {4, 2, с}, D = {а, Ь, 3}, 

Е= {l,b}. 
Найти а, Ь, с, d, зная, что В с: А, С с: А, D с: А, Е с: В. 
13. 70. Чему равно значение выражения а17 - 8а16 + 8а15 -

- 8а14 
... 8а2 8а + 8 при а = 7? 



ОТВЕТЫ, УI~А~JАНИЯ, РЕШЕНИЯ 

§ t. КАКИЕ ЗАДАЧИ МЫ НЕ }'М ЕЕ :М РЕШАТЬ 

1.2. а) х2 - 3х- 7х + 21 = х (х- 3)- 7 (х- 3) = 
(х- 3) (х- 7); (х 3) (х 7) = О, откуда х = 3, х = 7. 

2 1 1 1 ( 1 )2 ( 1) б) х - 2 • - • х - - + 2 = х - 2 - - = 
2 4 4 2 4 

( 
1 '2 7 ( 1 )2 7 ( 1 )2 7 х - 2) + 4; \х 2 4 = О; х - 2 = 4 

Это уравнение в множестве действительных чисел не имеет р~ 
шения, т. е. множество корней составляет пустое множество. 

1.3. nри решевин примените свойства осевой симметрии. 
1.4. Занумеруем мешю1 цифрами 1, 2, 3, ... , 10. Возьмем из l·ro 

мешка 1 монеп·, из 2-ro мешка - 2 монеты/~из 3-ro мешка - 3 
монеты и т. д. Выбрано 55 монет. Их масса должна быть равна 550 r 
(ес.1Jи бы все монеты были настоящими). Но среди монет есть фаль­
шивые, поэтому их истинная масса т> 550. Разность т - 550 ука­
жет, в каком мешке монеты фальшивые; наnример, при т = 553 r 
имеем 553 550 = 3 (номер мешка). 

1.8. Одно из решений: «Солдат с собакой прош.пи мимо пролома 
в заборе». 

§ 2. УЧИСЬ НА ЗАДАЧЕ 

2.2. nеречертите рисунок 5. Убедитесь в том, что 6 МАВ и 
!:::. MCD не будут лежать <<внутри» четырехугольника ABCD. 

· 2•3• 1 + _!_ =х +У. 
х у ху 

Наибольшего значения произведение ху достигает при условии, 
что х у, ес.1и суммах у есть величина постоянная. 

Из условия х + у = 6 следует, что х = у 3. Дробь х +У при-
ху 

мет наименьшее значение при постоянном числителе, если знаме­

натель достигает наибольшего значения, т. е. есш1 х + у = 6, 
6 2 

то ху = 9 и - = -. 
9 3 

2.4. Теорему, которую мы использовали при решении задачи 3, 
можно применять и для трех переменных х, у, z: 

_!_ + _!_ l yz + xz + ху 
х у z х~ 
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xyz nримет нанбольшее значение, если х = у z = 3, так как 
х +у+ z = 9. 

3. 3 
Таки:vt образом, --...:...

3
-. 

3
-. 

3
.:..__ __ 1. 

2.5. Мы знаем, что точный квадрат в разложении дает А 2 + 
+ 2А В + 8 2

• В рассматриваемой сумме можно предположить 
8 2 = 1, значит, нам надо доказать, что 

11 (n + 1) (n + 2) {11 + 3) l 2А l. 

Первое слагаемое А 2 + 2А представить в виде А (А + 2). 
Выберем для умножения «удобные» пары множителей: n (n + 3) 

и (n + 1) (п + 2}, чтобы в выражении А (А + 2} выделить А: 
(n2 3n) (n2 + 3n 2). 

Задача решена! 

n (п + l) (п + 2) (п + 3) 1 
+ 1 (n2 

2 (п2 + 3п) + 

2.6. 1 с п о с о б. Разложим та т на множители т3 
- т = 

=т (т2 - 1) = rn (т- l) (т 1). 
Расnоложим числа по порядi<у: (т l) т (т 1). Но тогда 

задача рпнена: из трех последовательных натуральных чисел одно 

обязате.ТJь_но делится на 3, а значит, делится па 3 и все произведение. 
I 1 с п о с о б. Мы знаем, что если число делится на 3, то его 

можно записать в виде т = 3k. Если же число не делится па 3, 
то при делении может быть в остатке или 1, или 2, тогда число мож· 
но записать в виде т = 3k + l или т = 3k + 2. 

Рассмотрим· первый случай. Пусть т 3k, тогда 

m3
- т= (3k)3

- 3k = 33 
• k3

- 3k = 3 • (32 
• k3

- k) ; 3. 
Рассмотрим второй случай: т 3 k 1, nодставим значение т 

в данное выражение 

т3 - т= (Зk + 1)3
- (3k + 1) = 27k3 + 27k2 + 9/l + 1-

- 3k - 1 = 27k3 + 27k2 6/l = 3(9k3 9k2 +2k) : 3. 
Рассмотрим третий случай: т Зk 2. 

(Зk + 2)3
- (Зk + 2) = 27k3 + 54k2 + 33k 6 
= 3 (9k3 +18k2 + 1lk + 2): 3. 

2.7. 123 ... k. 9 + (k + l) = 111 ... 1*. 
раз 

Возможные задачи: а) доказать это равенство; б) какие, ана· 
.логичные данному, свойства натуральных чисел вам известны и т. n. 

с 

Рис. 70 
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§ 8. HAI1. НАЧИНАТЬ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

3.1. I с п о G о б. Провести две произ· 
во.ТJьные прямые АВ и CD, nерссекающие 
стороны угла (рио. 70). 

* Запись 111 .•• 1 объяснена на с. 26. 



Гiостроить биссектрисы двух углов в 
получившихся треугольниках АВК: и CDK 
(К вершина, которой нет на рисунке). 

О и 0 1 - точки пересечения биссектрис. 
(001) - искомая биссектриса 'направле· 

ние полета). Правильнасть этого построе­
ния доi<ажите самостоятельно. 

II с по с о б'. 1) (АВ) 11 (MN) (рис. 71); 

2) АО = 1 А."'11 и 1 МО 1 1 
1 о в 1 1 N в 1 1 OIN 1 

3) (ООд - биссектриса. 
3.2. После очевидных прообразований 

данное уравнение приводится к виду 

х2 (а Ь) - х (а - Ь) (а Ь) О. 
• Ес,тш а = Ь, то уравнению удовлетво-
ряет любое число. Если а Ь, то корпи 
уравнения Х1 = О и х2 = а Ь; поэтому 
корень будет единственным только при 
а =F Ь; а =F Ь и а + Ь = О, т. е. при 
а -Ь =F О. 

3.3. Решим сначала частную задачу. 
Где следует построить переправу через 

канал, чтобы пункты А и В были соеди­
нены кратчайшим путем? 

Допустим, что пункты А и В располо­
жены так, как показано на рисунке 72. 
Выполним парал,ТJеnьный перенос точки А 
в папрамении [АА 1 ) на расстояние d (где 
d ширина канапа). Строим прямую (А 1В), 
эта прямая пересекает канап в точке D. 
Строим [CDl, пе1-1пендикупярный сторонам 
канапа. Путь ACDB искомый. 

Теперь решаем искомую задачу (рис. 73). 
Строим. образ точки В при параллепьном 

переносе, отображающем точку М на. точ­
ку Р, затем образ точки В1 при парал,ТJеJIЬ· 
мом переносе, отображающем К на L. Гiуть 
ACDEFB искомый. 

~ 

3.4. EMD = 180° - (~ + (90° - ~)) = 
90" (рис. 74). 
1 ЕМ 1 1 MD 1 (как диагонали конгру-

энтных прямоугольников), а значит,.6.ЕМD 
~ 

прямоугольный и равнобедренный. MDE = 
= а.=45°, ')' ~=а.= 45°. Оrкуда а.+~+ 
+1' goo. 

Рис. 71 

8 

Рис. 72 

Рис. 73 

Рис. 74 
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3.5. А 3 · (___?- + - 2
- + - 2

- + ... 
5·7 7.9 9·11 

з('(_!_- _!_ \)+ ( _!_- J..) + ... + ( _!._ - J..)) 
\ 5 7 \7 9 \19 21 

3 (_!._ - _!._ _!._ - __1_ + .. . + 1 _!._) 
5 7 7 9 19 21/ 

16 

§ 4. l'.EШAII IOIECTO ОДНОЙ :н;,АЧII ДPYfYIO 

4. t. Испо.%зуя частные задачи (рис. 22), например б) и в), 
составим следующую задачу: «Найти множество точек, равноуда· 
,'Jенных от сторон у г л а и от концов отрезка, принад.ТJежащего это· 

му углу». 

4. 2. Частное решение: ее ли точки А, В, С, D рас положены та к, 
как показава на рисунке 75, то искомой точкой является точ­
ка S (пересечение срединных перпендИI\у.'lяров к отрезкам (ABJ, 
[BCI, [CDI). 

В общем случае задача не имеет решеiiИЯ. 
4.3. См. рис. 76. _ 
4.4. П. з. (типа «дети»)- для двузначного числа: 5 Ьа, 

откуда 50а 5Ь 10Ь + а, или 49а = 5Ь. д.1я самого ма,ГJого зна­
чения а = 1 и самого большого значения Ь 9 имеем 49= 45. 

не имеет решен11я среди двузначных чисел. 

П. з. (типа «родителю>). Показать, что не существует натураль­
него числа, которое при перестановне нача.ГJьной цифры его записи 
в ее конец увеличится в 5 раз. 

В самом деле, так как при уве.пнчеюш числа в 5 раз число цифр 
его не и~l\:сняется, то первая uнфра записи этого числа есть 1. 

Рис. 75 

Рис. 76 
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Если }r;e 1 станет последней пифрой его за· 
писн, то число не может делиться на 5. 
Утверждение доказано. Более общую зада· 
чу оказалось решать легче. 

4.5. Из услошш задачи легко обнару­
жить, что требу('мая ситуация до.'Jжна уда· 
влетворять двум условиям: 

1) вышка должна находиться на оди­
наковом расстоянии от дороги и от озера; 

2) озеро до.'lжно быть видно с вышки 
ПОД ПрЯМЫI\1 УГЛОМ. 

Теперь ветрудно составить две подзада­
чи, родственные данной: 

п. з. (1). Построить точку, равноуда­
ленную от двух прямых (дороги и озера); 

п. з. (2). Построить точку, из которой 
данный отрезок (озеро) виден под прямым 
углом. 



Каждая из этих подзадач решается 
довольно легко. 

Решение п. з. (1)- это не что иное, как 
решение первой задачи, рассмотренной в 
предыдущем параграфе. Вспомним: по­
строить прямую, равноудаленную от двух 

данных (рис. 77). 
Сколько решений имеет подзадача I? 
Решение п. з. (2). Искомая точка (выш­

ка) должна находиться на окружности, 
построенной на данном отрезке (озере), как 
на диаметре (рис. 78, а). 

Сколько решений имеет п. з. (2)? 
Теперь надо взяться за решение нашей 

задачи: здесь оба требования до.'Iжны соб­
людаться одновременно. Но тогда искомая 
точка должна находиться одновременно 

как на биссектрисе угла, образованного 
двумя прямыми (озером и дорогой), так и 
на окружности из п. з. (2). Это может про· 
изойти только в случае их взаимного пе-­
ресечения (рис. 78, б). 

§ б, РАССУЖДЕНИЕ ПOJIOf АЕТ ДОГАДКЕ 

~ 
~ 
а)~ 
Отрезок iJopoгu 11 iiepeг озера 
параплельн61 

- Дорога 

Отрезок i/opoгu ц оерег 
озера не параллельны 

Рис. 77 

5.1. Из х2 + х + 1 О сждует, что а) 
(х2 +х l)(x-l)=O,т.e.r 1=0, 
или r 1. Поэтому f (х0) 1979 при 
xg = 1. Дорога 

5.2. Предположим, точек пересечения 
две*. Докажем, что прямых будет только 
три. Действите.1ьно, пусть имеется всего две-~=:::----,~:--
точки пересечения С и D и пусть а и Ь -
прямые, пересекающиеся в точке С, а d­
прямая, не проходящая через С (такая 
прямая есть, иначе все прямые пересека· 

лись бы в С). б; 
Прямая d пересекает лишь одну из пря· 

мых а, Ь, скажем а, в точке D, другой пря- Рис. 78 
мой Ь она параллельна (рис. 79, а). 

Больше нельзя провести ни одной прямой, не увеличивая числа 
точек пересечения. 

Теперь докажем, что на месте многоточия не может стоять число, 
отличное от 2. Если точка пересечения одна, то прямых :vюжет бьrrь 
любое число: все они проходят через эту точку. Если число точек 
пересечения n > 2, то чис.'Iо прямых определено неоднозначно. 

* Математические соревнования. Геометрия, БФМШ. М., 1974, вып. 4. 
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ь d 

с D 
а 

0.) 

а) 

Рис. 79 

Например, на рисунке 79, б мож­
но провести прямую апн парал­

лельна an, а можно не проводить, 

на число точек пересечения это не 

влияет. 

О т в е т: n 2. 
5.3. х = 5 -у, причем у ~ 5. 

_!_+_!_= 1 +_!_=у+5-у= 
х у 5 у у у(5 - у) 

Отсюда 
2, 3, 4. у= 
х = 2, тогда 

1 l 
х у 

5 
у(5-у) 

у=!= О, у= J, 
3 или у= 3, 

Рассмотрели случай, когда х, у -
натуральные числа. 

Если х, у дробные числа, 
то выражение -/ + 5у имеет 
максимум при у = (О+ 5) : 2 = 
= 2,5 равный -6,25 + 12,5 = 6,25. 
Тогда искомое наименьшее значе-

500 4 
ние равно 

625 5 . 
5.4. Ключом к решению явля· 

ется догадка о том, что каждый 
из треугольников состоит из двух одинаковых прямоугольных тре­

угольников, приложеиных друг к другу равными катетами двумя 

способами. 
/'.. /'.. 

5.5. Если А= В, то ICMI = !CLI. 
Пусть А < В =>- {jj с > А+ 8 + с 

2 2 
90", 

~ 

MLC= но 

"'" с ~ 
В+ "2 =>- MLC > 90" и 1 СМ 1 > 1 CL /, т, е. 1 СМ 1 > !CL 1 (рис. 80). 

§ 6. СОСТАВЛЯЙ СВОИ 3АДА Чll 

6.1. Поразмыслим над этой ситуацией. 
1) Всегда .!Jи биссектриса угла находится между медианой и 

высотой? 
2) Определяют ли медиана, биссектриса и высота треугольник 

так, как, например, периметр определяет три его данные стороны? 
3) Можно ли вычислить угол меЖду биссеrприсой и медианой, 

биссектрисой и высотой, зная углы треугольника? И т. д. 
Остается только перефразировать эти вопросы, оформив текст 

в виде задач, да еще каких задач! Сде.!Jаем это. Впрочем, вы сможете 
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с этим справиться сами. Вот удастся ли 
вам быстро решить эти задачи, мы не уве· 
рены. 

6.2. Например: «А нельзя ли построить 
треугольник, если заданы середины двух 

его сторон и прямая, которой принадлежит 
биссектриса, проведеиная к одной из этих 

8 сторон?» 
Реш е н и е. Пусть задана прямая l, 

на которой лежит биссектриса угла В, 
точка Е середина стороны ВС и точка 
F середина стороны АС треугольника 
АВС. Ветрудно указать одну точку, кото-
рая заведомо лежит на прямой АВ, это 
точка D, симметричная точке Е относи­
тельно l. Кроме того, мы знаем и направ­
ление прямой АВ: она параллельна EF. 
Построив по этим данным прямую АВ, мы 
последовательно найдем вершины В, С и А. 
(Искомый треугольник существует тогда и 
только тогда, когда луч EF пересекает 
прямую l. При этом условии треугольник А 
определяется единственно.) 

6.3. 1) Обозначим 1 ACI = а и 1 BN 1 = 
= а1 (рис. 81); 

2) l:::. АРК ~ Ь. MBN ~ l:::. EFC (треугольники 

ни е); 

5) зs 
llAPК. 

1 а· 
3 ' 

1 
3 

s 

( 
1 '2 

3 за) у-з 
4) 3 s 

llAPК. 4 

d АВС 

с 

А 

Рис. 80 

в 

к Е а 

Рис. 81 

равносторон· 

12 

§ 7. ПАI~ ОФОР:ПдНТЬ ЗАПИСЬ РЕШЕНИЯ 3АДАЧII 

7.1. Предположи:vt, что некоторые из 500 000 сосен имеют по· 
парно раз.rшчное число игоаок. Тогда среди 500 001 сосны всегда 
найдутся две такие, у которых число иголок одинаково, так как па 
каждой сосне (по ус.rювшо) не 'более 500 000 иголок. Текстовая за· 
пись решения весьма удобна. 

7.2. оформления решения этой задачи и для поисков са-
мого решения удобна запись в виде отрезкавой диагра'.!МЫ (рис. 82). 

7.3. Решение и оформление его удобно провести в виде схе:v!ы-
графа, из которой .r1егко виден ответ па вопрос задачи каждый 
игрок сыграл по две партии (рис. 83). 

7.4. Составим наг.'щ'.\ную схему условия задачи (рис. 84). Из 
ри,сунка ясно, что по 2 стороны каждого ломтика всего 6 сторон; 
на сковородке у:vtещаются два ломтика, значит, понадобrпсн 3 мин. 
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ЗОл в 

1-й оиаон /!l!!..n-,0. во}r8ет 
2Ол 

2-й ои.дон .~,зол 
А 

Рис. 82 

Рис. 84 

2 

Рис. 85 

Рис. 83 

§ 8. ИВУЧИ САМОГО СЕБЯ 

8.1. Например, туча - куча - кура -
кара - пара - парь - гарь - гать -
геть- деть день. 

8.2. 29 треугольников. 
8.3. См. рис. 85. 
8.5. Рассмотрим промежуток времени в 

Т с между двумя последовательными мо­
ментами времени, в которые п'ервое теJю 
«догоняет» второе. За это время первое те-
ло сделает а оборотов, второе тело сделает 
а - 1 оборотов (а - не обязате.1ьно на­
туральное). Если первое тедо де.т~ает один 
оборот за х с, то второе тело де.т~ает один 
оборот за (х + 2) с. 

Тогда а · х (а- 1) · (х 2), отку-
да а = (х + 2) : 2. В то же время х · а 

- 12, и потому х (х + 2) = 24. Значение х = -6 не годится; 
значение х 4 есть ответ на вопрос задачи. 

8.6. а) 6; б) 14; в) 324 = (449 523) : 3. 
8.7. 154; разности пар рядом стоящих чисел: 15, 17, 19, 21. 
8.8. Искомая фигураХ, так как она является составной частью 

первой из фигур в третьей строке. 
8.9. 1) 639 = 6 . 39 63 . 9 - 6 . 3 . 9; 688 6. 88 

+ 68 . 8 - 6 . 8 . 8. 
2) 18 + 39 = 57, а 1 · 8 + 3 · 9 = 5 • 7; 19 + 37 56, а 

1 . 9 3 . 7 5 . 6. 
3) 183 = 5832, а 5 8 + 3 + 2 = 18; аналогично для 263 , 273

• 

Другие числовые «неожиданности»: 
а) 13 · 52 + 13 · 52 1352; б) 20 25 45, а 452 = 2025; 

в) 1827 = 21 · 87, а 2187 27 · 81. 

§ D. KAit МЫ ДYliiAE:tl ПРИ РЕШЕНИИ ВАДАЧ 

9.1. Пусть Р и Q- середины двух дорог из А в В (рис. 86). 
R -точка, делящая пополам кольцевой маршрут УУ; а, Ь, с, d -

, расстояния IAXI, 1 BXI, 1 AYI, 1 BYI. 
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По условию с < d и город Х лежит, 
очевидно, на участке PRB (иначе ХАУ 
короче ХВУ). Кроме того, по выбору то-
чек Р, Q, R участки PR и QY равны и А 
1 RB 1 = 1 А У 1 :::=::;> Ь <с. Участки а и d 
больше половины пути из А в В, с меньше 
этой половины, поэтому с <а и с < d. По 
условию а Ь = с d. Так как Ь <с, 
то а < d. Итак, Ь < с < d < а. 

9.2. Рассмотрим взаимное расположе­
ние подмножеств А и В. 

1) А с В, 2) В с А, 3) А =В, 
· 4) А n в = е;, 5) А n в е;. 

Анализируя эти случаи, находим, что 
условие задачи выполнено, если Х = В; 
проверим: 

х n А = х, :::=::;> х _ в 
XUB=X -. 

р 

в 

Рис. 86 

Рис. 87 

Частный случай, когда А =В = Х. 
9.3. а) IDPI= iPBI. IAPI= IPC!, значит, [DPJ и [BPJ -ме­

дианы треугольников ACD и АВС (рис. 87). 
б) [АР] и [АЕ] также медианы этих треугольников, и потому, 

По свойству медианы треугольника, имеем 1 ВМ 1 = 2 1 Р М j, 1 D К1 = 
= 21KPI, следовательно, IDPI = IDКI 1 КР! = 31 КР!, а 1 PBI= 
= 1 PMI + IBM! = 3 IPMI. 

в) iDPI=IPB\,oткyдa IKPI IPM/,итorдa/DКI=IKMI= 
= IBM/. 

9.4. Рассмотрим случай уплаты денег четырьмя пассажирами 
из 25. Наименьшее число монет таково: I - 20, II - 15, III -
(10 + 10), IV -- 15; соответственно сдача будет такова: 15, 10, 
15, 10. Если мы уве.пичим число пассажиров в 6 раз, то 24 пассажи­
ра уплатят за проезд 20 · 6 к. = 120 к. Оставшийся пассажир по­
ложит в кассу 15 к.+ 10 к. и возьмет 20 к. сдачи. 32 монеты есть на­
именьшее число монет, необходимых д.ая оплаты проезда, так как 
сумму денег 1 р. 25 к. составит в этом случае наименьшее возможное 
число монет - 7 монет: 5 · 20 + 15 + 10. 

9.5. Пусть n - число прямых, N n - число частей, на которые 
плоскость разделилась n прямыми. 

Рассмотрим неско.аько случаев для n (рис. 88, а, б, в, г). 
Из рисунка 88 видно, что N п = 3n- 2. Значит, N100 = 298. 
9.6. Прямая, пересекающая (n- 1) прямые и проведеиная па-

рал.аельно п-й прямой, увеличивает число N на n (см. чертежи к 
задаче 5). 

Значит, надо провести 101-ю прямую, nересекающую 99 пря­
мых, параллельна 100-й прямой, чтобы число N увеличилось на 100. 

9.7. Вариант А 
1. у : х = 1, так как у : у = у и х · х = х возможно только при 

у= 1 их= 1. . 
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. >.;. .Ж. 
~m 

n=3, Nf1 n=t;., N't=fO 

а) D) 
n=5, Ns-::1J 

fJ) 

Рис. 88 

2. 30. 
3. Верно. Распределительный закон умножения (на -1) от· 

носите.r1ьно вычитания и переместительный закон. 
4. Сколько времени прошло от начала суток? х ч прошло от на· 

х 
чала суток; ч осталось до конца суток. 

7 

х + х 
7 

24 х = 21. 

5. х - число 3-рублевых 
левых). 

денежных знаков (рублевых; 5-руб-

х+ 3х 5х = 90 => х = 10. 

Сумма, представ.'Iенная 3-рублевыми знаками, 3 · 10 =30 р. 
6. 17(76)21. 
Правило: (12 16) . 2 56, (17 + 21) . 2 = 76. 

Вариант Б 

1. x2 -x>O=>x(x-l) >О=>х<О или x>l. 
2. 30. 
3. 100, так как четных чисел, которые могут стоять на первом 

месте в числе, четыре (2, 4, 6, 8); на 2-м и 3-м местах - пять (0, 2, 
4, 6, 8). 

25 чисел, у которых на первом месте стоит 2. Для 4, 6, 8 тоже по 
25 чисел. Всего 100. 

4. В шахматном турнире приняли участие 5 школьников. Каж­
дый доJiжен сыграть со всеми остаJiьными. Ско.r1ько матчей будет 

проведено в этом турнире (рис. 89)? 

Рис. 89 
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О т в е т: 10 матчей. 
5. Пусть х - число рублевых (3-руб­

левых или 6-руб.1евых) денежных знаков. 
20 < х + Зх 5х < 30 => х = 3. 
В кассе 27 р. 
6. х = 35, так как 1 7 =8; 8 + 

+ 8 = 16; 16 + 9 25; 25 10 35. 



§ 10. ПРОБЛЕМНЫЕ ЗАДАЧИ 

10.3. Смотри решение этой задачи в тексте § 11. 
10.4. Например: <<Какой формы лист фанеры дает бОльшую эко­

номию материала при выпи.1ивании из него дна для бочки?» 
О т в е т. Теоретически - правильный п-угольник. Чем боль· 

ше n, тем больше экономия материала. Практически -квадрат, 
так как шестиугольник, двенадцатиугольник и т. д. тоже еще надо 

вырезать. 

10.5. Минутная стрелка пробегает мимо 60 де.1ений циферблата 
за то же самое время, за которое часовая стрелка проходит 5 таких 
делений. Следовательно, маленькая стрелка движется (60 : 5) в 
12 раз медленнее, чем большая. Большая пройдет 1 деление, а 

мален;,кая - 1 деления. Значит, за 1 мин большая опережает 
12 

маленькую на r 1 - - - деления. 5 : - - (мин) - бо.пьшая 
( 1 ) 11 l1 60 

\ 12 12 12 11 
догонит маленькую. 

О т в е т: командир должен вскрыть конверт в 1 ч 5 мин 27 ~с. .. 11 

Можно составить серию задач, подьзуясь «методом» ((А нельзя 
<1И ... ?». 

Приведем пример одной из таких задач. «Известно, что минутная 

и часовая стре.'IКИ совпадают в 12 ч, в 1 ч 5 мин 27~ с и т. д:А нель-
11 

зя ди узнать, когда они направдены в противоположные стороны?» 
Р е ш е н и е. Разность между оборотами, сделанными минут-

ч " 1 б нои и часавон стрелками, равна - по.пного о орота, взятого нечет-
2 

1 1 6 
ное число раз, t 

1
/ = 

2 
(2n 1); t = ll (2n 1) (ч), n = 

= 1, 2, 3 ... 
10.6. Докажите сначала, что есди в !:::. АВС соединить основа­

ния высот, то получится треуго.1ьник, для которого стороны и 

высоты данного !:::. АВС являются биссектрисами внутренних и 
внешних углов. 

ПредПОJlОЖI[\1 теперь, что нам известны точки Е и F осно-
вания высот ВЕ и CF треуго.!J:Ьника АВС, а также прямая l, на ко­
торой .'Тежит высота AD. Мы должны указать на прямой l такую точ­
ку D, чтобы в 6. DEF прямая l шла по биссектрисе. Для этого до­
статочно построить точку Е1 , симметричную точке Е относительно 
прямой l, и принять за D точку пересечения прямых E1F и l. Дока­
жите, что прямая ВС должна служить биссектрисой внешнего 
угла D 6. DEF, а прямые АС и АВ оlибо обе биссектрисами внут­
ренних, либо биссектрисами его внешних угдов Е и F. Искомых 
треугольников АВС существует два, если прямая l не проходит 
церез середину отрезка EF, бесконечно много, если она проходит 
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в 

Рис. 90 

и перпендикулярна этому отрезку, и 

нет ни одного, если она проходит, но 

не перпендикулярна. 

Серия задач. 
Например, ({Построить треуrодьник, 

если заданы прямая, на которой ле­
жит его основание, и две точки, яв· 

ляющиеся основаниями высот, опущен­

ных на боковые стороны». 
Реш е н и е. Докажите, что в лю­

бом /::". АВС окружность, построенная 
на основании АС, как на диаметре, про­

ходит через точки Е и F- основания высот, опущенных на боковые 
стороны (рис. 90). Пользуясь данными задачи, т. е. зная точки Е, F и 
прямую l, на которой лежит АС, легко восстановить эту окружность: 
ее центр будет лежать на пересечении прямой l и перпендИI{удяра, 
проведеиного через середину отрезка EF. Построив эту окружность, 
мы найдем точки пересечения ее с!. Одну из них можно принять за 
А, другую за С. Третья вершина В треугольника находится как 
точка пересечения прямых АЕ и CF. 

Проверьте, что если отрезок EF не перпенднкулярен прямой /, 
то существуют два треугольника, удовлетворяющих требованиям 
задачи, а если EF l. !, то их либо нет совсем, Jrибо (если точки Е и F 
симметричны относительно прямой /) существует бесконечно много. 

10.7. Надо задавать вопросы так, чтобы каждый поспедующий 
вопрос у~tеньшал вдвое количество остающихся возможных вариан­

тов. При такой системе, чтобы угадать один из 2п вариантов, до­
статочно n вопросов. 

Всего имеется 10 цифр: О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, тогда, возмож­
ных телефонных номеров имеем 105 

• 105 > (23
)

5
, т. е. 105 > 215

. 

Значит, 105 < 217 хватит 17 вопросов. Сами вопросы можио задс:шать 
по-разному. В:апример, можно спросить: «Верно ли, что ваш номер 
бОJ1Ьше 50 000?» EcJrи ответили «да», то второй вопрос может быть 
такой: «Бо.'lьше ли он 75 000?» И т. д. 

§ 11. ПРИКЛАДВЫЕ 3А.1АЧИ 

tl.l. Обозначим на схеме (рис. 91) знаками и«-» рыцарей 
различных станов. Мысленно исключим всех рыцарей одного стана, 

сидящих рядоl\t, кроме последнего (про-

+ + + тив часовой стрелки); получим, что чис-

-о-- о--++ -_:- л о рыцарей первого и второго станов ста-+ ло одинаковым, а вместе число четное. 

- - Мы исключили всех рыцарей, справа 
+__ _ ++ от которых сидел друг, и оставили всех 

а) О) рыцарей, слева от которых сидел враг. 
По условию чисдо их одинаково 

Рис. 91 (четное), таким образом общее число 
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всех рыцарей делится на 2 и 
еще раз на 2, т. е. на 4. 

11.2. Допустим, что шарик 
находится в точке С. Из ри­
сунка 92, а ясно движение ша­
рiiКа. Поэтому, поместив второй 
шарик на прямой (SN), ответим 
на вопрос задачи. Однако ша­
рик S можно поместить и в не­
которых точках прямых, • па­
раллельных диагонали (АВ), и 
на самой диагонали. Исследова· 
ни е поможет найти эти точки. 

Если имеем прямоугольный 
бильярд, то движение первого 
шарика (В) показано на рисун­
ке 92, б. Покажем, что (ВК) не 
параллельна прямой (PN). Для 
этого достаточно доказать, что 

угол 1 не конгруэнтен уг.'Iу 2. 
L 2 ""'L D N К, в свою очередь, 
LDNK""' L КВ1В (так как 

" /"-. 
(FD) 11 (ВВ1 )). 1 = 2 · КВ1В (так 
как L1- внешний для 6.ВКВ1). А 
Имеем, L 2 :::::: L D N К, следова-

" те.1ЬНО, L 2:::::: L квlв, 1 2 х 
~ 

х КВ1В. Значит, 1 > 2, тогда 
(ВК) не параллельна (PN). 

а) 

Рис. 92 

Таким образом, по пряi>юй (PN) второй шарик n:ускать нельзя 
(по условию задачи второй шар до.1жен двигаться no nрямой, па­
раЛJJельной (AD)). Если же шарик С nустить в нужном напраюе· 
нии, даже так, чтобы он ударился о борт (FD) в точке N, то, как бы­
ло показано раньше, (С2М) не будет параллельна прямой (ВК). 
Следовательно, для прямоугольного бильярда задача не имеет ре­
шений. 

t 1.3. Рассмотрим решение этой задачи. 
а) Пусть сопротивления проводников равны соответственно 

R1 и R2 Ом. По условию задачи можно составить систему уравнений: 

(

Rt + R2 =а, 
1 1 1 

R; R2 =ь. 
б) Преобразуем эту систему, по:vшя, что R1 > О, R ~ > О. 

( 

R1 R2 =а, ~· R1 + R2 а, 
Rl + Rz _.!_ • R . R аЬ. 
RJ · R~ Ь ' 

1 2 

89 



в) Используя теорему Виета, приходим к уравнению х2 - ах + 
+ аЬ = О, корни которого х1 и х2 ; R1 = Х1, R 2 Х 2 ll.'JИ R1 х2, 
R2 =Хн причем 

а-Уа(а 4Ь) 
х2 = 2 

г) Оба корня действите.1ьны при ус.1овии а - 4Ь :> О, или а 
а 

> 4Ь, или (так как Ь > О)- > 4; оба корня являются решением 
ь 

системы, если они положительны; это условие соб.1юдается, так 
как R1 + R 2 а >О, R2 • R1 аЬ >О. При а < 4Ь решений нет. 

д) П р а к т и tf е с к и й в ы в о д. Общее сопротивление двух 
парал.1ельно включенных в сеть проводников уменьшится по край­
ней мере в 4 раза по сравнению с сопротивлением тех же проводни­
ков, включенных nос.'Iедовательно. Испо.1ьзуя полученный резуль­
тат, мы можем с nолным основанием утверждать следующее: ддя 

того чтобы при паралдельном соединении проводники имеди со­
противление, например, в 0,5 Ом, необходимо взять такие два 
nроводника, общее сопротивление которых было бы не менее 2 Ом. 

е) П р и л о ж е н и е к т е о р и и. 
а 1 1 1 

1) Ес.rш заменить в-> 4 а R1 R2 и =-+ -, топо.1у-
ь Ь R1 R2 

чим при R1 >О и R2 >О неравенство (R1 + R2) (-
1 + -1 

) > 4. 
,Rl R2 

2) bk. 
3) В качестве очевидных решений этой задачи можно также 

получить неравенства 

Rl + !52. > 2 ИJIИ к _!_ > 2 (ес.'IИ В1. = к) . 
R2 R1 k R2 

Пасдеднее неравенство имеет особый интерес (и богатые прило­

3 4 1 2 
4 1 2 3 

1 2 3 ч. 

2 3' 4 1 

J 4 1 2 

4 1 2 3 

3 4 1 2 3 4 

4 2 3 4 1 2 3 ч 1 

1234123412 

2341234123 

Рис. 93 
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жения), так как вскрывает важ­
ное свойство двух взаимно-об­
ратных чисе.1. 

11.4. Раскрасим доску в че­
тыре цвета, как указано на ри­

сунке 93 (цифры - номера цве­
тов). Тогда каждая плитка за· 
мостит четыре клетки со всеми 

четырьмя цветами. Но клеток, 
окрашенных в 1-й цвет, -25, во 
2-й 26, в 3-й 25, а в 4-й 
- 24. Отсюда следует невоз­
можность указанной укдадки. 

1 1.5. См. рис. 94. 
11. 7. Пусть ддя того, чтобы 

фабрика подучила наибо.1ьшую 
прибыль, надо изготовить х пар 



А 

о) 

tJ) г) 

Рис. 94 

туфель для мальчиков и у пар туфель для девочек. Тогда имеем! 

!
3х 2у ~ 100, 
2х ~ 60, 
х >О, 
у >О. 

Общая прибыль равна F 5х + Зу денежных единиц. 
Решая систему, получим: х 30, у = 5. Откуда наибольшая 

прибьть равна: 

F 5х Зу = 5 · 30 + 3 · 5 = 165 
при выпуске 30 пар туфель для ма,JJьчиков и 5 пар для девочек. 

§ 12. КАК РЕШАТЬ ЗАДАЧУ 

12.1. Вычертим произво.1ьный треугольник (лучше разносто­
ронний и разноугольный, так как, изобразив равнобедренный ИJ1И 
прямоугольный треугольник, мы можем принять какое-либо част­
ное его свойство за общее). 

Высоты 6. АВС пересекаются в одной точке (точке 0). Эта же 
точка явдяется точкой пересечения биссектрис 6. А 1В1С1 (рис. 68). 

~ ~ 

Достаточно показать, что С1А 1А АА 1В1 (для других углов 
доказательство будет аналогичным, так как взята произвольпая 
высота АА1). 

Есди А 1А -биссектриса угла С1А 1В1 , то она будет осью сим­
метрии для этого yr.'Ia. 
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в Для того чтобы доказать, что АА 1 есть 
биссектриса угла С1А 1В1 , необходимо убе­
диться в равенстве величин углов С1А1А и 
АА 1В1 • Равенство величин углов можно до­
казать, если: 

а) углы входят в конгруэнтные или подоб-
А с ные между собой треуго.пьники; 

б) углы лежат в плоскости и имеют соот-
Рис. 95 ветственно пара.rJЛельные или перпендику­

лярные стороны; 

в) углы являются одноименными углами относительно векоторой 
окружности-и опираются на одну и ту же дугу этой окружности; 

г) величины углов равны порознь одной и той же ве.'lичине угла 
(свойство транзитивности равенства); 

д) углы имеют общую сторону, которая является осью симмет-
рии угла, величина которого равна сумме величин данных углов. 

Наиболее перспективныl\ш кажутся направления: 
1) поиск пары подобных друг другу треугольников; 
2) попытка «привязать)) оба угла к одной и той же окружности; 
3) использовать идею симметрии. 
П.з. (1). Дан треугольник АВС, в котором проведены высоты. 

Найти пары соответственно подобных треугольников (рис. 95). 
Таковы пары: 

в 

ь..АвАl "' D. сlвс, 
,6. ABLB С':) D. AClC, 
Ь..АА 1С"' ь,.ВВ1С 

(прямоугольные, имеющие общий острый 
угол). Откуда, в частности, 

1 А1А 1 1 ВА1 / 1 АВ 1 
1 ccl 1 = 1 вс11 = 1 вс 1 • 

П. з. (2). Основания высот ь,.АВС соеди­
нены. Найти пары подобных между собой 

А..___...~..~. ___ ;;а.с треуго.Тiьников (рис. 96) (угол В- общий; 

1 АВ 1 = 1 ВА1 1. иыеет место признак подобия 
Рис. 96 

в 

с 

Рис. 97 
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rвcr 1 вс11' 
треугольников). Таким образом, решение 
п. з. (1) обеспечивает решениеп. з. (2) (рис. 97). 

В свою очередь п. з. (2) обеспечивает ре­
шение данной задачи (если от равных ве­
личин вычесть поровну, то останутся рав­

ные величины). 

L А ВС- общий) по признаку подобия 
прямоугольных треугольников (рис. 98). 



(нмеет место признак подобия треуголь­
ников). 

/"'... '""'"" ~ ~ ВА1С1 ВАС (если бы ВА 1С1 = ВСА, А 
то бьто бы С1А 1 11 АС, что не имеет мес-
та, так как /::,. АВС произвольный). 

3) 6 А 1СВ1 С',) 6 АВС (аналогично 
второму шагу решен.ия). 

"""" ВАС. 

5) А 1А биссектриса L С1А 1В1 , что 

в 

Рис. 98 

видно из вспомогательного чертежа и еле- Рис. 99 
дует из свойств равенства, усдовия и чет-
вертого шага решения (рис. 99). 

с 

6) Аналогично доказывается, что высоты ВВ1 и СС1 являются 
биссектрисами уг.1ов треугольника А1В1С1 . 

При решении задачи J\IЫ использовали только одно из намечен­
ных направдений (см. п. 2). Попробуе:v1 развить второе направление­
«привязать>> исс,'Iедуемые уг:ш к окружности (рис. 100). 

Четырехуго.1ьник А 1ВС10: (СС1) .1 (АВ) и (ВВд .1 (АС), 
(ССд П (ВВд = О. 

/"'... /"'... 

Значит, С10А 1 + С1ВА 1 :л:. 
С.'Тедовательно, существует такая окружность (01, г), что 

четырехугольник С10ВА 1 вписан в эту окружность. 
Аналогично, существует окружность (Oi, г) такая, что четырех­

угольник А 10В1С вписан в эту окружность. 
/"'... /"'... ~ .......... 

Но тогда С1ВО = С1А 10, В1СО 
/"'... /'>.. /'>.. 

= В1А10, С1ВО = В1СО, следовательно, 
/'>.. /"'... 

С1А 10 = В1А 1 О и т. д. 
Развитие второго из намеченных нап­

равлений поиска решения также привело 
к успеху! 

Приведет ли к успеху идея си:v1метрии? 
На этот вопрос попробуйте ответить сами. 

в 

с 

Рис. 100 

93 



в 

Рис. 101 

t 2.2. Вычертим произвольный треуголь­
ник. 

Центр описанной окружности лежит на 
пересечении срединных перпендикуляров к 

сторонам треугоJiьника. Так как мы по­
строили остроугольный треугольник, то 
точка О центр этой окружности -лежит 

внутри треугольника (рис. 69). 
Нужно доказать, что отрезок [ОС] 

перпендикудярен отрезку [КНJ, соединяю­
щему основания высот треугоJiьника АВС. 

Проведем анализ условия задачи. Из 
того, что [BHl и [А К1 высоты, следует, 

что 6 АКС и t;,.BHC прямоугодьные и угды КАС и НВС конгру­
энтны· как углы со взаимно перпендикулярными сторонами. Это 
пока ни о чем не говорит. В ус.11овии еще сказано об окружнос­
ти, описанной около треуго.'lьника АВС. [ОС]- радиус этой 
окружности. 

Чтобы доказать, что [ОС] ..L [КНJ, видоизменим требуемую 
ситуацию, найдем новые сочетания данных и неизвестных эде­
ментов. Для этого продо.'!жим высоты АК и ВН до пересечения 
с описанной окружностью в точках К1 и Н1 (рис. 101). 

L КАС ~ L НВС, следовательно, L К1АС ~ LH1BC. Это 
вписанные углы. Значит, v Н1С ~ v СК1 . По.1учаем, радиус 
{ОС] делит дугу, а значит, и хорду пополам и перпендикулярен 
хорде [H1 KIJ. 

Осталось доказать, что отрезок [KHJ паралледен IK1H1]. 

Параллельность отрезков можно доказать, есди: 
а) один из отрезков будет средней линией треугольника, в ос· 

новании которого лежит второй отрезок; 
б) есди соответственные уг.'IЬI при пересечении двух nрямых 

третьей конгруэнтны; 
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в) если две прямые перnендикулярны третьей; 
г) если они центрально-сю.1метричны; 
д) есди они яв.'!яются сторонами гомотетичных треугольников. 
Наибодее перспективным кажется направление: 

в 

Рис. 102 

а) доказать, что один из искомых от­
резков является средней .'!инией треуголь­
ника, в основании которого .'!ежит второй 
отрезок. 

Решим подзадачу 1 (п. з. (1)). 
Докажем, что [Н I0 -средняя линия 

д. нlмкl (см. рис. 101). 
Так как vH1C~v СК1, то L Н1АС,....., 

~ L К1АС и [АН) ..L [ВНJ. Значит, 
д. МАН,....., !:с,АНН1 • Отсюда [MHI'""' [НН1 ]. 

Анадогично доказывается, что [MKI~ 
~ IKK1l. 



Доказали, что [Н Ю!! Ш1К1]. 8 С 
Таки:v1 образом, решение п. з. ;.......---------. 

(1) обеспечивает решение данной 
задачи. 

1) L КАС ~ LHBC (как углы 
со взаимно перпендикулярными сто­

ронами) (рис. 102). 
2) v Н1С ~ v К1С (так как А IJ 
LK1AC и LН1ВСвписанныеи 
L К1АС ~ LH1BC). ,s

1 3) [ОС] j_ [H1K1J (как часть ди- Рис. 103 
аметра, делящего дугу пополам). 
4) L К1АС ~ L САН1 (так какони вписанные п vH1C ~ vCK1). 

5). 6.МАН ~6. НАН1 (так как [АС] j_ [ВН] и LK1AC::::::L САН1). 
6) !МНI ~ !HH1J (так как 6.АА1Н ~6 АНН1). 
7) [Н КJ 11 IН1К1 ] (так как [Н КJ- средняя линия 6. МК1Н1). 
8) [ОС] j_ [Н К1 (если прямая перпендикулярна одной из па­

раллельных прямых (Н1 К1), то она перпендикулярна и другой (Н К)). 
О!учай тупоугольного треугольника расс!lютрите самостоя­

те.1ьно. 

12.3. Решение этой задачи основано на известных свойствах осе­
вой симметрии (рис. 103): 1) [SO] j_ [ADI; 2) ! SO! = 1 OS1 !; 
3) [S1M]; 4) [S1 A1] П [ADI = Х; 5) Х- искомая. 

12.4. Заменив 74 на х + 1 в данном выражении, получим: 
х31 - (х 1).ХЗ0 (х + 1)х29 - ... + (х + l)x17

- (х l)x16 

+ х . xl5 + 15 = х31 _ хзt _ .хзо + .хзо + х29 _ ... + 
хtв + xt7 _ xt7 _ хtв + хtв + 15 = 15. 

12.5. Перепишем данное уравнение так: ху = n (61 - х3). 
Так как х, у и n- натуральные числа, то 61 - х3 >О, поэто­

му х может принимать только три натуральных значения: 1, 2 и 3. 
Рассмотрим следующие случаи: 
1) При n = 6k уравнение ху = 6k (6l-x3

) имеет три натураль­
ных решения: 

{X1=l, {Х2 =2, {Х3 =3, 
У1 = 60 · 6k; У 2 =53 · Зk; Уз = 34 · 2k. 

2) При n = 6k + 1 уравнение ху = (6k+ 1) · (61 -х3) имеет 
единственное натуральное решение: 

{ 
х = l, 
у = 60 . (6k + 1). 

3) При n = 6k + 2 уравнение ху = (6k + 2) · (61 - х3) име­
::tва натуральных решения: 

{ ;~ Jь . (6k + 2); 
4; При n = 6k + 3 уравнение 

е т ::::о з натуральных решения: 

r х2 2, 
l у 2 = 53 . (3/l + 1). 
ху = (6k + 3) . (61 

1 х1 = 1, { х2 = 3, 
i )'1 = 60 · (6k + 3); у 2 = 34 • (2k + 1). 

Е.:щнственное решение при n = 6k ± 1, где k = О, 1, 2, ... , 
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