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Предисловие

Книга является расширенным изложением лекций, читав-
шихся автором студентам Института вычислительной матема-
тики и информационных технологий Казанского федерального
университета.

Материал, в основном, элементарен и требует от читате-
ля знакомства лишь со стандартными курсами математического
анализа, линейной алгебры и геометрии, обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Исключение составляют последние два пункта приложения.
Здесь автору приходится опираться на некоторые факты из тео-
рии функций вещественной переменной и функционального ана-
лиза.

Многие вопросы, затронутые в книге, активно обсуждались
с сотрудниками кафедры вычислительной математики Казанско-
го университета. Автор выражает им свою искреннюю благодар-
ность.

Рукопись книги была внимательно прочитана Р.Р. Шаги-
дуллиным и Е.М. Карчевским. Автор постарался максимально
учесть их замечания. Автор признателен Е.М. Федотову, оказав-
шему большую помощь при подготовке книги.



Глава 1
КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

1. Классификация уравнений второго порядка. В са-
мом общем случае линейное уравнение с частными производны-
ми второго порядка может быть записано в виде:

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f. (1.1)

Здесь x = (x1, x2, x3, . . . , xn) , u(x) = u (x1, x2, x3, . . . , xn),
u — искомая дважды непрерывно дифференцируемая функция
n вещественных переменных, aij , ai, a0 — заданные функции,
называемые коэффициентами уравнения, f — также заданная
функция — правая часть уравнения. Если f ≡ 0, уравнение на-
зывается однородным, в противном случае — неоднородным. Не
нарушая общности, можно считать, что коэффициенты при вто-
рых производных симметричны, т. е. aij = aji, i, j = 1, 2, . . . , n.
В самом деле, слагаемые с фиксированными индексами i, j мож-
но записать в виде:

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ aji

∂2u

∂xj∂xi
=

=
1

2
(aij + aji)

∂2u

∂xi∂xj
+

1

2
(aij + aji)

∂2u

∂xj∂xi
.

Мы учли при этом, что для дважды непрерывно дифференциру-
емой функции u справедливо равенство

∂2u

∂xi∂xj
=

∂2u

∂xj∂xi
.

При исследовании и решении уравнений вида (1.1) довольно
часто приходится прибегать к замене независимых переменных.
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Будем считать, что новые переменные ξ1, ξ2, . . . , ξn вводятся при
помощи соотношений

ξ1 = ϕ1(x1, x2, . . . , xn),
ξ2 = ϕ2(x1, x2, . . . , xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ξn = ϕn(x1, x2, . . . , xn).

(1.2)

Функции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn предполагаются дважды непрерывно
дифференцируемыми в некоторой области Ω. Будем считать так-
же соответствие (1.2) между переменными ξ и x взаимно одно-
значным. Тогда матрица Якоби

J =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂ϕ1
∂x1

· · · ∂ϕ1
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕn
∂x1

· · · ∂ϕn
∂xn

⎞⎟⎟⎟⎠
невырождена в области Ω, т. е. det J(x) �= 0 при x ∈ Ω.

Выразим в уравнении (1.1) производные по x1, x2, . . . xn че-
рез производные по новым переменным. По правилу дифферен-
цирования сложных функций

∂u

∂xi
=

n∑
j=1

∂u

∂ξj

∂ϕj
∂xi

,

∂2u

∂xj∂xi
=

∂

∂xj

(
∂u

∂xi

)
=

n∑
k,l=1

∂2u

∂ξk∂ξl

∂ϕl
∂xi

∂ϕk
∂xj

+
n∑
l=1

∂u

∂ξl

∂2ϕl
∂xi∂xj

.

Подставляя полученные выражения в уравнение (1.1), будем
иметь:

n∑
i,j=1

aij

n∑
k,l=1

∂2u

∂ξk∂ξl

∂ϕl
∂xi

∂ϕk
∂xj

+

+ F

(
u,

∂u

∂ξ1
,
∂u

∂ξ2
, . . . ,

∂u

∂ξn

)
= 0, (1.3)

где слагаемое

F

(
u,

∂u

∂ξ1
,
∂u

∂ξ2
, . . . ,

∂u

∂ξn

)
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содержит только функцию u и ее первые производные. Собирая

в уравнении (1.3) коэффициенты при
∂2u

∂ξk∂ξl
, получим

n∑
k,l=1

ãkl
∂2u

∂ξk∂ξl
+ F

(
u,

∂u

∂ξ1
,
∂u

∂ξ2
, . . . ,

∂u

∂ξn

)
= 0, (1.4)

где

ãkl =
n∑

i,j=1

aij
∂ϕl
∂xi

∂ϕk
∂xj

. (1.5)

Ясно, что в основу классификации уравнений вида (1.1) есте-
ственно положить такие характеристики, которые не меняются
при любой взаимно однозначной замене переменных, иными сло-
вами, характеристики, инвариантные относительно взаимно од-
нозначной замены переменных. С целью их выявления запишем
равенство (1.5) в матричной форме

Ã = JAJ ′, (1.6)

где A = (aij)
n
i,j=1 , Ã = (ãij)

n
i,j=1 — матрицы коэффициентов при

вторых производных в исходном и преобразованном уравнениях
соответственно. Подчеркнем, что эти матрицы симметричны.

Далее нам понадобятся некоторые сведения из линейной ал-
гебры. Напомним их.

Определение 1.1. Корни алгебраического уравнения

det(A− λI) = 0,

где I — единичная матрица, называются характеристическими
числами матрицы A.

Теорема 1.1. Если A — симметричная матрица поряд-
ка n, то она имеет ровно n вещественных характеристических
чисел (не обязательно различных).

Определение 1.2. Пусть n+(A) — количество положи-
тельных характеристических чисел матрицы A, n−(A) — коли-
чество отрицательных характеристических чисел матрицы A,
n0(A) — количество нулевых характеристических чисел мат-
рицы A. Тройка чисел n+(A), n−(A), n0(A) называется инерци-
ей матрицы A.

Ясно, что n+(A) + n−(A) + n0(A) = n.
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Определение 1.3. Две симметричные матрицы A, B по-
рядка n называются конгруэнтными, если существует невы-
рожденная матрица T , такая, что B = TAT ′.

Теорема 1.2. Инерции конгруэнтных матриц совпадают.

Вернемся к классификации уравнений вида (1.1). Как по-
казывает равенство (1.6), матрицы A и Ã конгруэнтны. Отсю-
да вытекает, что уравнения второго порядка естественно класси-
фицировать при помощи инерции матрицы коэффициентов при
старших производных. Понятно, что при больших n число раз-
личных типов уравнений велико. Принято выделять три наибо-
лее важных для приложений типа уравнений.

1. Уравнение (1.1) называется эллиптическим, если

n+(A) = n,

т. е. все характеристические числа матрицы A положительны.
2. Уравнение (1.1) называется гиперболическим, если

n+ = 1, n− = n− 1.

3. Уравнение (1.1) называется параболическим, если

n0 = 1, n+ = n− 1.

Замечание 1.1. Следует иметь в виду, что матрица A зави-
сит от x, следовательно, тип уравнения может меняться от точки
к точке.

Приведем примеры уравнений различных типов.
1. Уравнение Пуассона

Δu = f,

где

Δu =
n∑
i=1

∂2u

∂x2i
.

Дифференциальный оператор Δ называется оператором Лапла-
са. В этом случае матрица A единичная. Все ее характеристиче-
ские числа равны +1. Уравнение имеет эллиптический тип.
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2. Волновое уравнение

∂2u

∂t2
= a2Δu.

Здесь u = u(t, x1, . . . , xn), a = const. Матрица A имеет вид

A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 −a2 . . . 0

0
...

. . .
...

0 0 . . . −a2

⎞⎟⎟⎠ ,

т. е. λ1 = 1, λ2 = −a2, . . . , λn+1 = −a2. Уравнение гиперболи-
ческое.

3. Уравнение теплопроводности с постоянными коэффици-
ентами:

∂u

∂t
= a2Δu + f.

Матрица

A =

⎛⎜⎜⎝
0 0 . . . 0
0 −a2 . . . 0

0
...

. . .
...

0 0 . . . −a2

⎞⎟⎟⎠ .

Значит, λ1 = 0, λ2 = −a2, . . . , λn+1 = −a2. Уравнение парабо-
лическое.

4. Следующее уравнение с двумя независимыми переменны-
ми называется уравнением Трикоми:

∂2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
= 0.

Матрица

A =

(
1 0
0 y

)
,

т. е. λ1 = 1, λ2 = y. Уравнение Трикоми эллиптическое в верх-
ней полуплоскости плоскости переменных x, y, гиперболическое
в нижней полуплоскости, линия y = 0 называется линией пара-
болического вырождения.
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Уравнения с двумя независимыми переменными классифи-
цируются наиболее просто. Действительно, в этом случае матри-
ца A имеет только два характеристических числа, причем

λ1λ2 = det(A) = a11a22 − a212.

Функция δ = − det(A) = a212−a11a22 называется дискриминантом
дифференциального уравнения. Понятно, что теперь есть только
три возможности:

1. δ > 0 — уравнение гиперболическое,
2. δ < 0 — уравнение эллиптическое,
3. δ = 0 — уравнение параболическое.

2. Приведение уравнений к каноническому виду.
Конгруэнтные матрицы в алгебре естественным образом воз-
никают при изучении квадратичных форм. Именно, пусть
g (t1, t2, . . . , tn) — квадратичная форма, порожденная матри-
цей A, т. е.

g (t1, t2, . . . , tn) =
n∑

i,j=1

aijtitj = At · t,

где t = (t1, t2, . . . , tn) — вектор, t · τ =
n∑
i=1

tiτi — стандартное

скалярное произведение векторов пространства R
n. Выполним

невырожденную замену переменных: t = Tτ , det(T ) �= 0. В новых
переменных форма запишется так:

g̃ (τ1, τ2, . . . , τn) = ATτ · Tτ = T ′ATτ · τ = Bτ · τ ,
где B = T ′AT — матрица, конгруэнтная A.

Как известно, для любой симметричной матрицы A мож-
но указать такую невырожденную матрицу T , что форма Bτ · τ
примет канонический вид

Bτ · τ =
n∑
i=1

εiiτ
2
i , (2.1)

где εii может принимать лишь одно из трех значений: +1, −1, 0.
Число положительных, нулевых, отрицательных квадратов в ка-
нонической форме совпадает с инерцией матрицы A и не зависит
от способа приведения квадратичной формы к каноническому
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виду (от выбора матрицы T ). Практически приведение к канони-
ческому виду можно выполнить, например, методом Лагранжа
(методом выделения полных квадратов).

По аналогии с квадратичными формами говорят, что урав-
нение (1.1) имеет канонический вид, если оно записывается так:

n∑
i=1

εii
∂2u

∂x2i
+ F

(
x, u,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . .

∂u

∂xn

)
= 0,

т. е. не содержит смешанных производных, а при прямых произ-
водных второго порядка коэффициенты могут быть равны толь-
ко +1, −1 или 0. Например, уравнение Пуассона имеет канони-
ческий вид.

Теорема 2.1. Любое уравнение второго порядка может
быть приведено в любой точке к каноническому виду.

Доказательство. Фиксируем произвольную точку x0. Рас-
смотрим матрицу коэффициентов уравнения при вторых про-
изводных в этой точке A(x0) =

(
aij
(
x0
))n

i,j=1
. Пусть невы-

рожденная матрица T = T (x0) приводят квадратичную фор-
му
(
A(x0)t, t

)
к каноническому виду. Выполним в уравнении (1.1)

линейную замену переменных:

ξ = T ′x. (2.2)

Нетрудно видеть, что матрица Якоби этой замены есть T ′, по-
этому матрица Ã(x0) в соответствии с формулой (1.6) равна

Ã(x0) = T ′A(x0)T =

⎛⎜⎜⎝
ε11 0

ε22
. . .

0 εnn

⎞⎟⎟⎠ ,

где εii = +1, −1, 0, т. е. уравнение принимает канонический
вид. �1)

Следствие 2.1. Если коэффициенты при вторых произ-
водных в уравнении (1.1) постоянны, то описанное в теоре-
ме преобразование приводит уравнение к каноническому виду во
всем пространстве.

1)Символом ��� будем обозначать конец доказательства.
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Для уравнений с переменными коэффициентами естествен-
но поставить задачу об отыскании преобразования независимых
переменных, приводящего уравнение к каноническому виду в той
области, где оно сохраняет тип. Можно показать, что если n > 2,
то эта задача, вообще говоря, неразрешима. В случае двух неза-
висимых переменных любое уравнение второго порядка с доста-
точно гладкими коэффициентами может быть приведено к кано-
ническому виду в той области, где оно сохраняет тип, некоторым
невырожденным преобразованием переменных.

Опишем (без подробных доказательств), как это делается.
Для простоты изложения будем применять безындексную запись
уравнения:

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0, (2.3)

коэффициенты a, b, c — заданные функции переменных x, y,

A =

(
a b
b c

)
.

После замены переменных

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)

уравнение примет вид

ã
∂2u

∂ξ2
+ 2b̃

∂2u

∂ξ∂η
+ c̃

∂2u

∂η2
+ F̃

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0, (2.4)

причем

ã = a

(
∂ξ

∂x

)2
+ 2b

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ c

(
∂ξ

∂y

)2
,

c̃ = a

(
∂η

∂x

)2
+ 2b

∂η

∂x

∂η

∂y
+ c

(
∂η

∂y

)2
,

b̃ = a
∂η

∂x

∂ξ

∂x
+ b

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ c

∂ξ

∂y

∂η

∂y
. (2.5)

Дальнейшие рассуждения зависят от типа уравнения.
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1. Гиперболические уравнения. Построим функции ξ(x, y),
η(x, y) такие, что ã, c̃ = 0. Для этого нужно решить нелинейное
уравнение в частных производных первого порядка

a

(
∂ϕ

∂x

)2
+ 2b

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+ c

(
∂ϕ

∂y

)2
= 0. (2.6)

Представляя левую часть в виде произведения двух линейных
сомножителей, получим

1

a

(
a
∂ϕ

∂x
+
(
b +
√

b2 − ac
) ∂ϕ

∂y

)(
a
∂ϕ

∂x
+
(
b−
√

b2 − ac
) ∂ϕ

∂y

)
= 0.

Это дает уравнения

a
∂ϕ

∂x
+
(
b +
√

b2 − ac
) ∂ϕ

∂y
= 0, (2.7)

a
∂ϕ

∂x
+
(
b−
√

b2 − ac
) ∂ϕ

∂y
= 0. (2.8)

Уравнениям (2.7), (2.8) ставятся в соответствие обыкновенные
дифференциальные уравнения

dx

a
=

dy

b +
√
b2 − ac

, (2.9)

dx

a
=

dy

b−√b2 − ac
. (2.10)

Пусть
ϕ1(x, y) = c (2.11)

есть первый интеграл уравнения (2.9) (последнее означает, что
функция y, определенная из уравнения (2.11) как функция пе-
ременных x, c, при любой постоянной c — решение уравнения
(2.9)). Тогда ϕ1(x, y) — решение уравнения (2.7). В самом деле,
дифференцируя уравнение (2.11) по x, получим

∂ϕ1
∂x

+
∂ϕ1
∂y

dy

dx
= 0.

Отсюда и из (2.9) следует (2.7). Аналогично, если ϕ2(x, y) = c

есть первый интеграл уравнения (2.10), то ϕ2(x, y) — решение
уравнения (2.8).
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Положим
ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y). (2.12)

Заметим, что если

∂ϕ1(x, y)

∂y
�= 0,

∂ϕ2(x, y)

∂y
�= 0,

то замена переменных (2.12) невырождена. Действительно, по
построению

a
∂ϕ1
∂x

+
(
b +
√

b2 − ac
) ∂ϕ1

∂y
= 0, (2.13)

a
∂ϕ2
∂x

+
(
b−
√

b2 − ac
) ∂ϕ2

∂y
= 0. (2.14)

Умножим уравнение (2.13) на
∂ϕ2
∂y

, а уравнение (2.14) на
∂ϕ1
∂y

и вычтем почленно полученные равенства. В результате будем
иметь

a

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂x

∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂x

∂ϕ2
∂y

∣∣∣∣∣∣∣+ 2
√

b2 − ac
∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂y

= 0.

Поскольку в рассматриваемом случае δ = b2 − ac > 0, то∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂x

∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂x

∂ϕ2
∂y

∣∣∣∣∣∣∣ �= 0.

Уравнение (2.3) после замены переменных (2.12), очевидно, пе-
рейдет в уравнение

2b̃
∂2u

∂x∂y
+ F̃

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0.

Поделив последнее уравнение на 2b̃, получим уравнение с посто-
янными коэффициентами при старших производных

∂2u

∂x∂y
+ F̃1

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0. (2.15)
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Уравнение (2.15) часто называют первым каноническим видом
гиперболического уравнения. Более того, обычно в задачни-
ках на этом приведение к каноническому виду заканчивают.
Мы продолжим. Квадратичная форма, соответствующая урав-
нению (2.15), такова: t1t2. После замены переменных t1 = τ1+τ2,
t2 = τ1 − τ2 она принимает канонический вид τ21 − τ22 . Поэтому
замена переменных α = ξ+η, β = ξ−η приведет уравнение (2.15)
к каноническому виду

∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
+ F̃2

(
α, β, u,

∂u

∂α
,
∂u

∂β

)
= 0. (2.16)

Итак, уравнение (2.16) — канонический вид любого гиперболи-
ческого уравнения с двумя независимыми переменными. Факти-
чески, приведение к каноническому виду конкретного уравнения

состоит в определении вида функции F̃2

(
α, β, u,

∂u

∂α
,
∂u

∂β

)
.

Замечание 2.1. Описанные построения применимы, если
a �= 0. В противном случае нужно рассуждать аналогично, но де-
лить на c. Если и c = 0, то мы сразу имеем первый канонический
вид.

2. Параболические уравнения. В этом случае уравнения
(2.9), (2.10) совпадают, так как b2 − ac = 0. Пусть ϕ1(x, y) = c —
первый интеграл уравнения dx/a = dy/b. Положим

ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y), (2.17)

где ϕ2(x, y) можно выбирать произвольно, лишь бы замена пе-
ременных была невырожденной. По построению получаем, что
ã = 0. Покажем, что b̃ также равно нулю. В самом деле, перепи-
сывая (2.5) в виде

b̃ =

(
a
∂ξ

∂x
+ b

∂ξ

∂y

)
∂η

∂x
+

(
b
∂ξ

∂x
+ c

∂ξ

∂y

)
∂η

∂y
, (2.18)

заметим, что вследствие равенства b2−ac = 0 из (2.13) вытекает,
что

a
∂ξ

∂x
+ b

∂ξ

∂y
= 0.

Умножим последнее равенство на b, получим

ab
∂ξ

∂x
+ b2

∂ξ

∂y
= a

(
b
∂ξ

∂x
+ c

∂ξ

∂y

)
= 0,
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т. е.
b
∂ξ

∂x
+ c

∂ξ

∂y
= 0,

следовательно, b̃ = 0.
Таким образом, после замены (2.17) уравнение (2.3) примет

вид

c̃
∂2u

∂η2
+ F̃

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0.

Поделив на c̃, получим каноническую форму параболического
уравнения.

3. Эллиптический тип. В этом случае δ < 0, функции

b +
√
δ, b−

√
δ

комплексно сопряжены. Рассмотрим, например, уравнение (2.7).
Оно имеет комплексные коэффициенты. Построим соответству-
ющее ему обыкновенное дифференциальное уравнение:

dx

a
=

dy

b +
√
b2 − ac

.

Пусть ϕ(x, y) = c — первый интеграл этого уравнения. Функ-
ция ϕ(x, y) комплекснозначная, т. е.

ϕ(x, y) = ϕ1(x, y) + iϕ2(x, y),

где ϕ1(x, y), ϕ2(x, y) — вещественные функции, i =
√−1 — мни-

мая единица. Подставим ϕ в уравнение (2.6) и разделим в полу-
ченном тождестве вещественную и мнимую части. В результате
будем иметь

a

(
∂ϕ1
∂x

)2
+ 2b

∂ϕ1
∂x

∂ϕ1
∂y

+ c

(
∂ϕ1
∂y

)2
=

= a

(
∂ϕ2
∂x

)2
+ 2b

∂ϕ2
∂x

∂ϕ2
∂y

+ c

(
∂ϕ2
∂y

)2
,

a
∂ϕ1
∂x

∂ϕ2
∂x

+ b

(
∂ϕ1
∂x

∂ϕ2
∂y

+
∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂x

)
+ c

∂ϕ1
∂y

∂ϕ2
∂y

= 0,
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т. е. полагая
ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y),

получим ã = c̃ �= 0, b̃ = 0, и уравнение (2.4) примет вид

ã

(
∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2

)
+ F̃

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0.

Поделив на ã, получим каноническую форму эллиптического
уравнения

Δu + F̃1

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0.



Глава 2
ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

1. Уравнение колебаний струны. Под струной пони-
мается тонкая абсолютно гибкая упругая нить, находящаяся под
некоторым известным натяжением. Предполагается, что в исход-
ном положении струна занимает отрезок [0, l] оси x. Ясно, что
если сообщить струне некоторое отклонение, то под действием
упругих сил она начнет колебаться. Будем считать, что в про-
цессе колебаний струна не выходит из некоторой фиксированной
плоскости, которую мы отнесем к декартовой системе коорди-
нат x, u. Кроме того, предполагается, что колебания малы, так
что каждая точка струны может смещаться лишь по прямой,
параллельной оси u, а форма струны всегда мало отличается
от прямолинейной (более точно последнее условие будет описа-
но позднее). При сделанных предположениях процесс движения
струны полностью определен, если известна функция u = u(x, t),
где u — прогиб струны, т. е. отклонение точки струны с коорди-
натой x от оси абсцисс в момент времени t.

Будем считать, что на струну может действовать внешняя
(вынуждающая) сила, направленная параллельно оси u и задан-
ная плотностью f(x, t). Последнее означает, что величина равно-
действующей вынуждающих сил, приложенных к отрезку стру-
ны [x1, x2], вычисляется как интеграл

x2∫
x1

f (x, t) dx.

Величину натяжения струны в точке x будем обозначать через
T (x). Через ρ(x) обозначим линейную плотность струны. Зная
ρ(x), массу участка струны [x1, x2] можно вычислить по форму-
ле

x2∫
x1

ρ (x) dx.
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Вывод уравнения колебаний струны основан на рассмотре-
нии баланса сил, действующих на произвольный участок стру-
ны [x1, x2]. На этот участок струны (см. рис. 1) действуют сле-
дующие внешние силы:

1) силы натяжения, приложенные к его концам;
2) вынуждающие силы.
Подсчитаем проекцию равнодействующей этих сил на ось u.
Сила натяжения, приложенная к концу x2, равна по ве-

личине T (x2) и направлена по касательной к графику функ-
ции u(x, t) как функции переменной x при фиксированном t.
Последнее обусловлено тем, что струна не сопротивляется из-

Рис. 1.

гибаниям. Проекция силы натяжения на ось u равна, очевидно,
T (x2) sinα, где α — угол между касательной к струне в точке x2
и осью x. Как известно,

sinα =
tg α√

1 + tg2 α
, tg α =

∂u(x2, t)

∂x
.

Поскольку колебания считаются малыми, величиной tg2 α пре-
небрегаем по сравнению с единицей (это и есть количественное
выражение условия малости колебаний). Таким образом, с при-
нятой точностью

sinα = tgα =
∂u(x2, t)

∂x
,

и проекция силы натяжения в точке x2 на ось u равна

T (x2)
∂u(x2, t)

∂x
.

Аналогично, проекция силы натяжения на ось u в точке x1 равна

−T (x1)
∂u(x1, t)

∂x
,
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и, следовательно, равнодействующая всех сил, приложенных к
выделенному участку струны, в проекции на ось u есть

T (x2)
∂u(x2, t)

∂x
− T (x1)

∂u(x1, t)

∂x
+

x2∫
x1

f (x, t) dx.

В силу принципа Даламбера она должна уравновешиваться рав-
нодействующей сил инерции

−
x2∫
x1

ρ
∂2u

∂t2
dx,

т. е.

T (x2)
∂u(x2, t)

∂x
− T (x1)

∂u(x1, t)

∂x
+

x2∫
x1

f (x, t) dx−

−
x2∫
x1

ρ
∂2u

∂t2
dx = 0. (1.1)

Уравнение (1.1) называют уравнением баланса сил.
Из уравнения (1.1) получим дифференциальное уравнение

колебаний струны. Далее рассуждения чисто математические.
При этом всегда подразумевается, что нужные условия гладко-
сти для функций, входящих в уравнение, выполнены. Используя
формулу Ньютона — Лейбница, запишем уравнение (1.1) в виде

x2∫
x1

[
∂

∂x

(
T
∂u

∂x

)
+ f(x, t)− ρ

∂2u

∂t2

]
dx = 0. (1.2)

В силу произвольности x1, x2 ∈ (0, l) отсюда вытекает, что

∂

∂x

(
T
∂u

∂x

)
+ f(x, t) = ρ

∂2u

∂t2
, 0 < x < l. (1.3)

Действительно, если предположить противное, то найдется точ-
ка x0 ∈ (0, l), такая, что ϕ(x0) �= 0, где

ϕ(x) =
∂

∂x

(
T
∂u

∂x

)
+ f(x, t)− ρ

∂2u

∂t2
.
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Для определенности считаем, что ϕ(x0) > 0. Случай противопо-
ложного знака рассматривается точно так же. Поскольку ϕ(x)
непрерывна, то существует ε > 0, такое, что (x0 − ε, x0 + ε) при-
надлежит интервалу (0, l), и ϕ(x) > 0 ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),
следовательно,

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) dx > 0,

но поскольку в (1.2) точки x1, x2 можно выбирать произвольно,
то

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) dx = 0.

Полученное противоречие доказывает, что ϕ(x) = 0 ∀x ∈ (0, l),
т. е. u(x, t) удовлетворяет уравнению (1.3).

Чаще всего в дальнейшем будет рассматриваться простей-
ший случай, когда T (x) = T = const, ρ(x) = ρ = const. В этом
случае уравнение (1.3) записывают в виде

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ F (x, t), (1.4)

где F (x, t) = f(x, t)/ρ, a2 = T/ρ; a =
√

T/ρ имеет размерность
скорости и определяет скорость распространения возмущений по
струне (подробнее об этом — далее, при решении задачи Коши
для уравнения колебаний струны).

Совершенно ясно, что одного уравнения (1.3) недостаточ-
но для однозначного описания процесса колебаний струны. Фор-
мально это видно уже из того, что если функция u — реше-
ние уравнения (1.3), то и функция u + c при любой постоян-
ной c — решение уравнения (1.3). Таким образом ясно, что к
уравнению (1.3) нужно присоединить некоторые дополнитель-
ные условия. Будем считать, например, что концы струны жест-
ко закреплены, т. е.

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, (1.5)

известны форма струны в начальный момент времени (иными
словами, начальный прогиб струны), т. е.

u(x, 0) = u0(x), (1.6)
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а также начальные скорости движения точек струны, т. е.

∂u(x, 0)

∂t
= u1(x). (1.7)

Подчеркнем: функции u0, u1 считаются известными. Усло-
вия (1.5) есть граничные условия первого рода. Условия (1.6),
(1.7) — начальные условия. Задача (1.3), (1.5)–(1.7) называется
первой граничной задачей для уравнения колебаний струны. В
дальнейшем будет показано, что эта задача может иметь не более
одного решения.

Возможны и другие корректные постановки граничных
условий, отражающие другие способы закрепления концов стру-
ны.

2. Уравнение колебаний мембраны. Под мембраной
понимается тонкая изотропная упругая пленка, не сопротивляю-
щаяся изгибаниям и находящаяся под некоторым заданным на-
тяжением (наглядный пример — мембрана барабана). Будем счи-
тать, что мембрана располагается в плоскости x1, x2 декартовой
системы координат x1, x2, u, занимая область Ω. Предполага-
ется, что в процессе колебаний каждая точка мембраны может
двигаться лишь по прямой, параллельной оси u, т. е. колебания
описываются функцией u = u(x1, x2, t), где u — прогиб — откло-
нение точки с координатами x1, x2 от плоскости x1, x2 в момент
времени t. В процессе колебаний форма мембраны считается ма-
ло отличающейся от плоской. Точное описание этого условия
приводится позднее. На мембрану могут действовать внешние
(вынуждающие) силы, направленные параллельно оси u и за-
данные плотностью f(x1, x2, t). Считается заданной ρ(x1, x2) —
поверхностная плотность мембраны, так что масса мембраны,
заключенная в области ω ⊂ Ω, есть∫

ω

ρ(x) dx.

Натяжение мембраны задается как функция T = T (x1, x2). Это
значит, что если выполнить малый разрез мембраны γ в точке
(x1, x2), то для удержания края этого разреза придется прило-
жить силу, равную T (x1, x2)mes(γ) и направленную по норма-
ли к разрезу. Кроме того, в процессе колебаний сила натяжения
по величине не меняется и лежит в плоскости, касательной к
мембране. Последнее — следствие предположения об отсутствии
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сопротивления изгибаниям мембраны. При сделанных предполо-
жениях уравнение баланса сил для участка мембраны ω ⊂ Ω в
проекции на ось u записывается в виде∫

γ

T
∂u

∂ν
dx +

∫
ω

f(x, t) dx−
∫
ω

ρ
∂2u

∂t2
dx = 0.

Первое слагаемое слева — проекция равнодействующей сил на-
тяжения, приложенных к γ — границе области ω — на ось u, ν —
нормаль к γ, внешняя по отношению к ω. Интеграл по γ преоб-
разуем с помощью формулы Остроградского — Гаусса. Тогда∫

ω

[
div (T∇u) + f − ρ

∂2u

∂t2

]
dx = 0. (2.1)

Здесь

∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2

)
— градиент функции u,

div v =
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

— дивергенция вектора v = (v1, v2).

Из (2.1), рассуждая по аналогии с предыдущим пунктом, в силу
произвольности ω получим

ρ
∂2u

∂t2
= div (T∇u) + f, x ∈ Ω. (2.2)

Уравнение (2.2) — уравнение колебаний мембраны. В простей-
шем случае, когда T (x) = T = const, ρ(x) = ρ = const, уравне-
ние (2.2) принимает вид

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22

)
+ F (x, t), (2.3)

где F (x, t) = f(x, t)/ρ, a2 = T/ρ, a =
√

T/ρ имеет размерность
скорости и определяет скорость распространения возмущений по
мембране.

Единственное решение уравнения (2.2) можно выделить, на-
пример, добавляя начальные

u(x1, x2, 0) = u0(x1, x2),
∂u(x1, x2, 0)

∂t
= u1(x1, x2) (2.4)
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и граничные
u(x1, x2, t) = 0, (x1, x2) ∈ Γ, (2.5)

условия. Здесь Γ — граница области Ω, u0, u1 — заданные функ-
ции. Условие (2.5) означает, что граница мембраны жестко за-
креплена, т. е. не может смещаться в процессе колебаний. Зада-
ча (2.2), (2.4), (2.5) называется первой граничной задачей для
уравнения колебаний мембраны.

3. Уравнение продольных колебаний стержня. Рас-
смотрим длинное тонкое тело — стержень. Будем считать ма-
териал стержня упругим. Если растянуть стержень вдоль оси,
а затем отпустить, то под действием упругих сил он будет со-
вершать продольные колебания. Опишем этот процесс матема-
тически. Направим вещественную ось x вдоль оси стержня. Че-
рез S(x) обозначим сечение стержня плоскостью, перпендику-
лярной оси x. Площадь сечения также будем обозначать че-
рез S(x). Будем считать, что в процессе колебаний каждое се-
чение стержня, не деформируясь, смещается вдоль оси x, оста-
ваясь перпендикулярным этой оси. Эти предположения позволя-
ют описать движение стержня при помощи функции u = u(x, t),
где u(x, t) — смещение сечения, находившегося до деформации
стержня в точке x, в момент времени t. Обозначим через ρ плот-
ность, через E — модуль Юнга материала стержня. Предпо-
ложим также, что на стержень действуют массовые силы, на-
правленные вдоль оси стержня и задаваемые объемной плотно-
стью f(x, t). Последнее означает, что равнодействующая массо-
вых сил, действующих на участок стержня, лежащий между се-
чениями S(x1), S(x2), x1 < x2, в проекции на ось x, вычисляется
как интеграл

x2∫
x1

S(x)f(x, t) dx

(множитель S(x) присутствует под знаком интеграла именно по-
тому, что f(x, t) — объемная плотность).

Пусть x, x + Δx — две близкие точки на оси x в недефор-
мированном состоянии стержня. В момент времени t они займут
положения x + u(x, t), x + Δx + u(x + Δx, t) соответственно. Это
означает, что Δx, расстояние между точками в недеформирован-
ном состоянии, переходит вΔx+u(x+Δx, t)−u(x, t) при деформа-
ции, соответствующей моменту времени t. Удлинение (изменение
расстояния) есть u(x + Δx, t)− u(x, t). Относительное удлинение
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вычисляется как
u(x + Δx, t)− u(x, t)

Δx
.

При достаточно маломΔx его можно считать равным ∂u(x, t)/∂x.
Растяжение (сжатие) стержня вызывает напряжение натяжения,
равное по закону Гука E∂u/∂x, т. е. натяжение в сечении S(x)
есть S(x)E∂u/∂x. При этом оно соответствует действию той ча-
сти стержня, которая лежит справа от сечения в точке x. Выде-
лим теперь произвольный участок стержня, ограниченный сече-
ниями S(x1), S(x2), и составим для него уравнение баланса сил.
Сила, приложенная к сечению в точке x2, есть

S(x2)E
∂u(x2, t)

∂x
.

Сила, приложенная к сечению в точке x1, есть

−S(x1)E
∂u(x1, t)

∂x
.

Равнодействующая массовых сил, приложенных к выделенному
участку стержня, есть

x2∫
x1

S(x)f(x, t) dx.

Таким образом, равнодействующая всех сил равна

S(x2)E
∂u(x2, t)

∂x
− S(x1)E

∂u(x1, t)

∂x
+

x2∫
x1

S(x)f(x, t) dx.

Она уравновешивается силами инерции, т. е.

S(x2)E
∂u(x2, t)

∂x
− S(x1)E

∂u(x1, t)

∂x
+

x2∫
x1

S(x)f(x, t) dx =

=

x2∫
x1

S(x)ρ(x)
∂2u

∂t2
dx. (3.1)



28 Глава 2. Примеры задач математической физики

Подчеркнем, что выражение справа имеет именно такой вид по-
тому, что мы считаем известной плотность материала стержня
(массу в единице объема; сравните со случаем уравнения коле-
баний струны).

Уравнение (3.1) с точностью до обозначений совпадает с
уравнением баланса сил, соответствующим уравнению колеба-
ний струны. Поэтому сразу можно написать дифференциальное
уравнение продольных колебаний стержня

Sρ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
ES

∂u

∂x

)
+ Sf(x, t), 0 < x < l, (3.2)

l — длина стержня.
Если стержень цилиндрический (S(x) = S = const) и одно-

родный, то можно написать

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ F (x, t),

где a2 = E/ρ, F (x, t) = f(x, t)/ρ. Постоянная a =
√

E/ρ име-
ет размерность скорости и определяет скорость распространения
возмущений по стержню.

Снабдим уравнение (3.2) начальными и граничными услови-
ями. Будем считать известными начальные смещения:

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l, (3.3)

и начальные скорости смещения:

∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), 0 < x < l. (3.4)

Предположим, что левый конец стержня жестко закреплен:

u(0, t) = 0, t > 0, (3.5)

а правый может свободно смещаться вдоль оси x. Получим соот-
ветствующее этому предположению граничное условие. Рассмот-
рим участок стержня [l − ε, l], примыкающий к правому концу
стержня. Запишем уравнение баланса сил для этого участка:

−S(l−ε)E
∂u(l − ε, t)

∂x
+

l∫
l−ε

S(x)f(x, t) dx=

l∫
l−ε

S(x)ρ(x)
∂2u

∂t2
dx. (3.6)
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Подчеркнем, что натяжение на правом конце выделенного участ-
ка по условию равно нулю, поэтому соответствующее слагаемое
в левой части равенства (3.6) отсутствует. Устремив теперь ε к
нулю, получим

E(l)S(l)
∂u(l, t)

∂x
= 0,

откуда при естественном предположении E(l)S(l) �= 0 получим

∂u(l, t)

∂x
= 0. (3.7)

Таким образом, возникла задача об отыскании функции u(x, t),
удовлетворяющей уравнению (3.2), начальным условиям (3.3),
(3.4) и граничным условиям (3.5), (3.7). Условие (3.7) называ-
ется граничным условием второго рода, задача (3.2), (3.3)–(3.5),
(3.7) — смешанной граничной задачей.

4. Уравнение теплопроводности твердого тела. В ос-
нове описания перераспределения температуры в твердом теле
лежит закон теплопроводности Фурье.

Согласно этому закону количество тепла, протекающего че-
рез площадку Σ в направлении нормали ν(x) к этой площадке за
промежуток времени от t1 до t2, вычисляется как интеграл

−
t2∫
t1

∫
Σ

k
∂u

∂ν(x)
dxdt. (4.1)

Здесь u(x, t) — температура тела в точке x с координата-
ми (x1, x2, x3) в момент времени t, ν(x) — нормаль к Σ в точке x,
k — коэффициент теплопроводности.

Пусть тело занимает область Ω в трехмерном евклидовом
пространстве R3. Рассмотрим произвольную подобласть ω обла-
сти Ω и составим для нее уравнение теплового баланса.

Вычислим сначала количество тепла Q1, поступающего в об-
ласть ω через ее границу γ от окружающих частей области Ω за
счет теплопроводности. В соответствии с законом Фурье имеем

Q1 =

t2∫
t1

∫
γ

k
∂u(x, t)

∂ν(x)
dxdt.
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Здесь ν(x) — нормаль к γ, внешняя по отношению к ω. Этим
объясняется отсутствие знака минус перед интегралом.

Количество тепла, поступающего в область ω от источников,
распределенных в этой области, есть

Q2 =

t2∫
t1

∫
ω

f(x, t) dxdt,

где f(x, t) — заданная функция — плотность источников тепла,
распределенных в теле Ω.

Далее, если u(x, t1) — температура ω в момент времени t1,
а u(x, t2) — температура ω в момент времени t2, c — удельная
теплоемкость, то

Q3 =

∫
ω

cρ (u(x, t1)− u(x, t2)) dx

есть количество тепла, требующееся для увеличении температу-
ры тела от наблюдавшейся в момент времени t1 до наблюдав-
шейся в момент времени t2.

Предполагается, что все тепло, поступающее в тело, идет на
увеличение его температуры, т. е. агрегатное состояние вещества
не изменяется.

Сформулированное предположение означает, что

Q1 + Q2 = Q3.

Преобразуем интеграл по γ в выражении Q1 при помощи
формулы Остроградского — Гаусса, а для преобразования Q3 ис-
пользуем формулу Ньютона — Лейбница. Получим

t2∫
t1

∫
ω

div(k∇u) dxdt +

t2∫
t1

∫
ω

f(x, t) dxdt =

t2∫
t1

∫
ω

cρ
∂u

∂t
dxdt.

В силу произвольности t1, t2, ω отсюда следует, что для любых t
и для всех x ∈ Ω

cρ
∂u

∂t
= div (k∇u) + f(x, t). (4.2)
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Приведем пример корректной постановки начальных и гра-
ничных условий, выделяющих единственное решение уравне-
ния (4.2):

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (4.3)
u0(x) — заданная функция,

u(x, t) = μ(x, t), x ∈ Γ, (4.4)

Γ — граница области Ω, μ(x, t) — заданная функция.
Условие (4.3) означает, что распределение температуры в

теле в начальный момент времени предполагается известным.
Условие (4.4) соответствует тому, что на границе тела поддержи-
вается заданная температура. Задача (4.2)–(4.4) — первая крае-
вая задача для уравнения теплопроводности.

5. Уравнение теплопроводности стержня. Уравне-
ние (4.2) описывает распространение тепла в произвольном твер-
дом теле. На практике довольно часто приходится применять
более простые приближенные модели, например, для описания
распространения тепла в телах специальной формы. Рассмот-
рим длинное тонкое тело (стержень). Направим вещественную
ось x вдоль оси стержня. Обозначим через S(x) сечение стерж-
ня, перпендикулярное его оси и проведенное через точку x, так
же будем обозначать площадь сечения стержня. Поскольку стер-
жень считается тонким, то температура мало меняется в преде-
лах S(x) и можно считать ее зависящей лишь от двух перемен-
ных, т. е. u = u(x, t). Будем считать также, что плотность мате-
риала стержня, теплоемкость, коэффициент теплопроводности
и плотность источников тепла могут меняться лишь вдоль оси
стержня: c = c(x), ρ = ρ(x), k = k(x), f = f(x, t). Ясно, что
перераспределение температуры стержня зависит от его взаи-
модействия с окружающей средой. Мы рассмотрим два случая:
1) боковая поверхность стержня теплоизолирована; 2) через бо-
ковую поверхность осуществляется теплообмен с окружающей
средой по закону Ньютона, т. е.

q = α(ū− u),

где q — поток тепла, поступающего в тело, ū— температура окру-
жающей среды (предполагается известной), u — температура на
границе тела, α — коэффициент теплообмена (предполагается
известным).

Рассмотрим сначала первый случай. Выделим участок стер-
жня, лежащий между двумя сечениями S(x1), S(x2), и составим
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для него уравнение баланса тепла. Вследствие сделанного пред-
положения о характере распределения температуры в стержне и
в соответствии с законом Фурье количество тепла, поступившего
в выделенный участок стержня через сечение S(x2) за промежу-
ток времени от t1 до t2, равно

t2∫
t1

k(x2)S(x2)
∂u(x2, t)

∂x
dt.

Точно так же количество тепла, поступившего через сечение
S(x1), есть

−
t2∫
t1

k(x1)S(x1)
∂u(x1, t)

∂x
dt.

Поскольку боковая поверхность стержня считается теплоизоли-
рованной, то общее количество тепла, поступившего в выделен-
ный участок стержня, с учетом источников тепла, распределен-
ных в стержне, равно

t2∫
t1

k(x2)S(x2)
∂u(x2, t)

∂x
dt−

t2∫
t1

k(x1)S(x1)
∂u(x1, t)

∂x
dt+

+

t2∫
t1

x2∫
x1

S(x)f(x, t) dxdt.

Все это тепло идет на увеличение температуры стержня, т. е.

t2∫
t1

k(x2)S(x2)
∂u(x2, t)

∂x
dt−

t2∫
t1

k(x1)S(x1)
∂u(x1, t)

∂x
dt+

+

t2∫
t1

x2∫
x1

S(x)f(x, t)dxdt =

x2∫
x1

S(x)cρ [u(x, t2)− u(x, t1] dx,

или
t2∫
t1

x2∫
x1

[
∂

∂x

(
kS

∂u

∂x

)
+ Sf − Scρ

∂u

∂t

]
dxdt = 0, (5.1)
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откуда в силу произвольности t1, t2, x1, x2 получим, что для
всех t и для всех x ∈ (0, l)

S(x)c(x)ρ(x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x)S(x)

∂u

∂x

)
+ S(x)f(x, t). (5.2)

Уравнение (5.2) — уравнение теплопроводности стержня. В про-
стейшем случае, когда стержень цилиндрический и выполнен из
однородного материала, т. е. когда S(x), c(x), k(x), ρ(x) = const,
уравнение принимает вид

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ F (x, t), (5.3)

где a2 = k/cρ, F (x, t) = f(x, t)/cρ. Уравнение (5.3) — уравнение
теплопроводности стержня с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим второй случай. Будем считать при этом, что
стержень имеет цилиндрическую форму, т. е. S(x) ≡ S = const.
Ясно, что теперь мы должны учесть количество тепла, посту-
пающего через боковую поверхность стержня. В соответствии с
законом Ньютона оно равно

t2∫
t1

x2∫
x1

γα(u− u)dxdt,

где γ — периметр сечения стержня. Подчеркнем, что u (темпе-
ратура окружающей среды) может зависеть только от x, но не
зависит от положения точки на границе сечения S(x). Таким об-
разом, вместо (5.1) получаем

t2∫
t1

x2∫
x1

[
∂

∂x

(
k(x)S

∂u

∂x

)
+ γα(u− u) +

+ Sf(x, t)− Sc(x)ρ(x)
∂u

∂t

]
dxdt = 0,

т. е. функция u — решение уравнения

Sc(x)ρ(x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x)S

∂u

∂x

)
+ γα(u− u) + Sf(x, t).
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Для цилиндрического однородного стержня имеем

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+

αγ

cρS
(u− u) + F.

Приведем пример постановки начальных и граничных условий
для уравнения теплопроводности стержня:

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l, (5.4)

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t). (5.5)

Здесь предполагается, что стержень имеет длину l. Начальная
температура стержня известна. На концах стержня поддержи-
вается заданная температура.

Замечание 5.1. Понятно, что описанная в этом пункте мо-
дель применима, если форма стержня мало отличается от цилин-
дрической, т. е. функция S(x) близка к постоянной.

6. Волновое уравнение. В основу вывода этого уравне-
ния положим систему уравнений, описывающую движение газа
(идеальной жидкости), см., например, [4],

ρv̇ = −∇p + ρb, (6.1)
ρ̇ + ρdiv v = 0. (6.2)

Здесь ρ — плотность, v — скорость, p — давление, b — вектор
плотности массовых сил. Точкой обозначена полная производная
по времени.

При описании распространения звука в газе (например, в
воздухе) принимают, что:

1) массовые силы отсутствуют (в частности, влиянием силы
тяжести пренебрегают), т. е. b = 0;

2) процесс движения газа является адиабатическим, т. е. дав-
ление и плотность связаны соотношением

p

p0
=

(
ρ

ρ0

)γ
,

где γ = cp/cv > 0 — показатель адиабаты, cp, cv — теплоемкость
газа при постоянном давлении и объеме соответственно, p0, ρ0 —
начальные значения давления и плотности газа;

3) колебания газа малы (более точный смысл этого предпо-
ложения разъясняется позже).
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Упростим уравнения (6.1), (6.2), используя сделанные пред-
положения. Прежде всего, считая скорость движения газа малой,
пренебрегаем квадратичными слагаемыми в выражении

v̇i =
∂vi
∂t

+

3∑
i=1

∂vi
∂xk

ẋk =
∂vi
∂t

+

3∑
i=1

∂vi
∂xk

vk,

т. е. полагаем
v̇ =

∂v

∂t
.

Введем в рассмотрение величину

u =
ρ− ρ0

ρ0
,

относительное изменение плотности газа, называемое конденса-
цией. Ясно, что

ρ = ρ0 (1 + u) ,

p = p0 (1 + u)
γ

= p0 (1 + uγ + · · ·) ≈ p0 (1 + γu) . (6.3)

Нелинейные слагаемые справа отброшены, так как конденсация
газа считается малой. По той же причине

1

ρ
=

1

ρ0(1 + u)
=

1

ρ0

(
1− u + u2 + · · ·) ≈ 1

ρ0
(1− u) . (6.4)

Вследствие (6.3)
∇p = γp0∇u. (6.5)

Используя (6.4), (6.5), из уравнения (6.1) получим

∂v

∂t
= −a2∇u, (6.6)

где a2 = p0γ/ρ0. Используя те же приближенные равенства, из
уравнения неразрывности (6.2) получим

∂u

∂t
+ div v = 0. (6.7)

Система (6.6), (6.7) называется системой уравнений акустики.
Величина a =

√
p0γ/ρ0 имеет размерность скорости и назы-

вается скоростью звука. Объяснение этому названию будет дано
позже при изучении свойств решений системы (6.6), (6.7).
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Систему (6.6), (6.7) можно свести к одному уравнению. Дей-
ствительно, применяя к уравнению (6.6) операцию дивергенции,
получим

div
∂v

∂t
=

∂

∂t
div v = −a2 div (∇u) = −a2Δu.

В силу уравнения (6.7) имеем ∂ div v/∂t = −∂2u/∂t2, т. е.

∂2u

∂t2
= a2Δu. (6.8)

Уравнение (6.8) называется волновым уравнением.
В дальнейшем будем рассматривать и неоднородное волно-

вое уравнение
∂2u

∂t2
= a2Δu + f,

где f = f(x, t) — заданная функция.

7. Примеры стационарных уравнений математиче-
ской физики. Все рассматривавшиеся до сих пор примеры
относятся к нестационарным уравнениям математической физи-
ки — искомые функции зависят от времени. Если при опреде-
ленных условиях решения указанных уравнений можно считать
от времени не зависящими, то мы приходим к так называемым
стационарным уравнениям.

Приведем примеры.
Пусть в уравнении теплопроводности (4.2) плотность источ-

ников тепла не зависит от времени f = f(x), x = (x1, x2, x3).
На границе тела также поддерживается постоянная температу-
ра μ = μ(x). Тогда можно поставить задачу о стационарном
распределении температуры в теле Ω, т. е. задачу об отыскании
функции u = u(x), такой, что

div(k∇u) = −f, x ∈ Ω, (7.1)

u(x) = μ(x), x ∈ Γ. (7.2)

В простейшем случае, когда тело однородно, уравнение прини-
мает вид

Δu = −F, x ∈ Ω, (7.3)
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где F = f/k, Δ — трехмерный оператор Лапласа. Краевая зада-
ча (7.3), (7.2) называется задачей Дирихле для уравнения Пуас-
сона. При отсутствии источников тепла, распределенных в те-
ле Ω, уравнение (7.3) записывается в виде

Δu = 0, x ∈ Ω. (7.4)

Уравнение (7.4) называется уравнением Лапласа.
В качестве следующего примера рассмотрим задачу о рав-

новесии мембраны, находящейся под действием заданной посто-
янной силы. Для однородной мембраны мы вновь приходим к
задаче Дирихле для уравнения Пуассона

Δu = −F, x ∈ Ω, (7.5)

u(x) = μ(x), x ∈ Γ. (7.6)

ЗдесьΔu =
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
— двумерный оператор Лапласа, F = f/T ,

μ — известная функция — прогиб мембраны в граничных точках.



Глава 3
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

1. Теорема о единственности решения задачи Ко-
ши для волнового уравнения. Задача Коши для волнового
уравнения состоит в отыскании функции u = u(x, t), определен-
ной при всех x ∈ R3, t � 0, удовлетворяющей уравнению

∂2u

∂t2
= a2Δu + f(x, t), x ∈ R

3, t > 0, (1.1)

где Δu =
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
+

∂2u

∂x23
— трехмерный оператор Лапласа, и

начальным условиям:

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
3, (1.2)

∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ R

3. (1.3)

Теорема 1.1. Задача Коши для волнового уравнения мо-
жет иметь не более одного решения.

Доказательство. Для упрощения записей рассмотрим
двумерное уравнение (1.1). Все построения с очевидными из-
менениями переносятся на трехмерный и одномерный случаи.
Предположим, что вопреки утверждению теоремы задача (1.1)–
(1.3) имеет два различных решения u1, u2. Тогда их разность
u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t), очевидно, есть решение однородной
задачи:

∂2u

∂t2
= a2Δu, (1.4)

u(x, 0) = 0, x ∈ R
2, (1.5)

∂u(x, 0)

∂t
= 0, x ∈ R

2. (1.6)
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Выполним в уравнении (1.4) замену переменных τ = at.
Задача (1.4)–(1.6) примет вид:

∂2u

∂τ2
= Δu, (1.7)

u(x, 0) = 0, x ∈ R
2, (1.8)

∂u(x, 0)

∂τ
= 0, x ∈ R

2. (1.9)

Пусть x0 ∈ R
2, τ0 > 0 — произвольны. Покажем, что

u(x0, τ0) = 0. Построим круговой конус с вершиной в точ-
ке (x0, τ0), осью, параллельной оси τ , и углом при вершине, рав-
ным π/2. Обозначим через Ω область, ограниченную боковой по-
верхностью конуса и частью плоскости τ = 0, лежащей внутри
конуса.

Умножим уравнение (1.7) на 2∂u/∂τ и проинтегрируем по
области Ω. Получим

I =

∫
Ω

(
2
∂u

∂τ

∂2u

∂τ2
− 2

∂u

∂τ

∂2u

∂x21
− 2

∂u

∂τ

∂2u

∂x22

)
dx = 0.

Преобразуем выражение, стоящее под знаком интеграла:

2
∂u

∂τ

∂2u

∂τ2
− 2

∂u

∂τ

∂2u

∂x21
− 2

∂u

∂τ

∂2u

∂x22
=

∂

∂τ

(
∂u

∂τ

)2
+

∂

∂τ

(
∂u

∂x1

)2
−

−2
∂u

∂x1

∂2u

∂x1∂τ
−2

∂u

∂τ

∂2u

∂x21
+

∂

∂τ

(
∂u

∂x2

)2
−2

∂u

∂x2

∂2u

∂x2∂τ
−2

∂u

∂τ

∂2u

∂x22
=

=
∂

∂τ

((
∂u

∂τ

)2
+

(
∂u

∂x1

)2
+

(
∂u

∂x2

)2)
− 2

∂

∂x1

(
∂u

∂τ

∂u

∂x1

)
−

− 2
∂

∂x2

(
∂u

∂τ

∂u

∂x2

)
. (1.10)

Используем затем формулу интегрирования по частям. Получим

I =

∫
Γ

((
∂u

∂x1

)2
+

(
∂u

∂x2

)2
+

(
∂u

∂τ

)2)
cos(ν, τ) dx−
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− 2

∫
Γ

(
∂u

∂τ

∂u

∂x1
cos(ν, x1) +

∂u

∂τ

∂u

∂x2
cos(ν, x2)

)
dx.

Здесь Γ — граница области Ω, ν — внешняя нормаль к Γ. По-
ложим Γ = Γ0 + Γ1, где Γ0 — основание конуса, Γ1 — боковая
сторона. Вследствие начальных условий

∂u

∂x1
=

∂u

∂x2
=

∂u

∂τ
= 0 при τ = 0,

т. е.

I =

∫
Γ1

((
∂u

∂x1

)2
+

(
∂u

∂x2

)2
+

(
∂u

∂τ

)2)
cos(ν, τ) dx−

− 2

∫
Γ1

(
∂u

∂τ

∂u

∂x1
cos(ν, x1) +

∂u

∂τ

∂u

∂x2
cos(ν, x2)

)
dx =

=
1

cos(ν, τ)

∫
Γ1

[((
∂u

∂x1

)2
+

(
∂u

∂x2

)2
+

(
∂u

∂τ

)2)
cos2(ν, τ) −

− 2
∂u

∂τ

∂u

∂x1
cos(ν, τ) cos(ν, x1)− 2

∂u

∂τ

∂u

∂x2
cos(ν, τ) cos(ν, x2)

]
dx.

Далее, поскольку |ν| = 1, cos(ν, τ) = 1/
√

2, то

cos2(ν, x1) + cos2(ν, x2) = 1− cos2(ν, τ) = cos2(ν, τ),

следовательно,

I =
1

cos(ν, τ)

∫
Γ1

[
∂u

∂τ
cos(ν, x1)− ∂u

∂x1
cos(ν, τ)

]2
dx+

+
1

cos(ν, τ)

∫
Γ1

[
∂u

∂τ
cos(ν, x2)− ∂u

∂x2
cos(ν, τ)

]2
dx = 0.

Отсюда, очевидно, вытекает, что

∂u

∂x1
cos(ν, τ) =

∂u

∂τ
cos(ν, x1),
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∂u

∂x2
cos(ν, τ) =

∂u

∂τ
cos(ν, x2)

на Γ1 и, таким образом,

∂u

∂x1

/
cos(ν, x1) =

∂u

∂x2

/
cos(ν, x2) =

∂u

∂τ

/
cos(ν, τ) = λ, (1.11)

т. е. ∇u = λν на Γ1. Пусть l — вектор, параллельный какой-
нибудь образующей конуса. Ясно, что (l, ν) = 0. Далее, по опре-
делению ∂u/∂l = ∇u · l, следовательно, ∂u/∂l = λν · l = 0 на Γ1.

Таким образом, функция u постоянна на образующей кону-
са, а поскольку u = 0 на основании конуса, то u(x0, τ0) = 0.
В силу произвольности точки (x0, τ0) имеем u(x, τ) ≡ 0. �

2. Решение задачи Коши для уравнения колебаний
струны. Рассмотрим простейшее гипреболическое уравнение

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t). (2.1)

Будем интерпретировать это уравнение как уравнение коле-
баний струны. Тогда a =

√
T/ρ, T — натяжение, ρ — линейная

плотность струны. Будем считать, что струна достаточно длин-
ная, и нас интересует ее поведение на достаточном удалении от
ее концов и на небольшом начальном отрезке времени. В этом
случае влиянием способа закрепления струны на концах можно
пренебречь, считать ее бесконечной и задавать лишь начальные
условия:

u(x, 0) = u0(x), −∞ < x < +∞, (2.2)
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), −∞ < x < +∞, (2.3)

где функции u0, u1 предполагаются известными. Таким обра-
зом, возникает задача: найти функцию u(x, t), удовлетворяющую
уравнению (2.1) при всех x ∈ (−∞,+∞), t > 0 и начальным
условиям (2.2), (2.3). Такая задача называется задачей Коши.
Решение задачи Коши для уравнения колебаний струны мож-
но построить в явном виде. Для простоты ограничимся случаем
однородного уравнения

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
. (2.4)
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Приведем это уравнение к первому каноническому виду. Запи-
шем соответствующие обыкновенные дифференциальные урав-
нения:

dt = dx/a, dt = −dx/a.

Решая их, получим: x − at = c1, x + at = c2, c1, c2 = const.
Выполняя замену переменных ξ = x− at, η = x + at, найдем

∂2u

∂ξ∂η
= 0.

Перепишем это уравнение в виде

∂

∂ξ

(
∂u

∂η

)
= 0. (2.5)

Понятно, что
∂u

∂η
= f(η),

где f(η) — произвольная функция, откуда

u(ξ, η) =

∫
f(η) dη + f1(ξ),

где f1(ξ) — произвольная функция. Таким образом, получаем,
что u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η), где f1, f2 — произвольные дважды
непрерывно дифференцируемые функции, есть решение уравне-
ния (2.5), а значит, функция u(x, t) = f1(x − at) + f2(x + at) —
решение уравнения (2.4). Выберем функции f1, f2 так, чтобы
для функции u(x, t) были выполнены начальные условия (2.2),
(2.3). Условие (2.2) дает

f1(x) + f2(x) = u0(x), (2.6)

а вследствие (2.3)

∂u(x, 0)

∂t
= −af ′1(x) + af ′2(x) = u1(x). (2.7)

Интегрируя равенство (2.7), получим

f2(x)− f1(x) =
1

a

x∫
x0

u1(ξ) dξ + c, (2.8)
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где x0, c произвольны. Решая (2.6), (2.8) как систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно f1(x), f2(x), будем
иметь

f2(x) =
1

2
u0(x) +

1

2a

x∫
x0

u1(ξ) dξ +
c

2
,

f1(x) =
1

2
u0(x)− 1

2a

x∫
x0

u1(ξ) dξ − c

2
,

и, следовательно,

u(x, t) =
1

2
(u0(x− at) + u0(x + at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

u1(ξ) dξ. (2.9)

Формула (2.9) называется формулой Даламбера. Она позво-
ляет вычислить решение задачи Коши (2.4), (2.2), (2.3) в любой
точке (x, t).

Замечание 2.1. Формула (2.9) имеет смысл для любой
функции u0 и любой интегрируемой функции u1. Понятно, что
при этом функция u может не иметь вторых производных. В та-
ком случае она называется обобщенным решением задачи Коши
для уравнения колебаний струны.

Пример. Построим решение задачи (2.4), (2.2), (2.3) при
условии, что u1 ≡ 0, т. е. в начальный момент струна неподвиж-
на, а функция u0 равна нулю всюду, кроме отрезка [x0−c, x0+c],
а на отрезке [x0− c, x0 + c] задается кусочно-линейной функцией
(ее график имеет вид зубчика высоты h, см. рис. 1), т. е. струну
как бы ущипнули в точке x0, а затем отпустили. В соответствии
с формулой Даламбера решение задачи имеет вид

u(x, t) =
1

2
(u0 (x− at) + u0 (x + at)) .

Пользуясь эти равенством, изобразим форму струны в некоторый
момент времени t > 0 (см. рис. 2). Видно, что с ростом време-
ни вдоль струны в противоположных направлениях движутся
два одинаковых �зубчика� высотой h/2 и шириной 2c. Скорость
движения каждого из них равна a.

Этот пример показывает, что возмущения распространяют-
ся по струне с конечной скоростью, равной a =

√
T/ρ. Важно
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Рис. 1.

Рис. 2.

отметить, что скорость возрастает с ростом натяжения струны
и падает с увеличением ее линейной плотности, что вполне соот-
ветствует физическому опыту.

Упражнение 2.1. Показать, что решение начально-крае-
вой задачи

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x > 0,

описывающей свободные колебания полуограниченной, жестко
закрепленной на конце струны, может быть выписано в виде

u(x, t)=
1

2
(ũ0(x− at) + ũ0(x + at))+

1

2a

x+at∫
x−at

ũ1(ξ) dξ, x > 0, t > 0,
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где

ũi(x) =

{
ui(x), x � 0,
−ui(−x), x < 0,

i = 0, 1, т. е. функция ũi — нечетное продолжение функции ui.

Упражнение 2.2. Показать, что решение начально-крае-
вой задачи

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, t > 0,

∂u(0, t)

∂x
= 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x) x > 0,

описывающей свободные колебания полуограниченной, свобод-
ной на конце струны, может быть выписано в виде

u(x, t)=
1

2
(ũ0(x− at) + ũ0(x + at))+

1

2a

x+at∫
x−at

ũ1(ξ) dξ, x > 0, t > 0,

где

ũi(x) =

{
ui(x), x � 0,
ui(−x), x < 0,

i = 0, 1, т. е. функция ũi — четное продолжение функции ui.

3. Задача Коши для трехмерного однородного вол-
нового уравнения. Эта задача состоит в отыскании функции
u(x, t), определенной при всех x ∈ R

3, t � 0, удовлетворяющей
уравнению:

∂2u

∂t2
= a2Δu, x ∈ R

3, t > 0, (3.1)

где Δu =
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
+

∂2u

∂x23
— трехмерный оператор Лапласа, и

начальным условиям

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
3, (3.2)
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∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ R

3. (3.3)

Построим формулу, дающую решение задачи (3.1)–(3.3).
При этом основную роль будет играть

Лемма 3.1. Пусть ϕ ∈ C2(R3)1). Тогда функция

u(x, t) =
t

mes Sat(x)

∫
Sat(x)

ϕ(ξ) dξ, x ∈ R
3, t > 0, (3.4)

где Sat(x) — сфера с центром в точке x, радиуса at, есть реше-
ние уравнения (3.1), удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = 0,
∂u(x, 0)

∂t
= ϕ(x), x ∈ R

3. (3.5)

Доказательство. Вследствие того, что dSr = r2dS1,
где dSr — элемент площади поверхности сферы радиуса r, имеем

u(x, t) =
t

4π

∫
S1(0)

ϕ(x + atξ) dξ. (3.6)

Отсюда, очевидно, вытекает, что u ∈C2(R3 × (0,∞)). Нетрудно
подсчитать, что

Δu(x, t) =
t

4π

∫
S1(0)

Δϕ(x + atξ) dξ. (3.7)

Вычислим теперь производные по t функции u. Имеем

∂u

∂t
=

1

4π

∫
S1(0)

ϕ(x + atξ) dξ +
at

4π

∫
S1(0)

∇ϕ(x + atξ) · ξ dξ. (3.8)

Переходя во втором слагаемом к интегрированию по Sat(x), по-
лучим

∂u

∂t
=

1

4π

∫
S1(0)

ϕ(x + atξ) dξ +
1

4πat

∫
Sat(x)

∇ϕ(ξ) · ν dξ, (3.9)

1)Как обычно, Cm(Ω) — множество функций m раз непрерыв-
но дифференцируемых на Ω.
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где ν — единичный вектор внешней нормали на сфере Sat(x).
Применяя формулу Остроградского — Гаусса, можем написать:∫

Sat(x)

∇ϕ(ξ) · ν dξ =

∫
Bat(x)

Δϕ(ξ) dξ,

где Br(x) — шар радиуса r с центром в точке x. Таким образом,
равенство (3.9) можно представить в виде

∂u

∂t
=

u

t
+

1

4πat
J, (3.10)

где

J =

∫
Bat(x)

Δϕ(ξ)dξ,

и, следовательно,

∂2u

∂t2
=

1

t

∂u

∂t
− u

t2
− 1

4πat2
J +

1

4πat

∂J

∂t
=

=
1

t

(
u

t
+

1

4πat
J

)
− u

t2
− 1

4πat2
J +

1

4πat

∂J

∂t
=

1

4πat

∂J

∂t
.

Запишем J в сферической системе координат с началом в точке
x:

J =

at∫
0

∫
S1(0)

Δϕ(x + ρξ)ρ2 dξdρ.

Дифференцируя по t, получим

∂J

∂t
= a3t2

∫
S1(0)

Δϕ(x + atξ) dξ,

и, значит,
∂2u(x, t)

∂t2
=

a2t

4π

∫
S1(0)

Δϕ(x + atξ) dξ. (3.11)

Сравнивая (3.7) и (3.11), получаем, что функция u — решение
однородного волнового уравнения.
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По теореме о среднем∫
S1(0)

ϕ(x + atξ) dξ = 4πϕ(x + atξ̃ ),

где ξ̃ есть некоторая точка S1(0), поэтому, переходя к пределу
при t → 0 в равенстве (3.6), получим, что u(x, 0) = 0 для лю-
бого x ∈ R

3. Аналогично, используя (3.8), можем написать, что
∂u(x, 0)/∂t = ϕ(x) для любого x ∈ R

3. �
Следствие 3.1. Пусть ϕ ∈ C3(R3). Тогда функция

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫
Sat(x)

ϕ(ξ) dξ

)
, x ∈ R

3, t > 0,

удовлетворяет однородному волновому уравнению и следующим
начальным условиям:

u(x, 0) = ϕ(x), (3.12)

∂u(x, 0)

∂t
= 0. (3.13)

Доказательство. В ходе доказательства леммы 3.1 было
установлено, что функция

ũ(x, t) =
1

4πa2t

∫
Sat(x)

ϕ(ξ) dξ

принадлежит пространству C3(R3 × (0,∞)) и удовлетворяет
уравнению

∂2ũ(x, t)

∂t2
= a2Δũ. (3.14)

Уравнение (3.14) можно продифференцировать по t. В результа-
те получим

∂2

∂t2

(
∂ũ

∂t

)
= a2Δ

(
∂ũ

∂t

)
,
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т. е. u — решение однородного волнового уравнения. Из лем-
мы 3.1 также вытекает, что ∂ũ(x, 0)/∂t = ϕ(x), т. е. начальное
условие (3.12) выполнено. Далее, по построению

∂u(x, t)

∂t
=

∂2ũ(x, t)

∂t2
,

откуда вследствие (3.14) имеем

∂u(x, t)

∂t
= a2Δũ(x, t).

Из леммы 3.1 вытекает, что ũ(x, 0) = 0 ∀x ∈ R
3, поэтому началь-

ное условие (3.13) также выполнено. �
Теорема 3.1. Пусть u0(x) ∈ C3(R3), u1(x) ∈ C2(R3). Тогда

функция

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫
Sat(x)

u0(ξ) dξ

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

u1(ξ) dξ (3.15)

есть решение задачи (3.1)–(3.3).

Доказательство. Достаточно заметить, что на основании
леммы 3.1 функция

u(1)(x, t) =
1

4πa2t

∫
Sat(x)

u1(ξ)dξ

есть решение задачи

∂2u(1)

∂t2
= a2Δu(1), x ∈ R

3, t > 0,

u(1)(x, 0) = 0,
∂u(1)(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ R

3,

а функция

u(2)(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫
Sat(x)

u0(ξ) dξ

)
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является решением задачи

∂2u(2)

∂t2
= a2Δu(2), x ∈ R

3, t > 0,

u(2)(x, 0) = u0(x),
∂u(2)(x, 0)

∂t
= 0, x ∈ R

3. �

Формулу (3.15) называют формулой Пуассона.

4. Решение задачи Коши для двумерного волново-
го уравнения. Метод спуска. Рассматривается двумерная
задача Коши:

∂2u

∂t2
= a2Δu, x ∈ R

2, t > 0, (4.1)

где Δu =
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
— двумерный оператор Лапласа,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
2, (4.2)

∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ R

2. (4.3)

Будем предполагать, что u0 ∈ C3(R2), u1 ∈ C2(R2).
Задачу (4.1)–(4.3) можно интерпретировать как частный

случай задачи (3.1)–(3.3), когда функции u0, u1 не зависят от
переменной x3. В связи с этим решение задачи (4.1)–(4.3) можно
представить по формуле Пуассона (3.15), в которой функции u0,
u1 не зависят от переменной ξ3. Входящие в эту формулу ин-
тегралы по сфере Sat(x) можно представить как интегралы по
кругу Cat(x), являющемуся проекцией этой сферы на координат-
ную плоскость ξ1, ξ2. Запишем уравнение сферической поверхно-
сти радиуса at с центром в точке (x1, x2, 0): ξ3 = ±g(ξ1, ξ2), где
g(ξ1, ξ2) =

√
a2t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2. Используя хорошо из-

вестные формулы теории поверхностных интегралов, получим∫
Sat(x1,x2,0)

u0(ξ) dξ =

= 2

∫
Cat(x1,x2)

u0(ξ1, ξ2)

√
1 +

(
∂g

∂ξ1

)2
+

(
∂g

∂ξ2

)2
dξ1 dξ2 =
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= 2at

∫
Cat(x1,x2)

u0(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2√
a2t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

(4.4)

(множитель 2 возникает потому, что интегрирование проводится
как по верхней, так и по нижней полусферам). В результате, для
двумерной задачи Коши формула Пуассона принимает вид

u(x, t) =
1

2πa

∂

∂t

∫
Cat(x1,x2)

u0(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2√
a2t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

+

+
1

2πa

∫
Cat(x1,x2)

u1(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2√
a2t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

. (4.5)

5. Анализ решений задачи Коши в двумерном и
трехмерном случаях. Используя формулу (3.15), проанали-
зируем решение задачи Коши (3.1)–(3.3) в случае, когда функции
u0(x), u1(x) тождественно обращаются в нуль при x �∈ ω, где ω —
некоторая ограниченная область. Если интерпретировать урав-
нение (3.1) как уравнение распространения звуковых волн в газе,
то сделанное предположение означает, что начальные возмуще-
ния плотности газа локализованы в области ω. Иными словами,
источник звука расположен в ω. Из формулы (3.15) следует, что
в некоторой точке x �∈ ω решение задачи будет оставаться рав-
ным нулю до тех пор, пока сфера Sat с центром в этой точке
не пересечет область ω. Это значит, что начальные возмущения,
локализованные в ω, дойдут до точки x за время r0/a, где r0
есть минимальное расстояние от ω до x. Как только время пре-
высит значение r1/a, где r1 — максимальное расстояние от ω до
x, то решение в точке x вновь станет нулевым и будет оставаться
таковым впоследствии.

Этот пример показывает, что звуковые колебания распро-
страняются в газе со скоростью a. Причем звуковая волна имеет
ярко выраженные передний и задний фронты (см. рис. 3).

Иначе обстоит дело в двумерном случае. Анализируя ана-
логичную ситуацию при помощи формулы (4.5), нетрудно заме-
тить, что скорость распространения возмущений вновь равна a.
У волны возмущения есть передний фронт, но заднего фронта
нет, так как круг Cat, накрыв область ω при некотором t, будет
и в дальнейшем ее накрывать. Так, например, распространяются
возмущения по мембране.
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Рис. 3.

6. Теорема единственности решения смешанной гра-
ничной задачи для гиперболического уравнения. Рас-
сматривается одномерное гиперболическое уравнение

ρ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
− qu + f(x, t), x ∈ (0, l), t > 0. (6.1)

Это уравнение можно интерпретировать как уравнение ко-
лебаний струны в среде, оказывающей сопротивление, пропор-
циональное смещению.

В дальнейшем предполагается, что

ρ = ρ(x) � c0 > 0, p = p(x) � c1 > 0, q = q(x) � 0, c0, c1 = const.

К уравнению (6.1) присоединяются начальные условия

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
= u1(x), x ∈ (0, l), (6.2)

а также какое-либо из следующих граничных условий:

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t), t > 0, (6.3)

−p(0)
∂u(0, t)

∂x
= μ1(t), p(l)

∂u(l, t)

∂x
= μ2(t), t > 0, (6.4)

−p(0)
∂u(0, t)

∂x
+ h1(t)u(0, t) = μ1(t),

p(l)
∂u(l, t)

∂x
+ h2(t)u(l, t) = μ2(t), t > 0,

(6.5)

μi(t), hi(t), i = 1, 2 — заданные функции, причем h1(t), h2(t) � 0.



Теорема единственности 53

Условия (6.3) означают, что концы струны движутся по за-
данному закону, условия (6.4) моделируют действие заданных
сил μ1, μ2 на концы струны, условия (6.5) соответствуют упру-
гому закреплению концов струны.

Теорема 6.1. Каждая из трех задач (6.1)–(6.3); (6.1),
(6.2), (6.4); (6.1), (6.2), (6.5) может иметь не более одного ре-
шения.

Доказательство. Рассмотрим задачу (6.1)–(6.3). Осталь-
ные исследуются аналогично. Предположим, что вопреки утвер-
ждению теоремы задача (6.1)–(6.3) имеет два различных реше-
ния u1(x, t), u2(x, t). Для u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) получаем за-
дачу:

ρ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
− qu, x ∈ (0, l), t > 0, (6.6)

u(x, 0) = 0,
∂u

∂t
= 0, x ∈ (0, l), (6.7)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0. (6.8)

Умножим уравнение (6.6) на 2∂u/∂t и проинтегрируем по x от 0
до l. Получим

ϕ(t) ≡ 2

l∫
0

[
ρ
∂2u

∂t2
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
∂u

∂t
+ qu

∂u

∂t

]
dx = 0.

Заметим, что

2
∂2u

∂t2
∂u

∂t
=

∂

∂t

(
∂u

∂t

)2
, 2u

∂u

∂t
=

∂

∂t
u2,

а для преобразования второго слагаемого используем формулу
интегрирования по частям:

−
l∫
0

∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)
∂u

∂t
dx =

l∫
0

p
∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
dx. (6.9)

Учтено, что вследствие граничных условий (6.8)

∂u(0, t)

∂t
=

∂u(l, t)

∂t
= 0
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при всех t > 0. Поэтому внеинтегральные слагаемые в правой
части (6.9) отсутствуют. Понятно, что

2
∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
=

∂

∂t

(
∂u

∂x

)2
.

Таким образом,

ϕ(t) =

l∫
0

∂

∂t

[
ρ

(
∂u

∂t

)2
+ p

(
∂u

∂x

)2
+ qu2

]
dx =

=
d

dt

l∫
0

[
ρ

(
∂u

∂t

)2
+ p

(
∂u

∂x

)2
+ qu2

]
dx = 0.

Это значит, что

E(t) =

l∫
0

[
ρ

(
∂u

∂t

)2
+ p

(
∂u

∂x

)2
+ qu2

]
dx ≡ const.

В силу начальных условий

u(x, 0) =
∂u(x, 0)

∂x
=

∂u(x, 0)

∂t
= 0, 0 < x < l,

следовательно, E(0) = 0, но тогда E(t) = 0 для всех t > 0, откуда
вследствие условий на коэффициенты уравнения вытекает, что

∂u(x, t)

∂t
≡ 0,

значит, функция u(x, t) не зависит от t, но u(x, 0) = 0, поэто-
му u(x, t) ≡ 0. �

7. Метод разделения переменных решения задачи о
свободных колебаниях однородной струны. В случае сво-
бодных колебаний однородной жестко закрепленной на концах
струны мы получим явное выражение для решения. По сравне-
нию с задачей Коши, решение будет иметь более сложное пред-
ставление (в виде бесконечного ряда). Применяемый при этом
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метод называется методом разделения переменных, или мето-
дом Фурье. Как мы увидим впоследствии, этот метод может быть
использован при решении весьма разнообразных задач матема-
тической физики.

Задача о свободных колебаниях однородной жестко закреп-
ленной на концах струны, как мы уже знаем, может быть сфор-
мулирована в виде:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (7.1)

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), 0 < x < l, (7.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0, (7.3)

функции u0, u1 заданы.
Будем искать решение уравнения (7.1) методом разделения

переменных. Представим функцию u(x, t) в виде

u(x, t) = X(x)T (t).

Подчеркнем, что X — функция, зависящая только от x, а T —
функция, зависящая только от t. Подставляя u(x, t) в уравнение,
получим

T ′′X = a2TX ′′,

или
T ′′

a2T
=

X ′′

X
. (7.4)

Левая часть равенства (7.4) зависит только от t, а правая —
только от x. Поэтому равенство может быть выполнено при всех
x ∈ (0, l), t > 0 лишь при условии, что правая и левая части (7.4)
есть одна и та же постоянная

T ′′

a2T
=

X ′′

X
= −λ = const. (7.5)

Знак минус справа написан для удобства проведения выкладок в
дальнейшем. Из (7.5) получим уравнения для X и T :

X ′′ + λX = 0, 0 < x < l, (7.6)

T ′′ + a2λT = 0, t > 0. (7.7)



56 Глава 3. Гиперболические уравнения

Потребуем, чтобы функция u(x, t) удовлетворяла гранич-
ным условиям (7.3). Тогда для функции X(x) получим

X(0) = X(l) = 0. (7.8)

Таким образом, для отыскания функции X и неизвестного
параметра λ возникла задача (7.6), (7.8). Эта задача называется
задачей Штурма — Лиувилля. Понятно, что X ≡ 0 — решение
задачи (7.6), (7.8) при любом λ, но такое (тривиальное) решение
не представляет интереса, так как ему соответствует u ≡ 0, и в
дальнейшем оно исключается из рассмотрения.

Решение задачи Штурма — Лиувилля можно построить в
явном виде. Проанализируем с этой целью следующие возмож-
ности.

1. Предположим, что искомый параметр λ < 0. Построим со-
ответствующее этому значению λ решение обыкновенного диф-
ференциального уравнения (7.6). Запишем характеристическое
уравнение

μ2 + λ = 0. (7.9)

Корни этого уравнения вещественны и различны

μ1 = +
√−λ, μ2 = −√−λ,

следовательно, общее решение уравнения (7.6) имеет вид

X(x) = c1e
√−λx + c2e

−√−λx,

где c1, c2 — произвольные постоянные. Попробуем подобрать их
так, чтобы выполнялись граничные условия (7.8). В результате
получим систему линейных уравнений для определения c1, c2

c1 + c2 = 0,

c1e
√−λ l + c2e

−√−λ l = 0.

Определитель этой системы∣∣∣∣∣∣
1 1

e
√−λ l e−

√−λ l

∣∣∣∣∣∣ = e−
√−λ l − e

√−λ l �= 0,

следовательно, система может иметь только тривиальное реше-
ние c1 = c2 = 0, а значит решение задачи (7.6), (7.8) при λ < 0
тождественно равно нулю.
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2. Пусть λ = 0. Тогда X ′′ = 0, т. е. X(x) = c1x + c2. Из
граничных условий (7.8) сразу получаем c1 = c2 = 0. Вновь за-
дача (7.6), (7.8) может иметь только тривиальное решение.

3. Пусть, наконец, λ>0. Корни характеристического урав-
нения (7.9) в этом случае чисто мнимые: μ1 = i

√
λ, μ2 = −i

√
λ,

i =
√−1, и общее решение уравнения (7.6) записывается так:

X(x) = c1 cos
√
λx + c2 sin

√
λx.

Попытаемся удовлетворить граничным условиям (7.8). Имеем

c1 = 0,

c1 cos
√
λ l + c2 sin

√
λ l = 0.

Значит, sin
√
λ l = 0, но тогда

√
λ l = πk, λ = (πk/l)2, где k —

любое целое число. Итак, мы показали, что при

λ = λk =

(
πk

l

)2
задача (7.6), (7.8) имеет нетривиальное решение

Xk = ck sin
πkx

l
,

где ck = const, k = 1, 2, . . . Значения постоянных ck для дальней-
шего несущественны, и мы будем полагать их равными единице.
Числа λk называются собственными числами задачи Штурма —
Лиувилля, а функции Xk(x) — соответствующими им собствен-
ными функциями. Говорят также: собственные пары.

Отметим необходимые в дальнейшем свойства собственных
функций.

Вычислим интеграл

l∫
0

Xk(x)Xj(x)dx =

l∫
0

sin
πkx

l
sin

πjx

l
dx.

Используя тригонометрическую формулу

2 sin
πkx

l
sin

πjx

l
= cos

π(k − j)x

l
− cos

π(k + j)x

l
,
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получим
l∫
0

Xk(x)Xj(x)dx =

⎧⎨⎩
0, k �= j;

l/2, k = j.

(7.10)

Это соотношение выражает свойство ортогональности собствен-
ных функций задачи Штурма — Лиувилля.

Обратимся теперь к уравнению (7.7) для определения функ-
ции T (t). При λ = λk оно, как нетрудно подсчитать, имеет общее
решение вида

T (t) = Tk(t) = ak cosωkt + bk sinωkt,

где

ωk = a
√

λk =
πka

l
, (7.11)

ak, bk — произвольные постоянные. Таким образом, функция

uk(x, t) = Tk(t)Xk(x) = (ak cosωkt + bk sinωkt) sin
πkx

l

при любом k = 1, 2, . . . есть решение уравнения колебаний стру-
ны (7.1), удовлетворяющее граничным условиям (7.3).

Наша цель — построить решение, удовлетворяющее еще и за-
данным начальным условиям. Предположим, что функции u0, u1
представимы в виде рядов по синусам, т. е.

ui(x) =

∞∑
k=1

α
(i)
k sin

πkx

l
, i = 0, 1, (7.12)

где коэффициенты Фурье α(i)k вычисляются по известным из кур-
са математического анализа формулам

α
(i)
k =

2

l

l∫
0

ui(x) sin
πjx

l
dx, j = 1, 2, . . . , i = 0, 1. (7.13)

Отметим, что эти формулы — непосредственное следствие
соотношений ортогональности (7.10).

Решение задачи (7.1)–(7.3) также теперь естественно искать
в виде бесконечного ряда

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x, t) =
∞∑
k=1

(ak cosωkt + bk sinωkt) sin
πkx

l
, (7.14)
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где ak, bk, k = 1, 2, . . . — числа, подлежащие определению.
Поскольку каждое из слагаемых uk(x, t) удовлетворяет уравне-
нию (7.1) и граничным условиям (7.3) при любых ak, bk, то
u — решение уравнения, удовлетворяющее граничным условиям.
Нетрудно подсчитать, что

u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin
πkx

l
,

∂u(x, 0)

∂t
=

∞∑
k=1

bkωk sin
πkx

l
,

поэтому начальные условия (7.2) будут выполнены, когда

ak = α
(0)
k , bk = α

(1)
k /ωk, k = 1, 2, . . . (7.15)

Проанализируем теперь физический смысл построенного на-
ми решения. Функции

uk(x, t) = (ak cosωkt + bk sinωkt) sin
πkx

l

называются стоячими волнами, или гармониками. Таким обра-
зом, решение задачи u(x, t) — сумма, наложение, или суперпози-
ция бесконечного, вообще говоря, числа стоячих волн. Рассмот-
рим подробнее функцию uk(x, t). С этой целью запишем ее в виде

uk(x, t) = Ak

(
ak
Ak

cosωkt +
bk
Ak

sinωkt

)
sin

πkx

l
,

где Ak =
√

a2k + b2k. Очевидно, (ak/Ak)
2

+ (bk/Ak)
2

= 1. Поэтому
можно положить

ak/Ak = sinϕk, bk/Ak = cosϕk, где ϕk = arctg(ak/bk).

Тогда

uk(x, t) = Ak (sinϕk cosωkt + cosϕk sinωkt) sin
πkx

l
,

или
uk(x, t) = Ak sin(ωkt + ϕk) sin

πkx

l
.

Приняты следующие названия: Ak — амплитуда стоячей волны,
ωk — частота, ϕk — фаза, функция sin(πkx/l) описывает форму
стоячей волны.
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Ясно, что частота и форма стоячей волны не зависят от
начальных условий, а определяются только параметрами самой
струны, т. е. числами l, ρ, T . Говорят поэтому, что ωk — собствен-
ная частота колебаний струны, а sin(πkx/l) — соответствующая
собственная форма (или мода). Отметим, что каждой собствен-
ной частоте соответствует в точности одна собственная форма.
Этот факт — исключительное свойство свободных колебаний
струны. Для более сложных упругих тел, например даже для
мембраны, это может быть не так: одной собственной частоте
может соответствовать несколько различных собственных форм
колебаний. Следует, наконец, подчеркнуть, что амплитуда и фа-
за стоячей волны определяются начальными условиями задачи,
а именно коэффициентами Фурье функций u0, u1.

Рис. 4.

Изобразим график функции uk(x, t) как функции перемен-
ной x при фиксированном t (см. рис. 4). Точки пересечения
с осью x называются узлами стоячей волны. При k = 3 это
x = 0, l/3, 2l/3, l. В процессе колебаний они остаются непо-
движными. Точки экстремума — пучности стоячей волны. При
k = 3 это x = l/6, l/2, 5l/6. В них достигается максимум отклоне-
ния струны от оси x. Рассматривая теперь uk(x, t) как функцию
переменной t при фиксированном x, нетрудно установить, что
она описывает колебания с частотой ωk и начальной фазой ϕk,
одинаковыми для всех x. Поэтому волна и называется стоячей.

Для достаточно гладких функций u0, u1 коэффициенты Фу-
рье довольно быстро убывают с ростом k. Поэтому основной
вклад в решение дают первые слагаемые, а остальные играют
роль поправок.

Частота первой гармоники ω1 называется основным тоном.
Именно соответствующие ей колебания воспринимаются челове-
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ческим ухом как тон струны. Остальные гармоники — это обер-
тоны. Они отвечают за окраску звука.

В соответствии с (7.11)

ω1 = a
π

l
=

π

l

√
T

ρ
,

откуда видно, что высота звука возрастает с увеличением натя-
жения струны и понижается с увеличением длины струны и ее
линейной плотности.

8. Обоснование метода разделения переменных.
Построенное выше решение (7.14) задачи (7.1)–(7.3) является
формальным. Наша ближайшая цель — показать, что при опре-
деленных условиях на исходные данные задачи (7.1)–(7.3), т. е.
на функции u0, u1, функция u, которая определена бесконечным
рядом (7.14), непрерывна при 0 � x � l, t � 0, дважды непре-
рывно дифференцируема при 0 < x < l, t > 0, удовлетворяет
уравнению (7.1), начальным условиям (7.2) и граничным усло-
виям (7.3). Нам будет полезна

Лемма 8.1. Пусть функция ϕ интегрируема с квадратом

на отрезке [0, l], т. е. интеграл
l∫
0

ϕ2(x)dx существует. Функ-

ции ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm образуют ортогональную систему, иными
словами,

l∫
0

ϕk(x)ϕj(x) dx =

⎧⎨⎩
0, k �= j;

ρk > 0, k = j.

(8.1)

Тогда
m∑
k=1

ρkc
2
k �

l∫
0

ϕ2(x) dx 1), (8.2)

где

ck = ρ−1k

l∫
0

ϕ(x)ϕk(x) dx (8.3)

1)Неравенство (8.2) называется неравенством Бесселя.
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суть коэффициенты Фурье функции ϕ.

Доказательство. Используя очевидное равенство

ϕ2(x) =

(
ϕ(x)−

m∑
k=1

ckϕk(x)

)2
+

(
m∑
k=1

ckϕk(x)

)2
+

+ 2

(
ϕ(x)−

m∑
k=1

ckϕk(x)

)
m∑
k=1

ckϕk(x),

а также (8.1), (8.3), и проводя элементарные вычисления, полу-
чим

l∫
0

ϕ2(x) dx =

l∫
0

(
ϕ(x)−

m∑
k=1

ckϕk(x)

)2
dx +

m∑
k=1

c2kρk.

Отсюда непосредственно вытекает (8.2). �
Теорема 8.1. Пусть функция u0 дважды непрерывно диф-

ференцируема на отрезке [0, l], ее третья производная кусочно-
непрерывна на [0, l],

u0(0) = u0(l) = 0, u′′0(0) = u′′0(l) = 0. (8.4)

Пусть, далее, функция u1 непрерывно дифференцируема на от-
резке [0, l], ее вторая производная кусочно-непрерывна на [0, l],

u1(0) = u1(l) = 0. (8.5)

Тогда функция u, определяемая бесконечным рядом (7.14), — ре-
шение задачи (7.1)–(7.3).

Замечание 8.1. Условия на функции u0, u1 — это так на-
зываемые условия согласования начальных и граничных усло-
вий. Нетрудно убедиться, что эти условия необходимы для то-
го, чтобы задача (7.1)–(7.3) имела решение, дважды непрерывно
дифференцируемое в замкнутой области 0 � x � l, t � 0.

Доказательство теоремы 8.1. По построению каждый
член ряда (7.14) удовлетворяет уравнению (7.1) и граничным
условиям (7.3), поэтому теорема будет доказана если мы уста-
новим, что ряд (7.14), а также ряды, получающиеся почленным
дифференцированием этого ряда два раза по x и два раза по t
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сходятся равномерно в замкнутой области 0 � x � l, t � 0. Вы-
пишем соответствующие ряды:

∂u

∂x
∼

∞∑
k=1

(ak cosωkt + bk sinωkt)
πk

l
cos

πkx

l
, (8.6)

∂u

∂t
∼

∞∑
k=1

(−ak sinωkt + bk cosωkt)
πka

l
sin

πkx

l
, (8.7)

∂2u

∂x2
∼ −

∞∑
k=1

(ak cosωkt + bk sinωkt)

(
πk

l

)2
sin

πkx

l
, (8.8)

∂2u

∂t2
∼ −

∞∑
k=1

(ak cosωkt + bk sinωkt)

(
πka

l

)2
sin

πkx

l
. (8.9)

Очевидно, что ряды (8.6)–(8.9), а также ряд (7.14) сходятся рав-
номерно, если сходятся числовые ряды

∞∑
k=1

k2|ak|,
∞∑
k=1

k2|bk|. (8.10)

Используя (7.15), (7.13), условия согласования (8.4), (8.5) и
формулу интегрирования по частям, нетрудно получить, что

ak =
l3

π3k3
β
(3)
k , bk = − l3

aπ3k3
α
(2)
k , (8.11)

где

β
(3)
k =

2

l

l∫
0

u′′′0 (x) cos
πkx

l
dx, α

(2)
k =

2

l

l∫
0

u′′1(x) sin
πkx

l
dx

есть коэффициенты Фурье разложения функций u′′′0 , u′′1 по ко-
синусам и синусам соответственно. Заметим, что для функций
cos(πkx/l), k = 1, 2, . . . , справедливы соотношения ортогональ-
ности аналогичные (7.10). Ясно, что

k2|ak| � l3

2π3

((
β
(3)
k

)2
+ 1/k2

)
, k2|bk| � l3

2aπ3

((
α
(2)
k

)2
+ 1/k2

)
.
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Вследствие кусочной непрерывности функций u′′′0 , u′′1 можно ис-
пользовать лемму 8.1, поэтому для любого m � 1 справедливы
неравенства

m∑
k=1

(
β
(3)
k

)2
� 2

l

l∫
0

(u′′′0 (x))2 dx,

m∑
k=1

(
α
(2)
k

)2
� 2

l

l∫
0

(u′′1(x))2 dx,

т. е. числовые ряды

∞∑
k=1

(
β
(3)
k

)2
,

∞∑
k=1

(
α
(2)
k

)2

сходятся. Хорошо известно, что ряд
∞∑
k=1

1/k2 сходится. Эти фак-

ты гарантируют сходимость рядов (8.10). �
9. Вынужденные колебания однородной струны. Яв-

ление резонанса. Метод разделения переменных можно при-
менять и для решения неоднородного уравнения колебаний стру-
ны. Рассмотрим задачу

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (9.1)

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), 0 < x < l, (9.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0. (9.3)

Представим функцию u в виде u = v + w, где v — решение
задачи

∂2v

∂t2
= a2

∂2v

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (9.4)

v(x, 0) = 0,
∂v(x, 0)

∂t
= 0, 0 < x < l, (9.5)

v(0, t) = v(l, t) = 0, t > 0, (9.6)

w — решение задачи

∂2w

∂t2
= a2

∂2w

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (9.7)
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w(x, 0) = u0(x),
∂w(x, 0)

∂t
= u1(x), 0 < x < l, (9.8)

w(0, t) = w(l, t) = 0, t > 0. (9.9)

Решение задачи (9.7)–(9.9) построено в предыдущем пункте. По-
строим решение задачи (9.4)–(9.6). Будем считать, что функ-
ция f(x, t) допускает разложение в ряд Фурье по синусам

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t) sin
πkx

l
, fk(t) =

2

l

l∫
0

f(x, t) sin
πkx

l
dx,

k = 1, 2, . . . Функцию v(x, t) также будем разыскивать в виде
ряда

v(x, t) =

∞∑
k=1

Tk(t) sin
πkx

l
.

Подставляя это выражение в уравнение (9.4), получим

∞∑
k=1

(
T ′′k + ω2kTk

)
sin

πkx

l
=

∞∑
k=1

fk(t) sin
πkx

l
.

В силу ортогональности собственных функций задачиШтурма —
Лиувилля отсюда вытекает, что

T ′′k + ω2kTk = fk, t > 0, k = 1, 2, . . .

Эти уравнения не определяют однозначно функций Tk(t). Вос-
пользуемся начальными условиями (9.5):

v(x, 0) =

∞∑
k=1

Tk(0) sin
πkx

l
= 0,

∂v(x, 0)

∂t
=

∞∑
k=1

T ′k(0) sin
πkx

l
= 0,

откуда, вновь используя ортогональность функций sin(πkx/l),
k = 1, 2, . . . , получим

Tk(0) = 0, T ′k(0) = 0, k = 1, 2, . . .

Таким образом, каждая из функций Tk(t) определяется как
решение задачи Коши для обыкновенного дифференциального
уравнения второго порядка

T ′′k + ω2kTk = fk, Tk(0) = 0, T ′k(0) = 0. (9.10)
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Для решения задачи (9.10) удобно использовать функцию
источника. Именно, если построить функцию Gk(t) как решение
задачи Коши

G′′k + ω2kG = 0, Gk(0) = 0, G′k(0) = 1, (9.11)

то функция

Tk(t) =

t∫
0

fk(τ)Gk(t− τ) dτ (9.12)

будет решением задачи (9.10). Для того чтобы убедиться в этом,
достаточно подставить выражение (9.12) в уравнение и гранич-
ные условия (9.10). При этом нужно использовать формулу диф-
ференцирования интеграла по параметру, входящему как под
знак интеграла, так и в верхний предел.

Отметим, что описанный прием является общим и приме-
ним с очевидными модификациями для построения решений ли-
нейных неоднородных дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами произвольного порядка.

Функцию Gk(t) в рассматриваемом случае легко построить
в явном виде. Для этого запишем общее решение уравнения

Gk(t) = ck cosωkt + dk sinωkt,

а затем воспользуемся начальными условиями:

Gk(0) = ck = 0, G′k(0) = dkωk = 1, dk = 1/ωk.

Таким образом, Gk(t) = (sinωkt)/ωk, и решение задачи (9.10)
найдено.

Предположим теперь, что f(x, t) = sinωkt sin(πkx/l), где k —
целое число. Это значит, что на струну действует периодическая
вынуждающая сила, причем ее частота совпадает с одной из соб-
ственных частот колебаний струны. В этом случае, очевидно, по-
лучаем, что fk(t) = sinωkt (ряд Фурье состоит лишь из одного
слагаемого). Подсчитаем Tk(t):

Tk(t) =
1

ωk

t∫
0

sinωkτ sinωk(t− τ) dτ=

=
1

2ωk

t∫
0

[cosωk(t− 2τ)− cosωkt] dτ = − 1

2ωk
t cosωkt+
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+
1

2ωk

t∫
0

cosωk(t− 2τ) dτ = − 1

2ωk
t cosωkt +

1

2ω2k
sinωkt.

Функция Tk(t) при достаточно больших t может принимать
как угодно большие значения. Это означает, что амплитуда коле-
баний струны с ростом времени неограниченно возрастает. Дей-
ствие на струну вынуждающей силы с частотой, равной собствен-
ной частоте струны, приводит к резонансу.

10. Свободные колебания прямоугольной мембраны.
Будем считать, что мембрана занимает область

Ω = {0 < x1 < l1, 0 < x2 < l2}
и жестко закреплена по контру. Таким образом, требуется ре-
шить задачу:

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22

)
, x ∈ Ω, t > 0, (10.1)

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ Ω, (10.2)

u(x, t) = 0, x ∈ Γ, t > 0. (10.3)

Здесь a2 = const, Γ — граница области Ω.
Частное решение уравнения (10.1) будем разыскивать в ви-

де u(x, t) = X(x)T (t). Понятно, что тогда

T ′′

a2T
=

ΔX

X
= −λ = const, x ∈ Ω, t > 0,

следовательно,
T ′′ + a2λT = 0, t > 0, (10.4)

ΔX + λX = 0, x ∈ Ω, (10.5)

X(x) = 0, x ∈ Γ. (10.6)

Граничное условие (10.6) вытекает из граничного условия (10.3).
Задача (10.5), (10.6) — задача на собственные значения для

оператора Лапласа в прямоугольной области.
Ее решение может быть построено методом разделения пере-

менных. Будем представлять собственные функции этой задачи
в виде

X(x) = X1(x1)X2(x2). (10.7)
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Получим
X ′′
1 (x1)

X1(x1)
+

X ′′
2 (x2)

X2(x2)
+ λ = 0, x ∈ Ω.

Последнее равенство, очевидно, может быть выполнено лишь при
условии, что

X ′′
1 (x1)

X1(x1)
= −λ1 = const, 0 < x1 < l1, (10.8)

X ′′
2 (x2)

X2(x2)
= −λ2 = const, 0 < x2 < l2, (10.9)

λ = λ1 + λ2. (10.10)

Из граничного условия (10.6) вытекает, что

X1(0) = X1(l1) = 0,

X2(0) = X2(l2) = 0.

Таким образом, получаем задачу Штурма — Лиувилля для
определения функции Xi и параметра λi

X ′′
i (xi) + λiXi(xi) = 0, 0 < xi < li, (10.11)

Xi(0) = Xi(li) = 0, (10.12)

i = 1, 2. Решение этой задачи (см. п. 7) имеет вид

Xki(xi) = sin
πkixi

li
, λki =

π2k2i
l2i

, ki = 1, 2, . . . ,

i = 1, 2. Из (10.7), (10.10) получаем, что собственными функция-
ми задачи (10.5), (10.6) являются функции

Xk1k2(x) = sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

, k1, k2 = 1, 2, . . . , (10.13)

и им соответствуют собственные числа

λk1k2 = π2
(
k21
l21

+
k22
l22

)
, k1, k2 = 1, 2, . . . (10.14)
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Общее решение уравнения (10.4) при λ = λk1k2 есть

T (t) = Tk1k2(t) = ak1k2 cosωk1k2t + bk1k2 sinωk1k2t,

где ωk1k2 = a
√

λk1k2 , ak1k2 , bk1k2 — произвольные постоянные.
Таким образом, функция uk1k2(x, t) = Tk1k2(t)Xk1k2(x) при

любых k1, k2 = 1, 2, . . . — решение уравнения (10.1), удовлетво-
ряющее граничному условию (10.3). Решение задачи (10.1)–(10.3)
будем строить в виде

u(x, t) =

∞∑
k1,k2=1

Tk1k2Xk1k2 =

∞∑
k1,k2=1

(ak1k2 cosωk1k2t+

+ bk1k2 sinωk1k2t) sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

. (10.15)

Постоянные ak1k2 , bk1k2 определим из начальных условий (10.2),
предполагая, что функции u0, u1 представимы в виде разложе-
ний в двойные ряды Фурье по синусам

ui(x1, x2) =

∞∑
k1,k2=1

α
(i)
k1,k2

sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

, i = 0, 1,

где коэффициенты Фурье α(i)k1,k2
вычисляются по известным фор-

мулам

α
(i)
k1,k2

=
4

l1l2

l1∫
0

l2∫
0

ui(x1, x2) sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

dx1dx2, (10.16)

i = 0, 1. Нетрудно видеть, что

u(x, 0) =
∞∑

k1,k2=1

ak1k2 sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

,

∂u(x, 0)

∂t
=

∞∑
k1,k2=1

ωk1k2bk1k2 sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

,

следовательно, начальные условия (10.2) будут выполнены, если
положить

ak1k2 = α
(0)
k1k2

, bk1k2 = α
(1)
k1k2

/ωk1k2 , k1, k2 = 1, 2, . . . (10.17)
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Упражнение 10.1. По аналогии со случаем уравнения ко-
лебаний струны сформулировать условия на функции u0, u1,
при которых функция u, определяемая соотношениями (10.15),
(10.17), (10.16), является решением задачи (10.1)–(10.3).

Как и в случае уравнения колебаний струны, решение зада-
чи (10.1)–(10.3) может быть представлено в виде суперпозиции
стоячих волн

u(x, t)=

∞∑
k1k2=1

Ak1k2 sin(ωk1k2t+ϕk1k2) sin
πk1x1

l1
sin

πk2x2
l2

, (10.18)

где Ak1k2 =
√

a2k1k2 + b2k1k2 , ϕk1k2 = arctg
ak1k2
bk1k2

.

Следует отметить при этом, что если в случае колебаний
струны каждой частоте ωk соответствует ровно одна форма сто-
ячей волны Xk(x) = sinπkx/l, то в случае колебаний мем-
браны одной и той же частоте колебаний (кроме минималь-
ной ω11) могут соответствовать стоячие волны нескольких раз-
личных форм. Проще всего показать это для квадратной мембра-

ны, когда l1 = l2 = l, ωk1k2 =
πa

l

√
k21 + k22. Действительно, на-

пример, одной и той же частоте ω12 = ω21 =
πa

l

√
5 соответствуют

две стоячие волны различных форм: X12(x) = sin
πx1
l

sin
2πx2

l
и

X21(x) = sin
2πx1

l
sin

πx2
l
.



Глава 4
ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

1. Исследование единственности решения основных
краевых задач для уравнения теплопроводности. Рас-
сматривается уравнение теплопроводности

cρ
∂u

∂t
= div (k∇u) + f(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (1.1)

Ω ⊂ R
3 — ограниченная область с кусочно гладкой границей.

Будем считать заданным начальное условие

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (1.2)

а также граничное условие одного из следующих видов:

u(x, t) = μ(x, t), x ∈ Γ, t > 0, (1.3)

k
∂u(x, t)

∂ν
= μ(x, t), x ∈ Γ, t > 0, (1.4)

k
∂u(x, t)

∂ν
+ hu(x, t) = μ(x, t), x ∈ Γ, t > 0. (1.5)

Здесь Γ — граница области Ω, ν — внешняя нормаль к Γ, μ, h —
заданные функции.

Граничное условие (1.3) означает, что на границе тела Ω под-
держивается заданная температура.

Граничное условие (1.4) соответствует тому, что на границе
тела задан тепловой поток μ.

Граничное условие (1.5) описывает теплообмен тела с окру-
жающей средой, имеющей заданную температуру, по закону
Ньютона.

Всюду в дальнейшем предполагается, что функции c, ρ, k, h
принимают только положительные значения.
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Теорема 1.1. Каждая из задач (1.1)–(1.3), (1.1), (1.2),
(1.4); (1.1), (1.2), (1.5) может иметь не более одного решения.

Доказательство. Рассмотрим задачу (1.1)–(1.3). Осталь-
ные рассматриваются аналогично. Предположим, что вопреки
утверждению теоремы эта задача имеет два различных решения
u1, u2 и пусть u = u1 − u2. Тогда

cρ
∂u

∂t
= div (k∇u) , x ∈ Ω, t > 0, (1.6)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (1.7)

u(x, t) = 0, x ∈ Γ, t > 0. (1.8)

Умножим уравнение (1.6) на ∂u/∂t и проинтегрируем по обла-
сти Ω: ∫

Ω

cρ

(
∂u

∂t

)2
dx =

∫
Ω

div (k∇u)
∂u

∂t
dx. (1.9)

Преобразуем правую часть этого равенства при помощи форму-
лы интегрирования по частям с учетом граничного условия (1.8).
Получим ∫

Ω

div (k∇u)
∂u

∂t
dx = −

∫
Ω

k∇u · ∇
(
∂u

∂t

)
dx.

Нетрудно видеть, что∫
Ω

k∇u · ∇
(
∂u

∂t

)
dx =

1

2

d

dt

∫
Ω

k|∇u|2 dx,

следовательно,∫
Ω

cρ

(
∂u

∂t

)2
dx +

1

2

d

dt

∫
Ω

k|∇u|2dx = 0. (1.10)

Положим
I(t) =

∫
Ω

k|∇u|2 dx.

Ясно, что I(t) � 0 при всех t � 0. Из начального условия (1.7),
очевидно, вытекает, что I(0) = 0. Вследствие (1.10) получаем,
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что I ′(t) � 0 при t > 0, поэтому I(t) = 0 при t > 0. Но тогда
из (1.10) будем иметь, что∫

Ω

cρ

(
∂u

∂t

)2
dx = 0 при t > 0,

значит,
∂u(x, t)

∂t
= 0, x ∈ Ω, t > 0,

и, поскольку u(x, 0) = 0 при x ∈ Ω, то u(x, t) = 0 при x ∈ Ω,
t � 0. �

2. Метод разделения переменных для задачи о рас-
пространении тепла в ограниченном стержне. Рассмот-
рим первую краевую задачу для однородного уравнения тепло-
проводности:

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (2.1)

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l, (2.2)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0, (2.3)

описывающую перераспределение тепла в стержне длины l, име-
ющем начальную температуру u0(x). На концах стержня посто-
янно поддерживается нулевая температура.

Можно сказать, что это — задача об остывании стержня,
нагретого первоначально до температуры u0(x).

Решение задачи будем строить методом разделения перемен-
ных. Положим u(x, t) = X(x)T (t). Тогда

T ′X = a2TX ′′, 0 < x < l, t > 0,

следовательно,
T ′

a2T
=

X ′′

X
= −λ = const,

т. е.
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l, (2.4)

T ′ + a2λT = 0, t > 0. (2.5)

Вследствие граничного условия (2.3)

X(0) = X(l) = 0. (2.6)



74 Глава 4. Параболические уравнения

Таким образом, как и в случае уравнения колебаний струны, мы
пришли к задаче Штурма — Лиувилля (2.4), (2.6). Решение ее
нам известно:

λk =

(
πk

l

)2
, Xk(x) = sin

πkx

l
, k = 1, 2, . . .

Уравнение (2.5) при λ = λk имеет решение

Tk(t) = e−a
2λkt = e−( aπk

l )
2
t,

и, следовательно,

uk(x, t) = e−( aπk
l )

2
t sin

πkx

l

есть решение уравнения (2.1), удовлетворяющее граничным ус-
ловиям (2.3).

Предположим, что u0(x) представима рядом Фурье:

u0(x) =
∞∑
k=1

αk sin
πkx

l
, αk =

2

l

l∫
0

u0(x) sin
πkx

l
dx.

Решение задачи (2.1)–(2.3) также будем искать в виде бесконеч-
ного ряда

u(x, t) =
∞∑
k=1

akuk(x, t) =
∞∑
k=1

ake
−( aπk

l )
2
t sin

πkx

l
, (2.7)

где коэффициенты ak подлежат определению из начального
условия. Нетрудно видеть, что

u(x, 0) =

∞∑
k=1

ak sin
πkx

l
,

следовательно, ak = αk, k = 1, 2, . . .

Теорема 2.1. Пусть функция u0 непрерывна и кусочно
непрерывно дифференцируема на отрезке [0, l],

u0(0) = u0(l) = 0. (2.8)



Метод разделения переменных 75

Тогда функция u, определяемая рядом (2.7), является решением
задачи (2.1)–(2.3).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 8.1,
с. 62, достаточно убедиться, что ряд (2.7) сходится равномерно
при t � 0, x ∈ [0, l], а ряды, полученные формальным почленным
дифференцирования этого ряда один раз по t и два раза по x,
сходятся равномерно при x ∈ [0, l] и t � d, где d — любое, наперед
заданное, положительное число. Выпишем ряды, соответствую-
щие производным функции u:

∂u

∂t
∼ −

∞∑
k=1

αk

(
πka

l

)2
e−(πka

l )
2
t sin

πkx

l
, (2.9)

∂2u

∂x2
∼ −

∞∑
k=1

αk

(
πk

l

)2
e−(πka

l )
2
t sin

πkx

l
. (2.10)

Нетрудно видеть, что равномерно по t � d и для всех достаточно
больших k

k2e−(πka
l )

2
t < 1.

Таким образом, ряды (2.7), (2.10), (2.9) мажорируются одним и
тем же числовым рядом

∞∑
k=1

|αk|. (2.11)

Используя формулу интегрирования по частям и граничные
условия (2.8), получим

αk =
l

πk
β
(1)
k , k = 1, 2, . . . ,

где

β
(1)
k =

2

l

l∫
0

u′0(x) cos
πkx

l
dx, k = 1, 2, . . .

есть коэффициенты Фурье функции u′0. Вследствие леммы 8.1,
с. 61, ряд

∞∑
k=1

(
β
(1)
k

)2
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сходится. Но тогда из очевидного неравенства

|αk| � l

2π

((
β
(1)
k

)2
+

1

k2

)
вытекает сходимость ряда (2.11). �

Как уже отмечалось, коэффициенты Фурье убывают с ро-
стом k. Кроме того, функции e−( aπk

l )
2
t при больших значениях k

быстро убывают с ростом t. Поэтому уже при не очень больших
значениях t решение u(x, t) хорошо описывается первым членом
ряда

u(x, t) ≈ a1e
−( aπ

l )
2
t sin

πx

l
. (2.12)

Полученная формула показывает, что скорость убывания тем-
пературы стержня (скорость его остывания) определяется вели-
чиной температуропроводности a2 = k/cρ (напомним, что k —
коэффициент теплопроводности, c — теплоемкость, ρ — плот-
ность материала стержня), а также длиной стержня. Видно, что
с ростом a2, т. е. с увеличением k и уменьшением c, ρ, скорость
остывания увеличивается, а с увеличением длины стержня — па-
дает. Это вполне согласуется с опытом.

Замечание 2.1. Дифференцируя формально ряд (2.7), по-
лучим

∂p+qu

∂tpxq
∼ ±

∞∑
k=1

αk

(
πka

l

)2p(
πka

l

)q
e−(πka

l )
2
tXk(x), (2.13)

где в зависимости от четности q функция Xk(x) есть либо
sin(πkx/l), либо cos(πkx/l). Используя те же соображения, что
и при исследовании рядов (2.9), (2.10), получим, что при t > 0
ряд (2.13) мажорируется рядом (2.11) и, следовательно, при вы-
полнении условий теоремы 2.1 сходится равномерно и абсолютно
при t > 0, x ∈ [0, l]. Это означает, что решение уравнения теп-
лопроводности при кусочно непрерывно дифференцируемой на-
чальной функции u0 дифференцируемо сколько угодно раз по x
и по t при t > 0.

Таким образом, уравнение теплопроводности �сглажива-
ет� начальные данные, в отличие от уравнения колебаний стру-
ны, решение которого, как показывает формула Даламбера, на-
следует гладкость начальных данных.
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3. Задача Коши для уравнения теплопроводности.
Рассматривается задача о распределении температуры в одно-
родном стержне. При этом мы интересуемся ее поведением на
достаточном удалении от концов стержня и на небольшом на-
чальном участке времени. Считается, что в этих условиях вли-
янием теплообмена через торцы стержня можно пренебречь. В
результате приходим к задаче Коши:

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), −∞ < x <∞, t > 0, (3.1)

u(x, 0) = u0(x), −∞ < x <∞. (3.2)

4. Принцип максимума для уравнения теплопровод-
ности. Исследование единственности решения задачи Коши
опирается на принцип максимума для уравнения теплопровод-
ности. Рассмотрим на плоскости прямоугольник Ω, ограничен-
ный прямыми, параллельными оси t, отрезком оси x и отрезком
прямой t = T, T > 0 и произвольно. Обозначим через Γ ниж-
нее основание и боковые стороны прямоугольника Ω, через ΓT —
внутренность верхнего основания.

Теорема 4.1. Пусть функция u(x, t) удовлетворяет одно-
родному уравнению теплопроводности

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
(4.1)

в области Ω и во внутренних точках ΓT . Тогда u(x, t) может
достигать в замыкании области Ω максимального и минималь-
ного значений только на Γ.

Доказательство. Проведем его только для максимально-
го значения. Поскольку функция −u(x, t) также является ре-
шением уравнения (4.1), а в тех точках, где u(x, t) достигает
максимума, −u(x, t) достигает минимума, и наоборот, то про-
водимые ниже рассуждения справедливы и для минимального
значения. Итак, предположим, что вопреки утверждению теоре-
мы найдется точка (x0, t0), принадлежащая Ω ∪ ΓT , такая, что
u(x0, t0) = max

x,t∈Ω
u(x, t). Положим

u(x0, t0) = M, max
x,t∈Γ

u(x, t) = m.
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Понятно, что в силу сделанного предположения M > m. Рас-
смотрим вспомогательную функцию

v(x, t) = u(x, t) +
M −m

l2
(x− x0)

2, (4.2)

где l — длина основания Ω. Очевидно, v(x0, t0) = u(x0, t0). Пусть
(x, t) ∈ Γ. Тогда

v(x, t) = u(x, t) +
M −m

l2
(x− x0)

2 < m +
M −m

l2
l2 = M,

так как |x−x0| < l. Это значит, что максимум функции v(x, t) не
может достигаться на Γ, т. е. он достигается в точке (x1, t1), кото-
рая либо является внутренней точкой Ω, либо лежит внутри ΓT .
Рассмотрим обе возможности:

1) (x1, t1) ∈ Ω, тогда

∂v(x1, t1)

∂t
= 0,

∂2v(x1, t1)

∂x2
� 0; (4.3)

2) (x1, t1) ∈ ΓT (внутренняя точка верхнего основания, так
как (x, t) �∈ Γ); в этом случае

∂v(x1, t1)

∂t
� 0,

∂2v(x1, t1)

∂x2
� 0. (4.4)

Из (4.3), (4.4) немедленно следует, что

I(x1, t1) ≡ ∂v(x1, t1)

∂t
− a2

∂2v(x1, t1)

∂x2
� 0.

С другой стороны, с учетом того, что u(x, t) — решение урав-
нения (3.1), имеем I(x1, t1) = −2a2(M −m)/l2 < 0. Полученное
противоречие завершает доказательство теоремы. �

5. Исследование единственности решения задачи
Коши.

Теорема 5.1. Задача Коши (3.1), (3.2) может иметь не
более одного решения в классе ограниченных функций.

Доказательство. Пусть есть два решения u1 и u2. Оба
решения ограничены, т. е.

|u1(x, t)| �M1, |u2(x, t)| �M2, M1, M2 = const,
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при −∞ < x <∞, t � 0. Положим, что u(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t).
Тогда, очевидно, u — решение уравнения (4.1), u(x, 0) = 0, при
−∞ < x <∞,

|u(x, t)| �M1 + M2 = M, −∞ < x <∞, t � 0.

Пусть (x0, t0), t0 > 0 — произвольным образом фиксированная
точка полуплоскости t > 0. Построим прямоугольник

Ω = {−L < x < L, 0 < t < T}

так, что (x0, t0) ∈ Ω. Положим v(x, t) = 2M
(
x2/2 + a2t

)
/L2.

Нетрудно видеть, что v(x, t) — решение уравнения (4.1). Пусть

w1(x, t) = v(x, t) + u(x, t), w2(x, t) = v(x, t)− u(x, t),

а Γ, как и в предыдущей теореме, — нижнее основание и боковые
стороны прямоугольника. Оценим w1, w2 на Γ. Ясно, что

v(x, t) � 2M

L2

(
L2

2

)
= M

на Γ, а |u| � M всюду. Значит w1, w2 � 0 на Γ, но w1, w2
удовлетворяют уравнению (4.1), поэтому вследствие предыдущей
теоремы w1, w2 � 0 в Ω. Таким образом,

|u(x0, t0)| � v(x0, t0) =
2M

L2

(
x20
2

+ a2t0

)
.

За счет выбора L значение |u(x0, t0)| можно сделать мень-
шим любого наперед заданного положительного числа, зна-
чит, u(x0, t0) = 0. В силу произвольности (x0, t0) получаем,
что u(x, t) = 0 всюду. �

6. Решение задачи Коши методом интеграла Фурье.
Рассматривается задача Коши для однородного уравнения теп-
лопроводности

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0, (6.1)

u(x, 0) = u0(x), −∞ < x <∞. (6.2)
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Построим частное решение уравнения (6.1), используя метод раз-
деления переменных. Полагая u(x, t) = X(x)T (t), получим точно
так же, как в п. 2

T ′

a2T
=

X ′′

X
= −λ2 = const < 0, (6.3)

следовательно,

X ′′ + λ2X = 0, −∞ < x <∞,

T ′ + a2λ2T = 0, t > 0, (6.4)
откуда

X(x) = A(λ) cosλx + B(λ) sinλx, T (t) = e−a
2λ2t.

Таким образом, получаем семейство решений уравнения (6.1)

uλ(x, t) = (A(λ) cosλx + B(λ) sinλx)e−a
2λ2t, −∞ < λ <∞.

Решение задачи (6.1), (6.2) будем разыскивать в виде интеграла

u(x, t) =

∞∫
−∞

uλ(x, t) dλ =

=

∞∫
−∞

(A(λ) cosλx + B(λ) sinλx)e−a
2λ2t dλ. (6.5)

Функции A(λ), B(λ) подберем так, чтобы выполнялось началь-
ное условие (6.2), или

u(x, 0) =

∞∫
−∞

(A(λ) cosλx + B(λ) sinλx)dλ =

= u0(x), −∞ < x <∞. (6.6)

Будем предполагать при этом, что функция u0 допускает
представление в виде интеграла Фурье

u0(x) =

∞∫
−∞

(α(λ) cosλx + β(λ) sinλx) dλ,
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где

α(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

u0(ξ) cosλξ dξ, β(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

u0(ξ) sinλξ dξ,

т. е. косинус- и синус-преобразования Фурье функции u0 соот-
ветственно. Условие (6.6) будет выполнено, если положить

A(λ) = α(λ), B(λ) = β(λ).

Таким образом, решение задачи (6.1), (6.2) построено. Пред-
ставим его в более удобном виде. Используя выражения, полу-
ченные для A(λ), B(λ), и выполняя элементарные преобразова-
ния, можем написать

u(x, t) =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u0(ξ)(cosλξ cosλx + sinλξ sinλx) dξe−a
2λ2t dλ =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u0(ξ) cosλ(ξ− x)e−a
2λ2t dξdλ =

=
1

π

∞∫
−∞

u0(ξ)

∞∫
0

cosλ(ξ − x)e−a
2λ2t dλdξ.

Применяя теперь известную формулу

∞∫
0

cosβλe−α
2λ2

dλ =

√
π

2α
e−

β2

4α2 , (6.7)

получим, что

u(x, t) =

∞∫
−∞

u0(ξ)F (x, t, ξ) dξ, (6.8)

где

F (x, t, ξ) =
1

2a
√
πt

e−
(ξ−x)2

4a2t .
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Функция F (x, t, ξ) называется фундаментальным решением
уравнения теплопроводности. Нетрудно убедиться, что при лю-
бом ξ она удовлетворяет уравнению (6.1). Формулу (6.8) называ-
ют формулой Пуассона. Понятно, что она требует обоснования.

Теорема 6.1. Пусть функция u0 непрерывна и ограниче-
на на всей вещественной оси. Тогда функция u, определяемая
формулой (6.8), — решение задачи (6.1), (6.2).

Доказательство. Покажем, что интеграл в правой части
равенства (6.8), а также интегралы, получающиеся формальным
почленным дифференцированием этого интеграла сколько угод-
но раз по x и по t, сходятся равномерно в любом прямоугольнике
−l � x � l, t0 � t � T , где l, t0 > 0. Тогда функция u будет сколь-
ко угодно раз непрерывно дифференцируема при −∞ < x < ∞,
t > 0 и будет удовлетворять уравнению (6.1), так как фундамен-
тальное решение F (x, t, ξ) удовлетворяет уравнению теплопро-
водности при любом ξ ∈ (−∞,∞). Дифференцируя интеграл в
правой части равенства (6.8) некоторое количество раз по x и по
t, получим сумму интегралов вида

1

tq

∞∫
−∞

u0(ξ)(ξ − x)pe−
(ξ−x)2

4a2t dξ,

где p, q — неотрицательные числа. По предположению t � t0 > 0,
поэтому достаточно исследовать сходимость интеграла

I =

∞∫
−∞

u0(ξ)(ξ − x)pe−
(ξ−x)2

4a2t dξ.

Выполняя замену переменных

α =
ξ − x

2a
√
t
, (6.9)

получим

I = (2a
√
t)p+1

∞∫
−∞

u0(x + 2aα
√
t)αpe−α

2

dα.
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Функция u0 ограничена, т. е. |u0(ξ)| � M = const, ξ ∈ (−∞,∞),
следовательно, подынтегральная функция мажорируется функ-
цией Mαpe−α

2

, интегрируемой на интервале (−∞,∞), и потому
интеграл I равномерно сходится.

Осталось установить, что функция u удовлетворяет началь-
ному условию, т. е. при любом x ∈ (−∞,∞)

lim
t→0

u(x, t) = u0(x). (6.10)

Используя замену переменных (6.9), получим

u(x, t)− u0(x) =
1√
π

∞∫
−∞

u0(x + 2αa
√
t)e−α

2

dα− u0(x).

Вследствие (6.7)
∞∫

−∞
e−α

2

dα =
√
π,

поэтому

u(x, t)− u0(x) =
1√
π

∞∫
−∞

(
u0(x + 2αa

√
t)− u0(x)

)
e−α

2

dα.

Перепишем интеграл в виде суммы трех слагаемых

u(x, t)− u0(x) = I1 + I2 + I3,

где I1 = 1√
π

−N∫
−∞

(
u0(x + 2αa

√
t)− u0(x)

)
e−α

2

dα,

I2 =
1√
π

∞∫
N

(
u0(x + 2αa

√
t)− u0(x)

)
e−α

2

dα,

I3 =
1√
π

N∫
−N

(
u0(x + 2αa

√
t)− u0(x)

)
e−α

2

dα,



84 Глава 4. Параболические уравнения

а N — произвольное положительное число. Выберем некото-
рое ε > 0. Ясно, что

|I1| � 2M
1√
π

−N∫
−∞

e−α
2

dα.

Интеграл
∞∫

−∞
e−α

2

dα

сходится, поэтому можно выбрать такое N , что |I1| � ε/3. Тогда,
очевидно, и |I2| � ε/3. Что касается |I3|, то его после указанного
выбора N можно тоже сделать меньшим ε/3 за счет выбора до-
статочно малого значения t. Действительно, поскольку u0 непре-
рывна, а потому и равномерно непрерывна на любом ограничен-
ном отрезке, то |u0(x+2αa

√
t)−u0(x)| � ε/3 для всех α ∈ [−N,N ],

если t достаточно мало и, следовательно,

|I3| � ε

3
√
π

N∫
−N

e−α
2

dα � ε

3
√
π

∞∫
−∞

e−α
2

dα =
ε

3
.

Таким образом, |u(x, t)− u0(x)| � ε при достаточно малых поло-
жительных t. �

7. Анализ решения задачи Коши. Используя форму-
лу (6.8), построим решение задачи (6.1), (6.2) в случае, когда
u0(x) = 0 при x �∈ (a, b) и положительна внутри (a, b), где (a, b) —
конечный интервал на оси x. По формуле (6.8)

u(x, t) =

b∫
a

u0(ξ)
1

2a
√
πt

e−
(ξ−x)2

4a2t dξ.

Подынтегральная функция положительна, поэтому u(x, t) > 0
при любых −∞ < x < ∞, t > 0. Последнее означает, что, как
бы ни было мало t > 0, температура u(x, t) положительна в лю-
бой точке стержня. Таким образом, уравнение (3.1) описывает
распространение возмущений с бесконечной скоростью. В этом
принципиальное отличие параболических уравнений от гипербо-
лических.



Анализ решения задачи Коши 85

Фундаментальное решение уравнения теплопроводности
имеет вполне определенный физический смысл. Построим реше-
ние задачи (6.1), (6.2), предполагая, что

u0(x) =

{
U = const > 0, |x− x0| < h,

0, |x− x0| > h.

По формуле (6.8)

u(x, t) = U

x0+h∫
x0−h

1

2a
√
πt

e−
(ξ−x)2

4a2t dξ. (7.1)

Перепишем равенство (7.1) в виде

u(x, t) = 2hU
1

2h

x0+h∫
x0−h

1

2a
√
πt

e−
(ξ−x)2

4a2t dξ

и используем теорему о среднем. Получим

u(x, t) = 2hU
1

2a
√
πt

e−
(ξ1−x)2

4a2t , (7.2)

где ξ1 — некоторая точка из интервала (x0 − h, x0 + h).
Устремим теперь в равенстве (7.2) величину h к нулю, по-

лагая при этом, что U → ∞ так, что lim
h→0

2Uh = q. Можно ска-
зать, таким образом, что в точку x = x0 в начальный момент
времени вносится мгновенный источник тепла интенсивности q.
Возникающее при этом распределение температуры в стержне
описывается функцией

u(x, t) =
q

2a
√
πt

e−
(x0−x)2

4a2t ,

пропорциональной фундаментальному решению уравнения теп-
лопроводности.



Глава 5
ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

1. Основные граничные задачи. Исследование един-
ственности решения. Рассмотрим уравнение вида

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ki

∂u

∂xi

)
= f(x), x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ R

n. (1.1)

Будем считать, что Ω — ограниченная область с кусочно глад-
кой границей, n � 2, коэффициенты ki, i = 1, 2, . . . , n, — по-
ложительные дифференцируемые функции. При этом условии
уравнение (1.1) эллиптическое.

Уравнение (1.1) можно интерпретировать при n = 3 как ста-
ционарное уравнение теплопроводности. В этом случае −f(x) —
плотность источников тепла, ki — коэффициенты теплопровод-
ности, разные для разных координатных направлений.

Основными граничными задачами для уравнения (1.1) яв-
ляются следующие задачи.

1. Задача Дирихле (первая граничная задача). Она состоит
в отыскании функции u, удовлетворяющей уравнению (1.1), а на
границе Γ области Ω — условию

u(x) = ϕ(x), x ∈ Γ, (1.2)

функция ϕ задана.
2. Задача Неймана (вторая граничная задача). В этом случае

вместо условия (1.2) ставится граничное условие
n∑
i=1

ki
∂u

∂xi
cos (ν, xi) = ϕ(x), x ∈ Γ, (1.3)

функция ϕ задана, ν — нормаль к Γ, внешняя по отношению к
области Ω.

3. Третья граничная задача. Граничное условие в этом слу-
чае записывается в виде:

n∑
i=1

ki
∂u

∂xi
cos (ν, xi) + σu = ϕ(x), x ∈ Γ, (1.4)
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где σ — заданная строго положительная функция, σ(x) � c0 > 0,
x ∈ Γ, c0 = const.

Можно рассматривать и более общую задачу, когда на раз-
ных частях границы задаются разные граничные условия. Такая
задача называется смешанной.

Отметим, что задача (1.3) есть частный случай задачи (1.4)
при σ(x) ≡ 0, но она обладает рядом существенных особенностей
и потому рассматривается отдельно.

Физически описанные выше граничные условия можно трак-
товать так.

Задача Дирихле. На границе тела поддерживается заданная
температура.

Задача Неймана. На границе тела задан тепловой поток.
Третья граничная задача. На границе тела происходит теп-

лообмен по закону Ньютона с внешней средой, имеющей задан-
ную температуру.

Теорема 1.1. Решение задачи (1.1), (1.2), или (1.1), (1.4),
определяется единственным образом.

Доказательство проведем для случая третьей краевой зада-
чи. Для задачи Дирихле все рассуждения аналогичны и даже
несколько проще. Предположим, что вопреки утверждению тео-
ремы задача (1.1), (1.4) имеет два решения u1(x), u2(x). Пусть
u(x) = u1(x)− u2(x). Тогда

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ki

∂u

∂xi

)
= 0, x ∈ Ω, (1.5)

n∑
i=1

ki
∂u

∂xi
cos (ν, xi) + σu = 0, x ∈ Γ. (1.6)

Умножим обе части уравнения (1.5) на u и проинтегрируем по
области Ω: ∫

Ω

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ki

∂u

∂xi

)
u dx = 0.

Преобразуем интеграл при помощи формулы интегрирования по
частям:∫

Ω

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ki

∂u

∂xi

)
u dx = −

∫
Ω

n∑
i=1

ki

(
∂u

∂xi

)2
dx+
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+

∫
Γ

n∑
i=1

ki
∂u

∂xi
cos (ν, xi)u dx

и воспользуемся граничным условием (1.6). Получим∫
Ω

n∑
i=1

ki

(
∂u

∂xi

)2
dx +

∫
Γ

σu2 dx = 0.

Вследствие положительности ki и σ отсюда вытекает, что подын-
тегральные выражения в каждом из слагаемых тождественно
равны нулю и, значит,

∂u

∂xi
≡ 0 в Ω, i = 1, 2, . . . , n, u ≡ 0 на Γ.

Отсюда следует, что функция u(x)≡ const в Ω и равна нулю на Γ,
поэтому она равна нулю всюду в Ω. �

Теорема 1.2. Для того чтобы задача Неймана (1.1), (1.3)
имела решение, необходимо, чтобы выполнялось условие∫

Ω

f(x)dx =

∫
Γ

ϕ(x)dx. (1.7)

Доказательство. Проинтегрируем уравнение (1.1) по об-
ласти Ω ∫

Ω

n∑
i=1

∂

∂xi

(
ki

∂u

∂xi

)
dx =

∫
Ω

f(x) dx

и преобразуем интеграл в левой части при помощи формулы ин-
тегрирования по частям. Получим∫

Γ

n∑
i=1

ki
∂u

∂xi
cos (ν, xi) dx =

∫
Ω

f(x) dx,

откуда вследствие граничного условия (1.3) вытекает (1.7). �
Замечание 1.1. С физической точки зрения утверждение

теоремы очевидно, так как стационарное распределение темпе-
ратуры в теле возможно лишь в том случае, когда все тепло,
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поступающее в тело от источников, вытекает через его границу.
Этот факт и отражен в равенстве (1.7).

Теорема 1.3. Решение задачи Неймана (1.1), (1.3) опреде-
ляется с точностью до постоянного слагаемого.

Доказательство дословно совпадает с доказательством един-
ственности решения третьей краевой задачи вплоть до получе-
ния равенства ∫

Ω

n∑
i=1

ki

(
∂u

∂xi

)2
dx = 0,

откуда следует, что u(x) = u1(x)− u2(x) = const.
Физически результат очевиден: задавая только потоки тепла

от внешних источников и через границу области, можно опреде-
лить лишь перепады температуры, но не саму температуру.

2. Гармонические функции. Пусть Ω ⊂ R
n — ограни-

ченная область с кусочно гладкой границей. Функция u называ-
ется гармонической в области Ω, если:

1) u ∈ C(Ω) ∩ C(2)(Ω),

2) Δu = 0, x ∈ Ω 1).
Пусть Ωe = R

n \ Ω. Функция u называется гармонической в
области Ωe, если выполнены следующие условия:

1) u ∈ C(Ωe) ∩ C(2)(Ωe),
2) Δu = 0, x ∈ Ωe,
3) если n = 2, то функция u ограничена, т. е. существует

постоянная M такая, что |u(x)| � M ∀x ∈ Ωe, если n > 2, то
функция u равномерно стремится к нулю на бесконечности, т. е.
для любого ε > 0 существует R(ε) такое, что |u(x)| � ε для всех
x таких, что |x| � R(ε).

3. Формулы Грина. Пусть Ω — ограниченная область из
R
n, u — гармоническая в Ω функция, u ∈ C(2)(Ω), v ∈ C(1)(Ω).
Тогда ∫

Γ

∂u

∂ν
v dξ =

∫
Ω

∇u · ∇v dξ. (3.1)

1)Напомним, что Δu =

n∑
i=1

∂2u

∂x2i
— оператор Лапласа, уравне-

ние Δu = 0 называется уравнением Лапласа.
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Формула (3.1) непосредственно вытекает из следующей цепочки
равенств, получающейся за счет применения формулы интегри-
рования по частям:

0 =

∫
Ω

vΔudξ = −
∫
Ω

∇u · ∇v dξ +

∫
Γ

v
∂u

∂ν
dξ.

Равенство (3.1) называют первой формулой Грина. Если предпо-
ложить, что u, v ∈ C(2)(Ω) — гармонические функции, то непо-
средственно из (3.1) вытекает, что∫

Γ

(
∂u

∂ν
v − ∂v

∂ν
u

)
dξ = 0. (3.2)

Формулу (3.2) называют второй формулой Грина.
Полагая v ≡ 1 в равенстве (3.1), получим∫

Γ

∂u

∂ν
dξ = 0. (3.3)

Замечание 3.1. Формулы (3.1)–(3.3) сохраняются и при
более слабом ограничении на гладкость функций u, v. Достаточ-
но предполагать, что u, v ∈ C(1)(Ω). Убедимся, что формула (3.1)
справедлива при указанном условии. Тогда, очевидно, это будет
верно и для формул (3.2), (3.3). Построим последовательность
областей Ωm, m = 1, 2, . . . , с кусочно гладким границами такую,
что

Ωm ⊂ Ωm+1,m = 1, 2, . . . ,
∞⋃

m=1

= Ω.

Для каждой из областей Ωm при сделанных предположениях вер-
но равенство ∫

Γm

∂u

∂ν
v dξ =

∫
Ωm

∇u · ∇v dξ. (3.4)

Здесь Γm — граница Ωm. Устремляя в равенстве (3.4) m к беско-
нечности, получим (3.1).
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4. Теоремы о среднем.

Теорема 4.1 (первая теорема о среднем). Пусть u —
гармоническая в области Ω ⊂ R

n функция, x ∈ Ω, BR(x) — шар
радиуса R с центром в точке x, лежащий внутри Ω. Тогда

u(x) =
1

mes SR(x)

∫
SR(x)

u(ξ) dξ 1). (4.1)

Теорема 4.2 (вторая теорема о среднем). Пусть вы-
полнены условия предыдущей теоремы. Тогда

u(x) =
1

mes BR(x)

∫
BR(x)

u(ξ) dξ, (4.2)

где BR(x) — шар радиуса R с центром в точке x.

Замечание 4.1. Формулы (4.1), (4.2) показывают, что зна-
чение гармонической функции в центре шара можно вычислить
как среднее по шару или по соответствующей сфере.

Доказательства теорем о среднем для простоты записей про-
ведем в двумерном случае. Для случая n > 2 все рассуждения
аналогичны.

Не ограничивая общности, можно считать, что точка x —
начало координат. Иначе бы мы перенесли начало координат в
эту точку. Рассмотрим круг Br(0), целиком лежащий в Ω. Вслед-
ствие (3.3) ∫

Sr(0)

∂u

∂ν
dξ = 0,

где ν — нормаль к Sr(0). Переходя к полярным координатам
(r, θ), получим

2π∫
0

∂u(r, θ)

∂r
r dθ = 0. (4.3)

1)Напомним, что SR(x)— сфера радиуса R с центром в точке x.
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Поясним, что rdθ — элемент длины дуги окружности в полярных
координатах. Из (4.3) вытекает, что

2π∫
0

∂u(r, θ)

∂r
dθ = 0, или

d

dr

2π∫
0

u(r, θ) dθ = 0.

Последнее означает, что
2π∫
0

u(r, θ) dθ

от r не зависит, поэтому
2π∫
0

u(r, θ)dθ =

2π∫
0

u(R, θ) dθ

при любом r ∈ (0, R). По теореме о среднем для интеграла от
непрерывной функции

2π∫
0

u(r, θ) dθ = 2πu(r, θ∗),

где θ∗ ∈ (0, 2π), следовательно,

u(r, θ∗) =
1

2π

2π∫
0

u(R, θ) dθ.

Устремив r к нулю, получим

u(0) =
1

2π

2π∫
0

u(R, θ) dθ =
1

2πR

2π∫
0

u(R, θ)Rdθ =
1

2πR

∫
SR(0)

u(ξ) dξ.

Первая теорема о среднем доказана.
Перейдем к доказательству второй теоремы. Поскольку

R > 0 может быть произвольным, лишь бы BR(0) ⊂ Ω, то

u(0) =
1

2π

2π∫
0

u(r, θ)dθ ∀ r ∈ (0, R). (4.4)
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Умножим равенство (4.4) на r и проинтегрируем по r от нуля
до R:

u(0)

R∫
0

r dr =
1

2π

R∫
0

2π∫
0

u(r, θ)r drdθ =
1

2π

∫
BR(0)

u(ξ) dξ,

u(0)
R2

2
=

1

2π

∫
BR(0)

u(ξ) dξ. �

5. Принцип максимума.

Теорема 5.1. Пусть u — гармоническая в области Ω функ-
ция и пусть существует точка x0 ∈ Ω такая, что

u(x0) = sup
x∈Ω

u(x).

Тогда u ≡ const. Точно так же, если существует точка x1 ∈ Ω
такая, что

u(x1) = inf
x∈Ω

u(x),

то u ≡ const.

Доказательство. Рассмотрим случай точной верхней гра-
ни функции u. Для случая точной нижней грани рассуждения
полностью аналогичны. Положим

M = sup
x∈Ω

u(x).

Пусть
ΩM = {x ∈ Ω| u(x) = M}.

Вследствие непрерывности функции u множество ΩM замкнуто.
Далее, если существует точка x0 ∈ Ω такая, что

M = u(x0),

то найдется R > 0 такое, что BR(x0) ⊂ Ω. По теореме о среднем

M = u(x0) =
1

mes BR(x0)

∫
BR(x0)

u(ξ) dξ.
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Поэтому

0 = M − u(x0) =
1

mes BR(x0)

∫
BR(x0)

(M − u(ξ)) dξ.

Отсюда вследствие очевидного неравенства M − u(ξ) � 0 для
всех ξ ∈ BR(x0) вытекает, что u(ξ) = M ∀ ξ ∈ BR(x0). Последнее
означает, что множество ΩM — открытое множество в Ω. Множе-
ство, одновременно и открытое и замкнутое в Ω, либо является
пустым, либо совпадает с Ω. Поскольку x0 ∈ ΩM , то ΩM �= ∅ и,
следовательно, ΩM = Ω. �

Следствие 5.1 (принцип максимума). Пусть u — функ-
ция, гармоническая в ограниченной области Ω. Тогда либо функ-
ция u тождественно равна постоянной в области Ω, либо до-
стигает максимального и минимального значений только на
границе области Ω.

Замечание 5.1. Физически принцип максимума очевиден.
Гармоническую функцию (при n = 3) можно трактовать как ста-
ционарное распределение температуры в однородном теле в от-
сутствии источников тепла. Наличие же внутренних экстрему-
мов в области Ω означает, что процесс перераспределения тепла
еще не завершился. Например, температура в точках ее макси-
мума должна убывать, т. е. меняться со временем.

Фактически дословно повторяя доказательство теоремы 5.1,
можно установить справедливость следующего утверждения.

Теорема 5.2. Пусть u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), Ω — ограниченная
область,

Δu(x) � 0 для x ∈ Ω.

Тогда функция u либо равна постоянной, либо достигает мак-
симального значения только на границе области Ω. Аналогично,
если

Δu(x) � 0 для x ∈ Ω,

то функция u либо равна постоянной, либо достигает мини-
мального значения только на границе области Ω.
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6. Фундаментальное решение уравнения Лапласа.
Интегральное представление гармонической функции.

Построим решение уравнения Лапласа, зависящее лишь от
расстояния до начала координат. Иными словами, будем искать
функцию u(x) = u(|x|), |x|2 = x21 + x22 + · · ·+ x2n, такую, что

Δu(x) = 0, x ∈ R
n. (6.1)

Элементарные вычисления показывают, что

∂u

∂xi
= u′(|x|)xi/|x|,

∂2u

∂x2i
= u′′(|x|) x2i

|x|2 + u′(|x|)
(

1

|x| −
x2i
|x|3
)

,

i = 1, 2, . . . , n, следовательно, уравнение (6.1) принимает вид

u′′(|x|) +
n− 1

|x| u′(|x|) = 0. (6.2)

Отбрасывая решение, равное тождественной постоянной, т. е.
принимая, что u′(|x|) �= 0, получим из (6.2)

(lnu′(|x|))′ = (1− n)/|x|.
Таким образом, при x �= 0

u(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a ln

1

|x| + b, n = 2,

a

|x|n−2 + b, n > 2,

(6.3)

a, b — произвольные постоянные.
Далее ограничимся случаем n = 3. Функцию

Φ(x) =
1

4π

1

|x| ,

для которой, как мы убедились, ΔΦ(x) = 0 при x �= 0, называ-
ют фундаментальным решением уравнения Лапласа. Коэффи-
циент 1/4π выбран для удобства записи формул в дальнейшем.
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Теорема 6.1. Пусть область Ω ⊂ R
3 — ограниченная об-

ласть с кусочно гладкой границей Γ. Функция u ∈ C(1)(Ω) гар-
моническая в области Ω. Тогда для любой точки x ∈ Ω

u(x) =

∫
Γ

(
Φ(x− ξ)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
− u(ξ)

∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ. (6.4)

Здесь ν(ξ) — нормаль к Γ в точке ξ, внешняя по отношению
к Ω.

Доказательство. Пусть x ∈ Ω. Выберем R > 0 так, чтобы
BR(x) ⊂ Ω, и положим ΩR = Ω \ BR(x). Ясно, что Φ(x − ξ) как
функция переменной ξ гармоническая в области ΩR, поэтому по
формуле Грина (3.2)∫

Γ∪SR(x)

(
Φ(x− ξ)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
− u(ξ)

∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ = 0. (6.5)

Заметим теперь, что

Φ(x− ξ) =
1

4πR
, ξ ∈ SR(x). (6.6)

Далее, поскольку нормаль ν(ξ) направлена противоположно ра-
диусу ξ − x, то, как нетрудно подсчитать,

∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)
=

1

4π
∇ 1

|x− ξ| · ν(ξ) =

=
1

4π

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 =
1

4πR2
, ξ ∈ SR(x). (6.7)

Из (6.6) вытекает, что∫
SR(x)

Φ(x− ξ)
∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ =

1

4πR

∫
SR(x)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = 0, (6.8)

так как u — гармоническая функция в SR(x) 1). Используя (6.7)
и теорему о среднем, получим∫

SR(x)

u(ξ)
∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)
dξ =

1

4πR2

∫
SR(x)

u(ξ) dξ = u(x). (6.9)

1)См. (3.3).
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Из (6.5), (6.8), (6.9) очевидным образом следует (6.4). �
Следствие 6.1. Функция u, гармоническая в области Ω,

дифференцируема сколько угодно раз в любой внутренней точке
этой области.

Доказательство. Если x — внутренняя точка области Ω,
то можно указать область Ω1 такую, что Ω1 ⊂ Ω, x ∈ Ω1. Ясно,
что u ∈ C1(Ω1) и, следовательно,

u(x) =

∫
Γ1

(
Φ(x− ξ)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
− u(ξ)

∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ ∀x ∈ Ω1, (6.10)

где Γ1 — граница области Ω1. Функции Φ(x−ξ), ∂Φ(x−ξ)/∂ν(ξ)
дифференцируемы сколько угодно раз по x при x �= ξ. Поэтому
интеграл (6.10) допускает дифференцирование по параметру x
сколько угодно раз. �

7. Внутренняя и внешняя задачи Дирихле для урав-
нения Лапласа. Пусть Ω — ограниченная область простран-
ства Rn, Γ — граница области Ω. Функция u называется решени-
ем внутренней задачи Дирихле, если она гармоническая в обла-
сти Ω и

u(x) = f(x), x ∈ Γ, (7.1)

где f — заданная непрерывная на Γ функция.
Функция u называется решением внешней задачи Дирихле,

если она гармоническая в области Ωe и удовлетворяет гранично-
му условию (7.1).

Теорема 7.1. Внутренняя задача Дирихле может иметь
не больше одного решения.

Доказательство. Предположим противное. Пусть u1, u2 —
два решения внутренней задачи Дирихле. Тогда u = u1 − u2 —
гармоническая в области Ω функция. Причем, очевидно,

u(x) = 0, x ∈ Γ. (7.2)

Из принципа максимума (см. следствие 5.1) тогда вытекает, что
u(x) = 0 ∀x ∈ Ω. �

Теорема 7.2. Внешняя задача Дирихле может иметь не
больше одного решения.
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Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая, ко-
гда n = 3. Если предположить, что вопреки утверждению теоре-
мы существует два решения u1, u2 внешней задачи Дирихле, то
функция u = u1 − u2 есть функция гармоническая в области Ωe,
удовлетворяющая условию (7.2). Область Ωe неограничена, по-
этому непосредственно принципом максимума воспользоваться
нельзя. Тем не менее, если x0 — произвольная точка из Ωe, то для
любого ε > 0 можно указать столь большое R, что x0 ∈ BR(0),
Ω ⊂ BR(0) и

|u(x)| � ε для x ∈ SR(0). (7.3)

Понятно, что u — гармоническая функция в ограниченной об-
ласти ΩR = BR(0) \ Ω, причем вследствие (7.2), (7.3) на основа-
нии принципа максимума можно заключить, что |u(x)| � ε для
x ∈ ΩR. В частности, |u(x0)| � ε. Поскольку ε > 0 здесь может
быть выбрано сколь угодно малым, то u(x0) = 0. В силу того,
что x0 — произвольная точка из Ωe, функция u тождественно
равна нулю в области Ωe. �

8. Функция Грина для задачи Дирихле. Объединяя
(3.2) с (6.4), получим, что если u, v из C(1)(Ω̄) — гармонические
функции, n = 3, то для любой точки x ∈ Ω

u(x) =

∫
Γ

(
(Φ(x− ξ) + v(ξ))

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
− u(ξ)

∂ (Φ(x− ξ) + v(ξ))

∂ν(ξ)

)
dξ.

Понятно, что если удастся построить гармоническую функцию
v(x, ξ) такую, что Φ(x− ξ) + v(x, ξ) = 0 при ξ ∈ Γ, то

u(x) = −
∫
Γ

u(ξ)
∂ (Φ(x− ξ) + v(x, ξ))

∂ν(ξ)
dξ.

Функцию

G(x, ξ) = Φ(x− ξ) + v(x, ξ), x, ξ ∈ Ω, (8.1)

называют функцией Грина задачи Дирихле для уравнения Ла-
пласа, если v(x, ξ) — гармоническая функция в области Ω как
функция переменной ξ при всех x ∈ Ω и

G(x, ξ) = 0, ξ ∈ Γ. (8.2)
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Если функция Грина построена, то решение задачи Дирихле,
можно представить в виде

u(x) = −
∫
Γ

f(ξ)
∂G(x, ξ)

∂ν(ξ)
dξ. (8.3)

Отметим ряд свойств функции Грина.

Теорема 8.1. Для любой ограниченной области Ω

0 < G(x, ξ) < Φ(x− ξ) для x, ξ ∈ Ω, x �= ξ. (8.4)

Доказательство. Фиксируем некоторое x ∈ Ω. Вследствие
условия (8.2)

v(x, ξ) = −Φ(x− ξ) = − 1

4π|x− ξ| < 0 при ξ ∈ Γ.

Функция v(x, ξ) как функция переменной ξ гармоническая в об-
ласти Ω. Поэтому вследствие принципа максимума она отрица-
тельна при всех ξ ∈ Ω, и G(x, ξ) = Φ(x − ξ) + v(x, ξ) < Φ(x − ξ),
т. е. второе неравенство в (8.4) доказано.

Заметим далее, что поскольку v(x, ξ) непрерывна в Ω, су-
ществует постоянная M(x) такая, что |v(x, ξ)| � M(x), ξ ∈ Ω.
Очевидно также, что Φ(x − ξ) → ∞ при |x − ξ| → 0. Поэтому
можно указать ε0 > 0 такое, что

G(x, ξ) > 0 при ξ ∈ Sε(x), 0 < ε � ε0. (8.5)

С учетом (8.2), (8.5) на основании принципа максимума получа-
ем, что G(x, ξ) > 0 для ξ ∈ Ω \Bε(x). При этом ε можно выбрать
как угодно малым, следовательно, первое неравенство в (8.4) при
всех x �= ξ выполнено. �

Теорема 8.2. Для любой ограниченной области Ω

G(x, ξ) = G(ξ, x) ∀x, ξ ∈ Ω, x �= ξ, (8.6)

т. е. функция Грина симметрична.

Доказательство. Пусть x1, x2 — две произвольным обра-
зом фиксированные точки из области Ω. Выберем подобласти
ω1, ω2 ⊂ Ω так, чтобы xi ∈ ωi, i = 1, 2, ω1 ∩ ω2 = ∅. Пусть
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Ω′ = Ω \ (ω̄1 ∪ ω̄2). Понятно, что функции G(x1, ξ), G(x2, ξ) гар-
монические в области Ω′. Поэтому, применяя вторую формулу
Грина, получим∫

Γ∪γ1∪γ2

(
G(x1, ξ)

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−G(x2, ξ)

∂G(x1, ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ = 0,

где γi — граница области ωi, i = 1, 2. Отсюда вследствие (8.2)
вытекает, что

I1 + I2 = 0, (8.7)
где

Ii =

∫
γi

(
G(x1, ξ)

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−G(x2, ξ)

∂G(x1, ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ, (8.8)

i = 1, 2. Используя (8.1), запишем первое слагаемое в левой ча-
сти (8.7) более подробно:

I1 =

∫
γ1

(
(Φ(x1 − ξ) + v(x1, ξ))

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−

− G(x2, ξ)
∂(Φ(x1 − ξ) + v(x1, ξ))

∂ν(ξ)

)
dξ =

=

∫
γ1

(
Φ(x1 − ξ)

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−G(x2, ξ)

∂Φ(x1 − ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ+

+

∫
γ1

(
v(x1, ξ)

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−G(x2, ξ)

∂v(x1, ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ. (8.9)

Заметим, что функция G(x2, ξ) гармоническая в области ω1. По-
этому вследствие второй формулы Грина последнее слагаемое в
правой части (8.9) равно нулю. Таким образом,

I1 =

∫
γ1

(
Φ(x1 − ξ)

∂G(x2, ξ)

∂ν(ξ)
−G(x2, ξ)

∂Φ(x1 − ξ)

∂ν(ξ)

)
dξ. (8.10)

Поскольку G(x2, ξ) — гармоническая функция в области ω1, то
применяя формулу (6.4), получим: I1 = G(x2, x1). Точно так
же I2 = −G(x1, x2), поэтому G(x1, x2) = G(x2, x1). �
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Замечание 8.1. По построению функция G(x, ξ) удовле-
творяет уравнению Лапласа по переменной ξ при ξ �= x. Вслед-
ствие симметрии функции G(x, ξ) она удовлетворяет уравнению
Лапласа и по переменной x при ξ �= x.

9. Решение задачи Дирихле для шара методом фун-
кции Грина. В настоящем пункте Ω = BR(0) —шар радиуса R
с центром в начале координат, Γ = SR(0) — граница Ω.

Рассмотрим сначала внутреннюю задачу Дирихле.
Требуется найти функцию u, гармоническую в Ω и такую,

что выполнено граничное условие Дирихле:

u(x) = f(x), x ∈ SR(0). (9.1)

Здесь f — заданная, непрерывная на сфере SR(0), функция.
Поскольку для любой точки x1 /∈ BR(0) функция

v(x1, ξ) =
1

4π|x1 − ξ|
есть гармоническая функция как функция переменной ξ в об-
ласти BR(0), то естественно строить функцию Грина для обла-
сти BR(0) в виде

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ| − g(x)
1

|x1(x)− ξ|
)

, x, ξ ∈ BR(0), (9.2)

подбирая x1(x) ∈ R
3 \BR(0) и g(x) так, чтобы

G(x, ξ) = 0, ξ ∈ SR(0). (9.3)

Возьмем в качестве x1 точку, находящуюся в отношении инвер-
сии с точкой x. Это значит, что x1 = (R/|x|)2x и, следовательно,

|x||x1| = R2. (9.4)

Пусть ξ ∈ SR(0). Рассмотрим треугольники Oxξ и Ox1ξ (см.
рис. 1). Они имеют общий угол (при вершине O), а вслед-
ствие (9.4)

|x|
R

=
R

|x1| ,
т. е. соответствующие стороны пропорциональны. Поэтому тре-
угольники Oxξ и Ox1ξ подобны, откуда вытекает, что

1

|x− ξ| −
R

|x||x1 − ξ| = 0, ξ ∈ SR(0). (9.5)
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Рис. 1.

Таким образом, функция Грина для шара имеет вид

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ| −
R

|x||x1 − ξ|
)

.

Следовательно, решение задачи Дирихле для шара, если оно су-
ществует, можно представить в виде

u(x) =

∫
SR(0)

f(ξ)K(x, ξ)dξ, (9.6)

где

K(x, ξ) = − 1

4π

∂

∂ν(ξ)

(
1

|x− ξ| −
R

|x||x1 − ξ|
)

.

Придадим ядру K(x, ξ) более компактный вид. Как показано вы-
ше (см. (6.7)),

∂

∂ν(ξ)

1

|x− ξ| =
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 .

Поэтому

K(x, ξ) =
1

4π

(
R(x1 − ξ) · ν(ξ)

|x||x1 − ξ|3 − (x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3
)

=

=
1

4π

(
(x1 − ξ) · ξ
|x||x1 − ξ|3 −

(x− ξ) · ξ
R|x− ξ|3

)
. (9.7)
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Мы учли здесь, что Rν(ξ) = ξ. Далее, поскольку x = ξ + (x− ξ),
|ξ| = R, то

|x|2 = R2 + |x− ξ|2 + 2(x− ξ) · ξ 1),

следовательно, (x− ξ) · ξ = (|x|2 − R2 − |x− ξ|2)/2. Аналогично,
(x1 − ξ) · ξ = (|x1|2 − R2 − |x1 − ξ|2)/2. Подставляя полученные
выражения в (9.7), а затем исключая |x1|, |x1 − ξ| при помощи
соотношений (9.4), (9.5), после элементарных преобразований по-
лучим, что

K(x, ξ) =
R2 − |x|2

4πR|x− ξ|3
и, следовательно, решение задачи Дирихле для шара можно
представить в виде

u(x) =
1

4πR

∫
SR(0)

f(ξ)
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ. (9.8)

Формулу (9.8) называют формулой Пуассона.
Важно подчеркнуть, что формула (9.8) получена в предпо-

ложении, что решение задачи Дирихле для шара существует и
является функцией, непрерывно дифференцируемой в BR(0).

Обоснование формулы (9.8) дает

Теорема 9.1. Если функция f непрерывна на SR(0), то
функция u, определяемая по формуле (9.8), — решение задачи
Дирихле для шара.

Доказательство. Заметим, прежде всего, что функция
K(x, ξ) при любом ξ ∈ SR(0) дифференцируема сколько угод-
но раз по x в любой точке области BR(0). Поэтому и функция
u дифференцируема сколько угодно раз в BR(0). Покажем, что
функция u удовлетворяет уравнению Лапласа. Используя пред-
ставление (9.6), получим

Δu(x) =

∫
SR(0)

f(ξ)ΔxK(x, ξ) dξ.

1)Фактически это равенство — теорема косинусов из элемен-
тарной геометрии.
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Нижний индекс у оператора Лапласа показывает, что он вычис-
ляется по переменной x. Ясно, что

ΔxK(x, ξ) = − 1

4π

∂

∂ν(ξ)
ΔxG(x, ξ) = 0

при x �= ξ, так как функция Грина удовлетворяет уравнению
Лапласа по переменной x (см. замечание 8.1). Таким образом,
Δu(x) = 0 при x ∈ Ω.

Покажем, что lim
x→ξ0

u(x) = f(ξ0) для любой точки ξ0 ∈ SR(0).

Заметим, что функция u ≡ 1 — решение задачи Дирихле:

Δu(x) = 0, x ∈ BR(0),

u(x) = 1, x ∈ SR(0),

поэтому, на основании (9.8)

1 =
1

4πR

∫
SR(0)

R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ, (9.9)

следовательно,

f(ξ0) =
1

4πR

∫
SR(0)

f(ξ0)
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ.

Таким образом,

f(ξ0)− u(x) =
1

4πR

∫
SR(0)

(f(ξ0)− f(ξ))
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ. (9.10)

Выберем некоторое положительное r < 2R и построим сфе-
ру Sr(ξ0). Обозначим через σr кусок поверхности SR(0), высека-
емый сферой Sr(ξ0) и содержащий ξ0. Запишем равенство (9.10)
в виде

f(ξ0)− u(x) =
1

4πR

∫
σr

(f(ξ0)− f(ξ))
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ+

+
1

4πR

∫
SR(0)\σr

(f(ξ0)− f(ξ))
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ. (9.11)
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Функция f непрерывна, а следовательно, и равномерно непре-
рывна на SR(0). Поэтому для любого наперед заданного положи-
тельного ε можно указать такое r = r(ε), что |f(ξ0)− f(ξ)| � ε/2
для всех ξ ∈ σr(ε). Отсюда вытекает, что∣∣∣∣∣∣ 1

4πR

∫
σr

(f(ξ0)− f(ξ))
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ

∣∣∣∣∣∣ � ε

8πR

∫
σr

R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ �

� ε

8πR

∫
SR(0)

R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ =

ε

2

(см. (9.8)). Оценивая второе слагаемое в правой части (9.11), за-
метим, что, поскольку функция f непрерывна на SR(0), суще-
ствует постоянная M такая, что |f(ξ)| � M для всех ξ ∈ SR(0).
Кроме того, можно указать положительное число d(ε) такое, что
|x − ξ| � d(ε) для всех ξ ∈ SR(0) \ σr и для всех x, достаточно
близких к ξ0. Отсюда следует, что для всех x, достаточно близ-
ких к ξ0,∣∣∣∣∣∣∣

1

4πR

∫
SR(0)\σr

(f(ξ0)− f(ξ))
R2 − |x|2
|x− ξ|3 dξ

∣∣∣∣∣∣∣ �
� M(R2 − |x|2)

2πd3(ε)R

∫
SR(0)\σr

dξ � ε

2
.

Таким образом, |u(x)−f(ξ0)| � ε для всех x ∈ BR(0), достаточно
близких к ξ0. �

Обратимся теперь к внешней задаче Дирихле для шара.

Теорема 9.2. Если функция f непрерывна на SR(0), то
функция u, определяемая по формуле1)

u(x) =
1

4πR

∫
SR(0)

f(ξ)
|x|2 −R2

|x− ξ|3 dξ, x /∈ BR(0), (9.12)

есть решение внешней задачи Дирихле для шара.

1)Формулу (9.12) называют формулой Пуассона.
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Доказательство. То, что функция u бесконечное чис-
ло дифференцируема и удовлетворяет уравнению Лапласа при
x �= ξ, фактически, было установлено при доказательстве теоре-
мы 9.1. Покажем, что u равномерно стремится к нулю на беско-
нечности. Очевидно, что |x−ξ| � |x|/2 для x, достаточно удален-
ных от начала координат, и для всех ξ ∈ SR(0), следовательно,

|u(x)| � 2

|x|πR
∫

SR(0)

|f(ξ)| dξ =
c

|x| , (9.13)

т. е. u равномерно стремится к нулю при |x| → ∞.
Осталось показать, что, если ξ0 ∈ SR(0), то lim

x→ξ0
u(x) = f(ξ0).

Пусть x1 = (R/|x|)2x. Ясно, что x1 ∈ BR(0), если x /∈ BR(0).
Используя соотношения (9.4), (9.5), получим, что

|x| = R/|x1|, |x− ξ| = |x1 − ξ|(R/|x1|).
Подставляя эти выражения в (9.12), после элементарных преоб-
разований находим, что

u(x) =
|x1|
R

1

4πR

∫
SR(0)

f(ξ)
R2 − |x1|2
|x1 − ξ|3 dξ.

Пусть x → ξ0, тогда x1 → ξ0, |x1|/R → 1, кроме того, как уста-
новлено при доказательстве теоремы 9.1,

lim
x1→ξ0

1

4πR

∫
SR(0)

f(ξ)
R2 − |x1|2
|x1 − ξ|3 dξ = f(ξ0). �

10. Некоторые свойства гармонических функций.

Теорема 10.1. Функция u, гармоническая во всем про-
странстве R3, тождественно равна нулю.

Доказательство. Фиксируем некоторую точку x0 ∈ R
3.

Выберем R > 0 так, чтобы x0 ∈ BR(0). При этом, поскольку гар-
моническая функция равномерно стремится к нулю на бесконеч-
ности, то по любому ε > 0 можно указать такое R, что |u(x)| � ε
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для x ∈ SR(0). Функция u гармоническая во всем пространстве,
поэтому она является гармонической в области BR(0) и в соот-
ветствии с принципом максимума |u(x)| � ε для всех x ∈ BR(0).
В частности, |u(x0)| � ε. Вследствие произвольности ε > 0 отсю-
да вытекает, что u(x0) = 0, и так как x0 — произвольная точка
пространства, то u ≡ 0. �

Теорема 10.2. Пусть Ω ⊂ R
3 — ограниченная область.

Пусть {un} — последовательность функций, гармонических в
области Ω. Предполагается, что последовательность {un} рав-
номерно сходится на Γ. Тогда последовательность {un} равно-
мерно сходится на Ω, и пределом этой последовательности яв-
ляется функция u, гармоническая в области Ω.

Доказательство. Пусть uk, um — два произвольных чле-
на последовательности {un}. Тогда uk − um — гармоническая
функция, поэтому max

x∈Ω
|uk(x)−um(x)| = max

x∈Γ
|uk(x)−um(x)| → 0

при k,m → ∞. Отсюда вытекает существование непрерывной
на Ω функции u такой, что un → u равномерно на Ω. Покажем,
что u — гармоническая на Ω функция. Очевидно, для этого до-
статочно установить, что функция u гармоническая в любом ша-
ре Br(x

0), принадлежащем Ω. Для любого целого n функция un
гармоническая в Ω, следовательно, и в Br(x

0). По формуле Пуас-
сона (9.8)

un(x) =
1

4πr

∫
Sr(x0)

un(ξ)
r2 − |x− x0|2
|x− ξ|3 dξ, x ∈ Br(x

0). (10.1)

Последовательность {un} сходится равномерно на Br(x
0). Пере-

ходя в равенстве (10.1) к пределу при n→∞, получим

u(x) =
1

4πr

∫
Sr(x0)

u(ξ)
r2 − |x− x0|2
|x− ξ|3 dξ, x ∈ Br(x

0).

Вследствие непрерывности функции u на Sr(x
0) и теоремы 9.1

отсюда вытекает, что функция u гармоническая в Br(x
0). �

Теорема 10.3. Пусть Ω ⊂ R
3 — ограниченная область,

функция u гармоническая в области Ωe = R
3 \ Ω̄. Тогда суще-

ствует постоянная C такая, что

|u(x)| � C

|x| ∀x ∈ Ωe. (10.2)
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Доказательство. Понятно, что неравенство (10.2) нужно
установить для достаточно больших по модулю x ∈ Ωe. Выберем
положительное R так, чтобы Ω ⊂ BR(0). Функция u гармониче-
ская вне BR(0). По формуле (9.12)

u(x) =
1

4πR

∫
SR(0)

u(ξ)
|x|2 −R2

|x− ξ|3 dξ.

В соответствии с оценкой (9.13), полученной при доказательстве
теоремы 9.2, можем написать

|u(x)| � 2

|x|πR
∫

SR(0)

|u(ξ)| dξ

для достаточно больших |x|. �
Теорема 10.4. Пусть Ω ⊂ R

3 — ограниченная область,
функция u гармоническая в области Ωe. Тогда существует по-
стоянная C такая, что

|∇u(x)| � C

|x|2 ∀x ∈ Ωe. (10.3)

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 10.3,
построим шар BR(0) ⊃ Ω. Представим u(x) для |x| > R по фор-
муле Пуассона (9.12). Понятно, что

∇u(x) =
1

4πR

∫
SR(0)

u(ξ)∇x

( |x|2 −R2

|x− ξ|3
)

dξ. (10.4)

Элементарные вычисления дают

∂

∂xi

( |x|2 −R2

|x− ξ|3
)

=
2xi

|x− ξ|3 − 3
|x|2 −R2

|x− ξ|5 xi, i = 1, 2, 3,

следовательно,∣∣∣∣ ∂

∂xi

( |x|2 −R2

|x− ξ|3
)∣∣∣∣ � 2|x|

|x− ξ|3 + 3
|x|3

|x− ξ|5 . (10.5)
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Полагая теперь, что |x| настолько велик, что |x− ξ| � |x|/2 для
всех ξ ∈ SR(0), получим из (10.4), (10.5)

|∇u(x)| � c

|x|2
∫

SR(0)

|u(ξ)| dξ,

где c = const. �
11. Задача Неймана для уравнения Лапласа. Пусть Ω

есть ограниченная область пространства R
3 с кусочно гладкой

границей. Гармоническая в Ω функция u называется решением
внутренней задачи Неймана для уравнения Лапласа, если u при-
надлежит C(1)(Ω) и

∂u(x)

∂ν
= f(x), x ∈ Γ. (11.1)

Здесь, как обычно, Γ — граница области Ω, ν — единичный век-
тор внешней нормали в точке x. Как следует из теоремы 1.2,
с. 88, внутренняя задача Неймана для уравнения Лапласа мо-
жет иметь решение лишь при условии, что∫

Γ

f(x) dx = 0.

Решение этой задачи, если оно существует, определяется с точ-
ностью до постоянного слагаемого.

Внешняя задача Неймана состоит в отыскании функции u,
гармонической в области Ωe, которая принадлежит простран-
ству C(1)(Ωe) и удовлетворяет граничному условию

∂u(x)

∂ν
= f(x), x ∈ Γ. (11.2)

Теорема 11.1. Внешняя задача Неймана может иметь
не более одного решения.

Доказательство. Пусть u = u1 − u2 — разность двух ре-
шений этой задачи. Тогда

Δu(x) = 0, x ∈ Ωe, (11.3)
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∂u(x)

∂ν
= 0, x ∈ Γ. (11.4)

Выберем R > 0 такое, что Ω ⊂ BR(0), и положим ΩR = BR(0)\Ω.
Запишем применительно к области ΩR первую формулу Гри-
на, (3.1), с. 89, полагая v = u. Получим∫

ΩR

|∇u|2 dx =

∫
Γ∪SR(0)

u
∂u

∂ν
dx.

Вследствие (11.4) отсюда вытекает, что∫
ΩR

|∇u|2 dx =

∫
SR(0)

u
∂u

∂ν
dx.

Используя оценки (10.2), (10.3), можем написать

|u(x)| � c/R, |∇u(x)| � c1/R
2, x ∈ SR(0), c, c1 = const,

поэтому ∫
SR(0)

u
∂u

∂ν
dx � cc1

R3

∫
SR(0)

dx =
4πcc1
R

.

Выбирая R достаточно большим, можем сделать
∫
ΩR

|∇u|2dx

меньшим любого наперед заданного положительного числа. Это
означает, что ∇u ≡ 0 в области Ωe. Таким образом, u ≡ const
в области Ωe и, так как u стремится к нулю на бесконечности,
то u ≡ 0. �

12. Метод разделения переменных решения задачи
Дирихле для уравнения Лапласа. В этом пункте мы рас-
смотрим применение метода разделения переменных для реше-
ния задачи Дирихле для областей простейшей формы.

1) Задача Дирихле для прямоугольной области. Пусть Ω
принадлежит R

2, Ω = {0 � x1 � l1, 0 � x2 � l2}. Требуется
найти функцию u, гармоническую в области Ω и удовлетворяю-
щую граничному условию Дирихле

u(x) = f(x), x ∈ Γ, (12.1)
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где f — заданная функция, непрерывная на Γ.
Приведем задачу к виду, удобному для применения метода

разделения переменных. Обозначим через Γi, i = 1, 2, 3, 4, сторо-
ны прямоугольника Ω, а через xi, i = 1, 2, 3, 4, — угловые точки
прямоугольника. Введем в рассмотрение билинейную функцию

w(x) = a0 + a1(l1 − x1) + a2(l2 − x2) + a12(l1 − x1)(l2 − x2).

Очевидно, Δw(x) = 0 при любых значениях постоянных
a0, a1, a2, a12. Нетрудно убедиться, что эти числа можно выбрать
так, чтобы

w(xi) = f(xi), i = 1, 2, 3, 4.

Положим u = v + w. Тогда v — гармоническая в Ω функция,
удовлетворяющая граничному условию

v(x) = f̃(x) = f(x)− w(x).

Функция f̃ непрерывна на Γ, причем f̃(xi) = 0, i = 1, 2, 3, 4. Обо-
значим через f̃ i сужение функции f̃ на Γi, i = 1, 2, 3, 4. Пусть vi —
гармоническая в Ω функция, равная f̃ i на Γi и нулю на осталь-

ных сторонах прямоугольника. Ясно, что v =
4∑
i=1

vi. Функции

vi, i = 1, 2, 3, 4, будем строить методом разделения переменных.
Опишем метод построения функции v1, полагая, что Γ1 — ниж-
нее основание прямоугольника. Остальные функции vi строятся
совершенно аналогично.

Для упрощения записей в дальнейшем функцию v1 будем
обозначать через u, а функцию f̃1 — через f .

Граничные условия для функции u можно записать в виде

u(x1, 0) = f(x1), 0 � x1 � l1, (12.2)

u(x1, l2) = 0, 0 � x1 � l1, (12.3)

u(0, x2) = 0, 0 � x2 � l2, (12.4)

u(l1, x2) = 0, 0 � x2 � l2. (12.5)

Положим u(x1, x2) = X1(x1)X2(x2). Подставляя u в уравнение
Лапласа, получим

X ′′
1 (x1)

X1(x1)
+

X ′′
2 (x2)

X2(x2)
= 0, x ∈ Ω.
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Последнее уравнение может быть выполнено лишь при условии,
что

X ′′
1 (x1)

X1(x1)
= −λ, 0 < x1 < l1,

X ′′
2 (x2)

X2(x2)
= λ, 0 < x2 < l2, (12.6)

λ = const. Будем считать что функция u(x1, x2) = X1(x1)X2(x2)
удовлетворяет граничным условиям на вертикальных сторонах
прямоугольника. Таким образом, приходим к задаче Штурма —
Лиувилля

X ′′
1 (x1) + λX1(x1) = 0, 0 < x1 < l1,

X1(0) = X1(l1) = 0.

Выпишем решение этой задачи (см. п. 7, гл. 3)

X1k(x1) = sin
πkx1
l1

, λk =

(
πk

l1

)2
, k = 1, 2, . . .

При λ = λk общее решение уравнения (12.6) можно представить
в виде

X2k(x2) = ak ch
√

λkx2 + bk sh
√

λkx2,

ak, bk = const, k = 1, 2, . . . Таким образом, функция

uk(x1, x2) = (ak ch
√

λkx2 + bk sh
√

λkx2) sin
πkx1
l1

при любых ak, bk — решение уравнения Лапласа, равное нулю на
вертикальных сторонах прямоугольника Ω. Решение уравнения
Лапласа, удовлетворяющее всем граничным условиям (12.2)–
(12.5), будем искать в виде

u(x1, x2) =
∞∑
k=1

(ak ch
√

λkx2 + bk sh
√

λkx2) sin
πkx1
l1

.

Используя граничное условие (12.2), получим

∞∑
k=1

ak sin
πkx1
l1

= f(x1), 0 < x1 < l1.
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Если предположить, что функция f допускает разложение в ряд
Фурье по синусам:

f(x1) =
∞∑
k=1

αk sin
πkx1
l1

,

где

αk =
2

l1

l1∫
0

f(ξ) sin
πkξ

l1
dξ, k = 1, 2, . . . ,

то граничное условие (12.2) будет выполнено при

ak = αk, k = 1, 2, . . .

Используя граничное условие (12.3), теперь можем написать

∞∑
k=1

(αk ch
√

λkl2 + bk sh
√

λkl2) sin
πkx1
l1

= 0,

следовательно, bk = −αkch
√

λkl2/sh
√

λkl2, k = 1, 2, . . . Про-
водя элементарные выкладки, получим

ak ch
√

λkx2 + bk sh
√

λkx2 =

= αk ch
√

λkx2 − αk
ch
√
λkl2

sh
√
λkl2

sh
√

λkx2 = αk
sh
√
λk(l2 − x2)

sh
√
λkl2

.

Таким образом,

u(x1, x2) =

∞∑
k=1

αk
sh
√
λk(l2 − x2)

sh
√
λkl2

sin
πkx1
l1

.

2) Обратимся теперь к задаче Дирихле для круга:

Δu = 0, x ∈ BR(0), (12.7)

u(x) = ϕ(x), x ∈ SR(0). (12.8)

При решении этой задачи удобно перейти к полярным ко-
ординатам x1 = r cos θ, x2 = r sin θ. Выражая производные
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∂2u/∂x21, ∂2u/∂x22 через производные по r, θ (см. формулы, ис-
пользованные при классификации уравнений второго порядка,
п. 1, гл. 1), нетрудно убедиться, что уравнение (12.7) примет вид

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0, 0 < r < R, 0 < θ � 2π.

Часто это уравнение записывают иначе:

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0, 0 < r < R, 0 < θ � 2π. (12.9)

Граничное условие тоже представим в полярных координатах

u(R, θ) = ϕ(θ), 0 < θ � 2π. (12.10)

Функцию u(r, θ) будем разыскивать в виде

u(r, θ) = Φ(θ)X(r).

Подставляя это выражение в уравнение (12.9), получим

Φ(θ)
1

r
(rX ′)′ +

1

r2
XΦ′′ = 0,

или
r (rX ′)′

X
+

Φ′′

Φ
= 0, 0 < r < R, 0 < θ � 2π.

Ясно, что это равенство может быть выполнено лишь при усло-
вии, что

Φ′′

Φ
= −λ,

r (rX ′)′

X
= λ, λ = const.

Таким образом,
Φ′′ + λΦ = 0, (12.11)

r (rX ′)′ − λX = 0, 0 < r < R. (12.12)

Понятно, что функция u(r, θ) должна быть 2π-периодичес-
кой по θ для того, чтобы искомая функция u(x1, x2) была одно-
значной в области BR(0), поэтому к уравнению (12.11) мы долж-
ны присоединить условие: функция Φ суть 2π-периодическая
функция.
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Возникла так называемая периодическая задача Штурма —
Лиувилля: найти 2π-периодическую функцию Φ и параметр λ
так, чтобы выполнялось уравнение (12.11).

Рассмотрим три случая.
1) λ < 0. Общее решение уравнения (12.11) есть

Φ(θ) = ae
√−λ θ + be−

√−λ θ.

Ясно, что ни при каких a, b, не равных одновременно нулю,
функция Φ(θ) не является периодической.

2) λ = 0. Общее решение

Φ(θ) = aθ + b.

Эта функция периодическая лишь при условии, что a = 0.
3) λ > 0. Общее решение

Φ(θ) = a cos
√
λ θ + b sin

√
λ θ.

Эта функция будет 2π-периодической при любых a, b, если по-
ложить

√
λ = k, k = 1, 2, 3, . . .

Таким образом, периодическая задача Штурма — Лиувилля
имеет следующие собственные пары:

λ0 = 0,Φ0(θ) = a0 = const, λk = k2, Φk(θ) = ak cos kθ+bk sin kθ,

k = 1, 2, . . . , где ak, bk — произвольные постоянные.
Обратимся теперь к уравнению (12.12). Пусть λ = λ0 = 0,

т. е.
r (rX ′

0)
′

= 0, 0 < r < R,

откуда
rX ′

0 = c1 = const, X0 = c1 ln r + c2,

где c1, c2 — произвольные постоянные. Таким образом, функция

u0(r, θ) = X0(r)Φ0(θ) = c1 ln r + c2

есть решение уравнения Лапласа при любых c1, c2. Однако ясно,
что если c1 �= 0, то u0(r, θ) неограниченно убывает (или возрас-
тает) при r → 0. Поэтому мы должны принять, что u0(r, θ) = c2,
если хотим иметь дело только с непрерывными в BR(0) решени-
ями уравнения Лапласа.
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Рассмотрим теперь уравнение (12.12) при λ = λk, k � 1.
Имеем

r2X ′′ + rX ′ − k2X = 0.

Это уравнение известно в теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений как уравнение Эйлера. Оно имеет два линейно
независимых решения X(r) = rk, X(r) = r−k (легко проверить
непосредственной подстановкой). Общее решение есть

Xk(r) = c1r
k + c2r

−k, k = 1, 2, . . . ,

и, следовательно, функция

uk(r, θ) =
(
c1r

k + c2r
−k) (ak cos kθ + bk sin kθ)

удовлетворяет уравнению Лапласа при любых значениях посто-
янных. Желая ограничиться непрерывными в BR(0) решениями,
мы должны принять, что c2 = 0.

Таким образом, получен набор непрерывных решений урав-
нения Лапласа:

u0(r, θ) =
a0
2

(постоянная выбрана в таком виде ради удобства выкладок в
дальнейшем),

uk(r, θ) = rk (ak cos kθ + bk sin kθ) , k = 1, 2, . . . ,

ak, bk — постоянные. Поэтому функция

u(r, θ) =
a0
2

+
∞∑
k=1

rk (ak cos kθ + bk sin kθ)

тоже, формально говоря, — решение уравнения Лапласа. Вычис-
лим его при r = R:

u(R, θ) =
a0
2

+

∞∑
k=1

Rk (ak cos kθ + bk sin kθ) .

Нужно потребовать теперь выполнения условия (12.10). Пред-
ставим функцию ϕ(θ) в виде ряда Фурье:

ϕ(θ) =
α0
2

+
∞∑
k=1

(αk cos kθ + βk sin kθ) . (12.13)
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Коэффициенты этого ряда однозначно определяются по функ-
ции ϕ(θ):

α0 =
1

π

2π∫
0

ϕ(θ)dθ, (12.14)

αk =
1

π

2π∫
0

ϕ(θ) cos kθdθ, k = 1, 2, . . . , (12.15)

βk =
1

π

2π∫
0

ϕ(θ) sin kθdθ, k = 1, 2, . . . (12.16)

и теперь совершенно ясно, что решение задачи (12.9), (12.10) за-
писывается в виде

u(r, θ) =
α0
2

+
∞∑
k=1

( r

R

)k
(αk cos kθ + βk sin kθ) . (12.17)

13. Формула Пуассона решения задачи Дирихле для
уравнения Лапласа в круге. Полученное нами решение мо-
жет быть упрощено. Цель преобразований — просуммировать
бесконечный ряд.

Подставим в (12.17) выражения (12.14)–(12.16) для коэффи-
циентов Фурье функции ϕ(θ). Получим

u(r, θ) =
1

π

2π∫
0

ϕ(θ)

[
1

2
+

∞∑
k=1

μk (cos kξ cos kθ + sin kξ sin kθ)

]
dξ,

где μ = r/R. Воспользуемся формулой

cos kξ cos kθ + sin kξ sin kθ = cos k(ξ − θ),

а затем формулой Эйлера

cos k(ξ − θ) =
1

2

[
eik(ξ−θ) + e−ik(ξ−θ)

]
.

Тогда
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∞∑
k=1

μk (cos kξ cos kθ + sin kξ sin kθ) =

=
1

2

∞∑
k=1

μkeik(ξ−θ) +
1

2

∞∑
k=1

μke−ik(ξ−θ) =

=
1

2

∞∑
k=1

(
μei(ξ−θ)

)k
+

1

2

∞∑
k=1

(
μe−i(ξ−θ)

)k
.

Записанные здесь суммы можно подсчитать, как бесконечные
геометрические прогрессии, а именно:

1

2

∞∑
k=1

(
μei(ξ−θ)

)k
=

μei(ξ−θ)

2(1− μei(ξ−θ))
,

1

2

∞∑
k=1

(
μe−i(ξ−θ)

)k
=

μe−i(ξ−θ)

2(1− μe−i(ξ−θ))
.

В результате, после элементарных преобразований получим

1

2
+

∞∑
k=1

μk (cos kξ cos kθ + sin kξ sin kθ) =

=
1− μ2

2(1 + μ2 − 2μ cos(ξ − θ))
=

R2 − r2

2 (R2 + r2 − 2Rr cos(ξ − θ))

и, следовательно,

u(r, θ) =
1

2π

2π∫
0

ϕ(ξ)
R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(ξ − θ)
dξ. (13.1)

Формула (13.1) называется формулой Пуассона. Вычисляя по
этой формуле решение в центре круга (r = 0), получим:

u(0) =
1

2π

2π∫
0

ϕ(ξ)dξ.

Это дает еще одно доказательство первой теоремы о среднем для
гармонической функции.
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Упражнение 13.1. Показать, что формулу (13.1) можно
записать в виде

u(x) =
1

2πR

∫
SR(0)

ϕ(ξ)
R2 − |x|2
|x− ξ|2 dξ, x ∈ BR(0). (13.2)

Упражнение 13.2. Показать, что если ϕ ∈ C(SR(0)), то
формула (13.2) дает решение задачи (12.7), (12.8).

14. Элементы теории потенциала. Пусть в точку ξ
пространства R

3 помещена масса q, а в точку x — единичная
масса. Сила притяжения F (x) в соответствии с законом Ньюто-
на определяется по формуле

F (x) = q
ξ − x

|ξ − x|3 .

Нетрудно убедиться, что

F (x) = −∇x

(
q

|ξ − x|
)

,

т. е. силовое поле F потенциально.
Функция u(x) =

q

|ξ − x| называется потенциалом точечной
массы. Аналогично, функцию u можно интерпретировать как
потенциал электростатического поля, порождаемого зарядом ве-
личины q, помещенным в точку ξ.

Если Γ — поверхность в пространстве R3, то функция

v(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
1

|x− ξ| dξ (14.1)

называется потенциалом простого слоя. Она представляет собой
потенциал заряда, распределенного по поверхности Γ с плотно-
стью μ.

Пусть теперь в точку ξ + (h/2)l помещен заряд величины
q > 0, а в точку ξ − (h/2)l — заряд величины −q. Здесь l —
единичный вектор, h > 0. Указанную систему зарядов называют
диполем c моментом hq, ориентированным вектором l; величи-
ну h называют плечом диполя. Потенциалом диполя, очевидно,
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будет функция

u(x) = hq
1

h

(
1

|ξ + (h/2)l − x| −
1

|ξ − (h/2)l − x|
)

.

Перейдем в этом равенстве к пределу, устремляя h к нулю, но
считая при этом момент диполя μ = hq неизменным. В резуль-
тате, получим

u(x) = μ
∂

∂l

1

|x− ξ| .

Функцию u естественно называть потенциалом точечного дипо-
ля.

Пусть Γ — кусочно гладкая поверхность в трехмерном про-
странстве, ориентированная единичной нормалью ν. Функцию

w(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
∂

∂ν(ξ)

1

|x− ξ| dξ (14.2)

называют потенциалом двойного слоя. Это — потенциал диполей,
распределенных по поверхности Γ.

В дальнейшем всюду будем полагать, что Γ — граница огра-
ниченной области Ω из R3, μ — плотность потенциала (простого
или двойного слоя) — функция, непрерывная на Γ.

Как показывает формула (6.4), с. 96, всякая гармоническая
функция может быть представлена как сумма потенциалов про-
стого и двойного слоя.

Теорема 14.1. Потенциал простого слоя (14.1) сколько
угодно раз дифференцируем и удовлетворяет уравнению Лапла-
са как в Ω, так и в Ωe. Потенциал простого слоя равномерно
стремится к нулю при |x| → ∞, точнее, существует постоян-
ная c > 0 такая, что

|v(x)| � c/|x|. (14.3)

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы сра-
зу же вытекает из того, что функция K(x, ξ) = 1/|x − ξ| как
функция переменной x при любом x �= ξ сколько угодно раз диф-
ференцируема и удовлетворяет уравнению Лапласа (она лишь
постоянным множителем отличается от фундаментального ре-
шения уравнения Лапласа). Далее, поскольку область Ω ограни-
чена, то существует такое R > 0, что |x − ξ| � |x|/2 для всех
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x /∈ BR(0) и для всех ξ ∈ Γ. Для таких x справедлива оценка

|v(x)| �
∫
Γ

|μ(ξ)| 1

|x− ξ| dξ �
2

|x|
∫
Γ

|μ(ξ)| dξ. �

Теорема 14.2. Потенциал двойного слоя (14.2) сколько
угодно раз дифференцируем и удовлетворяет уравнению Лапла-
са как в Ω, так и в Ωe. Потенциал двойног слоя равномерно
стремится к нулю при |x| → ∞, точнее, существует постоян-
ная c > 0 такая, что

|w(x)| � c/|x|2. (14.4)

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы вы-
текает из того, что функция

K(x, ξ) =
∂

∂ν(ξ)

1

|x− ξ|
как функция переменной x при любом ξ ∈ Γ и при любом x /∈ Γ
сколько угодно раз дифференцируема, и

Δx
∂

∂ν(ξ)

1

|x− ξ| =
∂

∂ν(ξ)
Δx

1

|x− ξ| = 0

при x �= ξ.
Для доказательства второй части утверждения теоремы,

воспользовавшись формулой

∂

∂ν(ξ)

1

|x− ξ| =
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3
(см. (6.7), с. 96), представим потенциал двойного слоя в виде

w(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ. (14.5)

Как и при доказательстве предыдущей теоремы, выберем x так,
чтобы для всех ξ ∈ Γ выполнялось неравенство |x − ξ| � |x|/2.
Тогда

|w(x)| � 4

|x|2
∫
Γ

|μ(ξ)| dξ. �
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Теоремы 14.1, 14.2 описывают поведение потенциалов в об-
ластях Ω и Ωe. При использовании потенциалов для решения гра-
ничных задач существенными оказываются предельные свойства
этих функций и их производных при приближении к поверхно-
сти Γ. Предельные свойства потенциалов зависят от гладкости
поверхности Γ.

В дальнейшем мы всегда будем считать, что Γ— поверхность
Ляпунова. Это означает выполнение следующих условий:

1) в каждой точке поверхности Γ можно построить един-
ственную касательную плоскость;

2) существует такое r > 0, что для каждой точки x0 ∈ Γ сфе-
ра Sr(x0) высекает из Γ кусок поверхности σr(x0) такой, что он
может быть описан уравнением y3 = f(y1, y2) в так называемой
местной декартовой системе координат, начало которой располо-
жено в точке x0, оси y1, y2 лежат в плоскости, касательной к Γ
в точке x0, а ось y3 направлена по нормали ν(x0) к Γ;

3) первые производные функции f удовлетворяют условию
Липшица с показателем α ∈ (0, 1], т. е.

|∇f(y1)−∇f(y2)| � L|y1 − y2|α (14.6)

для любых y1, y2 ∈ σ′r(x0), где σ′r(x0) — проекция σr(x0) на каса-
тельную плоскость к Γ в точке x0.

Величины r, L, α можно выбрать общими для всех точек
поверхности Γ (они являются числовыми характеристиками по-
верхности Ляпунова).

Лемма 14.1. Для функции f , фигурирующей в определении
поверхности Ляпунова, справедливы оценки

|∇f(y′)| � |L|y′|α ∀ y′ ∈ σ′r(x0), (14.7)

|f(y′)| � |L|y′|1+α ∀ y′ ∈ σ′r(x0). (14.8)

Доказательство. Начало местной декартовой системы ко-
ординат расположено в точке касания плоскости y1, y2 и σε(x0),
поэтому f(0) = 0, ∇f(0) = 0. Вследствие (14.6) имеем

|∇f(y′)| = |∇f(y′)−∇f(0)| � L|y′|α. (14.9)

Далее,

f(y′) = f(0) +

1∫
0

d

dt
f(ty′) dt =

1∫
0

∇f(ty′) · y′ dt,

откуда получаем, что |f(y′)| � L|y′|1+α. �
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Лемма 14.2. Пусть x ∈ Γ, ε < r. Тогда∫
σε(x)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ � cεα, (14.10)

где c = 4πL/α.
Доказательство. Перейдем в оцениваемом интеграле к

местной декартовой системе координат y1, y2, y3 с началом в точ-
ке x (см. рис. 2). Получим

0

y1

y2

y3

�

�

y

�’
�

�(y)

�
�

B (0)
�
’

Рис. 2.

Iε ≡
∫

σε(x)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ =

∫
σ′
ε(0)

|y · ν(y)|
|y|3

√
1 + |∇f(y′)|2 dy′,

где

ν(y) =
1√

1 + |∇f(y′)|2 (−∇f(y′), 1),

y′ = (y1, y2). Следовательно,

Iε �
∫

σ′
ε(0)

|y′||∇f(y′)|+ |f(y′)|
|y′|3 dy′.

Отсюда, учитывая (14.7), (14.8), получаем

Iε � 2L

∫
σ′
ε(0)

1

|y′|2−α dy′.
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Поскольку σ′ε(x) ⊂ B′ε(0), где B′ε(0) — круг радиуса ε с центром
в точке y′ = 0 (см. рис. 2), то

Iε � 2L

∫
B′

ε(0)

1

|y′|2−α dy′ = 4πLεα/α 1). �

Лемма 14.3. Существует такая постоянная K > 0, за-
висящая лишь от числовых характеристик поверхности Ляпу-
нова Γ, что ∫

Γ

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ � K ∀x ∈ R

3. (14.11)

Доказательство. Пусть δ — расстояние от x до Γ— больше
или равно r/2 , т. е. |x− ξ| � r/2 для любого ξ ∈ Γ. Тогда∫

Γ

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ � 4 mes Γ/r2. (14.12)

Если δ < r/2 , выберем на Γ точку x0, ближайшую к x. Точка x
при этом оказывается лежащей на нормали к Γ, построенной в
точке x0. Для определенности будем считать, что x /∈ Ω. Случай,
когда x ∈ Ω рассматривается точно так же. Представим оцени-
ваемый интеграл в виде∫

Γ

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ =

∫
σr(x0)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ+

+

∫
Γ\σr(x0)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ. (14.13)

Для ξ ∈ Γ \ σr(x0) имеем |x− ξ| � r/2, следовательно,∫
Γ\σr(x0)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ � 4 mes Γ/r2. (14.14)

1)При вычислении последнего интеграла целесообразно перей-
ти к полярным координатам.
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Осталось оценить первое слагаемое в правой части (14.13). За-
пишем очевидное неравенство

|(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 � |(x− x0) · ν(ξ)|

|x− ξ|3 +
|(x0 − ξ) · ν(ξ)|

|x− ξ|3 . (14.15)

Ясно, что
|(x0 − ξ) · ν(ξ)|

|x− ξ|3 � |(x0 − ξ) · ν(ξ)|
|x0 − ξ′|3 ,

где ξ′ — проекция точки ξ на касательную плоскость, поэтому,
рассуждая так же, как в конце доказательства леммы 14.2, по-
лучим ∫

σr(x0)

|(x0 − ξ) · ν(ξ)|
|x0 − ξ′|3 dξ � 4πLrα

α
.

Для оценки интеграла от первого слагаемого в правой ча-
сти (14.15) перейдем в местную декартову систему координат
y1, y2, y3 с началом в точке x0. Очевидно, что

I ≡
∫

σr(x0)

|(x− x0) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ � δ

∫
σ′
r(0)

√
1 + |∇f(y′)|2
|x− y|3 dy′. (14.16)

Далее (см. рис. 3),

|x− y|2 = |y′|2 + (f(y′)± δ)2 � |y′|2 + δ2 + f2(y′)− 2δ|f(y′)| �
� |y′|2 + δ2 + f2(y′)− 2Lδ|y′|1+α.

Выбор знака определяется положением точки ξ относительно
касательной плоскости. Получая последнее неравенство, мы ис-
пользовали (14.8). Величину δ, а следовательно, и r можно счи-
тать достаточно малой, так что

L|y′|α � 1/2 (14.17)

для всех ξ ∈ σr(x). На основании (14.9) тогда и |∇f(y′)| � 1/2.
При выполнении этого условия |x− y|2 � (|y′|2 + δ2)/2, следова-
тельно,

I � δ
√

10

∫
σ′
r(0)

1

(|y′|2 + δ2)3/2
dy′ �



126 Глава 5. Эллиптические уравнения

� δ
√

10

∫
B′

r(0)

1

(|y′|2 + δ2)3/2
dy′=4π

√
10

√
r2 + δ2 − δ√
r2 + δ2

�4π
√

10.�

Рис. 3.

Несобственный интеграл

w(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ, x ∈ Γ,

называется прямым значением потенциала двойного слоя на Γ.

Теорема 14.3. Если Γ — поверхность Ляпунова и функция
μ непрерывна на Γ, то прямое значение потенциала двойного
слоя есть функция, непрерывная на Γ.

Доказательство. Поскольку функция μ непрерывна, су-
ществует постоянная M такая, что M = max

ξ∈Γ
|μ(ξ)|. Поэтому из

леммы (14.2) вытекает оценка∫
σε(x)

|μ(ξ)| |(x− ξ) · ν(ξ)|
|x− ξ|3 dξ �Mcεα ∀x ∈ Γ, (14.18)

обеспечивающая сходимость рассматриваемого несобственного
интеграла при любом x ∈ Γ. Докажем непрерывность функции
w на Γ. Пусть x1, x2 ∈ Γ, 0 < η < r. Нетрудно видеть, что
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|w(x1)− w(x2)| �M

∫
ση(x1)

|(x1 − ξ) · ν(ξ)|
|x1 − ξ|3 dξ+

+ M

∫
ση(x1)

|(x2 − ξ) · ν(ξ)|
|x2 − ξ|3 dξ+

+ M

∫
Γ\ση(x1)

∣∣∣∣ (x1 − ξ) · ν(ξ)

|x1 − ξ|3 − (x2 − ξ) · ν(ξ)

|x2 − ξ|3
∣∣∣∣ dξ. (14.19)

Пусть |x1 − x2| � η/2. Тогда, очевидно,∫
ση(x1)

|(x2 − ξ) · ν(ξ)|
|x2 − ξ|3 dξ �

∫
σ3η/2(x2)

|(x2 − ξ) · ν(ξ)|
|x2 − ξ|3 dξ.

Используя затем для оценки первых двух слагаемых в правой
части неравенства (14.19) лемму 14.2, получим

|w(x1)− w(x2)| � c1η
α+

+ M

∫
Γ\ση(x1)

∣∣∣∣ (x1 − ξ) · ν(ξ)

|x1 − ξ|3 − (x2 − ξ) · ν(ξ)

|x2 − ξ|3
∣∣∣∣ dξ, (14.20)

где c1 — постоянная, зависящая лишь от числовых характери-
стик поверхности Ляпунова. Для любого ε > 0 можно указать
такое η, что c1η

α � ε/2. Функция, стоящая под знаком интегра-
ла в правой части неравенства (14.20), непрерывна как функ-
ция переменных x1, x2, так как знаменатели отделены от нуля,
и обращается в нуль при x1 = x2. Поэтому при x2, достаточно
близких к x1, значение второго слагаемого в правой части (14.20)
может быть сделано меньшим любого наперед заданного поло-
жительного числа. Это означает, что |w(x1)−w(x2)| � ε, если x1,
x2 достаточно близки, т. е. функция w непрерывна на Γ. �

Функция

w1(x) =

∫
Γ

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ, x ∈ R
3, (14.21)

называется потенциалом (интегралом) Гаусса.
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Лемма 14.4.

w1(x) =

⎧⎨⎩
−4π, x ∈ Ω,

−2π, x ∈ Γ,

0, x /∈ Ω.

(14.22)

Доказательство. 1) Пусть x /∈ Ω. Тогда функция

u(ξ) =
1

|x− ξ|
гармоническая в области Ω, следовательно,∫

Γ

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = 0,

причем
∂u(ξ)

∂ν(ξ)
=

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 .

Таким образом, w1(x) = 0 при x /∈ Ω.
2) Пусть x ∈ Ω. Функция u ≡ 1 гармоническая и все ее произ-

водные равны нулю в Ω. Используя интегральное представление
гармонической функции (см. (6.4), с. 96), получим

1 = u(x) = −
∫
Γ

∂Φ(x− ξ)

∂ν(ξ)
dξ ∀x ∈ Ω,

где

Φ(x− ξ) =
1

4π|x− ξ| ,
следовательно,

w1(x) =

∫
Γ

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ = −4π ∀x ∈ Ω.

3) Пусть x ∈ Γ. Построим сферу Sε(x), считая, что ε < r.
Функция

u(ξ) =
1

|x− ξ|
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гармоническая в области Ωε = Ω \Bε(x). Поэтому∫
(Γ\σε(x))∪S̃ε(x)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = 0, (14.23)

где S̃ε(x) — часть сферы Sε(x), лежащая в области Ω. Рассуждая
так же, как при доказательстве теоремы 6.1, с. 96, получим, что

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
=

1

ε2
, ξ ∈ S̃ε(x),

следовательно, ∫
Γ\σε(x)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = − 1

ε2
mes S̃ε(x).

Из оценки (14.8), с. 122, очевидным образом вытекает, что точки
пересечения сферы Sε(x) и поверхности Γ отстоят от касатель-
ной плоскости к Γ в точке x не больше, чем на Lε1+α. Поэто-
му mes S̃ε(x) отличается от площади полусферы радиуса ε не
больше чем на площадь сферического слоя, симметричного от-
носительно касательной плоскости, толщиной 2Lε1+α. Вычисляя
площадь сферического слоя1), получим

|mes S̃ε(x)− 2πε2| � 4πLε2+α.

Таким образом,∫
Γ\σε(x)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = −2π +

1

ε2
(2πε2 −mes S̃ε(x)) → −2π при ε→ 0,

следовательно,

w1(x) =

∫
Γ

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = lim

ε→0

∫
Γ\σε(x)

∂u(ξ)

∂ν(ξ)
dξ = −2π ∀x ∈ Γ. �

Замечание 14.1. Подчеркнем, что принадлежность Γ
классу поверхностей Ляпунова использована нами лишь при вы-
числении интеграла Гаусса w1(x) для x ∈ Γ.

1)Площадь сферического слоя равна произведению его толщи-
ны на длину большой окружности.
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Пусть x0 ∈ Γ. Предел функции w(x) при x→x0 изнутри об-
ласти Ω называется внутренним предельным значением потен-
циала двойного слоя и обозначается через wi(x

0). Аналогично
определяется внешнее предельное значение we(x

0) потенциала
двойного слоя.

Теорема 14.4. Если Γ — поверхность Ляпунова, то для
любой точки x0 ∈ Γ внутреннее и внешнее предельные значения
потенциала двойного слоя существуют и

wi(x
0) = w(x0)− 2πμ(x0), (14.24)

we(x
0) = w(x0) + 2πμ(x0). (14.25)

Здесь w(x0) — прямое значение потенциала двойного слоя.

Доказательство. Пусть x /∈ Γ. Представим w(x) в виде

w(x) =

∫
Γ

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ+

+ μ(x0)

∫
Γ

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ. (14.26)

Покажем, что функция

w0(x) =

∫
Γ

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ

непрерывна в точке x0. Выберем некоторое η ∈ (0, r) и запишем
w0(x) в виде

w0(x) =

∫
ση(x0)

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ+

+

∫
Γ\ση(x0)

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ. (14.27)

Положим

w
(1)
0 (x) =

∫
ση(x0)

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ,



Элементы теории потенциала 131

w
(2)
0 (x) =

∫
Γ\ση(x0)

(μ(ξ)− μ(x0))
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ.

Очевидным образом получаем неравенство

|w(1)0 (x)− w
(1)
0 (x0)| � |w(1)0 (x)|+ |w(1)0 (x0)|.

Функция μ непрерывна на Γ, а следовательно, и равномерно
непрерывна на Γ, поэтому для любого ε > 0 можно указать та-
кое η, что |μ(ξ) − μ(x0)| � ε/4K 1) для всех ξ ∈ ση(x0). Но тогда
вследствие леммы 14.3 справедливо неравенство |w(1)0 (x)| � ε/4.
Точно так же |w(1)0 (x0)| � ε/4. Далее, очевидно, что

|w(2)0 (x)−w
(2)
0 (x0)|�2M

∫
Γ\ση(x0)

∣∣∣∣ (x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 − (x0 − ξ) · ν(ξ)

|x0 − ξ|3
∣∣∣∣ dξ.

Рассуждая, как при оценке второго слагаемого в правой части
неравенства (14.20), получим, что |w(2)0 (x) − w

(2)
0 (x0)| � ε/2, ес-

ли x и x0 достаточно близки. Таким образом,

|w0(x)− w0(x
0)| � ε,

если x и x0 достаточно близки, т. е. функция w0 непрерывна в
точке x0.

Перейдем теперь в равенстве (14.26) к пределу, устремляя x
к x0 изнутри области Ω. Вследствие непрерывности первого сла-
гаемого в правой части равенства (14.26) и соотношения (14.22),
получим

wi(x
0) = w0(x

0)− 4πμ(x0). (14.28)

Точно так же при стремлении x к x0 извне будем иметь

we(x
0) = w0(x

0), (14.29)

и, наконец, вычисляя прямое значение потенциала двойного
слоя, в точке x0 при помощи соотношения (14.26) и с учетом
(14.22), можем написать

w(x0) = w0(x
0)− 2πμ(x0). (14.30)

1)Здесь K — постоянная из оценки (14.11).
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Сопоставляя равенства (14.28)–(14.30), приходим, наконец, к
(14.24), (14.25). �

Вследствие (14.24), (14.25)

we(x)− wi(x) = 4πμ(x), x ∈ Γ, (14.31)

поэтому функция w непрерывна лишь в тех точках x ∈ Γ, в ко-
торых μ(x) = 0.

Теорема 14.5. Потенциал простого слоя

v(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
1

|x− ξ| dξ

непрерывен на всем пространстве R3.

Доказательство. Непрерывность функции v в точках, не
принадлежащих Γ, была установлена нами ранее (см. с. 120).
Пусть x0 ∈ Γ, 0 < η < r. Очевидно, что

|v(x)− v(x0)| �M

∫
ση(x0)

1

|x− ξ| dξ + M

∫
ση(x0)

1

|x0 − ξ| dξ+

+ M

∫
Γ\ση(x0)

∣∣∣∣ 1

|x− ξ| −
1

|x0 − ξ|
∣∣∣∣ dξ, (14.32)

где, как и ранее,M = max
ξ∈Γ

|μ(ξ)|. Положим, что |x−x0| � η/2. То-

гда |x− ξ| � 3η/2 для всех ξ ∈ ση(x0), и, как нетрудно убедиться
(см. рис. 4),

∫
ση(x0)

1

|x− ξ| dξ �
∫

B′
3η/2

(x′)

1

|x′ − y′|
√

1 + |∇f(y′)|2 dy′. (14.33)

Здесь x′, y′ — проекции точек x, ξ на плоскость y1, y2 местной
декартовой системы координат с началом в точке x0, B′3η/2(x

′)
есть круг в плоскости y1, y2 радиуса 3η/2 с центром в точ-
ке x′. Естественно, мы при этом считаем η настолько малым,
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Рис. 4.

что B′3η/2(x
′) ⊂ σ′r(x

0). Учтем теперь, что |∇f(y′)| � Lrα (см.
(14.9), с. 122), и, следовательно,∫

B′
3η/2

(x′)

1

|x′ − y′|
√

1 + |∇f(y′)|2 dy′ � c

∫
B′

3η/2
(x′)

1

|x′ − y′| dy
′ =

= 3πcη 1), (14.34)

где c — постоянная, зависящая лишь от числовых характеристик
поверхности Ляпунова Γ. Точно так же оценивается и второе сла-
гаемое в правой части неравенства (14.32). Поэтому при доста-
точно малом η сумма первых двух слагаемых в правой части это-
го неравенства может быть сделана меньшей ε/2, где ε — любое
наперед заданное положительное число. Подынтегральная функ-
ция в последнем слагаемом правой части неравенства (14.32)
непрерывна при ξ ∈ Γ \ ση(x0) и равна нулю при x = x0, сле-
довательно, для всех x, достаточно близких к x0, это выражение
может быть сделано меньшим ε/2, т. е. |v(x) − v(x0)| � ε для
всех x, достаточно близких к x0. Это и означает, что функция v
непрерывна в точке x0. �

Пусть x0 ∈ Γ. Вычислим производную по ν(x0) потенциала
простого слоя в точке x /∈ Γ:

∂v(x)

∂ν(x0)
=

∫
Γ

μ(ξ)
∂

∂ν(x0)

1

|x− ξ| dξ.

1)При вычислении последнего интеграла полезно перейти к по-
лярным координатам с началом в точке x′.
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В соответствии с определением

∂

∂ν(x0)

1

|x− ξ| = ∇x
1

|x− ξ| · ν(x0) =
(ξ − x) · ν(x0)

|x− ξ|3 .

Таким образом,

∂v(x)

∂ν(x0)
=

∫
Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x0)

|x− ξ|3 dξ.

Полагая здесь x = x0, получим несобственный интеграл. Если
он сходится, то его значение называется прямым значением нор-
мальной производной потенциала простого слоя в точке x0 ∈ Γ.

Теорема 14.6. Пусть Γ — поверхность Ляпунова. Тогда
прямое значение нормальной производной потенциала простого
слоя существует в каждой точке x0 ∈ Γ.

Доказательство. Точно так же, как при доказательстве
теоремы 14.3, достаточно установить, что

Iε =

∫
σε(x0)

|(ξ − x0) · ν(x0)|
|x0 − ξ|3 dξ → 0 при ε→ 0. (14.35)

Введем местную декартову систему координат y1, y2, y3 с нача-
лом в точке x0, направив ось y3 вдоль ν(x0). В этой системе
координат ν(x0) = (0, 0, 1), (ξ − x0) · ν(x0) = y3 = f(y′), т. е.

Iε =

∫
σε(0)

|f(y′)|
|y|3

√
1 + |∇f(y′)|2 dy′,

откуда, используя оценки (14.7), (14.8), как и при доказательстве
леммы 14.2, получим

Iε � c

∫
σ′
ε(0)

1

|y′|2−α dy′ =
2πcεα

α
,

где c — постоянная, зависящая лишь от числовых характеристик
поверхности Γ. �
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Пусть функция u определена и непрерывно дифференциру-
ема в точках, не принадлежащих Γ, x0 ∈ Γ. Если существует
предел

∂u(x0)

∂ν(x0) i
= lim

h→+0
∂u(x0 − hν(x0))

∂ν(x0)
,

то он называется правильной нормальной производной функции
u в точке x0 изнутри. Аналогично,

∂u(x0)

∂ν(x0) e
= lim

h→+0
∂u(x0 + hν(x0))

∂ν(x0)

называется правильной нормальной производной извне.

Теорема 14.7. Если Γ — поверхность Ляпунова, то пра-
вильные нормальные производные потенциала простого слоя из-
нутри и извне в любой точке x0 ∈ Γ существуют и

∂v(x0)

∂ν(x0) i
=

∂v(x0)

∂ν(x0)
+ 2πμ(x0), (14.36)

∂v(x0)

∂ν(x0) e
=

∂v(x0)

∂ν(x0)
− 2πμ(x0) 1). (14.37)

Доказательство. Фиксируем некоторую точку x0 ∈ Γ и
введем в рассмотрение функцию

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ +

∫
Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x0)

|x− ξ|3 dξ, (14.38)

представляющую собой сумму потенциала двойного слоя и про-
изводной по нормали ν(x0) потенциала простого слоя с одной и
той же плотностью μ. Покажем, что функция u(x) непрерывна
в точке x0 при движении x по прямой, параллельной ν(x0) (см.
рис. 5).

Пусть η ∈ (0, r). Представим u в виде u(x) = u1(x) + u2(x),
где

u1(x) =

∫
ση(x0)

μ(ξ)
(ξ − x) · (ν(x0)− ν(ξ))

|x− ξ|3 dξ,

1)Напомним, что ∂v(x0)/∂ν(x0)— прямое значение правильной
нормальной производной потенциала v.
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Рис. 5.

u2(x) =

∫
Γ\ση(x0)

μ(ξ)
(ξ − x) · (ν(x0)− ν(ξ))

|x− ξ|3 dξ.

Оценим u1(x), используя непрерывность функции μ:

|u1(x| �M

∫
ση(x0)

|ν(x0)− ν(ξ)|
|x− ξ|2 dξ.

Предполагая, что x = x0 + hν(x0), h ∈ R, переходя к местной
декартовой системе координат y1, y2, y3 с началом в точке x0 и
учитывая, что |x− ξ| > |y′|, ν(x0) = (0, 0, 1) (см. рис. 5),

ν(ξ) =
1√

1 + |∇f(y′)|2 (−∇f(y′), 1),

будем иметь

|u1(x| �M

∫
σ′
η(0)

|∇f(y′)|+ |∇f(y′)|2
|y′|2 dy′,

откуда вследствие (14.9), с. 122, получаем, что

|u1(x)| � cM

∫
σ′
η(0)

1

|y′|2−α dy′ = M
2πcηα

α
,
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где c — постоянная, зависящая лишь от числовых характеристик
поверхности Γ. Выбирая η достаточно малым, можно получить
неравенство |u1(x)| � ε/4, каково бы ни было ε > 0. Отсюда выте-
кает, что для x = x0+hν(x0) и достаточно малого η справедлива
оценка

|u(x)− u(x0)| � |u1(x)|+ |u1(x0)|+ |u2(x)− u2(x0)| �
� ε/2 + |u2(x)− u2(x0)|.

Функция u2(x), как нетрудно видеть, непрерывна, следователь-
но, |u2(x) − u2(x0)| � ε/2 для достаточно малых h. Непрерыв-
ность функции u в точке x0 в указанном выше смысле, таким
образом, доказана. Положим в равенстве (14.38) x = x0 + hν(x0)
и устремим h к нулю, оставляя его положительным. Используя
формулу (14.25), получим

u(x0) = w(x0) + 2πμ(x0) +
∂v(x0)

∂ν(x0) e
. (14.39)

Аналогично, полагая x = x0 − hν(x0) и переходя к пределу в
равенстве (14.38) при h→ +0, получим с использованием (14.24),
что

u(x0) = w(x0)− 2πμ(x0) +
∂v(x0)

∂ν(x0) i
, (14.40)

наконец, полагая x = x0 в равенстве (14.38), можем написать,
что

u(x0) = w(x0) +
∂v(x0)

∂ν(x0)
. (14.41)

Сопоставляя равенства (14.39)–(14.41), приходим к соотношени-
ям (14.36), (14.37). �

Из (14.36), (14.37), очевидно, вытекает, что

∂v(x)

∂ν(x) e
− ∂v(x)

∂ν(x) i
= −4πμ(x), x ∈ Γ, (14.42)

поэтому правильная нормальная производная потенциала про-
стого слоя непрерывна лишь в тех точках x ∈ Γ, в которых вы-
полнено равенство μ(x) = 0.
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15. Интегральные уравнения теории потенциала.
Рассмотрим основные граничные задачи для трехмерного урав-
нения Лапласа.

1. Внутренняя задача Дирихле:

Δu = 0, x ∈ Ωi, (15.1)

u(x) = fdi(x), x ∈ Γ. (15.2)

2. Внешняя задача Дирихле:

Δu = 0, x ∈ Ωe, (15.3)

u(x) = fde(x), x ∈ Γ. (15.4)

3. Внутренняя задача Неймана:

Δu = 0, x ∈ Ωi, (15.5)

∂u(x)

∂ν(x)
= fni(x), x ∈ Γ. (15.6)

4. Внешняя задача Неймана:

Δu = 0, x ∈ Ωi, (15.7)

∂u(x)

∂ν(x)
= fni(x), x ∈ Γ. (15.8)

Подчеркнем, что здесь под u каждый раз понимается функ-
ция, гармоническая1) в соответствующей области. Под нормаль-
ной производной в граничных условиях Неймана понимается
правильная нормальная производная. Функции fdi, fde, fni, fne
предполагаются непрерывными на Γ. Поверхность Γ будем счи-
тать поверхностью Ляпунова.

Замечание 15.1. Сформулированные выше (с. 109) утвер-
ждения о единственности решения задачи Неймана справедливы
и в случае, когда под нормальной производной понимается пра-
вильная нормальная производная, но доказательства их стано-
вятся более сложными (см. п. 1 приложения).

1)См. определения на с. 89.
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Решение задачи Дирихле будем разыскивать в виде потен-
циала двойного слоя

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ.

При любой непрерывной плотности μ функция u, как показано
выше, — гармоническая функция в области Ωi. Пусть x — про-
извольная точка поверхности Γ. Вычисляя предельное значение
функции u в этой точке, на основании (14.24) получим

ui(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ(x).

Вследствие (15.2) должно выполняться равенство ui(x) = fdi(x)
для всех x ∈ Γ, т. е.∫

Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ(x) = fdi(x), x ∈ Γ. (15.9)

Уравнение (15.9) — интегральное уравнение относительно функ-
ции μ.

Совершенно аналогично, с использованием предельного со-
отношения (14.25), строится интегральное уравнение, соответ-
ствующее внешней задаче Дирихле:∫

Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = fde(x), x ∈ Γ. (15.10)

Решение задачи Неймана будем искать в виде потенциала
простого слоя

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
1

|x− ξ| dξ.

При любой непрерывной плотности μ функция u — гармониче-
ская функция в области Ωi. Пусть x ∈ Γ. Вычисляя правильную
нормальную производную функции u изнутри в точке x и исполь-
зуя соотношение (14.36) и граничное условие (15.6), получим∫

Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = fni(x), x ∈ Γ. (15.11)
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Аналогично, внешней задаче Неймана соответствует инте-
гральное уравнение∫

Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ(x) = fne(x), x ∈ Γ. (15.12)

16. Исследование разрешимости основных гранич-
ных задач для уравнения Лапласа. В этом пункте будет
доказано существование решений сформулированных выше гра-
ничных задач для уравнения Лапласа. При этом мы будем опи-
раться на результаты о разрешимости интегральных уравнений
теории потенциала (см. приложение). Как показано в теореме
3.6, c. 161 (приложения), дело сводится к иследованию соответ-
ствующих однородных интегральных уравнений∫

Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ(x) = 0, x ∈ Γ, (16.1)

∫
Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ(x) = 0, x ∈ Γ, (16.2)

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = 0, x ∈ Γ, (16.3)

∫
Γ

μ(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = 0, x ∈ Γ. (16.4)

Теорема 16.1. Внутренняя задача Дирихле (15.1), (15.2)
имеет единственное решение при любой непрерывной функ-
ции fdi. Внешняя задача Неймана (15.7), (15.8) имеет един-
ственное решение при любой непрерывной функции fne.

Доказательство. Покажем, что однородное интегральное
уравнение (16.2), сопряженное по отношению к уравнению (16.1),
имеет только тривиальное решение. Это будет означать (см. тео-
рему 3.6, c. 161), что неоднородное интегральное уравнение (15.9)
имеет единственное решение μ при любой непрерывной правой
части fdi. Потенциал двойного слоя

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ, x ∈ Ω,
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будет тогда решением внутренней задачи Дирихле. Пусть μ0 ре-
шение уравнения (16.2). Потенциал простого слоя

v(x) =

∫
Γ

μ0(ξ)
1

|x− ξ|dξ

есть гармоническая функция в области Ωe. Вычисляя по форму-
ле (14.37) правильную нормальную производную извне функции
v, получим вследствие (16.2)

∂v(x)

∂ν(x) e
=

∫
Γ

μ0(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ − 2πμ0(x) = 0, x ∈ Γ. (16.5)

Отсюда по теореме 1.2, с. 147, получаем, что функция v — тож-
дественный нуль в области Ωe, значит ее предельное значение
извне на Γ равно нулю. Функция v как потенциал простого слоя
непрерывна на всем пространстве R3, значит, и внутреннее пре-
дельное значение v на Γ равно нулю. Используя теперь теорему
единственности решения внутренней задачи Дирихле (теорема
7.1, с. 97), получаем, что v — тождественный нуль в области Ωi.
Понятно, что тогда

∂v(x)

∂ν(x) i
= 0, x ∈ Γ. (16.6)

Из (16.5), (16.6), (14.42) вытекает, что μ0 ≡ 0, т. е. суще-
ствование решения внутренней задачи Дирихле доказано. При
этом установлено, что однородное уравнение (16.2) имеет толь-
ко тривиальное решение. По теореме 3.6, c. 161, тогда и урав-
нение (16.1) имеет только тривиальное решение, следовательно,
уравнение (15.12) имеет единственное решение при любой непре-
рывной правой части fne. Построив по решению этого уравнения
потенциал простого слоя, получим решение внешней задачи Ней-
мана (15.7), (15.8). �

Теорема 16.2. Внешняя задача Дирихле (15.3), (15.4) име-
ет единственное решение при любой непрерывной функции fde.
Внутренняя задача Неймана (15.5), (15.6) имеет решение при
условии, что ∫

Γ

fni(ξ) dξ = 0. (16.7)
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Решение внутренней задачи Неймана определяется с точно-
стью до постоянного слагаемого.

Доказательство. Однородное уравнение (16.3) имеет не-
тривиальное решение μ ≡ const, поскольку вследствие (14.21),
(14.22) ∫

Γ

(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2π = 0, x ∈ Γ.

Если мы покажем, что линейное пространство решений урав-
нения (16.3) одномерно, то это будет означать, что уравне-
ние (15.11) разрешимо тогда и только тогда, когда выполнено
условие (16.7). Построенный по решению уравнения (15.11) по-
тенциал простого слоя будет решением внутренней задачи Ней-
мана (15.5), (15.6). По теореме 1.1, с. 145, два решения зада-
чи (15.5), (15.6) могут отличатся лишь на постоянное слагаемое.

Таким образом, вследствие теоремы 3.6, c. 161, для завер-
шения доказательства утверждения теоремы относительно внут-
ренней задачи Неймана достаточно убедиться в том, что про-
странство решений однородного уравнения (16.4) одномерно.

Понятно, что пространство решений уравнения (16.4) не три-
виально, так как не тривиально пространство решений уравне-
ния (16.3). Следовательно, существует непрерывная на Γ, не рав-
ная тождественно нулю функция μ0 такая, что∫

Γ

μ0(ξ)
(ξ − x) · ν(x)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ0(x) = 0, x ∈ Γ. (16.8)

Потенциал простого слоя

v0(x) =

∫
Γ

μ0(ξ)
1

|x− ξ| dξ

есть функция гармоническая в Ωi, у которой внутренняя пра-
вильная нормальная производная вследствие (16.8) равна нулю
на Γ. По теореме 1.1, с. 145, получаем, что v0(x) = c0 = const,
x ∈ Ωi. Покажем, что c0 �= 0. Если предположить, что c0 = 0,
то вследствие непрерывности потенциала простого слоя на всем
пространстве R3 получаем, что v0(x) — гармоническая функция
в области Ωe, равная нулю на Γ. По теореме о единственности ре-
шения внешней задачи Дирихле отсюда вытекает, что v0(x) = 0
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для x ∈ Ωe. Тогда из (14.42) следует, что вопреки предположению
μ0 ≡ 0.

Пусть μ1 — также решение уравнения (16.4),

v1(x) =

∫
Γ

μ1(ξ)
1

|x− ξ| dξ.

Как и для функции v0, получаем v1(x) = c1 = const, x ∈ Ωi.
Понятно, что

v(x) =

∫
Γ

(μ1(ξ)− c1μ0(ξ)/c0)
1

|x− ξ| dξ = c1 − c1c0/c0 = 0, x ∈ Ωi.

Рассуждая так же, как при исследовании потенциала v0, по-
лучим, что

μ1(ξ)− c1
c0

μ0(ξ) = 0, ξ ∈ Γ.

Это означает, что пространство решений уравнения (16.4) одно-
мерно.

Обратимся теперь к внешней задаче Дирихле. Для упроще-
ния записей в дальнейшем будем считать, что область Ωi содер-
жит начало координат. Решение внешней задачи Дирихле, вооб-
ще говоря, не может быть представлено в виде потенциала двой-
ного слоя. Действительно, как показано в теореме 14.2, с. 121,
потенциал двойного слоя убывает на бесконечности не медлен-
нее, чем 1/|x|2. В то же время, функция v(x) = 1/|x| гармони-
ческая в Ωe. По теореме 10.3, с. 107, любая гармоническая в Ωe

функция убывает не медленнее, чем 1/|x|. Поэтому естественно
искать решение задачи (15.3), (15.4) в виде

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ +
β

|x| . (16.9)

При любой непрерывной на Γ функции μ и любой постоянной β
функция u— гармоническая функция в Ωe. Используя граничное
условие (15.4) и учитывая (14.25), получим∫

Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) +
β

|x| = fde(x), x ∈ Γ,
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или∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = fde(x)− β

|x| , x ∈ Γ. (16.10)

Пусть, как и выше, μ0 — решение однородного уравнения (16.4).
По теореме (3.6), с. 161, уравнение (16.10) имеет решение при
условии, что ∫

Γ

μ0(x)

(
fde(x)− β

|x|
)

dx = 0. (16.11)

Заметим, что, как показано выше,∫
Γ

μ0(x)

|x| dx = c0 �= 0,

поэтому условие (16.11) выполняется при

β = β0 =

∫
Γ

μ0(x)fde(x)dx

/∫
Γ

μ0(x)

|x| dx . (16.12)

Таким образом, если μ — решение уравнения∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ + 2πμ(x) = fde(x)− β0
|x| , x ∈ Γ,

то функция

u(x) =

∫
Γ

μ(ξ)
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 dξ +
β0
|x|

есть решение задачи (15.3), (15.4). �



ПРИЛОЖЕНИЕ

1. Теоремы единственности решения задачи Нейма-
на с правильной нормальной производной. В этом пункте
исследуются внутренняя и внешняя задачи Неймана для уравне-
ния Лапласа в том случае, когда под нормальной производной в
граничном условии понимается правильная нормальная произ-
водная. Мы придерживаемся здесь обозначений и условий, при-
нятых в гл. 5, в частности: Ω — ограниченная область простран-
ства R

3, Ωe = R
3 \ Ω, Γ — граница области Ω — поверхность

Ляпунова.
Теорема 1.1. Пусть u — гармоническая функция в обла-

сти Ω. Предположим, что правильная нормальная производная
функции u во всех точках Γ равна нулю. Тогда u тождественно
равна постоянной в области Ω.

Доказательство. Если предположить, что функция u от-
лична от тождественной постоянной, то в силу принципа макси-
мума точка x0 такая, что u(x0) = M = max

x∈Ω
u(x), принадлежит Γ.

Построим местную декартову систему координат y1, y2, y3 c
началом в точке x0 (см. с. 122), направив ось y3 противоположно
внешней нормали к Γ в точке x0.

Пусть ε > 0. Введем в рассмотрение область

ωε = {2L|y|1+α < y3 < ε},
где L, α— постоянные из неравенства (14.6), с. 122. Нетрудно убе-
диться, что ωε ⊂ Ω при достаточно малом ε (см. рис. 1). Пусть
γ1 — та часть границы области ωε, которая определяется урав-
нением y3 = 2L|y|1+α, а γ2 — (оставшаяся) часть границы ωε, на
которой y3 = ε.

Определим теперь так называемую барьерную функцию

v(y) = y3 +
4(2 + α)L

α
y1+α3 − 4L|y|1+α.

Отметим нужные в дальнейшем свойства функции v, вы-
полняющиеся для всех достаточно малых положительных ε: во-
первых,

v(y) � 0, y ∈ γ1, (1.1)
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Рис. 1.

действительно, 4L|y|1+α = 2y3 для y ∈ γ1, следовательно,

v(y) = −y3 +
4(2 + α)L

α
y1+α3 � 0,

если y3 достаточно мало; во-вторых,

Δv(y) � 0, y ∈ ωε, (1.2)

действительно, непосредственные вычисления1) дают

Δv(y) = 4(2 + α)(1 + α)L(yα−13 − |y|α−1) � 0,

так как 0 < α � 1, а 0 � y3 � |y|; и, наконец, правильная
нормальная производная функции v в точке y = 0 (по направ-
лению, противоположному ν(x0)) равна единице; в самом деле,
при y3 > 0

∂v(y)

∂y3
= 1 +

4(2 + α)(1 + α)L

α
yα3 − 4L(1 + α)|y|α y3

|y| ; (1.3)

полагая здесь y1, y2 = 0 и переходя к пределу при y3 → +0,
получим доказываемое равенство.

Введем теперь в рассмотрение функцию w(y) = u(y)+ δv(y),
δ — положительная постоянная. Поскольку M — максимальное
значение функции u, то вследствие (1.1) при любом δ > 0 выпол-
нено неравенство

w(y) �M, y ∈ γ1. (1.4)

Из принципа максимума вытекает существование такой положи-
тельной постоянной β, что u(y) + β < M , y ∈ γ2. Поэтому

w(y) �M, y ∈ γ2, (1.5)

1)Здесь полезно использовать соотношения, полученные на
с. 95.
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для достаточно малого положительного δ. На основании (1.2)
получаем, что

Δw(y) = δΔv(y) � 0, y ∈ ωε. (1.6)

Из (1.4)–(1.6) при помощи теоремы 5.2, с. 94, выводим, что
w(y) �M в области ωε, причем, очевидно, w(0) = M .

Таким образом, для y3 ∈ (0, ε), используя формулу конечных
приращений Лагранжа, получим

0 � w(0, 0, y3)− w(0, 0, 0)

y3
=

∂u(0, 0, y13)

∂y3
+ δ

∂v(0, 0, y23)

∂y3
. (1.7)

Здесь y13 , y
2
3 ∈ (0, y3). Используя свойство 3) функции v и (1.7),

можем написать

lim
y3→0

∂u(0, 0, y13)

∂y3
� −δ < 0. (1.8)

Неравенство (1.8) противоречит тому, что правильная нормаль-
ная производная функции u в точке x0 равна нулю. �

Следствие 1.1. Решение внутренней задачи Неймана
(15.5), (15.6), с. 138, определяется с точностью до постоянного
слагаемого.

Теорема 1.2. Пусть u — гармоническая функция в обла-
сти Ωe. Предположим, что правильная нормальная производ-
ная функции u во всех точках Γ равна нулю. Тогда u тожде-
ственно равна нулю в области Ωe.

Доказательство. Пусть x0 — произвольным образом фик-
сированная точка области Ωe. Выберем некоторое положитель-
ное ε и построим сферу SR(ε)(0) так, что x0 ∈ BR(ε)(0), |u(x)| � ε
для x /∈ BR(ε)(0). Последнее возможно, так как u — гармониче-
ская функция и потому равномерно стремится к нулю на беско-
нечности. Пусть ΩR(ε) = BR(ε)(0)\Ω. Из рассуждений, проведен-
ных при доказательстве теоремы 1.1, вытекает, что функция u
не может достигать максимального в ΩR(ε) значения на Γ. То же,
очевидно, справедливо и для минимального значения функции u.
Но тогда ее максимальное и минимальное значения достигаются
на SR(ε)(0), и, следовательно, |u(x0)| � ε. Отсюда, поскольку ε

можно выбрать сколь угодно малым, вытекает, что u(x0) = 0.
Напомним, что x0 — произвольная точка Ωe. �

Следствие 1.2. Внешняя задача Неймана (15.7), (15.8),
с. 138, может иметь не более одного решения.
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2. Теоремы Фредгольма. В этом пункте изучаются
уравнения вида

Tu− u = f, (2.1)

где f — заданный элемент гильбертова пространства H, а опе-
ратор T : H → H — линейный вполне непрерывный оператор.

Напомним, что линейный оператор, отображающий линей-
ное нормированное пространство X в линейное нормированное
пространство Y, называется вполне непрерывным, если он пере-
водит всякое ограниченное множество из X в относительно ком-
пактное множество пространства Y.

Лемма 2.1. Линейный вполне непрерывный оператор ото-
бражает всякую слабо сходящуюся последовательность в силь-
но сходящуюся последовательность.

Докажем это утверждение применительно к тому случаю,
когда линейный вполне непрерывный оператор T действует в
гильбертовом пространстве H. Пусть un ⇀ u 1). Для любого эле-
мента h ∈ H имеем (h, Tun) = (T ∗h, un) → (T ∗h, u) = (h, Tu), т. е.
Tun ⇀ Tu. Покажем, что на самом деле Tun → Tu. Последова-
тельность {un} слабо сходится и, значит, ограничена. Поэтому из
последовательности {Tun} можно выбрать сильно сходящуюся
подпоследовательность Tunk

. Пусть Tunk
→ v. Тогда, тем более,

Tunk
⇀ v. В силу единственности предела слабо сходящейся по-

следовательности v = Tu, т. е. Tunk
→ Tu. Понятно, что это же

соотношение выполняется для любой сходящейся подпоследова-
тельности последовательности Tun, поэтому Tun → Tu.

Используя тот факт, что всякое ограниченное множество
гильбертова пространства слабо компактно, нетрудно доказать,
что справедлива

Лемма 2.2. Если линейный оператор, действующий в
гильбертовом пространстве, переводит всякую слабо сходящу-
юся последовательность в сильно сходящуюся последователь-
ность, то он вполне непрерывен.

Теорема 2.1. Пусть T : H → H — вполне непрерывный
оператор, H — гильбертово пространство. Тогда сопряженный
оператор T ∗ также вполне непрерывен.

Доказательство. Будем опираться на лемму 2.2. А имен-
но, предположим, что un ⇀ u и покажем, что тогда T ∗un → T ∗u.

1)Символ �⇀� обозначает слабую сходимость.
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При доказательстве леммы 2.1 установлено, что T ∗un ⇀ T ∗u.
Оператор T вполне непрерывен, поэтому на основании леммы 2.1
имеем, что ‖TT ∗un − TT ∗u‖ → 0. Отсюда вытекает, что

‖T ∗un − T ∗u‖2 = (T ∗un − T ∗u, T ∗un − T ∗u) =

= (TT ∗un − TT ∗u, un − u) → 0. �

Пусть A : H → H — линейный оператор. Будем придержи-
ваться в дальнейшем следующих обозначений: Im (A) — область
значений (образ) оператора A, т. е.

Im (A) = {h ∈ H : h = Au, u ∈ H};
Ker(A) — множество нулей (ядро) оператора A, т. е.

Ker(A) = {u ∈ H : Au = 0}.
Буквой I будем обозначать единичный оператор.

Пусть V подпространство пространства H. Через V ⊥ будем
обозначать подпространство элементов, ортогональных V :

V ⊥ = {u ∈ H : (u, v) = 0 ∀ v ∈ V }.
Элементарно доказывается

Лемма 2.3. Если A : H → H — линейный ограниченный
оператор, то Ker(A) — замкнутое подпространство простран-
ства H.

Всюду в дальнейшем T : H → H — линейный вполне непре-
рывный оператор.

Лемма 2.4. Ker(T − I) — конечномерное подпространство
пространства H.

Доказательство. Оператор T − I, очевидно, непрерывен,
поэтому Ker(T − I) — подпространство пространства H, причем
Tu = u для любого u ∈ Ker(T − I). Таким образом, сужение
оператора T на подпространство Ker(T − I) есть единичный опе-
ратор, но единичный оператор может быть вполне непрерывным
только на конечномерном пространстве. �

Лемма 2.5. Существует постоянная γ > 0 такая, что

‖Tu− u‖ � γ‖u‖ ∀u ∈ Ker(T − I)⊥. (2.2)
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Доказательство. Если утверждение леммы не выполнено,
то найдется последовательность элементов {un} ⊂ Ker(T − I)⊥
таких, что

‖un‖ = 1, n = 1, 2, . . . , (2.3)

а
Tun − un → 0. (2.4)

Последовательность {un} ограничена, поэтому существуют под-
последовательность {unk

} и элемент
u ∈ Ker(T − I)⊥ (2.5)

такие, что
unk

⇀ u. (2.6)

По лемме 2.1 имеем Tunk
→ Tu, но тогда вследствие (2.4) и (2.6)

получаем, что
unk

→ u. (2.7)

Вновь используя (2.4), приходим к равенству Tu− u = 0, т. е.

u ∈ Ker(T − I). (2.8)

Из (2.5), (2.8) вытекает, что u = 0, а вследствие (2.3), (2.7) имеем,
что ‖u‖ = 1. Полученное противоречие доказывает лемму. �

Лемма 2.6. Im (T −I) — замкнутое подпространство про-
странства H.

Доказательство. Линейность множества Im (T − I) оче-
видна. Осталось доказать его замкнутость. Положим для упро-
щения записей S = T − I. Пусть последовательность {un} ⊂ H
такова, что

Sun → v. (2.9)

Требуется установить, что v ∈ Im S. Используя теорему об ор-
тогональном разложении пространства Гильберта, можем напи-
сать un = u′n + u′′n, где u′n ∈ Ker S, u′′n ∈ Ker S⊥. Для любых
натуральных k,m, используя лемму 2.5, получим

‖S(uk − um)‖ = ‖S(u′′k − u′′m)‖ � γ‖u′′k − u′′m‖, γ = const > 0,

откуда вследствие (2.9) вытекает, что последовательность {u′′n}
фундаментальна. Это означает, что существует элемент u ∈ H
такой, что u′′n → u. Вследствие (2.9) и непрерывности оператора
S отсюда получаем, что v = lim

n→∞Sun = lim
n→∞Su′′n = Su. �
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Теорема 2.2. Для того чтобы при данном f ∈ H уравне-
ние (2.1) было разрешимо, необходимо и достаточно, чтобы

f ∈ Ker (T ∗ − I)⊥.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть урав-
нение (2.1) разрешимо, т. е. существует элемент u ∈ H такой,
что f = Tu − u. Пусть, далее, v — произвольный элемент из
Ker (T ∗ − I). Тогда

(f, v) = (Tu− u, v) = (u, T ∗v − v) = 0.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть f ∈ Ker (T ∗ − I)⊥. Покажем,
что тогда уравнение (2.1) разрешимо, т. е. f ∈ Im (T − I). Дей-
ствительно, если предположить, что f �∈ Im (T − I), то по тео-
реме об ортогональном разложении гильбертова пространства
f = f1 + f2, где

f1 ∈ Im (T − I), (2.10)

f2 ∈ Im (T − I)⊥, (2.11)

но, как установлено при доказательстве необходимости, из (2.10)
вытекает, что f1 ∈ Ker (T ∗ − I)⊥, следовательно,

f2 = f − f1 ∈ Ker (T ∗ − I)⊥. (2.12)

С другой стороны, используя (2.11), получаем, что для любого
u ∈ H

0 = (f2, Tu− u) = (T ∗f2 − f2, u),

т. е. T ∗f2 − f2 = 0, или

f2 ∈ Ker (T ∗ − I). (2.13)

Из (2.12), (2.13) вытекает, что f2 = 0, поэтому f ∈ Im(T − I). �
Замечание 2.1. Теорема 2.2 означает, что если T — вполне

непрерывный оператор, то пространство H допускает ортого-
нальное разложение

H = Im (T − I)⊕Ker (T ∗ − I). (2.14)

Причем, поскольку T ∗ — также вполне непрерывный оператор,
а T ∗∗ = T , то

H = Im (T ∗ − I)⊕Ker (T − I). (2.15)
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Разложение (2.15) можно интерпретировать так: для разреши-
мости уравнения

T ∗u− u = g (2.16)

необходимо и достаточно выполнения условия g ∈ Ker (T − I)⊥.

Теорема 2.3. Для того чтобы уравнение (2.1) было разре-
шимо при любой правой части, необходимо и достаточно, что-
бы

Ker (T − I) = {0}, (2.17)

т. е. соответствующее однородное уравнение имело лишь ну-
левое решение.

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь. Предполо-
жим, что уравнение (2.1) разрешимо при любой правой части, а
Ker (S) �= {0}, где, как и ранее, S = T − I. Заметим, что

Ker (Sm) ⊂ Ker (Sm+1) ∀m � 1. (2.18)

Действительно, если Smv = 0, то и Sm+1v = SSmv = 0. Покажем,
что

Ker (Sm) �= Ker (Sm+1) ∀m � 1. (2.19)

Фиксируем с этой целью произвольно ненулевой элемент u, при-
надлежащий Ker (S), и образуем последовательность элемен-
тов {um} по правилу: u1 = u, Sum = um−1, m = 2, 3, . . . По-
следовательность {um} определена, так как уравнение (2.1) по
предположению разрешимо при любой правой части. Ясно, что

Smum+1 = Sm−1Sum+1 = Sm−1um = · · · = Su2 = u1 �= 0.

В то же время, Sm+1um+1 = Su1 = 0. Поэтому um+1 при-
надлежит Ker(Sm+1), но um+1 �∈ Ker (Sm), и (2.19) доказано.
Из (2.18), (2.19) вытекает возможность построения последова-
тельности {vm} такой, что

vm ∈ Ker (Sm+1), vm ∈ Ker (Sm)⊥, ‖vm‖ = 1 ∀m � 1. (2.20)

Последовательность {Tvm} компактна, поскольку последова-
тельность {vm} ограничена. Ясно, что

Tvm − Tvj = (Tvm − vm)− (Tvj − vj)− vj + vm =

= Svm − Svj − vj + vm.
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Считая, что m > j, получим вследствие (2.20), что

Svm, Svj , vj ∈ Ker (Sm), a vm ∈ Ker (Sm)⊥,

откуда вытекает, что

‖Tvm − Tuj‖2 = ‖Svm − Svj − vj‖2 + ‖vm‖2 � 1.

Это противоречит компактности последовательности {Tvm}, а
стало быть, полной непрерывности оператора T . Необходимость
доказана.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть Ker (T − I) = {0}. Тогда
(см. замечание 2.1) уравнение (2.16) разрешимо при любой пра-
вой части. Следовательно, как уже доказано, Ker (T ∗− I) = {0}.
Значит, по теореме 2.2 уравнение (2.1) разрешимо при любой пра-
вой части. �

Упражнение 2.1. Показать, что если условие (2.17) вы-
полнено, то решение уравнения (2.1) при любой правой ча-
сти определяется однозначно и существует ограниченный опе-
ратор (T − I)−1.

Теорема 2.4. Размерности подпространств Ker (T − I) и
Ker (T ∗ − I) совпадают.

Доказательство. Пусть {ui}mi=1 и {vi}ni=1 – ортонормиро-
ванные базисы в Ker (T − I) и Ker (T ∗− I) соответственно. Пред-
положим, что m < n. Ведем в рассмотрение оператор

Uu = Tu +

m∑
i=1

(u, ui)vi ∀u ∈ H. (2.21)

Этот оператор вполне непрерывен как сумма вполне непрерыв-
ного и конечномерного операторов. Покажем, что уравнение

Uu− u = 0 (2.22)

имеет лишь нулевое решение. Пусть z — решение этого уравне-
ния. Тогда

(vj , Uz − z) = 0 ∀j = 1, 2, . . . , n,

или

0 = (vj , T z − z) +
m∑
i=1

(z, ui)(vj , vi) = (T ∗vj − vj , z)+
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+
m∑
i=1

(z, ui)(vj , vi) ∀ j = 1, 2, . . . , n. (2.23)

Используя равенства T ∗vj−vj = 0, j = 1, 2, . . . , n, (vj , vi) = 0 при
j �= i, из (2.23) получаем, что (z, ui) = 0 для всех i = 1, 2, . . . ,m,
т. е.

z ∈ Ker (T − I)⊥. (2.24)

Тогда вследствие (2.21) будем иметь Uz = Tz, а так как Uz = z,
то Tz−z = 0. Вместе с (2.24) это дает, что z = 0. Таким образом,
уравнение (2.22) имеет лишь нулевое решение, т. е. уравнение

Uu− u = f

разрешимо при любой правой части. Пусть Uu−u = vm+1. Тогда

1 = ‖vm+1‖2 = (vm+1, Tu− u) +

m∑
i=1

(u, ui) (vm+1, vi) =

= (T ∗vm+1 − vm+1, u) +

m∑
i=1

(u, ui)(vm+1, vi) = 0,

что нелепо. Таким образом, доказана невозможность неравен-
ства m < n. Поскольку T ∗∗ = T , неравенство n < m также
невозможно, т. е. m = n. �

Полученные результаты позволяют дать полную картину
разрешимости уравнений с линейным вполне непрерывным опе-
ратором.

1. Имеет место так называемая альтернатива Фредгольма:
если T : H → H — линейный вполне непрерывный оператор, то
либо уравнение

Tu− u = f (2.25)

разрешимо при любой правой части, либо однородное уравнение

Tu− u = 0 (2.26)

имеет нетривиальное решение.
2. Линейное пространство решений однородного уравне-

ния (2.26) конечномерно. Его размерность совпадает с размер-
ностью пространства решений уравнения

T ∗u− u = 0. (2.27)
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3. Для разрешимости уравнения (2.25) необходимо и доста-
точно, чтобы его правая часть была ортогональна любому реше-
нию уравнения (2.27).

4. Если уравнение (2.25) разрешимо, то множество его
решений M есть замкнутое аффинное множество, параллель-
ное Ker (T−I), иными словами,M = ũ+Ker (T−I), где ũ — неко-
торое, произвольным образом фиксированное, решение уравне-
ния (2.25). Поэтому существует единственный элемент u0 ∈ M
с минимальной нормой, причем u0 ∈ Ker (T−I)⊥, и значит, вслед-
ствие леммы 2.5 справедлива априорная оценка

‖u0‖ � γ−1‖Tu0 − u0‖ = γ−1‖f‖, γ = const > 0 (2.28)

(γ зависит от оператора T , но не зависит от f).
3. Исследование интегральных уравнений теории

потенциала. В этом пункте на основе теории Фредгольма изу-
чаются интегральные уравнения теории потенциала. Как и в гла-
ве 5, мы предполагаем, что Γ — поверхность Ляпунова.

Будем рассматривать уравнение∫
Γ

K(x, ξ)μ(ξ) dξ + λμ(x) = f(x), x ∈ Γ, (3.1)

где

K(x, ξ) =
(x− ξ) · ν(ξ)

|x− ξ|3 , (3.2)

λ �= 0 — заданная постоянная, f — заданная функция, т. е. урав-
нение, чуть более общее, чем уравнения (15.9), (15.10), соответ-
ствующие внутренней и внешней задачам Дирихле для уравне-
ния Лапласа. Наряду с уравнением (3.1) будем рассматривать
уравнение ∫

Γ

K(ξ, x)μ(ξ) dξ + λμ(x) = g(x), x ∈ Γ, (3.3)

включающее в качестве частных случаев уравнения (15.11),
(15.12), соответствующие внутренней и внешней задачам Ней-
мана для уравнения Лапласа.

Уравнения (3.1), (3.3) будем рассматривать как уравнения в
гильбертовом пространстве функций L2(Γ) со скалярным произ-
ведением

(u, v) =

∫
Γ

u(x)v(x) dx.
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Теорема 3.1. Оператор T : L2(Γ) → L2(Γ), определяемый
соотношением

Tμ(x) =

∫
Γ

K(x, ξ)μ(ξ)dξ, x ∈ Γ, (3.4)

линеен и ограничен.

Доказательство. Понятно, что обоснования требует лишь
ограниченность оператора T . Как установлено при доказатель-
стве теорем 14.3, 14.6, гл. 5, функции∫

Γ

|K(x, ξ)| dξ,
∫
Γ

|K(x, ξ)| dx,

непрерывны на Γ, следовательно, ограничены. Положим

L = max

⎧⎨⎩max
x∈Γ

∫
Γ

|K(x, ξ)| dξ, max
ξ∈Γ

∫
Γ

|K(x, ξ)| dx
⎫⎬⎭ . (3.5)

Пусть μ ∈ L2(Γ). Тогда функция |μ(ξ)|2
∫
Γ

|K(x, ξ)| dx принадле-

жит L1(Γ) 1). Функция
∫
Γ

|K(x, ξ)| dx также принадлежит L1(Γ),

более того, она непрерывна на Γ. По теореме 2, § 4, гл. XII [10]
отсюда следует, что функции |μ(ξ)|2|K(x, ξ)| и |K(x, ξ)| принад-
лежат пространству L1(Γ)×L1(Γ). Вследствие очевидного нера-
венства

|μ(ξ)||K(x, ξ)| � |μ(ξ)|2|K(x, ξ)|/2 + |K(x, ξ)|/2

функция |μ(ξ)||K(x, ξ)| также принадлежит L1(Γ)×L1(Γ). Но то-
гда по теореме Фубини (см., например, [10, § 3, гл. XII ]) функции

ϑ(x) =

∫
Γ

K(x, ξ)μ(ξ) dξ,

∫
Γ

|K(x, ξ)| dξ,
∫
Γ

|K(x, ξ)||μ(ξ)|2 dξ

1)Функция u ∈ L1(Γ), если
∫
Γ

|u(ξ)| dξ <∞.
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принадлежат пространству L1(Γ). Применяя неравенство Ко-
ши — Буняковского, получим, что для почти всех x ∈ Γ

|ϑ(x)|2 =

⎛⎝∫
Γ

√
|K(x, ξ)|

√
|K(x, ξ)| |μ(ξ)| dξ

⎞⎠2 �
�
∫
Γ

|K(x, ξ)| dξ
∫
Γ

|K(x, ξ)||μ(ξ)|2 dξ �

� L

∫
Γ

|K(x, ξ)||μ(ξ)|2 dξ. (3.6)

Интегрируя неравенство (3.6) по Γ и вновь используя теоре-
му Фубини, будем иметь, что

‖ϑ‖2L2(Γ)
� L

∫
Γ

dx

∫
Γ

|K(x, ξ)||μ(ξ)|2dξ =

= L

∫
Γ

|μ(ξ)|2
∫
Γ

|K(x, ξ)|dxdξ � L2‖μ‖2L2(Γ)
.

Таким образом, оператор T ограничен и ‖T‖ � L. �
В дальнейшем будет показано, что оператор T вполне непре-

рывен. При этом будет использована
Теорема 3.2. Пусть функция K1 принадлежит простран-

ству C(Γ)×C(Γ). Тогда оператор T1 : L2(Γ) → L2(Γ), определя-
емый соотношением

T1μ(x) =

∫
Γ

K1(x, ξ)μ(ξ) dξ, x ∈ Γ, (3.7)

вполне непрерывен.
Доказательство. Пусть множество B ⊂ L2(Γ) ограниче-

но, т. е. ‖μ‖L2(Γ) � M = const для всех μ ∈ B. Положим
L = max

x,ξ∈Γ
|K(x, ξ)|. Тогда для μ ∈ B

|T1μ(x)| �
⎛⎝∫
Γ

|K1(x, ξ)|2 dξ
⎞⎠1/2⎛⎝∫

Γ

|μ(ξ)|2 dξ
⎞⎠1/2 �
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� LM(mes Γ)1/2, x ∈ Γ. (3.8)

|T1μ(x1)− T1μ(x2)| �

�

⎛⎝∫
Γ

|K1(x
1, ξ)−K1(x

2, ξ)|2dξ
⎞⎠1/2⎛⎝∫

Γ

|μ(ξ)|2dξ
⎞⎠1/2 �

�M

⎛⎝∫
Γ

|K1(x
1, ξ)−K1(x

2, ξ)|2dξ
⎞⎠1/2 , x1, x2 ∈ Γ.

Функция K1(x, ξ) непрерывна, а следовательно, и равномерно
непрерывна, на Γ × Γ. Поэтому для любого ε > 0 можно ука-
зать такое δ(ε), что

|T1μ(x1)− T1μ(x2)| � ε, если |x1 − x2| � δ(ε). (3.9)

Соотношения (3.8), (3.9) означают, что множество T1B принад-
лежит пространству C(Γ), равномерно ограничено и равносте-
пенно непрерывно. Значит, по теореме Арцела множество T1B
относительно компактно в пространстве C(Γ), а следовательно,
и в пространстве L2(Γ). �

Теорема 3.3. Оператор T : L2(Γ) → L2(Γ), определенный
соотношением (3.4), вполне непрерывен.

Доказательство. Определим на Γ× Γ для достаточно ма-
лого положительного ε функцию

Kε(x, ξ) =

{
K(x, ξ), |x− ξ| � ε,

(x− ξ) · ν(ξ)/ε3, |x− ξ| � ε.
(3.10)

Нетрудно видеть, что Kε(x, ξ) ∈ C(Γ)× C(Γ), следовательно, по
теореме 3.2 оператор Tε : L2(Γ) → L2(Γ), определенный соотно-
шением

Tεμ(x) =

∫
Γ

Kε(x, ξ)μ(ξ) dξ, x ∈ Γ, (3.11)

вполне непрерывен. Далее
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∫
Γ

|K(x, ξ)−Kε(x, ξ)| dξ =

∫
σε(x)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
∣∣∣∣ 1

|x− ξ|3 −
1

ε3

∣∣∣∣ dξ =

=

∫
σε(x)

|(x− ξ) · ν(ξ)|
[

1

|x− ξ|3 −
1

ε3

]
dξ �

�
∫

σε(x)

|(x− ξ) · ν(ξ)| 1

|x− ξ|3 dξ, (3.12)

поскольку |x− ξ| � ε для ξ ∈ σε(x). Отсюда по лемме 14.2, с. 123,∫
Γ

|K(x, ξ)−Kε(x, ξ)|d ξ � cεα, (3.13)

где α > 0, c — постоянная, зависящая лишь от числовых харак-
теристик поверхности Ляпунова Γ. Точно так же доказывается,
что ∫

Γ

|K(x, ξ)−Kε(x, ξ)| dx � cεα. (3.14)

Из (3.13), (3.14) и оценок, полученных при доказательстве тео-
ремы 3.1, непосредственно вытекает, что

‖T − Tε‖ � cεα → 0 при ε→ 0. (3.15)

Таким образом, оператор T — предел последовательности вполне
непрерывных операторов и потому вполне непрерывен. �

Введем в рассмотрение оператор T ∗ : L2(Γ) → L2(Γ) при
помощи соотношения

T ∗μ(x) =

∫
Γ

K(ξ, x)μ(ξ) dξ. (3.16)

Теорема 3.4. Операторы T , T ∗ взаимно сопряжены.

Доказательство. Линейность и ограниченность операто-
ра T ∗ доказывается точно так же, как и для оператора T . Оста-
лось установить, что

(Tμ, ϑ) = (μ, T ∗ϑ) ∀μ, ϑ ∈ L2(Γ). (3.17)



160 Приложение

Используя теорему Фубини, получим

(Tμ, ϑ) =

∫
Γ

⎛⎝∫
Γ

K(x, ξ)μ(ξ)dξ

⎞⎠ϑ(x) dx =

=

∫
Γ

μ(ξ)

⎛⎝∫
Γ

K(x, ξ)ϑ(x)dx

⎞⎠ dξ = (μ, T ∗ϑ). � (3.18)

Теорема 3.5. Пусть функция f непрерывна на Γ. То-
гда функция μ, принадлежащая L2(Γ) и являющаяся решением
уравнения (3.1), непрерывна на Γ.

Доказательство. Представим уравнение (3.1) в виде

μ = Sμ + g, (3.19)

где

S =
1

λ
(Tε − T )μ, g =

1

λ
(f − Tεμ),

а оператор Tε определен соотношением (3.11). По построению
функция Kε непрерывна, поэтому (см. доказательство теоре-
мы 3.2) функция Tεμ непрерывна, следовательно, непрерывна
и функция g. Пусть μ ∈ C(Γ). Тогда по теореме 14.3, с. 126,
функция Tμ принадлежит C(Γ). Как установлено выше, функ-
ция Tεμ при этом также принадлежит C(Γ), следовательно, и
Sμ ∈ C(Γ). Таким образом, оператор S можно рассматривать
как линейный оператор, действующий в пространстве C(Γ). Да-
лее, вследствие (3.13) для μ ∈ C(Γ) и любого x ∈ Γ имеем

|Sμ(x)| � max
ξ∈Γ

|μ(ξ)| 1

|λ|
∫
Γ

|K(x, ξ)−Kε(x, ξ)|dξ � cεα

|λ| max
ξ∈Γ

|μ(ξ)|.

Выбирая ε из условия cεα/|λ| < 1, получим, что норма опера-
тора S в пространстве C(Γ) меньше единицы, и, следовательно,
по теореме Банаха о сжимающих отображениях уравнение (3.19)
имеет единственное решение μ ∈ C(Γ). �

Теперь, опираясь на результаты п. 2, мы можем сформули-
ровать условия разрешимости уравнений (3.1), (3.3).
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Теорема 3.6. Пусть f ∈ C(Γ). Уравнение (3.1) имеет ре-
шение μ ∈ C(Γ) тогда и только тогда, когда∫

Γ

f(x)ϕ(x) dx = 0,

где ϕ — любое решение однородного уравнения∫
Γ

K(ξ, x)μ(ξ) dξ + λμ(x) = 0, x ∈ Γ. (3.20)

Пусть g ∈ C(Γ). Уравнение (3.3) имеет решение μ ∈ C(Γ)
тогда и только тогда, когда∫

Γ

g(x)ϑ(x) dx = 0,

где ϑ — любое решение однородного уравнения∫
Γ

K(x, ξ)μ(ξ) dξ + λμ(x) = 0, x ∈ Γ. (3.21)

Линейное пространство решений уравнения (3.20) конечно-
мерно. Размерность этого пространства совпадает с размер-
ностью пространства решений уравнения (3.21).
Решение уравнения (3.1) определяется с точностью до сла-

гаемого, являющегося решением уравнения (3.21). Аналогичное
утверждение справедливо для уравнения (3.3).
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