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Кто не боится пересмотреть основы 
учения для уточнения знания, 
                         тот уже прав. 
Кто не боится остаться непонятым, 
                         тот с нами. 
Кто не боится соединить русла 
больших течений, тот наш друг.

Слова Учителей Индии

ВВЕДЕНИЕ 

Предлагаемая книга посвящена задачам устойчивости решений систем 
обыкновенных неавтономных дифференциальных уравнений. Основное 
внимание обращено на метод функций Ляпунова (второй метод или прямой 
метод Ляпунова) и его содержание на современном этапе. Материалы 
первоисточников фиксируют определенный итог накопленного опыта ис-
следований одного из направлений развития идей А. М. Ляпунова. Речь 
идет об обосновании возможности использования знакопостоянных функ-
ций вместо знакоопределенных. Как всякое новое, эта идея требует пояс-
нения не только теории ее создания, но и проведения испытаний на экс-
периментальном уровне, т. е. иллюстрации на конкретных примерах при-
ложения. Все эти вопросы не остались без внимания. Вместе с тем в 
книге учтены предшествующие достижения таких известных специалистов 
в области теории устойчивости, как Н. Г. Четаев [112], Г. В. Каменков [69], 
П. А. Кузьмин [76], К. П. Персидский [98], Ж. Курцвейль [77], Е. А. Бар-
башин и Н. Н. Красовский [8, 9], В. И. Зубов [35], В. М. Матросов [86–88], 
Ж. П. Ла Салль и С. Лефшец [82], Х. Л. Массера [85], Т. Йошизава [166], 
Ц. Артстейн [116–118], А. С. Андреев [5–7], а также работы автора [37–65, 
139, 140] и др. Достаточно полные списки библиографий по этому вопро-
су содержатся в обзорах литературы работ [2, 23, 75, 89, 102, 105, 115, 121, 
152, 166]. 

Указанные результаты, во-первых, дополнили и обогатили арсенал ин-
струментов анализа систем дифференциальных уравнений, подготовили 
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благодатную почву для дальнейшего развития идей создателя теории устой-
чивости, академика Александра Михайловича Ляпунова. 

Во-вторых, эти достижения расширили класс функций Ляпунова, при-
годных для изучения задач устойчивости, что крайне важно с практической 
точки зрения. Работа проведена в направлении разрешения сопутствующей 
проблемы - поиска подходящей функции Ляпунова. Как показывает на-
копленный опыт решения задач устойчивости, такая проблема во многом 
зависит от искусства исследователя, его личного опыта, т. е. играет роль 
субъективного фактора. Тем не менее в работах [2, 11, 15, 37, 42, 43, 48, 
54, 59, 61, 65, 75, 78, 89, 96, 104, 112, 115] наработаны специальные мето-
ды и приемы построения функций Ляпунова, развитие таких подходов 
продолжает совершенствоваться. 

В-третьих, авторы не только предоставили новые теоретические воз-
можности развития теории устойчивости динамических процессов, но и 
сохранили преемственность идей и формулировок основных результатов 
А. М. Ляпунова, подчеркивая тем самым универсальность прямого метода. 

Как известно, метод функций Ляпунова базируется на простой гео-
метрической идее, которая состоит в следующем:

A) Определенно положительная функция V(x) (в общем случае положи-
тельная функция относительно компактного инвариантного множества M, 
так что V(x) = 0 ∀x ∈ M) обладает тем свойством, что при неограничитель-
ных условиях и достаточно малом значении числа с > 0 множество уровня 
{x ∈n : V(x) ≤ c} задает компактную окрестность Kс множества M. 

B) При выполнении условия монотонности функции V вдоль движений 
наблюдаемого динамического процесса (производная по времени V  в силу 
уравнений знакопостоянная) окрестности Kс положительно инвариантны 
при всех достаточно малых с > 0. 

C) Если имеет место строгая монотонность изменения функции Ляпу-
нова вдоль решений, то множества Kс строго положительно инвариантны, 
т. е. если состояние x0 принадлежит границе Fr cK  множества Kс, то реше-
ние x(x0, t0, t), x(x0, t0, t0) = 0, содержится в его внутренности int cK  для 
всех t > t0. 

В дальнейшем источником развития метода функций Ляпунова послу-
жили попытки ослабить требования, предъявляемые к функции V и ее про-
изводной ,V  со свойствами A), B) и C). 

Первым существенным шагом в этом направлении явились работы 
Е. А. Барбашина и Н. Н. Красовского [8, 9, 75], а также А.П. Тузова [108]. 
Здесь в теоремах об асимптотической устойчивости (локальной и глобаль-
ной), а также в теореме о неустойчивости производная V  допускается 
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знакопостоянной, а не знакоопределенной с множеством нуля, которое не 
содержит положительных полутраекторий, кроме тривиальной. 

Соответствующие результаты были получены для автономных и пери-
одических по времени систем дифференциальных уравнений, а также для 
уравнений с запаздыванием времени [75]. Позднее Дж. Ла-Салль [146] 
добавил к этой идее рассмотрение задачи о локализации инвариантных 
множеств, что в современной научной литературе используется как прин-
цип инвариантности. 

ЭВОЛЮЦИЯ ИДЕЙ 
БАРБАШИНА–КРАСОВСКОГО 

Наблюдая за развитием прямого метода в направлении использования 
определенно положительных функций Барбашина - Красовского с непо-
ложительной производной по времени применительно к неавтономным 
уравнениям, а именно, функций вида 

V x t V x t
V x t c
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( , )

> ≤
= >

0 0
0

�

x =


 0,определяют окрестности равновесия

можно выделить несколько подходов. Первый из них связан с идеей 
В. М. Матросова [87] об использовании дополнительных функций, которые 
обеспечивают «недолгую» жизнь решений исследуемой системы на мно-
жестве, где производная функции Ляпунова равна нулю: 

( , ) 0.=V x t  

Впоследствии такая идея перешла в метод векторных функций Ляпу-
нова, развиваемый научной школой академика В. М. Матросова и его бли-
стательными учениками [20, 21, 89]. 

Несколько иной, но в том же направлении, подход в развитии идей 
Барбашина - Красовского был осуществлен А. С. Андреевым [5, 6], где 
использовалась техника предельных уравнений и предельных функций 
Ляпунова. Здесь в терминах категории предельных структурных свойств 
получено обобщение теорем Барбашина - Красовского для асимптотической 
устойчивости и устойчивости в целом. 

Важный момент дальнейшего развития второго метода связан с рас-
смотрением более широкого класса вспомогательных функций. Среди же-
лаемых тем исследований в этом направлении естественной казалась по-
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пытка использовать не знакоопределенные функции Ляпунова, а знакопо-
стоянные, как это уже произошло с производной по времени от функции 
Ляпунова в работах Барбашина - Красовского. Однако, до конца 70-х годов 
XX в. неясным оставался вопрос о том, возможен ли такой следующий шаг 
в развитии прямого метода, т. е. использование функций вида V(x) ≥ 0 
вместо функций V(x) > 0, ∉x M . 

Первая публикация на эту тему появилась в 1978 году [13], что по-
служило основанием для создания метода знакопостоянных функций Ля-
пунова. В этой статье были доказаны теоремы об асимптотической устой-
чивости и устойчивости в целом (глобальная асимптотическая устойчивость) 
для систем автономных дифференциальных уравнений. Позднее были при-
ведены различные варианты теорем о неасимптотической устойчивости 
[16, 139, 140] и о неустойчивости [63, 142]. Итоговой работой по методу 
знакопостоянных функций применительно к автономным дифференциаль-
ным уравнениям может служить монография Н. Г. Булгакова [16] и автора 
[65], где дана обширная иллюстрация метода на конкретных исследовани-
ях динамических процессов естествознания. 

Предлагаемая читателю книга является непосредственным продолже-
нием работы [65]. Если не вдаваться в излишние детали констатации всех 
возможных результатов современной теории метода функций Ляпунова, 
материал данной монографии построен по принципу выявления общей 
закономерности развития идей прямого метода по следующей схеме: 

Теоретической основой возможности указанного обобщения теорем 
Ляпунова является, по сути дела, отмеченная топологическая связь между 
наличием функции Ляпунова, подчиненной требованиям теорем, и множе-
ствами a- и w-предельных точек движений динамических систем. Это об-
стоятельство, по-видимому, впервые было указано в [146] при доказатель-
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стве принципа инвариантности и выделено отдельным утверждением в 
лемме 5.1 [10]. 

Заметное упрощение обоснований основных утверждений метода зна-
копостоянных функций для динамических систем дало привлечение к рас-
смотрению отрицательных полутраекторий и связанных с ними критериев 
В. И. Зубова [35] и М. С. Измана [36] об асимптотической устойчивости, 
относящихся к качественной теории дифференциальных уравнений. Это 
позволило вскрыть и другие закономерности развития метода функций 
Ляпунова. В частности, в работе [164] показано, что попытка получить в 
автономном случае утверждение об асимптотической устойчивости из прин-
ципа инвариантности [82] приводит к обнаружению того, что использован-
ная функция Ляпунова необходимо принадлежит классу знакопостоянных 
функций, а не только определенно положительных, и уж тем более - не 
знакопеременных. 

Существенным отличием нового класса вспомогательных функций 
(знакопостоянных) от классических функций Ляпунова является невозмож-
ность выполнения условия A), отмеченного А. М. Ляпуновым. 

Для знакопостоянных функций выполнение данного условия, как ос-
новного маяка самой идеи второго метода, в принципе невозможно. Это 
явилось причиной длительной паузы развития второго метода в данном 
направлении со времен создания Ляпуновым прямого метода исследования 
задач устойчивости и повсеместного внедрения идей Барбашина - Красов-
ского. Возникающие здесь трудности формулировок новых утверждений 
и их доказательств подтолкнули исследователей к изучению дополнитель-
ных характеристик решений и их траекторий в качественной теории диф-
ференциальных уравнений. В частности, в «копилку» устойчивоподобных 
свойств добавилось понятие B-устойчивости [39], которое «сильнее» свой-
ства устойчивости по Ляпунову, но «слабее» свойства асимптотической 
устойчивости. Подверглись модификации и понятия свойств относительной 
устойчивости, связанные с существованием замкнутого положительно ин-
вариантного множества Y0, определяемого нулевой поверхностью уровня 
знакопостоянной функции V. Все эти и иные новые подходы обеспечили 
успешное продвижение в деле развития метода функций Ляпунова. 

К настоящему времени теория прямого метода в классе знакопосто-
янных функций Ляпунова разработана для следующих динамических про-
цессов: 

 9 полудинамические системы [56, 63], 
 9 динамические системы [16, 47, 49, 54, 58, 139, 140], 
 9 системы неавтономных дифференциальных уравнений [41, 46, 49, 

51, 52, 61, 62, 63, 68, 73], 
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 9 системы с периодической по времени правой частью [16, 44, 54], 
 9 системы автономных дифференциальных уравнений [13, 16, 38, 42, 

43, 48, 54, 59, 65, 142, 164], 
 9 дискретные системы (автономные и неавтономные) [12, 15, 16, 24, 

104], 
 9 системы Пфаффа [29, 30], 
 9 системы дифференциально-функциональных включений [79, 80], 
 9 системы неавтономных функционально-дифференциальных уравне-

ний запаздывающего и нейтрального типов с конечным и бесконечным 
запаздыванием [7, 97, 107]. 

Большая часть этих исследований будет подробно представлена в гла-
вах монографии с соответствующей иллюстрацией на конкретных при-
мерах. 

В доказательствах новых результатов использовались различные мето-
ды и приемы. Главными среди них являются: методы топологической ди-
намики [33, 35, 36, 57, 58, 92, 115, 121, 152, 153, 154], техника предельных 
уравнений [5, 46, 97, 117, 159], качественная теория устойчивости полу-
динамических систем [64, 152] и др. 

Направление данного развития второго метода подчинено единой идее 
последовательной преемственности теории устойчивости, созданной гени-
ем математики, выдающимся ученым А. М. Ляпуновым. Последнее под-
тверждается найденными удобными для пользователей формулировками 
основных утверждений об устойчивости, асимптотической устойчивости, 
глобальной асимптотической устойчивости и неустойчивости, из которых 
естественным образом вытекают классические теоремы А. М. Ляпунова, 
Н. Г. Четаева, Е. А. Барбашина и Н. Н. Красовского, В. И. Зубова, Ж. Ла 
Салля и др. Выделены классы ситуаций, для которых возможно построение 
знакопостоянных функций Ляпунова, и даны достаточно содержательные 
примеры решения задач устойчивости. 

Преимущества использования знакопостоянных функций можно оха-
рактеризовать следующим обстоятельством. Во-первых, исследуемые ди-
намические процессы, как правило, зависят от некоторых параметров ис-
ходной модели. Удачно построенная определенно положительная функция 
для рассматриваемой модели может оказаться вырожденной, т. е. знакопо-
ложительной, при предельных значениях параметров. До начала 80-х гг. 
ХХ в. изучение проблемы устойчивости для таких предельных ситуаций 
проводилось путем привлечения дополнительных рассуждений качествен-
ной теории устойчивости (см., например, [75, 112] Иные авторы и вовсе 
оставляли вырожденные случаи без внимания. В противовес этому форму-
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лировки теорем, опирающихся на знакопостоянные функции, позволяют 
делать заключение об устойчивости или неустойчивости наблюдаемых 
движений (или инвариантных множеств) в отмеченных крайних ситуациях 
не прибегая к громоздким дополнительным рассуждениям, требующим 
определенных знаний и навыков исследователя. Это дает дополнительную 
информацию об условиях устойчивости наблюдаемых явлений и тем самым, 
подчеркивается естественная возможность развития теории устойчивости. 

Во-вторых, создание теоретической базы метода знакопостоянных функ-
ций позволяет существенно сократить доказательства полученных ранее 
утверждений (например, если речь идет о результатах, использующих пер-
вые интегралы динамических систем [35, 42, 48, 54, 61, 65, 86, 91, 105, 
112, 150, 151] или изучение критических случаев [59]). 

В-третьих, хотя проблема построения знакопостоянных функций оста-
ется по-прежнему такой же актуальной, как и при поиске определенно 
положительных функций Ляпунова, тем не менее, эта проблема приобре-
тает дополнительный ресурс на ее реализацию. Важным является тот вы-
вод, что созданы новые возможности сгладить трудности поиска подходя-
щей вспомогательной функции для решения задачи устойчивости движения. 

Отметим также, что обращение теорем об устойчивости, основанные 
на использовании знакопостоянных функций, не является важной матема-
тической проблемой. Соответствующее пояснение дано в монографии Н. Н. 
Красовского [75, c. 80] по поводу использования определенно положитель-
ных функций Ляпунова со знакопостоянной производной по времени. 

Цель настоящей работы – изложить имеющиеся результаты (и в первую 
очередь результаты автора) по методу знакопостоянных функций Ляпуно-
ва применительно к различным классам процессов динамики и указать 
сферу его применения для решения проблем устойчивости движения. 

Для лучшего восприятия представленного материала в первой главе 
изложены все необходимые сведения теории устойчивости, которые ис-
пользуются в последующих частях издания. Основное содержание дает 
различные формулировки новых результатов прямого метода, и при этом 
излагаются три основных подхода в решении проблемы устойчивости ну-
левого решения. 

В первом из них (глава 2) для теоретического обоснования метода зна-
копостоянных функций используется техника предельных уравнений, где 
наряду с понятием предельных функций правых частей системы (понятие 
предельного уравнения) используется и понятие предельных функций Ля-
пунова. 

Во втором подходе (глава 3) для обоснования основных теорем при-
меняется метод разделения переменных (координат вектора состояния си-
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стемы x) на подмножества x = (y, z) с представлением явного вида много-
образия (y = j (z, t)), где функция Ляпунова равна нулю. 

И наконец, в главе 4 излагается третий подход формирования новых 
результатов, основанный на методах качественной теории дифференциаль-
ных уравнений. Здесь предварительно изучаются специальные локальные 
и глобальные свойства полутраекторий в окрестности, где функция Ляпу-
нова обращается в нуль. В частности, используются такие понятия, как 
«пороговое свойство» П. Сейберта [153, 154, 158] (the treshold property), 
свойство устойчивости вблизи равновесия, равномерная интегральная не-
прерывность, свойства предельных множеств траекторий и т. п. 

Таким образом, главы 2, 3 и 4 посвящены развитию метода функций 
Ляпунова в классе знакоположительных вспомогательных функций. Этот 
метод, в отличие от подхода В. М. Матросова, допускает существование 
решений на множестве нулей функции Ляпунова, но только таких, которые 
удовлетворяют определенным свойствам. В случае устойчивости (или не-
устойчивости) это - свойство стремления к началу координат. Таким об-
разом, если найденная каким-то образом функция Ляпунова (в реальности) 
не содержит положительных полутраекторий на множестве нулей функции 
V, то это функция типа Ляпунова - Барбашина - Красовского - Матросо-
ва. В противном случае возможно применение метода знакопостоянных 
функций. 

Обращаем внимание читателя на принятый в книге унифицированный 
порядок нумерации теорем метода функций Ляпунова, который удобен при 
сравнении предлагаемых методов и приемов построения прямого метода 
для различных типов дифференциальных уравнений. Такая нумерация со-
держит три (или четыре) цифры для каждого раздела книги. Первые две 
рядом стоящие цифры - это порядковый номер соответствующей главы и 
ее раздела. Третье место порядковой нумерации закреплено постоянно за 
следующими свойствами решений: 

цифра 1 - устойчивость, 
цифра 2 - асимптотическая устойчивость, 
цифра 3 - глобальная асимптотическая устойчивость, 
цифра 4 - неустойчивость. 
Четвертая цифра порядкового номера означает модификацию свойства, 

отмеченного третьей цифрой. 
Главы 2, 3 и 4 можно читать независимо друг от друга, так как они 

отражают разные подходы в понимании одного и того же: 
Эволюция идей А. М. Ляпунова, Н. Г. Четаева, Е. А. Барбашина и 

Н. Н. Красовского в направлении использования знакопостоянных вспомо-
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гательных функций - это естественный процесс развития одного из со-
временных универсальных методов теории устойчивости движения. 

В предлагаемой монографии допускается использование широко из-
вестных или обоснованных, часто цитируемых в научных публикациях 
результатов теории дифференциальных уравнений, теории устойчивости и 
смежных с ними направлений научного познания без приведения соот-
ветствующих доказательств. 

В заключение считаю своим долгом выразить благодарность академи-
ку РАН С. Н. Васильеву, а также профессорам В. В. Амелькину, А. А. Ко-
сову, В. И. Максимову и Д. Я. Хусаинову за возможность общения и об-
суждения результатов, что, по моему убеждению, отразилось в конечном 
счете на улучшении содержания книги. 



 
 
 

СПИСОК  УСЛОВНЫХ  ОБОЗНАЧЕНИЙ  
 

   вещественная положительная полуось;  

n   n-мерное евклидово пространство,  

x(x0, t0, t)  решение, проходящее через точку x = x0 при t = t0. 

0 0( , )x t = {y  n : y = x(x0, t0, t), t ≥ t0}  положительная 

полутраектория;  

0 0( , )x t = {y  n : y = x(x0, t0, t), t  t0}  отрицательная 

полутраектория;  

0 0( , )x t = {y  n : y = x(x0, t0, t), t  }  траектория;  

0 0( , )L x t  ( 0 0( , )L x t )  множество всех -предельных 

(соответственно -предельных) точек для пары 1
0 0( , ) nx t  ;  

N   замыкание множества N из n ;  

FrN   граница множества N  n ;  

d(x, A) = inf{ ( , ) : },d x y y A  ;nA    

( , )B N  = {x  X:  d(N, x) < }, ;nN    

( , )YB N  = ( , )B N Y  ,  > 0;  

Br = {x  n : ||x|| < r};  

K  множество функций Хана, т. е. непрерывных возрастающих 

функций a:     таких, что a(0) = 0.  

1( , )U WC   пространство непрерывно дифференцируемых функций 

из U в W 
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1.   ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  УСТОЙЧИВОСТИ  
 

 
1.1.   ОБЩИЕ  СВОЙСТВА  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ 
 

Материал данного раздела книги носит информативный характер. 
Наряду с упоминанием хорошо известных сведений из теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений, теории устойчивости, метода 
функций Ляпунова, будут представлены схемы вложения неавтономного 
векторного дифференциального уравнения в общую абстрактную полуди-
намическую систему [46, 152] и изложена теория предельных уравнений 
[7, 46, 97, 117, 152, 159].  

Пусть n  означает n-мерное пространство точек x = (x1, x2, …, xn) с 
нормой x = 2 2 2

1 2 ... ,   nx x x  а   и    соответственно ось вещест-
венных чисел и ее неотрицательная часть. Производная вектора x по вре-
мени t-это  

 dx
x

dt
= 1 2, , ...,
 
  

ndxdx dx

dt dt dt
= 1 2( , , ..., ).  nx x x   

Пусть 0 0( , ) { : || || }     nB x x x x   > 0 означает шар радиусом 

 с центром в точке x0 n , а B = {x n :  x < }  шар радиусом  с 
центром в начале координат пространства n .  

Пусть G  открытое связное множество в n  и :   nf G   

некоторая непрерывная вектор-функция. Рассмотрим систему дифферен-
циальных уравнений с начальными условиями  

 ( , )x f x t , x(t0) = x0  G,  t0  I  .   (1.1) 

Определение 1.1. Вектор-функция x = x(t), x: t  x(t), определенная 
на интервале I, I   , называется решением (1.1) (задачи Коши (1.1)), 
если выполняются следующие условия:  

1) x(t0) = x0;  
2) x(t)  G  t  I;  



 14

3) x: In   дифференцируема;  
4) ( ) x t  f(x(t), t)  t  I.  

В этом случае говорят, что решение x: I n  проходит через точку 
x = x0 при t = t0 (в момент времени t = t0).  

Изначальными проблемами теории дифференциальных уравнений 
принято считать следующие возникающие задачи: указать локальные и 
глобальные условия существования решения, условия единственности 
решения. Ответы на эти вопросы дают известные теоремы.  

Теорема 1.1 (Пеано) [109, с. 21]. Пусть функция :f 0( , ) B x b  

0 0[ , ]   nt t a  непрерывна для положительных чисел a и b, где 

0( , ) ,B x b D  0
t , 0 0 .  t t t a  Тогда существует по крайней мере 

одно решение 0 0( , , )x x t t  системы (1.1), проходящее через точку x = x0 

в момент времени t = t0, причем это решение определено на отрезке 

0 0 ,  t t t  где min ( , / )  a b M , и  

|| ( , ) ||f x t M   (x, t) 0 0 0( , ) [ , ]. B x b t t a  

Говорят, что функция :   nf D  удовлетворяет локальному 

условию Липшица, если для любого компакта K  D существует число 
L = L(K) > 0, такое, что  

||f(x, t)  f(y, t)|| ≤ L||x  y||,  x, y  K  и  t ≥ 0. 

Теорема 1.2 (Пикара  Линделефа) [109, с. 19]. Пусть функция 
:f   nD  непрерывна и удовлетворяет локальному условию Лип-

шица. Тогда через каждую точку 0 0( , )  x t D  проходит единственное 

решение 0 0( , , )x x t t  системы (1.1).  

Теорема 1.3 (о продолжении решения) [109, с. 24]. Пусть функция 
:   nf D  непрерывна и 0 0( , , )x x t t , 0 0( , )  x t D , является ре-

шением системы (1.1), определенном на некотором интервале оси  . 
Тогда функция 0 0( , , )x x t t  может быть продолжена (как решение) на 

максимальный интервал существования [ , ].    Кроме того, если 

[ , ]     максимальный интервал существования, то 0 0( , , )x x t t  стре-

мится к границе Fr D  множества D при  t  и при  t .  

Следствие 1.1 [94, с. 16]. Если решение 0 0( , , )x x t t , 0 0( , ) , x t D  

остается при возрастании времени t  t0 в замкнутой ограниченной об-
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ласти K из D, в которой выполнены условия теоремы существования, то 
это решение может быть продолжено на бесконечный интервал 

0[ , ].t   
Наиболее простым условием, обеспечивающим неограниченную 

продолжаемость решений системы (1.1), является следующее:  

f(x, t) < M < +  x n   и  t  0. 

Действительно, так как всякое решение 0 0( , , )x x t t  можно предста-

вить в интегральном виде 0 0( , , )x x t t = x0 + 
0

0 0( ( , , ), )
t

t

f x x t s s ds , то отсюда 

легко следует оценка:  0 0( , , )x x t t   x0  M(t  t0) t  t0. Поэтому решение 
не может стремиться к бесконечности при стремлении времени t  t0 к 
конечному значению.  

Встречаются ситуации, когда функция правой части дифференци-
ального уравнения зависит от некоторого множества параметров 
  1 2( , , ..., ),  k  причем для каждого фиксированного  задача Коши  

 0 0( , , ), ( ) ,  x f x t x t x   (1.2) 

имеет единственное решение 0 0( ) ( , , , ).  x t x t t  Справедлива следующая 
теорема о непрерывной зависимости решений от начальных данных и от 
параметров.  

Теорема 1.4 [109, с. 118]. Предположим, что функция ( , , )f x t  не-

прерывна на некотором открытом множестве E, и пусть для каждого 

0 0( , , ) x t E  задача Коши (1.2) с фиксированным  имеет единственное 

решение 0 0( ) ( , , , ).  x t x t t  Пусть [ , ]     максимальный интервал 

существования решения 0 0( ) ( , , , ).  x t x t t  Тогда функция 0 0( , , , ) x t t  

непрерывна на множестве ,    t  0 0( , , ) . x t E   
 

1.2. РАВНОМЕРНАЯ  ИНТЕГРАЛЬНАЯ 
НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

 
Докажем следующее утверждение.  
Лемма 1.1 (Гронволл  Беллман) [31, 94]. Пусть заданы интервал 

[ , ]  a b , непрерывная неотрицательная функция : [ , ]   a b  и не-

прерывная положительная функция :[ , ]  u a b , которая, для любых 

значений , [ , ] t a b  удовлетворяет интегральному неравенству 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) | | .


   
t

u t u s u s ds    (1.3) 

Тогда при всех 0  a t t b  справедлива двусторонняя оценка  

 
0 0

0 0( ) exp ( ) ( ) ( )exp ( ) .
   
       
   
 
t t

t t

u t s ds u t u t s ds   (1.4) 

Доказательство. Используя неравенство (1.3) при  t  и при  t  
соответственно, можем записать  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,


   
t

u t u s u s ds    t ,  (1.5) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,


   
t

u t u s u s ds    t .  (1.6) 

Умножим (1.5) на (t). Тогда будем иметь неравенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .


 
       

t

u t t t u u s s ds  

Его можно записать в виде дифференциального неравенства 

 ( ) ( )( ( ) ( )),    v t t u v t  ,  t  (1.7) 

если положить  

( ) ( ) ( ) .


 
t

v t u s s ds  

Перепишем (1.7) в следующем виде:  

( )
( ),

( ) ( )

  
 
v t

t
u v t

  ,  t  

а затем проинтегрируем. Тогда получим  

ln( ( ) ( )) ln ( ) ( )


     
t

u v t u s ds     
( )

( ) ( ) ( ) ( ) .





    

tt s ds

u u s s ds u e  

В результате из неравенства (1.3) будем иметь правое неравенство 
требуемого соотношения (1.4), если положить 0.  t  Это и завершает до-

казательство оценки сверху в (1.4).  
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Доказательство оценки снизу проводится аналогично, где вместо не-
равенства (1.5) следует воспользоваться неравенством (1.6).  

Установим теперь некоторое неравенство для решений уравнения 
(1.1), связанное с условием Липшица. Пусть даны два решения 

0 0( ) ( , , )x t x x t t  и 0 0( ) ( , , )y t x y t t , определенные на некотором интервале 

0     t t . Они удовлетворяют соответствующим интегральным 

уравнениям, из которых можно составить разность  

0

0 0( ) ( ) ( ( ( ), ) ( ( ), )) .    
t

t

x t y t x y f x s s f y s s ds  

Произведя оценку норм обеих частей этого равенства, получим  

0

0 0 0|| ( ) ( ) || || || || ( ( ), ) ( ( ), ) || , .      
t

t

x t y t x y f x s s f y s s ds t t  

Отсюда с учетом условия Липшица можем записать  

0

0 0 0|| ( ) ( ) || || || || ( ) ( ) || , .      
t

t

x t y t x y L x s y s ds t t  

Аналогично этому можно вывести неравенство  

0

0 0 0|| ( ) ( ) || || || || ( ) ( ) || , .      
t

t

x t y t x y L x s y s ds t t  

Применяя теперь лемму 1.1, получим оценку решений для всех значений 
времени 0t t  и 0 0t  в следующем виде:  

 0 0( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0 0|| || || ( , , ) ( , , ) || || || .      L t t L t tx y e x x t t x y t t x y e      (1.8) 

Эта оценка называется основным неравенством. Оно характеризует 
скорость удаления и скорость сближения близких друг другу решений. 
С помощью оценки (1.8) легко доказывается следующее свойство реше-
ний уравнения (1.1).  

Теорема 1.5 (интегральная непрерывность решений) [94, с. 22]. 
Пусть правая часть уравнения (1.1) удовлетворяет условию Липшица. 
Если решение 0 0( , , )x x t t  уравнения (1.1) существует при 0 0 ,  t t t a  то 

для любого 0   можно найти ( ) 0,      такое, что решение 

0 0( , , )x y t t , определенное начальными данными 0 0 0 0( , , ) x y t t y , 0t t , где 

0 0|| ||  x y , существует в том же интервале и удовлетворяет для всех 

значений t в интервале 0 0  t t t a  неравенству 

0 0 0 0|| ( , , ) ( , , ) || .  x x t t x y t t   
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При условии, что правая часть уравнений (1.1) удовлетворяет ло-
кальному условию Липшица по x, интегральная непрерывность обладает 
определенным условием равномерности по t0 ≥ 0. А именно, имеет место 
следующее свойство. 

Определение 1.2 ([55, 68]). Система (1.1) удовлетворяет свойству 
равномерной интегральной непрерывности (свойству РИН), если для 
любого числа  > 0 (B  D), любых  > 0 и T > 0 можно указать число  = 
(, , T) > 0, такое, что  

||x(x0, t0, t)  x(y0, t0, t)|| <  

для любой четверки (x0, y0, t0, t)  D  D     , удовлетворяющей ус-
ловию  

t0 ≥ 0,  ||x0  y0|| < ;  || x(x0, t0, t)|| <   при  t0 ≤ t ≤ t0 + T. 

Теорема 1.6. Если функция :   nf D  непрерывна и удовле-

творяет локальному условию Липшица, то система (1.1) удовлетворяет 
свойству равномерной интегральной непрерывности.  

Доказательство. Пусть x(x0, t0, t) и x(y0, t0, t)  решения системы 
(1.1). По лемме 1.1 получаем  

||x(x0, t0, t)  x(y0, t0, t)|| ≤ ||x0  y0|| 0( )L t te . 

Поэтому для любого T > 0 имеем следующую оценку:  

||x(x0, t0, t)  x(y0, t0, t)|| ≤ ||x0  y0||
LTe   t  [t0, t0 + T]  и  t0 ≥ 0.  

Это и подтверждает свойство РИН.  
Замечание 1.1. Из определения свойства РИН при y0 = 0 вытекает, 

в частности, что если решение 0 0( , , )x x t t  при достаточно малом началь-

ном состоянии (||x0|| <  ) и t0 ≥ 0 ограничено шаром B, то оно равномерно 
ограничено по переменной t0 ≥ 0.  

Пример 1.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение x (1)n2tx, 
t  1. Нетрудно проверить, что несмотря на то, что оно не удовлетворяет 
условию Липшица, при п нечетном его решения обладают свойством рав-
номерной интегральной непрерывности; при п четном, напротив, свойство 
равномерной интегральной непрерывности отсутствует.  

Другие достаточные условия равномерной интегральной непрерыв-
ности могут быть получены на основании следующего определения.  

Определение 1.3. Решение (x0, t0, t) системы (1.1) будем называть 
равномерно ограниченным по t0  0, если Т > 0 C = C(T) > 0, то (x0, t0, 
t)  Сх0 для t0  t  t0 + T и всех t0  0.  
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Теорема 1.7. Пусть правая часть системы (1.1) удовлетворяет не-
равенству  

  f(x, t)  g(t)x, x  G, t  0, (1.9) 

где g:      непрерывная неотрицательная функция. Тогда, если для 
любого T > 0 существует постоянная С > 0 такая, что выполняется нера-
венство 

 
0

0

( )



t T

t

g t ds  С < +, t0  0, (1.10) 

то решения системы (1.1) обладают свойством равномерной ограничен-
ности по t0  0. 

Действительно, оценивая интегральное равенство  

(x0, t0, t) = х0 + 

0

0 0( ( , , ), )
t

t

f x t s s ds , 

получим (x0, t0, t)  х0 + 
0

0 0( ( , , ), )
t

t

f x t s s ds , или, с учетом (1.9), 

будем иметь неравенство (x0, t0, t)  х0 + 
0

0 0( ) ( , , )
t

t

g t x t s ds . Отсю-

да, воспользовавшись леммой 1.1 и (1.10), получаем оценку  

(x0, t0, t)  х0exp(
0

0

( )



t T

t

g t ds )  Сх0  t0  0, 

что и требовалось доказать.  
Заметим, что в примере 1.1 при нечетном п решения являются рав-

номерно ограниченными при t0  0, а при п четном они этим свойством не 
обладают. 

Теперь нетрудно видеть, что справедлива теорема.  
Теорема 1.8. Если все решения системы (1.1) равномерно ограниче-

ны по t0  0 для начальных состояний х0 из некоторого компакта K, то 
они обладают свойством равномерной интегральной непрерывности в K.  

Пример 1.2. Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение  

x  = (at sin t  2t)x,  x  , t  0; a  0, / 3 . 

1) Пусть a = 0. Тогда, интегрируя, получаем оценку  
x(x0, t0, t)  x(y0, t0, t) = x0  y0exp( 2

0t   t2)  x0  y0  
для любого T > 0 и для всех значений 0  t0 t  t0 + T. Следовательно, 
имеет место равномерная интегральная непрерывность решений.  
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2) Пусть a =  /3. Тогда, соответственно получим:  

x(t, t0, x0)  x(t, t0, y0) = x0  y0exp(/3 sin t  /3t cos t  t2)
0

t
t . 

Положим здесь t0n = 2n,  T =   и  tn = t0n + T. Тогда будем иметь  

( /3 sin t   /3t cos t  t2) 0
0


n

t T

t n
 = 2 (4n + 1)( /3  1)  + при n  +. 

Таким образом, убеждаемся, что равномерная интегральная непре-
рывность решений отсутствует.  

Пример 1.3. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вто-
рого порядка 

 ( 1) , , 1.      n x y
x xy y t

t t
 (1.11) 

Его общее решение имеет вид:  

0 0( 1)

0 0 0 0
0

( , , , )

 
 

   

n y t
t

x x y t t x
t

,  0 0
0 0 0( , , , )  y t

y x y t t
t

,  t  t0  1. 

Все решения системы (1.11) равномерно ограничены для любого на-
турального числа п. Действительно, нетрудно проверить, что если 
п четное, то  

x(x0, y0, t0, t)  x0  при  1 + y0t0  0,  t0  t  t0 + T 

и  
x(x0, y0, t0, t)  x0exp(Ty0)  при  1 + y0t0 > 0,  t0  t  t0 + T  для всех  t0  1. 

Это означает, что решения системы (1.11) равномерно ограничены по 
t0  1 для всех начальных состояний x0, y0 из компактного множества 
в 2 , и поэтому система (1.11) обладает свойством равномерной инте-
гральной непрерывности решений.  

Аналогично рассматривается случай нечетного значения п.  
 
 

1.3.  ПРЕДЕЛЬНЫЕ  МНОЖЕСТВА 
 

В теории устойчивости важную роль играют ограниченные решения 

0 0( , , ),x x t t  0t t , уравнения (1.1) и их положительные полутраектории  

0 0 0 0 0( , ) { : ( , , ), }    x t y D y x x t t t t , 
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которые обладают предельными точками при  t . Поведение таких 
решений на бесконечности во многом определяется свойствами их мно-
жеств предельных точек. Изложим основные свойства предельных мно-
жеств таких решений [105, с. 277].  

Определение 1.4. Пусть решение 0 0( , , )x x t t  уравнения (1.1) ограни-

чено при 0t t  в замыкании области D. Точка y D  называется -

предельной для решения 0 0( , , )x x t t , если существует неограниченная по-

следовательность моментов времени 1( ) n nt , 0nt t , такая, что 

0 0( , , ) nx x t t y  при  nt . Множество всех -предельных точек ре-

шения 0 0( , , )x x t t  обозначим через 0 0( , ).L x t   

Теорема 1.9. Если решение 0 0( , , ) x x t t D для всех 0t t , то множе-

ство 0 0( , )L x t  замкнуто.  

Доказательство. Возьмем произвольную последовательность точек 

0 0( ) ( , )ny L x t  такую, что ny y  при  n . Покажем, что 

y  0 0( , )L x t . По построению для каждого номера n существует последо-

вательность 1( ) 
n
k kt , n

kt  при  k  такая, что 0 0( , , ) n
k nx x t t y , 

если только  k . Поэтому для любого номера n можно указать номер 
( ) k k n n  такой, что будет выполнено неравенство  

0 0 ( )

1
|| ( , , ) || n

k n nx x t t y
n

. 

С учетом этих построений и неравенства треугольника можем записать 
соотношения  

0 0 ( ) 0 0 ( )

1
|| ( , , ) || || ( , , ) || || || || ||       n n

k n k n n n nx x t t y x x t t y y y y y
n

, 

которые справедливы для любого натурального n. Полученные оценки 
позволяют утверждать, что 0 0 ( )( , , ) n

k nx x t t y  при ( )   n
k nt n . Послед-

нее и означает, что y  0 0( , )L x t . Теорема доказана.  
Теорема 1.10. Если решение 0 0( , , )x x t t  ограничено, то имеет место 

равенство  

 0 0 0 0lim ( ( , , ), ( , )) 0.




t
d x x t t L x t   (1.12) 
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Доказательство. Предположим противное, т. е. существует число 
 > 0 и последовательность ( ),nt  nt  при n , такая, что рас-

стояние 0 0 0 0( ( , , ), ( , ))
nd x x t t L x t >  n  1. В этом случае с учетом ограни-

ченности решения 0 0( , , )x x t t  найдется подпоследовательность ( ) ( ),k nt t  

kt  при k , для которой последовательность точек 

0 0 1( ( , , )) k kx x t t  сходится к некоторой точке y при k . Тогда с одной 

стороны, по построению y  0 0( , )L x t , а с другой стороны, точка y должна 

находиться от 0 0( , )L x t  на расстоянии не меньше, чем  > 0. Полученное 
противоречие и доказывает теорему.  

Теорема 1.11. Если решение 0 0( , , )x x t t  ограничено, то -предельное 

множество 0 0( , )L x t  не пусто компактно и связно.  

Доказательство. Поскольку всякое ограниченное решение обладает 
предельными точками при t , то множество 0 0( , )L x t  не пусто, а 

с учетом теоремы 1.9 оно компактно. Остается показать, что 0 0( , )L x t  

связно. Действительно, если это не так, то 0 0( , )  L x t P Q , где P и Q  

два не пустых компактных множества, не имеющих общих точек. Следо-
вательно, с учетом компактности расстояние между ними ( , ) 0  d P Q . 

Кроме того, на основании теоремы 1.10 имеем предельное равенство 

0 0lim ( ( , , ), ) 0.


 
t

d x x t t P Q  Поэтому можно указать последовательность 

моментов времени ( ),nt  nt  при n , которая удовлетворяет 
условиям  

0 0lim ( ( , , ), ) ,
3

nn
d x x t t P   0 0lim ( ( , , ), )

3

nn
d x x t t Q . 

В силу ограниченности решения 0 0( , , )x x t t  из этой последовательности 

можно извлечь такую неограниченно возрастающую подпоследователь-
ность ( ) ( )k nt t , что 0 0( , , ) kx x t t y  при kt . Следовательно, по 

определению -предельной точки будем иметь включение 
y  0 0( , )  L x t P Q . Однако по построению точка y находится на рас-
стоянии не меньшем, чем  / 3, как от множества P, так и от множества Q. 
Пришли к противоречию, что и доказывает справедливость теоремы.  
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1.4.   УСЛОВИЯ  КАРАТЕОДОРИ  
 

Для неавтономных уравнений требования к функции f, определяю-
щей ее правую часть, можно ослабить без потери свойств существования 
и единственности решений. Это в первую очередь относится 
к требованию непрерывности f относительно переменной времени t. Из-
ложим основную идею этой возможности, основанную на так называемом 
условии Каратеодори [116, 132, 152].  

Оговорим основные свойства уравнения (1.1). Пусть D n   от-
крытое множество, а функция f : D   n  непрерывна по x  D для 
каждого t  и измерима по Лебегу относительно t  для каждого 
x  D. (Будем говорить кратко об измеримых множествах, измеримых 
функциях и интегралах на измеримом множестве типа Лебега). Предпо-
ложим, что для каждого компактного множества K  D существует две 
локально интегрируемых функции mK и lK такие, что:  

 | ( , ) | ( ) Kf x t m t    ( , ) , x t K  (1.13) 

 1 2 1 2| ( , ) ( , ) | ( ) | |  Kf x t f x t l t x x    1 2( , ), ( , ) . x t x t K   (1.14) 

Предположим, что функции mK и lK удовлетворяют условиям:  
F1: для каждого  > 0 существует  = K() > 0 такое, что если E  из-

меримое множество в n , содержащееся в интервале [s, s + 1] и с мерой 

меньше , тогда ( ) ;  KE
m s ds

 
 

F2: существует постоянная LK > 0 такая, что  
1

( )



s

K K

s

l s ds L  для каждого .s   

Определение 1.5. Функция :   nf D , непрерывная по x  D 

для каждого t   , измеримая по t    для каждого x  D, для которой 
существует локально интегрируемая функция mK, удовлетворяющая не-
равенству (1.13) на любом компакте K  D, называется удовлетворяю-
щей условию Каратеодори.  

Известны [132, с. 2830] следующие утверждения:  
 если функция f удовлетворяет условию Каратеодори, то сущест-

вует непродолжаемое решение 0 0( , , )x x t t  уравнения (1.1), проходящее 
через точку (x0, t0) из D ;  

 если, кроме того, f  локально липшицева по x, тогда такое реше-
ние 0 0( , , )x x t t  обладает свойством единственности;  

 решение непрерывно зависит от (x0, t0, t).  
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1.5.   ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧ  
ОБ  УСТОЙЧИВОСТИ 

 
Приведем известные, общепринятые и наиболее употребляемые свой-

ства устойчивости решений, источниками которых являются ставшие клас-
сическими понятия А. М. Ляпунова [81]: устойчивость, асимптотическая 
устойчивость и неустойчивость. Дальнейшее развитие теории устойчиво-
сти для неавтономного случая в период после А. М. Ляпунова привело уче-
ных к необходимости рассмотрения и детального изучения многочислен-
ных модификаций классических понятий. Было обращено внимание на воз-
можность (или невозможность) равномерности этих свойств по отношению 
к координатам состояния системы (вектора x0 ) или по отношению к на-
чальному моменту времени t0, а также по отношению к возможности их 
совместного выполнения. Последователями идей А. М. Ляпунова были вы-
работаны и соответствующие критерии новых свойств устойчивости в рам-
ках второго метода, приведены примеры представителей различных опре-
делений свойств устойчивости и их модификаций, подчеркивающие важ-
ность исследования всех возникающих ситуаций в определении свойств 
устойчивости. Однако, резюмируя накопленные результаты эволюции пря-
мого метода, можно сказать, что основных свойств по-прежнему четыре: 
устойчивость, асимптотическая устойчивость, глобальная асимптотическая 
устойчивость и неустойчивость.  
 
 

1.5.1.  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Если правая часть f :   nD  уравнения (1.1) непрерывна и 
удовлетворяет локальному условию Липшица, тогда, как известно, через 
каждую точку (x0, t0) области определения системы проходит единствен-
ное решение x(x0, t0, t), x(x0, t0, t0) = x0, определенное на некотором интер-
вале полуоси t ≥ t0.  

Отметим, что если изначально ставится задача об устойчивости про-
извольного состояния равновесия x = x0  D, то такую задачу всегда мож-
но свести к равновесию, расположенному в начале координат, сделав со-
ответствующую замену переменных y = x  x0. При этом, как нетрудно 
проверить, переходим к исследованию системы ( , ),y F y t  (0, ) 0,F t  

где следует положить 0 0( , ) ( , ) ( , ).  F y t f y x t f x t  Таким образом, зада-
ча об устойчивости равновесия системы обыкновенных неавтономных 
дифференциальных уравнений может быть всегда сведена к системе ви-
да (1.1).  
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Определение 1.6 [105]. Нулевое решение системы (1.1) называется:  
 устойчивым в смысле Ляпунова, если:  

( > 0)(t0 ≥ 0)( = (t0, ) > 0)(x0  B)(t ≥ t0)    0 0|| ( , , ) ||x x t t  < ; 

 равномерно устойчивым, если:  

( > 0)( = () > 0)(x0  B)(t0 ≥ 0) (t ≥ t0)    0 0|| ( , , ) ||x x t t  < . 

Пример 1.4 [131, p. 174]. Дифференциальное уравнение  

2(1 ( 1) )
1

    


 x
x x x t

t
 

получено из уравнения ( 1) z z z  подстановкой z = (t + 1)x. Поэтому об-

щее решение этого уравнения может быть записано в виде  

0

0 0
0 0 0

0 0 0 0

( 1)
( , , ) , .

( 1) ( ( 1) 1) 

 
    t t

x t
x x t t t t

x t x t e
 

Здесь нетрудно проверить, что нулевое решение устойчиво. Однако оно не 
является равномерно устойчивым, так как для любого достаточно малого 

числа  > 0 и 0 < x0 <  существует момент времени 0
0

1
1 0  t

x
 такой, 

что 0 0 0( , , ) 1  x x t t t t .  
Отметим также, что в примере 1.1 при п нечетном нулевое решение 

рассматриваемого уравнения равномерно асимптотически устойчиво, 
а при п четном оно неустойчиво.  

Отметим, что в примере 1.2 при нечетном п нулевое решение (1.11) 
устойчиво по Ляпунову, но не равномерно устойчиво по t0  1. При п чет-
ном нулевое решение (1.11) неустойчиво, причем по координате y сохра-
няется свойство равномерной асимптотической устойчивости для любого 
натурального п.  
 
 

1.5.2.  ПРИТЯЖЕНИЕ 
 

Определение 1.7 [105]. Нулевое решение системы (1.1) называется:  
 слабо притягивающим, если  

(t0 ≥ 0)( = (t0) > 0)( > 0)(x0  B)((tn)   , tn  +,    

0 0lim ( , , ) 0;


nn
x x t t   
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 равномерно слабо притягивающим, если  

( > 0)( > 0)(x0  B)(t0 ≥ 0)((tn)   , tn +,    

0 0lim ( , , ) 0;


nn
x x t t   

 притягивающим, если  

(t0 ≥ 0)( = (t0) > 0)( > 0)(x0  B)(T = T(t0, , x0) > 0)   

0 0|| ( , , ) ||x x t t  <   t  t0 + T;  

 эквипритягивающим, если  

(t0 ≥ 0)( = (t0) > 0)( > 0)(T = T(t0, ) > 0)(x0  B)   

0 0|| ( , , ) ||x x t t  <   t ≥ t0 + T.  

 равномерно притягивающим, если  

( > 0)( > 0)(T = T() > 0)(x0  B)(t0 ≥ 0)   

0 0|| ( , , ) ||x x t t  <   t ≥ t0 + T.  
Пример 1.5. Для дифференциального уравнения  

, 0,
1

  


 x
x t

t
 

общее решение с начальными данными 0 0( , )   x t  есть  

0 0
0 0

( 1)
( , , ) .

1




x t
x x t t

t
 

Отсюда видно, что нулевое решение равномерно устойчиво и экви-
притягивающее, но не является равномерно притягивающим.  

Множество  

0 0 0 0( ) { : ( , , ) 0, }    A t x G x x t t t  

представляет собой область притяжения начала координат в момент 
времени t0.  

В случае, когда 0( )A t  не зависит от t0, принято говорить, что область 
притяжения равномерная.  

Если G =n = 0( )A t  для любого t0  0, то говорят, что начало коорди-
нат глобально притягивающее. Кроме того, начало координат называют 
равномерно глобально притягивающим, если  

( > 0)(t0 ≥ 0)(x0  B)    0 0|| ( , , ) || 0x x t t   при  . t  
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Пример 1.6 [31, с. 84]. Рассмотрим систему  

2 2( 1) ,
1

, 0.
1

    

    





x
x t xy

t
y

y t
t

 

Интегрируя, получим  

2
2 ( 1) 2

1( 1) , .
1

   


c t c
x c t e y

t
 

Полагая t0 = 0, будем иметь  
2 (0) (0)

(0)( 1) , .
1

  


y t y
x x t e y

t
  

Отсюда видно, что если (0) 0,y  то ( ) 0x t  и ( ) 0y t  при t . Ес-
ли же (0) 0,y  то ( ) 0y t  t  0 и тогда непосредственно из первого 

уравнения системы получаем, что ( ) 0x t  при t . Поэтому нулевое 
решение является притягивающим. Тем не менее для любого  > 0 при 

2(0) , x  (0)  y  получим:  

1
2

1
1 .    

x e   

Следовательно, решение x = 0, y = 0 не является устойчивым, а значит, не  
является асимптотически устойчивым. Этот факт иллюстрируется на 
рис. 1.1.  

 
Рис. 1.1. Пример притягивающего, 
но неустойчивого равновесия 

2

 

e1

x 

y 

x = x(t) 
y = y(t) 

0 
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1.5.3.   АСИМПТОТИЧЕСКАЯ  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Определение 1.8 [105]. Нулевое решение системы (1.1) называется:  
 асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и притягиваю-

щее;  
 эквиасимптотически устойчивым, если оно устойчиво и эквипри-

тягивающее;  
 равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномерно 

устойчиво и равномерно притягивающее;  
 глобально асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и гло-

бально притягивающее;  
 равномерно глобально асимптотически устойчивым, если оно рав-

номерно устойчиво и равномерно глобально притягивающее.  
 
Пример 1.7 [131, с. 174]. Дифференциальное уравнение  

2 3(1 ( 1) )
1

    


 x
x x x t

t
 

получено из уравнения 2( 1) z z z  подстановкой z = (t + 1)x. Непосред-

ственным интегрированием убеждаемся, что для фиксированного t0  0 
область притяжения нулевого решения определяется неравенством  

0
0

1
| | .

1



x

t
 

Поэтому тривиальное решение не является равномерно асимптотически 
устойчивым.  

Пример 1.8. Для дифференциального уравнения примера 1.2 общее 
решение с начальными данными 0 0( , )   x t  есть  

0 0
0 0

( 1)
( , , ) .

1




x t
x x t t

t
 

Отсюда видно, что нулевое решение равномерно устойчиво и равномерно 
притягивающее относительно x0, но не является равномерно притягиваю-
щим относительно t0  0. Следовательно, начало координат не является 
равномерно асимптотически устойчивым.  

Пример 1.9 [105, с. 20]. Рассмотрим дифференциальное уравнение  
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2

2

, для 1 ( 1) 1,
1

2
, для 1 ( 1),

1 ( 1)

2
, для ( 1) 1, 0.

1 ( 1)


    


     


      



x
x t

t
x

x x t
t t

x
x t t

t t

  

 
Путем непосредственного интегрирования несложно убедиться, что 

решение x = 0 эквиасимптотически устойчиво, но не является ни равно-
мерно устойчивым, ни глобально асимптотически устойчивым.  

Пример 1.10. Рассмотрим простейшее линейное скалярное неавто-
номное дифференциальное уравнение 

 ( ) , 0, x a t x t    (1.15) 

где :   a   непрерывная, ограниченная функция.  
Известно следующее утверждение [128].  
Решение x = 0 системы (1.15) тогда и только тогда:  
 устойчиво, если 0 0 t  0( ) 0 M t  такое, что  

0

0 0( ) ( ), ;  
t

t

a s ds M t t t   

 равномерно устойчиво, если 0 M  такое, что  

0

0 0( ) , , 0;    
t

t

a s ds M t t t  

 асимптотически устойчиво, если 0 0 t  имеет место предел  

0

( ) 
t

t

a s ds  при ; t  

 равномерно асимптотически устойчиво, если существует  > 0 
такое, что  

 
0

0 0( ) ( ),    
t

t

a s ds t t t t  и 0 0. t   (1.16) 

Доказательство. Установим справедливость теоремы для случая 
равномерной асимптотической устойчивости.  
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Необходимость. Пусть решение x = 0 системы (1.15) равномерно 
асимптотически устойчиво. Докажем, что в этом случае выполняется 
(1.16). Предположим, от противного, что имеет место следующее свой-
ство:  

0   * 0 t  *

* t t  такое, что 

*

*

*
*( ) ( ).  

t

t

a s ds t t  

Для нормы решения 0 0|| ( , , ) ||x x t t  из определения равномерной асим-

птотической устойчивости следует, что:  

( 0  )( ( ) 0     )( ( ) 0   T T )( 0 0 t )( 0  x B )   

 0 0|| ( , , ) || x x t t   0  t t T .  (1.17) 

Оценим решение, определяемое формулой 0

( )

0 0 0( , , )



t

t
a s ds

x x t t x e , с помо-

щью соотношения (1.16), положив 0| |1
ln 


x

T
, t0 = t* и t = t*. Тогда по-

лучим  

*

*
* *

( )
( )*

0 * 0 0|| ( , , ) || | | | | . 
 

t

t
a s ds

t tx x t t x e x e  

Поскольку ясно, что число T можно считать большим, чем *
*t t , то от-

сюда имеем соотношения:  

0| |
ln*

0 * 0 0|| ( , , ) || | | | | .
    

x
Tx x t t x e x e  

Таким образом, пришли к противоречию с условием (1.17). Необхо-
димость доказана.  

Достаточность. Эта часть доказательства легко следует из условия 
(1.16) и очевидных соотношений  

0 0

( )
( )

0 0 0 0 0|| ( , , ) || | | | | | |, 


  
t

t
a s ds

t tx x t t x e x e x   0 t t   и  0 0. t  

Итак, решение 0x  равномерно асимптотически устойчиво.  
Доказательство остальных утверждений можно осуществить анало-

гичным образом.  
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1.5.4.  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ  УСТОЙЧИВОСТЬ  
И  УСТОЙЧИВОСТЬ  МНОЖЕСТВ  

 
Исследование понятия относительной устойчивости для динамиче-

ских систем рассматривается в работах [45, 64, 65, 81, 101, 103, 121, 126, 
130, 145, 153, 160, 161, 162, 166].  

Будем говорить, что множество Y в D положительно инвариантно, 
если x0  Y имеем включение x(x0, t0, t)  Y  t0 ≥ 0 и t ≥ t0.  

Определение 1.9. Пусть Y – замкнутое положительно инвариантное 
множество, содержащее начало координат. Решение x = 0 системы (1.1) 
является:  

 равномерно устойчивым относительно Y, если  

(  >0)( = () > 0)(x0  B  Y)(t0 ≥ 0)   

||x(x0, t0, t)|| <  t ≥ t0; 

 слабо притягивающим относительно Y, если  

(t0 ≥ 0)( = (t0) > 0)( > 0)(x0  B  Y)((tn)   , tn +,    

0 0|| ( , , ) || 0;nx x t t  

 равномерно слабо притягивающим относительно Y, если  

( > 0)( > 0)(x0  B  Y)(t0 ≥ 0)((tn)   , tn +,    

0 0|| ( , , ) || 0;nx x t t  

 равномерно притягивающим относительно Y, если  

( > 0)( > 0)(T > 0)(x0  B  Y)(t0 ≥ 0)   

||x(x0, t0, t) || <   t ≥ t0 + T; 

 равномерно Y-асимптотически устойчивым, если оно равномерно 
Y-устойчиво и равномерно Y-притягивающее;  

 равномерно Y-глобально асимптотически устойчивым, если оно 
равномерно Y-асимптотически устойчиво, D =n , и каждое решение x(x0, 
t0, t), x0  Y, t0 ≥ 0, стремится к началу координат при t  +.  

При Y =n  из этих определений соответственно следуют общепри-
нятые свойства определения пп. 1.1.11.1.3.  

Пусть d :    n n   функция расстояния и Y n . Положим  

B(Y, r) = {x n : d(Y, x) < r},  r > 0. 
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Согласуясь с устойчивоподобными понятиями для состояний равно-
весия (см. [64, 65, 121]) будем использовать следующие свойства замкну-
тых множеств.  

Определение 1.10. Замкнутое положительно инвариантное множест-
во Y называется:  

 равномерно устойчивым, если  

( > 0)( =  ()>0)(t0 ≥ 0)(x0  B(Y,  ))   

d(x(x0, t0, t), Y) <   t ≥ t0; 

 равномерно притягивающим, если  

( > 0)( > 0)(T = T(, ) > 0)(x0  B(Y, ))(t0 ≥ 0)   

d(x(x0, t0, t), Y) <   t ≥ t0 + T; 

 равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномерно 
устойчиво и равномерно притягивающее;  

 равномерно глобально асимптотически устойчивым, если оно рав-
номерно асимптотически устойчиво, D = n , и каждое решение x(x0, t0, t), 
x0 n \ Y, t0 ≥ 0, стремится к множеству Y при t  +.  
 
 

1.6.  ФУНКЦИИ  ЛЯПУНОВА  
 

Пусть K означает множество непрерывных строго монотонно воз-
растающих функций (функций Хана) :   a  таких, что a(0) = 0. На-
помним следующие понятия.  

Определение 1.11. Непрерывная функция V(x, t) (V :   D ) 
называется определенно положительной, если существует функция a 
из класса K такая, что  

( , ) (|| ||)V x t a x  t ≥ 0  и  V(0, t) = 0  0 t . 

Функция V(x, t) называется определенно отрицательной, если функция 
(– V(x, t)) является определенно положительной.  

Определение 1.12. Непрерывная функция V(x, t) (V:   D ) на-
зывается знакоположительной, если  

V(x, t)  0   x n , 0 t   и  V(0, t) = 0  0 t . 

Функция V(x, t) называется знакоотрицательной, если функция 
(– V(x, t)) является знакоположительной.  
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Если в области D функция V(x, t) принимает как положительные, 
так и отрицательные значения, то она называется знакопеременной.  

Определение 1.13 [8]. Непрерывная функция V(x, t) (V: 
 n   ) называется бесконечно большой при || ||x  +, если  

V(x, t)  +  при || ||x  + 

равномерно по t . Иными словами: R > 0  r = r(R) > 0, что  

V(x, t) > R  при  t ≥ 0  и  || ||x  > r. 

В теории второго метода А. М. Ляпунова изучается поведение функ-
ций V(x, t) вдоль траекторий системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (1.1) и на основе этого делается вывод об устойчивости или 
неустойчивости точек покоя системы.  

Функции, имеющие указанное предназначение, принято называть 
функциями Ляпунова. Здесь важную роль играет понятие производной 
функции Ляпунова, вычисленной по времени в силу рассматриваемой 
системы, или, короче, производной по времени функции V. Для непрерыв-
но дифференцируемой функции V:   D  эта производная обычно 

обозначается ( , )V x t  и определяется равенством  

 

1

( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ,



       
  
 



n

i
i i

V x t V x t
V x t f x t

x t

V x t V x t
f x t

x t

  (1.18) 

где штрих «  » означает операцию транспонирования.  
Правая часть (1.18) является скалярным произведением градиента 

V(x, t) / x функции V(x) и вектора фазовой скорости f(x, t) системы 
(1.1). Поэтому, если знак этого произведения положителен в некоторой 
точке x = x0, то в этой точке решение x(x0, t0, t) системы пересекает по-
верхность уровня V(x, t) = V(x0, t0) в направлении возрастания функции 
V(x(x0, t), t) при t > t0; если же скалярное произведение отрицательно, то 
решение x(x0, t0, t) пересекает указанную поверхность уровня в направле-
нии убывания функции V(x(x0, t), t) при t > t0. Это же поясняет и непосред-
ственное вычисление производной по времени t от суперпозиции функций 
V(x(x0, t), t), а именно, по определению производной имеем:  

0 0 0
0 0

( ( , ), ) ( , , )
( ( , , ), )

    
V x x t t dx x t td

V x x t t t
dt x dt

. 
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Отсюда в силу системы (1.1) следует, что  

0 0
0 0 0 0

( ( , , ), )
( ( , , ), ) ( ( , , ), )

    
V x x t t td

V x x t t t f x x t t t
dt x

. 

Основная идея использования вспомогательных функций V(x, t) 
в изучении устойчивости состоит в следующем [81].  

Известно, что в достаточно малой окрестности U начала координат 
поверхности уровня V(x, t) = c, c > 0, определенно положительных функ-
ций определяют систему замкнутых поверхностей, «охватывающих» точ-
ку х = 0. Пусть ( , )V x t  0 для x  U и t ≥ 0. Тогда, если V(x0, t0) = c, то 
функция V(x(x0, t0, t), t) не возрастает c ростом t, а значит, решение x(x0, t0, 
t) не покидает U и, более того, либо оно «пересекает» поверхность уровня 
в направлении начала координат, т. е. снаружи внутрь, либо «скользит» 
вдоль этой поверхности. Следовательно, можно ожидать, что в таком слу-
чае начало координат устойчиво.  

При выполнении строгого неравенства ( , )V x t < 0 (в U при t ≥ 0) со-
ответствующие траектории пересекают под определенным углом семей-
ство поверхностей уровня V(x, t) = c снаружи внутрь при любом достаточ-
но малом значении c > 0, и тогда можно ожидать, что начало асимптоти-
чески устойчиво. Если же ( , )V x t  > 0 в U при t ≥ 0, то функция V(x(x0, t0, 
t), t) возрастает при t > t0, и тогда каждая точка поверхности уровня 
V(x, t) = c является точкой «выхода» из множества, ограниченного этой 
поверхностью. Ясно, что в таком случае, скорее всего, начало координат 
будет неустойчивым.  
 
 

1.6.1.  ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ  СТРУКТУРА  
ПОВЕРХНОСТЕЙ  ЛЯПУНОВА  

 
Во всех перечисленных случаях особую роль играют замкнутые по-

верхности уровня, образующие ограниченные окрестности начала коор-
динат. Ляпунов установил, что таким свойством обладают непрерывные 
определенно положительные функции V : nD   .  

Если же функция V(x, t) лишь знакоположительная или знакопере-
менная, то в окрестности начала поверхности V(x, t) = c, вообще говоря, 
разомкнуты при любых достаточно малых c > 0.  

Пусть G  открытая окрестность нуля в n  и V: G      непре-
рывная определенно положительная функция. Представляем исследова-
ние структуры поверхностей уровня V(x, t) = c, c > 0, функции V [50, 65].  
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Определение 1.14. Будем говорить, что уравнение V(x, t) = c, c > 0, 
задает поверхность Ляпунова, если существует «шар» εB   G,  > 0, 

такой, что для любой непрерывной линии  

 x: [0, T] n ,  T > 0,  x(0) = 0,  x(T) = ,  (1.19) 

найдется число   ]0, T[, для которого x(t)  G для всех t  [0, ], причем 
V(x(),) = c.  

Лемма 1.2. Для непрерывной определенно положительной функции 
V: G     существует число *c  > 0 такое, что V(x, t) = c является 

поверхностью Ляпунова для любого значения с  [0, *c ].  
Доказательство. Рассмотрим шар B,  > 0, содержащийся в G вме-

сте со своим замыканием, и вычислим значение *c =
|| || ε, 0
min ( , )
 x t

V x t . Соеди-

ним теперь точку х = 0 с какой-либо точкой х, х = , с помощью непре-
рывной линии (1.19), причем x(t)  εB  t  [0, Т]. Так как V(0, t) = 0, 

( , )V p t  *c  при всех 0  t  T и функция V(x(t), t) непрерывна, то для каж-

дого 0 < c < *c  можно указать число  = (c)  [0, T], для которого 
V(x(),) = c.  

Лемма доказана.  
Отсюда вытекает также и следующее утверждение.  
Следствие 1.2. Если для непрерывной функции V: G      урав-

нение V(x, t) = c , c > 0, задает поверхность Ляпунова, то при всех 0 < c 
< c  уравнение V(x, t) = c также задает поверхность Ляпунова.  

Замечание 1.1. Определенно положительные квадратичные формы 
V(x) = x Bx  имеют простую геометрическую структуру поверхностей 
уровня. Здесь V(x) = c определяет поверхность Ляпунова при любом c > 0. 
Однако, в общем случае для функций со свойствами определенной поло-
жительности такое утверждение неверно.  

Предложение 1.1. Если для непрерывной определенно положитель-
ной функции V: n      при некотором c  > 0 поверхность 

V(x, t) = c  не является поверхностью Ляпунова, то существует единст-
венное число сV > 0 такое, что:  

1) V(x) = c  поверхность Ляпунова для 0 < c < cV;  
2) при всех c > cV уравнение V(x, t) = c не является поверхностью 

Ляпунова.  
Доказательство. Так как V(x, t)  определенно положительная функ-

ция, то по лемме 1.2 найдется число *c > 0, что V(x, t) = c  поверхность 

Ляпунова для всех значений 0 < c < *c . Обозначим через сV верхнюю грань 
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всех таких чисел *c . По условию V(x, t) = c  не является поверхностью 
Ляпунова, поэтому в силу следствия 1.2 число сV < +. Следовательно, 
условие 1) предложения 1.1 также выполняется на основании следствия 
1.2, а условие 2) вытекает очевидным образом из определения сV как 
верхней грани чисел указанного типа. Единственность существования 
числа сV следует из предположений 1) и 2).  

Замечание 1.2. а) Число c = cV непосредственно связано с опреде-
ленно положительной функцией Ляпунова V(x, t). Поэтому уместно на-
звать его оптимальным числом функции Ляпунова (или кратко, оптималь-
ным числом V ).  

b) Поверхность уровня V(x, t) = cV может как быть поверхностью Ля-
пунова, так и не быть ею. Для подтверждения этого рассмотрим следую-
щие два примера.  

Пример 1.11. Для определено положительной функции  

V(x, y) = 
2 2

2 21 1


 
x y

x y
,  (x, y)  2 , 

как нетрудно вычислить, cV = 1, и уравнение V(x, y) = 1 не определяет по-
верхность Ляпунова. Поверхности уровня изображены на рис. 1.2.  
 

 

Рис. 1.2. Линии уровня V(x, y) = c 

c ≥ 1 0 < c < 1 

y 

x 
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Пример 1.12. Пусть V(x, y) =
2 2

2 2 2 2(1 ) (1 )


 
x y

x y
. Здесь вычисления 

показывают, что cV = 0,25 и поверхность V(x, y) = с0 является поверхно-
стью Ляпунова. Линии уровня функции V при 0 < c < 0,25 представлены 
на рис. 1.5, a. Здесь имеется девять несвязных между собой кривых линий. 
При c = 0,25 линии уровня представлены на рис. 1.3, b.  

При c > 0, 25 замкнутые линии V(x, y) = с отсутствуют.  
 

 
 

Рис. 1.3. Линия уровня V(x, y) = c: 
a) при 0 < c < 1/4;   b) при c =1/4. 

 
 

1.7.  КЛАССИЧЕСКИЕ  ТЕОРЕМЫ 
ОБ  УСТОЙЧИВОСТИ 

 
1.7.1.  НЕАВТОНОМНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  

 
В этом разделе сформулируем без доказательства общеизвестные ут-

верждения второго метода, основанные на результатах А. М. Ляпунова 
[81], Н. Г. Четаева [112], К. П. Персидского [98], Е. А. Барбашина и 
Н. Н. Красовского [8; 75]. Они составляют основу известных утверждений 
классической теорий второго метода Ляпунова.  

Теорема 1.7.1 [81]. Предположим, что существует окрестность U 
для x = 0, функция V  1 ( n  ,  ) и функция a  K такие, что для 
любых (x, t)  U    выполняются следующие условия:  

1) (|| ||) ( , );a x V x t   

2) ( , ) 0.V x t   

x 

y 

a) b) 

y 

x 
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Тогда решение x = 0 системы (1.1) устойчиво по Ляпунову.  
Теорема 1.7.1.1 [98]. Если при выполнении условий теоремы 1.4.1 до-

полнительно потребовать, чтобы существовала функция b  K такая, 
что выполняется неравенство ( , ) (|| ||),V x t b x  то решение x = 0 систе-

мы (1.1) равномерно устойчиво.  
Теорема 1.7.2. Предположим, что существует окрестность U для 

x = 0, функция V  1 ( U  ,  ), и функции a, b, c  K такие, что для 

всех (x, t)  U    выполняются следующие условия:  
1) (|| ||) ( , ) (|| ||); a x V x t b x   

2) ( , ) ( ( , )) V x t c d Y x .  

Тогда решение x = 0 системы (1.1) равномерно асимптотически устойчиво. 
Теорема 1.7.3 [8]. Пусть D = n . Предположим, что существуют 

функции V  1 ( n  ,  ), и функции a, b, c  K такие, что для всех 
(x, t) n    выполняются следующие условия:  

1) (|| ||) ( , ) (|| ||); a x V x t b x   

2) ( , ) ( ( , )) V x t c d Y x ;  

3) каждое решение x(x0, t0, t), удовлетворяющее условию V(x(x0, t0, t), 
t) ≤ M < +, ограничено.  
Тогда решение x = 0 системы (1.1) глобально равномерно асимптотиче-
ски устойчиво.  

Теорема 1.7.4.1 [81]. Если существуют 0 ,t 0   ( ), B D  от-

крытое множество  B , непрерывно дифференцируемая функция 

0: [ , ]    V B t , функции a, b  K такие, что для всех (x, t) 

 0[ , [ t  выполняются следующие условия:  

1) 0 ( , ) (|| ||); V x t b x   

2) ( , ) (|| ||);V x t a x   

3) начало координат x = 0 принадлежит Fr ;  
4) ( , ) 0V x t  на ε 0(Fr ) [ , ].  B t   

Тогда решение x = 0 системы (1.1) неустойчиво.  

Теорема 1.7.4.2 [81]. Если существуют 0 ,t 0   ( ), B D  от-

крытое множество  B , непрерывно дифференцируемая функция 

0: [ , ]    V B t , непрерывная функция 0: [ , ] ,   W t , функция 

b  K и число c > 0 такие, что для всех (x, t)  0[ , ] t  выполняются 

следующие условия:  



 39

1) 0 ( , ) (|| ||); V x t b x   

2) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ) 0);  V x t cV x t W x t W x t   

3) начало координат x = 0 принадлежит Fr ;  
4) ( , ) 0V x t  на 0(Fr ) [ , ].  B t   

Тогда решение x = 0 системы (1.1) неустойчиво.  
Первое существенное продвижение в направлении развития идей 

второго метода А. М. Ляпунова сделано Н. Г. Четаевым [112]. Им было 
замечено, что для обнаружения неустойчивости невозмущенного движе-
ния достаточно выделить хотя бы одно решение исследуемой системы, 
которое покидает фиксированную окрестность этого решения при сколь 
угодно малых по норме начальных возмущений 0|| || .x   

Теорема 1.7.4.3 [112]. Предположим, что существуют 0 ,t 0   

( ), B D  открытое множество  B , непрерывно дифференцируемая 

функция 0: [ , ]    V B t , функция a  K и число k > 0 такие, что для 

всех (x, t)  0[ , ] t  выполняются следующие условия:  

1) 0 ( , ) ; V x t k   

2) ( , ) ( ( , ));V x t a V x t ;  

3) начало координат x = 0 принадлежит Fr ; 
4) ( , ) 0V x t  на 0(Fr ) [ , ].  B t   

Тогда решение x = 0 системы (0.1) неустойчиво.  
Пример 1.13 [131, с. 204]. Рассмотрим систему уравнений  

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

   


   



x a t x b t x x x

x a t x b t x x x
 

Возьмем функцию Ляпунова  
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) , ( , ) 2 ( )( ).   V x x x x V x x b t x x  

В соответствии с представленными теоремами второго метода нуле-
вое решение исследуемой системы будет:  устойчивым, если 

( ) 0b t ;  неустойчивым, если ( ) 0;b t   равномерно асимптотически 

устойчивым, если существует число 0   такое, что 
0

0( ) ( ),  
t

t

b s ds t t  

0 , t t  0 0. t  Последнее следует из того факта, что выбранная функ-
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ция Ляпунова и ее производная по времени дают для решения ( ) x t  

= 1 10 20 0 2 10 20 0( ( , , , ), ( , , , ))x x x t t x x x t t  следующее равенство  

0

2 ( )
2 2 2

10 20 0|| ( ) || ( ), .


   
t

t
b s ds

x t e x x t t  

Если здесь, в частности, выполняется неравенство  

0( ) 0, 0,   b t b t  

то равномерная асимптотическая устойчивость начала координат системы 
следует из теоремы 1.4.2.  
 
 

1.7.2.  ПЕРИОДИЧЕСКИЕ  ПО  ВРЕМЕНИ 
УРАВНЕНИЯ  

 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ( , ), , ,     nx f x t x D t   (1.20) 

где D  открытая окрестность начала координат пространства n , а 
функция ( , )f x t  ( :   nf D ) непрерывная, периодическая по време-
ни t с периодом  > 0, удовлетворяет условию Липшица в области D, при-
чем (0, ) 0 .  f t t   

Для таких уравнений в работе [75] получено обобщение теорем 1.7.2, 
1.7.3 и 1.7.4 в виде следующих утверждений.  

Теорема 1.7.2.1 [75]. Пусть для уравнения (1.20) существуют окре-
стность U точки x = 0, непрерывно дифференцируемая, периодическая по 
t с периодом  > 0, функция :   V U  и функция a K  такие, что 
для всех ( , )  x t U  выполняются условия:  

1)  (|| ||) ( , )a x V x t   и (0, ) 0;V t   

2)  ( , ) 0V x t ;  

3)  множество { : ( , ) 0 }     M x U V x t t = 0} не содержит по-

ложительных полутраекторий, кроме нулевой.  
Тогда начало координат уравнения (1.20) асимптотически устойчиво.  

Теорема 1.7.3.1 [8]. Пусть множество G = n . Предположим, что 
для уравнения (1.16) существуют непрерывно дифференцируемая, перио-
дическая по t с периодом  > 0, функция :    nV  и функция a K  
такие, что выполняются условия:  
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1) (|| ||) ( , )a x V x t   и (0, ) 0;V t   

2) ( , ) 0V x t ;  

3) множество { : ( , ) 0 }     M x U V x t t = 0} не содержит по-

ложительных полутраекторий, кроме нулевой.  
4) функция ( , )V x t  является бесконечно большой.  

Тогда начало координат уравнения (1.20) глобально асимптотически ус-
тойчиво.  

Теорема 1.7.4.4 [75]. Пусть для уравнения (1.20) существуют окре-
стность U точки x = 0, непрерывно дифференцируемая, периодическая по 
t с периодом  > 0, функция :   V U  и функция a K  такие, что 
для всех ( , )  x t U  выполняются условия:  

1) 0 t    > 0   p  B, что 0( , ) 0V p t ;  

2) ( , )V x t   0   x  U \ {0};  

3) множество { : ( , ) 0 }     M x U V x t t = 0} не содержит по-

ложительных полутраекторий, кроме нулевой.  
Тогда нулевое решение уравнения (1.20) неустойчиво.  

Пример 1.14. Рассмотрим систему уравнений  
3 2

1 1 1 2

3 2
2 2 1 2

2 sin ,

2 cos , .

    


     


 
x x x x t

x x x x t
 

Возьмем определенно положительную функцию Ляпунова  

2 2 4 2 2 4
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1
( , ) ( ), ( , ) 2 (sin cos ) .

2
       V x x x x V x x x x x t t x  

Производная V  будет:  
 знакоотрицательной, если | | 1/ 2  ,  

 определенно отрицательной, если | | 1/ 2  .  

в остальных случаях производная V  будет знакопеременной.  
Согласно теореме Ляпунова начало координат (0,0) данной системы 

будет устойчивым, если | | 1/ 2.   Оно будет асимптотически устойчи-

вым, если | | 1/ 2  .  

Пример 1.15. Пусть задано дифференциальное уравнение Льенара  

( , ) ( ) 0,   x a x t x b x  
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где обе функции :    a  и :  b  непрерывны, b(0) = 0, а 
( , )a x t   ограниченная, периодическая по времени t функция. Предполо-

жим, кроме того, что выполнено условие  

0( , ) 0   a x t a x   и  . t  

Рассмотрим определенно положительную функцию Ляпунова  

2 2

0

1
( , ) ( ) , ( , , ) ( , ) .

2
       

x

V x x x b s ds V x x t a x t x  

Поскольку производная ( , , ) V x x t  лишь знакоотрицательная, то по теоре-
ме Ляпунова равновесие 0 x x  будет устойчивым.  

Однако, здесь можно получить более сильное утверждение, исполь-
зуя ту же функцию Ляпунова, но при этом воспользоваться теоремой 
Н.Н. Красовского. Действительно, нетрудно проверить, что в данном слу-
чае функции выполнены все условия теоремы 1.7.2, т. е. равновесие 

0 x x  асимптотически устойчиво.  
Если при этом дополнительно потребовать условие  

0

( )  
x

b s ds   при  | | , x  

то функция Ляпунова будет бесконечно большой. В этом случае согласно 
теореме 1.7.3 указанное равновесие будет глобально асимптотически ус-
тойчивым.  
 
 

1.7.3.  АВТОНОМНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  
 

Приведем основные утверждения широко известных ныне результа-
тов по развитию прямого метода Ляпунова, выполненных Е. А. Барбаши-
ным и Н. Н. Красовским для случая автономного дифференциального 
уравнения  

 ( ), ,   nx f x x D   (1.21) 

где D  окрестность начала координат пространства n , а функция 
:  nf D  непрерывна, (0) 0f , и удовлетворяет условию Липшица в 

области D.  
Теорема 1.7.2.2 [75]. Пусть существуют окрестность U начала ко-

ординат и непрерывно дифференцируемая функция V : U    такие, 
что:  
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1) V(x) > 0  xU \ {0} и V(0) = 0;  
2) ( )V x  0  x  U;  

3) множество M = {xU : ( )V x = 0} не содержит положительных 
полутраекторий, кроме нулевой.  

Тогда начало координат уравнения (1.21) асимптотически устойчиво.  
Теорема 1.7.3.2 [8]. Пусть множество G = n . Предположим, что 

существует непрерывно дифференцируемая функция V : n    такая, 
что:  

1) V(x) > 0  x n  \ {0} и V(0) = 0;  
2) ( )V x  0  x n ;  

3) множество Y = {x n : ( )V x = 0} не содержит положительных 
полутраекторий, кроме нулевой;  

4) функция V(x) является бесконечно большой.  
Тогда начало координат уравнения (1.21) глобально асимптотически 

устойчиво.  
Терема 1.7.4.2 [75]. Предположим, что существуют окрестность U 

точки х = 0 в G и непрерывно дифференцируемая функция V : G   та-
кая, что:  

1)   > 0  p  B, что ( )V p > 0;  

2) ( )V x   0  x  U \ {0};  

3) множество M = {x  U \ {0} : ( )V x = 0} не содержит положи-
тельных полутраекторий.  

Тогда нулевое решение уравнения (1.21) неустойчиво.  
Внешнее отличие этих теорем от классических утверждений 

А. М. Ляпунова [81] и Н. Г. Четаева [112] состоит в дополнительном тре-
бовании, а именно в проверке условия 3). Однако, как указал Е. А. Барба-
шин [10, c. 26], отсутствие на множестве M положительных полутраекто-
рий достаточно легко проверяется. Действительно, если уравнение по-
верхности, определяющей множество M, задается условием 

1 2( , , ..., ) 0 nx x x , то соотношение  

 
1

( )
( ) ( ) 0



  


n

j
j j

x
x f x

x
  (1.22) 

дает достаточное условие отсутствия полутраекторий.  
Если функции   и f непрерывно дифференцируемы, то можно по-

вторить рассуждения, воспользовавшись понятием производных высшего 
порядка по времени от функции ( ), x  и в дополнение к (1.22) выписать 
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аналогичное условие для ( ). x  Если функции ( ), x  и ( )f x  дифферен-
цируемы достаточное число раз, то на указанном пути можно подобным 
образом получить ряд достаточных условий отсутствия положительных 
полутраекторий уравнения (1.21). Каждое из добавленных таким путем 
соотношений типа (1.22) сужает множество, на котором проверяется от-
сутствие полутраекторий, что с практической точки зрения последова-
тельно облегчает проверку условий 3). На этом пути получены результаты 
работы Григорьевой Н. Б. [28].  

Представленные результаты метода функций Ляпунова предполага-
ют, что задачу устойчивости можно успешно решать при условии по-
строения вспомогательной функции V, которая подчинена определенным 
требованиям. Хотя утверждения даны в форме достаточных условий ус-
тойчивости, обращению этих теорем посвящен ряд серьезных исследова-
ний ученых. Причина такого внимания объясняется тем, что теоремы об-
ращения дают ответ на вопрос о широте класса задач, который может 
быть изучен с помощью метода функций Ляпунова. Таким образом, они 
играют важную роль, во-первых, для того, чтобы подчеркнуть мощность 
идей прямого метода А. М. Ляпунова. Во-вторых, теоремы обращения, 
могут существенным образом использоваться для дальнейшего развития и 
обоснования метода знакопостоянных функций.  
 
 

1.8.  ТЕОРЕМЫ  ОБРАЩЕНИЯ  
 

Представим теоремы существования функции Ляпунова, удовлетво-
ряющих различным устойчивоподобным свойствам состояний равновесия 
дифференциальных уравнений. Первая из этих теорем относится к свой-
ству устойчивости в смысле Ляпунова.  

Теорема 1.8.1 [98]. Пусть правая часть системы (1.1) непрерывно 

дифференцируема по переменным (x, t) ρ , B  ρ 0,  ρ ,B D  и обла-

дает устойчивым состоянием равновесия x = 0. Тогда существуют функ-
ции (1,1)

ρ( , )   xtV C B  и a K  такие, что для любой точки (x, 

t) ρ
 B  имеют место условия:  

1) (|| ||) ( , );a x V x t   

2) ( , ) 0.V x t   
Теорема 1.8.1.1 [75, 77]. Пусть правая часть системы (0.1) непре-

рывно дифференцируема по переменным (x, t) , B  0,   , B D  и 

обладает равномерно устойчивым состоянием равновесия x = 0. Тогда 
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существуют функции , a b K  и (1,1) ( , ) 
  xtV C B  такие, что для 

любой точки (x, t) 
 B  имеют место условия:  

1) (|| ||) ( , ) (|| ||); a x V x t b x   

2) ( , ) 0.V x t   
Теорема 1.8.2 [75]. Пусть правая часть системы (0.1) непрерывна, 

удовлетворяет условию Липшица по переменной ,x B  0,   , B D  и 

обладает равномерно асимптотически устойчивым состоянием равнове-
сия x = 0. Тогда существуют функции (1,1) ( , ) 

  xtV C B , функции Ха-

на , , a b c K  и положительные числа 1M  и 2M  такие, что для любой 

точки (x, t)  D  имеют место условия:  
1) (|| ||) ( , ) (|| ||); a x V x t b x   

2) ( , ) (|| ||). V x t c x  

3) 1 2

( , ) ( , )
, .

  
 

V x t V x t
M M

x t
  

Наконец, приведем теорему обращения для свойства глобальной рав-
номерной асимптотической устойчивости.  

Теорема 1.8.3 [8]. Пусть  nD , правая часть уравнения (0.1) не-
прерывна, удовлетворяет условию Липшица по переменной x B  для 

любого 0,   и обладает глобально равномерно асимптотически устой-
чивым состоянием равновесия x = 0. Тогда существуют функции 

(1,1) ( , )    n
xtV C , функции Хана , , a b c K  такие, что для любой 

точки (x, t)   n  имеют место условия:  
1) (|| ||) ( , ) (|| ||); a x V x t b x   

2) ( , ) (|| ||); V x t c x  

3) для любого 0   существуют 1 0M  и 2 0M  такие, что:  

1 2

( , ) ( , )
,

  
 

V x t V x t
M M

x t
   x B   и  t ≥ 0. 

 
1.9.   ПОЛУДИНАМИЧЕСКАЯ  СИСТЕМА  

 
В этом разделе определим полудинамическую систему ( , , ) X  

на метрическом пространстве (Х, d) [152] с произвольным непустым мно-
жеством элементов X и функцией расстояния :   d X X , где    
вещественная полупрямая положительных чисел.  
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1.9.1.   ОПРЕДЕЛЕНИЯ  И  ОБЩИЕ  СВОЙСТВА  
 

Тройка ( , , ) X  называется полудинамической системой [152], ес-
ли отображение :   X X  удовлетворяет следующим аксиомам:  

(i)   (x, 0) = x  x  X (свойство начального состояния);  
(ii) ( (x, t), ) =  (x, t + )  x  X и  t,     (полугрупповое свой-
ство);  
(ii)    непрерывное отображение произведения пространств 
X  в X (свойство непрерывности).  

Отображение :   X X  называется фазовым отображением, 
а Х  фазовым пространством.  

Положим для краткости  (x, t) = xt  x  X и t   . Тогда для каж-
дого x  X и t    отображение x: t  xt называется движением, 
а множество ( ) x = {y X: y = xt, t   }  положительной полутраек-

торией этого движения. Тогда аксиомы () и () соответственно прини-
мают вид:  

()  х0 = х  х  Х;  
() xt() = x(t + )  x  X  и  t,   .  
Для любого подмножества N из X и для любого интервала I из   

будем использовать обозначения  
NI = {x  X:  x  N, t  I};  
 d(x, A) = inf{ ( , ) : }d x y y A ;  

 ( , )B N  = {x  X:  d(N, x) < },  > 0; 

 ( , ) ( , ) ,   YB N B N Y  ,Y X   > 0;  

 N   замыкание, int N   внутренность, Fr N  граница множества 
N из X.  
 
 

1.9.2.   НЕАВТОНОМНОЕ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  УРАВНЕНИЕ  
 

Пусть задано дифференциальное уравнение  

 ( , ), 0, x f x t t   (1.23) 

где f : D   n   непрерывная функция, (0, ) 0,f t  D  окрестность 

начала координат. Предположим, что каждая пара (x0, t0)  D    порож-
дает единственное решение 0 0( , , ),x x t t  подчиненное начальному условию 
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0 0 0 0( , , ) ,x x t t x  и определенное на некотором интервале 0 ,  t t  при-

чем 0 0( , , ) x x t t D  для всех 0[ , ].  t t  Обычный путь построения соот-
ветствующей полудинамической системы связан с использованием вы-
бранного выражения (символа) для обозначения решений, которые опре-
делены на 0[ , ]t  и подчинены равенству начальных условий. Однако 

решения системы (1.23), вообще говоря, не определены на положительной 
полуоси времени на фазовом пространстве D и поэтому можно говорить 
лишь о построении соответствующей локальной полудинамической сис-
темы.  

Один из приемов вложения в полудинамическую систему состоит в 

следующем. Пусть ( , )   y x t D  и ( ,1),g f  где 1 означает скаляр-

ную постоянную функцию, тождественно равную единице. Таким обра-
зом, нетрудно проверить, что соответствующая (локальная) полудинами-
ческая система может быть построена на фазовом пространстве 

 W D  путем введения фазового отображения  

0 0 0 0 0( , , ) ( ( , , ), ).  x t t x x t t t t  

Однако с точки зрения задач устойчивости такая система мало инте-
ресна, так как для нее, в частности, исходная точка покоя x = 0 не является 
состоянием равновесия, возникают проблемы с изучением ограниченных 
траекторий, периодических траекторий и т. п.  

Более интересным оказывается иной подход в построении полудина-
мической системы для уравнения (1.23), в котором «зеркально» отражены 
основные задачи теории устойчивости.  

Предварительно отметим следующее свойство: если x(t)  решение 
системы (1.23), то x(t + )  решение уже другой системы, а именно, сис-
темы ( , ),  x f x t  зависящей от сдвинутого момента времени t + . Сле-
довательно, сдвиг по времени в решении порождает сдвиг по времени в 
структуре системы. При таком переходе течение времени в решении 
уравнения (1.23) аналогично времени преобразованного уравнения (1.23). 
Если мы сможем каким-то образом включить при переводе правую часть f 
в состояние системы, тогда мы будем на пути к построению желаемой 
полудинамических системы.  

Определение 1.15. Для любой функции :   nf D  и любого 
s  функцию fs будем называть сдвигом f, где fs(x, t) = f(x, t + s).  
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Обозначим через 0( , , ) x f t  решение уравнения (1.23), проходящее 
через точку (x0, 0) и зависящее от времени t. Для согласования принятых 
обозначений такое решение можно обозначить выражением 0( , , ) x f . 

Тогда 0( , , )  x f s  будет решением уравнения ( , ), sx f x t  проходящим 

через точку 0( ( , , ),0) sx f s . Следовательно, решение можно записать и 

следующим образом  0( , , ), ,  sx f s f . Теперь, опираясь на свойство 

единственности решений уравнения (1.23), получаем тождество  

 0( , , ) x f t s =  0( , , ), , .  sx f s f t   (1.24) 

Это говорит о том, что функция f и все ее сдвиги ,sf  ,s  являются 

элементами некоторого соответствующим образом определенного функ-
ционального пространства F. Тогда отображение  

0 0(( ), ) ( ( , , ), )   tx f t x f t f  

является именно нужным нам кандидатом для определения фазового ото-
бражения полудинамической системы с фазовым пространством . DF  
Покажем, что таким образом может быть построена полудинамическая 

система ( , , ) DF  с нужными свойствами соответствия проблем ус-
тойчивости, которая отвечает неавтономному дифференциальному урав-
нению (1.23).  

На самом деле, множество F  может быть снабжено топологией, 
в которой отображение из  DF  в F, определяемое соотношением 
( , )  tf t f  является непрерывным.  

Определим пространство F, состоящее из функций :   nf D , 

которые удовлетворяют условию Каратеодори и локальному условию 
Липшица по x.  

Полагаем, что соответствующие локально интегрируемые функции 

,K gm  и ,K gl  (зависящие, вообще говоря, от f ) удовлетворяют следующим 

условиям:  

1F : для каждого  > 0 и каждого измеримого подмножества E  [s, s 

+1] [72, с. 295], мера которого меньше K(),  

( ) ;  KE
m s ds  
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2F : 
1

, ( )



s

K g K

s

l s ds L  для каждого .s  

Здесь K(  ) и LK определяются исходной функцией f и остаются не-
изменными для всех h  F.  

Определим на F метрическое пространство с метрикой  

( )

, 1 0

( , ) 2 min{1,| ( ( , ) ( , )) |}.


 



   
js

i j
i i

i j

f h f x t h x t dt  

Согласно определению F и принятой метрике этого пространства оно 

будет компактным в слабой топологии. Пусть F   замыкание F 
в выбранной слабой топологии.  

Теорема 1.12. Множество F, наделенное функций расстояния , яв-
ляется метрическим пространством [152, c. 145].  

Можно показать, что последовательность ( )nf  F сходится к g F   

тогда и только тогда, когда для каждой точки (x, s)  D  будет:  

0 0

lim ( , ) ( , ) .


 
s s

nn
f x t dt g x t dt  

Более того, если последовательность ( )nf  сходится к g и если (n)  по-

следовательность непрерывных функций на [0, s], сходящихся равномер-
но к функции 0, то  

0

0 0

lim ( ( ), ) ( ( ), )


   
s s

n nn
f t t dt g t t dt   для каждого .s   

Таким образом,  непрерывна на F  D  и отображение  tt f  

из   в F, а также отображение ( , )  tf t f  непрерывны.  

Лемма 1.3 [152, c. 147]. Справедливо следующее свойство: если g  

F, x  D и s, t   , то 

 ( , , ), , ( , , ).    tx g t g s x g t s  

Доказательство почти очевидно.  
Предложение 1.2. [152, c. 155]. Предположим, что функции mK и lK 

постоянны для каждого компакта K  В. Тогда каждая функция g F  
удовлетворяет условию Каратеодори с одними и теми же постоянными 
mK и lK. В этом случае мы можем положить , K g Km m  и , .K g Kl l   
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Доказательство. Пусть K  D компактно и .g F  Тогда существует 
последовательность ( )  nt  такая, что .

nt
f g  Выберем произвольные 

точки x, y  K и с учетом предположений запишем неравенство  

1 2 1 2|| ( , ) ( , ) || || || , .        n n Kf x t t f x t t l x x n t  

Положим  

1 2

1 2

( , ) ( , )
( )

|| ||

  


n n
n

f x t t f x t t
h t

x x
 

и рассмотрим последовательность 1( ) ([0, ], ) d
nh L s  для 0,s  где 1L   

пространство суммируемых функций [72, с. 431]. Согласно лемме 3.1 

[152, с. 156] ( )nh  слабо сходится к h в пространстве 1([0, ], )dL s , где  

1 2

1 2

( , ) ( , )
( ) .

|| ||




g x t g x t
h t

x x
 

Эта сходимость поточечная, тогда || ( ) ||n Kh t l  для всех n  влечет 
|| ( ) || . Kh t l  Аналогичным образом можно показать, что || ( , ) || . Kg x t m  

Если существует локально интегрируемая функция lK, удовлетво-
ряющая неравенству (1.14) для каждого компакта K  D, тогда функция g 
называется локально липшицевой по x с константой Липшица lK(t).  
 
 
 

1.9.3.   АВТОНОМНОЕ  ФУНКЦИОНАЛЬНО� 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  УРАВНЕНИЕ 

С  ЗАПАЗДЫВАНИЕМ  
 

Рассмотрим следующую полудинамическую систему [83]. Пусть 

C([−h, 0],n ) – пространство Банаха непрерывных функций : [−h, 0] 

→n  с нормой ||  || = 
0

max || ||
  


h s

 и со сходимостью в C, являющейся рав-

номерной сходимостью на [−h, 0]. Определим функцию xt: [h, 0] →n  
равенством  

xt(s) = x(t + s),  −h  s  0. 
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Пусть :   nf X C  – непрерывная функция, где X – открытое под-

множество в C. Предположим, кроме того, что f удовлетворяет локально-
му условию Липшица и отображает ограниченные множества из X в огра-
ниченные множества из C.  

Рассмотрим дифференциальное уравнение с запаздывающим аргу-
ментом  

 ( ) ( ) tx t f x .  (1.25)  

Определение 1.16. Функция : [ , ]  nx r a  является решением 
уравнения (1.25), если для некоторого a > 0, x удовлетворяет (1.25) для 
всех t  [0, a]; на [r, a], x(t)  решение задачи с начальными данными  

 0( ) ( ) ,   tx t f x x   (1.26) 

если ( )x t удовлетворяет (1.25) на [ , ]r a  для некоторого a > 0 и 

( ) ( ) x t t  для 0  r t ,  X .  

Мы ограничимся случаем непрерывных начальных данных.  
Будем считать, что каждая задача Коши (1.26) имеет единственное ре-

шение x(t), определенное на [ , ( )], ( ) 0,      t r  где [ , ( )]  r  макси-

мальный интервал определения. Мы предположим также, что f есть отобра-
жение ограниченных множеств из X в ограниченные множества C. Это усло-
вие выполняется, если предположить, что f удовлетворяет локальному усло-
вию Липшица и непрерывна на X. Теоремы существования и единственности, 
а также непрерывной зависимости будут выполнены точно так же [132], как и 
для обыкновенных дифференциальных уравнений.  

Обозначим через x() решение, начинающееся в точке (0, ). Извест-
но [132], что в оговоренных предположениях решение единственно и не-
прерывно зависит от начальных условий. Наконец, пусть f(0) = 0, т. е. 
уравнение (1.25) обладает нулевым решением. 

Определим фазовое отображение π: X ×  → X полудинамической 
системы ( , , )X  равенством  

π(xt, s) = xt + s, s  [−t, +∞]. 

В частности, x(t) = xt(0) = π(t, )(0).  
Нетрудно убедиться в том, что введенное таким образом отображе-

ние удовлетворяет трем определяющим аксиомам полудинамических сис-
тем.  
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1.10.   ПРЕДЕЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  
 

Пусть задано дифференциальное уравнение  

 
( , ),

(0, ) 0 ,

  




x f x t

f t t
  (1.27) 

где f : D   n   непрерывная функция, D  окрестность начала коор-
динат. Если символом 0( , , ) x f t  как и выше обозначить решение уравне-
ния (1.27), проходящее через точку (x0, 0), то будет справедливым тожде-
ство (1.24).  

Пусть F  пространства сдвигов функции f и F   замыкание F 
в слабой топологии (п. 1.8.2). Изложим концепцию предельного уравне-
ния для (1.27) [105, 152, 159].  

Определение 1.17. Если g F , то дифференциальное уравнение  

 ( , )y g y t   (1.28) 

называется предельным уравнением для уравнения (1.27).  
Условия 1F  и 2F , определенные на F (п. 1.8.2), дают заключение 

о том, что F   компактное метрическое пространство, соответствующее 
обыкновенному дифференциальному уравнению (1.27).  

Определим положительнуюполутраекторию и положительное пре-
дельное множество для (1.27) соответственно формулами  

0 0( , ) ( , , ),






  



t

x f x f t  

* *
0 0( , ) { : ( , , ) , при }.      n

n nL x f x x f t x t  

Известно, что если решение 0( , , ) x f t  содержится в D вместе со своим 

замыканием (или 0( , , ) x f t  относительно компактно), то 0( , ) x f отно-

сительно компактное подмножество D.  

Отметим также, что *
0( , )y L x f , если и только если существует 

последовательность ( )  nt , nt , такая, что *
0( , , ) . nx f t y  

Замечание 1.3. Каждый элемент g F  определен на .D  Дейст-

вительно, 
nt

f g  для некоторой последовательности ( )  nt , nt ,  
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Определим положительную полутраекторию и положительное пре-
дельное множество для (1.27) соответственно формулами  

0 0( , ) ( , , ),
t

x f x f t





  


   

* *
0 0( , ) { : ( , , ) , при }.n

n nL x f x x f t x t        

Известно, что если решение 0( , , )x f t  содержится в D вместе со своим 

замыканием (или 0( , , )x f t  относительно компактно), то 0( , )x f   от-
носительно компактное подмножество D.  

Отметим также, что *
0( , )y L x f , если и только если существует 

последовательность ( )nt
  , nt   , такая, что *

0( , , ) .nx f t y    

Замечание 1.3. Каждый элемент g F  определен на .D   Дейст-

вительно, 
nt

f g  для некоторой последовательности ( )nt
  , 

nt   , и поэтому для любого t   имеем nt t   для достаточно 

больших натуральных n ≥ 1. Следовательно, ( , )
nt

f x t  определено для дос-

таточно больших n, а значит, и ( , )g x t  тоже.  

Определение 1.18 [105, 152]. Подмножество nM    называется 
квазиинвариантным (относительно уравнения (1.27), если для каждого 

*y M  существует g F  такое, что *( , , )y g t M   для всех .t    

Лемма 1.4. Если решение 0( , , )x f t , ,t   относительно ком-

пактно и принадлежит D, то 0( , )L x f  квазиинвариантно.  

Доказательство. Пусть *
0( , )y L x f . Тогда существует последова-

тельность ( )nt
  , nt   , 

nt
f g F  и *

0 0( , , ) ( , ).nx f t y L x f    

Известно, что ( , )g y t  определено для всех x  В и t   согласно замеча-
нию 2.1. Фиксируем t  . Тогда выражение  

 0 0( , , ), , ( , , )
nn t nx f t f t x f t t      

определено для достаточно больших n. Отсюда с учетом непрерывности  
получаем  

  *
0( , , ), , ( , , ).

nn tf x t f t y g t    
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На основании определения 0( , )L x f  можем записать также  
*

0 0( , , ) lim ( , , ) ( , ).n
n

y g t x f t t L x f


      

Теперь в случае, когда mK и lK постоянны, мы на основании предложе-
ния 1.12 имеем, что || ( , ) || Kg y t m  для всех (x, t)  D   и g локально 
липшицева по y с константой Липшица lK. Выберем компактное множест-
во K так, чтобы 0( , ) .L x f K D    Отсюда следует, что на основании за-

мечания 1.5 *( , , )g y t   есть решение уравнения ( , )y g y t  для всех 

.t   Это и требовалось доказать.  

Следствие 1.2. Если *
0( , )y L x f , то существует \g F F  и по-

следовательность ( )nt
  , nt   , такая, что 0( , , )

nt
x f t  сходится 

равномерно к *( , , )y g t  на компактных подмножествах из  .  
Следующий пример показывает, что в лемме 1.3 нельзя заменить 

слово «существует» на фразу «для всех \g F F ».  
Пример 1.16 [152, с. 160]. Рассмотрим периодическую систему  

,

( ) ( , ),

x y

y x m t g x y

 
  




  

где функции m(t) и g(x, y) определены следующим образом. Фиксируем 
число c > 0 и пусть  

2 2

2 2

0, ( 1) 2 ,
( , )

1, ( 1) .

x y c
g x y

x y c

    
  

 

Продолжим g из 1 2( , ) C  на все множество 2 . Выберем достаточно  

малое число  (0 <  < 1 / 4) так, чтобы  

{ [0, ] sin 1 } | 1/ 2 | .t t c t           

Тогда для [0, ]t    имеем: 2 2cos (sin 1) 2 | 1/ 2 | .t t c t         Отсю-

да (cos ,sin ) 0 | 1/ 2 | .g t t t        
Определим  

0, 1/ 2 1/ 2 ,
( )

1, 1/ 2 5/ 2 ,

t
m t

t

     
       

  

и продолжим m как непрерывную 2-периодическую функцию.  
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Положим D = 2 . Ясно, что ( ( ), ( )) (cos ,sin )x t y t t t  является ограни-

ченным решением уравнения. Точка (0,1) принадлежит положительно 

предельному множеству ((0,1), )L f = 2 2{( , ) : 1}x y x y   этого решения. 

Для любого 0t
  положим 0 0 (mod 2 ).T t   Если 0| 1/ 2 | 2 ,T      то 

решение, исходящее из (0,1) в момент t0, не принадлежит ((0,1), ).L f  Дейст-
вительно, согласно исходному уравнению, если 0 0( ( ), ( )) (0,1)x t y t  , то  

0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) 1,

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )) 0 1 (0,1) 1.

x t y t

y t x t m t g x t y t g

   
     




 

Но чтобы решение оставалось в ((0,1), )L f  при t = t0, необходимо, 

чтобы направление фазовой скорости в точке 0 0( ( ), ( ))x t y t   было равно (1, 

0), а не (1, 1).  
Следующее утверждение верно очевидным образом.  
Лемма 1.5. Объединение множества квазиинвариантных множеств 

является квазиинвариантным множеством.  
Лемма 1.6. Замыкание множества квазиинвариантных множеств 

является квазиинвариантным множеством.  
Доказательство. Пусть M квазиинвариантно и (xn)  последователь-

ность точек M такая, что 0.nx x  Для каждого n  существует после-

довательность 1( )k
n kt 

    и некоторое *
nf F  так, что 

*lim ( , , ) ( , , ).k
n

n n ntk
x f t x f t


    Сходимость равномерная на компактах 

из .  Выберем диагональную последовательность (tn) = ( )n
nt  так, чтобы  

* 1
|| ( , , ) ( , , ) || , [0, ].k

n
n nt

x f t x f t t n
n

     

Мы можем предположить (так как F  компактно), что *
nt

f f F .  

Покажем, что *
0( , , )x f t M   для всех t  .  

Действительно, так как 0 ,x M  то согласно квазиинвариантности 

имеем:  

* * *
0 0 0

*
0 0

|| ( , , ) ( , , ) || || ( , , ) ( , , ) ||

|| ( , , ) ( , , ) || || ( , , ) ( , , ) || .

n

n n n

n n t

t n t t n n

x f t x f t x f t x f t

x f t x f t x f t x f t
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Непрерывность  влечет к тому, что первые два члена правой части стре-
мятся к нулю при n  + равномерно на компактах из .  Следующий 
член также стремится к нулю при n  + равномерно на компактах из   
согласно построению специальной последовательности (tn). Квазиинвари-

антность влечет *( , , )n nx f t  M для всех t из   и ,n   расстояние ме-

жду *
0( , , )x f t  и M может быть сколь угодно малым. Отсюда следует, 

что *
0( , , )x f t M   для каждого .t    

Лемма 1.7. Для любого x0  D положительная полутраектория 

0( , )x f  является квазиинвариантным множеством относительно 

уравнения (1.27).  

Доказательство. Пусть 0 0( , )y x f . Тогда 0 0 0( , , )y x f t   для 

некоторого 0 ,t   и следовательно, 
00 0( , , ) ( , )ty f t x f   для всех 

.t   Поэтому согласно лемме 1.6 выполняются следующие соотноше-
ния:  

 
0 00 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ), , ( , , ) ( )t ty f t f x t f t x f t t x f         

для всех .t   Это доказывает квазиинвариантность 0( , )x f  относи-

тельно уравнения (1.27).  
 
 

1.11.  ПРИНЦИП  ИНВАРИАНТНОСТИ 
 

Следствием свойства квазиинвариантности является обобщение 
принципа инвариантности Ля Салля [152, теорема 3.11, гл. 2] для уравне-
ния (1.27).  

Предложение 1.2 (Общий принцип инвариантности для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений). Предположим, что существует 
замкнутое множество E  D и множество H  D со следующими свой-
ствами: 0 ,x H   0( , , )x f t E   при nt   .  

Если решение 0( , , ),x f t  ,t   компактно и принадлежит D, то 

тогда 0( , , )x f t M   при nt   , где M  наибольшее квазиинвари-

антное подмножество E.  
Множество E определяется часто с помощью вспомогательных 

функций (функций Ляпунова). Вместо того, чтобы локализовать (что 
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трудно сделать) предельное множество 0( , )L x f , найдем M. Так как 

0( , )L x f  квазиинвариантно, лемма 1.6 позволяет установить, куда стре-
мятся решения при .t     

Пусть G D , а функции 1,0 ( , )V D  C    и 0
0 : ( , )V DC   такие, 

что выполняются следующие условия: 0( , ) ( ) 0V x t V x   для всех (x, t) 

G  . Положим 0{ : ( ) 0}E x G V x    и пусть M  наибольшее квази-

инвариантное подмножество E относительно уравнения (1.25).  
Предложение 1.3 (Принцип инвариантности). Предположим, что 

для уравнения (1.27) существует множество G ( )G D , непрерывно 

дифференцируемая функция Ляпунова V на G   и непрерывная функ-
ция 0 :V D    такие, что  

1) 0( , ) ( ) 0V x t V x   для всех (x, t) G  .  

Положим 0{ : ( ) 0}E x G V x    и пусть M  наибольшее квазиинва-

риантное подмножество E относительно уравнения (1.25).  

Тогда все решения уравнения (1.27) из области G ограничены на   и 
стремятся к M при t  +.  

Следствие 1.3. Пусть :V G      функция Ляпунова на G и 

( , )x f   ограниченная положительная полутраектория в G. Тогда 
*

0( , )y L x f  влечет существование элемента ,g F  для которого 

функция *( ( , , ), )V y g t t  постоянна для всех t  .  

Предложение 1.4. Предположим, что для уравнения (1.27) сущест-
вует функция Ляпунова V на ограниченном множестве G  D и выполне-
ны следующие условия:  

1) G положительно инвариантно относительно уравнения (1.27);  

2) V  класса C1 и 
V

x




 ограничена на множестве G D ;  

3) ( , ) ( )V x t c t   невозрастающая по времени функция на Fr M, где 

M  D  наибольшее квазиинвариантное подмножество E относительно 
уравнения (1.27).  

Тогда M асимптотически устойчиво для уравнения (1.27) и G со-
держится в области притяжения начала координат.  

Следствие 1.3. Предположим, что существует функция Ляпунова V 
для уравнения (1.27) на множестве G  D. Если:  
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1) V не зависит от t  ;  

2) G  ограниченная компонента множества { : ( ) }nx V x a  ;  

3) x = 0  единственное квазиинвариантное подмножество 
{ : ( ) 0}E x G V x    относительно уравнения (1.27);  

Тогда x = 0 равномерно асимптотически устойчиво для уравнения 
(1.25).  

Пример 1.17. Рассмотрим уравнение Льенара 
( , , ) ( ) 0,x h x x t x f x      или соответствующую ему систему  

, ( ) ( , , ) .x y y f x h x y t y      

Предположим, что выполнены условия:  

1) f  C1, ,
h h

x y

 
 

 существуют, непрерывны на 2   , непрерывны 

на G   и равномерно ограничены на множествах из G  , где 
2G    ограничено.  

2) ( , , ) ( , )h x y t k x y  с ( , ) 0k x y  , если y  0, k(x, y) непрерывна на 
2 .  

3) для любого ограниченного множества 2B    и  > 0 существует 

uB() > 0 такое, что ( , , )
t

t

h x y s ds


   для | | ( )Bu    и (x, y)  B;  

4) f(x)x > 0, если x  0;  

5) величина 
0

( ) ( )
x

S x f s ds    при | | .x    

Тогда начало (0, 0) глобально равномерно асимптотически устойчиво.  
Ясно, что условия F1 и F2 выполняются. Возьмем функцию Ляпунова  

2( , , ) 0,5 ( ),V x y t y S x     2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) .V x y t h x y t y k x y y    

Множество 2{( , ) : ( , , ) }aG x y V x y t a    для 0a  . Тогда Ga  от-
крыто, ограничено и положительно инвариантно. Следовательно, все ре-
шения уравнения ограничены на .  Здесь {( , ) : 0}.E G x y y   Ясно, 

что (0,0)  наибольшее положительно инвариантное подмножество E. 
Следовательно, если x  0, то каждое такое решение расположено на оси 
Ox. Согласно следствию 1.3 имеем M  {(0,0)}. Поскольку все решения 
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ограничены, то их предельные множества (со свойством квазиинвариант-
ности) не пусты и принадлежат M. Поэтому M = {(0,0)}. Более того, так 

как V(x, y)  + при 2 2 ,x y    то все пространство 2  есть область 

притяжения {(0,0)}.  
 
 

1.12.   ПРЕДЕЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  
И  УСТОЙЧИВОСТЬ  

 
1.12.1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА  

 
Рассмотрим уравнение  

 ( , ), (0, ) 0, 0,x f x t f t t     (1.29) 

удовлетворяющее предположениям F1 и F2 на соответственно построен-
ном пространстве F.  

Пример 1.18 [152, с. 175]. Предельным уравнением для sinx t  
является уравнение с постоянной правой частью , [0,1].x c c 

 
 

Пример 1.19 [152, с. 176]. Уравнение 2 tx x e    имеет решение, 
проходящее через точку (x0, 0) в виде функции 2

0( ) .t t tt x e e e       С 

другой стороны, предельное уравнение 2x x   имеет решение, проходя-
щее через точку (x0, 0) в виде функции 0( ) .tt x e   Первое из уравнений 

не обладает нулевым решением, а второе таковым обладает.  
Предложение 1.5. Если нулевое решение уравнения (1.29) равномерно 

устойчиво или равномерно асимптотически устойчиво, то нулевое реше-

ние каждого предельного уравнения ( , ),y g y t  ( ),g L f  также равно-

мерно устойчиво или равномерно асимптотически устойчиво соответ-
ственно.  

Предложение 1.6. Если нулевое решение уравнения (1.29) равномерно 
устойчиво и U  область равномерного притяжения каждого предельно-

го уравнения ( , ),y g y t  ( ),g L f  то U  область притяжения нулево-

го решения (1.29).  
Доказательство. Пусть U  область притяжения нулевого решения 

каждого предельного уравнения для ( , ).x f x t  Если U не является обла-
стью равномерного нулевого решения уравнения ( , ),x f x t  то должны 

существовать  > 0, компактное множество K  U, последовательность 
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( )nx K  (в предположении сходимости к некоторому элементу x0  K), 

последовательности ( ), ( )n nt T    с nt    и nT   , такие, что 

|| ( , , ) || ε.
nn t nx f T   Выберем (1/ 2 ) 0      согласно равномерной устой-

чивости нулевого решения уравнения ( , ).x f x t  Тогда имеем:  

|| ( , , ) ||
nn tx f t    для каждого [0, ].nt T   

С другой стороны, если || ( , , ) ||
nn tx f     для некоторого τ [0, ],nT  то 

полагая ( , , )
nn n ty x f   , мы получим равномерную устойчивость нуле-

вого решения уравнения ( , )x f x t  

|| ( , , + ) || || ( , , ) || 1/ 2
n nn t n tx f t x f t       для каждого .t    

Если мы выберем ,nt T    то || ( , , ) || 1/ 2ε
nn t nx f T  , что противоре-

чит предположению выше.  
Поскольку F  компактно, мы можем предположить (выбрав подпос-

ледовательность, если это необходимо), что lim ( ).
ntn

f g L f


   Так как 

0lim ( , , ) ( , , )
nn t

n
x f t x g t


    равномерно по t, принадлежащему компакту 

из   и || ( , , ) ||
nn tx f t    для каждого [0, ],nT   то мы можем заклю-

чить, что 0|| ( , , ) ||x g t    для всех .t   Однако это противоречит 
предположению о том, что U  область притяжения нулевого решения 
уравнения ( , ).y g y t   

Пример 1.20 [152, с. 180]. Рассмотрим систему вида  

 
,

( ) ,

x y

y x h t y


   




  (1.30) 

где функция :h     удовлетворяет условиям:  
1) h  измерима и неотрицательна, 

2) 
0

( ) ( )
t

H t h s ds   равномерно непрерывна на  .  

Ясно, что имеют место условия F1 и F2. Все предельные уравнения 
для (1.30) имеют вид:  
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,

( ) ,

x y

y x g t y


   




 

где 
0 0

( ) lim ( )
t t

n
n

g s ds h t s ds


    для каждой последовательности ( ) ,nt
   

.nt  
  

Функция Ляпунова 2 2V x y   имеет производную 2( ) 0.V h t y     

Поэтому нулевое решение равномерно устойчиво.  
Можно показать, что справедливо следующее утверждение [152]:  
необходимое и достаточное условие того, чтобы нулевое решение 

уравнения (1.30) было равномерно асимптотически устойчивым, состо-
ит в том, что система  

,

,

x y

y x


  




  

не является предельной для уравнения (1.24).  
Предложение 1.5. Нулевое решение уравнения (1.29) равномерно 

асимптотически устойчиво в том и только в том случае, когда сущест-
вует окрестность U начала координат, являющейся областью равномер-

ного притяжения для каждого предельного уравнения ( , ),y g y t  .g F   

Доказательство. Если нулевое решение уравнения ( , )x f x t  рав-

номерно асимптотически устойчиво, то такая окрестность U существует 
согласно предложению 1.6.  

Обратно, предположим, что такая окрестность U существует. 
С учетом предложения 1.5 достаточно показать, что нулевое решение 

( , )x f x t  равномерно устойчиво. Пусть это не так. Тогда должно суще-

ствовать  > 0, последовательность ( )nx D  и ( ), ( )n nt t    такие, что 

0nx   и || ( , , ) || .
nn t nx f t    Отсюда следует, что n nt t   . Заметим, 

что ( )n nt t   ограничена, а значит ( ), ( )n nt t   также ограничены. Мы можем 

предположить (путем выбора подпоследовательностей, если это необхо-
димо), что 0nt t  и 0.nt t   Таким образом.  

0 0|| ( , , ) || || (0, , ) ||.
nn t n tx f t f t        
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Но нулевое решение  единственное решение, проходящее через точку (0, 
t0). Поэтому последовательность ( )n nt t   неограниченная. Не теряя общ-

ности рассуждений, можем предположить, что tn  +. Будем различать 
два случая.  

A) Пусть ( )nt   ограничена. Выберем, если это необходимо, подпосле-

довательность с тем, чтобы 
nt

f g F  и 0.nt t   Тогда будет:  

0lim ( , , ) (0, , ).
nn t n

n
x f t g t


     

Но 0|| (0, , ) || ,g t    как и ранее, на основании единственности решения  

( , ),y g y t  проходящего через (0,0).  

Б) Пусть теперь ( )nt   неограниченная. Не теряя общности, предпола-
гаем, что || ( , , ) ||

nn tx f t    для [0, ].nt t   Пусть  > 0 такое, что множество 

(0, ) .K B U    Выберем (1/ 2 , ) 0T T K    согласно определению рав-

номерного притяжения нулевого решения каждого предельного уравне-
ния. Положим n n ns t t    и ( , , ).

nn n t ny x f t T    Мы можем предполо-

жить (переходя к подпоследовательности, если это необходимо), что 

.
nt

f g F  Тогда || || εny   и поэтому можно считать, что ( )ny  сходится 

к точке y0  K. В результате получим: ( , , ) (0, , )
nn sy f t g t   равномерно 

по [0, ].t T   

Условие равномерного притяжения влечет, что 0|| ( , , ) || 1/ 2 .y g t    

Однако, || ( , , ) || || ( , , ) ||
n nn s n t ny f T x f t     для каждого .n   Следова-

тельно при n  + будет иметь, равенство 0|| ( , , ) || ,y g T   противоре-
чащее предположению. Теорема доказана.  

Следствие 1.4 [73]. Для того чтобы решение системы (1.27) было 
глобально равномерно асимптотически устойчиво, необходимо и доста-
точно выполнение условий: 

1) решение x = 0 глобально асимптотически устойчиво относитель-

но семейства предельных систем ( , ),y g y t  ( );g L f   

2) все решения 0 0( , , )x x t t  уравнения (1.27) ограничены при t > t0 рав-

номерно по 0 0( , )x t .  
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1.12.2.  АСИМПТОТИЧЕСКИ  АВТОНОМНЫЕ 
И  АСИМПТОТИЧЕСКИ  ПЕРИОДИЧЕСКИЕ  УРАВНЕНИЯ 

 
В качестве приложения предыдущих результатов рассмотрим диф-

ференциальное уравнение 

 ( , ), (0, ) 0 0x f x t f t t         (1.31) 

и его возмущение уравнение  

 ( , ) ( , ), (0, ) 0 0,x f x t h x t h t t               (1.32) 

где функция ( , )h x t  удовлетворяет условию:  

0h    в  F  при  .t     

Ясно, что уравнение (1.31) является предельным для уравнения (1.32).  
Предложение 1.6. Предположим, что нулевое решение (1.31) равно-

мерно асимптотически устойчиво, а нулевое решение уравнения (1.32) 
равномерно устойчиво. Если lim 0t

t
h


  в F, то нулевое решение уравне-

ния (1.32) также равномерно асимптотически устойчиво.  
Доказательство. Равномерное притяжение нулевого решения урав-

нения (1.31) характеризуется существованием фиксированной области 
притяжения для каждого предельного уравнения (1.31), или, что эквива-
лентно, уравнения (1.32). Следовательно, нулевое решение уравнения 
(1.32) равномерно асимптотически устойчиво.  

Определение 1.19 [152, с. 184]. Функция f  F называется асимпто-

тически автономной, если ( ) { };L f g   точка f называется асимптоти-

чески периодической, если ( )L f  состоит из периодической орбиты; т. е. 

( )g L f  влечет, к тому что g  периодическая по t   функция.  

Замечание 1.3. Функция f асимптотически автономная тогда и толь-
ко тогда, когда tg g  для каждого .t   По этой причине ( ) { }L f g   

может быть инвариантным. Следовательно, f асимптотически автономная 
тогда и только тогда, когда g не зависит от t (автономная).  

Предложение 1.6 мотивирует новое определение, с которым устанав-
ливается счетный критерий для f асимптотически автономной.  

Определение 1.20 [152, с. 184]. Функция h  F называется исче-
зающей, если для каждого компактного множества K  D существует 

функция K:     такая, что  
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lim ( ) 0K
t

t


    и  || ( , ) || ( )
t

K
t

h x s ds t


    

для каждого ( , ) [0,1]x K    и .t    

Функция может быть исчезающей и неограниченной.  

Пример 1.18. Рассмотрим функцию 2( , ) cos .t th x t xe e  Вычислим  

2 2 2 21 1
cos ( cos sin ) sin .

2 2

t t t
s s s s s s s s

t t t

e e ds e e e e ds e e ds
  

       

2 21 1
| cos | sin

2 2

t t t
s s s s s t t

tt t

e e ds e e e ds e e
  

            

для каждого [0,1]  .  

Пусть K(t)  Ket. Для значений || ||x K  видим, что определение 
1.17 удовлетворяется.  

Предложение 1.7. Функция f асимптотически автономная, если и 
только если существуют функции g, h  F такие, что  

  i) f = g + h,  
 ii) g  автономная,  
iii) h  исчезающая.  
Пример 1.21. Рассмотрим дифференциальное уравнение  

2 ,tx x x e     

где 2 tx e   исчезающая. Тогда предельное уравнение принимает вид  

x x    

и является автономным. Нулевое решение этого уравнения глобально 
асимптотически устойчиво. Следовательно, по теореме 12 нулевое реше-
ние исходного уравнения равномерно асимптотически устойчиво, но не 
является глобально асимптотически устойчивым, так как обладает неог-
раниченным решением x(t) = 2et.  

Завершим рассмотрение асимптотически автономных и асимптоти-
чески периодических уравнений, характеризуя их положительно предель-
ные множества.  

Предложение 1.8. Рассмотрим автономную систему  
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 ( )x f x         (1.33) 

и ее возмущенное уравнение  

 ( ) ( , ),x f x h x t    (1.34) 

где обе функции f, h  F и h  исчезающая функция. Если решение 

0( , , ),x f h t   ,t   относительно компактно и содержится в D, то-

гда положительно предельное множество 0( , )L x f h   инвариантно 

относительно решений уравнения (1.33).  
Доказательство. Доказательство следует очевидным образом из ква-

зиинвариантности 0( , )L x f h   относительно единственного предельного 

уравнения (1.33).  
Предложение 1.9. Рассмотрим периодическое уравнение  

 ( , )x f x t     (1.35) 

где f  периодическая функция периода  > 0. Пусть h  исчезающая 
функция и рассмотрим возмущенное уравнение  

 ( , ) ( , ).x f x t h x t    (1.36) 

Предположим, что решение 0( , , ),x f h t   ,t   уравнения (1.36) от-

носительно компактно и содержится в D. Тогда для каждого 

0 0( , )y L x f h   существуют t0  [0, ] и последовательность ( )nk   , 

nk   , а также решение ( )y   уравнения (1.35), проходящее через 

точку 0 0( , )y t  такое, что 0( ) ( , )y t L x f h   для каждого t   и   

0lim ( , , ) ( )n
n

x f h k t y t


      

равномерно по t на каждом ограниченном интервале из  .  
Пример 1.22 [74]. Уравнение  

 22 tx x e x     (1.37) 

имеет единственное предельное уравнение x x  , нулевое решение ко-
торого глобально асимптотически устойчиво, поэтому условие 1 следст-
вия 1.5.1 выполнено. Однако это не обеспечивает глобальной асимптоти-
ческой устойчивости нулевого решения уравнения (1.37), которое имеет 
неограниченное решение (1,0, ) .tx t e   
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2.   МЕТОД  ПРЕДЕЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  

 
 

2.1.   ТЕОРЕМЫ  НА  ОСНОВЕ  
КОНСТРУКЦИИ  ДИНАМИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ  
 

Возможность вложения системы неавтономных дифференциальных 
уравнений в автономную динамическую систему порождает идею вос-
пользоваться этим соответствием для формулировки теорем второго ме-
тода Ляпунова. Это возможно по той причине, что полученные результа-
ты для абстрактных динамических систем требуется лишь трансформиро-
вать, отмечая все детали переходного соответствия. Именно этот подход 
был использован автором в работе [46].  
 
 

2.1.1.   ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ  ПОСТРОЕНИЯ  
 

Пусть задано дифференциальное уравнение  

  ( , ), (0, ) 0 ,    x f x t f t t   (2.1) 

где f: D   n   непрерывная функция, D  окрестность начала коор-

динат n . Предположим, что функция f удовлетворяет локальному усло-
вию Липшица по x.  

Пусть F означает пространство сдвигов функции f (п. 1.8.2), наде-
ленное топологией равномерной сходимости на компактах из D  и 

F   замыкание F в такой топологии. В результате F  оказывается ком-
пактным множеством, содержащим предельные функции g  к функции f. 

Пусть для каждой функции g F  предельное уравнение (2.1) имеет вид  

 ( , ),y g y t  ,ny  .t  (2.2) 
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Ясно, что каждая предельная функция g F , :   ng D , непре-
рывна и (0, ) 0g t   t . Так как f удовлетворяет локальному условию 

Липшица, то g также удовлетворяет локальному условию Липшица [159].  
Обозначим через 0( , , ) f x t  решение уравнения (2.1), проходящее 

через точку (x0, 0) и зависящее от времени t, так что 0 0( , ,0) . f x x   

Пусть тройка ( , , )X  означает динамическую систему на множест-
ве Х = D  F [121]. Положим X = D F  и введем в рассмотрение динами-
ческую систему ( , , )X . Тогда решению x = 0 отвечают множества М = 

{ ( , )x f  X :  x = 0} и  M = { ( , )x f  X :  x = 0} соответственно в дина-
мических системах ( , , )X  и ( , , )X .  

Отметим следующее: метрическое пространство X локально ком-
пактно, а M  его замкнутое положительно инвариантное подмножество; 
метрическое пространство X  компактно, а M   его компактное положи-
тельно инвариантное подмножество.  

Прежде чем приступить к сравнению свойств устойчивости нулевого 
решения системы (2.1) и инвариантных множеств М и M , напомним необ-
ходимые понятия, в соответствии с принятыми обозначениями решений.  

Определение 2.1. Нулевое решение (2.1) устойчиво, если:  

(f  F)(  )( = ( , ) f  )(x0  B)(t  )    0( , , ) f x t  B. 

Определение 2.2. Нулевое решение (2.1) равномерно устойчиво, если:  

(  )( = ()  )(f  F)(x0  B)(t  )    0( , , ) f x t  B. 

Заметим что, так как M  компактно в ( , )X d , то для него, как извест-
но, устойчивость в ( , , )X  всегда равномерна. Кроме того, множество 

М относительно компактно в ( , , )X , а поэтому, если M устойчиво, то и 

равномерно устойчиво. Отсюда, опираясь непосредственно на введенные 
выше определения, получаем следующие два утверждения.  

Предложение 2.1. Если множество М динамической системы 
( , , )X  устойчиво (равномерно устойчиво), то нулевое решение систе-

мы (2.1) устойчиво (соответственно, равномерно устойчиво).  
Предложение 2.2. Если множество M  динамической системы 

( , , )X  устойчиво, то нулевое решение системы (2.1) равномерно ус-

тойчиво.  
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Замечание 2.1. Обращение предложений 2.1 и 2.2 связано со сле-
дующим обстоятельством. В определении 2.2 сравнение «невозмущен-
ных» движений (движений на М) с «возмущенными» движениями (дви-
жениями в окрестности М) учитывает норму отклонения f в функциональ-
ном пространстве F с метрикой  (п. 1.8.2). В определениях 2.1 и 2.2 такое 
отклонение касается лишь параметра сдвига функции f. Следовательно, 
если соответствующим образом сузить характер указанных возмущений f 
в F, то утверждения предложений 2.1 и 2.2 будут носить характер необхо-
димых и достаточных условий.  

Следствие 2.1. Если нулевое решение каждого из предельных уравне-
ний (2.2) устойчиво, то нулевое решение системы (2.1) равномерно ус-
тойчиво.  

Перейдем теперь к рассмотрению свойств асимптотической устойчи-
вости. Как известно, нулевое решение (2.1) называется равномерно асим-
птотически устойчивым, если оно устойчиво и если  

(  )(  )(Т = Т()  )(f  F)(x0  B)(t  T + )     

0( , , ) f x t  B.  

Предложение 2.3. Если подмножество M  динамической системы 
( , , )X  асимптотически устойчиво, то нулевое решение системы (2.1) 

равномерно асимптотически устойчиво.  
Пусть теперь D =n , и рассмотрим свойство устойчивости в целом 

(глобальная асимптотическая устойчивость). Как для нулевого решения 
(2.1), так и для множеств М и M  соответствующих динамических систем, 
понятие глобальной асимптотической устойчивости складывается из ус-
тойчивости исследуемого объекта и области его притяжения, совпадаю-
щего со всем фазовым пространством. Поэтому можно показать, что име-
ет место  

Предложение 2.4. Если подмножество M  динамической системы 
( , , )X  глобально асимптотически устойчиво, то нулевое решение (2.1) 

равномерно асимптотически устойчиво и глобально притягивающее.  
Утверждение, обратное к предложениям 2.3 и 2.4, зависит от обстоя-

тельств, указанных в замечании 2.1.  
Следствие 2.2. Если нулевое решение каждого из предельных уравне-

ний (2.2) асимптотически устойчиво (глобально асимптотически устой-
чиво), то нулевое решение (2.1) равномерно асимптотически устойчиво 
(равномерно асимптотически устойчиво и глобально притягивающее).  

Обозначим через V  класс функций V : D  , ограниченных на 
каждом множестве K  , где K  компактное подмножество D, и равно-
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мерно непрерывных по x  K на K . Известно [159], что для любой 
функции V V  и всякой последовательности чисел (tn), tn  , можно 
выделить подпоследовательность (tn(k))k  , для которой (V(x, t + tn(k))) схо-
дится к функции v(x, t) равномерно на каждом компакте из D  .  Функ-
цию v(x, t) будем в дальнейшем именовать предельной для V(x, t). Класс 
предельных функций для V  обозначим V .  

Пусть имеем пару функций ( , )f V F  V  такую, что существует 
последовательность моментов времени (tk), tk  , для которой  

( , ) ( , ) kf x t t g x t   и  ( , ) ( , ) kV x t t v x t   при  k .  

В этом случае ( , )g v  будем называть предельной парой для пары 

( , )f V , соответствующей последовательности (tk).  

Лемма 2.5 [64, с. 156]. Пусть ( , , )X  локально компактная дина-

мическая система и M  компактное подмножество X. Тогда если М не-
устойчиво, то всякая окрестность U множества М обладает тем свой-
ством, что U \ M содержит отрицательную полутраекторию. Более 

точно, существует компактная окрестность 0( ,ε )B M ,   , для кото-

рой при любом   [0, ] существуют последовательности (хп), хп  X, и 
(tn), tn  , tn  , такие, что  

хп  х  М, хпtn  у  FrB(M, )  при  п  ,  причем  ( ) y  В(М, ). 

Предложение 2.5 [46]. Пусть ( , , )X  локально компактная дина-

мическая система и M  компактное подмножество X. Множество М 
устойчиво, если существует окрестность U множества М и существу-
ет функция V V  такая, что:  

1)  V(x, t)    (x, t) U    и V(x, t) = 0  (x, t)  М  ;  
2)  V(xt, t)  V(x, 0)  t   и  x[0, t]  U;  

для любой предельной для ( , )f V  пары ( , )g v  не существует относи-

тельно компактной полутраектории ( ) g p  уравнения (2.2), располо-

женной в U \ M, и такой, что v( ( , , ) g p t , t) = 0  t  .  

Доказательство. Если предположить, что при выполнении всех 
требований предложения 2.5 множество М не является устойчивым, то по 

лемме 2.5 существует число   , ( , )B M  U и ( , )B M  компактно, су-

ществуют последовательности (xn), xn  x  M, и (tn), tn  , tn  , для 



 70

которых xntn  x  FrB(M, ), причем ( ) x  ( , )B M \ М. Отсюда с уче-
том 1), 2) для любого числа t   имеем неравенство  

  V(xn(t + tn), t + tn)  V(xn, ),  

справедливое при достаточно большом n (n  N), т. е. при t + tn    n  

N. Так как ( , )B M  компактно и V V , то из последовательности (tn) 

можно выделить подпоследовательность (пусть это сама последователь-
ность) такую, что  

V(xn(t + tn), t + tn)  v( x , t).  

Учитывая при этом предыдущее неравенство и то, что V(xn, )  , 
для решения ( , , ) g x t  предельного уравнения получаем тождество 

v( ( , , ) g x t , t) =  t  , противоречащее требованию 3) предложе-
ния 2.5. Таким образом, М устойчиво.  

Лемма 2.1. Пусть V  функция класса V  такая, что  

V( ( , , ) f x t , t)  V(x, 0)  t    и  x[0, t]  U.  

Тогда, если 0( ) f x  (или 0( ) f x ) – относительно компактная полу-

траектория, расположенная вместе со своим замыканием в U, то 
x 0( )

fL x  (соответственно x 0( )
fL x ) существует предельная пара 

( , )g v , для которой  

 v( *( , , ) g x t , t) = v(х, )  t  .  (2.3) 

При этом выполняются соотношения:  

х 0( )
fL x     V( *( , , ) g x t , t)  v( *( , , ) g x t , t)  t  ,  

 х 0( )
fL x     V( *( , , ) g x t , t)  v( *( , , ) g x t , t )  t  .  (2.4) 

Доказательство. Пусть ( ) f p  компактно и расположено в U. Тогда 

множество -предельных точек ( )  fL p . Пусть точка х ( )
fL p . По 

определению предельного множества можно указать последовательность 
моментов времени (tn)n1 такую, что *

0lim ( , , ) .


 
nt nn

f t t x   

В силу квазиинвариантности ( )
fL p  (лемма 1.4), существует пре-

дельная функция g F  и, по крайней мере, одно решение *( , , ) : g x  
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  n  соответствующего предельного уравнения (2.2) с начальным 
условием * *( , ,0) , g x x  такое, что *( , , ) ( )  fg x t L p  для любого .t  

А значит, для каждого t   можно указать последовательность момен-
тов времени (tn(t))n1 такую, что  

*lim ( , , ( )) ( , , )


   nn
f p t t t g x t .  

Для (tn(t))n1 можно выбрать подпоследовательность (не нарушая 
общности, пусть это сама последовательность (tn(t))), соответствующую 
предельной паре ( , )  g v F V , для которой в силу компактности множе-

ства ( ) f p  предельная функция v: ( ) f p     такова, что  

lim ( ( , , ( )), ( )) ( ( , , ), )


    n nn

V f p t t t t t t v g x t t .  

Покажем, что имеет место равенство (2.3), т. е. ( ( , , ), ) v g x t t const. 

Действительно, так как х ( )
fL p , то для любого момента времени t   

имеем  

lim ( ( , , ( )), ( , , )) 0


   nn

d f p t t t g x t .  

Выберем из последовательности (tn(t)) подпоследовательность (п(t)) 
такую, что п(t)   при п   и п(t)  tn(t)  n  . Тогда на основа-
нии монотонного убывания функции V вдоль решений системы имеем:  

 ( ( , , ( )), ( ))  n nV f p t t t t t t   ( ( , , ( )), ( ))  n nV f p t t  (2.5) 

для всех n   и t   . Переходя здесь к пределу при n  +, получим  

( ( , , ), )v g x t t   ( ( , ,0),0)v g x .  

Последнее неравенство и (2.5) доказывают одновременно второе из 
неравенств (2.4).  

Аналогично этому, выбирая подпоследовательность (п(t)) так, чтобы 
имело место неравенство tn(t)  n(t) n  , получим противоположное 
неравенство ( ( , , ), )v g x t t   ( ( , ,0),0).v g x  Объединяя оба доказанных 
неравенства, получаем искомое тождество (2.3).  

Доказательство леммы для случая монотонного возрастания функции 
V вдоль рассматриваемого движения ( , )f p : t  ( , , ) f p t  проводится 
аналогично, где вместо неравенства (2.5) используется противоположное 
неравенство.  
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Предложение 2.6. Пусть ( , , )X  локально компактная динамиче-

ская система, M  компактное подмножество, X и N  окрестность М. 
Предположим, что существует функция V из класса V  такая, что:  

1)   V(x, t)    (x, t)  N   и V(x, t) = 0  (x, t)  М  ;  
2)   V(xt, t)  V(x, 0)  t    и  x[0, t]  N;  
3)   для любой предельной пары ( , )g v  F V  не существует отно-

сительно компактной полутраектории ( ) g p  системы (2.2), располо-

женной в N \ M и такой, что ( ( , , ), )v g p t t = v(x, 0) t  .  

Тогда М асимптотически устойчиво.  
Доказательство. Нетрудно видеть, что условие 3) предложения 2.5 

влечет за собой выполнение требования 3) предложения 2.6 и, следова-
тельно, множество М устойчиво. Поэтому для произвольного числа    

( ( , )B M  компактно и содержится в N) можно указать число  =  ()   

такое, что В(М, )
  B(M, ). Покажем, что В(М,  ) является подмноже-

ством области притяжения А(М). Действительно, если это не так, то х  

В(М,  ), что ( )
fL x  \ M  , причем ( )

fL x  ( , )B M , а значит, -

предельное множество ( )
fL x  компактно. Пусть x  ( )

fL x \ М. Тогда 

( ) g x  ( )
fL x \ М в силу инвариантности ( )

fL x  и положительной инвари-

антности М. Так как ( )
fL x  компактно, то ( )

fL x  также компактно, при-

чем в силу устойчивости М имеем ( )
fL x  М = . По лемме 2.1 для соот-

ветствующей предельной функции v(x,t) и -предельной точки p  ( )
fL x  

будем иметь v(p, t) = v(p, )  t  . Однако это невозможно на основании 
требования 3) и того факта, что по построению ( ) g x  N \ M. Таким об-

разом, В(М,  )  А(М), т. е. М асимптотически устойчиво.  
Аналогично можно обосновать и следующей результат.  
Предложение 2.7. Пусть ( , , )X  локально компактная динами-

ческая система, M  компактное подмножество, X и N  окрестность 
М. Предположим, что существует функция V из класса V  такая, что:  

1)   V(x, t)    (x, t)  Х   и V(x, t) = 0  (x, t)  М  ;  
2)  V(xt, t)  V(x, 0)  t    и   x  Х;  
4)   для любой предельной пары ( , )g v  F V  не существует отно-

сительно компактной полутраектории ( ) g p , расположенной в N \ M и 

такой, что ( ( , , ), )v g p t t = v(x, 0) t  .  
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3)  множество H = {x  X: V(x, t)    t  } положительно устой-
чиво по Лагранжу   .  

Тогда М глобально асимптотически устойчиво.  
Определение 2.2. Будем говорить, что функция V :   является 

бесконечно большой, если r    существует компактное множество 
K из Х такое, что V(x, t)  r  x K и t  .  

Лемма 2.2. Пусть существует непрерывная бесконечно большая 
функция V : X  , удовлетворяющая условию 2) предложения 2.7. 
Тогда всякое движение динамической системы положительно устойчиво 
по Лагранжу.  

Замечание 2.2. а) Множество v0 = {x U : v(x, t) = 0  t } содер-
жит М. Если v0 положительно инвариантно и замкнуто, то согласно тео-
реме 3.5 [64, с. 129] требование 3) в предложении 2.5 равносильно асим-
птотической устойчивости М относительно v0.  

б) Более того, если v непрерывно дифференцируема, то соотношение 
v( ( , , ), ) g x t t , t) = v(x, 0) в предложениях 2.7 и 2.8 можно заменить равен-

ством ( ( , , ), ), ) 0 v g x t t t , где v   производная по времени, вычисленная 

вдоль движений предельной динамической системы.  
в) Требование 4) предложения 2.7 является и необходимым условием 

глобальной асимптотической устойчивости множества М при выполнении 
требования 2).  
 
 

2.1.2.  ТЕОРЕМЫ  ВТОРОГО  МЕТОДА  
 

Из результатов предыдущего раздела, а именно, предложений 2.5, 2.6 
и 2.7, получаем следующие утверждения.  

Теорема 2.1.1 [46]. Нулевое решение системы (2.1) равномерно ус-
тойчиво, если существует шар В,    и непрерывно дифференцируемая 
функция V из класса V  такая, что:  

1)  V(x, t)    (x, t)  В    и  V(, t) =   t  ;  
2)  ( , ) 0V x t   (x, t)  В  ;  

3)  для любой предельной для ( , )f V  пары ( , )g v F  V  в области В 

не существует решения 0( , , ) y t , y0  , системы (2.2) такого, что  

v( 0( , , ) y t , t) =   t  . 

Теорема 2.1.2 [46]. Нулевое решение системы (2.1) равномерно 
асимптотически устойчиво, если существует шар В,   , и непрерыв-
но дифференцируемая функция V из класса V  такие, что:  
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1)   V(x, t)    (x, t)  В    и  V(, t) =   t  ;  
2)   ( , ) 0V x t   (x, t)  В  ;  

3)   для любой предельной для ( , )f V  пары ( , )g v F V  в шаре В 

не существует решения 0( , , ) y t , y0  , системы (2.2) такого, что  

v( 0( , , ) y t  ,t) = v(y0, )  t  . 

Теорема 2.1.3 [46]. Пусть D =n . Нулевое решение (2.1) равномерно 
асимптотически устойчиво и глобально притягивающее, если для систе-
мы (2.1) существует непрерывно дифференцируемая функция V из класса 
V  такая, что:  

1)   V(x, t)    (x, t)  1n   и  V(, t) =   t  ;  
2)   ( , ) 0V x t   (x, t)  1n ;  

3)   для любой предельной для ( , )f V  пары ( , )g v F V  не сущест-

вует решения 0( , , ) y t , y0  , системы (2.2) такого, что  

v( 0( , , ), y t  t) = v(y0, ) t  . 

4)  для любого числа    всякое решение 0( , , ) x t  уравнения (2.1) 

из множества {x  1n : V(x, t)    t  } ограничено при t  .  
Теорема 2.1.4. Пусть для системы (2.1) существуют окрестность 

U начала координат, непрерывно дифференцируемая функция VV  и 
функция a K  такие, что выполняются следующие условия:  

1) | ( , ) | (|| ||)V x t a x
  

( , ) ;  x t U  

2) 0     p  B(0, ), 0p  и 0
 t  такие, что 0( , ) 0V p t ;  

3) ( , ) 0 ( , ) ;    V x t x t U
 
 

4) если существует предельная пара ( , )  g v F V  и решение y(p, 0t , 

t), p  , системы (2.2), для которых 0 0( ( , , ), ) ( , )v y p t t t v p t  0 , t t  то 

при  t  имеет место одно из следующих двух условий 

0( , , ) 0y p t t   или  0( , , ) Fr .y p t t U   

Тогда точка покоя x = 0 системы (2.1) неустойчива.  

Доказательство. Выберем число 0   так, чтобы  B U . Согласно 

2) для произвольного числа 0   (    ) существует точка \ {0}p B  и 

t0  0 такие, что 0( , ) 0.V p t  Тогда по условию 1) существует число 0   

такое, что 0| ( , ) | ( , ),V y t V p t  если || || y . Согласно требованию 3) для 
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решения 0( , , )x p t t  можем записать неравенство 0 0( ( , , ), ) ( , )V x p t t t V p t  

0. t t  Поэтому справедлива оценка  

 0 0|| ( , , ) || .   x p t t t t  (2.6) 

Покажем, что решение 0( , , )x p t t  выходит из множества B , когда 
t возрастает, чем и докажем утверждение теоремы. Действительно, пред-
положим обратное. Пусть решение 0( , , )x p t t  остается в шаре B  для лю-

бого 0.t t  В таком случае, имеем  

 0 0|| ( , , ) || .     x p t t t t   (2.7) 

Следовательно, множество -предельных точек 0( , )L p t  решения 

0( , , )x p t t  не пусто и не содержит начало координат.  
Для пары (y, 0t ), y 0( , )L p t , 0t   0, по лемме 1.3 существует пре-

дельная пара ( , )  g v F V , соответствующая последовательности (tn) для 

которой решение *
0( , , ),y y t t  предельного уравнения (2.2) удовлетворяет 

равенству * *
0 0( ( , , ), ) ( , )v y y t t t v y t  t  t0.  

Пусть по условию 4) теоремы 2.1.4 при  t  имеем 
*

0( , , ) 0.y y t t  Тогда так как в силу теоремы 2.1.4 *
0( , , )y y t t  0( , )L p t  

0 t t , то с учетом компактности 0( , )L p t  предельная точка решения 
*

0( , , )y y t t  содержится во множестве 0( , ).L p t  Таким образом, 

0 0( , ).L p t  Однако это противоречит (10).  

Если же по условию 4) теоремы 2.1.4 *
0( , , ) Fry y t t U  при возраста-

нии t, то с учетом квазиинвариантности 0( , )L p t  это множество будет 

содержать точки вне .B  В этом случае также приходим к противоречию 

с предположением (2.7).  
Таким образом, справедливо обратное, т. е. начало координат неустой-

чиво.  
Замечание 2.3. Если множество V0 = {xU : v(x, t) = 0  t } по-

ложительно инвариантно и замкнуто, то требование 3) в теореме 5.5 рав-
носильно асимптотической устойчивости М относительно V0. Более того, 
если v непрерывно дифференцируема, то соотношение v( 0( , , ) y t , t) = 

v(x, 0) в теоремах 2.1.1, 2.1.2 и 2.1.3 можно заменить на равенство 

0( ( , , ), ) 0,  v y t t  где ( , )v x t   производная по времени, вычисленная 
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вдоль движений динамической системы. Требование 4) в теореме 2.1.3 
можно заменить более жестким условием того, что всякое решение x(x0, , 
t) системы (2.6) ограничено при t  .  

В заключении отметим, что требование А), вообще говоря, не являет-
ся обременительным. Во многих практических задачах оно заведомо вы-
полняется. Для систем, правая часть которых не ограничена, можно пред-
ложить следующий прием. Ищется функция :   такая, что (t) мо-
нотонно возрастает и  (t)   при t  . Тогда, полагая t =   (), от 
системы (2.6) переходим к системе  

1
1

1
( , ( ))

( ( ))


  
   

dx
f x

d
 

Например, если, то при  (t) = t2p+1 приходим к системе, предельное 
уравнение для которой уже существует.  
 
 

2.1.3.   ПРИМЕРЫ  
 

Пример 2.1. Рассмотрим частный случай системы (2.1):  

 
2

( , , ),

( , , ), ( , ) , .




  


  
x P x y t

y yQ x y t x y t
 (2.8) 

Установим условия устойчивости нулевого решения системы (2.8). 
Для этого исследуем несколько возможных случаев.  

A) Предположим сначала, что в любой окрестности начала координат 
функция Q принимает положительные значения при t  . Тогда для не-
которого числа а   функция (t) =

( , )
sup ( , , )

 ax y B
Q x y t  будет неотрицатель-

ной. Положим  

V(x, y, t) = y2

0

exp 2 ( )
 
   

t

s ds .  

Ясно, что V(x, y, t)   (x, y, t)  B  , причем производная по времени 
функции V(x, y, t) выражается равенством  

( , , )V x y t  =  2у2((t)  Q(x, y, t))exp
0

2 ( )
 
   

t

s ds .  
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Потребуем, чтобы выполнялось условие ограниченности  

 
0

( ) , 0.     
t

s ds M t   (2.9) 

Тогда всякая предельная для V функция будет иметь вид v(x, y, t) = cy2, 
где с  положительна постоянная.  

Пусть предельное уравнение для (2.2) задается равенствами  

 
*

*

( , , ),

( , , ).

 






x P x y t

y yQ x y t
  (2.10)  

Тогда на основании теоремы 2.1.1 и с учетом замечания 2.4 нулевое ре-
шение (2.6) будет равномерно устойчивым, если выполнено неравенство 
(2.9) и нулевое решение каждого предельного уравнения  

 *( ,0, )x P x t   (2.11)  

будет равномерно асимптотически устойчивым.  
Далее, каждая предельная функция v непрерывно дифференцируема, 

ее производная по времени, вычисленная в силу предельной системы 
(2.8), имеет вид  

2 *( , , ) ( , , ).v x y t y Q x y t  

Поэтому согласно замечанию 2.4 нулевое решение (2.8) будет равномерно 
асимптотически устойчивым, если выполнено условие (2.9) и нулевое 
решение каждого предельного уравнения, удовлетворяющего равенствам  

 
*

*

( , , ),

( , , ) 0 ,

 


  




x P x y t

yQ x y t t
  (2.12) 

будет равномерно асимптотически устойчивым.  

B) Если в некоторой окрестности U начала координат 2  функция 
Q(x, y, t)    t  , причем для любого a   такого, что Ba  U, опреде-
ленная выше функция (t)  , то, полагая V(x, y, t) = y2, приходим к тем 
же условиям равномерной устойчивости и равномерной асимптотической 
устойчивости нулевого решения (2.8), что и в A). При этом условие (2.9) 
выполняется автоматически.  
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C) Наконец, пусть имеет место случай Q(x, y, t)  , где число   . 
Тогда, используя функцию V(x, y, t) = y2, получаем условия равномерной 
асимптотической устойчивости нулевого решения (2.8). Эти условия со-
стоят в требовании равномерной асимптотической устойчивости нулевого 
решения каждого предельного уравнения (2.12).  

Укажем теперь условия неустойчивости начала координат системы 
(2.8). Для некоторого числа a > 0 введем в рассмотрение функцию  

(t) =
( , )

inf ( , , ).
 ax y B

Q x y t  

В качестве функции Ляпунова положим  

V1(x, y, t) = y2

0

exp 2 ( ) ,
 
   

t

s ds   

для которой производная по времени в силу системы (2.8) равна  

1( , , ) V x y t 2у2( ( , , ) ( )Q x y t t )exp
0

2 ( )
 
   

t

s ds .  

Потребуем выполнения следующих условий  

 
0

( ) , 0;     
t

s ds M t   (2.13) 

 a > 0 такое, что если 1( , , ) 0V x y t  для | |y a  и 0, t  то 0y .    (2.14) 

В этом случае для функции V1 выполняются условия 1)3) теоремы 2.1.4, 

причем множество, где 1( , , ) 0V x y t , представляет собой ось 0y . Оче-
видно, что множество, где производная соответствующей предельной 
функции Ляпунова 1( , , ) 0v x y t , также совпадает с осью 0y . На этом 

множестве предельная система переходит в скалярное уравнение (2.11). 
Если к тому же такое уравнение имеет лишь решения, которые с доста-
точно малыми по норме начальными данными либо стремятся к нулю, 

либо покидают всякую окрестность нуля (например, если *| ( ,0, ) | 0P x t  

для 0 | | , 0   x a t ), то будут выполнены все требования теоремы 2.1.4. 

Следовательно, при условиях (2.13), (2.14) мы получаем неустойчивость 
нулевого решения исследуемой системы уравнений.  
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Пример 2.2. Рассмотрим дифференциальное уравнение второго по-
рядка  

 2 ( )
( )( ( ) ) ( ) 0, 0,

2 ( )

 
        


  p mf t
x hf t x a t x x f t x t

f t
  (2.15) 

где m , ,h  а f(t), ее производная ( )f t  и a(t)  непрерывные огра-
ниченные функции, причем f(t) удовлетворяет условию  

 0( ) 0 0.   f t f t   (2.16) 

Для исследования задачи об устойчивости равновесия 0, 0 x x  

произведем некоторые предварительные построения. Возьмем функцию 
Ляпунова  

2 1

( , , ) ,
2 ( ) 1



 



mx x

V x x t
f t m

 

для которой производная по времени в силу уравнения (2.13) равна  
2 2( , , ) ( ( ) ) .     pV x x t hx x a t x   

Пусть *( )a t , *( )f t  и *( )f t   предельные функции соответственно 

для ( )a t , ( )f t  и ( ).f t  Тогда предельное дифференциальное уравнение 
принимает вид  

 
*

* * 2 *
*

( )
( )( ( ) ) ( ) 0 0.

2 ( )

 
        


  p mf t
y hf t y a t y y f t y t

f t
  (2.17) 

Предельная для V функция v с соответствующей производной по времени 
в силу предельного уравнения (2.17) соответственно равны  

2 1

*( , , ) ,
2 ( ) 1



 



my y

v y y t
f t m

  2 * 2( , , ) ( ( ) ) .     pv y y t hy y a t y  

Рассмотрим множество *Y , где ( , , ) 0 0.   v y y t t  Оно определяется ра-
венствами  

0,hy  или *( ) 0 0.   y a t y t   
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В первом случае при h  0 имеем 0 0 0     y y y , и поэтому 

множество *Y  не содержит ненулевых решений предельного уравнения.  
Во втором случае на множестве *Y  предельная система превращает-

ся в скалярное дифференциальное уравнение  

 *( ) , .  y a t y t   (2.18) 

Теперь приступим к анализу устойчивости равновесия 0, 0 x x .  

a) Условия устойчивости. Пусть выполнены следующие предполо-
жения  

 m = 2n  1, n   и  h < 0.  (2.19) 

Тогда очевидно, что для функции V справедливы условия 1) и 2) теоремы 

2.1.1. С учетом требования (2.16) на множестве *
0Y , где ( , , ) 0,v y y t  име-

ем 0 y y  и, следовательно, выполнено и условие 3) этой теоремы. 

В результате приходим к следующему: равновесие 0, 0 x x  устойчиво, 

если выполняются условия (2.16) и (2.19).  
b) Условия асимптотической устойчивости. Пусть по-прежнему 

выполняются условия (2.19). Тогда выполнены условия 1) и 2) теоремы 
2.1.2. Кроме того, общее решение уравнения (2.18) определяется форму-
лой  

 
*

0

( )

0 0 0( , , ) , .


 
t

t
a s ds

y y t t y e t   (2.20) 

Поэтому на основании замечания 2.5 для выполнения условия 3) этой же 
теоремы достаточно потребовать выполнения следующего соотношения  

 
0

*
0( ) 0 .


   

t

a s ds t   (2.21) 

Действительно, в этом случае, принимая во внимание (2.18), всегда суще-
ствует достаточно малая окрестность положения равновесия, в которой 
будут отсутствовать отрицательные полутраектории предельного уравне-
ния (2.18). Это обеспечивает выполнение условия 3) теоремы 2.4.2. Таким 
образом, условия (2.16), (2.19) и (2.21) обеспечивают равномерную асим-
птотическую устойчивость решения 0, 0 x x .  
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c) Условия глобальной асимптотической устойчивости. Предполо-
жим, что выполнены условия (2.16), (2.19) и (2.21), обеспечивающие рав-
номерную асимптотическую устойчивость решения 0, 0 x x . Тогда 
функция ( , , )V x x t  является бесконечно большой по переменным вектора 
( , )x x . Поэтому, с учетом неположительности ее производной по времени 

в силу уравнения (2.15), всякое решение этого уравнения будет ограни-
ченным при t  0. В этом случае будут выполнены все требования теоре-
мы 2.1.3, а значит решение 0, 0 x x  глобально равномерно асимптоти-

чески устойчиво.  
d) Сформулируем условия неустойчивости согласно теореме 2.4.4.  
Условия 1)3) теоремы 2.1.4 для функции V выполняются в каждом 

из следующих случаев:  
i) m  четное,       h  0,  00 | ( ) | 0;   f f t t   

ii) m  нечетное,  h > 0,  00 | ( ) | 0;   f f t t   

iii) m  нечетное, h < 0,  00 | ( ) | 0.    f f t t  

Так как предельная производная ( , , ) v y y t  существует и непрерывна, то 

согласно замечанию 2.5 рассмотрим множество *,Y  где она равна нулю. С 

учетом предыдущих рассуждений заключаем, что если на *Y  существуют 
ненулевые решения предельного уравнения (2.16), то они необходимо 
удовлетворяют скалярному дифференциальному уравнению (2.19). По-
этому, опираясь на формулу общего решения (2.20), потребуем выполне-
ния условия  

 
0

*| ( ) |
t

t

a s ds  при  . t  (2.22) 

В этом случае будет выполнено и условие 4) теоремы 2.1.4. Таким обра-
зом, решение 0, 0 x x  дифференциального уравнения (2.15) неустой-

чиво, если выполнено условие (2.22) и одно из требований i), ii) или iii).  
Пример 2.3. Рассмотрим систему второго порядка  

 

1 1 2

1 1
211 1

1
2 1 2 2 12 2

,
1

(2 ) 1
( ) , 0,

(1 ) (1 ) (1 )

 


    


            




t t

t

t
x x x

t

t e te t
x x x e x f t x t

t t t

 (2.23) 

где f(t)  непрерывная ограниченная функция.  
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Возьмем функцию Ляпунова  

1
1 1

1 2 2( , , ) .
1

 


t
x

V x x t x e
t

  

Ее производная по времени в силу системы (2.23) равна  

2

1 2 2 1( , , ) ( ) 0.
(1 )

 
    

 t
V x x t x f t x

t
  

Для нее выполняются условия 1)3) теоремы 2.1.4.  
Пусть g(t) означает предельную функцию для f(t). Тогда легко ви-

деть, что множество предельных систем записывается в виде  

 
1 1 2

2
2 2 1

,

( ( ) ) .

  


 



y y y

y y g t y
  (2.24) 

Соответствующая предельная функция Ляпунова определяется формулой  

1 2 2( , , ) .v y y t y  

Она дифференцируема, и ее производная в силу системы (2.24) равна  

2
1 2 2 1( , , ) ( ( ) ) . v y y t y g t y   

На множестве *
0Y  нулей производной 1 2( , , )v y y t  вдоль решения 

1 2( ( ), ( ))y t y t  имеем тождество  

2 1( ) ( ) ( ), 0. y t g t y t t  

При этом предельная система вырождается в скалярное дифференциаль-
ное уравнение  

 1 1( ( ) 1) , 0.  y g t y t   (2.25) 

Потребуем существование начального момента времени 0 0t  такого, что 

если  t , то выполняется одно из следующих двух условий:  

 
0

( ( ) 1) .  
t

t

g s ds  (2.26) 
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Тогда каждое решение 1 2( ( ), ( ))y t y t  предельного уравнения (2.25) либо 

стремится к нулю, либо не ограничено в зависимости от знака предела 
интеграла (2.26). Это обеспечивает выполнение условия 4) теоремы 2.1.4. 
Таким образом, начало координат исследуемой системы неустойчиво.  

Заметим, что матрица линейного приближения для предельной сис-
темы (2.24) отвечает критическому случаю одного нулевого корня.  
 
 

2.2.   ТЕОРЕМЫ  А. А. КОСОВА  
 

Пусть задано дифференциальное уравнение  
 

( , ), (0, ) 0 ,    x f x t f t t     (2.27) 

 
где f : D   n   непрерывная функция, D  окрестность начала коор-
динат n . Предположим, что функция f удовлетворяет локальному усло-
вию Липшица по x. Для любой пары 0 0( , )  x t D  через x  0 0( , , )x x t t  

( 0 0( , , ) : x x t D ) обозначим решение уравнения (2.27), удовлетворяю-

щее начальному условию 0 0 0 0( , , ) .x x t t x   

Пусть функции :    nV  и :    nW  непрерывны и 
удовлетворяют локальному условию Липшица в шаре ,rB  0r .  

Для тройки  
 

( ( , )f x t , ( , ),V x t  ( , )W x t ),  

 
следуя [5, 97], будем называть предельной тройкой ( , , )g gg v w , соответст-

вующей последовательности ,kt  такие три функции  

 
,g F   gv V ,  ,gw W   

 
которые являются предельными при ,k  для функций  
 

( ( , ) kf x t t , ( , ), kV x t t  ( , ) kW x t t ) 

 
соответственно.  
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Рассмотрим уравнение 

 ( , ),y g y t   ,ny   ,t   (2.28) 

которое определяет для (2.27) соответствующее предельное уравнение 
при каждом g F .  

Определение 2.3 [73]. Будем называть решение x = 0 асимптотиче-
ски устойчивым относительно множества предельных нулей функции 
V(x, t) и семейства предельных систем (2.28), если выполняются условия:  

1) для любого  > 0 и любого t0 ≥ 0 можно указать  = (, t0) > 0 та-

кое, что для любой предельной пары ( , )gg v  F V  и любого 0
ny   та-

кого, что 0 0( , ) 0gv y t   и 0|| ||y   , для решения 0 0( , , )y y t t   

уравнения (2.28) следует 0 0|| ( , , ) ||y y t t    при всех 0t t ;  

2) можно указать  > 0 такое, что для любых 1 > 0 и t0 ≥ 0 найдет-
ся 1 0( , , ) 0T T t     такое, что для любой предельной пары 

( , )gg v  F V  и любого 0
ny   такого, что 0 0( , ) 0gv y t   и 0|| ||x   , 

для решения 0 0( , , )y y t t  уравнения (2.28) будет 0 0 1|| ( , , ) ||y y t t    при всех 

0 1 0( , , ).t t T t      

Лемма 2.3 [73]. Пусть знакоположительная функция ( , )V x t  удов-

летворяет локальному условию Липшица и такова, что 

0

( ( , ), ) ( , )
( , ) lim sup 0

r

V x rf x t t r V x t
V x t

r

      

при всех t  0, .nx    
Тогда множество предельных нулей функции ( , )V x t  положительно 

инвариантно относительно семейства предельных систем, т. е. для ка-
ждой предельной пары ( , )gg v  F V  имеет место условие:  

0 0( , ) 0gv y t      0 0( ( , , ), ) 0v y y t t t     0.t t  

Доказательство следует из неравенств ( , ) 0gv y t   ( , ) 0,gv y t   выте-

кающих из соответствующих неравенств для ( , )V y t  и ( , )V y t .  

Теорема 2.2.1 [73]. Пусть для системы (2.27) существуют такие 
знакоположительные функции ( , )V x t  и ( , )W x t , удовлетворяющие ло-



 85

кальному условию Липшица, что при всех ( , ) nx t     выполняются 

условия:  
1) ( , ) 0V x t   и V(, t) = ; 

2) ( , ) ( , ) 0;V x t W x t    

3) решение x = 0 асимптотически устойчиво относительно множе-
ства предельных нулей функции ( , )V x t  и семейства предельных систем 

(2.28).  
Тогда нулевое решение равномерно устойчиво.  
Доказательство. Предположим, что нулевое решение (2.27) не явля-

ется равномерно устойчивым. Тогда можно указать 0   и три последо-

вательности 0( ),kx  0 0,kx   0( )kt   и ( ),kt  0kt    при k    

такие, что  

 0 0|| ( , , ) ||k k kx x t t  ε.       (2.29) 

Из непрерывности траекторий системы (2.27) из (2.28) следует, что для 
любого   0 <  существует последовательность (k), ,k    такая, 

что 

0 0|| ( , , ) || ,k k kx x t     

 0 0|| ( , , ) ||k kx x t t      при  .k kt t    (2.30) 

Ввиду ограниченности последовательности 0 0( , , )k k k kx x x t  , не умень-

шая общности, можно считать, что kx x  , ( , ) ( , )kf x t g x t   , 

( , ) ( , )k gV x t v x t    при k    (этого всегда можно добиться выбором 

соответствующих сходящихся подпоследовательностей). При этом из не-
равенств 0 00 ( , ) ( , )k k k kV x V x t    и наличия ввиду условия Липшица 
бесконечно малого высшего предела у функции V(x, t) следует, что 

( ,0) 0.gv x    

Из свойств движений исходной и предельной систем следует [159]  

 ( , , ) ( ,0, )k k kx x t y x t       при  k      (2.31) 

при всех [0,t  ],  0  , при которых движения остаются в некотором 

ограниченном множестве, а значит, и при всех t из (2.30).  
Покажем, что при достаточно малом 0   будет k kt      при 

.k    Пусть это не так, тогда для каждого 0   существует 
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( ) 0      такое, что для некоторой подпоследовательности ( )
ik  будет 

( ) .
i ik kt         Если теперь по 0,5    выбрать ( ,0    ) > 0  в со-

ответствии с п. 1 определения, то для всех   0 <  из условия 2 получа-
ем для всех 0t   

 || ( ,0, ) || 0,5 .y x t     (2.32) 

Полагая в (2.31) ( )
i ik kt t       и переходя к пределу при i    

(или выбирая в случае необходимости сходящуюся подпоследователь-
ность), получим с учетом (2.30) || ( ,0, ) ||y x t     для некоторого 

[0, ( )],t      что противоречит (2.32). Полученное противоречие и показы-

вает, что k kt      при k    для всех 0 (0.5 ).         

Возьмем 00      и по числам 0    и 1 0.5    в соответствии 

с определением 2.5 выберем 1( , ,0) 0T     так, чтобы  

 1|| ( ,0, ) || 0,5 .y x t       при всех  1( ).t t    (2.33) 

Выберем номер 0k  столь большим, чтобы при всех 0k k  было 

12 ( ).k kt T     Тогда из (2.30) и (2.31) получаем неравенство 

|| ( ,0, ) ||y x t    при всех 1[0,2 ( )]t T  , которое при 1( )t T   будет проти-

воречить (2.15). Полученное противоречие и показывает, что при услови-
ях 1 и 2 нулевое решение системы (2.27) будет устойчиво равномерно по 
t0.  

Теорема 2.2.2 [73]. Пусть для системы (2.27) существуют такие 
знакоположительные функции ( , )V x t  и ( , )W x t , удовлетворяющие ло-

кальному условию Липшица, что при всех ( , ) nx t     выполняются 

условия:  
1) ( , ) 0V x t   и V(, t) = ; 

2) ( , ) ( , ) 0;V x t W x t    

3) решение x = 0 асимптотически устойчиво относительно множе-
ства предельных нулей функции ( , )V x t  и семейства предельных систем 

(2.28); 
4) для любой предельной тройки ( , , )g gg v w  и любого числа c > 0 

множество 
( , ) {( , ) : ( , ) 0, ( , ) }N c g x t w x t v x t c    



 87

не содержит положительных полутраекторий соответствующей пре-
дельной системы (2.28).  

Тогда нулевое решение равномерно асимптотически устойчиво.  
Доказательство. Так как выполнены все условия теоремы 2.1.1, то 

нулевое решение равномерно устойчиво.  
Покажем, что все решения (2.27) стремятся к x = 0 при t  + рав-

номерно по 0 0( , )x t . Пусть это не так. Тогда можно указать 10, 0  >  и 

три последовательности  

0 0( ) , ( ) (0, )k kt x B    и 0( ) ,k k kt t t      при  k    

такие, что 0 0 1|| ( , , ) || .k k kx x t t    Не ограничивая общности, можно считать 

0kt    и 0
0kx x  при k   , поскольку иначе в качестве 0kt  можно 

было бы взять 0 00.5( ),k k kt t t   а в качестве 0kx  взять 

0 0 0 0( , , 0.5( ))k k k k kx x t t t t   и с учетом условия 4 перейти в случае необхо-

димости к сходящейся подпоследовательности.  
Из установленной выше равномерной устойчивости по t0 нулевого 

решения (2.27) следует, что при всех t  0 будет выполняться неравенство  

 0 0 0 1|| ( , , ) || ( ) 0,k k kx x t t t       (2.34) 

где 1( )   взято в соответствии с определением равномерной по t0 устой-

чивости.  
Пусть последовательности 0kt    соответствует предельная трой-

ка ( , , ).g gg v w  Тогда из (2.34) получаем  

 0
1|| ( ,0, ) || ( )y x t      при всех  t  0.     (2.35) 

В силу ограниченности 0( ,0, )y x t , вытекающей из условия 4 [131, 

c. 23], его множество -предельных точек 0( , ,0)L g x  не пусто. Пусть 
0( , ,0)x L g x , последовательность mt    при m    такова, что 

0( ,0, )my x t x  при m    и ( )mt  соответствует предельная тройка  

( , , ) ( ) ( ) ( ).h hh v w f V W      F V W  

Положительная полутраектория ( ,0, ), 0,hy x t t   будет целиком ле-

жать в ( , )N c h  при некотором c  0 и одновременно в 0( , ,0)L g x . Из ус-
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ловия 3 следует, что c = 0, поэтому на основании условия 2 будет 
( ,0, ) 0hy x t   при t  +. Но тогда при достаточно большом t > 0 точка 

0( ,0, ) ( , ,0)hy x t L g x  будет сколь угодно близкой к точке x = 0, что про-

тиворечит (2.35). Полученное противоречие завершает доказательство 
теоремы 2.2.2.  

Теорема 2.2.3 [73]. Пусть для системы (2.27) существуют такие 
знакопостоянные функции ( , )V x t  и ( , )W x t , удовлетворяющие локально-

му условию Липшица, что при всех ( , ) nx t     выполняются условия:  

1) ( , ) 0V x t   и V(, t) = ; 

2) ( , ) ( , ) 0;V x t W x t     

3) решение x = 0 глобально асимптотически устойчиво относитель-
но множества предельных нулей функции ( , )V x t  и семейства предельных 

систем (2.28); 
4) для любой предельной тройки (g, v, w) и любого числа c > 0 мно-

жество  

( , ) {( , ) : ( , ) 0, ( , ) }v vN c g x t w x t v x t c    

не содержит положительных полутраекторий соответствующей пре-
дельной системы (2.28);  

5) все решения 0 0( , , )x x t t  системы (2.27) ограничены при t  t0 равно-

мерно по 0 0( , ).x t  

Тогда нулевое решение системы (2.27) равномерно глобально асим-
птотически устойчиво.  

Замечание 2.4. Условие 2 в теоремах 2.2.12.2.3 можно заменить 
следующим условием:  

2а. Решение x = 0 равномерно асимптотически устойчиво в целом от-
носительно системы (2.27) и множества 1(0, )V    [73].  

Полагая ( , ) 0V x t   в теореме 2.5.3 с учетом наследуемости свойства 
равномерной асимптотической устойчивости в целом семейства предель-
ных систем, получаем следующее. 

Следствие 2.3. Для того, чтобы нулевое решение системы (2.34) 
было глобально равномерно асимптотически устойчиво, необходимо и 
достаточно выполнения условий: 

1) решение x = 0 глобально асимптотически устойчиво относитель-
но семейства предельных систем (2.28); 
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2). все решения 0 0( , , )x x t t  системы (2.27) ограничены при 0t t  рав-

номерно по 0 0( , ).x t   

Пример 2.4 [74]. Рассмотрим систему  

2
1 2

1 1 2 22 2
1

2
, .

1

x x
x x x x

a x
    


   

Нулевое решение этой системы глобально асимптотически устойчиво при 

любом a  0. Однако при a = 0 получаем систему  

2
1 1 1 2 2 22 , ,x x x x x x       

нулевое решение которой лишь локально асимптотически устойчиво с 
границей области притяжения, определяемой уравнением 1 2 1x x   [35].  

Пример 2.5 [74]. Рассмотрим уравнение второго порядка  

 ( , ) ( , ) 0,x f x t x g x t       (2.36) 

которое описывает движение материальной точки под действием неста-
ционарных сил сопротивления типа вязкого трения и нестационарной вос-
станавливающей силы. Пусть выполняются следующие условия, отве-
чающие физической природе сил:  

 

1 2

2 2
1 2

1 2 1 2

0 ( , ) 0, ,

0 ( , ) 0, 0,

( ) 2 ( ),

f f x t f ï ðè âñåõ t x

g x xg x t g x ï ðè âñåõ t x

f f g g f

      


    
      



   (2.37)  

где , , 1,2,j jf g j    положительные постоянные, а (0, f1).  

Произведем замену переменных 1 ,x x  2 α .x x x    Тогда от уравне-
ния (2.36) можно перейти к системе  

 
1 1 2

2
2 1 1 1 1 1 2

,

( ( , ) ( , ) / ) ( ( , )) .

x x x

x f x t g x t x x f x t x

  


      




 (2.38) 

Положим  

1 1 2 0( , , , ) ,H x x t t     
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4 1 2 0 1 1 1 1 1 2

1 0 1 0 1 1 2

( , , , ) ((α ( , ) ( , ) / ) ( , ))

((α ( , ) ( , ) / ) ) / .

H x x t t f x t g x t x x f x t x

f x t g x t x x x

   
 

 

2 2 0( , ) 1,h x t    

2
3 1 0 1 0 1 0 1 1 1( , ) (( ( , ) ( , ) / ) ) / ,h x t f x t g x t x x x        

0
1 1 2( , ) ,H x x     

0
4 1 2 1

0
( , ) sup( ( , ))

t
H x x f x t


    

0
2 2( ) 1h x  , 0

2 2( ) | |x x  ,  

0 0
3 1 1 1( ) ψ ( ) / | |h x x x , 0 2

1 1 1 1 1
0

( ) sup | ( ( , ) ( , ) / ) | .
t

x f x t g x t x x


      

Возьмем функцию Ляпунова  
1

2 2
1 2 2

00

1
( , ) sup | ( ( , ) ( , ) / ) | sign( ) .

2

x

t
V x x f x t g x t x x x dx x


      

Ее производная по времени в силу системы (2.38) имеет вид:  

0 0 2 0 0 0 0 2
1 3 1 2 3 1 2 4 2 2 1 2

0 0 2
1 2 1 3 1 1 2

0 0 2
4 2 2 1 2

2 | | , ï ðè 0,

( , , ) , ï ðè 0, 0,

, ï ðè 0, 0.

H h x h h x x H h x x x

V x x t H h x x x

H h x x x

   
  
  

  

Отсюда на основании (2.37) имеем 1 2 1 2( , , ) ( , ) 0,V x x t W x x    причем  

1 0 0
1 2 3 1 2 2

0 0
1 2 1 2 3 1

(0) {( , ) : ( ) 0, ( ) 0}

{ 0, ( ) 0} { 0, ( ) 0} {(0,0)}.

W x x h x h x

x h x x h x

    

      
 

На множестве 1(0)W   для функции 2 2
1 2 1 2( , )v x x x x   будем иметь оценку 

0 2 0 2
1 2 1 1 4 2( , , ) 2 0v x x t H x H x    при 2 2

1 2 0x x  .  

Таким образом, по теореме 2.2.1 все условия теоремы 2.2.2 будут 
выполнены, а значит, будут выполненными и условия теоремы 2.2.3, т. е. 
нулевое решение системы (2.38) равномерно глобально асимптотически 
устойчиво.  
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2.3.  АСИМПТОТИЧЕСКИ  ТРЕУГОЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ  

 
2.3.1.  СИСТЕМЫ  С  АСИМПТОТИЧЕСКИ  

ИСЧЕЗАЮЩИМИ  ВОЗМУЩЕНИЯМИ  
 

Определение 2.4 [62]. Пусть U  окрестность начала координат 

пространства n  и Y : (z, t)  Y(z, t)  непрерывная функция, определен-

ная на множестве U    такая, что Y(0, t) = 0 t  0. Функцию Y будем 
называть локально асимптотически исчезающей, если для любого чис-

ла  > 0 существует компактная окрестность K точки z = 0, содержа-

щаяся в шаре εB , и для любого числа  > 0 существует момент времени 

t = t(K, ) > 0 такой, что  

 ( , ) è ( , ).Y z t z K t t K            (2.39) 

Предположим, что задана пара систем дифференциальных уравнений  

 ( , ),x X x t   (2.40) 

 ( , ) ( , ),y X y t Y y t   (2.41) 

где функции X и Y определены в области U   , непрерывны и обраща-
ются в нуль в начале координат пространства n  при всех t  0. Кроме 
того, пусть функция X имеет непрерывные и равномерно ограниченные 
частные производные по координатам состояний вектора x в области то-

чек (x, t)  U  .  Будем предполагать также, что функция Y не нарушает 
условий существования и единственности решений системы (2.41) и явля-
ется локально асимптотически исчезающей.  

Предложение 2.8 [62]. Пусть выполнены следующие условия:  
a) решение y = 0 системы (2.41) равномерно устойчиво;  
b) решение x = 0 системы (2.40) равномерно асимптотически ус-

тойчиво;  
c) функция Y(y, t) является локально асимптотически исчезающей.  
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Тогда нулевое решение возмущенной системы (2.41) равномерно 
асимптотически устойчиво.  

Доказательство. Так как нулевое решение системы (2.40) равномер-
но асимптотически устойчиво, то существует шар B ,  > 0, начальных 
состояний x0, расположенный в области равномерного притяжения реше-
ния x = 0 системы (2.40). Более того, по теореме 5.1 [75] для системы 
(2.40) существует непрерывно дифференцируемая функция Ляпунова V : 

B  
    , функции Хана a, b, c  K и число N > 0 такие, что в об-

ласти B 
   имеют место условия  

1) (|| ||)a x  V(x, t )  (|| ||)b x ;  

2) (27)V (x,t)   (|| ||)c x ;  

3) 
( , )

.
V x t

N
x

 


  

Вычислим производную по времени (28) ( , )V y t  от функции V(y, t) 

в силу системы (2.41) и оценим выражение для производной сверху в об-

ласти B 
  . Получим  

 (28) (27)
( , )

( , ) ( , ) ( , )
V y t

V y t V y t Y y t
y

      
    c (|| ||)y +N || ( , ) || .Y y t  (2.42) 

Согласно равномерной устойчивости начала координат системы 
(2.41) имеем:  

( > 0,  < )( = () > 0)(t0 ≥ 0)(y0  B )(t ≥ t0):     

0 0|| ( , , ) || ε.y t t y   

Пусть пара чисел  > 0 и  = () > 0 также соответствует определе-
нию равномерной устойчивости нулевого решения системы (2.41), причем 
 < . То есть,  

 y0 nB     0 0 0|| ( , , , ) || μy x y t t    t0  0  и  t  t0.  (2.43) 

Так как возмущение Y в системе (2.41)  локально асимптотически 
исчезающая функция, то для некоторого числа t = t(K, ) > 0 (в данном 

случае K  – замыкание шара ε
nB ) выполняется неравенство  

|| ( ( ), ) || 0,5 ( ) ( , ).Y z t t c t t K       
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Покажем, что найдется не зависящая от t0  0 величина T > t(K, ) та-
кая, что решение y(t) = y(y0, t0, t) с начальным состоянием y0  δB  при t = 

= T + t0 попадет в шар B . А тогда при всех t > T + t0 оно не покинет шар 

B , откуда будет следовать равномерная асимптотическая устойчивость 

нулевого решения системы (2.41). В самом деле, если это не так, то значе-
ния функции y(t) будут принадлежать шаровому слою ε ν\B B  для всех t  

t(K, ). В этом случае для функций V(y(t), t) можем записать равенство  

V(y(t), t) = * *( ( ), )V y t t + (28) ( ( ), )
t

t

V y s s ds


  ,  

из которого при t > t(K, ) с учетом a), (2.39), (2.42) и (2.43) следует нера-
венство  

 V(y(t), t)  b1()  (tt(K, ))c()+N
( ,μ)

|| ( ( ), ) || .
t

t K

Y y s s ds   (2.44) 

На основании предыдущих построений можно утверждать существо-

вание числа T1 = T1()>0 такого, что  

( ,μ)

1
|| ( ( ), ) || ( )( ( , )),

2

t

t K

Y y s s ds c t t K    если t > T1 + t(K, ).  

Зафиксируем положительное число T, подчинив его условию  

 T > T1 + ε
(μ)

( )

b
t

c 
 .  (2.45) 

Ясно, что таким образом выбранная величина T > 0 не зависит ни от 
начального момента времени t0  0, ни от начального состояния y0  δ

nB . 

По построению при t > T правая часть неравенства (2.44) в силу (2.45) яв-

ляется отрицательной величиной, что в шаровом слое ε \B B  противоре-
чит знаку левой части этих неравенств. Таким образом, решение y(t) оста-
ется в шаре μB  при всех t > T. Отсюда в силу произвольности выбора 

числа  > 0 и следует равномерная асимптотическая устойчивость нулево-
го решения уравнения (2.40)  
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Для сокращения формулировок введем следующее понятие, которое 
фигурирует в различных модификациях в ряде работ.  

Пусть U = n . Будем говорить, что нулевое решение системы (2.40) 
равномерно глобально асимптотически, если оно равномерно устойчиво 
и, кроме того, для решений x(x0, t0, t) системы (2.40) предельное равенство  

 0 0lim || ( , , ) || 0
t

x x t t


      (2.46) 

выполняется равномерно по t0  0 и x0  K для каждой компактной окре-
стности K начала координат пространства n .  

Будем говорить также, что решения системы (2.40) равномерно огра-

ничены при t  +, если для любой компактной окрестности K  n  на-
чала координат можно указать положительное число M такое, что 

0 0|| ( , , ) ||x x t t M   x0  K  t0  0 и t  t0.  

Определение 2.5. Пусть Y : (z, t)  Y(z, t)  непрерывная функция, 

определенная на множестве n  ,  такая, что Y(0, t) = 0 t  0. Будем 

говорить, что Y  асимптотически исчезающая функция, если для лю-

бой компактной окрестности K точки z = 0 и для любого числа  > 0 су-

ществует момент времени t = t(K, ) > 0 такой, что выполняется усло-
вие (2.39).  

Предложение 2.9 [62] Пусть U = n  и выполнены следующие условия:  
a) решение y = 0 системы (2.41) равномерно устойчиво;  
b) решение x = 0 системы (2.40) равномерно устойчиво в целом;  
c) функция Y(y, t) является асимптотически исчезающей;  

d) решения системы (2.41) равномерно ограничены при t  +.  
Тогда нулевое решение возмущенной системы (2.41) равномерно ус-

тойчиво в целом.  
Доказательство. Согласно предложению 2.14 выполнение требова-

ний a)c) предложения 2.15 влечет равномерную асимптотическую ус-
тойчивость нулевого решения системы (2.41). Поэтому достаточно пока-
зать, что всякое решение y(y0, t0, t), y0  n , стремится к нулю при t  +. 
В силу требования d) существует число M > 0 такое, что  

 0 0( , , )y y t t M   t  t0.      (2.47) 
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Из соображений краткости приведем лишь схему дальнейшего дока-
зательства данного предложения, которую можно построить по принципу 
повторения этапов доказательства предложения 2.14. Для этого, во-
первых, вместо неравенства (2.43) следует использовать оценку (2.47). Во-
вторых, выбор функции V с условиями 1)3) следует заменить выбором 
соответствующей функции Ляпунова согласно теореме 16.3 [84, с. 90] 
(случай устойчивости в целом). В-третьих, вместо определения 2.4 нужно 
воспользоваться определением 2.5. Затем в последующих рассуждениях 
за несущественным изменением можно полностью использовать структу-
ру доказательства предложение 2.8, которая и приводит к выполнению 
предельного равенства 0 0lim ( , , ) 0

t
y y t t


 .  

 
 

2.3.2.   АСИМПТОТИЧЕСКИ  ТРЕУГОЛЬНЫЕ  СИСТЕМЫ  
 

Пусть система (2.40) имеет вид  

 
( , , ),

( , ), , 0,
x

y

x f x y t x U

y g y t y U t

 
   


     (2.48) 

где U = (Ux, Uy)  открытая связная окрестность начала координат евкли-

дового пространства p q , причем Ux  p , Uy  q .  
Для каждого начального состояния z0 = (x0, y0) из U и начального мо-

мента t0  0 через z(z0, t0, t) = (x(z0, t0, t), y(z0, t0, t)) будем обозначать реше-
ние системы (2.48) с условиями z(z0, t0, t0) = z0 = (x0, y0).  

Пусть возмущенная система (2.41) имеет вид  

 
1

2

( , , ) ( , , ),

( , ) ( , , ), , 0,
x

y

x f x y t Y x y t x U

y g y t Y x y t y U t

  
    


      (2.49) 

где функция Y = (Y1, Y2) по-прежнему играет роль возмущений системы 
(2.48).  

Определение 2.6. Систему (2.49) будем называть локально асим-
птотически треугольной (асимптотически треугольной), если функ-
ция Y является локально асимптотически исчезающей (соответственно 
асимптотически исчезающей).  
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Отметим, что проблема устойчивости нулевого решения треуголь-
ных систем дифференциальных уравнений (система (2.48)) рассматрива-
лась многими авторами ([15, 43, 48, 54, 62, 63, 65, 78, 148, 155, 156, 161]). 
При этом в работах [15, 43, 48, 54, 65, 155, 156] исследовались автоном-

ные системы, а в [62, 63, 161]  неавтономные. Здесь для решения задачи 
устойчивости нулевого решения в основном использовались два подхода. 
Авторы работ [15, 43, 48, 54, 62, 63, 65, 161] применяли прямой метод Ля-
пунова (знакоопределенные [161] или знакопостоянные [15, 43, 48, 54, 62, 

63, 65] функции Ляпунова). Второй подход связан с проблемой Флорио  
Сейберта [64], истоком которой являются задача об устойчивости по от-
ношению к части переменных [101, 103] и принцип сведения [99]. В об-
щем виде этот метод разработан П. Сейбертом [153, 158] для проблем то-
пологической динамики применительно к задаче об относительной устой-
чивости инвариантных множеств.  

Основным выводом работ по принципу сведения является тот факт, 
что если решение x = 0 системы  

 ( ,0, ), , 0,px f x t x t            (2.50) 

равномерно асимптотически устойчиво и решение y = 0 системы  

 ( , ), , 0,qy g y t y t            (2.51) 

равномерно асимптотически устойчиво (или равномерно устойчиво), то 
начало координат системы (2.48) является равномерно асимптотически 
устойчивым (соответственно равномерно устойчивым).  

В этом разделе мы докажем принцип сведения для асимптотически 
треугольных систем неавтономных дифференциальных уравнений (2.49).  

Теорема 2.3.2. Предположим, что выполнены следующие условия:  
 
1) начало координат системы (2.49) равномерно устойчиво отно-

сительно y;  
2) нулевое решение системы (2.50) равномерно асимптотически 

устойчиво;  
3) нулевое решение системы (2.51) равномерно асимптотически 

устойчиво.  
Тогда начало координат локально асимптотически треугольной 

системы (2.49) является равномерно асимптотически устойчивым.  
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Доказательство. В силу устойчивости относительно координат век-
тора y имеем, что  

( > 0, μ
qB   Uy)( = () > 0)(t0 ≥ 0)((x0, y0)  B):  

 0 0 0( , , , ) μy t t x y    t   t0.  (2.52) 

Так как нулевое решение системы (2.50) равномерно асимптотически 

устойчиво, то по теореме 5.1 [75] существуют число  > 0 ρ( )p
xB U , не-

прерывно дифференцируемая функция v: ρ
pB     , функции Хана 

a, b, c и число N > 0 такие, что в области ρ
pB   имеют место условия  

a) (|| ||)a x   v(x, t)  (|| ||)b x ;   

b)  (2.50)v (x,t)   (|| ||)c x ;  c) 
( , )

.
v x t

N
x

 


  

По предположению правые части системы (2.48) удовлетворяют ус-
ловию Липшица, поэтому можно указать число L = L() > 0 такое, что:  

 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y t Y x y t f x y t Y x y t L y y        (2.53) 

для всех ρ ,px B  ρ, ,qy y B  0.t    

Зафиксируем числа  > 0 и  = () > 0 с условием  

  < ,  b() < a(),   < ,         (2.54) 

и определим положительную величину  с помощью равенства  

 (2.50)
|| || , 0
sup ( , )
x t

v x t
  

    .        (2.55) 

Наконец, выберем число   настолько малое, чтобы одновременно 
выполнялись условие (1.52) и следующие неравенства  

  < ,   < min
σ ρ

,
2NL

 
 
 

. (2.56) 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству равномерной ус-
тойчивости нулевого решения системы (2.49). Для этого покажем, что 

если z0 p qB   , и t0  0, то решение z(z0, t0, t) = (x(t), y(t)) системы 
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(2.49) не выходит из шара p qB 
  при всех t  t0. Действительно, так как по 

предположению 1) нулевое решение этой системы устойчиво по отноше-
нию к координатам вектора y(t), то достаточно показать, что для компо-
нент вектора x(t) выполняется неравенство  

 0|| ( ) || ε .x t t t    (2.57) 

Если, напротив, условие (2.57) нарушается, то очевидно существуют мо-
менты времени t2  > t1  > t0 такие, что  

1|| ( ) || γ, γ || ( ) || εx t x t     при  t1 < t < t2  и  2|| ( ) || ε.x t   

Выпишем производную по времени (2.49)v , вычисленную от функции 

v(x, t) в силу системы (2.49). Имеем  

(2.49) (2.50)
( , )

( , , ) ( , ) ( ( , , )
v x t

v x y t v x t f x y t
x

     
   +  

1( , , )Y x y t  ( ,0, )f x t 1( ,0, )).Y x t  

Отсюда, воспользовавшись неравенством Липшица (2.53), а также (2.57), 
(2.55) и (2.56), получаем следующие оценки:  

(2.49) (2.50)( , , ) ( , )v x y t v x t  || ( ) || 0NL y t NL      , t1  t  t2. 

Таким образом, функция v(x(t), t) строго монотонно убывает на интервале 
[t1, t2] и поэтому с учетом предположения a) имеем:  

a() = a 2(|| ( ) ||)x t   v(x(t2), t2) < v(x(t1), t1)  b 1(|| ( ) ||)x t  = b(). 

Однако это противоречит второму из неравенств (2.54). Следовательно, 
справедливо обратное утверждение, и мы получаем равномерную устой-
чивость нулевого решения системы (2.49) и по координатам вектора x(t).  

Теперь для завершения доказательства теоремы 2.3.3 достаточно 
воспользоваться утверждением предложения 2.9. Теорема доказана.  

Конструкция доказательства теоремы 2.3.3  позволяет без особого 
труда сформулировать и утверждение о неасимптотической устойчивости.  

Теорема 2.3.1. Предположим, что выполнены следующие условия:  
1) начало координат системы (2.49) устойчиво относительно y;  
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2) нулевое решение системы (2.48) равномерно асимптотически ус-
тойчиво;  

Тогда начало координат локально асимптотически треугольной 
системы (2.49) устойчиво.  

Доказательство. В отличие от доказательства теоремы 2.3.3 здесь 
достаточно использовать теорему 13.1 [75], которая для системы (2.49) 
гарантирует существование знакопостоянной функции Ляпунова (опреде-
ленно положительной относительно координат вектора y), а затем приме-
нить теорему 2 [56] с условием, что  (x, t)  0.  

Теорема 2.3.3. Пусть U = p q . Предположим, что система (2.49) 
асимптотически треугольная в целом и выполнены следующие условия:  

1) начало координат системы (2.49) равномерно устойчиво относи-
тельно y;  

2) нулевое решение системы (2.50) равномерно асимптотически ус-
тойчиво;  

3) нулевое решение системы (2.51) равномерно асимптотически ус-
тойчиво;  

4) решения системы (2.49) равномерно ограничены при t  +.  
Тогда начало координат системы (2.40) глобально равномерно 

асимптотически устойчиво.  
Доказательство. Согласно теореме 2.3.3 выполнение требований 

1)3) теоремы 2.3.3 влечет равномерную асимптотическую устойчивость 
нулевого решения системы (1.49). А тогда по теореме 2.3.2 и следует тре-
буемое утверждение.  

Рассмотрим примеры приложения полученных результатов об ус-
тойчивости для уравнений движения механических систем.  

Предположим, что исследуется движение несвободной материальной 
системы из n точек с переменными массами m(t) = (m1(t), m2(t), …, mn(t)), 
положения которых определяются координатами x1(t), x2(t), …, x3n(t). 
Пусть данная система подчинена удерживающим, голономным идеаль-
ным связям, выраженным системой уравнений Si(x1, x2, …, x3n, t) = 0,  i = 1, 
2, …, k.  

Будем считать, что эти уравнения допускают выражение координат 
вектора x через m = 3n  k независимых обобщенных координат q1, q2, …, 
qm. В этом случае при отсутствии реактивных сил движение системы опи-
сывается уравнениями [95]  

 i
i i i

d T T
Q

dt q q q

     
  

,  i = 1, 2, …, m,   (2.58) 
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где  
T = T(q, ,q  t),   = (q, m(t), t); 

Qi = Qi(q, ,q  t)  непотенциальные обобщенные силы, действующие на  
точки системы. Пусть  
 0, 0.q q   (2.59) 

равновесие системы, которое обеспечивается выполнением равенств  / 

q = 0 и Q = 0.  
Уравнения движения (2.58) очевидно приводятся к нормальному ви-

ду. В результате получаем некоторую систему дифференциальных урав-
нений (систему вида (2.41)), в которой функция Y(y, t) отражает претерпе-
ваемые с течением времени определенные изменения масс m(t) и уравне-
ний связей. В такой постановке задача об устойчивости равновесия (2.59) 
может быть изучена предложенным методом исследования систем с 
асимптотически исчезающими возмущениями.  
 
 

2.3.2.   ПРИМЕРЫ 
 

Пример 2.6. Пусть имеется система, состоящая из тела A массой M и 
прикрепленного к нему математического маятника массой m и длиной 
нити l (массой нити пренебрегаем). Предположим, что к телу A прикреп-
лена пружина жесткостью c, другой конец которой зафиксирован в непод-
вижной точке. Тело A может двигаться по наклонной плоскости, располо-
женной под углом  к горизонту (рис. 2.6.1).  

 

  

Рис. 2.1. Механическая система 
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y 
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Будем предполагать, что параметры системы M, m, l  суть непре-
рывно дифференцируемые неотрицательные функции, области значений 
которых подчинены следующим неравенствам:  

0 < M0  M(t)  M1,  0 < m(t)  m1,  0 < l0  l(t)  l1,  0 <  <  /2.   (2.60) 

Составим дифференциальные уравнения движения системы, помес-
тив начало координат со спускающейся вертикалью Oy в точку статиче-
ского равновесия O. Такая система имеет две степени свободы. В качестве 
обобщенных координат выберем угол  отклонения маятника от вертика-
ли и смещение q тела A вдоль наклонной плоскости, отсчитываемого от 
точки статического равновесия.  

Предположим, что изменение масс M(t) и m(t) не сопровождается по-
явлением соответствующих реактивных сил.  

В данном случае сила F


 действия пружины имеет величину 
F = μ( )c q t , где   статическое удлинение пружины, определяемое 
формулой  

 (t) = ((M(t) + m(t))gsin (t)) / c.     (2.61) 

Кроме действия силы тяжести mg


 будем учитывать также силу со-

противления движению тела A, пропорциональную скорости q , и силу 

сопротивления вращению маятника, пропорциональную величине его 
количества движения ( ) ( ) .m t l t    

В этих предположениях для выбранных обобщенных координат (q, 
) уравнения движения механической системы имеют вид  

 ( ( ) ( )) ( ) ( )cos(φ α( ) ,
d

M t m t q m t l t t cq kq
dt

      )  

       

 2( ) ( ) ( ) ( )cos( ( ))
d

m t l t m t ql t t
dt

     

  ( ) ( ) sin( ( )) ( ) ( )sin ( ) ( ) ,m t l t q t gm t l t hm t l t           (2.62) 

где k и h  коэффициенты сил сопротивления.  
Предположим, что изменение массы m(t) происходит при выполне-

нии следующих условий:  

 m(t)  0,  ( ) 0m t    при  t  0  и  0
( )

( )

m t
m

m t
  


  t  0.   (2.63) 
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Тогда уравнения первого приближения (уравнения типа (2.48)) мож-
но выбрать в виде  

 ( ) ( ( )) ( ) sin( ( )),M t q k M t q cq ml t t                (2.64) 

2 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )sin

( )

m t
l t M t M t l t l t l t h gM t l t

m t

  
           

    

+ cos (+(t))  ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )

( )

m t
M t q l t l t gl t cq M t k q

m t

  
        

     

 M(t)l(t) q  sin( + (t)) + ( ) ( ) sin( ( ))l t t q t     .  (2.65) 

Легко видеть, что равномерная асимптотическая устойчивость реше-
ния 0q q   уравнения (2.64) может быть обеспечена условием  

 ( ) 0, 0.M t k t         (2.66) 

При выполнении (2.66), равномерная асимптотическая устойчивость 

равновесия = 0    уравнения (2.65) равносильна равномерной асим-

птотической устойчивости решения = 0    редуцированного уравне-
ния  

 
( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) sin .
( )

m t
l t l t l t hl t g

m t

   
        

  (2.67) 

Для этого уравнения условия равномерной асимптотической устой-
чивости (в предположении (2.63)) можно взять в виде неравенства  

( ) ( )
2

( ) ( )

m t l t
h

m t l t
 


   < 0  0t    

или, после интегрирования в пределах от 0 до t, в виде следующего нера-
венства:  

 m(t)l2(t)  m(0)l2(0)e(h)t.   (2.68) 

Таким образом, решение = 0   , q = 0q   исследуемой механиче-
ской системы будет равномерно асимптотически устойчивым, если вы-
полнены условия (2.60), (2.63), (2.66) и (2.68).  
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Заметим, что в рассмотренной ситуации полученные условия устой-
чивости не зависят от положения плоскости скольжения тела A, т. е. от 
угла 0[0,  / 2].  

Пример 2.7. Рассмотрим механическую систему в виде трех матери-
альных объектов P1, P2, P3 с соответствующими массами m1, m2, m3, рас-
положеных на прямой (рис. 1.6.2).  

 

 
Рис. 2.2. Механическая система 

 
Точки системы соединены между собой пружинами жесткости соот-

ветственно c1, c2, c3, причем первая пружина левым концом закреплена 
неподвижно. Предположим, что масса m1 и параметры жесткости c1, c2 
являются непрерывными функциями времени t с непрерывными произ-
водными 1 1( ), ( )m t c t  , и они удовлетворяют следующим условиям:  

m1(t)  0,  1( ) 0m t  ,  c1(t)  0,  2

1

( )
0

( )

c t

m t
   при  t  +;  

 1
1

1

( )
,

( )

m t
N

m t
  


  0 <   1

2
1

( )

( )

c t
N

m t
     t  0.  (2.69) 

Из этих требований, в частности, следует, что c2(t)  0 при t  +.  
Кроме того, предположим, что точка переменной массы P1 испытывает 

силу сопротивления, равную m1(t)F(x1, t) 1x  и определяемую непрерывной 

функцией F(x1, t); точки P2, P3 подвержены действию сил сопротивления со-

ответственно 2 2k x   и 3 3k x  , где k2, k3  положительные постоянные.  
В этих условиях уравнения движения системы (в частном случае посто-

янных масс и отсутствия сил сопротивления [18, с. 70]) записываются в виде  

1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( , ) ,m t x m t x c t x c t x x m t F x t x          

  2 2 2 2 1 3 3 2 2 2( )( ) ( ) ,m x c t x x c x x k x        

   3 3 3 3 2 3 3( ) ,m x c x x k x       (2.70) 

P2 P1 P3 

c1 c2 c3 
x 
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где x1, x2, x3  обобщенные координаты, равные соответственно расстоя-
ниям точек P1, P2, P3 от тех положений, в которых пружины находятся в 
ненапряженном состоянии.  

Здесь в качестве соответствующей треугольной системы (системы 
(2.48)) можно взять следующие уравнения:  

 1 1
1 1 1 1

1 1

( ) ( )
( , ) 0,

( ) ( )

m t c t
x F x t x x

m t m t

 
     

          (2.71) 

 2 2 3 3 2 2 2( ) ,m x c x x k x       3 3 3 3 2 3 3( ) .m x c x x k x       (2.72) 

При этом нетрудно видеть, что разница между исходной системой  
(2.70) и треугольной системой (2.71), (2.72) определяется асимптотически 
исчезающими функциями.  

Уравнение (2.71) является уравнением типа Льенара. Для него усло-

вия равномерной асимптотической устойчивости решения 1 1 0x x   

приведены в работе [5] и получены методом предельных уравнений. Мы 
продолжим эти исследования, рассмотрев дополнительно задачу об ус-
тойчивости в целом.  

Возьмем функцию Ляпунова 2 21
1 1 1 1

1

( )1
( , , ) .

2 2 ( )

m t
V x x t x x

c t
    В силу тре-

бования (2.69) она является определенно положительной и бесконечно 
большой. Производная этой функции по времени в силу уравнения (2.72) 
имеет вид  

21 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) ( , ) .

( ) ( ) 2 ( ) ( )

m t m t m t c td
V x x t F x t x

c t m t c t dt m t

  
       

    

Потребуем, чтобы выполнялось неравенство  

 1 1 1
1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) 0

( ) 2 ( ) ( )

m t m t c td
F x t

m t c t dt m t

 
      


  t  0, (2.73) 

где   некоторая постоянная. Тогда все решения уравнения (2.53) будут 
ограниченными на полуоси t  0. Поэтому при выполнении условий 

(2.69), (2.73) по теореме 2.3.3 следует, что равновесие 1 1 0x x   глобаль-

но равномерно асимптотически устойчиво.  
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Вторая группа равенств из приведенной треугольной системы, 
а именно уравнения (2.72), представляет собой систему с постоянными 
коэффициентами. Следовательно, для них условия равномерной устойчи-

вости в целом нулевого решения 2 2 3 3 0x x x x      можно выписать 
согласно критерию Гурвица. Они выражаются неравенством  

 (( + )(B + A) + (A  B)2) > AB( + )2,  (2.74) 

где приняты следующие обозначения:  

  = k2 / m2,   = k3 / m3,  A = c3 / m2,  B = c3 / m3.  (2.75) 

Таким образом, на основании теоремы 2.3.3 равновесие исследуемой 
механической системы глобально равномерно асимптотически устойчиво, 

если выполнены условия (2.69), (2.73)(2.75).  
 
 

2.4.  ТЕОРЕМЫ  Н. Б. ГРИГОРЬЕВОЙ  
 

Предлагаемый в данном разделе подход [28] касается асимптотиче-
ски автономных дифференциальных уравнений и дополняет результаты 
Е. А. Барбашина и Н. Н. Красовского [8], К. П. Персидского [98], 
Н. Г. Четаева [112], относящиеся к автономным и периодическим по вре-
мени дифференциальным уравнениям. Идея предлагаемого пути форми-
рования теорем второго метода основана на использовании производных 
высших порядков по времени от функции Ляпунова.  

Рассмотрим систему неавтономных дифференциальных уравнений  

 ( , ), ;  0 , 1, ,n
i ix f x t x B t i n           (2.76) 

где 0   и (0, ) 0if t   0.t    

Пусть функции ( , )if x t  (i = 1, …, n) сходятся при t    равномер-

но в области B  к функциям ( ) :ig x   

 ( , ) ( ), ( ) ( ), 0, 1,2,..., .m
i i i

Bt
f x t g x g x B m i n





   C       (2.77) 

Другими словами, исходная система уравнений (2.76) является асимпто-
тически автономной (гл. 1). При этом единственным представителем 
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множества предельных уравнений для (2.76) является автономное диффе-
ренциальное уравнение  

 ( ), , (0) 0.y g y y B g         (2.78) 

Пусть v(y)  некоторая функция Ляпунова (вообще говоря, класса 
( , )n BC  ) и 0( , )y y t  – означает решение уравнения (2.78) с начальным 

условием 0 0( ,0) .y y y  Напомним, что производная по времени от функ-

ции v(y) вдоль решений системы (2.78) в точке (y0) B  определяется ра-
венством  

 

0
0

0 0 0
0

0
0

0

( ( , )) ( , ) ( , )
( )

( ) ( )
( ) .

t
t

t t
у y

dv y y t y y t dy y t
v y

dt x dt

v y v y
g y

t y









     

  
      

  (2.79) 

Определим теперь для функции v(y) понятие производных по време-

ни высших порядков 
( )

( )
k

v y  в силу исследуемой системы дифференциаль-

ных уравнений. Для этого положим  

( )
( ) ( ( )) ( ),

d v y
v y v y g y

dt x

     
    

( 1)
( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( ), 3,4,... .

k
k kd v y
v y v y g y k

dt y




           
 

Такая процедура последовательного вычисления производных непо-
средственно связана с понятием скобок Ли.  

Обозначим через V0( B ) класс асимптотически автономных функ-

ций 1,1( , ) ( , )txV x t C B 
    таких, что 1( , ) ( ) ( ),m

t
V x t v x B




 C  равно-

мерно по t ≥ 0, причем (0, ) 0,V t   0.t   Если  = +, то в классе V0(
n ) 

соответственно подразумевается равномерная сходимость ( , )V x t  на B  

при каждом  > 0.  
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Теорема 2.4.4 [28]. Пусть система уравнений (2.76) асимптотиче-
ски автономна, т. е. удовлетворяет условию (2.77). Предположим, что 
для системы (2.76) существуют число t0  0 и функция V(x, t) класса V0 
такая, что:  

1) ( , ) 0;V t x    

2) 0, p B    δδ  такое, что 0( , ) 0;V p t    

3) предельная для V функция ( )v y  удовлетворяет условию:  

( )

{ : ( ) , ( ) 0}
k

y B v y c v y     1,2,..., 1,k m   

не содержит положительных полутраекторий уравнения (2.78) ни при 
каком с > 0.  

Тогда нулевое равновесие уравнения (2.76) неустойчиво.  
Теорема 2.4.2 [28]. Пусть система уравнений (2.76) асимптотиче-

ски автономна, т. е. удовлетворяет условию (2.77). Предположим, что 
для системы (2.76) существуют функция V(x, t) класса V0 и функция 

a K  такие, что для всех ( , )x t B 
   выполняются условия:  

1) ( , ) 0;V x t   

2) (|| ||) ( , );a x V x t   

3) предельная для V функция ( )v y  удовлетворяет условию: множе-
ство определяемое равенствами  

( )

{ : ( ) , ( ) 0}
k

y B v y c v y     1,2,..., 1,k m   

не содержит положительных полутраекторий уравнения (2.78) ни при 
каком с > 0.  

Тогда нулевое равновесие уравнения (2.76) равномерно асимптоти-
чески устойчиво.  

Теорема 2.4.3 [28]. Пусть B = n  и система уравнений (2.76) асим-

птотически автономна в n , т. е. удовлетворяет условию (2.59) для 
каждого 0  . Предположим, что для системы (2.76) существует 

функция V(x, t) класса V0(
n ) и бесконечно большая функция a K  та-

кая, что  

1) ( , ) 0, 0, ;nV x t t x        

2) (|| ||) ( , )a x V x t  0t   и nx  ;  

3) предельная для V функция ( , )v x t  удовлетворяет условию: множе-

ство, определяемое равенствами  
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( )

{ : ( , ) , ( , ) 0, 0}
k

nx v x t c v x t t       1,2,..., 1,k m    

не содержит положительных полутраекторий уравнения (2.78) ни при 
каких с > 0 и  > 0.  

Тогда нулевое равновесие системы (2.76) глобально равномерно 
асимптотически устойчиво.  
 

2.4.1.  ПРИМЕРЫ  
 

Пример 2.8. [28]. Рассмотрим систему  

1 1 3 1

2 2 1 2

3 1 2 3 3

2 ( , ),

2 ( , ),

2 4 4 ( , ),

x x x f x t

x x x f x t

x x x x f x t

  
   
     





 

где функции ( , ), 1,2,3,if x t i   сходятся равномерно при t  + в некото-

рой окрестности точки x = 0 к 1.ig C  Для функции  

2 2 2
1 2 3( ) / 2V x x x     

имеем производную, равную 2
1 3 2 1 1( 2 )V x x x x f    

 2 2 3 3.x f x f   Если  

2
1 1 2 2 3 3 1 3 2( 2 ) ( , ),x f x f x f x x x h x t       (0, ) 0, ,h t h C  

то 0V  . Состояние равновесия неустойчиво.  
Пример 2.9 [28]. Рассмотрим систему  

1 1 3 1

2 2 1 2

3 3 2 3

2 ( ),

2 ( ),

2 ( ),

x x x f x

x x x f x

x x x f x

  
   
   





 

где 1 3( )if  C . Функция 2 2 2
1 2 3( ) / 2V x x x    имеет производную 

2
1 2 3 1 1 2 2 3 3(   ) .V x x x x f x f x f     

 
Если  

2 3
1 1 2 2 3 3 1 2 3( ) ( ), ( ),x f x f x f x x x h x h      C   (0) 0, ,h h C  

то для этой системы выполнены все условия теоремы 2.4.4 (о неустойчи-
вости), а для обратной к ней системы  все условия теоремы 2.4.2 (о рав-
номерной асимптотической устойчивости).  
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3.   МЕТОД  ДЕКОМПОЗИЦИИ  
 
В отличие от главы 2, ниже предлагается иной подход к формирова-

нию достаточных условий устойчивости в классе знакопостоянных функ-
ций Ляпунова. Он принципиально отличается не только в идейном плане, 
но и по форме представления результатов. В частности, заранее выделяет-
ся поверхность нулевого уровня вспомогательной функции V, что на деле 
дает новые возможности для практического применения.  
 

3.1.  ТЕОРЕМЫ  ОБ  УСТОЙЧИВОСТИ  
 

Пусть U = (Ux, Uy) означает открытую связную окрестность начала 
координат p q  , где Ux  p , Uy  q . Рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений  

 
( , , ), ,

( , , ), , .

p

q

x X x y t x

y Y x y t y t

 

  

  


  
 (3.1) 

Предположим, что функции X и Y локально липшицевы по x и у, рав-

номерны по t и исчезают в точках х = 0, у = 0 для всех t  0. Для каждой 

точки z0 = (x0, y0) из U и начального момента t0  0 через z(z0, t0, t) = (x(z0, 
t0, t), y(z0, t0, t)) будем обозначать решение системы (3.1) с начальными 

условиями z(z0, t0, t0) = z0. Пусть { :|| || }m mB x x      означает «шар» с 

центром в начале координат пространства m  и радиусом   .  

Определение 3.1. Пусть  : Ux   q   непрерывная функция. 
Будем говорить, что начало координат системы (3.1) устойчиво по отно-

шению к разности у   (x,t), если для любых чисел    и t0   сущест-
вует число  = (, t0)   такое, что для всякого решения x(t) = x(z0, t0, t), 

y(t) = y(z0, t0, t) с начальными условиями z0 = (x0, y0)  δ
p qB  , определенно-

го для t0  t  t0 + ,  = (z0, t0)  , справедливо неравенство  
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 y(t)  (x(t), t)      (3.2) 

при всех t  [t0, t0 + ].  
Если при этом число    не зависит от выбора начального момента 

времени t0  , то будем говорить, что начало координат системы (3.1) 
равномерно устойчиво по отношению к разности у  (x, t).  

Теорема 3.1.1 [51]. Пусть для системы (3.1) существуют непрерыв-
ная локально липшицева по х равномерно по t   функция   Ux 

  ,q  (, t) = , непрерывно дифференцируемая функция V  U 

   и функция а  K такие, что для каждой точки (x, y, t)  U 

  выполняются условия:  
1)   а(y  (x, t))  V(x, y, t)  и  V(, , t) = ;  

2)   ( , , ) 0V x y t  ;  

3)  нулевое решение системы  

 ( , ( , ), ), , 0xx X x x t t x U t     ,  (3.3) 

равномерно асимптотически устойчиво.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (3.1) устойчиво.  
Если, кроме того, существует функция b  K такая, что  
4) V(x, y, t)  b(y  (x, t)),  

то нулевое решение (3.1) равномерно устойчиво.  
Доказательство. Покажем сначала, что начало координат устойчиво 

по отношению к разности y  (x, t). Предположим напротив, т. е. для не-
которых чисел    и t0   существуют последовательности zn = (xn, yn)  

U, zn  , и (tn)  , для которых  

 y(zn, t0, tn)  (x(zn, t0, tn ), tn)=   n  1.   (3.4) 

С учетом 1), 2) имеем неравенства  

   V(z(zn, t0, tn), tn)  V(zn, tn)   n  1.   (3.5) 

Поэтому если zn   при п   , то и V(z(zn, t0, tn), tn)  . Отсюда 
на основании 3) следует, что  

y(zn, t0, tn)  (x(zn, t0, tn), tn)    при  п  . 

Однако последнее противоречит (3.4), что и доказывает устойчивость по 
отношению к разности y  (x, t).  
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Доказательство равномерной устойчивости по отношению к разности 
у  (x, t) проводится аналогично. Следует только учесть, что в неравен-
ствах (3.5) вместо t0 нужно использовать последовательность начальных 

моментов времени (t0n)  .  
Для доказательства устойчивости начала координат предварительно 

заметим следующее. Во-первых, так как решение х = 0 системы (3.3) рав-
номерно асимптотически устойчиво, а ее правая часть по условию ло-
кально липшицева по х равномерно по t  , то по теореме Н. Н. Красов-

ского [75] можно указать непрерывно дифференцируемую функцию v: pB  

    (  , pB  Ux), а также функции а1, b1, c1 из класса K и чис-

ло М   такие, что для каждой точки (x, t )  pB    выполняются усло-

вия:  
1) а(х) v(x, t)  b(х);  
2) (3.3) ( , )v x t   c1(х);  

3)  v(x, t)/ x  M.  
Здесь через 2.3v  обозначена производная по времени, вычисленная от 

функции v в силу системы (3.3).  
Во-вторых, начало координат системы (3.1) равномерно устойчиво 

по отношению к разности y  (x, t). Поэтому для любых чисел    
(пусть   ) и t0   можно указать число  = (, t0)  , что для всякого 
решения  

x(t) = x(z0, t0, t),  y(t) = y(z0, t0, t),  z0 = (x0, y0) 
p qB 
 , 

определенного для t0  t  t0 + ,  = (z0, t0)  , справедливо неравенство 
(3.2) для всех t0  t  t0 + .  

В-третьих, по условию Липшица можно зафиксировать постоянные 
L1 > 0 и L2 > 0 так, чтобы в соответствии с предположениями выполнялись 
неравенства  
 X(x, y, t)  X(x, y , t)  L1y  y ,  (3.6) 

 (x, t)  L2x  (3.7)  

для всех пар точек (x, y) и (х, y ) из шара p qB 
  и всех значений t  .  

Приступим теперь непосредственно к доказательству устойчивости 
нулевого решения системы (3.1). Пусть    и t0    произвольные чис-
ла, причем, не нарушая общности, потребуем, чтобы  

    / (2L2).    (3.8) 
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Выберем величину  =  ()   так, что  

 b1()  a1(),    ,  (3.9) 

и положим  

   = (3.3)
, 0

sup ( , )
x t

v x t
   

.   (3.10) 

Ясно, что на основании b) число   . Выберем упомянутую выше вели-
чину    таким образом, чтобы  

   min{ / (2L1M),  / 2},   (3.11) 

а число  

  = (, t0)   () = .   (3.12) 

Теперь покажем, что для решения z(t) = (x(t), y(t)) системы (3.1) 

с начальными данными z0
p qB 
 , t0  , компонента х(t) удовлетворяет 

условию  

 х(t)  ,    (3.13) 

по крайней мере, до тех пор, пока  

 y(t)    при t  t0.    (3.14) 

Действительно, если (3.13) не выполняется при тех значениях t  t0, 
при которых имеет место (3.14), то существуют моменты времени t2  t1  
t0 такие, что  

х(t1) = ,    х(t)    при  t1  t  t2 

и  

х(t2) = ,  а  y(t)    при t1  t  t2.  

Воспользуемся выражением для производной по времени ( , , ),v x y t   

вычисленной от функции v(x, t) в силу системы (3.1). Для этого запишем 
( , , )v x y t  в виде  

 ( , , )v x y t = (3.3) ( , )v x t +
( . )v x t

x

 
  

(X(x, y, t)  X(x, (x, t), t)).    (3.15) 
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Для оценки ее сверху вдоль решения (x(t), y(t)) сначала заметим, что 
с учетом (3.7)  

 (x(t), t)  L2x(t)  L2    (3.16) 

для всех t  [t1, t2] в силу выбора числа  согласно (3.5). Поэтому, учиты-
вая (3.7), а также неравенство Липшица и соотношения (3.2), (3.10), (3.11), 
будем иметь  

 (3.3) 1 1

1 1

( ( ), ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), )

( /(2 )) / 2 0

v x t y t t v x t t ML y t x t t ML

ML ML

         

      
.  

для всех t  [t1, t2]. Следовательно, функция v(x(t), t) монотонно убывает 
на участке t1  t  t2. Поэтому с учетом а) получаем  

а1() = а1(х(t2))  v(x(t1), t1)  b1(х(t1)) = b1().  

Однако это противоречит неравенству (3.9). Таким образом, (3.13) выпол-
няется при t  t0 до тех пор, пока имеет место (3.14).  

С другой стороны, вдоль рассматриваемых решений нарушение не-
равенства (3.14) при возрастании времени t от момента t = t0 не может 
произойти раньше, чем нарушится (3.13). В самом деле, из (3.2), (3.7) име-
ем оценку  

 y(t)   + (x(t), t)   + L2x(t)   + L2,    (3.17) 

откуда на основании (3.5), (3.11) следует, что y(t)   / 2 +  / 2 =  при 
всех t  t0, для которых выполняется условие (3.13). Поэтому неравенство 
(3.13) остается справедливым при всех t  t0, а значит, нулевое решение 
(3.1) устойчиво относительно компоненты x(t).  

Устойчивость начала системы (3.1) относительно компоненты y(t)  
вытекает непосредственно из оценки (3.17) в силу произвольности выбора 
чисел    и   . Равномерная устойчивость рассматривается аналогич-
но.  

Замечание 3.1. Если в условиях теоремы 3.1.1 функция (x, t)  0 для 

всех (x, t)  Ux   , то получаем утверждение об устойчивости и равно-
мерной устойчивости нулевого решения системы (3.1) относительно части 
переменных (переменных у) [103].  

Определение 3.2. Пусть : Ux    q   непрерывная функция. 
Будем говорить, что начало координат системы (3.1) равномерно асим-
птотически устойчиво по координатам z0 = (x0, y0) по отношению к 
разности y  (x, t), если оно равномерно устойчиво по отношению к 
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этой разности и если можно указать число    такое, что для любых 
чисел t0   и    существует момент времени Т1 = Т1(t0, )  , для ко-
торого имеет место неравенство  

 y(t)  (x(t), t)     t  t0 + T1,  (3.18) 

как только начальное состояние z0 = (x0, y0) решения z(t) = (x(t), y(t)) при-

надлежит p qB 
   U. Если при этом число Т1 не зависит от t0  , то 

будем говорить, что начало координат системы (3.1) равномерно асим-
птотически устойчиво по отношению к разности y  (x, t).  

Теорема 3.1.2 [51]. Пусть существуют шар p qB 
 (  , p qB 

  U), 

непрерывно дифференцируемая функция V: p qB 
   , непрерывная 

локально липшицева по х равномерно по t   функция : pB 
  q , 

(0, t) = 0, а также функции а, b, c  K такие, что для каждой точки (x, 

y, t)  p qB 
   выполняются следующие условия:  

1)   а(y  (x, t))  V(x, y, t)  b(y  (x, t));  
2)   ( , , )V x y t    c(y  (x,t))  

3)  нулевое решение системы ( ,φ ( , ), ), , 0xx X x x t t x U t    , рав-

номерно асимптотически устойчиво.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (3.1) равномерно асимптотиче-

ски устойчиво.  
Доказательство. Поскольку выполнены все требования теоре-

мы 3.1.1, то нулевое решение (3.1) равномерно устойчиво, т. е.    
 = ()  , что для решения z(t) = (x(t), y(t))  

 z(t)     t0    и  t  t0,  (3.19) 

если только z0  . Аналогично этому       = ()  , что  

 z(t)     t0    и  t  t0  при z0  .  (3.20) 

Пусть v : ρ
pB   ,   ,  непрерывно дифференцируемая 

функция, удовлетворяющая, как и при доказательстве теоремы 3.1.1, ус-
ловиям a)c) с функциями Хана a1, b1, c1 согласно требованию равномер-
ной асимптотической устойчивости нулевого решения системы (3.5); и 
пусть постоянные Липшица L1  0 и L2  0 удовлетворяют неравенствам 

(3.6), (3.7) в области p qB 
  .  
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Далее, из равномерной устойчивости нулевого решения (3.1) относи-
тельно разности y  (x, t) следует, что     = ()  , для которых 
выполняется неравенство  

 y(t)  (x(t), t)    (х0, у0)  p qB 
   t  .      (3.21) 

Более того, на основании требований 1), 2) теоремы 3.2 начало сис-
темы (3.1) равномерно асимптотически устойчиво по отношению к разно-
сти y  (x, t) [101]. Поэтому существует число    такое, что для любо-
го числа    можно указать момент времени Т1 = Т1()  , для которого 
имеет место неравенство  

 y(t)  (x(t), t)    t0 ,    t  t0 + T1 и  z0 = (x0, y0)  σ
p qB 

. 
.(3.22) 

В дальнейшем будем считать выполненными неравенства  
   min{ / (2L2), , },    ,    .  (3.23) 

Нетрудно проверить, что наряду с введенными выше величинами , 
, ,  можно указать число , для которого одновременно будут выполне-
ны следующие условия:  

     min{, (  ) / L2},   (3.24) 

     min{, c1() / (ML1),  / 2},  (3.25) 

 b1()  a1().   (3.26) 

Зафиксируем момент времени Т, ограничив его снизу неравенством  

 Т  b1() / (c1()  ML1).  (3.27) 

В силу (3.25) величина Т, по крайней мере, больше нуля.  
Покажем, что норма вектора x(t) = x(z0, t0, t) с начальными данными 

t0  , z0  λ
p qB  , не может быть больше числа  одновременно для всех 

значений t0+T1  t  t0 + T1 + T. В самом деле, пусть, напротив,  

 x(t)    t  [t0+T1, t0 + T1 + T].      (3.28) 

Тогда в силу (3.19), (3.28) справедливы соотношения (3.16). По по-
строению  

   x(t)    для  у, (x(t), t)  qB .    (3.29) 

Поэтому, используя, как и при доказательстве теоремы 3.22, пред-
ставление (3.15), получаем оценку  

 ( , , )v x y t    с1() + ML1y  (x(t), t).  (3.30) 
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Выбранное нами решение z(t), z0 
p qB 
 , с учетом (3.16), (3.19), 

(3.25) удовлетворяет соотношениям (3.29). Поэтому, подставляя его в 
(3.30) и интегрируя по t на отрезке [t0+T1, t0 + T1 + T], будем иметь  

v(x(t), t)  v(x0, t0)  Tc1() + ML1

0 1

|| ( ) ( ( ), ) ||
t

t T

y x d


      .  

Отсюда, используя оценки a), (3.22), (3.23), (3.27), получаем:  

v(x(t), t)  b()  Tc1() + ML1T  .  

Однако последнее невозможно, так как функция v неотрицательна. По-
этому существует момент времени t1  [t0+T1, t0 + T1 + T] такой, что 
x(t1)  . Отсюда, учитывая свойства a), b), будем иметь цепочку нера-
венств:  

a(x(t1))  v(x(t1), t1)  b1(x(t1))  b1().  

Но в таком случае, опираясь на неравенство (3.26), получим x(t1)  . 
При этом на основании (3.22), (3.24) можем написать, что  

y(t1)   + (x(t1), t1)   + L2x(t1)   + L2  .  

Поэтому в силу (3.19) x(t)    t  t1 и тем более для всех t  t0 + T1 + 
+ T. Таким образом, с учетом произвольности выбора числа    равно-
мерно по t0   норма x(t)   при t    для каждой пары (х0, у0) 

 p qB 
 . Кроме того, из (3.7), (3.22), (3.23) следует оценка  

y(t)   + (x(t), t)   + L2x(t)   + L2  

одновременно для всех t0   и всех t  t0 + T1 + T, если z0 
p qB 
 . Другими 

словами, y(t)   также при t    равномерно по t0  , откуда и сле-
дует равномерная асимптотическая устойчивость нулевого решения сис-
темы (3.1) по z0 = (x0, y0) и t0  .  

Теорема 3.1.3 [51]. Пусть U = n . Предположим, что существуют 

непрерывно дифференцируемая функция V: p q    , непрерывная 

локально липшицева по х равномерно по t  , функция : p   q , 
(, t) = , а также функции a, b, c  K такие, что для каждой точки (x, 

y, t)  p q    выполняются следующие условия:  
1)   а(y  (x, t))  V(x, y, t)  b(y  (x, t));  
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2)   ( , , )V x y t    c(y  (x, t))  
3)  нулевое решение системы (3.3) равномерно глобально асимпто-

тически устойчиво;  
4)  всякое решение системы (3.1) ограничено при t  .  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (3.1) равномерно глобально 

асимптотически устойчиво.  
Доказательство. При выполнении всех условий теоремы 3.1.3 нуле-

вое решение системы (3.18) будет равномерно асимптотически устойчиво 
в силу теоремы 3.1.2. Поэтому для завершения доказательства теоремы 
3.3 достаточно показать, что всякое решение z(t) = (x(z0, t0, t), y(z0, t0, t)) 

системы (2.1) с произвольными начальными данными z0 = (x0, y0)  p q   
стремится к началу координат при t   . Для подтверждения этого сна-
чала заметим, что норма y(t)  (x(t), t)   при t   , где x(t) = x(z0, 
t0, t), y(t) = y(z0, t0, t). Это можно обосновать точно так же, как и в [101] для 
устойчивости в целом по части переменных. Кроме того, так как по усло-
вию 4) все решения ограничены при t  , то можно указать число A > 0 
такое, что z(t)  A  t  t0.  

Пусть постоянные Липшица L1  0, L2 > 0 соответствуют условиям 

(3.16), (3.17) в шаре p q
AB   для всех значений t  .  

Покажем сначала, что x(t)   при t   . Действительно, если 
бы это было не так, то на основании уже имеющегося свойства равномер-
ной асимптотической устойчивости существовало бы число   , для 
которого x(t)    t  t0. Для получения противоречия поступим сле-
дующим образом. Пусть v: p    непрерывно дифференцируе-
мая, допускающая бесконечно большой низший предел при x    
([8]) функция, удовлетворяющая вместе с числом М  0 и функциями Ха-
на a1, b1, c1 условиям a)c) в шаре p

AB  при всех t   согласно теореме Бар-

башина  Красовского [9]. Последнее возможно с учетом требования 3) 
теоремы 3.27.  

Зафиксируем числа    и Т  0 с тем условием, что  

 y(t)  (x(t), t)    t  t0 + T,  (3.31) 

причем считаем, что  

L1M  ,   (3.3)
, 0

sup ( , )
x A t

v x t
  

  ,  
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а (3.3)v   производная по времени, вычисленная от функции v в силу сис-

темы (3.3). Тогда при всех значениях t  t0 + T из выражения для произ-
водной по времени от функции v теперь уже в силу системы (3.1) можно 
записать представление  

0

0 0 (3.3)( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )
t

t T

v x t t v x t T t T v x d


          

0

( ( ), )
( ( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ( ), ), ) ,

t

t T

v x
X x y X x x d

x

                 

из которого с учетом (3.6), (3.31), a) и с) будем иметь следующие неравен-
ства:  

v(x(t), t)  b1(x(t0 + T))  (t  (t0 + T))  L1M  ,  

если t достаточно велико. Последнее и приводит нас к противоречию. По-

этому компонента x(t) с течением времени попадает в шар pB  с любым 

достаточно малым радиусом   , т. е. x(t)   при t   . Учитывая 
это, легко доказать стремление к нулю нормы у(t) при t   . С этой 
целью достаточно воспользоваться (3.7) и следующим неравенством тре-
угольника:  

у(t)  у(t)  (x(t), t) + (x(t), t)  у(t)  (x(t), t) + L2x(t).  

Теорема доказана.  
Определение 3.3. Пусть : q

xU       непрерывная функция. 

Будем говорить, что начало координат системы (3.1) неустойчиво от-
носительно разности ( , )y x t  , если существуют числа  > 0 и сущест-

вует t0  0 такие, что для любого  > 0 существует решение x(t) = x(z0, t0, 

t), y(t) = y(z0, t0, t) с начальным условием z0 = (x0, y0) 
p qB 
  и существует 

момент времени *
0t t , для которого  

* * *|| ( ) ( ( ), ) || .y t x t t      

Теорема 3.1.4. Пусть для системы (3.1) существуют непрерывная 

локально липшицева по х равномерно по t   функция  : Ux   ,q  
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(, t) = , непрерывно дифференцируемая функция V : U  , функ-
ции a, b  K такие, что выполняются условия:  

1) V(x, y, t)  b( || φ( , ) ||y x t )  (x, y, t)  U  ;  

2) 0 0t   0    * p qz B 
   такое, что *

0( , ) 0;V z t    

3) ( , , ) (|| φ( , ) ||)V x y t a y x t     (x, y, t)  U    
Тогда решение х = 0,  у = 0  системы (3.1) неустойчиво.  

Доказательство. Предположим, что все условия теоремы выпол-

нены. Зафиксируем число  > 0 так, чтобы .p qB U
   Тогда с учетом 

предположения 2) для произвольного числа  > 0 (не нарушая общности 

считаем, что  < ) можно указать точку z0 
p qB 
  и момент времени 

0 0t   такие, что 0 0( , ) 0V z t  . Покажем, что решение 0 0( , , )z z t t  покинет с 

ростом времени шар ,p qB 
  что и будет удовлетворять свойству неустой-

чивости начала координат системы (3.1). Пусть, напротив, это не так. То-
гда можем записать неравенство  

0 0|| ( , , ) ||z z t t     0.t t    

В этом случае имеем:  

0 0 0 0 0 0 0 0|| ( , , ) ( ( , , ), ) || || ( , , ) || || ( ( , , ), ) ||y z t t x z t t t y z t t x z t t t       

 2 0 0 2|| ( , , ), ) || (1 ).L x z t t t L        (3.32) 

С другой стороны, поскольку ( , ( , ), ) 0V x x t t   и функция V непре-
рывна, то существует  > 0 такое, что  

*
0| ( , ) | ( , )V z t V z t  если || ( , ) ||y x t   < .  

Согласно предположению 3) и соотношению (3.32) решение *
0( , , )z z t t  

удовлетворяет неравенству  

0 0 0 0 2|| ( , , ) ( ( , , ), ) || (1 ).y z t t x z t t t L        

Поэтому можем записать  

0

* * *
0 0 0( ( , , ), ) ( , ) ( ( , , ), )

t

t

V z z t t t V z t V z z t s s ds    

*
0 0( , ) ( )( ) .V z t a t t       
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при .t    Однако на компакте 
2(1 )\p q p q

LB B 
    функция V(z, t) ограни-

чена, что приводит к противоречию. Теорема 3.1.4 доказана.  
 
 

3.1.1.  ПРИМЕРЫ 
 

Частный случай следующего примера рассмотрен А. М. Ляпуновым 
[81, с. 89].  

Пример 3.1. Пусть ( , )x yU U U   окрестность начала координат 

пространства p q  , ( )V x  ( : )xV U    непрерывно дифференцируе-
мая функция и система (3.1) имеет вид уравнений  

2( )
( , , ), 1, ,

( , , ).

s s
s

V x
x x y t s k

x

y Y x y t






   




 

Предположим, что правые части суть непрерывные ограниченные при 
всех t ≥ 0 функции, удовлетворяющие локальному условию Липшица, 
причем  

(0) 0,V    и  (0,0, ) 0,Y t    ( , , ) 0,s x y t   ( , , ) .x y t U      

Вычисляя полную производную по времени от функция V(x) вдоль 
решений системы, получим  

2

1

( )
( ) ( , , ) .

p

s
ss

V x
V x x y t

x




 
       

Если функция V(x) является определенно положительной по пере-
менным вектора x, то согласно теореме 3.1.1 вопрос о равномерной устой-
чивости равновесия x = 0, y = 0 системы сводится к тому, чтобы нулевое 
решение редуцированной системы (0, , )y Y y t   было равномерно асим-

птотически устойчивым.  
Если в дополнение к этому система уравнений  

( )
0,

s

V x

x

 


  1, ,s k  

обладает лишь нулевым решением, то согласно теореме 3.1.2 равновесие 
x = 0, y = 0 будет равномерно асимптотически устойчивым.  
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Пример 3.2. Рассмотрим дифференциальное уравнение второго по-
рядка  

(1 ( )) ( ( ) ( )) 0,x x t x t t         

где :     непрерывно дифференцируемая функция, ограниченная 

при всех t ≥ 0 вместе со своей производной. Знакопостоянная функция  

22 ( , ) ( ( ) ) 0V x x x t x       

имеет производную в силу системы  

2( , ) ( ( ) ) 0.V x x x t x       

Множество нулей производной определяется формулой  

2{( , ) : ( ) 0 0}.Y x x x t x t          

На этом множестве уравнение сводится к скалярному дифференциально-
му уравнению ( ) 0x t x     Если предположить, что выполняется условие  

0

( )
t

t

s ds     равномерно по  0 0,t   

то нулевое решение скалярного уравнения будет равномерно асимптоти-
чески устойчивым. В этом случае равновесие 0x x   также будет рав-
номерно асимптотически устойчивым.  

 
Рис. 3.1. Механическая система 

 

 

R 

A 

P 
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Пример 3.3 [61]. Тяжелое колечко A ограниченной переменной мас-
сы m(t) ≥ m0 > 0 может скользить без трения по окружности радиусом R, 
которая вращается с постоянной угловой скоростью  вокруг своего вер-
тикального диаметра (рис. 3.1). Предположим, что относительная ско-
рость присоединяющихся (отделяющихся) частиц равна нулю и колечко 
подвержено действию силы сопротивления его движению, пропорцио-
нальной угловой скорости  , величина которой выражается формулой  

F = (m(t) + R2cos 2  sinφg )  .  

Положение равновесия  = 0 колечка определяется из векторного 

равенства центробежной силы cF


, равной по величине Fc = m(t)R2 sinφ , 

и силы тяжести ( )P m t g
  . Поэтому можем записать  

 

tg  =
2 sinR

g

 
  или  cos 0 = 

2
.

g

R
  

 
Запишем уравнение Ньютона в проекции на касательную к траектории 
движения колечка. В соответствии с уравнениями движения тел перемен-
ной массы [95] получим  

0( ( ) ( )) ( ) ( ) 0, ,x m t f x x m t f x x           

где f(x) = R2sin (x + 0)cos (x + 0)  gsin (x + 0), а ( )f x   производная 

функции f(x).  
Возьмем функцию Ляпунова 2 ( , )V x x = ( x + f(x))2. Ее полная произ-

водная по времени в силу уравнения движения представляется формулой 
( , )V x x     m(t)( x  + f(x))2.  

На множестве, где ( , ) 0,V x x    движения описываются дифференци-

альным уравнением первого порядка x   f(x) = 0. Очевидно, что если xf(x) 
> 0, x  0, то равновесие x = 0 такого уравнения будет асимптотически 
устойчивым. Отсюда по теореме 3.1.2 равновесие 0x x   исследуемого 
движения будет равномерно асимптотически устойчивым.  

Если дополнительно потребовать, чтобы все решения исследуемого 
дифференциального уравнения были ограниченными с ростом времени t, 
то на основании теоремы 3.1.3 получим глобальную равномерную асим-
птотическую устойчивость равновесия 0x x  . Для получения условий 
этого перейдем к соответствующей системе уравнений  
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,

( ) ( ) ( ( ) ( )).

x y

y m t f x y m t f x





     
 

Заметим, что наличие используемой функции V говорит о том, что модуль 
|y + f(x))| ограничен вдоль решений системы уравнений. Следовательно, 
если одна из координат решения (x(t), y(t)) ограничена, то вторая будет 
также ограничена. Рассмотрим функцию 2V1(y) = y2, для которой произ-
водная по времени есть  

2
1 ( ) ( ) ( ( ) ( )) .V m t f x y m t f x y        

Потребуем, чтобы выполнялось условие  
2( ) ( ) ( ( ) ( )) 0m t f x y m t f x y      t ≥ 0  

при ограниченных |x| и достаточно больших значений |y|. Тогда при огра-
ниченных x производная 1V  будет неположительной, а значит координата 
y(t) будет ограниченной. Таким образом, при выполнении указанного ус-
ловия обе координаты решения (x(t), y(t)) не могут быть одновременно 
неограниченными.  

Пример 3.4. Рассмотрим систему трех дифференциальных уравне-
ний  

2

3 2

3 3

,

,

,

x axy

y ax byz

z cy dz







 
  
  

 

где , , ,a b c d   постоянные, причем 0.abcd   Для функции Ляпунова 
2( , ) 0V x y x   имеем знакоположительную производную по времени в 

силу системы в виде 2 2( , ) 2 0.V x y ax y    С учетом того, что 0,a   нули 

производной определяются множеством 
 2{( , ) : 0}.Y x y xy    

Исследуем поведение решений исходной системы на Y, рассмотрев 
два случая.  

1) Если 0,x   то изучаемая система сводится к системе двух диффе-
ренциальных уравнений  
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2

3 3

,

, 0.

y byz

z cy dz bd





 


  
  (3.33)  

Для рассмотрения поведения решений этой редуцированной системы 

возьмем функцию Ляпунова 2
1( , ) 0V x y y   с производной по времени в 

силу системы (3.33), равной  

 2 2
1( , ) 2 .V x y by z   (3.34) 

Здесь необходимо рассмотреть два взаимоисключающих случая.  
A) Если b < 0, то нулевое решение системы (3.33) асимптотически 

устойчиво при d < 0 и неустойчиво, если d > 0. Действительно, на множе-
стве, где 1( , ) 0,V x y   имеем yz = 0. Поэтому, если производная обращает-
ся в нуль за счет равенства y = 0, то система (3.33) равносильна скалярно-
му уравнению  

 3.z dz   (2.35) 

Для такого уравнения условие d < 0 означает асимптотическую устойчи-
вость решения z = 0. Если же d > 0, то это решение неустойчиво, а значит, 
в силу инвариантности множества Y неустойчивым будет и начало коор-
динат исходной системы.  

Пусть теперь производная 1( , )V x y  обращается в нуль за счет равен-
ства z = 0. Тогда система (3.33) равносильна условию y = 0. Следователь-
но, множество нулей производной по времени функции 1( , )V x y  совпадает 
с началом координат системы (3.33). Отсюда по теореме Н. Н. Красовско-
го [75] получаем асимптотическую устойчивость нулевого решения сис-
темы (3.33).  

B) Остается рассмотреть случай b > 0. Проведя здесь рассуждения, 
аналогичные случаю A), приходим к следующему выводу: либо нулевое 
решение скалярного уравнения (3.35) асимптотически устойчиво (d < 0), 
либо оно неустойчиво (d > 0). И в том, и в другом случае выполняются 
все предположения теоремы 3.1.4, а значит, при d  0 имеет место неус-
тойчивость начала координат исследуемой системы.  

2) Если производная по времени функции ( , )V x y  равна нулю при 

0,y   то изучаемая система сводится к соотношениям  
0, 0,x cx     

откуда следует, что 0x  , так как 0c  . Следовательно, условие 4) тео-
ремы 3.1.4 также выполняется. Таким образом, начало координат рас-
сматриваемой системы неустойчиво.  
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3.1.2.  ЧАСТНЫЙ  СЛУЧАЙ  
 

Заметим, что если функция Ляпунова V лишь знакопостоянна, а ее 
производная по времени  знакоотрицательная, то требование неасимпто-
тической устойчивости на многообразии V = 0 не обеспечивает устойчи-
вости относительно всего фазового пространства. Действительно, можно 
показать это на простом примере автономного случая.  

Пример 3.5. Рассмотрим систему уравнений на плоскости 2 :   
2 3

2 2 2 2
, .

1 1

xy y
x y

x y x y
   

   
  

Знакоположительная функция 2V y  имеет производную по времени, 

равную 
4

2 2

2
0.

1

y
V

x y
   

 
 На множестве, где V = 0, система переходит 

в скалярное уравнение 0x  , обладающее неасимптотически устойчивым 
положением равновесия x = 0. Однако нулевое решение исходной систе-
мы уравнений неустойчиво, в чем нетрудно убедиться непосредственным 
интегрированием дифференциальных уравнений.  

Можно ожидать, что в отдельных случаях такое утверждение будет 
иметь место, если потребовать выполнения некоторых дополнительных 
условий. Приведем пример одной из таких ситуаций.  

Пусть имеем систему неавтономных дифференциальных уравнений  

 

( , , , ), ,

( , , , ), ( , ,0, ) 0, ,

( , , , ), ( , ,0, ) 0, ,

p

q

r

x X x y z t x

y Y x y z t Y x y t y

z Az Z x y z t Z x y t z

 
 

 

  
   
    

   (3.36) 

где X : p  q  r  p   непрерывная функция, X(0, 0, 0, t) = 0, Y 
и Z  ограниченные по t и голоморфные по x, y, z, причем разложение век-
тор-функции Z начинается с членов не ниже второй степени; А  квадрат-
ная (п  п)-матрица, все собственные значения которой имеют отрица-
тельные действительные части.  

Теорема 3.1.1.1. Предположим, что существует окрестность U 
точки х = 0, у = 0, z = 0 и непрерывно дифференцируемая функция V : 

U    такая, что для некоторой функции а  K и любых значений 

(x, y, z, t)  U   выполняются условия:  
1)  V(x, y, z, t)  a(x),  V(0, 0, 0, t) = 0;  
2)  ( , , , )V x y z t  0.  
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Тогда нулевое решение системы (3.36) устойчиво.  
Более того, если для некоторой функции b K и любых (x, y, z, t) 

 U    выполняется неравенство 
3)  V(x, y, z, t)  b(x + y + z),  

то нулевое решение равномерно устойчиво, и всякое решение, близкое к 
невозмущенному, стремится при t    к одному из установившихся 
движений x = 0, yj = cj, z = 0.  

Доказательство. Пусть выполнены все условия теоремы 3.1.1 тогда 
согласно теореме В. В. Румянцева [101] нулевое решение (3.36) будет ус-
тойчивым по переменным вектора х. Это означает, что для любого числа  
  и для любого начального момента времени t0   можно указать число 
 = (, t0)   такое, что для всех (x0, y0, z0)  B и для всех t  t0 будет вы-
полняться неравенство: x(x0, y0, z0, t)  . При этом если (x0, y0, z0)  , 
то, подставляя во вторую и третью группу уравнений (3.36) компоненту 
x(x0, y0, z0, t), приходим к системе 

 
( , , ),

( , , ),

y Y y z t

z Az Z y z t




 


 
 (3.37) 

для которой выполнены все требования теоремы И. Г. Малкина [84, 
с. 113]. На основании этой теоремы нулевое решение (2.37) равномерно 
устойчиво по t0 (но не по отношению компоненты х0 !), причем всякое 
решение (3.36) стремится при t   к одному из положений равновесия 

yj = cj, 1,j q ; zj = 0, 1, .j r   

Таким образом, нулевое решение (3.36) оказывается устойчивым. 
Второе утверждение теоремы 3.1.1 рассматривается аналогично с исполь-
зованием теоремы В. В. Румянцева [101] о равномерной устойчивости по 
части переменных.  
 
 

3.1.3.  ТРЕУГОЛЬНЫЕ  СИСТЕМЫ  
 

Пусть система (3.33) имеет вид  

 ( , , ), , , ,p qx X x y t x y t           (3.38) 

 ( , ), , ,qy Y y t y t           (3.39) 

которую в научной литературе принято называть треугольной. Такие сис-
темы встречаются, например, при исследовании математических моделей 
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разоружения [78, 149]. Будем предполагать, что эти уравнения удовлетво-
ряют некоторым условиям, обеспечивающим существование, единствен-
ность и неограниченную продолжаемость всех решений при t ≥ 0. Кроме 
того, пусть (0,0, ) 0, (0, ) 0, 0,X t Y t t     т. е. уравнения обладают три-

виальным решением x = 0, y = 0.  
Для автономного случая системы (3.38), (3.39) задача о локальной 

устойчивости нулевого решения рассматривалась в работе [149], а в [156, 
157, 161, 162]  задача о глобальной асимптотической устойчивости. При-
чем в работе [162] используется метод знакоопределенных функций Ля-
пунова, а в [156, 157, 161]  методы качественной теории устойчивости 
динамических систем. В последнем случае отмечена связь изучаемой про-
блемы устойчивости треугольных систем с принципом сведения.  

Проиллюстрируем теоремы п. 3.1 на примере треугольной системы 
(3.38), (3.39). Для этого предварительно заметим, что в качестве функции 
у = (x, t) здесь можно взять y  0. Выделим уравнение  

 ( ,0, ), , .px X x t x t            (3.40) 

Теорема 3.1.1.1 [62]. Решение х = 0, у = 0 системы (3.38), (3.39) рав-
номерно устойчиво, если:  

1) решение y = 0 уравнения (3.39) равномерно устойчиво;  
2) решение x = 0 уравнения (3.40) равномерно асимптотически ус-

тойчиво.  
Доказательство. Так как нулевое решение уравнения (3.39) равно-

мерно устойчиво, то существует [98] непрерывно дифференцируемая, оп-
ределенно положительная функция ( , )V y t , определенная в области 

, 0,B 
     такая, что (|| ||) ( , ) (|| ||),a y V y t b y   где a  и b   функции 

класса K; ее производная ( , )V y t  (по времени в силу уравнения (3.39)) 

является знакоотрицательной функцией. Используя теперь эту же функ-
цию Ляпунова для системы уравнений (3.38), (3.39) как знакопостоянную 

функцию относительно пространства p q  , убеждаемся, что она удовле-
творяет условиям 1), 2) теоремы 3.1.1, где следует положить (x, t)  0. 
Кроме того, условие 2) теоремы 3.2.1 влечет выполнение условия 3) тео-
ремы 3.1.1. Таким образом, согласно теореме 3.1.1 решение х = 0, у = 0 
системы (3.38), (3.39) равномерно устойчиво.  

Теорема 3.1.2.1 [62]. Решение х = 0, у = 0 системы (3.38), (3.39) рав-
номерно асимптотически устойчиво, если:  

1) решение y = 0 уравнения (3.39) равномерно асимптотически ус-
тойчиво;  
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2) решение x = 0 уравнения (3.40) равномерно асимптотически ус-
тойчиво.  

Доказательство. Обоснование этого и следующего утверждений 
можно осуществить аналогично доказательству теоремы 3.1.1.  

Теорема 3.1.3.1. Пусть nD  . Если нулевое решение уравнения 
(3.39) и нулевое решение уравнения 

 ( ,0, ), ,px X x t x t     , (3.41) 

равномерно глобально асимптотически устойчивы, а всякое решение 
системы (3.38), (3.39) ограничено при t  , то решение х = 0, у = 0 сис-
темы (3.38), (3.39) равномерно глобально асимптотически устойчиво.  

Исследуем теперь ситуацию, когда (3.39) обладает лишь свойством 
локальной асимптотической устойчивости.  

Предложение 3.1. Пусть выполнены следующие условия:  
1)  все решения системы (3.39) определены при t  ;  
2)  решение у = 0 системы (3.39) равномерно асимптотически ус-

тойчиво и А есть его область притяжения в q  ;  
3)  решение у = 0 системы (3.30) равномерно притягивающее; 
4)  решение х = 0 системы (3.41) равномерно устойчиво в целом;  
5)  всякое решение системы (3.38), (3.39) с начальными условиями 

(y0, t0)  A,  x0  p  ограничено при всех t  t0.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (3.38), (3.39) равномерно асим-

птотически устойчиво и p  A  его область притяжения.  
Доказательство. Поскольку имеют место условия 2), 3), то по тео-

реме В.И. Зубова [35] применительно к системе (3.39) существуют две 
непрерывные функции v : A   и w: q   такие, что:  

i)  1+ v(y, t) < 0  для  (y, t)  A, y  0;  

ii)  w(y,t) > 0  для  (y, t)  q  , y  0; 
iii) 2    1    и  1  , что v(y, t)  1 и w(y, t) > 1 при   y  

2 и t  ;  
iv)   функции v(y,t) и w(y, t) равномерно по t   стремятся к нулю 

при y  ;  
v)   если ( y , t )  точка границы области А, y   0, то lim v(y, t)= 

1 при (y, t)  А, у y   , (t t )  ;  

vi)   полная производная функции v по времени, вычисленная в силу 
системы (3.39), удовлетворяет равенству  

dv

dt
= w(y, t)(1 + v(y, t)).  
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Для исследуемой системы (3.38), (3.39) положим V(x, y, t) = ( , )v y t . 

Тогда легко проверить, что для функции V выполнены все требования 
теоремы 3.1.2 при (x, t)  0, а значит нулевое решение системы (3.38), 
(3.39) равномерно асимптотически устойчиво. Для завершения доказа-
тельства теоремы достаточно показать, что если z0 = (x0, y0) для х0  p , 
(y0, t0)  A, то норма z(z0, t0, t)   при t  +. Это можно сделать, по-
вторив почти дословно доказательство теоремы 3.1.2 в той ее части, где 
доказывается асимптотическое стремление к нулю решений системы 
(3.36). Отличие состоит лишь в выборе начальных условий по компоненте 
у0.  

Отметим, что требование 5) теоремы 3.2.1 вызвано использованием 
соответствующей теоремы из [35] (теорема 50). Оно может быть заменено 
следующим условием, вытекающим из теоремы 51 [35]:  

«функция Y(y, t) ограничена равномерно по t   в любом шаре 
у  ,    ».  
 

3.1.4.   КАСКАД  ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ  СИСТЕМ  
 

Взаимосвязанные системы изучались П. Сейбертом и Р. Суаресом 
[156, 157] для автономного случая, где использовано понятие SIBO-
систем. В данном примере мы исследуем проблему стабилизации каскада 
неавтономных взаимосвязанных систем, опираясь на теоремы 3.1.2 и 
3.1.3. Введем сначала основные понятия, соответствующие неавтономно-
му случаю.  

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, содержащую 
управляющие функции и и v:  

 ( , , ), , , ,p kx X x u t x u t         (3.42) 

 ( , , ), , ,q ly Y y v t y v t       .  (3.43) 

Предположим, что каждая из систем (3.42) и (3.43) стабилизируема в 
целом (равномерно глобально асимптотически устойчива), т. е. сущест-
вуют такие функции u = u(x, t) и v = v(y, t) (определенного класса, кото-
рый мы здесь не уточняем), что при их подстановке соответственно нуле-
вое решение (3.42) и (3.43) равномерно глобально асимптотически устой-
чиво.  

Задача состоит в поиске достаточных условий стабилизации в целом 
каскада взаимосвязанных систем 

 ( , ( , ) , ),x X x c y t u t     (3.44) 
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 ( , , ).y Y y v t    (3.45) 

Объединенная система (3.44), (3.45) характеризуется непрерывной 
функцией с(y, t) такой, что с(0, t)  0, t  . Нетрудно представить себе 
схему взаимосвязи (3.44) и (3.45). Входной сигнал системы (3.44) склады-
вается из преобразованного выходного сигнала системы (3.44) в виде с(y, 
t) и управления u(x, t).  

Определение 3.4 [161]. Система (3.42) называется системой «малый 
вход  ограниченный выход» (или сокращенно SIBO-системой), если для 
каждой непрерывной функции u(t), стремящейся к нулю при t  +, со-
ответствующие решения (3.44), (3.45) ограничены при всех t  .  

Теорема 3.1.5. Предположим, что функции u = u(x, t) и v = v(y, t) 
стабилизируют в целом соответственно системы (3.42) и (3.43). Тогда, 
если при u = u(x, t) + w система (3.42) есть SIBO-система и все ее реше-
ния определены при t  , то система (3.44), (3.43) стабилизируема в це-
лом.  

Это утверждение вытекает непосредственно из теоремы 3.1.3. Оста-
ется только привести условия, гарантирующие свойство SIBO-системы.  

Теорема 3.1.6. Пусть и удовлетворяет условиям теоремы 3.1.5. 
Предположим, что существует положительно определенная, допускаю-
щая бесконечно большой низший предел, непрерывно дифференцируемая 
функция W(x, t) такая, что  

 
( , ) ( , )

( , ) ( , ( , ) , ) 0
W x t W x t

W x t X x u x t w t
x x

     
 

  (3.46) 

для всех ограниченных значений w и достаточно больших величин х 
(w  , х  ).  

Тогда при и = и(x, t) + w система (3.42) есть SIBO-система при ус-
ловии, что каждое ее решение определено при всех t  .  

Пример 3.6. Рассмотрим системы  

 3 3x x x u      (3.47) 

и  1 2 2, .y y y v    (3.48) 

Пусть соответствующий каскад взаимосвязанных систем строится с 
помощью функции c(y, t) = c1(t)y1 + c2(t)y2:  

 
3 3 3

1 1 2 2

1 2 2

( ( ) ( ) ) ,

, .

x x x c t y c t y x u

y y y v


 

     


 
  (3.49) 
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Очевидно, функции и = х2,  v=  y1  y2 стабилизируют соответственно 
системы (3.47) и (3.48). Положим W(x, t) = 0,5х2. Тогда имеет место нера-
венство  

( , )W x t = x4(1  (c1(t)y1 + c2(t)y2) + x2  w)  0,  

если выполнены следующие условия:  

 1 1 2 2
1 2

1 1
, , 0,

( ) ( )
y c y c t

c t c t
                   (3.50) 

при w   и х  1  .  
В нашем случае величины у1 и у2 стремятся к нулю, и поэтому при 

достаточно больших х с течением времени будет ( , )W x t   0. Следова-
тельно, все решения (3.48) определены при t  . Кроме того, (3.47) есть 
SIBO-система, таким образом, каскад взаимосвязанных систем (3.48) ста-
билизируем в целом согласно теореме 3.1.3.  

Пример 3.7 (Системы, линейные по управлению). Здесь мы обратим 
внимание на специальный случай системы (3.42), когда правая часть ли-
нейна по управлению, т. е. представима в виде:  

 x   X(x, t) + X1(x, t)u. (3.51) 

Теорема 3.1.7. Если существуют управления u = u(x, t) и v = v(y, t), 
стабилизирующие соответственно системы (3.42) и (3.43), тогда суще-
ствует и управление u = u(у, t) такое, что нулевое решение каскада 
взаимосвязанных систем  

 1( , ) ( , )( ( , )),

( , ( , ), )

x X x t X x t y u y t

y Y y v y t t









   



  (3.52) 

равномерно устойчиво в целом.  
Действительно, пусть управление u = u(х, t) стабилизирует систему 

(3.51). Тогда и можно выбрать так, чтобы для каждой функции w, стре-
мящейся к нулю при t  +, все решения системы  

 x = X(x, t) + X1(x, t)(u(x, t) + w)  (3.53) 

были бы ограниченными. Это означает, что (3.52) есть SIBO-система. От-
сюда по теореме 3.1.3 и следует требуемое утверждение.  

Можно обосновать также и следующее утверждение.  
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Следствие 3.1. Пусть W(x, t)  функция Ляпунова для системы (3.51) 
с u = u(х, t) и v = v(y, t)  функция, стабилизирующая систему (3.52). 
Тогда, если W и Х1  полиномиальные функции по х, то управления v и  

u(х, t) = u(х, t) 
( , )W x t

x

 


Х1(x, t)  

стабилизируют систему (3.52).  
В прямом методе Ляпунова теореме обращения для случая неасим-

птотической устойчивости уделено достаточно большое внимание. Они в 
совокупности отражают сложность топологической структуры окрестно-
сти равновесия такого типа. Поэтому объяснимо появление работ [41, 49, 
58, 119, 140], посвященных различным модификациям теоремы Ляпунова 
об устойчивости.  

Теорема 3.1.8 [41]. Предположим, что для системы (2.1) существу-
ют непрерывно дифференцируемые функции 1( , , )v x y t , 2 ( , )v y t  и функции 

a1, a1  K такие, что выполняются следующие условия:  

1) 1( , , )v x y t ≥ 1(|| ||)a x ,  ( , , )x y t D    ,  и  1(0,0, ) 0, 0;v t t  
 
 

2) 2 2| ( , ) | (|| ||)v y t a y ,  ( , ) yy t D    ;  

3)  > 0 существует окрестность Uy точки y = 0 такая, что  

2inf ( , ) 0, ( , ) (Fr ) , ;y y yv y t y t U U B
     

4) 1 2( , , ) ( , , ) ( , ) 0 ( , , ) .v x y t v x y t v y t x y t D           

Тогда нулевое решение системы устойчиво.  
Доказательство. Пусть  > 0  произвольное число. Согласно усло-

вию 3) определим окрестность yU  точки y = 0, содержащуюся в шаре yB  

(пространства q ), такую, что  

2inf ( , ) 0, ( , ) (Fr ) .yv y t y t U       

Зафиксируем число  > 0 и выберем с учетом требования 2) число  > 0  

так, чтобы 2 1| ( , ) | ( / 2)v y t a  , если только ( , ) yy t B 
  .  

Пусть 0      и 0 0t  . Тогда можно указать число 0( ) 0t     

настолько малое, что 0 0 1 0 0 2 0 0( , ) ( , ) ( , )v z t v z t v z t     при 0|| || ;z    это 

всегда можно осуществить на основании 1), 2). Теперь ясно, что при 

0|| ||z    будет 0 0|| ( , , ) ||y z t t      для всех 0t t , так как в силу 1), 4) 

имеем  
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2 0 0 0 0 0( ( ), ) ( ( ), ) ( , ), .v y t t v z t t v z t t t      

Кроме того, 0 0|| ( , , ) ||x z t t    0 ,t t   поскольку  

1 1 2

0 0 2 1

(|| ( ) ||) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

( , ) ( ( ), ) ( / 2),

a x t v z t t v z t t v y t t

v z t v y t t a

   
   

 

что и завершает доказательство теоремы на основании свойства монотон-
ности функции a1.  

Пример 3.8. Пусть динамическая система задается системой трёх 
дифференциальных уравнений  

1 2 3

2 2
2 1 3 2 2 1 22 2

1 2

3 1 2 3

( ),

( ) ( )sin при 0,

( , , )

x x x

x x x x x x x
x x

x x x x







  


       


  

  

2 1 2и 0 при 0.x x x     Будем считать, что функции :  , : 

   и  : 3   непрерывны и (х2)(х3)   для всех (х2, х3) 2 . 
Пример 3.9. Пусть динамическая система определяется тремя диф-

ференциальными уравнениями из примера 5.3. Функция v : ( 3 \ {(0, 0, 

x3): x3  } , заданная равенством v(x)=
2 2
1 2

1
cos

2 x x




, имеет вне точек 

множества М = {x  3 : x1 = 0, x2 = 0} непрерывную производную по 

времени в силу системы, равную 2
2 3 2 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) sinv x x x
x x x x

    
 

. Оче-

видно, при (x3)   эта функция удовлетворяет всем требованиям теоре-
мы 5.5, а значит, множество М равномерно устойчиво.  

Пример 3.10. Пусть динамическая система описывается дифферен-
циальными уравнениями  

2

1

3 2

,

1 1 1 1
cos sin ( , ) при 0,x

x y

y e x y x
x xx x
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и (0, ) при 0,y y x     где  : 2    непрерывная функция, такая, 

что (0,0) = 0, у(х, у)  0. Функция Ляпунова  

v(x, y) =
2

1
2 1

0,5 cos , 0xy e x
x


  ,  и  v(x, у) = 0,5у2  при  х = 0  

является непрерывно дифференцируемой, ее производная по времени, 
вычисленная в силу исследуемой системы, равна, как нетрудно видеть, 

( , )v x y  y(x, y) и неположительна. Поэтому для точки М = {(0, 0)} вы-

полнены все условия теоремы об устойчиво.  
 



 135

 
 
 
 

4.  МЕТОД  СЕЙБЕРТА  
 
 

В данной главе предлагается метод формирования основных утвер-
ждений об устойчивости с использованием знакопостоянных функций 
Ляпунова, основанный на результатах П. Сейберта по проблеме принципа 
сведения [153, 158]. Для обоснования принципа сведения применяется 
разработка специальных средств качественной теории полудинамических 
систем. Это дало возможность развить метод функций Ляпунова для сис-
тем неавтономных дифференциальных уравнений в классе знакопостоян-
ных вспомогательных функций.  
 
 

4.1.   ОСНОВНАЯ  ЛЕММА  
 

Рассмотрим систему неавтономных дифференциальных уравнений  

 ( , )x f x t  , x  G  ,n   f(0, t) = 0  t  0,     (4.1) 

определенную в открытой связной окрестности D начала координат n . 

Предположим, что функция f : G    n  непрерывна и локально лип-
шицева по x. Тогда ясно, что через каждую точку (x0, t0) области опреде-
ления системы проходит единственное решение x(x0, t0, t), x(x0, t0, t0) = x0. 
Как было отмечено в главе 1, для системы (1.1), удовлетворяющей ло-
кальному условию Липшица, имеет место свойство равномерной инте-
гральной непрерывности решений.  

Определим аналог свойства решений системы (4.1), введенное 
П. Сейбертом как "threshold property" [153].  

Определение 4.1. Пусть Y замкнутое положительно инвариантное 
множество, содержащее начало координат. Будем говорить, что пара (0, Y) 
обладает свойством Сейберта [153, 158], если для любого  >0 существу-
ет  = () > 0 такое, что если решение x(x0, t0, t),  x0  B, t0 ≥ 0, удовле-
творяет неравенству d(Y, x(x0, t0, t)) <  на некотором интервале t0  t  t0 + 
T, T > 0, тогда ||x(x0, t0, t) || <  для t0  t  t0 + T.  
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Другими словами, данное определение означает, что если решение 
x(x0, t0, t) «удаляется» от начала координат, то оно сначала начинает «уда-
ляться» от множества Y.  

Лемма 4.1. Пусть Y  положительно инвариантное множество 
системы (4.1), содержащее начало координат. Если решение x = 0 сис-
темы (4.1) равномерно Y-притягивающее, тогда пара (0, Y) обладает 
свойством Сейберта.  

Доказательство. Предположим от противного, что существует  > 0, 
существуют последовательности  

(x0n), x0n  n , 0lim 0n
n

x


 ; (t0n)  ;  (tn) 
  

такие, что  

0 0lim sup ( ( , , ), ) 0n n n
n

d x x t t Y


   

и, кроме того,  

||x(x0n, t0n, t)|| <  для t0n  t < t0n + tn  

 || x(x0n, t0n, tn)|| =   n ≥ 1.    (4.2) 

Очевидно, число  > 0 можно выбрать произвольным достаточно малым. 
Выберем число  согласно определению 4.1 и число  из свойства РИН 
(определение 1.1) так, чтобы  

  < .  (4.3) 

Кроме того, выберем число  > 0 в соответствии с определением 
равномерного Y-притяжения так, чтобы наряду с уже указанным числом  
выполнялись неравенства  

 2 <  < .  (4.4) 

Пусть величины  и  выбраны в соответствии со свойством РИН та-
ким образом, что  

  <  /2,  (4.5) 

  <   .  (4.6) 

Предположим сначала, что последовательность (tn) ограничена. 
В таком случае, не теряя общности рассуждений, можно считать ее схо-
дящейся к некоторому значению t* > 0. С учетом свойства РИН (если по-
ложить x0 = 0, y0 = x0n, T = t*) для ||x0n|| <  имеем:  
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||x(x0n, t0n, t0n + t)|| <   t  [0, t*],  t0n ≥ 0.  

Но тогда это противоречит условию (4.2) для достаточно больших n и на 
этом доказательство леммы завершается.  

Предположим теперь, что последовательность (tn) не ограничена. 
Пусть число T выбрано в соответствии с определением 4.1. В этом случае 
для достаточно больших n величина n = tn T будет положительной.  

Введем в рассмотрение две точки yn = x(x0n, t0n, t0n + tn) и zn = x(x0n, t0n, 
t0n + tn  T). Согласно (4.2) для таких точек имеет место соотношение  

 zn = x(x0n, t0n, t0n + n)  x(x0n, t0n, [t0n, t_{0n}+ tn))  B    (4.7) 

 
и равенство  

 yn = x(x0n, t0n, t0n + n+ T) = x(zn, t0n + n, t0n + n + T).  (4.8) 

Используя (4.7) и условие ||yn|| =  (см. (4.2)) можем утверждать, что для 
достаточно больших значений n существует точка  

nz   B(zn, )  Y.  

Тогда, опираясь на (4.6) и (4.7) можем заключить, что nz   B  Y. По-

этому определение свойства равномерного Y-притяжения дает соотноше-
ние  

x( nz  , t0n, t0n + T)  B,  t0n ≥ 0.  

С учетом (4.7) и неравенства tn  > T можем написать  

x(zn, t0n + tn  T,[t0n + tn  T, t0n + tn]) =  
= x(x(x0n, t0n, t0n + tn  T), t0n + tn  T, [t0n +tn  T, t0n + tn)]) = 

= x(x0n, t0n, [t0n, t0n + tn]).  

Следовательно, на основании (4.3), (4.4), (4.7) и свойства РИН имеем  

x(zn, t0n + tn  T, [t0n + tn  T, t0n + tn]) =  
= x(x0n, t0n, [t0n, t0n + tn)  B(0, )  B.  

Кроме того, так как ||z  z'|| < , то по свойству РИН будем иметь неравен-
ство  

||x(zn, t0n + n, t0n + n + T)  x( nz  , t0n + n, t0n + n + T)|| < .  

Теперь (4.8), (4.9), (4.10) и свойство РИН дают  

yn = x(zn, t0n + n, t0n + n + T)  B + .  
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Наконец, из (4.4) и (4.5) вытекает, что yn  B. Однако это противо-
речит предположению (4.2).  

Лемма доказана полностью.  
 
 

4.2.  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Введем в рассмотрение следующее понятие.  
Определение 4.2. Будем говорить, что замкнутое положительно 

инвариантное множество Y, содержащее точку x = 0, является равно-
мерно устойчивым вблизи начала координат, если существует окрест-
ность U точки x = 0, в которой выполняется следующее свойство: для 
любого  > 0 существует  = () > 0 такое, что для любых начальных 
состояний x0  B, t0 ≥ 0, и любого T > 0, удовлетворяющего условию  

x(x0, t0, t)  U  t  [t0, t0 + T],  

выполняется также и условие  

d(Y, x(x0, t0, t)) <   t  [t0, t0 + T].  

Лемма 4.2. Если Y равномерно устойчиво вблизи начала координат и 
пара (0, Y) удовлетворяет свойству Сейберта, тогда x = 0 равномерно 
устойчиво.  

Доказательство. Предположим противное, т. е. что x = 0 не является 
равномерно устойчивым. Тогда существует  > 0, существуют последова-
тельности (x0n), x0n  0, (t0n)    и (tn), tn ≥ t0n, такие, что  

 ||x(x0n, t0n, t)|| <  для  t0n  t < t n  и  ||x(x0n, t0n, t n)|| =   n ≥ 1.  (4.9) 

Возьмем последовательности положительных чисел (n), n  0, и 
(n), n  0, для которых пары (n, n) удовлетворяют свойству Сейберта.  

Без потери общности можно предположить, что  

 ||x0n| < n,  B  U,        (4.10) 

где U  окрестность, в которой выполняется свойство РИН. Тогда ясно, 
что x(x0n, t0n, [t0n + tn])  U. Согласно свойству устойчивости Y вблизи на-
чала координат из (4.9) и (4.10) вытекает следующее:  

x(x0n, t0n, [t0n + tn])  B(Y, n),  
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а значит, d(x(x0n, t0n, tn), Y)  0 при n  +. Пришли к противоречию, так 
как это несовместимо с равенством в соотношениях (4.9) и свойством 
Сейберта.  

Лемма 4.2 доказана.  
Приведем теорему об устойчивости метода знакопостоянных функ-

ций Ляпунова.  
Теорема 4.2.1. Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функция V  C1( n  , ) и функции a, b  K такие, что:  

1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), (x, t)  U  , где  

Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) ( , ) 0,V x t    (x, t)  U  ;  

3) x = 0 равномерно асимптотически устойчиво относительно 
множества Y0. 

Тогда решение x = 0 системы (4.1) равномерно устойчиво.  
Доказательство. Согласно предположению 1) множество Y непусто 

замкнуто и с учетом 2) оно положительно инвариантно. Покажем сначала, 
что множество Y равномерно устойчиво вблизи начала. С этой целью за-
фиксируем  > 0 так, чтобы B U  . Согласно 1) существует  > 0 такое, 
что V(x, t) >  t ≥ 0, если d(Y, x) > .  

Так как V(0, t) = 0, то в силу того, что V(x, t)  b(||x||), для числа  
можно указать число  > 0 такое, что V(x0, t0)  , t0 ≥ 0, если ||x0|| <  ( = 
b1()).  

Следовательно, если решение x(x0, t0, t) остается в окрестности U на 
интервале t0  t  t0 + T для T > 0, то согласно предположению 2) будем 
иметь:  

V(x(x0, t0, t), t)  ,  t0  t  t0 + T  t0 ≥ 0.  

Таким образом, с учетом предыдущих построений решение x(x0, t0, t) 
удовлетворяет неравенству  

d(Y, x(x0, t0, t)) <   для  t0  t  t0 + T  t0 ≥ 0.  

Следовательно, Y равномерно устойчиво вблизи начала координат. 
Кроме того, согласно предположению 3) и леммы 4.1 пара (0, Y) удовле-
творяет свойству Сейберта. В таком случае, используя лемму 4.2, получа-
ем равномерную устойчивость для состояния равновесия x = 0. Теорема 
доказана.  
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4.3.  АСИМПТОТИЧЕСКАЯ  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Определение 4.3. Будем говорить, что положительно инвариант-
ное множество Y является равномерно асимптотически устойчивым 
вблизи начала координат, если оно равномерно устойчиво вблизи начала 
координат и, более того, существует  > 0 такое, что x0  B, t0 ≥ 0, вле-
чет равенство 0 0lim ( , ( , , )) 0

t
d Y x x t t


 .  

Лемма 4.3. Нулевое решение системы равномерно асимптотически 
устойчиво, если выполняются следующие условия:  

1) x = 0 является равномерно Y-асимптотически устойчивым;  
2) Y равномерно асимптотически устойчиво вблизи начала коорди-

нат.  
Доказательство. Покажем, что существует число  > 0 такое, что 

для всех  > 0 можно указать T = T(, ) > 0, которое удовлетворяет соот-
ношению  

||x0|| <     ||x(x0, t0, t)|| < , t0 ≥ 0, и t ≥ t0 + T.  

Действительно, из предположения 1) следует, что решение x = 0 яв-
ляется Y-равномерно притягивающим. Следовательно, по лемме 4.1 пара 
(0, Y) обладает свойством Сейберта. Кроме того, согласно предположению 
2) множество Y является равномерно устойчивым вблизи начала коорди-
нат. В таком случае по лемме 4.2 решение x = 0 системы (4.1) равномерно 
устойчиво, т. е.  > 0  > 0 такое, что  

 ||x0|| <     ||x(x0, t0, t)|| <   t0 ≥ 0,  t ≥ t0.  (4.11) 

При этом число  > 0 можно выбрать сколь угодно малым. Поэтому с уче-
том предположения 2) для любого числа  > 0 существуют число T1 > 0 
такое, что имеют место соотношения  

||x0|| <     d(x(x0, t0, t0 + T1), Y) < ,  t0 ≥ 0.  

Иначе говоря, выполняется неравенство  

d(x(x0, t0, t0 + T1), y) <   y:  d(y, Y) < , и t0 ≥ 0.  

Отсюда  с учетом (4.11) можем записать следующее:  
||x0|| <     d(x(x0, t0, t0 + T1), y) < , если d(y, Y) <  + , t0 ≥ 0.   (4.12) 

Поскольку x = 0 равномерно устойчиво, то по числу  > 0 найдется  > 0, 
для которого  

 ||x0|| <     ||x(x0, t0, t)|| < , t0 ≥ 0  и  t ≥ t0.      (4.13) 
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Более того, так как Y равномерно притягивающее вблизи начала коорди-
нат, а числа  > 0 и  >0 выбраны произвольно, то можно указать число T2 

> 0, удовлетворяющее соотношению  

||x0|| <  + ,  x0  Y    ||x(x0, t0, t0 + T2)|| <  / 2, t0 ≥ 0.  

Далее, с учетом замечания 1.1 можем записать следующее:  

||x0|| <  + ,  x0  Y    ||x(x0, t0, t0 + T2)|| <   t0 ≥ 0.  

Поэтому, используя свойство РИН, для чисел  = ,  =  /2, T = T2 и  = , 
удовлетворяющих (4.12), можем также написать соотношения  

 ||x0|| <  + ,  x0  Y    ||x(x0, t0, t0 + T2)|| < , t0 ≥ 0.    (4.14) 

Положим T = T1 + T2 и используем последовательно неравенства (4.12), 
(4.14) и (4.13). Тогда получим условие  

||x0|| <     ||x(x0, t0, t)|| < , t0 ≥ 0  и  t ≥ t0 + T,  

которое и доказывает лемму.  
Теорема 4.3.2. Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функции V  C1(U  , ) и a, b, c  K такие, что для 

всех (x, t)  U   выполняются следующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), где  

Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) 0( , ) ( ( , ))V x t c d Y x   ;  

3) x = 0 равномерно асимптотически устойчиво относительно 
множества Y0.  

Тогда решение x = 0 системы (4.1) равномерно асимптотически ус-
тойчиво.  

Доказательство. Согласно теореме 4.1 решение x = 0 равномерно 
устойчиво, т. е. для любого  > 0 существует  = () > 0 такое, что  

||x0|| <     ||x(x0, t0, t)|| <   t0 ≥ 0  и  t  t0.  

Покажем, что d(Y, x(x0, t0, t))  0, если t  +. Предположим противное, 
что это не так. Тогда, поскольку Y равномерно устойчиво вблизи начала 
координат (см. доказательство теоремы 4.3.1), существует  > 0 такое, что 
d(Y, x(x0, t0, t)) ≥ , t ≥ t0. В этом случае из предположения 2) вытекает 
следующее соотношение  
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V(x(x0, t0, t), t)  V(t0, x0)  
0

( )
t

t

c ds  = V(x0, t0) c()(t  t0)   

при t  +. Но это невозможно для ограниченного решения x(x0, t0, t), 
t ≥ t0 (оно содержится во множестве B) и непрерывной функции V, удов-
летворяющей предположению 1).  

Таким образом, Y является равномерно асимптотически устойчивым 
вблизи начала координат. Следовательно, из леммы 4.3 вытекает, что x = 0 
равномерно асимптотически устойчиво.  

Приведем дополнение к теореме В.М. Матросова [87] в классе зна-
копостоянных функций Ляпунова.  

Теорема 4.3.2.1. Предположим, что существует окрестность U 

точки x = 0, существуют функции V  C1(U  , ), W  C0(U 

 , ),  V* C0(U, ) и a, b, c  K и две постоянные A, L такие, что для 

всех (x, t)  U   имеют место следующие условия:  

1) a(d(Y, x))  V(x, t)  b(||x||), где Y ={ : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) *( , ) ( ) 0,V x t V x    пусть E1 = {x  U : *( ) 0V x  };  

3) x = 0 равномерно асимптотически устойчиво относительно 
множества Y;  

4) |W(x, t)| < L;  

5) max{d(x, E1), | ( , )W x t |} ≥ c(||x||);  

6) ||f(x, t)|| < A и f  C1.  

Тогда решение x = 0 системы (4.1) равномерно асимптотически ус-
тойчиво.  

Доказательство. Условия 1)3) гарантируют равномерную устойчи-
вость x = 0 (теорема 4.1). Согласно работе [98] существует положительно 
определенная функция Vp(x, t) такая, что Vp(x, t)  b1(||x||), b1  K,  
производная которой ( , ) 0pV x t  . Положим  

v(x, t) = V(x, t) + Vp(x, t), где ( , ) ( , ) ( , ) 0.pv x t V x t V x t      

Обозначим через E = {x  U : ( , ) 0v x t    t ≥ 0}. Тогда E  E1. Следова-
тельно, для множества E выполняются все предположения теоремы 
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В. М. Матросова [87] о равномерной асимптотической устойчивости. Это 
и завершает доказательство высказанного утверждения.  
 
 

4.4.  ГЛОБАЛЬНАЯ  АСИМПТОТИЧЕСКАЯ  
УСТОЙЧИВОСТЬ 

 

В этой части работы полагаем D = n  и считаем, что свойство РИН 
решений системы (4.1) верно в каждом шаре B,  > 0.  

Лемма 4.4. Предположим, что выполняются следующие условия: 
1) x = 0 является равномерно Y-асимптотически устойчивым и Y-

глобально притягивающим;  
2) множество Y равномерно глобально асимптотически устойчиво; 

3) все решения x(x0, t0, t), x0  n \ Y, t0 ≥ 0, ограничены.  
Тогда нулевое решение системы (4.1) равномерно глобально асимптоти-
чески устойчиво. 

Доказательство. Согласно лемме 4.3 нулевое решение системы (4.1) 
равномерно асимптотически устойчиво, т. е. оно равномерно устойчиво и, 
кроме того имеем:  

( > 0)( >0)(T > 0)(x0  B  Y)(t0 ≥ 0)     
||x(x0, t0, t)|| <   t ≥ t0+T,  

Для завершения доказательства леммы 4.4 достаточно показать, что 
с течением времени любое решение x(x*, t*, t) попадает в шар B(0, ) при 
t  +.  

Действительно, так как решение x(x*, t*, t) ограничено, то его -

предельное множество * *( , )L x t  непусто, компактно и квазиинвариантно. 

Поэтому если q  * *( , )L x t , то существует достаточно большой момент 
времени T* > 0, для которого будем иметь неравенство  

||x(x*, t*, t* + T*)  q|| < .  

С другой стороны, на основании предположения 2) предельное мно-

жество * *( , )L x t  содержится в Y, а значит, выбранная точка q  Y. Кроме 
того, так как начало координат системы (4.1) является равномерно Y-
глобально притягивающим, то по заданному состоянию q  Y и числу 
 /2 > 0 можно указать число T  такое, что  

||x(q, t*+ T*, t* + T*+T )|| <  /2. 
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По свойству РИН имеем:  

( /2 > 0)(T > 0)( > 0): 

||x*  y*|| <     ||x(x*, t*, t)  x(y*, t*, t)|| <  /2  t  [t*, t* + T].  

В таком случае по свойству РИН можем записать  

||x(x*, t*, t* + T*), t* + T*), T )  x(q, t* + T*, T )|| <  /2.  

Теперь, используя неравенство треугольника, будем иметь следующие 
соотношения:  

||x(x*, t*, t* + T*), t* + T*), T )||  ||x(x(x*, t*, t* + T*), t* + T*), t* + T*), T )||   
 ||x(x(x*, t*, t* + T*), t* + T*), t* + T*), T )  x(q, t* + T*, t* + T* +T )|| + 

+ ||x(q, t* + T*, t* + T* +T )||   /2 +  /2 = .  

Таким образом, доказано, что с течением времени любое решение 
системы (4.1) попадает в шар B и, следовательно, притягивается началом 
координат. 

Лемма 4.4 доказана.  
Теорема 4.4.3. Пусть D = n . Предположим, что существуют функ-

ции V  C1( n  , ) и a, b, c  K такие, что для всех (x, t)    
выполняются следующие условия:  

1) a(d(Y, x))  V(x, t)  b(d(Y, x)), где Y ={ : ( , ) 0 0}nx V x t t    ; 

2) ( , ) ( ( , ))V x t c d Y x   ; 
3) x = 0 глобально равномерно асимптотически устойчиво относи-

тельно множества Y.  
4) каждое решение x(x0, t0, t), удовлетворяющее условию V(x(x0, t0, t), 

t)  M < +, ограничено.  
Тогда решение x = 0 системы (4.1) глобально равномерно асимптотиче-
ски устойчиво.  

Доказательство. Пусть выполнены все предположения теоремы 4.3. 
Тогда согласно лемме 4.4 утверждение теоремы будет доказано, если мы 
покажем, что замкнутое множество Y равномерно глобально асимптоти-
чески устойчиво. 

Доказательство равномерной асимптотической устойчивости множе-
ства Y следует из предположений 1) и 2).  

Доказательство глобального притяжения множества Y можно осуще-
ствить точно так же, как и доказательство свойства притяжения  множест-
ва Y, используемое при обосновании теоремы 2.  

Таким образом, по лемме 4.4 начало координат системы (4.1) равно-
мерно глобально асимптотически устойчиво.  



 145

4.5.  НЕУСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Пусть D означает открытую связную окрестность начала координат 
n . Пусть задана система дифференциальных уравнений  

 ( , ), , ,px f x t x D t           (4.15) 

где функция f удовлетворяет локальному условию Липшица по x равно-
мерно по t и исчезает в точке х = 0 для всех t  0. Для каждой точки x0 U 
и начального момента t0  0 через x(x0, t0, t) будем обозначать решение 
системы (4.15) с начальными условиями x(x0, t0, t0) = x0. Пусть ,B  

0,  означает «шар» с центром в начале координат пространства m  и 

радиусом   , а : n nd       функция расстояния.  
Теорема 4.5.4. Пусть для системы (4.15) существуют окрестность 

U точки x = 0, непрерывно дифференцируемая функция V: U  , 
функция Хана c  K такие, что выполняются условия:  

1)  (0, ) 0V t   0t   и функция ( , )V x t  ограничена во множестве 

U ;  
2)  0   p B   и 0   такие, что ( , ) 0;V p     

3)  решение x = 0 равномерно асимптотически устойчиво относи-

тельно множества 0 { : ( , ) 0 0};Y x U V x t t       

4)  0( , ) ( ( , )) ( , ) .V x t с d Y x x t U       

Тогда решение х = 0 системы (4.15) неустойчиво.  
Доказательство. Зафиксируем число  > 0 так, чтобы, во-первых, 

εB U  и, во-вторых, с учетом предположения 3) множество B Y   со-

держалось бы в области притяжения (0)YA  точки х = 0 относительно Y.  

Согласно предположению 2) для числа  > 0 ( < ) существует пара 
( , τ)p  такая, что p B  и ( , ) 0.V p     

Покажем, что решение x(p, , t) при возрастании времени покинет 
шар B , что и будет соответствовать неустойчивости начала координат 
системы (4.15). Предположим напротив, что выполняется неравенство  

 || ( , , ) ||x p t     .t       (4.16) 

В этом случае согласно предположению 4) будет иметь место неравенство  

 ( ( , , ), ) ( , ) 0,V x p t t V p     .t       (4.17) 
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Отсюда ясно, что на основании предположения 1) можно указать число 
 > 0, для которого справедливо неравенство  

 || ( , , ) || 0,x p t     .t       (4.18) 

Рассмотрим два случая.  
а) Предположим, что существует последовательность моментов вре-

мени 1( ) ,n nt   ( nt    при n   ) такая, что ( , ( , , )) 0nd Y x p t   при 

.n    Тогда с учетом неравенства (4.16) можно, не нарушая общности 
рассуждений, считать, что последовательность точек 1( ( , , ))n nx p t   схо-

дится к точке q, причем (0).Yq A  Поэтому по числу  > 0 найдется чис-
ло T > 0 такое, что  

 *|| ( , , ) || / 2x q t t     *t t T     и  * 0.t      (4.19) 

Из равномерной интегральной непрерывности решений системы (4.15) 
следует, что для заданных выше чисел  и T существует число  > 0 такое, 
что если  

|| ( , , ) || ,nx p t q     

то выполняется неравенство  

|| ( ( , , ), , ) ( , , ) || / 2.n n n n nx x p t t t T x q t t T        

В результате, используя неравенство треугольника, получим оценку  

|| ( , , ) || || ( , , ) ||n n nx p t T x q t t T      

|| ( ( , , ), , ) ( , , ) || / 2 / 2 .n n n n nx x p t t t T x q t t T            

Однако так как последовательность 1( )n nt   неограниченная, то при доста-
точно большом n будет nt   , и тогда такая оценка будет противоречить 
установленному неравенству (4.18).  

б) Пусть теперь в отличие от случая а) для некоторого числа  > 0 
выполняется соотношение  

( , ( , , ))d Y x p t     .t     

Тогда на основании предположения 4) для всех t    можем записать  

0( ( , , ), ) ( , ) ( ( , ( , , )) ( , ) ( )( ).
t

V x p t t V p c d Y x p s ds V p c t t
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Отсюда при t    получаем, что ( ( , , ), )V x p t t   . Однако это не-
возможно в силу предположения 1) об ограниченности функции Ляпунова 
в области U и условия ( , , )x p t   .B U    

Таким образом, каждый из взаимоисключающих случаев приводит 
нас к противоречию, а значит, имеет место неустойчивость.  
 
 

4.7.  НЕКОТОРЫЕ  СЛЕДСТВИЯ  
 

Из теорем 4.3.1, 4.3.2 и 4.3.3  вытекают следующие результаты [137].  
Предложение 4.1. Пусть существуют непрерывно дифференцируе-

мая функция :V D   и непрерывная функция :W D   такие, что:  
1) ( ) 0V x   для всех x D  и (0) 0;V    

2) ( , ) ( ) 0V x t W x    для всех ( , ) ;x t D     

3) нулевое решение асимптотически устойчиво относительно наи-
большего положительно инвариантного подмножества  

{ : ( ) 0};E x D W x    

4) на множестве { : ( ) 0}E x D W x    функция f не зависит от 

времени (т. е. 0( , ) ( , )f x t f x t  для всех t   и x E ).  

Тогда нулевое решение уравнения (4.1) равномерно асимптотически ус-
тойчиво.  

Предложение 4.2. Пусть для системы (4.1) существует окрест-
ность  начала координат и непрерывно дифференцируемая функция 

:V   такая, что:  
1) ( ) 0V x   для всех x   и (0) 0;V    

2) ( , ) 0V x t   для всех ( , ) ;x t    

3) нулевое решение асимптотически устойчиво относительно по-
ложительно инвариантного множества { : ( ) 0};M x V x     

Тогда нулевое решение уравнения (4.1) равномерно устойчиво.  
Соответственно теорема 4.3.2 дает следующее утверждение.  
Предложение 4.3. Пусть для системы (4.1) существуют окрест-

ность  начала координат, непрерывно дифференцируемая функция 
:V   и функция a  K такие, что:  

1) ( ) 0V x   для всех x   и (0) 0;V    

2) ( , ) (|| ||)V x t a x    для всех ( , ) ;x t    
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3) нулевое решение асимптотически устойчиво относительно по-
ложительно инвариантного множества { : ( ) 0};M x V x     

Тогда нулевое решение уравнения (4.1) равномерно асимптотически ус-
тойчиво.  
 

4.8.  ПРИМЕРЫ  
 

Проиллюстрируем теоремы метода знакопостоянных функций на 
примерах.  

Пример 4.1. Пусть движения некоторой механической системы опи-
сываются дифференциальным уравнением  

 ( , ) 0, , ,nd
z H z t z t

dt
          (4.20) 

где z  и z   векторы обобщенных координат и обобщенных скоростей, 

: n nH       непрерывно дифференцируемая вектор-функция, 
удовлетворяющая локальному условию Липшица вместе со всеми своими 
частными производными. Предположим, что  

(0, ) 0,H t    (0, ) 0,
H

t
t

 


0.t    

К таким системам сводятся, например, уравнения Лагранжа 2-го рода, 
описывающие движения механической системы, находящейся под дейст-
вием диссипативных и гироскопических сил [17, 91]. Очевидно, систе- 
ма обладает первым интегралом ( , ) .z H z t c     

Для исследования устойчивости равновесия 0z z   рассмотрим 
знакопостоянную функцию Ляпунова  

( , , ) ( ( , )) ( ( , )) 0.V z z t z H z t z H z t       

Ясно, что полная производная по времени в силу уравнений движения 
( , , )V z z t   тождественно равна нулю. На множестве, где ( , , ) 0,V z z t   сис-

тема сводится к дифференциальному уравнению  

 ( , ).z H z t           (4.21) 

На основании теоремы 4.1 делаем следующий вывод.  
Предложение 4.4. Если решение z = 0 уравнения (4.21) равномерно 

асимптотически устойчиво, то равновесие 0z z   системы (4.20) рав-
номерно устойчиво.  
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Для автономного случая докажем следующее утверждение.  
Предложение 4.5. Если функция H не зависит от времени t, т. е. 

( ),H H z  и матрица (0)
H

z




 определенно положительная, то равнове-

сие 0z z   системы (4.20) устойчиво относительно координат z и 
асимптотически устойчиво относительно скоростей z .  

Доказательство. В силу предположений относительно функции H(z) 
уравнение (4.16) можно записать в виде  

(0)
(|| ||).

H
z z o z

z
   


  

По условию матрица (0)
H

z




 определенно положительная, а значит, соб-

ственные значения матрицы  (0)
H

z




 имеют отрицательные веществен-

ные части. По теореме об устойчивости по первому приближению нуле-
вое решение системы (4.21) будет асимптотически устойчивым. Отсюда 
согласно предложению 4.1 следует устойчивость равновесия 0z z   
системы (4.20).  

Заметим, что в предполагаемом автономном случае уравнения дви-
жения записываются в следующей форме  

 
( )

0, .nH z
z z z

z
    


   (4.22) 

Рассмотрим определенно положительную относительно скоростей z  
функцию Ляпунова 1( , ) .V z z z z     Ее производная по времени в силу 

уравнений движения (4.22) имеет вид  

1
( )

( , ) .
H z

V z z z z
z

     


  

Так как функция H(z) непрерывно дифференцируемая, то с учетом усло-

вия 2) предложения 4.2 матрица ( )H z

z




 будет определенно положитель-

ной в некоторой окрестности точки z = 0. Таким образом, асимптотиче-
ская устойчивость равновесия 0z z   относительно скоростей следует 
на основании теоремы Ляпунова об асимптотической устойчивости по 
отношению к координатам вектора z , что и требовалось доказать.  

Отсюда, в частности, получаем следующий результат.  
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Следствие 4.1. Пусть функция ( , )H z t Bz Gz  , где B и G соответ-
ственно постоянная матрица сил полной диссипации и постоянная косо-
симметрическая матрица гироскопических сил, т. е. выполняются соот-
ношения  

0, 0;z Bz z      0, .nz Gz z       

Тогда равновесие системы асимптотически устойчиво относитель-
но скоростей и устойчиво относительно координат.  

Пример 4.2. Рассмотрим систему уравнений  

 ( , , ), ( , , ),x P x y t y yQ x y t    , 0.hB h    (4.23) 

на плоскости переменных (x, y)  2 , где  

Q(x, y, t) = 2

1

( ( , )) ,
m

n
j

j

y x t


    , ,m n    

( , )j x t   непрерывные, равномерно ограниченные по t   функции на 

интервале  h  x  h, причем (0, ) 0, 0.j t t      

Возьмем знакопостоянную функцию V = 0,5y2. Ее производная в силу 
уравнений  

2 2

1

( ( , )) .
m

n
j

j

V y y x t


      

Функция V удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы 4.2. На множест-
ве, где 0V  , имеем y = 0, и система превращается в скалярное диффе-
ренциальное уравнение   

 ( ,0, )x P x t  ,  | | , 0.x h h        (4.24) 

Потребуем выполнения условия  

 ( ,0, ) 0,xP x t      при  t ≥ 0  и  0 | |x h    0, ,j m   (4.25) 

где   некоторая положительная постоянная. Тогда нулевое решение 
уравнения (4.24) будет равномерно асимптотически устойчивым.  

В силу предположений относительно функций ( , )j x t  можно ука-

зать положительные числа cj > 0, 0, ,j m  такие, что в окрестности 

( , ) hx y B  будут выполнены следующие условия:  

 | ( , ) | ,j jy x t c   0, .j m   (4.26) 
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Тогда будет выполнено и условие 3) теоремы 4.2, а, следовательно, 
предположения (4.25) и (4.26) обеспечивают равномерную асимптотиче-
скую устойчивость начала координат системы (4.23).  

Пример 4.3 (Задача стабилизации). Рассмотрим систему  

 3 3
1 2 2 3 3, , ,x x x x x u       (4.27) 

Требуется указать функцию управления 1 2 3( , , ),u u x x x  стабилизирую-

щую нулевое решение до свойства равномерной глобальной асимптотиче-
ской устойчивости.  

В качестве знакоположительной функции Ляпунова выберем  

V = (x1 + 2x2 + x3)
4/ 4,  

тогда для функции управления  

 u =  3
2x  3

3x  3
1 2 3( 2 )x x x    (4.28) 

будем иметь производную от V по времени, равную 4
1 2 3( 2 )V x x x     . 

Ясно, что движение на подмножестве Y0 = 0, где функция V = 0, описыва-
ется системой  

3 3
1 2 2 1 2, ( 2 ) .x x x x x      

Такая система асимптотически устойчива, а в силу однородности правых  
частей и глобально асимптотически устойчива. Действительно, если взять 
знакоположительную функцию W = 1 2( 2 )x x 2/ 2, то ее производная 
вдоль движений системы (4.21) определится соотношением  

2
1 2( 2 )W x x    ( 2

2x  x2 1 2( 2 )x x + 1 2( 2 )x x 2)  0.  

На множестве, где W = 0, имеем 1 22 0x x  , а значит, здесь система 

(4.27) сводится к скалярному дифференциальному уравнению 3
1 1x x   , ну-

левое решение которого глобально асимптотически устойчиво. По теореме 
4.2 заключаем, что система (4.27) является асимптотически устойчивой. Бо-
лее того, с учетом однородности выбранного закона управления, согласно 
теореме 4.3 такая система будет и глобально асимптотически устойчивой. 
Таким образом, управление (4.28) решает задачу стабилизации.  

Пример 4.4 (Задача автоматического регулирования). Рассмотрим 
систему прямого управления второго порядка  
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2

1 1 2 1 2

2 1 2

( , , ), ( , ) ,

( , , ) ( ),

x f x x t x x

x f x x t

 

  
   

  (4.29) 

которая в автономном случае 1 2 1 2( , , )f x x t x x   описывает движения 

гироскопического креновыравнивателя с законом ( )   изменения кор-

ректирующего момента [103], где  = x1 + x2. Здесь функция f непрерывна, 
удовлетворяет локальному условию Липшица и  

f(0, 0, t) = 0,  t ≥ 0.  

Функция  удовлетворяет условию  

 (0) = 0,  () > 0 при   0.    (4.30) 

Известная задача абсолютной устойчивости [3] требует: найти усло-
вия асимптотической устойчивости нулевого решения системы (4.29) при 
любых начальных возмущениях и при любом выборе функции , удовле-
творяющей условию (4.30).  

Для решения поставленной задачи рассмотрим знакопостоянную 
функцию  

V(x1, x2) = 0,5(x1 + x2)
2 ≥ 0.  

Ее производная в силу системы преобразуется к виду  

1 2( , )V x x   (x1 + x2)() =  ()  0.  

На множестве, где 1 2( , )V x x  0, имеем  = 0, и исходная система редуци-

руется в скалярное дифференциальное уравнение  

 1 1 1( , , ).x f x x t      (4.31) 

Если предположить, что выполняются следующие соотношения  

 1 1

1

( , , )
0,

f x x t

x


     x1  0  и  t ≥ 0,    (4.32) 

то нулевое решение уравнения (4.31) будет равномерно асимптотически 
устойчивым. В этом можно убедиться, рассмотрев функцию Ляпунова 
V1(x1) = 2

1 .x  Поэтому, опираясь на теорему 4.2, получаем равномерную 

асимптотическую устойчивость начала координат системы (4.29).  
Для получения условий глобальной асимптотической устойчивости 

заметим, во-первых, что из свойств функции (4.30) вытекает ограничен-
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ность выражения 1 2| |x x  вдоль решений исходной системы. Последнее 
означает, в частности, что если одна из координат решения ограничена 
при 1 2| |x x < M, то вторая также ограничена. Поэтому, если, например, 

дополнительно потребовать, чтобы выполнялось условие  

 1 2 1

1 2

( , , ) 0 | |

| |,

f x x t при достаточно больших x

и ограниченных x x




  (4.33) 

то всякое решение исследуемой системы будет ограниченным по коорди-
нате x1. Для подтверждения достаточно использовать функцию Ляпунова 
V1(x1) 

2
1 .x   

Таким образом, на основании теоремы 4.4.3 условия (4.30), (4.32) и 
(4.33) обеспечивают решение задачи абсолютной устойчивости системы 
(4.29).  

В заключение этого раздела приведем утверждения второго метода в 
классе знакопостоянных функций Ляпунова, вытекающие из общих ре-
зультатов для абстрактных полудинамических систем [63].  

Теорема 4.8.2. Предположим, что существуют окрестность U 
точки x = 0, функции V  C1(U  , ) и a, b  K такие, что для всех 

(x, t)  U   выполняются следующие условия:  
1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), где Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) ( , ) 0V x t  ;  
3) x = 0 притягивающее относительно множества Y0;  
4) для любого 0y Y  существует ( ) 0y     такое, что, если 

0 0( , ) 0V x t   для 0 ( , )x B y   и 0 0,t   то 0 0( ( , , ), ) 0V x t t t   при .t     
Тогда решение x = 0 системы (4.1) асимптотически устойчиво.  
Теорема 4.8.2.1. Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функции V  C1(U  , ) и a, b  K такие, что для всех 

значений (x, t)  U   выполняются следующие условия:  
1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), где  

Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) ( , ) 0V x t  ;  
3) x = 0 равномерно притягивающее относительно множества Y0;  
4) существует δ 0  такое, что если 0 0( , ) 0V x t   для 0 0( , )x B Y   и 

0 0,t   то 0 0( ( , , ), ) 0V x t t t   при t    равномерно по 0 0.t    
Тогда решение x = 0 системы (4.1) равномерно асимптотически ус-

тойчиво.  
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5.  РАЗНЫЕ  ЗАДАЧИ 
 
 

5.1.  УРАВНЕНИЯ  С  НЕИЗОЛИРОВАННЫМ  
СОСТОЯНИЕМ  РАВНОВЕСИЯ  

 
Системы дифференциальных уравнений, обладающие неизолирован-

ными состояниями равновесия, имеют ряд особенностей. Проблема ус-
тойчивости неизолированной точки покоя исследовалась 
А. М. Ляпуновым применительно к возникающим ситуациям критических 
случаев. Матросов В. М. [90] изучил проблему устойчивости замкнутого 
множества состояний равновесия. В работах [40, 60, 66, 67] рассмотрена 
задача устойчивости точки покоя, принадлежащей множеству состояний 
равновесия, определяемой некоторой поверхностью.  

Пусть задана система дифференциальных уравнений  

 
( , , ), ,

( , , ) , , 0,

   


   

 
 

p
x

q
y

x X x y t x U

y Y x y t x y U t
 (5.1) 

где U = (Ux, Uy)  некоторая окрестность начала координат пространства 
 p q . Предположим, что правая часть системы (X( , ,x y t ), Y( , ,x y t )x) суть 

непрерывная функция, ограниченная по t  0 в U, и удовлетворяет равно-
мерному условию Липшица. Пусть, кроме того, для всех t  0 и y  Uy 
выполняется равенство:  

 X(0, y, t) = 0. (5.2) 

Тогда система (5.1) имеет семейство точек покоя х = 0, y = const, сре-
ди которых находится нулевое решение х = 0, y = 0.  

Проблема устойчивости нулевого решения системы (5.1) с неизоли-
рованным положением равновесия рассматривается в работах [4, 40, 81, 
84]. Предполагается, что функции X и Y аналитические по переменным 
x, y, причем в [81, 84] изучается система, где первая группа уравнений 
представима в виде X( , ,x y t ) = Ax + X1( , ,x y t ) с постоянной матрицей ли-

нейного приближения A, все собственные значения которой имеют отри-
цательные действительные части. В [40] автором рассмотрена система, 



 155

в которой множество неизолированных состояний равновесия принадле-
жит заданной гладкой поверхности. В работе [4] решается задача устой-
чивости по нелинейному приближению системы, в которой X( , ,x y t ) = 

F(x) + G( , ,x y t ) с однородной функцией F(x) порядка   1, а второе урав-

нение Y( , ,x y t ) = Q(y, t) + D( , ,x y t ). Относительно этой системы предпо-

лагается, что Q(0, t) = 0, t  0, и  

1|| || ( , ) || ||G c x y x   (c1(x, y)  0  при  || || || || 0 x y ),  

2|| || || ||D c x ,  c2 > 0,   > 0. 

Если Q(t, y)  0, то выполняется равенство (5.2), изучаемая в [4] система 
имеет семейство состояний равновесия и является частным случаем сис-
темы (5.1).  
 
 

5.1.1.  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Теорема 5.1.1 [60]. Предположим, что существует число  > 0 и 
определенно положительная форма т-й степени V(x) (V :  p  ) та-
кая, что для любой пары чисел 1, 2 (0 < 1  2 < ) найдется число 
 > 0, для которого выполняется неравенство  

( )
( ) ( , , ) ( )

     
 V x

V x X x y t V x
x

, t  0,  

и  
 1  x  h,  2  y  h. (5.3) 

Тогда нулевое решение системы (5.1) устойчиво, причем устойчивость 
будет равномерно асимптотическая относительно координат вектора 
х = (x1, x2, …, xp).  

Доказательство. В первой группе уравнений (5.1) сделаем замену 
переменных  

 Z = xet,  > 0, t  0,  (5.4) 

для достаточно малого числа . Тогда получим  

 z  = z + etX(zet, y, t).  (5.5) 

Вычислим производную по времени от функции V(z) в силу системы 
(5.5). Имеем  
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(5.5) ( ) V z 
( )


V z
z

z
+et

( )
( , , )

 
  

tV z
X ze y t

z .         (5.6) 

Оценим правую часть (5.6). С этой целью подставим (5.4) в (5.3):  

α( )
( , , )





 
  

t
tV ze

X ze y t
x

   V(zet).  

Отсюда в силу однородности функций 
( )


V x

x
 и V(x) имеем:  

(et)m1
( )

( , , )
 

  
tV z

X ze y t
z    (et)m V(z),  

или, с учетом ограничений в (5.3), можем записать соотношения:  

 

1 2

( )
( , , ) ( ),

|| || , || || , 0.

 

 

       
      

t t

t t

V z
e X ze y t V z

z

e z he y h t

 (5.7) 

Кроме того, по теореме Эйлера об однородных функциях  

 
( )


V z
z

z
 = mV(z),  (5.8) 

и поэтому из (5.7), (5.8) для (5.6) имеем следующую оценку  

 5( )V z    (  m)V(z)  при  1e
t  z  het,  2  y  h. (5.9) 

Пусть    некоторое достаточно малое число. Выберем решение 
x(t), y(t) с начальными данными t0  0, x0 =  x(t0), y

0 = y(t0), подчинив их ус-
ловиям  

 1 0te  < х0 < ,  2 < у0 < ,  i <  < h,  i = 1,2.  (5.10) 

Тогда существует такой момент времени Т > 0, что для решения z(t), y(t) 
(z(t0) = z0 = 00 tx e ) будут выполняться неравенства  

 z(t)  ,  y(t)  ,  t0  t  t0 + T,  (5.11) 

 z(t)  h,  y(t)  h,  t0  t  t0 + T,  (5.12) 

где  = max {1, 2}.  
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Потребуем, чтобы  было настолько малым, чтобы  

   m > 0.  (5.13) 

При выполнении (5.11), (5.12) и (5.13) из (5.9) следует, что  

 V(z(t))  V(z0)e (  m)t  для  t0  t  t0 + T  и  t0  0.  (5.14) 

Более того, поскольку V(z) определенно положительная функция, то мож-
но указать функцию Хана a :     такую, что  

 a(z)  V(z)  для  z  heT,  t0  t  t0 + T и  t0  0.  (5.15) 

В силу непрерывности V и равенства V(0) = 0 существует величина 
с = c(1) > 0 такая, для которой имеет место неравенство  

 V(z0)  cz0  для всех  z0 < .   (5.16) 

Соотношения (5.15) и (5.16) позволяют из (5.14) выписать неравенст-
во  

a(z(t))  cz0,  t0  t  t0 + T,  

а отсюда получить следующую оценку:  

 z(t)  a1(cz0),  t0  t  t0 + T, t0  0,  (5.17) 

где a1  функция, обратная к функции а. Отметим, что a1(0) = 0, причем, 
a1  также строго монотонно возрастающая функция.  

Из (5.17) с учетом (5.4) будем иметь неравенство  

 x(t)  a1(cx0 0te )  te  ,  t0  t  t0 + T  t0  0.  (5.18) 

Поэтому при выполнении (5.11) и (5.12) будет иметь место оценка  

 Y(x(t), y(t), t)x(t)  Aa1(cx0 0te )et,  t0  t  t0 + T,  t0  0,  (5.19) 

где А  некоторая положительная постоянная, причем она ограничена для 
всех достаточно малых  > 0.  

Из второго уравнения (5.1) с учетом (5.19) имеем неравенства  

y(t)  y0 + 
0

( ( ), ( ), ) ( )    
t

t

Y x y x d    

 y0 + Aa1(cx0 0te )
0

 
t

t

e d  =  
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 = y0 + Aa1(cx0 0te )
1 



te
 < y0 +

α
A

a1(cx0 0te ),    (5.20) 

при всех t0  t  t0 + T и t0  0.  
Пусть     произвольное число, меньшее чем h. Выберем  > 0 и 

 >  в неравенствах (5.10) настолько малыми, чтобы выполнялось усло-
вие  

 max{a1(cx0 0te ),  y0 + 

A

a1(cx0 0te )} < .  (5.21) 

Тогда из (5.17), (5.20) и (5.21) получим неравенства  

 z(t) < ,  y(t) < ,  t0  t  t0 + T. (5.22) 

Покажем сначала, что если неравенства (5.11) выполняются при всех 
t  t0, то (5.12) и (5.22) также выполняются при всех t  t0. Действительно, 
пусть в противоположность (5.12) существует момент времени t* > t0 та-
кой, что либо z(t*) равно h, либо y(t*) равно h. Очевидно, что, не нару-
шая общности дальнейших рассуждений, можно считать t* первым, начи-
ная от t = t0, таким моментом времени. Тогда согласно проделанным по-
строениям неравенство (5.22) будет верным при t0  t  t*, а значит, и 
z(t), и y(t) будут меньше  при всех t  [t0, t*], что невозможно, по-
скольку  < h.  

Таким образом, при неограниченном возрастании t  t0 неравенства 
(5.12) и (5.22) не могут нарушиться раньше, чем нарушатся неравенства 
(5.11). Пусть t1  t0 первое из значений t > t0, при котором либо z(t1), ли-
бо y(t1) равно . Тогда, положив (1) = 21 и повторив все предыдущие 
построения, мы снова придем к тому, что либо (5.11) остается справедли-
вым при t  t0, либо найдется момент времени t2 > t1, при котором либо 
z(t2), либо y(t2) будет равно (1).  

Положим последовательно  

(2) = 22,  (3) = 23,  …,  (k) = 2k, … . 

Тогда получим возрастающую последовательность моментов времени 
(tk)k1 такую, что (5.11), (5.12) и (5.22) будут справедливыми для всех t0  t 
 tk при  = (k). Последнее, как нетрудно видеть, и соответствует выпол-
нению (5.12) и (5.22) при всех t  t0. Следовательно, нулевое решение сис-
темы (5.1) устойчиво. Более того, по построению соотношение (5.18) так-
же остается верным при всех t  t0, а значит, имеет место равномерная 
асимптотическая устойчивость относительно координат вектора х.  
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Замечание 5.1. а) Если функция X(x, y, t) = Ах + X1(x, y, t), где А  по-
стоянная ( n n )-матрица, собственные значения которой имеют только 
отрицательные вещественные части, а X1(0, y, t) = 0, то в качестве формы 
V(x) можно взять квадратичную форму, которая всегда существует. При 
этом число 1 можно положить нулем. Более того, в этом случае нулевое 
решение системы (5.1) будет экспоненциально устойчивым относительно 
вектора х(t).  

б) Если постоянная с, используемая при доказательстве теоремы, не 
зависит от 1, то на основании неравенства (5.18) асимптотическая устой-
чивость вектора х(t) будет экспоненциальной.  

Пример 5.1. Рассмотрим систему  

3 4

2

( ),

.

    






x x xy t

y xy
  

где ( ) t   непрерывная функция, такая, что 0  a  ( ) t  A < +  t  0. 

Функция V(x, y) = x2 имеет производную ( , ) V x y   2x2(x2 + y4 ( ) t ). По-

этому можно указать число  > 0 такое, что ( , ) V x y   V(x, y) во мно-

жестве, где x2 + y4  2 4
1 20,5( ) a  . В соответствии с доказанным утвер-

ждением нулевое решение системы устойчиво, причем оно асимптотиче-
ски устойчиво по координате x.  

Отметим, что для данного примера не выполняются требования ни 
одного из утверждений работ [4, 40].  
 
 

5.1.1.  НЕУСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Пусть задана система дифференциальных уравнений  

 ( , ), , 0,    nx X x t x D t  (5.23) 

где D - некоторая окрестность начала координат пространства n . Пред-
положим, что правая часть системы X(x, t) суть непрерывная функция, 
ограниченная по t  0 в D и удовлетворяет равномерному условию Лип-
шица. Предположим, что X(0, t) = 0 для всех t  0 и x  D. Тогда система 
(5.23) имеет состояние равновесия х = 0.  

Теорема 5.1.4. Предположим, что существует число  > 0 и опреде-
ленно положительная форма т-ой степени V(x) (V: n  ) такая, что 
для любого числа , 0 <  < , найдется число  > 0, для которого выпол-
няется неравенство  
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( )

( ) ( , )
    

 V x
V x X x t

x
  V(x)  для  t  0  и    x  . (5.24) 

Тогда нулевое решение системы (5.23) неустойчиво.  
Доказательство. Пусть     произвольное число, такое, что 

 <  < . Сделаем замену переменных  

 z = xet,   > 0,  t  0,  (5.25) 

для достаточно малого числа . Тогда получим дифференциальное урав-
нение 

 z  = z + etX(zet, t).  (5.26) 

Вычислим производную по времени от функции V(z) в силу системы 
(4.26):  

 5( ) V z  
( )


V z
z

z
 + et

( )
( , )

 
  

tV z
X ze t

z .  (5.27) 

Оценим правую часть (5.27). С этой целью подставим (5.25) в (5.24):  

( )
( , )





 
  

t
tV ze

X ze t
x

  V(zet).  

Отсюда в силу однородности функций 
( )


V x

x
 и V(x) имеем:  

(et)m-1
( )

( , )
 

  
tV z

X ze t
z   (et)mV(z),  

или, с учетом ограничений в (5.24) можем записать соотношения  

 
( )

( , ) ( ), 
     

t tV z
e X ze t V z

z
  , 0.     t te z e t  (5.28) 

Кроме того, по теореме Эйлера об однородных функциях выполняет-
ся тождество  

 
( )


V z
z

z
= mV(z),  (5.29) 

поэтому из (5.28), (5.29) для (5.27) имеем неравенство  
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 5( )V z   ( + m)V(z)  при  et  z  et. (5.30) 

Пусть    некоторое достаточно малое число, меньшее  > 0. Выбе-
рем решение x(t) с начальными данными t0  0, x0= x(t0), подчинив их ус-
ловиям:  

  0te < х0 < ,   <  < .  (5.31) 

Покажем, что это решение с течением времени выйдет за переделы 
шара B. Действительно, в силу предположения (5.24) норма решения 
||x(t)|| не убывает, до тех пор, пока она находится в интервале [, ].  

Предположим противное, т. е. решение x(t) не покидает шар B. То-
гда для решения z(t), где z(t0) = z0 = 00 ,tx e  будут выполняться неравенства  

   z(t)  ,  t  t0.  (5.32) 

Из соотношений (5.32) и (5.30) следует, что  

 V(z(t))  V(z0)e( + m)t,  t  t0.  (5.33) 

Более того, поскольку V(z) определенно положительная форма m-й 
степени, то можно указать положительные постоянные A и B такие, что  

 Azm  V(z)  Bzm,  z n . (5.34) 

Соотношение (5.34) позволяет из (5.33) вывести неравенство  

Bz(t)m  Az0m e( + m)t,  t  t0  

а отсюда – оценку  

z(t)  cz0 e( + m)t/m,  t  t0.  

где c = / 1.m A B  Поэтому с учетом замены переменных (5.25) имеем  

x(t) et  cx0 0αte e(+m)t/m,  t  t0,  

откуда на основании (5.31) получаем следующую оценку:  

x(t)  cx0
0  t m t

me  > c
0  t m t

me 0 te  = c
t

me ,  t  t0.  

Полученное неравенство и означает, что решение x(t) покидает шар B при 
( / ) ln( / ) 0.    t m c  Таким образом, начало координат системы (5.23) 

неустойчиво.  
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Пример 5.2. Рассмотрим систему  
3 4

2

( ),

,

   






x x xy t

y xy
  

 
где ( ) t   непрерывная функция, для которой 0  a  ( ) t  A < + , 

t  0. Функция V(x, y) = x2 имеет производную по времени ( , )V x y = 

2x2(x2 + y4 ( ) t ). Поэтому можно указать число  > 0 такое, что 

( , )V x y   V(x, y), если только    2(x2 + y4). В соответствии с доказан-

ным утверждением нулевое решение системы неустойчиво.  
 

5.1.3.  МНОЖЕСТВО  НЕИЗОЛИРОВАННЫХ  
СОСТОЯНИЙ  РАВНОВЕСИЯ 

 
Пусть Х и Х1 метрические пространства, на которых заданы две ди-

намические системы ( , , )X  и 1( , , )X . Рассмотрим ситуацию, когда 
первая из этих систем получена из второй методом «замораживания». А 
именно, пусть Y  множество точек покоя системы, определяемой ото-
бражением  и М – точка покоя из Y. Предположим, что для некоторой 
окрестности U точки М и числа Т   имеют место следующие условия:  

1)  множество  = (Y  U, [T, T]) является окрестностью точки М;  
2)   для любого х    Y будет (х, [T, T])  Y = x;  
3)   отрезки траекторий (х, [T, T]), (х, ]T, T]) совпадают соответ-

ственно с одной из полутраекторий ((х, Т),  ), ((х, Т),  ) систе-
мы ( , , )X  для всех х   Y, причем знак «+», или «» принимается 

постоянным в каждом из множеств  

+ = (Y  U, [T, 0]) и  = (Y  U, [0, T]).  

Последнее, в силу свойств точек покоя означает, в частности, что  

lim
t

 ( (х, Т), t)  Y  либо  lim
t

 ( (х, Т), t)  Y  

сразу для всех начальных состояний  (х, Т)  . Поэтому естествен-
ным является следующее  

Определение 5.1. Будем говорить, что направления движений дина-
мических систем ( , , )X  и 1( , ,σ)X  совпадают во множестве + (в 

), если (х, [0, Т]) = ((х, Т),  ) (соответственно, (х, [ Т, 0]) = 
((х,  Т),  )) и противоположны, если вместо   берется  .  
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Лемма 5.1 [40].  
1) Если направления движений динамических систем ( , ,π)X  и 

1( , , )X  совпадают в  и противоположны в +, то точка покоя М 

динамической системы ( , , )X  устойчива.  

2) Если направления движений динамических систем ( , , )X  и 

1( , , )X  противоположны в  или совпадают в +, то точка покоя М 

динамической системы ( , , )X  неустойчива.  

Рассмотрим пример использования леммы при исследовании задачи 
устойчивости множества неизолированных точек покоя для систем обык-
новенных дифференциальных уравнений, определяемых некоторой по-
верхностью. 

Пусть D  открытое подмножество вещественного п-мерного вектор-
ного пространства n , f : D n   непрерывная функция, а  : D   и 
 :     непрерывно дифференцируемые функции. Предположим, 
что дифференциальные системы 

 χ(φ( )) ( ), , x x f x x D   (5.35) 

и  

 ( ), , y f y y D   (5.36) 

обладают свойством единственности решений. Кроме того, пусть M  D  
точка, где (М) = 0 и существует окрестность U точки М в D, для которой 
поверхность  

 (х) = 0   (5.37) 

делит U на два непустых связных множества U+ = {x  U : (х)  }, U = 
{x  U: (х)  }. Отметим, что поверхность (5.37) задает множество то-
чек покоя системы (5.35) и М  неизолированная точка этого множества.   

Покажем, опираясь на лемму, что справедливо утверждение.  
Теорема 5.2 [40]. Точка покоя М системы (5.35) устойчива, если  

 r(r)  , r  ,  и  
φ( )

( ( ))



M
f M

x
 ,  (5.38) 

и она неустойчива в каждом из следующих случаев:  
1)   (r)    (либо (r)  )  для всех  r    и  f(M)  ;  

2)  r(r)  ,  r  , и   φ( )
( )




M
f M

x
 .         (5.39) 
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Доказательство. Используя стандартные приемы нетрудно опреде-
лить две динамические системы для (5.35) и (5.36) (обозначим их соответ-
ственно  и ). Кроме того, из (5.38) и (5.39) следует, что f(M)  . Поэто-
му в каждом из случаев можно указать окрестность U точки М в D, не со-
держащую точек покоя системы . Пусть Y означает множество точек 
покоя системы  в U. Тогда легко видеть, что с учетом сложившихся ус-
ловий мы находимся в радиусе действия леммы 5.23 и для завершения 
доказательства теоремы 5.15 достаточно привести в соответствие утвер-
ждение леммы 5.23 для устойчивости и неустойчивости точки покоя М.   

Случай равенства нулю скалярного произведения в левой части 
(5.38) будем именовать в дальнейшем критическим. Помимо работы ав-
тора [40] такая ситуация рассматривалась в [66]. Один из простейших 
критических случаев, по-видимому, представляет система «первого при-
ближения» для (5.35), а именно, система  

( )( ), 0, ,      nx c x Аx b b x     (5.40) 

где b и с  постоянные п-мерные векторы, А  (пп) постоянная матрица, 
и (r)   для r  .  

Сразу отметим, что при (r) = r система (5.40) соответствует крити-
ческому случаю (п1)-го нулевого корня в обычном понимании [81] ис-
следования устойчивости нулевого решения.  

Теорема 5.3 [40]. Пусть (r)   для r  . Для того чтобы нулевое 
решение системы (4.40) было устойчивым, необходимо и достаточно 
выполнения следующих условий:  
1) r(r)  ,  r        (5.41) 

2) 
{0,1,2,..., 1} ,

0 0,1,2,..., 1 0.

 
     j k

существует четное число k n такое что

c A b для всех j k и c A b
 

 (5.42) 
Доказательство. Пусть выполнены условия (5.41), (5.42). Обозначим 

через  динамическую систему, соответствующую (5.10), а через   со-
ответствующую системе  

, 0, .    ny b Ay b y         (5.43) 

Рассмотрим скалярное произведение (t) = (0, )c t , 0 n . Легко сосчи-

тать, что функция  в каждый момент времени t представима в виде 
1

0

( ) , .
( 1)!





  
 

m
T m

m

t
t c A b t

m
  

Смена знака функции (t) в окрестности точки t = 0 зависит от первого, 
отличного от нуля коэффициента ее разложения в ряд Тейлора. Это в 
свою очередь влияет на соответствие между направлением движений в 
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системах  и . Отсюда на основании леммы 5.23 и следует устойчивость 
тривиального решения х = 0 системы (5.40).    

Необходимость условий (5.41), (5.42), притом, что х = 0 устойчива, 
также следует из леммы 5.23 в тех ситуациях, когда число k в требовании 
(5.42) конечное и меньше, чем п.  

Покажем, что если  
сТАjb = 0,  j = 0, 1, 2, ..., n  1,     (5.44) 

то нулевое решение (4.40) устойчиво. На самом деле, рассмотрим функ-
цию (t) = ( , )  c c t ,   . Из (5.44) в силу известной теоремы Кэлли 

[32] следует, что  jc A b = 0 для любого j = 0, 1, 2, ... . Поэтому разложение 
функции (t) в ряд Тейлора в окрестности точки t = 0 имеет вид (t) = 

(t), где функция (t) =
0

.
!






j

j

m

t
c A c

j
 Так как с  , то (0)  0, а значит, 

существует число Т  0 такое, что (t)  0 при всех – Т  t  T. Следова-
тельно, (t)  0, если  Т  t  T и   0.  

Далее, так как b  0, то у = 0 не является стационарной точкой систе-
мы (5.42), а поэтому по числу Т  0 можно указать числа   0, 1  [ T, 

0] и 2  [0, T] такие, что (0, i)  (0,Δ)B , i = 1, 2. В силу интегральной 

непрерывности выберем число 1  0 для которого (у, i)  (0, )B   для 

любого у  В(0, 1), i = 1, 2.  
Зафиксируем число   ]0, [. Тогда для любого   0 можно указать 

число   0,   1, и такое, что с  В(0, ). В силу того, что (t)  0 при 
всех  Т  t  T движение (с, t) не пересекает поверхность c y = 0 на 

участке [ T, T] и, более того, (с, i)  (0,Δ)B , i = 1, 2, а значит, (с, i) 

 (0, )B  , i = 1, 2. Поэтому, так как ((t)) не меняет знак на интервале 
Т  t  T, то для соответствующего движения (с, t) системы (5.10) бу-
дет выполнено условие: существует момент   0, такой, что  (с, ) 
 (0, )B  . Другими словами, тривиальное решение (5.40) неустойчиво. 

Теорема доказана.  
Рассмотрим более сложный критический случай системы (5.35), а 

именно систему «второго приближения»  

 ( ) , ,    nx c x Аx x   (5.45) 

где по-прежнему (r)  0 для r  0, A  постоянная ( )n n -матрица, с  

постоянный вектор.  
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Наряду с этим будем рассматривать векторное уравнение 

 , ,  ny Аy y   (5.46) 

с той же матрицей А.  
Предварительно докажем следующий результат.  
Теорема 5.4 [40]. Для того чтобы всякое решение (у, t) системы 

(5.46) попадало бы за конечное время t  0 на гиперплоскость c y = 0, 

необходимо и достаточно, чтобы все вещественные серии собственных 
векторов относительно матрицы А [25] были ортогональны вектору с.  

Доказательство. Запишем все различные собственные векторы мат-
рицы А в виде двух групп (соответственно, вещественные и комплексные) 

1, 2, ..., s и j = j+ij, j =1,r , где i  мнимая единица. Тогда общее 
решение (4.16) можно представить в виде прямой суммы  

(y, t) = P(y, t) + Q(y, t),  

где Р и Q отвечают соответственно группам собственных чисел j, 

j =1,s , и j, j =1,r . При умножении обеих частей разложения (y, t) ска-
лярно на вектор с первое слагаемое в правой части в силу требования тео-
ремы даст нуль. Поэтому после такого умножения, очевидно, можем за-
писать  

 ( , ) c y t =
1

( ( )cos( ) ( )sin( ))exp( ),


   
r

j j j j j
j

P t t Q t t t   (5.47) 

где Pj и Qj  скалярные полиномиальные функции, степени которых огра-
ничены кратностями соответствующих собственных чисел j, j =1, r . 
Предположим сначала, что не все собственные числа имеют нулевую ве-
щественную часть. Тогда, без потери общности считаем, что  

1 = 2 = ... = l   l+1   ...  r,  1  l  r.  

Выделим в правой части равенства (5.47) слагаемое H(t)exp(1t), где  

1

( ) ( ( ) cos( ) ( )cos( ))exp( )


      
l

j j j j j
j

H t P t t P t t t ,  

а функции 
jP  и 

jQ  такого же типа, что и Рj и Qj. Пусть максимальная 

степень полиномов 
jP  и 

jQ , 1  j  l, равна т. Запишем H в виде  
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0

( ) ( cos( ) sin( ))
 

    
k

m
k

kj j kj j
k j

H t t h t g t   (5.48) 

и выделим в (5.17) слагаемое tm(t), где 

 (t) = ( cos( ) sin( )).


  
m

j j j j
j I

a t b t    (5.49) 

Здесь аj и bj  постоянные коэффициенты, множество индексов Im конеч-
но. Отметим, что функция (5.49) является почти периодической в смысле 
Бора [19], причем, ее среднее значение на   равно нулю. Поэтому для 
некоторого    можно указать число Т   такое, что на любом интерва-
ле длины Т из   существуют точки, в которых функция (5.49) будет при-
нимать значения меньше   и больше  . Это свойство позволяет ут-
верждать, что при достаточно большом значении t   знак скалярного 
произведения (5.47) будет определяться знаком выражения (5.48), а зна-
чит,  знаком (5.49). Поэтому, в частности, при достаточно большом зна-
чении времени t   на интервале длины Т   существует нуль функции 
(5.47), что и требовалось доказать.  

Если все собственные числа 1, 2, ..., r матрицы А имеют нулевую 
вещественную часть, т. е. l = r, но существуют кратные, т. е. т  1, то все 
предыдущие рассуждения остаются в силе.  

Это же будет верно, если имеет место последняя из оставшихся воз-
можностей. А именно, если j = 0 для любого j = 1,r  и среди комплекс-
ных собственных чисел j нет кратных, т. е. т = 0, то в вышеизложенной 
схеме доказательства следует положить (t) = (y, t).  

Докажем обратно утверждение. Пусть каждое решение (y, t) систе-
мы (5.46) пересекает поверхность c y = 0 за конечное время. Покажем, 

что все собственные векторы и их серии, отвечающие вещественным соб-
ственным значениям, ортогональны вектору с. На самом деле, если это не 
так, то существует собственное число j(0)   и соответствующая ему 
серия векторов h1, ..., hk, для которой  

 jc h  = 0  при  j = 1, 2, ..., m  1  и   mc h   ,  где 1  m  k.  

Поэтому в силу известных свойств функция y(t) = tm1exp(j(0)t)hm является 
решением (5.46). Более того, ясно, что решение (y, t) ни при каком ко-
нечном значении t   не пересекает поверхность c y = 0. Однако это 

противоречит исходным предположениям. Теорема доказана.  
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Следствие 5.1. При выполнении всех требований теоремы 5.17 вся-
кое решение системы (5.46) попадает за конечное время на гиперпло-
скость c y  = 0 как при t  , так и при t  .  

Лемма 5.2. Если каждое решение (5.46) попадает за конечное время 
t   (t  ) на гиперплоскость c y = 0, то существует число Т   такое, 

что всякое решение (y, t) системы (4.46) пересекает поверхность 
c y = 0 на интервале [0, T] (соответственно на интервале [T, 0]).  

Доказательство. В силу свойств решений линейных систем  

(y, t) = exp(At)y = exp(At)(y \ y)y 

и поэтому достаточно провести доказательство для решений вида (y, t), 
y = 1. С этой целью предположим напротив, что утверждение леммы 
5.24 неверно. Тогда можно указать последовательность чисел (Тп)   , 
Tn  + при п  , и последовательность начальных состояний (yn) 
n , yn = 1, такие, что  

σc (y, t)    при  0  t  Tn  и  σc (yп, Тп) = 0,  п  1.  

Ограниченная последовательность (уп) имеет сходящуюся подпоследова-
тельность (пусть это сама последовательность (уп)), т. е. уп  у, |y = 1. 
Заметим, что последовательность функций ((yп, t)) сходится равномерно 
к функции (y, t) на любом интервале [0, T] фиксированной длины Т  . 
Используя доказательство теоремы 4.17 можно показать, что существует 
число Т   такое, что функция σc (y, t) принимает на отрезке [0, T] зна-
чение меньше   и больше   для некоторого числа   . Отсюда в силу 
интегральной непрерывности решений (4.16) при достаточно большом 
значении номера п (n  N) этим же свойством будут обладать и функции 
σc (yп, t) на интервале [0, T]. Однако по построению последовательности 

(уп) при достаточно большом п (Тп   Т) функция ( , ) c y t  не может ме-
нять знак на участке [0, T], что приводит к противоречию.  

Случай t   симметричен рассмотренному случаю.  
Для формулировки основного результата об устойчивости нулевого 

решения системы (5.45) предварительно введем следующее понятие.  
Определение 5.2. Пусть 1, 2, ..., s  все различные собственные 

значения матрицы А. Будем говорить, что собственное число j, j = 1,s , 

устойчиво, если всякое совпадающее с j собственное значение А удовле-
творяет одному из условий:  
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1)   Re j  ;  
2)   Re σc j   , причем соответствующие элементарные делители 

простые.  

Будем говорить, что собственное число j, j =1,s , неустойчиво, если 

оно является устойчивым для матрицы  А.  
Теорема 5.5 [40]. Нулевое решение системы (5.45) устойчиво тогда 

и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:  
1)   все вещественные серии векторов относительно матрицы А [25] 

ортогональны вектору с;  
2)   существует хотя бы один вектор серии относительно матрицы 

А, не ортогональный вектору с, все вещественные собственные значения 
матрицы А устойчивы и r(r)  , r   (все вещественные собственные 
значения матрицы А неустойчивы и r(r)  , r  ).  

Доказательство. Пусть выполнено условие 1). Покажем, что реше-
ние х = 0 системы (5.45) устойчиво. Действительно, в этом случае всякое 
решение (у, t) системы (5.46) попадает согласно теореме 5.4 на гиперп-
лоскость c y = 0 при некотором значении t  [0, T], а также и при t  

 [ Т, 0], где число Т   можно выбрать не зависящим от у. Поэтому, 
обозначив через t+   и t   моменты времени, в которые указанное ре-
шение первый раз, считая от точки t = 0, попадает на поверхность c y = 

0, будем иметь неравенство (у, t)  у для любого t  [t, t+]   [ T, 
T], где  зависит лишь от Т. Получаем, что вне зависимости от знака (r) 
при r  0 решение (у, t) системы (5.40) будет обладать следующим свой-
ством:  

 ( , ) c y t   0  при t  +,  при этом   ( , ) y t   у,  t  0.  

Отсюда легко следует устойчивость нулевого решения системы (5.40).  
Рассмотрим теперь ситуацию, когда выполняется условие 2). Пред-

положим, что все вещественные собственные значения матрицы А устой-
чивы, r(r)  0 для r  0, и существует вектор из серии относительно мат-
рицы А, не ортогональный вектору с. Тогда общее решение системы (5.46) 
согласно [109] может быть записано в виде  

(у, t) = P(y, t) + Q(y, t),  

где вектор-функция P(y, t) порождена всеми сериями относительно мат-
рицы А, куда входят все комплексные серии и те, которые ортогональны 
вектору с. Отсюда получаем неравенство 

 (у, t)  P(y, t) + Q(y, t).   (5.50) 
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Аналогично рассуждениям, приведенным в начале доказательства, можно 
получить неравенство P(y, t)  у для любого t  0. Отсюда, принимая 
во внимание неравенство (5.49), следует оценка (у, t)  у для любо-
го t  0. Поэтому, так как r(r)  0 для r  0, то для решений системы 
(5.45) из предыдущего вытекает соотношение  (у, t)  су для любого 
t  0, что и соответствует устойчивости нулевого решения системы (5.45).  

Случай, когда все вещественные собственные значения матрицы А 
неустойчивы и r(r)  0 для r  0 симметричен рассмотренному.  

Докажем обратное утверждение, т. е. в предположении устойчивости 
нулевого решения системы (5.45) нужно показать, что выполняется одно 
из условий 1) либо 2). С этой целью, предположим противное, т. е. ни ус-
ловие 1), ни условие 2) не выполняется. Последнее возможно лишь тогда, 
когда существует хотя бы один вектор серии относительно матрицы А, не 
ортогональный вектору с, и выполняется одно из следующих условий:  

3)  существует хотя бы одно неустойчивое вещественное собст-
венное значение матрицы А и r(r)  0 для r  0;  

4)  существует хотя бы одно устойчивое вещественное собствен-
ное значение матрицы А и r(r)  0 для r  0.  

Очевидно, достаточно рассмотреть только одно из этих условий, на-
пример 3), которое аналогично 4). Пусть h  вектор серии относительно 
матрицы А такой, что c h  0, и g  вектор серии относительно матрицы 

А, отвечающий неустойчивому собственному значению матрицы согласно 
предположению 3). Тогда [109] можно выбрать решение  

(у, t) = h(t) + g(t)  

системы (5.46), где  и   скалярные функции. Ясно, что такое решение 
будет отвечать определению неустойчивости нулевого решения (5.46).  

Кроме того, так как по предположению скалярное произведение  

( , ) c y t = ( c h )(t) + ( c g )(t)  0,  

вне зависимости от величины c g , то выбранное решение не попадает на 
гиперплоскость c y = 0. А поэтому, так как r(r)  0 при r  0, то решение 
 (y, t) системы (5.45) будет также удовлетворять условиям неустойчиво-
сти решения х = 0 системы (5.45). Пришли к противоречию, что и доказы-
вает теорему.  
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5.2.  В�УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

Рассмотрим систему неавтономных дифференциальных уравнений  

 ( , )x f x t , x  D  ,n   f(0, t) = 0,  t  0, (5.51) 

определенную в открытой связной окрестности D начала координат 
n . 

Предположим, что функция f : D     n  непрерывна и удовлетворяет 
локальному условию Липшица по x. Тогда через каждую точку (x0, t0) об-
ласти определения системы проходит единственное решение x(x0, t0, t), 
x(x0, t0, t0) = x0.  
 
 

5.2.1.  В�УСТОЙЧИВОСТЬ  АВТОНОМНЫХ  УРАВНЕНИЙ  
 

Пусть система (5.51) автономна, ( , ) ( )f x t f x , т. е. 

 ( ),x f x   x  D  ,n   f(0) = 0,    (5.52) 

и 0( , )x x t  0 0( ,0) ,x x x  означает решение такой системы.  

Понятие B-устойчивости впервые дано в работе автора [39] для ди-
намических систем на метрическом пространстве. Для систем автономных 
дифференциальных уравнений B-устойчивость нулевого решения пред-
ставляется следующими определениями.  

Определение 5.3. Будем говорить, что для системы (5.52) окрест-
ность W точки x = 0  выталкивающая при t < 0 окрестность, если для 
любого начального состояния x0  FrW существует число    такое, что 

0( , ) . x x W   

Нулевое решение автономной системы (5.52) называется В-
устойчивым, если всякая окрестность начала координат содержит поло-
жительно инвариантную, выталкивающую при t < 0 окрестность точки 
x = 0.  

В работе [64] показано, что свойство B-устойчивости влечет свойство 
устойчивости, а из асимптотической устойчивости нулевого решения вы-
текает его B-устойчивость. Более того, в работе [53] доказан следующий 
результат.  

Теорема 5.6. Нулевое решение автономной системы (5.52) В-
устойчиво тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:  

1) x = 0 устойчиво;  
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2) каждая окрестность точки x = 0 содержит компактное, асим-
птотически устойчивое множество K такое, что 0 .K   

Пример 5.3. Пусть динамическая система задана на плоскости 2  
дифференциальными уравнениями  

1 1 2 2 1 2( ), ( ), ( , ),     x x f x x x g x x x x   

где полагаем 2 2 2
1 2 r x x ,  

2

12

2 2
2 1

1 22 2
2

1
sin , если 0 и 0;

1
( ) ( )

1
sin , если 0, 0,

1 1


    

   
  

r
x r

r r
f x g x

x x
x x

r x r

  

      
2
1

1 22( ) , ( ) 0, если 0, 0.
1

   

x

f x g x x x
r

  

Нетрудно убедиться в том, что правые части системы непрерывны и 
обладают свойством существования и единственности решений в про-
странстве 2 . Фазовый портрет расположения траекторий изображен на 
рис. 5.2, где в силу симметрии направление движений вдоль траекторий 
системы указано лишь в верхней полуплоскости.  

 

Рис. 5.2. B-устойчивая точка покоя (0, 0) 

1
π  



1
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x2=x1 

1
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В качестве пояснения отметим, что всякая траектория рассматривае-
мой системы принадлежит одной из прямых линий, проходящих через 
начало координат. Однако лучи, исходящие из начала, неоднородны. Сек-
тор S = {x 2 : x1 > x2 > 0} определяет область притяжения А точки по-
коя (0, 0). Каждая прямая ax1 + bx2 = 0, (a, b)  2 , не имеющая общих 
точек с S, содержит счетное множество точек покоя, для которых начало 
координат является предельной точкой. В полуплоскости х1  0 все точки 
покоя располагаются на окружностях r = 1/( )n , n =1, 2, 3, ... , и r = 0. 

Направления движения на лучах между соседними положениями равнове-
сия чередуются (к началу координат или от него), и указаны стрелками.  
составляют граничные лучи сектора S. Точка покоя (0, 0) является В-

устойчивой, в чем легко убедиться, рассмотрев семейство окрестностей 
вида  

 2 : 1/(2π / 2) , 1,2,3,...,     nW x r m n   

каждая из которых является выталкивающей при t < 0 окрестностью на-
чала координат.  
 
 

5.2.2.  В-УСТОЙЧИВОСТЬ  НЕАВТОНОМНЫХ 
УРАВНЕНИЙ  

 
Введем в рассмотрение свойство B-устойчивости для неавтономных 

систем дифференциальных уравнений.  
Определение 5.4. Пусть Y  замкнутое положительно инвариант-

ное множество, содержащее начало координат. Нулевое решение сис-
темы (5.51) называется:  

 равномерно B-притягивающее относительно Y, если всякая ок-
рестность начала координат содержит замкнутое положительно инва-
риантное равномерно притягивающее относительно Y подмножество K 
такое, что 0K .  

 равномерно B-устойчивым относительно Y, если оно равномерно 
устойчиво относительно Y и для любой окрестности U начала коорди-
нат существует компактное, положительно инвариантное, равномерно 
асимптотически устойчивое относительно Y множество K такое, что 
0K .  

Если при этом Y =n , то будем говорить, что нулевое решение 
системы (5.51) соответственно равномерно B-притягивающее и рав-
номерно B-устойчивое.  
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Заметим, что если нулевое решение равномерно асимптотически ус-
тойчиво, то в соответствии с данным определением оно и равномерно B-
устойчиво.  

С учетом теоремы 5.6 введенное определение 5.4 совпадает с опреде-
лением 5.3 для автономного случая.  

Пример 5.4. Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение  

 1 ( )| | sin( / )  ty y y   (для 0y  и 0y  для y = 0),     (5.53) 

где :      непрерывная функция, 1 20 ( ) , 0.         t t  

Видно, что это уравнение имеет два счетных множества состояний равно-
весия 1( )  k ka , 1/ 2 ,ka k  .k  Каждая соседняя пара точек покоя 2 ,ma  

и 2( 1)ma  уравнения (5.53) такова, что 2ma  локально асимптотически ус-
тойчива, а 2( 1)ma  неустойчива. Поэтому в любой достаточно малой окре-
стности точки y = 0 можно выбрать компактное, инвариантное, равномер-
но асимптотически устойчивое множество вида 2 2 2[ , ], m m mK a a  .m  

Следовательно, нулевое решение такого уравнения является равномерно 
B-притягивающим и равномерно B-устойчивым. Заметим, что здесь нуле-
вое решение не обладает областью притяжения и поэтому не является 
асимптотически устойчивым.  

Дадим следующую характеристику понятия B-устойчивости для не-
автономного случая.  

Теорема 5.7. Нулевое решение системы (5.53) равномерно B-
устойчиво, если для любого достаточно малого числа  > 0 существует 
компактное множество K (0  K  B), существуют непрерывно диффе-
ренцируемая функция : ( , )     V B K  и функции a, b, c  K такие, 

что для всех точек (x, t)  ( , )  B K  имеют место следующие условия:  

1) a(d(x, K))  V(x, t)  b(d(x, K));  
2) ( , ) ( ( , )) V x t c d x K .  

Доказательство. Пусть выполнены предположения теоремы. Зафик-
сируем число  > 0 так, чтобы шар B содержался бы в области D. Тогда 
с учетом функции Ляпунова с заданными свойствами K является равно-
мерно асимптотически устойчивым множеством [121]. Действительно, в 
силу предположений 1), 2) функция V(x, t) = 0, если x  K для всех t  0, и 
поэтому множество K положительно инвариантно. Доказательство равно-
мерной асимптотической устойчивости K можно осуществить точно так 
же, как, например, при доказательстве теоремы о равномерной асимпто-
тической устойчивости нулевого решения системы (5.53). Отсюда в силу 
определения 5.6 и следует требуемое утверждение теоремы.  
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Пример 5.5. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений  

1 1 1 2 22 2
1 2

2 2 1 2 3 2 2
1 2

(1 ( ))sin ( ) ,

( ) (1 ( ))sin

        


         





x x t t x
x x

x t x x t
x x

 

при 2 2
1 2 0, x x  и 1 0,x  2 0x  при 1 2 0. x x  Здесь s : 

     не-
прерывные функции такие, что  

0 < 1s  s(t)  2s < +  t  0 (s = 1, 2, 3).  

Нетрудно видеть, что множества  
2 2 2

1 2 1 2{( , ) : 1/ },   mK x x x x m  1,2,3,... ,m   

компактны, инвариантны и располагаются в любой достаточно малой ок-
рестности начала координат. Поэтому точка x = 0 y = 0 не является асим-
птотически устойчивой. Заметим, кроме того, что для каждого натураль-
ного m всякое решение системы 1 10 20 2 10 20( ( , , ), ( , , ))x x x t x x x t  с начальными 

данными  

2 2
10 20 0

1 1
, 0,

2 1 2
   


x x t

m m
 

неограниченно приближается к окружности 2 2
1 2 1/(2 1)  x x m  фазового 

пространства 2.  При этом можно показать, что такое асимптотическое 
стремление равномерно.  

Действительно, в качестве функции Ляпунова, обеспечивающей рав-
номерную асимптотическую устойчивость компактного инвариантного 
множества 2mK , можно взять  

1 2 2

1 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2

0, если ( , ) ,
( , )

, если ( , ) int( \ ).


 

 

m

m m

x x K
V x x

x x x x K K
 

Она имеет полную производную по времени V  в силу системы, заданную 
для всех 1 2 2 1 2( , ) int( \ ) m mx x K K  формулой  

2 2
1 2 1 1 2 3 2 2

1 2

( , , ) 2( (1 ( )) (1 ( )))sin .
        

V x x t x t x t
x x
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Такая функция вместе со своей производной по времени удовлетворяет 
всем требованиям теоремы 13 [35] о равномерной асимптотической ус-
тойчивости по отношению к 2mK . Поэтому множество 2mK  равномерно 

асимптотически устойчиво при любом .m   
Таким образом, нулевое решение рассматриваемой системы является 

равномерно B-притягивающим и равномерно B-устойчивым.  
 
 

5.2.3.  УСЛОВИЕ  CЕЙБЕРТА  И  УСТОЙЧИВОСТЬ  
 

В работах [153, 154, 158] П. Сейбертом дано определение понятия 
«пороговое свойство» ("threshold property"). Для систем неавтономных 
дифференциальных уравнений оно формулируется следующим образом.  

Определение 5.5. Пусть K и Y  два замкнутых положительно ин-
вариантных множества, причем K  Y. Будем говорить, что пара (K, Y) 
обладает свойством Сейберта, если для любого  > 0 существует  = 
() > 0 такое, что если решение x(x0, t0, t), x0  B, t0 ≥ 0, при некотором 
T > 0, удовлетворяет неравенству  

d(Y, x(x0, t0, t)) < , t  [t0, t0 + T],  

тогда  

d(K, x(x0, t0, t)) <   t  [t0, t0 + T].  

Другими словами, данное определение означает, что если некоторое 
решение x(x0, t0, t) «удаляется» от множества K, то оно сначала начинает 
«удаляться» от множества Y.  

Лемма 5.3. Пусть K и Y  два замкнутых положительно инвариант-
ных множества, причем K  Y. Если множество K равномерно Y-
притягивающее, тогда пара (K, Y) обладает свойством Сейберта.  

Определение 5.6. Пусть K и Y  два замкнутых множества таких, 
что Y содержит K. Будем говорить, что Y локально устойчиво вблизи 
K, если существует окрестность U множества K, в которой выполняет-
ся следующее свойство: для любого  > 0 существует  = () > 0 такое, 
что для любых начальных состояний x0 B(K, ), t0 ≥ 0 и любого T > 0, 
удовлетворяющего условию:  

0 0( ( , , ), ) , d x x t t K   t  0 0[ , ],t t T   

выполняется также и условие  

0 0( ( , , ), ) , d x x t t Y   t  0 0[ , ]t t T .  
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Лемма 5.4. Пусть K и Y  два замкнутых положительно инвариант-
ных множества таких, что Y содержит K. Если Y равномерно устойчиво 
вблизи множества K и пара (K, Y) удовлетворяет свойству Сейберта, то 
множество K равномерно устойчиво.  

Лемма 5.5. Пусть Y  замкнутое положительно инвариантное 
множество, содержащее начало координат. Тогда если нулевое решение 
равномерно В-притягивающее относительно Y, то пара (0, Y) удовлетво-
ряет условию Сейберта.  

Доказательство. Пусть выполнены все предположения леммы, но 
пара (0, Y) не удовлетворяет условию Сейберта. Тогда существует число 
 > 0, существует последовательность состояний (xn) n , xn  0 при n  
+, существуют последовательности моментов времени 0( ),nt 0 0nt , и 

( )nt   , 0 , n nt t  1 n , такие, что  

 1 0lim sup ( ( , ,[0, ]), ) 0


 n nn
d x x t t Y ,  0( , , )n nx x t t  B. (5.54) 

Так как равновесие определяет инвариантное множество, то в силу един-
ственности решений системы можно считать, что tn  + при n  +. 
Кроме того, в силу равномерного В-притяжения начала координат отно-
сительно Y существует компактное равномерно притягивающее относи-
тельно Y множество K такое, что K  B и 0  K  Y. Поэтому из (5.54) 
следует существование числа , 0 <  < , и последовательности (tn)   , 
0   n nt t , таких, что  

 1 0lim sup ( ( , ,[0, ]), ) 0


n nn
d x x t t Y ,  0( , ,[0, ]) ( , ) n nx x t t B K .     (5.55) 

Приведенные построения наряду с (5.55) фактически означают, что пара 
(K, Y) не удовлетворяет свойству Сейберта. Поскольку K  равномерно 
притягивающее относительно Y, то с учетом леммы 5.4 это приводит к 
противоречию, что и доказывает утверждение леммы.  

Примером ситуации, возникающей в задаче Флорио – Сейберта 
(см. п. 1.4, гл. 2), могут служить системы дифференциальных уравнений, 
описывающие движения механических систем при наличии первых инте-
гралов. В этом случае множество Y задается уравнением первого интегра-
ла, содержащего исследуемое на устойчивость инвариантное множество 
М (например, точку покоя, стационарное движение и т. п.). Отметим, что 
для таких систем требование асимптотической устойчивости относитель-
но Y является чрезмерно жестким, так как в действительности системы, 
обладающие первыми интегралами, могут порождать лишь неасимптоти-
ческую устойчивость. В числе идей ослабления требования такого жест-
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кого требования напрашивается свойство устойчивости М по отношению 
к множеству Y. Однако, как показывает следующий пример, такая замена 
не дает желаемого результата.  

Пример 5.6. Пусть система уравнений в 3  задается дифференци-
альными уравнениями  

3

4, ,
1

      


   z
x y xz y x xz z

z
.  

Здесь множество Y = {(x, y, z)  3 : z = 0} инвариантно, замкнуто и со-
держит начало координат. Функция Ляпунова V = z2, как нетрудно прове-
рить, имеет вне Y определенно отрицательную производную по времени в 
силу системы. Поэтому по известной теореме второго метода Ляпунова 
[121] Y асимптотически устойчиво в 3 , т. е. рассматриваемое требование 
выполняется с избытком. На множестве Y точка (0, 0) является особой 
точкой типа «центр» и значит, имеет место условие устойчивости нулево-
го решения относительно Y. Тем не менее, начало координат не является 
устойчивым в 3 . Действительно, из третьего уравнения системы полу-
чаем, что вдоль всякого решения z(t), z(0)  0, выполняется равенство  

3

0

1 1
( ) (τ) τ.

( ) 3
   

t

z t c z d
z t

  

Поэтому, если z(t)   при t  , то 
0

(τ) τ 
t

z d , если t   и 

z(0) > 0. Отсюда вытекает, что для функции V(x, y, z) = x2 + y2 с производ-
ной по времени V (x, y, z) = (x2 + y2)z = V(x, y, z)z вдоль решения (x(t), y(t), 
z(t)) с начальными условиями x2(0) + y2(0)  0, z(0) > 0, имеет место усло-
вие: x2(t) + y2(t)   при t  . Таким образом, начало координат не-
устойчиво.  

На основе приведенных выше результатов сформулируем и докажем 
теорему об устойчивости метода знакопостоянных функций Ляпунова.  

Теорема 5.2.1. Предположим, что существуют окрестность U 
точки x = 0, непрерывно дифференцируемая функция :    V U  и 

функции a, b  K такие, что для всех значений (x, t)  U    выполняют-
ся следующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), где  

Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  
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2) ( , ) 0V x t  ;  

3) решение x = 0 равномерно B-притягивающее относительно мно-
жества Y0.  

Тогда начало координат системы (5.1) равномерно устойчиво.  
Доказательство. Согласно предположению 1) множество Y непусто, 

замкнуто и с учетом 2) оно положительно инвариантно. Покажем сначала, 
что множество Y равномерно устойчиво вблизи начала координат. С этой 

целью зафиксируем  > 0 так, чтобы  B U . Согласно 1) существует 
 >  0 такое, что V(x, t) > , t ≥ 0, если d(Y, x) > .  

Так как V(0, t) = 0, то в силу того, что V(x, t)  b(||x||) для числа  
можно указать  > 0 такое, что V(x0, t0)  , t0 ≥ 0, если ||x0|| <  
( = b1()).  

Следовательно, если решение x(x0, t0, t) остается в окрестности U на 
интервале t0  t  t0 + T для некоторого числа T > 0, то согласно предполо-
жению 2) будем иметь:  

V(x(x0, t0, t), t)  ,  t0  t  t0 + T,  t0 ≥ 0.  

Таким образом, с учетом предыдущих построений решение x(x0, t0, t) 
удовлетворяет неравенству  

d(Y, x(x0, t0, t)) <   для  t0  t  t0 + T  и  t0 ≥ 0.  

Следовательно, Y равномерно устойчиво вблизи начала координат. 
Кроме того, согласно предположению 3) и леммы 5.5 пара (0, Y) удовле-
творяет свойству Сейберта. В таком случае, используя лемму 5.4 для слу-
чая K ={0}, получаем равномерную устойчивость состояния равновесия 
x = 0. Теорема доказана.  

Следствие 5.2. Предположим, что существуют окрестность U 
точки x = 0, непрерывно дифференцируемая функция :    V U  и 

функции a, b  K такие, что для всех значений (x, t)  U    выполняют-
ся следующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x, t)  b(||x||), где  
Y0 = { : ( , ) 0 0}x U V x t t    ;  

2) ( , ) 0V x t  ;  

3) решение x = 0 равномерно притягивающее относительно множе-
ства Y0.  
Тогда начало координат системы (5.1) равномерно устойчиво.  

Замечание 5.2. a) В требовании 3) следствия 5.2 можно заменить 
свойство равномерного притяжения относительно множества Y0 свойст-
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вом равномерной асимптотической устойчивости относительно множест-
ва Y0.  

b) Из теоремы 2 или следствия 5.2 при условии, что функция Ляпунова 
V является определенно положительной, получаем известную теорему 
К. П. Персидского о равномерной устойчивости [98].  

Пример 5.7. Рассмотрим в круге 2 2 1 x y  систему второго порядка  

 
2

1 ( )

,

| | ( ( ) sin(1/ )), при 0

  


  


 t

x xy

y y h t x y y
  (5.56) 

и 0y  при 0,y  где функция :     удовлетворяет условиям при-

мера 5.4, а функция :   h  непрерывна и ограничена при всех t ≥ 0.  

Знакопостоянная функция Ляпунова 2V x  имеет неположительную 
производную по времени вдоль решений уравнения (5.56), равную 

2 22 . V x y  На множестве, где функция V = 0, система переходит в ска-
лярное дифференциальное уравнение (5.53), нулевое решение которого, 
как показано выше, является равномерно B-устойчивым.  

Таким образом, выполнены все условия теоремы 2 и, следовательно, 
нулевое решение системы (5.56) равномерно устойчиво.  

Пример 5.8. Рассмотрим задачу стабилизации системы дифференци-
альных уравнений  

2 4
1 2 2 3 4 1

4
2 1 1 3 3 4

4
3 2 3 4 2

4 4 2

5

2 ( ( )) ( , ),

( , ) 2 ( ),

2 4 ( , ),

( , ),

,

    


  
  
 









x x x x x f x t

x x f x t x x x

x x x x f x t

x x f x t

x u

 

где 1 2 3 4 5( , , , , ),x x x x x x  ( , )sf x t   непрерывно дифференцируемые функ-

ции по всем переменным вектора ( , )x t  (t ≥ 0) в некоторой окрестности D 

начала координат фазового пространства 5.   
Функция Ляпунова  

2 2 4 2 2
1 2 3 4( ) ( ( ) )   V x x x x x   

является первым интегралом системы вне зависимости от управления u. 
Поэтому стабилизация нулевого решения системы возможна лишь до 
свойства неасимптотической устойчивости. Покажем это.  
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Множество, где функция V(x) обращается в нуль, определяется ра-
венствами  

4
1 2 3 40, .   x x x x   

На этом множестве система переходит в систему второго порядка  

 
4

4 4 2 4 4 5

5

(0,0, , , , ),

.

  






x x f x x x t

x u
  (5.57) 

С учетом теоремы 2 задача стабилизации исходной системы уравнений 
может быть сведена к осуществлению условий, обеспечивающих равно-
мерное B-притяжение редуцированной системы второго порядка. Послед-
него можно добиться, если выбрать, например, управление u = x5 и по-
требовать существование положительных чисел ,   таких, что  

 4
2 4 4 5 4 5(0, 0, , , , ) , | | | | , 0.       f x x x t x x t   (5.58) 

В этом случае для функции 2 2
1 4 5 4 5( , )  V x x x x  в некоторой достаточно 

малой окрестности начала координат будут выполнены условия теоремы 
Ляпунова [81] о равномерной асимптотической устойчивости нулевого 
решения системы (6). Следовательно, начало координат системы (5.57) 
будет и равномерно B-притягивающим. Таким образом, на основании тео-
ремы 5.2.1 заключаем, что при подстановке управления в форме обратной 
связи u = x5 и выполнении условия (5.58) нулевое решение системы 
(5.57) равномерно устойчиво и равномерно асимптотически устойчиво по 
координате x5.  

В заключение этого пункта отметим, что вопрос о развитии теоремы 
Ляпунова об устойчивости является актуальным. Многочисленные иссле-
дования качественного характера поведения траекторий в окрестности 
состояний равновесия динамических систем выявляют сложность описа-
ния имеющегося разнообразия типов таких равновесий и их классифика-
ций в случае неасимптотической устойчивости по сравнению со свойст-
вом асимптотической устойчивости [58]. Именно по этой причине возни-
кают трудности в задаче об обращении теоремы о неасимптотической 
устойчивости второго метода Ляпунова, в частности, об обращении тео-
ремы Лагранжа  Дирихле для механических систем [17, гл. 2], имеющей 
важное прикладное значение. Если для неавтономных систем дифферен-
циальных уравнений теорема обращения доказана [98], то для автоном-
ных уравнений в общем случае невозможно указать независящую от вре-
мени функцию Ляпунова V(x), удовлетворяющую условиям теоремы Ля-
пунова об устойчивости. В этой связи удивительным является тот факт, 
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что известные контрпримеры механических систем с устойчивыми со-
стояниями равновесия, не удовлетворяющие наиболее общим теоремам об 
устойчивости [105, с. 8486], обладают свойством B-устойчивости этих 
равновесий.  
 
 

5.2.4.  УСТОЙЧИВОСТЬ  ПРИ  ПОСТОЯННО  
ДЕЙСТВУЮЩИХ  ВОЗМУЩЕНИЯХ  

 
В теории дифференциальных уравнений задача об устойчивости при 

постоянно действующих возмущениях изучалась многими авторами [1, 
27, 32, 70, 75, 84, 110]).  

Суть исследуемой проблемы состоит в следующем.  
Рассмотрим систему неавтономных дифференциальных уравнений  

 x = f(x, t),  x  G n ,  f(0, t) = 0,  t  0,  (5.59) 

где f : G  n   непрерывная функция, G  окрестность нуля в n .  
Предположим, что функция f(x, t) удовлетворяет условию Липшица 

по х. Тогда для любой пары (t0, x0)   G существует единственное ре-
шение x(x0, t0, t) системы (5.59), определенное на некотором интервале из 

  и удовлетворяющее начальному условию x(x0, t0, t) = х0.  
Наряду с системой (5.59) рассмотрим также систему  

 ( , ) ( , ) x f x t g x t ,     (5.60) 

где функция g(x, t) определена для всех t ≥ 0 в некоторой окрестности 

G  n  начала координат, и ей отведена роль постоянно действующих 
возмущений. Относительно функциональных свойств g(x, t) предполага-
ется лишь то, что она не нарушает условий существования и единственно-
сти решений системы (5.60). При этом такая функция не обязательно рав-
на нулю в начале координат и, таким образом, возмущенная система 
(5.36), вообще говоря, не обладает нулевым решением.  

Тем не менее, для системы (5.59) вводятся различные понятия устой-
чивости нулевого решения при постоянно действующих возмущениях. 
Они основаны на обеспечении малого отклонения решений от исследуе-
мого равновесия с достаточно малыми по норме начальными состояниями 
при условии, что норма возмущающей функции g(x, t) достаточно мала. В 
такой постановке речь может идти лишь о локальном свойстве устойчиво-
сти, а не асимптотической устойчивости. Причина этого кроется в том, 
что решения с достаточно малыми по норме начальными состояниями, 
вообще говоря, не стремятся к нулю, т. е. такие системы могут не обла-
дать областью притяжения.  
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В большинстве работ используется следующее определение.  
Нулевое решение системы (5.59) называется устойчивым при посто-

янно действующих возмущениях, если для любого числа  > 0 существуют 
числа 1() > 0 и 2() > 0 такие, что всякое решение уравнения (5.60) с 
начальными данными 0 0( , ),x t  0 1|| || ( ),x     0 0,t   при произвольной 

функции ( , ),g x t  удовлетворяющей в области B 
   неравенству 

2|| ( , ) || ( ),g x t     удовлетворяет также при всех t > t0 неравенству 

0 0|| ( , , ) || .x x t t     

Другие задачи, связанные с устойчивостью при воздействии постоян-
ных возмущений на исходную неавтономную систему дифференциальных 
уравнений, в том числе и соответствующие приложения к задачам меха-
ники, рассматривались в книге [9].  

Во всех перечисленных работах общим выводом является тот факт, 
что эффект постоянно действующих возмущений можно парировать, если 
невозмущенная система (система (5.59)) обладает достаточно сильным 
свойством устойчивости нулевого решения, а именно, свойством равно-
мерной асимптотической устойчивости.  

Теорема 5.9 ([27, 84]). Если начало координат уравнения (5.59) рав-
номерно асимптотически устойчиво, то оно устойчиво при постоянно 
действующих возмущениях.  

В дополнение к этому в работе [84] показано, что для линейных неав-

тономных систем дифференциальных уравнений вида ( ) ,x A t x  ,nx   

0,t   где A(t)  непрерывная ( )n n -матрица, свойство устойчивости при 

постоянно действующих возмущений влечет равномерную асимптотиче-
скую устойчивость решения x = 0, т. е. для линейных систем справедливо 
и обратное утверждение. Однако, если исходная невозмущенная система 
(даже автономная) является нелинейной, то из свойства устойчивости при 
постоянно действующих возмущений, вообще говоря, не следует асим-
птотическая устойчивость нулевого решения. Последнее подтверждается 
примером работы [84].  

Таким образом, возникла постановка следующей проблемы: указать 
классы динамических систем, для которых неасимптотическая устойчи-
вость влечет устойчивость при постоянно действующих возмущениях. 
Ответ на поставленный вопрос был дан в работах [70, 110], где по суще-
ству использована близкая идея. При этом в [110] речь идет об устойчиво-
сти компактных инвариантных множеств абстрактных автономных дина-
мических систем, а в работе [110] рассматривается устойчивость произ-
вольных движений неавтономных систем дифференциальных уравнений, 
определяемых на дифференцируемых многообразиях.  
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В настоящем разделе книги выделяется тот случай, когда система 
уравнений (5.59) может быть устойчивой при постоянно действующих 
возмущениях и при этом ее нулевое решение не является равномерно 
асимптотически устойчивым, а лишь равномерно B-устойчивым.  

Теорема 5.10. Предположим, что существует число  > 0, непре-
рывно дифференцируемая функция : ( \{0})V B   , последователь-

ность пар чисел ( , ),n n   0 ,n n       0n   при ,n    числа ( ),n  

0,n   и последовательности функций ( )na  и ( )nb  из K такие, что для 

всех n   выполняются следующие условия:  
1) (|| ||) ( ) (|| ||)n na x V x b x   при || || ;n nx      

2) (1)
|| || , 0
sup ( , ) ,

n n

n
x t

V x t
    

   где (1) ( , )V x t   производная по времени 

функции V(x) в силу уравнения (5.59);  
3) ( ) ( ).n n n nb a     

Тогда нулевое решение (5.59) равномерно B-устойчиво и устойчиво 
при постоянно действующих возмущениях.  

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы 3 следует из 
того факта, что при выполнении условий 1), 2) и 3) поверхности ( ) nV x c  

для ( ) ( )n n n n nb c a     расположены в шаровом слое \
n n

B B  , а множе-

ство Kn ={ : ( ) }n
nx V x c    компактно, положительно инвариантно и 

равномерно асимптотически устойчиво [53]. Более того, из свойства 
функций Хана ( )na  и ( )nb  вытекает, что 0nc   при .n    Следова-
тельно, при достаточно большом натуральном n множество Kn располага-
ется в любой достаточно малой окрестности начала координат. Это и до-
казывает равномерную B-устойчивость нулевого решения системы (5.59).  

Докажем вторую часть утверждения теоремы 3. Так как функция V не-
прерывно дифференцируема, то можно указать число c > 0 такое, что 
|| ( ) / ||V x x c    x B  . Положим  

( )
( , ) ( ( , ) ( , )).g

V x
V x t f x t g x t

x

    
   

Пусть  > 0 – произвольное число. Зафиксируем натуральное n из   
так, чтобы n < , и пусть 0 < 1  n, 0 < 2 < n / (2c). С учетом 3) для лю-
бой точки x, принадлежащей границе множества ,

n
B  будем иметь нера-

венства ( ) ( ) ( ).n n n nV x b a      
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Теперь покажем, что для начальных данных 0 0( , ),x t  0 1|| || ,x    0 0,t   

и любой функции возмущения ( , )g x t  такой, что 2|| ( , ) ||g x t   , решение 

0 0( , , )x x t t  уравнения (5.57) будет располагаться в шаре εB  при всех 0.t t   

В самом деле, если || ||n nx    , то имеем следующие оценки:  

( )
( , ) ( , )

( )
|| ( , ) || 0.

2

g n

n
n n

V x
V x t g x t

x

V x
g x t c

x c

      


      



  

Это значит, что выбранное решение не может выйти на границу шара 
n

B  

и, следовательно, не покинет шар .B  Таким образом, выполнены условия 

определения устойчивости при постоянно действующих возмущениях.  
Обратимся к дифференциальному уравнению примера 1 и покажем, 

что решение 0y   устойчиво при постоянно действующих возмущениях. 

Действительно, возьмем две последовательности 1/(2 1/ ),n n n     

1/((2 1) 1/ )n n n     , постоянные функции 20,5n na b y   класса K и 

функцию Ляпунова 22 ( ) .V y y  В этих условиях производная по времени 

от V, равная 1 ( ) 1
( , ) | | sin ,tV y t y y

y
  будет удовлетворять соотношению  

|| | , 0
sup ( , ) ,

n n

n
y t

V y t
    

   где 11 2sin(1/ ),n n n     .n    

Кроме того, можно непосредственно проверить, что для всех n   вы-
полняются неравенства ( ) ( ).n n n nb a     

Таким образом, выполнены все требования теоремы 5.9, а значит, ну-
левое решение уравнения (5.53) устойчиво при постоянно действующих 
возмущениях.  
 
 

5.2.5.  ПОСТОЯННО  ДЕЙСТВУЮЩИЕ  ВОЗМУЩЕНИЯ,  
ОГРАНИЧЕННЫЕ  В  СРЕДНЕМ  

 
В монографии [75] изучен случай постоянно действующих возмуще-

ний, ограниченных в среднем. А именно, здесь утверждается, что устой-
чивость нулевого решения можно обеспечить также и в том случае, когда 
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функция g(x, t) не обязательно ограничена в каждый момент времени t, но 
достаточно мала величина тех интервалов времени, в течение которых 
возмущения могут принимать довольно большие значения. Соответст-
вующее этому определение формулируется следующим образом.  

Нулевое решение системы (5.35) называется [75] устойчивым при по-
стоянно действующих возмущениях, ограниченных в среднем, если для 
любых чисел  > 0 и T > 0 существуют два числа 1 = 1(, T) > 0 и 

2 = 2(, T) > 0, а также существует непрерывная функция :     
такая, что при условиях  

 || ( , ) || ( )g x t t    для || ||x   ,  t  0  (5.61) 

и  

 2( )
t T

t

t dt


     (5.62) 

имеем:  

0 0|| ( , , ) ||x x t t     x0
1

B  t0 ≥ 0 и  t ≥ t0.  

Очевидно, что если нулевое решение системы (5.59) устойчиво при 
постоянно действующих возмущениях, ограниченных в среднем, то оно и 
устойчиво при постоянно действующих возмущениях.  

Теорема 5.11. Предположим, что для любого числа  > 0, B  G, су-
ществует компактное множество K, содержащее начало координат и 
содержащееся в шаре B, существуют непрерывно дифференцируемая 

функция V : B     , функции Хана a, b, c и число N > 0 такие, что 

для (x, t)  B    выполняются следующие условия:  
1) V(x, t) = 0, если x  K;  
2) a(d(x, K))  V(x, t)  b(d(x, K));  
3) (1) ( , ) ( ( , ))V x t c d x K  ;  

4) ( , ) / ,V x t x N    если d(x, K)  .  
Тогда нулевое решение системы (5.59) устойчиво при постоянно 

действующих возмущениях, ограниченных в среднем.  
Доказательство. Пусть  > 0  произвольное число такое, что B  G. 

По предположению теоремы существует компактное множество K, со-
держащее начало координат, K  B, и функция Ляпунова V, удовлетво-
ряющая условиям 1)4).  
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Пусть число 1 > 0 такое, что B (K, 1)  B. Ясно, что множество 
B (K, 1) является окрестностью начала координат. Тогда в силу требова-
ния 2) теоремы имеем:  

 V(x, t)  a(1)  для  d(x, K) = 1  и  для всех  t  0.  (5.63) 

Из 1), 2) следует существование достаточно малого числа 1 > 0 та-
кого, что выполняется условие  

 ( , )V x t < 2
1( ) /(2 )a e   при  всех  d(x, K)  1  и  всех  t  0.    (5. 64) 

Положим  

c =
( ( , ))

inf
( , )

a d x K

d x K
,  c3 =

( ( , ))
inf

( , )

c d x K

d x K
,  c4 =

( ( , ))
sup

( , )

b d x K

d x K
  

при  

 1  d(x, K)  1.  (5. 65) 

Тогда в области, определяемой неравенствами (5.41), имеем  

 cd(x, K)  V(x, t)  c4d(x, K),  (1) 3( , ) ( , )V x t c d x K  .   (5. 66) 

Функция v(x, t) = V(x, t) / c3 удовлетворяет в области (5.41) неравен-
ствам  

c2d(x, K)  v(x, t)  c1d(x,K), 

 (1) ( , ) ( , )v x t d x K  ,  || ( , ) / ||V x t x  3/N c ,  (5. 67) 

где c1, c2  положительные постоянные.  
Функция g(x, t) в силу (5.61) удовлетворяет неравенству  

 1|| ( , ) || ( ) ( , ) /g x t t d x K    (5. 68) 

в области (5.65) при всех t  0.  
Далее воспользуемся схемой доказательства теоремы 24.1 [75].  
Положим F(x, t) = e(t)v(x, t) и подберем функцию (t) так, чтобы 

функция F(y, t) могла служить для доказательства устойчивости решения 
x = 0 при постоянно действующих возмущениях, ограниченных в среднем 
(удовлетворяющих оценке (5.62)). Выпишем выражение для производной 

(2) ( , )F x t  функции F(x, t) по времени в силу системы (5.60) и оценим его 

сверху с помощью неравенств (5.67), (5.68). Имеем  
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(2) (1)
1

( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), )
( ( ), )

F x t t F x t t t v x t t
v x t t


  

    

 
1 ( ( ), )

( ( ), )
( ( ), )

v x t t
g x t t

v x t t x

       1 2 3 1

1 ( )
( ( ), ) ( )

η
N t

F x t t t
c c c

 
    

 
 .  (5.69) 

Зафиксируем число q  [0, 1] и определим функцию  :   ра-
венством  

 
( 1) ( 1)

1 2 3 1

1 ( )
( )

k T k T

kT kT

q N t
t dt dt

c c c

    
      . (5.70) 

Зафиксировав число 2 в условии (4.62), подчинив его равенству  

 2 =  2 3 1 1(1 ) /( )T q c c c N  , (5.71) 

получим, что интеграл в левой части равенства (5.70) будет неотрица-
тельным. А тогда ясно, что существует неотрицательная функция (t), 
удовлетворяющая равенству (5.70), т. е. далее будем предполагать, что 
имеет место (5.70) и (t)  0.  

На основании сделанных построений определим функцию  

 
2 3 1 10

( ) 1
( ) ( )

t N s q
t s ds

c c c

  
       .     (5.72) 

Оценим левую часть неравенства (5.69) с помощью представления 
(5.72). Имеем:  

 (2)
1 1

( , ) ( , ) ( ) ( , )
q q

F x t F x t t F x t
c c

 
      

 .    (5.73) 

Кроме того, условия (5.71) и (5.72) дают равенства (kT) = 0, k = 0, 1, 
2, … , а значит, справедлива следующая оценка:  

1( ) 3(1 ) /t q T c     t  0.  

Уточним теперь число q, подчинив его условию  

1(1 ) / 1/ 3q T c  .  

Тогда имеем оценку β( ) 1t  , 0t  , и в этом случае функция F бу-

дет удовлетворять неравенству  
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 v(x, t)e1  F(x, t)  v(x, t)e (5.74) 

в области (5.41) при всех t  0.  
В результате мы построили функцию F(x, t), стесненную условиями 

(4.73). Более того, с учетом неравенств (5.63), (5.64), (5.74) выполняется 
также и неравенство  

 
11

( , ) ε( , ) η
sup ( , ) inf ( , )

d x Kd x K
F x t F x t


 .    (5.75) 

Проведенные построения позволяют перейти к заключительной час-
ти доказательства теоремы. Пусть x(x0, t0, t)  решение системы (5.53), 
начальное состояние которого удовлетворяет условию: d(x0, K) < 1, t0 ≥ 

0 (заметим, что множество {x  n : d(x, K) < 1} определяет окрестность 
начала координат). Тогда на основании свойства монотонного убывания 
функции F(x, t) вдоль решений системы (5.60), обеспеченного неравенст-
вом (5.73) и условием (5.75), это решение не покидает область d(K, 1)  
B. Теорема доказана.  

В работе [75] сформулирована соответствующая теорема об устой-
чивости нулевого решения (теорема 24.1). Основное требование утвер-
ждения  равномерная асимптотическая устойчивость исходной невоз-
мущенной системы. Известно, что обратное этому утверждение неверно. 
Поэтому естественна попытка выделить класс дифференциальных систем, 
для которых при определенных условиях основное требование может 
быть ослаблено. Сформулированное выше утверждение показывает, что с 
учетом теоремы 5.10 используемые в теореме 5.11 предположения обес-
печивают лишь равномерную B-устойчивость начала координат.  

Из доказательства теоремы 5.11 вытекает следующий результат, ко-
торый характеризует поведение решений системы (5.60) на бесконечности 
(когда t  +) для свойства устойчивости при постоянно действующих 
возмущениях, ограниченных в среднем.  

Теорема 5.12. При выполнении условий теоремы 5.11 справедливо 
утверждение:  

( > 0)(1 = 1() > 0)(2 = 2() > 0)( > 0)(T = T(, ) > 0)  
(x0  B), t0 ≥ 0):    x(t, t0, x0)  B), t > T.  

Более того, предельные значения такого решения не выходят из об-
ласти B(K, ), т. е.  

0 0lim ( , ( , , )) .
t

d K x x t t


    

Для доказательства этого утверждения достаточно несколько видо-
изменить схему доказательства теоремы 5.11, зафиксировав изначально 
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числа  > 0,  < , и 1 > 0, 1 < 1, таким образом, чтобы выполнялось нера-
венство b(1) < a(). Это приведет лишь к изменению постоянных, исполь-
зуемых в дальнейших рассуждениях, но не нарушит ход этих рассужде-
ний. В результате мы получим дополнительную информацию о том, что 
x(x0, t0, t)  B(K, ) для всех достаточно больших значений t > 0, что и тре-
буется.  

Пример 5.9. Рассмотрим в фазовом пространстве 2  систему диф-
ференциальных уравнений  

2 2

2 2

(1 ( ))sin ,

(1 ( ))sin ,

x x t y
x y

y x y t
x y

     

    
 











 

где :     и  :      непрерывные, ограниченные при t  0, 
неотрицательные функции. Нетрудно убедиться в том, что множества  

Mn = {(x, y)  2 : x2 + y2  1 / n},  n = 1, 2, 3, … ,  

являются инвариантными (инвариантные полуцилиндрические тела в 

пространстве 2   ). Поэтому начало координат системы не является 
асимптотически устойчивым. Заметим, кроме того, что для каждого нату-
рального n траектории системы (x(t, t0, x0, y0), y(t, t0, x0, y0)) с начальными 
данными  

(x0, y0), 
2 2
0 01/(2 ) 1/(2 1),n x y n      t0  0,  

неограниченно приближаются к окружности x2 + y2 = 1 / 2n фазового про-

странства 2 . Поэтому множество  

W2n(r) = {(x, y)  2 : x2 + y2  r2}  для 1 / (2n) < r2 < 1 / (2n + 1) 

может служить выталкивающей при t < t0 окрестностью начала координат, 
а значит, начало координат равномерно B-устойчиво.  

Для множества K = W2n возьмем функцию Ляпунова  

2 2

0,          если ,
( , )

, если .

x K
V x y

x y x K

 
 

  

Ее производная в силу системы для области x2 + y2  K равна  
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2 2
2 2

( , , ) 2( (1 ( )) (1 ( )))sin .V x y t x t y t
x y

    


   

Пусть  > 0  произвольное число меньше единицы. Тогда для доста-
точно большого натурального числа n (2n > 1 / 2) множество K будет со-
держаться в круге x2 + y2 < 2. По построению в окрестности круга K про-
изводную функции Ляпунова можно оценить неравенством  

2 2 2( , , ) ( ) , 0.V x y t x y       

Таким образом, выполнены все предположения теоремы 5.11 и, сле-
довательно, начало координат такой системы устойчиво при постоянно 
действующих возмущениях, ограниченных в среднем.  

Замечание 5.3. Теорема 5.12 обобщает утверждение, приведенное в 
примечании к теореме 24.1 [75, с. 124]. Однако различие этих двух утвер-
ждений носит неформальный характер. В самом деле, предположим, что 
нулевое решение системы (5.59) равномерно B-устойчиво, причем суще-
ствует последовательность (Kn) компактных инвариантных равномерно 
асимптотически устойчивых множеств, такая, что Kn+1  int nK , n  1 и 

1
n

n

K

 = {0} (указанная ситуация реализуется в примере 5.9, если принять 

Kn = Wn). Тогда в соответствии с теоремой 5.12 можно уточнить местопо-
ложение решения x(t, t0, x0) следующим образом. Пусть n  наименьше из 
натуральных чисел, для которых Kn 

1γB . Тогда если x0  B \ Kn, то при t 

 + решение x(t, t0, x0) расположено в шаровом слое 
1γB \ Kn. Это пре-

дельное свойство решений легко следует из доказательства теоремы 5.5 
путем его незначительной модификации.  

Пусть U = (Ux, Uy) означает открытую связную окрестность начала 
координат p q , где Ux  p , Uy  q . Рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений  

 
( , , ), ,

( , , ), , .

p

q

x X x y t x

y Y x y t y t 

  


  

 

  
   (5.76) 

Предположим, что функции X и Y локально липшицевы по x и у рав-
номерно по t и исчезают в точках х = 0, у = 0 для всех t  0. Для каждой 
точки z0 = (x0, y0) из U и начального момента t0  0 через z(z0, t0, t) = (x(z0, 
t0, t), y(z0, t0, t)) будем обозначать решение системы (2.1) с начальными 

условиями z(z0, t0, t0) = z0. Пусть { :|| || }m mB x x      означает «шар» с 

центром в начале координат пространства m  и радиусом   .  
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Теорема 5.2.1. [49]. Пусть для системы (5.76) существуют число 

 > 0, непрерывно дифференцируемая функция V : p qB   
    , не-

прерывная функция  : p q     и функции a, a1, a2  K такие, что 

для любых ( , , ) p qx y t B  
   выполняются следующие условия:  

1) (|| ( , ) ||) ( , , )a y x t V x y t   ;  (0,0, ) 0V t   и (0, ) 0;t     

2) ( , , ) 0V x y t  ;  

3) 1|| ( , , ) ( , ( , ), ) || (|| ( , ) ||),X x y t X x x t t a y x t       2|| ( , ) || (|| ||);x t a x    

4) нулевое решение уравнения  

 ( , ( , ), ), , 0px X x x t t x t       (5.77) 

устойчиво при постоянно действующих возмущениях. Тогда точка покоя 
x = 0, y = 0 системы (5.76) устойчива.  

Если, кроме того, существует функция b  K, для которой имеет 
место соотношение  

4) ( , , ) (|| ( , ) ||),V x y t b y x t    

то нулевое решение системы (5.76) равномерно устойчиво.  
Доказательство. Из 1), 2) следует, что решение x = 0, y = 0 системы 

(5.76) устойчиво по отношению к разности ( , )y x t  .  

Далее, согласно требованию 4), для любого числа  > 0 существуют 
два числа: 1 = 1 () > 0 и 2 = 2 () > 0, таких, что всякое решение 

0 0ˆ( , , )x x t t  уравнения  

 ( , ( , ), ) ( , )x X x x t t g x t     (5.78) 

с начальным условием 0 0( , ),x t  0 1|| || ,x    при произвольной вектор-

функции ( , )g x t , удовлетворяющей в области || || ,x    0t t  неравенству 

2|| ( , ) ||R x t   , удовлетворяет условию 0 0ˆ|| ( , , ) ||x x t t    0.t t    

Пусть 0    произвольное число и 0t
 . В соответствии с изло-

женным выше выберем число  > 0 настолько малым, чтобы для решения 

0 0 0 0( ( , , ), ( , , ))x z t t y z t t  системы (5.76) выполнялось неравенство  

 0 0 0 0|| ( , , ) ( ( , , ), ) ||y z t t x z t t t          (5.79) 

при всех 0t t  и 0 0 0 0|| || || ( , ) || ( , ).z x y t     Но компонента 0 0( , , )x z t t  вы-

бранного решения системы (5.76) удовлетворяет уравнению (5.78), где  
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0 0( , ) ( , ( , , ), ) ( , ( , ), ).g x t X x y z t t t X x x t t     

Поэтому с учетом предыдущих построений и требования 3) сразу следует 
неравенство  

0 0|| ( , , ) ||x z t t    0 ,t t   если 0 0|| || ( , ).z t     

Последнее означает устойчивость нулевого решения системы (5.76) отно-
сительно компоненты x.  

Устойчивость относительно компоненты y легко следует из 3) и 4).  
Аналогично доказывается и случай равномерной устойчивости нуле-

вого решения (5.76).  
В качестве примера приложения теоремы рассмотрим следующую 

ситуацию. Пусть для системы (5.76) задано r, 1  r < p + q, первых инте-
гралов  

 ( , , ) , , 1, ,j j jH x y t c c j r         (5.80) 

причем  

 (0,0, ) 0, 0,jH t t     и  1, .j r        (5.81) 

Будем также предполагать, что уравнения (5.80) однозначно разрешимы в 
окрестности U и соответствующие непрерывные решения имеют вид  

 1 2 1( , , ), ( , ,..., ); (0, , ) 0, 0.y x t c c c c c t c t         (5.82) 

В этом случае систему (5.76) можно заменить векторным уравнением  

 ( , ) ( , , ), 0,x f x t h x t c c      (5.83) 

где  

( , ) ( , ( , ,0), ),f x t X x x t t   ( , , ) ( , ( , , ), ) ( , )h x t c X x x t c t f x t   . 

Если c = 0, то из первого равенства (5.83) получаем систему  

 ( , ), , 0.p
xx f x t x U t       (5.84) 

Если для системы (5.84) в теореме 5.2.1 взять знакопостоянную функцию 

Ляпунова 2( , ) ,V x c c  то придем к следующей теореме Ризито С. [151].  
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Теорема 5.2.1.1. Пусть ,p
xU B   > 0, и существует функция a  

K такая, что для каждой точки ( , , ) px t c B 
     выполняются ус-

ловия:  
1) || ( , , ) || (|| ( , ) ||);x t c a x c    

2) || ( , , ) || (|| ||);h x t c a c   

3) нулевое решение (5.84) устойчиво при постоянно действующих 
возмущениях.  

Тогда решение x = 0, y = 0 системы (5.76) устойчиво.  
Теорему 5.2.1 при наличии первых интегралов (5.80), (5.81) можно 

непосредственно применить к системе (5.76). Это дает следующий ре-
зультат.  

Теорема 5.2.1.2. Пусть ,p q
xU B 

   > 0, и существуют функции a, 

a1, a2 из множества K такие, что для любых ( , , ) ;p qx y t B  
   выпол-

няются следующие условия:  

1) 2

1

( , , ) (|| ( , ,0) ||);
r

j
j

H x y t a y x t


     

2) 1|| ( , , ) ( , ( , ), ) || (|| ( , ) ||),X x y t X x x t t a y x t       

2|| ( , ,0) || (|| ||);x t a x    

3) нулевое решение уравнения (5.84) устойчиво при постоянно дей-
ствующих возмущениях.  

Тогда точка покоя x = 0, y = 0 системы (5.76) устойчива.  
Если, кроме того, существует функция b  K, такая, что 

4) 2

1

( , , ) (|| ( , ,0) ||),
r

j
j

H x y t b y x t


     

то нулевое решение системы (5.76) равномерно устойчиво.  
В отличие от теоремы Ризито в формулировке теоремы 5.2.1.2 ис-

пользуется семейство первых интегралов (5.82) только для нулевых зна-
чений произвольных постоянных 1 2 1( , ,..., )c c c c .  

Замечание 5.4. Известно, что теорема об устойчивости при постоян-
но действующих возмущениях не обращена, а наиболее эффективное дос-
таточное условие существования такого свойства состоит в требовании 
равномерной асимптотической устойчивости нулевого решения (5.84) [27, 
84]. Приведенная ниже теорема преследует две цели. Во-первых, посколь-
ку требования 1)3) не гарантируют, вообще говоря, асимптотическую 
устойчивость нулевого решения (5.84), то тем самым выделен класс диф-
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ференциальных систем, для которых неасимптотическая устойчивость 
влечет за собой устойчивость при постоянно действующих возмущениях. 
Во-вторых, становится ясным, что B-устойчивость и устойчивость при 
постоянно действующих возмущениях достаточно близки друг другу. При 
этом первое из них носит топологический характер, так как оно справед-
ливо для абстрактных динамических систем, а второе существенно зави-
сит от функциональных свойств правых частей дифференциальной систе-
мы. Отметим также, что в примере 5.9 нулевое решение является и устой-
чивы при постоянно действующих возмущениях.  

Теорема 5.13. Предположим, что существует число  > 0, непре-
рывно дифференцируемая функция : ( \{0})V B   , последователь-

ность пар чисел ( , ),n n   0 ,n n       0n   при ,n    числа ( ),n  

0,n   и последовательности функций ( )na  и ( )nb  из K такие, что для 

всех n   выполняются следующие условия:  
1) (|| ||) ( ) (|| ||)n na x V x b x   при || || ;n nx      

2) (1)
|| || , 0
sup ( , ) ,

n n

n
x t

V x t
    

   где (1) ( , )V x t   производная по времени 

функции V(x) в силу уравнения (5.80);  
3) ( ) ( ).n n n nb a     

Тогда нулевое решение (5.84) равномерно B-устойчиво, и устойчиво 
при постоянно действующих возмущениях.  

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы следует из того 
факта, что при выполнении условий 1), 2) и 3) поверхности ( ) nV x c  для 

( ) ( )n n n n nb c a     расположены в шаровом слое \
n n

B B  , а множество 

Kn ={ : ( ) }n
nx V x c    компактно, положительно инвариантно и рав-

номерно асимптотически устойчиво [53]. Более того, из свойства функций 
Хана ( )na  и ( )nb  вытекает, что 0nc   при .n    Следовательно, при 

достаточно большом натуральном n множество Kn располагается в любой 
достаточно малой окрестности начала координат. Это и доказывает рав-
номерную B-устойчивость нулевого решения системы (5.84).  

Докажем вторую часть утверждения теоремы. Так как функция V не-
прерывно дифференцируема, то можно указать число c > 0 такое, что 
|| ( ) / ||V x x c    x B  . Положим  

( )
( , ) ( ( , ) ( , )).g

V x
V x t f x t g x t

x
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Пусть  > 0 – произвольное число. Зафиксируем натуральное n из   
так, чтобы n < , и пусть 0 < 1  n, 0 < 2 < n / (2c). С учетом 3) для лю-
бой точки x, принадлежащей границе множества ,

n
B  будем иметь нера-

венства ( ) ( ) ( ).n n n nV x b a      

Теперь покажем, что для начальных данных 0 0( , ),x t  0 1|| || ,x    

0 0,t   и любой функции возмущения ( , )R x t  такой, что 2|| ( , ) ||g x t   , 

решение 0 0( , , )x x t t  уравнения (5.81) будет располагаться в шаре B  при 

всех 0.t t  В самом деле, если || ||n nx    , то имеем следующие оцен-

ки:  

( )
( , ) ( , )g n

V x
V x t g x t

x

      
   

( )
|| ( , ) || 0.

2
n

n n
V x

g x t c
x c


      


 

Это значит, что выбранное решение не может выйти на границу шара 
n

B  

и, следовательно, не покинет шар .B   

Таким образом, выполнены условия определения устойчивости при 
постоянно действующих возмущениях.  

Пример 5.10. Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение  

 1 ( )| | sin(1/ )ty y y   (для 0y   и 0y   для y = 0), (5.85) 

где :      непрерывная функция, 1 20 ( ) , 0.t t           

Видно, что это уравнение имеет два счетных множества состояний равно-
весия 1( )k ka   и 1( )k kb  , сходящихся к нулю, причем 1 0 1.k ka b      

Каждая соседняя пара точек покоя уравнения (5.85) такова, что одна из 
них асимптотически устойчива, а другая неустойчива. Поэтому в любой 
достаточно малой окрестности точки y = 0 можно выбрать компактное, 
инвариантное, равномерно асимптотически устойчивое множество вида 

[ , ],m nK a b  ,m n  . Следовательно, нулевое решение такого уравнения 

является равномерно B-притягивающим и равномерно B-устойчивым.  
Покажем, что решение y = 0 устойчиво при постоянно действующих 

возмущениях. Действительно, возьмем две последовательности чисел  

1/(2 1/ ),n n n     1/((2 1) 1/ )n n n     , 
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постоянные функции 20,5n na b y   класса K и функцию Ляпунова 
22 ( ) .V y y  Тогда производная по времени от функции V в силу уравне-

ния, равная 1 ( ) 1
( , ) | | sin ,tV y t y y

y
  будет удовлетворять соотношению  

|| | , 0
sup ( , ) ,

n n

n
y t

V y t
    

   где 11
2

1
sin ,n n

n
     .n    

Кроме того, можно непосредственно проверить, что для всех n   вы-
полняются неравенства ( ) ( ).n n n nb a     

Таким образом, выполнены все требования теоремы 3, а значит, ну-
левое решение уравнения (5.85) устойчиво при постоянно действующих 
возмущениях.  
 
 

5.3.  МЕТОД  СРАВНЕНИЯ  ДЛЯ ЗАДАЧ  
УСТОЙЧИВОСТИ  ПЕРИОДИЧЕСКИХ  СИСТЕМ  

 

Пусть D  открытая окрестность начала координат пространства n  

и f : n n      непрерывная функция, удовлетворяющая условию 
Липшица, периодическая по t с периодом   , т. е. подчиненная условию  

 f(x, t + )  f(y, t)  (x, t)  .D     (5.86) 

Рассмотрим векторное дифференциальное уравнение  

 ( , ),x f x t   x D,  (f(0, t) = 0)  t  .    (5.87) 

Пусть (x0, t0,  ):  n   решение системы (5. 87), определяемое 
начальным состоянием (x0, t0)  D   с условием (x0, t0, t0) = x0 опреде-
ленное для всех значений t  . Известно, что для системы (5. 87) с усло-
вием (5. 86) выполняется тождество  

 (x0, t0 + k, t + k)  (x0, t0, t)  k  .      (5.88) 

Множество всех - ()-предельных точек для (x0, t0)  D   обозначим 

соответственно 0 0( , )L x t  и 0 0( , )L x t , Обозначим через 0 0( , )x t  и 

0 0( , )x t  соответственно положительную полутраекторию и отрицатель-

ную полутраекторию решения (x0, t0, t), т. е.  
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0

0 0 0 0( , ) ( , , )
t t

x t x t t


   ,  

0

0 0 0 0( , ) ( , , )
t t

x t x t t


   ,  

Прежде чем переходить к теореме сравнения, приведем ряд утвер-
ждений общего характера из качественной теории устойчивости диффе-
ренциальных уравнений относительно предельных множеств и свойств 
устойчивости решений.  

Известно (см., например [105, 152]), что множества 0 0( , )L x t  замк-

нуты, а в случае ограниченности решения (x0, t0, t) при t    непусты 
и связны. Нетрудно показать, что эти множества инвариантны в том смыс-
ле, что 0 0( , )y L x t    [0, ]   , для которого 0 0( , ) ( , ).y L x t     

Через 0 0( , )L x t  обозначим множество всех пар ( , ),y   

0 0( , )y L x t , [0, ]   , таких, что 0 0( , ) ( , ).y L x t     

Поскольку система периодических по времени дифференциальных 
уравнений является примером динамической системы на метрическом 
пространстве [64, с. 16], то справедливы следующие утверждения, кото-
рые вытекают соответственно из следующих утверждений: лемма 4.1 [64, 
с. 66], лемма 2.2 [64, с. 126], теорема 3.5 [64, с. 129].  

Лемма 5.6. Если нулевое решение (5.87) устойчиво, то 0 0x   и 

0 [0, [t    0 00 ( , ).L x t   

Лемма 5.7. Если нулевое решение (5.87) неустойчиво, то всякая ок-
рестность точки x = 0 содержит ненулевую отрицательную полутраек-
торию.  

Предложение 5.1. Нулевое решение системы (5.87) асимптотически 
устойчиво, тогда и только тогда, когда существует шар ,B  0,   не 

содержащий отрицательных полутраекторий.  
Предложение 5.2. Пусть Y  замкнутое положительно инвариант-

ное подмножество D, содержащее начало координат. Нулевое решение 
системы (5.87) асимптотически устойчиво относительно множества Y 
тогда и только тогда, когда существует шар ,B  0,   не содержа-

щий отрицательных полутраекторий во множестве .B Y    

Предложение 5.3. Пусть .nD    Нулевое решение системы (5.87) 
глобально асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда вы-
полняются следующие условия:  

1) (x0, t0)  [0, ]n    решение (x0, t0, t) ограничено при t ≥ t0;  

2) (x0, t0)  [0, ]n    решение (x0, t0, t) не ограничено при t  t0.  
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Пусть   окрестность нуля в положительном октанте { : 0}u u   про-

странства m  и : mF       непрерывная функция, периодическая 
по t с периодом . Наряду с системой (1.4) рассмотрим векторное уравне-
ние сравнения [90]  

 ( , ), , (0, ) 0, .mu F u t u F t t        (5.89) 

Будем использовать следующие понятия из [105]:  
 вектор-функция F = 1 2( , ,..., )mF F F  называется квазимонотонно 

возрастающей, если для каждой пары точек (u, t) и (v, t) в    и 

всех i = 1, 2, …, m имеем  
( , ) ( , )i iF u t F v t   как только  ,i iu v u v  ;  

 0 0( , , )u u t t   максимальное непродолжимое решение уравнения 

(5.89), проходящее через точку 0 0( , ) [0, ];u t      

 e  постоянный вектор из m  такой, что { : 0 } ψ;u u e     

 решение u = 0 называется устойчивым, если  

( > 0)( = () > 0)(t0 [0, ])(t ≥ t0)    0  0 0( , , )u u t t  e; 

 решение u = 0 называется асимптотически устойчивым, если оно 
устойчиво и  > 0 такое, что  

0 0( , , )u u t t 0  при  t  +  для  0  u0  e  и  0 [0, ];t    

 решение u = 0 называется глобально асимптотически устойчивым, 

если оно устойчиво,   { : 0}u u   и 0 0( , , )u u t t 0 при t  + для всех 

0 0( , ) ψ [0,θ[;u t     

 ( , )D V x t   верхняя правая производная функции 

: mV D     в силу системы (1).  

Лемма 5.7. Пусть : mG       непрерывная квазимонотонно 

возрастающая функция и 0: [ , ] mv t     для некоторого конечного или 

бесконечного  есть решение уравнения ( , ).v G v t  Если 0: [ , ]w t      

непрерывная функция, такая, что 
1) 0 0( ) ( );w t v t   

2) 0 0 0( ) ( ( ), );D w t G w t t    

3) ( ) ( ( ), )D w t G w t t   для 0[ , ],t t    

то ( ) ( )w t v t  для всех 0[ , ].t t    
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Доказательство. a) Докажем сначала, что для достаточно малого  
имеем ( ) ( )w t v t  при 0 0] , [.t t t    Это очевидно по свойству непрерыв-

ности, если 0 0( ) ( ).w t v t  Предположим далее, что для некоторого i, 

0 0( ) ( ).i iw t v t  Имеем  

0 0 0 0 0 0( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ).i
i i i

dv
D w t G w t t G v t t t

dt
     

Поэтому  

0( )( ) 0i iD w v t     и  0 0( ) ( ),i iw t v t  

откуда следует, что для достаточно малого  и 0 0] , [,t t t    справедливо 

неравенство ( ) ( ).i iw t v t   

b) Предположим теперь, что существуют значения 0[ , ],t t     та-
кие, что не выполняется условие ( ) ( ).i iw t v t  Пусть  есть точная нижняя 

грань таких значений t. Отметим, кстати, что предполагаемое нарушение 
строгого неравенства не означает знак ≥ ! Тогда 0[ , ],t      ( ) ( )w t v t  

для 0] , [t t   и не выполняется условие ( ) ( )w v   . По крайней мере для 

одного i имеем ( ) ( ).i iw v    Поэтому, как и выше 

( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ),i
i i i

dv
D w G w G v

dt
            

и найдется  > 0, такое, что для некоторого [ , [t       выполнено нера-
венство ( ) ( ),i iw t v t  что противоречит определению .  

Лемма сравнения [105, с. 245]. Пусть F  непрерывная квазимоно-

тонно возрастающая функция и 0: [ , ] mu t      максимальное реше-

ние, проходящее через некоторую точку 0 0( , )u t   . Предположим, 

что 0: [ , ] ,mv t           непрерывная функция такая, что 

( ( ), )v t t    и  

1) 0 0( ) ;v t u   

2) ( ) ( ( ), )Dv t F v t t  для 0[ , ]t t  ;  

где ( )Dv t   какая-либо из производных от ( )v t . Тогда ( ) ( )v t u t  для 

любого t из 0[ , ].t    
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Доказательство. a) Рассмотрим функцию  

0

( ) ( ) ( ( )) .
t

t

V t v t F v d     

Из 2) следует, что V  убывающая функция на 0[ , [t   и по непрерывности 

на 0[ , [t  . Поэтому  

0( ) 0D V t    и  0( ) 0D V t    для 0[ , [.t t   

Следовательно, для любого целого числа  ≥ 1 можно написать  

0 0 0
1

( ) ( ( ), ) ,
νi i iD v t F v t t     1,..., ;i m  

1
( ) ( ( ), ) ,

νi i iD v t F v t t     0[ , [,t t   1,..., .i m  

Пусть (ν)
0 0: [ , ] mv t t a     решение уравнения  

(ν) (ν) (ν) (ν) (ν)
0 0

1
( ) ( ( ), ) ( ( ), ), ( ) .

νi i iv t F v t t G v t t v t u     

Можно показать, что для достаточно малого a функции (ν)v  равно-
мерно сходятся к максимальному решению u+. С другой стороны, из лем-
мы 5.3 следует, что  

(ν)( ) ( )v t v t   для  0 0[ , ].t t t a    

Переходя к пределу при ν  , получаем, что  

( ) ( )v t u t   для  0 0[ , ].t t t a    

b) Остается показать, что (5.3) имеет место для любого 0[ , ].t t   

Предположим противное и обозначим через  точную нижнюю грань всех 

0] , [t t a    таких, что ( ) ( )v t u t . Рассуждения части a) доказательства 
с заменой t0 на  приводит к заключению, что для достаточно малого a  и 

] , [t a     выполнено ( ) ( ),v t u t  что противоречит определению .  
Точно также можно обосновать и следующее утверждение.  

Лемма 5.8 [105, с. 246]. Пусть F  непрерывная квазимонотонно воз-

растающая функция и 0: [ , [ mu t      минимальное решение, прохо-
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дящее через некоторую точку 0 0( , )u t   . Пусть 0: [ , [ ,mv t     

      непрерывная функция такая, что ( ( ), )v t t    и  

1) 0 0( ) ;v t u   

2) ( ) ( ( ), )Dv t F v t t  для 0[ , ]t t  ;  

где ( )Dv t   какая-либо из производных Дини от ( )v t . Тогда ( ) ( )v t u t  

для любого t из 0[ , ].t    

Теорема сравнения. Пусть существует окрестность W точки x = 0 в 
D и непрерывная локально липшицева по x и периодическая по t с перио-

дом  вектор-функция V(x, t), : mV W     такая, что 
1) ( , )V x t ≥ 0  (x, t) W  ;  V(0, t) = 0 t  ;  

2) ( , )D V x t  F( ( , )V x t , t)  (x, t) W  ;  

3) множество W \ {0} не содержит ограниченных отрицательных 

полутраекторий ( , )y   таких, что ( ( , , ), ) 0V x y t t   t  .  
3) нулевое решение системы (5.87) асимптотически устойчиво от-

носительно множества  

{ : ( , ) 0, 0}x W V x t t     

Тогда 
a) устойчивость u = 0 приводит к устойчивости x = 0;  
b) асимптотическая устойчивость u = 0 обуславливает асимпто-

тическую устойчивость x = 0;  

c) если ,nW D    { : 0}u u    и всякое решение (5.87) ограни-

чено при t  +, то глобальная асимптотическая устойчивость u = 0 
влечет глобальную асимптотическую устойчивость x = 0.  

Доказательство. Пусть выполнены требования 1)3) и решение u = 
0 уравнения (5.89) устойчиво. Предположим при этом, что x = 0 неустой-
чиво. Тогда, согласно конструкции доказательства леммы 2.1 [64], для 
любого достаточно малого числа  > 0 можно указать последовательности 

( ), , 0;n
k k kx x x   0( ),kt  00 ,kt    ( ),kt  0 ,k kt t  ( ) ,k kt k     

: ,    0 ,k     такие, что последовательность ( ),ky  ky   

0( , , ),k k kx x t t  ,k   сходится к точке ,y  || || ,y    а последовательность 

( )k  сходится к некоторому значению [0, ]   , причем ( , ) .y B
     

Из устойчивости u = 0 следует, что 0   0  , для которого 

0 0( , , )u u t t  e t ≥ t0, если только 0  u0  e и 0  t0 < 0.  
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Поэтому в предыдущих построениях число  > 0 можно выбрать на-
столько малым, чтобы на основании непрерывности вектор-функции V 

следовало неравенство ( , )V x t  < e при всех (x, t)  .B    

Теперь для каждого значения t  0 при достаточно большом k (k ≥ k1) 

0k kt t t  , что по лемме сравнения дает неравенство 

0 00 max ( ( , , ), ) max ( , , )i k k k k i i k k k
i i

V x x t t t t t u V x t t t      

или же  

0 00 max ( ( ( , , , ), ) max ( , , )i k k k k k i i k k k
i i

V x x x t t t u V x t t t          1.k k   

Отсюда с учетом того, что 0kx   и 0( , )k kV x t   , а также на осно-

вании устойчивости u = 0 и непрерывности V в пределе получаем равенст-
во ( ( , , ), ) 0V x y t t      , справедливое при всех t  0.  

Однако поскольку ( , ) ,y B W
     то это равенство противоречит 

требованию 3) теоремы. Следовательно, x = 0 устойчиво.  
Докажем теперь утверждение b). Действительно, если u = 0 асимпто-

тически устойчиво, и устойчиво, а тогда, согласно предыдущему, устой-
чивым будет и решение x = 0 уравнения (5.87).  

Пусть шар , 0,B    ,B W   обладает тем свойством, что x B   

вектор ( , )V x t  принадлежит области притяжения точки u = 0 при всех 

.t   Покажем, что шар B  не содержит отрицательных полутраекторий 

(1), кроме x = 0. На самом деле, если это не верно, то ( , ) \{0}y B
   . 

Тогда множество ( , )L y   непусто и инвариантно. Поэтому существует 

пара ( , ) ( , )z L y   , т. е. в частности, решение ( , , ) ( , )x z t L y    t   . 

По построению ( , )L z   непусто и инвариантно. Более того, поскольку 

( ,β) ,L z B
  то по лемме сравнения с учетом 1) и асимптотической ус-

тойчивости решения u = 0 ( ( , , ), ) 0V x z t t   при t   . Отсюда следу-

ет, что для любой пары 1 1( ,β ) ( ,β)z L z   справедливо равенство 

1 1( , ) 0V z   , t  1 . Ясно, что при этом 1 0,   так как x = 0 устойчиво и 

{0} ( , ).L y   Последнее противоречит требованию 3) теоремы сравне-
ния. Таким образом, b) доказано.  
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Наконец, рассмотрим c). Так как u = 0 асимптотически устойчиво, то 
x = 0 также асимптотически устойчиво. Покажем, что r > 0, шар rB  не 
содержит ненулевых отрицательных полутраекторий. Действительно, 

пусть существует ( , ) \{0}.ry B    Тогда множество ( , )L y   непусто, и 

в силу устойчивости x = 0 лемме 5.6 имеем 0 ( , τ).L y  Поэтому сущест-

вует ( , ) ( , )z L y    пара такая, что ( , ) ( , ) \{0}.z L y      

В силу глобальной асимптотической устойчивости u = 0 по лемме 
сравнения следует, что ( ( , , ), ) 0V x z t t   при t   . Как и выше, полу-

чаем, что для любой пары 1 1( , ) ( , )z L z    имеем 1 1( , ) 0V z    или же 

1 1( ( , , ), ) 0V x z t t  , t  1 . Последнее противоречит 3, поскольку 1 0.   

Отсюда с учетом требований c) и следует глобальная асимптотическая 
устойчивость нулевого решения системы (1).  

Пример 5.11 [105]. Пусть периодическая система является много-
связной, причем состоит из двух подсистем 

 
1,

( , ) ( , , ) ,
m

x X x t X x y t x    
 

     1, ,m      (5.90) 

 
1,

( , , ) ( , , ) ,
k

y Y x y t Y x y t y    
 

     1, ,l     (5.91) 

где  

1 2
1 1

( , ,..., ), , , , ,

(0, ) 0, (0,0, ) 0.

m l
n k

mx x x x x n n y k k

X t Y t

 
   

 

 

    

 

  
 

Предположим, что для каждой из систем ( , )x X x t    могут быть 

построены функции Красовского ( , ), : ,ini i
iv x t v      удовлетво-

ряющие оценкам, характерным для квадратичных форм:  

 
2 2 2

1 2 3

4

|| || ( , ) || || , ( , ) || || ,

|| ( , ) / || || || .

i i
i i i i i i i i

i
i i i i

c x v x t c x v x t c x

v x t x c x

   

  


    (5.92) 

Предположим, согласно методу Бейли [105], что матрица ( )ijP p  

системы сравнения для (5.90) определяемая коэффициентами  
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2 2
3 2 4 1 3

1

/(2 ), ( /(2 )) ( , ),
m

ii i i ij i i i ip c c p c c c c j i i


        

, ,
sup || ( , , ) ||,i i
x y t

c X x y t   

гурвицева.  
Рассмотрим вектор-функцию 1 2col( , ,... ,0,...,0)mv v v v  размерности 

m + k. Нетрудно видеть, что эта функция удовлетворяет требованиям 1), 2) 
доказанной теоремы сравнения с системой сравнения , ,u Pu w Qw    

,m ku w   , где Q  произвольная ( )k k -гурвицева матрица.  
Множество состояний ( , )x y  1 2( ( , ,..., )),ky y y y  где ( , , ) 0,v x y t   

,t   очевидно, имеет вид x = 0 и на нем система (3), (4) преобразовы-
вается в систему  

 
1,

(0, , ) (0, , ) ,
k

y Y y t Y y t y    
 

     1, ,l       (5.93) 

Поэтому если нулевое решение этой системы асимптотически устойчиво, 

то на основании теоремы 5.1 можно указать шар B в пространстве m k  
с центром в начале, для которого будет выполнено и требование 3) теоре-
мы сравнения (при W = B).  

Кроме того, заметим, что система (5.93) также является многосвяз-
ной системой Бейли. Поэтому нулевое решение системы (5.91), (5.90) бу-
дет асимптотически устойчивым, если выполнены условия теоремы Бейли 
соответственно для подсистем (5.90) и (5.93).  

Пример 5.12 [44]. Пусть система имеет вид  

 

3 2 2

2 2 2

3

sin sin ,

sin sin ,

( , , ) ( , ), ( , , ) ,

x x y t x z t

y x t y x yz t

z g x y t f z t x y z

   

  

  





 

  (5.94) 

где   постоянный параметр, (0,0, ) (0, ) 0g t f t  .  

Вектор-функция 2 2( , , , ) (( ) , ( ) )V x y z t x y x y     очевидно знакопо-

ложительна в 3 , ее производная по времени в силу системы удовлетво-
ряет неравенству  

( , , , ) 2 ( sin , sin ) ( , , , ).V x y z t diag t t V x y z t      
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При α = 0 система сравнения 2 ( sin , sin )u diag t t u      устой-

чива, а при 0   асимптотически устойчива (глобально). Множество 
точек ( , , )x y z , где ( , , , ) 0,V x y z t   ,t   совпадает с прямой x = 0, y = 0. 

Ясно, что эта прямая является инвариантным множеством. На ней система 
вырождается в скалярное дифференциальное уравнение  

 ( , ), , .z f z t z t             (5.95) 

Поэтому из теоремы 5.1 вытекает, что требование 3) теоремы сравнения 
будет выполнено, если нулевое решение уравнения (5.95) будет асимпто-
тически устойчиво (либо глобально асимптотически устойчиво для случая 
b).  

Для асимптотической устойчивости решения z = 0 достаточно потре-
бовать существования числа  > 0 такого, что  

 ( , ) 0zf z t    при  0 | | .z        (5.96) 

Таким образом, при выполнении (5.96) исследуемая система устойчива, 
если 0  , и асимптотически устойчива, если 0  .  

Далее, поскольку множество Hr, определяемое в лемме 5.1, представ-
ляет собой в данном случае множество, где ограничены координаты x и y, 
то для того, чтобы все решения системы были ограниченными, достаточ-
но потребовать, чтобы они были ограниченными по координате z. Этого 
можно добиться, если предположить выполненным следующее условие:  

0, 0A B     такое, что ( ( , , ) ( , )) 0g x y t f z t z    

 при | | | |x y A    и  | | .z B       (5.97) 

Действительно, при выполнении (5.97) функция 20,5v z  имеет отрица-
тельную производную в силу системы (5.94) для ограниченных | |x  и | |y  

и достаточно большого значения | |z . Следовательно, если 0  , выпол-

нено условие (5.96) для всех  > 0 и условие (5.97), то нулевое решение 
(5.94) глобально асимптотически устойчиво.  
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6.  АВТОНОМНЫЕ  УРАВНЕНИЯ 
 
 

6.1.  КРИТЕРИИ  НА  ОСНОВЕ  МЕТОДА  
ПРЕДЕЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  

 
Пусть задано автономное дифференциальное уравнение  

 ( ), (0) 0,x f x f        (6.1) 

где f: D  n   непрерывная функция, D  окрестность начала координат. 
Символом 0( , )x x t  обозначим решение уравнения (6.1), проходящее через 
точку x0 в момент времени t = 0.  

Нетрудно видеть, что для случая автономной системы (6.1) результаты 
пп. 1.4 и 1.5, полученные с помощью техники предельных уравнений прак-
тически совпадают. Они внешне отличаются лишь условиями 3) (или 4)) во 
всех утверждениях, однако по существу являются эквивалентными. Для 
подтверждения этого достаточно воспользоваться критерием асимптотиче-
ской устойчивости и глобальной асимптотической устойчивости [64] нуле-
вого решения относительно замкнутого положительно инвариантного мно-
жества Y0. Таким образом, воспользовавшись результатами пп. 1.4 и 1.5, 
получаем следующие формулировки утверждений метода знакопостоянных 
функций для автономных дифференциальных уравнений.  

Теорема 6.1.1 [46]. Нулевое решение системы (6.1) устойчиво, если 
существует шар В,   , и непрерывно дифференцируемая функция V: 

В    такая, что:  
1)  V(x)     x  В   и  V() = ;  
2)   ( ) 0V x    x  В;  
3)   решение x = 0 асимптотически устойчиво относительно мно-

жества  

0 { : ( ) 0}Y x B V x   .  

Теорема 6.1.2 [46]. Нулевое решение системы (6.1) асимптотически 
устойчиво, если существует шар В,   , и непрерывно дифференци-
руемая функция V такие, что:  
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1)   V(x)    x  В  и  V() = ;  
2)   ( ) 0V x    x  В;  

3) решение x = 0 асимптотически устойчиво относительно множества  

{ : ( ) 0}Y x B V x   . 

Теорема 6.1.3 [46]. Пусть D = n . Нулевое решение (6.1) глобально 
асимптотически устойчиво, если существует непрерывно дифференци-
руемая функция V такая, что:  

1)   V(x)    x  n   и  V() = ;  

2)   ( ) 0V x    x  n ;  

3) решение x = 0 асимптотически устойчиво относительно множе-
ства  

{ : ( ) 0}nY x V x   ;  

3)     всякое решение 0( , )x x t  уравнения (6.1), принадлежащее 

множеству {x  1n : V(x)  } ограничено при t  0.  
 
 

6.2.  КРИТЕРИИ  НА  ОСНОВЕ  МЕТОДА  
ДЕКОМПОЗИЦИИ  

 
Несколько иные утверждения, но в определенном смысле допол-

няющие формулировки п. 5.1 для автономных систем, дает метод разде-
ления переменных (гл. 2). Соответствующие утверждения метода знако-
постоянных функций Ляпунова представляются следующим образом.  

Пусть U = (Ux, Uy) означает открытую связную окрестность начала 
координат p q , где Ux  p , Uy  q . Рассмотрим систему дифференци-
альных уравнений  

 
( , ), ,

( , ), .

p

q

x X x y x

y Y x y y

  


 

 

 
    (6.2) 

Предположим, что функции : pX U    и : qY U    локально 
липшицевы по x и у и исчезают в точках х = 0, у = 0.  

Через m
rB  обозначим шар в пространстве m  радиусом r > 0, где 

.m    
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Теорема 6.2.1 [51]. Пусть существуют шар p qB 
  

(  , p qB 
  U), 

непрерывная локально липшицева функция : pB 
q , () = , непре-

рывно дифференцируемая функция V: p qB 
    и функция а  K такие, 

что для каждой точки (x, y)  p qB 
  выполняются условия:  

1)   а(y  (x))  V(x, y)  и  V(, ) = ;  
2)   ( , ) 0V x y  ;  

3)  нулевое решение системы  

 ( , ( )), ,xx X x x x U     (6.3) 

асимптотически устойчиво.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (6.2) устойчиво.  

Теорема 6.2.2 [51]. Пусть существуют шар p qB 
  

(  , p qB 
  U), 

непрерывно дифференцируемая функция V: p qB 
   , непрерывная ло-

кально липшицева функция : pB
  q , (0) = 0, функции а, c  K такие, 

что для каждой точки (x, y)  p qB 
  выполняются условия:  

1)   а(y  (x))  V(x, y);  
2)   ( , )V x y    c(y  (x))  

и условие  
3)   нулевое решение системы (6.3) асимптотически устойчиво.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (6.2) асимптотически устойчиво.  

Теорема 6.2.3 [51]. Пусть U = n . Предположим, что существуют 

непрерывно дифференцируемая функция V: p q   , непрерывная ло-

кально липшицева функция : p  q , () = , функции a, c  K такие, 

что для каждой точки (x, y)  p q  выполняются следующие условия:  
1)   а(y  (x))  V(x, y);  
2)   ( , )V x y    c(y  (x))  

и условия:  
3)   нулевое решение системы (6.3) глобально асимптотически ус-

тойчиво;  
4)   всякое решение системы (6.2) ограничено при t  .  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (6.2) глобально асимптотически 

устойчиво.  
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6.3.  КРИТЕРИИ  НА  ОСНОВЕ  МЕТОДА  СЕЙБЕРТА  
 

Утверждения метода знакопостоянных функций, которые можно по-
лучить для автономных систем из результатов главы 3 отличаются от со-
ответствующих формулировок, полученных соответствующим образом из 
глав 1 и 2. Они состоят в следующем.  

Пусть задано автономное дифференциальное уравнение  

 ( ), ( (0) 0),nx f x x f            (6.4) 

где f: D  n   непрерывная функция, D  окрестность начала координат.  
Пусть x(x0, t) означает решение уравнения (6.4) с начальными дан-

ными x(x0, 0) = x0, а : n nd       функцию расстояния в n .  
Теорема 6.3.1. Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функция V  C1(U,  ) и функции a, b  K такие, что:  

1) a(d(Y0, x))  V(x)  b(||x||)  x  U, где Y0 = { : ( ) 0}x U V x  ;  

2) ( ) 0V x    x  U; 

3) x = 0 асимптотически устойчиво относительно множества Y0. 
Тогда решение x = 0 системы (6.4) устойчиво.  

Теорема 6.3.2. Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функции V  C1( n ,  ) и a, b, c  K такие, что для всех x 
 U выполняются следующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x)  b(||x||), где Y0 ={ : ( ) 0}x U V x  ;  

2) ( ) ( ( , ))V x c d Y x  ;  

3) x = 0 асимптотически устойчиво относительно Y0.  
Тогда решение x = 0 системы (6.4) асимптотически устойчиво.  

Теорема 6.3.2.1. Предположим, что правая часть f C1 и сущест-

вуют ограниченная окрестность U точки x = 0, функции V  C1(U,  ), 
W C0(U, ) и a, b, c  K такие, что для всех x U имеют место сле-
дующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x)  b(||x||), где Y0 ={ : ( ) 0}x U V x  ;  

2) ( ) 0V x   пусть Y = {x  U: ( ) 0V x  };  

3) x = 0 асимптотически устойчиво относительно Y0;  
4) max{d(x, Y), | ( )W x |} ≥ c(||x||);  

Тогда решение x = 0 системы (6.4) асимптотически устойчиво.  
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Теорема 6.3.2.2 Предположим, что существуют окрестность U 

точки x = 0, функции V  C1(U ,  ) и a, b  K такие, что для всех x  U 
выполняются следующие условия:  

1) a(d(Y0, x))  V(x)  b(||x||), где Y0 = { : ( ) 0}x U V x  ;  

2) ( ) 0V x  ;  

3) x = 0 притягивающее относительно множества Y0;  
4) существует δ 0  такое, что если 0 0( ,δ)x B Y , то 

0( ( , )) 0V x x t   при .t     

Тогда решение x = 0 системы (6.4) асимптотически устойчиво.  

Теорема 6.3.3. Пусть D = n . Предположим, что существуют 

функции V  C1( n   ,  ) и функции a, b, c  K такие, что для всех x 

 n  выполняются следующие условия:  
1) a(d(Y0, x))  V(x)  b(d(Y0, x)) где Y0 ={ : ( ) 0}x U V x  ;  

2) 0( ) ( ( , ))V x c d Y x  ;  

3) x = 0 глобально асимптотически устойчиво относительно Y0.  
4) каждое решение x(x0, t) уравнения (6.4), удовлетворяющее условию 

V(x(x0, t))  M < +, ограничено.  
Тогда решение x = 0 системы (6.4) глобально асимптотически ус-

тойчиво.  
 
 

6.4.  КРИТЕРИИ  С  ПРОИЗВОДНЫМИ  
ФУНКЦИИ  ЛЯПУНОВА  ВЫСШИХ  ПОРЯДКОВ  

 
Результаты п. 1.7 содержат утверждения второго метода Ляпунова, 

использующие условия на производные высших порядков по времени 
функций Ляпунова. Для автономного случая они состоят в следующем.  

Теорема 6.4.2. Предположим, что для системы (6.4) существуют 
функция V(x) и функция a K  такие, что для всех x B  выполняются 

условия:  
1) (|| ||) ( );a x V x   

2) ( ) 0;V x 
  

3) функция V удовлетворяет условию: множество определяемое ра-
венствами  

( )

{ : ( ) , ( ) 0}
k

y B V y c V y     1, 2,..., 1,k m   
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не содержит положительных полутраекторий уравнения (6.4) ни при 
каком с > 0.  

Тогда нулевое равновесие уравнения (6.4) асимптотически устойчиво.  

Теорема 6.4.3. Пусть B = n  и система уравнений (6.4) автономна 

в n . Предположим, что существует функция V(x) и бесконечно боль-
шая функция a K  такая, что  

1) (|| ||) ( )a x V x   и  nx  ;  

2) ( ) 0, ;nV x x      

3) функция V удовлетворяет условию: множество, определяемое ра-
венствами  

( )

{ : ( ) , ( ) 0}
k

nx V x c V x     1, 2,..., 1,k m    

не содержит положительных полутраекторий уравнения (6.4) ни при 
каких с > 0.  

Тогда нулевое равновесие системы (6.4) глобально асимптотически 
устойчиво.  

Теорема 6.4.4. Пусть система уравнений (6.4) автономна. Предпо-
ложим, что для системы (6.4) существует функция V(x) такая, что:  

1) 0, p B     такое, что ( ) 0;V p    

2) ( ) 0;V x    

3) функция V удовлетворяет условию: множество  

( )

{ : ( ) , ( ) 0},
k

y B V y c V y     1, 2,..., 1,k m   

не содержит положительных полутраекторий уравнения (6.4) ни при 
каком с > 0.  

Тогда нулевое равновесие уравнения (6.4) неустойчиво.  
 
 

6.5.  ЧАСТНЫЕ  СЛУЧАИ  
 

6.5.1.  ТЕОРЕМА  ОБ УСТОЙЧИВОСТИ 
 
Рассмотрим пример автономной динамической системы, для которой 

теорема об устойчивости метода знакопостоянных функций справедлива 
без предположения об асимптотической устойчивости относительно мно-
жества нулей функции Ляпунова.  
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Пусть имеем систему дифференциальных уравнений  

 

( , , ), (0,0,0) 0, ,

( , , ), ( , ,0) 0, ,

( , , ), ( , ,0) 0, ,

p

q

r

x X x y z X x

y Y x y z Y x y y

z Az Z x y z Z x y z

   
   
    

 
 

 

   (6.5) 

где X: p  q  r  p   непрерывная функция, Y и Z  голоморфные 
по x, y, z функции, причем разложение вектор-функции Z начинается с 
членов не ниже второй степени; А  квадратная ( n n )-матрица, все соб-
ственные значения которой имеют отрицательные действительные части. 
Соответствующие утверждения являются аналогами результатов п. , гл.  

Теорема 6.5.1. Пусть для системы уравнений (6.5) существуют ок-
рестность U точки х = 0, у = 0, z = 0 и непрерывно дифференцируемая 

функция V: U 
  такая, что для некоторой функции а  K и любых (x, 

y, z)  U выполняются условия:  
1)  V(x, y, z) a(x),  V(0, 0, 0) = 0;  
2)  ( , , )V x y z  0.  

Тогда нулевое решение системы (6.5) устойчиво.  
Более того, если для некоторой функции b  K и любых (x, y, z)  U 

выполняется неравенство  
3)  V(x, y, z) b(x + y + z),  

то нулевое решение устойчиво и всякое решение, близкое к невозмущен-
ному, стремится при t    к одному из установившихся движений 
x = 0, yj = cj, z = 0.  
 
 

6.5.2.  УСТОЙЧИВОСТЬ  НЕИЗОЛИРОВАННЫХ  
СОСТОЯНИЙ  РАВНОВЕСИЯ  

 
Пусть задана система дифференциальных уравнений  

 
( , ), ,

( , ) , ,

p
x

q
y

x X x y x U

y Y x y x y U

   


  

 

 
 (6.6) 

где U = (Ux, Uy)  некоторая окрестность начала координат пространст-
ва p q . Предположим, что правая часть системы (X(x, y), Y(x, y)x) суть 
непрерывная функция в U и удовлетворяет условию Липшица. Пусть, 
кроме того, для всех y  Uy имеет место равенство  
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X(0, y) = 0. 

Тогда система (6.6) имеет семейство точек покоя х = 0, y = const, сре-
ди которых находится неизолированное равновесие х = 0, y = 0.  

Теорема 6.5.1.1. Предположим, что существует число  > 0 и опре-

деленно положительная форма т-й степени V(x) (V: p  ) такая, что 
для любого числа  (0 <  < ) найдется число  > 0, для которого выпол-
няется неравенство  

( ) ( )V x V x    при  0 <   x  h,    y  h.  

Тогда нулевое решение системы (6.6) устойчиво, причем устойчи-
вость будет асимптотическая относительно х = (x1, x2, …, xp).  
 
 

6.5.3.  ТРЕУГОЛЬНЫЕ  СИСТЕМЫ  
 

Пусть система (2.33) имеет треугольный вид  

 ( , ), , ,p qx X x y x y           (6.8) 

 ( ), ,qy Y y y          (6.9) 

Примером таких систем могут служить математические модели разору-
жения [78, 149]. Предположим, что эти уравнения удовлетворяют некото-
рым условиям, обеспечивающим существование, единственность и неог-
раниченную продолжаемость всех решений при t ≥ 0. Кроме того, пусть 

(0,0) 0, (0) 0,X Y   т. е. уравнения обладают решением x = 0, y = 0.  

Проиллюстрируем результаты п. 2.1. Для этого предварительно вы-
делим уравнение  

 ( ,0), .px X x x    (6.10) 

Теорема 6.5.1.2 [51]. Решение х = 0, у = 0 системы (6.8), (6.9) ус-
тойчиво, если:  

1) решение y = 0 уравнения (6.9) устойчиво;  
2) решение x = 0 уравнения (6.10) асимптотически устойчиво.  
Теорема 6.5.2 [51]. Решение х = 0, у = 0 системы (6.8), (6.9) асим-

птотически устойчиво, если:  
1) решение y = 0 уравнения (6.9) асимптотически устойчиво;  
2) решение x = 0 уравнения (6.10) асимптотически устойчиво.  
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Исследуем теперь ситуацию, когда (6.9) обладает лишь свойством 
локальной асимптотической устойчивости.  

Теорема 6.5.2.1. Пусть выполнены следующие условия:  
1)  все решения системы (6.9) определены при t  ;  
2)  решение у = 0 системы (6.9) асимптотически устойчиво и А   

есть его область притяжения в q  ;  
3)  решение у = 0 системы (6.9) равномерно притягивающее; 
4)  решение х = 0 системы (6.10) глобально асимптотически устой-

чиво;  
5)  всякое решение системы (6.8), (6.9) с начальными условиями 

(y0, t0)  A,  x0  p  ограничено при всех t  t0.  
Тогда решение х = 0, у = 0 системы (6.8), (6.9) асимптотически ус-

тойчиво и p  A  его область притяжения.  

Теорема 6.5.3. Пусть nD   . Если нулевое решение уравнения (6.9) 
и нулевое решение уравнения (6.10) равномерно глобально асимптотиче-
ски устойчивы, а всякое решение системы (6.8), (6.9) ограничено при t  , 
то решение х = 0, у = 0 системы (6.8), (6.9) глобально асимптотически 
устойчиво.  
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