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Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

1. Гладкие многообразия и тензорные поля

§ 1.1. Обозначения и договоренности

Нам часто придется использовать суммы от 1 до некоторого фиксированного

числа. Будем обозначать сумму следующим образом:

α1a1 + . . .+ αnan =
n∑

i=1

αiai.

Чтобы еще сократить запись, договоримся, что по одинаковым верхнему и

нижнему индексам производится суммирование от 1 до этого числа:

αiai = α1a1 + . . .+ αnan.

Индекс, обозначающий суммирование, называется индексом суммирования.

Индекс суммирования можно обозначать любой буквой. Например, αiai ≡
αjaj ≡ αkak ≡ . . . Введенная договоренность об обозначении суммирования

называется правилом суммирования Эйнштейна.

Заметим, что для того чтобы иметь возможность использовать правило

суммирования Эйнштейна, в определении координат вектора мы пишем но-

мер координаты сверху.

Также договоримся о сокращенной записи систем равенств. Пусть дана

система равенств ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

b1 = b11a1 + . . .+ bn1an

. . .

bm = b1ma1 + . . .+ bnman.

Будем записывать такую систему в виде bp = bipai, (i = 1, . . . , n; p = 1, . . . ,m).

Индекс, не являющийся индексом суммирования, называется свободным ин-

дексом. В данном примере индекс p является свободным индексом. При ис-

пользовании свободного индекса будем указывать, в каких пределах он изме-

няется.

Обозначим через

δij =

{
1, i = j;

0, i �= j,
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то есть символ δij обозначает 1, если индексы i и j принимают одно и то же

значение, и 0, если они принимают различные значения. Символ δij называ-

ется дельтой Кронекера или символом Кронекера.

Пусть {ti} – набор из n чисел (i = 1, . . . , n). Вычислим сумму δji t
i, где j

есть фиксированное число от 1 до n. В этой сумме n слагаемых и только одно

отлично от нуля – это то слагаемое, в котором индекс i принимает значение

равное j. В результате получаем

δji t
i = δj1t

1 + δj2t
2 + . . .+ δjnt

n = tj.

§ 1.2. Необходимые сведения из топологии

Пусть дано непустое множество X произвольной природы. Семейство

τ = {Uα}α∈A

подмножеств множества X называется топологией на множестве X, если

выполняются следующие условия:

1) для любого подмножества {Uα} из τ их объединение ∪αUα также принад-

лежит τ ;

2) для любых подмножеств U1, U2 из τ их пересечение U1∩U2 также принад-

лежит τ ;

3) пустое множество и все X принадлежат τ .

Множество X с фиксированной на нем топологией τ называется топологи-

ческим пространством и обозначается (X, τ) или просто X (если топология

понятна из контекста). Подмножества U , принадлежащие топологии τ , на-

зываются открытыми. Любой элемент U из τ , содержащий точку x ∈ X ,

называется (открытой) окрестностью точки x.

Множество F ⊂ X называется замкнутым, если дополнение в X, то есть

множество X \ F , открыто.

Пример 1.1. Пусть X – произвольное непустое множество, τ – множество

всех подмножеств множестваX. Легко видеть, что это топология наX. Такая

топология называется дискретной топологией.
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Пример 1.2. Пусть X – произвольное непустое множество, τ = {∅, X}. Это
также топология на X. Такая топология называется антидискретной.

Пример 1.3. Пусть дано топологическое пространство (X, τ) и произволь-

ное непустое подмножество Y в множестве X. Назовем подмножество V из

множества Y открытым, если существует открытое множество U ∈ τ , такое,

что V = U ∩ Y . Совокупность τ̃ таких множеств V образует топологию на

множестве Y и называется индуцированной топологией множества Y .

Пример 1.4. Пусть X = R
n – арифметическое векторное пространство. За-

дадим отображение ρ : Rn × R
n → R по формуле

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2,

где x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n – произвольные точки из R

n.

Отображение ρ является метрикой в арифметическом пространстве Rn. Дру-

гими словами, ρ позволяет вычислять расстояния между точками в Rn. Пара

(Rn, ρ) называется евклидовым пространством.

Используя метрику ρ, мы можем определить топологию в R
n следующим

образом. Назовем открытым шаром с центром в точке x0 ∈ R
n и радиусом

r ∈ R (r > 0) множество точек x ∈ R
n, удовлетворяющих условию

ρ(x, x0) < r.

Множество U ⊂ R
n будем называть открытым, если для каждой точки

y ∈ U существует открытый шар B(y, r) с центром в этой точке и неко-

торым радиусом r, содержащийся в U . Семейство таких множеств образует

топологию на R
n. Эта топология называется метрической или евклидовой

топологией.

В дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что на

евклидовом пространстве Rn фиксирована метрическая топология.

Будем называть множество U из Rn связным, если его нельзя представить

в виде объединения двух непустых, открытых, непересекающихся множеств.

Любое евклидово пространство R
n может быть отождествлено с подпро-
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странством в евклидовом пространстве Rn+m следующим образом:

x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n → x̃ = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) ∈ R

n+m.

Заметим, что метрическая топология Rn совпадает с индуцированной тополо-

гией в Rn, рассматриваемом как подпространство в евклидовом пространстве

R
n+m (наделенном метрической топологией).

Топологическое пространство (X, τ) называется хаусдорфовым, если для

любых двух точек x, y ∈ X существуют непересекающиеся окрестности этих

точек.

Пусть (X, τ) – топологическое пространство. Совокупность B = {V } мно-

жеств из топологии τ называется базой топологии τ , если для каждой точки

x ∈ X и каждого открытого множества U ∈ τ , содержащего точку x, суще-

ствует множество V ∈ B, содержащее x и содержащееся в U , то есть x ∈ V

и V ⊂ U .

Из определения базы топологии следует, что совокупность B = {V } явля-

ется базой топологии тогда и только тогда, когда любое открытое множество

топологического пространства (X, τ) может быть представлено в виде объ-

единения множеств из B. Часто этот критерий берут за определение базы

топологии.

Топологическое пространство, у которого существует счетная база, называ-

ется топологическим пространством со счетной базой или топологическим

пространством, удовлетворяющим второй аксиоме счетности.

Замечание 1.1. Пусть дано отображение f : X → Y множестваX во множе-

ство Y . Полным прообразом точки y ∈ Y называется множество всех точек

x ∈ X, таких, что f(x) = y. Полный прообраз точки обозначается f−1(x).

Полным прообразом множества V ⊂ Y называется объединение полных

прообразов всех точек множества V . Полный прообраз множества V обозна-

чается f−1(V ).

Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) – топологические пространства. Отображение f :

X1 → X2 называется непрерывным, если для любого множества U ∈ τ2 его
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полный прообраз f−1(U) принадлежит топологии τ1. Другими словами, отоб-

ражение f называется непрерывным, если полный прообраз любого откры-

того множества из X2 открыт.

Биективное отображение f : X1 → X2 топологических пространств (X1, τ1)

и (X2, τ2) называется гомеоморфизмом, если оба отображения f и f−1 непре-

рывны.

§ 1.3. Гладкие отображения открытых множеств в евклидовых

пространствах

Пусть R
n и R

m – евклидовы пространства, U ⊂ R
n и V ⊂ R

m – некоторые

открытые множества в них. Рассмотрим отображение

f : U → V,

которое каждую точку x = (x1, . . . , xn) ∈ U переводит в точку

f(x) = (y1, . . . , ym) ∈ V.

Это отображение задается набором из m функций от n переменных

y1 = y1(x1, . . . , xn)

. . .

ym = ym(x1, . . . , xn)

(1.1)

или в краткой записи yi = yi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m.

Отображение f : U → V называется дифференцируемым класса Ck, k ≥ 1,

если каждая из функций (1.1) имеет непрерывные частные производные до

порядка k включительно.

Если эти функции имеют непрерывные частные производные любого по-

рядка, то отображение f называется гладким отображением или отображе-

нием класса C∞ открытых множеств евклидовых пространств.

Непрерывные отображения называют отображениями класса C0.

Очевидно, что имеют место следующие включения

C∞ ⊂ . . . ⊂ Ck ⊂ . . . ⊂ C1 ⊂ C0 (1.2)
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Пусть M – хаусдорфово топологическое пространство со счетной базой.

В дальнейшем, если не оговорено противное, все отображения будем предпо-

лагать гладкими.

Биективное отображение открытых множеств евклидовых пространств f :

U → V называется диффеоморфизмом, если отображения f и f−1 являются

гладкими отображениями открытых множеств евклидовых пространств.

Будем говорить, что два открытых множества U ⊂ R
n и V ⊂ R

m диффео-

морфны, если существует диффеоморфизм f : U → V .

Пример 1.5. Докажем, что любые интервалы (a, b) и (c, d) диффеоморфны.

Действительно, рассмотрим отображение f : (a, b) ⊂ R
1 → (c, d) ⊂ R

1,

заданное формулой

y =
d− c

b− a
(x− a) + c.

Это линейная функция, а значит, она бесконечно дифференцируема, то есть

отображение f является гладким. Если мы выразим x через y, то получим

формулу, задающую отображение f−1. Это будет также линейная функция,

а значит, обратное отображение гладко и f является диффеоморфизмом.

§ 1.4. Гладкие структуры и гладкие многообразия

В курсе аналитической геометрии мы рассмотрели удобный способ сопостав-

ления точкам пространства наборов из трех вещественных чисел – коорди-

нат этих точек относительно системы координат. Тогда различные фигуры

пространства задавались уравнениями, неравенствами или их системами и

совокупностями. В результате к методам геометрии подключился мощный

аппарат алгебры. В настоящем параграфе мы займемся аналогичными ве-

щами, но для более сложных пространств, чем окружающее нас трехмерное

пространство. Аффинную систему координат в них ввести, вообще говоря,

невозможно, но мы будем указывать способ сопоставления каждой точке этих

пространств набора чисел и укажем методы работы с этими числами.

4.1. Определения1.



12

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

Локальной картой (или просто картой) на M называется пара (U, ϕ), где

U – открытое подмножество топологического пространства M , ϕ : U → R
n –

гомеоморфизм на некоторое открытое подмножество в R
n. Подмножество U

называется областью карты, а отображение ϕ – картирующим отображе-

нием.

Пусть p ∈ M – произвольная точка. Рассмотрим карту (U, ϕ), содержа-

щую точку p. Тогда картирующее отображение ϕ поставит ей в соответствие

упорядоченный набор чисел ϕ(p) = (x1, . . . , xn) ∈ R
n. Этот набор чисел на-

зывается локальными координатами точки p в карте (U, ϕ). Так как гомео-

морфизм является биекцией, то различным точкам ставятся в соответствие

различные наборы чисел. Таким образом, на локальную карту мы можем

посмотреть как на обобщение понятия системы координат.

Пусть даны две локальные карты (U, ϕ) и (V, ψ) на топологическом про-

странстве M . Они называются гладко связанными, если либо U ∩ V = ∅,
либо отображение

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

является диффеоморфизмом открытых множеств евклидовых пространств.

Отображение ψ◦ϕ−1 будем называть отображением перехода от карты (U, ϕ)

к карте (V, ψ) (по аналогии с формулами перехода от одной системы коорди-

нат к другой).

Семейство локальных карт A = {Uα, ϕα}α∈A на топологическом простран-

стве M называется атласом, если

1) семейство открытых множеств {Uα}α∈A образует покрытиеM , то есть объ-

единение всех множеств Uα совпадает с M ;

2) любая пара локальных карт этого семейства гладко связана.

Будем говорить, что локальная карта гладко связана с атласом A, если

она гладко связана с любой картой атласа A. Атлас называется максималь-

ным или гладкой структурой на топологическом пространстве M , если он

содержит все локальные карты, гладко связанные с ним. Очевидно, что лю-

бой атлас может быть единственным образом дополнен до максимального.

Гладким многообразием называется хаусдорфово топологическое простран-
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Рассмотрим примеры гладких многообразий.

Пример 1.6. Рассмотрим евклидово пространство R
n. Это хаусдорфово то-

пологическое пространство со счетной базой.

Пара (Rn, id) является картой на R
n (id – тождественное отображение).

Очевидно, эта карта образует атлас. Дополняя этот атлас до гладкой струк-

туры, мы получим, что евклидово пространство Rn является гладким много-

образием размерности n. Такая гладкая структура на R
n называется стан-

дартной гладкой структурой.

Пример 1.7. Рассмотрим вещественную прямую R. Согласно примеру 1.6

она является гладким одномерным многообразием с «удобным» атласом, со-

стоящим из одной карты (R, id).

4.2. Примеры

ство со счетной базой, на котором фиксирована гладкая структура.

Размерность образа любой карты этой структуры называется размерно-

стью многообразия M и обозначается dimM .

Замечание 1.2. Если на гладком многообразии существует хотя бы одна

гладкая структура, то на нем существует бесконечно много гладких структур.

Замечание 1.3. Что же нам нужно для работы из приведенных определе-

ний? В дальнейшем, работая с гладкими многообразиями, мы будем брать из

их гладкой структуры «удобные» атласы. По определению атласа все мно-

жество его карт должно покрывать многообразие M (то есть каждая точка

многообразия обязательно должна попасть в какую-либо карту) и чем меньше

будет этих карт, тем лучше. Каждая карта обеспечивает точку многообразия

набором из n чисел (где n – размерность многообразия) – координатами этой

точки. Если точка попадает в две карты, то мы должны иметь возможность,

зная координаты точки в одной карте, вычислять ее координаты в другой

карте. Для этого отображение перехода должно быть, во-первых, биекцией

(чтобы иметь возможность пересчитывать координаты точки как из первой

во вторую карту, так и из второй в первую) и, во-вторых, гладким вместе с

обратным отображением.

1.
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Проиллюстрируем на данном примере замечание 1.2. А именно, покажем

сначала, что карта (R, ϕ), где ϕ(x) = x
1
3 , задает гладкую структуру на пря-

мой, отличную от гладкой структуры, задаваемой картой (R, id). Действи-

тельно, для этого нам нужно показать, что карты (R, id) и (R, ϕ) не являются

гладко связанными. Для этого достаточно показать, что одно из отображе-

ний перехода id ◦ ϕ−1 или ϕ ◦ id−1 не является бесконечно дифференциру-

емым. Рассмотрим отображение ϕ ◦ id−1 : R → R. Оно задается формулой

ϕ ◦ id−1(x) = x
1
3 . Вспоминая правила дифференцирования функции одной

переменной из курса математического анализа, мы видим, что эта функция

не имеет даже первой производной в нуле.

Итак, мы получили, что карты (R, id) и (R, ϕ) не являются гладко связан-

ными, а значит, определяют различные гладкие структуры на прямой R.

Более того, можно доказать, что атласы (R, ϕ0), . . ., (R, ϕk), . . ., где

ϕk(x) = x2k+1, k = 0, 1, . . . ,

задают на вещественной прямой различные гладкие структуры.

Пример 1.8. Для любого открытого множества U в пространстве R
n пара

(U, id) является картой, которая составляет атлас. Говорят, что определяемая

этим атласом гладкая структура называется индуцированной стандартной

гладкой структурой на R
n.

Пример 1.9. Пример 1.8 может быть обобщен на произвольное гладкое мно-

гообразие M . Если V – открытое подмножество в M , то картами на V будут

пары (V ∩ Uα, (ϕα)|V ), где (Uα, ϕα) – атлас многообразия M .

Гладкое многообразие V называется открытым подмногообразием глад-

кого многообразия M .

Пример 1.10. Пусть V – n-мерное векторное пространство. Фиксируем в нем

базис (e1, . . . , en). Тогда каждому вектору X ∈ V сопоставляется набор из n

чисел – координат вектора X в данном базисе. Обозначим это отображение

через ϕ, то есть

ϕ : V → R
n.

Очевидно, что отображение ϕ является биекцией.
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Введем с помощью отображения ϕ топологию в пространство V . Будем на-

зывать множество U ⊂ V открытым тогда и только тогда, когда множество

ϕ(U) открыто в R
n. Очевидно, что совокупность таких множеств образует

топологию τ на V , то есть пара (V, τ) является топологическим простран-

ством.

Задача 1.1. Покажите, что построенная топология будет хаусдорфовой со

счетной базой.

То же самое отображение ϕ позволяет определить гладкую структуру на

векторном пространстве V . А именно, пара (V, ϕ) является картой, образую-

щей атлас.

Задача 1.2. Проверьте, что отображение ϕ будет гомеоморфизмом во вве-

денных топологиях на V и R
n.

Дополняя этот атлас до гладкой структуры, мы получим гладкую струк-

туру на векторном пространстве V . Будем называть эту гладкую структуру

канонической.

Задача 1.3. Докажите, что различные базисы из V определяют одну и ту

же гладкую структуру на векторном пространстве V , то есть карты, опреде-

ляемые этими базисами, являются гладко связанными.

Указания. Возьмите два базиса и вспомните вид формул перехода от од-

ного базиса к другому.

Пример 1.11. Пусть дано n-мерное векторное пространство V . Напомним,

что n-мерным аффинным пространством, ассоциированным векторному про-

странству V , называется непустое множество A , на котором задано отоб-

ражение

σ : A × A → V,

удовлетворяющее двум условиям

1) ∀A ∈ A ; ∀p ∈ V ∃!B ∈ A : σ(A,B) = p;

2) ∀A,B,C ∈ A σ(A,B) + σ(B,C) = σ(A,C).

Элементы аффинного пространства называются точками.
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Аналогично примеру 1.10 фиксация аффинной системы координат в A

позволяет ввести в A топологию и гладкую структуру (проведите подробные

рассуждения самостоятельно). Такая гладкая структура называется канони-

ческой гладкой структурой аффинного пространства.

В частности, гладкая структура существует на евклидовом (точечном) про-

странстве, то есть аффинном пространстве, для которого фиксирована поло-

жительно определенная симметрическая билинейная форма в V .

Пример 1.12. Простейшим многообразием, для которого не существует ат-

ласа из одной карты, является окружность Ω. Рассмотрим на ней топологию,

индуцированную стандартной топологией R
2. Очевидно, что эта топология

хаусдорфова и имеет счетную базу.

�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��R

R

−1S
�

xN = ϕN(p)

p

Ω

y

x

N
1

�

Фиксируем на окружности Ω две диамет-

рально противоположные точки N и S.

Рассмотрим два подмножества точек Ω:

UN = {p ∈ Ω, p �= N};
US = {p ∈ Ω, p �= S}.

В топологии, индуцированной плоско-

стью R
2, эти два множества будут откры-

тыми (докажите).

Они претендуют на роль областей карт, которые образуют атлас для окруж-

ности Ω. Одно условие уже выполнено: объединение множеств UN и US дает

всю окружность Ω. Теперь нам нужно задать гомеоморфизмы ϕN : UN → R

и ϕS : US → R соответственно, которые сопоставят каждой точке этих мно-

жеств некоторое вещественное число – координату этой точки в карте.

Построим подробно гомеоморфизм ϕN . Для гомеоморфизма ϕS рассуж-

дения аналогичны. Расположим на плоскости прямоугольную декартову си-

стему координат так, как показано на рисунке, причем введем единичный

отрезок так, чтобы точка N имела ординату 1. Проведем через точку S пря-

мую, параллельную оси абсцисс, примем точку S за нуль. Тогда каждой точке

этой прямой будет соответствовать некоторое вещественное число. Рассмот-
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рим произвольную точку p ∈ UN и проведем прямую (Np). При пересечении

этой прямой с прямой y = −1 мы получим число ϕN(p), которое и поставим

в соответствие точке p. Это биекция. Очевидно, что образом любой открытой

дуги из множества UN будет открытый интервал на прямой y = −1 и, наобо-

рот, прообразом любого открытого интервала прямой y = −1 будет открытая

дуга множества UN . Таким образом, биекция ϕN будет гомеоморфизмом.

Итак, мы получили две карты (UN , ϕN) и (US, ϕS) на окружности Ω. Нам

осталось доказать, что эти карты гладко связаны, то есть что отображение

ϕN ◦ ϕ−1
S : ϕS(UN ∩ US) → ϕN(UN ∩ US)

является диффеоморфизмом. Заметим, что ϕS(UN ∩ US) = ϕN(UN ∩ US) =

= R \ {0}. Обозначим локальную координату точки окружности Ω в карте

(UN , ϕN) через xN , а в карте (US, ϕS) – через xS. Найдем формулу, связыва-

ющую xN и xS.

Рассмотрим произвольную точку p ∈ UN ∩ US и обозначим ее координаты

(x0, y0) в прямоугольной декартовой системе координат. Тогда число xN по-

лучается как решение системы уравнений, состоящей из уравнения прямой

(Np) и уравнения y = −1. Имеем{
x−0
x0

= y−1
y0−1

y = −1
⇒ xN = −2x0

y0−1 . (1.3)

Аналогичным образом получаем, что

xS =
2x0

y0 + 1
. (1.4)

Умножим выражение для xN из равенства (1.3) на (1.4) и учтем, что

(x0)
2 + (y0)

2 = 1,

так как точка p лежит на окружности. В результате получим xNxS = 4. Из

этого соотношения мы можем выразить xN = 4
xS
. Эта функция бесконечно

дифференцируема на R \ {0} = ϕS(UN ∩US), а значит, отображение ϕN ◦ϕ−1
S

является гладким. Аналогично получаем, что отображение ϕS ◦ ϕ−1
N гладко,

следовательно, отображение ϕN ◦ ϕ−1
S является диффеоморфизмом и карты
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(UN , ϕN) и (US, ϕS) гладко связаны. Итак, построенная пара карт на окруж-

ности образует атлас. Обозначим его A1.

Построим другой атлас A2 на окружности Ω. Опять фиксируем две диа-

метрально противоположные точки N и S окружности Ω.

�

�

�

�
�

���p
S

N

O
�α

Рассмотрим множество UN = Ω \ {N}. Поставим каж-

дой точке p ∈ UN в соответствие число α ∈ (−π, π),

равное ориентированному углу между лучами [OS) и

[Op). Тогда отображение ϕN : UN → (−π, π) ⊂ R будет

гомеоморфизмом, а пара (UN , ϕN) – локальной картой

на окружности Ω. Аналогичным образом строится ло-

кальная карта (US, ϕS), где US = Ω \ {S}, ϕS(p) – ори-

ентированный угол между лучами [ON) и [Op).

Рассмотрим отображение ϕN ◦ ϕ−1
S : ϕS(UN ∩ US) → ϕN(UN ∩ US), где

ϕS(UN ∩ US) = ϕN(UN ∩ US) = (−π, 0) ∪ (0, π). Оно задается формулой

(ϕN ◦ ϕ−1
S )(α) =

{
α + π, если α ∈ (−π, 0);

α− π, если α ∈ (0, π)

и поэтому является диффеоморфизмом. Итак, мы построили еще один атлас

для окружности, имеющий такие же области карт, как и первый атлас, но

отличающийся от него картирующими отображениями.

Построим еще один атлас A3 для окружности Ω, состоящий из четырех

карт. Рассмотрим окружность Ω и выберем прямоугольную декартову систе-

му координат как показано на рисунке. Рассмотрим четыре множества на

окружности Ω:

U+
y = {p ∈ Ω : y > 0}; U−

y = {p ∈ Ω : y < 0};
U+
x = {p ∈ Ω : x > 0}; U−

x = {p ∈ Ω : x < 0}.
Это будут области карт. Построим для каждого из этих множеств картиру-

ющее отображение.
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�

�� �� �
�

U−
y

U+
y

y

O ϕ+
y (p)

p

x

1

1

Подробно мы рассмотрим множество U+
y . Для

остальных множеств построения аналогичны.

Пусть p ∈ U+
y – произвольная точка. Опустим из

этой точки перпендикуляр на ось (Ox). Основание

этого перпендикуляра ϕ+
y (p) поставим в соответ-

ствие точке p.

В результате мы получим отображение ϕ+
y : U+

y → (−1, 1), которое очевидно

является гомеоморфизмом. Итак, мы получаем карту (U+
y , ϕ

+
y ).

Для множества U−
y перпендикуляр опускаем на ту же ось (Ox), а для

множеств U+
x и U−

x перпендикуляр из произвольной точки этих множеств

опускаем на ось (Oy). Таким образом, мы покрыли окружность Ω четырьмя

картами. Нам осталось доказать, что любая пара построенных карт гладко

связана. Докажем, например, что гладко связаны карты (U+
y , ϕ

+
y ) и (U+

x , ϕ
+
x ).

Рассмотрим отображение

ϕ+
y ◦ (ϕ+

x )
−1 : ϕ+

x (U
+
y ∩ U+

x ) → ϕ+
y (U

+
y ∩ U+

x ), (1.5)

где ϕ+
x (U

+
y ∩ U+

x ) = ϕ+
y (U

+
y ∩ U+

x ) = (0, 1). Запишем формулу, задающую

это отображение. Для краткости обозначим переменную, обозначающую ко-

ординату в карте (U+
x , ϕ

+
x ) через ξ, а координату в карте (U+

y , ϕ
+
y ) через η.

Тогда любой точке ξ ∈ (0, 1) ⊂ (Oy) отображение (ϕ+
x )

−1 поставит в соответ-

ствие точку p дуги окружности, лежащей в первом квадранте, с координата-

ми (
√
1− ξ2, ξ) во введенной прямоугольной декартовой системе координат.

А отображение ϕ+
y поставит в соответствие точке p число

√
1− ξ2, принад-

лежащее интервалу (0, 1) ⊂ (Ox). Откуда мы видим, что отображение (1.5)

будет задаваться формулой

η =
√
1− ξ2.

Как мы знаем из курса математического анализа, эта функция гладкая на

интервале (0, 1). Кроме того, очевидно, что отображение ϕ+
y ◦(ϕ+

x )
−1 является

биекцией и обратное ему ξ =
√
1− η2 также гладко. Итак, мы получаем,

что отображение ϕ+
y ◦ (ϕ+

x )
−1 есть диффеоморфизм и пара карт (U+

y , ϕ
+
y ) и
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(U+
x , ϕ

+
x ) гладко связана.

Таким образом, мы получили еще один атлас на окружности, состоящий

из четырех карт.

Можно доказать, что все построенные атласы дополняются до одной и той

же гладкой структуры, то есть все карты этих атласов гладко связаны между

собой.

Пример 1.13. Результаты примера 1.12 можно обобщить на случай (n− 1)-

мерной сферы, то есть множества точек p ∈ A n-мерного евклидова про-

странства, таких, что расстояние от каждой точки p до некоторой фиксиро-

ванной точки O ∈ A равно фиксированному вещественному положительно-

му числу. Мы будем обозначать сферу Sn−1.

Если в A фиксировать прямоугольную декартову систему координат, то

сфера с центром в начале системы координат радиуса R задается уравнением

(x1)2 + . . .+ (xn)2 = R2.

n− 1-мерная сфера является (n− 1)-мерным гладким многообразием. Мы

рассмотрим один из возможных атласов сферы. Он содержит всего две карты.

Фиксируем на сфере Sn−1 две диаметрально противоположные точки N и

S и возьмем прямоугольную декартову систему координат в A так, чтобы

точки N и S имели соответственно координаты N(0, . . . , 0, 1), S(0, . . . , 0,−1).

Рассмотрим два множества:

UN = {p ∈ Sn−1 : p �= N}; US = {p ∈ Sn−1 : p �= S}.
Эти множества будут областями карт. Построим картирующее отображение

для области UN . «Поставим сферу на гиперплоскость», то есть рассмотрим

гиперплоскость, задаваемую уравнением xn = −1. Рассмотрим произвольную

точку p ∈ UN и проведем прямую (Np). Точку пересечения прямой (Np) и ги-

перплоскости xn = −1 обозначим ϕN(p). На эту точку мы можем посмотреть

как на набор из (n−1) вещественного числа – это первые (n−1) координаты

этой точки в прямоугольной декартовой системе координат. Таким образом,

мы получаем отображение

ϕN : UN → R
n−1.
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Так же как в случае окружности доказывается, что отображение ϕN являет-

ся гомеоморфизмом. Заданное отображение называется стереографической

проекцией.

Аналогичным образом строится гомеоморфизм ϕS : US → R
n−1. Здесь «на

сферу ставится гиперплоскость» xn = 1. Итак, мы получаем две карты на

сфере Sn−1.

Аналогично случаю окружности можно доказать, что построенные кар-

ты гладко связаны. В результате мы получим атлас на сфере Sn−1, который

дополняется до гладкой структуры. Эту гладкую структуру мы назовем ка-

нонической гладкой структурой на сфере и именно с ней будем работать.

Пример 1.14. Пусть M и N – гладкие многообразия размерностей n и m

соответственно с гладкими структурами, определяемыми атласами

AM = {(Uα, ϕα)}α∈A; AN = {(Vβ, ψβ)}β∈B.
Тогда топологическое пространство M ×N снабжается гладкой структурой,

порожденной атласом

{(Wαβ, χαβ)}, Wαβ = Uα × Vβ, χαβ = ϕα × ψβ.

Это многообразие размерностиm+n называется декартовым произведением

многообразий M и N . Очевидно, что это определение распространяется на

произвольное конечное число сомножителей. Например, декартово произве-

дение n окружностей является гладким n-мерным многообразием, которое

называется n-мерным тором.

Задача 1.4. Постройте карты на двумерном торе в явном виде.

§ 1.5. Гладкие отображения многообразий. Алгебра гладких функ-

ций гладкого многообразия

Пусть даны гладкие многообразия Mn и Nm размерностей n и m соответ-

ственно.

Гладким отображением многообразия M в многообразие N называется

отображение

f : M → N,
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такое, что для любой точки p ∈ M существует локальная карта (U, ϕ), суще-

ствует локальная карта (V, ψ) для точки f(p) ∈ N и отображение

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) (1.6)

является гладким отображением открытых множеств евклидовых пространств.

Как мы знаем (см. § 1.3) отображение ψ◦f◦ϕ−1 задается системой функций

y1 = y1(x1, . . . , xn);

. . .

ym = ym(x1, . . . , xn).

(1.7)

Эти функции называются координатным выражением отображения f в паре

карт (U, ϕ), (V, ψ). Очевидно, что функции (1.7) должны быть бесконечно

дифференцируемыми.

Замечание 1.4. Определение гладкого отображения многообразий не зави-

сит от выбора локальной карты, содержащей точку p.

Действительно, пусть (Ũ , ϕ̃) – другая карта, содержащая точку p. Без огра-

ничения общности мы можем предположить, что Ũ ⊂ U . Обозначим через

(Ṽ , ψ̃) соответствующую карту многообразия N , содержащую точку f(p). То-

гда отображение

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 : ϕ̃(Ũ) → ψ̃(Ṽ ) (1.8)

можно представить в виде

ψ̃ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ ϕ̃−1.

Так как карты (U, ϕ) и (Ũ , ϕ̃), а также карты (V, ψ) и (Ṽ , ψ̃) гладко свя-

заны, то отображения ψ̃ ◦ ψ−1, ϕ ◦ ϕ̃−1 являются диффеоморфизмами обла-

стей евклидовых пространств, а значит, гладки. Следовательно, отображение

ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1 гладко как композиция таковых.

В литературе также встречается определение гладкого отображения мно-

гообразий, в котором требуется гладкость отображения ψ ◦f ◦ϕ−1 для любой

карты. Такое определение неудобно для работы с конкретными примерами

многообразий.
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Если гладкое отображение f многообразий M и N является биекцией и

обратное отображение f−1 также гладко, то f называется диффеоморфизмом,

а многообразия M и N при этом называются диффеоморфными.

Рассмотрим пример гладкого отображения многообразий. Возьмем в каче-

стве многообразияN вещественную прямую R со стандартной гладкой струк-

турой из примера 1.6 и рассмотрим гладкое отображение многообразий:

f : M → R.

Оно называется гладкой функцией на многообразии M . Другими словами,

отображение f : M → R называется гладкой функцией на M , если для

любой точки p ∈ M существует карта (U, ϕ), содержащая эту точку, такая,

что отображение

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R

является гладкой функцией n переменных (в стандартном смысле матема-

тического анализа). Обратите внимание, что в этом случае отображение ψ

является тождественным, так как стандартный атлас на R состоит из одной

карты (R, id).

В карте (U, ϕ) функция f ◦ ϕ−1 аналитически задается уравнением вида

y = f(x1, . . . , xn).

Допуская некоторую вольность речи, в дальнейшем будем говорить, что этим

уравнением задается функция f .

Обозначим множество всех гладких функций на многообразии M через

C∞(M). Это множество обладает структурой вещественной ассоциативной,

коммутативной алгебры с единицей, вообще говоря, бесконечномерной. Дру-

гими словами, во множестве C∞(M) введены операции сложения элементов

и умножения элемента на вещественное число:

f + g : M → R; (f + g)(p) = f(p) + g(p);

λf : M → R; (λf)(p) = λf(p),

где f, g ∈ C∞(M), p ∈ M , λ ∈ R, удовлетворяющие 8 аксиомам векторного

пространства. Кроме того, определена операция умножения элементов

fg : M → R; (fg)(p) = f(p)g(p),
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Рассмотрим еще один пример гладкого отображения многообразий. В ка-

честве первого многообразия рассмотрим интервал I вещественной прямой

R, который содержит число 0. Так как интервал является отрытым множе-

ством прямой, на нем индуцируется гладкая структура канонической гладкой

структурой R. А именно, в качестве единственной карты, покрывающей весь

интервал I , возьмет карту (I, id). Вторым многообразием будет гладкое n-

мерное многообразие M .

Гладким путем или гладкой кривой на гладком многообразии M назовем

гладкое отображение γ : I → M .

Множество γ(I) может не покрываться одной картой на M . Так как все

наши рассуждения носят локальный характер, то мы либо будем сужать ин-

тервал I так, чтобы γ(I) покрывалось картой, либо будем накрывать γ(I)

6.1. Касательные векторы как соприкасающиеся пути

удовлетворяющая свойствам левой и правой дистрибутивности

f(g + h) = fg + fh; (f + g)h = fh+ gh,

где f, g, h ∈ C∞(M). Выполнение этих условий означает, что C∞(M) об-

ладает структурой алгебры. Ассоциативность, коммутативность и наличие

единицы означает следующее

(fg)h = f(gh);

fg = gf ;

∃e ∈ C∞(M) : ∀f ∈ C∞(M) ef = f.

В качестве функции e выступает функция, которая каждой точке многооб-

разия M ставит в соответствие число 1. Нетрудно (но достаточно долго) про-

верить, что все эти условия выполняются для множества гладких функций

на многообразии M .

Оказывается, что вся информация о гладкой структуре хаусдорфова топо-

логического пространства со счетной базой содержится в его алгебре гладких

функций (см. [2], [6]).

§ 1.6. Касательные векторы и касательные пространства

1.
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несколькими картами (в зависимости от конкретной ситуации). В дальней-

ших рассуждениях, говоря о выборе карты на M , мы будем считать, что она

содержит образ некоторой окрестности нуля интервала I .

Рассмотрим локальную карту (U, ϕ) на M с координатами (x1, . . . , xn). Из

определения гладкого отображения многообразий следует, что отображение

ϕ◦γ◦id : I ⊂ R → ϕ(U) ⊂ R
n является гладким отображением. Оно задается

функциями
x1 = x1(t);

. . .

xn = xn(t).

Опять допуская вольность речи, будем называть эти функции параметри-

ческим заданием пути γ, а переменную t, которая принимает значения из

интервала I – параметром.

Пусть даны два пути γ1 : I → M и γ2 : I → M , такие, что

γ1(0) = γ2(0) = p ∈ M.

Если наM фиксировать карту (U, ϕ), содержащую точку p, то эти пути будут

задаваться следующим образом:

γ1 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 = x1(t);

. . .

xn = xn(t).

γ2 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 = x̃1(t);

. . .

xn = x̃n(t).

Будем называть эти пути эквивалентными (или соприкасающимися) в точке

p и обозначать γ1 ∼ γ2, если в карте (U, ϕ) многообразия M выполняется

соотношение
d
dt

∣∣
t=0

xi(t) = d
dt

∣∣
t=0

x̃i(t), i = 1, . . . , n. (1.9)

Докажем, что понятие эквивалентности путей не зависит от выбора ло-

кальной карты. Пусть (V, ψ) – другая локальная карта, содержащая точку p.

Пусть гладкие пути γ1 и γ2 задаются в локальной карте (V, ψ) функциями

yi = yi(t) и yi = ỹi(t) соответственно. Нам нужно доказать, что

d
dt

∣∣
t=0

yi(t) = d
dt

∣∣
t=0

ỹi(t), i = 1, . . . , n.
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Имеем

d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi(x1(t), . . . , xn(t)) =
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

xj(t) =

=
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

x̃i(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ỹi(t).

Доказанный факт позволяет условие (1.9) записывать и в таком виде:

d
dt

∣∣
t=0

γ1(t) =
d
dt

∣∣
t=0

γ2(t).

Это не приводит к недоразумениям и расшифровывается как (1.9).

Пример 1.15. В качестве примера рассмотрим два пути на многообразии

M , которые в карте (U, ϕ) задаются функциями γ1 : xi = ait, где ai ∈ R –

некоторые константы и γ2 : xi = bit3 + ait, где bi ∈ R – некоторые констан-

ты, i = 1, . . . , n. Тогда точки γ1(0) и γ2(0) имеют одни и те же координаты

(0, . . . , 0) в карте (U, ϕ), а значит, эти точки совпадают. Кроме того,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ait) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(bit3 + ait) = ai,

следовательно, пути γ1 и γ2 являются эквивалентными.

Задача 1.5. Приведите пример неэквивалентных гладких путей.

Отношение эквивалентности на множестве путей, проходящих через фик-

сированную точку p многообразия M , является отношением эквивалентно-

сти. Тогда множество всех гладких путей, проходящих через точку p, распа-

дается на классы по этому отношению эквивалентности. Каждый класс со-

держит все соприкасающиеся пути, проходящие через точку p. Такой класс

[γ] называется касательным вектором к многообразию M в точке p. Будем

обозначать касательные векторы малыми греческими буквами ξ, η, ζ, . . .

Будем говорить, что касательный вектор ξ к многообразию M является

касательным вектором к пути γ в точке p, если γ принадлежит классу

эквивалентности, определяющему вектор ξ.

Совокупность всех касательных векторов обозначается Tp(M) и называется

касательным пространством к многообразию M в точке p.
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Пусть (U, ϕ) – карта на многообразии M , содержащая точку p, ξ = [γ] ∈
Tp(M) – произвольный касательный вектор. Рассмотрим произвольный путь

γ : xi = xi(t), принадлежащий этому вектору. Тогда определен набор чисел

(ξ1, . . . , ξn) по формуле

ξi = d
dt

∣∣
t=0

xi(t); i = 1, . . . , n. (1.10)

Эти числа называются координатами вектора ξ в карте (U, ϕ).

В силу условия (1.9) координаты вектора не зависят от выбора пути из

класса [γ].

Замечание 1.5. Путь γ : I → M также будем называть кривой. Мы можем

определить понятие касательного вектора в любой точке кривой γ. Пусть

q – произвольная точка кривой γ(t) со значением параметра t = τ . Как и в

случае t = 0, можно рассмотреть все пути γ̃, проходящие через точку q, и

такие, что
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

xi(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

x̃i(t), (1.11)

где параметрические уравнения xi = xi(t) задают кривую γ, а уравнения

xi = x̃i(t) задают пути γ̃. Такие пути (включая кривую γ) будем называть

соприкасающимися в точке q. Множество всех путей, соприкасающихся с кри-

вой γ в точке q назовем касательным вектором к γ в точке q. Обозначим

этот вектор ξ. Очевидно, что вектор ξ будет касательным вектором к много-

образию M . Числа

ξi =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

xi(t)

будем называть координатами касательного вектора ξ к кривой γ в локаль-

ной карте (U, ϕ). Как и выше, можно доказать, что координаты касательного

вектора не зависят от выбора локальной карты.

Предложение 1.1. Пусть на многообразии M даны две карты (U, ϕ) с

координатами (x1, . . . , xn) и (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn), содержа-

щие точку p. Обозначим координаты касательного вектора ξ относитель-

но карты (U, ϕ) через (ξ1, . . . , ξn), а координаты этого же вектора относи-
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тельно карты (V, ψ) – через (η1, . . . , ηn). Тогда получим

ηi =
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj, (1.12)

где i, j = 1, . . . , n.

Доказательство. Рассмотрим гладкий путь γ ∈ ξ. Пусть относительно карт

(U, ϕ) и (V, ψ) он задается функциями⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 = x1(t)

. . .

xn = xn(t)

;

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

y1 = y1(t)

. . .

yn = yn(t)

соответственно.

Напомним, что если даны две карты, такие, что U ∩ V �= ∅, то определено
отображение перехода

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

которое «пересчитывает» координаты точки из первой карты во вторую (см.

(1.1)), следовательно, заданы гладкие функции

y1 = y1(x1, . . . , xn)

. . .

yn = yn(x1, . . . , xn).

Тогда, используя определение координат вектора (1.10) и правило дифферен-

цирования сложной функции, получим

ηi =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi(x1(t), . . . , xn(t)) =
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

xj(t) =

=
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj.

Напомним, что матрица
(

∂yi

∂xj

∣∣∣
ϕ(p)

)
называется матрицей Якоби отображе-

ния ψ ◦ ϕ−1 в точке ϕ(p).

Пример 1.16. Рассмотрим окружность Ω из примера 1.12 с атласом A3. Рас-

смотрим две карты на ней (U+
y , ϕ

+
y ) и (U+

x , ϕ
+
x ). Обозначим координату в
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карте (U+
y , ϕ

+
y ) через y, а в карте (U+

x , ϕ
+
x ) – через x. Как мы видели (только

в других обозначениях) отображение перехода ϕ+
y ◦ (ϕ+

x )
−1 будет задаваться

функцией

y =
√
1− x2.

Рассмотрим в точке p окружности с координатой 1√
2
в карте (U+

x , ϕ
+
x ) каса-

тельный вектор ξ с координатой 1 (в этой же карте). Вычислим координаты

вектора ξ в карте (U+
y , ϕ

+
y ). Так как окружность является одномерным мно-

гообразием, то в предложении 1.1 индексы i, j принимают только значение 1

и матрица Якоби превращается в число. Вычислим его:

dy

dx

∣∣∣∣
1√
2

=
−x√
1− x2

∣∣∣∣
1√
2

= −1.

Формула из предложения 1.1 имеет в нашем случае всего одно слагаемое:

(−1)1 = −1. Итак, в локальной карте (U+
y , ϕ

+
y ) касательный вектор ξ имеет

координату −1.

Вычислите самостоятельно координату точки, в которой задается вектор

ξ, в карте (U+
y , ϕ

+
y ).

Заметим, что в этом примере мы взяли касательный вектор с координатой,

равной 1. А вдруг такого вектора не существует? Следующая лемма говорит

о том, что для любого набора вещественных чисел (в количестве, равном

размерности многообразия) всегда существует касательный вектор с этими

числами в качестве координат.

Пусть M – n-мерное гладкое многообразие. Фиксируем на нем точку p и

рассмотрим касательное пространство Tp(M).

Лемма 1.1. Фиксация локальной карты (U, ϕ) на многообразии M , содер-

жащей точку p, порождает биекцию rϕ : Tp(M) → R
n. Эту биекцию мы

будем называть реперным отображением.

Доказательство. Построим отображение rϕ, поставив каждому касательно-

му вектору ξ ∈ Tp(M) набор его координат в карте (U, ϕ). Инъективность

отображения rϕ легко следует из определения координат вектора и опреде-

ления самого вектора.
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Докажем сюръективность. Обозначим координаты точки p в карте (U, ϕ)

через (x10, . . . , xn0). Рассмотрим произвольный набор из n вещественных чисел

(ζ1, . . . , ζn) и путь γ : I → M , имеющий следующее параметрическое задание

в данной карте: ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 = x10 + ζ1t

. . .

xn = xn0 + ζnt.

Правые части равенств являются гладкими функциями, а значит, задают

гладкий путь. Чтобы найти координаты касательного вектора, которому при-

надлежит этот путь, нужно найти производные по t в нуле от этих функций.

Очевидно, что в результате мы получим набор чисел (ζ1, . . . , ζn), то есть это

координаты касательного вектора [γ]. Итак, отображение rϕ сюръективно, а

значит, и биективно.

Реперное отображение позволяет перенести структуру векторного простран-

ства из арифметического векторного пространства R
n в касательное про-

странство Tp(M). А именно, фиксируем карту (U, ϕ), содержащую точку p,

и положим

ξ + η = r−1
ϕ (rϕξ + rϕη); λξ = r−1

ϕ (λrϕξ),

где ξ, η ∈ Tp(M), λ ∈ R.

Такое определение операций не зависит от выбора карты. Чтобы в этом

убедиться, нужно выбрать другую карту (V, ψ), содержащую точку p, и, ис-

пользуя формулу из предложения 1.1, доказать, что

r−1
ϕ (rϕξ + rϕη) = r−1

ψ (rψξ + rψη); r−1
ϕ (λrϕξ) = r−1

ψ (λrψξ).

Задача 1.6. Проделайте эти выкладки самостоятельно.

Решение. Докажем первое равенство. Второе доказывается аналогично. Обо-

значим

r−1
ϕ (rϕξ + rϕη) = ζ; r−1

ψ (rψξ + rψη) = ζ̃ .

Нам нужно доказать, что векторы ζ и ζ̃ совпадают. В силу леммы 1.1 для

этого достаточно показать, что в какой-нибудь карте они имеют равные со-
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Посмотрим на касательные векторы с другой стороны. ПустьM – n-мерное

многообразие, p ∈ M – произвольная фиксированная точка. Рассмотрим ка-

сательный вектор ξ ∈ Tp(M). Тогда касательный вектор ξ определяет отоб-

ражение

ξ : C∞(M) → R,

задаваемое формулой

ξ(f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξi, (1.13)

6.2. Касательные векторы как дифференцирования функций

ответствующие координаты. Обозначим координаты всех участвующих в до-

казательстве векторов той же буквой, что и вектор; верхний индекс будет

указывать номер координаты, а нижний – карту, относительно которой эта

координата задана. Тогда, используя предложение 1.1, получим

ζ iψ =
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ζ iϕ =
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

(ξiϕ + ηiϕ) = ξiψ + ηiψ = ζ̃ iψ.

Итак, ζ iψ = ζ̃ iψ, i = 1, . . . , n, следовательно, ζ = ζ̃.

Далее проверяются все 8 аксиом векторного пространства. Очевидно, что

нулевым касательным вектором будет прообраз набора из n нулей. Противо-

положным для касательного вектора ξ будет касательный вектор с противо-

положными координатами.

Задача 1.7. Проверьте все 8 аксиом самостоятельно.

Благодаря такому определению операций в Tp(M) мы, во-первых, получа-

ем структуру векторного пространства в Tp(M), во-вторых, отображение rϕ

становится изоморфизмом векторных пространств Tp(M) и R
n и, в-третьих,

мы получаем возможность свести операции с векторами к операциям с их

координатами точно так же, как это было в аналитической геометрии.

Так как rϕ является изоморфизмом, то размерность пространства Tp(M)

равна размерности R
n, то есть n = dimM . Итак, dimTp(M) = dimM = n.

1.
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где (U, ϕ) – локальная карта с координатами (x1, . . . , xn), содержащая точ-

ку p, а (ξ1, . . . , ξn) – координаты вектора ξ в этой карте. Это отображение

называется дифференцированием функции в направлении вектора ξ.

Лемма 1.2. Введенное определение не зависит от выбора карты.

Доказательство. Рассмотрим вторую карту (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn),

содержащую точку p. Пусть отображение перехода ψ ◦ ϕ−1 задается функ-

циями yi = yi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. Пусть касательный вектор ξ опреде-

ляет отображение ξ̃ : C∞(M) → R относительно карты (V, ψ). Нам нужно

доказать, что для каждой функции f ∈ C∞(M) имеем ξ(f) = ξ̃(f). Обозна-

чим через (η1, . . . , ηn) координаты вектора ξ в карте (V, ψ). Тогда, используя

(1.13), (1.12) и правило дифференцирования сложной функции, получим

ξ̃(f) =
∂(f ◦ ψ−1)

∂yi

∣∣∣∣
ψ(p)

ηi =
∂((f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ψ−1))

∂yi

∣∣∣∣
ψ(p)

∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj =

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xk

∣∣∣∣
ϕ◦ψ−1◦ψ(p)

∂xk

∂yi

∣∣∣∣
ψ(p)

∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj = ξ(f).

Здесь мы воспользовались тем, что матрицы Якоби
(
∂xk

∂yi

)
и
(

∂yi

∂xj

)
являют-

ся взаимно обратными матрицами и их произведение равно δkj .

Замечание 1.6. Отображение ξ, как и все дифференцирования, удовлетво-

ряет «правилу Лейбница»:

ξ(fg) = ξ(f)g(p) + f(p)ξ(g),

где f, g ∈ C∞(M).

Действительно, так как взятие частных производных удовлетворяет пра-

вилу Лейбница, получим

ξ(fg) =
∂(fg ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξi =
∂(f ◦ ϕ−1) · (g ◦ ϕ−1))

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξi =

=

(
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

(g ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) + (f ◦ ϕ−1)(ϕ(p))
∂(g ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
ξi =

= ξ(f)g(p) + f(p)ξ(g).
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Кроме того, отображение ξ обладает стандартным свойством R линейности,

то есть

ξ(f + g) = ξ(f) + ξ(g); ξ(λf) = λξ(f),

где f, g ∈ C∞(M), λ ∈ R.

Отображение δ : C∞(M) → R, удовлетворяющее свойству линейности и

правилу Лейбница, то есть

δ(fg) = δ(f)g(p) + f(p)δ(g),

называется инфинитезимальным дифференцированием (или, короче, i-диф-

ференцированием) алгебры гладких функций многообразия M в точке p.

Таким образом, отображение, порождаемое касательным вектором ξ, яв-

ляется инфинитезимальным дифференцированием.

В дальнейшем мы будем отождествлять касательный вектор и инфините-

зимальное дифференцирование, которое он порождает, и говорить, что каса-

тельный вектор является инфинитезимальным дифференцированием.

Итак, касательные векторы, с одной стороны, суть классы эквивалентно-

сти соприкасающихся гладких путей, с другой стороны, прообразы элементов

из R
n при изоморфизме rϕ и, с третьей стороны, инфинитезимальные диф-

ференцирования.

Пример 1.17. Пусть V n – n-мерное векторное пространство. Согласно при-

меру 1.10 векторное пространство V n имеет гладкую структуру, а именно

если в V n фиксирован базис (e1, . . . , en), то пара (V n, ϕ), где ϕ ставит в соот-

ветствие любому вектору X ∈ V n набор его координат (X1, . . . , Xn) в бази-

се (e1, . . . , en), является глобальной картой на V n и дополняется до гладкой

структуры на V n. Эту гладкую структуру мы назвали канонической. Она не

зависит от выбора базиса в V n. Таким образом, любое векторное простран-

ство V n превращается в гладкое многообразие, а значит, для любой его точки

X определено касательное пространство TX(V
n) в этой точке. Покажем, что

касательное пространство TX(V
n) изоморфно векторному пространству V n.

Фиксируем в V n базис (e1, . . . , en). Тогда для него однозначно опреде-

ляется дуальный базис (e1, . . . , en). Он состоит из линейных отображений
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ei : V n → R, которые каждому вектору X ∈ V n ставят в соответствие его i-ю

координату X i в базисе (e1, . . . , en). Покажем, что отображения ei являются

гладкими функциями на гладком многообразии V n, то есть принадлежат ал-

гебре C∞(V n). Для этого запишем координатное выражение для функции ei

в глобальной карте (V n, ϕ) (см. определение гладкого отображения в § 1.5).

Имеем

ei ◦ ϕ−1 : Rn → R,

которое задается формулой ei◦ϕ−1(X1, . . . , Xn) = X i, то есть сначала произ-

вольному набору (X1, . . . , Xn) из n вещественных чисел ставится в соответ-

ствие вектор X = X iei ∈ V n, а затем отображение ei ставит в соответствие

этому вектору его i-ю координату в том же базисе. В результате мы получаем

отображение, которое набору из n вещественных чисел ставит в соответствие

i-е число. Очевидно, что такое отображение является гладким, а значит, яв-

ляются гладкими и отображения ei, i = 1, . . . , n.

Теперь мы можем построить изоморфизм векторных пространств TX(V
n)

и V n. Зададим отображение

κ : TX(V
n) → V n

по формуле κ(ξ) = ξ(ei)ei. Здесь касательный вектор ξ рассматривается как

инфинитезимальное дифференцирование алгебры гладких функций (именно

для этого мы доказывали гладкость отображений ei). Очевидно, что отоб-

ражение задано корректно, то есть мы попадаем в пространство V n. Пока-

жем, что отображение κ является изоморфизмом векторных пространств.

Во-первых, это гомоморфизм, так как

κ(λξ + μη) = (λξ + μη)(ei)ei = λξ(ei)ei + μη(ei)ei = λκ(ξ) + μκ(η)

для любых ξ, η ∈ TX(V
n) и любых вещественных чисел λ и μ.

Во-вторых, покажем, что отображение κ является инъективным, то есть

kerκ = {0}. Пусть κ(ξ) = 0. Тогда ξ(ei)ei = 0. В силу линейной независимо-

сти базисных векторов ei получим ξ(ei) = 0, i = 1, . . . , n. Зафиксируем номер
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Как мы доказали в пункте 6.1, множество касательных векторов в фикси-

рованной точке p ∈ M является n-мерным векторным пространством, изо-

морфным арифметическому векторному пространству Rn. Построим в Tp(M)

базис.

Рассмотрим изоморфизм rϕ : Tp(M) → R
n и возьмем в пространстве R

n

стандартный базис (ε1, . . . , εn). Вектор εi такого базиса представляет из себя

набор из n чисел, в котором на i-м месте стоит 1, а остальные нули. Тогда

прообраз этого базиса при изоморфизме rϕ будет базисом касательного про-

странства Tp(M), то есть

(e01, . . . , e
0
n), где e0i = (rϕ)

−1(εi)

будет базисом в Tp(M). Этот базис называется натуральным базисом каса-

тельного пространства Tp(M), а совокупность (p, e01, . . . , e0n) называется нату-

ральным репером касательного пространства Tp(M).

Выясним, что представляют из себя векторы натурального базиса, рас-

сматриваемые как инфинитезимальные дифференцирования. Пусть f – про-

извольная гладкая функция на многообразии M . Тогда, используя формулу

6.3. Натуральный базис

i и рассмотрим число ξ(ei). Согласно формуле (1.13) получим

ξ(ei) =
∂(ei ◦ ϕ−1)

∂Xj

∣∣∣∣
ϕ(X)

ξj = δijξ
j = ξi.

Таким образом, получаем ξi = 0 для любого i = 1, . . . , n, следовательно,

ξ = 0.

Сюръективность отображения κ следует из того, что размерности вектор-

ных пространств TX(V
n) и V n равны.

Итак, отображение κ является изоморфизмом векторных пространств.

Докажите самостоятельно, что изоморфизм κ не зависит от выбора базиса,

то есть для другого базиса (ε1, . . . , εn) и дуального базиса (ε1, . . . , εn) получим

ξ(εi)εi = ξ(ei)ei.

1.



36

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

(1.13), получим

e0i (f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

(e0i )
j =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

δji =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

.

Итак, мы получаем

e0i (f) =
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ−1), ∀f ∈ C∞(M).

Договоримся для краткости обозначать

∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ ϕ−1) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

. (1.14)

Тогда последнее равенство примет вид

e0i (f) =
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f), ∀f ∈ C∞(M).

Итак, касательные вектора натурального базиса, рассматриваемые как ин-

финитезимальные дифференцирования, являются операторами взятия част-

ных производных по координатам той карты, которая определяет этот базис.

Замечание 1.7. Запишем формулу (1.13) с учетом введенного обозначения

(1.14). Тогда она примет вид

ξ(f) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

ξi = ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f), ∀f ∈ C∞(M),

то есть ξ = ξi ∂
∂xi

∣∣
p
. Это означает, что координаты ξi вектора ξ суть коорди-

наты этого вектора относительно натурального базиса карты (U, ϕ).

Наконец, найдем гладкие пути, являющиеся представителями векторов на-

турального базиса (теперь мы рассматриваем эти вектора как классы экви-

валентных гладких путей). Пусть (U, ϕ) – локальная карта с координата-

ми (x1, . . . , xn), содержащая точку p. По определению натурального базиса

и изоморфизма rϕ получим, что касательный вектор e0i имеет координаты

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Эти координаты коротко можно записать с помощью

дельты Кронекера (δji ), где i – номер вектора e0i , то есть фиксированный ин-

декс, а j пробегает значения от 1 до n. Рассмотрим гладкий путь γ, заданный

функциями

xj = xj0 + δji t, j = 1, . . . , n, (1.15)
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где (x10, . . . , x
n
0) – координаты точки p в карте (U, ϕ). Первые производные

этих функций в нуле как раз равны кронеккеровской дельте δji , то есть коор-

динаты касательного вектора, которому принадлежит этот путь, совпадают

с координатами вектора e0i . Итак, e0i = [γ].

Вывод: касательные векторы натурального базиса – это классы эквива-

лентности путей, соприкасающихся с координатными линиями локальной

карты в точке p. Мы видим полную аналогию со случаем двумерной поверх-

ности в классической дифференциальной геометрии.

Задача 1.8. Докажите, что реперное отображение rϕ является диффеомор-

физмом.

Решение. Пусть на многообразии M фиксирована локальная карта (U, ϕ).

Тогда в ней определяется реперное отображение rϕ : Tp(M) → R
n, которое

каждому касательному вектору из Tp(M) ставит в соответствие набор его

координат в локальной карте (U, ϕ).

Мы уже доказали (см. лемму 1.1), что реперное отображение является би-

екцией. Покажем, что реперное отображение является гладким. Для этого

фиксируем карты в пространстве Tp(M) и R
n. Так как Tp(M) является век-

торным пространством, его карта определяется с помощью какого-либо бази-

са этого пространства (см. пример 1.10). Фиксируем в векторном простран-

стве Tp(M) натуральный базис (e0i ). Тогда картирующее отображение ϕ кар-

ты (Tp(M), ϕ) ставит каждому касательному вектору из Tp(M) его коорди-

наты в натуральном базисе. Обозначим координаты в карте (Tp(M), ψ) через

(ξ1, . . . , ξn). Напомним, что арифметическое векторное пространство также

покрывается одной картой (Rn, id). Обозначим координаты в этой карте че-

рез (x1, . . . , xn). Так как реперное отображение rϕ каждому касательному

вектору ставит в соответствие его координаты в натуральном базисе (или,

что эквивалентно, координаты касательного вектора в карте (U, ϕ)), в паре

локальных карт (Tp(M), ψ) и (Rn, id) реперное отображение будет задавать-

ся формулами xi = ξi, i = 1, . . . , n. Здесь переменными, по которым нужно

дифференцировать, являются буквы ξi. Продифференцировать по этим бук-
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вам можно любое число раз, следовательно, реперное отображение является

гладким.

Отображение, обратное реперному, задается функциями ξi = xi. Здесь уже

переменными являются буквы xi. По ним также можно продифференциро-

вать любое число раз. Таким образом, отображение, обратное реперному, так-

же является гладким, а значит, реперное отображение является диффеомор-

физмом.

§ 1.7. Векторные расслоения. Касательное расслоение

Если объединить все касательные пространства к гладкому многообразию, то

мы получим еще один пример гладкого многообразия. Это многообразие на-

делено дополнительной структурой, так называемой структурой векторного

расслоения. Начнем с общего определения векторного расслоения.

Пусть дана тройка (E , π,B), состоящая из гладких многообразий E , B и

гладкого сюръективного отображения π : E → B. Она называется (веще-

ственным) векторным расслоением ранга n, если

a) для любой точки b ∈ B ее полный прообраз

Fb = π−1(b)

является (вещественным) векторным пространством;

б) (условие локальной тривиальности) существуют атлас A = {(Uα, ϕα)}
многообразия B и диффеоморфизмы

χα : Uα × R
n → π−1Uα,

что, во-первых, для любой точки (b, x) ∈ Uα×R
n имеет место включение

χα(b, x) ∈ Fb,

во-вторых, для каждой точки b ∈ B отображение

χα,b : R
n → Fb,

определенное формулой

χα,b(x) = χα(b, x), x ∈ R
n,
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является изоморфизмом векторных пространств.

Многообразие B называется базой векторного расслоения, многообразие

E называется тотальным пространством, а отображение π – проекцией.

Векторное пространство Fb называется слоем расслоения над точкой b ∈ B.

Диффеоморфизм χα называется тривиализацией расслоения (E , π,B) над

открытым множеством Uα, а открытое множество Uα называется тривиали-

зирующей окрестностью.

Пусть M – n-мерное гладкое многообразие. Рассмотрим множество, явля-

ющееся объединением всех касательных векторов во всех точках этого мно-

гообразия M

TM =
⋃
p∈M

Tp(M) =
⋃

p∈M,ξ∈Tp(M)

(p, ξ).

Определим отображение π : TM → M по формуле

(p, ξ) → p. (1.16)

Очевидно, что оно сюръективно. Тогда тройка (TM, π,M) является претен-

дентом на звание векторного расслоения. Это расслоение называется каса-

тельным расслоением над M . Проверим выполнение всех требований опре-

деления векторного расслоения.

Теорема 1.1. Тройка (TM, π,M) является векторным расслоением, ранг

которого равен n.

Доказательство. Обратите внимание, что гладким многообразием пока яв-

ляется только M . Во множестве TM нет пока даже топологии. Начнем мы

с пункта а). Из определения отображения π следует, что для любой фик-

сированной точки p ∈ M полный прообраз π−1(p) этой точки можно отож-

дествить с касательным пространством Tp(M). Действительно, при фикси-

рованной точке p полный прообраз π−1(p) состоит из всех пар вида (p, ξ),

которые отображаются в точку p. Во всех этих парах точка p одна и та же, а

касательный вектор ξ пробегает все касательной пространство. Поэтому пару

(p, ξ) мы можем отождествить с вектором ξ. При таком отождествлении опе-

рации сложения касательных векторов и умножения касательного вектора на
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вещественное число в множестве π−1(p) примут вид

(p, ξ) + (p, η) = (p, ξ + η); λ(p, ξ) = (p, λξ).

Таким образом, множество π−1(p) становится векторным пространством и

может быть отождествлено с касательным пространством Tp(M). Обычно

говорят, что полный прообраз π−1(p) есть касательное пространство Tp(M),

а оно, как мы знаем, является векторным пространством (см. § 1.6).
Заметим, что условие локальной тривиальности заключается в том, что

«куски» пространства TM устроены как декартовы произведения «куска»

многообразияM и пространства Rn. В этом смысл названия «локальная три-

виальности». Глобально это условие в общем случае места не имеет.

Построим гладкий атлас на множестве TM . Так как M – гладкое много-

образие, то на нем есть атлас A = {(Uα, ϕα)}. Рассмотрим полные прообразы

карт этого атласа при отображении π: Vα = π−1(Uα). Элементами множества

Vα будут пары (p, ξ) – точка p ∈ Uα и касательный вектор из касательного

пространства Tp(M). Построим отображение ψα = ϕα × rϕα
, то есть отобра-

жение

ψα : Vα → ϕα(Uα)× R
n ⊂ R

2n,

которое паре (p, ξ) ставит в соответствие сначала координаты точки p в кар-

те (U, ϕ), а затем координаты вектора ξ в этой же карте. Таким образом,

каждому элементу из Vα ставится в соответствие 2n вещественных чисел.

Теперь у нас есть пары (Vα, ψα) – претенденты на локальные карты. Нам

нужно, чтобы отображения ψα были гомеоморфизмами, а для этого нужна

топология в TM . Поэтому мы назовем открытыми в TM полные прообра-

зы всевозможных открытых множеств в ϕα(Uα) × R
n при отображении ψα.

При таком определении топологии отображения ψα автоматически становят-

ся гомеоморфизмами. В частности, полный прообраз открытого множества

ϕα(Uα) × R
n есть множество Vα, то есть оно также является открытым во

введенной топологии. Так как, с другой стороны, Vα – полный прообраз при

отображении π открытых множеств Uα, то и отображение π будет непрерыв-

ным во введенной топологии.
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Итак, у нас уже есть топология на TM , причем она, очевидно, хаусдор-

фова и имеет счетную базу (это действительно так, потому что по сути то-

пология TM есть топология декартова произведения двух топологических

пространств Uα и R
n, которые обладают этими свойствами), и построены ло-

кальные карты на TM .

Следующая наша задача – доказать, что построенные локальные карты

гладко связаны. Рассмотрим две карты на TM : (V, ψ) и (Ṽ , ψ̃). Пусть (U, ϕ)

и (Ũ , ϕ̃) – соответствующие им карты многообразия M . Тогда

ψ̃ ◦ ψ−1 = (ϕ̃ ◦ ϕ−1)× (rϕ̃ ◦ (rϕ)−1).

Отображение ϕ̃ ◦ ϕ−1 является диффеоморфизмом, так как карты (U, ϕ) и

(Ũ , ϕ̃) гладко связаны, а отображение rϕ̃ ◦ (rϕ)
−1 есть пересчет координат

вектора из натурального базиса карты (U, ϕ) в натуральный базис карты

(Ũ , ϕ̃). Это линейные функции, а значит, гладкие.

Итак, мы доказали, что TM является гладким многообразием и постро-

или на нем атлас {Vα, ψα}, который называется атласом, адаптированным

расслоению.

Докажем, что отображение π является гладким. Рассмотрим пару соот-

ветствующих карт (V, ψ) с координатами (y1, . . . , y2n) на TM и (U, ϕ) с ко-

ординатами (x1, . . . , xn) на M , то есть V = π−1(U) и ψ = ϕ× rϕ. При таком

определении отображения ψ первые n переменных y1, . . . , yn суть координаты

точки p в карте (U, ϕ), то есть

y1 = x1; . . . yn = xn.

Если мы перепишем эти равенства в виде

x1 = y1; . . . xn = yn,

то получим задание отображения π в паре карт (V, ψ), (U, ϕ). Это линейные

функции относительно переменных y1, . . . , y2n (именно до 2n; эти переменные

мы формально можем ввести в формулы с нулями), а значит, они гладкие.

Итак, отображение π является гладким отображением.
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Нам осталось проверить свойство локальной тривиальности. Положим

χα = id× r−1
ϕα

: Uα × R
n → Vα.

Это отображение берет набор из точки многообразия M и системы n веще-

ственных чисел и ставит им в соответствие пару из точки p и касательного

вектора в точке p с координатами в натуральном базисе карты (U, ϕ), равны-

ми данным числам. Это элемент из множества Vα = π−1(Uα). Это биекция,

так как тождественное преобразование и отображение rϕα
являются биекци-

ями. Кроме того, отображения id и rϕα
– диффеоморфизмы, а значит, их де-

картово произведение также является диффеоморфизмом. Наконец, заметим,

что, фиксировав точку p ∈ Uα, мы получим отображение χαp : R
n → Tp(M),

которое будет совпадать с отображением r−1
ϕα
, то есть будет изоморфизмом

векторных пространств по доказанному выше.

Итак, все условия определения векторного расслоения выполнены, следо-

вательно, касательное расслоение является векторным расслоением. Его сло-

ями являются касательные пространства в точках многообразия M .

Пример 1.18. Рассмотрим касательное расслоение к окружности S1. Тоталь-

ное пространство TS1 диффеоморфно двумерному цилиндру. Мы не будем

доказывать этот факт строго, а ограничимся только некоторыми образными

соображениями. Касательные пространства к окружности мы можем пред-

ставить себе в виде касательных к ней, то есть в виде прямых. «Повернем»

эти прямые так, чтобы они были перпендикулярны плоскости окружности.

В результате получим двумерный круговой цилиндр. Если на окружности

фиксировать атлас A1 из примера 1.12, то картами адаптированного атласа

цилиндра будут два «листа», охватывающих цилиндр и состыкующихся по

прямолинейным образующим, проходящим через точки N и S окружности.

§ 1.8. Гладкие сечения векторных расслоений

Пусть (E , π,B) – векторное расслоение. Гладкое отображение

s : B → E , (1.17)
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удовлетворяющее соотношению

π ◦ s = id,

называется гладким сечением расслоения (E , π,B).

Замечание 1.8. Гладкое отображение (1.17) является сечением тогда и толь-

ко тогда, когда s(b) ∈ Fb для любой точки b ∈ B, то есть когда оно выбирает

в каждом слое Fb элемент s(b).

Предложение 1.2. Множество всех гладких сечений векторного расслое-

ния (E , π,B) образует вещественное векторное пространство.

Доказательство. Определим операции сложения сечений и умножения сече-

ния на вещественное число следующим образом:

(s1 + s2)(b) = s1(b) + s2(b); (λs)(b) = λs(b), b ∈ B,

где s, s1, s2 – гладкие сечения, λ ∈ R. Очевидно, что отображения s1 + s2

и λs являются гладкими как сумма и произведение таковых. Докажем, что

они удовлетворяют условиям π ◦ (s1 + s2) = id и π ◦ (λs) = id, то есть

являются гладкими сечениями. Проверим второе условие (первое проверяется

еще проще). Имеем

π ◦ (λs)(b) = π(λs(b)).

Согласно замечанию 1.8 элемент s(b) принадлежит слою Fb, который явля-

ется векторным пространством. Тогда λs(b) – элемент того же векторного

пространства Fb, то есть слоя над точкой b. По определению проекции π об-

разом этого элемента будет точка, над которой висит этот слой, то есть это

будет точка b. Итак, π ◦ (λs)(b) = b для любой b ∈ B, то есть π ◦ (λs) = id.

Отметим, что нулевым сечением является отображение 0 : B → E , ко-

торое каждой точке b ∈ B ставит в соответствие нулевой элемент соответ-

ствующего слоя Fb (мы помним, что в векторном расслоении слои являются

векторными пространствами).

Далее проверяются все 8 аксиом векторного пространства. Подробные вы-

кладки мы оставляем читателю.
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Замечание 1.9. Отметим, что в общем случае векторное пространство сече-

ний векторного расслоения не является конечномерным.

Для любой гладкой функции f ∈ C∞(B) на многообразии B и любого

сечения s определим отображение fs : B → E по формуле

(fs)(b) = f(b)s(b), b ∈ B.

Проверьте самостоятельно, что отображение fs будет гладким сечением рас-

слоения (E , π,B). Все 8 аксиом из определения векторного пространства,

где вещественные числа заменены на гладкие функции многообразия B, вы-

полняются (единицей будет функция, которая любой точке B ставит в со-

ответствие число 1). Это означает (по определению), что множество гладких

сечений расслоения является унитарным C∞(B)-модулем.

Пусть (U, ϕ) – локальная карта на многообразии B, которую без огра-

ничения общности можно считать тривиализирующей окрестностью. Тогда

множество π−1U диффеоморфно декартову произведению U × R
n, а зна-

чит, является открытым подмногообразием в E . Нетрудно видеть, что тройка

(π−1U, π|U , U) будет векторным расслоением, которое мы будем называть ча-

стью векторного расслоения (E , π,B).

Для любого гладкого сечения s : B → E определим отображение

sU : U → π−1U

по формуле sU(p) = s(p), p ∈ U . Отображение sU будет гладким по опре-

делению гладкого отображения, а значит, оно является гладким сечением

расслоения (π−1U, π|U , U). Будем называть сечение sU сужением сечения s

на область локальной карты U . В отличие от C∞(B)-модуля гладких сече-

ний всего векторного расслоения C∞(U)-модуль части векторного расслоения

обладает конечным числом образующих, а именно, верна

Теорема 1.2. Пусть (π−1U, π|U , U) – часть векторного расслоения (E , π,B)

над тривиализирующей окрестностью U , где под π|U мы понимаем суже-
ние проекции π на открытое подмногообразие π−1U . Тогда существуют n

линейно независимых сечений (коэффициентами будут гладкие функции на
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области карты U)

s1, . . . , sn

расслоения (π−1U, π|U , U), такие, что любое сечение s расслоения

(π−1U, π|U , U) представимо в виде

s = s1s1 + . . .+ snsn,

где n – ранг расслоения (E , π,B), s1, . . . , sn – гладкие функции на многооб-

разии U .

Доказательство. Пусть χ : U × R
n → π−1U – тривиализация (см. определе-

ние векторного расслоения § 1.7). Положим по определению

si(b) = χ(b, εi), b ∈ U, i = 1, . . . , n, (1.18)

где (ε1, . . . , εn) – стандартный базис арифметического векторного простран-

ства Rn. Так как χ – диффеоморфизм, отображения si : U → π−1U являются

гладкими. По определению векторного расслоения имеем χ(b, εi) ∈ Fb. Тогда

π|U ◦ si(b) = π(χ(b, εi)) = b,

то есть π|U ◦ si = id, а значит, si – гладкие сечения (π−1U, π|U , U).

Докажем, что построенная система сечений (s1, . . . , sn) является линейно

независимой (из этого факта легко следует единственность разложения лю-

бого сечения по данной системе сечений). Рассмотрим линейную комбинацию

данных сечений с коэффициентами si ∈ C∞(U):

s1(b)s1(b) + . . .+ sn(b)sn(b) = 0.

Это равенство верно для любой точки b ∈ U . Фиксируем эту точку и вос-

пользуемся формулой (1.18)

s1(b)χ(b, ε1) + . . .+ sn(b)χ(b, εn) = 0.

При фиксированной точке b получим, что si(b) являются вещественными

числами, а отображения χ(b, εi) – изоморфизмами векторных пространств

(по определению векторного расслоения). Тогда

χ(b, si(b)εi) = 0.
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Так как отображение χ является изоморфизмом векторных пространств, то

si(b)εi = 0 или (s1(b), s2(b), . . . , sn(b)) = 0. Откуда получаем, что

si(b) = 0, i = 1, . . . , n.

Это равенство верно для любой точки b. Отпустим теперь эту точку. Тогда

получим, что функции si тождественно равны нулю. Таким образом, система

сечений (s1, . . . , sn) является линейно независимой.

Рассмотрим произвольное сечение s : U → π−1U . Фиксируем произволь-

ную точку b ∈ U . Как мы видели выше, из определения сечения следует, что

значение s(b) в точке b принадлежит слою Fb, висящему над этой точкой.

Слой Fb содержится в многообразии π−1U , которое диффеоморфно декарто-

ву произведению U ×R
n. Так как диффеоморфизм χ, в частности, является

биекцией, то существует элемент (q, x) ∈ U×R
n, такой, что s(b) = χ(q, x). Но

согласно определению векторного расслоения элемент χ(q, x) должен принад-

лежать слою Fq. Откуда получаем, что b = q и, следовательно, существует

элемент x(b) ∈ R
n, такой, что

s(b) = χ(b, x(b)).

Разложим x(b) по стандартному базису пространства R
n: x(b) = si(b)εi. Так

как по определению векторного расслоения при фиксации точки b отображе-

ние χ становится изоморфизмом векторных пространств, имеем

s(b) = χ(b, x(b)) = χ(b, si(b)εi) = si(b)χ(b, εi) = si(b)si.

Если мы отпустим точку b, то si(b) будут функциями на U . Нам осталось

доказать, что эти функции гладкие. Имеем (b, si(b)εi) = χ−1 ◦ s(b). Тогда

si(b) = xi ◦ pr2 ◦ χ−1 ◦ s(b), (1.19)

где pr2 : U × R
n → R

n – проекция на второй сомножитель, xi – функция,

ставящая набору из n чисел его i-й элемент. Все функции, фигурирующие в

соотношении (1.19), являются гладкими функциями, а значит, гладкой функ-

цией является и их композиция. Тем самым наше утверждение доказано пол-

ностью.
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§ 1.9. Векторные поля на гладком многообразии

Пусть M – гладкое многообразие размерности n. Гладкие сечения касатель-

ного расслоения (TM, π,M) называются (гладкими) векторными полями на

многообразии M . Как мы видели, они образуют C∞(M)-модуль. Обозначим

его через X(M). Напомним, что векторное поле – это гладкое отображение

X : M → TM , которое каждой точке p ∈ M ставит в соответствие пару

(p, ξ), где ξ – некоторый касательный вектор в этой точке. Будем обозна-

чать касательный вектор, который ставит в соответствие точке p векторное

поле X, через Xp. Запишем функции, задающие гладкое отображение X в

паре соответствующих карт (см. теорему 1.1) (U, ϕ) на M с координатами

(x1, . . . , xn) и (V, ψ) на TM с координатами (y1, . . . , y2n). Напомним, что пер-

вые n координат точки (p, ξ) ∈ TM – это координаты точки p, а остальные

n координат – это координаты вектора ξ в натуральном базисе карты (U, ϕ).

Тогда

X :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1 = x1

. . .

yn = xn

yn+1 = ξ1(x1, . . . , xn)

. . .

y2n = ξn(x1, . . . , xn)

Первые n функций гладки тривиальным образом. Гладкость оставшихся n

функций означает, что координаты касательного вектора являются гладкими

функциями координат точки.

Векторное поле X определяет отображение X : C∞(M) → C∞(M) (мы

будем обозначать его той же буквой) по формуле

(Xf)(p) = Xp(f) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

(Xp)
i, (1.20)

где (Xp)
i – координаты касательного вектора Xp в натуральном базисе.

Внимательно посмотрим на эти два равенства. Первое из них инвариантно

(независимо от выбора локальной карты) задает функцию Xf , но не гаран-

тирует ее гладкость. Второе равенство зависит от выбора локальной карты,
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но показывается гладкость функции Xf как линейной комбинации гладких

функций. Поэтому из второго равенства мы берем гладкость, а из перво-

го независимость от выбора локальной карты. Таким образом, мы получаем

корректное определение отображения X.

Предложение 1.3. Отображение X : C∞(M) → C∞(M) является R-

линейным и удовлетворяет правилу Лейбница, то есть

1)X(αf + βg) = αX(f) + βX(g), α, β ∈ R; f, g ∈ C∞(M);

2)X(fg) = X(f)g + fX(g), f, g ∈ C∞(M).

Такие отображения называются дифференцированиями алгебры гладких функ-

ций. Другими словами, любое векторное поле может быть рассмотрено как

дифференцирование алгебры гладких функций.

Доказательство. Мы проверим второе свойство. Первое проверяется анало-

гично. Имеем

X(fg)(p) = Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g) =

= (Xf)(p)g(p) + f(p)(Xg)(p) = ((Xf)g + f(Xg))(p), ∀p ∈ M.

Здесь мы воспользовались тем, что касательный вектор можно рассматри-

вать как инфинитезимальное дифференцирование, а для него правило Лейб-

ница имеет место.

Замечание 1.10. Можно доказать, что любое дифференцирование алгебры

гладких функций C∞(M) можно отождествить с некоторым векторным по-

лем на многообразии M .

Итак, аналогично случаю касательных векторов, мы получили, что век-

торные поля на многообразии M , с одной стороны, являются гладкими сече-

ниями касательного расслоения, а с другой стороны, дифференцированиями

алгебры гладких функций.

Замечание 1.11. Для векторных полей, которые рассматриваются как диф-

ференцирования алгебры гладких функций, также вводятся операции сложе-

ния, умножения на вещественное число и умножения на гладкую функцию:

(X + Y )(g) = X(g) + Y (g); (λX)(g) = λX(g); (fX)(g) = fX(g),
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гдеX, Y ∈ X(M) – векторные поля как дифференцирования алгебры гладких

функций, λ ∈ R – произвольное вещественное число, f, g – гладкие функции

на M . Эти определения операций согласованы с определениями соответству-

ющих операций для тензорных полей, рассматриваемых как гладкие сечения

касательного расслоения. Действительно, для любой точки p ∈ M имеем

(X + Y )(g)(p) = ((X + Y )|p)(g) = ((X + Y )(p))(g) = (X(p) + Y (p))(g) =

= (X(p))(g) + (Y (p))(g) = Xp(g) + Yp(g) = X(g)(p) + Y (g)(p) =

= (X(g) + Y (g))(p).

В крайне левой части цепочки равенств векторные поля X и Y выступают

как дифференцирования алгебры гладких функций, далее (X + Y )|p – это

касательный вектор, который ставит в соответствие векторное поле X + Y ,

рассматриваемое как гладкое сечение касательного расслоения, далее

(X+Y )(p) – это значение векторного поляX+Y как гладкого сечения в точке

p, далее используем определение операции сложения векторных полей как

гладких сечений и, наконец, проделываем все операции в обратном порядке.

Рассмотрим локальную карту (U, ϕ) на многообразии M , где U является

тривиализирующей окрестностью. Тогда определено векторное поле XU , ко-

торое называется сужением векторного поля X на U . Этот факт называется

первым принципом локализации. С другой стороны, на многообразии U есть

свой C∞(U)-модуль гладких векторных полейX(U). Первый принцип локали-

зации говорит, что все сужения векторных полей многообразияM на область

карты U принадлежат модулю X(U). Обратное, вообще говоря, неверно, то

есть не любое векторное поле из X(U) мы можем рассматривать как суже-

ние некоторого векторного поля из X(M). Но для любого векторного поля

X ∈ X(U) существует векторное поле Y ∈ X(M) и существует открытое

множество V ⊂ U , такое, что

X|V = Y |V ,

другими словами, если «уменьшить» область карты, то сужения векторных

полей на этом уменьшенном множестве совпадут. Этот факт называется вто-
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рым принципом локализации. Доказательство можно посмотреть в [6].

Благодаря обоим принципам локализации мы можем свести изучение век-

торных полей, заданных на всем многообразии, к изучению их сужений, за-

данных на областях карт, и возвращать результаты исследования обратно на

все многообразие.

Как мы видели в общей теории векторных расслоений, модуль X(U) обла-

дает конечным числом образующих (проще говоря, базисом). Выясним, чем

являются сечения s1, . . . , sn в данном случае.

Напомним, что si(p) = χ(p, εi), i = 1, . . . , n. Так как для касательного

расслоения χ = id× r−1
ϕ , то

si(p) = id× r−1
ϕ (p, εi) = (p,

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

).

Будем обозначать векторные поля si через ∂
∂xi . Итак, векторные поля(

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
(1.21)

образуют базис модуля X(U). Он называется натуральным базисом X(U).

Это название объясняется тем, что второй элемент значения векторного поля
∂
∂xi в точке p совпадает с соответствующим касательным вектором натураль-

ного базиса. Натуральный базис (1.21) называют также локальным базисом

модуля X(M). Объясним теперь это название.

Пусть X ∈ X(M) – произвольное векторное поле, рассматриваемое как

сечение касательного расслоения (TM, π,M). Для него определено сужение

X|U , которое в каждой фиксированной точке p ∈ U представимо в виде

X|U(p) = (p,Xp) = (p, (Xp)
i ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

) = (Xp)
i(p,

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

) = X i(p)
∂

∂xi
(p).

Здесь мы просто переобозначили (Xp)
i наX i(p). И то и другое суть координа-

ты касательного вектора. Но если в первом случае точка p у нас фиксирована,

то во втором случае мы ее отпустили. В результате мы можем векторное поле

X|U представить в виде

X|U = X i ∂

∂xi
,
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то есть сужение векторного поляX представимо в виде линейной комбинации

векторных полей натурального базиса. Часто пишут (и мы будем так же

писать)

X = X i ∂

∂xi
,

подразумевая, что в левой части этого равенства стоит не само векторное

поле X , а его сужение на область локальной карты.

В силу общей теории векторных расслоений, рассмотренной выше, функ-

ции X i – это гладкие функции на многообразии U . Они называются локаль-

ными координатами векторного поля X в натуральном базисе.

Пусть на многообразииM фиксированы две пересекающиеся карты (U, ϕ) с

координатами (x1, . . . , xn) и (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn). Получим фор-

мулы, связывающие векторные поля натуральных базисов этих карт. Фикси-

руем произвольную точку p ∈ U ∩ V . Воспользуемся определением вектор-

ного поля как гладкого сечения и формулой (1.12):

∂

∂yi
(p) =

(
p,

∂

∂yi

∣∣∣∣
p

)
=

(
p,

∂xj

∂yi

∣∣∣∣
p

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

∂xj

∂yi
(p)

(
p,

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

=
∂xj

∂yi
(p)

∂

∂xj
(p).

Итак, мы получаем формулу для векторных полей натуральных базисов

∂

∂yi
=

∂xj

∂yi
∂

∂xj
. (1.22)

Замечание 1.12. Итак, мы видели, что для любого векторного поля X его

значение X(p) ≡ Xp в любой точке p ∈ M есть касательный вектор из каса-

тельного пространства Tp(M). Оказывается верно следующее утверждение:

Теорема 1.3. Пусть ξ ∈ Tp(M) – произвольный касательный вектор. Тогда

существует векторное поле X ∈ X(M), такое, что

ξ = Xp.

Другими словами, каждый касательный вектор является значением неко-

торого векторного поля многообразия M в данной точке.
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Доказательство. Фиксируем локальную карту (U, ϕ), содержащую точку p.

Обозначим координаты касательного вектора ξ в натуральном базисе этой

карты через (ξ1, . . . , ξi). Это вещественные числа, то есть постоянные функ-

ции на многообразии U , следовательно, гладкие функции. Тогда мы можем

построить гладкое векторное поле XU = ξi ∂
∂xi ∈ X(U). Его значение в точке

p как раз совпадет с вектором ξ. По второму принципу локализации суще-

ствует окрестность V ⊂ U точки p и векторное поле X ∈ X(M), такие, что

X|V = (XU)|V . В частности, X(p) = XU(p) = ξ.

Эта теорема понадобится нам в дальнейшем.

Пример 1.19. Рассмотрим гладкое многообразие R2. Чтобы было легче пред-

ставлять его себе, посмотрим на него как на обычную плоскость σ, в которой

фиксирована прямоугольная декартова система координат. Напомним (см.

пример 1.6), что это двумерное гладкое многообразие, атлас которого состоит

из единственной карты (R2, id). Координаты (x1, x2) этой карты суть коорди-

наты точки плоскости в выбранной декартовой системе координат. Так как

у нас всего две координаты, обозначим их более привычным образом (x, y).

Фиксируем произвольную точку p = (x0, y0) на R2. Как мы знаем (см. лем-

му 1.1 и далее), касательное пространство Tp(R
2) изоморфно R2, а значит, мо-

жет быть с ним отождествлено. В свою очередь R
2 мы можем отождествить

с двумерным векторным пространством «обычных» векторов, параллельных

плоскости σ следующим образом: каждой паре вещественных чисел из R2 по-

ставим в соответствие вектор с такими же координатами относительно базиса

введенной системы координат. Таким образом, касательные векторы в точ-

ке (x0, y0) отождествляются с «обычными» векторами, параллельными плос-

кости σ. При этом координаты касательного вектора в карте (R2, id) суть

координаты «обычного» вектора, с которым отождествляется касательный

вектор, относительно базиса фиксированной прямоугольной декартовой си-

стемы координат. Если хотите, можете представлять касательные векторы в

точке (x0, y0) как направленные отрезки, отложенные от этой точки. В част-

ности, вектора натурального базиса (e01, e
0
2) в точке (x0, y0) суть «обычные»
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вектора, имеющие в базисе прямоугольной декартовой системы координат

координаты (1, 0) и (0, 1) соответственно. Следовательно, это вектора �i и �j.

Опять для наглядности мы можем представлять их отложенными от точки

(x0, y0).

Рассмотрим теперь модуль гладких векторных полей X(R2). Начнем с на-

турального базиса. Так как карта у многообразия R
2 одна, то натуральный

базис определен глобально. В каждой точке (x0, y0) значения векторных по-

лей ( ∂
∂x ,

∂
∂y) – это векторы натурального базиса касательного пространства,

то есть в любой точке (x0, y0) – это векторы �i и �j. Итак, векторные поля

натурального базиса – это векторы �i и �j фиксированной прямоугольной де-

картовой системы координат.

Рассмотрим векторное поле (очевидно гладкое, так как координаты

X1(x, y) = x и X2(x, y) = y – гладкие функции)

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Используя введенные отождествления, нарисуйте полученное векторное поле.

Обратите внимание, что в этом примере мы получили модуль гладких век-

торных полей конечномерным (а точнее двумерным). Для него это объяс-

няется тем, что многообразие можно покрыть единственной картой. Кроме

того, мы получили, что касательное пространство в каждой точке изоморфно

модулю гладких векторных полей (и самому гладкому многообразию). Этот

факт имеет место не только для R
2, но и для любого гладкого многообра-

зия, являющегося конечномерным векторным пространством. Постарайтесь

доказать это самостоятельно.

§ 1.10. Коммутатор векторных полей

Пусть X, Y ∈ X(M) – произвольные векторные поля на гладком многооб-

разии M , рассматриваемые как дифференцирования алгебры гладких функ-

ций. Рассмотрим композицию

X ◦ Y : C∞(M) → C∞(M).
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Это R-линейное отображение, но правило Лейбница не выполняется. Дей-

ствительно,

X ◦ Y (fg) = X(Y (fg)) = X(Y (f)g + fY (g)) = X(Y (f))g+

+ Y (f)X(g) +X(f)Y (g) + fX(Y (g)) = (X ◦ Y (f))g+

+ f((X ◦ Y )(g)) + Y (f)X(g) +X(f)Y (g), (1.23)

где f, g ∈ C∞(M). Видно, что первые два слагаемых – как раз нужное нам

правило Лейбница, но есть еще два слагаемых, которые мешаются. Попробу-

ем исправить ситуацию, вычислив

Y ◦X(fg) = (Y ◦X(f))g + f((Y ◦X)(g)) +X(f)Y (g) + Y (f)X(g). (1.24)

Вычитая из формулы (1.23) формулу (1.24), получим

(X ◦ Y − Y ◦X)(fg) = (X ◦ Y − Y ◦X)(f)g + f(X ◦ Y − Y ◦X)(g).

Это означает, что R-линейное отображение X ◦ Y − Y ◦ X удовлетворяет

правилу Лейбница, а значит, является векторным полем (см. замечание 1.10).

Оно обозначается [X, Y ] и называется коммутатором векторных полей или

скобкой Ли.

Итак, по определению

[X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X.

Задача 1.9. Докажите, что для любых векторных полей X, Y, Z ∈ X(M)

имеют место тождества

1) [X, Y ] = −[Y,X] антикоммутативность;

2) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 тождество Якоби.

Указания. Примените определение скобки Ли.

Пример 1.20. Докажем еще два свойства скобки Ли. Во-первых, скобка Ли

обладает свойством аддитивности по каждому аргументу, то есть

[X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z]; [X, Y + Z] = [X, Y ] + [X,Z].

Во-вторых, скобка Ли обладает свойством R-однородности, то есть веще-

ственные числа можно выносить за знак скобки Ли,

[λX, Y ] = [X, λY ] = λ[X, Y ], X, Y ∈ X(M), λ ∈ R,



55

1. Гладкие многообразия и тензорные поля

но не обладает свойством C∞(M)-однородности. Вместо этого свойства име-

ют место равенства

[fX, Y ] = f [X, Y ]− Y (f)X; [X, fY ] = f [X, Y ] +X(f)Y. (1.25)

Действительно, для произвольных гладких функций f, g ∈ C∞(M) и про-

извольных векторных полей X, Y ∈ X(M) имеем

[fX, Y ](g) = (fX) ◦ Y (g)− Y ◦ (fX)(g) = f(X(Y (g))− Y (fX(g)) =

= f(X(Y (g))− Y (f)X(g)− fY (X(g)) = f [X, Y ](g)− Y (f)X(g) =

= (f [X, Y ]− Y (f)X)(g).

Здесь мы воспользовались правилом Лейбница. Так как полученное равен-

ство справедливо для любой функции g, то мы доказали первое равенство из

(1.25). Второе равенство доказывается аналогично.

Свойства аддитивности и R-однородности доказываются аналогичным об-

разом. Проведите рассуждения самостоятельно.

Пример 1.21. Найдем касательный вектор [X, Y ]p, который векторное поле

[X, Y ] ставит в соответствие произвольной точке p ∈ M .

По определению векторного поля как дифференцирования алгебры глад-

ких функций (см. (1.20)) имеем для любой гладкой функции f ∈ C∞(M)

[X, Y ]p(f) = ([X, Y ](f))(p) = (X(Y (f))− Y (X(f)))(p) =

= Xp(Y (f))− Yp(X(f)) = (Xp ◦ Y − Yp ◦X)(f).

Итак, мы получаем, что

[X, Y ]p = Xp ◦ Y − Yp ◦X.

Обратите внимание, что здесь векторные поля рассматриваются как диф-

ференцирования алгебры гладких функций, а касательные векторы – как

инфинитезимальные дифференцирования.

Пусть на многообразии M фиксирована локальная карта (U, ϕ) с коорди-

натами (x1, . . . , xn). Найдем координаты векторного поля [X, Y ] в натураль-

ном базисе этой карты. Используя определение скобки Ли, (1.20) и правило
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Лейбница, получим

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) = X

(
∂f

∂xi
Y i

)
− Y

(
∂f

∂xi
X i

)
=

=
∂2f

∂xixj
XjY i +

∂f

∂xi
∂Y i

∂xj
Xj − ∂2f

∂xixj
X iY j − ∂f

∂xi
∂X i

∂xj
Y j.

Рассмотрим слагаемые ∂2f
∂xixjX

jY i − ∂2f
∂xixjX

iY j. Во втором слагаемом индекс

суммирования i обозначим через j, а индекс суммирования j – через i. Так

как функция f гладкая, в частности, непрерывная, то порядок взятия произ-

водной не важен, а значит, рассмотренные слагаемые взаимно уничтожаются.

Оставшиеся два слагаемых запишем в следующем виде:

[X, Y ](f) =

(
∂Y i

∂xj
Xj − ∂X i

∂xj
Y j

)
∂

∂xi
(f), ∀f ∈ C∞(M).

Итак, мы получаем формулу для вычисления скобки Ли векторных полей в

локальной карте:

[X, Y ] =

(
∂Y i

∂xj
Xj − ∂X i

∂xj
Y j

)
∂

∂xi
(1.26)

Пример 1.22. Вычислим по формуле (1.26) коммутатор векторных полей из

натурального базиса. Имеем[
∂

∂xk
,
∂

∂x	

]
=

(
∂δi	
∂xj

δjk −
∂δik
∂xj

δj	

)
∂

∂xi
= 0.

Итак, коммутатор векторных полей натурального базиса равен нулю. В част-

ности, векторные поля натурального базиса коммутируют, то есть

∂

∂xk
◦ ∂

∂x	
=

∂

∂x	
◦ ∂

∂xk
.

Это и не удивительно, так как мы знаем из математического анализа, что

взятие частных производных непрерывной, в частности гладкой, функции не

зависит от порядка, в котором эти частные производные берутся.

§ 1.11. Кокасательное расслоение. Дифференциальные 1-формы

Пусть M – гладкое многообразие размерности n. Для него мы уже определи-

ли касательные векторы, которые в каждой точке многообразия M образуют

векторные пространства размерности n, построили касательное расслоение



57

1. Гладкие многообразия и тензорные поля

(TM, π,M) и его сечения назвали векторными полями на многообразии M .

Другими словами, векторное поле – это совокупность касательных векто-

ров, координаты которых в натуральном базисе касательных пространств

гладким образом меняются при переходе от точки к точке, то есть являются

гладкими функциями.

Как мы знаем из курса тензорной алгебры, для любого векторного про-

странства, в частности для касательного пространства Tp(M), определено

двойственное пространство, состоящее из R-линейных отображений вида u :

Tp(M) → R. Эти отображения называются ковекторами. Множество всех ко-

векторов, определенных на векторном пространстве Tp(M) обладает струк-

турой n-мерного векторного пространства и обозначается T ∗
p (M).

Мы начнем изучение пространств ковекторов с построения базиса про-

странства T ∗
p (M), двойственного натуральному базису касательного простран-

ства Tp(M). Фиксируем на M локальную карту (U, ϕ). Тогда в каждой точке

p ∈ U определяется изоморфизм (см. § 1.6)

rϕ : Tp(M) → R
n,

ставящий каждому касательному вектору его координаты в карте (U, ϕ) или,

что эквивалентно, координаты в натуральном базисе пространства Tp(M).

Рассмотрим отображения

xi ◦ rϕ : Tp(M) → R, i = 1, . . . , n,

где xi : Rn → R – функции, ставящие в соответствие набору из n чисел его

i-е число. Очевидно, что функции xi R-линейны, кроме того, мы доказали,

что R-линейно отображение rϕ. Тогда отображения xi ◦ rϕ будут линейны, то

есть будут ковекторами, определенными на векторном пространстве Tp(M).

Будем обозначать их xi ◦ rϕ = (dxi)p. Итак, для каждой точки p ∈ U из

области локальной карты мы построили совокупность ковекторов

(dxi)p : Tp(M) → R, i = 1, . . . , n.

Эти ковекторы претендуют на звание дуального базиса, то есть базиса век-

торного пространства T ∗
p (M). Напомним, что система ковекторов (e1, . . . , en)
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является дуальным базисом для базиса (e1, . . . , en) векторного пространства

V тогда и только тогда, когда

ei(ej) = δij,

где δij – дельта Кронекера. Для нашего случая имеем

(dxi)p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)i

= δij. (1.27)

Итак, мы показали, что система ковекторов ((dx1)p, . . . , (dx
n)p) является ду-

альным базисом для натурального базиса касательного пространства. Будем

называть его натуральным кобазисом.

Теперь у нас все готово, чтобы построить кокасательное расслоение по

аналогии с касательным расслоением. Обозначим через T ∗M множество всех

ковекторов из всех пространств T ∗
p (M), p ∈ M , то есть

T ∗M =
⋃

p∈M,u∈T ∗
p (M)

(p, u).

Рассмотрим тройку (T ∗M,π,M), где отображение

π : T ∗M → M

задается формулой

π((p, u)) = p.

Оказывается, что тройка (T ∗M,π,M) является векторным расслоением. Оно

называется кокасательным расслоением. Слоями этого расслоения являются

кокасательные пространства T ∗
p (M).

Мы не будем проводить подробное доказательство того, что (T ∗M,π,M)

есть векторное расслоение (оно аналогично случаю касательного расслоения),

а лишь скажем, как строятся локальные карты на 2n-мерном многообра-

зии T ∗M . Так как M является гладким многообразием, на нем есть атлас

A = {(Uα, ϕα}. Полные прообразы Vα = π−1(Uα) будут областями карт на

T ∗M . Картирующие отображения ψα : Vα → R
2n будут ставить в соответ-

ствие каждой точке (p, u) ∈ Vα набор из 2n чисел, в котором первые n чисел
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суть координаты точки p в локальной карте (Uα, ϕα), а остальные n чисел –

координаты ковектора u в натуральном кобазисе этой карты.

Рассмотрим гладкие сечения ω : M → T ∗M кокасательного расслоения.

Они называются дифференциальными 1-формами или просто 1-формами.

В паре соответствующих карт (Uα, ϕα) с координатами (x1, . . . , xn) и (Vα, ψα)

с координатами (y1, . . . , y2n) гладкое сечение ω задается следующими глад-

кими функциями:

s :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1 = x1

. . .

yn = xn

yn+1 = u1(x
1, . . . , xn)

. . .

y2n = un(x
1, . . . , xn).

Заметим, что первые n функций гладки тривиальным образом.

Множество 1-форм образует C∞(M)-модуль (это следует из общей теории

гладких сечений векторных расслоений § 1.8) и обозначается X∗(M). Будем

обозначать ковектор, который ставит 1-форма ω в соответствие точке p, через

ωp, то есть

ω(p) = (p, ωp).

Фиксируем локальную карту (U, ϕ) наM . Тогда C∞(U)-модуль X∗(U) име-

ет конечное число образующих, то есть базис. Аналогично случаю векторных

полей доказывается, что совокупность 1-форм

(dx1, . . . , dxn), (1.28)

где dxi(p) = (p, (dxi)p), образует базис модуля X∗(U).

Из (1.27) следует, что базис 1-форм (dx1, . . . , dxn) является дуальным на-

туральному базису X(U). Он называется дуальным натуральным базисом.

Для любой формы ω ∈ X∗(M) имеет место разложение

ω|U = ωidx
i,

где ω|U – сужение формы ω на область карты, числа ωi(p) – координаты

ковектора ωp. Они являются гладкими функциями на U . Как и в случае
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векторных полей, принято писать

ω = ωidx
i,

подразумевая, что в левой части этого равенства стоит не сама 1-форма ω, а

ее сужение на координатную окрестность. Базис (1.28) называется локальным

базисом модуля X∗(M), а функции ωi, i = 1, . . . , n называются локальными

координатами 1-формы ω в базисе (1.28) или локальной карте (U, ϕ).

Пусть даны две локальные карты (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn) и

(V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn). Найдем соотношения, связывающие ду-

альные базисы (dx1, . . . , dxn) и (dy1, . . . , dyn) этих карт.

Как мы видели в курсе тензорной алгебры, если системы векторов (e1, . . . , en)

и (ε1, . . . , εn) – два базиса векторного пространства V , системы ковекторов

(e1, . . . , en) и (ε1, . . . , εn) – соответствующие им дуальные базисы, то

εi = Cj
i ej; εi = (C−1)ije

j,

то есть дуальные базисы связаны с помощью обратной матрицы. Используя

этот факт, рассматривая 1-формы натурального базиса как гладкого сечения

и используя (1.22), получим

dyi(p) = (p, dyi|p) =
(
p,

∂yi

∂xj

∣∣∣∣
p

dxj|p
)

=
∂yi

∂xj
(p)dxj(p), ∀p ∈ U.

Здесь мы воспользовались тем, что матрицы Якоби
(

∂xi

∂yj

)
и
(

∂yi

∂xj

)
являются

взаимно обратными. Итак, мы получаем формулу, связывающую дуальные

натуральные базисы

dyi =
∂yi

∂xj
dxj. (1.29)

Пусть ω ∈ X∗(M) – произвольная 1-форма. Она определяет отображение

ω : X(M) → C∞(M) (1.30)

по формуле

ω(X)(p) = ωp(Xp), X ∈ X(M), p ∈ M.

Докажем, что это определение корректно, то есть функция ω(X) действи-

тельно является гладкой. Фиксируем локальную карту (U, ϕ) на M и произ-

вольную точку p ∈ U . Тогда ковектор ωp и касательный вектор Xp мы можем



61

1. Гладкие многообразия и тензорные поля

Пусть M – гладкое многообразие размерности n. Для каждой его точки

p определено касательное пространство Tp(M) и кокасательное пространство

T ∗
p (M). Они являются n-мерными векторными пространствами и определяют

векторное пространство Ts
r(Tp(M)) тензоров типа (r, s).

При фиксации локальной карты (U, ϕ) на M с координатами (x1, . . . , xn)

для каждого векторного пространства Ts
r(Tp(M)) определяется канонический

12.1. Векторное расслоение тензоров

разложить по соответствующим натуральным базисам, следовательно,

ω(X)(p) = ωp(Xp) = (ωp)i(dx
i)p

(
(Xp)

j ∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= (ωp)i(Xp)

i. (1.31)

Здесь мы воспользовались линейностью ковектора и дуальностью натураль-

ных базисов. Отпускаем точку p и получаем, что сужение функции ω(X) на

область произвольной карты является линейной комбинацией гладких функ-

ций ωi и X i:

ω(X) = ωiX
i,

то есть гладко. Тогда сама функция ω(X) гладкая по определению.

Задача 1.10. Докажите, что отображение (1.30) является C∞(M)-линейным.

Замечание 1.13. Можно доказать и обратное. А именно, что любое C∞(M)-

линейное отображение

ω : X(M) → C∞(M) (1.32)

определяет гладкое сечение кокасательного расслоения s, причем отображе-

ние (1.31), определяемое s, совпадает с отображением ω.

Итак, дифференциальные 1-формы, с одной стороны, – это гладкие сечения

кокасательного расслоения, а с другой стороны, C∞(M)-линейные отображе-

ния вида (1.32).

§ 1.12. Векторное расслоение тензоров типа (r, s). Тензорные по-

ля на многообразии

1.
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базис (
(dxi1)p ⊗ . . .⊗ (dxir)p ⊗ ∂

∂xj1

∣∣∣∣
p

⊗ . . .⊗ ∂

∂xjs

∣∣∣∣
p

)
, (1.33)

где i1, . . . , ir, j1, . . . , js принимают значения от 1 до n, а
(

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

)
и

((dx1)p, . . . , (dx
n)p) – натуральные базисы пространств Tp(M) и T ∗

p (M) соот-

ветственно.

Рассмотрим множество

Ts
rM =

⋃
p∈M,t∈Ts

r(Tp(M))

(p, t)

и определим отображение π : Ts
rM → M формулой

π(p, t) = p.

Тогда тройка (Ts
rM,π,M) будет векторным расслоением ранга nr+s. Оно на-

зывается расслоением тензоров типа (r, s). Пусть A = {(Uα, ϕα)} – атлас

на многообразии M . Тогда в качестве карт на Ts
rM возьмем пары (Vα, ψα),

где Vα = π−1(Uα), то есть полный прообраз областей карт из атласа A, а

отображение ψα каждой точке (p, t) ∈ Vα ставит в соответствие n + nr+s чи-

сел: первые n чисел – это координаты точки p в карте (Uα, ϕα), а остальные

числа – это координаты тензора t в каноническом базисе (1.33).

Гладкие сечения t : M → Ts
rM называются тензорными полями типа

(r, s) на M . Из общей теории гладких сечений мы получаем, что множество

тензорных полей типа (r, s) обладает структурой C∞(M)-модуля, который

мы будем обозначать Ts
r(M).

Договоримся обозначать тензор, который ставит в соответствие тензорное

поле t точке p, через tp. Если фиксировать соответствующие карты (U, ϕ) с

координатами (x1, . . . , xn) и (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn, yi1...isj1...jr
),

i1, . . . , is, j1, . . . , jr = 1, . . . , n на многообразиях M и Ts
rM соответственно, то

тензорное поле t задается системой функций

t :

{
yi = xi

yi1...isj1...jr
= ti1...isj1...jr

(x1, . . . , xn).

Здесь ti1...isj1...jr
(x1, . . . , xn) – гладкие функции, то есть координаты тензора tp

гладким образом зависят от точки.
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Для локальной карты (U, ϕ) определен C∞(U)-модуль Ts
r(U) тензорных

полей типа (r, s), который содержит сужения t|U тензорных полей t, опреде-

ленных на всем многообразии M . Аналогично случаю 1-форм доказывается,

что любое сужение t|U тензорного поля t представимо в виде

t|U = ti1...isj1...jr
dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr ⊗ ∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xis
,

где dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr ⊗ ∂
∂xi1

⊗ . . .⊗ ∂
∂xis – тензорные поля на U , определяемые

формулой

dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr ⊗ ∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xis
(p) =

= (p, (dxj1)p ⊗ . . .⊗ (dxjr)p ⊗ ∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

⊗ . . .⊗ ∂

∂xis

∣∣∣∣
p

), p ∈ U.

Обычно знак сужения на область карты опускают и пишут

t = ti1...isj1...jr
dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjr ⊗ ∂

∂xi1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xis
.

Тензорные поля dxj1⊗. . .⊗dxjr⊗ ∂
∂xi1

⊗. . .⊗ ∂
∂xis называются локальным ба-

зисом модуля Ts
r(M), а гладкие на U функции ti1...isj1...jr

называются локальными

координатами тензорного поля t в карте (U, ϕ).

Пусть t – произвольное тензорное поле типа (r, s) на M . Тогда оно опре-

деляет C∞(M)-линейное по каждому аргументу отображение, которое мы

будем обозначать той же буквой

t : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
rраз

×X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸
sраз

→ C∞(M)

по формуле

t(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs)(p) = tp((X1)p, . . . , (Xr)p, (ω

1)p, . . . , (ω
s)p), (1.34)

где X1, . . . , Xr ∈ X(M), ω1, . . . , ωs ∈ X∗(M). Доказательство корректности

определения аналогично доказательству для 1-форм, но более громоздко. По-

этому мы его опускаем.

Для тензорных полей имеет место замечание, аналогичное замечанию 1.13.

Сформулируйте его самостоятельно.

Пример 1.23. Из определения 1-формы как C∞(M)-линейного отображения

следует, что она является тензорным полем типа (1,0).
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Пример 1.24. Менее тривиальным примером тензорного поля является век-

торное поле. Докажем, что векторное поле можно рассматривать как тензор-

ное поле типа (0,1).

Рассмотрим множество (X∗)∗(M) C∞(M)-линейных отображений вида

t : X∗(M) → C∞(M).

Стандартным способом в этом множестве можно ввести структуру C∞(M)-

модуля. Оказывается, что он изоморфен модулю гладких векторных полей

X(M) на многообразии M . Изоморфизм τ : X(M) → (X∗)∗(M) задается

формулой

τ(X)(ω) = ω(X), X ∈ X(M), ω ∈ X∗(M).

Нетрудно убедиться, что, во-первых, определение τ корректно, то есть

τ(X) есть линейное отображение, во-вторых, τ является биекцией и, в-третьих,

сохраняет операции сложения и умножения на гладкую функцию.

Благодаря изоморфизму τ любое векторное полеX может быть отождеств-

лено со своим образом τ(X). Тогда действие векторного поля X на 1-форму

ω может быть записано в виде

X(ω) = ω(X). (1.35)

Пример 1.25. Пусть дано C∞(M)-линейное отображение

L : X(M) → X(M).

Оно называется эндоморфизмом модуля гладких векторных полей X(M). Лю-

бой эндоморфизм модуляX(M) может быть отождествлен с тензорным полем

типа (1,1).

Действительно, пусть дан эндоморфизм L. Определим отображение

T : X(M)× X∗(M) → C∞(M)

по формуле

T (X,ω) = ω(L(X)), X ∈ X(M), ω ∈ X∗(M). (1.36)

Докажите, что это отображение будет линейно по каждому аргументу, то

есть будет тензором типа (1,1).
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Пусть на гладком n-мерном многообразии M фиксирована локальная кар-

та (U, ϕ). Рассмотрим тензорное поле t ∈ Ts
r(M). (Локальными) компонен-

тами тензорного поля t в карте (U, ϕ) называются гладкие функции ti1...isj1...jr

на U , определяемые формулами

ti1...isj1...jr
= t|U

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjr
, dxi1, . . . , dxis

)
. (1.38)

Если фиксировать точку p ∈ U , то значение функции ti1...isj1...jr
(p) в этой точке

есть значение тензора tp на наборе соответствующих векторов и ковекторов

12.2. Компоненты тензорного поля

Обратно, пусть дан тензор типа (1,1) T . Фиксируем произвольное вектор-

ное поле X . Зададим отображение L(X) : X∗(M) → C∞(M) формулой

L(X)(ω) = T (X,ω), ω ∈ X∗(M). (1.37)

Это отображение будет C∞(M)-линейным, так как таковым является тен-

зорное поле T , следовательно, в силу примера 1.24 отображение L(X) мо-

жет быть отождествлено с некоторым векторным полем. Тогда отображение

L : X(M) → X(M) построим следующим образом: каждому векторному полю

X поставим в соответствие построенное векторное поле L(X). Так как тен-

зорное поле T линейно по X , отображение L будет эндоморфизмом модуля

гладких векторных полей.

Наконец, нам осталось доказать, что построенный эндоморфизм L порож-

дает исходное тензорное поле T . Обозначим через t тензорное поле, которое

порождает эндоморфизм L по формуле (1.36). Тогда

t(X,ω) = ω(L(X)) = L(X)(ω) = T (X,ω).

Здесь мы воспользовались формулой (1.37) и примером 1.24. Итак, значения

отображений t и T совпадают на любой паре аргументов, а значит, совпадают

и сами отображения, то есть t = T .

Итак, любой эндоморфизм модуля гладких векторных полей может быть

отождествлен с тензорным полем типа (1,1). В дальнейшем мы не будем де-

лать различий между ними и будем говорить, что эндоморфизм модуля глад-

ких векторных полей является тензорным полем типа (1,1).

1.
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натуральных базисов карты (U, ϕ). Это компоненты тензора tp в канониче-

ском базисе (
(dxj1)p ⊗ . . .⊗ (dxjr)p ⊗ ∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

⊗ . . .⊗ ∂

∂xis

∣∣∣∣
p

)

векторного пространства Ts
r(Tp(M)). Как известно из курса тензорной ал-

гебры, компоненты тензора совпадают с его координатами в каноническом

базисе. Если мы отпустим точку p, то получим координаты тензорного поля

в локальном базисе. Таким образом, компоненты тензорного поля относи-

тельно карты (U, ϕ) совпадают с его координатами относительно локального

базиса.

Предложение 1.4. Локальные компоненты тензорного поля однозначно

определяют его значение.

Доказательство. Пусть дано тензорное поле t типа (r, s) и фиксирована

локальная карта (U, ϕ) на многообразии M . Тогда для t определен набор

гладких на U функций {tj1...jsi1...ir
}, определенных формулой (1.38). Рассмотрим

произвольные векторные поля X1, . . . , Xr ∈ X(M) и произвольные 1-формы

ω1, . . . , ωs ∈ X∗(M). Разложим их по натуральным базисам локальной карты

(U, ϕ):
X1 = (X1)

i1 ∂
∂xi1

; . . . Xr = (Xr)
ir ∂
∂xir ;

ω1 = (ω1)j1dx
j1; . . . ωs = (ωs)jsdx

js.

Тогда, используя свойство полилинейности тензорного поля, получим

t(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) =

= t

(
(X1)

i1
∂

∂xi1
, . . . , (Xr)

ir
∂

∂xir
, (ω1)j1dx

j1, . . . , (ωs)jsdx
js

)
=

= (X1)
i1 . . . (Xr)

ir(ω1)j1 . . . (ω
s)jst

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir
, dxj1, . . . , dxjs

)
=

= tj1...jsi1...ir
(X1)

i1 . . . (Xr)
ir(ω1)j1 . . . (ω

s)js.

Итак, значение тензорного поля (а точнее, его сужение на область локальной

карты) определяется по формуле

t(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) = tj1...jsi1...ir

(X1)
i1 . . . (Xr)

ir(ω1)j1 . . . (ω
s)js,
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а значит, определено однозначно компонентами тензорного поля в этой карте.

Пусть даны две локальные карты на многообразии M : (U, ϕ) с координа-

тами (x1, . . . , xn) и (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn), такие, что пересечение

их областей не пусто. Рассмотрим тензорное поле t типа (r, s). Обозначим

компоненты тензорного поля t относительно первой карты через {ti1...isj1...jr
}, а

относительно второй карты – через {t̃a1...asb1...br
}. Все индексы пробегают значе-

ния от 1 до n. Воспользуемся определением компонент тензорного поля, его

C∞(U)-линейностью и формулами (1.22) и (1.29).

t̃a1...asb1...br
= t

(
∂

∂yb1
, . . . ,

∂

∂ybr
, dya1, . . . , dyas

)
=

= t

(
∂xj1

∂yb1
∂

∂xj1
, . . . ,

∂xjr

∂ybr
∂

∂xjr
,
∂ya1

∂xi1
dxi1, . . . ,

∂yas

∂xis
dxis
)

=

=
∂xj1

∂yb1
. . .

∂xjr

∂ybr
∂ya1

∂xi1
. . .

∂yas

∂xis
t

(
∂

∂xj1
, . . .

∂

∂xjr
, dxi1, . . . , dxis

)
=

=
∂xj1

∂yb1
. . .

∂xjr

∂ybr
∂ya1

∂xi1
. . .

∂yas

∂xis
ti1...isj1...jr

.

Итак, при переходе от одного натурального базиса к другому компоненты

тензорного поля преобразуются по закону

t̃a1...asb1...br
=

∂xj1

∂yb1
. . .

∂xjr

∂ybr
∂ya1

∂xi1
. . .

∂yas

∂xis
ti1...isj1...jr

. (1.39)

Этот закон преобразования компонент тензорного поля называется тен-

зорным законом.

Замечание 1.14. Пусть в каждой карте многообразия M задана система

гладких функций {tj1...jsi1...ir
}. Как и в курсе тензорной алгебры доказывается,

что эти системы гладких функций задают тензорное поле типа (r, s), а са-

ми являются его компонентами относительно натурального базиса тогда и

только тогда, когда при переходе от карты к карте они преобразуются по

тензорному закону.
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§ 1.13. Операции с тензорными полями

Как мы уже знаем, множество тензорных полей типа (r, s) обладает струк-

турой C∞(M)-модуля, а значит, в этом множестве введены операции сложе-

ния тензорных полей и умножение тензорного поля на гладкую функцию.

Эти операции удовлетворяют обычным свойствам векторного пространства

(только в них умножение на вещественное число заменено умножением на

гладкую функцию). Заметим, что операции сложения и умножения тензор-

ного поля на гладкую функцию мы вводили, рассматривая тензорное поле

как гладкое сечение векторного расслоения тензоров типа (r, s).

Здесь мы введем операции с тензорными полями, рассматривая их как

C∞(M)-линейные отображения. Нетрудно показать, что эти определения эк-

вивалентны.

Начнем с операции сложения тензорных полей. Пусть даны два тензорных

поля t1, t2 ∈ Ts
r(M). Определим отображение

t1 + t2 : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
rраз

×X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸
sраз

→ C∞(M)

по формуле

(t1 + t2)(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) =

= t1(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) + t2(X1, . . . , Xr, ω

1, . . . , ωs).

Очевидно, что образом отображения t1 + t2 является гладкая функция как

сумма таковых. Нетрудно показать C∞(M)-линейность отображения t1 + t2

по каждому аргументу. Проведите доказательство для какого-нибудь аргу-

мента самостоятельно. Итак, отображение t1 + t2 является тензорным полем

типа (r, s). Оно называется суммой тензорных полей t1 и t2.

Введем операцию умножения тензорного поля на гладкую функцию. Пусть

дано тензорное поле t ∈ Ts
r(M) и гладкая функция f ∈ C∞(M). Тогда опре-

делим отображение

ft : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
rраз

×X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸
sраз

→ C∞(M)
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по формуле

(ft)(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) = ft(X1, . . . , Xr, ω

1, . . . , ωs).

Опять нужно доказать, что введенное отображение C∞(M)-линейно по каж-

дому аргументу (проведите рассуждения самостоятельно для какого-нибудь

одного аргумента). Тогда мы получим, что отображение ft является тензор-

ным полем типа (r, s). Это тензорное поле называется произведением гладкой

функции f на тензорное поле t.

Введенные операции удовлетворяют восьми аксиомам векторного простран-

ства. Для тренировки докажите любые две из этих аксиом. Здесь же мы отме-

тим только, что нейтральным по сложению будет тензорное поле 0 ∈ Ts
r(M),

которое каждому набору аргументов ставит в соответствие нулевую функ-

цию, то есть функцию, которая каждой точке многообразия ставит в соот-

ветствие нуль.

Введем еще одну операцию с тензорными полями, которая называетсятен-

зорным произведением тензорных полей. Пусть t ∈ Ts
r(M), T ∈ Tq

p(M) –

произвольные тензорные поля, рассматриваемые как C∞(M)-линейные по

каждому аргументу отображения. Это определение мы введем по аналогии с

определением тензорного произведения тензоров. Определим отображение

t⊗ T : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸
r+pраз

×X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸
s+qраз

→ C∞(M)

по формуле

(t⊗ T )(X1, . . . , Xr+p, ω
1, . . . , ωs+q) =

= t(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs)T (Xr+1, . . . , Xr+p, ω

s+1, . . . , ωs+q),

где X1, . . . , Xr+p ∈ X(M), ω1, . . . , ωs+q ∈ X∗(M). Непосредственно проверяет-

ся, что определение корректно, то есть отображение t ⊗ T C∞(M)-линейно

по каждому аргументу.

Замечание 1.15. Если мы будем рассматривать тензорные поля как гладкие

сечения векторного расслоения тензоров типа (r, s), то операция тензорного
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умножения будет определяться следующим образом:

(t1 ⊗ t2)(p) = (p, (t1)p ⊗ (t2)p),

где (t1)p, (t2)p – тензоры типа (r, s), для которых операция тензорного умно-

жения уже введена в курсе тензорной алгебры.

Оба определения эквивалентны. Это нетрудно проверить, используя фор-

мулу (1.34).

Операция тензорного умножения обладает следующими свойствами:

10. (t1 + t2)⊗ t3 = t1 ⊗ t3 + t2 ⊗ t3;

20. t1 ⊗ (t2 + t3) = t1 ⊗ t2 + t1 ⊗ t3;

30. t1 ⊗ (t2 ⊗ t3) = (t1 ⊗ t2)⊗ t3;

40. (ft)⊗ T = t⊗ (fT ) = f(t⊗ T ),

где t1, t2, t3, t, T – тензорные поля подходящих типов, f ∈ C∞(M). Эти свой-

ства можно непосредственно проверить, используя определения суммы тен-

зорных полей, произведения тензорного поля на гладкую функцию и опре-

деление тензорного произведения тензорных полей.

Рассмотрим еще одну операцию с тензорными полями. Она называется

сверткой тензорного поля t по a-му верхнему и b-му нижнему индексам.

Пусть t ∈ Ts
r(M) – произвольное тензорное поле. Тогда сверткой тензорного

поля t называется тензорное поле C
(a)
(b) t типа (r − 1, s − 1), задаваемое фор-

мулой

C
(a)
(b) t(p) = (p, C

(a)
(b) tp),

то есть в каждой точке многообразия M значение тензорного поля C
(a)
(b) t

есть соответствующая свертка тензора tp. Рассматривая сужение отображе-

ния C
(a)
(b) t на область произвольной локальной карты многообразия M , легко

убедиться, что отображение C(a)
(b) t является гладким сечением расслоения тен-

зоров типа (r, s), то есть тензорным полем.

Задача 1.11. Проведите подробные рассуждения самостоятельно.
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Мы можем ввести определение свертки тензорного поля и напрямую.

А именно, сверткой тензорного поля t типа (r, s) по a-му верхнему и b-му

нижнему индексам называется отображение

C
(a)
(b) t : X(M)× . . .× X(M)︸ ︷︷ ︸

r−1раз
X∗(M)× . . .× X∗(M)︸ ︷︷ ︸

s−1раз
→ C∞(M),

задаваемое в каждой локальной карте формулой

(C
(a)
(b) t)(X1, . . . , Xr−1, ω

1, . . . , ωs−1) = t(X1, . . . , Xb−1,
∂

∂xk
, Xb, . . . , Xr−1,

ω1, . . . , ωa−1, dxk, ωa, . . . , ωs−1). (1.40)

Здесь в правой части равенства стоят сужения соответствующих объектов

на область локальной карты. При таком определении свертки нужно дока-

зать, во-первых, что она не зависит от выбора локальной карты и, во-вторых,

что для определенных на локальных картах отображений, стоящих в правой

части равенства (1.40), существует единое глобально определенное отобра-

жение C(a)
(b) t. Благодаря условиям хаусдорфовости и счетности базы, которые

мы наложили при определении многообразия, это можно доказать. Само до-

казательство мы опускаем из-за громоздкости.

Наконец, отметим, что оба определения свертки эквивалентны.

Задача 1.12. Запишите операции сложения тензорных полей, умножения

тензорного поля на функцию, тензорного умножения и свертки тензорного

поля в компонентах.

Ответ:

(t1 + t2)
j1...js
i1...ir

= (t1)
j1...js
i1...ir

+ (t2)
j1...js
i1...ir

; (λt)j1...jsi1...ir
= λtj1...jsi1...ir

;

(t1 ⊗ t2)
j1...js+q

i1...ir+p
= (t1)

j1...js
i1...ir

(t2)
js+1...js+q

ir+1...ir+p
; (C

(a)
(b) t)

j1...js−1

i1...ir−1
= t

j1...ja−1kja...js−1

i1...ib−1kib...ir−1
.

Замечание 1.16. Непосредственными вычислениями с использованием опре-

деления операции свертки, сложения тензорных полей и умножения тензор-

ного поля на гладкую функцию показывается, что отображение свертки

C
(a)
(b) : Ts

r(M) → Ts−1
r−1(M)

является C∞(M)-линейным отображением, то есть

C
(a)
(b) (ft1 + gt2) = fC

(a)
(b) (t1) + gC

(a)
(b) (t2),
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где f, g ∈ C∞(M), t1, t2 ∈ Ts
r(M).

Рассмотрим ряд задач для тензорных операций с тензорными полями.

Задача 1.13. Докажите, что для тензорного поля t типа (r, 0) и тензорного

поля T типа (0, s) имеет место равенство t⊗ T = T ⊗ t.

Указания. Подействуйте обеими частями равенства на наборX1, . . . , Xr ∈
X(M), ω1, . . . , ωs ∈ X∗(M).

Пример 1.26. Пусть η – произвольная 1-форма, ξ – произвольное векторное

поле из X(M). Тогда их тензорное произведение η ⊗ ξ является тензорным

полем типа (1,1). Вычислим значение этого тензорного поля на паре X ∈
X(M), ω ∈ X∗(M):

(η ⊗ ξ)(X,ω) = η(X)ξ(ω) = η(X)ω(ξ) = ω(η(X)ξ).

Мы воспользовались определением тензорного произведения и примером 1.24.

Согласно (1.37) левая часть этого выражения равна ω((η⊗ ξ)(X)). Тогда по-

лучим

ω((η ⊗ ξ)(X)) = ω(η(X)ξ). (1.41)

В силу (1.35) это равенство можно записать в виде

((η ⊗ ξ))(X)(ω) = (η(X)ξ)(ω).

Так как полученное равенство верно для любой формы ω, имеем

(η ⊗ ξ)(X) = η(X)ξ.

Задача 1.14. Пусть L – эндоморфизм модуля гладких векторных полейX(M),

T – тензорное поле типа (1,1), с которым отождествляется L по формуле

T (X,ω) = ω(L(X)). Докажите, что компоненты T i
j тензорного поля T в на-

туральном базисе совпадают с элементами матрицы (Li
j) эндоморфизма L,

вычисленной относительно того же натурального базиса.

Решение. Напомним, как получается матрица эндоморфизма (все полностью

аналогично вычислению матрицы линейного оператора). Пусть
(

∂
∂xi

)
– на-

туральный базис карты (U, ϕ). Тогда L
(

∂
∂xi

)
является векторным полем на



73

1. Гладкие многообразия и тензорные поля

многообразии U и его можно разложить по этому натуральному базису. Ко-

эффициенты разложения обозначим Li
j. Тогда названное разложение примет

вид

L

(
∂

∂xi

)
= Lj

i

∂

∂xj
.

С другой стороны, по определению компонент тензорного поля в натуральном

базисе получим

T i
j = T

(
∂

∂xj
, dxi

)
.

Используя формулу T (X,ω) = ω(L(X)), которая позволяет отождествить L

с T , получим

T i
j = T

(
∂

∂xj
, dxi

)
= dxi

(
L

(
∂

∂xj

))
= dxi

(
Lk
j

∂

∂xk

)
= Lk

jdx
i

(
∂

∂xk

)
=

= Lk
j δ

i
k = Li

j.

Пример 1.27. Пусть L – тензорное поле типа (1,1). Рассмотрим натуральный

базис ( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn ) в X(U) и дуальный базис (dx1, . . . , dxn). Тогда свертка

тензорного поля L по первому нижнему и первому верхнему индексам (см.

определение свертки)

C
(1)
(1)L = L(

∂

∂xk
, dxk) = dxk(L(

∂

∂xk
)) = Lk

k

будет гладкой функцией на U . Эта функция называется следом тензорного

поля L и обозначается tr L.

Задача 1.15. Докажите, что для векторных полей X, Y ∈ X(M), 1-формы

η ∈ X∗(M), тензорного поля g типа (2,0) и эндоморфизма L имеют место

соотношения

1) η(X) = ηiX
i; 2) g(X, Y ) = gijX

iY j;

3)L(X) = Li
jX

j ∂
∂xi ; (L(X))i = Li

jX
j.

Решение. Докажем первое равенство. Фиксируем локальную карту (U, ϕ) на

гладком многообразии M . Рассмотрим натуральный базис этой карты
(

∂
∂xi

)
.

Разложим по этому базису векторное поле X: X = X i ∂
∂xi . Тогда, используя
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линейность 1-формы, получим

η(X) = η

(
X i ∂

∂xi

)
= X iη

(
∂

∂xi

)
= X iηi.

В последнем равенстве мы использовали определение компонент тензорного

поля.

Второе равенство доказывается аналогичным образом.

Докажем третье равенство. Опять разложим векторное поле X по нату-

ральному базису, подставим в левую часть равенства и воспользуемся линей-

ностью эндоморфизма

L(X) = L

(
X i ∂

∂xi

)
= X iL

(
∂

∂xi

)
. (1.42)

Чтобы продолжить цепочку равенств, мы вспомним, каким образом получа-

ется матрица эндоморфизма. Заметим, что L
(

∂
∂xi

)
является векторным по-

лем, а значит, раскладывается по натуральному базису. Коэффициентами

разложения будут элементы матрицы эндоморфизма L, то есть мы получим

L

(
∂

∂xi

)
= Lj

i

∂

∂xj
.

Возвращаясь к цепочке равенств (1.42), подставим полученный результат:

L(X) = X iLj
i

∂

∂xj
.

Коэффициенты перед базисными векторными полями суть координаты век-

торного поля L(X) в натуральном базисе. Эту фразу мы можем записать в

виде равенства:

(L(X))j = X iLj
i .

Пример 1.28. «Упростим» тензорные выражения: а) C(1)
(1)(η ⊗ ξ);

б) C(2)
(1)(L ⊗X); в) C(1)

(1)(L ⊗X), где ξ,X ∈ X(M), η ∈ X∗(M), L – тензорное

поле типа (1,1).

a) Это тензорное поле типа (0,0), то есть гладкая функция. Так как тен-

зорное поле η ⊗ ξ является тензорным полем типа (1,1), то его свертка есть

след этого тензорного поля (см. пример 1.27). Тогда

C
(1)
(1)(η ⊗ ξ) = (η ⊗ ξ)kk = ηkξ

k = η(ξ).
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б) Рассмотрим тензорное поле C(2)
(1)(L⊗X). Это тензорное поле типа (0,1),

то есть векторное поле. Найдем координаты этого векторного поля (восполь-

зуемся результатами задачи 1.12):

(C
(2)
(1)(L⊗X))i = (L⊗X)ijj = Li

jX
j =

(
L

(
Xj ∂

∂xj

))i

= (L(X))i.

Получим, что функции (C
(2)
(1)(L ⊗ X))i суть координаты векторного поля

L(X), то есть

C
(2)
(1)(L⊗X) = L(X).

в) Рассмотрим тензорное поле C(1)
(1)(L⊗X). Это тензорное поле типа (0,1),

то есть векторное поле. Найдем его координаты (воспользуемся результатами

задачи 1.12):

(C
(1)
(1)(L⊗X))i = (L⊗X)jij = Lj

jX
i = (tr L)X i.

Здесь мы воспользовались результатом примера 1.27. Аналогично пункту б)

делаем вывод, что

C
(1)
(1)(L⊗X) = (tr L)X.

Задача 1.16. Пусть L – тензорное поле типа (1,1), то есть эндоморфизм, X ∈
X(M), η ∈ X∗(M). «Упростите» тензорные выражения: а) C(1)(2)

(1)(2)(η⊗L⊗X),

б) C(1)(2)
(2)(1)(η ⊗ L⊗X).

Ответ: а) η(L(X)); б) (tr L)η(X).

Пример 1.29. Рассмотрим два эндоморфизма I и J модуля векторных полей

X(M). Очевидно, что композиция I ◦ J этих эндоморфизмов также является

эндоморфизмом, то есть тензорным полем типа (1,1). Выразим его с помощью

тензорных операций через эндоморфизмы I и J .

Рассмотрим произвольное векторное поле X ∈ X(M). Тогда (I ◦ J)(X) –

векторное поле. Выразим его координаты:

((I ◦ J)(X))i = (I(J(X)))i = I ij(J(X))j = I ijJ
j
kX

k = (I ⊗ J)ijjkX
k =

= (C
(2)
(1)(I ⊗ J))ikX

k = ((C
(2)
(1)(I ⊗ J))(X))i. (1.43)
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Так как координаты векторных полей в крайне правой и крайне левой частях

цепочки равенств равны, то равны и сами векторные поля, то есть

(I ◦ J)(X) = (C
(2)
(1)(I ⊗ J))(X).

Это верно для любого векторного поля X, а значит, равны и сами отображе-

ния, то есть

I ◦ J = C
(2)
(1)(I ⊗ J).

В частности, из цепочки равенств (1.43) получим еще одну полезную формулу

(I ◦ J)ij = I ikJ
k
j . (1.44)

Задача 1.17. Пусть L – эндоморфизм, η ∈ X∗(M). Выразите через тензорные

операции композицию η ◦ L и определите вид полученного тензорного поля.

Выразите компоненты тензорного поля η ◦ L через компоненты тензорных

полей L и η.

Ответ: η ◦ L = C
(1)
(1)(η ⊗ L); (η ◦ L)i = ηjL

j
i .

Пример 1.30. Пусть на гладком многообразииM даны тензорное поле g типа

(2,0) и тензорное поле J типа (1,1). Докажем, что утверждение «равенство

g(JX, Y ) + g(X, JY ) = 0 (1.45)

верно для любых векторных полей X, Y ∈ X(M)» равносильно выполнению

равенства C
(1)
(2)(J ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗ J) = 0. Будем при этом говорить, что мы

сняли аргументы в равенстве (1.45).

Рассмотрим левую часть равенства (1.45). Получим

g(JX, Y ) + g(X, JY ) =

= g

(
J

(
X i ∂

∂xi

)
, Y j ∂

∂xj

)
+ g

(
X i ∂

∂xi
, J

(
Y j ∂

∂xj

))
=

= X iY jJk
i gkj +X iY jJk

j gik = (J ⊗ g)kikjX
iY j + (g ⊗ J)kikjX

iY j =

= C
(1)
(2)(J ⊗ g)ijX

iY j + C
(1)
(2)(g ⊗ J)ijX

iY j =

= C
(1)
(2)(J ⊗ g)(X, Y )+C

(1)
(2)(g⊗J)(X, Y ) = (C

(1)
(2)(J ⊗ g)+C

(1)
(2)(g⊗J))(X, Y ).

Тогда равенство (1.45) может быть записано в виде

(C
(1)
(2)(J ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗ J))(X, Y ) = 0.
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Так как в левой части этого равенства стоит значение тензорного поля

C
(1)
(2)(J ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗ J) на произвольном наборе аргументов X, Y ∈ X(M),

эти аргументы можно снять и записать, что само тензорное поле равно нулю,

то есть равенство (1.45) равносильно равенству

C
(1)
(2)(J ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗ J) = 0,

что и требовалось доказать. Будем говорить при этом, что в исходном равен-

стве мы сняли аргументы.

Задача 1.18. Снимите аргументы в равенстве

g(ΦX,ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),

где Φ – тензорное поле типа (1,1), g – тензорное поле типа (2,0), η – 1-форма.

Ответ: C(1)(2)
(1)(2)(g ⊗ Φ⊗ Φ) = g − η ⊗ η.

Задача 1.19. Снимите аргументы в равенстве

T (X, Y ) = ψ(X)Y + ψ(Y )X − ψ(JX)JY − ψ(JY )JX,

где T – тензорное поле типа (2,1), ψ – 1-форма, J – тензорное поле типа (1,1).

Ответ: T = ψ ⊗ id+ id⊗ ψ − C
(1)
(1)(ψ ⊗ J)⊗ J − J ⊗ (C

(1)
(1)(ψ ⊗ J)).

§ 1.14. Алгебра Грассмана гладкого многообразия

Пусть M – n-мерное гладкое многообразие. Рассмотрим множество всех тен-

зорных полей типа (r, 0) для любого r от нуля до бесконечности. Под тензор-

ным полем типа (0,0) будем понимать гладкие функции на многообразии M .

Это множество мы обозначим T∗(M). Складывать будем только тензорные

поля одного типа, а умножение на гладкую функцию и тензорное умноже-

ние тензорных полей будет таким, как описано выше. Эти операции вводят

в множестве T∗(M) структуру алгебры, а операции сложения и умножения

на гладкую функцию определяют структуру C∞(M)-модуля в каждом из

множеств T0
r(M).

Если фиксировать r, то в множестве T0
r(M) тензорных полей типа (r, 0)

определено действие группы подстановок Sr порядка r. Напомним, что под-
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становкой называется таблица вида

σ =

(
1 . . . r

σ(1) . . . σ(r)

)
,

где σ(1), . . . , σ(r) – это числа 1, . . . , r, поставленные в другом порядке. Каж-

дая подстановка σ ∈ Sr определяет отображение

σ : T0
r(M) → T0

r(M)

по формуле

(σt)(X1, . . . , Xr) = t(Xσ(1), . . . , Xσ(r)).

Другими словами, подстановка σ переставляет аргументы у поля t. При этом

говорят, что группа подстановок определяет действие на множестве тензор-

ных полей T0
r(M).

Пример 1.31. Пусть даны две подстановки σ, τ ∈ Sr. Тогда определена их

композиция τ ◦ σ. Это подстановка из группы Sr. Она получается следую-

щим образом: сначала числа от 1 до r переставляет подстановка σ, а затем

полученный набор чисел переставляет подстановка τ . Каждая из трех под-

становок σ, τ и τ ◦ σ определяет соответствующее отображение. Выясним,

как связаны между собой эти отображения. Имеем для любого тензорного

поля t ∈ T0
r(M)

(τ ◦ σ)(t)(X1, . . . , Xr) = t(Xτ◦σ(1), . . . , Xτ◦σ(r)) =

= (τ(t))(Xσ(1), . . . , Xσ(r)) = σ(τ(t))(X1, . . . , Xr).

Это равенство верно для любого набора векторных полейX1, . . . , Xr ∈ X(M),

следовательно,

(τ ◦ σ)(t) = σ(τ(t)).

Действие, удовлетворяющее такому закону композиции, называется правым

действием. Также говорят, что группа подстановок Sr действует на мно-

жестве тензорных полей T0
r(M) справа.

Тензорное поле t ∈ T0
r(M) называется симметричным (или симметриче-

ским), если для любой подстановки σ ∈ Sr имеем

σ(t) = t.
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Тензорное поле t ∈ T0
r(M) называется кососимметрическим, если для лю-

бой подстановки σ ∈ Sr имеем

σ(t) = ε(σ)t,

где ε(σ) – индекс подстановки σ. Напомним, что знак подстановки вычисля-

ется следующим образом: нужно найти количество пар (i, j), i < j из верхней

строки подстановки, для которых σ(i) > σ(j). Если количество таких пар чет-

но, то подстановка называется четной и ее индекс равен 1, а если нечетно,

то подстановка называется нечетной и ее индекс равен −1.

Задача 1.20. Докажите, что тензорное поле t является кососимметричным

тогда и только тогда, когда значение тензорного поля t меняется на проти-

воположное при любой перестановке пары его аргументов.

Решение. Пусть t кососимметричен. Докажем, что его значение меняется на

противоположное при перестановке первой пары аргументов. Для остальных

случаев доказательство аналогично. Для подстановки

σ =

(
1 2 3 . . . r

2 1 3 . . . r

)

имеем

t(X2, X1, X3, . . . , Xr) = (σ(t))(X1, X2, X3, . . . , Xr) = −1 ·t(X1, X2, X3, . . . , Xr).

Здесь мы воспользовались определением кососимметрического тензорного по-

ля и нечетностью подстановки σ.

Обратно, пусть тензорное поле меняет свое значение на противоположное

при любой перестановке двух его аргументов. Рассмотрим произвольную под-

становку σ ∈ Sr. Как известно из алгебры, любая подстановка представима в

виде композиции транспозиций, то есть подстановок, у которых меняются ме-

стами только два числа, остальные же числа остаются на своих местах. Если

подстановка четная, то количество таких транспозиций четно, а если нечет-

ная, то нечетно. Тогда для подстановки σ получим разложение в композицию

транспозиций

σ = τ1 ◦ . . . ◦ τn.
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Рассмотрим тензорное поле σ(t). Имеем

σ(t)(X1, . . . , Xr) = (τ1 ◦ . . . ◦ τn)(t)(X1, . . . , Xr) =

= t(X(τ1◦...◦τn)(1), . . . , X(τ1◦...◦τn)(r)) =

= t(Xτ1(...τn(1)), . . . , Xτ1(...τn(r))) = −t(Xτ2(...τn(1)), . . . , Xτ2(...τn(r)))

и так далее. Здесь мы воспользовались тем, что транспозиция переставляет

два аргумента местами, а условие позволяет нам вернуть их на место, поста-

вив знак минус. Количество минусов равно количеству транспозиций, следо-

вательно, мы получим, что σ(t) = −t для нечетной подстановки и σ(t) = t для

четной подстановки. Эти два случая объединяются в равенство σ(t) = ε(σ)t.

Итак, тензорное поле t получилось кососимметрическим по определению.

Задача 1.21. Докажите, что тензорное поле t является симметричным тогда

и только тогда, когда значение тензорного поля t не меняется при любой

перестановке пары его аргументов.

Замечание 1.17. Будем говорить, что тензорное поле t ∈ T0
r(M) симмет-

рично по первой паре аргументов, если

t(X1, X2, X3, . . . , Xr) = t(X2, X1, X3, . . . , Xr),

где X1, . . . , Xr – произвольные векторные поля из X(M). Аналогичным об-

разом определяется симметричность по любой паре аргументов.

Будем говорить, что тензорное поле t ∈ T0
r(M) кососимметрично по пер-

вой паре аргументов, если

t(X1, X2, X3, . . . , Xr) = −t(X2, X1, X3, . . . , Xr),

где X1, . . . , Xr – произвольные векторные поля из X(M). Аналогичным об-

разом определяется кососимметричность по любой паре аргументов.

Задача 1.22. Пусть на многообразииM фиксирована локальная карта (U, ϕ).

Убедитесь, что симметричность тензорного поля по первым двум аргументам

(по остальным парам индексов аналогично) в компонентах имеет вид

ti1i2i3...ir = ti2i1i3...ir . (1.46)
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При этом говорят, что тензорное поле симметрично по первой паре индексов.

Запишите условие кососимметричности тензорного поля по первым двум

аргументам в компонентах.

Обозначим множество всех симметричных тензорных полей многообразия

M через Sr(M), а множество всех кососимметричных тензорных полей –

через Λr(M). Очевидно, что эти множества замкнуты относительно опера-

ций сложения и умножения на гладкую функцию, а значит, являются подмо-

дулями C∞(M)-модуля T0
r(M). Элементы модуля Λr(M) называются также

внешними r-формами (или, короче, r-формами).

Напомним несколько фактов из теории проекторов. Пусть дан K-модуль

V (буква K обозначает коммутативную ассоциативную алгебру с единицей.

Из этой алгебры мы берем скаляры, на которые умножаем элементы из V ).

Тогда K-линейное отображение P : V → V называется проектором, если

P ◦P = P . В ряде задач удобнее пользоваться критерием проектора: условие

P ◦ P = P равносильно условию ∀a ∈ ImP ⇒ P (a) = a, где ImP – образ

отображения P .

Если на модуле V задан проектор P , то этот модуль распадается в пря-

мую сумму двух подмодулей – образа ImP проектора P и ядра проектора

P – Ker P , то есть V = ImP ⊕Ker P . Верно и обратное утверждение: если

модуль V представим в виде прямой суммы своих подмодулей, другими сло-

вами, V = A⊕B, то существует проектор P : V → V , такой, что A = ImP ,

B = Ker P . Наконец, отображение Q = id − P также является проектором

и называется дополнительным проектором для проектора P . Так как усло-

вие дополнительности обладает свойством симметричности, то говорят, что

проекторы P и Q взаимно дополнительные.

Договоримся K-линейное отображение P : V → V называть также эндо-

морфизмом модуля V . Хотя в этом термине нет подсказки о скалярах, на

которые умножаются элементы из V , зато он красиво звучит.

Вернемся к подмодулям Sr(M) и Λr(M). Определим два отображения

Sym : T0
r(M) → Sr(M) ⊂ T0

r(M); Alt : T0
r(M) → Λr(M) ⊂ T0

r(M)



82

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

формулами

Sym(t) = 1
r!

∑
σ∈Sr

σ(t); Alt(t) = 1
r!

∑
σ∈Sr

ε(σ)σ(t). (1.47)

Задача 1.23. Докажите, что введенные отображения определены корректно,

то есть Sym(t) ∈ Sr(M), Alt(t) ∈ Λr(M). Докажите, что эти отображения

действительно являются проекторами. Будут ли они взаимно дополнитель-

ными?

Отображения Sym иAlt называются эндоморфизмами (операторами) сим-

метризации и альтернирования соответственно.

Пример 1.32. Вычислим компоненты тензорного поля Sym(t), где t ∈ T0
2(M).

Фиксируем локальную карту (U, ϕ) на многообразии M . Рассмотрим нату-

ральный базис
(

∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn

)
. Тогда по определению компонент тензора по-

лучим

(Sym(t))ij = Sym(t)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

1

2

(
t

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
+ t

(
∂

∂xj
,
∂

∂xi

))
=

=
1

2
(tij + tji).

Обычно компоненты тензорного поля Sym(t) обозначают с помощью круглых

скобок следующим образом: t(ij). Тогда полученная формула примет вид

t(ij) =
1

2
(tij + tji).

Задача 1.24. Пусть t ∈ T0
2(M). Обозначим компоненты тензорного поля

Alt(t) в натуральном базисе через t[ij]. Докажите, что

t[ij] =
1

2
(tij − tji).

Задача 1.25. Докажите формулы

t(ijk) =
1
6(tijk + tjki + tkij + tjik + tkji + tikj);

t[ijk] =
1
6(tijk + tjki + tkij − tjik − tkji − tikj),

где t ∈ T0
3(M), а через t(ijk) и t[ijk] обозначены компоненты тензорных полей

Sym(t) и Alt(t) соответственно.
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Замечание 1.18. Операции симметризации и альтернирования можно опре-

делить не только для всего тензорного поля, но и для какой-либо группы

его аргументов. Например, определим операцию альтернирования для пер-

вых трех аргументов тензорного поля t типа (5, 0). Наиболее наглядно ее

определение в компонентах. Пусть фиксирована локальная карта. Тогда

t[ijk]tp =
1

3!
(tijktp + tjkitp + tkijtp − tjiktp − tkjitp − tikjtp). (1.48)

Принцип обозначения компонент альтернированного тензорного поля тот же,

что и при определении альтернации для всего тензорного поля. Коэффициент
1
3! определяется количеством аргументов (индексов), по которым проводится

альтернирование.

Аналогичным образом определяется операция симметризации тензорного

поля по нескольким аргументам.

Определение симметричности и кососимметричности тензорного поля пе-

реносится на случай, когда рассматривается только часть его аргументов.

Например, тензорное поле t типа (5, 0) называется симметричным по пер-

вым трем аргументам, если его значение не меняется при любой переста-

новке этих аргументов. Это тензорное поле называется кососимметрическим

по первым трем аргументам, если оно меняет значение на противоположное

при нечетной перестановке этих аргументов и не меняет значения при их чет-

ной перестановке. Если фиксировать локальную карту на многообразии M ,

то аналогично (1.46) эти определения можно записать в компонентах. При

этом мы будем говорить о симметричности и кососимметричности по первым

трем индексам.

Замечание 1.19. Операции симметризации и альтернирования определяют-

ся аналогичным образом для тензорных полей типа (0, r).

Кроме того, можно определить операции симметризации и альтернирова-

ния по нескольким одноименным аргументам (то есть либо берем векторные

поля, либо 1-формы) для тензорных полей типа (r, s). Например, симмет-

ризация по двум первым аргументам 1-формам (по двум первым верхним
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индексам) для тензорного поля t типа (3, 4) задается формулой

t
(pt)mq
ijk =

1

2!
(tptmq

ijk + ttpmq
ijk ).

Обозначим через Λ∗(M) множество всех кососимметрических тензорных

полей из Λr(M) для всех r от нуля до бесконечности. Под Λ0(M) будем по-

нимать множество гладких функций многообразия M . В множестве Λ∗(M)

уже введены операции сложения и умножения на гладкую функцию (они

превращают это множество в C∞(M)-модуль), а оператор альтернирования

поможет нам определить в этом множестве операцию умножения, которая

превратит его в алгебру. Полученная алгебра называется внешней алгеброй

многообразия M или алгеброй Грассмана гладкого многообразия M .

Отображение

∧ : Λr(M)× Λs(M) → Λr+s(M),

заданное формулой

ω ∧ θ =
(r + s)!

r!s!
Alt(ω ⊗ θ) =

1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)σ(ω ⊗ θ), (1.49)

называется операцией внешнего умножения. (Для написания последнего ра-

венства мы воспользовались формулой (1.47)).

Очевидно, что определение корректно, то есть, применяя операцию внеш-

него умножения к двум внешним формам, мы получим внешнюю форму.

Так как 0-формами мы назвали гладкие функции, то f ∧ ω = fω, то есть

внешнее умножение функции и формы совпадает с умножением функции

(как скаляра) на форму (как элемент модуля). В частности, f ∧ ω = ω ∧ f .

Задача 1.26. Докажите, что операция внешнего умножения обладает свой-

ствами

1) (ω1 + ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ ω3 + ω2 ∧ ω3; 2) ω1 ∧ (ω2 + ω3) = ω1 ∧ ω2 + ω1 ∧ ω3;

3) (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3),

где в каждом из случаев омеги принадлежат подходящим Λr(M). В частно-

сти, из свойства 3) следует C∞(M)-линейность операции внешнего умноже-

ния, то есть

(fω1) ∧ ω2 = ω1 ∧ (fω2) = f(ω1 ∧ ω2).
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Пример 1.33. Докажем, что для 1-форм операция внешнего умножения ан-

тикоммутативна, то есть

ω ∧ θ = −θ ∧ ω, (1.50)

где ω, θ ∈ Λ1(M) ≡ X∗(M). В частности, для 1-формы ω получим

ω ∧ ω = 0.

Действительно, по определению операции внешнего умножения для любой

пары векторных полей X, Y ∈ X(M) получим

ω ∧ θ(X, Y ) =
2!

1!1!
Alt(ω ⊗ θ)(X, Y ) =

2!

1!1!

1

2!

∑
σ∈S2

ε(σ)(σ(ω ⊗ θ))(X, Y ) =

= (ω ⊗ θ)(X, Y )− (ω ⊗ θ)(Y,X) = ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X).

Здесь мы воспользовались тем, что в группе S2 содержится две подстановки:

четная подстановка

(
1 2

1 2

)
и нечетная подстановка

(
1 2

2 1

)
.

Аналогично рассуждая, получим, что

θ ∧ ω(X, Y ) = θ(X)ω(Y )− θ(Y )ω(X).

Сравнивая полученные равенства, убеждаемся в истинности формулы (1.50).

Если положить в доказанной формуле ω = θ, получим

ω ∧ ω = −ω ∧ ω,

то есть ω ∧ ω = 0.

Замечание 1.20. В примере мы вывели формулу, которая неоднократно бу-

дет использоваться в дальнейшем

ω ∧ θ(X, Y ) = ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X), (1.51)

где ω и θ – 1-формы.

Модуль Λr(M) в общем случае не обладает базисом (так же как и модуль

векторных полей, модуль дифференциальных 1-форм и модуль тензорных

полей типа (r, s)). Но если взять его сужение на область локальной карты,

то возникнет базис. Он строится следующим образом. Для локальной карты
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существует натуральный базис 1-форм (dx1, . . . , dxn). Можно показать, что

система форм

(dxi1 ∧ . . . ∧ dxir), i1 < . . . < ir,

будет базисом модуля Λr(U). В таком базисе координаты r-формы ω (то есть

коэффициенты ее разложения по данному базису) совпадают с ее компонен-

тами (то есть ее значениями на векторных полях натурального базиса), то

есть

ωi1...ir = ω

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir

)
. (1.52)

Пример 1.34. Покажем, что для 2-формы Ω ее координаты относительно

базиса {dxi ∧ dxj(i < j)} совпадают с ее компонентами Ωij = Ω
(

∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
.

2-форма Ω является тензорным полем типа (2,0), следовательно, может

быть разложена по базису {dxi ⊗ dxj} модуля тензорных полей типа (2,0).

При этом координаты формы Ω относительно этого базиса совпадают с ее

компонентами относительно натурального базиса (это доказывается анало-

гично доказательству в курсе тензорной алгебры), то есть

Ω = Ωijdx
i ⊗ dxj; Ωij = Ω

(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
.

Применим оператор альтернирования Alt к этому равенству. Так как форма

является кососимметрическим тензорным полем, то есть принадлежит обра-

зу эндоморфизма альтернирования, получим Alt(Ω) = Ω. В силу линейности

эндоморфизма альтернирования функции Ωij выносятся за знак альтерна-

ции и суммы разбиваются. Тогда, применив определение операции внешнего

умножения (1.49), получим

Ω = Ωij
1!1!

2!
dxi ∧ dxj.

Заметим, что здесь индексы i и j принимают всевозможные значения. Чтобы

получить разложение 2-формы по базису {dxi∧dxj(i < j)}, то есть базисные
формы упорядочены по номерам, представим имеющееся разложение в виде



87

2. Линейная связность гладкого многообразия

двух сумм

Ω = Ωij
1!1!

2!
dxi ∧ dxj =

1

2
Ωijdx

i ∧ dxj(i < j) +
1

2
Ωijdx

i ∧ dxj(i > j) =

=
1

2
Ωijdx

i ∧ dxj(i < j) +
1

2
Ωjidx

j ∧ dxi(j > i) = Ωijdx
i ∧ dxj(i < j).

Во второй группе слагаемых мы переобозначили индексы суммирования i и

j, воспользовались кососимметричностью компонент Ωij и антикоммутатив-

ностью внешнего произведения 1-форм.

Итак, в разложении 2-формы Ω по базису 2-форм мы получили те же ком-

поненты Ωij.

Задача 1.27. Докажите, что для 3-формы выполняется утверждение, анало-

гичное утверждению предыдущего примера.

Задача 1.28. Докажите, что для ω ∈ Λr(M) и θ ∈ Λs(M) имеем

ω ∧ θ = (−1)rsθ ∧ ω.

Указания. Фиксируйте локальную карту и рассмотрите разложение формы

ω ∧ θ по локальному базису (r + s)-форм.

2. Линейная связность гладкого многообразия

§ 2.1. Оператор ковариантного дифференцирования

Пусть M – гладкое n-мерное многообразие. Линейной связностью (или аф-

финной связностью) или оператором ковариантного дифференцирования на

многообразии M называется отображение

∇ : X(M)× X(M) → X(M),

сопоставляющее каждой паре векторных полей X, Y ∈ X(M) векторное поле

∇XY ∈ X(M) и обладающее свойствами

(1) ∇fX1+gX2
Y = f∇X1

Y + g∇X2
Y (линейность по первому аргументу);

(2) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2 (аддитивность по второму аргументу);

(3) ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY (правило Лейбница),
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где X, Y,X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M).

Векторное поле ∇XY называется ковариантной производной векторного

поля Y в направлении векторного поля X. Многообразие, на котором фик-

сирована аффинная связность, называется пространством аффинной связ-

ности.

Пусть на многообразии M фиксирована локальная карта (U, ϕ) с коорди-

натами (x1, . . . , xn). Найдем локальные координаты векторного поля ∇XY в

этой карте. Как обычно, обозначим через
{

∂
∂xi

}
натуральный базис карты, а

через {dxi} – дуальный базис. Тогда векторные поля (а точнее, их сужения

на область карты) представимы в виде

X = X i ∂
∂xi ; Y = Y j ∂

∂xj .

Подставим эти разложения в ∇XY и воспользуемся свойствами отображе-

ния ∇ (см. определение связности):

∇XY = ∇Xi ∂
∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)
= X i∇ ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)
=

= X i

((
∂Y j

∂xi

)
∂

∂xj
+ Y j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
.

Рассмотрим векторные поля ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj и разложим их по натуральному ба-

зису. Коэффициенты разложения обозначим через Γk
ij. Это гладкие функции

на области карты U .

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij

∂

∂xk
.

Тогда получим

∇XY =

(
∂Y j

∂xi
∂

∂xj
+ Y jΓk

ij

∂

∂xk

)
X i =

(
∂Y k

∂xi
+ Y jΓk

ij

)
X i ∂

∂xk
.

В первом слагаемом в скобках мы поменяли индекс суммирования j на ин-

декс суммирования k, для того чтобы вынести векторное поле ∂
∂xk за скобки.

Итак, мы получили формулу для вычисления ковариантной производной век-

торного поля Y в направлении векторного поля X:

∇XY =

(
∂Y k

∂xi
+ Y jΓk

ij

)
X i ∂

∂xk
. (2.1)
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Функции Γk
ij, определенные в области каждой карты многообразия M , на-

зываются обобщенными коэффициентами Кристоффеля связности ∇.

Задача 2.1. Пусть на многообразииM даны две карты (U, ϕ) с координатами

(x1, . . . , xn) и карта (V, ψ) с координатами (y1, . . . , yn). Обозначим обобщен-

ные коэффициенты Кристоффеля связности ∇ через {Γi
jk} в карте (U, ϕ) и

через {Γ̃a
bc} – в карте (V, ψ). Докажите, что

Γ̃i
jk =

∂2xa

∂yj∂yk
∂yi

∂xa
+

∂xb

∂yj
∂xc

∂yk
∂yi

∂xa
Γa
bc. (2.2)

Решение. Напомним, что выше мы получили формулы (1.22), которые свя-

зывают векторные поля натуральных базисов данных карт:

∂

∂yi
=

∂xj

∂yi
∂

∂xj
. (2.3)

Рассмотрим векторное поле Γ̃i
jk

∂
∂yi и воспользуемся определением обобщен-

ных коэффициентов Кристоффеля:

Γ̃i
jk

∂

∂yi
= ∇ ∂

∂yj

∂

∂yk
= ∇∂x�

∂yj
∂

∂x�

(
∂xt

∂yk
∂

∂xt

)
=

(воспользуемся линейностью ∇ по первому аргументу и правилом Лейбница

для второго аргумента)

=
∂x	

∂yj
∇ ∂

∂x�

(
∂xt

∂yk
∂

∂xt

)
=

∂x	

∂yj

(
∂2xt

∂yk∂ys
∂ys

∂x	
∂

∂xt
+

∂xt

∂yk
∇ ∂

∂x�

∂

∂xt

)
=

(раскрываем скобки и в первом слагаемом воспользуемся формулой
∂x�

∂yj
∂ys

∂x� = δsj )

=
∂2xt

∂yk∂yj
∂

∂xt
+ Γr

	s

∂xs

∂yk
∂x	

∂yj
∂

∂xr
.

Сравнивая крайне левую и крайне правую части, мы получаем

Γ̃i
jk

∂

∂yi
=

∂2xt

∂yk∂yj
∂

∂xt
+ Γr

	s

∂xs

∂yk
∂x	

∂yj
∂

∂xr
.

В левой части воспользуемся формулой (2.3) и во всем выражении переобо-

значим индексы так, чтобы у векторных полей во всех слагаемых были оди-

наковые индексы

Γ̃i
jk

∂xr

∂yi
∂

∂xr
=

∂2xr

∂yk∂yj
∂

∂xr
+ Γr

	s

∂xs

∂yk
∂x	

∂yj
∂

∂xr
.
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По линейной независимости снимаем базисные векторные поля

Γ̃i
jk

∂xr

∂yi
=

∂2xr

∂yk∂yj
+ Γr

	s

∂xs

∂yk
∂x	

∂yj
.

В левой части последнего равенства стоит матрица
(
∂xr

∂yi

)
. От нее нужно из-

бавиться. Для этого умножаем равенство на ∂yt

∂xr (это матрица, обратная для

матрицы
(
∂xr

∂yi

)
) и суммируем по r. В результате получаем δti и проводим

суммирование с дельтой. В результате получаем требуемое соотношение, но

с другим обозначением индексов:

Γ̃t
jk =

∂2xr

∂yk∂yj
∂yt

∂xr
+ Γr

	s

∂xs

∂yk
∂x	

∂yj
∂yt

∂xr
.

Сравнивая (2.2) и тензорный закон (1.39), мы видим, что обобщенные коэф-

фициенты Кристоффеля, вообще говоря, не определяют тензорное поле типа

(2,1) на многообразии из-за присутствия первой группы членов. Тем не ме-

нее в дифференциальной геометрии принято говорить, что эта совокупность

определяет на многообразии M полевой объект не тензорного характера.

Вернемся к рассмотрению формулы (2.1). Из этой формулы следует, что

векторное поле∇XY в каждой точке p ∈ M зависит лишь от значения поляX

в этой точке, но не зависит от значения этого поля в окрестности точки p. Для

векторного поля Y это не так. Это обстоятельство позволяет определить для

любого касательного вектора ξ ∈ Tp(M) понятие ковариантной производной

векторного поля Y в направлении вектора ξ. А именно, в силу теоремы 1.3

существует векторное поле X ∈ X(M), такое, что Xp = ξ. Тогда положим по

определению

(∇ξY )p = (∇XY )p.

Так как векторное поле зависит только от значения X в точке p и не зависит

от его значений в окрестности этой точки, наше определение корректно в

смысле независимости от выбора векторного поля X. Касательный вектор

(∇ξY )p ∈ Tp(M) называется ковариантной производной векторного поля Y

в направлении вектора ξ.
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Пусть дана гладкая кривая γ : I → M . В каждой своей точке она задает

касательный вектор как класс соприкасающихся с ней путей. Если фиксиро-

вать карту (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn), то кривая γ будет задаваться

с помощью параметрических уравнений (см. § 1.6)

x1 = x1(τ), . . . , xn = xn(τ).

Здесь мы поменяли обозначение параметра, так как буква t нам понадобится

для другого. Мы уже умеем выражать касательный вектор в точке, соот-

ветствующей значению параметра τ = 0, через параметрические уравнения.

Будем обозначать этот вектор через γ̇(0). Тогда

γ̇(0) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

xi(τ)
∂

∂xi

∣∣∣∣
γ(0)

.

Рассмотрим теперь точку со значением параметра τ = t, где t – некоторое

фиксированное число, такое, что точка γ(t) ⊂ U . Тогда касательный вектор

в этой точке будет иметь вид

γ̇(t) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

xi(τ)
∂

∂xi

∣∣∣∣
γ(t)

. (2.4)

Итак, если мы возьмем произвольное векторное поле Y ∈ X(M), то в каж-

дой точке p ∈ Imγ кривой γ определен касательный вектор (∇γ̇(t)Y )p.

Если в каждой точке p кривой γ касательный вектор (∇γ̇(t)Y )p = 0, то

векторное поле Y называется параллельным вдоль кривой γ.

Теорема 2.1. Векторное поле Y ∈ X(M) параллельно вдоль кривой γ тогда

и только тогда, когда в каждой локальной карте верны тождества

dY k

dt
+ Γk

ij

dxi

dt
Y j = 0, k = 1, . . . , n. (2.5)

Доказательство. Пусть (U, ϕ) – локальная карта на M . Рассмотрим кривую

γ : I → M . Не ограничивая общности, предположим, что Imγ ∈ U . Из

формулы (2.4) следует, что для каждого t ∈ I касательный вектор γ̇(t) имеет

в натуральном базисе карты (U, ϕ) координаты(
dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)
.
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Пусть Y ∈ X(M) параллельно вдоль кривой γ. Так как по определению

(∇γ̇(t)Y )γ(t) = (∇XY )γ(t), где Xγ(t) = γ̇(t), то из формулы (2.1) получим(
∂Y k

∂xi
+ Γk

ijY
j

)
dxi

dt

∂

∂xk
= 0.

Используя правило дифференцирования сложной функции, получим(
dY k

dt
+ Γk

ijY
j dx

i

dt

)
∂

∂xk
= 0.

В силу линейной независимости векторных полей ∂
∂xk натурального базиса,

получим (2.5).

Замечание 2.1. Из формулы (2.5) следует, что в критерии параллельности

по существу участвуют только касательные векторы сужения поля Y на кри-

вую γ, поэтому можно просто говорить о параллельности семейства {Y (t)}
касательных векторов вдоль кривой γ.

Пусть γ : I → M – некоторая кривая, α, β ∈ I – некоторые вещественные

числа, {Y (t)} – параллельное семейство векторов вдоль кривой γ, p = γ(α),

q = γ(β). Тогда вектор Yq = Y (β) называется полученным в результате

параллельного переноса вдоль кривой γ из вектора Yp = Y (α) и обозначается

Yq = τpqYA. Иначе говоря, вектор Yq получается в результате параллельно-

го переноса из вектора Yp, если эти векторы можно включить в семейство

векторов, параллельных вдоль γ.

Выясним, всегда ли это можно сделать и сколькими способами. Рассмот-

рим систему дифференциальных уравнений (2.5). Это система линейных од-

нородных дифференциальных уравнений первого порядка. Из курса диффе-

ренциальных уравнений известно, что эта система имеет единственное реше-

ние при любых начальных условиях, то есть система{
dY k

dt + Γk
ij
dxi

dt Y
j = 0

Y k(0) = Y k
0 ,

(2.6)

где (Y 1
0 , . . . , Y

n
0 ) – произвольный набор вещественных чисел, имеет единствен-

ное решение. На геометрическом языке это означает, что любой вектор в лю-

бой точке кривой γ может быть параллельно перенесен и при том только
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единственным способом в любую другую точку этой кривой. Более того, из

линейности системы (2.6) следует, что оператор

τpq : Tp(M) → Tq(M)

параллельного переноса вдоль кривой γ является линейным оператором. Кро-

ме того, очевидно, что существует обратный оператор

(τpq)
−1 = τqp.

Тем самым доказана

Теорема 2.2. Оператор τpq : Tp(M) → Tq(M) параллельного переноса вдоль

γ является изоморфизмом касательных пространств в соответствующих

точках.

Замечание 2.2. Заметим, что τpp : Tp(M) → Tp(M) не является тожде-

ственным изоморфизмом. Совокупность таких изоморфизмов касательного

пространства для всевозможных кривых образует подгруппу группы всех

изоморфизмов пространства Tp(M). Эта подгруппа называется группой го-

лономии пространства аффинной связности в этой точке.

§ 2.2. Геодезические линии

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности, γ : I → M – некото-

рая гладкая кривая. Вдоль нее естественно определено семейство векторов,

а именно касательных векторов к этой кривой. Обозначим его, как и выше,

γ̇(t). Кривая γ называется геодезической, если семейство γ̇(t) параллельно

вдоль γ.

Из формулы (2.5) мы сразу получаем

Теорема 2.3. Кривая γ : I → M является геодезической, если в каждой

локальной карте она задается параметрическими уравнениями xi = xi(t),

такими, что
d2xk

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0.
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Эти дифференциальные уравнения называются уравнениями геодезиче-

ской.

Уравнения геодезической представляют собой нормальную систему диф-

ференциальных уравнений второго порядка, для которой, как известно, вся-

кая задача Коши локально имеет единственное решение, то есть система⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

d2xk

dt2 + Γk
ij
dxi

dt
dxj

dt = 0

xi(0) = xi0
dxi

dt

∣∣∣
t=0

= ẋi0,

где (x10, . . . , xn0), (ẋ10, . . . , ẋn0) – вещественные числа, задающие начальные дан-

ные для точки и касательного вектора, имеет единственное решение.

С геометрической точки зрения это означает, что для любой точки p ∈ M

и любого касательного вектора ξ ∈ Tp(M) существует единственная геодези-

ческая в некоторой окрестности точки p, проходящая через p и имеющая в

этой точке касательный вектор, совпадающий с вектором ξ.

Задача 2.2. Рассмотрим n-мерное евклидово пространство En и зададим

связность следующим образом: {Γk
ij = 0}. Докажите, что геодезическими в

этом случае являются прямые и только они.

Замечание 2.3. При перепараметризации геодезической получим, вообще

говоря, не геодезическую. Оказывается, что понятие геодезической линии су-

щественно зависит от выбора ее параметризации, а именно, при переходе к

новому параметру мы в общем случае уже не получаем геодезическую.

Теорема 2.4. Геодезическая линия допускает лишь линейную перепарамет-

ризацию.

Доказательство. Пусть γ : I → M – геодезическая линия на многообразии

M , которая в некоторой локальной карте (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn)

задается параметрическими уравнениями xi = xi(t), i = 1, . . . , n. Тогда по

теореме 2.3 эти функции должны быть решением уравнений

d2xk

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0. (2.7)
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Сделаем замену параметра t = t(s) кривой γ, где t(s) – гладкая функция,

для которой существует обратная гладкая функция s = s(t). Тогда получим

новую кривую (правда, с тем же образом в многообразии M) γ̃ : Ĩ → M ,

которая задается уравнениями

xi = xi(t(s)).

Допустим, что кривая γ̃ также является геодезической. Тогда

d2xk

ds2
+ Γk

ij

dxi

ds

dxj

ds
= 0. (2.8)

По теореме о дифференцировании сложной функции имеем

dxi

ds
=

dxi

dt

dt

ds
;

d2xi

ds2
=

d

ds

(
dxi

dt

dt

ds

)
=

d

ds

(
dxi

dt

)
dt

ds
+

dxi

dt

d2t

ds2
=

=
d

dt

(
dxi

dt

)(
dt

ds

)2

+
dxi

dt

d2t

ds2
=

d2xi

dt2

(
dt

ds

)2

+
dxi

dt

d2t

ds2
.

Подставим эти соотношения в (2.8):(
d2xi

dt2
+ Γi

jk

dxj

dt

dxk

dt

)(
dt

ds

)2

+
dxi

dt

d2t

ds2
= 0.

С учетом (2.7) получим
dxi

dt

d2t

ds2
= 0.

Так как кривая отлична от точки, dxi

dt �= 0, а значит, d2t
ds2 = 0. Интегрируя это

дифференциальное уравнение, получим, что t = cs+c1, где c, c1 – произволь-

ные константы. Итак, мы получили, что t(s) = cs+ c1 – линейная функция.

Обратное очевидно. Нужно рассмотреть линейную перепараметризацию и

убедиться, что параметрические уравнения кривой γ̃ удовлетворяют урав-

нениям (2.8) при условии, что параметрические уравнения γ удовлетворяют

уравнениям (2.7). Проведите подробные рассуждения самостоятельно.
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§ 2.3. Геометрический смысл ковариантного дифференцирова-

ния векторного поля

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности. Кривую φ : I → M на-

зовем интегральной кривой векторного поля X ∈ X(M), если касательный

вектор в каждой точке этой кривой совпадает с вектором векторного по-

ля X в этой точке, то есть в каждой локальной карте (U, ϕ) с координата-

ми (x1, . . . , xn), в которой кривая φ задана параметрическими уравнениями

xi = xi(t), имеем
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

xi(τ)
∂

∂xi

∣∣∣∣
φ(t)

= Xφ(t).

Теорема 2.5. Пусть p ∈ M – произвольная фиксированная точка, X, Y ∈
X(M) – произвольные векторные поля, такие, что Xp �= 0. Обозначим через

φ(t) интегральную кривую векторного поля X, причем φ(0) = p. Обозначим

через τt оператор параллельного переноса из точки p = φ(0) в точку φ(t)

вдоль кривой φ. Тогда

(∇XY )p = lim
t→0

1

t

(
τ−1
t Yφ(t) − Yp

)
. (2.9)

Доказательство. Пусть φ : I → M , φ(0) = p. Фиксируем t ∈ I и рассмотрим

вектор Yt ≡ Yφ(t). С помощью параллельного переноса τ−1
t перенесем этот

вектор в точку p и обозначим его Z0, то есть

Z0 = τ−1
t Yt.

В процессе параллельного переноса у нас появилось поле параллельных век-

торов вдоль кривой φ(t). Обозначим это поле через Zs = τsZ0. Так как па-

раллельному переносу подвергался вектор Yt, то очевидно, что

Zt = Yt.

Фиксируем локальную карту (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn) в окрест-

ности точки p. Обозначим как обычно через
{

∂
∂xi

}
натуральный базис модуля

X(U). Тогда полученное поле векторов Z и исходное поле векторов Y можно

разложить по этому базису в каждой точке кривой φ:

Ys = Y (s)i ∂
∂xi ; Zs = Z(s)i ∂

∂xi ,
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причем Y (t)i = Z(t)i, i = 1, . . . , n, так как Yt = Zt. Так как поле Zs парал-

лельно вдоль кривой φ(t), то оно удовлетворяет уравнениям
dZ i

ds
= −Γi

jkZ
k(s)

dxj

ds
, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим функцию Zk(s), k = 1, . . . , n. По теореме Лагранжа о конеч-

ных приращениях существует t∗ ∈ (0, t), такое, что

Zk(t)− Zk(0) =
dZk

ds

∣∣∣∣
t∗
t.

С учетом полученных формул и введенных обозначений преобразуем k-ю ко-

ординату вектора, стоящего в правой части формулы (2.9):

1

t

(
τ−1
t Y k

t − Y k
0

)
=

1

t

(
Zk(0)− Y k(0)

)
=

1

t

(
Zk(t)− dZk

ds

∣∣∣∣
t∗
t− Y k(0)

)
=

=
1

t

(
− dZk

ds

∣∣∣∣
t∗
t+ Y k(t)− Y k(0)

)
= − dZk

ds

∣∣∣∣
t∗
+

1

t

(
Y k(t)− Y k(0)

)
=

= Γk
ij(t

∗)
dxi

ds

∣∣∣∣
s=t∗

Zj(t∗) +
1

t

(
Y k(t)− Y k(0)

)
.

Итак, мы получаем
1

t

(
τ−1
t Y k

t − Y k
0

)
= Γk

ij(t
∗)

dxi

ds

∣∣∣∣
s=t∗

Zj(t∗) +
1

t

(
Y k(t)− Y k(0)

)
.

Переходя к пределу при t → 0 (а значит, и t∗ → 0), получим

lim
t→0

1

t

(
τ−1
t Y k

t − Y k
0

)
= Γk

ij(p)
dxi

ds

∣∣∣∣
s=0

Y j(p) +
dY k

dt

∣∣∣∣
t=0

=

=

(
∂Y k

∂xi
+ Γk

ijY
j

)
dxi

dt

∣∣∣∣
t=0

=

(
∂Y k

∂xi
+ Γk

ijY
j

)
(p)X i(p) = (∇XY )kp,

k = 1, . . . , n.

Так как у векторов совпадают все соответствующие координаты, то они сов-

падают сами, и мы получаем формулу (2.9).

§ 2.4. Параллельный перенос произвольных тензоров вдоль кри-

вой. Ковариантное дифференцирование тензорных полей глад-

кого многообразия

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности, γ : I → M – кривая,

γ(0) = p ∈ M . Пусть u ∈ T ∗
p (M) – некоторый ковектор в точке p. Пусть
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q – произвольная точка на кривой γ. Рассмотрим оператор параллельного

переноса

τpq : Tp(M) → Tq(M)

векторов вдоль кривой γ. Определим отображение ũ : Tq(M) → R по формуле

ũ(ξ) = u(τqpξ) ≡ u(τ−1
pq ξ),

где ξ ∈ Tq(M) – произвольный касательный вектор.

Задача 2.3. Докажите, что отображение ũ будет R-линейным.

Таким образом, мы определили отображение

τpq : T
∗
p (M) → T ∗

q (M),

сопоставляющее каждому ковектору u касательного пространства Tp(M) ко-

вектор ũ, определенный на касательном пространстве Tq(M). Это отображе-

ние называется оператором параллельного переноса ковекторов из точки p в

точку q вдоль кривой γ. Мы будем обозначать его также через τpq.

Задача 2.4. Докажите, что параллельный перенос ковекторов является ли-

нейным отображением, а значит, изоморфизмом векторных пространств T ∗
p (M)

и T ∗
q (M).

Пусть теперь t – произвольный тензор типа (r, s) в точке p ∈ M , то есть

R-линейное по каждому аргументу отображение

t : Tp(M)× . . .× Tp(M)︸ ︷︷ ︸
rраз

×T ∗
p (M)× . . .× T ∗

p (M)︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R.

Определим отображение

t̃ : Tq(M)× . . .× Tq(M)︸ ︷︷ ︸
rраз

×T ∗
q (M)× . . .× T ∗

q (M)︸ ︷︷ ︸
sраз

→ R

по формуле

t̃(ξ1, . . . , ξr, u
1, . . . , us) = t(τqpξ1, . . . , τqpξr, τqpu

1, . . . , τqpu
s),

где ξ1, . . . , ξr ∈ Tq(M), u1, . . . , us ∈ T ∗
q (M).
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Аналогично случаю ковекторов доказывается, что отображение t̃R-линейно

по каждому аргументу, то есть является тензором типа (r, s) на векторном

пространстве Tq(M). Мы будем обозначать его через τpqt и называть резуль-

татом параллельного переноса тензора t из точки p в точку q. Тем самым

построен оператор

τpq : T
s
r(Tp(M)) → Ts

r(Tq(M)).

Он называется оператором параллельного переноса тензоров из точки p в

точку q вдоль кривой γ.

Из определений операций с тензорами и определения оператора τpq непо-

средственно следует (проведите рассуждения самостоятельно)

Теорема 2.6. Оператор τpq : Ts
r(Tp(M)) → Ts

r(Tq(M)) параллельного перено-

са является изоморфизмом тензорных алгебр многообразия M в соответ-

ствующих точках, перестановочным со свертками, то есть имеют место

свойства

1) τpq(t1 + t2) = τpqt1 + τpqt2; 2) τpq(λt) = λτpqt, λ ∈ R;

3) τpq(t1 ⊗ t2) = τpqt1 ⊗ τpqt2; 4) τpq ◦ C(i)
(j) = C

(i)
(j) ◦ τpq.

Эта теорема позволяет ввести понятие ковариантной производной для про-

извольного тензорного поля.

Пусть T – тензорное поле типа (r, s) на гладком многообразии M , вектор-

ное поле X ∈ X(M) не имеет особенностей, то есть Xp �= 0 для любой точки

p ∈ M . Определим оператор

∇X : Ts
r(M) → Ts

r(M),

положив

(∇XT )p = lim
t→0

(
τ−1
t Tφ(t) − Tp

)
,

где φ(t) – интегральная кривая векторного поля X, φ(0) = p, p ∈ M – произ-

вольная точка M , τt – параллельный перенос из точки p в точку φ(t) вдоль

кривой φ(t). Таким образом, мы получим тензорное поле типа (r, s) на много-

образии M , которое называется ковариантной производной тензорного поля

T в направлении векторного поля X. Оператор ∇X называется оператором

ковариантного дифференцирования тензорной алгебры многообразия M .
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Теорема 2.7. Оператор ковариантного дифференцирования тензорной ал-

гебры гладкого многообразия обладает следующими свойствами:

1. ∇X(T1 + T2) = ∇XT1 +∇XT2;

2. ∇X(λT ) = λ∇XT , λ ∈ R;

3. ∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2) – правило Лейбница;

4. C(i)
(j) ◦ ∇X = ∇X ◦ C(i)

(j).

Иначе говоря, оператор ковариантного дифференцирования является опера-

тором дифференцирования алгебры, перестановочным со свертками.

Доказательство. Свойства 1, 2, 4 доказываются аналогичным образом. До-

кажем, например, свойство 1. По определению оператора ∇X имеем

∇X(T1 + T2)p = lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1 + T2)φ(t) − (T1 + T2)p

)
=

= lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1)φ(t) + τ−1

t (T2)φ(t) − (T1)p − (T2)p
)
=

= lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1)φ(t) − (T1)p

)
+lim

t→0

1

t

(
τ−1
t (T2)φ(t) − (T2)p

)
= (∇XT1)p+(∇XT2)p.

Так как это верно для любой точки p ∈ M , то мы доказали первое равенство.

Докажем свойство 3. Имеем

(∇X(T1 ⊗ T2))p = lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1 ⊗ T2)φ(t) − (T1 ⊗ T2)p

)
=

= lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1)φ(t) ⊗ τ−1

t (T2)φ(t) − (T1)p ⊗ (T2)p ±τ−1
t (T1)φ(t) ⊗ (T2)p

)
=

= lim
t→0

1

t

(
τ−1
t (T1)φ(t) ⊗

(
τ−1
t (T2)φ(t) − (T2)p

))
+

+ lim
t→0

1

t

((
τ−1
t (T1)φ(t) − (T1)p

)⊗ (T2)p
)
= (T1)p ⊗ (∇XT2)p + (∇XT1)p ⊗ (T2)p.

Так как это верно для любой точки p ∈ M , то мы доказали третье равенство.

Замечание 2.4. Дополним свойства оператора ∇X еще одним, которое опре-

делит ковариантный дифференциал функции. Положим по определению

∇Xf = X(f), f ∈ C∞(M).
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Теперь, используя теорему 2.7, мы можем вычислить ковариантную произ-

водную любого тензорного поля.

Пример 2.1. Рассмотрим 1-форму ω. Тогда ее ковариантная производная

∇X(ω) также является 1-формой (по определению оператора ∇X). Получим

формулу для вычисления значения 1-формы ∇X(ω) на произвольном век-

торном поле Y ∈ X(M) в инвариантной форме (безындексной) и в индексной

форме (в локальной карте).

Сначала получим выражение функции ω(Y ) с помощью тензорных опера-

ций (см. § 1.13). Разложим векторное поле Y по локальному базису { ∂
∂xi} и

воспользуемся определением компонент тензорного поля:

ω(Y ) = ω(Y i ∂

∂xi
) = Y iω(

∂

∂xi
) = Y iωi = (ω ⊗ Y )ii = C

(1)
(1)(ω ⊗ Y ).

Итак,

ω(Y ) = C
(1)
(1)(ω ⊗ Y ). (2.10)

Применим оператор ∇X к обеим частям равенства (2.10) и учтем теорему 2.7

(перестановочность ∇X со сверткой и правило Лейбница):

∇X(ω(Y )) = C
(1)
(1) (∇X(ω)⊗ Y + ω ⊗∇XY ) = ∇X(ω)Y + ω(∇XY ).

Через ∇X(ω)Y мы обозначили действие формы ∇X(ω) на векторном поле Y .

Наконец, используя замечание 2.4, в безындексном (инвариантном) виде мы

получаем следующую формулу

∇X(ω)Y = X(ω(Y ))− ω(∇XY ). (2.11)

Фиксируем теперь локальную карту (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn). Вос-

пользуемся формулами (2.1), (1.20):

∇X(ω)Y = X(ωiY
i)− ω

((
∂Y k

∂xi
+ Γk

ijY
j

)
X i ∂

∂xk

)
=

∂ωi

∂xj
XjY i+

+ ωi
∂Y i

∂xj
Xj −

(
∂Y k

∂xi
+ Γk

ijY
j

)
X iωk =

∂ωi

∂xj
XjY i − Γk

ijY
jX iωk.

Слагаемые ωi
∂Y i

∂xj X
j − ∂Y k

∂xi X
iωk взаимно уничтожились. Чтобы увидеть это,

замените индексы суммирования в первом слагаемом: i → k, j → i. Итак,
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формула для вычисления ∇X(ω)Y в локальной карте имеет вид

∇X(ω)Y =

(
∂ωj

∂xi
− Γk

ijωk

)
X iY j. (2.12)

Задача 2.5. Обобщите результат примера 2.1 на случай тензорных полей T

типа (r, 0).

Ответ:

∇X(T )(X1, . . . , Xr) = X(T (X1, . . . , Xr))−
∑r

i=1 T (X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xr).

Задача 2.6. Пусть J – тензорное поле типа (1,1) на гладком многообразии

M , то есть эндоморфизм модуля гладких векторных полей X(M). Докажите,

что

∇X(J)Y = ∇X(JY )− J(∇XY ), X, Y ∈ X(M). (2.13)

Получите формулу для вычисления ∇X(J)Y в локальной карте. Заметим,

что в формуле (2.13) оператор Кошуля ∇X и тензорное поле J типа (1,1)

могут рассматриваться как отображения модуля гладких векторных полей,

следовательно, формула (2.13) может быть записана в виде

∇XJ = ∇X ◦ J − J ◦ ∇X .

Ответ: ∇X(J)Y =
(
∂Jk

j

∂xi + Γk
i	J

	
j − Γ	

ijJ
k
	

)
X iY j ∂

∂xk .

Задача 2.7. Докажите, что ∇Xid = 0, где id – тождественный эндоморфизм

модуля векторных полей.

Задача 2.8. Пусть на пространстве аффинной связности M дано тензорное

поле T типа (2,1), которое рассматривается как отображение вида

T : X(M)× X(M) → X(M).

Докажите, что

∇X(T )(Y, Z) = ∇X(T (Y, Z))− T (∇XY, Z)− T (Y,∇XZ).

Покажите, что в локальной карте (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn) имеет

место равенство

∇X(T )(Y, Z) =

(
∂T i

k	

∂xj
+ Tm

k	Γ
i
jm − T i

m	Γ
m
jk − T i

kmΓ
m
j	

)
XjY kZ	 ∂

∂xi
. (2.14)
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Задача 2.9. Обобщите результат предыдущей задачи на тензорные поля T

типа (r, 1).

Ответ:

∇X(T )(X1, . . . , Xr) = ∇X(T (X1, . . . , Xr))−
∑r

i=1 T (X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xr).

Пример 2.2. Пусть на пространстве аффинной связности M задан эндомор-

физм J , удовлетворяющий условию

J ◦ J = −id. (2.15)

Он называется почти комплексной структурой на многообразииM . Извест-

но, что необходимым условием существования почти комплексной структуры

на многообразии является его четномерность и ориентируемость. Поэтому мы

обозначим размерность многообразия M через 2n.

Запишем равенство (2.15) в виде J ◦ J(Y ) = −Y и применим к нему опе-

ратор ∇X :

∇X(J ◦ J(Y )) = −∇XY. (2.16)

Как обычно, выразим композицию J ◦ J(Y ) через тензорные операции:

J ◦J(Y ) = J(J(Y i ∂

∂xi
)) = Y iJ(J j

i

∂

∂xj
) = Y iJ j

i J
k
j

∂

∂xk
= (J ⊗J ⊗Y )jkiij

∂

∂xk
=

=
(
C

(1)(3)
(2)(1)(J ⊗ J ⊗ Y )

)k ∂

∂xk
= C

(1)(3)
(2)(1)(J ⊗ J ⊗ Y ).

Итак, мы получили

J ◦ J(Y ) = C
(1)(3)
(2)(1)(J ⊗ J ⊗ Y ).

Вычислим ковариантную производную этого выражения:

∇X(J ◦ J(Y )) = ∇X(C
(1)(3)
(2)(1)(J ⊗ J ⊗ Y )) =

= C
(1)(3)
(2)(1)(∇X(J)⊗ J ⊗ Y ) + C

(1)(3)
(2)(1)(J ⊗∇X(J)⊗ Y )+

+ C
(1)(3)
(2)(1)(J ⊗ J ⊗∇XY ) = ∇X(J) ◦ J(Y ) + J ◦ ∇X(J)(Y )+

+ J ◦ J(∇XY ) = ∇X(J) ◦ J(Y ) + J ◦ ∇X(J)(Y )−∇XY.

Подставляя полученный результат в (2.16), имеем

∇X(J)(JY ) + J∇X(J)Y = 0.
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§ 2.5. Ковариантный дифференциал тензорных полей

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности. Определим отображение

∇ : Ts
r(M) → Ts

r+1(M)

по формуле

(∇T )(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs, X) = (∇XT )(X1, . . . , Xr, ω

1, . . . , ωs), (2.17)

где X1, . . . , Xr, X ∈ X(M), ω1, . . . , ωs ∈ X∗(M). В силу свойства C∞(M)-

линейности оператора ∇X по X, введенное определение корректно, то есть

∇T является C∞(M)-линейным отображением по каждому аргументу, то

есть является тензорным полем на M . Тензорное поле ∇T называется ко-

вариантным дифференциалом тензорного поля T .

В компонентах формула (2.17) примет вид

(∇T )

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir
, dxj1, . . . , dxjs, Xk ∂

∂xk

)
=

= (∇XT )

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir
, dxj1, . . . , dxjs

)
или, используя определение компонент,

(∇T )j1...jsi1...irk
Xk = (∇XT )

j1...js
i1...ir

. (2.18)

Обычно компоненты ковариантного дифференциала обозначают следующим

образом:

(∇T )j1...jsi1...irk
≡ T j1...js

i1...ir,k
.

Запятой (или каким-либо другим знаком) отделяют индекс, отвечающий за

векторное поле X из оператора ∇X . С учетом этой договоренности соотно-

шение (2.18) примет вид

T j1...js
i1...ir,k

Xk = (∇XT )
j1...js
i1...ir

. (2.19)

Пример 2.3. Рассмотрим тождество, полученное в примере 2.2:

∇X(J)(JY ) + J∇X(J)Y = 0

и запишем его в компонентах. В левой части рассматриваемого тождества

записано векторное поле. Оно будет нулевым тогда и только тогда, когда все
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его координаты – нулевые функции, то есть

(∇X(J)(JY ))i + (J∇X(J)Y )i = 0.

Как мы знаем, если на векторное поле X подействовал эндоморфизм L,

то координаты получившегося векторного поля вычисляются по формуле

(L(X))i = Li
jX

j, где Li
j – матрица эндоморфизма L или, что эквивалент-

но, компоненты эндоморфизма L, рассматриваемого как тензорное поле типа

(1,1). Применим эту формулу в нашем случае:

(∇X(J))
i
j(JY )j + J i

j(∇X(J)Y )j = 0.

И еще раз применим ту же формулу:

(∇X(J))
i
jJ

j
kY

k + J i
j(∇X(J))

j
kY

k = 0.

Теперь воспользуемся формулой (2.19):

J i
j,	X

	J j
kY

k + J i
jJ

j
k,	X

	Y k = 0.

Так как полученная формула верна для любых векторных полей X, Y ∈
X(M), то она верна, в частности, для векторных полей натурального базиса:

J i
j,	

(
∂

∂xp

)	

J j
k

(
∂

∂xm

)k

+ J i
jJ

j
k,	

(
∂

∂xp

)	(
∂

∂xm

)k

= 0.

Так как все компоненты мы считаем относительно натурального базиса (дру-

гого у нас пока еще и нет), получаем, что
(

∂
∂xp

)	
= δ	p,

(
∂

∂xm

)k
= δkm. Тогда

окончательно получим

J i
j,pJ

j
m + J i

jJ
j
m,p = 0. (2.20)

В дальнейшем мы не будем производить подстановку векторных полей нату-

рального базиса, а сразу будем писать результат. Он получается, если убрать

координаты произвольных векторных полей.

Задача 2.10. Пусть на пространстве M аффинной связности заданы три

тензорных поля (Φ, η, ξ), где Φ – эндоморфизм модуля X(M), ξ – векторное

поле, η – 1-форма, удовлетворяющие соотношениям

1)Φ2 = −id+ η ⊗ ξ; 2) η(ξ) = 1;

3)Φ(ξ) = 0; 4) η ◦ Φ = 0.
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Такая тройка тензорных полей называется почти контактной структурой

на многообразии M . Примените оператор ∇X к каждому из условий, опреде-

ляющих почти контактную структуру, и запишите результат в инвариантном

виде и в компонентах, используя компоненты ковариантных дифференциалов

(то есть получите формулы аналогичные (2.20)).

Ответ:

∇X(η)ξ + η(∇Xξ) = 0; ηi,jξ
i + ηiξ

i
,j = 0;

∇X(Φ)ξ + Φ(∇Xξ) = 0; Φi
j,kξ

j + Φi
jξ

j
,k = 0;

∇X(η)(ΦY ) + η(∇X(Φ)Y ) = 0; ηi,jΦ
i
k + ηiΦ

i
k,j = 0.

∇X(Φ)(ΦY ) + Φ∇X(Φ)Y = (∇X(η)Y )ξ + η(Y )∇Xξ;

Φi
j,kΦ

j
	 + Φi

jΦ
j
	,k = ξiη	,k + ξi,kη	.

Задача 2.11. Докажите, что для векторного поля X в натуральном базисе

имеет место тождество

Xj
,i =

∂Xj

∂xi
+XkΓj

ik.

Задача 2.12. Докажите, что для 1-формы ω в натуральном базисе имеет

место тождество

ωj,i =
∂ωj

∂xi
− ωkΓ

k
ij.

Задача 2.13. Докажите, что для тензорного поля типа (1,1) в натуральном

базисе имеет место тождество

J i
j,k =

∂J i
j

∂xk
+ J 	

jΓ
i
k	 − J i

	Γ
	
kj.

§ 2.6. Тензоры кручения и кривизны связности

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности. Оператором кручения

связности ∇ называется отображение

S : X(M)× X(M) → X(M),

определенное формулой

S(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]. (2.21)
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Оператором кривизны связности ∇ называется отображение

R : X(M)× X(M)× X(M) → X(M),

определенное формулой

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (2.22)

X, Y, Z ∈ X(M).

Теорема 2.8. Операторы S и R C∞(M)-линейны по каждому аргументу.

Доказательство. Докажем линейность оператора кручения по первому ар-

гументу (остальное доказывается аналогично), то есть

S(αX ′+βX ′′, Y ) = αS(X ′, Y )+βS(X ′′, Y ), X ′, X ′′, Y ∈ X(M), α, β ∈ C∞(M).

С учетом формулы (1.25) и определения оператора ковариантного диффе-

ренцирования получаем

S(αX ′ + βX ′′, Y ) = ∇αX ′+βX ′′Y −∇Y (αX
′ + βX ′′)− [αX ′ + βX ′′, Y ] =

= α∇X ′Y + β∇X ′′Y − Y (α)X ′ − α∇YX
′ − Y (β)X ′′ − β∇YX

′′−
− α[X ′, Y ] + Y (α)X ′ − β[X ′′, Y ] + Y (β)X ′′ = αS(X ′, Y ) + βS(X ′′, Y ).

Следствие 2.1. Операторы кручения и кривизны связности ∇ определяют

тензорные поля типов (2,1) и (3,1) соответственно. Они называются тензо-

рами кручения и кривизны связности.

Эти тензоры обозначаются теми же буквами, что и соответствующие опера-

торы. А именно, оператор S : X(M)×X(M) → X(M) порождает отображение

S : X(M)× X(M)× X∗(M) → C∞(M) по формуле

S(X, Y, ω) = ω(S(X, Y )), X, Y ∈ X(M), ω ∈ X∗(M).

Очевидно, что определенное отображение S линейно по каждому аргументу,

то есть является тензорным полем типа (2,1).

Аналогично оператор кривизны R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M) по-

рождает отображение R : X(M) × X(M) × X(M) × X∗(M) → C∞(M) по
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Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности, (U, ϕ) – локальная кар-

та наM с координатами (x1, . . . , xn). Как мы знаем, связность∇ в этой карте

определяется заданием обобщенных коэффициентов Кристоффеля {Γk
ij}, где

∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
= Γi

jk

∂

∂xi
.

Следовательно, компоненты {Si
jk} и {Ri

jk	} тензоров кручения S и кривизны

R связности ∇ должны в натуральном базисе также определяться обобщен-

ными коэффициентами Кристоффеля {Γk
ij}. Наша задача – найти эту зави-

симость в явном виде.

Теорема 2.9. В натуральном базисе для компонент {Si
jk} тензора кручения

S связности ∇ имеем

Si
jk = Γi

jk − Γi
kj.

Доказательство. Напомним, что тензор кручения связности определяется

по формуле

S(X, Y, ω) = ω(∇XY −∇YX − [X, Y ]).

7.1. Компоненты тензора кручения и кривизны

формуле

R(Z,X, Y, ω) = ω(R(X, Y )Z), X, Y, Z ∈ X(M), ω ∈ X∗(M). (2.23)

Очевидно, что определенное отображение линейно по каждому аргументу, то

есть является тензором типа (3,1). Обратите внимание, что порядок вектор-

ных полей – аргументов тензора кривизны – изменен.

Замечание 2.5. Легко видеть, что задание оператора кривизны эквивалент-

но заданию тензора кривизны. Поэтому в литературе между ними обычно не

делают различия и называют оператор кривизны тензором кривизны. Ана-

логичное замечание относится и к тензору кручения.

§ 2.7. Координатное задание тензоров кручения и кривизны

связности

2.
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Используя определение компонент тензорного поля, получим

Sk
ij = S

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
, dxk

)
= dxk

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−
[

∂

∂xi
,
∂

∂xj

])
=

(воспользуемся определением обобщенных коэффициентов Кристоффеля и

примером 1.22)

= dxk
(
Γt
ij

∂

∂xt
− Γt

ji

∂

∂xt

)
= Γt

ijδ
k
t − Γt

jiδ
k
t = Γk

ij − Γk
ji.

Теорема 2.10. В натуральном базисе для компонент {R	
kij} тензора кри-

визны R имеем

R	
kij =

∂Γ	
jk

∂xi
+ Γt

jkΓ
	
it −

∂Γ	
ik

∂xj
− Γt

ikΓ
	
jt. (2.24)

Доказательство. Принцип вычисления компонент тензора кривизны R та-

кой же, как для тензора кручения S, но расчеты будут более громоздкими

из-за наличия двойного ковариантного дифференцирования.

Напомним, что тензор кривизны связности определяется формулой

R(Z,X, Y, ω) = ω(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z).

Тогда по определению компонент получим

R	
kij = dx	

(
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

)
=

= dx	
(
∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
−∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
−∇[ ∂

∂xi
, ∂

∂xj
]
∂

∂xk

)
=

(опять благодаря примеру 1.22 последнее слагаемое обнуляется, а для осталь-

ных используем определение обобщенных коэффициентов Кристоффеля и

правило Лейбница для ковариантного дифференцирования)

= dx	
(
∇ ∂

∂xi

(
Γt
jk

∂

∂xt

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γt
ik

∂

∂xt

))
=

= dx	

(
∂Γt

jk

∂xi
∂

∂xt
+ Γt

jkΓ
r
it

∂

∂xr
− ∂Γt

ik

∂xj
∂

∂xt
− Γt

ikΓ
r
jt

∂

∂xr

)
=

=
∂Γt

jk

∂xi
δ	t + Γt

jkΓ
r
itδ

	
r −

∂Γt
ik

∂xj
δ	t − Γt

ikΓ
r
jtδ

	
r =

∂Γ	
jk

∂xi
+ Γt

jkΓ
	
it −

∂Γ	
ik

∂xj
− Γt

ikΓ
	
jt,

что и требовалось доказать.
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7.2. Свойства тензоров кручения и кривизны

Посмотрим некоторые свойства тензоров кручения и кривизны. Первое

свойство тензора кривизны достаточно очевидно. Его легко получить как

из определения тензора кривизны, так и из формулы (2.24). Мы запишем его

в трех видах:

R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z; R(Z,X, Y, ω) = −R(Z, Y,X, ω); Rk
ij	 = −Rk

i	j.

Это свойство называется кососимметричностью тензора кривизны по по-

следним двум векторным аргументам.

Еще одно свойство тензора кривизны верно не для любой связности, а

для так называемой связности без кручения. Связность ∇ на многообразии

M называется связностью без кручения, если тензор кручения связности ∇
тождественно равен нулю, то есть Si

jk = 0, то есть Γi
jk = Γi

kj. Таким образом,

мы получаем

Теорема 2.11. Связность ∇ является связностью без кручения тогда и

только тогда, когда ее обобщенные коэффициенты Кристоффеля симмет-

ричны по нижней паре индексов.

Теорема 2.12. Для связности без кручения ∇ имеет место тождество

Риччи (также его называют тождеством Бианки), то есть

Ra
bcd +Ra

cdb +Ra
dbc = 0; R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0. (2.25)

Доказательство. Докажем координатную форму тождества Риччи. Для это-

го в левую часть тождества Риччи подставим формулу (2.24) и воспользуемся

симметричностью обобщенных коэффициентов Кристоффеля. Имеем

Ra
bcd =

∂Γa
db

∂xc
− ∂Γa

cb

∂xd
+ Γm

dbΓ
a
cm − Γm

cbΓ
a
dm;

Ra
cdb =

∂Γa
bc

∂xd
− ∂Γa

dc

∂xb
+ Γm

bcΓ
a
dm − Γm

dcΓ
a
bm;

Ra
dbc =

∂Γa
cd

∂xb
− ∂Γa

bd

∂xc
+ Γm

cdΓ
a
bm − Γm

bdΓ
a
cm.

Складывая эти тождества, мы получим нуль.

2.
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Перейдем теперь от координатной формы тождества Риччи к инвариант-

ной. Пусть X = Xc ∂
∂xc , Y = Y d ∂

∂xd , Z = Zb ∂
∂xb . Воспользуемся определением

компонент тензора кривизны.

R

(
∂

∂xb
,
∂

∂xc
,
∂

∂xd
, dxa

)
+R

(
∂

∂xc
,
∂

∂xd
,
∂

∂xb
, dxa

)
+R

(
∂

∂xd
,
∂

∂xb
,
∂

∂xc
, dxa

)
= 0.

Умножим обе части тождества на Xc, Y d, Zb и просуммируем по этим ин-

дексам:

R(Z,X, Y, dxa) +R(X, Y, Z, dxa) +R(Y, Z,X, dxa) = 0.

Воспользуемся выражением тензора кривизны через оператор кривизны (2.23):

(R(X, Y )Z)a + (R(Y, Z)X)a + (R(Z,X)Y )a = 0, a = 1, . . . , n.

В левой части этого равенства стоят координаты некоторого векторного поля

в натуральном базисе. Так как все они равны нулю, то и само векторное поле

нулевое, то есть

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Итак, мы получили тождество Риччи в инвариантной форме. Этот прием

перехода от координатной записи к инвариантной мы будем использовать и

далее.

§ 2.8. Тензор аффинной деформации

Пусть (M,∇) – пространство аффинной связности. Пусть на M задана еще

одна связность ∇̃. Рассмотрим отображение

T : X(M)× X(M) → X(M),

заданное формулой

T (X, Y ) = ∇̃XY −∇XY, X, Y ∈ X(M).

Теорема 2.13. Отображение T C∞(M)-линейно по каждому аргументу, а

значит, может быть отождествлено с тензорным полем типа (2,1).

Перейдем теперь от координатной формы тождества Риччи к инвариант-

ной. Пусть X = Xc ∂
∂xc , Y = Y d ∂

∂xd , Z = Zb ∂
∂xb . Воспользуемся определением

компонент тензора кривизны.

R

(
∂

∂xb
,
∂

∂xc
,
∂

∂xd
, dxa

)
+R

(
∂

∂xc
,
∂

∂xd
,
∂

∂xb
, dxa

)
+R

(
∂

∂xd
,
∂

∂xb
,
∂

∂xc
, dxa

)
= 0.

Умножим обе части тождества на Xc, Y d, Zb и просуммируем по этим ин-

дексам:

R(Z,X, Y, dxa) +R(X, Y, Z, dxa) +R(Y, Z,X, dxa) = 0.

Воспользуемся выражением тензора кривизны через оператор кривизны (2.23):

(R(X, Y )Z)a + (R(Y, Z)X)a + (R(Z,X)Y )a = 0, a = 1, . . . , n.

В левой части этого равенства стоят координаты некоторого векторного поля

в натуральном базисе. Так как все они равны нулю, то и само векторное поле

нулевое, то есть

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Итак, мы получили тождество Риччи в инвариантной форме. Этот прием

перехода от координатной записи к инвариантной мы будем использовать и

далее.



112

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

Доказательство. Докажем линейность по второму аргументу. Линейность

по первому аргументу доказывается проще. Имеем по определению оператора

ковариантного дифференцирования (см. § 2.1)

T (X, fY ′ + gY ′′) = ∇̃X(fY
′ + gY ′′)−∇X(fY

′ + gY ′′) = X(f)Y ′ + f∇̃XY
′+

+X(g)Y ′′ + g∇̃XY
′′ −X(f)Y ′ − f∇XY

′ −X(g)Y ′′ − g∇XY
′′ =

= fT (X, Y ′) + gT (X, Y ′′),

где f, g ∈ C∞(M), X, Y ′, Y ′′ ∈ X(M). Тензорное поле мы будем обозначать

той же буквой T , и, очевидно, оно будет определяться по формуле

T (X, Y, ω) = ω(T (X, Y )), X, Y ∈ X(M), ω ∈ X∗(M).

Тензорное поле T называется тензором аффинной деформации от связно-

сти ∇ к связности ∇̃. Верно и обратное.

Теорема 2.14. Пусть на гладком многообразии M даны связность ∇ и про-

извольное тензорное поле T типа (2,1). Тогда отображение

∇̃ : X(M)× X(M) → X(M),

определенное формулой

∇̃XY = ∇XY + T (X, Y ),

будет оператором ковариантного дифференцирования на многообразии M ,

то есть связностью.

Доказательство. Нам нужно проверить выполнение трех условий из опре-

деления связности аффинной связности. Проверим третье условие. Первые

два проверяются аналогично.

Нам нужно доказать, что

∇̃X(fY ) = X(f)Y + f∇̃XY.

Имеем

∇̃X(fY ) = ∇X(fY ) + T (X, fY ) = X(f)Y + f∇XY + fT (X, Y ) =

= X(f)Y + f∇̃XY, X, Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M). (2.26)
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Здесь мы воспользовались свойством (3) для связности∇ и C∞(M)-линейнос-

тью тензорного поля T .

Задача 2.14. Докажите, что для любой карты (U, ϕ) на многообразии M

компоненты тензора аффинной деформации T от связности ∇ к связности

∇̃ задаются формулой

T i
jk = Γ̃i

jk − Γi
jk,

где {Γi
jk} – обобщенные коэффициенты Кристоффеля связности ∇, а {Γ̃i

jk} –
обобщенные коэффициенты Кристоффеля связности ∇̃.

Замечание 2.6. Напомним, что непустое множество A произвольной при-

роды называется аффинным пространством над векторным пространством

V , если определено отображение

+ : A × V → A ,

удовлетворяющее двум условиям:

1) для любых A,B ∈ A существует единственный вектор x ∈ V , такой, что

B = A+ x;

2) для любых A ∈ A , x, y ∈ V имеем (A+ x) + y = A+ (x+ y).

Элементы аффинного пространства называютсяточками. Операция + на-

зывается операцией сложения точек и векторов. Операции, которым удовле-

творяет операция +, называются аксиомами аффинного пространства.

Обозначим множество всех аффинных связностей гладкого многообразия

M через A . Мы видели, что множество тензорных полей типа (r, s), в част-

ности типа (2,1), образует (бесконечномерное) вещественное векторное про-

странство. Обозначим его через V . Тогда формула ∇̃ = ∇+ T задает опера-

цию сложения связности и тензорного поля типа (2,1), тем самым превращая

множество A в (бесконечномерное) аффинное пространство. Выполнение ак-

сиом аффинного пространства проверьте самостоятельно.

Задача 2.15. Докажите, что если связности ∇̃ и ∇ являются связностями

без кручения, то их тензор аффинной деформации симметричен, то есть

T (X, Y ) = T (Y,X).



114

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

Пусть на n-мерном многообразии M фиксирована произвольная точка p.

Рассмотрим локальную карту (U, ϕ), такую, что p ∈ U . Обозначим коорди-

наты точки p в этой карте через (xi0), i = 1, . . . , n. Рассмотрим замкнутую

кривую γp (начало и конец кривой совпадают между собой и с точкой p).

Возьмем произвольный вектор Xp ∈ Tp(M) и перенесем его параллельно

вдоль кривой γp. В результате получим новый вектор Xp + ΔXp, который,

вообще говоря, может отличаться от исходного вектора. Рассмотрим класс

замкнутых кривых γp, которые целиком лежат в области U локальной кар-

ты, задаются в ней параметрическими уравнениями xi = xi(t) и имеют малую

«длину», то есть криволинейный интеграл∮
γp

√
(ẋ1)2 + . . .+ (ẋn)2dt < ε � 1. (2.27)

Заметим, что это требование зависит от выбора локальной карты. Поэтому

фиксировав в начале рассуждений одну карту (U, ϕ), мы ее не меняем.

Из условия (2.27) следует, что координаты (xi) любой точки q, принадлежа-

щей кривой γp, удовлетворяют неравенствам |xi− xi0| < ε. Из этого мы полу-

чаем, что все рассматриваемые кривые γp лежат в окрестности Up,ε ⊂ U ⊂ M ,

задаваемой условиями

Up,ε = {q ∈ M : |xi − xi0| < ε, i = 1, . . . , n}.

Кроме того, потребуем, чтобы окрестность Up,ε была бы односвязной. Рас-

смотрим двумерную поверхность Sγ ⊂ M с границей γp и целиком лежащую

в Up,ε. Пусть в карте (U, ϕ) она задается параметрическими уравнениями

xi = xi(u, v), где u, v – координаты на поверхности Sγ.

Напомним, что если на гладком многообразии задана связность ∇ с ко-

эффициентами Кристоффеля {Γi
jk} и кривая γ с параметрическими урав-

нениями xi = xi(t) в некоторой локальной карте (U, ϕ), то любой вектор

Xp ∈ Tp(M), p = γ(0) можно параллельно перенести в точку γ(t) (t – произ-

вольное (допустимое) фиксированное значение параметра). Его координаты

9.1. Тензор кривизны

§ 2.9. Геометрический смысл тензоров кривизны и кручения

2.
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находятся как решение системы обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (см. формулу (2.6))

dXk

dτ
+ Γk

ij

dxi

dτ
Xj = 0

с начальными условиями X i(0) = X i
0.

Эти уравнения можно записать в интегральной форме (переносим второе

слагаемое направо и интегрируем по τ от 0 до t, пользуемся правилом Нью-

тона – Лейбница)

Xk(t)−Xk
0 = −

∫ t

0

Γk
ij

dxi

dτ
Xjdτ. (2.28)

Возвращаемся к кривым γp.

Теорема 2.15. Пусть на n-мерном многообразииM задана связность с сим-

волами Кристоффеля {Γi
jk} и тензором кривизны {Ri

jk	}. Перенесем вектор
Xp вдоль замкнутой кривой γp из класса рассматриваемых кривых. Тогда

компоненты вектора Xp получат приращение не большее ε2, причем с ука-

занной точностью это приращение характеризуется значением тензора

кривизны связности в точке p:

ΔX i
p = −Ri

m	j(p)X
m
p

∫∫
Sγp

∂x	

∂u

∂xj

∂v
dudv + o(ε2). (2.29)

Доказательство. Из формулы (2.28) мы получаем, что при параллельном

переносе вектора Xp вдоль замкнутого пути γp его компоненты получают

приращение

ΔX i
p = −

∮
γp

Γi
jk

dxj

dt
Xk

‖dt = −
∮
γp

Γi
jkX

k
‖dx

j, (2.30)

гдеXj
‖(t) мы обозначили координаты вектораX‖, полученного параллельным

переносом вектора Xp в точку γp(t). Разложим подынтегральную функцию

в ряд Тейлора в точке p(xi0).

Γk
ijX

j = (Γk
ijX

j
‖)(p) +

(
∂

∂x	
(Γk

ijX
j
‖)
)∣∣∣∣

p

(x	 − x	0) + . . .

Первое слагаемое – это константа. Криволинейный интеграл от константы по

замкнутому пути равен нулю. Интегрируя второе и последующие слагаемые

(в силу соотношения |xi − xi0| < ε), мы получим, что порядок приращения
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вектора при параллельном переносе не может превышать ε2. Это значит, что

при вычислении интеграла в формуле (2.30) достаточно учитывать члены

порядка ε.

Разнесем вектор Xp с помощью параллельного переноса из точки p на всю

окрестность Up,ε. Положим по определению

X i(q) = X i
p − (xj − xj0)X

k
pΓ

i
jk(p). (2.31)

Это параллельный перенос вектора Xp на окрестность Up,ε с точностью ε.

С указанной точностью параллельный перенос вектора Xp не зависит от пу-

ти, так как приращение компонент вектора при параллельном переносе по

замкнутому пути имеет порядок ε2. В результате мы получаем гладкое век-

торное полеX(q) на Up,ε. Поэтому в подынтегральном выражении (2.30) мож-

но заменить векторное поле X‖(t), заданное вдоль кривой на векторное поле

X(q), заданное на всей окрестности Up,ε. Тогда

ΔX i
p = −

∮
γp

Γi
jkX

kdxj.

Напомним формулу Грина для 2-поверхности. Пусть 2-мерная поверхность

U с координатами x1 и x2 ограничена кривой ∂U с уравнениями xi = xi(t).

Пусть на поверхности U задана 1-форма A = Aidx
i. Тогда криволинейный

интеграл по кривой ∂U и двойной интеграл по поверхности U связаны соот-

ношением∮
∂U

Ai
dxi

dt
dt =

∮
∂U

(A1dx
1 + A2dx

2) =

∫∫
U

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
dx1dx2.

Чтобы воспользоваться формулой Грина в нашем случае, заметим, что

XkΓi
jkdx

j = XkΓi
jk

(
∂xj

∂u
du+

∂xj

∂v
dv

)
= XkΓi

jk

∂xj

∂u
du+XkΓi

jk

∂xj

∂v
dv.

Тогда получим

ΔX i
p = −

∮
γp

Γi
jkX

kdxj =

∫∫
Sγ

(
∂

∂u

(
XkΓi

jk

∂xj

∂v

)
− ∂

∂v

(
XkΓi

jk

∂xj

∂u

))
dudv.

Преобразуем функцию, стоящую под интегралом (применим правило диф-
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ференцирования произведения функций):

∂

∂u

(
XkΓi

jk

∂xj

∂v

)
− ∂

∂v

(
XkΓi

jk

∂xj

∂u

)
=

∂2xj

∂v∂u
XkΓi

jk +
∂xj

∂v

∂Xk

∂u
Γi
jk+

+
∂xj

∂v
Xk

∂Γi
jk

∂u
− ∂2xj

∂u∂v
XkΓi

jk −
∂xj

∂u

∂Xk

∂v
Γi
jk −

∂xj

∂u
Xk

∂Γi
jk

∂v
=

=
∂xj

∂v

∂Xk

∂u
Γi
jk +

∂xj

∂v
Xk

∂Γi
jk

∂u
− ∂xj

∂u

∂Xk

∂v
Γi
jk −

∂xj

∂u
Xk

∂Γi
jk

∂v
= (2.32)

(Функции X i и Γi
jk являются функциями точки q, бегающей по окрестности

Up,ε. Для функций X i у нас есть формула (2.31), а функции Γi
jk разложим в

ряд Тейлора.

Γi
jk = Γi

jk(p) +
∂Γi

jk

∂x	

∣∣∣∣∣
p

(x	 − x	0) + . . .

Тогда для частных производных этих функций получим

∂Xi

∂u = −∂xj

∂u X
k
pΓ

i
jk(p);

∂Γi
jk

∂u =
∂Γi

jk

∂x�

∣∣∣
p

∂x�

∂u ,

для переменной v соотношения аналогичны. Продолжим с помощью этих

равенств преобразовывать выражения (2.32))

= −∂xj

∂v

∂x	

∂u
Xm

p Γk
	m(p)Γ

i
jk(p)−

∂xj

∂v

∂x	

∂u
Xm

p Γk
	m(p)

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

(xr − xr0)+

+
∂xj

∂v

∂xr

∂u
Xk

p

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

− ∂xj

∂v

∂xr

∂u
Xm

p Γk
	m(p)

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

(x	 − x	0)+

+
∂xj

∂u

∂x	

∂v
Xm

p Γk
	m(p)Γ

i
jk(p) +

∂xj

∂u

∂x	

∂v
Xm

p Γk
	m(p)

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

(xr − xr0)−

− ∂xj

∂u

∂xr

∂v
Xk

p

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

+
∂xj

∂u

∂xr

∂v
Xm

p Γk
	m(p)

∂Γi
jk

∂xr

∣∣∣∣∣
p

(x	 − x	0).

В силу выбора окрестности Up,ε для координат всех ее точек |xi − xi0| < ε,

следовательно, при интегрировании слагаемых предыдущего выражения, ко-

торые содержат множитель (x	 − x	0)
∂xj

∂u
∂xr

∂v (остальные множители там кон-

станты), мы получим величины строго меньше ε2. При выбранной точности

вычисления этими слагаемыми можно пренебречь. Тогда для оставшихся сла-

гаемых получим (заменяя индексы суммирования и вынося константы за знак
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интегрирования)

ΔX i
p = −

∮
γp

Γi
jkX

kdxj =

=

⎛
⎝ ∂Γi

jm

∂x	

∣∣∣∣∣
p

− ∂Γi
	m

∂xj

∣∣∣∣
p

+ Γk
jm(p)Γ

i
	k(p)− Γk

	m(p)Γ
i
jk(p)

⎞
⎠Xm

p

∫∫
Sγp

∂x	

∂u

∂xj

∂v
dudv.

Сравниваем с формулой (2.24) и получаем

ΔX i
p = −Ri

m	j(p)X
m
p

∫∫
Sγp

∂x	

∂u

∂xj

∂v
dudv + o(ε2).

Заметим, что с точностью ε2 приращение вектора при параллельном пере-

носе не зависит от выбора поверхности, натянутой на кривую γp.

Пример 2.4. Рассмотрим «параллелограмм» γp с вершинами в точках с ко-

ординатами p(xi0), (xi0+ εi1), (xi0+ εi2), (xi0+ εi1+ εi2), где εi1, εi2 < ε. Сторонами

этого «параллелограмма» будут точки окрестности Up,ε, координаты которых

задаются так:
(xi0 + εi1u); (xi0 + εi2 + εi1u); u ∈ [0, 1]

(xi0 + εi2v); (xi0 + εi1 + εi2v); v ∈ [0, 1].

Тогда поверхность Sγp, натянутая на этот параллелограмм (другими словами,

«параллелограмм с внутренними точками»), будет задаваться параметриче-

скими уравнениями

xi = xi0 + εi1u+ εi2v; u, v ∈ [0, 1]. (2.33)

Применим к вектору Xp параллельный перенос по «параллелограмму», Sγp.

Тогда согласно формуле (2.29) приращение его координат (с точностью ε2)

будет иметь вид (учитываем уравнения (2.33), двойной интеграл вычисляем,

переходя к повторному интегралу)

ΔX i
p = −X	

pR
i
jk	(p)

∫∫
Sγp

∂xj

∂u

∂xk

∂v
dudv = −X	

pR
i
jk	(p)

∫∫
Sγp

(εj1ε
k
2)dudv =

= −εj1ε
k
2X

	
pR

i
jk	(p)

∫ 1

0

du

∫ 1

0

dv = −εj1ε
k
2X

	
pR

i
jk	(p).
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9.2. Тензор кручения

� �

� �
�

�
�
��

�
�
�	

�
�
�	

�

p q

r
us

Yp

Xp

Xs

Yq

Пусть на гладком многообразии M фиксирована

локальная карта (U, ϕ). Рассмотрим произволь-

ную фиксированную точку p ∈ U и два касатель-

ных вектора Xp и Yp в этой точке. Пусть γ – гео-

дезическая, проходящая через точку p в направ-

лении вектора Xp (такая геодезическая локально

существует и единственна в силу результата § 2.2).
Пусть в карте (U, ϕ) геодезическая γ задается параметрическими уравнени-

ями xi = xi(t). Обозначим значение параметра t, соответствующего точке p,

через tp, а координаты точки p обозначим через (xip). Тогда для геодезической

γ имеем

d2xk

dt2 + Γk
ij
dxi

dt
dxj

dt = 0; d
dt

∣∣
t=tp

xi(t) = X i
p; xi(tp) = xip, (2.34)

где (X i
p) – координаты вектора Xp в карте (U, ϕ). Пройдем по геодезической

γ из точки p в близкую точку q. Обозначим значение ее параметра через tq.

Так как это близкая точка, tq = tp+ ε, где ε � 1. Вычислим координаты (xiq)

точки q в карте (U, ϕ) с точностью ε2. Для этого разложим функции xi(t),

стоящие в правых частях параметрических уравнений геодезической γ в ряд

Тейлора в точке p:

xi(t) = xip +
dxi

dt

∣∣∣∣
p

(t− tp) +
d2xi

dt2

∣∣∣∣
p

(t− tp)
2 + . . .

Тогда для значения параметра t = tq с учетом (2.34) имеем

xiq = xi(tq) = xip +X i
pε−

1

2

(
Γi
jk

dxj

dt

dxk

dt

)∣∣∣∣
t=tp

ε2 =

= xip +X i
pε−

1

2
Γi
jk(p)X

j
pX

k
p ε

2 + . . . (2.35)

Параллельно перенесем вдоль геодезической γ вектор Yp в точку q. Для этого

нужно включить вектор Yp в семейство векторов Y (t), такое, что Y (tp) = Yp

и ∇γ̇Y = 0. В координатах эти условия запишутся в виде (см. § 2.1)

Y k(tp) = Y k
p ;

dY k

dt + Γk
ijY

j dxi

dt = 0.

2.
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Вычислим координаты вектора Yq, раскладывая функции Y k(t) в ряд Тейло-

ра и учитывая только линейные слагаемые

Y k(t) = Y k
p +

dY k

dt

∣∣∣∣
t=tp

(t− tp) + . . . = Y k
p − Γk

ij(p)X
i
pY

j
p (t− tp) + . . .

Тогда

Y k
q = Y k(tq) = Y k

p − Γk
ij(p)X

i
pY

j
p ε+ . . . (2.36)

Теперь из точки q выпускаем геодезическую в направлении вектора Yq. Пусть

ее параметрические уравнения в локальной карте (U, ϕ) имеют вид xi = x̃i(t).

Рассмотрим точку на этой геодезической со значением параметра tr = tq + ε.

Вычислим ее координаты с точностью ε2. Применяем полученную формулу

(2.35) для исходной точки q и исходного вектора Yq:

xir = x̃i(tr) = xiq + Y i
q ε−

1

2
Γi
jk(q)Y

j
q Y

k
q ε

2 + . . . =

(подставляем (2.35) и (2.36))

= xip +X i
pε−

1

2
Γi
jk(p)X

j
pX

k
p ε

2 + (Y i
p − Γi

jk(p)X
j(p)Xk(p)ε)ε−

− 1

2
Γi
jk(q)(Y

j
p − Γj

	m(p)X
	
pX

m
p ε)(Y k

p − Γk
hv(p)X

h
pX

v
pε)ε

2 + . . . =

(раскрываем скобки и пишем только те слагаемые, в которые ε входит в

степени не выше 2)

= xip +X i
pε−

1

2
Γi
jk(p)X

j
pX

k
p ε

2 + Y i
p ε− Γi

jk(p)X
j
pY

k
p ε

2 − 1

2
Γi
jk(q)Y

j
p Y

k
p ε

2 + . . . =

(2.37)

(В последнем слагаемом осталась единственная функция, вычисленная не в

точке p, а в точке q, – это Γi
jk(q). Наша задача и в этом слагаемом полностью

перейти к точке p. Заметим, что функции Γi
jk определены в окрестности U ,

в частности, они определены и гладки на геодезической xi = x̃i(t) как ком-

позиция таковых. Тогда эти функции можно разложить в ряд Тейлора

Γi
jk(t) = Γi

jk(p) +
dΓi

jk

dt

∣∣∣∣∣
t=tp

(t− tp) + . . .

Тогда в точке q получим

Γi
jk(q) = Γi

jk(tq) = Γi
jk(p) +

dΓi
jk

dt

∣∣∣∣∣
t=tp

ε+ . . .



121

2. Линейная связность гладкого многообразия

Гладкое многообразие M называется псевдоримановым, если на нем фик-

сировано тензорное поле g типа (2,0), обладающее следующими свойствами:

10.1. Операции поднятия и опускания индексов на псевдоримано-

вом многообразии

Подставляем это выражение в (2.37) и записываем только слагаемые, в кото-

рые ε входит в степени не выше 2 (из разложения Γi
jk для этого берем только

первое слагаемое))

= xip +X i
pε−

1

2
Γi
jk(p)X

j
pX

k
p ε

2 + Y i
p ε− Γi

jk(p)X
j
pY

k
p ε

2 − 1

2
Γi
jk(p)Y

j
p Y

k
p ε

2 + . . .

Итак, мы получаем, что координаты точки r (напоминаем, что в нее мы попа-

ли следующим образом: из точки p выпустили геодезическую в направлении

вектора Xp, перенесли вдоль нее в точку q (tq = tp + ε) вектор Yp и из этой

точки в направлении вектора Yq выпустили еще одну геодезическую, вдоль

нее прошли в точку r (tr = tq + ε)) с точностью ε2 вычисляются так:

xir = xip + (X i
p + Y i

p )ε−
(
1

2
Xj

pX
k
p −Xj

pY
k
p − 1

2
Y j
p Y

k
p

)
Γi
jk(p)ε

2 + . . .

Проведем аналогичные построения, поменяв местами векторы Xp и Yp.

В результате мы попадем в точку u, координаты которой с точностью ε2

будут вычисляться по формуле

xiu = xip + (Y i
p +X i

p)ε−
(
1

2
Y j
p Y

k
p − Y j

p X
k
p − 1

2
Xj

pX
k
p

)
Γi
jk(p)ε

2 + . . .

Найдем разность между координатами точек u и r:

xiu − xir = (Γi
jk(p)− Γi

kj(p))X
j
pY

k
p ε

2.

С учетом теоремы 2.9 мы получаем, что в скобках стоят значения компонент

тензора кручения связности в точке p, то есть

xiu − xir = Si
jk(p)X

j
pY

k
p ε

2.

Итак, мы получаем, что тензор кручения связности (с точностью ε2) харак-

теризует разомкнутость «параллелограмма» со сторонами εXp и εYp.

§ 2.10. Псевдоримановы и римановы многообразия

2.
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1) симметричность: g(X, Y ) = g(Y,X), X, Y ∈ X(M);

2) невырожденность: g(X, Y ) = 0 ∀Y ∈ X(M) ⇒ X = 0.

Если условие невырожденности заменить более сильным условием поло-

жительной определенности:

g(X,X) ≥ 0 ∀X ∈ X(M),

причем

g(X,X) = 0 ⇔ X = 0,

то многообразие называется римановым. Тензорное поле g называется мет-

рическим тензором, или (псевдо)римановой структурой, или скалярным

произведением, или метрикой, на многообразии M .

Задача 2.16. Докажите, что любое риманово многообразие является псевдо-

римановым.

Наряду с обозначением g для метрического тензора, мы часто будем ис-

пользовать обозначение 〈·, ·〉.
В силу невырожденности (псевдо)римановой структуры g, матрица (gij)

ее компонент относительно произвольной карты является невырожденной, а

значит, существует обратная матрица, которую мы будем обозначать (gij).

Нетрудно проверить, что эта система функций задает тензорное поле типа

(0,2) на многообразии M . Оно называется контравариантным метрическим

тензорным полем или контравариантной (псевдо)римановой метрикой.

С помощью (псевдо)римановой метрики и контравариантной (псевдо)рима-

новой метрики можно ввести операции поднятия и опускания индексов у тен-

зорных полей. Например, опустим первый индекс у тензорного поля t типа

(0,3). В результате мы получим тензорное поле T типа (1,2) с компонентами

Ti
jk = gipt

pjk.

Аналогичным образом определяется операция поднятия индекса. Например,

поднимем индекс у тензорного поля t типа (2,0). В результате получим тен-

зорное поле T типа (1,1) с компонентами

T i
j = giptpj.
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Докажем основную теорему римановой геометрии.

Теорема 2.16. (основная теорема римановой геометрии)

Пусть (M, g = 〈·, ·〉) – (псевдо)риманово многообразие. Тогда на нем внут-
ренним образом определена аффинная связность ∇, однозначно характери-
зующаяся свойствами:

1) ∇ – связность без кручения, то есть S(X, Y ) = ∇XY −∇YX−[X, Y ] = 0,

∀X, Y ∈ X(M);

2) ∇X(g) = 0, ∀X ∈ X(M), то есть метрический тензор ковариантно

постоянен (или, другими словами, параллелен) в этой связности.

Доказательство. Начнем доказательство с единственности, то есть выясним,

как должна выглядеть связность∇, удовлетворяющая свойствам, указанным

в теореме, если она существует.

10.2. Основная теорема римановой геометрии

Если дано тензорное поле типа (r, s), где r и s отличны от нуля, то преж-

де чем поднимать или опускать индексы, нужно договориться об их общей

последовательности. Например, тензорное поле t типа (3,2), для которого до

этого момента мы писали компоненты в виде tijk	p, теперь должны писать так:

tik
j
	p, или так: tijk	p. Выбор последовательности индексов зависит от конкрет-

ного тензорного поля, задачи или эстетических предпочтений исследователя.

Допустим, мы выбрали последовательность tik
j
	p. Опустим первый верхний

индекс и поднимем последний нижний. Каждый из передвигаемых индексов

перемещается строго по вертикали:

Tmk
j
	
r = gimg

prtik
j
	p.

Часто в научной литературе тензорные поля с поднятыми (опущенными) ин-

дексами обозначают той же буквой, что и исходное тензорное поле. Недора-

зумений не возникает, так как исходное и полученное тензорные поля имеют

разный тип. В этих обозначениях наши примеры примут вид:

ti
jk = gipt

pjk; tij = giptpj; tmk
j
	
r = gimg

prtik
j
	p.

2.
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Согласно первому условию

∇XY = ∇YX + [X, Y ]. (2.38)

Рассмотрим второе условие. Нам нужно будет применять оператор ∇X к тен-

зорному полю g. Для этого выразим значение g на паре произвольных вектор-

ных полей Y, Z ∈ X(M) через тензорные операции. Как всегда мы сделаем

это, переходя к компонентам:

g(Y, Z) = g

(
Y i ∂

∂xi
, Zj ∂

∂xj

)
= gijY

iZj = (g ⊗ Y ⊗ Z)ijij = C
(1)(2)
(1)(2)(g ⊗ Y ⊗ Z).

Итак, мы получили

g(Y, Z) = C
(1)(2)
(1)(2)(g ⊗ Y ⊗ Z).

Применим к этому тождеству оператор ∇X , учтем, что на функциях

∇Xf = X(f)

и воспользуемся правилом Лейбница:

X(g(Y, Z)) = C
(1)(2)
(1)(2)(∇X(g)⊗ Y ⊗ Z) + C

(1)(2)
(1)(2)(g ⊗∇XY ⊗ Z)+

+ C
(1)(2)
(1)(2)(g ⊗ Y ⊗∇XZ) = ∇X(g)(Y, Z) + g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

Согласно второму условию из теоремы ∇X(g) = 0, то есть ∇X(g)(Y, Z) = 0.

Тогда из последнего равенства получим

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

В этом соотношении два раза сделаем циклическую перестановку аргументов

X → Y → Z → X:

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ);

Y (g(Z,X)) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX);

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

Сложим первые два из полученных соотношений, а третье вычтем из них.

Тогда с учетом (2.38) получим

X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) =

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇YZ,X)+

+ g(Z,∇XY − [X, Y ])− g(∇XZ − [X,Z], Y )− g(X,∇YZ − [Y, Z]).
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Тогда

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))+

+ g([X, Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X). (2.39)

В силу невырожденности метрического тензора эта формула однозначно опре-

деляет векторное поле ∇XY . Итак, если требуемая связность существует, то

она должна задаваться формулой (2.39).

Докажем существование. Определим отображение ∇ : X(M) × X(M) →
X(M), сопоставив каждой паре векторных полей X, Y ∈ X(M) векторное

поле ∇XY , заданное соотношением (2.39). Прямая проверка показывает, во-

первых, что отображение ∇ задано корректно, то есть ∇XY действительно

векторное поле, во-вторых, что∇ есть аффинная связность, и, в-третьих, что

эта связность удовлетворяет условиям теоремы.

Задача 2.17. Проведите доказательство существования связности ∇ из тео-

ремы 2.16.

Связность ∇ на псевдоримановом многообразии, построенная выше, назы-

вается римановой связностью или связностью Леви-Чивита.

Вычислим обобщенные коэффициенты Кристоффеля для связности Леви-

Чивита. Пусть (U, ϕ) – локальная карта на M с координатами (x1, . . . , xn).

Подставим в формулу (2.39) X = ∂
∂xi , Y = ∂

∂xj , Z = ∂
∂xk :

2g

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,

∂

∂xk

)
=

∂

∂xi

(
g

(
∂

∂xj
,

∂

∂xk

))
+

∂

∂xj

(
g

(
∂

∂xk
,
∂

∂xi

))
−

− ∂

∂xk

(
g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

))
+ g

([
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
,

∂

∂xk

)
−

− g

([
∂

∂xi
,

∂

∂xk

]
,
∂

∂xj

)
− g

([
∂

∂xj
,

∂

∂xk

]
,
∂

∂xi

)
.

Коммутаторы базисных векторных полей обращаются в нуль согласно при-

меру 1.22. Используя определение коэффициентов Кристоффеля, получим

2g

(
Γ	
ij

∂

∂x	
,

∂

∂xk

)
=

∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

.

Воспользуемся линейностью g:

2Γ	
ijg	k =

∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

. (2.40)



126

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

Так как метрический тензор невырожденный, то для матрицы (gij) суще-

ствует обратная матрица (gij), то есть такая матрица, что gijgjk = δik. Эта

система функций задает тензорное поле типа (0,2). Оно называется контра-

вариантным метрическим тензором. Тогда умножим обе части равенства

(2.40) на gkr и просуммируем по k:

2Γ	
ijg	kg

kr = gkr
(
∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
.

Так как gkrg	k = δr	 , получим

Γr
ij =

1

2
gkr
(
∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
. (2.41)

Набор функций {Γm
ir} называется символами Кристоффеля второго рода

или символами Кристоффеля римановой связности.

Задача 2.18. Докажите, что для римановой связности ∇ метрики g имеют

место тождества
∂gjk
∂xi

− gtkΓ
t
ij − gjtΓ

t
ik = 0. (2.42)

Решение. Так как для римановой связности метрики g имеем

∇X(g)(Y, Z) = 0,

получим

X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0.

Подробные вычисления аналогично примеру 2.1 проведите самостоятельно.

Запишем это равенство в координатном виде:

∂

∂xi

(
g

(
∂

∂xj
,

∂

∂xk

))
− g

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,

∂

∂xk

)
− g

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xk

∂

∂xi

)
= 0.

Применяя определение символов Кристоффеля и линейность g, получим тре-

буемое равенство.

Задача 2.19. Докажите, что контравариантное метрическое тензорное поле

{gij} ковариантно постоянно в римановой связности метрики g.

Решение. Напомним, что контравариантное метрическое тензорное поле ĝ –

это тензорное поле типа (0,2), матрица {gij} компонент которого является
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обратной матрицей для компонент {gij} метрического тензора g. Нам нужно

доказать, что ∇X(ĝ) = 0 для любого X ∈ X(M).

Сначала выразим значение ковариантной производной ∇X(ĝ) в произволь-

ной локальной карте (U, ϕ) с координатами (x1, . . . , xn). Рассуждая аналогич-

но примеру 2.1, получим

∇X(ĝ)(ω, θ) = X(ĝ(ω, θ))− ĝ(∇Xω, θ)− ĝ(ω,∇Xθ),

где ω, θ – произвольные 1-формы. Переходим к компонентам и пользуемся

формулой (2.12)(чтобы из этой формулы достать компоненты формы ∇Xω,

нужно учесть равенство ∇X(ω)Y = (∇Xω)jY
j):

∇X(ĝ)(ω, θ) = X(gijωiθj)− gij(∇Xω)iθj − gijωi(∇Xθ)j =
∂gij

∂xk
Xkωiθj +

+ gij
∂ωi

∂xk
Xkθj + gijωi

∂θj
∂xk

Xk − gij
(
∂ωi

∂x	
− Γk

	iωk

)
X	θj −

− gijωi

(
∂θj
∂x	

− Γk
	jθk

)
X	 =

(
∂gij

∂xk
+ g	jΓi

k	 + gi	Γj
k	

)
Xkωiθj.

В последнем равенстве мы привели подобные слагаемые и переобозначили

индексы суммирования, чтобы вынести за скобку Xkωiθj.

Для доказательства равенства ∇X(ĝ) = 0 нам достаточно показать, что

выражение в больших скобках равно нулю. Для этого применим оператор ∂
∂x�

к равенству gijgjk = δik. Получим

∂gij

∂x	
gjk + gij

∂gjk
∂x	

= 0.

Воспользуемся формулой (2.42):

∂gij

∂x	
gjk + gij

(
gmkΓ

m
	j + gjmΓ

m
	k

)
= 0.

Свернем с gkt и воспользуемся равенством gijgjk = δik:

∂gij

∂x	
δtj + gijδtmΓ

m
	j + δimΓ

m
	kg

kt = 0.

Окончательно получим

∂git

∂x	
+ gijΓt

	j + gktΓi
	k = 0, (2.43)

что и требовалось доказать.
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Замечание 2.7. Доказать ковариантное постоянство контравариантного мет-

рического тензора можно короче, но при этом мы не получим равенства

(2.43), которое представляет самостоятельный интерес.

Контравариантный метрический тензор ĝ мы получили, взяв обратную

матрицу для компонент метрического тензора g, то есть имеем gijg
jk = δki .

Запишем это равенство в инвариантном виде с помощью тензорного произ-

ведения и свертки: C(1)
(2)(g ⊗ ĝ) = id, где id – тождественный эндоморфизм

модуля гладких векторных полей, который может быть рассмотрен как тен-

зорное поле типа (1,1). Применим к последнему равенству оператор ∇X :

C
(1)
(2)(∇X(g)⊗ ĝ + g ⊗∇X ĝ) = 0.

Так как метрический тензор ковариантно постоянен в римановой связности,

то есть ∇X(g) = 0, получим

C
(1)
(2)g ⊗∇X ĝ = 0.

Переведем это равенство обратно в индексный вид: gij(∇X ĝ)
jk = 0 и избавим-

ся от gij в левой части равенства. Для этого умножим обе части равенства на

git и просуммируем по i. Тогда получим δtj(∇X ĝ)
jk = 0 или (∇X ĝ)

tk = 0. Мы

получаем, что все компоненты тензорного поля ∇X ĝ равны нулю, а значит,

равно нулю и само тензорное поле ∇X ĝ.

Замечание 2.8. Выше мы получили для римановой связности метрики g

следующее тождество (см. (2.40)):

gkjΓ
k
ir =

1

2

(
∂grj
∂xi

+
∂gji
∂xr

− ∂gir
∂xj

)
.

Продифференцируем его оператором ∂
∂xc .

∂gkj
∂xc

Γk
ir + gkj

∂Γk
ir

∂xc
=

1

2

(
∂2grj
∂xi∂xc

+
∂2gij
∂xr∂xc

− ∂2gir
∂xj∂xc

)
. (2.44)

Пример 2.5. Тензор кривизны римановой связности называется тензором

Римана – Кристоффеля. Рассмотрим так называемый ковариантный тензор

Римана – Кристоффеля. В компонентах он определяется следующим обра-

зом:

Rib,cd = giaR
a
bcd.
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В инвариантном виде он будет задаваться формулой

R(W,Z,X, Y ) = g(W,R(X, Y )Z). (2.45)

Ковариантный тензор Римана – Кристоффеля обладает рядом дополнитель-

ных свойств симметрии. Сформулируем эти свойства в компонентах (в инва-

риантный вид перепишите их самостоятельно).

1)Rib,cd = −Rib,dc; 2)Rib,cd = −Rbi,cd; 3)Rib,cd = Rcd,ib.

Rij,k	 +Rik,	j +Ri	,jk = 0 ⇔
R(X, Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 0.

(2.46)

Для доказательства этих свойств преобразуем формулу (2.24), используя фор-

мулу (2.44).

Rib,cd = giaR
a
bcd = gia

(
∂Γa

db

∂xc
− ∂Γa

cb

∂xd
+ Γm

dbΓ
a
cm − Γm

cbΓ
a
dm

)
=

=
1

2

(
∂2gbi
∂xd∂xc

+
∂2gdi
∂xb∂xc

− ∂2gdb
∂xi∂xc

− ∂2gbi
∂xc∂xd

− ∂2gci
∂xb∂xd

+
∂2gcb
∂xi∂xd

)
−

− ∂gia
∂xc

Γa
db +

∂gia
∂xd

Γa
cb + gia (Γ

m
dbΓ

a
cm − Γm

cbΓ
a
dm) .

В первой скобке два слагаемых взаимно уничтожаются, а вместо первых част-

ных производных gij подставим их выражения по формуле (2.42).

Rib,cd =
1

2

(
∂2gdi
∂xb∂xc

− ∂2gdb
∂xi∂xc

− ∂2gci
∂xb∂xd

+
∂2gcb
∂xi∂xd

)
− (gtaΓ

t
ci + gtiΓ

t
ca)Γ

a
db+

+ (gtaΓ
t
di + gtiΓ

t
da)Γ

a
cb + gia(Γ

m
dbΓ

a
cm − Γm

cbΓ
a
dm).

Таким образом, окончательно получаем для тензора Римана – Кристоффеля

Rib,cd =
1

2

(
∂2gdi
∂xb∂xc

− ∂2gdb
∂xi∂xc

− ∂2gci
∂xb∂xd

+
∂2gcb
∂xi∂xd

)
+ gtaΓ

t
diΓ

a
cb − gtaΓ

t
ciΓ

a
db.

Если в этой формуле сделать замену индексов i ↔ c и b ↔ d, то правая часть

этой формулы не изменится, а значит, выполнено свойство 3). Второе свой-

ство легко следует из первого и третьего. Последнее тождество мы получим,

если опустим первый индекс в тождестве Риччи (2.25). Полученное тождество

так же как и для тензора Римана – Кристоффеля называют тождеством

Риччи или тождеством Бианки.
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§ 2.11. Аффинная геометрия на гладком многообразии M

В § 2.10 мы рассматривали (псевдо)риманово многообразие, то есть гладкое

многообразие M с (псевдо)римановой метрикой g. Как мы видели, метрика

g однозначно задает связность, в которой она ковариантно постоянна и кру-

чение этой связности равно нулю (риманова связность). Будем говорить при

этом, что на гладком многообразии M задана (псевдо)риманова геометрия.

Рассмотрим более общий случай: пусть на гладком многообразии M за-

дана (псевдо)риманова метрика g и произвольная связность ∇ (никакими

условиями не связанная с метрикой g). В этом случае будем говорить, что на

гладком многообразии M задана аффинная геометрия. Отметим, что мет-

рика в моделях математической физики обычно описывает гравитационное

взаимодействие, а связность интерпретируется по-разному, в зависимости от

рассматриваемой модели.

Тензором неметричности называется тензорное поле Q типа (3,0), равное

ковариантному дифференциалу метрики, взятому с обратным знаком:

Q = −∇g.

В компонентах это соотношение примет вид Qkij = −gij,k.

Задача 2.20. Докажите, что в натуральном базисе

Qkij = −∂gij
∂xk

+ g	jΓ
	
ki + gi	Γ

	
kj, (2.47)

и выведите из этого, что компоненты тензора неметричности симметричны

по последней паре индексов, то есть Qkij = Qkji.

Пример 2.6. Для метрики g и ее римановой связности ∇ тензор неметрич-

ности тождественно равен нулю.

Задача 2.21. Пусть на гладком многообразииM задана метрика g, тензорное

поле S типа (2,1), кососимметричное по нижней паре индексов, и тензорное

поле Q типа (3,0), симметричное по последней паре индексов. Тогда суще-

ствует и единственна связность, такая, что S является ее тензором кручения,

Q является ее тензором неметричности.
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Решение. Пусть требуемая связность существует. Тогда, дважды циклируя

индексы k → i → j → k в формуле (2.47), получим

Qkij = −∂gij
∂xk + g	jΓ

	
ki + gi	Γ

	
kj,

Qijk = −∂gjk
∂xi + g	kΓ

	
ij + gj	Γ

	
ik,

Qjki = −∂gki
∂xj + g	iΓ

	
jk + gk	Γ

	
ji.

Сложим первые два равенства, вычтем из них третье и учтем, что

Si
jk = Γi

jk − Γi
kj

(см. теорему 2.9).

Qkij +Qijk −Qjki = −∂gij
∂xk

− ∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

+ gi	S
	
kj + gk	S

	
ij + g	j(Γ

	
ki + Γ	

ik).

Воспользуемся очевидным тождеством

2Γi
jk = (Γi

jk − Γi
kj) + (Γi

jk + Γi
kj) = Si

jk + (Γi
jk + Γi

kj).

Тогда

Qkij +Qijk −Qjki = −∂gij
∂xk

− ∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

+ gi	S
	
kj + gk	S

	
ij + g	j(2Γ

	
ik − S	

ik).

Сворачивая обе части равенства с gjt, окончательно получим

Γt
ik =

1

2
gjt(Qkij +Qijk −Qjki) +

1

2
gjt
(
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂xi

− ∂gki
∂xj

)
+

+
1

2
gjt(−gi	S

	
kj − gk	S

	
ij + g	jS

	
ik). (2.48)

Итак, мы показали, что если связность существует, то ее обобщенные коэф-

фициенты Кристоффеля вычисляются по формуле (2.48), то есть связность

определяется однозначно.

Докажем теперь существование. Рассмотрим систему функций Γt
ik, задан-

ную формулами (2.48). Чтобы убедиться в том, что эта система функций яв-

ляется обобщенными символами Кристоффеля некоторой связности, нужно

проверить, что при переходе к другой карте она преобразуется по формулам

(2.2). Идейно простые, но технически громоздкие вычисления мы оставляем

читателю.

Вычислим тензор неметричности для связности {Γt
ik}. Обозначим его через

Q̃kij. Подставим в (2.47) выражение (2.48). Используя тождество gijgjk = δik, а



132

Л. А. ИГНАТОЧКИНА. Анализ на многообразиях

также симметричность Qijk и кососимметричность Si
jk, получим Q̃kij = Qkij.

Подробные вычисления проведите самостоятельно.

Аналогично вычисляется тензор кручения S̃i
jk связности, используя фор-

мулы S̃i
jk = Γi

jk − Γi
kj и (2.48). Проведите подробные вычисления самостоя-

тельно.

Задача 2.22. Докажите, что операция поднятия (опускания) индексов, вооб-

ще говоря, не коммутирует со взятием ковариантного дифференциала.

Решение. Рассмотрим векторное полеX с компонентамиX i. Опустив индекс,

мы получим 1-форму ωj = gijX
i. Используя результат задачи 2.12, получим

ωj,k =
∂ωj

∂xk
− ω	Γ

	
kj =

∂

∂xk
(gijX

i)− gi	X
iΓ	

kj =

(вычисляем частные производные, используя правило Лейбница)

=
∂gij
∂xk

X i + gij
∂X i

∂xk
− gi	X

iΓ	
kj.

Получаем

ωj,k =
∂gij
∂xk

X i + gij
∂X i

∂xk
− gi	X

iΓ	
kj.

Мы хотим, чтобы в правой части этого равенства появились компоненты ко-

вариантного дифференциала векторного поля X. Воспользуемся формулой

из задачи 2.11:

ωj,k =
∂gij
∂xk

X i + gij(X
i
,k −X	Γi

k	)− gijX
iΓ	

kj.

Наконец, применяя формулу (2.47), получаем

ωj,k = gijX
i
,k −QkijX

i.

В левой части этого равенства сначала опустили индекс у векторного поля,

а затем ковариантно продифференцировали. Первое слагаемое правой части

содержит ковариантное дифференцирование, а затем опускание индекса. Мы

видим, что они отличаются на слагаемое −QkijX
i. Другими словами, степень

некоммутативности ковариантного дифференцирования и опускания индек-

са у векторного поля характеризуется тензором неметричности. В частности,

из этого мы получаем, что операция опускания индекса у векторного поля
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коммутирует с ковариантным дифференцированием тогда и только тогда,

когда тензор неметричности тождественно равен нулю. В частности, в (псев-

до)римановой геометрии названные операции коммутируют.

Задача 2.23. Докажите, что для 1-формы ω и соответствующего ей вектор-

ного поля X (то есть Xj = gijωi) имеет место тождество

Xj
,k = gijωi,k + g	jgirQkr	ωi.

Из этой формулы мы видим, что и операция поднятия индекса, вообще гово-

ря, не коммутирует с операцией ковариантного дифференцирования.

Задача 2.24. Обобщите результаты двух последних задач на произвольное

тензорное поле типа (r, s).

Рассмотрим частные случаи аффинной геометрии. При попытке объеди-

нить гравитацию и электромагнетизм Г. Вейль рассмотрел тензор неметрич-

ности специального вида

Qkij = Wkgij, (2.49)

или в инвариантном виде Q = W ⊗ g, где W – некоторая 1-форма. Она

называется формой Вейля.

Будем говорить, что на многообразии задана геометрия Римана – Карта-

на – Вейля, если на нем задана метрика, кручение и тензор неметричности

вида (2.49).

Если тензор неметричности тождественно равен нулю, а метрика и круче-

ние не тривиальны, будем говорить, что на многообразии задана геометрия

Римана – Картана. В этом случае связность определяется по формуле (см.

формулу (2.48) при нулевом тензоре неметричности)

Γt
ik =

1

2
gjt
(
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂xi

− ∂gki
∂xj

)
+

1

2
gjt(−gi	S

	
kj − gk	S

	
ij + g	jS

	
ik).

Такую связность называют метрической, так как ∇g = −Q = 0 в этой гео-

метрии, а это условие называется условием метричности. Оно эквивалент-

но коммутативности ковариантного дифференцирования и операции подъема

(опускания) индексов.
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Если тензор кручения S тождественно равен нулю, а тензор неметрично-

сти Q имеет вид (2.49), то будем говорить, что задана геометрия Римана –

Вейля. В частности, (псевдо)риманова геометрия является частным случаем

геометрии Римана – Вейля (для нее форма Вейля тождественно равна нулю).

В геометрии Римана – Вейля обобщенные символы Кристоффеля имеют

вид

Γt
ik =

1

2
gjt(Wkgij +Wigjk −Wjgki) +

1

2
gjt
(
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂xi

− ∂gki
∂xj

)
.

Эту формулу мы можем записать в удобном для запоминания формальном

виде

Γt
ik =

1

2
gjt
((

Wk +
∂

∂xk

)
gij +

(
Wi +

∂

∂xi

)
gjk −

(
Wj +

∂

∂xj

)
gki

)
.

В аффинной геометрии на гладком многообразииM вводятся понятия гра-

диента функции f и дивергенции векторного поля X (для их определения

требуется только аффинная связность) по следующим формулам:

grad f = ∂f
∂xidx

i; div X = X i
,i =

∂Xi

∂xi +XjΓi
ij.

Задача 2.25. Докажите, что дивергенция векторного поля в аффинной гео-

метрии задается формулой

div X =
1√|g|

∂

∂xk

(√
|g|Xk

)
+

1

2
gjtQkjtX

k + St
tkX

k,

в геометрии Римана – Картана – Вейля – формулой

div X =
1√|g|

∂

∂xk

(√
|g|Xk

)
+

1

2
nWkX

k + St
tkX

k,

в (псевдо)римановой геометрии

div X =
1√|g|

∂

∂xk

(√
|g|Xk

)
,

где |g| – модуль определителя матрицы метрического тензора g = {gij}.
Указания. Используйте формулу (2.48), свойства симметрии метрики,

тензора неметричности и тензора кручения, а также формулу для диффе-

ренцирования определителя матрицы

d

dx
detA = tr

(
A−1dA

dx

)
detA, (2.50)
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где A – матрица, элементы которой являются функциями переменной x, tr

обозначает след матрицы.

Назовем дивергенцией кососимметричного тензорного поля F = {F ij} типа
(0,2), векторное поле с компонентами F ij

,i.

Задача 2.26. Докажите, что в аффинной геометрии для дивергенции тен-

зорного поля F имеет место формула

F ij
,i =

1√|g|
∂

∂xk

(√
|g|F kj

)
+ F kj(St

tk +
1

2
gitQkit) +

1

2
F tkSj

tk.

В аффинной геометрии определим инвариантный дифференциальный опе-

ратор второго порядка, действующий на произвольных тензорных полях типа

(r, s) по формуле

� = C
(1)
(r+1)

(2)
(r+2)(ĝ ⊗∇∇T ),

где ĝ обозначает контравариантный метрический тензор. Этот оператор вто-

рого порядка называется оператором Лапласа – Бельтрами. В компонентах

оператор Лапласа – Бельтрами принимает вид

(�T )j1...jsi1...ir
= gijT j1...js

i1...ir,i,j
.

Задача 2.27. Пусть f – произвольная гладкая функция на многообразии M .

Покажите, что в аффинной геометрии значение оператора Лапласа – Бель-

трами на f задается формулой

�f =
1√|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
+

(
1

2
gijg	kQ	ij − gijg	kQij	 + g	kSi

i	

)
∂f

∂xk
.

В частности, в (псевдо)римановой геометрии

�f =
1√|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
.

Решение. По определению оператора Лапласа – Бельтрами для случая функ-

ции имеем

�f = gijf,i,j. (2.51)

Вычислим второй ковариантный дифференциал от функции. Имеем

f,i = ∇f

(
∂

∂xi

)
= ∇ ∂

∂xi
f =

∂f

∂xi
.
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Далее, используем определение ковариантного дифференциала и формулу

для ковариантной производной 1-формы ∇X(ω)Y = X(ω(Y ))− ω(∇XY ):

f,i,j = ∇(∇f)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xj
(∇f)

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xj

(
∇f

(
∂

∂xi

))
−

−∇f

(
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)
=

∂2f

∂xi∂xj
−∇f

(
Γk
ji

∂

∂xk

)
=

∂2f

∂xi∂xj
− Γk

ji

∂f

∂xk
.

Полученное равенство и (2.48) подставляем в (2.51):

�f = gij
∂2f

∂xi∂xj
− gij

(
1

2
g	k(Qij	 +Qj	i −Q	ij) +

+
1

2
g	k
(
∂gj	
∂xi

+
∂g	i
∂xj

− ∂gij
∂x	

)
+

+
1

2
g	k(−gjrS

r
i	 − girS

r
j	 + gr	S

r
ji)

)
∂f

∂xk
=

(раскрываем скобки, учитываем свойства симметрии тензора неметричности

и тензора кручения)

= gij
∂2f

∂xi∂xj
+

(
−gijg	kQij	 +

1

2
gijg	kQ	ij − gijg	k

∂gij
∂x	

+

+
1

2
gijg	k

∂gij
∂x	

+ gijg	kgjrS
r
i	

)
∂f

∂xk
. (2.52)

Покажем, что
1√|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
= gij

∂2f

∂xi∂xj
+

(
−gijg	k

∂gij
∂x	

+
1

2
gijg	k

∂gij
∂x	

)
∂f

∂xk
.

Применяем правило Лейбница:

1√|g|
∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
=

=
1√|g|

1

2

1√|g|
∂|g|
∂xi

gij
∂f

∂xj
+

1√|g|
√
|g|∂g

ij

∂xi
∂f

∂xj
+

1√|g|
√
|g|gij ∂2f

∂xi∂xj
.

Дифференцируя тождество gijgjk = δik, мы получим ∂gij

∂xi = −grjgip
∂gpr
∂xi , а

также применим формулу (2.50). В результате получим требуемое равенство.

Возвращаемся к цепочке равенств (2.52). Используя последнюю получен-

ную формулу, имеем

�f =
1√|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
+

(
−gijg	kQij	 +

1

2
gijg	kQ	ij + g	kSi

i	

)
∂f

∂xk
.



137

2. Линейная связность гладкого многообразия

Задача 2.28. Докажите, что для любой функции f ∈ C∞(M) и произвольной

связности ∇ имеет место равенство

f,i,j − f,j,i = Sk
ijf,k.

Задача 2.29. Докажите, что для векторного поля X и произвольной связно-

сти ∇ верно равенство

Xj
,i,k −Xj

,k,i = Rj
pkiX

p +Xj
,pS

p
ik.

Задача 2.30. Докажите, что для 1-формы ω и произвольной связности ∇
имеет место равенство

ωj,i,k − ωj,k,i = R	
jikω	 + ωj,	S

	
ik.

Задача 2.31. Докажите, что в (псевдо)римановой геометрии (∇ – риманова

связность метрики g) для кососимметричного тензорного поля F типа (0,2)

имеет место равенство F ij
,i,j = 0.

§ 2.12. Тензоры Бианки, Эйнштейна и Вейля

Пусть (M, g) – n-мерное (псевдо)риманово многообразие, ∇ – риманова связ-

ность, R – тензор Римана – Кристоффеля, то есть тензор кривизны рима-

новой связности. Это тензорное поле типа (3,1) и его компоненты мы обо-

значили {Ri
jk	}. Если опустить у тензора Римана – Кристоффеля верхний

индекс с помощью метрики g, мы получим ковариантный тензор Римана –

Кристоффеля с компонентами Rij,k	 = gitR
t
jk	. Ковариантный тензор Рима-

на – Кристоффеля мы также будем обозначать буквой R. Согласно приме-

ру 2.5 ковариантный тензор Римана – Кристоффеля обладает следующими

свойствами симметрии: он кососимметричен по первой и последней парам ин-

дексов, симметричен при перестановке первой и последней пар индексов, а

также удовлетворяет тождеству Риччи.

Построим обобщение этой конструкции. Пусть теперь дано произвольное

гладкое многообразие M (задание на нем (псевдо)римановой структуры, во-

обще говоря, не предполагается). Тензором Бианки назовем тензорное поле

типа (4,0) на произвольном гладком многообразии, которое кососимметрично
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по первой и последней паре индексов, не меняется при перестановке первой

и второй пар индексов и удовлетворяет тождеству Риччи.

Задача 2.32. Докажите, что множество всех тензоров Бианки гладкого мно-

гообразия M образует C∞(M)-модуль. Будем обозначать его B(M).

Замечание 2.9. Можно показать, что для n-мерного гладкого многообразия

M размерность модуля B(M) равна n2(n2−1)
12 .

Пример 2.7. Приведем пример тензора Бианки, отличного от ковариантно-

го тензора Римана – Кристоффеля. Пусть на гладком многообразии задана

риманова метрика g. Рассмотрим тензорное поле E типа (4,0) с компонентами

gij,k	 =

∣∣∣∣∣ gik gi	

gjk gj	

∣∣∣∣∣ . (2.53)

Непосредственная проверка условий определения тензора Бианки показыва-

ет, что такое тензорное поле является тензором Бианки. Проведите доказа-

тельство самостоятельно.

В инвариантном виде тензорное поле E имеет вид

E(X, Y, Z,W ) = g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z). Box (2.54)

Пусть (M, g) – (псевдо)риманово многообразие. Тензором Риччи тензора

Бианки R называется тензорное поле типа (2,0), компоненты которого зада-

ются следующим образом:

rj	 = Ri
ji	 = gikRij,k	, (2.55)

где {gij} – компоненты контравариантного метрического тензора. Будем обо-

значать тензор Риччи тензора Бианки R через Ric(R). Если тензор Бианки

R является тензором Римана – Кристоффеля, то будем обозначать его тензор

Риччи через r.

Задача 2.33. Докажите, что тензор Риччи произвольного тензора Бианки

является симметрическим.

След tr Ric(R) тензора Риччи Ric(R) определяется по формуле

tr Ric(R) = gijrij (2.56)
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и называется скалярной кривизной тензора Бианки R. Скалярную кривизну

тензора Римана – Кристоффеля будем обозначать κ.

Рассмотрим отображение Ric, которое каждому тензору Бианки ставит в

соответствие его тензор Риччи. Нетрудно видеть, что это C∞(M)-линейное

отображение модуля B(M) тензоров Бианки в модуль S 2(M) симметриче-

ских тензорных полей типа (2,0) на многообразии M .

Если размерность многообразия M равна 2, то dimB(M) = 1 (см. заме-

чание 2.9), а dimS 2(M) = 2·3
2 = 3. Таким образом, в случае двумерного

многообразия M отображение R не является сюръективным.

В случае dimM ≥ 3 дело обстоит как раз наоборот.

Теорема 2.17. При n ≥ 3 отображение Ric является сюръективным. Более

того, оно обладает сечением, то есть для него существует обратное справа

C∞(M)-линейное отображение

Q : S 2(M) → B(M).

Доказательство. Пусть S ∈ S 2(M) – произвольное симметричное тензорное

поле типа (2,0) на многообразии M . Рассмотрим тензорное поле P с компо-

нентами

Pij,k	 = gikSj	 − gi	Sjk − gjkSi	 + gj	Sik. (2.57)

Непосредственная проверка (проведите самостоятельно) показывает, что тен-

зорное поле P является тензором Бианки. Вычислим тензор Риччи для P .

(Ric P )j	 = gikPij,k	 = gik(gikSj	−gi	Sjk−gjkSi	+gj	Sik) = nSj	−2Sj	+gikSikgj	.

В инвариантном виде эта формула примет вид

Ric P = (n− 2)S + (tr S)g,

где tr S = gikSik – след тензорного поля S.

С другой стороны, непосредственная проверка показывает, что при S = g

в формуле (2.57) получим P = 2E, где E – тензор Бианки из примера 2.7.

Поэтому, во-первых,

RicE =
1

2
((n− 2)g + (tr g)g) =

1

2
((n− 2)g + ng) = (n− 1)g
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и, во-вторых,

Ric

(
P − tr S

n− 1
E

)
=

= Ric P − tr S

n− 1
RicE = (n− 2)S + (tr S)g − (tr S)g = (n− 2)S.

Поэтому формула

Q(S) =
P

n− 2
− tr S

(n− 1)(n− 2)
E (2.58)

определяет требуемое отображение Q.

Проверьте самостоятельно, что Ric ◦Q = id.

Из теоремы 2.17 следует, что модуль ImQ изоморфен модулю S 2(M).

Тогда при n ≥ 3 модуль тензоров Бианки B(M) распадается в прямую сумму

B(M) = ImQ⊕B0(M) ≡ S 2(M)⊕B0(M).

Выясним, какие тензорные поля составляют модуль B0(M). Пусть P – про-

извольный тензор Бианки. Тогда его можно представить в виде

P = Q(Ric P ) + (P −Q(Ric P )).

Очевидно, что Q(Ric P ) ∈ ImQ. Тогда P − Q(Ric P ) ∈ B0(M). В силу ли-

нейности отображения Ric получаем, что

Ric(P −Q(Ric P )) = RicP −Ric(Q(Ric P )) = Ric P −Ric P = 0.

Другими словами, тензор Риччи тензорного поля P −Q(Ric P ) равен нулю.

Такие тензоры Бианки называются тензорами Вейля (физики их называют

также безриччиевыми тензорами), а тензоры Бианки вида Q(S) называются

тензорами Эйнштейна.

Следствие 2.2. В теореме 2.17 мы показали, что отображение Q являет-

ся правым обратным для отображения Ric. Вообще говоря, оно не является

левым обратным. Это можно увидеть из того, что вводятся в рассмотрение

тензоры Вейля. Действительно, если отображение Q было бы и левым обрат-

ным, то есть Q◦Ric = id, то мы получили бы P = Q(Ric P ) и тензоры Вейля

всегда были бы тождественными нулями. Это не так.
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Пример 2.8. При n = 3 отображение Q является и левым обратным для

отображения Ric. Другими словами, на трехмерном многообразии тензор

Вейля для любого тензора Бианки тождественно равен нулю.

В самом деле,

dimB(M)− dimS 2(M) =
n2(n2 − 1)

12
− n(n+ 1)

2
.

При n = 3 эта разность равна нулю, то есть весь модуль тензоров Биан-

ки исчерпывается тензорами Эйнштейна, то есть P = Q(Ric P ). Используя

формулу (2.58), мы получаем

Pij,k	 = gik(Ric P )j	 − gi	(Ric P )jk + gj	(Ric P )ik − gjk(Ric P )i	−
− tr Ric P

2
(gikgj	 − gi	gjk).

Задача 2.34. Докажите, что для тензора Бианки P , заданного формулой

(2.57), имеет место равенство P = Q(Ric P ).

§ 2.13. Конформные преобразования римановых многообразий

Пусть (M, g) – риманово многообразие размерности выше 3, R – ковариант-

ный тензор Римана – Кристоффеля. Согласно теореме 2.17 тензор R одно-

значно представим в виде

R = Q(r) +W,

где r – тензор Риччи тензора Римана – Кристоффеля, W – тензор Бианки с

компонентами

Wij,k	 = Rij,k	 − 1

n− 2
(gikrj	 − gi	rjk − gjkri	 + gj	rik)+

+
κ

(n− 1)(n− 2)
(gikgj	 − gi	gjk). (2.59)

Здесь мы использовали результаты доказательства теоремы 2.17. Тензор Би-

анки W называется вейлевской компонентой тензора кривизны. Это тензор-

ное поле имеет интересный геометрический смысл.

Рассмотрим тензорное поле

g̃ = e2fg, f ∈ C∞(M). (2.60)
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Задача 2.35. Докажите, что тензорное поле g̃ является римановой структу-

рой на многообразии M .

Переход от метрики g к метрике g̃ называется конформным преобразова-

нием риманова многообразия (M, g).

Задача 2.36. Докажите, что для контравариантного метрического тензорно-

го поля gij (см. § 2.10) имеет место равенство

g̃ij = e−2fgij.

Решение. По определению контравариантного метрического тензорного поля

имеем g̃ij g̃jk = δik. Тогда

g̃ije2fgjk = δik.

Свернем последнее равенство с gk	 и снова воспользуемся тем, что матрицы

gij и gij взаимно обратны:

e2f g̃ijδ	j = δikg
k	.

Откуда с учетом определения дельты Кронекера получим

e2f g̃i	 = gi	,

что очевидно равносильно требуемому равенству.

Если функция f является константой, то из формулы (2.39) следует, что

римановы связности ∇ и ∇̃ римановых метрик g и g̃ совпадают (убедитесь

в этом самостоятельно), а значит, совпадают и тензоры кривизны этих связ-

ностей, то есть R̃i
jk	 −Ri

jk	 = 0 в случае f = const. Вычислим эту разность в

общем случае. Согласно формуле (2.24) получим

R̃i
jk	−Ri

jk	 =
∂Γ̃i

	j

∂xk
− ∂Γ̃i

kj

∂x	
+Γ̃m

	jΓ̃
i
km− Γ̃m

kjΓ̃
i
	m− ∂Γi

	j

∂xk
+
∂Γi

kj

∂x	
−Γm

	jΓ
i
km+Γm

kjΓ
i
	m.

(2.61)

Введем обозначения

fi =
∂f

∂xi
; fij =

∂fi
∂xj

− Γk
ijfk ≡

∂2f

∂xi∂xj
− Γk

ijfk. (2.62)

Докажем, что
∂g̃ij
∂x	

= 2e2ff	gij + e2f
∂gij
∂x	

.
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В самом деле, по правилу дифференцирования произведения получим
∂g̃ij
∂x	

=
∂

∂x	
(e2fgij) = 2e2f

∂f

∂x	
gij + e2f

∂gij
∂x	

,

что совпадает с требуемой формулой, если учесть введенные обозначения.

Тогда с учетом (2.41) и задачи 2.36 получим

Γ̃i
jk =

1

2
g̃im
(
∂g̃jm
∂xk

+
∂g̃km
∂xj

− ∂g̃jk
∂xm

)
=

=
1

2
e−2fgim

(
2e2ffkgjm + 2e2ffjgkm − 2e2ffmgjk +

+ e2f
∂gjm
∂xk

+ e2f
∂gkm
∂xj

− e2f
∂gjk
∂xm

)
= Γi

jk + gim(fkgjm + fjgkm − fmgjk) =

= Γi
jk + fkδ

i
j + fjδ

i
k − fmg

imgjk.

Таким образом,

Γ̃i
jk = Γi

jk + T i
jk, где T i

jk = fkδ
i
j + fjδ

i
k − fmg

imgjk. (2.63)

Функции T i
jk являются компонентами тензора аффинной деформации от связ-

ности ∇ к связности ∇̃ (см. задачу 2.14).

Продифференцируем предпоследнее равенство оператором ∂
∂x�

∂Γ̃i
jk

∂x	
=

∂Γi
jk

∂x	
+

∂T i
jk

∂x	

и подставим в (2.61)

R̃i
jk	−Ri

jk	 =
∂T i

	j

∂xk
−∂T i

kj

∂x	
+Tm

	j T
i
km+Γm

	jT
i
km+Tm

	j Γ
i
km−Tm

kjT
i
	m−Γm

kjT
i
	m−Tm

kjΓ
i
	m.

(2.64)

Чтобы упростить это выражение, воспользуемся формулой (2.14):

∇X(T )(Y, Z) =

(
∂T i

k	

∂xj
+ Tm

k	Γ
i
jm − T i

m	Γ
m
jk − T i

kmΓ
m
j	

)
XjY kZ	 ∂

∂xi
. (2.65)

Положим в этой формуле X = ∂
∂xp , Y = ∂

∂xt , Z = ∂
∂xq . Тогда левая часть

последней формулы примет вид

∇ ∂
∂xp

(T )(
∂

∂xt
,
∂

∂xq
) =
(
∇ ∂

∂xp
T
)i
tq

∂

∂xi
≡ ∇pT

i
tq

∂

∂xi
.

Последнее равенство – это обозначение! Правая часть формулы (2.65) примет

вид

∇pT
i
tq

∂

∂xi
=

(
∂T i

tq

∂xp
+ Tm

tq Γ
i
pm − T i

mqΓ
m
pt − T i

tmΓ
m
pq

)
∂

∂xi
.
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Откуда в силу линейной независимости базисных векторных полей получим

∇pT
i
tq =

∂T i
tq

∂xp
+ Tm

tq Γ
i
pm − T i

mqΓ
m
pt − T i

tmΓ
m
pq. (2.66)

Выражая из этого равенства частную производную компоненты тензора аф-

финной деформации и подставляя ее в равенство (2.64), получим

R̃i
jk	 −Ri

jk	 = ∇kT
i
	j −∇	T

i
kj + Tm

	j T
i
km − Tm

kjT
i
	m. (2.67)

Выразим теперь все слагаемые через функцию f и метрические тензорные

поля. С учетом (2.66) и (2.63) получим

∇kT
i
	j =

∂T i
	j

∂xk
+ Tm

	j Γ
i
km − T i

mjΓ
m
k	 − T i

	mΓ
m
kj =

∂

∂xk
(f	δ

i
j + fjδ

i
	 − fpg

ipg	j)+

+ (f	δ
m
j + fjδ

m
	 − fpg

mpg	j)Γ
i
km − (fmδ

i
j + fjδ

i
m − fpg

ipgmj)Γ
m
k	−

− (f	δ
i
m + fmδ

i
	 − fpg

ipg	m)Γ
m
kj =

=
∂f	
∂xk

δij +
∂fj
∂xk

δi	 −
∂fp
∂xk

gipg	j − fp
∂gip

∂xk
g	j −

− fpg
ip∂g	j
∂xk

+ f	Γ
i
kj + fjΓ

i
k	 − fpg

mpg	jΓ
i
km + fmδ

i
jΓ

m
k	 − fjΓ

i
k	 + fpg

ipgmjΓ
m
k	−

− f	Γ
i
kj − fmδ

i
	Γ

m
kj + fpg

ipg	mΓ
m
kj =

= f	kδ
i
j + fjkδ

i
	 −

∂fp
∂xk

gipg	j − fpg	j(−gmpΓi
km − gimΓp

km)− fpg
mpg	jΓ

i
km =

= f	kδ
i
j + fjkδ

i
	 − fpkg

ipg	j.

Здесь мы также воспользовались обозначениями (2.62) и формулами (2.43),

(2.42). Таким образом, мы получаем

∇kT
i
	j = f	kδ

i
j + fjkδ

i
	 − fpkg

ipg	j; ∇	T
i
kj = fk	δ

i
j + fj	δ

i
k − fp	g

ipgkj.

Второе равенство получили из первого, поменяв местами индексы k и �. За-

метим, что fk	 = f	k (см. обозначения (2.62) с учетом симметричности ри-

мановой связности и непрерывности функции f). Тогда разность этих двух

выражений равна

∇kT
i
	j −∇	T

i
kj = fjkδ

i
	 − fpkg

ipg	j − fj	δ
i
k + fp	g

ipgkj. (2.68)

Теперь вычислим разность третьего и четвертого членов выражения (2.67).
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Для третьего слагаемого имеем

Tm
	j T

i
km = (f	δ

m
j + fjδ

m
	 − fpg

mpg	j)(fkδ
i
m + fmδ

i
k − ftg

itgkm) =

= f	fkδ
i
j + 2f	fjδ

i
k − f	ftg

itgkj + fjfkδ
i
	 − fjftg

itgk	 − fpfmg
mpg	jδ

i
k.

Тогда четвертый член будет равен

Tm
kjT

i
	m = fkf	δ

i
j + 2fkfjδ

i
	 − fkftg

itg	j + fjf	δ
i
k − fjftg

itg	k − fpfmg
mpgkjδ

i
	.

Таким образом, разность третьего и четвертого членов будет равна

Tm
	j T

i
km − Tm

kjT
i
	m =

= f	fjδ
i
k − f	ftg

itgkj − fpfmg
mpg	jδ

i
k − fkfjδ

i
	 + fkfpg

ipg	j + fpfmg
mpgkjδ

i
	.

(2.69)

Подставляем (2.68) и (2.69) в (2.67) и группируем слагаемые следующим об-

разом

R̃i
jk	 −Ri

jk	 = (fjk − fjfk)δ
i
	 − fpfmg

mpg	jδ
i
k − gipg	j(fpk − fkfp)−

− (fj	 − fjf	)δ
i
k + fpfmg

mpgkjδ
i
	 + gipgkj(fp	 − f	fp).

Получив это равенство, мы выполнили поставленную задачу – выразить раз-

ность R̃i
jk	−Ri

jk	 через исходные объекты. Но для придания формуле большей

симметричности мы сгруппируем слагаемые по-другому. Введем обозначение

Sjk = fjk − fjfk +
1

2
fpfmg

mpgjk. (2.70)

Тогда последнее равенство примет вид

R̃i
jk	 −Ri

jk	 =

(
Sjk − 1

2
fpfmg

mpgjk

)
δi	 − fpfmg

mpg	jδ
i
k −

− gipg	j

(
Spk − 1

2
ftfmg

mtgpk

)
−

−
(
Sj	 − 1

2
fpfmg

mpgj	

)
δik + fpfmg

mpgkjδ
i
	 + gipgkj(Sp	 − 1

2
ftfmg

mtgp	).

Раскройте скобки, приведите подобные и убедитесь, что получится следую-

щий результат:

R̃i
jk	 −Ri

jk	 = Sjkδ
i
	 − Sj	δ

i
k − gipg	jSpk + gipgkjSp	.
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Чтобы придать этому тождеству еще большую симметричность, свернем его

с git. В левой части получим

gitR̃
i
jk	 − gitR

i
jk	 = e−2f g̃itR̃

i
jk	 − gitR

i
jk	 = e−2fR̃tj,k	 −Rtj,k	.

Тогда

e−2fR̃tj,k	 −Rtj,k	 = gt	Sjk − gtkSj	 − g	jStk + gkjSt	, (2.71)

где S – симметричное тензорное поле типа (2,0) с компонентами (2.70).

Найдем соотношение между тензорами Риччи исходного и конформно пре-

образованного многообразия. Для этого свернем равенство (2.71) с gtk:

r̃j	 − rj	 = 2Sj	 − δttSj	 − g	jg
tkStk = −(n− 2)Sj	 − g	jg

tkStk. (2.72)

Свернем полученное равенство с gj	:

e2f κ̃ − κ = −2(n− 1)gtkStk. (2.73)

Из формул (2.72) и (2.73) при n > 2 получим

Sj	 = − r̃j	 − rj	
n− 2

+ gj	
e2f κ̃ − κ

2(n− 1)(n− 2)
,

и поэтому

e−2fR̃tj,k	 −Rtj,k	 = gt	Sjk − gtkSj	 − g	jStk + gkjSt	 =

= gt	

(
− r̃jk − rjk

n− 2
+ gjk

e2f κ̃ − κ

2(n− 1)(n− 2)

)
−

− gtk

(
− r̃j	 − rj	

n− 2
+ gj	

e2f κ̃ − κ

2(n− 1)(n− 2)

)
−

− g	j

(
− r̃tk − rtk

n− 2
+ gtk

e2f κ̃ − κ

2(n− 1)(n− 2)

)
+

+ gkj

(
− r̃t	 − rt	

n− 2
+ gt	

e2f κ̃ − κ

2(n− 1)(n− 2)

)
.

Сравнивая это равенство с (2.59), получим

e−2fR̃tj,k	 −Rtj,k	 = e−2f(−W̃tj,k	 + R̃tj,k	) +Wtj,k	 −Rtj,k	.

Таким образом, вейлевские компоненты тензоров кривизны римановых связ-

ностей при конформном преобразовании метрики связаны соотношением

W̃tj,k	 = e2fWtj,k	.
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Пусть M – гладкое многообразие размерности 2n > 2. Рассмотрим на M

пару (g = 〈·, ·〉, J), где g – риманова структура наM , а J – почти комплексная

структура на M , согласованная с g, то есть

J ◦ J = −id; 〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉, X, Y ∈ X(M),

называется почти эрмитовой структурой на многообразии M .

Задача 2.37. Докажите, что для почти эрмитовой структуры имеет место

тождество

〈JX, Y 〉+ 〈X, JY 〉 = 0, X, Y ∈ X(M). (2.74)

Задача 2.38. Докажите, что если ∇ – риманова связность, то для почти

эрмитовой структуры (g = 〈·, ·〉, J) получим
〈∇X(J)Y, Z〉+ 〈Y,∇X(J)Z〉 = 0.

Решение. Воспользуемся результатом примера 1.30. Тогда формула (2.74)

равносильна равенству

C
(1)
(2)(J ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗ J) = 0.

Применим к ней оператор ∇X . Используя то, что ∇Xg = 0 в римановой

связности, получим

C
(1)
(2)(∇XJ ⊗ g) + C

(1)
(2)(g ⊗∇XJ) = 0.

14.1. Почти эрмитовы структуры

Поднимем первый индекс в этом равенстве. Для этого свернем его с g̃it и

учтем, что g̃it = e−2fgit:

W̃ i
jk	 = W i

jk	.

Это означает, что тензорное поле W типа (3,1) с компонентами W i
jk	 не из-

меняется при конформном преобразовании метрики, то есть является кон-

формно инвариантным. Тензорное поле W типа (3,1) называется тензором

Вейля конформной кривизны. Он является основным инвариантом конформ-

ного преобразования метрики.

§ 2.14. Римановы многообразия, наделенные дополнительными

структурами

2.
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Вернемся обратно к обычной записи, используя пример 1.30:

g(∇X(J)Y, Z) + g(Y,∇X(J)Z) = 0.

Второй способ решения этой задачи более длинный, но идейно более про-

стой. Опять рассмотрим равенство (2.74) и переведем его на язык сверток и

тензорных произведений:

g(JX, Y ) + g(X, JY ) = gkjJ
k
i X

iY j + gikJ
k
j X

iY j =

= (g ⊗ J ⊗X ⊗ Y )kijkji + (g ⊗ J ⊗X ⊗ Y )kijikj =

= C
(1)(2)(3)
(1)(3)(2)(g ⊗ J ⊗X ⊗ Y ) + C

(1)(2)(3)
(2)(1)(3)(g ⊗ J ⊗X ⊗ Y ).

Тогда равенство (2.74) принимает вид

C
(1)(2)(3)
(1)(3)(2)(g ⊗ J ⊗X ⊗ Y ) + C

(1)(2)(3)
(2)(1)(3)(g ⊗ J ⊗X ⊗ Y ) = 0.

Применим оператор∇Z к обеим частям этого равенства и учтем, что∇Zg = 0

в римановой связности:

C
(1)(2)(3)
(1)(3)(2)(g ⊗∇ZJ ⊗X ⊗ Y ) + g ⊗ J ⊗∇ZX ⊗ Y + g ⊗ J ⊗X ⊗∇ZY )+

+C
(1)(2)(3)
(2)(1)(3)(g⊗∇ZJ ⊗X ⊗ Y ) + g⊗ J ⊗∇ZX ⊗ Y + g⊗ J ⊗X ⊗∇ZY ) = 0.

Возвращаемся к привычной записи:

g(∇Z(J)(X), Y ) + g(J(∇ZX), Y ) + g(JX,∇ZY ) + g(X,∇Z(J)Y )+

+ g(∇ZX, JY ) + g(X, J(∇ZY )) = 0.

Воспользуемся равенством (2.74) и окончательно получим

g(∇Z(J)X, Y ) + g(X,∇Z(J)Y ) = 0,

что и требовалось доказать.

Задача 2.39. Построим отображение N : X(M)×X(M) → X(M) по формуле

NJ(X, Y ) =
1

4
(−[X, Y ] + [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]) , X, Y ∈ X(M).

(2.75)

Выразите NJ(X, Y ) через ковариантный дифференциал структурного эндо-

морфизма J в римановой связности и, используя этот результат, покажите,
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что отображение N является тензорным полем типа (2,1). Это тензорное поле

называется тензором Нейенхейса.

Решение. Так как связность риманова, ее тензор кручения равен нулю,

то есть

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0 ⇔ [X, Y ] = ∇XY −∇YX. (2.76)

Подставим это равенство в (2.75):

4NJ(X, Y ) = −∇XY +∇YX+∇JX(JY )−∇JY (JX)−J(∇X(JY )−∇JYX)−
− J(∇JXY −∇Y (JX)). (2.77)

Напомним, что в задаче 2.6 была получена формула

∇X(JY ) = ∇X(J)Y + J∇XY.

Подставим ее в (2.77):

4NJ(X, Y ) = −∇XY +∇YX +∇JX(J)Y + J∇JXY −∇JY (J)X − J∇JYX−
− J(∇X(J)Y + J∇XY −∇JYX)− J(∇JXY −∇Y (J)X − J∇YX).

Учитывая, что для почти комплексной структуры J2 = −id, получим

4NJ(X, Y ) = ∇JX(J)Y −∇JY (J)X − J∇X(J)Y + J∇Y (J)X.

Наконец, используем результат примера 2.2: J∇X(J)Y +∇X(J)(JY ) = 0,

4NJ(X, Y ) = ∇JX(J)Y −∇JY (J)X +∇X(J)JY −∇Y (J)JX.

Задача 2.40. Докажите, что для тензора Нейенхейса NJ имеют место тож-

дества NJ(JX, Y ) = NJ(X, JY ) = −JN(X, Y ).

Пусть на почти эрмитовом многообразии (M,J, g) задано тензорное поле

типа (2,1) по формуле

T (X, Y ) = ψ(X)Y + ψ(Y )X − ψ(JX)JY − ψ(JY )JX, (2.78)

где ψ – некоторая 1-форма на M .
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Задача 2.41. Докажите, что

T (JX, Y ) = T (X, JY ) = JT (X, Y ), X, Y ∈ X(M). (2.79)

Решение. Используя равенство (2.78) и J2 = −id, получим

T (JX, Y ) = ψ(JX)Y + ψ(Y )JX + ψ(X)JY + ψ(JY )X;

T (X, JY ) = ψ(X)JY + ψ(JY )X + ψ(JX)Y + ψ(Y )JX;

JT (X, Y ) = ψ(X)JY + ψ(Y )JX + ψ(JX)Y + ψ(JY )X.

Полученные равенства доказывают (2.79).

Пусть ∇ – риманова связность метрики g. Рассмотрим связность ∇̃, за-

данную формулой ∇̃ = ∇+T , где тензор аффинной деформации T задается

формулой (2.78).

Задача 2.42. Докажите, что ∇̃ – связность без кручения и что

∇̃X(J)Y = ∇X(J)Y

для любых векторных полей X, Y ∈ X(M).

Решение. Воспользуемся формулой из задачи 2.6:

∇X(J)Y = ∇X(JY )− J∇XY.

Тогда

∇̃X(J)Y = ∇̃X(JY )−J∇̃XY = ∇X(JY )+T (X, JY )−J(∇XY +T (X, Y )) =

= ∇X(J)Y + T (X, JY )− JT (X, Y ) = ∇X(J)Y.

Здесь мы воспользовались результатом задачи 2.41.

Задача 2.43. Докажите, что для тензорного поля T , заданного формулой

(2.78), имеет место равенство

∇X(T )(Y, Z) =

= (∇X(ψ)Y )Z + (∇X(ψ)Z)Y − (∇X(ψ)(JY ))JZ − ψ(∇X(J)Y )JZ −
− ψ(JY )∇X(J)Z − ψ(JZ)∇X(J)Y − (∇X(ψ)(JZ))JY − (ψ(∇X(J)Z))JY,

где ∇ – произвольная связность на гладком многообразии M .

Указания. Используйте результат задачи 1.19.
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14.2. Почти контактные метрические структуры

Пусть на многообразии M задан набор тензорных полей (Φ, ξ, η, g), где Φ –

тензорное поле типа (1,1), ξ – векторное поле, η – 1-форма, g – риманова мет-

рика (эти тензорные поля называются структурными тензорными полями).

При этом выполняются соотношения

1)Φ2 = −id+ η ⊗ ξ; 2) η(ξ) = 1;

3)Φ(ξ) = 0; 4) η ◦ Φ = 0;

5) g(ΦY,ΦZ) = g(Y, Z)− η(Y )η(Z).

Такой набор тензорных полей называется почти контактной метрической

структурой на многообразии M .

Задача 2.44. Докажите, что для почти контактной метрической структуры

η(X) = g(X, ξ), X ∈ X(M).

В частности, отсюда следует, что g(ξ, ξ) = 1, то есть в каждой точке много-

образия M вектор ξp является единичным относительно метрики g.

Указания. Воспользуйтесь условием 5).

Задача 2.45. Докажите, что для почти контактной метрической структуры

верно тождество

g(ΦX, Y ) + g(X,ΦY ) = 0, X, Y ∈ X(M).

Напомним, что с тензорными полями (Φ, ξ, η) мы уже встречались в при-

мере 2.10. На первые четыре условия мы уже действовали оператором ∇X .

Задача 2.46. Подействуйте оператором ∇X на пятое условие: а) если ∇ –

произвольная связность; б) если ∇ – риманова связность метрики g.

Задача 2.47. Докажите, что для почти контактной метрической структуры

(Φ, ξ, η, g) на многообразии M имеет место равенство

g(∇Xξ, ξ) = 0,

где ∇ – риманова связность метрики g. Выведите из этого, что

∇X(η)ξ = 0

для любой почти контактной метрической структуры.

2.
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Для почти контактного метрического многообразия, так же как и для по-

чти эрмитова многообразия, определяется тензор Нейенхейса

N : X(M)× X(M) → X(M)

по формуле

NΦ(X, Y ) =
1

4

(
Φ2[X, Y ] + [ΦX,ΦY ]− Φ[X,ΦY ]− Φ[ΦX, Y ]

)
.

Задача 2.48. Выразите NΦ(X, Y ) через ковариантный дифференциал струк-

турного эндоморфизма Φ в римановой связности метрики g и, используя этот

результат, докажите, что отображение N является тензорным полем типа

(2,1).

§ 2.15. Оператор внешнего дифференцирования

Пусть дано гладкое n-мерное многообразиеM . Рассмотрим его алгебру Грас-

смана Λ∗(M). Напомним, что в этой алгебре определены операции сложения,

умножения на гладкую функцию и операция внешнего умножения. Опреде-

лим в ней еще одну операцию d : Λ∗(M) → Λ∗(M), которая каждой внешней

r-форме ω ∈ Λr(M), r = 1, . . . ставит в соответствие (r+1)-форму по формуле

(dω)(X1, . . . , Xr+1) =
∑r+1

i=1 (−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xr+1))+

+
∑

i<j(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xr+1).

(2.80)

Эта операция называется операцией внешнего дифференцирования, а отоб-

ражение d называется оператором внешнего дифференцирования. Результат

действия оператора d на внешнюю форму называется внешним дифферен-

циалом этой формы. Напомним, что квадратными скобками обозначается

коммутатор векторных полей (см. курс «Анализ на многообразиях»). Если

r = 0, то определим отображение d : Λ0(M) ≡ C∞(M) → Λ1(M) по формуле

df(X) = X(f), f ∈ C∞(M). (2.81)

Нам нужно доказать корректность определения, то есть убедиться в том,

что отображение dω является полилинейным и кососимметрическим. Для

случая r = 0 корректность очевидна. Мы проведем доказательство для двух
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частных случаев. В основном с ними приходится встречаться при написании

диссертаций.

Пример 2.9. Докажем корректность определения в случае r = 1. В этом

случае формула (2.80) примет вид

dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]), (2.82)

где ω – 1-форма, X, Y – произвольные векторные поля из X(M). Обрати-

те внимание, что здесь векторные поля выступают как дифференцирования

алгебры гладких функций.

Нам нужно доказать линейность отображения dω по двум аргументам. Мы

докажем линейность по первому аргументу (линейность по второму аргумен-

ту доказывается аналогично). Разделим свойство линейности на две части:

аддитивность и однородность.

Пусть X, Y, Z – произвольные векторные поля. Тогда

dω(X + Y, Z) = (X + Y )(ω(Z))− Z(ω(X + Y ))− ω([X + Y, Z]) =

= X(ω(Z)) + Y (ω(Z))− Z(ω(X))−
− Z(ω(Y ))− ω([X,Z])− ω([Y, Z]) = dω(X,Z) + dω(Y, Z).

Здесь мы воспользовались определением суммы двух векторных полей,

аддитивностью векторного поля как дифференцирования алгебры гладких

функций и аддитивностью коммутатора векторных полей.

Докажем однородность относительно умножения на гладкую функцию.

Пусть X, Y – произвольные векторные поля из X(M), f – произвольная глад-

кая функция на M . Тогда

dω(fX, Y ) = (fX)(ω(Y ))− Y (ω(fX))− ω([fX, Y ]) =

= fX(ω(Y ))− Y (f)ω(X)− fY (ω(X))−
− ω(f [X, Y ]− Y (f)X) = f(dω)(X, Y ).

Здесь мы воспользовались формулой для коммутатора векторных полей

[fX, Y ] = f [X, Y ]− Y (f)X.
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Также мы использовали C∞(M)-линейность 1-формы и правило Лейбница.

Докажем, что dω принадлежит модулю Λ2(M), то есть является внеш-

ней 2-формой. Для этого нужно доказать, что значение dω меняет знак на

противоположный при любой перестановке пары аргументов. Так как у dω

только два аргумента, нам достаточно доказать, что dω(X, Y ) = −dω(Y,X),

где X, Y ∈ X(M). Имеем

dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]) =

= −(Y (ω(X))−X(ω(Y ))− ω([Y,X])) = −dω(Y,X). (2.83)

Здесь мы воспользовались антикоммутативностью скобки Ли.

Итак, мы показали, что для любой 1-формы ω ее внешний дифференциал

является внешней 2-формой.

Задача 2.49. Покажите, что для любой 2-формы Ω ее внешний дифферен-

циал вычисляется по формуле

dΩ(X, Y, Z) = X(Ω(Y, Z))− Y (Ω(X,Z)) + Z(Ω(X, Y ))−
− Ω([X, Y ], Z) + Ω([X,Z], Y )− Ω([Y, Z], X).

Аналогично примеру 2.9 докажите, что отображение dΩ является C∞(M)-

линейным по каждому аргументу и, кроме того, является кососимметричным

тензорным полем.

Задача 2.50. Постарайтесь доказать корректность определения внешнего

дифференциала в общем случае.

Переходим к изучению свойств оператора внешнего дифференцирования.

Теорема 2.18. Оператор внешнего дифференцирования обладает следующи-

ми свойствами:

(d1) d(Λr(M)) ⊂ Λr+1(M), r = 0, 1, 2, . . . ;

(d2) d ◦ d = 0;

(d3) d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)rω ∧ dθ, ω ∈ Λr(M), θ ∈ Λ∗(M).
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Доказательство. Свойство (d1) следует непосредственно из определения (а

точнее, из доказательства корректности определения).

Докажем свойство (d2) для 1-формы ω. Так как d(dω) – 3-форма, имеем

согласно формуле (2.82)

d(dω)(X, Y, Z) = X(dω(Y, Z))− Y (dω(X,Z)) + Z(dω(X, Y ))−
− dω([X, Y ], Z) + dω([X,Z], Y )− dω([Y, Z], X) =

= X(Y (ω(Z))− Z(ω(Y ))− ω([Y, Z]))− Y (X(ω(Z))− Zω(X)− ω([X,Z])) +

+ Z(X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]))− [X, Y ](ω(Z)) + Zω([X, Y ]) +

+ ω([[X, Y ], Z]) + [X,Z](ω(Y ))− Y (ω([X,Z])−
− ω([[X,Z], Y ])− [Y, Z](ω(X)) +X(ω([Y, Z]) + ω([[Y, Z], X]) = 0.

Здесь мы воспользовались тождеством Якоби для скобки Ли векторных

полей. Общий случай доказывается аналогичным образом. Постарайтесь про-

вести рассуждения самостоятельно.

Наконец, посмотрим на принцип доказательства свойства (d3). Мы так

же как и предыдущее свойство не будем доказывать его в общем виде, а

посмотрим частный случай ω, θ ∈ Λ1(M), то есть докажем, что для 1-форм

ω и θ имеет место равенство

d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ − ω ∧ dθ.

Используя определение внешнего произведения форм (см. (1.49)), получим

для левой части (d3)

d(ω ∧ θ)(X, Y, Z) =

= X(ω ∧ θ(Y, Z))− Y (ω ∧ θ(X,Z)) + Z(ω ∧ θ(X, Y ))− ω ∧ θ([X, Y ], Z)+

+ ω ∧ θ([X,Z], Y )− ω ∧ θ([Y, Z], X) = X(ω(Y )θ(Z)− ω(Z)θ(Y ))−
− Y (ω(X)θ(Z)− ω(Z)θ(X))+

+ Z(ω(X)θ(Y )− ω(Y )θ(X))− ω([X, Y ])θ(Z) + ω(Z)θ([X, Y ])+

+ ω([X,Z])θ(Y )− ω(Y )θ([X,Z])− ω([Y, Z])θ(X) + ω(X)θ([Y, Z]).

Применяя правило Лейбница к первым трем слагаемым, а затем группируя
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слагаемые и применяя формулу (2.82), получим

d(ω ∧ θ)(X, Y, Z) = dω(X, Y )θ(Z) + dω(Y, Z)θ(X) + dω(Z,X)θ(Y )−
− ω(X)dθ(Y, Z)− ω(Y )dθ(Z,X)− ω(Z)dθ(X, Y ). (2.84)

Рассмотрим правую часть равенства (d3). Применяя определение внешнего

произведения форм, получим

(dω ∧ θ − ω ∧ dθ)(X, Y, Z) =

=
1

2!
(dω ⊗ θ(X, Y, Z) + dω ⊗ θ(Y, Z,X) + dω ⊗ θ(Z,X, Y )−

− dω ⊗ θ(Y,X, Z)− dω ⊗ θ(Z, Y,X)− dω ⊗ θ(X,Z, Y )−
− ω ⊗ dθ(X, Y, Z)− ω ⊗ dθ(Y, Z,X)−

− ω ⊗ dθ(Z,X, Y ) + ω ⊗ dθ(Y,X, Z) + ω ⊗ dθ(Z, Y,X) + ω ⊗ dθ(X,Z, Y )).

Используя определение тензорного умножения и кососимметричность форм

dω и dθ, получим в точности (2.84).

Замечание 2.10. Полное доказательство теоремы 2.18 можно найти в [3].

Правда, принцип доказательства там иной, нежели мы рассмотрели. Кроме

того, формулы, задающие операцию внешнего умножения и оператор внеш-

него дифференцирования, имеют другие коэффициенты.

Задача 2.51. Докажите формулу (d3) а) для функции и 1-формы; б) для

функции и 2-формы.

Пример 2.10. При построении натурального базиса в модуле X∗(U) локаль-

ной карты (U, ϕ) мы ввели в рассмотрение 1-формы dxi(p) = xi ◦ rϕ, где

rϕ – реперное отображение карты (U, ϕ), xi : Rn → R – отображение, ставя-

щее в соответствие набору из n вещественных чисел его i-й элемент. Здесь

dxi – только обозначение. Выясним, как оно связано с оператором внешнего

дифференцирования. Рассмотрим функцию xi ◦ ϕ : U → R. Тогда из опреде-

ления тензорного поля как дифференцирования алгебры гладких функций и

формулы (2.81) получим

d(xi ◦ ϕ)(X) =
∂(xi ◦ ϕ)

∂xj
Xj = δijdx

j(X) = dxi(X),
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где (dx1, . . . , dxn) – натуральный базис модуля X∗(U), X – произвольное век-

торное поле из X(U). Таким образом, мы получаем, что 1-формы dxi нату-

рального базиса – это внешние дифференциалы функций xi ◦ ϕ.
Задача 2.52. Докажите, что в локальной карте (U, ϕ) имеет место формула

df =
∂f

∂xi
dxi,

для любой гладкой на M функции f . В левой части этого равенства стоит

сужение 1-формы df на область локальной карты.

Пример 2.11. Пусть на многообразии M фиксирована связность ∇ без кру-

чения. Тогда для любой 1-формы ω определен ковариантный дифференциал

∇ω. Это тензорное поле типа (2, 0). Выясним, как связаны между собой тен-

зорные поля ∇ω и dω.

Напомним, что ковариантный дифференциал 1-формы определяется по

формуле

(∇ω)(X, Y ) = ∇Y (ω)X,

где ∇X – оператор ковариантного дифференцирования, X, Y ∈ X(M) – про-

извольные векторные поля. Оператор ковариантного дифференцирования удо-

влетворяет правилу Лейбница, а значит, применяя оператор ∇Y к функции

ω(X), X, Y ∈ X(M), получим

Y (ω(X)) = ∇Y (ω)X + ω(∇YX). (2.85)

Здесь мы воспользовались тем, что ∇Y (f) = Y (f) для любой гладкой функ-

ции f на многообразии M . Меняя X и Y местами в формуле (2.85), получим

X(ω(Y )) = ∇X(ω)Y + ω(∇XY ). (2.86)

Вычитая из (2.86) формулу (2.85), получим

X(ω(Y ))− Y (ω(X)) = ∇X(ω)Y −∇Y (ω)X + ω(∇XY −∇YX). (2.87)

Здесь мы воспользовались линейностью 1-формы ω. Так как связность ∇ без

кручения, то есть ее тензор кручения тождественно равен нулю, то

∇XY −∇YX = [X, Y ]. (2.88)
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Пусть даны два гладких многообразия M и N размерностей n и m соот-

ветственно. Напомним, что отображение

φ : M → N

называется гладким, если для любой пары соответствующих точек p ∈ M

и φ(p) ∈ N существует пара локальных карт (U, ϕ) и (V, ψ), содержащих

16.1. Дифференциал гладкого отображения

Подставляя (2.88) в (2.87) и учитывая формулу (2.82), получим

dω(X, Y ) = ∇X(ω)Y −∇Y (ω)X, (2.89)

или в других обозначениях

dω = −2Alt(∇ω).

Задача 2.53. Получите формулу, связывающую внешний дифференциал dΩ

2-формы Ω и ковариантный дифференциал ∇Ω этой формы. Здесь ∇ – про-

извольная связность без кручения.

Ответ: dΩ(X, Y, Z) = ∇X(Ω)(Y, Z) +∇Y (Ω)(Z,X) +∇Z(Ω)(X, Y ).

Пример 2.12. Найдем компоненты 2-формы dω в натуральном базисе, если

известны компоненты {ωi} формы ω.

По определению компонент и формуле (2.82) получим

(dω)ij = dω

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

=
∂

∂xi

(
ω

(
∂

∂xj

))
− ∂

∂xj

(
ω

(
∂

∂xi

))
− ω

([
∂

∂xi
,
∂

∂xj

])
=

∂ωj

∂xi
− ∂ωi

∂xj
.

Здесь мы воспользовались тем, что коммутатор векторных полей натураль-

ного базиса равен нулю (см. пример 1.22).

Задача 2.54. Выразите компоненты (dΩ)ijk 3-формы dΩ через компоненты

Ωij 2-формы Ω.

Ответ: (dΩ)ijk =
∂Ωjk

∂xi − ∂Ωik

∂xj +
∂Ωij

∂xk .

§ 2.16. Дифференциал и антиувлечение гладкого отображения

2.
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соответственно эти точки, такая, что отображение

ψ ◦ φ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

является гладким отображением открытых множеств евклидовых пространств.

В точке p ∈ M определено касательное пространство Tp(M) к многооб-

разию M , а в точке φ(p) определено касательное пространство Tφ(p)(N) к

многообразию N . Оказывается, что гладкое отображение φ многообразий по-

рождает отображение указанных касательных пространств, а именно, возни-

кает отображение

(φ∗)p : Tp(M) → Tφ(p)(N),

которое задается формулой

(φ∗)p(ξ)(f) = ξ(f ◦ φ), (2.90)

где ξ ∈ Tp(M) – произвольный вектор, f ∈ C∞(N) – произвольная функ-

ция. Построенное отображение называется дифференциалом отображения φ

в точке p.

Замечание 2.11. Здесь касательный вектор рассматривается как инфини-

тезимальное дифференцирование. Следовательно, чтобы доказать коррект-

ность определения дифференциала отображения в точке, нужно показать,

что отображение (φ∗)p(ξ) : C∞(N) → R является инфинитезимальным диф-

ференцированием, то есть R-линейно и удовлетворяет правилу Лейбница.

Проведите рассуждения самостоятельно.

Предложение 2.1. Отображение (φ∗)p является R-линейным отображе-

нием.

Доказательство. Докажем однородность. Аддитивность доказывается ана-

логично (докажите самостоятельно).

Пусть ξ ∈ Tp(M) – произвольный вектор, λ ∈ R – произвольное число.

Имеем

(φ∗)p(λξ)(f) = (λξ)(f ◦ φ) = λ(ξ(f ◦ φ)) = (λ(φ∗)p(ξ))(f).

Откуда получаем

(φ∗)p(λξ) = λ(φ∗)p(ξ).
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Предложение 2.2. Пусть даны гладкие многообразия M , N , L и дана пара

гладких отображений

φ : M → N ; ψ : N → L.

Тогда для любой точки p ∈ M , для которой определена композиция ψ ◦ φ,

имеем

(ψ∗)φ(p) ◦ (φ∗)p = ((ψ ◦ φ)∗)p.
Доказательство. По определению дифференциала отображения для любого

вектора ξ ∈ Tp(M) и любой функции f ∈ C∞(L) имеем

((ψ∗)φ(p) ◦ (φ∗)pξ)(f) = ((φ∗)pξ)(f ◦ ψ) = ξ(f ◦ (ψ ◦ φ)) = (((ψ ◦ φ)∗)pξ)(f).

Пример 2.13. Пусть дан диффеоморфизм φ : M → N гладких многообра-

зий. Покажем, что для любой точки p ∈ M

((φ∗)p)−1 = ((φ−1)∗)φ(p). (2.91)

Чтобы доказать соотношение (2.91), нам нужно показать, что

((φ−1)∗)φ(p) ◦ (φ∗)p = (φ∗)p ◦ ((φ−1)∗)φ(p) = id.

Докажем первое равенство. Второе докажите самостоятельно. Пусть ξ ∈
Tp(M) – произвольный касательный вектор, f – произвольная гладкая функ-

ция на M . С учетом предложения 2.2 имеем(
((φ−1)∗)φ(p) ◦ (φ∗)p(ξ)

)
(f) = ξ(f ◦ φ−1 ◦ φ) = ξ(f).

Так как равенство верно для любой функции и любого вектора, мы получаем

требуемый результат.

Найдем формулу для вычисления дифференциала отображения в паре

соответствующих локальных карт. Пусть дано отображение φ : M → N ,

фиксируем точку p ∈ M . Пусть (U, ϕ) – локальная карта с координатами

(x1, . . . , xn) в окрестности точки p, а (V, ψ) – локальная карта с координатами
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(y1, . . . , ym) в окрестности точки φ(p). Найдем значения отображения (φ∗)p
на векторах натурального базиса касательного пространства Tp(M) карты

(U, ϕ). Имеем для любой f ∈ C∞(N)

(φ∗)p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(f) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f ◦ φ) ≡

≡ ∂(f ◦ φ ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

=
∂((f ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ φ ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

=

=
∂(f ◦ ψ−1)

∂yj

∣∣∣∣
ψ◦φ◦ϕ−1◦ϕ(p)

∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

=
∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
φ(p)

(f).

Здесь мы применили правило дифференцирования сложной функции и учли,

что отображение ψ◦φ◦ϕ−1 областей евклидовых пространств задается функ-

циями yj = yj(x1, . . . , xn), j = 1, . . . ,m. Итак, для векторов натуральных ба-

зисов касательных пространств Tp(M) и Tφ(p)(M) мы получили соотношение

(φ∗)p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
φ(p)

. (2.92)

Здесь
(

∂yj

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

)
– матрица Якоби отображения φ в точке p.

Пусть теперь ξ ∈ Tp(M) – произвольный касательный вектор. Тогда рас-

кладывая его по векторам натурального базиса ξ = ξi ∂
∂xi

∣∣
p
и используя фор-

мулу (2.92), получим

(φ∗)pξ = (φ∗)p

(
ξi

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξi(φ∗)p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξi

∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
φ(p)

.

Здесь мы также воспользовались R-линейностью дифференциала отображе-

ния φ. Итак, мы получаем, что в соответствующих локальных картах отоб-

ражение (φ∗)p задается формулой

(φ∗)pξ = ξi
∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
φ(p)

. (2.93)

Как мы знаем, на касательные векторы мы можем смотреть не только как

на инфинитезимальные дифференцирования, но и как на классы гладких

соприкасающихся путей. Запишем дифференциал гладкого отображения, ис-

пользуя описание касательных векторов как классов эквивалентности глад-

ких путей.
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Пусть ξ = [γ] ∈ Tp(M) – произвольный касательный вектор. Рассмотрим

все отображения вида φ ◦ γ : I → N . Очевидно, что все такие гладкие пути

имеют одинаковые значения в точке 0 и одинаковые первые производные в

нуле. Следовательно, все они принадлежат одному классу эквивалентности

гладких соприкасающихся в точке φ(p) путей, то есть образуют касательный

вектор из касательного пространства Tφ(p)(N). Обозначим этот вектор через

η, то есть η = [φ ◦ γ]. В результате мы получим соответствие ξ → η, которое

обозначим через τ . Наша ближайшая задача – доказать, что отображение τ

совпадает с отображением (φ∗)p. Для этого нам нужно показать, что

η = (φ∗)pξ.

Пусть касательный вектор ξ в локальной карте (U, ϕ) имеет координаты

ξi, а вектор η в локальной карте (V, ψ) имеет координаты ηi. Напомним, что

координаты касательных векторов определяются по формуле

ξi =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

xi(t) ≡ d

dt

∣∣∣∣
t=0

xi ◦ ϕ ◦ γ(t);

ηi =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi(t) ≡ d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi ◦ ψ ◦ φ ◦ γ(t).

Имеем

η = ηi
∂

∂yi

∣∣∣∣
φ(p)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

yi ◦ ψ ◦ φ ◦ γ(t) ∂

∂yi

∣∣∣∣
φ(p)

=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(yi ◦ ψ ◦ φ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ(t)) ∂

∂yi

∣∣∣∣
φ(p)

=

=
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

xj ◦ ϕ ◦ γ(t) ∂

∂yi

∣∣∣∣
φ(p)

=
∂yi

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

ξj
∂

∂yi

∣∣∣∣
φ(p)

.

Сравнивая полученный результат с формулой (2.93), видим, что η = (φ∗)pξ.

Обратите внимание, что в полученном равенстве и формуле (2.93) индексы

суммирования обозначены по-разному, но переобозначив i → j и j → i в

одной из формул (индексы суммирования могут обозначаться любой буквой),

мы получим полное совпадение формул.

Договоримся обозначать касательный вектор

ξ = ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

xi ◦ ϕ ◦ γ(t) ∂

∂xi

∣∣∣∣
p
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через

ξ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t). (2.94)

В этих обозначениях дифференциал (φ∗)p запишется в следующем виде:

(φ∗)p

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ ◦ γ(t). (2.95)

Здесь мы использовали то, что (φ∗)pξ = η.

Замечание 2.12. Формулу (2.95) можно обобщить на случай касательного

вектора к кривой γ, заданного в ее произвольной точке q (пусть этой точке

соответствует значение параметра t = τ , то есть q = γ(τ)). Касательный

вектор d
dt

∣∣
t=0

γ(t) определен в точке q = γ(τ), следовательно, на него будет

действовать отображение (φ∗)γ(τ). Тогда равенство (2.95) примет вид

(φ∗)γ(τ)

(
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

γ(t)

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

φ ◦ γ(t).

Пример 2.14. Пусть на n-мерном гладком многообразии фиксирована ло-

кальная карта (U, ϕ). Найдем образы векторных полей натурального базиса

этой карты при отображении (ϕ∗)p.

Рассмотрим вектор ∂
∂xj

∣∣
p
как класс эквивалентности соприкасающихся пу-

тей [γ]. Согласно (1.15) этому классу принадлежит путь γ, который в локаль-

ной карте задается уравнениями xi = xi0+δijt, где i, j = 1, . . . , n. Чтобы найти

образ вектора ∂
∂xj

∣∣
p
, нам нужно найти вектор ηj = [ϕ◦γ], то есть записать его

уравнения в карте многообразия R
n. Так как на Rn локальная карта (Rn, id),

то в ней отображение id ◦ ϕ ◦ γ имеет вид xi = xi0 + δijt. Дифференцируя

эти уравнения по t и находя значения полученных производных в нуле, мы

убеждаемся, что у вектора η координаты в натуральном базисе карты (Rn, id)

имеют вид (δij). Это вектор εj стандартного базиса R
n. Итак, мы получаем,

что

(ϕ∗)p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= εi.

Пример 2.15. Пусть на n-мерном гладком многообразииM фиксирована ло-

кальная карта (U, ϕ). Рассмотрим реперное отображение rϕ : Tp(M) → R
n.

Напомним, что оно каждому касательному вектору ставит в соответствие
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Пусть даны два гладких многообразия M и N размерностей n и m со-

ответственно и дано гладкое отображение φ : M → N . Фиксируем точку

p ∈ M . Рассмотрим r-ковектор α, принадлежащий векторному пространству

T0
r(Tφ(p)(N)). Определим отображение

φ∗
φ(p) : T

0
r(Tφ(p)(N)) → T0

r(Tp(M))

по формуле

φ∗
φ(p)(α)(ξ1, . . . , ξr) = α((φ∗)pξ1, . . . , (φ∗)pξr), (2.97)

где ξ1, . . . , ξr ∈ Tp(M) – произвольные векторы. Отображение φ∗
φ(p) называет-

ся антиувлечением r-ковекторов в точке φ(p).

Из R-линейности дифференциала отображения следует, что отображение

φ∗
φ(p)(α) является R-линейным по каждому аргументу, то есть представля-

ет из себя r-ковектор, следовательно, введенное определение антиувлечения

отображения корректно.

Задача 2.55. Пусть φ : M → N – диффеоморфизм. Докажите, что

(φ∗
φ(p))

−1 = (φ−1)∗p.

Указания. Воспользуйтесь идеей доказательства и результатом примера

2.13.

16.2. Антиувлечение ковекторов

набор его координат в натуральном базисе. Докажем, что реперное отобра-

жение в точке p совпадает с дифференциалом картирующего отображения ϕ

в этой же точке, то есть

rϕ = (ϕ∗)p. (2.96)

Имеем с учетом примера 2.14

(ϕ∗)p(ξ) = (ϕ∗)p

(
ξi

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= ξiεi = (ξ1, . . . , ξn) = rϕ(ξ),

где ξ ∈ Tp(M). Здесь мы воспользовались линейностью дифференциала отоб-

ражения φ.

2.
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Пусть дан диффеоморфизм φ : M → N гладких многообразий. Тогда для

отображений

(φ∗)p : Tp(M) → Tφ(p)(N); φ∗
φ(p) : T

∗
φ(p)(N) → T ∗

p (M)

существуют обратные отображения (см. пример 2.13 и задачу 2.55). Будем

обозначать их через φ∗
φ(p) и (φ∗)p и называть антиувлечением векторов и

увлечением ковекторов соответственно.

Определим отображения увлечения и антиувлечения для тензоров произ-

вольного типа. Пусть p ∈ M – произвольная фиксированная точка. Опреде-

лить отображение

(φ∗)p : Ts
r(Tp(M)) → Ts

r(Tφ(p)(N))

по формуле

(φ∗)p(t)(ξ1, . . . , ξr, u1, . . . , us) = t(φ∗
φ(p)ξ1, . . . , φ

∗
φ(p)ξr, φ

∗
φ(p)u

1, . . . , φ∗
φ(p)u

s),

где t – произвольный тензор в точке p многообразияM , ξ1, . . . , ξr ∈ Tφ(p)(N) –

произвольные касательные векторы, u1, . . . , us ∈ T ∗
φ(p)(N). Будем называть

построенное отображение увлечением тензоров типа (r, s).

Аналогичным образом построим отображение антиувлечения тензоров

типа (r, s), а именно отображение

φ∗
φ(p) : T

s
r(Tφ(p)(N)) → Ts

r(Tp(M))

по формуле

φ∗
φ(p)(t)(ξ1, . . . , ξr, u

1, . . . , un) = t((φ∗)pξ1, . . . , (φ∗)pu1, . . . , (φ∗)pus),

где t – произвольный тензор в точке φ(p) многообразияN , ξ1, . . . , ξr ∈ Tp(M) –

произвольные касательные векторы, u1, . . . , us ∈ T ∗
p (M) – произвольные ко-

векторы.

16.3. Увлечение и антиувлечение тензоров2.
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Пусть даны два гладких многообразияM и N размерностей n иm соответ-

ственно и дано гладкое отображение φ : M → N . Векторные поля X ∈ X(M)

и Y ∈ X(N) называются φ-связанными, если для любой гладкой функции

f ∈ C∞(N) имеем

X(f ◦ φ) = Y (f) ◦ φ. (2.98)

Теорема 2.19. Векторные поля X и Y φ-связаны тогда и только тогда,

когда для любой точки p ∈ M имеем

(φ∗)pXp = Yφ(p).

Доказательство. Пусть f – произвольная гладкая функция на гладком мно-

гообразии N . Тогда для любой точки p ∈ M имеем

X(f ◦ φ)(p) = Y (f) ◦ φ(p) ⇔ Xp(f ◦ φ) = Yφ(p)(f) ⇔
(φ∗)pXp(f) = Yφ(p)(f).

Здесь мы воспользовались определением векторного поля как дифференци-

рования алгебры гладких функций и формулой (2.90) из определения диф-

ференциала отображения.

В силу теоремы 2.19 φ-связанные векторные поля X и Y принято обозна-

чать Y = φ∗X . При этом векторное поле Y называется увлечением вектор-

ного поля X при отображении φ.

Замечание 2.13. Пусть дано гладкое отображение φ : M → N и векторное

поле X на многообразии M . Если существует φ-связанное с ним векторное

поле φ∗X , то оно единственно. Действительно, в каждой точке φ(p) многооб-

разия N значение векторного поля φ∗X определяется так:

(φ∗X)(φ(p)) = (φ(p), (φ∗)pXp).

Если для каждого векторного поля X ∈ X(M) определено его увлечение

φ∗X , то будем говорить, что задано отображение φ∗ : X(M) → X(N) увле-

чения векторных полей.

17.1. φ-связанные векторные поля, отображение увлечения век-

торных полей

§ 2.17. φ-связанные векторные поля. Антиувлечение r-форм

2.
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Предложение 2.3. Пусть даны векторные поля X1, X2 ∈ X(M). Обозначим

через Y1, Y2 векторные поля на N , φ-связанные с векторными полями X1, X2

соответственно, то есть Y1 = φ∗X1 и Y2 = φ∗X2. Тогда

[Y1, Y2] = φ∗[X1, X2],

где квадратные скобки, как всегда, обозначают коммутатор векторных по-

лей (скобка Ли).

Доказательство. По определению φ-связанных векторных полей имеем

X1(f ◦ φ) = Y1(f) ◦ φ; X2(f ◦ φ) = Y2(f) ◦ φ.

Тогда по определению скобки Ли получим

[X1, X2](f◦φ) = X1(X2(f◦φ))−X2(X1(f◦φ)) = X1(Y2(f)◦φ)−X2(Y1(f)◦φ) =
= Y1(Y2(f)) ◦ φ− Y2(Y1(f)) ◦ φ = [Y1, Y2](f) ◦ φ.

Откуда по определению φ-связанных векторных полей получим требуемую

формулу.

Замечание 2.14. Предложение 2.3 можно сформулировать и другим обра-

зом. Пусть X1, X2 ∈ X(M) – произвольные векторные поля, причем суще-

ствуют φ-связанные с ними векторные поля φ∗X1 и φ∗X2. Тогда существует

векторное поле φ∗[X1, X2], которое φ-связано с векторным полем [φ∗X1, φ∗X2],

причем

φ∗[X1, X2] = [φ∗X1, φ∗X2]. (2.99)

Условие существования векторных полей φ∗X1 и φ∗X2 здесь существенно.

Действительно, так как отображение φ не обязано быть инъективным, оно

может две разные точки p1 и p2 из многообразия M перевести в одну точку q

многообразия N . Тогда в точке q будут определены два вектора с помощью

отображения (φ∗)p1 и (φ∗)p2. Эти векторы в общем случае различны, и какой

брать в φ-связанное векторное поле, не понятно.

Задача 2.56. Пусть φ : M → N и ψ : N → L – гладкие отображения. Дока-

жите, что для любого векторного поля X ∈ X(M), для которого определены
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Пусть φ : M → N – гладкое отображение. Пусть ω ∈ Λr(N), r = 1, . . . –

произвольная r-форма. Тогда на многообразии M определена r-форма φ∗(ω)

следующей формулой:

φ∗(ω)(X1, . . . , Xr) = ω(φ∗X1, . . . , φ∗Xr) ◦ φ,

где X1, . . . , Xr ∈ X(M) – произвольные векторные поля. Форма φ∗ω называ-

ется антиувлечением r-формы ω.

Для функции f ∈ C∞(N) как гладкой 0-формы положим по определению

φ∗f = f ◦ φ.

Задача 2.57. Пусть даны гладкие отображения φ : M → N и ψ : N → L.

Докажите, что

(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.

Замечание 2.15. Рассмотрим определение антиувлечения r-формы ω. В обе-

их частях равенства стоят функции на многообразии M . Вычислим их зна-

чение в произвольной фиксированной точке p ∈ M .

φ∗(ω)(X1, . . . , Xr)(p) = ω(φ∗X1, . . . , φ∗Xr)(φ(p)).

Используем определение тензорного поля как полилинейного отображения

(см. формулу (1.34)).

(φ∗ω)p((X1)p, . . . , (Xr)p) = ωφ(p)((φ∗X1)φ(p), . . . , (φ∗Xr)φ(p)).

17.2. Отображение антиувлечения r-форм

векторные поля (ψ ◦ φ)∗X и ψ∗ ◦ φ∗X , имеет место соотношение

(ψ ◦ φ)∗(X) = ψ∗ ◦ φ∗(X).

Решение. Воспользуемся определением φ-связанных векторных полей:

((ψ◦φ)∗X)(f)◦(ψ◦φ) = X((f ◦ψ)◦φ) = (φ∗X)(f ◦ψ)◦φ = (ψ∗(ψ∗X))(f)◦ψ◦φ.

Откуда получаем требуемое равенство.

2.
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Воспользуемся критерием φ-связанности векторных полей (см. теорему 2.19)

и определением антиувлечения ковекторов (см. формулу (2.97)) в правой ча-

сти этого равенства.

(φ∗ω)p((X1)p, . . . , (Xr)p) = φ∗
φ(p)ωφ(p)((X1)p, . . . , (Xr)p).

Так как это равенство верно для любых векторов (X1)p, . . . , (Xr)p, мы по-

лучаем формулу, которая связывает антиувлечение формы и антиувлечение

ковектора

(φ∗ω)p = φ∗
φ(p)ωφ(p). (2.100)

Теорема 2.20. Отображение антиувлечения обладает следующими свой-

ствами

1)φ∗(ω1 ∧ ω2) = φ∗(ω1) ∧ φ∗(ω2);

2)φ∗(dω) = d(φ∗ω), (2.101)

где ω, ω1 – произвольные r-формы, ω2 – произвольная s-форма.

Доказательство. Проверим первую формулу. Воспользуемся определениями

внешнего умножения, альтернации (см. курс «Анализ на многообразиях») и

антиувлечения.

φ∗(ω1 ∧ ω2)(X1, . . . , Xr+s) = (ω1 ∧ ω2)(φ∗X1, . . . , φ∗Xr+s) ◦ φ =

= (
1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)(ω1 ⊗ ω2)(φ∗Xσ(1), . . . , φ∗Xσ(r+s))) ◦ φ =

=

⎛
⎝ 1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)ω1(φ∗Xσ(1), . . . , φ∗Xσ(r))ω2(φ∗Xσ(r+1), . . . , φ∗Xσ(r+s))

⎞
⎠ ◦φ.
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С другой стороны,

(φ∗ω1) ∧ (φ∗ω2)(X1, . . . , Xr+s) =

=
1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)(φ∗ω1)⊗ (φ∗ω2)(Xσ(1), . . . , Xσ(r+s)) =

=
1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)(φ∗ω1)(Xσ(1), . . . , Xσ(r))(φ
∗ω2)(Xσ(r+1), . . . , Xσ(r+s)) =

1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)(ω1(φ∗Xσ(1), . . . , φ∗Xσ(r)) ◦ φ)(ω2(φ∗Xσ(r+1), . . . , φ∗Xσ(r+s)) ◦ φ) =

=

⎛
⎝ 1

r!s!

∑
σ∈Sr+s

ε(σ)ω1(φ∗Xσ(1), . . . , φ∗Xσ(r))ω2(φ∗Xσ(r+1), . . . , φ∗Xσ(r+s))

⎞
⎠ ◦φ.

Чтобы доказать второе равенство, докажем сначала вспомогательную фор-

мулу:

X((φ∗ω)(Y1, . . . , Yr)) = (φ∗X)(ω(φ∗Y1, . . . , φ∗Yr)) ◦ φ, (2.102)

где ω ∈ Λr(N), X, Y1, . . . , Yr ∈ X(M) – произвольные векторные поля.

По определению отображения антиувлечения и φ-связанных векторных по-

лей получим

X((φ∗ω)(Y1, . . . , Yr)) = X(ω(φ∗Y1, . . . , φ∗Yr)◦φ) = (φ∗X)(ω(φ∗Y1, . . . , φ∗Yr))◦φ.

Наконец, докажем второе равенство из утверждения теоремы. По определе-

нию внешнего дифференциала формы (2.80), формуле (2.102) и определению

отображения антиувлечения получим

d(φ∗ω)(X1, . . . , Xr+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i+1Xi((φ
∗ω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))+

+
∑
i<j

(−1)i+j(φ∗ω)([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1) =

=
r+1∑
i=1

(−1)i+1(φ∗Xi)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1)) ◦ φ+

+
∑
i<j

(−1)i+jω(φ∗[Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , φ∗Xr+1) ◦ φ.
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Здесь символом X̂i обозначены отсутствующие аргументы. С другой стороны,

φ∗(dω)(X1, . . . , Xr+1) = (dω)(φ∗X1, . . . , φ∗Xr+1) ◦ φ =

=

(
r+1∑
i=1

(−1)i+1(φ∗Xi)(ω(φ∗X1, . . . , φ∗X̂i, . . . , φ∗Xr+1) ◦ φ+

+
∑
i<j

(−1)i+jω([φ∗Xi, φ∗Xj], . . . , φ∗X̂i, . . . , φ∗X̂j, . . . , φ∗Xr+1)

)
◦ φ.

Наконец, чтобы убедиться, что мы получили одно и то же, воспользуемся

предложением 2.3. Теорема полностью доказана.

Задача 2.58. Проведите доказательство теоремы 2.20 в случаях 1) 1-формы

и 2-формы, 2) 2-формы.

Замечание 2.16. Пусть φ : M → N – диффеоморфизм. Как мы видели

выше, для него определены отображения φ∗ : X(M) → X(N) увлечения век-

торных полей и отображение φ∗ : Λr(N) → Λr(M) антиувлечения r-форм.

Можно показать, что в случае диффеоморфизма отображения φ∗ и φ∗ обра-

тимы. Обозначим (φ∗)−1 = φ∗ : X(N) → X(M) и назовем это отображение

отображением антиувлечения векторных полей. Обозначим (φ∗)−1 = φ∗ :

Λr(M) → Λr(N) и назовем это отображение отображением увлечения

r-форм.

Эти отображения позволяют определить отображения увлечения и анти-

увлечения для тензоных полей любого типа (r, s) следующим образом. Отоб-

ражение увлечения

φ∗ : Ts
r(M) → Ts

r(N)

по формуле

(φ∗t)(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) = t(φ∗X1, . . . , φ

∗Xr, φ
∗ω1, . . . , φ∗ωs) ◦ φ−1,

где X1, . . . , Xr ∈ X(N), ω1, . . . , ωs ∈ X∗(N). Отображение антиувлечения

φ∗ : Ts
r(N) → Ts

r(M)

по формуле

(φ∗t)(X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) = t(φ∗X1, . . . , φ∗Xr, φ∗ω1, . . . , φ∗ωs) ◦ φ,
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где X1, . . . , Xr ∈ X(M), ω1, . . . , ωs ∈ X∗(M).

Задача 2.59. Пусть t – тензорное поле типа (r, s). Докажите, что

(φ∗t)φ(p) = (φ∗)ptp.

Решение. Проведем доказательство для тензорного поля типа (1,1). Общий

случай аналогичен, но содержит большее число аргументов. По определению

увлечения тензорного поля имеем

(φ∗t)(X,ω) = t(φ∗X,φ∗ω) ◦ φ−1,

где X ∈ X(N), ω ∈ X∗(N). В обеих частях этого равенства стоят функции

на многообразии N . Вычислим их значения в точке φ(p). По определению

тензорного поля как полилинейного отображения получим

(φ∗t)φ(p)(Xφ(p), ωφ(p)) = tp((φ
∗X)p, (φ

∗ω)p). (2.103)

Как мы знаем, (φ∗ω)p = φ∗
φ(p)ωφ(p) (см. формулу (2.100)). Получим аналогич-

ную формулу для вектора (φ∗X)p. По определению антиувлечения векторных

полей получим φ∗X = (φ∗)−1X. В обеих частях равенства стоят векторные

поля на многообразии M . Посмотрим на них как на сечения и вычислим их

значения в точке p:

(φ∗X)p = ((φ∗)−1X)p.

Из тождества ψ∗ ◦ φ∗ = (ψ ◦ φ)∗ легко видеть, что (φ∗)−1 = (φ−1)∗. Тогда

(φ∗X)p = ((φ∗)−1X)p = ((φ−1)∗X)p =

(применяем критерий φ-связанных векторных полей (см. теорему 2.19))

= ((φ−1)∗)φ(p)Xφ(p) =

(Из формулы ((ψ◦φ)∗) = (ψ∗)φ(p)◦(φ∗)p вытекает, что ((φ∗)p)−1 = ((φ−1)∗)φ(p).

Применяем эту формулу в цепочке равенств)

= ((φ∗)p)−1Xφ(p) = φ∗
φ(p)Xφ(p).

Здесь мы использовали определение антиувлечения векторов. Итак, мы по-

лучаем вспомогательную формулу

(φ∗X)p = φ∗
φ(p)Xφ(p). (2.104)
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Возвращаемся к равенству (2.103) с учетом (2.104) и (2.100):

(φ∗t)φ(p)(Xφ(p), ωφ(p)) = tp((φ
∗X)p, (φ

∗ω)p) =

= tp(φ
∗
φ(p)Xφ(p), φ

∗
φ(p)ωφ(p)) = (φ∗)ptp(Xφ(p), ωφ(p)),

то есть (φ∗t)φ(p)(Xφ(p), ωφ(p)) = (φ∗)ptp(Xφ(p), ωφ(p)). Так как это равенство вер-

но для любого вектора и ковектора в точке φ(p), мы получаем требуемое

равенство.

§ 2.18. Подмногообразия гладкого многообразия

Пусть M – гладкое многообразие размерности n, а N – гладкое многообразие

размерности m.

Гладкое отображение φ : M → N называется регулярным в точке p, при-

надлежащей многообразию M , если его дифференциал (φ∗)p не вырожден в

этой точке, то есть ядро отображения (φ∗)p нулевое. Отображение φ называ-

ется регулярным, если оно регулярно в каждой точке из M .

Замечание 2.17. При регулярном отображении (φ∗)p размерность образа

(φ∗)p(Tp(M)) равна размерности Tp(M). В частности, из этого следует, что

если размерность многообразия N меньше размерности многообразия M , то

отображение φ не может быть регулярным.

Теорема 2.21. Гладкое отображение φ является регулярным в точке p то-

гда и только тогда, когда в паре локальных карт (U, ϕ) и (V, ψ), содержа-

щих точку p и точку φ(p) соответственно, ранг его матрицы Якоби в

точке ϕ(p) равен n.

Доказательство. Пусть отображение φ в указанной паре локальных карт

задается уравнениями

y1 = y1(x1, . . . , xn), . . . , ym = ym(x1, . . . , xn).

Пусть вектор ξ принадлежит ядру отображения (φ∗)p. Тогда (φ∗)pξ = 0. На-

помним, что для отображения (φ∗)p в паре соответствующих локальных карт
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имеет место формула (см. (2.93))

(φ∗)pξ = ξi
∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

∂

∂yj

∣∣∣∣
φ(p)

,

где ξ ∈ Tp(N), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Откуда получаем в силу линейной

независимости векторов натурального базиса, что

ξi
∂yj

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

= 0. (2.105)

Это система из m линейных уравнений с n неизвестными ξi. Мы получаем,

что вектор ξ принадлежит ядру отображения (φ∗)p тогда и только тогда,

когда его координаты удовлетворяют системе (2.105). Если предположить,

что отображение φ регулярно в точке p, то система уравнений (2.105) должна

иметь только нулевое решение. Это имеет место тогда и только тогда, когда

матрица этой системы имеет ранг n. А она есть ни что иное как матрица

Якоби отображения φ в точке ϕ(p).

Обратно, если матрица Якоби имеет ранг n, то система (2.105) имеет един-

ственное решение, причем оно является нулевым, а значит, ядро отображения

(φ∗)p нулевое.

Пример 2.16. Пусть M = R
2, N = R

4. Как мы видели в курсе «Анализ на

многообразиях», арифметические пространства R
2 и R

4 являются гладкими

многообразиями. Каждое из них покрывается одной картой: (R2, id) и (R4, id)

соответственно. Обозначим координаты в первом случае через x1, x2, а во

втором – y1, y2, y3, y4. Зададим отображение φ : R2 → R
4 следующим образом:

y1 = cosx1; y2 = sin x1; y3 = cosx2; y4 = sin x2.

Выясним, является ли это отображение регулярным. Согласно теореме 2.21

нам нужно вычислить матрицу Якоби:(
− sin x1 cos x1 0 0

0 0 − sin x2 cosx2

)
.

Указанная матрица Якоби является вырожденной, если sin x1 = 0, cosx1 = 0

или sin x2 = 0, cos x2 = 0. Таких точек в R
2 нет, и значит, отображение φ

будет регулярным в каждой точке из R2.
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Задача 2.60. Пусть отображение φ : R1 → R
2 задано уравнениями

y1 = x, y2 = x2,

где x – координата в карте (R1, id), (y1, y2) – координаты в карте (R2, id).

Выясните, является ли отображение φ регулярным.

Ответ: да.

Задача 2.61. Пусть дано отображение φ : R1 → R
1 по формуле y = x2, где

x – координата в карте (R1, id) первого многообразия R
1, y – координата в

карте (R1, id) второго многообразия R
1. Выясните, будет ли отображение φ

регулярным.

Ответ: нет.

Наложение различных условий на отображение φ позволяет ввести следу-

ющие определения. Пусть M и N – гладкие многообразия, φ : M → N –

гладкое отображение.

Пара (M,φ) называется погруженным в N подмногообразием, если отоб-

ражение φ регулярно. При этом отображение φ называется погружением или

иммерсией.

Пара (M,φ) называется подмногообразием в N , если отображение φ регу-

лярно и инъективно.

Пара (M,φ) называется вложенным в N подмногообразием, если отоб-

ражение φ является регулярным, инъективным и открытым отображением

на образ φ(M) (с топологией, индуцированной многообразием N). При этом

отображение φ называется вложением.

Замечание 2.18. Разберемся более подробно с последним определением. Во-

первых, заметим, что гладкие многообразия имеют структуру топологиче-

ского пространства, а значит, для них определены такие топологические по-

нятия, как непрерывное и открытое отображения. Так как отображение φ

является гладким, то оно, в частности, непрерывно (в смысле математиче-

ского анализа), а значит, непрерывно в смысле топологии (прообраз любого

открытого множества из N открыт в M). Напомним, что отображение φ на-

зывается открытым, если образ любого открытого множества из M открыт
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в N . Кроме того, по условию определения вложения, φ является биекцией

на свой образ φ(M). Таким образом, отображение φ : M → φ(M) является

гомеоморфизмом.

Чтобы увидеть разницу между определениями подмногообразия и вложен-

ного подмногообразия, рассмотрим два примера.

Пусть даны два гладких отображения интервала (0, 1) (это гладкое мно-

гообразие с гладкой структурой, задаваемой картой ((0, 1), id)) на гладкое

многообразие R2.

��
��

� �
a)

φ1(A)

� �
b)

� �


� ��	φ1 φ2�

A

Образы этих отображений изображены на рисун-

ках a) и b). Второе отображение легко задать ана-

литически: id : (0, 1) → R
2. Очевидно, оно являет-

ся гладким. Первое отображение также является

гладким, но его аналитическое задание несколько

сложнее и мы не будем его приводить.
Рассмотрим первое отображение. Прикинем по картинке будет ли это отоб-

ражение регулярным. В каждой точке интервала касательное пространство

имеет размерность 1 (его можно представить себе в виде прямой). Отображе-

ние ((φ1)∗)p, p ∈ (0, 1), переводит касательное пространство (прямую) в точке

p в касательное пространство в точке φ1(p) многообразия φ1((0, 1)). Как мы

видим на рисунке, в каждой точке многообразия φ1(M) существует касатель-

ное пространство и оно одномерно (его также можно представлять себе как

прямую). Таким образом, отображение ((φ1)∗)p оставляет размерность каса-

тельного пространства той же, а значит, является регулярным. Очевидно,

что отображение φ1 является инъективным. Следовательно, пара ((0, 1), φ1)

является подмногообразием в R
2.

Выясним, будет ли оно вложенным подмногообразием. Как мы видели вы-

ше, для этого отображение φ1 должно устанавливать взаимно однозначное

соответствие между открытыми множествами многообразия (0, 1) и много-

образия φ1((0, 1)) с индуцированной топологией из R
2. Вспомним, что от-

крытыми множествами на интервале (0, 1) будут всевозможные интервалы

и их всевозможные объединения. На R
2 открытыми множествами будут от-
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Пусть M – n-мерное гладкое многообразие.

Распределением наM называется подмодуль D модуля гладких векторных

полей X(M) (то есть подмножество, которое замкнуто относительно сложе-

ния векторных полей и умножения векторного поля на гладкую функцию).

Распределение D называется r-мерным, если

1. существует упорядоченная система векторных полей (E1, . . . , Er) в D,

такая, что для любого X ∈ D имеем X = f iEi, i = 1, . . . , r, f i ∈ C∞(M),

причем в каждой точке из M вектора этих векторных полей линейно

независимы, либо

2. на многообразии M существует атлас, в каждой карте (U, ϕ) которого

сужение D|U = {X|U , X ∈ D} допускает упорядоченную системy век-

торных полей (E1, . . . , Er) в D|U , таких, что для любого Y ∈ D|U имеем

19.1. Распределения

крытые круги и их всевозможные объединения. Если мы возьмем пересечение

таких множеств с множеством φ1((0, 1)), то получим открытые множества на

φ1((0, 1)), индуцированные топологией R
2.

Рассмотрим произвольный интервал (ε, a) на (0, 1) (ε > 0), содержащий

точку A. Это открытое множество в многообразии (0, 1). Его образом при

отображении φ1 будет «искривленный интервал» I , содержащий точку φ1(A).

Если предположить, что пара ((0, 1), φ1) является вложенным подмногообра-

зием (то есть отображение φ1 должно быть гомеоморфизмом), то I должно

быть открытым множеством в топологии, индуцированной на φ1((0, 1)). Это

противоречит тому, что любое открытое множество, содержащее точку φ1(A),

должно содержать интервал вида (φ(0), φ(ε)).

Итак, мы получаем, что пара ((0, 1), φ1) является подмногообразием в R
2,

но не является вложенным подмногообразием. Легко видеть, что пара ((0, 1), φ2)

является вложенным подмногообразием.

Задача 2.62. Каким многообразием будет пара (R2, φ) из примера 2.16?

§ 2.19. Распределения и интегрируемость

2.
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Y = f iEi, i = 1, . . . , r, C∞(U), причем в каждой точке из U вектора этих

векторных полей линейно независимы.

В первом случае будем называть систему (E1, . . . , Er) базисом распределе-

ния D, а во втором случае – локальным базисом распределения D. В первом

случае распределение D называется параллелизуемым. Многообразие M на-

зывается параллелизуемым, если параллелизуем модуль X(M), то есть в нем

существует глобальный базис. Карты указанного в определении атласа назы-

ваются допустимыми картами распределения D.

Пример 2.17. Рассмотрим векторное поле X на гладком многообразии M .

Пусть векторное поле X отлично от нулевого векторного поля, то есть век-

торного поля, которое каждой точке p многообразияM ставит в соответствие

пару (p, 0), где 0 – нуль вектор касательного пространства Tp(M). Пусть D

будет множеством векторных полей вида fX, где f – всевозможные гладкие

функции наM . Легко видеть, что это множество замкнуто относительно сло-

жения векторных полей и умножения векторного поля на гладкую функцию,

то есть является распределением на многообразии M .

Рассмотрим два случая:

1) Для любой точки p ∈ M значение векторного поля X(p) отлично от пары

(p, 0). Другими словами, векторное поле X не обращается в нуль ни в одной

точке из M . Тогда распределение D будет одномерным и параллелизуемым.

Действительно, базисом этого распределения будет векторное поле X (оно

определено на всем многообразииM). При этом в каждой точке p ∈ M вектор

Xp отличен от нуля, а значит, линейно независим.

2) Пусть существует точка p ∈ M , такая, что Xp = 0, то есть векторное

поле X принимает значение (p, 0) в этой точке. В этом случае распределение

D не будет одномерным. Докажем это от противного. Пусть оно одномер-

но. Тогда существует атлас на M , удовлетворяющий определению r-мерного

(в нашем случае r = 1) распределения. Возьмем карту, которая содержит

точку p. Тогда должно существовать векторное поле Y на U , такое, что Yp

линейно независимый вектор, то есть вектор, отличный от нуля. Но так как

Y ∈ D, имеем Y (p) = f(p)X(p), то есть Yp = f(p)Xp = 0. Мы пришли к



179

2. Линейная связность гладкого многообразия

Кораспределением на M называется подмодуль C модуля X∗(M). Корас-

пределение называется r-мерным, если

19.2. Кораспределения

противоречию. Следовательно, распределение D не будет одномерным.

Замечание 2.19. Задать r-мерное распределение мы можем еще так. В каж-

дой точке p многообразия M выберем векторное подпространство Dp (его

еще называют площадкой) в касательном пространстве Tp(M). При этом по-

требуем, чтобы при изменении точки площадки менялись гладким образом.

Последняя фраза дает хорошее наглядное представление о распределении,

но не является строгим математическим требованием. Сформулируем его в

более строгой форме: многообразие M допускает атлас, в каждой карте ко-

торого существует система векторных полей (X1, . . . , Xr), таких, что каждая

площадка Dp является линейной оболочкой векторов (X1)p, . . . , (Xr)p.

Любой локальный базис распределения можно дополнить до локального

базиса модуля векторных полей. А именно, верна лемма.

Лемма 2.1. Пусть D – r-мерное распределение на гладком n-мерном много-

образии M . Тогда любой (локальный) базис распределения D можно допол-

нить до локального базиса модуля X(M).

Доказательство. Имеем, что для любой точки p ∈ M существует окрест-

ность Up и набор векторных полей (E1, . . . , Er) ⊂ X(Up), который служит ба-

зисом модуля D|Up
. Фиксируем точку p ∈ M . Пусть в некоторой окрестности

U этой точки задан базис (E1, . . . , Er) модуля D|U . Тогда ((E1)p, . . . , (Er)p) –

линейно независимая система векторов (определение локального базиса рас-

пределения § 2.19). Дополним ее векторами ξr+1, . . . , ξ
n до базиса простран-

ства Tp(M). Тогда существуют векторные поля (Er+1, . . . , En) ⊂ X(U), такие,

что их значения в точке p равны соответственно векторам ξr+1, . . . , ξn (см. тео-

рему 1.3). По непрерывности эти векторные поля будут линейно независимы

в каждой точке окрестности U (в случае необходимости мы можем сузить эту

окрестность U). Тогда система векторных полей (E1, . . . , En) будет искомым

локальным базисом модуля X(M).

2.
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1. существует система (ω1, . . . , ωr) ⊂ C, такая, что каждая 1-форма ω ∈ C

представима в виде ω = fiω
i, fi ∈ C∞(M), i = 1, . . . , r, причем в каждой

точке из M ковекторы этих форм (ω1, . . . , ωr) линейно независимы, либо

2. на многообразии M существует атлас, в каждой карте (U, ϕ) которого

для сужения C|U = {ω|U , ω ∈ C} существует система (ω1, . . . , ωr) ⊂
C|U , такая, что каждая 1-форма ω ∈ C|U представима в виде ω = fiω

i,

fi ∈ C∞(U), i = 1, . . . , r, причем в каждой точке из U ковекторы

((ω1)p, . . . , (ω
r)p) этих 1-форм линейно независимы.

Систему 1-форм (ω1, . . . , ωr) будем называть (локальным) базисом кораспре-

деления C.

Пример 2.18. Пусть D – распределение на M . Рассмотрим множество CD

1-форм ω, таких, что ω(X) = 0 для любогоX ∈ D. Легко видеть, что это мно-

жество замкнуто относительно операций сложения и умножения на гладкую

функцию, а значит, является подмодулем модуля X∗(M), то есть является

кораспределением на M . Это кораспределение называется кораспределением,

ассоциированным распределению D.

Теорема 2.22. Пусть дано r-мерное распределение D. Тогда ассоциирован-

ное ему кораспределение CD имеет размерность n− r, где n – размерность

многообразия M .

Доказательство. Так как распределение D имеет размерность r, то суще-

ствует локальный базис (E1, . . . , Er) этого распределения для каждой карты

(U, ϕ) некоторого атласа многообразия M . Дополним этот базис до базиса

(E1, . . . , Er, Er+1, . . . , En) модуля X(U). Пусть (ω1, . . . , ωn) – дуальный базис

модуля X∗(U). Рассмотрим произвольную 1-форму ω ∈ X∗(U). Тогда ее мож-

но разложить по базису 1-форм

ω = aαω
α, aα = ω(Eα) ∈ C∞(U), α = 1, . . . , n.

Здесь мы воспользовались тем, что координаты формы в дуальном базисе

совпадают с ее компонентами. Имеем ω ∈ CD тогда и только тогда, когда

ω(X) = 0 для любого векторного поля X ∈ D, в частности, для векторных
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полей базиса D получим

ai = ω(Ei) = 0, i = 1, . . . , r.

Итак, каждая форма ω ∈ CD имеет вид

ω = ar+1ω
r+1 + . . .+ anω

n. (2.106)

По определению кораспределения (замкнутость относительно операций сло-

жения и умножения на функцию) любая 1-форма вида (2.106) принадлежит

кораспределению CD. Итак, мы показали, что кораспределение CD состоит

из форм вида (2.106). Так как формы (ωr+1, . . . , ωn) линейно независимы,

они образуют локальный базис модуля CD, а значит, его размерность равна

n− r.

Локальный базис ассоциированного кораспределения называется систе-

мой Пфаффа r-мерного распределения.

С помощью системы Пфаффа легко отлавливать векторные поля, принад-

лежащие распределению D. Пусть индексы i, j принимают значения от 1 до

r; индексы a, b, c принимают значения от r + 1 до n. Тогда имеет место

Лемма 2.2. Пусть {ωa} – система Пфаффа распределения D. Векторное

поле X, заданное на гладком многообразии M , принадлежит распределению

D тогда и только тогда, когда ωa(X) = 0 для всех a = r + 1, . . . , n.

Доказательство. Пусть векторное поле X принадлежит распределению D.

Так как формы ωa принадлежат ассоциированному кораспределению, полу-

чаем ωa(X) = 0.

Обратно, пусть дано гладкое векторное поле X. Как в теореме 2.22, рас-

смотрим локальный базис {Ei}, дополним его до локального базиса {Ei, Ea}
модуля X(M). Тогда в дуальном базисе {ωj, ωb} формы {ωb} являются ло-

кальным базисом ассоциированного кораспределения, то есть системой Пфаф-

фа распределения D.

Разложим векторное поле X по базису {Ei, Ea}:

X = X iEi +XaEa.
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Распределение D называется инволютивным, для любых векторных полей

X, Y ∈ D их коммутатор [X, Y ] также принадлежит D.

Как мы видели в предыдущем пункте, с каждым r-мерным распределе-

нием D связано ассоциированное кораспределение CD. Оказывается, инво-

лютивность распределения D может быть сформулирована в терминах его

кораспределения CD, а именно в терминах системы Пфаффа.

Пусть индексы i, j принимают значения от 1 до r; индексы a, b, c принима-

ют значения от r+1 до n; индексы α, β принимают значения от 1 до n. Тогда

мы можем сформулировать следующий критерий инволютивности r-мерного

распределения в терминах его системы Пфаффа.

Теорема 2.23. r-мерное распределение D с системой Пфаффа {ωa} инволю-
тивно тогда и только тогда, когда в каждой допустимой карте существу-

ют 1-формы {ωa
b}, такие, что

dωa = ωa
b ∧ ωb. (2.107)

Эти (n− r) уравнений называются структурными уравнениями распреде-

ления D.

Доказательство. Пусть распределение D является инволютивным. Фикси-

руем допустимую карту распределения D и рассмотрим локальный базис

{Ei} распределения D в этой карте, для которого дуальным будет данная си-

стема Пфаффа. Дополним базис {Ei} до локального базиса {Ei, Ea} ≡ {Eα}
модуля X(M). Тогда система Пфаффа {ωa} дополнится до локального базиса

19.3. Инволютивность

Фиксируем произвольный индекс b. Подействуем на обе части равенства фор-

мой ωb. Тогда

0 = ωb(X) = X iωb(Ei) +Xaωb(Ea) = 0 +Xaδba = Xb.

Таким образом, векторное поле X имеет вид X = X iEi, то есть раскладыва-

ется по локальному базису распределения, а значит, принадлежит ему.

2.
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{ωi, ωa} ≡ {ωβ} модуля X∗(M), который будет дуален базису {Eα}, то есть

ωβ(Eα) = δαβ .

Рассмотрим 2-форму dωa. Она может быть разложена по базису 2-форм

{ωα ∧ ωβ, α < β} ≡ {ωi ∧ ωj, i < j, ωi ∧ ωb, ωb ∧ ωc, b < c}

в виде

dωa = Ωa
ijω

i ∧ ωj + Ωa
ibω

i ∧ ωb + Ωa
bcω

b ∧ ωc. (2.108)

Как мы знаем, коэффициенты разложения формы dωa по базису

{ωα ∧ ωβ, α < β}

совпадают с ее компонентами в базисе {Eα}

Ωa
αβ = dωa(Eα, Eβ).

Покажем, что в разложении (2.108) коэффициент Ωa
ij = 0. Действительно,

вспомним формулу для внешнего дифференциала 1-формы (2.82)

dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ])

и применим ее к форме dωa и векторным полям Ei, Ej:

Ωa
ij = dωa(Ei, Ej) = Ei(ω

a(Ej))− Ej(ω
a(Ei))− ωa([Ei, Ej]).

Вспоминаем, что система {Ei} была базисом распределения D, следователь-

но, векторные поля Ei, Ej принадлежат D. Форма ωa принадлежит корас-

пределению CD, а значит, обнуляется на любом векторном поле из D, в част-

ности на векторных полях Ei и Ej. Таким образом, первые два слагаемых в

крайне правой части равенства равны нулю. Третье слагаемое равно нулю,

так как распределение D инволютивно, а значит, скобка Ли [Ei, Ej] также

принадлежит D и на ней обнуляется ωa. Таким образом, мы показали, что

Ωa
ij = 0.

Возвращаемся к равенству (2.108). Оно примет вид

dωa = Ωa
ibω

i ∧ ωb +Ωa
bcω

b ∧ ωc = Ωa
ibω

i ∧ ωb −Ωa
bcω

c ∧ ωb = (Ωa
ibω

i −Ωa
bcω

c)∧ ωb.

Если мы обозначим Ωa
ibω

i − Ωa
bcω

c = ωa
b , то получим требуемые уравнения.
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Пусть D – r-мерное распределение на многообразии M .

Вложенное подмногообразие (N, φ) многообразияM называется интеграль-

ным многообразием распределения D, если X(φ(N)) ⊂ D|φ(N) и называется

интегральным многообразием максимальной размерности, если

X(φ(N)) = D|φ(N).

Распределение называется вполне интегрируемым, если через каждую точку

многообразияM проходит интегральное многообразие максимальной размер-

ности.

19.4. Интегрируемость

Обратно, пусть для r-мерного распределения D его система Пфаффа {ωa}
удовлетворяет уравнениям (2.107). Опять разложим 2-форму dωa по базису

в виде (2.108)

dωa = Ωa
ijω

i ∧ ωj +Ωa
ibω

i ∧ ωb +Ωa
bcω

b ∧ ωc = Ωa
ijω

i ∧ ωj + (Ωa
ibω

i −Ωa
bcω

c) ∧ ωb

(2.109)

и сравним это разложение с (2.107): dωa = ωa
b ∧ ωb. Так как формы ωi и ωb

линейно независимы, формы ωi нельзя представить в виде линейной комби-

нации форм ωb. Тогда первое слагаемое в выражении (2.109) должно быть

равно нулю. Следовательно, в силу линейной независимости базисных форм

ωi ∧ ωj, i < j получим, что Ωa
ij = 0. Вспомним, что

0 = Ωa
ij = dωa(Ei, Ej) = Ei(ω

a(Ej))− Ej(ω
a(Ei))− ωa([Ei, Ej]) =

= 0− 0− ωa([Ei, Ej]).

Итак, мы получаем, что ωa([Ei, Ej]) = 0. Согласно лемме 2.2 получаем, что

[Ei, Ej] принадлежит распределению D. Тогда для любых векторных полей

X, Y ∈ D получаем (с учетом свойств скобки Ли)

[X, Y ] = [X iEi, Y ] = X i[Ei, Y ]− Y (X i)Ei = X i[Ei, Y
jEj]− Y (X i)Ei =

= X i(Y j[Ei, Ej] + Ei(Y
j)Ej)− Y (X i)Ei.

Это линейная комбинация векторных полей, принадлежащихD, следователь-

но, [X, Y ] ∈ D, то есть распределение D инволютивно по определению.

2.
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Замечание 2.20. Интегральное многообразие распределения D мы можем

определить в других терминах. Опять берем вложенное подмногообразие

(N, φ) и требуем, чтобы для любой точки p ∈ N имело место включение

(φ∗)p(Tp(N)) ⊂ Dφ(p). Аналогично интегральное многообразие будем инте-

гральным многообразием максимальной размерности, если

(φ∗)p(Tp(N)) = Dφ(p).

В заключение сформулируем без доказательства еще одну теорему.

Теорема 2.24. (Фробениуса). Распределение на гладком многообразии вполне

интегрируемо тогда и только тогда, когда оно инволютивно.

§ 2.20. Локальные потоки на многообразиях

Простейшими примерами распределений служат одномерные распределения.

Мы построили пример одномерного распределения на многообразии M :

D = {fX, f ∈ C∞(M)}

(см. пример 2.17). Рассмотрим его подробнее.

Лемма 2.3. Распределение D является инволютивным.

Доказательство. Пусть Y, Z ∈ D – произвольные векторные поля распреде-

ления D. Тогда

[Y, Z] = [fX, gX] = fg[X,X] + fX(g)X − gX(f)X = (fX(g)− gX(f))X.

Мы видим, что векторное поле [Y, Z] есть произведение функции на вектор-

ное поле X , следовательно, принадлежит распределению D. Тогда распреде-

ление D инволютивно по определению.

По теореме Фробениуса мы получаем, что распределениеD является вполне

интегрируемым. Интегральными многообразиями (с необходимостью) макси-

мальной размерности являются 1-мерные подмногообразия, то есть кривые

γ : I → M .
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Пример 2.19. Рассмотрим интегральные кривые γ : I → M 1-мерного рас-

пределения D. Из определения интегрального многообразия следует, что ка-

сательные векторы этих кривых в точках p принадлежат площадкам Dp рас-

пределения D. Оказывается, что среди таких кривых есть кривая, касатель-

ный вектор в каждой точке которой совпадает с касательным вектором Xp,

задаваемым векторным полем X . Такая кривая называется интегральной

кривой векторного поля X. Доказать это утверждение нам поможет матема-

тический анализ. Чтобы принять его помощь, мы должны как всегда уйти в

локальные карты.

Пусть (U, ϕ) – локальная карта на многообразии M с координатами

(x1, . . . , xn) в окрестности некоторой фиксированной точки p ∈ M . Пусть в

этой карте точка p имеет координаты (x10, . . . , x
n
0), то есть ϕ(p) = (x10, . . . , x

n
0).

Разложим векторное поле X по натуральному базису этой карты

X = X i ∂

∂xi
,

где X i = X i(x1, . . . , xn) – гладкие на U функции, которые в каждой точке q

выдают координаты вектора Xq. Потребуем от кривой γ, чтобы она проходи-

ла через точку p, причем точке p соответствовало значение параметра t = 0,

то есть γ(0) = p. Кроме того, в каждой точке q ∈ γ(I)∩U касательный вектор

к кривой γ должен совпадать с вектором Xq. Эти два условия нужно запи-

сать через координаты в локальной карте. Пусть кривая γ в локальной карте

задается параметрическими уравнениями xi = xi(t). Тогда первое условие

примет вид

xi(0) = xi0.

Запишем второе условие в координатах. Возьмем произвольную точку q и

вычислим в ней координаты ξi касательного вектора к кривой γ в этой точке.

Пусть точке q соответствует значение параметра t = τ . Тогда

ξi =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

xi(t).

Так как точка q изменяется, то обычно условие t = τ не пишут, а записывают

так:

ξi(t) =
d

dt
xi(t).
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Левая часть этого равенства говорит нам, что мы двигаемся по кривой γ и

касательный вектор к ней меняется при этом движении. Как он меняется,

говорит правая часть равенства.

Вспомним, что для записи второго условия нам нужно потребовать, что-

бы касательный вектор ξ в каждой точке q совпадал с вектором Xq. Это

требование примет вид

d

dt
xi(t) = X i(x1(t), . . . , xn(t)).

Обычно в этом равенстве t не пишут. Тогда, объединяя оба требования, мы

получим {
dxi

dt = X i(x1, . . . , xn)

xi(0) = xi0.
(2.110)

Тогда наша задача формулируется следующим образом: существует ли ре-

шение системы (2.110), и если да, то единственно ли оно. Математический

анализ дает ответ: система (2.110) является задачей Коши, и она всегда име-

ет единственное решение.

Нетрудно показать, что кривая γ не зависит от выбора локальной карты.

Тогда на язык геометрии ответ математического анализа переводится так:

для каждой точки p ∈ M и каждого векторного поля X ∈ X(M) существу-

ет окрестность точки p, такая, что в ней существует интегральная кривая

векторного поля X.

Пример 2.19 приводит нас к формулировке следующей теоремы.

Теорема 2.25. Задание векторного поля X ∈ X(M) на гладком многообразии

M равносильно заданию гладкого отображения

ΦX : M × (−t(p), t(p)) → M,

где (−t(p), t(p)) – некоторый интервал вещественной прямой R, p ∈ M –

любая точка. Отображение ΦX однозначно определяется свойствами

ΦX(p, 0) = p; d
dtΦX(p, t) = XΦX(p,t). (2.111)

Здесь p – произвольная фиксированная точка.
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Доказательство. Пусть дано векторное поле X ∈ X(M). Как мы видели

в примере 2.19, оно определяет (независимо от выбора локальной карты) в

окрестности каждой точки p кривую γ. Если фиксирована локальная карта

(U, ϕ) в окрестности точки p, то кривая γ в этой карте задается параметриче-

скими уравнениями xi = xi(t). Обозначим εi стандартный базис в R
n. Тогда

положим по определению

ΦX(p, t) = ϕ−1(xi(t)εi), (2.112)

где p ∈ U – произвольная точка, параметр t принимает значения в интервале,

для которого задача Коши имеет решение. Мы возьмем часть этого интер-

вала вида (−t(p), t(p)). Упоминание точки p в обозначении этого интервала

показывает, что он зависит от начальной точки, в окрестности которой мы

работаем.

В силу теоремы о гладкой зависимости решения задачи Коши от началь-

ных условий вектор-функция x(t) = xi(t)εi гладко зависит от переменных

(x10, . . . , x
n
0), а значит, отображение ΦX гладко зависит от всех аргументов.

Докажем, что построенное отображение (2.112) удовлетворяет свойствам

(2.111). Имеем

Φ(p, 0) = ϕ−1(xi(0)εi) = ϕ−1(x10, . . . , x
n
0) = p.

Таким образом, первое условие выполняется. Проверим второе условие. Фик-

сируем произвольное τ . Вычислим

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

ΦX(p, t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

ϕ−1(xi(t)εi) = ϕ−1
∗

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

(xi(t)εi) =

= ϕ−1
∗

((
d

dt

∣∣∣∣
t=τ

xi(t)

)
εi

)
= ϕ−1

∗ (X i(x1(τ), . . . , xn(τ))εi) =

= r−1
ϕ (X1(x1(τ), . . . , xn(τ)), . . . , Xn(x1(τ), . . . , xn(τ))) = XΦX(p,τ).

Здесь мы воспользовались формулами (2.95), (2.110) и (2.96).

Так как соотношения (2.111) являются бескоординатным аналогом зада-

чи Коши, а задача Коши однозначно определяет вектор-функцию γ(t), то

условия (2.111) однозначно определяют отображение ΦX .
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Пусть теперь дано отображение ΦX , удовлетворяющее условиям (2.111).

Покажем, что эти условия позволяют однозначно определить значение век-

торного поля X в каждой точке p. Имеем

Xp = XΦ(p,0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ΦX(p, t).

Таким образом, поле X однозначно определяется по отображению ΦX .

Отображение ΦX : M × (−t(p), t(p)) → M , построенное выше, называется

локальным потоком, порожденным векторным полем X .

Как мы доказали, если ΦX – локальный поток на многообразии M , то,

фиксируя точку p ∈ M , мы получим гладкую кривую (интегральную кривую

векторного поля X с началом в точке p)

γ(t) : (−t(p), t(p)) → M,

определяемую формулой

γ(t) = ΦX(p, t).

Из теоремы 2.25 следует, что эта кривая однозначно определяется условиями

1) γ(0) = p; 2) dγ(t)
dt = Xγ(t). (2.113)

Локальные потоки обладают следующими свойствами.

Теорема 2.26. Во введенных обозначениях

1)ΦX(ΦX(p, t1), t2) = ΦX(p, t1 + t2);

2) ΦcX(p, t) = ΦX(p, ct)

для всех t1, t2, t, c ∈ R, для которых имеют смысл обе части тождеств.

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку p ∈ M .

1) Зафиксируем число t1 и положим t2 = t. Введем обозначения

α(t) = ΦX(ΦX(p, t1), t); β(t) = ΦX(p, t1 + t).

Докажем, что оба отображения удовлетворяют условиям (2.113). Так как

условия (2.113) однозначно определяют интегральную кривую, из этого мы

получим, что α(t) = β(t), а значит, выполняется первое тождество.
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Проверяем условия (2.113). Имеем

α(0) = ΦX(ΦX(p, t1), 0) = ΦX(p, t1) = β(0),

то есть начало у каждой из кривых одно и то же ΦX(p, t1).

Для второго условия имеем
dα(t)

dt
=

d

dt
ΦX(ΦX(p, t1), t) = XΦX(ΦX(p,t1),t) = Xα(t),

то есть α(t) – интегральная кривая векторного поля X. С другой стороны,

обозначим t+ t1 = τ . Тогда
dβ(t)

dt
=

dβ(τ(t))

dτ

dτ

dt
=

d

dτ
ΦX(p, τ) = XΦX(p,τ) = Xβ(t),

то есть β(t) – интегральная кривая того же векторного поля X . Итак, мы

получили α(t) = β(t). Теперь отпускаем точку p и получаем требуемое ра-

венство.

Второе тождество доказывается аналогично (докажите самостоятельно.

Здесь будет начало в точке p и векторное поле cX).

Теорема 2.27. Пусть X ∈ X(M) – произвольное векторное поле,

ϕ : M → M – диффеоморфизм. Тогда

Φϕ∗X(p, t) = ϕ ◦ ΦX(ϕ
−1p, t).

Доказательство. Принцип доказательства такой же, как и в теореме 2.26.

Фиксируем произвольную точку p ∈ M . Обозначим левую и правую части

доказываемого тождества α(t) и β(t) соответственно. Имеем

α(0) = Φϕ∗X(p, 0) = p; β(0) = ϕ ◦ ΦX(ϕ
−1p, 0) = ϕ ◦ ϕ−1p = p.

Итак, начала у интегральных кривых α(t) и β(t) совпадают. Докажем, что

они являются интегральными кривыми одного и того же векторного поля.

Имеем
d

dt
α(t) =

d

dt
Φϕ∗X(p, t) = (ϕ∗X)Φϕ∗X(p,t) = (ϕ∗X)α(t).

С другой стороны,

d

dt
β(t) =

d

dt
ϕ ◦ ΦX(ϕ

−1p, t) = ϕ∗
d

dt
ΦX(ϕ

−1p, t) = ϕ∗(XΦX(ϕ−1p,t)) =

= (ϕ∗X)ϕ◦ΦX(ϕ−1p,t) = (ϕ∗X)β(t).
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Здесь мы воспользовались теоремой 2.19. Таким образом, α(t) = β(t). Отпус-

каем точку p и получаем требуемое тождество.

Пусть ΦX – локальный поток, порожденный векторным полем X . Фикси-

руем вещественное число t0. Определим отображение

Ft0 : Mt0 → M

по формуле

Ft0(p) = ΦX(p, t0),

где Mt0 = {p ∈ M |t(p)| > |t0|}. Нетрудно видеть, что Mt0 – открытое под-

многообразие в M и отображение Ft0 гладко.

По теореме 2.25 и теореме 2.26 получим

1)F0 = id; 2)Ft1+t2 = Ft1 ◦ Ft2,

причем последнее равенство справедливо при всех вещественных t1, t2, для

которых имеют смысл обе части равенства. В частности, из этого следует,

что для каждого отображения Ft0 существует обратное (Ft0)
−1 = F−t0. Таким

образом, отображение Ft0 является диффеоморфизмом открытого подмного-

образия.

Семейство {Ft}, t ∈ R диффеоморфизмов открытых подмногообразий Mt

называется локальной группой диффеоморфизмов многообразия M .

Особый интерес представляет случай, когда существует такое число t0, что

Mt0 = M . В этом случае можно доказать, что отображение ΦX определено на

всем многообразииM×R. При этом отображение ΦX называется глобальным

потоком на многообразии M . Интегральные траектории векторного поля X

определены на всей числовой прямой R. Такие векторные поля называются

полными, а локальные группы диффеоморфизмов, которые они порождают,

называются глобальными группами диффеоморфизмов.

Замечание 2.21. Вообще говоря, на многообразии могут существовать как

полные, так и не полные векторные поля. Но если многообразие компактно,

то любое векторное поле на нем полно.
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С помощью локальной группы диффеоморфизмов мы можем выяснить гео-

метрический смысл определения векторного поля как дифференцирования

алгебры гладких функций.

Теорема 2.28. Пусть M – гладкое многообразие, X ∈ X(M) – произвольное

векторное поле, {Ft} – соответствующая локальная однопараметрическая
группа диффеоморфизмов многообразия M . Тогда для любой гладкой функ-

ции f ∈ C∞(M) имеем

X(f) = lim
t→0

1

t
(f ◦ Ft − f).

Доказательство. Фиксируем произвольную точку p ∈ M . Пусть (U, ϕ) – ло-

кальная карта в окрестности точки p с координатами (x1, . . . , xn). Имеем

X(f)(p) = Xp(f) =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

(Xp)
i =

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

dxi

dt

∣∣∣∣
t=0

≡ ∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

dxi

dt

∣∣∣∣
t=0

=

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ−1(x1(t), . . . , xn(t))) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ ϕ−1(xi(t)εi)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ ΦX(p, t) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ Ft(p) = lim
t→0

1

t
(f ◦ Ft(p)− f ◦ F0(p)) = lim

t→0

1

t
(f ◦ Ft(p)− f(p)),

и это верно для любой точки p ∈ M . В третьем равенстве этой цепочки мы

воспользовались определением касательного вектора как класса соприкаса-

ющихся путей и в качестве представителя этого класса мы выбрали инте-

гральную кривую векторного поля X, проходящую через точку p. Она дей-

ствительно находится в этом классе соприкасающихся путей, так как в точ-

ке p касательный вектор к интегральной кривой совпадает с вектором Xp.

Также здесь мы воспользовались определением координат вектора в карте,

правилом дифференцирования сложной функции, формулой (2.112) и опре-

делением производной.

§ 2.21. Дифференцирование Ли

Основная трудность построения инвариантного дифференциального исчис-

ления на многообразии заключается в невозможности внутренним образом
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отождествить касательные пространства к многообразию в различных его

точках, а следовательно, внутренним образом определить перенос геометри-

ческих объектов из одной точки многообразия в другую. Эту трудность мож-

но обойти, фиксируя на многообразии некоторые дополнительные структуры.

В качестве такой структуры мы уже брали связность. Здесь мы посмотрим

простейшую возможность такого рода, а именно зафиксируем на многообра-

зии векторное поле X и опишем способ переноса геометрических объектов из

одной точки в другую.

Пусть M – гладкое многообразие, X – векторное поле на M , {Ft} – со-

ответствующая ему локальная группа диффеоморфизмов многообразия M ,

T – тензорное поле типа (r, s) наM . Производной Ли тензорного поля T в на-

правлении векторного поляX называется тензорное поле LXT наM , которое

в каждой точке p ∈ M определяется по формуле

(LXT )p = lim
t→0

1

t

(
(F−t)∗TFt(p) − Tp

)
. (2.114)

Напомним, что звездочка обозначает операцию увлечения тензора (в той точ-

ке, в которой определен тензор) под действием локального диффеоморфизма

F−t (см. § 2.17).
Отображение LX : T(M) → T(M), сопоставляющее тензорному полю T

тензорное поле LXT , называется оператором дифференцирования Ли в на-

правлении векторного поля X, а результат действия отображения LX на тен-

зорном поле T называется производной Ли тензорного поля T .

Используя результат задачи 2.59, формулу (2.114) можно записать в сле-

дующем виде

(LXT )p = lim
t→0

1

t

(
(F−t)∗TFt(p) − Tp

)
= lim

t→0

1

t
(((F−t)∗T )p − Tp) =

=

(
lim
t→0

1

t
((F−t)∗T − T )

)
p

.

Так как это равенство верно для любой точки p, получаем

LXT = lim
t→0

1

t
((F−t)∗T − T ) . (2.115)

Здесь звездочка обозначает операцию увлечения тензорных полей.

Рассмотрим свойства оператора дифференцирования Ли.
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Теорема 2.29. Пусть X – векторное поле на многообразии M . Тогда

1)LXT ∈ Ts
r(M), ∀T ∈ Ts

r(M);

2)C
(a)
(b) ◦ LX = LX ◦ C(a)

(b) ;

3)LX(T1 ⊗ T2) = (LXT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (LXT2); T1 ∈ Ts
r(M); T2 ∈ Tq

p(M);

4)LXY = [X, Y ], X, Y ∈ X(M);

5)LXf = X(f), f ∈ C∞(M).

Доказательство. Свойство 1) непосредственно следует из формулы (2.115).

Свойства 2) и 3) доказываются аналогично соответствующим свойствам

ковариантной производной.

Докажем свойство 4). Рассмотрим отображение Ft(p). В локальной карте

(U, ϕ) оно задается следующим образом. Обозначим координаты точки p в

этой карте через (xi). Тогда точка Ft(p) имеет координаты xi(t), где

xi = xi(t) – параметрические уравнения интегральной кривой векторного по-

ля X , проходящей через точку p. Другими словами, отображение Ft(p) зада-

ется соответствием xi → xi(t). Фиксируем произвольную точку p и разложим

функции, стоящие в правой части параметрических уравнений интегральной

кривой векторного поля X в ряд Тейлора по t:

xi(t) = xi(0) +
dxi

dt

∣∣∣∣
t=0

(t− 0) + ()(t− 0)2 + . . .

Заметим, что xi(0) = xi – координаты точки p; dxi

dt

∣∣∣
t=0

= X i(x1, . . . , xn), так

как xi = xi(t) – это уравнения интегральной кривой векторного поля X.

Скобки перед t2 обозначают некоторый числовой коэффициент, который нас

не интересует, остальные слагаемые будут содержать множитель t степени

больше 2. Теперь отпускаем точку p и получаем, что отображение Ft(p) за-

дается так:

xi → xi + tX i(x1, . . . , xn) + ()t2 + . . . , (2.116)

где переменными являются x1, . . . , xn. В формуле (2.114) стоит отображение

F−t(p). Очевидно, что оно задается следующим образом

xi → xi − tX i(x1, . . . , xn) + ()t2 + . . .
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Далее, нам нужно вычислить дифференциал этого отображения в точке Ft(p),

применить его к вектору YFt(p) и вычесть вектор Yp. Воспользуемся формулой

(2.93) для вычисления дифференциала отображения в локальных картах.

(F−t)∗YFt(p) − Yp =

(
∂xi

∂xj
− ∂X i

∂xj
t+ ()t2 + . . .

)
ϕ(Ft(p))

Y j
Ft(p)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

− Yp.

Делим на t и раскрываем скобки.

(F−t)∗YFt(p) − Yp

t
=

Y i
Ft(p)

− Y i
p

t

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

− ∂X i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(Ft(p))

Y j
Ft(p)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

+ ()t+ . . .

При t → 0 получим ∂Xi

∂xj

∣∣∣
ϕ(Ft(p))

Y j
Ft(p)

→ ∂Xi

∂xj

∣∣∣
ϕ(p)

Y j
p , ()t → 0 и дальнейшие

слагаемые также стремятся к нулю. Вычислим предел первого слагаемого.

Заметим, что Y i – координаты векторного поля Y – это гладкие функции на

области карты. Разложим эти функции в ряд Тейлора в точке p. Сейчас точка

p – произвольная фиксированная и ее координаты мы будем обозначать xi0,

оставив обозначения xi для координат бегающей точки, от которой зависят

функции Y i. Тогда

Y i(x1, . . . , xn) = Y i(x10, . . . , x
n
0) +

∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

(xj − xj0) + ()(xj − xj0)
2 + . . .

Вычислим значения этих функций в точке Ft(p). Ее координаты задаются

формулой (2.116). Подставим их в последнее выражение, учитывая, что ко-

ординаты точки p сейчас обозначены xi0.

Y i
Ft(p)

≡ Y i(Ft(p)) = Y i(x10, . . . , x
n
0) +

∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

(xj0 + tXj(x10, . . . , x
n
0)+

+ ()t2 + . . .− xj0) + . . . = Y i
p +

∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

tXj
p + . . .

Многоточием обозначены слагаемые, которые содержат множитель t как ми-

нимум во второй степени. Тогда
Y i
Ft(p)

− Y i
p

t
=

1

t

(
∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

tXj
p + . . .

)
=

∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

Xj
p + ()t+ . . .

При t → 0 получаем
Y i
Ft(p)

−Y i
p

t → ∂Y i

∂xj

∣∣∣
ϕ(p)

Xj
p . Собираем полученные результаты

вместе.

lim
t→0

1

t

(
(F−t)∗YFt(p) − Tp

)
=

(
∂Y i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

Xj
p −

∂X i

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

Y j
p

)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= [X, Y ]p.
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Здесь мы воспользовались формулой (1.26) (взяв значения обеих частей ра-

венства в точке p). Так как последнее равенство верно для любой точки p,

мы получаем LXY = [X, Y ].

Докажем свойство 5). Воспользуемся формулой (2.115) для функции f .

LXf = lim
t→0

1

t
((F−t)∗f − f).

Нужно интерпретировать понятие увлечения функции f отображением F−t.

Положим по определению (F−t)∗f = (F ∗
−t)

−1f . Тогда

(F−t)∗f = (F ∗
−t)

−1f = (F−1
−t )

∗f = F ∗
t f = f ◦ Ft.

Учитывая теорему 2.28, получим

LXf = lim
t→0

1

t
((F−t)∗f − f) = lim

t→0

1

t
(f ◦ Ft − f) = X(f).

Замечание 2.22. Перечисленные в теореме 2.29 свойства оператора диффе-

ренцирования Ли позволяют вычислить производную Ли для любого тен-

зорного поля. Кроме того, эти свойства являются определяющими для опе-

ратора дифференцирования Ли, то есть любое дифференцирование алгебры

тензорных полей, удовлетворяющее этим свойствам, совпадает с дифферен-

цированием Ли.

Пример 2.20. В качестве примера найдем производную Ли для 1-формы ω.

Для любых векторных полей X, Y ∈ X(M) имеем

ω(Y ) = ωiY
i = (ω ⊗ Y )ii = C

(1)
(1)(ω ⊗ Y ).

Получаем тождество

ω(Y ) = C
(1)
(1)(ω ⊗ Y ). (2.117)

Применим к нему оператор дифференцирования Ли LX и воспользуемся

свойствами из теоремы 2.29.

X(ω(Y )) = C
(1)
(1)(LXω)⊗ Y + C

(1)
(1)ω ⊗ (LXY ).

Опять воспользуемся формулой (2.117), чтобы перейти от сверток к упро-

щенному виду.

X(ω(Y )) = (LXω)(Y ) + ω([X, Y ]).
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Итак, мы получаем

(LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X, Y ]). (2.118)

Запишем полученное тождество в координатах. Фиксируем локальную карту.

Разложим векторное поле X по натуральному базису, а вместо векторного

поля Y подставим ∂
∂xj .

(LXω)i = (LXω)

(
∂

∂xi

)
= X

(
ω

(
∂

∂xi

))
− ω

([
Xj ∂

∂xj
,
∂

∂xi

])
=

=
∂ωi

∂xj
Xj − ω

(
Xj

[
∂

∂xj
,
∂

∂xi

]
− ∂Xj

∂xi
∂

∂xj

)
=

∂ωi

∂xj
Xj +

∂Xj

∂xi
ωj.

Здесь мы учли, что
[

∂
∂xj ,

∂
∂xi

]
= 0. Итак, получаем

(LXω)i =
∂ωi

∂xj
Xj +

∂Xj

∂xi
ωj.

Пример 2.21. Пусть на многообразии M фиксирована связность ∇ без кру-

чения. Выразим компоненты 1-формы LXω через компоненты ковариантного

дифференциала формы ω и векторного поля X .

Воспользуемся формулой (2.118). Так как связность ∇ не имеет кручения,

получаем, что [X, Y ] = ∇XY −∇YX. Также используем формулу (см. (2.11))

∇X(ω)Y = X(ω(Y ))− ω(∇XY ).

Тогда получим

(LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X, Y ]) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ) + ω(∇YX) =

= ∇X(ω)(Y ) + ω(∇YX).

Итак, мы получаем

(LXω)(Y ) = ∇X(ω)(Y ) + ω(∇YX).

Подставим в это тождество вместо векторного поля Y базисное векторное

поле ∂
∂xi . Тогда получим

(LXω)i = (∇X(ω))i + ω

(
∇X

(
∂

∂xi

))
=
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(воспользуемся определением ковариантного дифференциала (см. (2.18)))

= ωi,jX
j + ω

(
Xj

,i
∂

∂xj

)
= ωi,jX

j + ωjX
j
,i.

Итак, мы показали, что (LXω)i = ωi,jX
j + ωjX

j
,i.

Задача 2.63. Вычислите производную Ли для эндоморфизма L. Запишите

полученное тождество в компонентах.

Ответ: (LXL)(Y ) = [X,L(Y )]−L([X, Y ]); (LXL)
t
j =

∂Lt
j

∂xkX
k−Lk

j
∂Xt

∂xk +Lt
k
∂Xk

∂xj .

Задача 2.64. Пусть на многообразии M фиксирована связность ∇ без кру-

чения. Выразите компоненты тензорного поля LXL через компоненты кова-

риантного дифференциала L и векторного поля X .

Задача 2.65. Пусть на многообразии M задана риманова метрика g. Дока-

жите, что

LX(g)(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX),

где∇ – риманова связность метрики g. Запишите эту формулу в компонентах

ковариантного дифференциала векторного поля X . Выведите аналогичную

формулу для произвольной связности.

Замечание 2.23. Если мы определим для тензорного поля T ∈ Ts
r(M) отоб-

ражение L по формуле

(LT )(X,X1, . . . , Xr, ω
1, . . . , ωs) = (LXT )(X1, . . . , Xr, ω

1, . . . , ωs),

то в отличие от случая ковариантного дифференцирования мы не получим

тензорного поля типа (r + 1, s), так как введенное отображение не будет

C∞(M) линейным по аргументу X .

Замечание 2.24. Выясните, будет ли отображение L из замечания 2.23 ад-

дитивным, R-линейным по аргументу X?

Указания. Начните исследование с векторных полей.

Задача 2.66. Докажите, что для любых векторных полейX, Y ∈ X(M) верно

равенство

L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX .
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Напомним, что тройка тензорных полей (Φ, η, ξ) на M , где Φ – эндомор-

физм модуля гладких векторных полей X(M), η – 1-форма, ξ – векторное

поле на M , которая удовлетворяет следующим условиям:

Φ2 = −id+ η ⊗ ξ; η(ξ) = 1; Φ(ξ) = 0; η ◦ Φ = 0,

называется почти контактной структурой наM . Гладкое многообразие, на

котором фиксирована почти контактная структура, называется почти кон-

тактным многообразием.

Задача 2.67. Пусть ∇ – связность без кручения на почти контактном мно-

гообразии M . Докажите, что

(LξΦ)(X) = ∇ξ(Φ)X −∇X(Φ)ξ − Φ(∇ΦX(Φ)ξ) + (∇ΦX(η)ξ)ξ. (2.119)

Запишите это тождество в компонентах.

Решение. Мы знаем, что связность без кручения – это связность, для которой

тензор кручения тождественно равен нулю, следовательно,

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0. (2.120)

Кроме того, оператор ковариантного дифференцирования удовлетворяет пра-

вилу Лейбница, перестановочен со свертками и на функции действует по фор-

муле ∇Xf = X(f). Применяя эти свойства, легко получить следующую фор-

мулу:

∇X(ΦY ) = ∇X(Φ)(Y ) + Φ(∇XY ). (2.121)

В самом деле, по определению эндоморфизма ΦY – это векторное поле.

С помощью тензорных операций оно выражается следующим образом:

ΦY = C
(2)
(1)(Φ⊗ Y ). (2.122)

Применим к этому равенству оператор ∇X .

∇X(ΦY ) = C
(2)
(1)(∇X(Φ)⊗ Y + Φ⊗∇XY )) =

= C
(2)
(1)(∇X(Φ)⊗ Y ) + C

(2)
(1)(Φ⊗∇XY ) = ∇X(Φ)(Y ) + Φ(∇XY ).
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Возвращаемся к нашей задаче. Принцип действия с производной Ли такой

же, как с ковариантной производной. Поэтому опять нашей печкой, от кото-

рой танцуем, является равенство (2.122). Теперь мы применяем к нему опе-

ратор дифференцирования Ли и пользуемся перестановочностью со сверткой

и правилом Лейбница.

(LξΦX) = C
(2)
(1)((LξΦ)⊗X+Φ⊗LξX)) = C

(2)
(1)(Lξ(Φ)⊗X)+C

(2)
(1)(Φ⊗LξX) =

= Lξ(Φ)(X) + Φ([ξ,X]).

Здесь мы также использовали то, что LξX = [ξ,X]. В результате получаем

[ξ,ΦX] = (LξΦ)(X) + Φ([ξ,X]). (2.123)

Применяя в (2.123) формулу (2.120), избавимся от скобок Ли:

∇ξ(ΦX)−∇ΦXξ = (LξΦ)(X) + Φ(∇ξX −∇Xξ).

Подставим в это равенство (2.121) с нужными нам аргументами:

∇ξ(Φ)X + Φ(∇ξX)−∇ΦXξ = (LξΦ)(X) + Φ(∇ξX)− Φ(∇Xξ).

Здесь мы также воспользовались аддитивностью эндоморфизма Φ. Таким

образом, получаем

∇ξ(Φ)X −∇ΦXξ = (LξΦ)(X)− Φ(∇Xξ). (2.124)

Нам осталось избавиться от слагаемых −∇ΦXξ и Φ(∇Xξ). Для этого запи-

шем условие Φ(ξ) = 0 из определения почти контактной структуры с помо-

щью тензорных операций

C
(2)
(1)(Φ⊗ ξ) = 0

и применим к нему оператор ∇X . Опуская знакомые нам промежуточные

выкладки, получим

∇X(Φ)ξ + Φ(∇Xξ) = 0. (2.125)

Из этого равенства сразу же выражается слагаемое Φ(∇Xξ) = −∇X(Φ)ξ.

Чтобы получить соотношение для второго слагаемого, во-первых, заменим в

равенстве (2.125) X → ΦX:

∇ΦX(Φ)ξ + Φ(∇ΦXξ) = 0,



201

2. Линейная связность гладкого многообразия

во-вторых, подействуем на полученное соотношение эндоморфизмом Φ и при-

меним первое условие из определения почти контактной структуры:

Φ(∇ΦX(Φ)ξ)−∇ΦXξ + η(∇ΦXξ)ξ = 0.

Наконец, применяя оператор ∇ΦX к тождеству (второе условие из определе-

ния почти контактной структуры)

η(ξ) = 1 ⇔ C
(1)
(1)(η ⊗ ξ) = 1,

получим

∇ΦX(η)ξ + η(∇ΦXξ) = 0.

Собирая последние тождества вместе, мы получим выражение для второго

слагаемого

∇ΦXξ = Φ(∇ΦX(Φ)ξ)− (∇ΦX(η)ξ)ξ.

Теперь подставим оба слагаемые в (2.124) и окончательно получим соотно-

шение (2.119).

Наконец, в компонентах оно примет вид

(LξΦ)
i
k = Φi

k,jξ
j − Φi

j,kξ
j − Φi

jΦ
j
r,tΦ

t
kξ

r + ηj,tΦ
t
kξ

jξi.

Задача 2.68. Пусть ∇ – связность без кручения на почти контактном мно-

гообразии M . Докажите, что

(Lξη)(X) = ∇ξ(η)X −∇X(η)ξ.

Запишите это тождество в компонентах.

Решение. Начнем работать с производной Ли. Применим к функции η(X)

оператор дифференцирования Ли Lξ и воспользуемся правилом Лейбница

(здесь мы уже мысленно заменяем η(X) на C
(1)
(1)(η ⊗ ξ) и после дифференци-

рования возвращаемся обратно):

Lξ(η(X)) = (Lξη)(X) + η(LξX).

Далее, пользуемся свойствами 4) и 5) из теоремы 2.29:

ξ(η(X)) = (Lξη)(X) + η([ξ,X]).
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Используя (2.120), избавляемся от скобки Ли:

ξ(η(X)) = (Lξη)(X) + η(∇ξX)− η(∇Xξ). (2.126)

Чтобы выразить левую часть равенства (2.126) через ковариантные производ-

ные, применим оператор ковариантного дифференцирования ∇ξ к функции

η(X):

ξ(η(X)) = ∇ξ(η)X + η(∇ξX).

Подставим то, что получилось, в (2.126):

∇ξ(η)X + η(∇ξX) = (Lξη)(X) + η(∇ξX)− η(∇Xξ),

или

∇ξ(η)X = (Lξη)(X)− η(∇Xξ).

Нам осталось найти слагаемое −η(∇Xξ). Для этого применим оператор ∇X

к тождеству η(ξ) = 1. Получим

∇X(η)ξ + η(∇Xξ) = 0.

Тогда, подставляя полученный результат в предпоследнюю формулу, полу-

чим требуемое тождество.

Наконец, в компонентах получим

(Lξη)i = ηi,jξ
j − ηj,iξ

j.

Задача 2.69. Пусть ∇ – связность без кручения на почти контактном мно-

гообразии M . Докажите, что

(LΦXη)(Y ) = ∇ΦX(η)Y + η(∇Y (Φ)X).

Запишите полученное тождество в компонентах.

Решение. Применим оператор дифференцирования Ли LΦX к функции η(Y ):

(ΦX)(η(Y )) = (LΦXη)(Y ) + η([ΦX, Y ]).

Воспользуемся тем, что связность не имеет кручения:

(ΦX)(η(Y )) = (LΦXη)(Y ) + η(∇ΦXY )− η(∇Y (ΦX)).
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ПустьM – гладкое многообразие размерности n. Рассмотрим модуль Λ2(M),

состоящий из кососимметрических тензорных полей типа (0, 2). Будем обо-

значать элементы из Λ2(M) буквами X , Y , Z .

Пример 3.1. ПустьX и Y – векторные поля на многообразииM . Тогда опре-

делено тензорное поле X ∧ Y типа (0, 2). Из определения операции внешнего

умножения следует, что это тензорное поле будет кососимметричным, то есть

будет принадлежать модулю Λ2(M). Оно называется бивекторным тензор-

ным полем. Заметим, что множество бивекторных тензорных полей не обра-

зует ни векторного пространства, ни модуля.

1.1. Определения

Используем правило Лейбница для ковариантного дифференцирования:

(ΦX)(η(Y )) = (LΦXη)(Y ) + η(∇ΦXY )− η(∇Y (Φ)X)− η(Φ(∇YX)).

Так как по определению почти контактной структуры η ◦ Φ = 0, окончатель-

но получим

(ΦX)(η(Y )) = (LΦXη)(Y ) + η(∇ΦXY )− η(∇Y (Φ)X).

Теперь применим к функции η(Y ) оператор ковариантного дифференци-

рования ∇ΦX :

(ΦX)(η(Y )) = ∇ΦX(η)Y + η(∇ΦXY ).

Вычтем последнее тождество из предпоследнего.

(LΦXη)(Y )−∇ΦX(η)Y − η(∇Y (Φ)X) = 0,

что и требовалось доказать.

Наконец, в компонентах получим

(LΦXη)i = ηi,jΦ
j
kX

k + ηkΦ
k
j,iX

j.

3. Приложения

§ 3.1. Секционные кривизны

3.
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Выразим компоненты бивекторного поля X ∧Y через компоненты вектор-

ных полей X и Y в натуральном базисе. По определению компонент имеем

(X ∧ Y )ij = (X ∧ Y )(dxi, dxj) =
1

1!1!
(X(dxi)Y (dxj)−X(dxj)Y (dxi)) =

= X iY j − Y iXj.

Пусть R – тензор Бианки (см. § 2.12), {Rijk	} – его компоненты в нату-

ральном базисе. Определим отображение R : Λ2(M) × Λ2(M) → C∞(M) по

формуле

R(X ,Y ) = Rij,k	X
ijY k	.

Легко видеть, что это отображение является C∞(M)-линейным.

Пример 3.2. Вычислим значение отображения R на бивекторных тензорных

полях X ∧ Y и Z ∧ W . Имеем с учетом примера 3.1 и свойств симметрии

тензора Римана – Кристоффеля

R(X ∧ Y, Z ∧W ) = Rijk	(X ∧ Y )ij(Z ∧W )k	 =

= Rij,k	(X
iY j −XjY i)(ZkW 	 − Z	W k) =

= Rij,k	X
iY jZkW 	−Rij,k	X

iY jZ	W k−Rij,k	X
jY iZkW 	+Rij,k	X

jY iZ	W k =

= 4Rk	,ijX
iY jZkW 	 = 4g(R(X, Y )W,Z).

Здесь мы также воспользовались обозначением (2.45).

Итак, R(X ∧ Y, Z ∧W ) = 4Rk	,ijX
iY jZkW 	 = 4g(R(X, Y )W,Z).

Пусть m ∈ M – произвольная точка. Тогда для значения Rm тензора Ри-

мана – Кристоффеля R в точке m аналогичным образом строится линейный

оператор Rm : Λ2(Tm(M))× Λ2(Tm(M)) → R по формуле

Rm(Xm,Ym) = (Rm)ij,k	(Xm)
ij(Ym)

k	,

где Xm,Ym ∈ Λ2(Tm(M)) – произвольные элементы.

Задача 3.1. Докажите, что для бивекторов Xm∧Ym и Zm∧Wm справедливо

равенство

Rm(Xm ∧ Ym, Zm ∧Wm) = 4gm(Rm(Xm, Ym)Wm, Zm).
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1.2. Геометрический смысл

Пусть дано риманово многообразие (M, g). Пусть R – тензор кривизны ри-

мановой связности, то есть тензор Римана – Кристоффеля, A,B ∈ Tp0(M) –

произвольные фиксированные векторы из касательного пространства в про-

извольной фиксированной точке p0 ∈ M . Выясним геометрический смысл

чисел Rp0(A ∧ B,A ∧B).

Можно показать, что при параллельном переносе по бесконечно малому

«параллелограмму» со сторонами sA и sB вектор ξ0 ∈ Tp0(M) переходит в

вектор

ξ1 = ξ0 − s2R(A,B)ξ0 +O(s3),

где R рассматривается как тензорное поле типа (3,0) и берется его значение

в точке p0.

Замечание 3.1. Напомним термин «О большое». Говорят, что функция f(x)

является «О большим» от функции g(x) при x → x0, если существует такая

константа C > 0, что для всех x из некоторой окрестности точки x0 выпол-

няется неравенство |f(x)| ≤ C|g(x)|.
Пусть вектор ξ0 принадлежит двумерному векторному пространству π ⊂

Tp0(M), натянутому на векторы A и B. Тогда, вообще говоря, вектор ξ1 не

принадлежит векторному пространству π. Пусть ξ′1 – ортогональная проек-

ция вектора ξ1 на пространство π.

Вычислим угол между векторами ξ0 и ξ′1. Не теряя общности, будем пред-

полагать, что вектор ξ0 единичный. Дополним его до ортонормированного

базиса (ξ0, η0) пространства π, задающего ту же ориентацию, что и базис

(A,B). Разложим вектор ξ′1 − ξ0 по базису (ξ0, η0)

ξ′1 − ξ0 = aξ0 + bη0 ⇔ ξ′1 = (a+ 1)ξ0 + bη0.

Откуда получим, что в базисе (ξ0, η0) вектор ξ′1 имеет координаты (a + 1, b)

и интересующий нас угол будет удовлетворять соотношению

tg ϕ =

∣∣∣∣∣ 1 a+ 1

0 b

∣∣∣∣∣
a+ 1

=
b

a+ 1
.

3.
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При этом

a = g(ξ′1 − ξ0, ξ0) = g(ξ1 − ξ0, ξ0) = −s2g(R(A,B)ξ0, ξ0) +O(s3) = O(s3).

Здесь значение метрики g берется в точке p0 и учитывается, что для ортого-

нальной составляющей вектора ξ1 скалярное произведение на ξ0 равно нулю.

Также здесь использовано то, что g(R(A,B)ξ0, ξ0) – значение ковариантного

тензора Римана – Кристоффеля на двух одинаковых аргументах (это нуль в

силу кососимметричности названного тензора по первой паре аргументов).

Аналогичным образом получим

b = g(ξ′1 − ξ0, η0) = g(ξ1 − ξ0, η0) = −s2g(R(A,B)ξ0, η0) +O(s3).

Поскольку

b
1+a = b+O(a); ϕ = arctg(tg ϕ) = tg ϕ+O(tg3 ϕ),

отсюда следует, что

ϕ = −s2g(R(A,B)ξ0, η0) +O(s3).

С другой стороны, используя задачу 3.1, получим

− g(R(A,B)ξ0, η0) = −1

4
R(A ∧ B, η0 ∧ ξ0) =

1

4
R(A ∧B, ξ0 ∧ η0) =

=

√
2

4

R(A ∧B,A ∧B)

||A ∧ B|| ,

где ||A ∧ B|| – норма бивектора A ∧ B в метрике бивекторов, порожденной

евклидовой структурой g в точке p0 (см. курс тензорной алгебры). Здесь

мы воспользовались результатом: для одинаково ориентированных базисов

(ξ0, η0) и (A,B) имеем A∧B = 1√
2
||A∧B||ξ0∧η0 из курса тензорной алгебры.

Тогда

ϕ = s2
√
2R(A ∧ B,A ∧B)

4||A ∧B|| +O(s3).

Поскольку число s2||A∧B||√
2

равно площади σ параллелограмма, натянутого на

вектора sA и sB (см. курс тензорной алгебры), получаем

ϕ =

√
2σ

||A ∧B||

√
2R(A ∧B,A ∧B)

4||A ∧B|| +O(s3).
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Отпустим точку p0. Тогда мы получим функциюKp(π), которая зависит не

только от двумерного векторного пространства π, но и от точки p. В правой

1.3. Секционная кривизна3.

Тогда

lim
s→0

ϕ

σ
=

R(A ∧ B,A ∧ B)

2||A ∧B||2 .

Обозначим

Kp0(π) =
R(A ∧B,A ∧B)

2||A ∧B||2 =
2g(R(A,B)B,A)

||A ∧B||2 . (3.1)

Задача 3.2. Покажите, что число Kp0(π) не зависит от выбора линейно неза-

висимых векторов A и B в векторном пространстве π, то есть число Kp0(π)

зависит только от площадки π и не зависит от выбора пары линейно неза-

висимых векторов в нем, причем порядок выбора этих векторов также не

существенен.

Число Kp0(π) называется секционной кривизной риманова многообразия

M в точке p0 в направлении площадки π.

Мы получили геометрический смысл секционной кривизны в точке p0 ри-

манова многообразия M : это предельное значение отношения угла между

вектором ξ0 и ортогональной проекцией вектора, получающегося из ξ0 при

перенесении по бесконечно малому параллелограмму, к площади этого па-

раллелограмма.

Замечание 3.2. Понятие секционной кривизны можно ввести и для псевдо-

римановых многообразий. В этом случае существуют двумерные площадки,

для которых ||A ∧ B|| = 0, хотя векторы A и B линейно независимы (это

изотропные площадки). Чтобы избежать появления нуля в знаменателе при

определении секционной кривизны, мы уберем из рассмотрения площадки

такого вида. Тогда для каждой точки p0 и неизотропной площадки, опреде-

ляемой бивектором A ∧B, определяется число Kp0(π) по формуле (3.1).
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части формулы (3.1) вместо векторов появятся векторные поля:

Kp(π) =
R(X ∧ Y,X ∧ Y )

2||X ∧ Y ||2 =
4g(R(X, Y )Y,X)

2 · 2(g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2)
=

=
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

Здесь мы воспользовались соотношениями между разными видами тензора

Римана – Кристоффеля и примерами из курса тензорной алгебры (конец

первой главы).

(Псевдо)риманово многообразиеM называется многообразием постоянной

кривизны в точке p, если число Kp(π) не зависит от выбора площадки π в

этой точке. При этом число Kp(π) обозначают K(p) и называют секционной

кривизной многообразия M в точке p.

(Псевдо)риманово многообразие называется многообразием точечно по-

стоянной секционной кривизны, если оно имеет постоянную секционную кри-

визну в каждой точке. (Псевдо)риманово многообразие называется много-

образием глобально постоянной секционной кривизны, если функция Kp(π)

является константой, то есть не зависит ни от двумерной площадки, ни от

точки p.

Пример 3.3. Любое двумерное риманово многообразие является многооб-

разием точечно постоянной секционной кривизны, так как его касательные

пространства двумерны и двумерная площадка в каждой точке всего одна.

Как известно из классической дифференциальной геометрии, двумерное

риманово многообразие является многообразием глобально постоянной сек-

ционной кривизны тогда и только тогда, когда они либо евклидова плоскость,

либо плоскость Лобачевского, либо сфера. Из этого следует, что любое дву-

мерное риманово многообразие, отличное от евклидовой плоскости, плоско-

сти Лобачевского и сферы, является многообразием точечно постоянной, но

не глобально постоянной секционной кривизны.

Очевидно, что многообразие M имеет точечно постоянную секционную

кривизну тогда и только тогда, когда для любых векторных полей X, Y , для



209

3. ПРИЛОЖЕНИЯ

Запишем критерий постоянства секционной кривизны в компонентах. Для

этого нам нужно поляризовать тождество (3.2) (проще говоря, нужно, чтобы

все аргументы в этом соотношении были разными). Напомним, что выше мы

определили ковариантный тензор Римана – Кристоффеля по формуле (2.45):

R(W,Z,X, Y ) = g(W,R(X, Y )Z).

Также мы рассматривали в качестве примера тензора Бианки тензорное поле

E, которое задавалось по формуле (2.54):

E(X, Y, Z,W ) = g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z).

Используя эти тензорные поля, мы можем переписать критерий (3.2) в виде

R(X, Y,X, Y ) = KE(X, Y,X, Y ).

1.4. Критерий постоянства секционной кривизны в компонентах

которых X ∧ Y �= 0 в каждой точке p ∈ M , выполняется равенство

g(R(X, Y )Y,X) = K(p)(g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2), (3.2)

где K(p) – некоторая гладкая функция на многообразии M . Значение функ-

ции K(p) в каждой точке p ∈ M равно кривизне этого многообразия в p.

Согласно классической теореме Шура в размерности выше 2 понятия то-

чечно постоянной секционной кривизны и глобально постоянной секционной

кривизны совпадают. Поэтому такие многообразия просто называют много-

образиями постоянной секционной кривизны или пространственными фор-

мами. Вещественное число K(p) обозначают просто K.

Известна полная классификация пространственных форм, а именно

Теорема 3.1. Любая пространственная форма размерности свыше двух кри-

визны K локально изометрична одному из следующих многообразий:

1. n-мерной сфере Sn, если K > 0;

2. n-мерному евклидову пространству En, если K = 0;

3. n-мерному пространству Лобачевского Hn, если K < 0 (в другой тер-

минологии n-мерному гиперболическому пространству).

3.
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Сначала заменим X на X + Z:

R(X, Y, Z, Y ) +R(Z, Y,X, Y ) = K(E(X, Y, Z, Y ) + E(Z, Y,X, Y )).

Так как тензорные поля R и E являются тензорами Бианки, имеет место

тождество R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ) и аналогичное для E. Применяем

это тождество в нашем случае.

R(X, Y, Z, Y ) = KE(X, Y, Z, Y ).

Теперь заменяем Y на Y +W :

R(X, Y, Z,W ) +R(X,W,Z, Y ) = K(E(X, Y, Z,W ) + E(X,W,Z, Y )). (3.3)

Для дальнейшего упрощения этого равенства нам потребуется техническая

лемма.

Лемма 3.1. Пусть H – тензор Бианки. Если

H(X, Y, Z,W ) +H(X,W,Z, Y ) = 0,

то H(X, Y, Z,W ) = 0.

Доказательство. Так как H – тензор Бианки, он удовлетворяет тождеству

Риччи, то есть

H(X, Y, Z,W ) +H(X,Z,W, Y ) +H(X,W, Y, Z) = 0.

По условию имеем

H(X, Y, Z,W ) +H(X,W,Z, Y ) = 0,

то естьH(X, Y, Z,W ) = H(X,W, Y, Z). Подставим это равенство в тождество

Риччи:

2H(X,W, Y, Z) +H(X,Z,W, Y ) = 0. (3.4)

Поменяем в этом равенстве местами Z и W :

2H(X,Z, Y,W ) +H(X,W,Z, Y ) = 0

или (кососимметричность тензора Бианки в парах индексов)

2H(X,Z,W, Y ) +H(X,W,Z, Y ) = 0.

Сравнивая это равенство с (3.4), получаем, что H(X, Y, Z,W ) = 0.
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Возвращаемся к равенству (3.3). Обозначим в нем

H(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )−KE(X, Y, Z,W ).

Тензорное поле H будет тензором Бианки как линейная комбинация тако-

вых. Тогда к нему применима доказанная лемма и мы получаем критерий

постоянства секционной кривизны в виде

R(X, Y, Z,W ) = K(g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z)).

Очевидно, что в компонентах этот критерий примет вид

Rij,k	 = K(gikgj	 − gi	gjk).

Литература

1. Катанаев М.О. Геометрические методы в математической физике.

Москва, 2012.

2. Кириченко В.Ф. Дифференциально-геометрические структуры на много-

образиях. Москва: Прометей, 2003.

3. Кобаяси Ш., Номидзу К. Основы дифференциальной геометрии. Т. 1.

НФМИ, 1999.

4. Постников М.М. Лекции по геометрии. Семестр IV. Дифференциальная

геометрия. Москва: Наука, 1988.

5. Постников М.М. Лекции по геометрии. Семестр V. Риманова геометрия.

Москва: Наука, 1998.

6. Хелгасон С. Дифференциальная геометрия и симметрические простран-

ства. Москва: Мир, 1964.



Учебное пособие

Игнаточкина Лия Анатольевна

АНАЛИЗ НА МНОГООБРАЗИЯХ

Редактор  Дубовец В. В.
Оформление обложки  Удовенко В. Г.

Компьютерная верстка  Дорожкина О. Н., Ковтун М. А.

Управление издательской деятельности 
и инновационного проектирования МПГУ

119571, Москва, Вернадского пр-т, д. 88, оф. 446. 
Тел.: (499) 730-38-61

E-mail: izdat@mpgu.edu 

Подписано в печать 11.12.2015. Формат 60х90/16. 
Бум. офсетная. Печать цифровая. Объем 13,25 п. л. 

Тираж 500 экз. Заказ № 388.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


