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ВВЕДЕНИЕ 
 
Предлагаемая часть пособия посвящена макроскопической 

теории электромагнитного поля. 
Теория цепей является лишь первым приближением теории 

электромагнитного поля, описывающим все явления с помощью 
интегральных понятий, таких как ток, напряжение, ЭДС. 

Существует множество практических ситуаций, когда теря-
ют смысл самые основные понятия теории цепей, когда анализ 
электромагнитных явлений может быть произведен только путем 
детального исследования электромагнитного поля, исследования 
поля от точки к точке, т.е. с помощью дифференциальных поня-
тий. Вот несколько характерных примеров: исследование процес-
сов в волноводах, распространение радиоволн, расчет полей в 
электронных устройствах (определение частичных емкостей и  т.д.). 
Большинство задач в технике высоких напряжений решается ме-
тодами теории поля (расчет сопротивлений заземлителей, иссле-
дование растекания потенциала и т.п.). Внедрение новых техно-
логий непосредственно связано с применением магнитных и 
электрических полей. 

Ключевым моментом теории цепей являются их параметры: 
индуктивность, емкость, сопротивление, магнитное сопротивле-
ние, причем значения параметров принимаются как нечто данное, 
в то время как рассчитать их можно только методами теории поля. 

Таким образом, во всех случаях, когда требуется глубокое 
изучение электромагнитных явлений, происходящих в том или 
ином техническом устройстве, необходимо знание теории элек-
тромагнитного поля. Теория поля является более высоким уров-
нем изучения электромагнитных явлений, нежели теория цепей. 
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1.    ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 
 

1.1.  ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ВЕКТОРНОЙ  
        АЛГЕБРЫ [2, 6] 

 
При описании физических явлений часто используется поня-

тие вектора, т.е. величины, характеризующейся не только число-
вым значением, но и направлением в пространстве. Примерами 
таких величин могут служить скорость движения материальной 
точки, сила, действующая на тело, ускорение и т.д. 

Итак, вектором называется величина, характеризующаяся 
числовым значением и направлением. Введем следующее обо-
значение векторных величин: 

1aa a= ⋅ , 

где a – числовое значение векторной переменной, 1a  – единич-
ный вектор, направление которого совпадает с направлением век-
тора a . 

 Величины, не имеющие направления, называются скаляра-
ми. Их примерами служат масса, энергия, сила электрическо- 
го тока, электрический заряд, потенциал и т.д. Значение скаляр-
ной величины может быть изображено 
положительным либо отрицательным 
числом. 

Любой вектор a  может быть един-
ственным образом разложен на сумму 
трех векторов, параллельных трем дан-
ным векторам u , v , w  (рис. 1.1): 

a u v wα β γ= + + ;                                 (1.1) 

слагаемые uα , vβ , wγ  называются компонентами вектора a ; 
векторы u , v , w  образуют трехмерную координатную систему, 
а скаляры α , β  и γ  являются проекциями вектора a  на соответ-
ствующие оси координатной системы. Векторы, параллельные 

Рис. 1.1.

w

v

u

Рис. 1.1 
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одной плоскости, могут быть представлены в двумерной коорди-
натной системе в виде  

a u vα β= + , 

где  u , v  – два данных неколлинеарных вектора. 
В соответствии с (1.1) каждый вектор можно разложить на 

сумму векторов, параллельных ортам i , j , k  (рис. 1.2): 

x y za a i a j a k= + + ,                               (1.2) 

скаляры xa ,  ya , za  являются его проекциями на координатные 
оси 0x , 0y , 0z  и называются прямоугольными декартовыми 

координатами вектора a  в системе i , j , k : 

cos( , 0 )xa a a x
∧

= ,   cos( , 0 )ya a a y
∧

= ,  

cos( , 0 )za a a z
∧

= ,   2 2 2
x y za a a a= + + . 

Сумма двух векторов, представленных в 
декартовой системе координат в виде (1.2), 
записывается следующим образом: 

s a b= + , 
при этом 

x x xs a b= + ,    y y ys a b= + ,   z z zs a b= + . 

Аналогично, разность двух векторов имеет вид: 
r a b= − , 

x x xr a b= − ,   y y yr a b= − ,   z z zr a b= − . 

Скалярным произведением векторов a  и b  называется ска-
ляр, определяемый равенством 

cos( , )ab ab a b
∧

= , 

где a, b – длины соответствующих векторов, cos( , )a b
∧

 – угол 
между векторами a  и b , приведенными к общему началу. В де-
картовой системе координат 

x x y y z zab a b a b a b= + + . 

Рис. 1.2.

0i

x

y

z

j
k

xa i

ya j

za ka

Рис. 1.2 
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Векторным произведением векторов a  и b  называется век-

тор c , длина которого равна sin( , )ab a b
∧

 и который направлен 
перпендикулярно плоскости векторов a  и b  в такую сторону, 
чтобы три вектора a ,  b  и c  образовали 
правую тройку (т.е. чтобы после совмеще-
ния начал трех векторов кратчайший пово-
рот от a  к b  казался наблюдателю, смот-
рящему с конца вектора c , идущим против 
часовой стрелки (рис. 1.3). Таким образом, 

sin( , ) 1nc a b ab a b cn
∧

= × = ⋅ = , 

где 1nn =  – нормаль к плоскости векторов a  и b . В прямо-
угольных декартовых координатах 

( ) ( ) ( )x y z y z z y z x x z x y y x

x y z

i j k

a b a a a a b a b i a b a b j a b a b k

b b b

× = = − + − + − . 

Кроме декартовой координатной системы, широкое приме-
нение в теории поля получили цилиндрическая и сферическая 
системы координат [2]. 

 
 
1.2.   ПОНЯТИЕ ПОЛЯ. СКАЛЯРНЫЕ  
         И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

 
Говорят, что в пространстве задано поле некоторой величи-

ны, если в каждой его точке определено значение этой величины. 
Физическое поле – это любая физическая величина, которая 

может быть определена для каждой точки пространства. Другими 
словами, это область пространства, с каждой точкой которой свя-
зано значение некоторой физической величины. Примером физи-
ческого поля может служить температура. В каждой точке про-
странства температура имеет определенное значение, т.е. в про-
странстве существует температурное поле, которое математиче-
ски описывается в виде ( , , )T x y z . Другим примером является 

a

b
c

Рис. 1.3.Рис. 1.3 
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электрическое поле, напряженность E  которого также можно 
определить для каждой точки пространства. 

Физическое поле – это физическая реальность. Так, электро-
магнитное поле – это особый вид материи, оно обладает энергией 
и переносит ее. В зависимости от исследуемой величины, харак-
теризующей физическое поле, оно может описываться несколь-
кими математическими полями. 

Различают векторные и скалярные математические поля. 
Векторным полем называют область пространства, каждой точ-
ке которой отнесено значение некоторого вектора. Соответствен-
но скалярным полем называют область пространства, каждой 
точке которой отнесено значение некоторого скаляра. 

Одно и то же физическое поле, с математической точки зре-
ния, может быть как скалярным, так и векторным. Например, 
электростатическое, магнитное и гравитационное поля являются 
скалярными, если их описывать энергией, распределенной в поле. 
Те же поля являются векторными, если их характеризовать сила-
ми, действующими в них, напряженностями и т. д. Таким обра-
зом, векторные и скалярные поля описывают различные свойства 
физического поля. 

 
 
1.3.   ПОНЯТИЕ ГРАДИЕНТА ФУНКЦИИ 

  
Рассмотрим скалярное поле, т.е. поле некоторого скаляра ϕ . 
Поверхностью уровня некоторого скаляра ϕ  называют по-

верхность, проходящую через точки, в которых значения скаляра 
одинаковы. В температурном поле поверхности уровня объеди-
няют точки с одинаковой температурой и называются изотерми-
ческими поверхностями. В случае плоского (двумерного) поля 
используется понятие изотерм – линий, соединяющих точки с оди-
наковой температурой. В электрическом поле поверхности уров-
ня называются эквипотенциальными, поскольку проходят через 
точки с равными потенциалами. На плоскости эквипотенциаль-
ные поверхности вырождаются в эквипотенциальные линии. 

Одной из существенных характеристик скалярного поля яв-
ляется производная скаляра по направлению [2, 13]. Пусть скаляр 
ϕ  в точке 0P  имеет значение 0ϕ , а в точке lP  – значение lϕ . 
Приращение ϕ  при перемещении из точки 0P  в точку lP  опре-
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деляется выражением 0l∆ϕ ϕ ϕ= − . Произ-
водной скаляра ϕ  в точке 0P  по направлению 
l  называется предел отношения приращения 
∆ϕ  к численной величине перемещения l∆  
(рис. 1.4): 

0

0
lim l

ll l∆ ∆

ϕ ϕϕ
→

−∂ =∂ .                                      (1.3) 

Очевидно, что значение производной (1.3) существенно зависит 
от выбора направления l , и ее нельзя смешивать с обыкновен-
ной частной производной функции по скалярному аргументу l . 
Производная по направлению характеризует скорость изменения 
скалярной функции в данном направлении. 

Рассмотрим в скалярном поле сечения двух поверхностей 
уровня, которым соответствуют значения скалярной функции 0ϕ  
и 0 ∆ϕ ϕ+  (рис. 1.5). Обозначим через n  нормаль к поверхности 
уровня 0ϕ ϕ= , направленную в сторону возрастания ϕ . Зная 

производную по направлению нормали 

n

ϕ∂
∂ , можно определить производную 

скаляра ϕ  по произвольному направле-
нию l . Действительно, пусть поверх-
ность уровня, проходящая через лежа-
щую в направлении l  точку lP , пересе-
кает нормаль n  в точке nP . Тогда 

0
0

cos( , )

n
l

P P
P P

l n
∧

= . 

Поскольку n lϕ ϕ= , 

0 0

0 0

0 00 00 0

lim cos( , ) lim cos( , )
l n

l n

P P P Pl n

l n l n
l P P P P n

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ∧ ∧

→ →

− −∂ ∂   = = =      ∂ ∂ . 

Таким образом, 

cos( , )l n
l n

ϕ ϕ ∧∂ ∂=∂ ∂ ,                                (1.4) 

Рис. 1.4.
0P

lP

0ϕ

lϕ

l l∆

Рис. 1.5.

0P

nP

lP

0ϕ
0 ∆ϕ + ϕ

n

l
nϕ lϕ

Рис. 1.4 

Рис. 1.5 
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где производная 
n

ϕ∂
∂  характеризует скорость изменения скаляр-

ной функции в направлении нормали. 
Вектор, численно равный скорости изменения скалярной 

функции и направленный по нормали к поверхности уровня в сто-
рону возрастания скаляра ϕ , называется градиентом скаляра ϕ : 

grad n
n

ϕϕ ∂= ∂ .                                       (1.5) 

Направление градиента n  есть направление наиболее быстрого 
возрастания скаляра ϕ . 

Из (1.5) grad
n

ϕ ϕ∂ =∂ , тогда из выражения (1.4) с учетом (1.5) 

следует, что  

grad cos( , ) gradll n
l

ϕ ϕ ϕ∧∂ = =∂ . 

Таким образом, производная ϕ  по направлению l  равна проек-
ции вектора gradϕ  на направление l . В декартовой системе ко-
ординат 

gradx x

ϕϕ ∂= ∂ ,    grady y

ϕϕ ∂= ∂ ,     gradz z

ϕϕ ∂= ∂ , 

grad i j k
x y z

ϕ ϕ ϕϕ ∂ ∂ ∂= + +∂ ∂ ∂ ,                              (1.6) 

22 2

grad
x y z

ϕ ϕ ϕϕ  ∂ ∂ ∂   = + +       ∂ ∂ ∂  . 

Пример. Из курса физики известно, что напряженность электро-
статического поля связана с потенциалом следующим образом: 

gradE ϕ= − . 

Если известно расположение эквипотенциальных поверхно-
стей (поверхностей уровня), то легко изобразить направление на- 
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a. b.

1ϕ
2ϕ

3ϕ

E
E

E
E

gradϕ

1 2 3ϕ > ϕ > ϕ
E

E

1ϕ
2ϕ

3ϕ

E
E

E
E

gradϕ

3 2 1ϕ > ϕ > ϕ
E

E

 
                              а                                                  б 

Рис. 1.6 
 
пряженности поля E . Для положительного и отрицательного то-
чечных зарядов картина поля представлена на рис. 1.6,а и 1.6,б 
соответственно. 

На рис. 1.6 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  – соответствующие значения потен-
циалов на эквипотенциальных поверхностях. 

 
 

1.4.   ДИВЕРГЕНЦИЯ ВЕКТОРНОЙ ФУНКЦИИ 
 
Рассмотрим векторное поле ( )a r . В поле некоторого вектора 

( )a r  (рис. 1.7,а) мысленно выделим бесконечно малую плоскую 
площадку dS, т.е. площадку столь малую, что во всех ее точках 
вектор a  с заданной степенью точности остается постоянным  

по величине и направлению [13]. 
К этой площадке проведем нор-
маль, одно из направлений кото-
рой будем считать положитель-
ным, или внешним, а другое – от-
рицательным, или внутренним. 
При этом положительное направ-
ление нормали вместе с направ-
лением обхода контура площадки 
должно образовывать правовин-
товую систему (рис. 1.7,б). На-

правление нормали охарактеризуем совпадающим с ней единич-
ным вектором 1nn = . 

 

a.

( )a r
dS

n+

n−

a

α

b.
 а 

  б Рис. 1.7  
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Потоком вектора a  через бесконечно малую площадку dS 
называется величина 

cos( , )ndN a dS a a n dS andS adS
∧

= = = = , 

где a  – постоянное значение вектора на площадке dS, na  – его 
проекция на направление n  (проекция вектора на нормаль). Ус-
ловно считают, что элементарная площадка dS имеет направле-
ние, совпадающее с направлением нормали, dS ndS= . 

Для определения потока вектора через поверхность конеч-
ных размеров необходимо разбить ее на бесконечно малые пло-
щадки dS так, чтобы не только вектор a  оставался постоянным 
на каждой из них, но и сами площадки могли считаться плоскими 
(рис. 1.8). Одну из сторон поверхности S называют внутренней, а 

другую – внешней и выбирают соответствую-
щим образом направления внешних нормалей 
к каждому из элементов dS. 

Потоком N  вектора a  через поверхность 
S называется алгебраическая сумма потоков 

na dS через отдельные элементы этой поверх-
ности, что при числе элементов, стремящихся 
к бесконечности, тождественно интегралу по 
поверхности S: 

n
S S

N a dS adS= =∫ ∫ .                                   (1.7) 

Если вычисляется поток вектора через замкнутую поверхность 
(поверхность шара, куба и пр.), выражение (1.7) принимает вид 

n
S S

N a dS adS� �= =∫ ∫ .                                 (1.8) 

В векторном поле ( )a r  выделим некоторый физически ма-
лый объем V∆ , ограниченный произвольной замкнутой поверх-
ностью S∆  (рис. 1.9). В соответствии с (1.8) поток вектора a  
сквозь замкнутую поверхность S∆ , ограничивающую объем V∆ , 
записывается как 

n
a

dS

S

Рис. 1.8.Рис. 1.8 
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n
S S

N a dS adS∆

∆ ∆
� �= =∫ ∫ , 

откуда можно выразить плотность пото-
ка вектора a , т.е. поток в точке. 

Плотность потока вектора a  назы-
вается дивергенцией a : 

 

0 0
div lim lim

V V
S

N dN
a adS V

V dV

∆
∆

∆ ∆∆ ∆
�

→ →

 = = =  ∫ .                  (1.9) 

Другими словами, дивергенция вектора a  в некоторой точке – 
это поток a  на единицу объема, взятого в окрестности этой точ-
ки. Как видно из (1.9), дивергенция – это скаляр, следовательно, 
она образует скалярное поле. Выражение (1.9) является инвари-
антной записью дивергенции, т. е. записью, не зависящей от вы-
бранной координатной системы. В декартовой системе координат 
дивергенция вектора a  имеет вид: 

div
yx z

aa a
a

x y z

∂∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

.                        (1.10) 

Физический смысл дивергенции заключается в следующем 
[3]. Если в некоторой точке P  поля div 0a ≠ , в окрестности этой 
точки существует поток вектора a . При этом, если div 0a > , в 
точке P  находятся источники, или истоки, вектора a , а его по-
ток направлен из объема, взятого в окрестности данной точки. 
Если же div 0a < , в точке P  расположены стоки вектора a , а 
его поток направлен внутрь объема, взятого в окрестности ука-
занной точки. Если же в точке P  div 0a = , потока вектора a  в ее 
окрестности не существует, а значит, в выделенном объеме нет 
ни источников, ни стоков вектора a . Поле, во всех точках кото-
рого div 0a = , называется соленоидальным, т.е. не имеющим ис-
токов. Численная величина diva  характеризует силу, или обиль-
ность, источников поля; в зависимости от знака дивергенции сила 
истоков может быть как положительной, так и отрицательной 
(сток – отрицательный исток поля). 

Рис. 1.9.

n
a

dS

S∆

V∆

Рис. 1.9 
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Впервые понятие "дивергенция" было введено в гидродинамике, 
где дивергенция скорости жидкости v  имеет реальное физическое зна-
чение. Действительно, в каждой точке жидкости дивергенция скорос- 
ти равна рассчитанному на единицу объема количеству жидкости,  
вытекающей из элемента объема dV , окружающего рассматриваемую 
точку: 

0
div lim n

V
S

v v dS V∆
∆ ∆

�
→

 =   ∫ , 

где nv dS – поток вектора скорости жидкости через элемент поверхности 
dS, или объем жидкости, протекающей через этот элемент за единицу 
времени в направлении внешней нормали к dS (рис. 1.10). 

Название "дивергенция" (по латыни – расхождение или расходи-
мость) было избрано для этой величины именно потому, что жидкость 

растекается, или расходится, из тех и только из 
тех точек или участков занимаемого ею про-
странства, в которых div 0v >  [13]. Очевидно, 
что в этих точках должны быть расположены 
источники жидкости, а при div 0v <  – стоки. 

В качестве примера рассмотрим элек-
тростатическое поле. Для такого поля обя-
зательно существует некоторая точка, в ко-
торой div 0E ≠ . Физически это означает, 
что в данной точке электростатическое по-

ле имеет источники: положительные либо отрицательные заря- 
ды (рис. 1.11). 

 
E

E

div 0E >
E

E

div 0E <

 
                              а                                              б 

Рис. 1.11 
 
Для магнитного поля дивергенция напряженности в любой 

точке равна нулю: div 0H = , т. е. магнитное поле не имеет ис-
точников, его силовые линии замкнуты (поле соленоидально).  

v
nv

n

dS

Рис. 1.10.Рис. 1.10 
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На рис. 1.12 изображено магнитное поле длин-
ного проводника с постоянным током. 

Используя выражение (1.9), легко получить 
соотношение, называемое теоремой Остроград-
ского–Гаусса: 

div
V S

adV adS�=∫ ∫ .                 (1.11) 

 Теорема (1.11) позволяет от достаточно сложного интеграла 
по объему diva  перейти к более простому поверхностному инте-
гралу вектора a . 

 
 
1.5.   РОТОР ВЕКТОРНОЙ ФУНКЦИИ 

 
В поле вектора a  выберем произвольный контур, ограничи-

вающий некоторую площадку S∆ , направление движения вдоль 
указанного контура будем считать положительным (рис. 1.13). 

Линейный интеграл вектора a  по 
замкнутому контуру L  называется цир-
куляцией вектора a : 

l
L L

C a dl adl∆ � �= =∫ ∫ , 

где la  – проекция вектора a  на направ-
ление касательной dl , проведенной в 
каждой точке контура, cosla a α= . 

Из точки P  проведем нормаль к площадке S∆  так, чтобы 
направление нормали и направление обхода контура L  были свя-
заны "правилом буравчика" (рис. 1.13). Уменьшая площадку S∆ , 
будем стягивать контур L  к точке P , направление нормали n  
при 0S∆ →  должно оставаться постоянным. С уменьшением 
площадки  уменьшается и контур L , следовательно, уменьшается 
и циркуляция. Рассмотрим отношение циркуляции контура к его 
площади. 

Предел отношения циркуляции C∆  к площади S∆  представ-
ляет собой скалярную величину, равную проекции некоторо- 
го  вектора,  проведенного  из  точки  P ,  на  направление  норма- 

H

H
H

I

Рис. 1.12.Рис. 1.12 

Рис. 1.13.

la

a
α

n

S∆

L

P

Рис. 1.13 
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ли n . Указанный вектор назвали ротором:  

0 0
rot rot lim limn

S S
S

C dC
a a n adl S

S dS

∆
∆

∆ ∆ ∆∆
�

→ →

 = ⋅ = = =  ∫ .         (1.12) 

Таким образом, проекция проведенного из точки поля P  
вектора rota  на данное направление n  равна пределу отношения 
циркуляции вектора a  по контуру произвольной площадки S∆ , 
проходящей через указанную точку и перпендикулярной n , к ве-
личине поверхности этой площадки. 

Поскольку 
dC

dS
 – есть плотность циркуляции вектора a , со-

гласно (1.12) проекция проведенного из точки поля P  вектора 
rota  на направление нормали равна плотно-
сти циркуляции вектора a  по контуру произ-
вольной площадки S∆ . Другими словами, ро-
тор вектора a  является векторной функцией, 
характеризующей циркуляцию a . Направле-
ние rota  в любой точке поля перпендикуляр-
но к проходящей через эту точку плоскости, 
для которой плотность циркуляции макси-
мальна (рис. 1.14). 

В декартовой системе координат 

rot
y yx xz z

a aa aa a
a i j k

y z z x x y

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂ = − + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    .      (1.13) 

На основании (1.13) вектор rota  можно назвать векторной 
пространственной производной вектора a  (в отличие от его ска-
лярной пространственной производной diva  (1.10)). 

Выясним физический смысл ротора вектор-
ной функции [3]. Рассмотрим вращение твердого 
тела с угловой скоростью ω  (рис. 1.15). Вектор 
ω  считают направленным по оси вращения так, 
чтобы направление вращения составляло с век-
тором ω  правовинтовую систему. Расчет пока-
зывает [13], что ротор линейной скорости всех 
точек твердого тела имеет одинаковое значение 
и равен удвоенной угловой скорости его вращения: 

rot 2v ω= .                          (1.14) 

rota

1n

1C∆
P

2 maxC C∆ ∆=

2n

S∆

Рис. 1.14.

Рис. 1.15.

ω

v

Рис. 1.14 

Рис. 1.15 
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Если тело движется поступательно с некоторой скоростью 
constv = , то rot 0v =  для всех его точек, поскольку ротор явля-

ется пространственной производной скорости (1.13), т.е. в дан-
ном случае циркуляция скорости отсутствует. 

В теории упругости доказывается, что соотношение (1.14) 
справедливо не только для твердого, но и для произвольного де-
формирующегося тела (например, жидкости), причем в этом слу-
чае под ω  следует понимать угловую скорость вращения его бес-
конечно малого элемента, находящегося в рассматриваемой точке 
пространства [13]. 

Итак, rot 0a ≠  в тех и только тех точках, которые принадле-
жат элементам тела, находящимся во вращательном движении. 
Именно этому обстоятельству векторная функция rota  и обязана 
своим названием ротора (от латинского roto – вращаю), или вих-
ря вектора a . Векторное поле, ротор которого не равен нулю, 
имеет циркуляцию, или завихренность. Такое поле называют 
вихревым, а ротор определяют как функцию, характеризующую 
способность поля в рассматриваемой точке к образованию вихрей. 

В качестве примера рассмотрим векторное поле скоростей v  
жидкости, в котором rot 0v ≠ . В этом случае вектора скорости 

имеют примерно следующий вид: 
→

↑ ↓
←

 или 
←

↓ ↑
→

, и, возмож-

но, налагаются на скорость общего потока, текущего в одном на-
правлении. Например, поле скоростей воды, вытекающей из от-
верстия, обычно имеет циркуляцию. Его ротор не равен нулю по 
большей части поверхности и, если по воде плывет какой-либо 
предмет, он вращается. 

Если во всех точках поля вектора a  rot 0a = , такое поле на-
зывается безвихревым, или потенциальным. Примером является 
электростатическое поле. Циркуляция вектора напряженности E  
по любому контуру в этом поле равна нулю: 

0
L

Edl� =∫ , 

следовательно, и rot 0E =  в любой точке поля. Таким образом, 
электростатическое поле является безвихревым, или потенциаль-
ным. Магнитное поле является вихревым. Итак, значение ротора 
указывает на характер поля. 

Важное значение для расчета и анализа векторных полей 
имеет формула Стокса, которая легко получается из (1.12). Эта 
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формула связывает циркуляцию вектора поля по замкнутому 
контуру с потоком его ротора через поверхность, ограниченную 
указанным контуром: 

rot
L S

adl adS� =∫ ∫ .                                 (1.15) 

Следует отметить, что форма поверхности, ограниченной задан-
ным контуром в (1.15), остается неопределенной, т.е. через две 
поверхности 1S  и 2S , обладающих одним и тем же конту- 
ром L , проходит одинаковый поток ротора любого непрерывного 
вектора a , равный циркуляции этого вектора по общему контуру 
указанных поверхностей. Формула Стокса (1.15) позволяет рас-
считать поток ротора через поверхность, не вычисляя самого ро-
тора, на основании информации о циркуляции вектора a  по ука-
занному замкнутому контуру L . 

Выражения (1.6), (1.9) и (1.12) могут быть представлены в 
следующем виде: 

0
grad lim

V
S

dS V∆
∆ ∆

ϕ ϕ�
→

 =   ∫ , 

0
div lim

V
S

a adS V∆
∆ ∆

�
→

 =   ∫ , 

0
rot lim

V
S

a dS a V∆
∆ ∆

�
→

 = ×  ∫ . 

Таким образом, все они имеют общий смысл плотности поверх-
ностного интеграла некоторой функции. 

 
 
1.6.   ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА 

 Для упрощения записи и удобства применения операций 
градиента, дивергенции и ротора в векторном анализе использу-
ют символический дифференциальный оператор Гамильтона ∇  
(набла), обладающий как свойствами дифференцирования, так и 
векторными свойствами. В декартовой системе координат опера-
тор имеет вид: 

i j k
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

.                              (1.16) 
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Формально перемножая ∇  на скаляр ϕ  или на вектор a  
(скалярно или векторно), можно получить формулы для градиен-
та (1.6), дивергенции (1.10) и ротора (1.13). Указанные преобра-
зования выполним в декартовой системе координат. 

1) Умножение ∇  на скалярную функцию ϕ : 

gradi j k i j k
x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ∇ϕ = + + ϕ = + + = ϕ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ; 

2) скалярное умножение ∇  на вектор a : 

divyx z
x x y y z z

aa a
a a a a a

x y z

∂∂ ∂∇ = ∇ +∇ +∇ = + + =
∂ ∂ ∂

; 

3) векторное умножение ∇  на вектор a : 

rot

x y z

i j k

a a
x y z

a a a

∂ ∂ ∂∇× = =
∂ ∂ ∂

. 

Итак,  
gradϕ = ∇ϕ ,                                      (1.17) 
div a a= ∇ ,                                        (1.18) 
rota a= ∇× .                                     (1.19) 

Используя векторные свойства оператора Гамильтона и учи-
тывая (1.17) – (1.19), легко вычислить следующие соотношения: 

[ ]div rot rot 0a a a= ∇ = ∇ ∇× = ;                      (1.20) 

( )rotgrad grad 0ϕ = ∇× ϕ = ∇× ∇ϕ = ;               (1.21) 
2div grad gradϕ = ∇ ϕ = ∇∇ϕ = ∇ ϕ = ∆ϕ ,          (1.22) 

где 2∆ = ∇  – оператор Лапласа (лапласиан). 
В декартовой координатной системе 

2 2 2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂∆ = + +
∂ ∂ ∂

, 

(1.23) 
2 2 2

2 2 2x y z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ∆ϕ = + +∂ ∂ ∂ . 
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Выражения градиента, дивергенции, ротора и лапласиана в 
различных системах координат [1, 8] приведены в табл. 1.1. 

 
Т а б л и ц а  1.1 

 

Опе- 
рации 
век- 
тор- 
ной 
алгеб- 
ры 

Системы координат 

Декартова 
( , , )x y z  

Цилиндрическая 
( , , )r zψ  

Сферическая  
( , , )R θ ψ  

gradϕ  i j k
x y z

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂  

1
1 1rr r

k
z

ψ
ϕ ϕ

ψ
ϕ

∂ ∂+ +∂ ∂
∂+ ∂

 

1
1 1

1
1

sin

RR R

R

θ

ψ

ϕ ϕ
θ
ϕ

θ ψ

∂ ∂+ +∂ ∂
∂+ ∂

 

diva  yx zaa a

x y z

∂∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

 

1 1
( )r

z

a
ra

r r r

a

z

ψ
ψ

∂∂ + +∂ ∂
∂+ ∂

 

( )
( )

2
2

1

1
sin

sin

1

sin

RR a
RR

a
R

a

R

θ

ψ

θθ θ

θ ψ

∂ +∂
∂+ +∂

∂+ ∂

 

rota  

x y z

i j k

x y z

a a a

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 

1 1r

r z

r k r

r z

a ra a

ψ

ψ

ψ
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂  

2

111

sinsin

sin

R

R

R RR

R

a Ra R a

ψθ

θ ψ

θθ

θ ψ
θ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂  

ϕ∆  
2 2 2

2 2 2x y z

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂  
2 2

2 2 2

1
( )

1

r
r r r

r z

ϕ

ϕ ϕ
ψ

∂ ∂ +∂ ∂
∂ ∂+ +∂ ∂

 

2
2

2

2

2 2 2

1
( )

1
sin

sin

1

sin

R
R RR

R

R

ϕ

ϕθθ θθ
ϕ

θ ψ

∂ ∂ +∂ ∂
∂ ∂ + +  ∂ ∂

∂+ ∂
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2.     ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ  
        И ОБЛАСТИ ЕГО ПРИМЕНЕНИЯ 

 
Электромагнитное поле – это особый вид материи. Всякая 

электрически заряженная частица окружена электромагнитным 
полем, составляющим с ней единое целое. Однако электромаг-
нитное поле может существовать и в свободном, отделенном от 
заряженных частиц, состоянии в виде фотонов или электромаг-
нитных волн, движущихся со скоростью, близкой к скорости све-
та ( 83 10 м с⋅ ). Электромагнитному полю свойственно непрерыв-
ное распределение в пространстве, но вместе с тем оно обна-
руживает и дискретную структуру в виде квантов излучения (фо-
тонов). 

Электромагнитное поле характеризуется наличием магнит-
ного и электрического полей, связанных непрерывным взаимным 
превращением. Эти поля представляют собой две стороны едино-
го электромагнитного поля, различные его проявления. Деление 
объективно существующего (независимо от наших наблюдений) 
электромагнитного поля на две его составляющие: поле электри-
ческое и поле магнитное – относительно, т.е. зависит от условий, 
при которых осуществляется наблюдение электромагнитного по-
ля с помощью тех или иных устройств. 

Электромагнитное поле является носителем 
определенного количества энергии, которая спо-
собна преобразовываться в другие виды: химиче-
скую, тепловую, энергию механического движения. 

Электромагнитное поле обладает массой, ко-
торая соответствует переносимой энергии и может 
быть определена из общей связи между полной 
энергией и полной массой (знаменитая формула А. 
Эйнштейна) 

2W mc= , 

где 83 10 м сc = ⋅  – скорость света в вакууме. Однако плотность 
массы электромагнитного поля несоизмеримо мала по сравнению 
с плотностью всех известных веществ. Так, при напряженности 
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поля, приблизительно равной 810 B м , плотность массы оказыва-
ется равной 17 12 310 ...10 кг м− − , т.е. представляет собой весьма 
малую величину. Ничтожная плотность массы используемых на 
практике электромагнитных полей дает основание, как правило, 
пренебрегать этой характеристикой и обращать внимание лишь 
на энергетическую сторону рассматриваемых явлений. Благодаря 
столь малой плотности массы энергия поля легко передается 
вдоль проводов и в свободном пространстве со скоростью света. 

Перечисленные свойства электромагнитного 
поля свидетельствуют о том, что оно, как и вещест-
во, обладает массой, энергией, количеством движе-
ния и моментом количества движения, т. е. являет-
ся физической реальностью, обладает всеми свой-
ствами материи. Но в то же время, в отличие от 
вещества, поле характеризуется особым электро-
магнитным свойством, не рассматриваемым в ме-
ханике, – способностью оказывать силовое воздей-
ствие на заряженные частицы. Сила этого воздей-
ствия зависит от скорости частиц. 

Свойства электрических и магнитных полей вызывали непо-
нимание у исследователей прошлого. В особенности это относит-
ся к открытию А. Эйнштейна о связи массы и энергии, согласно 
которому электромагнитное поле одновременно можно рассмат-
ривать как поток частиц и как волны. Чувства и мысли ученых 
прошлого очень ярко отражены в следующем четверостишии: 

Был этот мир глубокой тьмой окутан. 
Да будет Свет! И вот явился Ньютон. 
Но Сатана недолго ждал реванша: 
Пришел Эйнштейн, и стало все, как раньше. 

Вообще, первым исследователям (XVIII в.) электричество казалось 
удивительным явлением. Демонстрации свойств электрического поля 
даже посвящались специальные выставки. Так, вероятно, наиболее эф-
фектным номером одной из популярных выставок по электричеству, 
проводившейся в то время в Англии (Лондон, 1730 г.), была электриза-
ция мальчика, подвешенного на шелковых нитях: его волосы вставали 
дыбом, а с кончика носа можно было снимать искры. 
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Использование необычных свойств поля в 
электромагнитных устройствах позволяет управ-
лять большими потоками энергии, создавать слож-
ные быстродействующие кибернетические системы 
управления и вычислительные машины, передавать 
огромные объемы информации на большие рас-
стояния, в т. ч. посылать сигналы на сотни миллио-
нов километров в космическое пространство, и т.д. 

Примером достижений современной техники, 
связанных с использованием электромагнитного 
поля, являются работы по предсказанию, обнару-
жению и исследованию бесщелевых полупровод-
ников и экситонных фаз, получившие в 1983 г. Го-
сударственную премию СССР. 

Бесщелевые полупроводники – это, по существу, новый тип 
вещества. От обычных полупроводников они отличаются отсутствием 
энергетической щели между валентной зоной и зоной проводимости. 
Это приводит к тому, что для зарождения пары электрон-дырка требу-
ется значительно меньше энергии, следовательно, свойствами таких 
полупроводников можно управлять при помощи слабых воздействий: 
электрическим или магнитным полем, давлением или введением особых 
примесей. 

Эксперименты по созданию нового вещества 
проводились на установке, создававшей рекордное 
по напряженности магнитное поле – до 600 тыс. эр-
стед. Ни в одной лаборатории мира в то время еще 
не было такого сверхмагнита, в основу создания 
которого легли идеи академика П.Л. Капицы. С 
помощью магнитного поля ученые научились "пе-
рекраивать" зоны по своему усмотрению, напри-
мер, превращая диэлектрик в металл, металл в ди-
электрик: включили поле – металл, отключили – 
диэлектрик. 
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Изменение энергетического спектра, осуществляемое бес-
контактным способом (с помощью магнитного поля), происходит 
за миллиардные доли секунды (10–12 с), которые необходимы для 
перестройки электронной системы вещества. Такая рекордная 
безынерционность процесса превращения металла в диэлектрик и 
обратно позволит создавать, например, мгновенно действующие 
электронные коммутаторы, такие как антенный переключатель 
для локатора, благодаря чему намного улучшится качество "зре-
ния" подобных устройств. Новые ЭВМ, созданные на основе ве-
ществ в бесщелевом состоянии, будут "думать" значительно бы-
стрее. 

Приборы, выполненные на бесщелевых полупроводниках, смо-
гут работать при сколь угодно малом напряжении. Уже существуют 
диоды, способные действовать от обычной термопары, дающей раз-
ность потенциалов порядка нескольких милливольт. 

Еще одной важной областью практического применения бесщеле-
вых полупроводников является создание приемников и генераторов 
электромагнитного излучения в самом широком диапазоне частот – от 
радиочастот до инфракрасных. Большой интерес представляет разра-
ботка на основе таких полупроводников лазера инфракрасного диапазо-
на с перестраиваемой при помощи магнитного поля частотой излучения 
и многое другое. 

Все современные технологии непосредствен-
но связаны с использованием электромагнитного 
поля. Например, фантастические возможности 
применения магнитных полей открывает явление 
высокотемпературной проводимости. Сверхпрово-
дящие магниты – это мощные магнитные поля, 
достаточные для удержания термоядерной плазмы, 
что позволит в будущем отказаться от использова-
ния нефти, газа, урана. 

Создание лазерных термоядерных установок импульсного дей-
ствия уже стало реальностью. В 1995 г. в Московском физико-энергети-
ческом институте создана лазерная установка с ядерной накачкой энер-
гии (ОКУЯН – оптический квантовый усилитель с ядерной накачкой), 
осуществляющая прямое преобразование ядерной энергии в лазерное 
излучение. В импульсе установки (так называемого, современного "ги-
перболоида инженера Гарина") за 40…100 миллионных долей секунды 
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рождается энергия, сравнимая с той, что может дать за столь короткое 
время вся мировая энергетика. 

В настоящее время в Ливерморской лаборатории США дейст-
вует аналогичная лазерная установка, фокусирующая в одной точке 
двенадцать лазерных лучей для создания мощного энергетического сгу-
стка. "Стреляет" эта установка один раз в месяц, и при этом, как шутят 
американцы, "гаснет свет по всей Калифорнии". Занимает этот "монстр" 
огромное здание. 

Российский ОКУЯН способен создать в импульсе аналогичную 
энергию в одном лазерном луче, и занимает он небольшой зал лабора-
торного корпуса. Коэффициент полезного действия установки в не-
сколько раз выше, чем у Ливерморской. 

Идея использования мощных магнитных по-
лей лежит и в основе разработки сверхскоростных 
поездов на сверхпроводящей магнитной подушке. 

Многие свойства электромагнитного поля все еще остаются 
не изученными. Возможно, все необъяснимые природные явле-
ния связаны с каким-либо его проявлением. 

Вот, например, некоторые гипотезы, объясняющие сущест-
вование Снежного человека: 

1) отторженная энергетическая электромагнитная структура 
человека после его физической смерти; 

2) полевая форма жизни, когда человекоподобное существо стано-
вится видимым только в определенных метеорологических и геофизи-
ческих условиях и геометрии окружающего пространства. 

Известно о существовании в природе уникумов, подобных 
слизевику (улитке без панциря). Такая улитка представляет собой 
группу клеток размером в сотые доли миллиметра, связанных 
между собой электромагнитным полем. В минуты опасности эти 
клетки могут принять форму гриба или рассыпаться так, что ста-
нут невидимыми. Возможно, феномен Снежного человека или 
Лохнесского чудовища имеет такое же объяснение. 

Согласно учению Е. Блаватской: "Жизнь – 
это параллельное сосуществование в определенном 
объеме пространства двух форм существования ма-
терии – белковой и полевой". Таким образом, изу-
чение свойств электромагнитного поля полезно не 
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только с научной, но и с мировоззренческой точки 
зрения. 

В теорию электромагнитного поля внесли 
вклад множест- 
во ученых, однако пальма первенства, безусловно, 
принадлежит Дж. К. Максвеллу, в уравнениях ко-
торого заключена вся теория электродинамики. 

 
 
 

3.    ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  
       ПОЛЯ 
 
3.1.   УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ  
         В ИНТЕГРАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

 
Для характеристики электромагнитного поля в любых средах 

наряду с вектором напряженности E  используют вектор элек-
трического смещения, или электрической индукции, D . Для од-
нородных и изотропных сред D  и E  связаны следующим соот-
ношением [4]: 

0a rD E Eε ε ε= = ,                                   (3.1) 

где 0a rε ε ε=  – абсолютная диэлектрическая проницаемость сре-
ды (Ф м ), rε  – ее относительная диэлектрическая проницае-
мость, 7 12

0 2
10 8.856 10 Ф м

4 с
ε

π

−= ≈ ⋅  – электрическая постоян-

ная. Вектор электрического смещения не зависит от свойств среды. 
Рассмотрим четыре основных закона электродинамики. 
 
 

3.1.1. Теорема Гаусса (постулат Максвелла) 
 
  Поток вектора электрической индукции (вектора электри-

ческого смещения) D  сквозь произвольную замкнутую поверх-
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ность S равен алгебраической сумме свободных зарядов, распо-
ложенных в объеме, ограниченном этой поверхностью (рис. 3.1): 

1

n

k
kS V

DdS Q Q dVρ�
=

= = =∑∫ ∫ ,          (3.2) 

где kQ  – k-й дискретный свободный заряд, распо-
ложенный внутри объема; Q  – полный (суммар-
ный) свободный заряд внутри объема; ρ  – объем-
ная плотность свободного заряда [4] (для случая 
его непрерывного распределения), 

0
lim
V

Q dQ

V dV

∆

∆ ∆
ρ

→
= = . 

Физический смысл выражения (3.2) заключается в следую-
щем. Если поток вектора D  через замкнутую поверхность S не 
равен нулю, то внутри объема, ограниченного этой поверхно-
стью, заключены источники данного вектора. Иными словами, 
источниками вектора D  являются свободные заряды. Если заря-
дов внутри поверхности нет, то поток вектора D  сквозь такую 
поверхность равен нулю. 

Геометрический смысл (3.2): линии вектора электрической 
индукции D  связаны со свободными зарядами. Они начинаются 
на свободных зарядах и заканчиваются на них. 

Соотношение (3.2), полученное К. Гауссом  
для неподвижных зарядов (постоянных полей), Дж. 
Максвелл обобщил (постулировал) на любое элек-
трическое поле. Таким образом, выражение (3.2) 
справедливо для постоянных и переменных полей. 

 
 
 
 

3.1.2. Принцип непрерывности линий  
          магнитной индукции 

 

S D

n
Q+

DD

D

Рис. 3.1.Рис. 3.1 
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  Поток вектора магнитной индукции B  сквозь любую замк-
нутую поверхность S равен нулю: 

0
S

BdS� =∫ ,                                      (3.3) 

где для однородных изотропных сред 

aB Hµ= ;                                        (3.4) 

H  – напряженность магнитного поля; 0a rµ µ µ=  – абсолютная 
магнитная проницаемость среды; rµ  – относительная магнитная 
проницаемость среды; 7

0 4 10 Гн мµ π −= ⋅  – магнитная посто-
янная. 

Геометрический смысл закона (3.3): линии вектора магнит-
ной индукции всюду непрерывны и замкнуты. 

Физическое содержание выражения (3.3) заключается в том, 
что не существует источников вектора B , т.е. не существует 
магнитных зарядов. Под магнитным зарядом подразумевают 
магнитный монополь Дирака, т.е. отдельный, самостоятельно су-
ществующий "северный" или "южный" полюс (магнит). 

Магнитный монополь ученые с особой настойчивостью ищут с 
тех пор, как в 1931 г. Полю Дираку удалось ввести это понятие в теорию 
квантовой электродинамики и тем самым показать, что теоретически он 
может существовать. Магнитный монополь пытаются найти в космиче-
ских лучах и продуктах ядерных реакций, в метеоритах и грунтах дру-
гих планет (лунных породах и пр.). Настойчивость этих поисков, в ча-
стности, объясняется тем, что без признания его существования в ре-
альном мире невозможно решение проблемы объединения всех физиче-
ских взаимодействий, доказательства их единой природы. Если все 
взаимодействия имеют одну основу (это, так называемое, "великое объ-
единение"), то магнитный монополь обязательно должен существовать. 

В 1982 г. американский журнал "Физикал Ревью Летерс" ("Physical 
Review Letters") опубликовал небольшую статью Блеза Кабреры, моло-
дого ученого из Стенфордского университета, в которой описывался 
следующий эксперимент. В сосуд с жидким гелием была помещена ка-
тушка ниобиевой проволоки. В полученный таким образом сверхпро-
водник ввели порцию энергии, после чего в нем начал циркулировать 
электрический ток и продолжал циркулировать несколько месяцев без 
существенных изменений. Ток в катушке измерялся прибором со сверх-
проводниковым датчиком, способным улавливать малейшие изменения 
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магнитного потока. Такие изменения случались, например, при добав-
лении жидкого гелия в охлаждающую систему для компенсации естест-
венных потерь.  Кроме того, прибор отметил до трех десятков случай-
ных "всплесков" магнитного потока, после которых поток быстро воз-
вращался к исходному уровню. Но вот однажды ток в ниобиевой сверх-
проводящей катушке резко возрос, магнитный поток увеличился в во-
семь раз! Сам экспериментатор объяснил это явление так: через катуш-
ку пролетел магнитный монополь, который навел в ней дополнитель-
ную ЭДС, что и привело к резкому возрастанию тока. Достоверность 
таких выводов Б. Кабрера оценил в 95 %, другие специалисты считают, 
что вероятность ошибки при эксперименте значительно выше, и предла-
гают подождать с признанием открытия. Не вдаваясь в суть этих спо-
ров, отметим, что многие ученые все же полагают, что общепринятое 
заявление "магнитный монополь не обнаружен…" следует дополнить 
оговоркой: "… если не считать не абсолютно достоверных результатов 
эксперимента Б. Кабреры". 

Поиски доказательств существования магнитного монополя в 
природе – одна из важнейших задач фундаментального естествознания. 
Три столетия опытов пока не опровергли закона (3.3). Обнаружение 
магнитного монополя станет революцией в физике элементарных час-
тиц, однако на макроскопической теории поля не отразится, так же как 
открытие Эйнштейна (теория относительности) не затронуло основ ме-
ханики Ньютона. 

 
 
3.1.3. Закон полного тока 

 
  Закон полного тока устанавливает связь ме-

жду электрическим током и напряженностью маг-
нитного поля и формулируется следующим обра-
зом. 

Циркуляция напряженности магнитного поля по любому 
замкнутому контуру равна полному току сквозь поверхность, 
ограниченную этим контуром: 

L

H dl i� =∫ .                                      (3.5) 

Первоначально под полным током i  в (3.5) понималась алгеб-
раическая  сумма  токов проводимости, пересекающих площадку,  
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ограниченную контуром L  (рис. 3.2): 

1 2 3
1

n

k
k

i i i i i
=

= = + −∑ , 

где со знаком "+" берутся токи, совпадающие по направлению с 
нормалью к площадке (поверхности) S, т.е. токи, направления 
которых образуют правоходовую систему с направлением обхода 
контура L  [5]. 

 

4i5i
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3i
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Рис. 3.2 

 
Дж. Максвелл обобщил закон (3.5) на любые 

среды, под полным током понимая алгебраическую 
сумму токов проводимости, смещения и переноса 
[4]: 

пр см перi i i i= + + , 

где пр пр
S

i J dS= ∫  – ток проводимости, прJ  – его плотность, 

прJ Eγ= ,                                         (3.6) 

γ  – удельная проводимость вещества; см см

S

i J dS= ∫  – ток смеще-
ния, смJ  – плотность тока смещения, 
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см

D
J

t

∂=
∂

;                                        (3.7) 

пер пер
S

i J dS= ∫  – ток переноса, перJ  – плотность тока переноса, 
характеризующаяся объемной плотностью заряда ρ  и средней 
скоростью их направленного, упорядоченного движения 

срV V≡ : 

пер срJ V Vρ ρ= = .                                    (3.8) 

В соответствии с вышесказанным плотность полного тока в 
произвольной среде описывается следующим соотношением: 

пр пер см ср
D

J J J J E V
t

γ ρ ∂= + + = + + ∂ ,                    (3.9) 

а полный ток характеризуется выражением 

S

i J dS= ∫ .                                          (3.10) 

С учетом (3.9) и (3.10) обобщенный на любые среды (любые 
типы токов) закон (3.5) примет вид 

L S

H dl i J dS� = =∫ ∫ .                                  (3.11) 

 
 

3.1.4. Закон электромагнитной индукции 
 
  Закон электромагнитной индукции, или закон Фарадея, 

формулируется следующим образом. 
Электродвижущая сила, возникающая в контуре при изме-

нении магнитного потока сквозь поверхность, ограниченную 
этим контуром, равна скорости изменения потока, взятой со 
знаком "минус", т.е. 

Ф
e

t

∂= −
∂

,                                          (3.12) 

где электродвижущая сила определяется как 
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L

e Edl�= ∫ ,                                       (3.13) 

магнитный поток [4, 5] записывается в виде 
Ф

S

BdS= ∫ .                                       (3.14) 

Закон электромагнитной индукции определяет связь электриче-
ского поля с изменяющимся во времени магнитным полем. 

С учетом (3.13) и (3.14) закон (3.12) можно представить в 
форме 

L S S

B
Edl BdS dS

t t�
∂ ∂= − = −
∂ ∂∫ ∫ ∫ .                     (3.15) 

Аналогично (3.5) закон электромагнитной индукции Дж. Максвелл 
обобщил на любые среды. 

Физическое содержание (3.11) и (3.15): любое изменение 
магнитного поля во времени вызывает возникновение в той же 
точке пространства связанного с ним поля электрического. 

Запишем (3.2), (3.3), (3.11) и (3.15) в виде системы уравнений 

;

0;

;

.

S V

S

L S

L S

DdS dV

BdS

H dl J dS

B
Edl dS

t

ρ�

�

�

�

= = = ∂ = − ∂ 

∫ ∫
∫
∫ ∫

∫ ∫

                                (3.16) 

В виде системы (3.16) представлены основные уравнения элек-
тромагнитного поля в интегральной форме. 

 
 

3.2.   УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 
 
Перейдем к другой математической форме записи основных 

законов электродинамики – дифференциальной, физический смысл 
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(3.16) при этом не изменяется. Вообще, выбор формы записи 
уравнений электродинамики определяется типом решаемой зада-
чи. Часто для решения той или иной задачи удобнее использовать  
дифференциальные соотношения. 

Дифференциальная запись является наиболее точным спосо-
бом представления законов электромагнитного поля, поскольку 
она характеризует поле в точке пространства и ее окрестности. 

Рассмотрим первое уравнение системы (3.16), используя по-
нятие дивергенции (1.9). Определим плотность потока вектора 
D , уменьшая объем V∆  так, чтобы заряд ρ  в пределах этого 
объема оставался постоянным, что позволяет вынести ρ  за знак 
интеграла: 

0 0
div lim lim

V V
S

D DdS V dV V∆ ∆
∆ ∆∆ ρ

ρ ρ�→ →

  = = =       ∫ ∫ , 

т.е. в точке поля 
div D ρ= .                                      (3.17) 

Соотношение (3.17) является теоремой Гаусса в дифферен-
циальной форме. Как уже упоминалось выше, физический смысл 
выражения (3.17) остался неизменным, но, в отличие от первого 
уравнения системы (3.16), оно несет информацию о векторе D  в 
каждой точке пространства, следовательно, и смысл (3.17) стано-
вится более очевидным. Используя понятие дивергенции (см. 
подраздел 1.4), закон (3.17) можно интерпретировать следующим 
образом. Поле вектора D  имеет источники, причем его источни-
ками являются свободные заряды. Из точек, в которых div 0D > , 
линии D  исходят; в точки, где div 0D < , – входят. Другими сло-
вами, линии вектора D  начинаются и заканчиваются на свобод-
ных зарядах. 

Выражение (3.17), как и первое уравнение системы (3.16), 
справедливо для постоянных и переменных полей. 

Аналогичным образом перейдем к дифференциальной форме 
записи второго уравнения системы (3.16), используя теорему 
Остроградского–Гаусса (1.11): 

div 0
S V

BdS BdV� = =∫ ∫ , 

откуда 
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div 0B= .                                        (3.18) 

При использовании понятия дивергенции (см. подраздел 1.4) ста-
новится очевидным физический смысл (3.18): источников векто-
ра магнитной индукции B  не существует, т. е. не существует 
магнитных зарядов. Линии вектора B  непрерывны, а его поле 
является соленоидальным. 

Для записи закона полного тока (третье уравнение системы 
(3.16)) в дифференциальной форме воспользуемся теоремой Сто-
кса (1.15): 

rot
L S S

H dl H dS i J dS� = = =∫ ∫ ∫ .                      (3.19) 

Поскольку интегрирование осуществляется по произвольной по-
верхности S, подынтегральные выражения в (3.19) равны, следо-
вательно, 

пр перrot
D

H J J J
t

∂= = + +
∂

.                            (3.20) 

Физическое содержание (3.20) следует из определения ротора 
векторной функции (см. раздел 1.5): магнитное поле порождается 
не только движущими зарядами (ток проводимости и ток перено-
са), но и изменяющимся электрическим полем (плотность тока 

смещения см

D
J

t

∂=
∂

). Из (3.20) видно, что магнитное поле, соз-
данное токами проводимости и переноса, ничем не отличается от 
магнитного поля, созданного током смещения. Все три типа то-
ков одинаково связаны с магнитным полем (равноправно входят 
в уравнение (3.20)), в этом заключается их единственное сходст-
во, поскольку, как уже упоминалось, токи проводимости и пере-
носа связаны с движущимися зарядами (заряженными частица-
ми), а ток смещения – с изменяющимся электрическим полем D , 
или E . 

Используя теорему Стокса, перейдем к дифференциальной 
форме закона электромагнитной индукции (четвертое уравнение 
системы (3.16)): 

rot
L S S

B
Edl E dS dS

t�
∂= = −
∂∫ ∫ ∫ , 

соответственно 
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rot
B

E
t

∂= −
∂

.                                    (3.21) 

Физический смысл (3.21): электрическое поле возбуждается 
не только зарядами, но и изменяющимся магнитным полем. 

Если электрическое поле порождается только зарядами, т. е. 
0

B

t

∂ =
∂

, то выражение (3.21) примет вид 

rot 0E = , 
физический смысл которого напрямую следует из физического 
смысла ротора векторной функции (см. раздел 1.5): электриче-
ское поле, возбуждаемое зарядами, является безвихревым потен-
циальным полем. 

Электрическое же поле, порождаемое переменным магнит-
ным полем, является вихревым, поскольку в некоторых точках 

пространства 0
B

t

∂ ≠
∂

, т.е. rot 0E ≠ . 

Очевидно, что уравнения (3.20) и (3.21) нельзя рассматри-
вать независимо друг от друга. Они описывают две стороны еди-
ного электромагнитного поля – поле магнитное и поле электри-
ческое, связанные взаимным превращением. Итак, магнитное и 
электрическое поля влияют друг на друга. Изменение B  приво-
дит к возникновению E , изменение D  ( E ) ведет к возникнове-
нию H  ( B ). 

Запишем все законы электромагнитного поля в дифференци-
альной форме (3.17), (3.18), (3.20), (3.21) в единую систему урав-
нений, поставив на первое место выражения (3.20), (3.21) как 
наиболее значимые: 

пр перrot ;

rot ;

div 0;

div .

D
H J J J

t

B
E

t

B

D ρ

∂= = + + ∂ ∂ = − ∂ = = 

                     (3.22) 
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Система (3.22) образует систему уравнений Максвелла, наи-
более полно и точно (насколько это известно) описывающих все 
проявления электромагнитного поля, в них заключена вся элек-
тродинамика. 

В физике нет уравнений, подобных по значимости уравнени-
ям Максвелла. Знаменитый физик Л. Больцман писал о них, по-
вторяя вслед за Гёте ("Фауст"): "Тот – Бог, кто эти знаки начер-
тал!" 

Известный американский физик Р. Фейнман в своих лекциях пи-
шет [18]: "В истории человечества (если посмотреть на нее, скажем, 
через тысячу лет) самым значительным событием XIX столетия, несо-
мненно, будет открытие Максвеллом законов электродинамики. На фо-
не этого важного научного открытия гражданская война в Америке в 
том же десятилетии будет выглядеть мелким провинциальным проис-
шествием". 

Явления, описываемые уравнениями Мак-
свелла, могут быть очень сложными. Самым лег-
ким для изучения является случай, называемый 
статическим, когда поле создается неподвижными 
зарядами или зарядами, движущимися с постоян-
ной скоростью (их ток постоянен). Математически 
эти условия можно представить в следующем виде: 

( )
0

t

∂ ⋅ =
∂

,       ( )J f t≠ . 

В этом случае система уравнений Максвелла (3.22) записывается 
следующим образом: 

для электростатического поля, т. е. поля не-
подвижных зарядов (электростатика) 

rot 0;

div ;

E

D ρ
= = 

 

для магнитного поля постоянного тока, т. е. поля, создан-
ного зарядами, движущимися с постоянной скоростью (магнито-
статика) 
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пр перrot ;

div 0.

H J J J

B

= = + = 
 

Таким образом, система (3.22) распалась на две подсистемы, 
причем первая подсистема описывает все свойства электрическо-
го поля E , а вторая – все свойства магнитного поля B , и между 
собой эти два поля не связаны. Это значит, что если заряды не-
подвижны и токи не изменяются во времени, то электричество и 
магнетизм – явления разные, не зависящие друг от друга. Нельзя 
обнаружить никакой взаимосвязи полей  E  и B , если не проис-
ходят изменения зарядов (в пространстве или во времени) или 
токов, или магнитное поле остается постоянным, например, пока 
не начнет заряжаться конденсатор или магнит двигаться. 

С математической точки зрения уравнения 
электростатики и магнитостатики (две подсистемы 
(3.22)) представляют собой идеальные объекты для 
изучения, поскольку электростатика – это чистый 
пример векторного поля с нулевым ротором и за-
данной дивергенцией, а магнитостатика – поля с 
нулевой дивергенцией и заданным ротором. 

 
 

3.3.  ТЕОРЕМА УМОВА–ПОЙНТИНГА 
 
Наряду с уравнениями Максвелла большое значение в элек-

тродинамике имеет теорема Умова-Пойнтинга, математически 
выражающая закон сохранения энергии в электромагнитном по-
ле. Она показывает взаимосвязь изменения энергии в каком-либо 
объеме с потоком энергии через поверхность, ограничивающую 
этот объем. Теорема представляет собой своеобразное уравнение 
энергетического баланса в теории поля подобно уравнению ба-
ланса мощностей в электрических цепях. 

Рассмотрим электромагнитное поле в проводящей среде и 
диэлектрике, пренебрегая током переноса, т. е. будем считать, что 

пр см пр
D D

J J J E J
t t

γ ∂ ∂= + = + = +∂ ∂ .                  (3.23) 
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Полагая среду однородной и изотропной, т. е. 
constaε = ,     constaµ = ,     constγ = , 

запишем два первых уравнения системы (3.22) с учетом (3.1)  
и (3.4): 

rot ;

rot .

a

a

E
H E

t

H
E

t

γ ε

µ

∂= + ∂ ∂ = − ∂ 
                                (3.24) 

Энергия электромагнитного поля эмW  в объеме V  

эм э мW W W= + ,                                       (3.25) 

где эW  – энергия электрического поля в объеме V , 

э 2V

ED
W dV= ∫ ,                                      (3.26) 

плотность которой, т.е. энергия в единице объема, определяется как 

э 2

E D
w = ;                                           (3.27) 

мW  – энергия магнитного поля в объеме V , 

м 2V

H B
W dV= ∫ .                                   (3.28) 

Плотность энергии магнитного поля имеет вид 

м 2

H B
w = .                                        (3.29) 

С учетом (3.27) и (3.29) плотность энергии электромагнитного 
поля может быть представлена как 

эм э м 2 2

ED H B
w w w= + = + .                        (3.30) 

Подставляя (3.26) и (3.28) в (3.25), имеем 
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( )эм э м 2 2V V

E D H B
W w w dV dV

 = + = +  ∫ ∫ .              (3.31) 

Для однородных изотропных сред ( constaε = , constaµ = , 
constγ = ), учитывая (3.1), (3.4), (3.27) и (3.29), получим 

( )2 2
э 2 2

a aE
w E

ε ε
= = , 

( )2 2
м 2 2

a aH
w H

µ µ= = , 

что при подстановке в (3.31) дает 

( ) ( )2 2

2 2
эм 2 2 2 2

a a a a

V V

E H
W dV E H dV

ε µ ε µ    = + = +    ∫ ∫ .    (3.32) 

Энергия электромагнитного поля непрерывно изменяется во 
времени. Дифференцируя (3.32) по времени, определим измене-
ние энергии в объеме V : 

( )э мэм
a a

V V

w wW E H
E dV H dV

t t t t
ε µ∂ +∂ ∂ ∂= = +∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ .        (3.33) 

Выразив из уравнений (3.24) частные производные 
напряженностей электрического и магнитного по-
лей по времени, подставим их в (3.33): 

( ) 2эм rot rot
V V

W
E H H E dV E dV

t
γ∂ = − −∂ ∫ ∫ .              (3.34) 

Из векторного анализа известно [2], что 

div( ) rot rotE H H E E H× = − .                       (3.35) 

Используя (3.35), а также теорему Остроградского–Гаусса (1.11) 
в форме 

div( ) ( )
V S

E H dV E H dS�× = ×∫ ∫ , 

преобразуем (3.34) к следующему виду: 
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2эм( )
S V

W
E H dS E dV

t
γ�

∂− × = +∂∫ ∫ .                   (3.36) 

Векторное произведение E H×  обозначим через П . Вектор 
П  называют вектором Пойнтинга, он одновременно характери-

зует электрическое и магнитное поля  
и имеет размерность поверхностной 

плотности мощности – 2ВА м . Вектор 
Пойнтинга образует с векторами E  и 
H  правую тройку, или правоходовую  
систему (рис. 3.3). 

 
С учетом принятого обозначения уравнение (3.36) запишет-

ся как 

2эмП
S V

W
dS E dV

t
γ�

∂− = +∂∫ ∫ .                           (3.37) 

Полученное выражение называется теоремой Умова–Пойнтинга. 

Здесь эмW

t

∂
∂

 – скорость изменения запаса электромагнитной энер-

гии в объеме V , или мощность, затрачиваемая на изменение энер-

гии электромагнитного поля в этом объеме (если  эм 0
W

t

∂ >
∂

, элек-
тромагнитная энергия внутри объема увеличивается); 2

V

E dVγ∫  – 

мощность тепловых потерь в объеме V , где 2
дp Eγ=  – количе-

ство электромагнитной энергии, переходящей в единицу времени 
в тепловую энергию в каждой точке пространства, т. е. мощность 
тепловых потерь в каждой точке пространства (закон Джоуля–
Ленца в дифференциальной форме); П ( )

S S

dS E H dS� �= ×∫ ∫  – поток 

вектора Пойнтинга сквозь поверхность S, равный мощности по-
тока энергии электромагнитного поля, или мощности излучения, 
сквозь замкнутую поверхность S, ограничивающую объем V . 

Под излучением можно понимать электромагнитные волны, 
свободно распространяющиеся в пространстве. В случае плоских 
электромагнитных волн направление вектора Пойнтинга совпа-

E

H

П

Рис. 3.3.Рис. 3.3 

Рис. 3.4 
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дает с направлением вектора скорости их распространения v  
(рис. 3.4). Модуль П  численно равен количеству энергии, прохо-
дящей в единицу времени сквозь единичную поверхность, пер-
пендикулярную данному вектору, т.е. пред-
ставляет собой удельную мощность потока 
электромагнитной энергии, или поверхност-
ную плотность мощности. Если выражения 
(3.26), (3.28) и (3.31) дают информацию о 
том, где сосредоточена энергия полей, то 
вектор Пойнтинга показывает, как электро-
магнитная энергия перемещается в про-
странстве. 

Вернемся к уравнению (3.37). Теорема Умова–Пойнтинга 
формулируется следующим образом: поток вектора Пойнтинга, 
входящий в некоторый объем V, ограниченный замкнутой поверх-
ностью S, равен сумме двух мощностей, одна из которых идет 
на изменение энергии электромагнитного поля, а другая пред-
ставляет собой мощность тепловых потерь внутри объема V. 
Таким образом, теорема Умова–Пойнтинга является уравнением 
баланса мощностей для выделенного объема V . 

Поскольку положительная нормаль n  к замкнутой поверх-
ности S и вектор dS  (dS n� ) направлены наружу, поток вектора 
П , входящий в объем V  сквозь поверхность S, будет положи-
тельным, если вектор П  во всех точках этой поверхности будет 
преимущественно направлен внутрь указанного объема, т. е. угол 
между П  и dS  в каждой точке поверхности должен быть пре-
имущественно тупым (рис. 3.5). Действительно, в соответствии с 

правилом скалярного умножения векторов 
П ПcosdS dSα= , где α  – угол между П  и 

dS ; если 90α �> , то cos 0α <  и П 0
S

dS�− >∫ . 

В рассмотренном случае вектор Пойнтинга 
направлен внутрь объема V  и энергия в 
этом объеме потребляется. Если же внутри  
указанного объема расположены источники 
энергии, т.е. энергия в нем вырабатывается, 

то вектор Пойнтинга и поток энергии направлены из объема V   
в окружающее пространство. 

0H

x

y

zП
E

v

Рис. 3.4.

H

E
dS

П

α V

Рис. 3.5.Рис. 
3.5 
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Если учесть существование в объеме V  каких-либо источни-
ков энергии, а также свободных заряженных частиц (токи пере-
носа), теорема Умова–Пойнтинга (уравнение энергетического 
баланса) примет следующий вид [14]: 

2эм
ист пер П

V V S

W
p E dV J EdV dS

t
γ �

∂= + + +∂ ∫ ∫ ∫ ,             (3.38) 

где истp  – мгновенная мощность источников энергии; пер
V

J EdV∫  – 

работа, затраченная в единицу времени на ускорение свободных 
заряженных частиц в объеме V , т.е. на увеличение кинетической 
энергии этих частиц в тех областях объема V , где существуют 
токи переноса. Если частицы сталкиваются с молекулами веще-
ства, то часть сообщенной им кинетической энергии переходит в 
тепло.  

Итак, энергия, выделяемая в единицу времени источниками 
(или работа, совершаемая ими), затрачивается на изменение в 
единицу времени запаса энергии в магнитных и электрических 
полях в объеме V ; на выделение теплоты в этом объеме (мощ-
ность тепловых потерь); на увеличение кинетической энергии 
находящихся в объеме V  свободных заряженных частиц и, кроме 
того, часть этой энергии передается за пределы области V  
сквозь поверхность S в виде излучения. 

Если в объеме V  совершается работа по перемещению заря-
женных тел или проводящих контуров с токами, среда является 
неоднородной, происходит перемещение отдельных частей среды 
и т.д., каждое из указанных условий необходимо учесть в уравне-
нии (3.38) соответствующим слагаемым [14]. 

Теорема Умова–Пойнтинга имеет боль-
шое прикладное значение, поскольку по-
зволяет получить информацию о процессе 
передачи энергии от источника к прием-
нику. Различные примеры ее использова-
ния можно найти в [5]. Рассмотрим про-
стейший случай передачи энергии по 
прямолинейному длинному (теоретически 
бесконечно длинному) проводу радиусом 
a  при протекании постоянного тока I  
(рис. 3.6). 

Рис. 3.6.

I

EnE

tE
H

dS

Рис. 3.6 
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Вокруг проводника с током образуются ста-
ционарные магнитное и электрическое поля. На-
пряженность магнитного поля на поверхности про-
вода равна 

2

I
H

aπ
=  

и направлена по касательной к окружности сечения (силовая ли-
ния магнитного поля радиусом a ). Напряженность электрическо-
го поля E  складывается из двух составляющих: 

n tE E E= + , 2 2
n tE E E= + ,                        (3.39) 

где n nE nE=  – нормальная составляющая напряженности, nE  – 
проекция E  на направление нормали к поверхности провода; 

1t t tE E=  – тангенциальная составляющая напряженности, tE  – 
проекция E  на направление касательной к поверхности провода. 
Направление тангенциальной составляющей tE  совпадает с на-
правлением тока I  и в соответствии с (3.6) 

пр
t

J
E

γ
= .                                          (3.40) 

Мощность, поступающая в провод 
извне, на длине l  определяется потоком 
вектора Пойнтинга сквозь боковую по-
верхность провода (рис. 3.7), поскольку 
электромагнитным полем около его тор-
цевых сечений, бесконечно удаленных 
от рассматриваемого участка, можно 
пренебречь. По определению вектор 
Пойнтинга равен: 

П E H= × . 

Из рис. 3.7 видно, что 

П П Пn t t nE H E H= + = × + × , 

I

EnE

Пt

HПn

dS
ПtE

Рис. 3.7.  Рис. 
3.7 
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где Пn  и Пt  – нормальная и тангенциальная составляющие век-
тора Пойнтинга соответственно, поскольку tE H⊥ , 

П sin90n t t tE H n E H n E H�= × = − ⋅ = − ⋅ .           (3.41) 

Мощность, поступающая в провод извне, на длине l  опреде-
ляется нормальной составляющей вектора Пойнтинга, так как 

Пt dS⊥  (dS ndS= ) и 
бок

П 0t
S

dS� =∫ , т.е. 

бок бок бок

П П П Пn t
S S S S

dS dS dS dS� � � �− = − = − −∫ ∫ ∫ ∫
бок

Пn
S

dS�= − ∫ . 

 
С учетом (3.41) мощность на длине l  равна 

бок бок бок

пр пр
бок

П

2 ,
2

n t t
S S S

t

dS E HdS E H dS

J JI
E HS al I l

a
π

γ π γ

� � �− = = =

= = =

∫ ∫ ∫
, 

где бок 2S alπ=  – площадь боковой поверхности провода. По-
скольку плотность тока проводимости определяется соотношением 

пр 2
сеч

I I
J

S aπ
= = , 

где 2
сечS aπ=  – площадь сечения провода, 

бок

2
пр2 2

2
сеч

П
S

lI l
dS I I R

Sa

ρ
γπ�− = = =∫ .                 (3.42) 

Здесь пр
1ρ
γ

=  – удельное сопротивление проводника, R  – его 

полное сопротивление. Как ясно из (3.42), мощность, поступаю-
щая в провод, равна только мощности тепловых потерь в провод-
нике (закон Джоуля–Ленца). 
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В реальных условиях тангенциальная составляющая напря-
женности электрического поля (3.40) мала по сравнению с его 
нормальной составляющей (на практике нормальную составляю-
щую рассчитывают как напряженность поля заряженной оси по 
формуле  

пр2n
a

E
r

τ

πε
= , 

где τ  – заряд провода на единицу длины (линейная плотность 
заряда), прr a=  – радиус провода). При передаче энергии по про-
водам и кабелям 

310n

t

E

E
> . 

Тангенциальная составляющая напряженно-
сти определяет энергию, поступающую в провод-
ник, а нормальная составляющая, как будет пока-
зано ниже, характеризует энергию в диэлектрике, 
окружающем его. 

Рассмотрим передачу энергии поля постоян-
ного тока по  
диэлектрику, выбрав в качестве примера коакси-
альный кабель (рис. 3.8). 

 

I
I

1r

2r

nE
HП

. II

nE HП

rε
r

 
Рис. 3.8 

 
На рис. 3.8 1r  и 2r  – радиус жилы и внутренний радиус обо-

лочки коаксиального кабеля соответственно. Пространство меж-
ду жилой и оболочкой заполнено диэлектриком с относительной 
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диэлектрической проницаемостью rε . По кабелю протекает ток 
I , напряжение между жилой и оболочкой равно U , следователь-
но, мощность, передаваемая от генератора к приемнику, равна 
P UI= . Для простоты рассуждений проводимость материала жи-
лы и оболочки примем настолько большой (теоретически беско-
нечной), что напряженностью поля tE  в них можно пренебречь 
(кабель без потерь) [1]. Следовательно, в соответствии с (3.39) 
напряженность электрического поля равна 

nE E= ,     nE E= . 

Для расчета напряженности магнитного поля в диэлектрике 
воспользуемся формулой для магнитного поля одиночного про-
вода (жилы): 

2

I
H

rπ
= , 

где 1 2r r r≤ ≤  (рис. 3.8). 
Напряженность электрического поля в любой точке диэлек-

трика коаксиального кабеля записывается как [17] 

( )2 1lnn
U

E E
r r r

= = . 

Для некоторой точки диэлектрика, расположенной на рас-
стоянии r  от жилы кабеля, найдем вектор Пойнтинга с учетом 

nE H⊥  (рис. 3.8): 

пП 1 nE H E H= × = , 

где п1  – единичный вектор, направление которого совпадает с на-
правлением тока в жиле. Модуль вектора Пойнтинга определяет-
ся соотношением 

( )2
2 1

П
2 ln

n
UI

E H
r r rπ

= = . 

Поток вектора Пойнтинга через кольцо с радиусами 1r  и 2r  
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( )
2 2

1 12 1

П П 2 2
2 ln

r r

S r r

UI dr
P dS rdr UI

r r r
π π

π
= − = ⋅ = =∫ ∫ ∫ . 

Таким образом, вся поступающая к приемнику энергия пере-
дается по диэлектрику. По жиле и оболочке кабеля энергия к 
приемнику не передается. 

В случае конечной проводимости γ  ( 0tE ≠ ) следует учиты-
вать поток вектора Пойнтинга через боковую поверхность кабе-
ля, направленный внутрь жилы. Как было показано выше, в соот-
ветствии с (3.42) эта энергия потребляется из диэлектрика на по-
крытие тепловых потерь в проводнике и она значительно меньше 
энергии электромагнитного поля в диэлектрике. 

Итак, электромагнитная энергия от места ее генерирования к 
месту потребления передается по диэлектрику, окружающему 
провода, которыми генератор соединен с потребителем. Эти про-
вода (в том числе жилы и оболочки кабелей) ухудшают процесс 
передачи (джоулевы потери), однако играют роль направляющих 
потока энергии. Чем больше сопротивление провода, тем выше 
потери при передаче энергии. 
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4.    ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
 

Частным случаем электромагнитного поля является поле 
электростатическое. Электростатическое поле – это поле, не 
изменяющееся во времени, оно создается неподвижными элек-
трическими зарядами. 
 

4.1.  УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА  
        ДЛЯ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ.  

        ЗАКОН КУЛОНА.ПРИНЦИП НАЛОЖЕНИЯ 
 

Как уже упоминалось выше, все свойства 
электростатического поля описываются подсисте-
мой уравнений Максвелла, являющейся частным 
случаем системы (3.22): 

 
rot 0;

div .

E

D ρ
= = 

                                        (4.1) 

Далее будет показано, что все основные законы электростатиче-
ского поля отражены в уравнениях (4.1). 

Основным законом электростатики является закон Кулона, 
математически определяющий силу взаимодействия двух непод-
вижных точечных зарядов. 

Закон Кулона: между двумя покоящимися точечными заря-
дами действует сила, прямо пропорциональная произведению 
зарядов и обратно пропорциональная квадрату расстояния ме-
жду ними. Сила направлена по прямой от одного заряда к другому. 

1 2
1 22

1r
Q Q

F k F
r

= = − ,                                 (4.2) 

где 1F  – сила, действующая на заряд 2Q ; 2F  – сила, действую-
щая на заряд 1Q , 2F  равна и противоположна 1F ; 1r  – единич-
ный вектор, направленный по прямой от одного заряда к друго-
му; r  – расстояние между зарядами; k  – коэффициент пропор-

циональности, в системе СИ 7 2 9 2 2
01 4 10 9 10 м сk Cπε −= = ⋅ = ⋅ . 

Закон Кулона справедлив только для точеч-
ных неподвижных заряженных тел или для тел, ко-
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торые с определенными допущениями можно рас-
сматривать как точечные, например, когда расстоя-
ние между заряженными телами столь велико, что 
их форма не влияет на силу взаимодействия. 

Если заряженные тела находятся не в вакууме, а в однород-
ной изотропной непроводящей среде сила взаимодействия между 
ними уменьшается в rε  раз, и (4.2) примет вид 

1 2
2

1r
r

Q Q
F k

rε
= , 

где rε  – относительная диэлектрическая проницаемость вещест-
ва, которая показывает, во сколько раз сила взаимодействия меж-
ду зарядами в вакууме больше, чем в данной непроводящей сре-
де, 0r F Fε = , 0F  – сила взаимодействия в вакууме. Вообще, 

1rε ≥ , например, для воды 80rε = , для масел 2...7rε = , для воз-
духа 1rε = . В системе СИ закон Кулона для любой однородной 
изотропной среды записывается в форме 

1 2 1 2
2 2

0

1 1
4 4

r r
r a

Q Q Q Q
F

r rπε ε πε
= = .                       (4.3) 

Напряженность электростатического поля 
можно определить как силу, действующую на еди-
ницу заряда: 

1
1 2

2

1
4

r
a

QF
E

Q rπε
= = , 

где 1E  – напряженность поля точечного заряда 1Q . Напряжен-
ность поля любого точечного заряда можно записать как 

2
1

4
r

a

Q
E

rπε
= .                                    (4.4) 

Соответственно сила, с которой некоторое электростатическое 
поле действует на внесенный в заданную точку пространства не-
подвижный точечный заряд Q , равна 
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F QE= .                                           (4.5) 

Формула (4.5) является более общей, чем (4.3), так как здесь E  – 
любое электростатическое поле, созданное одним или несколь-
кими зарядами, или распределением зарядов. 

Часто под законом Кулона подразумевают формулу (4.4), по-
скольку напряженность E  является более общей характеристи-
кой поля, чем сила взаимодействия. Если 0Q = , то 0F = , при 
этом 0E ≠ . Именно E  характеризует поле в каждой точке про-
странства, именно E  входит в систему уравнений Максвелла. 

В случае, когда поле создается не двумя, а большим количе-
ством зарядов, закон Кулона дополняется принципом наложения, 
или суперпозиции. 

Принцип наложения (суперпозиции): если поле создается 
несколькими точечными зарядами, то общая напряженность 
электрического поля в любой точке равна геометрической сумме 
напряженностей от каждого заряда в отдельности, 

1 2
1

n

n k
k

E E E E E…

=

= + + + = ∑ ,                       (4.6) 

где 1 2, , , nE E E…  – напряженности в за-
данной точке, возбуждаемые точечными 
зарядами 1 2, , , nQ Q Q…  (рис. 4.1). Длина 
вектора kE  определяется по формуле 

24
k

k
a k

Q
E

rπε
= . 

Закон Кулона и принцип наложения составляют основу теории электро-
статического поля. 

Система уравнений (4.1) содержит закон Кулона как частный 
случай. Она описывает поле не только точечных, а любых непод-
вижных зарядов, а также несет дополнительную информацию об 
его свойствах. 

Закон Кулона легко получить из (4.1), 
используя условие сферической симмет-
рии поля неподвижного точечного заряда 
(рис. 4.2). Условие сферической симмет-
рии означает, что напряженность поля 

Рис. 4.2.
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Рис. 4.2 
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направлена по радиусу сферы (по нормали к поверхности сферы), 
окружающей точечный заряд ( nE E= , nE E= , n a n aD E Eε ε= = ). Ве-
личина напряженности поля вдоль поверхности сферы радиусом 
r  не изменяется, т. е. constnD =  для constr = . Перейдем к инте-
гральной форме второго уравнения системы (4.1): 

S

DdS Q� =∫ ,                                        (4.7) 

тогда  
24n

S S

Q DdS D dS DdS D rπ� �= = = = ⋅∫ ∫ , 

откуда 
24

Q
D

rπ
=  и, следовательно, с учетом (3.1) 

24 a

Q
E

rπε
= .                                      (4.8) 

Выражение (4.8) описывает поле неподвижного точечного заряда и яв-
ляется математической записью закона Кулона через напряженность 
поля (4.4). 

Если точечный заряд движется с некоторой скоростью v , то 
электрическое поле, возникающее вокруг движущегося заряда, 
сжимается по направлению его движения 
(рис. 4.3) [11], т.е. оно не является сферически 
симметричным. Соответственно, выражение 
(4.8) не получится из (4.7). Следовательно, 
для движущихся точечных зарядов закон Ку-
лона не выполняется. 

Таким образом, второе уравнение систе-
мы (4.1) является более общим законом, чем 
закон Кулона, оно справедливо как для не-
подвижных, так и для движущихся зарядов, 
поскольку входит в полную систему уравне-
ний Максвелла (3.22), описывающих элек-
тромагнитные поля, изменяющиеся во времени и пространстве. 

Какова точность закона Кулона? Расчеты и физические экспери-
менты доказывают, что он выполняется с точностью до одной милли-
ардной (10–9) на расстояниях до 10–13 см (размер атома составляет по-
рядка 10–8 см). На расстояниях порядка 10–14 см и меньше закон Кулона 
не выполняется. Электрические силы на таких расстояниях оказываются 
почти в 10 раз слабее, чем должны бы быть, если бы взаимодействие 

Рис . 4.3.
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зарядов подчинялось закону Кулона. Существует несколько гипотез, 
объясняющих это явление. 

Первая гипотеза заключается в том, что на очень малых расстояни-
ях (r ≤ 10–14 см) закон Кулона принципиально невыполним. Другая же 
состоит в том, что взаимодействующие тела не являются точечными.  
В экспериментах интервал 10–14 см исследовали, бомбардируя протоны 
очень энергичными электронами, следя за тем, как они рассеиваются. 
Возможно, заряд протона или заряд электрона "размазан" (а, может, и 
оба). Большинство физиков предпочитают думать, что "размазан" заряд 
протона. Известно, что протоны сильно взаимодействуют с мезонами. 
Это означает, что протон время от времени существует в виде нейтрона 
с π+ мезоном вокруг, т. е. протон выглядит как небольшой шарик поло-
жительного заряда, а поле шара нельзя считать меняющимся по закону 
1/r2 вплоть до самого центра. 

Для получения закона Кулона достаточно лишь второго 
уравнения системы (4.1). Первое же уравнение содержит допол-
нительную информацию о свойствах электростатического поля. 
Поскольку rot 0E = , электростатическое поле является безвихре-
вым, потенциальным полем (см. раздел 1.5). Интегральная харак-
теристика потенциальности поля может быть получена при пере-
ходе от первого уравнения (4.1) к соответствующей интегральной 
форме 

0
L

Edl� =∫ .                                       (4.9) 

Уравнение (4.9) означает, что циркуляция вектора E  вдоль лю-
бого замкнутого контура в электростатическом поле равна нулю. 

Поскольку в соответствии с (4.5) напряжен-
ность поля – это сила, действующая на единицу за-

ряда, физический смысл (4.9) за-
ключается в следующем. В по-
тенциальном поле работа (энер-
гия), затраченная на перемеще-
ние единицы заряда по замкну-
тому контуру, равна нулю. Ины-

ми словами, работа (энергия) в данном поле опре-
деляется местоположением точек в пространстве, 
их энергетическим состоянием и не зависит от пути 
интегрирования (от вида траектории) (рис. 4.4): 

a

m

b

n

k

p

Рис. 4.4.Рис. 4.4 
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a b
amb anb akb apb

Edl Edl Edl Edl ϕ ϕ= = = = −∫ ∫ ∫ ∫ , 

где aϕ  и bϕ  – значения некоторой потенциальной функции ( )rϕ  
в точках a и b, называемые потенциалами. С физической точки 
зрения выражение (4.9) можно трактовать как закон сохранения 
энергии (невозможность создания "вечного двигателя") для элек-
тростатического поля [17]. 

Итак, система уравнений (4.1) описывает все 
закономерности и свойства электростатического 
поля. 
 
 
4.2.   НАПРЯЖЕННОСТЬ ПОЛЯ ДЛЯ НЕПРЕРЫВНОГО  
         РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАРЯДА 
 При решении задач электростатики часто бывает удобно иг-
норировать тот факт, что заряды всегда существуют в виде от-
дельных "кусочков", таких как электроны, протоны и т. п., и счи-
тать, что они "размазаны", или распределены непрерывно. 

Распределение заряда характеризуется его плотностью. В за-
висимости от того, как заряд распределен, различают понятия объем-
ной (ρ ), поверхностной (σ ) и линейной ( τ ) плотностей заряда: 

dQ

dV
ρ = ,   

dQ

dS
σ = ,   

dQ

dl
τ = . 

Следовательно, 

V

Q dVρ= ∫ ,    
S

Q dSσ= ∫ ,   
l

Q dlτ= ∫ . 

Разбив объем V, поверхность S и линию l на соответствую-
щие элементы dV, dS и dl, можно определить величину заряда для 
каждого элемента. Тогда 

для объемного распределения заряда 
dQ dVρ= , 

для его поверхностного распределения 
dQ dSσ= , 

и, наконец, для линейного распределения заряда 
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dQ dlτ= . 

Заряд dQ  можно считать точечным как бесконечно малый заряд. 
Применяя закон Кулона (4.4) для точечного заряда dQ , запишем 

2
1

4
r

a

dQ
dE

rπε
= .                               (4.10) 

Формула (4.10) определяет напряженность поля в любой точке, 
расположенной на расстоянии r  от элементарного заряда dQ . 

Для нахождения напряженности в заданной точке простран-
ства от всего распределения заряда необходимо применить прин-
цип наложения (суперпозиции) (4.6), т. е. просуммировать все 
dE . Поскольку для непрерывного распределения сумма перехо-
дит в интеграл, 

2

1
1

4 r
aV

dV
E

r

ρ
π ε

= ∫                                   (4.11) 

– для объемного распределения заряда, 

2

1
1

4 r
aS

dS
E

r

σ
π ε

= ∫                                    (4.12) 

– для поверхностного распределения и 

2

1
1

4 r
al

dl
E

r

τ

π ε
= ∫                                    (4.13) 

– для линейного распределения заряда. 
Согласно (4.11) – (4.13) для нахождения E  необходимо знать за-
висимость плотности распределения заряда от координат поля 

( )f rρ = , ( )f rσ = , ( )f rτ = . 

 
 
4.3.   ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ.  
         ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ НАПРЯЖЕНИЕ 
 

Вернемся к уравнению системы (4.1),  мате-
матически отражающему потенциальность элек-
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тростатического поля. Учитывая, что в соответст-
вии с (1.21) 

rotgrad 0ϕ = , 

приходим к следующему выводу. Для электростатического поля 
можно найти некоторую скалярную функцию ( )rϕ  такую, что 

gradE ϕ= ± . 

Опыт показывает, что следует выбрать знак "минус", т.е. 
gradE ϕ= − .                                     (4.14) 

Скалярная функция ϕ  называется потенциальной функцией, или 
просто потенциалом. 

Как следует из (4.14), напряженность E  направлена в сторо-
ну убывания скаляра ϕ  перпендикулярно к эквипотенциальным 
поверхностям (см. рис. 1.6). Используя (4.14), потенциал можно 
выразить через напряженность электростатического поля с точ-
ностью до некоторой постоянной: 

constEdlϕ = − +∫ .                                (4.15) 

Выясним физический смысл потенциала. Запишем формулу, 
определяющую напряжение между двумя произвольными точка-
ми поля a и b [4]: 

b

ab
l a

u Edl Edl= =∫ ∫ .                                (4.16) 

Напряжение между двумя произвольными точками равно работе 
(энергии), затраченной полем на перемещение единичного поло-
жительного заряда из одной точки в другую. Определим напря-
жение между точками в электростатическом (потенциальном) 
поле. Подставляя (4.14) в (4.16), получим 
 

grad
b b

ab
a a

u Edl dlϕ= = − =∫ ∫  
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( )b b

b a a b
a a

dx dy dz d
x y z

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂= − + + = − = − − = −∂ ∂ ∂∫ ∫  

ab a bu ϕ ϕ= − .                                 (4.17) 

В потенциальном поле напряжение равно разности потенциалов. 
Поскольку по определению работа 

( )ab b aA u ϕ ϕ= = − − , 

при b aϕ ϕ>  0A< , т.е. работа совершается против сил поля.  
В случае, когда b aϕ ϕ< , работа совершается силами поля, 0A> . 

Полагая потенциал некоторой точки P поля E  равным нулю 
( 0pϕ = ), найдем напряжение между произвольной точкой поля и 

фиксированной: 

p

ap a p a
a

u Edl ϕ ϕ ϕ= = − =∫ ,      
p

bp b p b
b

u Edl ϕ ϕ ϕ= = − =∫ . 

Таким образом, потенциал некоторой точки есть напряжение 
между этой точкой и фиксированной, т. е. потенциал есть ра-
бота (энергия), затрачиваемая полем на перемещение единично-
го положительного заряда из данной точки в фиксированную. 
Именно поэтому потенциал является энергетической характери-
стикой поля. 

Определим потенциал поля точечного заряда. Подставляя 
напряженность E  поля точечного заряда (4.4) в (4.15), получим 

2 2
1 const const const

44 4
r

aa a

Q Q Q
dl dr

rr r
ϕ

πεπε πε
= − + = − + = +∫ ∫ , 

const
4 a

Q

r
ϕ

πε
= + .                              (4.18) 

Пусть фиксированная точка находится на бесконечности, т. е.  
0pr

ϕ ϕ
=∞

= = , 

тогда постоянная интегрирования в выражении (4.18) равна нулю: 
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0 const 0
r

ϕ
=∞

= + = . 

В этом случае формула для потенциала произвольной точки поля 
точечного заряда Q  примет вид 

4 a

Q

r
ϕ

πε
= .                                      (4.19) 

Для потенциалов, как и для напряженностей, 
справедлив принцип наложения (суперпозиции): 

1 1 1

grad grad grad
n n n

k k k
k k k

E E ϕ ϕ ϕ
= = =

= = − = − = −∑ ∑ ∑ , 

1

n

k
k

ϕ ϕ
=

= ∑ ,                                        (4.20) 

где n  – число неподвижных зарядов. 
Подставляя (4.19) в (4.20), получим выражение для потен-

циала поля неподвижных точечных зарядов 

1 14

n n
k

k
a kk k

Q

r
ϕ ϕ

πε= =

= =∑ ∑ .                             (4.21) 

В случае непрерывного распределения заряда с учетом (4.11) – 
(4.13) имеем: 

4 aV

dV

r

ρϕ
πε

= ∫                                        (4.22) 

– для объемного распределения заряда, 

4 aS

dS

r

σϕ
πε

= ∫                                       (4.23) 

– для поверхностного распределения, 

4 al

dl

r

τϕ
πε

= ∫                                       (4.24) 
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– для линейного распределения заряда. 
Расчет по формулам (4.22) – (4.24) проще, чем расчет напря-

женности поля по выражениям (4.11) – (4.13), поэтому при реше-
нии задач электростатики обычно рассчитывается потенциал в 
точках поля, а затем по формуле (4.14) определяется напряжен-
ность E  в этих точках. 
 
 
4.4.   УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА И ЛАПЛАСА 
 

Решение любой задачи электростатики, с математической 
точки зрения, состоит в решении двух уравнений Максвелла 
(4.1), которые можно объединить в одно уравнение путем не-
сложных преобразований. 

Для однородной и изотропной среды ( ( )a f rε ≠ , aD Eε= ) 
система (4.1) примет вид 

rot 0;

div .
a

E

E
ρ
ε

= = 
                                      (4.25) 

Подставим (4.14) во второе уравнение (4.25) с учетом (1.22), получим 
2div divgradE ϕ ϕ= − = −∇ , 

следовательно, 

2

a

ρϕ ε∇ = − .                                       (4.26) 

Уравнение (4.26) называется уравнением Пуассона, 2 ∆∇ =  – ла-
пласиан. С учетом (1.23) в декартовой системе координат (4.26) 
может быть представлено в форме 

2 2 2

2 2 2
ax y z

ϕ ϕ ϕ ρ
ε

∂ ∂ ∂+ + = −∂ ∂ ∂ . 

Уравнение Пуассона описывает электростатическое поле в точ-
ках  расположения свободных зарядов, т. е. в точках, где 0ρ ≠ . 
Если 0ρ = , то (4.26) преобразуется к виду 
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2 0ϕ∇ = .                                         (4.27) 

Уравнение (4.27) называется уравнением Лапласа. Оно описывает элек-
тростатическое поле в областях, где нет свободных зарядов. 

Для случая неоднородной среды ( ( )a f rε = ) выполним сле-
дующие  преобразования.  Используя  известное  соотношение  из 
 
векторного анализа [2] 

div div gradba b a a b= + , 

с учетом (3.1) и (4.14) левую часть второго уравнения (4.1) пред-
ставим как 

div div div grada a aD E E Eε ε ε= = + =  

2divgrad grad grad grad grad .a a a aε ϕ ϕ ε ε ϕ ϕ ε= − − = − ∇ −     (4.28) 

Подставив полученное выражение во второе уравнение (4.1) и 
разделив его правую и левую части на aε , получим 

2 grad
grada

a a

ε ρϕ ϕε ε∇ + = − .                          (4.29) 

Уравнение (4.29) описывает электростатическое поле в неодно-
родной среде в точках, где 0ρ ≠ . Очевидно, что уравнение (4.26) 
является частным случаем (4.29) при constaε = . 

Таким образом, предмет электростатики заключается в изу-
чении одного единственного уравнения (4.29), или (4.26). Зная 
потенциальную функцию ( )rϕ , по выражению (4.14) легко опре-
делить напряженность поля E . Такой подход к задачам электро-
статики является более простым, чем непосредственного решение 
системы уравнений Максвелла (4.1). 
 
 
4.5.   ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВЕЩЕСТВА.  
         ВЕКТОР ПОЛЯРИЗАЦИИ 
 

Ранее отмечалось, что сила взаимодействия двух точечных за-
рядов в вакууме в rε  раз больше, чем в диэлектрике (см. раздел 4.1). 
Поскольку сила взаимодействия зарядов пропорциональна на-
пряженности возникающего электрического поля, правомерен 
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вопрос: почему напряженность электрического поля в диэлектри-
ке уменьшается? 

Изменение напряженности электрического поля вызывается 
поляризацией диэлектрика [1, 10]. Рассмотрим явление поляриза-
ции. Что происходит внутри диэлектрика с физической точки 
зрения, когда он попадает в электрическое поле? 

Диэлектрики в зависимости от протекающих в них процессов 
при внесении их в электрическое поле делятся на две группы.  
В первую группу входят диэлектрики, состоящие из неполярных 
молекул, во вторую – диэлектрики, состоящие из полярных молекул. 

Неполярная молекула – это нейтральная молекула вещества, 
состоящая из нейтральных атомов (атома). Атом имеет ядро  
с положительным зарядом, окруженное отрицательными элек-
тронами (ядро окружено "облаком" электронов). Центры тяжести 
положительного и отрицательного зарядов в нейтральном атоме 
совпадают (рис. 4.5,а). 

В электрическом поле ядро притягивается в одну сторону,  
а электроны – в другую. Распределение электронов атома сдвигает-
ся относительно ядра, центр тяжести отрицательного заряда сме-
щается и больше не совпадает с центром тяжести положительно-
го заряда (рис. 4.5,б). Атом (молекула) превращается в диполь. 
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Рис. 4.5 
 
Диполем называют совокупность двух равных зарядов про-

тивоположного знака, находящихся друг от друга на расстоянии 

kl , малом по сравнению с расстоянием до 
точек, в которых определяется напряжен-
ность электрического поля (рис. 4.6). Ди-
поль характеризуется электрическим мо-
ментом. 

Электрическим моментом диполя kP  
называется произведение заряда kQ  и плеча Рис. 4.6.

kQ− kQ+
kl

kP

E⊕
Рис. 4.6 

   + 
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диполя kl , где плечо диполя – вектор, направленный от отрица-
тельного заряда к положительному, длина которого равна рас-
стоянию между зарядами, т. е. 

k k kP Q l= .                                        (4.30) 
Для молекул kl  – это расстояние, на которое центр тяжести отри-
цательного заряда смещается относительно центра тяжести по-
ложительного заряда. 

Под действием внешнего электрического поля все неполяр-
ные (нейтральные) молекулы диэлектрика превращаются в дипо-
ли, которые стремятся ориентироваться в пространстве таким об-
разом, чтобы их электрические моменты были направлены по 
вектору напряженности электрического поля (рис. 4.6). Это явле-
ние и называют поляризацией диэлектриков первой группы. 

Молекулы диэлектриков второй группы представляют собой 
диполи даже при отсутствии внешнего поля. Именно поэтому их 
называют полярными. Диэлектриком с полярными молекулами 
является, например, хлористый водород. Благодаря тепловому 
движению диполи располагаются хаотично, так что при отсутст-
вии внешнего электрического поля их электрические поля взаим-
но нейтрализуются. Под действием внешнего поля полярные мо-
лекулы (диполи) ориентируются по направлению вектора его на-
пряженности. Так происходит поляризация диэлектриков второй 
группы. 

Итак, поляризацией называется процесс появления под дей-
ствием электрического поля ориентированных по полю диполей. 
В результате поляризации электрическое поле возникает и внутри 
диэлектриков. Для характеристики поляризации используют век-
тор поляризации P . 

Вектором поляризации P  называют электрический момент 
единицы объема, 

1

0
lim

n

k
k

V

P

P
V∆ ∆

=

→
=

∑
,                                       (4.31) 

где kP  – электрический момент диполя, определяемый (4.30);  
V∆  – физически малый объем, т.е. очень маленький объем, в ко-

тором явления описываются классической физикой (классиче-
ской электродинамикой, а не квантовой); n  – количество диполей 
в объеме V∆ . Электрический момент единицы объема, в отличие 
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от момента одной молекулы или пары молекул, является макро-
скопической характеристикой процесса поляризации. 

Для однородных и изотропных диэлектриков в относительно 
слабых полях вектор поляризации P  пропорционален напряжен- 
 
ности электрического поля, 

aP Eχ= ,                                        (4.32) 

где 0a rχ ε χ=  – абсолютная диэлектрическая восприимчивость 
среды; rχ  – относительная восприимчивость среды, rχ  связана с 

rε  соотношением 1r rχ ε= − , подставляя которое в уравнение 
(4.32), получим 

( )0 1rP Eε ε= − .                                   (4.33) 

Вектор электрической индукции связан с векторами E  и P  
следующим образом [16]: 

0D P Eε= + .                                     (4.34) 

Подставляя (4.33) в (4.34), легко получить известную связь между 
векторами  D  и E  для однородных изотропных сред и слабых 
полей (3.1). Вектор D  является наиболее общей характеристикой 
электрического поля в любых средах, именно он входит в урав-
нения Максвелла. В отличие от напряженности поля E  вектор D  
не зависит от свойств среды. Так, для точечного заряда в соответ-
ствии с (4.4) 

2
1

4
r

a

Q
E

rπε
= ,     

2
1

4
a r

Q
D E

r
ε

π
= = . 

Вернемся к поляризации диэлектриков. Внесем пластину из 
диэлектрика в однородное электрическое поле 0E  (рис. 4.7). 
 

⊕
⊕
⊕
⊕
⊕
⊕

0E
0E

P

pE
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Рис. 4.7 
 

В результате поляризации на торцах появляются так назы-
ваемые нескомпенсированные (избыточные) связанные заряды 
[4]: на одной торцевой поверхности – отрицательный заряд, на 
другой – положительный. Связанные заряды создают свое поле, 
напряженность pE  которого направлена против напряженности 

внешнего поля 0E . Напряженность результирующего поля (поля 
внутри диэлектрика) E  уменьшается по сравнению с 0E : 

0 pE E E= + ,    0 pE E E= − . 

Именно поляризацией диэлектрика можно объяснить, почему за-
ряженное тело притягивает маленькие кусочки диэлектрика. Например, 
если причесываться в сухой день, расческа будет притягивать малень-
кие кусочки бумаги. Кусочки бумаги около расчески – это кусочки ди-
электрика, помещенного в электрическое поле, возникающего вокруг 
расчески при ее трении о волосы. Вследствие поляризации на поверхно-
сти кусочков бумаги возникают заряды обоих знаков, притягиваемые и 
отталкиваемые расческой. Эффект результирующего притяжения воз-
никает за счет того, что поле вблизи от расчески сильнее, чем вдали от 
нее, поскольку длина расчески не бесконечна и ее заряд локализован 
(поле неоднородно). В случае плоскопараллельного конденсатора, поле 
которого однородно, нейтральный кусочек бумаги не притянется ни к 
одной из его пластин. Неоднородность поля (его изменение) составляет 
существенную часть механизма притяжения (рис. 4.8). 
 

диэлектрик

E
F

 
 

Рис. 4.8 
 

Диэлектрические тела всегда стремятся из области сла-
бого поля в область, где поле сильнее. Сила, действующая 
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на малые объекты, пропорциональна квадрату напряженно-
сти электрического поля, 

2gradF C E= , 

где С – коэффициент пропорциональности, зависящий от диэлектриче-
ской проницаемости и формы диэлектрического тела. Действительно, 
индуцированный связанный заряд на поверхности диэлектрического тела 
пропорционален напряженности поля Е, сила действия поля на заряды в 
соответствии с (4.5) также пропорциональна Е, следовательно, F ~ E2. 
Однако, как уже говорилось выше, результирующая сила возникает 
только в случае, если поле изменяется от точки к точке, т.е. gradE2 ≠ 0. 

Математически процесс поляризации диэлек-
триков описывается соотношением, аналогичным 
теореме Гаусса, рассмотренной в разделе 3.1.1. 

Поток вектора поляризации P  сквозь произвольную замк-
нутую поверхность S равен взятой с обратным знаком алгеб-
раической сумме нескомпенсированных (избыточных) связанных 
зарядов, находящихся в объеме, ограниченном этой поверхно-
стью: 

связ связ связ
1

n

k
kS V

PdS Q Q dVρ�
=

= − = − = −∑∫ ∫ ,             (4.35) 

где связkQ  – k-й дискретный нескомпенсированный связанный 
заряд, расположенный внутри объема V ; связQ  – полный (сум-
марный) связанный заряд внутри объема; связρ  – объемная плот-
ность избыточного связанного заряда (для случая его непрерыв-
ного распределения), 

связ связ
связ

0
lim
V

Q dQ

V dV

∆

∆ ∆
ρ

→
= = . 

Соответствующая дифференциальная форма 
закона (4.35) имеет вид 

связdiv P ρ= − .                                (4.36) 

Физическое и геометрическое содержания (4.35) и (4.36) заклю-
чаются в следующем. Источниками вектора P  являются связан-
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ные заряды. Линии вектора P  начинаются и заканчиваются на 
связанных зарядах. 

Используя соотношения (4.34), (4.35), а также второе урав-
нение системы (4.1) и известное из векторного анализа правило 
вычисления дивергенции [2] 

div( ) div diva b a b+ = + , 
можно получить обобщенное выражение для напряженности 
электрического поля E  

связ

0

div E
ρ ρ

ε
+= .                                    (4.37) 

Физический смысл выражения (4.37): источниками вектора E  
являются как свободные, так и связанные заряды. Геометриче-
ское содержание (4.37): линии вектора E  начинаются и заканчи-
ваются на свободных и связанных зарядах. 

Вообще, выражения (4.36), (4.37), как и второе уравнение системы 
(4.1), прежде всего, необходимо понимать математически: линии векто-
ров D , P  и  начинаются и заканчиваются соответственно на свободных 
и связанных зарядах, линии вектора E  – как на свободных, так и на свя-
занных зарядах. Поля векторов D , P  и E  возбуждаются как свобод-
ными, так и связанными зарядами. Если есть вектора P  и E , то соглас-
но (4.34) есть и вектор D . 

Можно привести пример, когда свободных зарядов нет, а поле век-
тора D  существует. Рассмотрим сегнетоэлектрик (сегнетова соль, 

410rε ≈ ), помещенный в однородное электрическое поле. Сегнетоэлек-
трики относятся ко второй группе диэлектриков, т. е. это диэлектрики с 
готовыми диполями, расположенными хаотично. Сегнетоэлектрик по-
ляризуется, возникает вектор P , характеризующий поляризацию. Сле-
довательно, появляется и вектор D , хотя свободных зарядов внутри 
диэлектрика нет, 

div 0D = . 

Это означает, что линии D  непрерывны и замкнуты, т. е. нет свободных 
зарядов – нет начала и конца этих линий, а поле вектора D  существует.  

Для того чтобы определить, где располагаются связанные за-
ряды при поляризации диэлектрика, вернемся к системе уравне-
ний Максвелла (4.1), описывающих все явления, связанные с 
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электростатическим полем. Преобразуем левую часть второго 
уравнения (4.1), используя (4.28): 

( )0 0 0div div div gradr r rD E E Eε ε ε ε ε ε= = + .             (4.38) 

Из  (4.34) следует, что 

0E D Pε = − . 

 
Подставляя последнее выражение в (4.38), получим 

( ) ( )0 0div grad div div gradr r r rD P E D P Eε ε ε ε ε ε− + = − + . 

С учетом (4.36) второе уравнение (4.1) окончательно примет вид 

0
связ

1
gradr

r
r r

E
εερ ρ ε

ε ε
−= − .                    (4.39) 

Из (4.39) следует, что в безграничной воздушной среде (или в 
вакууме), где 1rε = , связанные заряды не возникают: 

связ 1
0

rε
ρ

=
= . 

Если в диэлектрике с 1rε ≠  имеются свободные заряды, то за 
счет поляризации появляются и связанные заряды. 

Наиболее интересным случаем, описываемым (4.39), являет-
ся случай, когда в среде, где 1rε ≠ , свободных зарядов нет, т. е. 

0ρ = . Рассмотрим процесс поляризации произвольной неодно-
родной среды под действием только электрического поля E . 
Формула (4.39) соответственно будет иметь вид 

0
связ grad r

r

E
ερ ε
ε

= − .                           (4.40) 

1. Пусть 0E = , тогда связ 0ρ = . Если поля нет, то нет и инду-
цированных связанных зарядов. 

2. Пусть 0E ≠ , constrε = , следовательно, связ 0ρ = . При 
действии поля любой конфигурации в однородной среде (нет 
границ раздела) связанные заряды не возникают. 

3. Среда неоднородная ( ( )r f rε = ), 0E ≠ . Из (4.40) 
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0 0
связ grad grad cos , gradr r r

r r

E E E
ε ερ ε ε εε ε

∧ = − = −    . 

а) Направление напряженности поля E  совпадает с направ-
лением grad rε . В этом случае 

cos , grad 1rE ε∧  =   ,      0
связ grad r

r

E
ερ ε
ε

= − . 

б) Напряженность поля E  направлена перпендикулярно 
grad rε , тогда 

cos , grad 0rE ε∧  =   ,      связ 0ρ = . 

Связанных зарядов нет ни в одной точке данной среды. 
Рассмотрим несколько примеров. 
Пример 1. Изоляционную бумагу, неоднородно пропитан-

ную маслом (неоднородная пропитка – брак), поместили в элек-
тростатическое поле E . Вследствие неоднородной пропитки 
( ( )r f rε = , grad 0rε ≠ ) получили слои бумаги с разными относитель-
ными диэлектрическими проницаемостями 1 2 3 4 5r r r r rε ε ε ε ε< < < < . 
Определить, где возникают связанные заряды. Рассмотрим два 
случая. 

1. Направление напряженности поля E  совпадает с направ-
лением grad rε  (рис. 4.9,а). Связанные заряды ( связ 0ρ ≠ ) появля-
ются на границах раздела сред с разными диэлектрическими 
свойствами. 

2. Напряженность поля E  направлена перпендикулярно grad rε  
(рис. 4.9,б), тогда связ 0ρ = , т.е. связанные заряды не возникают. 
 

grad rε E

1rε

2rε

3rε

4rε

5rε

1rε

2rε

3rε

4rε

5rε

grad rε
E

E

 
                                       а                                               б 
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Рис. 4.9 
 

Таким образом, связанные заряды располагаются на грани-
цах раздела сред с разными электрическими свойствами (в местах 
неоднородностей среды), если угол между направлением напря-
женности электрического поля E  и направлением grad rε  не ра-
вен 90� , при этом количество зарядов будет максимальным в 
случае, когда E  параллельна grad rε . 

Пример 2. Пластина из диэлектрика с 1rε >  помещена в од-
нородное электростатическое поле E . Размеры пластины огра-
ничены, окружающая среда – воздух ( 1rε = ) (рис. 4.10). Опреде-
лить, где появится связанный заряд. 

 

⊕
⊕
⊕

E
1rε >

1rε =

1rε =

1rε = grad rε

grad rε

grad rε  
Рис. 4.10 

 
Как ясно из рис. 4.10, связанные заряды появятся на торцах пла-
стины (на границах раздела сред) в местах, где напряженность E  
параллельна grad rε . 
 
 
4.6.   ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 
 

Проводник электричества – это твердое или жидкообраз-
ное (жидкость) тело, в котором имеется большое количество сво-
бодных зарядов (в твердом теле – это электроны, в жидком – ионы). 

Электроны в веществе могут двигаться свободно (хаотиче-
ское движение), но не могут покидать поверхности тела. В про-
воднике (металле) так много свободных электронов, что под дей-
ствием всякого электрического поля возникает упорядоченное 
направленное движение многих из них, т.е. возникает электриче-
ский ток. Ток электронов должен непрерывно поддерживать свое 
существование за счет внешних источников энергии, иначе дви-
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жение электронов прекратится, как только они разрядят источни-
ки, создавшие поле. В условиях электростатики, при отсутствии 
постоянных источников, электроны в проводнике движутся толь-
ко до тех пор, пока не расположатся таким образом, что повсюду 
внутри проводника возникнет нулевое электрическое поле. Как 
правило, это происходит в считанные доли секунды. Следует 
подчеркнуть, что возможно только такое электростатическое 
решение, когда поле всюду внутри проводника равно нулю. 

Поместим твердое проводящее тело (проводящий шар) в од-
нородное электростатическое поле 0E . Примерная картина рас-
положения зарядов на поверхности шара приведена  на рис. 4.11. 
 

+ 0E

0ϕ >

0ϕ<

− −−
− −
− −
+
+ +

+
++ ++

внE
0 вн

0 вн

0 вн

,

,

0.

E E

E E E

E E E

=

= +

= − =

 
 

Рис. 4.11 
 
На поверхности тела, обращенной в сторону более высокого по-
тенциала ( 0ϕ > ), скапливаются отрицательные заряды, а на про-
тивоположной стороне ( 0ϕ < ) – положительные. Внутри провод-
ника возникает поле внE , уравновешивающее внешнее электро-
статическое поле 0E , вследствие чего результирующее поле 
внутри шара E  равно нулю. Хотя сумма зарядов тела равна ну-
лю, заряды, выступившие на его поверхность, оказывают сущест-
венное влияние на поле вне проводника. Если проводящее тело 
произвольной формы зарядить положительно (рис. 4.12), заряды 
на его поверхности распределятся таким образом, что поле внут-
ри проводника E  будет равно нулю, а вне тела возникнет элек-
тростатическое поле внешE . Итак, никакое статическое распреде-
ление зарядов снаружи не создает поля внутри проводника. 

Рассмотрим поле внутри проводящего тела ( 0E = ). Соглас-
но (4.14) 
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grad 0E n
n

ϕϕ ∂= − = − =∂ ,      0
n

ϕ∂ =∂ , 

следовательно, 
constϕ = . 

Таким образом, потенциал ϕ  внутри проводника от точки к точке 
не изменяется, т.е. любой проводник – это эквипотенциальная 
область, и его поверхность является эквипотенциальной. Вспо-
миная свойства градиента функции (см. раздел 1.3), приходим к 
следующему выводу. Электрическое поле возле поверхности 
проводника не имеет тангенциальной составляющей, т.е. поле 
направлено по нормали к его поверхности. Этот вывод очевиден 
и с математической ( gradE ϕ= − ), и с физической точек зрения. 
Действительно, касательная составляющая напряженности поля 
привела бы в движение заряды, расположенные на поверхности 
проводящего тела (возник бы электрический ток по поверхности), 
что уже не является случаем электростатического поля (поля не-
подвижных зарядов). 

Поскольку в проводящем материале электрическое поле 
всюду равно нулю, то 

div 0E = , 

и в соответствии с теоремой Гаусса (3.17) плотность свободного 
заряда внутри проводника обращается в нуль, 0ρ = . Таким обра-
зом, все заряды находятся на поверхности проводящего тела в 
узком слое толщиной в один – два атома. 

Из сказанного ясно, что внутри сплошного про-
водника и в полом проводящем теле электрическо-
го поля нет, внутри проводящей сетки (сетчатый 
экран) поле также равно нулю. Если полый про-
водник заземлить, то потенциал во всех точках по-
лости будет нулевым, т.е. полость внутри провод-
ника будет полностью изолирована от влияния 
внешних электростатических полей. На этом прин-
ципе основана электростатическая защита (экрани-
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рование) электрического оборудования от влияния 
внешних полей. 

Свойство зарядов располагаться на 
внешней поверхности проводника ис-
пользуется в электростатических генера-
торах, предназначенных для накопления 
больших зарядов и достижения разности 
потенциалов в несколько миллион вольт. 
Примером является электростатический 
генератор Ван-де-Граафа [16]. 

Как видно из рис. 4.12, на поверхно-
сти нижней части проводящего тела ска-
пливается больше зарядов. Это объясня-
ется тем, что заряды под действием ку-
лоновских сил взаимного отталкивания 
стремятся как можно шире растечься по 
поверхности проводника (на поверхно-

сти заряды удерживаются внутримолекулярными силами), а лю-
бые выступы и острия всегда являются наиболее удаленными от 
остальной поверхности частями. Относительно малое количество 
зарядов на заостренных частях проводящего тела может создать 
большую поверхностную плотность, а следовательно, и напря-
женность электрического поля вблизи таких частей значительно 
увеличивается. Этим свойством проводников можно объяснить 
разряды грозовых туч над куполами (заостренными концами) 
зданий, одиночно стоящими деревьями, столбами и т.д. На этом 
же свойстве основан принцип действия громоотвода, примером 
которого может служить очень высокий заземленный проводя-
щий стержень. 
 
 
4.7.   ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ  
         В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 
 

Уравнения (4.1) и (4.36), описывающие электростатическое 
поле в произвольной безграничной среде, сведем в единую сис-
тему: 

+
+

+

+ +

+

+

+

+
++
++
++
+++

0E =

внешE

внешE

внешE

Рис. 4.12Рис. 4.12 
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связ

rot 0;

div ;

div .

E

D

P

ρ
ρ

= = = − 
                                 (4.41) 

С математической точки зрения "безграничность" среды означает, что 
указанные уравнения справедливы в области непрерывности входящих 
в них функций. В реальных условиях электрические явления протекают 
в ограниченных средах, т.е. на практике имеются границы раздела сред 
с разными электрическими свойствами, на которых функции, входящие 
в уравнения (4.41), терпят разрыв. 

Необходимо отметить, что законы поля в без-
граничной среде и на границах раздела сред неиз-
менны, отличается лишь их вид (математическая 
запись) в областях непрерывности и разрыва функ-
ций, входящих в уравнения (4.41). 

Математические формулы, отражающие законы электро-
статического поля на границах раздела сред с разными элект-
рическими свойствами, называются граничными условиями  
в электростатическом поле. 

Для получения граничных условий обычно переходят к инте-
гральной форме записи законов поля, применяя их на границе 
раздела сред. Затем, учитывая свойства поля на границе раздела, 
вновь возвращаются к дифференциальной форме [1, 14, 15, 16]. 
Обсудим граничные условия без вывода, используя формулы 
векторного анализа и отдельные выкладки из [1, 14, 15]. 
 
4.7.1. Первое граничное условие 
 

   Первое граничное условие – это математическая запись 
второго уравнения системы (4.41) на поверхности раздела сред с 
разными электрическими свойствами: 

Div D σ= ,                                       (4.42) 

где σ  – поверхностная плотность свободного заряда, Div D  – 
поверхностная дивергенция, согласно [1, 2, 14, 15] 

( )1 2 1 2Div n nD D D n D D= − = − ,                   (4.43) 



 75

где 1D , 2D  – вектора электрической индукции в средах с относи-
тельными диэлектрическими проницаемостями 1rε  и 2rε  соот-
ветственно (рис. 4.13); 1nD , 2nD  – проекции соответствующих 
векторов на нормаль n  к поверхности раздела двух сред. На рис. 
4.13 1 1n nD D n= , 2 2n nD D n=  – нормальные составляющие векто-

ров 1D  и 2D ; 1 1 1t t tD D= , 2 2 1t t tD D=  – их тангенциальные со-

ставляющие, 1tD , 2tD  – проекции векторов 1D  и 2D  на касатель-
ную 1t , направленную вдоль границы раздела сред. 

Подставляя (4.43) в (4.42), получим 

1 2n nD D σ− = .                                   (4.44) 

Таким образом, нормальная проекция вектора электрической ин-
дукции на границе раздела двух сред претерпевает скачок, рав-
ный поверхностной плотности свободных зарядов, распределен-
ных на этой границе.  

Соотношения (4.42) и (4.44) называют первым граничным 
условием в электростатическом поле. Для расчетов, как правило, 
используют форму (4.44). 

Используя (3.1), аналогич-
ные соотношения легко полу-
чить и для вектора напряженно-
сти электростатического поля на 
границе раздела двух сред, по-
скольку 

1 1 1 0 1 1a rD E Eε ε ε= = ,  

2 2 2 0 2 2a rD E Eε ε ε= = , 

1 1 1 0 1 1n a n r nD E Eε ε ε= = ,  2 2 2 0 2 2n a n r nD E Eε ε ε= = , 

где 1nE , 2nE  – нормальные проекции векторов 1E  и 2E  соответ-
ственно. 
Первое граничное условие несет информацию о том, как ведут 
себя нормальные проекции векторов D  и E  на границе раздела 
сред с разными электрическими свойствами. 

В случае отсутствия свободных зарядов на поверхности раз-
дела сред ( 0σ = ) выражение (4.42) примет вид 

Рис. 4.13

1rε

2rε

1Dn

1t

1nD

1tD

2nD 2D

2tD

Рис. 4.13 
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Div 0D = ,                                       (4.45) 

тогда из (4.43) 

1 2 0n nD D− = , 
или 

1 2n nD D= .                                      (4.46) 

Соответственно для нормальных проекций вектора E  имеем: 

1 1 2 2a n a nE Eε ε= , 

2 2
1 2 2

1 1

a r
n n n

a r

E E E
ε ε

ε ε
= = .                          (4.47) 

Итак, в случае отсутствия на границе раздела двух сред свобод-
ного заряда нормальная проекция вектора D  непрерывна, а нор-
мальная проекция напряженности поля E  терпит разрыв (рис. 4.14). 

На рис. 4.14 1 1n nE E n= , 2 2n nE E n=  – нормальные состав-

ляющие векторов 1E  и 2E ; 1 1 1t t tE E= , 2 2 1t t tE E=  – их танген-
циальные составляющие, 1tE , 2tE  – проекции векторов 1E  и 2E  

на касательную 1t . 

Рис. 4.14

1rε

2rε

2En

1t

2nE

1 2t tE E=

1nE 1E

Рис. 4.14          

 

Рис. 4.15

1rε
n

2 20, 0E D= =

1 1nE E=

0ϕ =

проводник

диэлектрик

Рис. 4.15  
 
Рассмотрим частный случай электростатического поля на 

границе раздела "проводник – диэлектрик" (рис. 4.15). В прово-
дящей среде электрическое поле равно нулю (см. раздел 4.6), т.е. 

2 0E = , 2 0D = , 2 0nD = , следовательно, первое граничное усло-
вие (4.44) примет вид 

1nD σ= ,                                           (4.48) 
или с учетом (3.1) 

1 1 0 1 1a n r nE Eσ ε ε ε= = .                              (4.49) 
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В соответствии с (4.48) нормальная проекция вектора электричес-
кой индукции (смещения) на поверхности проводника равна плот-
ности свободного заряда, расположенного на этой поверхности. 

Свободные заряды появляются на поверхности проводника 
вследствие их смещения под действием электрического поля (см. 
раздел 4.6). Эти заряды называют индуцированными, т.е. "вы-
званными" полем. А поскольку на поверхности проводника 

1 1nD D σ= = , то и вектор D  также называют вектором электри-
ческого смещения (индукции). Для расчета индуцированного 
свободного заряда на границе раздела "проводник – диэлектрик" 
широко используется формула (4.49). 
 
 
4.7.2. Второе граничное условие 
 

  Второе граничное условие – это математическая запись 
первого уравнения системы (4.41) на поверхности (границе) раз-
дела сред с разными электрическими свойствами: 

Rot 0E = ,                                      (4.50) 

где RotE  – поверхностный ротор. 
Согласно векторному анализу [2], а также [15] поверхностный ротор 
равен: ( )1 2 1 2Rot t tE n E E E E= × − = − , 

и соотношение (4.50) примет вид: 

1 2 0t tE E− = , 
или 

1 2t tE E= ,    1 2t tE E= .                              (4.51) 

Таким образом, на границе раздела двух непроводящих сред (ди-
электриков) тангенциальные составляющие вектора напряжен-
ности поля E  равны (рис. 4.14). Выражения (4.50) и (4.51) назы-
вают вторым граничным условием в электростатическом поле. 

На границе раздела "проводник – диэлектрик", в частном 
случае, 2 0E = , следовательно, 2 0tE = . Тогда из (4.51) получим: 

1 2 0t tE E= = , 
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т.е. тангенциальная составляющая вектора E  на поверхности 
проводника равна нулю. Электрическое поле (вектор E ) направ-
лено по нормали к поверхности проводника (рис. 4.15): 

1 1 1n nE E E n= = . 

Все вышесказанное полностью согласуется с рассуждениями, 
приведенными в разделе 4.6. 
 
 
4.7.3. Граничное условие для вектора поляризации.  
          Определение плотности связанных зарядов 
 

  Граничное условие для вектора поляризации 
представляет собой математическую запись третье-
го уравнения системы (4.41) на поверхности (гра-
нице) раздела сред с разными электрическими 
свойствами: 

связDiv P σ= − ,                                   (4.52) 

где связσ  – поверхностная плотность связанного заряда. 
Выражая поверхностную дивергенцию вектора P  через его нор-
мальные проекции 1nP  и 2nP  в первой и второй средах соответст-
венно, получим: 

1 2 связDiv n nP P P σ= − = − . 

Последнее соотношение можно представить в виде: 
( )связ 1 2n nP Pσ = − − .                              (4.53) 

Итак, плотность связанного заряда равна взятой со знаком "ми-
нус" разности нормальных проекций вектора поляризации в пер-
вой ( 1rε ) и второй ( 2rε ) средах. Соотношения (4.52) и (4.53) на-
зывают граничным условием для вектора поляризации P . Вы-
ражение (4.53) используется для расчета плотности индуциро-
ванного связанного заряда на границе раздела сред с разными 
электрическими свойствами. 
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Используя (4.34), представим нормальные проекции вектора 
поляризации в следующем виде: 

1 1 0 1n n nP D Eε= − ,     2 2 0 2n n nP D Eε= − , 

а затем с учетом (4.44) преобразуем (4.53) к форме: 
( ) ( ) ( )связ 1 2 1 2 0 1 2n n n n n nP P D D E Eσ ε = − − = − − − − =   

( )0 1 2n nE Eσ ε= − + − ,                             (4.54) 

где σ  – плотность свободного заряда, внесенного на границу раз-
дела двух диэлектриков. 

Для случая 0σ =  (наиболее интересного для практики), ко-
гда плотность свободного заряда на границе раздела диэлектри-
ков равна нулю, имеем: 

( )связ 0 1 2n nE Eσ ε= − .                              (4.55) 

Формулы (4.54) и (4.55) позволяют определить плотность инду-
цированного связанного заряда по напряженности электрическо-
го поля на границе раздела сред и широко используются в расчетах. 

Все вышесказанное приводит к следующему выводу. Если 
удалось рассчитать напряженность электрического поля E , то 
можно найти все величины, характеризующие исследуемое физи-
ческое явление: σ , связσ , ρ , ϕ  и т.д. 
4.7.4. Граничные условия для потенциала 
 

  Граничные условия для потенциала следуют из первого и 
второго граничных условий для напряженности электрического 
поля. Первое граничное условие вытекает из (4.51), согласно ко-
торому 1 2t tE E= . С другой стороны, с учетом (4.14) 

1
1 1 1

grad 1 1
t

t t tE
l

ϕϕ ∂= − = − ∂ ,    2
2 2 1

grad 1 1
t

t t tE
l

ϕϕ ∂= − = − ∂ . 

Подставляя последние выражения в (4.51), получим: 

1 2

l l

ϕ ϕ∂ ∂=∂ ∂ , 

откуда следует, что 
1 2ϕ ϕ= .                                      (4.56) 
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Соотношение (4.56) есть первое граничное условие для потен-
циала, согласно которому на поверхности раздела двух сред с раз-
ными электрическими свойствами потенциал непрерывен. 

Выражение (4.56) можно записать, исходя из физического 
смысла потенциала (см. раздел 4.3). Поскольку потенциал есть 
энергия (работа), затраченная полем, а энергия скачком изме-
няться не может (закон природы), следовательно, потенциал дол-
жен быть непрерывен в любых точках поля, в том числе и на гра-
нице раздела сред. 

Второе граничное условие для потенциала есть запись пер-
вого граничного условия (4.44) через потенциальную функцию. 
Для случая 0σ =  с учетом (3.1) и (4.46) имеем: 

1 1 2 2r n r nE Eε ε= . 

Представляя нормальные составляющие напряженности поля на 
границе раздела двух сред в виде: 

1
1 1gradn n

E n n
n

ϕϕ ∂= − = − ∂ ,    2
2 2gradn n

E n n
n

ϕϕ ∂= − = − ∂ , 

получим 

1 2
1 2r rn n

ϕ ϕε ε∂ ∂=∂ ∂ .                                 (4.57) 

Соотношение (4.57) называется вторым граничным условием 
для потенциала. 
4.8.   ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
 

Электростатическое поле описывается диф-
ференциальными уравнениями Максвелла (4.1) или 
уравнениями Пуассона-Лапласа для потенциала 
(4.26) и (4.27), которые, по сути, являются следст-
вием системы (4.1). Все они являются уравнениями 
в частных производных. Решение любой задачи 
электростатики сводится к решению того или иного 
уравнения в частных производных либо системы 
таких уравнений. 

Уравнения в частных производных, в отличие от обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, в общем случае допускают 
множество линейно-независимых решений. Однако каждая кон-
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кретная задача имеет одно-единственное решение, подразумевает 
одну-единственную картину поля. 

Из множества линейно-независимых решений, допускаемых 
уравнениями поля, выбор одного-единственного, удовлетворяю-
щего конкретной задаче, производится при помощи граничных 
условий. 

В теории поля существует важное положение, называемое 
теоремой единственности решения [1, 8], которое приведем 
без вывода. 

Если найдена некоторая функция, удовлетворяющая уравне-
ниям поля и граничным условиям в данном поле, то эта функция 
и представляет собой то единственное решение, которое ищется. 
 
 
4.9.   ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ 
 

Пусть имеются два любых проводящих тела, разделенных 
диэлектриком, которые несут на себе равные по величине и про-
тивоположные по знаку заряды Q . Разность потенциалов (на-
пряжение) между телами, обусловленная этими зарядами, равна U . 

Под емкостью C  между двумя телами, на которых имеются 
равные и противоположные по знаку заряды, понимают абсо-
лютную величину отношения заряда на одном из тел к напряже-
нию между телами: 

Q
C

U
= .                                             (4.58) 

Емкость зависит от конфигурации тел, их размеров, расстояния 
между  телами,  а  также  от  электрических  свойств  диэлектрика 
(от rε ). Можно говорить и о емкости двух любых проводящих 
тел, разделенным диэлектриком. 

В физике существует понятие "емкости уединенного тела", 
т.е. предполагается, что другое тело с противоположным зарядом 
( Q− ) находится на бесконечности (бесконечно удалено) в точке, 
потенциал которой 0 0ϕ = . Таким образом, 

0U ϕ ϕ ϕ= − = , 

где ϕ  – потенциал в точке нахождения тела с зарядом Q+ . Тогда 
согласно (4.58) емкость уединенного тела равна: 
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Q
C

ϕ
= .                                          (4.59) 

Единицей измерения емкости является фарад (Ф): 

[ ] Кл В ФC = = . 

Одному фараду ( 1ФC = ) равна емкость такого уединенного про-
водника, потенциал которого изменяется на 1В  при сообщении 
ему заряда 1КлQ = . Фарад – очень крупная единица. На практи-

ке используются более мелкие: 61мкФ 10 Ф−
= , 91нФ 10 Ф−

= , 
121пФ 10 Ф−

=  и т.п. 
Потенциал уединенного шара радиусом R , находящегося в 

однородной среде с относительной диэлектрической проницае-
мостью rε , с учетом (4.18) равен: 

04 r
Q

C Rπε ε
ϕ

= = ,                              (4.60) 

откуда 
04 rR C πε ε= . 

Следовательно, емкостью 1ФC =  обладал бы уединенный шар, 

находящийся в вакууме ( 1rε = ) и имеющий радиус 69 10 кмR= ⋅ , 
что примерно в 1400 раз больше радиуса Земли. А электроем-
кость Земли равна 

4
з 7 10 Ф 0.7мФC −
= ⋅ = . 

4.10.  ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 
 

 Физическая реальность электрического поля проявляется в 
том, что поле обладает энергией. Вообще, энергия измеряется 
работой. Энергия электрического поля определяется работой 
внешних сил, затрачиваемой на разделение и перемещение заря-
дов. Работа этих сил полностью переходит в потенциальную 
энергию электрического поля. Если какой-либо заряд в электри-
ческом поле перемещается под влиянием внешних сил, преодоле-
вающих силы, действующие на заряд со стороны поля, то в ре-
зультате совершаемой внешними силами работы энергия элек-
трического поля увеличивается. За счет накопленной энергии по-
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ле, действуя на заряды, может само совершать работу. При этом, 
если энергия не приобретается извне, электрическая энергия поля 
уменьшается, превращаясь, например, в механическую или дру-
гие виды. 
 
 
4.10.1. Энергия взаимодействия зарядов 
 

    Пусть имеются два точечных заряда 1Q  и 2Q , находящих-
ся на расстоянии 12r  друг от друга (рис. 4.16). Эта система заря-

дов обладает некоторым запасом энергии, по-
скольку была совершена определенная работа, 
для того чтобы удерживать их на требуемом рас-
стоянии. Подсчитав эту работу, можно найти 
энергию электростатического взаимодействия 
двух зарядов 1Q  и 2Q . 

Предположим, что заряд 1Q  неподвижен, а заряд 2Q  пере-
мещается в поле заряда 1Q . Элементарная работа внешних сил по 
перемещению заряда 2Q  на расстояние dl  равна: 

2dA Fdl Q Edl= = , 

где согласно (4.5) 2F Q E= , E  – напряженность электростатиче-
ского поля, созданного зарядом 1Q . Полная работа, совершенная 
внешними силами, для того чтобы приблизить заряд 2Q  к заряду 

1Q  на расстояние 12r  (поместить его в точку 2), определится как 
2

2 2A dA A∞ ∞

∞

= = −∫ , 

где 2A∞  – работа, совершаемая внешними силами, ( 2 0A∞ < ); 

2A ∞  – работа сил поля, которая и определяет его энергию, 

2 2
2 2

A dA Q Edl
∞ ∞

∞ = =∫ ∫ . 

Здесь в одном из пределов интегралов стоит бесконечность, по-
скольку теоретически границами поля являются бесконечно уда-

Рис. 4.16

1Q 2Q

12r1 2

Рис. 
4.16 

Q1 Q2 

 1  2  r12 
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ленные точки, в которых 0E = , 0ϕ∞ =  (ϕ∞  – потенциал поля в 
бесконечно удаленной точке). Учитывая, что электростатическое 
поле согласно (4.14) является потенциальным, получим: 

( )2 2 2 2 2 2 2
2 2

gradA Q dl Q d Q Qϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∞ ∞

∞ ∞= − = − = − − =∫ ∫ ,    (4.61) 

где 2ϕ  – потенциал поля в точке расположения заряда 2Q . 
Поскольку энергия определяется работой, то в соответствии 

с (4.61) энергия электростатического взаимодействия зарядов 1Q  
и 2Q , или энергия электростатического поля зарядов 1Q  и 2Q , 
равна: 

э 2 2 2W A Qϕ∞= = .                              (4.62) 

Очевидно, что можно закрепить заряд 2Q  и перемещать за-
ряд 1Q  в поле заряда 2Q . В этом случае энергия поля зарядов 1Q  
и 2Q  определится как 

э 1 1W Qϕ= ,                                     (4.63) 

где 1ϕ  – потенциал электростатического поля в точке расположе-
ния заряда 1Q . 

Формулы (4.62) и (4.63) равнозначны друг 
другу. Действительно, для точечных зарядов с уче-
том (4.19) имеем: 

2
1

124 a

Q

r
ϕ

πε
= ,    1

2
124 a

Q

r
ϕ

πε
= ,     1 2

э 1 1 2 2
124 a

Q Q
W Q Q

r
ϕ ϕ

πε
= = = . 

Энергию электростатического взаимодейст-
вия можно записать в эквивалентном формулам 
(4.62) и (4.63) виде: 

э 1 1 2 2
1 1

2 2
W Q Qϕ ϕ= + . 

Тогда для системы n  зарядов энергию взаимодействия (энергию 
электростатического поля n  точечных зарядов) можно предста-
вить в виде 
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э
1

1

2

n

k k
k

W Q ϕ
=

= ∑ ,                                (4.64) 

где kϕ  – потенциал электростатического поля в точке располо-
жения k -го заряда.  

Таким образом, электрическая энергия поля системы заря-
женных тел равна полусумме произведений потенциалов тел на 
их заряды. Формула (4.64) справедлива для точечных зарядов, а 
также для заряженных тел, которые с определенным приближе-
нием можно рассматривать как точечные заряды. 

В случае возбуждения поля непрерывным 
распределением заряда (объемным или поверхно-
стным) выражение (4.64) преобразуется к следую-
щему виду: 

э

1 1

2 2V S

W dV dSϕρ ϕσ= +∫ ∫ .                      (4.65) 

В качестве примера применения (4.64) получим формулу для 
расчета энергии электрического поля конденсатора, который 
можно рассматривать как систему двух тел, заряженных равными 
по величине и противоположными по знаку зарядами: 

1Q Q= ,    2Q Q= − . 

В этом случае из (4.64) следует: 
( )1 21 1 2 2 1 2

э 2 2 2 2 2 2
CQ U QQ Q Q Q

W
ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ −= + = − = = , 

где 1 2CU ϕ ϕ= −  – напряжение между пластинами конденсатора. 
Заряд рассматриваемой системы связан с напряжением между 
пластинами соотношением (4.58): 

CQ CU= , 
где C  – емкость системы двух заряженных тел, т.е. емкость кон-
денсатора. 
Тогда энергия электростатического поля конденсатора опреде-
лится следующим образом: 
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2

э 2
CCU

W = .                                    (4.66) 

Формула (4.66) широко применяется в теории цепей. 
 
 
4.10.2. Связь энергии электростатического поля  
            с его напряженностью 
 

    Зададим вопрос: где размещается электри-
ческая энергия? Правда, в ответ можно спросить: а 
не все ли равно? Если имеется пара взаимодейст-
вующих зарядов, то их сочетание обладает некото-
рой энергией. Неужели нужно непременно уточ-
нять, что энергия сосредоточена на этом заряде или 
на том, или на обоих сразу, или между ними? 

Из физики известно, что на самом деле сохраняется только 
полная, суммарная, энергия. Представление о том, где она сосре-
доточена, не так уж и необходимо. Однако данный вопрос не ли-
шен смысла и с физической точки зрения весьма интересен. Ока-
зывается, в природе энергия сохраняется локально, и можно ма-
тематически показать, где она сосредоточена и как перетекает с 
места на место (см. раздел 3.3). Такое знание, несомненно, рас-
ширяет закон сохранения полной энергии. Кроме того, имеется и 
физическая причина в требовании указать, где именно заключена 
энергия. По теории тяготения всякая масса есть источник грави-
тационного притяжения, и согласно закону Эйнштейна о связи 
массы и энергии ( 2W mc= ) они вполне равноценны друг другу. 
Всякая энергия является источником силы тяготения. Там, где 
находится энергия, расположена и масса, являющаяся источни-
ком тяготения. Известно, что, ускоряясь, заряды излучают элек-
тромагнитные поля. Свет или радиоволны, распространяясь в 
пространстве, переносят энергию, но в этих электромагнитных 
волнах нет зарядов. 

Исследования показывают, что энергия сосредоточена в том 
пространстве, где имеется электромагнитное поле. Этот факт 
отражает математическая формула (3.26), которая является след-
ствием выражения (4.65). Для случая изотропных сред, для кото-
рых справедливо соотношение (3.1), формула (3.26) примет вид: 
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2

э 2
a

V

E
W dV

ε
= ∫ .                                      (4.67) 

Если 0E = , то и э 0W = . Выражения (3.26) и (4.67) позволяют 
определить энергию электрического поля как в отдельных его 
областях, так и во всем поле. Для этого необходимо взять лишь 
соответствующие пределы интегрирования. Плотность электри-
ческой энергии определяется соотношением (3.27), а для изо-
тропных сред, как уже упоминалось в разделе 3.3, имеет вид 

2

э 2
aE

w
ε

= . 

Необходимо подчеркнуть, что формула (3.26) справедлива для 
любых сред и полей, как угодно изменяющихся в пространстве и 
времени (постулат Максвелла, подтверждаемый современным 
естествознанием). 
 
 
4.11.  СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ  
          В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 
 

 Если в электрическом поле находятся заряженные тела, то 
на эти тела действуют электрические силы, стремящиеся их пе-
ремещать или деформировать [10]. Силы, стремящиеся привести 
тела в движение, называются пондеромоторными, т.е. силами, 
движущими весомые тела. 

Силы, действующие на заряженные тела в электростатиче-
ском поле, можно определить, используя закон Кулона или соот-
ношения для энергии поля. 

Выражение (4.5) позволяет найти силу, действующую на не-
подвижное малое тело с зарядом Q , находящееся в некотором 
поле E . Если заряд распределен по объему тела или его поверх-
ности, то величина силы определяется соотношениями: 

V

F E dVρ= ∫ ,     
S

F E dSσ= ∫ . 

Проекцию силы lF  на любое направление l , действующей в по-
ле системы n  положительно заряженных тел, можно определить 
через энергию этой системы как 
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э
l

W
F

l

∂= ±
∂

.                                       (4.68) 

Согласно (4.68), если при перемещении тела на расстояние l∂  в 
направлении l  его энергия изменяется на эW∂ , то отношение 
изменения энергии к перемещению определяет проекцию силы на 
данное направление l . Здесь знак "плюс" берется при constkϕ =  
[см. формулу (4.64)], т.е. когда потенциалы kϕ  всех заряженных 
тел, входящих в систему, остаются неизменными при их переме-
щении. Такой случай имеет место, если все тела подключены к 
зажимам внешних источников с постоянными по значению ЭДС 
( constk keϕ = = ). Знак "минус" в формуле (4.68) берется при 

constkQ =  ( 0kQ > ), т.е. когда заряды всех тел не изменяются 
при изменении конфигурации n-заряженных тел. На практике 
это возможно, если все тела после зарядки отключить от источников 
ЭДС. В этом случае может произойти перераспре-деление заря-
дов по поверхности тел, однако количество заряда на них не ме-
няется. 

Запишем проекции силы F  в декартовой системе координат: 
э

x
W

F
x

∂= ±
∂

,   э
y

W
F

y

∂= ±
∂

,   э
z

W
F

z

∂= ±
∂

, 

тогда сила F  равна 
э э э

эgradx y z
W W W

F F i F j F k i j k W
x y z

 ∂ ∂ ∂= + + = ± + + = ± ∂ ∂ ∂  , 

эgradF W= ± .                                     (4.69) 

Таким образом, сила, действующая на заряженные тела в элек-
трическом поле, пропорциональна градиенту от энергии поля, т.е. 
сила действует на заряженное тело, если поле неоднородно 
( эgrad 0W ≠ ). В свою очередь энергия электрического поля про-
порциональна квадрату его напряженности: энергия больше в той 
точке пространства, где выше напряженность электрического по-
ля. На рис. 4.17 показано действие электрической силы на поло-
жительно заряженное тело, внесенное в неоднородное электриче-
ское поле. Тело с положительным зарядом выталкивается полем. 
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Если же тело заряжено отрицательно, то направление действия 
силы изменяется на противоположное, но ее величина остается 
неизменной ( эgradF W= ). 
 

1E эgradF W= −

эgradW

2E

 
 Рис. 4.17 

 
 
 
5.     МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  
        ПОЛЕЙ 
 

В зависимости от исходных данных и искомых величин за-
дачи электростатики могут быть разделены на три типа. 

1. Задачи первого типа: по заданному распределению потен-
циала в пространстве ( )rϕ  найти распределение свободных заря-
дов, возбудивших электрическое поле. Такого типа задачи можно 
решить при помощи уравнения Пуассона (4.26) или (4.29). Это 
наиболее простой тип задач. 

2. Задачи второго типа: задан закон распределения свобод-
ных зарядов в пространстве в функции координат ( )rρ . Найти 
закон изменения потенциала ( )rϕ . Такая задача является обрат-
ной к первой, но значительно сложнее. Принципиально она со-
стоит в решении дифференциального уравнения второго порядка 
в частных производных. На практике задачи первого и второго 
типов встречаются редко. 

3. Задачи третьего типа: известны потенциалы (или заряды) 
и геометрия тел, создающих поле. Требуется найти закон измене-
ния E  или ϕ  во всех точках поля. 

Наиболее общим методом расчета полей в задачах второго и 
третьего типов является метод интегрирования уравнений поля. 
Однако в ряде случаев можно использовать частные методы, ко-
торые позволяют проще и быстрее решить задачу в поставленных 
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условиях. К таким методам относятся: метод наложения, метод 
изображений, графический метод, применение теоремы Гаусса и 
др. При решении некоторых задач используются два и более ме-
тода одновременно. Далее рассмотрим некоторые из частных ме-
тодов решения. 
 
 
5.1.   ПОЛЕ ЗАРЯЖЕННОЙ ОСИ 
 

Под заряженной осью понимают весьма тонкий, теоретиче-
ски бесконечно длинный металлический проводник (практиче-
ская аналогия – длинная тонкая проволока), на котором равно-
мерно распределен заряд с линейной плотностью τ . 

Пусть заряженная ось находится в среде с относительной ди-
электрической проницаемостью rε  (рис. 5.1). Заряд, приходя-
щийся на единицу ее длины известен и равен τ . Требуется опре-
делить напряженность поля и потенциал в любой его точке, уда-
ленной на расстояние r  от оси. 

Решение. Поле заряженной оси является однородным, сило-
вые линии поля направлены перпендикулярно заряженной оси 
(рис. 5.1). Для решения такой задачи достаточно использовать 
второе уравнение системы (4.1) в интегральной форме, т.е. тео-
рему Гаусса (3.2), или (4.7). Для расчета напряженности электри-
ческого поля в некоторой точке, удаленной на расстояние r  от 
оси, проведем через эту точку цилиндрическую поверхность так, 
чтобы ось цилиндра совпала с заряженной осью (цилиндрическая 
поверхность соответствует геометрии данной задачи) (рис. 5.1). 
 

τ

E

E

сечdS

E

E

EE

E

бокdS

1n

2n

 
Рис. 5.1 

Применим теорему Гаусса (4.7) с учетом линейного распределе-
ния заряда (см. раздел 4.2): 
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цS

DdS lτ� =∫ , 

где цS  – площадь поверхности цилиндра, l  – его высота (длина). 
Считая среду однородной и изотропной и используя (3.1), получим: 

ц бок сеч

2
a S S S

l
EdS EdS EdS

τ

ε � � �= = +∫ ∫ ∫ ,                     (5.1) 

где бокS  – площадь боковой поверхности цилиндра, сечS  – пло-
щадь его сечения. 

Поскольку сечE dS⊥ , 

сеч
сеч 0

S

EdS� =∫ ; 

так как бокE dS� , 

бок
бок бок 2

S

EdS ES E rlπ� = = ⋅∫ . 

Возвращаясь к (5.1), имеем: 

2
a

l
E rl

τ
π

ε
= ⋅ , 

откуда 

2 a

E
r

τ

π ε
= ,                                       (5.2) 

1
2 r

a

E
r

τ

π ε
= ,                                    (5.3) 

где 1r  – единичный вектор, направленный по прямой, соединяю-
щей заряженную ось и данную точку пространства (от оси к точке). 

Согласно (5.2) напряженность поля заряженной оси изменя-
ется обратно пропорционально расстоянию r  от точки до оси. 
Выражения (5.2) и (5.3) определяют напряженность поля в любой 
точке, отстоящей от оси на расстояние r . 
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Вектор электрической индукции и потенциал 
в любой точке поля с учетом (3.1) и (4.15) равны 
соответственно: 

1
2a rD E

r

τ
ε

π
= = , 

 

2 a

dr
Edl

r

τϕ
πε

= − = − =∫ ∫  

 

1
ln const ln const

2 2a a

r
r

τ τ

πε πε
= − + = + .             (5.4) 

 
 
5.2.  МЕТОД НАЛОЖЕНИЯ. ПОЛЕ ДВУХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ  
        РАЗНОИМЕННО ЗАРЯЖЕННЫХ ОСЕЙ 
 

При исследовании поля двух заряженных 
осей применяется метод наложения (принцип су-
перпозиции): зная поле одной оси, находят поле 
двух заряженных осей. 

Пусть две заряженные оси находятся в среде с относитель-
ной диэлектрической проницаемостью rε . Одна ось имеет заряд 
на единицу длины, равный τ+ , другая заряд τ− . Требуется опре-
делить напряженность поля осей в лю-
бой точке пространства. 

Решение. Возьмем в поле двух 
осей произвольную точку M , находя-
щуюся на расстоянии 1r  от положи-
тельно заряженной оси и на расстоянии 

2r  от отрицательно заряженной оси 
(рис. 5.2). Согласно принципу наложе-
ния результирующая напряженность 
поля двух осей в точке M  ME  равна геометрической сумме на-
пряженностей от каждой оси: 

ME E Eτ τ+ −= + ,                                      (5.5) 

+τ −τ

1r 2r

E+τ

E−τ

ME

M

Рис. 5.2Рис. 
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где E τ+ , E τ−  – напряженности поля от осей с зарядами τ+  и τ−  
соответственно. С учетом (5.3) 

1
1

1
2 r

a

E
rτ

τ

πε
+ = ,   

2
2

1
2 r

a

E
rτ

τ

πε
− = − , 

где 
1

1r – единичный вектор, направленный от положительно за-
ряженной оси к точке M , 

2
1r  – единичный вектор, направлен-

ный от отрицательно заряженной оси к заданной точке. 
Подставляя последние выражения в (5.5), получим 

1 2
1 2

1 1
2 2M r r

a a

E
r r

τ τ

πε πε
= − .                              (5.6) 

Геометрическое определение ME  проиллюстрировано на рис. 
5.2. 

Применяя принцип наложения, с учетом (5.4) рассчитаем по-
тенциал в точке M : 

1 2

1 1
ln ln

2 2M
a a

C
r rτ τ

τ τϕ ϕ ϕ
πε πε+ −= + = − + , 

где τϕ+  – потенциал поля положительно заряженной оси в точке 
M , τϕ−  – потенциал поля отрицательно заряженной оси в задан-
ной точке, C  – постоянная интегрирования, определяемая выбо-
ром точки нулевого потенциала. В данном случае за точку нуле-
вого потенциала удобно принять точку, где 1 2r r= , т.е. 0ϕ =  во 
всех точках, равноудаленных от осей. Используя это условие, по-
лучим 

1 2
0 0M r r

Cϕ
=

= + = , 0C = . 

Таким образом, 

2

1

ln ln
2 2M

a a

r
k

r

τ τϕ
πε πε

= = ,                          (5.7) 

где 2

1

r
k

r
= . 

Построим картину поля двух заряженных осей. Картина поля 
– это графическое изображение совокупности силовых и эквипо-
тенциальных линий. 
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Из выражения (5.7) очевидно, что уравнени-
ем эквипотенциали в поле двух заряженных осей 
является соотношение 

2

1

const
r

k
r
= = .                                   (5.8) 

Из курса математики [2] известно, что выражение (5.8) есть урав-
нение окружности. Запишем (5.8) в декартовой системе коорди-
нат и убедимся в этом. 

Расположение заряженных осей свяжем с декартовой коор-
динатной системой так, чтобы координатная ось x  совпадала с 
прямой, соединяющей заряженные оси, а ось y  находилась на 
одинаковом расстоянии a  от них (рис. 5.3). 
 

+τ −τ
a a

1r
2r

x

y

M

constMϕ = ϕ =

s

R

1s1R
1s

E
E

E

0ϕ =
ER

 
 

Рис. 5.3 
 Тогда 

2 2
1 ( )r a x y= + + ,    2 2

2 ( )r a x y= − + . 

Подставляя полученные соотношения в (5.8), имеем 

2 2

2 2

( )

( )

a x y
k

a x y

− +
=

+ +
.                                  (5.9) 
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Возведем обе части (5.9) в квадрат и приведем полученное выра-
жение к общему знаменателю, после несложных преобразований 
(5.9) примет вид 

2
2 2 2

2

1
2

1

k
x ax y a

k

+
− + = −

−
.                         (5.10) 

Прибавив к обеим частям уравнения (5.10) 

22
2

2

1

1

k
a

k

 + −  , оконча-
тельно получим 

( )
22 2 2

2
2 22

1 4

1 1

k k a
x a y

k k

 +− + = −  −
.                      (5.11) 

Уравнение окружности в декартовой системе координат имеет вид 
[2] 

( ) ( )2 2 2
ц цx x y y R− + − = ,                              (5.12) 

где цx , цy  – координаты центра окружности, R – ее радиус. 
Сравнивая (5.11) и (5.12), приходим к выводу, что уравнение 
(5.11) есть уравнение окружности со следующими параметрами: 

2

ц 2

1

1

k
x s a

k

+
= = ±

−
,     ц 0y = , 

2

4

1

ka
R

k
= ±

−
.               (5.13) 

Знак "плюс" берется для 1k <  ( 1 2r r> , область расположения от-
рицательно заряженной оси), знак "минус" – для 1k >  ( 1 2r r< , 
область расположения положительно заряженной оси). Нетрудно 
проверить, что 

2 2 2s a R− = .                                       (5.14) 

Таким образом, как следует из (5.11) и (5.13), эквипотенци-
альные линии представляют собой окружности с центрами, рас-
положенными на оси абсцисс. Используя (5.13), через любую 
точку можно провести эквипотенциальную линию на плоскости 
(или эквипотенциальную поверхность, представляющую собой 
круговой цилиндр, в пространстве). Ось ординат, вдоль которой 
потенциал равен нулю, отражает эквипотенциальную плоскость в 
пространстве, в каждой точке которой 0ϕ =  (рис. 5.3). 
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Для построения силовых линий поля необходимо воспользо-
ваться соотношением (4.14), из которого следует, что силовые и 
эквипотенциальные линии электростатического поля взаимно 
ортогональны. При этом надо помнить, что источником силовых 
линий являются положительные заряды, а стоком – отрицатель-
ные. В данном случае на плоскости силовые линии представляют 
собой семейство окружностей 

( )22 2 2
ц цE Ex y y a y+ − = +  

с центрами цEy  на оси y  и радиусами ER , равными расстоянию 
от их центров до заряженных осей (рис. 5.3): 

ц 0Ex = ,     2 2
цE ER a y= + . 

Для практического применения результатов данной задачи 
полезно использовать другую зависимость для потенциалов точек 
поля, отличную от (5.7). Она получается в результате преобразо-
вания (5.7) с учетом выражения (5.14), которое связывает пара-
метры эквипотенциальной линии (s  и R) с расстоянием между 
заряженными осями и началом координат (a ). 

Представим (5.14) в следующем виде: 
2( )( )s a s a R− + = ,      

s a R

R s a

+
=

−
. 

Можно показать [15], что для любой окружности (для любой эк-
випотенциали) выполняются следующие соотношения: 

1) для всех точек, лежащих в полуплоскости положительно 
заряженной оси ( 1k > , 1 2r r< ), 

s a R
k

R s a

+
= =

−
;                                 (5.15) 

2) для всех точек, лежащих в полуплоскости отрицательно 
заряженной оси ( 1k < , 1 2r r> ), 

R s a
k

s a R

−
= =

+
.                                 (5.16) 

Учитывая (5.15) и (5.16), выражение (5.7) можно преобразовать к 
следующему виду: 
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ln ln при 1;
2 2

ln ln при 1.
2 2

a a

M

a a

s a R
k

R s a

R s a
k

s a R

τ τ
πε πεϕ τ τ
πε πε

+ = > −=  − = < +
           (5.17) 

Формулы (5.17) позволяют определить потенциал любой точки 
M , лежащей на эквипотенциальной поверхности (линии) радиу-
сом R , а также значение потенциала, соответствующего данной 
эквипотенциальной поверхности (линии), через ее параметры. 

Полученные результаты расчета поля двух заряженных осей 
применяют для решения самых различных задач электростатики. 
Как уже было отмечено, линии равного потенциала – это окруж-
ности (рис. 5.3), а поверхности равного потенциала представляют 
собой круговые цилиндры, геометрические оси которых смещены 
относительно положения заряженных осей. Одна из этих поверх-
ностей вырождается в плоскость с нулевым значением потенциа-
ла (ось y ). 

Если семейство равнопотенциальных поверхностей рассечь 
параллельными плоскостями, перпендикулярными заряженным 
осям, то в каждой плоскости получится одна и та же картина линий. 
Поля, обладающие таким свойством, называют плоскопарал-
лельными. 

Величины, характеризующие такое поле, зависят только от 
двух координат. Поэтому с математической точки зрения поле 
называется плоскопараллельным, если все величины, его харак-
теризующие, зависят только от двух координат. 

Если тонкие металлические листы наложить на эквипотен-
циальные поверхности в поле двух заряженных осей и установить 
на них рассчитанные для данных поверхностей значения потен-
циалов, от их появления электрическое поле осей не изменится, 
поскольку поверхность металла является также эквипотенциаль-
ной. На основе теоремы единственности можно утверждать, что 
нам известны решения стольких новых задач, сколько на картине 
поля (рис. 5.3) имеется различных по взаимному расположению 
пар равнопотенциальных поверхностей, которые можно считать 
поверхностями проводников. Вне замкнутых проводников поле 
будет таким же, как и рассмотренное нами поле двух заряженных 
осей. 
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Варианты задач, которые легко можно решить, используя ре-
зультаты расчета поля двух заряженных осей, приведены на рис. 
5.4. 

 

a b c
 

                                      а                                           б                          в 
Рис. 5.4 

 
На рис 5.4,а представлены системы параллельных цилиндров с 
несовпадающими осями, на рис. 5.4,б – цилиндр над проводящей 
плоскостью, на рис. 5.4,в – двухпроводная линия. 
 
 
5.3.   РАСЧЕТ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ 
 

Одной из задач теории поля является расчет параметров уст-
ройств и систем, т.е. определение сопротивлений, индуктивно-
стей и емкостей, которые в дальнейшем используют при расчетах 
методами теории цепей. Рассчитаем поле и емкость систем, при-
веденных на рис. 5.4. 
5.3.1. Поле и емкость двухпроводной линии 
 

  Пусть два параллельных провода радиусом 0R  расположе-
ны на расстоянии d  друг от друга в среде, относительная ди-
электрическая проницаемость которой равна rε  (рис. 5.5). Длина 
линии равна l , заряд на единицу длины одного провода τ+ , дру-
гого τ− . Длина l  настолько велика, что искажением поля у кон-
цов линии можно пренебречь. Рассчитаем поле и емкость линии. 
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+τ −τ

a a

x

y

2d s=

0R 0ϕ =

∆∆

1O 2Omn 0

0R

 
 

Рис. 5.5 
 

С расположением проводов свяжем декартову систему коор-
динат (см. раздел 5.2), обозначив их геометрические центры, как 

1O  и 2O  соответственно. Так как заряды влияют друг на друга, 
их распределение по поверхности проводов будет неравномер-
ным. Заряды распределяются по поверхности с неодинаковой 
плотностью: положительные заряды притягивают отрицательные 
и, что понятно физически, наибольшая плотность заряда сосредо-
тачивается на ближайших друг к другу поверхностях проводов 
(рис. 5.5). Таким образом, на поверхностях проводников индуци-
руется неравномерно распределенный свободный заряд. 

Поверхность каждого провода (проводника) является экви-
потенциальной, и, как уже было отмечено, задачу о поле двух-
проводной линии можно свести к рассмотренной выше задаче о 
поле двух заряженных осей (см. раздел 5.2), считая поверхности 
проводников соответствующими эквипотенциальными поверхно-
стями на картине поля двух осей, поскольку искажением поля у 
концов линии пренебрегаем по условию задачи. Для этого необ-
ходимо определить место расположения воображаемых заряжен-
ных осей, которые, в отличие от геометрических осей проводов, 
проходящих через центры 1O  и 2O , называют электрическими. 
Итак, электрические оси – это такие оси, на которых надо 
мысленно сосредоточить заряды, чтобы поверхности проводов 
являлись эквипотенциальными поверхностями этих осей. 

Пусть заряженные оси проходят через точки n  и m (рис. 
5.5). Местоположение этих осей можно определить, используя 
выражение (5.14). Поскольку радиус эквипотенциальных окруж-
ностей равен радиусу проводов 0R , положение заряженных осей 
легко найти из следующей системы уравнений: 
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2 2 2
0 ;

2,

s a R

s d

− = = 
 

откуда 
2

2 2 2
0 04

d
a s R R= − = − .                        (5.18) 

Из симметрии задачи следует, что электрические оси удалены от 
геометрических на одинаковое расстояние 1 2nO mO∆ = =  (рис. 
5.5). С учетом (5.18) получим 

2
2
02 2 4

d d d
s a a R∆ = − = − = − − ,                 (5.19) 

2

d
a ∆= − .                                    (5.20) 

Как ясно из (5.19), если 0d R� , то 0∆→ . Таким образом, если 
расстояние между проводами значительно превосходит их ради-
ус, то электрические оси совпадают с соответствующими геомет-
рическим осями проводов. 

Значение потенциала в любой точке поля двухпроводной ли-
нии в декартовой системе координат можно определить по фор-
муле (5.7) с учетом (5.9) и (5.20): 

 

2 2
2

2 21

( )
ln ln

2 2 ( )
M

a a

a x yr

r a x y

τ τϕ πε πε
 − += = =  + + 

2 2

2 2

( )
2ln

2
( )
2

a

d
x y

d
x y

∆τ
πε ∆

 − − +   − + +  
. 
 Поле вне проводов рассчитывается по выражению (5.6). 

Для определения емкости линии на единицу длины восполь-
зуемся соотношением (4.58): 

0C
U

τ
= ,                                               (5.21) 

где 1 2U ϕ ϕ= −  – напряжение между проводами линии. 
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Найдем 1ϕ  и 2ϕ , используя формулу эквивалентной задачи о 
двух заряженных осях (5.17). Согласно (5.17) потенциал поверх-
ности положительно заряженного провода ( 1k > ) запишется сле-
дующим образом: 

1
0 0

ln ln
2 2a a

s a d

R R

τ τ ∆ϕ πε πε
+ −= = , 

поскольку 

( ) ( ) ( ) 2 ( )s a s a s a s a s s a d∆+ = + + − − − = − − = − . 

Потенциал поверхности отрицательно заряженного провода 
( 1k < ) равен 

0 0
2 ln ln

2 2a a

R R

s a d

τ τϕ πε πε ∆= =+ − . 

Следовательно, напряжение между проводами определится как 

1 2
0

ln
a

d
U

R

τ ∆ϕ ϕ πε
−= − = .                        (5.22) 

Если в задаче известно напряжение U , а не τ , то по соотноше-
нию (5.22) можно рассчитать заряд на единицу длины провода: 

0

ln

aU
d

R

πετ ∆= − . 

В соответствии с (5.21) емкость на единицу длины двухпроводной ли-
нии равна 

0

0

ln

aC
dU

R

πετ
∆= = − .                              (5.23) 

Для проводов, подвешиваемых на столбах воздушных линий, 
обычно 0d R� , т.е. 0∆→  (электрические и геометрические оси 
практически совпадают). Для таких двухпроводных линий спра-
ведливы частные случаи выражений (5.22) и (5.23): 
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0

ln
a

d
U

R

τ

πε
= ,       0

0

ln

aC
d

R

πε
= . 

 
 
5.3.2. Поле и емкость параллельных цилиндров  
          с несовпадающими осями 
 

  Пусть два проводящих цилиндра радиусами 1R  и 2R  соот-
ветственно расположены в среде с диэлектрической проницаемо-
стью rε  на расстоянии d . Напряжение между цилиндрами равно 
U . Длина цилиндров l  столь велика, что искажением поля у тор-
цов цилиндров можно пренебречь ( 1R l� , 2R l� ). Рассчитаем 
электрическое поле и емкость заданных цилиндров. 

Возможны два варианта расположения проводящих цилинд-
ров относительно друг друга (рис. 5.4,а). Рассмотрим эти вариан-
ты, связав расположение цилиндров с декартовой системой коор-
динат. По аналогии с предыдущей задачей (раздел 5.3.1) разместим 
электрические оси так, чтобы поверхности цилиндров стали эк-
випотенциальными поверхностями в поле этих осей. Геометриче-
ские оси цилиндров обозначим соответственно 1O  и 2O  (рис. 5.6). 
В общем случае  электрические и геометрические оси цилиндров 
не совпадают. 
 

+τ −τ
a a

x

y

1s
2R

0ϕ =

d
2s

1R

2O
1O 0

+τ −τ
a a

x

y

1s 2s

0ϕ =
1R

1O
0

2R

2O

d  
                          а                                                              б 

Рис. 5.6 
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Положение электрических осей относительно геометрических 
( 1s , 2s , a ) определим, используя (5.14). Тогда для цилиндров, 
представленных на рис. 5.6,а, получим: 

2 2 2
1 1

2 2 2
2 2

2 1

;

;

,

s a R

s a R

s s d

− = − = − = 

 

где 1s , 2s  – расстояния от геометрических осей первого и второго 
цилиндров соответственно до оси y  (плоскости нулевого потен-
циала). 

Для расположения цилиндров, приведенного на рис. 5.6,б, 
имеем: 

2 2 2
1 1

2 2 2
2 2

1 2

;

;

.

s a R

s a R

s s d

− = − = + = 

 

Значения потенциалов на поверхностях проводящих цилинд-
ров с учетом (5.17) рассчитаем следующим образом. 

В первом случае (рис. 5.6,а) оба цилиндра расположены в 
полуплоскости положительно заряженной оси, следовательно, 

1k > . Тогда потенциал поверхности внутреннего цилиндра равен: 

1
1

1

ln ln
2 2a a

s a
k

R

τ τϕ
πε πε

+= = . 

Потенциал поверхности внешнего цилиндра получим в виде 
2 2

2
2 2

ln ln
2 2a a

s a R

R s a

τ τϕ
πε πε

+= =
−

. 

Напряжение между цилиндрами запишем как 
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( ) ( )1 2
1 2

1 2

ln
2 a

s a s a
U

R R

τϕ ϕ
πε

+ −
= − = . 

Поскольку напряжение U  известно по условию задачи, найдем 
заряд на единицу длины τ : 

( ) ( )1 2

1 2

2

ln

aU
s a s a

R R

πε
τ =

+ −
. 

Следовательно, в соответствии с (5.21) емкость цилиндров на 
единицу длины равна: 

( ) ( )0
1 2

1 2

2

ln

aC
s a s aU

R R

πετ
= =

+ −
. 

Аналогично определим потенциалы проводящих цилиндров, 
расположенных в разных полуплоскостях (рис. 5.6,б). Потенциал 
поверхности цилиндра радиусом 1R , размещенного в полуплос-
кости положительной электрической оси τ+ , определим по фор-
муле (5.17) при 1k > : 

1
1

1

ln
2 a

s a

R

τϕ
πε

+= . 

Потенциал поверхности цилиндра радиусом 2R , размещенного в 
полуплоскости отрицательной электрической оси τ− , по форму-
ле (5.17) при 1k <  равен: 

2
2

2

ln
2 a

R

s a

τϕ
πε

=
+

. 

Напряжение между цилиндрами имеет вид: 

( ) ( )1 2
1 2

1 2

ln
2 a

s a s a
U

R R

τϕ ϕ
πε

+ +
= − = , 

заряд на единицу длины определяется через напряжение как 
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( ) ( )1 2

1 2

2
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aU
s a s a

R R
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τ =

+ +
. 

Наконец, в соответствии с (5.21) емкость цилиндров на единицу длина равна 

( ) ( )0
1 2

1 2

2

ln

aC
s a s aU

R R

πετ
= =

+ +
. 

Зная заряд на единицу длины τ  по формуле (5.6) нетрудно 
рассчитать напряженность поля в любой точке, лежащей вне про-
водящих цилиндров. 
 
 
5.3.3. Поле  и  емкость  системы  
          "цилиндр – плоскость" 
 

Пусть проводящий цилиндр радиусом 0R  подвешен на вы-
соте h  в среде с относительной диэлектрической проницаемо-
стью rε  над проводящей плоскостью 
(например, над поверхностью Земли). 
Напряжение между цилиндром и плоско-
стью равно U. Рассчитаем заряд и ем-
кость данной системы на единицу дли-
ны, потенциал цилиндра, а также напря-
женность электрического поля вне ци-
линдра (внутри него электрическое поле 
равно нулю). 

Расположим электриче-
ские оси так, чтобы поверх-
ность проводящего цилиндра и 
проводящая плоскость стали 
эквипотенциальными поверхностями в поле этих 
осей (рис. 5.7), при решении используем декартову 
систему координат. 

+τ

−τ
x

y
2 0ϕ =

0R

0

Рис. 5.7

Рис. 5.7 
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Положение электрических осей определим из системы уравнений, 
полученной на основании (5.14) с учетом геометрии системы (рис. 
5.7): 

2 2 2
0 ;

,

s a R

s h

− = = 
 

откуда 
2 2 2 2

0 0a s R h R= − = − .                         (5.24) 

Так как цилиндр расположен в полуплоскости положительной 
электрической оси, для его поверхности и точек в среде, окру-
жающих его, 1k > . В соответствии с (5.17) при 1k >  потенциал 
поверхности цилиндра равен 

1
0

ln
2 a

s a

R

τϕ
πε

+= , 

или, с учетом (5.24) и s h= , 

2 2
0

1
0

ln
2 a

h h R

R

τϕ
πε

+ −= . 

Потенциал проводящей плоскости 2 0ϕ = . Следовательно, на-
пряжение между цилиндром и плоскостью определится как 

2 2
0

1 2
0 0

ln ln
2 2a a

h h Rs a
U

R R

τ τϕ ϕ
πε πε

+ −+= − = = . 

Выразим заряд на единицу длины через напряжение: 

2 2
0

0
0

2 2

ln
ln

a aU U
s a h h R
R R

πε πε
τ = =

+ + −
.                     (5.25) 

Тогда в соответствии с (5.21) емкость системы на единицу длины равна 
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0 2 2
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s aU h h R
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πε πετ
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В случае тонкого провода ( 0R h� , s a= ) выражение (5.26) 
примет вид 

0

0

2
2

ln

aC
h

R

πε
= . 

По формуле (5.6) с учетом (5.25) можно рас-
считать поле в любой точке вне цилиндра над про-
водящей плоскостью. 
 

 
5.4.   МЕТОД ЗЕРКАЛЬНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ.  

         ПОЛЕ  ЗАРЯЖЕННОЙ ОСИ, РАСПОЛОЖЕННОЙ  
         ВБЛИЗИ ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛОСКОСТИ 

 
Результаты, полученные для поля двух заряженных осей (см. 

раздел 5.2), можно применить для решения задач, в которых тре-
буется рассчитать поле, возбужден-
ное заряженными телами, располо-
женными над проводящими поверх-
ностями  самого  разного  вида [17]. 
На рис. 5.8  представлена часть кар- 
тины  поля  двух  заряженных  осей, 
приведенной  на  рис.  5.3.  Как  уже  
было сказано (см. раздел 5.2), если на 
эквипотенциальную поверхность ϕ1 наложить тонкий лист металла и ус- 
тановить  на  нем  соответствующее 
значение  потенциала,  от  его появ- 
ления  поле  двух  заряженных осей 
не  изменится.  На  самом  деле  мы 
получили решение уже совершенно другой задачи: рассчитали 
поле заряженной оси, расположенной над поверхностью изогну-
того проводника с заданным потенциалом. 

+τ −τ x

y

1ϕ

E
E

E

0ϕ =

0

Рис. 5.8

  Рис. 
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Таким образом, решение одной задачи заменяется решением 
другой эквивалентной задачи. Вместо расчета поля заряженной 
оси, находящейся над проводящей поверхностью, можно рассчи-
тать поле, созданное заряженной осью τ+  и воображаемой осью 
τ− , помещенной в подходящее место за указанной поверхно-

стью. Заряженную ось (точечный заряд), которую мысленно по-
мещают за проводящей поверхностью, называют осью-
изображением (зарядом-изображением), или фиктивной осью 
(фиктивным зарядом). 

Рассмотренная аналогия полей лежит в основе метода изо-
бра-жений, который для плоских поверхностей получил название 
метода зеркальных изображений. 

Суть метода изображений состоит в следующем. Если в 
электрическом поле какую-либо эквипотенциальную поверхность 
заменить проводником той же формы и создать на нем потен-
циал, равный потенциалу рассматриваемой эквипотенциальной 
поверхности, то электрическое поле не изменится. 

В литературе часто можно найти длинные перечни ре-
шений задач электростатики для гиперболических поверх-
ностей и поверхностей других сложных форм. Можно уди-
виться, как же это удалось рассчитать поля близ поверхно-
стей столь "ужасной" формы! Однако все они довольно 
просто были определены "задом наперед": было найдено 
решение простой  
задачи с фиксированными зарядами, а затем обнаружено, 
что появляются некоторые эквипотенциальные поверхности 
разных форм. Так и появились работы, в которых указано, 
что поле снаружи проводника выбранной формы может 
быть изображено определенным образом. 

Математическим обоснованием метода изображений являет-
ся теорема единственности решения (см. раздел 4.8), из которой 
следует, что если поля в двух разных задачах описываются оди-
наковыми уравнениями поля (системой уравнений Максвелла или 
уравнением Пуассона-Лапласа) и удовлетворяют одинаковым 
граничным условиям, то такие поля эквивалентны. Поле, най-
денное в одной задаче, является решением для другой задачи, так 
как найденное поле – единственное. 
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Примеры решения различных задач методом изображений 
можно найти в [9, 12]. Здесь рассмотрим решение задачи о поле 
заряженной оси, расположенной вблизи проводящей плоскости, 
методом зеркальных изображений. 

Пусть положительно заряженная ось (на практике – тонкий 
длинный провод) с зарядом τ  на единицу длины расположена в 
среде с относительной диэлектрической проницаемостью rε  па-
рал-лельно проводящей плоскости (металлическая стенка, земля) 
на расстоянии h  от нее. Требуется рассчитать электрическое по-
ле в диэлектрике; плотность индуцированных зарядов на прово-
дящей плоскости; силу, с которой наведенные заряды притягива-
ют заряженную ось. 

Картина поля заряженной оси известна, ее можно изобра-
зить, используя рис. 5.2 или 5.8, выбрав в качестве проводящей 
плоскость с нулевым значением потенциала 0ϕ = . При этом оси 
x  и y  меняем местами (рис. 5.9). 

 

+τ

x

y

E

E
E

0ϕ =
0

 
 

Рис. 5.9 
 

В результате электростатической индукции на поверхности 
проводящей плоскости появляются свободные заряды, плотность 
которых изменяется с координатой x . Поле в диэлектрике созда-
ет- 
ся не только заряженной осью, но и выступившими на поверх-
ность зарядами. Возникает довольно сложная задача: чтобы оп-
ределить поле, необходимо знать распределение зарядов по по-
верхности, а его можно найти по первому граничному условию 
(4.49), зная напряженность поля. Этот замкнутый круг легко ра-
зорвать, применив метод зеркальных изображений. Рассматри-
ваемая задача эквивалентна задаче о поле двух заряженных осей, 
расположенных на равных расстояниях от плоскости нулевого 
потенциала  в безграничной среде с относительной диэлектриче-
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ской проницаемостью rε  (см. раздел 5.2). Однако в данной зада-
че (рис. 5.10) заряженная ось τ−  является осью-изображением 
(фиктивной осью), находящейся на расстоянии h  от плоскости 
нулевого потенциала (имеем зеркальное отражение оси τ+ ). 
Этим объясняется название "метод зеркальных изображений". 
 

+τ

−τ

h

h

x

d

n

d

1Ar

2Ar

A

M

1AE
+τ

1AE
−τ1AE

1ME
+τ

1ME
−τ

1ME

0

y

rε

0ϕ =

rε
α

α

 
Рис. 5.10 

 
На рис. 5.10 d  – расстояние от заряженных осей до точки М, 

расположенной на плоскости нулевого потенциала, отражающей 
проводящую плоскость (границу раздела) в исходной задаче; 

1Ar , 

2Ar  – расстояния от положительно и отрицательно заряженных 

осей до точки A  соответственно; 1 ,AE
τ+

 1ME
τ+
– напряженности 

поля положительно заряженной оси в точках A  и ;M  1 ,AE
τ−

 

1ME
τ−
 – напряженности поля фиктивной оси τ−  в указанных 

точках; 1AE  и 1ME  – результирующие напряженности поля в 
точках A  и M ; n  – нормаль, направленная от границы раздела 
сред в полуплоскость оси τ+ . 

Согласно теореме единственности решения электрическое 
поле над проводящей плоскостью (рис. 5.9) эквивалентно элек-
трическому полю в верхней полуплоскости на рис. 5.10. Действи-
тельно, уравнения, описывающие поля в этих задачах, одинаковы 
(это или уравнения Максвелла для электростатического поля, или 
уравнение Лапласа); граничные условия также одинаковы. 

Проанализируем поля, изображенные на рис. 
5.9 и 5.10, с точки зрения граничных условий. Для 
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картины поля, приведенной на рис. 5.9, первое и 
второе граничные условия (см. подразделы 4.7.1 и 
4.7.2) записываются в форме: 

1 0nD σ= ≠ ,     1 0tE = . 

Для поля, изображенного на рис. 5.10, граничные условия в точке 
M  примут вид 

1 1 0
n nM a M MD Eε σ= = ≠ ,                           (5.27) 

1 0
tME = , 

где 1 nMD , 1 nME  – нормальные проекции векторов электрической 

индукции и напряженности в точке M , Mσ  – индуцированный 

(свободный) заряд в этой точке, 1 tME  – тангенциальная состав-

ляющая вектора напряженности в точке M . Очевидно, что гра-
ничные условия для двух полей идентичны. 

Таким образом, фиктивная ось τ−  математически отражает 
действие всех индуцированных зарядов, возникающих на границе 
раздела "диэлектрик-проводник". Используя ось-изображение, 
переходят к однородной безграничной среде с относительной ди-
электрической проницаемостью rε , расчет поля в которой не 
представляет трудностей, причем от любого количества осей (за-
рядов). При этом достаточно использовать известные формулы 
для полей точечных зарядов или заряженных осей, а также прин-
цип наложения. 

Вернемся к решению поставленной задачи. Напряженность 
поля в любой точке над проводящей плоскостью, например в точ-
ке A  (рис. 5.10), согласно (5.6) равна: 

1 2
1 2

1 1 1
2 2A AA r r

a A a A

E
r r

τ τ

πε πε
= − , 

где 
1

1
Ar

, 
2

1
Ar

 – единичные вектора, направленные по прямым, 
соединяющим точку A  с положительно заряженной и фиктивной 
осями соответственно. 

Рассчитаем индуцированный заряд на границе раздела сред.  
В любой точке M , принадлежащей поверхности раздела (рис. 
5.10), напряженность поля согласно (5.6) равна 
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1 1 1
2 2M d d

a a

E
d dτ τ

τ τ

πε πε+ −
= − , 

где 1d τ+
, 1d τ−

 – единичные вектора, направления которых совпа-
дают с направлениями 1ME

τ+
 и 1ME

τ−
 соответственно. 

Как видно из рис. 5.10, вектор напряженности поля 1ME  
противоположен нормали n , т.е. нормальная проекция 1 nME  оп-
ределится как 

1 1 12 cos
nM M ME E E

τ
α

+
= − = − , 

где 
2 2

cos
h h

d h x
α = =

+
; x  – координата точки M  на проводя-

щей поверхности относительно положения заряженной оси; с 
уче- 
том (5.2) 

1 2M
a

E
dτ

τ

πε+
= . 

Окончательно получаем 

( )1 2 2 2nM
a a

h h
E

d h x

τ τ

πε πε
= − = −

+
, 

откуда согласно (5.27) поверхностная плотность индуцированно-
го заряда имеет вид 

( )1 1 2 2n nM M a M
h

D E
h x

τ
σ σ ε

π
= = = = −

+
.             (5.28) 

Как ясно из (5.28), индуцированный 
заряд имеет знак, противоположный 
знаку оси, что соответствует физике 
задачи. Распределение заряда по гра-
нице раздела зависит от координаты 
x  и представлено на рис. 5.11 кривой 

( )f xσ =  ( σ  – модуль индуциро-
ванного заряда). Рис. 

  y 

 x 

|σ | 

 0 



 113

Поскольку заряд τ−  отражает в эквивалентной задаче все за-
ряды, индуцированные на границе раздела, силу притяжения по-
ложительно заряженной оси к проводящей плоскости определим 
как силу взаимодействия двух заряженных осей τ+  и τ− : 

F E ττ −= ,     F E ττ −= , 

где E τ−  – напряженность электрического поля, созданного осью 
τ−  в точке расположения заряженной оси τ+ , согласно (5.2) 

( )2 2 4a a

E
h hτ

τ τ

πε πε
− = = . 

Таким образом, заряженная ось испытывает силу притяжения к 
плоскости, равную по величине 

2

4 a

F
h

τ

πε
= . 

 
 
5.5.   ЗАДАЧИ СИРЛА. ПОЛЕ ЗАРЯЖЕННОЙ ОСИ, 
         РАСПОЛОЖЕННОЙ НАД ПЛОСКОЙ ГРАНИЦЕЙ  
         РАЗДЕЛА ДВУХ ДИЭЛЕКТРИКОВ 
 

Задачи по расчету электрических полей над границей раздела 
двух диэлектриков называют задачами Сирла. Задачи, решаемые 
методом зеркальных изображений, являются частным случаем 

задач Сирла, когда относительная ди-
электрическая проницаемость одного из 
диэлектриков стремится к бесконечности 
(он является проводником). Математиче-
ским обоснованием метода Сирла, как и 
метода изображений, является теорема 
единственности (см. раздел 4.8). Обсу-
дим решение одной из простейших задач 
Сирла. 

Над плоской границей раздела двух 
диэлектриков с относительными диэлек-
трическими проницаемостями 1rε  и 2rε  

соответственно находится положительно заряженная ось, заряд 
на единицу длины которой равен 1τ . Ось находится в диэлектри-
ке с относительной диэлектрической проницаемостью 1rε  на рас-

Рис. 5.12

1τ

1rε

2rε
2E

1E
h

M

A

B

d

h

Рис. 
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стоянии h  от границы раздела (рис. 5.12). Требуется определить 
напряженности электрических полей в двух средах (точки A  и 
B ), а также поверхностную плотность индуцированного заряда в 
точке M , лежащей на границе раздела двух сред с разными элек-
трическими свойствами. 

Итак, надо найти поле в двух средах. Само поле создается 
свободным зарядом 1τ , связанными зарядами, возникающими 
вокруг него в диэлектрике с относительной диэлектрической 
проницаемостью 1rε , а также поверхностным связанным зарядом, 
индуцированным на границе раздела двух сред. Распределение 
связанных зарядов неизвестно, индуцированный заряд можно 
рассчитать по формуле (4.55), куда входят напряженности элек-
трических полей в двух средах. Метод зеркальных изображений 
здесь не применим, так как граница раздела не является эквипо-
тенциальной (проводящей) поверхностью. Сирл предложил сле-
дующий путь решения. Поскольку основная трудность расчета 
такого поля связана с возникновением связанных зарядов на гра-
нице раздела, причиной чего является неоднородность среды (в 
однородной среде эти заряды не индуцируются), от неоднородно-
сти следует избавиться, рассмотрев несколько эквивалентных за-
дач о поле в безграничной среде. Эквивалентные задачи должны 
формулироваться на основе теоремы единственности решения, 
исходя из условий: 

1) эквивалентные задачи должны быть электростатическими, 
поскольку все задачи электростатики описываются одинаковыми 
уравнениями поля; 

2) граничные условия в исходной задаче и эквивалентных 
должны быть одинаковы. 

При переходе к эквивалентным задачам следует использо-
вать следующее правило. В области, где рассчитывается поле, 
никаких изменений производить нельзя, т.е. положение, количе-
ство и величины зарядов, принадлежащих этой области, долж-
ны оставаться неизменными. В область за границей раздела 
(другую область) вводят дополнительные фиктивные заряды 
так, чтобы граничные условия исходной задачи не изменялись. 

Таким образом, поле в среде с относительной диэлектриче-
ской проницаемостью 1rε  (рис. 5.12) рассчитывается как поле заря-
женной оси 1τ  и дополнительной фиктивной оси 2 1τ λτ= −  (см. 
раздел 5.4), расположенной за границей раздела на расстоянии h  
от нее. Оси 1τ  и 2τ  равноудалены от границы раздела и располо-
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жены на расстоянии 2h  друг от друга в однородной среде с про-
ницаемостью 1rε  (рис. 5.13,а). Решение такой задачи не пред-
ставляет собой особых трудностей (см. раздел 5.4). Поле в любой 
точке среды с относительной диэлектрической проницаемостью 

2rε  рассчитывается  
как поле фиктивной оси 3τ , расположенной в однородной среде  
с  проницаемостью  2rε   в  точке  нахождения  оси  1τ   (рис. 
5.13,б). 
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1rε
h

M

A

1rε
h

2τ
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32ME τ
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α
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n
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Рис. 5.13 
 
На рис. 5.13,а для первой среды с относительной диэлектриче-
ской проницаемостью 1rε  

1Ar d= , 
2Ar  – расстояния от осей 1τ  и 

2τ  до точки A  соответственно; Mr  – расстояние от осей до точки 

M ; 
11AE τ , 

11ME τ  – напряженности поля от оси 1τ  в точках A  и 

M ; 
21AE τ , 

21ME τ  – напряженности поля фиктивной оси 2τ  в ука-
занных точках; 1AE  – результирующая напряженность поля в 
точке A . На рис. 5.13,б для второй среды с относительной ди-

электрической проницаемостью 2rε  

3 2B Ar r=  расстояние от оси 3τ  до точки 

B ; 2BE  – напряженность поля в указан-

ной точке; 
32ME τ  – напряженность поля 

от оси 3τ  в точке M , 
32 nME τ , 

32 tME τ  – ее 
нормальная и тангенциальная состав-

M
α

21ME τ

21 tME τ
21 nME τ

11ME τ

11 tME τ

11 nME τ

Рис. 5.14Рис. 5.14 
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ляющие. За положительное выбрано направление нормали n  из 
первой среды во вторую. 

На рис. 5.14 в масштабе представлена картина поля в точке 
M  в среде с проницаемостью 1rε . Здесь 

11 nME τ , 
21 nME τ , 

11 tME τ , 

21 tME τ  – нормальные и тангенциальные составляющие векторов 

11ME τ  и 
21ME τ  соответственно. 

Таким образом, согласно Сирлу от одной сложной задачи  
(рис. 5.12) можно перейти к двум простым (рис. 5.13), избавив-
шись от неоднородности среды. Величины и знаки зарядов 2τ  и 

3τ  определяются из требования неизменности граничных усло-
вий в исходной и эквивалентных задачах. 

Для рассматриваемой задачи с учетом (4.46) и (4.51) имеем 
следующие граничные условия: 

1 2n nD D= ,    1 2t tE E= .                                (5.29) 

Из рис. 5.13,а и рис. 5.14 с учетом (3.1), (5.2) и направления n  
нормальная проекция вектора электрической индукции 1nD  в 
произвольной точке M  на границе раздела равна: 
 ( )1 2 1 21 1 1 0 1 1 1n n n nn M M r M MD D D E Eτ τ τ τε ε= − = − =  

( )1 2
0 1 1 2

1 1

sin
sin sin

2 2 2r
a M a M Mr r r

τ τ αε ε α α τ τπε πε π
 = − = −   , 

где sin
M

h

r
α = , 2 2

Mr h d= + , т.е. 

( )1 1 222
n

M

h
D

r
τ τ

π
= − .                             (5.30) 

Аналогично на основании рис. 5.13,б определим 2nD  в произ-
вольной точке M : 

3 3
3

2 2 0 2 2 0 2 32
2

sin
2 2n nn M r M r

a M M

h
D D E

r r
τ τ

τ
ε ε ε ε α τ

πε π
= = = = .   (5.31) 
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Соответственно тангенциальные проекции напряженностей по-
лей в двух средах в точке M  на границе раздела (рис. 5.13 и 5.14) 
с учетом (5.2) примут вид: 

( )
1 2

1 2
1 1 1 1 2

1 1 1

cos
cos cos

2 2 2t tt M M
a M a M a M

E E E
r r rτ τ

τ τ α
α α τ τ

πε πε πε
= + = + = +

, 

где cos
M

d

r
α = , т.е. 

( )1 1 22
12

t
a M

d
E

r
τ τ

πε
= + ;                          (5.32) 

3
3

2 2 32
2 2

cos
2 2tt M

a M a M

d
E E

r r
τ

τ
α τ

πε πε
= = = .              (5.33) 

Подставляя выражения (5.30) – (5.33) в (5.29), получим систему 
уравнений для определения неизвестных зарядов 2τ  и 3τ : 

1 2 3

1
1 2 3

2

;

,r

r

τ τ τ
ετ τ τε

− = + = 
 

решая которую, окончательно имеем: 

1 2
2 1

1 2

2
3 1

1 2

;

2
,

r r

r r

r

r r

ε ετ τε ε
ετ τε ε

− = + = + 

 

или 

2 1
2 1

1 2

2
3 1

1 2

;

2
.

r r

r r

r

r r

ε ετ τ ε ε
ετ τε ε

− = − + = + 

.                                (5.34) 
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Поскольку в соответствии с методом зеркальных изображений 

2 1τ λτ= − , коэффициент пропорциональности λ  равен: 

2 1

1 2

r r

r r

ε ελ
ε ε

−=
+

. 

Анализируя (5.34), можно сделать вывод о том, что знак 2τ  сов-
падает со знаком 1τ , если 1 2r rε ε> , знаки 3τ  и 1τ  всегда одина-
ковы. 

Если поле будет создаваться не заряженной осью, а точеч-
ным зарядом, вся методика расчета сохраняется, но в формулах 
(5.34) под τ  следует понимать величину точечного заряда. 

Индуцированный заряд в любой точке M  на границе разде-
ла с учетом (3.1), (4.55), (5.30) и (5.31) равен: 

 

( ) ( )1 2связ 0 1 2 0 1 1n nn n M ME E E Eτ τσ ε ε= − = − =  
 

3 31 2 1 2
2

1 2 1 2

sin
.

2 2M r r r rM

h

r r

τ ττ τ τ τα
π ε ε ε επ

   − −= − = −        

Напряженность поля в точке A  (рис. 5.13,а) согласно (5.5), 
определится 

1 21 1A A AE E Eτ τ= + , 
где с учетом (5.3) 

1 1 1
1

1 1
1

0 1 0 1

1 1
2 2A AA r r

r A r

E
r dτ

τ τ

πε ε πε ε
= = , 

2 2 2
2

2 2
1 2 20 1 0 1

1 1
2 2 4

A AA r r
r A r

E
r h d

τ

τ τ
πε ε πε ε

= =
+

. 

Здесь 
1

1
Ar

, 
2

1
Ar

 – единичные вектора, направленные по прямым, 

соединяющим точку A  с осями 1τ  и 2τ  соответственно (от осей к 
точке). Аналогично получим выражение для напряженности поля 
в точке B  (рис. 5.13,б): 

3 3
3

3 3
2 2 20 2 0 2

1 1
2 2 4

B BB r r
r B r

E
r h d

τ τ

πε ε πε ε
= =

+
, 
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где 
3

1
Br

 – единичный вектор, направленный по прямой от оси 3τ  
к точке B . 

Если относительную диэлектрическую проницаемость 2rε  
уст-ремить к бесконечности (вторая среда – проводник), то полу-
чим все соотношения для расчета поля заряженной оси, располо-
женной над проводящей плоскостью  (см. раздел  5.4). При этом 
из первого 
уравнения системы (5.34) с учетом 2rε →∞  

2 1τ τ= − . 

В нижней полуплоскости поле не исследуется, поскольку оно известно 
и равно нулю (см. раздел 4.6). Таким образом, метод зеркальных изо-
бражений можно рассматривать как частный случай решения задачи 
Сирла. 
5.6.   РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛОВ  
         И ЗАРЯДОВ В СИСТЕМЕ ПРОВОДЯЩИХ ТЕЛ 
 

Как пример практического применения метода 
зеркальных изображений рассмотрим расчет по-
тенциалов и зарядов в системе проводящих тел. За-
дачи такого типа возникают, в частности, при ис-
следовании процессов в линиях электропередач. 

В качестве системы заряженных тел возьмем многопровод-
ную линию из n  весьма длинных проводов с зарядами kτ  на еди-
ницу длины (индекс заряда соответствует номеру провода), про-

тянутых параллельно поверхности земли 
(в общем случае параллельно поверхно-
сти любой проводящей среды) в среде с 
относительной диэлектрической прони-
цаемостью rε . Вы-
сота подвеса kh  и 
радиус каждого про-
вода kR  известны 
(рис. 5.15). 

Произвольно 
выберем в диэлектрике некоторую точку M  
и рассчитаем ее потенциал методом зеркаль-

1τ

rε 1h

M

1R
3R

2h

3h
2R

3τ

2τ

Рис. 5.15
Рис. 5.15 
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3τ

1−τ
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13b12brε
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ных изображений. Введем оси-изображения и от задачи о заря-
женных проводах над проводящей плоскостью перейдем к экви-
валентной задаче о системе 2n  заряженных тел, расположенных 
в диэлектрике с относительной диэлектрической проницаемо-
стью rε  (см. раздел 5.4). При этом предположим, что высота 
подвеса каждого провода над землей много больше его радиуса, 
т.е. k kh R� , в этом случае электрические оси проводов практи-
чески совпадут с геометрическими, следовательно, провода с хо-
рошей степенью точности можно будет считать заряженными ося-
ми (рис. 5.16). На рис. 5.16 12a , 13a , 23a  – расстояния между пер-
вым и вторым, первым и третьим, вторым и третьим проводами 
соответственно; 12b , 13b  – расстояния между осью 1τ  и фиктив-
ными осями 2τ−  и 3τ− . 

 
 
Потенциал в произвольно выбранной точке M  по принципу 

наложения (4.20) равен: 

1

n

M Mk
k

ϕ ϕ
=

=∑ ,                                       (5.35) 

где  
( ) ( )k kMk M Mτ τϕ ϕ ϕ+ −= + , 

( )kM τϕ + , ( )kM τϕ −  – потенциалы в точке M  от k -го провода и его 
зеркального изображения соответственно. Согласно (5.7) 

ln
2

k kM
Mk

a kM

b

a

τϕ
πε

= ,                                (5.36) 

где kMa , kMb  – расстояния от точки M  до k -го провода и его 
зеркального изображения. 

Подставляя (5.36) в (5.35), получим 
 

1 1 2 2

1 2

ln ln ln
2 2 2

n nMM M
M

a M a M a nM

bb b

a a a

ττ τϕ
πε πε πε

= + + + =…  

 

1

ln
2

n
k kM

a kMk

b

a

τ

πε=

= ∑ .                                       (5.37) 
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5.6.1. Потенциальные коэффициенты.  
          Первая группа формул Максвелла 
 

  В практических задачах часто требуется определить потен-
циалы проводов, что довольно просто сделать, поместив произ-
вольную точку M  на поверхность каждого из них. 

Поместим точку M  на поверхность первого провода, тогда 
расстояние от электрической оси первого провода до точки на его 
поверхности равно 

1 1Ma R= ; 

расстояние от оси-изображения первого провода до указанной  
точки: 

1 11 12Mb b h= = ; 

2 21 12Ma a a= = , 2 21 12Mb b b= = ; 

и наконец, расстояния от k -го провода и его изображения до 
провода 1τ  определятся по формулам 

1 1kM k ka a a= = ,     1 1kM k kb b b= = . 

Подставляя указанные соотношения в (5.37), потенциал первого прово-
да получим в виде 
 

11 1 2 12
1

1 12 1

2
ln ln ln

2 2 2
n n

a a a n

bh b

R a a

ττ τϕ
πε πε πε

= + + + =…  
 

11 1

1 12

2 1
ln ln

2 2

n
k

k
a a kk

bh

R a

τ
τ

πε πε =

= + ∑ .                    (5.38) 

Аналогично можно записать выражения для потенциала лю-
бого k -го провода. Коэффициенты при зарядах kτ  зависят толь-
ко от геометрических размеров тел, их взаимного расположения и 
свойств среды. Обозначим их следующим образом: 

21
ln

2
k

kk
a k

h

R
α

πε
= ,     

1
ln

2
km

km
a km

b

a
α

πε
= .               (5.39) 

Как было показано выше, km mka a= , km mkb b= , следовательно, 

km mkα α= . 
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Используя (5.39), формулу (5.38) и выраже-
ния для потенциалов других проводов запишем в 
следующей форме: 

1 1 11 2 12 1

2 1 21 2 22 2

1 1 2 2

1 1 2 2

;

;

;

.

n n

n n

k k k n kn

n n n n nn

ϕ τ α τ α τ α
ϕ τ α τ α τ α

ϕ τ α τ α τ α

ϕ τ α τ α τ α

= + + + = + + + = + + + = + + + 

…

…

…

…

…

…

                    (5.40) 

Систему уравнений (5.40) принято называть первой группой 
формул Максвелла (не следует смешивать с первым уравнением 
Максвелла). Первая группа формул Максвелла позволяет опреде-
лить потенциалы проводов через их заряды. 

Коэффициенты α  называют потенциальными, при этом kkα  
называют собственными коэффициентами, kmα  – взаимными. 
Раз- 
мерность α  равна единице длины, поделенной на фарад. Так как 
у всех коэффициентов α  под знаком логарифма стоит дробь, 
числитель которой всегда больше знаменателя, все они являются 
положительными. 

Предположим, что все заряды, кроме nτ , равны нулю, тогда 
из системы (5.40) следует: 

;

,

k n kn

n n nn

ϕ τ α
ϕ τ α

= = 
 

откуда 

;

.

k
kn

n

n
nn

n

ϕα τ
ϕα τ

= = 
 

Таким образом, коэффициент nnα  численно равен потенциалу n-
го провода, если на нем находится единичный заряд 
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( 1Кл/мnτ = ), а на остальных проводах заряды отсутствуют. Ко-
эффициент knα  численно равен потенциалу k -го провода, если 
заряд n-го провода равен единице, а остальных проводов – нулю. 
 
 
5.6.2. Емкостные коэффициенты.  

          Вторая группа формул Максвелла 
 

  На практике может встретиться обратная рассмотренной в 
подразделе 5.6.1 задача: по известным потенциалам тел опреде-
лить их заряды. Для решения подобной задачи преобразуем сис-
тему уравнений (5.40) относительно зарядов, полагая потенциалы 

kϕ  и коэффициенты α  известными: 

1 1 11 2 12 1

1 1 2 2

1 1 2 2

;

;

.

n n

k k k n kn

n n n n nn

τ ϕ β ϕ β ϕ β

τ ϕ β ϕ β ϕ β

τ ϕ β ϕ β ϕ β

= + + + = + + + = + + + 

…

…

…

…

…

                     (5.41) 

Коэффициенты kn knβ ∆ ∆= , ∆  – главный определитель системы, 

11 1 1

1

1

k n

k kk kn

n nk nn

α α α

α α α∆

α α α

=

� �

� � � � �

� �

� � � � �

� �

, 

алгебраическое дополнение kn∆  получается из определителя сис-
темы ∆  путем вычеркивания k -й строки и n-го столбца и умно-

жения полученного определителя на ( 1)k n+
− . 

Систему (5.41) называют второй группой формул Максвелла. 
Она позволяет рассчитать заряды заряженных тел через их по-
тенциалы. 
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Коэффициенты β  называют емкостными коэффициентами, 
их размерность обратна размерности коэффициентов α  (фарад на 
еди-ницу длины). Коэффициенты β  с одинаковыми индексами 
называют собственными, с различными индексами – взаимными. 
Как следует из свойств определителей и алгебраических допол-
нений [2], 

0kkβ > ,   0knβ < ,   kn nkβ β= . 

Коэффициентам β  можно дать следующее толкование, которое 
лежит в основе их экспериментального определения. Предполо-
жим, что потенциалы всех тел, кроме k -го, равны нулю. Тогда из 
системы (5.41) получим: 

;

,

k k kk

n k nk

τ ϕ β
τ ϕ β

= = 
 

откуда 

;

.

n
nk

k

k
kk

k

τβ ϕ
τβ ϕ

= = 
                                     (5.42) 

Итак, коэффициент nkβ  численно равен заряду n-го провода, ес-
ли потенциал  k -го  провода равен  1B , а потенциалы остальных 
про- 
водов – нулю. Коэффициент kkβ  численно равен заряду k -го 
провода при этих же условиях. Выражения (5.42) напоминают 
расчетные формулы для емкости уединенного тела (4.59). 

Формулы (5.42) лежат в основе экспериментального опреде-
ления емкостных коэффициентов. Все провода заземляют, кроме 
провода kA , которому сообщают потенциал kϕ  (рис. 5.17), при-
соединив его, например, к полюсу электрической батареи, другой 
полюс которой также заземлен. 

 



 125

kAkϕ

0ϕ =

kτ

kG

nτ

1A1τ
nG

1 0ϕ = nA
0nϕ =

 
 

Рис. 5.17 
 

Измерив вольтметром напряжение kϕ  между проводом и 
землей, вольтметр и батарею отключают, разряжая провод kA  
через баллистический гальванометр kG . Первый отброс стрелки 
баллистического гальванометра пропорционален заряду kτ . Зная 

kϕ  и kτ , по (5.42) определяют коэффициент kkβ . Если в этом же 
опыте гальванометром nG  измерить заряд nτ , который был свя-
зан на поверхности провода nA  и освободился при разряде kA , 
то можно определить коэффициент nkβ . 
 
 
5.6.3. Частичные емкости.  
          Третья группа формул Максвелла 
 

  Систему уравнений (5.41) можно записать в другой форме, 
выражая заряды на проводящих телах через разности потенциа-
лов (напряжения) между некоторым телом и всеми остальными, в 
т.ч. и землей. Согласно (5.41) заряд k -го провода равен 

1,

n

k kk k km m
m
m k

τ β ϕ β ϕ
=
≠

= + ∑ . 

Слагаемое km mβ ϕ  представим в виде 
( )km m km m k k km k km kmUβ ϕ β ϕ ϕ ϕ β ϕ β= − + = − , 

где km k mU ϕ ϕ= −  – напряжение между k -м и m-м проводами. 
Тогда заряд kτ  можно записать как 
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1, 1,

n n

k kk k k km km km
m m
m k m k

Uτ β ϕ ϕ β β
= =
≠ ≠

= + − =∑ ∑  

 

( )
1 1,

n n

k km km km
m m

m k

Uϕ β β
= =

≠

= + −∑ ∑ .                      (5.43) 

Введем обозначения 

1

n

kk km
m

C β
=

= ∑ , km kmC β= − . 

С учетом введенных обозначений выражение (5.43) перепишется 
в форме: 

1,

n

k k kk km km
m
m k

C C Uτ ϕ
=
≠

= + ∑ .                           (5.44) 

При 1,2, ,k n…=  получим систему уравнений (5.41) в виде: 

1 11 1 1 1 1 1

1 1

1 1

;

;

.

k k n n

k k k kk k kn kn

n n n nk nk nn n

C C U C U

C U C C U

C U C U C

τ ϕ

τ ϕ

τ ϕ

= + + + + = + + + + = + + + + 

… …

…

… …

…

… …

             (5.45) 

Систему (5.45) называют третьей группой формул Максвелла. 
Коэффициенты kkC  называют собственными частичными емко-
стями, коэффициенты kmC  – взаимными частичными емкостя-
ми. Поскольку km mkβ β= , km mkC C= . Все частичные емкости по-
ложительны, так как km kmC β= − , а 0kmβ < . Размерность частич-
ных емкостей совпадает с размерностью коэффициентов β  
(Ф/м ). 

Частичные емкости являют-
ся важными характеристиками 

1τ

33C

3τ

2τ

22C
11C

13C

23C12C

Рис. 5.18Рис. 
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системы заряженных проводящих тел. С их помо-
щью такая система может быть представлена в ви-
де определенной комбинации емкостей. На рис. 
5.18 в виде схемы соединений частичных емкостей 
представлена система проводящих тел, изображен-
ная на рис. 5.15. 

В теории и на практике используют понятие рабочей емко-
сти системы проводящих тел. Рабочая емкость равна эквива-
лентной емкости между проводящими телами. Например, рабо-
чая емкость двухпроводной линии (рис. 5.19) определяется как 

11 22раб э 12
11 22

C C
C C C

C C
= = +

+
. 

Здесь 11C  и 22C  соединены последовательно, а затем параллель- 
но с 12C . 

О рабочей емкости проводов гово-
рят, когда к проводам подведено на-
пряжение от незаземленного источни-
ка, т.е. когда с землей не соединен ни 
один из проводов. Для двухпроводной 
линии рабочую емкость также можно 
найти как отношение линейного заряда 
на одном из проводов к напряжению 
между проводами ( раб 1C Uτ= ). 

На основе системы (5.45) можно дать некоторое толкование 
частичным емкостям и получить формулу для их эксперимен-
тального определения. Согласно выражению (5.44), являющемуся 
частью (5.45), для нахождения, например, собственной частичной 
емкости kkC  потенциалы всех тел необходимо сделать равными 

kϕ , тогда все 0kmU =  и соответственно 

k
kk

k

C
τ
ϕ

= .                                        (5.46) 

Таким образом, для измерения емкости kkC  необходимо соеди-
нить все тела между собой и создать на них потенциал kϕ  (рис. 
5.20). Затем, отключив источник ЭДС, разрядить систему на зем-
лю. При этом гальванометр G  должен быть включен так, чтобы 

Рис. 5.19
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22C

2τ

11C
12C

Рис. 
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был измерен только заряд kτ  провода kA . Измерив kϕ  и kτ , по 
формуле (5.46) легко рассчитать собственную частичную емкость 

kkC . Взаимные частичные емкости kmC  определяются из того же 
опыта, что и коэффициенты kmβ  (рис. 5.17), поскольку 

km kmC β= − . 

 

kA

0ϕ =

kτ
nτ1A nA

1τ
kG1 n kϕ = ϕ = ϕ

 
 

Рис. 5.20 
 

Частичные емкости используют при расчетах не только элек-
тростатических полей, но и быстропротекающих процессов в 
электрических цепях, а также при расчетах таких процессов в 
электрических цепях, в основу которых положено использование 
частичных емкостей, например, при емкостном отборе мощности 
от высоковольтной линии электропередачи. При расчете быстро-
протекающих процессов учитывают, в частности, емкости между 
электродами полупроводниковых приборов (тиристоров, транзи-
сторов). 

Три группы формул Максвелла (5.40), (5.41), (5.44) справед-
ливы и для системы проводящих заряженных тел произвольной 
формы с зарядами kQ , однако размерности коэффициентов α  и 
β , а также частичных емкостей, изменятся. В случае тел произ-
вольной формы потенциальные коэффициенты уже нельзя рас-
считывать по формулам (5.39), которые справедливы только для 
системы линейных параллельных достаточно длинных проводов. 
Определение рассмотренных выше коэффициентов и частичных 
емкостей производят, как правило, опытным путем [7, 14, 15]. 
 
 
 
 
5.7.   МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ ПОЛЯ 
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Наиболее общим методом решения задач электромагнитного 

поля является метод интегрирования уравнений поля (уравнений 
Максвелла или уравнений Пуассона-Лапласа) с учетом граничных 
условий. Рассмотрим применение этого метода на примере двух 
задач, представляющих как теоретический, так и практический 
интерес. 
 
 
5.7.1. Проводящий шар в однородном  
          электростатическом поле 
 

Пусть в однородное электростатическое поле с напряженно-
стью 0E  помещен незаряженный металлический шар радиусом 
a  (рис. 5.21). Диэлектрик,  окружающий 
шар, имеет относительную диэлектрическую 
про-ницаемость rε . Требуется рассчитать 
поле (определить его напряженность E , 
вектор электрической индукции D  и потен-
циал ϕ ) в каждой точке диэлектрика, окру-
жающего шар, а также на поверхности шара. 

Решение. Любое однородное поле является бесконечным. 
При помещении металлического шара в электростатическое поле 
оно перестает быть однородным. Поле искажается, так как на по-
верхности шара индуцируется заряд, который, в свою очередь, 
возбуждает новое поле, накладывающееся на внешнее однород-
ное. Характер искажения зависит, прежде всего от размеров ша-
ра. Обсудим влияние шара на поле более детально. 

Как уже упоминалось, все явления электростати-
ки описываются уравнениями Максвелла или урав-
нением Пуассона–Лапласа (см. раздел 4.4). Поле 
внутри шара равно нулю (шар является проводни-
ком): 

вн 0E = . 

В диэлектрике, окружающем его, свободных зарядов нет, поэто-
му, с математической точки зрения, поле вне шара описывается 
уравнением Лапласа (4.27): 

Рис. 5.21

0E

a

rε

Рис. 
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2 0ϕ∇ = . 

Потенциал ϕ , напряженность поля E  и вектор электрической 
индукции D  связаны между собой выражениями (4.14) и (3.1). 

Для расчета поля следует выбирать такую систему коорди-
нат, которая соответствует геометрии рассматриваемой задачи. 
В этом случае задача будет решаться наиболее просто, поскольку 
соответствующая система координат позволит учесть симметрию 
исследуемого поля (если она есть). Так как шар представляет со-
бой сферу, выберем сферическую систему координат [2], начало 
которой поместим в центр шара. Координату θ  будем отсчиты-
вать по часовой стрелке от направления вектора 0E  (рис. 5.22). 

Как видно из рис. 5.22, единичный вектор 1R  
в произвольной точке на поверхности шара 
направлен по прямой, соединяющей эту точ-
ку с началом координат. Единичный вектор 
1ψ  направлен по касательной к поверхности 
шара в указанной точке параллельно плоско-
сти 0x y. Единичный вектор 1θ  направлен по 
касательной к поверхности шара, проведен-
ной в плоскости, проходящей через начало 
координат и перпендикулярной 0x y. 

Запишем граничные условия задачи. Вдали от шара поле ос-
тается однородным: 

0R
E E

=∞
= .                                       (5.47) 

Поскольку поверхность проводящего шара является эквипотен-
циальной, ее потенциал не изменяется, т.е. 

const
R a

ϕ
=

= .                                     (5.48) 

Исходя из симметрии шара, можно установить, что напря-
женность поля и потенциал зависят только от двух сферических 
координат R  и θ , т.е. от угла ψ  величина ϕ  зависеть не будет: 

2

2
0

ϕ
ψ
∂ =∂ . 

Рис. 5.22

x

y

z

ψ
θ
R

0E

0

1R
1θ

1ψ

Рис. 
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Представив уравнение Лапласа (4.27) в сферической системе ко-
ординат (см. табл. 1.1, раздел 1.6), получим: 

2 2

2 2 2 2

2 1 cos
0

sinR RR R R

ϕ ϕ ϕ θ ϕ
θθ θ

∂ ∂ ∂ ∂+ + + =∂ ∂∂ ∂ .             (5.49) 

 
Таким образом, расчет поля шара сводится к решению урав-

нения Лапласа в частных производных (5.49) с учетом граничных 
условий (5.47) и (5.48). Одним из методов решения таких уравне-
ний является метод разделения переменных, или метод Фурье, 
согласно которому решение (5.49) можно найти в виде произве-
дения двух функций, одна из которых зависит только от коорди-
наты R , а другая – только от координаты θ , т.е. 

1 2 1 2( ) ( )f R f f fϕ θ= = .                             (5.50) 

Подставляя (5.50) в (5.49), после соответствующих преобразова-
ний [1, 8] получим: 

F( ) ( ) 0R Φ θ+ = ,                                     (5.51) 

где  
22

1 1
2

1 1

2
F( )

f fR R
R

f f RR

∂ ∂= +
∂∂

,     
2

2 2
2

2 2

1 cos
( )

sin

f f

f f

θΦ θ
θ θθ

∂ ∂= +
∂∂

. 

Из (5.51) следует, что сумма двух функций, независимых друг от друга, 
равна нулю. Это возможно только в том случае, когда каждая из них 
равна постоянной величине: 

2F( )R k= ,     2( ) kΦ θ = − . 

Соответственно можно записать два уравнения: 
2

2 21 1
12

2 0
f f

R R k f
RR

∂ ∂+ − =
∂∂

,                      (5.52) 

2
22 2

22

cos
0

sin

f f
k f

θ
θ θθ

∂ ∂+ + =
∂∂

.                     (5.53) 

Уравнение (5.53) есть частный случай широко известного в математике 
уравнения Лежандра, решение которого имеет вид 
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2 cosf θ= .                                       (5.54) 

Подставляя (5.54) в (5.53), можно определить значение постоянной 
k : 

22cos cos 0kθ θ− + = , 
откуда 2 2k = . 
 
С учетом значения постоянной k  уравнение (5.52) запишется как 

2
2 1 1

12
2 2 0

f f
R R f

RR

∂ ∂+ − =
∂∂

.                          (5.55) 

Перейдем к новой переменной w : 

wR e= ,     wdR e dw= ,     wdw
e

dR
−

= . 

Тогда 
1 1 1 wf f fdw

e
R w dR w

−∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂

, 
 

2 2
2 21 1 1 1

2 2
w wf f f fw

e e
w R R wR w

− −∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ = = −  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ . 

 Подставляя полученные соотношения в (5.55), получим: 

2
1 1

12
2 0

f f
f

ww

∂ ∂+ − =
∂∂

.                               (5.56) 

Решение однородного обыкновенного дифференциального урав-
нения известно: 

1 2
1 1 2

p w p wf A e A e= + , 

где 1p  и 2p  – корни характеристического уравнения (5.56): 
2 2 0p p+ − = , 

 

1,2
1 1

2
2 4

p = − ± + ,     1 1p = ,     2 2p = − . 

Тогда 
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2 2
1 1 2 1 2

w w A
f A e A e A R

R
−= + = + . 

Подставляя выражение для 1f  в (5.50), найдем окончательное 
решение уравнения (5.49): 

2
1 2 1 2

cos
A

f f A R
R

ϕ θ = = +   .                       (5.57) 

Соотношение (5.57) определяет потенциал любой точки поля вне 
шара с точностью до постоянных 1A  и 2A . 

Напряженность поля E  вне шара в сферической системе ко-
ординат складывается из трех составляющих: 

1 1 1R RE E E Eθ θ ψ ψ= + + , 2 2 2
RE E E Eθ ψ= + + , 

где RE  – проекция E  на направление единичного радиус-вектора 
1R ; Eθ  – проекция E  на направление единичного вектора 1θ , 
Eψ  – проекция напряженности поля на направление единичного век-
тора 1ψ . 
С учетом симметрии задачи 

0Eψ
ϕ
ψ
∂= =∂ , 

следовательно, в данном случае 
1 1R RE E Eθ θ= + ,                               (5.58) 

2 2
RE E Eθ= + . 

Поскольку электростатическое поле – это потенциальное поле, в соот-
ветствии с (4.14), используя выражение для градиента в сферической 
системе координат, приведенное в табл. 1.1 (см. раздел 1.6), и симмет-
рию задачи, можно записать: 

1
grad 1 1RE

R R θ
ϕ ϕϕ θ

∂ ∂ = − = − +  ∂ ∂ .                    (5.59) 

Сравнивая выражения (5.58) и (5.59), с учетом (5.57) получим: 
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2
1 3

2
1 3

2
cos ;

1
sin .

R
A

E A
R R

A
E A

R R
θ

ϕ θ
ϕ θθ

∂  = − = − −   ∂ ∂  = − = +   ∂ 
                      (5.60) 

Выражение (5.57) и система (5.60) представляют общий вид ре-
шения уравнения (5.49) с точностью до постоянных интегрирова-
ния 1A  и 2A . Они описывают множество задач электростатики. 
Решение для поставленной задачи можно найти с помощью гра-
ничных условий (5.47) и (5.48). 

Поскольку напряженность поля 0E  направлена по оси z  (угол 
θ  равен нулю), из граничного условия (5.47) и выражений (5.60) 
следует: 

0RR
E E E

=∞
= = , 

1 0A E= − .                                        (5.61) 

Граничное условие (5.48) с учетом (5.57) и (5.61) примет вид: 

2
0 2

cos const
R a

A
E a

a
ϕ θ
=

 = − + =   . 

Это условие должно выполняться при любых значениях угла θ , 
что возможно только в случае, когда 

2
0 2

0
A

E a
a

− + = , 

откуда 
3

2 0A E a= .                                      (5.62) 

Искомое решение для проводящего шара по-
лучим на основании (5.57), (5.60), (3.1) с учетом 
(5.61) и (5.62): 
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3

0 2

3

0 3

3

0 3

2 2

cos ;

2
1 cos ;

1 sin ;

;

.

R

R

a

a
E R

R

a
E E

R

a
E E

R

E E E

D E

θ

θ

ϕ θ

θ

θ

ε

 = −     = +      = −    = + = 
 

 
Найдем напряженность электрического поля на поверхности 

шара: 
03 cosR R a

E E θ
=

= , 

0
R a

Eθ = = , 

03 cosRR a R a
E E E θ
= =

= = .                       (5.63) 

Из (5.63) следует, что на полюсах шара ( 0θ =  и θ π= ) напря-
женность поля будет максимальной, т.е. 

, 0
0,

3R aE E
θ π
=
=
= . 

Таким образом, напряженность электрического поля на полюсах 
шара в три раза больше напряженности внешнего поля 0E . Этот 
результат следует учитывать при разработке конструкции прово-
дящих шаровых крыш, куполов. Именно в полюсах шара следует 
ожидать удара молнии (пробой) во время грозы. Интересно отме-
тить, что максимальное значение напряженности поля не зави-
сит от радиуса шара. Поэтому нетрудно оценить, например, 
влияние проводящей крупинки, попавшей в изоляцию. Так, ка-
пелька воды в баке трансформатора с масляным заполнением вы-
зывает значительное местное увеличение напряженности поля. 
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Картина силовых и эквипотенциальных линий (картина по-
ля) вокруг проводящего шара представлена на рис. 5.23. Как вид-
но из рисунка, силовые линии перпендикулярны поверхности 
шара, так как она является эквипотенциальной поверхностью в 
исследуемом поле. 

 

0Ea 0ϕ =0E

0ϕ >

0ϕ <

E

 
 

Рис. 5.23 
 

Под действием внешнего поля 0E  на поверхности шара ин-
дуцируется свободный заряд: на верхнем полушарии – положи-
тельный заряд, а на нижнем – равный ему по величине отрица-
тельный заряд. В соответствии с (4.48), (3.1) и (5.63) рассчитаем 
плотность индуцированного заряда на поверхности шара (см. 
раздел 4.6): 

03 cosn a aR a R a
D D E Eσ ε ε θ

= =
= = = = .                (5.64). 

Из (5.64) следует, что плотность свободного заряда пропор-
циональна cosθ . На рис. 5.24 приведен график изменения плот-
ности индуцированного заряда для верхнего полушария.  

 

 

0

σ

θ

2

π

Рис. 5.24  
Рис. 5.25
x

y

z

dθa
0

dS
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Рис. 5.24 Рис. 5.25 
 
Определим полный заряд одного полушария: 

S

Q dSσ= ∫ . 

Как видно из рис. 5.25, площадь кольца dS равна: 
22 sindS a dπ θ θ= , 

тогда  
2

2

0

2 sin
S

Q dS a d
π

σ σ π θ θ= = ⋅∫ ∫ . 

 
С учетом (5.64) получим: 

2 2
2 2

0 0
0 0

22 2
0 00

2 3 cos sin 3 sin 2

3
cos2 3 .

2

a a

a a

Q a E d a E d

a E a E

π π

π

π ε θ θ θ πε θ θ

πε θ πε

= = =

= − =

∫ ∫
 

Таким образом, полный заряд шара пропорционален квадра-
ту его радиуса, напряженности внешнего поля 0E  и относитель-
ной диэлектрической проницаемости окружающей среды rε . 
 
 
5.7.2. Диэлектрический шар  
          в однородном электростатическом поле 
 

Пусть диэлектрический незаряженный шар радиусом a  
помещен в однородное электростатическое поле с напряженно-
стью 0 constE = . Относительная диэлектрическая проницаемость 
шара равна шε . Диэлектрик, окружающий шар, имеет относитель-
ную ди-электрическую проницаемость rε . Требуется определить 
напряжен-ности поля вокруг шара вшE , внутри шара втE , а также 
соответствующие распределения потенциалов вшϕ  и втϕ . 

Решение. С математической точки зрения до определения 
постоянных интегрирования поставленная задача эквивалентна 
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задаче о нахождении поля вокруг проводящего шара, рассмот-
ренной в подразделе 5.7.1. Но поскольку внутри и вне шара нет 
свободных зарядов, уравнением Лапласа (4.27) описывается поле 
как снаружи, так и внутри его: 

2
вш

2
вт

0;

0.

ϕ
ϕ

∇ = ∇ = 
                                       (5.65) 

В соответствии с (5.57) и (5.60), учитывая симметрию задачи, получим 
следующее решение: 

для внешней области (a R≤ ≤ ∞ ) 
 

2
вш 1 2

2
вш 1 3

2
вш 1 3

вш

cos ;

2
cos ;

sin ;

0;

R

C
C R

R

C
E C

R

C
E C

R
E

θ

ψ

ϕ θ

θ

θ

 = +     = − −      = +   = 

                           (5.66) 

для внутренней области (0 R a≤ ≤ ) 

4
вт 3 2

4
вт 3 3

4
вт 3 3

вт

cos ;

2
cos ;

sin ;

0.

R

C
C R

R
C

E C
R

C
E C

R
E

θ

ψ

ϕ θ
θ

θ

 = +      = − −     = +    = 

                           (5.67) 

Здесь 1C , 2C , 3C , 4C  – постоянные интегрирования, определяе-
мые из граничных условий и соответствия решения задачи физи-
ческому смыслу исследуемого явления. 

Поскольку поле во всех точках пространства должно быть 
конечным, из третьего уравнения системы (5.67) очевидно, что 
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постоянная интегрирования 4 0C =  4
3

0R

C

R =

 = ∞   . Тогда выра-
жения (5.67) примут вид: 

вт 3

вт 3

вт 3

cos ;
cos ;

sin .
R

C R
E C
E Cθ

ϕ θ
θ

θ
= = − = 

                                    (5.68) 

Вдали от шара (при R→∞ ) поле остается однородным, и 
согласно граничному условию (5.47) 

0R
E E

=∞
= , 

откуда с учетом 0θ =  (см. подраздел 5.7.1) и второго выражения 
системы (5.66) получим: 

1 0C E= − . 

В этом случае (5.66) можно представить как: 

2
вш 0 2

2
вш 0 3

2
вш 0 3

cos ;

2
cos ;

sin .

R

C
E R

R
C

E E
R
C

E E
R

θ

ϕ θ
θ
θ

 = − +     = +      = − +    

                          (5.69) 

Из граничного условия для потенциала (на 
поверхности раздела двух сред потенциал непре-
рывен) имеем: 

вш втR a R a
ϕ ϕ

= =
= . 

Следовательно, 

2
3 0 2

cos cos
C

C a E a
a

θ θ = − +   , 

2
3 0 3

C
C E

a
= − + .                                 (5.70) 

С другой стороны, на основании первого граничного условия (4.46) 
можно записать: 
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вш втR RR a R a
D D

= =
= , 

или с учетом (3.1) 

2
0 ш 33

2
cos cosr

C
E C

a
ε θ ε θ + = −   , 

2
3 0 3

ш

2r C
C E

a

ε
ε

 = − +   .                              (5.71) 

Решая совместно (5.70) и (5.71), получим: 

3 ш
2 0

ш 2
r

r

C a E
ε ε

ε ε

−
=

+
,      3 0

ш

3

2
r

r

C E
ε

ε ε
= −

+
. 

Подставляя выражения для постоянных интегрирования в 
системы (5.68) и (5.69), запишем окончательное решение задачи: 

для поля вне шара (a R≤ ≤ ∞ ) 

3 ш
0

ш
вш 0 2

3 ш
0

ш
вш 0 3

3 ш
0

ш
вш 0 3

2
cos ;

2
2

cos ;

2
sin ;

r

r

r

r
R

r

r

a E

E R
R

a E

E E
R

a E

E E
R

θ

ε ε
ε εϕ θ
ε ε
ε ε θ
ε ε
ε ε θ

−   + = − +   −   + = +    −   + = − +   

 

для поля внутри шара (0 R a≤ ≤ ) 

вт 0
ш

вт 0
ш

вт 0
ш

3
cos ;

2

3
cos ;

2

3
sin .

2

r

r

r
R

r

r

r

E R

E E

E Eθ

εϕ θε ε
ε θε ε
ε θε ε

= − + = ⊕+ = − + 
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Напряженность электрического поля внутри шара равна: 
2 2

вт вт вт 0
ш

3

2
r

R
r

E E E Eθ
ε

ε ε
= + =

+
.                     (5.72) 

Как следует из (5.72), поле внутри шара является однород-
ным, т.е. вт ( , )E f R θ≠ . Если ш rε ε< , напряженность поля внутри 
шара втE  больше напряженности однородного поля 0E , но не 
более чем в 1.5 раза. Если же ш rε ε> , вт 0E E< . В частном слу-
чае, когда ш rε ε� , напряженность поля втE  стремится к нулю 
(переход от диэлектрика к проводнику). 

Обсудим полученные результаты с физической точки зрения. 
Тело из диэлектрика, внесенное во внешнее электростатическое 
поле, поляризуется (см. раздел 4.5). В результате поляризации на 
поверхности тела появляются связанные заряды различных зна-
ков, которые создают свое поле как внутри, так и вне тела. На-
пряженность результирующего поля E  является геометрической 
суммой на-пряженностей внешнего поля 0E  и поля связанных за-
рядов pE , т.е. 

0 pE E E= + .                                     (5.73) 

Таким образом, если диэлектрическое тело находится в среде, относи-
тельная диэлектрическая проницаемость которой меньше диэлектриче-
ской проницаемости тела ( ш rε ε> ), то внутри тела поле связанных 
зарядов направлено против внешнего поля: 

вт 0 pE E E= − , 

именно поэтому вт 0E E< . Для ш rε ε<  соответственно 

вт 0 pE E E= + , вт 0E E> . 

Поле связанных зарядов, направленное против внешнего по-
ля, называют деполяризующим. Используя (5.72), легко рассчи-
тать деполяризующее поле для шара при ш rε ε> : 

ш
0 вт 0 0 0

ш ш

3

2 2
r r

p
r r

E E E E E E
ε ε ε

ε ε ε ε

−
= − = − =

+ +
, 
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ш
0

ш 2
r

p
r

E E
ε ε

ε ε

−
=

+
.                                (5.74) 

На рис. 5.26 представлены картины силовых линий поля ди-
электрического шара для случаев ш rε ε>  (рис. 5.26,а) и ш rε ε<  
(рис. 5.26,б). 
 

0E0E втEвшE

ш вт 0,r E Eε > ε <        

0E0E втEвшE

ш вт 0,r E Eε < ε >  
                                 а                                                         б Рис. 5.26 
 
 
 
6.    ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
       В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ 
 

К частным случаям электромагнитного поля относятся элек-
трическое и магнитное поля постоянного тока. Эти поля являют-
ся стационарными, т.е. не зависящими от времени. 

Постоянный ток может протекать только в замкнутой прово-
дящей среде (в замкнутой электрической цепи). Рассмотрим 
электрическое поле постоянного тока в неподвижных проводя-
щих средах, или проводниках. Движение заряда в таких средах 
характеризуется токами проводимости [4]. С движущимися за-
рядами связано возникновение как электрического, так и магнит-
ного полей. Поскольку постоянный ток – это движение зарядов с 
постоянной скоростью, в диэлектрике, окружающем проводник  
с постоянным током, и внутри самого проводника возникают 
стационарные электрическое и магнитное поля. Так как магнит-
ное поле постоянного тока не зависит от времени, явление элек-
тромагнитное индукции (см. подраздел. 3.1.4) отсутствует, следо-
вательно, стационарное магнитное поле не оказывает влияния на 
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электрическое поле постоянного тока, и эти поля можно рассмат-
ривать отдельно. 
 
 
6.1.  УРАВНЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ  
        ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
 

Из полной системы уравнений Максвелла 
(3.22) выберем только те уравнения, которые опи-
сывают электрическое поле постоянного тока в 
проводящей среде: 

прrot ;

rot 0.

H J J

B
E

t

= = ∂ = − =∂ 
                                    (6.1) 

Применим к обеим частям первого уравнения системы (6.1) опе-
рацию дивергенции, с учетом (1.20) получим 

div div rot 0J H= = . 
Тогда уравнения Максвелла для электрического поля постоянно-
го тока примут вид 

rot 0;

div 0,

E

J

= = 
                                       (6.2) 

где согласно (3.6) 

прJ J Eγ= = .                                    (6.3) 

Одно из основных отличий электрического поля постоянного то-
ка от электростатического обусловлено наличием внешних источ-
ников энергии неэлектростатического происхождения, без кото-
рых невозможно возникновение тока. В области действия этих 
источников,  характеризуемых  напряженностью  сторE  [4],  (6.3) 
примет вид ( )сторJ E Eγ= + .                                   (6.4) 

Выражение (6.3) представляет собой закон Ома в дифференци-
альной форме. Соотношение (6.4) является обобщенным законом 
Ома, или вторым законом Кирхгофа, в дифференциальной форме. 
Второе уравнение системы (6.2) называют первым законом Кирх-
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гофа в дифференциальной форме. Более детально указанные за-
коны будут рассмотрены в разделе 6.4. 

Обсудим физическое содержание уравнений Максвелла (6.2). 
Как следует из первого уравнения системы (6.2), электрическое поле 
постоянного тока является безвихревым потенциальным полем, как 
и поле электростатическое. При движении зарядов с постоянной 
скоростью свойство потенциальности сохраняется и, таким обра-
зом, справедливы соотношения (4.9), (4.14), (4.16), (4.17): 

0
L

Edl� =∫ ,     gradE ϕ= − , 

l

u Edl= ∫ ,     ab a bu ϕ ϕ= − . 

Из второго уравнения системы (6.2) следует, что линии вектора 
плотности тока непрерывны и замкнуты (см. раздел 1.4). 

Используя выражение (4.14), два уравнения (6.2) можно объ-
единить в одно, подобное уравнениям Пуассона-Лапласа (см. 
раздел 4.4) для разных областей проводящей среды, в которых 

стор 0E =  и стор 0E ≠ . 

1. Область, во всех точках которой стор 0E = . 
а) Для однородной проводящей среды ( constγ = ) из второго 

уравнения (6.2) с учетом (6.3) получим: 

div div 0E Eγ γ= = .                                (6.5) 

Подставляя в (6.5) выражение (4.14), с учетом (1.22) имеем: 
2div divgrad 0Eγ γ ϕ γ ϕ= − = − ∇ = , 

т.е. 
2 0ϕ∇ = .                                          (6.6) 

Таким образом, электрическое поле в однородной проводящей 
среде в области вне источников энергии описывается уравнением 
Лапласа (6.6), как и электростатическое поле в однородной среде, 
где нет свободных зарядов (см. (4.27)). 

б) Для неоднородной проводящей среды ( constγ ≠ ) правая 
часть второго уравнения (6.2) с учетом (4.14) и известного соот-
ношения из векторного анализа [2] примет вид 
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2div div grad grad gradE E Eγ γ γ γ ϕ γ ϕ= + = − ∇ − . 

Приравнивая последнее соотношение к нулю, получим: 

2 grad
grad 0

γϕ ϕγ∇ + = .                              (6.7) 

Уравнение (6.7) математически аналогично (4.29) при 0ρ =  (см. 
раздел 4.4), здесь γ  соответствует aε . 

2. Область, где действуют сторонние силы ( стор 0E ≠ ). Для 
однородной проводящей среды ( constγ = ) с учетом (6.4), можно 
записать: ( )стор сторdiv div div divJ E E E Eγ γ γ= + = + . 

Так как согласно (4.14) 
2div divgradEγ γ ϕ γ ϕ= − = − ∇ , 

второе уравнение системы (6.2) преобразуется к виду: 
2

сторdiv 0Eϕ−∇ + = , 
или 

2
сторdiv Eϕ∇ = .                                  (6.8) 

Уравнение (6.8) аналогично уравнению Пуассона (4.26) для 
электростатического поля при 0ρ ≠ . 

 
 

6.2.   ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА  
ДВУХ ПРОВОДЯЩИХ СРЕД 

 
Система уравнений (6.2) является математической записью 

законов электрического поля в проводящей среде для областей, в 
которых функции J  и E  непрерывны и дифференцируемы. На 
границе раздела сред эти функции терпят разрыв, и математиче-
ское представление законов электрического поля изменяется. По-
лучим математическую запись законов поля на границе раздела 
сред, или граничные условия. 

6.2.1. Первое граничное условие  
          для электрического поля постоянного тока 
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  Запишем второе уравнение системы (6.2) на границе разде-
ла сред с разными электрическими свойствами, для чего перей-
дем к поверхностной дивергенции, так как граница раздела пред-
ставляет собой поверхность. В этом случае имеем: 

Div 0J = . 
Поскольку [2] ( )1 2 1 2Div n nJ J J n J J= − = − , 

окончательно получим 
1 2 0n nJ J− = , 

или 

1 2n nJ J= .                                        (6.9) 

Согласно (6.9) нормальная составляющая 
вектора плотности тока на границе раздела 
двух проводящих сред непрерывна (рис. 6.1). 
На рис. 6.1 положительная нормаль n  на-
правлена из первой среды во вторую; 1J  и 

2J  – вектора плотности тока в средах с 
проводимостями 1γ  и 2γ  соответственно; 

1nJ  и 2nJ  – нормальные составляющие  
векторов плотности тока в двух средах, 1tJ , 

2tJ  – их тангенциальные составляющие; угол 1α  называется уг-
лом падения вектора плотности тока, угол 2α  – углом преломле-
ния вектора плотности тока, 

1 1 1cosnJ J α= ,    2 2 2cosnJ J α= .                        (6.10) 
 
 

6.2.2. Второе граничное условие  
          для электрического поля постоянного тока 

 

  Переходя к поверхностному ротору, запи-
шем первое уравнение системы (6.2) на границе 
раздела сред с разными проводи-мостями: 

Rot 0E = . 

1γ

2γ

1J

n

1nJ

1tJ

2nJ2J

2tJ

1α

2α

Рис. 6.1Рис. 6.1 
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Выражая поверхностный ротор через составляющие вектора на-
пряженности [2] как 

( )1 2 1 2Rot t tE n E E E E= × − = − , 
имеем: 

1 2 0t tE E− = , 
или 

1 2t tE E= .                                     (6.11) 

Таким образом, если на границе раздела сред нет сторонних сил 
( стор 0E = ), касательные составляющие век-
тора напряженности электрического поля 
непрерывны (рис. 6.2). 

На рис. 6.2 положительная нормаль n  
направлена из первой среды во вторую; 1E  
и 2E  – вектора напряженности электриче-
ского поля в средах с удельными проводи-
мостями 1γ  и 2γ ; 1nE , 2nE , 1tE , 2tE – их 
нормальные и тангенциальные состав-
ляющие соответственно. Поскольку со-
гласно (6.3) 

1 1 1J Eγ= ,     2 2 2J Eγ= ,                             (6.12) 

угол падения вектора напряженности равен углу падения вектора 
плотности тока (рис. 6.2), аналогично для углов преломления, 
тогда 

1 1 1sintE E α= ,    2 2 2sintE E α= .                     (6.13) 

Используя соотношения (6.10), (6.13), из граничных условий 
(6.9) и (6.11) можно записать: 

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sin ;

cos cos .

E E

J J

α α
α α

= = 
 

Разделив почленно первое уравнение полученной системы на 
второе с учетом (6.12), получим: 

1 1

2 2

tg

tg

γ α
γ α

= .                                    (6.14) 

1γ

2γ

1E

n

1nE

1tE

2nE2E

2tE

1α

2α

Рис. 6.2Рис. 6.2 
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Соотношение (6.14) определяет связь между углом падения 1α  и 
углом преломления 2α . Как следует из (6.14), если ток переходит 
из среды с большой проводимостью (например, из металла) в 
среду с малой проводимостью (например, в землю), то тангенс 
угла преломления будет меньше тангенса угла падения и 2 1α α< . 
Если удельная проводимость 2γ  весьма мала, то 2 0α → . 
 
 
6.3.   АНАЛОГИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ  

         в проводящей среде  
         С ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИМ ПОЛЕМ 
 

Проведем сравнение основных уравнений, соотношений и 
граничных условий для электростатического поля в области, где 
нет свободных зарядов ( 0ρ = ), и для поля в проводящей среде в 

области, где нет сторонних сил ( стор 0E = ). Результаты сравнения 
представлены в табл. 6.1. 
 Т а б л и ц а  6.1 

 

№ 
п/п 

Электростатическое поле 
( 0ρ = ) 

Электрическое поле  
в проводящей среде ( стор 0E = ) 

1 

rot 0E = , 0
L

Edl =∫� , gradE ϕ= − ; 

l

u Edl= ∫ , ab a bu ϕ ϕ= −  

rot 0E = , 0
L

Edl =∫� , 

gradE ϕ= − ; 

l

u Edl= ∫ , ab a bu ϕ ϕ= −  

2 div 0D = , 0a rD E Eε ε ε= =  div 0J = , J Eγ=  

3 

а)  constaε = , 2 0ϕ∇ = ; 
б)  constaε ≠ ,    

      2 grad
grad 0a

a

εϕ ϕε∇ + =  

а)  constγ = , 2 0ϕ∇ = ; 
б)  constγ ≠ ,  

      2 grad
grad 0

γϕ ϕγ∇ + =  

4 
1)  1 2n nD D= , 
2)  1 2t tE E=  

1)  1 2n nJ J= , 
2)  1 2t tE E=  

 
По своей природе электростатическое поле и электрическое 

поле постоянного тока в проводящей среде различны. Первое из 
них является полем неподвижных зарядов, второе – полем заря-
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дов, движущихся с постоянной скоростью. Из табл. 6.1 следует, 
что между величинами, характеризующими эти поля, существует 
математическая аналогия, т.е. они входят в уравнения одинако-
вым образом. Другими словами, уравнения полей и соотношения, 
записанные относительно математически аналогичных величин, 
выглядят одинаково. Если два поля удовлетворяют одним и тем 
же уравнениям (уравнения Пуассона–Лапласа) и в них выполня-
ются тождественные граничные условия для сходных (математи-
чески аналогичных) величин, то при одинаковой форме гранич-
ных поверхностей на основе теоремы единственности решения 
можно сделать вывод о том, что совокупности силовых и эквипо-
тенциальных линий в этих полях (картины полей) будут одинако-
выми. 

Согласно табл. 6.1 оба поля являются потенциальными.  
С вектором электрической индукции D  можно сопоставить век-
тор плотности тока J . Электростатическое поле в области, где 
нет свободных зарядов, описывается уравнением Лапласа так же, 
как и электрическое поле постоянного тока в области, где нет 
сторонних сил. Граничные условия для двух полей подобны. Ве-
личины aε  и γ  являются математически аналогичными. На осно-
вании соотношений (3.10) и (4.7) можно сделать вывод об анало-
гии между зарядом Q  и током I . Существует аналогия и между 
емкостью C  и проводимостью G . Действительно, согласно 
(4.58) с учетом (4.7) и (4.16) емкость между двумя телами, нахо-
дящимися в среде с относительной диэлектрической проницаемо-
стью rε , равна 

a
S S

l l

DdS EdS
Q

C
U Edl Edl

ε� �

= = =

∫ ∫
∫ ∫ .                         (6.15) 

Проводимость между этими телами, помещенными в проводя-
щую среду с удельной проводимостью γ , в соответствии с [4], 
используя соотношения (3.10) и (4.16), можно записать как: 

S S

l l

JdS EdS
I

G
U Edl Edl

γ� �

= = =
∫ ∫
∫ ∫ .                          (6.16) 
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Поделив (6.15) на (6.16), получим: 

aC

G

ε
γ

= .                                     (6.17) 

Как следует из (6.17), емкость C  между двумя телами, разделен-
ными диэлектриком с абсолютной диэлектрической проницаемо-
стью aε , так относится к проводимости G  между теми же тела-
ми, помещенными в среду с удельной проводимостью γ , как aε  
относится к γ . 

Математически аналогичные величины, характеризующие 
электростатическое поле и электрическое поле постоянного тока, 
сведены в табл. 6.2. 
 Т а б л и ц а  6.2 

 

Электростатическое поле 
( 0ρ = ) 

 Электрическое поле  
в проводящей среде ( стор 0E = ) 

E  ⇔  E  
ϕ  ⇔  ϕ  
D  ⇔  J  
aε  ⇔  γ  

Q  ⇔  I  
C  ⇔  G  

 
Отмеченная аналогия лежит в основе моделирования полей 

так называемым методом электростатической аналогии. Этот 
метод позволяет в ряде случаев при расчете токов в проводящей 
среде воспользоваться готовыми аналитическими решениями со-
ответствующих задач электростатики, и наоборот, заменить ис-
следование электростатического поля экспериментальным ис-
следованием поля постоянного тока в проводящей среде. По-
следнее особенно важно при решении сложных задач электроста-
тики, не имеющих аналитического решения. Так, согласно (6.17) 
можно рассчитать емкость по формуле 

aC G
ε
γ

= .                                           (6.18) 

Тогда, экспериментально измерив проводимость G  между тела-
ми (электродами), помещенными в проводящую среду, а также 
удельную проводимость среды γ , по выражению (6.18) легко оп-
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ределить емкость между этими телами в среде с абсолютной ди-
электрической проницаемостью aε , поскольку геометрия полей в 
обеих задачах одинакова. Рассмотрим несколько примеров ис-
пользования метода электростатической аналогии. 

Пример 1. Определить проводимость между двумя параллель-
ными проводами длиной l  и радиусом 0R , находящимися в среде 
с удельной проводимостью γ  на расстоянии d  друг от друга. 

В электростатике есть аналитическое решение подобной за-
дачи (см. подраздел 5.3.1). Емкость рассматриваемой двухпро-
водной линии на единицу длины определяется выражением 
(5.23), а для частного случая, когда 0d R� , равна: 

0

0

ln

aC
d

R

πε
= . 

Соответственно емкость линии длиной l  можно представить как 

0

0

ln

al
C C l

d

R

πε
= = . 

По аналогии (табл. 6.2) проводимость между заданными прово-
дами получим в виде: 

0

ln

l
G

d

R

πγ= . 

Пример 2. Полусферический за-
землитель радиусом 0R  зарыт в зем-
лю (рис. 6.3). Постоянный ток, сте-
кающий через заземлитель в грунт, 
равен 0I . Грунт слева от плоскости 
AB имеет удельную проводимость 
1γ , а справа – 2γ  ( 2 1γ γ> ), удельная 
проводимость воздуха 0 0γ = . Рас-
стояние от центра полусферы до 
плоскости AB равно h . Определить 

шаговое напряжение между точками a  и b  abU , находящимися 

Рис. 6.3

0R

0I

h

1γ 2γ

A

B

a

al
шl

b

0 0γ =

Рис. 
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на расстоянии ш 0.8мl =  ( шl  – среднее расстояние между ногами 
человека), если точка a  удалена от плоскости AB на расстоя- 
ние  al . 

Воспользуемся методом электростатической аналогии и 
табл. 6.2. Данную задачу можно рассматривать как задачу Сирла 
(см. раздел 5.5). Согласно Сирлу от одной сложной задачи (рис. 6.3) 
можно перейти к нескольким простым, избавившись от неодно-
родности среды. В соответствии с табл. 6.2 заряд Q lτ=  ( l  – дли-
на провода в задаче, рассмотренной в разделе 5.5) заменим на  
ток I , aε  на γ . 

Полусферический заземлитель на-
ходится на границе раздела "земля-
воздух", для устранения которой отра-
зим полусферу в верхнюю полуплос-
кость (рис. 6.4). Фиктивный ток 1I , 
втекающий в получившийся сфериче-
ский заземлитель, равен сумме тока 

0I  и фиктивного тока '
0I , который 

определим по первому выражению (5.34), используя метод элек-
тростатической аналогии: 

' 1 0
0 0 0

1 0

I I I
γ γ
γ γ

−= =
+

,      '
1 0 0 02I I I I= + = . 

Для устранения границы раздела сред с удельными проводи-
мостями 1γ  и 2γ  согласно Сирлу от задачи, приведенной на рис. 6.4, 
перейдем к двум более простым задачам (рис. 6.5 и 6.6) с одно-
родной средой (см. раздел 5.5). 
 

0R

1I h

1γ

A

B

a

al

1γ

h

0R

2I1γ 1γ

 
 

Рис. 6.5 
 

Рис. 6.4

0R

1I

h

1γ 2γ

A

B

a

al
шl

b

1γ
2γ

Рис. 6.4 
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Пренебрежем радиусом заземлителя и сдвигом его электричес-
кого  центра  относительно  геометрического.   Тогда  фиктивные 
токи 2I  и 3I  найдем, используя соотношения (5.34): 

1 2
2 1

1 2

2
3 1

1 2

;

2
.

I I

I I

γ γ
γ γ

γ
γ γ

− = + = + 
 

Поскольку 2 1γ γ> , 

2 1
2 1

1 2

I I
γ γ
γ γ

−= −
+

, 

т.е. направление тока 2I  противопо-
ложно направлению тока 1I  (рис. 6.5). 
Направления токов 3I  и 1I  совпадают 
(рис. 6.6). 

Напряженность и по-
тенциал в любой точке поля определим по форму-
лам (4.8) и (4.19) для точечного заряда, используя 
математическую аналогию: 

24

I
E

rπγ
= ,                                     (6.19) 

4

I

r
ϕ

πγ
= .                                       (6.20) 

Здесь r  – расстояние от провода с током до заданной точки поля. 
По схеме, приведенной на рис. 6.5, согласно принципу нало-

жения рассчитаем потенциал поля в точке a : 

1 2a aI aIϕ ϕ ϕ= + , 

где 
1aIϕ  – потенциал в точке a  поля постоянного тока 1I , 

2aIϕ  – 

потенциал в точке a  поля тока 2I , с учетом (6.20) 

0R

3I

h
2γ

A

B

ш al l−

b

2γ

2γ

Рис. 6.6Рис. 
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( )1
1

14aI
a

I

h l
ϕ

πγ
=

−
,     ( )2

2

14aI
a

I

h l
ϕ

πγ
=

+
. 

Аналогично по расчетной схеме, представленной на рис. 6.6, оп-
ределим потенциал bϕ : 

( )3

2 ш4b
a

I

h l l
ϕ

πγ
=

+ −
. 

Шаговое напряжение abU  равно: 

( ) ( ) ( )31 2

1 1 2 ш4 4 4ab a b
a a a

II I
U

h l h l h l l
ϕ ϕ

πγ πγ πγ
= − = + −

− + + −
. 

Для расчета напряженности в любой точке поля 
заземлителя следует воспользоваться формулой 
(6.19) и принципом наложения. При этом необхо-
димо учитывать, что картины силовых линий поля 
точечных зарядов и поля соответствующих им 
фиктивных токов полностью совпадают. 

 
 

6.4.   Основные законы и соотношения  
         теории цепей постоянного тока 
 

Выше отмечалось, что теория цепей есть первое приближе-
ние теории поля, частный случай для тех электромагнитных яв-
лений, которые можно описать посредством таких интегральных 
понятий, как ток, напряжение, ЭДС [4]. Покажем, что все основ-
ные законы теории цепей постоянного тока содержатся в уравне-
ниях (6.2) – (6.4) электрического поля постоянного тока в прово-
дящей среде. 
 
 
6.4.1. Закон Ома 
 

  Убедимся в том, что соотношение (6.3) действительно явля-
ется законом Ома в дифференциальной форме, получив его из-
вестную интегральную форму. Возьмем 
проводник длиной l  и сечением S, по 
которому протекает ток I  (рис. 6.7). Со-

Рис. 6.7

I

n

dS

S

la
b

dl

Рис. 
6.7 
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гласно (4.16) напряжение на зажимах проводника abU  равно: 
b

ab
a

U Edl= ∫ . 

 
Направление вектора напряженности электрического поля E  
внутри проводника в соответствии с (6.3) совпадает с направле-
нием движения заряда, т.е. тока I : 

пр
J

E Jρ
γ

= = ,                                     (6.21) 

где пр
1ρ
γ

=  – удельное сопротивление проводника, а также с на-
правлением вектора перемещения dl . С учетом 

cos( , )Edl E E dl dl Edl
∧

= =  

и постоянства напряженности поля по длине проводника для слу-
чая постоянного тока (при constJ =  constE = ), напряжение на 
зажимах проводника можно представить в виде 

b b b

ab
a a a

U Edl Edl E dl El= = = =∫ ∫ ∫ .                  (6.22) 

Поскольку вектор плотности тока J  направлен параллельно 
нормали, проведенной к сечению проводника n , и элементарная 
площадка, взятая на сечении проводника, dS ndS=  (рис. 6.7) со-
гласно (3.10) получим: 

S S S

I J dS J dS J dS JS= = = =∫ ∫ ∫ , 

т.е. 
J I S= .                                         (6.23) 

Подставляя (6.23) в (6.21), имеем: 

пр пр
I

E J
S

ρ ρ= = , 

тогда выражение (6.22) примет вид 
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пр
ab

l
U I RI

S

ρ
= = ,                                (6.24) 

где прlR
S

ρ
=  – электрическое сопротивление проводника. 

Итак, выражение (6.24), называемое законом Ома, получается в 
результате интегрирования соотношения (6.3), следовательно, 
(6.3) есть дифференциальная запись закона Ома. 
 
 
6.4.2. Первый закон Кирхгофа 
 

  Как уже отмечалось выше, второе уравнение системы (6.2) 
называют первым законом Кирхгофа в дифференциальной форме. 
Проинтегрируем указанное уравнение по объе-
му V , включающему узел цепи (рис. 6.8), в ко-
торый втекают постоянные токи 1I , nI  и вы-
текают 2I , kI . Применяя теорему Остроград- 
ского–Гаусса (1.11), 

div 0
V S

JdV JdS�= =∫ ∫ , 

или 
0

S

JdS� =∫ .                                        (6.25) 

Выражение (6.25) представляет собой первый закон Кирхгофа в 
интегральной форме, или частный случай принципа непрерывно-
сти полного тока [4], когда плотность полного тока равна плотно-
сти тока проводимости. 

Приведем (6.25) к знакомому виду. Поверхность S включает 
сечения тех проводников, которые входят в рассматриваемый 
узел электрической цепи, т.е. с учетом (3.10) 

1 2

1 2

1 1 .

k n

k n
S S S S S

k n

JdS J dS J dS J dS J dS

I I I I

… …

… …

� = + + + + + =

= + + + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

Следовательно, (6.25) можно записать как 

Рис. 6.8

1I kI

2InI

n

S

V

n

Рис. 6.8 
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1

0
n

k
k

I
=

=∑ ,                                     (6.26) 

где 
k

k k
S

I J dS= ∫ . 

Таким образом, алгебраическая сумма токов в ветвях, связанных 
общим узлом, равна нулю. Если направление тока совпадает с по-
ложительным направлением нормали n  к поверхности S (рис. 6.8), 
т.е. ток выходит из объема V , то в уравнение (6.26) он входит со 
знаком "плюс". 

Как отмечалось в [4], первый закон Кирхгофа – это матема-
тическая запись закона сохранения заряда для выделенного объе-
ма V  в единицу времени. Дифференциальная форма указанного 
закона (второе уравнение системы (6.2)) наиболее четко отражает 
его физический смысл. Согласно второму уравнению (6.2) вектор 
J  не имеет источников и стоков (линии вектора J  непрерывны), 
т.е. заряды не создаются и не уничтожаются, они сохраняются в 
проводящей среде (цепи). 
 
 
6.4.3. Второй закон Кирхгофа 
 

  Второй закон Кирхгофа в интегральной форме связывает 
напряжения на участках контура цепи и ЭДС, действующие в вы-
бранном контуре. Естественно предположить, что интегральная 
запись второго закона может быть получена путем интегрирова-
ния обобщенного закона Ома, или второго закона Кирхгофа, в 
дифференциальной форме (6.4) по замкнутому контуру, взятому 
в области действия сторонних сил ( стор 0E ≠ ). 

Для доказательства выберем контур, состоящий из ветвей 

1 2, , , , ,k nl l l l… …  ( kl  – участок контура, вдоль которого плотность 
тока равна kJ ). Перепишем (6.4) в следующем виде: 

стор
J

E E
γ

+ = .                                      (6.27) 

Проинтегрируем (6.27) по замкнутому контуру L : 

стор
L L L

J
Edl E dl dl

γ� � �+ =∫ ∫ ∫ . 
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Учитывая условие потенциальности электрического поля посто-
янного тока (4.9), получим: 

стор
L L

J
E dl dl

γ� �=∫ ∫ .                               (6.28) 

В [4] показано, что 
стор

1

n

k
kL

E dl e�
=

=∑∫ ,                                 (6.29) 

где стор
k

k
l

e E dl= ∫  – ЭДС, действующая на участке kl , 
1

n

k
k

e
=

∑  – 

алгебраическая сумма ЭДС, действующих в выбранном замкну-
том контуре. 

Так как контур состоит из n  ветвей (участков), правую часть 
уравнения (6.28) можно преобразовать следующим образом: 

1 2

1 2

1 2 k n

k n

k nL l l l l

J JJ JJ
dl dl dl dl dl

γ γ γ γ γ
… …� = + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Для случая постоянного тока (см. подраздел 6.4.1) имеем 

k k k

k k k k
k

k k k kl l l

J J J J
dl dl dl l

γ γ γ γ
= = =∫ ∫ ∫ , 

что с учетом (6.23) примет вид 
пр

k

k kk
k k k

k kl

lJ
dl I R I

S

ρ
γ

= =∫ .                       (6.30) 

Подставляя (6.29) и (6.30) в уравнение (6.28), получим известную 
математическую запись второго закона Кирхгофа для замкнутого 
контура электрической цепи постоянного тока: 

1 1

n n

k k k
k k

R I e
= =

=∑ ∑ , 

или в соответствии с (6.24) 
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1 1

n n

k k
k k

U e
= =

=∑ ∑ . 

Таким образом, основные законы теории це-
пей постоянного тока, а также информацию о свой-
ствах электрического поля постоянного тока, легко 
получить из уравнений Максвелла (6.2) и соотно-
шений (6.3), (6.4). 
6.4.4. Закон Джоуля–Ленца 
 

  Как известно, интегральная запись закона Джоуля–Ленца 
для цепи постоянного тока имеет следующий вид: 

2 2P UI RI GU= = = ,                              (6.31) 

где P  – мощность, или энергия в единицу времени, переходящая 
в тепло в проводнике с электрическим сопротивлением R  [4]. 
Соответствующая дифференциальная форма закона может быть 
представлена как: 

2 2
д прP J E J Eρ γ= = = .                           (6.32) 

Выражение (6.32) математически отражает мощность в каждой 
точке проводника, или энергию, переходящую в тепло в единицу 
времени в каждой точке проводящей среды. 

Очевидно, что для получения (6.31) следует проинтегриро-
вать (6.32) по объему проводника с электрическим сопротивлени-
ем R . Учитывая (4.14), имеем: 

д grad
V V V

P P dV J EdV J dVϕ= = = −∫ ∫ ∫ .              (6.33) 

Используя известное соотношение из векторного анализа [2], по-
дынтегральное выражение в (6.33) запишем в виде 

grad div divJ J Jϕ ϕ ϕ= − , 

или с учетом второго уравнения системы (6.2) 
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grad divJ Jϕ ϕ= .                                (6.34) 

Подставляя (6.34) в (6.33) и применяя теорему Остроградского-
Гаусса (1.11), преобразуем (6.33) к следующей форме: 

grad
V S

P J dV JdSϕ ϕ�= − = −∫ ∫ ,                    (6.35) 

где S – поверхность, охватывающая рассматриваемый объем, т.е. 
поверхность проводника (рис. 6.9). 

I

бокdS
n

n

сечdS

сечS

la
b

бокS

сечdS

 
 

Рис. 6.9 
 
Согласно рис. 6.9 площадь поверхности про-

водника равна 
бок сеч2S S S= + . 

Здесь бокS  – площадь боковой поверхности проводника, сечS  – 
площадь его сечений (торцов). Для боковой поверхности 

бок бокcos90 0JdS J dS�

= = , 
для торцов 

сеч

сеч

сеч

, сечение " ";

, сечение " ".

JdS a
JdS

JdS b

−= 
 

С учетом последних соотношений, а также выражений (3.10) и 
(4.17), (6.35) примет вид 
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( )
бок сеч сеч

сеч сеч

бок сеч сеч

сеч сеч ,

a b

a b

S S S S

a b a b ab
S S

P JdS JdS JdS JdS

JdS JdS I U I

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

�= − = − − − =

= − = − =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

 

где 
сеч сеч

сеч сеч

a bS S

I JdS JdS= =∫ ∫ , abU U≡  – напряжение на зажи-

мах проводника. 
Таким образом, интегрируя закон Джоуля–

Ленца в дифференциальной форме (6.32), перехо-
дим к его интегральной запи- 
си (6.31), которая широко используется в электро-
технических расчетах. 
 
7.    МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

 
Возникновение магнитного поля связано с движением элек-

трических зарядов. Движение зарядов с постоянной скоростью 
порождает стационарное магнитное поле, не зависящее от вре-
мени и не связанное с электрическим полем. 
 
 
7.1.   УРАВНЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ  
          МАГНИТНОГО ПОЛЯ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
 Из полной системы уравнений Максвелла (3.22) выберем 
лишь уравнения, описывающие магнитное поле постоянного тока: 

прrot ;

div 0.

H J J

B

= = = 
                                    (7.1) 

Систему (7.1) называют уравнениями Максвелла для магнитного 
поля постоянного тока, или магнитостатики. Из первого уравне-
ния (7.1) следует, что магнитное поле является вихревым (непо-
тенциальным). Согласно второму уравнению (7.1) магнитное по-
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ле не имеет источников, линии вектора магнитной индукции не-
прерывны и замкнуты. 

В интегральной форме система (7.1) может 
быть представлена следующим образом: 

1

;

0.

n

k
kL

S

Hdl I

BdS

�

�

=

= = 

∑∫
∫

                                   (7.2) 

Первое уравнение (7.2) также называют законом полного тока 
(см. подраздел 3.1.3). При вычислении алгебраической суммы в 
правой части уравнения положительными считаются токи, на-
правления которых образуют правовинтовую систему с направ-
лением обхода контура L . Второе уравнение (7.2) известно как 
принцип непрерывности линий магнитной индукции (см. подраз-
дел 3.1.2). 

Для изучения свойств магнитного поля (7.1) и (7.2) следует 
дополнить соотношениями (3.4) и (3.28): 

aB Hµ= ,       м 2V

H B
W dV= ∫ . 

Как известно из курса физики [16, 17, 18], выражение (3.4) 
является частным случаем более общего соотношения, справед-
ливого для любых (не только изотропных) сред: 

( )0B H Mµ= + ,                                     (7.3) 

где M  – вектор намагниченности, или магнитный момент еди-
ницы объема. 

Вектор M  характеризует намагниченность вещества в маг-
нитном поле подобно тому, как вектор поляризации P  характе-
ризует поляризацию вещества в электрическом поле (см. раздел 
4.5). Вектор намагниченности M  пропорционален напряженно-
сти магнитного поля H : ( )1rM Hµ= − .                                   (7.4) 
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Важной характеристикой магнитного поля является магнит-
ный поток Φ  сквозь любую поверхность S [16, 18], равный 

S

BdSΦ = ∫ .                                        (7.5) 

Напомним размерности обсуждаемых величин в системе СИ: 

[ ] A мH = , [ ] ВбΦ = , 2[ ] Вб м ТлB = = . 

 
 

7.2.   ВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
 

Вернемся к системе (7.1). Как ясно из первого уравнения 
(7.1), ввести для описания свойств магнитного поля некоторую 
скалярную функцию мϕ  подобно тому, как вводится потенциаль-
ная функция ϕ  (см. раздел 4.3), невозможно, так как rot 0H ≠ . 
Однако из второго уравнения (7.1) следует, что можно ввести не-
которую векторную функцию A , которая связана с вектором 
магнитной индукции соотношением: 

rotB A= .                                           (7.6) 

Выражение (7.6) вытекает из второго уравнения (7.1) автоматиче-
ски, поскольку согласно (1.20) всегда 

div rot 0A = . 

Векторную функцию A  называют векторным потенциалом, 
или векторной потенциальной функцией, магнитного поля. 

Как уже отмечалось в разделе 4.3, в соответствии с (4.14) 
вектор напряженности E  стационарных электрических полей 
связан с потенциальной функцией ϕ  с точностью до постоянной: 

( ) 1grad grad const gradE ϕ ϕ ϕ= − = − + = − , 

где 1 constϕ ϕ= + . 
Иными словами, имеется довольно ограниченная свобода выбора 
функции ϕ . Связь между B  и A  значительно шире. Вектор B  
связан с векторной потенциальной функцией A  с точностью до 
gradϕ  [5, 13]: 
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1rot rotB A A= = ,                                 (7.7) 
где 1 gradA A ϕ= + . 
Фактически, это означает, что если к векторному полю (магнит-
ному) прибавить любое поле потенциальное (электрическое), сам 
векторный потенциал A  резко изменится, а магнитное поле B  – 
нет. В самом деле, с учетом (1.21) 

( )1rot rot grad rot rotgrad rotB A A A Aϕ ϕ= = + = + = . 

Таким образом, векторный потенциал A  может быть выбран 
произвольным образом, лишь бы соблюдалось условие (7.6). Это 
очень удобно, поскольку при расчетах магнитного поля вектору 
A  можно присвоить такие свойства, что решение задачи станет 
значительно проще. 

Для векторной функции A  можно получить уравнения, по-
добные уравнениям Пуассона-Лапласа. Именно поэтому ее и на-
звали векторным потенциалом. Получим упомянутые уравнения, 
для чего вернемся к системе (7.1). Рассмотрим случай однород-
ной изотропной среды ( constaµ = ), когда вектора B  и H  связа-
ны соотношением (3.4). Умножая первое уравнение (7.1) на aµ , с 
учетом (3.4) получим: 

rot aB Jµ= .                                       (7.8) 

Подставляя (7.6) в (7.8), имеем: 

rot rot aA Jµ= .                                  (7.9) 

В соответствии с правилами векторной алгебры [1,2] левая часть 
(7.9) может быть преобразована следующим образом: 

2rot rot graddivA A A= − ∇ , 

тогда уравнение (7.9) примет вид: 
2graddiv aA A Jµ− ∇ = .                       (7.10) 

Вспоминая о большой свободе выбора векторного потенциала A , 
возьмем такой вектор A , чтобы уравнение (7.10) стало как мож-
но более простым, например, пусть 

div 0A = . 
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В этом случае уравнение (7.10), а значит, и систему (7.1) можно 
представить как 

2
aA Jµ∇ = − .                                   (7.11) 

Одному векторному уравнению (7.11) соответствуют три скаляр-
ных относительно проекций вектора A  в выбранной системе ко-
ординат. В декартовой системе получим: 

2

2

2

;

;

.

x a x

y a y

z a z

A J

A J

A J

µ
µ
µ

∇ = − ∇ = − ∇ = − 
                                   (7.12) 

Сравнивая (7.12) с уравнением Пуассона (4.26), можно сде-
лать вывод о том, что между (7.12) и (4.26) существует математи-
ческая аналогия, т.е. величины, входящие в уравнения (7.12) и 
(4.26), математически аналогичны (см. раздел 6.3). Следователь-
но, решение (7.12) совпадает с решением (4.26) при аналогичных 
граничных условиях. 

Уравнение (7.11) и соответствующая ему система (7.12) оп-
ределяют вектор A  в области, где протекают токи ( 0J ≠ ). В об-
ластях, свободных от токов, т.е. при 0J = , указанные уравнения 
примут вид: 

2 0A∇ = ,                                      (7.13) 
 

2

2

2

0;

0;

0.

x

y

z

A

A

A

∇ = ∇ = ∇ = 
                                    (7.14) 

Выражения (7.13) и (7.14) по форме записи совпадают с уравне-
нием Лапласа для скалярной потенциальной функции ϕ  (4.27). 

Итак, решение задач, связанных с магнитным полем посто-
янного тока, заключается либо в решении системы уравнений 
(7.1), либо в решении уравнений Пуассона-Лапласа для векторно-
го магнитного потенциала A  в форме (7.11) и (7.12) или в форме 
(7.13) и (7.14) с учетом (7.6). 

Решение уравнения Пуассона известно и имеет вид (4.22): 
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4 aV

dV

r

ρϕ
πε

= ∫ . 

Используя математическую аналогию между величинами, входя-
щими в (4.26), и рассматриваемыми зависимостями 
( , ,a a x a y a zJ J Jρ ε µ µ µ⇔ , , ,x y zA A Aϕ⇔ ), запишем решение 
уравнений (7.12): 

;
4

;
4

,
4

a x
x

V

ya
y

V

a z
z

V

J dV
A

r

J dV
A

r

J dV
A

r

µ
π

µ
π

µ
π

= = = 

∫
∫
∫

                                 (7.15) 

где xJ dV , yJ dV , zJ dV  – проекции элемента тока JdV , r  – рас-
стояние от элемента тока до точки, в которой определяется маг-
нитное поле. Умножая соотношения (7.15) на соответствующие 
единичные вектора и складывая их почленно, получим решение 
(7.11): 

4
a

V

JdV
A

r

µ
π

= ∫ .                                  (7.16) 

Решение уравнений (7.11), (7.12) в виде (7.16), (7.15) получается 
и используется при условии существования токов в ограничен-
ном объеме пространства, что на практике всегда имеет место. 
При этом, как ясно из (7.15) и (7.16), величина векторного потен-
циала убывает по мере удаления от области, занятой токами, в 
бесконечность не медленнее, чем 1 r . Так как магнитная индук-
ция B  определяется зависимостью (7.6), а операция rot A  со-
гласно (1.13) – есть векторно-пространственная производная, то 
B  и соответственно напряженность магнитного поля H  убыва-
ют в бесконечность не медленнее, чем 21 r . 
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Выражение (7.16) может быть упрощено, если токи протека-
ют по контурам, состоящим из линейных проводников, или для 
случая линейных токов. Линейные проводники – это проводники, 
поперечные размеры которых весьма малы по сравнению с их 
длиной и по сравнению с расстоянием от проводников до точек, в 
которых определяется магнитное поле. Линейные токи – токи, 
протекающие по линейным проводникам. Можно показать [15], 
что для линейных токов в формуле (7.16) JdV  заменяется Idl , а 
интеграл по объему V  – интегралом по контуру L , поскольку 
согласно (3.10) 

S

I J dS= ∫ . 

Тогда (7.16) примет вид: 

4
a

L

Idl
A

r

µ
π �

= ∫ . 

 
 
7.3.   ВЫРАЖЕНИЕ МАГНИТНОГО ПОТОКА  
         И ЭНЕРГИИ ЧЕРЕЗ ВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 
 

Используя связь магнитного потока Φ  с вектором магнитной 
индукции B  (7.5), выведем соотношение, определяющее магнит-
ный поток через векторный потенциал A . Подставляя (7.6.) в 
(7.5) и используя теорему Стокса (1.15), получим: 

rot
S L

AdS AdlΦ �= =∫ ∫ , 

или 

L

AdlΦ �= ∫ .                                      (7.17) 

Согласно (7.17) магнитный поток Φ  сквозь поверхность S ра-
вен линейному интегралу от векторного потенциала A  по замк-
нутому контуру, ограничивающему эту поверхность. 

Для вычисления магнитного потока по выражению (7.5) не-
обходимо определить вектор B  во всех точках поверхности S. 
При вычислении потока Φ  по формуле (7.17) достаточно знать 

векторный потенциал A  только на 

Рис. 7.1.

H

H
H

I

L

A

A
A

Φ

L

⇔

Рис. 
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контуре, ограничивающем эту поверхность, т.е. интегрирование 
по поверхности заменяется интегрированием по контуру, что во 
многих случаях значительно уп-рощает расчеты. Сравнивая (7.17) 
и первое уравнение (7.2), можно провести формальное сопостав-
ление (7.17) с законом полного тока (3.5), примененным к оди-
ночному проводу с током I : линии вектора A  охватывают маг-
нитный поток подобно тому, как линии вектора H  в однородной 
среде охватывают ток I  (рис. 7.1). 

Векторный магнитный потенциал применяет-
ся и для расчета энергии магнитного поля. Под-
ставляя первое уравнение системы (7.1) и (7.6) в 
(3.28) и используя формулы векторного анализа  
[2, 6], можно получить следующее выражение для 
расчета энергии магнитного поля 

м 2V

J A
W dV= ∫ .                                   (7.18) 

Преимущество (7.18) перед (3.28) очевидно: в (7.18) интегриро-
вание осуществляется только по той области, где плотность тока 
проводимости J  не равна нулю ( 0J ≠ ), например, по объему 
проводов (наиболее распространенный случай на практике).  
В формуле же (3.28) интегрирование ведется по всему объему, 
где есть поле ( 0H ≠ ), а, как известно, этот объем бесконечен, так 
как поле H  распространяется от источника до бесконечности 
( 0

r
H

=∞
= ). 

Необходимо отметить, что величина 
2

J A
, стоящая под инте-

гралом в (7.18), не является плотностью энергии. Если предпо-
ложить, что 

2
J A

 – плотность энергии магнитного поля, то из 
(7.18) немедленно следует, что вся энергия магнитного поля за-
ключена в области, где 0J ≠  (например, в проводах). Однако 
физически данное утверждение неверно, так как энергией обла-
дают все точки, где 0H ≠ , т.е. не только в области, где 0J ≠ , но 
и вне ее (не только в проводах, но и вокруг них). Выражение (7.18) 
не отражает физику распространения магнитного поля, оно про-
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сто устанавливает связь между энергией поля и векторным по-
тенциалом A . 

Для системы n  контуров с токами, ограничивающих объемы 

1 2, , , nV V V…  (рис. 7.2), энергию магнитного поля можно рассчи-
тать по формуле 

1 2

м 1 1 2 2
1 1 1

2 2 2
n

n n
V V V

W A J dV A J dV A J dV…= + + +∫ ∫ ∫ . 

 

1J

nJ

2J

1V
2V nV

…

 
 

Рис. 7.2 
 

Если контуры образованы линейными проводниками (линейные 
контуры), меняя JdV  на Idl  и переходя к интегралу по контуру 
L  (см. раздел 7.2), получим: 

1 2

м 1 1 2 2
1 1 1

2 2 2
n

n n
L L L

W I A dl I A dl I A dl…� � �= + + +∫ ∫ ∫ .       (7.19) 

С учетом (7.17) выражение (7.19) примет вид 

м 1 1 2 2
1

1 1 1 1

2 2 2 2

n

n n k k
k

W I I I IΦ Φ Φ Φ…

=

= + + + = ∑ ,        (7.20) 

где kI  – постоянный ток, протекающий по k -му линейному кон-
туру. 

Формула (7.20) определяет магнитную энергию взаимодей-
ствия n  линейных контуров с токами (энергию магнитного поля, 
созданного системой n  контуров с токами). 

Как ясно из изложенного выше, использование векторного 
потенциала A  упрощает расчет магнитного поля постоянного 
тока (решение задач магнитостатики) подобно потенциалу ϕ  для 
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электростатического поля и, кроме того, позволяет получить бо-
лее простые соотношения для определения магнитного потока и 
энергии магнитного поля. 
 
 
7.4.    ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
         ПОСТОЯННОГО ТОКА 
 

Основные уравнения (уравнения Максвелла) (7.1) и соотно-
шения (7.6), (7.16), описывающие стационарные магнитные поля, 
можно свести в одну систему уравнений: 

rot ;

div 0;

rot ;

.
4

a

V

H J

B

A B

JdV
A

r

µ
π

= = = = ∫
                                    (7.21) 

Система (7.21) является математической записью законов маг-
нитного поля постоянного тока для областей, в которых функции 
J , B , H  и A  непрерывны и дифференцируемы. На границе 
раздела сред с разными магнитными свойствами эти функции 
терпят разрыв. Получим математическую запись законов поля на 
границе раздела сред, или граничные условия. 
 
 
7.4.1. Первое граничное условие  
          для магнитного поля постоянного тока 
 

  Запишем второе уравнение системы (7.21) на поверхности 
раздела сред с разными магнитными свойствами, для чего перей-
дем к поверхностной дивергенции (см. подраздел 6.2.1): 

iv 0D B= . 
Поскольку [2] ( )1 2 1 2Div n nB B B n B B= − = − , 
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где 1nB , 2nB  – нормальные проекции векторов магнитной индук-
ции 1B  и 2B  в средах с относительными магнитными проницае-
мостями 1rµ , 2rµ  (рис. 7.3), получим 

1 2 0n nB B− = , 
или 

1 2n nB B= .                                      (7.22) 

Из (7.22) следует, что нормальная состав-
ляющая вектора магнитной индукции на 
границе раздела двух сред с разными маг-
нитными свойствами непрерывна. 

На рис. 7.3 положительная нормаль n  
направлена из первой среды во вторую; 

1nB  и 2nB  – нормальные составляющие 
векторов магнитной индукции в двух сре-
дах, 1tB , 2tB  – их тангенциальные со-
ставляющие, 

1 1 1cosnB B α= ,     2 2 2cosnB B α= ,                      (7.23) 

1 1 1sintB B α= ,    2 2 2sintB B α= .                       (7.24) 

Поскольку в соответствии с (3.4) 

1 1 0 1n r nB Hµ µ= ,     2 2 0 2n r nB Hµ µ= , 
очевидно, что 

1
2 1

2

r
n n

r

H H
µ
µ

= .                                  (7.25) 

Из (7.25) следует, что нормальная составляющая вектора напря-
женности магнитного поля на границе раздела двух сред терпит 
разрыв, т.е. изменяется скачком, при этом, чем больше магнитная 
проницаемость среды, тем меньше величина нормальной состав-
ляющей напряженности в ней. Так, если имеется граница раздела 
сред "ферромагнетик – воздух" с магнитными проницаемостями 

1 1000rµ =  и 2 1rµ =  соответственно, то нормальная составляю-
щая напряженности магнитного поля при переходе из ферромаг-
нетика в воздух резко возрастает: 

2 11000n nH H= . 

1rµ

2rµ

1B

n

1nB

1tB

2nB2B

2tB

1α

2α

Рис. 7.3.Рис. 
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В зависимости от конфигурации магнитного поля резкое возрас-
тание нормальной составляющей на границе раздела "ферромаг-
нетик – воздух" может привести к резкому увеличению величины 
напряженности поля H , что необходимо учитывать при исследо-
вании магнитных полей около стальных поверхностей (электри-
ческих машин, электромагнитов и пр.). 
 
 
7.4.2.  Второе граничное условие  
          для магнитного поля постоянного тока 
  

  Переходя к поверхностному ротору, запишем первое урав-
нение системы (7.21) на границе раздела сред с разными магнит-
ными проницаемостями: 

повRotH J= , 

где повJ  – поверхностная плотность тока, протекающего по гра-
ничной поверхности. 
Выражая поверхностный ротор через составляющие вектора на-
пряженности (см. подраздел 6.2.2) в виде  

( )1 2 1 2Rot t tH n H H H H= × − = − , 

где 1tH , 2tH  – тангенциальные составляющие векторов напря-
женности магнитного поля 1H  и 2H , имеем: 

1 2 повt tH H J− = .                                  (7.26) 

Согласно (7.26) на границе двух сред тангенциальная состав-
ляющая вектора напряженности магнитного поля претерпевает 
скачок, равный плотности поверхностного тока, протекающего 
по границе раздела. 

Если по граничной поверхности ток не протекает, т.е. 
пов 0J = , выражение (7.26) примет вид: 

1 2t tH H= ,                                     (7.27) 
или 

1 2t tH H= . 

Таким образом, при пов 0J =  тангенциальная составляющая век-
тора H  на границе раздела двух сред непрерывна. 
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Соотношения (7.26) и (7.27) называют вторым граничным 
условием для магнитного поля постоянного тока. 

Так как согласно (3.4) 

1 1 1 0t t rH B µ µ= ,      2 2 2 0t t rH B µ µ= , 

для случая пов 0J =  

1
1 2

2

r
t t

r

B B
µ
µ

= .                                     (7.28) 

Используя выражения (7.23) и (7.24), граничные условия (7.22) и 
(7.28) можно представить в форме: 

1 1 2 2

1
1 1 2 2

2

cos cos ;

sin sin .r

r

B B

B B

α α
µα αµ

= = 
 

Разделив почленно второе уравнение указанной системы на пер-
вое, получим: 

1
1 2

2

tg tgr

r

µα α
µ

= , 

или 
1 1

2 2

tg

tg
r

r

µ α
µ α

= .                                   (7.29) 

Соотношение (7.29) представляет собой закон преломления ли-
ний вектора B  на границе двух сред (аналогично выражению 
(6.14)). 

Как уже упоминалось выше, большое практическое значение 
имеет вопрос о характере магнитного поля в воздухе около по-
верхностей стальных частей машин, трансформаторов, электро-
магнитов и других электротехнических устройств [14]. Магнит-
ные проницаемости ферромагнитной среды и воздуха сильно от-
личаются друг от друга, в рассмотренном выше примере относи-
тельная проницаемость ферромагнитной среды 1 1000rµ = , про-
ницаемость воздуха 2 1rµ = . В этом случае, как следует из (7.29), 

1 2tg 1000 tgα α= . 
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Таким образом, если линии магнитной индукции внутри ферро-
магнитной среды 1rµ  составляют с нор-
малью угол 1 89α �=  (рис. 7.4), то соот-
ветствующий угол в воздухе оказывается 
равным 2 3 20α �≈ ′ . Поэтому во всех 
случаях, когда магнитное поле создается 
токами, протекающими по проводникам, 
расположенным в воздухе, практически 
можно принять 2 0α = , т.е. считать, что 

линии магнитной индукции в воздухе нормальны к поверхности 
тел из ферромагнитных материалов: 

2 0tB = , 2 2nB B= . 
 
 
7.4.3. Граничные условия для векторного потенциала  
          магнитного поля 
 

  Запишем третье уравнение системы (7.21) на поверхности 
раздела сред с разными магнитными свойствами: 

пов
ot nR A B= , 

где 
повnB  – значение нормальной составляющей вектора магнит-

ной индукции B  на границе раздела сред [15]. Согласно первому 
граничному условию (7.22): 

пов 1 2 0n n nB B B= − = . 

Выражая поверхностный ротор через составляющие векторного 
потенциала A , получим: 

1 2ot 0t tR A A A= − = , 
или 

1 2 0t tA A− = , 

1 2t tA A= ,  1 2t tA A= .                            (7.30) 

Соотношения (7.30) являются граничным условием для векторно-
го потенциала A . В соответствии с (7.30) тангенциальная со-

Рис. 7.4.

1rµ

2rµ

1B

n

2B

1α

2α

Рис. 
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ставляющая векторного потенциала A  на границе раздела сред 
с разными магнитными свойствами непрерывна. 
 
 
7.5.   СКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ МАГНИТНОГО ПОЛЯ.  

         Математическая аналогия 
 

Обратимся к системе уравнений Максвелла для магнитного 
поля постоянного тока (7.1) и запишем ее для области простран-
ства, где нет токов, т.е. 0J =  (частный случай): 

rot 0;

div 0.

H

B

= = 
                                         (7.31) 

Для однородных изотропных сред с учетом (3.4) система (7.31) 
примет вид: 

rot 0;

div 0.

H

H

= = 
                                         (7.32) 

Как известно, уравнения (7.31) и (7.32) описывают магнитное по-
ле вне проводников.  Анализируя первое уравнение  (7.32)  и учи- 
тывая, что в соответствии с (1.21) 

мrotgrad 0ϕ = , 

приходим к следующему выводу. Для магнитного поля постоян-
ного тока, подобно полю электростатическому и электрическому 
полю постоянного тока, можно найти некоторую скалярную 
функцию м ( )rϕ  такую, что 

мgradH ϕ= ± . 

По аналогии с электростатическим полем в указанном выражении вы-бирают знак "минус": 
мgradH ϕ= − .                                    7.33) 
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Скалярную функцию мϕ  называют скалярным потенциалом маг-
нитного поля, или скалярным магнитным потенциалом, в отличие 
от векторного потенциала A . 

Подставляя (7.22) во второе уравнение сис-
темы (7.32) с учетом (1.22), получим: 

2
м мdiv divgradH ϕ ϕ= − = −∇ , 

следовательно, 
2

м 0ϕ∇ = .                                     (7.34) 

Уравнение (7.34) есть уравнение Лапласа для скалярного магнит-
ного потенциала, подобно (4.27) для электрического потенциа- 
ла ϕ . Однако в отличие от потенциала ϕ , скалярный магнитный 
потенциал мϕ  не имеет физического смысла, он служит удобной 
математической величиной для расчета магнитного поля. Срав-
нивая (7.34) и (4.27), можно сделать вывод о том, что между мϕ  и 
ϕ  существует математическая аналогия (см. раздел 6.3). 

Используя данные табл. 6.1, проведем сравнение основных 
уравнений, соотношений и граничных условий для электростати-
ческого поля в области, где нет свободных зарядов ( 0ρ = ), элек-
трического поля в проводящей среде при отсутствии сторонних 
сил ( стор 0E = ), а также магнитного поля постоянного тока в об-
ласти, где нет токов ( 0J = ), в однородной изотропной среде. Ре-
зультаты сравнения представлены в табл. 7.1. В табл. 7.2 приве-
дены математически аналогичные величины, характеризующие 
стационарные электрические и магнитное поля. 
 Т а б л и ц а  7.1 

 

№ п/п 
Электростатическое поле ( 0ρ = ) 

Электрическое поле  в проводящей среде 
( стор 0E = ) 

Магнитное поле постоянного тока 
( 0J = ) 

1 rot 0E = , rot 0E = , rot 0H = , 
2 div 0D = , div 0J = , div 0B = , 

3 aD Eε=  J Eγ=  aB Hµ= , 

4 2 0ϕ∇ = , 2 0ϕ∇ = , 2
м 0ϕ∇ = , 
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5 
1) 1 2n nD D= , 

2) 1 2t tE E= . 

1) 1 2n nJ J= , 

2) 1 2t tE E= . 

1) 1 2n nB B= , 

2) 1 2t tH H= . 
 
 Т а б л и ц а  7.2 

 

Электростатическое поле ( 0ρ = )  
Электрическое поле  в проводящей среде 

( стор 0E = ) 
 

Магнитное поле  постоянного тока 
( 0J = ) 

E  ⇔  E  ⇔  H  
ϕ  ⇔  ϕ  ⇔  мϕ  

D  ⇔  J  ⇔  B  

aε  ⇔  γ  ⇔  aµ   

Q  ⇔  I  ⇔  Φ  
 

Здесь необходимо также упомянуть о двух типах взаимного 
соответствия электростатического (электрического) поля и маг-
нитного поля постоянного тока в областях, не занятых током [1]. 
Первый тип соответствия возникает, когда распределения ли-
нейных зарядов в электростатическом поле и линейных токов в 
магнитном поле одинаковы. В этом случае одинаковы и картины 
электростатического и магнитного полей (рис. 7.5). Различие ме-
жду ними заключается лишь в том, что на месте линий напряженно-
сти электрического поля располагаются линии равного магнитного 
потенциала и на месте линий равного электрического потенциала 
располагаются линии напряженности магнитного поля [14]. Второй 
тип соответствия возникает, когда одинакова форма граничных 
эквипотенциальных поверхностей в электростатическом поле и в  
магнитном поле постоянного тока [1]. В этом случае картины по-
ля оказываются совершенно одинаковыми. 

 

1ϕ
2ϕ

3ϕ

E
E

E
E

E

E

Q 2HI
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1H

м1ϕ
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Рис. 7.5 
 

Рассмотренные свойства магнитного поля постоян-
ного тока расширяют область применения метода электро-
статической аналогии (см. раздел 6.3): 

1) при расчете магнитного поля в области вне проводников с 
постоянными токами можно воспользоваться готовыми аналити-
ческими решениями соответствующих задач электростатики и 
электрического поля в проводящей среде, а также методами рас-
чета стационарных электрических полей; 

2) возникает возможность осуществлять моделирование маг-
нитного поля электрическим полем в проводящей среде (прово-
дящая бумага, электролитическая ванна и пр.), т.е. возникает 
возможность экспериментального решения тех задач, для кото-
рых нет аналитического решения или оно является слишком 
сложным. 

Обсудим применение метода электростатической аналогии 
при исследовании магнитных полей в некоторых задачах, пред-
ставляющих практический интерес. 

В соответствии с методом электроста-
тической аналогии задачи по расчету маг-
нитных полей, создаваемых прямолиней-
ными токами, протекающими вблизи 
стальных масс, можно рассматривать как 
задачи Сирла (см. раздел 5.5). Допустим, 
что в воздухе или в какой-либо другой 
среде с относительной магнитной прони-
цаемостью 1rµ  параллельно плоскости 
раздела сред проходит провод с током 1I  на расстоянии 1h  от 
границы раздела (рис. 7.6). Вторая среда имеет относительную 
магнитную проницаемость 2rµ  ( 2 1r rµ µ> ). Требуется определить 
напряженность поля AH  в точке A  и магнитную индукцию CB  в 
точке C , если точки A  и C  удалены от границы раздела на рас-
стояния 1 2h  и 2h  соответственно, ток 1I  направлен от наблюда-
теля (рис. 7.6). 

Согласно Сирлу, от сложной задачи (рис. 7.6) можно перейти 
к двум простым, избавившись от неоднородности среды (рис. 7.7). 
 

1rµ

2rµ

1I

1h
1 2h

2h

A

C
Рис. 7.6.Рис. 
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Рис. 7.7 
 
В [14] показано, что поле прямолинейного тока I , проходящего в 
воздухе параллельно плоской поверхности массивного тела из 
ферромагнитного материала ( 2rµ →∞ ), совпадает в воздухе 
( 1 1rµ = ) с полем, которое образуется двумя токами: действитель-
ным током I  и его зеркальным изображением 2I I=  в поверхно-
сти тела, в предположении, что ферромагнитная среда удалена.  
В этом случае условия на граничной поверхности остаются неизмен-
ными. Если вторая среда имеет ограниченную относительную маг-
нитную проницаемость 2rµ ≠ ∞ , эквивалентное поле может быть 
получено при введении в эту среду фиктивного тока 2I Iλ= . Та-
ким образом, согласно первому типу соответствия картин элек-
тростатического и магнитного полей, задача о расчете поля про-
вода с током, проходящим над границей раздела сред, аналогична 
задаче о поле заряженной оси, расположенной над поверхностью 
раздела. И для решения поставленной задачи можно воспользо-
ваться готовым решением, полученным в разделе 5.5. 

Подводя итог вышесказанному, для определения фиктивных 
токов 2I  и 3I  (рис. 7.7) в первом выражении (5.34) заменим заряд 

1τ−  на ток 1I , поскольку 2 1I Iλ= , во втором выражении (5.34) 
ток 1I  соответствует заряду 1τ  (см. раздел 5.5). В соответствии  
с табл. 7.2 вместо aε  подставим aµ . Окончательно имеем: 
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2 1
2 1

1 2

2
3 1

1 2

;

2
.

r r

r r

r

r r

I I

I I

µ µ
µ µ

µ
µ µ

− = + = + 
                                 (7.35) 

Как следует из (7.35), поскольку 2 1r rµ µ> , направление фиктив-
ного тока 2I  совпадает с направлением тока 1I , фиктивный ток 

3I  всегда совпадает с 1I  по направлению. Аналогичные выраже-
ния для расчета фиктивных токов получены в [1] непосредствен-
но из граничных условий. 

Для расчета магнитного поля в точке A  следует использо-
вать рис. 7.7,а, поле в точке C  определим по рис. 7.7,б. Силовые 
линии вектора H  представляют собой окружности с центром в 
точке расположения провода с током, их направление связано с 
направлением тока правилом "правого винта" [16]. Величина на-
пряженности магнитного поля вне провода [8, 16] равна: 

2

I
H

rπ
= ,                                      (7.36) 

где r  – расстояние от точки, в которой рассчитывается напря-
женность, до провода с током. 

В соответствии с (7.35) фиктивные токи 2I  и 3I  меньше за-
данного тока 1I , тогда из (7.36) следует, что и напряженности 

2I
H  и 

3I
H , вызываемые этими токами, меньше напряженности 

1I
H , обусловленной током 1I . Напряженность поля в точке A  
получим по методу наложения (рис. 7.7,а): 

1 2A I IH H H= + . 

С учетом направлений векторов напряженностей 
1I

H  и 
2I

H  имеем: 

1 2A I IH H H= − , 

где согласно (7.36) 

1
1 1

1 12 2I
I I

H
h hπ π

= = ,      ( )2
2 2

1 1 12 2 3I
I I

H
h h hπ π

= =
+

. 



 181

Окончательно напряженность магнитного поля в точке A  опре-
делится как 

1 2 2
1

1 1 1

1

3 3A
I I I

H I
h h hπ π π

 = − = −   . 

Величина напряженности поля в точке C  (рис. 7.7,б) равна 

( )3

1 22C
I

H
h hπ

=
+

. 

Вектор магнитной индукции в точке C  с учетом (3.4) имеет вид 

2 0 2C a C r CB H Hµ µ µ= = ,     ( )0 2 3

1 22
r

C
I

B
h h

µ µ
π

=
+

. 

 
 

7.6.   НАМАГНИЧИВАНИЕ ТЕЛ РАЗНОЙ ФОРМЫ  
         В ОДНОРОДНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
Все вещества обладают магнитными свойствами, которые 

проявляются при помещении их в магнитное поле. Поведение ве-
ществ в магнитном поле характеризуется намагниченностью M  
(см. раздел 7.1). По магнитным свойствам вещества делятся на 
диамагнетики, парамагнетики и ферромагнетики. Механизмы на-
магничивания различных веществ подробно изложены в [11, 16, 18], 
отметим только, что намагниченность, наблюдаемая у ферромаг-
нитных материалов, значительно больше, чем у парамагнетиков и 
диамагнетиков. 

Способность намагничиваться в магнитном поле характери-
зуется относительной магнитной проницаемостью rµ . У диамаг-
нитных веществ относительная магнитная проницаемость немно-
го меньше единицы ( 1rµ ≤ ), у парамагнитных веществ – немного 
больше единицы ( 1rµ ≥ ). Магнитная проницаемость ферромаг-
нитных веществ значительно превышает единицу ( 1rµ � ), к та-
ким веществам относят железо, никель, кобальт и их сплавы, 

ферриты и др., их магнитная проницаемость достигает 4 510 ...10 . 
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На практике все вещества делят на ферромагнитные ( 1rµ � ) и 
неферромагнитные ( 1rµ ≈ ). 

Большой практический интерес представляет намагничива-
ние тел различной формы из ферромагнитного вещества с отно-
сительной магнитной проницаемостью тµ , помещенных в посто-

янное магнитное поле 0H . Так, например, в морском деле боль-
шое значение имеет дегауссировка кораблей [1]. Это явление за-
ключается в следующем. Корабль, обладая большой ферромаг-
нитной массой, возмущает магнитное поле Земли не только в не-
посредственной близости от себя, но и на достаточно большом 
расстоянии. Соответствующие индикаторы возмущения магнит-
ного поля Земли могут привести в действие находящиеся побли-
зости самодвижущиеся мины (в условиях военного времени),  
в результате чего корабль может оказаться подорванным. Чтобы 
этого избежать, на кораблях устанавливают специальные намаг-
ничивающие обмотки, которые располагают таким образом, что-
бы скомпенсировать возмущение магнитного поля Земли вблизи 
корабля. Явление намагничивания широко используют и в маг-
нитной дефектоскопии, которая позволяет по картине магнитного 
поля судить о наличии раковин, трещин и других дефектов в из-
делиях из ферромагнитных материалов. Применяют магнитную 
дефектоскопию и на железнодорожном транспорте при контроле 
целостности рельсов железнодорожного пути. 

При решении подобных задач можно воспользоваться мето-
дом электростатической аналогии, поскольку они подобны зада-
чам о расчете электрического поля тел из диэлектрика с относи-
тельной диэлектрической проницаемостью тε , помещенных во 

внешнее постоянное электрическое поле 0E . 
 
 
7.6.1. Шар и эллипсоид вращения  
          в однородном магнитном поле 
 

  Пусть шар из ферромагнитного вещества с относительной 
магнитной проницаемостью шµ  помещен во внешнее однород-
ное магнитное поле с напряженностью 0 constH =  (рис. 7.8). Ра-
диус шара равен a , относительная магнит-

Рис. 7.8

0H

a

rµ

Рис. 
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ная проницаемость внешней среды равна rµ , причем ш rµ µ> . 
Требуется определить напряженность H  и магнитную индукцию 
B  магнитного поля внутри шара. 

Для решения поставленной задачи вос-пользуемся методом 
электростатической аналогии и формулами, полученными в под-
разделе 5.7.2. Заменяя согласно табл. 7.2 E  на H , rε  на rµ , шε  
на шµ  в выражении (5.72), имеем: 

0
ш

3

2
r

r

H H
µ

µ µ
=

+
,                             (7.37) 

с учетом (3.4) 

ш ш
0 ш 0 0 0

ш ш

3 3

2 2r
r r

B H H B
µ µµ µ µ µ

µ µ µ µ
= = =

+ +
,        (7.38) 

где 0 0 0rB Hµ µ=  – магнитная индукция внешнего поля. 
По аналогии с электрическим полем диэлек-

трического шара (см. подраздел 5.7.2) в соответст-
вии с (5.73) напряженность магнитного поля внут-
ри шара равна 

0 мH H H= + , 

где мH  – размагничивающее поле, которое вызвано намагничи-
ванием шара в магнитном поле, мH  аналогично деполяризующе-
му полю связанных зарядов, расположенных на поверхности ди-
электрического шара (см. подраздел 5.7.2). Для случая ш rµ µ>  
размагничивающее поле направлено против внешнего поля: 

0 мH H H= − ,                                 (7.39) 
тогда по аналогии с (5.74) 

ш
м 0

ш 2
r

r

H H
µ µ
µ µ

−=
+

.                              (7.40) 

Используя аналогию между электростатикой и магнитоста-
тикой, появление размагничивающего поля мH  формально мож-
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но объяснить возникновением "связанных магнитных зарядов" 
m, поверхностная плотность которых mσ  пропорциональна раз-
ности нормальных составляющих векторов намагниченности M  
внутри и вне тела. Формулу для определения "связанных магнит-
ных зарядов" легко получить на основании (4.53), воспользовав-
шись аналогией между зависимостями (4.34) и (7.3): 

( )0 1 2m n nM Mσ µ= − − , 

так как 0P Mµ⇔ , D B⇔ . Поскольку "связанные магнитные 
заряды", или "наведенные магнитные массы" расположены на 
поверхности тела, то говорят о размагничивающем действии по-
верхности. С точки зрения такого представления, очевидно, что 
намагничивание тел должно зависеть от их формы. Необходимо 
отметить, что "связанные магнитные заряды", или "магнитные 
полюсы", не имеют реального физического смысла и вводятся 
только для удобства расчета и качественного описания изучаемо-
го явления, подобно фиктивным зарядам, используемым в методе 
изображений (см. раздел 5.4). 

Как следует из (7.37) – (7.40), чем больше шµ , тем сильнее 
размагничивающее поле мH  и слабее поле H , но тем сильнее 
поле B . В пределе при шµ →∞  имеем: 

м 0H H= ,    0H = ,    03B B= .                    (7.41) 

Из формул (7.37) и (7.40) видно, что шар в постоянном маг-
нитном поле намагничивается однородно, т.е. напряженности H  
и мH  являются постоянными величинами, они не зависят от ко-
ординат. Свойством однородного намагничивания обладают эл-
липсоиды вращения и их частные случаи: шар, тонкая пластина, 
бесконечно-длинный цилиндр с эллиптическим или круглым се-
чением. 

На рис. 7.9 для ферромагнитного эллипсоида изображены 
внешнее однородное поле 0H , поле вектора мH , определяемое 
намагниченностью эллипсоида и связанное с условным представ-
лением о наведенных магнитных массах ( m+  и m− ), результи-
рующие поля вектора H  и вектора B . 
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Поле наведенных
магнитных масс

мH m+m−

H

Результирующее поле
вектора H

B

Результирующее поле
вектора B

Внешнее однородное поле

0H

 
Рис. 7.9 

 
 

7.6.2. Коэффициенты размагничивания  
          для тел эллипсоидальной формы 
 

  Как следует из (7.39), для любого тела эллипсоидальной 
формы с относительной магнитной проницаемостью тµ  при 

т rµ µ>  между магнитным полем внутри тела и внешним полем 

0H  существует линейная зависимость, т.е. они прямо  прорцио-
нальны друг другу. Математически этот факт можно отразить 
следующей формулой: 

0H aH= .                                     (7.42) 

Подставляя (7.42) в (7.39), получим связь между размагничиваю-
щим полем мH  и полем H  внутри тела: 

м ( 1)H a H= − .                               (7.43) 

Как уже отмечалось в разделе 7.1, намагниченность вещества харак-
теризуется вектором намагниченности M , который связан с напря-
женностью магнитного поля H  внутри тела соотношением (7.4): 
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( )т 1M Hµ= − ,                                (7.44) 
или 

т 1

M
H

µ
=

−
.                                   (7.45) 

Подстановка (7.45) в (7.43) даст 

м
т

1

1

a
H M NM

µ
−= =
−

,                        (7.46) 

где 

т

1

1

a
N

µ
−=
−

.                                 (7.47) 

Коэффициент пропорциональности N  называется коэффициен-
том размагничивания. 

Как ясно из (7.46), для заданного тела с относительной маг-
нитной проницаемостью тµ , чем больше N , тем больше мH . 
Поскольку размагничивающее поле зависит от формы тела, как 
уже отмечалось в подразделе 7.6.1, то и коэффициент N  должен 
отличаться для тел разной формы, выполненных из вещества с 
заданной относительной магнитной проницаемостью тµ . Иными 
словами, зависимость намагниченности тела от его формы долж-
на отразиться в коэффициенте N . Из (7.47) следует, что форма 
тела учитывается коэффициентом a , определяя который для 
произвольной геометрии тела, можно рассчитать N . Отметим, 
что все сказанное справедливо лишь для эллипсоида и его част-
ных случаев, для которых наблюдается однородное намагничива-
ние (см. подраздел 7.6.1). 

Вычислим N  для некоторых частных случаев эллипсоида 
вращения, считая, что указанные тела расположены в воздухе 
( 1rµ = ). 

Сравнивая выражения (7.37) и (7.42), можно сделать вывод о 
том, что для шара 

т 2

3
r

r

a
µ µ

µ
+= . 

При 1rµ =  имеем: 

т 2

3
a

µ += , 
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тогда согласно (7.47) коэффициент размагничивания N  для шара 
равен: 

1 3N = . 

Рассмотрим бесконечно длинный 
цилиндр, расположенный перпендику-
лярно силовым линиям магнитного поля 

0H  (рис. 7.10). Используя электроста-
тическое решение подобной задачи (за-
дачи о диэлектрическом цилиндре в 
равномерном поле), приведенное в [1], и 
метод электростатической аналогии, 
получим: 

0
т

2 r

r

H H
µ

µ µ
=

+
, 

тогда 
т

2
r

r

a
µ µ

µ
+= . 

При 1rµ =  

т 1

2
a

µ += , 

соответственно 

1 2N = . 

Рассчитаем коэффициенты a  и N  
для тонкой пластины, расположенной 

перпендикулярно силовым линиям внешнего поля 0H  (рис. 7.11). 
Толщина пластины настолько мала, что величина напряженности 
поля внутри пластины равна значению напряженности на ее гра-
нице с окружающей средой (пластина намагничивается однород-
но). Поле H  внутри пластины параллельно внешнему полю 0H . 
Запишем граничные условия (7.22) и (7.27) для нормальных и тан-
генциальных составляющих внешнего и внутреннего полей 0nH , 

nH , 0tH , tH : 

0

0

;

,

t t

n n

H H

B B

= = 
,                                     (7.48) 

Рис. 7.10

0H

Рис. 7.10 

 
Рис. 7.11

0H

Рис. 
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где 0 0 0n r nB Hµ µ= ,  0 тn nB Hµ µ= . 
С учетом последних соотношений система (7.48) примет вид 

0

0 т

;

.

t t

r n n

H H

H Hµ µ
= = 

                                (7.49) 

Поскольку направление внешнего поля перпендикулярно поверх-
ности пластины, 0 0tH =  и в соответствии с первым уравнением 
(7.49) 0tH = . Тогда 

0 0nH H= ,    nH H= , 

или согласно второму уравнению (7.49), 

0 тr H Hµ µ= , 
из чего следует, что 

т
0

r

H H
µ
µ

= . 

С учетом (7.42) и (7.47) 

т

r

a
µ
µ

= ,      1N = . 

Значение 1N =  является максимальным для коэффициента 
размагничивания тел в воздушной среде: 

0 1N≤ ≤ . 

Если 1N = , то говорят, что имеет место полное размагничивание 
( мH M= ). При 0N =  размагничивание не наблюдается: 

м 0H = ,    1a = ,    0H H= . 

Такое возможно, если очень длинный (теоретически бесконеч-
ный) цилиндр, например длинный рельс, расположить не поперек 
поля, а вдоль его (по силовым линиям). Используя модель "свя-
занных магнитных зарядов", можно объяснить, почему в этом 
случае размагничивающее поле равно нулю. "Магнитные заряды" 
находятся только на торцах очень длинного цилиндра ("магнит-
ные массы" "разнесены" на большое расстояние) и не влияют на 
поле 0H . 
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Если тела эллипсоидальной формы расположены не в возду-
хе ( 1rµ = ), а в какой-либо другой среде ( 1rµ ≠ ), то значения ко-
эффициента размагничивания N  будут другими, так как коэф-
фициент a  будет содержать отношение магнитных проницаемо-
стей тела и окружающей среды. 

В [14] приведена формула для расчета коэф-
фициентов размагничивания эллипсоидов враще-
ния, помещенных в воздушную среду (вакуум): ( )2

2

2

2

2

ln 1 1
1

1

1 arccos
1 ,

1

N

λ λ λ
λ

λ

λ λ
λ
λ

+ − −
−= =

−

−
−=
−

                       (7.50) 

где λ  – отношение длины оси вращения эллипсоида, направлен-
ной вдоль линии внешнего поля, к длине оси, ей перпендикуляр-
ной. Первой частью выражения (7.50) удобно пользоваться при 

1λ > , второй – при 1λ < . 
Для бесконечной пластины, расположенной поперек поля, 

которую можно рассматривать как сплющенный эллипсоид, при-
няв 0λ = , находим 1N = . Это, как отмечалось выше, максималь-
но возможное значение N . Для шара, полагая 1λ =  и раскрывая 
неопределенность, получаем 1 3N = . Для бесконечно длинного 
стержня, расположенного вдоль поля, принимая λ = ∞  и раскры-
вая неопределенность, имеем 0N = . Все эти значения коэффици-
ента N  совпадают с полученными ранее. 

Свойство эллипсоидов равномерно намагничиваться в одно-
родном  магнитном  поле  широко  применяется в магнитометрии. 
Для исследования магнитных свойств ферромагнетиков из этих 
материалов изготавливают образцы, имеющие форму эллипсои-
дов вращения или близкую к ней форму. Однородность намагни-
чивания особенно важна именно при испытании ферромагнитных 
материалов, так как их магнитная проницаемость rµ  зависит от 
напряженности поля и только при однородном намагничивании 
значения rµ  во всем объеме образца будут одинаковыми. 
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Понятие коэффициента размагничивания, зависящего только 
от формы тела, строго говоря, справедливо лишь для эллипсои-
дов вращения и их частных случаев, упоминаемых ранее. Однако 
его используют для приближенных практических расчетов маг-
нитных полей, образующихся при внесении во внешнее однород-
ное поле тел иной формы, например коротких цилиндров. Такие 
расчеты являются только ориентировочными, поскольку тела, 
отличающие по форме от эллипсоидов, в однородном магнитном 
поле намагничиваются неравномерно. Форма тела, его положение 
во внешнем поле оказывают большое влияние на его намагничи-
вание, а также на величину магнитной индукции внутри тела. 

Пусть требуется увеличить магнитную индукцию в веществе, 
помещенном в поперечное однородное магнитное поле, не изме-
няя его напряженности 0H . Поле внутри вещества равно H , 
магнитная индукция 0 тB Hµ µ= . 

Вообще, согласно выражениям для шара 
(7.37) – (7.41) магнитная индукция B  растет с 
увеличением тµ , но до тех пор, пока не достигнет 
своего предельного значения. Предельное значе-
ние зависит от формы тела: для шара max 03B B= , 
для цилиндра max 02B B= . Таким образом, для 
тела заданной формы, увеличивая его магнитную 
проницаемость, можно достичь роста магнитной 
индукции поля внутри тела всего в два-три раза. 

С другой стороны, для увеличения магнит-
ной индукции, не изменяя магнитной проницае-
мости вещества, можно выполнить образец в фор-
ме длинного стержня (длинного рельса, длинного 

цилиндра и пр.)  и  поместить его вдоль  силовых линий 0H  (в про- 
дольное магнитное поле) (рис. 7.12). В этом случае 

м 0H = , 0N = , 0H H= , 

т.е. размагничивания не будет, так как "магнитные заряды" дале- 
ко разнесены и не влияют на поле, не ослабляют его. Тогда 

0 т т 0 0 т 0B H H Bµ µ µ µ µ= = = ,                       (7.51) 

если относительная магнитная проницаемость окружающей сре-
ды 1rµ = . Как следует из (7.51), магнитная индукция внутри тела 

0H
H

m+

m−

Рис. 7.12Рис. 
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в тµ  раз больше индукции внешнего поля ( 2 5
т 10 ...10µ = ). Оче-

видно, что последний способ является наиболее эффективным. 
Используя формулы (7.39), (7.44) и (7.46), можно вывести 

следующее выражение для коэффициента размагничивания N : 

( )0 0м

т т

1

1 1

H H H HH
N

M Hµ µ
− −= = =
− −

.                    (7.52) 

С учетом 0 тB Hµ µ= , 0 0 0rB Hµ µ=  при 1rµ =  и т 1µ �  (ферро-
магнитные материалы) (7.52) примет вид: 

0 0 0

т т т т

1 1 1H H H B
N

H Bµ µ µ µ
−≈ = − = − .              (7.53) 

В случае сильного размагничивания напряженность поля внутри 
тела H  много меньше 0H , и коэффициент размагничивания 
можно рассчитать по упрощенной формуле 

0 0

т

H B
N

H Bµ
= = .                               (7.54) 

Выражения (7.53) и (7.54) лежат в основе экспериментально-
го определения коэффициента N . Очевидно, что для экспери-
ментальной оценки N  необходимо измерить магнитную индук-
цию внешнего поля 0B  и магнитную индукцию B  внутри тела, а 
также знать величину относительной магнитной проницаемости 
тела тµ  (особенно для слабого размагничивания). Если поле 
внутри тела неоднородно, коэффициент размагничивания рассчи-
тывается по среднему значению магнитной индукции: 

ср
ср

B S
Φ= , 

где Φ  – магнитный поток в среднем сечении тела срS . 
 

7.6.3.  Магнитное экранирование 
 

   Для защиты электроизмерительных прибо-
ров от влияния посторонних магнитных полей их 
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помещают в массивные замкнутые или почти замк-
нутые оболочки из ферромагнитных материалов. 
Такие оболочки называют магнитными экранами. 
Поле внутри экрана оказывается ослабленным по 
сравнению с внешним полем. Магнитное экраниро-
вание характеризуется коэффициентом ослабления 
экрана: 

0

B
K

B
= ,                        (7.55) 

где B  – магнитная индукция поля в по-
лости экрана; 0B  – магнитная индукция 
внешнего поля. 

Для экрана в форме полого шара с ра-
диусами 1R  и 2R  (рис. 7.13), имеющего от-
носительную магнитную проницаемость 
стенок тµ  и помещенного во внешнее од-
нородное поле с индукцией 0B  и 1rµ = , 
коэффициент ослабления  можно  рассчи-                                
тать по формуле [14] 

ш 3
1

т3
т2

1

2 1
1 1 2

9

K
R

R
µµ

=    + − + −     
.                        (7.56) 

Например, если 1 20.9R R=  и т 500µ = , то в соответствии с (7.56) 

ш 0.031K = , тогда согласно (7.55) 00.031B B= , т.е. магнитная ин-
дукция поля внутри экрана составляет 3 %  индукции внешнего 
поля. 

В [1] приведена приближенная формула для 
расчета коэффициента ослабления цилиндрическо-
го экрана: 

тµ
B 0

rµ

rµ

1R
2R

Рис. 7.13

Рис. 
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( )
2
1

ц 2 2
т 1 1

4b
K

b aµ
=

−
,                                 (7.57) 

где 1a  и 1b  – внутренний и внешний радиусы цилиндрического 
экрана соответственно. 

Из выражений (7.56) и (7.57) следует, что чем больше тµ  и чем 
толще стенка экрана, тем сильнее его экранирующее действие. 

Явление магнитного экранирования непосредственно связа-
но с намагничиванием тел во внешнем однородном поле (см. 
подраздел 7.6.1). Напряженность магнитного поля в ферромагне-
тике, из которого выполнены стенки экрана, и внутри полости 
экрана одинакова и описывается соотношением (7.39). Напом-
ним, что напряженность магнитного поля не зависит от свойств 
среды в отличие от магнитной индукции, что следует из закона 
полного тока (3.11). Магнитная индукция внутри стенок ферро-
магнитного экрана тB  отличается от магнитной индукции B  
в полости : 

( )
( )

т 0 т т 0 0 м

0 0 0 м

,

.

B H H H

B H H H

µ µ µ µ
µ µ

= = − = = − 
                    (7.58) 

С ростом относительной магнитной проницаемости тµ  размагни-
чивающее поле мH  увеличивается, и напряженность внутри фер-
ромагнетика уменьшается, что следует из (7.58). Одновременно 
уменьшается и магнитная индукция B  в полости экрана. Внутри 
ферромагнетика индукция тB  возрастает, однако ее рост ограни-
чен некоторым предельным значением. 

Толщина стенок экрана определяет количество ферромаг-
нитного вещества и соответственно также влияет на величину 
размагничивающего поля мH . 

Формально явление магнитного экранирования можно объяс-
нить, используя математическую аналогию магнитного и электри-
ческого полей постоянного тока и понятие магнитного сопротивле-
ния мR  для магнитного потока Φ  [1]. Магнитное сопротивление 
вещества обратно пропорционально его магнитной проницаемо-
сти. Так, для ферромагнитного стержня длиной l  и сечением S 
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м
0 т

l
R

Sµ µ
= . 

Магнитное сопротивление столба воздуха (в полости экрана) с 
такими же параметрами равно 

мв
0

l
R

Sµ
= . 

Поскольку для ферромагнитного вещества 0 т 0µ µ µ� , экрани-
рующее действие определяется тем, что линии магнитной индук-
ции внешнего поля, стремясь пройти по пути с наименьшим маг-
нитным сопротивлением (аналогия между магнитным потоком и 
электрическим током), сгущаются внутри стенок экрана, почти не 
проникая в его полость (рис. 7.13). 

Для усиления магнитного экранирования нередко применяют 
многоступенчатые экраны в виде нескольких полых ферромаг-
нитных тел, расположенных одно внутри другого. 
 
 
7.7.   СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 

На проводники с токами в магнитном поле действуют силы 
подобно тому, как на заряженные тела, помещенные в электриче-
ское поле, действуют силы, стремящиеся их перемещать или де-
формировать. Согласно [8, 10, 11, 15, 16] сила dF , с которой 
магнитное поле действует на элемент линейного тока Idl , равна: 

dF I dl B = ×  . 

По аналогии с электростатическим полем (см. раздел 4.11 и [10]) 
силу, действующую в магнитном поле системы n  контуров с то-
ками (рис. 7.14), можно определить через магнитную энер- 
гию мW  этой системы как 

мgradF W= ± .                                  (7.59) 

 



 195

1I
nI

kI

……

 
 

Рис.7.14 
 
Знак "плюс" в (7.59) берется при constki = , т.е. когда токи в кон-
турах при перемещении последних в магнитном поле остаются 
неизменными. При этом энергия магнитного поля растет, так как 
неизменность токов поддерживается за счет внешних источников 
энергии, входящих в контуры. Знак "минус" берется, если про-
цессы в системе n  контуров протекают при неизменных потоках 
вокруг контуров, т.е. constkΦ =  (при перемещении контуров с 
токами магнитные потоки вокруг них остаются постоянными).  
В этом случае энергия источников идет только на покрытие теп-
ловых потерь, обмена энергии между источником и магнитным 
полем не происходит. Энергия магнитного поля убывает, так как 
работа по перемещению контуров с токами совершается за счет 
энергии поля. 

Как следует из (7.59), сила, действующая на контуры с тока-
ми (проводники с токами) в магнитном поле пропорциональна 
градиенту от энергии поля, т.е. сила действует на проводник с 
током, если поле неоднородно ( мgrad 0W ≠ ).  

Рассмотрим применение выражения (7.59) для расчета сил, 
возникающих в магнитном поле на примере. Пусть на расстоя-
нии h  от прямого тонкого провода с постоянным током 1I , про-
ходящего в воздухе, находится прямоугольная рамка с числом 
витков w  из тонкого изолированного провода. По рамке протека-
ет ток 2I , причем 1 2I I> . Стороны рамки параллельны оси про-
вода (см. рис. 7.15), коэффициенты самоиндукции провода и рам-
ки равны 1L  и 2L  соответственно. Требуется определить магнит-
ный поток взаимной индукции и взаимную индуктивность между 
проводом и рамкой, а также силу, действующую на рамку. 
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1I

dx

x

a

b

x

2I
h

1rµ =  
Рис. 7.15 

 
Для нахождения магнитного потока необходимо рассчитать 

магнитную индукцию 1B , созданную током 1I  в точке, лежащей 
на оси, перпендикулярной оси провода, и отстоящей от нее на 
расстояние x . Для одиночного тонкого провода, находящегося в 
воздухе, магнитная индукция равна 

0 1
1 2

I
B

x

µ
π

= .                                        (7.60) 

Потокосцепление взаимной индукции определяется магнитным 
потоком взаимной индукции 12Φ , вызванным током 1I  и прони-
зывающим рамку: 

12 12wψ Φ= ,                                      (7.61) 

поток 12Φ  в свою очередь рассчитаем следующим образом. Най-
дем поток, проходящий через площадку dS: 

1d B dSΦ = , 
где dS bdx= . 
С учетом (7.60) поток, пронизывающий рамку, равен 

0 1 0 1
12 1 ln

2 2

x h a x h a x h a

x h x h x h

I b I h a
d B dS dx b

x h

µ µΦ Φ π π
= + = + = +

= = =

+= = = =∫ ∫ ∫ . 

В соответствии с (7.61) потокосцепление взаимной индукции 12ψ  
определим как 
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0 1
12 12 ln

2

wI h a
w b

h

µψ Φ π
+= = .                    (7.62) 

Потокосцепление взаимной индукции прямо 
пропорционально току, его вызвавшему [15]: 

12 1MIψ = . 

Коэффициент пропорциональности M  называют коэффициентом 
взаимной индукции, 

12 1M Iψ= . 

Подставляя в последнее выражение формулу (7.62), получим: 

0 ln
2

wb h a
M

h

µ
π

+= . 

Силу, действующую на рамку, рассчитаем, используя (7.59). 
По условию задачи токи в проводе ( 1I ) и рамке ( 2I ) при движе-
нии последней под действием силы не изменяются. Следователь-
но, в (7.59) перед градиентом в правой части уравнения выбираем 
знак "плюс": 

мgradF W= . 

Энергия магнитного поля мW  рассматриваемой системы равна [16]: 

2 2
1 1 2 2

м 1 22 2

L I L I
W MI I= + ± .                     (7.63) 

Знак "плюс" в формуле (7.63) берется при "согласной" работе 
магнитно-связанных элементов, знак "минус" – при встречном. 

Магнитно-связанные элементы работают "согласно", если их 
магнитные потоки суммируются. В противном случае имеем 
"встречную" работу. Направления магнитных потоков связаны с 
вызвавшими их токами правилом "правого винта". 

В соответствии с выбранными направлениями токов в рас-
сматриваемой задаче (рис. 7.15) системы тел работают "соглас-
но", т.е. в формуле (7.63) выбираем знак "плюс". Энергия маг-
нитного поля системы: 

м мсоб 1 2W W MI I= + , 



 198

где 
2 2

1 1 2 2
мсоб 2

L I L I
W

+
=  – собственная энергия магнитного поля, 

которая остается постоянной при перемещениях в магнитном по-
ле. 

При движении рамки может меняться только 
взаимная энергия системы, равная  

мвз 1 2W MI I= . 

Тогда с учетом (1.5) имеем: 

м 1 2 1 2grad grad
M

F W I I M I I n
h

∂= = =
∂

. 

Поскольку направление градиента совпадает с направлением воз-
растания скаляра, учитывая, что 1 2I I> , будем считать, что энер-
гия поля увеличивается в сторону одиночного провода с током 1I , 
т.е. единичный вектор n  направлен от рамки к проводу. Величи-
на силы, действующей на рамку, равна 

0
1 2 1 2

0
1 2

ln
2

.
2 ( )

wbM h a
F I I I I

h h h

wba
I I

h h a

µ
π

µ
π

∂ ∂ + = = =  ∂ ∂
= − +

 

Итак, 
0

1 22 ( )

wba
F I I n

h h a

µ
π

= −
+

. 

Знак "минус" здесь говорит о том, что направление силы проти-
воположно вектору n  ( мgradW ), т.е. при 1 2I I>  рамка с током 

2I  отталкивается от провода с током 1I . 
 
 
 
8.    ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИЕ АНАЛОГИИ 
 

Вся информация о физическом мире, приобретенная со вре-
мени зарождения научной мысли, поистине огромна. Кажется 
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почти невероятным, чтобы кто-то овладел хотя бы частью ее. Од-
нако общие свойства физического мира можно изучить, не стано-
вясь специалистом в какой-то узкой области. На это есть не-
сколько причин. 

1. Существуют фундаментальные законы, справедливые для 
любых явлений. К ним, например, относятся законы сохранения 
энергии и момента количества движения. 

2. Оказывается, что многие сложные явления (например, 
сжатие твердых тел) в основном обуславливаются действием 
электрических и квантовомеханических сил. Таким образом, зная 
основные законы электричества и квантовой механики, можно 
понять многие явления, возникающие в сложных условиях. 

3. Уравнения, описывающие самые различ-
ные физические явления, часто имеют одинаковый 
вид, т.е. переменные, характеризующие эти явле-
ния, могут быть разными, но структура уравнений 
остается неизменной. Это означает, что, изучив од-
ну область, можно получить множество прямых и 
точных решений задач из других областей знаний. 
Так, освоив электростатику, легко разобраться в 
решении задач теории электрического поля посто-
янного тока, используя метод электростатической 
аналогии (см. раздел 6.3). Оказывается, уравнения 
электростатики фигурируют и в ряде других облас-
тей физики. Путем прямого переноса решений 
электростатики (одинаковые математические урав-
нения должны иметь одинаковые решения) можно 
описывать многие явления физического мира. Рас-
смотрим ряд примеров [17]. 

Прежде всего, для сравнения приведем основные уравнения 
электростатики. Из второго уравнения системы (4.1) с учетом 
(3.1) получим: 

0div r Eε ρ ε= .                                     (8.1) 
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Первое уравнение (4.1) запишем без изменений: 

rot 0E = ,                                         (8.2) 

gradE ϕ ϕ= − = −∇ .                               (8.3) 

Уравнения Пуассона для однородной и неоднородной среды (4.26) и 
(4.29) соответственно представим в виде 

2

a

ρϕ ε∇ = − ,                                       (8.4) 

0

( )r
ρε ϕ ε∇ ∇ = − .                                    (8.5) 

Пример 1. Задачи с постоянным потоком тепла описываются 
уравнением 

( )k T s∇ ∇ = − ,                                    (8.6) 

где k  – константа пропорциональности, зависящая от свойств мате-
риала, называемая коэффициентом теплопроводности; T  – тем-
пература материала; s  – тепловая энергия, производимая источ-
ником тепла в единице объема за единицу времени. 

Вектор потока тепла h  пропорционален градиенту темпера-
туры: 

gradh k T k T= − ∇ = − .                          (8.7) 

Уравнения (8.6) и (8.7) совпадают по форме с (8.5) и (8.3). Таким 
образом, вектор потока тепла h  соответствует E , а температура 
T  – потенциалу ϕ . Из уравнений (8.6) и (8.7) следует, что точеч-
ный источник s  создает поле температур, изменяющееся обратно 
пропорционально расстоянию от источника (1 r ), и поток тепла, 
убывающий в соответствии с 21 r . Это и есть не более чем про-
стой перенос утверждений электростатики о том, что точечный 
заряд создает потенциал, меняющийся как 1 r , и электрическое 
поле E , обратно пропорциональное квадрату расстояния от заряда. 

Используя методы электростатики можно решить, например, 
задачу о потоке тепла в окрестности точечного источника, распо-
ложенного неглубоко под землей или же вблизи поверхности 
большого металлического предмета. В качестве локализованного 
(точечного) источника тепла можно рассмотреть атомную бомбу, 
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которая взорвалась под землей и представляет собой мощный 
источник тепла, или же небольшой источник радиоактивности 
внутри железного блока. Например, требуется определить темпе-
ратуру прямо над источником и в разных точках на поверхности. 
Теплопроводностью воздуха над поверхностью среды можно 
пренебречь. Данная задача похожа на задачу в электростатике о 
поле заряженной оси над границей раздела двух материалов с 
разными относительными диэлектрическими проницаемостями 

rε  (задача Сирла, см. раздел 5.5), или на задачу о точечном заря-
де, находящемся вблизи границы раздела "диэлектрик-
проводник" (метод изображений, см. раздел 5.4). 

Пример 2. Задачи о натянутой мембране. Колебания мем-
браны (тонкой резиновой пленки, натянутой на раму или ци-
линдр) описываются уравнением 

2 f
u

τ
∇ = − ,                                         (8.8) 

где u  – вертикальное смещение мембраны от ее нормального по-
ложения; f  – сила, действующая на единичную площадку плен-
ки (своего рода "давление"); τ  – поверхностное натяжение пленки. 
Уравнения (8.8) и (8.4) совпадают по форме, смещению u  соот-
ветствует ϕ , а f

τ
 соответствует 

a

ρ
ε

, т.е. между этими величина-
ми существует математическая аналогия. 

Пример 3. Диффузия нейтронов в случае сферически-сим-
метричного источника в однородной среде. Диффузия нейтронов 
в графитовом блоке внутри сферы радиуса a  описывается сле-
дующим уравнением: 

0( )D N S∇ ∇ = − ,                                     (8.9) 

где N  – функция распределения нейтронов в пространстве, или 
плотность нейтронов в окрестности выбранной точки; D  – коэф-
фициент диффузии нейтронов; 0S  – число нейтронов, испускае-
мых источником в единицу времени в единице объема. 

Очевидно, что уравнение (8.9) по форме совпадает с (8.5). 
Найти N  означает найти потенциал ϕ  в задаче об однородно за-
ряженной сфере, плотность заряда которой равна ρ . Известно, 
что вне заряженной сферы потенциал поля равен 
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вш 4 a

Q

r
ϕ

πε
= , 

где полный заряд Q  сферы радиусом a  определяется соотноше-
нием 

34 3Q aπ ρ= , 
т.е. 

3

вш 3 a

a

r

ρϕ
ε

= . 

Соответственно плотность нейтронов вне сферы в графите полу-
чим в виде 

3
0

вш 3

S a
N

Dr
= . 

Зависимости ( )N r  и ( )rϕ  в математически аналогичных задачах 
представлены на рис. 8.1. 

Пример 4. Обтекание шара в случае безвихревого течения 
жидкости. Обтекание жидкостью медленно движущегося в ней 
шара описывается уравнениями 

2 0ψ∇ = ,                                      (8.10) 

gradv ψ ψ= −∇ = − ,                            (8.11) 

где ψ  – потенциал скоростей, v  – скорость течения жидкости. 
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графит

Область
источника
нейтронов

N

0 ra

Вектор потока
нейтронов

ϕ

0 ra

Электрическое
поле

 
 

Рис. 8.1 
 
Уравнение (8.10) есть уравнение Лапласа, частный случай (8.4). 
Соотношение (8.11) по форме полностью совпадает с (8.3). Таким 
образом, между E  и v , ϕ  и ψ  существует математическая ана-
логия. Для расчета поля v  следует найти подходящую задачу 
электростатики (диэлектрический шар в однородном электроста-
тическом поле, см. подраздел 5.7.2) и воспользоваться готовыми 
решениями. Не следует забывать и о необходимости совпадения 
граничных условий в исходной и математически аналогичной 
задачах. 

Итак, примеров много. Возникает вопрос: «Почему уравне-
ния, описывающие разные явления, столь похожи?» Можно отве-
тить: «В этом проявляется "фундаментальное единство" приро-
ды». Но что это значит? 

"Фундаментальное единство" могло бы означать, что все 
сделано из одного и того же материала, и потому подчиняется 
одним и тем же уравнениям. Однако электрический потенциал не 
является физически идентичным температуре или плотности час-
тиц. Смещение мембраны не похоже на температуру, а потенциал 
не эквивалентен тепловой энергии частиц. Почему же проявляет-
ся "фундаментальное единство"? 

Все рассмотренные явления описываются дифференциаль-
ными уравнениями, справедливыми для непрерывного распреде-
ления величин, характеризующих эти явления. На самом деле, 
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решение дифференциального уравнения не отражает реального 
движения нейтронов, уравнение диффузии нейтронов – лишь 
приближение, которое дает хороший результат лишь в случае, 
когда рассматриваемое расстояние велико по сравнению с длиной 
свободного пробега указанной частицы. Таким образом, диффе-
ренциальные уравнения являются лишь приближенным описани-
ем реальных физических явлений. 

Общим для всех рассмотренных примеров будет простран-
ство, в пределах которого происходят явления. До тех пор, пока 
все величины изменяются в пространстве достаточно плавно, в 
качестве важных факторов выступают скорости их изменения в 
зависимости от положения в пространстве. Производные должны 
входить в уравнения в виде градиента или дивергенции. Законы 
физики необходимо записывать в векторной форме, так как они 
не зависят от геометрии конкретной задачи, и следовательно, от 
выбора системы координат. Уравнения электростатики – это наи-
простейшие векторные уравнения, включающие только про-
странственные производные величин. Любая другая простая 
проблема или упрощение сложной проблемы (например, предпо-
ложение о непрерывном распределении нейтронов) должны опи-
сываться аналогичными уравнениями. Итак, "фундаментальное 
единство" рассматриваемых задач выражается в том, что все они 
связаны с пространством и что сложные явления описываются 
простыми дифференциальными уравнениями. 

Возможно, и уравнения электростатики являются "сглажен-
ной имитацией" более сложного микромира. Возможно, реаль-
ный мир состоит из маленьких " x -онов", которые можно разли-
чить только на чрезвычайно малых расстояниях, и проводя изме-
рения в грубом масштабе, мы просто не имеем возможности уви-
деть их, что и приводит к использованию непрерывных диффе-
ренциальных уравнений. Наиболее полная теория электродина-
мики действительно обнаруживает трудности на очень малых 
расстояниях вплоть до 1410−  см. Однако комбинация релятивизма 
и квантовой механики запрещает "придумывание" уравнений, 
фундаментально отличных от (8.1) – (8.5) и несвободных от 
внутренних противоречий. Еще не удалось создать теорию элек-
тричества, в которой уравнения (8.4) и (8.5) понимались бы как 
сглаженное приближение более глубокого механизма и которая 
не приводила бы к абсурду. С другой стороны, и предположение 
о справедливости указанных уравнений для любых сколь угодно 
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малых расстояний также приводит к абсурду (электрическая 
энергия электрона бесконечна). 
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