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Предисловие редакторов

Данная книга, вообще говоря, не является учебником по стандартному
курсу механики сплошных сред, который входит в программу подготовки
бакалавров в университетах и технических вузах. Книга, прежде всего, адре-
сована читателю, который уже знаком с механикой сплошных сред и имеет
некоторый опыт работы в этой области. Однако по стилю изложения книга
является учебником; кроме того, она дополнена приложениями, облегчающи-
ми понимание основного текста. Поэтому книгу сможет прочесть и начинаю-
щий.

Отметим, что кроме нескольких глав и приложений, тематика которых
традиционно относится к области механики, книга содержит главы, посвя-
щенные проблемам электродинамики, квантовой физики и теории относи-
тельности, а также приложения, в которых обсуждаются пьезоупругость и
магнитоупругость, т. е. теории, лежащие на стыке механики и физики. От
других книг аналогичного содержания книгу П. А. Жилина отличают ис-
пользуемые в ней подходы и методы. Все без исключения модели, предложен-
ные в книге, построены на основании фундаментальных законов механики с
использованием методов механики сплошных сред.

Цель, которую ставил перед собой автор, — расширить область примене-
ния механики, распространив ее на те сферы, которые традиционно относят-
ся к области других естественных наук. Следующая цитата хорошо отражает
представление П. А. Жилина о месте и роли механики в современном есте-
ствознании. “Механика, как наука, — это не теория каких бы то ни было
явлений Природы. Механика — это метод исследования Природы. Мнение о
том, что механика имеет ограниченную область применимости, основано,
главным образом, на ее фактической неспособности в настоящее время опи-
сать целый ряд явлений, известных в экспериментальной физике. Тем не
менее никто не доказал, что механика принципиально не способна описать
эти явления ”.

Главную причину сложившейся ситуации П. А. Жилин видел в том, что
все попытки описать с точки зрения механики известные в эксперименталь-
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ной физике явления базировались на механике Ньютона (механике матери-
альных точек), в которой исследуется только одна форма движений — транс-
ляционные движения. П. А. Жилин был глубоко убежден в том, что при опи-
сании явлений в микромире огромное значение приобретает учет спинорных
движений, при которых точечное тело меняет свою ориентацию в простран-
стве, хотя его положение в пространстве может оставаться неизменным. В
механике все переменные представлены в виде сопряженных пар: трансля-
ционным движениям отвечают силы; спинорным движениям отвечают неза-
висимые моменты. Связи между силами и моментами, с одной стороны, и
трансляционными и спинорными движениями, с другой стороны, устанавли-
ваются посредством так называемых определяющих уравнений. При нали-
чии определяющих уравнений все характеристики механического поведения
тела определяются на основе законов динамики. В механике Ньютона есть
только один независимый закон динамики — второй закон Ньютона. Введе-
ние спинорных движений и независимых моментов в корне меняет ситуацию.
Возникает необходимость формулировки двух независимых законов динами-
ки: первого закона динамики Эйлера (который является обобщением второго
закона Ньютона) и второго закона динамики Эйлера, отвечающего за спи-
норные движения. Механику, основанную на двух законах динамики Эйлера,
автор книги называет эйлеровой механикой. Именно с эйлеровой механикой
П. А. Жилин связывал возможность распространения области применения
механики на широкий класс задач современной физики. Следующая цитата
дает ясное представление о его мнении относительно возможностей механи-
ки Ньютона и механики Эйлера. “Понятно, что существует необозримый
океан задач, где царствует ньютоновская механика. В этих случаях эйле-
рова механика едва ли что-либо сможет добавить. Однако ограниченность
ньютоновской механики привела к тому, что механика отказалась от изу-
чения электричества и магнетизма и целого ряда других проблем. Хочется
верить, что эйлерова механика позволит расширить сферу действия меха-
ники на задачи, исследуемые в новейшей физике. В частности, она позво-
ляет с совершенно новой точки зрения взглянуть на проблемы квантовой
физики ”.

Характерным для книг П. А.Жилина [1–6] является углубленный интерес
к основам и первичным элементам механики. Данная книга — не исключение
из этого правила. В ней подробно обсуждаются такие понятия, как простран-
ство, время, системы отсчета, трансляционные и спинорные движения, тела-
точки, тела общего вида, динамические структуры тел, воздействия (силы и
моменты), полная и внутренняя энергия. Формулируются фундаментальные
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законы механики: уравнение баланса количества движения (первый закон
динамики Эйлера), уравнение баланса кинетического момента (второй закон
динамики Эйлера) и уравнение баланса энергии (первый закон термодинами-
ки), обсуждаются различные формулировки второго закона термодинамики.
Все перечисленное лежит в основе рациональной механики — науки, кото-
рая базируется на первых принципах и строгих математических методах и
в которой интуитивные представления о физических явлениях находят свое
выражение в математической форме.

Нельзя не отметить, что изложение механики в книге П. А. Жилина рас-
ходится со многими установившимися традициями и взглядами. Мы убежде-
ны, что эта книга не оставит читателя равнодушным. У кого-то она вызовет
восхищение новизной и смелостью взглядов, у кого-то — чувство протеста.
Именно такие книги оказывают влияние на развитие науки в целом. Масштаб
личности Павла АндреевичаЖилина и его вклад в науку в полной мере будет
оценен научной общественностью, видимо, только спустя много лет.

Многие результаты, содержащиеся в книге, впервые получены П. А. Жи-
линым. В периодических изданиях они были опубликованы в основном в
1990–2005 гг. По мнению редколлегии, в дальнейшем при упоминании этих
результатов будет правильно связывать их с именем П. А. Жилина.

Прежде всего, это относится к теории симметрии неевклидовых тензоров,
которая излагается в четвертой главе и которую по праву можно называть
теорией симметрии Жилина.

Второй результат относится к описанию спинорных движений, а имен-
но речь идет о тензоре, посредством которого связаны между собой вектор
угловой скорости и производная от вектора поворота. В тексте книги этот
тензор называется тензором-интегратором, однако правильнее его называть
тензором Жилина.

Третье — это новое определение материальной производной. Предложен-
ная П. А. Жилиным материальная производная применима в более общих
ситуациях, чем классическая, и содержит в себе классическую как частный
случай. Для новой материальной производной можно использовать название
“производная Жилина ”.

Четвертый результат — это специальная форма уравнения баланса энер-
гии1, на которой основан разработанный П. А. Жилиным метод получения
определяющих уравнений. Соответственно, здесь уместны названия “уравне-
ние Жилина ” и “метод Жилина ”.

1 В тексте книги это уравнение называется приведенным уравнением баланса энергии.
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Еще один результат — это новая формулировка второго закона термоди-
намики, которую также целесообразно называть формулировкой Жилина.

К сожалению, П. А. Жилин не успел завершить работу над материалом
книги. Книга составлена Е. А. Ивановой из материалов, хранившихся в лич-
ном архиве П. А. Жилина, а также статей, опубликованных в различные
годы. Редакционная коллегия постаралась максимально бережно отнестись
к авторскому тексту. Редакторская правка основного текста книги заключа-
лась только в исключении повторов и приведении формул к единой системе
обозначений. Поскольку значительная часть оригинального авторского тек-
ста представляла собой статьи, предназначенные для научных журналов, а
книга создавалась нами как учебник, мы сочли, что некоторые места нужда-
ются в пояснении. Стараясь сделать книгу более понятной и легко читаемой,
редакционная коллегия, вместе с тем, строго разграничивала авторский текст
и его интерпретацию. Поэтому книга содержит большое количество приме-
чаний редакции.

Книга дополнена приложениями, часть из которых (приложения A–F)
содержит материал, поясняющий основной текст книги, остальные (прило-
жения G–J) включены как дополнительный материал. Приложения G, H и
I содержат идеи П. А. Жилина относительно построения теорий неупругих,
пьезоупругих и магнитоупругих сред. Эти материалы помещены в книгу в ка-
честве приложений, а не основных глав, потому что они основаны на статьях,
текст которых частично или полностью написан учениками П. А. Жилина и
по стилю изложения отличается от основного текста книги. Приложение J
стоит особняком — оно содержит статью П. А. Жилина по теории оболочек.
Редколлегия сочла целесообразным включить эту статью в качестве приложе-
ния, поскольку ссылки на нее многократно встречаются на страницах книги,
а опубликована она в труднодоступном издании.

Авторский вклад в написание приложений: Х. Альтенбах (приложение A),
Е. Н. Вильчевская (приложения B, D и E), Е. Ф. Грекова (приложение I),
П. А. Жилин (приложения C и J), Е. А. Иванова (приложения E, F, G, H, I),
Я. Э. Колпаков (приложение H), А. М. Кривцов (приложение G).

Завершая предисловие, приведем еще одно высказывание П. А. Жилина,
обращенное, прежде всего, к тем ученым, которым небезразлична судьба ме-
ханики. “К сожалению, большинство механиков полагают, что у механи-
ки достаточно своих проблем, и потому они самоустраняются от анализа
труднейших проблем новейшей физики. Кажется, что это опасная тен-
денция. Те, кто следят за развитием науки, легко заметят, как стреми-
тельно снижается роль и значение механики в исследовательских и обра-
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зовательных программах. Некоторые исследователи вообще перестали счи-
тать механику фундаментальной наукой. Ошибочность подобных воззре-
ний проявится очень скоро, но восстанавливать престиж механики будет
нелегко. Единственный шанс для механики сохранить роль фундаменталь-
ной науки состоит в активном внедрении в разработку проблем новейшего
естествознания в широком смысле ”. Мы очень надеемся, что книга Павла
Андреевича Жилина поможет читателю не только по-новому взглянуть на
механику, но и найти новые интересные тематики для своих научных иссле-
дований.

Павел Андреевич Жилин создал свою научную школу. Его влияние и
помощь ученикам в становлении их как ученых трудно переоценить. Павел
Андреевич был убежден в том, что о фундаментальных научных пробле-
мах будущие ученые должны размышлять еще будучи студентами, и только
в этом случае, спустя многие годы, кто-нибудь из них сможет внести свой
вклад в решение научных вопросов, выходящих за рамки частных задач.
Поэтому он никогда не жалел времени на обсуждение фундаментальных во-
просов со студентами, как в личных беседах, так и на лекциях. Лекции Павла
Андреевича отличало глубокое проникновение в суть вещей, они были не пе-
ресказом известных литературных источников, а, прежде всего, изложением
его собственных научных взглядов и убеждений. Павел Андреевич никогда не
скрывал существующие научные проблемы, а, наоборот, старался обратить на
них внимание. Павел Андреевич — Ученый, Философ и Учитель в самом вы-
соком понимании этих слов. Даже недолгое общение с Павлом Андреевичем
могло изменить мировоззрение человека, а те, кому посчастливилось быть
его учеником, навсегда сохраняют в душе тот удивительный взгляд на мир,
который позволял Павлу Андреевичу видеть все окружающее с неожидан-
ной, порой парадоксальной стороны, открывать то, что скрыто от обычного
взгляда, но поражает своей правильностью и простотой.

Редакционная коллегия выражает благодарность Н. А. Жилиной за
предоставленные материалы, члену-корреспонденту РАН Д. А. Индейцеву,
академику РАН Н. Ф. Морозову, профессорам В. А. Пальмову и П. Е. Товсти-
ку за внимание к работам и творческому наследию П. А. Жилина, студентам
кафедры “Теоретическая механика” СПбГПУ 2011 года выпуска, которые бы-
ли первыми слушателями курса лекций, составленного на основе материалов
этой книги, за помощь в редактировании и подготовке книги к печати.

Е. Ф. Грекова, Е. А. Иванова, А. М. Кривцов



Краткая биография П. А. Жилина

Павел Андреевич Жилин был заведующим кафедрой “Теоретическая ме-
ханика” Санкт-Петербургского государственного политехнического универ-
ситета, заведующим лабораторией “Динамика механических систем” Инсти-
тута проблем машиноведения РАН, членом Российского Национального ко-
митета по теоретической и прикладной механике, членом Международного
общества прикладной математики и механики (GAMM), членом президиума
Научно-методического совета по прикладной механике Министерства выс-
шего образования РФ, действительным членом Санкт-Петербургской АН по
проблемам прочности. Ему принадлежит свыше 200 научных работ. Под ру-
ководством П. А. Жилина защищено шестнадцать кандидатских и семь док-
торских диссертаций.

Павел Андреевич родился 8 февраля 1942 г. в городе Великий Устюг Воло-
годской области, где семья оказалась во время войны. Детство Павла Андре-
евича прошло в Волхове и Подпорожье — городах, связанных с работой его
отца, Андрея Павловича Жилина, главного инженера каскада Свирских гид-
роэлектростанций. Мать Павла Андреевича, Зоя Алексеевна Жилина, воспи-
тывала сыновей и вела домашнее хозяйство. В 1956 г. Андрей Павлович был
переведен на должность главного энергетика во всесоюзном тресте “Гидро-
электромонтаж” и семья переехала в Ленинград. Старший брат, Сергей Ан-
дреевич Жилин, пошел по стопам отца, стал энергетиком. Павел Андреевич
в 1959 г. закончил 172 среднюю школу и поступил в Ленинградский поли-
технический институт. Еще в школе Павел Андреевич познакомился со своей
будущей женой, Ниной Александровной, которая была ему верным другом и
помощником на протяжении всей жизни.

В период 1959–1965 гг. Павел Андреевич Жилин учился в Ленинградском
политехническом институте на кафедре “Механика и процессы управления”
физико-механического факультета. Эту же кафедру закончила и дочь Пав-
ла Андреевича, Ольга Павловна Жилина, впоследствии кандидат физико-
математических наук. По окончании института П. А. Жилин получил квали-
фикацию инженер-физик по специальности “Динамика и прочность машин”
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и в период 1965–1967 гг. работал инженером в отделе прочности гидротурбин
Центрального котлотурбинного института. В 1967 г. был принят на кафедру
“Механика и процессы управления”, где работал сначала в должности асси-
стента, затем старшего научного сотрудника, доцента и профессора. Осно-
вателем кафедры и ее заведующим был Анатолий Исаакович Лурье, доктор
технических наук, профессор, член-корреспондент АН СССР, всемирно из-
вестный ученый. Научное мировоззрение Павла Андреевича в значительной
степени формировалось под влиянием Анатолия Исааковича. П. А. Жилин —
кандидат физико-математических наук с 1968 г. (тема диссертации “Теория
ребристых оболочек”), доктор физико-математических наук с 1984 г. (тема
диссертации “Теория простых оболочек и ее приложения”), профессор по ка-
федре механики и процессов управления с 1989 г. В 1974–1975 гг. П. А. Жи-
лин проходил стажировку в Датском техническом университете (Дания). Ра-
ботая на кафедре “Механика и процессы управления”, П. А. Жилин читал
лекции по аналитической механике, теории колебаний, теории упругости, тео-
рии оболочек, тензорному анализу, механике сплошных сред. В 1988 г. он был
приглашен на семестр в Ярмукский университет (Иордания) для постановки
курса “Механика сплошных сред” на физическом факультете. Одновременно
с преподаванием П. А. Жилин активно вел научную работу в области теории
пластин и оболочек, нелинейной теории стержней, теории упругости, механи-
ки сплошных сред; им получено три свидетельства об изобретении в области
виброизоляции и гидроакустики, ему присвоен знак “Изобретатель СССР”.

С 1989 г. Павел Андреевич — заведующий кафедрой “Теоретическая ме-
ханика”. За время его руководства кафедрой пятеро сотрудников защитили
докторские диссертации, у четверых из них Павел Андреевич был научным
консультантом. К этому периоду времени относятся его исследования спинор-
ных движений в механике и физике, фазовых переходов и явлений неупруго-
сти, электродинамики с позиций рациональной механики, логических основ
механики. Во время работы на кафедре “Теоретическая механика” П. А. Жи-
лин поставил и читал оригинальные курсы тензорной алгебры, теоретической
механики и теории стержней. В этот период Павел Андреевич серьезно рабо-
тал в области исследования и разработки фундаментальных основ механики.
Созданный им курс теоретической механики [2] не имеет аналогов в мировой
литературе, так как в нем совершен переход от ньютоновской механики к ме-
ханике Эйлера и изложение ведется на языке прямого тензорного исчисления.
С 1994 г. Павел Андреевич — заведующий лабораторией “Динамика механиче-
ских систем” Института проблем машиноведения РАН. С 1993 г. он состоял
членом научного комитета ежегодной международной школы-конференции
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“Актуальные проблемы механики” (“Advanced Problems in Mechanics”), про-
водимой Институтом проблем машиноведения РАН.

4 декабря 2005 года Павел Андреевич Жилин ушел из этой жизни. Его
жизненный путь стал частью истории науки. Трудно оценить влияние, ко-
торое оказал Павел Андреевич на его учеников, коллег, всех, кому выпало
счастье личного знакомства с ним. У него была необыкновенная способность
пробуждать интерес к науке, заставлять взглянуть по-новому, с неожидан-
ной стороны на окружающий нас мир. Павел Андреевич был отзывчивым,
добрым человеком, у которого для каждого всегда находился дельный совет
и поддержка. Поражали в Павле Андреевиче его выдающиеся человеческие
качества, его абсолютная научная и человеческая честность. Мы, ученики,
благодарны судьбе, подарившей нам возможность общения с этим замеча-
тельным человеком и выдающимся ученым, ставшим для нас олицетворением
духовности.

Более подробную информацию о жизни и деятельности Павла Андре-
евича Жилина, о его научных интересах и достижениях, его философских
взглядах и суждениях по различным научным и ненаучным вопросам можно
найти на веб-сайте

http://teormeh.spbstu.ru/Zhilin.htm



Гл а в а 1

Краткий исторический обзор

Введение

Основой классической механики, лежащей вне логических структур, яв-
ляется убеждение в возможности объективного описания окружающего нас
мира. Главной особенностью трехтысячелетнего развития механики являет-
ся ее эволюционный характер, при котором все основные структуры механи-
ки формировались и углублялись многими поколениями ученых. Когда тому
или иному утверждению механики приписываются имена ученых, то это, как
правило, не имена отдельных авторов, а дань великим заслугам этих ученых.
Поэтому современные формулировки многих принципов значительно отли-
чаются от первоначальных, но еще значительнее отличаются современные
формы их применения. Заметить эти изменения удается только на больших
интервалах времени.

Революция в физике, произошедшая в начале XX в., не изменила эволю-
ционного характера развития механики, но резко обострила внимание к ее
логическим основам. Вместе с тем начал стремительно расти разрыв между
новейшей физикой и классической механикой. Последняя не приняла мно-
гих концепций новейшей физики вследствие их логической непоследователь-
ности. С другой стороны, к концу XIX в. уже отчетливо проявилось, что
классической механике чего-то недостает. Никакое логическое совершенство,
которое к тому же недостижимо, не могло затушевать того, что существо-
вал целый ряд фактов, которые классическая механика не могла не только
объяснить, но даже и полноценно описать. Главными здесь были явления
электромагнетизма, которые не вписывались без очевидных натяжек в струк-
туры механики. Другим фактом являлось “печальное поведение” (выражение
А. Ю. Ишлинского) Меркурия. Были, разумеется, и другие факты. Указан-
ное, однако, не привело ни к кризису механики, ни к ее застою. Напротив, с
конца XIX в. начало развиваться некое расширение классической механики,
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связанное с включением в сферу действия механики не только трансляцион-
ных (обычных) движений, но и так называемых спинорных движений. Без
последних, по воззрениям Дж. Максвелла, описание электромагнитного поля
невозможно. Новейшая физика пошла по другому пути и трактует магнитное
поле как чисто релятивистский эффект, что неудивительно, ибо в новейшей
физике и электрическое и магнитное поля вводятся через понятие силы. Дру-
гой важной особенностью, не учитываемой классической механикой, является
отсутствие в ней понятия излучения, с помощью которого описывается взаи-
модействие электромагнитного поля с веществом.

Описанные и некоторые другие особенности классической механики бы-
ли почему-то объявлены органическими пороками классической механики,
и новейшая физика заявила о “решительном отказе от воззрений классиче-
ской механики при описании явлений микромира”. Здесь не место вдаваться
в дискуссии. Отметим только, что истинные возможности механики намного
больше тех, о которых говорят физики. Огромный вклад в формирование
этих взглядов внес Леонард Эйлер, который впервые указал на принципи-
альную неполноту ньютоновской механики. Показательно, что роль Л. Эй-
лера долгое время оставалась неосознанной. Например, Г. Герц [7] пишет:
“...главные вехи (развития механики) обозначены именами Архимеда, Гали-
лея, Ньютона, Лагранжа”. Как видим, имя Эйлера в этом перечне даже не
фигурирует. Подобная позиция присуща и подавляющему большинству со-
временных работ по теоретической физике. Естественно предположить, что
если бы Дж. Максвелл, Г. Лоренц и другие крупнейшие физики XIX в. были
осведомлены о результатах позднего Л. Эйлера, то облик современной фи-
зики мог бы быть совершенно другим. К сожалению, резко негативную роль
сыграла здесь талантливая, но крайне легковесная книга Э. Маха [8].

В заключение подчеркнем, что, несмотря на обилие аксиом, изложенное
далее ни в коем случае нельзя рассматривать как попытку аксиоматического
построения механики. Вполне очевидно, что так называемая шестая проблема
Гильберта принципиально не допускает решения.

.1.1 Рациональная и экспериментальная механика

Механика сплошных сред является объектом пристального внимания ис-
следователей в течение нескольких столетий. Именно в этой области знания
зародился анализ, теория дифференциальных уравнений, вариационное ис-
числение и многое другое. Первое дифференциальное уравнение в истории
науки было установлено Я. Бернулли (1694) при изучении равновесия гиб-
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ких нитей. Оно имеет вид

T′(s) + ρF(s) = 0, (1.1)

где T — усилие в сечении; ρF — внешняя нагрузка, штрихом обозначена
производная по координате s.

Уравнение поперечных колебаний струны (Ж. Даламбер, 1749)

∂2u(s, t)

∂s2
+
1

c2
∂2u(s, t)

∂t2
= 0 (1.2)

и уравнения движения идеальной жидкости (Л. Эйлер, 1755), которые приве-
дены в следующем разделе, явились первыми примерами уравнений с част-
ными производными. С этого времени началось интенсивное исследование
поведения твердых деформируемых тел при воздействии на них внешней на-
грузкой, а также изучение динамических проблем. Сначала это были тонкие
упругие стержни. В 1771 г. Л. Эйлер впервые вывел уравнения равновесия
тонких стержней

T′(s) + ρF(s) = 0, M′(s) + R′(s) × T(s) + ρL(s) = 0, (1.3)

не зависящие от частных свойств материала. Здесь M — момент в сечении
стержня;R — радиус-вектор, определяющий положение данной точки стерж-
ня; ρL — внешняя моментная нагрузка.

Линейная теория упругости была построена О. Коши (1822) и остается
неизменной вплоть до наших дней. История ее создания весьма показатель-
на. В 1821 г. О. Коши был рецензентом работы А. Навье, в которой на основе
корпускулярных представлений впервые были выведены уравнения линейной
теории упругости с одной упругой постоянной. Коши отнесся к этой работе
весьма критически, в результате чего работа Навье была опубликована толь-
ко в 1827 г. Для построения теории упругости Коши выбирает другой подход,
ставший основным в механике твердых деформируемых тел. Он вводит по-
нятие упругого континуума, строит теорию напряжений и деформации для
этого континуума, постулирует линейную зависимость тензора напряжений
от тензора деформаций и выводит уравнения равновесия. Результирующая
система уравнений Коши

∇∇∇ ··· τττ+ ρF = 0, τττ = C ··· ···εεε, εεε = (∇∇∇u)S, (1.4)

где τττ — тензор напряжений; u — вектор перемещений, тензор четвертого
ранга C называется тензором упругости.
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Построение линейной теории упругости было выполнено О. Коши за счи-
танные месяцы. После чего в течение следующих 15 лет, вплоть до 1837 г.,
Коши пытался улучшить построения А. Навье. Проблеме вывода уравнений
теории упругости из корпускулярных представлений были посвящены много-
летние исследования С. Д. Пуассона. Результаты оказались малоудовлетво-
рительными. Указанное обстоятельство весьма наглядно демонстрирует силу
методов механики сплошных сред. Между тем, единственное важное дополне-
ние к теории Коши, которое состояло во введении понятия энергии деформа-
ции и постулировании уравнения баланса энергии, было сделано Дж. Грином
(1839). Так были получены соотношения Коши–Грина

τττ = ρ
∂U

∂εεε
, C = ρ

∂2U

∂εεε2
, (1.5)

где U — массовая плотность энергии деформации; ρ — объемная плотность
массы.

Все указанное хорошо известно и обсуждается с целью подчеркнуть важ-
ный факт. Со времени вывода уравнений (1.1)–(1.5) прошло достаточное ко-
личество лет, в течение которых наши представления о природе сущего ради-
кально изменились. Тем не менее указанные уравнения сохранили свой вид
без каких-либо, даже самых минимальных, изменений. Способность ме-
ханики сплошных сред строить уравнения, истинность которых
не опровергается временем и которые не требуют уточнений, яв-
ляется ее важнейшим достоинством. Последующее развитие механи-
ки дополнило, но не изменило эти уравнения. Здесь уместно обсудить еще
один важный исторический факт. После вывода уравнения (1.1) Я. Бернул-
ли, вплоть до своей смерти в 1705 г., безуспешно пытался вывести уравнение
изгиба стержня, т. е. второе уравнение в системе (1.3). Эта задача, как бы по
наследству, перешла к Л. Эйлеру.

Сверхгению Эйлера понадобилось почти полстолетия, чтобы выяснить
истинную причину неудачи гениального Я. Бернулли, а именно в 1771 г.
Л. Эйлер окончательно установил, что ньютоновская механика принципи-
ально неполна. Заметим, что ньютоновская механика — это механика транс-
ляционных движений, управление которыми осуществляется силами. Но в
Природе существует еще один тип движения (спинорное движение), которое
не сводится к трансляционному. Соответственно, наряду с силами, в механи-
ке необходимо рассматривать еще один тип воздействий, а именно моменты,
которые в общем случае не сводятся к понятию момента силы. Поэтому в
механике, помимо уравнения баланса сил, необходимо постулиро-
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вать еще один закон — уравнение баланса моментов. Собственно,
этот закон был открыт еще Архимедом в форме принципа рычага.

Известно множество попыток доказать принцип рычага на основе уравне-
ния баланса сил. Видимо, последняя попытка такого рода была предпринята
Лагранжем уже после смерти Эйлера. Лагранж полагал, что ему удалось до-
казать принцип рычага. Отсюда следовало, что уравнение баланса моментов
может быть доказано в ньютоновской механике. Поэтому нет нужды выдви-
гать дополнительный постулат. Эта ошибка Лагранжа задержала развитие
механики, по крайней мере, на столетие и вызвала глубокие негативные по-
следствия в современной теоретической физике. Возвращаясь к Л. Эйлеру,
отмечаем, что в не вполне осознанной форме Эйлер использовал уравнение
баланса моментов еще раньше, при выводе уравнений динамики твердого те-
ла. Примерно так же поступали многие исследователи при использовании
принципа рычага, в правильности которого, разумеется, никто не сомневал-
ся. Однако в теории стержней подобный прием не срабатывал. Напомним, что
в то время теория напряжений в трехмерных средах еще не существовала.
Стержень рассматривался как упругая линия, лишенная толщины. Поэтому
ввести момент M как момент силы было невозможно и его пришлось ввести
как самостоятельную сущность.

В 1776 г. Л. Эйлер дает окончательную формулировку фундаментальных
законов механики в виде двух независимых постулатов: законов динамики
Эйлера. Только в начале XX в. спинорные движения вновь получили призна-
ние, а эйлерова механика стала интенсивно развиваться только в последние
50 лет. XIX в. отмечен формулировкой еще двух фундаментальных законов,
получивших названия первого и второго законов термодинамики.

Первый закон термодинамики, или уравнение баланса энергии, был сфор-
мулирован Дж. Грином в 1839 г. и уже упоминался ранее. Второй закон
термодинамики, или неравенство производства энтропии, рождался в вели-
ких муках, имел множество формулировок и, наконец, утвердился в механи-
ке сплошных сред в форме неравенства Клаузиуса–Дюгема–Трусделла. Два
закона динамики Эйлера и два начала термодинамики состави-
ли каркас, внутри которого и строится современная механика
сплошных сред. Важно подчеркнуть, что упомянутый каркас не определя-
ет конкретных моделей сплошных сред, поскольку дает незамкнутую систему
уравнений. Создание модели сплошной среды равносильно решению пробле-
мы замыкания указанной ранее системы уравнений. Иными словами, созда-
ние модели сплошной среды равносильно написанию неких дополнительных
уравнений, которые принято называть определяющими и которые устанавли-
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вают связи между основными переменными, входящими в фундаментальные
законы.

Долгое время считалось, что установление определяющих уравнений яв-
ляется задачей экспериментальной механики. Это правильно в том смысле,
что эксперимент является неустранимым звеном при построении определяю-
щих уравнений конкретных материалов. Тем не менее построение определя-
ющих уравнений является теоретической проблемой, которая принципиально
не может быть решена методами экспериментальной механики. К обсужде-
нию этого вопроса мы еще неоднократно будем обращаться в дальнейшем.
В настоящее время проблема замыкания удовлетворительно решена только
для так называемых нелинейно упругих сред, а теория линейно упругих сред
обрела практически каноническую форму.

Существуют материалы, которые удивительно хорошо моделируются
нелинейно упругой средой в достаточно широком интервале деформаций. Од-
нако этот класс материалов весьма узок. Большинство реальных материалов
хотя и проявляет свойство упругости, но демонстрирует явное отклонение
от того, что принято называть упругостью. Поэтому основные проблемы ме-
ханики деформируемых тел в настоящее время сконцентрированы в обла-
сти неупругого поведения материалов. Несмотря на то что здесь накоплен
огромный экспериментальный материал и опубликованы тысячи теоретиче-
ских работ, итоговые достижения в этой области оставляют желать много
лучшего. Об этом свидельствуют, в частности, и постоянно появляющиеся
новые публикации, содержащие попытки улучшить основы существующих
теорий. Ничего подобного не наблюдается в нелинейной теории упругости,
где усилия исследователей направлены исключительно на решение конкрет-
ных проблем, не меняющих основ теории, но углубляющих и расширяющих
результативную часть теории.

В чем же состоит главная причина столь разительных отличий между
двумя родственными теориями? По-видимому, основная причина заключа-
ется в том, что в теории неупругих материалов телега поставлена впереди
лошади. В нелинейной теории упругости ведущая роль принадлежит сугу-
бо теоретической идее гладкого дифференцируемого многообразия. Эта идея
принципиально не может вытекать из эксперимента. Иными словами, снача-
ла лошадь (теоретическая идея и ее реализации), а затем телега с добром
(конкретными результатами, уточняющимися и проверяющимися экспери-
ментом). В теории неупругих материалов теоретические модели пытаются
вывести из экспериментальных фактов. При этом отсутствует общая теоре-
тическая концепция.
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Известно, например, что при достаточно больших напряжениях всякий
материал обретает свойство текучести, и это свойство закладывается в опре-
деление теоретической модели в виде критерия текучести. Но что является
причиной текучести и что, собственно, называется текучестью, не обсуж-
дается. Не обсуждается также и определение исходного объекта: от модели
сплошной среды в виде гладкого дифференцируемого многообразия прихо-
дится отказываться, но никакой замены этому не предлагается.

Между тем, отказ от идеи гладкого дифференцируемого много-
образия по необходимости влечет за собой отказ от традицион-
ного понимания концепции определяющих уравнений, чего в суще-
ствующих теориях упругопластических материалов не происходит. Напротив,
именно на определяющие уравнения в их традиционной трактовке возлагает-
ся вся ответственность за основные свойства предлагаемых к рассмотрению
теорий.

.1.2 Ранний период становления
механики сплошной среды

Принято считать, что теория сопротивления твердых тел деформирова-
нию основана Галилео Галилеем (1564–1642) в его последнем тарактате “Бе-
седы о двух новых науках” (1638). “Беседы” изложены в виде диалогов и
разделены на шесть дней. Первые два дня посвящены сцеплению частиц в
твердых телах, сопротивлению и разрушению при изгибе и растяжении упру-
гих балок, а также звуковым колебаниям. Здесь формулируются: а) задача о
разрушении упругой призмы при изгибе; б) задача о разрушении цилиндри-
ческого бруса при продольном разрыве. Первая задача стала отправной для
более чем столетнего цикла работ. При рассмотрении второй задачи в рас-
суждениях Сальвиати (Галилея) неявно присутствуют два фундаментальных
понятия: а) принцип затвердевания; б) понятие о напряжении. До Галилея
считалось, что сила, потребная для разрыва каната, зависит только от длины
каната. Чем длиннее канат, тем меньше сила разрыва. Сегодня известно, что
вследствие наличия дефектов это действительно верно, но в идеальном ка-
нате это не так. Требовалась поразительная прозорливость, чтобы, вопреки
экспериментальным фактам, утверждать, что сила, потребная для разрыва
каната, пропорциональна площади сечения каната и не зависит от его длины.

Принцип затвердевания для теории твердых деформируемых тел в яв-
ной форме был сформулирован Гастоном Пардисом (1636–1673) в 1673 г. Он
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относится к гибким нитям (подвесным мостам, цепным линиям и т. д.) и
утверждает, что форма любой выделенной части нити не изменится, если
отброшенную часть нити заменить подходящими силами, приложенными к
концам выделенной части нити и направленными вдоль касательных к ни-
ти в концевых точках. Именно в такой форме принцип затвердевания был
использован Якобом Бернулли (1654–1705) в его исследованиях по гибким
нитям. В 1691 г. Я. Бернулли выводит уравнения равновесия гибких нитей
при действии произвольной распределенной нагрузки

T
d x

d s
= T0 −

s∫
0

Fx d s ; T
dy

d s
= −

s∫
0

Fy d s, (1.6)

где T — продольное усилие; Fx, Fy — внешние погонные усилия; s — длина
нити.

Даже в XXI в. ничего нельзя добавить к этим уравнениям. В 1660 г. Ро-
берт Гук (1635–1703) открыл (опубликовал в 1676 г.) свой закон упругости.
В 1680 г. этот закон был независимо установлен Э. Мариоттом (1620–1684),
который применил его к исследованию задачи Г. Галилея об изгибе призмы.
В отличие от Галилея, считавшего, что поперечное сечение призмы повора-
чивается вокруг своего нижнего основания, Мариотт правильно расположил
ось вращения, но допустил ошибку при вычислении момента сопротивления.
В 1694 г. Я. Бернулли также обратился к решению задачи Галилея и при
этом получил следующее уравнение:

1
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M

EJy
;

(
1

R
= −

d2 w

d s2

)
, (1.7)

где обозначения вполне современны и не нуждаются в пояснениях. Это соот-
ношение принято считать формулой изгиба Бернулли–Эйлера, хотя оно было
получено до рождения Л. Эйлера, который, правда, широко использовал его
в своих трудах по колебаниям и устойчивости балок.

При выводе (1.7) Я. Бернулли использовал закон Гука и, кроме того,
две гипотезы: “1) сечения, плоские и перпендикулярные к ребрам призмы до
ее изгиба, остаются и после изгиба также плоскими и нормальными к этим
ребрам и волокнам или продольным элементам, которые становятся криволи-
нейными; 2) волокна, одни растянутые, другие укороченные, сопротивляют-
ся независимо, как будто бы они представляли собой малые изолированные
призмы, не оказывающие друг на друга никакого действия”. Здесь приведе-
на формулировка этих гипотез в трактовке Б. де Сен-Венана [9], с. 385–386,
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который считал их ошибочными1.
Уравнение (1.7) сохраняет свое значение и в наши дни, хотя его уже и не

называют более уравнением изгиба. Дело в том, что (1.7) возможно тракто-
вать двояко. Во-первых, можно считать, что момент M в нем задан, тогда
по (1.7) можно найти прогиб балки. Так и поступали Я. Бернулли, Л. Эйлер
и другие. Именно в этом смысле (1.7) и называют уравнением изгиба. Во-
вторых, уравнение (1.7) можно трактовать как определяющее соотношение
(аналог закона Гука). Такова современная точка зрения.

Я. Бернулли отчетливо сознавал недостаточность уравнения (1.7) для
создания полной теории изгиба балки и до конца своей жизни не прекра-
щал попыток вывести уравнения равновесия балки при действии поперечной
нагрузки. Причем эти уравнения должны были бы быть вполне аналогич-
ными уравнениям (1.6), т. е. не зависящими от свойств материала балки.
Для этой цели Я. Бернулли использовал остроумную модель изгиба балки,
сводящую изгиб к продольному растяжению пружины. Попытки Я. Бернул-
ли были неудачны. Причина неудач была установлена значительно позднее
Л. Эйлером. Учеником Я. Бернулли был его младший брат Иоганн Бернул-
ли (1667–1748), внесший большой вклад в математику и механику. Однако
по интересующему нас вопросу заслуга И. Бернулли была в том, что он вос-
питал двух великих учеников: своего сына Даниила Бернулли (1700–1784)
и Л. Эйлера (1707–1783). В мемуаре [10], изданном в 1744 г., Л. Эйлер рас-
сматривал балку (в данном случае он обобщил уравнение Бернулли (1.7) на
плоский первоначально изогнутый стержень)
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)]
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где R и R∗ — радиусы кривизны стержня до и после деформации; w(s) и
v(s) — нормальный и тангенциальный прогибы, как материальную линию,
имеющую бесконечно малое поперечное сечение. При этом он считал воз-
можным применять к этой линии все известные законы механики.

В этом же мемуаре (с. 492–498) Л. Эйлер рассматривает вопрос “Опреде-
ление абсолютной упругости посредством опытов”. Абсолютной упругостью

1 В мемуаре [9] Сен-Венан дает формулировку гипотез Я. Бернулли и далее излагает
их критику, которая, конечно, является правильной, но только с уровня знаний XIX в. С
позиций конца XVII в. гипотеза Я. Бернулли вовсе не является гипотезой. Это теоремы,
которые легко доказываются при отсутствии напряжений сдвига. Последние еще не были
открыты. Поэтому критику “гипотез” Я. Бернулли, по нашему мнению, следовало излагать
не как ошибку Я. Бернулли, а как-то иначе. К сожалению, трактовка Сен-Венана попала
во многие руководства по теории упругости.
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Л. Эйлер называет жесткость балки на изгиб. Хотя при написании функцио-
нала Л. Эйлер считает балку именно линией, в этом пункте он полагает, что
поперечное сечение балки имеет конечные размеры и устанавливает зависи-
мость жесткости на изгиб от природы материала (модуля упругости Юнга)
и размеров поперечного сечения. Конечный результат Л. Эйлера оказался
ошибочным: он повторил ошибку Галилея. Для нас интересен именно спо-
соб рассуждений Л. Эйлера, а не конечный результат. Л. Эйлер продолжил
труды Я. Бернулли по выводу уравнений равновесия при изгибе балок. При
этом ему пришлось сделать два открытия. Первое: необходимость введения
перерезывающих усилий (касательных напряжений). Второе: установление
независимости уравнений баланса сил и моментов. Именно этих фундамен-
тальных открытий и недоставало Я. Бернулли для вывода уравнений изги-
ба балки. Строго говоря, понятие напряжений сдвига впервые было введено
А. Параном (1666–1716) в 1713 г., но его работа осталась незамеченной и, оче-
видно, неизвестной Л. Эйлеру, ибо он нигде на нее не ссылается. В данном
случае следует упомянуть, что Л. Эйлер был первым, кто ввел в употребле-
ние ссылки на достижения предшественников. До него такие ссылки носили
только негативно-критический характер. Честь второго открытия, одного из
самых ярких в творчестве гениального ученого, целиком принадлежит ему.
В современных терминах, впрочем мало отличающихся от использованных
Л. Эйлером, эйлеровы законы динамики сформулированы во второй главе.
Применительно к системам взаимодействующих материальных точек эти за-
коны могут быть выведены из законов Ньютона, но Эйлер принимает их как
независимые постулаты, применимые к любой механической системе. (Это
обстоятельство чрезвычайно важно.) Используя эти законы, Эйлер приходит
в 1771 г. к уравнениям равновесия плоского изогнутого стержня
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+ Fν = 0 ,

dN

d s
−

T

R(s)
+ Fn = 0 ,

dM

ds
−N = 0, (1.9)

где T , N — растягивающее и пререзывающее усилия; M — изгибающий мо-
мент.

Кроме уравнений (1.9), Л. Эйлер предложил обобщение третьего закона
Ньютона о равенстве действия и противодействия. В современной записи оно
выглядит так

T(ν) + T(−ν) = 0 , T(ν) = ννν T + nN, (1.10)

где ννν и n — векторы единичных касательной и нормали к материальной ли-
нии; причем T(ν) характеризует воздействие в данном сечении части стерж-
ня, находящегося со стороны положительного направления касательной ννν на
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оставшуюся часть стержня. Аналогичное (1.10) равенство имеет место и для
момента M. Уравнения (1.9) и (1.10) сохранились неизменными до наших
дней.

Итоги исследований по теории стержней подвел Шарль Кулон (1736–
1806) в своей небольшой работе, выпущенной в 1773 г. В этой работеШ. Кулон
исправил ошибки своих предшественников и дал правильную формулу для
момента сопротивления. Конец XVIII в. отмечен двумя, ставшими известны-
ми попытками подойти к проблеме построения теории оболочек на основе
принципов, использованных в теории стержней. Первая попытка была пред-
принята Л. Эйлером в 1776 г., когда он предложил рассматривать колокол
как совокупность колец, каждое из которых ведет себя как плоский кривой
брус. Вторая попытка была совершена Якобом Бернулли-младшим (1759–
1789) — сыном Иоганна II Бернулли (1710–1790). Он рассматривал (1789)
оболочку “как двойной слой кривых брусьев, причем брусья одной системы
пересекаются с брусьями другой системы под прямым углом” [11] с. 19. Ко-
нечные уравнения, как выяснилось впоследствии, оказались неверными (не
было учтено закручивание брусьев).

В 1788 г. выходит первое издание “Аналитической механики” Жозефа-
Луи Лагранжа (1736–1813), второе (посмертное) издание вышло, видимо, в
1814 г. Фундаментальным вкладом Ж. Лагранжа в механику является фор-
мулировка и систематическое применение принципа возможных перемеще-
ний, хотя его частные формулировки появились задолго до Лагранжа. На
основе высказанного принципа Лагранж рассматривает и сплошные среды. В
частности, в “Аналитической механике” впервые выведено уравнение равно-
весия мембраны. При рассмотрении движения жидкостиЖ. Лагранж привел
формулировку и дал истолкование линейному тензору деформации

εεε =
1

2

(
∇∇∇u +∇∇∇uT

)
. (1.11)

Обычно эту формулу, как указали Л. Г. Лойцянский и А. И. Лурье, при-
писывают О. Коши, который получил ее в 1822 г2.

Парижская академия наук объявила проблему тонких пластинок темой
на конкурс 1811 г. В Представленной на конкурс работе СофиЖермен (1776–

2 Томсон и Тэт [12] показали, что принцип возможных перемещений равносилен при
игнорировании притоков энергии немеханического происхождения закону баланса энер-
гии. В. Л. Кирпичев [13] показал, что из него при наложении требования инвариантности
относительно группы жестких движений следуют эйлеровы законы динамики. Поэтому
трудно согласиться с К. Трусделлом [14], считающим описанный результат достижением
механики второй половины XX столетия.
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1831) используется функционал, аналогичный предложенному Д. Бернулли в
теории балок. Отличие заключено в замене кривизны стержня суммой глав-
ных кривизн изогнутой поверхности пластинки. Как сегодня известно, это
верно только для защемленной пластины, но на конечном уравнении не ска-
зывается. С. Жермен при выводе уравнения пластины допустила ошибку,
которую исправил Ж. Лагранж, рецензировавший ее работу. Уравнение рав-
новесия Лагнанжа–Жермен имеет вид

ΔΔW = P/D. (1.12)

Заканчивая этот раздел, приведем цитату из книги А. Лява [11], с. 20: “Ре-
зультаты всех трудов и остроумия исследователей в области проблем упруго-
сти можно подытожить к концу 1820 г. следующим образом: несовершенная
теория изгиба, ошибочная теория кручения, недоказанная теория колебаний
стержней и пластинок и определения модулей Юнга”. Далее А. Ляв отмечает
большую роль этих исследований в становлении теории упругости. Хотелось
бы сформулировать эти итоги несколько иначе, а именно к 1820 г. были твер-
до установлены: а) принцип затвердевания; б) эйлеровы законы динамики с
приложением к выводу уравнений равновесия стержней; в) понятие напря-
жений, особенно в гидромеханике; г) обобщен и многократно применен, в том
числе и в сплошной среде, принцип возможных перемещений; д) закон упру-
гости Гука–Мариотта и его приложения к частным задачам; е) общая теория
малых деформаций сплошной среды. К сказанному, конечно, следует доба-
вить и те итоги, которые сформулированы А. Лявом вслед за приведенной
цитатой.

.1.3 Теория стержней и современная механика

Теория тонких стержней в истории развития механики и математической
физики сыграла выдающуюся роль. Чтобы яснее отобразить вклад теории
тонких стержней в развитие естественных наук, перечислим только некото-
рые факты.

Рождение обыкновенных дифференциальных уравнений. В 1691 г. Якоб
Бернулли вывел дифференциальное уравнение равновесия каната (нити), ко-
торое имеет вид (1.1). Это было первое дифференциальное уравнение в ис-
тории науки.

Рождение уравнений в частных производных. В 1742 г. Жак Даламбер
вывел уравнение поперечных колебаний струны (1.2). Это было первое диф-
ференциальное уравнение в частных производных. Разработка методов его
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решения привела к созданию теории разложения функций в ряды (Даниил
Бернулли и Леонард Эйлер).

Рождение теории ветвления решений нелинейных дифференциальных
уравнений. В 1744 г. Л. Эйлер решил задачу о продольном изгибе стержня,
названную впоследствии Эластикой Эйлера и положившую начало теории
ветвлений решений и теории собственных значений нелинейных операторов.

Рождение новой механики и доказательство неполноты ньютоновской
механики. В 1771 г. Л. Эйлер впервые вывел общие уравнения равновесия
стержней (1.3).

Чтобы вывести уравнения (1.3), Л. Эйлеру понадобилось около 50 лет
размышлений. При этом он совершил одно из величайших открытий в меха-
нике и физике, которое в полной мере не осознается большинством механиков
и физиков вплоть до настоящего времени, а именно он осознал, что помимо
сил и моментов сил в механике фундаментальную роль играют моменты как
самостоятельные сущности, не определяемые через понятие момента силы.
Это означало, во-первых, необходимость введения нового фундаментального
закона физики и, во-вторых, принципиальную неполноту ньютоновской ме-
ханики. Это открытие Л. Эйлера имеет громадное значение во всей физике,
но в полной мере ученые осознают его значение в ближайшем будущем при
разработке явлений микромира, в котором второй закон динамики Эйлера
играет определяющую роль. Хотя Л. Эйлер сделал решающий шаг по вве-
дению моментов, независимых от понятия момента силы, общее определение
момента было дано сравнительно недавно П. А. Жилиным, и оно еще не
вошло в учебники механики.

Рождение теории устойчивости неконсервативных систем. В 1927 г.
Е. Л. Николаи сообщил результаты анализа устойчивости равновесной кон-
фигурации скрученного стержня и показал, что она неустойчива при любом
сколь угодно малом значении крутящего момента (парадокс Николаи). Этот
результат буквально шокировал ученых того времени, привыкших к поня-
тию критических сил по Эйлеру. Одновременно П. Ф. Папкович указал, что
речь идет об анализе неконсервативной системы и потому не стоит удивлять-
ся полученному результату, поскольку возможна накачка энергии в систему.
Последующее развитие теории устойчивости неконсервативных систем вы-
явило и другие удивительные факты, например, дестабилизирующую роль
внутреннего трения. Например, парадокс Николаи объясняется причинами,
не связанными непосредственно с неконсервативностью системы [15]. Тем не
менее теория устойчивости неконсервативных систем в настоящее время яв-
ляется одним из важных разделов механики.
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Рождение теории симметрии в многоориентированных пространствах.
В 1977 г. П. А. Жилин при построении определяющих уравнений в теории
стержней и оболочек обнаружил, что применение классической теории сим-
метрии ведет к абсурдным результатам. Анализ показал, что причиной со-
здавшегося тупика является тот факт, что в теории стержней и оболочек вво-
димые тензорные объекты действуют в пространствах с двумя независимыми
ориентациями. Поэтому в таком пространстве существуют тензоры четырех
различных типов. Классическая теория симметрии применима только к по-
лярным тензорам, т. е. объектам, не зависящим от выбора ориентаций в про-
странстве. В результате осознания этих фактов не составило особого труда
разработать обобщенную теорию симметрии, применимую к тензорам любо-
го типа. Следует указать, что без обобщенной теории симметрии корректное
построение общей теории стержней и оболочек, а также общей теории микро-
полярных сред оказывается невозможным. Разумеется, можно обойтись и без
этой теории, если материал стержня или оболочки подчиняется известным
уравнениям теории упругости, что справедливо далеко не всегда. Но даже в
этом частном случае возникают, строго говоря, непреодолимые проблемы.

Ранее были отмечены только те факты, которые повлияли и продолжают
влиять на становление теоретического фундамента современной механики и
математической физики. О громадном значении теории стержней при реше-
нии актуальных проблем техники и строительства можно и не говорить.

Нерешенные проблемы теории стержней. В теории стержней получено
немало удивительных и даже парадоксальных результатов, которые требуют
ясных объяснений. Крайне слабо изучены пространственные формы движе-
ния стержней. В рамках существующей теории стержней трудно строго ис-
следовать важные для приложений задачи совместной динамики стержней и,
например, абсолютно твердых тел, поскольку эти два раздела механики изло-
жены на различных и трудно совместимых языках. Основным препятствием
на пути преодоления всех этих трудностей является отсутствие достаточно
общей нелинейной теории стержней, изложенной на удобном для приложений
языке.

.1.4 Гидромеханика

Если не обсуждать теорию тонких стержней, то первой моделью сплош-
ной среды была так называемая идеальная жидкость, уравнения для которой
были предложены Л. Эйлером в 1755 г. В обозначениях, принятых в основном
тексте книги, уравнения динамики жидкости сводятся к следующей системе
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уравнений [16]:

d

dt

[
ρ

I3(g)

]
+ V(x, t) ··· ∇∇∇

[
ρ

I3(g)

]
= 0,

−∇∇∇p+ ρF = ρ

(
d

dt
V + V ··· ∇∇∇V

)
.

(1.13)

Эта система четырех скалярных уравнений содержит пять неизвестных.
Для ее замыкания необходимо принять определяющее уравнение, связываю-
щее давление p с плотностью ρ. Известны различные определяющие уравне-
ния для жидкости. Для иллюстрации приведем уравнение, которое в литера-
туре не используется, но, возможно, лучше отражает поведение “идеальной”
жидкости

p = p(ρ) = p0(ζ
−m − ζ−n), ζ ≡ ρ0

ρ
, m > n. (1.14)

Здесь p0, m, n, ρ0 суть характеристики жидкости, определяемые экспе-
риментально. Важным свойством любого определяющего уравнения должна
быть конечная прочность жидкости на разрыв, причем для жидкости она
весьма мала.

В качестве примера задания граничных условий рассмотрим простейшую
ситуацию. Пусть жидкость занимает цилиндрическую область 0 ≤ r ≤ R.
Граница r = R моделируется силовым полем3 вида

F = − F0

[(
R− r

l

)−p

−

(
R− r

l

)−q
]

er, l� R, p > q. (1.15)

Как видим, граничные условия моделируются заданием массовых сил,
причем на единицу объема действует сила ρF. Следует подчеркнуть,что при
правильном задании определяющего уравнения, например в форме (1.14),
эта система способна описать большинство известных экспериментальных
фактов. Правда, в некоторых случаях необходимо дополнительно учитывать
термомеханические эффекты. Разумеется, при анализе системы (1.13), (1.14)
необходимо учитывать наличие у нее разрывных решений. Следует иметь в
виду, что внешняя простота системы (1.13), (1.14) обманчива и ее решение
наталкивается в нетривиальных случаях на значительные математические

3 Эта идея принадлежит ученику и коллеге автора А. М. Кривцову, который с успехом
применяет ее в задачах молекулярной динамики.
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трудности. Чрезвычайно популярная модель жидкости Навье–Стокса4, хо-
тя и приводит к осмысленным практическим результатам, неприемлема с
фундаментальной точки зрения. Известный факт прилипания жидкости к
стенкам канала объясняется отнюдь не вязкостью жидкости в общеприня-
том понимании, а взаимодействием жидкости со стенками канала. Указанное
взаимодействие описывается силовым полем, задаваемым потенциалом типа
Леннарда–Джонса. Этим взаимодействием также объясняются и капилляр-
ные явления. Существенно изменить описание жидкости можно только уче-
том, в дополнение к трансляционным движениям, независимых спинорных
движений (вращательных степеней свободы), которые впервые были введе-
ны в механику Л. Эйлером [17].

.1.5 Построение теории упругости
и рождение теории оболочек

Начиная с 1821 г. развитие теории упругости и построение на ее основе
различных прикладных теорий протекало весьма интенсивно. Исходя из кор-
пускулярных представлений Луи Анри Навье (1785–1836) в 1821 г. предложил
уравнения равновесия изотропных упругих тел

μ (Δu +∇∇∇∇∇∇ ··· u) + ρF = ρü, (1.16)

где μ — модуль сдвига.
В уравнение (1.16) входит только одна постоянная μ, поэтому его, строго

говоря, нельзя признать уравнением равновесия упругих изотропных тел об-
щего вида. В этом же году теория упругости привлекла внимание Огюстена
Луи Коши (1789–1857). И уже к осени 1822 г. О. Коши вывел все основные
уравнения теории упругости. Коши вводит в рассмотрение сплошную среду,
напряженное состояние в которой определяется единственным силовым тен-
зором. Далее Коши использует принцип затвердевания и эйлеровы законы
динамики. В результате он впервые получает уравнения движения трехмер-
ной деформируемой среды

∇∇∇ ··· τττ+ ρF = ρü, τττ = τττT . (1.17)

Если принять τττ = pE, то придем к эйлеровым уравнениям движения
жидкости. Подчеркнем, что у Навье не было аналога уравнения (1.17), не за-
висящего от свойств материала. Уравнения (1.17) являются весьма общими

4 Простота модели Навье–Стокса связана с тем, что в ней отсутствуют разрывные
решения.
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и опираются всего на два допущения: а) тело является трехмерным многооб-
разием; б) в каждой точке среды действует только один силовой тензор. Для
него Коши устанавливает свойства

τττn = n ··· τττ, τττn + τττ−n = 0. (1.18)

Тензор деформаций был введенЖ. Лагранжем. Коши постулирует линей-
ную связь между тензорами напряжений и деформаций, т. е. дает обобщение
закона упругости Гука–Мариотта

τττ = C ··· ···εεε, d ··· ···C = C ··· ···d = 0, ∀d = −dT , (1.19)

где C называется тензором упругости. В общем случае тензор C имеет 36
независимых компонент, а для изотропного тела имеется всего два модуля
упругости.

Все результаты по линейной теории упругости, сохранившие свое осно-
вополагающее значение, Коши получил менее чем за год. В течение после-
дующих 15 лет Коши пытается улучшить построения Навье. Этому также
посвящен ряд работ другого выдающегося математика Симеона Дени Пуас-
сона (1781–1840). Как известно, эти усилия не увенчались успехом, на что
следует обратить внимание при оценке достоинств и недостатков прямого
подхода к построению моделей сплошных сред.

Существенное дополнение к теории упругости Эйлера–Коши было сдела-
но одним из первых английских математиков Джорджем Грином (1793–1841)
в работе “О законах отражения и преломления света на общей поверхности
двух некристаллических сред” (1839).

В указанном труде Дж. Грин подробно обсуждает попытки вывести урав-
нения теории упругости из корпускулярных представлений и далее говорит:
“... более надежным методом представляется выбрать в качестве основы
какой-нибудь общий физический принцип, а не исходить из определенно-
го способа действия, который, в конце концов, может значительно от-
личаться от того механизма, которым пользуется природа. ... Принцип,
избранный в качестве основы рассуждений в этой работе, таков: каким бы
образом ни действовали друг на друга элементы любой материальной си-
стемы, если все действующие внутренние силы помножить на элементы
их соответствующих направлений, общая сумма для любой определенной
части тела всегда будет полным дифференциалом некоторой функции” [18],
с. 110. Математическое выражение сказанного Грином имеет вид

dU = τττ ··· ···dεεε, (1.20)
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где U— энергия деформации. Отсюда следуют формулы Грина

τττ =
dU

dεεε
⇒ C =

d2U

dεεεdεεε
. (1.21)

В данном случае число упругих постоянных можно сократить до 21. Срав-
нительно недавно В. В. Новожилов [19] показал, что существенны только 13
компонент. Формулы (1.17)–(1.21) составляют основу современной линейной
теории упругости. Подчеркнем, что все эти уравнения были получены из
общих законов механики, примененных к абстрактной сплошной среде, а по-
пытки учесть действительное строение вещества оказались незавершенными.
Последняя задача не нашла полного решения и в настоящее время.

После создания теории упругости Эйлера–Коши–Грина наступила новая
эпоха в разработке прикладных теорий стержней, пластин и оболочек. При-
чем эти теории стали выводиться как более или менее логические следствия
из теории упругости. Первыми к выводу уравнений теории пластин из урав-
нений теории упругости обратились Коши (1828) и Пуассон (1829). Они ис-
пользовали разложения по степеням толщинной координаты и ограничились
только низшими членами. Метод Коши–Пуассона подвергся критике со сто-
роны Б. де Сен-Венана (1797–1886). Критика Сен-Венана изложена в приме-
чаниях к французскому переводу книги А. Клебша “Теория упругости” (1883)
и сводится к сомнениям в сходимости используемых разложений. Несмотря
на отсутствие строгих доказательств, метод Коши–Пуассона широко исполь-
зуется и в настоящее время.

В 1850 г. вышла первая работа Густава Роберта Кирхгофа (1824–1887)
по теории пластин. В этой работе впервые введены в рассмотрение гипотезы
Кирхгофа и получено уравнение Лагранжа–Жермен вместе с двумя краевы-
ми условиями (вместо трех у Пуассона). В 1859 г. выходит работа Г. Кирхгофа
по теории стержней, в которой использован совершенно необычный по тем
временам метод.

Описание указанного метода можно найти в книге Кирхгофа “Меха-
ника” [20]. Ученик Кирхгофа Ф. Геринг распространил данный метод на
теорию пластин. В улучшенном виде метод Кирхгофа изложен в лекциях
№ 28–30 книги “Механика” (1876). Хотя конечные уравнения теории пластин
в последней версии Кирхгофа совпадают с его первоначальной версией, сле-
дует подчеркнуть и большое различие. Если в первой работе гипотезы Кирх-
гофа принимались априорно, то в последней версии “гипотезы” Кирхгофа
являются следствием сочетания двух вполне строгих методов: метода “внут-
ренних уравнений” (позволяющего оценить асимптотические порядки всех
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напряжений) и метода “кинематических соотношений” Кирхгофа. В то вре-
мя как метод “внутренних уравнений” сохранился в неизменном виде до сих
пор, кинематические соотношения вышли из употребления, что, вероятно,
объясняется сугубо историческими причинами. Вводя в рассмотрение растя-
жение толщинной координаты z = h z ′, где −1/2 ≤ z ′ ≤ 1/2, Кирхгоф вводит
в уравнения равновесия и кинематические уравнения малый параметр, после
чего находит асимптотические порядки всех переменных в главных членах.
Далее из кинематичеких уравнений неразрывности находятся аппроксима-
ции для перемещений по толщинной координате. Найденные аппроксимации
подставляются в функционал энергии и производится осреднение по толщин-
ной координате. Результатом является двумерный функционал, из которого
следует как уравнение изгиба пластин, так и два краевых условия (вместо
трех у Пуассона).

Метод Кирхгофа был с энтузиазмом воспринят современниками и широко
применялся. Его использовал А. Клебш в своей “Теории упругости” (1862). В
этой книге впервые были введены в рассмотрение усилия и моменты вместо
напряжений. Однако уравнения Клебша подверглись критике А. Лява. На
основании метода Кирхгофа Клебш правильно устанавливает, что в главном
члене перерезывающие усилия обращаются в нуль (асимптотически малы по
сравнению с растягивающими усилиями), и он их отбрасывает. Ляв обратил
внимание на то, что малость перерезывающих усилий не позволяет их отбро-
сить, поскольку они входят в уравнения моментов, которые также являются
малыми.

Первая попытка вывода уравнений теории оболочек из уравнений теории
упругости была предпринята Г. Ароном (1874). Он использовал метод Кирх-
гофа и получил весьма сложные уравнения, но выражение для энергии у
него оказалось тем же, что и в теории пластин Кирхгофа. Различие состояло
в энергии изгиба: вместо кривизн деформированной пластины, стояли раз-
ности кривизн поверхности до и после деформации. Однако при вычислении
кривизн Арон допустил неточности.

Рождение современной теории, видимо, следует связать с работами А. Ля-
ва (1888), А. Бэссета (1892) и Х. Лэмба (1890). В целом, результаты Лэмба и
Бэссета подтвердили теорию А. Лява. Следует указать, что в работе А. Ля-
ва (1888) использовался метод Кирхгофа–Геринга без обращения к гипоте-
зам Кирхгофа. В сильно расширенном виде, учитывающем критику Бэссета
и Лэмба, работа Лява изложена в первом издании второго тома “Матема-
тической теории упругости” (1893) [21]. В 1903 г. вышла “Натуральная фи-
лософия” Томсона и Тэта. Благодаря удачному изложению материала, эта
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книга оказала большое влияние на всю механику. В частности, теория Кирх-
гофа излагается следующим образом. Сначала формулируются “гипотезы”
Кирхгофа и строится вся теория пластин. Только после этого упомянутые
“гипотезы” доказываются методом Кирхгофа. Также поступил и Ляв во вто-
ром издании “Математической теории упругости” (1906), но для краткости
метод доказательства “гипотез” Кирхгофа опустил. Именно это изложение и
известно нашим читателям по книге [11]. Следует указать, что в первом из-
дании содержится значительно большее количество вариантов соотношений
упругости.

Дальнейшее развитие теории оболочек пошло по двум существенно раз-
личным направлениям. Первое, называемое классическим, продолжило ис-
следования по выводу уравнений теории оболочек из уравнений простран-
ственной теории упругости. Второе направление связано с прямым подходом
к построению теории оболочек. Суть его в моделировании оболочки дефор-
мируемой поверхностью и последующем изучении механики таких поверхно-
стей.

.1.6 Нелинейная теория упругости

Следующей после гидромеханики трехмерной теорией сплошной среды,
разработанной в механике, была линейная, а позднее и нелинейная теория
упругости. В данном случае нет необходимости давать исторические ссылки.
Существуют полные обзоры по данной теме, например [22]. Коснемся только
тех аспектов теории, которые имеют непосредственное отношение к обсуж-
даемым вопросам. При известных условиях среда может вести себя так, что
частицы среды, которые были близки до деформации, остаются близкими в
процессе деформации. Такое поведение среды можно назвать упругим.

С формальной точки зрения упругую среду можно отождествить с глад-
ким дифференцируемым многообразием и использовать так называемое ма-
териальное или лагранжево описание среды. В такой среде можно ввести
понятия материальных линий, поверхностей и объемов, которые в процессе
деформирования состоят из одних и тех же частиц. Эти понятия нельзя вве-
сти для идеальной жидкости или неупругой среды. Поэтому в гидромеханике
используется пространственное, или эйлерово, описание, при котором в дан-
ной точке системы отсчета задаются две функции p(x, t) и ρ(x, t), которые
не связаны с конкретными частицами жидкости.

Чисто пространственное описание твердых деформируемых тел в лите-
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ратуре5, видимо, не разработано. Основное различие материального и про-
странственного описаний проявляется в трактовке определяющих уравнений.
Подробнее речь об этом пойдет в дальнейшем. Если ограничиться рассмотре-
нием упругих тел, то материального описания вполне достаточно для полного
анализа поведения нелинейно упругого тела.

К настоящему времени нелинейная теория упругости уже обрела канони-
ческую форму. Все, что необходимо сделать для возможности решения кон-
кретных задач, — это задать вид энергии деформации (внутренней энергии,
свободной энергии). С чисто теоретической точки зрения здесь не существует
никаких проблем. Энергию деформации можно задавать произвольно. Од-
нако энергия деформации материалов, способных устойчиво существовать
достаточно продолжительное время, должна удовлетворять неким услови-
ям, известным под названием дополнительных неравенств в теории упруго-
сти [25,26]. При материальном описании наиболее важным из условий такого
рода является условие сильной эллиптичности в статике или условие строгой
гиперболичности в динамике упругих тел. Это условие обеспечивает коррект-
ность возникающих краевых задач. Впрочем, условие сильной эллиптичности
оказывается недостаточным, чтобы обеспечить существование устойчивых,
т. е. ограниченных во времени, решений у корректно поставленных задач.
В качестве иллюстрации важности условия сильной эллиптичности можно
указать следующий факт: если это условие нарушено, то статическая задача
нелинейной теории упругости имеет несчетное множество решений. Энергия
деформации реальных тел заведомо не может удовлетворять условиям силь-
ной эллиптичности для любых деформаций, поскольку это означало бы суще-
ствование неразрушимых тел. Фактически всякие проявления пластических
свойств у твердых тел связаны с нарушением условий сильной эллиптично-
сти, но об этом речь пойдет немного позже.

Общая схема построения нелинейной теории упругости включает в себя
три этапа, причем среда (упругий континуум) рассматривается как гладкое
дифференцируемое многообразие. Первый: разработка теории напряжений
и вывод уравнений движения, не зависящих от свойств среды. На втором
этапе рассматривается чисто геометрическая теория деформирования мно-
гообразий и вводятся меры деформации. На этом этапе свойства среды так-
же не имеют значения. Важно только, чтобы среду можно было бы считать
гладким многообразием. Наконец, на третьем этапе напряжения связывают-

5 Описание, используемое, например, в [23, 24] и называемое эйлеровым, на самом
деле является материальным (лагранжевым), в котором в качестве отсчетной выбирается
актуальная конфигурация.
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ся с деформациями посредством так называемых определяющих уравнений.
Именно последние фиксируют физические свойства рассматриваемой среды.

Описанная схема впервые была введена Л. Эйлером при построении тео-
рии тонких стержней, а в 1822 г. была распространена на трехмерные среды
и существенно развита О. Коши. С тех пор она фактически остается неиз-
менной. Более того, считается, что указанный подход сохраняет свою силу
не только для упругих сред, но справедлив и при больших неупругих де-
формациях. Между тем, описанная схема имеет ограниченную область при-
менимости даже для упругих сред. Действительно, с позиций чистой логики
нельзя утверждать, что напряжения связаны именно с теми мерами деформа-
ций, которые порождаются чисто геометрическими рассуждениями. К тому
же, в общем случае, этих мер деформаций может быть гораздо больше, чем
тензоров напряжений. Нельзя даже утверждать, что напряжения связаны с
деформациями.

Для неупругих материалов нетрудно показать, что напряжения в прин-
ципе не определяются мерами деформации в общепринятом смысле даже
при учете предыстории процесса. Для мультиполярных упругих сред, кото-
рые моделируются оснащенными многообразиями, описанная схема практи-
чески не срабатывает и необходимо использовать другой подход (см. При-
ложение J). Мерами деформации следует считать объекты, на изменениях
которых совершают работу тензоры истинных напряжений Коши. Случай-
но оказалось, что в классической теории упругости неполярных сред данное
определение деформации совпало с чисто геометрическими построениями.
Огромный и, разумеется, вполне заслуженный успех теории О. Коши привел
к тому, что разработанная схема построения теории упругости стала исполь-
зоваться далеко за пределами ее применимости6.

.1.7 О прямых подходах к построению
континуальных теорий

Прямыми условимся называть подходы, основанные на применении зако-
нов механики к абстрактной сплошной среде. Примеры использования пря-
мых подходов доставляют: теория Бернулли гибких нитей, теория стержней
Эйлера, теория упругости Коши–Грина, теория изгиба пластин Лагранжа–
Жермен.

6 Дополнительное обсуждение этих вопросов и некоторые пути их разрешения пред-
ставлены в Приложении G. (Примеч. ред.)
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При прямых подходах вопросы обоснования получаемых уравнений оста-
ются в стороне и должны решаться отдельно, что является весьма сложной
проблемой. Например, классическая теория упругости обоснована только экс-
периментально; область ее применимости очерчена, по-существу, только на
интуитивном уровне. В то же время теория стержней и классическая теория
оболочек типа Лява обоснованы с позиций трехмерной теории упругости.
Конечно, было бы хорошо, если бы все варианты теории оболочек, необходи-
мые для прикладных целей, можно было бы вывести из трехмерной теории
упругости. Но это невозможно по двум основным причинам. Первая: многие
полезные прикладные теории оболочек, видимо, нельзя обосновать из-за от-
сутствия критериев достоверности; некоторые характеристики таких теорий
приближенно совпадают с трехмерными, другие — даже качественно не сов-
падают с трехмерными. Вторая: во многих случаях, исследуемых с позиций
теории оболочек, трехмерная теория вообще отсутствует. Такова, например,
теория мягких (из тканей) оболочек или теория биологических мембран [27].
К этому классу оболочек относятся случаи, когда поверхностная энергия ста-
новится сравнимой с объемной энергией (разного рода пленки, включая пье-
зоэлектрические).

После создания теории упругости первой работой, в которой рассматри-
вались теории стержней, пластин и оболочек и трехмерные сплошные среды
с позиций прямого подхода, была книга Е. и Ф. Коссера (1909). Долгое время
подход Коссера выпадал из поля зрения исследователей. Однако, начиная с
работы К. Трусделла и Дж. Эриксена (1958), этот подход начал интенсив-
но развиваться, главным образом, в работах зарубежных исследователей. В
СССР подобные работы не проводились.

Мы не будем описывать всех достижений Коссера и их последователей,
хотя здесь и получены важные результаты, поскольку этот подход в данной
книге не используется. Опишем коротко только основную идею. Братья Кос-
сера вводят в рассмотрение упругий континуум, каждое тело-точка которого
может испытывать смещения и независимые повороты. Упругий континуум
может быть одномерным (стержни), двумерным (оболочки) или трехмерным
(континуум Коссера). Далее в рассмотрение вводится функционал евклидова
действия (действия по Гамильтону), который определен на множестве векто-
ров смещений и поворотов. Основные уравнения выводятся из условий ста-
ционарности этого функционала.

С теоретической точки зрения подход Коссера хотя и ограничен, но ло-
гически безупречен. Однако эту теорию очень непросто использовать в при-
кладных целях. Конечно, когда ответ заранее известен, то нетрудно подо-
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брать соответствующий функционал, но этого недостаточно. Имеются и дру-
гие трудности. В теории Коссера “усилия” и “моменты” определяются как
производные от лагранжиана и оказываются отличными от настоящих уси-
лий и моментов, с которыми привык иметь дело инженер-расчетчик. Далее,
вариационная постановка имеет много достоинств, но имеет и недостатки,
связанные с использованием энергии. Конечно, в теоретическом отношении
здесь нет никаких проблем, однако в прикладном плане эти проблемы весь-
ма существенны. Дело в том, что функционал энергии крайне критичен к
скрытым неконсервативностям, неучтенным потерям энергии и т. д.

Приведем одну школьную задачу: на абсолютно гладкой поверхности ле-
жит свернутая в “комочек” цепь с погонной плотностью ρ; затем конец этой
цепи начинают вытягивать с постоянной скоростью v так, что все большая
часть цепи приходит в движение (“комочек” остается неподвижным); спра-
шивается, какая сила должна быть приложена к концу цепи?
Решени е I: Первый закон динамики Эйлера

dmv

d t
= F, m(t) = ρs(t),

ds

dt
= v ⇒ F = ρv2,

где s(t) — длина вытянутой части цепи.
Решени е II: Уравнение баланса энергии

dmv2

d t
= Fv ⇒ F =

ρv2

2
.

Для силы F получили разные ответы. Правильный ответ дает первый за-
кон динамики. При втором подходе следует искать скрытые утечки энергии.
Конечно, они всегда находятся, но не всегда ясно, что их надо искать.

Можно было бы назвать и современные работы по теории пластин, где
допущены ошибки аналогичного типа.

Обратимся к теории оболочек и рассмотрим энергетический (вариацион-
ный) подход. Часто поступают так. Берут энергию трехмерного тела. Затем
ее осредняют тем или иным способом и получают двумерный функционал
энергии; последняя приписывается оболочке. Верно ли это? Нет, неверно7,
ибо трехмерная энергия учитывает энергию тех движений частиц оболочки —
трехмерного тела, которые никак не сказываются на движении собственно
двумерной оболочки. В то же время законы динамики Эйлера совершенно
не чувствительны к подобного рода обстоятельствам. Вспомним, что урав-
нения движения оболочки могут быть получены из трехмерных уравнений
движения посредством вполне точных операций осреднения.

7 Это будет верно [28] только в том случае, когда допустимо использовать гипотезы
Кирхгофа–Лява.
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Сказанное ни в коем случае нельзя воспринимать как критику подхода
Коссера. Работа Коссера внесла выдающийся вклад в механику деформируе-
мой среды, и ее полезность уже доказана в многочисленных работах. Просто
ее приложение к техническим задачам требует известной осторожности, а у
инженера зачастую нет времени для обдумывания всех аспектов задачи: он
выделяет главное и работает только с ним. Поэтому нужны гарантии, достав-
ляемые законами динамики Эйлера.

В целом подход Коссера означает радикальный отход от генеральной ли-
нии Бернулли–Эйлера–Коши. В данной книге мы вернемся к этой линии.
Ознакомиться с развитием теории Коссера можно по работам, содержащим-
ся в списке литературы, и по обзору П. М. Нахди [29].

.1.8 Фундаментальные законы механики
и термодинамики

Современная рациональная механика основана на четырех фундамен-
тальных законах: двух законах динамики Эйлера и двух началах термодина-
мики. Существующие формулировки этих законов и дополняющая их теория
определяющих уравнений позволяют вполне удовлетворительно описывать
классические упругие среды без разрывов сплошности, химических превра-
щений, фазовых переходов и т. д. Однако уже учет неупругих свойств мате-
риала порождает весьма серьезные проблемы, которые до сих пор остаются
нерешенными (см. [30]). Можно указать множество других явлений, которые
не описываются и не могут быть описаны существующими теориями.

Попытки преодолеть возникающие проблемы на основе разного рода част-
ных допущений предпринимаются в течение многих десятилетий. Можно ли
считать эти попытки вполне успешными? Видимо, нельзя. Свидетельством
этому являются, например, современные работы по теории пластичности, ав-
торы которых предлагают все новые и новые варианты теории пластичности.
Ничего подобного не наблюдается, например, в нелинейной теории упругости,
где развитие теории носит поступательный и преемственный характер, т. е.
к существующим результатам добавляются новые результаты, дополняющие,
но не отвергающие уже существующие. Ранее упоминалась теория пластич-
ности по той причине, что построение удовлетворительной теории неупругих
сред на самом деле решает множество других проблем, непосредственно не
связанных с теорией пластичности.

Что же является главной причиной столь разительного несходства тео-
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рий упругих и неупругих сред? По нашему мнению, ответ заключается в
следующем. Во-первых, успех обеспечивается тем, что упругие среды могут
моделироваться гладким дифференцируемым многообразием. Во-вторых, су-
ществующие формулировки фундаментальных законов механики содержат
в себе все элементы, необходимые для строгого построения теории упругих
сред.

Для неупругих сред отказ от идеи гладкого дифференцируемого многооб-
разия является необходимостью — это главная нерешенная проблема. Кроме
того, фундаментальные законы механики нуждаются в некоторых уточнени-
ях и дополнениях. Перечислим некоторые из них.
Первое.Фундаментальные законы должны формулироваться для откры-

тых систем, обменивающихся со своим окружением массой, количеством дви-
жения, кинетическим моментом и энергией. Сказанное необходимо, если мы
хотим описывать такие явления, как фрагментация материала, зарождение
трещин, образование так называемых квантовых точек и целый ряд дру-
гих фактов. При реализации сказанного приходится вводить две независи-
мых функции, описывающих распределение частиц и массы в пространстве.
Именно это обстоятельство не учитывается во всех существующих теориях.
Например, при образовании разрывов (трещин) на линии разрыва происходит
как бы удвоение числа частиц, хотя массовая плотность при этом не меняет-
ся. Поэтому к списку фундаментальных законов необходимо добавлять два
независимых закона: уравнение баланса массы и уравнение баланса частиц.
Подчеркнем, что это необходимо делать даже для однокомпонентных сред. В
частности, это необходимо для корректного введения так называемого хими-
ческого потенциала, о котором будет сказано несколько слов в дальнейшем.
Второе. Необходимо более точно учитывать спинорные движения и, со-

ответственно, более точно формулировать второй закон динамики Эйлера.
Важную роль в данном случае играет теорема о представлении тензора по-
ворота (см. [31]). Кроме того, необходимо дать более общее определение мо-
мента, не сводящегося к моменту силы. Эти факторы играют определяющую
роль в теории, например, ферромагнитных материалов.
Третье обстоятельство связано с полной формулировкой уравнения ба-

ланса энергии или первого начала термодинамики. В классической механике
это уравнение как фундаментальный закон не формулируется. Не вполне
удовлетворительна его формулировка и в термодинамике, поскольку отсут-
ствуют определения важнейших понятий: энергии, температуры, энтропии,
химического потенциала и т. д. Разумеется, в более или менее изученных
ситуациях использование этих понятий не вызывает затруднений. Однако в
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менее изученных случаях, например при анализе радиационного старения
материала, ситуация оказывается более сложной.

Первое неотчетливое представление об энергии возникло в незапамятные
времена. Достаточно вспомнить Золотое правило механики: выигрывая в
силе, проигрываешь в пути. Этот закон пытался обосновать еще Аристотель.
В этом законе энергия появляется под названием работы. В более отчетливой
форме уравнение баланса энергии появилось в форме принципа возможных
перемещений, первая формулировка которого принадлежит И. Бернулли [32].
Ж. Лагранж принял принцип возможных перемещений в качестве исходного
положения своей аналитической механики.

Несмотря на всю свою важность для механики, принцип возможных пе-
ремещений не является точным аналогом уравнения баланса энергии в его
современном виде. Более того, этот принцип не является независимым утвер-
ждением и может быть получен в качестве следствия из первых двух законов
динамики. В то же время, именно принцип возможных перемещений натолк-
нул Дж. Грина [33] на первую формулировку уравнения баланса энергии, в
которой впервые вводится новое для классической механики понятие внут-
ренней энергии.

Примерно в это же время, т. е. в первой половине XIX в., возникла и
начала интенсивно развиваться новая наука — термодинамика. Последняя
включает в себя учение о различных формах энергии и способах ее перехода
из одной формы в другую. Нет необходимости обсуждать историю возникно-
вения термодинамики, поскольку она изложена во множестве работ [25,34,35].

Многие выдающиеся исследователи считают, что термодинамика не ме-
нее точная наука, чем рациональная механика. Мы не разделяем подобной
позиции, хотя, разумеется, полностью признаем важнейшую роль, которую
играет термодинамика в современной науке. Сомнения связаны не с резуль-
тативной частью термодинамики, а исключительно с ее логическими основа-
ниями. Проблема заключается в том, что термодинамика оперирует с поня-
тиями, которые не определены и не могут быть определены в рамках самой
термодинамики [36].

Попытки обосновать термодинамику в рамках классической механики8

заведомо обречены на неудачу, ибо на самом деле термодинамика выходит за
рамки классической механики, что и выражается в дополнительном принятии
третьего фундаментального закона, а именно в постулировании уравнения

8 Под классической механикой в физике (термодинамике) обычно понимают ньюто-
новскую механику (часто гамильтонову механику), которые являются очень частными
разделами механики.
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баланса энергии. Ссылки на статистическую физику [37] также не кажутся
убедительными. Подробный разбор подходов, принятых в термодинамике и
статистической физике, далеко выходит за рамки данной работы. Отметим
только один факт. Известно значение, которое придается в литературе поня-
тиям равновесных и неравновесных процессов. Следует обратить внимание
на то, что использование этих представлений связано не с природой вещей,
а исключительно с принятым способом рассуждения и введения основных
понятий.

В дальнейшем будет использован другой подход, при котором не возни-
кает необходимости в различении равновесных и неравновесных процессов. В
данной книге будет приведена общая формулировка уравнения баланса энер-
гии, которая, по существу, служит определением полной энергии системы.
При этом будет показано, что понятие механической энергии, вытекающее из
законов динамики, является недостаточным.

Механическая энергия не является новым понятием. Для ее введения
достаточно использовать первые два закона динамики. Если внутренние и
внешние воздействия не имеют диссипативных составляющих, то известная
процедура не только позволяет ввести механическую энергию, но и доказать
ее сохранение, т. е. получить интеграл энергии. К сожалению, описанный
подход пригоден только в достаточно простых ситуациях. Обычно внутрен-
ние силы в телах заранее неизвестны и подлежат определению.

Постулирование уравнения баланса энергии позволило Дж. Грину пока-
зать, что в упругом теле именно внутренняя энергия порождает внутренние
силы и является для них потенциалом. Задание внутренней энергии обычно
является более простой и более ясной процедурой, нежели задание внутрен-
них сил. Понятие механической энергии позволяет получить предварительное
представление об энергии, которое является достаточным при исследовании
огромного множества задач. Тем не менее, если ограничиться только поняти-
ем механической энергии, то многие важные физические явления окажутся
за рамками механики. В частности, остаются за кадром все тепловые явле-
ния, введение температуры, энтропии, химического потенциала и учет такого
явления, как излучение.

В отличие от первых двух законов, уравнение баланса энергии суммирует
в себе явления самой разной природы, ибо все они так или иначе могут быть
охарактеризованы в терминах энергии. Область действия уравнения баланса
энергии столь широка, что существовало целое направление в науке (энерге-
тизм), в котором баланс энергии считался достаточным для описания всего
сущего. Постепенно энергетизм вышел из употребления, но, тем не менее,
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значение уравнения баланса энергии как Всеобщего Интегратора всех про-
цессов сохранилось. А само уравнение баланса энергии стало неотъемлемой
частью механики и физики.

Из далекой древности пришло представление о двух типах энергии: ди-
намической энергии и притягивающей энергии. С динамической энергией все
ясно — это кинетическая энергия. Притягивающая энергия — это то, что со-
единяет совокупность первичных “атомов” в единое нераспадающееся тело
A. Роль притягивающей энергии в рациональной механике играет внутрен-
няя энергия.

Важнейшую роль в механике неупругих сред играет некое уравнение, яв-
ляющееся следствием законов динамики и уравнения баланса энергии, назы-
ваемое приведенным уравнением баланса энергии. Именно при формулиров-
ке приведенного уравнения баланса энергии возникают и определяются такие
понятия, как внутренняя энергия, температура, энтропия и химический по-
тенциал. Строгое определение этих понятий на основе чисто механических
рассуждений приводится впервые, и эта часть работы является принципи-
ально новой. В литературе по физике и термодинамике часто можно встре-
тить утверждения типа: “Химическим потенциалом называется производная
от внутренней (или свободной) энергии по массе (или числу частиц)”. При
этом подразумевается, что внутренняя (или свободная) энергия откуда-то
известна, хотя определения этих понятий отсутствуют.

В третьей главе будет показано, что понятия энергии, температуры, эн-
тропии и химического потенциала вводятся одновременно и по отдельности
определить их принципиально нельзя. Методика введения этих понятий по-
казывает, что можно ввести в рассмотрение много различных температур и,
соответственно, энтропий, отвечающих разным энергетическим потокам. На-
пример, можно ввести температуры трансляционных и спинорных движений,
температуру радиационных излучений и т. д. Не менее важной оказывается
роль приведенного уравнения баланса энергии при определении таких по-
нятий, как меры деформации. В отличие от теории упругих сред, где эти
понятия могут быть введены на основе чисто геометрических рассуждений,
в теории неупругих сред, для которых отсутствует понятие отсчетной кон-
фигурации, геометрических рассмотрений недостаточно. Меры деформации
вводятся как объекты, на изменениях которых совершают работу тензоры си-
ловых и моментных напряжений. При этом сами меры деформации начинают
зависеть от свойств материала.

Рассмотренные три фундаментальных закона в настоящее время, по на-
шему мнению, исчерпывают список фундаментальных законов механики. Од-
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нако почти общепринято в качестве еще одного фундаментального закона ме-
ханики рассматривать второй закон термодинамики9, в основании которого
лежит опытный факт о том, что вся механическая энергия может быть пе-
реведена в тепловую энергию, но полностью перевести тепловую энергию в
механическую энергию невозможно [25,34].

Обобщенно говоря, формулировка второго закона термодинамики — это
попытка ввести идею необратимости многих природных и техногенных про-
цессов в рациональную науку. Во многих, если не во всех, случаях для введе-
ния идеи необратимости в рассматриваемые процессы достаточно обычного
здравого смысла. Тем не менее многих исследователей не оставляет желание
перевести идею необратимости с уровня здравого смысла на уровень фун-
даментального закона. Многие полагают, что этот перевод уже осуществлен
формулировкой второго закона термодинамики. Мы считаем, что в данном
случае желаемое выдается за действительное.

Фактически в настоящее время не существует формулировки второго за-
кона термодинамики, обладающей той же степенью общности, какой обла-
дают законы динамики и уравнение баланса энергии. Основная проблема,
возникающая при попытке дать общую формулировку второго закона термо-
динамики, связана со следующим обстоятельством. Фундаментальные зако-
ны представляют собой утверждения, которые принципиально не могут быть
опровергнуты экспериментально. Почему такие утверждения всеобщего ха-
рактера вообще возможны? Дело в том, что любой фундаментальный закон
можно воспринимать как определение некой новой величины. Первый закон
динамики вводит в рассмотрение новое понятие силы. Второй закон динами-
ки вводит в рассмотрение новое понятие момента. Уравнение баланса энергии
вводит в рассмотрение новое понятие внутренней энергии. Комбинация всех
трех законов позволяет ввести в рассмотрение температуру, энтропию, хими-
ческий потенциал. Что же остается на долю второго закона термодинамики?
Он не вводит никаких новых понятий, но постулирует некие ограничения на

9 Взгляды П. А. Жилина на второй закон термодинамики за последние 25 лет его на-
учной деятельности существенно изменились. При построении теории оболочек (работы
периода 1965–1980 гг.) П. А. Жилин придерживается трактовки второго закона термо-
динамики, предложенный К. Трусделлом, и развивает эту трактовку применительно к
двумерным материальным объектам. При построении общей теории стержней [6] (работа
2005 г.) П. А. Жилин вообще не упоминает второй закон термодинамики в какой бы то
ни было из его известных формулировок. В этом разделе содержится трактовка второго
закона термодинамики, представленная в статьях “Математическая теория неупругих
сред” 2003 г. [38] и “Основные уравнения теории неупругих сред” 2001 г. [39]. (Примеч.
ред.)
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уже введенные величины. Эти ограничения отражают наши представления
о характере поведения системы и носят опытный характер. Отсюда следует,
что новые наблюдения и новые опыты могут изменить как наши представле-
ния о природе сущего, так и, следовательно, формулировку второго закона
термодинамики. По этой причине второй закон термодинамики в его суще-
ствующей трактовке нельзя наделить статусом фундаментального закона. В
добавление к сказанному можно отметить, что в любом случае роль второго
закона заключается в получении утверждений типа: “Тепло течет от горя-
чего к холодному”. Но такого рода ограничения при необходимости нетрудно
принять по соображениям здравого смысла, без ссылки, не всегда обоснован-
ной, на второй закон термодинамики10.

В основании второго закона термодинамики лежит опытный факт о том,
что вся механическая работа может быть переведена в тепло, но полностью
перевести тепло в работу невозможно. За этим экспериментальным фактом
стоит теоретическая идея фундаментальной важности о несуществовании
изолированных систем, если только под системой не понимать всю прояв-
ленную и непроявленную Вселенную. Механическая работа совершается рас-
сматриваемой системой, а потому она полностью определена и, следователь-
но, может быть переведена в тепло. В противоположность этому тепло —
это некая характеристика состояния не только рассматриваемой системы, но
и ее окружения. Тепло неизбежно излучается из системы, в том числе и в
непроявленную, т. е. не учитываемую нами, Вселенную.

При введении второго закона термодинамики обычно рассматриваются
тепловые машины и циклы Карно. И то и другое понятия относятся, ско-
рее, к области правдоподобных рассуждений, нежели к рациональной науке.
Главный недостаток рассуждений, связанных с введением понятия циклов,
состоит в том, что рассматривается не сама система, а система плюс окру-
жение. Например, в изотермическом процессе к системе подводится или от-
водится тепло от термостата. При этом используется понятие равновесного
процесса, само существование которого далеко не всегда возможно. В каче-
стве иллюстрации этого факта напомним эффект Савара–Массона. Можно
сколь угодно медленно изменять внешнюю силу, деформирующую образец.

Тем не менее процесс пластического деформирования носит скачкообраз-

10 Здесь заканчивается текст статьи Жилин П. А. Математическая теория неупру-
гих сред / П. А. Жилин // Успехи механики. — 2003. — Т. 2, N 4. — С. 3–36. Далее, до
конца раздела, следует текст статьиЖилин П. А. Основные уравнения теории неупругих
сред / П. А. Жилин // Труды XXVIII летней школы “Актуальные проблемы механи-
ки”. — СПб., 2001. — N 4. — С. 14–58. (Примеч. ред.)
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ный характер, причем скорость протекания скачкообразных изменений яв-
ляется характеристикой тела, а не условий нагружения. Можно избежать
скачкообразных изменений, если использовать жесткое нагружение, т. е. за-
давать не силу, а деформацию. Но в таком случае мы изучаем не свойства
материала, а свойства системы из образца и нагружающей машины. Именно
по этой причине экспериментаторы уже давно отказались от схемы жесткого
нагружения при изучении свойств материала.

На механику сплошных сред второй закон термодинамики был распро-
странен Дюгемом [34]. Принятая в настоящее время трактовка второго зако-
на термодинамики в форме неравенства Клаузиуса–Дюгема была предложе-
на К. Трусделлом в 1960 г. [22] и явилась развитием идей Дюгема. В данной
работе будет использована другая схема введения второго закона термоди-
намики и понятия энтропии, которая в большей степени опирается на чисто
механические соображения. При этом следует подчеркнуть, что ни одна из
существующих в настоящее время формулировок второго закона термоди-
намики не может претендовать на тот же уровень фундаментальности, ка-
ким обладают законы динамики Эйлера и уравнение баланса энергии11. В
современной механике сплошных сред это просто некий прием, причем очень
несовершенный, позволяющий в известной мере учесть энергию движения не
учитываемого нами бесконечного множества степеней свободы как самого те-
ла, так и его окружения. Более того, маловероятно, что в обозримом будущем
удастся выдвинуть такую формулировку второго закона термодинамики, ко-
торая будет полноценно отражать всю совокупность идей, связанных с этим
законом. Проблема здесь отнюдь не в затруднениях с написанием подходяще-
го неравенства. Истинная проблема заключается в сомнениях относительно
всеобщности самого второго закона термодинамики. Применительно к ре-
альным тепловым машинам он, конечно, справедлив. Но верно ли это при-
менительно ко всем процессам, существующим в Природе? Простой пример.
Рассмотрим силу вязкого трения F = −bV. Во многих случаях необходимо
считать, что коэффициент вязкого трения b положителен. Можно написать
неравенство, выражающее второй закон термодинамики, из которого поло-
жительность коэффициента вязкого трения будет вытекать в качестве необ-
ходимого следствия. Но все дело в том, что коэффициент вязкого трения не
обязан быть положительным всегда. Можно сконструировать систему, в кото-
рой он будет отрицательным и будет происходить накачка энергии в систему,

11 Проблема состоит в отсутствии строгого определения понятия температуры. Это
понятие невозможно ввести без использования концепции электромагнитного поля, кото-
рое и вынуждает тепло течь от горячего к холодному.
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вместо ее рассеяния. Ситуация здесь напоминает проблему дополнительных
неравенств в нелинейной теории упругости [25]. Многие из них полезны и
важны в тех или иных случаях, но ни одно из них нельзя принять в качестве
обязательного условия.

.1.9 Рациональная механика и электродинамика

Обратимся к обсуждению самого важного и до сих пор не решенного ме-
ханикой вопроса о причинах логической несовместимости классической меха-
ники и электродинамики. Дело здесь совсем не в принципе относительности
Галилея12. Причина лежит гораздо глубже и своими корнями уходит на два
тысячелетия назад. Кажется необходимым хотя бы кратко затронуть один
аспект исторического развития механики.

Основы рациональной механики были заложены еще Архимедом, среди
многих достижений которого выделяются два фундаментальных положения,
относящихся к равновесию тел: а) уравнение баланса сил; б) уравнение ба-
ланса моментов (принцип рычага). Архимед формулирует эти два положе-
ния как независимые законы природы. Все дальнейшее развитие механики
сопровождалось поисками ответа на вопрос: “Действительно ли баланс сил
и баланс моментов являются независимыми утверждениями?” Поначалу эта
проблема исследовалась только в статике. Начиная с конца XVI и вплоть до
конца XVIII в. шли непрерывные атаки на принцип рычага Архимеда. Бы-
ло найдено много более или менее строгих доказательств принципа рычага
и даже утвердилось мнение, что баланс моментов не является независимым
утверждением. Это мнение представлено во многих современных учебниках
по механике. Удивительно, но самого главного обстоятельства в приводимых
доказательствах принципа рычага “не замечают” до сих пор, а именно во всех
этих доказательствах существенно используются соображения симметрии. Но
с появлением работы Э. Нетер (1918) всем стало понятно, что соображения
симметрии вполне могут заменить требования баланса сил и моментов. По-
этому принцип рычага есть независимое от баланса сил утверждение.

Современная рациональная механика имеет, можно сказать, точную да-
ту рождения (1638), и ее основателем по праву считается Галилео Галилей
(1564–1642). Открытие Галилеем принципа инерции (1638) является главным
событием в классической физике, из которого уже естественно вытекает за-
кон, впоследствии названный вторым законом Ньютона. Частная формули-

12 О принципе относительности Галилея и об уравнениях Максвелла см. раздел 7.1.
(Примеч. ред.)
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ровка этого закона также открыта Галилеем, поэтому Ньютон называет его
законом Галилея. В 1687 г. появляются “Математические начала натуральной
философии” Исаака Ньютона (1643–1727). Несмотря на то что в этом труде
не было представлено новых фундаментальных принципов, за исключением
третьего закона, “Начала” сыграли огромную роль в истории механики, ибо
это была первая попытка систематического изложения механики. Конечно,
главным в “Началах” являются закон всемирного тяготения и следствия из
него.

С точки зрения фундаментальных принципов главной заслугой Ньютона
является постановка задачи о необходимости построения механики на основе
ясно выраженных исходных постулатов, но самих этих постулатов Ньютон
не знал. Ньютону удалось разрешить только ограниченную задачу: как по
известным движениям находить силы. Многие крупнейшие ученые (напри-
мер Р. Кирхгоф) даже через два столетия были настолько очарованы этим
успехом Ньютона, что всерьез считали второй закон Ньютона определением
силы. Находить по заданным силам движение Ньютон не только не умел,
но даже считал, что сформулированных в “Началах” законов для этого явно
недостаточно.

Итог своих воззрений на механику сформулировал сам И. Ньютон в
1717 г.: “Vis inertia есть пассивный принцип, посредством которого тела пре-
бывают в их движении или покое, получают движение13, пропорциональное
приложенной к ним силе, и сопротивляются настолько же, насколько сами
встречают сопротивление (здесь формулировка всех трех законов. — П. Ж.)”.
По одному этому в мире еще не могло бы произойти движение. Был необхо-
дим иной принцип, чтобы привести тела в движение, и раз они находятся
в движении — требуется еще один принцип для сохранения движения. Ибо
из различного сложения двух движений вполне ясно, что в мире не всегда
имеется одно и то же количество движения. Если два шара, соединенные
тонким стержнем, вращаются вокруг общего центра тяжести равномерным
движением, в то время как центр равномерно движется по прямой линии,
проведенной в плоскости их кругового движения, то сумма движений двух
шаров в том случае, когда шары находятся на прямой линии, описываемой
их центром тяжести, будет больше, чем сумма их движений, когда они на-
ходятся на линии, перпендикулярной к этой прямой. Из этого примера ясно,
что движение может получаться и теряться” [40], с. 301. Эти слова были
написаны через 30 лет после выхода “Математических начал”, и они дают

13 Под движением здесь и далее Ньютон понимает то, что сейчас называется количе-
ством движения.
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ясное представление о состоянии механики того времени. Столь длинная ци-
тата кажется необходимой, ибо искажения действительной истории механики
в литературе весьма значительны. Ньютон достаточно велик без того, чтобы
приписывать ему то, чего он не делал. Книга Э. Маха [8], где впервые появи-
лось утверждение, получившее затем большое распространение, о том, что
“после Ньютона в механику не было внесено ничего принципиально нового”,
является сборником фантазий самого Э. Маха.

Задача, поставленная Ньютоном, была в значительной мере решена
Л. Эйлером (1707–1783). На Эйлера огромное влияние оказали В. Лейбниц,
Я. и И. Бернулли, Г. Гюйгенс, Ж. Даламбер. Современная форма закона
Галилея–Ньютона была открыта К. Маклореном в 1742 г. Именно Леонард
Эйлер ввел почти все понятия, которыми пользуется современная механика
(исключая, разумеется, гамильтонову механику).

То, что сегодня называется ньютоновской механикой, было построено
Л. Эйлером в 1735–1758 гг. Опустив все подробности, отметим только фор-
мулировку первого закона динамики (1756): “Скорость изменения количества
движения произвольной системы равна главному вектору внешних сил, дей-
ствующих на эту систему”. Эта формулировка несравнимо сильнее закона
Галилея–Ньютона. В частности, из нее следует третий закон Ньютона. Од-
нако дело даже не в первом законе динамики, а именно в строгом введении
основных понятий, включая понятие силы, уничтожившее пропасть между
статикой и динамикой. Все построения проведены Эйлером с такой легко-
стью и изяществом, с такой естественностью, что многие современники (и не
только современники) даже не поняли, что на самом деле произошло.

В 1771 г. Л. Эйлер окончательно установил, что уравнение баланса коли-
чества движения и кинетического момента — суть независимые законы ме-
ханики. А это означало принципиальную неполноту ньютоновской механики.
Возникла новая механика — механика Эйлера, в которой место материальной
точки в ньютоновской механике заняло абсолютно твердое тело. С этой поры
“элементарная” частица наделяется не только количеством движения, но и
собственным кинетическим моментом. Эйлер формулирует второй закон ди-
намики. Его современная форма такова: “Скорость изменения кинетического
момента произвольной системы равна главному вектору внешних моментов
и моментов внешних сил, действующих на эту систему”. В механике Эйле-
ра вводятся воздействия двух типов. Воздействия, выражаемые полярными
векторами, называются силами. Воздействия, выражаемые аксиальными век-
торами, называются моментами.

Мы вплотную подошли к интересующей нас точке разрыва между меха-
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никой и электродинамикой, но необходимо сказать еще несколько слов.
Видимо, единственным человеком, осознавшим открытие Эйлера, был

Жозеф Луи Лагранж (1736–1813), но по ряду причин он не захотел с ним
согласиться. В попытках опровергнуть открытие Эйлера Лагранж вновь и
вновь обращается к доказательству принципа рычага и доводит это доказа-
тельство до высокой степени совершенства, хотя избавиться от соображений
симметрии ему, разумеется, не удается. Гений Лагранжа позволил ему на-
сытить ньютоновскую механику новыми идеями, плодотворность которых
надолго отвлекла всех механиков от основных принципов и обратила их вни-
мание на решение важнейших конкретных проблем, включая проблемы ме-
ханики сплошных сред. Так и получилось, что, резко продвинув вперед одни
аспекты механики, Лагранж почти на столетие задержал прогресс механики
в других, более важных аспектах. Воистину прав сказавший, что гений учено-
го оценивается тем, на сколько лет он задержал развитие науки. Правда, это
верно только в отношении гениев. Есть еще сверхгении, идеи которых входят
в науку навсегда, но сверхгении крайне редки. В истории физики ими были:
Архимед, Галилео Галилей, Леонард Эйлер и Джеймс Клерк Максвелл.

Обратимся к описанию проблемы, которую ставит перед механикой элек-
тродинамика Максвелла.

В ньютоновской механике исходным объектом является материальная
точка, которая наделяется единственным свойством — массой. Иными слова-
ми, в ньютоновской механике задействованы частицы только одного сорта. В
электродинамике существенную роль играют частицы трех сортов: нейтраль-
ные, положительные и отрицательные, которые наделяются не только массой,
но и зарядом. Природа заряда до сих пор точно не известна, как, впрочем, и
природа массы. Поэтому важным здесь является не то, какими качествами
обладает частица, а число несводимых друг к другу качеств, которыми наде-
лена частица, т. е. важна “размерность” частицы. В ньютоновской механике
“размерность” элементарной частицы равна единице, “размерность” абсолют-
но твердого тела в макромеханике равна четырем, а в электродинамике “раз-
мерность” частицы должна быть заведомо больше четырех, чтобы включить
заряд. Уже по одной этой причине очевидно, что логический разрыв меж-
ду ньютоновской механикой и электродинамикой неизбежен и неустраним.
Максвелл ясно осознавал этот разрыв и пытался его устранить, изобрел элек-
тродинамику с “колесиками”. Может быть, напрасно в дальнейшем эти усилия
никем не были продолжены. Нельзя забывать, что сверхгении знают намного
больше того, что они в состоянии выразить в терминах рациональной нау-
ки. Так или иначе, но Максвелл не сумел преодолеть разрыв, существующий
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между механикой и электродинамикой. Вместо этого он просто “перепрыг-
нул” через пропасть и написал уравнения электродинамики такими, какими
они должны быть на основании известных фактов. Если бы в эти уравнения
входило только электрическое поле, то все было бы просто и никакого раз-
рыва с ньютоновской механикой не было бы. Однако в уравнения Максвелла
входит вектор магнитного поля. Судя по многим признакам, Максвелл вос-
принимал его как моментное воздействие. В ньютоновской механике моменты
порождаются силами: если нет сил, то и нет моментов. В электродинамике
дело обстоит иначе: электрическое и магнитное поля в общем случае не сво-
димы одно к другому, магнитное поле может существовать при отсутствии
электрического поля, и наоборот. Вот именно в этом пункте Максвелл и всту-
пил в вопиющее противоречие с ньютоновской механикой. Видимо, это был
первый тревожный сигнал, когда реальные факты указывали на принципи-
альную неполноту ньютоновской механики. Однако никто, кроме Максвелла,
не услышал этого сигнала. Вторично он прозвучал в 1918 г., когда Э. Нетер
показала, что баланс сил вытекает из однородности пространства, а баланс
моментов следует из изотропности пространства. Теорема Э. Нетер обрати-
ма. Поэтому, если допустить, что баланс моментов есть следствие баланса
сил, то сразу приходим к абсурдному выводу, что изотропия пространства
(системы отсчета) есть следствие его однородности.

Механика Эйлера получила свое развитие только в ХХ в., главным обра-
зом, в последние 40 лет. В настоящее время она обрела вполне оформившуюся
структуру в механике сплошных сред. Однако попыток объединения механи-
ки и электродинамики в рамках механики Эйлера до сих пор не предпринято.

Какие же черты механики Эйлера позволяют надеяться, что разрыв меж-
ду механикой и электродинамикой может быть устранен? Прежде всего, это
модель “элементарной” частицы, которая в механике Эйлера аналогична аб-
солютно твердому телу в том смысле, что ее кинетическая энергия является
квадратичной формой линейной и угловой скоростей частицы. Коэффици-
енты этой квадратичной формы называются тензорами инерции, а “размер-
ность” частицы равна 10. В зависимости от строения энергии частицы раз-
личаются по сортам. У нейтральных частиц отсутствует перекрестный член
в энергии: эти частицы вполне аналогичны абсолютно твердому телу в мак-
ромеханике, а трансляционные и вращательные движения у них как бы не
взаимодействуют между собой. У “положительных” и “отрицательных” ча-
стиц присутствует перекрестный член в энергии, причем один сорт частиц
отличается от другого строением перекрестного члена, т. е. у обсуждаемых
частиц взаимодействие трансляционных и вращательных движений неустра-
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нимо. Прямой аналогии этих частиц с абсолютно твердым телом в макро-
механике не существует, а композиция “положительных” и “отрицательных”
частиц приводит к нейтральной частице. Любопытно, что если эти частицы
действительно можно отождествить с заряженными частицами, то ни элек-
трон, ни протон нельзя представить себе в виде маленьких шариков. Более
того, их вообще нельзя вообразить в виде обычного маленького твердого тела.
Имеется еще одна особенность, отличающая “электрон” от маленького абсо-
лютно твердого тела: очень похоже на то, что не существует инерциальной
системы отсчета, в которой траектория “центра масс” движущегося по инер-
ции “электрона” была бы прямолинейной. Впрочем, без формул все это объ-
яснить довольно трудно. Специфична в механике Эйлера аксиоматика для
воздействий, но во многих отношениях она даже проще, чем в ньютоновской
механике. Если для силовых и моментных воздействий ввести потенциалы,
то они очень похожи на потенциалы в электродинамике, и наличие производ-
ных по времени в уравнениях Максвелла существенно связано с наличием
перекрестного члена в кинетической энергии частиц. К сожалению, в дан-
ный момент невозможно утверждать, что в рамках механики Эйлера разрыв
между механикой и электродинамикой действительно может быть устранен.
Вопросов пока больше, чем ответов на них. Зато совершенно ясна необходи-
мость решения следующей дилеммы.

Либо механика сумеет включить в свои структуры электродинамику, и
тогда она подтвердит свое право считаться фундаментальной наукой, ли-
бо механика должна признать свою принципиальную ограниченность и со-
гласиться с ролью важной прикладной науки. Правда, в последнем случае
должна быть построена какая-то другая наука, которая могла бы заменить
механику и каковой пока что не просматривается.



Гл а в а 2

Основные положения
эйлеровой механики1

Введение

В данной главе рассматриваются современные трактовки основных поня-
тий механики. Эти трактовки по форме, а иногда и по существу, отличаются
от приводимых в учебниках механики. Хотя вводить какие бы то ни было
модификации в устоявшиеся каноны крайне нежелательно, тем не менее в
любой развивающейся науке наступает момент, когда модификации необхо-
димы. Важно только, чтобы эти модификации не вступали в противоречие с
уже доказанными положениями и не отрицали ничего из достигнутого ранее.
В частности, эйлерова механика включает в себя все достижения ньютонов-
ской механики и добавляет к ней важные новые возможности, расширяющие
сферу приложения механики.

.2.1 Пространство, время, движения

.2.1.1 Тела отсчета. Время. Системы отсчета

Наиболее глубинными представлениями в механике являются представ-
ления о пространстве и времени. Долгое время эти представления опирались
на чисто интуитивное восприятие этих понятий. В частности, общеизвест-
ны ньютоновские определения абсолютного пространства и времени [44]. Ос-

1 Материал этой главы основан на трех статьях П. А. Жилина [41–43]: “Исходные
понятия и фундаментальные законы рациональной механики” (Труды XXII летней шко-
лы “Анализ и синтез нелинейных механических колебательных систем”. — СПб., 1995. —
С. 10–36), “Основные положения эйлеровой механики” (Труды XXIX летней школы “Ак-
туальные проблемы механики”. — СПб., 2002. — С. 641–675), “Принцип относительности
Галилея и уравнения Максвелла” (Труды СПбГТУ. — СПб., 1994. — N 448. — С. 3–38).
Более подробное изложение эйлеровой механики можно найти в книге [2]. (Примеч. ред.)
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новным в них является постулат об объективном характере пространства и
времени. Однако использовать ньютоновские определения в рациональных
построениях невозможно, ибо в однородном, лишенном всяких меток про-
странстве невозможно обнаружить движение, равно как и невозможно дать
рациональное истолкование равномерному ходу времени. Все это подробно
объясняется самим Ньютоном. По этой причине в рациональной механике
вводятся некие рукотворные конструкции, называемые телами отсчета. Для
этого в рассмотрение вводится репер с вершиной, обозначаемой меткой O, и
тремя некомпланарными “векторами” ek, т. е. тремя стрелками, сделанными,
например, из дерева. Этот репер никак не привязан к неподвижному абсо-
лютному пространству, ибо у нас нет возможности сделать это. “Векторы”
ek нельзя назвать настоящими векторами, ибо невозможно определить их
направления в абсолютном (неподвижном) пространстве. Более того, невоз-
можно сказать, остаются ли эти направления фиксированными относитель-
но абсолютного пространства или они как-то меняются, но существование
“векторов” ek позволяет ввести в рассмотрение истинные векторы, направ-
ление которых относительно “векторов” ek определяется однозначно. Итак,
ввели репер {O, e1, e2, e3}. Возьмем дополнительно три одномерных множе-
ства −∞ ≤ xk ≤ ∞, (k = 1, 2, 3), где числа xk безразмерны, и введем вектор
положения

r = xk ek ≡ x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 , −∞ ≤ xk ≤ ∞ . (2.1)

Будем считать, что вектор r, отвечающий неким фиксированным значени-
ям чисел xk, определяет точку, фиксированную относительно репера {O, ek}.
Определим скалярное произведение “векторов” ek

gmn = em ··· en ≡ |em| |en| cos (em, en), (2.2)

где числа gmn определены, если мы умеем измерять длины и углы, т. е. име-
ем соответствующие инструменты, и образуют симметричную положительно
определенную матрицу. В общем случае, числа gmn определяют масштабы
длин и углы в теле отсчета. Если числа gmn заданы, то можно определить
расстояние между точками A и B по формуле

|rA − rB|
2 = gmn (xmA − xmB ) (xnA − xnB) . (2.3)

Числа xkA называются координатами точки A. Вершине репера отвечают
координаты xkA = 0.
Определение. Репер {O, ek} с присоединенным к нему множеством то-

чек (2.1) называется телом отсчета.
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Сам репер {O, ek} называется отсчетным, а числа xkA называются отсчет-
ными координатами. Ни отсчетный репер, ни отсчетные координаты никогда
не меняются, ибо именно они и порождают тело отсчета. Конечно, в теле
отсчета можно вводить сколько угодно других систем координат, но об этом
будет сказано позднее. Здесь важно подчеркнуть, что тензоры любого ранга
лишены всякого смысла вне тела отсчета и никакие операции между тензо-
рами, заданными в разных телах отсчета, невозможны.

Легко понять, что тело отсчета есть трехмерное евклидово пространство.
Невозможно обнаружить движение тела отсчета относительно воображае-
мого (или истинно существующего) абсолютного пространства, но движение
разных тел отсчета друг относительно друга обнаружить можно. Легко об-
наружить и движение какого-либо тела относительно тела отсчета. Говоря о
движении, мы подразумеваем, что вектор положения материальной точки в
данном теле отсчета определяется как функция независимой переменной t,
называемой временем. Для измерения времени используется прибор, называ-
емый часами.

Понятие времени — одно из наиболее трудных в науках о Природе.
И. Ньютон писал [45], с. 45: «Таким образом, повсюду, где в дальнейшем
встречается слово “время” . . . под ним нужно понимать не время в его фор-
мальном значении, а только ту отличную от времени величину, посредством
равномерного роста или течения которой выражается и измеряется время».
Принять это высказывание можно только на глубоко интуитивном уровне,
но никак не на уровне логического мышления. Поэтому к концу XIX в. в ме-
ханике утвердилась точка зрения, зафиксированная Л. Больцманом: “Взгляд
на хронометр дает нам значение той независимой переменной, которую мы
назвали временем” [46], с. 8.

Конечно, неудовлетворенность подобным определением времени остава-
лась. Например, в прошлом существовала традиция завершать диссертации
списком нерешенных проблем. В 1900 г. П. Боль среди таковых проблем ука-
зал следующую: “Желательно было бы ввести время в механику более удо-
влетворительным образом, чем это делается теперь” [47], с. 198. Аналогичное
требование прозвучало и в знаменитом докладе Д. Гильберта на II Между-
народном конгрессе по математике в Париже (1900) при формулировке им
шестой проблемы.

Трудности, возникающие при определении времени, да и многих других
понятий механики, наиболее полно были проанализированы во многих рабо-
тах А. Пуанкаре (см., например, [48,49]). Удивительно, что эти исследования
до их пор либо вообще игнорируются, либо очевидным образом искажают-
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ся. Если говорить о времени, то согласно А. Пуанкаре главная проблема в
том, что отсутствует гарантия действительного равенства двух равных по
выбранным часам интервалов времени, т. е. это проблема ньютоновского рав-
номерного течения времени. Одно из главных интуитивных представлений о
свойствах времени заключается в принятии объективного характера понятий
прошлого и будущего. Многие убеждены в необратимости течения времени,
т. е. в том, что прошлое и будущее никогда не меняются местами. В этом
и состоит принцип причинности, принимаемый явно или неявно в механике.
Правда, в новейшей физике понятия прошлого и будущего уже относитель-
ны и зависят от выбора системы отсчета. Поэтому принцип причинности в
новейшей физике не работает. Не вдаваясь в дискуссии по этому вопросу,
отмечаем, что данная работа следует классическим традициям.
Определение. Тело отсчета, снабженное часами, называется систе-

мой отсчета.
Можно ввести сколько угодно систем отсчета, и пока что все они рав-

ноправны. Пусть некая материальная точка движется в выбранной системе
отсчета, т. е. ее вектор положения rA задан как функция времени rA(t). По-
следняя полностью определяет движение частицы относительно тела отсчета.
Однако такое описание не носит объективного характера, ибо мы не в состо-
янии понять, что именно движется: частица, тело или и то и другое вместе.
Причем степень нашего незнания произвольно велика: любая функция rA(t)

может трактоваться как движение любой частицы относительно какого-либо
тела отсчета. Понятно, что подобное описание движения никого не интере-
сует. Не имеют объективного характера скорость ṙA(t) и ускорение r̈A(t) ча-
стицы, поскольку, помимо неопределенности в истолковании вектора rA(t),
здесь добавляется неопределенность в выборе времени, ибо время, введенное
ранее, определено с точностью до преобразования t → ϕ(t), где ϕ(t) — лю-
бое монотонно возрастающее отображение. Согласно сказанному введенные
ранее системы отсчета — это совсем не те понятия, на которых базирует-
ся (по существу) классическая механика. Нужны какие-то дополнительные
постулаты, носящие не логический, а физический (интуитивный) характер.
В качестве такого постулата в классической физике используется принцип
инерции Галилея.

.2.1.2 Принцип инерции Галилея. Инерциальные тела отсчета

Ранее было введено множество тел отсчета, и пока что они все равно-
правны. Дальнейшее продвижение возможно только при принятии какого-
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либо принципа, роль которого играет принцип инерции Галилея, являющийся
фундаментом всей физики.
Ак с и ом а А1. Принцип инерции Галилея. Всякая изолированная

(одинокая во всем мире) материальная точка движется в абсолютном про-
странстве прямолинейно и равномерно.

Принцип инерции Галилея, конечно, нельзя считать аксиомой в общепри-
нятом смысле этого термина. Действительно, в нем фигурируют такие поня-
тия, как “абсолютное пространство”, “прямолинейность”, “равномерность”. Ни
одно из этих понятий не определено и не может быть определено без введения
того, что далее называется инерциальной системой отсчета. Поэтому прин-
цип инерции Галилея — это голая идея, не поддающаяся экспериментальной
проверке, но на этой идее держится вся физика. Нам не дано знать, что такое
абсолютное пространство, но аксиома А1 определяет основные свойства абсо-
лютного пространства и позволяет из всего множества тел отсчета отобрать
те, которые обладают постулированными в А1 свойствами.

Представим себе, что мы располагаем изолированной частицей, которая
при движении оставляет след наподобие следа реактивного самолета. Этот
след называется траекторией частицы. Пронаблюдаем движение частицы от-
носительно всех мыслимых тел отсчета. Относительно одних тел отсчета тра-
ектория будет просто точкой, относительно других — прямой линией, нако-
нец, относительно третьих траектория будет криволинейной. Эти последние
тела исключим из числа претендентов на роль абсолютного пространства.
Запустим теперь вторую пробную частицу (первая уже улетела в бесконеч-
ность) так, чтобы хотя бы относительно одного тела отсчета, в котором траек-
тория первой частицы была прямолинейной, траектория второй изолирован-
ной частицы была бы прямолинейной и непараллельной траектории первой
частицы. Снова пронаблюдаем траектории частицы и вновь исключим из рас-
смотрения тела отсчета, относительно которых траектория второй частицы
криволинейна. У нас остались тела отсчета двух типов: первый тип включает
в себя тела отсчета, относительно которых траектории обеих частиц прямоли-
нейны; второй тип — тела отсчета, относительно которых траектория первой
частицы была точкой, а траектория второй — прямая линия, или наоборот.
Для тел отсчета второго типа необходимо провести третье испытание, а имен-
но: возьмем одно из таких тел отсчета и проведем в нем плоскость, прохо-
дящую через траекторию-точку и содержащую прямолинейную траекторию.
Запустим третью частицу так, чтобы ее траектория не лежала в упомянутой
плоскости. Исключим из рассмотрения все тела отсчета, в которых траекто-
рия третьей частицы криволинейна. Легко понять, что дальнейшие испыта-
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ния не нужны: любая изолированная частица относительно отобранных тел
отсчета будет иметь прямолинейную траекторию или траекторию-точку.
Определение. Тела отсчета, относительно которых траектория лю-

бой изолированной точки (одинокой во всем мире) частицы прямолинейна
или является точкой, называются инерциальными телами отсчета.

В определении речь идет о траекториях, т. е. о понятиях, не оперирую-
щих с понятием времени. Таким образом, инерциальные тела отсчета обра-
зуют трехмерный континуум тел отсчета, обладающих замечательным свой-
ством: траектории всех точек одного инерциального тела отсчета относитель-
но другого инерциального тела отсчета суть параллельные прямые. Множе-
ство инерциальных тел отсчета образует класс эквивалентности, отношение
эквивалентности в котором устанавливается принципом инерции Галилея.
Определение. Множество инерциальных тел отсчета называется аб-

солютным пространством.
Не следует удивляться тому, что абсолютное пространство представлено

не одним каким-то телом отсчета, а классом эквивалентности. Это достаточ-
но стандартная ситуация в математике. Например, вектор — это не какой-то
единичный объект, а класс эквивалентности, состоящий из множества на-
правленных отрезков, имеющих одинаковые длины и одинаковые направле-
ния.

.2.1.3 Время

Обратимся к понятию времени, самому сложному понятию в науках о
Природе. О реальном времени2 мы не можем сказать ничего определенного,
неизвестна даже его размерность. В пользу далеко не очевидной трехмер-
ности пространства имеется немало весьма серьезных аргументов. В пользу
самоочевидной на первый взгляд одномерности времени нет не только се-
рьезных, но и вообще никаких аргументов. А самоочевидность слишком ча-
сто подводила людей. Поэтому в механике реальное время не обсуждается, а
вводится в рассмотрение математическое время или просто время.
Ак с и ом а А2. Время является непрерывно меняющейся величиной,

пробегающей одномерное неограниченное множество (числовую ось); оно на-
правлено (ориентировано) и течет от прошлого к будущему.
Ак с и ом а А3. Математическое время существует само по себе и не

зависит ни от каких внешних обстоятельств. В частности, оно не зави-
сит от движения и от выбора инерциального тела отсчета (И. Ньютон).

2 О реальном времени см. подразделы 7.3.2 и 7.3.3. (Примеч. ред.)
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Для измерения времени применяются часы, т. е. приборы, в основе дей-
ствия которых лежит какой-либо периодический процесс. Необходимо, одна-
ко, иметь гарантию, что этот процесс действительно периодический. Напри-
мер, мы должны быть уверены в том, что длительности всех минут по обыч-
ным часам действительно одинаковы. Единственным гарантом здесь высту-
пает принцип инерции Галилея, утверждающий, что движение изолирован-
ной частицы относительно инерциального тела отсчета является (или, лучше
сказать, называется) равномерным. Это и дает способ тарировки часов.
Определение. Часы считаются оттарированными в соответствии с

принципом Галилея, если за одинаковые по этим часам интервалы време-
ни изолированная частица пролетает одинаковые расстояния в каком-либо
(любом) инерциальном теле отсчета.

Существует мнение, что аксиома А3 подразумевает существование сигна-
лов, распространяющихся с бесконечной скоростью. Но такое мнение ни на
чем не основано. Да, аксиоматикой классической механики не отрицаются
сигналы с бесконечной скоростью, но такие сигналы не навязываются акси-
оматикой, в том числе и аксиоматикой для воздействий. Чтобы оттарировать
часы в соответствии с принципом инерции Галилея, достаточно разместить
их на изолированной частице и отмечать моменты прохождения одинаковых
расстояний в инерциальном теле отсчета. На уровне идей это вполне дости-
жимая вещь, а всякая наука строится на уровне идей. Реальность, разумеет-
ся, отличается от наших построений и, видимо, никогда не будет уложена в
“прокрустово ложе” какой-либо науки будущего.

Чтобы сделать процесс тарировки единообразным во всех инерциальных
телах отсчета, можно предложить мысленный эксперимент, в основе которо-
го лежит допущение о равноправности всех инерциальных тел отсчета. Это
допущение в немного расширенной версии будет сформулировано в виде от-
дельного утверждения, известного под названием принципа относительности
Галилея. Представим себе, что в каждом теле отсчета неподвижно (отно-
сительно данного тела отсчета) закреплен некий прибор, способный испус-
кать, например, фотоны или какие-либо другие частицы. Все эти приборы
(или один прибор, последовательно устанавливаемый во всех телах отсчета)
считаются идентичными. Далее, в момент времени t = 0, фиксируемый по
каким-то, не обязательно оттарированным, часам, прибор испускает фотон.
Измеряется расстояние r(t), пролетаемое к моменту времени t, и вводится
абсолютное время ta = r(t)/c, где c — постоянная, имеющая размерность
скорости и одинаковая во всех телах отсчета. Введенное определение абсо-
лютного времени можно обратить и получится универсальная тарировка ча-
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Рис. 2.1. Тарировка часов по Галилею

сов t = f(cta). Далее будет использоваться именно абсолютное время ta,
которое будет обозначаться буквой t.

Следует отчетливо понимать, что принятыми аксиомами математическое
время введено достаточно жестко. Для того чтобы прояснить это обстоя-
тельство, рассмотрим двумерный мир, наделенный математическим време-
нем (рис. 2.1).

Плоскость xOy — это двумерное пространство. Прямая OP в плоскости
xOy — прямолинейная траектория частицы. Ось Ot — ось времени. Плос-
кость tOP — плоскость, в которой лежит мировая линия частицы, т. е. мно-
жество точек, которое пробегала частица в трехмерном пространстве: два
пространственных измерения и одно временное измерение. Кривая xOB, ле-
жащая в плоскости tOP, есть одна из возможных мировых линий, проекция
которой на пространственную плоскость есть траектория-прямая частицы в
двумерном пространстве. Уравнение этой прямой имеет вид

x = f(t)a, y = f(t)b, y = bx/a. (2.4)

Функция f(t) при этом может быть достаточно произвольной. Прин-
цип инерции Галилея требует, чтобы за одинаковые интервалы времени
t1 − 0 = t2 − t1 пролетались бы одинаковые расстояния s3 − 0 = s4 − s3. Ес-
ли OB — кривая, то это условие не выполнено. Другая возможная мировая
линия — это прямая OA. Здесь, очевидно, требование принципа инерции вы-
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полнено
t1 − 0 = t2 − t1 ⇔ s1 − 0 = s2 − s1.

Однако прямых типа OA можно провести сколько угодно и не обязатель-
но из начала координат. Поэтому математическое время принципом инерции
Галилея вводится с точностью до линейного преобразования

t → kt+ t0, (2.5)

где t0 определяет выбор начала отсчета времени, а k — выбор единицы из-
мерения времени (масштабный множитель).

Именно этот ограниченный произвол в выборе математического времени
мы и имели в виду, говоря о жестко введенном времени.

.2.1.4 Инерциальные системы отсчета

Определение. Инерциальное тело отсчета, снабженное часами, отта-
рированными в соответствии с принципом инерции Галилея, называется
инерциальной системой отсчета.

Инерциальных систем отсчета бесконечно много, и все они равноправны,
что и фиксируется принципом относительности Галилея.
Ак с и ом а А4. Принцип относительности Галилея. Все инерци-

альные системы отсчета равноправны, т. е. не существует физических
экспериментов, позволяющих выделить какую-либо одну из них.

Понятно, что сам по себе принцип относительности не участвует ни в
каких построениях. Поэтому называть его аксиомой можно только условно.
Принцип относительности просто фиксирует достаточность принципа инер-
ции Галилея. Никакой существенной пользы из принципа относительности
Галилея извлечь невозможно, поскольку любая теория, построенная на осно-
ве фундаментальных законов механики, будет автоматически удовлетворять
этому принципу.
Определение. Абсолютное пространство, снабженное абсолютным

временем, есть класс эквивалентности на множестве всех мыслимых
систем отсчета, причем отношение эквивалентности устанавливается
принципом инерции Галилея.

Приведем цитату из книги К. Трусделла [25]: “Система отсчета — это чи-
стый холст, на котором можно рисовать картины природы. Этот холст может
быть выбран художником прежде, чем он примется за работу. Холст накла-
дывает некоторые ограничения на искусство художника, но никоим образом
не определяет те картины, которые художник будет рисовать”.
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Замечание. Для многих книг по физике и механике характерно исполь-
зование понятия “аксиома” в нетрадиционном для математики смысле. Ино-
гда забывается, что не всякое, даже правильное, утверждение может быть
принято в качестве аксиомы, ибо, став аксиомой, это утверждение может пре-
вратиться в свою противоположность. Рассмотрим в качестве иллюстрации
следующую аксиому.
Ак с и ом а АХ. Скорость света, испускаемого одним источником,

одинакова во всех инерциальных системах отсчета.
Часто думают, что этой аксиомой постулируется одинаковость скорости

света во всех введенных ранее инерциальных системах отсчета. Однако это
не так. Главная особенность любой аксиомы состоит в том, что ей нельзя на-
вязывать какое-либо мнение, аксиома на все смотрит со своей точки зрения.
Поясним на примере. Допустим, имеется сад, в котором растут грушевые и
яблоневые деревья. Примем аксиому: “На всех деревьях в саду растут груши”.
Понятно, что груши не начнут в силу этой аксиомы расти на яблонях. Просто
с точки зрения этой аксиомы яблони перестанут считаться деревьями. Точ-
но так же обстоит дело и с аксиомой АХ. Приняв эту аксиому, необходимо
на ранее введенном множестве систем отсчета провести новые испытания и
отобрать те из них, которые являются инерциальными с точки зрения акси-
омы АХ. Если мы, допустим, знаем утверждение АХ как экспериментально
установленный факт, то необходимо построить теорию с помощью каких-то
других аксиом так, чтобы утверждение АХ являлось их следствием. Если же
утверждение АХ формулировать как аксиому, то это будет просто сужение
класса инерциальных систем отсчета до множества инерциальных тел отсче-
та, имеющих одну точку, в которой расположен источник света. Ведь аксиома
А1 продолжает действовать.

.2.1.5 Системы отсчета и системы координат

Все точки тела отсчета идентифицированы отсчетными координатами.
При желании можно изменить систему идентификации точек тела отсчета.
Определение. Система идентификации точек тела отсчета называ-

ется системой координат.
Системой координат в каждой точке отсчета ставится во взаимно одно-

значное соответствие тройка чисел yk

yk = yk(x1, x2, x3, t) ≡ yk(y, t) ⇒ x ′ = x ′(y ′, t). (2.6)

Здесь используется подвижная система координат. Системы координат
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можно заменять

yk
′
= yk

′
(y, t) ⇒ ym = ym(y ′, t), (2.7)

где как бы забыто о существовании формул (2.6). Законы преобразования
координат тензоров определяются именно по отношению к заменам (2.7), но
ни в коем случае не по отношению к заменам систем отсчета. Поскольку вы-
бор системы координат совершенно произволен, то выдвигается специальное
требование.
Принцип объективности. Все физические величины и законы объек-

тивны и не зависят от выбора системы координат.
Обратим внимание, что многие физические величины (скорости, кинети-

ческая энергия и т. д.) зависят от выбора системы отсчета. Поэтому недопу-
стимо смешение понятий систем отсчета и систем координат. Замены систем
отсчета подробно обсуждаются в подразделе 7.1.2, где также вводятся инва-
риантные дифференциальные операторы.

.2.1.6 Трансляционные и спинорные движения

Существуют два принципиально различных вида движения: трансляци-
онные и спинорные. Первые определяются заданием векторов положений и
описывают перемещения (трансляции) тел в системе отсчета. Спинорные дви-
жения определяются заданием функций времени, значениями которых явля-
ются собственно ортогональные тензоры размерности три. Сопутствующие
спинорным движениям характеристики (векторы поворота, угловые скоро-
сти и т. д.) описываются с помощью понятия аксиального вектора, прообра-
зом которого являются объекты, называемые далее спин-векторами. Именно
спин-векторы являются прямыми носителями физического содержания того
или иного спинорного понятия.

Чтобы определить спин-вектор, необходимо в теле отсчета задать пря-
мую, называемую осью спин-вектора, и в плоскости, ортогональной оси, за-
дать круговую стрелку, охватывающую ось. Длина этой круговой стрелки
называется модулем спин-вектора, а направление стрелки показывает на-
правление поворота или вращения. Спин-векторы очень удобны для рабо-
ты на интуитивном уровне, но на формальном уровне удобнее работать не
с ними, а с так называемыми аксиальными векторами, сопоставляемыми по
определенному правилу спин-векторам. Принятие этого правила называет-
ся ориентацией системы отсчета. Каждому спин-вектору a∗ сопоставляется
“обычный” вектор a:
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1) a расположен на оси спин-вектора a∗;
2) модуль a равен модулю a∗;
3) a направлен так, чтобы при взгляде с его конца круговая стрелка спин-

вектора показывала движение либо против хода часовой стрелки (правоори-
ентированная система отсчета), либо по ходу часовой стрелки (левоориенти-
рованная система отсчета).

Векторы, сопоставляемые по указанному правилу спин-векторам, назы-
ваются аксиальными. Видим, что аксиальные векторы не зависят от выбора
системы координат и не меняются при замене правой системы координат на
левую, и наоборот.

Таким образом в ориентированной системе отсчета действует два типа
векторов (направленных отрезков): одни из них не реагируют на изменение
ориентации системы отсчета и называются полярными, а другие при измене-
нии ориентации умножаются на (−1) и называются аксиальными3.

Спинорные движения определяются заданием собственно ортогонального
тензора P(t):

P ··· PT = PT ··· P = E , detP(t) = +1. (2.8)

Тензор P(t) далее будет называться тензором поворота. Более подробную
информацию о тензоре поворота можно найти в Приложении C. Согласно тео-
реме Эйлера любой тензор поворота, отличный от E, однозначно представим
в виде

P(t) = (1− cosθ)m ⊗ m + cosθE + sin θm × E , (2.9)

где единичный вектор m = m(t) является неподвижным вектором тензора
P(t), т. е. P(t) ··· m(t) = m(t), а угол θ = θ(t) называется углом поворота.

Вектор θθθ = θ(t)m(t) называется вектором поворота. Справедливо пред-
ставление

P(t) = expR, R = θθθ× E , (2.10)

где тензорR = −RT называется логарифмическим тензором поворота. Пред-
ставление (2.10) часто оказывается необходимым при исследовании, напри-
мер, устойчивости.

Изменение тензора поворота во времени характеризуется тензором Ṗ, но
удобнее работать не с Ṗ, а с тензорами спина S = Ṗ ···PT (левый тензор спина)
и Sr = PT ··· Ṗ (правый тензор спина). Оба тензора спина антисимметричны
и имеют сопутствующие векторы S = ωωω × E и Sr = ΩΩΩ × E. Аксиальные
векторыωωω иΩΩΩ называются левой (истинной) и правой угловыми скоростями,

3 Подробнее о спин-векторах и аксиальных векторах см. раздел 4.2. (Примеч. ред.)
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соответственно. Удобно пользоваться левым и правым уравнениями Пуассона

Ṗ =ωωω× P, Ṗ = P ×ΩΩΩ, ωωω = P ···ΩΩΩ. (2.11)

В динамике твердого тела векторωωω принято называть угловой скоростью
в пространстве, а вектор ΩΩΩ — угловой скоростью в теле.

Подробнее о тензоре поворота4 и его представлениях можно ознакомиться
по книгам [2,50].

.2.2 Тела и их динамические структуры

.2.2.1 Тела-точки и их размерность

В ньютоновской механике исходным объектом является материальная
точка, которая наделяется единственным свойством — массой. Это обстоя-
тельство не позволяет включить, например, электродинамику в рациональ-
ную (ньютоновскую) механику, так как материальную точку нельзя наде-
лить зарядом. В эйлеровой механике ситуация резко меняется. В качестве
исходного объекта в ней вводится тело-точка, которое реагирует не только
на трансляционные, но и на спинорные движения. Относительно тела-точки
считается, что оно существует и занимает нулевой объем в теле отсчета. Дви-
жение тела-точки определено, если задан его вектор положенияR(t) и тензор
поворота P(t). Трансляционная и угловая скорости тела-точки находятся по
формулам

V = Ṙ(t), ωωω(t) = −
1

2

(
Ṗ ··· PT

)
×
,

(
(a ⊗ b)× = a × b

)
. (2.12)

Ак с и ом а Т1. Кинетическая энергия тела-точки есть квадратичная
форма его скоростей

K = m

(
1

2
V ··· A ··· V + V ··· B ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C ···ωωω

)
, (2.13)

где тензоры второго ранга mA, mB, mC называются тензорами инерции
тела-точки, скалярный множитель m выделен просто для удобства. Тензоры
инерции не зависят от скоростей, но зависят от тензора поворота.

Представление (2.13) значительно сложнее, чем может показаться на пер-
вый взгляд. Например, кажется, что его можно упростить следующим рас-
суждением. Рассмотрим чисто трансляционное движение тела-точки. Тогда

4 Подробнее о тензоре поворота и связанных с ним понятиях см. Приложение C. (При-
меч. ред.)
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(2.13) принимает вид 2K = mV ··· A∗ ··· V. Положим здесь V = Vn и получим
2K = mV2 n ··· A∗ ··· n. Примем теперь во внимание, что система отсчета изо-
тропна, т. е. телу-точке безразлично, в каком направлении ему двигаться. Так
будет только в том случае, когда выполняется равенство n···A∗···n = m···A∗···m,
∀m,n. Это равенство в свою очередь выполняется только для шарового тен-
зора A∗ = αE, где множитель α можно положить равным единице, так как
у нас уже выделен скалярный множитель m. К сожалению, это рассуждение
неправильно, и равенство A∗ = αE можно постулировать, но нельзя дока-
зать.

Примем теперь во внимание, что тензоры инерции должны удовлетворять
очевидным равенствам

(A,B,C) = P(t) ··· (A0,B0,C0) ··· PT(t), (2.14)

гдеA0, B0,C0 — значения тензоров инерции в отсчетном положении, т. е. при
тех значениях t0, при которых P(t0) = E. Формулы (2.14) следует понимать
как три формулы для каждого из тензоров в отдельности.

С учетом приведенных выше рассуждений и (2.14) получаем, что тензор
инерции A равен единичному, а представление (2.13) принимает вид

K = m

(
1

2
V ··· V + V ··· B ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C ···ωωω

)
, (2.15)

где скалярный множитель m называется массой тела-точки.
Представление (2.15) обладает большой степенью общности. Но нельзя

утверждать, что оно является максимально общим. В самом деле, допустим,
например, что тело-точка — это электрон. Тогда все наши рассуждения теря-
ют силу, ибо электрон невозможно заставить совершать чисто трансляцион-
ные движения, у негоωωω всегда, видимо, отлична от нуля. Правда, здесь никто
в настоящее время не может сказать ничего определенного. Необходимы до-
полнительные исследования. Вероятно, для тяжелых частиц представление
(2.15) является приемлемым, но для легких частиц, например, для нейтрино,
видимо, необходимо пользоваться полным выражением (2.13), где множитель
m лучше не выделять. При использовании (2.13) массой тела-точки удобнее
называть величину 1/3 tr (mA).

В принципе, на выражение для кинетической энергии налагаются очень
слабые требования A = AT , C = CT и (2.14). Все остальные требования уже
не очевидны и должны приниматься с оговорками. Например, казалось бы
естественным потребовать от (2.13) положительной определенности. Однако,
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по-видимому, можно требовать выполнения только более слабого неравенства

1

Δ

t+Δ∫
t

K d t ≥ 0, ∀ V,ωωω : |V| �= 0, |ωωω| �= 0, (2.16)

где Δ — малый интервал времени порядка периода обращения электрона по
орбите вокруг ядра.

Для целей данной работы нет необходимости в дальнейших обсуждениях
(2.13), ибо нас интересуют только основные структуры.
Определение. Число независимых параметров, определяющих кинети-

ческую энергию тела-точки и не зависящих от движения тела-точки, на-
зывается размерностью тела-точки.

Размерность материальной точки равна единице: A = E, B = C = 0,
причем единственным параметром является масса. Размерность абсолютно
твердого тела равна четырем: A = E, B = 0, C — центральный тензор
инерции; параметрами являются масса и три главных центральных момента
инерции. Размерность частиц, необходимых для построения электродинами-
ки, заведомо больше четырех. В общем случае, размерность частицы с ки-
нетической энергией (2.13) равна 12, а тела-точки с кинетической энергией
(2.15) — 10.
Определение. Количеством движения K1 тела-точки называется ли-

нейная форма скоростей

K1 =
∂K

∂V
= m (A ··· V + B ···ωωω) . (2.17)

Определение. Кинетическим моментом KQ
2 тела-точки, вычислен-

ным относительно опорной точки Q, зафиксированной в данном теле от-
счета, называется линейная форма скоростей, вычисляемая по формуле

KQ
2 = (R(t) − RQ) × ∂K

∂V
+
∂K

∂ωωω
=

= m [ (R(t) − RQ) × (A ··· V + B ···ωωω) + V ··· B + C ···ωωω] .

(2.18)

Здесь первое слагаемое называется моментом количества движения тела-
точки, а второе слагаемое, т. е. величина m (V ··· B + C ···ωωω), называется соб-
ственным кинетическим моментом или, короче, динамическим спином тела-
точки.

В заключение приведем пример воображаемого тела-точки, кинетическая
энергия которого задается выражением

K =
1

2
mV ··· V + qV ···ωωω+

1

2
Jωωω ···ωωω, (2.19)
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гдеm— масса тела-точки; J— момент инерции; q— новый параметр, который
не встречается в телах-точках, используемых в классической механике. Ины-
ми словами, параметр q определяет некое новое свойство частицы, которое
условно будем называть зарядом. Этим примером мы хотим подчеркнуть, что
новые свойства частиц нельзя вводить голословно, они должны описываться
теми или иными параметрами в динамических структурах, которые опреде-
ляют тело-точку. Например, если мы хотим ввести такие свойства частицы,
как “шарм”, “очарование”, “заряд” и так далее, то это должно быть отмечено в
динамических структурах частицы. Кинетическая энергия, по определению,
является положительно определенной функцией своих аргументов.

Положительная определенность формы (2.19) обеспечивается условиями

m > 0, m J− q2 > 0.

Количество движения и кинетический момент тела-точки (2.19) опреде-
ляются выражениями

K1 = mV + qωωω, K2 = R × (mV + qωωω) + qV + Jωωω. (2.20)

Как видим, и эти структуры не встречаются в классической механике.
Забежав немного вперед, рассмотрим движение этой частицы по инерции
в пустоте. При этом количество движения и кинетический момент частицы
должны сохранять постоянные значения

mV + qωωω = mV0 + qωωω0 ≡ a = a e,

R × a + qV + Jωωω = qV0 + Jωωω0 ≡ b.
(2.21)

Здесь принято, что R(0) = 0. Удобнее рассматривать последнее уравне-
ние, продифференцировав его по времени и исключив из него трансляцион-
ную скорость. В результате получим уравнение(

J−
q2

m

)
dωωω

dt
+
qa

m
e ×ωωω = 0, a = ae, |e| = 1. (2.22)

Решение этого уравнения ищем в виде прецессирующего вектора

ωωω(t) = Q(ϕ(t) e) ···ωωω0, ϕ(0) = 0. (2.23)

Подставляя это выражение в (2.22) и используя уравнение Пуассона, по-
лучаем

dϕ

dt
=

qa

q2 −mJ
≡ α ⇒ ϕ = αt. (2.24)
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Интегрируя уравнения (2.21), нетрудно найти все искомые характеристи-
ки движения

mR(t) = (a− qωωω0 ··· e)t e + qα−1e × Q(αte) ···
[
ωωω0 − (ωωω0 ··· e) e

]
. (2.25)

Вектор R(t) показывает, что частица движется по спирали. Если началь-
ные условия подобрать так, чтобы выполнялось равенство

a = qωωω0 ··· e,

то движение частицы по инерции будет происходить по окружности, как это
утверждали древние и, в частности, Пифагор. Для вектора скорости имеем
выражение

mV(t) = Q(αte) ··· (a e − qωωω0). (2.26)

Видим, что трансляционная и угловая скорости частицы постоянны по
модулю, но переменны по направлению, т. е. движение частицы по инер-
ции остается равномерным. В этом примере следует обратить внимание, что
в инерциальной системе отсчета движение изолированной частицы (тела-
точки) по инерции не обязательно является прямолинейным. Разумеется,
речь идет не о классической частице. Но ведь никто не доказал, что, на-
пример, электрон является классической частицей (материальной точкой).
Этот пример показывает, что в классической механике таятся огромные, еще
не изученные возможности. Здесь возможны ситуации, которые с первого
взгляда могут показаться неправдоподобными. Тем не менее они не более
неправдоподобны, чем те “чудеса”, которые происходят в микромире. Заме-
тим, кстати, что чем глубже мы погружаемся в микромир, тем важнее стано-
вится роль спинорных движений. Последние в рассмотренном примере пред-
ставлены не тензором поворота Q, а вектором угловой скорости.

Кинетическая энергия, количество движения и кинетический момент ис-
черпывают список динамических структур тела-точки.

.2.2.2 Закрытые и открытые тела. Динамические структуры тел

В механике любое тело рассматривается как совокупность неких первич-
ных тел-точек. Например, в ньютоновской механике всякое тело рассматри-
вается как совокупность материальных точек. Нет оснований отказывать-
ся от этой традиции. Однако здесь имеются проблемы, которые до сих пор
не получили ясного разрешения. Все было бы очень просто, если бы была
возможность ограничиться первичными телами-точками только одного типа,
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как это и делается в ньютоновской механике. На самом деле ситуация слож-
нее. Во-первых, современное состояние науки позволяет утверждать, что от
действительно первичных тел-точек, если они вообще существуют, мы еще
очень далеки. Во-вторых, первичные тела-точки, из которых современная
механика составляет тела, существенно различны. В-третьих, и это главная
проблема, первичные тела-точки в процессе взаимодействий могут не толь-
ко менять свою структуру, но может меняться и их число. Например, 2n
атомов водорода (первичные тела одного типа) при взаимодействии с n ато-
мами кислорода (первичные тела-точки другого типа) образуют в результа-
те n молекул воды (первичные тела-точки третьего типа). Таким образом,
вместо 3n первичных тел-точек мы получили n первичных тел-точек. При-
чины того, почему молекулу воды нельзя считать просто состоящей из трех
тел-точек, будут рассмотрены при обсуждении понятия внутренней энергии.
Могут возразить, что рассмотрение подобных трансформаций частиц выхо-
дит за рамки рациональной механики и составляет предмет химии. Так это
и было до недавнего времени. Однако современные технологии таковы, что
многие сложные физические, химические и механические явления уже нельзя
изучать раздельно.

Поэтому для их совместного рассмотрения необходимы такие формули-
ровки фундаментальных законов, которые допускают существование слож-
ных явлений, подобных указанным выше. Тем не менее в данной главе мы бу-
дем придерживаться точки зрения, близкой к традиционной. Будем считать,
что Вселенная рациональной механики есть множество тел-точек, структура
которых определена ранее. Выберем в системе отсчета простую замкнутую
поверхность Ляпунова St, которая может деформироваться и перемещаться
относительно тела отсчета. Считается, что на St нет никаких тел-точек, хотя
можно и отказаться от этого условия.
Определение. Множество MA тел-точек, находящихся внутри St, на-

зывается телом A, а множество Me
A тел-точек, находящихся вне St, на-

зывается окружением тела A и обозначается Ae.
Объемом телаA называется объем, заключенный внутри St, поэтому объ-

ем тела A не является физической (объективной) характеристикой тела A.
Определение. Тело A называется закрытым, если оно не обменивается

телами-точками со своим окружением; в противном случае тело A назы-
вается открытым.
Ак с и ом а Т2. Кинетическая энергия, количество движения и кине-

тический момент тела A аддитивны по телам-точкам, составляющим
тело A.
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Пусть все характеристики i-го тела-точки снабжаются индексом i. Тогда
в соответствии с аксиомой Т2 имеем

K(A) =
∑
i∈MA

miKi,

Ki =
1

2
Vi ··· Ai ··· Vi + Vi ··· Bi ···ωωωi +

1

2
ωωωi ··· Ci ···ωωωi,

(2.27)

где Ki называется массовой плотностью кинетической энергии. Количество
движения определяется выражением

K1(A) =
∑
i∈MA

miK1i, K1i =
∂Ki

∂Vi

= Ai ··· Vi + Bi ···ωωωi. (2.28)

Для кинетического момента имеем аналогичное выражение

KQ
2 (A) =

∑
i∈MA

miK
Q
2i, KQ

2i = (Ri − RiQ)× ∂Ki
∂Vi

+
∂Ki

∂ωωωi

=

= (Ri − RiQ)× (Ai ··· Vi + Bi ···ωωωi) + Vi ··· Bi + Ci ···ωωωi.

(2.29)

В качестве простейшего примера вычислим динамические структуры аб-
солютно твердого тела, рассматриваемого в теоретической механике.
Определение. Совокупность тел-точек называется абсолютно твер-

дым телом A, если выполняются следующие два условия.
Первое: для любых пар точек Ai и Am, принадлежащих телу A, и для

любых моментов времени t1 и t2 справедливы равенства

|Ri(t1) − Rm(t1)| = |Ri(t2) − Rm(t2)| . (2.30)

Второе: тензоры поворота всех тел-точек одинаковы

Pi(t) = Pm(t) = P(t), (2.31)

причем P(t) называется тензором поворота тела A.
Из (2.30) и требования непрерывности движения вытекает основная тео-

рема кинематики абсолютно твердого тела

Ri(t) = RX(t) + P(t) ··· (ri − rX) ,

ri = Ri(t0), rX = RX(t0), P(t0) = E,
(2.32)

где RX(t) — вектор положения произвольно выбираемой точки X, называе-
мой полюсом, зафиксированным в теле A. Принимая для тел-точек модель
материальной точки

A = E, B = 0, C = 0 ⇒ Ki =
1

2
miṘi(t) ··· Ṙi(t),
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получаем кинетическую энергию, количество движения и кинетический мо-
мент тела A в виде

K(A) =
1

2
m ṘX ··· ṘX + ṘX ··· BX ···ωωω+

1

2
ωωω ··· CX ···ωωω,

K1(A) = m ṘX + BX ···ωωω,

KQ
2 (A)= (R(t)−RQ) × K1(A) + ṘX ···BX+CX ···ωωω,

(2.33)

где ṘX — скорость полюса;ωωω— угловая скорость, отвечающая поворотуP(t);
BX и CX — тензоры инерции тела A, определяемые по формулам

BX = m (RX − RC) × E = P(t) ··· [m (rX − rC) × E] ··· PT(t),

CX = P(t) ···
{∑

i

mi

[
(rX − rC)

2E − (rX − rC) ⊗ (rX − rC)
]}

··· PT(t).
(2.34)

В (2.33), (2.34) через m обозначена масса тела A, через RX(t) = P(t) ··· rX,
RC(t) = P(t) ··· rC — векторы положения полюса и центра масс тела A,

m =
∑
i

mi , RC(t) =
1

m

∑
i

miRi(t) = P(t) ···
(
1

m

∑
i

mi ri

)
.

Для сплошных сред все суммы заменяются соответствующими интегра-
лами. Если полюс X выбирается в центре масс тела A, то B = 0, а тензор C
называется центральным тензором инерции. В последние 30–40 лет сложи-
лось мнение, что механику сплошных сред нельзя построить на основе “моле-
кулярных” представлений. Это мнение обосновывается различными аргумен-
тами. В частности, К. Трусделл и Р. Тупин [22] считают это невозможным,
поскольку на микроуровне действуют законы квантовой, а не классической
механики. Может быть, это и в самом деле так. Но предположим, что воз-
можности классической механики далеко не исчерпаны. Если для тел-точек
рассматривать форму общего вида (2.13), то поведение этих тел-точек совсем
не похоже на то, к которому мы привыкли. Не исключено, что использование
тел-точек общего вида восстановит дееспособность классической механики и
на микроуровне. Что касается перехода к сплошной среде, то здесь необхо-
димо использовать так называемый нестандартный анализ, т. е. вернуться к
языку, которым пользовался Л. Эйлер.
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.2.3 Воздействия

.2.3.1 Силы и моменты

Центральной идеей в механике является представление о том, что в инер-
циальных системах отсчета закрытые тела меняют характер своего движения
только в результате влияния других тел. Особенно отчетливо эта идея пред-
ставлена у Л. Эйлера [51]. Для реализации этой идеи в механике вводятся спе-
циальные структуры, называемые воздействиями и являющиеся первичными
понятиями. Иногда думают, что первичные понятия не требуют определения.
Это заблуждение. На самом деле первичные понятия вводятся определением
их свойств. Введение воздействия опирается на аксиому, которая является
неким дополнением к принципу инерции Галилея, распространяя его на тела
общего вида.
Основная аксиома механики. В инерциальной системе отсчета изо-

лированное закрытое тело A движется так, что его количество движения
и кинетический момент сохраняются неизменными.

Обычно эту аксиому предпочитают доказывать как теорему, но при этом
введение воздействий становится расплывчатым и ведет к неясностям в трак-
товке сил и моментов.
Ак с и ом а F1. В инерциальной системе отсчета причина изменения

количества движения закрытого тела A обусловлена исключительно на-
личием других тел, выражается посредством полярного вектора и называ-
ется силой F (A,Ae), действующей на тело A со стороны его окружения
Ae.

Ак с и ом а F2. В инерциальной системе отсчета причина измене-
ния кинетического момента закрытого тела A, вычисленного относитель-
но опорной точки Q, обусловлена исключительно наличием других тел,
выражается посредством аксиального вектора и называется моментом
MQ (A,Ae), действующим на тело A со стороны его окружения Ae.

При этом момент MQ (A,B), действующий со стороны тела B на тело A,
вычисляется по правилу

MQ (A,B) = (RP − RQ) × F (A,B) + LP (A,B) , (2.35)

где RQ определяет положение опорной точки Q; вектор RP определяет
произвольно выбираемую точку B, называемую точкой приведения; вектор
LP (A,B) называется собственно моментом — он зависит от выбора точки
приведения P, но не зависит от выбора опорной точки Q. Полный момент
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MQ (A,B) по определению не зависит от выбора точки приведения. Силы и
моменты сложны для восприятия начинающим. Трудность в том, что силы и
моменты выражают совершенно конкретные физические идеи, являющиеся
первичными понятиями и не поддающиеся математической формализации,
но вполне доступные нам на интуитивном уровне. Ключом к пониманию сил
и моментов являются следующие утверждения:

а) сила F (A,B) — это реакция тела B на изменение положения тела A;
б) момент LP (A,B) — это реакция тела B на повороты тела A вокруг

точки приведения P.
Для того чтобы интуитивно ощутить наличие силы F (A,B), необходимо

проделать следующую мысленную процедуру: 1) удалить из Вселенной все
тела за исключением тел A и B; 2) мысленно “заморозить” тело A и превра-
тить его в абсолютно твердое; 3) мысленно придавать всем точкам A всевоз-
можные бесконечно малые смещения ξe, где e — произвольный единичный
вектор. Если тело B как-то препятствует описанным смещениям тела A, то
сила F (A,B) отлична от нуля. Если существует такое направление e∗, что
тело B не препятствует смещению тела A в этом направлении, то проекция
F (A,B) на e∗ равна нулю.

Для того чтобы ощутить наличие собственно момента LP (A,B), необхо-
димо: 1) удалить из Вселенной все тела за исключением телA и B; 2) мыслен-
но “заморозить” тело A и превратить его в абсолютно твердое; 3) закрепить
точки приведения в теле отсчета и относительно тела A, т. е. тело A и точ-
ка P должны составлять абсолютно твердое тело с неподвижной точкой P;
4) мысленно поворачивать тело A вокруг P на всевозможные бесконечно ма-
лые векторы поворота ϕe, где |e| = 1. Если тело B как-то препятствует опи-
санным поворотам тела A, то LP (A,B) отличен от нулевого вектора. Если
существует такая ось, проходящая через P и натянутая на e∗∗, что тело B не
препятствует повороту тела A вокруг этой оси, то проекция LP (A,B) на e∗∗
равна нулю.

Из аксиомы F2 следует, что при изменении точки приведения собственно
момент меняется так, чтобы полный моментMQ (A,B) остался неизменным.
Пусть P и S две разные точки приведения. Тогда имеем

LS (A,B) = (RS − RP) × F (A,B) + LP (A,B) . (2.36)

Определение. Пара векторов
{
F (A,B); MQ (A,B)

}
называется воз-

действием тела B на тело A.
Определение. Воздействие тела B на тело A называется чисто си-

ловым (или просто силовым), если существует такая точка приведения
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RP(t), что при любых движениях тела A воздействие тела B на тело A
определяется заданием пары векторов

{F (A,B); (RP(t) − RQ) × F (A,B)} ,
(
LP (A,B) = 0

)
, (2.37)

причем такая точка P называется центром силового воздействия.
Во многих книгах по механике центр силового воздействия называют точ-

кой приложения силы F (A,B). Строго говоря, это неправильно, ибо векторы
F (A,B), MQ (A,B), LP (A,B) суть свободные векторы и ни к каким точкам
тела не прилагаются, а центр силового воздействия может находиться вне
тела A. Отмеченная неточность не так безобидна, как кажется на первый
взгляд: говоря о точках приложения, мы внушаем ученику принципиально
неверное на интуитивном уровне представление о силе, что помешает ему,
если он захочет изучать нетривиальные случаи. Указанное дает интуитивно
ясное представление о природе понятий сил и моментов. К сожалению, это-
го нельзя просто выучить, только настойчивая практика применения этих
понятий ведет к успеху.
Определение. Воздействие тела B на тело A называется чисто мо-

ментным, если F (A,B) = 0.
Для первичных понятий невозможно дать определения. В таких случаях

даются не определения самих понятий, а перечисляются свойства, органиче-
ски присущие этим понятиям. Важнейшим свойством сил и моментов, под-
твержденным всем ходом развития механики, является их аддитивность как
по телам, составляющим тело B, так и по телам, составляющим тело A.
Ак с и ом а F3. Сила F (A,B) и момент MQ (A,B) аддитивны по от-

деленным телам C и D, составляющим тело B: B = C∨D

F (A, C∨D) = F (A, C) + F (A,D) , C ∧ D = ∅; (2.38)

MQ (A, C∨D) = MQ (A, C) + MQ (A,D) , C ∧ D = ∅. (2.39)

Вычисление момента MQ (A,B) подразумевает выбор опорной точки и
точки приведения. Опорная точка должна быть одна и та же в обеих частях
(2.39). Выбор точки приведения осуществляется произвольно и для каждо-
го из моментов MQ (A, C∨D), MQ (A, C), MQ (A,D) может производиться
независимо.
Ак с и ом а F4. Сила F (A,B) и момент MQ (A,B) аддитивны по от-

деленным телам C и D, составляющим тело A: A = C ∨ D

F (C∨D,B) = F (C,B) + F (D,B) , C ∧ D = ∅; (2.40)
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MQ (C∨D,B) = MQ (C,B) + MQ (D,B) , C ∧ D = ∅. (2.41)

Приведенными выше аксиомами исчерпываются все постулаты, относя-
щиеся к воздействиям в общем случае. Введенные аксиомы не определяют
конкретного вида сил и моментов, они только фиксирует их основные свой-
ства.

В литературе часто встречается термин “сила инерции”. Последняя, со-
гласно указанному выше, может называться силой только весьма условно,
ибо “силы” инерции не удовлетворяют главному требованию — они не порож-
дены другими телами, да и вообще не существуют в инерциальной системе
отсчета.

Аксиомы аддитивности в книгах по механике часто подменяются так на-
зываемым “принципом независимости сил”. Следует иметь в виду, что адди-
тивность воздействий всеобща, а независимость воздействий, как правило, не
имеет места.

.2.3.2 Статика абсолютно твердого тела

В качестве простой иллюстрации применения понятий сил и моментов
сформулируем необходимые условия равновесия абсолютно твердого тела.
Утверждение. Если абсолютно твердое тело A находится в покое (в

равновесии), то внешние сила и момент, действующие на него, равны нулю,
т. е.

F(A,Ae) = 0,

MQ (A,Ae) = (RP − RQ) × F (A,Ae) + LP (A,Ae) = 0.
(2.42)

При выполнении этих условий абсолютно твердое тело может совершать
движение, сохраняющее его количество движения и кинетический момент.
Чтобы исключить эти движения, необходимо принять дополнительное тре-
бование об отсутствии движения тела в какой-либо момент времени. При
практическом использовании условий равновесия целесообразно применять
аксиомы аддитивности.
Прим е р. Дано абсолютно твердое тело A, к точкам B и C которого

прикреплены тонкие нити, передающие силы FB и FC; выяснить, при каких
ограничениях на силы FB и FC тело A находится в равновесии.

Воздействия передаются на тело только посредством нитей, которые при-
мем за тела окружения и обозначим теми же буквами, что и точки их при-
крепления к телу A. Таким образом, имеем Ae = B∨ C. Аксиома F1 требует,
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чтобы сила F(A,Ae) обращалась в нуль. Поэтому имеем равенство

F(A,Ae) = F(A,B ∨ C) = F(A,B) + F(A, C) ≡ FB + FC = 0. (2.43)

При вычислении момента используем аксиому аддитивности

MQ(A,Ae) = MQ(A,B ∨ C) = MQ(A,B) + MQ(A, C), (2.44)

где Q есть выбранная опорная точка. Для простоты совместим ее с началом
в системе отсчета. В таком случае будем опускать символ опорной точки в
обозначениях. При вычислении момента MQ(A,B) необходимо сначала вы-
брать точку приведения. Выбирать ее можно произвольно. Если в качестве
точки приведения выбрать какую-либо точку P, не совпадающую с точкой
закрепления нити B, то собственный момент LP(A,B) будет отличен от нуля.
Действительно, если мы будем поворачивать тело A вокруг точки P, то нить
B будет препятствовать этому повороту. Это и означает, что LP(A,B) отличен
от нуля. Если в качестве точки приведения выбрать точку B, то собственно
момент LB(A,B) будет равен нулю, поскольку нить не сопротивляется из-
гибу. Аналогичные рассуждения нужно провести и для момента MQ(A, C).
Окончательно получаем равенство

MO(A,Ae) = MO(A,B) + MO(A, C) = RB × FB + RC × FC = 0. (2.45)

Внешне это выражение не совпадает с (2.35), но оно легко преобразуется
к виду (2.35). При этом нетрудно убедиться, что не существует такой точки
приведения, чтобы собственно момент LP(A,Ae) равнялся нулю. Это озна-
чает, что в рассматриваемом примере внешнее воздействие окружения Ae на
тело A не является чисто силовым, хотя воздействия от каждой из нитей
являются чисто силовыми. Решая систему (2.43)–(2.45), получаем

FB = −FC, FB = λ(RC − RB), (2.46)

где величина λ остается произвольной. Если величина λ положительна, то по-
ложение равновесия устойчиво. Если величина λ отрицательна, то положение
равновесия неустойчиво, что, разумеется, нужно доказывать отдельно.

.2.4 Полная и внутренняя энергия

Энергия — одна из важнейших и наименее разработанных структур в
рациональной механике. Даже понятие кинетической энергии, впервые вве-
денное в неотчетливой форме Г. В. Лейбницем, далеко не сразу утвердилось
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в механике. Позднее понятие энергии было расширено включением в нее по-
тенциалов внутренних и внешних сил. Однако это расширение носило фор-
мальный характер, а уравнение баланса энергии являлось следствием законов
Ньютона, т. е. не было самостоятельной структурой.

В механике сплошных сред дело обстояло иначе. В 1839 г. Дж. Грин впер-
вые ввел понятие внутренней энергии, которое прочно утвердилось в меха-
нике сплошных сред, а уравнение баланса энергии стало не зависимым от
законов движения постулатом.

Наиболее полному анализу понятие энергии подверглось в работах
Г. Гельмгольца [52] и А. Пуанкаре [48]. Однако итог этого анализа не вполне
удовлетворителен из-за отсутствия ясной физической идеи. Нет ясного пони-
мания концепции энергии и в настоящее время, хотя уже многие факты ука-
зывают на центральную роль энергии (не сводящейся к кинетической энер-
гии) при исследовании многих проблем, особенно на микроуровне. В данном
случае наша цель не прояснить концепцию энергии, а подчеркнуть роль энер-
гии как самостоятельной структуры механики.

Кинетическая энергия тела A есть скалярная мера движения тела отно-
сительно выбранного тела отсчета. Сама по себе она не носит объективного
характера и в этом смысле мало что определяет. Ясно, что кинетическая энер-
гия далеко не полностью характеризует энергетическое состояние тела. Само
существование тел в виде нераспадающихся объектов указывает на прису-
щее им “нечто”, что может выделяться или поглощаться при распаде тел или
их деформации. Это “нечто” можно назвать внутренней энергией, а полную
энергию E тела A представить в виде суммы

E(A) = K(A) +U(A). (2.47)

Функция K(A) полностью определена. Внутренняя энергия U(A) есть но-
вая характеристика тела A и требует определения. Если внутренняя энергия
определена, то и полная энергия тела определена.

Часто различие между кинетической и внутренней энергиями тела A сво-
дят к простому утверждению, что кинетическая энергия есть часть полной
энергии, зависящая от скоростей тел-точек, составляющих тело A, а внутрен-
няя энергия есть часть полной энергии, зависящая от взаимных положений
тел-точек, составляющих тело A. Во многих случаях подобное разделение
оказывается приемлемым и не приводит ни к каким неприятностям. Однако
принятие этой точки зрения резко сужает область применимости механики и
потому совершенно неприемлемо в фундаментальном плане.

Качественное различие понятий кинетической и внутренней энергии со-
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стоит в следующем. Кинетическая энергия — это та часть полной энергии,
которая зависит от выбора системы отсчета и потому не является физической
(объективной) характеристикой тела. Внутренняя энергия — это та часть пол-
ной энергии тела, которая не зависит от выбора системы отсчета и связана
с самим телом. Образно говоря, внутренняя энергия как бы “вморожена” в
тело и перемещается вместе с ним. Важно подчеркнуть, что здесь речь идет
о любых системах отсчета, т. е. инерциальность системы отсчета не подразу-
мевается.

Внутренняя энергия характеризует способность тела запасать энергию
внутри самого себя. Например, внутренняя энергия материальной точки по-
стоянна и не меняется при ее движениях. То же самое можно сказать об
абсолютно твердом теле. Внутренняя энергия тела, состоящего из двух ма-
териальных точек, соединенных безынерционной пружиной, с точностью до
постоянной величины равна энергии деформации пружины. Это простые при-
меры. Чтобы прояснить (или запутать) более сложную ситуацию, рассмот-
рим следующий идеализированный пример. Допустим, тело A состоит из 2n
атомов водорода и n атомов кислорода, причем атомы рассматриваются как
материальные точки (в этом и состоит идеализация). Между атомами дей-
ствуют некие силы, которые потенциальны. Полная энергия этого тела есть
сумма кинетических энергий всех атомов и потенциала внутренних сил. Ины-
ми словами, внутренняя энергия этого тела равна потенциалу внутренних
сил. С другой стороны, известно, что два атома водорода объединяются с од-
ним атомом кислорода и образуют молекулу воды, которую, в свою очередь,
можно рассматривать как материальную точку (еще одна идеализация). По-
этому тело A можно рассматривать как состоящее из n тел-точек (молекул
воды), между которыми действуют потенциальные силы. В этом случае пол-
ная энергия тела A есть сумма кинетических энергий молекул и потенциала
внутренних сил. Понятно, что полные энергии тела A в обоих случаях долж-
ны совпадать, хотя и кинетические энергии, и внутренние энергии тела A
в этих двух подходах будут различаться самым существенным образом. В
этом примере мы видим, что разделение полной энергии на кинетическую
и внутреннюю не носит абсолютного характера. Отсюда и многочисленные
проблемы, связанные с принятием формальных определений для энергии.

Не вдаваясь в дальнейшие обсуждения, сформулируем несколько акси-
ом относительно энергии, которые показывают направление существующих
исследований.
Ак с и ом а E1. Внутренняя энергия тела A зависит только от кон-

фигурации тела A, т. е. только от векторов положения Ri и тензоров
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поворота Pi тел-точек Ai, составляющих тело A

U(A) = U (R1,P1; R2,P2; . . . ; RN,PN) . (2.48)

Ак с и ом а E2. Внутренняя энергия тела A аддитивна по парам тел-
точек, составляющих тело A,

U(A) = U

(
∨
N

i=1
Ai

)
=
1

2

N∑
i,k

ϕi,k (Ai,Ak) , ϕi,i (Ai,Ai) = 0. (2.49)

Эта аксиома часто ставится под сомнение, например, для ионных вза-
имодействий. Однако на самом деле в физике никогда не анализировались
потенциалы вида (2.48). Не доказано, но по всей видимости аксиома (2.49)
необходима для согласования с аксиомами аддитивности воздействий. Следу-
ет обратить внимание на тот факт, что внутренняя энергия тела A, в отличие
от его кинетической энергии, не аддитивна по телам, составляющим тело A.
Ак с и ом а E3a. Внутренняя энергия тела A является индифферент-

ным скаляром, т. е. она не зависит от выбора системы отсчета5.
Ак с и ом а E3b. Внутренняя энергия тела A не изменится, если на

движение тела A наложить дополнительное движение тела A, как жест-
кого целого.

Последние две аксиомы эквивалентны. Следствием аксиом E1, E2, E3a,
E3b являются утверждения:

а) внутренняя энергия тела A, являющегося системой материальных
точек, по необходимости имеет вид

U(A) =
1

2

N∑
i,k

ϕi,k (|Ri − Rk|) ; (2.50)

б) внутренняя энергия тела A, состоящего из тел-точек общего вида,
по необходимости имеет вид

U(A) =
1

2

N∑
i,k

ϕi,k
(
PT
i ··· (Ri − Rk) ; PT

i ··· Pk

)
. (2.51)

Ионные взаимодействия должны описываться внутренней энергией типа
(2.51), который никогда не привлекался для этой цели. В качестве примера
возможной функции ϕi,k в (2.50) приведем такую

ϕ (r) = ϕ0e
−r0/r

[(r1
r

)m
−

(r1
r

)n]
, r ≡ |Ri − Rk| , (2.52)

5 О замене системы отсчета см. подраздел 7.1.2. (Примеч. ред.)
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где ϕ0, r0, r1,m, n — постоянные, различные, вообще говоря, для разных пар
частиц, если последние не однотипны.

Постоянные 0 < r0 � r1 положительны и обе весьма малы. Если r0 = 0,
то (2.52) переходит в потенциал Леннарда–Джонса. Постоянная r0 имеет по-
рядок радиуса орбиты электрона в атоме. Поэтому при r0 � r1 (2.52) вновь
совпадает с потенциалом типа Леннарда–Джонса. На первый взгляд потенци-
ал типа (2.52) кажется странным, так как он допускает “слипание” тел-точек.
Но именно это обстоятельство в целом ряде случаев является необходимым.
Принципы выбора конкретного вида потенциала довольно сложны для крат-
кого описания, так как они связаны с вопросами существования устойчивых
состояний тел и далеки от окончательных решений.

В заключение примем следующее.
Определение. Мощностью внешних воздействий на тело A, состоя-

щего из тел-точек Ai, называется билинейная форма скоростей и воздей-
ствий

N(A) =
∑
i∈MA

[
F (Ai,Ae) ··· Vi + L (Ai,Ae) ···ωωωi

]
. (2.53)

Обратим внимание, что в выражение (2.53) включены силы и моменты,
действующие на тело-точку со стороны окружения всего телаA, а не со сторо-
ныAe

i , т. е. окружение i-го тела-точки. Кроме того, под L (Ai, Ae) понимается
собственно момент, когда в качестве точки приведения выбрана точка, задан-
ная вектором положения Ri тела-точки Ai, причем напомним, L (Ai, Ae) не
зависит от выбора опорной точки Q.

.2.5 Фундаментальные законы механики

Под фундаментальными законами механики понимают два закона дина-
мики Эйлера (уравнение баланса количества движения и уравнение баланса
кинетического момента) и два начала термодинамики, к которым относят-
ся уравнение баланса энергии и второе начало термодинамики6, не имеющее

6 Здесь говорится об общепринятой точке зрения на второй закон термодинамики.
П. А. Жилин придерживался этой точки зрения в ранний период своей научной деятель-
ности (работы 1965–1980 гг.). В более поздних работах П. А. Жилин в той или иной форме
высказывает сомнения относительно фундаментальности второго закона термодинамики,
и, наконец, в работе [6] 2005 г., посвященной общей теории стержней, он полностью от-
казывается от использования второго закона термодинамики в каких-либо формальных
построениях и получает соотношения Коши–Грина с помощью принципиально нового ме-
тода. (Примеч. ред.)
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другого общепринятого наименования. Все эти законы суть некие логиче-
ские утверждения, которые не вытекают из опыта и потому не могут быть
опровергнуты опытным путем. Иными словами, фундаментальные законы
отнюдь не являются законами Природы типа закона Всемирного тяготения.
Фундаментальные законы суть метод изучения Природы. При дальнейшем
развитии механики существующие формулировки фундаментальных законов
могут измениться, но не потому что неправильны, а потому что могут быть
найдены их более эффективные выражения. Можно утверждать, что фунда-
ментальные законы механики действуют на всех уровнях от атомной физики
до космологии. Встречающиеся при этом проблемы суть следствия непра-
вильного или непоследовательного применения фундаментальных законов.

.2.5.1 Уравнение баланса количества движения

Формулировка первого закона динамики Эйлера. Скорость изме-
нения количества движения тела A равна силе F(A, Ae) плюс скорость
подвода количества движения k1(A) в тело A

K̇1(A) = F(A, Ae) + k1(A) . (2.54)

Для закрытых тел величина k1(A), как правило, равна нулю. Для мате-
риальной точки уравнение (2.54) есть второй закон Ньютона. Для закрытых
тел уравнение (2.54) называют первым законом динамики Эйлера, открытым
им в 1750 г. Из (2.54) и аддитивности по телам количества движения и сил
немедленно следует третий закон Ньютона F(A, B) = −F(B, A). Обратим
внимание, что это равенство ничего не говорит о направлении силы F(A, B).
Уравнение И. В. Мещерского есть просто запись уравнения (2.54).
Замечание. В физике весьма популярно мнение, что силой называется

то, что стоит в правой части уравнения (2.54). Это заблуждение является
источником многих недоразумений. Например, многие физики полагают, что
третий закон Ньютона не выполняется в микромире. Однако в эйлеровой
механике третий закон Ньютона уже не аксиома, а доказанная теорема, и она
не может нарушаться. Противоречие возникает из-за того, что в микромире
часто нельзя игнорировать скорость подвода количества движения в тело.
Поэтому правую часть уравнения (2.54) нельзя называть силой.

У начинающих часто возникает затруднение с тем, как следует вычислять
скорость подвода количества движения в тело. К сожалению, в общем случае
этот вопрос не разрешен на формальном уровне, хотя на интуитивном уровне
он вполне очевиден. Поэтому ограничимся двумя простыми примерами.
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Прим е р. Погрузка движущейся тележки. Пусть по рельсам дви-
жется тележка со скоростью v(t). При этом на тележку насыпается, напри-
мер, песок. Поэтому массаm(t) тележки с песком меняется во времени. Счи-
таем, что на тележку никаких сил не действует. Это, в частности, означает,
что колея прямолинейна и трение в подшипниках колес отсутствует7. Нужно
найти скорость движения тележки.

Первый закон динамики записывается в виде

d

dt
[m(t)v(t)] =

dm(t)

dt
u(t), (2.55)

где dm(t)/dt есть скорость подвода массы, а u(t) есть абсолютная скорость,
с которой масса dm(t) подводится к тележке.

Задачу можно немного усложнить. Пусть на тележку насыпается песок
двух сортов. Тогда вместо (2.55) будем иметь следующее уравнение:

d

dt
[m(t)v(t)] = ρ1(t)u1(t) + ρ2(t)u2(t),

dm(t)

dt
= ρ1 + ρ2, (2.56)

где ρ1, ρ2 суть скорости подвода массы песка первого и второго сортов, соот-
ветственно, u1, u2 суть скорости, с которыми упомянутые массы подводятся
к тележке.

Движение тележки существенно зависит от подводимого к ней количества
движения. Например, если песок подается из неподвижного (падает сверху в
тележку) источника, то u = 0. Если песок подается с вертолета, летящего над
тележкой с той же скоростью, то u = v. В первом случае скорость тележки
будет уменьшаться с ростом ее массы, а во втором случае будет сохраняться
неизменной. Можно, разумеется, и разгонять тележку, сбрасывая с нее песок
с подходящей скоростью (реактивное движение).
Прим е р. Задача Кэйли. Чтобы еще немного пояснить особенности

работы с открытыми системами, рассмотрим задачу Кэйли (1857) о падаю-
щей цепочке (см. с. 114 учебника [53]). В задаче требуется исследовать движе-
ние нерастяжимой тяжелой цепи, конец которой свешивается с горизонталь-
ного стола, тогда как не вступившая еще в движение часть цепи свернута в
клубок у самого края стола. Пусть ρ = const и L суть погонная масса и длина
цепи, соответственно. В качестве тела A выбираем свисающую часть цепи, а

7 На тележку не действует никаких сил в направлении движения. Сила тяжести и сила
реакции опоры действуют в перпендикулярном направлении и на характер движения не
влияют. Поэтому, если задача состоит только в определении движения, а реакция опоры
не представляет интереса, эти силы можно не учитывать. (Примеч. ред.)
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через x обозначим ее длину. Запишем уравнение движения свисающей части
цепи

d

dt

(
ρx
dx

dt

)
= ρgx− F+

d(ρx)

dt

dx

dt
, (2.57)

где в левой части уравнения стоит скорость изменения количества движения
свисающей части цепи. В правой части: первое слагаемое — вес свисающей
части, второе слагаемое — сила, приложенная к верхнему концу свисающей
части, последнее слагаемое есть скорость подвода количества движения в
свисающую часть цепи.

Отметим, что в уравнении, используемом Кэйли, два последних слагае-
мых в правой части отсутствуют. Покажем, что так и должно быть. Уравне-
ние (2.57) содержит две неизвестных функции. В качестве дополнительного
уравнения запишем уравнение баланса количества движения для части цепи,
лежащей на столе,

d

dt
[ρ (L− x) 0] = F+

dρ (L− x)

dt

dx

dt
⇒ F = ρ

(
dx

dt

)2

. (2.58)

Подставляя полученное выражение для силы F в уравнение (2.57), прихо-
дим к уравнению, использованному Кэйли без должного обоснования. При-
мем, что в начальный момент времени цепь находилась в покое и свисала ее
бесконечно малая часть, т. е. примем следующие начальные условия:

t = 0 : x = 0, ẋ = 0 ⇒ x =
1

6
gt2. (2.59)

Здесь опущены необходимые вычисления, поскольку их можно найти
в [53]. Учебники по механике останавливаются на выводе закона движения
(2.59), но любители парадоксов идут дальше. Выясним, сохраняется ли энер-
гия у движущейся цепи. При t = 0 цепь обладала только потенциальной энер-
гией P0 = ρgL2. Рассмотрим момент времени t1, когда x = L, т. е. t1 =

√
6L/g.

В этот момент времени имеем

P1 =
1

2
ρgL2, K1 =

1

3
ρgL2 ⇒ P1 + K1 =

5

6
ρgL2 �= P0 = ρgL2. (2.60)

Спрашивается, куда пропала энергия ρgL2/6? Именно в этом усматри-
вается парадокс. Ответ очевиден: эта часть энергии затрачена на мгновен-
ный разгон бесконечно малых частей цепи от нулевой скорости до конечной
скорости ẋ, т. е. в данной задаче бесконечно малые части цепи испытывают
бесконечно большие ускорения. Менее тривиален вопрос о правильной записи
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уравнения баланса энергии в этой задаче. Собственно, именно в этом пункте и
возникают наибольшие расхождения и, как следствие, парадоксы. Мы наста-
иваем, что уравнение баланса энергии должно выполняться во всех случаях,
но его правильное написание требует определенной практики. Проверим его
выполнение в задаче Кэйли. Через U обозначим массовую плотность внутрен-
ней энергии цепи, т. е. бесконечно малая часть цепи dx обладает внутренней
энергией dU = ρdxU. Поскольку цепь нерастяжима, то массовая плотность
внутренней энергии постоянна. Запишем уравнение баланса энергии для сви-
сающей части цепи

d

dt

[
1

2
ρx

(
dx

dt

)2

+ ρxU

]
= ρgx

dx

dt
− F

dx

dt
+
d(ρx)

dt

[
1

2

(
dx

dt

)2

+ U

]
. (2.61)

Здесь первые два слагаемых в правой части определяют мощность внеш-
них сил, действующих на свисающую часть цепи, а последнее слагаемое опре-
деляет скорость подвода энергии в систему. Нетрудно убедиться, что уравне-
ние (2.61) для решения (2.59) тождественно выполняется. Чтобы яснее ощу-
тить понятие подвода энергии в систему, запишем уравнение баланса энергии
для всей цепочки

d

dt

[
1

2
ρx

(
dx

dt

)2

+ ρLU

]
= ρgx

dx

dt
+ δ. (2.62)

Здесь δ есть скорость подвода энергии в цепочку. Полный подвод энергии
в систему на интервале времени [0, t1] есть интеграл

Δ =

t1∫
0

δdt =

[
1

2
ρ x ẋ2

]t1
0

−

[
1

2
ρg x2

]t1
0

= −
1

6
ρgL2, (2.63)

где использовано решение (2.59). В данном случае внутри системы происхо-
дит потеря энергии, причем энергия “немеханического происхождения” имеет
чисто механическую природу. Тем не менее мы говорим, что энергия (2.63)
рассеялась в окружающую среду в форме тепла. Неискушенному в механи-
ке открытых систем читателю будет полезно обдумать эту задачу во всех
деталях. В частности, следует проследить происхождение и структуру под-
вода энергии. По аналогии с рассмотренным ранее примером полезно ввести
температуру и энтропию, а также дать им истолкование. В задачах такого
рода очень трудно сформулировать жесткие правила. Только настойчивая
практика позволит изучающим с легкостью преодолевать все возникающие
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проблемы. К сожалению (или к счастью), механика вообще и механика от-
крытых систем в частности всегда будет включать в себя элементы искусства
и никогда не будет принадлежать сфере чистой математики, как это виделось
Лагранжу.

.2.5.2 Уравнение баланса кинетического момента

Формулировка второго закона динамики Эйлера. Скорость изме-
нения кинетического момента тела A, вычисленного относительно опор-
ной точки Q, равна моменту MQ(A, Ae) плюс скорость подвода кинети-
ческого момента kQ2 (A) в тело A

K̇Q
2 (A) = MQ(A, Ae) + kQ2 (A) . (2.64)

Этот закон для закрытых тел
(
kQ2 (A) = 0

)
впервые был открыт Л. Эй-

лером в 1776 г. и носит название второго закона динамики Эйлера. В менее
отчетливой форме Л. Эйлер использовал этот закон еще в 1758 г. при фор-
мулировке уравнений динамики твердого тела. Как ни странно, но и в насто-
ящее время второй закон динамики Эйлера, как фундаментальный постулат
механики, не формулируется в существующих учебниках физики и механи-
ки. Относить этот закон к разряду теорем, как считал Лагранж, разумеется,
нельзя8.

Если два закона динамики Эйлера применить к системе материальных
точек, то они позволяют доказать, что внутренние силы в такой системе
по необходимости являются центральными, т. е. направлены по линиям, со-
единяющим материальные точки. Поэтому в ньютоновской механике систем
материальных точек никаких сил, кроме центральных, не существует. Экс-
периментально доказано, что силы между ионами в кристаллах не являются
центральными. Это означает, что ионы, в общем случае, нельзя моделировать
материальными точками. В качестве иллюстрации использования второго за-
кона динамики рассмотрим простые примеры.
Прим е р. Движение абсолютно твердого тела в центральном

поле тяготения. Пусть в начале инерциальной системы отсчета расположе-
но точечное тело с массой M. Пусть в поле тяготения этого тела движется

8 Ранее (см. разд. 1.9) П. А. Жилин отмечает: “... Э. Нетер показала, что баланс
сил вытекает из однородности пространства, а баланс моментов следует из изотропности
пространства. Теорема Э. Нетер обратима. Поэтому, если допустить, что баланс момен-
тов есть следствие баланса сил, то сразу приходим к абсурдному выводу, что изотропия
пространства (системы отсчета) есть следствие его однородности”. (Примеч. ред.)
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абсолютно твердое тело A с массой m. Центральный тензор инерции тела A
считается трансверсально изотропным и в отсчетном положении имеет вид

C = λe ⊗ e + μ (E − e ⊗ e) , (2.65)

где λ, μ суть осевой и экваториальный центральные моменты инерции те-
ла A, соответственно. Количество движения и кинетический момент тела A
задаются выражениями

K1 = mṘ(t), K2 = R(t) ×mṘ(t) + P(t) ··· C ··· PT(t) ···ωωω(t), (2.66)

где R, P суть вектор положения центра масс тела A и тензор поворота тела
A, соответственно,ωωω есть угловая скорость тела A, которая связана с тензо-
ром поворота тела A уравнением Пуассона (2.11). В качестве опорной точки
при вычислении кинетического момента выбрано начало в системе отсчета.
Запишем теперь первые два закона динамики для тела A.

Уравнение баланса количества движения записывается так9

d

dt

(
mṘ

)
= −G

Mm

R3
R, (2.67)

где G есть универсальная гравитационная постоянная. Уравнение (2.67) име-
ет один скалярный и один векторный интеграл движения. Скалярный инте-
грал называется интегралом энергии трансляционного движения. Он полу-
чается после скалярного умножения обеих частей уравнения (2.67) на вектор
Ṙ и имеет вид

1

2
m Ṙ ··· Ṙ −G

mM

R
= ET = const, (2.68)

где ET будем называть энергией трансляционного движения тела A. Вектор-
ный интеграл, называемый законом сохранения момента количества движе-
ния, получается после векторного умножения обеих частей уравнения (2.67)
на вектор R и имеет вид

R ×mṘ = H = const ⇒ R ··· H = 0. (2.69)

Согласно последнему равенству траектория центра масс тела A лежит в
плоскости, ортогональной вектору H и называемой плоскостью эклиптики.

9 Предполагается, что размеры тела много меньше расстояния до точечной массы. В
этом случае выражение в правой части уравнения (2.67) представляет собой асимптоти-
чески главный член действующей на тело гравитационной силы. Точным это выражение
является только в случае сферически симметричного распределения массы в твердом теле.
(Примеч. ред.)
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Решение задачи (2.67)–(2.69) может быть найдено во всех учебниках механи-
ки и здесь не приводится.

Уравнение баланса кинетического момента имеет вид

d

dt

(
R(t) ×mṘ(t) + P(t) ··· C ··· PT(t) ···ωωω(t)

)
= 0.

Отсюда с учетом интеграла (2.69) получаем еще один векторный инте-
грал, фиксирующий сохранение динамического спина тела A. Этот интеграл
дается выражением

P(t) ··· C ··· PT(t) ···ωωω(t) = L = const. (2.70)

Сохранение динамического спина элементарных частиц, очевидно, долж-
но играть огромную роль в квантовой физике, если бы она учитывала в явном
виде спинорные движения. Но, к сожалению, в настоящее время этого нет.
Равенство (2.70) можно переписать в обращенной форме

ωωω = P(t) ··· C−1 ··· PT(t) ··· L. (2.71)

Решение уравнения (2.71) совместно с уравнением Пуассона позволяет
найти угловую скорость и повороты тела A. Разумеется, к этим уравнениям
должны быть добавлены начальные условия

P(0) = E, ωωω(0) =ωωω0 ⇒ L = C ···ωωω0. (2.72)

Здесь мы приняли, что в качестве отсчетного положения тела A выбрано
его начальное положение. Решение задачи (2.71), (2.72) рассмотрим немного
подробнее. Нетрудно убедиться, что уравнение (2.71) допускает интеграл, ко-
торый выражает закон сохранения энергии спинорного движения. Подчерк-
нем, что его нельзя называть законом сохранения вращательного движения,
поскольку часть энергии вращательного движения, т. е. энергия трансляци-
онного движения тела A вокруг центра притяжения, уже вошла в интеграл
(2.68). Энергия спинорного движения вычисляется по формуле

ES =
1

2
ωωω(t) ··· P(t) ··· C ··· PT(t) ···ωωω(t) =

1

2
L ···ωωω(t) =

=
1

2
L ··· P(t) ··· C−1 ··· PT(t) ··· L.

(2.73)

Вычисляя производную по времени от энергии ES и учитывая уравнение
(2.71), немедленно убеждаемся, что энергия спинорного движения ES сохра-
няется неизменной. Всякий тензор поворота, как известно, выражается через
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три параметра, например, через углы Эйлера. Общая теорема о представ-
лении тензора поворота через три параметра доказана в работе [31]. Закон
сохранения энергии спинорного движения ES = const показывает, что три
упомянутые параметра должны удовлетворять одному скалярному равенству
(2.73). В результате, тензор поворота, тождественно удовлетворяющий зако-
ну сохранения энергии спинорного движения, может быть выражен через два
произвольных параметра. Введем обозначение

Q (ϕ(t)m(t)) ≡ (1− cosϕ)m ⊗ m + cosϕE + sinϕm × E (2.74)

для поворота на угол ϕ вокруг вектора m. Тогда искомый двухпараметри-
ческий тензор поворота может быть выражен в виде композиции двух пово-
ротов

P(t) = Q (ψ(t)m) ··· Q (ϕ(t)e) , m ≡ L/|L| = const, (2.75)

где угол собственного вращения ϕ задает вращение вокруг оси изотропии
e тела A, а угол прецессии ψ задает прецессию тела A вокруг постоянного
вектора динамического спина L. Подстановка (2.75) в (2.73) дает

ES =
1

2
L ··· Q (ψm) ··· Q (ϕe) ··· C−1 ··· QT (ϕe) ··· QT (ψm) ··· L =

=
1

2
L ··· C−1 ··· L = const.

(2.76)

Здесь учтены очевидные тождества

L ··· Q (ψm) = L, e ··· Q (ψe) = e.

Вычисляя угловую скорость композиции поворотов (2.75), получаем

ωωω = ψ̇m + ϕ̇Q (ψm) ··· e = Q (ψm) ···
(
ψ̇m + ϕ̇e

)
= Q (ψm) ···ωωω0. (2.77)

Подставляя выражение (2.77) в уравнение (2.71) и умножая обе части
получившегося уравнения на QT (ψm) слева, получаем

ψ̇L + lϕ̇e = lC−1 ··· L = lωωω0, l =

√
μ2ω2

0 + (λ2 − μ2) (e ···ωωω)2, (2.78)

где l есть модуль вектора L. Решение уравнения (2.78) находится элементарно
и имеет вид

ψ =
tl

μ
, ϕ =

t (μ− λ)

μ
(e ···ωωω0) =

t (μ− λ)

λμ
(e ··· L). (2.79)
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Таким образом, мы видим, что ось тела A прецессирует вокруг вектора
динамического спина

e′ = Q (ψ(t)m) ··· Q (ϕ(t)e) ··· e = Q (ψ(t)m) ··· e ⇒ e′ ··· L = e ··· L (2.80)

с постоянной скоростью прецессии ψ̇ и вращается с постоянной угловой ско-
ростью ϕ̇ вокруг собственной оси, причем угол между осью тела и вектором
его динамического спина сохраняется неизменным.

Применим теперь полученные результаты к описанию вращения Земли.
Это справедливо в пренебрежении влиянием Луны и гравитационным момен-
том от Солнца. Как известно, моменты инерции Земли различаются весьма
незначительно

λ � 1, 0033 μ.

К сожалению, нам не известны детали наблюдений по изучению враще-
ния Земли и потому мы не в состоянии судить о степени их точности. Много
полезных сведений о движении Земли можно найти в книге [54]. Посколь-
ку вектор динамического спина постоянен, то он фиксирован относительно
плоскости эклиптики. Считается [54], что ось Земли также фиксирована от-
носительно плоскости эклиптики и составляет с ней угол 66o33′. Согласно
(2.80) одновременная фиксация и динамического спина, и оси Земли возмож-
на тогда и только тогда, когда вектор динамического спина направлен строго
по оси Земли. В таком случае имеем

L = λωωω, ωωω =ωωω0 = ω0e = const, l = |L| = λω0, (2.81)

и различие между углами прецессии ψ и собственного вращения ϕ теряет
смысл. Физически интерпретируема только сумма этих углов, равная, конеч-
но, величине tω0. С другой стороны, имеются сведения о том, что скорость
вращения Земли не постоянна, а ось Земли слегка колеблется. Обычно это
объясняется тем, что Земля не может считаться абсолютно твердым телом.
Но, в дополнение к этому объяснению, существует и другая причина, по ко-
торой ось Земли может колебаться. Действительно, допустим, что направле-
ние динамического спина немного отличается от направления оси Земли. В
этом случае ось Земли будет прецессировать вокруг вектора динамического
спина, и, следовательно, будет немного меняться угол между осью Земли и
плоскостью эклиптики. Модуль вектора угловой скорости будет оставаться
постоянным, но сам вектор угловой скорости будет также прецессировать во-
круг вектора динамического спина. При этом смена суток на Земле будет
определяться не вращением Земли вокруг собственной оси, а прецессией ее
оси, как это видно из формул (2.79).
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Прим е р. Реакция в опоре свободно вращающегося тела. Рас-
смотрим абсолютно твердое тело, одна точка которого неподвижно закрепле-
на, и никаких сил, кроме реакции в опоре, на тело не действует. Эта задача
мало отличается от рассмотренной, но мы хотим обратить внимание на одну
ее особенность. Запишем уравнения движения.

Уравнение баланса количества движения

d

dt

(
mṘ

)
= F, (2.82)

где вектор R определяет положение центра масс относительно неподвижной
точки, сила F есть реакция в неподвижной точке. Уравнение (2.82) служит
для нахождения реакции в опоре. По основной теореме кинематики имеем

R(t) = P(t) ··· r, (2.83)

где вектор r задает положение центра масс тела в отсчетном положении. Для
нахождения тензора поворота P необходимо записать второй закон динами-
ки:

d

dt

(
P ··· C ··· PT ···ωωω

)
= 0 ⇒ P ··· C ··· PT ···ωωω = L = const, (2.84)

где тензор инерции C вычислен относительно неподвижной точки и являет-
ся трансверсально изотропным. Решение задачи (2.84) при заданных началь-
ных условиях ничем не отличается от решения (2.75)–(2.79), построенного в
предыдущем примере. Использовав (2.82), вычислим реакцию в опоре

F = mQ (ψm) ···
[
ωωω0 × E ×ωωω0 + ϕ̇ (e ⊗ωωω0 −ωωω0 ⊗ e)

]
··· Q (ϕe) ··· r. (2.85)

В выражении (2.85) использованы обозначения, принятые в (2.75)–(2.79).
Как видим, реакция в опоре вычисляется по довольно сложной формуле,
причем ее направление меняется во времени и не совпадает с направлением
вектора R, определяющего положение центра масс. Вообразим теперь, что
мы в состоянии измерять реакцию опоры и наблюдать вращательное движе-
ние тела. Допустим также, что мы ничего не знаем о втором законе динамики
Эйлера. Возьмем далее два тела с одинаковыми тензорами инерции и зададим
для них одинаковые начальные условия. В этом случае наблюдаемые движе-
ния этих двух тел будут совершенно одинаковыми. В то же время измеряемые
реакции опор у этих тел могут быть совершенно разными, поскольку реакции
зависят от положения центра масс в теле. Но центры масс у тел с одинаковы-
ми тензорами инерции могут находиться в различных точках тела, причем
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движение центров масс неконтролируемо. Если мы стоим на позициях нью-
тоновской механики, то возникшая ситуация покажется нам парадоксальной,
ибо наблюдаемые движения не определяют измеряемые силы. Для объясне-
ния этого факта мы начнем придумывать некие вероятностные трактовки и
говорить о нарушениях законов классической механики. Нечто похожее как
раз и происходит в микромире. Современная физика для описания подобных
явлений использует вероятностные законы квантовой физики.

.2.5.3 Первое и второе начала термодинамики

В механике дискретных систем не обсуждаются такие понятия, как внут-
ренняя энергия, тепло, температура, энтропия. Поэтому и основные зако-
ны термодинамики остаются за рамками классической механики. Вместе с
тем, в механике сплошных сред законы термодинамики играют весьма важ-
ную роль. В результате, при переходе от дискретных систем к сплошным
средам возникает некий логический разрыв, поскольку приходится вводить
понятия, чуждые детерминированной механике дискретных систем. В дан-
ной главе общая концепция законов термодинамики не обсуждается. Тем не
менее кажется целесообразным ввести основные понятия термодинамики на
элементарных примерах механики дискретных систем.

Если бы нас интересовали только системы с конечным (и не слишком
большим) числом степеней свободы, то первых двух законов динамики в со-
вокупности с определяющими уравнениями было бы вполне достаточно для
полного анализа всех интересующих нас вопросов. В механике сплошных
сред, т. е. систем с бесконечным числом степеней свободы, ситуация оказы-
вается сложнее. Здесь уже невозможно описать состояние среды, пользуясь
только понятиями сил и моментов. Дополнительно приходится вводить такие
первичные понятия, как внутренняя энергия, тепловая энергия, температура
и энтропия. Собственно, понятие внутренней энергии можно ввести и в систе-
мах с конечным числом степеней свободы, где внутренняя энергия вводится
как потенциал внутренних сил. В механике сплошных сред это уже не всегда
возможно. Понятия температуры и энтропии знакомы практически всем. Тем
не менее их строгое определение наталкивается на серьезные затруднения. В
механике сплошных сред эти затруднения до некоторой степени разрешаются
формулировкой первого и второго начал термодинамики.

В данной работе используются упрощенные формулировки, которые име-
ют своей целью на простых примерах пояснить такие основные понятия тер-
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модинамики, как внутренняя энергия, температура и энтропия10. В частно-
сти, понятие энтропии, используемое далее, отличается от известных опреде-
лений11.
Уравнение баланса энергии, или первый закон термодинамики.

Скорость изменения полной энергии произвольной системы равна мощно-
сти внешних воздействий плюс скорость подвода энергии “немеханического
происхождения” обычно в форме тепла.

Дать общее и строгое определение понятию энергии “немеханического
происхождения” затруднительно. Поэтому ограничимся неопределенным за-
явлением о том, что энергия немеханического происхождения — это та часть
энергии, которая подводится не через мощность внешних воздействий. Пояс-
ним указанное простейшим примером. Пусть два грузика, соединенные пру-
жиной, могут совершать движения вдоль трубки с осью x. Рассмотрим две
похожих ситуации. В первой из них между грузиками и стенками трубки
действуют силы вязкого трения. Во втором случае стенки трубки идеаль-
но гладкие, но между грузиками вставлен демпфер вязкого трения. Полная
энергия системы имеет один и тот же вид в обоих случаях

E =
1

2

(
m1ẋ

2
1 +m2ẋ

2
2

)
+
1

2
c (x1 − x2)

2
, (2.86)

где c есть жесткость пружины. Однако уравнение баланса энергии в этих
двух случаях пишется по-разному

1. Ė = −b1 ẋ
2
1 − b2 ẋ

2
2 ; 2. Ė = −b (ẋ1 − ẋ2)

2
, (2.87)

где постоянные коэффициенты b1, b2, b называются коэффициентами вяз-
кости.

В первом случае рассеяние энергии происходит за счет мощности внеш-
них сил, причем подвод энергии “немеханического происхождения” отсут-
ствует. Во втором случае мощность внешних сил равна нулю, а рассеяние

10 В этом разделе П. А. Жилин показывает, что метод введения основных понятий
термодинамики, принятый в механике сплошных сред, можно использовать применитель-
но к дискретным системам, в том числе к системам, состоящим из очень небольшого числа
частиц. Предложенные П. А. Жилиным формулировки являются упрощенными (по срав-
нению с механикой сплошных сред) только с математической точки зрения. С физической
точки зрения данные формулировки — точный аналог тех, которые П. А. Жилин дает для
сплошных сред (см. подразд. 3.2.6). Поэтому данные формулировки можно рассматривать
не только как упрощенный вариант метода механики сплошных сред, но и как расширение
термодинамических понятий на механику дискретных систем с небольшим числом частиц.
В этом смысле метод П. А. Жилина является уникальным. (Примеч. ред.)

11 Энтропия, видимо, одно из наиболее туманных понятий в механике, которое ис-
пользуется во многих смыслах, а иногда и вовсе без смысла.
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энергии происходит благодаря подводу (в данном случае — отводу) энергии
“немеханического происхождения”. При этом мы часто говорим, что энергия
рассеивается в окружающую среду в виде тепла.

Каждое уравнение баланса вводит в рассмотрение новое понятие. В пер-
вом законе динамики впервые вводится понятие силы. Во втором законе ди-
намики вводится новое понятие момента, не сводящегося к понятию момента
силы. Уравнение баланса энергии вводит в рассмотрение сразу два новых по-
нятия: внутреннюю энергию и скорость подвода энергии в систему. В даль-
нейшем мы покажем, что и такие понятия, как температура и энтропия, так-
же вводятся посредством специальной математической формулировки урав-
нения баланса энергии.

Обсуждение уравнения баланса энергии проведем на элементарном при-
мере двух грузиков, соединенных безынерционной пружиной общего вида.
Предварительно рассмотрим случай одной материальной точки. При обыч-
ной трактовке подвод энергии “немеханического происхождения” к матери-
альной точке невозможен. Поэтому уравнение баланса энергии для нее имеет
простейший вид

d

dt

(
1

2
mV ··· V +U

)
= F ··· V, (2.88)

где U есть внутренняя энергия, F есть сила, действующая на материальную
точку. Вычисляя производную по времени в левой части уравнения (2.88)
и учитывая первый закон динамики mV̇ = F, получаем, что внутренняя
энергия материальной точки постоянна. Именно поэтому в классической ме-
ханике внутренняя энергия исключается из рассмотрения. Между прочим, в
упомянутой постоянной энергии заключаются огромные энергии, например,
атомная энергия. Ситуация изменилась бы, если бы мы захотели рассмат-
ривать распад одной частицы на несколько новых частиц. В таком случае
внутренняя энергия перестала бы быть неизменной. При этом игнорировать
скорость подвода энергии уже было бы нельзя. Рассмотрим теперь тело, со-
стоящее из двух материальных точек, соединенных безынерционной пружи-
ной. Допустим, что внутри этого тела возможны потери энергии, например,
из-за наличия демпфера между частицами. Запишем уравнение баланса энер-
гии для рассматриваемого тела

d

dt

(
1

2
m1V1 ··· V1 +

1

2
m2V2 ··· V2 +U

)
= F1 ··· V1 + F2 ··· V2 + δ, (2.89)

где U есть внутренняя энергия рассматриваемого тела, δ есть скорость под-
вода энергии в систему, а F1, F2 суть внешние силы, действующие на первую
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и вторую частицы, соответственно. Подчеркнем, что в силы F1, F2 не входят
внутренние силы. В данном случае внутренние силы — это силы, действую-
щие на частицы со стороны пружины, а также силы внутреннего трения.

Пусть, например, F1, F2 — силы трения о внешнюю среду

F1 = −b1 Ṙ1, F1 = −b2 Ṙ2, (2.90)

где постоянные величины b1 и b2 называются коэффициентами вязкости.
Уравнение баланса энергии (2.89) можно переписать в эквивалентном ви-

де
m1V̇1 ··· V1 +m2V̇2 ··· V2 + U̇ = F1 ··· V1 + F2 ··· V2 + δ. (2.91)

Уравнение (2.91) следует еще немного преобразовать и исключить из него
внешние силы, поскольку они ни в какой степени не характеризуют рассмат-
риваемую систему. Для этого выпишем уравнения движения (первый закон
динамики) для обеих частиц в отдельности и для всего тела

m1V̇1 = F1 + F1i, m2V̇2 = F2 + F2i,

m1V̇1 +m2V̇2 = F1 + F2,
(2.92)

где F1i, F2i суть внутренние силы, действующие на первую и вторую частицы,
соответственно. Складывая первые два уравнения системы (2.92) и учитывая
третье уравнение, получаем

F1i + F2i = 0. (2.93)

Это аналог третьего закона Ньютона. С учетом уравнений (2.92) и (2.93)
уравнению баланса энергии (2.91) можно придать следующий вид:

U̇ = −F1i ··· (R1 − R2)
··· + δ. (2.94)

Это уравнение носит название приведенного уравнения баланса энергии.
Его существенное отличие от (2.91) состоит в том, что в него не входят ни-
какие внешние параметры. Поэтому приведенное уравнение баланса энергии
характеризует саму рассматриваемую систему и оказывается удобным для
дальнейшего анализа. Но предварительно следует сказать еще несколько слов
о понятии внутренней энергии.

По определению и по физическому смыслу она не может зависеть от ско-
ростей изменения основных кинематических переменных. Но глубокое про-
тиворечие состоит в том, что внутренняя энергия, как правило, обязана за-
висеть от неких относительных скоростей игнорируемых нами переменных.
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Например, при деформации кристаллической решетки ее атомы смещаются
от положений равновесия, и эти смещения меняют внутреннюю энергию ре-
шетки. В то же время, известно, что атомы не покоятся в узлах решетки,
а совершают быстрые колебания относительно средних положений, которые
и воспринимаются нами как положения равновесия при макроскопическом
рассмотрении. Представляется очевидным, что внутренняя энергия решет-
ки зависит от скоростей упомянутых колебаний атомов, поскольку именно
эти колебания определяют многие механические свойства тела. Если бы мы
полностью учли движения атомов, то и в этом случае осталась бы проблема
учета движений электронов внутри атома. Даже если бы мы рассматрива-
ли систему, состоящую, например, из свободных электронов, то осталась бы
проблема учета энергии электромагнитного поля. Короче говоря, Вселенная
всегда будет оставаться значительно богаче любых рассматриваемых нами
моделей. И та часть Вселенной, которая не учитывается в наших моделях,
всегда будет взаимодействовать с выделенными системами и влиять на их
внутреннюю энергию. Чтобы как-то разрешить это, строго говоря, неустра-
нимое противоречие, можно поступить следующим образом. Будем считать,
что плотность внутренней энергии зависит не только от конфигурации тела,
т. е. от положений частиц, составляющих тело, в данный момент времени, но
и от некоего параметра, называемого энтропией H.

Введение энтропии является попыткой как-то учесть зависимость внут-
ренней энергии от скоростей неучитываемых нами степеней свободы. Всегда
ли это возможно? Отрицательный ответ на этот вопрос очевиден. Но заме-
чательно то, что этот прием часто оказывается весьма удовлетворительным
с практической точки зрения. Не следует только наделять энтропию некими
фундаментальными, вплоть до мистических, свойствами.

Вернемся теперь к приведенному уравнению баланса энергии (2.94). При-
мем, что внутренняя энергия рассматриваемого тела зависит от векторов по-
ложений частиц тела и энтропии. Использовав принцип независимости от
выбора системы отсчета, нетрудно доказать, что внутренняя энергия рас-
сматриваемого тела есть функция вида

U = U(γ, H), γ ≡ |R1 − R2|
2, (2.95)

где параметр H будем называть энтропией. Внутренние силы представим в
виде суперпозиции

F1i = F1e(R1, R2, H) + F1d(R1, R2, Ṙ1, Ṙ2, H). (2.96)

Теперь приведенное уравнение баланса энергии (2.94) можно переписать
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в виде
U̇ = −F1e ··· (R1 − R2)

··· − F1d ··· (R1 − R2)
··· + δ. (2.97)

Левая часть этого равенства является полной производной по времени
от внутренней энергии. Следовательно, и правая часть (2.97) должна быть
полной производной. Чтобы получить полную производную, введем в рас-
смотрение новую неизвестную переменную ϑ, которую в дальнейшем будем
называть температурой, посредством равенства

ϑḢ = −F1d ··· (R1 − R2)
··· + δ. (2.98)

Следует подчеркнуть, что равенство (2.98) не требует принятия никаких
новых допущений. Правда, остается пока неясным, можно ли назвать введен-
ный параметр ϑ температурой. Проблема в том, что, например, в статисти-
ческой физике температура вводится посредством вполне определенных рас-
суждений, которые невозможно увязать с принятым ранее способом введения
температуры. В данной работе мы лишены возможности провести деталь-
ное обсуждение этого трудного вопроса. Поэтому ограничимся декларацией
о том, что принятый способ введения температуры, в принципе, согласуется
с механикой сплошных сред и классической термодинамикой.

Аналог уравнения (2.98) в механике сплошных сред носит название урав-
нения теплопроводности. Подставив (2.98) в приведенное уравнение баланса
энергии (2.97), получим равенства

U̇ = −F1e ··· (R1 − R2)
··· + ϑḢ ⇒

⇒ F1e = 2
∂U

∂γ
(R2 − R1), ϑ =

∂U

∂H
.

(2.99)

Последними двумя равенствами определяются сила упругости, возникаю-
щая при деформации пружины, и температура, если считать, что внутренняя
энергия системы каким-то образом задана. Конкретный вид внутренней энер-
гии зависит от физических свойств системы и может быть установлен только
на основе интуитивных представлений, включающих знание основных экс-
периментальных данных. Если энтропию считать не имеющей физической
размерности, то температура будет иметь смысл энергии, которую обычно
называют тепловой. В общем случае температура есть энергия на единицу
энтропии. Если энтропию считать имеющей размерность, то и размерность
температуры изменится.

По смыслу своего введения температура — это энергия движения си-
стемы по игнорируемым степеням свободы.



2.5. Фундаментальные законы механики 103

В рассматриваемом нами примере о двух грузиках, соединенных пружи-
ной и демпфером, мы имеем

F1d = −b
(
Ṙ1 − Ṙ2

)
,

где b постоянный коэффициент, называемый коэффициентом вязкости демп-
фера. Подставив это выражение в уравнение производства тепла (2.98), по-
лучим

ϑḢ = b | Ṙ1 − Ṙ2 |2 + δ. (2.100)
Первое слагаемое в правой части уравнения (2.100) есть тепло, вырабаты-

ваемое в системе в единицу времени, а второе слагаемое в правой части есть
тепло, излучаемое системой в единицу времени в окружающую среду. Таким
образом, вся правая часть уравнения (2.100) есть тепло, накапливаемое телом
в единицу времени. Мощность излучения δ, вообще говоря, уже не опреде-
ляется только свойствами тела, но зависит также и от свойств (например,
температуры) окружающей среды. Определение функции δ есть отдельная
задача. Примем, например, следующее определяющее уравнение для мощно-
сти излучения

δ = −ηb | Ṙ1 − Ṙ2 |2, 0 ≤ η ≤ 1, (2.101)
где коэффициент η показывает, какая часть вырабатываемой в теле мощно-
сти излучается в окружающую среду. Второе из уравнений (2.87) записано
для случая η = 1, когда энтропия системы сохраняется постоянной, как это
следует из (2.100). Подставив (2.101) в (2.100), получим уравнение для про-
изводства тепла в следующем виде:

ϑḢ = (1− η)b | Ṙ1 − Ṙ2 |2. (2.102)

Следует обратить внимание на тот факт, что в правую часть (2.100) не во-
шли характеристики вязкого трения частиц о внешнюю среду. Упомянутые
характеристики входят во внешние силы и потому исключаются из приве-
денного уравнения баланса энергии. Ситуация может показаться странной,
поскольку, как известно, тело нагревается при трении о внешнюю среду. Од-
нако этот нагрев должен учитываться введением некоего механизма внутри
материальных точек, чтобы сделать их способными накапливать тепло.

Уравнение (2.102) служит для определения температуры в теле. Но само
по себе оно недостаточно, ибо содержит две неизвестных функции: темпера-
туру ϑ и энтропию H. Для замыкания этого уравнения необходимо дополни-
тельное уравнение, связывающее температуру и энтропию. Трудность состо-
ит в том, что энтропия является неизмеряемым параметром. По существу,
она служит только для того, чтобы правильно определить температуру.
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Примем, что параметр ϑ есть температура, измеряемая термометром по
некоей выбранной процедуре. Пусть, например, ϑ есть измеряемая темпе-
ратура корпуса демпфера. Теперь необходимо сформулировать определяю-
щее уравнение, связывающее температуру ϑ и энтропию H. Подчеркнем, что
определяющее уравнение можно формулировать только после определения
смысла температуры, например, как измеряемого термометром параметра.
Примем простейшее определяющее уравнение для температуры12

ϑ = ϑ(H) = c−1 H ⇒ H = c ϑ, (2.103)

где c есть экспериментально определяемый параметр. Подставляя (2.103) в
(2.102), находим температуру

c ϑϑ̇ = (1− η)b|Ṙ1 − Ṙ2|
2 ⇒ ϑ =

⎡
⎣ϑ20 +

2(1− η)b

c

t∫
0

|Ṙ1 − Ṙ2|
2dt

⎤
⎦
1/2

,

где ϑ0 есть начальная температура. Если наблюдаемые экспериментальные
данные удается удовлетворительно описать при подходящем выборе посто-
янной c, то определяющее уравнение (2.103) можно считать приемлемым. В
противном случае необходимо принимать другое определяющее уравнение.

Если принять определяющее уравнение для температуры (2.103) и опре-
деляющие уравнения для внешних сил (2.90), то уравнение баланса энергии
рассматриваемой системы запишется в следующем виде:

Ė = −b1 |Ṙ1|
2 − b2 |Ṙ2|

2 − ηb |Ṙ1 − Ṙ2|
2 ⇒

⇒ d

dt

(
E+

η c ϑ2

2 (1− η)

)
= −b1 |Ṙ1|

2 − b2 |Ṙ2|
2.

Это равенство справедливо только при η �= 1. На рассмотренном примере
отчетливо видно, что никакого объективного (измеряемого) смысла энтропия
сама по себе не имеет. Она служит только для того, чтобы получить приемле-
мое уравнение для нахождения температуры. Что касается температуры, то
в данном примере это энергия движения атомов корпуса и масла демпфера,
т. е. энергия движения игнорируемых степеней свободы.

Четвертый фундаментальный закон механики — это второй закон термо-
динамики, в основании которого лежит опытный факт о том, что вся механи-
ческая работа может быть переведена в тепло, но полностью перевести тепло

12 Сейчас мы не заботимся о действительном соответствии этого уравнения реально-
сти, а хотим продемонстрировать только идею нахождения температуры.
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в работу невозможно. За этим экспериментальным фактом стоит теорети-
ческая идея фундаментальной важности о несуществовании изолированных
систем, если только под системой не понимать всю проявленную и непрояв-
ленную Вселенную. Механическая работа совершается рассматриваемой си-
стемой, а потому она полностью определена и, следовательно, может быть
переведена в тепло. В противоположность этому тепло — это некая характе-
ристика состояния не только рассматриваемой системы, но и ее окружения.

Тепло неизбежно излучается из системы, в том числе и в непроявленную,
т. е. в не учитываемую нами, Вселенную. При этом следует подчеркнуть, что
ни одна из существующих в настоящее время формулировок второго закона
термодинамики не может претендовать на тот же уровень фундаментально-
сти, каким обладают законы динамики Эйлера и уравнение баланса энергии.
Более того, маловероятно, что в ближайшем будущем удастся выдвинуть та-
кую формулировку второго закона термодинамики, которая будет полноцен-
но отражать всю совокупность идей, связанных с этим законом.

Второе начало термодинамики имеет очень много различных формулиро-
вок. В общих чертах второе начало термодинамики утверждает, что в реаль-
ности не существует изолированных систем. Иными словами, всякая система
неизбежно излучает часть своей энергии в окружающую среду.
Общая формулировка второго закона термодинамики. Тепловая

энергия не может быть полностью переведена в работу и неизбежно ча-
стично теряется в виде излучения в окружающую среду.

Следует иметь в виду, что окружающая среда не имеет границ в про-
странстве, т. е. “тепловые волны” неизбежно уносят часть тепловой энергии.
Фактически в рациональной механике под вторым законом термодинами-
ки понимают совокупность неких утверждений, выражающих интуитивные
представления о поведении реальных систем.

Примером представления такого рода является следующее рассуждение.
Ранее мы рассматривали две материальные точки, соединенные пружиной.
При этом допускалось, что эта система способна существовать сколь угод-
но долго. Подобное допущение справедливо не всегда. Достаточно вспомнить
о существовании радиоактивных элементов и коротко живущих элементар-
ных частиц. В рациональной науке словесные утверждения ничего не значат,
если они не находят своего отражения в тех или иных математических фор-
мулировках. В рассматриваемом случае длительное существование системы
возможно тогда и только тогда, когда энергия деформации пружины13 удо-

13 Следующее далее условие достаточно только в линейном приближении.
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влетворяет условию

1

2
c |R1 − R2|

2 > 0 (R1 �= R2) ⇒ c > 0.

Если c < 0, то легко убедиться, что любые бесконечно малые возмущения
этой системы приведут к появлению решений, которые неограниченно возрас-
тают во времени, что приведет к взрывному разрушению системы. Если же
c > 0, то система будет сопротивляться всяким попыткам ее разрушить, т. е.
при приложении внешней нагрузки ее внутренняя энергия будет возрастать.

Приведенное здесь рассуждение, конечно, нельзя связывать со вторым
законом термодинамики, поскольку оно не связано со взаимоотношением си-
стемы с окружающей средой. Однако, если не буква, то дух этих рассуждений
полностью сохраняется и при формулировке второго закона термодинамики.

Ко второму закону термодинамики относят следующие утверждения.
Первое. Тепло всегда течет от горячего к холодному. Это утверждение

известно под названием нулевого начала термодинамики. Однако его нельзя
обосновать без привлечения окружающей среды (электромагнитного поля).
В данной главе потоки тепла не рассматривались.
Второе. Силы трения не могут совершать положительной работы.

Для рассматриваемой нами системы из этого утверждения следуют неравен-
ства

b1 > 0, b2 > 0, b > 0.

Третье. При отсутствии внешних силовых и моментных воздействий
всякая система стремится к равновесию с окружающей средой, напри-
мер, излучает энергию в окружающую среду. В рассмотренном примере это
утверждение равносильно условию

δ ≤ 0 ⇒ 0 ≤ η.

Четвертое. Энтропия всякой системы либо постоянна, либо возраста-
ет с ростом времени. В рассмотренном примере это утверждение приводит
к неравенству

Ḣ ≥ 0 ⇒ η ≤ 1.

Третье и четвертое утверждения в совокупности ведут к неравенству
0 ≤ η ≤ 1, использованному в (2.101).

Формулировка второго закона термодинамики считается приемлемой, ес-
ли из нее вытекают следствия, подобные приведенным утверждениям. По-
дробное изложение истории развития понятия энтропии и различные вари-
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анты формулировок второго закона термодинамики можно найти в превос-
ходной книге [34]. Тем не менее далеко не со всеми утверждениями книги [34]
можно согласиться.

В настоящее время понятия температуры и энтропии и их объективный
смысл окончательно не установлены. Конечно, термометр позволяет14 нам
измерить объективно существующую величину, называемую температурой.
Мы можем попытаться подобрать такую функцию, называемую энтропией,
чтобы измеряемая в эксперименте температура совпадала бы с вводимой в
теории. Часто такая попытка оказывается успешной. Что касается энтропии,
то ее никто и никогда не измерял.

В данном разделе мы хотели дать только приблизительное представление
о втором законе термодинамики.

Заключение

В данной главе сформулированы основные понятия эйлеровой механики и
показаны ее отличительные черты. Можно надеяться, что читатель понял са-
мое главное. А именно то, что механика открыта для творческих поисков15 и
не может быть сведена к чистой математике. Понятно, что существует необо-
зримый океан задач, где царствует ньютоновская механика. В этих случаях
эйлерова механика едва ли что-либо сможет добавить. Однако ограничен-
ность ньютоновской механики привела к тому, что механика отказалась от
изучения электричества и магнетизма и целого ряда других проблем. Хочется
верить, что эйлерова механика позволит расширить сферу действия механи-
ки на задачи, исследуемые в новейшей физике. В частности, она позволяет с
совершенно новой точки зрения взглянуть на проблемы квантовой физики.

14 Впрочем, и здесь имеются свои нерешенные проблемы.
15 Однако, прежде чем начинать творить, необходимо ясно осознать идеи, лежащие в

основе рациональной механики. К сожалению, многим неортодоксальным “творцам” это
не свойственно.
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Математическая теория неупругости1

Введение

В настоящее время построение теории нелинейноупругих сред практиче-
ски завершено, а основные нерешенные проблемы связаны с неупругими ма-
териалами. Далее приводятся хорошо известные экспериментальные факты,
которые, тем не менее, не описываются существующими теориями пластич-
ности. Нашей целью является попытка построения такой теории неупругих
материалов, которая, по крайней мере, качественно описывала бы основные
экспериментальные факты. Отсюда и требования к исходным посылкам тео-
рии: они должны быть непротиворечивыми в логическом отношении, доста-
точно строгими в математическом оформлении и не вступать в качественное
противоречие с уже известными экспериментальными фактами.

Новизна предлагаемой теории в сравнении с известными версиями за-
ключается в следующем. Используется пространственное описание. Дается
строгое определение материальной производной и на его основе строится ки-
нематика сред с вращательными степенями свободы. Фундаментальные за-
коны формулируются для открытых систем. Дается новая трактовка уравне-
ния баланса энергии (первого начала термодинамики), причем температура и
энтропия вводятся посредством чисто механических аргументов. Общие по-
строения приводятся для моментной среды. Сухое трение между частицами
среды вводится через антисимметричную часть тензора силовых напряже-
ний. Внутренняя энергия задается в форме, одновременно пригодной для га-
зообразных, жидких и твердых тел. Уравнения состояния такого рода ранее,

1 Материал этой главы основан на трех статьях П. А. Жилина [38, 39, 55]: “Основ-
ные уравнения теории неупругих сред” (Труды XXVIII летней школы “Актуальные про-
блемы механики”. — СПб., 2001. — С. 14–58), “Phase transitions and general theory of
elasto-plastic bodies” (Proceedings of XXIX Summer School–Conference “Advanced Problems
in Mechanics”. — St. Petersburg, 2002. — P. 364–375), “Математическая теория неупругости”
(Успехи механики. — 2003. — Т. 2, N 4. — С. 3–36). (Примеч. ред.)
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видимо, не встречались. При этом фазовые переходы в среде описываются
без привлечения каких-либо дополнительных условий.

.3.1 Предмет исследования

.3.1.1 О явлениях первого и второго рода

Явления, которые изучаются в механике деформируемого твердого тела,
можно разделить на два обширных и принципиально различных класса или
рода.

К первому роду относятся явления, которые можно изучать на основе
понятия материала, которое с математической точки зрения почти тожде-
ственно понятию гладкого дифференцируемого многообразия. Нестрого вы-
ражаясь, к первому роду относятся явления, при изучении которых допусти-
мо считать, что соседние частицы материала остаются соседями в течение
всего исследуемого процесса. В качестве классических примеров здесь мож-
но указать на теорию нелинейноупругих материалов, континуальную теорию
дислокаций, теорию неупругих материалов, основанную на реологических мо-
делях [23, 24, 56], ряд теорий пластичности2 [57, 58], теории микрополярных
сред [59–61] и др. Иными словами, к первому роду относятся те явления,
которые могут быть исследованы на основе так называемого материально-
го (лагранжева) описания. При описании явлений первого рода широко ис-
пользуются такие понятия, как материал, отсчетная конфигурация, меры де-
формации, материальные линии, поверхности и объемы. Фундаментальные
законы записываются применительно к материальным объемам. Уравнения
состояния, определяющие свойства материала, постулируются для бесконеч-
но малой части материала, и считается, что свойства среды в целом вполне
определяются поведением ее бесконечно малых частей. С формальной точки
зрения теория явлений первого рода является достаточно строгой и логически
непротиворечивой. С прикладной точки зрения теория явлений первого ро-
да позволяет удовлетворить великое множество практических потребностей.
Тем не менее существует другое множество явлений, которые невозможно
отнести к первому роду.

Ко второму роду относятся явления, в которых ярко проявляется дис-
кретное строение вещества. Отметим некоторые из них. Самым известным из
явлений второго рода является, конечно, турбулентность в жидкости. Далее

2 Критику существующих подходов к построению теорий пластичности и описание
некоторых из возникающих здесь проблем можно найти в работе [30].
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обсуждаются, главным образом, твердые тела. Многие тела имеют кристал-
лическое строение, структура которого хорошо изучена практически для всех
веществ. Многие явления, которые протекают в сформировавшихся кристал-
лических телах, часто могут быть отнесены к первому роду. Однако процесс
рождения кристаллической решетки до сих пор не описан удовлетворитель-
ным образом и относится к явлениям второго рода. Аналогично обстоит дело
с теорией трещин в материале: описаны процессы роста трещин, но не про-
цессы их возникновения. К явлениям второго рода относятся процессы фраг-
ментации материала, возникновения линий Людерса, некогерентных фазовых
переходов в материалах3 и многие другие явления. Нельзя описать в рамках
явлений первого рода и такой хорошо экспериментально изученный процесс,
как сильное (многократное) растяжение образца, при котором свободная по-
верхность растянутого образца включает частицы, которые до деформации
были внутри образца. Во всех этих примерах материал нельзя моделировать
гладким дифференцируемым многообразием, и, как следствие, теряют смысл
понятия отсчетной конфигурации, материальных линий и объемов. Некото-
рые экспериментально установленные факты, относящиеся к явлениям вто-
рого рода, будут описаны далее.

Теория явлений второго рода, происходящих в твердых телах, почти не
разработана и имеет ряд существенных особенностей. По существу все эти
особенности порождаются невозможностью использования концепции мате-
риала. Перечислим некоторые особенности, которые по необходимости долж-
ны быть присущи любой теории явлений второго рода.
Первая. Вместо материального описания необходимо использовать про-

странственное (эйлерово)4 описание. В частности, все используемые операто-
ры должны быть определены в пространстве, т. е. в системе отсчета, а не в
материале.
Вторая. Фундаментальные законы необходимо формулировать для тел

переменного состава, т. е. для открытых систем, ибо в данной области про-
странства в разные моменты времени находятся разные частицы тела.
Третья. Необходимо строго различать понятия плотности частиц в дан-

ной точке пространства и плотности массы, ибо, например, проницаемость
тел обусловлена плотностью частиц, а внутренние взаимодействия обуслов-

3 Когерентные фазовые переходы, происходящие без разрывов поля перемещений,
можно отнести к явлениям первого рода.

4 Во многих книгах эйлеровым называют материальное описание, при котором в каче-
стве отсчетной конфигурации выбирается конфигурация в актуальный момент времени.
Эйлерово описание этого типа не является пространственным описанием.
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лены плотностью массы. В теории явлений первого рода эти две плотности
выражаются одна через другую и не являются независимыми функциями5.
Четвертая. Существенно возрастает роль уравнения баланса энергии

(первого начала термодинамики6). Оно не только требует уточненной форму-
лировки и более внятного определения понятия энергии, но без вытекающе-
го из него приведенного уравнения баланса энергии невозможно корректно
определить понятия мер деформации, температуры, энтропии и химическо-
го потенциала. С физической точки зрения без уточненной формулировки
уравнения баланса энергии невозможно описать такое, например, явление,
как радиационное старение материала, ибо радиационное облучение попада-
ет существенным образом в законы механики только через уравнение баланса
энергии, а его влияние на законы динамики пренебрежимо мало.
Пятая. Необходимо строго различать аддитивность по массе и аддитив-

ность по телам. Например, кинетическая энергия тела аддитивна по массе
этого тела, в то время как внутренняя энергия тела аддитивна по телам, со-
ставляющим рассматриваемое тело, но, вообще говоря, не является аддитив-
ной функцией массы, как это считается в классической механике сплошных
сред.
Шестая. Тензоры силовых и моментных напряжений должны быть

определены в пространстве, а не в материале. Именно так обстоит дело в
гидромеханике, где давления и массовые плотности заданы в данной точке
системы отсчета и непосредственно не привязаны к каким-либо конкретным
частицам жидкости.

.3.1.2 Неупругость. Важнейшие экспериментальные факты

Поведение твердых тел под нагрузкой изучается в течение нескольких
столетий. Достаточно вспомнить знаменитый закон Гука. Однако интенсив-
ные и целенаправленные исследования начались в XIX в. и продолжаются по
настоящее время. Накоплен поистине огромный материал [62, 63], который
существенно используется при формулировке практических (эмпирических)
правил и нормативных документов для инженерных и конструкторских про-
ектов, но оказывает, к сожалению, на удивление слабое влияние на теорети-
ческие исследования. Поэтому теоретику необходимо детально знать широ-

5 В явлениях второго рода, поскольку не все рассматриваемые частицы обладают
массой, а также при учете распада или фрагментации частиц плотность массы и плотность
частиц не выражаются одна через другую. (Примеч. ред.)

6 По мнению автора, этот термин уместен в термодинамике, но не в рациональной
механике, ибо термодинамика опирается на механику, но никак не наоборот.
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кий спектр экспериментальных данных, чтобы по ним выдвигать гипотезы о
том, что происходит на самом деле. Теория, основанная на этих гипотезах,
должна вновь проверяться экспериментом, но уже целенаправленным экспе-
риментом. К сожалению, в действительности все происходит несколько иначе.
Многие давно установленные экспериментальные факты до сих пор не толь-
ко не описываются существующими теориями, но и вообще не обсуждаются
специалистами, занимающимися построениями теорий, описывающих пове-
дение неупругих материалов при внешних воздействиях. Далее будут кратко
перечислены некоторые из таких фактов, причем без обсуждения сопровож-
дающих их нюансов.
Первый. При достаточно высоких давлениях все материалы испыты-

вают необратимые деформации, которые можно назвать фазовыми пере-
ходами. Газ под давлением можно превратить в жидкость, которая при повы-
шении давления превращается в твердое тело. Последнее, в свою очередь, при
повышении давления испытывает цепочку превращений, сопровождающихся
заметным изменением его механических свойств. Даже при медленных на-
гружениях все эти превращения происходят скачком, т. е. в результате очень
быстрых динамических процессов, называемых фазовыми переходами, ско-
рость которых обусловлена свойствами материала, а не скоростью изменения
внешних нагрузок.
Второй. При достаточно высоких давлениях все твердые тела обрета-

ют свойство текучести. Впервые этот факт был установлен А. Треска [63]
и впоследствии был многократно подтвержден многими авторами. Наиболее
полными здесь считаются опыты П. У. Бриджмена. Указанный факт не сле-
дует смешивать с явлением скольжения.
Третий. Существует характеристика материала, выражающая мак-

симальное касательное напряжение, при котором независимо от типа
опыта твердое тело испытывает необратимые пластические деформации.
Этот факт был установлен А. Треска, но он его дополнил эксперименталь-
но недоказанным утверждением о том, что при пластической деформации
максимальное касательное напряжение сохраняет постоянное значение.
Это утверждение принято называть условием текучести, и именно оно было
принято Б. де Сен-Венаном при построении первой теории пластичности. В
дальнейшем условие текучести в различных модификациях использовалось в
большинстве вариантов теории пластичности. На самом деле условие текуче-
сти не только не доказано экспериментально, но, напротив, экспериментально
показано, что оно никогда не выполняется. Например, эксперименты А. Трес-
ка и, особенно, Бриджмена [63] показывают, что материал именно течет, по-
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добно жидкости. При этом никаких зон застоя материала не наблюдается.
Теоретическое решение одной из задач такого рода по теории, основанной на
критерии текучести [64], с. 218, показывает наличие зон застоя. Иными сло-
вами, налицо серьезное качественное расхождение теории и эксперимента.
Четвертый. Эксперименты по определению диаграмм σ ∼ ε показыва-

ют существенное влияние масштабного фактора. Например, при растяже-
нии силой P цилиндрического образца с круглым сечением начальной пло-
щади S снимается диаграмма P/S ∼ ε. Затем берется образец из того же
материала, но с уменьшенной вдвое площадью поперечного сечения и вновь
снимается диаграмма P/S ∼ ε. Она пройдет заметно выше, чем в первом слу-
чае. Этот процесс можно повторить. Диаграммы показывают, что чем тоньше
образец, тем выше оказывается предел упругости. Хотя масштабный фактор
известен всем, тем не менее, его природа никак не обсуждается и не учиты-
вается при построении теории. Между тем, масштабный фактор показывает,
что определяющие уравнения заведомо не могут быть сформулированы для
тела-точки из данного материала, но должны учитывать наличие всех дру-
гих тел-точек. Кроме того, этот факт показывает неправильность мнения,
что определяемая в эксперименте диаграмма P/S ∼ ε является неким прооб-
разом определяющего уравнения σ ∼ ε. Например, рассмотрим растяжение
полосы из полулинейного материала, т. е. задачу Клингбейла и Шилда [26].
В этом случае определяющее уравнение, т. е. диаграмма σ ∼ ε, грубо говоря,
линейна, но диаграмма P/S ∼ ε, вычисленная на основе точного решения за-
дачи для линейной диаграммы σ ∼ ε, существенно нелинейна и имеет точки
минимума и максимума.
Пятый. Во всех экспериментах с мягким нагружением отчетливо

проявляется эффект Савара–Массона (Портвена–Ле Шателье) [62], кото-
рый заключается в следующем. На диаграмме растяжения наблюдается мно-
гократно повторяющееся чередование участков упругости и течения. Причем
на участках течения процесс носит ярко выраженный динамический характер
и происходит со скоростью, определяемой самим материалом, а не условиями
эксперимента.
Шестой. Наблюдался следующий факт. Брался образец из некоего ма-

териала и из него вырезался относительно небольшой контрольный объем.
Методами рентгеноструктурного анализа определялись его характеристики
и подсчитывалось число частиц, входящих в этот контрольный объем. За-
тем аналогичный образец из того же материала растягивался в несколько
раз, т. е. образец подвергался большому пластическому деформированию.
После чего из этого деформированного образца вырезался точно такой же
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контрольный объем, как и в первом случае. Для него проводились те же
самые анализы. Результат: оба контрольных объема оказались практически
идентичными. Это означает, что при пластическом деформировании теря-
ют всякий смысл такие понятия, как материальные линии, поверхности и
объемы. Как следствие, теряют смысл понятия отсчетной и актуальной
конфигураций и традиционные меры деформаций.
Седьмой. При растяжении металлических образцов отчетливо наблю-

дается наличие так называемой шейки. Это явление до сих пор не объяснено
теоретически.

Здесь мы остановимся, хотя, разумеется, можно указать еще много важ-
ных экспериментально установленных и теоретически не объясненных7 фак-
тов. Например, появление так называемых линий Людерса. Перечисленные
ранее факты важны потому, что они наблюдаются практически во всех экс-
периментах. Тем не менее ни одна из существующих теорий неупругих ма-
териалов не описывает эти факты за исключением, может быть, третьего из
них.

Любая вновь предлагаемая теория неупругого поведения материала
должна принимать во внимание существование перечисленных ранее экспе-
риментальных фактов. По нашему мнению, главным из них является эффект
Савара–Массона.

.3.1.3 Цель и метод исследования

Построение теории неупругих материалов, отражающей все многообра-
зие наблюдаемых фактов и пригодной для описания современных техноло-
гических процессов, в настоящее время кажется неразрешимой задачей. В
ближайшей перспективе основная нагрузка по решению возникающих прак-
тических проблем будет лежать на разнообразных методах компьютерного
моделирования, включая методы так называемой молекулярной динамики.
Компьютерное моделирование поведения твердых тел под нагрузкой интен-
сивно развивается, и на его основе уже достигнуты впечатляющие успехи. Тем
не менее кажется очевидным, что нельзя оставлять попытки построения ма-
тематической теории неупругости методами механики сплошных сред. Цель
данной главы состоит в том, чтобы очертить контуры общего подхода к по-
строению теории неупругих сред. При этом внимание обращается на ясное,

7 Под объяснениями здесь понимаются не словесные спекуляции, а описания на осно-
ве решений корректно поставленных математических задач. Например, объяснение кон-
центрации напряжений вблизи отверстий основано на точном решении соответствующей
краевой задачи.
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по возможности, введение основных понятий, допускающих либо расшире-
ние и улучшение, либо опровержение их другими исследователями, включая
людей с математическим складом мышления, которые в настоящее время по-
чти демонстративно уклоняются от обсуждения тех проблем неупругих ма-
териалов, которые нельзя моделировать гладким многообразием [22, 25, 65].
Разумеется, мы далеки от мысли, что данная работа исчерпывает проблему
хотя бы в общих чертах. В основе — желание, чтобы теория неупругих тел
получила такое развитие, при котором отпала бы необходимость каждый раз
начинать все заново и начался бы этап уточнений, расширений и дополнений
теории.

При построении любой теории важнейшую роль играют предварительные
интуитивные представления о том, какие именно объекты и какие явления
предназначена описывать данная теория. В качестве интуитивного прообра-
за неупругого тела имеется в виду такой интересный объект, как тонкие по-
рошки, применяемые в современных принтерах и копировальных машинах.
Порошки являются сыпучими средами, но уже при очень малых внешних
нагрузках проявляют тенденцию к консолидации, т. е. к слипанию. В ре-
зультате, порошок частично превращается в некое твердое тело. Кроме того,
в порошках большую роль играют силы сухого трения между частицами.
При определенных условиях порошки легко поддаются ожижению, т. е. ве-
дут себя подобно жидкости. Причем все эти разнообразные свойства нередко
проявляются одновременно, т. е. одна часть порошка ведет себя как твердое
тело, другая часть порошка ведет себя как сыпучая среда, а третья — как
жидкость. Все это можно наблюдать в довольно большом массиве экспери-
ментальных данных, полученных во многих странах. Весьма схожие явления
наблюдаются и в поведении грунтов, удовлетворительной теории которых в
настоящее время также не построено. Поэтому практические расчеты для
грунтов опираются, главным образом, на экспериментальные зависимости.
Попытки использовать для описания поведения порошков известные теории
неупругих материалов оказались малоудовлетворительными. Существующие
теории пластичности ориентированы на определенные классы материалов в
определенных условиях. Например, процессы прокатки и процессы штампов-
ки описываются на основе разных подходов.

При рассмотрении основных положений теории имелись в виду не толь-
ко тонкие порошки и явления, происходящие в них, но и такие явления, как
нагрев излучением или радиационное старение материала. Разумеется, речь
идет не о том, что в дальнейшем будет представлена теория, готовая к при-
менению во всех ситуациях. Речь идет о таком введении исходных понятий и
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таких формулировках фундаментальных законов, которые не исключали бы
возможность рассмотрения достаточно широкого класса явлений. Тем более,
что всякие отклонения от чисто упругих материалов порождают, по суще-
ству, одни и те же проблемы. Поэтому и речь должна идти об общей кон-
цепции теории неупругих сред. При этом нужно иметь в виду, что имеется
огромный исторический опыт теоретического анализа поведения неупругих
материалов. Это означает, что небольшие модификации известных подходов
не позволят радикально улучшить существующее положение дел. Стремле-
ние быстро построить теорию, готовую к применению, вынуждало оставлять
в стороне исследование принципиальных и трудных вопросов, без решения
которых настоящий прогресс теории невозможен. При создании теории упру-
гости О. Коши вообще не думал о каких-либо практических проблемах и ни-
когда ими не занимался, но создал теорию не только огромной практической
важности, но и допускающую истинное развитие, а не бесконечные полу-
эмпирические переделки. Неотложные задачи решались, решаются и будут
решаться экспериментальными и инженерными методами. Так или иначе, но
целью данной работы является попытка заложить такой фундамент теории
неупругих материалов, который не требовал бы полной перестройки каждый
раз, когда желательно поменять ту или иную надстройку. Отсюда и требова-
ния к исходным посылкам теории: они должны выражать ясные физические
идеи, быть достаточно строгими в математическом оформлении и не всту-
пать в качественное противоречие с уже известными экспериментальными
фактами и, тем более, не игнорировать их существование.

.3.2 Фундаментальные законы механики

Как уже отмечалось во введении к этой главе, сплошную среду при
неупругом деформировании нельзя моделировать гладким дифференциру-
емым многообразием. В самом деле, из опыта следует, что частицы среды,
которые были соседями в один момент времени, перестают быть соседями в
другие моменты времени. В среде возможны разрывы сплошности с образо-
ванием полостей. Происходят перестройки структуры типа фазовых перехо-
дов. При этом указанные переходы, как правило, не могут быть обнаружены
в квазистатических рассмотрениях. Из сказанного следует, что материальное
описание сред с перечисленными свойствами не представляется возможным.
Остается единственная возможность: строить теорию неупругих сред в чисто
пространственном описании. Важным примером теории, удовлетворяющей
указанным критериям, является гидромеханика.
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.3.2.1 Материальная производная и кинематика

Выберем некоторую инерциальную систему отсчета, в которой будут за-
писываться все основные уравнения. Эта система отсчета движется относи-
тельно среды. Будем наблюдать за некоторой фиксированной областью си-
стемы отсчета, в которой в разные моменты времени оказываются разные
части среды. Иными словами, будем использовать так называемое простран-
ственное описание. Для этого нам понадобится понятие материальной произ-
водной, играющей важную роль при пространственном описании сплошных
сред. В литературе [66] понятие материальной производной считается стро-
гим и общепринятым. Однако мы не придерживаемся этой точки зрения,
ибо фактически в литературе не только отсутствует ясное определение ма-
териальной производной, но, кроме того, явно (а чаще неявно) смешиваются
материальное и пространственное описания.

В некоторой выбранной системе отсчета введем оператор-градиент. Пусть
qs суть произвольные криволинейные координаты в системе отсчета. Они
могут меняться во времени по заданному закону. Локальные базис и взаим-
ный базис, а также оператор-градиент определяются стандартными форму-
лами [26]

gs =
∂x(q1, q2, q3)

∂qs
, gs ··· gm = δsm, ∇∇∇ ≡ gs

∂

∂qs
,

где вектор x определяет точку системы отсчета; оператор-градиент определен
в системе отсчета и никак не связан с наличием или отсутствием каких-либо
частиц или материальной среды.

Рассмотрим некое множество частиц, которое может содержать всего од-
ну частицу, целиком или частично заполняющее контрольную область в вы-
бранной системе отсчета. Эта среда как-то движется относительно системы
отсчета. В частности, среда может покоиться, а система отсчета двигаться
относительно среды. С кинематической точки зрения это безразлично. При
пространственном описании важную роль играет поле скоростей V(x, t), где
вектор x задает точку системы отсчета, называемую точкой наблюдения. То-
гда вектор V(x, t) определяет скорость той частицы среды, которая в дан-
ный момент времени t находится в точке x. В качестве точки наблюдения
можно выбрать точку y(t), движущуюся относительно системы отсчета по
заданному закону. Введение подвижной точки наблюдения оказывается необ-
ходимым, например, при замене системы отсчета или применении принципа
относительности Галилея. Пусть нам дано некоторое полеK(y(t), t), которое
может быть скаляром, вектором или тензором любого ранга. Оно описывает



118 Глава 3. Математическая теория неупругости

некую физическую характеристику частицы, находящейся в данное время в
данной точке y(t) системы отсчета.
Определение. Материальной производной свойства K(y(t), t) называ-

ется предел отношения 8

δ

δt
K (y(t), t) = lim

�t→0

K(y(t+ �t) + �s, t+ �t) − K(y(t), t)

�t , (3.1)

где
�s =

(
V(y(t), t) −

dy(t)

dt

)
�t+O(�t2) (3.2)

есть перемещение относительно точки наблюдения y(t) частицы, которая
в момент времени t находилась в этой точке, за время �t.

В правую часть равенства (3.2) входит скорость частицы относительно
движущейся точки y(t). Числитель в (3.1) можно переписать в виде следую-
щего разложения

K(y(t+ �t) + �s, t+ �t) =

= K(y(t+ �t), t+ �t) + �s ··· ∇∇∇K(y(t+ �t), t+ �t).

Теперь из определения (3.1) следует

δ

δt
K(y(t), t) =

d

dt
K(y(t), t) +

(
V(y(t), t) −

dy(t)

dt

)
··· ∇∇∇K(y(t), t). (3.3)

Если точка наблюдения неподвижна относительно системы отсчета, то
выражение (3.3) упрощается и принимает вид

δ

δt
K(x, t) =

d

dt
K(x, t) + V(x, t) ··· ∇∇∇K(x, t).

Обратим внимание на следующее обстоятельство. На первый взгляд ка-
жется, что определение (3.3) требует непрерывного распределения свойства
K(y(t), t) в пространстве, поскольку от него необходимо вычислять гради-
ент. Но фактически непрерывность по пространству поля K(y(t), t) не тре-
буется, поскольку в определение материальной производной входит не весь

8 Материальная производная — это производная по времени при условии следования
траектории выбранной частицы. Если точка наблюдения перемещается вместе с частицей,
то материальная производная совпадает с полной производной. Заметим, что скорость
V(x, t) является материальной производной от радиус-вектора x. Полная производная
радиус-вектора x по времени равна 0, так как мы рассматриваем x как фиксированную
точку в пространстве. (Примеч. ред.)
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градиент, а только производная вдоль траектории, на которой полеK(y(t), t)

непрерывно. Выражение для полной производной в правой части (3.3) можно
раскрыть

d

dt
K(y, t) =

∂

∂t
K(y, t) +

dy(t)

dt
··· ∇∇∇K(y, t) (3.4)

и подставить в (3.3). В результате получим общепринятое определение мате-
риальной производной [53,66]

δ

δt
K(y(t), t) =

∂K(y(t), t)

∂t
+ V(y(t), t) ··· ∇∇∇K(y(t), t), (3.5)

где частная производная вычисляется в соответствии со стандартным опре-
делением частной производной, т. е. при фиксированном первом аргументе.

Хотя выражения (3.3) и (3.5) полностью эквивалентны, при решении кон-
кретных задач лучше пользоваться выражением (3.3), ибо оно содержит толь-
ко объективные, т. е. не зависящие от выбора системы координат, производ-
ные. Не останавливаясь на нюансах трактовки материальной производной
(3.3) и (3.5), отмечаем, что она несколько отличается от приводимых в кни-
гах и была введена в работах [39,55].

Для материальной производной справедливы все правила дифференци-
рования. Например,

δ

δt
(a ⊗ b) =

δa

δt
⊗ b + a ⊗ δb

δt
.

С другой стороны, известно, что оператор полного дифференцирования
по времени и оператор-градиент перестановочны. Для материальной произ-
водной, как видно из определения, это неверно

d

dt
∇∇∇ = ∇∇∇ d

dt
,

δ

δt
∇∇∇ �= ∇∇∇ δ

δt
.

Обратимся к рассмотрению некоторых кинематических соотношений, ко-
торые понадобятся нам в дальнейшем. Вычисляя материальную производную
от вектора скорости частицы, находим вектор ее ускорения

W(x, t) =
δ

δt
V(x, t) =

d

dt
V(x, t) + V(x, t) ··· ∇∇∇V(x, t), (3.6)

где принято, что точка наблюдения неподвижна относительно системы от-
счета.

В качестве иллюстрации применения формул (3.3) и (3.5) рассмотрим
простой пример. Рассмотрим две частицы A и B, которые в момент времени
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t = 0 занимали одно и то же положение x0. Зададим движения этих частиц
в следующей форме:

xA(t) = x0 + f(t), xB(t) = x0 + V0 t+ f(t) ⇒ xB = xA + V0 t,

где V0 = const. Для скоростей этих частиц имеем

VA =
df(t)

dt
, VB =

df(t)

dt
+ V0 = VA + V0 ⇒ WA = WB =

d2f

dt2
,

т. е. ускорения обеих частиц в один и тот же момент времени одинаковы.
Посмотрим, что дает для ускорения формула (3.5). Имеем

WA(xA, t) =
∂VA(xA, t)

∂t
+ VA(xA, t) ··· ∇∇∇VA(xA, t).

Для ускорения частицы B имеем аналогичную формулу

WB(xB, t) =
∂VB(xB, t)

∂t
+ VB(xB, t) ··· ∇∇∇VB(xB, t) =

=
∂VA(xA, t)

∂t
+ VA(xA, t) ··· ∇∇∇VA(xA, t) + V0 ··· ∇∇∇VA =

= WA(xA, t) + V0 ··· ∇∇∇VA �= WA(xA, t).

В итоге пришли к абсурдному результату. Природа ошибки элементар-
на, но не очевидна и связана с использованием необъективного оператора
частного дифференцирования по времени9. Видимо, не случайно в книгах по
гидромеханике не удается обнаружить применение принципа относительно-
сти Галилея. Аналогичная ошибка при применении принципа относительно-
сти Галилея к уравнениям Максвелла привела [53] к созданию специальной
теории относительности10.

9 Делается необоснованный переход: частная производная по времени
∂VB(xB, t)

∂t
не

равна частной производной по времени
∂VA(xA, t)

∂t
. Чтобы показать это, сделаем замену

переменных:
VA(xA, t) = VA(xB − V0t, t) = V∗

A(xB, t).

Понятно, что

∂VB(xB, t)

∂t
=
∂V∗

A(xB, t)

∂t
+
∂V0

∂t
=
∂V∗

A(xB, t)

∂t
�= ∂VA(xA, t)

∂t
.

Таким образом, ошибка заключается во втором равенстве в формуле для ускорения ча-
стицы B. (Примеч. ред.)

10 О принципе относительности Галилея и уравнениях Максвелла см. раздел 7.1. (При-
меч. ред.)
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Воспользуемся определением (3.3). В этом случае для ускорения имеем
равенство

WA(xA, t) =
dVA(xA, t)

dt
+

(
VA(xA, t) −

dxA
dt

)
··· ∇∇∇VA(xA, t).

Для ускорения частицы B имеем аналогичное выражение

WB(xB, t) =
d

dt
VB(xB, t) +

(
VB(xB, t) −

dxB
dt

)
··· ∇∇∇VB(xB, t) =

=
d

dt
(VA + V0) +

(
VA + V0 −

d(xA + V0 t)

dt

)
··· ∇∇∇ (VA + V0) =

=
d

dt
VA(xA, t) +

(
VA(xA, t) −

dxA
dt

)
··· ∇∇∇VA(xA, t) = WA(xA, t).

При получении этого очевидного результата изощренная математическая
подготовка не потребовалась.

Примем, чтоK(x, t) = P(x, t), гдеP(x, t) есть тензор поворота частицы,
находящейся в точке x в момент времени t. Как найти ее угловую скорость?
Существуют различные определения угловой скорости11, но наиболее есте-
ственным является определение на основе уравнения Пуассона [2,50]

d

dt
P(x, t) =ωωω(x, t) × P(x, t). (3.7)

Понятно, что это определение непригодно для наших целей, ибо в разные
моменты времени в данной точке x системы отсчета находятся разные части-
цы. Поэтому необходимо использовать следующую модификацию уравнения
Пуассона:
δ

δt
P(y(t), t) ≡ d

dt
P(y(t), t) +

(
V(y(t), t) −

dy(t)

dt

)
··· ∇∇∇P(y(t), t) =

=ωωω(y(t), t) × P(y(t), t).

(3.8)

Если в качестве точки наблюдения выбрать положение рассматриваемой
частицы, то выражение (3.8) переходит в определение (3.7), откуда видно,
что угловая скорость частицы не зависит от ее трансляционной скорости.

В дальнейшем нам понадобится градиент угловой скорости ∇ω∇ω∇ω. Введем
в рассмотрение тензор второго ранга F(x, t) посредством уравнения

∂

∂qs
P = Fs × P ⇒ ∇∇∇P = F × P, F = gs ⊗ Fs. (3.9)

11 Подробнее об определении угловой скорости см. Приложение C, раздел C.2. (При-
меч. ред.)
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Справедливы уравнения структуры Э. Картана12 [69]

∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs
= Fm × Fs. (3.10)

Уравнение Пуассона (3.8) для неподвижной точки наблюдения можно пе-
реписать в следующем виде:

δP

δt
=
dP

dt
+ V ···∇∇∇P =ΩΩΩ×P + V ···F×P =ωωω×P;

dP

dt
=ΩΩΩ×P, (3.11)

гдеΩΩΩ— вспомогательный вектор, не имеющий никакого физического смысла.
Из (3.11) сразу получаем выражение для угловой скорости ωωω

ωωω =ΩΩΩ+ V ··· F. (3.12)

Дифференцируя (3.9) по времени и используя свойство перестановочно-
сти операторов градиента и полной производной по времени, для вспомога-
тельного вектора ΩΩΩ получаем равенство13

∇∇∇ΩΩΩ =
dF

dt
+ F ×ΩΩΩ. (3.13)

Исключая из уравнения (3.13) вспомогательный вектор ΩΩΩ c помощью
уравнения (3.12) и используя уравнение (3.10), после некоторых преобразо-
ваний получаем 14

∇∇∇ωωω =
δF

δt
+ F ×ωωω+∇∇∇V ··· F. (3.14)

Откуда для ротора вектора ωωω имеем

∇∇∇×ωωω =
δf

δt
+

(
FT − (trF)E

)
···ωωω+ (∇∇∇V ··· F)× , f ≡ F×, (3.15)

где вектор f называется вектором угловой деформации.
Последние два равенства справедливы для любого вектора V и будут

использованы позднее. Пусть частица, которая в данный момент времени t
находится в точке x, в момент времени t0 ≤ t находилась в точке x0. Введем

12 Доказательство формулы (3.10) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.1.
(Примеч. ред.)

13 Доказательство формулы (3.13) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.2.
(Примеч. ред.)

14 Доказательство формулы (3.14) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.2.
(Примеч. ред.)
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в рассмотрение вектор перемещений u(x, t), который переводит частицу из
положения x0 в точку x. Имеем очевидное равенство

δ

δt
u(x, t) ≡ d

dt
u(x, t) + V(x, t) ··· ∇∇∇u(x, t) = V(x, t) ⇒

⇒ d

dt
u(x, t) = V(x, t) ··· g(x, t),

(3.16)

где принято

g(x, t) ≡ E −∇∇∇u(x, t), detg(x, t) > 0, ∇∇∇× g(x, t) = 0. (3.17)

Важно подчеркнуть, что уравнение (3.16) служит для определения векто-
ра перемещений по заданному тензору g(x, t), удовлетворяющему последним
двум условиям в (3.17). Таким образом, тензор g(x, t) является одной из ис-
комых переменных. Вычисляя градиент от обеих частей второго из равенств
(3.16) и учитывая перестановочность операторов градиента и полной произ-
водной по времени, получаем следующие равенства:

δ

δt
∇∇∇u(x, t) = ∇∇∇V(x, t) ··· g(x, t), ∇∇∇V(x, t) =

(
δ

δt
∇∇∇u(x, t)

)
··· g−1(x, t).

Эти равенства можно найти в книгах [23,24]. Последнее равенство можно
переписать в эквивалентной форме

∇∇∇V(x, t) = −
δg(x, t)

δt
··· g−1(x, t) ⇒

⇒ ∇∇∇ ··· V(x, t) = −
δg(x, t)

δt
··· ···g−1(x, t).

(3.18)

Данное соотношение понадобится нам при записи приведенного уравне-
ния баланса энергии.

.3.2.2 Уравнения баланса частиц и массы

Обратимся к рассмотрению закона сохранения частиц. Выберем некото-
рую инерциальную систему отсчета. Пусть Z есть данное множество одно-
спиновых частиц. Пусть V есть некоторая фиксированная область в системе
отсчета. В дальнейшем V будем называть контрольным объемом. Понятно,
что контрольный объем нельзя смешивать с материальным объемом среды.
Граница V есть замкнутая поверхность S = ∂V. Контрольный объем может
двигаться с постоянной скоростью без изменения своей формы относительно
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системы отсчета. Это обстоятельство оказывается важным при замене инер-
циальной системы отсчета. Пусть далее η(x, t)dV есть число частиц в беско-
нечно малой окрестности точки x ⊂V в актуальный момент времени t

η (x, t) ≥ 0.

Можно вводить несколько различных плотностей частиц, если мы хо-
тим учесть наличие в среде частиц разного сорта. Именно так и поступают
при рассмотрении многокомпонентных сред. Чтобы не загромождать изложе-
ние техническими деталями, ограничимся только одной плотностью частиц.
Обобщения не вызывают затруднений.

Закон сохранения частиц в интегральной форме имеет вид

d

dt

∫
(V)

η (x, t)dV =

∫
(V)

χ (x, t)dV −

∫
(S)

η (x, t)n ··· (V − V0)dS, (3.19)

где χ (x, t) есть скорость рождения частиц в данной точке; V0 — постоянная
скорость движения контрольного объема.

Рождение частиц в среде необходимо вводить, если мы хотим учесть такие
явления, как фрагментация или распад частиц. Например, тело при нагрузке
испытывает пластические деформации, и возникают линии скольжения (ли-
нии Людерса). До приложения нагрузки частицы составляли одну поверх-
ность. В результате приложения нагрузки эта поверхность как бы расслаива-
ется и превращается в две поверхности, которые скользят одна относительно
другой, т. е. происходит как бы распад каждой частицы поверхности скольже-
ния на две частицы. Подобными ситуациями мы обязаны нашему желанию
описывать дискретные тела сплошными средами. Функция χ (x, t) в урав-
нении (3.19) должна задаваться определяющими соотношениями в соответ-
ствии с рассматриваемой ситуацией. Последнее слагаемое в (3.19) необходимо
преобразовать с помощью теоремы о дивергенции∫

(S)

n ··· [η (V − V0)]dS =

∫
(V)

∇∇∇ ··· [η (V − V0)]dV .

Учитывая произвольность выбора области интегрирования, из уравнения
(3.19) получаем локальную форму закона сохранения частиц

dη (x, t)

dt
+∇∇∇ ···

[
η (x, t) (V − V0)

]
= χ (x, t) . (3.20)
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С использованием материальной производной это уравнение принимает
вид

δη

δt
+ η∇∇∇ ··· V = χ (x, t) ⇒ δ(lnη)

δt
+∇∇∇ ··· V =

χ (x, t)

η (x, t)
. (3.21)

Этому уравнению можно придать другую форму. Для этого достаточно
использовать уравнение (3.18) и вспомнить формулу

g−1 =
1

I3(g)

(
∂I3(g)

∂g

)T

, I3(g) = det(g), (3.22)

справедливую для любого невырожденного тензора
Тогда имеем

∇∇∇ ··· V = −g−1(x, t) ··· ··· δ
δt

g(x, t) =

= −
1

I3(g)

(
∂I3(g)

∂g

)T

··· ··· δ
δt

g(x, t) = −
1

I3(g)

δI3(g)

δt
.

Теперь уравнение (3.21) принимает вид

δ

δt
ln

[
η (x, t)

I3(g)

]
=
χ (x, t)

η (x, t)
. (3.23)

Введение функции распределения частиц, по существу, стирает грань
между дискретными и сплошными средами, поскольку функцию распреде-
ления всегда можно выбрать достаточно гладкой или воспользоваться аппа-
ратом теории обобщенных функций.

Функции распределения частиц η можно дать другую интерпретацию,
которая иногда оказывается проще для интуитивных рассуждений. Введем
некую фиктивную величину v0, характеризующую объем, занимаемый одной
частицей. Тогда величина v0η dV есть объем, занимаемый частицами в беско-
нечно малой части dV контрольного объема V . Введем величину ηp, которую
можно назвать пористостью среды, посредством формулы

dV − v0η dV = ηp dV ⇒ ηp = 1− v0η. (3.24)

Пористость среды однозначно связана с функцией распределения частиц,
но для нее известно большее число экспериментальных данных. В частности,
если все частицы одинаковы, то можно считать, что справедливы неравенства

0, 26 ≤ ηp ≤ 1,
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где левая граница отвечает плотноупакованной решетке, а правая граница
указывает на отсутствие частиц в данной точке пространства (системы от-
счета).

До сих пор все рассуждения относились к областям, внутри которых все
рассматриваемые функции предполагались непрерывными и дифференциру-
емыми нужное число раз. Эксперименты показывают, что эти предположе-
ния выполняются далеко не всегда. Об этом свидетельствует, например, по-
явление линий Людерса, демонстрирующих наличие плоскостей скольжения.
Вместе с тем, те же эксперименты показывают, что линии Людерса образу-
ют дискретную сетку. Это означает, что разрывы возникают на дискретном
множестве поверхностей, вне которых все рассматриваемые функции мож-
но считать непрерывными. Естественно считать, что все фундаментальные
законы, записанные в интегральной форме, справедливы всюду. Только пе-
реход к локальной их записи требует существования непрерывности и непре-
рывной дифференцируемости. Допустим теперь, что область V содержит по-
верхность Sd, при переходе через которую рассматриваемые величины могут
терпеть разрывы. Поверхность Sd делит область V на две V+ и V− так, что
V = V+

⋃
V−. Для каждой из этих областей можно записать фундаменталь-

ные законы, из которых и следуют условия на разрывах.
Запишем уравнение баланса частиц для всей области V и для обеих под-

областей V+ и V−

d

dt

∫
(V)

η (x, t)dV =

∫
(V)

χ (x, t)dV −

∫
(S)

ηn ··· VdS, (3.25)

d

dt

∫
(V+)

η (x, t)dV =

∫
(V+)

χ (x, t)dV −

∫
(S+)

ηn ··· VdS−

∫
(Sd)

ηn ··· VdS, (3.26)

d

dt

∫
(V−)

η (x, t)dV =

∫
(V−)

χ (x, t)dV −

∫
(S−)

ηn ··· VdS−

∫
(Sd)

ηn ··· VdS, (3.27)

где единичный вектор n есть вектор внешней нормали к соответствующей
области. Складывая равенства (3.26) и (3.27) и учитывая (3.25), получаем
уравнение баланса частиц на поверхности разрыва∫

(Sd)

n ··· [ηV]dS = 0 ⇒ n ··· [ηV] = 0, (3.28)

где, как обычно, квадратные скобки означают скачок величины, заключенной
в скобках.
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Наряду с плотностью частиц η (x, t) введем неотрицательную функцию
ρ (x, t), называемую плотностью массы. Эти две функции в общем случае
следует рассматривать как независимые, поскольку не все частицы среды
обладают массой. Повторяя все рассуждения, которые привели нас к урав-
нению (3.20), приходим к локальной форме закона сохранения массы

dρ (x, t)

dt
+∇∇∇ ···

[
ρ (x, t) (V − V0)

]
= 0 ⇒ δ

δt
ln

[
ρ (x, t)

I3(g)

]
= 0. (3.29)

Обычно закон сохранения массы принято записывать в виде

δρ

δt
+ ρ∇∇∇ ··· V = 0. (3.30)

Это уравнение является следствием первого уравнения (3.29) и по струк-
туре аналогично уравнению баланса частиц (3.21).

В отличие от уравнения (3.23) для плотности частиц, уравнение (3.29) вы-
ражает закон сохранения массы, которая не рождается и не уничтожается. В
данной работе различие между плотностью частиц и плотностью массы будет
сохраняться и окажется важной при формулировке уравнения баланса энер-
гии и вытекающих из него следствий. В частности, понадобится следующая
комбинация уравнений (3.23) и (3.29):

δz

δt
= −

χ (x, t)

η (x, t)
; z ≡ ln

[
ρ (x, t)η0 (x)

ρ0 (x)η (x, t)

]
, (3.31)

где η0 (x) и ρ0 (x) суть некие отсчетные распределения частиц и массы, на-
пример, начальные распределения.

Обычно считается [23,24,26], что из уравнения (3.29) следует интеграл

ρ(x, t) I3(g0) = ρ0(x0) I3(g), (3.32)

но, строго говоря, это выражение не является общим интегралом. Действи-
тельно, допустим, что мы наблюдаем недеформирующуюся, но неоднородную
среду из движущейся инерциальной системы отсчета. Тогда имеем

g = E ⇒ I3(g) = 1 ⇒ ρ(x, t) = ρ0(x0).

Смысл последнего выражения непонятен. Как оно должно выглядеть на
самом деле? Для этого нужно просто проинтегрировать уравнение (3.29).

Запишем (3.29) в развернутой форме

δ

δt

[
ρ

I3(g)

]
=
d

dt

[
ρ

I3(g)

]
+ V ··· ∇∇∇

[
ρ

I3(g)

]
= 0, V = const, V0 = 0.
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Общий интеграл этого уравнения имеет вид

ρ (x, t)

I3(g)
= ψ(x − Vt),

где ψ есть произвольная функция.
Полагая здесь t = 0, находим функцию ψ. В результате получаем

ρ(x, t) = ρ0(x − Vt). (3.33)

Только в случае однородной среды, когда плотность среды одинакова во
всех точках, решения (3.32) и (3.33) совпадают. Подчеркнем, что решение
(3.33) справедливо только при выполнении условия V = const. В общем слу-
чае уравнение (3.23), видимо, не может быть проинтегрировано. Его нужно
рассматривать как одно из уравнений, составляющих полную систему урав-
нений динамики сплошной среды. В дальнейшем уравнение (3.29), которое
часто называют уравнением неразрывности, будет использоваться в следую-
щем виде:

δ

δt

[
1

ζ I3(g)

]
=
d

dt

[
1

ζ I3(g)

]
+ V(x, t) ··· ∇∇∇

[
1

ζ I3(g)

]
= 0, ζ =

ρ0

ρ
. (3.34)

Здесь и далее будем считать, что V0 = 0. Учет движения контрольного
объема осуществляется простой заменой

V(x, t) → V(x, t) − V0.

Уравнение баланса массы на поверхности разрыва имеет вид∫
(Sd)

n ··· [ρV]dS = 0 ⇒ n ··· [ρV] = 0, (3.35)

где квадратные скобки означают скачок величины, заключенной в скобках.
Уравнение (3.35) получается аналогично уравнению (3.28).

.3.2.3 Динамические структуры

На неполноту ньютоновской механики впервые указал Л. Эйлер еще в
1771 г., но и по настоящее время это обстоятельство не учитывается в долж-
ной мере. Материальную точку можно назвать бесспиновой частицей, по-
скольку она не реагирует на спинорные движения. В эйлеровой механике в
качестве исходного объекта вводится тело-точка, которое реагирует не толь-
ко на трансляционные, но и на спинорные движения. Такое тело-точку будем
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называть односпиновой частицей. Относительно односпиновой частицы счи-
тается, что она существует и занимает нулевой объем в теле отсчета. Дви-
жение односпиновой частицы определено, если заданы ее вектор положения
R(t) и тензор поворота P(t). Трансляционная и угловая скорости тела-точки
находятся по формулам (2.12). Именно односпиновые частицы положены в
основу современных мультиполярных теорий [59–61]. Далее мы будем при-
держиваться определений кинетической энергии, количества движения и ки-
нетического момента (динамического спина) тела-точки, приведенных во вто-
рой главе (см. разд. 2.2).

В дальнейшем под телом A будет пониматься множество тел-точек, вхо-
дящих в контрольный объем V . При пространственном описании сплошных
сред тело A необходимо считать открытым15 по нескольким причинам. Во-
первых, в контрольном объеме в разные моменты времени находятся разные
тела-точки. Во-вторых, на телоA могут действовать разного рода излучения,
например, облучение лазером.

Для тела A, т. е. для совокупности односпиновых частиц в контрольном
объеме, кинетическая энергия определяется выражением

K(A) =

∫
(V)

K ρ(x, t)dV =

=

∫
(V)

(
1

2
V ··· V + V ··· B ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C ···ωωω

)
ρ(x, t)dV,

(3.36)

где величина K называется массовой плотностью кинетической энергии; тен-
зоры B, C суть массовые плотности тензоров инерции, удовлетворяющие
условиям

C = CT , B = P ··· B0 ··· PT , C = P ··· C0 ··· PT . (3.37)

Кроме того, потребуем, чтобы массовая плотность кинетической энергии
была бы положительно определенной,

K = (V + B ···ωωω) ··· (V + B ···ωωω) +ωωω ···
(
C − BT···B

)
···ωωω > 0. (3.38)

Условие (3.38) будет выполнено, если тензор C − BT···B положительно
определен. В ряде идеализированных задач можно принимать более слабое
условие неотрицательной определенности тензора C − BT···B.

15 Определения тела и его окружения, понятия закрытого и открытого тела, а также
аксиомы аддитивности для кинетической энергии, количества движения и кинетического
момента содержатся в подразделе 2.2.2. (Примеч. ред.)
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Количество движения определяется выражением

K1(A) =

∫
(V)

KKK1ρ(x, t)dV, KKK1 =
∂K

∂V
= V(x, t) + B ···ωωω(x, t). (3.39)

Для кинетического момента имеем аналогичное выражение

KQ
2 (A) =

∫
(V)

KKK
Q
2 ρ(x, t)dV, KKK

Q
2 = (x − xQ) ×KKK1 + LLL(x, t), (3.40)

где величина

LLL ≡ ∂K

∂ωωω
= V(x, t) ··· B + C ···ωωω(x, t) (3.41)

называется массовой плотностью динамического спина.

.3.2.4 Первый закон динамики Эйлера

Формулировка фундаментальных законов при пространственном описа-
нии отличается тем, что эти законы должны записываться для открытых
систем, т. е. для систем, которые обмениваются со своим окружением мас-
сой, количеством движения, кинетическим моментом и энергией. При про-
странственном описании запись первого закона динамики Эйлера и введение
тензора напряжений практически аналогичны этим операциям при матери-
альном описании. Количество движения частиц, находящихся в контрольном
объеме V , определяется выражением (3.39). Первый закон динамики Эйлера
(2.54) заключается в следующем утверждении: скорость изменения количе-
ства движения тела A равна внешней силе, действующей на тело A, плюс
скорость подвода количества движения в тело A.

При пространственном описании первый закон динамики Эйлера (2.54)
записывается в виде равенства

d

dt

∫
(V)

ρKKK1dV =

∫
(V)

ρ (F + k1)dV +

∫
(S)

[
T(n) − ρ (x, t) n ··· V ⊗KKK1

]
dS, (3.42)

где n — единичный вектор нормали к поверхности S, ограничивающей кон-
трольный объем V . Вектор T(n) представляет собой силу, действующую на
единицу площади поверхности S с нормалью n и моделирующую воздействие
частиц среды, окружающей контрольный объем. Вектор F характеризует
внешнее силовое воздействие, приходящееся на единицу массы. Вектор k1
определяет скорость подвода количества движения в контрольный объем,
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например за счет облучения. Поскольку в данной работе принимается, что
масса системы не меняется, то в дальнейшем считаем k1 = 0. Последнее сла-
гаемое определяет подвод количества движения в область V , который имеет
место, например, за счет движения системы отсчета относительно среды.

Рассмотрим малый представительный объем V ∼ O(ε3), где ε — безраз-
мерный малый параметр. Использовав равенство∫

(S)

n ··· (ρV ⊗KKK1)dS =

∫
∇∇∇

(V)

··· (ρV ⊗KKK1)dV,

перепишем первый закон динамики (3.42) в виде
d

dt

∫
(V)

ρKKK1dV

O(ε3)

=

∫
(V)

[ρF −∇∇∇ ··· (ρV ⊗KKK1)]dV

O(ε3)

+

∫
(S)

T(n)dS

O(ε2)

.

Таким образом, в случае малого представительного объема асимптотиче-
ски главный член последнего уравнения имеет вид∫

(S)

T(n)dS = 0 ⇒ T(n) = n ··· T,

где T — тензор напряжений, при введении которого были использованы стан-
дартные рассуждения16. Обратим внимание, что тензор напряжений опреде-
лен в пространстве, а не в материале17. Таким образом, имеем∫

(V)

[
ρ

(
d

dt
KKK1 + V ··· ∇∇∇KKK1

)
− ρF −∇∇∇ ··· T +

(
d

dt
ρ+∇∇∇ ··· (ρV)

)
KKK1

]
dV = 0.

В локальной форме первый закон динамики с учетом уравнения (3.29)
принимает вид

∇∇∇ ··· T + ρF = ρ

(
d

dt
KKK1 + V ··· ∇K∇K∇K1

)
≡ ρ

δ

δt
KKK1(x, t). (3.43)

Первый закон динамики Эйлера на поверхности разрыва с учетом
(3.35) приводит к условию

n ··· [T] = ρn ··· V [KKK1], (3.44)

где квадратные скобки означают скачок величины, заключенной в скобках.
16 Формула T(n) = n ··· T представляет собой хорошо известную формулу Коши, кото-

рая справедлива как при пространственном, так и при материальном описании, а ее аналог
распространяется на двумерные среды, в том числе и обладающие кривизной. (Примеч.
ред.)

17 Об определении тензора напряжений в материале см. Приложение J. (Примеч. ред.)
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.3.2.5 Второй закон динамики Эйлера

Второй закон динамики в явной форме был впервые сформулирован
Л. Эйлером в 1771 г. Однако в механику сплошных сред он был в неявной
форме введен только в начале XX в. в книге [59], в которой был использо-
ван вариационный принцип. Стандартные формы вариационного принципа
неприменимы к открытым системам. Более современное изложение теории
сплошных сред с учетом независимого второго закона динамики можно найти
в работах [60, 61], в которых используется материальное описание и неупру-
гие среды не рассматриваются. В данной работе используется подход Эй-
лера в пространственном описании, который обладает большей общностью.
Второй закон динамики Эйлера (2.64) заключается в утверждении: скорость
изменения кинетического момента тела A равна внешнему моменту, дей-
ствующему на тело A, плюс скорость подвода кинетического момента в
тело A.

При пространственном описании второй закон динамики Эйлера (2.64)
имеет вид

d

dt

∫
(V)

ρKKK2dV =

∫
(V)

ρ (x × F + L)dV +

+

∫
(S)

(
x × T(n) + M(n) − ρ (n ··· V)KKK2

)
dS.

(3.45)

Здесь KKK2 есть массовая плотность кинетического момента, определенная
выражением (3.40), где опорная точкаQ выбрана в начале системы отсчета; L
есть массовая плотность внешнего момента. ВекторM(n) представляет собой
момент, действующий на единицу площади поверхности S с нормалью n.

Стандартные рассуждения позволяют ввести в рассмотрение тензор мо-
ментных напряжений M и формулу Коши

M(n) = n ··· M, (3.46)

а также локальную форму второго закона

∇∇∇ ··· M + T× + ρL = ρ

[
V ×KKK1(x, t) +

δ

δt
LLL(x, t)

]
≡

≡ ρ

[
V × B ···ωωω+

δ

δt
LLL(x, t)

]
,

(3.47)

где LLL — плотность динамического спина, определенная выражением (3.41).
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Второй закон динамики Эйлера на поверхности разрыва с уче-
том (3.35), (3.44) ведет к следующему условию:

n ··· [M] = ρn ··· V
[
LLL

]
, (3.48)

где квадратные скобки означают скачок величины, заключенной в скобках.

.3.2.6 Уравнение баланса энергии

В механику сплошных сред уравнение баланса энергии проникает под
названием первого начала термодинамики. Несмотря на то что уравнение ба-
ланса энергии широко используется при построении математических моделей
сплошных сред, статус этого закона в механике до сих пор окончательно не
определен.

Прежде чем формулировать уравнение баланса энергии, обратимся к
представлению о механической энергии. Именно с последней, как правило,
имеют дело в классической механике, когда говорят, например, об интеграле
энергии. Примем определение: механической энергией тела A называется
сумма кинетической энергии тела A, потенциала внутренних сил и по-
тенциала внешних сил. Для введения механической энергии достаточно ис-
пользовать первые два закона динамики. Механическая энергия имеет огра-
ниченное значение. В частности, она оставляет за рамками анализа такие
понятия, как температура, энтропия, химический потенциал и др.

Уравнение баланса энергии в качестве независимого постулата механики
впервые было введено Дж. Грином [33]. При этом было введено новое понятие
внутренней энергии. Для упругих тел внутренняя энергия с точностью до
постоянной величины совпадает с потенциалом внутренних сил. Тела общего
вида Дж. Грин не рассматривал.

Примем, что наряду с такими атрибутами тела, как количество движения
и кинетический момент, оно обладает еще одной характеристикой, называе-
мой полной энергией тела A и обозначаемой символом E(A). Полная энергия
тела является новой характеристикой тела и нуждается в определении18.

Удивительно то, что понятие энергии, будучи одним из наиболее употре-
бительных понятий в физике, механике и термодинамике, вплоть до настоя-
щего времени не имеет общего определения. Всегда, когда в рассмотрение вво-
дится новая характеристика, должен вводиться и новый фундаментальный
закон для этой характеристики. Первым законом динамики в рассмотрение

18 См. раздел 2.4, где аксиоматически вводятся понятия полной и внутренней энергии.
(Примеч. ред.)
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вводятся силы, вторым фундаментальным законом в рассмотрение вводятся
моменты. Третий фундаментальный закон управляет энергетическими пото-
ками и называется уравнением баланса энергии. Уравнение баланса энергии
вводит в рассмотрение новое понятие внутренней энергии.

В качестве исследуемого тела A, как и ранее, выбираем совокупность ча-
стиц, попадающих в данный момент времени в контрольный объем V . Тогда
в соответствии с указанным ранее имеем

E(A) = K(A) +U(A) =

∫
(V)

[
ρ(x, t) K + η(x, t) U

]
dV(x), (3.49)

где K есть массовая плотность кинетической энергии, U есть плотность внут-
ренней энергии, причем плотность кинетической энергии определена выраже-
нием

K =
1

2
V(x, t) ··· V(x, t) + V(x, t) ··· P(x, t) ··· B0(x) ··· PT(x, t) ···ωωω(x, t) +

+
1

2
ωωω(x, t) ··· P(x, t) ··· C0(x) ··· PT(x, t) ···ωωω(x, t),

где массовые плотности тензоров инерции B0(x) и C0(x) вычислены в про-
извольно выбираемом отсчетном19 положении, т. е. не зависят от времени.

Следует обратить внимание, что кинетическая и внутренняя энергия по-
разному представлены в определении (3.49). Кинетическая энергия является
аддитивной энергией массы и потому может быть представлена интегралом
по массе. Внутренняя энергия аддитивна по частицам среды, среди которых
могут быть и безынерционные частицы. Поэтому внутреннюю энергию нельзя
представить интегралом по массе без существенных противоречий и потерь.
В качестве простого примера рассмотрим три материальных точки, соединен-
ных безынерционными пружинами. Данное тело состоит из шести тел-частиц.
Кинетическая энергия тела есть сумма кинетических энергий материальных
точек. Внутренняя энергия есть сумма внутренних энергий материальных
точек плюс сумма внутренних энергий пружин, не обладающих массой. В
механике сплошных сред внутреннюю энергию принято считать аддитивной
функцией массы, т. е. заменять в (3.49) плотность частиц на плотность мас-
сы, но это, строго говоря, неправильно. Внутренняя энергия характеризует

19 Здесь речь идет не об отсчетной конфигурации, используемой при материальном
описании. В системе отсчета можно ввести произвольное распределение трехгранников,
относительно которых и вычисляются все повороты. Можно использовать один и тот же
трехгранник во всех точках системы отсчета.
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свойство тела запасать и отдавать энергию только за счет изменения конфи-
гурации системы и неких дополнительных параметров, подобных энтропии.

Первый закон термодинамики (уравнение баланса энергии) заключается в
утверждении: скорость изменения полной энергии тела A равна мощности
N(A, Ae) внешних воздействий на тело A плюс скорость подвода энергии
в тело A от внешних источников

d

dt
E(A) = N(A, Ae) + δ(A, Ae). (3.50)

Для мощности внешних воздействий на тело A имеем представление

N(A, Ae) =

∫
(V)

ρ(x, t)
[
F(x, t) ··· V(x, t) + L(x, t) ···ωωω(x, t)

]
dV(x) +

+

∫
(S)

[
T(n)(xS, t) ··· V(xS, t) + M(n)(xS, t) ···ωωω(xS, t)

]
dS.

Скорость подвода энергии от внешних источников является более слож-
ным понятием. Можно принять, что величина δ(A, Ae) аддитивна как по
телам, составляющим тело A, так и по телам окружения. Кроме того, можно
доказать следующее свойство20: δ(A, B) = −δ(B, A).

Скорость подвода энергии определяется выражением

δ(A, Ae) =

∫
(V)

η(x, t)q(x, t)dV(x) +

∫
(S)

hn(xS)dS−

−

∫
(S)

n ··· V
[
ρ(x, t) K + η(x, t) U

]
dS,

где q(x, t) есть подвод энергии в единицу времени в частицы тела A;
hn(xS) — скорость подвода энергии через границу контрольного объема. Под-
вод энергии через границу происходит в том случае, когда поток энергии
направлен внутрь контрольного объема, т. е. при hn(xS) < 0. В противном
случае происходит отвод энергии через границу контрольного объема. По
этой же причине последнее слагаемое в правой части уравнения записано со
знаком минус.

Таким образом, для телаA, находящегося внутри контрольного объема V ,
уравнение баланса энергии записывается в форме следующего интегрального

20 При доказательстве, кроме уравнения баланса энергии, следует использовать зако-
ны динамики Эйлера. (Примеч. ред.)
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равенства:
d

dt

∫
(V)

(ρK + ηU)dV =

∫
(V)

(
ρF ··· V + ρL ···ωωω+ ηq

)
dV+

+

∫
(S)

(
T(n) ··· V + M(n) ···ωωω+ h(n)

)
dS−

∫
(S)

n ··· V (ρK + ηU)dS.

(3.51)

Поток энергии h(n) после стандартных рассуждений выражается через
вектор h потока энергии по правилу Стокса

h(n) = n ··· h. (3.52)

Обычно поток энергии сводится к потоку тепла. Поэтому вектор h приня-
то называть вектором потока тепла. Это возможно, поскольку само понятие
тепла не определено. В данной работе понятие вектора потока тепла в каче-
стве общего термина не используется, поскольку в традиционное представле-
ние о тепле плохо вписывается, например, подвод электрической энергии к
телу.
Уравнение баланса энергии на поверхности разрыва принимает

вид
n ···

[
h + T ··· V + M ···ωωω

]
= n ··· V

[
ρK + ηU

]
, (3.53)

где квадратные скобки означают скачок величины, заключенной в скобках.
Используя теорему о дивергенции и произвольность выбора контрольного

объема, приходим к локальной форме уравнения баланса энергии

ρ

(
dK

dt
+ V ··· ∇∇∇K

)
+ η

(
dU

dt
+ V ··· ∇∇∇U

)
+ K

(
dρ

dt
+∇∇∇ ··· (ρV)

)
+

+U

(
dη

dt
+∇∇∇ ··· (ηV)

)
= ρF ··· V + ρL ···ωωω+ ηq+ (∇∇∇ ··· T) ··· V + (∇∇∇ ··· M) ···ωωω+

+TT ··· ···∇∇∇V + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h.
Используя определение материальной производной, уравнение баланса

частиц (3.20), уравнение баланса массы (3.29), уравнение (3.31), первый (3.43)
и второй (3.47) законы динамики, уравнение баланса энергии переписываем
в виде21

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
+ TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h + ηq. (3.54)

21 Вывод формулы (3.54) можно найти в Приложении D, подраздел D.2.1. (Примеч.
ред.)
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Правая часть равенства (3.54), среди прочего, содержит мощность си-
ловых и моментных напряжений. Часть этой мощности идет на изменение
внутренней энергии. Оставшаяся часть мощности частично остается в теле
в форме тепла, а частично рассеивается в окружающую среду. Чтобы раз-
делить эти части, тензоры силовых и моментных напряжений представим в
виде разложений

T = −(pe + pf)E + τττe + τττf, M = Me + Mf, trτττe = trτττf = 0, (3.55)

где p = pe + pf есть давление, τττ = τττe + τττf есть девиатор тензора напряже-
ний, а индексом “e” отмечена составляющая напряжений, не зависящая от
скоростей.

Напряжения, не зависящие от скоростей, будем называть упругими на-
пряжениями. Индексом “f ” обозначена вся оставшаяся часть напряжений,
которые будем называть диссипативными. Здесь следует обратить внимание
на то, что определение упругих напряжений отнюдь не означает их обратимо-
сти или еще каких-то специальных свойств. Это не так. Упругость означает
только то, что заявлено ранее, а именно независимость тензоров напряже-
ний τττe от скоростей, и не более того. Используя разложение (3.55), уравнение
баланса энергии переписываем в виде

δ(ηU)

δt
=
pe + ηU

ρ

δρ

δt
+ τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

e ··· ···∇∇∇ωωω+

+∇∇∇ ··· h + ηq− pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω.

(3.56)

Уравнение баланса энергии, записанное в форме (3.56), нуждается в даль-
нейшем преобразовании к специальному виду, называемому приведенным
уравнением баланса энергии. В частности, из уравнения (3.56) не видно, от
каких аргументов зависит внутренняя энергия. При построении конкретных
теорий уравнение баланса энергии должно быть преобразовано к следующей
форме:

δηU

δt
= fT1 (Te,Me) ··· ···

δA

δt
+ fT2 (Te,Me) ··· ···

δB

δt
+ η ϑ

δH

δt
, (3.57)

где тензоры A и B называются первой и второй мерой деформации, соответ-
ственно, скалярные функции ϑ и H называются температурой и плотностью
энтропии. Равенство типа (3.57) называется приведенным уравнением балан-
са энергии. При его написании в рассмотрение введены два новых параметра:
температура ϑ и плотность энтропии H. Тот факт, что введены только два
новых параметра, определяется исключительно нашим желанием обойтись
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простейшими средствами. С не меньшим основанием вместо (3.57) мы мог-
ли бы написать приведенное уравнение баланса энергии в такой, например,
форме

δηU

δt
= fT1 (Te,Me) ··· ···

δA

δt
+ fT2 (Te,Me) ··· ···

δB

δt
+ η ϑ1

δH1

δt
+ η ϑ2

δH2

δt
,

где в каждой точке системы отсчета введены две температуры и две энтро-
пии. Так, например, приходится поступать в теории оболочек [67,68]. Из урав-
нения (3.57) видно, что внутренняя энергия зависит от мер деформации A и
B, а также от энтропии. В указании аргументов, от которых зависит внутрен-
няя энергия, и состоит главное назначение приведенного уравнения баланса
энергии, вывод которого будет приведен в следующем разделе.

.3.3 Приведенное уравнение баланса энергии

Переход от уравнения баланса энергии (3.56) к приведенному уравнению
баланса энергии не является формальным преобразованием, но существенно
опирается на интуитивные представления. Вместе с тем, даже формальные
нарушения уравнения (3.56) недопустимы. Далее будет показано, что мощ-
ность упругих напряжений всегда приводится к нужному виду. Поэтому в
дальнейшем и неформальном преобразовании нуждаются только подчерк-
нутые слагаемые в уравнении (3.56). Именно в них сокрыты многие физи-
ческие явления, выходящие за рамки, так сказать, классической механики.
Ниже будут рассмотрены только простейшие из таких явлений. К ним отно-
сятся явления распада частиц или образование новых (фрагментация среды),
а также тепловые явления. Заметим, что пластичность и другие проявления
неупругих свойств материалов не являются фундаментальными (определяю-
щими) свойствами. Они являются внешними проявлениями-следствиями дру-
гих факторов. В качестве измеряемых параметров (параметров состояния),
интегрально характеризующих свойства материала, выберем плотность рас-
пределения частиц в пространстве η и температуру ϑ. При этом считается,
что мы располагаем соответствующими приборами, т. е. микроскопом и тер-
мометром. В качестве сопряженных переменных, подлежащих определению,
выбираем химический потенциал ψ и энтропию H. Принятые наименования
этих переменных не обязательно совпадают с терминами, которые использу-
ются в литературе. Как ни странно, но проблема в том, что строгие опреде-
ления широко используемых понятий химического потенциала и энтропии в
литературе отсутствуют. Поскольку далее вводятся определения этих поня-
тий, то возможная несогласованность в терминах не является существенной.
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В качестве одной части определения для химического потенциала и эн-
тропии принимаем равенство22

ηϑ
δH

δt
+ η

δψ

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq− pf∇∇∇ ··· V +

+τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω.

(3.58)

Равенства (3.58), конечно, недостаточно для того, чтобы однозначно опре-
делить химический потенциал и энтропию. В дальнейшем уравнение (3.58)
необходимо будет разбить на два уравнения: уравнение теплопроводности и
уравнение диффузии. Но сейчас нам важно только то, что введение понятий
энтропии и химического потенциала равенством (3.58) всегда возможно и
принципиально не может приводить к противоречиям. С формальной точки
зрения теория, основанная на равенстве (3.58), будет безупречной. Но мо-
жет случиться, что она не будет описывать те или иные экспериментальные
данные. Это будет означать, что одного химического потенциала и одной
энтропии недостаточно и необходимо контролировать не только плотность
частиц и температуру, но и дополнительные параметры, например, вводить
в рассмотрение несколько температур и, соответственно, энтропий, как это
делается в динамике разряженного газа.

Левая часть равенства (3.58) содержит два формально похожих слагае-
мых, но их физический смысл существенно различен. Энтропия характери-
зует переходы энергии из одной формы в другую и миграцию этих переходов
внутри тела. Химический потенциал отвечает за диффузию частиц внутри
тела. При этом в данной работе считается, что диффундируют легкие части-
цы, массой которых можно пренебречь в сравнении с массой частиц основ-
ного тела. Иными словами, имеются в виду процессы типа растворения газа
в твердом теле. Можно, конечно, при желании учесть и массу диффундиру-
ющих частиц. Следует просто вместо уравнения (3.29) записать уравнение с
источником в правой части. Указанный физический смысл необходимо иметь
в виду при формулировке определяющих уравнений для энтропии и химиче-
ского потенциала.

Обратим внимание на чрезвычайно важное с теоретической точки зрения
обстоятельство. В литературе [36] приводится такое, например, определение

22 В неопубликованной работе П. А. Жилина разработан несколько иной подход к
определению химического потенциала, который соответствует ситуации, когда в системе
нет никаких химических реакций, а есть только структурные превращения типа фазовых
переходов. Развитие идей этой неопубликованной работы содержится в Приложении E.
(Примеч. ред.)
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химического потенциала: “Химическим потенциалом называется производ-
ная от внутренней энергии по числу частиц, составляющих рассматри-
ваемую систему ”. При этом подразумевается, что внутренняя энергия уже
каким-то образом определена. Обычно постулируется существование некоей
функции состояния, называемой внутренней энергией. Но смысл слова “су-
ществование ” непонятен. Когда мы говорим, что существует сундук, где
деньги лежат, то мы имеем в виду реальное существование сундука. Одна-
ко внутренняя энергия, как объективно существующая (измеряемая) вели-
чина, в Природе не существует. Равно как не существует в Природе объект,
называемый кинетической энергией. Последнюю можно вычислить по изме-
ряемым параметрам, но непосредственно измерить кинетическую энергию
невозможно. Аналогично обстоит дело и с внутренней энергией. Обратим те-
перь внимание, что при излагаемом подходе внутренняя энергия пока еще не
определена. О ней сказано, что есть такая новая физическая характеристика
тела, поведение которой определяется уравнением баланса энергии. Но как
математический объект, т. е. функция какого-то числа заданных аргументов,
внутренняя энергия еще не определена. Заранее этого сделать нельзя: нель-
зя сначала определить внутреннюю энергию, а затем химический потенциал
и энтропию. Все эти понятия могут быть введены только одновременно. Ес-
ли мы введем несколько температур и, соответственно, несколько энтропий,
то изменится и смысловое содержание внутренней энергии. В установлении
связи между внутренней энергией, химическим потенциалом, энтропией, дав-
лением и так далее и состоит основное назначение приведенного уравнения
баланса энергии, к выводу которого мы и переходим. Обратим только вни-
мание на то, что ни здесь, ни где-либо в другом месте нам не понадобятся
понятия равновесных и неравновесных процессов.

Используя уравнение (3.58), уравнение баланса энергии переписываем в
виде

δ(ηU)

δt
=
pe + ηU

ρ

δρ

δt
+ η

δψ

δt
+ ηϑ

δH

δt
+

+τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
e ··· ···∇∇∇ωωω.

(3.59)

Осталось преобразовать последние два слагаемых в правой части уравне-
ния (3.59). Для этого нам понадобится тождество23, справедливое для любого

23 Доказательство этого тождества можно найти в Приложении D, подраздел D.2.2.
(Примеч. ред.)
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вектора a,

a ···ωωω =
1

2
(a × P)T ··· ··· δP

δt
.

С учетом этого тождества и равенства (3.18) имеем24

τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) = −
(
g−1 ··· τττTe

)
··· ··· δg
δt

−
1

2
(τττ× × P)T ··· ··· δP

δt
,

где вектор τττ× есть векторный инвариант тензора τττe.
С учетом равенства (3.14) для тензора моментных напряжений имеем25

MT
e ··· ···∇ω∇ω∇ω = MT

e ··· ···
δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F
)
× × P

]T
··· ··· δP
δt

−
(
g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ··· δg
δt
.

Принимая указанные выше равенства, вместо (3.59) получаем оконча-
тельную форму приведенного уравнения баланса энергии

δ(ηU)

δt
=
pe + ηU

ρ

δρ

δt
+ η

δψ

δt
+ ηϑ

δH

δt
−

−
(
g−1 ··· τττTe + g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ··· δg
δt

+

+MT
e ··· ···

δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P

]T
··· ··· δP
δt
.

(3.60)

Приведенное уравнение баланса энергии показывает, что внутренняя
энергия является функцией следующих аргументов:

ηU = F(ρ, ψ, H, g, F, P).

Кроме того, из уравнения (3.60) вытекают соотношения, называемые со-
отношениями Коши–Грина,

pe = ρ2
∂

∂ρ

(
ηU

ρ

)
, ϑ =

1

η

∂ηU

∂H
, η =

∂ηU

∂ψ
;

τττe = −
∂ηU

∂g
··· gT −

∂ηU

∂F
··· FT , Me =

∂ηU

∂F
.

(3.61)

Что касается коэффициента при материальной производной от тензора
поворота, то при выводе формулы для него необходимо учесть, что компо-
ненты тензора поворота не являются независимыми. Действительно, согласно

24 Доказательство тождества для девиатора тензора напряжений можно найти в При-
ложении D, подраздел D.2.3. (Примеч. ред.)

25 Доказательство тождества для тензора моментных напряжений можно найти в
Приложении D, подраздел D.2.4. (Примеч. ред.)
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модифицированному уравнению Пуассона (3.8) имеем ограничение на мате-
риальную производную от тензора поворота следующего вида26:

δP(x, t)

δt
··· PT(x, t) =ωωω(x, t) × E ⇒ (A ··· P)T ··· ··· δP(x, t)

δt
= 0,

которое должно выполняться для любого симметричного тензора A. Следо-
вательно, должно выполняться равенство

∂ηU

∂P
=
1

2

(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P + A ··· P, ∀A : A = AT .

Чтобы исключить из указанного уравнения произвольный симметричный
тензор A, необходимо умножить это уравнение на тензор PT слева и вычис-
лить векторные инварианты от обеих частей получившегося равенства. Ре-
зультатом указанных операций будет следующее уравнение:[

∂ηU

∂P
··· PT + MT

e ··· F − τττe

]
··· ···B = 0, ∀B : B = −BT , (3.62)

которое должно выполняться для любого антисимметричного тензора B. По-
скольку тензоры силовых и моментных напряжений уже определены соотно-
шениями Коши–Грина (3.61), условие (3.62) налагает некоторые ограничения
на задание внутренней энергии, а именно внутренняя энергия должна удо-
влетворять следующему уравнению в частных производных первого порядка:(
∂U

∂g

)T

··· ··· (B ··· g) +

(
∂U

∂P

)T

··· ··· (B ··· P) +

(
∂U

∂F

)T

··· ··· (B ··· F − F ··· B) = 0, (3.63)

где B — произвольный антисимметричный тензор.
Таким образом, внутренняя энергия не может быть произвольной функ-

цией аргументов P, g, F. Чтобы выявить, от каких именно аргументов зави-
сит внутренняя энергия, необходимо найти общее решение уравнения (3.63)
с частными производными первого порядка. Теория таких уравнений27 хоро-
шо разработана [70]. Помимо уравнения (3.63), внутренняя энергия должна
удовлетворять еще одному уравнению в частных производных. Действитель-
но, тензор τττe является девиатором, т. е. его след должен равняться нулю.
Поэтому из соотношений Коши–Грина (3.61) имеем(

∂U

∂g

)T

··· ···g +

(
∂U

∂F

)T

··· ···F = 0. (3.64)

26 Доказательство этого тождества можно найти в Приложении D, подраздел D.2.5.
(Примеч. ред.)

27 О решении уравнений типа (3.63) см. раздел 4.5. (Примеч. ред.)
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Для нахождения общего решения уравнения (3.64) необходимо выписать
так называемую характеристическую систему [70] для уравнения (3.64). Она
имеет вид

dg

ds
= g,

dF

ds
= F. (3.65)

Получили систему 18-го порядка, которая имеет не более 17 независимых
интегралов. Произвольная функция этих 17 интегралов и является общим
решением уравнения (3.64). Далее нужно потребовать, чтобы общее решение
уравнения (3.64) удовлетворяло уравнению (3.63) при произвольном выбо-
ре антисимметричного тензора B, характеристическая система для которого
имеет вид

dg

ds
= B ··· g, dF

ds
= B ··· F − F ··· B, dP

ds
= B ··· P. (3.66)

Получили систему уравнений 21-го порядка, которая имеет не более 20
независимых интегралов. Однако нас интересуют только те интегралы, кото-
рые не зависят от антисимметричного тензора B. Системы (3.65) и (3.66)
служат для определения мер деформации, от которых зависит свободная
энергия и которые должны быть интегралами этих уравнений. Аналогичная
ситуация рассматривалась в работе [67], в которой показан метод отыскания
мер деформации в нелинейной теории оболочек28. Здесь мы не будем строить
эти интегралы, чтобы не загромождать изложение техническими деталями.
Далее будет подробно рассмотрен частный случай неполярной среды.

.3.4 Второй закон термодинамики

Начнем с обсуждения уравнения баланса энергии (3.51). Скорость под-
вода энергии в нем определена тремя величинами q, h(n) и последним ин-
тегралом в правой части (3.51). Что касается последнего слагаемого, то оно
не имеет отношения к тепловой энергии. Поэтому нужно обсудить только
первые два слагаемых, т. е. величину∫

(V)

ηqdV +

∫
(S)

hn dS =

∫
(V)

(ηq+∇∇∇ ··· h)dV. (3.67)

Именно эта величина определяет скорость подвода тепловой энергии в
рассматриваемое тело. Однако это не весь подвод (отвод) энергии. Нужно

28 О методе отыскания мер деформации в нелинейной теории оболочек см. Приложе-
ние J. (Примеч. ред.)
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еще учесть диссипацию энергии внутри самого выделенного тела. По опре-
делению и по физическому смыслу внутренняя энергия не может зависеть
от скоростей изменения основных кинематических переменных. Но глубокое
противоречие состоит в том, что внутренняя энергия, как правило, обязана
зависеть от неких относительных скоростей игнорируемых нами перемен-
ных29. Чтобы как-то разрешить это, строго говоря, неустранимое противо-
речие, будем считать, что плотность внутренней энергии зависит не только
от актуальной конфигурации тела, т. е. от взаимных положений и поворотов
частиц, составляющих тело, но и от некоего параметра, называемого плот-
ностью энтропии H, причем полная энтропия системы считается аддитивной
функцией

H =

∫
(V)

ηHdV. (3.68)

Введение энтропии — это попытка учесть зависимость внутренней энер-
гии от скоростей не учитываемых нами степеней свободы. Всегда ли это воз-
можно? Отрицательный ответ на этот вопрос очевиден. Но с практической
точки зрения этот прием часто оказывается весьма удовлетворительным. Не
следует только наделять энтропию некими фундаментальными свойствами.
Коль скоро мы ввели новый параметр (новую степень свободы), мы долж-
ны для него сформулировать некий дополнительный закон, который играет
роль второго закона термодинамики в механике сплошных сред. Вид этого
закона подсказывается нам простым сравнением уравнений баланса энергии
в формах (3.56) и (3.57), из которого следует равенство

η ϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq+ TT

f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω. (3.69)

Это равенство перепишем в другой форме

∇∇∇···h+ ηq = η ϑ
δH

δt
− η δ, η δ ≡ TT

f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) +MT
f ··· ···∇∇∇ωωω. (3.70)

В левой части этого равенства стоит скорость подвода энергии. Часть этой
энергии аккумулируется в теле. Она идет на изменение внутренней энергии,
что и указывается первым слагаемым в правой части равенства (3.70). Это
слагаемое представлено в виде произведения двух функций: температуры ϑ и
материальной производной от энтропии. Энтропию можно считать не имею-
щей размерности. Поэтому температура имеет размерность энергии. В общем

29 Подробнее об этом см. подраздел 2.5.3. (Примеч. ред.)
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случае температура есть энергия на единицу энтропии. Если энтропию счи-
тать имеющей размерность, то и размерность температуры изменится. По
смыслу своего введения температура — это энергия движения си-
стемы по игнорируемым степеням свободы. Принятая трактовка эн-
тропии и температуры несколько отличается от трактовки, используемой в
физике. В частности, энтропия не является логарифмом вероятности чего-то,
что вообще нельзя определить в механике сплошных сред. Тем не менее все
сказанное полностью согласуется с теми действиями, которые мы совершаем
при введении энтропии и температуры в механике, уравнения которой никак
не связаны с тем смыслом, который приписывается температуре и энтропии
в статистической физике. Второе слагаемое ηδ в уравнении (3.70) есть часть
тепловой энергии, которая не может быть аккумулирована в данной точке те-
ла и либо излучается в окружающую среду, либо переносится в другие точки
тела посредством вектора потока тепла.

Уравнение (3.70) допускает достаточную свободу интерпретации, чтобы
удовлетворить весьма широким потребностям. Иными словами, принятие
уравнения (3.70), называемого уравнением теплопроводности, не содержит
в себе ничего обременительного, поскольку оно включает в себя несколько
неизвестных, т. е. не замкнуто. Назначение второго закона термодинамики
состоит, в частности, в том, чтобы сказать нечто определенное о неизвест-
ных, входящих в уравнение (3.70), т. е. идеологически обосновать процедуру
замыкания уравнения (3.70). В частности, второй закон термодинамики или,
что то же самое, опыт утверждает, что

η δ ≡ TT
f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

f ··· ···∇∇∇ωωω ≥ 0. (3.71)

Последнее неравенство можно интерпретировать как утверждение о том,
что силы трения, а именно с ними связываются напряжения Tf и Mf, не
могут совершать положительной работы. Кроме того, важнейшим
опытным фактом, известным под названием нулевого закона термодинамики,
является утверждение о том, что тепло всегда течет от горячего к
холодному, т. е. утверждается справедливость неравенства

h ··· ∇∇∇ϑ ≥ 0. (3.72)

Как известно, оба неравенства (3.71) и (3.72) не противоречат никаким
опытным фактам и могут считаться надежно установленными. Поэтому фор-
мулировка второго закона термодинамики считается приемлемой, если нера-
венства (3.71) и (3.72) вытекают из нее в качестве следствий. Подробное из-
ложение истории развития понятия энтропии и различные варианты форму-
лировок второго закона термодинамики можно найти в книге [34]. Исходя из
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равенства (3.70), мы видим, что если в системе нет механизмов внутреннего
рассеяния энергии, т. е. δ = 0, то все тепло аккумулируется в системе и сохра-
няется в нем. По аналогии с “чистой” механикой можно сказать, что в этом
случае мощность теплового воздействия ηq+∇∇∇···h оказывается материальной
производной от некоей функции, т. е. тепловая энергия является в некотором
смысле консервативной. Если диссипация в системе имеется и выполняется
неравенство (3.71), то из равенства (3.70) следует неравенство

ηq+∇∇∇ ··· h ≤ η ϑ
δH

δt
, (3.73)

которое в литературе [25] трактуется как ограничение сверху для скорости
подвода тепла. С подобной трактовкой трудно согласиться, ибо и темпера-
тура, и энтропия сами зависят от скорости подвода тепла. Пусть, например,
даны две функции y(t) > 0 и B(t) > 1. Для них справедливо неравенство
y(t) < y(t)B(t)+1. Однако отсюда не следует, что функция y(t) ограничена
сверху. Вообще, в так называемой рациональной термодинамике далеко не
все утверждения кажутся бесспорными.

Рассмотрим, например, неравенство Клаузиуса–Дюгема. Для его получе-
ния достаточно записать выражение для материальной производной от эн-
тропии и затем воспользоваться уравнением теплопроводности (3.70). В ре-
зультате получим ∫

(V)

η
δH

δt
dV =

∫
(V)

η(q+ δ) +∇∇∇ ··· h
ϑ

dV =

=

∫
(V)

ηq

ϑ
dV +

∫
(S)

n ··· h
ϑ

dS+

∫
(V)

h ··· ∇∇∇ϑ
ϑ2

dV +

∫
(V)

η δ

ϑ
dV.

(3.74)

Учитывая неравенства (3.71) и (3.72), получаем∫
(V)

η
δH

δt
dV ≥

∫
(V)

ηq

ϑ
dV +

∫
(S)

n ··· h
ϑ

dS. (3.75)

Это и есть неравенство Клаузиуса–Дюгема, которое положено в основу
большинства современных работ по механике сплошных сред. Разумеется,
оно правильно. Но из этого неравенства не следует ни принцип диссипации
(3.71), ни нулевое начало термодинамики (3.72). Из неравенства Клаузиуса–
Дюгема вытекает более слабое неравенство

η δ+ h ··· ∇∇∇ϑ ≥ 0. (3.76)
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Это неравенство является слишком слабым для физических приложений.
Поэтому в данной работе под вторым законом термодинамики будет пони-
маться уравнение теплопроводности (3.70) в совокупности с неравенствами
(3.71) и (3.72). Можно также добавить, что в современных теориях придается
явно преувеличенное значение таким понятиям, как температура и энтропия.
В настоящее время объективный характер этих величин еще не установлен.
Конечно, термометр позволяет нам измерить объективно существующую ве-
личину, называемую температурой. Мы можем попытаться подобрать такую
функцию, называемую энтропией, чтобы измеряемая в эксперименте темпе-
ратура совпадала бы с вводимой в теории. Часто такая попытка оказывается
успешной. Что касается энтропии, то ее никто и никогда не измерял. Для
целей данной работы с формальной точки зрения не очень важно, какую
именно трактовку принимать для второго закона термодинамики. В словес-
ной формулировке второй закон термодинамики утверждает, что тепловая
энергия не может быть полностью переведена в работу и неиз-
бежно частично теряется в виде излучения в окружающую среду.
При этом следует иметь в виду, что окружающая среда не имеет границ в
пространстве, т. е. “тепловые волны” неизбежно уносят часть тепловой энер-
гии.

.3.5 Уравнения теплопроводности и диффузии

Вернемся к уравнению (3.58), вводящему в рассмотрение энтропию и хи-
мический потенциал. В приведенном виде оно характеризует только суммар-
ное влияние энтропии и химического потенциала на внутреннюю энергию.
Чтобы яснее представить роль этих понятий в рассматриваемых процессах,
а не только их участие в формировании внутренней энергии, перепишем урав-
нение (3.58) в виде двух равенств

∇∇∇···h1+ηq1−p1∇∇∇···V+τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω)+MT
f ··· ···∇∇∇ωωω = ηϑ

δH

δt
+Q, (3.77)

∇∇∇ ··· h2 + ηq2 − p2∇∇∇ ··· V = η
δψ

δt
− Q. (3.78)

В уравнениях (3.77) и (3.78) принято

h = h1 + h2, q = q1 + q2, pf = p1 + p2.

Кроме того, в уравнения (3.77) и (3.78) введено дополнительное слагаемое
Q, которое описывает скорость обмена энергиями в процессах теплопроводно-
сти и диффузии. Понятно, что разбиение равенства (3.58) на два уравнения
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(3.77) и (3.78) всегда осуществимо при соответствующем подборе значения
Q и не требует никаких дополнительных предположений. В общем случае
весьма затруднительно сделать обоснованный выбор определяющих уравне-
ний для потоков энергии Q, q1 и q2. Для векторов потока энергии примем
простейшие уравнения

h1 = a11∇∇∇H + a12∇∇∇ψ, h2 = a21∇∇∇H + a22∇∇∇ψ, (3.79)

где коэффициенты a12 и a21 характеризуют связанность тепловых и диф-
фузионных потоков энергии; видимо, их можно считать малыми или вообще
равными нулю; коэффициенты a11 и a22 называются коэффициентами теп-
лопроводности и диффузии, соответственно.

При принятии равенств

a12 = a21 = a22 = 0

определяющие уравнения (3.79) переходят в известный закон Фурье–Стокса
с тем различием, что вместо градиента температуры он содержит градиент
энтропии. С физической точки зрения принятое определяющее уравнение
кажется более правдоподобным, но во многих случаях указанное различие
несущественно.

Следует подчеркнуть, что уравнения (3.77) и (3.78) указывают только
направление исследований. Отдельных и отнюдь не очевидных рассуждений
требуют формулировки определяющих уравнений для величин, входящих в
уравнения (3.77) и (3.78). Эти рассуждения оставим за рамками данной рабо-
ты и ограничимся только указанием на их физический смысл и процессы, за
которые они ответственны. Вполне ясен смысл величин p1, p2, τττf, Mf — они
отвечают за внутреннее трение в среде, т. е. за переходы энергии из одной
формы в другую внутри среды. Вместе с тем, конкретное описание внут-
реннего трения в среде наталкивается на серьезные затруднения. Например,
вязкое трение в жидкости принято вводить посредством популярного закона

τττf = μf

(
∇∇∇V +∇∇∇VT −

2

3
(∇∇∇ ··· V)E

)
,

который не кажется удовлетворительным, поскольку приводит к уравнениям
не гиперболического типа.

Величины q1 и q2 отвечают за взаимодействие с окружающей средой.
При этом следует иметь в виду, что окружающая среда реально существует
во всех точках пространства, в том числе и внутри рассматриваемого тела.
Например, электромагнитное поле существует как внутри тела, так и вне его.
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Если мы хотим учесть радиационное облучение тела, то его влияние войдет
в обсуждаемые уравнения через величины q1 и q2. Воздействие на вещество
пучками заряженных частиц [73] также описывается величинами q1 и q2.
Поэтому роль величин q1 и q2 во многих случаях очень велика, но проблема
их правильного и обоснованного выбора еще ждет своего решения. Понятно,
что нельзя игнорировать потоки энергии Q, q1 и q2, если в среде происходят
химические реакции.

На этом общие построения заканчиваются. Проблема свелась к постро-
ению определяющих уравнений, т. е. к заданию внутренней энергии. Здесь
мы вступаем на крайне зыбкую почву. С одной стороны, мы располагаем
огромным экспериментальным материалом и знанием того, что происходит в
материале. С другой стороны, адекватные математические модели разработа-
ны только для термоупругих материалов, а существующие теории неупругих
материалов крайне уязвимы для критики и, кроме того, оставляют многие
явления за рамками анализа. Сказанное, разумеется, не означает отрица-
ния полезности существующих теорий для практических целей. Речь идет о
необходимости построения более общей теории реальных процессов, идущих
в материале. Без этого будет невозможно использовать механику при разра-
ботке современных технологий. Каковы бы ни были трудности, возникающие
на этом пути, они должны быть преодолены. Последующие рассуждения но-
сят качественный характер. Они являются всего лишь попыткой понять, как
устроена внутренняя энергия материалов с многими фазовыми переходами.
Кроме того, хотелось бы выяснить, как формально устроен механизм диффу-
зии “свободных” частиц в материале, ибо известно, что упомянутая диффузия
определяет многие характерные свойства материала.

.3.6 Неполярная сплошная среда с кулоновым трением

Сосредоточим свое внимание на пластических и сыпучих средах со слабо-
выраженной микроструктурой. Примем, что упругая составляющая тензора
моментных напряжений Me равна нулю. В таком случае последнее из соот-
ношений Коши–Грина (3.61) показывает, что внутренняя энергия не зависит
от тензора F. Кроме того, примем, что девиатор упругой части тензора на-
пряжений симметричен

Me = 0, τττe = τττTe ⇒ (τττe)× = 0.

При этих ограничениях приведенное уравнение баланса энергии (3.60)
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принимает более простой вид

δ(ηU)

δt
=
pe + ηU

ρ

δρ

δt
+ η

δψ

δt
+ ηϑ

δH

δt
−

(
g−1 ··· τττTe

)
··· ···δg
δt

⇒
⇒ U = U(ρ, ψ, H, g).

(3.80)

Соотношения Коши–Грина (3.61) принимают вид

pe = ρ2
∂

∂ρ

(
ηU

ρ

)
, ϑ =

1

η

∂ηU

∂H
, η =

∂ηU

∂ψ
, τττe = −

∂ηU

∂g
··· gT . (3.81)

Симметричность тензора τττe и требование trτττe = 0 приводят к следующим
ограничениям, налагаемым на внутреннюю энергию,(

∂U

∂g

)T

··· ··· (B ··· g) = 0,

(
∂U

∂g

)T

··· ··· g = 0, ∀B : B = −BT . (3.82)

Для внутренней энергии получили два уравнения в частных производ-
ных первого порядка. Характеристическая система [70] для первого из этих
уравнений имеет вид

dg

ds
= B ··· g. (3.83)

Эта система девятого порядка определена в девятимерном пространстве
тензоров второго ранга. Первое из уравнений (3.82) показывает, что свобод-
ная энергия постоянна вдоль интегральной кривой уравнения (3.83). Иными
словами, внутренняя энергия есть интеграл системы (3.83), для которой су-
ществует не более восьми независимых интегралов. Однако нас интересуют
только те интегралы, которые не зависят от произвольно выбираемого тен-
зора B. Таких интегралов шесть, и их нетрудно найти. Для этого достаточно
умножить обе части уравнения (3.83) на тензор gT слева. В результате полу-
чим

gT ··· dg
ds

= gT ··· B ··· g ⇒ dgT

ds
··· g = −gT ··· B ··· g.

Складывая получившиеся уравнения, находим шесть скалярных интегра-
лов уравнения (3.83) или один тензорный интеграл

dG∗
ds

= 0, G∗ = gT ··· g ⇒ U = U(ρ, ψ, H, G∗). (3.84)

Тензор G∗ является аналогом хорошо известного в литературе по нели-
нейной теории упругости [26] тензора, который является обратным для меры
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деформации Коши–Грина. Различие в том, что здесь используется простран-
ственное описание. Таким образом, если внутренняя энергия задана как про-
извольная функция тензора G∗, то она тождественно удовлетворяет первому
из условий (3.82). Для выполнения второго из условий (3.82) необходимо,
чтобы выполнялось следующее условие:

g ··· ···
(
∂U

∂g

)T

= 0 ⇒ G∗ ··· ···
(
∂U

∂G∗

)T

= 0.

Характеристическая система для второго из этих уравнений имеет вид
первого из уравнений

dG∗
ds

= G∗ ⇒ dGm
∗

ds
= mGm

∗ , (3.85)

где m есть любое целое число.
Это система шестого порядка, которая имеет не более пяти независимых

интегралов. Нетрудно убедиться, что общим интегралом системы (3.85) яв-
ляется унимодулярный тензор30

G = I
− 1/3
3 (G∗)G∗ = I

− 2/3
3 (g) gT ··· g, I3(G) = 1, (3.86)

где

I3(A) ≡ 1

6
(trA)3 −

1

2
(trA) trA2 +

1

3
trA3 ≡ det(A).

Тензор G, следуя [23, 24], будет называться тензором формоизменения.
Чтобы убедиться, что тензор G действительно является интегралом системы
(3.85), т. е.

dG

ds
= 0 ⇒ dGm

ds
= 0,

достаточно воспользоваться представлением (3.86) для тензора G. Оконча-
тельно получили, что внутренняя энергия имеет вид

U = U(ρ, ψ, H, G) (3.87)

и тождественно удовлетворяет ограничениям (3.82). Определяющее уравне-
ние для девиатора тензора напряжений (3.81) принимает вид31

τττe =
2

3

(
G ··· ··· ∂ηU

∂G

)
E − 2 I

−2/3
3 (g)g ··· ∂ηU

∂G
··· gT . (3.88)

30 Доказательство этого факта можно найти в Приложении D, подраздел D.2.6. (При-
меч. ред.)

31 Вывод формулы (3.88) можно найти в Приложении D, подраздел D.3.1. (Примеч.
ред.)
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Дальнейшая конкретизация требует задания внутренней энергии.
Обратимся к обсуждению тензоров вязких напряжений. Следует подчерк-

нуть, что пластичность — это свойство материала, которое не исчезает даже в
том случае, если диссипация энергии в материале отсутствует. Поэтому вли-
яние вязких напряжений на пластические свойства материала не слишком
значительно. Исключение, возможно, составляют сыпучие среды, в которых,
по мнению многих авторов, важную роль играет сухое трение между части-
цами среды.

Убедительных способов введения сухого трения в механику сплошных
сред в настоящее время не предложено, хотя этому посвящено большое чис-
ло публикаций, обзор которых выходит за рамки данной работы. Обычно
считается, что вязкое трение зависит от градиента вектора скорости. Так об-
стоит дело, например, в ньютоновской жидкости, материале Максвелла [56]
и наиболее популярных теориях пластичности [23, 24]. Полный анализ роли
вязких напряжений оставим за рамками данной работы и ограничимся вве-
дением только сухого трения.

Примем допущение, что тензоры вязких напряжений можно представить
в следующем простейшем виде:

Tf = E × t, Mf = 0. (3.89)

Допущениями (3.89) мы исключаем из рассмотрения теории пластично-
сти, основанные на теориях течения. При желании это легко исправить, сле-
дуя, например, работе [24]. С учетом (3.89) неравенство (3.71), утверждаю-
щее, что работа внутренних сил трения неотрицательна, принимает вид

TT
f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) ≡ −2t ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V

)
≥ 0. (3.90)

Для вектора напряжений t считаем, что справедлив закон сухого трения
Кулона

t = − k |n ··· τττe ··· n|σ(n ··· τττe ··· n)
2ωωω−∇∇∇× V

|2ωωω−∇∇∇× V|
, ωωω �= 1

2
∇∇∇× V, (3.91)

где k > 0 — коэффициент трения, который является характеристикой мате-
риала; характеристическая функция σ определяется выражением

σ(n ··· τττe ··· n) =

{
1, n ··· τττe ··· n < 0,
0, n ··· τττe ··· n ≥ 0.
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Единичный вектор n в выражении (3.91) находится по тензору τττe из ре-
шения задачи

n ··· τττe ··· m = max, ∀ n,m : |n| = |m| = 1, n ··· m = 0. (3.92)

Покажем, что решение задачи (3.92) единственно, если оно, конечно, су-
ществует. В самом деле, рассмотрим функционал

T = n ··· τττe ··· m + λ1n ··· m + λ2 (n ··· n − 1) + λ3(m ··· m − 1), (3.93)

где параметры λ1, λ2, λ3 суть множители Лагранжа. Обращение в нуль первой
вариации этого функционала дает уравнения

τττe ··· m = − λ1m − 2 λ2 n, τττe ··· n = − λ1 n − 2 λ3m. (3.94)

Согласно уравнениям (3.94) следуют условия

2λ2 = 2λ3 = −n ··· τττe ··· m, −λ1 = n ··· τττe ··· n = m ··· τττe ··· m. (3.95)

При этом система (3.94) может быть переписана в эквивалентной форме

τττe ··· (m − n) = (2λ2 − λ1)(m − n), τττe ··· (m + n) = −(2λ2 + λ1)(m + n).

Отсюда видим, что векторы m − n и m + n являются собственными век-
торами симметричного тензора τττe. Пусть вектор m − n соответствует соб-
ственному числу σi тензора τττe, а вектор m + n соответствует собственному
числу σj. Тогда имеем

(2λ2 − λ1) = σi, −2λ2 − λ1 = σj,

m − n =
√
2 ei, m + n =

√
2 ej ⇒

⇒ √
2n = ej − ei,

√
2m = ej + ei,

(3.96)

где векторы ei и ej суть собственные векторы тензора напряжений.
Функционал (3.93) теперь принимает вид

T =
1

2
(ej + ei) ··· τττe ··· (ej − ei) =

1

2
(σj − σi). (3.97)

Функционал принимает наибольшее значение, если σj является наиболь-
шим собственным числом, а σi — наименьшим. Если эти собственные числа
совпадают, то решением рассматриваемой задачи является произвольная па-
ра ортогональных векторов, а все касательные напряжения обращаются в
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нуль. Нетрудно убедиться, что второе из условий (3.95) выполняется тожде-
ственно

−λ1 = n ··· τττe ··· n = m ··· τττe ··· m =
1

2
(σi + σj).

Указанное ранее относилось к случаю скольжения. Если проскальзывание
отсутствует, т. е. если выполняется условие

2ωωω = ∇∇∇× V, (3.98)

то вектор t находится из уравнений движения, а точнее по второму закону
динамики32

−2t = ρ
δLLL

δt
.

Это выражение значительно упрощается для шарового тензора инерции

−2t = ρ
δLLL

δt
= ρ J

(
dωωω

dt
+ V ··· ∇ω∇ω∇ω

)
=
1

2
ρ J

(
∇∇∇× dV

dt
+ V ··· ∇∇∇∇∇∇× V

)
.

Использовав это соотношение, вектор t можно исключить из первого за-
кона динамики.

Во многих случаях сухое трение можно заменить значительно более про-
стым вязким трением. В этом случае вместо уравнения (3.91) нужно принять

t = − k

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V

)
, (3.99)

где k > 0 — коэффициент вязкого трения.

.3.7 К теории безмоментной несимметричной среды
с кулоновым трением

Ранее была рассмотрена среда, тензор обратимых напряжений в которой
симметричен. Интуитивно кажется вполне вероятным, что имеет смысл рас-
смотреть случай среды с несимметричным тензором обратимых напряжений,
в которой тензор моментных напряжений отсутствует. Особенно это может
оказаться важным при наличии сухого трения между частицами, поскольку
в таком случае есть возможность дать более простую в применениях форму-
лировку закона сухого трения. К сожалению, подробное обсуждение возни-
кающих здесь особенностей выходит за рамки данной работы. Ограничимся
поэтому только первым шагом.

32 Здесь при формулировке второго закона динамики считается, что тензор инерции
B равен нулю. (Примеч. ред.)
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Примем, что внутренняя энергия есть функция вида

U = U(ρ, ψ, H, g, P).

Тогда соотношения Коши–Грина (3.61) примут вид (3.81), а для антисим-
метричной части тензора напряжений имеем соотношение (3.62), которое в
рассматриваемом случае принимает вид[

∂ηU

∂P
··· PT − τττe

]
··· ···A = 0, ∀A : A = −AT . (3.100)

Подставляя сюда тензор напряжений (3.81), получаем ограничение на
внутреннюю энергию(

∂U

∂g

)T

··· ··· (A ··· g) +

(
∂U

∂P

)T

··· ··· (A ··· P) = 0. (3.101)

Характеристическая система [70] для уравнения (3.101) имеет вид

dg

ds
= A ··· g, dP

ds
= A ··· P, P ··· PT = E. (3.102)

Эта система 12-го порядка имеет 11 независимых интегралов, но только
9 из них не зависят от произвольного антисимметричного тензора A. Легко
убедиться, что отмеченные интегралы являются координатами тензора

Q = PT ··· g. (3.103)

Таким образом, внутренняя энергия рассматриваемой среды имеет вид

U(ρ, ψ, H, PT ··· g). (3.104)

Дальнейшие построения аналогичны тем, которые проведены далее для
симметричной среды.

.3.8 Изотропная неполярная среда

Приведенные ранее построения носили достаточно общий характер, по-
скольку до сих пор не принималось никаких предположений о свойствах сре-
ды. Даже предположения сплошности по существу не принимались. В самом
деле, разрывы сплошности всегда можно было сгладить выбором функции
распределения частиц. Поэтому все указанное ранее применимо для описа-
ния произвольных неупругих и, в частности, пластических и сыпучих сред.
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Неоднократно высказывалась точка зрения [71], что неупругие среды на
этапе нагружения ведут себя вполне аналогично нелинейно-упругим телам,
отличаясь от них только на этапе разгрузки. Ранее было показано, что упру-
гие напряжения в общем случае выражаются через производные от внутрен-
ней энергии по формулам, аналогичным таковым в нелинейной теории упру-
гости. Что касается неупругих составляющих, то их влияние на внутреннюю
энергию проявляется в зависимости внутренней энергии от энтропии и хи-
мического потенциала. Таким образом, вся информация о свойствах среды
определяется строением внутренней энергии. Поэтому задание внутренней
энергии эквивалентно заданию уравнений состояния среды.

Для жидкостей и газов уравнения состояния изучены достаточно хорошо.
Они сводятся к установлению связи между давлением, массовой плотностью
и температурой, но могут быть переписаны и в терминах внутренней энер-
гии. Не столь убедительно обстоит дело с уравнением состояния твердых
тел, которое записывается в разных формах. С одной из этих форм мож-
но ознакомиться по книге [72]. Существуют и другие уравнения состояния,
из которых наиболее известным является уравнение Ми–Грюнайзена. Одна-
ко подход, изложенный в [72] и других работах, не позволяет в полной мере
описать уравнения состояния твердых тел. Действительно, различие между
жидкими и твердыми телами заключается, главным образом, в их реакции
на изменение формы. Описать эту реакцию, игнорируя при этом девиатор
тензора напряжений, кажется проблемой, не имеющей решения. Без учета
девиатора тензора напряжений можно достаточно полно описать только раз-
личие между жидкостями и газами.

Вернувшись к механике сплошных сред, заметим, что при классическом
подходе к описанию пластических материалов центральную роль играет так
называемый критерий текучести, т. е. некое условие, налагаемое на девиатор
тензора напряжений. Из критерия текучести следует так называемый ассоци-
ативный закон течения. При этом девиатор тензора напряжений связывается
с тензором деформации и тензором скоростей деформации [23, 24] не ана-
литическими зависимостями. Иными словами, девиатор тензора упругих на-
пряжений, который, по определению, не зависит от скоростей, при описании
неупругих свойств материала игнорируется. Это означает, что внутренняя
энергия не зависит от тензора формоизменения. Однако для твердых тел,
которые очевидным образом сопротивляются изменению формы, это непри-
емлемо33, ибо обсуждаемое допущение означает отказ от рассмотрения очень

33 Сейчас обсуждается общая ситуация. Разумеется, для частных моделей приемлемы
и полезны с практической точки зрения самые разные допущения.
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многих наблюдаемых явлений. Поэтому одна из задач теории заключается в
определении строения внутренней энергии, которое в общем случае должно
не только учитывать наличие твердой фазы, но и отражать наличие многих
твердотельных фаз. Это очень трудная и малоизученная проблема. Поэтому
анализ возможных форм задания внутренней энергии целесообразно начать
с частных случаев.

Прежде всего, примем, что материал является изотропным. Это означает,
что внутренняя энергия зависит только от инвариантов34 тензора G

ηU = Φ(ρ, ψ, H, I1, I2), I1(G) ≡ E ··· ···G, I2(G) ≡ G ··· ···G. (3.105)

Подставляя эти представления35 в соотношения Коши–Грина (3.81) с уче-
том соотношений (3.88), получаем36

pe = ρ2
∂

∂ρ

(
ηU

ρ

)
, ϑ =

1

η

∂ηU

∂H
, η =

∂ηU

∂ψ
,

τττe =
2

3

(
I1
∂ηU

∂I1
+ 2 I2

∂ηU

∂I2

)
E − 2

∂ηU

∂I1
ΛΛΛ− 4

∂ηU

∂I2
ΛΛΛ2,

ΛΛΛ = I
−2/3
3 (g)g ··· gT ,

(3.106)

где тензор ΛΛΛ называется тензором формоизменения, отвечающим мере де-
формации Альманзи [23,24].

34 Общая теория тензорных инвариантов излагается в четвертой главе — см. разд. 4.3,
4.4, 4.5. Эта теория разработана П. А. Жилиным. Она существенно отличается от класси-
ческой в случае ориентированных (в частности, аксиальных) объектов и полностью сов-
падает с классической в случае полярных объектов. Тензор G является полярным, так
что читателю, знакомому с классической теорией инвариантов, при чтении этого и после-
дующих пунктов третьей главы нет необходимости обращаться к четвертой главе. Однако
читателю, который не удовлетворится результатами исследования изотропной неполярной
среды и пожелает обобщить эти результаты на случай полярной среды, при описании ко-
торой используются аксиальные тензоры, материал четвертой главы будет очень полезен.
(Примеч. ред.)

35 Определение второго инварианта тензора второго ранга, данное П. А. Жилиным,
отличается от общепринятого. Обычно вторым инвариантом тензора называют величину

I2(G) ≡ 1

2

[
(E ··· ···G)

2
− G ··· ···G

]
. (Примеч. ред.)

36 Вывод формулы (3.88) для девиатора тензора напряжений можно найти в Прило-
жении D, подраздел D.3.2. (Примеч. ред.)
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.3.8.1 Определяющее уравнение для упругой части
девиатора тензора напряжений

Поскольку материал изотропен, то собственные векторы тензора напря-
жений и меры Альманзи совпадают. Инварианты тензоров G и ΛΛΛ совпадают
и определяются формулами

I1(ΛΛΛ) = Λ1 +Λ2 +
1

Λ1Λ2
≥ 3, I2(ΛΛΛ) = Λ21 +Λ22 +

1

Λ21Λ
2
2

≥ 3,

где Λ1, Λ2 суть два собственных числа тензора ΛΛΛ. Вместо инварианта I2(ΛΛΛ)

введем другой инвариант σ

σ ≡ 3I2(G) − I21(G) = (Λ1 −Λ2)
2 + (Λ1 −Λ3)

2 + (Λ2 −Λ3)
2, (3.107)

где Λ1Λ2Λ3 = 1.
Если σ = 0, то G = E. Внутреннюю энергию будем рассматривать как

функцию инвариантов I1(ΛΛΛ) и σ. В таком случае вместо соотношения для
девиатора (3.106) будем иметь

τττe = − 2
∂ηU

∂I1

(
ΛΛΛ−

1

3
I1E

)
− 12

∂ηU

∂σ

(
ΛΛΛ2 −

σ+ I21
9

E

)
.

Это соотношение можно переписать в более компактной форме

τττe = −2

(
∂ηU

∂I1
+ 4I1

∂ηU

∂σ

)
λλλ− 12

∂ηU

∂σ

(
λλλ2 −

σ

9
E

)
, (3.108)

где введены обозначения

λλλ = ΛΛΛ−
I1
3
E, σ ≡ 3I2(G) − I21(G) = 3trλλλ2. (3.109)

Обращает на себя внимание характер зависимости девиатора упругих на-
пряжений от инвариантов I1(ΛΛΛ) и σ. Рассмотрим, например, случай малых
деформаций, когда ||(∇∇∇u|| � 1. В этом случае с точностью до малых второго
порядка получаем

I1 = I2 = 3, ΛΛΛ = E + λλλ, λλλ = − 2devεεε, 2εεε = ∇∇∇u +∇∇∇uT , (3.110)

где εεε есть линейный тензор деформации. Соотношение (3.108) упрощается и
принимает вид

τττe = 2μ devεεε+
∂ηU

∂σ
O(εεε2), μ ≡ 2

(
∂ηU

∂I1
+ 4I1

∂ηU

∂σ

)
. (3.111)
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Параметр μ может быть назван модулем сдвига. Если допустить,что про-
изводная от внутренней энергии по параметру σ стремится к нулю при σ → 0,
то из уравнения (3.111) видим, что в линейной теории зависимость внутрен-
ней энергии от параметра σ является пренебрежимо малой. Возможно, что
эта зависимость является несущественной и в нелинейном случае, но здесь
требуется дополнительный анализ, который в настоящее время отсутству-
ет. Для простоты можно предположить, что внутренняя энергия вообще не
зависит от инварианта I2(ΛΛΛ). Тогда получим более простое определяющее
уравнение

τττe = μ

(
1

3
I1E −ΛΛΛ

)
≡ −μλλλ, μ ≡ 2

∂ηU

∂I1
, μ = μ(ρ, ψ, H, I1). (3.112)

Существует множество возможных вариантов задания функции μ. В на-
стоящее время трудно однозначно определить, какой из вариантов использует
Природа37. Предположим, что модуль сдвига является функцией вида

μ = μ

(
ϑ, η,

√
ρ

I3(g)
, I1

)
.

Зависимость μ от температуры представляется нам не принципиальной.

То же самое можно сказать в отношении переменной
√

ρ

I3(g)
. Ключевым

моментом является влияние на модуль сдвига параметров η и I1. Проблема
заключается в том, что с физической точки зрения оба этих параметра влия-
ют на модуль сдвига почти одинаковым образом. Насколько нам известно,
в механике деформируемого твердого тела параметр η никогда не исполь-
зовался, а характер изменения модуля сдвига определялся исключительно
деформациями. Исходя из этого, можно остановиться, например, на следую-
щем представлении:

μ = μ0

(
ϑ,

√
ρ

I3(g)

) [
1− cos

(
π(I1 − 3)

2l∗

)]
, (3.113)

где l∗ — некоторая характеристика материала. Представление (3.113) соот-
ветствует свободной энергии, которая выглядит точно так же, как потенциал
Френкеля–Конторовой [72] в динамике кристаллической решетки. Мы не счи-
таем, что это представление хорошо подходит для практических целей, мы

37 Начиная с этого места оригинальный текст написан на английском языке (статья
“Phase transitions and general theory of elasto-plastic bodies”, 2002 г.). Перевод с английского
Е. А. Ивановой. (Примеч. ред.)
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только хотим указать на качественный характер изменения модуля сдвига.
Следует иметь в виду два обстоятельства: во-первых, при высоком давлении
модуль сдвига должен обращаться в нуль; во-вторых, для того чтобы описы-
вать эффект Савара–Массона, зависимость модуля сдвига от I1 должна быть
немонотонной.

Возможно, более реалистичным определяющим уравнением для модуля
сдвига является функция вида

μ = μ0

(
ϑ,

√
ρ

I3(g)
, I1

)
(1− ηp)

2(ηp − 0, 26)2, (3.114)

где ηp — пористость среды (см. соотношения (3.24)). Для газов характерны
малые значения величины (1−ηp); для твердых тел ηp ограничена величиной
0, 26. Функция ηp должна удовлетворять уравнению

δηp

δt
+ v0χ(ηp, p) = (1− ηp)∇∇∇ ··· V, (3.115)

где p — давление; v0 — некая фиктивная величина, характеризующая объем,
занимаемый одной частицей. Источниковый член v0χ(ηp, p) задается с по-
мощью определяющего уравнения. Существует много различных вариантов
этого определяющего уравнения, однако среди них нет ни одного, которому
в данный момент можно было бы отдать предпочтение.

Количественная зависимость μ от ηp может быть, конечно, отличной от
(3.114). Вполне возможно, что понадобится некоторая комбинация представ-
лений, подобных уравнению (3.113) и уравнению (3.114). Дальнейшие иссле-
дования прояснят эту ситуацию38.

Мы предполагали, что внутренняя энергия не зависит от инварианта
I2(ΛΛΛ) и девиатор тензора напряжений, соответственно, имеет вид (3.112).
Вернемся к общему случаю (3.108). Чтобы яснее представить себе потери,
связанные с переходом от уравнения (3.108) к уравнению (3.112), рассмот-
рим случай сферически симметричной деформации полого шара

u = F(r)er ⇒ g = a er ⊗ er + b (E − er ⊗ er),

a ≡
(
1−

dF

dr

)
, b ≡

(
1−

F

r

)
.

38 Здесь заканчивается перевод текста статьи “Phase transitions and general theory of
elasto-plastic bodies”, 2002 г. (Примеч. ред.)
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Тогда для мер деформации имеем

λλλ =
b2 − a2

3
√
a2b4

(
1

3
E − er ⊗ er

)
,

λλλ2 −
σ

9
E = −

σ

6

(
1

3
E − er ⊗ er

)
, σ =

2
(
b2 − a2

)2
3
√
a4b8

.

Для однородной деформации сплошного шара верны равенства

F(r) = λ r, λ = const ⇒ a = b,

и девиатор тензора напряжений равен нулю, как это и должно быть. В этом
случае выражения (3.108) и (3.112) совпадают. Если a �= b, то между выра-
жениями (3.108) и (3.112) имеется различие. С формально математической
точки зрения переход от выражения (3.108) к уравнению (3.112), конечно,
упрощает теорию и потому весьма желателен. Однако с интуитивной точ-
ки зрения зависимость внутренней энергии от параметра σ кажется более
разумной, нежели зависимость от параметра I1, но ведет к серьезным услож-
нениям. Если, например, внутренняя энергия является линейной функцией
параметра

√
σ, то выражение (3.108) принимает вид

τττe = −
2√
σ

∂ηU

∂
√
σ

[
2I1λλλ+ 3

(
λλλ2 −

σ

9
E

)]
. (3.116)

Определяющее уравнение (3.116) значительно сложнее, нежели уравнение
(3.112). Однако имеется несколько правдоподобных аргументов, говорящих
в пользу уравнения (3.116). Не менее сильные аргументы имеются в пользу
полного уравнения (3.109), не допускающего перехода к упрощенным урав-
нениям (3.112) или (3.116).

.3.8.2 Определяющее уравнение для упругого давления

Часто можно считать, что упругая часть давления является линейной
функцией температуры

pe(ρ, ψ, H, I1, I2) = f1(ρ, ψ, I1, I2) + f2(ρ, ψ, I1, I2) ϑ, (3.117)

где предполагается, что задано определяющее уравнение, связывающее эн-
тропию и температуру.

Вполне вероятно, что в некоторых случаях понадобятся и более сложные
зависимости от температуры. Однако интуиция подсказывает, что для каче-
ственного рассмотрения аппроксимация (3.117) вполне приемлема. Во всяком
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случае, именно такой вид имеют наиболее популярные в физике уравнения
состояния Ван-дер-Ваальса и Ми-Грюнайзена. В частности, уравнение Ван-
дер-Ваальса в принятых обозначениях имеет вид

p(ζ, ϑ) = −
a

ζ2
+

c∗ ϑ

ζ− b
, (3.118)

где a, b и c∗ суть постоянные материала; ζ = ρ0/ρ.
Известно, что уравнение Ван-дер-Ваальса хорошо подходит для описания

поведения реальных газов. Интуитивно кажется очевидным, что уравнение
(3.117) при соответствующем выборе функций f1 и f2 можно применять при
описании не только газов и жидкостей, но и твердых тел с фазовыми перехо-
дами. Качественно функция f1(ζ), которая с формальной точки зрения опи-
сывает давление39 при нулевой температуре ϑ = 0, представлена на рис. 3.1.

dp d < 0�����

dp d > 0�����

� � � �=
0

Рис. 3.1. Определяющее уравнение для давления при нулевой температуре

Давление считается положительным при сжатии. Представленная на
рис. 3.1 зависимость характерна для материалов, упрочняющихся как при

39 Равновесные границы фаз могут возникать не во всех материалах. Расслоение на
фазы связано с существованием в пространстве параметров состояния недостижимых об-
ластей неустойчивости материала, вследствие чего зависимость давления от плотности
материала должна быть немонотонной. (Примеч. ред.)
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сжатии, так и при растяжении. Сплошной линией на диаграмме представле-
ны участки устойчивого деформирования. Пунктирная линия соответствует
участкам неустойчивого деформирования, причем на этих участках отсут-
ствуют положения статического равновесия. Кружками на диаграмме обо-
значены положения устойчивого равновесия материала при нулевом давле-
нии. Число устойчивых равновесных положений зависит от свойств матери-
ала. Например, для снега, тонких порошков, грунтов и других аналогичных
материалов число устойчивых равновесных положений очень велико.

Рассмотрим изотермическое нагружение шара давлением. Допустим, что
в исходном состоянии плотность материала соответствовала крайнему пра-
вому кружку на диаграмме. Начнем медленно увеличивать давление. При
этом шар будет квазистатически сжиматься, и мы будем двигаться от правого
крайнего кружка влево-вверх по сплошной линии диаграммы. Когда давле-
ние достигнет первой критической величины, соответствующей локальному
максимуму диаграммы, квазиравновесное деформирование становится невоз-
можным, а в материале начинается структурная перестройка, сопровождаю-
щаяся быстрым самопроизвольным увеличением плотности при почти посто-
янном давлении. Иными словами, происходит твердотельный фазовый пере-
ход. Скорость этого фазового перехода определяется свойствами материала,
но не свойствами внешних обстоятельств. Это будет продолжаться до тех
пор, пока мы снова не попадем на сплошную линию40. При дальнейшем мед-
ленном увеличении давления плотность будет медленно (квазистатически)
возрастать, пока не будет достигнут следующий локальный максимум. Если,
не достигнув второго локального максимума, мы начнем снижать давление
до нуля, то попадем в средний кружок на диаграмме, который соответствует
устойчивому состоянию материала с повышенной плотностью. Иными слова-
ми, происходит пластическое деформирование шара. Весь описанный процесс
отчетливо наблюдался в опытах Бриджмена [63]. Важную информацию для
размышления об обсуждаемых процессах можно найти в работе [74].

Если теперь начать процесс растяжения шара, т. е. начать приклады-
вать отрицательное давление, то от среднего кружка мы начнем двигаться
по сплошной линии диаграммы вправо-вниз, при этом будет идти процесс
квазистатического растяжения шара. Когда мы достигнем локального мини-
мума, произойдет срыв и начнется самопроизвольное уменьшение плотности
материала при почти постоянном давлении. Если материал обладает свой-
ством упрочнения (как это имеет место на изображенной диаграмме), то мы

40 На рис. 3.1 этому соответствовал бы отрезок, соединяющий участки устойчивого
деформирования и проходящий ниже огибающей. (Примеч. ред.)
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вновь попадем на участок устойчивого растяжения. При дальнейшем увели-
чении растягивающего давления мы достигнем крайнего правого локального
минимума, в котором произойдет разрушение шара. Следует подчеркнуть,
что учет конечности прочности материала на разрыв строго обязателен для
определяющих уравнений реальных материалов.

Кроме того, обратим внимание на тот факт, что в точках локальных мини-
мумов и максимумов происходит нарушение условий так называемой сильной
эллиптичности. Разумеется, нарушаются и постулаты типа популярного по-
стулата Драккера. С математической точки зрения это, конечно, неприятно,
но так уж устроена природа вещей. Легко понять, что зависимости, подобные
указанным на рис. 3.1, принципиально не могут быть найдены из эксперимен-
та. Однако огибающие истинной диаграммы могут быть установлены и фак-
тически определяются на основе эксперимента. Причем верхняя огибающая
описывает свойства материала при сжатии, а нижняя — прочность материала
на разрыв. Одним из простейших представителей определяющего уравнения
для материала с конечной прочностью на разрыв является уравнение вида

f1(ζ) = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
, m > n. (3.119)

Что касается функции f2, то, видимо, ее допустимо принять в той же
форме, что и в уравнении Ван-дер-Ваальса. Это возможно, по крайней ме-
ре, при качественных рассмотрениях. Достаточно общий вид определяющего
уравнения для давления дается следующим выражением:

pe =

N∑
k=2

ak (ψ, I1, σ) ζ−k +
c (ψ, I1, σ) H

ζ− b (ψ, I1, σ)
+ a0 (ψ, H) , (3.120)

где N характеризует число фазовых переходов, которые включаются в рас-
смотрение; параметры ak, c, b суть характеристики материала; функция
a0 (ψ, H) описывает давления, не зависящие от плотности, которые обычно
в теории неупругих материалов не рассматриваются. Давления, отвечающие
функции a0 (ψ, H), называются радиационными давлениями или давлени-
ями электромагнитного излучения [75]. Их учет необходим, если мы хотим
учесть такие явления, как испарение твердых частиц и их превращение в
газообразную фазу. При этом масса сохраняется, но число частиц резко уве-
личивается, что и является причиной роста давления.

В уравнении (3.120) вместо температуры используется энтропия, что бо-
лее последовательно, хотя и менее привычно. Одним из простейших можно
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считать следующее определяющее уравнение:

p = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

cH

ζ− b
, m > n ≥ 2, ζ > b. (3.121)

Это уравнение содержит пять параметров f0,m, n, c, b, которые позволя-
ют описать достаточно широкие классы материалов, но, конечно, уравнение
(3.121) не универсально.

Альтернативой определяющему уравнению (3.121) является определяю-
щее уравнение

p = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
, m > n, ζ > b. (3.122)

Единственное, но весьма существенное различие определяющих уравне-
ний (3.121) и (3.122) состоит в том, что первое линейно зависит от энтропии,
а второе — от температуры41.

Нетрудно построить фазовые диаграммы, отвечающие уравнению (3.121),
при различных значениях энтропии. Примерные зависимости давления от
плотности при некоторых значениях энтропии представлены на рис. 3.2, где
приняты значения m = 5, n = 3. Уравнение (3.121) соответствует двухфаз-
ной среде. В более общем случае коэффициенты уравнения (3.120) должны
подбираться так, чтобы уравнение состояния имело вид, представленный на
рис. 3.3.

Утолщенные кривые на рис. 3.2 разделяют различные фазы материала.
Ниже нижней утолщенной линии материал находится в твердой фазе. Между
утолщенными кривыми материал находится в жидкой фазе. Выше верхней
утолщенной линии материал находится в газообразной фазе. При нулевой
энтропии среда находится в твердой фазе, плотность которой при нулевом
давлении ζ = 1 или ρ = ρ0. Мы опускаем дальнейшее обсуждение фазовых
диаграмм, поскольку оно достаточно стандартно, хотя сами фазовые диа-
граммы для уравнения типа (3.121) ранее, видимо, не встречались. Фазовые
диаграммы, отвечающие уравнению (3.122) при различных значениях темпе-
ратуры, имеют вид, аналогичный фазовым диаграммам, отвечающим урав-
нению (3.121) при различных значениях энтропии.

41 Исследования, основанные на уравнении (3.121), являются более поздними по вре-
мени публикации: они опубликованы в статье 2003 г. “Математическая теория неупругих
сред”. Исследования, основанные на уравнении (3.122), опубликованы в статье 2001 г. “Ос-
новные уравнения теории неупругих сред”. Поскольку ранняя публикация содержит более
полное исследование, редакционная коллегия сочла необходимым поместить оба варианта.
(Примеч. ред.)
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Рис. 3.2. Разные кривые отвечают разным энтропиям: чем выше энтропия, тем
выше расположена кривая

При нулевой температуре42 среда находится в твердой фазе, плотность
которой при нулевом давлении ζ = 1 или ρ = ρ0. При температуре ϑ = ϑf,
которую можно назвать температурой плавления, среда может находиться в
двух фазах: твердой и жидкой. Температура плавления находится в резуль-
тате решения системы уравнений

f0
(
ζ−m
f − ζ−n

f

)
+
c∗ ϑf
ζf − b

= 0, f0
(
−mζ−m−1

f + nζ−n−1
f

)
=

c∗ ϑf
(ζf − b)2

, (3.123)

где ζf отвечает плотности среды при температуре плавления. Поскольку
величины ϑf и ζf являются характеристиками материала, систему (3.123)
можно использовать для определения параметров среды. Выше температу-
ры плавления, но ниже критической температуры ϑc среда может находиться
только в двух фазах: жидкой и газообразной. При этом нулевое давление в
среде возможно только при нулевой плотности среды ζ = ∞. Критическая

42 Разумеется, наши рассуждения не принимают во внимание квантовые эффекты.
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Рис. 3.3. Определяющее уравнение для трехфазной среды: зоны I, III, V соот-
ветствуют устойчивым газовой, жидкой и твердой фазам; зоны II, IV отвечают
метастабильным состояниям

температура ϑc находится в результате решения системы уравнений

f0
(
−mζ−m−1

c + nζ−n−1
c

)
=

c∗ ϑc
(ζc − b)2

,

f0
(
m(m+ 1) ζ−m−1

c − n(n+ 1) ζ−n−1
c

)
= −

2 c∗ ϑc
(ζc − b)3

.

Эту систему также можно использовать для определения параметров сре-
ды, если известна ее критическая температура. При температурах выше кри-
тической ϑ > ϑc материал ведет себя подобно газу.

.3.8.3 Задание внутренней энергии

Ранее было показано, что почти вся информация о физических свойствах
рассматриваемой среды заключена в структуре внутренней энергии. С одной
стороны, это облегчает работу. Но, с другой стороны, ясного решения про-
блема задания внутренней энергии до сих пор не получила. Более того, далее
будет показано, что здесь имеются существенные затруднения.

При обсуждении возможной формы задания внутренней энергии будем
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исходить из соотношений Коши–Грина (3.106)

pe = ρ2
∂

∂ρ

(
ηU

ρ

)
= −

∂(ζηU)

∂ζ
, ϑ =

1

η

∂ηU

∂H
, η =

∂ηU

∂ψ
.

Принимая для давления определяющее уравнение (3.120) и интегрируя
первое из приведенных ранее соотношений, получаем

ηU =

N∑
k=2

ak (ψ, I1, σ)

k− 1
ζ−k −

c (ψ, I1, σ) H

ζ
ln[ζ− b (ψ, I1, σ)] +

+
d (ψ, I1, σ, H)

ζ
− a0 (ψ, H) ,

(3.124)

где d (ψ, I1, σ, H) есть произвольная функция интегрирования.
Если принять кажущееся приемлемым допущение о том, что давление не

зависит от тензора формоизменения ΛΛΛ, то выражение (3.124) примет более
простой вид

ηU =

N∑
k=2

ak (ψ)

k− 1
ζ−k −

c (ψ) H

ζ
ln[ζ− b (ψ)] +

+
d (ψ, I1, σ, H)

ζ
− a0 (ψ, H) ,

(3.125)

где функция d (ψ, I1, σ, H) подлежит дальнейшему определению.
Конкретное задание внутренней энергии полностью решает проблему по-

строения общей теории неупругих сред, но это не простая задача, даже при
принятии относительно простого представления (3.125). На первый взгляд,
выражение (3.125) кажется неудовлетворительным. Действительно, как отме-
чалось во введении, при больших давлениях и, следовательно, при больших
плотностях все тела становятся подобными жидкости, т. е. девиатор тензора
упругих напряжений должен стремиться к нулю при ζ → 0. Однако выраже-
ние (3.125) показывает, что при стремлении плотности к бесконечности де-
виатор стремится к бесконечности. Действительно, согласно (3.108) и (3.125)
имеем

τττe = −
2

ζ

[
∂d (ψ, I1, σ, H)

∂I1
+ 4I1

∂d (ψ, I1, σ, H)

∂σ

]
λλλ−

−
12

ζ

∂d (ψ, I1, σ, H)

∂σ

(
λλλ2 −

σ

9
E

)
.

(3.126)
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Очевидно, что ни при каком виде функции d (ψ, I1, σ, H) нельзя устра-
нить зависимость девиатора от плотности (давления). Добиться ограничен-
ности девиатора при стремлении плотности к бесконечности можно только
за счет правильного выбора зависимости модуля сдвига от температуры и
химического потенциала. Здесь существует много возможностей, обсужде-
ние которых выходит за рамки данной работы. На девиатор накладываются
дополнительные ограничения: касательные напряжения должны быть огра-
ничены по модулю и должен проявляться эффект Савара–Массона. Этого
также можно достичь разными путями, например, использовать модель ти-
па Френкеля–Конторовой [72], трехмерный аналог которой можно выразить
следующим представлением:

∂d (ψ, I1, σ, H)

∂I1
= μ0(ψ, H)Θ

[
cos

(
π(I1 − 3)

2l∗(ψ, H)

)]
, (3.127)

где l∗(ψ, H) есть некоторая характеристика материала, зависящая от энтро-
пии и химического потенциала; Θ(x) — характеристическая функция области
x ≥ 0: она равна единице при x ≥ 0 и нулю в остальных случаях43.

Введя в рассмотрение большой термодинамический потенциал44

Ω = U − ϑH −ψ,

приведем уравнение баланса энергии (3.80) к виду

δ(ηΩ)

δt
=
pe + ηΩ

ρ

δρ

δt
− ηH

δϑ

δt
+ η (ψ+ ϑH)

δz

δt
−

(
g−1 ··· τττTe

)
··· ···δg
δt

⇒
⇒ Ω = Ω(ρ, ϑ, z, g),

(3.128)

где величина z является функцией отношения плотности частиц к плотно-
сти массы и определяется формулами (3.31). Из уравнения (3.128) вытекают

43 Здесь заканчивается текст данного раздела, опубликованный в статье 2003 г. “Мате-
матическая теория неупругих сред”. Далее следует текст статьи 2001 г. “Основные урав-
нения теории неупругих сред”, в которой проведено более полное исследование. (Примеч.
ред.)

44 В оригинальном тексте (статья “Основные уравнения теории неупругих сред”,
2001 г.) не принимается во внимание химический потенциал и все формулы записаны для
свободной энергии F = U − ϑH. Поскольку в предшествующем тексте данной главы хи-
мический потенциал учитывается, редакционная коллегия сочла возможным переписать
все следующие до конца раздела формулы через большой термодинамический потенциал
Ω = U − ϑH −ψ. (Примеч. ред.)
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соотношения Коши–Грина

pe = ρ2
∂

∂ρ

(
ηΩ

ρ

)
= −

∂(ζηΩ)

∂ζ
,

H = −
1

η

∂ηΩ

∂ϑ
, ψ = −ϑH +

1

η

∂ηΩ

∂z
.

(3.129)

Примем для давления определяющее уравнение (3.122). Согласно (3.122),
(3.129) для большого термодинамического потенциала получается равенство

ηΩ(ζ, ϑ, z,E) = f0

(
ζ−m

m− 1
−

ζ−n

n− 1

)
− c∗ϑ

ln (ζ− b)

ζ
+
f(ϑ, z)

ζ
, (3.130)

где f(ϑ, z) есть подлежащая определению функция. Таким образом, часть
большого термодинамического потенциала, отвечающая шаровой части тен-
зора напряжений, построена. Теперь необходимо найти его часть, соответ-
ствующую девиатору тензора напряжений. Большой термодинамический по-
тенциал представим в виде суперпозиции двух частей

ηΩ(ζ, ϑ, z,G) = ηΩ(ζ, ϑ, z,E) + ηΩd(ζ, ϑ, z, I1, I2),

Ωd(ζ, ϑ, z, 3, 3) = 0,
(3.131)

где первое слагаемое в правой части определено выражением (3.130), причем
оно не влияет на девиатор тензора напряжений. Второе слагаемое в (3.131)
определяет девиатор тензора напряжений. Эта часть большого термодинами-
ческого потенциала отлична от нуля только для твердой фазы материала45.
Теперь соотношения Коши–Грина (3.106) для девиатора тензора напряжений
принимают вид

τττe =
2

3

(
I1
∂ηΩd

∂I1
+ 2I2

∂ηΩd

∂I2

)
E − 2

∂ηΩd

∂I1
ΛΛΛ− 4

∂ηΩd

∂I2
ΛΛΛ2,

ΛΛΛ = I
−2/3
3 (g)g ··· gT .

(3.132)

Понятно, что при температурах выше точки плавления материала функ-
ция ηΩd должна обращаться в нуль46. Вычислим максимальное касательное

45 Поскольку часть большого термодинамического потенциала, которая отвечает за
девиаторную часть тензора напряжений, зависит от ζ, она оказывает влияние на значение
шаровой части тензора напряжений. В результате, для твердой фазы давление уже не
определяется формулой (3.122), а имеет более сложную структуру, включающую в себя
зависимость от инвариантов тензора формоизменения. Полное выражение для давления
получено далее — см. формулу (3.139). (Примеч. ред.)

46 В оригинальном тексте (статья “Основные уравнения теории неупругих сред”,
2001 г.) это утверждение относится к свободной энергии. Однако оно должно быть спра-
ведливо и в отношении приведенной энергии. (Примеч. ред.)
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напряжение в материале. Пусть σj соответствует наибольшему главному на-
пряжению, а σi есть наименьшее главное напряжение. Пусть τj и τi суть
соответствующие главные значения девиатора тензора напряжений. Тогда
имеем

τmax =
σj − σi

2
=
τj − τi

2
= (Λi −Λj)

(
∂ηΩd

∂I1
+ 2 (Λi +Λj)

∂ηΩd

∂I2

)
. (3.133)

В любом твердом теле касательное напряжение имеет верхнюю границу
a, которая зависит от температуры и плотности

a = τp (ζ)

(
1−

ϑ

ϑf

)
, ϑ ≤ ϑf ; a = 0, ϑ ≥ ϑf, (3.134)

где τp(ζ) есть предельное касательное напряжение при нулевой температуре.
Таким образом, получаем двухстороннее неравенство

0 ≤ (Λi −Λj)

(
∂ηΩd

∂I1
+ 2 (Λi +Λj)

∂ηΩd

∂I2

)
≤ τp (ζ)

(
1−

ϑ

ϑf

)
, (3.135)

где ϑ ≤ ϑf. При температуре выше точки плавления функция ηΩd обраща-
ется в нуль.

Введем обозначение

ηΩd = τp (ζ)

(
1−

ϑ

ϑf

)
T. (3.136)

Тогда неравенство (3.135) принимает вид

0 ≤ (Λi −Λj)

(
∂T

∂I1
+ 2 (Λi +Λj)

∂T

∂I2

)
≤ 1, ϑ < ϑf, (3.137)

где функция T не зависит от температуры.
При достижении максимальным касательным напряжением верхней гра-

ницы тело переходит в состояние текучести или разрушается в результате
деформации скольжения. Условие текучести имеет вид

(Λi −Λj)

(
∂T

∂I1
+ 2 (Λi +Λj)

∂T

∂I2

)
= 1. (3.138)

Функция T(Λj,Λi), вообще говоря, зависит от двух переменных Λj, Λi.
Условие (3.138) показывает, что на поверхности текучести она становится
функцией только одной переменной. Чтобы найти эту переменную, необходи-
мо найти общее решение уравнения в частных производных первого порядка
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(3.138). В результате, пришли к чисто математической задаче о нахождении
класса функций, тождественно удовлетворяющих условиям (3.137) и (3.138).
Общее решение этой задачи в настоящее время не известно. Не исключено,
однако, что в решении этой задачи нет необходимости. Причина появления
условий (3.137) и (3.138) — наше желание удовлетворить одному из утвер-
ждений А. Треска, использованному впоследствии Сен-Венаном. Но, как от-
мечает Дж. Белл [63], с. 32, фактически это утверждение до сих пор остается
предположением, а не экспериментально доказанным фактом.

Возможно, что условия (3.137) и (3.138) не обусловлены априорными тре-
бованиями, а являются следствием решения краевых задач теории неупру-
гих сред. Поэтому в дальнейшем будет использовано выражение для энергии
формообразования, которое тождественно не удовлетворяет условиям (3.137)
и (3.138).

Выпишем теперь полное уравнение для давления

p = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
−
∂ (ζηΩd)

∂ζ
, m > n, ζ > b > 0. (3.139)

Последнее слагаемое в этой формуле определяет влияние энергии формо-
изменения на давление. Только для жидкости и газа это слагаемое обраща-
ется в нуль. Поэтому уравнение состояния для твердых тел нельзя свести к
уравнению относительно трех переменных (давления, плотности и темпера-
туры), как это пытаются сделать в физике. Введение параметров порядка не
может улучшить ситуацию, поскольку эти параметры не влияют на форму-
лировку фундаментальных законов.

Таким образом, в общем случае деформирования твердого тела давление
зависит от энергии формоизменения, причем влияние последней может ока-
заться весьма существенным, поскольку оно может снизить критические зна-
чения давления, при которых нарушаются условия сильной эллиптичности.
Кроме того, последние могут нарушаться раньше, чем давления достигнут
критического значения. В настоящее время математическая сторона обсуж-
даемого вопроса еще не исследована.

Далее выпишем основные уравнения для важного частного случая, ко-
гда плотность массы ρ и плотность числа частиц η не являются независи-
мыми переменными, а связаны соотношением ρ = mη, где m — константа,
определяющая массу одной частицы. Принятие условия ρ = mη исключа-
ет химические реакции. В этом случае вместо большого термодинамическо-
го потенциала Ω = U − ϑH − ψ следует использовать свободную энергию
F = U − ϑH.
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Конкретизируем выражение для свободной энергии в простейшей форме47

ηF = f0

(
ζ−m

m− 1
−

ζ−n

n− 1

)
− c∗ϑ

ln (ζ− b)

ζ
+

+
f(ϑ)

ζ
+
μ(ζ, ϑ)

2
(I1 − 3) ⇒

⇒ ∂ηF

∂G
= μ(ζ, ϑ)E.

(3.140)

Соотношения Коши–Грина (3.129), (3.132) в этом случае принимают вид

pe = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
−
1

2
(I1 − 3)

∂
(
ζμ(ζ, ϑ)

)
∂ζ

,

τττe = −μ(ζ, ϑ)λλλ,

H = −
1

ηζ

df

dϑ
+
c∗
ηζ

ln(ζ− b) −
1

2η
(I1 − 3)

∂μ(ζ, ϑ)

∂ϑ
.

(3.141)

Посмотрим, во что превращаются эти уравнения, если вектор перемеще-
ний u считать малым. В принятом приближении, согласно (3.110), определя-
ющие уравнения (3.141) имеют вид

pe = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
, τττe = 2μ(ζ, ϑ) devεεε,

H = −
1

ηζ

df

dϑ
+
c∗
ηζ

ln(ζ− b).

(3.142)

Использовать линейные определяющие уравнения (3.142) в теории неупру-
гих сред, конечно, рискованно, ибо вектор перемещения во многих практиче-
ских ситуациях не является малым. Поэтому пользоваться нужно нелиней-
ными соотношениями (3.141). Выберем теперь произвольную пару единич-
ных ортогональных векторов n,m. Касательное напряжение, действующее
по площадке с нормалью n в направлении вектора m, определяется форму-
лой

n ··· τττe ··· m = −μ(ζ, ϑ)n ···ΛΛΛ ··· m. (3.143)

Очевидно, при выборе приведенной энергии в форме (3.140) касатель-
ное напряжение автоматически не удовлетворяет ограничению (3.135), что

47 Здесь не учитывается зависимость приведенной энергии от I2(G) ≡ G ··· ···G. (Примеч.
ред.)
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усложняет все рассмотрения. Здесь необходимо действовать следующим об-
разом. Выпишем неравенство

|μ(ζ, ϑ)n ···ΛΛΛ ··· m| ≤ τp (ζ)

(
1−

ϑ

ϑf

)
. (3.144)

Когда достигается равенство, решение нужно искать на классе разрыв-
ных функций. Та часть материала, в которой условие (3.144) выполняется
со знаком равенства, начинает скользить относительно части среды, в кото-
рой имеет место строгое неравенство (3.144). Обсуждение всех возникающих
здесь вопросов выходит за рамки данной работы. Разумеется, желательно так
задать большой термодинамический потенциал, чтобы неравенство (3.135)
выполнялось автоматически. Решение здесь должно быть примерно таким
же, как при написании большого термодинамического потенциала для объем-
ных деформаций. Существует, однако, возможность, что ничего этого делать
не придется, а течение материала будет происходить не при постоянном ка-
сательном напряжении. Иными словами, лучше обойтись без традиционного
критерия текучести, который к тому же не имеет прямого эксперименталь-
ного подтверждения. Что касается зависимости модуля сдвига от плотности
и температуры, то она имеет примерно следующий вид:

μ = μ0

(
1−

ϑ

ϑf

)
ζp exp

[
−

(ζ− 1)2

c2∗

]
. (3.145)

Иными словами, модуль сдвига должен обращаться в нуль как при высо-
ких давлениях, так и при низких плотностях.

.3.9 Сводка основных уравнений

В заключение перечислим систему уравнений, к решению которых сво-
дится анализ той или иной конкретной задачи. Основными неизвестными яв-
ляются: плотность частиц η(x, t) и плотность массы ρ(x, t). Задание функ-
ции η(x, t) определяет и само тело, относительно которого считается, что
оно известно в начальный момент времени. Обычно для этого достаточно
решить статическую задачу. Для определения эволюции указанных функ-
ций служат уравнения баланса частиц и массы. При этом необходимо задать
правую часть уравнения (3.20), т. е. функцию χ(η, ρ, H, ψ). К этим уравне-
ниям необходимо добавить первый (3.43) и второй (3.47) законы динамики, а
также уравнения теплопроводности (3.77) и диффузии (3.78) с соответству-
ющими определяющими уравнениями для потоков энергии. Далее необходи-
мо конкретизировать задание внутренней энергии (3.125). Следует обратить
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внимание на то, что фазовые переходы в среде могут быть получены толь-
ко при рассмотрении полной динамической задачи. Непривычным является
тот факт, что решать необходимо задачу с начальными данными, а никаких
краевых условий не требуется. Наличие стенок и препятствий другого ро-
да необходимо моделировать объемными силами. В целом теория получает-
ся довольно сложной для численной реализации, но стремительное развитие
численных методов позволяет надеяться, что эта задача не безнадежна.

Чтобы использовать изложенную ранее теорию для каких-либо полезных
целей, необходимы дальнейшие конкретизации и дополнительные исследова-
ния. Наиболее сложной является проблема построения определяющего урав-
нения для девиатора тензора упругих напряжений. Уравнение (3.127) — всего
лишь одна из возможностей и, возможно, далеко не лучшая. Надеемся, что
в работе удалось показать направление и содержание исследований, проведе-
ние которых необходимо для построения теории неупругих сред с фазовыми
переходами48.

Выпишем полную систему уравнений динамики рассматриваемой среды.
Закон сохранения массы49 принимаем в форме (3.34)

d

dt

[
1

ζ I3(g)

]
+ V(x, t) ··· ∇∇∇

[
1

ζ I3(g)

]
= 0. (3.146)

Первый закон динамики имеет вид50

−∇∇∇pe +∇∇∇ ··· τττe +∇∇∇× t + ρF = ρ

(
d

dt
V + V ··· ∇∇∇V

)
. (3.147)

Второй закон динамики Эйлера необходимо формулировать в двух аль-
тернативных формах

2k |n ··· τττe ··· n| σ(n ··· τττe ··· n)
2ωωω−∇∇∇× V

|2ωωω−∇∇∇× V|
= ρ J

(
d

dt
ωωω+ V ··· ∇ω∇ω∇ω

)
,

2ωωω−∇∇∇× V �= 0

(3.148)

48 Здесь заканчивается текст данного раздела, опубликованный в статье 2003 г. “Ма-
тематическая теория неупругих сред”. Далее следует текст статьи 2001 г. “Основные
уравнения теории неупругих сред”. (Примеч. ред.)

49 Здесь считается, что ρ = mη. Поэтому уравнение баланса частиц является триви-
альным следствием закона сохранения массы. (Примеч. ред.)

50 Здесь при формулировке первого и второго законов динамики Эйлера считается,
что тензор инерции B равен нулю, а тензор инерции C — шаровой: C = JE. (Примеч.
ред.)
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или

t = −
1

4
ρ J∇∇∇×

(
d

dt
V + V ··· ∇∇∇V

)
, 2ωωω = ∇∇∇× V,

|t| < 2k |n ··· τττe ··· n| σ(n ··· τττe ··· n).

(3.149)

Вектор n в уравнениях (3.148) и (3.149) находится из решения задачи
(3.92). Для замыкания системы к выписанным уравнениям необходимо доба-
вить определяющие уравнения

pe = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
−
1

2
(trG − 3)

∂
(
ζμ(ζ, ϑ)

)
∂ζ

,

τττe = −μ(ζ, ϑ)I
−2/3
3 (g)

(
g ··· gT −

1

3
g ··· ···gTE

) (3.150)

и геометрические соотношения

V(x, t) =
du

dt
··· g−1, G = gT ··· g, g = E −∇∇∇u ⇒ ∇∇∇× g = 0. (3.151)

Последние два уравнения взаимозаменяемы. Наконец, уравнение тепло-
проводности имеет вид

∇∇∇ ··· h + ηq = η ϑ
δH

δt
− η δ. (3.152)

В качестве примера приведем постановку задачи о сферически симмет-
ричной деформации полого шара. Пусть при t = 0 шар занимал область
a0 < r0 < b0, а в актуальный момент времени он занимает область a < r < b.
Вектор смещения зададим в виде u = u(r)er. Введем обозначения

v = 1−
u

r
> 0, w = 1−

∂u

∂r
, z =

(w
v

)2/3
, er ≡ e. (3.153)

Тогда будем иметь

g = w e ⊗ e + v (E − e ⊗ e) ,

G = ΛΛΛ = z2e ⊗ e + z−1 (E − e ⊗ e) , I3(g) = wv2.
(3.154)

Для инвариантов тензора формоизменения справедливы формулы

I1(G) = z2 + 2z−1 ≥ 3, I2(G) = z4 + 2z−2 ≥ 3. (3.155)
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Внутреннее рассеяние энергии считаем чисто тепловым, т. е. вектор t
будем считать равным нулю. Закон сохранения массы в рассматриваемом
случае можно представить в форме

∂(ζwv2)

∂t
+
1

w

∂u

∂t

∂(ζwv2)

∂r
= 0. (3.156)

Уравнения движения в данном случае сводятся к одному уравнению

∂σr

∂r
+ 2

σr − σϕ

r
=
ρ0

ζ

[
∂ξ

∂t
+
∂

∂r

(
ξ2

2

)]
, ξ =

1

w

∂u

∂t
. (3.157)

Для простоты модуль сдвига определим формулой

μ =
μ0

ζ

1− ϑ/ϑf

1− ϑ∗/ϑf
θ

(
1− ϑ/ϑf

1− ϑ∗/ϑf

)
, (3.158)

где ϑ∗ — комнатная температура; μ0 — модуль сдвига при комнатной темпе-
ратуре; θ(x) — ступенчатая функция Хевисайда. Определяющее уравнение
для давления принимает вид

pe = f0
(
ζ−m − ζ−n

)
+

c∗ ϑ

ζ− b
, m > n, ζ > b. (3.159)

Для девиатора тензора напряжений имеем

τττe = μ

(
z2 −

1

z

) (
1

3
E − e ⊗ e

)
. (3.160)

Тогда нормальные напряжения определяются формулами

σr = −pe −
2μ

3

(
z2 −

1

z

)
, σϕ = −pe +

μ

3

(
z2 −

1

z

)
. (3.161)

Энтропия задается выражением

H = −
1

ηζ

df

dϑ
+
c∗
ηζ

ln(ζ− b) −
1

2η
(trG − 3)

∂μ(ζ, ϑ)

∂ϑ
. (3.162)

Осталось записать уравнение теплопроводности

k
∂2ϑ

∂r2
= ρ ϑ

(
∂H

∂t
+ ξ

∂H

∂r

)
, q = δ = 0, h = k∇∇∇ϑ, k > 0. (3.163)

Теперь необходимо сформулировать краевые и начальные условия. Кра-
евые условия примем в следующем виде:

r = a(t) = a0 + u(a(t), t) : σr = −pa(t);

r = b(t) = b0 + u(b(t), t) : σr = −pb(t).
(3.164)
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Первое и третье из этих соотношений служат для определения актуаль-
ных положений границ. Кроме того, нужно принять условие для теплового
потока. Если теплообмен с окружающей средой отсутствует, то он равен ну-
лю. Начальные условия можно принять, например, такими, чтобы при t = 0

шар находился в натуральном состоянии.
Как видим, даже для относительно простой задачи получается весьма

сложная система уравнений, не поддающаяся точному аналитическому ре-
шению.

Заключение

В данной главе представлен набросок теории неупругих сред. Нерешен-
ной с теоретической точки зрения осталась проблема конкретного задания
“девиаторной” части свободной энергии. Тем не менее и эта проблема сфор-
мулирована так, что она доступна решению математическими средствами.
Поэтому можно надеяться, что математики перестанут уклоняться от раз-
работки теории неупругих сред. Тем более, что в математическом отноше-
нии эта теория несравнимо богаче и интереснее, нежели нелинейная теория
упругости. Можно сказать, что теория неупругих сред — это теория фазо-
вых переходов в твердых телах. Однако среди этих переходов встречаются
и неклассические фазовые переходы, связанные с перестройками структуры
твердых тел. При этом, вообще говоря, в теории нет никакой необходимости в
критериях типа критериев текучести, которые фактически определяются же-
ланием подогнать теорию под эксперимент, но которыми заведомо не может
руководствоваться Природа.



Гл а в а 4

Модифицированная теория симметрии
тензоров и тензорных инвариантов1

Введение

Теория инвариантов систем тензоров является разделом линейной алгеб-
ры и, в частности, тензорного исчисления. Классическую постановку пробле-
мы инвариантов можно найти в книгах [78–80]. В механике сплошных сред,
в частности в теории определяющих уравнений, теория инвариантов имеет
две существенные особенности.

Первая особенность связана с тем, что в механике используются только
ортогональные инварианты и практически не рассматриваются инварианты
относительно линейной группы преобразований.

Вторая особенность связана с использованием в механике не только ев-
клидовых объектов, но и тензоров других типов, например, аксиальных тен-
зоров2.

1 Материал этой главы основан на двух статьях П. А. Жилина [76, 77]: “Модифици-
рованная теория симметрии тензоров и их инвариантов” (Нелинейные проблемы меха-
ники сплошных сред : изв. высш. учеб. заведений Северо-Кавказский регион. Естествен-
ные науки. — 2003. — Спецвып. — С. 176–195), “Symmetries and Orthogonal Invariants in
Oriented Space” (Proceedings of XXXII Summer School–Conference “Advanced Problems in
Mechanics”. — St. Petersburg, Russia, 2005. — P. 470–483). (Примеч. ред.)

2 На первый взгляд, кажется, что в данной главе обсуждаются чисто математические
вопросы и она не имеет прямого отношения к другим главам книги. Однако это не так.
Результаты, полученные в данной главе, очень важны для вывода определяющих соотно-
шений. Действительно, после того как получены соотношения Коши–Грина, дальнейший
вывод определяющих соотношений сводится к заданию внутренней энергии как функции
тензоров деформации. В нелинейной теории задание внутренней энергии является слож-
нейшей задачей, решение которой существенно опирается на экспериментальные данные.
Для того чтобы подойти к решению этой задачи, важно знать, от каких скалярных ве-
личин (инвариантов тензоров деформации) зависит внутренняя энергия. В классической
(безмоментной) теории упругости внутренняя энергия зависит от одного симметрично-
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Начало применению ортогональных инвариантов евклидовых тензоров в
механике сплошных сред было положено О. Коши в 1850 г. Представление
о современных направлениях использования теории инвариантов в механике
сплошных сред можно получить по книге [81]. Отметим, что значительная
часть результатов по теории инвариантов относится к так называемым по-
линомиальным инвариантам [82]. Однако нет физических оснований для вы-
деления полиномиальных инвариантов среди всех возможных инвариантов.
Поэтому в данной работе полиномиальность инвариантов не предполагается.
Достаточно полный список современных работ по теории инвариантов мож-
но найти в обзоре [83]. В данной работе будут рассматриваться инварианты
систем тензоров относительно полной ортогональной группы, которые наибо-
лее важны в механике сплошных сред. Отличие данной работы от известных
состоит в распространении существующей теории на неевклидовы тензоры,
которые играют весьма важную роль в механике3.

го тензора, который обладает тремя независимыми скалярными инвариантами. Ситуация
усложняется при переходе к моментной теории (см. гл. 3) и построении моделей мно-
гокомпонентных сред (см. гл. 5) и сред с внутренними степенями свободы (см. гл. 6),
поскольку возникает задача нахождения независимых скалярных инвариантов системы
нескольких тензоров деформации. Трудность решения этой задачи обусловлена не столько
техническими сложностями, сколько необходимостью модификации классической теории
симметрии и классической теории инвариантов. Решению этих теоретических вопросов,
а также определению независимых инвариантов конкретных систем векторов и тензоров,
возникающих в приложениях, посвящена данная глава. Одним из важнейших теорети-
ческих результатов является теорема о числе независимых инвариантов. В классической
теории инвариантов такой теоремы нет. Вместе с тем, эта теорема имеет важное приклад-
ное значение, поскольку использование переполненной системы инвариантов приводит к
появлению в теории материальных констант, которые в принципе невозможно найти из
физических экспериментов. (Примеч. ред.)

3 Хорошо известны и широко используются при получении определяющих уравнений
для классических нелинейно-упругих материалов теория симметрии и теория инвариантов
полярных объектов. Общая теория симметрии тензоров и тензорных инвариантов разра-
ботана П. А. Жилиным. Эта теория существенно отличается от классической в случае
ориентированных (в частности, аксиальных) объектов и полностью совпадает с классиче-
ской в случае полярных объектов. Теория П. А. Жилина оказывается востребована при
построении моделей различных мультиполярных сред: теории стержней, теории пластин
и оболочек (см. Приложение J), трехмерных теорий, в которых учитываются вращатель-
ные степени свободы. В третьей и пятой главах книги полярность среды учитывается при
формулировке определяющих уравнений неупругих составляющих тензоров силовых и
моментных напряжений. При выводе определяющих соотношений для упругих составля-
ющих рассматривается случай неполярной среды (см. разд. 3.8, 5.8). В шестой и седьмой
главах, где принимается во внимание зависимость внутренней энергии от аксиальных век-
торов деформации, конкретный вид энергии задается только в случае линейной теории
(см. разд. 6.6, 6.8 и подразд. 7.3.3). Поэтому оригинальные результаты данной главы в
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.4.1 Общая постановка проблемы

Центральная проблема классической теории инвариантов заключается в
следующем. Пусть дана система векторов и тензоров второго ранга

a1, a2, . . . am; A1, A2, . . . An. (4.1)

Для данной системы тензоров и векторов и данной группы преобразо-
ваний нужно найти минимальный набор инвариантов, через которые могут
быть выражены все остальные инварианты.

Классическая теория инвариантов приводит к возникновению целого ря-
да физических парадоксов, некоторые из которых обсуждаются в дальней-
шем. В частности, согласно классической теории, смешанное произведение
трех векторов a ··· (b× c) не является инвариантом относительно ортогональ-
ной группы преобразований. Наша главная цель заключается в модификации
классической теории, результатом которой будет устранение противоречия
между математикой и физикой.

Далее используется прямое тензорное исчисление [25, 26, 50], при кото-
ром векторы рассматриваются как направленные отрезки, а тензоры второго
ранга являются совокупностями упорядоченных пар векторов. Заметим, что
некоторые тензоры, например градиент деформации, в [26] отличаются от
тензоров в [25] операцией транспонирования. В книгах [26, 50] обозначения
совпадают. Преимущество прямой тензорной записи заключается в том, что
объекты (4.1) содержат в себе всю необходимую информацию. При арифме-
тическом (координатном) подходе за кадром остаются используемые базисы,
о которых необходимо помнить дополнительно. Следует иметь в виду, что
авторы, применяя координатный подход, часто используют записи, подоб-
ные (4.1), но это просто условные обозначения. Все равно вектор a — это
тройка координат ai: (ai) ≡ a относительно некоторого базиса gi, который
нужно помнить отдельно. При прямом подходе вектор a ≡ aigi, причем ни
координаты ai, ни базисные векторы gi не нужны.

Без ограничения общности можно считать, что тензоры второго ранга,
входящие в систему (4.1), симметричны. Действительно, если какой-либо тен-
зор Ai несимметричен, то его можно представить в виде суммы симметрич-
ного и антисимметричного тензоров. Антисимметричный тензор, в свою оче-
редь, допускает [50] однозначное представление через сопутствующий вектор,
этой книге практически не используются. Однако читатель, который поставит перед со-
бой цель построения модели более сложной полярной среды, внутренняя энергия которой
зависит от нескольких векторов и тензоров второго ранга, в том числе и аксиальных,
найдет применение всем результатам данной главы. (Примеч. ред.)
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который можно включить в список векторных величин, входящих в (4.1).
Здесь, однако, возникают сложности, связанные с типом рассматриваемых
тензоров. Пусть дана тройка векторов a, b, c. В книге [81] утверждается,
что она обладает шестью базисными инвариантами

a ··· a, b ··· b, c ··· c, a ··· b, a ··· c, b ··· c.
Каждому из этих векторов можно сопоставить антисимметричные тензо-

ры по формуле

Wa = a × E ⇒ −2a = (Wa)× .

После этого можно работать с системой трех антисимметричных тензоров
Wa, Wb, Wc. Поскольку система трех антисимметричных тензоров эквива-
лентна системе трех векторов, число базисных инвариантов у этих систем
должно совпадать. Однако в той же книге [81] утверждается, что система
трех антисимметричных тензоров имеет семь базисных инвариантов. Ком-
ментарии по этому поводу отсутствуют. Кроме того, не обсуждается ни тип
рассматриваемых векторов, ни тип сопоставляемых им антисимметричных
тензоров. Между тем, они имеют различные типы: если векторы полярны,
то сопоставляемые им антисимметричные тензоры аксиальны, и наоборот.
Поэтому невозможно ограничиться рассмотрением объектов только одного
типа. Отметим некоторые наиболее известные примеры систем типа (4.1),
использующихся в механике. Пример одного векторного аргумента дает нам
кинетическая энергия материальной точки. Энергия деформации нелинейно
упругой изотропной неполярной среды зависит от одного симметричного тен-
зора второго ранга. Энергия деформации мультиполярной изотропной среды
(среды Коссера, среды Кельвина и др.) зависит от двух несимметричных тен-
зоров второго ранга, причем один из них полярен, а другой аксиален. При
переходе к симметричным тензорам второго ранга получаем систему из двух
векторов и двух симметричных тензоров второго ранга, причем один вектор
и один тензор полярны, а остальные — аксиальны. Энергия деформации обо-
лочки зависит (см. Приложение J) от двух тензоров второго ранга, один из
которых полярен, а другой — аксиален, и одного n-ориентированного векто-
ра. В электродинамике энергия зависит от двух векторов, один из которых
полярен (вектор электрического поля), а другой (вектор магнитного поля) —
аксиален4. Можно привести много других примеров.

4 Здесь речь идет о классической электродинамике. В шестой главе в рамках меха-
ники сплошной среды строится модель электромагнитного поля, согласно которой вектор
электрического поля аксиален, а вектор магнитного поля полярен (см. разд. 6.6). (Примеч.
ред.)
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Классическое определение инвариантов системы (4.1) можно найти, на-
пример, в [80]. Известна теорема Гильберта [78], гласящая, что конечная си-
стема тензоров имеет конечное число функционально независимых базисных
инвариантов, т. е. таких инвариантов, через которые функциональным об-
разом выражаются все остальные инварианты. Однако теорема Гильберта
ничего не говорит о числе инвариантов, составляющих базис. Последней про-
блеме, назовем ее Проблемой I, посвящено большое количество работ [80–91],
в которых можно найти ссылки и на другие работы5. Но окончательного
решения Проблема I так и не получила. Можно сформулировать проблему,
назовем ее Проблемой II, несколько иначе.

Найти минимально полный набор инвариантов системы (4.1), фикса-
ция которых определяет систему (4.1) с точностью до жесткого поворота
в системе отсчета.

С математической точки зрения сказанное означает следующее. Пусть
наряду с системой (4.1) дана еще одна система

b1, b2, . . . bm, B1, B2, . . . Bn. (4.2)

Требуется установить минимально полный набор инвариантов систем
(4.1) и (4.2), совпадение которых гарантирует существование тензора пово-
рота P (P ··· PT = E, detP = 1) такого, что справедливы равенства

b1 = P ··· a1, b2 = P ··· a2, . . . bm = P ··· am,
B1 = P ··· A1 ··· PT , B2 = P ··· A2 ··· PT , . . . Bn = P ··· An ··· PT .

(4.3)

Описание тензора поворота и его свойств можно, например, найти в кни-
гах [2, 50]. Иными словами, если базисные инварианты двух систем тензоров
совпадают, то эти системы отличаются друг от друга только поворотом как
жесткое целое.

Строго говоря, обе постановки проблемы должны приводить к одинако-
вым результатам. Однако это не так. Затруднение возникает при определе-
нии понятия инварианта. С чисто математической точки зрения возможны
различные определения инвариантов и в этой связи может возникать только
терминологическая дискуссия. При второй постановке проблемы определение
инвариантов должно допускать решение Проблемы II. Заметим, что решение
Проблемы II одновременно решает Проблему I, но обратное верно не для

5 Весьма интересна во многих отношениях статья [91] Р. С. Ривлина. В этой работе
Р. С. Ривлин высказывает свою позицию по нескольким важнейшим вопросам механики
сплошных сред. В частности, в ней обсуждается и проблема инвариантов. Именно эта
работа стимулировала автора к написанию данной статьи.
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всякого определения инвариантов. Важно подчеркнуть, что в теории опре-
деляющих уравнений сплошных сред вторая постановка проблемы является
более важной. Поэтому именно ее решение и рассматривается далее6.

.4.2 Ортогональные преобразования тензоров

Классическое определение инвариантов и классическая теория симмет-
рии тензоров применимы только для полярных (евклидовых) тензоров. Ев-
клидовы тензоры отнюдь не исчерпывают список объектов, встречающихся
в приложениях. В работе [67] (см. Приложение J) введено понятие ориенти-
рованных тензоров, для которых предложена теория симметрии. Основные
результаты работы [67] воспроизведены в работе [92]. Частным случаем ори-
ентированного тензора является аксиальный (псевдоевклидовый) тензор. По-
нятие аксиального вектора давно и широко используется в литературе. Одна-
ко корректное введение аксиального вектора можно найти только в книге [50].
В частности, в [50] показано, почему нельзя складывать евклидовы и псевдо-
евклидовы тензоры. Для сравнения: в работе [91] считается, что складывать
полярные и аксиальные объекты можно.

Приложение классической теории симметрии к аксиальным объектам ве-
дет к ошибочным результатам. Собственно говоря, именно это обстоятельство
обусловило необходимость введения новой теории симметрии в работе [67]. В
приложениях аксиальный вектор, в частности, возникает как результат век-
торного произведения двух полярных векторов. Поскольку классическая тео-
рия симметрии при этом не работает, а ее использование ведет к абсурдным
результатам, то некоторые авторы [25] вообще отказались от использования
векторного произведения. Однако отказ от использования аксиальных объ-
ектов ведет к совершенно неоправданным усложнениям во многих разделах
механики.

Следует подчеркнуть, что аксиальные объекты обязаны своим возник-
новением тому факту, что в природе существуют два принципиально раз-
личных типа движения: трансляционные и спинорные движения. Трансля-
ционным движениям отвечают полярные объекты, а спинорным движениям
отвечают аксиальные объекты. Поэтому кажется целесообразным полностью
узаконить аксиальные объекты в механике, вместо того чтобы вводить для
них искусственные конструкции, связанные с повышением ранга рассматри-

6 Приносим свои извинения тем, кому отдельные места в данной главе покажутся
слишком элементарными, но эта глава обращается не только к теоретикам, но и к тем,
кто использует теорию инвариантов в сугубо прикладных целях.
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ваемых тензоров. Что касается теории симметрии, то она легко обобщается
на аксиальные (псевдоевклидовы) тензоры. Это и будет проделано далее.

Прежде всего, необходимо ввести понятие ориентированной системы от-
счета [50]. Трансляционные движения определяются заданием векторов по-
ложений и описывают перемещения (трансляции) тел в системе отсчета. Спи-
норные движения определяются заданием функций времени, значениями ко-
торых являются собственно ортогональные тензоры размерности три. Со-
путствующие спинорным движениям характеристики (векторы поворота, уг-
ловые скорости, моменты и т. д.) описываются с помощью понятия акси-
ального вектора, прообразом которого являются объекты, называемые спин-
векторами [50]. Именно спин-векторы являются прямыми носителями физи-
ческого содержания того или иного спинорного понятия.

â

а)

a

б)

a

в)

Рис. 4.1. Ориентированная система отсчета: а — спин-вектор â ; б — аксиаль-
ный вектор a, соответствующий спин-вектору â в правоориентированной си-
стеме отсчета; в — аксиальный вектор a, соответствующий спин-вектору â в
левоориентированной системе отсчета

Чтобы определить спин-вектор, необходимо в системе отсчета задать пря-
мую, называемую осью спин-вектора, и в плоскости, ортогональной оси, за-
дать круговую стрелку, охватывающую ось (рис. 4.1, а). Длина этой круговой
стрелки называется модулем спин-вектора, а направление стрелки показы-
вает направление поворота или вращения. Спин-векторы очень удобны для
работы на интуитивном уровне, но на формальном уровне удобнее работать
не с ними, а с так называемыми аксиальными векторами, сопоставляемыми
по определенному правилу спин-векторам. Принятие этого правила называ-
ется ориентацией системы отсчета. Каждому спин-вектору â сопоставляется
“обычный” вектор a таким образом, что выполняются условия:
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1) a расположен на оси спин-вектора â; 2) модуль a равен модулю â; 3) a
направлен так, чтобы при взгляде с его конца круговая стрелка спин-вектора
показывала движение либо против хода часовой стрелки (рис. 4.1, б; право-
ориентированная система отсчета), либо по ходу часовой стрелки (рис. 4.1, с;
левоориентированная система отсчета).

Векторы, сопоставляемые по указанному правилу спин-векторам, называ-
ются аксиальными. Очевидно, что аксиальные векторы не зависят от выбора
системы координат и не меняются при замене правой системы координат на
левую, и наоборот. Обратим внимание, что при замене базиса координаты
полярного и аксиального векторов преобразуются одинаково, что находится
в противоречии со стандартным определением аксиального вектора, исполь-
зуемым в книгах.

Таким образом, в ориентированной системе отсчета действуют два типа
векторов (направленных отрезков): одни из них не реагируют на изменение
ориентации системы отсчета и называются полярными, а другие при изме-
нении ориентации умножаются на (−1) и называются аксиальными. Важно
подчеркнуть, что введенное правило ориентации существует только в наших
головах и само по себе не отражено в формальных определениях, связан-
ных с аксиальным вектором. По этой причине понятие аксиальности должно
быть дополнительно введено в определение ортогонального преобразования
тензора. Понятно, что аксиальными могут быть и тензоры любого ранга.
Например, диада векторов, один из которых является полярным, а другой
аксиальным, является аксиальным тензором второго ранга.
Определение. Объекты, которые не зависят от выбора ориентации

в системе отсчета, называются полярными или евклидовыми; объекты,
которые при изменении ориентации в системе отсчета умножаются на
(−1), называются аксиальными или псевдоевклидовыми.

Согласно принятому определению аксиальными могут быть скаляры, век-
торы и тензоры высших рангов. Полярные скаляры часто называют абсолют-
ными. Примерами абсолютных скаляров в физике являются энергия, темпе-
ратура, объем и т. д. Простейшим и часто встречающимся примером акси-
ального скаляра является смешанное произведение трех полярных векторов

f = a ··· (b × c). (4.4)

Если один из векторов в смешанном произведении является аксиальным,
то оно будет абсолютным скаляром. Другим примером аксиального скаляра
является проекция аксиального вектора, например вектора угловой скорости
или вектора момента силы, на какое-либо направление в системе отсчета.
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Введем понятие ортогонального преобразования тензоров разных рангов.
Пусть дан ортогональный тензор Q.
Определение. Ортогональными преобразованиями скаляра g, вектора

a и тензора второго ранга A называются соответственно величины

g ′ ≡ (detQ)αg, a′ ≡ (detQ)αQ ··· a, A′ ≡ (detQ)αQ ··· A ··· QT , (4.5)

где α = 0 для полярных объектов и α = 1 для аксиальных объектов.
Для полярных объектов вводимое определение ортогонального преобра-

зования совпадает с общепринятым. Для аксиальных объектов оно было
впервые введено в работе [67] (см. Приложение J), в которой даны определе-
ния и для других типов тензоров. Для иллюстрации естественности вводи-
мого определения ортогонального преобразования аксиальных объектов рас-
смотрим два простых примера. Рассмотрим аксиальный скаляр (4.4). Пусть
векторы a, b, c полярны. Тогда ортогональное преобразование скаляра f,
определенного выражением (4.4), можно определить непосредственно

f ′ = a ′ ··· (b ′ × c ′) = (Q ··· a) ··· [(Q ··· b) × (Q ··· c)] =

= (a ··· QT) ··· [(detQ)Q ··· (b × c)] = (detQ) a ··· (b × c) = (detQ)f.

Здесь использовано тождество [50]

(Q ··· b) × (Q ··· c) = (detQ)Q ··· (b × c).

В результате пришли к определению (4.5). С чисто математической точ-
ки зрения последнее выражение можно не считать инвариантом, как это и
принято в литературе. Точнее говоря, считается, что смешанное произведе-
ние векторов является инвариантом только относительно собственно орто-
гональной группы, но не является инвариантом относительно полной орто-
гональной группы. Но с физической точки зрения приведенное определение
инварианта (4.5) является единственно возможным. Действительно, рассмот-
рим физический объект, называемый односпиновой частицей [2]. Эта частица
характеризуется двумя векторами: векторомV трансляционной скорости (по-
лярный вектор) и вектором ωωω угловой скорости (аксиальный вектор). Для
фиксации системы двух векторов V и ωωω необходимо задать три величины
V ···V, V ···ωωω, ωωω ···ωωω. Вторая из них является аксиальным скаляром и, соглас-
но традиционному определению, инвариантом не является.

Типичный пример аксиального вектора — векторное произведение двух
полярных векторов. В этом случае также возможно дать определение орто-
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гонального преобразования непосредственно на основе определения ортого-
нального преобразования полярных векторов

c ′ = a ′ × b ′ = (Q ··· a) × (Q ··· b) = (detQ)Q ··· (a × b) .

Аналогично можно объяснить определение ортогональных преобразова-
ний для тензоров любого ранга (см. Приложение J).

Обратимся к введению важного физического понятия симметрии объек-
тов. Интуитивное представление о симметриях тел имеется практически у
каждого человека. Но в рациональной науке эти интуитивные представления
должны быть однозначно определены в математической форме. Например,
физической операции зеркального отражения, осуществляемой с помощью
реального зеркала, должна соответствовать математическая операция, в ко-
торой реальному зеркалу должен соответствовать однозначно определенный
математический объект. Реальному зеркалу соответствует плоскость, совпа-
дающая с плоскостью зеркала, которую обычно определяют заданием векто-
ра единичной нормали n. Математический объект, точно соответствующий
реальному зеркалу, действительно существует и определяется заданием тен-
зора второго ранга

Q = E − 2n ⊗ n, Q ··· QT = E, detQ = −1. (4.6)

Если тензором зеркального отражения (4.6) подействовать на вектор a,
то получим вектор a∗ = Q ··· a. Проекции векторов a и a∗ на плоскость, ор-
тогональную вектору n, совпадают, а проекции этих векторов на вектор n
равны между собой по модулю, но противоположны по направлению.

Еще одним важным представлением о симметрии является симметрия
тел относительно разного рода поворотов. Например, шар не меняется при
произвольных поворотах вокруг своего центра. Этому представлению также
отвечает вполне определенный математический объект, называемый тензо-
ром поворота, который в соответствии с теоремой Эйлера [50] может быть
представлен в следующем виде:

Q(ϕm) ≡ (1− cosϕ)m ⊗ m + cosϕE + sinϕm × E, detQ = +1, (4.7)

где единичный вектор m определяет прямую, называемую осью поворота, а
уголϕ называется углом поворота. Действие тензора поворота (4.7) на вектор
a сводится к повороту этого вектора вокруг оси поворота на угол ϕ. Замеча-
тельным является тот факт, что любой элемент симметрии тела может быть
представлен в виде композиции тензоров типа (4.6) и (4.7). Следовательно,
симметрии тел описываются тензорами второго ранга.
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Определение. Группами симметрии скаляра g, вектора a и тензора
второго ранга A называются соответственно множества ортогональных
решений уравнений

(detQ)α g = g, (detQ)αQ ··· a = a, (detQ)αQ ··· A ··· QT = A, (4.8)

где скаляр g, вектор a и тензор второго ранга A считаются заданными, а
ортогональные тензоры Q подлежат определению.

Смысл введенного определения вполне ясен. Если ортогональное преоб-
разование рассматриваемого объекта совпадает с исходным объектом, то ор-
тогональный тензор, входящий в это преобразование, называется элементом
симметрии данного объекта. Очевидно, что множество элементов симмет-
рии объекта действительно образует группу. В самом деле, это множество не
пусто, поскольку единичный тензор является элементом (тривиальным) сим-
метрии любого объекта. Обратный элемент также существует для любого
элемента симметрии. Осталось только убедиться, что если тензоры Q1 и Q2

являются элементами симметрии, то и их композиция Q3 = Q2 ··· Q1 являет-
ся элементом симметрии, т. е. принадлежит к рассматриваемому множеству.
Покажем это на примере тензора второго ранга A. Пусть тензоры Q1 и Q2 —
элементы симметрии тензора A, т. е. пусть они удовлетворяют уравнениям

(detQ1)
αQ1 ··· A ··· QT

1 = A, (detQ2)
αQ2 ··· A ··· QT

2 = A. (4.9)

Тогда имеем

(detQ3)
αQ3 ··· A ··· QT

3 = (detQ2)
α(detQ1)

αQ2 ··· Q1 ··· A ··· QT
1 ··· QT

2 =

= (detQ2)
αQ2 ··· A ··· QT

2 = A.

Здесь мы дважды использовали уравнения (4.9) и убедились, что тензор
Q3 принадлежит к множеству элементов симметрии. Таким образом, множе-
ство элементов симметрии обладает всеми признаками, позволяющими на-
звать это множество группой.

Опишем группы симметрии скаляров, векторов и тензоров второго ранга.
Для скаляров непосредственно из определения видим, что группа симметрии
абсолютного скаляра совпадает с полной ортогональной группой, а группа
симметрии аксиального скаляра совпадает с собственно ортогональной груп-
пой.

Группа симметрии полярного вектора a состоит из тензоров поворота
вокруг a и зеркальных отражений от плоскостей, параллельных a, т. е. из
тензоров (4.7) при m = a/|a| и тензоров (4.6) при n ··· a = 0.
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Группа симметрии аксиального вектора a состоит из тензоров поворота
вокруг a и зеркальных отражений от плоскостей, ортогональных a, т. е. из
тензоров поворота (4.7) при m = a/|a| и тензоров зеркальных отражений
(4.6) при n = a/|a|. При экспериментальной проверке этого факта с помо-
щью зеркала следует помнить, что прообразом аксиального вектора является
спин-вектор. Поскольку зеркальное отражение — это физическая операция,
ее результат не может зависеть от нашего соглашения об ориентации. По-
этому при работе с зеркалом следует использовать не аксиальный вектор, а
его прообраз, т. е. спин-вектор (рис. 4.2). Таким образом, группы симметрии
полярных и аксиальных векторов существенно различны.

а) б)

Рис. 4.2. О симметрии аксиального вектора: а — зеркальное отражение от плос-
кости, параллельной оси спин-вектора; б — зеркальное отражение от плоскости,
перпендикулярной оси спин-вектора

Полярный и аксиальный тензоры с одинаковыми элементами симметрии
имеют различную структуру. Пусть, например, зеркальное отражение E −

2m⊗m принадлежит группе симметрии полярного тензора A и аксиального
тензора B. Это возможно, если и только если эти тензоры имеют вид

A = A11m ⊗ m +A22n ⊗ n +A23n ⊗ p +A32p ⊗ n +A33p ⊗ p,

B = B12m ⊗ n + B13m ⊗ p + B21n ⊗ m + B31p ⊗ m,

где Aik — абсолютные скаляры и Bik — аксиальные скаляры;m, n, p — орто-
гональный базис. Если есть две плоскости зеркальной симметрии с единич-
ными нормалями m и n, тогда

A = A11m⊗m +A22n⊗ n +A33p⊗ p, B = B12m⊗ n + B21n⊗m. (4.10)
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Группа симметрии симметричного полярного тензора второго ранга, все
собственные числа которого различны, состоит только из зеркальных отра-
жений от плоскостей, ортогональных собственным векторам этого тензора.
Зеркальные отражения принадлежат к группе симметрии аксиального сим-
метричного тензора только в исключительных случаях. Пусть, например,
зеркальное отражение E−2m⊗m принадлежит к группе симметрии симмет-
ричного аксиального тензора A. Это возможно только в том случае, когда
тензор A имеет вид

A = A(m ⊗ n + n ⊗ m) + B(m ⊗ p + p ⊗ m) ⇒ trA = 0,

где A и B суть аксиальные скаляры,m, n, p есть ортонормированный базис.
Если имеются две плоскости зеркальной симметрии, ортогональные векторам
m и n, то B = 0. Три ортогональных плоскости зеркальной симметрии име-
ет только нулевой аксиальный тензор. Столь существенное различие между
полярными и аксиальными объектами необходимо иметь в виду как в прило-
жениях, так и в теории инвариантов.
Пример. Естественно закрученный стержень. Плотность внут-

ренней энергии тонкого упругого стержня определяется квадратичной фор-
мой

U =
1

2
e ··· A ··· e + e ··· B ··· κκκ+

1

2
κκκ ··· C ··· κκκ, (4.11)

где векторы деформации определяются выражениями

e = u ′ + p ×ϕϕϕ, κκκ = ϕϕϕ ′.

Здесь u и ϕϕϕ — соответственно вектор перемещений и вектор углов пово-
рота.

Пусть векторы m и n — главные оси поперечного сечения стержня.
Пусть тензоры E − 2m ⊗ m и E − 2n ⊗ n являются элементами сим-
метрии для поперечного сечения. Если мы применим классическую теорию
симметрии, мы получим, что в таком случае тензоры упругости A, B
и C в выражении (4.11) имеют такой же вид, как тензор A в (4.10). С
физической точки зрения это нонсенс. При использовании модифицирован-
ной теории симметрии только полярные тензоры упругости A и C в (4.11)
имеют структуру тензора A в (4.10), а аксиальный тензор B в выражении
(4.11) имеет структуру B в (4.10). Пусть p — вектор единичной нормали
к поперечному сечению. Как правило, тензор E − 2p ⊗ p принадлежит к
группе симметрии стержня. В таком случае аксиальный тензор упруго-
сти B в выражении (4.11) равен нулю. Однако для естественно закручен-
ных стержней (например, сверла) тензор E − 2p ⊗ p не принадлежит к
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группе симметрии стержня. Вследствие этого аксиальный тензор упру-
гости B в (4.11) имеет структуру тензора B в (4.10). Этот результат
невозможно получить с помощью классической теории симметрии.
Определение. Тензор n-го ранга называется изотропным, если его груп-

па симметрии содержит все ортогональные тензоры.
Существует один полярный изотропный тензор второго ранга fE, где f —

абсолютный скаляр. Не существует аксиальных изотропных тензоров второго
ранга. Не существует полярных изотропных тензоров третьего ранга. Однако
есть один аксиальный изотропный тензор третьего ранга fE × E, где f —
абсолютный скаляр. Действительно, согласно определению (4.5), имеем

(E×E) ′ ≡ (gm ⊗ gm × gn ⊗ gn)
′ ≡ (detQ)Q ··· gm ⊗Q ··· (gm × gn) ⊗Q ··· gn =

= [Q ··· (gm⊗gm) ···QT ]× [Q ··· (gn⊗gn) ···QT ] = [Q ···E ···QT ]× [Q ···E ···QT ] = E×E.

При традиционном подходе тензор fE×E не считается изотропным. Этот
факт важен в теории пьезоэлектричества.

.4.3 Ортогональные инварианты и теорема о базисе

Обратимся к проблеме инвариантов7. Пусть дан конечный набор векторов
и тензоров второго ранга

a1, a2, . . .am, A1, A2, . . .An. (4.12)

Как уже отмечалось во введении, тензоры в системе (4.12) можно считать
симметричными. В систему (4.12) входитm+n объектов или, в пересчете на
координаты, N = 3m+ 6n скалярных функций.
Определение. Скалярная функция F = F(a1, a2, . . .am, A1, A2, . . .An)

называется ортогональным инвариантом системы объектов (4.12), если
для любых ортогональных тензоров выполняется равенство

F(a ′
1, . . . , a

′
m, A ′

1, . . .A
′
n) = (detQ)α F(a1, . . .am, A1, . . .An), (4.13)

где величины со штрихами определены формулами (4.5); α = 0, если F есть
абсолютный скаляр и α = 1, если F есть аксиальный скаляр 8.

7 Далее рассматриваются инварианты относительно полной ортогональной группы.
8 На первый взгляд кажется, что определение (4.13) совпадает с определением, при-

нятым в [82]. Однако это не так. Во-первых, определение ортогонального преобразования
неевклидовых объектов в работе [82] вообще не определено. Определение (4.13) исполь-
зуется в [82] для демонстрации того, что аксиальный скаляр не является инвариантом
относительно полной ортогональной группы, что находится в радикальном противоречии
с точкой зрения, принятой в данной работе.
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Рассмотрим функцию

ψ(a, b, c) ≡ (a × b) ··· c, (4.14)

где a, b, c— полярные векторы. Согласно классическому определению, функ-
ция ψ не является ортогональным инвариантом. В соответствии с определе-
нием (4.13), функция ψ — ортогональный инвариант, так как

ψ(a ′, b ′, c ′) = (a ′ × b ′) ··· c ′ = (detQ)(a × b) ··· c = (detQ)ψ(a, b, c).

Другой пример — скалярное произведение полярного V и аксиальногоωωω
векторов

ψ(V, ωωω) ≡ V ···ωωω. (4.15)

Согласно классическому определению, эта функция не является орто-
гональным инвариантом. В соответствии с определением (4.13), функция
(4.15) — ортогональный инвариант. С чисто математической точки зрения
это вопрос определения, и здесь нет предмета для дискуссий. Однако ситуа-
ция меняется, если мы рассматриваем проблему с физической точки зрения.

VVV

ω̂ωω ωωω ωωω

а) б) в)

α

π− α

Рис. 4.3. Односпиновая частица: а — физический объект; б — математический
образ в правоориентированной системе отсчета; в — математический образ в
левоориентированной системе отсчета

Рассмотрим односпиновую частицу (рис. 4.3). Односпиновая частица,
изображенная посредством спин-вектора, представлена на рис. 4.3, а. Это
изображение не зависит от ориентации системы отсчета. Математический
образ, полученный посредством использования аксиального вектора, пока-
зан на рис. 4.3, б в правоориентированной системе отсчета и на рис. 4.3, с в
левоориентированной системе отсчета. Нетрудно видеть, что

(V ···ωωω)R ≡ Vω cosα = − (V ···ωωω)L ≡ −Vω cos(π− α).
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Заметим, что природа и физические объекты, например спин-векторы,
не зависят от ориентации системы отсчета. Аксиальные векторы — это некие
математические объекты, и на них влияет изменение ориентации системы
отсчета. Скалярное произведение (V ···ωωω)R в правоориентированной системе
отсчета не равно скалярному произведению (V ···ωωω)L в левоориентированной
системе отсчета. Однако оба они соответствуют одному и тому же физиче-
скому объекту. По этой причине скалярное произведение (4.15) должно быть
названо инвариантом. Этот факт принят во внимание определением (4.13).

Перейдем к обсуждению проблемы инвариантов. Обратим внимание, что
в обеих частях уравнения (4.13) символ отображения F один и тот же. Иными
словами, уравнение (4.13) есть функциональное уравнение для определения
функции F. Далеко не всякая скалярная функция аргументов (4.12) удовле-
творяет уравнению (4.13). Вообще говоря, существует несчетное множество
решений уравнения (4.13), но не все они функционально независимы.

Основная проблема здесь заключается в установлении минимального чис-
ла инвариантов, через которые могут быть выражены все остальные решения
уравнения (4.13). Далее излагается подход, опирающийся на основную идею
теории непрерывных групп.

С физической точки зрения проблема инвариантов заключается в следу-
ющем: найти минимальное число инвариантов, задание которых фиксирует
систему (4.12) с точностью до жесткого поворота в системе отсчета. Интуи-
тивно число этих инвариантов нетрудно подсчитать.

Сначала рассмотрим частные случаи. Пусть система (4.12) состоит толь-
ко из одного вектора. Тогда очевидно, что достаточно задать только один
инвариант, а именно модуль вектора. Если система состоит из одного сим-
метричного тензора второго ранга, то достаточно задать три инварианта.
Например, три собственных числа или три главных инварианта. Если систе-
ма (4.12) состоит из одного вектора a и симметричного тензора A = AT или,
что то же самое, из одного тензора второго ранга общего вида, то необхо-
димо задать шесть инвариантов: три главных инварианта тензора A = AT

и три координаты вектора a относительно базиса, состоящего из собствен-
ных векторов тензора A = AT . Здесь возникает, тем не менее, проблема,
связанная с неоднозначностью определения собственных векторов тензора.
Если все собственные числа тензора различны, то однозначно определяются
только диады из собственных векторов, а сами собственные векторы опреде-
ляются с точностью до выбора их положительных направлений. Подробнее
этот вопрос будет обсуждаться в дальнейшем.

Нетрудно подсчитать минимально необходимое число независимых инва-
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риантов N∗ системы (4.12), задание которых фиксирует эту систему с точно-
стью до поворота в пространстве. Число N∗ = 3m+ 3n+ 3(n− 1), где 3n —
число главных инвариантов тензоров A1,A2, . . .An; число 3m — число коор-
динат векторов a1, a2, . . .am относительно собственных векторов, например,
тензора9 A1; число 3(n − 1) — число углов, фиксирующих собственные век-
торы тензоровA2, . . .An относительно тройки собственных векторов тензора
A1. Далее принимается, что m+n ≥ 1. Обратим внимание, что справедлива
связь числа независимых инвариантов N∗ с числом координат N, выражае-
мая формулой

N∗ = N− 3, N > 3. (4.16)

Указанное является очевидным с интуитивной точки зрения. Тем не менее
в литературе, например в [80], указывается другое число необходимых инва-
риантов. Поэтому необходимы формально строгие доказательства утвержде-
ния (4.16). Одна из возникающих здесь проблем состоит в предположении,
что все собственные числа тензора A1 различны, а сам тензор A1 оказы-
вается выделенным. Хотелось бы иметь такие инварианты, в которые все
тензоры A1,A2, . . .An входили бы равноправно. Подчеркнем, что опреде-
ление размерности базиса инвариантов и определение наиболее подходящих
инвариантов, составляющих базис, — суть разные проблемы, которые могут
рассматриваться отдельно. Так и следует поступать, причем определение наи-
более подходящих инвариантов в работе не доведено до необходимого уровня
общности и строгости.
Теорема. Размерность N∗ базиса инвариантов системы (4.12) связана

с числом N координат объектов, входящих в систему (4.12), следующими
формулами

N∗ = 1 при m = 1, n = 0; N∗ = N− 3 (4.17)

во всех остальных случаях.
Доказательству этой теоремы посвящены следующие разделы данной гла-

вы.

.4.4 Основное уравнение теории инвариантов

Определение (4.13) инварианта системы (4.12) содержит в себе произ-
вольный ортогональный тензор Q. Введем в рассмотрение семейство ортого-
нальных тензоров Q(τ), непрерывно зависящее от вещественного параметра

9 В предположении, что все собственные числа этого тензора различны.
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τ. Можно доказать10, что существует такой вектор ωωω(τ), что справедливы
равенства

d

dτ
Q(τ) =ωωω(τ) × Q(τ), Q(0) = (−1)βE, ωωω(0) =ωωω0 �= 0, (4.18)

где β = 0, если Q(τ) есть собственно ортогональный тензор, и β = 1 в про-
тивном случае. Аксиальный вектор ωωω(τ) будем условно называть вектором
угловой скорости. Настоящий вектор угловой скорости вводится только для
тензоров поворота, в то время как равенство (4.18) справедливо для любого
ортогонального тензора. Считая в определении (4.13) ортогональный тензор
Q(τ) зависящим от τ, видим, что левая часть (4.13) зависит от τ, а правая
часть — не зависит. Отметим, что определитель detQ(τ) для непрерывного
семейства постоянен и не зависит от τ.

Продифференцируем обе части равенства (4.13) по параметру τ. Тогда
получим

n∑
i=1

(
∂F

∂A′
i

)T

··· ··· dA
′
i

dτ
+

m∑
i=1

∂F

∂a′
i

··· da
′
i

dτ
= 0. (4.19)

Производные от скалярной функции по векторному и тензорному аргу-
ментам определяются по правилу

dF =

n∑
i=1

(
∂F

∂Ai

)T

··· ···dAi +

m∑
i=1

∂F

∂ai
··· dai. (4.20)

Пример. Пусть дана скалярная функция

F(a, b, A) = a ··· A ··· b ⇒
⇒ dF = (A ··· b) ··· da + (a ··· A) ··· db + (a ⊗ b)T ··· ···dA.

Согласно (4.20) имеем
∂F

∂a
= A ··· b, ∂F

∂b
= a ··· A, ∂F

∂A
= a ⊗ b.

Данный пример демонстрирует, как вычисляются производные от ска-
лярной функции по векторному и тензорному аргументам.

Вернемся к обсуждению общего случая. Дальнейшая цель заключается
в преобразовании уравнения (4.19). Используя равенство (4.18), вычисляем
производные

da′
i

dτ
=ωωω(τ) × a′

i,
dA′

i

dτ
=ωωω(τ) × A′

i − A′
i ×ωωω(τ)

10 Доказательство аналогично доказательству, используемому при введении вектора
угловой скорости в работе [50].
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и переписываем уравнение (4.19) в виде
n∑
i=1

(
∂F

∂A′
i

)T

··· ··· (ωωω(τ) × A′
i − A′

i ×ωωω(τ)) +

m∑
i=1

∂F

∂a′
i

··· (ωωω(τ) × a′
i) = 0. (4.21)

Учтем равенства

a′
i(0) = (−1)β(−1)βδiai, A′

i(0) = (−1)βγiAi,

где δi = 0 для полярных векторов ai и δi = 1 для аксиальных векторов ai;
γi = 0 для полярных тензоров Ai и γi = 1 для аксиальных тензоров Ai.
Полагая τ = 0 в равенстве (4.21) и используя указанные ранее соотношения,
получаем11

n∑
i=1

(
∂F

∂Ai

)T

··· ··· (ωωω0 × Ai − Ai ×ωωω0) +

m∑
i=1

∂F

∂ai
··· (ωωω0 × ai) = 0. (4.22)

Получили линейное однородное уравнение в частных производных перво-
го порядка. Это уравнение должно выполняться для любого вектораωωω0, т. е.
оно эквивалентно трем скалярным уравнениям. Поэтому любой скалярный
инвариант системы тензоров (4.12) должен удовлетворять трем дифферен-
циальным уравнениям в частных производных первого порядка. Удобнее ра-
ботать с уравнением (4.22), если обе его части разделить на модуль вектора
ωωω0. Тогда получим равенство

n∑
i=1

(
∂F

∂Ai

)T

··· ··· (m × Ai − Ai × m) +

m∑
i=1

∂F

∂ai
··· (m × ai) = 0, (4.23)

которое должно выполняться для любого единичного вектораm. Замечатель-
но то, что в уравнение (4.23) не попали параметры β, δi, γi. Это означает,
что ни сами инварианты, ни базисный набор инвариантов не зависят от типов
рассматриваемых тензоров. Таким образом, любой ортогональный инвариант
должен удовлетворять скалярному уравнению (4.23), которое в дальнейшем

11 При выводе уравнения (4.22) использовались преобразования:

∂F

∂a′
i

∣∣∣∣
τ=0

=
∂F

∂
(
(detQ)δiQ · ai

)
∣∣∣∣∣
τ=0

=

(
(detQ)δiQ · ∂F

∂ai

)∣∣∣∣
τ=0

= (−1)βδi(−1)β ∂F

∂ai

,

∂F

∂A′
i

∣∣∣∣
τ=0

=
∂F

∂
(
(detQ)γiQ · ai · QT

)
∣∣∣∣∣
τ=0

=

(
(detQ)γiQ · ∂F

∂Ai

· QT

)∣∣∣∣
τ=0

= (−1)βγi
∂F

∂Ai

,

справедливость которых основана на том, что тензор Q — ортогональный. (Примеч. ред.)
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будем называть основным уравнением теории инвариантов. Но это скаляр-
ное уравнение должно выполняться при произвольном выборе вектора m.
Можно исключить этот вектор из уравнения (4.23), и тогда получим вектор-
ное уравнение следующего вида:

n∑
i=1

[(
∂F

∂Ai

)T

··· Ai − Ai ···
(
∂F

∂Ai

)T
]
×

+

m∑
i=1

∂F

∂ai
× ai = 0, (4.24)

где вектор (a ⊗ b)× ≡ a × b называется векторным инвариантом тензора
второго ранга. Векторное уравнение (4.24) эквивалентно трем скалярным
уравнениям, каждому из которых должен удовлетворять ортогональный ин-
вариант. Однако последние три уравнения не всегда являются независимыми.
Если среди аргументов (4.12) содержатся два вектора или имеется хотя бы
один тензор второго ранга, отличный от единичного, то все три скалярных
уравнения являются независимыми.

Уравнение (4.24) есть система трех линейных уравнений в частных
производных первого порядка. В качестве независимых переменных в нем
выступают координаты векторов и тензоров системы (4.12). Так что это
уравнение определено в пространстве размерности N. Искомая функция
F(a1, a2, . . .am, A1, A2, . . .An) зависит от N аргументов. Теория линейных
уравнений в частных производных детально разработана [70,93]. Можно ска-
зать, что каждое из скалярных уравнений системы (4.24) уменьшает число
независимых переменных на единицу. Число оставшихся независимых пере-
менных это и есть число функционально независимых инвариантов, кото-
рое, таким образом, равно числу N скалярных функций (координат) в систе-
ме (4.12) минус число независимых уравнений в системе (4.24). Именно это
и утверждается в формулировке теоремы. Мы не будем приводить полное
формальное доказательство этой теоремы. По существу требуемое доказа-
тельство содержится в теории уравнений с частными производными первого
порядка [70,93].

Рассмотрим несколько конкретных примеров, на которых можно ясно по-
нять содержание теоремы и путь ее доказательства. Но предварительно на
простом примере, показывающем используемую далее технологию, проиллю-
стрируем известную в теории обыкновенных дифференциальных уравнений
теорему: система дифференциальных уравнений n-го порядка имеет не бо-
лее n−1 функционально независимых интегралов.

Рассмотрим пример одномерного линейного осциллятора, поведение ко-
торого описывается уравнением

ẍ+ω2x = 0 ⇒ ẋ = ωy, ẏ = −ωx. (4.25)



4.4. Основное уравнение теории инвариантов 199

Хорошо известно, что система (4.25) имеет только один интеграл, а имен-
но интеграл энергии. Покажем технологию получения этого интеграла в нуж-
ной для последующих выкладок форме. Систему (4.25) перепишем в эквива-
лентной форме

ȧ = −ωk × a, a = xi + yj, i × j = k, (4.26)

где векторы i, j, k составляют стандартный ортонормированный базис. Ре-
шение векторного уравнения (4.26) имеет вид

a(t) = Q(−ωtk) ··· a0, Q̇(−ωtk) = −ωk × Q(−ωtk),

где вектор a0 определяется по начальным условиям, а тензор Q(−ωtk) есть
тензор поворота, определенный выражением (4.7). Для получения интеграла
системы (4.26) необходимо исключить тензор поворота Q(−ωtk) из приве-
денного решения. В данном случае это исключение очевидно

a(t) ··· a(t) = a0 ··· a0 = const. (4.27)

Это и есть интеграл энергии. Любой другой интеграл векторного уравне-
ния (4.26) является функцией интеграла энергии. Рассмотрим теперь несвя-
занную между собой систему двух одинаковых осцилляторов. Для второго
осциллятора имеем уравнение

ḃ = −ωk × b, b = ui + vj ⇒ b(t) = Q(−ωtk) ··· b0, (4.28)

которое вполне аналогично уравнению (4.26). Векторное уравнение (4.28) так-
же допускает только интеграл энергии b(t) ··· b(t). С другой стороны, если
совокупность уравнений (4.26) и (4.28) рассматривать как систему, то по-
следняя имеет четвертый порядок и, следовательно, должна иметь три неза-
висимых интеграла. Действительно, в соответствии с (4.4) и (4.28) имеем еще
один независимый интеграл

a(t) ··· b(t) = a0 ··· b0 = const.

Таким образом, любой интеграл F системы (4.26) и (4.28) является функ-
цией построенных трех интегралов: F = F(a(t) ··· a(t), b(t) ··· b(t), a(t) ··· b(t)).
Конечно, приведенный пример вполне элементарен и может быть рассмот-
рен другими и более простыми способами. Однако он позволяет ясно понять
используемый далее подход.
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.4.5 Базисные инварианты конкретных систем тензоров

.4.5.1 Базисный инвариант вектора

В этом случае уравнение (4.24) принимает совсем простой вид

∂F

∂a
× a = 0 ⇔ a1

∂F

∂a2
− a2

∂F

∂a1
= 0,

a2
∂F

∂a3
− a3

∂F

∂a2
= 0, a1

∂F

∂a3
− a3

∂F

∂a1
= 0,

(4.29)

где ai суть координаты вектора a относительно какого-либо ортогонального
базиса.

Последнее уравнение в системе (4.29) является следствием двух преды-
дущих. Поэтому в данном случае имеем только два независимых уравнения,
которым должен удовлетворять любой ортогональный инвариант вектора

a1
∂F

∂a2
− a2

∂F

∂a1
= 0, a2

∂F

∂a3
− a3

∂F

∂a2
= 0. (4.30)

Получили два уравнения в частных производных первого порядка для од-
ной и той же функции. Поэтому нужно найти общее решение первого из этих
уравнений, а затем потребовать, чтобы оно удовлетворяло второму уравне-
нию. Нахождение общего решения уравнения в частных производных первого
порядка хорошо известно [70]. Для этого необходимо составить характеристи-
ческую систему для первого из уравнений (4.30)

da1

ds
= −a2,

da2

ds
= a1 ⇒ d

ds

(
a21 + a22

)
= 0, (4.31)

где ai(s) есть параметрическое задание кривой в трехмерном пространстве
координат ai; s — параметр. Получившаяся линейная система второго по-
рядка с постоянными коэффициентами имеет два независимых решения и
только один интеграл, который можно получить исключением переменной s
из упомянутых двух независимых решений. Практически, конечно, интегра-
лы строятся не так. Важно лишь то, что имеется ровно один независимый
интеграл. При этом любая функция этого интеграла сама является интегра-
лом. В данном случае удобно выбрать интеграл, который указан в последнем
равенстве (4.31). Таким образом, общее решение первого уравнения из систе-
мы (4.31) имеет вид

F(a) = F(a1, a2, a3) = f(a21 + a22, a3).
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Подставляя это решение во второе уравнение системы (4.30), приходим к
следующему уравнению:

∂f

∂a3
− 2a3

∂f

∂q
= 0, q ≡ a21 + a22.

Характеристическая система для этого уравнения имеет вид

dq

ds
= − 2 a3,

da3

ds
= 1 ⇒ d

ds

(
q+ a23

)
= 0.

Опять получили систему второго порядка, которая имеет ровно один неза-
висимый интеграл, в качестве которого можно выбрать q+a23. Таким образом,
всякий ортогональный инвариант вектора может быть выражен как функция
модуля этого вектора

F(a) = f(q, a3) = g(a ··· a).

В этом случае сформулированная ранее теорема доказана. С интуитивной
точки зрения она, конечно, вполне очевидна и была доказана еще О. Коши.

Докажем полученный результат на основе уравнения (4.23). В данном
случае уравнение (4.23) и соответствующая ему характеристическая система
имеют вид

∂F

∂a
··· (m × a) = 0,

da

ds
= m × a. (4.32)

Характеристическая система, т. е. последнее уравнение в (4.32), имеет
третий порядок и, следовательно, два независимых интеграла, которые оче-
видны и даются выражениями

a ··· a = const, m ··· a = const.

Последний интеграл зависит от произвольного вектораm и потому нас не
интересует. Очевидно, второй подход значительно короче, и потому именно
он будет использован в дальнейшем.

Теперь необходимо показать, что два вектора, имеющие одинаковые моду-
ли, могут быть совмещены поворотом. Пусть даны два вектора a и b, модули
и типы которых совпадают, т. е. они либо оба полярны, либо оба аксиальны.
Сравнивать модули полярных и аксиальных векторов бессмысленно. Извест-
но, что наиболее общим линейным преобразованием вектора, не меняющим
его модуля, является ортогональное преобразование. Это означает, что для
векторов a и b справедлива связь

a = (detQ)αQ ··· b, Q ··· QT = E, detQ = ±1,
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где α = 0 для полярных векторов и α = 1 для аксиальных векторов. Это
не совсем то, что нам нужно. В Проблеме II требуется, чтобы векторы a и b
переводились друг в друга чистым поворотом, т. е. посредством собственно
ортогонального тензора. Здесь следует обратить внимание на то, что тензор
Q в последнем равенстве определен неоднозначно. В самом деле, это равен-
ство можно переписать в виде

a = (detQ)αQ ··· (detS)α S ··· b, (detS)α S ··· b = b,

где тензор S принадлежит к группе симметрии вектора b. Таким образом,
имеем

a = Q∗ ··· b, detQ∗ = [det(Q ··· S)]1+α = 1.

Выполнения последнего равенства всегда можно добиться подходящим
выбором элемента симметрии.

.4.5.2 Базисные инварианты системы трех полярных векторов

Найдем минимально полную систему ортогональных инвариантов систе-
мы трех полярных векторов12 a, b, c. В этом случае для любого ортогональ-
ного инварианта F(a, b, c) уравнение (4.23) принимает вид

∂F

∂a
··· (m × a) +

∂F

∂b
··· (m × b) +

∂F

∂c
··· (m × c) = 0. (4.33)

Уравнение (4.33) эквивалентно трем независимым скалярным уравнени-
ям, которые нетрудно выписать. Функция F(a, b, c) зависит от девяти ска-
лярных аргументов (координат векторов a, b, c). Каждое из уравнений си-
стемы (4.33) позволяет уменьшить число аргументов на единицу. Таким об-
разом, любой ортогональный инвариант системы трех полярных векторов
может быть выражен как функция шести аргументов, которые, в свою оче-
редь, являются инвариантами. Далее мы будем работать непосредственно с
уравнением (4.33). Характеристическая система для уравнения (4.33) имеет
вид

da

ds
= m × a,

db

ds
= m × b,

dc

ds
= m × c. (4.34)

12 Система трех полярных векторов интересна, главным образом, с теоретической
точки зрения. Однако необходимость определения базисных инвариантов других систем
векторов часто возникает при выводе определяющих уравнений. В частности, в нелиней-
ной теории стержней возникает задача определения базисных инвариантов двух векторов,
один из которых полярный (вектор деформации растяжения-сдвига), а другой аксиальный
(вектор деформации изгиба-кручения). Аналогичная задача возникнет и при написании
определяющих уравнений для нелинейной модели электромагнитного поля, представлен-
ной в шестой главе книги. (Примеч. ред.)
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Получили систему линейных дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами. Поэтому полное решение системы (4.34) строится без
труда. Покажем это на примере первого уравнения системы (4.34). Решение
ищем в виде

a(s) = Q(sm) ··· g(s) ⇒ da

ds
= m × a + Q(sm) ··· dg

ds
,

гдеQ(sm) есть тензор поворота вокругm на угол s. Подставляя предыдущее
соотношение в первое из уравнений системы (4.34), получаем, что вектор
g постоянен. Аналогично строятся решения второго и третьего уравнений
системы (4.34). Таким образом, общее решение системы (4.34) имеет вид

a(s) = Q(sm) ··· a0, b(s) = Q(sm) ··· b0, c(s) = Q(sm) ··· c0, (4.35)

где векторы a0, b0, c0 суть произвольные постоянные векторы. Чтобы по-
лучить искомые интегралы системы (4.34), необходимо исключить перемен-
ную s из решений (4.35). Проще всего исключать весь ортогональный тензор
Q(sm). В данном случае легко строятся десять интегралов, из которых три
зависят от произвольного вектора m

m ··· a = m ··· a0, m ··· b = m ··· b0, m ··· c = m ··· c0

и нас не интересуют. Здесь учтено, что вектор m является неподвижным
вектором тензора Q(sm), т. е. удовлетворяет условию m ··· Q(sm) = m.

Еще семь инвариантов дают следующие интегралы:

I1 = a ··· a, I2 = b ··· b, I3 = c ··· c, I4 = a ··· b,
I5 = a ··· c, I6 = b ··· c, I7 = a ··· (b × c).

(4.36)

Заметим, что по принятой в литературе терминологии интеграл I7 не яв-
ляется инвариантом. Между инвариантами (4.36) существует связь

I27 ≡

∣∣∣∣∣∣
I1 I4 I5
I4 I2 I6
I5 I6 I3

∣∣∣∣∣∣ .
Эта связь не позволяет однозначно найти инвариант I7, но какой-либо из

инвариантов I1, I2, I3 находится однозначно, и его, в принципе, можно исклю-
чить из системы (4.36). Если, например, I2I3 − I26 �= 0, то можно исключить
инвариант I1. Обратим внимание, что для системы трех векторов существу-
ет не более шести функционально независимых базисов. Шесть инвариантов
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I1, I2, . . . , I6 в (4.36) функционально независимы. Тем не менее они не обра-
зуют базиса на множестве инвариантов. Эту особенность функциональных
пространств, отличающую их от векторных пространств, следует иметь в ви-
ду.

На рассмотренном примере трех векторов ясно видно различие между по-
становками, указанными во введении под названиями Проблема I и Пробле-
ма II. В первом случае возможно псевдоскаляры не считать инвариантами,
как это и принято в литературе. Тогда инварианты I1 – I6 образуют базис на
множестве инвариантов, являющихся абсолютными скалярами. Но при этом
возникают следующие ограничения. Во-первых, три вектора a, b, c должны
быть либо все полярными, либо все аксиальными. В противном случае среди
инвариантов I1 – I6 будут содержаться аксиальные скаляры. Тогда Проблема
I теряет смысл. Во-вторых, даже если векторы a, b, c полярны, то фикса-
ция инвариантов I1 – I6 не определяет эту тройку векторов с точностью до
жесткого поворота в пространстве, т. е. Проблема II не разрешима. Приве-
дем простой пример. Наряду с тройкой векторов a, b, c, рассмотрим тройку
векторов

a, b, (E − 2k ⊗ k) ··· c, k = a × b/|a × b|.

Эта тройка векторов также состоит из полярных векторов. Инварианты
I1 – I6 для обеих троек векторов совпадают. Тем не менее рассматриваемые
тройки векторов невозможно совместить посредством жесткого поворота. Ин-
варианты (4.36) для рассматриваемых троек векторов различаются.

Итак, утверждается, что совпадение инвариантов (4.36) для двух троек
векторов гарантирует совпадение этих троек векторов с точностью до жест-
кого поворота. Хотя этот факт интуитивно совершенно очевиден, его строгое
доказательство требует некоторых рассмотрений, которые в литературе от-
сутствуют. Пусть даны две тройки векторов

a, b, c и a∗ = am, b∗ = bn, c∗ = cp.

Считаем, что инварианты I1 – I3 для этих троек совпадают, т. е. модули
рассматриваемых векторов соответственно равны. Фиксация модулей векто-
ров определяет их с точностью до ортогонального преобразования

a = aQa ··· m, b = bQb ··· n, c = cQc ··· p, (4.37)

где Qa, Qb, Qc суть произвольные ортогональные тензоры. Совпадение ин-
вариантов I4 – I6 дает уравнения для нахождения тензоров Qa, Qb, Qc

m ··· QT
a ··· Qb ··· n = m ··· n, m ··· QT

a ··· Qc ··· p = m ··· p,

n ··· QT
b ··· Qc ··· p = n ··· p.

(4.38)
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Отсюда немедленно следуют равенства
QT
a ··· Qb = S(m,1) ··· S(n,1), QT

a ··· Qc = S(m,2) ··· S(p,1),

QT
b ··· Qc = S(n,2) ··· S(p,2),

(4.39)

где ортогональные тензоры S(m,k), S(n,k), S(p,k) являются элементами симмет-
рии векторов m, n, p, соответственно. Из равенств (4.39) получаем, что эти
элементы симметрии должны удовлетворять условию

ST(n,1) ··· ST(m,1) ··· S(m,2) ··· S(p,1) = S(n,2) ··· S(p,2). (4.40)

Теперь равенства (4.37) с учетом равенств (4.38)–(4.40) принимают вид

a = aQa ··· m, b = bQa ··· S(m,1) ··· n, c = cQa ··· S(m,2) ··· p,
где тензоры S(m,1), S(m,2) являются двумя произвольными элементами сим-
метрии вектора m. Каковы бы ни были эти элементы симметрии и каков бы
ни был ортогональный тензор Qa, инварианты I1 – I6 для двух рассматрива-
емых троек векторов совпадают. Однако различие между ними не сводится
к жесткому повороту. Потребуем теперь, чтобы инварианты I7 для этих тро-
ек векторов совпадали. Это требование ведет к необходимости выполнения
равенства

detQa detSm,1 (m × n) ··· ST(m,1) ··· S(m,2) ··· p = (m × n) ··· p.
Это равенство выполняется только в том случае, когда

detQa detS(m,1) = 1; S(m,1) = S(m,2).

Таким образом, пришли к равенствам

a = P ··· a∗, b = P ··· b∗, c = P ··· c∗, P = Qa ··· S(m,1),

где Qa есть произвольный ортогональный тензор, S(m,1) есть такой элемент
симметрии вектора a, что тензор P является собственно ортогональным тен-
зором. Что и требовалось доказать.

.4.5.3 Базисные инварианты симметричного тензора
второго ранга

Необходимо доказать, что любой ортогональный инвариант симметрично-
го тензора второго ранга может быть выражен как функция главных инвари-
антов, т. е. доказать, что последние составляют базис на множестве инвариан-
тов13. Разумеется, этот факт общеизвестен. Пусть F(A) есть ортогональный

13 Данная задача находит приложение в классической нелинейной теории упругости.
(Примеч. ред.)
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инвариант. Тогда он должен удовлетворять уравнению (4.23), которое при
m = 0, n = 1 принимает вид

(
∂F

∂A

)T

··· ··· (m × A − A × m) = 0.

Характеристическая система для этого уравнения имеет вид

dA(s)

ds
= m × A(s) − A(s) × m. (4.41)

Получили систему шестого порядка, которая имеет ровно пять независи-
мых интегралов. Однако нас интересуют только те интегралы, которые не
зависят от произвольно выбранного единичного вектора m. Общее решение
системы (4.41) находится без труда и имеет вид

A(s) = Q(sm) ··· A0 ··· QT(sm) ⇒ Ak(s) = Q(sm) ··· Ak
0 ··· QT(sm), (4.42)

где A0 есть тензор произвольных постоянных.
Из решения (4.42) немедленно вытекают пять независимых интегралов

системы (4.41). Они имеют вид

I1 = trA, I2 = trA2, I3 = trA3, I4 = m ··· A ··· m, I5 = m ··· A2 ··· m.

Таким образом, любой интеграл системы (4.41) может быть представлен
как функция этих пяти интегралов: f(I1, I2, I3, I4, I5). Нетрудно доказать,
что функция f(I1, I2, I3, I4, I5) является ортогональным инвариантом F(A)

тензора A, т. е. она является решением уравнения (4.24) только в том слу-
чае, когда она не зависит от величин I4, I5. Иными словами, доказано, что
любой ортогональный инвариант F(A) тензора A является функцией вида
F(A) = f(trA, trA2, trA3).

Осталось показать, что два симметричных тензора с одинаковыми соб-
ственными числами отличаются только поворотом. По теореме о спектраль-
ном разложении симметричных тензоров второго ранга имеем

A =
∑

Ai di ⊗ di, A∗ =
∑

Ak d
∗
k ⊗ d∗

k,

где тройки векторов di и d∗
k ортонормированы, но могут иметь разные ори-

ентации. Поэтому имеем

d∗
m = Q ··· dm = dm ··· QT ⇒ A∗ = Q ··· A ··· QT ,
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где Q есть ортогональный тензор. Если detQ = 1, то теорема справедлива.
Если detQ = −1, тоQ можно представить в виде произведения тензора пово-
рота и тензора инверсии Q = P ··· (−E). Используя это разложение, получаем

A∗ = P ··· (−E) ··· A ··· (−E)T ··· PT = P ··· A ··· PT ,

т. е. теорема также справедлива. Этот результат, конечно, хорошо известен,
хотя обычно не доказывается, и широко используется в нелинейной теории
упругости.

.4.5.4 Базисные инварианты совокупности вектора
и тензора второго ранга

Рассмотрим систему14, состоящую из вектора a и симметричного тензора
второго ранга A. Основное уравнение теории инвариантов (4.23) в данном
случае имеет вид

∂F

∂a
··· (m × a) +

(
∂F

∂A

)T

··· ··· (m × A − A × m) = 0. (4.43)

По обычным правилам выписываем характеристическую систему для
уравнения (4.43)

da

ds
= m × a,

dA

ds
= m × A − A × m.

Получили систему девятого порядка, которая имеет не более восьми неза-
висимых интегралов, из которых только шесть не зависят от произвольного

14 Задача определения базисных инвариантов совокупности вектора и симметричного
тензора второго ранга возникает, например, при выводе нелинейных определяющих урав-
нений для редуцированной среды Коссера. (В модели редуцированной среды Коссера не
учитываются моментные взаимодействия, но тензор напряжений считается несимметрич-
ным. В уравнении баланса кинетического момента векторный инвариант тензора напря-
жений компенсируется за счет динамических слагаемых. Внутренняя энергия редуциро-
ванной среды Коссера зависит от одного полярного несимметричного тензора, или, что
то же самое, от полярного симметричного тензора и аксиального вектора.) Эта же задача
возникнет и при обобщении на нелинейный случай классической теории пьезоупругости.
(В классической теории пьезоупругости энергия зависит от симметричного тензора дефор-
маций и вектора напряженности электрического поля.) Более общая задача определения
базисных инвариантов совокупности вектора и несимметричного тензора второго ранга
(или, что то же самое, совокупности двух векторов и симметричного тензора второго ран-
га) возникает, в частности, при выводе нелинейных определяющих уравнений для среды
Кельвина — среды, обладающей только вращательными степенями свободы. Подробнее о
среде Кельвина см. главу 7, подраздел 7.3.3. (Примеч. ред.)
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вектора m. Для получения интегралов можно выписать общее решение ха-
рактеристической системы

a(s) = Q(sm) ··· a0, A(s) = Q(sm) ··· A0 ··· QT(sm).

Исключая отсюда ортогональный тензор, получаем следующие интегра-
лы:

Ik = trAk; I4 = a ··· a, I5 = a ··· A ··· a,

I6 = a ··· A2 ··· a, I7 = a ··· A2 ··· (a × A ··· a) ,
(4.44)

где k принимает значения 1, 2, 3. Здесь выписаны семь интегралов, но между
ними имеется одна связь. Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть
тройку векторов a, A ··· a, A2 ··· a и выписать для нее инварианты типа (4.36).
В результате получим следующее уравнение:

I27 =

∣∣∣∣∣∣
I4 I5 I6
I5 I6 a ··· A3 ··· a
I6 a ··· A3 ··· a a ··· A4 ··· a

∣∣∣∣∣∣ (4.45)

В определителе (4.45) инварианты a ···A3 ··· a и a ···A4 ··· a следует выразить
через инварианты I1 – I6 с помощью тождества Кели–Гамильтона.

Обратим внимание на то, что учет инварианта I7 является необходимым и
его нельзя отбросить. Чтобы убедиться в этом, достаточно наряду с системой
a, A рассмотреть систему

S(A) ··· a, A, S(A) ··· A ··· ST(A) = A,

где тензор S(A) принадлежит группе симметрии тензора A. Можно показать,
что эти две системы в общем случае не сводятся одна к другой посредством
поворота. Вместе с тем, различие в инвариантах для этих систем заключе-
но только в инварианте I7. Можно также показать, что если инвариант I7
обращается в нуль, то две обсуждаемые системы переводятся друг в друга
поворотом. Отметим, что в книге [81], с. 37, указываются только инварианты
I1 – I6, задание которых не решает Проблему II. В книге [81], но в главе, напи-
санной Э. Спенсером [82], указываются все семь инвариантов, но они рассмат-
риваются как инварианты относительно собственно ортогональной группы.
При этом наличие связи между инвариантами (4.44) не отмечается. Здесь
уместно заметить, что если a является аксиальным вектором, то все инвари-
анты I1 – I7 являются абсолютными скалярами, т. е. подчиняются обычному
определению инварианта относительно полной ортогональной группы.
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Оставшиеся два интеграла уже зависят от вектора m и имеют вид

I8 = a ··· m, I9 = m ··· A ··· m.

Поскольку нас интересуют только интегралы, не зависящие от произволь-
ного вектора m, то любой ортогональный инвариант системы a, A может
быть выражен через семь указанных инвариантов, на которые наложена од-
на функциональная связь.

Несколько сложнее показать, что фиксация инвариантов (4.44) фиксирует
систему a и A с точностью до жесткого поворота в системе отсчета. Рассмот-
рим две системы a, A и a∗, A∗. Типы векторов a и a∗, а также тензоров A и
A∗ должны совпадать. Если у этих систем инварианты I1 – I4 совпадают, то
имеем соотношения

a = (detQa)
αQa ··· a∗ = a (detQa)

αQa ··· m,

a∗ = am, A = (detQA)βQA ··· A∗ ··· QT
A,

(4.46)

где a есть модуль вектора a; m — произвольный единичный вектор; α = 0,
если a полярен, и α = 1, если a — аксиален; β = 0, если A полярен, и β = 1,
если A — аксиален; собственные числа тензоров A и A∗ совпадают; Qa и
QA суть произвольные ортогональные тензоры. Тензоры Qa и QA должны
быть такими, чтобы инварианты I5 – I7 для двух рассматриваемых систем
совпадали. Сначала рассмотрим инвариант I5

a ··· A ··· a = a2 (detQA)βm ··· Q ··· A∗ ··· QT ··· m, Q ≡ QT
a ··· QA. (4.47)

Аналогичное представление имеем для инварианта I6. Фиксация этих ин-
вариантов ведет к условиям

(detQA)βm ··· Q ··· A∗ ··· QT ··· m = m ··· A∗ ··· m,

(detQA)βm ··· Q ··· A2
∗ ··· QT ··· m = m ··· A2

∗ ··· m.
(4.48)

Необходимо найти общий вид ортогонального тензора Q, удовлетворяю-
щего условиям (4.48). Ведем обозначения

ε = (detQA)β, m ··· Q ≡ n, n ··· n = 1,

h = m ··· A∗ ··· m, H = m ··· A2
∗ ··· m.

(4.49)

В принятых обозначениях условия (4.48) принимают вид

n ··· (εA∗ − hE) ··· n = 0, n ···
(
εA2

∗ −HE
)
··· n = 0. (4.50)
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Дальнейший ход рассуждений зависит от величины ε. Анализ проведем
для случая полярного тензора A∗, т. е. для случая ε = 1. Примем, что соб-
ственные числа тензора A∗ различны, а единичный вектор n представим в
базисе главных осей тензора A∗

n = nk dk, m = mk dk.

Тогда уравнения (4.50) после несложных преобразований принимают вид

(A3 −A2)n
2
3 = (h−A1) + (A1 −A2)(1− n21);

(A23 −A22)n
2
3 = (H−A21) + (A21 −A22)(1− n21).

Решая эту систему, получаем

n1 = ±m1, n2 = ±m2, n3 = ±m3.

Отсюда видим, что вектор n получается из вектора m преобразованиями
симметрии тензора A∗. Иными словами, для тензора Q получаем представ-
ление

Q = S(m) ··· S(A) ⇒ QA = Qa ··· S(m) ··· S(A),

где S(m) есть элемент симметрии вектора m; S(A) — элемент симметрии тен-
зора A∗. Итак, если инварианты I1 – I6 зафиксированы, то для систем a, A и
a∗, A∗ вместо (4.46) имеем

a =
[
det(Qa ··· S(m))

]α
Qa ··· Sm ··· a∗,

A = Qa ··· S(m) ··· A∗ ··· ST(m) ··· QT
a.

(4.51)

Наконец, требование сохранения инварианта I7 ведет к условию[
det(Qa ··· S(m))

]1+α
= 1.

Если вектор a полярен, т. е. α = 0, то тензор Qa ···S(m) обязан быть тензо-
ром поворота. Если вектор a аксиален, то инвариант I7 не дает ничего нового
и достаточно задать только шесть первых инвариантов из списка (4.44). При
этом система a, A задается с точностью до жесткого поворота. В самом деле,
если Qa есть тензор поворота, то достаточно принять S(m) = E. Если опре-
делитель тензора Qa отрицателен, то достаточно принять S(m) = −E. Об-
ратим внимание на то, что тензор инверсии является элементом симметрии
как произвольного симметричного тензора второго ранга, так и элементом
симметрии произвольного аксиального вектора.
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.4.5.5 Базисные инварианты системы
двух симметричных тензоров

Рассмотрим систему двух симметричных тензоров второго ранга A и B.
Этот случай часто встречается в приложениях15. В литературе считается, что
базисная система инвариантов дается следующими десятью инвариантами:

IAk = trAk; IBk = trBk; x = trA ··· B;

y = trA2 ··· B; z = trA ··· B2; u = trA2 ··· B2,
(4.52)

где k принимает значения 1, 2, 3. Заметим, что в литературе оба тензора
считаются полярными или, что то же самое, евклидовыми. Здесь это предпо-
ложение не принимается, и тензоры могут быть как полярными, так и акси-
альными. Фактически для приложений интересен, главным образом, случай,
когда один тензор полярен, а другой — аксиален. Но именно для этого случая
приводимые в литературе результаты, строго говоря, неприменимы. Впрочем,
случай двух симметричных тензоров встречается вообще редко. Наиболее ин-
тересен случай двух тензоров общего вида, один из которых полярен, а другой
аксиален. Далее рассматриваются симметричные тензоры с целью упростить
сравнение с известными результатами.

Согласно рассматриваемой теореме система двух симметричных тензоров
допускает не более девяти независимых инвариантов. Следовательно, указан-
ные в списке (4.52) десять инвариантов не могут быть независимыми. Иными
словами, между инвариантами (4.52) должна существовать одна функцио-
нальная связь, которая не очевидна и в литературе не приводится. Использо-
вание переполненной системы инвариантов возможно, но может приводить к
недоразумениям. Поэтому необходимо либо сократить список (4.52) на один
инвариант, либо указать связь, существующую между ними.

Можно непосредственно доказать, что инварианты (4.52) могут быть вы-
ражены через девять других инвариантов, а именно инварианты x, y, z, u
могут быть выражены через первые шесть инвариантов из списка (4.52) и три
инвариантных параметра, которые будут указаны далее. Точнее говоря, они
могут быть выражены через четыре параметра, между которыми существует

15 Задача определения базисных инвариантов совокупности двух симметричных тен-
зоров второго ранга возникает, например, при описании фазовых или структурных пре-
вращений, когда образование новой фазы сопровождается возникновением собственной
деформации превращения. Также дополнительный тензор, характеризующий внутренние
изменения в структуре материале, возникает, например, при описании химических реак-
ций и биологического роста тканей. (Примеч. ред.)
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очевидная связь. Докажем этот факт. При этом ограничимся случаем, когда
собственные числа у каждого из тензоров A и B различны.

Пусть ak суть собственные векторы тензора A. Пусть bm суть собствен-
ные векторы тензора B. Считаем, что латинские индексы принимают значе-
ния 1, 2, 3, но правило суммирования по повторяющемуся индексу далее не
принимается. При необходимости суммирование будет явно указываться. В
отличие от собственных векторов, собственные диады симметричного тензора
находятся однозначно.

Например, для собственных диад тензора A имеем

ak ⊗ ak = αkΓΓΓk(A); α−1
k = (Ak −Ai)(Ak −Aj);

ΓΓΓk(A) ≡ A2 − (IA1 −Ak)A +A−1
k IA3 E; i �= j �= k �= i,

(4.53)

гдеAk суть собственные числа тензораA. Аналогичные представления имеем
для собственных диад тензора B

bm ⊗ bm = βmΓΓΓm(B); β−1
m = (Bm − Bn)(Bm − Bp);

ΓΓΓm(B) ≡ B2 − (IB1 − Bm)B + B−1
m IB3E; m �= n �= p �= m,

(4.54)

где Bm суть собственные числа тензора B.
По равенствам (4.53) и (4.54) получаем систему девяти равенств

(ak ··· bm)2 = αkβm
[
u+ (Ak − IA1 )(Bm − IB1 )x−

−(IB1 − Bm)y− (IA1 −Ak)z+
(
BmIB1 − 2JB

)
A−1
k IA3 +

+
(
AkI

A
1 − 2JA

)
B−1
m IB3 + 3 (AkBm)−1IA3 IB3

]
;

2JA = (trA)2 − tr(A2), 2JB = (trB)2 − tr(B2).

(4.55)

Четыре инварианта x, y, z и u входят в систему (4.55) линейно, и их
можно рассматривать как неизвестные величины. Тогда получаем систему
девяти уравнений относительно четырех неизвестных. Можно убедиться, что
ранг матрицы этой системы равен четырем. Следовательно, четыре указан-
ных инварианта можно выразить через собственные числа тензоров A, B и
девять чисел ak ··· bm, на которые наложено шесть связей

3∑
m=1

(ak ··· bm)2 = 1,

3∑
k=1

(ak ··· bm)2 = 1.
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Наличие этих связей позволяет выразить девять чисел ak ··· bm через три
параметра. С этой целью введем в рассмотрение тензор поворота [50], выра-
женный через вектор поворота

Q(θθθ) = cosθE +
(1− cosθ)

θ2
θθθ⊗ θθθ+

sin θ

θ
θθθ× E, (4.56)

где θ есть модуль вектора поворота θθθ. Введем в рассмотрение ортонормиро-
ванный базис ik, фиксированный в системе отсчета. Тогда имеем

ak = QA ··· ik; bk = QB ··· ik; bk = Q ··· ak, (4.57)

где Q = QB ··· QT
A. Используя (4.56) и (4.57), получаем

ak ··· bm = cos θ δkm +
1− cosθ

θ2
θkθm +

sin θ

θ

3∑
s=1

emksθs, (4.58)

где emks есть символ перестановки. Используя (4.58), получаем

θ2ak ··· bk = θ2k + cosθ (θ2 − θ2k); (4.59)

(ak ··· bm)2 − (am ··· bk)2 =
4 sin θ(1− cos θ)

θ3
θ1θ2θ3. (4.60)

При выводе (4.60) использовался тот факт, что числа k, m, s являются
четной перестановкой чисел 1, 2, 3, т. е. выполняются равенства ekms = 1,
θkθmθs = θ1θ2θ3.

Покажем, что инварианты x, y, z, u действительно выражаются через
компоненты вектора поворота и собственные числа тензоров A и B. При
доказательстве этого факта в правой части системы (4.55) можно отбросить
слагаемые, зависящие только от собственных чисел16, и переписать систему
(4.55) в виде трех независимых систем

u1 − (B2 + B3)y1 = a11, u1 − (B1 + B3)y1 = a12,

u1 − (B1 + B2)y1 = a13;
(4.61)

u2 − (B2 + B3)y2 = a21, u2 − (B1 + B3)y2 = a22,

u2 − (B1 + B2)y2 = a23;
(4.62)

16 Допустим функция y является решением уравнения g(y) = F(a, b) + f(a), где a и
b — параметры. Нужно доказать, что y зависит только от параметра a. Если доказано,
что решение уравнения g(y) = F(a, b) является функцией вида y = y(a), то и решение
исходного уравнения также будет функцией вида y = y(a). (Примеч. ред.)
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u3 − (B2 + B3)y3 = a31, u3 − (B1 + B3)y3 = a32,

u3 − (B1 + B2)y3 = a33.
(4.63)

В системе (4.61)–(4.63) введены новые переменные

um = u− (An +Ap)z; ym = y− (An +Ap)x, (4.64)

причем m �= n �= p �= m. Кроме того, приняты обозначения

aik = ai ··· bk/(αiβk).

Решения систем (4.61)–(4.63) даются формулами

um = amm +
Bn + Bp

Bn − Bp
(amn − amp); ym =

amn − amp

Bn − Bp
, (4.65)

где числаm, n, p образуют четную перестановку чисел 1, 2, 3. Решая систему
(4.64), выражаем искомые инварианты через переменные ym и um

x =
y1 − y2

A1 −A2
; y = y3 +

A1 +A2

A1 −A2
(y1 − y2);

z =
u1 − u2

A1 −A2
; u = u3 +

A1 +A2

A1 −A2
(u1 − u2).

Используя равенства (4.65), окончательно получаем

x = (A1 −A3)
[
(B2 − B1)(a1 ··· b2)2 + (B3 − B1)(a1 ··· b3)2

]
.

Аналогичные формулы получаются и для остальных инвариантов. Следу-
ет заметить, что фактически инварианты x, y, z, u однозначно выражаются
через четыре числа θ21, θ

2
2, θ

2
3, θ1θ2θ3, между которыми существует очевидная

связь θ21θ
2
2θ
2
3 = (θ1θ2θ3)

2.
Указанная процедура, хотя и доказывает теорему, но является слишком

громоздкой и малонаглядной. Поэтому приведем другую схему рассуждений.
Для построения базисной системы инвариантов будем следовать опи-

санной процедуре, опирающейся на основное уравнение теории инвариантов
(4.23), которое в данном случае можно переписать в виде(

∂F

∂A

)T

··· ··· (m × A − A × m) +

(
∂F

∂B

)T

··· ··· (m × B − B × m) = 0. (4.66)

Уравнение (4.66) должно выполняться для любого вектора m. Характе-
ристическая система для уравнения (4.66) имеет вид

dA

ds
= m × A − A × m;

dB

ds
= m × B − B × m. (4.67)
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Получили систему двенадцатого порядка, имеющую не более одиннадца-
ти независимых интегралов, среди которых нас интересуют интегралы, не
зависящие от произвольно выбираемого вектора m. Очевидно, что должно
быть ровно девять таких интегралов: две тройки собственных чисел тензо-
ров A и B и три угла, фиксирующих положение тройки главных осей одного
тензора относительно главных осей другого тензора. К сожалению, работать
с упомянутыми углами непосредственно довольно затруднительно. Хотелось
бы найти алгебраические инварианты, которые определяют эти углы. Будем
рассуждать следующим образом. Если тензорыA иB соосны, т. е. их главные
оси совпадают, то достаточно задать только две тройки главных инвариантов
этих тензоров. Нетрудно доказать, что скалярное произведение двух симмет-
ричных тензоров второго ранга перестановочно только в том случае, когда
эти тензоры соосны; наоборот, если скалярное произведение двух тензоров
перестановочно, то эти тензоры соосны.

Введем в рассмотрение антисимметричный тензор

A ··· B − B ··· A = −r × E ⇒ r = (A ··· B)×, (4.68)

который иногда называют коммутатором тензоров A и B. Вектор r характе-
ризует несоосность тензоровA иB и будет называться вектором несоосности.
Из (4.68) вытекает тождество

A ··· B ··· r = B ··· A ··· r, (4.69)

которое будет широко использоваться в дальнейшем без ссылки на него. Лег-
ко убедиться, что из уравнений (4.67) и (4.68) выводится уравнение для век-
тора несоосности

dr

ds
= m × r. (4.70)

Общее решение уравнений (4.67) и (4.70) имеет вид

r(s) = Q(sm) ··· r0, A(s) = Q(sm) ··· A0 ··· QT(sm),

B(s) = Q(sm) ··· B0 ··· QT(sm).
(4.71)

В принципе, нетрудно выписать девять независимых интегралов системы
(4.67) и (4.70). Например, таковыми являются первые девять инвариантов
из списка (4.52). Добавление к ним еще одного интеграла заведомо приводит
к системе интегралов, между которыми существует функциональная связь.
Однако характер этой связи не всегда позволяет однозначно выразить до-
бавленный интеграл через уже введенные. Собственно, именно требование
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однозначного выражения всех инвариантов через базисную систему инвари-
антов и вносит главную трудность в решение проблемы инвариантов. С при-
мером такого рода мы уже встречались, когда рассматривали систему трех
векторов. Эту проблему в общем случае довольно трудно формализовать.
Фактически она решена только при рассмотрении полиномиальных инвари-
антов. Однако использование исключительно полиномиальных инвариантов
не имеет под собой никаких физических оснований. Существенным недостат-
ком использования полиномиальных инвариантов является то, что часто при-
ходится использовать переполненную систему инвариантов. Кроме того, ин-
варианты, эквивалентные с чисто алгебраической точки зрения, отнюдь не
эквивалентны с физической точки зрения. Например, система инвариантов,
указанная в списке (4.52), заведомо не слишком удачна. Действительно, эти
инварианты нельзя задавать независимо друг от друга. Пусть, например,
trA2 = 0. Это возможно только в том случае, когда A = 0. Поэтому предпо-
чтительнее пользоваться так называемыми главными инвариантами симмет-
ричного тензора второго ранга. Именно их мы и возьмем в качестве первых
шести инвариантов системы двух симметричных тензоров второго ранга

IA1 = trA, IA2 =
1

2

[
(trA)2 − trA2)

]
, IA3 = detA,

IB1 = trB, IB2 =
1

2

[
(trB)2 − trB2)

]
, IB3 = detB.

(4.72)

Система инвариантов (4.72) однозначно определяет собственные числа
Ak и Bk тензоров A и B, соответственно. Как известно, главные инварианты
можно задавать произвольно и независимо друг от друга. Пусть даны две
системы тензоров (A, B) и (A∗, B∗). Если инварианты (4.72) у этих двух си-
стем совпадают, то и сами тензоры совпадают с точностью до ортогонального
преобразования

A = QA ··· A∗ ··· QT
A, B = QB ··· B∗ ··· QT

B.

Обратимся к рассмотрению вектора несоосности (4.68). Нетрудно устано-
вить формулу для модуля вектора несоосности

r2 = tr(A2 ··· B2) − tr
[
(A ··· B)2

]
. (4.73)

Покажем, что если рассматривается система двух соосных тензоров, то
она фиксируется с точностью до жесткого поворота заданием инвариантов
(4.72) и условия r = 0. Действительно, в этом случае имеем

QA ··· A∗ ··· QT
A ··· QB ··· B∗ ··· QT

B − QB ··· B∗ ··· QT
B ··· QA ··· A∗ ··· QT

A = 0.
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Отсюда немедленно вытекают два равенства

A∗ ··· Q ··· B∗ ··· QT − Q ··· B∗ ··· QT ··· A∗ = 0,

QT ··· A∗ ··· Q ··· B∗ − B∗ ··· QT ··· A∗ ··· Q = 0,

Q = QT
A ··· QB.

(4.74)

Согласно первому уравнению тензорQ принадлежит к группе симметрии
тензора B∗, а согласно второму равенству этот же тензор принадлежит и к
группе симметрии тензора A∗. Поэтому имеем равенства17

QA = QB ··· S, QB = QA ··· S,

где ортогональный тензор S принадлежит к группам симметрии обоих тен-
зоров A∗ и B∗. В обоих случаях имеем

A = QA ··· A∗ ··· QT
A, B = QA ··· B∗ ··· QT

A,

что и требовалось показать. Таким образом, инвариант (4.73) имеет четкий
физический смысл, и его нужно добавить к списку инвариантов (4.72). Из со-
ображений здравого смысла все инварианты, которые необходимо добавить к
списку (4.72), должны обращаться в нуль при обращении вектора несоосности
(4.68) в нулевой вектор. Последнее имеет место при обращении инварианта
(4.73) в нуль.

Осталось найти еще два инварианта, которые фиксируют положение век-
тора несоосности относительно тензоровA иB. Для этого достаточно указать
еще один независимый вектор, характеризующий несоосность тензоров A и
B. В качестве кандидатов на эту роль можно рассмотреть четыре вектора.
Два из них определяются формулами(

A2 ··· B
)
× = (trA) r − A ··· r,

(
A ··· B2

)
× = (trB) r − B ··· r.

Можно убедиться, что инварианты, образованные с помощью этих двух
векторов, не решают проблемы. Больший интерес представляет вектор

ρρρ =
[
(A ··· B)2

]
×

= tr (A ··· B) r − A ··· B ··· r. (4.75)

17 Тензоры A∗ иB∗ соосны. Согласно первому уравнению (4.74) тензоры A∗ иQ···B∗···QT

соосны. Тогда тензоры B∗ и Q···B∗ ···QT соосны, и, следовательно, тензор Q принадлежит к
группе симметрии тензора B∗. Согласно второму уравнению (4.74) тензоры B∗ и QT ···A∗···Q
соосны. Тогда тензоры A∗ и QT ···A∗ ···Q соосны, и, следовательно, тензор Q принадлежит
к группе симметрии тензора A∗. (Примеч. ред.)
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Наконец, можно рассмотреть вектор[
A2 ··· B2

]
× = (trA trB) r − [A ··· B + A trB + B trA ] ··· r.

Видим, что этот вектор является линейной комбинацией трех предыду-
щих и может не рассматриваться. Если оба тензора A и B не вырождены, то
можно выбрать любой из трех векторов

(
A2 ··· B

)
×,

(
A ··· B2

)
× и ρρρ. Но если хо-

тя бы один из тензоров A и B вырожден, то ситуация меняется. Более того,
эти векторы не равнозначны, если тензоры A и B имеют одинаковый соб-
ственный вектор m. В этом случае из (4.68) следует, что вектор несоосности
сонаправлен с вектором m, т. е. r = rm. Поэтому имеем(

A2 ··· B
)
× = (trA −Am) rm,

(
A ··· B2

)
× = (trB − Bm) rm.

Эти векторы не дают нам новой информации и не добавляют ничего к ин-
вариантам (4.72) и (4.73). Вектор (4.75) в рассматриваемом случае принимает
вид

ρρρ =
[
(A ··· B)2

]
×

= [tr (A ··· B) −AmBm] rm,

т. е. этот вектор уже содержит новую информацию. В частности, он фикси-
рует новый инвариант tr(A ··· B). Поэтому в качестве двух оставшихся инва-
риантов можно выбрать следующие два:

r ··· ρρρ = tr (A ··· B) r2 − r ··· A ··· B ··· r;

ρρρ ··· ρρρ = [tr (A ··· B)]2 r2 − 2tr (A ··· B) r ··· A ··· B ··· r + r ··· A ··· B2 ··· A ··· r.
(4.76)

Обратим внимание на существование тождества, вытекающего из (4.69),

r ··· A ··· B2 ··· A ··· r = r ··· B ··· A2 ··· B ··· r. (4.77)

На первый взгляд кажется, что вместо инвариантов (4.76) можно взять
инварианты

r ··· A ··· B ··· r; r ··· A ··· B2 ··· A ··· r. (4.78)

Нетрудно убедиться, что инварианты (4.78) не решают проблемы. Дей-
ствительно, пусть один из тензоров A и B является диадой. Например, пусть
B = Bm ⊗ m. Тогда имеем

r = Bm × A ··· m ⇒ B ··· r = 0.
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Отсюда получаем, что

r ··· A ··· B ··· r = 0; r ··· A ··· B2 ··· A ··· r = r ··· B ··· A2 ··· B ··· r = 0.

В этом случае инварианты (4.78) нам ничего не дают и остаются только
инварианты (4.72) и (4.73), которых недостаточно, чтобы зафиксировать си-
стему тензоров A и B с точностью до жесткого поворота. Убедиться в этом
можно, если рассмотреть случай двух диад. Инварианты (4.76) сводятся в
рассматриваемом случае к заданию двух инвариантов

r2 и tr (A ··· B).

Нетрудно убедиться, что задание этих инвариантов в совокупности с инва-
риантами (4.72) полностью решает проблему, когда один из тензоров системы
является диадой. Кажется очевидным, что девять инвариантов (4.72), (4.73)
и (4.76) решают проблему во всех случаях, хотя полное доказательство этого
факта требует довольно утомительных вычислений. Отметим только следую-
щее обстоятельство. Если вектор несоосности найден, то он тождественно удо-
влетворяет тождеству (4.77). Однако если заданы только инварианты (4.73)
и (4.76), то тождество (4.77) нужно выдвигать в качестве дополнительного
условия. Это обстоятельство станет ясным, если заметить, что в инварианты
(4.76), помимо вектора r, входит инвариант tr (A ··· B), который отдельно не
задается. Подчеркнем, однако, что использование тождества (4.77) отнюдь не
эквивалентно заданию дополнительного инварианта, поскольку это условие
действует внутри каждой из систем тензоров A, B и A∗, B∗ в отдельности.

Теперь необходимо показать, что задание девяти инвариантов (4.72),
(4.73) и (4.76) фиксирует систему тензоров A и B с точностью до жестко-
го поворота. Доказательство этого факта приведем только для случая, когда
одна система тензоров может быть получена из другой путем непрерывно-
го перехода. Иными словами, проблема идентификации систем тензоров не
рассматривается.

Пусть даны две системы тензоров A, B и A∗, B∗. По ним вычисляются
векторы r, ρρρ и r∗, ρρρ∗. Задание инвариантов (4.73) и (4.76) определяет векторы
r, ρρρ с точностью до жесткого поворота

r∗ = P ··· r; ρρρ∗ = P ··· ρρρ∗; detP = 1.

Задание инвариантов (4.72) определяет тензоры A, B с точностью до ор-
тогонального преобразования

A∗ = QA ··· A ··· QT
A; B∗ = QB ··· B ··· QT

B.
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Сделаем замену переменных

QA = P ··· Q1; QB = P ··· Q2.

По определению вектора несоосности (4.68) имеем

A∗ ··· B∗ − B∗ ··· A∗ = −r∗ × E.

Подставляя сюда приведенные ранее представления, после простых пре-
образований получаем уравнение

Q1 ··· A ··· QT
1 ··· Q2 ··· B ··· QT

2 − Q2 ··· B ··· QT
2 ··· Q1 ··· A ··· QT

1 = −r × E.

Обратим внимание, что это уравнение не содержит тензор поворота P и
утверждает симметрию некоего тензора D

D = DT ; D ≡ Q1 ··· A ··· QT
1 ··· Q2 ··· B ··· QT

2 − A ··· B.

Это уравнение эквивалентно одному векторному уравнению

D× =
(
Q1 ··· A ··· QT

1 ··· Q2 ··· B ··· QT
2

)
× − r = 0. (4.79)

Используя определение (4.75), получаем уравнение18

D ··· r = (trD) r, trD = tr (A∗ ··· B∗) − tr (A ··· B). (4.80)

Уравнения (4.79) и (4.80) служат для определения тензоров Q1 и Q2.
Рассмотрим непрерывное преобразование от системы A, B к системе A∗, B∗,
определяемое тензорами P(s), Q1(s) и Q2(s), причем значение параметра
s = 0 отвечает системе A, B, а значение параметра s = 1 соответствует
системе A∗, B∗. Нетрудно убедиться, что тензоры

Q1 = Sr ··· SAB ··· SA; Q2 = Sr ··· SAB ··· SB, (4.81)

где ортогональные тензоры SA, SB, SAB и Sr суть произвольные элементы
симметрии тензоров A, B, A ··· B и вектора r, соответственно, являются ре-
шением уравнений (4.79) и (4.80). Действительно, при преобразовании (4.81)
для тензора D имеем представление

D = Sr ··· A ··· B ··· STr − A ··· B ⇒ trD = 0.

18 Доказательство формул (4.80). Согласно (4.75), (D ··· D)× = (trD) r − D ··· r. Извест-
но, что D = DT, следовательно, D ··· D = (D ··· D)

T. Тогда (D ··· D)× = 0. Следовательно,
(trD) r = D ··· r. Выражение для trD следует непосредственно из определения тензора D.
(Примеч. ред.)
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Вычисляя векторный инвариант тензора D, получаем

D× =
(
Sr ··· A ··· B ··· STr

)
× − r = (detSr)Sr ··· r − r = 0.

Иными словами, уравнение (4.79) выполнено. Осталось выяснить, при ка-
ких условиях выполнено уравнение (4.80). Имеем цепочку равенств

D ··· r = Sr ··· A ··· B ··· STr ··· r − A ··· B ··· r =
[
(detSr)Sr − E

]
··· A ··· B ··· r.

Согласно этому равенству уравнение (4.80) выполняется только в том
случае, когда либо Sr = E, либо вектор r является собственным вектором
тензора A ··· B

A ··· B ··· r = B ··· A ··· r = λr.

Последняя альтернатива весьма редка, но она встречается. Например, ес-
ли тензорыA и B являются диадами. В типичном случае реализуется первая
альтернатива Sr = E.

Можно доказать, что представления (4.81) являются наиболее общим ре-
шением уравнений (4.79) и (4.80). К сожалению, доказательство требует до-
вольно утомительного анализа частных случаев и потому здесь не приво-
дится. Приведем только идею доказательства. Рассматриваем тензоры P(s),
Q1(s) и Q2(s) как непрерывные функции параметра s, дифференцируем
уравнения (4.79) и (4.80) по этому параметру и исключаем производные от
тензоров поворота с помощью уравнений Пуассона

dQ1

ds
=ωωω1 × Q1,

dQ2

ds
=ωωω2 × Q2.

Не уменьшая общности, можно считать, что “угловые” скорости ωωω1 и ωωω2

постоянны. Поэтому получившиеся уравнения можно записать при s = 0 и
использовать начальные условия для тензоров поворотов. В результате вме-
сто уравнений (4.79) и (4.80) получим следующие линейные уравнения для
скоростей:

[(ωωω1 × A − A ×ωωω1) ··· B + A ··· (ωωω2 × B − B ×ωωω2)]× = 0. (4.82)

2 [r ··· (ωωω1 −ωωω2)] r = [(ωωω1 × A − A ×ωωω1) ··· B+

+A ··· (ωωω2 × B − B ×ωωω2)] ··· r.
(4.83)

Получили систему двух линейных однородных уравнений относительно
“угловых” скоростей ωωω1 и ωωω2. Она всегда имеет тривиальные решения, но
возможны и нетривиальные решения, связанные с симметриями тензоров A
иB. Анализ сводится к нахождению общего решения уравнений (4.82) и (4.83)
и последующему нахождению тензоров поворота по найденным угловым ско-
ростям.
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.4.5.6 Базисные инварианты системы трех тензоров

В качестве последнего примера рассмотрим систему трех симметричных
тензоров второго ранга A, B и C. С прикладной точки зрения этот слу-
чай не очень интересен, но он наиболее активно обсуждался в литерату-
ре [80,82,84–87,90,91]. Окончательное решение проблемы определения функ-
ционального базиса для инвариантов системы трех тензоров, видимо, так и
не было получено в литературе. В работах [86,87] приводится система базис-
ных инвариантов, состоящая из 21 инварианта. Однако в работе [91] приведен
пример, показывающий неполноту этой системы базисных инвариантов. По-
этому в работах [84,85] приводится значительно большее число инвариантов,
которые предлагаются в качестве базиса. Далее излагается другое решение
проблемы базисных инвариантов.

Основное уравнение теории инвариантов (4.23) в данном случае имеет вид(
∂F

∂A

)T

··· ··· (A × d − d × A) +

(
∂F

∂B

)T

··· ··· (B × d − d × B) +

+

(
∂F

∂C

)T

··· ··· (C × d − d × C) = 0,

(4.84)

где d есть произвольный вектор.
Характеристическая система для (4.84) описывается уравнениями

dA

ds
= A × d − d × A;

dB

ds
= B × d − d × B;

dC

ds
= C × d − d × C.

(4.85)

Система (4.85) имеет восемнадцатый порядок и ровно семнадцать незави-
симых интегралов. С физической точки зрения ясно, что только пятнадцать
из этих интегралов не зависят от произвольного вектора d. Формально стро-
гое доказательство этого утверждения требует трудоемких вычислений. Тем
не менее трудно усомниться в его правильности, поскольку оно очевидно. По-
этому ограничимся только тем, что выпишем систему инвариантов, которая,
по нашему мнению, наиболее удобна. С этой целью введем в рассмотрение
векторы

r1 = (A ··· B)×, r2 = (A ··· C)×, r3 = (C ··· B)×; (4.86)

ρρρ1 =
[
(A ··· B)2

]
× , ρρρ2 =

[
(A ··· C)2

]
× , ρρρ3 =

[
(C ··· B)2

]
× . (4.87)
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Выпишем теперь систему из девятнадцати инвариантов, которая заведо-
мо является переполненной

IA1 = trA, IA2 =
1

2

[
(trA)2 − trA2)

]
, IA3 = detA,

IB1 = trB, IB2 =
1

2

[
(trB)2 − trB2)

]
, IB3 = detB,

IC1 = trC, IC2 =
1

2

[
(trC)2 − trC2)

]
, IC3 = detC,

IAB1 = r1 ··· r1, IAB2 = r1 ··· ρρρ1, IAB3 = ρρρ1 ··· ρρρ1,

IAC1 = r2 ··· r2, IAC2 = r2 ··· ρρρ2, IAC3 = ρρρ2 ··· ρρρ2,

IBC1 = r3 ··· r3, IBC2 = r3 ··· ρρρ3, IBC3 = ρρρ3 ··· ρρρ3.

(4.88)

Здесь выписаны восемнадцать инвариантов. При этом нельзя забывать о
существовании тождеств

r1 ··· A ··· B2 ··· A ··· r1 = r1 ··· B ··· A2 ··· B ··· r1;

r2 ··· A ··· C2 ··· A ··· r2 = r2 ··· C ··· A2 ··· C ··· r2;

r3 ··· B ··· C2 ··· B ··· r3 = r3 ··· C ··· B2 ··· C ··· r3.

К инвариантам (4.88) следует добавить еще один

IABC = [(A ··· B ··· C)×] ··· [(A ··· B ··· C)×] . (4.89)

Этот инвариант играет роль, аналогичную роли смешанного произведе-
ния трех векторов. Другие инварианты типа (4.89) можно не учитывать, ибо
они выражаются через уже известные. Например,

(B ··· A ··· C)× = (A ··· B ··· C)× − (trC) r1 + C ··· r1.

Система инвариантов (4.88), (4.89) включает девятнадцать инвариантов,
хотя требуется только пятнадцать. Если, например, тензор A имеет различ-
ные собственные числа, то последние три инварианта в системе (4.88) мож-
но отбросить. Тогда останется шестнадцать инвариантов, задание которых
необходимо для фиксации системы трех тензоров с точностью до жесткого
поворота в системе отсчета. При этом инвариант (4.89) не существенен, если
рассматриваются непрерывные “деформации” указанной системы тензоров.
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Если все собственные числа тензоров A, B, C различны, то вместо по-
следних десяти инвариантов в системе (4.88), (4.89) можно использовать сле-
дующие шесть:

I10 = r1 ··· r1; I11 = r2 ··· r2; I12 = r3 ··· r3;

I13 = r1 ··· r2; I14 = r1 ··· r3; I15 = r2 ··· r3; I16 = r1 ··· (r2 × r3) .
(4.90)

Между последними семью инвариантами имеется одна связь. Очевидный
изъян системы инвариантов (4.90) в том, что она становится недостаточной,
если, например, один из трех тензоров рассматриваемой системы является
шаровым. Возможны и другие вырожденные случаи.

Приведем для сравнения систему инвариантов, предложенную в работах
[86,87],

trA, trA2, trA3, trB, trB2, trB3,

trC, trC2, trC3, tr (A ··· B), tr (A ··· C), tr (C ··· B),

tr (A2 ··· B), tr (A ··· B2), tr (C ··· B2), tr (A ··· C2), tr (C2 ··· B),

tr (A2 ··· C), tr (A2 ··· B2), tr (A2 ··· C2), tr (C2 ··· B2).

(4.91)

Неполнота системы инвариантов (4.91) вполне очевидна и быстро была
обнаружена [89, 91]. Однако природа неполноты этой системы инвариантов
так и не была описана в известных работах. Не было установлено, какие имен-
но элементы в системе трех тензоров не фиксируются инвариантами (4.91).
Поэтому остается неясным, сколько именно инвариантов необходимо доба-
вить к системе (4.91).

Как отмечается в работе [81], к системе инвариантов (4.91) следует доба-
вить всего один инвариант

tr (A ··· B ··· C), (4.92)

чтобы система инвариантов была полна, хотя строгое доказательство этого
утверждения так и не было приведено.

В работах [84,85] предлагается использовать еще несколько инвариантов
в дополнение к (4.91), (4.92). С другой стороны, система инвариантов (4.91),
(4.92) заведомо содержит лишние инварианты.

По-видимому, приемлемое решение этой проблемы невозможно в отрыве
от контекста рассматриваемой задачи механики. Использование переполнен-
ной системы инвариантов приводит к появлению в теории лишних матери-
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альных постоянных, которые принципиально невозможно найти эксперимен-
тально19.

В работе [91] Р. С. Ривлин привел следующий пример двух систем трех
тензоров:

A1 = i ⊗ i + 2j ⊗ j + 3k ⊗ k,

B1 = E − k ⊗ k + i ⊗ k + k ⊗ i − j ⊗ k − k ⊗ j,

C1 = 2(E − k ⊗ k) + i ⊗ j + j ⊗ i + i ⊗ k + k ⊗ i + j ⊗ k + k ⊗ j;

(4.93)

A2 = A1, C2 = C1,

B2 = (E − 2k ⊗ k) ··· B1 ··· (E − 2k ⊗ k).
(4.94)

Следует обратить внимание на то, что тензор B2 получен из тензора B1

с помощью элемента симметрии тензора A1. Р. С. Ривлин отмечает, что для
обеих систем тензоров (4.93) и (4.94) инварианты (4.91) совпадают, но при
этом существуют инварианты, которые не совпадают. Например,

tr (A1 ··· B1 ··· C1) = 5; tr (A2 ··· B2 ··· C2) = 7.

Это означает, что системы тензоров (4.93) и (4.94) не переводятся одна
в другую поворотом. Покажем, что инварианты (4.88) и (4.89) для систем
(4.93) и (4.94) различаются, т. е. система (4.93) не переводится в систему (4.94)
посредством операции поворота. С этой целью вычислим векторы (4.86). Для
системы тензоров (4.93) имеем

r1 = i + 2j; r2 = −i + 2j − k; r3 = −2i − 2k;

ρρρ1 = −i − 2j; ρρρ2 = −i + 2j − k; ρρρ3 = 2j + 2k;

(A1 ··· B1 ··· C1)× = 5i + 2j + 2k.

19 Подход П. А. Жилина к определению независимых скалярных инвариантов, фикси-
рующих данную систему тензоров, имеет несколько отличительных особенностей. Первая
особенность заключается в том, что на начальном этапе определяется число независимых
скалярных инвариантов и только после этого начинается их подбор. Вторая особенность
состоит в использовании векторных инвариантов, характеризующих несоосность тензо-
ров данной системы. Благодаря этому методу задача определения независимых скаляр-
ных инвариантов системы тензоров отчасти сводится к более простой и наглядной задаче
определения независимых скалярных инвариантов системы векторов. Третья особенность
подхода П. А. Жилина состоит в использовании разработанной им общей теории симмет-
рии тензорных величин, применимой как для полярных, так и для аксиальных объектов.
Это важно даже в случае системы полярных тензоров, поскольку векторы несоосности
полярных тензоров являются аксиальными объектами. (Примеч. ред.)
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Для системы тензоров (4.94) имеем

r1 = 2i + 2j + 3k; r2 = −5i + 8j − 9k; r3 = 2j − 6k;

ρρρ1 = −2i − 2j + 3k; ρρρ2 = −5i + 8j − 9k; ρρρ3 = −2i + 6k;

(A2 ··· B2 ··· C2)× = −i − 4j − 4k.

Видим, что векторы несоосности для рассматриваемых систем тензоров
существенно различаются. Существенно различаются и инварианты (4.90).
В то же время системы инвариантов (4.88), (4.89) различаются только в по-
следнем инварианте.

Заключение

Классическая теория симметрии тензоров и теория тензорных инвариан-
тов применима только для так называемых евклидовых (полярных) тензоров.
Между тем, этот случай в приложениях встречается относительно редко, если
не считать случая одного симметричного тензора. Значительно чаще встре-
чаются случаи, когда, например, один вектор системы является полярным, а
другой аксиальным, как это имеет место в электродинамике. В теории обоб-
щенного континуума Коссера рассматривается ситуация, когда одна мера де-
формации является полярным тензором, а вторая — аксиальным тензором.
Чтобы включить эти случаи в рассмотрение, необходимо модифицировать
существующую теорию симметрии, что и сделано в данной главе. Подход,
использованный здесь, является в известной мере новым, хотя отдельные ас-
пекты теории ранее рассматривались в теории непрерывных групп. В основе
построений лежит новое определение инварианта тензора, которое для ев-
клидовых тензоров переходит в классическое. Далее выводится уравнение в
частных производных первого порядка, интегралы которого дают все инва-
рианты рассматриваемой системы тензоров. Сформулирована теорема о ми-
нимальном числе функционально независимых инвариантов, составляющих
функциональный базис на множестве инвариантов. Приведены примеры кон-
кретных систем тензоров.



Гл а в а 5

Микрополярная теория бинарной среды
с приложением к течению волокнистой
суспензии1

Введение

При изготовлении формованием термопластиков, усиленных короткими
волокнами, в стадии заливки наблюдается течение с фазовыми переходами.
Механические свойства конечного продукта существенно зависят от обуслов-
ленных течением распределения и ориентации частиц. Поэтому создание мо-
дели течения, которая дала бы возможность предсказать формирование во-
локнистой микроструктуры, имеет большое значение, в частности, для ана-
лиза и конструирования несущих нагрузку элементов.

Данная глава посвящена анализу существующих моделей, описывающих
поведение волокнистых суспензий, а также построение модели, в которой про-
цесс заливки трактуется как течение бинарной среды, состоящей из частиц
жидкости (жидкая компонента) и взвешенных частиц-фибр (твердо-жидкая
компонента), при наличии фазовых переходов. Чтобы принять во внимание
явление прилипания частиц жидкости к фибрам, плотность частиц и плот-
ность массы рассматриваются как независимые функции. Жидкая компо-
нента считается неполярной вязкой жидкостью с несимметричным тензором
напряжений. Состояние твердо-жидкой компоненты описывается антисим-
метричным тензором напряжений и антисимметричным тензором моментных

1 Материал этой главы основан на двух статьях [94, 95]: H. Altenbach, K. Naumenko,
P. A. Zhilin “A Micro-polar theory for binary media with application to flow of fiber suspensions”
(Proceedings of XXX Summer School – Conference “Advanced Problems in Mechanics”. —
St. Petersburg, Russia, 2003. — P. 39–62), H. Altenbach, K. Naumenko, P. A. Zhilin “A micro-
polar theory for binary media with application to phase-transitional flow of fiber suspensions”
(Continuum Mechanics and Thermodynamics. — 2003. Vol. 15, N 6. — P. 539–570). Обе статьи
написаны на английском языке. Перевод с английского Е. А. Ивановой. (Примеч. ред.)
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напряжений. Учитываются силы вязкого трения между компонентами. Что-
бы учесть явление прилипания, уравнения движения формулируются для
открытой физической системы. Химический потенциал вводится исходя из
приведенного уравнения баланса энергии. Второй закон термодинамики фор-
мулируется посредством двух неравенств в предположении, что компоненты
могут иметь различные температуры2. Чтобы принять во внимание фазовые
переходы типа жидкость–твердое тело, происходящие в процессе течения,
предлагается модель сжимаемой жидкости и определяющее уравнение для
давления. В заключение формулируется система основных уравнений, чис-
ленное решение которых должно смоделировать процесс заливки. Обсужда-
ются частные случаи предложенной системы, которые получаются посред-
ством принятия ограничивающих предположений.

.5.1 Современное состояние вопроса

.5.1.1 Экспериментальные факты

В последние годы во многих отраслях промышленности, таких как ав-
томобилестроение, производство насосов и так далее, существенно увеличи-
лось использование термопластиков, усиленных короткими фибрами (длина
фибры около 0,1–1 мм, диаметр фибры около 0,01 мм, объем фракции фибр
15–40%) [96–99]. Различные несущие нагрузку элементы (обычно тонкостен-
ные конструкции) изготавливаются из этих материалов методом литьевого
формования.

Производственный процесс вызывает особый интерес благодаря высокой
автоматизации, относительно короткому времени цикла и низкой стоимости
продукции. Кроме того, главное преимущество этого процесса перед другими
методами производства композитов заключается в возможности серийного
производства предметов с заданной геометрией любой сложности.

Следует отметить, что механические свойства материалов, усиленных ча-
стицами, значительно уступают механическим свойствам материалов, уси-
ленных континуальными фибрами. Кроме того, жесткость и прочность уси-
ленных короткими фибрами композитов и тонкостенных конструкций, из-

2 Взгляды П. А. Жилина на второй закон термодинамики существенно менялись, и
все нюансы его отношения ко второму закону термодинамики нашли отражение в данной
книге. Помимо данной главы, о втором законе термодинамики см. также в первой главе
(разд. 1.8), во второй главе (подразд. 2.5.3) и третьей главе (разд. 3.4), где отражены
взгляды последних лет (2000–2005 гг.), в шестой главе (подразд. 6.5.6), время написания
которой в точности не известно. (Примеч. ред.)
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Полость формы
Загрузочная воронка

Барабан Шнек

Изложница

а) б)

в) г)

Рис. 5.1. Основные стадии производственного цикла литьевого формования:
а — стадия заливки; б — стадия консервирования; в — стадия охлаждения; г —
извлечение (подробности см. [97,103])

готовленных из этих материалов, в значительной степени зависят от ори-
ентации и распределения частиц. Как показывают многочисленные экспе-
риментальные наблюдения, микроструктура ориентации фибр, полученная
в результате литьевого формования, существенно меняется по пространству
внутри детали (см., например, [99–101]). Ориентация фибр и распределение
их плотности зависят от многих факторов, включая тип материала, усло-
вия производственного процесса и геометрию полости литейной формы (см.,
например, [102]). Поэтому ключевой шаг в предварительном моделировании
несущих нагрузку элементов конструкции заключается в том, чтобы пред-
сказать ориентацию фибр, которая должна получиться в образце при данных
производственных условиях.

Рисунок 5.1 схематично иллюстрирует основные элементы машины ли-
тьевого формования и основные стадии производственного цикла. Во время
стадии заливки (рис. 5.1, а) вращающийся шнек движется вперед и толкает
расплав в полость литейной формы. После полной заливки формы прикла-
дывается давление и держится посредством шнека на протяжении некоторого
периода времени для того, чтобы скомпенсировать усадочную деформацию
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полимера (стадия консервирования; рис. 5.1, б). Во время стадии охлаждения
(рис. 5.1, в) литейная форма охлаждается и материал затвердевает. В это же
время шнек движется назад, а новая порция материала в гранулированной
форме помещается в барабан из загрузочной воронки. Внутри нагретого бара-
бана материал плавится и вращающийся шнек превращает его в однородную
массу. После охлаждения формы изложница открывается и деталь извлека-
ется (рис. 5.1, г). Следующий шаг заключается в закрытии изложницы и на-
чале следующего цикла. Детальное описание машины литьевого формования,
включая ее различные модификации, можно найти в монографиях [97,103].

Микроструктура ориентации фибр, главным образом, формируется во
время стадии заливки и остается неизменной после затвердевания. Можно
считать, что начальная ориентация фибр является случайной, так как в ли-
тейную форму помещается полимерный расплав, ставший однородным внут-
ри барабана.

Во время стадии заливки поток вязкого полимерного расплава пере-
мещает и вращает взвешенные частицы. Микроснимки поперечных сече-
ний деталей, изготовленных методом литьевого формования (см., напри-
мер, [100,101]), показывают, что ориентация фибр имеет слоистую структуру.
В слое, находящемся в серединнной поверхности (центральном слое), фиб-
ры в основном выстроены в линию перпендикулярно направлению потока. В
слоях, граничащих с боковыми стенками (скин-слоях), фибры, наоборот, ле-
жат в основном параллельно потоку. Вдобавок, для слоев внешней поверхно-
сти (оболочечных слоев) обычно обнаруживается более низкая концентрация
фибр и их случайная ориентация. Как отмечалось во многих работах (на-
пример [100, 102, 104]), такая микроструктура ориентации фибр обусловлена
характером поведения потока расплава.

Во время заливки внутри геометрически сложной литейной формы на-
блюдается нерегулярный, неизотермический поток с движущейся свободной
поверхностью. Для того чтобы качественно объяснить течение суспензии, рас-
смотрим пример радиального ламинарного течения между двумя параллель-
ными пластинами. Представленный на рис. 5.2 эскиз и последующие ком-
ментарии отчасти основаны на опубликованных в [104–107] результатах мо-
делирования заливки формы в виде диска с отверстием в центре, а также на
наблюдении потока, вызванного микроструктурой фибр [100,104]. Поскольку
толщина формы обычно намного меньше других размеров, формально мож-
но выделить три области течения [106]: область потока в отверстии, область
смазки и область фронта потока. Внутри предполагаемой области смазки
(см. рис. 5.2) можно пренебречь компонентами скорости в направлении тол-
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Входное отверстие

Профиль скоростей

Ориентация фибр

Фронт потока

Замороженный слой

Область смазки
Область потока в отверстии

Рис. 5.2. Эскиз радиального ламинарного течения между двумя параллельными
пластинами (поток рассматривается как двумерный)

щины и рассматривать поток как двумерный. Предполагая параболический
профиль скоростей, можно оценить кинематику движения частиц. В слое
срединной поверхности области смазки элементы жидкости находятся в рас-
ширяющемся потоке с максимальной скоростью деформации в направлении
вдоль окружности. Поэтому можно предположить, что фибра с произвольной
ориентацией, оказавшись в форме, переориентируется в направлении, перпен-
дикулярном потоку. С другой стороны, элементы жидкости, граничащие со
стенками формы, подвергаются сдвиговому течению в плоскостях радиаль-
ных поперечных сечений. Эти сдвиговые движения переориентируют фибры
в радиальном направлении.

Ситуация намного сложнее в окрестности фронта потока. Во-первых, как
отмечалось во многих работах (например [106, 108]), поведение в области
свободной поверхности определяется фонтанным потоком, который перено-
сит элементы жидкости из центральной зоны к стенкам формы. Во-вторых,
вследствие более низкой температуры стен формы, за свободной поверхно-
стью (см. рис. 5.2) происходит формирование замороженного (не текущего)
слоя. Замороженный слой распространяется в направлении фронта потока.
В-третьих, можно предположить, что в зоне свободной поверхности концен-
трация фибр ниже, чем где бы то ни было внутри области потока. Характер
поведения потока в области свободной поверхности ведет к формированию
поверхностных слоев с более низкой концентрацией фибр и их случайной
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ориентацией. Обсуждаемые процессы дают принципиальное объяснение ме-
ханизма, отвечающего за формирование короткофибровой микроструктуры.
Дальнейшие подробности, касающиеся поведения потока в сложных формах,
например, влияние скачкообразного изменения геометрии формы, форми-
рование соединенных линий и так далее, обсуждаются, в частности, в ста-
тьях [108–110].

Для того чтобы сосредоточиться на теоретической подоплеке процесса
заливки, суммируем некоторые важнейшие свойства поведения потока:

поток неизотермический с фазовыми переходами;

поток нестационарный со свободной поверхностью;

средняя доля объема фибр во взвеси лежит в диапазоне 15–40% (локаль-
ная концентрация фибр зависит от потока и может изменяться внутри об-
ласти потока, поэтому обычно используемые концепции разбавленной, по-
луразбавленной или концентрированной суспензий вообще не подходят для
описания реального процесса);

полости литейных форм обычно тонкие, так что стенки формы имеют
существенное влияние на движение фибр.

Перечисленные факторы могут существенно влиять на формирование со-
здаваемой потоком микроструктуры, которая определяется распределением
и ориентацией фибр. Поэтому эти факторы необходимо учитывать в теории,
позволяющей описать стадию заливки. Однако, насколько нам известно, в
настоящее время нет общей теории, которая способна учесть все перечис-
ленные выше свойства потока суспензии. Наша цель заключается в обсужде-
нии теоретической концепции для предсказания микроструктуры ориентации
фибр. В этом разделе содержится краткий обзор моделей, предложенных в
последнее время для описания потока волокнистых суспензий. Далее разра-
батывается и обсуждается новая теория, согласно которой процесс заливки
представляет собой течение бинарной среды с фазовыми переходами.

.5.1.2 Моделирование потока, обусловленного
волокнистой микроструктурой

Движение эллипсоидальных частиц, погруженных в вязкую жидкость,
впервые было рассмотрено Дж. Б. Джеффри в [111]. В литературе по взве-
сям чаще всего используется именно результат Дж. Б. Джеффри. Однако,
применяя этот результат к литьевому формованию суспензий, следует при-
нимать во внимание ряд важных ограничений. Без обсуждения процедуры
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решения напомним главный результат, полученный Дж.Б. Джеффри. В даль-
нейшем будет использоваться так называемое прямое тензорное исчисление,
которое является стандартным во многих книгах по механике и реологии (см.,
в частности, [24,26,34,50,112,113]).

Согласно предположению Дж. Б. Джеффри, невозмущенный поток (по-
ток без частиц) удовлетворяет следующим ограничениям:

∇∇∇V0(x) ≡ ΛΛΛ = const, trΛΛΛ ≡∇∇∇ ··· V0(x) = 0 ⇒
⇒ V0 = r0 ···ΛΛΛ, ΛΛΛ = d −φφφ× E, d ≡ 1

2

(
∇∇∇V0 +∇∇∇VT

0

)
,

trd = 0, φφφ ≡ 1

2
∇∇∇× V0, V0 ··· ∇∇∇V0 = 0 или ΛΛΛ ···ΛΛΛ = 0,

(5.1)

где V0 — поле скоростей,

r0 = xk i
′
k, i′k ··· i′s = δks,

и базисные векторы i′k неподвижны в системе отсчета. Отметим, что в ра-
боте Дж. Б. Джеффри два последних ограничения из (5.1) в явной форме
не сформулированы. Однако эти ограничения следуют непосредственно из
уравнений Навье–Стокса

−∇∇∇p+ μ∇∇∇ ···ΛΛΛ = ρ

(
∂V0

∂t
+ r0 ···ΛΛΛ ···ΛΛΛ

) ⇒
⇒ p = p0 = const, r0 ···ΛΛΛ ···ΛΛΛ = 0,

(5.2)

где p — давление; μ и ρ — соответственно вязкость и плотность жидкости.
Только подчеркнутые слагаемые в уравнениях (5.2) не являются тождествен-
ным нулем. Принимая во внимание, что давление p должно быть ограничено
в пространстве, получаем упомянутые выше ограничения. Зададим эллипсо-
идальные частицы посредством тензора второго ранга A0

A0 = a2i′1⊗i′1+b
2i′2⊗i′2+c

2i′3⊗i′3 ⇒ A−1
0 = a−2i′1⊗i′1+b

−2i′2⊗i′2+c
−2i′3⊗i′3,

где числа a, b, c— полуоси эллипсоида. Пусть ik — тройка базисных векторов
(ik ··· is = δks), жестко связанных с частицей. Введем тензор поворота P(t) и
вектор угловой скорости ωωω(t) эллипсоидальной частицы

P(t) ≡ ik(t) ⊗ i′k, Ṗ(t) =ωωω(t) × P(t) ⇒
⇒ ṁ(t) =ωωω(t) × m(t),

(5.3)
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где m(t) ≡ P(t) ··· m0; m0 — произвольный вектор, фиксированный отно-
сительно эллипсоида A0. В этом случае вращающийся эллипсоид задается
тензором

A(t) = P(t) ··· A0 ··· PT(t). (5.4)

Поверхность S вращающегося эллипсоида определяется уравнением

r ··· A−1(t) ··· r = 1; r = xk ik; r(t) = P(t) ··· r0. (5.5)

Дж. Б. Джеффри рассматривал следующую задачу: найти решение ква-
зистатического уравнения Навье–Стокса

−∇∇∇p+ μΔV = 0, (5.6)

удовлетворяющее граничным условиям

V(t)|S =ωωω(t) × rS(t) и V(t) → V0, когда |r| → ∞. (5.7)

Дж. Б. Джеффри решил уравнения (5.6), (5.7) и вычислил момент, дей-
ствующий на частицу. Полагая этот момент равным нулю, Дж. Б. Джеффри
определил угловую скорость ωωω частицы в следующей форме:

ωωω = φφφ+
(
tr(A)E − A

)−1 ··· (A ··· d)× . (5.8)

Это инвариантная форма уравнений (36) из работы Дж. Б. Джеффри
[111]. Подчеркнем, что постоянный векторφφφ и постоянный тензор d определе-
ны через вектор V0 посредством уравнений (5.1). Однако тензор A содержит
неизвестный тензор поворота P(t). Для того чтобы найти P(t), необходимо
решить левую задачу Дарбу (см. Приложение C, разд. C.3)

Ṗ =
[
φφφ+

(
tr(A)E − A

)−1 ··· (A ··· d)×

]
× P.

Домножив это уравнение на вектор m0, получим формулировку резуль-
тата Дж. Б. Джеффри через произвольный вектор m(t), жестко связанный
с эллипсоидом

ṁ(t) =
[
φφφ+

(
tr(A)E − A

)−1 ··· (A ··· d)×

]
× m(t). (5.9)

Более привычную форму уравнения (5.9) можно получить в случае, когда
тензор A(t) трансверсально изотропный и вектор m(t) — ось симметрии
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тензора A. Положив a = b �= c, получаем

A = c2m ⊗ m + a2 (E − m ⊗ m) ⇒
⇒ (

tr(A)E − A
)−1

=
1

2a2
m ⊗ m +

1

c2 + a2
(E − m ⊗ m) ;

(A ··· d)× = (c2 − a2)m × d ··· m ;

(
tr(A)E − A

)−1 ··· (A ··· d)× =
c2 − a2

c2 + a2
m × d ··· m.

С учетом этих соотношений уравнение (5.9) можно переписать следую-
щим образом:

ṁ =

(
φφφ+

c2 − a2

c2 + a2
m × d ··· m

)
× m. (5.10)

Воспользовавшись уравнением (5.1) и исключив вектор φφφ из уравнения
(5.10), получим самую популярную форму результата Дж. Б. Джеффри

ṁ = (d −ΛΛΛ) ··· m +
c2 − a2

c2 + a2

(
m2d ··· m − (m ··· d ··· m)m

)
. (5.11)

где m = |m|. При m = 1 вместо уравнения (5.11) получим

ṁ = (d −ΛΛΛ) ··· m +
c2 − a2

c2 + a2
(d ··· m − (m ··· d ··· m)m) ,

ΛΛΛ ≡∇∇∇V0, 2d = ΛΛΛ+ΛΛΛT.

(5.12)

Это точно та форма уравнения Дж. Б. Джеффри, которая используется
во многих работах по волокнистым суспензиям (см., например, [105,109,110,
114–116]). Заметим, что вектор V0 удовлетворяет очень строгим ограниче-
ниям, перечисленным в (5.1), и нет доказательств того, что уравнение (5.12)
можно использовать в других случаях. Соблюдая точность, следует отме-
тить, что (5.9)–(5.12) не представлены в статье Дж. Б. Джеффри. Однако
необходимая теоретическая основа для вывода этих уравнений была хорошо
известна в начале XIX столетия. В выводе уравнений (5.9)–(5.12) есть один
существенный результат, а именно выражение (5.8) для угловой скорости,
которое было получено Дж. Б. Джеффри. Таким образом, уравнения (5.9)–
(5.12) можно рассматривать как уравнения Дж. Б. Джеффри.

Далее мы можем перейти к обсуждению приложений результата Дж. Б.
Джеффри в литературе по рассматриваемому вопросу. Во-первых, вместо
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уравнений (5.12) используются уравнения

ṁ = (d −ΛΛΛ) ··· m +
c2 − a2

c2 + a2
(d ··· m − (m ··· d ··· m)m) ;

ΛΛΛ ≡∇∇∇V; 2d = ΛΛΛ+ΛΛΛT,

(5.13)

где предполагается, что вектор V — актуальная скорость потока без каких-
либо ограничений, кроме∇∇∇···V = 0. Во-вторых, предполагается, что решением
уравнения (5.13) с начальным условием |m(0)| = 1 является единичный век-
тор (см., например, [116], с. 257). Однако легко доказать, что эти допущения
справедливы не для любого случая. Ограничение m ··· m = 1 должно быть
связано с уравнением (5.13) как дополнительное условие.

В пионерских работах по моделированию литьевого формования (см., на-
пример, [104]) направления фибр определяются путем численного интегри-
рования уравнения Дж. Б. Джеффри для известного поля скоростей. При
этом градиент скорости вычисляется посредством решения задачи течения
ньютоновской жидкости. Такой подход базируется на предположении, что
взаимодействие между частицами пренебрежимо мало. В работе [110], с. 165,
Тукер и Адвани указали, что во взаимодействии между частицами слож-
ной структуры эффекты “не джеффриевского” типа наиболее значительно
проявляются в задачах о реальных композитных материалах. Общий под-
ход к моделированию процесса заливки заключается в том, чтобы течение
волокнистой суспензии рассматривать как течение однокомпонентной ани-
зотропной текучей среды (см., например, [109, 110]). При следовании этому
подходу главная проблема состоит в нахождении реологического уравнения,
связывающего напряжение, создаваемое движением жидкости, с локальными
характеристиками движения. Для вязкой несжимаемой жидкости Дж. Бэт-
челор [117] ввел следующее определяющее уравнение:

σσσ = −pE +μμμ ··· ···ΛΛΛ, ΛΛΛ = ∇∇∇V, (5.14)

где σσσ — тензор напряжений; μμμ — тензор вязкости четвертого ранга, опреде-
ляемый локальным состоянием жидкости. Предложены различные подходы
к нахождению частных форм определяющих уравнений. В работе Дж. Бэт-
челора [117] обсуждается процедура объемного усреднения для суспензий.
Важным пунктом в рассуждении Дж. Бэтчелора является предположение,
что силы инерции, связанные с флуктуациями около среднего движения, ма-
лы по сравнению с вязкими силами и уравнение движения жидкости при-
водится к линейному квазистатическому уравнению Стокса. Дж. Бэтчелор



5.1. Современное состояние вопроса 237

получил следующее выражение для объемного напряжения в суспензии:

σσσ = −pE + μ(ΛΛΛ+ΛΛΛT) +σσσp. (5.15)

Для того чтобы получить парциальное напряжение фракции частиц σσσp
в уравнении (5.15), следует вычислить поле локальной скорости и поле на-
пряжений в жидкости вокруг частицы. Дж. Бэтчелор обсуждал процедуру
усреднения для разбавленных суспензий, т. е. предполагая, что течение во-
круг каждой частицы не подвержено влиянию других присутствующих ча-
стиц. Основываясь на решении Дж. Б. Джеффри для эллипсоидальной ча-
стицы, он получил явное выражение для σσσp. В конечном счете, Дж. Бэтчелор
вычислил тензор вязкости μμμ в уравнении (5.14) для случая частиц, ориен-
тированных в одном направлении, а также для случайно ориентированных
частиц посредством усреднения по всем ориентациям.

Описание современного состояния вопроса о реологии волокнистых сус-
пензий содержится в обзорах [109, 110, 118]. В литературе по реологии раз-
личают разбавленные, полуразбавленные и концентрированные суспензии.
Пусть погруженные частицы являются тонкими телами вращения с разме-
рами a и c и отношением размеров ap = c/a > 1, а ξ — объем фибровой
фракции. Суспензию считают разбавленной, когда ξa2p < 1, полуразбавлен-
ной, когда 1 < ξa2p < ap, и концентрированной, когда ξa2p > ap. В основе этой
классификации лежит тип взаимодействия между частицами, осуществляе-
мого посредством потока волокнистой суспензии (см., например, [109,110]). В
первом случае предполагается отсутствие взаимодействия, во втором — взаи-
модействие гидродинамической природы и в третьем случае взаимодействие
может иметь как гидродинамическое, так и непосредственно механическое
происхождение. Фактически, концепции разбавленной или неразбавленной
суспензий являются скорее интуитивными предположениями, чем аппрок-
симациями какой-либо общей определяющей модели. Такая модель не суще-
ствует. Единственный известный факт — это то, что коммерческие материалы
являются неразбавленными (см., например, [110]).

Для того чтобы принять во внимание взаимодействие между фибрами,
а также учесть случайный характер ориентации фибр в зоне входного от-
верстия, обычно используется подход, связанный с ориентационным осред-
нением. В качестве примера рассмотрим модель, предложенную Динхом и
Армстронгом [119]. Отправной точкой является выражение (5.15) для объ-
емного напряжения. Для того чтобы избежать вычисления полей локального
течения вокруг каждой частицы, авторы рассмотрели одиночное тонкое тело,
подвергнутое действию частиц в эффективной континуальной среде. Они ис-
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пользовали ориентационную функцию плотности вероятностиψ(m), гдеm —
единичный вектор, связанный с контрольной частицей, а затем учли воздей-
ствие окружающей среды на контрольную частицу посредством поверхност-
ной силы, определенной из трансверсально изотропного закона сопротивле-
ния. Получившееся в результате выражение можно представить следующим
образом:

σσσ = −pE + μ(ΛΛΛ+ΛΛΛT) ··· ···
[

(4)E +
nl2

12μ
ζp a4

]
;

a4 =

∫
(S)

Ψ(m)m ⊗ m ⊗ m ⊗ mdS.

(5.16)

Здесь n — число частиц в единице объема; l — длина частицы; ζp —
коэффициент сопротивления, определяемый формулой

ζp =
2πμl

ln(2h/d)
,

где d — диаметр фибры; h = (nl)−1/2 для систем, выстроенных в линию,
h = (nl2)−1 для случайных систем. В формуле (5.16) тензор (4)E обознача-
ет единичный тензор четвертого ранга, тензор a4 представляет собой тензор
структуры четвертого ранга, который характеризует актуальное состояние
ориентации фибр, dS — дифференциальный элемент на единичной сфере.
Для того чтобы сформулировать эволюционное уравнение для тензора струк-
туры, необходимо иметь уравнение для функции плотности вероятности.
Предположение о том, что механизм взаимодействий между фибрами обу-
словлен вращательным броуновским движением (см., например, [110]), поз-
воляет применить уравнение типа Смолуховского, (см., например, [120,121])

Ψ̇+∇∇∇s ··· (Ψωωω−Dr∇∇∇sΨ) = 0; ωωω = m × ṁ. (5.17)

Здесь точка над буквой обозначает материальную производную; Dr —
коэффициент вращательной диффузии и

∇∇∇s(. . .) = ekεijkmi

∂(. . .)

∂mj

; m ··· m = 1,

где εijk — символ перестановки. Для моделирования течения волокнистых
суспензий уравнение (5.17) модифицируется, исходя из предположения, что
Dr — скалярная функция d (см., например, [110]). Кроме того,ωωω в уравнении
(5.17) трактуется как угловая скорость одиночной частицы. Следуя методу,
изложенному в работе [114], подставим результат Дж. Б. Джеффри (5.11)
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в уравнение (5.17). Воспользовавшись представлением Ψ(m) в виде ряда по
сферическим гармоникам и введя в рассмотрение моменты Ψ(m), получим

an =

∫
(S)

Ψ(m)m⊗ndS, n = 2, 4, . . . ,

где an называются тензорами структуры n-го ранга и (. . .)⊗n обозначает n
диадных произведений. Заменим уравнение (5.17) системой пар эволюцион-
ных уравнений для an [114]. При моделировании литьевого формования обыч-
но решаются эволюционные уравнения для a2

ȧ2 = (a2 ··· w − w ··· a2) + λ(d ··· a2 + a2 ··· d − 2a4 ··· ···d) −Dr (6a2 − 2E),

w = ΛΛΛ− d,
(5.18)

тогда как для a4 используется приближение, чтобы замкнуть систему. Раз-
личные типы замыкающих систему приближений можно найти в [109, 114,
122–124]. Заметим, что модель (5.16) в связи с эволюционным уравнением
типа (5.18) широко используется при моделировании литьевого формования
(см., например, [115, 125]). Тензор a2 (а в некоторых случаях и тензор a4)
предоставляет информацию об актуальном состоянии ориентации фибр.

В заключение обсудим модели анизотропной жидкости, разработанные в
рамках континуальной механики. Основываясь на инвариантности условий
Эриксена [126], обоснуем простейшую форму структурной модели для транс-
версально изотропной однокомпонентной несжимаемой жидкости

σσσ = −pE + 2μd + (μ1 + μ2m ··· d ··· m)m ⊗ m+

+ 2μ3[m ⊗ (d ··· m) + (d ··· m) ⊗ m];

◦
m≡ ṁ − w ··· m = λ(d ··· m − (m ··· d ··· m)m); m ··· m = 1.

(5.19)

Здесь λ и μ, μ1, μ2, μ3 — константы; m — единичный вектор; “◦” обозна-
чает производную по времени в системе координат, вращающейся вместе с
элементарным объемом. Концепция жидкости Эриксена ассоциируется с ани-
зотропным поведением жидкости с осью анизотропии m, изменяющейся со
временем согласно второму уравнению в (5.19). Заметим, что при условии
λ = (c2−a2)/(c2+a2) второе уравнение системы (5.19) формально совпадает
с уравнение Дж. Б. Джеффри (5.13) для одиночной частицы. Однако следует
отметить, что уравнения (5.19) и (5.13) выводятся на основании разных рас-
суждений. Кроме того, в континуальной механике структурная модель (5.19)
должна вводиться вместе с законами сохранения [127]. Эринген [128,129] раз-
работал микрополярную теорию анизотропных жидкостей и применил ее к
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течению волокнистых суспензий. Важная особенность его теории заключает-
ся в модифицированном законе баланса для тензора инерции, отвечающем
за явление прилипания жидкости к взвешенным частицам. Предположив,
что тензор инерции трансверсально изотропен, Эринген вывел эволюционное
уравнение (уравнение (6.4) в [128]), которое совпадает с уравнениями (5.13)
и (5.19).

За последние два десятилетия появилось большое количество работ, в
которых рассматривается моделирование процесса литьевого формования.
Для обзора существующих моделей и их численных реализаций мы сошлемся
на [108]. Помимо того, разработано разнообразное коммерческое программное
обеспечение, например Moldflow� [130], имеющее целью моделирование все-
го цикла литьевого формования и оптимизацию условий процесса. Несколь-
ко лет назад коммерческое программное обеспечение процесса заливки было
расширено модулями, позволяющими предсказывать микроструктуру ориен-
тации фибр. Эти модули основаны на обсуждавшихся ранее реологических
уравнениях состояния и вычислении ориентации фибр посредством тензоров
структуры. Современное состояние исследований, связанных с моделирова-
нием течения волокнистых суспензий, представлено в [109,110], где обсужда-
ется ряд открытых вопросов. Относительно теоретического подхода можно
заметить, что нет унифицированной концепции в моделировании взвешен-
ных жидкостей и, как указано в [129], с. 117, “в настоящее время ни одна из
частных теорий не является общепризнанной”.

.5.1.3 Особенности предлагаемого подхода

Для того чтобы обрисовать суть нашего подхода, введем следующие опре-
деления. Пусть η1(x, t) — плотность частиц жидкости и η2(x, t) — плотность
твердых частиц в данной точке x инерциальной системы отсчета. Определив
dN1 и dN2 как число частиц для первой и второй компоненты в контрольном
объеме dV , можно записать

dN1 = η1(x, t)dV, η1 ≥ 0; dN2 = η2(x, t)dV, η2 ≥ 0.

Функции η1(x, t) и η2(x, t) — основные неизвестные в теории смесей.
Функция η2(x, t) особенно важна, поскольку она характеризует распределе-
ние твердых частиц в жидкости. Это распределение будет оказывать влия-
ние на механические свойства материала после завершения процесса. Силь-
ное различие между свойствами двух компонент приводит к необходимости
введения разных моделей для каждой из них. Первая компонента — это сово-
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купность частиц жидкости, характеризуемая плотностью частиц η1 и массо-
вой плотностью ρ1. В дальнейшем эта компонента будет называться жидкой
компонентой. Вторая компонента — это совокупность твердых частиц, харак-
теризуемая плотностью частиц η2 и массовой плотностью ρ2. Далее, делая
предположения относительно определяющих уравнений, мы исключим воз-
можность формирования из твердых частиц твердого деформируемого тела.
Таким образом, мы предположим, что компонента частиц-фибр ведет себя по-
добно жидкости. В дальнейшем вторая компонента будет называться твердо-
жидкой компонентой.

Жидкую компоненту можно рассматривать как вязкую жидкость с неко-
торыми дополнительными свойствами. Например, тензор напряжений жид-
кости в нашей модели будет несимметричным. Для твердо-жидкой компонен-
ты необходимо принять во внимание не только трансляционное движение, но
также и вращения. Многокомпонентные смеси изучались во многих работах
(см., например, [131, 132], а также цитируемые в них работы). В физико-
химической гидродинамике диффузионные процессы играют существенную
роль [132]. Именно диффузия определяет относительные скорости компонент
посредством законов Фика. В нашем случае эти скорости определяются внеш-
ними условиями и вязкими свойствами жидкости. Диффузией можно прене-
бречь.

Далее кратко обрисуем рассматриваемый круг задач и отличительные
особенности нашего подхода:

1) для того чтобы принять во внимание явление прилипания частиц жид-
кости к твердым частицам, предполагается, что плотность частиц и массовая
плотность — независимые функции. Следовательно, уравнения баланса ча-
стиц и уравнения баланса массы независимы друг от друга;

2) жидкая компонента считается неполярной вязкой жидкостью, но с
несимметричным тензором напряжений;

3) состояние твердо-жидкой компоненты описывается посредством анти-
симметричного тензора напряжений и антисимметричного тензора момент-
ных напряжений;

4) пусть векторы V1(x, t) и V2(x, t) — скорости частиц жидкой и твердо-
жидкой компонент, соответственно. Предполагается, что V1(x, t) �= V2(x, t),
т. е. в нашем подходе компоненты могут скользить друг относительно друга,
поэтому учитываются силы трения между компонентами;

5) уравнения движения формулируются для открытых физических си-
стем и содержат дополнительные слагаемые, которые ответственны за явле-
ние прилипания;
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6) химический потенциал вводится на основе так называемого приведен-
ного уравнения баланса энергии. Наше определение химического потенциа-
ла отличается от определений, предложенных в [131, 132]. Если пренебречь
прилипанием частиц жидкости к фибрам, химический потенциал будет со-
храняться;

7) предполагается, что компоненты могут иметь разные температуры, что
может быть важным, если необходимо произвести материал с желаемыми ме-
ханическими свойствами. Соответственно, температурные поля, вообще гово-
ря, не являются непрерывными. В этом случае традиционная форма второго
закона термодинамики, например неравенство Клаузиуса–Дюгема, неприме-
нима. Поэтому предлагается альтернативная формулировка второго закона
термодинамики в виде системы двух неравенств. Обсуждается задача моде-
лирования теплообмена;

8) главная цель нашего подхода — описать реальный технологический
процесс, в котором смесь имеет стадию затвердевания. Затвердевание имеет
место не только в финальной стадии процесса, но также во время заливки
вблизи стенок формы. Поэтому для описания процесса не подходят методы,
основанные на моделировании суспензий анизотропной несжимаемой вязкой
жидкостью. Далее обсуждается модель сжимаемой жидкости с фазовыми пе-
реходами типа жидкость–твердое тело, причем фазовые переходы описы-
ваются посредством предлагаемого определяющего уравнения для давления.

.5.2 Кинематические соотношения

Кажется, должно быть очевидно, что в общем случае сплошную среду
нельзя моделировать гладким дифференцируемым многообразием. Действи-
тельно, как известно из экспериментов, частицы, которые были соседями в
некоторый момент времени, не обязательно будут занимать соседние положе-
ния в любой последующий момент времени. В такой среде можно предпола-
гать возникновение разрывов в направлении касательной к траектории дви-
жения или зарождение пор. Для многокомпонентной среды ситуация более
сложная, так как различные компоненты могут проскальзывать друг относи-
тельно друга и взаимодействовать, при этом взаимодействие происходит меж-
ду частицами различного вида. Пусть, например, A1, B1, C1, ... — некоторые
части первой компоненты и пусть A2, B2, C2, ... — части второй компоненты.
Предположим, что в некоторый момент времени взаимодействуют части A1

и A2. Тогда в другой момент времени могут контактировать другие две ча-
сти, например A1 и B2. Из этого следует, что материальное описание, которое
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предполагает, что соседние частицы всегда должны оставаться соседними, в
общем случае не применимо для многокомпонентной среды. Единственно воз-
можный путь к созданию теории для такой среды связан с использованием
чисто пространственного описания. Это означает, что в отличие от матери-
ального описания все основные операторы в теории должны определяться
прямо в системе отсчета, а не посредством дифференцируемого многообра-
зия. Введение этих операторов обсуждалось в подразделе 3.2.1.

В бинарных смесях обычно предполагается, что одна точка системы от-
счета может быть одновременно занята частицами обоих видов (см., напри-
мер, [132]). Смесь, рассматриваемая в данной работе, состоит из двух компо-
нент. Первая компонента включает частицы вязкой жидкости. Вторая компо-
нента построена из маленьких твердых тел — фибр, которые можно рассмат-
ривать как эллипсоиды вращения. Вектор скорости частицы-фибры V2(x, t)
будем трактовать как вектор скорости ее центра масс. Заметим, что в теориях
смесей обычно предполагается V1(x, t) = V2(x, t) [132].

Вычисляя материальную производную вектора скорости V1(x, t), полу-
чаем вектор ускорения частиц жидкости

W1(x(t), t) =
d

dt
V1(x(t), t) +

(
V1(x(t), t) −

dx(t)

dt

)
··· ∇∇∇V1(x(t), t).

В результате вычисления материальной производной вектора скорости
V2(x, t) получаем вектор ускорения центра масс частицы-фибры

W2(x(t), t) =
d

dt
V2(x(t), t) +

(
V2(x(t), t) −

dx(t)

dt

)
··· ∇∇∇V2(x(t), t).

Здесь мы использовали определение (3.3), предполагая, что точка наблю-
дения движется.

Предположим, что частица жидкости и частица-фибра, занимающие в
данный момент времени t точку x, при t0 ≤ t располагались в x0 и x∗

0,
соответственно. Векторы перемещений u1(x, t) = x − x0 и u2(x, t) = x − x∗

0

определяются из скоростей с помощью следующих соотношений:

Vi(x, t) =
d

dt
ui(x, t) + Vi(x, t) ··· ∇∇∇ui(x, t) ⇒

⇒ d

dt
ui(x, t) = Vi(x, t) ··· gi(x, t),

(5.20)

где использовано обозначение

gi(x, t) ≡ E −∇∇∇ui(x, t); detgi(x, t) > 0. (5.21)
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Вычисляя градиент обеих частей второго уравнения (5.20) и принимая во
внимание перестановочность оператора градиента и полной производной по
времени, получаем

d

dt
∇∇∇ui(x, t) + Vi ··· ∇∇∇∇∇∇ui(x, t) = ∇∇∇Vi(x, t) ··· gi(x, t) ⇒

⇒ ∇∇∇Vi(x, t) =

(
d

dt
∇∇∇ui(x, t) + Vi ··· ∇∇∇∇∇∇ui(x, t)

)
··· g−1

i (x, t).

(5.22)

Уравнения, подобные (5.22), можно найти в [24]. Последнее уравнение
может быть переписано в эквивалентной форме

∇∇∇Vi(x, t) = −

(
d

dt
gi(x, t) + Vi ··· ∇∇∇gi(x, t)

)
··· g−1

i (x, t). (5.23)

Уравнения (5.23) будут использоваться позже при формулировке приве-
денного уравнения баланса энергии.

До настоящего момента мы не делали никакого различия между ча-
стицами жидкости и частицами-фибрами. Введем в рассмотрение поворо-
ты частиц-фибр, которые будут задавать их ориентацию в системе отсче-
та. Определение этой ориентации является одной из главных целей данной
теории. Допустим, что в каждой точке x системы отсчета задан репер dk:
dk ··· dm = δkm. Введем в рассмотрение собственно ортогональный тензор
P(x, t), который описывает поворот частицы-фибры, расположенной в мо-
мент времени t в точке x, относительно репера dk. Затем, воспользовавшись
определением (3.8), вычислим угловую скорость твердой частицы

d

dt
P(x(t), t) +

(
V2(x(t), t) −

dx(t)

dt

)
··· ∇∇∇P(x, t) =

=ωωω(x(t), t) × P(x(t), t).

(5.24)

Здесь индексы для тензора поворота и угловой скорости опущены, по-
скольку эти величины определены только для частиц-фибр. Подробнее об
определении вектора угловой скорости при пространственном описании см. в
подразделе 3.2.1.

.5.3 Уравнения баланса частиц и баланса массы

Рассмотрим три различных случая. В первом случае мы предполагаем,
что полное число частиц в обеих компонентах остается неизменным. Кажется
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очевидным, что такое сильно ограничивающее предположение в реальности
не удовлетворяется. Во втором случае мы предполагаем, что полное число
фибр остается постоянным, тогда как масса фибр может изменяться благо-
даря прилипанию к ним частиц жидкости. В этом случае число частиц жид-
кости изменяется, т. е. плотность частиц жидкости η1 не константа. С дру-
гой стороны, плотность частиц-фибр η2 остается постоянной, в то время как
массовая плотность частиц-фибр изменяется. Наконец, в третьей ситуации
как плотность частиц жидкости, так и плотность частиц-фибр изменяется.
Это означает, что не только частицы жидкости могут прилипать к фибрам,
но также и фибры могут прилипать друг к другу. Прилипание фибр может
привести к формированию гранул-кластеров, которые следует рассматривать
как новые частицы. Очевидно, что последний случай более реалистичен для
концентрированных суспензий. Трудно проконтролировать, насколько важ-
ны для кратковременных процессов эффекты, связанные с прилипанием. Ка-
жется, что влияние на процесс течения эффектов прилипания не должно
быть значительным в количественном отношении. Тем не менее обсудим все
три ситуации отдельно.
Жидкая и твердо-жидкая компоненты имеют постоянный со-

став. Пусть V — контрольный объем в системе отсчета и граница V есть
замкнутая поверхность S = ∂V . Тогда для каждой из введенных в рассмот-
рение компонент можно сформулировать следующие уравнения баланса ча-
стиц:

d

dt

∫
(V)

η1 (x,t)dV = −

∫
(S)

η1n ··· V1dS = −

∫
(V)

∇∇∇ ··· (η1V1)dV, (5.25)

где V1(x, t) — скорость частиц жидкости,

d

dt

∫
(V)

η2 (x,t)dV = −

∫
(S)

η2n ··· V2dS = −

∫
(V)

∇∇∇ ··· (η2V2)dV, (5.26)

где V2(x, t) — скорость частиц-фибр.
Заметим, что в случае движущейся точки наблюдения в уравнениях (5.25)

и (5.26) следует Vi заменить на Vi −
dx

dt
.

В локальной форме уравнения (5.25) и (5.26) записываются следующим
образом:

dη1

dt
+∇∇∇ ··· (η1V1) = 0;

dη2

dt
+∇∇∇ ··· (η2V2) = 0. (5.27)
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Аналогично уравнениям (5.27) можно сформулировать уравнения балан-
са массы

dρ1

dt
+∇∇∇ ··· (ρ1V1) = 0;

dρ2

dt
+∇∇∇ ··· (ρ2V2) = 0, (5.28)

где ρ1 и ρ2 — массовые плотности жидкой и твердо-жидкой компонент, соот-
ветственно.

Введем следующие обозначения для материальных производных:

δ1f

δt
≡ df

dt
+

(
V1 −

dx

dt

)
··· ∇∇∇f, δ2f

δt
≡ df

dt
+

(
V2 −

dx

dt

)
··· ∇∇∇f, (5.29)

где f — произвольная скалярная функция (или любая тензорнозначная функ-
ция). С учетом введенных обозначений уравнения (5.27) и (5.28) принимают
следующий вид:

δ1η1

δt
+ η1∇∇∇ ··· V1 = 0;

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = 0; (5.30)

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = 0;

δ2ρ2

δt
+ ρ2∇∇∇ ··· V2 = 0. (5.31)

Жидкая компонента имеет переменный состав. В этой ситуации
плотность жидкой компоненты в выбранной системе отсчета может изме-
няться не только благодаря течению, но и в результате прилипания частиц
жидкости к частицам-фибрам. Частицы жидкости, присоединенные к фиб-
рам, уже нельзя рассматривать как частицы жидкости. Их следует относить
к массе фибр. Плотность частиц-фибр может изменяться только вследствие
их движения.

Уравнение баланса частиц для жидкой компоненты (5.25) должно быть
модифицировано следующим образом:

d

dt

∫
(V)

η1 (x,t)dV =

∫
(V)

χ1 (x,t)dV −

∫
(S)

η1n ··· V1dS =

=

∫
(V)

[
χ1 (x,t) −∇∇∇ ··· (η1V1)

]
dV,

(5.32)

где функция χ1 — скорость производства (уничтожения) частиц жидкости в
данной точке системы отсчета.

Уравнение баланса частиц для фибр остается неизменным. Следователь-
но, уравнения (5.30) принимают вид

δ1η1

δt
+ η1∇∇∇ ··· V1 = χ1;

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = 0. (5.33)
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Уравнения баланса массы должны быть модифицированы следующим об-
разом:

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = χ1m;

δ2ρ2

δt
+ ρ2∇∇∇ ··· V2 = χ2m, (5.34)

где функции χ1m и χ2m характеризуют скорости производства (уничтожения)
массы частиц жидкости и частиц-фибр, соответственно. Поскольку полная
плотность массы ρ = ρ1+ρ2 изменяется только за счет деформации, уравне-
ние баланса массы для рассматриваемой бинарной среды может быть запи-
сано в интегральной форме

d

dt

∫
(V)

ρ (x,t)dV = −

∫
(S)

ρn ··· VmdS = −

∫
(V)

∇ ··· (ρVm)dV ;

ρVm = ρ1V1 + ρ2V2.

(5.35)

Локальная форма уравнения (5.35) имеет вид

δmρ

δt
+ ρ∇∇∇ ··· Vm = 0;

δmf

δt
≡ df

dt
+

(
Vm −

dx

dt

)
··· ∇∇∇f. (5.36)

Здесь точка наблюдения x(t) выбрана одной и той же для обеих компо-
нент. Если мы сложим уравнения (5.34) и затем вычтем из результата урав-
нение (5.35), то получим

χ2m = −χ1m, (5.37)

т. е. количество массы, приобретенной за единицу времени твердо-жидкой
компонентой, равно количеству массы, утраченной за единицу времени жид-
кой компонентой.
Жидкая и твердо-жидкая компоненты имеют переменный со-

став. Уравнения баланса частиц можно сформулировать согласно обсуждав-
шейся ранее методике

δ1η1

δt
+ η1∇∇∇ ··· V1 = χ1,

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = χ2, (5.38)

где функция χ2 характеризует скорость производства частиц-фибр. Уравне-
ния баланса массы остаются такими же

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = χ1m,

δ2ρ2

δt
+ ρ2∇∇∇ ··· V2 = χ2m, χ2m = −χ1m. (5.39)

Подчеркнем, что введенные в рассмотрение плотности частиц и массо-
вые плотности — независимые функции. Вследствие этого уравнения (5.38) и
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(5.39) являются независимыми. Однако можно предположить, что функции
χ1 и χ1m связаны посредством уравнения χ1m = mχ1, где m характеризует
массу одной частицы жидкости. Последнее предположение очевидно, так как
частицы жидкости не могут формировать кластеры.

Перепишем уравнения (5.38) и (5.39) в скалярной форме, проведя для
этого необходимые преобразования. Из уравнений (5.23) следует

∇∇∇ ··· Vi(x, t) = −g−1
i (x, t) ··· ··· δi

δt
gi(x, t). (5.40)

Преобразовав уравнение (5.40) с использованием формулы (3.22), которая
справедлива для любого несингулярного тензора gi, получим

∇∇∇ ··· Vi = −
1

I3(gi)

δiI3(gi)

δt
; I3(gi) = detgi (i = 1, 2), (5.41)

где не подразумевается суммирование по повторяющемуся индексу. Восполь-
зовавшись формулами (5.41), запишем уравнения баланса частиц (5.38) и
уравнения баланса массы (5.39) в следующем виде:

δi

δt

(
ηi

I3(gi)

)
=

χi

I3(gi)
;

δi

δt

(
ρi

I3(gi)

)
=

χim

I3(gi)
(i = 1, 2). (5.42)

В дальнейшем, главным образом, будем обсуждать вторую ситуацию,
предполагая, что число частиц жидкости не сохраняется, тогда как число
твердых частиц остается постоянным. Это означает, что мы будем исполь-
зовать уравнения (5.33), (5.34). В этом случае необходимо сформулировать
определяющие уравнения для функций χ1, χ1m, χ2m. Функции η1 и ρ1 связа-
ны соотношением mη1 = ρ1, где m — масса одной частицы жидкости. Таким
образом, имеем

mχ1 ≡ −χ, χ1m ≡ −χ, χ2m ≡ χ, χ2 = 0.

В результате, три независимых уравнения из (5.33), (5.34) принимают вид

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = −χ,

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = 0,

δ2ρ2

δt
+ ρ2∇∇∇ ··· V2 = χ,

или

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = −χ,

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = 0,

δ2

δt
ln
ρ2

η2
=
χ

ρ2
. (5.43)

Отношение ρ2/η2 имеет смысл изменения массы одной частицы-фибры.
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.5.4 Законы динамики Эйлера

Фундаментальные законы при пространственном описании должны фор-
мулироваться для открытых систем, т. е. для систем, которые обмениваются
с окружающей средой массой, количеством движения, кинетическим момен-
том, энергией и т. д. Количество движения частиц в контрольном объеме V
определяется следующим образом3:

K1 =

∫
(V)

(ρ1 (x, t)V1 (x, t) + ρ2 (x, t)V2 (x, t))dV (x) =

=

∫
(V)

ρ (x, t)Vm (x, t)dV (x) .

(5.44)

Первый закон динамики Эйлера утверждает: “Скорость изменения
количества движения произвольной физической системы равна внешней си-
ле, действующей на систему, плюс внешний подвод количества движения
в систему ”.

Математическая форма первого закона динамики имеет вид

d

dt

∫
(V)

ρVmdV =

∫
(V)

ρFdV +

∫
(S)

T(n)dS −

−

∫
(S)

[
ρ1 (n ··· V1)V1 + ρ2 (n ··· V2)V2

]
dS,

(5.45)

где последний интеграл в правой части выражает внешний подвод количества
движения в контрольный объем V .

Используя стандартные аргументы, можно ввести в рассмотрение тензор
напряжений T и получить формулы Коши

T(n) = n ··· T ⇒ ∫
(S)

T(n)dS =

∫
(V)

∇∇∇ ··· TdV. (5.46)

3 В подразделе 3.2.3 дано более общее определение количества движения (см. фор-
мулы (3.39)), справедливое для частиц, обладающих дополнительным тензором инерции,
кинетическая энергия которых содержит перекрестное слагаемое. В данной главе подра-
зумевается, что тензор инерции B, отвечающий за перекрестное слагаемое в кинетической
энергии, равен нулю. (Примеч. ред.)
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При использовании (5.46) уравнение (5.45) приводится к виду∫
(V)

[
d (ρVm)

dt
− ρF +∇∇∇ ··· (ρ1V1 ⊗ V1 + ρ2V2 ⊗ V2) −∇∇∇ ··· T

]
dV = 0.

Приняв во внимание (5.34), можно получить локальную форму уравнения
(5.45)

∇∇∇ ··· T + ρF = ρ1
δ1V1

δt
+ ρ2

δ2V2

δt
+ χ1m (V1 − V2) . (5.47)

Кроме того, массовую плотность внешней силы F представим в виде сум-
мы

ρF = ρ1F1 + ρ2F2,

где плотности сил F1 и F2 могут иметь различную природу. Например, твер-
дые частицы могут быть заряженными.

Удобно переписать уравнение (5.47) в форме двух уравнений

∇∇∇ ··· T′ + ρ1F1 + Q = ρ1
δ1V1

δt
+ χ1mV1,

∇∇∇ ··· T′′ + ρ2F2 − Q = ρ2
δ2V2

δt
+ χ2mV2,

(5.48)

гдеQ — сила взаимодействия между жидкой и твердо-жидкой компонентами
и постулируется равенство

T = T′ + T′′. (5.49)

Предположение
V1 = V2 = Vm ≡ V,

позволяет получить стандартную форму уравнения (5.47)

∇∇∇ ··· T + ρF = ρ
δV

δt
. (5.50)

Второй закон динамики Эйлера был установлен в 1771 г. и в настоя-
щее время известен как следующее утверждение: “Скорость изменения кине-
тического момента для произвольной физической системы равна внешнему
моменту, действующему на систему, плюс внешний подвод кинетического
момента в систему ”.
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Введем в рассмотрение кинетический момент бинарной среды4

K2 =

∫
(V)

ρKKK2dV =

∫
(V)

[
x × (ρ1V1 + ρ2V2) + ρ2J ···ωωω

]
dV, (5.51)

где ρ2J — объемная плотность тензора инерции твердых частиц в актуальном
положении. Подчеркнутое слагаемое в уравнении (5.51) называется моментом
количества движения.

В интегральной форме второй закон динамики может быть записан сле-
дующим образом:

d

dt

∫
(V)

ρKKK2dV =

∫
(V)

(ρx × F + ρ2L)dV +

∫
(S)

(
x × T(n) + M(n)

)
dS−

−

∫
(S)

n ···
[
ρ1V1 ⊗ (x × V1) + ρ2V2 ⊗ (x × V2 + J ···ωωω)

]
dS.

(5.52)

В уравнениях (5.51) и (5.52)KKK2 и L обозначают плотности кинетического
момента и внешнего момента, соответственно.

Введя в рассмотрение тензор моментных напряжений M и получив для
него формулы Коши

M(n) = n ··· M ⇒ ∫
(S)

M(n)dS =

∫
(V)

∇∇∇ ··· MdV, (5.53)

а также приняв во внимание первый закон динамики (5.47), можно получить
следующую локальную форму второго закона:

∇∇∇ ··· M + T× + ρ2L = ρ2
δ2

δt
(J ···ωωω) + χ2mJ ···ωωω, (5.54)

где J — массовая плотность тензора инерции в актуальном положении.
Пусть J0 — массовая плотность тензора инерции в отсчетной конфигура-

ции. Тогда
J(x, t) = P(x, t) ··· J0 ··· PT(x, t). (5.55)

Предположим, что в отсчетной конфигурации все частицы-фибры транс-
версально изотропны и имеют одинаковые инерционные свойства.

4 В подразделе 3.2.3 дано более общее определение кинетического момента (см. фор-
мулы (3.40), (3.41)), справедливое для частиц, обладающих дополнительным тензором
инерции B, который в данной главе считается равным нулю. (Примеч. ред.)
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Соответственно, можно принять

J0 = λ e ⊗ e + μ (E − e ⊗ e), (5.56)

где константы λ и μ— моменты инерции твердых частиц, а единичный вектор
e определяет ось изотропии частиц в системе отсчета.

Вектор e, определяющий направление оси изотропии в отсчетной конфи-
гурации, выбирается произвольно и может быть одинаковым во всех точках
системы отсчета, включая точки, которые не заняты частицами-фибрами при
t = 0. Тогда начальное распределение тензоров инерции твердых частиц мож-
но представить в виде

J(x0, 0) = P0(x0) ··· J0 ··· PT
0(x0), P0(x0) ≡ P(x0, 0). (5.57)

Здесь тензор поворотаP0(x0) определяет начальную ориентацию твердых
частиц.

Заметим, что для рассматриваемого производственного процесса распре-
деление начальных ориентаций — случайная функция. Поэтому после реше-
ния детерминистической задачи для данного распределения тензора P0(x0)
следует решить задачу статистического усреднения результатов.

Воспользовавшись уравнением (5.56), соотношение (5.55) можно перепи-
сать в форме

J(x, t) = μE + (λ− μ) e′ ⊗ e′; e′(x, t) ≡ P(x, t) ··· e. (5.58)

Обсудим характер поведения в процессе течения объемной плотности тен-
зора инерции ρ2(x, t)J(x, t). Если принимается во внимание явление при-
липания частиц жидкости к фибрам, то этот тензор изменяется. Есть две
причины, приводящие к изменению тензора ρ2(x, t)J(x, t). Главной причи-
ной является изменение массовой плотности ρ2(x, t). Однако с теоретической
точки зрения можно предположить, что изменяется также массовая плот-
ность тензора инерции J(x, t), включая и свойства симметрии, и моменты
инерции. Кажется очевидным, что этот второй фактор не очень важен для
рассматриваемого технологического процесса.

В дальнейшем будем предполагать, что объемная плотность тензора инер-
ции ρ2(x, t)J(x, t) может изменяться только благодаря изменению массовой
плотности ρ2(x, t). В таком случае, согласно уравнениям (5.55) и (5.24), по-
лучаем

δ2

δt
J(x, t) =ωωω(x, t) × J(x, t) − J(x, t) ×ωωω(x, t). (5.59)
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Другой подход обсуждается в работах Эрингена [128, 129], где вместо
уравнения (5.59) предлагается использовать уравнение

δ2

δt
J(x, t) =ωωω(x, t) × J(x, t) − J(x, t) ×ωωω(x, t) + f(x, t),

где функция f(x, t) отвечает за прилипание частиц жидкости к твердым
частицам. Эта функция должна быть задана определяющим уравнением. В
данной работе мы предпочитаем уравнение (5.59), которое широко применя-
ется в динамике твердого тела и, по существу, было установлено Эйлером.
Заметим, что учесть явление прилипания возможно, даже используя уравне-
ние (5.59).

.5.5 Уравнение баланса энергии

Каждый фундаментальный закон вводит новое понятие. Первый закон
динамики вводит понятие сил, второй закон дает трактовку понятию мо-
ментов, которые, в общем случае, не определяются через понятие сил. Тре-
тий фундаментальный закон механики — это уравнение баланса энергии. В
рамках континуальной механики этот закон играет исключительно важную
роль, но его формулировка намного труднее по сравнению с первым и вто-
рым законами. Посредством уравнения баланса энергии вводится много но-
вых понятий. Самое важное из них — понятие внутренней энергии. Общая
формулировка уравнения баланса энергии включает новое понятие полной
энергии. Однако полную энергию удобно представить в виде суммы кине-
тической энергии, которая уже определена, и внутренней энергии, которая
поглощает все новые понятия, содержащиеся в концепции полной энергии.

Одно из принципиальных предположений в континуальной механике за-
ключается в утверждении, что полная энергия системы является аддитив-
ной функцией массы и, согласно теореме Радона–Никодима из теории мно-
жеств [133], может быть представлена в виде интеграла по массе, где масса
рассматривается как мера. Кинетическая энергия является, согласно ее опре-
делению, аддитивной функцией массы. Следовательно, аддитивность полной
энергии ведет к аддитивности внутренней энергии.

Вообще говоря, аддитивность внутренней энергии обеспечивается толь-
ко для абсолютно непрерывных систем. Однако известный физический мир
дискретен. В связи с этим предположение об аддитивности внутренней энер-
гии является серьезным ограничением. Попытки смягчить это ограничение
обычно базируются на концепции поверхностной энергии или энергии связи.
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В этой главе мы будем следовать традиционному предположению об ад-
дитивности внутренней энергии5. В этом случае полную энергию бинарной
системы можно представить в виде

E =

∫
(V)

[
1

2
(ρ1V1 ··· V1 + ρ2V2 ··· V2) +

1

2
ρ2ωωω ··· J ···ωωω+ ρ1U1 + ρ2U2 + ρU12

]
dV,

где U1 и U2 — массовые плотности внутренней энергии жидкой и твердо-
жидкой компонент, соответственно; U12 — энергия взаимодействия между
компонентами бинарной смеси.
Уравнение баланса энергии, или первый закон термодинамики,

утверждает: «Скорость изменения полной энергии в любой физической си-
стеме равна мощности внешних воздействий на систему плюс скорость
подвода энергии “не механической” природы, обычно в форме тепла ». Труд-
но дать общее и строгое определение понятию энергии “не механической”
природы. Поэтому ограничимся неопределенным утверждением, что энергия
“не механической” природы — это та часть энергии, которая подводится в
систему не через мощность внешних воздействий.

Уравнение баланса энергии можно сформулировать следующим образом:

dE

dt
=

∫
(V)

(
ρ1F1 ··· V1 + ρ2F2 ··· V2 + ρ2L ···ωωω+ ρq

)
dV +

+

∫
(S)

(
T′

(n) ··· V1 + T′′
(n) ··· V2 + M(n) ···ωωω+ h(n)

)
dS−

−

∫
(S)

n ···
[
ρ1V1

(
1

2
V1 ··· V1 + U1

)
+

+ ρ2V2

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω+ U2

)
+ ρVmU12

]
dS,

(5.60)

5 В данной главе П. А. Жилин следует традиционному подходу, считая внутреннюю
энергию аддитивной функцией массы. Это существенно отличается от трактовки, приня-
той в третьей главе (см. подразд. 3.2.6), где внутренняя энергия считается аддитивной
функцией числа частиц (см. формулу (3.49) и следующие за ней пояснения). Фактически,
только в том случае, когда массовая плотность и плотность частиц связаны между собой
тривиальным соотношением ρ = mη (постоянная величина m имеет смысл массы одной
частицы), принятие для внутренней энергии аксиомы аддитивности по массе ведет к таким
же следствиям, что и принятие аксиомы аддитивности по числу частиц. В принципе, все
формулы данной главы можно переписать исходя из аксиомы аддитивности внутренней
энергии по числу частиц. Используя методологию третьей главы, читатель может сделать
это самостоятельно. (Примеч. ред.)
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где q — скорость производства энергии в точке x системы отсчета; h(n) —
скорость подвода энергии через поверхность S и, кроме того, использовано
разложение полного вектора усилий

T(n) = T′
(n) + T′′

(n) = n ··· T′ + n ··· T′′.

Скорость подвода энергии через поверхность можно записать с использо-
ванием правила Стокса

h(n) = n · h, (5.61)

где h — вектор потока энергии, содержащий в себе все виды энергии, которые
не включены в мощность внешних сил и моментов. Заметим, что во многих
работах вместо вектора h используется вектор (−h).

Приняв во внимание уравнения (5.34), (5.36), (5.48) и (5.54), можно полу-
чить локальную форму уравнения баланса энергии (5.60)

ρ1
δ1U1

δt
+ ρ2

δ2U2

δt
+ ρ

δmU12

δt
=

= T′T ··· ··· (∇∇∇V1 + E ×ωωω) + T′′T ··· ··· (∇∇∇V2 + E ×ωωω) +

+MT ··· ···∇∇∇ωωω+ Q ··· (V2 − V1) +∇∇∇ ··· h + ρq+

+χ1m

(
1

2
V1 ··· V1 − U1

)
+ χ2m

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω− U2

)
.

(5.62)

Правая часть уравнения (5.62) содержит мощность сил и моментов6.
Часть этой мощности идет на изменение внутренней энергии. Остальная
часть частично сохраняется в теле в форме тепла, а частично излучается во
внешнюю среду. Для того чтобы разделить эти части, введем в рассмотрение
следующие разложения:

T′ = T′
e + T′

f, T′′ = T′′
e + T′′

f ,

M = Me + Mf, Q = Qe + Qf,
(5.63)

где индекс “e ” обозначает часть, которая не зависит от скоростей, и индекс
“f ” обозначает остальную часть. В дальнейшем величинами с индексом “e ”

6 Вывод формулы (5.62) аналогичен выводу формулы (3.54), который можно найти
в Приложении D, подраздел D.2.1. Отличие заключается только в том, что при выводе
формулы (5.62) используются уравнения баланса массы, содержащие источниковые чле-
ны. (Примеч. ред.)
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будут обозначены упругие напряжения. Эти упругие напряжения всегда ока-
зывают влияние на внутреннюю энергию. Величины с индексом “f ” могут
иметь влияние на внутреннюю энергию, но только посредством дополнитель-
ных параметров, подобных энтропии. Эти параметры будут введены позже.

Подставив уравнения (5.63) в уравнение (5.62) получим

ρ1
δ1U1

δt
+ ρ2

δ2U2

δt
+ ρ

δmU12

δt
=

= T′T
e ··· ··· (∇∇∇V1 + E ×ωωω) + T′′T

e ··· ··· (∇∇∇V2 + E ×ωωω) +

+MT
e ··· ···∇∇∇ωωω+ Qe ··· (V2 − V1) +

+T′T
f ··· ··· (∇∇∇V1 + E ×ωωω) + T′′T

f ··· ··· (∇∇∇V2 + E ×ωωω) +

+MT
f ··· ···∇∇∇ωωω+ Qf ··· (V2 − V1) +∇∇∇ ··· h + ρq+

+χ1m

(
1

2
V1 ··· V1 − U1

)
+ χ2m

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω− U2

)
.

(5.64)

Такая форма уравнения баланса энергии бесполезна. Далее мы преобразу-
ем уравнение (5.64) с целью получить так называемое приведенное уравнение
баланса энергии. Идея такого преобразования обсуждалась в разделе 3.3.

.5.6 Основные материальные предположения

Предположим, что давление является средним, т. е. не будем рассматри-
вать ни супервысоких, ни супернизких давлений. Это означает, что исключа-
ются из рассмотрения фазовые переходы из одного твердотельного состояния
в другое и фазовые переходы типа жидкость–газ. Однако мы должны при-
нять во внимание фазовые переходы типажидкость–твердое тело. В таком
случае можно предположить

T′
e = −p1(x, t)E; T′′

e = −p2(x, t)E; Me = 0; Qe = 0. (5.65)

Согласно этому допущению твердые частицы не способны формировать
твердые деформируемые тела без влияния сильных внешних нагрузок. В про-
тивном случае необходимо принять во внимание девиаторную часть тензо-
ра напряжений. Таким образом, в рамках сделанных допущений компонента
частиц-фибр ведет себя подобно жидкости.
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С интуитивной точки зрения первые три допущения (5.65) кажутся
вполне разумными. Последнее допущение (5.65) связано с упругим взаи-
модействием между жидкой и твердо-жидкой компонентами. Заметим, что
уравнение (5.62) включает величину Q = Qe + Qf. Сила Qe характеризует
упругое взаимодействие, и ее надо определить таким образом, чтобы удовле-
творялось уравнение

Qe ··· (V1 − V2) =
dP

dt
, (5.66)

т. е. упругая сила должна иметь потенциал. Упругое взаимодействие при-
сутствует в природе рассматриваемого явления. Действительно, связанное с
движением частиц поле движущих сил следует трактовать, используя урав-
нение типа (5.66).

В случае бинарной среды правая часть уравнения (5.66) должна выра-
жаться через две различные материальные производные, относящиеся к ско-
ростям V1 и V2. Эта проблема требует дополнительного исследования. В
данном случае мы пренебрежем упругим взаимодействием, положив

Qe = 0.

Воспользовавшись допущениями (5.65) и приняв во внимание уравнения
(5.43), приведем уравнение баланса энергии (5.64) к виду

ρ1
δ1U1

δt
+ ρ2

δ2U2

δt
+ ρ

δmU12

δt
=
p1

ρ1

δ1ρ1

δt
+
p2

ρ2

δ2ρ2

δt
+ ρ2Ψ

δ2z

δt
+

+∇∇∇ ··· h + ρq+ T′T
f ··· ··· (∇∇∇V1 + E ×ωωω) +

+T′′T
f ··· ··· (∇∇∇V2 + E ×ωωω) + MT

f ··· ···∇∇∇ωωω+ Qf ··· (V2 − V1).

(5.67)

Величины Ψ и z в формуле (5.67) определяются следующим образом:

Ψ ≡
(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω−

p2

ρ2
− U2

)
−

(
1

2
V1 ··· V1 −

p1

ρ1
− U1

)
,

z ≡ ln
ρ2η

0
2

ρ02η2
,

(5.68)

где η02 и ρ
0
2 — отсчетная плотность частиц-фибр и отсчетная массовая плот-

ность частиц-фибр, соответственно.
Кроме того, необходимо сформулировать предположения относительно

структуры определяющих уравнений для сил и моментов вязкого трения.
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Используем условные обозначения

d =
1

2

(
∇∇∇V1 +∇∇∇VT

1

)
; D =

1

2

(
∇∇∇V1 +∇∇∇VT

1 −
2

3
(∇∇∇ ··· V1)E

)
.

Для тензора T′
f постулируем следующее определяющее уравнение:

T′
f = 2μμμ ··· ···D + t′ × E, t′ = η2μμμ1 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
. (5.69)

Здесь вектор t′ характеризует вязкое трение между твердыми частицами
и жидкостью. В первом уравнении (5.69) тензор вязкости четвертого ранга μμμ
должен удовлетворять следующим ограничениям:

a ··· ···μμμ ··· ··· a ≥ 0, a ··· ···μμμ = μμμ ··· ··· a,

c ··· ···μμμ = 0, E ··· ···μμμ = 0, ∀ a, c, где c = −cT .
(5.70)

Здесь a и c — тензоры второго ранга. Кроме того, если плотность частиц
η2 устремить к нулю, тензор μμμ должен стать изотропным. В большинстве
работ по суспензиям тензор μμμ предполагается трансверсально изотропной
функцией e′ и D, где вектор e′ определяется уравнением (5.58). Более того,
традиционный подход предполагает, что различие между суспензией и обыч-
ной жидкостью лежит в структуре тензора μμμ (см. введение к данной главе).
Допустима возможность того, что тензор μμμ может зависеть от e′ и D. Одна-
ко такая зависимость не является ключевой в данном случае. С физической
точки зрения кажется разумным предположить, что тензор μμμ изотропен.

Тензор вязкости второго ранга μμμ1 в уравнении (5.69) должен удовлетво-
рять ограничениям

a ···μμμ1 ··· a ≥ 0, a ···μμμ1 = μμμ1 ··· a, ∀ a : |a| �= 0, (5.71)

где a — вектор. Кроме того, если плотность частиц η2 устремить к нулю,
вектор t′ должен стать нулевым. Далее предположим, что тензор μμμ1 транс-
версально изотропен

μμμ1 = μ11e
′ ⊗ e′ + μ21 (E − e′ ⊗ e′) , μ11 ≥ 0, μ21 ≥ 0, (5.72)

где вектор e′ определяется уравнением (5.58).
Определяющее уравнение для вязких напряжений в твердо-жидкой ком-

поненте можно записать следующим образом:

T′′
f = t′′ × E, t′′ = η2μμμ2 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
, (5.73)
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где тензор второго ранга μμμ2 имеет такую же структуру, как и тензор μμμ1 (см.
уравнение (5.72)). Вектор t′′ описывает вязкое трение между твердыми ча-
стицами. Очевидно, что вектор t′′ должен обращаться в нуль при η2 = 0.

Определяющее уравнение для тензора вязких моментных напряжений
можно принять в простой форме

Mf = m × E; m = −η2μ3 (∇∇∇×ωωω) ; μ3 ≥ 0. (5.74)

Наконец, примем следующее определяющее уравнение для силы Qf:

Qf = 2η2μμμ12 ··· (V2 − V1) ; μμμ12 = μ112e
′ ⊗ e′ + μ212 (E − e′ ⊗ e′) ;

μ112 ≥ 0, μ212 ≥ 0.
(5.75)

Подстановка выражений (5.69)–(5.75) в уравнение (5.67) приводит к сле-
дующей форме уравнения баланса энергии:

ρ1
δ1U1

δt
+ ρ2

δ2U2

δt
+ ρ

δmU12

δt
=
p1

ρ1

δ1ρ1

δt
+
p2

ρ2

δ2ρ2

δt
+ ρ2Ψ

δ2z

δt
+

+∇∇∇ ··· h + ρq+ 2D ··· ···μμμ ··· ···D + 2η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1) +

+η2

2∑
i=1

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× Vi

)
···μμμi ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× Vi

)
+ η2μ3 |∇∇∇×ωωω|

2
.

(5.76)

.5.7 Уравнение теплопроводности.
Второй закон термодинамики

Для того чтобы сформулировать так называемое приведенное уравнение
баланса энергии, необходимо определить понятия температуры, энтропии и
химического потенциала. Как правило, все эти понятия предполагаются хо-
рошо известными [34]. Однако фактически в континуальной механике для
них нет удовлетворительных определений. Проблема в том, что невозмож-
но доказать, что температура, введенная в термодинамике и статистической
физике, совпадает с температурой в континуальной механике. То же самое
можно сказать в отношении энтропии и химического потенциала. В даль-
нейшем будем использовать подход, обсуждавшийся в третьей главе. Введем
новые переменные ϑ1, ϑ2, H1 и H2 такие, что
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∇∇∇ ··· h + ρq+ 2D ··· ···μμμ ··· ···D+

+ 2η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1) + η2μ3 |∇∇∇×ωωω|
2+

+η2

2∑
i=1

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× Vi

)
···μμμi ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× Vi

)
=

= ρ1ϑ1
δ1H1

δt
+ ρ2ϑ2

δ2H2

δt
,

(5.77)

где параметры ϑ1 и ϑ2 назовем температурами жидкой и твердо-жидкой
фракций, соответственно, а параметры H1 и H2 назовем энтропиями этих
фракций. Предполагается, что функции ϑ1 и ϑ2 могут быть измерены посред-
ством некоторой экспериментальной процедуры. Функции H1 и H2 должны
быть заданы посредством определяющих уравнений таким образом, чтобы
температуры, найденные теоретически, совпадали с температурами, изме-
ренными в результате эксперимента. Из этого следует, что энтропия сама по
себе не имеет смысла какой-либо объективной (измеримой) величины. Если
мы изменим смысл температуры, то смысл энтропии также изменится. Таким
образом, очевидно, что уравнение (5.77) — это скорее достоверное равенство,
чем дополнительное предположение. В некотором смысле можно сказать, что
правая часть уравнения (5.77) — это обозначение для левой части уравнения
(5.77). Уравнение (5.77) называется уравнением теплопроводности.

Воспользовавшись разложениями

h = h′ + h′′; ρq = ρ1q1 + ρ2q2,

перепишем уравнение (5.77) в эквивалентной форме

∇∇∇ ··· h′ + ρ1q1 + Q + 2D ··· ···μμμ ··· ···D + η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1) +

+η2

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
···μμμ1 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
= ρ1ϑ1

δ1H1

δt
;

∇∇∇ ··· h′′ + ρ2q2 − Q + η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1) +

+η2

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
···μμμ2 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
+

+η2μ3 |∇∇∇×ωωω|
2 = ρ2ϑ2

δ2H2

δt
,

(5.78)
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где величина Q имеет смысл теплового обмена между жидкой и твердо-
жидкой компонентами.

Уравнение (5.77) следует из уравнений (5.78). Эквивалентность уравне-
ния (5.77) и системы (5.78) обусловлена наличием неопределенной величины
Q. Заменив уравнение (5.77) системой двух уравнений (5.78), можно сформу-
лировать второй закон термодинамики в форме двух неравенств.

Количество теплоты, которое накапливается в каждой компоненте, регу-
лируется тепловым обменом Q. Тепловые потоки подчиняются закону Фурье–
Стокса

h′ = κ1∇∇∇ϑ1; h′′ = κ2∇∇∇ϑ2;

Q = −κ (ϑ1 − ϑ2) ; κ1 ≥ 0, κ2 ≥ 0, κ ≥ 0,

(5.79)

где κ1, κ2 и κ — коэффициенты теплопроводности.
Неравенства (5.79) не противоречат второму закону термодинамики7, ко-

торый можно сформулировать в форме системы двух неравенств Клаузиуса–
Дюгема (см. разд. 3.4),

d

dt

∫
(V)

ρ1H1dV −

∫
(V)

[
ρ1q1

ϑ1
+

Q

ϑ2

]
dV −

∫
(S)

n ···
[
h′

ϑ1
− ρ1V1H1

]
dS ≥ 0; (5.80)

d

dt

∫
(V)

ρ2H2dV −

∫
(V)

[
ρ2q2

ϑ2
−

Q

ϑ1

]
dV −

∫
(S)

n ···
[
h′′

ϑ2
− ρ2V2H2

]
dS ≥ 0. (5.81)

В локальной форме неравенства (5.80), (5.81) записываются следующим

7 Отношение П. А. Жилина ко второму закону термодинамики со временем изменя-
лось. Все трактовки второго закона термодинамики, относящиеся к различным временным
периодам, отражены в данной книге. В первой главе (разд. 1.8), во второй главе (под-
разд. 2.5.3) и в третьей главе (разд. 3.4) изложены взгляды последних лет (2000–2005 гг.),
которые существенно отличаются от общепринятых. В шестой главе (подразд. 6.5.6), вре-
мя написания которой в точности не известно, развивается подход К. Трусделла, основан-
ный на использовании второго закона термодинамики в форме неравенства Клаузиуса–
Дюгема. В плане отхода от традиционных трактовок данная глава занимает некоторое
промежуточное положение. Здесь для получения соотношений Коши–Грина используется
тот же подход, что и в третьей главе. Второй закон термодинамики формулируется в виде
неравенств Клаузиуса–Дюгема, но, в отличие от традиционного подхода, эти неравенства
не используются для получения определяющих уравнений. (Примеч. ред.)
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образом:

ρ1
δ1H1

δt
−
1

ϑ1
(∇∇∇ ··· h′ + ρ1q1 + Q) + Q

(
1

ϑ1
−
1

ϑ2

)
−

−χ2mH1 +
1

ϑ21
h′ ··· ∇∇∇ϑ1 ≥ 0;

(5.82)

ρ2
δ2H2

δt
−
1

ϑ2
(∇∇∇ ··· h′′ + ρ2q2 − Q) + Q

(
1

ϑ1
−
1

ϑ2

)
+

+χ2mH2 +
1

ϑ22
h′′ ··· ∇∇∇ϑ2 ≥ 0.

(5.83)

Воспользовавшись уравнениями (5.78), получим

1

ϑ1

[
2D ··· ···μμμ ··· ···D + η2

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
···μμμ1 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
+

+η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1)

]
+

+Q

(
1

ϑ1
−
1

ϑ2

)
− χ2mH1 +

1

ϑ21
h′ ··· ∇∇∇ϑ1 ≥ 0,

(5.84)

1

ϑ2

[
η2 (V2 − V1) ···μμμ12 ··· (V2 − V1) +

+η2

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
···μμμ2 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
+ η2μ3 |∇∇∇×ωωω|

2

]
+

+ Q

(
1

ϑ1
−
1

ϑ2

)
+ χ2mH2 +

1

ϑ22
h′′ ··· ∇∇∇ϑ2 ≥ 0.

(5.85)

Неравенства (5.84) и (5.85) являются необходимыми ограничениями. Они
должны выполняться всегда и для всех процессов.

Если пренебречь прилипанием частиц жидкости к твердым частицам, т. е.
положить χ = 0, то введенные ранее ограничения (5.70), (5.71) и (5.74) для
вязкостей, а также (5.79) для теплопроводностей являются достаточными
условиями выполнения неравенств (5.84) и (5.85).

В случае χ �= 0 неравенства (5.84) и (5.85) содержат слагаемые χH1 и
χH2. С формальной точки зрения неочевидно, что эти неравенства всегда
удовлетворяются. Тем не менее даже в этом случае неравенства (5.84) и (5.85)
должны выполняться без существенных ограничений.
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.5.8 Приведенное уравнение баланса энергии.
Соотношения Коши–Грина

Воспользовавшись уравнением (5.77), приведем уравнение (5.76) к виду

ρ1
δ1U1

δt
+ ρ2

δ2U2

δt
+ ρ

δmU12

δt
=

=
p1

ρ1

δ1ρ1

δt
+
p2

ρ2

δ2ρ2

δt
+ ρ1ϑ1

δ1H1

δt
+ ρ2ϑ2

δ2H2

δt
+ ρ2Ψ

δ2z

δt
.

(5.86)

Уравнение баланса энергии, записанное в форме (5.86), называется приве-
денным уравнением баланса энергии. Из уравнения (5.86) становится ясным,
как можно задать внутренние энергии U1, U2 и U12. Простейшая форма со-
ответствующих определяющих уравнений имеет вид

U1 = U1(ρ1, H1); U2 = U2(ρ2, H2, z); U12 = const. (5.87)

Подстановка выражений (5.87) в уравнение (5.86) позволяет получить со-
отношения Коши–Грина

p1 = ρ21
∂U1

∂ρ1
; p2 = ρ22

∂U2

∂ρ2
;

ϑ1 =
∂U1

∂H1

; ϑ2 =
∂U2

∂H2

; Ψ =
∂U2

∂z
.

(5.88)

Согласно последнему уравнению (5.88) функция Ψ играет роль химиче-
ского потенциала8. Заметим, что представление функции Ψ в виде производ-
ной от внутренней энергии фактически является ограничением, наложенным

8 Функция Ψ, которая согласно последнему уравнению (5.88) играет роль химическо-
го потенциала, отличается от химического потенциала, используемого в литературе по
теории смесей. Она также отличается от химического потенциала, который был введен в
третьей главе (см. разд. 3.3). Различие подходов к определению химического потенциа-
ла, развитых в третьей и пятой главах, означает не изменение взглядов П. А. Жилина
на данный вопрос, а его убежденность в том, что химический потенциал можно вводить
разными способами. Химический потенциал, так же как энтропия и внутренняя энер-
гия, является неизмеримой величиной. Поэтому никакие физические эксперименты не
позволят ответить на вопрос о том, какой способ введения химического потенциала яв-
ляется правильным. Можно обсуждать только целесообразность использования того или
иного определения химического потенциала при построении конкретной модели среды. В
третьей главе химический потенциал ψ определен как величина, сопряженная плотности
частиц η; физический смысл такого химического потенциала ассоциируется с причиной
изменения числа частиц. Химический потенциал Ψ, введенный в рассмотрение в пятой
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на зависимость внутренней энергии от переменной z. Действительно, соглас-
но уравнениям (5.68) и (5.88), имеем

∂U2

∂z
=

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω− ρ2

∂U2

∂ρ2
− U2

)
−

−

(
1

2
V1 ··· V1 − ρ1

∂U1

∂ρ1
− U1

)
.

(5.89)

Уравнение (5.89) представляет собой дифференциальное уравнение в
частных производных для внутренней энергии. Его можно переписать в сле-
дующей эквивалентной форме:

∂U2

∂z
+
∂U2

∂x
=

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω− U2

)
−

−

(
1

2
V1 ··· V1 − ρ1

∂U1

∂ρ1
− U1

)
, x ≡ ln

ρ2

ρ02
.

(5.90)

Вводя новые переменные

α =
z+ x

2
= ln

⎡
⎣ρ2
ρ02

√
η02
η2

⎤
⎦; β =

z− x

2
= ln

√
η02
η2

; z = ln
ρ2η

0
2

ρ02η2
, (5.91)

вместо уравнения (5.90) получаем

∂U2

∂α
=

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω− U2

)
−

(
1

2
V1 ··· V1 − ρ1

∂U1

∂ρ1
− U1

)
. (5.92)

Соотношения Коши–Грина (5.88) принимают вид

p1 = ρ21
∂U1

∂ρ1
; p2 = ρ2

∂U2

∂α
;

ϑ1 =
∂U1

∂H1

; ϑ2 =
∂U2

∂H2

; Ψ =
1

2

∂U2

∂α
+
1

2

∂U2

∂β
,

(5.93)

где внутреннюю энергию U2 следует считать функцией α, β,H2. Кроме того,
эта функция должна удовлетворять условию (5.92).
главе, является сопряженным величине z и ассоциируется с причиной изменения массы
частиц-фибр; он относится к твердо-жидкой компоненте. В принципе, при построении мо-
дели бинарной среды можно было бы использовать определение химического потенциала,
данное в третьей главе. В этом случае химический потенциал относился бы к жидкой
компоненте и имел бы смысл причины изменения числа частиц жидкости. (Примеч. ред.)
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Введем вместо внутренних энергий свободные энергии

F1(ρ1, ϑ1) = U1 − ϑ1H1; F2(ρ2, ϑ2, z) = U2 − ϑ2H2 . (5.94)

Тогда приведенное уравнение баланса энергии (5.86) примет вид

ρ1
δ1F1

δt
+ρ2

δ2F2

δt
=
p1

ρ1

δ1ρ1

δt
+
p2

ρ2

δ2ρ2

δt
−ρ1H1

δ1ϑ1

δt
−ρ2H2

δ2ϑ2

δt
+ρ2Ψ

δ2z

δt
, (5.95)

а соотношениям Коши–Грина (5.88) можно придать форму

p1 = ρ21
∂F1

∂ρ1
; p2 = ρ22

∂F2

∂ρ2
;

H1 = −
∂F1

∂ϑ1
; H2 = −

∂F2

∂ϑ2
; Ψ =

∂F2

∂z
.

(5.96)

В соответствии с последними уравнениями (5.88) и (5.96) энтропия H2 не
зависит от переменной z. Фактически, имеем

Ψ =
∂F2

∂z
=
∂U2

∂z
⇒ ∂ϑ2H2

∂z
= 0 ⇒ ∂H2

∂z
= 0.

Соотношения Коши–Грина (5.93), записанные через свободную энергию,
для величин p1, H1 и H2 имеют вид (5.96), а для величин p2 и Ψ выглядят
следующим образом:

p2 = ρ2
∂F2

∂α
; Ψ =

1

2

∂F2

∂α
+
1

2

∂F2

∂β
. (5.97)

Напомним, что давление p2 характеризует взаимодействие между фибра-
ми. Для рассматриваемых суспензий9 можно принять p2 = 0. В этом случае,
согласно уравнениям (5.93), (5.97), U2 и F2 не зависят от α. Следователь-
но, внутреннюю энергию U2 можно найти из уравнения (5.92) следующим
образом:

U2 =

(
1

2
V2 ··· V2 +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω

)
−

(
1

2
V1 ··· V1 − ρ1

∂U1

∂ρ1
− U1

)
. (5.98)

9 Уравнения, полученные ранее, представляют собой общую теорию, применимую к
очень широкому классу бинарных сред. При использовании этой теории применительно
к смеси конкретных веществ необходимо дополнить ее физическими гипотезами, отража-
ющими свойства компонент смеси и характер их взаимного влияния. Далее рассматрива-
ются волокнистые суспензии с небольшой концентрацией частиц-фибр; принимается ряд
справедливых для этого вида суспензий физических допущений, позволяющих существен-
но упростить и конкретизировать теорию. (Примеч. ред.)
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Кроме того, соотношения Коши–Грина принимают вид

p1 = ρ21
∂F1

∂ρ1
; p2 = 0; H1 = −

∂F1

∂ϑ1
; H2 = −

∂F2

∂ϑ2
; Ψ =

1

2

∂F2

∂β
. (5.99)

Здесь функция Ψ имеет точный смысл химического потенциала. Напом-
ним, что химический потенциал обычно определяется как производная от
свободной энергии (или от какого-либо другого термодинамического потен-
циала) по числу частиц в рассматриваемой системе. Однако согласно уравне-
ниям (5.68) и (5.98) химический потенциал Ψ равен нулю10. Поэтому эффект
прилипания частиц жидкости к фибрам можно проигнорировать. Конечно,
такое заключение справедливо только в рамках предположения, что твер-
дые частицы не могут формировать деформируемые тела. Это означает, что
расстояния между фибрами слишком велики, так что силы межчастичного
взаимодействия можно не принимать во внимание. Таким образом, можно
принять следующие представления:

F1 = F1(ρ1, ϑ1), F2 = F2(ϑ2). (5.100)

Введем новую переменную

ζ =
ρ01
ρ1

− b, b ≡ ρ01
ρ∗1

� 0, 7÷ 0, 9; ζ = 0 ⇒ ρ1 = ρ∗1, (5.101)

где b — эмпирическая константа; ρ∗1 — верхний предел массовой плотности
первой компоненты и ρ01 — соответствующая равновесная массовая плотность
при p = 0 и ϑ1 = 0. Конечно, не принимаются во внимание квантовые эф-
фекты. Это означает, что в рассматриваемом случае температура далека от
абсолютного нуля. С использованием переменной ζ определяющие уравнения
(5.99) можно записать следующим образом:

p1 = −
∂ρ01F1

∂ζ
, p2 = 0, H1 = −

∂F1

∂ϑ1
, H2 = −

∂F2

∂ϑ2
, Ψ = 0. (5.102)

Параметр ρ01 будет подробно обсуждаться в следующем разделе. В за-
ключение подчеркнем, что исходя из полученных результатов, функцию χ в
уравнении (5.43) можно не учитывать.

10 Равенство нулю химического потенциала Ψ является непосредственным следствием
предположения p2 = 0. (Примеч. ред.)
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.5.9 Определяющее уравнение для давления

Определяющее уравнение для давления внутри жидкости должно быть
сформулировано на основании известных экспериментальных фактов. Обыч-
но при моделировании течения суспензий в процессе заливки использует-
ся подход, основанный на применении условий несжимаемости (см., напри-
мер, [105,106,109,110,115,125]). Кроме того, в работах теоретического харак-
тера стадия отвердевания не исследовалась.

Для того чтобы учесть возможность отвердевания, необходимо моди-
фицировать модель несжимаемой жидкости. Отправным пунктом является
определяющее уравнение для давления, предложенное в подразделе 3.8.2,

p = p0
n

m− n

(m
n

)n/(m−n)
[(
1− b

ζ

)m

−

(
1− b

ζ

)n]
+
cϑ1

ζk
;

1 < k < n < m, p0 > 0,

(5.103)

где p ≡ p1 — давление в компоненте 1, а параметры p0, m, n, k, c, b (посто-
янные величины) следует определять экспериментально. С физической точки
зрения ясно, что константыm, n, k должны быть нечетными целыми числа-
ми.

0
ζ

p

1−b

−p0

ϑ1 = 0

Рис. 5.3. Качественное изменение давления в твердой фазе

Обсудим главные свойства определяющего уравнения (5.103). Во-первых,
если температура ϑ1 = 0, то при давлении p = 0 имеет место равенство
ζ = 1 − b или, что то же самое, ρ1 = ρ01 (рис. 5.3). Таким образом, массовая
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плотность ρ01 соответствует устойчивому равновесному состоянию материала
в твердой фазе. Смысл константы p0 в уравнении (5.103) следует из выраже-
ния

pmin = −p0, ϑ1 = 0.

Таким образом, p0 — это предел прочности на разрыв материала в твер-
дом состоянии при низкой температуре. Важно отметить, что у рассматрива-
емого материала есть конечный предел прочности на разрыв. При давлении
ниже (−p0) материал разрушается. При давлении выше (−p0) материал мо-
жет существовать только в твердом состоянии.

Исследуем случай, когда 0 < ϑ1 < ϑ∗ (температура ϑ∗ будет введена
позже). Диаграмма давления, соответствующая уравнению (5.103), представ-
лена на рис. 5.4. Здесь мы имеем два равновесных состояния с безразмер-
ными плотностями ζ1 и ζ2, обозначенные точками A и B, соответственно,
(1− b < ζ1 < ζ2). Величины ζ1 и ζ2 определяются как корни уравнения

p0
n

m− n

(m
n

)n/(m−n)
[(
1− b

ζ

)m

−

(
1− b

ζ

)n]
+
cϑ1

ζk
= 0,

0 < ϑ1 < ϑ∗.

(5.104)

Первый корень ζ1 соответствует устойчивому равновесному состоянию
материала в твердой фазе. Второй корень ζ2 соответствует неустойчивому
равновесному состоянию материала. Первая зона на рис. 5.4 соответствует
устойчивой твердой фазе материала. Давление в этой зоне определяется урав-
нением состояния (5.103), причем зависимость давления от плотности должна
быть проверена экспериментально. Вторая зона на рис. 5.4 соответствует так
называемому метастабильному состоянию материала. В этой зоне поведение
материала определяется скорее уравнениями движения, а не уравнением со-
стояния. Подчеркнем, что в этой зоне нет статических решений или, что то
же самое, есть бесконечно много статических решений. Кроме того, в этой
зоне имеется смесь двух фазовых состояний материала — жидкого и твердо-
го. Третья зона на рис. 5.4 соответствует устойчивой жидкой фазе материала.
В этой фазе материал может существовать только при давлениях, лежащих
в интервале 0 < p < p1, где p1 отмечено на рис. 5.4.

Предположим, что диаграмма, представленная на рис. 5.4, соответствует
температуре полимеризации ϑp при давлении p1. Пусть температура ϑp бу-
дет постоянной, а давление p меньше, чем p1. В таком случае имеется три
равновесных состояния, обозначенных на рис. 5.4 точками C, D и E. Два
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0 ζ

p

1−b

A

C

B

D E

−p0
Стабильное
твердое
состояние

Мета-
стабильное
жидко-
твердое
состояние

Стабильное жидкое состояние 0 < p < p1

0 < ϑ1 < ϑ∗

p1

Рис. 5.4. Качественное изменение давления для 0 < ϑ1 < ϑ∗

из этих состояний (точки C, E ) являются устойчивыми, третье равновесное
состояние (точка D ) неустойчиво. Будет ли реализовываться одно из двух
устойчивых состояний, и какое именно, или будет смесь двух фаз — зависит
от начальных условий.

Если температура ϑ1 возрастает от 0 до значения ϑ1 < ϑ∗, тогда предел
прочности материала на разрыв pϑ убывает до значения

pϑ = −p0
n

k

(m
n

)n/(m−n)
[
m− k

m− n

(
1− b

ζs(ϑ1)

)m

−
n− k

m− n

(
1− b

ζs(ϑ1)

)n]
, (5.105)

где ζs(ϑ1) — наименьший корень уравнения,

p0
n

m− n

(m
n

)n/(m−n)
[
m

(
1− b

ζs

)m

− n

(
1− b

ζs

)n]
+ k

cϑ1

ζks
= 0,

0 < ϑ1 < ϑ∗.

(5.106)

Предел прочности материала на разрыв pϑ должен находиться экспери-
ментально. Полимеризация жидкой взвеси возможна только при ϑ1 ≤ ϑ∗.

Определим критическую температуру ϑ∗. Случай ϑ = ϑ∗ представлен на
рис. 5.5. При нулевом давлении существует только одно равновесное состоя-
ние. Материал имеет три различных жидких фазы. Если давление p лежит
в области 0 < p < p1, материал имеет два различных жидких состояния.
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0 ζ

p

ϑ = ϑ∗

p1

Устойчивое
жидкое

состояние I

Неустойчивое
жидкое
состояние

Устойчивое жидкое состояние II

Рис. 5.5. Качественное изменение давления для ϑ = ϑ∗

Первая и третья зоны на рис. 5.5 соответствуют двум разным устойчи-
вым жидким фазам. Вторая, промежуточная зона характеризует неустой-
чивое состояние, которое соответствует смеси двух различных жидких фаз.
Если давление p выше p1, есть только одна жидкая фаза. Для того чтобы
найти плотность ζ∗, соответствующую этому состоянию, и критическую тем-
пературу ϑ∗, необходимо решить следующую систему уравнений:

p0
n

m− n

(m
n

)n/(m−n)
[(
1− b

ζ∗

)m

−

(
1− b

ζ∗

)n]
+
cϑ∗
ζk∗

= 0;

p0
n

m− n

(m
n

)n/(m−n)
[
m

(
1− b

ζ∗

)m

− n

(
1− b

ζ∗

)n]
+ k

cϑ∗
ζk∗

= 0.

(5.107)

Решение этой системы можно представить в виде

ζ∗ = (1− b)

(
m− k

n− k

)1/(m−n)

;

cϑ∗
(1− b)k

= p0
n

m− k

(m
n

)n/(m−n)
(
n− k

m− k

)(n−k)/(m−n)

.

(5.108)

Поскольку величины ζ∗ и ϑ∗ экспериментально измеримы, уравнения
(5.108) можно использовать для определения констант m, n, k. Подчеркнем,
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0 ζ

p

ϑ∗ < ϑ < ϑ∗∗

ϑ = ϑ∗

ϑ = ϑ∗∗
p1

Рис. 5.6. Качественное изменение давления для ϑ∗ < ϑ1 < ϑ∗∗

что если температура ϑ1 выше ϑ∗, то, согласно определяющему уравнению
(5.103), отвердевание материала невозможно. Критическую температуру ϑ∗
можно назвать температурой плавления.

На рис. 5.6 представлена диаграмма давления для случая ϑ∗ < ϑ1 < ϑ∗∗. В
этом температурном диапазоне материал может существовать в двух жидких
фазовых состояниях. Если температура ϑ1 выше ϑ∗∗, материал имеет только
одну жидкую фазу. Напомним, что в данной работе не рассматривается газо-
образная фаза материала. Различие между газом и жидкостью заключается
в том, что для газа силы притяжения с увеличением ζ убывают медленнее,
чем для жидкости. Температуру ϑ∗∗ можно найти из уравнений

dp

dζ
= 0,

d2p

dζ2
= 0.

Воспользовавшись уравнениями (5.102) и (5.103), получим выражение для
свободной энергии

ρ01 F1 = F0

[
−

ζ

m− 1

(
1− b

ζ

)m

+
ζ

n− 1

(
1− b

ζ

)n]
−

−
1

k− 1

cϑ1

ζk−1
+ψ(ϑ1),

(5.109)

где функция ψ(ϑ1) должна быть определена для конкретного материала.
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Функцию ψ(ϑ1) можно найти из уравнения

−
∂ψ(ϑ1)

∂ϑ1
= cε ln

ϑ1

ϑ0
,

где cε — теплоемкость при постоянной деформации.

Заключение

Данная глава посвящена выводу основных уравнений, описывающих тече-
ние волокнистой суспензии в рамках микрополярной модели бинарной среды.

Основными неизвестными рассматриваемой задачи являются ρ1 и η2, ρ2.
Для этих функций имеем систему уравнений (5.43)

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = −χ2m;

δ2η2

δt
+ η2∇∇∇ ··· V2 = 0;

δ2

δt
ln
ρ2

η2
=
χ2m

ρ2
,

(5.110)

где функция χ2m должна быть каким-то образом определена. В простейшем
случае можно допустить, что χ2m = 0.

Уравнение движения жидкой компоненты — это первое уравнение систе-
мы (5.48). С учетом определяющих уравнений (5.69), (5.75), получаем

−∇∇∇p1 + 2∇∇∇ ··· (μμμ ··· ···D) +∇∇∇×
[
η2μμμ1 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)]
+

+η2μμμ12 ··· (V2 − V1) + ρ1F1 = ρ1
δ1V1

δt
− χ2mV1.

(5.111)

Уравнение трансляционного движения твердо-жидкой компоненты имеет
вид

−∇∇∇p2 +∇∇∇×
[
η2μμμ2 ···

(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)]
+

+η2μμμ12 ··· (V1 − V2) + ρ2F2 = ρ2
δ2V2

δt
+ χ2mV2,

(5.112)

где парциальное давление p2 можно считать равным нулю или задать опре-
деляющим уравнением, подобным уравнению (5.103).
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Уравнение (5.54) для спинорного движения фибр можно записать следу-
ющим образом:

−η2μ3∇∇∇× (∇∇∇×ωωω) − 2η2μμμ2 ···
(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V2

)
−

−2η2μμμ1 ···
(
ωωω−

1

2
∇∇∇× V1

)
+ ρ2L = ρ2

δ2

δt
(J ···ωωω) + χ2m(J ···ωωω).

(5.113)

К приведенным ранее уравнениям (5.110)–(5.113) следует добавить урав-
нения теплопроводности (5.78) вместе с определяющими уравнениями (5.79),
в которых можно положить κ2 = 0.

Для того чтобы получить окончательную формулировку основных урав-
нений, нужно определить объемные силы ρ1F1, ρ2F2 и объемный момент
ρ2L. Частично они определяются внешними полями, причем обычно это гра-
витационное поле, которое не создает внешний момент ρ2L. Помимо этого,
объемные силы и моменты могут возникать из-за наличия ограничивающих
стен. Предположим, что объем литейной формы V ограничен поверхностью
S. Пусть эта поверхность состоит из двух частей S = S0 ∪ S1, где S0 — твер-
дая стена и S1 — входное отверстие, через которое смесь втекает в полость V .
Пусть n — единичный вектор нормали к S, направленный внутрь области V .
Пусть s — расстояние вдоль нормали n. Предположим, что воздействие сте-
ны может быть описано в терминах внешнего силового поля, которое должно
быть учтено посредством объемных сил. Определим объемные силы следую-
щим образом:

F1 = F2 = g + F0

[(s
l

)−p

−
(s
l

)−q
]
n ; p > q > 0; s ≥ 0, (5.114)

где l > 0 — очень малая константа, имеющая размерность длины.
Заметим, что вообще стены могут создавать не только объемные силы,

но и объемный момент, действующий на твердые частицы. Однако мы пре-
небрегаем этим моментом.

Смесь в жидком состоянии вливается в полость через входное отверстие
S1 и занимает некоторую область V∗, которая изменяется во времени. Грани-
ца V∗ — это поверхность S∗, которая состоит из трех частей S∗ = S1∪S∗0∪Sf,
где S∗0 — та часть S0, которая находится в контакте со смесью, и Sf — свобод-
ная поверхность смеси. Для всех этих поверхностей нужно сформулировать
граничные условия, которые можно представить в традиционной форме для
скоростей и давления.
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Сравним предложенный подход с существующими теориями. Для этого
рассмотрим упрощающие предположения, которые принимаются в существу-
ющих теориях. Проделаем это поэтапно.

Первый шаг является простейшим. Предположим, что

ϑ1 = ϑ2 = const, χ2m = 0. (5.115)

В случае χ = 0 согласно уравнениям (5.110)

δ1ρ1

δt
+ ρ1∇∇∇ ··· V1 = 0;

δ2ρ2

δt
+ ρ2∇∇∇ ··· V2 = 0 ⇒

⇒ dρ

dt
+∇∇∇ ··· (ρVm) = 0,

(5.116)

где
ρ = ρ1 + ρ2, ρVm = ρ1V1 + ρ2V2.

Следующее допущение традиционной теории заключается в отсутствии
проскальзывания между твердыми частицами и жидкостью. С физической
точки зрения это означает, что нормы тензоров вязкого трения стремятся к
бесконечности

||μμμ1|| → ∞, ||μμμ2|| → ∞, ||μμμ12|| → ∞. (5.117)

Так как нормы векторов t′, t′′ и Q должны быть ограничены, в соответ-
ствии с определяющими уравнениями (5.69), (5.73) и (5.75) получим кинема-
тические соотношения

V1 = V2 = Vm ≡ V, 2ωωω = ∇∇∇× V, (5.118)

которые обычно принимаются, за исключением, быть может, последнего усло-
вия. Однако это условие также должно быть выполнено. С учетом принятых
предположений вместо уравнений движения (5.111)–(5.113) получим

−∇∇∇p1 + 2∇∇∇ ··· (μμμ ··· ···D) +∇∇∇× t′ + Q + ρ1F1 = ρ1
δV

δt
,

−∇∇∇p2 +∇∇∇× t′′ − Q + ρ2F2 = ρ2
δV

δt
, p2 � 0,

−η2μ3∇∇∇× (∇∇∇×ωωω) − 2t + ρ2L = ρ2
δ

δt
(J ···ωωω),

(5.119)
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где векторы t′, t′′, Q более не определяются уравнениями состояния. Систему
(5.119) можно переписать в виде

−∇∇∇p1 + 2∇∇∇ ··· (μμμ ··· ···D) +∇∇∇× t + ρF = ρ
δV

δt
; ωωω =

1

2
∇∇∇× V,

−η2μ3∇∇∇× (∇∇∇×ωωω) − 2t + ρ2L = ρ2
δ

δt
(J ···ωωω).

(5.120)

Последнее уравнение позволяет выразить вектор t через скорость V и ее
производные. Вообще говоря, дальнейшие упрощения невозможны. Однако
уравнения (5.120) сложнее, чем те, которые используются в традиционной
теории.

Чтобы сделать еще один шаг по направлению к традиционной теории,
следует предположить, что

μ3 = 0, L = 0, J = 0 ⇒ t = 0. (5.121)

Условие μ3 = 0 — гипотеза разбавленной смеси; условие J = 0 — это
гипотеза безынерционности частиц. Теперь имеются следующие уравнения:

−∇∇∇p1 + 2∇∇∇ ··· (μμμ ··· ···D) + ρF = ρ
δV

δt
;

ωωω =
1

2
∇∇∇× V (∇∇∇ ···ωωω = 0).

(5.122)

Введя единичный вектор e′, связанный с осью симметрии фибры (см.
формулы (5.58)), получим

δe′

δt
=
1

2
(∇∇∇× V) × e′ =

1

2
(e′ ··· ∇∇∇V −∇∇∇V ··· e′) . (5.123)

Последнее ограничение — это предположение несжимаемости

∇∇∇ ··· V = 0,
δρ

δt
= 0. (5.124)

Это условие означает, что давление более не определяется уравнением со-
стояния, а должно находиться из уравнений движения. Таким образом, фа-
зовые переходы в смеси исключаются из рассмотрения. Заметим, что условие
ρ = const не следует из уравнения (5.124).

Таким образом, после всех предположений получим систему уравнений
(5.122)–(5.124). К этим уравнениям следует добавить утверждение, что тен-
зор вязкости μμμ — трансверсально изотропная функция единичного вектора
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e′ и тензора D. Этот вопрос здесь не обсуждается, так как решение данной
задачи хорошо известно.

Очевидно, что система (5.122)–(5.124) не совсем соответствует системе
уравнений традиционной теории (см. введение к данной главе). Единственное
отличие заключается в том, что уравнение (5.123) не совпадает с уравнением
(5.13). Для того чтобы это различие стало более ясным, перепишем уравнение
(5.13) в эквивалентной форме

ė′ =

(
1

2
∇∇∇× V +

c2 − a2

c2 + a2
e′ × d ··· e′

)
× e′,

d =
1

2

(
∇∇∇V +∇∇∇VT

)
.

(5.125)

Какое уравнение, (5.123) или (5.125), более правильное? Точный ответ не
известен. С одной стороны, кажется, что следует отдать предпочтение уравне-
нию (5.125), поскольку оно содержит параметры частицы. С другой стороны,
это кажется странным. Действительно, если предположить, что нет сколь-
жения между твердыми частицами и жидкостью, вращения твердых частиц
и жидкости должны быть одинаковыми. Это означает, что форма частицы
не должна быть важна. Это верно для уравнения (5.123), но неверно для
уравнения (5.125). Заметим, что уравнение (5.123) можно вывести многими
способами.



Гл а в а 6

Построение модели электромагнитного
поля с позиций рациональной механики1

Введение

Движения видимых макротел, например планет, и электромагнитные яв-
ления знакомы людям с незапамятных времен. Тем не менее теоретические
описания этих явлений разработаны с различной степенью полноты и ос-
нованы на различных фундаментах. Интенсивные исследования в области
злектромагнетизма начались в конце XVIII в. К середине XIX в. уже были
экспериментально установлены основные законы электромагнетизма, вклю-
чая закон электромагнитной индукции. Были предложены и теоретические
модели, но все они носили описательный характер, т. е. действовали только
в частных ситуациях. Положение существенно изменилось после разработки
Дж. Максвеллом концепции электромагнитного поля, которая без особых из-
менений сохранилась до настоящего времени. Можно сказать, что к 1879 г.
уже полностью сложилась новая область физики, получившая название элек-
тродинамики. Эта область физики включала огромный набор эксперимен-
тальных фактов, многие из которых, но далеко не все, успешно объяснялись
теорией Максвелла.

Было предпринято много попыток дать механистическое истолкование
электромагнитных явлений, но все они при тщательном рассмотрении оказа-
лись неудачными. Так сложилась ситуация, которую М. Планк описал следу-
ющими словами [135]: “Механическим явлениям, или движениям материаль-
ных точек, противостоит как нечто единое, ясно от них отделенное, целое, вся
совокупность электрических и магнитных, или электродинамических, явле-

1 Часть материала данной главы опубликована в статье [134]: P. A. Zhilin “The main
direction of the development of mechanics for XXI century” (Lecture prepared for presentation
at XXVIII Summer School–Conference “Advanced Problems in Mechanics”. — St. Petersburg,
Russia, 2000). Полностью материал этой главы публикуется впервые. (Примеч. ред.)
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ний. Этими двумя областями исчерпывается вся физика, так как все осталь-
ные ее части — акустика, оптика и теплота — могут быть вполне сведены
на механику и электродинамику. Окончательное же объединение этих двух
последних классов явлений, что представило бы собой увенчание здания тео-
ретической физики, еще приходится предоставить будущему”. Данная цитата
дает основание полагать, что М. Планк придавал важное значение объеди-
нению механики и электродинамики. Эта задача остается нерешенной и в
настоящее время.

.6.1 Механика и электромагнетизм

Между механикой, с одной стороны, и электродинамикой, с другой сто-
роны, существуют огромные различия. Строго говоря, эти две науки нельзя
сопоставлять. В самом деле, механика, как наука, — это не теория каких бы
то ни было явлений Природы. Механика — это метод исследования Приро-
ды. Мнение о том, что механика имеет ограниченную область применимости,
основано, главным образом, на ее фактической неспособности в настоящее
время описать целый ряд явлений, известных в экспериментальной физике.
Тем не менее никто не доказал, что механика принципиально не способна опи-
сать эти явления. Электродинамика, в противоположность механике, — это
теория определенного класса явлений Природы. Поэтому на самом деле речь
должна идти не об объединении механики и электродинамики, а о включении
электродинамики в механику, т. е. об описании электромагнитных явлений
на основе принципов механики. Современная теоретическая физика призна-
ла эту задачу неразрешимой. Уравнения Максвелла рассматриваются чем-то
вроде божественного откровения, не требующего обоснования. Последующее
развитие физики все дальше уводило ее от классической механики. В насто-
ящее время главную роль исполняет квантовая физика, которая объявила о
“решительном разрыве с классической механикой”.

Следует подчеркнуть, что включение электродинамики в механику ме-
нее всего диктуется намерением возвести “венец теоретической физики”
(см. [136]). В настоящее время подобная цель выглядит, по меньшей мере,
наивно. Существо проблемы носит вполне прагматический, если не сказать
утилитарный, характер. Фактически, уже в настоящее время проблемы ме-
ханики и электродинамики переплелись настолько тесно, что их невозможно
разделить. В самом деле, механические свойства деформируемых тел, внут-
реннее трение в идеальных кристаллах, теория пьезоэлектрических и фер-
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ромагнитных материалов2, динамика электрических машин и многие другие
проблемы не могут рассматриваться без учета взаимодействия “чисто меха-
нических” и электромагнитных явлений. Поэтому чрезвычайно важно опи-
сывать эти явления на одном языке и в рамках единой непротиворечивой
логики. В настоящее время этого нет. Например, известна важнейшая роль,
которую играет в электромеханике сила Лоренца

F = q(EEE + V ×BBB),

где q — заряд; EEE — вектор напряженности электрического поля; BBB — век-
тор магнитной индукции; V — скорость движения заряда. С точки зрения
механики это выражение для силы неприемлемо, поскольку оно не удовле-
творяет принципу материальной объективности. К сожалению, указанным
обстоятельством отнюдь не исчерпывается список претензий к силе Лоренца.

Таким образом, перед механикой, как методом исследования природных
явлений, уже давно поставлена очень трудная задача о расширении сферы
своего действия на область электромагнитных явлений. Следуя установив-
шимся взглядам, можно, видимо, признать, что в основе теории электромаг-
нитных явлений лежит концепция электромагнитного поля. Для того чтобы
применить метод механики к описанию и исследованию электромагнитного
поля, прежде всего, необходимо выбрать определенную точку зрения. Необ-
ходимо ответить на вопрос: “Что такое электромагнитное поле: некая матери-
альная среда или способ описания взаимодействий между объектами, кото-
рые в физике принято называть зарядами?” В зависимости от ответа на этот
вопрос механика, будучи именно методом исследования, приведет к совер-
шенно различным теориям. Если электромагнитное поле есть некая среда,
то следует использовать методы механики сплошных сред. Если это способ
описания взаимодействий между зарядами, то предварительно необходимо
определить, что такое заряд. Ответа на последний вопрос в настоящее время
никто не знает. Неизвестно даже, является ли заряд формой некоей субстан-
ции или это характеристика некоей формы движения чего-то, или это во-
обще что-то совершенно иное. Без ясного определения понятия заряда, т. е.
без явного включения заряда в одну из основных структур механики, метод
механики совершенно бессилен и бесполезен. Поэтому в настоящее время ме-
ханика имеет шансы на успех только в том случае, если электромагнитное

2 Идеи П. А. Жилина относительно теории пьезоэлектрических материалов и тео-
рии ферромагнитных материалов содержатся в Приложениях H и I. Эти теории разра-
батывалась П. А. Жилиным совместно с его учениками. Текст данных работ написан не
П. А. Жилиным, а его учениками: Я. Э. Колпаковым (пьезоэлектрические материалы) и
Е. Ф. Грековой (ферромагнитные материалы). (Примеч. ред.)
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поле является некоей сплошной средой или, точнее говоря, может моделиро-
ваться некоей сплошной средой. Последняя концепция известна очень давно
под названием эфира. Тем не менее всякое упоминание об эфире вызывает
у физиков-теоретиков нечто вроде аллергии. Профессионалам легко понять
причины неприятия концепции эфира. Дело в том, что профессиональных
теоретиков не устраивают разговоры об эфире. Необходимы корректные ма-
тематические формулировки концепции эфира. В этой связи было предпри-
нято много серьезных попыток построить удовлетворительную теорию эфи-
ра [137], но все они при внимательном рассмотрении оказались неприемле-
мыми в теоретическом отношении. Поэтому наименьшим из зол оказалось
принятие уравнений Максвелла как данность, без увязки их с какими бы то
ни было механическими моделями. Так, собственно, и возник разрыв меж-
ду механикой и теорией электромагнитных явлений. Вернемся к концепции
эфира, рассматриваемого с позиций рациональной механики сплошных сред.
Впрочем, термин “эфир” в дальнейшем использоваться не будет, поскольку
фактически эфир напоминает “слоеный пирог”. Электромагнитное поле есть
только верхний и наиболее грубый слой этого пирога. Вернувшись к старой
концепции, следует, прежде всего, уяснить причины неудовлетворительности
прежних подходов и способы их устранения. Исторические аспекты этого бу-
дут изложены в разделе 6.2. Сформулируем концепцию электромагнитного
поля в том виде, в каком она будет реализована далее в рамках рациональной
механики.

Итак, будем считать, что электромагнитное поле может моделировать-
ся некоей сплошной средой. Эта среда принципиально отличается по своей
структуре от всех рассмотренных ранее. По современной терминологии ее
можно назвать жидким кристаллом3. Электромагнитное поле играет огром-

3 Проблемой моделирования электромагнитного поля сплошной средой П. А. Жи-
лин занимался более десяти лет. Им были предложены две принципиально различных
модели электромагнитного поля. Первая модель, описание которой можно найти в ран-
них работах, посвященных этой тематике, в частности, в статье “Реальность и механика”
1996 г. [138], основана на трансляционных степенях свободы. Подробное описание этой
модели содержится в седьмой главе (разд. 7.2). Там же указывается на принципиальные
и неустранимые недостатки модели, основанной на трансляционных степенях свободы.
Вторая модель, частичное описание которой можно найти в статье “The main direction
of the development of mechanics for XXI century” 2000 г. [134], а полное описание впервые
публикуется в данной главе, основана исключительно на вращательных степенях свобо-
ды и свободна от недостатков первой модели. Точно оценить временные рамки написания
текста данной главы затруднительно, но последняя модификация компьютерного фай-
ла относится к марту 2003 г. Более поздних исследований по электродинамике в личном
архиве П. А. Жилина нет. (Примеч. ред.)
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ную роль в Природе, ибо без его участия мир видимых вещей вообще не смог
бы возникнуть. Процесс рождения видимых вещей во многом напоминает
сбивание масла из молока. При этом электромагнитное поле играет роль виб-
ратора или болтушки, однако важны не эти метафизические заявления, кото-
рые едва ли доказуемы, но одна важная особенность, которая должна быть
присуща удовлетворительной модели электромагнитного поля: оно должно
обладать собственной энергией для функционирования в качестве вибратора.
Классическая модель электромагнитного поля этим свойством не обладает.
Основным видом движения в электромагнитном поле являются спинорные
движения, игнорируемые в ньютоновской механике. Иными словами, элек-
тромагнитное поле есть среда, состоящая из быстровращающихся частиц4.
Именно посредством энергии вращений частиц электромагнитное поле запа-
сает собственную энергию, хотя оно, кроме того, обладает внутренней энерги-
ей, которую принято называть энергией деформации или упругим потенциа-
лом. Поэтому старые теории эфира, основанные на ньютоновской механике,
не имели шансов на успех.

Важно подчеркнуть, что электромагнитное поле само по себе не имеет
никакого отношения к тому, что в физике принято называть зарядом. В
этом серьезное отличие от точки зрения, принятой в физике, согласно кото-
рой электромагнитное поле порождается зарядами. Однако заряженные тела
вносят возмущения в электромагнитное поле. Если эти возмущения назвать
электромагнитным полем, то терминологические расхождения с физикой ис-
чезнут. Мы предпочитаем называть электромагнитным полем саму среду, а
не возмущения в ней. Это дает возможность временно отложить обсуждение
трудной и спорной проблемы заряда. Все указанное ранее является интуитив-
ным представлением, которое должно быть реализовано на основе строгих
методов и принципов рациональной механики.

Тем, кому по тем или иным причинам не нравится концепция эфира в
любой ее форме, можно указать на другую трактовку получаемых далее
уравнений. Суть трактовки поясним на примере. Допустим, что изуча-
ется некое явление, характеризуемое одним параметром x. Пусть в этом
явлении параметр x удовлетворяет уравнению

ẍ+ω2x = f(t).

Тогда, независимо от природы параметра x, можно утверждать, что
все обстоятельства, сопровождающие рассматриваемое явление, могут
быть истолкованы в терминах грузика на пружинке. Совершенно анало-

4 Точнее говоря, двухспиновых частиц, которые будут введены позднее.
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гично, если построить некую непротиворечивую механическую модель, по-
ведение которой описывается уравнениями, в точности совпадающими с
уравнениями Максвелла, то можно в рамках этой модели истолковать
все явления, описываемые уравнениями Максвелла. Такое истолкование ча-
сто оказывается полезным. Приведем в этой связи высказывание Х. Ло-
ренца [137]: “В последнее время механические объяснения происходящих в
эфире процессов все более отступают на задний план. Для многих физи-
ков основной частью теории является точное количественное описание яв-
лений, как, например, данное в уравнениях Максвелла. Однако, даже если
стоять на такой точке зрения, механические аналогии все же сохраня-
ют некоторое значение. Они помогают нам думать о явлениях и могут
явиться источником идей для новых исследований”.

.6.2 Историческая справка и предмет исследования

Далее будут приведены только те исторические факты, которые имеют
непосредственное отношение к обсуждаемым вопросам. Соответственно, и
оценки, даваемые тем или иным фактам, нужно рассматривать исключи-
тельно в контексте того, какое влияние они оказали на ограничение сферы
действия механики.

Механика — одна из древнейших наук. Она развивается эволюционным
путем без революционных скачков. Метод механики формировался в тече-
ние многих столетий трудами многих и многих исследователей и, разумеется,
подкреплялся огромным опытным материалом. В основании механики лежат
утверждения, которые принципиально не могут быть ни доказаны, ни опро-
вергнуты экспериментом. В этом состоит важнейшая особенность механики,
благодаря которой механика не имеет пределов своей применимости. Недав-
няя “революция в физике” не оказала и не могла оказать влияния на раз-
витие механики, поскольку “квантовые скачки” были принципиально несов-
местимыми с логическими основами механики. Вместе с тем, механика того
времени не смогла распространить свой метод на электромагнитные и другие
явления микромира. Последствия такой “неповоротливости” механики были
весьма тяжелыми: к 1930 г. механика фактически утратила статус фунда-
ментальной науки5. Существует только один способ вернуть механике статус

5 Многие ученые-механики не согласятся с таким утверждением. К сожалению, ми-
ровое научное сообщество в целом думает иначе и считает механику прикладной наукой.
Впрочем, даже некоторые физики признают механику фундаментальным, но давно за-
крытым(!) разделом теоретической физики.
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фундаментальной науки, который заключается в расширении сферы ее дей-
ствия на электромагнитные и другие явления микромира. При этом необхо-
димо разрешить старый парадокс: все знают, что механика не применима
к описанию явлений микромира, но никто не может указать, какие имен-
но принципы механики теряют свою дееспособность в микромире. Есть,
разумеется, простое и радикальное разрешение указанного парадокса. Оно
заключается в следующем утверждении: классическая механика непримени-
ма в микромире просто потому, что в микромире неприменима классическая
логика. Подобная точка зрения утверждается в науке уже много десятилетий.
Тем не менее есть противники столь радикальной точки зрения. Наша цель
состоит в том, чтобы показать другое разрешение парадокса и ясно выявить
утерянный в механике, как, впрочем, и в физике, элемент.

Современная механика ведет свой отсчет от Архимеда, сформулировав-
шего, помимо прочего, законы равновесия твердых тел. Этих законов было
два. Первый относился к равновесию сил, а второй постулировал равновесие
моментов и был дан в форме принципа рычага. Относительно последнего и
развернулась самая продолжительная в истории современного человечества
дискуссия. Конечно, никто не сомневался в правильности принципа рычага
Архимеда. Вопрос заключался в его независимости, т. е. в возможности (или
невозможности) его доказательства на основе закона равновесия сил. После
Архимеда механика развивалась путем решения многочисленных частных
задач. Важнейшие достижения принадлежат Галилео Галилею, они общеиз-
вестны, и нет необходимости обсуждать их в данный момент.

В целом, механика до Ньютона продолжала оставаться собранием многих
важных, но мало связанных между собой фактов. Ньютон был первым, кто
поставил задачу построения механики как науки первых принципов. В каче-
стве первых принципов Ньютон предложил в словесной формулировке три
закона движения, но он не считал их достаточными для общего построения
механики. Например, в работе [40], с. 301, Ньютон писал: “Vis inertiae есть
пассивный принцип, посредством которого тела пребывают в их движении
или покое, получают движение, пропорциональное приложенной к ним силе,
и сопротивляются настолько же, насколько сами встречают сопротивление.
По одному этому принципу в мире еще не могло бы произойти движение. Был
необходим некоторый иной принцип, чтобы привести тела в движение, и раз
они находятся в движении — требуется еще один принцип для сохранения
движения. Ибо из различного сложения двух движений вполне ясно, что в
мире не всегда имеется одно и то же количество движения. Если два шара,
соединенные тонким стержнем, вращаются вокруг их общего центра тяже-
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сти равномерным движением, в то время как центр равномерно движется по
прямой линии, проведенной в плоскости их кругового движения, то сумма
движений двух шаров в том случае, когда шары находятся на прямой линии,
описываемой их общим центром тяжести, будет больше, чем сумма их дви-
жений, когда они находятся на линии, перпендикулярной к этой прямой. Из
этого примера ясно, что движение может получаться и теряться”. Это важ-
ное высказывание относится к 1717 г. (опубликовано в 1719 г., т. е. спустя 30
лет после выхода в свет “Математических начал натуральной философии”).
Данную цитату необходимо тщательно проанализировать, поскольку она дает
ясное представление о состоянии развития механики в начале XVIII в. Кро-
ме того, важно ознакомиться с работами И. Бернулли [32], опубликованными
после 1726 г., а также с книгой Ж. Даламбера [139].

Следует обратить особое внимание на тот факт, что даже через пятьдесят
лет после выхода в свет “Математических начал” нельзя обнаружить ниче-
го похожего на то, что в настоящее время принято называть ньютоновской
механикой. После этого едва ли кто-нибудь сможет поверить утверждению
Э. Маха [8] о том, что после Ньютона в механике не было предложено ниче-
го принципиально нового. Это утверждение, к сожалению, получило очень
большое распространение среди физиков.

Программная идея Ньютона о построении механики на основе первых
принципов сыграла огромную стимулирующую роль в развитии механики.
Первая реализация этой идеи принадлежит Л. Эйлеру. То, что в настоящее
время называется ньютоновской механикой, было создано Эйлером в пери-
од с 1732 по 1755 г. Прежде всего, Л. Эйлер впервые перевел механику на
язык дифференциальных уравнений и разработал методы их интегрирова-
ния. В результате, метод механики обрел совершенно новое качество. Далее,
в работе “Открытие нового принципа механики” [140] Эйлер дал новую и
гораздо более сильную форму первому закону динамики6. Этот закон рас-
пространял второй закон Ньютона, применимый для материальных точек,
на произвольные тела. В то время Эйлер полагал, что указанный принцип
можно рассматривать “как единственный фундамент всей механики и других
наук, которые трактуют о движении произвольных тел” (см. работу [141]). С
помощью предложенного принципа Эйлеру удалось впервые рассмотреть за-
дачу о вращении твердого тела. Тем не менее в работах того времени Эйлер
рассматривал понятие момента как производного от понятия силы. Только

6 Современную форму законов динамики Эйлера, отличающуюся, конечно, от ори-
гинальных формулировок, можно найти во второй главе. В частности, из современной
формулировки в качестве следствия вытекает третий закон Ньютона.
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значительно позднее Эйлер осознал в полной мере, что ньютоновская меха-
ника принципиально неполна и потому ограничена. Первоначально это выяс-
нилось в работах позднего Эйлера по теории стержней, в которых он осознал,
что существует понятие момента в чистом виде, т. е. момента, не определя-
емого через понятие силы. Позднее Эйлер применил новое понятие момента
при формулировке второго закона динамики. В 1776 г. Л. Эйлер публикует
мемуар “Новый метод определения движения твердых тел” [17], в котором
впервые появляются формулировки двух независимых друг от друга законов
динамики.

Здесь мы подошли к центральному вопросу, который необходимо обсу-
дить подробнее. В ньютоновской механике исследуется только одна форма
движений тел, а именно трансляционные движения, которые описывают из-
менение положений точечных тел в пространстве. Соответственно в ньюто-
новской механике определено только понятие силы. Связи между силами и
движениями устанавливаются посредством так называемых определяющих
уравнений, выражающих наши интуитивные представления и данные опыта.
Типичным определяющим уравнением в ньютоновской механике является за-
кон всемирного тяготения. Все остальные характеристики механического по-
ведения тела определяются через них на основе первого закона динамики.
Введение независимого момента в корне меняет ситуацию. В механике все
переменные появляются в виде сопряженных пар. Силам отвечают переме-
щения, т. е. трансляционные движения. Независимым моментам отвечают
так называемые спинорные7 движения, при которых точечное тело меняет
свою ориентацию в пространстве, хотя его положение в пространстве может
оставаться неизменным. Спинорные движения тела управляются вторым за-
коном динамики Эйлера. Механику, основанную на двух законах динамики
Эйлера, будем называть эйлеровой механикой.

Так получилось, что величайшее открытие Л. Эйлера оставалось невос-
требованным почти два столетия8 несмотря на то, что спинорные движения
играют колоссальную роль в Природе. На макроуровне главную роль испол-
няют трансляционные движения, и именно этим определяется доминирующее
положение ньютоновской механики в инженерных расчетах и задачах небес-
ной механики. Однако, чем глубже мы погружаемся в микромир, тем мень-

7 Этот термин не является общепринятым и вводится во избежание смешения с терми-
ном “вращательное движение”. Последнее зачастую является трансляционным. Например,
вращение Земли вокруг Солнца — это трансляционное движение, но вращение Земли во-
круг собственной оси — это спинорное движение.

8 Значительное развитие динамики твердого тела и теории гироскопических систем
имело скорее прикладное значение и мало сказалось на фундаментальных основах физики.
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шую роль играют трансляционные движения и тем большую роль начинают
играть спинорные движения. Именно игнорирование спинорных движений в
ньютоновской механике явилось главной причиной неприменимости механи-
ки к описанию явлений микромира и, в частности, электромагнетизма. Ду-
мается, что при соответствующем учете спинорных движений современная и,
особенно, квантовая физика имела бы совсем другой вид9.

Важную роль открытия Эйлером независимости второго закона динами-
ки, видимо, осознал только Ж. Лагранж, но он не захотел с этим согласить-
ся. По существу, вопрос сводился к проблеме доказательства независимости
принципа рычага Архимеда. Если его можно доказать на основе ньютонов-
ской механики, т. е. на основе равновесия сил, то второй закон динамики Эй-
лера не является независимым законом Природы. Не случайно поэтому зна-
чительную часть обширного введения к своей “Аналитической механике” [142]
Ж. Лагранж посвятил именно доказательству принципа рычага Архимеда.
Лагранж подверг критике многие известные к тому времени доказательства
принципа рычага Архимеда и предложил новое доказательство. При этом,
как стало ясно в начале XX в., Лагранж допустил принципиальную ошиб-
ку10, последствия которой ощущаются вплоть до настоящего времени. Что
касается самого Лагранжа, то он счел возможным ограничиться рамками
ньютоновской механики и сумел придать ей весьма изящную форму. Одна-
ко красота лагранжевой механики была отравленной: многие стали ошибоч-
но думать, что вся механика сводится к тому, чтобы выучить выражения
для кинетической и потенциальной энергии и далее использовать лагранжев
формализм. До некоторой степени это даже правильно. Беда в том, что в
нетривиальных случаях лагранжева механика не дает никаких намеков на
то, откуда взять правильные выражения для кинетической и потенциальной
энергий. Во многих случаях, например для открытых систем, лагранжева
механика вообще не применима, о чем многие и не подозревают.

В дальнейшем лагранжева механика была усилена Гамильтоном. Меха-
ника Лагранжа–Гамильтона стала олицетворением механики в современной
теоретической физике, где она играет двоякую роль. С одной стороны, когда

9 В седьмой главе (см. подразд. 7.3.3) построена модель сплошной средой специально-
го вида, основанная на вращательных степенях свободы. Показано, что распространение
возмущений в этой среде описывается уравнениями, представляющими собой комбинацию
уравнений Шредингера и Клейна–Гордона. Таким образом, дана механическая интерпре-
тация уравнения Шредингера. (Примеч. ред.)

10 Лагранж использовал соображения симметрии относительно поворота, которые,
как известно ныне, эквивалентны условию баланса моментов, т.е. второму закону дина-
мики Эйлера.
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физики говорят об ограниченности классической механики, то они имеют в
виду именно механику Лагранжа–Гамильтона. С другой стороны, в основе
современной квантовой физики лежит формализм Лагранжа–Гамильтона с
добавлениями к нему правил квантования. К сожалению, физики не сознают,
что механика Лагранжа–Гамильтона является красивой одеждой для механи-
ки и не более того. Поэтому сама по себе механика Лагранжа–Гамильтона не
может служить основой для построения новых физически содержательных
моделей реальных объектов. Именно это обстоятельство породило следующее
заявление М. Планка [143]: “Сегодня мы должны осознать, что ... рамки клас-
сической динамики ... оказались слишком узкими для того, чтобы включить
все те физические явления, которые не поддаются непосредственному на-
блюдению посредством наших грубых органов чувств. Доказательство этого
заключения даются нам кричащим противоречием между классической тео-
рией и экспериментом, которое проявилось в универсальных законах тепло-
вого излучения”. Разумеется, под классической динамикой М. Планк понимал
механику Лагранжа–Гамильтона.

Между тем, фундаментальная механика в XIX–XX столетиях развива-
лась, главным образом, на основе принципов, предложенных Галилеем, Нью-
тоном, Эйлером. Основное внимание уделялось не аналитической механи-
ке систем с конечным числом степеней свободы, где царствовала механика
Лагранжа–Гамильтона, а механике сплошных сред. При этом одновременно
развивались теории одномерных (нити, струны, стержни), двумерных (пла-
стины и оболочки) и трехмерных сред. Трехмерные среды в XIX в. перво-
начально развивались (А. Навье, О. Коши, С. Пуассон, Дж. Грин и др.) без
учета вращательных степеней свободы, т. е. без учета моментных напряже-
ний.

К этому времени относятся и первые механические модели электромаг-
нитного поля, известные под названиями различных теорий эфира и описан-
ные в книге Х. Лоренца [137]. Как известно, все эти модели эфира оказа-
лись неудачными. В них отчетливо наблюдается стремление авторов ввести
спинорные движения, но делается это неправильно. К тому же, в то время
моменты, как самостоятельные сущности, практически не применялись в фи-
зике, хотя теории стержней и оболочек, известные в тот период времени, уже
включали, наряду с силами, независимые моменты.

Моментные напряжения в трехмерных средах впервые были введены бра-
тьями Эжени и Франсуа Коссера в 1909 г. в книге [59]. Однако сделано это
было достаточно формально и без убедительных приложений. Поэтому про-
шло еще полстолетия, прежде чем теории с независимыми моментными на-
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пряжениями начали интенсивно развиваться. К настоящему времени по этим
теориям и их приложениям опубликованы сотни работ, ссылки на многие из
которых можно найти, например, в книге [144]. Отметим только основные
особенности механики сплошных сред с учетом вращательных степеней сво-
боды.

Хотя спинорные движения были введены, по существу, еще Эйлером, тем
не менее в механике сплошных сред они были введены относительно недав-
но [67,68,145]. В этих работах спинорные движения вводились на основе тен-
зора поворота, основные свойства которого и его различные представления11

описаны в работах [2,50]. Краткое изложение основных принципов эйлеровой
механики содержится во второй главе. В седьмой главе дано истолкование
электродинамики Максвелла в терминах классической механики и показана
ее недостаточность, например для описания структуры атома12.

Чтобы избежать разного рода недоразумений, рассмотрим основные тер-
мины. Введение инерциальных систем отсчета описано в разделе 2.1 данной
книги (см. также работу [149]). Ньютоновская механика включает в себя за-
коны динамики безспиновых частиц. Состояние частицы определяется зада-
нием вектора положения R(t), вектора количества движенияmṘ(t), полной

энергии E = K + Up, где кинетическая энергия K =
1

2
mṘ ··· Ṙ, внутренняя

энергия Up = const. Изменение количества движения определяется векто-
ром силы F. Кроме того, имеются производные величины: вектор момента
количества движения R × mṘ, вектор момента силы R × F. В ньютонов-
ской механике допустимы только центральные силы. Основной моделью в
ньютоновской механике является модель линейного осциллятора, задаваемо-
го уравнением

mR̈ + cR = 0. (6.1)

Другие аспекты ньютоновской механики можно не отмечать.
Эйлерова механика включает в себя законы динамики односпиновых ча-

стиц. Движение таких частиц определяется заданием вектора положения
R(t) и тензором поворота P(t). Скорости находятся с помощью уравнений

11 Методика описания спинорных движений посредством тензора поворота была пред-
ложена П. А. Жилиным в работе [146] и получила развитие в работах [31, 147, 148]. Об
описании спинорных движений посредством тензора поворота см. Приложение C. (При-
меч. ред.)

12 Об истолковании электродинамики Максвелла в терминах классической механики
см. раздел 7.2, где проводится аналогия между уравнениями Максвелла и уравнениями
классической безмоментной теории упругости. (Примеч. ред.)
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(2.11), (2.12)
V(t) = Ṙ(t); Ṗ(t) =ωωω(t) × P(t),

где второе уравнение носит имя Пуассона [2, 50]. Полная энергия E частицы
имеет вид E = K+Up, где кинетическая энергия K определяется квадратич-
ной формой (2.15)

K = m

(
1

2
V ··· V + V ··· B ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C ···ωωω

)
,

причем коэффициенты этой формы, т. е. тензоры второго ранга mB и mC
(C = CT ), называются тензорами инерции в актуальном положении, скаляр
m есть масса частицы. Примем теперь во внимание, что тензоры инерции
должны удовлетворять очевидным равенствам (2.14)

B = P(t) ··· B0 ··· PT(t); C = P(t) ··· C0 ··· PT(t),

где mB0, mC0 — значения тензоров инерции в отсчетном положении, т. е.
при тех значениях t0, при которых P(t0) = E.

Векторы количества движения K1 и кинетического момента K2 вводятся
посредством равенств (2.17), (2.18), согласно которым количество движения
K1 — линейная форма скоростей

K1 =
∂K

∂V
= m (V + B ···ωωω),

а кинетический момент K2 — это линейная форма скоростей, вычисляемая
по формуле

K2 = R × K1 +
∂K

∂ωωω
= R × K1 +m (V ··· B + C ···ωωω),

где подчеркнутый член называется моментом количества движения, а второе
слагаемое называется собственно кинетическим моментом или динамическим
спином.

В эйлеровой механике изменение количества движения определяется си-
лой F, а изменение кинетического момента определяется вектором момента
M, который вычисляется по правилу (2.35)

M = R × F + L,

где вектор L называется собственно моментом13, который в общем случае не
выражается через силу F.

13 Подробнее об аксиоматике воздействий в эйлеровой механике см. раздел 2.3. (При-
меч. ред.)
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Первый и второй законы динамики в эйлеровой механике имеют вид
(2.54), (2.64) и для закрытых тел формулируются следующим образом [17]:

K̇1 = F; K̇2 = M ≡ R × F + L. (6.2)

Более детальное описание можно найти в разделе 2.5.
Основной моделью в эйлеровой механике является модель твердотельного

осциллятора14, т. е. твердого тела на упругом основании. На необходимость
построения этой модели указывали многие ученые еще сто лет тому назад, но
построена она была только в работах [147, 148]. В простейшем случае урав-
нения движения твердотельного осциллятора имеют вид [147,148]

J ω̇̇ω̇ω+ cθθθ = 0 ;

θ̇̇θ̇θ =ωωω−
1

2
θθθ×ωωω+

1− g

θ2
θθθ× (θθθ×ωωω) ;

g =
θ sin θ

2 (1− cos θ)
,

(6.3)

где J — момент инерции; c — жесткость; θθθ — вектор поворота [2, 50], причем
θ = |θθθ|. Мы видим, что даже в простейшем случае уравнения (6.3) имеют
значительно более сложный вид, чем уравнение (6.1) для обычного осцилля-
тора. Поскольку именно эта модель должна играть центральную роль при
описании многих явлений микромира, то легко понять, что эти описания по
необходимости окажутся сложнее или, по крайней мере, более непривычны-
ми, чем это было в ньютоновской механике. Правда, для плоских колебаний
мы имеем θθθ×ωωω = 0. В таком случае уравнение (6.3) совпадает с уравнением
(6.1). Заметим, что уравнение (6.3) соответствует только вращательным сте-
пеням свободы, т. е. тело имеет фиксированную точку. В общем случае мы
имеем некую комбинацию уравнений типа (6.1) и (6.3).

Говоря об эйлеровой механике, необходимо отметить вклад К. Трусдел-
ла [14, 25], который изучил работы Эйлера, опубликованные после 1766 г., и
сделал их достоянием научного сообщества.

Механика многоспиновых частиц будет рассмотрена в следующем разде-
ле.

14 О модели твердотельного осциллятора см. Приложение C. В этом же приложении
содержатся необходимые сведения о математическом аппарате, который используется при
описании кинематики многоспиновых частиц. (Примеч. ред.)
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.6.3 Многоспиновые частицы

.6.3.1 Кинематика многоспиновых частиц

Многоспиновая частица A является сложным объектом, состоящим из
несущего тела A0 с встроенной в него системой роторов Ai (i = 1, 2, ..., N).
Пусть радиус-векторы Ri (i = 0, 1, 2, ...,N) определяют положения центров
масс тел Ai. Пусть Pi есть тензоры поворота тел Ai. Через mi обозначим
массы тел Ai. Примем, что множество точек, положение которых опреде-
лено радиус-векторами Ri, является абсолютно твердым телом, хотя сама
многоспиновая частица таковым, конечно, не является. Если роторы внутри
несущего тела осесимметричны, а их оси фиксированы относительно несуще-
го тела, то многоспиновую частицу можно назвать гиростатом. Для простоты
именно этот случай будет рассматриваться далее. Тогда имеем

Ri = R + P0 ··· ρρρi; R =
1

m

N∑
i=0

miRi; m =

N∑
i=0

mi, (6.4)

где R есть радиус-вектор центра масс частицы A, векторы ρρρi суть векторы,
определяющие положения центров масс тел Ai относительно центра масс ча-
стицы A в отсчетном положении. Таким образом, движение многоспиновой
частицы A определяется заданием 3(N+ 2) скалярных функций

R (t) , P0(t), P1(t), P2(t), ... PN(t). (6.5)

Трансляционная и угловые скорости частицы находятся посредством сле-
дующих уравнений:

V(t) = Ṙ(t), Ṗi(t) =ωωωi(t) × Pi(t). (6.6)

В дальнейшем будем считать, что роторыAi являются телами вращения с
осями симметрии n′

i, которые предполагаются фиксированными относитель-
но несущего тела A0. Поэтому можем записать

n′
i = P0 ··· ni, i = 1, 2, ..., N, (6.7)

где векторы ni заданы в отсчетном положении. Тензор поворота P0 может
быть записан во многих, но эквивалентных между собой формах

P0 = T1 ··· Q(ψ1n1) = T2 ··· Q(ψ2n2) = . . . = TN ··· Q(ψNnN) ⇒
⇒ Ti = P0 ··· QT(ψini),

(6.8)
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гдеQ(ψini) суть повороты вокруг осей ni на угол ψi; Ti есть тензор наклона,
т. е. тензор поворота вокруг оси, ортогональной оси ni.Для тензоров поворота
Pi имеем аналогичные представления

Pi = Si ··· Q(ϕini). (6.9)

Поскольку оси ni фиксированы относительно несущего тела A0, то спра-
ведливы равенства

Ti = Si ⇒ Si = P1 ··· QT(ψini).

При этом уравнения (6.9) принимают вид

Pi = P0 ··· QT(ψini) ··· Q(ϕini) = P0 ··· Q(βini);

βi = ϕi −ψi, i = 1, 2, ..., N,
(6.10)

где βi есть угол поворота ротора Ai относительно несущего тела A0. Таким
образом, движение многоспиновой частицы определяется заданиемN+6 ска-
лярных функций, т. е. она имеет N + 6 степеней свободы. Далее будут ис-
пользованы обозначения

P � P0, ωωω �ωωω0. (6.11)

Используя теорему сложения угловых скоростей [2, 50] для композиции
поворотов (6.10), получаем выражения для угловых скоростей роторов

ωωωi =ωωω+ β̇iP ··· ni =ωωω+ β̇in
′
i, n′

i = P ··· ni, i = 1, 2, ..., N. (6.12)

.6.3.2 Кинетическая энергия многоспиновой частицы

Кинетическую энергию Ki тела Ai определим квадратичной формой15

Ki = mi

(
1

2
Ṙi ··· Ṙi +

1

2
ωωωi ··· Pi ··· Ci ··· PT

i ···ωωωi

)
, (6.13)

где miCi есть центральный тензор инерции тела Ai в отсчетном положении.
Тензор инерции несущего тела C0 может быть произвольным, тензоры инер-
ции роторов трансверсально изотропны

miCi = λini ⊗ ni + μi (E − ni ⊗ ni) , i = 1, 2, ..., N, (6.14)
15 Об определении кинетической энергии тела общего вида см. подраздел 2.2.2. (При-

меч. ред.)
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где λi, μi суть аксиальный и экваториальный центральные моменты инерции
ротора Ai, соответственно. Из соотношений (6.10), (6.11) и (6.14) следует

Pi · Ci · PT
i = P · Ci · PT . (6.15)

Скорости центров масс роторов можно выразить через скорость центра
масс всей частицы и угловую скорость несущего тела с помощью формул (6.4)

Vi = Ṙi = V +ωωω× (Ri − R). (6.16)

Используя соотношения (6.16), выражение для кинетической энергии
(6.13) переписываем в виде

Ki = mi

(
1

2
V ··· V + V ··· Bi ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C̃i ···ωωω

)
+

+ λiβ̇in
′
i ···ωωω+

1

2
λiβ̇

2
i ,

(6.17)

где приняты обозначения

C̃i = P ··· Ci ··· PT − (Ri − R) × E × (Ri − R), Bi = −(Ri − R) × E. (6.18)

При i = 0 последние два слагаемых в формуле (6.17) отсутствуют.
Полная кинетическая энергия K(A) многоспиновой частицы A дается вы-

ражением

K(A) = m

(
1

2
V ··· V +

1

2
ωωω ··· P ··· C∗ ··· PT ···ωωω

)
+

+
1

2

N∑
i=1

λi

(
β̇2i + 2β̇in

′
i ···ωωω

)
,

(6.19)

где тензор инерции mC∗ имеет вид

mC∗ =

N∑
i=0

mi

(
Ci − (r − ri) × E × (r − ri)

)
, (6.20)

а векторы r и ri определяют соответственно центры масс частицы A и тел
Ai в отсчетном положении. В равенстве (6.20) учтено очевидное тождество

N∑
i=0

miBi = 0.
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.6.3.3 Количество движения многоспиновой частицы

Количество движенияK1i тела Ai вычисляется по его кинетической энер-
гии с помощью формул16

K1i =
∂Ki

∂Vi

= miVi = mi

(
V +ωωω× (Ri − R)

)
= mi (V + Bi ···ωωω) . (6.21)

Полное количество движения K1(A) многоспиновой частицы A вычисля-
ется по формуле

K1(A) =

N∑
i=0

K1i(Ai) = mV+
( N∑
i=0

miBi

)
···ωωω = mV. (6.22)

.6.3.4 Кинетический момент многоспиновой частицы

Кинетический момент K2i тела Ai определяется выражением17

K2i = Ri × K1i +
∂Ki

∂ωωωi

. (6.23)

Используя формулы (6.4), (6.12), (6.14), (6.15), (6.21), нетрудно получить

K2i = mi

(
Ri ×V + (Ri ×Bi + P ···Ci ···PT) ···ωωω

)
+ λiβ̇in

′
i, β0 = 0. (6.24)

Кинетический момент K2(A) всей частицы A определяется по формуле

K2(A) =

N∑
i=0

K2i = m
(
R × V + P ··· C∗ ··· PT ···ωωω

)
+

N∑
i=1

λiβ̇in
′
i, (6.25)

где тензор mC∗ определен выражением (6.20).

.6.4 Фундаментальные законы механики
для многоспиновых частиц

Многоспиновая частица имеет N + 6 степеней свободы, которые опреде-
ляются следующими функциями:

R (t) , P (t) , βi (t) , i = 1, 2, ..., N. (6.26)

Для отыскания этих функций необходимо сформулировать соответству-
ющее число уравнений, роль которых выполняют фундаментальные законы

16 Об определении количества движения тела общего вида см. подраздел 2.2.2. (При-
меч. ред.)

17 Об определении кинетического момента тела общего вида см. подраздел 2.2.2. (При-
меч. ред.)
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механики, их общую формулировку можно найти в разделе 2.5. В основания
механики положены четыре утверждения, которые принято называть фун-
даментальными законами. К ним относятся: первый и второй законы дина-
мики Эйлера, уравнение баланса энергии, или первый закон термодинамики,
и неравенство производства энтропии, или второй закон термодинамики18.
Следует обратить внимание на тот фундаментальный факт, что наимено-
вание законов этим утверждениям присвоено по традиции. На самом деле
это некие логические утверждения, указывающие путь или, если угодно, ме-
тод исследования проблем Природы и техники. Эти логические утверждения
принципиально не могут быть опровергнуты никакими опытными фактами.
Поэтому область их применимости не имеет ограничений, и их можно исполь-
зовать при любых скоростях движения как в макромире, так и в микромире,
включая проблемы типа излучения черного тела. Многие физики не согла-
сятся со сказанным, как это видно, например, из приведенной в разделе 6.2
цитаты М. Планка. Вместе с тем, никто из физиков до сих пор не указал,
что именно в этих законах неправильно или имеет ограниченную область
применимости.

Фундаментальные законы формулируются исключительно в инерциаль-
ных системах отсчета, подробное рассмотрение которых можно найти в раз-
деле 2.1.

.6.4.1 Первый закон динамики Эйлера

Рассмотрим произвольное тело B, состоящее из n многоспиновых частиц.
Через Be обозначим окружение тела B, т. е. всю вселенную за вычетом самого
рассматриваемого тела B. Тогда первый закон динамики гласит:

В инерциальной системе отсчета скорость изменения количества дви-
жения тела B равна силе F(B,Be), действующей на тело B со стороны его
окружения Be, плюс скорость подвода количества движения в тело B.

В математической записи первый закон имеет вид (2.54)

K̇1(B) = F(B,Be) + k1(B). (6.27)
18 Взгляды П.А. Жилина на второй закон термодинамики существенно менялись. В

данной главе изложены идеи, близкие к традиционным и являющиеся развитием подхода
К. Трусделла. В первой главе (разд. 1.8), во второй главе (подразд. 2.5.3) и третьей главе
(разд. 3.4) отражены взгляды последних лет (2000–2005 гг.), существенно отличающиеся от
общепринятых. В пятой главе (разд. 5.7) излагается точка зрения, занимающая некоторое
промежуточное положение между традиционной трактовкой и взглядами последних лет.
(Примеч. ред.)
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Определение сил и их свойства описаны в разделе 2.3. Если тело B есть
материальная точка и k1 = 0, то первый закон динамики совпадает со вто-
рым законом Ньютона. В общем случае, первый закон динамики значительно
сильнее второго закона Ньютона. В частности, из него в качестве следствия
вытекает третий закон Ньютона для закрытых тел A и B, т. е. тел, не обме-
нивающихся массой,

F(A,B) = −F(B,A). (6.28)

Следует обратить внимание, что центральность сил при этом не обяза-
тельна и не имеет смысла. Если телаA и B являются материальными точками
и, кроме того, выполняется второй закон динамики Эйлера, то справедливо
равенство

F(A,B) × (RA − RB) = 0, (6.29)

т. е. силы являются центральными. Хотя все сказанное должно быть обще-
известным, тем не менее недоразумения встречаются здесь очень часто.

Рассмотрим один, но весьма типичный пример различия в рассуждени-
ях, используемых физиками и механиками19. Пусть даны две материальные
точки A и B с массами mA � mB. Пусть тело A движется со скоростью VA

и налетает на покоящееся тело B. Физики рассуждают следующим образом.
Считая рассматриваемую систему точек изолированной, выписываем закон
сохранения количества движения

mAVA = mAV+
A +mBV+

B , (6.30)

где плюсами помечены скорости после удара. Закон (6.30) многократно про-
верялся во многих экспериментах. Было установлено, что при малых ско-
ростях VA он выполняется с высокой степенью точности, а при скоростях
VA, сравнимых со скоростью света в пустоте, закон (6.30) нарушается. Его
справедливость практически восстанавливается, если принять, что массаmA

зависит от скорости по принятому в релятивистской физике закону. Этот
факт рассматривается в физике, как одно из доказательств зависимости мас-
сы от скорости. Столь простое устранение возникшего противоречия с экс-
периментом вполне устраивает большинство физиков. Однако для механика
подобный способ рассуждений неприемлем, ибо с точки зрения рациональной
механики масса не может зависеть от скорости, поскольку она, по определе-
нию, является объективным скаляром и потому не зависит от выбора системы

19 Ни в данном месте, ни в последующем тексте автор не имеет намерения критиковать
или давать оценки подходам, используемым в физике. Речь идет только о расхождениях
в исходных позициях.
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отсчета. Поэтому трактовка результатов эксперимента, даваемая в физике,
не приемлема в рамках рациональной механики, которая должна найти свое
объяснение результатам эксперимента.

С качественной точки зрения все выглядит достаточно понятно: посколь-
ку закон (6.30) не выполняется, то допущение об изолированности рассматри-
ваемой системы является неверным, т. е. на движущуюся частицу действуют
какие-то силы. Чтобы выявить эти силы, необходимо принять во внимание,
что известные эксперименты проводились с заряженными частицами, скоро-
сти которых доводились до нужных значений электромагнитным воздействи-
ем, которое затем выключалось. В физике считается, что электромагнитное
поле порождается внешними источниками, при выключении которых оно ис-
чезает20 и, следовательно, ни на что не действует.

С точки зрения механики данный эксперимент показывает, что, даже
при отсутствии внешних источников, электромагнитное поле присутствует.
Именно оно и воздействует на движущуюся заряженную частицу, причем это
воздействие эквивалентно кажущемуся росту массы. Вопрос, следовательно,
сводится к построению механической модели электромагнитного поля и изу-
чению его взаимодействия с “видимым веществом”. К сожалению, сделать это
значительно сложнее, чем ввести зависимость массы от скорости, но иного в
механике не дано.

.6.4.2 Второй закон динамики Эйлера

Второй закон динамики Эйлера гласит:
Скорость изменения кинетического момента тела B, вычисленного от-

носительно опорной точки Q, равна моменту, вычисленному относительно
той же опорной точки и действующему на тело B со стороны его окру-
жения Be, плюс скорость подвода кинетического момента в тело B.

В математической форме второй закон имеет вид (2.64)

K̇Q
2 (B) = MQ(B,Be) + kQ2 (B). (6.31)

Дальнейшие подробности о понятии момента и способах его вычисления
можно найти в разделе 2.3. Для закрытых тел на основании второго закона
(6.31) легко доказывается равенство

MQ(A,B) = −MQ(B,A). (6.32)

20 Поле, создаваемое самой заряженной частицей, на частицу не действует.
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Если тело B является системой материальных точек, то из (6.31) следует,
что силы взаимодействия между точками системы по необходимости явля-
ются центральными. Поэтому, если эксперименты показывают, что силы вза-
имодействия между объектами системы не центральны, то эти объекты не
могут считаться материальными точками. Так обстоит дело в теориях для
некоторых типов кристаллов. Пусть тело B является многоспиновой части-
цей. Тогда первый и второй законы дают нам шесть уравнений. В этой связи
необходимо сформулировать еще N дополнительных уравнений. Для этого
необходимо рассмотреть уравнения движения внутренних роторов многоспи-
новой частицы.
Уравнения движения роторов Ai

K̇1i = Fi; K̇2i = Mi; i = 1, 2, ..., N, (6.33)

где Fi и Mi суть сила и момент, действующие на ротор Ai со стороны несу-
щего тела A0. Представим момент Mi в следующей форме:

Mi = Ri × Fi + Li, Li = Li n
′
i + L∗

i ;

n′
i ··· L∗

i = 0; Li = −νi(β̇i −Ωi); νi > 0,

(6.34)

где Ωi = const и νi = const являются параметрами частицы21. Преобразу-
ем уравнения баланса кинетического момента роторов с учетом уравнений
баланса количества движения. В результате получим(

Pi ···miCi ··· PT
i ···ωωωi

)···
= Li, i = 1, 2, ..., N. (6.35)

Умножая (6.35) скалярно на n′ и учитывая все указанное ранее, без труда
получаем следующие N уравнений:

λi

(
β̇i +ωωω ··· n′

i

)···
+ νi

(
β̇i −Ωi

)
= 0, i = 1, 2, ..., N. (6.36)

Уравнения (6.27), (6.31), (6.36) дают полную систему уравнений движения
многоспиновой частицы.

Второй закон динамики не входит в базисные законы современной теоре-
тической физики, что имеет далеко идущие последствия. Рассмотрим простой

21 Момент, имеющий структуру Li = −νi(β̇i − Ωi), применительно к инженерным
задачам принято называть моментом двигателя ограниченной мощности. Мощность дви-
гателя характеризуется параметром νi. Параметр Ωi определяет номинальную угловую
скорость, до которой разгоняется ротор под действием момента двигателя ограниченной
мощности. (Примеч. ред.)
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пример22. Возьмем несколько абсолютно твердых тел с одинаковыми тензо-
рами инерции и одинаковой внешней формой. Допустим далее, что эти тела
могут свободно вращаться вокруг неподвижной точки, относительно кото-
рой вычислялись тензоры инерции. Начальные условия для всех тел примем
одинаковыми. Тогда наблюдаемые вращения всех тел будут совершенно оди-
наковыми. Измерим теперь реакции на опорах. В результате обнаружим, что
они у всех тел различны. Причина состоит в том, что реакции на опорах опре-
деляются движением центра масс тела23. Тела, имеющие одинаковые тензоры
инерции и одинаковую внешнюю форму, могут иметь различное расположе-
ние центров масс. Именно по этой причине реакции оказались разными.

В данном примере и механики, и физики пришли бы к одинаковым выво-
дам, и, разумеется, ни о каком крушении классической динамики речи бы не
пошло. Здесь следует обратить внимание на следующее обстоятельство. Реак-
ции определяются движением центра масс, но само это движение полностью
определяется вторым законом динамики Эйлера, который игнорируется в
квантовой физике. В результате, если аналогичный эксперимент проводится
в микромире, то движение центра масс (никто ничего не знает о центре масс
электрона или протона) попадает в категорию ненаблюдаемых величин, в то
время как силы (реакции связи) и сами вращательные движения попадают
в категорию наблюдаемых величин. В квантовой физике устанавливаются
связи между наблюдаемыми величинами [150], т. е. в данном случае между
вращательными движениями и реакциями на опорах. Более того, если речь
идет об элементарной частице, рассматриваемой как точечное тело, то ее
трансляционное движение вообще отсутствует, но силы возникают. Вывод, к
которому приходят физики, гласит, что в микромире классическая динамика
терпит крах.

Вообразим теперь немного более сложную ситуацию. Пусть опорные точ-
ки рассматриваемых тел связаны жесткими связями, силы в которых (ре-
акции на опорах или реакции связей) можно измерять. Тогда обнаружится
возникновение огромных сил (при достаточно высоких скоростях вращения),
которые не порождены трансляционными движениями. В таких случаях фи-
зики опять говорят о чисто квантовомеханических эффектах, не предсказы-
ваемых классической динамикой. На этом простом, хотя и гипотетическом,
примере хотелось показать, как могут возникать всякого рода странности при
игнорировании второго закона динамики. Именно игнорирование спинорных

22 Пример служит только для иллюстрации способа рассуждений, принятого в кван-
товой физике.

23 Подробнее об этом примере см. подраздел 2.5.2. (Примеч. ред.)
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движений, на которых держится весь микромир, и второго закона динамики
привело к отказу от классической механики и созданию квантовой физики.

.6.4.3 Уравнение баланса энергии

Первые два закона динамики относительно просты в приложениях. Это-
го нельзя сказать о третьем и четвертом законах механики, которые боль-
ше известны под именами первого и второго законов термодинамики. Здесь
существует целый ряд еще не решенных проблем24, связанных с понятия-
ми внутренней энергии, температуры и энтропии. Оставим обсуждение этих
проблем25 и ограничимся только формулировками законов термодинамики.
В частности, уравнение баланса энергии сводится к утверждению:

Скорость изменения полной энергии тела B равна мощности внешних
воздействий N(B,Be) плюс скорость подвода энергии “немеханического про-
исхождения”.

В дополнение к уже введенным понятиям здесь появляется новое понятие
полной энергии, которая обычно представляется в виде суммы кинетической
энергии тела B и его внутренней энергии. Поскольку кинетическая энергия
тела полностью определена, то проблема сводится к определению внутренней
энергии. Во многих, но далеко не во всех, случаях решение этой проблемы
известно. Существуют серьезные затруднения и с полным формальным опре-
делением энергии “немеханического происхождения”. Вообще говоря, это та
энергия, которой тело B обменивается со своим окружением в дополнение к
обмену энергией через посредство мощности внешних воздействий. Обычно
это происходит в форме тепловой энергии, но это не обязательно так. Про-
сто для иллюстрации приведем математическую форму уравнения баланса
энергии применительно к одной многоспиновой частице

(K+Up)
··· = F ··· V + M ···ωωω+ δ, (6.37)

где Up есть внутренняя энергия частицы; δ есть скорость подвода энергии
“немеханического происхождения” в частицу. Для “стандартных” частиц26

24 В учебниках теоретической физики создается впечатление, что здесь все ясно. Од-
нако принятый там уровень строгости неприемлем для рациональной механики.

25 О понятиях внутренней энергии, температуры и энтропии см. раздел 1.8, а также
подразделы 2.5.3 и 3.2.6. (Примеч. ред.)

26 Под “стандартной” здесь понимается частица, которая не может деформировать-
ся. Частица, содержащая внутренние роторы, которые могут свободно вращаться относи-
тельно несущего тела, обладает дополнительной кинетической энергией. На внутреннюю
энергию наличие роторов не влияет. (Примеч. ред.)
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внутренняя энергия сохраняется постоянной, т. е. Up = const. Это означа-
ет, что частица не содержит внутренних накопителей энергии типа упругих
элементов. В таком случае легко вычислить величину δ. В самом деле, умно-
жая (6.27) на вектор V и так далее, получаем

K̇ = F ··· V + M ···ωωω−

N∑
i=1

νiβ̇i

(
β̇i −Ωi

)
. (6.38)

Из сравнения уравнений (6.38) и (6.37) видим

δ = −

N∑
i=1

νiβ̇i

(
β̇i −Ωi

)
. (6.39)

Величина δ порождается внешним источником энергии, например элек-
трическим прибором. Все, указанное ранее, крайне схематично и просто пе-
речисляет моменты, на которые следует обратить внимание. Второй закон
термодинамики будет введен в дальнейшем.

.6.5 Континуум многоспиновых частиц

.6.5.1 Кинематика сплошной среды

В последующем электромагнитное поле моделируется некоей сплошной
средой, заполняющей все пространство. Видимо, можно считать, что оно в
некотором смысле неподвижно в абсолютном пространстве Ньютона. Тем не
менее у нас нет возможности ввести такую систему отсчета, которая была
бы неподвижна относительно электромагнитного поля27. Выберем некото-
рую инерциальную систему отсчета, с помощью которой будут записываться
все основные уравнения. Эта система отсчета движется относительно элек-
тромагнитного поля. Поэтому в некоторой фиксированной области системы
отсчета в разные моменты времени оказываются разные области электромаг-
нитного поля. Это означает, что при построении теории электромагнитного

27 Электромагнитным полем П. А. Жилин называет некоторую материальную суб-
станцию (эфир), математическая модель которой до настоящего времени в рациональной
науке не обсуждалась. То, что в литературе называется электромагнитным полем и опи-
сывается уравнениями Максвелла, П. А. Жилин считает возмущением в эфире. Посколь-
ку все экспериментальные факты относятся к электромагнитному полю в классическом
понимании (т. е. к возмущению в эфире в трактовке П. А. Жилина), мы не располага-
ем данными, позволяющими определить скорость движения самого эфира относительно
Земли. Поэтому у нас нет возможности ввести такую систему отсчета, которая была бы
неподвижна относительно эфира. (Примеч. ред.)
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поля необходимо использовать так называемое пространственное описание.
Для этого нам понадобится понятие материальной производной, играющей
важную роль при пространственном описании сплошных сред. Понятие ма-
териальной производной подробно обсуждалось в подразделе 3.2.1. Ее опре-
деляет формула (3.3).

Рассмотрим сплошную среду, целиком заполняющую односвязную или
многосвязную область в выбранной системе отсчета. Эта среда как-то дви-
жется относительно системы отсчета. В частности, среда может и покоиться,
в то время как система отсчета движется относительно среды. С кинематиче-
ской точки зрения это безразлично. При пространственном описании важную
роль играет поле скоростейV(x, t), где вектор x задает точку системы отсче-
та. Тогда вектор V(x, t) определяет скорость той частицы среды28, которая
в данный момент времени t находится в точке x.

Вычисляя материальную производную от вектора скорости частицы, на-
ходим вектор ее ускорения

W(x, t) =
δ

δt
V(x, t) =

d

dt
V(x, t) + V(x, t) ··· ∇∇∇V(x, t). (6.40)

Пусть P(x, t) есть тензор поворота частицы, находящейся в точке x в
момент времени t. Чтобы найти угловую скорость этой частицы, восполь-
зуемся определением (3.8). В результате получим следующую модификацию
уравнения Пуассона:

δ

δt
P(x, t) ≡ d

dt
P(x, t) + V(x, t) ··· ∇∇∇P(x, t) =ωωω(x, t) × P(x, t). (6.41)

Присутствие в этом определении скоростиV(x, t) вносит дополнительные
усложнения при написании уравнения баланса энергии, как это будет видно
в дальнейшем.

28 Хорошо известно, что электромагнитное поле описывается уравнениями в частных
производных. Согласно представлениям рациональной механики уравнениями в частных
производных описываются процессы, происходящие в сплошной среде (материальной сре-
де с распределенными параметрами). В данном разделе строится модель среды, состоящей
из многоспиновых частиц, совершающих нарастающие во времени повороты. Очевидно,
что при таких движениях нарушается сплошность среды. Поэтому при обсуждении дина-
мических процессов говорится не о движении элементарного объема среды, а о движении
частиц. Использование пространственного описания стирает грань между сплошной и дис-
кретной средой и дает возможность описывать движение дискретной среды уравнениями
в частных производных. (Примеч. ред.)
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.6.5.2 Интегральная и локальная формы закона сохранения частиц

Обратимся к рассмотрению закона сохранения частиц. Выберем некото-
рую инерциальную систему отсчета. Пусть Z есть данное множество мно-
госпиновых частиц. Пусть V есть некоторая фиксированная область в си-
стеме отсчета. Граница V есть замкнутая поверхность S = ∂V. Пусть далее
η(x,t)dV есть число частиц в бесконечно малой окрестности точки x ⊂V в
актуальный момент времени t

η (x,t) ≥ 0.

Закон сохранения частиц в интегральной форме имеет вид
d

dt

∫
(V)

η (x,t)dV = −

∫
(S)

ηn ··· VdS,
∫
(S)

n ··· (ηV)dS =

∫
(V)

∇∇∇ ··· (ηV)dV. (6.42)

Учитывая произвольность выбора области интегрирования, получаем ло-
кальную форму закона сохранения частиц

dη

dt
+∇∇∇ ··· (ηV) = 0. (6.43)

С использованием материальной производной это уравнение принимает вид29

δη

δt
+ η∇∇∇ ··· V = 0 ⇒ δ(lnη)

δt
+∇∇∇ ··· V = 0. (6.44)

.6.5.3 Интегральная и локальная формы
первого закона динамики

Количество движения частиц, находящихся в области V , определяется
следующим выражением:

K1 =

∫
(V)

η (x, t)mKKK1 (x, t)dV, KKK1 (x,t) = V (x,t) , (6.45)

29 В третьей и пятой главах рассматриваются процессы, связанные с возникновением
и уничтожением частиц (см. подразд. 3.2.2 и разд. 5.3), а также изменением массы частиц
(см. разд. 5.3). При описании этих процессов уравнение баланса частиц и уравнение ба-
ланса массы формулируются как независимые законы, причем в самом общем случае оба
этих уравнения содержат источниковые члены, т. е. не являются законами сохранения. В
данной главе строится модель среды, в которой частицы не возникают и не уничтожаются,
а массы частиц не изменяются и, следовательно, плотность массы ρ связана с плотностью
части тривиальным соотношением ρ = mη, гдеm— постоянная величина, имеющая смысл
массы одной частицы. Поэтому для целей данной главы достаточно формулировки одного
закона сохранения — закона сохранения частиц. (Примеч. ред.)
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где m = const есть масса частицы, находящейся в точке x в актуальный
момент времени, величина mη есть плотность массы. Массовая плотность
количества движения KKK1 определена выражением (6.22).

Первый закон динамики Эйлера записывается в виде равенства

d

dt

∫
(V)

ηmKKK1dV =

∫
(V)

ηFdV +

∫
(S)

T(n)dS−

∫
(S)

ηm (n ··· V)KKK1dV , (6.46)

где F есть внешняя сила, приходящаяся на одну частицу, последнее слагаемое
определяет подвод количества движения в область V , который имеет место,
например, за счет движения системы отсчета относительно среды. Как по-
казано в подразделе 3.2.4, при пространственном описании применимы стан-
дартные методы введения тензора напряжений и других, подобных ему вели-
чин. Повторив рассуждения подраздела 3.2.4, введем в рассмотрение тензор
напряжений

T(n) = n ··· T. (6.47)

Таким образом, имеем∫
(V)

[
d

dt
(ηmKKK1) − ηF +∇∇∇··· (ηV)mKKK1 + ηmV ··· ∇∇∇KKK1 −∇∇∇ ··· T

]
dV = 0.

В локальной форме первый закон динамики принимает вид

∇∇∇ ··· T + ηF = ηm
δV

δt
. (6.48)

.6.5.4 Интегральная и локальная формы
второго закона динамики

Кинетический момент частиц, находящихся в области V , определяется
выражением

K2 =

∫
(V)

η (x,t)mKKK2 (x,t)dV, KKK2 (x,t) = x × V (x,t) +

+P (x,t) ··· C̃ ··· PT (x,t) ···ωωω (x,t) +
1

m

N∑
i=1

λi
δβi (x,t)

δt
n′
i (x,t) ,

(6.49)

где массовая плотность кинетического момента KKK2 определена выражением
(6.25).
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Запишем второй закон динамики Эйлера

d

dt

∫
(V)

ηmKKK2dV =

∫
(V)

η (x × F + L)dV +

+

∫
(S)

(
x × T(n) + M(n)

)
dS−

∫
(S)

ηm (n ··· V)KKK2dS ,

(6.50)

где L есть внешний момент, приходящийся на одну частицу. Стандартные
рассуждения позволяют получить формулу Коши для тензора моментных
напряжений

M(n) = n ··· M (6.51)

и локальную форму второго закона

∇∇∇ ··· M + T× + ηL = ηm
δ

δt
LLL(x, t), (6.52)

где через вектор LLL обозначен динамический спин одной частицы

mLLL = P(x,t) ···mC∗ ··· PT (x,t) ···ωωω (x,t) +

N∑
i=1

λi
δβi (x,t)

δt
n′
i (x,t) , (6.53)

тензор mC∗ определен выражением (6.20). К этому уравнению необходимо
добавить уравнения движения роторов (6.36), которые при пространственном
описании принимают вид

λi
δ

δt

(
δβi (x,t)

δt
+ωωω (x,t) ··· n′

i (x,t)

)
+ νi

(
δβi (x,t)

δt
−Ωi (x)

)
= 0,

i = 1, 2, ..., N.

(6.54)

.6.5.5 Интегральная и локальная формы
уравнения баланса энергии

Полная энергия частиц, попадающих в область V в системе отсчета, мо-
жет быть представлена в следующем виде:

E =

∫
(V)

η (mK + U)dV, K =
1

2
V ··· V +

1

2
ωωω ··· P ··· C∗ ··· PT ···ωωω+

+
1

2m

N∑
i=1

λi

[(
δβi

δt

)2

+ 2
δβi

δt
ωωω ··· n′

i

]
,

(6.55)
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где K,U суть плотности кинетической и внутренней энергий, соответственно,
причем плотность кинетической энергии определена выражением (6.19).

Уравнение баланса энергии или первый закон термодинамики для произ-
вольной сплошной среды записывается в форме равенства

d

dt

∫
(V)

η(mK + U)dV =

∫
(V)

η
(
F ··· V + L ···ωωω+ q

)
dV +

+

∫
(S)

(
Tn ··· V + Mn ···ωωω+ h(n)

)
dS−

∫
(S)

ηn ··· V(mK + U)dS,

(6.56)

где тепловой поток h(n) выражается через вектор потока тепла h по закону
Фурье–Стокса (3.52)

h(n) = n ··· h .
В локальной форме уравнение баланса энергии записывается в следую-

щем виде30:

η
δU

δt
= TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+

+∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
.

(6.57)

В такой форме уравнение баланса энергии еще мало о чем говорит. В
частности, отсюда не видно, от каких аргументов зависит внутренняя энер-
гия. При построении конкретных теорий уравнение баланса энергии должно
быть преобразовано к следующей форме:

η
δU

δt
= TT ··· ···δA

δt
+ MT ··· ···δB

δt
+∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
, (6.58)

где тензоры A и B называются первой и второй мерой деформации, соответ-
ственно. При пространственном описании введение мер деформации часто
оказывается весьма не простой процедурой. Если эту процедуру делать кор-
ректно, то сразу выяснится, что меры деформации отнюдь не являются чисто
геометрическими параметрами, а зависят от свойств материала. Указанное

30 Вывод формулы (6.57) аналогичен выводу формулы (3.54), который можно найти в
Приложении D, подраздел D.2.1. Отличие заключается только в том, что при выводе фор-
мулы (6.57) используются уравнения движения роторов (6.54) и выражение для плотности
кинетической энергии (6.55), содержащее дополнительные слагаемые, характеризующие
движение роторов. (Примеч. ред.)
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оказывается важным, например, при описании неупругих материалов. В дан-
ном случае нет необходимости выполнять обсуждаемую процедуру в общем
виде. Для электромагнитного поля она будет описана далее. Из уравнения
(6.58) видно, что внутренняя энергия зависит от тензоров A и B, но это
уравнение нуждается в дальнейших преобразованиях.

.6.5.6 Приведенное неравенство диссипации энергии

Четвертый фундаментальный закон механики — это второй закон тер-
модинамики или неравенство производства энтропии. В основании второго
закона термодинамики лежит экспериментальный факт, согласно которому
вся механическая работа может быть переведена в тепло, но полностью пере-
вести тепло в работу невозможно. За этим экспериментальным фактом стоит
теоретическая идея фундаментальной важности о несуществовании изолиро-
ванных систем, если только под системой не понимать всю проявленную и
непроявленную Вселенную. Механическая работа совершается рассматрива-
емой системой, и потому она полностью может быть учтена и переведена в
тепло. В противоположность этому тепло — это глобальная характеристи-
ка, которую принципиально нельзя локализовать. Тепло неизбежно излуча-
ется из системы, в том числе и в непроявленную, т. е. в неучитываемую,
Вселенную. Если внимательно проанализировать рассмотренное, то можно
придти к выводу, что второй закон термодинамики утверждает существова-
ние эфира вообще и электромагнитного поля в частности. Отсюда следует
невозможность последовательного введения понятия температуры без при-
влечения электромагнитного поля.

Второй закон термодинамики будем использовать в форме неравенства
Клаузиуса–Дюгема–Трусделла [25]

d

dt

∫
(V)

ηHdV +

∫
(S)

ηn ··· VHdS ≥
∫
(S)

n ··· h
ϑ

dV +

+

∫
(V)

1

ϑ

[
ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)]
dV ,

(6.59)

где функция H есть плотность энтропии; ϑ — температура. В локальной
форме это неравенство сводится к следующему:

η
δH

δt
≥ 1

ϑ

[
∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)]
−
1

ϑ2
h ··· ∇∇∇ϑ. (6.60)
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Исключая отсюда тепловые слагаемые с помощью уравнения баланса
энергии (6.57), получаем приведенное неравенство диссипации

ηϑ
δH

δt
≥ η

δU

δt
− TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) − MT ··· ···∇∇∇ωωω−

1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ. (6.61)

Если в рассмотрение ввести плотность свободной энергии F = U−ϑH, то
этому неравенству можно придать вид

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
− TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) − MT ··· ···∇∇∇ωωω−

1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0. (6.62)

Приведенное неравенство диссипации должно выполняться при всех мыс-
лимых процессах, протекающих в среде. Поскольку в это неравенство ника-
кие внешние параметры не входят, то оно налагает ограничения на опреде-
ляющие уравнения среды31. Чтобы воспользоваться этим неравенством, его
необходимо преобразовать к виду, аналогичному (6.58),

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
− TT ··· ···δA

δt
− MT ··· ···δB

δt
−
1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0. (6.63)

.6.6 Классическая электродинамика Максвелла

Прежде чем обратиться к рассмотрению общей теории, полезно посмот-
реть, как получаются классические уравнения Максвелла.

Примем следующие предположения, которые весьма ограничительны, но
в последующем они будут существенно ослаблены

V = 0, T = 0 ⇒ η = const. (6.64)

В рассматриваемом случае материальная производная совпадает с полной
производной по времени. Кроме того, будем рассматривать только изотерми-
ческие (или адиабатические) процессы.

31 Отношение П. А. Жилина ко второму закону термодинамики со временем изменя-
лось. В данной главе изложены идеи, близкие к традиционным и являющиеся развитием
подхода К. Трусделла. Изложение взглядов П. А. Жилина на второй закон термодина-
мики, относящихся к 2000–2005 гг., можно найти в первой главе (разд. 1.8), во второй
главе (подразд. 2.5.3) и третьей главе (разд. 3.4). Эти взгляды существенно отличаются
от общепринятых. В пятой главе (разд. 5.7) излагается точка зрения, занимающая проме-
жуточное положение между традиционной трактовкой и идеями 2000–2005 гг. Тот факт,
что в данной, шестой, главе используется подход, близкий к традиционному, обусловлен,
видимо, тем, что соответствующие разделы были написаны П. А. Жилиным до того, как
он разработал существенно новый подход, используемый в третьей главе. В Приложе-
нии F, написанном Е. А. Ивановой, демонстрируется использование метода третьей главы
применительно к сплошной среде, рассматриваемой в данной главе. (Примеч. ред.)
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Тензор моментных напряжений будем считать антисимметричным

M = !−1BBB × E, ! = const ⇒ ∇∇∇ ··· M = !−1∇∇∇×BBB, (6.65)

где вектор BBB будем называть вектором магнитной индукции; ! — размерная
константа. При этих ограничениях первый закон динамики Эйлера (6.48) пре-
вращается в тождество, а второй закон динамики Эйлера (6.52) принимает
вид

!−1∇∇∇×BBB + ηL = ηm
dLLL

dt
. (6.66)

Уравнение баланса энергии принимает совсем простой вид

η
dU

dt
= −!−1BBB ··· ∇∇∇×ωωω. (6.67)

Кинетический момент примем в простейшей из всех возможных форм

mLLL = λωωω, EEE = !c2ηmLLL, c = const. (6.68)

Вектор EEE, введенный вместо вектора кинетического момента частицы, бу-
дем называть вектором напряженности электрического поля; константа c —
скорость света в вакууме.

Наконец, примем, что повороты частиц являются малыми. Тогда вектор
угловой скорости вычисляется по вектору малого поворота θθθ посредством
простейшей формулы [2,50]

ωωω =
dθθθ

dt
⇒ EEE = !c2ηλ

dθθθ

dt
. (6.69)

Подставляя (6.68) в уравнение (6.66), получаем

∇∇∇×BBB +!ηL =
1

c2
dEEE

dt
. (6.70)

Именно это уравнение было впервые выведено Дж. Максвеллом, причем
роль внешнего момента у Максвелла играл ток. Уравнение баланса энергии
(6.67) с учетом (6.69) принимает вид

η
dU

dt
= −!−1BBB ··· d

dt
∇∇∇× θθθ. (6.71)

Для внутренней энергии также примем простейшее представление

U =
1

2
κ |∇∇∇× θθθ|2, κ = const > 0. (6.72)
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Тогда для вектора магнитной индукции BBB, согласно (6.71), получим32

BBB = −!ηκ∇∇∇× θθθ. (6.73)

Подставив (6.69) и (6.73) в (6.70), можно получить дифференциальное
уравнение для вектора поворота θθθ

κ (Δθθθ−∇∇∇∇∇∇ ··· θθθ) + L = λ
d2θθθ

dt2
. (6.74)

Однако можно действовать иначе. Исключая вектор поворота из выраже-
ний для вектора напряженности электрического поля EEE и вектора магнитной
индукции BBB, получаем следующее уравнение неразрывности:

∇∇∇×EEE = −
dBBB

dt
, κ = λc2. (6.75)

В физике это уравнение известно под именем закона индукции Фарадея.
Именно с него начиналась электродинамика Максвелла. Сам Максвелл пред-
ложил уравнение (6.70), в котором роль момента !ηL играет ток33:

!ηL = −μ0j = −
1

ε0c2
j,

где j — плотность тока; μ0 — магнитная постоянная; ε0 — электрическая
постоянная.

32 Следствием определяющего уравнения (6.73) является закон Гаусса для магнитного
поля ∇∇∇ ···BBB = 0. (Примеч. ред.)

33 Если, следуя общепринятым представлениям, согласно которым плотность тока
есть скорость протекания заряда сквозь единицу площади, принять закон сохранения за-

ряда∇∇∇ ··· j = −
dρ

dt
, можно показать, что следствием уравнения (6.70) является закон Гаусса

∇∇∇ ···EEE =
ρ

ε0

. Действительно, вычислив дивергенцию обеих частей уравнения (6.70) и при-

няв во внимание соотношение !ηL = −
1

ε0c2
j , получим

d(∇∇∇ ···EEE)

dt
= −

1

ε0

∇∇∇ ··· j . Проинте-
грировав по времени последнее уравнение с учетом закона сохранения заряда, получим
закон Гаусса. Как отмечается в подразделе 7.2.1, по Максвеллу, ток не обязательно свя-
зан с движением зарядов. Это обстоятельство весьма существенно, поскольку закон со-
хранения заряда является необходимым условием разрешимости уравнений Максвелла.
В подразделе 7.2.2 представлены модифицированные уравнения Максвелла, для которых
вполне допустимо вместо закона сохранения заряда использовать закон изменения заряда

∇∇∇ ··· jjj = −
dρ

dt
+ h , где h— объемная плотность скорости подвода заряда в рассматриваемую

систему. Модифицированные уравнения Максвелла можно получить при специальном вы-
боре момента !ηL. (Примеч. ред.)
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Как видим, при рассматриваемом подходе уравнение (6.75) не выража-
ет какого-либо физического закона, а является просто уравнением совмест-
ности. Выпишем теперь уравнения (6.70) и (6.75) в виде системы и в том
порядке, как это принято в физике

∇∇∇×EEE = −
dBBB

dt
, ∇∇∇×BBB +!ηL =

1

c2
dEEE

dt
. (6.76)

Пришли к уравнениям, которые по форме совпадают с классическими
уравнениям Максвелла в трактовке Хевисайда. Имеется, впрочем, одно раз-
личие: в правых частях уравнений Максвелла, используемых в физике, стоят
частные производные по времени, что невозможно с точки зрения механики,
поскольку операторы частного дифференцирования по времени необъектив-
ны34. Об этом обстоятельстве еще пойдет речь позднее.

Таким образом, ранее была рассмотрена некая сплошная среда. Исполь-
зовав стандартные рассуждения механики сплошных сред, мы вывели для
нее все основные соотношения и получили замкнутую систему уравнений,
которая по своему виду совпала с уравнениями Максвелла, причем влияние
заряда на поле учитывается вектором !ηL.

По воззрениям, принятым в современной теоретической физике, уравне-
ния Максвелла описывают электромагнитное поле, которое в свою очередь
является некоей абстракцией, дающей удобное описание электромагнитных
взаимодействий, но не имеющей материального носителя. Подобная точка
зрения принципиально отличается от точки зрения, которая была выдвинута
М. Фарадеем и реализована, по мере возможностей того времени, Дж. Макс-
веллом. Как было отмечено во введении, наша точка зрения совпадает с по-
зицией Фарадея и Максвелла. Обратимся к обсуждению полученных уравне-
ний.

Во-первых, полное внешнее сходство полученных уравнений с уравнени-
ями Максвелла не означает, что они полностью эквивалентны. Фактически
уравнения (6.76) более информативны. В самом деле, в классических урав-
нениях неясен тип векторов EEE и BBB. Известно только, что если EEE полярен, то
BBB аксиален, и наоборот. Считается [151], с. 75, что выбор типа вектора на-
пряженности электрического поля условен и может быть сделан произволь-
но. В современной физике принято, что вектор напряженности электриче-
ского поля полярен. Отмеченный произвол отсутствует в уравнениях (6.76),

34 Вопрос о том, почему в уравнениях Максвелла частные производные по времени
следует заменить полными производными, подробно обсуждается в разделе 7.1. (Примеч.
ред.)
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где вектор EEE однозначно аксиален, а вектор BBB полярен35. Отсюда вытека-
ют важные следствия. В частности, если посмотреть на формулу Лоренца
F = q(EEE + V ×BBB), то сразу видим, что либо сама формула Лоренца непри-
емлема, либо заряд является аксиальным скаляром, т. е. является некоей ха-
рактеристикой вращательного движения. В данной работе проблема заряда
не обсуждается, но указанное свойство заряда будет принципиально важным
при построении теории взаимодействия электромагнитного поля с веществом.

Во-вторых, предлагаемые уравнения показывают, что говорить об их ин-
вариантности относительно преобразований Галилея или преобразований Ло-
ренца совершенно бессмысленно36, ибо они справедливы в одной и только од-
ной системе отсчета, которая неподвижна относительно электромагнитного
поля. Это следует из ограничения (6.64).

В-третьих, уравнения (6.76) имеют ясную механическую интерпретацию.
Это важно в силу следующих соображений. Допустим, что по тем или иным
причинам нас не удовлетворяют классические уравнения Максвелла и в них
нужно внести какие-то изменения. Это отнюдь не гипотетическое допуще-
ние, ибо известно, что классические уравнения не позволяют построить по-
следовательную теорию атома37. Следовательно, изменения нужны, но что
именно нужно менять? Классические уравнения не дают никакого ответа на
этот вопрос. Наличие механической интерпретации не только дает направ-
ление уточнений, но и показывает их настоятельную необходимость, что и
будет сделано в следующем разделе. Отметим, что механическую интерпре-
тацию собственно уравнений Максвелла можно дать и в рамках ньютонов-
ской механики, как это показано в разделе 7.2, различие которого с данным

35 В данной модели электромагнитного поля аксиальность вектора напряженности
электрического поля обусловлена тем, что он пропорционален вектору кинетического мо-
мента, который является аксиальным. В модели электромагнитного поля, основанной на
трансляционных степенях свободы (см. разд. 7.2), произвол в определении типа вектора
напряженности электрического поля также отсутствует. В этой модели вектор напряжен-
ности электрического поля однозначно полярен, а вектор магнитной индукции — аксиален.
Ответ на вопрос о типе вектора напряженности электрического поля и вектора магнит-
ной индукции можно дать только на основании экспериментальных фактов. В настоящее
время фактов, однозначно подтверждающих одну или другую версию, нет. Поэтому фор-
мально обе теории имеют право на существование. П. А. Жилин отдавал предпочтение
теории, изложенной в данной главе. Именно эта теория является более поздней по времени
создания. (Примеч. ред.)

36 Вопрос об инвариантности классических уравнений Максвелла и модификаций этих
уравнений, основанных на замене частных производных по времени полными производ-
ными, обсуждается в подразделах 7.1.3, 7.1.4. (Примеч. ред.)

37 По этому поводу можно посмотреть книги по квантовой физике. Некоторые сооб-
ражения можно найти в седьмой главе.
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исследованием заключается в том, что в разделе 7.2 вектор поворота заменен
вектором перемещения. При этом возникает одна проблема. В самом деле, до-
пустим, что в формуле (6.69) мы заменили вектор λθθθ на вектор перемещения
u. Тогда в электростатике вектор перемещения линейно зависит от времени
и нарастает во времени до бесконечности, что никому не может понравиться.
Возрастание во времени вектора поворота не противоречит здравому смыслу,
поскольку частица вращается, не меняя своего положения в пространстве.

В-четвертых, механический смысл уравнений (6.76) дает ответ на вопрос:
“Как может Земля двигаться сквозь упругую среду, какой по существу явля-
ется светоносный эфир?” (Лорд Кельвин, 1900 г.). Ранее была рассмотрена
среда, которая по построению является упругой, но она не может оказывать
силового воздействия на тела, поскольку эта среда может взаимодействовать
с другими телами только посредством моментов.

.6.7 Общая нелинейная теория электромагнитного поля

Ранее мы рассмотрели классическую электродинамику и видели, что для
ее получения пришлось принять значительные ограничения. Например, огра-
ничение V = 0 исключает возможность замены системы отсчета. Поэтому
необходимо рассмотреть более общую ситуацию. Примем следующие допу-
щения:

T = τττ+!−1DDD × E, τττ = τττT , M = !−1BBB × E, V = const. (6.77)

Последнее ограничение не препятствует замене инерциальных систем от-
счета. При принятых ограничениях из закона сохранения частиц следует, что
плотность частиц удовлетворяет условию38

η(x, t) = η(x − Vt).

В частности, для однородной среды имеем η = const. Первый закон ди-
намики (6.48) при условии ηF = 0 принимает вид

∇∇∇ ··· τττ+!−1∇∇∇×DDD = 0. (6.78)

Это равенство налагает ограничение на симметричную часть тензора на-
пряжений, который в дальнейшем нам не понадобится. Важно только то, что
тензор напряжений в среде самоуравновешен, т. е. такая среда не оказывает

38 О решении уравнения баланса частиц в случае V = const см. в подразделе 3.2.2.
(Примеч. ред.)
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силового воздействия на другие тела. Второй закон динамики (6.52) прини-
мает вид

!−1 (∇∇∇×BBB − 2DDD) + ηL = ηm
δLLL

δt
. (6.79)

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только двухспиновых частиц,
т. е. частиц, состоящих из несущего тела и ротора. Тогда для кинетического
момента вместо (6.53) будем иметь представление

mLLL = P(x,t) ···mC∗ ··· PT (x,t) ···ωωω (x,t) + λr
δβ (x,t)

δt
P(x,t) ··· n (x,t), (6.80)

где λr — осевой момент инерции ротора; β — угол поворота ротора относи-
тельно несущего тела.

Примем, что несущее тело частицы обладает трансверсально изотропным
тензором инерции с осью изотропии n, совпадающей с осью вращения ротора.
Кроме того, будем считать, что центры масс несущего тела и ротора распо-
ложены на прямой n. В таком случае тензор инерции mC∗, определенный
формулой (6.20), принимает вид

mC∗ = λn ⊗ n + μ (E − n ⊗ n) , (6.81)

где приняты обозначения

λ = λ0 + λr, μ = μ0 + μr +m0l
2
0 +mrl

2
r, r − r0 = l0n, r − rr = lrn,

индекс 0 относится к несущему телу, а ротору отвечает индекс r. В принятых
обозначениях кинетический момент (6.80) можно представить в следующей
форме:

EEE = !c2ηmLLL = !c2η

[
μωωω+

(
(λ− μ)(ωωω ··· n′) + λr

δβ

δt

)
n′

]
,

n′ = P(x, t) ··· n,
(6.82)

где вектор EEE по-прежнему будем называть вектором напряженности электри-
ческого поля. К уравнению (6.79) необходимо добавить уравнение движения
ротора

λr
δ

δt

(
δβ

δt
+ωωω · n′

)
+ ν

(
δβ

δt
−Ω0

)
= 0, (6.83)

где ν и Ω0 суть заданные параметры.
Обратимся к приведенному неравенству диссипации (6.62). С учетом до-

пущений (6.77) оно принимает вид

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
− 2!−1DDD ···ωωω+!−1BBB ··· (∇∇∇×ωωω) −

1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0. (6.84)
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Теперь необходимо преобразовать это выражение к виду (6.63). Из урав-
нения (6.41) имеем

ωωω = −
1

2

[
δP

δt
··· PT

]
×
. (6.85)

Нетрудно доказать тождество39, справедливое для любого вектора a,

a ···ωωω =
1

2
(a × P)T ··· ··· δP

δt
. (6.86)

Несколько сложнее обстоит дело с преобразованием слагаемого, содержа-
щего множитель ∇∇∇ ×ωωω. Будем действовать следующим образом. Введем в
рассмотрение тензор второго ранга F(x, t), называемый второй мерой дефор-
мации, посредством уравнения

∂

∂xs
P = Fs × P ⇒ ∇∇∇P = F × P,

∇∇∇ ≡ gs
∂

∂xs
, F = gs ⊗ Fs, f ≡ F×,

(6.87)

где вектор f называется вторым вектором деформации. Справедливы урав-
нения интегрируемости40

∂Fs

∂xm
−
∂Fm

∂xs
= Fm × Fs. (6.88)

Уравнение Пуассона (6.41) можно переписать в следующем виде:

δP

δt
=
dP

dt
+ V ··· ∇∇∇P =ΩΩΩ× P + V ··· F × P =ωωω× P. (6.89)

Откуда получаем выражение для угловой скорости ωωω

ωωω =ΩΩΩ+ V ··· F. (6.90)

Используя свойство перестановочности операторов градиента и полной
производной по времени, для вспомогательного вектора ΩΩΩ получаем равен-
ство41

∇∇∇ΩΩΩ =
dF

dt
+ F ×ΩΩΩ. (6.91)

39 Доказательство тождества (6.86) можно найти в Приложении D, подраздел D.2.2.
(Примеч. ред.)

40 Доказательство формулы (6.88) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.1.
(Примеч. ред.)

41 Доказательство формулы (6.91) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.2.
(Примеч. ред.)
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Исключая отсюда вспомогательный векторΩΩΩ c помощью уравнения (6.90)
и используя уравнение (6.88) после некоторых преобразований, получаем42

∇∇∇ωωω =
δF

δt
+ F ×ωωω+∇∇∇V ··· F. (6.92)

Откуда для ротора вектора ωωω имеем

∇∇∇×ωωω =
δf

δt
+

(
FT − (trF)E

)
···ωωω+ (∇∇∇V ··· F)× , f ≡ F×. (6.93)

Последние два равенства справедливы для любого вектора V. Нам они
понадобятся при V = const. Теперь приведенному неравенству диссипации
энергии (6.84) можно придать вид

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+!−1

[
−2DDD + F ···BBB − (trF)BBB

]
···ωωω+

+!−1BBB ··· δf
δt

−
1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0.

(6.94)

Наконец, используя тождество (6.86), получаем окончательный вид при-
веденного неравенства диссипации энергии

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+
1

2
(a × P)T ··· ··· δP

δt
+!−1BBB ··· δf

δt
−
1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0, (6.95)

где вектор a определяется формулой

a ≡ !−1
[
−2DDD + F ···BBB − (trF)BBB

]
. (6.96)

Дальнейший ход рассуждений является стандартным для механики
сплошных сред [25]. Примем следующие определяющие уравнения для рас-
сматриваемой среды:

F = F(P, f , ϑ), DDD = DDD(P, F, ϑ), BBB = BBB(P, f , ϑ). (6.97)

Теперь нетрудно вывести соотношения Коши–Грина. Согласно (6.97) име-
ем

δF

δt
=
∂F

∂f
··· δf
δt

+

(
∂F

∂P

)T

··· ··· δP
δt

+
∂F

∂ϑ

δϑ

δt
. (6.98)

42 Доказательство формулы (6.92) можно найти в Приложении D, подраздел D.1.2.
(Примеч. ред.)
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Подставляя это равенство в (6.95), получаем(
!−1BBB + η

∂F

∂f

)
··· δf
δt

+

(
1

2
a × P + η

∂F

∂P

)T

··· ··· δP
δt

+

+η

(
H +

∂F

∂ϑ

)
δϑ

δt
−
1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0.

(6.99)

Левая часть неравенства (6.99) является линейной формой материальных
производных от аргументов, которые линейно независимы. Поэтому выпол-
нение этого неравенства возможно при условии, что коэффициенты при ма-
териальных производных равны нулю. Исключение составляет коэффициент
при материальной производной от тензора поворота: он не обязан равнять-
ся нулю. Действительно, согласно модифицированному уравнению Пуассона
(6.41) имеем ограничение на материальную производную от тензора поворота
следующего вида43:

δP(x, t)

δt
··· PT(x, t) =ωωω(x, t) × E ⇒

⇒ (A ··· P)T ··· ··· δP(x, t)

δt
= 0, ∀A : A = AT .

(6.100)

Таким образом, для выполнения неравенства (6.99) необходимы следую-
щие соотношения Коши–Грина:

BBB = −!η
∂F

∂f
; H = −

∂F

∂ϑ
;

1

2
a × P = −η

∂F

∂P
+ A ··· P. (6.101)

Последнее соотношение необходимо преобразовать, чтобы исключить из
него произвольный симметричный тензор A. Для этого необходимо сначала
скалярно умножить это соотношение на тензор PT справа, а затем вычислить
векторный инвариант от обеих частей получившегося равенства. В результате
получим следующее соотношение для вектора DDD:

2DDD = −!η

(
∂F

∂P
··· PT

)
×

+!ηF ··· ∂F
∂f

−!η (trF)
∂F

∂f
. (6.102)

В данном случае было использовано обозначение (6.96). Теперь приведен-
ное неравенство диссипации сводится к простому неравенству

h ··· ∇∇∇ϑ ≥ 0. (6.103)
43 Доказательство тождества (6.100) можно найти в Приложении D, подраздел D.2.5.

(Примеч. ред.)
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Запишем уравнение баланса энергии (6.57) с учетом соотношений (6.77),
(6.86), (6.93)

η
δU

δt
= −

1

2
(a × P)T ··· ··· δP

δt
−!−1BBB ··· δf

δt
+

+∇∇∇ ··· h + ηq+ ην
δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

(6.104)

Приняв во внимание первое и третье из соотношений (6.101), перепишем
(6.104) в виде

η
δU

δt
= η

(
∂F

∂P

)T

··· ··· δP
δt

+ η
∂F

∂f
··· δf
δt

+

+∇∇∇ ··· h + ηq+ ην
δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

(6.105)

Учитывая (6.98) и второе из соотношений (6.101), получаем

η
δU

δt
= η

δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+∇∇∇ ··· h + ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
. (6.106)

Используя соотношение F = U − ϑH, получаем уравнение теплопровод-
ности

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
. (6.107)

Чтобы завершить построение нелинейной модели электромагнитного по-
ля, осталось задать конкретный вид свободной энергии. Следует, впрочем, от-
метить, что задание свободной энергии как функции тензора поворота частиц
среды часто бывает затруднительным. Значительно удобнее пользоваться по-
нятием вектора поворота θθθ, который связан с тензором поворота следующей
формулой (см. подразд. C.5):

P(x,t) = exp
[
θθθ(x, t) × E

]
. (6.108)

В Приложении C доказаны формулы, которые при переходе от полных
производных по времени к материальным производным выглядят следующим
образом:

δθθθ

δt
= Z(θθθ) ···ωωω, ωωω = Z−1(θθθ) ··· δθθθ

δt
, (6.109)
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где

Z (θθθ) = E −
1

2
R +

1− g

θ2
R2, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
,

Z−1 (θθθ) = E +
1− cosθ

θ2
R +

θ− sin θ

θ3
R2,

R = θθθ× E, θ = |θθθ| , detZ(θθθ) =
θ2

2 (1− cos θ)
.

(6.110)

Используя представление для угловой скорости через материальную про-
изводную от вектора поворота, приведенное неравенство диссипации (6.94)
переписываем в виде

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+!−1

[
−2DDD + F ···BBB − (trF)BBB

]
··· Z−1(θθθ) ··· δθθθ

δt
+

+!−1BBB ··· δf
δt

−
1

ϑ
h ··· ∇∇∇ϑ ≤ 0.

(6.111)

Свободную энергию можно считать функцией аргументов θθθ, f , ϑ. Тогда
для вектора DDD вместо (6.102) получим соотношение

2DDD = !η
∂F

∂θθθ
··· Z(θθθ) +!ηF ··· ∂F

∂f
−!η (trF)

∂F

∂f
. (6.112)

Остальные соотношения Коши–Грина остаются без изменений.
В заключение выпишем сводку основных уравнений среды, моделирую-

щей электромагнитное поле. Впрочем, полученные уравнения лучше рассмат-
ривать как некую заготовку, которую можно использовать для различных це-
лей. Чтобы называть их уравнениями электромагнитного поля, необходимо
дать электромагнитные истолкования всем введенным величинам. К основ-
ным относятся следующие уравнения.

Второй закон динамики принимается в виде двух уравнений (6.79) и
(6.83), где вектор EEE определяется уравнением (6.82)

∇∇∇×BBB − 2DDD +!ηL =
1

c2
δEEE

δt
,

λr
δ

δt

(
δβ

δt
+ωωω ··· n′

)
+ ν

(
δβ

δt
−Ω0

)
= 0,

EEE = !c2η

[
μωωω+

(
(λ− μ)(ωωω ··· n′) + λr

δβ

δt

)
n′

]
, n′ = P(x, t) ··· n.

(6.113)
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Только первое из уравнений (6.113) представляет собой одно из уравнений
Максвелла, в котором учтено слагаемое (−2DDD), отвечающее за джоулево теп-
ло [135]. Векторы EEE иBBB будем называть вектором напряженности электриче-
ского поля и вектором магнитной индукции, соответственно. В классической
теории вектор (−2DDD) связывается с вектором EEE известным определяющим
уравнением. В рассматриваемой теории это не так.

Соотношения Коши–Грина имеют вид (6.101), (6.112), уравнение тепло-
проводности (6.107) остается в прежнем виде

2DDD = !η
∂F

∂θθθ
··· Z(θθθ) +!ηF ··· ∂F

∂f
−!η (trF)

∂F

∂f
,

BBB = −!η
∂F

∂f
, H = −

∂F

∂ϑ
,

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

(6.114)

Наконец, к этим уравнениям следует присоединить кинематические и гео-
метрические уравнения

P = expR, R = θθθ× E, ωωω = Z−1(θθθ) ··· δθθθ
δt
,

Z−1 (θθθ) = E +
1− cos θ

θ2
R +

θ− sin θ

θ3
R2,

∇∇∇P = F × P, f = F×.

(6.115)

Система уравнений (6.113)–(6.115) замкнута при условии, что задана кон-
кретная зависимость свободной энергии от параметров состояния ϑ, θθθ, f . В
представленном виде система уравнений (6.113)–(6.115) описывает нелиней-
ную модель жидкокристаллической среды. Чтобы эта среда моделировала
электромагнитное поле, необходимо использовать некие дополнительные дан-
ные, включая результаты экспериментальных исследований и интуитивные
соображения. Что касается экспериментальных исследований, то на рассмат-
риваемом этапе они более чем затруднены. В самом деле, в экспериментах все-
гда рассматривается взаимодействие электромагнитного поля с веществом.
Но для этого необходимо разработать основные принципы такого взаимо-
действия, что в настоящий момент еще не сделано. Впрочем, один экспери-
ментальный факт, относящийся непосредственно к электромагнитному полю,
нам известен — это закон электромагнитной индукции Фарадея. В матема-
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тической форме он имеет вид44

∇∇∇×EEE = −
δBBB

δt
⇒ ∇∇∇ ···BBB = f(x − Vt). (6.116)

Если считать, что этот закон является абсолютно точным, то он налага-
ет очень жесткие ограничения на всю теорию. Действительно, из уравнения
(6.116) следует, что векторы напряженности электрического поля и магнит-
ной индукции должны порождаться одним вектором AAA

EEE = ∇∇∇Q(x, t) −
δAAA

δt
, BBB = BBB0 (x − Vt) +∇∇∇×AAA. (6.117)

Как нетрудно убедиться45 с помощью представления (6.113), вектор на-
пряженности электрического поля EEE нельзя представить в виде (6.117). От-
сюда следует альтернатива: либо закон электромагнитной индукции (6.116)
не является абсолютно точным, либо вся рассматриваемая теория не описы-
вает электромагнитного поля. При условии, что верна первая из этих двух
возможностей, закон электромагнитной индукции Фарадея справедлив толь-
ко приближенно и не для самого электромагнитного поля, а для возмущений,
распространяющихся в электромагнитном поле. Поэтому для общей теории,
описываемой уравнениями (6.113)–(6.115), нельзя требовать выполнения за-
кона Фарадея (6.116). Уравнения для возмущений, распространяющихся в
электромагнитном поле, будут выведены в следующем разделе.

.6.8 Линейные уравнения электромагнитного поля

Как отмечалось во введении, терминология, принятая в данной работе,
отличается от терминологии, принятой в современной физике. В данной ра-

44 Первое из уравнений (6.116) является естественным обобщением на нелинейный

случай уравнения ∇∇∇×EEE = −
dBBB

dt
. Второе из уравнений (6.116) получается следующим

образом. Вычислив дивергенцию обеих частей первого из уравнений (6.116), получим

∇∇∇ ··· δBBB
δt

= 0. Учитывая, что V = const, последнее уравнение можно переписать в виде
δ(∇∇∇ ···BBB)

δt
= 0. Решение этого уравнения в случае постоянной скорости (см. подразд. 3.2.2)

имеет вид ∇∇∇ ···BBB = f(x − Vt). (Примеч. ред.)
45 Согласно формулам (6.113), (6.115) выражение для вектора напряженности элек-

трического поля имеет вид EEE = !c2η

([
μE + (λ− μ)n′n′] ··· Z−1(θθθ) ··· δθθθ

δt
+ λr

δβ

δt
n′

)
. Это вы-

ражение не приводится к виду (6.117), поскольку коэффициенты при производных
δθθθ

δt
и

δβ

δt
не являются константами. (Примеч. ред.)
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боте электромагнитным полем называется эфир. Далее будут выведены урав-
нения для возмущений, распространяющихся в эфире. Именно эти уравнения
соответствуют уравнениям, которые в современной физике принято называть
уравнениями электромагнитного поля.

Рассмотрим стационарное состояние среды, которое характеризуется по-
стоянством следующих величин:

P = E, F = 0, ωωω = 0,
δβ

δt
= Ω0, V = V0, ϑ = ϑ0. (6.118)

Кроме того, принимаем, что в невозмущенной среде справедливы ограни-
чения

DDD = 0, BBB = BBB0, L = 0, (6.119)

причем обычно для вектора BBB0 принимается нулевое значение. В стационар-
ном состоянии плотность динамического спина LLL0 постоянна. Согласно вы-
ражениям (6.82) и (6.118)

EEE = !c2ηmLLL0 = !c2ηλrΩ0n = const. (6.120)

Значение вектора LLL0 должно находиться из эксперимента. Наложим те-
перь малые возмущения на стационарные состояния. Начнем с тензора пово-
рота P(x, t), который представим в виде

P(x, t) = E + θθθ(x, t) × E, n′ = n + θθθ× n, (6.121)

где вектор θθθ(x, t) называется вектором малого поворота. Тогда согласно
(6.115) имеем

F = ∇θ∇θ∇θ, f = ∇∇∇× θθθ, ωωω =
δθθθ

δt
. (6.122)

Возмущенную скорость вращения ротора можно представить в виде

δβ

δt
= Ω0 +

δβ̃

δt
, (6.123)

где β̃ есть малая величина. Вектор напряженности электрического поля EEE

после линеаризации принимает вид

EEE = !c2η

(
λrΩ0 n + λΩ0ϕϕϕ× n +

δ

δt

[
μϕϕϕ+

(
λγ+ λrβ̃

)
n

])
, (6.124)

где вектор малого поворота θθθ(x, t) разложен на две составляющие

θθθ = ϕϕϕ+ γn, ϕϕϕ ··· n = 0, γ ≡ θθθ ··· n. (6.125)
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Обратимся к линеаризации свободной энергии. Как обычно, будем зада-
вать ее в виде квадратичной формы малых аргументов

ηF(θθθ, f , ϑ) = ηF0 +!−1BBB0 ··· f +
1

2
!−1θθθ ··· A1 ··· θθθ+

+!−1θθθ ··· A3 ··· f +
1

2
!−1f ··· A2 ··· f +

1

2
ηa4(ϑ− ϑ0)

2.

(6.126)

В этом представлении связанность тепловых и упругих полей не учитыва-
ется. Будем считать, что рассматриваемая среда трансверсально изотропна
с осью изотропии n. Тогда очевидно, что справедливы представления

Aα = aα (E − n ⊗ n) + bαn ⊗ n (α = 1, 2),

A3 = a3n × E, BBB0 = b0n.
(6.127)

Входящие в выражения (6.127) постоянные подлежат определению из экс-
перимента. Можно показать, что для выполнения экспериментального закона
Фарадея необходимо, хотя и недостаточно, принять следующие условия:

a2 = b2, a3 = 0, λ = μ. (6.128)

С учетом представлений (6.127) и (6.128) выражение для свободной энер-
гии переписываем в виде

ηF(θθθ, f , ϑ) = ηF0 +!−1b0ψ+
1

2
!−1

(
a1ϕϕϕ ···ϕϕϕ + b1γ

2
)
+

+
1

2
!−1a2f ··· f +

1

2
ηa4(ϑ− ϑ0)

2, ψ ≡ n ··· f .
(6.129)

Линеаризованные соотношения Коши–Грина имеют вид

2DDD = !
∂ηF

∂θθθ
+ b0∇∇∇γ− b0 (∇∇∇ ··· θθθ)n, BBB = −!

∂ηF

∂f
, H = −

∂F

∂ϑ
. (6.130)

Подставляя сюда выражение (6.129), получаем

2DDD = a1θθθ+ (b1 − a1)γn + b0∇∇∇γ− b0 (∇∇∇ ··· θθθ)n,

BBB = −b0 n − a2 f , H = −a4(ϑ− ϑ0).
(6.131)

Примем дополнительно необязательные упрощения, которые следовало
бы подтвердить экспериментом

b0 = 0, a1 = b1. (6.132)
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Тогда определяющие уравнения примут совсем простой вид

2DDD = a1θθθ, BBB = −a2∇∇∇× θθθ, H = −a4(ϑ− ϑ0). (6.133)

С учетом обязательного ограничения (6.128) выражение для вектора элек-
трического поля принимает вид

EEE = !c2η

[
λrΩ0 n + λrΩ0θθθ× n + λ

δθθθ

δt
+ λr

δβ̃

δt
n

]
. (6.134)

Попробуем теперь проверить выполнение закона Фарадея

∇∇∇×EEE +
δBBB

δt
=

(
!c2ηλ− a2

) δ
δt

∇∇∇× θθθ+

+!c2ηλrΩ0∇∇∇× (ϕϕϕ× n) −!c2ηλrn × δ

δt
∇∇∇β̃.

(6.135)

Очевидно, что для выполнения закона Фарадея необходимо принять усло-
вие

a2

!ηλ
= c2, (6.136)

где параметр c будем считать скоростью света в пустоте. Однако даже при
выполнении этого условия закон Фарадея все еще не выполняется

∇∇∇×EEE +
δBBB

δt
= !c2ηλrΩ0∇∇∇× (ϕϕϕ× n) −!c2ηλr n × δ

δt
∇∇∇β̃. (6.137)

Конечно, можно выполнить закон Фарадея точно, если принять, что па-
раметр Ω0 и угол β̃ равны нулю. В таком случае получаются классические
уравнения Максвелла, в которых частные производные по времени замене-
ны на материальные производные. Однако этого делать не следует, посколь-
ку будут утрачены некоторые важные свойства среды, моделирующей элек-
тромагнитное поле. Поэтому будем считать, что закон Фарадея выполняется
приближенно, т. е. правая часть уравнения (6.137) в некотором смысле мала.

Подставляя (6.133) и (6.134) во второй закон динамики (6.113), получаем
уравнение для вектора поворота

a2 (Δθθθ−∇∇∇∇∇∇ ··· θθθ) +!ηλrΩ0n × δθθθ

δt
− a1θθθ+!ηL =

= !η

(
λ
δ2θθθ

δt2
+ λr

δ2β̃

δt2
n

)
.

(6.138)
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Второе уравнение из системы (6.113) после линеаризации принимает вид

λr
δ2

δt2

(
γ+ β̃

)
+ ν

δβ̃

δt
= 0. (6.139)

Чтобы максимально упростить ситуацию, рассмотрим случай идеального
“двигателя” неограниченной мощности. Мощность двигателя характеризует-
ся параметром ν, причем с ростом ν увеличивается мощность двигателя. Для
двигателя неограниченной мощности получаем

ν → ∞ ⇒ δβ

δt
→ Ω0 ⇒ δβ̃

δt
→ 0 ⇒ ν

δβ̃

δt
→ − λr

δ2γ

δt2
. (6.140)

В таком случае уравнение (6.138) принимает вид

a2 (Δθθθ−∇∇∇∇∇∇ ··· θθθ) +!ηλrΩ0n × δθθθ

δt
− a1 θθθ+!ηL = !ηλ

δ2θθθ

δt2
. (6.141)

Дальнейшие упрощения этого уравнения, видимо, невозможны и связаны
с утратой принципиально важных свойств среды, которая моделирует элек-
тромагнитное поле. Сравнение уравнения (6.141) с классическим уравнением
(6.74) показывает их существенное различие. Можно отметить два важных
обстоятельства. Первое состоит в том, что классическое уравнение (6.74) яв-
ляется частным случаем уравнения (6.141) и получается из последнего при

V = 0, Ω0 = 0, a1 = 0. (6.142)

Поэтому все факты, которые объясняются классическими уравнениями
Максвелла, могут быть объяснены и на основе уравнения (6.141). Следует
подчеркнуть, что учет любого из параметров (6.142) существенно меняет тип
уравнения и потому важен с физической точки зрения. Например, в (6.141) в
явном виде входит скорость системы отсчетаV = const. Иными словами, тео-
ретически, на основе экспериментов с электромагнитными явлениями, ока-
зывается возможным определить скорость движения инерциальной системы
отсчета относительно электромагнитного поля (эфира). Уравнения Максвел-
ла справедливы только в покоящейся относительно электромагнитного поля
среде (что в полной мере не осознано до сих пор) и потому принципиально
не позволяют сделать этого. Вопросы, связанные с заменой системы отсчета,
требуют детального обсуждения46. ПараметрыΩ0 и a1 являются новыми для

46 К сожалению, П. А. Жилин не успел завершить это исследование. Раздел, посвя-
щенный замене системы отсчета, в данной главе отсутствует. Вопросы, связанные с заме-
ной системы отсчета, детально рассмотрены в седьмой главе, в основу которой положены
более ранние работы П. А. Жилина по электродинамике. Общие вопросы замены системы
отсчета обсуждаются в подразделе 7.1.2, вопросы замены системы отсчета применительно
к классическим уравнениям Максвелла — в подразделе 7.1.4. (Примеч. ред.)
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теории электромагнитного поля, но фактически они хорошо известны в кван-
товой физике, причем, по всей вероятности, можно считать, что с точностью
до постоянного множителя λrΩ0 = h̄, где h̄ есть постоянная Планка. Поэто-
му уравнение (6.141) можно, видимо, считать уравнением квантованного, а
не классического электромагнитного поля.

Второе обстоятельство связано с тем, что рассматриваемая модель элек-
тромагнитного поля неконсервативна, а электромагнитные явления всегда
сопровождаются тепловыми потоками. Это видно из уравнения теплопровод-
ности (6.107), которое при линеаризации с учетом (6.133), (6.140) принимает
вид

∇∇∇ ··· h + ηq− ηλr Ω0

δ2γ

δt2
= −ηa4ϑ0(ϑ− ϑ0),

h = k∇∇∇ϑ, γ = n ··· θθθ.
(6.143)

В данном случае ограничимся простейшей линейной постановкой.

Заключение

В данной главе обсуждалась возможность вывода основных уравнений
электродинамики с позиций рациональной механики сплошных сред. Пока-
зано, что для этого необходимо рассматривать упругий континуум двухспи-
новых частиц весьма специального вида. Выведены классические уравнения
Максвелла. Обсуждаются причины ограниченности классических уравнений
Максвелла. Затем выводятся более общие уравнения, которые предположи-
тельно дают более точное описание электромагнитного поля.

Настоящая глава — результат многолетних исканий с целью понять элек-
трические и магнитные явления с точки зрения принципов рациональной
механики. Анализ известных фактов показывает, что спинорные движения,
которые отсутствуют в ньютоновской механике, совершенно необходимы при
описании основных понятий электромагнитного поля. Поэтому разработка
теории электромагнитного поля требует, по крайней мере, привлечения эйле-
ровой механики.



Гл а в а 7

Механика и новейшая физика1

Введение

Конец столетия можно считать подходящим поводом для обсуждения ро-
ли, места и назначения механики в современном естествознании. На рубеже
XIX и XX вв. механика составляла фундамент всей физики и преодолева-
ла все возникающие препятствия. Ярким свидетельством тому явилась ки-
нетическая теория газов. Существовали, впрочем, проблемы, которые лорд
Кельвин в своей лекции “Тучи XIX века над динамической теорией тепло-
ты и света”, прочитанной 27 апреля 1900 г., охарактеризовал следующими
словами [152], с. 25–26: “Красота и ясность динамической теории, согласно
которой теплота и свет являются формами движения, в настоящее время
омрачены двумя тучами. Первая из них — это вопрос: как может Земля дви-
гаться сквозь упругую среду, какой по существу является светоносный эфир?
Вторая — это доктрина Максвелла–Больцмана о распределении энергии”. Не
обсуждая самой постановки вопросов, укажем, что в начале XX в. были най-
дены пути преодоления этих затруднений, но они уводили далеко за пределы
классической механики. Так возникла новейшая физика, которая заявила о
“решительном разрыве с классической механикой”. Поэтому кажется необхо-
димым дать хотя бы краткое сравнение исходных положений, принятых в
механике и новейшей физике. Однако прежде чем проводить какие бы то ни
было сравнения, следует четко изложить взгляд механиков на механику, ибо
то, как трактуется механика физиками (см., например, работу А. Эйнштей-
на [154]), мало похоже на механику.

1 Материал этой главы основан на двух статьях П. А. Жилина [43, 138]: “Реальность
и механика” (Труды XXIII летней школы “Анализ и синтез нелинейных механических
колебательных систем”. — СПб., 1996. — С. 6–49), “Принцип относительности Галилея и
уравнения Максвелла” (Труды СПбГТУ. — СПб., 1994. — N 448. — С. 3–38). (Примеч.
ред.)
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Механика — это не теория какого бы то ни было явления Природы, но
метод исследования Природы. В основах механики нет ни одного закона, ко-
торый хотя бы в принципе мог быть опровергнут экспериментально. В фун-
даменте механики лежат логические утверждения, выражающие условия ба-
ланса неких величин. Данные утверждения сами по себе не достаточны для
построения замкнутых теорий. Для этого необходимо привлекать дополни-
тельные законы, наподобие закона всемирного тяготения, рассматриваемые
как экспериментально установленные факты. Эти дополнительные законы
могут оказаться недостаточными или даже ошибочными, но отказ от них
не влияет на метод механики. Упомянутая незамкнутость механики может,
конечно, восприниматься как ее недостаток людьми, которые полагают, что
человечество близко к конечному познанию Мироздания. Те, кто способен
увидеть Реальность, понимают, как бесконечно далеки люди от возможности
правильно описать даже относительно простые проявления Реальности. По-
этому корректный метод изучения Природы по необходимости должен вклю-
чать в себя заранее неопределенные элементы, манипулируя которыми можно
улучшать те или иные теории разного рода явлений и тем самым расширять
наши представления о Реальности. Механика устанавливает определенные
ограничения на допустимую структуру этих неопределенных элементов, но
сохраняет в них достаточно широкий произвол.

После этих кратких замечаний о методе механики полезно сравнить со-
временные позиции механики и новейшей физики, возникшие через 70 лет
после объявления физикой о “решительном разрыве с классической механи-
кой”. Краткую сводку исходных положений механики можно найти во второй
главе, не претендующей на формальную строгость, но отражающей существо
вопроса.
а) Системы отсчета. Это краеугольное понятие в механике характе-

ризуется К. Трусделлом [25], с. 33, как “чистый холст, на котором можно
рисовать картины Природы. Этот холст должен быть выбран художником
прежде, чем он примется за работу. Холст накладывает некоторые ограниче-
ния на искусство художника, но никоим образом не определяет те картины,
которые художник будет рисовать”. Аналогичный взгляд отстаивал А. Пуан-
каре [48]. Прямое несогласие с этой позицией высказывает А. Эйнштейн [155].
Например, в работе [154], с. 280, он пишет: “Теория вводит два рода физи-
ческих предметов, а именно: 1) масштабы и часы (т. е. системы отсчета. —
П. Ж.); 2) все остальное, например, электромагнитное поле, материальную
точку и т. д. Это в известном смысле нелогично; собственно говоря, теорию
масштабов и часов следовало бы выводить из решений основных уравнений,
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а не считать ее независимой от них”. Иными словами, согласно А. Эйнштейну,
нужно сначала нарисовать картину, а только потом подбирать для нее холст.
Именно так и поступают в общей теории относительности, причем смысл ко-
ординат, включающих и время, остается принципиально неопределенным.

Очевидно, что взгляды механики и новейшей физики по этому пункту
диаметрально противоположны и несовместимы.
б) Принцип инерции Галилея (GPI). В механике GPI принимается

безоговорочно, и отказ от него разрушает все здание механики. Принятие GPI
позволяет ввести в рассмотрение инерциальные системы отсчета. Жаль, что
этот факт был окончательно осознан и введен в формальные структуры толь-
ко к 1940 г. Однако на интуитивном уровне он принимался в механике с 1638 г.
Так что логические основы механики были укреплены, но сущностное тело
механики менять не пришлось. С концепциями новейшей физики GPI прин-
ципиально не совместим, ибо он впрямую противоречит специальной теории
относительности (см. [149]). Отсюда ясно, что отвергается в физике и понятие
инерциальной системы отсчета [156], с. 490. Вместе с тем, А. Эйнштейн и его
последователи используют понятие неускоренной системы отсчета, не опре-
деляя этого понятия, т. е. ИСО все-таки вводятся. Не следует думать, что это
просто упущение. Такова действительно необходимая для новейшей физики
постановка вопроса, ибо GPI впрямую противоречит принципу относитель-
ности, основанному на преобразовании Лоренца, а обойтись без привлечения
неускоренных систем отсчета не удается.
в) Равномерность хода времени. И. Ньютон был первым, кто попы-

тался дать определение понятия времени, причем он просто постулировал
равномерность хода времени. Как определить понятие равномерности, Нью-
тон не указал, но предположил, что в Природе имеются процессы, позволяю-
щие это сделать. Далее в подразделе 7.3.2 мы еще вернемся к этому вопросу.
Детальному обсуждению понятие времени было подвергнуто А. Пуанкаре в
1898 г. (см. [48, 49]). Основной вывод А. Пуанкаре гласит [48], с. 63: “Не су-
ществует абсолютного времени; утверждение, что два промежутка времени
равны, само по себе не имеет смысла, и можно применять его только услов-
но”. Этот вывод обоснован А. Пуанкаре весьма обстоятельно, но, к сожале-
нию, А. Пуанкаре в принципе неправильно понимал GPI и возводил его в
ранг физического закона, причем необоснованного (еще одно условное согла-
шение). На самом деле это не так, что и было показано С. Зарембой [149], но
это важное событие произошло только в 1940 г. Если принять GPI, то время
в механике вводится с точностью до линейного преобразования t → kt + t0.
Важно подчеркнуть, что формальное обоснование равномерности хода вре-
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мени в механике с практической точки зрения ровным счетом ничего не из-
менило в ней, так как при этом не изменилось ни одного закона и ни одного
уравнения. А вот новейшей физике упомянутое обоснование наносит невос-
полнимый логический урон. В новейшей физике требование равномерности
хода времени игнорируется и подменяется рассуждениями о синхронизации
часов в разных точках системы отсчета. Однако эти рассуждения не имеют
отношения к требованию равномерности хода времени. Как бы ни синхрони-
зировали часы, но, прежде всего, они должны идти равномерно. В противном
случае такие понятия, как скорость и ускорение, вообще теряют объективный
смысл (см. подразд. 2.1.3). Таким образом, и в этом пункте механика и но-
вейшая физика не могут быть приведены в соответствие друг с другом.
г) Принцип относительности. В механике этот принцип выполняется

автоматически. Если в какой-либо теории он не выполняется, то такая тео-
рия заведомо содержит ошибки. Никакой существенно новой информации из
применения принципа относительности в механике извлечь не удается. Это и
не удивительно, ибо взгляд на системы отсчета, как на холст, на котором ри-
суются картины Природы, немедленно приводит к требованию, чтобы выбор
холста не влиял на содержание картины. В частности, для этого необходи-
мо, чтобы в механике использовались исключительно инвариантные диффе-
ренциальные операторы, т. е. операторы, не зависящие от выбора системы
координат. Основными среди них являются операторы

∇∇∇, d

dt
; ∇∇∇ d

dt
=
d

dt
∇∇∇.

Позиция новейшей физики иная. Соответственно, в ней используются
другие операторы

∇∇∇, ∂

∂t
; ∇∇∇ ∂

∂t
�= ∂

∂t
∇∇∇,

где оператор частного дифференцирования по времени не объективен, т. е.
зависит от выбора системы координат. Несмотря на то что операторы ∇∇∇ и
∂/∂t не коммутируют, в физике на это не обращается внимания. Именно
в силу использования необъективных операторов принцип относительности
играет в физике исключительно важную роль, вплоть до того, что позволяет
открывать новые законы.
д) Формальная логика. В механике формальная логика не доводит-

ся до уровня математической строгости, но явные нарушения формальной
логики считаются недопустимыми. В новейшей физике формальная логика
объявлена предрассудком, а ее законы часто подменяются рассуждениями о
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красоте получаемых уравнений. П. Дирак пишет [150], с. 52 : “...мне бы хоте-
лось подчеркнуть новую точку зрения, принадлежащую А. Эйнштейну. Он
считал необходимым качеством фундаментальных уравнений присущую им
красоту. Эйнштейн впервые высказал эту мысль, и больше чем кто бы то
ни было, подчеркивал важность красоты основных уравнений. Вы, конечно,
можете спросить: почему уравнения должны обладать необыкновенной кра-
сотой? Я не могу ответить на это определенно. Можно лишь сказать, что
этот принцип оказался чрезвычайно успешным”. В качестве примера нару-
шения логики сопоставим три утверждения, одновременно принимаемые в
физике: а) энергия E и импульс p сохраняются; б) масса m не сохраняется;
в) справедливо равенство

E =
√
m2c4 + p2c2,

где c — скорость света в пустоте, т. е. универсальная постоянная. Другой при-
мер: перенормировка. П. Дирак пишет [150], с. 152 : «Таким образом, боль-
шинство физиков совершенно удовлетворены сложившейся ситуацией. Они
считают, что квантовая электродинамика стала вполне совершенной теорией
и о ней нечего больше беспокоиться. Должен сказать, что мне это в высшей
степени не нравится, потому что в такой “совершенной” теории приходится
пренебрегать в уравнениях бесконечностями, причем пренебрегать совершен-
но безосновательно. Это просто бессмысленно математически. В математике
величину отбрасывают только в том случае, если она оказывается слишком
малой, а не из-за того, что она бесконечно велика и от нее хотят избавить-
ся! » Для механиков отмечу, что перенормировка относится к числу важней-
ших принципов физики, а приведенные ранее слова произнесены 15 сентября
1975 г., т. е. относительно недавно и отнюдь не в первые годы существования
квантовой физики. Отношение к формальной логике разделяет механику и
новейшую физику труднопреодолимым барьером. Задачей механики являет-
ся такое ее развитие, при котором известные в физике результаты получались
бы без столь радикальных средств, как отказ от формальной логики.
е) Спинорные движения. В настоящее время уже многим понятно,

что спинорные движения являются центральным звеном в устройстве мира.
Это известно, по крайней мере, со времен Пифагора. Однако в рациональные
науки спинорные движения были введены только Л. Эйлером, но не в пол-
ной мере. В механику спинорные движения начали интенсивно внедряться во
второй половине XX в., причем указанное внедрение оказалось чрезвычай-
но естественным и органичным. Если внимательно изучать старые теории
эфира, прекрасно описанные в книге Г. Лоренца [137], то бросается в глаза,
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что во всех этих теориях содержится попытка ввести спинорные движения.
К сожалению, делается это неправильно. В то время единственным способом
восприятия спинорного движения являлось представление о нем, как о ро-
торе вектора скорости. На самом деле это не так. К обсуждению спинорных
движений мы еще вернемся, а сейчас обратимся к новейшей физике.

Строго говоря, спинорные движения (динамические спины по термино-
логии, принятой в данной книге) в новейшей физике запрещены, но все-таки
используются. Об истории этого вопроса можно прочитать в работе [157].
П. Дирак приводит слова Г. Лоренца, адресованные авторам идеи наличия
динамического спина у электрона, голландским физикам Д. Уленбеку и С. Го-
удсмиту [150], с. 96 : “Нет, у электрона не может быть спина. Я и сам об
этом думал, но если бы электрон вращался, то скорость на его поверхно-
сти превышала бы скорость света. Так что из этого ничего не выйдет”. Хо-
тя в современной физике используются термины “спин” и “магнитный мо-
мент” применительно к элементарным частицам, они не имеют отношения
к соответствующим понятиям механики: это просто красивые названия для
номеров соответствующих гармоник у решений уравнений Шредингера или
их обобщений. По нашему мнению, роль спинорных движений в микромире
очень велика. Атомная и ядерная энергии — это энергии спинорных движе-
ний. Специальная теория относительности запрещает спинорные движения,
на что указал П. Эренфест сразу же после появления работы А. Эйнштейна
1905 г. Но в таком случае СТО запрещает почти все, что на самом деле имеет
место в Природе.
ж) Экспериментальная проверка результатов теории. Все получа-

емые в механике результаты должны соответствовать данным эксперимента.
Конечно, это трудно, и есть немало экспериментов, результаты которых меха-
ника не может корректно описать в настоящее время. Например, ни одна тео-
рия пластичности не может правильно описать опыты Треска по экструзии
свинца. Существует множество других проблем, не поддающихся в настоя-
щее время теоретическому анализу. Но это не повод для того, чтобы кричать
“караул” и выворачивать теорию наизнанку. В конце концов, для того и суще-
ствует экспериментальная механика, чтобы решать проблемы, недоступные
в настоящее время для теории. Так было, так есть и так всегда будет. Ти-
пичным для механики является эволюционный путь развития. В результате
теория отстает от эксперимента на десятилетия и даже на столетия. Кажет-
ся, что это вполне нормально. Совершенно иначе проблему взаимоотноше-
ний между экспериментом и теорией решает новейшая физика. Ее формулы
устроены таким образом, что позволяют почти автоматически объяснить все
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экспериментальные данные. Покажем, как это делается на примере. Допу-
стим, необходимо измерить скорость vx частицы A. Введем штрихованную
систему координат (излюбленный прием физиков), движущуюся со скоро-
стью u = c − ε, где ε > 0 и пренебрежимо мала в сравнении со скоростью
c = 3 · 1010 см/с. Измерим теперь скорость vx ′ частицы A в штрихованной
системе. Допустим, получится скорость vx ′ = −c + η, где η > 0 — малая
величина, например η = 2 см/с. Вычислим скорость vx. Имеем по известной
формуле [158], с. 30

vx =
u+ vx ′

1+ uvx ′/c2
=

c(η− ε)

η+ ε+ εη/c
� c

η− ε

η+ ε
.

Пусть теперь ε = 1 см/с, т. е. ε � c. Тогда vx = c/3 = 1010 см/с.
Пусть далее ε = 3 см/с, т. е. и здесь ε � c. Имеем vx = −0, 6 · 1010 см/с.
Таким образом, играя пренебрежимо малой величиной ε, можно менять vx
в широких пределах −0, 6 · 1010см/с ≤ vx ≤ 1010см/с. Трудно ли в таких
условиях объяснить любое экспериментально полученное значение vx ?

Приведенных примеров вполне достаточно, чтобы сделать вывод о том,
что механика уже не является частью физики, как это было сто лет назад.

Следует подчеркнуть, что все указанное ни в коем случае нельзя воспри-
нимать как критику в адрес новейшей физики, ибо критика подразумевает
анализ состояния дел в физике, чего нет и в помине. Да и о какой критике
может идти речь? Как бы ни относиться к методам, используемым в совре-
менной физике, невозможно отрицать тот очевидный факт, что физики еще
десятки лет назад нашли правдоподобные ответы на такие вопросы, к реше-
нию которых механика только готовится приступить. Сумеет ли механика
решить эти проблемы традиционными для нее методами? Это требует дока-
зательств. Предстоит огромная работа. В конечном счете, цель данной рабо-
ты — привлечь внимание механиков к решению фундаментальных проблем
естествознания. Прежде всего, это относится к описанию явлений электро-
магнетизма и строения атома. Хочется верить, что механика способна внести
свой вклад в эти важнейшие вопросы, которые, несмотря на все достижения
физики, еще далеки от окончательных решений.

.7.1 Принцип относительности Галилея
и уравнения Максвелла

Со времени создания электродинамики Максвелла прошло примерно 130
лет. Уравнения Максвелла широко применяются в механике, в частности, в
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электромеханике. Нельзя, однако, сказать, что состояние проблемы в целом
может быть признано удовлетворительным в логическом отношении. До сих
пор уравнения Максвелла не вписываются естественным образом в струк-
туры механики. Более того, принято считать, что между электродинамикой
Максвелла и классической механикой существует фундаментальное разли-
чие, ибо уравнения Максвелла инвариантны относительно группы Лоренца,
а уравнения классической механики — относительно группы Галилея. Дол-
гое время справедливость сказанного не подвергалась тщательному логиче-
скому анализу с позиций рациональной механики, хотя вопросов накопилось
довольно много. Прежде всего, как вообще могло случиться, что между меха-
никой и электродинамикой возникло фундаментальное расхождение? Какие
именно аксиомы механики противоречат законам электродинамики? Ответ
хотелось бы видеть столь же ясным, как в геометрии, где точка бифурка-
ции между евклидовой и неевклидовой геометриями лежит в V постулате.
В конце концов, Максвелл создал свою электродинамику в 1861–1864 гг., ко-
гда идеи классической механики играли господствующую роль. От каких из
них отказался Максвелл? Или какие новые идеи, не совместимые с существу-
ющими, он внес? Бесспорно, Максвелл открыл действительно новую идею,
осознавать которую начали только через столетие, но в чем ее противоречие
с классической механикой? Возникшая в ХХ в. специальная теория относи-
тельности, казалась бы, ответила на все эти вопросы. Но нельзя забывать,
что специальная теория относительности дает всего лишь возможную интер-
претацию, которая несовместима с классической механикой. В данном случае
интерес представляет несовместимость самой электродинамики с исходными
аксиомами механики, а это не одно и то же. Рассмотрим такой, например,
вопрос.

Известно, что в основаниях электродинамики и многих разделов механи-
ки лежат волновые уравнения. Каким же образом одно и то же уравнение
оказывается инвариантным относительно разных групп преобразований в за-
висимости от области приложений?

Имеется множество других вопросов, но вряд ли их стоит перечислять.
Не лучше ли просто повнимательнее приглядеться к уравнениям Максвелла
и только после этого продолжать задавать вопросы? Однако здесь возникает
затруднение. Чтобы прояснить его, процитируем Л. И. Мандельштама [153]:
“Неправильно полагать, что теория относительности перевернула наши поня-
тия о времени и о пространстве в том смысле, что на место старых и четких
понятий она поставила такие же новые. Это не так. Одна из больших заслуг
теории относительности состоит в том, что она показала, что основные поня-
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тия, которыми оперировали раньше — во всяком случае, в известной части, —
вовсе не были определены, что многие высказывания не имели вообще ника-
кого смысла”. Аналогичной точки зрения придерживаются и многие другие
крупные физики. Справедливы ли эти претензии к классической механике?
К сожалению, по форме, а не по существу, они справедливы: в большинстве
учебников по механике вопросы пространства и времени действительно изла-
гаются крайне небрежно. Как будет показано далее, расхождение во взглядах
физики и рациональной механики на электродинамику и многие другие при-
мыкающие вопросы лежит именно на этом “элементарном” уровне. Поэтому
необходимо начать с обсуждения исходной позиции рациональной механики.
Разумеется, в изложенном нет претензий на новизну, но и конкретных ссылок
дать невозможно.

.7.1.1 Системы координат и их замена

Введение инерциальных систем отсчета2 фундаментально опирается на
принцип Галилея, и в этом смысле инерциальные системы отсчета являют-
ся не только математическими конструкциями, но и физическими поняти-
ями. Все физические законы формулируются именно в системах отсчета, и
во всех инерциальных системах отсчета их формулировки не различаются
между собой. В рамках одной и той же системы отсчета можно использо-
вать сколь угодно различных систем координат как подвижных, так и непо-
движных относительно тела отсчета. Если математическое время в разных
системах отсчета может меняться только в рамках преобразования (2.5), то
координатное время может выбираться как угодно, в том числе и различным
в разных точках системы координат. Никакой произвол в выборе системы
координат вообще не сказывается на объективном содержании физическо-
го закона, меняется только координатная форма представления физического
закона.
Утверждение. Многие физические величины (скорость, ускорение, ки-

нетическая энергия и др.) зависят от выбора системы отсчета, но ни одна
физическая величина не зависит от выбора системы координат.

Ввиду сказанного ясно, что смешение понятий систем отсчета и систем
координат совершенно недопустимо. Тем не менее в литературе по физике и
механике, особенно в изданиях 20–30-летней давности, не говоря уже о бо-
лее старых изданиях, упомянутое смешение встречается часто. Во избежание
каких бы то ни было недоразумений приведем описание понятия системы

2 Об инерциальных системах отсчета см. раздел 2.1. (Примеч. ред.)
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координат. При введении системы отсчета были использованы отсчетный ре-
пер {O, ek}, отсчетная матрица gmn и отсчетные координаты xk. Только после
этого и обретают смысл расстояния и направления в теле отсчета. И репер
{O, ek}, и матрица gmn, и координаты xk в данном теле отсчета зафиксиро-
ваны раз и навсегда, ибо они и порождают само тело отсчета. Отсчетные
координаты идентифицируют точки тела отсчета, но при желании можно
изменить способ идентификации. Важно только помнить, что все точки тела
отсчета уже имеют собственные имена, которые никуда и никогда не исче-
зают. Ситуация здесь та же, что и у людей. Один и тот же человек может
получить много удостоверений личности, но он останется одним и тем же
человеком.
Определение. Системой координат в теле отсчета называется си-

стема идентификации точек данного тела отсчета.
Для идентификации точек тела отсчета необходимо каждой такой точке

сопоставить тройку чисел так, чтобы каждой точке отвечала бы одна и только
одна тройка чисел, и наоборот, чтобы каждой тройке чисел отвечала бы одна
и только одна точка тела отсчета. Обозначим через yi упомянутую тройку
чисел

yi = yi(x1, x2, x3, t) ≡ yi(x, t) ⇒ xi = xi(y1, y2, y3, t) ≡ xi(y, t). (7.1)

Здесь используется подвижная система координат yi, т. е. используется
система идентификации, зависящая от времени. В дальнейшем можно забыть
о существовании формул (7.1) и пользоваться заменами систем координат
вида

yk
′
= yk

′
(y1, y2, y3, t) ≡ yk

′
(y, t) ⇒

⇒ yk = yk(y1
′
, y2

′
, y3

′
, t) ≡ yk(y ′, t).

(7.2)

Именно по отношению к заменам (7.2) определяются законы преобразо-
вания координат векторов и тензоров высшего ранга. Поскольку выбор си-
стемы координат полностью произволен, принимается специальная аксиома,
которая, впрочем, всегда подразумевалась, но никогда не рассматривалась
отдельно. Для данной работы целесообразно выделить эту аксиому.
Принцип объективности. Все физические величины и физические за-

коны объективны и не зависят от выбора системы координат.
В частности, вектор положения какой-либо точки тела отсчета не зависит

от выбора подвижной (или неподвижной) системы координат

r(x) = xkek = xk(y, t)ek ≡ r(y, t). (7.3)



7.1. Принцип относительности Галилея и уравнения Максвелла 337

Точка r неподвижна в теле отсчета, хотя ее координаты (не отсчетные)
yk могут меняться во времени. Базисные векторы системы координат yk на-
ходятся стандартным образом

rk =
∂r(y, t)

∂yk
=
∂xp(y, t)

∂yk
ep. (7.4)

По ним находится метрический тензор системы yk

aik = ri ··· rk =
∂xs(y, t)

∂yi
∂xp(y, t)

∂yk
es ··· ep =

∂xs

∂yi
∂xp

∂yk
gsp. (7.5)

По матрице aik находится взаимная (обратная) матрица amp и векторы
взаимного базиса rp(y, t)

aika
kp = δ

p
i , rp(y, t) = apm(y, t) rm(y, t). (7.6)

Введем оператор-градиент

∇∇∇ ≡ rk(y, t)
∂

∂yk
= ek

∂

∂xk
, ek ··· em = δkm,

∂

∂yk
= rk ··· ∇∇∇. (7.7)

Этот оператор не зависит от выбора подвижной системы yk. Пусть дана
частица A, движущаяся относительно тела отсчета. Ее вектор положения rA
является функцией времени. Скорость частицы относительно тела отсчета
определяется стандартным образом

VA =
drA(t)

dt
= lim

�t→0

r(yA(t+ �t), t+ �t) − r(yA(t), t)

�t . (7.8)

Прежде чем вычислить производную (7.8), найдем скорость точки систе-
мы координат yk с фиксированными координатами yk∗. Эта точка (не мате-
риальная) движется относительно тела отсчета. Ее вектор положения опре-
деляется вектором r∗ = r(y∗, t), а скорость определяется по формуле

V∗ =
dr∗
dt

=
dr(y∗, t)

dt
=
∂r(y∗, t)

∂t
. (7.9)

Таким образом, частная производная по времени от вектора положения
r(y, t) определяет скорость точки системы координат с координатами y∗. Ни-
какого отношения к скорости движения материальных частиц она не имеет и
сама по себе ни в один физический закон входить не может. Теперь формулу
(7.8) можно представить в виде

VA =
∂rA
∂t

+
∂rA
∂ykA

dykA
dt

=
∂rA
∂t

+
dykA
dt

rAk . (7.10)
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Первое слагаемое в этой формуле определяет скорость точки системы ко-
ординат ykA, а второе — скорость материальной точки A относительно этой
точки системы координат. Пусть дано тензорное поле A(r, t), заданное в
каждой точке r тела отсчета как функция времени. Изменение поля в дан-
ной точке тела отсчета выражается производной от A(r, t). Очевидно, имеем
формулу

d

dt
A(r, t) =

∂

∂t
A(r, t),

так как точка r тела отсчета неподвижна, т. е. в этом случае нет разницы
между полной и частной производными по времени. Ситуация меняется, ес-
ли тензорное поле рассматривается не как функция точки тела отсчета и
времени, а как функция подвижных координат и времени

A(r, t) = A(r(y, t), t) = B(y(t), t). (7.11)

Здесь соблюдается строгое согласие с требованиями математики, и символ
функции при переходе к новым аргументам меняется. В физике и механике
обычно этого не делают, так как значения функцийA(r, t) иB(y(t)) совпада-
ют. В дальнейшем будем придерживаться обычных для механики обозначе-
ний, т. е. писать A(r, t) = A(y(t), t). Однако в следующем далее выражении
будут использованы более точные формулы (7.11):

dA(r, t)

dt
=
∂A(r, t)

∂t
=
dB(y, t)

dt
=
∂B

∂t
+
∂B

∂yk
dyk

dt
.

Вспоминая последнюю из формул (7.7), записываем

dB(y, t)

dt
=
∂B(y, t)

∂t
+
dyk

dt
rk ··· ∇∇∇B.

Заметим, что точка r(y(t), t) в соответствии с (7.3) неподвижна относи-
тельно тела отсчета, поэтому имеем

dr(y, t)

dt
=
∂r(y, t)

∂t
+
∂r

∂yk
dyk

dt
=
∂r(y, t)

∂t
+
dyk

dt
rk = 0.

Предыдущую формулу можно переписать в виде

dB

dt
=
∂B(y, t)

∂t
−
∂r(y, t)

∂t
··· ∇∇∇B ≡ ∂B

∂t
− V(y, t) ··· ∇∇∇B, (7.12)

где V(y, t) — скорость точки с фиксированными координатами yk относи-
тельно тела отсчета. В механике сплошных сред (например, в гидромехани-
ке) координаты yk выбираются вмороженными в среду и закрепляются за



7.1. Принцип относительности Галилея и уравнения Максвелла 339

одними и теми же материальными частицами. В этом случае (и только в
этом!) производная, стоящая в правой части (7.12), называется локальной
производной поля B(y, t), первое слагаемое в правой части (7.12) называется
конвективной производной. Материальную производную обозначают симво-
лом

∂B(y, t)

∂t
≡ δA(r(y), t)

δt
.

Тогда (7.12) можно переписать в виде3

δA(r, t)

δt
=
∂A(r, t)

∂t
+ V(y, t) ··· ∇∇∇A(r, t).

Если, например, A(r, t) = V(y, t) — скорость частицы жидкости, то
δV(r, t)

δt
есть ее ускорение. Формула (7.12) вполне стандартная, но она слиш-

ком важна для дальнейшего, чтобы ограничиться просто ссылкой. Ранее мы
использовали замены системы координат (7.1), которые были неподвижны от-
носительно тела отсчета, но время в этих преобразованиях не затрагивалось.
Во многих разделах механики используются и более общие координатные си-
стемы, в которых преобразуются не только пространственные координаты,
но и время, а именно используются координаты yk, τ

yk = yk(x1, x2, x3, t) = yk(x, t), τ = τ(x, t), (7.13)

где величина τ называется координатным временем. Относительно преоб-
разования (7.13) выдвигается только одно обязательное условие — взаимно
однозначная обратимость (7.13)

xk = xk(y, τ), t = t(y, τ). (7.14)

Математическое время t и координатное время τ отнюдь не равноценны.
Во все физические законы входят именно производные по t, от которых мож-
но при желании перейти к производным по координатному времени τ. Пусть
дано тензорное поле A(r, t). Можно записать

A(x, t) = A
(
x(y, τ), t(y, τ)

)
= B(y, τ),

3 В данном подразделе обсуждается определение материальной производной, приня-
тое в гидродинамике. В подразделе 3.2.1 можно найти более общее определение мате-
риальной производной, введенное в рассмотрение П. А. Жилиным. В том случае, когда
координаты yk выбираются вмороженными в среду и закрепляются за одними и теми
же материальными частицами, формула П. А. Жилина для материальной производной
совпадает с формулой, принятой в гидродинамике. (Примеч. ред.)
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dA(r, t)

dt
=
∂B

∂yk
dyk

dt
+
∂B

∂τ

dτ

dt
=
dτ

dt

∂B

∂τ
− V ··· ∇∇∇B. (7.15)

Производная
dτ

dt
=
∂τ(x, t)

∂t
= f(x, t) = F(y, τ) (7.16)

вычисляется по (7.13), а затем с помощью (7.14) переписывается через пере-
менные yk и τ. Здесь, если и возникают какие-либо сложности, то они носят
чисто технический характер. Это обычные математические операции замены
переменных, и настаивать на их особом физическом смысле не стоит. Пре-
образования Лоренца полностью укладываются в схему (7.13), (7.14), поэто-
му все уравнения классической механики инварианты (в некотором смысле)
относительно преобразования Лоренца, а также относительно значительно
более общих групп преобразований. Оператор дифференцирования по ма-
тематическому времени d/dt есть инвариантный оператор, т. е. оператор,
не зависящий от выбора системы координат. Напротив, оператор частного
дифференцирования по математическому времени ∂/∂t зависит от выбора
системы координат, и потому оператор ∂/∂t сам по себе не может входить
в какое-либо уравнение, претендующее на физический смысл иначе, чем в
виде комбинации (7.12). Легко доказывается коммутативность операторов∇∇∇
и d/dt

∇∇∇ d

dt
=
d

dt
∇∇∇ ⇒ ∇∇∇ ∂

∂t
�= ∂

∂t
∇∇∇. (7.17)

Неравенство (7.17) есть прямое следствие зависимости оператора ∂/∂t от
выбора системы координат. Максвелл при введении тока смещения использо-
вал свойство (7.17), откуда очевидно, что он использовал оператор d/dt, но
не оператор ∂/∂t, как это утверждается в современных учебниках физики.

.7.1.2 Замена систем отсчета

Замены систем координат описываются формулами (7.1), (7.3) или более
общими формулами (7.13), (7.14). Эти замены не налагают никаких ограни-
чений на форму физических законов, если они записаны в векторном или
тензорном виде. Если используется координатная форма записи физических
законов, то, разумеется, эта форма меняется при переходе одной системы
координат к другой. Например, инвариантный дифференциальный оператор
Лапласа

Δ = ∇∇∇ ··· ∇∇∇ (7.18)
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имеет различный вид в декартовой и цилиндрических системах координат,
хотя он порожден инвариантным оператором-градиентом ∇∇∇, определенным
формулой (7.7). Совершенно иначе обстоит дело с заменами систем отсчета.
Как уже отмечалось, понятие тензора любого ранга вводится только в каж-
дой системе отсчета отдельно. Никакие операции между тензорами, заданны-
ми в разных системах отсчета, невозможны. Поэтому замена системы отсчета
включает в себя предварительную операцию переноса тензора из одной си-
стемы в другую. Далее будет описана операция переноса вектора. Поскольку
тензоры высших рангов являются элементами тензорных произведений век-
торных пространств, то, определив операцию переноса вектора, определяют
и операцию переноса тензора любого ранга.

Пусть даны две системы отсчета S и S∗, которые не обязательно инерци-
альны, но используют математическое время, т. е. часы, оттарированные в
инерциальной системе отсчета. Пусть S-система порождена отсчетным репе-
ром {O, ek}, отсчетной матрицей gik и отсчетными координатами xk. Система
S∗ порождена теми же объектами, снабженными звездочками: {O∗, e

∗
k}, g

∗
ik,

xk∗. Найдем движение S∗-системы относительно S-системы. Пусть в какой-то
момент времени t = 0, принимаемый за начало отсчета времени, начало O∗
системы S∗ занимает положение точки Õ в S-системе и определяется в ней
вектором rÕ. Пусть векторы e∗k при t = 0 занимают положения векторов
ẽk в S-системе. Тогда репер {Õ, ẽk}, заданный в S-системе, будет играть ту
же роль, что репер {O∗, e

∗
k} в S∗-системе. Пусть вектор r∗ задает положение

точки A∗ с координатами xk∗ в S∗-системе. Тогда вектор r̃ = xk∗ ẽk, отклады-
ваемый от точки Õ, будет задавать точку Ã в S-системе, положение которой
относительно репера {Õ, ẽk} точно такое же, как положение точки A∗ относи-
тельно репера {O∗, e

∗
k}. Пусть начало O∗ системы S∗ движется произвольно

относительно S-системы, и ее движение в S-системе задается вектором по-
ложения a(t), причем a(0) = rÕ. Тогда положение точки A∗ системы S∗ в
произвольный момент времени задается следующим вектором положения в
S-системе:

r(A∗, t) = a(t) + Q(t) ··· (xk∗ ẽk), (7.19)

где ортогональный тензор Q(t):

Q(t) ··· QT(t) = QT(t) ··· Q(t) = E, detQ = 1, Q(0) = E (7.20)

определен в S-системе, как и векторы a(t) и ẽk, и задает поворот S∗-системы
относительно S-системы.
Определение. Преобразование (7.19), определяющее движение S∗-сис-

темы относительно S-системы, называется заменой системы отсчета.
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Преобразование (7.19) играет очень важную роль в механике, ибо многие
физические величины, как, например, внутренняя энергия системы, не зави-
сят от выбора системы отсчета и потому должны быть инвариантны относи-
тельно замены системы отсчета. Данное требование позволяет установить до-
пустимый вид зависимости внутренней энергии от величин, определяющих ее.
Эта техника очень хорошо разработана и широко применяется, но здесь рас-
сматриваться не будет. Пусть точка A∗ движется относительно S∗-системы, и
закон ее движения задан функциями xk∗(t). Тогда вектор r̃ = xk∗(t) ẽk задает
движение точки Ã в S-системе точно таким, каким видит наблюдатель в S∗-
системе движение точки A∗. А вот наблюдатель в S-системе видит движение
этой же точки A∗ системы S∗ как движение точки в S-системе, определяемое
вектором положения

r(A∗, t) = a(t) + Q(t) ··· (xk∗(t) ẽk). (7.21)

Дифференцируя (7.21) по времени, получаем скорости и ускорения точки
A∗ относительно S-системы. Векторы

V∗ = ẋk∗(t) e∗k, W∗ = ẍk∗(t) e∗k

(
ḟ ≡ df

dt

)
(7.22)

задают скорость и ускорение точки A∗ в S∗-системе. Векторы

Ṽ = ẋk∗(t) ẽk, W̃ = ẍk∗(t) ẽk

задают скорость и ускорение точки Ã относительно репера {Õ, ẽk} точно та-
кими, какими видит наблюдатель в S∗-системе величины (7.22). Однако ско-
рость и ускорение точки A∗ относительно S-системы определяются по более
сложным формулам, вытекающим после дифференцирования (7.21) по вре-
мени

V(A∗) = ȧ(t) + Q(t) ··· Ṽ(Ã) + Q̇(t) ··· xk∗(t) ẽk. (7.23)

Последнее слагаемое в (7.23) обычно записывается в другой форме, с уче-
том уравнения Пуассона,

Q̇(t) =ωωω(t) × Q(t),

где вектор ωωω(t) называется вектором угловой скорости S∗-системы относи-
тельно S-системы.

Исключая из (7.23) тензор Q̇(t) с помощью уравнения Пуассона, а вектор
Q(t) ···xk∗ ẽk с помощью уравнения (7.21), получаем окончательное выражение
для скорости точки A∗ относительно S-системы

V(A∗) = ȧ(t) +ωωω(t) ×
[
r(A∗, t) − a(t)

]
+ Q(t) ··· Ṽ. (7.24)
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Выражение (7.24) также играет важную роль при установлении структу-
ры многих характеристик физических систем, так как очень часто эти ха-
рактеристики не должны зависеть от замены системы отсчета, т. е. менять
своего вида при любом виде векторов ȧ(t), ωωω(t) и ортогонального тензора
Q(t). Для инерциальных систем отсчета выражения (7.21) и (7.24) упроща-
ются, ибо

a(t) = a0 + V0t, Q(t) = E, ωωω(t) = 0, (7.25)

и принимают вид

r(A∗) = a0 + V0t+ r̃; V(A∗) = V0 + Ṽ(Ã). (7.26)

Первое из этих выражений называется преобразованием Галилея, а прин-
цип относительности Галилея утверждает независимость (инвариантность)
всех физических законов относительно преобразования (7.26). В механике
это ограничение почти всегда выполняется автоматически. Правда, из требо-
вания инвариантности уравнения баланса энергии относительно преобразова-
ния (7.26) вытекает закон сохранения массы для закрытых систем, но многие
воспринимают этот результат как самоочевидный. Имеется ряд других след-
ствий, но все они носят достаточно тривиальный характер. Значительно более
содержательные результаты дает требование инвариантности по отношению
к преобразованию (7.21), (7.23). Однако это требование можно предъявить
не ко всем физическим величинам и законам. Большинство физических ве-
личин зависит известным образом от выбора системы отсчета (кинетическая
энергия, количество движения, кинетический момент и т. д.), но ни одна фи-
зическая величина не может зависеть от выбора системы координат (принцип
объективности).
Замечание. Ранее мы определили операцию переноса вектора единым

образом. При этом оказалась скрытой одна важная деталь: на самом де-
ле выбор репера {Õ, ẽk} в S-системе можно осуществлять произвольно, а
единственное ограничение состоит в том, что должны выполняться усло-
вия ẽk ··· ẽm = g∗km.

.7.1.3 Волновое уравнение. Идея ковариантности

Известно, что в основаниях классической электродинамики и, например,
линейной динамической теории упругости лежат волновые уравнения. При-
нято считать, что в электродинамике волновое уравнение инвариантно отно-
сительно группы Лоренца, а в теории упругости волновое уравнение инва-
риантно относительно группы Галилея. Истолкование этого странного факта
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почему-то в литературе отсутствует. Ясно, что между волновыми уравнени-
ями в электродинамике и в теории упругости существует какое-то различие,
которое надо четко установить и проанализировать. В электродинамике вол-
новое уравнение имеет вид

ΔΦ =
1

c2
∂2Φ

∂t2
. (7.27)

В динамической теории упругости волновое уравнение записывается в
форме

ΔΦ =
1

c2
d2Φ

dt2
. (7.28)

На самом деле постоянные c в (7.27) и (7.28) различны. Кроме того, в
динамической теории упругости имеется не одно, а два волновых уравнения
типа (7.28) с различными значениями постоянной c. Поэтому во избежание
недоразумений на уравнение (7.28) будем смотреть так: именно в такой форме
было бы записано уравнение (7.27), если бы оно использовалось в рациональ-
ной механике. Частные производные по времени в механике встречаются сами
по себе, а не в виде комбинации (3.4) только в том случае, когда смыслы пол-
ной и частной производной по времени совпадают. А это имеет место только
при использовании систем координат, неподвижных относительно тела от-
счета. В этом случае никакого различия в уравнениях (7.27) и (7.28) нет —
они абсолютно идентичны. Однако при использовании подвижных коорди-
нат уравнения (7.28) и (7.27) различаются самым существенным образом. В
современной электродинамике отдают предпочтение уравнению (7.27), а в
рациональной механике — уравнению (7.28). Едва ли можно сомневаться в
том, что Дж. Максвелл отдал бы предпочтение уравнению (7.28), ибо толь-
ко так и понимались все производные по времени в третьей четверти ХIХ в.
Выясним, какое из уравнений (7.27) или (7.28) правильнее с точки зрения
рациональной механики и почему. Ответ прост: уравнение (7.28) удовлетво-
ряет принципу объективности, а уравнение (7.27) — не удовлетворяет. Поэто-
му в рациональной механике уравнение (7.27) неприемлемо. Почему физики
считают уравнение (7.27) приемлемым, должны ответить они сами. Чтобы
проиллюстрировать невыполнение принципа объективности для уравнения
(7.27), рассмотрим простой пример. Сначала выберем неподвижную декар-
тову систему координат x, y, z в теле отсчета и возьмем функцию

Φ = (x, y, z, t) = Ax, A = const. (7.29)

Очевидно, что эта функция является решением как уравнения (7.27), так
и уравнения (7.28). Решение (7.29) имеет простой физический смысл: в физи-
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ке — это электростатический потенциал между двумя параллельными одно-
родно заряженными плоскостями, а в теории упругости — это перемещение
точек однородного слоя, растягиваемого постоянными нормальными напря-
жениями. Совершенно ясно, что решение (7.29) должно оставаться решением
и при использовании любой другой системы координат, в том числе и подвиж-
ной.

Введем подвижную систему координат

x ′ = a cosωt+ x, y ′ = y, z ′ = z, t ′ = t. (7.30)

Очевидно, что решение (7.29) должно остаться решением и в системе ко-
ординат со штрихами

Φ(x ′ − a cosωt ′, y ′, z ′, t ′) = A(x ′ − a cosωt ′) ≡ Φ′(x ′, y ′, z ′, t ′). (7.31)

Функция Φ′(x ′, y ′, z ′, t ′) должна удовлетворять уравнениям

Δ ′Φ ′ =
1

c2
∂2Φ ′

∂t ′2
, Δ ′Φ ′ =

1

c2
d2Φ ′

dt ′2
(t ′ ≡ t). (7.32)

Оператор Лапласа Δ ′ в системе координат со штрихами всегда совпадает
с таковыми в исходной системе: Δ ′ = Δ. Поэтому левые части уравнений
(7.32) обращаются в нуль для функции (7.31). Вычислим правые части:

∂2Φ ′

∂t ′2
= Aaω2 cosωt ′ �= 0;

dΦ ′

dt ′
=
∂Φ ′

∂x ′
∂x ′

∂t

∂t

∂t ′
+
∂Φ ′

∂t ′
= Aaω(− sinωt+ sinωt) = 0 ⇒ d2Φ ′

dt ′2
= 0.

Таким образом, функция Φ ′ не удовлетворяет первому из уравнений
(7.32), а второму — удовлетворяет, как это и должно быть в соответствии
с принципом объективности. Заметим, что речь идет о заменах системы ко-
ординат, а не систем отчета, где требуется дополнительное обоснование того,
как связаны скалярные функции Φ и Φ∗, заданные в разных системах от-
счета. Итак, с точки зрения рациональной механики уравнения (7.27) можно
использовать только в неподвижных системах координат. Поэтому рассмат-
ривать вопрос о том, как ведет себя уравнение (7.27) при преобразованиях
Лоренца, можно только в чисто математическом, но не в физическом пони-
мании, ибо преобразованиями Лоренца вводятся в рассмотрение подвижные
координаты. Уравнение (7.28) сохраняет свой математический и физический
смысл при любых преобразованиях координат. Как это следует делать, ука-
зано в подразделе 7.1.1.
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Обсудим идею ковариантности основных уравнений физики при преоб-
разованиях системы координат. Трудно понять, почему этой идее придает-
ся столь большое значение в физике. Ведь ясно с самого начала, что идея
ковариантности не может играть значительной роли в физике. Например,
из дифференциальной геометрии хорошо известно, что инвариантные, т. е.
не зависящие от выбора системы координат, дифференциальные операторы
не обладают свойством ковариантности. Почему в физике, помимо инвари-
антности основных уравнений, нужно требовать еще и ковариантности этих
уравнений? Согласимся на время с идеей ковариантности и посмотрим, от-
носительно каких линейных преобразований координат и времени уравнение
(7.27) обладает свойством ковариантности. Последняя означает, что уравне-
ние (7.27), записанное в двух различных системах координат x1, x2, x3, t и
x ′1, x

′
2, x

′
3, t

′, имеет совершенно одинаковый вид

∂2Φ

∂x21
+
∂2Φ

∂x22
+
∂2Φ

∂x23
=
1

c2
∂2Φ

∂t2
,

∂2Φ ′

∂x ′21
+
∂2Φ ′

∂x ′22
+
∂2Φ ′

∂x ′23
=
1

c2
∂2Φ ′

∂t ′2
, (7.33)

где

Φ
[
x1(x

′, t ′), x2(x ′, t ′), x3(x
′, t ′), t(x ′, t ′)

]
≡ Φ ′(x ′1, x

′
2, x

′
3, t

′). (7.34)

Напомним, что в данном случае речь идет о чисто математических опера-
циях, лишенных физического смысла, так как уравнение (7.27) справедливо
только для неподвижных относительно тела отсчета систем координат. Здесь
же в рассмотрение вводятся подвижные системы координат. Далее удобнее
будет предварительно сделать линейную замену независимых переменных

y1 = x1 − ct, y2 = x2, y3 = x3, y4 = x1 + ct. (7.35)

Очевидно, что такая замена переменных допустима, так как невырожден-
ные линейные преобразования образуют группу. В новых переменных урав-
нения (7.33) принимают вид

4
∂F

∂y1∂y4
+
∂2F

∂y22
+
∂2F

∂y23
= 0, 4

∂2F ′

∂y ′
1∂y

′
4

+
∂2F ′

∂y ′2
2

+
∂2F ′

∂y ′2
3

= 0, (7.36)

где

Φ(x1, x2, x3, t) = Φ

(
y1 + y4

2
, y2, y3,

y4 − y1

2c

)
≡ F(y1, y2, y3, y4),

а связь отображений F и F ′ та же, что и в (7.34).
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Выясним, при каких линейных заменах переменных вида

y ′
1 = αy1 + β∗y4, y ′

2 = y2,

y ′
3 = y3, y ′

4 = βy1 + γy4 (αγ− ββ∗ �= 0)
(7.37)

будут справедливы уравнения (7.36). Имеем легко проверяемое тождество

4
∂2F

∂y1∂y4
+
∂2F

∂y22
+
∂2F

∂y23
= 4

(
αβ∗

∂2F ′

∂y ′2
1

+ γβ
∂2F ′

∂y ′2
4

)
+

+ 4(αγ+ ββ∗)
∂2F ′

∂y ′
1∂y

′
4

+
∂2F ′

∂y ′2
2

+
∂2F ′

∂y ′2
3

= 0.

Для справедливости (7.36) необходимо выполнение равенств

αβ∗
∂2F ′

∂y ′2
1

+ γβ
∂2F ′

∂y ′2
4

= 0, αγ+ ββ∗ = 1. (7.38)

Поскольку в общем случае функция F ′ не может одновременно удовле-
творять двум разным уравнениям (второму из (7.36) и (7.38)), окончательно
для определения постоянных α,β, β∗, γ получаем систему

αβ∗ = 0, γβ = 0, αγ+ ββ∗ = 1, αγ− ββ∗ �= 0. (7.39)

Эта система имеет всего два семейства решений:

α �= 0, γ = 1/α, β = β∗ = 0; (7.40)

α = γ = 0, β �= 0, β∗ = 1/β. (7.41)

Возвращаясь от переменных y1, y2, y3, y4 к переменным xk, t, получаем
два набора линейных преобразований координат, удовлетворяющих принципу
ковариантности

x ′1 =
1+ α2

2α
x1 +

1− α2

2α
ct, x ′2 = x2, x ′3 = x3,

t ′ =
1+ α2

2α
t+

1− α2

2α

x1

c
;

(7.42)

x ′1 =
1+ β2

2β
x1 +

1− β2

2β
ct, x ′2 = x2, x ′3 = x3,

t ′ = −
1+ β2

2β
t−

1− β2

2β

x1

c
,

(7.43)
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где α и β— любые вещественные числа, отличные от нуля. Очевидно, что пре-
образования (7.42) и (7.43) отличаются. Преобразование Лоренца есть част-
ный случай преобразования (7.42), получающийся только при положитель-
ных α с помощью замены

α =

√(
1−

v

c

) /(
1+

v

c

)
. (7.44)

Таким образом, уравнение (7.27) ковариантно не только относительно
преобразований Лоренца, но и относительно более общих преобразований
(7.42), (7.43), полное истолкование которых здесь не затрагивается. Выде-
лять из (7.42) и (7.43) только одно преобразование Лоренца без достаточных
к тому оснований несколько некорректно.

Итак, волновое уравнение, записанное в форме (7.28), инвариантно как
относительно преобразования Галилея, так и относительно значительно более
общих замен систем координат (но не систем отсчета!). Волновое уравнение
в форме (7.27) может использоваться в физике только в том случае, когда
система координат неподвижна относительно инерциального тела отсчета.
Ковариантность этого уравнения относительно преобразований Лоренца есть
чисто математический факт, не переносимый на физические явления.

.7.1.4 Уравнения Максвелла

Далее рассматриваются уравнения Максвелла в пустоте, ибо включение
токов требует обсуждения вопросов, не имеющих прямого отношения к рас-
сматриваемой теме. В современной физике уравнения Максвелла в пустоте
записываются в виде

∇∇∇×EEE = −
∂BBB

∂t
, ∇∇∇ ···EEE = 0, ∇∇∇×BBB =

1

c2
∂EEE

∂t
, ∇∇∇ ···BBB = 0. (7.45)

В механике эти уравнения записывались бы несколько по-иному

∇∇∇×EEE = −
dBBB

dt
, ∇∇∇ ···EEE = 0, ∇∇∇×BBB =

1

c2
dEEE

dt
, ∇∇∇ ···BBB = 0. (7.46)

Так же, как и в случае с волновыми уравнениями, различие заключается в
том, что в (7.45) входят частные производные по времени, а в (7.46) — полные
производные по времени. Если используются неподвижные системы коорди-
нат, то уравнения (7.45) и (7.46) не различаются. Однако при использовании
подвижных координат эти уравнения существенно различаются. Именно это
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различие и приводит к тому, что для уравнений (7.45) принцип относитель-
ности Галилея не выполняется, а для уравнений (7.46) выполняется. С точ-
ки зрения механики уравнения (7.45) в общем случае подвижных координат
неприемлемы, так как они не удовлетворяют принципу объективности. По-
кажем это на простом примере. Рассмотрим электрическое поле бесконечно
длинного однородно заряженного цилиндра. Как известно, в цилиндрической
системе координат оно имеет вид

EEE =
A

r
er, BBB = 0, A = const. (7.47)

Решение (7.47) удовлетворяет как уравнениям (7.45), так и уравнениям
(7.46). Введем в рассмотрение пульсирующую цилиндрическую систему ко-
ординат

r ′ = (2+ cosωt)r, ϕ ′ = ϕ, z ′ = z, t ′ = t. (7.48)

Решение (7.47) в штрихованной системе координат имеет вид

EEE =
A(2+ cosωt ′)

r ′
er, BBB = 0. (7.49)

Сами векторы EEE и BBB при этом, разумеется, не меняются. Подставляя
(7.49) в (7.45) и (7.46), убеждаемся, что левые части этих уравнений обраща-
ются в нуль, так как левые части (7.45) и (7.46) не зависят от выбора системы
координат. Обращаются в нуль и правые части уравнения (7.46), так как они
тоже не зависят от выбора подвижной системы координат, не меняющей вре-
мени: t ′ = t. А левые части уравнений (7.45) в нуль не обращаются, так
как

∂EEE

∂t
= −

ωA sinωt

r ′
er �= 0,

т. е. уравнения (7.45) не выполняются. Но замена (7.48) — это всего лишь три-
виальный способ изменения представления решения. Физическое содержание
задачи от этого не зависит. Поэтому уравнения (7.45) применимы только при
использовании системы координат, неподвижных относительно тела отсчета.
Отсюда следует, что, во-первых, уравнения (7.45) и не должны удовлетво-
рять принципу относительности Галилея и, во-вторых, физически бессодер-
жательно рассматривать вопрос о том, как они ведут себя по отношению к
преобразованию Лоренца. Невозможно сомневаться в том, что Дж. Макс-
велл в качестве своих уравнений признал бы именно (7.46), но не уравнения
(7.45). Каким образом объясняют в литературе по физике переход от уравне-
ний (7.46) к уравнениям (7.45)? В большинстве случаев вообще не объясняют.
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В учебнике [159], с. 233, после “правильно” записанного уравнения (29), ко-
торое совпадает с первым из уравнений системы (7.46), следуют слова: “Так
как BBB может зависеть от положения и от времени, мы напишем ∂BBB/∂t вме-
сто dBBB/dt”. Однако, как подробно показывалось в подразделе 3.2.1, формула
(3.4), замена dBBB/dt на ∂BBB/∂t допустима только при использовании непо-
движных систем координат.

Обратимся к обсуждению принципа относительности Галилея примени-
тельно к уравнениям Максвелла. В принципе относительности речь идет о
разных системах отсчета, а не о разных системах координат. Различие здесь
принципиально и неустранимо. Например, вектор скорости частицы A от-
носительно какой-то системы отсчета имеет определенное значение, не за-
висящее от системы координат. Однако скорость одной и той же частицы в
различных инерциальных системах отсчета выражается совершенно разными
векторами — формула (7.26). Они различаются не только по направлению,
определяемому по отношению к отсчетному реперу, но и по модулю. Часто
приходится читать, что классическая механика — это механика малых ско-
ростей. Может быть, в каком-то смысле (пока не ясном) такое выражение и
правильно. Однако в рациональной механике нет понятий больших и малых
скоростей. Всегда найдутся такие инерциальные системы отсчета, относи-
тельно которых скорость одной и той же частицы может быть в один и тот
же момент времени и сколь угодно большой, и сколь угодно малой.

Возвращаясь к сравнению понятий замен систем координат и систем от-
счета, замечаем, что первое из них носит чисто формальный характер, а вто-
рое является физическим утверждением, содержащим в себе правило соот-
ветствия между одними и теми же величинами, заданными в разных системах
отсчета. В этом смысле есть разные величины. В механике применяется ак-
сиома о том, что масса частицы не зависит от выбора системы отсчета. Имен-
но поэтому масса в механике не может зависеть от скорости. Кинетическая
энергия частицы, также являющаяся скалярной величиной, тем не менее, за-
висит от выбора системы отсчета. То же самое можно сказать о векторах и
тензорах. Поэтому прежде чем выяснить справедливость (или несправедли-
вость) принципа Галилея, необходимо указать правило, связывающее одни
и те же физические величины, заданные в разных системах отсчета. Если
говорить об уравнениях Максвелла, то следует указать, как связаны векто-
ры электрического EEE и магнитного BBB полей, заданные в разных системах
отсчета. Трудность в том, что векторы EEE и BBB, вообще говоря, зависят от
скоростей движения зарядов. Скорости зарядов различны по отношению к
разным системам отсчета. Поэтому может показаться, что векторы EEE и BBB
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должны быть не индифферентными, т. е. зависеть от выбора системы отсче-
та. Однако нужно иметь в виду следующее. Рассмотрим частицу A1. Пусть
ее скорости в инерциальных S-системе и S∗-системе выражаются векторами
V1 и V∗

1, соответственно. Как известно, связь между этими векторами дается
формулой

V1 = V0 + Ṽ1, (7.50)

где V0 — скорость S∗-системы относительно S-системы, представленная в
S-системе. Как видим, в (7.50) входит вектор V0, что и указывает на неин-
дифферентность вектора скорости. Рассмотрим еще одну частицуA2, для нее
справедливо такое же соотношение (7.50), как дляA1. Найдем относительную
скорость частицы A2 относительно частицы A1:

V2 − V1 = V0 + V2 − (V0 + Ṽ1) = Ṽ2 − Ṽ1. (7.51)

Таким образом, относительные скорости частиц оказываются уже индиф-
ферентными векторами, т. е. векторами, безразличными к выбору системы
отсчета.

Примем к сведению, что электромагнитное поле связано не с движением
зарядов вообще, а только с движениями зарядов относительно друг друга.
Это так, ибо в противном случае нейтральных тел вообще не существовало
бы. Поскольку относительные скорости индифферентны (безразличны) к вы-
бору инерциальных систем отсчета, то можно думать, что и векторы EEE и BBB

должны быть индифферентными. Пусть поле характеризуется векторами EEE

и BBB в S-системе и векторами EEE∗ и BBB∗ в S∗-системе. Примем аксиому.
Ак с и ом а E1 (Г. Герц). Векторы электрического EEE и магнитного BBB

полей индифферентны, т. е. их значения в разных системах отсчета S и
S∗ связаны соотношением4

EEE = ẼEE, BBB = (−1)α B̃BB, (7.52)

где α = 0, если S-система и S∗-система имеют одинаковые ориентации;
α = 1, если они имеют разные ориентации.

Эта аксиома не может быть опровергнута логическими доводами, хотя ее
экспериментальное опровержение, видимо, возможно, но крайне маловеро-
ятно. Заметим, что опыты Майкельсона и их модификации к замене систем

4 Аксиома Герца предполагает, что вектор электрического поля полярен, а вектор
магнитного поля аксиален. Напомним, что в шестой главе предложена модель электро-
магнитного поля, согласно которой вектор электрического поля следует трактовать как
аксиальный вектор, а вектор магнитного поля — как полярный вектор. (Примеч. ред.)
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отсчета, равно как и к замене систем координат, не имеют никакого отноше-
ния. Запишем уравнения Максвелла (7.46) в S∗-системе. Для этого следует
поставить у всех величин, входящих в (7.46), звездочки. Далее перенесем эти
уравнения в соответствии с указаниями раздела 7.1.2 в S-систему. В резуль-
тате получим

(−1)α ∇̃∇∇× ẼEE = −
dB̃BB

dt
, ∇̃∇∇ ··· ẼEE = 0,

(−1)α ∇̃∇∇× B̃BB =
1

c̃2
dẼEE

dt
, ∇̃∇∇ ··· B̃BB = 0.

(7.53)

В уравнениях (7.53) принято, что c∗ = c̃, т. е. при переносе скаляра из од-
ной системы отсчета в другую он не меняется (это верно даже для тех скаля-
ров, которые зависят от выбора системы отсчета, т. е. не следует путать опе-
рацию переноса, как чисто формальную вещь, с операцией замены системы
отсчета, которая будет рассмотрена далее). Множитель (−1)α в (7.53) появил-
ся вследствие того, что в разноориентированных системах отсчета векторное
произведение определяется по-разному. Только теперь приступим к операции
замены системы отсчета. Уравнения (7.53) выражают в S-системе то, что ви-
дит наблюдатель в S∗-системе. Наблюдатель в S-системе видит не (7.53), а
уравнения (7.46). Замена системы отсчета сводится к тому, что необходимо
провести замену системы координат в (7.53) в соответствии с требованием
Галилея (7.26) и требованиями аксиомы Е1, т. е. условиями (7.52). Очевидно,
что при этом справедливы равенства ∇∇∇ = ∇̃∇∇, c = c̃, так как они выполняют-
ся для любых замен систем координат как подвижных, так и неподвижных.
Подставляя (7.52) в (7.53) и учитывая тождества ∇∇∇ = ∇̃∇∇, c = c̃, приходим
к уравнениям (7.46). В этом и состоит принцип относительности Галилея.
Никакой пользы из этого факта извлечь не удается, как, впрочем, этого и
следовало ожидать. Напомним, что Герц уже получал обобщение уравнений
Максвелла, удовлетворяющее принципу относительности Галилея.

.7.2 Классическая безмоментная теория упругости
и уравнения Максвелла

.7.2.1 Механика и классическая электродинамика

Второй эфир5 (или второе поле) — это электромагнитное состояние ма-
терии, которое в современной физике описывается уравнениями Максвелла.

5 О втором эфире см. подраздел 7.3.2. (Примеч. ред.)
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Поэтому можно было бы ожидать, что динамика второго эфира должна под-
чиняться уравнениям Максвелла. Однако это не так. Уравнения динамики
второго эфира значительно сложнее уравнений Максвелла и качественно от
них отличаются6.

На данный момент наша цель — описание классических уравнений Макс-
велла и их интерпретация в терминах механики7. Именно с электродинамики
берет начало точка зрения, что механистическое описание мира принципи-
ально ограничено и непригодно для изучения электромагнитных процессов.
В дальнейшем данная точка зрения будет опровергнута.

В современной физике считается, что уравнения Максвелла являются
чем-то вроде божественного откровения и потому просто постулируются. Их
каноническая запись имеет следующий вид [160], с. 76:

∇∇∇ ···EEE =
ρ

ε0
, ∇∇∇×EEE = −

∂BBB

∂t
,

∇∇∇ ···BBB = 0, ∇∇∇×BBB =
1

c2
∂EEE

∂t
+

1

ε0c2
j ,

(7.54)

где ρ — плотность заряда; j — плотность тока, т. е. скорость протекания за-
6 Общая нелинейная теория динамики второго эфира (электромагнитного поля в трак-

товке П. А. Жилина) построена в шестой главе, раздел 6.7. То, что в современной физике
описывается уравнениями Максвелла, согласно трактовке П. А. Жилина, принятой в ше-
стой главе, является возмущением в эфире (электромагнитном поле). Уравнения для воз-
мущений, распространяющихся в электромагнитном поле, выведены в разделе 6.8. (При-
меч. ред.)

7 Здесь под интерпретацией в терминах механики подразумевается модель, основан-
ная на трансляционных степенях свободы. Проблемой моделирования электромагнитного
поля сплошной средой П. А. Жилин занимался более десяти лет. Им были предложены
две принципиально различных модели электромагнитного поля. Шестая глава посвящена
построению математической модели электромагнитного поля, основанной исключительно
на вращательных степенях свободы. Разработка математического описания данной мо-
дели относится к 2000–2003 гг. Модель, основанная на вращательных степенях свободы,
в полной мере отражает взгляды П. А. Жилина на электромагнитное поле, которые он
высказывал и в более ранних работах, но реализовал только в последние годы. В ранних
работах, посвященных электродинамике, в частности в статье “Реальность и механика”
1996 г., предложена модель, основанная на трансляционных степенях свободы. Именно
эта модель рассматривается в данном разделе. Редакционная коллегия сочла необходи-
мым включить в книгу описание данной модели отнюдь не для того, чтобы продемон-
стрировать еще одну возможность механической интерпретации уравнений Максвелла.
Дело в том, что на примере этой модели обсуждаются важнейшие вопросы, касающиеся
уравнений Максвелла, которые оставлены без внимания в шестой главе, а именно нали-
чие в уравнениях Максвелла бесконечной скорости распространения сигнала и отсутствие
асимптотического перехода от электродинамики к электростатике, а также возможный
путь решения этих проблем. (Примеч. ред.)
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ряда сквозь единицу площади; ε0 — электрическая постоянная. Здесь дается
современная версия, отличная от точки зрения Максвелла: по Максвеллу, ток
не обязательно связан с движением зарядов. Последнее обстоятельство, как
будет показано далее, весьма существенно. Из (7.54) следует условие разре-
шимости

∇∇∇ ··· j = −
∂ρ

∂t
. (7.55)

Замечание. Физики предпочитают называть уравнение (7.55) законом
сохранения заряда и считать его законом Природы. С точки зрения механики
никаких законов сохранения в общем случае не существует, но есть уравнения
баланса неких величин. В частности, локальное уравнение баланса заряда
имеет вид

∇∇∇ ··· j = −
∂ρ

∂t
+ h , (7.56)

где h — объемная плотность скорости подвода заряда в рассматриваемую си-
стему. Даже если в Природе в целом существуют некие законы сохранения,
то для рациональной науки они абсолютно бесполезны, поскольку мы нико-
гда не рассматриваем и никогда не сможем рассмотреть Природу в целом.
Механика и физика исследуют весьма ограниченные материальные системы,
которые могут обмениваться со своим окружением чем угодно, например за-
рядом. Только в очень узком классе изолированных систем появляются за-
коны сохранения. Таким образом, уравнение (7.55) ни в коем случае нельзя
трактовать как закон Природы — это именно необходимое условие разре-
шимости классических уравнений Максвелла. Оно перестанет быть таковым
для модифицированных уравнений Максвелла, рассмотренных в следующем
подразделе, и для них вполне допустимо использовать (7.56) вместо (7.55).

“Что касается вывода уравнений Максвелла, то с течением времени стали
смотреть на дело так, что эти уравнения невозможно вывести из уравнений
механики даже ценой каких бы то ни было обобщений, и большинство совре-
менных теоретиков сейчас твердо стоят на той точке зрения, что эти уравне-
ния и не надо выводить, что их надо рассматривать как очень удачное, почти
идеально точное описание электромагнитных процессов”. Эта цитата извле-
чена из довольно старой и далеко не бесспорной книги [161], с. 155–156. Тем
не менее она вполне точно отражает и современную позицию. Даже беглого
взгляда на систему (7.54) достаточно, чтобы усомниться в ее непогрешимости.
Прежде всего, вызывает сомнение трактовка тока, согласно которой вектор
j есть скорость протекания заряда сквозь единицу площади. Если это так, то
система (7.54) переопределена и в общем случае неразрешима. Это следует из
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того факта, что для шести координат векторов EEE и BBB имеем восемь уравне-
ний (ρ и j — заданы!). Правда, третье уравнение в (7.54) является следствием
трех остальных, если это условие выполнено в какой-либо момент времени.
Так что фактически в (7.54) содержится семь уравнений для шести неизвест-
ных. Этого противоречия можно избежать, если отказаться от приведенной
ранее трактовки тока j. Какие из этого вытекают следствия, будет показано
в подразделе 7.2.3. Однако главные претензии к системе (7.54) заключаются
в тех следствиях, которые дает механическая интерпретация системы (7.54).
С этой целью перепишем систему (7.54) в другом (но эквивалентном) виде.

Введем в рассмотрение вектор u такой, что

EEE = −
∂u

∂t
, BBB = ∇∇∇× u . (7.57)

Допустимость введения такого вектора следует из второго и третьего
уравнений системы (7.54). Известно, что любой вектор uuu можно представить
в виде

u = ∇∇∇ϕ+∇∇∇×ΦΦΦ , ∇∇∇ ···ΦΦΦ = 0, (7.58)

где потенциал ϕ определен с точностью до произвольной функции коорди-
нат, т. е. прибавление к ϕ произвольной функции координат не меняет ни
электрического, ни магнитного полей. Согласно первому уравнению системы
(7.54) и уравнениям (7.57)–(7.58)

Δϕ = q,
∂q

∂t
= −

ρ

ε0
, (7.59)

где функция q также определена с точностью до произвольной функции ко-
ординат. Таким образом, осталось выполнить только четвертое уравнение в
(7.54). Для этого ток j представим в виде

j = ∇∇∇ϕ∗ +∇∇∇×ΦΦΦ∗ , ϕ∗ = ε0
∂2ϕ

∂t2
, ∇∇∇ ···ΦΦΦ∗ = 0. (7.60)

Подставляя эти выражения в последнее уравнение в (7.54), получаем

ΔΦΦΦ−
1

c2
∂2ΦΦΦ

∂t2
+

1

ε0c2
ΦΦΦ∗ = 0. (7.61)

Нетрудно убедиться, что система (7.57)–(7.61) в точности эквивалентна
системе (7.54). Причем эта система допускает простую механическую интер-
претацию. Обратим внимание, что согласно (7.60) ток не обязательно порож-
дается движением зарядов. Впрочем, и в последнем случае можно трактовать
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ток как движение зарядов, если электромагнитное поле представить себе со-
стоящим из двух сред, одна из которых есть континуум отрицательно заря-
женных частиц, а вторая — континуум положительно заряженных частиц,
причем суммарная плотность заряда равна нулю. В этом случае ток есть
движение одной среды относительно другой. При такой трактовке вакуум
вообще не существует.

Сравним уравнения электродинамики с уравнениями линейной динами-
ческой теории упругости [162]. Для удобства сравнения приведем эти уравне-
ния к аналогичной форме. Напомним, что для уравнений теории упругости,
в отличие от уравнений электродинамики, доказаны при достаточно общих
предположениях теоремы существования решений.

Запишем сначала группу уравнений, которые в электродинамике и в тео-
рии упругости выглядят одинаково:

EEE = −
∂u

∂t
, BBB = ∇∇∇× u , u = ∇∇∇ϕ+∇∇∇×ΦΦΦ , ∇∇∇ ···ΦΦΦ = 0. (7.62)

В электродинамике вектор u — это потенциал для электрического EEE и
магнитного BBB полей. В теории упругости u — это вектор малых смещений,
причем EEE — безразмерная скорость, взятая с обратным знаком, а BBB — ротор
вектора перемещений, с которым в теории упругости обычно не работают, но
можно работать и с ним.

Вторая группа уравнений

j = ∇∇∇ϕ∗ +∇∇∇×ΦΦΦ∗ ∇∇∇ ···ΦΦΦ∗ = 0, (электродинамика);

1

μ
F = ∇∇∇ϕ̃+∇∇∇× Φ̃ΦΦ , ∇∇∇ ··· Φ̃ΦΦ = 0 (теория упругости)

(7.63)

не требует комментариев, кроме констатации, что ток j в электродинамике
аналогичен объемной силе F в теории упругости.

Третья группа уравнений имеет вид

ΔΦΦΦ−
1

c2
∂2ΦΦΦ

∂t2
= −

1

ε0c2
ΦΦΦ∗ (электродинамика);

ΔΦΦΦ−
1

c22

∂2ΦΦΦ

∂t2
= −Φ̃ΦΦ (теория упругости),

(7.64)
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четвертая группа уравнений выглядит так

Δϕ = q,
∂q

∂t
= −

ρ

ε0
, ϕ∗ = ε0

∂2ϕ

∂t2
(электродинамика);

Δϕ−
1

c21

∂2ϕ

∂t2
= −

(
c2

c1

)2

ϕ̃ (теория упругости).
(7.65)

Здесь c21 = (λ+ 2μ) /ρ∗, c22 = μ/ρ∗; ρ∗ — массовая плотность среды; λ и
μ — постоянные Ламе. Скорости c1 и c2 определяют скорости волн расшире-
ния и сдвига, соответственно, причем положительность энергии деформации
требует выполнения неравенства c21 > 4c

2
2/3.

Аналогия уравнений (7.64) является очевидной, если принять

c2 ←→ c, Φ̃ΦΦ ←→ 1

ε0c2
ΦΦΦ∗.

Наибольшие различия содержатся в уравнениях (7.65). Собственно, имен-
но эти уравнения и определяют различия между электродинамикой и меха-
никой. В физике это трактуется как невозможность механистического истол-
кования электродинамики и, соответственно, как ограниченность механики.
Естественнее, однако, считать, что некая странность содержится в уравне-
ниях электродинамики, а вовсе не в уравнениях механики. В самом деле,
смысл уравнения (7.65), относящегося к теории упругости, вполне очевиден,
а потенциал ϕ существует для всякой величины ϕ̃, т. е. для любой объемной
силы F . В электродинамике это не так. Ток j не может быть произвольно
задан, но вычисляется (частично) по потенциалу ϕ. В противном случае за-
дача электродинамики может стать неразрешимой. А это обстоятельство за-
ставляет усомниться в “почти идеально точном описании электромагнитных
процессов” уравнениями Максвелла. Указанного, однако, мало. В отличие
от теории упругости потенциал ϕ в электродинамике не является решением
волнового уравнения. А это означает, что потенциал ϕ в электродинамике
устанавливается мгновенно во всем пространстве. Иными словами, в уравне-
ниях Максвелла содержится бесконечная скорость распространения сигнала,
что находится в вопиющем противоречии со специальной теорией относитель-
ности.

Таким образом, СТО и электродинамика Максвелла не совместимы. Са-
мо собой разумеется, что в неустранимом противоречии с СТО находятся и
уравнения теории упругости из-за наличия в них двух скоростей распростра-
нения сигнала. Да и вообще любая теория, содержащая более одной скорости
распространения волн, несовместима с СТО.
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Для более ясного проявления аналогии в уравнениях (7.65), относящихся
к электродинамике и теории упругости, перепишем уравнения электродина-
мики в эквивалентной форме8

Δϕ−
1

c2∗

∂2ϕ

∂t2
= q−

1

ε0c2∗
ϕ∗,

∂q

∂t
= −

ρ

ε0
,

1

ε0
ϕ∗ =

∂2ϕ

∂t2
, (7.66)

где c∗ — константа, имеющая размерность скорости.
Первое из этих уравнений вполне аналогично уравнению (7.65), относя-

щемуся к теории упругости, если принять

c1 ←→ c∗,

(
c2

c1

)2

ϕ̃ ←→ 1

ε0c2∗
ϕ∗ − q.

Теперь уже легко установить аналогию между объемной силой F и током
и зарядом9

1

μ
F ←→ 1

ε0c2
j −

(c∗
c

)2
∇∇∇q.

Принять связь ϕ∗ = ε0 ∂
2ϕ/∂t2 означает принудительно задать часть

объемной силы, что, конечно, мало убедительно в механике, как, впрочем, и
в электродинамике. Тем не менее механистическое истолкование уравнений
классической электродинамики теперь очевидно, и на нем больше можно не
останавливаться.

Ситуация становится совсем простой, если отсутствуют заряды и токи, а
в теории упругости отсутствуют объемные силы. В этом случае уравнения
(7.65) принимают вид

Δϕ = 0 (электродинамика), Δϕ =
1

c21

∂2ϕ

∂t2
(теория упругости).

Уравнение теории упругости переходит в соответствующее уравнение
электродинамики при c1 → ∞. При этом уравнения Максвелла становятся

8 Второе и третье уравнения системы (7.66) совпадают со вторым и третьим уравне-
ниями системы (7.65). Согласно третьему уравнению (7.66) последние слагаемые в левой
и правой частях первого уравнения (7.66) взаимно уничтожаются, так что это уравнение
совпадает с первым уравнением системы (7.65). (Примеч. ред.)

9 Данная аналогия верна при условии
c1

c2

=
c∗
c
. В общем случае имеет место аналогия

1

μ
F ←→ 1

ε0c2
j +

1

ε0c2∗

[(
c1

c2

)2

−

(
c∗
c

)2
]
∇∇∇ϕ∗ −

(
c1

c2

)2

∇∇∇q.
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идентичными уравнениям колебаний несжимаемой среды, что и было отме-
чено самим Максвеллом [163], с. 784.

В заключение подчеркнем, что механические аналогии для уравнений
Максвелла оказались достаточно простыми и хорошо знакомыми всем ме-
ханикам.

.7.2.2 Модифицированные уравнения Максвелла

Как отмечалось ранее, классические уравнения Максвелла имеют серьез-
ный недостаток, а именно в них заключена бесконечная скорость распростра-
нения сигнала. К сожалению, это не единственный и далеко не самый важный
недостаток классических уравнений, но об этом речь пойдет в дальнейшем.
Здесь же приведем модифицированную систему уравнений Максвелла, в ко-
торой все сигналы распространяются с конечной скоростью. Для этого доста-
точно отказаться от связи, выражаемой вторым уравнением из (7.66). Тогда
получим систему

EEE = −
∂u

∂t
, BBB = ∇∇∇× u , u = ∇∇∇ϕ+∇∇∇×ΦΦΦ , ∇∇∇ ···ΦΦΦ = 0 ; (7.67)

ΔΦΦΦ−
1

c2
∂2ΦΦΦ

∂t2
= −

1

ε0c2
ΦΦΦ∗ ; (7.68)

Δϕ−
1

c2∗

∂2ϕ

∂t2
= q−

1

ε0c2∗
ϕ∗ ,

∂q

∂t
= −

ρ

ε0
, c2∗ >

4

3
c2, (7.69)

при этом ток выражается формулой

j = ∇∇∇ϕ∗ +∇∇∇×ΦΦΦ∗ , ∇∇∇ ···ΦΦΦ∗ = 0. (7.70)

Системе (7.67)–(7.70) можно придать более привычный для электродина-
мики вид

∇∇∇ ···EEE =
ρ∗
ε0
, ∇∇∇×EEE = −

∂BBB

∂t
,

∇∇∇ ···BBB = 0 , ∇∇∇×BBB =
1

c2
∂EEE

∂t
+

1

ε0c2
j∗ ,

(7.71)

где

ρ∗ = ρ+
1

c2∗

∂

∂t

(
ϕ∗ − ε0

∂2ϕ

∂t2

)
, j∗ = j −∇∇∇

(
ϕ∗ − ε0

∂2ϕ

∂t2

)
. (7.72)

К этим уравнениям необходимо добавить уравнения (7.69), (7.70), чтобы
получить замкнутую систему.
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Σ
EEE �= 0

BBB �= 0

S
EEE

EEE = 0

BBB = 0

Рис. 7.1. Волновой фронт

По внешнему виду система (7.71) весьма похожа на систему (7.54), но
смысл ее существенно отличается. Особенно это заметно в областях, где ρ и
j равны нулю

ρ = 0, j = 0 ⇒ ϕ∗ = C(t), ΦΦΦ∗ = 0.

В этом случае по классической системе (7.54) имеем, что ∇∇∇ ··· EEE = 0 . По
существу, именно в этом уравнении содержится бесконечная скорость рас-
пространения сигнала. В самом деле, вообразим следующую ситуацию. Пусть
при t > 0 существует два одинаковых по величине, но разных по знаку то-
чечных заряда, которые при t ≤ 0 находились в одной точке. В этом случае
при t ≤ 0 имеем EEE = 0, BBB = 0. Пусть далее в момент времени t = 0 заряды
начинают разбегаться. Нетрудно убедиться, что в этом случае потенциал ϕ
обязан быть отличным от нуля при t > 0. Если бы поля EEE и BBB были пред-
ставлены волнами, то была бы область, удаленная от зарядов, где поля EEE иBBB

еще не возникли. Эта область отделена от области, где поля EEE и BBB уже воз-
никли, некоей подвижной поверхностью Σ , называемой волновым фронтом
(рис. 7.1).

Выберем теперь замкнутую область, ограниченную поверхностью S. Со-
гласно классическим уравнениям внутри S имеем

∇∇∇ ···EEE = 0, ∇∇∇ ···BBB = 0.

Для поперечных волн эти условия выполнены везде, в том числе и внут-
ри S, т. е. для BBB и части EEE, представленной поперечной волной, эти условия
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выполнены. Но потенциал ϕ не может быть поперечной волной, следователь-
но, на фронте волны ∇∇∇ ··· EEE не может обращаться в нуль, ибо что-то входит
внутрь S, но ничего из нее не выходит. Противоречие исчезает, если принять,
что ϕ не волна и для ϕ нет волнового фронта. Так оно и есть в класси-
ческой электродинамике — потенциал ϕ мгновенно устанавливается во всем
пространстве. В модифицированной системе даже при отсутствии зарядов и
токов ∇∇∇ ··· EEE �= 0. В следующем подразделе будут представлены задачи, где
все отмеченные обстоятельства будут видны совершенно отчетливо.

Модифицированная система (7.67)–(7.70) не может быть хуже класси-
ческой, ибо последняя содержится в первой как частный случай. Наиболее
“странной” особенностью системы (7.67)–(7.70) является то, что в ней присут-
ствуют волны, распространяющиеся со скоростью c∗ > c . В следующем под-
разделе будет показано, что электростатические поля устанавливаются имен-
но с помощью этих волн. Поэтому модифицированная система уничтожает
пропасть между электростатикой и электродинамикой, присущую классиче-
ским уравнениям Максвелла, в которых электростатика никогда не может
быть получена из динамической задачи и существует как бы сама по себе. В
математическом отношении система (7.67)–(7.70), можно сказать, безупреч-
на. Но насколько реальны волны, описывающиеся уравнением (7.69), и чему
равна скорость c∗, пока еще не установлено. Если основываться на интуиции,
существование продольных волн (7.69) не вызывает никаких сомнений, ибо в
противном случае возникают проблемы, решение которых не представляется
возможным.

В экспериментальном плане существование волн, распространяющих-
ся быстрее света, также неоспоримо. Этот факт был впервые установлен
Н. А. Козыревым [164], а затем подтвержден со всей возможной тщатель-
ностью академиком М. М. Лаврентьевым и его сотрудниками [165,166]. Суть
эксперимента Козырева состоит в следующем. Он разработал датчик, кото-
рый позволяет фиксировать разного рода излучения, не вдаваясь в природу
этих излучений. С помощью этого датчика Козырев фиксировал потоки излу-
чений от звезд. Когда он направлял телескоп на видимую звезду, то фиксиро-
вал локальный максимум интенсивности излучения. Но самое поразительное
состояло в том, что еще более интенсивное излучение Козырев фиксировал в
тот момент, когда он направлял телескоп в то место неба, где звезда долж-
на находиться в данное время и, соответственно, еще не видна. Свет от нее
придет к нам только в далеком будущем.

Можно соглашаться или не соглашаться с объяснением этого явления
Н. А. Козыревым. Однако неоспоримым является факт существования излу-
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чений, распространяющихся со скоростью, намного превышающей скорость
света. Разумеется, нет твердых оснований считать, что именно эти излуче-
ния описываются уравнением (7.69), но в принципе нельзя исключить такую
возможность. В любом случае необходимо проведение специальных экспери-
ментов по проверке системы (7.67)–(7.70) и определению скорости c∗. Важно,
что все экспериментальные данные, объяснимые с помощью классических
уравнений, заведомо могут быть объяснены и модифицированными уравне-
ниями.

Итак, модифицированная система не уступает классической, а теорети-
чески превосходит ее. Тем не менее фундаментальная полнота как классиче-
ской, так и модифицированной систем уравнений кажется более чем сомни-
тельной. Интуиция подсказывает, что явления магнетизма, если и описыва-
ются частично этими системами, то описываются неполно и в значительно
искаженной форме.

Не будем вдаваться во все детали и ограничимся только очевидными за-
мечаниями, доказывающими фундаментальную неполноту уравнений Макс-
велла. Для этого нужно принять во внимание факты, твердо установленные
экспериментальной физикой.
Первый факт. Взаимодействие между ядром и электронами атома

должно носить электромагнитную природу и потому описываться уравне-
ниями электродинамики.
Второй факт. Всякий атом обладает смешанным дискретно-непрерыв-

ным спектром, который определяется экспериментально.
Стремление объяснить эти два факта привело к созданию квантовой фи-

зики. Мы полагаем, что цельность атома и его строение (но не строение ядра
или электронов) должны объясняться на основе уравнений второго эфира,
т. е. уравнений электродинамики, но, конечно, не классической. Из механики
известно (см., например, [167]), что смешанные спектры появляются в зада-
чах весьма специального вида при наличии двух основных факторов. Пер-
вый: наличие безграничной среды, оператор для которой имеет непрерывный
спектр, лежащий выше некоторой частоты (частоты отсечки). Роль этой без-
граничной среды играет второй эфир10.

Примерами уравнений, заданных в безграничной среде и имеющих часто-
ту отсечки, являются, например, уравнения (7.121) или уравнения колебаний
бесконечной балки (струны) на упругом основании.

Для того чтобы в уравнениях электродинамики для безграничной среды
появилась частота отсечки, необходимо включить в рассмотрение спинорные

10 О втором эфире см. подраздел 7.3.2. (Примеч. ред.)
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движения, которые и ответственны за явления магнетизма. Иными словами,
динамика второго эфира описывается уравнениями, которые определенным
образом объединяют систему (7.67)–(7.70) с уравнениями типа (7.121).

Второй фактор: дискретный спектр появляется ниже частоты отсечки,
если в поле оператора с непрерывным спектром внести дискретные части-
цы, роль которых играют ядра и электроны. Если ядро и электроны внести
в классическое или модифицированное электромагнитное поле, то никаких
дискретных (отделенных) частот не появится, поскольку и система (7.54) и
система (7.67)–(7.70) не имеют частот отсечек. Последние появляются в вол-
новодах, но это уже не безграничная среда.

Таким образом, для объяснения строения атома уравнения электродина-
мики должны быть существенно изменены. Именно это и делается в кванто-
вой электродинамике, но существуют и другие пути, не выходящие за рамки
классической механики.

.7.2.3 Иллюстративные задачи

Сходство и различие между классической и модифицированной система-
ми уравнений проще всего увидеть на решениях конкретных задач. Сходство
будет полным в тех задачах, в которых отсутствует продольный потенциалϕ,
т. е. электромагнитное поле описывается только поперечными волнами. Раз-
личие будет неустранимым в тех задачах, когда начальные и краевые условия
требуют наличия потенциала ϕ, определяющего продольную волну.

В уравнения электродинамики входят как полярные векторы, так и ак-
сиальные11. Полярными являются векторы

EEE, u, ∇∇∇ϕ, j, ∇∇∇ϕ∗, ∇∇∇×ΦΦΦ, ∇∇∇×ΦΦΦ∗,

аксиальными являются векторы

BBB, ΦΦΦ, ΦΦΦ∗.

Напомним определения групп симметрии полярных и аксиальных векто-
ров.

11 В соответствии с используемой механической аналогией, вектор электрического
поля считается полярным, а вектор магнитного поля — аксиальным, как это и принято в
классической электродинамике. Напомним, что в шестой главе, где используется другая
механическая аналогия, тип векторов электрического и магнитного полей определяется
иначе, а именно: вектор электрического поля аксиален, вектор магнитного поля полярен
(разд. 6.6). (Примеч. ред.)
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Определение. Группой симметрии вектора a называется множество ор-
тогональных решений уравнения

(detQ)αQ ··· a = a, Q ··· QT = E, (7.73)

где α = 0, если a полярен; α = 1, если a аксиален. В (7.73) вектор a задан, а
ортогональные тензоры Q ищутся. Это прямая задача. Обратная задача: по
известным элементам симметрии, т. е. тензорам Q, найти общий вид векто-
ра a, имеющего данные тензоры Q своими элементами симметрии. При этом
центральную роль играет принцип Кюри–Неймана [151], позволяющий зара-
нее определить отдельные элементы симметрии (не всю группу симметрии)
изучаемого объекта12.
Принцип Кюри–Неймана. Группа симметрии причины является

подгруппой группы симметрии следствия.
Определение группы симметрии и принцип Кюри–Неймана будут исполь-

зованы далее.
1. Задача Р. Фейнмана. Даны две непроводящие плоскости с поверх-

ностными плотностями заряда σ0 и (−σ0), соответственно. Плоскости при-
ложены друг к другу вплотную, так что суммарная плотность заряда равна
нулю. Ось, ортогональную этой плоскости, обозначим через z. В моменты вре-
мени t ≤ 0 плоскости были неподвижны, так что поле отсутствовало EEE = 0,
BBB = 0.

В момент времени t = 0 плоскость σ0 начинает двигаться вдоль второй
(неподвижной) плоскости с зарядом (−σ0) со скоростью

v(t) = v0
[
1− e(t)

]
i1 , e(t) ≡ exp

(
−2π

t

τ

)
, τ > 0 , (7.74)

где i1 — орт оси x — определяет направление движения, ортогональное i3 —
орту оси z.

В данной задаче плотность заряда отсутствует, но ток имеется

ρ = 0 , j = σ0v0δ(z)
[
1− e(t)

]
i1 .

Краевыми условиями являются условия отсутствия излучения на беско-
нечности (z → ±∞).

В данной задаче плоскости y = const являются плоскостями зеркальной
симметрии, а плоскости x = const являются плоскостями зеркальной анти-
симметрии. Это означает, что любой полярный вектор a, встречающийся в

12 Подробнее о теории симметрии полярных и аксиальных объектов см. раздел 4.2.
(Примеч. ред.)
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данной задаче, должен иметь вид a = a(z, t) i1, а любой аксиальный вектор
b должен иметь вид b = b(z, t) i2

13. Поставленная задача есть почти точная
формулировка задачи, рассмотренной Р. Фейнманом [160], с. 82–88. Переход
к задаче Фейнмана происходит при τ → 0. Нетрудно убедиться, что в данной
задаче потенциалы ϕ и ϕ∗ обязаны равняться нулю. Это означает, что клас-
сическая и модифицированная системы в данной задаче совпадают, причем
потенциалы ΦΦΦ∗ и ΦΦΦ имеют вид

ΦΦΦ∗ = Φ∗(z, t) i2 , ΦΦΦ = Φ(z, t) i2 .

Для Φ∗(z, t) получается выражение

Φ∗(z, t) = −σ0v0θ(z)
[
1− e(t)

]
, θ(z) =

{
1/2 , z > 0,

−1/2 , z < 0.

Уравнение (7.61) принимает вид

∂2Φ

∂z2
−
1

c2
∂2Φ

∂t2
=

1

ε0c2
σ0v0θ(z)

[
1− e(t)

]
. (7.75)

Начальные условия однородны

Φ(z, 0) = 0 ,
∂2Φ

∂z∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 . (7.76)

Для векторов EEE и BBB имеем представления

EEE =
∂2Φ

∂z∂t
iii1 , BBB = −

∂2Φ

∂z2
iii2 . (7.77)

Ясно, что справедливо равенство Φ(z, t) = −Φ(−z, t), т. е. EEE — четная,
а BBB — нечетная функция z. Решение задачи (7.75), (7.76) не представляет
затруднений, и его можно не выписывать.

13 Здесь в соответствии с классической трактовкой считается, что вектор EEE полярен, а
вектор BBB аксиелен. В шестой главе предложена модель электромагнитного поля, согласно
которой вектор EEE аксиален, а вектор BBB полярен. В этом случае вектор электрического
тока j должен быть аксиальным. Следовательно, плоскости y = const являются плоско-
стями зеркальной антисимметрии, а плоскости x = const являются плоскостями зеркаль-
ной симметрии. Это означает, что любой полярный вектор, например вектор магнитного
поля, должен иметь вид BBB = B(z, t) i2 , причем B(z, t) — нечетная функция z, а любой ак-
сиальный вектор, например вектор электрического поля, должен иметь вид EEE = E(z, t) i1 ,
причем E(z, t) — четная функция z. Следовательно ΦΦΦ∗ = Φ∗(z, t) i2 и ΦΦΦ = Φ(z, t) i2, при-
чем Φ(z, t) = −Φ(−z, t), т. е. окончательный результат получается такой же, как и при
классической трактовке. Аналогичные рассуждения можно провести в отношении других
задач, рассмотренных в данном подразделе. Во всех задачах изменение типа векторов EEE

и BBB не влияет на окончательный результат. (Примеч. ред.)
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В этой задаче различие между классической и модифицированной систе-
мами отсутствует, и они равноправны.

Оставшиеся задачи этого подраздела уже будут иметь существенные раз-
личия, и для каждой из них будут приведены решения с учетом трех различ-
ных точек зрения.
2. Электромагнитное поле заряжаемой плоскости. Некоторые

факты, присущие классической электродинамике, вызывают немалое удив-
ление у человека, воспитанного в традициях классической механики. Преж-
де всего, это касается электростатики, которая входит в электродинамику
как бы сама по себе. В механике любая статическая задача получается пре-
дельным переходом от соответствующей динамической задачи. Статическое
состояние устанавливается в теле посредством тех или иных волн. В электро-
динамике это не так: электростатическое поле устанавливается мгновенно во
всем пространстве.

Другой факт. Р. Фейнман пишет [160], с. 78 : “Законы физики не дают
ответа на вопрос: что случится, если заряд внезапно возникает в этой точке,
какие будут при этом электромагнитные эффекты? Ответ дать нельзя, по-
тому что наши уравнения утверждают, что такого не происходит. Если бы
это случилось, нам понадобились бы новые законы, но мы не можем сказать
какими бы они были...”. Для механика все это звучит странно. В механи-
ке внезапно прикладывают неизвестно откуда взявшиеся силы и наблюдают
реакцию системы на эти силы. Более того, от основных уравнений требует-
ся, чтобы они были разрешимы при произвольно заданных внешних силах
независимо от возможности существования подобных сил. Заряды и токи в
электродинамике являются аналогами объемных сил в теории упругости. По-
этому с позиций механика удовлетворительная электродинамическая теория
просто обязана давать однозначный ответ на вопрос Р. Фейнмана.

Простейшей задачей, позволяющей проанализировать указанные обстоя-
тельства, является задача о нахождении электромагнитного поля заряжае-
мой плоскости. Рассмотрим непроводящую плоскость z = 0. Пусть ее поверх-
ностная плотность заряда меняется по закону

σ(t) = σ0
[
1− e(t)

]
, e(t) ≡ exp

(
−2π

t

τ

)
, τ > 0 .

Здесь плоскость заряжается за время τ от нулевого значения плотности
до значения σ0, если считать, что величина exp(−2π) = 1, 87 · 10−3 прене-
брежимо мала в сравнении с 1. При t ≤ 0 электрическое и магнитное поля
отсутствовали. В данной задаче имеется два семейства плоскостей зеркаль-
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ной симметрии x = const и y = const. Поэтому все аксиальные векторы в
этой задаче равны нулю:

BBB = 0, ΦΦΦ = 0, ΦΦΦ∗ = 0.

При этом вектор электрического поля определяется выражением

EEE(z, t) = E(z, t) i3 ⇒ ϕ = ϕ(z, t) ⇒ ϕ∗ = ϕ∗(z, t).

Теперь возможны три разных точки зрения.
Первая: заряд и ток заданы, причем ток определяется движением заря-

дов. В этом случае имеем

ρ = σ0δ(z)
[
1− e(t)

]
, j = 0.

Здесь условие разрешимости (7.55) не выполнено, и задача не имеет ре-
шения.

Вторая: заряд задан, но ток j подлежит определению. Эту позицию изла-
гали многие физики, но она кажется уязвимой, так как в этом случае клас-
сическая система (7.54) не замкнута, хотя, как в данной задаче, в некоторых
случаях она имеет однозначное решение. В самом деле, согласно (7.59) имеем

∂2ϕ

∂z2
= −

σ0δ(z)

ε0

[
t+

τ

2π
e(t)

] ⇒
⇒ ∂ϕ(z, t)

∂z
= −

σ0θ(z)

ε0

[
t+

τ

2π
e(t)

]
, θ(z) =

{
1/2 , z > 0,

−1/2 , z < 0.

Тогда согласно (7.60) для тока имеем выражение

j =
∂ϕ∗
∂z

i3 = −
2πσ0θ(z)

τ
e(t) i3 .

Для электрического поля EEE имеем

EEE = −
∂2ϕ

∂z∂t
i3 =

σ0θ(z)

ε0

[
1− e(t)

]
i3 . (7.78)

В этом случае получаем ток j, хотя в области z �= 0 никаких зарядов не
содержится. Кроме того, согласно (7.78) электрическое поле EEE (как и ток j)
возникает мгновенно во всех точках пространства.

Третья точка зрения состоит в решении модифицированной системы
уравнений (7.67)–(7.70). В данном случае и заряд, и ток считаются задан-
ными, причем ток j равен нулю, так как никакого движения зарядов нет:
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ϕ∗ = 0. Уравнение (7.69) принимает вид

∂2ϕ

∂z2
−
1

c2∗

∂2ϕ

∂t2
= −

σ0δ(z)

ε0

[
t+

τ

2π
e(t)

]
.

Очевидно, что потенциал ϕ(z, t) является четной функцией z , причем он
непрерывен при переходе через плоскость z = 0 , а его первая производная
терпит скачек

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=+0

z=−0

= −
σ0

ε0

[
t+

τ

2π
e(t)

] ⇒ ∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= −
σ0

2ε0

[
t+

τ

2π
e(t)

]
.

Для электрического поля EEE имеем

EEE = −
∂2ϕ

∂z∂t
i3 ≡ E(z, t) i3 , E(z, t) = −E(−z, t).

Для функции E(z, t) получили задачу

∂2E

∂z2
=
1

c2∗

∂2E

∂t2
, E(z, t)|z=+0 =

σ0

2ε0

[
1− e(t)

]
, E(z, 0) = 0 . (7.79)

Решение уравнения (7.79) представимо в форме Даламбера–Эйлера

E(z, t) = ψ(z− c∗t) + f(z+ c∗t) , z > 0 ,

где f(s) определена при 0 ≤ s < ∞, а функция ψ(s) определена на всей
оси −∞ < s < ∞. Поскольку излучение на бесконечности отсутствует, то
f(s) ≡ 0. Согласно начальному условию (7.79) функция ψ(s) обращается в
нуль при положительных значениях аргумента. По краевому условию (7.79)
получаем

ψ(−c∗t) =
σ0

2ε0

[
1− e(t)

] ⇒ ψ(s) =
σ0

2ε0

[
1− e

(
−
s

c∗

)]
, s ≤ 0.

Итак, для E(z, t) получили выражение

E(z, t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

σ0

2ε0

[
1− exp

(
2π
z− c∗t

c∗τ

)]
, z ≤ c∗t ;

0 , z ≥ c∗t .

(7.80)

Теперь можем сравнить решения (7.78) и (7.80). Формула (7.78) определя-
ет, что при t ≥ τ во всей области z ≥ 0 устанавливается электростатическое
решение

E(z, t) =
σ0

2ε0
, (7.81)
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причем оно устанавливается сразу во всем пространстве. Решение (7.80) по-
казывает, что электростатическое решение (7.81) устанавливается при t ≥ τ

только в области z < c∗(t− τ) , но при z > c∗t оно отсутствует. Поэтому мо-
дифицированная система показывает, что электростатическое решение уста-
навливается прохождением продольной волны, что полностью согласуется со
здравым смыслом.
3. Электромагнитное поле растущего точечного заряда. Пусть

в данной точке (начале координат) тела отсчета возникает заряд, меняющий-
ся по закону

Q(t) = Q0

[
1− e(t)

]
, e(t) ≡ exp

(
−2π

t

τ

)
, t ≥ 0

и называемый точечным источником. Требуется построить возмущение, вно-
симое этим источником в электромагнитное поле. Физики предпочитают это
возмущение называть собственно электромагнитным полем. Поставленную
задачу, но при произвольном законе Q(t) рассматривает Р. Фейнман [160],
с. 145–147 . Читатель может сравнить решение, представленное далее, с тем,
что обосновывает Р. Фейнман.

Задача обладает сферической симметрией, т. е. имеет две плоскости зер-
кальной симметрии. Это означает, что все величины, выражаемые аксиаль-
ными векторами, должны обращаться в нулевые векторы

BBB = 0, ΦΦΦ = 0, ΦΦΦ∗ = 0.

Сначала попытаемся решить эту задачу по классической системе (7.54) в
предположении, что ток есть движение зарядов. Поскольку никаких движу-
щихся зарядов здесь нет, то j = 0. Решение строим в сферической системе
координат. Тогда EEE = E(r, t) er . Поскольку дивергенция EEE при r �= 0 равна
нулю, то имеем

∇∇∇ ···EEE =
∂E

∂r
+
2

r
E = 0 ⇒ E(r, t) =

C(t)

r2
.

По теореме Гаусса находим C(t) и поле EEE

EEE =
Q(t)

4πε0r2
er . (7.82)

Согласно последнему из уравнений (7.54) находим ∂EEE/∂t = 0. Следова-
тельно, по классической системе (7.54) и при j = 0 решения не существует,
так как dQ/dt �= 0. Р. Фейнман рассматривает именно этот случай, поэтому
представленное им решение — формула (21.13) — решением не является.
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Если принять искусственную точку зрения, что ток не обязательно свя-
зан с движением зарядов, но определяется как дополнительное неизвестное,
то решение у классической системы имеется, так как согласно последнему
уравнению в (7.54) и (7.82) имеем

j = −ε0
∂EEE

∂t
= −

1

4πr2
dQ

dt
er.

Несмотря на то что теперь имеется формальное решение, оно все равно
неудовлетворительно с физической точки зрения, так как мгновенно возни-
кает во всем пространстве.

Рассмотрим эту задачу, используя модифицированную систему (7.67)–
(7.70). Здесь ток считается движением зарядов, т. е. j задан. В данной задаче
имеем

j = 0 ⇒ ϕ∗ = 0, ΦΦΦ∗ = 0.

Для потенциала ϕ = ϕ(r, t) имеем уравнение (7.69)

Δϕ =
1

c2∗

∂2ϕ

∂t2
+ q ;

∂q

∂t
= −

ρ

ε0
.

Это уравнение перепишем для функции ψ(z, t) = ∂ϕ/∂t

Δψ =
1

c2∗

∂2ψ

∂t2
−
ρ

ε0
. (7.83)

Электрическое поле вычисляется по формуле

EEE = −
∂

∂t
∇∇∇ϕ = −∇∇∇ψ = −

∂ψ

∂r
er.

В данном случае теорема Гаусса в классическом варианте не работает.
Окружим начало координат малым шаровым объемом Vr, где r → 0. Умно-
жим обе части (7.83) на dVr и проинтегрируем по области Vr . Тогда получим∫

Vr

ΔψdVr =
1

c2∗

∂2

∂t2

∫
Vr

ψdVr −
1

ε0
Q0

[
1− e(t)

]
. (7.84)

Используя теорему о дивергенции, имеем∫
Vr

ΔψdVr =

∫
Sr

er ··· ∇∇∇ψdSr = −

∫
Sr

er ···EEEdSr .

Устремляя в (7.84) радиус r шара к нулю, получаем равенство

lim
r→0

∫
Sr

er ···EEEdSr =
Q0

ε0

[
1− e(t)

]
, (7.85)
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которое заменяет теорему Гаусса.
Запишем уравнение (7.83) в области r �= 0 . Получим

∂2rψ

∂r2
=
1

c2∗

∂2rψ

∂t2
⇒ rψ(r, t) = f(r− c∗t),

где учтено, что на бесконечности излучение не приходит. Поскольку при t = 0

поле отсутствовало, то f(s) = 0 при s ≥ 0 . Следовательно, функция f(r−c∗t)
отлична от нуля только при отрицательных значениях аргумента s = r−c∗t,
т. е. в области r < c∗t. Таким образом, для поля EEE получили волновое пред-
ставление

EEE = −
∂

∂r

[
f(r− c∗t)

r

]
er =

[
f(r− c∗t)

r2
−
f ′(r− c∗t)

r

]
er.

Теперь имеем∫
Sr

er ···EEEdSr = 4π
[
f(r− c∗t) − rf ′(r− c∗t)

]
.

Подставляя данное выражение в (7.85), получаем

f(−c∗t) =
Q0

4πε0

[
1− e(t)

]
,

откуда находятся значения f при отрицательных значениях аргумента.
Окончательно имеем следующее решение:

EEE(r, t) = −
Q0

4πε0
er
∂

∂r

⎧⎨
⎩
1

r

[
1− exp

(
2π
r− c∗t

c∗τ

)]
, r ≤ c∗t ;

0 , r ≥ c∗t .

(7.86)

Согласно решению (7.86) при t > τ в области r < c∗(t− τ) устанавли-
вается квазистатическое решение (7.82), даваемое классической системой в
предположении, что ток отличен от нуля. В решении (7.86) ток отсутствует.
4. Электромагнитное поле двух заряженных разбегающихся

линий. Задачи 2 и 3 достаточно ясно иллюстрируют различие между класси-
ческой и модифицированной системами, но в них заряды возникали ниотку-
да, что опровергают физики. Поэтому рассмотрим задачу, удовлетворяющую
требованию сохранения заряда. Рассмотрим две однородно заряженные ли-
нии с линейной плотностью заряда σ и (−σ). При t < 0 эти линии совпадали
и покоились, поэтому при t < 0 электромагнитное поле отсутствовало, EEE = 0
и BBB = 0. Ось y декартовой системы направим вдоль заряженных линий. В
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момент времени t = 0 линии начинают двигаться вдоль оси z с одинаковой
скоростью, но в разные стороны. Скорость точки y = 0 линии с плотностью
σ определяется законом

v(t) = v(t) i3 = v0
[
1− e(t)

]
i3, e(t) ≡ exp

(
−2π

t

τ

)
.

Скорость линии с плотностью (−σ) равна (−v(t)).
Вектор положения точки y = 0 линии с плотностью σ определяется вы-

ражением

r(t) = ζ(t) i3 = v0

[
t−

τ

2π

(
1− e(t)

)]
i3, v(t) = ζ̇(t).

Для плотности заряда и тока имеем формулы

ρ = σδ(x)
[
δ(z− ζ) − δ(z+ ζ)

]
,

j = σv(t)δ(x)
[
δ(z− ζ) + δ(z+ ζ)

]
i3.

В данной задаче плоскости y = const являются плоскостями зер-
кальной симметрии. Поэтому все полярные векторы должны иметь вид
a = a1(x, z, t) i1 + a3(x, z, t) i3, а все аксиальные векторы допускают пред-
ставление b = b(x, z, t) i2. Таким образом, для потенциалов имеем

ϕ = ϕ(x, z, t), ΦΦΦ = Φ(x, z, t) i2, ϕ∗ = ϕ∗(x, z, t), ΦΦΦ∗ = Φ∗(x, z, t) i2.

Для потенциалов ϕ∗ и Φ∗ имеем систему уравнений, следующую из урав-
нения (7.70)

∂ϕ∗
∂x

=
∂Φ∗
∂z

,
∂ϕ∗
∂z

+
∂Φ∗
∂x

= σv(t)δ(x)
[
δ(z− ζ) + δ(z+ ζ)

]
,

или в другой форме

Δϕ∗ = σv(t)δ(x)
[
δ ′(z− ζ) + δ ′(z+ ζ)

]
= −∂ρ/∂t ,

ΔΦ∗ = σv(t)δ ′(x)
[
δ(z− ζ) + δ(z+ ζ)

]
.

(7.87)

Согласно уравнениям (7.87) ϕ∗ и Φ∗ отличны от нуля всюду в простран-
стве. Именно это обстоятельство затрудняет вывод о характере решения.

Проще всего устанавливается волновой характер магнитного поля, по-
скольку для него имеем

BBB = −ΔΦΦΦ = −ΔΦ i2 = B(x, z, t) i2 .
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Теперь согласно уравнению (7.61) и второму уравнению (7.87)

ΔB −
1

c2
∂2B

∂t2
=
σv(t)

ε0c2
δ ′(x)

[
δ(z− ζ) + δ(z+ ζ)

]
.

Волновой характер B(x, z, t) очевиден, так как в правой части стоят со-
средоточенные на линиях x = 0 , z = ζ(t) и z = −ζ(t) воздействия. Вне этих
линий B представляется решением волнового уравнения, т. е. B — это волны,
поскольку начальные условия для B однородны. Важно, что B отлично от
нуля только в области x2 + z2 < c2t2 (см. [168]), т. е. магнитное поле распро-
страняется не мгновенно. Сказанное верно как для классической, так и для
модифицированной систем, причем магнитное поле, определяемое по обеим
системам, одинаково.

Для электрического поля ситуация сложнее: классическую и модифици-
рованную системы надо рассматривать раздельно.

Сначала рассмотрим классическую систему. Для нее электрическое поле
заведомо не носит волнового характера согласно уравнению

∇∇∇ ···EEE =
ρ

ε0
=
σδ(x)

ε0

[
δ(z− ζ) − δ(z+ ζ)

]
.

Отсюда видим, что не только∇∇∇···EEE не является волной, но и само EEE возни-
кает сразу во всем пространстве. Это означает, что некоторая часть EEE возни-
кает мгновенно сколь угодно далеко от источника возмущений, т. е. налицо
бесконечно большая скорость распространения сигнала. Теперь обратимся к
модифицированной системе. Потенциалы ϕ иΦΦΦ удовлетворяют волновым, но
неоднородным уравнениям (7.69) и (7.68). При этом в их правых частях содер-
жатся потенциалы ϕ∗ и Φ∗, которые отличны от нуля во всем пространстве.
Поэтому неверно было бы утверждать, что ϕ и Φ локализованы в области
x2 + z2 < c2t2 .

Чтобы убедиться в волновом характере электрического поля, найденного
по модифицированной системе, необходимо переписать последнее в терминах
вектора u. После несложных преобразований систему (7.67)–(7.70) можно пе-
реписать в эквивалентном виде

Δu +
c2∗ − c2

c2
∇∇∇∇∇∇ ··· u −

1

c2
∂2u

∂t2
=
c2∗
c2

∇∇∇q−
1

ε0c2
j .

Дифференцируя это уравнение по времени и переходя от u к EEE, получаем

ΔEEE +
c2∗ − c2

c2
∇∇∇∇∇∇ ···EEE −

1

c2
∂2EEE

∂t2
=

c2∗
ε0c2

∇∇∇ρ+
1

ε0c2
∂j

∂t
. (7.88)
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В данном случае характер EEE очевиден. Левая часть этого уравнения есть
хорошо известный оператор динамической теории упругости. Правая часть
уравнения (7.88) содержит воздействия, сосредоточенные на подвижных ли-
ниях. Задачи такого типа хорошо изучены [162], и их решениями являются
волны, расходящиеся от подвижных линий. Если v0 < c, то эти волны ло-
кализованы в области x2 + z2 < c2∗t

2. Поскольку c∗ > c, электрическое поле
в данный момент времени распространяется дальше, чем магнитное, при-
чем в области c2t2 < x2 + z2 < c2∗t

2 существуют только продольные волны,
не порождающие магнитного поля. Таким образом, в качественном отноше-
нии решения модифицированной системы значительно лучше соответствуют
здравому смыслу, нежели решения классической системы.

.7.3 Рациональная механика и квантовая физика

.7.3.1 Реальность и Наука: два метода познания

Целью всякой науки является познание Реальности. При этом наука ис-
следует не Реальность саму по себе, а некие упрощенные модели Реально-
сти. Приближение к истинной Реальности осуществляется путем расширения
модели. Однако, чтобы построить модель, как минимум, необходимо знать,
что мы собственно собираемся моделировать. Иными словами, необходимо
иметь априорное представление о Реальности. Получается заколдованный
круг: чтобы познать Реальность, необходима Наука, а чтобы создать Нау-
ку, необходимо знание Реальности. К счастью, решение этой, казалось бы
неразрешимой, проблемы заложено в самой природе человеческого ума, кото-
рый имеет две качественно различные категории: интуицию и интеллект. По-
скольку оба эти термина сильно перегружены, то необходимо указать смысл,
который приписывается им в данной работе.

Ин т у и ц и я — это способность человека к прямому восприятию окру-
жающего нас мира, которая отнюдь не сводится к пяти основным органам
чувств. Это хорошо сознают поэты, музыканты, художники и другие пред-
ставители творческих профессий. Интуиция, как и любая другая способность
человека, хорошо поддается тренировке, однако требует постоянных целена-
правленных усилий.

Ин т е л л е к т — это способность человека к логическим суждениям, ос-
нованным на априорных знаниях, заложенных в “память” интеллекта. Прак-
тически точным аналогом интеллекта является мощный современный ком-
пьютер.
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Основные недостатки интеллекта в следующем. Во-первых, никакие прин-
ципиально новые открытия не могут совершаться на основе чистого интел-
лекта, как это подробно объяснял А. Пуанкаре. Во-вторых, интеллект мо-
жет легко приводить к серьезным ошибкам. В самом деле, любой програм-
мист знает, что даже самый незначительный сбой в программе или малейшая
неточность во входной информации может привести к сколь угодно большой
ошибке на выходе. Именно поэтому, даже в наши дни повального увлечения
интеллектуальным методом, практически ни одно жизненно важное решение
не принимается на основе чисто интеллектуального подхода. В механике и
физике интеллектуальный метод с большим успехом используется последние
300 лет. Причины этого успеха в том, что интеллект был добавлен к высоко
развитой интуиции, которая была присуща всем выдающимся ученым вплоть
до последней четверти прошлого столетия. Успех, достигнутый в результате
соединения интуиции с интеллектом, был ошибочно приписан интеллекту.

В результате произошла большая переоценка возможностей интеллекту-
ального метода. Это нашло отражение в постановке Д. Гильбертом знаме-
нитой шестой проблемы об аксиоматизации физических наук. По существу
вся теоретическая физика XX в. строится именно интеллектуальным мето-
дом. Недостаточность интеллектуального подхода хорошо сознавал один из
самых выдающихся интеллектуалов Анри Пуанкаре, что подтверждают его
работы [48]. Нам кажется, что главный смысл его работ до сих пор не осо-
знан в должной мере, хотя он более, чем прозрачен: с точки зрения чистого
интеллекта наука есть не что иное, как набор условных соглашений, и не
более того. Кто только не критиковал А. Пуанкаре за его конвенционализм.
Однако критики не поколебали систему аргументации А. Пуанкаре и вообще
ломились в открытую дверь, ибо никто не видел трагизма ситуации лучше
самого Пуанкаре, и он мучительно искал выход из создавшегося тупика, но
не нашел его.

По иронии судьбы А. Пуанкаре следует назвать основным творцом мето-
да новейшей физики. Именно Пуанкаре “развязал руки” новому поколению
физиков, продемонстрировав условность науки. Ирония в том, что сам Пу-
анкаре, настаивая на интеллектуальной условности науки, все-таки твердо
стоял на том, что за интеллектуальной условностью стоит нечто, не позволя-
ющее свободе научного поиска превращаться в научный произвол. Новейшая
физика посчитала подобную позицию А. Пуанкаре предрассудком и сохра-
нила только его доказательства условности научных соглашений. Причина
неудачи А. Пуанкаре вполне очевидна. Как и большинство современных уче-
ных, А. Пуанкаре явно недооценил принципиальную неустранимость интуи-
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ции из основ любой рациональной науки, включая математику. Это тем более
удивительно, что А. Пуанкаре обладал глубочайшим интуитивным умом, он
даже мягко критиковал Д. Гильберта за его стремление изгнать интуицию из
математики. Для ученых-механиков ценность и необходимость интуитивно-
го представления об объекте и процессах, в которых участвует этот объект,
никогда не вызывала сомнений. На этапе выбора модели, т. е. написания ос-
новных уравнений, логика принимает лишь косвенное участие. Только после
написания уравнений логика вступает в свои неограниченные права.

В принципе возможно использовать интуитивный и интеллектуальный
методы познания независимо друг от друга. Интуитивное познание имеет тот
недостаток, что ему невозможно обучить кого бы то ни было. Однако именно
интуитивный метод лежит в основе составления научных моделей. Чисто ин-
теллектуальный подход может создавать видимость научных открытий, но
по существу он бесплоден. Особую популярность в последние десятилетия
приобрела философия “черного ящика”, которая относится к достижениям
интеллектуального метода. Казалось, что этот путь может привести к успе-
ху. Однако на поверку оказалось, что “черный ящик” хорош только в том
случае, когда он прозрачен, т. е. его содержимое заранее известно. Досто-
инством интеллектуального метода является то, что его достижениям легко
обучать учеников.

Интеллектуальный метод охарактеризуем словами А. Эйнштейна: “Нау-
ка является созданием человеческого разума с его свободно изобретенными
идеями и понятиями”.

Интуитивный метод познания лучше всего характеризуется словами Со-
крата. При интуитивном познании “душа взбирается на высочайшую наблю-
дательную башню бытия”.

Наш главный тезис: никакое истинное развитие науки невозможно без
непосредственного участия интуиции, а свободно изобретенных идей и поня-
тий не существует в природе.

.7.3.2 Метафизические представления
о строении физического мира

Как уже подчеркивалось, интуитивное представление о какой-то части
Реальности должно предшествовать созданию той или иной математической
модели этой части Реальности. Для механиков данное утверждение кажется
самоочевидным. Для физиков, занимающихся разработками теорий для объ-
ектов, не поддающихся непосредственному восприятию человеком, высказан-
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ный тезис является, мягко говоря, спорным. Мы должны быть благодарны
физикам за то, что они испытали другой подход, в котором математическая
модель предшествует интуитивному образу, причем последний вообще не обя-
зателен. Сейчас можно подвести некоторые итоги этого небывало интенсив-
ного интеллектуального опыта. На начальном этапе успехи сыпались как из
рога изобилия, но они относились к простейшим ситуациям. При переходе к
более сложным системам, т. е. к ситуациям, где интуиция отказывала уже
по-настоящему, трудности стремительно нарастали. Как бы то ни было, но
интеллектуальный опыт физиков не дает убедительного опровержения вы-
сказанному в начале этого подраздела тезису. Во всяком случае, именно от-
сутствие интуитивного представления об электромагнитном поле, заряде и
электричестве не позволило механике включить эти объекты в свои структу-
ры, а вовсе не мифические пороки, приписываемые механике физиками.

В данном случае наша цель — описание схематического строения физи-
ческого мира в том виде, как его можно понять при изучении разного рода
метафизических учений, а также внимательном прочтении трудов М. Фара-
дея [169] и Дж. Максвелла [163]. На данном этапе гарантировать, что изучен-
ное понято правильно, видимо, невозможно. Во многих деталях в литературе
содержатся весьма заметные расхождения, что характерно для наблюдений
на интуитивном уровне. По принятой терминологии то, что изложено далее,
называется гипотезой. Научной ценностью эта гипотеза будет обладать толь-
ко тогда, когда мы облечем ее в форму математических уравнений, научимся
их применять, а результаты не будут противоречить известным эксперимен-
тальным данным. При этом дух и традиции механики требуют придержи-
ваться позиции Г. Герца [7], с. 23: “При зрелом познании в первую очередь
должна учитываться логическая чистота; только логически чистые карти-
ны должны проверяться в отношении их правильности, только правильные
картины — в отношении их целесообразности”.

Следует добавить, что “логически чистой картине” предшествует интуи-
тивный образ того, что мы собираемся логически чисто описать. Этот ин-
туитивный образ в свою очередь не должен быть слишком сложным для
возможностей рациональной науки на рассматриваемом этапе ее развития.
Например, интуитивные представления о Мире у Пифагора и Платона были
несравнимо сложнее (и правильнее), чем у Галилео Галилея. Центр Вселен-
ной, по Пифагору, размещался далеко за пределами солнечной системы, а в
основе физического мира лежало то, что в дальнейшем описывается под на-
званием четвертого эфира. Архимед пользовался уже упрощенной схемой —
гелиоцентрической системой [170]. Геоцентрическая система Птолемея была
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насильственно внедрена (как единственно возможная) церковью в IV в. после
Рождества Христова. Возможности рациональной науки отражать интуитив-
ные (сильно упрощенные) представления стали достаточными исключитель-
но в эпоху Возрождения.

В настоящее время возможности рациональной науки значительно воз-
росли. Соответственно появилась возможность попытаться описать метода-
ми рациональной науки уже значительно более сложные интуитивные пред-
ставления о Реальности. Именно такие интуитивные представления и будут
изложены в этом подразделе.

В традициях метафизических учений всякую сущность принято делить на
семь градаций. Седьмой градацией Космоса является Физический Мир (Мир
плотный, седьмой космический эфир, космическое твердое тело). Физический
Мир, в свою очередь, делится на семь градаций, называемых эфирами. Каж-
дый из этих эфиров имеет дискретное строение, т. е. атомную структуру.
Плотности этих эфиров заметно различаются, они как бы вложены один в
другой. Эфиры взаимодействуют между собой сложным образом и подчиня-
ются так называемому “закону действия тройной силы в четырех мирах”.

Другое название этого закона — “принцип додекаэдра Пифагора”. Точ-
ный смысл этого закона нам неизвестен и упоминается он для того, чтобы
читатель мог осознать трудности, возникающие при попытках изучить мета-
физические учения. Описанию подлежит только то, что поддается анализу
методами современной рациональной науки. Итак, Физический Мир рассла-
ивается на семь эфиров.
Первый эфир состоит из быстровращающихся частиц одного сорта об-

разующих как бы кристаллическую решетку. По этой причине его часто
именуют “подвижная неподвижность”. Частицы первого эфира неделимы на
уровне Физического Мира, а их массы настолько малы, что даже фотоны в
сравнении с ними обладают невообразимо огромными массами. Первый эфир
практически не ощутим на уровне макромира, но на микрочастицы вплоть
до электронов оказывает влияние.
Комментарий. Первый эфир не рассматривается и не упоминается в

современной физике. Однако он вовсе не является совершенно незнакомым
современной науке. Прежде всего, первый эфир является едва ли не един-
ственным претендентом на то, что субъективно ощущается человеком как
время. Вдумаемся в следующее заявление И. Ньютона [45], с. 45: «Таким
образом, повсюду, где в дальнейшем встречается слово “время”... под ним
нужно понимать не время в его формальном значении, а только ту отличную
от времени величину, посредством равномерного роста или течения которой
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выражается и измеряется время». Существует ли эта “отличная от времени
величина”? А если существует, то какую бы природу она могла иметь? Легко
понять, что время не может быть связано с какими-либо характеристиками
трансляционного движения. Однако, если вообразить, что в каждой точке
пространства имеется некое тело, совершающее перманентное вращение, то
субъективное ощущение времени становится физической реальностью. Угол,
накручиваемый упомянутым телом, как раз и может служить той величиной,
о которой говорит Ньютон. Более определенно пишет об этом наш современ-
ник Н. А. Козырев в своих работах, посвященных причинной механике [164].
Работы Н. А. Козырева чрезвычайно уязвимы для формальной критики, но
стоит заменить в них термин “время” на термин “первый эфир”, как мно-
гое в его рассуждениях становится ясным, по крайней мере, на интуитивном
уровне. В следующем разделе будет показано, что типичными уравнениями,
описывающими первый эфир, являются уравнения Шредингера и Клейна–
Гордона.
Второй эфир — электромагнитное состояние материи. Атомы второго

эфира являются уже сложными образованиями, но и эти атомы чрезвычайно
малы — их массы много меньше массы фотона. Возмущения в этом эфире
распространяются со скоростью света и более высокими.
Комментарий. Второй эфир — это то, что в современной физике на-

зывается электромагнитным полем. Но стоит подчеркнуть, что, в отличие от
воззрений физиков, электромагнитное поле не имеет никакого отношения к
зарядам, хотя заряженные микротела (например электроны) вносят сильные
возмущения в электромагнитное поле. Типичными уравнениями, описываю-
щими динамику второго эфира, являются уравнения максвелловского типа,
но более сложные14.
Третий эфир, или световое состояние материи. Это, собственно

говоря, взвесь мельчайших частиц в электромагнитном поле. Массы этих ча-
стиц, называемых фотонами, уже известны, вероятно, достоверно. Они имеют
порядок 10−65 г. Весьма похоже на то, что свет — это движение упомянутых
мельчайших частиц в электромагнитном поле на скорости распространения
сигналов во втором эфире. Какие при этом происходят явления, легко пред-
ставить себе, если рассмотреть движение самолета в атмосфере со скоростью,
в точности равной скорости звука. Если третий эфир действительно реален,
то корпускулярно-волновая природа света становится самоочевидной.
Четвертый эфир, или тепловое состояние материи. Этот эфир уже
14 Нелинейные уравнения, описывающие динамику второго эфира (электромагнитно-

го поля), обсуждаются в шестой главе. (Примеч. ред.)
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достаточно хорошо известен под названием плазмы. Отличие его от плазмы
заключено в том, что в плазме недостаточно учитываются спинорные движе-
ния (вращательные степени свободы). Именно в этом эфире зарождается то
свойство тел, которое проявляется как заряд в последующих эфирах. Одна-
ко, например, фрикционное электричество, не имеющее прямого отношения
к привычному нам электричеству, объясняется именно на уровне четверто-
го эфира. Четвертый эфир играет исключительно важную роль во многих
метафизических учениях.
Пятый, шестой и седьмой эфиры не нуждаются в комментариях, ибо

это газообразное, жидкое и твердое состояние тел, соответственно. Отметим
только, что электричество является атрибутом этих эфиров.

В заключение еще раз подчеркнем, что все указанное ранее является не
более, чем предположением для рациональной науки. Это можно рассматри-
вать как нулевое приближение к Реальности. Тщательный анализ математи-
ческих моделей описанных эфиров покажет, насколько они приемлемы, а в
чем потребуют значительных уточнений. Данный анализ, конечно, проявит
дополнительные возможности интуиции, и тогда возникнет новое приближе-
ние к Реальности. Как бы плохи ни были сформулированные представления,
они все-таки, за неимением лучших, необходимы для рациональной механики.

.7.3.3 Динамика первого эфира. Уравнение Шредингера

Г. Лоренц в заключении книги [137], с. 66, пишет: “В последнее время ме-
ханические объяснения происходящих в эфире процессов все более отступают
на задний план. Для многих физиков основной частью теории является точ-
ное количественное описание явлений, как, например, данное в уравнениях
Максвелла. Однако, даже если стоять на такой точке зрения, механические
аналогии все же сохраняют некоторое значение. Они помогают нам думать
о явлениях и могут явиться источником идей для новых исследований”. Эти
слова произнесены великим физиком в 1902 г., и, очевидно, для физики это
было прощание перед окончательным разрывом с классической механикой.
Описание Г. Лоренцом старых теорий эфиров ясно показывает, что они были
обречены на неудачу, так как, с одной стороны, все эти теории демонстрируют
явное желание их авторов ввести в рассмотрение спинорные движения, но, с
другой стороны, подходящий для этого математический аппарат в то время
не был разработан. Книга Е. и Ф. Коссера [59], в которой впервые рассмотре-
ны мультиполярные среды, опубликована в 1909 г. Впрочем, и эта книга еще
не давала всех необходимых средств. Настоящее развитие мультиполярных
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теорий в механике началось после 1958 г.
Для ясного понимания следующего далее необходимо знание мультипо-

лярных теорий и материала второй главы. Обратимся к выводу уравнений
динамики первого эфира.

Рассмотрим инерциальную систему отсчета S. Выделим в ней кусочно-
гладкую замкнутую поверхность Σ, не имеющую точек самопересечения и
фиксированную в S-системе. Через n (Σ) обозначим число частиц, находя-
щихся в данный момент времени t внутри Σ. Как и всегда в феноменоло-
гических теориях, число n (Σ) не обязательно является целым, что не имеет
значения, так как по предположению n (Σ) велико. Тогда для n (Σ) получаем

n (Σ) =

∫
(VΣ)

η (x, t) dV, (7.89)

где η (x, t) — объемная плотность частиц; x — вектор положения точки тела
отсчета; VΣ — объем, заключенный внутри Σ. Включение времени t в η (x, t)
показывает, что число частиц внутри Σ переменно. Ранее говорилось, что
частицы первого эфира неподвижны в абсолютном пространстве. Посколь-
ку мы пользуемся движущейся S-системой, то число частиц в Σ переменно.
Множество частиц внутри Σ назовем телом A. Кинетическую энергию тела
A представим в виде

K (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mK (x, t) dV, K =
1

2
V ···V+

1

2
ωωω···P··· ΘΘΘ0 ···PT ···ωωω, (7.90)

где K — массовая плотность кинетической энергии; ηmdV — масса объема
эфира dV ; P (x, t) — тензор поворота частицы; ωωω (x, t) — угловая скорость;
mΘΘΘ0 — тензор в отсчетной конфигурации инерции; m и mΘΘΘ0 не зависят ни
от x, ни от t, так как все частицы однотипны. Количество движения K1 и
динамический спин K2 вычисляются по формулам

K1 (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mKKK1 (x, t) dV, KKK1 = V = const;

K2 (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mKKK2 (x, t) dV, KKK2 = x × V + P ··· ΘΘΘ0 ··· PT ···ωωω,
(7.91)

где KKK2 — массовая плотность динамического спина. Напомним, что угловая
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скорость ωωω (x, t) при пространственном описании15 вычисляется с помощью
модификации уравнения Пуассона (3.8)

δ

δt
P (x, t) ≡ d

dt
P(x, t) + V ··· ∇∇∇P(x, t) =ωωω (x, t) × P (x, t) .

Закон “сохранения” частиц при условии VVV = const принимает вид

δη (x, t)

δt
≡ dη (x, t)

dt
+ V ··· ∇∇∇η (x, t) = 0. (7.92)

Уравнение (7.92) показывает, что изменение плотности частиц происходит
только за счет движения эфира относительно S-системы. Если эфир одноро-
ден, то

∇∇∇η = 0,
dη

dt
= 0.

Запишем первый закон динамики Эйлера, считая, что массовые силы от-
сутствуют

d

dt

∫
(VΣ)

ηmVdV =

∫
(Σ)

T(n)dΣ−

∫
(Σ)

ηm (n ··· V)VdΣ. (7.93)

Второе слагаемое в правой части есть скорость подвода количества дви-
жения в тело A; T(n) dΣ — сила, действующая на площадку dΣ с единичной
внешней нормалью n. Используя стандартные рассуждения, согласно (7.93)
с учетом (7.92) получаем

T(n) = −T(−n), T(n) = n ··· T, ∇∇∇ ··· T = 0, (7.94)

где T — тензор напряжений в эфире. Видим, что T находится из условий ста-
тики, что несколько необычно для динамической теории — в этом специфика
первого эфира.

15 Пространственное описание кинематики сплошных сред с вращательными степе-
нями свободы было разработано П. А. Жилиным в 2000–2001 гг. Впервые оно появилось
в статье “The main direction of the development of mechanics for XXI century”, 2000 г. и
получило окончательное развитие в статье “Основные уравнения теории неупругих сред”,
2001 г. Данный раздел основан на статье “Реальность и механика”, 1996 г., в которой
использовалось материальное описание. Чтобы привести данный раздел в соответствие с
остальными главами книги, редакционная коллегия сочла необходимым заменить мате-
риальное описание пространственным. (Примеч. ред.)
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Запишем второй закон динамики Эйлера при условии отсутствия массо-
вых сил:

d

dt

∫
(VΣ)

ηmKKK2dV =

∫
(VΣ)

ηLdV +

+

∫
(Σ)

(
x × T(n) + M(n)

)
dΣ−

∫
(Σ)

ηm (n ··· V)KKK2dΣ,

(7.95)

где M(n) dΣ — момент, действующий на площадку dΣ; ηL — объемная плот-
ность внешнего момента; последнее слагаемое есть скорость подвода кинети-
ческого момента в тело A.

Используя (7.95) и учитывая (7.94), получаем

M(n) = −M(−n); M(n) = n ··· M,

где тензор второго ранга M называется тензором моментных напряжений.
Согласно (7.95) с учетом (7.92), (7.94) получаем локальную форму второго

закона динамики

∇∇∇ ··· M + T× + ηL = ηm
δLLL

δt
; LLL = P ···ΘΘΘ0 ··· PT ···ωωω. (7.96)

Система уравнений (7.94), (7.96) содержит 21 неизвестную функцию (по
девять координат T иM и три параметра, определяющие тензор P), т. е. она
не замкнута. Для замыкания системы (7.94), (7.96) необходимо привлекать
определяющие уравнения. Трудность в том, что мы не знаем, от каких ар-
гументов зависят T и M. Чтобы преодолеть это затруднение, воспользуемся
уравнением баланса энергии.

Запишем уравнение баланса энергии, игнорируя массовые силы и тепло-
вые эффекты,

d

dt

∫
(VΣ)

η(mK + U)dV =

∫
(VΣ)

ηL ···ωωωdV +

+

∫
(Σ)

(Tn ··· V + Mn ···ωωω)dΣ−

∫
(Σ)

ηn ··· V(mK + U)dΣ,

(7.97)

где ηU — объемная плотность внутренней энергии, а последнее слагаемое в
правой части (7.97) есть скорость подвода энергии в тело A, возникающее
вследствие движения S–системы.
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В локальной форме уравнение (7.97) принимает вид

η
δU

δt
= MT ··· ···∇∇∇ωωω+ 2D ···ωωω, (7.98)

где учтены уравнения (7.94), (7.96); условие V = const и разложение (6.77)

T = τττ+ D × E, τττ = τττT ⇒ T× = −2D ⇒
⇒ ∇∇∇ ··· τττ+∇∇∇× D = 0.

(7.99)

С учетом тождеств (6.85)–(6.92) преобразуем уравнение (7.98) к виду

η
δU

δt
= MT ··· ··· δF

δt
+

[(
1

2

(
MT ··· F

)
× + D

)
× P

]T
··· ··· δP
δt
, (7.100)

где тензор деформации F определяется формулами (6.87)

∂

∂xs
P = Fs × P ⇒ ∇∇∇P = F × P, ∇∇∇ ≡ gs

∂

∂xs
, F = gs ⊗ Fs.

Теперь легко принять следующие определяющие уравнения:

U = U (F ,P) , M = M (F ,P) , D = D (F ,P) . (7.101)

Учитывая равенство

δU

δt
=

(
∂U

∂F

)T

··· ··· δF
δt

+

(
∂U

∂P

)T

··· ··· δP
δt
,

уравнение (7.100) переписываем в виде(
η
∂U

∂F
− M

)T
··· ··· δF
δt

+

[
η
∂U

∂P
−

(
1

2

(
MT · F

)
× + D

)
× P

]T
··· ··· δP
δt

= 0. (7.102)

Получили линейную функцию скоростей
δF

δt
и
δP

δt
, которая должна тож-

дественно обращаться в нуль. Однако в (7.102) не все скорости линейно неза-
висимы. В самом деле, из уравнения Пуассона имеем16

δP

δt
··· PT =ωωω× E ⇒ (A ··· P)T ··· ··· δP

δt
= 0, ∀A : A = AT .

16 Доказательство этого тождества можно найти в Приложении D, подраздел D.2.5.
(Примеч. ред.)
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С учетом этого равенства можно утверждать, что для справедливости
(7.102) при всех возможных процессах необходимо выполнение соотношений

M = η
∂U

∂F
,

[
1

2

(
MT · F

)
× + D

]
× P = η

∂U

∂P
+ A ··· P . (7.103)

Второе из этих равенств после умножения на PT справа и вычисления
векторного инварианта (A× = 0) дает

D = −
1

2
η

[
∂U

∂P
··· PT +

(
∂U

∂F

)T

··· F
]
×

. (7.104)

Соотношениями (7.101), (7.103), (7.104) определяются тензор моментных
напряжений M и антисимметричная часть тензора напряжений T. Симмет-
ричная часть T должна находиться по (7.99) и дополнительным определяю-
щим уравнениям. Однако в дальнейшем τττ нас интересовать не будет. Обра-
щает на себя внимание тот факт, что τττ не влияет на внутреннюю энергию.
Удивляться этому не приходится. Здесь можно вспомнить, что внутренняя
энергия абсолютно твердого тела не зависит от напряжений в теле.

Ранее была представлена, по существу, общая теория чисто моментной
среды, в которой частицы только вращаются, их трансляционные движения
обусловлены исключительно движением системы отсчета. Насколько извест-
но, уравнения такого типа получены впервые. (Следует отметить, что теории
эфира, представленные в книге Г. Лоренца, не имеют отношения к первому
эфиру.) Выведенные уравнения являются более общими, чем это необходимо
для первого эфира. Они просто показывают, в каком классе уравнений следу-
ет искать динамические уравнения первого эфира. Далее примем значитель-
ные ограничения, которые, разумеется, не обязательны с чисто теоретической
точки зрения и оправдываются на этапе их построения исключительно ин-
туитивными представлениями. Важно, чтобы эти ограничения не вступали в
противоречия ни с формальной логикой, ни со всеми предыдущими рассуж-
дениями.

Прежде всего, примем, что частицы первого эфира обладают трансвер-
сально изотропными тензорами инерции

mΘΘΘ0 = λ e ⊗ e + μ (E − e ⊗ e) , (7.105)

где λ и μ — осевой и экваториальный моменты инерции, единичный вектор
e задает ось изотропии. Вектор e фиксирован в S-системе.
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Стационарное состояние первого эфира является для нас основным
и определяется заданием тензора поворота вида

P = Q(Ωte) ≡ (1− cosΩt) e ⊗ e + cosΩtE + sinΩt e × E , (7.106)

где Ω = const есть угловая скорость вращения частицы. Тензору поворота
(7.106) отвечают угловая скорость ωωω и тензор деформации F следующего
вида:

ωωω = Ωe , F = 0.

Считаем, что тензору деформации F = 0 и тензору поворота (7.106) от-
вечают нулевой тензор M и нулевой вектор D:

M (0, Q (Ωte)) = 0, D (0, Q (Ωte)) = 0.

Эти допущения аналогичны гипотезе натурального состояния в механике
сплошных сред. Очевидно, что при стационарном состоянии эфира основное
уравнение динамики эфира (7.96) выполняется тождественно. Таким обра-
зом, стационарное состояние первого эфира, если он вообще существует, дает
нам то, что субъективно воспринимается как время: в каждой точке про-
странства угол α = Ωt, накручиваемый частицей, по существу не отличим
от времени. Может вызвать удивление тот факт, что в пространстве (системе
отсчета) появилась выделенная ось e, т. е. появилась определенная анизотро-
пия. Соответствует ли она Реальности? Трудно ответить на этот вопрос, но
нельзя и отрицать такую возможность. Например, строение Солнечной систе-
мы и Галактик указывает на их стремление расположиться в одной плоско-
сти, а нормаль к этой плоскости, возможно, и дает нам ось e. Можно указать
и другие соображения. В любом случае требуется тщательный анализ. По-
ка рассматриваем все указанное как сугубо теоретическую возможность и не
более того.

Обратимся к выводу уравнений, описывающих распространение возму-
щений в первом эфире. Примем, что эти возмущения малы по норме. Тензор
поворота представим в виде композиции поворота (7.106) и малого поворота

P = Q(ψe) ··· Q(θm) ··· Q(ϕe) ··· Q(Ωte), |m| = 1, m ··· e = 0, (7.107)

где ψ, θ, ϕ — углы прецессии, нутации и собственного вращения, т. е. углы
Эйлера, описывающие малый поворот. Малым здесь является только угол
нутации θ : |θ| � 1.

Выражение (7.107) легко переписать в другом виде [31]

P = (E +γγγ× E ) ··· Q (βe),

β = Ωt+ψ+ϕ, γγγ = θQ (ψe) ··· m,
(7.108)
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где вращающийся вектор нутации γγγ (γγγ ··· e = 0) мал по модулю: |γγγ| = |θ|.
Малой считается и сумма ϕ+ψ.

Нетрудно вычислить вектор угловой скорости ωωω и векторы деформации
Fs, отвечающие тензору поворота (7.108),

ωωω = Ωe +
δγγγ

δt
+Ωγγγ× e +

(
δψ

δt
+
δϕ

δt

)
e,

Fs =
∂γγγ

∂xs
+
∂ (ϕ+ψ)

∂xs
e.

(7.109)

Видим, что ωωω содержит большое слагаемое Ωe, а векторы деформации
Fs малы. Для тензора деформации F получаем равенство

F = ∇∇∇γγγ+∇∇∇(ϕ+ψ) ⊗ e = ∇∇∇ [γγγ+ (ϕ+ψ) e ] , γγγ ··· e = 0. (7.110)

Примем основные допущения, характерные не для всякой моментной сре-
ды, а только для первого эфира

M ··· e = 0, D ··· e = 0, ϕ+ψ = 0. (7.111)

Тогда линеаризованное выражение для динамического спина принимает
вид

mLLL = λΩe + μ
δγγγ

δt
+ λΩγγγ× e, mLLL ··· e = λΩ = const. (7.112)

Выражения (7.109) принимают вид

ωωω = Ωe+
δγγγ

δt
+Ωγγγ× e, F = ∇∇∇γγγ , ∇∇∇ωωω =

δ(∇∇∇γγγ)

δt
+∇∇∇γγγ×Ωe. (7.113)

Уравнение баланса энергии (7.98) переписывается в виде

η
δU

δt
= MT ··· ··· δ(∇∇∇γγγ)

δt
+ 2D ··· δγγγ

δt
+Ω

[
MT ··· ··· (∇∇∇γγγ× e) + 2D ··· (γγγ× e)

]
.

Инвариантность внутренней энергии по отношению к замене системы от-
счета приводит к условию, которое в линеаризованном случае дает равенство

MT ··· ··· (∇∇∇γγγ× e) + 2D ··· (γγγ× e) = 0. (7.114)

Поэтому предыдущее равенство принимает вид

η
δU

δt
= MT ··· ··· δ(∇∇∇γγγ)

δt
+ 2D ··· δγγγ

δt
⇒ U = U (∇∇∇γγγ ,γγγ) . (7.115)
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Соотношения Коши–Грина (7.103), (7.104) принимают совсем простой вид

M =
∂ηU

∂∇∇∇γγγ, 2D =
∂ηU

∂γγγ
(η = const). (7.116)

В линейной теории для внутренней энергии можно принять квадратич-
ную форму

ηU =
1

2
∇∇∇γγγ ··· ···A ··· ···∇∇∇γγγ+∇∇∇γγγ ··· ···B ···γγγ+

1

2
γγγ ··· C ···γγγ , (7.117)

где тензоры четвертого ранга A, третьего ранга B и второго ранга C транс-
версально изотропны с осью изотропии e и удовлетворяют ограничениям

d ··· ···A = A ··· ···d, e ··· A = 0,

e ··· B = 0, B ··· e = 0, C = CT , e ··· C = 0,

причем тензор второго ранга d здесь произволен. Эти ограничения, очевидно,
не уменьшают степени общности (7.117).

Общий вид трансверсально изотропных тензоров, удовлетворяющих при-
веденным ограничениям, дается формулами

A = A0 iα ⊗ e ⊗ iα ⊗ e +A1 a ⊗ a+

+A2 (iα ⊗ iβ ⊗ iα ⊗ iβ + iα ⊗ a ⊗ iα) +A3 c ⊗ c,

B = 0, C = C a; a = E − e ⊗ e, c = e × E,

(7.118)

где подразумевается суммирование по греческим индексам от 1 до 2. Энергия
деформации (7.117) положительно определена, если выполнены неравенства

A0 > 0, A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0, C > 0.

Условие (7.114) будет выполнено, если A3 = A1 +A2.
Простейшая форма энергии для первого эфира имеет вид

ηU =
1

2
A∇∇∇γγγ ··· ···∇∇∇γγγT +

1

2
Cγγγ ···γγγ , A > 0, C > 0. (7.119)

В этом случае
M = A∇∇∇γγγ , 2D = Cγγγ . (7.120)

Уравнение баланса кинетического момента, т. е. второй закон динамики
Эйлера (7.96), в случае (7.120) принимает простой вид

AΔγγγ− Cγγγ = ημ
δ2γγγ

δt2
+ ηλΩ

δγγγ

δt
× e. (7.121)
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Приняв условие

V = 000 ⇒ δ

δt
≡ d

dt
, (7.122)

уравнение (7.121) можно переписать в виде

AΔγγγ− Cγγγ = ημ
d2γγγ

dt2
+ ηλΩ

dγγγ

dt
× e. (7.123)

На первый взгляд кажется, что уравнение (7.123) не встречалось ранее в
физике. Однако это не совсем так. Запишем уравнение (7.123) в скалярной
форме. Представим вектор γγγ в виде разложения по базису

γγγ = γ1i1 + γ2i2 , i1 ··· i2 = 0, e = i1 × i2 , |iα| = 1

и введем функцию
Ψ = γ1 + iγ2, i2 = −1. (7.124)

Тогда уравнение (7.123) записывается в виде

−ημ
∂2Ψ

∂t2
+ iηλΩ

∂Ψ

∂t
= −AΔΨ+ CΨ. (7.125)

Если в этом уравнении отбросить первое слагаемое в левой части, то полу-
чаем хорошо известное уравнение Шредингера. Если отбросить второе слага-
емое, то получаем не менее известное уравнение Клейна–Гордона. Оба урав-
нения лежат в основаниях квантовой механики. Напомним, что “вывод” этих
уравнений в квантовой механике основан на весьма неубедительных для ме-
хаников рассуждениях. По сути, единственное оправдание этих уравнений —
вытекающие из них результаты.

Более удобной является форма (7.123). Для разделения переменных в
(7.123) будем искать его решение в виде

γγγ = Q (pte) ··· ΓΓΓ (x) ⇒ γ̇γγ̇γγγ̇γγγ = peee ×γγγ , γ̈γγ̈γγγ̈γγγ = −p2γγγ , ΓΓΓ ··· e = 0.

Тогда для вектора ΓΓΓ получаем уравнение

AΔΓΓΓ − CΓΓΓ = −
(
ημp2 − ηλΩp

)
ΓΓΓ . (7.126)

Частные решения этого уравнения ищутся в виде

ΓΓΓ = ΓΓΓΓΓΓΓΓΓ ∗ exp (ik ··· x) ,

где k называется волновым вектором. Подставляя это выражение в (7.126),
получаем дисперсионное уравнение

ημp2 − ηλΩp−
(
C+Ak2

)
= 0, k2 = k ··· k.
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Откуда получаем

p1,2 =
λΩ

2μ
±

√(
λΩ

2μ

)2

+
C+Ak2

ημ
. (7.127)

Итак, в первом эфире имеется две скорости распространения волн, зна-
чительно различающиеся по величине.

Заметим, что угловая скорость Ω существенно входит в (7.123) и именно
она, видимо, в первую очередь может претендовать на роль фундаментальной
мировой константы.

Можно предположить, что первый эфир играет главную роль в объяс-
нении строения ядер и атомов. Для макротел первый эфир практически не
ощутим, если не принимать во внимание особо тонких экспериментов.

Заключение

Данная глава посвящена рассмотрению фундаментальных проблем в
электродинамике и теории атома. Главная цель — привлечь внимание ученых-
механиков к их анализу. Для решения этих проблем могут использоваться
концепции различного рода эфиров. Эти концепции описывались многими ве-
ликими учеными (Пифагор, Платон, Аристотель, Ньютон, Эйлер, Фарадей,
Максвелл и др.). В частности, в данной главе показано, что так называемый
первый эфир является сплошной средой специального вида. Распространение
возмущений в первом эфире описывается уравнениями, которые представля-
ют собой некоторую комбинацию уравнений Шредингера и Клейна–Гордона.
Таким образом, дана строгая механическая интерпретация уравнения Шре-
дингера. Так называемый второй эфир является электромагнитным состоя-
нием материи. Детально обсуждалась классическая электродинамика Макс-
велла.

Показано, что в общем случае уравнения Максвелла не имеют решения.
Если решение существует, то оно состоит из двух частей: волновая часть
и электростатическая часть, которая мгновенно распространяется на все
пространство. Это означает, что уравнения Максвелла содержат две скоро-
сти распространения волн, причем одна из них бесконечна. Следовательно,
электродинамика Максвелла не совместима со специальной теорией относи-
тельности. Предлагаемая механическая интерпретация уравнений Максвел-
ла немедленно приводит к модифицированным уравнениям Максвелла, об-
ладающим следующими свойствами: 1) решение этих уравнений существует
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всегда; 2) скорости распространения сигналов конечны; 3) решение модифи-
цированных уравнений стремится к решению классических уравнений при
стремлении второй скорости к бесконечности; 4) если скалярный потенциал
равен нулю, то оба решения в точности совпадают. Показано, почему как
классическая, так и модифицированная электродинамика не позволяет пра-
вильным образом описать структуру атома. Иллюстративные задачи пока-
зывают разницу между классической и модифицированной системами.

Двадцатый век продемонстрировал огромный прогресс механики не толь-
ко в области ее традиционных приложений, но и в области ее фундаменталь-
ных основ. Кое-что было просто уточнено, кое в чем механика была расши-
рена в направлениях, указанных Л. Эйлером свыше 200 лет тому назад. В
настоящее время возможности рациональной механики возросли настолько,
что ей вполне по силам вплотную заняться проблемами электромагнетизма и
строения атома. Направление этих исследований мы попытались показать в
данной работе. Главные трудности в том, как описать взаимодействие эфиров
между собой и взаимодействие эфиров с макротелами.

Первоочередной задачей является ответ на вопрос, что такое заряд, т. е.
чем отличается заряженное тело от незаряженного. Разумеется, ответ дол-
жен иметь не словесную форму, но должен быть выражен в виде неких фор-
мальных структур, задаваемых в механике. Здесь еще все покрыто туманом,
рассеять который и должна рациональная механика в грядущем веке.

К сожалению, большинство механиков полагают, что у механики доста-
точно своих проблем, и потому они самоустраняются от анализа труднейших
проблем новейшей физики. Кажется, что это опасная тенденция. Те, кто сле-
дят за развитием науки, легко заметят, как стремительно снижается роль
и значение механики в исследовательских и образовательных программах.
Некоторые исследователи вообще перестали считать механику фундамен-
тальной наукой. Ошибочность подобных воззрений проявится очень скоро,
но восстанавливать престиж механики будет нелегко.

Единственный шанс для механики сохранить роль фундаментальной нау-
ки состоит в активном внедрении в разработку проблем новейшего естество-
знания в широком смысле.
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[215] Fomèthe A. Material forces in thermoelastic ferromagnets / A. Fomèthe,
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Приложения

Приложение A

Некоторые этапы развития механики
как науки1

.A.1 Предварительные замечания

Это приложение служит дополнением к первой главе книги, главным об-
разом в отношении библиографических данных, касающихся работ ученых,
внесших значительный вклад в Механику, особенно в Рациональную Меха-
нику. Кроме того, здесь излагается определенный взгляд на развитие науки,
в частности механики.

.A.2 Первые шаги — древность

До настоящего времени ведутся бурные дискуссии о том, какая наука
самая древняя. Если не обсуждать философские или гуманитарные науки,
а сосредоточиться только на математике и естественных науках, то можно
сказать, что основным толчком развития науки было стремление людей из-
мерить и предсказать явления природы. Очевидно, что развитие естествен-
нонаучных направлений связано с созданием механических моделей тех или
иных физических явлений, а при наличии соответствующих математических
методов и исследованием этих моделей путем численного моделирования.

1 Приложение написано Х. Альтенбахом на основе лекций, прочитанных в разных уни-
верситетах, и статьи: Altenbach, H. Zu einigen Aspekten der klassischen Kontinuumsmechanik
und ihrer Erweiterungen / H. Altenbach // Technischer Mechanik. — 1990. — B. 10, H. 2. —
S. 95–105. (Примеч. ред.)
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При рассмотрении древнегреческих достижений в науке становится по-
нятным, что одним из первых механиков был Архимед2. Он занимался мно-
гими научными проблемами, но главным образом из области математики и
механики. Архимед заложил основы механики, причем основное внимание он
сосредоточил на задачах статики твердых тел и жидкостей. Архимед приду-
мал различные механические конструкции, основанные на принципе рычага.
Рычаг был известен и до него, но только Архимед изложил соответствующую
полную теорию. В итоге можно сделать два вывода: В основе физики стоя-
ла механика, и, вообще говоря, с помощью Рациональной Механики можно
построить основные физические теории, которые были разработаны до кон-
ца XIX в. Первые механические теории принимали во внимание не только
силовые воздействия, но также и моментные.

К сожалению, из-за того что в начале был рассмотрен рычаг, и в насто-
ящее время некоторые думают, что моменты связаны с введением силы и
плеча. Это приводит к ошибкам в идейном плане. Кроме того, отсюда сле-
дуют существенные ограничения, которые не позволяют построить общую
механическую теорию для деформируемых тел.

.A.3 От периода Ренессанса
до века промышленной революции

Во время периода Ренессанса были сделаны первые попытки ускорить
темп развития механики в связи с практическими задачами. Большой вклад
внес Леонардо да Винчи3, который занимался различными техническими
конструкциями. Знаменит его летательный аппарат. В это же время стало яс-
но, что развитие механики связано с прогрессом математических наук (хотя,
помимо этого, нужны еще хорошие эксперименты). К сожалению, в начале
периода Ренессанса не было ни дифференциального, ни интегрального, ни
тензорного исчисления.

Следующий этап развития связан с небесной механикой, давшей ответы
на вопросы, как следует понимать движение планет. Одновременно обсужда-
лись мировоззренческие вопросы, например, были конфликты с церковью по
поводу геолиоцентричекой системы мира. Большой вклад в развитие небес-

2 Архимед (Aρχιμηδησ), 287–212 г. до н. э., Сиракузы. Математик, механик, инженер.
3 Леонардо ди сер Пьеро да Винчи (Leonardo da Vinci), 15 апреля 1452 г., село Анкиано,

около городка Винчи, близ Флоренции — 2 мая 1519 г., замок Кло-Люсэ, близ Амбуаза,
Турень, Франция; великий итальянский художник (живописец, скульптор, архитектор) и
ученый (анатом, математик, физик, естествоиспытатель).
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ной механики внес Галилей4, который наблюдал за движением небесных тел
с помощью созданного им телескопа. В то время представление о недефор-
мируемом твердом теле являлось основной моделью.

Мариотт5 изучал в основном вопросы механики жидкостей, давления
внутри труб и равновесия жидких тел. Он опубликовал в 1679 г. соотношение
между давлением газа и его объемом, которое было найдено ранее Бойлем6

и сейчас называется законом Бойля–Мариотта. В механике сплошных сред
это соотношение используют в качестве определяющего уравнения.

Следующий этап развития механики связан с именами Гука7 и Ньюто-
на8. Роберт Гук написал множество работ в разных областях естественных
наук. Наибольшую славу ему принесли работы по механике, в которых он
ввел закон пропорциональности между нагружением и удлинением. Закон
был опубликован в 1676 г. в виде анаграммы: ceiiinosssttuv. Причиной такой
формы публикации послужило то обстоятельство, что Гук боялся, что его
закон кто-то опубликует под своей фамилией. Через некоторое время ана-
грамма была расшифрована: ut tensio sic vis (как удлинение, так и сила).
Исааку Ньютону принадлежат работы по математике, физике и астрономии.
Его считают одним из создателей интегрального исчисления. Он долго су-
дился с Лейбницом9 за право назвать себя первым (Ньютон спор выиграл,
но запись интегрального исчисления до сих пор используется в виде, предло-
женном Лейбницем). Как президент королевского общества (Британская ака-
демия наук), он в значительной степени повлиял на развитие науки. Вместе с
тем, он и сам был активным ученым. В своей главной публикации “Матема-
тические начала натуральной философии ” (“Philosophiae Naturalis Principia

4 Галилео Галилей (Galileo Galilei), 15 февраля 1564 г., Пиза, герцогство Флоренция —
8 января 1642 г., Арчетри, Великое герцогство Тосканское; итальянский физик, механик,
астроном, философ и математик, заложил фундамент классической механики.

5 Эдм Мариотт (Edme Mariotte), 1620 г., Дижон, Бургундия — 12 мая 1684 г., Париж;
французский физик и аббат, один из основателей (1666) и первых членов французской
Академии наук (l’Académie des Sciences).

6 Роберт Бойль (англ. Robert Boyle, ирл. Robaird Ó Bhaoill), 25 января 1627 г., Лизмор,
Графство Вотерфорд, Ирландия — 30 декабря 1691 г., Лондон; физик, химик и богослов,
один из основателей (1660) и первых членов Королевского общества (Royal Society).

7 Роберт Гук (Robert Hooke), 18 июля 1635 г., Фрешуотер, остров Уайт, Англия —
3 марта 1703 г., Лондон; ученик Бойля, физик, химик, биолог, член Королевского обще-
ства.

8 Исаак Ньютон (Isaac Newton), 25 декабря 1642 г., Вулсторп, Линкольншир, Англия —
2 марта 1726 г., Кенсингтон, Мидлсекс, Англия; физик, математик, астроном, член и пре-
зидент Королевского общества.

9 Готфрид Вильгельм фон Лейбниц (Gottfried Wilhelm von Leibniz), 1 июля 1646 г.,
Лейпциг — 14 ноября 1716 г., Ганновер; математик.
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Mathematica ”) он изложил закон всемирного тяготения и аксиомы механи-
ки, четко показал тесную связь между математикой и механикой. Во многих
учебниках до сих пор написано, что Ньютон заложил основы классической
механики, а физики считают, что студентам инженерных специальностей из-
лагают теоретическую механику и сопротивление материалов в духе нью-
тоновской механики. Эта точка зрения не соответствует нынешнему уровню.
Механика в духе Ньютона дает правильные результаты для материальных то-
чек. Кинематика материальных точек чисто трансляционная, вращения для
них не ощутимы. Переход к телам в рамках механики Ньютона осуществля-
ется таким образом: сначала рассматривается одна точка, потом несколько
точек, а потом много точек. Предельный переход, когда число точек стре-
мится к бесконечности, должен дать результаты, которые можно применять
к механике твердых тел. Но, как известно, индивидуальная точка имеет три
степени свободы (в трехмерном пространстве), а твердое тело шесть. Дис-
куссия о независимости трансляционных и ротационных движений, сил и
моментов, баланса количества движения и баланса кинетического момента
и в настоящее время ведется с большой интенсивностью, хотя правильный
ответ на эти вопросы можно найти, например, в статье Трусделла10.

Существенный вклад в науку внесли Якоб Бернулли11 и Леонард Эйлер12.
Они были выдающимися математиками, но вместе с тем искали применения
математическим теориям. При этом, анализируя механические задачи, они
разрабатывали математические методы их решения. Двухтомное сочинение
Эйлера “Механика, или наука о движении, в аналитическом изложении ”
является примером, подтверждающим указанное. Таким образом, теоретиче-
ская механика становится прикладной частью математики.

Обсуждая вклад в науку Бернулли и Эйлера, нельзя не остановиться на
их трактовке момента. При изложении теории балок Бернулли обнаружил,
что правильное задание краевых условий возможно только с помощью вве-
дения момента. Эйлер сделал еще один шаг — в отличие от Ньютона, он
предложил два уравнения движения, которые независимы друг от друга. Та-
ким образом, стало ясно, что при изучении движения тел следует различать
трансляционные и ротационные движения. Кроме того, если силы являются

10 Truesdell, C. Die Entwicklung des Drallsatzes / C. Truesdell // Z. Angew. Math. Mech. —
1964. — B. 44, H. 4/5. — S. 149–158.

11 Якоб Бернулли (Jakob Bernoulli), 27 декабря 1654 г., Базель — 16 августа 1705 г.,
Базель; швейцарский математик, иностранный член Парижской Академии наук.

12 Леонард Эйлер (Leonhard Euler), 4 апреля 1707 г., Базель — 7 сентября 1783 г.,
Санкт-Петербург; математик, механик, астроном, член Петербургской Академии наук,
Берлинской Академии наук.
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причинами трансляционного движения, то возникает вопрос о причинах ро-
тационных движений. Момент был известен с времен Архимеда, но многие
воспринимали его как силу, умноженную на плечо. Со времен Бернулли и
Эйлера стало ясно, что момент может быть введет как независимая от сил
величина.

Развитие механики в XVIII в. связано с именем французского ученого
Лагранжа13, который обладал уникальным талантом в области обобщения
и синтеза накопленного научного материала. Он представил имеющиеся в
то время механические познания в своей книге “Аналитическая механика ”
(“Mécanique analytique ”). При этом он не только собрал материал из дру-
гих публикаций, но и внес свой вклад. Например, при изложении “Аналити-
ческой механики ” он установил принцип возможных перемещений. Помимо
этого, он создал вариационное исчисление, которое имеет большое значение
при решении механических задач. Надо отметить, что Лагранж был сторон-
ником математизации механики — его “Аналитическая механика ” не содер-
жит рисунков.

.A.4 Механика в XX веке

После фундаментальной монографии Лагранжа механика развивалась в
двух направлениях. Первое направление — это теоретическая механика, кото-
рая тесно связана с познанием в математике. Здесь особенных успехов достиг-
ла французская школа математиков, к которой принадлежат такие ученые,
как Пуассон14, Навье15 и Коши16. Второе направление связано с прикладными
задачами из промышленной практики, решение которых привело к развитию
инженерной (или, как ее называют в Германии, технической) механики. Важ-
ными подразделами инженерной (технической) механики являются теория
пластичности и теория ползучести. Заметный вклад в инженерную механику

13 Жозеф Луи Лагранж (фр. Joseph Louis Lagrange, итал. Giuseppe Lodovico
Lagrangia), 25 января 1736 г., Турин — 10 апреля 1813 г., Париж; механик, математик,
президент Берлинской Академии наук, член Парижской Академии наук.

14 Симеон Дени Пуассон (Siméon Denis Poisson), 21 июня 1781 г., Питивье, Франция —
25 апреля 1840 г., Со, Франция; математик.

15 Анри Навье (Henry Navier), 10 февраля 1785 г., Дижон, Франция — 21 августа
1836 г., Париж, Франция; математик, работы по гидромеханике.

16 Огюстeн Луи Коши (Augustin Louis Cauchy), 21 августа 1789 г., Париж, Франция —
23 мая 1857 г., Со, Франция; математик.
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внес Кирхгоф17, разработавший теорию пластин, которую сегодня принято
называть классической.

В конце XIX в. появились работы, которые возвращались к концепции
Эйлера. Эта концепция опирается на независимость трансляционного и ро-
тационного движений, а также уравнения баланса количества движения и
баланса кинетического момента.

Первые работы, посвященные новым моделям механики сплошной среды,
связаны с именами лорда Кельвина18 и Дюамеля19. Однако наибольший инте-
рес в настоящее время представляют работы братьев Коссера20, основателей
нового направления.

Первое сообщение братья Коссера опубликовали в 1896 г., а в 1909 г. вы-
шла их знаменитая монография21, в которой с единых позиций излагались
различные физические теории. В этой же монографии братья Коссера после-
довательно проводят точку зрения, что, помимо трансляционных движений,
в деформируемых телах следует рассматривать и ротационные движения,
причем как независимые от трансляционных.

Толчком к развитию нового направления явился пленарный доклад
немецкого математика Давида Гильберта22 на Втором Всемирном математи-
ческом конгрессе в 1900 г. В этом докладе Гильберт сформулировал список
23 нерешенных проблем. Из них многие, в том числе шестая проблема, до
сих пор не решены.

В центре шестой проблемы стоят требования аксиоматической формули-
ровки механики. (Сегодня многие трактуют шестую проблему как необхо-

17 Густаф Роберт Кирхгоф (Robert Gustav Kirchhoff), 12 марта 1824 г., Кенигсберг,
Пруссия — 17 октября 1887 г., Берлин, Германия; физик.

18 Уильям Томсон, лорд Кельвин (William Thomson, 1st Baron Kelvin), 26 июня 1824 г.,
Белфаст, Северная Ирландия — 17 декабря 1907 г., Ларгс, Шотландия; профессор по тео-
ретической физике университета в Глазго, в основном работы по электричеству и термо-
динамике.

19 Жан Мари Констан Дюамель (Jean-Marie Constant Duhamel), 5 февраля 1797 г.,
Сен-Мало, Франция — 29 апреля 1872 г., Париж, Франция; математик и физик, работы
по термодинамике и аналитической механике.

20 Франсуа Коссера (Françoi Cosserat), 26 ноября 1852 г., Дуай, Франция — 22 марта
1914 г., Тулузе, Франция; инженер-строитель; Ойжен Коссера (Eugen Cosserat), 4 мар-
та 1866 г., Амиенс, Франция — 31 мая 1931 г., Тулузе, Франция; математик, профессор
по дифференциальному и интегральному исчислению в университете Тулуза, директор
обсерватории там же.

21 Cosserat, E. & F. Théorie des corps déformables, Hermann, Paris, 1909.
22 Давид Гильберт (David Hilbert), 23 января 1862 г., Велау вблиз Кенигсберга, Прус-

сия — 14 февраля 1943, Геттинген, Германия; математик, диссертация по теории инвари-
антов, 35 лет работал в Геттингенском университете.
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димость аксиоматического построения физики.) Решению этой проблемы по-
священы многочисленные работы, опубликованные в основном после Второй
мировой войны. Среди них необходимо отметить докторскую диссертацию
(Habilitation) и учебники Георга Гамеля23.

В настоящее время аксиоматическая механика также называется “раци-
ональная механика”. Основополагающие работы в этом направлении были
опубликованы Трусделлом24 и Ноллом 25, а также другими учеными. Интен-
сивная дискуссия о началах рациональной механики развивалась в России
после публикации знаменитой монографии Трусделла26. Следует отметить,
что русский перевод этой книги вышел на два года раньше27 и был подготов-
лен под редакцией А. И. Лурье и П. А. Жилина.

23 Георг Гамель (Georg Hamel), 12 сентября 1877 г., Дюрен, Германия — 4 октября
1954 г., Ландсхут, Германия; математик, ученик Гильберта, профессор Берлинского тех-
нического университета, в 1928/1929 гг. ректор, работы по аксиоматическому построению
классической механики.

24 Клифорд Амброз Трусделл III (Clifford Truesdell), 18 февраля 1919 г., Лос-
Анджелес, США — 14 января 2000 г., Балтимор, США; математик.

25 Вальтер Нолл (Walter Noll), 7 января 1925 г., Берлин, Германия; математик, работы
по классической механике, а также термодинамике, создал теорию простых материалов
(A new theory of simple materials // Archive for Rational Mechanics and Analysis. — 1972. —
V. 52. — P. 62–92).

26 Truesdell, C. A First Course in Rational Continuum Mechanics / C. Truesdell. — New
York, Academic Press, 1977.

27 Трусделл К. Первоначальный курс рациональной механики / К. Трусделл. — М. :
Мир, 1975.



Приложение B

Основы прямого тензорного исчисления1

Тензорное исчисление — эффективный математический аппарат, широ-
ко используемый в различных областях науки. Существует два подхода к
изложению теории тензоров. При координатном подходе под тензором пони-
мается матрица, компоненты которой преобразуются при переходе от одного
координатного базиса к другому по определенным формулам. При прямом
подходе тензор рассматривается как элемент линейного пространства, полу-
ченного специальным перемножением векторных пространств. Ввод базиса
в прямом тензорном исчислении позволяет легко перейти к координатной
форме записи, поэтому с чисто математической точки зрения оба подхода
эквивалентны. Однако при прямой форме записи есть возможность делать
большинство преобразований без перехода к координатной записи, исполь-
зуя тождества, записанные в инвариантной форме, что позволяет сделать
выкладки более компактными. Таким образом, прямое тензорное исчисление
представляет собой математическое средство, с помощью которого форму-
лируются инвариантные соотношения между изучаемыми объектами. Более
подробное изложение можно найти, например, в [25,26,50,171–173].

.B.1 Определение тензора

Исходный объект при построении прямого тензорного исчисления — век-
торное ориентированное пространство L, элементами которого являются век-
торы aaa,bbb,ccc..., (направленныe отрезки). Формальное произведение векторов
aaa⊗bbb называется диадой (⊗ — обозначает операцию тензорного умножения).
Отметим, что тензорное умножение некоммутативно aaa ⊗ bbb �= bbb ⊗ aaa.

Рассмотрим формальные суммы

AAA = aaa ⊗ bbb + ccc ⊗ ddd + eee ⊗ fff + ...
1 Приложение написано Е. Н. Вильчевской. (Примеч. ред.)
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Элементы AAA называются тензорами второго ранга, если выполнены усло-
вия эквивалентности

aaa ⊗ bbb + ccc ⊗ ddd = ccc ⊗ ddd + aaa ⊗ bbb,

aaa ⊗ (bbb + ccc) = aaa ⊗ bbb + aaa ⊗ ccc, (B.1)
(aaa + bbb) ⊗ ccc = aaa ⊗ ccc + bbb ⊗ ccc,

(αaaa) ⊗ bbb = aaa ⊗ (αbbb).

На множестве тензоров второго ранга T2 вводятся линейные операции

AAA = aaa ⊗ bbb + ccc ⊗ ddd, BBB = ddd ⊗ eee + ggg ⊗ hhh,

SSS = AAA + BBB = aaa ⊗ bbb + ccc ⊗ ddd + ddd ⊗ eee + ggg ⊗ hhh, (B.2)
αAAA = (αaaa) ⊗ bbb + (αccc) ⊗ ddd = aaa ⊗ (αbbb) + ccc ⊗ (αddd).

Нулевым тензором второго ранга называется тензор

000 = oooooo, (B.3)

где ooo — нулевой вектор. Представив нулевой вектор в виде

ooo = 0aaa,

получим альтернативные представления нулевого тензора

OOO = oooaaa = aaaooo.

Формальные суммы формальных произведений трех векторов (триад)

3AAA = aaa ⊗ bbb ⊗ ccc + ddd ⊗ eee ⊗ fff + ... , (B.4)

подчиненных соответствующим соотношениям эквивалентности, называют-
ся тензорами третьего ранга, определенными на множестве T3. Аналогично
вводятся тензоры более высоких рангов.

.B.2 Операции с тензорами второго ранга

.B.2.1 Умножение тензоров

Для упрощения записи представим тензоры AAA и BBB в виде

AAA =
∑
k

aaak ⊗ bbbk, BBB =
∑
l

dddl ⊗ fffl. (B.5)
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Скалярные умножения тензора на вектор

AAA ··· ccc =
∑
k

aaak ⊗ (bbbk ··· ccc) , (B.6)

ccc ···AAA =
∑
k

(ccc ··· aaak) ⊗ bbbk, (B.7)

результат умножения — вектор.
Векторные умножения тензора на вектор

AAA × ccc =
∑
k

aaak ⊗ (bbbk × ccc) , (B.8)

ccc ×AAA =
∑
k

(ccc × aaak) ⊗ bbbk, (B.9)

результат умножения — тензор второго ранга.
Тензорные умножения тензора на вектор

AAA ⊗ ccc =
∑
k

aaak ⊗ bbbk ⊗ ccc, (B.10)

ccc ⊗AAA =
∑
k

ccc ⊗ aaak ⊗ bbbk, (B.11)

результат умножения — тензор третьего ранга.
Скалярное умножение тензора на тензор

AAA ···BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
···
(∑

l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

(bbbk ··· dddl)aaak ⊗ fffl, (B.12)

результат умножения — тензор второго ранга.
Векторное умножение тензоров

AAA ×BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
×

(∑
l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

aaak ⊗ (bbbk × dddl) ⊗ fffl, (B.13)

результат умножения — тензор третьего ранга.
Тензорное умножение тензора на тензор

AAA ⊗BBB =
∑
k,l

aaak ⊗ bbbk ⊗ dddl ⊗ fffl, (B.14)

результат умножения — тензор четвертого ранга.
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Двойное скалярное умножение тензоров2

AAA ······ BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
······

(∑
l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

(bbbk ··· dddl)(aaak ··· fffl), (B.15)

результат умножения — скаляр.
Двойное векторное умножение тензоров

AAA ××BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
××

(∑
l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

(bbbk × dddl)(aaak × fffl), (B.16)

результат умножения — тензор второго ранга.
Скалярно-векторное умножение тензоров

AAA ···×BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
···×

(∑
l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

(bbbk ··· dddl)(aaak × fffl), (B.17)

результат умножения — вектор.
Векторно-скалярное умножение тензоров

AAA ×···BBB =

(∑
k

aaak ⊗ bbbk

)
×···

(∑
l

dddl ⊗ fffl

)
=

∑
k,l

(aaak ··· fffl)(bbbk × dddl), (B.18)

результат умножения — вектор.

.B.2.2 Симметричный и антисимметричный тензоры

Тензором, транспонированным заданному тензору AAA =
∑

k aaak ⊗ bbbk,
называется тензор, в котором изменен порядок сомножителей во всех диадах

AAAT =
∑
k

bbbk ⊗ aaak. (B.19)

Симметричный тензор. Симметричным называется тензор AAA, удовле-
творяющий условию

AAAT = AAA. (B.20)

Возможно другое определение симметричного тензора. Тензор второго
ранга симметричен, если для любого вектора xxx справедливо равенство

AAA ··· xxx = xxx ···AAA. (B.21)
2 Двойные операции умножения можно определить иначе, считая что первый знак

относится к первым векторам диады, а второй — ко вторым. Определения (B.15)–(B.18)
совпадают с используемыми в основном тексте книги.
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Антисимметричный тензор. Антисимметричным называется тензор
AAA, удовлетворяющий условию

AAAT = −AAA, (B.22)

или, иначе, тензор второго ранга антисимметричен, если для любого вектора
xxx справедливо равенство

AAA ··· xxx = −xxx ···AAA. (B.23)

Любой тензор второго ранга AAA допускает единственное представление в
виде суммы его симметричной AAAS и антисимметричной AAAA частей, причем

AAAS =
1

2

(
AAA + AAAT

)
, AAAA =

1

2

(
AAA − AAAT

)
. (B.24)

.B.2.3 Тензорный базис. Координаты тензора

Всякий тензор второго ранга может быть представлен в виде следующего
разложения в ортогональном и нормированном базисе eee1,eee2,eee3:

AAA = Aikeeei ⊗ eeek; eeei ··· eeek = δik, (B.25)

где δik — символ Кронекера. В формуле (B.25) в соответствии с правилом
Эйнштейна проводится суммирование по повторяющимся индексам от 1 до 3.

Линейно независимые комбинации eeei⊗eeek называются элементами тензор-
ного базиса. Величины Aik — координаты тензора относительно введенного
тензорного базиса.

.B.2.4 Единичный тензор и тензор Леви–Чивита

Тензор второго ранга называется единичным, если для любого вектора
xxx справедливо равенство

EEE ··· xxx = xxx ···EEE = xxx. (B.26)

Единичный тензор может быть представлен в виде разложения по произ-
вольной ортонормированной тройке векторов eee1, eee2, eee3,

EEE = eee1 ⊗ eee1 + eee2 ⊗ eee2 + eee3 ⊗ eee3. (B.27)

Тензор Леви–Чивита вводится соотношением
3LLL = −EEE ×EEE. (B.28)

Запишем тензор Леви–Чивита в ортонормированном базисе eeei

3LLL = −eeek ⊗ (eeek × eees) ⊗ eees = εkmseeek ⊗ eeem ⊗ eees, (B.29)
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где εkms — символы Леви–Чивита, определяемые через смешанное произве-
дение базисных векторов,

εkms = (eeek × eeem) ··· eees.

.B.2.5 Свойства операций умножения

Свойства операций скалярного умножения тензора на вектор:

ccc ···AAA = AAAT ··· ccc;

ccc ···AAA ··· ddd = ddd ···AAAT ··· ccc = AAA ······(ddd ⊗ ccc) = (ddd ⊗ ccc) ······AAA.
Свойства операций векторного умножения тензора на вектор:

(ccc ×AAA)T = −AAAT × ccc;

ccc ×AAA × ddd = −AAA ××(ddd ⊗ ccc) = −(ddd ⊗ ccc) ××AAA;

ccc × (ddd ×AAA) = ddd ⊗ (ccc ···AAA) − (ddd ··· ccc)AAA;

(ccc × ddd) ×AAA = (ddd ⊗ ccc − ccc ⊗ ddd) ···AAA.
Свойства операций смешанного умножения тензора на диаду:

ccc ···AAA × ddd = AAA ×···(ddd ⊗ ccc) = −(ddd ⊗ ccc) ···×AAA;

ccc ×AAA ··· ddd = −AAA ···×(ddd ⊗ ccc) = (ddd ⊗ ccc) ×···AAA.
Свойства операций умножения двух тензоров:

(AAA ···BBB)T = BBBT ···AAAT ;

AAA ······BBB = BBB ······AAA = AAAT ······BBBT ;

AAAS ······BBBA = 0;

AAA ······BBB = AAAS ······BBBS + AAAA ······BBBA;

(AAA ×BBB) ······BBBT = 0.

Тождества, содержащие единичный тензор и тензор Леви–Чивита:

ccc ×EEE = EEE × ccc;

ccc ×EEE × ddd = ddd ⊗ ccc − (ddd ··· ccc)EEE;

AAA ···EEE = EEE ···AAA = AAA;

(EEE × ccc) ···AAA = ccc ×AAA;

aaa × bbb = −aaa ··· 3LLL ··· bbb.
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.B.2.6 Разложение тензора на шаровую и девиаторную части

След тензора второго ранга. Следом тензора AAA =
∑

k aaak⊗bbbk называ-
ется скаляр trAAA, вычисляемый по правилу

trAAA =
∑
k

aaak ··· bbbk. (B.30)

Свойства следа тензора второго ранга

trAAA = AAA ······EEE;

trAAA = trAAAT ;

trAAAA = 0;

tr(AAA ···BBB) = tr(BBB ···AAA) = tr(AAAT ···BBBT) = tr(BBBT ···AAAT) = AAA ······BBB;

tr(AAA × ccc) = tr(ccc ×AAA);

tr(bbb ×EEE × ccc) = −2bbb ··· ccc;
tr (aaa × (bbb ×CCC)) = aaa ···CCC ··· bbb − aaa ··· bbb trCCC.

Шаровым тензором называется тензор вида αEEE, где α — вещественное
число. Любому тензору AAA можно однозначно сопоставить шаровой тензор по
правилу

AAA =
1

3
(trAAA)EEE. (B.31)

Девиатором называется тензор, след которого равен нулю. Произволь-
ный тензор можно представить в виде разложения на шаровой тензор и де-
виатор

AAA =
1

3
(trAAA)EEE + AAAd. (B.32)

.B.2.7 Векторный инвариант. Сопутствующий вектор

Векторным инвариантом тензора AAA =
∑

k aaak ⊗ bbbk называется вектор AAA×,
вычисляемый по правилу

AAA× =
∑
k

aaak × bbbk. (B.33)

Свойства векторного инварианта(
AAAS

)
× = 0;
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(ccc ×EEE)× = −2ccc;

(ccc ×AAA)× = AAA ··· ccc − ccc trAAA.

Для любого антисимметричного тензора AAAA найдется такой вектор ωωω,
что тензор AAAA можно представить в виде

AAAA = EEE ×ωωω =ωωω×EEE, (B.34)

где вектор ωωω называется сопутствующим вектором тензора AAAA.
Сопутствующий вектор может быть определен по исходному тензору AAAA

ωωω = −
1

2
AAAA

× =
1

2
AAAA ×···EEE. (B.35)

.B.2.8 Определитель тензора второго ранга

Определителем тензора второго ранга detAAA называется определи-
тель матрицы его координат.

Поскольку определитель тензора является характеристикой инвариант-
ного объекта, то он также не должен зависеть от выбора базиса. Чтобы по-
казать корректность введенного ранее определения, разложим тензор AAA по
элементам другого ортонормированного тензорного базиса eee ′1,eee

′
2,eee

′
3. Коорди-

наты тензора в новом базисе выражаются через координаты тензора в старом
базисе по следующей формуле3:

A ′
mn = eee ′m ···AAA ··· eee ′n = eee ′m ··· (Aikeeei ⊗ eeek) ··· eee ′n =

= (eee ′m ··· eeei)(eeek ··· eee ′n)Aik = αmiαknAik. (B.36)

Откуда следует, что

detA ′
mn = detαmi detαkn detAik = detAik. (B.37)

Свойства определителя тензора

detAAAT = detAAA;

det(AAA ···BBB) = detAAA detBBB.

Тензор второго ранга AAA, определитель которого не равен нулю, называ-
ется неособым или невырожденным.

3 В координатном тензорном исчислении матрица, которая при переходе от одного ко-
ординатного базиса к другому преобразуется по этой формуле, определяет тензор второго
ранга.
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.B.2.9 Обратный тензор. Степени тензора

Пусть тензорAAA невырожденный, тогда существует, причем единственный,
обратный тензор AAA−1, такой что

AAA ···AAA−1 = AAA−1 ···AAA = EEE. (B.38)

Свойства обратного тензора

detAAA−1 = 1/ detAAA;

(AAA ···BBB)−1 = BBB−1···AAA−1;

(AAA−1)T = (AAAT)−1 = AAA−T .

Степень тензора AAAn определяется как n-кратное умножение тензора AAA
на себя

AAAn = AAA ···AAA ··· ... ···AAA︸ ︷︷ ︸
n

. (B.39)

Аналогично
AAA−n = AAA−1 ···AAA−1 ··· ... ···AAA−1︸ ︷︷ ︸

n

. (B.40)

Вычисление обратного тензора может быть проведено разными способа-
ми. Один из них основан на тождестве Кэли–Гамильтона. Произвольный
тензор второго ранга AAA удовлетворяет уравнению

−AAA3 + I1(AAA)AAA2 − I2(AAA)AAA + I3(AAA)EEE = 000, (B.41)

где

I1(AAA) = trAAA, I2(AAA) =
1

2

(
(trAAA)2 − trAAA2

)
, I3(AAA) = detAAA. (B.42)

Обратный тензор получается после умножения (B.41) на AAA−1

AAA−1 =
1

I3(AAA)

(
AAA2 − I1(AAA)AAA + I2(AAA)EEE

)
. (B.43)

.B.3 Линейные отображения

Рассмотрим векторную функцию векторного аргумента yyy = fff(xxx), перево-
дящую L → L. Отображение называется линейным, если

fff(αxxx + βyyy) = αfff(xxx) + βfff(yyy), α, β— числа. (B.44)
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Любое линейное отображение можно представить в виде

yyy = AAA ··· xxx, (B.45)

гдеAAA — тензор второго ранга, называемый тензором линейного отображения.
Действительно, в базисе eeek

yyy = fff(xkeeek) = fff(eeek)xk = fff(eeek) ⊗ eeek ··· xxx = AAA ··· xxx,
AAA = fff(eeek) ⊗ eeek = fff(eee1) ⊗ eee1 + fff(eee2) ⊗ eee2 + fff(eee3) ⊗ eee3. (B.46)

Поскольку AAA — сумма трех диад, то это тензор второго ранга.
Геометрическое истолкование определителя тензора. Пусть aaa1, aaa2,

aaa3 — некоторая тройка векторов; aaa ′
1, aaa

′
2, aaa

′
3 — линейные отображения исходных

векторов, тогда

detAAA =
(aaa ′
1 × aaa ′

2) ··· aaa ′
3

(aaa1 × aaa2) ··· aaa3
. (B.47)

.B.3.1 Ортогональное отображение

Ортогональным отображением называется линейное отображение, не
меняющее длину векторов,

|aaa| = aaa ··· aaa = fff(aaa) ··· fff(aaa), (B.48)

откуда следует

fff(aaa) ··· fff(aaa) = (QQQ ··· aaa) ··· (QQQ ··· aaa) = aaa ···QQQT ···QQQ ··· aaa = aaa ··· aaa, (B.49)

таким образом, тензор QQQ должен удовлетворять условию

QQQT ···QQQ = EEE. (B.50)

Ортогональным тензором называется тензор второго ранга, удовле-
творяющий условию (B.50).

Вычислим определитель ортогонального тензора

det(QQQT ···QQQ) = (detQQQ)2 = detEEE = 1 ⇒ detQQQ = ±1. (B.51)

Ортогональные тензоры с определителем, равным единице, называются
собственно ортогональными, ортогональные тензоры с определителем,
равным минус единице, называются несобственно ортогональными. В со-
ответствии с формулой (B.47) собственно ортогональные тензоры, не меняя
длин векторов и углов между ними, переводят правую тройку векторов в



424 Приложение B. Основы прямого тензорного исчисления

правую, а левую — в левую, т. е. осуществляют поворот исходной тройки
векторов, как жесткого целого. В связи с этим собственно ортогональный
тензор также носит название тензора поворота. Несобственно ортогональ-
ный тензор меняет ориентацию триэдра на противоположную. В этом случае
исходные и преобразованные тройки векторов невозможно совместить толь-
ко поворотами, нужна дополнительная операция — инверсия, определяемая
тензором −EEE.

.B.3.2 Тензор поворота

Одним из наиболее простых представлений тензора поворота является
следующее. Введем два ортонормированных базиса: исходный eee1,eee2,eee3 и но-
вый eee ′1,eee

′
2,eee

′
3. Тогда тензор поворота PPP, переводящий исходный базис в новый,

имеет вид
PPP = eee ′1 ⊗ eee1 + eee ′2 ⊗ eee2 + eee ′3 ⊗ eee3. (B.52)

Рассмотрим действие тензора поворота на вектор aaa

aaa ′ = PPP ··· aaa = (eee ′k ⊗ eeek) ··· (eeemam) = akeee
′
k, (B.53)

aaa ′ носит название повернутого вектора. Скалярная характеристика вектора,
которая не меняется при ортогональных отображениях, называется инвари-
антом вектора. Согласно (B.53) координаты вектора aaa ′ в новом базисе имеют
те же значения, что и в старом, т. е. модуль вектора является его инвариан-
том.

Аналогично, повернутый тензор определяется соотношением

AAA ′ = aaa ′ ⊗ bbb ′ + ...+ ccc ′ ⊗ ddd ′ = PPP ··· (aaa ⊗ bbb + ...+ ccc ⊗ ddd) ···PPPT = PPP ···AAA ···PPPT , (B.54)

или
AAA ′ = (eee ′k ⊗ eeek) ··· (Amneeem ⊗ eeen) ··· (eee ′s ⊗ eees)

T = Akseee
′
k ⊗ eee ′s. (B.55)

Термин “повернутый тензор” можно распространить и на тензоры более
высокого ранга

AAA ′ = aaa ′ ⊗ ...bbb ′ + ...+ ccc ′ ⊗ ...ddd ′ = PPP ··· aaa ⊗ ...PPP ··· bbb + ...+ PPP ··· ccc ⊗ ...PPP ··· ddd. (B.56)

Если повернутый тензор совпадает с исходным для любого тензора пово-
рота, т. е. ∀ PPP : AAA = PPP ··· AAA ··· PPPT , то такой тензор называется изотропным.
Примером изотропного тензора является шаровой тензор αEEE.
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Инвариантную (т. е. не связанную с выбором базиса) форму записи тен-
зора поворота дает Теорема Эйлера. Произвольный тензор поворота PPP,
отличный от EEE, допускает единственное представление

PPP = mmm ⊗mmm + cosθ(EEE − mmm ⊗mmm) + sin θmmm ×EEE, −π < θ < π, (B.57)

где единичный вектор mmm является неподвижным вектором тензора PPP и опре-
деляет прямую в пространстве, называемую осью поворота; θ называется уг-
лом поворота и считается положительным, если поворот при взгляде с конца
вектораmmm происходит против хода часовой стрелки. Доказательство теоремы
приведено, например, в [50].

Теорема Эйлера дает простой способ вычисления угла поворота θ и непо-
движного вектора mmm

trPPP = 1+ 2 cosθ, PPP× = −2 sin θmmm. (B.58)

Формулы с тензором поворота

PPP ··· (aaa × bbb) = (PPP ··· aaa) × (PPP ··· bbb);

PPP ··· (aaa ×PPPT) = PPP ··· (aaa ×EEE) ···PPPT = (PPP ··· aaa) ×EEE;

(PPP × aaa) ···PPPT = PPP ··· (EEE × aaa) ···PPPT .

.B.3.3 Проекторы и тензоры отражений

Тензор AAA, рассматриваемый как линейный оператор в пространстве век-
торов, называется проектором, если выполнены условия

AAA = AAAT , AAA ···AAA = AAA. (B.59)

Примерами проекторов являются тензоры

mmm ⊗mmm; mmm ⊗mmm + nnn ⊗ nnn,

где mmm и nnn — единичные ортогональные векторы.
Результатом действия таких линейных операторов на произвольный век-

тор aaa является в первом случае проекция вектора на прямую, натянутую на
вектор mmm, во втором случае — проекция вектора на плоскость, натянутую на
векторы mmm и nnn.

Проекция вектора aaa на плоскость, перпендикулярную вектору mmm, полу-
чается в результате действия на вектор aaa тензора вида

PPP = EEE − mmm ⊗mmm, |mmm| = 1.
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Результатом действия на вектор aaa тензора

QQQ = EEE − 2mmm ⊗mmm, |mmm| = 1,

является отражение вектора aaa от плоскости, перпендикулярной вектору mmm.
Тензор QQQ — несобственно ортогональный тензор.

.B.4 Инварианты тензора

Скалярная функция f(AAA) тензора AAA называется инвариантом тензора,
если она выражается одинаковым образом в разных базисах и не зависит от
выбора базиса. Иными словами, для нее справедливо равенство4

f(QQQ ···AAA ···QQQT) = f(AAA), (B.60)

где QQQ — ортогональный тензор.
Примерами инвариантов тензора AAA являются trAAA, trAAAn, detAAA.
Можно построить неограниченное количество функций, являющихся ин-

вариантами тензора, однако не все они будут функционально независимыми.
Можно показать, что симметричный тензор второго ранга имеет не более
трех независимых инвариантов. Все остальные инварианты могут быть вы-
ражены через выбранные независимые инварианты. Инварианты I1(AAA), I2(AAA)

и I3(AAA), входящие в тождество Кэли–Гамильтона, обычно называют главны-
ми инвариантами тензора5. В общем случае тензор второго ранга (несим-
метричный) имеет шесть независимых инвариантов.

.B.5 Спектральное и полярное разложение тензоров

Действие тензора на вектор приводит к повороту (и/или отражению) ис-
ходного вектора и изменению его длины. Однако для каждого тензора второ-
го ранга существуют такие векторы, действие тензора на которые сводится
только к изменению их длины,

AAA ···mmm = λmmm. (B.61)

Такие векторы называются собственными векторами тензораAAA, а чис-
ла λ — собственными числами или собственными значениями тензора

4 В четвертой главе книги П. А. Жилин уточняет понятие инварианта, распространяя
его на аксиальный скаляр.

5 В основном тексте книги обозначение I2 соответствует не главному инварианту, а
следу квадрата тензора I2(AAA) = AAA ······AAA.
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AAA. Поскольку наряду с вектором mmm равенству (B.61) удовлетворяет любой
вектор αmmm, то для определенности считаем, что mmm — единичный вектор.

Собственные числа тензора определяются из уравнения

det(AAA − λEEE) = −λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3 = 0, (B.62)

где Ii — главные инварианты тензора AAA. Уравнение (B.62) называется ха-
рактеристическим уравнением для тензора AAA и в случае симметричного
тензора имеет три вещественных корня. Собственные векторы, соответствую-
щие различным собственным числам тензора, ортогональны. В случае крат-
ных собственных чисел из множества собственных векторов можно выбрать
ортогональные.

Если собственные векторы взять в качестве базиса, то справедливо пред-
ставление

AAA = λ1mmm1 ⊗mmm1 + λ2mmm2 ⊗mmm2 + λ3mmm3 ⊗mmm3. (B.63)

Это представление носит название спектрального разложения сим-
метричного тензора. Собственные векторы тензораAAA называют иногда глав-
ными осями этого тензора, а представление (B.63) — записью тензора в
главных осях.

Если два собственных числа совпадают λ1 = λ2 = λ, то представление
(B.63) для симметричного тензора имеет вид

AAA = λ3mmm3 ⊗mmm3 + λ(EEE − mmm3 ⊗mmm3). (B.64)

Видно, что любой вектор, ортогональный mmm3, является собственным для
AAA. Множество этих векторов образует плоскость, ортогональную mmm3.

Если все три собственных числа равны между собой, то тензор AAA — ша-
ровой тензор AAA = λEEE. Любой вектор является собственным для шарового
тензора.

Симметричный тензор второго ранга называется положительно опре-
деленным, если для любого вектора aaa �= 0 справедливо неравенство

aaa ···AAA ··· aaa > 0. (B.65)

Используя спектральное разложение тензора, можно показать, что сим-
метричный тензор AAA положительно определен только в том случае, когда его
собственные числа положительны.

Для положительно определенного тензора можно определить дробные
степени тензора

AAAα = λα1mmm1 ⊗mmm1 + λα2mmm2 ⊗mmm2 + λα3mmm3 ⊗mmm3. (B.66)
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Для невырожденных несимметричных тензоров часто используется тео-
рема о полярном разложении. Любой невырожденный тензор второго
ранга AAA представим в виде разложений

AAA = QQQ ···UUU = VVV ···QQQ, (B.67)

где QQQ — ортогональный тензор; UUU и VVV — симметричные положительно опре-
деленные тензоры. Данное представление единственно

VVV =
(
AAA ···AAAT

)1/2
, UUU =

(
AAAT ···AAA

)1/2
, QQQ = AAA ···UUU−1 = VVV−1 ···AAA.

Связь между тензорами UUU и VVV может быть представлена в виде

UUU = QQQT ···VVV ···QQQ, VVV = QQQ ···UUU ···QQQT . (B.68)

.B.6 Тензорные функции

Тензорной функцией YYY = f(XXX) называется отображение, ставящее в
соответствие нескольким тензорам различных рангов тензор ранга p.

Например,

f1(xxx,XXX) = xxx ···XXX; xxx ∈ LLL, XXX ∈ Tk, p = k− 1;

f2(XXX) = EEE ······ XXX; XXX ∈ T2, p = 0;

f3(XXX1,XXX2) = XXX1 ⊗XXX2; XXX1 ∈ Tm, XXX2 ∈ Tn, p = m+ n;

f4(XXX) = XXX2; XXX ∈ Tk, p = 2k− 2.

Тензорная функция называется изотропной, если ее значение на повер-
нутых аргументах совпадает с повернутым значением функции на старых
аргументах при любых поворотах, т. е. для тензора второго ранга справедли-
во соотношение

f(PPP ···XXX ···PPPT) = PPP ··· f(XXX) ···PPPT , ∀PPP. (B.69)

Например,
f(XXX1, XXX2) = XXX1 ···XXX2.

Действительно,

f(PPP ···XXX1 ···PPPT , PPP ···XXX2 ···PPPT) = PPP ···XXX1 ···PPPT ···PPP ···XXX2 ···PPPT =

= PPP ···XXX1 ···XXX2 ···PPPT = PPP ··· f(XXX1,XXX2) ···PPPT .
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.B.6.1 Операции дифференцирования

Дифференцирование тензора по скалярному аргументу

Дифференцирование тензора по скалярному аргументу осуществляется с
помощью обычного правила Лейбница дифференцирования произведения

dAAA

dt
=
d

dt

(∑
k

aaak(t) ⊗ bbbk(t)

)
=

∑
k

(
d

dt
aaak(t) ⊗ bbbk(t) + aaak(t) ⊗

d

dt
bbbk(t)

)
.

Дифференцирование тензорных функций

Пусть f(XXX) — некоторая тензорная функция, действующая из Tk в Tp.
Если существует такой тензор ∂f/∂XXX ∈ Tk+p, что для любого тензора AAA ∈ Tk
выполняется соотношение

∂f

∂XXX
�AAAT =

∂

∂α
f (XXX + αAAA) |α=0, (B.70)

то этот тензор называется производной тензорной функции f(XXX) по тен-
зорному аргументу XXX. Символ � обозначает операцию полного умножения
((aaa ⊗ bbb ⊗ ccc) � (ddd ⊗ eee ⊗ fff) = (ccc ··· ddd)(bbb ··· eee)(aaa ··· fff)).

Производную тензорной функции ∂f/∂XXX также можно ввести как линей-
ную составляющую ее полного приращения

df =
∂f

∂XXX
� dXXX. (B.71)

Координатное представление производной тензорной функции в некото-
ром базисе eeek имеет вид

∂f

∂XXX
=
∂fp...r(Xm...n)

∂Xm...n
eeep ⊗ . . .eeer ⊗ eeem ⊗ . . .eeen. (B.72)

Отметим, что представление (B.72) справедливо только в том случае, ес-
ли координаты тензора Xm...n независимы. Например, если функция f(XXX) —
функция симметричного тензора второго ранга, то функция f зависит уже
не от девяти, а только от шести независимых аргументов. В этом случае
представим координаты функции в виде

f(Xmn) = f

(
1

2
(Xmn + Xnm)

)
,
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и после дифференцирования по каждой из девяти компонент учтем, что
Xmn = Xnm. В результате получим

∂f

∂XXX
=
1

2

∂f

∂Xmn
(eeem ⊗ eeen + eeen ⊗ eeem),

откуда следует, что производная функции по симметричному тензору — сим-
метричный тензор.

Например,
f(XXX) = XXX, XXX ∈ TTT2,

∂f

∂XXX
······AAAT =

∂

∂α
f (XXX + αAAA) |α=0 = AAA ⇒ ∂XXX

∂XXX
= eeek ⊗ eeen ⊗ eeek ⊗ eeen; (B.73)

f(XXX) = XXXT , XXX ∈ TTT2,

∂f

∂XXX
······AAAT =

∂

∂α
f (XXX + αAAA) |α=0 = AAAT ⇒ ∂XXXT

∂XXX
= eeek ⊗EEE ⊗ eeek; (B.74)

f(XXX) = XXX, XXX ∈ TTT2, XXX = XXXT ,

∂f

∂XXX
=
1

2
(eeek ⊗ eeen ⊗ eeek ⊗ eeen + eeek ⊗EEE ⊗ eeek) ; (B.75)

f(XXX) = XXX ······XXX, XXX ∈ TTT2,

∂f

∂XXX
······AAAT =

∂

∂α
(XXX + αAAA) ······ (XXX + αAAA) |α=0 = 2AAA ······XXX = 2XXXT ······AAAT ⇒

⇒ ∂XXX ······XXX
∂XXX

= 2XXXT ; (B.76)

f(XXX) = trXXX, XXX ∈ TTT2,

∂ trXXX

∂XXX
······AAAT =

∂

∂α
EEE ······ (XXX + αAAA) |α=0 = EEE ······AAA ⇒ ∂ trXXX

∂XXX
= EEE. (B.77)

Дифференцирование главных инвариантов тензора второго ранга

Любая скалярнозначная изотропная функция симметричного тензорного
аргумента является функцией главных инвариантов своего аргумента:

f(XXX) = f(I1, I2, I3).
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Таким образом, производная функции f по XXX записывается в следующем
виде:

∂f

∂XXX
=
∂f

∂I1

∂I1

∂XXX
+
∂f

∂I2

∂I2

∂XXX
+
∂f

∂I3

∂I3

∂XXX
. (B.78)

Поскольку
∂I1

∂XXX
= EEE,

∂I2

∂XXX
= EEE trXXX − XXXT ,

∂I3

∂XXX
= I3XXX

−T , (B.79)

то окончательно выражение для производной (B.78) принимает вид [26,171]

∂f

∂XXX
=

(
∂f

∂I1
+ I1

∂f

∂I2

)
EEE −

∂f

∂I2
XXX + I3

∂f

∂I3
XXX−1. (B.80)

Дифференцирование скалярнозначной функции

Для скалярнозначной функции тензорного аргумента справедливы фор-
мальные правила дифференцирования суммы и произведения:

∂(φ+ϕ)

∂XXX
=
∂φ

∂XXX
+
∂ϕ

∂XXX
, (B.81)

∂(φϕ)

∂XXX
= ϕ

∂φ

∂XXX
+ φ

∂ϕ

∂XXX
.

Замена переменной. Предположим, что функция f зависит от тензора
второго ранга XXX через SSS(XXX). Тогда

∂f

∂XXX
=

(
∂f

∂SSS

)T

······ ∂SSS
∂XXX
. (B.82)

Далее приводится сводка основных формул дифференцирования скаляр-
нозначной функции. Подробный вывод можно найти, например, в приложе-
нии к книге [26].

Производная f(XXX ···XXXT)

∂f

∂XXX
= 2

∂f

∂(XXX ···XXXT)
···XXX, ∂f

∂(XXX ···XXXT)
=
1

2

∂f

∂XXX
···XXX−1.

Формула связи ∂f/∂XXX с ∂f/∂XXX−1

XXXT ··· ∂f
∂XXX

= −
∂f

∂(XXX−1)
···XXX−T .

Производные билинейных форм aaa ···XXX ··· bbb и aaa ···XXX2 ··· bbb
∂(aaa ···XXX ··· bbb)

∂XXX
= aaa ⊗ bbb,

∂(aaa ···XXX2 ··· bbb)

∂XXX
= aaa ···XXX ⊗ bbb + aaa ⊗XXX ··· bbb.
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Производные Ik(XXX) по XXX2

∂I1

∂XXX2
=
1

2
XXX−T ,

∂I1(XXX
3)

∂XXX2
=
3

2
XXXT ,

∂I2

∂XXX2
=
1

2

(
I1(XXX)XXX−T − EEE

)
,

∂I3

∂XXX2
=
1

2
I3(XXX)

(
XXXT

)−2
.

Тензорная функция тензорного аргумента

Производная произведения скаляра на тензор f(XXX)FFF(XXX)

∂(fFFF)

∂XXX
= FFF ⊗ ∂f

∂XXX
+ f

∂FFF

∂XXX
. (B.83)

Производная произведения тензоров второго ранга

∂(FFF1 ···FFF2)
∂XXX

=

(
FFF1 ···

(
∂FFF2
∂XXX

······ eeem ⊗ eeen

)
+

+

(
∂FFF1
∂XXX

······ eeem ⊗ eeen

)
···FFF2

)
⊗ eeen ⊗ eeem. (B.84)

Замена переменной FFF(SSS(XXX))

∂FFF

∂XXX
=
∂FFF

∂SSS
······ eeek ⊗ eeem ⊗ eeek ⊗ eeem ······ ∂SSS

∂XXX
. (B.85)

Производные степеней XXX

∂XXX2

∂XXX
= (XXX ··· eeek ⊗ eeem + eeek ⊗ eeem ···XXX) ⊗ eeek ⊗ eeem,

∂XXX ···XXXT

∂XXX
= (XXX ··· eeem ⊗ eeek + eeek ⊗ eeem ···XXXT) ⊗ eeek ⊗ eeem, (B.86)

∂XXXT ···XXX
∂XXX

= (XXXT ··· eeek ⊗ eeem + eeem ⊗ eeek ···XXX) ⊗ eeek ⊗ eeem,

∂XXX−1

∂XXX
= −XXX−1 ··· eeek ⊗ eeem ···XXX−1 ⊗ eeek ⊗ eeem.

Производная первого инварианта произведения тензоров

∂I1(FFF1 ···FFF2)
∂XXX

= FFF1 ······
∂FFF2
∂XXX

+ FFF1 ······
∂FFF2
∂XXX

. (B.87)



B.7. Тензорные поля 433

.B.7 Тензорные поля

Положение точки в трехмерном евклидовом пространстве определяется
радиус-вектором rrr

rrr = xkeeek.

Полагаем, что это однозначная непрерывная вектор-функция, имеющая
по крайней мере три непрерывные производные.

Если каждой точке пространства, определяемой вектором rrr, ставится в
соответствие определенный тензор произвольного ранга UUU, то говорят, что в
пространстве задано тензорное поле,

UUU = UUU(rrr). (B.88)

Дифференциал UUU может быть записан в виде

dUUU = drrr ··· (∇∇∇UUU), (B.89)

где ∇∇∇UUU — градиент поля UUU, выражающий линейную часть приращения тен-
зорного поля при перемещении из одной точки в соседнюю с ней. Оператор
вычисления градиента ∇∇∇ называется набла-оператором Гамильтона и в
декартовой системе координат может быть записан в форме

∇∇∇ = eeek
∂

∂xk
. (B.90)

Например,
∇∇∇rrr = rrr∇∇∇ = EEE;

∇∇∇rrr2 = 2rrr;

∇∇∇|rrr| = rrr/|rrr|.

Дивергенцией тензорного поля UUU называется величина, обозначаемая
∇∇∇ ··· UUU или divUUU, понижающая ранг тензорного поля на единицу. В случае
декартовой системы координат дивергенция тензорного поля вычисляется по
формуле

∇∇∇ ···UUU = eeek ···
∂UUU

∂xk
. (B.91)

Например, дивергенция вектора

∇∇∇ ··· aaa = eeek ···
∂

∂xk
(aseees) =

∂ak

∂xk
. (B.92)
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Дивергенция радиус-вектора

∇∇∇ ··· rrr = eeek ··· eeek = 3. (B.93)

Ротором тензорного поля UUU называется величина, обозначаемая ∇∇∇×UUU
или rotUUU и в случае декартовой системы координат вычисляемая по формуле

∇∇∇×UUU = eeek ×
∂UUU

∂xk
. (B.94)

Поскольку любой антисимметричный тензорAAAA выражается через сопут-
ствующий вектор AAAA = E ×ωωω, то справедливы следующие соотношения:

∇∇∇ ···AAAA = eees
∂Ωks

∂xk
= ∇∇∇×ωωω,

∇∇∇×AAAA = ∇∇∇ωωωT − EEE ⊗∇∇∇ ···ωωω.
Следовательно,

I1(∇∇∇×AAAA) = −2∇∇∇ ···ωωω.
Ротор радиус-вектора

∇∇∇× rrr = eeek × eeek = 000. (B.95)

.B.7.1 Дифференциальные операции над произведением

Известное правило дифференцирования произведения напрямую распро-
страняется на градиент скалярных величин

∇∇∇(ϕφ) = φ∇∇∇ϕ+ϕ∇∇∇φ. (B.96)

Градиенты произведения скаляра на вектор и скалярного произведения
векторов вычисляются аналогично

∇∇∇(ϕaaa) = (∇∇∇ϕ)aaa +ϕ(∇∇∇aaa), (B.97)

∇∇∇(aaa ··· bbb) = (∇∇∇aaa) ··· bbb + (∇∇∇bbb) ··· aaa. (B.98)

Дивергенция произведения скаляра на вектор

∇∇∇ ··· (ϕaaa) = ϕ∇∇∇ ··· aaa − aaa ··· ∇∇∇ϕ. (B.99)

Дивергенция векторного произведения векторов

∇∇∇ ··· (aaa × bbb) = bbb ··· (∇∇∇× aaa) − aaa ··· (∇∇∇× bbb). (B.100)
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Ротор векторного произведения векторов

∇∇∇× (aaa × bbb) = (aaa∇∇∇) ··· bbb − bbb(∇∇∇ ··· aaa) + aaa(∇∇∇ ··· bbb) − (bbb∇∇∇) ··· aaa. (B.101)

Следует обратить внимание на то, что сначала выполняется операция
дифференцирования в скобках и только потом скалярное умножение на со-
ответствующий вектор.

Дивергенция диады

∇∇∇ ··· (aaa ⊗ bbb) = (∇∇∇ ··· a)b + a ··· ∇∇∇b. (B.102)

Ротор диады

∇∇∇× (aaa ⊗ bbb) = (∇∇∇× aaa) ⊗ bbb − aaa × (∇∇∇bbb). (B.103)

Градиент скалярного произведения тензора на вектор

∇∇∇(AAA ··· bbb) = (∇∇∇AAA) ··· bbb + (∇∇∇bbb) ···AAAT . (B.104)

Дивергенция скалярного произведения тензора на вектор

∇∇∇ ··· (AAA ··· bbb) = (∇∇∇ ···AAA) ··· bbb + AAA ······ (bbb∇∇∇). (B.105)

Ротор скалярного произведения тензора на вектор

∇∇∇× (AAA ··· bbb) = (∇∇∇×AAA) ··· bbb − AAA ···×(bbb∇∇∇). (B.106)

Дивергенция векторного произведения тензора на радиус-вектор

∇∇∇ ··· (rrr ×AAA) = −rrr ··· (∇∇∇×AAA); (B.107)

∇∇∇ ··· (AAA × rrr) = (∇∇∇ ···AAA) × rrr + 2ωωω, (B.108)

где ωωω — сопутствующий вектор антисимметричной части тензора AAA.
Дивергенция скалярного произведения тензоров

∇∇∇ ··· (AAA ···BBB) = BBBT ··· (∇∇∇ ···AAA) + AAAT ······ (∇∇∇BBB). (B.109)

.B.7.2 Двухкратное дифференцирование

Операции дивергенции и градиента используются для введения опера-
тора Лапласа

ΔUUU = ∇∇∇ ··· (∇∇∇UUU) = ∇∇∇2UUU. (B.110)
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В декартовой системе координат он представим в виде

Δ =
∂2

∂xk∂xk
. (B.111)

Лапласиан произведения скаляра на вектор определяется формулой

Δ(ϕaaa) = ϕΔaaa + aaaΔϕ+ 2∇∇∇ϕ ··· ∇∇∇aaa.

Для любого дважды дифференцируемого тензорного поля справедливы
следующие соотношения:

∇∇∇× (∇∇∇UUU) = 000, (B.112)
∇∇∇ ··· (∇∇∇×UUU) = 000, (B.113)

∇∇∇× (∇∇∇×UUU) = ∇∇∇(∇∇∇ ···UUU) −∇∇∇ ··· (∇∇∇UUU). (B.114)

.B.7.3 Криволинейные ортогональные координаты

Набла-оператор Гамильтона является инвариантным оператором, поэто-
му все общие формулы с ним справедливы для любой системы координат.
Тем не менее иногда операции дифференцирования удобнее проводить в ко-
ординатной форме. Наиболее простую форму записи они имеют в декартовой
системе координат, но в ряде случаев более естественной является, напри-
мер, сферическая или цилиндрическая система координат. Далее приведе-
ны основные сведения из теории криволинейных координат. Более подробное
описание можно найти, например, в [172].

Полагаем, что положение точки в пространстве может быть задано тремя
криволинейными координатами q1, q2 и q3,

rrr = rrr(q1, q2, q3). (B.115)

Если зафиксировать какие-либо две криволинейные координаты, то вы-
ражение (B.115) будет описывать в пространстве координатную линию, соот-
ветствующую изменяющейся координате qs. Векторы ∂rrr/∂qs представляют
собой векторы, касательные к координатным линиям. Длина этих векторов
Hs называется коэффициентами Ляме. Триэдр единичных векторов eees, ка-
сательных к координатным линиям и направленных в сторону возрастания
qs, представляет собой векторный базис в принятой системе криволинейных
координат. Для ортогональной криволинейной системы координат выполня-
ются условия

eees ··· eeek = δsk. (B.116)
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Оператор Гамильтона в криволинейной системе координат представляет-
ся в виде

∇∇∇ =
eees
Hs

∂

∂qs
. (B.117)

Таким образом, операция градиента тензорного поля UUU в криволинейной
системе координат записывается как

∇∇∇UUU =
eees
Hs

∂Uk···eeek ⊗ . . .eeem
∂qs

= (B.118)

=
eees
Hs

(
∂Uk···
∂qs

eeek ⊗ . . .eeem +Uk..m
∂eeek
∂qs

⊗ . . .eeem + · · · +Uk···eeek ⊗ . . .
∂eeem
∂qs

)
.

В (B.118) появились производные ортов eeek по qs, определяемые дерива-
ционными формулами, которые можно найти, например, в [172].

Цилиндрические координаты

Базисные векторы eee1 = eeer, eee2 = eeeϕ и eee3 = eeez имеют направления ра-
диусов окружностей, касательных к ним и оси концентрических цилиндров.
Коэффициенты Ляме

H1 = Hr = 1, H2 = Hϕ = r, H3 = Hz = 1. (B.119)

Набла-оператор Гамильтона в цилиндрической системе координат

∇∇∇ = eeer
∂

∂r
+ eeeϕ

1

r

∂

∂ϕ
+ eeez

∂

∂z
. (B.120)

Деривационные формулы. Отличны от нуля только следующие про-
изводные:

∂eeer
∂ϕ

= kkk × eeer = eeeϕ,
∂eeeϕ
∂ϕ

= kkk × eeeϕ = −eeer. (B.121)

Лапласиан в цилиндрических координатах записывается в виде

Δ =
∂2

∂r2
+
1

r

∂

∂r
+
1

r2
∂2

∂ϕ2
+
∂2

∂z2
. (B.122)

Сферические координаты

Базисные векторы eee1 = eeer, eee2 = eeeθ и eee3 = eeeϕ имеют направления радиуса,
касательной к меридиану (на юг) и перпендикуляра к плоскости меридиана
(на восток), соответственно.
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Коэффициенты Ляме равны:

H1 = Hr = 1, H2 = Hθ = r, H3 = Hϕ = r sinϕ. (B.123)

Набла-оператор Гамильтона в сферической системе координат

∇∇∇ = eeer
∂

∂r
+ eeeθ

1

r

∂

∂θ
+ eeeϕ

1

r sinθ

∂

∂ϕ
. (B.124)

Деривационные формулы

∂eees
∂r

= 0,
∂eees
∂θ

= eeeϕ × eees,
∂eees
∂ϕ

= eeer × eees cosθ− eeeθ × eees sin θ. (B.125)

Таким образом,
∂eeer
∂θ

= eeeϑ,
∂eeeθ
∂θ

= −eeer,
∂eeeϕ
∂θ

= 0, (B.126)

∂eeer
∂ϕ

= eeeϕ sin θ,
∂eeeθ
∂ϕ

= eeeϕ cos θ,
∂eeeϕ
∂ϕ

= −(eeer sin θ+ eeeθ cos θ).

Лапласиан в сферических координатах записывается в виде

Δ =
1

r2

(
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
. (B.127)

.B.7.4 Формула Гаусса–Остроградского для преобразования
объемного интеграла в поверхностный

Рассмотрим некоторый объем V , ограниченный поверхностью S с внешней
нормалью nnn. Считаем, что во всем объеме задано непрерывно дифференци-
руемое тензорное поле UUU. Известная формула Гаусса–Остроградского может
быть обобщена на случай тензорного поля∫

V

∇∇∇ ···UUUdV =

∫
S

nnn ···UUUdS. (B.128)

Соотношение (B.128) называется формулой Гаусса–Остроградского для
тензорных полей или теоремой о дивергенции. Также можно показать,
что справедливы следующие соотношения:∫

V

∇∇∇⊗UUUdV =

∫
S

nnn ⊗UUUdS,∫
V

∇∇∇×UUUdV =

∫
S

nnn ×UUUdS.

Структура приведенных формул очевидна — набла-оператор Гамильтона
в объемном интеграле заменяется на вектор нормали в поверхностном.



Приложение C

Описание спинорных движений
и модель твердотельного осциллятора1

Введение

Известна роль, которую играет обычный осциллятор в ньютоновской ме-
ханике. В эйлеровой механике аналогичную роль играет твердое тело на упру-
гом основании. Такая система может быть названа твердотельным осцил-
лятором. Последний необходим при построении динамики мультиполярных
сред, но в общем случае в литературе не только не исследован, но даже не
описан. Хотя частные случаи твердотельного осциллятора, конечно, рассмат-
ривались, например, при анализе ядерного магнитного резонанса, а также в
многочисленных работах прикладного характера, но при малых углах пово-
рота.

Во введении к статье [31] описана постановка задач динамики твердого
тела в терминах тензора поворота и вводится в рассмотрение вектор поворо-
та, но практически он не применяется. Между тем, определение, например,
потенциального момента или задание энергии деформации упругого основа-
ния требует применения вектора поворота. Поэтому в разделе C.5 приводится
подробное описание вектора поворота и его применений. В разделе C.8 дается
вывод уравнений движения твердотельного осциллятора.

1 Материал приложения основан на книге П. А. Жилина [2] “Теоретическая меха-
ника. Фундаментальные законы механики” (СПб. : Изд-во Политехн. ун-та, 2003) и его
статье [147] “Динамика и устойчивость положений равновесия твердого тела на нелинейно
упругом основании” (Труды XXIV летней школы “Анализ и синтез нелинейных механи-
ческих колебательных систем”. — СПб., 1997. — С. 90–122). (Примеч. ред.)
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.C.1 Тензор поворота в кинематике
абсолютно твердого тела

Движение какого-либо тела определяется заданием движений всех частиц
(точек), составляющих тело. В общем случае тело состоит из бесконечного
набора точек. Поэтому описание его движения бесконечномерно, т. е. требует
задания бесконечного набора векторов, зависящих от времени, определяющих
положение всех точек тела. Для абсолютно твердого тела ситуация упроща-
ется. Оказывается, что движение любой точки абсолютно твердого тела пол-
ностью определено, если известно движение какой-либо одной произвольно
выбираемой точки Q тела, называемой полюсом и, кроме того, определен
некий тензор второго ранга P(t), называемый тензором поворота.

Рассмотрим абсолютно твердое тело, движущееся относительно выбран-
ной системы отсчета. Движение абсолютно твердого тела сводится к транс-
ляциям и поворотам относительно системы отсчета. Выберем в теле какую-
нибудь точкуQ, которую будем называть полюсом. Выберем еще три точки в
теле A1, A2, A3. Выбор этих точек также произволен, но удовлетворяет огра-
ничению: четыре точки Q, A1, A2, A3 не должны лежать в одной плоскости.
Выбранным точкам отвечают три материальных вектора

−−→
QA1,

−−→
QA2 и

−−→
QA3,

которые, очевидно, не лежат в одной плоскости. Выберем теперь какое-либо
положение абсолютно твердого тела в системе отсчета. В этом положении
полюс Q тела определяется заданием радиус-вектора rQ. Ориентация тела
в выбранном положении определяется заданием тройки векторов em такой,
что

−−→
QA1 ∼ e1,

−−→
QA2 ∼ e2,

−−→
QA3 ∼ e3. (C.1)

Определение. Положение тела, фиксируемое заданием четверки век-
торов

rQ, e1, e2, e3, (C.2)

называется отсчетным.
Положение любой точки S тела в отсчетном положении определяется за-

данием радиус-вектора

rS = rQ + xmS em ≡ rQ +

3∑
m=1

xmS em, (C.3)

где числа x1, x2, x3 называются материальными координатами.
Точке A1 отвечают координаты x1 = 1, x2 = x3 = 0. Точке A2 соответ-

ствуют координаты x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0. Точке A3 соответствуют коорди-
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наты x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1. Координаты xm позволяют идентифицировать
все точки абсолютно твердого тела. Отсчетное положение абсолютно твердо-
го тела может выбираться совершенно произвольно, причем выбор диктуется
соображениями удобства и зависит от рассматриваемой задачи. Заметим, что
в реальном движении положение рассматриваемого тела может никогда не
совпадать с отсчетным положением.
Определение. Положение тела в данный момент времени называется

актуальным.
Чтобы задать актуальное положение тела, следует задать радиус-вектор

RQ(t), определяющий положение полюса Q в данный момент времени t, а
также тройку векторов EEEm такую, что

−−→
QA ∼ EEE1(t),

−→
QB ∼ EEE2(t),

−−→
QC ∼ EEE3(t).

Таким образом, актуальное положение определяется заданием четверки
векторов

RQ(t), EEE1(t), EEE2(t), EEE3(t). (C.4)

Актуальное положение произвольной точки S находится по формуле

RS(t) = RQ(t) + XmS EEEm(t), (C.5)

где XmS — координаты точки S тела относительно базиса EEEm(t).
Теорема. Актуальное положение произвольной точки S абсолютно

твердого тела полностью определяется заданием радиус-вектора RQ(t) и
собственно ортогонального тензора P(t) и вычисляется с помощью урав-
нения

RS(t) = RQ(t) + P(t) ··· ( rS − rQ), (C.6)

где тензор второго ранга P(t) удовлетворяет условиям

P(t) ··· PT(t) = PT(t) ··· P(t) = E, det P = +1 (C.7)

и не зависит от выбора ни полюса Q, ни точки S, ни каких бы то ни было
других точек абсолютно твердого тела.

Тензор поворота является характеристикой спинорного (вращательного)
движения тела и может изучаться как вполне самостоятельный объект, не
связанный с абсолютно твердым телом. В книге [50] была доказана теорема
Эйлера, утверждающая, что любой поворот может быть реализован как пово-
рот вокруг оси, натянутой на некоторый единичный вектор m, на некоторый
угол θ. В математической форме теорема Эйлера выражалась так

Q(θm) = (1− cos θ)m ⊗ m + cos θE + sin θm × E, −π < θ < π. (C.8)
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Стандартное для данной книги обозначение Q(θm) означает поворот на
угол θ вокруг оси m. Обратим внимание, что ось поворота не привязана к
каким-либо точкам тела или точкам системы отсчета. Фактически осью пово-
рота является любая прямая из семейства параллельных прямых, натянутых
на вектор m. На первый взгляд это обстоятельство кажется странным. В
самом деле, если, например, цилиндр вращается вокруг собственной оси, то
именно ось цилиндра и хотелось бы считать осью поворота, а вовсе не про-
извольную прямую, параллельную оси цилиндра. Тем не менее определение
оси поворота как семейства параллельных прямых не только оправдано, но
и необходимо. Представим себе, что рассматривается вращение цилиндра в
двух инерциальных системах отсчета, движущихся относительно друг друга.
В одной системе отсчета ось цилиндра покоится, и ее естественно назвать
осью поворота. В другой системе отсчета ось цилиндра движется и в разные
моменты времени совпадает с разными прямыми в системе отсчета. Пово-
рот цилиндра абсолютен и одинаков во всех инерциальных системах отсчета,
поэтому и характеристики поворота не должны зависеть от выбора инерци-
альной системы. Если тщательно обдумать все указанное, станет очевидным,
что только данное ранее определение оси поворота является допустимым и
совместимым с принципом независимости от выбора системы отсчета.

Достоинством представления (C.8) является то, что оно содержит все
необходимые величины в явном виде.
Теорема. Любой поворот Q(θ) может быть осуществлен в виде ком-

позиции поворотов вокруг произвольно выбираемых и фиксированных во вре-
мени осей m и n

Q(θθθ) = Q(ψ(t)m) ··· Q(ϑ(t) e) ··· Q(ϕ(t)n), e = m × n/|m × n|, (C.9)

где углы ψ(t), ϑ(t) и ϕ(t) называются углами прецессии, нутации и соб-
ственного вращения, соответственно.

Если m = n, то углы ψ, ϑ и ϕ называются углами Эйлера, а вектор e
выбирается произвольно, но должен быть ортогонален n.

.C.2 Тензор спина и вектор угловой скорости

Основной теоремой кинематики введен в рассмотрение тензор поворота
P(t), посредством которого выражался поворот твердого тела. Вместе с тем,
тензор P(t) не привязан ни к каким точкам твердого тела и живет вполне са-
мостоятельной жизнью, поэтому и изучать его можно совершенно независимо
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от твердого тела. По определению тензор поворота удовлетворяет условию

PT(t) ··· P(t) = P(t) ··· PT(t) = E, P(τ) = E. (C.10)

Продифференцируем тождество (C.10) по времени и учтем, что Ė = 0,
так как E — постоянный тензор,

Ṗ(t) ··· PT(t) + P(t) ··· ṖT(t) = 0. (C.11)

Введем в рассмотрение тензор S

S(t) = Ṗ ··· PT(t) (C.12)

и назовем его левым тензором спина или просто тензором спина. Подставляя
(C.12) в (C.11), получаем

S(t) + ST(t) = 0 ⇒ ST(t) = −S(t). (C.13)

Итак, тензор спина S(t) антисимметричен. Известно [50], что любой ан-
тисимметричный тензор, в том числе и тензор спина S(t), может быть пред-
ставлен через сопутствующий вектор ωωω(t)

S(t) =ωωω(t) × E = E ×ωωω(t). (C.14)

Определение. Вектор ωωω(t), сопутствующий левому тензору спина
S(t), называется вектором левой угловой скорости, отвечающей тензору
поворота P(t).

В дальнейшем эпитет “левый” у угловой скорости будет опускаться, т. е.
термины вектор левой угловой скорости и вектор угловой скорости будут
рассматриваться как равнозначные. Кроме того, вместо длинного термина
вектор угловой скорости, отвечающей тензору поворота P(t), будем ис-
пользовать более короткий термин — угловая скорость поворота P(t). На-
ряду с тензором S(t) можно ввести еще один антисимметричный тензор

Sr = PT(t) ··· Ṗ(t). (C.15)

Определение. Тензор Sr(t) называется правым тензором спина. Здесь
эпитет “правый” должен всегда присутствовать.

Левый и правый тензоры спина связаны соотношением

S(t) = P(t) ··· Sr(t) ··· PT(t). (C.16)

Определение. Вектор ΩΩΩ(t), сопутствующий правому тензору спина,
называется вектором правой угловой скорости, отвечающей тензору пово-
рота P(t),

Sr(t) =ΩΩΩ(t) × E = E ×ΩΩΩ(t). (C.17)
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Между левым и правым векторами угловой скорости существует простая
связь, которая немедленно устанавливается с помощью тождества

P ··· (a × E) ··· PT = (P ··· a) × E, (C.18)

верного для любого вектора a и любого тензора поворота P. Подставляя
(C.14) и (C.17) в (C.16), получаем

ωωω× E = P ··· (ΩΩΩ× E) ··· PT = (P ···ΩΩΩ) × E ⇒ ωωω(t) = P(t) ···ΩΩΩ(t). (C.19)

Если в отсчетный момент времени t = τ тензор поворотаP(τ) обращается
в единичный, то из (C.19) получаем совпадение ωωω(τ) и ΩΩΩ(τ),

ωωω(τ) = PT(τ) ···ΩΩΩ(τ) =ΩΩΩ(τ). (C.20)

При решении задач динамики твердого тела используются оба вектора
угловой скорости. Уравнение (C.14) удобнее и нагляднее записать в другой
форме

S(t) = Ṗ ··· PT(t) =ωωω(t) × E ⇒ Ṗ(t) =ωωω(t) × P(t). (C.21)

Уравнение (C.21) носит название левого уравнения Пуассона или (в ли-
тературе) уравнения Пуассона. Аналогично может быть переписано и урав-
нение (C.17)

Sr(t) = PT(t) ··· ṖT(t) = E ×ΩΩΩ(t) ⇒ Ṗ(t) = P(t) ×ΩΩΩ(t). (C.22)

Уравнение (C.22) будем называть правым уравнением Пуассона.
Из левого уравнения Пуассона однозначно вытекает правое уравнение

Пуассона, т. е. (C.21) и (C.22) — суть разные записи одного и того же урав-
нения.
Определение. Прямая, натянутая на вектор левой угловой скорости

ωωω(t), называется левой осью вращения, а прямая, натянутая на вектор
правой угловой скорости ΩΩΩ(t), называется правой осью вращения.

Левая ось вращения обычно называется просто осью вращения. Ни в ко-
ем случае нельзя смешивать понятия ось вращения и ось поворота. В общем
(типичном) случае эти оси различаются. Иными словами, поворот тела и его
вращение происходят вокруг разных осей. Кроме того, следует помнить, что
ни ось вращения, ни ось поворота, ни векторы угловых скоростей не связаны
ни с какими точками тела. Иными словами, векторы угловых скоростей —
суть свободные аксиальные векторы. Ось вращения — это множество парал-
лельных прямых, любая из которых может с равным правом называться осью
вращения.
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Рис. C.1. Замена отсчетного положения

Если тензор поворота задан, то левый и правый векторы угловой скорости
вычисляются относительно легко с помощью уравнений (C.21) и (C.22), ко-
торые, вспомнив определение векторного инварианта тензора второго ранга,
удобнее переписать в другой форме

ωωω(t) = −
1

2

(
Ṗ(t) ··· PT(t)

)
×

; ΩΩΩ(t) = −
1

2

(
PT(t) ··· Ṗ(t)

)
×
. (C.23)

Таким образом, введены понятия левой и правой угловых скоростей. Фор-
мально, конечно, это допустимо. Но пока что неясно, насколько эти понятия
удобны. Заранее это предвидеть трудно. Ситуация прояснится немного позд-
нее, когда будет видно, что именно эти величины будут естественным обра-
зом возникать в приложениях. Тем не менее один вопрос следует выяснить
немедленно. По определению тензора поворота, он зависит существенным об-
разом от выбора отсчетного положения. Интуиция подсказывает, что вектор
угловой скорости при любом разумном определении не должен зависеть от
выбора отсчетного положения. Если это не так, то такое определение нельзя
признать удовлетворительным. Покажем, что левая угловая скорость дей-
ствительно не зависит от выбора отсчетного положения, а правая угловая
скорость, хотя и зависит от выбора отсчетного положения, но зависит весьма
простым и понятным образом. Рассмотрим два различных отсчетных поло-
жения тела (рис. C.1).

Пусть тензор поворота P поворачивает тело из отсчетного положения 1
в актуальное положение, а тензор Q поворачивает тело из отсчетного по-
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ложения 2 в то же самое актуальное положение. Очевидно, что поворот P
может быть осуществлен в виде композиции поворота P0, переводящего тело
из положения 1 в положение 2, и последующего поворота Q. Иными словами,
имеем представление

P(t) = Q(t) ··· P0. (C.24)

Используя определение левой угловой скорости (C.23), получаем

ωωωP(t) = −
1

2

(
Ṗ(t) ··· PT(t)

)
×

= −
1

2

(
Q̇(t) ··· P0 ··· PT

0 ··· QT(t)
)
×

=

= −
1

2

(
Q̇(t) ··· QT(t)

)
×

=ωωωQ(t),

(C.25)

т. е. левая угловая скорость не зависит от выбора отсчетного положения.
Для правой угловой скорости, согласно (C.20) и (C.25), имеем

ΩΩΩP = PT ···ωωωP = PT
0 ··· QT ···ωωωQ = PT

0 ···ΩΩΩQ, (C.26)

т. е. правая угловая скорость зависит от выбора отсчетного положения. Век-
тор угловой скорости ωωω(t) можно представить в виде

ωωω(t) = ω(t)n(t), |n(t)| = 1, (C.27)

где ω(t) называется величиной угловой скорости.
Если ω(t) > 0, то вращение происходит против движения часовой стрел-

ки, если смотреть с конца вектора n(t). Иногда в качестве n(t) выбирают
направляющий вектор вектора ωωω(t)

n(t) =ωωω(t)/|ωωω(t)|. (C.28)

В этом случае ω(t) в (C.27) есть модуль вектора ωωω(t). Представление
(C.28) неудобно, так как в этом случае направляющий вектор n(t) не явля-
ется в общем случае непрерывной функцией времени: если модуль |ωωω(t)| в
какой-то момент времени обращается в нуль, а сам вектор ωωω(t) при этом
меняет направление на противоположное, то n(t) скачком меняет свою вели-
чину, ибо |n(t)| = 1 при всех t. В представлении (C.27) знак будет менять
величинаω(t), а вектор n(t) будет меняться непрерывно. Итак, по заданному
тензору поворота P(t) векторы угловых скоростей вычисляются однозначно
по формулам (C.23). Сложнее обстоит дело с обратной задачей: по заданному
вектору ωωω(t) восстановить тензор поворота.
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.C.3 Определение поворота по угловой скорости

Допустим, что известен левый (правый) вектор угловой скорости. Кроме
того, известно, что в момент сравнения t = τ тензор поворота равен единич-
ному тензору

P(t)|t=τ = E. (C.29)

Требуется найти тензор поворота, отвечающий вектору угловой скорости
ωωω(t). Запишем уравнение Пуассона

Ṗ(t) =ωωω(t) × P(t) (t > τ), (C.30)

где ωωω(t) считается заданным.
Тензорное уравнение (C.30) эквивалентно девяти скалярным уравнени-

ям первого порядка для координат тензора P(t) = Pmn(t) em ⊗ en. Однако
не все эти уравнения являются независимыми. В (C.30) только три уравне-
ния оказываются независимыми. Поэтому система (C.30) является системой
обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка. В теории
обыкновенных дифференциальных уравнений задача их интегрирования при
определенных начальных условиях типа (C.29) называется задачей Коши.
Таким образом, нахождение тензора поворота по заданной угловой скорости
ωωω(t) сводится к интегрированию уравнения (C.30) при начальных условиях
(C.29). Эта задача Коши весьма специфична и исследована еще в прошлом
веке Жаном Дарбу (1842–1917). Поэтому задачу интегрирования уравнения
(C.30) при начальных условиях (C.29) в динамике твердого тела принято на-
зывать задачей Дарбу.
Теорема. Решение задачи Дарбу, т. е. решение уравнения (C.30) при на-

чальных условиях (C.29), существует, единственно и является тензором
поворота.
Доказательство. Существование и единственность решения задачи

Коши, частным случаем которой является задача Дарбу, доказывается в
теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Поэтому необходимо
доказать только последнее утверждение теоремы, т. е. доказать, что
тензор P(t), являющийся решением уравнения (C.30) и удовлетворяющий
условию (C.29), является тензором поворота. Пусть P(t) удовлетворяет
уравнению (C.30) и начальному условию (C.29). Составим тензор B(t)

B(t) = P(t) ··· PT(t), B(τ) = E, t ≥ τ. (C.31)

Здесь учтено, что P(τ) = E в силу (C.29). Продифференцируем (C.31)
по времени и воспользуемся уравнением (C.30) для того, чтобы исключить
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производные от P(t) по времени. Получим

Ḃ(t) = Ṗ(t) ··· PT(t) + P(t) ··· ṖT(t) =ωωω× P ··· PT + P ··· (ωωω× P)T =

= ωωω× B − P ··· PT ×ωωω =ωωω× B − B ×ωωω.

Таким образом, если тензор P(t) удовлетворяет уравнению (C.30), то
тензор B(t) должен удовлетворять уравнению

Ḃ(t) =ωωω(t) × B(t) − B(t) ×ωωω(t), t > τ. (C.32)

Кроме того, B(t) при t = τ должен удовлетворять условию (C.31):
B(τ) = E. Иными словами, для тензора B(t) также получена задача Ко-
ши, решение которой существует и единственно. На первый взгляд, ре-
шение задачи (C.32) и (C.31) ничуть не проще, чем решение задачи Дарбу
(C.30) и (C.29). Но все дело в том, что решение задачи (C.32) и (C.31) лег-
ко угадать. Именно угадать, а не построить на основе каких-либо общих
методов. Действительно, очевидно, что тензор B(t) = E удовлетворяет
как уравнению (C.32), так и начальному условию (C.31). Поскольку решение
задачи Коши (C.32) и (C.31) единственно, то тензор B(t) = E является
единственным решением задачи. Таким образом, получается, что тензор
P(t) при всех t удовлетворяет условию

B(t) = P(t) ··· PT(t) = E,

из которого следует, что тензор P(t) — ортогонален. Как следствие по-
лучаем отсюда условия[

detP(t)
]2

= 1 ⇒ 2 detP(t)
[
detP(t)

]···
= 0 ⇒ detP(t) = const.

Поскольку при t = τ имеем detP(τ) = detE = 1, то detP(t) = 1 при
всех t. Итак, решение задачи Дарбу является тензором поворота.

В качестве момента сравнения τ всегда можно выбрать значение τ = 0,
т. е. принять τ за начало отсчета времени. Но это не всегда удобно. Рассмот-
рим пример (рис. C.2).

Пусть стержень OA подвешен с помощью шарнира в точке O и может
совершать движения вокруг O в плоскости чертежа. Пусть на стержень дей-
ствует поле силы тяжести g. Тогда если стержень слегка отклонить от вер-
тикали и затем отпустить, то он начнет совершать малые колебания около
вертикали. Начальное положение стержня (на рис. C.2 это OA) при t = 0

отклонено от вертикали. В качестве отсчетного положения удобно принять не
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A'

Рис. C.2. Выбор отсчетного положения

это начальное положение, а вертикальное положение стержня. Поэтому при-
нимаем, что при каком-то τ < 0 стержень занимал вертикальное положение
и тензор поворота P(τ) = E. При t = 0 тензор поворота имеет вид

P(0) = (1− cosθ0)m ⊗ m + cos θ0E + sin θ0m × E ≡ P0,

где m — ортогонален плоскости чертежа и направлен “от нас”.
Задача Дарбу в этом случае принимает вид

Ṗ(t) =ωωω(t) × P(t), t > 0, P(0) = P0. (C.33)

Отметим одно свойство задачи Дарбу. На первый взгляд может пока-
заться, что задача (C.33) линейна. Следовательно, ее общее решение должно
быть суммой трех частных решений уравнения (C.33). Именно так гласит
известная теорема из теории линейных дифференциальных уравнений тре-
тьего порядка. Здесь имеется одна тонкость, которая резко меняет ситуацию.
Дело, конечно, в начальном условии. Тензор P0 в (C.33) должен быть тен-
зором поворота. Повороты, как известно, мультипликативны, а вовсе не ад-
дитивны. Поэтому сумма частных решений в данном случае неприемлема.
Как строить в таком случае общее решение задачи Дарбу (C.33)? Оказы-
вается, достаточно найти одно частное решение уравнения (C.33), но такое,
что оно является тензором поворота. Последнее обстоятельство существенно
затрудняет построение решения задачи Дарбу. В частности, оно делает про-
блематичным численное построение решения, ибо строить численно матрицы,
строго удовлетворяющие условиям ортогональности, весьма затруднительно,
если вообще возможно. Позднее будет показано, как устранить описанное
затруднение. Сейчас ограничимся демонстрацией того, что одного частного
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решения уравнения (C.33) без учета начального условия достаточно, чтобы
найти общее решение задачи (C.33). Пусть тензор поворота Q(t) является
каким-либо решением уравнения (C.33) без учета начального условия

Q̇(t) =ωωω(t) × Q(t).

Тогда тензор поворота

P(t) = Q(t) ··· QT(0) ··· P0 (C.34)

является решением задачи (C.33).

.C.4 Угловая скорость композиции поворотов

В приложениях бывает удобно представлять общий поворот P(t) в виде
композиции поворотов

P(θθθ(t)) = Q2(ϕϕϕ(t)) ··· Q1(ψψψ(t)). (C.35)

Здесь Q1 есть первый поворот, а Q2 — второй поворот. Напомним, что
композицию поворотов нельзя понимать так, что сначала, в течение какого–
то интервала времени, производится поворот Q1, а затем, по истечении пер-
вого интервала времени, начинает производиться второй поворот Q2. Тензор
поворота P(t) — это мгновенное действие, происходящее в момент времени t
и состоящее в том, что в момент времени t тензор поворота P(t) поворачива-
ет тело из отсчетного положения в актуальное. В следующий момент времени
t+Δt тензор поворота P(t+Δt) переводит тело из отсчетного положения в
положение, занимаемое телом в момент времени t+Δt. Истинное изменение
ориентации тела в пространстве описывается не тензором поворота, а его из-
менением (дифференциалом). Это обстоятельство важно осознать. Полезно
поэтому провести аналогию с вектором перемещения u(t)

R(t) = r + u(t).

Вектор u(t) мгновенно переносит тело из отсчетного положения r в акту-
альное положение R(t). При этом u(t) сам по себе не показывает истинного
движения тела, которое, тем не менее, может быть восстановлено по векто-
ру u(t)

dR(t) = du(t) ⇒ R(t) = r +

∫ t
0

du(t).



C.4. Угловая скорость композиции поворотов 451

При этом du = vdt, т. е. линейная дифференциальная форма vdt есть
полный дифференциал вектора перемещения. Для поворотов ситуация слож-
нее. Изменение поворота, согласно уравнению Пуассона, определяется через
линейную дифференциальную форму ωωωdt

dP =ωωωdt× P,

но ωωωdt не является полным дифференциалом вектора поворота

ωωωdt �= dθθθ.

По существу именно с этим обстоятельством связаны все усложнения,
возникающие при описании поворотов.

Вернемся, однако, к композиции поворотов (C.35). Все, относящееся к
полному повороту P, справедливо и для составляющих поворотов Q1 и Q2.
Допустим, нам известны угловые скорости ωωω1 и ωωω2 поворотов Q1 и Q2, со-
ответственно,

Q̇1 =ωωω1 × Q1, Q̇2 =ωωω2 × Q2. (C.36)

Как по ним вычислить угловую скорость ωωω полного поворота P? Ответ
дает следующая простая теорема.
Теорема. Угловая скоростьωωω полного поворота P, определенного в виде

композиции (C.35), вычисляется по угловым скоростям ωωω1 и ωωω2 составля-
ющих поворотов Q1 и Q2 посредством равенства

ωωω(t) =ωωω2(t) + Q2(t) ···ωωω1(t). (C.37)

Доказательство (C.37) вполне элементарно и получается после диф-
ференцирования (C.35) по времени

Ṗ(t) = Q̇2(t) ··· Q1(t) + Q2(t) ··· Q̇1(t).

Заменяя здесь производные от тензоров поворота с помощью уравнений
Пуассона (C.36), получаем

ωωω× P =ωωω2 × Q2 ··· Q1 + Q2 ··· (ωωω1 × Q1). (C.38)

Преобразуем второе слагаемое в правой части

Q2 ··· (ωωω1 × Q1) = Q2 ··· (ωωω1 × E) ··· Q1 =

= Q2 ··· (ωωω1 × E) ··· QT
2 ··· Q2 ··· Q1 =

[
(Q2 ···ωωω1) × E

]
··· Q2 ··· Q1.

Учитывая это тождество и равенство (C.35), вместо (C.38) получаем

ωωω× P = (ωωω2 + Q2 ···ωωω1) × P.
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Умножая это равенство скалярно на PT справа и вычисляя векторные
инварианты от обеих частей получившегося равенства, приходим к фор-
муле (C.37). Доказательство завершено.

В литературе равенство (C.37), точнее его аналог, называют теоремой
сложения угловых скоростей. Как уже неоднократно отмечалось, в литера-
туре используется определение угловой скорости, когда в качестве отсчетно-
го положения используется положение в данный момент времени. При таком
описании

Q2(τ− t)|τ=t = E

и равенство (C.37) переходит в традиционную форму сложения угловых ско-
ростей

ωωω(t) =ωωω2(t) +ωωω1(t). (C.39)

Хотя в этом выражении и стоит аргумент t, тем не менее его нельзя
дифференцировать по времени, поскольку здесь t есть один фиксированный
момент времени. Рекомендуется не использовать формулы типа (C.39) и ана-
логичные ей выражения, аппелирующие к мгновенному состоянию движе-
ния. Будучи формально правильными, они служат источником многих недо-
разумений и практически бесполезны. Кроме того, они находятся в трудно
устранимом противоречии с интуитивными представлениями. Например, из-
вестно, что повороты не коммутируют. Поэтому их угловые скорости должны
входить в формулу сложения не равноправно. Это действительно имеет ме-
сто в (C.37), но в (C.39) этот факт глубоко замаскирован. Далее теорема о
сложении угловых скоростей используется исключительно в форме (C.37).
Согласно (C.37) для правых угловых скоростей имеем

ΩΩΩ = PT ···ωωω =ΩΩΩ1 + QT
1 ···ΩΩΩ2, (C.40)

где
ΩΩΩ1 = QT

1 ···ωωω1, ΩΩΩ2 = QT
2 ···ωωω2.

Согласно (C.37) формулы для композиции трех и большего числа пово-
ротов принимают вид

P = Q3 ··· Q2 ··· Q1. (C.41)

Тогда имеем
ωωω =ωωω3 + Q3 ···ωωω2 + Q3 ··· Q2 ···ωωω1. (C.42)
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.C.5 Вектор поворота. Тензор-интегратор

Большую роль в динамике твердого тела играет тензор поворота и его
представления. Между тем, существуют обширные классы задач, которые
без применения вектора поворота трудно даже сформулировать, не говоря об
их решении. По этой причине далее приводятся некоторые факты, относящи-
еся к вектору поворота и его применению. Для тензора поворота справедлива
теорема Эйлера (C.8). Часто вместо (C.8) удобнее использовать представле-
ние через логарифмический тензор поворота R

Q(θm) = E +
sin θ

θ
R +

1− cosθ

θ2
R2 = expR, (C.43)

где
R = θθθ× E, θθθ = θm. (C.44)

В представлении (C.43), (C.44), в отличие от (C.8), величина θ может рас-
сматриваться как модуль вектора θθθ, т. е. θ = |θθθ| ≥ 0. Справедливы формулы

1+ 2 cos θ = trQ , −2
sin θ

θ
θθθ = Q×. (C.45)

Рассмотрим композицию поворотов

Q(θm) = Q(αp) ··· Q(βq), |p| = |q| = 1. (C.46)

Вектор поворота композиции вычисляется по формулам

1+ 2 cos θ = cosα+ cosβ+ cosα cosβ+

+ (1− cosα))(1− cosβ)(p ··· q)2 − 2 sinα sinβ(p ··· q),
(C.47)

2 sin θm =
[
sinα(1+ cosβ) − (1− cosα) sinβ(p ··· q)

]
p+

+
[
sinβ(1+ cosα) − sinα(1− cosβ)(p ··· q)

]
q+

+
[
sinα sinβ− (1− cosα)(1− cosβ)(p ··· q)

]
p × q.

(C.48)

Следует обратить внимание на достаточно сложный характер суммарного
угла поворота. Например, если p = q, то θ = α+ β, что вполне естественно.
Однако, если p ··· q = 0, то из (C.47) следует довольно неожиданный вывод:
если β = π, то θ = π независимо от угла α. В этом случае от угла α зависит
вектор m, который находится по (C.48) после раскрытия неопределенности.

Левая (истинная) ωωω и правая ΩΩΩ угловые скорости находятся по уравне-
ниям Пуассона

Ṗ =ωωω× P, Ṗ = P ×ΩΩΩ, ωωω = P ···ΩΩΩ. (C.49)
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Важную роль играют формулы, связывающие угловые скорости с произ-
водной от вектора поворота

θ̇̇θ̇θ = Z(θθθ) ···ωωω, θ̇̇θ̇θ = ZT(θθθ) ···ΩΩΩ, (C.50)

или в обращенной форме

ωωω = Z−1(θθθ) ··· θ̇̇θ̇θ, ΩΩΩ = Z−T(θθθ) ··· θ̇̇θ̇θ, (C.51)

причем для тензора-интегратора Z(θθθ), играющего роль интегрирующего мно-
жителя, справедливы представления

Z(θθθ) = E −
1

2
R +

1− g

θ2
R2, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
(θ �= 2πs), (C.52)

Z−1(θθθ) = E +
1− cosθ

θ2
R +

θ− sin θ

θ3
R2, detZ =

θ2

2(1− cosθ)
. (C.53)

Обратим внимание, что сингулярную точку θ = 2πs (s = 1, 2, . . . ) следу-
ет исключить из рассмотрения. Это обстоятельство не должно удивлять. На
самом деле модуль вектора поворота может достигать значения 2π только в
том случае, если вращение происходит вокруг фиксированной во времени и
пространстве оси. Доказательство этого интуитивно очевидного факта неиз-
вестно. Однако легко доказывается, что если |θθθ| � 1, то вращение происходит
вокруг фиксированной оси. Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть
выражение

cosη =
ωωω ···ΩΩΩ
|ωωω|2

=
θ̇̇θ̇θ ··· Z−T ··· Z−T ··· θ̇̇θ̇θ
θ̇̇θ̇θ ··· Z−T ··· Z−1 ··· θ̇̇θ̇θ

=
θ4|θ̇̇θ̇θ|2 − [θ2 − sin2 θ+ (1− cosθ)2]|θθθ× θ̇̇θ̇θ|2

θ4|θ̇̇θ̇θ|2 − [θ2 − sin2 θ− (1− cosθ)2]|θθθ× θ̇̇θ̇θ|2
.

Отсюда видно, что при больших θ2 справедливы пределы

θ2 → ∞ ⇒ cosη → 1 ⇒ η → 0.

Это означает, что при больших θ2 справедливо равенство

ωωω =ΩΩΩ ⇒ P ···ΩΩΩ =ΩΩΩ ⇒ ΩΩΩ = θ̇m, m = const.

Практика показывает, что в случае неодноосных вращений модуль векто-
ра поворота не превышает значения π.

При вычислениях полезны формулы

R ··· θθθ = 0, R2k+1 = (−θθθ2)kR, R2k = (−θθθ2)k−1R2 (k = 1, 2, ...).
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Тензор-интегратор Z обладает многими замечательными свойствами. Пе-
речислим некоторые из них:

Z(θθθ) ··· θθθ = θθθ, ZT = P ··· Z (P ··· θθθ = θθθ). (C.54)

Тензор Z(θθθ) является гиротропной функцией вектора поворота θθθ

Z(Q ··· θθθ) = Q ··· Z(θθθ) ··· QT , ∀Q : Q ··· QT = E, detQ = +1. (C.55)

Если Q = P, где P ··· θθθ = θθθ, то

Z(θθθ) = P ··· Z(θθθ) ··· PT ⇒ P ··· Z = Z ··· P, PT ··· Z = Z ··· PT . (C.56)

Пользуясь (C.54)–(C.56), можно вывести много других тождеств. Напри-
мер,

Z−T(θθθ) = PT(θθθ) ··· Z−1(θθθ). (C.57)

При выводе многих уравнений тождества (C.54)–(C.57) чрезвычайно об-
легчают выкладки.

В заключение приведем вывод первой из двух формул (C.51). Вычисляя
след от обеих частей левого уравнения Пуассона и учитывая (C.45), получаем

tr Ṗ = (trP)··· = (1+ 2 cosθ)··· = −2 θ̇ sin θ = tr(ωωω× P) = −
2 sin θ

θ
θθθ ···ωωω.

Отсюда имеем

θθθ ···ωωω = θθ̇ =
1

2
(θ2)··· =

1

2
(θθθ ··· θθθ)··· = θθθ ··· θ̇̇θ̇θ. (C.58)

Умножая обе части левого уравнения Пуассона (C.51) скалярно на вектор
поворота и учитывая равенство P · θθθ = θθθ, получаем

Ṗ ··· θθθ = (P ··· θθθ)··· − P ··· θ̇̇θ̇θ = (E − P) ··· θ̇̇θ̇θ =ωωω× θθθ.

Умножая обе части последнего равенства векторно на θθθ, получаем с уче-
том (C.58)

θθθ× (E − P) ··· θ̇̇θ̇θ = θθθ× (ωωω× θθθ) =ωωωθ2 − (ωωω ··· θθθ)θθθ =ωωωθ2 − θθθ(θθθ ··· θ̇̇θ̇θ),

или

ωωω =
1

θ2

[
θθθ× (E − P) + θθθ⊗ θθθ

]
··· θ̇̇θ̇θ =

1

θ2

[
R ··· (E − P) + θθθ⊗ θθθ

]
··· θ̇̇θ̇θ.

Подставляя сюда выражение (C.43) и учитывая тождество

R2 = θθθ× E × θθθ = θθθ⊗ θθθ− θ2E,

получаем искомую формулу (C.51).
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.C.6 Потенциальные или консервативные моменты

Введем понятие консервативного момента, необходимость в котором воз-
никает во многих задачах, но которое, видимо, до сих пор не было введено в
общем случае.
Определение. Момент M называется потенциальным или консер-

вативным, если существует такая скалярная функция U(θθθ), зависящая
только от вектора поворота θθθ, что выполняется равенство

M ···ωωω = −U̇(θθθ) = −
dU

dθθθ
··· θ̇̇θ̇θ = −

dU

dθθθ
··· Z(θθθ) ···ωωω. (C.59)

Из этого определения немедленно следует, что

M = −ZT(θθθ) ··· dU
dθθθ

+ f(θθθ,ωωω) ×ωωω. (C.60)

Определение. Консервативный момент называется позиционным, ес-
ли он зависит только от вектора поворота в данный момент времени,
т. е. в (C.60) следует принять f(θθθ,ωωω) = 0.

Включение в определение консервативного момента слагаемого, завися-
щего от скорости, оправдывается следующими обстоятельствами. Первое:
именно (C.60) следует из определения (C.59). Второе: включение члена, зави-
сящего от скорости, не препятствует сохранению энергии. Третье: включение
слагаемого, зависящего от скорости (в котором f(θθθ,ωωω) следует понимать как
функционал от векторов поворота и угловой скорости), оказывается необхо-
димым при учете (частичном) инерционных свойств упругого основания.

Для практических целей важными оказываются частные случаи потен-
циала U(θθθ).
Определение. Потенциал U(θθθ) называется трансверсально изотроп-

ным с осью изотропии k, если равенство

U(θθθ) = U (Q(αk) ··· θθθ) (C.61)

выполняется для любого тензора поворота Q(αk).
Найдем общий вид трансверсально изотропного потенциала. Для этого

рассмотрим непрерывно дифференцируемое семейство тензоров Q(α(τ)k),
где τ— параметр семейства. Продифференцируем теперь (C.61) по параметру
τ и учтем, что левая часть (C.61) от τ не зависит. Тогда получим

dU

dτ
=
dU

dθθθ ′ ···
dθθθ ′

dτ
=
dU

dθθθ ′ ···
(
dα

dτ
k × θθθ ′

)
= 0, θθθ ′ ≡ Q(αk) ··· θθθ.
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Таким образом трансверсально изотропный потенциал должен удовлетво-
рить условию

dU

dθθθ
··· (k × θθθ) = 0 ⇒ dU

dθθθ
= ψ1k +ψ2θθθ,

где ψ1 и ψ2 — скалярные функции θθθ. Умножая последнее равенство скалярно
на dθθθ, получаем

dU =
dU

dθθθ
··· dθθθ = ψ1d(k ··· θθθ) +

1

2
ψ2d(θ2).

Очевидно, что трансверсально изотропный потенциал есть функция двух
аргументов

U(θθθ) = U(k ··· θθθ, θ2). (C.62)

Если U(θθθ) есть функция только от θ2, то такой потенциал называется
изотропным. Согласно (C.62) имеем

dU

dθθθ
= 2

∂U

∂(θ2)
θθθ+

∂U

∂(k ··· θθθ) k. (C.63)

Следовательно, согласно (C.60) позиционный консервативный момент
имеет вид

M = −2
∂U

∂(θ2)
θθθ−

∂U

∂(k ··· θθθ) ZT ··· k. (C.64)

Для изотропного потенциала в этом выражении сохраняется только пер-
вое слагаемое в правой части. Отметим очевидные тождества, справедливые
для любого вектора a,

(E − P) ··· θθθ = (E − PT) ··· θθθ = 0 ⇒ (a − a ′) ··· θθθ = 0, a ′ = P ··· a.

С учетом этих тождеств и равенства (C.64) имеем

(E − PT) ··· M = −
∂U

∂(k ··· θθθ)(E − PT) ··· ZT ··· k =

=
∂U

∂(k ··· θθθ) (Z − ZT) ··· k = −
∂U

∂(k ··· θθθ) R ··· k =
∂U

∂(k ··· θθθ) k × θθθ.

Умножая это равенство скалярно на k, получим

(k − k ′) ··· M = 0. (C.65)

Это равенство справедливо для любого трансверсально изотропного по-
тенциала. Для изотропного потенциала равенство (C.65) справедливо для лю-
бого вектора a, а не только для k.
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.C.7 Метод возмущений на множестве
собственно ортогональных тензоров

Поскольку возмущенные тензоры поворота не должны выходить за пре-
делы собственно ортогональной группы, то это налагает определенные огра-
ничения на всю технику метода возмущений. Существует несколько способов
возмущения тензоров поворота. Один из них изложен в [174]. В данном случае
будет использована другая техника, основанная на том факте, что векторы
поворота являются элементами линейного пространства и на их возмущения
никаких ограничений не налагается.

Возмущенный тензор поворота определим равенством

Pε = expRε = exp
[
θθθε × E

]
, θθθε = θθθ0 + εϕϕϕ, |ε| � 1, (C.66)

где вектор ϕϕϕ называется вариацией вектора поворота. Рассматривая пара-
метр ε как независимую переменную, вводим левую ηηηε и правую ζζζε скорости
возмущения:

∂Pε

∂ε
= ηηηε × Pε,

∂Pε

∂ε
= Pε × ζζζε, ηηηε = Pε ··· ζζζε. (C.67)

Возмущенные угловые скорости вычисляются по тензору Pε:

Ṗε =ωωωε × Pε, Ṗε = Pε ×ΩΩΩε, ωωωε = Pε ···ΩΩΩε. (C.68)

Выписывая условия интегрируемости (C.67) и (C.68), приходим к урав-
нениям структуры Картана

∂ωωωε

∂ε
= η̇̇η̇ηε + ηηηε × ωωωε,

∂ΩΩΩε

∂ε
= ζ̇̇ζ̇ζε − ζζζε × ΩΩΩε. (C.69)

Для скоростей возмущения имеем формулы, аналогичные (C.51),

ηηηε = Z−1
ε ··· ∂θθθε

∂ε
= Z−1

ε ···ϕϕϕ, ζζζε = Z−T
ε ···ϕϕϕ, ϕϕϕ =

∂θθθε

∂ε
. (C.70)

Возмущенные угловые скорости находятся по формулам

ωωωε = Z−1
ε ··· θ̇̇θ̇θε, ΩΩΩε = Z−T

ε ··· θ̇̇θ̇θε.

Если θθθ0 не зависит от времени (положение равновесия), то

ωωωε = εZ−1
ε ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕε, ΩΩΩε = εZ−T

ε ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕε. (C.71)
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Пусть дана функция f(ε, t). Величина

f∗(t) =
∂f(ε, t)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

называется первой вариацией функции f(ε, t). Для первых вариаций тензора
поворота и скоростей имеем

P∗ = ηηη0 × P0, ηηη0 = Z−1
0 ···ϕϕϕ, ωωω∗ = η̇̇η̇η0 + ηηη0 × ωωω0, (C.72)

где индексами 0 отмечены невозмущенные величины, но ηηη0 = ηηη|ε=0. Анало-
гичные формулы справедливы для правых величин

P∗ = P0 × ζζζ0, ζζζ0 = Z−T
0 ···ϕϕϕ, ΩΩΩ∗ = ζ̇̇ζ̇ζ0 − ζζζ0 ×ΩΩΩ0, (C.73)

где ζζζ0 = ζζζ|ε=0. Если возмущения накладываются на равновесные (статиче-
ские) состояния, то ωωω0 = ΩΩΩ0 = 0. Отметим формулы для первой вариации
модуля вектора поворота

θθθ∗ =
1

θ0
θθθ0 ···ϕϕϕ =

1

θ0
θθθ0 ··· ηηη0 =

1

θ0
θθθ0 ··· ζζζ0. (C.74)

.C.8 Постановка задачи о твердотельном осцилляторе

Представим себе следующую ситуацию. Пусть дан тонкий стержень, рас-
положенный вдоль орта k. Пусть его нижний конец закреплен от смещений
в неподвижной точке O, которую примем за начало в инерциальной системе
отсчета. Пусть, наконец, рассматриваемый воображаемый стержень удержи-
вается от поворотов упругим основанием (рис. C.3). Когда стержень направ-
лен вертикально и не повернут вокруг своей оси, упругое основание счита-
ется недеформированным. Насадим теперь на воображаемый стержень твер-
дое тело произвольного вида. Тогда воображаемый стержень станет некой
материальной осью в теле, упруго защемленной в упругое основание. Поло-
жение тела, при котором упругое основание недеформировано, будем назы-
вать отсчетным. Тензор инерции тела в отсчетном положении, вычисленный
относительно неподвижной точки O, будем обозначать символом J. Тензор
J симметричен и положительно определен. Вектор вертикали k не обязан
совпадать с главной осью J. Ситуация такого рода возникает в динамике
неуравновешенных центрифуг. Правда, в дальнейшем считается, что ротор
жестко закреплен в статоре. В динамике центрифуг вместо твердого тела
нужно рассматривать гиростат, что, конечно, вносит некоторые технические
усложнения, но в данном случае эти усложнения совершенно излишни.
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k

Упругое
основание

Рис. C.3. Твердое тело на упругом основании

Важное значение имеет случай трансверсально изотропного тензора инер-
ции с осью изотропии k. В этом случае тензор J имеет вид

J = J1(E − k ⊗ k) + J3k ⊗ k, (C.75)

где J1, J3 — экваториальный и осевой моменты инерции, вычисленные отно-
сительно осей, проходящих через неподвижную точку O.

В актуальном положении тела, т. е. в положении тела в данный момент
времени, тензор инерции находится по формуле

J(t) = P(t) ··· J ··· PT(t) = J1(E − k ′ ⊗ k ′) + J3k
′ ⊗ k ′, k ′ = P ··· k. (C.76)

Первый знак равенства здесь относится к тензору J общего вида, а второй
знак равенства относится к трансверсально изотропному тензору инерции. В
представлении (C.76) символом P обозначен тензор поворота тела. Кинети-
ческий момент определяется выражением

LLL = P ··· J ··· PT ···ωωω = J1ωωω+ (J3 − J1)(k
′ ···ωωω)k ′, (C.77)

или
LLL = P ··· J ···ΩΩΩ = P ···

[
J1ΩΩΩ+ (J3 − J1)(k ···ΩΩΩ)k

]
. (C.78)

В (C.77) используется левая угловая скорость ωωω, а в (C.78) — правая
угловая скорость.
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Упругое основание характеризуется упругим потенциалом U(θθθ). Тогда
упругий момент, действующий со стороны основания на тело, определяется
выражением (C.60)

Me = −ZT(θθθ) ··· dU
dθθθ

+ f(θθθ,ωωω) ×ωωω, (C.79)

где последнее слагаемое в правой части в дальнейшем будет игнорироваться.
Если потенциал U(θθθ) трансверсально изотропен, то выражение (C.79) упро-
щается (см. (C.63)–(C.64))

Me = −2
∂U

∂(θ2)
−

∂U

∂(k ··· θθθ) ZT ··· k. (C.80)

Оно еще больше упрощается для изотропного основания, у которого
∂U

∂(k ··· θθθ) = 0. В дальнейшем будем предполагать, что выполнено неравенство

a ··· d
2U

dθθθdθθθ
··· a > 0, ∀ a : |a| �= 0, (C.81)

где
d2U

dθθθdθθθ
= 2

∂U

∂(θ2)
E + 2

∂2U

∂(θ2)∂(k ··· θθθ) (θθθ⊗ k + k ⊗ θθθ) +

+ 4
∂2U

∂(θ2)∂(θ2)
θθθ⊗ θθθ+

∂2U

∂(k ··· θθθ)∂(θθθ ··· k)
k ⊗ k.

(C.82)

Второй закон динамики Эйлера записывается в форме

[
P ··· J ··· PT ···ωωω

]···
+ ZT ··· dU

dθθθ
= Mext, (C.83)

где Mext — внешний момент, вычисленный относительно неподвижной точ-
ки O. Через правую угловую скорость уравнение (C.83) записывается следу-
ющим образом:

J ··· Ω̇̇Ω̇Ω+ΩΩΩ× J ···ΩΩΩ+ Z ··· dU
dθθθ

= PT ··· Mext, (C.84)

где использовано тождество (C.57). Внешний момент представим в виде су-
перпозиции потенциальной и непотенциальной части

Mext = −ZT ··· dΠ
dθθθ

+ Mex. (C.85)
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Тогда уравнение (C.83) можно переписать в виде

[
P ··· J ··· PT ···ωωω

]···
+ ZT ··· d(U+ Π)

dθθθ
= Mex, (C.86)

а уравнение (C.84) примет вид

J ··· Ω̇̇Ω̇Ω+ΩΩΩ× J ···ΩΩΩ+ Z ··· d(U+ Π)

dθθθ
= PT(θθθ) ··· Mex. (C.87)

К уравнениям (C.86) или (C.87) необходимо добавить одно из двух урав-
нений связи

θ̇̇θ̇θ = Z ···ωωω, θ̇̇θ̇θ = ZT ···ΩΩΩ, (C.88)

а также начальные условия

t = 0 : θθθ = θθθ0, ωωω =ωωω0, или ΩΩΩ =ΩΩΩ0. (C.89)

Основными неизвестными в принятой постановке задачи являются вектор
поворота θθθ и вектор угловой скорости ωωω или ΩΩΩ.

.C.9 Движение твердого тела
на изотропной упругой опоре

В качестве иллюстрации рассмотрим простейшую задачу о движении
твердого тела с шаровым тензором инерции на изотропной упругой опоре

J = JE, U = U(θ2),
dU

dθθθ
= 2U ′(θ2)θθθ = c(θ2)θθθ, (C.90)

где штрих означает производную по аргументу θ2. Уравнения (C.84) и (C.85)
принимают вид

Jω̇̇ω̇ω+ bωωω+ c(θ2)θθθ = 0, JΩ̇̇Ω̇Ω+ bΩΩΩ+ c(θ2)θθθ = 0. (C.91)

В уравнения (C.91) добавлен момент трения Mf = −bωωω, где b = const,
b > 0. Разумеется, уравнения (C.91) не являются независимыми. К уравне-
ниям (C.91) следует добавить уравнения (C.88)

θ̇̇θ̇θ =ωωω−
1

2
θθθ×ωωω+

1− g

θ2
θθθ× (θθθ×ωωω),

θ̇̇θ̇θ =ΩΩΩ+
1

2
θθθ×ΩΩΩ+

1− g

θ2
θθθ× (θθθ×ΩΩΩ)

(C.92)
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и начальные условия

t = 0 : θθθ = θθθ0, ωωω =ωωω0 (ΩΩΩ =ΩΩΩ0 = PT(θθθ0) ···ωωω0). (C.93)

Систему (C.91)–(C.93) можно решать либо с использованием левой уг-
ловой скорости (первые уравнения системы), либо с использованием правой
угловой скорости (вторые уравнения системы). Система (C.91)–(C.92) суще-
ственно нелинейна. Чтобы подчеркнуть различие в подходах к решению этой
системы, рассмотрим сначала классический подход. При этом обычно рабо-
тают с правыми угловыми скоростями. Кроме того, используют какую-либо
систему параметров для представления тензора поворота. Воспользуемся си-
стемой углов Эйлера

P(θθθ) = Q(ψk) ··· Q(ϑp) ··· Q(ϕk) = Q(ϑp ′) ··· Q(βk), (C.94)

где
β = ϕ+ψ, p ′ = Q(ψk) ··· p, p ′ ··· k = p ··· k = 0. (C.95)

Для нахождения вектора поворота через углы Эйлера следует воспользо-
ваться формулами (C.47), (C.48). Тогда система (C.91)–(C.92) эквивалентна
следующим трем уравнениям для углов Эйлера ψ, ϑ, ϕ:

J
[
β̇− ψ̇(1− cos ϑ)

]···
+
c(θ2) θ

2 sin θ
sinβ(1+ cos ϑ) = 0,

J
[
θ̈+ ψ̇ϕ̇ sin ϑ)

]
+
c(θ2)θ

2 sinθ
sin ϑ(1+ cosβ) = 0,

J
[(
ψ̇ sin ϑ

)···
− ϕ̇ϑ̇

]
+
c(θ2)θ

2 sin θ
sinβ sin ϑ = 0.

(C.96)

Дополнительно имеем уравнение связи (C.47) для выражения θ через ϑ
и β

1+ 2 cosθ = cos ϑ+ cosβ+ cos ϑ cosβ , β = ϕ+ψ. (C.97)

В системе (C.96) принято, что b = 0, т. е. трение отсутствует. Систе-
ма (C.96), (C.97) очень сложна, и проанализировать ее достаточно полно не
удалось.

Показательно, что при выводе (C.96) использовалось априорное представ-
ление (C.94) для тензора поворота. Оно допустимо, равно как совершенно
правильной является система (C.96), (C.97). Можно было бы воспользовать-
ся какой-либо другой системой углов, но неизменным остался бы априор-
ный характер выбора представления для тензора поворота. Между тем, этот
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выбор является чрезвычайно важным. На самом деле в каждой задаче тен-
зор поворота должен представляться только в одной форме, если необходимо
получить обозримое решение. Это единственное представление должно не
угадываться, а определяться в процессе решения задачи. Именно это обстоя-
тельство подчеркивалось в работе [31], где выбор представления для тензора
поворота определялся строением интеграла энергии. Для рассматриваемой
системы (C.91)–(C.92) интеграла энергии нет. Однако существуют интегра-
лы другого типа. Покажем, как интегрируется система (C.91)–(C.92).

Из уравнений (C.91) следует, что

J(ωωω−ΩΩΩ)··· + b(ωωω−ΩΩΩ) = 0 ⇒ ωωω−ΩΩΩ = exp

(
−
b

J
t

)
(ωωω0 −ΩΩΩ0). (C.98)

Таким образом получили три интеграла. Теперь возможны два случая

а) ωωω0 −ΩΩΩ0 = 0, б) ωωω0 −ΩΩΩ0 = |ωωω0 −ΩΩΩ0| e �= 0.

В первом случае решение элементарно, поскольку (C.98) дает

ωωω =ΩΩΩ ⇒ P ···ΩΩΩ =ΩΩΩ ⇒ ΩΩΩ(t) = λ(t)θθθ(t).

Подставляя это выражение в (C.91) и (C.92), получаем

Jθ̈̈θ̈θ+ bθ̇̇θ̇θ+ c(θ2)θθθ = 0, θ̇̇θ̇θ = λ(t)θθθ(t).

Из второго уравнения этой системы следует, что вектор поворота неизме-
нен по направлению. Поэтому векторные уравнения сразу переписываются в
скалярной форме

Jθ̈+ bθ̇+ c(θ2)θ = 0, θ̇ = λθ, θθθ = θm, m = const. (C.99)

Второе уравнение этой системы служит для определения функции λ, ко-
торая малоинтересна. Первое уравнение легко интегрируется в двух случаях:
а) b = 0, c(θ2) > 0 — любая функция; б) c(θ2) = c = const — линейно упругое
основание. Качественный анализ системы (C.99) очевиден и хорошо известен.

Обратимся к случаю, когда ωωω0 �=ΩΩΩ. Из уравнения (C.92) следует, что

g(θ)(ωωω−ΩΩΩ) =
1

2
θθθ× (ωωω+ΩΩΩ). (C.100)

С учетом (C.98) это равенство можно переписать в виде

g(θ) exp

(
−
b

J
t

)
(ωωω0 −ΩΩΩ0) =

1

2
θθθ× (ωωω+ΩΩΩ). (C.101)
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С учетом формул (C.51) правую часть (C.101) можно переписать в виде

1

2
θθθ× (ωωω+ΩΩΩ) =

sin θ

θ
θθθ× θ̇̇θ̇θ.

Тогда уравнение (C.101) примет вид

2(1− cosθ)

θ2
θθθ× θ̇̇θ̇θ = (ωωω0 −ΩΩΩ0) exp

(
−
b

J
t

)
. (C.102)

Согласно (C.102) вектор θθθ лежит в плоскости, ортогональной вектору
ωωω0 −ΩΩΩ0. Следовательно, его можно представить в виде

θθθ(t) = θ(t)Q(ψe) ··· m, m = θθθ0/θ0, m ··· e = 0, ψ(0) = 0, (C.103)

где e есть орт вектора ωωω0 −ΩΩΩ0. Согласно (C.103)

θθθ× θ̇̇θ̇θ = ψ̇θ2 e. (C.104)

Подставляя (C.104) в (C.102), получаем

ψ̇ =
|ωωω0 −ΩΩΩ0|

2(1− cos θ)
exp

(
−
b

J
t

)
> 0.

Это выражение можно переписать в виде

ψ̇ =
1− cosθ0
1− cos θ

ψ̇0 exp

(
−
b

J
t

)
, ψ̇0 > 0. (C.105)

Получим уравнение для нахождения угла поворота θ. Для этого вычис-
лим правую угловую скорость

ΩΩΩ =
θ̇

θ
θθθ+

sin θ

θ
ψ̇ e × θθθ− (1− cosθ) ψ̇ e.

Подставляя это выражение во второе уравнение системы (C.91) и проеци-
руя получившееся уравнение на вектор поворота θθθ, вектор e и вектор e × θθθ,
получаем три скалярных уравнения. Причем проекции на e и e×θθθ оказыва-
ются тождествами в силу (C.105), а проекция на θθθ дает уравнение для угла
поворота θ

J(θ̈− sin θ ψ̇2) + bθ̇+ c(θ2)θ = 0. (C.106)

Если трение отсутствует, т. е. b = 0, то уравнение (C.106) с учетом (C.105)
допускает решение в квадратурах. При этом, в частности, уравнение (C.106)
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показывает существование регулярной прецессии тела на упругом основании.
Скорость прецессии ψ̇ постоянна и определяется выражением

ψ̇2 =
c(θ2) θ

J sin θ
, θ = const. (C.107)

Регулярная прецессия относится к случаю, когда ось поворота и ось вра-
щения тела ортогональны между собой

θθθ ···ωωω = θθθ ···ΩΩΩ = 0.

При наличии трения уравнение (C.106) допускает ясное качественное ис-
следование, но не интегрируется в квадратурах даже для линейного упругого
основания, когда c(θ2) = c = const.

Согласно (C.103) для тензора поворота имеем представление

P = Q(θθθ) = Q(ψe) ··· Q(θm) ··· QT(ψe). (C.108)

Очевидно, что это выражение отличается от (C.94), если e �= k. При этом
углы θ и ψ также являются углами Эйлера, причем угол собственного враще-
нияϕ равенϕ = −ψ. Однако выбор осей поворота в (C.108), осуществленный
в процессе решения задачи, оказался отличным от выбора осей в (C.94). При
принятии (C.94) система (C.96) в общем случае, видимо, не интегрируется.
Однако, если в (C.94) принять

p =
θθθ0

|θθθ0|
, k = e =

ωωω0 −ΩΩΩ0

|ωωω0 −ΩΩΩ0|
, ϕ = −ψ, β = 0, ϑ = θ,

то система (C.96) сводится к уравнениям (C.105) и (C.106) при b = 0 и инте-
грируется в квадратурах.



Приложение D

Вывод формул1

.D.1 Формулы с деформационным градиентом

.D.1.1 Структуры Картана

Докажем тождество

∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs
= Fm × Fs. (D.1)

По определению (3.9)

∂P

∂qs
= Fs × P,

∂P

∂qm
= Fm × P.

Вычислим вторые производные

∂2P

∂qs∂qm
=
∂Fs

∂qm
× P + FFFs ×

∂P

∂qm
,

∂2P

∂qm∂qs
=
∂Fm

∂qs
× P + FFFm × ∂P

∂qs
.

Тогда(
∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs

)
×PPP + FFFs × (FFFm ×PPP) − FFFm × (FFFs ×PPP) = 000,

или (
∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs

)
×PPP + FFFm ⊗ (FFFs ···PPP) − FFFs ⊗ (FFFm ···PPP) = 000. (D.2)

1 Приложение написано Е. Н. Вильчевской. (Примеч. ред.)
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Домножив (D.2) справа на PPPT , получим(
∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs

)
×EEE + FFFm ⊗FFFs − FFFs ⊗FFFm = 000. (D.3)

Вычислим векторный инвариант (D.3)

−2

(
∂Fs

∂qm
−
∂Fm

∂qs

)
+ FFFm ×FFFs − FFFs ×FFFm = 000,

откуда следует соотношение (D.1).

.D.1.2 Связь между градиентом вектора угловой скорости
и материальной производной от меры деформации

Докажем сначала вспомогательное тождество

∇∇∇ΩΩΩ =
dF

dt
+ FFF ×ΩΩΩ. (D.4)

Продифференцируем соотношение ∇∇∇P = F × P по времени

∇∇∇dP
dt

=
dF

dt
×PPP + FFF × dP

dt
. (D.5)

С другой стороны,

dP

dt
=ΩΩΩ× P ⇒ ∇∇∇dP

dt
= (∇∇∇ΩΩΩ) × P + gggs ⊗ΩΩΩ× ∂P

∂qs
. (D.6)

Приравняв (D.6) и (D.5), найдем

(∇∇∇ΩΩΩ) × P =
dF

dt
×PPP − gggs ⊗ΩΩΩ× (FFFs × P) + FFF × (ΩΩΩ× P) =

=
dF

dt
×PPP + gggs ⊗ (FFFs × (ΩΩΩ× P) −ΩΩΩ× (FFFs × P)) =

=
dF

dt
×PPP + gggs ⊗ (ΩΩΩ⊗FFFs − FFFs ⊗ΩΩΩ) ··· P =

=
dF

dt
×PPP + gggs ⊗ (FFFs ×ΩΩΩ) × P =

(
dF

dt
+ FFF ×ΩΩΩ

)
× P,

откуда следует соотношение (D.4).
Перейдем к доказательству тождества

∇∇∇ωωω =
δF

δt
+ F ×ωωω+∇∇∇V ··· F. (D.7)
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Исключим из соотношения (D.4) вспомогательный вектор ΩΩΩ =ωωω−VVV ···FFF

∇∇∇ωωω−∇∇∇(VVV ···FFF) =
dF

dt
+ FFF ×ωωω− FFF × (VVV ···FFF).

Следовательно,

∇∇∇ωωω =
dF

dt
+ FFF ×ωωω+ (∇∇∇VVV) ···FFF +

(
∇∇∇FFFT

)
···VVV − FFF × (VVV ···FFF).

Поскольку

FFF × (VVV ···FFF) = gggs ⊗FFFs × (VVV ··· gggk) ⊗FFFk = gggs ⊗
(
∂Fk

∂qs
−
∂Fs

∂qk

)
(gggk ···VVV) =

= gggs ⊗ ∂FT

∂qs
···VVV −

∂F

∂qk
gggk ···VVV =

(
∇∇∇FFFT

)
···VVV − (FFF∇∇∇) ···VVV,

то

∇∇∇ωωω =
dF

dt
+ VVV ··· (∇∇∇FFF) + FFF ×ωωω+ (∇∇∇VVV) ···FFF =

δF

δt
+ FFF ×ωωω+ (∇∇∇VVV) ···FFF.

Тождество (D.7) доказано.

.D.2 Уравнение баланса энергии

.D.2.1 Преобразование уравнения баланса энергии

Выведем формулу

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
+ TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+ ηq+∇∇∇ ··· h. (D.8)

Рассмотрим уравнение баланса энергии

ρ

(
dK

dt
+ V ··· ∇∇∇K

)
+ η

(
dU

dt
+ V ··· ∇∇∇U

)
+ K

(
dρ

dt
+∇∇∇ ··· (ρV)

)
+

+U

(
dη

dt
+∇∇∇ ··· (ηV)

)
= ρF ··· V + ρL ···ωωω+ ηq+ (∇∇∇ ··· T) ··· V + (∇∇∇ ··· M) ···ωωω+

+TT ··· ···∇∇∇V + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h.
Используя определение материальной производной, уравнение баланса

массы (3.29) и уравнение баланса частиц (3.20), перепишем уравнение ба-
ланса энергии в виде

ρ
δK

δt
+ η

δU

δt
+ Uχ = (ρF +∇∇∇ ··· T) ···VVV + (ρL +∇∇∇ ··· M + TTT×) ···ωωω−

−TTT× ···ωωω+ ηq+ TT ··· ···∇∇∇V + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h.
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Поскольку из уравнения (3.31) следует, что

χ = −η
δz

δt
, z ≡ ln

[
ρ (x, t)η0 (x)

ρ0 (x)η (x, t)

]
,

то, учитывая первый (3.43) и второй (3.47) законы динамики, получим

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
− ρ

δK

δt
+ ρ

δKKK1

δt
···VVV + ρ

δKKK2

δt
···ωωω+ (D.9)

+TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+ ηq+∇∇∇ ··· h.

Материальная производная кинетической энергии

δK

δt
=
δ

δt

(
1

2
V ··· V + V ··· B ···ωωω+

1

2
ωωω ··· C ···ωωω

)
=

= VVV ··· δVVV
δt

+ VVV ··· δ(BBB ···ωωω)

δt
+
δ(VVV ···BBB)

δt
···ωωω− VVV ··· δBBB

δt
···ωωω+

+
δ(ωωω ···CCC)

δt
···ωωω−

1

2
ωωω ··· δCCC

δt
···ωωω =

(
δ

δt
(VVV + BBB ···ωωω)

)
···VVV+

+

(
δ

δt
(VVV ···BBB +ωωω ···CCC)

)
···ωωω− VVV ··· δBBB

δt
···ωωω−

1

2
ωωω ··· δCCC

δt
···ωωω.

Поскольку

δBBB

δt
=
δ(P ···BBB0 ··· PT)

δt
=
δP

δt
···BBB0 ··· PT + P ···BBB0 ···

(
δP

δt

)T

=

= (ωωω× P) ···BBB0 ··· PT + P ···BBB0 ··· (ωωω× P)T =ωωω×BBB − BBB ×ωωω,

то

VVV ··· δBBB
δt

···ωωω = VVV ··· (ωωω×BBB) ···ωωω = −(VVV ×BBB ···ωωω) ···ωωω.

Аналогично

δCCC

δt
=ωωω×CCC − CCC ×ωωω ⇒ ωωω ··· δCCC

δt
···ωωω = 0.

Таким образом,

δK

δt
=
δKKK1

δt
···VVV +

(
δLLL

δt
+ VVV ×BBB ···ωωω

)
···ωωω =

δKKK1

δt
···VVV +

δKKK2

δt
···ωωω. (D.10)

Подставляя (D.10) в (D.9), получаем формулу (D.8).
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.D.2.2 Доказательство вспомогательного тождества

Докажем тождество

a ···ωωω =
1

2
(a × P)T ··· ···δP

δt
. (D.11)

Подставим в правую часть равенства (D.11) уравнение Пуассона для непо-
движной точки наблюдения

1

2
(a × P)T ··· ···δP

δt
=
1

2
(a × P)T ··· ···(ωωω× P) =

= −
1

2
(PT × a) ··· ···(ωωω× E) ··· P = −

1

2
(PT ··· (a × E)) ··· ···(ωωω× E) ··· P =

= −
1

2
tr

(
PT ··· (a × E) ··· (ωωω× E) ··· P

)
= −

1

2
tr(a × E ×ωωω) =

= −
1

2
tr(ωωω⊗ a − (ωωω ··· a)E) = −

1

2
(ωωω ··· a − 3ωωω ··· a) =ωωω ··· a.

Тождество (D.11) доказано.

.D.2.3 Преобразование выражения, содержащего
девиатор тензора напряжений

Докажем тождество

τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) = −
(
g−1 ··· τττTe

)
··· ···δg
δt

−
1

2
(τττ× × P)T ··· ···δP

δt
. (D.12)

С учетом соотношения (3.18) имеем

τττTe ··· ···∇∇∇V = −τττTe ··· ···
(
δg

δt
··· ggg−1

)
= −

(
ggg−1 ··· τττTe

)
··· ···δg
δt
. (D.13)

Докажем второе равенство на примере диад

a ⊗ b ··· ··· (ccc ⊗ ddd ··· A) = (b ··· ccc) a ··· AT ··· ddd =

= (a ··· AT ⊗ b) ··· ··· (ccc ⊗ ddd) = (A ··· a ⊗ b) ··· ···ccc ⊗ ddd.

Так как

a ⊗ b ··· ···(E ×ωωω) = tr(a ⊗ b ··· (E ×ωωω)) = tr(a ⊗ b ×ωωω) =

= a ··· (b ×ωωω) =ωωω ··· (a × b) =ωωω ··· (a ⊗ b)×,

то, учитывая тождество (D.11),

τττTe ··· ··· (E ×ωωω) =ωωω ···
(
τττTe

)
× = −ωωω ··· τττ× = −

1

2
(τττ× × P)T ··· ···δP

δt
, (D.14)

где вектор τττ× есть векторный инвариант тензора τττe.
Соотношения (D.13) и (D.14) доказывают формулу (D.12).
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.D.2.4 Преобразование выражения, содержащего
тензор моментных напряжений

Докажем тождество

MT
e ······∇ω∇ω∇ω = MT

e ······
δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F
)
× × P

]T
······δP
δt

−
(
g−1 ··· F ··· MT

e

)
······δg
δt
. (D.15)

С учетом равенства (3.14)

MT
e ··· ···∇ω∇ω∇ω = MT

e ··· ···
(
δF

δt
+ FFF ×ωωω+∇∇∇VVV ···FFF

)
=

= MT
e ··· ···

δF

δt
+ tr

(
MT

e ··· (FFF ×ωωω)
)

− MT
e ··· ···

(
δg

δt
··· ggg−1 ···FFF

)
. (D.16)

Так как справедливы соотношения

tr(a ⊗ b ··· (ccc ⊗ ddd ×ωωω)) = (b ··· ccc) a ··· (ddd ×ωωω) = (b ··· ccc)ωωω ··· (a × ddd) =

=ωωω ··· (a ⊗ b ···×ccc ⊗ ddd) =ωωω ··· (a ⊗ b ··· ccc ⊗ ddd)×,

a ⊗ b ··· ··· (ccc ⊗ ddd ··· ggg−1 ···FFF) = (b ··· ccc)(ddd ··· ggg−1 ···FFF ··· a) = (ggg−1 ···FFF ··· a ⊗ b) ··· ···ccc ⊗ ddd,

то, учитывая тождество (D.11),

tr
(
MT

e ··· (FFF ×ωωω)
)

=ωωω ··· (MT
e ···FFF)× =

1

2

(
(MT

e ···FFF)× × P
)T ··· ···δP

δt
, (D.17)

MT
e ··· ···

(
δg

δt
··· ggg−1 ···FFF

)
=

(
ggg−1 ···FFF ··· MT

e

)
··· ···δg
δt
. (D.18)

Подставив (D.17), (D.18) в (D.16), получим (D.15).

.D.2.5 Ограничение на материальную производную
от тензора поворота

Докажем, что для любого симметричного тензораA должно выполняться
соотношение

(A ··· P)T ··· ···δP(x, t)

δt
= 0. (D.19)

Вычислим свертку модифицированного уравнения Пуассона

δP(x, t)

δt
··· PT(x, t) =ωωω(x, t) × E

с симметричным тензором A. Поскольку ωωω(x, t) × E — антисимметричный
тензор, то

(ωωω(x, t) × E) ··· ···A = 0.
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С другой стороны,(
δP(x, t)

δt
··· PT(x, t)

)
··· ···A =

δP(x, t)

δt
··· ··· (A ··· P)T = (A ··· P)T ··· ···δP(x, t)

δt
.

Таким образом, доказано, что для любого симметричного тензора A
должно выполняться соотношение (D.19).

.D.2.6 Общий интеграл характеристической системы

Рассмотрим характеристическую систему

dG∗
ds

= G∗. (D.20)

Покажем, что тензор G = I
− 1/3
3 (G∗)G∗ является общим интегралом си-

стемы (D.20), т. е. этот тензор удовлетворяет уравнению

dG

ds
= 0.

Вычислим производную

d(I
− 1/3
3 G∗)

ds
=
dG∗
ds

I
− 1/3
3 + G∗

d(I
− 1/3
3 )

ds
= G∗

(
I
− 1/3
3 −

I
− 4/3
3

3

dI3
ds

)
. (D.21)

Согласно (B.79) и (B.82) имеем

∂I3
∂G∗

= I3G
−T
∗ ,

dI3
ds

=

(
∂I3
∂G∗

)T

··· ··· dG∗
ds

.

Следовательно, в силу (D.20)

dI3
ds

= I3GGG
−1
∗ ··· ··· dG∗

ds
= I3GGG

−1
∗ ··· ···G∗ = I3 trEEE = 3I3. (D.22)

Подставив (D.22) в (D.21), получим

dG

ds
=
d(I

− 1/3
3 G∗)

ds
= 0.
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.D.3 Определяющие соотношения

.D.3.1 Выражение для девиатора тензора напряжений

Получим формулу для девиатора тензора напряжений

τττe =
2

3

(
G ··· ···∂ηU

∂G

)
E − 2 I

−2/3
3 (g)g ··· ∂ηU

∂G
··· gT . (D.23)

Соотношение Коши–Грина для девиатора упругой части тензора напря-
жений имеет вид

τττe = −
∂ηU

∂g
··· gT = −

(
∂ηU

∂G

)T

··· ··· ∂G
∂ggg

··· gggT , GGG = I
− 2/3
3 (g) gT ··· g. (D.24)

Используя (B.83) и (B.86), вычислим производную ∂G/∂ggg

∂G

∂ggg
= gggT ··· ggg ⊗ ∂(I

−2/3
3 )

∂ggg
+ I

−2/3
3 (gggT ··· eeek eeem + eeemeeek ··· ggg)eeek eeem.

Согласно (B.79)

∂(I
−2/3
3 )

∂ggg
= −

2

3
I
−5/3
3 I3 ggg

−T = −
2

3
I
−2/3
3 ggg−T ,

тогда (
∂ηU

∂G

)T

··· ···
(
gggT ··· ggg

) ∂(I−2/33 )

∂ggg
··· gggT = −

2

3

(
G ··· ···∂ηU

∂G

)
E. (D.25)

Для второго слагаемого в производной
∂G

∂ggg(
∂ηU

∂G

)T

··· ··· (gggT ··· eeek eeem + eeem eeek ··· ggg)eeek eeem ··· gggT =

=

(
eeem ···

(
∂ηU

∂G

)T

··· gggT ··· eeek + eeek ··· ggg ···
(
∂ηU

∂G

)T

··· eeem

)
eeek eeem ··· gggT = (D.26)

= eeem ···
(
∂ηU

∂G

)T

··· gggTeeem ··· gggT + eeek eeek ··· ggg ···
(
∂ηU

∂G

)T

··· eeem eeem ··· gggT =

= ggg ··· ∂ηU
∂G

··· eeem eeem ··· gggT + ggg ···
(
∂ηU

∂G

)T

··· gggT = −2g ··· ∂ηU
∂G

··· gT .

В данном случае учтено, что производная по симметричному тензору —
симметричный тензор.

Подставив (D.25) и (D.26) в (D.24), получим формулу (D.23).



D.3. Определяющие соотношения 475

.D.3.2 Выражение для девиатора тензора напряжений
в случае изотропного материала

Получим формулу

τττe =
2

3

(
I1
∂ηU

∂I1
+ 2 I2

∂ηU

∂I2

)
E − 2

∂ηU

∂I1
ΛΛΛ− 4

∂ηU

∂I2
ΛΛΛ2. (D.27)

Воспользуемся представлением для девиатора тензора напряжений (D.23).
Поскольку в рассматриваемом случае внутренняя энергия зависит только от
инвариантов тензора GGG, то

∂ηU

∂G
=
∂ηU

∂I1

∂I1
∂G

+
∂ηU

∂I2

∂I2
∂G

, (D.28)

I1(G) ≡ E ··· ···G, I2(G) ≡ G ··· ···G.

Согласно (B.79) и (B.76)

∂I1

∂GGG
= EEE,

∂I2

∂GGG
= 2GGGT = 2GGG.

Таким образом, учитывая, что GGG = I
− 2/3
3 (g)gT ··· g,

τττe =
2

3

(
G ··· ···EEE ∂ηU

∂I1
+ 2GGG ··· ···GGG ∂ηU

∂I2

)
E−

−2 I
−2/3
3

(
g ···EEE ··· gggT ∂ηU

∂I1
+ 2g ···GGG ··· gggT ∂ηU

∂I2

)
.

Введя обозначение
ΛΛΛ = I

−2/3
3 (g)g ··· gT .

и собрав слагаемые при E, ΛΛΛ и ΛΛΛ2, получим выражение (D.27).



Приложение E

Приведенное уравнение баланса
энергии — альтернативный подход1

.E.1 О различных способах определения энтропии
и химического потенциала

В третьей и пятой главах книги даны два определения химического по-
тенциала, существенно отличающиеся друг от друга (см. разд. 3.3 и 5.8, со-
ответственно). Оба эти определения отличаются от определения химическо-
го потенциала, принятого в литературе. Это порождает целый ряд вопросов.
Первый и главный вопрос: почему химический потенциал можно вводить раз-
ными способами? За этим вопросом логично следует и второй вопрос: мож-
но ли энтропию вводить различными способами? Как отмечалось в третьей
главе, нельзя сначала определить внутреннюю энергию, а затем химический
потенциал и энтропию; все эти понятия могут быть введены только одновре-
менно. Это означает, в частности, что если мы иначе введем понятия энтропии
и химического потенциала, то изменится и смысловое содержание внутренней
энергии. Поэтому первые два вопроса порождают третий вопрос: допустимы
ли различные способы определения внутренней энергии? Отвечая на постав-
ленные вопросы, прежде всего следует принять во внимание тот факт, что
энтропия и химический потенциал, так же как и внутренняя энергия, являют-
ся неизмеримыми величинами. Поэтому нет никаких физических эксперимен-
тов, которые помогли бы ответить на вопрос, что такое внутренняя энергия,
энтропия и химический потенциал. Следовательно, можно утверждать, что
перечисленные величины допустимо вводить разными способами. Но, если
согласиться с последним утверждением, возникает следующий естественный

1 Приложение написано Е. Н. Вильчевской и Е. А. Ивановой; при написании разде-
ла E.3 использовался материал неопубликованной работы П. А. Жилина. (Примеч. ред.)



E.2. Приведенное уравнение баланса энергии 477

вопрос: какой способ определения этих величин предпочтительнее? Ответ,
что это не имеет значения, вряд ли кого-нибудь устроит. По нашему мнению,
конструктивным решением проблемы является анализ целесообразности ис-
пользования того или иного определения энтропии и химического потенциала
(а следовательно, и внутренней энергии) при построении конкретной моде-
ли среды. Этот анализ должен быть основан на сравнении тех следствий, к
которым приводят различные способы определения обсуждаемых величин.
Далее мы проводим такой анализ в отношении химического потенциала на
примере среды со структурными изменениями.

.E.2 Приведенное уравнение баланса энергии

Рассмотрим уравнение баланса энергии, полученное в третьей главе (см.
подразд. 3.2.6),

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
+ TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h + ηq. (E.1)

Здесь U есть плотность внутренней энергии; T, M — тензоры силовых и
моментных напряжений; V, ωωω — векторы трансляционной и угловой скоро-
сти; q — подвод энергии в единицу времени; h — вектор потока энергии,

z ≡ ln

[
ρ (x, t)η0 (x)

ρ0 (x)η (x, t)

]
,

где η — плотность распределения частиц; ρ — плотность массы.
Для тензоров силовых и моментных напряжений используем представле-

ния, принятые в третьей главе,

T = −(pe + pf)E + τττe + τττf, M = Me + Mf, trτττe = trτττf = 0, (E.2)

где индексом “e ” отмечена упругая (не зависящая от скоростей) составляю-
щая напряжений, а индексом “f ” обозначена диссипативная часть напряже-
ний. Воспользовавшись (E.2), перепишем уравнение (E.1) в форме

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
− pe∇∇∇ ··· V + τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

e ··· ···∇∇∇ωωω+

+∇∇∇ ··· h + ηq− pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω.

(E.3)

Из уравнения баланса энергии, записанного в форме (E.3), не видно, от
каких аргументов зависит внутренняя энергия. Поэтому данное уравнение
нуждается в дальнейшем преобразовании к специальному виду, называемому
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приведенным уравнением баланса энергии. Как отмечалось в третьей главе,
переход от уравнения баланса энергии в форме (E.3) к приведенному урав-
нению баланса энергии не является формальным преобразованием, но суще-
ственно опирается на интуитивные представления. Подход, разработанный в
третьей главе, заключается в следующем. В качестве измеряемых параметров
выбирается плотность распределения частиц в пространстве η и температура
ϑ. В качестве сопряженных переменных выбирается химический потенциал
ψ и энтропия H. Затем принимается равенство (3.58), которое имеет вид

ηϑ
δH

δt
+ η

δψ

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq− pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

f ··· ···∇∇∇ωωω.

С учетом последнего равенства уравнение баланса энергии (E.3) прини-
мает вид

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
− pe∇∇∇ ··· V + τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

e ··· ···∇∇∇ωωω+ ηϑ
δH

δt
+ η

δψ

δt
.

Такая форма уравнения баланса энергии называется приведенным урав-
нением баланса энергии.

Заметим, что вместо равенства (3.58) можно принять равенство

ηϑ
δH

δt
+ ψ̃

δη

δt
= ∇∇∇···h+ηq−pf∇∇∇···V+τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω)+MT

f ··· ···∇∇∇ωωω (E.4)

или равенство

ηϑ
δH

δt
+ηψ̄

δz

δt
= ∇∇∇···h+ηq−pf∇∇∇···V+τττTf ······ (∇∇∇V + E ×ωωω)+MT

f ······∇∇∇ωωω. (E.5)

Величины ψ, ψ̃ и ψ̄ имеют различный физический смысл. Однако все они
являются величинами, сопряженными плотности частиц η (или переменной
z, непосредственно связанной с η), и поэтому могут трактоваться как хими-
ческий потенциал. Величина ψ введена в рассмотрение в третьей главе. Ве-
личина ψ̃ соответствует химическому потенциалу, который обычно рассмат-
ривается в литературе. Величина ψ̄ соответствует химическому потенциалу,
который был введен в рассмотрение в пятой главе данной книги.

.E.3 Об одной трактовке химического потенциала

Введенное в третьей главе равенство (3.58), а также аналогичные ему
равенства (E.4) и (E.5) представляют собой обобщенные уравнения тепло-
проводности и диффузии. При этом под диффузией понимается диффузия
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безмассовых частиц. Если диффундирующие частицы обладают массой, то
сплошную среду следует рассматривать как двухкомпонентную; при описа-
нии такой среды необходимо формулировать уравнения динамики как для
основной компоненты, так и для диффундирующей. В случае, когда вторая
компонента представлена безмассовыми частицами, среду можно рассмат-
ривать как однокомпонентную. При этом для описания процесса диффузии
вводятся две дополнительные скалярные характеристики — плотность рас-
пределения частиц и химический потенциал.

Предположим, что изменение плотности числа частиц связано не с диф-
фузией, а со структурными изменениями, например, с образованием трещин
и пор в материале или с процессом консолидации частиц в сыпучей среде. В
этом случае второй компоненты в виде безмассовых частиц нет, однако плот-
ность числа частиц и массовая плотность являются независимыми характе-
ристиками среды. Возникает вопрос: есть ли необходимость в этом случае
вводить химический потенциал как независимою характеристику состояния
среды, или можно этого не делать? Чтобы ответить на поставленный вопрос,
проанализируем, к каким следствиям ведет отказ от введения химического
потенциала как некоторой дополнительной переменной.

Итак, откажемся от равенств (3.58), (E.4), (E.5), содержащих химический
потенциал, и примем равенство

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq− pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

f ··· ···∇∇∇ωωω. (E.6)

Принимая равенство (E.6), мы, тем не менее, считаем плотность массы и
плотность частиц независимыми величинами. Как показано в третьей главе
(см. подразд. 3.2.2), эти величины удовлетворяют уравнениям

δρ

δt
+ ρ∇∇∇ ··· V = 0,

δη

δt
+ η∇∇∇ ··· V = χ (x, t) ⇒ δz

δt
= −

χ (x, t)

η (x, t)
, (E.7)

где χ (x, t) есть скорость производства частиц в данной точке.
Прежде чем переходить к обсуждению тех следствий, к которым приво-

дит принятие равенства (E.6), приведем цитату из неопубликованной работы
П. А. Жилина, имеющую непосредственное отношение к этому равенству.

“Подобное введение температуры и энтропии может показаться слишком
примитивным. Но оно всегда возможно, хотя и лишает энтропию налета ро-
мантики и кажущейся фундаментальности. В частности, для введения энтро-
пии равенством (E.6) не требуется введения понятия равновесного процесса.
В этой связи подчеркнем, что принятое определение энтропии, как нетрудно
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убедиться, полностью решает все задачи, которые возлагаются на энтропию
при ее традиционном введении. Значение нового определения энтропии, по
нашему мнению, заключается в ясном осознании ее смысла, что играет важ-
ную роль при написании определяющего уравнения для внутренней энергии,
поскольку позволяет в полной мере использовать интуитивные представле-
ния. Определение энтропии как логарифма вероятности чего-то, не имею-
щего прямого отношения к рассматриваемым проблемам (в сплошной среде
не рассматриваются ни атомы, ни отдельные частицы), напротив, затрудня-
ет использование интуитивных представлений о характере рассматриваемых
процессов. По крайней мере, так кажется автору данной работы. Об этом же
говорит и огромное количество спекулятивных рассуждений, связанных с эн-
тропией, которые можно встретить в литературе. Разумеется, все сказанное
ни в коей мере не умаляет значения, например, кинетической теории газов,
где также можно использовать определение (E.6), но в дополнение к нему
можно получить дополнительные результаты и их интерпретации”.

С учетом (E.6) уравнение баланса энергии (E.3) принимает вид

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
− pe∇∇∇ ··· V + τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

e ··· ···∇∇∇ωωω+ ηϑ
δH

δt
. (E.8)

Проведя преобразования, обсуждавшиеся в третьей главе, приведем урав-
нение (E.8) к виду

η
δU

δt
= ηU

δz

δt
− pe

ρ

ρ0

δζ

δt
−

(
g−1 ··· τττTe + g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ···δg
δt

+

+MT
e ··· ···

δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P

]T
··· ···δP
δt

+ ηϑ
δH

δt
,

(E.9)

где P — тензор поворота; F и g — меры деформации, определенные уравне-
ниями (3.9) и (3.17), соответственно; ζ ≡ ρ0/ρ.

Из уравнения (E.9) видим, что внутренняя энергия есть функция следу-
ющих независимых аргументов

U = U (z, ζ, H, g, F, P) .

Заметим, что роль химического потенциала здесь играет сама плотность
внутренней энергии. Покажем, что переменную z можно исключить из числа
аргументов внутренней энергии. Точнее говоря, зависимость от этой перемен-
ной можно учесть в явном виде. Действительно, из уравнения (E.9) следует

∂U

∂z
= U ⇒ U = U∗ (ζ, H, g, F, P)

ρ0

η0
exp z ⇒ U =

ρ

η
U∗. (E.10)
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Подставляя (E.10) в равенство (E.9), получаем окончательную форму
приведенного уравнения баланса энергии

ρ
δU∗
δt

= −
pe

ζ

δζ

δt
+ ηϑ

δH

δt
−

(
g−1 ··· τττTe + g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ···δg
δt

+

+MT
e ··· ···

δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P

]T
··· ···δP
δt
.

(E.11)

Заметим, что при выводе уравнения баланса энергии (E.9) использовалась
аксиома аддитивности внутренней энергии по частицам. Переход от уравне-
ния (E.9) к уравнению (E.11) возможен только в том случае, когда в системе
нет безмассовых частиц. При этом не имеет значения, связаны плотность
массы и плотность частиц соотношением ρ = m0η или они являются незави-
симыми характеристиками состояния среды.

Из приведенного уравнения баланса энергии (E.11) немедленно вытекают
соотношения Коши–Грина

pe = −
∂ρ0U∗
∂ζ

, ϑ =
1

ζη

∂ρ0U∗
∂H

,

ζτττe = −
∂ρ0U∗
∂g

··· gT −
∂ρ0U∗
∂F

··· FT , ζMe =
∂ρ0U∗
∂F

,

(E.12)

а также ограничения, которым должна удовлетворять плотность внутренней
энергии, (

∂U∗
∂g

)T
··· ···g +

(
∂U∗
∂F

)T
··· ···F = 0,

(
∂U∗
∂g

)T
··· ··· (B ··· g) +

(
∂U∗
∂P

)T
··· ··· (B ··· P) +

(
∂U∗
∂F

)T
··· ··· (B ··· F − F ··· B) = 0,

(E.13)

где B — произвольный антисимметричный тензор. Подробнее о том, как по-
лучаются ограничения на внутреннюю энергию, см. в разделе 3.3.

Обратим внимание на то, что функция ρ0U∗ не зависит от z. Это озна-
чает, что от плотности частиц зависит только определяющее уравнение для
температуры. Уравнение теплопроводности (E.6) зависит от плотности ча-

стиц только за счет слагаемого ηϑ
δH

δt
, а химический потенциал, роль кото-

рого играет плотность внутренней энергии U, вообще не попадает ни в какие
уравнения.

Как отмечалось ранее, при выводе уравнения баланса энергии (E.9) ис-
пользовалась аксиома аддитивности внутренней энергии по частицам. По-
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скольку температура и энтропия являются энергетическими характеристика-
ми, то предполагая аддитивность внутренней энергии по частицам, логично
предположить и аддитивность энтропии по частицам. Именно это предполо-
жение приводит к тому, что слагаемое, содержащее температуру и энтропию,
входит в уравнение (E.9) с множителем η. Если, следуя общепринятым идеям,
принять аксиому аддитивности внутренней энергии по массе, то логично бу-
дет предположить, что энтропия — тоже аддитивная функция массы. Именно
так и делается в пятой главе2 при введении в рассмотрение температуры и
энтропии (см. разд. 5.7).

Итак, вместо равенства (E.6) примем равенство

ρϑ
δH∗
δt

= ∇∇∇ ··· h + ρq∗ − pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω. (E.14)

Тогда приведенное уравнение баланса энергии (E.11) примет вид

ρ
δU∗
δt

= −
pe

ζ

δζ

δt
+ ρϑ

δH∗
δt

−
(
g−1 ··· τττTe + g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ···δg
δt

+

+MT
e ··· ···

δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P

]T
··· ···δP
δt
.

(E.15)

При этом все соотношения Коши–Грина (E.12), кроме соотношения, свя-
зывающего температуру и энтропию, остаются без изменения; последнее при-
обретает вид

ϑ =
∂U∗
∂H∗

.

В результате получается, что уравнение теплопроводности (E.14) вообще
не зависит от плотности частиц. Таким образом, при данной постановке за-
дачи влияние механических и тепловых процессов на изменение плотности
частиц может быть учтено только посредством задания функции χ (источ-
никового члена в уравнении баланса частиц). Обратное влияние в данной
постановке задачи не учитывается.

.E.4 Производство тепла, вызванное
структурными изменениями в материале

Рассмотрим уравнение баланса энергии (E.3). Преобразуем слагаемое

ηU
δz

δt
в правой части этого уравнения, приняв во внимание (E.7). В резуль-

2 Безмассовые частицы в пятой главе не рассматриваются, поэтому нет никакого про-
тиворечия с третьей главой.
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тате уравнение (E.3) примет вид

η
δU

δt
= −pe∇∇∇ ··· V + τττTe ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

e ··· ···∇∇∇ωωω+

+∇∇∇ ··· h + ηq− χU − pf∇∇∇ ··· V + τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω.

(E.16)

Очевидно, что слагаемое χU представляет собой подвод (отвод) энергии
за единицу времени, вызванный структурными изменениями в материале,
связанными с изменением плотности частиц.

Введем в рассмотрение температуру и энтропию, приняв равенство

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇···h+ηq−χU−pf∇∇∇···V+τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω)+MT

f ··· ···∇∇∇ωωω. (E.17)

Очевидно, что (E.17) отличается от принятого ранее равенства (E.6) толь-
ко наличием слагаемого −χU. Посмотрим, к каким следствиям приводит
данное изменение в определении термодинамических величин.

С учетом (E.17) приведенное уравнение баланса энергии (E.16) принимает
вид

η
δU

δt
= −

pe

ζ

δζ

δt
−

(
g−1 ··· τττTe + g−1 ··· F ··· MT

e

)
··· ···δg
δt

+

+MT
e ··· ···

δF

δt
+
1

2

[(
MT

e ··· F − τττe
)
× × P

]T
··· ···δP
δt

+ ηϑ
δH

δt
.

(E.18)

Согласно уравнению (E.18) внутренняя энергия является функцией сле-
дующих независимых аргументов

U = U (ζ, H, g, F, P) .

Из (E.18) вытекают соотношения Коши–Грина

pe = −ηζ
∂U

∂ζ
, ϑ =

∂U

∂H
,

τττe = −η
∂U

∂g
··· gT − η

∂U

∂F
··· FT , Me = η

∂U

∂F
,

(E.19)

а также ограничения, которым должна удовлетворять плотность внутренней
энергии U, в точности совпадающие с полученными ранее ограничениями
(E.13) для плотности внутренней энергии U∗.

Заметим, что при таком подходе внутренняя энергия уже не играет роль
химического потенциала в том смысле, который приписывался ему в раз-
деле E.3. Вместе с тем, в уравнении теплопроводности (E.17) присутствует
слагаемое, связанное с изменением плотности частиц, и это слагаемое зависит
от внутренней энергии.
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.E.5 Сравнение различных подходов

Проведенное исследование показало, что в случае, когда в системе нет
безмассовых частиц, но тем не менее плотность числа частиц и плотность
массы являются независимыми величинами, можно не вводить в рассмотре-
ние химический потенциал как некоторую дополнительную характеристику
состояния среды. При этом, разумеется, нет никаких оснований категорично
утверждать, что в подобных ситуациях химический потенциал как допол-
нительную переменную вводить не нужно. Выбор того или иного подхода
должен базироваться на анализе особенностей конкретной задачи и тех воз-
можностей, которые содержат в себе различные подходы.

Проведем сравнение подхода, основанного на уравнениях (3.58), (E.4),
(E.5), вводящих в рассмотрение химический потенциал как независимую ха-
рактеристику среды, с подходами, основанными на уравнениях (E.6) и (E.17).

Поскольку уравнения (3.58), (E.4), (E.5) являются однотипными, рассмот-
рим, например, уравнение (E.4). Согласно методу, разработанному в третьей
главе (см. разд. 3.5), это уравнение следует переписать в виде двух равенств

ηϑ
δH

δt
+Q = ∇∇∇···h1+ηq1−p1∇∇∇···V+τττTf ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω)+MT

f ··· ···∇∇∇ωωω, (E.20)

ψ̃
δη

δt
−Q = ∇∇∇ ··· h2 + ηq2 − p2∇∇∇ ··· V. (E.21)

В этих уравнениях введено дополнительное слагаемое Q, которое описы-
вает скорость обмена энергиями в процессах теплопроводности и диффузии,
и, кроме того, принято h = h1+h2; q = q1+q2; pf = p1+p2. Для величин hi,
qi, pi (i = 1, 2) и Q необходимо сформулировать определяющие уравнения.
При этом следует учитывать следующие нюансы.

Если заданы выражение для внутренней энергии и источниковый член в
уравнении баланса частиц (E.7), то уже сформулированы два уравнения для
величин η и ψ̃, а именно уравнение баланса частиц и соотношение Коши–
Грина, связывающее плотность частиц и химический потенциал. Следова-

тельно, слагаемое ψ̃
δη

δt
в уравнении диффузии уже определено, а это озна-

чает, что определяющие уравнения для h2, q2, p2 и Q не могут выбираться
произвольно, а должны удовлетворять некоторому ограничению.

Если определяющие уравнения для h2, q2, p2 и Q и выражение для внут-
ренней энергии заданы произвольно, то величины η и ψ̃, фактически, опре-
деляются уравнением диффузии и соответствующим соотношением Коши–
Грина. В этом случае уравнение баланса частиц (E.7) служит для определе-
ния источникового члена χ.
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Возможен третий вариант: произвольно заданы определяющие уравнения
для h2, q2, p2 и Q и выражение для источникового члена χ в уравнении
баланса частиц. В этом случае ограничение накладывается на выражение
для внутренней энергии.

Выбор функций, которые следует задавать, является проблемой, реше-
ние которой не очевидно. Если экспериментальных данных достаточно для
того, чтобы сформулировать определяющие уравнения для h2, q2, p2 и Q,
то подход, основанный на уравнениях (3.58), (E.4), (E.5), видимо, является
предпочтительным. Если экспериментальные данные отсутствуют, то следует
выбрать подход, не требующий задания большого количества определяющих
уравнений. В этом случае представляют интерес два подхода, изложенные в
данном Приложении, поскольку они требуют задания только функции χ и не
накладывает никаких ограничений на выражение для внутренней энергии.
Постановка задачи оказывается проще. Но при этом, разумеется, ряд задач
исключается из рассмотрения.



Приложение F

Метод Жилина и метод Трусделла —
сравнительный анализ1

Введение

В механике сплошных сред существует несколько методов получения
определяющих уравнений. В данной книге используются и развиваются два
из них — метод Трусделла и метод Жилина. Далее мы проведем сравнитель-
ный анализ этих двух методов.

Метод Трусделла основан на совместном использовании первого и вто-
рого законов термодинамики. Суть этого метода заключается в следующем.
Второй закон термодинамики записывается в форме неравенства Клаузиуса–
Дюгема. С помощью уравнения баланса энергии из неравенства Клаузиуса–
Дюгема исключается часть тепловых слагаемых, а именно скорость подвода
тепла непосредственно в объем среды и дивергенция вектора теплового пото-
ка. В результате получается так называемое приведенное неравенство дисси-
пации, которое должно выполняться при всех мыслимых процессах, протека-
ющих в среде. Так как в приведенное неравенство диссипации не входят ни
внешние механические воздействия, ни подвод тепла от внешнего источника,
это неравенство налагает ограничения на определяющие уравнения среды.

В случае упругой среды условие выполнения приведенного неравенства
диссипации позволяет получить соотношения Коши–Грина для тензоров си-
ловых и моментных напряжений и температуры, а также неравенство, нала-
гающее ограничение на выбор определяющего уравнения для вектора тепло-
вого потока. Далее, после подстановки в уравнение баланса энергии соотно-
шений Коши–Грина и проведения ряда формальных преобразований, полу-
чается уравнение теплопроводности, зависящее от температуры и энтропии,

1 Приложение написано Е. А. Ивановой. (Примеч. ред.)
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дивергенции вектора теплового потока и слагаемых, характеризующих ско-
рость подвода тепла непосредственно в объем среды. Уравнение теплопро-
водности замыкает систему уравнений связанной задачи термоупругости.

Если среда проявляет неупругие свойства, приведенное неравенство дис-
сипации не позволяет формализовать процесс получения определяющих
уравнений, а только дает возможность исключить из рассмотрения те опре-
деляющие уравнения, которые противоречат второму закону термодинами-
ки в форме неравенства Клаузиуса–Дюгема. В этом случае для получения
определяющих уравнений приходится привлекать другие методы, например,
метод реологических моделей или метод теории сред с затухающей памятью.
При этом вопрос о формулировке уравнения теплопроводности в том виде, в
котором оно получается в задаче термоупругости, остается открытым.

Метод Жилина основан на использовании уравнения баланса энергии и
второго закона термодинамики в форме, отличной от неравенства Клаузиуса–
Дюгема. Основная идея метода заключается в преобразовании уравнения ба-
ланса энергии к специальной форме, называемой приведенным уравнением
баланса энергии. В ходе этого преобразования напряжения представляются
в виде суммы упругой и диссипативной составляющих, вводятся в рассмот-
рение температура и энтропия и уравнение баланса энергии разделяется на
два уравнения. Одно из этих уравнений — это приведенное уравнение ба-
ланса энергии, которое кроме внутренней энергии содержит упругие состав-
ляющие тензоров силовых и моментных напряжений, а также температуру
и энтропию. Второе — это уравнение теплопроводности, которое содержит
температуру и энтропию, диссипативные составляющие тензоров напряже-
ний, дивергенцию вектора теплового потока и слагаемые, характеризующие
скорость подвода тепла непосредственно в объем среды.

В отличие от приведенного неравенства диссипации, которое позволяет
получить соотношения Коши–Грина только в случае упругой среды, приве-
денное уравнение баланса энергии в методе Жилина дает возможность полу-
чить соотношения Коши–Грина без предположения о том, что среда является
упругой. Разумеется, речь идет о соотношениях Коши–Грина для упругих со-
ставляющих тензоров напряжений и температуры. Подчеркнем, что в методе
Жилина соотношения Коши–Грина получаются без использования второго
закона термодинамики. Второй закон термодинамики используется только
при написании определяющих уравнений для диссипативных составляющих
тензоров напряжений и вектора теплового потока.

Формулировка Жилина второго закона термодинамики отличается от
неравенства Клаузиуса–Дюгема и представляет собой совокупность двух
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неравенств. Одно этих неравенств можно интерпретировать как утвержде-
ние о том, что диссипативные силы не могут совершать положительной ра-
боты. Это неравенство налагает ограничение на определяющие уравнения
для диссипативных составляющих тензоров напряжений. Второе неравен-
ство можно интерпретировать как утверждение о том, что тепло всегда течет
от горячего к холодному. Это неравенство налагает ограничение на опреде-
ляющее уравнение для вектора теплового потока. Формулировка Жилина
второго закона термодинамики является более ограничительной, чем нера-
венство Клаузиуса–Дюгема, которое получается из формулировки Жилина
следственным переходом.

Свой метод П. А. Жилин разработал в 2001–2005 гг. К этому времени
относятся работы, посвященные описанию неупругого поведения сплошных
сред, которые положены в основу третьей и пятой глав данной книги. В
шестой главе рассмотрен континуум многоспиновых частиц, моделирующий
электромагнитное поле, и показано, что принятие ряда упрощающих предпо-
ложений позволяет свести уравнения динамики данного континуума к клас-
сическим уравнениям Максвелла. Эта работа относится к более раннему пе-
риоду, и в ней при выводе основных уравнений П. А. Жилин использовал
метод Трусделла.

Цель нашего исследования заключается в том, чтобы, во-первых, проде-
монстрировать возможности метода Жилина применительно к континууму
многоспиновых частиц, во-вторых, на этом примере провести сравнительный
анализ результатов, полученных методом Трусделла и методом Жилина.

.F.1 Приведенное уравнение баланса энергии
и уравнение теплопроводности

Далее рассматривается континуум многоспиновых частиц. Поскольку
термин “многоспиновая частица” не является общепринятым, его необходимо
пояснить. Пусть частица A состоит из несущего тела A0 и встроенных в него
роторов Ai (i = 1, 2, ..., N). Положения центров масс тел Ai определяют-
ся радиус-векторами Ri. Множество точек, определяемых радиус-векторами
Ri, является абсолютно твердым телом. При этом роторы могут вращать-
ся независимо друг от друга и от несущего тела. Частица, имеющая такую
структуру, называется многоспиновой частицей. Если роторы осесимметрич-
ны, а их оси фиксированы относительно несущего тела, то многоспиновая
частица является гиростатом. Именно этот случай рассматривается в шестой
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главе и будет обсуждаться в дальнейшем.
В шестой главе для континуума многоспиновых частиц сформулированы

уравнение баланса частиц, уравнения баланса количества движения и ки-
нетического момента, а также уравнение баланса энергии. Затем уравнение
баланса энергии, с учетом остальных балансовых соотношений, преобразова-
но к виду (6.57). Именно это уравнение является отправной точкой нашего
исследования. Итак, рассмотрим уравнение баланса энергии в форме (6.57)

η
δU

δt
= TT ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h + ηq+

+η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
.

(F.1)

Здесь η — плотность распределения частиц; U — внутренняя энергия,
приходящаяся на одну частицу; T и M — тензоры силовых и моментных
напряжений; V — вектор трансляционной скорости;ωωω — вектор угловой ско-
рости несущего тела; βi — угол поворота i-го ротора относительно несущего
тела; Ωi и νi — параметры частицы (постоянные величины); h — вектор теп-
лового потока; q — подвод тепла в единицу времени, приходящийся на одну
частицу.

Правая часть уравнения (F.1) содержит слагаемые, отвечающие за подвод
энергии в форме тепла и подвод энергии, обусловленный динамикой внутрен-
них роторов. Кроме того, правая часть уравнения (F.1) содержит мощность
силовых и моментных напряжений, часть которой идет на изменение внут-
ренней энергии, часть остается в теле в форме тепла и часть рассеивается в
окружающую среду. Чтобы разделить эти части, согласно методу Жилина,
изложенному в третьей главе, тензоры силовых и моментных напряжений
представим в виде разложений

T = Te + Tf, M = Me + Mf, (F.2)

где индексом “e ” отмечена составляющая напряжений, не зависящая от ско-
ростей (упругая составляющая), а индексом “f ” обозначена вся оставшая-
ся часть напряжений (диссипативная составляющая). Используя разложение
(F.2), перепишем уравнение баланса энергии (F.1) в виде

η
δU

δt
= TT

e ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
e ··· ···∇∇∇ωωω+∇∇∇ ··· h + ηq+

+η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
+ TT

f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
f ··· ···∇∇∇ωωω.

(F.3)
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Преобразуем уравнение баланса энергии (F.3) к специальному виду, на-
зываемому приведенным уравнением баланса энергии. Для этого введем в
рассмотрение новые переменные ϑ и H, такие, что

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
+

+TT
f ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT

f ··· ···∇∇∇ωωω.

(F.4)

Здесь ϑ — температура; H — плотность энтропии (энтропия, приходяща-
яся на одну частицу). Таким образом, температура и энтропия вводятся в
рассмотрение как сопряженные величины, причем под температурой подра-
зумевается величина, измеряемая термометром. Уравнение (F.4) — это урав-
нение теплопроводности. Фактически, оно представляет собой определение
температуры и энтропии.

С учетом (F.4), уравнение баланса энергии (F.3) принимает вид

η
δU

δt
= TT

e ··· ··· (∇∇∇V + E ×ωωω) + MT
e ··· ···∇∇∇ωωω+ ηϑ

δH

δt
. (F.5)

Именно эта форма уравнения баланса энергии называется приведенным
уравнением баланса энергии.

.F.2 Соотношения Коши–Грина

Далее примем предположения (6.77)

V = const, T = τττ+!−1DDD × E, τττ = τττT , M = !−1BBB × E, (F.6)

где τττ — симметричная часть тензора напряжений; DDD — вектор, определяю-
щий антисимметричную часть тензора напряжений; BBB — вектор, определя-
ющий тензор моментных напряжений при условии, что последний считается
антисимметричным.

Согласно интерпретации, принятой в шестой главе, векторBBB представля-
ет собой вектор магнитной индукции, вектор DDD отвечает за джоулево тепло,
! — константа, введенная для соответствия размерностей. Следует отметить,
что в шестой главе рассматривается упругий континуум многоспиновых ча-
стиц.

Далее, для того чтобы продемонстрировать применение метода в общем
случае, откажемся от предположения об упругости среды. С учетом разло-
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жений (F.2) перепишем соотношения (F.6) в форме

Te = τττe +!−1DDDe × E, τττe = τττTe , Me = !−1BBBe × E,

Tf = τττf +!−1DDDf × E, τττf = τττTf , Mf = !−1BBBf × E.
(F.7)

Подставив (F.7) в (F.4), получим уравнение теплопроводности

ηϑ
δH

δt
= ∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
+

+ 2!−1DDDf ···ωωω−!−1BBBf ··· (∇∇∇×ωωω).

(F.8)

Подставив (F.7) в (F.5), получим приведенное уравнение баланса энергии

η
δU

δt
= 2!−1DDDe ···ωωω−!−1BBBe ··· (∇∇∇×ωωω) + ηϑ

δH

δt
. (F.9)

Последнее, с учетом соотношений (6.85)–(6.93), преобразуется к виду

η
δU

δt
=

[
!−1

(
DDDe −

1

2
F ···BBBe +

1

2
(trF)BBBe

)
× P

]T
··· ··· δP
δt

−

−!−1BBBe ···
δf

δt
+ ηϑ

δH

δt
,

(F.10)

где P — тензор поворота несущего тела; F и f — соответствующие меры
деформации:

∇∇∇P = F × P, f ≡ F×. (F.11)

Теперь можно определить, от каких аргументов2 зависят функции U,DDDe,
BBBe и ϑ,

U = U(P, f , H), DDDe = DDDe(P, F, H),

BBBe = BBBe(P, f , H), ϑ = ϑ(P, f , H).
(F.12)

Согласно (F.12), материальная производная от плотности внутренней
энергии вычисляется по формуле

δU

δt
=
∂U

∂f
··· δf
δt

+

(
∂U

∂P

)T

··· ··· δP
δt

+
∂U

∂H

δH

δt
. (F.13)

2 Обратим внимание на то, что вектор DDDe должен зависеть от тензора деформации F,
а не только от его векторного инварианта f . Это обусловлено тем, что согласно уравнению
(F.10) одно из соотношений Коши–Грина будет получено для выражения в квадратных
скобках. Именно это соотношение Коши–Грина позволяет определить векторDDDe. Посколь-
ку выражение в квадратных скобках содержит тензор F, векторDDDe будет от него зависеть.
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Подставляя (F.13) в (F.10), получаем[
!−1

(
DDDe −

1

2
F ···BBBe +

1

2
(trF)BBBe

)
× P − η

∂U

∂P

]T
··· ··· δP
δt

−

−

(
!−1BBBe + η

∂U

∂f

)
··· δf
δt

+ η

(
ϑ−

∂U

∂H

)
δH

δt
= 0.

(F.14)

С учетом ограничения на материальную производную от тензора поворо-
та (6.100), из уравнения (F.14) получаем соотношения Коши–Грина

BBBe = −!η
∂U

∂f
, ϑ =

∂U

∂H
,

2DDDe = −!η

(
∂U

∂P
··· PT

)
×

+!ηF ··· ∂U
∂f

−!η (trF)
∂U

∂f
.

(F.15)

В результате, задача определения векторов BBBe, DDDe и температуры све-
лась к заданию плотности внутренней энергии как функции тензора поворота
несущего тела, вектора деформации f и плотности энтропии.

Часто бывает удобнее выбрать в качестве основной переменной не эн-
тропию, а температуру. В этом случае необходимо ввести в рассмотрение
плотность свободной энергии

F = U − ϑH. (F.16)

Тогда приведенное уравнение баланса энергии (F.10) примет вид

η
δF

δt
=

[
!−1

(
DDDe −

1

2
F ···BBBe +

1

2
(trF)BBBe

)
× P

]T
··· ··· δP
δt

−

−!−1BBBe ···
δf

δt
− ηH

δϑ

δt
.

(F.17)

Теперь можно определить, от каких аргументов зависят функции F, DDDe,
BBBe и H,

F = F(P, f , ϑ), DDDe = DDDe(P, F, ϑ),

BBBe = BBBe(P, f , ϑ), H = H(P, f , ϑ).
(F.18)

Согласно (F.18), материальная производная от плотности свободной энер-
гии вычисляется по формуле

δF

δt
=
∂F

∂f
··· δf
δt

+

(
∂F

∂P

)T

··· ··· δP
δt

+
∂F

∂ϑ

δϑ

δt
. (F.19)
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Подставляя (F.19) в (F.17), получаем[
!−1

(
DDDe −

1

2
F ···BBBe +

1

2
(trF)BBBe

)
× P − η

∂F

∂P

]T
··· ··· δP
δt

−

−!−1

(
BBBe + η

∂F

∂f

)
··· δf
δt

− η

(
H +

∂F

∂ϑ

)
δϑ

δt
= 0.

(F.20)

Согласно (F.20) получаем соотношения Коши–Грина

BBBe = −!η
∂F

∂f
, ϑ = −

∂F

∂H
,

2DDDe = −!η

(
∂F

∂P
··· PT

)
×

+!ηF ··· ∂F
∂f

−!η (trF)
∂F

∂f
.

(F.21)

Уравнения (F.21) по форме совпадают с соотношениями Коши–Грина
(6.101), (6.102), полученными в шестой главе.

.F.3 Второй закон термодинамики

Формулировка Жилина второго закона термодинамики применительно к
рассматриваемому континууму многоспиновых частиц имеет вид

2!−1DDDf ···ωωω−!−1BBBf ··· (∇∇∇×ωωω) ≥ 0, h ··· ∇∇∇ϑ ≥ 0. (F.22)

В качестве простейшего примера определяющих уравнений для векторов
DDDf, BBBf и h, не противоречащих неравенствам (F.22), можно предложить сле-
дующие:

DDDf = !k1ωωω, BBBf = −!k2∇∇∇×ωωω, h = k3∇∇∇ϑ, (F.23)

где k1, k2, k3 — положительные константы. Подчеркнем, что уравнения (F.23)
приведены не с целью уточнения модели электромагнитного поля, построен-
ной в шестой главе, а исключительно с целью иллюстрации того, как можно
удовлетворить ограничениям, налагаемым вторым законом термодинамики в
форме Жилина.

Приняв во внимание уравнение теплопроводности (F.8), нетрудно пока-
зать, что следствием неравенств (F.22) является неравенство

η
δH

δt
≥ 1

ϑ

[
∇∇∇ ··· h + ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)]
−
1

ϑ2
h ··· ∇∇∇ϑ. (F.24)
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Неравенство (F.24) в точности совпадает с локальной формой неравен-
ства Клаузиуса–Дюгема (6.60), приведенной в шестой главе для континуума
многоспиновых частиц. Таким образом показано, что неравенство Клаузиуса–
Дюгема получается из неравенств Жилина следственным переходом. Это
означает, что формулировка Жилина второго закона термодинамики более
ограничительна, чем неравенство Клаузиуса–Дюгема.

Домножим неравенство (F.24) на температуру и вычтем из него уравнение
теплопроводности (F.8). В результате получим

2!−1DDDf ···ωωω−!−1BBBf ··· (∇∇∇×ωωω) + h ··· ∇∇∇ϑ ≥ 0. (F.25)

Неравенства (F.24) и (F.25) эквивалентны. Сравнение неравенств (F.22)
и (F.25) делает очевидным отличие формулировки Жилина второго закона
термодинамики от формулировки Клаузиуса–Дюгема. Формулировка Жили-
на требует, чтобы диссипативные силы не совершали положительной работы
и тепло не могло течь от холодного к горячему. Формулировка Клаузиуса–
Дюгема, в принципе, допускает и то и другое.

Несмотря на то что неравенство (F.25) является другой формой записи
неравенства (F.24), в рамках метода Трусделла его получить невозможно, по-
скольку метод Трусделла не предполагает априорное разделение напряжений
на упругие и диссипативные. Заметим, что отказ от разделения напряжений
на упругие и диссипативные приводит к тому, что в рамках метода Трусдел-
ла в принципе невозможно принять более ограничительную формулировку
второго закона термодинамики, подобную неравенствам Жилина.

Заключение

Подводя итог проведенному исследованию, отметим некоторые особенно-
сти основных уравнений, получающихся при использовании метода Трусдел-
ла и метода Жилина.

Во-первых, в случае упругой среды методом Трусделла и методом Жили-
на получаются совершенно одинаковые соотношения Коши–Грина. В случае
неупругой среды полученные методом Жилина соотношения Коши–Грина
(F.21) для упругих составляющих векторов DDD и BBB выглядят точно так же,
как в случае упругой среды. Несмотря на это, наличие диссипативных состав-
ляющих векторов векторов DDD и BBB влияет на их упругие составляющие. Это
влияние обусловлено тем, что свободная энергия зависит от температуры,
а характер изменения температуры определяется, в частности, уравнением



Заключение 495

теплопроводности (F.8), в котором содержатся диссипативные составляющие
векторов DDD и BBB.

Во-вторых, в случае неупругой среды метод Трусделла не дает возмож-
ности формализовать процесс составления определяющих уравнений. При
использовании метода Жилина остается неформализованной только задача
составления определяющих уравнений для диссипативных частей векторов
DDD и BBB; получение определяющих уравнений для упругих частей векторов DDD

и BBB сведено к заданию свободной (или внутренней) энергии. В этом состоит
преимущество метода Жилина по сравнению с методом Трусделла.

В-третьих, одним из ключевых моментов метода Жилина является полу-
чение уравнения теплопроводности в форме (F.8). Подчеркнем, что согласно
методу Жилина уравнение теплопроводности получается независимо от того,
какая среда рассматривается — упругая или неупругая, тогда как методом
Трусделла уравнение теплопроводности в форме, похожей на (F.8), можно
получить только для упругой среды. Заметим, что в случае двухспиновых
частиц3 при условииDDDf = 0 и BBBf = 0 уравнение теплопроводности (F.8) сов-
падает с уравнением теплопроводности (6.107), полученным в шестой главе
для упругой среды методом Трусделла.

Таким образом, в рамках задачи термоупругости метод Жилина, изло-
женный в третьей главе и использованный здесь применительно к континуу-
му многоспиновых частиц, и метод Трусделла, примененный в шестой главе,
дают одинаковые результаты. Различие указанных методов проявляется при
учете диссипативных составляющих тензоров напряжений.

3 В шестой главе построена модель среды, состоящей из многоспиновых частиц. Элек-
тродинамическая интерпретация предложена для частного случая этой среды — среды,
состоящей из двухспиновых частиц. Именно для этого частного случая в шестой главе
получено уравнение теплопроводности.



Приложение G

Материальный тензор деформации1

Введение

Традиционная механика сплошных сред включает в себя: а) теорию на-
пряжений и вывод уравнений движения; б) геометрическую теорию дефор-
маций и введение тензоров деформации; с) определяющие уравнения. Такой
подход был введен Л. Эйлером (для одномерной среды) и О. Коши (для трех-
мерного континуума) с целью описания механического поведения упругих
материалов. Часто предполагается, что подход Эйлера–Коши может быть
использован и для неупругих материалов; разработано много теорий такого
рода. Однако ни одна из них не в состоянии описать совокупность имеющихся
экспериментальных результатов. По этой причине многие экспериментаторы
полагают, что подход Эйлера–Коши не может быть использован в механи-
ке неупругих материалов. Далее на простой дискретной модели проиллю-
стрированы проблемы, возникающие при больших неупругих деформациях
и предложен метод введения материального тензора деформации, предназна-
ченного для решения этих проблем.

.G.1 Простейшая дискретная модель
неупругого деформирования

Одна из основных проблем в использовании традиционных тензоров де-
формации состоит в том, что при неупругом деформировании происходит

1 Приложение написано Е. А. Ивановой и А. М. Кривцовым с использованием ори-
гинального текста П. А. Жилина, который с небольшими поясняющими добавлениями
содержится во введении и разделах G.2, G.3 (перевод с английского). Материал прило-
жения основан на докладе: P. A. Zhilin, A. M. Krivtsov. Point mass simulation of inelastic
extension process, подготовленном для конгресса ICIAM 95 (the Third International Congress
on Industrial and Applied Mathematics, Hamburg, Germany, July 3–7, 1995). (Примеч. ред.)
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существенная перестройка внутренней структуры материала. В частности,
понятие материальной линии может терять смысл, в силу того что частицы
вещества могут встраиваться между частицами, бывшими ранее ближайши-
ми соседями. Для иллюстрации этого факта рассмотрим деформирование
простейшей дискретной системы, состоящей из трех взаимодействующих ча-
стиц (материальных точек) (рис. G.1).

Взаимодействие между частицами опишем потенциалом Морзе

Π(r) = D
(
e−2α(r−a) − 2e−α(r−a)

)
, (G.1)

где r — расстояние между частицами; D — энергия связи; a — длина связи;
α — параметр взаимодействия. Потенциал Морзе — один из простейших по-
тенциалов, применяющихся для качественного описания межатомного взаи-
модействия. Сила взаимодействия f(r), соответствующая потенциалу Морзе,
может быть вычислена как

f(r) = −Π ′(r) = 2αD
(
e−2α(r−a) − e−α(r−a)

)
. (G.2)
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Рис. G.1. Растяжение системы из трех взаимодействующих частиц

При r < a величина f(r) положительна, что соответствует силе отталки-
вания, при r > a величина f(r) отрицательна, что соответствует силе при-
тяжения, при r = 0 сила обращается в ноль. Введем прочность связи f∗ —
максимальное значение модуля притягивающей силы

f∗ = αD/2. (G.3)

Для трех частиц при отсутствии внешней нагрузки существует един-
ственная устойчивая равновесная конфигурация — в виде равностороннего
треугольника со стороной a. Зададим деформирование системы, растягивая
квазистатически треугольник вдоль одной из его сторон (см. рис. G.1, а). На



498 Приложение G. Материальный тензор деформации

рис. G.1 изображены соответствующие растягивающие силы, модуль их обо-
значен символом P. Пока длина r растягиваемой стороны не превышает 2a,
система представляет собой равнобедренный треугольник, причем длина бо-
ковых сторон остается неизменной и равной a. Фактически, при этом части-
ца 3 не участвует во взаимодействии — силы между ней и частицами осно-
вания равны нулю, а сила P определяется исключительно взаимодействием
между частицами 1 и 2. Ситуация кардинально меняется, когда r превышает
2a (см. рис. G.1, б ). В этом случае частица 3 “встраивается” между частица-
ми 1 и 2, а взаимодействие в системе усложняется — теперь уже расстояние
между частицей 3 и частицами 1 и 2 превышает равновесное, а следовательно,
между ними возникает сила притяжения, вносящая дополнительный вклад в
силу P. Соответствующие уравнения равновесия приведены на рис. G.1. По-
лученная из этих уравнений диаграмма растяжения, построенная при αa = 3,
представлена на рис. G.2.

P/f∗

r/a

Рис. G.2. Диаграмма растяжения системы из трех взаимодействующих частиц

Найденная зависимость P(r) имеет три экстремума. При мягком нагру-
жении2 ниспадающие участки диаграммы неустойчивы (пунктирная линия),
а в точках экстремумов возможно возникновение динамических переходных
режимов, обозначенных стрелками. Таким образом, уже на простейшей дис-
кретной системе с чисто потенциальным взаимодействием можно наблюдать

2 В случае, когда задается нагружающая сила, а не деформация.
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аналоги таких эффектов, характерных для макроскопических неупругих си-
стем, как текучесть, остаточная деформация, петля гистерезиса. Исследова-
ния более сложных дискретных систем [175], проведенные как аналитически,
так и численно, показывают аналогичные результаты, приближающиеся, по
мере увеличения числа степеней свободы, к результатам, известным для на-
турных макроскопических экспериментов с реальными материалами.

Главный вывод, который можно сделать из данного рассмотрения, состо-
ит в том, что из-за перестройки внутренней структуры такие понятия, как
материальный отрезок, могут терять смысл, а вместе с ними теряет смысл и
геометрическое определение деформации при сильном неупругом деформи-
ровании.

.G.2 Континуальное описание

Из предыдущего раздела следует, что при сильном неупругом деформи-
ровании материалов тензоры деформации, определенные из чисто геометри-
ческих соображений, вообще говоря, не подходят для использования в теории
определяющих уравнений. Необходим поиск другого подхода. Опишем идею
возможного способа введения тензора деформации неупругого континуума.
Запишем уравнение баланса энергии3

ρU̇ = τττ ··· ···D + ρq+
◦
∇∇∇ ··· hhh, D ≡ 1

2

( ◦
∇∇∇V +

◦
∇∇∇VT

)
, (G.4)

где точкой обозначена полная производная по времени;
◦
∇∇∇ — набла-оператор

в актуальной конфигурации; ρ — плотность материала в актуальной конфи-
гурации; U — массовая плотность внутренней энергии; τττ — тензор напряже-
ний Коши; D — тензор скоростей деформации; q — скорость подвода тепла,
приходящаяся на единицу массы; h — вектор теплового потока; V — век-
тор скорости. Первое слагаемое в правой части (G.4) называют мощностью
напряжений. Примем следующее определение.
Определение. Величина HHH, на изменении которой совершает работу

тензор напряжений Коши τττ, называется материальным тензором дефор-
мации.

Из определения следует

τττ ··· ···D = τττ ··· ··· Ḣ̇ḢH ⇒ τττ ··· ··· (Ḣ̇ḢH − D) = 0, ∀τττ : τττ = τττT . (G.5)
3 В данном приложении используется материальное описание. (Примеч. ред.)
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Симметричный тензорHHH должен быть объективным, т. е. при наложении
жестких движений мы должны получить

HHH∗ = Q ···HHH ··· QT , (G.6)

гдеHHH∗ — преобразованный тензорHHH, полученный после наложения на систе-
му жесткого поворота Q: Q ··· QT = E. Условию объективности, естественно,
удовлетворяют также тензоры τττ и D:

τττ∗ = Q ··· τττ ··· QT , D∗ = Q ··· D ··· QT ⇒ τττ∗ ··· ···D∗ = τττ ··· ···D. (G.7)

Примем, что соотношение (G.5) остается в силе при наложении жестких
движений

τττ∗ ··· ···D∗ = τττ∗ ··· ··· Ḣ̇ḢH∗. (G.8)

Тогда согласно (G.7) (G.8) получаем тождество

τττ∗ ··· ··· Ḣ̇ḢH∗ = τττ ··· ··· Ḣ̇ḢH. (G.9)

Подстановка выражений (G.6), (G.7) для тензоров HHH и τττ в тождество
(G.9) после несложных преобразований4 дает

τττ ···HHH = HHH ··· τττ, τττ∗ ···HHH∗ = HHH∗ ··· τττ∗. (G.10)

Из (G.10) следует, что собственные векторы тензоров τττ и HHH совпадают.
Таким образом, для любого материала тензор τττ является изотропной функ-
цией тензора HHH. Это означает, что тензор HHH должен зависеть от свойств
материала и он не может быть найден из чисто геометрического рассмотре-
ния. Это понятно хотя бы из того, что равенство (G.10) должно выполняться
для анизотропного материала5.

Используя (G.5) введем симметричный тензор L, такой что

Ḣ̇ḢH + L = D, (τττ ··· ···L = 0, ∀τττ : τττ = τττT). (G.11)
4 Используется: Q̇ ···QT — антисимметричный тензор, тождество A ··· ···BBB ···CCC = A ···BBB ··· ···CCC

и утверждение A ··· ···BBB = 0, ∀A : AT = −A ⇒ BBBT = BBB.
5 Справедливость этого утверждения становится очевидной при переходе к линейной

теории. Действительно, в линейной теории соотношение упругости имеет вид τττ = C ··· ···εεε,
где C — тензор жесткости; εεε — линейный тензор деформации, который определяется пу-
тем чисто геометрических построений. В случае анизотропного материала главные оси
тензоров εεε и C ··· ···εεε имеют разные направления. Допустим, ставится задача ввести такой
тензор деформации HHH, который был бы соосен тензору C ··· ···HHH. Очевидно, что этот тен-
зор деформации должен быть устроен так, чтобы в нем, хотя бы частично, учитывалась
анизотропия материала.
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Тензор L заранее неизвестен и зависит от свойств материала. Представим
тензор L в виде

L = w ···HHH − HHH ··· w, wT = −w. (G.12)

Используя объективность тензоровHHH, D и равенство (G.11), т. е. учиты-
вая, что

Ḣ̇ḢH∗ + L∗ = D∗, L∗ = w∗ ···HHH∗ − HHH∗ ··· w∗, (G.13)

можно показать, что при наложении жестких движений тензор w должен
удовлетворять соотношению

w∗ = Q ··· w ··· QT − Q̇ ··· QT . (G.14)

Подстановка представления (G.12) для тензора L в равенство (G.11) дает
дифференциальное уравнение для материального тензора деформации HHH

Ḣ̇ḢH + w ···HHH − HHH ··· w = D. (G.15)

ТензорыHHH и w в уравнении (G.15) неизвестны. Чтобы их найти, необхо-
димо использовать дополнительные (определяющие) уравнения.

.G.3 Материальный тензор деформации в случае
упругого изотропного материала

Найдем след тензора HHH. Для этого вычислим след уравнения (G.15).
C учетом тождества w ··· ···HHH = 0 получим

(trHHH)··· = trD =
◦
∇∇∇ ··· V = −ρ̇/ρ. (G.16)

Здесь использовано уравнение неразрывности. Интегрирование соотноше-
ния (G.16) дает

trHHH = ln(ρ0/ρ) = ln(1+ Δ), (G.17)

где ρ0 — плотность недеформированного материала; Δ — кубическая дила-
тация. Равенство (G.17) справедливо для всех материалов. Однако девиатор
тензора HHH существенно зависит от свойств материала.

Пренебрежем тепловыми эффектами. Тогда уравнение баланса энергии
(G.4) примет вид

ρU̇ = τττ ··· ··· Ḣ̇ḢH. (G.18)
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Рассмотрим упругий материал, т. е. материал, у которого внутренняя
энергия и тензор напряжений зависят от деформаций и не зависят от ско-
ростей деформаций. Согласно уравнению (G.18) внутренняя энергия упруго-
го материала имеет вид U = U(HHH). Вычислив производную по времени от
внутренней энергии и приняв во внимание (G.18), получим

ρ
∂U

∂HHH
··· ··· Ḣ̇ḢH = τττ ··· ··· Ḣ̇ḢH ⇒ τττ = ρ

∂U

∂HHH
. (G.19)

Покажем, что для изотропного материала соотношение (G.19) выполня-
ется в том случае, когда тензор HHH является логарифмической мерой дефор-
мации Генки (логарифм правого ядра тензора дисторсии). Действительно6, в
случае изотропного материала согласно [26]

τττ = 2
ρ

ρ0
F ··· ∂W

∂F
, F =

( ◦
∇∇∇r ··· r

◦
∇∇∇

)−1
, (G.20)

где r — отсчетный вектор положения; F — мера деформации Фингера (обрат-
ная мере деформации Альманзи);W = ρ0U — удельная внутренняя энергия,
отнесенная к единице объема отсчетной конфигурации. Для тензора Генки
H имеем [26]

H = lnVVV, F = VVV2. (G.21)
Здесь VVV — правая мера искажений (правое ядра тензора дисторсии). Под-

ставив соотношения (G.21) в выражение (G.20) для тензора напряжений Ко-
ши, получим окончательно

τττ = ρ
∂U

∂H
⇒ H = HHH. (G.22)

Итак, для упругого изотропного материала тензор напряжений Коши
совершает работу на логарифмической мере деформации Генки 7. Следова-
тельно, согласно введенному ранее определению, мера Генки является мате-
риальным тензором деформации для упругого изотропного материала. Из-
вестно, что мера Генки часто признается экспериментаторами как наиболее
удобный способ описания больших деформаций.

Можно показать8, что тензор w находится однозначно для упругих изо-
6 Данное доказательство предложено А. М. Кривцовым, оригинальное доказательство

П. А. Жилина не сохранилось. (Примеч. ред.)
7 Этот результат был получен П. А. Жилиным и рассказывался его ученикам до

1995 г., однако опубликован в официальной печати он так и не был. В 1995 г. короткая
статья с этим результатом была направлена в труды конгресса ICIAM 95, однако была
отклонена. В 1997 г. в журнале Acta Mechanica была опубликована статья других авторов
[176], в которой был получен тот же результат и представлен как полученный впервые.
(Примеч. ред.)

8 Доказательство П. А. Жилина этих утверждений не сохранилось. (Примеч. ред.)
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тропных материалов; тензорыHHH и w могут быть также определены для ма-
териалов с мгновенно затухающей памятью9, которые удобны для описания
больших пластических деформаций.

.G.4 Обсуждение и заключительные замечания

На этом заканчивается оригинальный текст П. А. Жилина, на основании
которого готовилось данное приложение. В частных беседах П. А. Жилин
указывал, что данный подход может положить основу принципиально но-
вой теории определяющих уравнений. В частности, он указывал, что данный
подход позволяет получить тензор деформации, который при периодическом
знакопеременном закручивании стержня дает на каждом периоде прирост
деформации, что хорошо подходит для описания усталостных явлений.

Позже была опубликована работа [176], в значительной мере коррелиру-
ющая с полученными П. А. Жилиным результатами. В этой работе проана-
лизировано использование логарифмической меры деформации Генки H и
доказано, что она является энергетически сопряженной для тензора напря-
жений Коши (результат, полученный П. А. Жилиным ранее, но оставшийся
неопубликованным). Кроме того, в [176] доказано, что H — единственная ме-
ра (тензор) деформации, объективная коротационная производная которой
дает тензор скоростей деформации D. Напомним, что коротационная произ-
водная [58,177] произвольного тензора A определяется выражением10

A ′ = Ȧ +ΦΦΦ ··· A − A ···ΦΦΦ, (G.23)

где ΦΦΦ — тензор спина, характеризующий некоторые вращения, связанные с
описанием процесса деформирования. Геометрический смысл коротационной
производной состоит в том, что она игнорирует изменения тензора, связанные
с вращением ΦΦΦ. В литературе используется большое количество коротаци-
онных производных, различающихся выбором тензора ΦΦΦ, в частности, если

ΦΦΦ = (
◦
∇∇∇V)A (тензор вихря), то (G.23) дает производную Яуманна [26, 178].

Так вот, на протяжении многих лет оставался открытым вопрос, является ли
тензор скоростей деформации D объективной коротационной производной

9 Материал, для которого тензор напряжений является функцией производной по
времени от тензора деформации (материал дифференциального типа). (Примеч. ред.)

10 Часто используется альтернативная запись, отличающаяся знаком тензора ΦΦΦ. Свя-
зано это с тем, что, как правило, определение градиента вектора в отечественной и запад-
ной литературе отличается транспонированием, и, как следствие, отличается знак тензора
спина. (Примеч. ред.)
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какого-либо тензора деформации, и в работе [176] впервые было показано,
что таким тензором может быть только логарифмическая мера H. Кроме
того, в [176] был найден соответствующий тензор спина ΦΦΦlog, названный ав-
торами логарифмическим, для которого выполняется11

H ′ log = Ḣ +ΦΦΦlog ··· H − H ···ΦΦΦlog = D, (G.24)

где () ′ log — логарифмическая производная, также введенная в [176]. Если те-
перь рассмотреть полученное П. А. Жилиным уравнение для материального
тензора деформации (G.15) применительно кHHH = H, то из него сразу следу-
ет, что используемый в нем антисимметричный тензор есть логарифмический
тензор спина: w =ΦΦΦlog.

Рассмотрим еще раз уравнение (G.15). Задачу его решения можно теперь
переформулировать так: найти такой объективный тензорHHH, коротационная
производная которого равна тензору скоростей деформации. Фактически, в
работе [176] эта задача решена — доказано, что тензором HHH является лога-
рифмическая мера Генки H, и найден тензор w = ΦΦΦlog как некоторая слож-
ная функция12 тензоров HHH и D [176,177].

Таким образом, в [176] для тензоров HHH и w, определяемых из уравнения
(G.15), получены чисто геометрические выражения. Эти результаты оказа-
лись очень плодотворным как в нелинейной теории упругости, так и в теории
упругопластических сред. В дальнейшем было показано [179], что использо-
вание логарифмического тензора деформации и связанного с ним посред-
ством уравнения (G.15) логарифмического тензора спина позволяет коррект-
но сформулировать инкрементальные соотношения упругости гипоупругих
сред, широко использующиеся в численных методах. Именно использование
указанных тензоров делает уравнения интегрируемыми, позволяя перейти
от инкрементальной записи определяющих уравнений к явной, тем самым
совмещая понятия гипоупругого и гиперупругого материалов. За границей
упругости этот подход позволил построить теорию упругопластических ма-
териалов, в которой не требуется разделения тензора деформации на упругую
и пластическую составляющие [180]. Наряду с указанными успехами, сохра-

11 Данная запись логарифмической производной отличается от записи, используемой
в [176], знаком ΦΦΦlog (см. предыдущую сноску). (Примеч. ред.)

12 Для некоторых частных случаев поля деформаций (например, когда все тензоры

H соосны) тензорΦΦΦlog вырождается в тензор вихря (
◦
∇∇∇V)A, а логарифмическая производ-

ная — в производную Яуманна [58]. Однако в общем случае выражение для ΦΦΦlog значи-
тельно сложнее, что связано с наличием двух независимых поворотов — поворота среды
и поворота главных осей деформации.
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нилось множество нерешенных проблем в описании неупругого деформиро-
вания материалов.

Идеи работы [176] отчасти совпадают с идеями П. А. Жилина, но имен-
но отчасти, а не полностью. Суть идеи П. А. Жилина состоит в том, чтобы
ввести такой тензор деформации, чтобы: 1) на нем совершал работу тен-
зор напряжений Коши; 2) он был материально объективным; 3) он не обя-
зательно был бы деформацией в классическом смысле. Последнее означает,
что этот тензор не обязательно должен быть изотропной функцией тензора
дисторсии, а может зависеть от свойств пространственной симметрии ма-
териала. В случае упругого изотропного материала, согласно [176], данная
задача решается путем чисто геометрических построений. В [176] утвержда-
ется, что найдено единственное решение уравнения (G.15), однако решение
этого уравнения искалось на множестве классических тензоров деформации.
Для тензоров деформации в понимании П. А. Жилина уравнение (G.15),
видимо, имеет еще и другие решения. Поясним сказанное на примере упру-
гого анизотропного материала. Тензоры HHH = H, w = ΦΦΦlog удовлетворяют
уравнению (G.15) независимо от того, какой материал рассматривается —
изотропный или анизотропный. Однако в случае анизотропного материала
данное решение противоречит условию соосности тензора напряжений и тен-
зора деформации (G.10), которое является следствием условий материальной
объективности. Чтобы условие (G.10) выполнялось, тензор HHH должен иметь
структуру, зависящую от свойств симметрии материала. Таким образом, идея
П. А. Жилина относительно введения материального тензора деформации,
определяемого с использованием уравнения баланса энергии и свойств мо-
делируемого материала, еще ждет своего развития.

В более поздних работах по неупругим средам П. А. Жилин отказал-
ся от материального описания и использовал только пространственное. Ре-
зультаты, полученные для материального описания, непосредственно не пе-
реносятся на случай пространственного; с математической точки зрения, при
переходе к пространственному описанию задача становится более сложной,
поскольку в уравнении (G.15) полная производная по времени заменяется на
материальную. Однако постановка задачи о нахождении тензора деформа-
ции, обладающего указанными ранее свойствами, возможна и при простран-
ственном описании. В заключении к третьей главе данной книги, посвящен-
ной неупругим средам, П. А. Жилин пишет о том, что проблема конкретного
задания “девиаторной” части энергии осталась нерешенной. Возможно, что
одним из путей решения этой проблемы является развитие изложенных в
данном приложении идей применительно к пространственному описанию.



Приложение H

Континуум Коссера
и пьезоэлектричество1

Введение

В 1880 г. братья Пьер и Жак Кюри впервые экспериментально продемон-
стрировали пьезоэлектрический характер поведения ряда кристаллов, вклю-
чая кварц и сегнетову соль. Прямой пьезоэлектрический эффект возника-
ет, когда деформирование материала вызывает электрическую поляризацию.
Обратный пьезоэлектрический эффект возникает, когда вследствие приложе-
ния электрического поля материал деформируется. Использование этих вза-
имосвязанных эффектов позволило электронной индустрии наладить про-
изводство множества приборов, таких как пьезоэлектрические кристаллы,
фильтры и резонаторы. Таким образом, кристаллические вещества с пьезо-
электрическими свойствами очень полезны с точки зрения их применения
для различных научных и промышленных целей.

Современную технику невозможно представить без приборов, работаю-
щих на основе пьезоэффекта. Являясь непосредственными преобразовате-
лями энергии из электрической в механическую и обратно, такие приборы
находят очень широкие сферы применения. Наиболее популярным является
применение пластинок, вырезанных из пьезоэлектрического материала под

1 Приложение написано Е. А. Ивановой и Я. Э. Колпаковым. Материал приложе-
ния основан на статье [181]: Ja. E. Kolpakov, P. A. Zhilin “Generalized continuum and linear
theory of piezoelectric materials” (Proceedings of XXIX Summer School–Conference “Advanced
Problems in Mechanics”. — St. Petersburg, Russia, 2002. — P. 364–375) и лекции [182]:
Ja. E. Kolpakov, P. A. Zhilin “A micro-polar theory for piezoelectric materials” (Lecture at
XXXIII Summer School–Conference “Advanced Problems in Mechanics”. — St. Petersburg,
Russia, 2005). (Примеч. ред.)
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определенным углом, для стабилизации частоты. Современные кварцевые ре-
зонаторы, работающие на объемных акустических волнах, позволяют изго-
тавливать генераторы напряжения со стабильностью частоты порядка 10−8

в год. Помимо стабилизации частоты, пьезоэлектрические резонаторы ши-
роко применяются для фильтрации частот в определенном диапазоне. В об-
ласти высоких частот (от 60 МГц до 2 ГГц) используются резонаторы на
поверхностных акустических волнах (ПАВ), а при еще более высоких ча-
стотах применяются резонаторы на тонких пьезоэлектрических пленках. Со-
временный пьезоэлектрический резонатор представляет собой пластинку из
материала, обладающего пьезоэлектрическими свойствами и покрытого про-
водящим слоем металла.

Другая область применения пьезоэлектричества — различные датчики
(давления, температуры, ускорения). С помощью пьезоэлектрических дат-
чиков можно измерить, например, давление внутри ствола орудия или дви-
гателя внутреннего сгорания, ускорение космического корабля, температуру
в нефтяной скважине или оперативно определить наличие и концентрацию
определенных бактерий в окружающей среде. Пьезодатчики имеют большое
преимущество перед механическими аналогами: это постоянство нулевой точ-
ки, практическое отсутствие потерь на трение, хорошая воспроизводимость
показаний, высокая чувствительность, возможность дистанционных измере-
ний. На основе пьезоэлементов создается большое количество медицинской
аппаратуры, а также другие приборы: источники и приемники звуковых и
ультразвуковых колебаний.

Одним из пьезоэлектриков, которые наиболее часто используются в про-
мышленности, является α-кварц. Его популярность обусловлена распростра-
ненностью в природе, относительной простотой изготовления (методом выра-
щивания из щелочного раствора), высокой однородностью. Маленький коэф-
фициент электромеханической связи (0, 007) и высокая добротность кварца
позволяют использовать его для создания различных устройств, например
высокодобротных кварцевых резонаторов. Впервые пьезокристаллы на базе
натурального α-кварца были произведены Волтером Кади в 1923 г. К на-
стоящему времени налажено производство пьезокристаллов с существенно
улучшенными техническими характеристиками.

Первая попытка построить теорию пьезоэлектричества была предпринята
Фойгтом в 1910 г. Сейчас существует несколько теорий пьезоэлектричества.
Все известные теории незначительно отличаются друг от друга и сводятся к
достаточно сложным системам уравнений. Точные решения этих уравнений
можно найти только в частных случаях. Это одна из причин того, что задача
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сравнения теоретических и экспериментальных результатов является весьма
сложной. В настоящее время считается, что качественных расхождений меж-
ду теорией и экспериментом нет. Вместе с тем, есть несколько серьезных тео-
ретических проблем, необходимость решения которых требует расширения и
обобщения теории пьезоэлектричества.

Первая проблема. В традиционных теориях вектор напряженности элек-
трического поля EEE считается полярным. Однако этот факт не является строго
доказанным. В электродинамике выбор типа вектора электрического поля не
имеет значения (см., например, [151]). В пьезоэлектричестве тип вектора EEE

важен. Поэтому далее мы рассмотрим теории, применимые в двух случаях:
EEE — полярный вектор и EEE — аксиальный вектор.

Вторая проблема. Некоторые пьезоэлектрические материалы являются
дипольными кристаллами. При создании теорий пьезоэлектричества, описы-
вающих поведение подобных материалов, принципиально важным становит-
ся учет вращательных степеней свободы. Далее мы рассматриваем именно
такие теории.

.H.1 Классическая теория пьезоэлектричества

Все известные теории пьезоэлектричества [183–185] базируются на клас-
сической теории упругости с симметричным тензором напряжений. Далее
представлены основные уравнения теории пьезоэлектричества.

Уравнения движения имеют вид

∇∇∇ ··· τττ+ ρF = ρü, τττ = τττT , (H.1)

где τττ — тензор напряжений; ρ — объемная плотность массы; F — массовая
плотность внешней силы, действующая на единицу массы; u — вектор пере-
мещений.

Уравнение электростатики для кристалла имеет следующий вид:

∇∇∇ ··· DDD = 0, (H.2)

где DDD = ε0EEE + PPPp — вектор электрической индукции; ε0 — электрическая
постоянная; EEE — вектор напряженности электрического поля в среде; PPPp —
вектор плотности поляризации.

Уравнение баланса энергии представлено в виде

ρU̇ = τττ ··· ··· ġ + EEE ··· Ḋ̇ḊD, (H.3)
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где U — массовая плотность внутренней энергии; g — тензор линейной де-
формации, который равен симметричной части градиента вектора перемеще-
ний: g =

(
∇∇∇u +∇∇∇uT

)
/2. Далее вводится понятие плотности электрической

энтальпии
ρF = ρU − EEE ··· DDD. (H.4)

С использованием (H.4) уравнение баланса энергии (H.3) переписывается
в виде

ρḞ = τττ ··· ··· ġ −DDD ··· Ė̇ĖE. (H.5)

В линейном приближении плотность электрической энтальпии ρF пред-
ставляется в виде квадратичной формы

ρF = ρF0 +
1

2
g ··· ···C ··· ···g − EEE ···MMM··· ···g −

1

2
EEE ··· εεε ···EEE, (H.6)

где C — тензор упругости; MMM — тензор пьезоэлектрических модулей; εεε —
тензор диэлектрической проницаемости. Заметим, что компонентами тензо-
ра εεε являются абсолютные диэлектрические проницаемости, имеющие раз-
мерность электрической постоянной ε0. Определяющие уравнения, которые
следуют из (H.5), (H.6), имеют вид

τττ = C ··· ···g − EEE ···MMM, (H.7)

DDD = MMM··· ···g + εεε ···EEE. (H.8)

Ранее в качестве независимых переменных использовались тензор дефор-
маций и вектор электрического поля. Можно в качестве независимых пере-
менных использовать тензор деформаций и вектор электрической индукции.
В этом случае следует вернуться к уравнению баланса энергии в форме (H.3).
Задав плотность внутренней энергии в виде квадратичной формы

ρU = ρU0 +
1

2
g ··· ···C(c) ··· ···g −DDD ···MMM(c) ··· ···g +

1

2
DDD ··· εεε(c) ··· DDD, (H.9)

получим определяющие уравнения следующего вида:

τττ = C(c) ··· ···g −DDD ···MMM(c), (H.10)

EEE = −MMM(c) ··· ···g + εεε(c) ··· DDD. (H.11)

Тензоры C(c),MMM(c), εεε(c) выражаются через C,MMM, εεε по формулам

C(c) = C +MMM∗ ··· εεε−1 ···MMM, MMM(c) = εεε−1 ···MMM, εεε(c) = εεε−1. (H.12)
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Знак “звездочка” применительно к тензору третьего ранга MMM означает
циклическую перестановку базисных векторов в триаде.

Классическая теория описывает большинство известных эксперименталь-
ных данных. Вместе с тем, в некоторых случаях наблюдаются разногласия
между теорией и экспериментом. Подробную информацию об этом можно
найти, например, в статье [186]. Причина разногласий между теорией и экспе-
риментом [186] до конца не понятна. Не исключено, что причина заключается
в погрешностях, допущенных в ходе эксперимента и при построении прибли-
женного решения системы (H.1)–(H.7). Однако вполне возможно, что для
более точного согласования с экспериментальными данными классическая
теория (H.1)–(H.7) должна быть улучшена в некоторых пунктах. В первую
очередь важным представляется учет вращательных степеней свободы, так
как целый ряд пьезоэлектрических кристаллов представляет собой диполь-
ную среду.

.H.2 Уравнения баланса для континуума Коссера

Рассмотрим упругий континуум, состоящий из тел-точек — континуум
Коссера. Пусть xs — материальные (лагранжевы) координаты и пусть r(xs)
и R(xs) — радиус-векторы, определяющие положения точек среды в отсчет-
ной и актуальной конфигурациях, соответственно. Плотность кинетической
энергии среды, состоящей из тел-точек, представляется квадратичной фор-
мой скоростей

K =
1

2
u̇2 +

1

2
ωωω ··· P(t) ··· J ··· PT(t) ···ωωω. (H.13)

Здесь u = R− r — вектор перемещений; J — тензор инерции в отсчетной
конфигурации; P(t) — тензор поворота (собственно ортогональный тензор);
ωωω — вектор угловой скорости. Здесь и далее мы предполагаем, что вектор
перемещений u мал, т. е. мы рассматриваем линейную теорию. В линейном
приближении для тензора поворота P можно использовать следующую ап-
проксимацию:

P ≈ E +ϕϕϕ× E, ϕϕϕ = ϕeϕ, (H.14)

где ϕϕϕ — вектор малого поворота; E — единичный тензор; eϕ — единичный
вектор, направленный по оси поворота; ϕ — угол поворота. Воспользовав-
шись уравнением Пуассона

Ṗ =ωωω× P (H.15)
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и приближенным выражением для тензора поворота (H.14), получим следу-
ющее выражение для вектора угловой скорости:

ωωω = ϕ̇̇ϕ̇ϕ.

Плотность количества движения определяется как частная производная
от плотности кинетической энергии по трансляционной скорости

KKK1 =
∂K

∂u̇
= u̇.

Уравнение баланса количества движения имеет вид

d

dt

∫
(V)

ρKKK1dV =

∫
(V)

ρFdV +

∫
(S)

T(n)dS, (H.16)

где ρ = V−1
∑
V

mi — объемная плотность массы (V — материальный объем);

F — массовая плотность внешних сил; T(n) — вектор напряжений. Справед-
лива формула

T(n) = n ··· T, (H.17)

где n — единичный вектор нормали к поверхности контрольного объема в
данной точке; T — тензор напряжений Коши. Применив теорему о диверген-
ции и приняв во внимание (H.17), приведем уравнение (H.16) к виду∫

(V)

(
ρü − ρF −∇∇∇ ··· T

)
dV = 0. (H.18)

На основании стандартных рассуждений получим локальную форму
уравнения баланса количества движения

∇∇∇ ··· T + ρF = ρü. (H.19)

Тензор напряжений можно разложить на симметричную и антисиммет-
ричную части

T = τττ−
1

2
q × E, τττ = τττT , q = T×, (H.20)

где вектор q определяет антисимметричную часть тензора напряжений. Вос-
пользовавшись представлением (H.20), перепишем уравнение (H.19) в форме

∇∇∇ ··· τττ−
1

2
∇∇∇× q + ρF = ρü. (H.21)
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Плотность кинетического момента определяется как сумма плотности мо-
мента количества движения и плотности собственного кинетического момен-
та, который в свою очередь определяется как частная производная от плот-
ности кинетической энергии по угловой скорости

KKK2 = R ×KKK1 +
∂K

∂ωωω
.

При малых u и ωωω выражение для KKK2 принимает вид

KKK2 = r × u̇ + J ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ. (H.22)

Уравнение баланса кинетического момента записывается следующим об-
разом:

d

dt

∫
(V)

ρKKK2dV =

∫
(V)

ρ (r × F + L)dV +

∫
(S)

(
r × T(n) +μμμ(n)

)
dS, (H.23)

где L — массовая плотность внешних моментов; μμμ(n) — вектор моментных
напряжений. Формула Коши, посредством которой вводится в рассмотрение
тензор моментных напряжений μμμ, имеет вид

μμμ(n) = n ···μμμ. (H.24)

Воспользуемся формулой (H.24), теоремой о дивергенции и уравнением
баланса количества движения (H.21) и путем стандартных преобразований
уравнения (H.23) получим локальную форму уравнения баланса кинетиче-
ского момента

∇∇∇ ···μμμ+ q + ρL = ρJ ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ. (H.25)

Уравнения (H.21) и (H.25) хорошо известны в теории микрополярных
сред.

В дальнейшем будем рассматривать антисимметричный тензор момент-
ных напряжений, задав его с помощью сопутствующего вектора m,

μμμ = m × E. (H.26)

Подставив (H.26) в уравнение (H.25), получим

∇∇∇× m + q + ρL = ρJ ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ. (H.27)
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Перейдем к обсуждению уравнения баланса энергии. Интегральная фор-
ма этого уравнения имеет вид

d

dt

∫
(V)

(
1

2
ρu̇2 +

1

2
ρϕ̇̇ϕ̇ϕ ··· J ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ ρU

)
dV =

=

∫
(V)

(
ρF ··· u̇ + ρL ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ Q

)
dV +

∫
(S)

(
T(n) ··· u̇ +μμμ(n) ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ h(n)

)
dS.

(H.28)

Здесь U — массовая плотность внутренней энергии; h(n) — скорость под-
вода энергии через границу объема; Q — скорость подвода энергии в еди-
ницу объема. Воспользовавшись теоремой о дивергенции и соотношением
h(n) = n ··· h, где h — вектор потока энергии, приведем уравнение (H.28) к
виду ∫

(V)

[
ρU̇ + (ρü − ρF −∇∇∇ ··· T) ··· u̇ + (ρJ ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ− ρL −∇∇∇ ···μμμ) ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ−

−TT ··· ···∇∇∇u̇ −μμμT ··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ−∇∇∇ ··· h − Q
]
dV = 0.

(H.29)

Руководствуясь стандартными рассуждениями и приняв во внимание за-
коны динамики (H.21), (H.25), получим локальную форму уравнения баланса
энергии

ρU̇ = TT ··· ···∇∇∇u̇ − q ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+μμμT ··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ+∇∇∇ ··· h + Q. (H.30)

Не вызывает затруднений доказательство тождества

TT ··· ···∇∇∇u̇ − q ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ,

где

g ≡ 1

2

(
∇∇∇u +∇∇∇uT

)
, θθθ ≡ ϕϕϕ−

1

2
∇∇∇× u. (H.31)

Симметричный тензор g называется тензором линейной деформации, век-
тор θθθ называется вектором сдвига. С учетом приведенного тождества урав-
нение (H.30) принимает вид

ρU̇ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ+μμμT ··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ+∇∇∇ ··· h + Q. (H.32)

Воспользовавшись представлением (H.26) для тензора моментных напря-
жений, перепишем уравнение баланса энергии (H.32) в форме

ρU̇ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ− m ··· γ̇̇γ̇γ+∇∇∇ ··· h + Q, (H.33)
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где использовано обозначение

γγγ = ∇∇∇×ϕϕϕ. (H.34)

Полученные в этом разделе уравнения будут использоваться далее для
построения различных версий теории пьезоэлектричества.

.H.3 Модификация классической теории
пьезоэлектричества

Обобщенная теория пьезоэлектричества строится на основе линейной мо-
ментной теории упругости. Основные уравнения, описывающие механическое
поведение среды Коссера, представлены в предыдущем разделе. Для того
чтобы наделить этот континуум пьезоэлектрическими свойствами, необхо-
димо учесть влияние электрического поля. Воздействие электрического по-
ля на материальную среду можно моделировать двумя способами: либо по-
средством распределенных сил и моментов в уравнениях баланса количества
движения и кинетического момента, соответственно, либо посредством тех
слагаемых в уравнении баланса энергии, которые связаны с энергией немеха-
нического происхождения. Второй способ близок к классическому подходу, и
именно он реализован в этом разделе.

Основное отличие разработанной в этом разделе теории от классической
заключается в следующем. Поскольку континуум Коссера обладает допол-
нительными степенями свободы, указанная теория содержит дополнитель-
ные тензорные характеристики свойств материальной среды, в том числе и
дополнительные тензоры, отвечающие за пьезоэлектрические свойства. При
определении структуры тензоров пьезоэлектрических модулей для кристал-
лов, обладающих различной симметрией, рассмотрены два случая: вектор
напряженности электрического поля — полярный и вектор напряженности
электрического поля — аксиальный.

.H.3.1 Приведенное уравнение баланса энергии

Уравнение баланса энергии в форме (H.32) содержит слагаемые∇∇∇ ··· h + Q,
которые характеризуют обмен энергией немеханического происхождения
между соседними частями среды и подвод энергии немеханического проис-
хождения от внешнего источника. Будем считать, что эти слагаемые харак-
теризуют обмен энергией с электрическим полем. Введем в рассмотрение два
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вектора EEE и DDD, такие, что

∇∇∇ ··· h + Q = EEE ··· Ḋ̇ḊD. (H.35)

Здесь векторам EEE и DDD придается смысл вектора напряженности электри-
ческого поля и вектора электрической индукции, соответственно. Подставив
(H.35) в (H.32), получим следующую форму уравнения баланса энергии:

ρU̇ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ+μμμT ··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ EEE ··· Ḋ̇ḊD. (H.36)

Согласно уравнению (H.36) объемная плотность внутренней энергии ρU
зависит от аргументов g, θθθ, ∇∇∇ϕϕϕ и DDD.

Во многих случаях вместо вектора DDD удобнее использовать в качестве
независимой переменной вектор EEE. Для того чтобы это сделать, так же как
и в классической теории пьезоэлектричества, следует ввести в рассмотрение
плотность электрической энтальпии (H.4). При использовании (H.4) уравне-
ние баланса энергии (H.36) записывается в форме

ρḞ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ+μμμT ··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ−DDD ··· Ė̇ĖE. (H.37)

Согласно (H.37) плотность электрической энтальпии ρF является функ-
цией аргументов g, θθθ, ∇∇∇ϕϕϕ и EEE. Следовательно,

ρḞ =

(
∂ρF

∂g

)T
··· ··· ġ +

∂ρF

∂θθθ
··· θ̇̇θ̇θ+

(
∂ρF

∂∇∇∇ϕϕϕ

)T
··· ···∇∇∇ϕ̇̇ϕ̇ϕ+

∂ρF

∂EEE
··· Ė̇ĖE. (H.38)

Сравнивая уравнения (H.37) и (H.38) и принимая во внимание упругость
рассматриваемой среды, получаем соотношения Коши–Грина

τττ =
∂ρF

∂g
, q = −

∂ρF

∂θθθ
, μμμ =

∂ρF

∂∇∇∇ϕϕϕ, DDD = −
∂ρF

∂EEE
. (H.39)

Далее принимается гипотеза натурального состояния. Это означает, что
при нулевых деформациях напряжения отсутствуют. В данном случае плот-
ность электрической энтальпии можно представить в форме

ρF = ρF0 +
1

2
g ··· ···C ··· ···g + g ··· ···N ··· θθθ+

1

2
θθθ ··· Y ··· θθθ− EEE ···MMM··· ···g −

−
1

2
EEE ··· εεε ···EEE − EEE ··· X ··· θθθ+

1

2
∇∇∇ϕϕϕ ··· ···ΦΦΦμ ··· ···∇∇∇ϕϕϕ+ θθθ ···ΦΦΦ× ··· ···∇∇∇ϕϕϕ+

+g ··· ···ΦΦΦτ ··· ···∇∇∇ϕϕϕ− EEE ···ΦΦΦE ··· ···∇∇∇ϕϕϕ.

(H.40)
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Тензоры C, εεε,MMM, N, X, Y,ΦΦΦμ,ΦΦΦ×,ΦΦΦτ иΦΦΦE характеризуют физические
свойства рассматриваемого материала. На указанные тензоры накладывают-
ся определенные ограничения, которые вытекают из условий положительной
определенности внутренней энергии.

Подставив выражение (H.40) в соотношения Коши–Грина (H.39), получим

τττ =
∂ρF

∂g
= C ··· ···g + N ··· θθθ− EEE ···MMM +ΦΦΦτ ··· ···∇∇∇ϕϕϕ, (H.41)

q = −
∂ρF

∂θθθ
= −g ··· ···N − Y ··· θθθ+ EEE ··· X −ΦΦΦ× ··· ···∇∇∇ϕϕϕ, (H.42)

μμμT =
∂ρF

∂∇∇∇ϕϕϕ = g ··· ···ΦΦΦτ + θθθ ···ΦΦΦ× − EEE ···ΦΦΦE +ΦΦΦμ ··· ···∇∇∇ϕϕϕ, (H.43)

DDD = −
∂ρF

∂EEE
= MMM··· ···g + X ··· θθθ+ εεε ···EEE +ΦΦΦE ··· ∇∇∇ϕϕϕ. (H.44)

Далее, в целях упрощения теории, примем предположение (H.26). Тогда
уравнение баланса энергии (H.37) приобретает форму

ρḞ = τττ ··· ··· ġ − q ··· θ̇̇θ̇θ− m ··· γ̇̇γ̇γ−DDD ··· Ė̇ĖE. (H.45)

Следствием (H.45) являются соотношения Коши–Грина

τττ =
∂ρF

∂g
, q = −

∂ρF

∂θθθ
, m = −

∂ρF

∂γγγ
, DDD = −

∂ρF

∂EEE
. (H.46)

Для плотности электрической энтальпии вместо (H.40) примем более про-
стое выражение

ρF = ρF0 +
1

2
g ··· ···C ··· ···g +

1

2
θθθ ··· Y ··· θθθ+

1

2
χγγγ ···γγγ−

1

2
EEE ··· εεε ···EEE +

+g ··· ···N ··· θθθ− EEE ···MMM··· ···g − EEE ··· X ··· θθθ,
(H.47)

где χ — физическая константа. В результате упрощения формул вместо
(H.41)–(H.43) получим определяющие уравнения следующего вида:

τττ =
∂ρF

∂g
= C ··· ···g + N ··· θθθ− EEE ···MMM, (H.48)

q = −
∂ρF

∂θθθ
= −g ··· ···N − Y ··· θθθ+ EEE ··· X, (H.49)

m = −
∂ρF

∂γγγ
= −χγγγ, (H.50)
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DDD = −
∂ρF

∂EEE
= MMM··· ···g + X ··· θθθ+ εεε ···EEE. (H.51)

Для дальнейшей конкретизации теории необходимо определить общий
вид тензоров C, εεε, Y, N,MMM, X, что можно сделать, воспользовавшись тео-
рией симметрии.

.H.3.2 Теория симметрии тензорных величин

При использовании теории симметрии необходимо принять во внимание
тот факт, что существуют тензорные величины двух типов: полярные и акси-
альные. Полярные тензоры не зависят от выбора ориентации в трехмерном
пространстве. Аксиальные тензоры меняют знак при изменении ориентации
в трехмерном пространстве. В рассматриваемой теории пьезоэлектричества
свойства материала характеризуются тензорами различного типа. При этом,
как показывает несложный анализ выражения (H.47), тип тензоровMMM и X
зависит от типа вектора напряженности электрического поля EEE. Если EEE —
полярный вектор, то тензорMMM — полярный, а тензор X — аксиальный. Если
EEE — аксиальный вектор, то тензорMMM — аксиальный, а тензорX — полярный.
В связи с этим в рассмотренной теории пьезоэлектричества, так же как и в
классической теории, тип вектора электрического поля имеет принципиаль-
ное значение.

Воспользуемся определением ортогонального преобразования, принятым
в четвертой главе.
Определение 1. Ортогональным преобразованием тензора S ранга k

называется тензор S ′

S = Si1...ik ei1 ⊗ . . .⊗ eik ⇒
⇒ S ′ ≡ (detQ)α

k
⊗
1

Q ··· S ≡ (detQ)α Si1...ik Q ··· ei1 ⊗ . . .⊗ Q ··· eik,
(H.52)

где α = 0, если тензор S — полярный, и α = 1, если тензор S — аксиальный.
Тензор Q является ортогональным тензором.

Примерами ортогональных тензоров служат тензор инверсии Q = −E,
тензор зеркального отражения

Q = E − 2n ⊗ n,

где n — единичный вектор, и тензор поворота

Q(αn) = (1− cosα)n ⊗ n + cosαE + sinαn × E,
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где α — угол поворота; n — единичный вектор, определяющий направление
оси поворота.

Воспользуемся определением группы симметрии тензора S, принятым в
четвертой главе.
Определение 2. Группой симметрии тензора S называется набор ор-

тогональных тензоров Qs, являющихся решениями уравнения

(detQ)α
k
⊗
1

Q ··· S = S, (H.53)

где S — заданный тензор.
Если известен тензор S, группа симметрии этого тензора находится из ре-

шения уравнения (H.53). Обратная задача возникает, когда известна группа
симметрии тензора S и требуется найти общий вид этого тензора. Именно об-
ратная задача представляет интерес для практических приложений. Как пра-
вило, известна группа симметрии реального физического объекта. Для того
чтобы определить группу симметрии некоторого тензора, характеризующего
свойства этого объекта, необходимо использовать принцип Кюри–Неймана.
Принцип Кюри–Неймана. Группа симметрии причины есть под-

группа группы симметрии следствия.
Рассмотрим конкретный пьезоэлектрический кристалл, например α-

кварц. В соответствии с принципом Кюри–Неймана, группа симметрии тензо-
ров, характеризующих механические и физические свойства кристалла, либо
совпадает с группой симметрии кристалла, либо шире ее. Дополнительные
элементы симметрии могут возникнуть вследствие различных причин, на-
пример, как следствие формы кристалла. Так как рассматриваемая среда
считается бесконечной и однородной, представляется возможным найти об-
щий вид тензоров C, εεε, Y, N,MMM, X, используя инвариантность относитель-
но всех элементов симметрии, свойственных данной структуре. Численные
значения физических констант должны быть определены эксперименталь-
ным путем.

В качестве примера рассмотрим тензор второго рангаX и тензор третьего
рангаMMM. Представим их в следующей форме:

X = Xijei ⊗ ej, MMM = Mijkei ⊗ ej ⊗ ek.

Ортогональные преобразования этих тензоров имеют вид

X ′ = (detQ)αXijQ ··· ei ⊗ Q ··· ej, MMM′ = (detQ)αMijkQ ··· ei ⊗ Q ··· ej ⊗ Q ··· ek.
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Если Q является одним из элементов симметрии кристалла, то должны
выполняться равенства X ′ = X,MMM′ = MMM, которые можно записать в виде

Xij [(detQ)αQ ··· ei ⊗ Q ··· ej − ei ⊗ ej] = 0,

Mijk [(detQ)αQ ··· ei ⊗ Q ··· ej ⊗ Q ··· ek − ei ⊗ ej ⊗ ek] = 0.
(H.54)

Воспользуемся условиями (H.54) для определения структуры тензоров
X иMMM. Пусть некоторый кристалл имеет своим элементом симметрии тен-
зор инверсии (−E). Допустим, что вектор EEE является полярным вектором.
В таком случае тензор X — аксиальный, тензор MMM — полярный и соглас-
но условиям (H.54) X = 0, MMM = 0. Это означает, что пьезоэффект для
данного типа кристалла невозможен. Если вектор EEE — аксиальный вектор,
то тензор X — полярный, а тензор MMM — аксиальный. В этом случае усло-
вия (H.54) выполняются тождественно. Это означает, что пьезоэффект для
данного типа кристалла возможен. Основываясь на данных фактах, можно
предложить способ экспериментального определения типа вектора напряжен-
ности электрического поля. Если обнаружится пьезоэлектрический материал
с центральной симметрией, тогда можно будет сделать вывод, что вектор EEE —
аксиальный.

Хорошо известно, что существуют пьезоэлектрические материалы с дву-
мя плоскостями зеркальной симметрии. Пусть тензоры

Q1 = E − 2e1 ⊗ e1, Q2 = E − 2e2 ⊗ e2 (H.55)

являются элементами симметрии некоторого кристалла. Согласно принципу
Кюри–Неймана, эти тензоры должны принадлежать группе симметрии тен-
зоров X иMMM. Если X — аксиальный тензор, аMMM — полярный, то они имеют
следующую структуру:

X = X12e1 ⊗ e2 + X21e2 ⊗ e1,

MMM =
(
M113e1 ⊗ e1 + M223e2 ⊗ e2 + M333e3 ⊗ e3

)
⊗ e3+

+M131 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) ⊗ e1 + M232 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) ⊗ e2.

(H.56)

Если X — полярный тензор, а MMM — аксиальный, то эти тензоры могут
быть представлены слудующим образом:

X = X11e1 ⊗ e1 + X22e2 ⊗ e2 + X33e3 ⊗ e3,

MMM = M231 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) ⊗ e1+

+M132 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) ⊗ e2 + M123 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) ⊗ e3.

(H.57)
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В классической теории пьезоэлектричества векторEEE считается полярным,
и поэтому для тензоров X и MMM используются выражения (H.56). Однако,
если окажется, что вектор EEE — аксиальный, для описания свойств реального
кристалла нужно будет использовать выражения (H.57).

Если группа симметрии кристалла содержит только повороты, то тип
вектора EEE не имеет значения. Приведем результаты анализа системы (H.54)
для α-кварца, принадлежащего классу 32. У структуры класса 32 есть два
элемента симметрии: поворот вокруг оси x3 на угол 2π/3 и поворот вокруг
оси x1 на угол π. Любой тензор второго ранга, характеризующий свойства
α-кварца, например тензор X, имеет следующую структуру:

X = X1E + (X2 − X1) e3 ⊗ e3. (H.58)

Любой тензор третьего ранга, характеризующий свойства α-кварца, на-
пример тензорMMM, может быть представлен в виде

MMM = M0 (e1 ⊗ a − e2 ⊗ b) + M1 e3 ⊗ c + M2 c ⊗ e3+

+M3 (e1 ⊗ e3 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 ⊗ e1),

a = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2, b = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1,

c = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1.

(H.59)

Тензор четвертого ранга, характеризующий свойства α-кварца, имеет до-
статочно сложную форму и содержит 14 независимых компонент. Тензор
упругости имеет более простой вид, так как благодаря симметрии тензора
напряжений и тензора деформаций он содержит только 6 независимых ком-
понент.

.H.3.3 Простейшая пьезоэлектрическая среда

Выпишем полную систему пьезоэлектрических уравнений. Уравнения ди-
намики выглядят следующим образом:

∇∇∇ ··· τττ−
1

2
∇∇∇× q + ρF = ρü,

∇∇∇× m + q + ρL = ρJ ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ, ∇∇∇ ··· DDD = 0.

(H.60)

Соотношения Коши–Грина имеют вид (H.46). Обсуждение теории пьезо-
электричества в общей форме применительно к реальным кристаллам в дан-
ном случае оставим без внимания. Ограничимся рассмотрением простейшего
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выражения для плотности электрической энтальпии

ρF = μg ··· ···g +
1

2
λ (trg)2 +

1

2
cθθθ ··· θθθ+

1

2
χγγγ ···γγγ−

−
1

2
ε EEE ···EEE − EEE ···MMM··· ···g − EEE ··· X ··· θθθ.

(H.61)

В выражении (H.61) в общей форме представлены только те слагаемые,
которые связаны с пьезоэффектом. Подставив (H.61) в соотношения Коши–
Грина (H.46), получим определяющие уравнения

τττ = 2μg + λ(trg)E − EEE ···MMM, q = − cθθθ+ EEE ··· X,

m = −χγγγ, DDD = εEEE +MMM··· ···g + X ··· θθθ.
(H.62)

Тензор и векторы деформации имеют вид

g =
1

2

(
∇∇∇u +∇∇∇uT

)
, θθθ = ϕϕϕ−

1

2
∇∇∇× u, γγγ = ∇∇∇×ϕϕϕ. (H.63)

В классической теории пьезоэлектричества применяются уравнения
(H.60)–(H.63) при следующих ограничениях:

ϕϕϕ =
1

2
∇∇∇× u, X = 0, χ = 0, J = 0. (H.64)

Таким образом, в уравнения (H.60)–(H.63) пьезоэффект попадает двумя
путями, которые связаны с наличием перекрестных членов в выражении для
плотности электрической энтальпии (H.61).

Вариант 1 : MMM �= 0, X = 0.

Этот случай — классический. Здесь пьезоэффект связан с симметричной
частью тензора напряжений.

Вариант 2 : MMM = 0, X �= 0.

Этот случай — неклассический. Здесь пьезоэффект связан исключитель-
но с антисимметричной частью тензора напряжений. В общем случае и тензор
MMM, и тензор X могут быть отличны от нуля.

Пусть группа симметрии пьезоэлектрических свойств содержит тензоры
(H.55) и тензор поворота на любой угол вокруг оси e3.
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Если EEE — полярный вектор, то тензор MMM — полярный, а тензор X —
аксиальный. В этом случае тензорыMMM и X могут быть представлены в виде

MMM =
[
M1E + (M2 − M1)e3 ⊗ e3

]
⊗ e3+

+M3

[
e1 ⊗ e3 ⊗ e1 + e2 ⊗ e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ (E − e3 ⊗ e3)

]
,

X = X1 e3 × E.

(H.65)

Если EEE — аксиальный вектор, то тензорMMM — аксиальный, а тензор X —
полярный. В этом случае тензорыMMM и X имеют вид

MMM = M1

[
e2 ⊗ e3 ⊗ e1 − e1 ⊗ e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 × E

]
,

X = X1E + (X2 − X1) e3 ⊗ e3.
(H.66)

Сравнивая выражения (H.65) и (H.66), мы видим существенное различие
между ними. Важно, что это различие может быть установлено эксперимен-
тально, а следовательно появляется возможность экспериментального опре-
деления типа вектора напряженности электрического поля EEE. Для того чтобы
использовать экспериментальные данные, необходимо решить конкретные за-
дачи. Один из возможных подходов заключается в анализе дисперсионных
соотношений. Этот путь ведет к достаточно сложным уравнениям, поскольку
построенная теория содержит шесть дисперсионных кривых — три акусти-
ческих и три оптических. (В классической теории есть только акустические
дисперсионные кривые.)

В качестве иллюстрации рассмотрим простейший случай, когда тензор
MMM равен нулю. Рассмотрим два варианта теории.

Вариант 1. Вектор напряженности электрического поля EEE — полярный.
Тогда соотношения между напряжениями и деформациями (H.62) принима-
ют вид

τττ = 2μg + λ(trg)E, q = − cθθθ+ X1EEE × e3,

m = −χγγγ, DDD = εEEE + X1 e3 × θθθ.
(H.67)

Вариант 2. Вектор напряженности электрического поля EEE — аксиальный.
В этом случае соотношения между напряжениями и деформациями (H.62)
представлены следующим образом:

τττ = 2μg + λ(trg)E, q = − cθθθ+ X1EEE + (X2 − X1)(EEE ··· e3) e3,

m = −χγγγ, DDD = εEEE + X1θθθ+ (X2 − X1)(θθθ ··· e3) e3.
(H.68)

Если направление вектора EEE совпадает с направлением вектора e3, то в
случае (H.67) пьезоэффекта не будет, а в случае (H.68) он будет иметь место.
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Если найдется кристалл со свойствами (H.68), то будет установлено, что
вектор напряженности электрического поля EEE является аксиальным. Дан-
ное обстоятельство очень важно с теоретической точки зрения. Очевидно,
что дисперсионные кривые в случаях (H.67) и (H.68) будут различными. В
настоящее время неизвестно, существуют ли пьезоэлектрические кристаллы
с подобными свойствами. Но существование таких кристаллов теоретически
возможно.

.H.4 Микрополярная теория
дипольной пьезоэлектрической среды

В этом разделе рассматривается теория, предназначенная для описания
поведения пьезоэлектрических кристаллов, являющихся дипольными кри-
сталлами. Как отмечалось ранее, воздействие электрического поля на кри-
сталл можно моделировать двумя способами: либо посредством распределен-
ных сил и моментов в уравнениях баланса количества движения и кинетиче-
ского момента, соответственно, либо посредством подвода энергии немехани-
ческого происхождения. Далее предлагается теория, которая включает в себя
оба механизма взаимодействия материальной среды с электрическим полем.
Однако обмен энергией между материальной средой и электрическим полем
моделируется здесь иначе, чем в классической теории пьезоэлектричества.

.H.4.1 Модель дипольной частицы

Рассмотрим среду, каждая частица которой является нейтральным дипо-
лем с зарядами q+ = q и q− = −q, способным перемещаться в пространстве
и поворачиваться, а также изменять свою величину, т. е. растягиваться или
сжиматься. Пусть отсчетное положение диполя (рис. H.1) определяется сле-
дующими величинами: r+ и r− — радиус-векторы зарядов q+ и q−, соответ-
ственно, l0 = r+ − r− — вектор, определяющий относительное расположение
зарядов в диполе, r — радиус-вектор центра диполя. При переходе в актуаль-
ное положение заряды q+ и q− перемещаются в точки пространства, опре-
деляемые соответственно радиус-векторами R+ и R−, центр частицы-диполя
перемещается в точку, определяемую радиус-вектором R. Вектор, определя-
ющий относительное расположение зарядов в диполе в актуальной конфигу-
рации, вычисляется по формуле l = R+ − R−. Величины, характеризующие
перемещения центра диполя и составляющих его зарядов, определяются сле-
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Рис. H.1. Тело-точка как пара зарядов

дующим образом:

u = R − r, u+ = R+ − r+, u− = R− − r−. (H.69)

Введем в рассмотрение дипольные моменты частицы в отсчетном и акту-
альном положениях, обозначив их соответственно d0 и d,

d0 = ql0 = q(r+ − r−), d = ql = q(R+ − R−). (H.70)

Пусть p — изменение дипольного момента, ξ — относительное изменение
абсолютной величины диполя

p = d − d0, |d| = |d0|(1+ ξ). (H.71)

После несложных преобразований получим следующее представление для
вектора p:

p = p1 + p2, p1 = ξd0, p2 = ϕϕϕ× d0, (H.72)

гдеϕϕϕ — вектор поворота диполя. Формулы (H.72) получены в предположении
малости поворота и растяжения диполя. Такое предположение оправдано,
поскольку далее рассматривается линейная теория.

Запишем выражение для скорости подвода энергии, передаваемой диполю
через электрическое поле в веществе,

U̇ = F+ ··· u̇+ + F− ··· u̇−. (H.73)
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Воспользовавшись формулой Лоренца для силы, действующей на заря-
женную частицу, проделаем следующие преобразования:

U̇ = q+ EEE(R+) ··· u̇+ + q− EEE(R−) ··· u̇− =

= q
(
EEE(R+) − EEE(R−)

)
··· u̇ + qEEE(R+) ··· 1

2q
ṗ + qEEE(R−) ··· 1

2q
ṗ =

= d0 ··· (∇∇∇EEE) ··· u̇ + EEE ··· ṗ.

С помощью уравнений (H.72) вычислим производную от вектора поляри-
зации

ṗ = ξ̇d0 + ϕ̇̇ϕ̇ϕ× d0. (H.74)

Таким образом, скорость подвода энергии имеет вид

U̇ = d0 ··· (∇∇∇EEE) ··· u̇ + (d0 ×EEE) ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ (d0 ···EEE) ξ̇. (H.75)

.H.4.2 Уравнения дипольной пьезоэлектрической среды

Введем в рассмотрение плотность спонтанной поляризации сплошной сре-
ды PPPs, определив ее следующей формулой,

PPPs = lim
ΔV→0

∑
k∈ΔV d0k
ΔV

. (H.76)

Определим плотность пьезоэлектрической поляризации сплошной среды
PPPp как предел отношения

PPPp = lim
ΔV→0

∑
k∈ΔV pk
ΔV

= PPPp
1 +PPPp

2, (H.77)

где
PPPp
1 = ξPPPs, PPPp

2 = ϕϕϕ×PPPs. (H.78)

Вектор PPPp представлен в виде суммы поляризаций, имеющих разную
природу: одна часть поляризации связана с поворотом дипольного момента
среды, а другая — с изменением его абсолютной величины. Векторы двух со-
ставляющих поляризации взаимно ортогональны, и это позволяет однозначно
разложить произвольный вектор PPPp по двум указанным типам поляризации.

Воспользовавшись формулой (H.76), запишем аналог формулы (H.75) для
сплошной среды

U̇ = PPPs ··· (∇∇∇EEE) ··· u̇ + (PPPs ×EEE) ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ+ (PPPs ···EEE) ξ̇. (H.79)
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Пусть влияние электрического поля представляет собой внешнее воздей-
ствие. Тогда мощность этого внешнего воздействия мы можем вычислить
двумя способами. С одной стороны, мощность внешних воздействий, прихо-
дящихся на единицу объема сплошной среды, равна ρ

(
F··· u̇+L···ϕ̇̇ϕ̇ϕ

)
. С другой

стороны, мощность внешних воздействий равна той части скорости подвода
энергии U̇ , которая зависит от скоростей u̇ и ϕ̇̇ϕ̇ϕ. Таким образом, получаем

ρF ··· u̇ + ρL ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ = PPPs ··· (∇∇∇EEE) ··· u̇ + (PPPs ×EEE) ··· ϕ̇̇ϕ̇ϕ. (H.80)

Сравнивая левую и правую части уравнения (H.80), приходим к выводу,
что коэффициент при u̇ в правой части уравнения можно отождествить с
объемной силой, а коэффициент при ϕ̇̇ϕ̇ϕ в правой части уравнения можно
отождествить с объемным моментом

ρF = PPPs ··· ∇∇∇EEE, ρL = PPPs ×EEE. (H.81)

Итак, смысл первых двух слагаемых в правой части выражения (H.79)
определен. Последнее слагаемое можно отождествить с величиной Q, харак-
теризующей подвод энергии от внешнего источника (см. уравнение баланса
энергии (H.33)),

Q = (PPPs ···EEE) ξ̇. (H.82)

Уравнения движения (H.21), (H.27) с учетом выражений для объемных
сил и моментов (H.81) принимают вид

∇∇∇ ··· τττ−
1

2
∇∇∇× q +PPPs ··· ∇∇∇EEE = ρü, (H.83)

∇∇∇× m + q +PPPs ×EEE = ρJ ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ. (H.84)

Введем в рассмотрение вектор электрической индукцииDDD. Воспользовав-
шись хорошо известной формулой, выразим вектор DDD через вектор электри-
ческого поля в веществе и вектор плотности пьезоэлектрической поляризации

DDD = ε0EEE +PPPp. (H.85)

Вектор EEE в формуле (H.85) — это вектор напряженности электрического
поля в веществе, который зависит от плотности спонтанной поляризации PPPs.
Поэтому в выражении для вектора электрической индукции DDD второе сла-
гаемое представляет собой плотность пьезоэлектрической поляризации PPPp, а
не суммарную плотность поляризации PPP = PPPs +PPPp.

Воспользовавшись формулами (H.77), (H.78), перепишем выражение
(H.85) в форме

DDD = ε0EEE + ξPPPs +ϕϕϕ×PPPs. (H.86)
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Уравнение электростатики (H.2) с учетом выражения (H.86) принимает
вид

∇∇∇ ···
[
ε0EEE + ξPPPs +ϕϕϕ×PPPs

]
= 0. (H.87)

Согласно уравнению (H.87), принятое в классической теории пьезоэлек-
тричества соотношение Коши–Грина, связывающее между собой DDD и EEE, в
рассматриваемой теории является излишним, и его следует заменить соот-
ношением Коши–Грина, связывающим между собой величину ξ и проекцию
вектора EEE на вектор плотности спонтанной поляризации. В этом заключается
одно из существенных отличий микрополярной теории дипольной пьезоэлек-
трической среды от классической теории пьезоэлектричества.

Для того чтобы получить соотношения Коши–Грина, проведем следую-
щие преобразования уравнения баланса энергии (H.33). Представим τττ, q иm
в виде

τττ = τττe + τττf, q = qe + qf, m = me + mf, (H.88)

где τττe, qe, me представляют собой упругие (не зависящие от скоростей де-
формаций) составляющие силовых и моментных напряжений, а τττf, qf и mf

определяют диссипативные составляющие этих напряжений. Приняв во вни-
мание (H.88) и выражение для скорости подвода энергии (H.82), запишем
уравнение баланса энергии (H.33) в форме

ρU̇ = τττe ··· ··· ġ − qe ··· θ̇̇θ̇θ− me ··· γ̇̇γ̇γ+ (EEE ··· PPPs) ξ̇+

+∇∇∇ ··· h + τττf ··· ··· ġ − qf ··· θ̇̇θ̇θ− mf ··· γ̇̇γ̇γ.
(H.89)

Введем в рассмотрение две скалярных величины ϑ иH, удовлетворяющих
уравнению

ϑḢ = ∇∇∇ ··· h + τττf ··· ··· ġ − qf ··· θ̇̇θ̇θ− mf ··· γ̇̇γ̇γ, (H.90)

и назовем их температурой и энтропией, соответственно. Для вектора тепло-
вого потока h можно использовать определяющее уравнение

h = k∇∇∇ϑ, (H.91)

где k — коэффициент теплопроводности среды. Подставив (H.91) в (H.90),
получим уравнение теплопроводности

kΔϑ− ϑḢ = −τττf ··· ··· ġ + qf ··· θ̇̇θ̇θ+ mf ··· γ̇̇γ̇γ. (H.92)

Слагаемые в правой части уравнения (H.92) характеризуют производство
тепла, связанное с диссипативными процессами в кристалле.
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Воспользовавшись соотношением (H.90), перепишем уравнение баланса
энергии (H.33) в форме

ρU̇ = τττe ··· ··· ġ − qe ··· θ̇̇θ̇θ− me ··· γ̇̇γ̇γ+ (EEE ··· PPPs) ξ̇+ ϑḢ. (H.93)

Теперь можно записать соотношения Коши–Грина в следующей форме:

τττe =
∂ρU

∂g
, qe = −

∂ρU

∂θθθ
, me = −

∂ρU

∂γγγ
,

EEE ··· PPPs =
∂ρU

∂ξ
, ϑ =

∂ρU

∂H
.

(H.94)

Примем гипотезу натурального состояния и представим внутреннюю
энергию в виде положительно определенной квадратичной формы

ρU = ρU0 +
1

2
g ··· ···C(g) ··· ···g +

1

2
θθθ ··· C(θ) ··· θθθ+

1

2
γγγ ··· C(γ) ···γγγ+

+
1

2
C(ξ)ξ2 +

1

2
C(H)H2 + θθθ ··· C(θg) ··· ···g +γγγ ··· C(γg) ··· ···g + ξC(ξg) ··· ···g +

+ H C(Hg) ··· ···g +γγγ ··· C(γθ) ··· θθθ+ ξC(ξθ) ··· θθθ+ H C(Hθ) ··· θθθ+

+ ξC(ξγ) ···γγγ+ H C(Hγ) ···γγγ+ C(ξH) ξH.

(H.95)

Подставив выражение для внутренней энергии (H.95) в соотношения
Коши–Грина (H.94), получим определяющие уравнения

τττe = C(g) ··· ···g + θθθ ··· C(θg) +γγγ ··· C(γg) + C(ξg)ξ+ C(Hg)H,

−qe = C(θg) ··· ···g + C(θ) ··· θθθ+γγγ ··· C(γθ) + C(ξθ)ξ+ C(Hθ)H,

−me = C(γg) ··· ···g + C(γθ) ··· θθθ+ C(γ) ···γγγ+ C(ξγ)ξ+ C(Hγ)H,

EEE ··· PPPs = C(ξg) ··· ···g + C(ξθ) ··· θθθ+ C(ξγ) ···γγγ+ C(ξ)ξ+ C(ξH)H,

ϑ = C(Hg) ··· ···g + C(Hθ) ··· θθθ+ C(Hγ) ···γγγ+ C(ξH)ξ+ C(H)H.

(H.96)

В целях замыкания системы (H.31), (H.34), (H.83), (H.84), (H.87), (H.88),
(H.92), (H.96) необходимо сформулировать определяющие уравнения для дис-
сипативных составляющих силовых и моментных напряжений τττf, qf, mf.
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Следует отметить, что предложенная микрополярная теория дипольной
пьезоэлектрической среды не чувствительна к изменению типа вектора на-
пряженности электрического поля. Это обусловлено тем, что во всех урав-
нениях вектор напряженности электрического поля EEE умножается на вектор
плотности спонтанной поляризации PPPs. Поскольку вектор плотности поля-
ризации и вектор напряженности электрического поля всегда должны быть
векторами одного типа, изменение типа вектора EEE влечет за собой измене-
ние типа вектора PPPs. В результате скалярное произведение PPPs на EEE всегда
будет полярным скаляром, а векторное произведение PPPs на EEE всегда будет
аксиальным вектором.

.H.4.3 Простейшая теория дипольной пьезоэлектрической среды

Пренебрежем инерцией вращения и моментными взаимодействиями,
предположив, что J = 0 и m = 0. Тогда уравнение баланса кинетическо-
го момента (H.84) примет вид

q = −PPPs ×EEE. (H.97)

Подставив (H.97) в уравнение баланса количества движения (H.83), по-
лучим

∇∇∇ ··· τττ+
1

2
∇∇∇× (PPPs ×EEE) +PPPs ··· ∇∇∇EEE = ρü. (H.98)

Пренебрежем диссипативными и температурными эффектами. В этом
случае с учетом принятого ранее предположения об отсутствии моментных
напряжений и соотношения (H.97) определяющие уравнения (H.96) принима-
ют вид

τττ = C(g) ··· ···g + θθθ ··· C(θg) + C(ξg)ξ,

PPPs ×EEE = C(θg) ··· ···g + C(θ) ··· θθθ+ C(ξθ)ξ,

EEE ··· PPPs = C(ξg) ··· ···g + C(ξθ) ··· θθθ+ C(ξ)ξ,

(H.99)

где индекс e у тензора τττ опущен, поскольку диссипативная составляющая
отсутствует. За пьезоэффект в определяющих уравнениях (H.99) отвечают
аксиальный тензор третьего ранга C(θg) и полярный тензор второго ранга
C(ξg). Ранее была определена структура тензоров такого типа для матери-
алов, обладающих определенной симметрией. Воспользуемся этими резуль-
татами. Если материал обладает двумя плоскостями зеркальной симметрии
(H.55), то структура тензоров C(θg) и C(ξg) определяется формулами (H.57).
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Если группа симметрии материала содержит две плоскости зеркальной сим-
метрии (H.55) и тензор поворота на любой угол вокруг оси e3, то структура
тензоров C(θg) и C(ξg) определяется формулами (H.66). Если у материала
есть два элемента симметрии: поворот вокруг оси x3 на угол 2π/3 и поворот
вокруг оси x1 на угол π, то структура тензоров C(θg) и C(ξg) определяется
формулами (H.58), (H.59).

Уравнение электростатики (H.87) с учетом соотношения между угламиϕϕϕ
и θθθ принимает вид

∇∇∇ ···
[
ε0EEE + ξPPPs + θθθ×PPPs +

1

2
(∇∇∇× u) ×PPPs

]
= 0. (H.100)

Таким образом, система уравнений (H.98)–(H.100) представляет собой
формулировку простейшей теории дипольной пьезоэлектрической среды. Ос-
новными неизвестными здесь являются вектор перемещений u, вектор сдвига
θθθ и величина ξ, характеризующая деформацию диполя.

.H.4.4 Сравнение с классической теорией

Для того чтобы сравнить систему уравнений (H.98)–(H.100) с классиче-
ской теорией пьезоэлектричества, следует получить соотношения, связываю-
щие величины τττ и DDD с величинами g и EEE. Для получения этих соотношений
проделаем следующие преобразования. Решим второе и третье уравнения си-
стемы (H.99) относительно величин θθθ и ξ. Затем подставим найденные выра-
жения в формулу (H.99) для τττ и в формулу дляDDD — выражение в квадратных
скобках в формуле (H.100). В результате получим

τττ = C ··· ···g − EEE ···MMM, DDD = MMM··· ···g + εεε ···EEE −
1

2
PPPs × (∇∇∇× u) . (H.101)

В данном случае тензоры C,MMM, εεε вычисляются по формулам

C = C(g) −
C(ξg) ⊗ C(ξg)

C(ξ)
+

+

(
C(θg)∗−

C(ξg) ⊗ C(ξθ)

C(ξ)

)
···ΛΛΛ ···

(
C(θg) −

C(ξθ) ⊗ C(ξg)

C(ξ)

)
,

(H.102)

MMM = −
PPPs ⊗ C(ξg)

C(ξ)
+

+

(
PPPs × E +

PPPs ⊗ C(ξθ)

C(ξ)

)
···ΛΛΛ ···

(
C(θg) −

C(ξθ) ⊗ C(ξg)

C(ξ)

)
,

(H.103)
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εεε = ε0E +
PPPs ⊗PPPs

C(ξ)

(
1+

C(ξθ) ···ΛΛΛ ··· C(ξθ)

C(ξ)

)
−PPPs ×ΛΛΛ×PPPs+

+
1

C(ξ)

(
PPPs ⊗PPPs ×ΛΛΛ ··· C(ξθ) +PPPs ×ΛΛΛ ··· C(ξθ) ⊗PPPs

)
,

(H.104)

где тензор ΛΛΛ вычисляется по формуле

ΛΛΛ =

(
C(θ) −

C(ξθ) ⊗ C(ξθ)

C(ξ)

)−1

.

Знак “звездочка” применительно к тензору третьего ранга C(θg) означает
циклическую перестановку базисных векторов в триаде.

Сравнительный анализ определяющих уравнений (H.101) и соответствую-
щих уравнений классической теории (H.7), (H.8) показал, что определяющие
уравнения для τττ совпадают, а определяющие уравнения для DDD отличаются
тем, что выражение для DDD в мультиполярной теории содержит дополнитель-
ное слагаемое, зависящее от ротора вектора перемещений.

Уравнение движения в микрополярной теории (H.98) отличается от клас-
сического уравнения (H.1) наличием двух слагаемых, моделирующих воздей-
ствие электрического поля. Уравнение электростатики имеет одинаковый вид
в обеих теориях.

Заключение

Микрополярная теория пьезоэлектричества обладает некоторыми важ-
ными преимуществами по сравнению с классической теорией.

Во-первых, в этой теории показан способ, посредством которого электри-
ческое поле влияет на материю.

Во-вторых, в рамках указанной теории есть возможность рассматривать
неоднородные среды, задавая поле PPPs(r).

Микрополярная теория пьезоэлектричества предназначена для описания
процессов, происходящих в полярных пьезоэлектриках, т. е. материалах, у
которых вектор спонтанной поляризации PPPs отличен от нуля. Можно суще-
ственно упростить микрополярную теорию, исключив из рассмотрения вра-
щательные степени свободы. Однако даже после этого упрощения рассмот-
ренная теория остается несимметричной, чем она, в частности, отличается от
классической.



Приложение I

Среда Кельвина и ферромагнетизм1

Введение

Первые работы, посвященные полярным средам, относятся к концу XIX —
началу XX в. (Дюгем, 1894; Э. и Ф. Коссера, 1909). Коссера ввели в рассмот-
рение упругий континуум, тела-точки которого представляют собой малые
абсолютно твердые тела, способные совершать независимые повороты и пе-
ремещения [59]. Теория среды построена исходя из постулируемого вариаци-
онного принципа. В среде Коссера свободное вращение частиц не допускается.
Лорд Кельвин выдвинул концепцию среды, состоящей из гиростатов, кото-
рая сопротивлялась бы только угловым деформациям. “Кельвин представил
себе модель квазижесткого эфира, построенную из гиростатов. Эта пробле-
ма очень сложна. Дело сводилось к отысканию системы, оказывающей со-
противление только деформациям, которые связаны с вращениями. . . ” [137].
Математически эта идея Кельвиным не была реализована.

В дальнейшем на многие годы теория полярных сред была забыта. Ее но-
вое рождение началось со статьи К. Трусделла и Дж. Эриксена [188], посвя-
щенной 50-летию работы Э. и Ф. Коссера. После этого интерес к полярным
средам вновь возрос, и появилось множество работ, посвященных различ-
ным вариантам линейной моментной теории упругости [162,189–205]. В рабо-
те [189] построена теория линейной полярной упругой среды и рассмотрено
распространение волн в случае изотропии. В работе [162] построена линейная
моментная теория термоупругости.

1 Приложение написано Е. Ф. Грековой и Е. А. Ивановой. Материал приложения
основан на статье Е. Ф. Грековой, П. А. Жилина [187] “Уравнения нелинейных упругих
полярных сред и аналогии: среда Кельвина, неклассические оболочки и непроводящие
ферромагнетики” (Известия вузов. Северо-Кавказский регион. Естественные науки. Спец.
вып. по проблемам нелинейной упругости. — 2000. — С. 25–41). (Примеч. ред.)
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Некоторые авторы (см., например, [192, 196]) рассматривали псевдокон-
тинуум Коссера, тела-точки которого не могут совершать независимые пово-
роты; при этом микровращения моделировались при помощи ротора переме-
щений.

Существует множество работ, посвященных одномерным и двумерным
средам Коссера, при помощи которых моделируются стержни и оболочки,
[188, 202, 206]. П. А. Жилиным разработана нелинейная теория двумерной
полярной среды [67,68,92,145] — теория неклассических простых оболочек2.
Предложенный в работах П. А. Жилина метод получения основных уравне-
ний опирается на фундаментальные принципы механики, при этом важную
роль играет уравнение баланса энергии, посредством которого определяется
вид тензоров деформации. Этот подход применим и при построении трехмер-
ной теории полярной среды.

В природе существуют различные примеры сред, запасающих энергию пу-
тем вращения. Так, в работах [207, 208] исследуются парафины, в которых с
ростом температуры цепочки атомов начинают вращаться все с большей ско-
ростью. Сначала повороты носят колебательный характер, а затем, начиная
с определенной температуры, угловая скорость собственного вращения не ме-
няет знака и возрастает по величине. При этом для наблюдателя, живущего
в относительно “медленном” времени, цепочки кажутся осесимметричными.

В магнитных материалах намагниченность связана через гиромагнитное
соотношение с кинетическим моментом материального объема среды. Маг-
нитная индукция создает объемный момент, действующий на материальный
объем. Таким образом, магнитный материал является полярной средой с
немалым кинетическим моментом. Это дает возможность установить анало-
гию между нелинейной средой Коссера, частицы которой обладают большой
скоростью собственного вращения, и упругими ферромагнетиками в состо-
янии магнитного насыщения. Идея рассмотрения сред с большой угловой
скоростью вращения частиц выдвигалась еще в начале века, однако мате-
матический аппарат не позволял ее формализовать. В настоящее время тео-
рии таких сред построены и применяются для описания магнетиков. Фено-
менологическая теория деформируемых ферромагнетиков была предложена
Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшицем [209] и развита в работах [210–213] и др.
Обзор развития теории можно найти в [214]. Из работ, изданных в последние
годы, можно упомянуть [215,216].

Примером среды с частицами, обладающими динамическим спином, мо-
жет служить нелинейная упругая среда, состоящая из вращающихся частиц с

2 О теории неклассических простых оболочек П. А. Жилина см. Приложение J.
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Рис. I.1. Обобщенная среда Кельвина

осевой симметрией (рис. I.1). Тела-точки рассматриваемой среды, в отличие
от частиц традиционно рассматриваемой среды Коссера, могут вращаться
вокруг собственной оси с большой угловой скоростью. При этом остальные
перемещения и повороты будут конечными. Назовем такую среду обобщен-
ной средой Кельвина, поскольку, в отличие от среды Кельвина, она облада-
ет трансляционными степенями свободы и сопротивляется трансляционным
деформациям. Уравнения обобщенной среды Кельвина для случая малых
перемещений и малых углов нутации, но при условии большой скорости соб-
ственного вращения частиц были получены в работах [138,217]. В работе [217]
проведено исследование движения среды определенного типа симметрии при
условии тождественного равенства нулю трансляционных перемещений. По-
казано влияние гироскопического члена в сравнении с волновыми процессами
в безграничной линейной среде Коссера, исследованными в [189]. Гироскопия
приводит к “раздвоению” дисперсионной ветви угловых колебаний, так как
вносит в систему асимметрию, в результате чего появляются две различные
частоты отсечки.

В данной работе ставится задача рассмотреть ферромагнетики с позиций
механики, используя фундаментальные законы. Разумеется, при этом необ-
ходимо учитывать природу рассматриваемых взаимодействий. Однако фено-
менологический подход обладает тем преимуществом, что при его использо-
вании делается минимум предположений о том, каков конкретный вид этих
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взаимодействий. Материал рассматривается как “черный ящик”, и его урав-
нения строятся исходя из нескольких фундаментальных принципов и сообра-
жений симметрии. Такой подход обладает, как представляется, максимальной
общностью.

Далее демонстрируется аналогия между ферромагнетиками и обобщен-
ной средой Кельвина. Существование этой аналогии позволяет применить
метод построения определяющих уравнений полярной среды к ферромагне-
тикам и получить более общую теорию, чем в [214]. В дальнейшем показа-
но, что уравнения динамики и определяющие уравнения обобщенной среды
Кельвина аналогичны уравнениям динамики и определяющим уравнениям
упругих непроводящих ферромагнетиков в состоянии насыщения и прибли-
жении квазимагнитостатики (см. [214]). Взаимное влияние трансляционных
и угловых деформаций учитывается в наиболее общей форме, что позволяет
описать эффекты, аналогичные магнитоакустическому резонансу в ферро-
магнетиках, который представляет собой явление возбуждения волн транс-
ляционных перемещений при помощи спиновых волн, и наоборот [218,219].

.I.1 Основные уравнения обобщенной среды Кельвина

.I.1.1 Кинематика обобщенной среды Кельвина

Рассмотрим обобщенную среду Кельвина — упругую деформируемую сре-
ду, состоящую из вращающихся частиц с осевой симметрией, имеющих и
трансляционные, и угловые степени свободы (см. рис. I.1). Тела-точки среды
взаимодействуют между собой. Примем, что их взаимодействие определяет-
ся лишь геометрической конфигурацией системы в данный момент времени.
Учитывая осесимметричность тел-точек, делаем вывод: любое из тел-точек
системы может свободно поворачиваться вокруг своей оси симметрии, не ис-
пытывая сопротивления со стороны других тел. Напротив, любое изменение
ориентации одного из тел-точек, связанное с изменением пространственного
положения его оси симметрии, приводит к появлению реактивных усилий и
моментов в системе. Руководствуясь таким мысленным представлением, по-
строим теорию обобщенной среды Кельвина с позиций механики сплошных
сред.

Обозначим qs — материальные (лагранжевы) координаты точки среды,
r(qs) и R(qs) — радиус-векторы, определяющие положение тела-точки в от-



536 Приложение I. Среда Кельвина и ферромагнетизм

счетной и актуальной конфигурациях, соответственно. Обозначим

ri =
∂r

∂qi
≡ ∂ir, Ri =

∂R

∂qi
≡ ∂iR (I.1)

базисы в отсчетной и актуальной конфигурациях, соответственно. Выберем
ri ортонормированным. Набла-операторы в отсчетной и актуальной конфи-

гурациях определяются формулами∇∇∇ = ri∂i и
◦
∇∇∇ = Ri∂i, где ri и Ri — соот-

ветствующие взаимные базисы. Введем следующие обозначения: u = R−r —
трансляционное перемещение тела-точки;V = Ṙ— трансляционная скорость
тела-точки.

Свяжем с каждым телом-точкой среды ортонормированный векторный
базисDk(q

s), “вмороженный” в тело-точку, гдеD3 ≡ m — единичный вектор,
направленный по оси тела-точки. Пусть в отсчетной конфигурации Dk = dk,
d3 ≡ m0. Взаимный базис Dk (Dk ··· Di = δki ) совпадает с Dk.

Введем в рассмотрение тензор поворота P = Dk ⊗ dk, определяющий
поворот тела-точки. Очевидно, что Dk = P · dk и

P ··· PT = PT ··· P = E, (I.2)

где E — единичный тензор. Тензор поворота тела-точки можно представить,
применяя углы Эйлера [31]

P(t) = P3(ψm0) ··· P2(θl0) ··· P1(ϕm0). (I.3)

Здесь l0 и m0 — взаимно ортогональные векторы, |l0| = |m0| = 1, ψ, θ,
ϕ — углы прецессии, нутации и собственного вращения, соответственно. За-
метим, что разложение (I.3) сопоставляет каждому тензору поворота три уг-
ла Эйлера. Это разложение справедливо для каждого момента времени. Оно
означает, что в положении, соответствующем данному моменту времени t,
тело могло оказаться, повернувшись вокруг вектора m0 на угол ϕ (t), затем,
отклонив свою ось от вектора m0 на угол θ(t) и вновь повернувшись вокруг
m0, уже не совпадающего с осью тела, на угол ψ(t). Реальное движение при
этом может происходить совершенно иначе.

Вектор угловой скорости тела-точкиωωω(R, t) есть по определению вектор,
удовлетворяющий уравнению Пуассона

Ṗ =ωωω× P. (I.4)

Если тензор поворота представлен посредством углов Эйлера (I.3), вектор
угловой скорости вычисляется по формуле

ωωω = ψ̇m0 + θ̇l + ϕ̇m, (I.5)



I.1. Основные уравнения обобщенной среды Кельвина 537

где использованы обозначения

l = P3(ψm0) ··· l0, m = P3 ··· P2 ··· m0, l ··· m = l0 ··· m0 = 0.

.I.1.2 Меры деформации полярной среды

Аналог уравнения Пуассона (I.4) для пространственной координаты qi

записывается следующим образом:

∂iP =ΦΦΦi × P. (I.6)

Очевидно, чтоΦΦΦi характеризуют изменение ориентации тел-точек по про-
странственным координатам. Это векторы, аналогичные вектору угловой ско-
рости, где вместо времени выступают координаты. В терминах углов Эйлера

ΦΦΦi = (∂iψ)m0 + (∂iθ)l + (∂iϕ)m. (I.7)

Введем меры деформации полярной среды общего вида

A = ∇∇∇R ··· P, K = ri ⊗ΦΦΦi ··· P. (I.8)

Тензор A отвечает и за перемещения, и за повороты, тензор K зависит
только от угловой деформации. В дальнейшем будет показано, что эти тен-
зоры естественно возникают при формулировке уравнения баланса энергии.
Легко доказать, что

K = −(∇∇∇P ··· PT) ··· ··· (E × P)/2. (I.9)

Другое представление для K можно получить, используя (I.7),

K = (∇∇∇ψm0 +∇∇∇θ l +∇∇∇ϕm) ··· P. (I.10)

Тела-точки обобщенной среды Кельвина обладают осевой симметрией. В
связи с этим, в отличие от упругой полярной среды общего вида, обобщенная
среда Кельвина не должна реагировать ни на поворот тела-точки вокруг
своей оси, ни на разность углов собственного вращения соседних тел-точек.
Следовательно, меры деформации обобщенной среды Кельвина не должны
зависеть ни от угла ϕ, ни от его градиента. Меры деформации обобщенной
среды Кельвина, удовлетворяющие этим условиям, будут приведены далее.
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.I.1.3 Динамические характеристики полярной среды

Пусть ρ0 (R, t) — объемная плотность массы в отсчетной конфигурации.
Тогда объемная плотность массы в актуальной конфигурации имеет вид

ρ (R, t) = (det∇∇∇R)−1 ρ0 (R, t). (I.11)

Массовая плотность кинетической энергии определяется формулой

K =
1

2
V ··· V +

1

2
ωωω ··· J ···ωωω, (I.12)

где J = P ··· J0 ··· PT — массовая плотность тензора инерции в актуаль-
ной конфигурации; J0 — массовая плотность тензора инерции в отсчетной
конфигурации. Поскольку тела-точки обладают осевой симметрией, то J —
трансверсально-изотропный тензор,

J = λm ⊗ m + μ (E − m ⊗ m). (I.13)

Здесь λ и μ — массовые плотности осевого и экваториального моментов
инерции, соответственно.

Массовая плотность количества движения определяется выражением

KKK1 =
∂K

∂V
= V. (I.14)

Массовая плотность кинетического момента, вычисленного относительно
начала инерциальной системы отсчета, определяется следующим образом:

KKK2 = R ×KKK1 +
∂K

∂ωωω
= R × V + J ···ωωω. (I.15)

Первое слагаемое в формуле (I.15) называется плотностью момента коли-
чества движения, второе — плотностью собственного кинетического момента.

.I.1.4 Тензоры напряжений. Законы динамики Эйлера

Введем следующие обозначения:
τττ(R, t) — тензор силовых напряжений Коши; τττ(n) = n ··· τττ, где τττ(n) —

вектор напряжения, действующий на элементарной площадке поверхности;
n — нормаль к этой поверхности;

μμμ(R, t) — тензор моментных напряжений, введенный аналогично тензору
силовых напряжений; μμμ(n) = n···μμμ, где μμμ(n) — вектор моментного напряжения,
действующий на элементарную поверхность с нормалью n;
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Q(R, t) — массовая плотность внешней силы;
L(R, t) — массовая плотность внешнего момента.

Первый закон динамики Эйлера (уравнение баланса количества дви-
жения) для объема V , ограниченного гладкой поверхностью Σ, выглядит сле-
дующим образом:

d

dt

∫
(V)

ρKKK1 dV =

∫
(V)

ρQdV +

∫
Σ

τττ(n) dΣ. (I.16)

С помощью традиционных рассуждений уравнение (I.16) приводится к
локальной форме

◦
∇∇∇ ··· τττ+ ρQ = ρü. (I.17)

Второй закон динамики Эйлера (уравнение баланса кинетического
момента) для объема V , ограниченного поверхностью Σ, имеет вид

d

dt

∫
(V)

ρKKK2 dV =

∫
(V)

ρ (L + R × Q)dV +

∫
Σ

(μμμ(n) + R × τττ(n))dΣ. (I.18)

С помощью традиционных рассуждений уравнение (I.18) приводится к
локальной форме

◦
∇∇∇ ···μμμ+ τττ× + ρL = ρ (J ···ωωω)···. (I.19)

Далее будет рассматриваться случай, когда плотности моментов инерции
λ и μ малы, угловая скорость собственного вращения ϕ̇ велика, так что плот-
ность собственного кинетического момента λϕ̇ конечна, а все остальные со-
ставляющие вектора собственного кинетического момента много меньше, чем
λϕ̇. С учетом сделанных предположений, уравнение (I.19) можно переписать
в виде

◦
∇∇∇ ···μμμ+ τττ× + ρL = ρ (λϕ̈m +ωωω× λϕ̇m) . (I.20)

В дальнейшем будет принято еще одно предположение, а именно: среда
не должна реагировать на поворот тела-точки вокруг своей оси и на разность
углов собственного вращения соседних тел-точек. Будет показано, что след-
ствием указанных предположений является так называемое “шестое уравне-
ние равновесия”, которое может быть представлено в форме

( ◦
∇∇∇ ···μμμ+ τττ×

)
··· m = 0. (I.21)
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Кроме того, предполагается, что проекция внешнего момента ρL на век-
тор m равна нулю. Нетрудно видеть, что в этом случае ϕ̈ = 0 и уравнение
(I.20) принимает вид

◦
∇∇∇ ···μμμ+ τττ× + ρL =ωωω× ρλϕ̇m. (I.22)

Разумеется, уравнение (I.22) представляет собой приближенную форму
уравнения баланса кинетического момента.

.I.1.5 Нелинейные определяющие уравнения полярной среды

Пусть U(R, t) — массовая плотность энергии деформации (внутренней
энергии). Будем рассматривать только адиабатические процессы. В этом слу-
чае уравнение баланса энергии выглядит следующим образом:

d

dt

∫
(V)

ρ (K+U)dV =

∫
(V)

ρ(Q ···V+L ···ωωω)dV +

∫
Σ

(τττ(n) ···V+μμμ(n) ···ωωω)dΣ. (I.23)

Воспользовавшись теоремой о дивергенции и законами динамики Эйлера
(I.17), (I.19), получим локальную форму уравнения баланса энергии (I.23)

ρU̇ = τττT ··· ···
◦
∇∇∇V − τττ× ···ωωω+μμμT ··· ···

◦
∇∇∇ωωω. (I.24)

Уравнение (I.24) можно преобразовать к виду

ρU̇ = τττT∗ ··· ··· Ȧ +μμμT∗ ··· ··· K̇, (I.25)

где введены в рассмотрение энергетические тензоры силовых и моментных
напряжений

τττ∗ = ∇∇∇R−T ··· τττ ··· P, μμμ∗ = ∇∇∇R−T ···μμμ ··· P. (I.26)

Согласно уравнению (I.25), введенные ранее (см. формулы (I.8)) меры де-
формаций A и K естественны для описания деформации среды, так как на
этих мерах деформации совершают работу энергетические тензоры напряже-
ний.

Мы рассматриваем упругую среду, т. е. такую среду, плотность внутрен-
ней энергии которой зависит лишь от мер деформации в данный момент
времени и в данной точке: U = U(A,K). Формулы (I.25), (I.26) позволяют
получить корректные определяющие уравнения [67, 92] нелинейной упругой
полярной среды

τττ = ρ∇∇∇RT ··· ∂U
∂A

··· PT , (I.27)



I.1. Основные уравнения обобщенной среды Кельвина 541

μμμ = ρ∇∇∇RT ··· ∂U
∂K

··· PT . (I.28)

Таким образом, задав внутреннюю энергию U как функцию мер дефор-
мации A и K, можно получить конкретный вид определяющих уравнений.

.I.1.6 Нелинейные определяющие уравнения
обобщенной среды Кельвина

Поскольку тела-точки обобщенной среды Кельвина обладают осевой сим-
метрией, эта среда не должна реагировать на поворот тела-точки вокруг сво-
ей оси и на разность углов собственного вращения соседних тел-точек. Та-
ким образом, энергия деформации обобщенной среды Кельвина не является
функцией общего вида от A и K, а подчиняется ограничениям

∂U

∂ϕ
= 0,

∂U

∂∇∇∇ϕ = 0. (I.29)

Можно найти приведенные тензоры деформации, такие, что, если U за-
висит лишь от них, ограничения (I.29) удовлетворяются автоматически. Ме-
тод, используемый для нахождения приведенных тензоров деформации, был
предложен в теории неклассических упругих оболочек [67]. Суть этого метода
заключается в следующем.

На первом этапе находятся приведенные тензоры деформации, такие, что,
если U зависит лишь от них, первое уравнение системы (I.29) выполняется
автоматически. Для этого первое уравнение (I.29) переписывается в виде(

∂U

∂A

)T
··· ··· (A × m0) +

(
∂U

∂K

)T
··· ··· (K × m0) = 0. (I.30)

При переходе от (I.29) к (I.30) использовалась формула сложного диффе-
ренцирования и учитывалось, что ∂ϕA = A × m0, ∂ϕK = K × m0.

Характеристической системой для (I.30) будет

dA

ds
= A × m0,

dK

ds
= K × m0. (I.31)

Первые интегралы3 системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (I.31) суть решения уравнения в частных производных (I.30), и наобо-
рот [70]. Таким образом, плотность энергии деформации U есть функция пер-
вых интегралов (I.31). Это система обыкновенных дифференциальных урав-

3 Первый интеграл системы обыкновенных дифференциальных уравнений по опреде-
лению есть функция, производная которой, вычисленная с учетом системы, равна нулю.
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нений 18-го порядка, имеющая 17 независимых скалярных первых интегра-
лов [70]. Найдя эти интегралы, мы получим 17 независимых, не зависящих
от ϕ функций от мер деформации A и K.

На втором этапе из системы приведенных тензоров деформации, найден-
ных на первом этапе4, следует исключить меры деформации, зависящие от
∇∇∇ϕ. В результате получится система приведенных тензоров деформации, та-
ких, что, если U зависит лишь от них, не только первое, но и второе уравне-
ние системы (I.29) выполняется автоматически. Поскольку ∇∇∇ϕ — векторная
величина, содержащая три независимые скалярные функции, исключая ме-
ры деформации, зависящие от ∇∇∇ϕ, мы исключаем три скалярные функции
от мер деформации A и K. Таким образом, система приведенных тензоров
деформации должна содержать 14 независимых скалярных функций.

Далее приведены две из возможных систем приведенных тензоров дефор-
мации и соответствующих им нелинейных определяющих уравнений обоб-
щенной среды Кельвина.

Вариант 1. Система тензоров деформации A:

GGG = (A ··· AT − E)/2 = (∇∇∇R ··· ∇∇∇RT − E)/2,

F = K ··· ã ··· AT = (∇∇∇ψ⊗ m0 +∇∇∇θ⊗ l) ··· P ··· ã ··· PT ··· ∇∇∇RT ,

γγγ = A ··· m0 = ∇∇∇R ··· m.

(I.32)

В соотношениях (I.32) в качестве ã можно выбрать как ã = E−m0⊗m0,
так и ã = E×m0. При этом соответствующие системы тензоров деформации
обозначаются A1 и A2. В тех случаях, когда имеется в виду любая из систем
A1 и A2, будем говорить о системе A.

Определяющие уравнения, которые получаются при использовании си-
стемы тензоров деформации A, имеют вид

τττ = ρ∇∇∇RT ···
(
∂U

∂GGG
··· A +

∂U

∂γγγ
⊗ m0 +

(
∂U

∂F

)T
··· K ··· ã

)
··· PT ,

μμμ = ρ∇∇∇RT ··· ∂U
∂F

··· A ··· ãT ··· PT , U = U(GGG, F, γγγ).

(I.33)

4 При нахождении первых интегралов (I.31) считается, что ∇∇∇ϕ и ϕ являются незави-
симыми в фиксированной точке континуума.
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Вариант 2. Система тензоров деформации B:

GGG = (A ··· AT − E)/2 = (∇∇∇R ··· ∇∇∇RT − E)/2,

ΦΦΦ = K ··· a ··· KT = sin2 θ∇∇∇ψ⊗∇∇∇ψ+∇∇∇θ⊗∇∇∇θ,

γγγ = A ··· m0 = ∇∇∇R ··· m, α = m0 ··· K ··· a ··· AT ··· m0,

(I.34)

В соотношениях (I.34) a = E − m0⊗m0. Обратим внимание на то, что α
представляет собой “перекрестный” вид деформации, определяемый произве-
дением градиента поворота и градиента перемещений, тогда как остальные
тензоры деформаций зависят либо от градиентов перемещений, либо от гра-
диентов поворотов.

Определяющие уравнения, которые получаются при использовании си-
стемы тензоров деформации B, выглядят следующим образом:

τττ = ρ∇∇∇RT ···
(
∂U

∂GGG
··· A +

∂U

∂γγγ
⊗ m0 +

∂U

∂α
m0 ⊗ m0 ··· K ··· a

)
··· PT ,

μμμ = ρ∇∇∇RT ···
(
2
∂U

∂ΦΦΦ
··· K ··· a +

∂U

∂α
m0 ⊗ m0 ··· A ··· a

)
··· PT ,

U = U(GGG, ΦΦΦ, γγγ, α).

(I.35)

Чтобы убедиться в том, что системы A и B содержат все независимые
интегралы (I.31), следует учесть тот факт, что число независимых интегра-
лов есть ранг матрицы Якоби [70], состоящей из частных производных от
компонент приведенных тензоров деформации по компонентам тензоров A
и K. Вычисление показало, что в обоих случаях ранг матрицы Якоби равен
14, т. е. системы A и B действительно содержат все независимые интегралы
(I.31).

.I.1.7 Ограничения на тензоры напряжений
в обобщенной среде Кельвина

Плотность энергии деформации в обобщенной среде Кельвина должна
удовлетворять ограничениям (I.29). Ранее эти ограничения записаны в тер-
минах внутренней энергии и тензоров деформации. Получим формулировку
данных ограничений в терминах тензоров напряжений.
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Условие, что внутренние напряжения в обобщенной среде Кельвина не
могут возникнуть вследствие наличия градиента угла собственного вращения
частиц, может быть переписано в виде

∂U

∂∇∇∇ϕ = 0 ⇔ μμμ ··· m = 0. (I.36)

Предположение, что внутренняя энергия не зависит от угла ϕ, позволяет
получить уравнение, аналогичное шестому уравнению равновесия в теории
оболочек [92]:

∂U

∂ϕ
= 0 ⇔ τττ× ··· m = μμμT ··· ···

◦
∇∇∇m. (I.37)

Нетрудно показать, что следствием ограничений (I.36), (I.37) является
уравнение (I.21), которое использовалось при выводе уравнения баланса ки-
нетического момента (I.22).

Заметим, что если U = U(GGG,ΦΦΦ,γγγ), т. е. U не зависит от α (см. формулы
(I.34)), то

τττ× ··· m = 0, μμμT ··· ···
◦
∇∇∇m = 0. (I.38)

В общем случае τττ×···m �= 0. Предполагая ∂αU = 0, мы теряем зависимость
внутренней энергии от одного из видов деформации. Такая зависимость мо-
жет присутствовать в реальности, поскольку не запрещена фундаментальны-
ми принципами механики.

.I.1.8 Линейная теория обобщенной среды Кельвина

Примем гипотезу натурального состояния, т. е. предположим, что в от-
счетной конфигурации напряжения равны нулю.

Пусть углы нутации и перемещения малы

P = (E + θθθ× E) ··· P1(ϕm0), u = R − r. (I.39)

Получим линейную теорию из нелинейной. Будем использовать обозна-
чение [·]n для члена порядка малости n по u, θθθ в разложении какой-либо
функции.

Согласно (I.8)

[A]0 = P1(ϕm0), [K]0 = 0,

[A]1 = g ··· P1(ϕm0), [K]1 = f ··· P1(ϕm0),

(I.40)
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где введены в рассмотрение тензоры малых деформаций

g = ∇∇∇u + θθθ× E, f = ∇∇∇θθθ. (I.41)

Разложим в ряд по малым u, θθθ определяющие уравнения (I.33), полагая
ã = a,

[τττ]0 = ρ0

([
∂U

∂GGG

]
0

+

[
∂U

∂γγγ

]
0

⊗ m0

)
, [μμμ]0 = ρ0

[
∂U

∂F

]
0

··· a. (I.42)

Принимая во внимание гипотезу натурального состояния и гипотезу неза-
висимости напряжений от скорости собственного вращения частиц, необхо-
димо исходить из того, что

[τττ]0 = 0, [μμμ]0 = 0.

Отсюда можно заключить, что
[
∂U

∂GGG

]
0

+

[
∂U

∂γγγ

]
0

⊗ m0 = 0,

[
∂U

∂F

]
0

··· a = 0. (I.43)

Продолжим разложение в ряд (I.33), учитывая (I.41), (I.43),

[τττ]1 = ρ0

([
∂U

∂GGG

]
1

+

[
∂U

∂GGG

]
0

··· g +

[
∂U

∂γγγ

]
1

⊗ m0+

[(
∂U

∂F

)T]
0

··· f ··· a
)
,

[μμμ]1 = ρ0

([
∂U

∂F

]
1

+

[
∂U

∂F

]
0

··· g
)
··· a.

(I.44)

Положив U(GGG, F, γγγ) достаточно гладкой в окрестности отсчетной конфи-
гурации и проделав соответствующие выкладки, получим линейные опреде-
ляющие уравнения

τττ = (X ··· ···g + Y ··· ··· f)T ,

μμμ = (g ··· ···Y + Z ··· ··· f)T .
(I.45)

Здесь X = Xmnkl rm⊗ rn⊗ rk⊗ rl, Y = Ymnαl rm⊗ rn⊗ rα⊗ rl и
Z = Zαmβl rα⊗rm⊗rβ⊗rl — тензоры упругих постоянных:
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X =

[
∂2U

∂GGG2

]
0

+ m0 ⊗
[
∂2U

∂GGG∂γγγ

]
0

+

[
∂

∂γγγ

(
∂U

∂GGG
⊗ m0

)]
0

+

+m0 ⊗
[
∂

∂γγγ

(
∂U

∂γγγ
⊗ m0

)]
0

+ e0rk ⊗ m0 ⊗ rk ⊗ m0,

Y =

[
∂2U

∂εmn∂Fkα

]
0

rm ⊗ rn ⊗ rα ⊗ rk+

+

[
∂2U

∂γs∂Fkα

]
0

m0 ⊗ rs ⊗ rα ⊗ rk + rα ⊗ m0 ⊗ rα ⊗ f0,

Z =

[
∂2U

∂Fmα∂Fkβ

]
0

rα ⊗ rm ⊗ rβ ⊗ rk,

(I.46)

где e0, f0 определяются соотношениями[
∂U

∂γγγ

]
0

= −e0m0,

[
∂U

∂F

]
0

= f0 ⊗ m0.

Последние соотношения могуть быть получены из (I.43) с учетом симмет-
ричности тензора деформации Коши–Грина GGG.

Линейное приближение для аналога шестого уравнения равновесия (I.37)
совпадает с линейным вариантом (I.38), поскольку, по нашему предположе-
нию, в отсчетной конфигурации ∇∇∇m0 = 0 и правая часть нелинейного ва-
рианта аналога шестого уравнения равновесия (I.37) равна нулю в линей-
ном приближении. Итак, мы видим, что линеаризованные ограничения (I.37),
(I.36) выглядят как

[τττ×]1 ··· m0 = 0, [μμμ]1 ··· m0 = 0. (I.47)

Ограничения на тензоры упругих модулей, следующие из (I.47),

m0 ··· (E × E) ··· ···X = 0, m0 ··· (E × E) ··· ···Y = 0. (I.48)

Согласно (I.46) X = Xmnkl rm⊗rn⊗rk⊗rl, Y = Ymnαl rm⊗rn⊗rα⊗rl,
Z = Zαmβl rα⊗rm⊗rβ⊗rl удовлетворяют (I.48), в X и Z первая и последняя
пара индексов перестановочны, и нет каких-либо других ограничений на вид
этих тензоров.
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Приведенные ранее линейные определяющие уравнения можно записать
иначе:

[τττ]1 = ρ0
∂U

∂g
, [μμμ]1 = ρ0

∂U

∂f
, (I.49)

где выражение для внутренней энергии в линейной теории имеет вид

ρ0U =
1

2
g ··· ···X ··· ···g + g ··· ···Y ··· ··· f +

1

2
f ··· ···Z ··· ··· f =

=
1

2

(
gS ··· ···T ··· ···gS + gA ··· ···U ··· ···gA

)
+

+gS ··· ···W ··· ···gA + gS ··· ···H ··· ··· f + gA ··· ···N ··· ··· f +
1

2
f ··· ···Z ··· ··· f .

(I.50)

Здесь T, U, W, H, N — тензоры упругих модулей, удобные для исполь-
зования. Тензоры Y = H + N, U и W ответственны за взаимосвязь между
угловыми и трансляционными перемещениями.

Выражения (I.47)–(I.50) можно найти в [217], где предложена линейная
теория среды Кельвина.

На первый взгляд может показаться удивительным, что в тензорах g и f в
сумме 15 независимых компонент, в то время как в нелинейной теории суще-
ствует лишь 14 независимых скалярных мер деформации, от которых может
зависеть внутренняя энергия. Дело в том, что в силу ограничений (I.48) не
все компоненты g входят в выражение для U, а именно не играет роли вели-
чина g× ··· m0: в выражении (I.50) она умножается на нули. Можно было бы
вместо g использовать, допустим, gS и gA ···m0 и не ставить ограничений типа
(I.48) на тензоры упругих модулей.

С формальной точки зрения можно использовать для получения линей-
ных определяющих уравнений систему (I.35) точно так же, как и (I.33) или
какие-либо другие нелинейные определяющие уравнения, полученные опи-
санным методом для различных систем мер деформации. Однако процедуру
линеаризации гораздо проще провести для (I.33), потому что линейные чле-
ны в разложении тензоров деформации A не равны нулю и можно совершить
переход от (I.44) к (I.45), (I.46). Действительно, U, вообще говоря, не обязана
быть достаточно гладкой функцией своих аргументов. Так как линейные по
u, θθθ члены разложения GGG, F, γγγ не равны нулю, предположение о существо-
вании второй производной U(GGG, F, γγγ) по своим аргументам в окрестности
отсчетной конфигурации равносильно предположению о том, что линейная
теория имеет право на существование. Если использовать систему (I.35), то
аналогичное предположение о гладкости U(GGG, ΦΦΦ, γγγ, α) не даст возможности
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получить линейную теорию общего вида, так как [ΦΦΦ]1 = 0. Использование
вместоΦΦΦ тензора

√
ΦΦΦ также ничего не даст, поскольку последний не линеари-

зуем по θθθ: для малых θθθ можно записать
√
ΦΦΦ ≈

√
∇∇∇θθθ ··· ∇∇∇θθθT . Таким образом,

для получения линейной теории при использовании системы (I.35) нельзя
предполагать, что U(GGG, ΦΦΦ, γγγ, α) является достаточно гладкой функцией. В
связи с этим теоретически получить линейную теорию из нелинейной можно
при использовании любой независимой системы тензоров деформации, одна-
ко практически осуществить это удобно, используя систему (I.33) или иную
систему тензоров деформации, линейные члены которых по u, θθθ существу-
ют и не равны нулю. Еще раз отметим, что в реальности линейная теория
может быть несправедливой и предположения о гладкости U по каким-либо
аргументам, вообще говоря, обосновать невозможно.

Уравнение баланса количества движения в линейной теории выглядит
так же, как (I.17). Чтобы записать уравнение баланса кинетического момен-
та, необходимо линеаризовать правую часть уравнения (I.22). Тензоры си-
ловых и моментных напряжений τττ, μμμ в левых частях уравнений динамики
определяются формулами (I.45).

Линейные уравнения динамики обобщенной среды Кельвина в перемеще-
ниях выглядят следующим образом:

∇∇∇ ··· (X ··· ···g + Y ··· ··· f)T + ρQ = ρü,

∇∇∇ ··· (g ··· ···Y + Z ··· ··· f)T − (X ··· ···g + Y ··· ··· f)× + ρL = ρθ̇̇θ̇θ× λϕ̇m0.

(I.51)

.I.2 Ферромагнетики и обобщенная среда Кельвина

.I.2.1 Некоторые сведения об упругих непроводящих
ферромагнетиках в состоянии магнитного насыщения

Рассмотрим упругие непроводящие ферромагнетики в состоянии маг-
нитного насыщения. Приведем некоторые факты, которые можно найти в
[214–216].

Часто ферромагнитную сплошную среду условно разделяют на два взаи-
модействующие между собой континуума: континуум решетки — носитель де-
формации и спиновый континуум, описывающий распределение поля намаг-
ниченности. С каждой точкой материальной среды однозначно связан вектор
намагниченности или спина, так что спиновый континуум неподвижен отно-
сительно континуума решетки. Спиновый континуум чувствителен только к
моментным воздействиям, которые могут быть оказаны со стороны решет-
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ки (спин-решеточное взаимодействие) или посредством внешнего магнитного
поля.

Далее все фундаментальные законы записываются сразу для материаль-
ного объема объединенного континуума. При этом используется приближение
квазимагнитостатики.

Пусть в каждой точке ферромагнетика заданы перемещение u и вектор
массовой плотности магнитного момента5 S. Состояние магнитного насы-
щения — это состояние ферромагнетика, в котором S = |S| не меняется в
пространстве и времени. Намагниченность6 представляет собой объемную
плотность магнитного момента MMM = ρS.

Объемная плотность собственного кинетического момента ферромагнети-
ка равна

ρS/γ,

где γ — гиромагнитное отношение7 (постоянная величина).
Внешняя магнитная индукция в непроводящем ферромагнетике может

создавать как массовую силу, так и массовый момент. Массовая плотность
внешней силы, вызванной внешней магнитной индукцией BBBe, определяется
формулой8 [213]

Qem = S ···
◦
∇∇∇BBBe. (I.52)

5 Магнитный момент (магнитный дипольный момент) — основная величина, харак-
теризующая магнитные свойства вещества. В соответствии с классической теорией элек-
тромагнитных явлений, источниками магнетизма являются электрические макро- и мик-
ротоки. Элементарным источником магнетизма считается ток в замкнутом контуре. Маг-
нитным моментом обладают элементарные частицы, атомные ядра, а также электронные
оболочки атомов и молекул. Магнитный момент элементарных частиц, согласно пред-
ставлениям квантовой механики, обусловлен существованием у них спина — собственного
кинетического момента.

6 Намагниченность — векторная физическая величина, характеризующая магнитное
состояние макроскопического физического тела. Определяется как магнитный момент,
приходящийся на единицу объема вещества. Намагниченность вещества зависит от вели-
чины внешнего магнитного поля, свойств вещества и температуры.

7 Гиромагнитное отношение (магнитомеханическое отношение) — отношение диполь-
ного магнитного момента элементарной частицы (или системы элементарных частиц) к ее
кинетическому моменту. В классической теории гиромагнитное отношение является ко-
эффициентом пропорциональности между угловой скоростью прецессии магнитного мо-
мента, помещенного во внешнее магнитное поле, и вектором магнитной индукции.

8 В настоящее время нет общепринятой точки зрения относительно того, как должна
выглядеть формула для плотности внешней силы Qem. Некоторые авторы (см., например,

[214,220]) используют формулу Qem = (
◦
∇∇∇BBBe)···S. По нашему мнению, формула (I.52) более

достоверна.
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Массовая плотность внешнего момента, вызванного магнитной индукцией
BBBe, вычисляется по формуле [213]

L = S ×BBBe. (I.53)

Обменное взаимодействие9 (взаимодействие между спинами, зависящее
от их относительного поворота) приводит к близкодействующему момент-
ному взаимодействию. Поверхностная плотность момента, действующего на
элементарную поверхность с нормалью n,

Mexc
(n) = S × ΓΓΓ (n), (I.54)

где ΓΓΓ (n) — так называемая “контактная обменная сила”10. Введем в рассмот-
рение тензор обменных взаимодействий ΓΓΓ , определяемый уравнением

S × (ρΓΓΓ (n) − n ··· ΓΓΓ) = 0. (I.55)

Кроме момента, вызванного обменным взаимодействием, в ферромагне-
тике действуют силы упругости и спин-решеточный момент. Последний за-
висит от направления магнитного момента в данной точке относительно ре-
шетки.

9 Обменное взаимодействие в магнетизме считается специфически квантовомеханиче-
ским эффектом, который проявляется как связь между носителями магнетизма в атомных
ядрах, атомах, молекулах, газах и конденсированных средах. Считается, что обменное вза-
имодействие имеет электростатическое происхождение. Обычно энергия электрического
взаимодействия микрочастиц существенно больше энергии магнитного взаимодействия.
В классической физике все магнитные свойства микро- и макросистем определяются
только магнитными взаимодействиями микрочастиц. В то же время точки Кюри многих
ферромагнетиков (т. е. температура, выше которой ферромагнетизм исчезает) порядка
102–103 К, а соответствующие этим температурам энергии в десятки или сотни раз боль-
ше любой возможной энергии чисто магнитной связи. Кроме того, опыты Я. Г. Дорфмана
(1927) по определению отклонения β-частиц в спонтанно намагниченном ферромагнетике
показали, что внутри ферромагнетика нет никакого эффективного поля магнитного про-
исхождения. Эти факты позволили предположить, что ферромагнетизм по своему проис-
хождению не является чисто магнитным эффектом, а обусловлен электрическими силами
связи атомных носителей магнетизма в твердом теле.

10 Обменная сила — это сила межатомного взаимодействия, которая впервые была
описана Вернером Гейзенбергом. Она обусловлена тем, что два соседних атома могут об-
мениваться внешними электронами и эти электроны начинают принадлежать одновре-
менно обоим атомам. Считается, что обменная сила связывает атомы в кристаллической
решетке металла и делает их магнитные поля сонаправленными. Упорядоченные магнит-
ные поля соседних атомов взаимно усиливаются, в результате чего образуются магнитные
домены.
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Уравнение баланса количества движения для элементарного объема V
непроводящего ферромагнетика, ограниченного поверхностью Σ, выглядит
следующим образом:

d

dt

∫
(V)

ρVdV =

∫
(V)

ρ
(
S ···

◦
∇∇∇BBBe + Q∗)dV +

∫
Σ

τττ(n) dΣ, (I.56)

где Q∗ — сила механического происхождения. Локальная форма уравнения
баланса количества движения имеет вид

◦
∇∇∇ ··· τττ+ ρS ···

◦
∇∇∇BBBe + ρQ∗ = ρü. (I.57)

Уравнение баланса кинетического момента выглядит следующим обра-
зом:

d

dt

∫
(V)

ρ
(
γ−1S + R × V

)
dV =

=

∫
(V)

ρ
(
S ×BBBe + R × (S ···

◦
∇∇∇BBBe) + R × Q∗)dV +

+

∫
Σ

(
ρS × ΓΓΓ (n) + R × τττ(n)

)
dΣ.

(I.58)

С учетом соотношений (I.54), (I.55), локальная форма уравнения баланса
кинетического момента принимает вид

◦
∇∇∇ ··· (−ΓΓΓ × S) + τττ× + ρS ×BBBe = ργ−1Ṡ. (I.59)

Первый закон термодинамики (уравнение баланса энергии) для объеди-
ненного континуума в случае адиабатических процессов [214] имеет вид

d

dt

∫
(V)

ρ

(
1

2
V ··· V + U∗

)
dV =

=

∫
(V)

ρ
(
Q ··· V − S ··· Ḃe

)
dV +

∫
Σ

(
τττ(n) ··· V + ρΓΓΓ (n) ··· Ṡ

)
dΣ,

(I.60)

где U∗ — внутренняя энергия трансляционных деформаций.
Внутренняя энергия U определяется как

U = U∗ + S ···BBBe. (I.61)

Внешняя сила Q включает в себя как Qem = S ···
◦
∇∇∇BBBe, так и Q∗.
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.I.2.2 Кинематические соотношения

Поскольку S = const, для производной вектора S можно использовать
формулу

Ṡ =ωωω× S, (I.62)

гдеωωω — угловая скорость вращения вектора S. Соответственно можно пред-
ставить вектор S в виде

S = P ··· S0, P = P(ψm0) ··· P2(θl0) ··· P1(ϕm0), (I.63)

где m0 и l0 — единичные векторы, причем направление m0 совпадает с на-
правлением вектора S0 и m0 ··· l0 = 0. Очевидно, что направление вектора
S определяет тензор поворота P с точностью до поворота P1, так как S0 —
неподвижный вектор тензора P1, поэтому вектор угловой скорости

ωωω = ψ̇m0 + θ̇P3 ··· l0 + ϕ̇m, m = P3 ··· P2 ··· m0, (I.64)

определяется с точностью до проекции на вектор m.

.I.2.3 Законы динамики для ферромагнетиков.
Сравнение с обобщенной средой Кельвина

Первый закон динамики Эйлера для упругих непроводящих ферромаг-
нетиков (I.57) совпадает с соответствующим законом для обобщенной среды
Кельвина (I.17). Необходимо лишь помнить, что внешняя массовая сила Q
включает в себя силы любого происхождения, в том числе электромагнитно-
го.

Левая часть второго закона динамики Эйлера для упругих непроводящих
ферромагнетиков (I.59), с точностью до замены −ΓΓΓ ×S на μμμ, совпадает с ле-
вой частью второго закона динамики Эйлера для обобщенной среды Кельви-
на (I.19) и его приближенного варианта (I.22). Замена −ΓΓΓ×S на μμμ оправдана
в силу ограничения (I.36). Вектор внешнего момента L для ферромагнетика
связан с внешней магнитной индукцией соотношением (I.53).

Правые части уравнений (I.59) и (I.19), вообще говоря, различны. Од-
нако мы рассматриваем частный случай обобщенной среды Кельвина, для
которого можно установить аналогию.

Пусть плотности моментов инерции тел-точек обобщенной среды Кельви-
на λ, μ весьма малы, скорость собственного вращения ϕ̇ велика, и внешний
массовый момент не имеет проекции на ось тела-точки. В этом случае плот-
ность кинетического момента с точностью до малой величины равна λϕ̇m, а
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его производная по времени (правая часть уравнения баланса моментов) рав-
на ωωω× λϕ̇m, т. е. модуль кинетического момента постоянен с точностью до
малой величины. В этом случае второй закон динамики Эйлера для обобщен-
ной среды Кельвина, с точностью до малой величины, записывается в форме
(I.22). Плотность кинетического момента в насыщенном ферромагнетике рав-
на γ−1Sm, и в правой части уравнения баланса моментов стоит γ−1ωωω× Sm.
Видно, что правые части уравнений (I.59) и (I.22) совпадают с точностью до
замены λϕ̇ на S/γ.

Таким образом, в среде Кельвина все, что связано с трансляционными
перемещениями и симметричной частью тензора напряжений, отвечает за
решеточный континуум, а все, что связано с динамическими слагаемыми в
уравнении баланса кинетического момента, тензором моментных напряжений
и несимметричной частью тензора напряжений, которая будет обсуждаться
в дальнейшем, отвечает за спиновый континуум.

.I.2.4 Аналогия уравнения баланса энергии
для ферромагнетиков и обобщенной среды Кельвина

Преобразуем уравнение баланса энергии. Начнем с преобразования выра-
жения для мощности контактной обменной силы ρΓΓΓ (n) ··· Ṡ. Воспользовавшись
соотношениями (I.55), (I.62), получим

ρΓΓΓ (n) ··· Ṡ = ρΓΓΓ (n) ··· (ωωω× S) = (ρS × ΓΓΓ (n)) ···ωωω = n ··· (−ΓΓΓ × S) ···ωωω. (I.65)

Далее, продифференцировав выражение (I.61), выразим производную
энергии трансляционных деформаций U∗ через производную внутренней
энергии U

U̇∗ = U̇ − (ωωω× S) ···BBBe − S ··· ḂBBe =

= U̇ −ωωω ··· (S ×BBBe) − S ··· ḂBBe = U̇ − L ···ωωω− S ··· ḂBBe.
(I.66)

С учетом (I.65), (I.66), уравнение баланса энергии (I.60) можно переписать
в виде

d

dt

∫
(V)

ρ

(
1

2
V ··· V + U

)
dV =

∫
(V)

ρ (Q ··· V + L ···ωωω)dV +

+

∫
Σ

(
n ··· τττ ··· V + n ··· (−ΓΓΓ × S) ···ωωω

)
dΣ.

(I.67)

Отсюда стандартным методом, учитывая уравнения баланса количества
движения и кинетического момента (I.57), (I.59) и условие насыщения (I.62),
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получаем локальную форму уравнения баланса энергии для упругого непро-
водящего ферромагнетика

ρU̇ = τττT ··· ···
◦
∇∇∇V − τττ× ···ωωω− (ΓΓΓ × S)T ··· ···

◦
∇∇∇ωωω. (I.68)

Сравнив (I.24) с (I.68), видим, что уравнение баланса энергии для поляр-
ной среды совпадает с уравнением баланса энергии для упругого ферромаг-
нетика в состоянии магнитного насыщения с точностью до замены тензора
моментных напряжений μμμ на −ΓΓΓ × S. Заметим, что −ΓΓΓ × S и есть тензор
моментных напряжений в ферромагнетике. Действительно,

Mexc = S × ΓΓΓ (n) = −n ··· ΓΓΓ × S. (I.69)

В то же время тензор моментных напряжений в обобщенной среде Кель-
вина можно представить как −ΓΓΓ × S, поскольку независимость внутренней
энергии от градиента угла собственного вращения тел-точек приводит к огра-
ничению μμμ···m = 0 (см. (I.36)). Еслиm — единичный вектор, сонаправленный
с S, это ограничение позволяет представить μμμ в виде −ΓΓΓ ×S, например, если
взять

ΓΓΓ = μμμ× m/S. (I.70)

Векторωωω в обобщенной среде Кельвина трактуется как угловая скорость
вращения тела-точки, а в ферромагнетике — как угловая скорость вращения
вектора S. Ферромагнетик “не замечает” поворот вектора намагниченности S
вокруг своей оси, так же как обобщенная среда Кельвина “не замечает” пово-
рот тела-точки вокруг оси симметрии. В связи с этим для ферромагнетика,
так же как и для обобщенной среды Кельвина, необходима независимость
внутренней энергии от ϕ и ∇∇∇ϕ.

Применив для ферромагнетика ту же процедуру, что и для обобщенной
среды Кельвина, получим определяющие уравнения, которые в точности сов-
падают с определяющими уравнениями для обобщенной среды Кельвина.
Так, в качестве системы мер деформации можно использовать систему A

(см. формулы (I.32)), систему B (см. формулы (I.34)) или любую полную
систему функций этих тензоров. Соответствующие определяющие уравнения
приведены в подразделе I.1.6. Если более удобным представляется описывать
ферромагнетик в терминах тензора обменных взаимодействий ΓΓΓ , то, зная тен-
зор моментных напряжений μμμ, тензор ΓΓΓ можно найти по формуле (I.70).
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.I.2.5 Меры деформации и определяющие уравнения
ферромагнетиков. Сравнение с обобщенной
средой Кельвина

Система мер деформации A

Сравним систему мер деформации (I.32) и соответствующие ей определя-
ющие уравнения (I.33) с результатами работы [214]. При помощи принципа
материальной объективностиЖ. Можен устанавливает, что внутренняя энер-
гия упругого непроводящего насыщенного ферромагнетика (при исключении
эффектов, связанных с температурой) может зависеть лишь от тензоров

GGG, S ··· ∇∇∇RT , ∇∇∇S ··· ∇∇∇RT .

Заметим, что S ···∇∇∇RT = S∇∇∇R ···m, т. е. этот вектор совпадает с вектором
Sγγγ из системы (I.32). Тензор ∇∇∇S ···∇∇∇RT совпадает с SF из системы (I.32) при
выборе ã = a × m0. Действительно,

∇∇∇S ··· ∇∇∇RT = S∇∇∇m ··· ∇∇∇RT = S(K ··· PT × m) ··· P ··· AT =

= SK ··· (a × m0) ··· AT = SF.

Итак, данная система тензоров деформации совпадает с A2 с точностью
до постоянного множителя S. Соответствующие ей определяющие уравнения
(I.33) согласуются с приведенными в монографии [214], если принять огра-
ничение

τττ× · m = 0,

как это делаетЖ. Можен, предполагая, что спин-решеточное взаимодействие
обеспечивается при помощи локальной магнитной индукции11 BBBL:

τττ× = −MBBBL × m, M = |MMM|.

Заметим, однако, что данное ограничение не является следствием каких-
либо фундаментальных законов. Для упругого непроводящего ферромагне-

11 В настоящее время в литературе нет четкого и однозначного определения понятия
локальной магнитной индукции. Многие авторы используют термин “локальная магнит-
ная индукция” применительно к вектору магнитной индукции BBB = BBBe + BBBL, который
складывается из внешней магнитной индукции и дополнительной магнитной индукции
BBBL, создаваемой магнитными доменами. При этом слово “локальная” просто подчерки-
вает, что речь идет о векторе магнитной индукции в данной точке сплошной среды и
этот вектор магнитной индукции меняется при переходе от точки к точке. Мы, следуя
работе [213], локальной магнитной индукцией будем называть вектор BBBL, т. е. ту часть
магнитной индукции, которая создается самой средой, т. е. континуумом решетки.
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тика, как и для обобщенной среды Кельвина, должно выполняться ограниче-
ние (I.37) — аналог шестого уравнения равновесия. Однако обе части равен-
ства не обязательно должны быть приравнены нулю, как это принимается в
теории Можена.

В общем случае, согласно (I.33), векторный инвариант тензора напряже-
ний вычисляется по формуле

τττ× = ρ

(
∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R

)
× m − ρ

(
P ··· ãT ··· KT ··· ∂U

∂F
··· ∇∇∇R

)
×
. (I.71)

Первое слагаемое в правой части (I.71) совпадает с τττ× в теории Можена.
Соответствующее ему определяющее уравнение для локальной магнитной ин-
дукции выглядит следующим образом:

BBBL = −S−1 ∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R. (I.72)

Выражение (I.72) получено с учетом соотношения M = ρS. Второе сла-
гаемое в правой части (I.71) имеет в общем случае как ненулевую проекцию
на m, так и составляющую, ортогональную m. Таким образом, выражение
(I.72) для BBBL необходимо уточнить:

BBBL = −S−1

(
∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R + m × a ··· P ··· KT ··· ∂U

∂F
···γγγ

)
. (I.73)

Воспользовавшись формулами (I.71), (I.73), получим следующее выраже-
ние для векторного инварианта тензора напряжений:

τττ× = −MBBBL × m − ρm

(
∂U

∂F
··· A

)
··· ···KT . (I.74)

Добавочное, по сравнению с теорией Можена, слагаемое появляется, когда
спиновые перемещения сложным образом перевязаны с упругими.

Вместо вектора локальной магнитной индукции BBBL, можно ввести в рас-
смотрение вектор эффективного действия среды на магнитный момент тела-
точки BBBL

∗

BBBL
∗ = −S−1

(
∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R ··· (E − m ⊗ m) + m × a ··· P ··· KT ··· ∂U

∂F
···γγγ

)
+

+S−1

(
∂U

∂F
··· A

)
··· ···KT m .

(I.75)
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Вектор BBBL
∗, согласно установившимся в физике традициям, мы не можем

назвать вектором локальной магнитной индукции, так как в нем присутству-
ет составляющая, параллельная магнитному моменту тела-точки. Данная со-
ставляющая присутствует, если энергия среды зависит от перекрестного вида
деформации α. Видимо, эту составляющую можно трактовать как момент,
связанный с обменными силами, которые изменились в результате трансля-
ционной деформации континуума решетки и в результате поворота магнит-
ного момента тела-точки относительно континуума решетки. Упоминания об
этой составляющей в литературе нам неизвестны. Однако она должна при-
сутствовать в некоторых реальных магнитных материалах. Например, ана-
лиз энергии геликоидальных магнитных материалов, предложенной Дзяло-
шинским [221], позволяет заключить, что эта энергия зависит от смешанно-
го вида деформации α. Следовательно, параллельная магнитному моменту
тела-точки S составляющая в векторном инварианте тензора напряжений τττ×
не равна нулю.

Воспользовавшись формулами (I.71), (I.75), получим

τττ× = −MBBBL
∗ ··· (E × m + m ⊗ m). (I.76)

Согласно формуле (I.76) вектор BBBL
∗ полностью определяет векторный ин-

вариант тензора напряжений, подобно тому как в теории Можена векторный
инвариант тензора напряжений полностью определяется вектором локальной
магнитной индукции BBBL.

Воспользовавшись выражением (I.70) и определяющим уравнением для
тензора моментных напряжений (I.33), получим выражение для тензора об-
менных взаимодействий

ΓΓΓ = ρS−1∇∇∇RT ··· ∂U
∂F

··· ∇∇∇R ··· (E − m ⊗ m). (I.77)

Это выражение отличается от полученного в [214] множителем E−m⊗m.
Однако проекция тензора ΓΓΓ на вектор m справа остается неопределенной.
Уравнение (I.77) соответствует выбору ΓΓΓ ··· m = 0, как это принято и в [214].

Напомним, что в этом подразделе все соотношения получены для системы
A2, однако, безусловно, можно написать и определяющие уравнения для A1.
При этом выражения (I.73)–(I.77) несколько изменят вид.

Система мер деформации B

В монографии [214] в качестве основного варианта используется система
тензоров деформации

GGG, S ··· ∇∇∇RT , ∇∇∇S ··· ∇∇∇ST .
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Сравним эту систему с системой (I.34). Как было показано ранее, вектор
S ··· ∇∇∇RT отличается от вектора γγγ на постоянный множитель S. Последний
тензор деформаций связан сΦΦΦ соотношением∇∇∇S ···∇∇∇ST = S2ΦΦΦ. Действитель-
но,

∇∇∇S ··· ∇∇∇ST = S2∇∇∇m ··· ∇∇∇mT = S2 (K ··· PT × m) ··· (K ··· PT × m)T =

= −S2K ··· (a × m0) ··· PT ··· P ··· (a × m0) ··· KT =

= −S2K ··· (m0 × a × m0) ··· KT = S2K ··· a ··· KT = S2ΦΦΦ.

Таким образом, система тензоров деформации, предлагаемая в [214], —
это система GGG, Sγγγ, S2ΦΦΦ, отличающаяся от (I.34) тем, что в ней отсутствует
вид деформации α.

Как и для обобщенной среды Кельвина, для упругих непроводящих фер-
ромагнетиков можно использовать систему мер деформации B. При этом
соответствующие определяющие уравнения задаются соотношениями (I.35).
Исходя из этих соотношений нетрудно написать выражение для векторного
инварианта тензора напряжений

τττ× = ρ

(
∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R −

∂U

∂α
m ··· R3ΦΦΦ3

)
× m + ρ

∂U

∂α
(R3 ×ΦΦΦ3) ··· mm. (I.78)

Воспользовавшись (I.78), получим выражение для локальной магнитной
индукции

BBBL = −S−1

(
∂U

∂γγγ
··· ∇∇∇R −

∂U

∂α
m ··· R3ΦΦΦ3

)
. (I.79)

В соответствии с (I.78), (I.79) векторный инвариант тензора напряжений
можно представить в виде

τττ× = −MBBBL × m + ρ
∂U

∂α
(R3 ×ΦΦΦ3) ··· mm. (I.80)

Вектор эффективного действия среды на магнитный момент тела-точки
BBBL

∗ имеет вид

BBBL
∗ = −S−1

(
∂U

∂γγγ
···

◦
∇∇∇R −

∂U

∂α
(m ··· R3)ΦΦΦ3

)
··· (E − m ⊗ m) −

−S−1 ∂U

∂α
(R3 ×ΦΦΦ3) ··· mm .

(I.81)

Векторный инвариант тензора напряжений связан с вектором BBBL
∗ соотно-

шением (I.76).
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Воспользовавшись соотношениями (I.35), (I.70), получим формулу для
вычисления тензора обменных взаимодействий

ΓΓΓ = ρS−1

(
2∇∇∇RT ··· ∂U

∂ΦΦΦ
··· ∇∇∇m +

∂U

∂α
R3 ⊗ R3 × m

)
. (I.82)

Определяющие уравнения, полученные в [214], следуют из (I.35), (I.79),
(I.80), (I.82) при условии, что рассматривается частный случай ∂αU = 0.
Это условие равносильно предположению τττ× ··· m = 0, которое и принимает-
ся в [214]. Предположение ∂αU = 0 исключает из рассмотрения возможную
зависимость U от некоего “перекрестного” вида деформации α, определяе-
мого произведением градиента поворота и градиента перемещений. В реаль-
ных материалах зависимость внутренней энергии от α может иметь место.
Представляется, что учет такой зависимости может оказаться важным при
рассмотрении магнитоакустических явлений.

Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц [220] указывают, что для материалов с
геликоидальной магнитной структурой представление для U может включать
член

m ··· (
◦
∇∇∇× m) = tr (K ··· a ··· A−1).

Учитывать подобный член во внутренней энергии предложил И. Е. Дзя-
лошинский [221]. Чтобы обеспечить τττ× ··· m = 0 (как требует Ж. Можен),
необходимо положить U = U(GGG, ΦΦΦ, γγγ). В связи с этим в материале, энер-
гия которого зависит не только от GGG, ΦΦΦ, γγγ, но и от tr (K ··· a ··· A−1), условие
τττ× ··· m = 0, вообще говоря, не должно выполняться.

В работе [222] также указывается, что для определенного класса легкоос-
ных ферромагнетиков в энергии содержатся члены, линейные по простран-
ственной производной намагниченности. Они могут, например, иметь вид

cM2
(
m0 ··· m

◦
∇∇∇ ··· (m ··· a) − m ··· a ···

◦
∇∇∇(m0 ··· m)

)
.

Наличие членов подобного вида приводит к возможности существования
устойчивых магнитных вихрей в материале. Таким образом, в материалах с
ненулевым градиентом вектора намагниченности в натуральном состоянии U

может зависеть от “перекрестного” вида деформации.
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.I.2.6 Уравнения квазимагнитостатики

Для того чтобы полученная ранее система уравнений стала замкнутой, ее
следует дополнить уравнениями квазимагнитостатики

◦
∇∇∇ ···BBB = 0,

◦
∇∇∇×HHH = 0,

BBB = μ0 (HHH + MMM) ,
◦
∇∇∇×EEE = −Ḃ̇ḂB.

(I.83)

Здесь BBB — вектор магнитной индукции,HHH — вектор напряженности маг-
нитного поля, EEE — вектор напряженности электрического поля, μ0 — магнит-
ная постоянная.

Вектор магнитной индукции BBB включает в себя внешнюю магнитную ин-
дукцию BBBe и дополнительную магнитную индукцию, создаваемую магнит-
ными доменами. Согласно работе [213],

BBB = BBBe + BBBL.

Построенная теория справедлива для непроводящих ферромагнетиков.
Существенным ограничением является требование отсутствия внешних элек-
трических полей. Иными словами, в данной теории допустимы только элек-
трические поля, индуцированные магнитными; внешнего потенциала быть не
должно. Это связано с тем, что при наличии внешнего электрического поля
необходимо учитывать намагниченность, возникающую в результате поляри-
зации. В случае, когда электрическое поле индуцировано магнитным, намаг-
ниченность, индуцированная поляризацией или током, мала по сравнению с
намагниченностью, возникшей в результате воздействия магнитных полей.

.I.2.7 Линейная теория ферромагнетиков

Как было показано ранее, получать линейные уравнения удобнее из систе-
мы A, чем из B, поскольку для малых θθθ тензорΦΦΦ является малой величиной
второго порядка:

ΦΦΦ ≈∇∇∇θθθ ··· ∇∇∇θθθT .

Ж. Можен следует иным путем, и его результаты отличаются от (I.45).
Поскольку в [214] используется система B (с исключенным α), то в выраже-
нии для энергии члены более высокого порядка малости, чем квадратичные,
сохраняются, чтобы учесть перевязанность спиновых и упругих перемещений
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(магнитострикционную и обменно-стрикционную энергию12). Это представ-
ляется не вполне корректным. При таком подходе тензорY неявно полагается
равным нулю, а тензор Z, отвечающий за обменную энергию, имеет весьма
специальный вид.

Для различных реальных материалов, вероятно, может быть справедлив
как тот, так и иной подход, поскольку предположение о справедливости ли-
нейной теории нельзя обосновать. Однако будем исходить из этого предполо-
жения.

Соотношения линейной теории обобщенной среды Кельвина приведены
в подразделе I.1.8. Они дают возможность в наиболее общей для линейной
теории форме учесть взаимосвязь магнитной и упругой подсистем. Вектор
θθθ соответствует малому вектору поворота спина, u — малое трансляционное
перемещение.

Смысл тензоров постоянных материала в выражении (I.50) для ферро-
магнетиков может быть интерпретирован следующим образом: T — гуков-
ский тензор упругости; U связан с константами магнитной восприимчиво-
сти13 (отвечает за магнитокристаллическое взаимодействие); W — тензор
пьезомагнитных постоянных14; H — тензор обменно-стрикционных постоян-
ных; N отвечает за слагаемое, входящее в обменную энергию, которое можно
было бы назвать обменно-магнитокристаллической энергией; наконец, Z —
тензор ферромагнитных обменных постоянных материала. В теории Може-

12 Магнитострикция — изменение формы и размеров тела при его намагничивании.
Это явление было открыто Дж. Джоулем в 1842 г. В ферро- и ферримагнетиках (Fe,
Ni, Со и др.) магнитострикция достигает значительной величины. В антиферро-, пара-
и диамагнетиках магнитострикция, как правило, очень мала. Обратное явление — изме-
нение намагниченности ферромагнетика при деформации — называется магнитоупругим
эффектом. В теории магнетизма магнитострикцию рассматривают как результат проявле-
ния двух основных типов взаимодействий в ферромагнетиках: электрического обменного
взаимодействия и магнитного взаимодействия.

13 Магнитная восприимчивость определяется как отношение намагниченности еди-
ницы объема вещества к напряженности намагничивающего магнитного поля. Реальные
объекты могут обладать как положительными, так и отрицательными магнитными вос-
приимчивостями. Примером веществ с отрицательной восприимчивостью могут служить
диамагнетики. Положительной восприимчивостью обладают, например, парамагнетики и
ферромагнетики.

14 Пьезомагнитный эффект — это возникновение в веществе намагниченности под
действием внешнего давления. Пьезомагнитный эффект может существовать только в ве-
ществах, обладающих антиферромагнитной магнитной структурой. Этот эффект принци-
пиально невозможен в пара- и диамагнетиках. Пьезомагнитный эффект возникает тогда,
когда под действием приложенного давления магнитная симметрия антиферромагнитного
кристалла изменяется таким образом, что в нем появляется слабый ферромагнетизм.
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на обменно-магнитокристаллическая и обменно-стрикционная энергия имеют
третий порядок малости, а тензор обменных постоянных имеет специальный
вид Z = zmn(r1⊗rm⊗r1⊗rn+r2⊗rm⊗r2⊗rn). Заметим, что тензорыH,N,
U,W ответственны за взаимосвязь трансляционных и спиновых волн. Пред-
лагаемый подход позволяет учесть эту взаимосвязь более полно в линейной
теории.

Линейные уравнения динамики совпадают с (I.51). Рассмотрим случай,
когда внешняя магнитная индукция BBBe может быть представлена в виде
BBBe = B0m0 + B̃BB, где B̃BB — малая величина; B̃BB ··· m0 = 0. Тогда внешний мо-
мент L может быть записан в виде

L = Sm ×BBBe = S(m0 + θθθ× m0) × (B0m0 + B̃BB) +O (θθθ ··· B̃BB) =

= S(m0 × B̃BB − B0θθθ) +O (θθθ ··· B̃BB).

(I.84)

Уравнения динамики (I.51) с учетом (I.41), (I.84), принимают вид

∇∇∇ ···
(
X ··· ··· (∇∇∇u + θθθ× E) + Y ··· ···∇∇∇θθθ

)T
+ ρQ = ρü,

∇∇∇ ···
(
(∇∇∇u + θθθ× E) ··· ···Y + Z ··· ···∇∇∇θθθ

)T
−

−
(
X ··· ··· (∇∇∇u + θθθ× E) + Y ··· ···∇∇∇θθθ

)
×+

+ Mm0 × B̃BB − MB0θθθ = γ−1Mθ̇̇θ̇θ× m0.

(I.85)

В данном случае B0 играет роль “часовой пружины”. Если внешняя маг-
нитная индукция не изменяется по пространственным координатам, то она
не дает вклада во внешнюю массовую силу Q.

Отметим, что корректное описание взаимосвязи спиновой и упругой под-
систем очень важно для описания магнитоакустического резонанса. Предла-
гаемая теория позволяет учесть эту взаимосвязь наиболее общим образом,
что дает возможность предсказать больше принципиальных возможностей
существования магнитоакустического резонанса в материалах с низкой сим-
метрией [219].

Заключение

Построена нелинейная теория обобщенной среды Кельвина. Получены
различные варианты полных систем мер деформации, от которых может за-
висеть плотность внутренней энергии среды. Любая из этих систем содержит
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14 независимых функций. Получены соответствующие нелинейные опреде-
ляющие уравнения и уравнения динамики среды. Особо рассмотрен случай
быстрого собственного вращения частиц.

Установлена точная аналогия между основными уравнениями упругих
непроводящих ферромагнетиков в состоянии магнитного насыщения и урав-
нениями рассматриваемой среды для случая быстрого собственного враще-
ния частиц. Показано, что в этом случае математическая форма законов ди-
намики и определяющих уравнений обобщенной среды Кельвина и упругих
ферромагнетиков в состоянии магнитного насыщения совпадают. При этом
все угловые характеристики соответствуют магнитной подсистеме, а транс-
ляционные — упругой подсистеме. Взаимосвязь угловых и трансляционных
перемещений в обобщенной среде Кельвина соответствует магнитоакустиче-
ским явлениям в ферромагнетиках.

Существует следующее соответствие характеристик обобщенной среды
Кельвина и упругой непроводящей ферромагнитной сплошной среды в со-
стоянии магнитного насыщения.

Единичный вектор m, направленный по оси симметрии тела-точки в ак-
туальной конфигурации, соответствует единичному вектору, направленному
по оси магнитного момента S в ферромагнетике.

Кинетический момент тела-точки связан с магнитным моментом соотно-
шением

ρλϕ̇m ←→ ρS/γ,

где λ — плотность аксиального момента инерции; ϕ̇ — угловая скорость соб-
ственного вращения тела-точки; S — магнитный момент; γ — гиромагнитное
отношение; S = |S| — константа материала в состоянии насыщения.

Плотность внешнего массового момента L связана в ферромагнетике с
внешней магнитной индукцией BBBe

L ←→ BBBe × S.

Тензор моментных напряжений μμμ в обобщенной среде Кельвина, зави-
сящий от относительного поворота тел-точек, связан с тензором обменных
взаимодействий ΓΓΓ в ферромагнетике

μμμ ←→ −ΓΓΓ × S.

Спин-решеточное взаимодействие в ферромагнетике соответствует в обоб-
щенной среде Кельвина моменту, зависящему только от ориентации рассмат-
риваемой частицы (как если бы все остальные тела-точки были материаль-
ными точками), т. е. оно связано с векторным инвариантом тензора силовых
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напряжений τττ×. При выборе системы тензоров деформацииB в частном слу-
чае, когда U не зависит от α, можно представить

τττ× = −MBBBL × m,

где BBBL — локальная магнитная индукция в ферромагнетике, определяемая
формулой (I.79).

Используемый способ построения определяющих уравнений позволяет в
наиболее общей форме учесть взаимодействие магнитной и упругой подси-
стем как в общем нелинейном случае, так и для малых углов нутации. Для
нелинейного случая необходимо учитывать зависимость внутренней энергии
от меры деформации, определяемой и градиентом поворота, и градиентом пе-
ремещений. Для линейного (по углу нутации и перемещениям) случая необ-
ходимо учитывать “перекрестный” член в энергии деформации, зависящий от
произведения двух разных мер деформации — градиента поворота и гради-
ента перемещений.



Приложение J

Неклассическая теория
упругих оболочек1

.J.1 Основные уравнения теории простых оболочек

Концепция оболочки с приведенными модулями находит широкое приме-
нение в практике расчетов оболочечных конструкций сложного внутренне-
го строения: подкрепленных, перфорированных, многослойных, сетчатых и
др. В данном случае цель состоит в формализации инженерных подходов к
построению моделей оболочек с приведенными модулями. Рассматривается
теория оболочек, в которой неконкретизированными остаются только тен-
зоры инерции и упругости. Они зависят от специфики задачи и подлежат
определению. Предлагаемая теория по принятой терминологии [223] являет-
ся неклассической теорией оболочек типа Тимошенко. Способ определения
тензоров инерции и упругости рассматривается на примере однослойных и
трехслойных оболочек симметричного строения. Используется термин “про-
стая оболочка”, под ним понимается двумерная деформируемая среда, в каж-
дой точке которой заданы два силовых термина.

.J.1.1 Кинематика простых оболочек. Кинетическая энергия,
количество движения и кинетический момент

Кинематической моделью простой оболочки является материальная по-
верхность, каждое тело-точка которой есть твердое тело и имеет шесть степе-
ней свободы. Движение тела-точки определяется заданием вектор-функции

1 Материал приложения основан на статье П. А. Жилина [67] “Основные уравнения
неклассической теории оболочек” (Механика и процессы управления : труды СПбГТУ. —
СПб., 1982. — N 386. — С. 29–46). Более подробное изложение теории оболочек можно
найти в книге [5]. (Примеч. ред.)
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R(x1, x2, t) ≡ R(x, t) и ортогонального тензора P(x, t), где (x1, x2) — матери-
альные координаты на поверхности; t — время. Ориентацию частицы будем
определять тройкой ортонормированных векторов Dk(x, t): Dk ··· Dm = δkm.
Тогда тензор P можно представить в виде

P(x, t) = Dk(x, t) ⊗ dk(x); dk = dk = Dk(x, 0). (J.1)

Здесь и далее приняты следующие соглашения: а) греческие индексы при-
нимают значения 1, 2; б) латинские — 1, 2, 3; в) используется правило сумми-
рования по разновысоким индексам; г) значение функций в текущий момент
времени обозначается прописной буквой, а при t = 0 — строчной буквой;
д) E — единичный тензор в трехмерном пространстве; P(x, 0) = E. Линей-
ная и угловая скорости частицы определяется по формулам

V(x, t) = Ṙ(x, t); ωωω(x, t) = −
1

2

[
Ṗ ··· PT

]
×; ḟ ≡ df

dt
.

Базисные векторы в актуальной конфигурации вводятся формулами

Rα(x, t) = ∂αR(x, t) ≡ ∂

∂xα
R(x, t).

Добавляя к ним вектор единичной нормалиN(x, t): N···Rα = 0, получаем
базис в трехмерном пространстве. Взаимный базис обозначается черезRα,N:
Rα ···Rβ = δαβ, Rα ···N = 0. Введем в рассмотрение инвариантные операторы

◦
∇∇∇F(x, t) ≡ Rα ⊗ ∂αF; ∇∇∇F = rα ⊗ ∂αF.

Первый и второй метрические тензоры поверхности

A =
◦
∇∇∇R = Rα ⊗ Rα = Rα ⊗ Rα = AαβR

α ⊗ Rβ = AαβRα ⊗ Rβ;

B = −
◦
∇∇∇N = −Rα ⊗ ∂αN = BαβR

α ⊗ Rβ = BαβRα ⊗ Rβ.

Оба тензора симметричные и плоские, т. е. лежат в касательной плоско-
сти. В данном случае все тензоры определены в трехмерном пространстве —
для плоских тензоров нормаль является главной осью с нулевым собствен-
ным значением. Тензор A — ортопроектор: A2 = A ; A = AT . Он проециру-
ет произвольный вектор на касательную плоскость. Разложение единичного
тензора на ортопроекторы имеет вид

E = A(x, t) + N(x, t) ⊗ N(x, t),
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где оба слагаемых меняются при движении вдоль поверхности, но сумма неиз-
менна. Масса материальной поверхности определяется через массовую плот-
ность ρ(x, t) ≥ 0 как интеграл по области �S поверхности S

�m =

∫
�S
ρ(x, t)dS.

Закон сохранения массы позволяет связать плотности в актуальной и в
отсчетной конфигурациях√

A(x, t) ρ(x, t) =
√
aρ0(x); A ≡ det(Aαβ); a = A(x, 0).

Распределение масс внутри частицы будем характеризовать двумя тензо-
рами инерции: ρΘΘΘα(x, t). Поскольку частицы — твердые тела, то справедливы
формулы

ΘΘΘα(x, t) = P(x, t) ···ΘΘΘ0α(x) ··· PT(x, t); ΘΘΘ0α = ΘΘΘα(x, 0). (J.2)

Конкретный вид этих тензоров зависит от специфики рассматриваемых
задач. Далее они будут вычислены для одного из важнейших классов оболо-
чек.

Полная кинетическая энергия K и ее массовая плотность K определяются
выражениями

K =

∫
�S
ρKdS; K =

1

2
V ··· V +ωωω ···ΘΘΘ1 ··· V +

1

2
ωωω ···ΘΘΘ2 ···ωωω.

Количество движения K
(2)
1 , кинетический момент K

(2)
2 , а также их плот-

ности KKK
(2)
1 и KKK

(2)
2 даются формулами

KKK
(2)
1 =

∫
�S

KKK
(2)
1 ρdS; KKK

(2)
1 =

∂K

∂V
= V +ΘΘΘT1 ···ωωω;

KKK
(2)
2 =

∫
�S

(KKK
(2)
2 + R ×KKK

(2)
1 )ρdS; KKK

(2)
2 =

∂K

∂ωωω
= ΘΘΘ1 ··· V +ΘΘΘ2 ···ωωω.

.J.1.2 Тензоры усилий и моментов Коши и Пиолы–Кирхгофа.
Уравнения движения в актуальной и отсчетной
конфигурациях

“Напряженное” состояние в простой оболочке определяется двумя несим-
метричными тензорами второго ранга

T(x, t) = Rα ⊗ Tα; Tα =
√
AααT(α); N ··· T = 0;
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M(x, t) = Rα ⊗ Mα; Mα =
√
AααM(α); N ··· M = 0,

где T(α) и M(α) — физические векторы усилия и момента, действующие на
единицу длины линий xα = const и моделирующие воздействие среды, нахо-
дящейся со стороны возрастания координаты xα; тензоры T иM называются
тензорами усилий и моментов Коши, соответственно.

Справедливы формулы Коши [68]

T(ν) = ννν ··· T; M(ν) = ννν ··· M; |ννν| = 1; ννν ··· N = 0. (J.3)

Векторы T(ν) и M(ν) действуют по площадкам, задаваемым вектором
ννν(x, t). Введем в рассмотрение векторы массовых сил F(x, t) и моментов
L(x, t).

Постулируем уравнения баланса количества движения и кинетического
момента в следующем виде:

d

dt

∫
�S

KKK
(2)
1 ρdS =

∫
�S
ρFdS+

∫
�S

TνdC; (J.4)

d

dt

∫
�S

(KKK
(2)
2 + R ×KKK

(2)
1 )ρdS =

=

∫
�S
ρ(L + R × F)dS+

∫
C

(M(ν) + R × T(ν))dC,

(J.5)

где C — контур, ограничивающий рассматриваемую часть поверхности �S.
Используя теорему о дивергенции [224]∫

C

ννν ··· F∗(x, t)dC =

∫
�S

(
◦
∇∇∇ ··· F∗ + 2HN ··· F∗)dS,

где F∗(x, t) — произвольное тензорное поле на S; 2H = trB — средняя кри-
визна S, и формулы Коши (J.3), уравнения (J.4) и (J.5) записываем в локаль-
ной форме

◦
∇∇∇ ··· T + ρF = ρ

(
V +ΘΘΘT1 ···ωωω

)···
; (J.6)

◦
∇∇∇ ··· M + T× + ρL = ρ(ΘΘΘ1 ··· V +ΘΘΘ2 ···ωωω)··· + ρV ×ΘΘΘT1 ···ωωω. (J.7)

Если ввести в рассмотрение тензоры усилий и моментов Пиолы–Кирхгофа

TΠ =

√
A

a
(
◦
∇∇∇r)T ··· T; MΠ =

√
A

a
(
◦
∇∇∇r)T ··· M,
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то уравнения движения (J.6) и (J.7) можно записать в отсчетной конфигура-
ции

∇∇∇ ··· TΠ + ρF = ρ0(V +ΘΘΘT1 ···ωωω)···;

∇∇∇ ··· MΠ + (∇∇∇RT ··· TΠ)× + ρ0L = ρ0(ΘΘΘ1 ··· V +ΘΘΘ2 ···ωωω)··· + ρ0V × (ΘΘΘT1 ···ωωω).

.J.1.3 Уравнение баланса энергии и введение тензоров
деформации. Соотношения Коши–Грина

Ограничимся только изотермическими (или адиабатическими) процесса-
ми. Более общая ситуация рассмотрена в [68]. Постулируем уравнение балан-
са

d

dt

∫
�S
ρ(K + U)dS =

∫
�S
ρ(F ··· V + L ···ωωω)dS+

∫
C

(T(ν) ··· V + M(ν) ···ωωω)dC,

куда, помимо прежних, вошла новая функцияU(x, t)— плотность внутренней
энергии. Этому уравнению можно придать вид [68]

ρU̇ = TT
∗ ··· ··· Ȧ× + MT

∗ ··· ··· K̇×, (J.8)

где T∗, M∗ — энергетические тензоры усилий и моментов; A×, K× — первая
и вторая меры деформации. Справедливы представления

T∗ = (
◦
∇∇∇r)T ··· T ··· P; M∗ = (

◦
∇∇∇r)T ··· M ··· P;

A× = ∇R ··· P; K× = rα ⊗ Kα ··· P,
где векторы Kα находятся из уравнений

∂αDk = Kα × Dk, ∂αdk = kα × dk ⇒ Kα = −
1

2

[
∂αP ··· PT

]
× + kα.

Для упругих простых оболочек из (J.8) следуют соотношения Коши–
Грина

T∗ =

√
A

a

∂ρ0U

∂A× ; M∗ =

√
A

a

∂ρ0U

∂K× . (J.9)

Производная от скалярной функции по тензору второго ранга определя-
ется по правилу

dU(A×,K×) =

(
∂U

∂A×

)T
··· ···dA× +

(
∂U

∂K×

)T
··· ···dK×.
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.J.2 Определение тензоров инерции и ограничения
на тензоры усилий моментов

Дальнейшая конкретизация возможна только при более детальном уче-
те специфики рассматриваемых задач. Поэтому рассмотрим частный случай
простой оболочки, трехмерным прообразом которой является тонкое тело
постоянной толщины. Однородность материала по толщине не обязательна.
Считаем, что материал неполярен. В этом случае тензоры инерции можно
определить следующим образом. Согласно (J.2) достаточно найти их в от-
счетной конфигурации. Последняя описывается вектором

p(x, z) = r(x) + zn(x); x ∈ S; |z| ≤ h/2; n = N(x, 0),

где r(x) задает срединную поверхность S; h — толщина оболочки. Введем в
рассмотрение плоский симметричный тензор

μμμ = ∇∇∇p = a − zb; a = A(x, 0); b = B(x, 0).

Через μμμ−1 обозначим тензор, являющийся решением системы уравнений

μμμ−1 ···μμμ = μμμ ···μμμ−1 = a; μμμ−1 ··· n = 0;

μ ≡ det(rβ ···μμμ ··· rα) = 1− 2zH+ z2K,

где H и K — средняя и гауссова кривизны S. Справедлива формула

μμμμ−1 = (trμμμ)a −μμμ = (1− 2zH)a + zb.

Масса, первый и второй тензоры инерции трехмерной среды, заключен-
ной внутри области {�S×z}, где�S — область на S, находятся по формулам

�m =

∫
�S

〈ρ̃0〉dS; 〈f〉 ≡
∫h/2
−h/2

fμdS;

�I1 =

∫
�S

〈p × Eρ̃0〉dS; �I2 =

∫
�S

〈[(p ··· p)E − p ⊗ p] ρ̃0〉dS,

где ρ̃0 — плотность трехмерной среды в отсчетной конфигурации. Представ-
ляется естественным принять определения

ρ0 = lim
�S→0

�m
�S = 〈ρ̃0〉; ρ0ΘΘΘ

0
1 = lim

�I1
�S = −〈ρ̃0z〉c;

ρ0ΘΘΘ
0
2 = lim

�I2
�S = 〈ρ̃0z2〉a; c = −a × n = −n × a.

(J.10)



J.3. Задание внутренней энергии и введение приведенных тензоров деформации 571

Тензор c называется дискриминантным, причем c = −cT , c ··· n = 0. Со-
гласно (J.10) получим следующие равенства:

ΘΘΘ0α ··· n = n ···ΘΘΘ0α = 0; Q ···ΘΘΘ0α ··· QT = ΘΘΘ0α; (Q ··· QT = QT ··· Q = E),

где Q — тензор поворота (detQ = 1) вокруг нормали n. Выберем D3(x, t)

так, чтобы D3(x, 0) = d3(x) = n(x). Выбор D1 и D2 ортогональных D3 —
безразличен. Согласно (J.1) имеем представление

D3(x, t) = P(x, t) ··· d3(x) = P(x, t) ··· n(x). (J.11)

Конечно, D3 может не совпадать с N(x, t); равенство D3(x, t) = N(x, t)

равносильно принятию гипотез Кирхгофа–Лява. Для оболочек постоянной
толщины из неполярного материала можно принять следующие ограничения:

M(x, t) ··· D3(x, t) = 0; L(x, t) ··· D3(x, t) = 0, (J.12)

выражающие отсутствие реакции оболочки на поворот материальных воло-
кон, направленных вдоль D3(x, t), вокруг своей оси. Согласно (J.2), (J.10) и
(J.11) получим тождества

ΘΘΘα ··· D3 = 0; (ΘΘΘ1 ··· V +ΘΘΘ2 ···ωωω)··· ··· D3 + (V ×ΘΘΘT1 ···ωωω) ··· D3 = 0,

причем доказательство последнего тождества требует некоторых вычисле-
ний, которые здесь опускаются. Проецируя уравнение (J.7) и учитывая (J.12),
получаем равенство

TT
∗ ··· ··· (A× ··· c) + MT

∗ ··· ··· (K× ··· c) = 0, (J.13)

известное в теории оболочек как шестое уравнение равновесия. Другой способ
его получения состоит в требовании инвариантности внутренней энергии от-
носительно преобразования P(x, t) → Q(x, t)···P, где Q(x, t) — произвольный
тензор поворота вокруг D3(x, t).

Первое из уравнений (J.12), а также (J.13) выражают априорные огра-
ничения на тензоры усилий и моментов. Они должны выполняться при всех
движениях простых оболочек.

.J.3 Задание внутренней энергии
и введение приведенных тензоров деформации

Внутренняя энергия U(A×,K×) зависит от двенадцати переменных: ком-
понент тензоров A×,K×. При ограничениях (J.12) и (J.13) число аргументов



572 Приложение J. Неклассическая теория упругих оболочек

можно сократить до девяти. Рассмотрим сначала ограничение (J.13). Подста-
вив в него (J.9), получим уравнение в частных производных первого порядка
для функции (

∂U

∂A×

)T
··· ··· (A× ··· c) +

(
∂U

∂K×

)T
··· ··· (K× ··· c) = 0. (J.14)

Характеристическая система для (J.14) имеет вид

dA×

ds
= A× ··· c; dK×

ds
= K× ··· c. (J.15)

Вычисляя для нее скобки Пуассона [93], убеждаемся, что она имеет ровно
одиннадцать независимых интегралов. Конечно, последние находятся неодно-
значно, поскольку любая функция интегралов системы (J.15) сама является
ее интегралом. Можно предложить следующую систему интегралов:

GGG =
1

2
(A× ··· A× − a); γγγ = A× ··· n;

ΦΦΦ = K× ··· a ··· A×T + b ··· c ···GGG + b ··· c; γγγ1 = K× ··· n.
(J.16)

Произвольная непрерывно дифференцируемая функция GGG, ΦΦΦ, γγγ, γγγ1 тож-
дественно удовлетворяет (J.14). Первое из уравнений (J.12) можно записать
в виде

M∗(x, t) ··· n(x) = 0 ⇒ ∂U

∂γγγ1
= 0.

Это условие показывает, что внутренняя энергия зависит только от девя-
ти переменных — компонент тензоров GGG, ΦΦΦ, γγγ. Итак, теория упругих оболо-
чек при ограничениях (J.12) и (J.13) будет построена, если задана функция
U(GGG,ΦΦΦ,γγγ). Тензоры GGG,ΦΦΦ, γγγ будем называть приведенными тензорами дефор-
мации и присвоим им следующие наименования: GGG — тензор растяжений–
сдвигов в касательной к срединной поверхности плоскости; ΦΦΦ — тензор
изгиба–кручения; γγγ — вектор деформации поперечного сдвига.

При не слишком больших деформациях можно принять квадратичную
аппроксимацию для внутренней энергии:

ρ0U = T0 ··· ···GGG + MT
0 ··· ···ΦΦΦ+ N0 ···γγγ+W (J.17)

W =
1

2
GGG ··· ···C1 ··· ···GGG + GGG ··· ···C2 ··· ···ΦΦΦ+

1

2
ΦΦΦ ··· ···C3 ··· ···ΦΦΦ+

+
1

2
γγγ ··· ΓΓΓ ···γγγ+γγγ ··· (ΓΓΓ1 ··· ···GGG + ΓΓΓ2 ··· ···ΦΦΦ).

(J.18)
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Все входящие в (J.17) и (J.18) тензоры являются плоскими и, за ис-
ключением тензоров деформации, не зависят от деформации. Поэтому их
можно найти по данным линейной теории. Тензоры T0, M0, N0 будем на-
зывать тензорами “начальных напряжений”, но они не имеют отношения к
“предварительно-напряженным состояниям”. Тензоры четвертого ранга C1,
C2, C3, третьего ранга ΓΓΓ1 и ΓΓΓ2 и второго ранга ΓΓΓ называются тензорами
упругих моделей, функцияW — энергией деформации. Далее будет установ-
лен вид тензоров упругих моделей при ограничениях: а) материал оболочки
трансверсально-изотропен, но не обязательно однороден по толщине; б) ка-
сательная плоскость срединной поверхности при b → 0 (переход к пластине)
является плоскостью симметрии; в) переход к пластине происходит непре-
рывным образом. Многослойные оболочки не исключаются из рассмотрения.

.J.4 Линеаризация основных уравнений

В линейной теории нет нужды различать актуальную и отсчетную кон-
фигурации при написании уравнения движения и вычислении тензоров уси-
лий и моментов, а различие между энергетическими и истинными тензорами
исчезает.

Вместо ортогонального тензора P(x, t) можно ввести в рассмотрение [68]
вектор малого поворота ϕϕϕ(x, t), причем P(x, t) � E +ϕϕϕ× E; ϕ̇̇ϕ̇ϕ(x, t) =ωωω.

A× � a + e; K× ··· a � κκκ ··· a − b ··· c;

e = ∇∇∇u + a ×ϕϕϕ ; κκκ = ∇∇∇ϕϕϕ. (J.19)

Уравнения движения записываются в форме

∇∇∇ ··· T + ρF = ρ(ü +ΘΘΘT1 ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ);

∇∇∇ ··· M + T× + ρL = ρ(ΘΘΘ1 ··· ü +ΘΘΘ2 ··· ϕ̈̈ϕ̈ϕ),

где u(x, t) — вектор малого смещения, а ΘΘΘ1 и ΘΘΘ2 определены формулами
(J.10).

Подставляя (J.19) в (J.16) и линеаризуя, получаем

GGG � εεε =
1

2
(e ··· a + a ··· eT); γγγ � e ··· n = ∇∇∇u ··· n + c ···ϕϕϕ;

ΦΦΦ � k = κκκ ··· a +
1

2
b ··· c ··· (e ··· a − a ··· eT).

(J.20)
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Соотношения Коши–Грина (J.9) в линейном приближении имеют вид

T =
∂ρU

∂e
; M =

∂ρU

∂κκκ
,

однако удобнее пользоваться другими представлениями:

T ··· a +
1

2
(M ··· ···b)c =

∂ρU

∂εεε
; T ··· n =

∂ρU

∂γγγ
; M =

∂ρU

∂k
. (J.21)

Подставляя (J.17) в (J.21), получаем

T ··· a +
1

2
(M ··· ···b) c = T0 + C1 ··· ···εεε+ C2 ··· ···k +γγγ ··· ΓΓΓ1;

N ≡ T ··· n = N0 + ΓΓΓ ···γγγ+ ΓΓΓ1 ··· ···εεε+ ΓΓΓ2 ··· ···k;

MT = MT
0 + εεε ··· ···C2 + C3 ··· ···k +γγγ ··· ΓΓΓ2.

.J.5 Ограничения на тензоры упругих модулей
и определения групп симметрии

Перечислим ограничения, налагаемые на тензоры упругих модулей со-
отношениями (J.17)–(J.18) и физическими соображениями о типе тензоров.
Не уменьшая общности, можно считать, что тензоры второго ранга T0 и ΓΓΓ
симметричны; тензор C1 симметричен и удовлетворяет условию аполярности

d ··· ···C1 = C1 ··· ···d; c ··· ···C1 = 0; c = −cT , (J.22)

где d — произвольный тензор второго ранга; тензор C3 — симметричен, т. е.
удовлетворяет первому из условий (J.22); тензор ΓΓΓ1 удовлетворяет условию
аполярности ΓΓΓ1 ··· ··· c = 0. Кроме того, все тензоры в (J.17) и (J.18) — плоские.

Важным для дальнейших построений является тип тензоров упругих мо-
дулей. Привычными для механики стали полярные и аксиальные векторы.
Первые интерпретируются как трансляции, а вторые — как вращения в трех-
мерном пространстве. Меньше известны аксиальные тензоры высших рангов.
Пример: диадаm⊗n, где один вектор полярен, а другой — аксиален. Встреча-
ются, но, видимо, не описаны в алгебре объекты и других типов. Например,
второй метрический тензор b = −∇∇∇n не является ни полярным, ни акси-
альным. Будем называть его n-ориентированным, поскольку он зависит от
выбора ориентации на прямой, натянутой на вектор нормали n. Дискрими-
нантный тензор c = −a × n назовем аксиальным n-ориентированным. Он
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зависит от выбора двух ориентаций: в трехмерном пространстве и на пря-
мой ±n. В данном случае полярными (не зависящими от выбора ориентации)
тензорами являются: ρ, K, U, W, u, V, εεε, T0, T, a, C1, C3, ΓΓΓ , ρΘΘΘ2.

Аксиальными (зависящими от выбора ориентации в трехмерном про-
странстве) тензорами будут: ϕϕϕ, ωωω, M, M0, C2, ρΘΘΘ1, b ··· c = ∇∇∇n × n и т. д.
Полярными n-ориентированными являются: γγγ = e ··· n; N = T ··· n; N0, ΓΓΓ1.
Заметим, что zb — полярен, а zc — аксиален, ибо z есть n-ориентированный
скаляр. Тип тензора играет важную роль при определении его группы сим-
метрии.
Определение 1. Ортогональным преобразованием S ′ тензора k-го ранга

S называется:
а) S ′ ≡

k
⊗
1
Q ··· S ≡ Sm1···mkQ ··· em1

⊗ · · · ⊗ Q ··· emk
, если S − полярен;

б) S ′ ≡ (detQ)
k
⊗
1

Q ··· S, если S − аксиален;

в) S ′ ≡ δ
k
⊗
1

Q ··· S, если S − n-ориентирован;

г) S ′ ≡ δ(detQ)
k
⊗
1

Q ··· S, если S − аксиален и n-ориентирован.

Здесь ek — базис в трехмерном пространстве; δ = 1, если Q не ме-
няет ориентации на прямой ±n; δ = −1, если Q меняет ориентацию на
упомянутой прямой. В дальнейшем будут встречаться только такие ор-
тогональные тензоры Q, которые не “поворачивают” n : Q ··· n = ±n.
Поэтому в пунктах в) и г) можно принять δ = n ··· Q ··· n.
Определение 2. Группой симметрии (ГС) тензора S называется мно-

жество Qs ортогональных решений уравнений S ′ = S, где S задан, а ищут-
ся тензоры Q : Q ··· QT = QT ··· Q = E.

.J.6 Связи между двумерными
и трехмерными характеристиками

Простая оболочка является моделью, в которой кинематические и дина-
мические переменные вводятся априорно. Однако их можно выразить, хотя
и неединственным образом, через характеристики трехмерной среды.

Стандартным образом устанавливаются формулы

T = 〈μμμ−1 ··· τττ〉, M = 〈μμμ−1 ··· τττ ··· cz〉,

где τττ — тензор напряжений в трехмерной среде.
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Перемещения и повороты можно найти как решения системы

ρ(u +ΘΘΘT1 ···ϕϕϕ) = 〈ρu∗〉; ρ(ΘΘΘ1 ··· u +ΘΘΘ2 ···ϕϕϕ) = 〈ρ̃u∗z〉 ··· c, (J.23)

где u∗ — вектор смещения частиц трехмерной среды.
Если продифференцировать (J.23) по времени, то в левых частях (J.23)

будут стоять соответственно плотности количества движения и кинетическо-
го момента для модели, а в правых частях — то же для трехмерной среды.

Наконец, формулы для F и L имеют вид

ρF = 〈ρ̃F∗〉 + μ+τττ+
n + μ−τττ−

n ; μ+ ≡ μ
∣∣
z=+h/2

; μ− ≡ μ
∣∣
z=−h/2

;

ρL = n × 〈ρ̃F∗z〉 +
h

2
n × (μ+τττ+

n − μ−τττ−
n),

где F∗ — вектор массовых сил в трехмерной среде; τττ+
n и τττ−

n — векторы напря-
жений, приложенные к верхней и нижней стороне оболочки.

.J.7 Определение тензоров упругости
и “начальных” напряжений

.J.7.1 Группа симметрии простой оболочки.
Принцип Кюри–Неймана

Практически вся информация о физических свойствах простой оболоч-
ки заключена в энергии деформацииW(εεε,k,γγγ). Поэтому локальной группой
симметрии (ЛГС) простой оболочки уместно назвать множество ортогональ-
ных преобразований тензоров деформации, оставляющих W неизменной,

W(εεε,k,γγγ) = W(εεε ′,k ′,γγγ ′), (J.24)

где тензоры εεε ′, k ′, γγγ ′ имеют вид

εεε ′ = Q ··· εεε ··· QT ; k ′ = (detQ)Q ··· k ··· QT ; γγγ ′ = (n ··· Q ··· n)Q ···γγγ. (J.25)

Ортогональные преобразования (J.25) даны в соответствии с типом рас-
сматриваемых объектов. Согласно (J.24) и (J.17) определением ЛГС простой
оболочки является множество ортогональных решений системы уравнений

4
⊗
1
Q ··· C1 = C1; (detQ)

4
⊗
1

Q ··· C2 = C2;
4
⊗
1
Q ··· C3 = C3;

Q ··· ΓΓΓ ··· QT = ΓΓΓ ; (n ··· Q ··· n)
3
⊗
1

Q ··· ΓΓΓ1 = ΓΓΓ1;

(n ··· Q ··· n)(detQ)
3
⊗
1

Q ··· ΓΓΓ2 = ΓΓΓ2.

(J.26)
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Предположим, что тензоры упругости известны, тогда можно установить
ЛГС. И наоборот, если известна ЛГС, то по (J.26) можно найти структу-
ру тензоров упругости. Задача состоит в установлении хотя бы отдельных
элементов ЛГС. В данном случае существенную помощь оказывает прин-
цип Кюри–Неймана [151]: группа симметрии причины является подгруппой
группы симметрии следствия.

В данном случае ГС “следствия” содержит ГС “причины”, т. е. пересечение
групп симметрии: 1) материала, из которого изготовлена оболочка; 2) гео-
метрической формы срединной поверхности в данной точке; 3) внутреннего
строения оболочки по толщине (многослойность и т. п.).

Установим сначала ЛГС срединной поверхности в рассматриваемой точ-
ке. Поскольку поверхность определяется с точностью до жестких движений
заданием первого a и второго b метрических тензоров, то ЛГС поверхности
находится как множество ортогональных решений системы уравнений

Q ··· a ··· QT = a; (n ··· Q ··· n)Q ··· b ··· QT = b. (J.27)

В общем случае поверхности решениями (J.27) являются только следую-
щие ортогональные тензоры:

E; n × n − e1 × e2 + e2 × e1; n × n + e1 × e2 − e2 × e1 (J.28)

и их возможные произведения, где e1 и e2 — главные оси b. Множество (J.28)
содержит весьма мало элементов, в то же время ЛГС “причины” не может
быть шире, чем (J.28). Допустим, что (J.28) принадлежит к группе симмет-
рии материала и внутреннего строения. Тогда по принципу Кюри–Неймана
(J.28) принадлежит к ЛГС простой оболочки. Это, в свою очередь, возможно
только в том случае, когда ΓΓΓ1 = 0; ΓΓΓ2 = 0. Принадлежность (J.28) к группе
симметрии тензоров C1, C2, C3, ΓΓΓ , конечно, упрощает их структуру, но они
остаются достаточно сложными. Таким образом, только соображения сим-
метрии оказываются недостаточными для эффективного определения тензо-
ров упругости при сохранении необходимой общности.

.J.7.2 Структура тензоров упругости
для “тонких” простых оболочек

Простая оболочка моделирует трехмерные тела, толщина h которых мала
в сравнении с радиусами кривизны срединной поверхности. Ранее малость h
в рассуждениях не использовалась. Теперь это стало необходимостью. Тензо-
ры упругости зависят от ряда размерных и безразмерных параметров. Если
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материал оболочки изотропен, то они зависят от модуля Юнга E (или от
модуля сдвига G = E/[2(1 + ν)]) и коэффициента Пуассона ν. Кроме то-
го, они зависят от h и тензора b ··· c (можно вместо b ··· c использовать b —
это не меняет результата, но усложняет построения). Можно было бы так-
же предположить зависимость от ρ, ρΘΘΘ1, ρΘΘΘ2 , но легко доказать обратное.
Таким образом, в рассматриваемом случае тензоры упругости есть функции
Ci = Ci(E, ν, h,b ··· c), ΓΓΓ = Γ(E, ν, h,b ··· c), i = 1, 2, 3. Другие аргументы в Ci

и ΓΓΓ не входят. Используя Π-теорему [225], легко доказываем представления

C1 =
Eh

1− ν2
C∗
1(hb ··· c, ν); C2 =

Eh2

12(1− ν2)
C∗
2(hb ··· c, ν);

C3 =
Eh3

12(1− ν2)
C∗
3(hb ··· c, ν); ΓΓΓ = GhΓΓΓ ∗(hb ··· c, ν).

(J.29)

Безразмерные множители (1− ν2)−1 и числовые коэффициенты введены
для удобства. Безразмерный тензор-аргумент hb ··· c в (J.29) мал по норме:

||f ||2 ≡ f ··· ··· fT ; ||hb ··· c||2 =
h2

R21
+
h2

R22
� 1,

где R1, R2 — радиусы главных кривизн.
Примем теперь допущение, что переход от “искривленной” оболочки к

пластине совершается непрерывно. Тогда в окрестности нуля нормы тензора
hb ··· c возможны следующие разложения:

C1 =
Eh

1− ν2

[
C

(0)
1 + C

(1)
1 ··· ··· (hb ··· c) +O(||hb ··· c||2)

]
; (J.30)

C2 =
Eh2

12(1− ν2)

[
C

(0)
2 + C

(1)
2 ··· ··· (hb ··· c) +

+ (hb ··· c) ··· ···C(2)
2 ··· ··· (hb ··· c) +O(||hb ··· c||3)

]
;

(J.31)

C3 =
Eh3

12(1− ν2)

[
C

(0)
3 + C

(1)
3 ··· ··· (hb ··· c) +

+ (hb ··· c) ··· ···C(2)
3 ··· ··· (hb ··· c) +O(||hb ··· c||3)

]
;

(J.32)

ΓΓΓ = Gh
[
ΓΓΓ (0) + ΓΓΓ (1) ··· ··· (hb ··· c) +O(||hb ··· c||2)

]
, (J.33)

где тензоры C
(k)
i , ΓΓΓ

(k) (i = 1, 2, 3; k = 0, 1, 2) зависят только от коэффициен-
та Пуассона. В разложения (J.30)–(J.33) вошли только целые степени hb ··· c,
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ибо только целые степени аксиального тензора имеют физический смысл. Эти
допущения менее ограничительны, чем принятые в литературе [226, 227]. В
дальнейшем поправками O(||hb ··· c||2) по сравнению с единицей будем прене-
брегать, если это не противоречит физическим соображениям. В (J.32) тензор
(hb···c)······C(2)

3 ······ (hb···c) дает слагаемые, выходящие за пределы принятой точ-
ности; его назначение — обеспечение положительности энергии деформации.
Тензоры C

(k)
i зависят только от материала и строения простой оболочки в

данной точке-частице, поэтому их группы симметрии существенно расши-
ряются. Действительно, в данном случае отпадает необходимость рассматри-
вать уравнения (J.27), определяющие ЛГС срединной поверхности. Допустим
теперь, что материал оболочки трансверсально-изотропен (n — ось изотро-
пии), а ее строение таково, что при b → 0 касательная плоскость к срединной
поверхности является плоскостью симметрии. Тогда группа симметрии “при-
чины”, порождающей тензоры C

(k)
i , ΓΓΓ

(k), но не сами тензоры Ci, ΓΓΓ , содержит

Q = ±n ⊗ n + q; q ··· qT = a; q ··· n = n ··· q = 0, (J.34)

которые по принципу Кюри–Неймана принадлежат к группе симметрии
“следствия” тензоров C

(k)
i , ΓΓΓ

(k). Рассмотрим тензор Q = −n ⊗ n + q, содер-
жащийся в (J.34). Аксиальные тензоры C

(1)
1 , C

(0)
2 , C

(2)
2 , C

(1)
3 , ΓΓΓ

(1) допускают
этот тензор своим элементом симметрии только в том случае, если они равны
нулю.

Например, для тензора C
(1)
1 имеем

(detQ)
6
⊗
1

Q ··· C(1)
1 = −C

(1)
1 ⇒ C

(1)
1 = 0 (detQ = −1).

Таким образом, доказаны равенства

C
(1)
1 = 0; C

(0)
2 = 0; C

(2)
2 = 0; C

(1)
3 = 0; ΓΓΓ (1) = 0.

Поэтому тензоры C1, C3, ΓΓΓ с ошибкой O(||hb ··· c||2) могут быть найдены
из экспериментов с пластинами. Тензор C2 может быть определен только из
экспериментов с “искривленными” оболочками. Рассмотрим теперь тензор

Q = n ⊗ n + cosθa − sin θ(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1), (J.35)

где ортонормированные векторы e1, e2, n образуют правый трехгранник. Тен-
зор (J.35) осуществляет поворот вектора m (m ··· n = 0) на угол θ вокруг
n; он содержится в (J.34) и, следовательно, принадлежит группе симметрии
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евклидовых тензоров C
(0)
1 , C

(1)
2 , C

(0)
3 , C

(2)
3 , ΓΓΓ

(0). Это означает, что они удовле-
творяют уравнениям

4
⊗
1
Q ··· C(0)

1 = C
(0)
1 ;

4
⊗
1
Q ··· C(0)

3 = C
(0)
3 ;

8
⊗
1
Q ··· C(2)

3 = C
(2)
3 ;

6
⊗
1
Q ··· C(1)

2 = C
(1)
2 ; Q ··· ΓΓΓ (0) ··· QT = ΓΓΓ (0),

(J.36)

где Q определяется формулой (J.35). Тензоры, удовлетворяющие условиям
типа (J.36), называются трансверсально-изотропными. Нахождение решения
уравнений (J.36) при условии (J.35) не содержит принципиальных трудно-
стей, но требует сравнительно громоздких вычислений. Поэтому ограничим-
ся только окончательными формулами

C1 =
Eh

1− ν2

[
A1a ⊗ a +A2(r

α ⊗ rβ ⊗ rα ⊗ rβ+

+ rα ⊗ a ⊗ rα − a ⊗ a) +A3c ⊗ c
]
;

C2 =
Eh2

6(1− ν2)

[
B1hHa ⊗ c + B2hH(rα ⊗ c ⊗ rα + cαβrα ⊗ a ⊗ rβ) +

+B3ha ⊗ (b ··· c −Hc) + B4h(b ··· c −Hc) ⊗ a + B5h(b −Ha) ⊗ c
]
;

C3 =
Eh2

12(1− ν2)

[
C1c ⊗ c + C2(r

α ⊗ rβ ⊗ rα ⊗ rβ+

+ rα ⊗ a ⊗ rα − a ⊗ a) + (C3 + h2H21C4)a ⊗ a
]
;

ΓΓΓ = GhΓ0a; 2H1 = −
1

R1
+
1

R2
.

(J.37)

При выводе этих формул допускалась погрешность O(||hb ··· c||2) и учиты-
валось, что тензоры C1, C3, ΓΓΓ — симметричны. Поскольку C1 удовлетворяет
условию аполярности (J.22), то A3 = 0. Модуль C3 может быть найден из
экспериментов с пластинами, но для них

M = 〈a ··· τττz〉 ··· c ⇒ M ··· ··· a = 〈τττ ··· ··· cz〉 = 0 ⇒ C3 = 0.

Дальнейшее упрощение (J.37), видимо, невозможно. Для однослойных
оболочек модули A1, A2, C1, C2, C4, Γ0, B1, ..., B5 зависят только от коэф-
фициента Пуассона, а для многослойных симметричного строения оболочек
они могут зависеть от относительных модулей упругости материала и отно-
сительных толщин слоев.
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.J.7.3 Структура тензоров “начальных” напряжений

В линейной теории свободная энергия является квадратичным функци-
оналом, а тензоры T0, M0, N0 — линейными функционалами от внешних
нагрузок. В локальной теории они могут зависеть только от поверхностных
и двух первых моментов объемных нагрузок в данной точке-частице простой
оболочки. Приходим к следующим линейным зависимостям общего вида:

PPPk = Lk1 ··· τττ+
n + Lk2 ··· τττ−

n + Lk3 ··· 〈ρ̃F∗〉 + Lk4 ··· 〈ρ̃F∗z〉;

PPP1 ≡ T0; PPP2 ≡ M0; PPP3 ≡ N0; (k = 1, 2, 3),
(J.38)

где Lαs — тензоры третьего, а L3s — тензоры второго ранга, удовлетворяющие
условиям

n ··· Lps = 0; n ⊗ m ··· ···Lαs = 0;

p = 1, 2, 3; α = 1, 2; s = 1, 2, 3, 4;
(J.39)

вектор m — ортогонален n.
С ошибкой O(||hb ··· c||2) тензоры Lps можно определить из экспериментов

с пластинами. Пониженная точность при их определении оправдывается тем,
что, как правило, поправка, вносимая T0, M0 и N0 в полные тензоры T ··· a,
M, N, сама является малой. В принципе, не составляет труда найти и более
точные формулы для Lps, если использовать технику преобразований, из-
ложенных ранее. Поскольку материал оболочки трансверсально-изотропен,
то такими же должны быть и тензоры Lps (с ошибкой O(||hb ··· c||2)). Общее
выражение таких тензоров с учетом (J.39) имеет вид

L1s = L1sa ⊗ n; L2s = L2sc ⊗ n; L3s = L3sa. (J.40)

Дальнейшее упрощение структуры тензоров T0, M0 и N0 достигается
следующим образом. Произведем отражение от касательной плоскости и за-
пишем закон (J.38) для отражения величин. Он должен остаться тем же, но
место τττ+

n займет (τττ−
n) ′, а место τττ−

n — (τττ+
n) ′. Тогда

T ′
0 = L11 ··· (τττ−

n) ′ + L12 ··· (τττ+
n) ′ + L13 ··· 〈ρ̃F∗〉′ + L14 ··· 〈ρ̃F∗z〉′.

Используя первое определение ортогонального преобразования и учиты-
вая, что отражение производится тензором Q = −n ⊗ n + a, получаем

T ′
0 = Q ··· T0 ··· QT = T0; (τττ−

n) ′ ≡ Q ··· τττ−
n ; τττ+ ′

n ≡ Q ··· τττ−
n ;

〈ρ̃F∗〉′ ≡ Q ··· 〈ρ̃F∗〉; 〈ρ̃F∗z〉′ ≡ −Q ··· 〈ρ̃F∗z〉;

T0 = −L11 ··· τττ−
n − L12 ··· τττ+

n − L13 ··· 〈ρ̃F∗〉 + L14 ··· 〈ρ̃F∗z〉.

(J.41)
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В данном случае было учтено, что тензоры L1s имеют вид (J.40). Доби-
ваясь совпадения (J.41) с первой формулой (J.38), получим

L11 = −L12 ⇒ L11 = −L12; L1s = 0 ⇒ L13 = 0.

Аналогичные рассуждения проводятся и для остальных величин. Таким
образом, окончательный вид тензоров “начальных” напряжений

T0 = hL1a[n ··· (τττ+
n − τττ−

n)] + L∗1a〈ρ̃F∗ ··· nz〉;

M0 = h2L2c[n ··· (τττ+
n − τττ−

n)] + h2L∗2〈ρ̃F∗ ··· n〉c;

N0 = hL3a ··· (τττ+
n − τττ−

n) + L∗3a ··· 〈ρ̃F∗n〉,

(J.42)

где Li и L∗i — безразмерные “модули”, зависящие для многослойных оболочек
только от коэффициента Пуассона. Все они могут быть найдены из экспери-
ментов с пластинами.

.J.7.4 Некоторые частные случаи

Важное для приложений значение имеет простейшая теория оболочек,
описывающаяся наименьшим числом отличных от нуля упругих модулей, при
которых энергия деформаций остается положительно определенной функци-
ей. Необходимыми условиями положительности являются неравенства

A1 > 0; A2 > 0; C1 > 0; C2 > 0; Γ0 > 0. (J.43)

Если все остальные модули в (J.37) принять равными нулю, то условия
(J.43) будут достаточными. Для однослойных оболочек из изотропного мате-
риала справедливы формулы

A1 +A2 = C1 + C2 = 1; A1 −A2 = C1 − C2 = ν;

Γ
(1)
0 = π2/12; Γ

(2)
0 = 5/(6− ν).

(J.44)

Здесь приведены два значения для Γ0: Γ
(1)
0 рекомендуется как стандарт-

ное, но в задачах с ярко выраженным изгибом целесообразнее использовать
Γ

(2)
0 . Если принять Γ0 → ∞, то простейшая теория пластин переходит в тео-
рию Койтера–Сандерса.

Приведем значения упругих модулей для тонких трехслойных оболочек
симметричного строения. Примем обозначения: h1, E1, ν1, G1 = E1/2(1+ν) —
полутолщина и модули упругости материала внутреннего слоя (заполнителя);
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h2, E2, ν2, G2 = E1/2(1 + ν) — толщина и модули одного внешнего слоя;
2h = 2(h1 + h2) — толщина трехслойного пакета, h1 = αh; h2 = (1 − α)h.
Тогда модули трехслойной оболочки можно определить по формулам[

Eh

1− ν2
A1

]
=

E1h1

1− ν1
+

E2h2

1− ν2
;

[
Eh

1− ν2
A2

]
=

E1h1

1+ ν1
+

E2h2

1+ ν2
; (J.45)

[
Eh3

12(1− ν2)
C1

]
=

E1h
3
1

3(1− ν1)
+
E2(h

3 − h31)

3(1− ν2)
;

[
Eh3

12(1− ν2)
C2

]
=

E1h
3
1

3(1+ ν1)
+
E2(h

3 − h31)

3(1+ ν2)
;

(J.46)

[GhΓ0] =
γ2

h2

[
Eh3

12(1− ν2)
C2

]
, (J.47)

где γ — положительный корень уравнения

G2 sin[γ(1− α)] sin[γα] −G1 cos[γ(1− α)] cos[γα] = 0.

В (J.45)–(J.47) выражения, стоящие в квадратных скобках, следует пони-
мать как единые символы — только они входят в (J.37).

Модуль GhΓ0 удовлетворяет неравенству

π2

6

G1h1G2h2

4G1h1 +G2h2
≤ [GhΓ0] ≤

π2

6
(G1h1 +G2h2). (J.48)

Левая часть этого неравенства представляет собой жесткость на попе-
речный сдвиг, вычисленную по схеме последовательного включения слоев, а
правая — по схеме параллельного включения. Если GhΓ0 близка правой ча-
сти (J.48), то для всего пакета слоев (h — мало) можно применять обычные
кинематические гипотезы. В противном случае — нельзя.

Если однослойную оболочку нельзя считать тонкой (h/R ∼ 0, 1 − 0, 7),
следует учитывать все модули, входящие в (J.37) и (J.42). Они определяются
равенствами

L1 =
ν

2(1− ν)
; L2 =

ν

12(1− ν)
; L3 = 1− Γ0; C4 =

1− ν

24
;

B1 = −
ν(1+ ν)

2(1− ν)
; B2 = 0; B3 =

1+ ν

2
; B4 = −

1− ν

4
; B5 = −

1

2
.

(J.49)

Кроме того, к ним следует присоединить формулы (J.44). Приняв (J.44),
(J.49), энергия деформации будет положительно определена при выполнении
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неравенств

h2
(
1

R1
−
1

R2

)
)2 < 12(1− ν2); −1 < ν ≤ 1

2
;

1−ν2−ν
h2

12

(
1

R1
+
1

R2

)2

>
1+ ν

1− ν

h2

12

(
1

R1
−
1

R2

)2
[
1− ν2 −

h2

12

(
1

R1
−
1

R2

)2
]
.

При ν2 ≤ 1/2 эти неравенства практически не налагают ограничений на
параметры оболочки.

.J.8 Уравнения неразрывности

В работах [68,228] введены тензоры деформации (J.19), для которых полу-
чены уравнения неразрывности. Однако последние при наличии ограничений
(J.12) становятся неудобными, поскольку в этом случае тензоры деформации
приобретают вид (J.20). Уравнения неразрывности для тензоров εεε, k, γγγ име-
ют вид

∇∇∇ ···
(
c ··· [∇∇∇ ··· (c ··· εεε)]

)
+ tr

(
b ··· c ··· [k +∇∇∇(c ···γγγ)]

)
= 0;(

∇∇∇ ··· (c ··· k)
)
··· a − b ··· c ···

(
∇∇∇ ··· (c ··· εεε)

)
+ (b ··· c)2 ···γγγ = 0;

∇∇∇ ··· (c ···γγγ) + tr (k + b ··· c ··· εεε) = 0.

Вследствие принятия гипотез типа Кирхгофа–Лява (γγγ = 0) эти уравне-
ния переходят в общепринятые.
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