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÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâû òåîðèè îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âî âòîðîé — äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ïåðâàÿ ÷àñòü íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé, ÷èòàâ-

øèõñÿ Á. Ï. Äåìèäîâè÷åì â Âîåííîé Àðòèëëåðèéñêîé èíæå-

íåðíîé àêàäåìèè èì. Ô. Ý. Äçåðæèíñêîãî (íûíå Âîåííàÿ àêà-

äåìèÿ ðàêåòíûõ âîéñê ñòðàòåãè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ èì. Ïåò-

ðà Âåëèêîãî). Åå ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóåò èçëîæåíèþ çà

îäèí ñåìåñòð ðàçäåëà «îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
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íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âî âòîðîé ãëàâå

èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ îá óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êðîìå

äåòàëüíîãî ðàçáîðà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ, â íåé çàòðàãèâà-

þòñÿ ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(îñîáûå òî÷êè, îñîáûå ðåøåíèÿ è äð.). Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùå-

íà ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â

÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ.

Àâòîð âòîðîé ÷àñòè êíèãè, Â. Ï. Ìîäåíîâ íàïèñàë åå íà

îñíîâå êóðñà ëåêöèé, ïðî÷èòàííîãî Á. Ï. Äåìèäîâè÷åì ñòó-

äåíòàì õèìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî Ãîñóäàðñòâåí-

íîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Åå ìàòåðèàë ñîîò-

âåòñòâóåò èçëîæåíèþ, òàêæå â òå÷åíèå îäíîãî ñåìåñòðà, ðàç-

äåëà «äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè» èç êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ òåõíè÷åñêèõ

âóçîâ.

Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ, êàê è ïåðâàÿ, ñîäåðæèò ÷åòûðå

ãëàâû. Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ ñâåäåíèÿ îá óðàâíåíèÿõ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà

èçëîæåíèþ íåîáõîäèìîé äàëåå òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå. Â òðå-
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òüåé ãëàâå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ëèíåé-
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æàòñÿ óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ñíàáæåí-

íûå íåîáõîäèìûìè óêàçàíèÿìè è îòâåòàìè. Â êîíöå åå èìå-

åòñÿ ñïèñîê äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.
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ïèñàííàÿ ïðîñòûì è ÿñíûì ÿçûêîì, îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ

òàêæå ïîëåçíîé ëèöàì, çàíèìàþùèìñÿ ìàòåìàòèêîé ñàìî-

ñòîÿòåëüíî.
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ЧАСТЬ 1 ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

Под обыкновенным дифференциальным уравнением (сокращён­
но, ОДУ) понимается равенство, содержащее независимую пере мен­
ную, неизвестную функцию от этой переменной и её производные. 
Порядком старшей производной, входящей в состав уравнения, 
задаётся порядок ОДУ. Функцией, имеющей соответствующие про­
изводные и обращающей уравнение в тождество, определяется реше­
ние ОДУ. Процесс нахождения решений ОДУ обычно называют его 
интегрированием. 

При изложении теории ОДУ основное внимание мы сосредоточим 
на случаях точного интегрирования таких уравнений. 

Глава 1 
ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

§ 1. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ 

Математическое изучение закономерностей действительного мира 
часто приводит к уравнениям, связывающим неизвестные величины и 
производные этих величин. Такие уравнения называются дифферен­
циаЛЫIЫlltU. 

Прежде чем переходить к точным определениям основных поня­
тий, рассмотрим ряд примеров. 

Пример 1. Скорость распада радия в каждый текущий момент вре­
мени t пропорциональна его наличному количеству Q. Найти закон 
распада радия, если в начальный момент t = О имелось Qo радия. 

Ре ш е н и е. Под скоростью распада радия понимается производ­
ная; поэтому согласно условию задачи имеем дифференциальное 
уравнение 

dQ 
dt = -kQ, (1.1 ) 

5 
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где k - известный коэффициент пропорциональности*, а знак "_" 

указывает на то, что с увеличением времени t ве л ичина Q убывает: 
dQ dt < О. Кроме уравнения (1.1) имеем еще так называемое начальное 

условие: 

Q = Qo при t = О, О.2) 
роль которого выяснится впоследствии. 

Уравнение (1.1) легко может быть решено. А именно, разделив обе 
его части на Q, будем иметь 

или 

Отсюда 

d(lnQ) 
=-k dt 

lnQ +kt = 'пС, 
где 'пС - произвольная постоянная интегрирования в логарифмиче­
ском виде. Потенцируя последнее равенство, окончательно получим 

Q = Ce-kt. 0.3) 
Формула (1.3) представляет собой семеиство функций от независи­

мои переменнои t, зависящее от произвольной постоянной С, причем 
каждая из этих функции удовлетворяет дифференциальному уравнению 
(1.1) . Такое решение называется общим и не дает конкретного ответа на 
вопрос задачи. Чтобы получить решение задачи, нужно определить зна­
чение постоянной С; это можно сделать, используя начальное условие 
(1.2). Полагая t = О в формуле (1.3), получим 

Qo = С-1. 
Отсюда 

C=Qo· 
Подставляя это значение в формулу (1.3), наидем так называемое 

частное решение 
(1.4) 

• А именно , k - физическая постоянная, выраженная обычно через период полу· 
распада 1:. 

б 



 

                             7 / 28

полностью решающее задачу. Геометрически это есть показательная 
кривая (рис. 1). 

Q 

Рис. t 

Пример 2. МатериаJl ьная точка массы т брошена вертикально 

вверх с начаJlЬНОЙ скоростыо ио. Найти закон движения точки, прене-

брегая сопротивлением воздуха. 
Ре ш е н и е. Будем считать , что траектория точки есть ось Ох, на­

правленная вертикально вверх, причем в начальный момент t = О точ­
ка находилась в начале координат. Единственная сила, действующая 
на нашу точку, есть сила тяжести, равная mg и направленная верти­
кально вниз. Применяя закон Ньютона, согласно которому произведе­
ние массы на ускорение равно действующей силе, получим дифферен­
циальное уравнение второго порядка 

d2x md(I = -mg 
или 

О.5) 

Начальные условия здесь записываются следующим образом: 

(х = О, �; = ио) при t = О. 0.6) 

Интегрируя уравнение (1.5) последовательно два раза, будем 
иметь 

�; = С1 -gt 0.7) 
и 

gt2 
х = С2 + С1 t - -2-' (J .8) 

Функция (I .8), зависящая в этом случае от двух произвольных по­
стоянных С1 и С2, представляет собой так называемое общее решен.ие 

7 
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х 

о 
Рис. 2 

уравнении (1.5) Из уравнений (1.7) и 
(1.8), испо льзуи начальные условия 
(16), имеем 

С1 = ио, С2 =0; 
отсюда, подставляя эти значения в 

t формулу (1.8), получим частное ре­
шение 

gt2 x=vot-2, 
представляющее искомый закон движения материальной ТОЧJ\И. Гео­
метрически это есть парабола с осью параллельной оси ординат, каса­
тельная к которой в начале координат (рис. 2) образует угол 
а = arctgvo. 

§ 2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
Введем несколько определений. 
Оп р е Д е л е н и е 1. Уравнение 

Р(х, у, у/, ". , у(n)) = О, ( 1.9) 

связывающее независимую переменную х, искомую функцию у = у(х) 
и ее производные (или дифференциалы) до n-го порядка включитель­
но, называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го 
порядка. 

Например: 

уу/ + Х = О - дифференциальное уравнение l-го порядка; 
у" + у:::: О - дифференциальное уравнение 2-го порядка и т. д. 

О п  р е Д е л е н и е 2. Всякая функция у = у(х), которая при ее под­
становке в дифференциальное уравнение (1 .9) обращает его в тожде­
ство, называется решением этого уравнения, а график этой функции 
называется интегральной кривой. 

Уравнение 
Ф(х,у)=О (1.1 О) 

называется интегралом дифференциального уравнения (1.9), если 
каждая функция у = у(х), определяемая Уfавнением (1.1 О) и имею­
щая непрерывные производные у/, .. . , у( n до n-го порядка включи­
тельно , является решением данного дифференциального уравнения. 

Обобщая понятие интегральной кривой, линию о пределяемую 
уравнением (1.1 О), будем по-прежнему называть интегральной кри­
вой или интегральной линией дифференциального уравнения (1 . 9). 
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Разрешая уравнение (1.9), если это возможно, относительно стар· 
шей производной у(п), получим одно или несколько уравнений вида 

у(п) 
= (k у', .... у(п-О), (1.11) 

где ( - известная функция. В дальнейшем мы будем изучать главным 
образом дифференциальные уравнения (1.11), разрешенные относи· 
тельно старшей производной. 

На примерах мы видели, что дифференциальное уравнение имеет 
бесчисленное множество решений. Чтобы выделить одно вполне опре· 
деленное конкретное решение, кроме уравнения О.11) нужно задать 
дополнительные условия, вытекающие из условий данной задачи. 
В простейшем случае ими являются так называемые начальные усло· 
вия, состоящие в том, что при не котором значении Х = Ха, задаются 
значения искомой функции у и ее последовательных производных 
у', ... , у( n-I). Тогда мы приходим в задаче Коши: найти решение у диф· 
ференциального уравнения (1.11), удовлетворяющее заданным нача· 
льным условиям 

I - '1 - ' (n-l) 1 - (n-l) 
у "-У. - Уа, У 'Х'-х - Уа, ... , У - Уа 

л-.�) - () х=хо 
( 1.12) 

, (п-lJ Е где Ха, Уа, Уа, ... , Уа - некоторые определенные числа. сли эта 
задача для любой системы начальных условий имеет единственное ре· 
шение, то говорят, что дифференциальное уравнение (1.11) обладает 
свойством единственности. Геометрически задача Коши состоит в на· 
хождении интегральной кривой У = У(Х), проходящей через данную 
точку Ма(Ха, Уа), причем так, чтобы производные у', ... , у(п-!) прини­
мали заданные значения. 

Если порядок уравнения первый (n = 1), то требование о производ­
ных, естественно, отпадает. 

Оп р е Д е л е н и е 3. Решение дифференциального уравнения (1.11) 

y=<p(x,C1 , .. . ,Cn)' (1.13) 

содержащее n произвольных постоянных C1, ... , СП ,будем называть 
общим, если путем выбора этих постоянных можно получить реше· 
ние, удовлетворяющее любым начальным условиям'. 

Постоянные C1, .
. . , СП' обладающие этим свойством, назовем суще· 

ственными. Поэтому коротко можно сказать, что общим решением 
дифференциального уравнения 1l" О порядка называется его решение, 
содержащее n существенных произвольных постоянных. 

• Вообще говоря. в известной области. 
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Если выполнено свойство единственности, то общее решение пред­
ставляет собой совокупность всех решений данного дифференциаль­
ного уравнения, т. е. дает полное решение задачи. 

О п  р е Д е л е н и е 4. Решение дифференциального уравнения 
(1.11), получающееся из общего (1.13) при некотором конкретном вы­
боре произвольных постоянных С \' . .. , сп' называется частным. 

Геометрически общее решение представляет собой семейство ин­
тегральных кривых, зависящее от n параметров (поле интегральных 
кривых), а частное решение - отдельную интегральную кривую, вхо­
дящую в это семейство. 

Если известно общее решение (1.13) дифференциального уравне­
ния (1.11), то его частное решение, удовлетворяющее заданным на­
чальным условиям (1 .12) , мы получим, определяя произвольные по­
стоянные С\' .. , , сп из системы уравнений: 

Пример. Найти решение дифференциального уравнения 

у"' 
= 6х , 

удовлетворяющее начальным условиям 

1 = о '1 = 1 "1 = -2 у х=о , у  х=о , у  ,х=о . 

(1 .1 4) 

0.15) 

Р еш е н и е. Интегрируя обе части уравнения (1.15) последовате­
льно три раза, будем иметь 

у" 
= Зх 2 + Cj, 1 

у' = хз + С! Х + С2' � 
х4 С х2 С С I у = '4 + j'2 + 2Х + з·J 

Полагая Х = О в уравнениях (1.16), получим 

-2=С!, I=С2, О=Сз. 

Отсюда 

10 

(! .16) 
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и, следовательно, искомое частное решение есть 

_ 1 1 2 
У - 4Х -х +х. 

О п  р е Д е л е н и е 5. Соотношение 

ф (х, у, C1, ... , Сп) = о и.1 ?) 

называется оБЩUN uнmеграЛОN дифференциального уравнения (1.11), 
если 1) при любом выборе произвольных постоянных C1,···, СП 
кривая, определнемая уравнением (1.17), является интегральной и 
2) среди семейства (1.17) имеются интегральные кривые, удовлетво­
ряющие про из вольным начальным условиям. 

Если дифференциальное уравнение дано в общем виде, 

Р( , (п)) - О х, у, у , ... , у - , (1.18) 

то в простейшем случае это уравнение эквивалентно нескольким урав­
нениям вида (1.11). Тогда соотношение (1.17) будем называть общим 
интегралом дифференциального уравнения 0.18), если оно эквива­
лентно совокупности общих интегралов всех отдельных уравнении 
вида (1.11). 

Геометрически общий интеграл (1.17) представляет собой n-па­
раметрическое семейство интегральных кривых дифференциаль­
ного уравнения (1.11), или соответственно (1.18). 

Обратно, имея семейство кривых 

(1.19) 

зависящее от n существенных параметров С 1, С2, .. . , Сп' путемдиффе­
ренцирования получим еще n уравнений 

d'f' d"'f' 
dX = О, ..

. , dx!l = О. (J .20) 

Исключая из n + 1 уравнений 0.19) и 0.20) n параметров Cj• 
С2, .. . , Сп' получим, вообще говоря', дифференциальное уравнение 
n-го порядка, общим интегралом которого является данное семейство 
кривых (1.19). 

Пример. Составить дифференциальное уравнение семейства пря­
мых, проходящих через начало координат. 

• Предполагается. что исключение параметров С,, С2, ... , СП не может бblТЬ произ­
dk1jl 

ведено из частичной системы уравнений 1jI == О, ... - = о при k < п. 
dxk 

[! 
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Ре ш  е н и е. Имеем (рис. 3) 

у == Сх. 0.21) 

Дифференцируя равенство (I .21), 
находим 

у' = С. (1.22) 

Исключая С из (1.21) и (1.22), полу­
чаем дифференциальное уравнение 

ху'== у, 

Рис. 3 
для которого семейство (1.21) являет­
ся общим интегралом. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Проверить, что для заданных дифференциальных уравнений сле­
дующие функции являются их решениями (С , С1, С2 - произвольные 
постоянные): 

а) уу' = х, у == �x2 + С; 

б) у" - (k1 + k2)y' + k1k2y == О, У == C1ek1X + C2ek2X 
(kp k2 - постоянные); 

в) у" + 2ру' + р2у == О, У = е-РХ(С1 + С2х) (р - постоянно); 

г) у" + 2ру' + (р2 + q 2)у == О, У == е-РХ(С1 cosqx + С2 sinqx) 
(р, q - постоянны). 

2. Составить дифференциальные уравнения заданных семейств 
кривых (С, С1, С2 - параметры): 

а) у = х + С (параллельные прямые); 
б) у == сх2 (параБОлы); 
в) у == х2 + С1х + С2 (конгруентные параболы); 
г) (х - CI)2 + (у - с2)2 = 1 (окружности единичного 

радиуса). 

3. Зная общие решения дифференциальных уравнений, найти их 
частные решения у == у (х) , удовлетворяющие заданным начальным 
условиям, если 

а) у = Сх2, у(2) = 3; 
б) х2+2у2=С, у (1)=5; 
в) у = еХ(С1 + С2х), у (о) == 1, у'(о) = о; 
г) у = еХ(С1 cosx + С2 sinx), у (о) == о, у'(о) = 10. 
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Глава II 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

§ 1. РАЗЛИЧНЫЕ ФОРМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА 

Общий вид дифференциального уравнения 1-го порядка с неизвест­
ной функцией у = у (х ) , неразрешенного относительно производ­
ной у', следующий: 

Р(х, у, у') = О, (2.1 ) 

где F - заданная функция. Разрешая уравнение (2.1), если это воз­
можно, относительно аргумента у', получим дифференциальное урав­
нение первого порядка, разрешенное относительно производной: 

у' = {(х, у), (2.2) 

где t - некоторая известная функция. В общем случае, уравнение 
(2.1) эквивалентно нескольким уравнениям вида (2 .2) (см. гл. П, § 12). 

в уравнении (2.2) переменные х и у входят неравноправно: х - яв­
ляется независимой переменной, а у - функцией от х. При решении 
задач иногда удобно для дифференциального уравнения (2.2) пользо­
ваться иной записью, в которой переменные равноправны. Полагая 

, = dy 
и 

{(х ) = _ Р(х, у) 
у dx ' У Q(x, у) 

(здесь учтено, что t (х, у), вообще говоря, - есть дробная функция, и 
знак минус взят для удобства дальнейших выкладок), будем иметь 
симметрическую форму дифференциального уравнения l-го порядка: 

Р(х, y)dx + Q(x , y)dy = О. 
Под решением этого уравнения понимается система функций 

х = <рщ, у = '{ф) 
(t - параметр) таких, что 

{Р [11'(0, 'I'(t)]q>'(t) + Q [q>(t) , 'I'(t)]'I"(t)}dt :; О. 

(2.3) 

в частном случае за параметр может быть принята переменная х 
или переменная у. 

Линии, соответствующие решениям уравнения (2.3), называются 
интегральными кривыми этого уравнения. 

13 
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§ 2. ПОЛЕ НАПРАВЛЕНИЙ 

Пусть в не которой области G плоскости Оху задано дифференци­
альное уравнение (2.2) 

у' = {(х, у). 

Это уравнение в каждой точке М(х, у), принадлежащей области а, 
определяет, с точностью до поворота на 1800, направление касатель­
ной к искомой интегральной кривой, проходящей через точку М. Гео­
метрически направление изображается небольшим отрезком прямой 
(черточкой), проведенным через точку М и наклоненным к оси Ох под 
углом а таким, что 

tga = {(х, у) 
(рис. 4). Совокупность таких направлений носит название поля на­
правлений дифференциального уравнения (2.2). 

Расширяя поле направлений, мы будем считать направление в точ­
ке Мо(Хо, Уо) перпендикулярным к оси Ох, если 

liт {(х, у) = 00. 
х---)хо 
У---)УО 

Интегральными кривыми дифференциального уравнения (2.2) яв­
ляются те и только те линии, которые в каждой своей точке касаются 
соответствующего направления (рис. 4). 

Геометрическое место точек плоскости, с одинаковым направлени­
ем поля, называется изоклиной. Очевидно, уравнение изоклины име­
ет вид 

{(х, у) = k, 

где k = tg а - заданный наклон поля. 

у 
у 

х 

о х 

Рис. 4 Рис. 5 

14 
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Построив достаточно густую сеть изоклин, иногда удается соста­
вить примерное представление о поведении интегральных кривых 
дифференциального уравнения. Так, например, для уравнения 

у' == �x2 + у2 

изоклинами являются окружности х2 + у2 == k2. Приблизительное рас­
положение интегральных кривых показано на рис. 5. 

Задания для самостоятельного решения 
Построить изоклины, поле направлений и указать примерное рас­

положение интегральных кривых для дифференциальных уравнений: 

a)y'==1+y2; б)у'==х+у; B)y'==xy-l; г)у'== ;:�. 

§ 3. ПОЛИГОНЫ ЭЙЛЕРА 

Для приближенного построения интегральной кривой дифферен­
циального уравнения 

у' == [(Х, у)' 

проходящей через данную точку Ма (Ха, Уа), эту кривую заменяют ло­
маной (полигон Эйлера), звенья которой имеют направления, принад­
лежащие полю направлений дифференциального уравнения (рис. 6) . 

Пусть Mi (Xi' у) (i = О, 1,2, ... ) - последовательные вершины поли­
гона Эйлера и 

b.xi = xi+l -Xi' !1.Yi == Yi+l - Yi 
- приращения координат. Очевидно, имеем 

!1.у i == ь.х i tga i 
или, так как tg ai == f (Xi' У), то 

Кроме того, Yi+l == Yi + !1.Yi· 
По этим расчетным формулам, задавая 

значения Х l' Х2' .. . , можно последовательно 
определять Yl' У2' '" . На практике точки 
значений Xi обычно берут равноотстоящи­
ми, считая !lXi = h = const (шаг процесса). 

у 

Thw O �  

!1.Yi == hf(Xi' Yi)' 
Х, 

Рис. 6 

15 
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Недостаток этого метода вычисления - систематическое накопле· 
ние ошибок и вследствие этого - малая точность. 

Пример. Для уравнения 
у' = х+у 

найти у (2), если у (1) = 1. 

Р е ш  е н и е. Положим h = О, 1. Результаты вычислений с точностью 
до 0,001 данЬ1 в таблице. 

у 

о 

15 

i Xi Yi .1Yi 
О 1 1 0,2 
1 1,1 1,2 0,23 
2 1,2 1.43 0,263 
3 1,3 1,693 0,299 
4 1.4 1,992 0,339 
5 1,5 2,331 0,383 
6 1,6 2,714 0.431 
7 1,7 3,145 0,485 
8 1,8 3,630 0,543 
9 1,9 4,173 0,607 

10 2 4.780 

Для сравнения приводим точнЬ1Й ответ: у (2) = 5,155. 
Упражнение. Методом Эйлера найти у (1), если 

у' = 
- 1: Х 

и у(О) = 2. 

Улучшенный метод ломаных. Пусть 

Положим 

Mj ------'------
I 
I 
J Yi Yi+t : Yi+l 

Х, 

I 
J 

Рис.7 

tlXi = 11 И ti = t (Xi' у). 

и 

b.Yj В таком случае принимают 

у i + 1 = У i + ду i' 

где tlYi = hti+l' 
2 

Уточнение здесь состоит в том, что в не-
которой мере учитываются последующие 
значения направления поля (рис. 7). 
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Пример. Найти у (1), если 

у'= у - 2х. у(О) = 1. у 
Р е ш е н и е. Примем h = 0,2. Результаты вычислений даются в таб­

лице ниже. 

i Х; У; 11/; \+1 
2 

Y;+l 
2 

!1у; 
О 0.0 1.0 0,2 0.1 1.1 0,184 
1 0,2 1.184 0,169 0,3 1,268 0.159 
2 0,4 1.343 0,149 0,5 1,417 0,142 
3 0,6 1,485 

I 
0,135 0,7 1,553 0,130 

4 0.8 1,615 0,124 I 0.9 1,678 0.121 
5 1,0 1,736 

Точное решение задачи есть У == .J2x + 1; отсюда при х = 1 получаем 
у = .J3 = 1,732. 

§ 4. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 
Для дифференциального уравнения l-ro порядка (2.2) 

у' == {(х, у) 

задача Коши формулируется так: найти решение у = У (х) данного 
уравнения (2. 2), удовлетворяющее заданному начальному условию 

у(хо) = Уо· 
Геометрически это равносильно следующему: найти интегральную 

кривую дифференциального уравнения (2.2), проходящую через дан­
ную точку Мо(Хо, Уо). 

Естественно возникает вопрос: при каких условиях задача Коши 
имеет решение и будет ли это решение единственным? Приведем без 
доказательства теорему существования и единственности решения, 
дающую ответ на поставленный вопрос. 

т е о р е м а. Если в некоторой окрестности точки Мо(Хо. Уо) 

Ix-xol<a, IY-УОI<ь 
выполнены следующие условия: 

1) функция {(х, У) непрерывна по совокупности переменных х и у; 
2) производная f; (х, у) ограничена, 

то существует решение у = у(х) дифференциального уравнения (2.2), 
определенное на некотором отрезке 

'Х -Хоl � h, 

17 
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и удовлетворяющее начальному условию У(хо ) = у о , причем такое ре­
шение единственно. 

Из сформулированной выше теоремы вовсе не следует, что соот­
ветствующее частное решение фактически может быть найдено с по­
мощью конечного числа математических операций. Это удается сде­
лать лишь в редких случаях. В следующих параграфах мы рассмотрим 
ряд таких интегрируемых случаев. 

§ 5. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 

Дифференциальное уравнение первого порядка, допускающее при­
ведение к виду 

X(x)Y(y)dx + Х1 (Х)У1 (y)dy = О, (2.4) 

где Х(х), Х1 (х) - известные функции лишь переменной х, а У(у), 
У I (у) - известные функции лишь переменной у, называется уравне­
нием с разделяющимися переменными. 

Для решения этого уравнения нужно произвести разделение пере­
менных, т. е. преобразовать уравнение (2.4) Tak, чтобы при dx стоял 
бы множитель, зависящий только от х, а при dy стоял бы множитель, 
зависящий только от у. Для этого, очевидно, достаточно обе части 
уравнения (2.4) разделить на произведение Х1 (х)У(у ), после чего бу­
дем иметь 

Х(х) r;(y) 
X1(x)dx + Y(y)dy =O. 

Рассматривая для определенности в последнем равенстве у как 
функцию переменной х, получим [ Х(Х) r;(y). 'J d - О X1 (х) + У(у) У х - . 

Отсюда, интегрируя по х, будем иметь f[ Х(Х) + r;(y). 'JdX = С X1(X) У(у) У 
или 

где С - произвольная постоянная·. 

(2.5) 

* Здесь, как и во многих местах в дальнейшем, под неопределенными интегралами 
понимаются некоторые первообразные функции. 

18 
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Кроме решении, даваемых формулой (2.5), уравнение (2А) допус­
кает решения, обращающие в нуль произведение Х\ (х) У(у), т. е. явля­
ющиеся корнями уравнений Х\(х) = о, или У(у) = о. в самом деле, 
пусть х = а, где Х\ (а) = О, тогда dx = О. Подставляя эту функцию в 
уравнение (2.4), получим 

Х(а)У(у)'О + X\(a)Y\(y)dy == О, 

т. е. х = а - есть решение уравнения (2.4). Аналогично можно пока­
зать, что функция у = Ь, где У(Ь) = О, является также решением урав­
нения (2.4). Геометрически эти решения, если они существуют, пред­
ставляют собой прямые, параллельные осям координат. 

Пример. Пусть 

x dy-уdх=О. 

Р еш е н и е. Разделяя переменные, получим 

dy = dx 
У х 

Интегрируя обе части последнего равенства, будем иметь 

lnlyl = lnlxl + lnC\, 

где С \ - положительная постоянная. Отсюда 

lyl = C\lxl 
или 

у= Сх, 

(2.6) 

(2.7) 
где С = ±С\ - произвольная постоянная, которая может принимать 
как положительные, так и отрицательные значения. 

Решениями данного дифференциального уравнения являются так­
же функции 

х= О иу=О. 
Кстати сказать, последнее решение получается из общего решения 
(2.7) при С = О. Геометрически совокупность решений уравнения 
(2. 6) представляет собой пучок прямых линий, проходящих через на­
чало координат (см. рис. З). 

Задания для самостоятельного решения 

•. sinx·dy= ycosx·dx. 
2. ( 1  + у2) dx = ( 1  + х2) dy. 
3. у' = еХ+У

. 

4. Найти интегральную кривую уравнения у' = ГУ, проходящую 

через точку М(2, О). 

19 



 

                            20 / 28

§ б. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Как известно, функция [(х, у) называется однородной uзмеренuя 

а, если при любом значении t выполнено тождество 

в частности, многочлен 

Р(х, у) = ICiixi yi 
i, i 

(2.8) 

представляет собой однородную функцию n-го измерения, если все 
члены его имеют одно и то же измерение, равное n, т. е. если 

i + j= n. 

О п  р е Д е л е н и е. Дифференциальное уравнение первого порядка 

Р(х, y)dx + Q(x, у) dy = О (2.9) 

называется однородным, если коэффициенты Р(х, у) и Q(x, у) при 
дифференциалах переменных х и у - суть однородные функции одно­
го и того же измерения. 

Пусть общее измерение однородности функций Р(х, у) и Q(x, у) 
равно а. Используя основное тождество (2.8), принимая t = х, будем 
иметь 

и 

Р(х, у) = Р(х ·1, х!) = ха P(l, f) х х 

Q(x, у) = Q(x '}, х l) = ха Q(l, Ч. 
х х 

Подставляя эти выражения в уравнение (2.8), после сокращения на 
ха. получим 

или 

P(l, l)dx + Q(I, f)dy = О х х 

dy (У )  
dx = t -; , (2.1 О) 

PO,�) 
где t(f) = ___ х_ - однородная функция О-го измерения. Таким об-

х Q(J,�) 
разом, всякое однородное уравнение (2.9) может быть приведено к 
нормальной форме (2.10). 
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Для нахождения общего интеграла уравнения (2.l0) положим 

отсюда 

и, следовательно, 

у -==u 
х ' 

у= хu 

dy du -- == х- + u. dx dx 

(2.11) 

(2.l2) 

Делая соответствующую подстановку, получим уравнение с разде­
ляющимися переменными 

x�� = [(и) - u. 

Разделяя переменные, будем иметь 

�_dx 
!(и)-и - х ' 

Интегрируя почленно последнее равенство, получим общий интег­
рал 

f 
!(�)-и == InlCxl, (2.13) 

где u = !L, а произвольная постоянная взята в логарифмическом виде. 
х 

Из формулы (2.13) BblTeKaeT, что общий интеграл однородного уравнения (2.10) 
геометрически представляет собой семейство подобных кривых с центром подобия 
в начале координат. В сэмом деле, рассмотрим интегральную кривую 

f-f( dU)1 = InlXll, (2.14) 
иl --иl 

соответствующую С = 1. Производя В уравнении (2.14) преобразование подобия 

Хl = Сх, Уl = Су 
и УЧИТblвая при этом, что 

и l = .!!.L = Jt = и, 
ХI Х 

получим, очевидно, произвольную кривую семейства 
(2.13). 

Поэтому, чтобы построить поле интеграЛЬНblХ кри­
вых однородного уравнения, достаточно нарисовать 
одну интегральную кривую, соответствующую С = 1. 
а затем подобно преобразовать ее в соответствующем 
отношении (рис. 8). 

При решении уравнения (2.10) нам при­
шлось делить на выражение f(u) - и. Поэто­
му интегральными кривыми этого уравнения Рис. 8 

х 
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будут также прямые у = kx, угловой коэффициент которых удовлетво­
ряет уравнению f(k) - k = О. Кроме того, уравнение (2.9) может иметь 
еще решение х = О. 

3 а м е ч а н и е. Для решения однородного уравнения (2.9) мы пред­
варительно приводили его к нормальному виду (2.10). На практике в 
этом нет необходимости, можно сразу пользоваться подстановкой 
у=хи. 

Пример. Решить уравнение 

(х + y)dx + (х - y)dy= О. (2.15 ) 

Р е ш  е н и е. Уравнение однородно, так как, очевидно, Р=х+ у и Q 
= х - у - однородные функции 1-го измерения. Используя замеча­
ние, полагаем 

у=хи и dy=xdu+udx. 
Отсюда 

(х + xu)dx + (х - xu)(xdu + udx) = О 

или после очевидных сокращений 

(1 - u)xdu + (1 + 2и - u2)dx = О. 

Разделив переменные и интегрируя последовательно, будем иметь 

(l-u)du + dx = О 1+2u-u2 Х 

и 

Отсюда 

или 

f I-u du + f dx = С. 1+2u-u2 х 

�lnll+2u-U21 + lnlxl= lnC 

где С! = ±С2 . Подставляя вместо и его значение, получим общий ин­
теграл 

(2.16) 

Так как в процессе решения нам приходилось делить на выражение 
1 + 2и- и2, то решениями уравнения (2.15) будут также прямые y=kx, 
где 1 + 2k - k2 = О. в данном случае эти решения получаются из форму­
лы(2.16)при С! =0. 
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Геометрически общий интеграл (2. 1 б) 
представляет собой семейство гипербол, 
включая их две асимптоты у = (l ±J'i)x 
(рис. 9) . 

Задания для самостоятельного 
решения 

1. (х2 + y2)dx - xydy = О. 

2. xdx - (у + �x 2  + у2 )dy = О. 

3 ' у I у . у = -; п-;. 

§ 7. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рис. 9 

О п Р е Д е л е н и е. Дифференциальное уравнение l-го порядка на­
зывается линейным, если оно первой степени относительно неизвест­
ной функции у и ее производной у' (или дифференциала dy) и не со­
держит произведения этих величин. В общем случае линейное 
уравнение имеет вид 

а(х)у' + Р(х)у + у(х) = О, (2.17) 

где коэффициенты а(х), Р(х), у(х) - данные непрерывные функции в 
некотором промежутке а < х < Ь. 

Предполагая, что a(x):f:. О, и вводя обозначения 

( ) �(x) ( ) у(х) р х == а(х)' q х = - а(х)' 

уравнение (2.17) можно привести к нормальному виду 

у' + р(х)у = q(x), (2.18 ) 

где функции р(х) и q(x) определены и непрерывны в интервале 
а < х <Ь. 

Если q(x)=O, то линейное уравнение (2.18) называется однород­
ным; в противном случае - неоднородным. 

1. Однородное линейное уравнение. Рассмотрим однородное 
линейное уравнение 

у' + р(х)у = О (2.19) 
или 

�: = -р(х)у. 
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Очевидно, в этом уравнении можно разделить переменные. Пред­
полагая у ;1:. О, будем иметь 

dy = _ p(x)dx. у 

Интегрируя последнее равенство, получим 

fd: = -fр(х)dХ 

или 
!п Iyl = -f p(x)dx + !пС1 , (2.20) 

где С 1 - положительная произвольная постоянная. Потенцируя ра­
венство (2.20), находим 

или 

(2.21) 

где С = ±С1 - произвольная постоянная, которая может принимать 
как положительные, так и отрицательные значения. Заметим, что при 
С = О получается решение у = о уравнения (2.19); поэтому с может 
принимать любое действительное значение и формула (2.21) дает об­
щее решение этого уравнения. 

Обозначая через 

у, = с, e-jР(х)dХ 

решение уравнения (2. 19), соответствующее С = 1, из формулы (2.2 1) будем иметь 

у=Су,. 
Следовательно, чтобы построить поле интегральных кривых уравнения (2. 19), 

достаточно нарисовать график функции 

у,=у,(х) (а<х<Ь), 
а затем ординаты его изменить в соответствующем отношении (рис. 10). 

у 

о 

24 

а Ь 
Рис. 10 
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2. Неоднородное линейное уравнение. Рассмотрим неодно­
родное линейное уравнение 

у' + р(х)у = q(x). (2.23) 

Будем искать решение этого уравнения в форме 

(2.24) 

где С(х ) - новая неизвестная функция и у, = у, (х ) - некоторое не­
нулевое решение соответствующего однородного уравнения 

у\ +р(х)у, = 0. 
Используя формулу (2.21 ), можно положить 

у, = e-jр(х)dХ. 

(2.25) 

(2.26) 

Заметим, что если в формуле (2.24) С считать постоянной, то эта 
формула дает общее решение линейного однородного уравнения 
(2.25). Мы же предполагаем, что С = С(х) - есть некоторая функция 
переменной х ,  т. е. варьируем эту постоянную и тем самым добиваем­
ся, чтобы функция У удовлетворяла неоднородному уравнению (2.23). 
Поэтому этот метод называется «методом вариации произвольной 
постоянной>} . 

Подставляя выражение (2.24) для у в исходное дифференциальное 
уравнение (2.23), будем иметь 

С'(х)у, + С(х)у! + р(х)С(х)у, = q(x) 

или 

С'(х)у, + С(х)[у! + р(х) у, ) = q(x). (2.27) 
в силу формулы (2. 25) коэффициент при С(х) в последнем уравнении 

равен о. Поэтому это уравнение принимает вид 

отсюда 

и, следовательно, 

С'(х)у, = q(x), 

С'(х) = q(x) у, 

С(х) = С, + f q(x) dx, у, 
где С1 - произвольная постоянная. 

(2.28) 
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На основании формулы (2.24) получаем, что общее решение неодно­
родного линейного уравнения (2.23) имеет вид 

[ f q(x) ] у = у, С, + �dx (2.29) 

или, подставляя сюда выражение (2.26) для у" окончательно будем 
иметь 

(2.30) 

Таким образом, чтобы решить неоднородное линейное уравнение 
(2.23), нужно сначала найти общее решение соответствующего одно­
родного линейного уравнения (2.25), а затем входящую в него произ­
вольную постоянную, положить некоторой функцией от х, которую 
следует подобрать так, чтобы было удовлетворено неоднородное 
уравнение. 

Из формулы (2.29) CJ1едует, что 

(2.31) 
где У = У(х) - некоторое частное решение неоднородного уравнения (2.23) (полу­
чается при С1 = О), т. е. у является линейной функцией произвольной постоянной С1• 
Поэтому построение поля интегральных кривых неоднородного линейного уравне­
ния будет такое же, как и в однородном случае, с той лишь разницей, что роль нуле­
вой линии отсчета будет играть график функции у = У(х) (рис. 11). 

о 

I 

CI=I � 
с=о: �y I � j 

I I CI=-l � 
I I 
I I 

а ь 

Рис. Н 

х 

Из способа построения следует, что через каждую точку Мо(Хо, Уо) полосы 
{а < х < Ь, - 00 < у < +<>о} проходит одна и только одна интегральная кривая. 

3 а м е ч а н и е. На практике метод вариации произвольной постоянной можно 
применять сразу для линейного уравнения (2.17). 
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Пример. Решить уравнение 

О+х2)у'+ху=l. 
Ре ш е н и е. Рассмотрим сначала однородное уравнение 

О+х2)у'+ху=О 
или 

(l+X2) �t +ху=о. 
Разделяя переменные, будем иметь 

отсюда 

то есть 

dy xdx 
у = -1+x2' 

fdY = -f xdx 
У l+x2' 

lnlyl = -i lпО+х2) + lпС, 

(2.32) 

где С - положительная произвольная постоянная. Потенцируя по-
следнее равенство, получим 

у __ 
С _ - �' (2.33) 

где 
С=±С. 

Согласно нашему методу в формуле (2.33) положим С = С(х) и бу­
дем искать решение данного неоднородного уравнения (2.32) в виде 

С(х) у = 
�I +х2' 

Подставляя это выражение в уравнение (2. 32), получим 

или 

�I +х2С,(х) _ xC(� 
(1 2) �1+x2 хС(х) +х . + =1 1+х2 � 

.JI;;2 С'(х) = 1. 

(2.34) 

Заметим, что члены, содержащие С(х), обязательно должны сокра­
титься. Это служит контролем правильности выкладок. 

Из последнего уравнения получаем 

с,(х)=_I-� 
21 
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И,следовательно, 

С(х) =J� dx 2 = !п(х + .JI+;2) + С!, l+х 
где С! - произвольная постоянная. 

На основании формулы (2.34) окончательно имеем 

у = �1�x2 [С! + !п(х + .JI+;2)]. 
3 а м е ч а н и е. Из формулы (2.24) вытекает, что общий интеграл 

линейного неоднородного уравнения (2.23) можно искать в виде про­
изведения двух функций 

y=uv, 

где одну из них, например функцию v, следует подобрать так, чтобы 
обратился в нуль коэффициент при другой функции, в данном случае 
при и, в преобразованном уравнении (сравни формулу (2.27) 1) . Не 
проделывая выкладок в общем виде, ограничимся рассмотрением при­
мера. 

Пример. Решить уравнение 

(x+y)y'=l. 

Реш е н и е. По форме это уравнение не является линейным, так 
как оно содержит произведение искомой функции у и ее производной. 
Однако, если рассматривать х как функцию от у, то, учитывая, что 

, ! У =-;;, 

будем иметь линейное уравнение 

Положим 

И,следовательно, 

х' = х+у. 
x=uv 

dx = v du + u dv dy dy dy' 
Подставляя эти значения в уравнение (2.35), получим 

v du + u dv = uv + у dy dy 
или 

28 

v du + (dV - v) u = у. dy dy 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 
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Выберем функцию v:;tO так, чтобы обратился в нуль коэффициент 
при и; это дает 

отсюда 

и, следовательно, 

то есть 

dv _ v = О' 
dy , 

sk = dy v 

Inlvl = ylnC, 

v = СеУ, 
где С = ±С - произвольная постоянная. Так как нам требуется лишь 
одна конкретная функция v, то можно положить С = 1, и поэтому 

v = еУ. 
Подставив это выражение в формлу (2.37), получим 

отсюда 

и, следовательно, 

еУ du = у dy , 

и = jye-Ydy = - уе-У - е-У + С!, 

где С! - произвольная постоянная. 

(2.38) 

(2.39) 

Таким образом, на основании формул (2.36), (2.38) и (2.39) общее 
решение данного уравнения имеет вид 

х = CjeY - (у + О. 

Задания для самостоятельного решения. 

1. ху' + 2у = х2. 
2. (х3 + y)dx- xdy= О. 
3. (х+у2 )у' = 1. 
4. Сила тока 1 в электрической цепи с омическим сопротивлением 

R и коэффициентом самоиндукции L удовлетворяет дифференциаль· 
ному уравнению 

L �: +Ш = V, 
где V - напряжение тока. Найти силу тока через t секунд после вклю­
чения, если V - постоянно и 1 = 10 при t = О. 
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§ 8. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 
к линейным уравнениям легко сводятся уравнения Бернуллu 

у' + р(х)у = Q(x)ya, (2.40) 

где р(х) и q(x) - данные непрерывные функции; а - любое действи­
тельное число. 

Если а = 1, то уравнение Бернулли (2.40) является линейным одно­
родным и легко интегрируется. 

При а * 1, деля обе части уравнения (2.40) на уа, будем иметь 

Положим 

у-ау' + p(x)yl-a = q(x). (2.41) 

yl-a = г, (2.42) 

тогда 

и, следовательно, 
-(1. ( _ � 

У Y- 1-a· (2.43 ) 

Подставляя выражения (2.42) и (2.43) в уравнение (2.41), получим 
линейное уравнение относительно г: 

l�� + р(х)г = q(x). 

Найдя отсюда г, из формулы (2.42) определяем у. 
Отметим также, что приа > Оуравнение (2.40) имеет очевидное ре­

шение у= О. 
3 а м е ч а н и е. Так как уравнение Бернулли (2.40) преобразуется в 

линейное, то для его решения можно сразу использовать способы ре­
шения линейного уравнения, т. е. метод вариации произвольной по­
стоянной или подстановку У = ии. 

Пример. Решить дифференциальное уравнение 

ху'+у=х2у2. 

Р е ш  е н и е. Очевидно, это уравнение Бернулли. Разделив обе час­
ти уравнения на у2, будем иметь 

xL + 1 = х2 
у2 у 

30 



 

                             3 / 28

Полагая 
1 у' , -= z и -2= г, у у 

получим линейное уравнение 
-хг'+г = х2 . (2.44) 

Согласно методу вариации произвольной постоянной решаем сна­
чала однородное уравнение 

-x�� + z = О. 
Разделяя переменные, имеем 

dz = dx 
z х 

После интегрирования получим 

Inlzl = Inlxl + InC 
или 

г= Сх, (2.45) 

где С = ±С. Как обычно, будем считать, что С = С(х) есть некоторая 
функция х. Подставляя выражение для z в уравнение (2.44), находим 

-х(хС' + С) + Сх = х2 
или 

с' = -1. 
Поэтому 

С = -х + C1, 
где С1 - произвольная постоянная. Далее, из формулы (2.45) полу­
чаем 

Z = -X2+C1X. 
Так как z = .1, то окончательно имеем у 

у - 1 
- cjx-x2' 

Кроме того, наше уравнение имеет еще решение у = О, формально 
соответствующее значению С1 = 00 . 

Задания для самостоятельного решения 
1. у2 у'_ ху3 = х3 . 
2. ху' - у = х2гУ. 
3. (ху + х2у3)у' = 1. 
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§ 9. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХДИФФЕРЕНЦИАЛдХ 

Пусть левая часть дифференциального уравнения 

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = о (2.46) 

является полным дифференциалом не которой функции z = г(х, у), т. е. 

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = dz. (2.47) 

Как известно, необходимым и достаточным условием этого служит 
выполнение тождества 

дР _ дQ 
ду = 

Тх· (2.48) 

в этом случае уравнение (2.46) называется уравнением в полных 
дифференциалах и решается весьма просто. А именно: в точках интег­
ральной кривой одну из переменных х и у можно рассматривать как 
функцию другой'. Предполагая для определенности, что у есть функ­
ция от х, уравнение (2.46), в силу формулы (2.47), можно записать в 
виде равенства 

dz(x, у) = О, 
где г(х, у) - рассматривается как сложная функция от х, или 

;хг(х,у)=О. 
Отсюда получаем общий интеграл уравнения (2.46) 

г(х, у) = С, 

где С - произвольная постоянная. 

(2.49) 

Геометрически общий интеграл (2.49) представляет собой семей­
ство линий уровня поверхности z = г(х, у). 

Если выполнено условие полного дифференциала (2.48), то для на­
хождения функции z можно поступить следующим образом: из урав­
нения (2.47) имеем 

�� = Р(х, у), �: = Q(x, у). (2.50) 

Отсюда, интегрируя первое равенство формулы (2.50), получим 

z = J Р(х, y)dx + <р(у), (2.51) 

где <р(у) - некоторая функция от у. 
* Исключение составляют лишь точки (х, у), где выполнено условиеР(х, у)= 

= Q(x, у)= о. Такие точки называются особыми для дифференциального уравне­
ния (2.46) (подробнее см. § 16). 
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Используя второе равенство формулы (2.50), будем иметь 

<р'(у) = Q(x, у) - ;у} р(х, y)dx == R(x, у). 

При наличии равенства (2. 48) функция R(x, у) не зависит от х, так 
как 

aR = aQ -l...[l...fp(x Y)dX] = ах ах ах ау , 

= dQ _ l...[l...fp(x Y)dX] = aQ _ аР == о. ах ау ах ' ах ау 

Поэтому R(x, у) == R(y). Последнее обстоятеJIЬСТВО может служить 
контролем правильности выкладок. Следовательно, 

и 
<р'(у) = R(y) 

<р(у) = f R(y)dy + С,. 

Из формулы (2.51) окончательно имеем 

z = fP(x,y)dx + fR(y)dy + С,. 

в последней формуле произвольная постоянная С, может быть 
пропущена, так как для получения общего интеграла (2.49) нам нуж­
на хотя бы одна функция z, удовлетворяющая уравнению (2.47). 

Пример. Решить уравнение 

(2х - y)dx - (х - 2y)dy = о. 
Р е ш  е н и е. Здесь 

причем 

р = 2х - у' Q = -(х - 2у), 

аР 
_ aQ - -1 ау - ах -

(2.52) 

и, следовательно, левая часть уравнения (2.52) является полным диф­
ференциалом некоторой функции z, т. е. 

(2х - y)dx - (х - 2y)dy = dz. 

На основании последней формулы имеем 

�� = 2х - у' �; = -(х - 2у). (2.53) 
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Интегрируя первое из равенств (2.53), находим 

z = J (2х - y)dx + q>(y) = х2 - ху + q>(y). 

Используя второе из равенств (2.53), будем иметь 

�� = -(х - 2у) = -х + q>'(y). 

Отсюда находим 

и 

q>'(y) = 2у 

Следовательно, 

z = х2 -ху + у2 + С 1. 
Полагая у = у(х), уравнение (2.52) можно записать в виде 

dz(x, у) = о. 
Отсюда, приняв для простоты С 1 = О, получаем общий интеграл это­

го уравнения 

(2.54) 
где С - произвольная постоянная. 

Геометрически общий интеграл (2.54) есть семейство линий уровня 
эллиптического параболоида z = х2 -ху + у2 (рис. 12). 

z 

Рис. 12 

3 а м е ч а н и е. На практике уравнение в полных дифференциалах 
часто встречается в виде 

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = Р1(х, y)dx + Ql(X, y)dy, 
где Р(х, у), Q(x, у), Р1(х, у) и Ql(X, у) - заданные функции. 
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Если Р(х, у)dх + Q(x, y)dy = dz(x, y) и p\(x, y)dx + Q\(x, y)dy= 
= dz\(x, у), то общий интеграл этого уравнения имеет вид 

г(х, у) = г\(х, у) + С. 

Функции г(х, у) и г\ (х, у) находятся способом, указанным выше. 

Задания для самостоятельного решения 
1. (х2 - 2xy)dx - (х2 + y4)dy = О. 

§ 10. ПОНЯТИЕ ОБ ИНТЕГРИРУЮЩЕМ МНОЖИТЕЛЕ 

О п  Р е Д е л е н и е. Интегрирующим множителем дифференциаль-
ного уравнения 

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = О (2.55) 

называется не равная нулю функция Il(X, у) ,  после умножения на ко­
торую левая часть уравнения обращается в полный дифференциал, 
то есть 

j..L[P(x, y)dx+Q(x, y)dy] = dz, (2.56) 

где z = х(х, у) - некоторая функция переменных х и у. 
Используя условие полного дифференциала, получим, что функция 

Il удовлетворяет уравнению с частными производными 

(J(/1Q) _ д(/1Р) 
дх - ду ' 

Если для уравнения (2.55) интегрирующий множитель найден, то, 
считая для определенности у = у(х) искомой функцией, получим, что 
это уравнение эквивалентно уравнению 

dd� г(х, у) = о 
и, 'следовательно, общий интеграл его есть 

г(х, у) = С, 

где функция г= г(х, у) может быть легко определена (см. § 9). Однако 
в общем случае отыскивание интегрирующего множителя есть задача 
столь же трудная, как и решение самого дифференциального уравне­
ния (2.55). Поэтому метод интегрирующего множителя не имеет 
большого практического значения. 
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3 а м е ч а н и е. Если дифференциальное уравнение задано в виде 

Р(х, y)dx + Q(x, y)dy = Р1 (х, y)dx + QI (х, y)dy, 

то, найдя общий интегрирующий множитель � = �(x, у) для левой и 
правой части этого уравнения, т. е. считая Jl функцией, удовлетворяю­
щей условиям 

�[P(x, y)dx + Q(x, y)dy] = dz 
и 

Jl[P1 (х, y)dx + QI (х, y)dy] = dzl, 

где z = z(x, у) и ZI(X, у) - некоторые известные функции, для общего 
интеграла этого уравнения будем иметь следующее выражение: 

Z(X, у) = ZI (x, у) + С, 

где С - произвольная постоянная. 

§ 11. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим линейное уравнение 

у' + р(х) у = q(x) 
или 

dy + р(х)у dx = q(x)dx. (2.57) 

Общим интегрирующим множителем для левой и правой части 
уравнения, как легко непосредственно проверить, является функция 

Jl = efp(X)dX. 

в самом деле, умножая уравнение (2.57) на Jl, очевидно, имеем 

efp(x)dXdy + p(x)efp(X)dx ydx = q(x)efp(X)dX dx; 

отсюда 

Следовательно, 

yefp(x)dx = с + f q(x)efp(x)dxdx, 

где С - произвольная постоянная. Это наиболее практичный способ 
решения линейного уравнения. 
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Пример. Решить уравнение 

у' - ау = [(х), 

где а - постоянная величина. 
Р е ш  е н и е. Здесь 

или 

Отсюда 

и 

Этой формулой мы воспользуемся в дальнейшем. 

§ 12. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ 

(2.58) 

(2.59) 

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае 
имеет вид 

р(х, у, у') = О, (2.60) 

где F - известная функция. Уравнение (2.60) может содержать у' в 

любой степени и даже под знаком трансцендентной функции. 
Рассмотрим сначала тот случай, когда уравнение (2.60) можно раз­

решить относительно у'. Предполагая, что число корней k конечно, 
мы получим k уравнений (k г 1) 

у' = МХ, у)' .. . , у' = fk(X' у). (2.6 1 ) 

Таким образом, здесь через каждую точку области С, в которой 
определены правые части уравнений (2.61), проходят, вообще говоря, 
k интегральных кривых. 

Если 

Ф,(х, у, С)= о, Ф2(Х' у, С) = о, ... 'Фk(Х' у, С) = о 
- общие интегралы уравнений (2.6 1 ), то общий интеграл уравнения 
(2.60) в области G может быть записан в следующем виде: 

ф,(Х,У, С)ХФ2(Х,У, С)х ... ХФk(Х' у, С) = о. 
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Пример. Решить дифференциальное уравнение 

у,2 
_ (х + у)у' + ху = о. (2.62) 

Р е ш  е н и е. Решая квадратное уравнение (2.62) относительно про­
изводнон у', получим 

у'=х, у'=у. 
Отсюда 

2 У = � + С и у = СеХ 

и, следовательно, общин интеграл уравнения (2.62) есть 
2 (у - Х2 - С)(у - СеХ) = о. 

Х 

Рис. 13 

(2.63) 

Геометрически общий интеграл (2.63) представляет собой сово­
купность семейств парабол и показательных кривых (рис. 13). 

§ 13. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ 

Иногда удается получить решение общего уравнения первого порядка 
(2.60), выражая переменные х и у как функции некоторого параметра р. 

38 
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Дифференцируя это уравнение по у и учитывая, что �: = ; , бу­

дем иметь 
1 д<р д<р dp 
Р = ду + др dy' 

Отсюда, рассматривая у как функцию параметра р, приходим к 
уравнению, разрешенному относительно производной от неизвест­
ной функции 

д<р р-dy др 
dp = l-р'!:Е.· 

ду 

Общее решение уравнения (2.66) имеет вид 

у = 0(р, С), 

(2.66) 

(2.67) 

где 0 - некоторая известная функция и С - проивольная постоян­
ная. Чтобы получить х, нужно последнее выражение подставить в 
формулу (2.65). 

Совокупность двух формул 

х = <р(0(р, С), р)} 
у = 0(р, С} 

(2.68) 

дает общий интеграл уравнения (2.64) в параметрической форме. При 
фиксированном С получается отдельная интегральная кривая, кото­
рую можно построить по точкам, давая р различные значения, причем 
в каждой точке этой кривой р равно угловому коэффициенту каса­
тельной. Исключая параметр р из системы (2.68), получим общий ин­
теграл уравнения (2.60) в обычном виде 

Ф(х, у, С) = о. 
в частном случае, если уравнение (2.64) явным образом не зависит 

от у, будем иметь 

х = <р(у'}. 

Полагая у' 
= �� = р, получим 

х = <р(р). (2.69) 

Очевидно, 

dy = pdx = p<p'(p)dp 
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и, следовательно, 

у = f p<p'(p)dp + С. 
Совокупность формул для х и у дает общий интеграл уравнения 

(2.69) в параметрическом виде. 

Пример. Решить уравнение 

у,2 _ х + у = О. (2.70) 

Р е ш  е н и е. Полагая у' = р и разрешая уравнение (2.70) относите­
льно х, будем иметь 

х = р2+у. 
Дифференцируя последнее уравнение по у, получим 

1 = 2р dp + 1. р dy 
Отсюда 

и, следовательно, 

= f2p2 d = 2fl-O-p2)d = у '-р р '-р р 

(2.71) 

= 2f!!L - 2fo + p)dp = -21nll -pl - (2.72) '-р 
- (2р + р 2) + С, 

где С - произвольная постоянная. 
Подставляя это выражение в формулу (2.70, будем иметь 

х = -2р - 2lnll-pl + С. (2.73) 

Совокупность формул (2.73) и (2.72) дает общий интеграл уравне­
ния (2.70) в параметрическом виде. Из формулы (2.71) можно выра­
зить р через х и у, а именно: 

р = ±�x -y. 

Подставляя это выражение в формулу (2.72), получим общий ин· 
теграл уравнения (2.70) в обычной форме. 
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с л у чай 2. Пусть уравнение 

Р(х, у, у') = о 

разреll!ИМО относительно у. В таком случае это уравнение можно за­
писать в виде 

у = 'I'(х, у'), 

где '1' - некоторая известная функция. 
Принимая за параметр р величину у' получим 

Дифференцируя уравнение (2.75) по х, имеем 

_ 
дljl + a1jl dP. Р 

- дх др dx' 

отсюда находим 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

Мы получили разрешенное относительно производной :х уравне­
ние для неизвестной функции х. Если это уравнение може� быть ре­
шено (например, если оно относится к одному из известных типов), то 
его общее решение записывается в виде 

х =8(р, С), (2.78) 

где 8 - некоторая известная функция и С - произвольная постоян­
ная. 

Подставляя последнее выражение в формулу (2.75), получим 

у = 'I'(8(р, С), р). (2.79) 

Совокупность формул (2.78) и (2.79) дает общий интеграл уравне­
ния (2.74) в пара метрическом виде. 

В частном случае, если уравнение (2.74) явным образом не зависит 
от х, будем иметь 

(2.80) 
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Полагая 

получим 

Очевидно, 

И,следовательно, 

, dy Р = У = dx' 

у = ",(р). 

dx = dy = 1jf'(p) dp Р Р 

Совокупность формул для х и у дает общий интеграл уравнения 
(2.80) в параметрическом виде. 

При нахождении общего интеграла уравнения (2.80) нам приходи­
лось некоторое выражение делить на р. Полагая р = о, получим оче­
видное решение у = ",(о), которое следует включить в состав общего 
интеграла (если ",(о) имеет смысл). 

Пример. Решить уравнение 

у=у'+у,2еУ'. 

Р е ш  е н и е. Полагая у' = р, получим 

у=р+р2еР. 
Отсюда 

И, следовательно, 

х = f; + f(p + 2)ePdp = Inlpl + (р+ОеР + С. 

(2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

Формулы (2.83) и (2.82) дают общий интеграл уравнения (2.81). 
Кроме того, на основе приведенных выше соображений общий интег­
рал нужно дополнить очевидным решением у = о. 

3 а м е ч а н и е. Таким образом, общим приемом решения диффе­
ренциальных уравнений (2.64), (2.74), разрешенных соответственно 
относительно переменных х и у, является дифференцирование по др у-
гой переменной. 

42 



 

                            15 / 28

§ 14. УРДВНЕНИЕЛДГРДНЖД 
О п  Р е Д е л е н и е. Уравнением Лагранжа называется дифферен­

циальное уравнение 1-го порядка, линейное (первой степени) относи­
тельно независимой переменной хи неизвестной функции у. Общий 
вид уравнения Лагранжа следующий: 

а(у')х + �(y')y + у(у') = О, (2. 84) 

где а (у'), � (у'), у (у') - некоторые известные функции от у' == ��. По­

лагая у' 
== р, будем иметь 

а(р)х + �(p)y + у(р) == О. (2. 85) 

Уравнение (2.85) легко может быть разрешено как относительно х, 
так и относительно у; поэтому для нахождения его общего интеграла, 
согласно предыдущему параграфу, можно использовать метод диффе­
ренцирования. 

Рассмотрим ряд случаев, которые могут представиться. 

С л у ч а й  1. Пусть � (р) 1. О. Разрешая уравнение (2.85) относите­
льно у, будем иметь 

у == <р(р)х + \jI(p), (2.86) 
где 

() а(р) () у(р) qJ р == - � (р ) ' \jI р == - � (р ) . 

Функции ЧJ(Р), \jI(p) предполагаются непрерывными и имеющими 
непрерывные производные ЧJ' (р) и \jf' (р). 

Дифференцируя уравнение (2.86) по переменной х и учитывая, что dy 
d� == р, получим 

р == ЧJ(Р) + [ЧJ'(р)х + \jf'(p)J �:. (2.87) 

Рассматривая х как функцию параметра р, уравнение (2.87) можно 
записать в следующем виде: 

[р - qJ(p)J�; == <р'(р )х + \jI'(p). (2.88) 

Отсюда легко усмотреть, что это уравнение является линейным от­
носительно переменной х. 

Если р - ЧJ(Р)� О, то общее решение уравнения (2.88) может быть 
найдено обычными методами и имеет вид 

х = �l(P) + C�2(P), (2.89) 
где � 1 (р), � 2 (р) - известные функции и С - произвольная постоян­
ная. 
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Подставляя выражение для х в уравнение (2.86) , получим 

у = 111 (р) + CТl2 (P), (2.90) 

где 111 (р) = <p(p)� 1 (р) + \jf(p) и 112 (р) = <p(p)� 2 (р). Совокупность фор­
мул (2.89) и (2.90) , вообще говоря, дает общий интеграл уравнения 
Лагранжа (2. 85) в параметрической форме. 

Если р - <р(р) == О, то решение уравнения (2. 88) получается без вся­
ких квадратур. Этот исключительный случай мы подробно рассмот­
рим в следующем параграфе. 

С л у ч а й  2. Пустьа(р) i О, �(p)=O. 
Уравнение (2.85) имеет вид 

а(р)х + у(р) = О 
или 

х = <р(р), 

(2.91 ) 

(2.92) 

где<р(р) = -��;�. Это уравнение было рассмотрено в § 13  (см. формулу 

2.69) . 
Так KaKdy = pdx = p<p'(p)dp, то 

У = f p<p'(p)dp + С. (2.93) 

Слу ч а й  3. Пустьа(р)=О, �(p)=O, у(р) i О. Уравнение (2.85) 
имеет вид 

у(р) = О. 
Пусть р = k - корень уравнения (2.94) , т. е. 

y(k) = О. 
dy 

Так как dx = k, то, интегрируя, будем иметь 

y=kx+ C, 

где С - произвольная постоянная. Отсюда 

k=JL�. х 

(2.94) 

(2.95) 

Подставляя последнее выражение в равенство (2.95) , получим об­
щий интеграл дифференциального уравнения (2.94) 
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Пример. Решить уравнение 

ху'3 - уу' - 1 = о. (2.96) 

Р е ш  е н и е. Полагая у' = р и разрешая уравнение (2.96) относите-
льно у, получим 

Дифференцируя по х последнее уравнение, будем иметь 

р = р2 + 2рх dp + J.. dP. 
dx р2 dx' 

отсюда 
dx 

= А + __ 1_ 
dp I-p рЗ(l_р)' 

(2. 97) 

(2.98) 

Применяя к линейному уравнению (2.98) метод вариации произ-
вольной постоянной, последовательно находим 

dx 2dp 
'7 = I-P 

и 

х - С 
- (l_р)2' (2.99) 

Варьируя произвольную постоянную С И подставляя выражение 

для х и :; в уравнение (2.98), будем иметь 

отсюда 

и 

_1_, dC + � = � + _1_. 
(l_р)2 dp (l_р)З и_р)2 р3О_р)' 

где С 1 - произвольная постоянная. Подставляя это выражение в фор­
мулы (2.99) и (2.97) , окончательно получим 
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§ 15. УРАВНЕНИЕ КЛЕРО 

Рассмотрим тот исключительный случай уравнения Лагранжа 

у = х<р(у') + 'I'(y'), (2.100) 

когда имеет место тождество 

<р(у') == у'. 

Этот частный вид уравнения 

у = ху' + 'I'(y') (2.101) 

носит название уравнения Клера. Вводя обычное обозначение у' = р, 
уравнение Клеро можно записать в виде 

(2.102) 

Относительно функции 'I'(p) мы будем предполагать, что она непре­
рывна вместе со своими производными 'I"(p) и '1''' (р). 

Для решения уравнения, как и в общем случае, применим метод 
дифференцирования. Дифференцируя обе части уравнение (2.102) по 
переменной х, получим 

Р = Р + х 
dp + ш'(р) dp . 
dx 't" dx' 

отсюда 

��[x + 'I"(p)] = О. (2.103) 

П риравнивая нулю первый множитель в формуле (2.103), получим 

dp = 0 dx 
И,следовательно, 

р=С, 

где С - произвольная постоянная. 
Из уравнения (2.102) находим общее решение уравнения Клеро 

у = Сх + 'I'(C), (2.104) 

геометрически представляющее собой семейство прямых линий. 
Приравняем теперь нулю второй множитель в формуле (2.103). Это 

дает нам уравнение не которой кривой (Г): 

(2.105) 

46 



 

                            19 / 28

Эта кривая является интегральной во всех точках, где 

так как 
'I'''(р) :;; О, 

dy -1jI'(р )-pljl"(p )+ 1jI'(p) 
dx == -1jI''(р) = р. 

Система уравнений (2.105) дает особое решенuе уравнения Клера 
(подрОбнее об особblХ решениях см. § 17). Так как через каждую точку 
(Х, у) кривой Г, отвечающую значению параметра р == у' 

== 
С, проходит 

также прямая (2.104) с угловым коэффициентом С, то кривая Г каса­
ется всех этих ПРЯМblХ. Следовательно, геометрически особое реше­
ние (2.105) представляет собой огибающую семейства прямых 
(2.104). 

Пример. Решить уравнение Клера 

у = xY' + a� (а >0). 

Р е ш  е н и е. Полагая у' == р, получим 

у == РХ + a�1 + р 2 . 

Дифференцируя последнее уравнение, будем иметь 

откуда находим 

dp ар dp 
р == Р + X-d + � 2 -d ' х l+p х 

dp ( ар ) 
dx х + �1+p2 == О. 

dp 
Если dx == 

О, то р = с и, следовательно, 

у = Сх + a�1 + с2 . 

(2. 1 06) 

(2.107) 

(2.108) 

Это общее решение, согласно общей теории, мь! могли написать 
сразу, заменив в уравнении (2.106) р на С. 

Приравнивая нулю второй множитель в формуле (2.107) и подстав­
ляя выражение для х в уравнение (2.105), получим особое решение 

(2.109) 
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Чтобы выяснить, что это за кривая, исключим пара метр р. Возво­
дя уравнение (2. 1 09) в квадрат и складывая, получим 

(2.110) 

Отсюда ясно, что это окружность с центром в начале координат, ра­
диуса а (точнее это верхняя часть окружности, так как из (2.109) сле­
дует, что у > О). Прямые (2. 1 08), очевидно, касаются этой окружно­
сти (рис. 1 4). 

Рис. 14 

В заштрихованной части рисунка дифференциальное уравнение не 
определено. 

Задания для самостоятельного решения 

1. у = ху' + cosy'. 3. 6ху,2 - 6уу' - 3у'З = 2. 
2. у = у'(х _ у' + у,2). 4. у = ху' + у,2. 

§ 16. ОСОБЫЕ ТОЧКИ 

Рассмотрим поле интегральных кривых дифференциального урав­
нения 

Р (х, y)dx + Q(x, у) dy = О, (2.111) 
заполняющее некоторую область G с границей Г (рис. 15). 

О п  р е Д е л е н и е. Точка М(х, у) области G называется обыкно­
венной для дифференциального уравнения (2.111), если через эту 
точку в некоторой ее окрестности и проходит одна и только одна ин­
тегральная кривая (рис. 15). Всякую точку N области а, не являющу­
юся обыкновенной, или принадлежащую границе Г области а, мы бу-
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дем называть особой для дифференциального уравнения (2. 111). 
Через особую точку или совсем не проходит ни одна интегральная 
кривая, или же проходит несколько интегральных кривых (возможно 
бесконечное множество). 

Рис. 15 

В частном случае, если дифференциальное уравнение имеет вид 

у' = { (х, у), (2.112) 

где функция {(х, у) определена в области G, то из теоремы существова­
ния и единственности решений (§ 4) получаем следующий результат: 
если в некоторой окрестности точки М области G правая часть {(х, у) 
уравнения (2.112) непрерывна и имеет ограниченную про из водную 
{� (х, у), то точка М заведомо обыкновенная для этого уравнения. 

Как следствие, имеем такое утверждение: внутренняя точка N об­
ласти G может быть особой для дифференциального уравнения 
(2.112) только в том случае, если 1) функция {(х, у) терпит разрыв в 
точке N, или в любой ее окрестности; или же 2) функция {(х. у) непре­
рывна в некоторой окрестности точки N, но ее производная {� (х. у) 

неограничена в любой окрестности этой точки'. 
Аналогичные формулировки получаются для уравнения вида 

х' = g(x, у). (2.113) 

Возвращаясь к уравнению (2.111), предположим, что функции 
Р(х, у) и Q(x, у) непрерывны вместе со своими частными производны­
ми первого порядка в области G. Если в не которой точке М(х, у) обла­
сти G выполнено условие Р(х, у) *' о или же Q(x, у) *' О, то уравнение 
(2.111) в окрестности этой точки может быть приведено к виду 
(2.112) (или, соответственно, к виду (2.113) и, следовательно, в на­
ших предположениях эта точка является обыкновенной). 

• Эти точки являются _подозрительными> в нашем смысле; чтобы разобраться в их 
природе, требуется дополнительное исследование. 

49 



 

                            22 / 28

Таким образом, особые точки дифференциального уравнения 
(2.111) удовлетворяют системе уравнений 

Р(х, у) = о, Q(x, у) = о. (2.114) 

При мер. Определить особые точки дифференциального уравнения 

2ydx - xdy = О. (2.115) 

Р е ш  е н и е. Очевидно, единственной особой 
точкой уравнения (2.115) может быть только 

х=О, у=О. 
Непосредственным интегрированием убеж­

С=О х даемся, что общее решение уравнения (2.1 15) 

у= Сх2 

Рис. 16 
и, следовательно, через точку 0(0, О) проходит 
бесчисленное множество интегральных кривых 

[(парабол) (рис. 16)]. Такая особая точка называется узлом. 
в случае, если дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

Р(х, у' у')=о, 
не разрешенный относительно производной у', то оно эквивалентно нескольким (до­
пустим k) уравнениям вида 

у'=Мх,у), . .
. , у'= !k(x, у)' 

определенных в некоторой области О. 
Следовательно, здесь, как правило, через каждую точку М (х, у) области G про­

ходит k интегральных кривых, имеющих, вообще говоря, различные направления. 
В этом случае точка N области G называется особой только тогда, когда по одному и 
тому же направлению проходит несколько интегральных кривых. 

Упражнение. Определить особые точки дифференциального 
уравнения 

I 2х-у-х2 
У = х-2у+ху' 

§ 17. ОСОБЫЕ РЕШЕНИЯ 

О п  р е Д е л е н и е. Решение дифференциального уравнения пер во-
го порядка 

Р(х,у, у') = о (2.116) 

называется особым, если в любой его точке нарушается свойство 
единственности, т. е. через каждую точку М(х, у) особого решения по 
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не которому допустимому направлению tga = у/, определяемому за­
данным дифференциальным уравнением (2. 1 1 6), проходит несколько 
интегральных кривых (рис. 1 7). 

Рис. 17 

Так как особое решение в каждой своей точке касается какой-то 
другой интегральной кривой, то геометрически оно представляет со­
бой огибающую некоторого семейства интегральных кривых. Обрат­
но, если мы имеем некоторое семейство интегральных кривых уравне­
ний ( 1 .1 1 6) 

'Р(х, у, С) = о, (2.117) 

то огибающая К этого семейства обязательно является особым реше­
нием. В самом деле, огибающая К является прежде всего интеграль­
ной кривой дифференциального уравнения (2. 1 1 6), так как в каждой 
своей точке М(х, у) она касается одной из интегральных кривых се­
мейства (2.1 1 7) и, следовательно, имеет с ней общее значение у/, 
удовлетворяющее дифференциальному уравнению (2. 1 1 6). Кроме 
того, в каждой точке огибающей, очевидно, нарушено свойство един­
ственности. 

Таким образом, разыскивание особых решений дифференциально­
го уравнения (2.116) сводится к нахождению огибающих некоторых 
семейств интегральных кривых этого уравнения. 

Пусть известен общий интеграл 

Ф(х, у, с)=о (2.1 1 8) 

дифференциального уравнения (2. 1 16). Как известно из курса мате­
матического анализа, огибающая семейства кривых (2. 1 1 8) удовлет­
воряет системе уравнений 

Ф(х, у, С)=О, ��=O (2.119) 
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и заведомо существует, если Ф� (х, у, C);t:O дЛЯ всех значений х, у, С, 

подчиненных условиям (2.119). Исключая из системы (2.119) пара­
метр С, получим уравнение некоторой линии 

(2. 1 20) 

носящей название С-дискриминантной кривой дифференциального 
уравнения (2.116). Это кривая, кроме огибающей, если последняя су­
ществует, может содержать еще геометрическое место особых точек 
интегральных кривых (точек возврата, двойных точек и т. п.). 
Поэтому, чтобы найти особое решение дифференциального уравне­
ния (2.116), нужно: 1 )  определить все однозначные ветки у = 'v (х), 
входящие в состав С-дискриминантной кривой; 2) среди них отобрать 
те, которые удовлетворяют заданному дифференциальному уравне­
нию (2.116), что можно обнаружить непосредственной проверкой. 
Кроме того, особыми решениями могут быть также участки гранич­
ной кривой Г области G задания дифференциального уравнения 
(2. 1 1 6). 

При м ер 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
2 

у'= уЗ. (2. 1 2 1 )  

Общий интеграл этого уравнения есть 

(Х - с )3 
у= 

-3
-

(2. 1 22) 

Составляя уравнение С-дискриминантной кривой, получим систему 

Рис. 18 
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у=( Х ; С )3
, С;с)2 =0. 

n 

Отсюда у = О. Непосредственно 
видно, что эта функция удов­
летворяет дифференциальному 
уравнению (2.121) и, следова­
тельно, является его особым ре­
шением. Геометрически кривая 
у = О (ось Ох) представляет со-х бой огибающую семейства куби­
ческих парабол (2. 122) (рис. 18). 
Заметим, что через каждую точку 
особого решения у = О проходит 
б е с к о н е ч н о е множество ин­
тегральных кривых; например, 
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через точку 0(0, О) проходят следующие интегральные кривые: а) 

прямая у = О; 6) кубическая парабола у == ( � )3; 8) составные кривые 

, 3 
mВАn, где у= ( Х ; Ь ) при -00 <х<-Ь, у = О при -Ь5,х-:::а, 

у == ( Х � а)3 при а < х < +00 , причем а> О и Ь > 0- произвольны, 

Пример 2. Пусть 

Тогда 

гУу' == ±1. 
Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл 

или 

3 З у2 == ±2(Х - С) 

уЗ == [ t(x - С) У 
С-дискриминантная кривая имеет вид 

уЗ == [ t(x - С) у. о == 3(х - С), 

откуда находим 
у=О. 

(2.123) 

(2.124) 

(2.125) 
Эта кривая, очевидно, не является интегральной (а следователь НО,не 
является особым решением) и представляет собой геометрическое 
место особых точек (точек возврата) парабол (2.124) (рис. 19). 

lj 

Х 

Рис. 19 
Укажем еще один метод разыскания особых решений. Пусть дифференциальное 

уравнение имеет вид 

р(х, lj, р) = О. (2.126) 
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гдер = у', причем Fy' Ff, - непрерывны. Предполагая, что уравнение (2.126) может 
быть разрешено относительно производной р, ПОЛУЧI1М одно или несколько уравне­
ний вида 

р=!(х, у)' 
где функция !(х, у) непрерывна в не которой области G. В силу теоремы существова­
ния и единственности решений (§ 4) в каждой точке области G, в которой существу­
ет непрерывная производная [у(Х, у), заведомо имеет место свойство единственно­
сти и, следовательно, эта точка не может принадлежать особому решению 
дифференциального уравнения (2.126). Таким образом, особое решение состоит 
только из тех точек, где производная [у(Х, у )или терпит разрыв, или не существует. 

Очевидно, 
F[x, у, !(х, у)] '" о. 

Дифференцируя последнее тождество по у, получим 

'др + 'др!,(х у)=О 'ду 
'др У

' 

, 
откуда 

'др 
/'( ) _ 'ду у Х, у --аг' 

'др 
(2.127) 

Если �: i' О, то производная [у(Х, у) непрерывна. Поэтому в точках особого реше-

ния должны быть выполнены соотношения 

F(x,y,p)=O, * =0. (2.128) 
Линия, определяемая уравнениями (2. 128) , называется р-дuскрultluнанmной 

кривоЙ. Исключая из системы (2.128) параметр р, получим уравнение р-дискрими­
нантной кривой в обычном виде 

(2.129) 
Из уравнений (2.128) видно, что особое решение представляет собой огибающую 

семейства кривых (2.126), где р играет роль параметра. 
В общем случае р-дискриминантная кривая (2.129) кроме особых решений может 

содержать геометрическое место особых точек интегральных кривых. Поэтому, отыс­
кивая особое решение, каждый раз нужно проверять, что функции у= IjI(X), определя­
емые уравнением (2.129), удовлетворяют данному дифференциальному уравнению 
(2.126). 

Пример. Пусть дано уравнение 

у2(! + у,2)= 1. 
Полагая у' = р, получим 

у2 (1 + р2) = 1. 
Отсюда уравнеНI1Я Р-Дl1скриминантной кривой есть 

у2 (1 + р2) = 1, 2у2р = О 
или 

а) у=О; б) у=±I. 
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Первая кривая (у = О) не является интегральной и представляет собой геометри­
ческое место особых точек (точек прикосновений) семейства интегральных кривых 

(х - С)2 + у2 = 1 (2.131) 
дифференциального уравнения (2.130) (рис. 20). Прямые у = ±! являются особыми 
решениями и представляют собой ветки огибающей семейства окружностей (2.131). 

у 

х 

Рис. 20 
Задания для самостоятельного решения 

Найти общие интегралы, особые решения дифференциальных 
уравнений и вычертить графики семейств решений: 

1. у,2 = у; 

2. у = ху' + ,L. 
у" 

3. у,2(2 - 3у)2 = 40- у). 

§ 18. СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Метод дифференциальных уравнений, основы которого были зало­
жены Ньютоном и Лейбницем, представляет собой один из наиболее 
плодотворных методов изучения действительного мира. Математики 
ХУII-ХУIII веков, периода создания высшей математики, не без осно­
вания считали, что «язык природы - есть язык дифференциальных 
уравнений». Действительно, дифференциальные уравнения являют­
ся математическим аппаратом, позволяюшим устанавливать законы 
протекания физических процессов на основании изучения скоростей 
изменения величин, характеризующих эти процессы. Исходными 
предпосылками при этом являются физические законы, получаемые 
в результате непосредственного изучения материальной действи­
тельности. 
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в ХУII-ХУIII веках при помощи дифференциальных уравнений 
были сформулированы и решены многочисленные задачи механики, 
физики, химии и т. п., недоступные прежним математическим средст­
вам. В частности, Ньютон решил знаменитую задачу о движении 
«двух тел� - солнца и планеты. В дальнейшем особое развитие полу­
чили дифференциальные уравнения в частных производных, к кото­
рым приводят многочисленные задачи по теории тепла, электричест­
ва, магнетизма, газовой динамики и других разделов естествознания. 

В конце прошлого столетия выдающийся русский ученый А. М. Ля­
пунов создал новое направление в теории дифференциальных уравне­
ний - «теорию устойчивости движения», имеющую первостепенное 
значение для вопросов техники. 

Большой вклад в теорию дифференциальных уравнений внесли 
также отечественные ученые: С. В. Ковалевская, В. А. Стеклов, 
С. Н. Бернштейн, С. А. Чаплыгин, Н. М. Крылов, И. Г. Петровский, 
С. Л. Соболев и др. 

Решение задачи прикладного характера обычно состоит из двух ча-
стей: 

1) составление дифференциального уравнения; 
2) решение этого уравнения. 
Приемы решений дифференциальных уравнений первого порядка 

были разобраны в предыдущих параграфах. Здесь мы займемся рас­
смотрением типичных геометрических и физических задач, приводя­
щих к дифференциальным уравнениям 1-го порядка. 

§ 19. ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА 

Составление дифференциальных уравнений 1-го порядка для задач 
геометрического характера основывается на том фундаментальном 
факте, что угловой коэффициент касательной МТ к данной кривой 
у= у (х) в ее точке М (Х, у) равен производной у'(рис. 21), т. е. tga= у'. 

х 

х 

Рис. 21 
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Отсюда получаем уравнение касательной мт 
у - у = у'(Х - х), 

где Х, У - текущие координаты точки касательной, и уравнение нор­
мали MN (перпендикуляра к касательной в точке касания) 

у -у = _..L(X - х) у' , 

где Х, у - соответственно, текущие координаты точки нормали. 
Из чертежа, учитывая, что РМ = у' получаем также формулы для 

длин отрезков (с учетом знаков) : подкасательной 5t = тр, поднор­
мали 5n = PN, длины отрезка касательной t = мт , длины отрезка 
нормали n = MN, а именно: 

5 у. 
t = у;' 5n = уу'; t = 1f,1�1 + у,2 ; 

n = IYI�l + у,2. (2.132) 

Задача. Найти кривую, для которой подкасательная в любой ее 
точке М(х, у) равна удвоенной абсциссе точки касания. 

Ре ш е н и е. На основании формулы для подкасательной имеем 
дифференциальное уравнение 

. Отсюда 

и, следовательно, 

J!.... = 2х у' . 

, у у = -2х 

у2= Сх, 
где С - произвольная постоянная. 

Таким образом, искомым свойством обладают параболы с верши­
ной в начале координат, осью симметрии которых является ось Ох. 

Заметим, что решенная нами задача имеет качественный характер 
и формулируется так: какова та кривая, которая обладает известным 
свойством. Ответом служит не число, а уравнение кривой, т. е. закон 
изменения ее ординаты в зависимости от изменения абсциссы. По 
уравнению мы узнаем также «имя') кривой. В этом состоит сущест­
венное отличие дифференциальных уравнений от алгебраических, 
где результат решения задачи представляет собой число. 

Таким образом, дифференциальные уравнения позволяют решать 
задачи не только количественного, но также и качественного характе­
ра, что значительно усиливает мощь математических методов. 
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Задача об ортогональных траекториях. Кривая у = у(х) назы­
вается ортогональной траекторией данного семейства кривых 

F (�, 11, С ) = о, (2.133) 

гдe �, 11 - текущие координаты и С - параметр, если в каждой своей точ­
ке М(х, у) эта кривая пересекает некоторую линию семейства (2.133) 
под прямым углом (рис. 22). 

Рис. 22 

Уравнение семейства кривых (2.133) 
удобно записать в дифференциальной 
форме. Дифференцируя уравнение 
(2.133), будем иметь 

дF дF dТ\ 
д� + дТ] d� = о. (2.134) 

ИСКJIючая из уравнений (2.133) и 
(2.134) параметр С, получим диффе­
ренциальное уравнение вида 

(2.135) 

которому удовлетворяет любая кривая данного семейства (2.133). 
Пусть через точку М(х, у) ортогональной траектории проходит 

одна из кривых семейства (2.133). В этой точке, очевидно, имеют мес­
то равенства 

�= х, 11 = у. 

Кроме того, в силу условия перпендикулярности касательных, 
имеем 

dТ\ 1 
d� = - dy' 

dx 
(2.136) 

Подставляя эти величины в уравнение (2.135), получим дифферен­
циальное уравнение 

(2.137) 

(здесь у' = ��), которому удовлетворяют координаты точек и направ­

ление ортогональной траектории. Интегрируя последнее уравнение, 
найдем все семейство ортогональных траекторий. 
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З а м е ч а н и е: Записывая дифференциальное уравнение кривых 
(2.135) в обычной форме 

Ф(х, у, у') = О, (2.138) 

мы на основании формулы (2.137) имеем следующее простое правило: 
чтобы получить дифференциальное уравнение ортогональных траекто­
рий данного семейства, нужно в дифференциальном уравнении семейст-
ва заменить у' на -�. у 

Пример. Найти ортогональные траектории семейства эллипсов 
(рис. 23) 

(2.139) 

Р е ш  е н и е. Дифференцируя уравнение (2.139), будем иметь 

2х + 4уу' = О, 

откуда 

2уу' + х = О. (2.140) 

Это и есть дифференциальное уравнение семейства эллипсов 
(2.139). Согласно замечанию, заменяя в уравнении (2.140) у' на -�, 

у 
получим дифференциальное уравнение ортогональных траекторий 

или 

, 2у У =-. х 

_ 2у + х = О 
у' 

(2.141) 

Интегрируя последнее уравнение, 
получим семейство ортогональных 
траекторий 

у = Сх2, 

представляющее собой семейство па­
рабол (рис. 23). 

у 

Рис. 23 

х 
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Задания для самостоятельного решения 

{. Найти кривую, проходящую через точку (О, 1), у которой подка­
сательная постоянна. 

2. Найти кривую, у которой поднормаль постоянна. 
3. Найти кривую, у которой касательная в любой ее точке образует 

постоянный угол а с радиусом-вектором этой точки. 
4. Найти кривую, для которой подкасательная равна среднему 

арифметическому координат точки касания . 
5. Найти кривую, у которой ордината точки касания есть среднее 

геометрическое ее абсциссы и отрезка, отсекаемого нормалью на оси 
Ох. 

6. Найти ортогональные траектории семейства гипербол 

ху=С. 

§ 20. ЗАДАЧИ ФИЗИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА 
При составлении дифференциального уравнения физической зада­

чи, обычно, используя известные физические законы, приходится на­
ходить соотношение между бесконечно малыми приращениями иско­
мых величин. 

Здесь имеет место nринциn отбрасывания бесконечно малых 
ВЫСLИих порядков. 

т е о р е м а. При составлении дифференциального уравнения пер­
вого порядка, связывающего некоторые переменные х и у, можно от­
кидывать бесконечно малые высших порядков относительно пр ира­
щений дх и ду этих переменных, заменяя последние при этом, соот­
ветственно, дифференциалами dx и dy. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть точное соотношение между перемен­
ными х и У и их бесконечно малыми приращениями ДХ и ду имеет вид 

А(х, у)дх + В(х, у)ду + адх + �дy = о, (2.142) 

где a =a(x, y,дx, дy)�O и � =� (x,y,дx,дy)�O при ДX�O и 
Дy�O. 

Деля обе части равенства (2.142) на дх, получим 

А(х, у) + В(х, y)� + а + � � = О, 

отсюда, переходя к пределу при дх � о и ду � о и учитывая, что 

liт !iy = 
dy 

Llx�O Llx dx 
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будем иметь 

А(х, у) + B(x,y) �� = О 

или 
А(х, у) dx + В (х, у) dy= о. (2.143) 

Как видно, дифференциальное уравнение (2.143) формально полу­
чается из уравнения (2.142) путем отбрасывания совокупности бес­
конечно малых высшего порядка аАх и му относительно дх и ду и за­
мены дх на dx и /),у на dy. 

Таким образом, наш принцип установлен. 

3 а м е ч а н и е. В дальнейшем при составлении дифференциальных 
уравнений l-го порядка мы будем вместо бесконечно малых прираще­
ний величин писать дифференциалы этих величин, игнорируя при 
этом члены высшего порядка малости относительно приращений дан­
ных величин. 

Задача 1. В резервуар, содержащий 1 О кг соли на 100 л смеси, каж­
дую минуту поступает 30л воды и вытекает 20л смеси (рис. 24) .  Опре­
делить, какое количество соли останется в резервуаре через t мин. , 
предполагая, что смесь мгновенно перемешивается. 

Р е ш  е н и е. При составлении дифферен­
циального уравнения изучаемое явление 
следует расматривать в общем положении; 
начальные данные определяют лишь началь­
ные условия и, как правило, не входят в само 
дифференциальное уравнение. 

Пусть х - количество соли в резервуаре 
в момент времени t мин. , ах + dx - количе­
ство соли в момент времени t + dt мин. Об­
ращаем внимание, что здесь вместо прира­
щений мы пишем дифференциалы. Таким 
образом, dx есть изменение количества 
соли за бесконечно малый промежуток вре-

/зо-л мин 

Рис. 24 

20-"L 
мин 

мени dt, причем так как количество соли убывает, Todx < О при dt >0. 
с другой стороны, изменение количества соли происходит лишь по­

тому, что вытекающая смесь уносит с собой соль. Так как объем смеси 
в резервуаре в момент времени t, очевидно, равен v = 100 + 30t - 20t = 
= 100+ 10t, то концентрация соли (т. е. количество соли, содержащее­
ся в единице объема) в момент времени t будет равна 100 : 101' 
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с точностью до бесконечно малой высшего порядка относительно 
dt можем считать, что в течение бесконечно малого промежутка вре­
мени (t, t + dt) концентрация соли остается постоянной и поэтому ко­
личество соли, ушедшее из резервуара за промежуток времени dt, от­
считанный от момента времени t, равно 

__ Х_. ?Odt - ....1Ldt 100+ 10t � - 10+1 . 

Приравнивая это выражение абсолютной величине изменения ко­
личества соли, т. е. I dx 1, будем иметь дифференциальное уравнение 
задачи 

-dx= 15�ldt. (2.144) 

Кроме того, имеет место начальное условие 
х l 1=0 = 10. (2.145) 

Разделяя переменные в уравнении (2.144) и интегрируя, последо-
вательна получим 

и 

откуда 

d 2dt 
:=-10+1 

lп х = ln С - 21n (10 + t), 

v _ с 
,� - (10+ 1)2' 

Из начального условия (2.145) находим 

10 = 1�2' 
т. е. С = 1000. Поэтому окончательно закон изменения количества 
соли х в кг, находящейся в резервуаре, в зависимости от текущего 
времени t в минутах дается формулой (рис. 25) 

Х, кг 
10 

5 

1000 х = (10+1)2 (2.146) 

3 а м е ч а н и е. Из формулы (2.146), 
зная количество соли, находящейся в 
резервуаре (последнее легко устано­
вить, измеряя объем резервуара и кон­
центрацию соли в нем), можно опреде­

--o+-......... -I----4-�-+--==-. лить сколько времени прошло от 
2 4 6 8 10 t, мин начала процесса. На этой идее основа-

но вычисление возраста морей и океа­
Рис. 25 нов. 
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Задача 2. На какой высоте х от поверхности земли находится лет· 
чик, если давление барометра в кабине самолета равно Р кг / см2, а на 
поверхности земли РО кг / см2. 

Ре ш  е н и е. давление Р воздуха на площад­
куО= 1 см2. помещенную на высоте х, создается 
весом бесконечного воздушного столба, опира­
ющегося на эту площадку (рис. 26). Поэтому, 
если уровень площадки увеличится на dx, то 
давление Р уменьшится на величину -dР, рав­
ную весу отпавшего столбика воздуха с основа­
нием О и высотой dx. Обозначая через у удель­
ный вес воздуха на высоте х, имеем 
дифференциальное уравнение 

-dР=уdх. (2.147) 

х 
t 

Рис. 26 

Предположим, что температура воздуха на поверхности земли и на 
высоте х одна и та же. Тогда согласно закону Бойля-Мариотта удель­
ный вес воздуха изменяется пропорционально давлению и мы имеем 

.l =E. 
уа Ро' 

где Уо - удельный вес воздуха на поверхности земли. Отсюда 

у = уа Р 
РО 

(2.148) 

и, следовательно, дифференциальное уравнение (2. 147) принимает 
вид 

и 

Начальные условия здесь таковы: Р = РО при х = О. 
Интегрируя уравнение (2.147) , получаем 

dx = _ РО dP 
Уа Р 

R 
х = C-дlпР. 

Уа 

Из начальных условий находим 

С= РО IпР.о· 
Уа ' 

(2.149) 
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поэтому окончательно имеем 

х = РО \п РО 
Уо Р (2.150) 

(барометрическая формула Лапласа). 
Для численных расчетов примем техническую систему мер. При 

температуре 15 ос имеем 

'Уо = 1,293 кг / м3 "" 1 ,3 кг / м3 

и 

Ро "" 1 атм. = 1 кг / см2 = 10000 кг / м2 . 

Отсюда 

х = 7700In1> м, 

где давление Р выражено в атмосферах. В частности, при Р = t атм. 

имеем: 

х = 7700 ·\п 2 = 7700 ·0,69 = 5500 м = 5,3 км. 

Формула (2. 151) дает лишь приблизительные значения, так как не 
учтено изменение температуры воздуха с высотой и другие факторы. 

Задания для самостоятельного решения 
1. Согласно закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорци­

ональна разности температур тела и среды. Через сколько минут тело, 
нагретое до 100 ос и находящееся в воздухе температуры 20 ос , охла­
дится до 30 ос , если в течение 20 минут это тело охладил ось до 60 Ос . 

2. В какое время вода, заполняющая полусферическую чашу диа­
метра D = 2 м, вытечет через круглое отверстие диаметра d = 0,2 м в 
дне чаши? 

у к а з а н и е. Скорость истечения воды при напоре h равна 

v =c�2gh, 

где с = 0,6 - опытный коэффициент и g = 9,82 м/ сек2 - ускорение 
силы тяжести. 
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Г л а в а IП 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА 

§ 1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 

Дифференциальное уравнение второго порядка с не известной фун­
кцией у = у(х) имеет вид 

Р(х, у, у', у") = О, (3.1) 

где F - данная функция. 
Предполагая, что уравнение (3.1) может быть однозначно разреше­

но относительно производной у", получим 

у" = [(х, у, у'), 

где f - некоторая известная функция. 
Общее решение этого уравнения 

содержит две произвольные постоянные 
С 1 и С2. Поэтому через данную точку 
Мо(Хо, Уо), вообще говоря, проходит пу­
чок интегральных кривых (рис. 27), так 
как одна из про из вольных постоянных 
остается неопределенноЙ. Чтобы выде­
лить определенную интегральную кри­
вую, кроме точки Мо, достаточно задать 
еще направление касательной в точке Мо 
к искомой интегральной кривой 

tgao = уа· 

Рис. 27 

Таким образом, мы имеем следующие начальные условия: 

ylx=xo = уо , y'lx=xo = уа· 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Основная задача, которая здесь ставится, есть следующая: найти 
решение дифференциального уравнения (3.2), удовлетворяющее 
начальным условиям (3.5) (задача Коши). Геометрически это 
значит: найти интегральную кривую уравнения (3.2), проходящую че­
рез данную точку Мо(хо, Уо) в заданном направлении tg ао = Уо. 
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Из начальных условий (3.5) вытекает, что постоянные С1 и С2должны 
удовлетворять системе уравнений 

Уа =<P(Xa, C1, C2) } (3.6) 
Ya =<p�(xo,CI,C2) . 

в зависимости от того, имеет или не имеет эта система решения, за­
дача Коши разрешима или не разрешима. 

Приведем без доказательства важную теорему существования и 
единственности решений. 

т е о р е м а. Если в некоторой области 

Ix-xa I<a, Iy-yo I<b, Iy'-Ya I<c 
(а, Ь, с - положительные числа) функция {(х, у' у') непрерывна и 
имеет ограниченные частные производные 

{� (х, у' у'), (�,(x, У, У'), 
то существует единственное решение 

у = <р(х) (3. 7) 
дифференциального уравнения (3.2), удовлетворяющее начальным 
условиям (3.5) и определенное на некотором отрезке Ix -xol s; h. 

§ 2. МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Пусть по оси Ох движется материальная точка массы т (рис. 28), 
причем действующая сила 

Х = x(t, х, �� ). 
в самом общем случае, зависит от времени t, координаты точки х и ее 

dx скорости dt. На основании закона Ньютона имеем дифференциальное 

уравнение движения 
d2x _ x(t dX) md(i- ,x,dt· 

Х ------...... - --- ....... т -:t'".;...... ...... о • 
о х 

Рис. 28 

(3.8) 

.. 
Х 

Таким образом, всякое дифференциальное уравнение второго 
порядка, разрешенное относительно старшей производной, можно 
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рассматривать как дифференциальное уравнение прямолинейного 
движения материальной точки. Начальные условия здесь приобрета­
ют следующий вид: 

I dx l ' х '-! = хо, -dl = Хо, - о 1=/0 
(3.9) 

т. е. в начальный момент to задаются: ХО - начальное положение точ­
ки и Ха - ее начальная скорость. 

§ 3. ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СЛУЧАИ 
С л у ч а й  1. Пусть правая часть дифференциального уравнения 

2-го порядка (3.2) является функцией только от переменной х, т. е. 
дифференциальное уравнение имеет вид 

ylf = Х(х), (3. 10) 

где Х - известная функция. 
Интегрируя последовательно два раза обе части уравнения (3. 1 О), 

будем иметь 
у' = f X(x)dx + С1 

и 

где С 1 и С2 - произвольные постоянные. 

и 

Пример. Решить уравнение 

у" = 1. х 
Р е ш е н и е. Интегрируя, последовательно находим 

у' = f 
d
: + С1 = lnlxl + С1 

Объединяя два члена, окончательно получим 

у = xlnlxl + С1х + С2. (3. 11) 

с л у ч а й  2. Пусть правая часть дифференциального уравнения 
(3.2) явным образом зависит только от неизвестной функции у, т. е. 

(3. 12) 

где У - данная функция. 
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Примем у за независимую переменную. Тогда, применяя правило 
дифференцирования сложной функции, получим 

_ dy' _ dy'. dy _ ,dy' у" - dx - dy dx -У dy' 
На основании уравнения (3.12) имеем 

" ,dy' У() 
У=У-;гу= у 

или 
y'dy' = Y(y)dy. 

Интегрируя последнее равенство, находим 

y�2 = fY(y)dy + � 
И,следовательно, 

(3.13 ) 

(3.14) 
Разделяя переменные в уравнении (3.14) и интегрируя, получим 

общий интеграл нашего дифференциального уравнения: 

f 
dy = +(х + С2) (3.15) �2fY(y)dy + С1 - , 

где С I и С2 - произвольные постоянные. 
3 а м е ч а н и е. Не следует запоминать формулу (3.15), достаточно 

усвоить соответствующий прием. 
Пример. Решить уравнение 

Р е ш  е н и е. Полагая 

будем иметь 

или 

Отсюда находим 

то есть 

68 
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У = У-;гу' 

y'dy'= d;. у 

f Y'dY'=f
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и, следовательно, 

y'=+�. у 

Разделяя переменные в последнем уравнении, получим 

ydy _ +d 
�Cly2_1 - - Х. 

Отсюда 

J ydy = ±JdX �Cly2 - 1 

или 

Таким образом, общий интеграл уравнения (3. 16) имеет вид· 

C1y2= 1 + (C1x + С2)2, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные, причем очевидно, что С1> О. 
с л у ч а й  3. Пусть правая часть дифференциального уравнения 

(3.2) явным образом зависит только от у', т. е. уравнение имеет вид 

уl1 = Р(у'), 

где Р - некоторая известная функция. 
Полагая 

будем иметь 

Отсюда 

и, следовательно, 

У' = р и 11 dp 
У = dx' 

dp 
dx = Р(р) 

J dp 
х = Р(р) + C1· 

Разрешив уравнение (3.18) отно сительно р, получим 

p=q>(x, C1). 

* в этой формуле через С2 мы обозначили выражение С I С2. 

(3. 18) 
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Из последнего уравнения, учитывая, что р = ��, легко найти у: 

(3.19) 

Однако не всегда уравнение (3.18) легко разрешимо относительно р. 
Поэтому мы укажем другой способ нахождения функции у. Очевидно, 

" _  dp _ dP. dy _ dp У - dx - dy dx - Р dy· 

Используя дифференциальное уравнение (3.17), получаем 

pdp=p(p) dy 
И,следовательно, 

f Pdp У = Р(р) + С2· (3.20) 

Система уравнений (3.18), (3.20) дает общий интеграл дифферен­
циального уравнения (3. 17) в параметрическом виде, где роль пара­
метра играет р. Исключая из этих уравнений р, получим общий интег­
рал уравнения (3.17) в обычном виде 

Ф(х, у, Cj, С2) = о. 
3 а м е ч а н и е. Так как параметрическое представление кривой не­

однозначно, то в формулах (3. 18) и (3. 20) за параметр можно при­
нимать любую величину е = ",(р), являющуюся известной функцией 
от р. 

Пример. Найти все плоские кривые, имеющие постоянный радиус 
кривизны, равный R. 

Р е ш  е н и е. Вспоминая формулу радиуса кривизны, имеем диффе-
ренциальное уравнение 

Отсюда 

Полагая 

получим 
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и 
з dp l( 9)"Z Р dy = R 1 + р · . 

Следовательно, 

(3.21) 

и 

f pdp У = R --3 + с2· (3.22) 

O+p2)"Z 
Полагая в интегралах (3.2 О, (3.22) 

dG Р = tg 6, dp = -Г-е' cos -
находим 

х = Rfcos6d6 + с[ = Rsin6+C, (3.23) 

и 
у = Rf sin6d6 + С2 = - Rcos6 +С2. (3.24) 

Формулы (3.23), (3.24) дают пара метрическое представление сис­
темы интегральных кривых. Исключая из уравнений (3.23) и (3.24) 
пара метр 6, получим 

(х- С[)2 + (у- С2)2 = R2. (3. 25) 

Как и следовало ожидать, искомые интегральные кривые есть 
окружности радиуса R. 

Задания для самостоятельного решения 
1. у" = sin 2 х. 
2. у" + 2�2 = О, если у(О) = 1 и у'(О) = 1. 

3. 2у'у" = 1. 
4. Материальная точка брошена вертикально вверх с начальной 

скоростью ио. Найти наибольшую высоту поднятия точки, принимая 
сопротивление воздуха пропорциональным квадрату скорости. 

§ 4. СЛУЧАИ ПОНИЖЕНИЯ ПОРЯДКА 
Укажем два случая, когда дифференциальное уравнение второго 

порядка (3.1) легко приводится к дифференциальному уравнению 
первого порядка. 
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с л у ч а й  1. Левая часть дифференциального уравнения второго по­
рядка (3.1) не содержит Х, т. е. дифференциальное уравнение имеет вид 

(3.26) 

Полагая 
, " dp dp dy dp У = Р и У = dx = dy dx = Р dy' 

получим дифференциальное уравнение первого порядка 

Р(У, р, Р ��) = О, (3.27) 

где роль независимой переменной играет У. 
С л у ч а й  2. Левая часть дифференциального уравнения второго 

порядка (3.1) не содержит У, т. е. дифференциальное уравнение имеет 
вид 

Полагая 
, н dp 

У = р, 
У = dx' 

получим дифференциальное уравнение первого порядка 

Р( х, р, ��) = О. 

(3.28) 

(3.29) 

Для решений уравнений первого порядка (3.27), (3.29) следует 
применить разобранные ранее приемы. 

3 а м е ч а н и е. При преобразовании производной У нужно доби­
ваться того, чтобы дифференцирование функции У' = р происходило 
по той переменной х или у' которая входит в правую часть дифферен­
циального уравнения. 

Пример. Найти решение уравнения 

у"=у,2_у, 
удовлетворяющее начальным условиям 

у = -{, у' = t при х = 1. 

Ре ш е н и е. Полагая 
У' = р, н dp У = Р dy' 

получим 
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или 

(3.31) 

Очевидно, это уравнение Бернулли. Поступая согласно общему ме­
тоду, делим обе части уравнения (3 .31) на p-l, т. е. возвращаемся сно­
ва к виду (3.30). Примем теперь 

откуда находим 

или 

Р2 = 2 2р 
dp = dz , dy dy' 

1 dz = 2 _ У 
2 dy 

�� -22 = -2у. 

Интегрирующий множитель для уравнения (3.32) имеет вид 

11 = e-f2dУ = е-2у. 

Умножая обе части уравнения (3.32) на /.1, получим 

...!L(e-2y z) = -2уе-2у dy , 

откуда 

Следовательно, 

или 

Используя начальные условия, будем иметь 

1 1 1 _1 - = -- + - + С1е 2 

откуда 

и, следовательно, 

4 4 2 ' 

(3 .32) 

(3.33) 

Заметим , что если бы м ы  на этом этапе решения не определили про­
извольную постоянную С l' то задача сильно усложнилась бы. 
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Из уравнения (3.33) получаем 
dy Г:J 
dx = ±VY +'2' 

Так как в окрестности начальных значении производная у' 
= �� поло­

жительна, то перед радикалом следует взять знак плюс (+) .  Поэтому 
dy � 1 = dx. 

Y+7j 

Интегрируя последнее равенство, будем иметь 

или 

f-..!!L = fdX �l+� 

(3.34) 

Для определения постоянной С2 используем начальные условия 

у = -t при Х = 1. 
Имеем 

1 = 1 + С2' т. е. С2 = О. 
Таким образом, искомая интегральная кривая задается уравнением 

2�Y+t = х 
или 

(3.35) 

Задания для самостоятельного решения 

1. уу" = у'2 +y21ny. 
2. О+х2)у" +О+у,2) = о. 
3. у"+у'2= уу', еслиу(О)=Оиу'(О)=-l. 
4. Найти кривую для любой точки, проекция радиуса кривизны ко­

торой на ось Оу имеет одно и то же значение. 
5. Найти форму равновесия каната с закрепленными концами, 

принимаемую им под действием собственной тяжести. 
6. Цепь длины 1= 10м соскальзывает вниз со стола без трения. За ка­

кое время Т соскользнет цепь, если движение начинается из положения, 
когда свисает а = 2 м цепи. 
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§ 5. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

в технических приложениях важное значение имеют линейные 
дифференциальные уравнения 

у" + р(х)у' + q(x)y = f(x), (3.36) 

где р(х) и q(x) (коэффициенты уравнения) и {(х) (правая часть, 
или свободный член уравнения) - некоторые данные непрерывные 
функции. Если {(х) == о, то уравнение (3.36) называется однородным 
или без правой части; в противном случае оно называется неодно­
родным, или с правой частью. 

Мы здесь изучим лишь линейные уравнения с постоянными коэф­
фициентами, причем в первую очередь рассмотрим однородное урав­
нение. 

Итак, пусть 
р(х) = а, q(x) = ь, (3.37) 

где а и Ь - постоянные действительные числа и [(х) == о. 
Уравнение (3.36) при этом принимает вид 

уН + ау' + Ьу = О. (3.38) 

Наряду с дифференциальным уравнением рассмотрим соответству­
ющее алгебраическое уравнение 

(3.39) 

которое называется характеристическим уравнением для уравне­
ния (3.38). Формально характеристическое уравнение (3.39) получа­
ется из дифференциального уравнения (3.38) путем замены производ· 
ных различных поря дков на соответствующие степени неизвестной k, 
причем функция у, как всегда, считается производной нулевого по­
рядка. 

Пусть kl и k2 - корни характеристического уравнения (3.39), т. е. 

k а Г;;Z-: 1,2 = -'2 ± �'Т - ь. 

В силу известной теоремы Виета имеем 

kl +k2=-a, k1k2=b. 

(3.40) 

(3.41 ) 

Поэтому дифференциальное уравнение (3.38) можно записать в 
следующем виде: 
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или 
(У' - kly)' - k2(Y' - kly) = О. 

Здесь возможны следующие три случая. 

С л у ч а й  1. Пусть 
2 D = Т - ь > О. 

(3.42) 

Тогда корни kl и k2 (З .40) характеристического уравнения (3.39) дей­
ствительны и различны. 

Полагая 
У' -k\y = и. 

из уравнения (З.42) будем иметь 

и' -k2 u =0 
или 

Отсюда 

И, следовательно, 

где С - произвольная постоянная. 

(З.4З) 

(3.44) 

Подставляя это выражение в формулу (3.43), получим линейное 
уравнение первого порядка 

У' - kly = Ck2X• (З.45) 

Как известно, линейное уравнение (3.45) имеет интегрирующий 
множитель (см. гл. 1, § 11) 

11 = e-ktХ. 

Умножая обе части уравнения (З.45) на 11, будем иметь 

(ye-ktx)'= Ce(k2-kt)x; 

отсюда 

ye-ktХ = С1 + C2e(k2-kt)x, 

где С I и С2 = ��
kt 

- произвольные постоянные. Следовательно, 

(З.46) 
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Заметим, что формула (3.46), как вытекает из ее вывода, дает совокупность всех 
решений однородного дифференциального уравнения (3.38). Кроме того, решение (3.46) является общим, так как оно способно удовлетворить любые начальные 
условия. 

В самом деле, положим 

У Ix=Xo = Уа, У' Ix=Xo = Уб, (3.47) 
где Уа, Уб - какие-нибудь определенные числа. Для нахождения соответствующих 

постоянных С1 и С2 из формулы (3.46), имеем следующую систему вравнений 

С1 ek1Xo + C2e�Xo = Уа } 
(3.48) ClkleklXo + C2�e�Xo = Уб 

Определитель этой системы 

I 
ekl"'D 

д-- k1ek1Xo 
поэтому система (3.48) совместна и имеет единственное решение. Следовательно, су­
ществует одно и только одно частное решение уравнения (3. 38), удовлетворяющее 
начальным условиям (3.47) и получающееся из формулы (3.46) соответствующим 
этим условиям выбором постоянных С1 И С2. 

Пример. Найти решение уравнения 

у" - 2у' - 15 = О, 
удовлетворяющее начальным условиям 

у(О) = 1, у'(0) = -2. 

Реш е н и е. Составим характеристическое уравнение 

k2-2k-15=0. 
Решая это уравнение, получим 

k=1±.J1+Т5 =1±4, 
то есть 

k ,=5, k2=-3. 
Следовательно, общее решение уравнения на основании формулы 

(3.46) имеет вид 

Для определения постоянных С, и С2, в силу начальных условий, 
получаем уравнения 

1 = С, + С2, -2 = SC, - 3С2. 
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Решая последнюю систему, будем иметь 

С-1 с _7 1 - В' 2 -В' 

Следовательно, искомое частное решение таково: 

у = i (e5x + 7е-Зх). 

С л  у ч  а й 2. Пусть 
2 D=L_b<O 4 . 

Тогда корни k 1  и k2 характеристического уравнения (З.З9) различ­
ны, но являются комплексно сопряженными, т. е. 

(З.49) 

где i = Д , а а = -� и � = �b - а42 - действительны. 

Вычисления в случае 2 полностью аналогичны вычислениям в слу­
чае 1, но с той только разницей, что здесь приходится иметь дело с 
комплексными функциями от действительной переменной х. Поэтому 
общее решение дифференциального уравнения (З.З8) формально вы­
разится той же формулой (З.46) 

(З.50) 

где С 1 и С2 - произвольные постоянные, вообще говоря, комплекс­
ные. 

Справедливость этой формулы легко проверить непосредственно. 
В самом деле, подставляя эту функцию в уравнение (З.38), получим 

у" + ау' + Ьу = C1(k? + ak1 + b)ek, X + C2(k? + ak1 + Ь) == о, 

т. е. у - есть решение уравнения (З.38) . 
Формуле (3.50) можно придать другой вид. Подставляя значе­

ния(З.49) корней k1  и k2 в формулу (З.50), будем иметь 

у = Cle(CHi�)X + С2е(а-Ф)х = eax(Clei�X + C2e-i�x). 

Используя формулы Эйлера 

ei�x = cos�x + isin�x, 
и 

e-iРх = cos�x - isin�x, 
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окончательно находим 

(3.51) 

где А J = С J + С2• А2 = i (С J - С2) - произвольные постоянные. 
Формулу (3.51) можно записать также в несколько ином виде. По­

лагая в формуле (3.51) 

А J = Asin<p , А2 = Acos<p, 

где А и ер - новые произвольные постоянные, определяемые по фор­
мулам 

очевидно,ПОЛУЧИМ 

У == Аеах siпфх + <р). 

Пример. Решить уравнение 

уН _ 2у' + 5у = О. 

Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение имеет вид 

k2 - 2k + 5 = О. 

Отсюда 

k1,2 = 1 ±2i, 

(3.52) 

(3 .53) 

т. е. а = 1 и � = 2. По формуле (3. 51) имеем общее решение уравнения 
(3.53) 

У = еХ (А 1 cos2x + A2sin2x), 

где А 1 и А2 - произвольные постоянные. 

С л у ч а й  3. Пусть 
2 D == -т - ь == О. 

Корни характеристического уравнения (3.39) будут кратные (совпа­
дающие) 

kJ = k2 = -�. 

Дифференциальное уравнение (3.42) принимает вид 

(У' - k1y)' - k1{y' - k1y) = О. 

(3.54) 

(3.55) 
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Отсюда, полагая 

у' - k1y = о, 
получим 

и' - k1u = о. 
Решив последнее уравнение, будем иметь 

u = C1ek\x, 

где С 1 - произвольная постоянная. 

(3.56) 

Подставляя последнее выражение в формулу (3.56), будем иметь 

у' - k1y = C1ek\x. 

Используя интегрирующий множитель 

Il = e-k\x, 

получим 

откуда 

И,следовательно, 

где С1 и С2 - произвольные постоянные. 

(3.57) 

Формула (3.57), как легко убедиться, дает общее решение линейно­
го однородного дифференциального уравнения (3.55). 

Пример. Решить уравнение 

у" + 2у' + у = о. 
Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение имеет вид 

k2 + 2k + 1 = О, 

откуда 

k1 = k2 = -1. 

(3.58) 

Поэтому общее решение уравнения (3.58), в силу формулы (3.57), 
есть 

Сводка результатов случаев 1-3 дается в таблице. 
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Таблица решений уравнения)''' + ау + Ь)'= о 

СJlучай 
Характер корней kl и k2 

характеристического Общее решение 
уравнени я 

1 Корни kl И k2 действитеJlЬ-
ные и раЗJlичные (k #- kc,) у = C1ek,x + С2е"-2Х 

Корни КОМПJlексные: 
у = еШ(С1 cos�x+ С2 sin�x) 2 kl =а + i� и 

k =а - iB 
3 Корни кратные: у = еk,хщ + С2х) kl = k.2 

Задания для самостоятельного решения 

Решить уравнения. 

1. у" + у' -2у = О. 2. у" + у' + у = О. 

3. 4у" - 4у' + у = О. 4. �:� + (02 х = О (О) > о - постоянно). 

§ б. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО 
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим задачу о прямолинейных колебаниях материальной 
точки в сопротивляющейся среде под действием центральной упругой 

'силы (гармонический осциляmор). 
Пусть на материальную точку массы т в направлении оси Ох дей­

ствует центральная упругая сила 

Х = -kx, 
где х - отклонение точки от положения равновесия О (рис. 29), 
k - постоянный коэффициент пропорциональности. Кроме того, на 
эту точку действует еще сила сопротивления среды 

Х - k dx 
1- - ldt' 

которую мы принимаем пропорциональной первой степени абсолют­
ной величины скорости (k1 - коэффициент пропорциональности), 

х --------

о 

Рис. 29 

- .... т ....... . • х 
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Согласно закону Ньютона имеем дифференциальное уравнение 
движения 

или 

где 

т d2 х = _ kx _ k dx 
dl2 1 dl 

d2X+ 2adx+ A2x = 0 
dl2 dl 1-' , 

a=.!L А2=1.. 2т' 1-' т' 

(3.59) 

Мы предположим, что в начальный момент t = О материальная точ­
ка имела отклонение равное хо и была отпущена без толчка. Поэтому 
начальные условия имеют вид 

X I/=O=XO, �;I/=o
=O. (3.60) 

Характеристическое уравнение в нашем случае принимает вид* 

р2 + 2ар + р2 = О, (3 .61 ) 
отсюда 

Рассмотрим три случая. 

С л у ч а й  1. Пусть 

(3 .62) 

Физически это значит, что сопротивление среды велико по сравне­
нию с упругой силой. 

Тогда корни характеристического уравнения (3.61) в силу форму­
лы (3.62) будут 

Рl = -а + 8, Рl = - а - 8 (3.63) 

и, следовательно, общее решение имеет вид 

х = С1е(-а. + 0)1 + С2е(-а. - 3)1. (3.64) 

Для определения произвольных постоянных С 1 и С2 используем на­
чальные условия (3.60). Составляя производную 

�; = С1 (-а: + 8)е(-а. + 3)1 + С2 (-а -8)е(-а. - 3)1 (3.65) 

* Во избежание путаницы мы здесь неизвестную обозначаем через р. 
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и полагая t = О в уравнениях (3.64) и (3. 65) , получим 
С] + С2=хо. 

(а -о)С! + (а +О)С2 = О. 
Отсюда 

С1 == x� (1 + �). С2 == x� (1 - � ). 

Следовательно, 

х == � е-Ш [(еВ! + е-В!) + � (eЫ - е-В!)] 
или 

(3.66) 

(3.67) 

х = хое-а! (Chot + �shot J (3.68) 

Так как О < о < а, то график (3.68) имеет вид, указанный на рис. 30  
(апериодический процесс). 

х 

х = хи) 
о 

Рис. 30 

С л у ча й 2. Пусть 
а 2 - � 2 == 02 == О. 

Решение задачи можно получить из формулы (3.68) путем перехо­
да к пределу при 8 � О. в результате будем иметь 

х = xOe-аt (l + аО. (3.69) 
Явление имеет примерно тот же характер, как и в случае 1 . 

. С л у чай 3. Пусть 
а 2 - � 2 == -о 2 < О. 

Физически это обозначает, что упругая сила велика по сравнению с 
сопротивлением среды. Корни характеристического уравнения в этом 
случае комплексные 

Рl == -а +i8, Р2 == -а -iО. 
Отсюда общее решение уравнения (3.59) имеет вид 

х = е-а! (С1 cosot + С2 siпОt). (3.70) 
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Так как; очевидно, 

�� = -ае-а! (С) cos8t + С2 sin8t) + 

+ 8е-а! (-С1 sin8t + С2 cos8t), 
то, полагая t = О, на основании начальных условий (З.60) получим 

С) = хо } 

-аС) + ОС2 = О ' 
откуда 

И,следовательно, 

(З.71) 

х = х ое-а! (cosot + �sinOt). (З.72) 

График решения (З.72) изображен на рис. Зl (затухающие колеба­
ния), где положенохо = Xo�l + �� . Период колебаний, очевидно, равен 

о 

_ -at х=-хе 

Т - 2п - /). 

-------------

--- T_�� '2 

Рис. 31 
Таким образом, все случаи решений линейного однородного урав­

нения с постоянными коэффициентами допускают наглядную физи­
ческую интерпретацию. 

Задачи для самостоятельного решения. 
1. Определить период Т свободных колебаний двухрессорного ва­

гона веса Р кг, если под статическим действием веса вагона каждая из 
рессор прогибается на 5 см. 

2. Тело весом Р = 10 кг колеблется под действием упругой силы, 
равной 20 кг, при смещении в 1 м, причем сопротивление среды про­
порционально скорости. Найти закон колебаний и период колебания, 
если тело было выведено из положения равновесия путем сообщения 
ему начальной скорости Vo = 5 м/ с и после З-х колебаний амплитуда 
уменьшилась в 1 О раз. 
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§ 7. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго порядка 

уН + ау' + Ьу = [(х), (3.73) 

коэффициенты которого а и Ь - постоянны. 

т е о р е м а. Общее решение линейного неоднородного уравнения 
(3.73) есть сумма общего решения соответствующего линейного од­
нородного уравнения и какого-нибудь частного решения данного не­
однородного уравнения. 

Д о к а з а т е л ь с Т в о. Пусть У = У(х) - частное решение данного 
линейного неоднородного уравнения (3.73), т. е. 

У" + аУ' + ЬУ = [(х). (3.74) 

Вычитая почленно из уравнения (3.73) уравнение (3.74), будем 
иметь 

(у-УУ + а(у-У)' + Ь(у-У) = о. (3.75) 

Таким образом, разность у -у = Уо является решением соответст­
вующего линейного однородного уравнения. Отсюда 

у = уо + У, (3.76) 

, где Уа - есть решение уравнения 

уН + ау' + Ьу = О. (3.77) 

Если в формуле (3.76) считать Уа общим решением линейного одно­
родного уравнения (3.77), то эта формула, очевидно, дает общее ре­
шение линейного неоднородного уравнения (3.73). 

Теореме доказана. 

§ 8. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЛИНЕЙНОГО НЕОДНОРОДНОГО 
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

,Рассмотрим колебания гармонического осциллятора при наличии 
переменной внешней силы m!(О, где т - масса точки. Придержива­
ясь обозначений § 6, получаем следующее уравнение движения: 

d2x +2adx + А 2 х = t(t) dt2 dt 1-' , (3.78) 

где а и � - постоянны. Колебания механической системы при нали­
чии возмущающей внешней силы называются вынужденными, а при 
отсутствии ее - свободными. Таким образом, однородное линейное 
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уравнение с постоянными коэффициентами второго порядка описыва­
ет свободные колебания гармонического осциллятора. а неоднород­
ное - вынужденные колебания. С этой точки зрения формула (3.76) 
имеет следующий смысл: общие вынужденные колебания системы 
есть сумма некоторых ее вынужденных колебаний и соответствую­
щих свободных колебаний системы. 

§ 9. НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТНЫХ РЕШЕНИЙ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
МЕТОДОМ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

Пусть дано линейное неоднородное уравнение 

у" + ау' + Ьу = f(x). (3.79) 

коэффициенты которого а и Ь - постоянные. Как известно. общее ре­
шение этого уравнения имеет вид 

у = Уо + У. (3.80) 

где уо - общее решение соответствующего однородного уравнения. а 
у - частное решение данного неоднородного уравнения. 

В § 5 было показано как находится функция Уа. Следовательно. оста­
ется дать метод нахождения частного решения У по заданной правой ча­
сти f (х) дифференциального неоднородного уравнения (3.79). Мы огра­
ничимся здесь лишь рассмотрением отдельных частных случаев; общий 
прием для уравнений любого порядка будет дан в следующей главе. 

А. Правая часть есть многочлен, т. е. 

f(x) = ао + а1Х + ... + аmхm. 

1. Если Ь � О. то полагаем 

у = Ао + А 1х + ... + Аmхm. 

2. Если Ь = О и а �O, то полагаем 

у = х(Ао + А 1 х + . . . + А т х т ). 
где Ао. А1 • . . .  , Аm - неопределенные коэффициенты. 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

Правильность этих рассуждений будет доказана впоследствии. 
Для определения коэффициентов Аа• А 1 •...• Аm подставляем выраже­
ние (3.82) [или соответственно (3.83)1 в левую часть уравнения (3.79) 
и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях перемен­
ной х. Полученная алгебраическая система линейных уравнений. как 
можно доказать. является совместной и. следовательно, дает возмож­
ность найти коэффициенты Ао, А l' . . . •  Аm· 

86 



 

                               3 / 8

Пример. Решить уравнение 

у"'+у'-12у = х2. 

Р е ш е н и е. Корни характеристического уравнения 

k2 + k - 12 = О, 

очевидно, есть k! = 3, k2 = -4. Поэтому общее решение однородного 
уравнения имеет вид 

где С !, С2 - произвольные постоянные. 
Так как Ь = -127:0, то ищем частное решение неоднородного урав­

нения в следующем виде: 

у = Ао + А!х + А2х2. 
Отсюда 

или 

Приравнивая соответствующие коэффициенты, получим систему: 

Отсюда 

и, следовательно, 

-12А2 = 1, 1 
2A2- 12A1 = 0, � 
2А2 + А1 - 12Ao = o.J 

А - ! А - 1 А - 13 
2 - -12' 1 - -72' О - - 864 

в силу формулы (3.80) общее решение данного уравнения есть 

у = С!еЗХ + С2е-4Х - 8�4 03  + 12x + 72х2 ). 

Б. Правая часть есть гармоника, т. е. 

[(х) = Мsiпroх + Ncosrox, 
где М, N - постоянные. 

(3.84) 
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1. Ищем частное решение уравнения (3.79) также в виде гармоники 

у = Asinrox + Bcosrox, (3.85) 

где А, В - постоянные. Подставляя это выражение в дифференциаль­
ное уравнение (3.79), будем иметь 

или 

(-Аro2 sinrox - Вro2 cosrox) + a(Arocosrox - Brosinrox) + 
+ b(Asinrox + Bcosrox) == Msinrox + Ncosrox, 

А(--ф2 + Ь) - Ваro = М,} 
Ааro + В(--ф2 + Ь) = N. 

(3.86) 

Система (3.86) заведомо совместна, если ее определитель не равен 
нулю: 

А = = (ro - Ь) + а ro :f::. О. \--ф2 +Ь -аro \ 2 2 2 2 
аro --ф2+ь 

(3.87) 

в этом случае коэффициенты А и В легко могут быть определены. 
2. Если а= О и Ь= ro2, то!:. = О и система (3.86) несовместна. В этом 

исключительном случае функцию У следует брать более сложного 
вида: 

у = x(Asinrox + Bcosrox). (3.88) 

3 а м е ч а н и е. Если правая часть f (х) зависит только от sinrox или 
только от cosrox, то в формуле (3.85), как и в общем случае, следует 
брать и sinrox, и cosrox, так как при дифференцировании синус перехо­
дит в косинус и обратно. 

Пример. Найти вынужденные колебания системы 

d:tx + �2x = Msinrot. (3.89) 

Ре ш е н и е. Характеристическое уравнение здесь имеет вид 

k2 + �2 = О; 

отсюда kJ, 2 = ±�i. Следовательно, общее решение однородного урав­
нения таково: 

(3.90) 

При нахождении частного решения Хнеоднородного уравнения 
(3.89) приходится различать два случая. 
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С л у ч а й  1. Пусть 1(01 '* IP 1, т. е. период внешней силы не совпада­
ет с периодом свободных колебаний (3.90). 

Ищем функцию Х в виде 

Х = Asin(Ot + Bcos(Ot. 
Подставляя это выражение в уравнение (3.89), будем иметь 

(-А(О2 siп(Оt - в(О2 cos(Ot) + Р 2(АSiп(Оt + Bcos(Ot) == Мsiп(Оt, 

отсюда 

то есть 

Аф2 - (02)= М, 

Вф2 - (02) = О, 

А=А2М 
2' В=О 

f' - 00 

и, следовательно, 

х 

X=�sin(Ot, � -00 

A� __ ��------________ �� __ 

-A�----------�L-____ __ 

Рис. 32 

(3.91) 

Таким образом, в этом случае у системы имеются вынужденные 
ограниченные колебания (3.91), период которых равен периоду внеш­
ней силы (рис. 32). 

С л у ч ай 2. Пусть 1 (О 1 = 1 Р 1, т. е. период внешней силы совпадает с 
периодом свободных колебаний. 

В этом случае формула (3.91), очевидно, теряет смысл. Согласно 
теории полагаем 

Х = t(Asinrot + Bcosrot). (3.92) 
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Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение (3.89), 
будем иметь 

или 

t(-Aoo2 sinoot - 8002 cosoot) + 2(Aoocosoot - 8oosinoot) + 

+ oo 2t( AsinOOf + 8cosoot) == Msinoot 

2(Aoocosoof - 8oosinOOf) == Msinoot. 
Отсюда 

И,следовательно, 

х = - ��cosoot. ( 3.93) 

Формула (3. 93) показывает, что размах колебаний Х неограничен­
но растет со временем t (рис. 33) . Таким образом, даже малая внеш­
няя сила в случае 2 вызывает неограниченные колебания. Это явле­
ние носит название резонанса. Физическим последствием резонанса 
является нарушение работы или даже разрушение системы. Извест­
ны случаи, когда ритмический стук колес поезда, идущего по желез­
нодорожному мосту, приводил к разрушению этого моста. В силу тех 
же обстоятельств, колонну солдат, идущих по мосту, заставляют идти 
«не В ногу». 

Рис. 33 

Общие вынужденные колебания системы (3.89) даются формулой 

(3.94) 

Для удобства запоминания рассмотренные случаи сведены в табли­
цу: 
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Таблица частных решений уравнения у" + ау' + Ьу = ((х) 

Сл чай Характер правой части Частиое Qешение 

!(х)= Рn(Х)' Y=Qn(x), 
1 где Рn(х) - многочлен n-ой где Qn(x) - многочлен n-ой 1 степени и Ь = О степени 

I 2 f(x)=P .. (x) и Ь=О, a�O Y=xQa(x) 

II l-� !(х)= м siпmx+ N cosoox, 
(002 - ь)2 + а2оо2 � О У =Аsiпоох+ Bcosoox 

�---------------1-----

I 2 !(Х)= м siпоох +  N cosoox, У = х(Аsiпоох+ Bcosoox) ! а =0. ь=оо2 

Задания для самостоятельного решения 

1. у"+2у'+х2=0. 
2. Найти частное решение уравнения 

у" - 2у' + у = 2х- 4, 
удовлетворяющее начальным условиям 

у(О) = О, у'(О) = 2. 

3. у" - 2у' + 2у = sinx + cosx. 
4_ у" + IOOy = coslOx. 
5. Груз массой т = 4 кг подвешен на пружине и увеличивает ее 

длину на 1 см. Найти закон движения груза, если верхний конец пру­
жины совершает вертикальное гармоническое колебание у = sin30t 
(сопротивлением среды пренебрегаем). 

§ 10. О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Для уравнении второго порядка можно рассматривать вопрос не 
только о нахождении решения по заданным в одной точке начальным 
условиям, определяющим в указанной точке значения как самого ре­
шения уравнения, так и его производной (задачу Коши), но и о поис­
ке решения по граничным условиям в двух фиксированных точках, 
задающих в них (как в концах соответствующего промежутка) инфор­
мацию о решении уравнения и (или) его производной (краевую зада­
чу). Поясним постановку краевой задачи на конкретных примерах. 

Пример 1. Найти функцию у = у(х), удовлетворяющую дифферен-
циальному уравнению 

уН = {(х, у, у') (3.95) 
и принимающую при х = а и х = Ь (а < Ь) заданные граничные значе­
ния: 

у(а) = А, у(Ь) = В. (3.96) 
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Геометрически сказанное озна­
чает, что в ПЛОСКОСТИ Оху требует­
ся найти интегральную кривую 
дифференциального уравнения 
(3.95), проходящую через две за­
данные точки М(а, А) и N(b, в) 
(см. рис. 34). 

Пример 2. Видоизменением за­
дачи, приведенной в примере 1, будет: найти такое решение у = у(х) 
дифференциального уравнения (3.95), для которого ВЫПОЛНЯЛИСЬ бы 
граничные условия 

(3.97) 
Геометрически это сводится к отысканию в плоскости Оху интеграль­
ной кривой уравнения (3.95), пересекающей прямые х = а И х = Ь под 
заданными соответственно углами а и � такими, что tga=A1, tg � = В1 
(см. рис. 35). 

Пример 3. Можно рассмотреть также следующую задачу: найти 
решение у = у(х) уравнения (3.95), удовлетворяющее граничным 
условиям 

у(а) = А, у'(Ь) = В1. (3.98) 

В этой ситуации в плоскости Оху требуется найти интегральную кри­
вую дифференциального уравнения (3.95), которая должна пройти 
через точку М( а, А) и пересечь прямую х= Ь под углом � (см. рис. 36). 

В случае линейного дифференциального уравнения 

уН + р(х)у ' + q(x)y = {(х), (3 .99) 
коэффициенты которого на рассматриваемом промежутке [а, Ь] не­
прерывны, линейные граничные условия описываются равенствами 

а.у(а) + а.1 у'(а) ::: А, �y(b) + � 1У'(Ь) = в, (3.100) 

у у 
� 

у=у(х) М у=у(х) 
А 

О а Ь х О а Ь х 

Рис. 35 Рис. 36 
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где а, al' �'�l' А, В - одновременно не равные нулю заданные посто­
янные числа (линейная краевая задача). Линейная краевая задача 
( 3.99) -(3.100) называется однородной, если, во-первых, {(х) == о 
(т. е. само дифференциальное уравнение ( 3.99) однородно) и, во-вто­
рых, А = В = О (т. е. граничные условия также однородны); в против­
ном случае краевая задача ( 3.99) -( 3.100) называется неоднородноЙ. 

Краевая задача для уравнений второго порядка (в том числе и для 
линейных однородных уравнений, и даже при наличии у них посто­
янных коэффициентов) может совсем не иметь решений, иметь 
единственное решение или же иметь множество решений. 

Пример 4. Для линейного однородного уравнения с постоянными 
коэффициентами 

у" + у = о, (3.101) 
общее решение которого имеет вид 

у = Clsinx + C2cosx ( 3.102) 
(см. таблицу в § 5 главы ПО, рассмотрим три краевые задачи со следу­
ющими граничными условиями: 

1) у( о)= о, у(тс)=-l; (3.103) 
2) у( о)= о, у(тс/2) = 1; (3.104) 
3) у( о) = о, у(тс) = о. (3.105) 

Краевая задача (3.101) , ( 3.103) не имеет решения, так как из фор­
мулы (3.102), в силу (3.103) , для него должны были бы выполняться 
равенства 0= С2 = 1, что невозможно. 

Краевая задача (3.101), (3.104) имеет единственное решение 
у == sin х, поскольку из (3.102) и ( 3.104) получаем С 1 = 1, С2 = О. 

Краевая задача (3.101) , (3.105) имеет бесконечно много решений 
вида у = С 1 sinx, где С 1 - произвольная постоянная, ибо в силу перво­
го в (3.105) граничного условия находим С2 = о, а второе граничное 
условие в (3.105) тогда будет выполняться при любом выборе кон­
станты С1. 

ДЛЯ конкретного решения линейной краевой задачи сначала нужно 
щ)стараться найти общее решение исходного дифференциального урав­
нения, после этого, используя граничные условия, следует выписать 
алгебраическую систему уравнений относительно входящих в об­
щее решение произвольных констант, а затем вычислить (если это 
возможно) значения этих констант как решений выписанной сис­
темы уравнений. Частным решением дифференциального уравнения, 
отвечающим найденным значениям констант, и будет определяться 
решение рассматриваемой краевой задачи. 
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Приме.р 5. Найти решение уравнения 
у" - у = х ,  

удовлетворяющее граничным условиям 
у(О)=О, у(l)= 1. 

(3.106) 

(3.107) 
Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение k2 - 1 = О имеет корни 

kl, 2 = ±l. Следовательно общее решение соответствующего одно­
родного уравнения можно записать в виде Уо = C1ex + С2е-Х, где С l' 
С2 - произвольные константы. 

Поскольку коэффициент уравнения (3.l07) при у равен -1 :;t0, то 
(согласно § 9 главы ПО частное решение неоднородного уравнения 
(3.107) будем искать в виде У = Jl + Ух. Отсюда - ('1+ УХ) == х. Прирав­
нивая коэффициенты при одинаковых степенях переменной х, полу­
чаем Jl= О, У=-1, и тем самым У=-х. Поэтому общее решение урав­
нения (3.107) есть 

у = C1ex + С2е-Х - х. (3.! 08) 

Так как из (3.l08) имеем 
у(О) = С1 + С2• у(l) = C1e + С2 -1, е 

то из граничных условий (3.l07) получаем систему уравнений для 
определения С 1, С2: 

С1 + С2 = о, 1 еС1 + ';С2 - 1 = I.J 
(3.109) 

ИЗ первого уравнения системы (3.109) получаем С2 = -C1, а потому 
второе уравнение системы приводит нас к равенству еС1 - lC1 = 2. е 
Следовательно, 

С1 = е : 1 = sh, С2 = -sh, 
е 

т. е. решение искомой краевой задачи однозначно определяется функ-
цией 

еХ е-Х 2 sh х У = SiiI - SiiI - х = SiiI - х. 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить следующие краевые задачи: 
1. уп_у=о; у(О)=О, у(2п) = 1. 

2. уН+у=l; у(О)=О, y(�)=O. 

3. у" + у = О; у'(О) = о, у'(п) = 1. 
4. y"+y=2x-rt; у(О)=О, у(п) =0. 

(3.110) 
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Глава IV 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

§ 1. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ 

Рассмотрим дифференциальное уравнение n-го порядка 

у(n) = t (х, у, у', .. . , у(n- I). (4.1) 

Здесь имеет место следующая общая теорема, которую мы приве­
дем без доказательства. 

Т П ' (n-!) е о р е м а. усть ха, Уа, уа, ... , Уа - некоторая система чи-
сел, а правая часть t уравнения (4.1) непрерывна и имеет ограничен­
ные производные по аргументам у' у', .. . , у(n -1) в области 

Ix-xal<a, Iy-yal<b, ly'-y61<bl, 
I (n-I) n-ll<b ... , у -уа n-·I. 

где а, Ь, bl, ... , Ьn _ 1 - положительные числа. 

(4.2) 

В таком случае существует единственное решение уравнения (4.1) 

у=<р(х) (Ix-xol<h), (4.3) 

удовлетворяющее начальным условиям 

<Р(Хо)=Уо, <p'(xo)=y6, ... ,<p(n-I)(хо)=у�n-I). (4.4) 

Решение уравнения (4.1) 

у = <р ( XI' C1, .. . , Сп), (4.5) 

содержащее n произвольных постоянных (параметров) C1, . . . , СП' С 
помощью выбора которых можно получить решение (4.3) ( частное 
решение), удовлетворяющее любым начальным условиям (4.4)*, на­
зывается общим . 

В частности, если условия предыдущей теоремы при некотором 
х = хо выполнены для всех значений чисел 

/ (n-I) УО,УО'''·,Уо ' 
то эти числа можно рассматривать как параметры, входящие в состав 
решения (4.3); чтобы получить общее решение (4.5), достаточно по-
ложить 

С С ' С (n-I) 1 = уа, 2 = Уа, ... , n = Уа . 

* Вообще говоря, в известной области. 
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Если семейство этих решений заполняет область С, то в силу вы­
полнения свойства единственности общее решение (4.5) дает сово­
купность в с е х решений дифференциального уравнения (4.1) в об­
ласти с. 

О п р е Д е л е н и е. Соотношение 

Ф(х, у, С1, • . •  , Сп) = о ( 4.6) 
называется общим интегралом дифференциального уравнения 
(4.1), если при любых значениях постоянных С 1, .. . , СП определяемые 
им кривые являются интегральными, причем среди семейства кривых 
(4.6) найдутся интегральные кривые, удовлетворяющие произволь­
ным начальным условиям. 

Если в некоторой области С для уравнения (4.1) выполнены 
условия теоремы существования и единственности решений, то 
любая интегральная кривая уравнения (4.1) , расположенная в С, 
может быть получена из уравнения (4.6) при соответствующем вы­
боре постоянных С 1, С2, ... , Сп. В этом случае общий интеграл дает 
полное решение задачи интегрирования дифференциального урав­
нения в данной области. В общем случае могут существовать реше­
ния уравнения (4.1), не входящие в его общий интеграл. 

Иногда для уравнения (4.1) удается получить дифференциальное 
уравнение более низкого порядка n - k (l � k < n): 

Фk(Х , у, у', . . .  , y(n-k), С1, ... , Ck) = о, (4.7) 
содержащее k произвольных постоянных С 1, ... , Сп' следствием кото­
рого является данное дифференциальное уравнение, т. е. найти такое 
уравнение (4.7), что каждое его решение у есть также решение урав­
нения (4.1). В таком случае соотношение (4.7) называется k-ым nро­
межуточным интегралом, а при k = 1 - первым интегралом. 
В простейших случаях процесс решения дифференциального уравне­
ния (4.1) состоит в построении цепочки промежуточных интегралов; 
интегрируя (n - 1 )-й промежуточный интеграл, получим общий интег­
рал (4.6) уравнения (4.1). 

Пример. Пусть имеем уравнение 

у'" = 1. ( 4 . 8 ) 
Ре ш е н и е. Последовательно интегрируя, получаем промежуточ­

ные интегралы 

У"=Х + С1 
и 

, х2 С С У = 2" + 1Х + 2· 
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Отсюда общий интеграл уравнения ( 4.8) есть 

х3 С1 2 С С У = б + ТХ + 2Х + 3, 

где С 1, С2' СЗ - произвольные постоянные. 
Общее уравнение n-го порядка, не разрешенное относительно стар­

шей производной Р(Х, у, у', ... , у(n) ) = О, эквивалентно, вообще говоря, 
нескольким уравнениям вида ( 4.1) . Соотношение, равносильное сово­
купности общих интегралов всех этих последних уравнений, называ­
ется общим интегралом данного уравнения (см. гл. 1, § 2) . 

§ 2. УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

Рассмотрим общее дифференциальное уравнение n-го порядка 

Р( , (n)) - О Х, у, у , ... , у - . ( 4.9) 
Укажем несколько случаев, когда порядок этого уравнения легко 

может быть понижен. 
С л у ч а й  1. Левая часть уравнения ( 4.9) не содержит Х, т. е. урав­

нение имеет вид 
Р{ ,,, (n)) - О у, у, У , ... , У - .  ( 4.10) 

Примем у за новую независимую переменную, а у' 
= р за новую неиз­

вестную функцию. Применяя правило дифференцирования сложной 
функции, последовательно получаем 

YJ/ _ dy' _ dy' dy _ dp 
- dx - dy dx - Р dy' 

'" 
= 

dy" 
= 

dy" dy 
= 

[ d2p + (!!L)2 ] 
У dx dy dx Р Р dy2 dy 

и т. д. Подставляя эти выражения в уравнение ( 4.10) , получим диффе­
ренциальное уравнение (n - 1 )-го порядка следующего вида: ( dp dn-1p ) Р1 у, р, dy' ... , dyn-l = О. 

Пример. Найти частное решение уравнения 

у'у'" = 2у'З + у"2, 
удовлетворяющее начальным условиям 

у(О) = О, у'(О) = 1, у"(О) = о. 
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Ре ш  е н и е. Полагая у' = Р, получим 

р[р2 d2p + p( dP)2 ] = 2рЗ + (Р dP)2 
dy2 dy dy 

или 

Так как в силу начальных условий Р 'F. О, то отсюда 
d2p 
dy2 = 2. 

Интегрируя обе части этого уравнения два раза по переменной у, 
последовательно будем иметь 

dp 
dy = 2у + С1 

и 
р=у2+С1у+С2· 

Из начальных условий, учитывая, что d
dP = ly", получаем у Р 

откуда 

И,следовательно , 

р == �� = у 2 + 1. 

Разделяя переменные в последнем уравнении, находим 
dy 

-2-1 = dx, 
у + 

откуда 

то есть 
arctg у = х + сз. 

Из начальных условий имеем 
0=0+ Сз, 

то есть СЗ = О. Поэтому окончательно искомое решение таково: 
у= tg х. 
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Случ ай 2. Левая часть уравнения ( 4.9) не содержит у, т. е. уравне-
ние имеет вид 

F (х, у', у", . .. , у(n») = О. 
Полагая 

у' =р, у" = р', ... , у(n) = р(n- 1), 

получим уравнение (n - 1 )-го порядка 

р(х, р, р', . . . , р(n- 1)) = о 
относительно неизвестной функции р. 

(4.11) 

Если в уравнении (4.11) вместе с у отсутствуют и производные 
у', . .. , у (k-I) (k < n ) , т. е. уравнение имеет вид 

р(х, уЩ, .. . , у(n») = О, (4.12) 
то, применяя подстановку ущ = z, получим дифференциальное ура в-
нение 

р(х, z, . .. , z(n-k») = О, 
порядок которого на k единиц ниже порядка исходного уравнения. 

Пример. Решить уравнение 

xylll- у" = 1. 
Р еш е н и е. Полагая 

y"=z, 
будем иметь 

xz' - z = 1. 
Отсюда 

dz _ dx 
z+т - х 

и, следовательно, 
ln 1 z + 11 = ln С + ln х. 

Таким образом, 
z=y"=-1+C1x. 

Интегрируя два раза последнее уравнение, окончательно получим 

у = _�x2 + C1X3 + С2х + Сз, 

где С l' С2, Сз - произвольные постоянные. 

Сл у ч ай 3. Левая часть уравнения (4.9) однородна относительно переменныху, 
у', ... , у(n), т. е. для любого k имеет место тождество 

F(x, ky, ky', ... , ky(n) '" kCl. F(x, у, у', ... , у(n), 
где (l - некоторое постоянное число (nоказаmель однородности). 
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Положим 

где и - новая неизвестная функция. Отсюда последовательно находим 

у' = уи. у" = у(и' + и2) •... 

и т. д. Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение (4.9) получим 

Р(х. у. уи •... ) = О. 
или в силу однородности функции F будем иметь 

ya.F(x.l.u • .. .  )=O. 

где а - показатель однородности. Отсюда получаем. что функция и удовлетворяет 
некоторому дифференциальному уравнению (n - 1 )-го порядка 

F I (х. и. и' • .. .• и(n -1) = О. 
Кроме того. если а > О. то у = О. 04евидно. является решением данного уравнения. 
Пример. Решить уравнение 

хуу" - ху'2 = уу'. 
Р е ш  е н и е. Уравнение. очевидно. является однородным относительно у. у' и у". 
Полагая 

получим 

или. если у 1: О. то 

Отсюда 

и. следовательно. 

или окончательно 

y=eJudx. 

ху2 (и' + и2) - ху2u2 = у2и• 

x�� = и. 

и=Сх 

y=C2ecIX2. 
где С I И С2 - произвольные постоянные. 

Решение у = О ПОЛУ4ается при С2 = О. 

§ 3. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Общий вид линейного дифференциального уравнения n-го порядка 
следующий: 

у(n) + мх) у(n - 1) + ... + {n(х) у = {(х), (4.13) 

где функции tk(X) (k = 1 . .... n) - называются коэффициентами 
уравнения, а {(х) - его правой частью или свободным членом. Ес­
ли {(х) ;: О, то линейное уравнение называется однородным, в против­
ном случае - неоднородным. Мы будем предполагать, что функции 
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{fk (Х)} k=l и {(х) непрерывны на некотором общем (конечном или бес­

конечном) интервале (а, Ь). Разрешая уравнение ( 4.13) относительно 
старшей производной у(n), будем иметь 

где 

Так как 

у(n) = р(х, у, у/, ... , у(n-1), 

n-l 
Р = {(х) - 'lfn-k (х)уШ. 

k=O 

д�) = -fn-k (х) (k = 0, 1, ... , n -1) 
ду 

(4.14) 

(4.15) 

согласно предположению непрерывны при а < х < Ь, то на основании 
теоремы существования и единственности решений (§ 1) для любой 

( Ь) / (n-о 
системы чисел Ха а < Ха < , Уа, УО, ... , уа существует решение 

у= ер(х) (4.16) 
и притом единственное, такое, что 

(k) - Щ( ) (k - О 1 - 1) Уа - ер Ха - " ... , n . 

Можно доказать, что это частное решение имеет смысл во всем ин­
тервале (а, Ь). 

Мы займемся сначала однородным линейным дифференциальным 
уравнением 

y(n)+fl(x)y(n-l)+ . .. + {п(Х)У= О. 

Заметим, что это уравнение имеет очевидное решение 

У=О, 
однозначно определяемое нулевыми начальным условиям 

У(Ха) = У/(Ха) = ... = у(n -1 )(Ха) = о, 

(4. 17) 

(4.1 8) 

(4.19) 
носящее название нулевого или тривиального. В дальнейшем мы, как 
правило, будем заниматься нетривиальными решениями. 

Уравнение (4.17) для сокращения будем записывать в виде 

L[у] = о, (4.20) 
где 

L [у] = у(n) + fl(X)(n- 1) + ... + {n(х) у. (4.21) 
Выражение ЦУ] называется линейным дифференциальным опе­

ратором и представляет собой некоторую функцию, которая 
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получается из у в результате выполнения указанных действий (4.21) . 
Например, если 

L [у] = у" - 2ху' + х2у, 
то 

L [х] = о - 2х · 1 + х2 . х = х3 - 2х, 
L [х2] = 2 - 2х . 2х + х2 . х2 = х4- 4х2 + 2 и т. д. 

С этой точки зрения решениями уравнения (4.20) являются те и 
только те функции у = у(х), которые обращают оператор L[у] в нуль. 

Укажем два основных свойства оператора L [у]. 
С во й с т в о 1. Постоянный множитель можно выносить за знак ли­

нейного оператора. 
В самом деле, если С - постоянная, то имеем 

то есть 

ЦСу) = (Су)(n) + fl(X)(Cy)(n-lJ + ... + (n(х)(Су) = 
= С[у(n) + (, (х) у(n -1) + ... + fn(x) у] = СЦу], 

ЦСу] = СЦу]. (4.22) 
Свойство 2. Линейный оператор от суммы равен сумме операто­

ров от слагаемых. 
В самом деле, если у, и У2 - функции от х, то имеем 

[(у, + У2] = (у, + У2)(n) + {, (х)(у, + У2)(n -,) + ... 
. .. + (n(Х)(У, + У2) = [y�n)+ {,(x)y�п-O + ... (n(Х)У,] + 

+ [y�n) + fl(Х)у�n-J) + . .
. + {n(х)у21 = L[Yl] + [(У2], 

то есть 
(4.23) 

Следствие.  Линейный оператор от линейной комбинации не­
скольких функций равен такой же линейной комбинации операторов 
этих функций. 

Действительно, если С, и С2 - постоянные, то последовательно 
имеем 

то есть 
ЦС,Уl + С2У2] = C,L[yj] + С2ЦУ2] 

(свойство линейности). 
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Установим некоторые важные своиства решения линеиного одно­
родного уравнения (4.20) . 

т е о р е м а 1. Произведение решения линеиного однородного 
уравнения на постоянную есть также решение этого уравнения. 

В самом деле, если С - постоянная величина и у, - решение урав­
нения (4.20) , т. е. 

то в силу своиства 1 имеем 

Следовательно, Су, - также решение этого уравнения. 

т е о р е м а 2. Сумма двух решении линеиного однородного урав­
нения есть также решение этого уравнения. 

В самом деле, если у, и У2 - решения уравнения ( 4.20), т. е. 

ЦУ,] = о и L[ У2] = о, 

то в силу своиства 2 имеем 

ЦУ, + У2] = ЦУ,] + ЦУ2] = О. 
Следовательно, у, + У2 есть также решение уравнения ( 4.20). 
С л е Д с т в и е. Любая линейная комбинация решении линеиного 

. однородного уравнения есть также решение этого уравнения. 
В самом деле, если У 1, У2, ... , у k - решение уравнения ( 4.20) и С" 

С2, ... , Ck- постоянные, то 

ЦС,у, + С2У2 + .. . + CkYk] = 
= С lL[y,] + С2ЦУ2] + . . . + CkL[Yk] = о, 

то есть 

У = С,у, + С2У2 + ... + CkYk 
есть также решение уравнения (4.20). 

Таким образом, составляя линеиные комбинации из частных реше­
нии у" У2' ... , Yk линеиного однородного уравнения, мы получаем но­
вые его решения. Возникает вопрос, сколько частных решении и ка­
кие именно следует взять, чтобы их линейная комбинация дала все 
решения данного дифференциального уравнения;> Чтобы ответить на 
это, нужно ввести понятие линеино независимых решении. 

О п р е д е  л е н и е 1. Функции <р,(х), <Р2(Х) , ... , <JJk(X) , определенные 
в общем интервале (а, Ь), называются линейно зависимыми в этом 
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интервале. если существуют постоянные С 1. С 2 • . . . • Ck• из которых по 
меньшей мере одна не равна нулю. и такие. что 

( 4.25) 

при а < Х < Ь. В противном случае функции называются линейно неза­
висимыми. т. е. для линейно независимых функций тождество ( 4.25) 
может иметь место только в том случае. когда 

Заметим. что функция. тождественно равная нулю. не может вхо­
дить в совокупности линейно независимых функций. так как если, на­
пример. <l>1(Х);:: О. то тождество ( 4.25) будет иметь место при С 1 = 1. 
С2 = ... = Ck = О и, следовательно. функции <1>1 (Х). <l>2(Х)' . .. , <l>k(X)­
линейно зависимы. 

Пример 1. Функции 1. х, х2 - линейно независимы. 
Р е ш  е н и е. Из тождества 

вытекает 

С 1 = С2 = СЗ = О. 

Пример 2. Функции 1. sin2 х. cos2 Х - линейно зависимы. 

Ре ш е н и е. Действительно. полагая 

получим тождество 

-1 . 1 + sin2 Х + 1 . cos2 Х ;:: О. 

Пусть Уl = Уl (Х). У2 = У2 (Х) • . . .  , Уn =Уn (Х) - функции, имеющие 

непрерывные производные до (n - 1 )-го порядка включительно. 
Определитель 

Уl У2 Уn 

W (X)= 
У! Yz Y� (4.26) 
(n-!) (n-!) (n-l) Уl У2 .. . Уn 

называется определителем Вронского или вронскианом системы 
функций Yl' У2, . . . . Уn' 
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Т е о р е м а 3. Если функции Yl' У2' .. . , Уn - линейно зависимы, то 
их вронскиан тождественно равен нулю (на соответствующем проме­
жутке). 

Для просто ты доказательства ограничимся случаем трех функций, 
т. е. положим n = 3. 

Пусть 

(4.27) 

где по меньшей мере одна из постоянных С l' С2, Сз отлична от нуля. 
Дифференцируя тождество (4.27) последовательно два раза, получим 

C1Yl + С2 У2 + СзУз == О, 

(4.28) 

Фиксируя Х = х, будем рассматривать постоянные С l' С2, Сз как изве­

стные. Тогда уравнение ( 4.27) , (4.28) представляют собой алгебраи­
ческую линейную однородную систему, заведомо допускающую нену­
левые решения, так как не все Ck (k = 1, 2, 3) равны нулю. Это, как 
известно, возможно лишь в том случае, если определитель этой систе­
мы, представляющий собой вронскиан функций Yl' У2' Уз, равен нулю, 
то есть 

У\ У2 Уз 
W(x)= Уl У2 Уз = о. (4.29) 

У! У2 Уз 
Так как это рассуждение справедливо для любого х, то W(X) == О. 

Теорема доказана. 

След с т в и е. Если вронскиан системы функций У!, У2' ... , Уn отличен 
от нуля хотя бы в одной точке, то эти функции линейно независимы. 

Предположим теперь, что У!, У2, ... , Уn есть решения уравнения 
(4.20). Тогда справедлива обратная теорема: 

т е о р е м а 4. Если вронскиан системы решений У!, У2' ... , Уn ли­
нейного однородного уравнения (4.20) равен нулю хотя бы в одной 
точке интервала (а, Ь), то эти решения линейно зависимы. 

При доказательстве для простоты ограничимся случаем n = 3. 
Пусть W(Xa) = О, где а < Ха < Ь. 
Рассмотрим следующее решение: 

( 4.30) 
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где У1 = У1 (х), У2 = У2(Х)' Уз = Уз(Х) - данные решения и С1' С2' Сз-
некоторые постоянные. Подберем постоянные С1' С2' Сз так, чтобы 
были выполнены условия 

(4.31) 

Из формулы (4.30) следует, что постоянные С l' С2, Сз удовлетворя­
ют системе уравнений 

С1У1 (ХО) + С2 У2 (ХО) + Сзуз (хо)=О, l 
C1yi(xo) + С2 У2(ХО) + Сз Уз (Хо) = OJ 
C1yj(xo) + С2 У2 (ХО) + СзУз (Хо) = O.J 

(4.32) 

Так как по условию определитель этой системы равен нулю, т. е. 

YI(XO) У2 (ХО) Уз (Хо) 
W(Xo)= YI (XO) У2(ХО) УЗ(Хо) =0, 

yj (xo) У2 (ХО) Уз(Хо) 

то система (4.32) допускает ненулевое решение 

С1 = ё1, с2 = ё2, сз=ёз· 
Тогда решение 

(4.33) 

будет удовлетворять начальным условиям (4.31). С другой стороны, 
тривиальное решение 

у= О (4.34) 

также, очевидно, удовлетворяет начальным условиям (4.31). В силу те­
оремы единственности эти два решения должны совпадать во всем ин­
тервале (а, Ь). Следовательно, 

ё1У1 (х) + ё2У2 (Х) + ёзуз(х) == о, 

причем не все числа С1, С2' Сз равны нулю. Это значит, что решения 
У1' У2' Уз линейно зависимы. 

Теорема доказана. 
Следствие. Если решения У1' У2' ... , Уп линейного однородного 

уравнения линейно независимы, то вронскиан их не равен нулю ни в 
одной точке интервала (а, Ь). 
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Оп р е д е л е н и е 2. Фундаментальной системой решений ли­
нейного однородного уравнения называется любая совокупность ли­
нейно независимых частных решений Yl' У2' ... , Уn' число которых 
равно порядку системы. 

Чтобы построить фундаментальную систему решений, достаточно 
взять произвольную систему n2 чисел aij и, j = 1,2, . .. , n), удовлетво­
ряющих единственному условию 

*0, 

н рассмотреть частные решения 

Yl=Yl(X),Y2=Y2(X), ... , Уn=Уn(Х)' 
определяемые начальными условиями 

(4.35) 

(4.36) 

Yk(XO)=alk,Yk(Xa)=a2k , . .. , Ykn-l)(ХО)=аnk (k=1, 2, ... , n), 

где а < хо < Ь (эти решения существуют в силу теоремы существова­
ния и единственности и определены при а < х < Ь). Решения (4.36) об­
разуют фундаментальную систему решений, так как, очевидно, врон­
скиан их W(x) при х = хо отличен от нуля 

W(xo)=A *0 
н, следовательно, в силу следствия к теореме 3 решения (4.36) линей­
но независимы. 

т е о р е м а 5. Общее решение линейного однородного уравнения 
(4.20) представляет собой линейную комбинацию его частных реше­
ний, образующих некоторую фундаментальную систему решений, 
т. е. общее решение выражается формулой 

У = C1Yl + С2У2 + . . .  + СnУn' (4.37) 

где Уl = Уl (х), У2 = У2(Х)' ... , Уn = Уn(Х) - линейно независимые част­
ные решения и C1, С2, . . . , СП - произвольные постоянные. 

Требуется доказать, что формула (4.37) при некотором выборе по­
стоянных C1, С2, ... , СП дает решение у = у(х), удовлетворяющее лю­
бым начальным условиям 

-( ) - -'( ) -, -(n-l)( ) 
-(n-!) У ха = Уа, У Ха = Уа ,  ... , У Ха = Уа ' 

где а <хо< Ь. 

(4.38) 
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Для определения постоянных С l' С2, • . .  , СП из условии (4.38) полу­
чаем неоднородную систему линеиных уравнении 

C1Yl(Xo) + С2У2(ХО) + ... + Сn Уn(ХО) = УО, 1 
C1Yi(xo) + С2У2(ХО) + '" + Cny�(xo) = Уа, I 
�;�in'-;)���)' �. ����n'-;)'(��; � . ..... �. �r:����;)�xo) = уьn-н.! 

(4.39) 

Определитель этой системы есть не что иное как значение вронски­
ана W(X) решений Yl' У2, ... , Уn при х = ХО; поэтому этот определитель 
отличен от нуля 

Следовательно, система (4.39) совместна и имеет единственное ре­
шение 

Таким образом, получаем 

т. е. у содержится в совокупности решений (4.37). 
Теорема доказана. 

Следствие .  Если коэффициенты мх) (k = 1,2, . . . , n) линейного 
однородного уравнения непрерывны, то формула (4.37) дает все реше­
ния этого уравнения. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Исследовать на линейную зависимость следующие системы 
функций: 

а) х, 2х, х2; 
б) sin х, cos х; 
в) х, х + 1, х + 2; 
г) ek(x, ek2X, еkзХ, где k), k2 и kз - постоянны и k, < k2 < kз. 

2. Фундаментальная система решений есть х, х2, х3. Наити реше­
ние У, удовлетворяющее начальным условиям: 

у(l) =О, у'(l) =0, у"(!) =2. 
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§ 4. НЕОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим неоднородное уравнение 

L[y!=t(x), 
где 

(4.40) 

(4.41) 

т е о р е м а. Общее решение неоднородного линейного дифферен­
циального уравнения есть сумма общего решения соответствующего 
однородного линейного уравнения и частного решения данного неод­
нородного линейного уравнения. 

В самом деле, пусть У = У( х) - частное решение неоднородного ли­
нейного уравнения (4.40), т. е. 

[[у! = {(х). (4.42) 
Рассмотрим функцию 

у=у + У, (4.43) 

где у - общее решение соответствующего однородного линейного 
уравнения 

[[у! = о. (4.44) 
Покажем, что у есть общее решение неоднородного линейного урав­
нения (4.40) . Прежде всего у удовлетворяет этому дифференциально­
му уравнению, так как 

[[у! = [[у! + [[У! = 0 + {(Х) = {(Х). 

Кроме того, из формулы (4.43) можно получить частное решение 
у = у(х), удовлетворяющее любым начальным условиям 

( ) '( ) ' (n-I)() (n-I) у Ха = Уа, У Ха :::: Уа, .. . , у Ха :::: Уа ; (4.45) 

для этого, очевидно, достаточно в качестве у = у( х) взять частное реше­
ние однородного уравнения, удовлетворяющее начальным условиям 

У(Ха) :::: Уа - У(Ха), у'(Ха):::: Уа - У'(Ха), ... 

-(n-О( ) _ (n-!) _ у(n-О( ) ... ,у Ха -Уа Ха 

(такое решение заведомо существует). 
Таким образом, теорема доказана. 
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С л е Д с т в и е. Общее решение линейного неоднородного уравне­
ния (4.40) дается формулой 

n 

у = У(х) + L/kYk(X)' 
k=1 

где У(х) - некоторое частное решение этого уравнения, УI (Х) , У2 (Х), 
... , Уn (Х) - фундаментальная система решений соответствующего од­
нородного уравнения (4.44) и C1, С2 , ... , Сп - произвольные посто­
янные. 

§ 5. МЕТОД ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ 

Рассмотрим способ нахождения частного решения У неоднородно­
го линейного уравнения 

ЦУ] = f(Х), (4.46) 
если известно общее решение У соответствующего однородного ли­
нейного уравнения 

Цу] = О. (4.47) 

Для простоты выкладок ограничимся случаем 

ЦУ] = у'" + МХ)У" + f2(Х)У' + tз(х)у, (4.48) 

когда фундаментальная система решений 

Yl = YI(X), У2=У2(Х), Уз=Уз(Х) (4.49) 
уравнения (4.47) состоит из трех функций (общий случай вполне ана­
логичен). 

Пусть 
(4.50) 

Если С1, С2, СЗ - постоянные, то функция У удовлетворяет однород­
ному уравнению (4.47). Будем считать 

С1 = С1 (Х) , С2 = С2 (Х), сз = сз (Х) 
некоторыми функциями от Х (т. е. проварьируем эти постоянные) и 
положим 

(4.51) 

причем подберем функции С1(х), С2(х), сз(х) так, чтобы функция у' 
определяемая формулой (4.51), была бы решением неоднородного ли­
нейного уравнения (4.46). Так как в нашем распоряжении имеется 
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три функции С 1 (х), С2(х), сз(х), то две из них мы можем считать про­
извольными или же можно наложить на эти три функции Д в а у с л о -
в и я, причем дифференциальное уравнение (4.46) будет удовлетворе­
но за счет выбора третьей, оставшейся свободной функции. 
Пользуясь этим обстоятельством, в дальнейшем мы потребуем, чтобы 
про из водные у' и уН имели такой вид, как будто бы функции С 1 (х), 
С2(х) и сз(х) являются постоянными. 

Дифференцируя формулу (4.51), будем иметь 

у' = С1 (х)у! + С2 (Х)У2 + сз (Х)Уз + 

+ [Cj(X)Y1 + С2(Х)У2 + СЗ(Х)Узl. (4.52) 
Наложим на функции С1(х), С2(х), сз(х) условие 

Ч(Х)У1 + С2(Х)У2 + СЗ(Х)Уз = О. (4.53) 
Тогда получим 

у' = С1 (х)у[ + С2 (Х)У2 + G.з (х)уз · 
Дифференцируя еще раз, находим 

(4.54) 

уН = С1 (х)у! + С2 (Х)У2 + сз (Х)Уз + 
+ [Ч(х)у! + С2(Х)У2 + СЗ(х)уЗ!. 

Потребуем, чтобы 

тогда 
С[(х)у[ + С2(Х)У2 + СЗ(Х)Уз = О; (4.55) 

уН= С1(х)у! + С2(Х)У2 + G.з(Х)УЗ. (4.56) 

Дальнейшее дифференцирование дает 

у'" = С1 (x)yj + С2 (Х)У2 + Сз (Х)Уз + 
+ [Ч(х)у! + С2(Х)У2 + СЗ(х)УЗJ. (4.57) 

Подставляя функцию у (4.51) и ее последовательные производные у' 
(4.54), уН (4.56) и у'" (4.57) в неоднородное линейное уравнение 

получим 

или, так как 

[[у] == у'" + Мх)уН + f2(Х)У' + fз{х)у = f(х), (4.58) 

С1(х)Цу11 + С2(Х)ЦУ2] + G.з(х)L[уз] + 

+ [С; (х) у! + С2 (Х)У2 + СЗ (Х)Уз] = f (х) 
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то 
C[(x)yj + С2(х)у(? + СЗ(х)уз = f(х). (4.59) 

Таким образом. для определения неизвестных функций С! (х), 
С2(х), Сз(х) в силу уравнений (4.53), (4.55), (4.59) имеем систему 

С[ (х)у! + С2 (Х)У2 + сз (Х)Уз = о, 1 
С[(х)у[ + С2(Х)У2 + Сз(х)уз = о, � (4.60) 

C[(x)yj + С2(х)у(? + СЗ(х)уз = f( x).J 
Вид этой системы полезно запомнить. Система (4.60) представляет 

собой алгебраическую линейную неоднородную систему трех уравне­
ний с тремя неизвестными cf (х), С2 (х), сз (х). Определитель этой сис­
темы 

Уl У2 Уз 
W (x) = у! У2 Уз 

yj yz Уз 

(4.61) 

есть вронскиан для системы решений Уl, У2' уз; поэтому W(x) *" о и, 
следовательно, система (4.60) совместна и имеет единственное реше­
ние. Решая систему (4.60, будем иметь jr С[(х) = ���) WЗ1 (х), 

I ( ) f (Х) () С2 х = w(х)WЗ2 х, l сз (х) = ���) Wзз (х), 

(4.62) 

где Wзk(х) (k= 1,2,3) - соответствующие миноры со знаками опре­
делителя W(x). 

Отсюда 

ХО 

(4.63) 
ХО 

fX fЩ Сз (х) = Аз + wщ Wзз Юd�, 
ха 
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где Ха - некоторое фиксированное значение и А 1, А2, Аз - произ­
вольные постоянные. Так как мы ищем частное решение, то можно 
положить 

(4.64) 
Если в выражениях (4.63) сохранить постоянные А 1, А2, Аз, то фор­

мула (4.51) даст общее решение неоднородного уравнения. Подстав­
ляя функции C1(x ), С2(х), Сз(Х) в формулу (4.51) с учетом условия 
(4.64), получим частное решение 

х .  Уl (�) У2 (�) Уз (�) 
У = J ��r) Y;(�) Y2(�) Уз(�) d�. (4.65) 

хо Yl(X) У2(Х) Уз(Х). 

Заметим, что решение У (4.65), как легко проверить непосредст­
венно, удовлетворяет нулевым начальным условиям 

У(Ха) = О, У'(Ха) = О, У"(Ха) = О. 
Пример. Решить уравнение 

У'" + у
'= _1_. 

s\п х 

Р е ш  е н и е. Однородное уравнение имеет вид 

уН' + У' = О. 
Полагая У' = и и у'Н = иН, получим 

иН + и = О. 
Отсюда (см. гл. Ш, § 5) 

и, следовательно, 

Таким образом, 

dy С С . и = dx = 1 cos Х + 2 slЛ Х 

Yl=sinx, Y2=-cosx, уз=l. 
Положим С 1 = С 1 (х), С2= С2(х), СЗ = Сз(х). Для определения произ­

водных С; (х), Cz(x), Сз(х) согласно формулам (4.60) имеем следую­
щую систему уравнений: 

Ci(x )sin х - C2(x)cosx + Сз(х) = 0,1 
Ci(x)cosx + Cz(x)sinx = о, r 
-Ci(x)sin(x) + C2(x )cosx = _1_. j 

Sln х 
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Отсюда 

и поэтому 
C1(x)= -х+А1, 

С2(х) = lп I sin х I + А2, 

Сз(х) = ln I tgt I+Аз, 
где А 1, А2, Аз - произвольные постоянные. 

Следовательно 

у = -xsinx - cosx·lnlsinxl + lnltgtl + A1sinx - A2cosx + Аз. 

Задания для самостоятельного решения 
1. уН - У = хеХ. 
2. ху'" + уН = х2 . Найти частное решение, удовлетворяющее на­

чальным условиям 
у(l)= О, у'(l)= О, у"О)=О. 

§ б. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

[[у] = О, 
где 

(4.66) 

(4.67) 

причем коэффициенты al' а2 • . . .  , аn - постоянные действительные 
числа. 

Чтобы построить общее решение уравнения (4.66) согласно общей 
теории, достаточно найти систему n линейно независимых частных 
решений этого уравнения (фундаментальную систему). Будем ис­
кать. эти решения в форме показательной функции 

(4.68) 

где k - некоторое постоянное число. 
Очевидно, 
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Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение (4.66), 
будем иметь 

(4.69) 
где 

F(k) = kn + a1kn-1 + ... + аn. (4.70) 

Так как ekx:;t О, то из уравнения (4.69) получим 

F(k) = О. (4.71) 

Полином F(k) называется характеристическим многочлена},! 
для дифференциального уравнения (4.66), а уравнение (4.71) - ха­
рактеристическим уравнением. Последнее формально получается 
в результате замены производных у(т) (т = О, 1 . .. .  , n) в дифференци­
альном уравнении (4, 66) на соответствующие степени величины k. 
Характеристическое уравнение (4. 71) есть алгебраическое уравне­
ние n-й степени и, как известно из алгебры, имеет n действительных 
или комплексных корней 

k[, k2, ... , kn. 
Если k есть корень характеристического уравнения, то, как следует 

из формулы (4.69), функция ekx является решением дифференциаль­
ного уравнения (4.66). 

Рассмотрим различные случаи, которые здесь могут представиться. 

С л у ч а й 1. Корни характеристического уравнения действитель­
ны и различны. 

Имеем n частных решений 

Уl = eklX, У2 = ek2x, ( 4.72) 

Легко убедиться, что эти решения линейно независимы. В самом 
деле, пусть для определенности 

k1 < k2 < .. .  <kn· 
Предположим, что существуют постоянные 

такие, что 

(4.73) 

причем Ст - последняя в этом наборе константа, отличная от нуля. 
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Разделив обе части тождества (4.73) на ekmX, тогда будем иметь 
C!e-(km-kl)x + C2e-(km-k:2)x + ... + Сm == о. 

Отсюда, переходя к пределу при х -+ + 00, получим 

что противоречит предположению. 
Итак, тождество вида (4.73) невозможно, т. е. функции У!, У2, . . . , 

Уn - линейно независимы. 
Поэтому решения (4.72) образуют фундаментальную систему ре­

шений. Следовательно, общее решение дифференциального уравне­
ния (4.66) есть 

где С!, С2, ... , Сп - произвольные постоянные. 

Пример. Пусть 
у'" -у' = 0 . 

Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение есть 

отсюда корни 

k!=O, k2= 1, kз=-I. 
Этим корням соответствуют частные решения 

У! = 1, У2=ех, у=е-Х• 
Так как корни характеристического уравнения действительны и 

различны, то общее решение этого уравнения имеет вид 

у = С! + С2еХ + Сзе-х, 

где С!, С2, Сз - произвольные постоянные. 

С л у ч а й  2. Корни характеристического уравнения различны, но 
среди них есть комплексные. 

В этом случае удобно рассматривать комплексные решения 

у = u + iv, (4.74) 

где и и v - действительны и i = Д - мнимая единица. При диффе­
ренцировании функции у число i рассматривается как постоянная. 
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Л е м м а 1. Если комплек<.:ная ФУНlЩИЯ у (4.74) удовлетворяет ли­
нейному однородному уравнению (4.66) с действительными коэффи­
циентами, то u - действительная часть и v - коэффициент мнимой 
части этой функции также удовлетворяют данному уравнению. 

В самом деле, в силу линейности оператора L[у], имеем 

L[u+iv] = [[и] + iL[v] == о. 

Но комплексное число равно нулю тогда и только тогда, когда рав­
ны нулю его действительная и мнимая части: 

[[и]=О и L[v]=O, 
т. е. u и v - являются решениями уравнения (4.66). 

Переходим теперь к построению фундаментальной системы решений. 
Заметим, что так как коэффициенты характеристического уравне· 

ния (4.72) действительные, то комплексные корни его попарно сопря­
женные. Пусть, например, 

kj = а + iP, k2 = а - iP 
(а, Р -- действительные) - комплексные корни характеристического 
уравнения. Из свойств показательной функции следует, что функции 

ek1X = е(а+ i�)x = еШ(соsРх + isinpx) 
и 

ek2X = e(a-i�)x = еШ(соsРх - isin�x) 
по-прежнему являются решениями (комплексными) дифференциаль­
ного уравнения (4.66). 

В силу ,леммы I действительная часть и коэффициент мнимой части 
приведенных выше решений, а именно: 

У! = eaxcos Рх, У2 = еШsiп Рх 

также являются решениями уравнения (4.66). 
В случае, если некоторый корень ks - действителен, то мы, как и 

прежде, берем частное решение в форме показательной функции 
у = eksx. Можно доказать, что построенная таким образом система ча-

стных решений Yl' У2, . . . , Уп будет фундаментальной. Общее решение 
дифференциального уравнения (4.66), как всегда, выразится фор­
мулой 

где Cj, С2, ... , СП - произвольные постоянные. 
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Пример. Пусть 
у'" - 2у' - 4у = о. 

Ре ш е н и е. Характеристическое уравнение имеет вид 
kЗ-2k - 4 = о. 

Отсюда подбором получаем один очевидный корень 
k1 =2. 

(4.75) 

Деля левую часть уравнения (4.75) на бином k - 2, будем иметь 

(k - 2)(k2 + 2k +  2 ) = 0. 
Следовательно, два другие корня характеристического уравнения 
будут 

k2 = - 1 + i, kз = - 1 - i. 
Фундаментальная система решений здесь такова: 

Уl = е2х, У2 = е-Х cos х уз = е-Х sin х. 
Поэтому общее решение есть 

у = C1 e2x + е-Х(С2 cos х + с:з sin х), 
где с l' С2, Сз - произвольные постоянные. 

Случай  3. Среди корней характеристического уравнения имеют­
ся действительные кратные корни. 

Установим предварительно одно свойство оператора ЦУ]. 
Лемм а 2. Если 

ЦУ] = у (n ) + aly(n-I) + ... + а nу, 
то при постоянной k имеем 

L[ekxy] = e kX {F(k)y + F'(k)y' + Fi,k) у" + ... + F(��k) у(n) } , (4.76) 

где F (k ) = kn + a1kn-1 + ... + аn- характеристический многочлен 
оператора ЦУ]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы Лейбница имеем 

ekxy = ekxy; 
(ekxy)' = ekx (ky + у'); 
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Умножая эти равенства соответственно на аn, an-l' ... , al, 1 и скла· 
дывая, получим 

LlekxyJ = ekX { [ kn + a1kn-1 + ... + anJy + 

+ [n kn-j + (n - Оа! kn-2 + ... + аn-l J у' + 

+ i In (n -1) kn-2 + (n -1)(n - 2) аjkn-З + ... + 2·1аn_2 J у" + 

+ ... + �[n(n -1) ... l]у(n)} = 
n. 

= ekx {F (k) у + F' (k) у' + Fi!k) уН + ... + F(:�k) у(n) }, 
что и требовалось доказать. 

Пусть 
kj = k2 = ... = ks 

(s 22) - корень характеристического уравнения (4.71), кратность 
которого равна s. Положим 

(4.77) 

где u = и(х) - новая неизвестная функция. 
Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение (4.66), 

будем иметь 

или, применяя лемму 2 и учитывая, что ek1x ::f. О, получим 

F (k ) F'(k ) ' F"(kl) н F(nJ(kl) (n) 
О 1 u + j U + -2,-и + ... + -n- ' - и = .  (4.78) 

Так как k j - корень характеристического уравнения (4.71) кратно· 
сти s, то 

F (kj) = F' (kj) = ... = F(S-!)(k\) =О, 

F(s) (kj) 'f:. О. 
Поэтому уравнение (4.78) принимает вид 

F(S)(kl) (S ) F(n)(kl) (n)_ 
I U + ... + , и  - о. S. n. (4.79) 

Ввиду того, что наинизший порядок производной в уравнении 
(4.79) равен s, это уравнение имеет s очевидных частных решений 

U -1 U - х Us = xs-j 1 - , 2 - , . .. , 
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Следовательно, исходное дифференциальное уравнение допускает 
систему s частных решений вида 

( 4.80) 

Эти решения и составляют соответствующую часть фундаменталь­
ной системы решений. 

Пример. Решить уравнение 

yIV + 2у'" - 2у' - у = О. 

Ре ш  е н и е. Составим характеристическое уравнение 

или, так как 

то 

Отсюда 

k4 + 2kЗ - 2k - 1 = О 

k4 + 2kЗ - 2k - 1 = (k4 - 1) + 2k (k2 - 1) = 
=(k2 -1 )(k2 + 1 + 2k) = (k2 - 1 )(k + 1)2 = 

= (k - l)(k + 1 )З, 

(k - l)(k + 1)3 = О. 

kI = 1 ,  k2=kз=k4=-I . 
Поэтому фундаментальная система решений имеет вид 

У1=еХ, У2=е-Х, уз=хе- Х, У4=х2е-х. 

(4.81 ) 

Следовательно, общее решение данного уравнения (4.81) будет 

У = С1еХ + (С2 + Сзх + С4х2) е-Х, 

где С1, С2, СЗ' С4 - лроизвольные постоянные. 
Сл уч а й 4. Среди корней характеристического уравнения имеются 

кратные комплексные. 
Так как коэффициенты характеристического уравнения (4.71) дей­

ствительны, то комплексные корни его попарно сопряженные, при­
чем кратности сопряженных корней одинаковы. Пусть 

kj = k2 = ... = ks = а + iP 
(а, р - действительны) - корень характеристического уравнения 
(4.72) кратности s. В таком случае 

ks+ 1 = ks+ 2 = .. . = k2s = а - Ф 
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также s-кратный корень этого уравнения. На основании формулы 
(4.80) корню k, соответствует s частных комплексных решений 

ektX = e<XX(cospx + isin px); 

xektX = xe<XX (cos px + isinpx); 

xS-lеktХ = xS-1е<Lt(соs рх + isinpx). 

Поэтому в силу леммы 1 дифференциальное уравнение (4.66) имеет 
2s действительных решений вида 

у, = е<ХХ cos Рх, ун! = е<ХХ sin рх; 

У2 = хе<ХХ cos Рх, Ун2 = хе<ХХ sin рх; 

которые и войдут в общую фундаментальную систему решений как со­
ответствующие кратным корням а ± i�. 

При мер. Решить уравнение 

ylV + 2у" + у = О. 

Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение имеет вид 

или 

Отсюда 

Фундаментальная система решений будет иметь вид: 

Уl = cos х, У2 = х cosx, уз = sin х, У4 = xs inx . 
Следовательно, общее решение этого уравнения таково: 

у= (С1 + С2х) cos х+ (С2+ С4х) sin х 

(С1, С2, Сз, С4 - постоянные). 
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Задания для самостоятельного решення 
1. yIV - 5у" + 4у = о. 
2. у'" + у= о. 
3. у'" - 3у' + 2у = о. 
4. yIV + 2ylll + 3у" + 2у' + у = о. 
5. Найти решение уравнения 

yIV + у=О, 

удовлетворяющее начальным условиям 

у(О) = о, у'(О) = 1. у"(О) = О, у"'(О) = о. 

§ 7. НЕОДНОРОДНЫЕЛИНЕЙНЫЕУРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Рассмотрим неоднородное линейное уравнение 

L[у] = {(х), 
где 

(4.82) 

(4.83) 

ak (k = 1, .. . , n) - постоянные, а {(х) - некоторая данная непрерыв­
ная функция. Как известно (см. § 4), общее решение уравнения (4.82) 
выражается формулой 

у= у + У, 
где у - общее решение соответствующего однородного линейного 
уравнения и У - частное решение данного неоднородного линейного 
уравнения (4.82). В предыдущем параграфе указывалось как найти 
функцию у. Для нахождения частного решения У можно воспользова-

ться методом вариации произвольных постоянных (см. § 4), однако 
этот метод приводит к длинным выкладкам. Поэтому мы укажем для 
некоторых простых правых частей {(х) другой метод нахождения фун­
кции У, носящий название метода неоnределеННblХ коэффициен­
тов. Рассмотрим ряд случаев. 

Случай 1. (Правая часть уравнения - полином.) Пусть 

{ (х) = ьохm + ьJхm-J + .. . + Ьm, (4.84) 

где Ьо, bJ, • •• , Ьm - некоторые постоянные. 
1. Предположим, что 
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т. е. k = О - не является корнем характеристического уравнения 

рщ= kn +a1kn-1 + ... +аn = 0. 

Ищем частное решение в форме полинома той же (как и управой ча­
сти) степени 

У А т А m-l А m-2 А = ох + lX + 2Х + ... + т' (4.85) 

с неопределенными коэффициентами Ао, А l' .
.
. , Аm. Последовательно 

дифференцируя, будем иметь 

У' = mAoxm-1 + (m-l}А1хm-2 + ... + I·Am-1; 
У" = m(m -ОАохm-2 + (т -l)(m-2)А!хm-З + . .. + 2·1·Am_2; 

Подставляя эти выражения в уравнение (4.82) и делая приведение 
подобных членов, получим 

цу] = Аоаnх m + (mаn_!Ао + anA1)xm-1 + 
+ [т (т -Оаn-2Ао + (т -l)an-1A! + a nA2]xm-2 + ... 

- ь т Ь m-l Ь m-2 
... = оХ +! х + 2Х + ... 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степеняхх, получаем 
систему уравнений: 

Аоаn = Ьо, 1 
A1an + man-1Ao = b1, 

� 
�.2�� �.(�.�I�a

.
n�!.�l.+. ��� ��)��-

.
2�� .=. �2'] 

(4.86) 

из которой, учитывая, что аn 1:- Ь, последовательно можно определить 
коэффициенты Ао, А!, Аз, ... , Аm. 

Итак, если р(о) 1:- О, то уравнение (4.82) имеет частное решение в 
форме полинома, степень KOToporo равна степени полинома, стояще­
ro в правой части уравнения. 

2. Пусть 

и 

р(г)(о) аn-г = --, - = О (г = 0,1, ... , s-1) 
г. 

р(n)(о) an-s = --,- 1:-0, s. 
т. е. k = О - является корнем характеристического уравнения крат­
ности s. 
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Уравнение (4.82) имеет вид 

y(n) +aly(n- l) + ... + an_sy(s) = f(x). (4 . 87) 

Полагая 

(4.88) 
получим 

(4.89) 

Так как an- s ;tO, то в силу предыдущих рассуждений последнее 
уравнение имеет частное решение и в форме полинома 

_ - т - m-l -
и - Аох + A1x + . .. + Аm , 

где А'о, A'I' ... , А'm - некоторые определенные числа. 
На основании формулы (4.88), интегрируя почленно последнее ра­

венство s раз, получим частное решение исходного уравнения (4.87) 

у = Со + C1x + ... + Cs_1xs-1 + 

+Aoxm+s + A1xm+s-1 + . .. +AmxS, 

где Со' C1, ..
. 
, Cs-1 - произвольные постоянные иАо, A1, • . • ,Аm - не­

которые определенные коэффициенты. Так как мы ищем лишь част­
ное решение, то можно положить 

И,следовательно, 

(4.90) 

Итак, если р(о) = о и кратность нулевого корня равна s, то диффе­
ренциальное уравнение имеет частное решение в форме полинома, 
степень которого на s единиц выше, чем степень полинома, стоящего в 
правой части уравнения. 

Пример. Решить уравнение 

у{\о) + у(9) = х. 
Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение имеет вид 

k10 + k9 = О. 

Отсюда 
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Согласно теории ищем частное решение У в такой форме: 

у = х9 (Ах + В) 
или 

Y=Ax1 0+ Вх9. 

Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение (4.91), 
получим 

10!А + 10!Ах + 9!В == х. 
Отсюда 

10!А = 1 } 
10!А +9!В = О 

и, следовательно, 

Таким образом, находим 

Общее решение данного уравнения, очевидно, таково: 

9 �C m-l С -х х9 xlO У = "'" mх + loe - 9! + ТО!. 
m=! 

С л у ч а й  2. (Правая часть уравнения - полином, умноженный на 
показательную функцию.) 

Пусть 
(4.92) 

где 

и а. - постоянное число. 
Положим 

у = ещи, 

где u - новая неизвестная функция. Тогда уравнение (4.82) примет 
вид 

или 

(4.93) 
где 
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Мы пришли к разобранному выше случаю с той только разницей, 
что коэффициент при неизвестной функции u равен Р(а.). 

1. Пусть Р(а) ;t О, т. е. а не является корнем характеристического 
уравнения. Тогда уравнение (4.93) имеет частное решение и в форме 
полинома степени т. Следовательно, данное уравнение (4.82) имеет 
частное решение вида 

(4.94) 
где Qт(x) - полином степени т. 

Коэффициенты полинома Qт(x) находятся путем подстановки вы­
ражения (4.94) в данное дифференциальное уравнение. 

2. Пусть Р(а) = О, причем k = а - корень характеристического 
уравнения кратности s. 

Уравнение (4.93) допускает частное решение и в форме полинома 
степени т, умноженное на XS• Следовательно, наше дифференциаль­
ное уравнение (4.82) имеет такое частное решение 

У = xSertX Qт(x), (4.95) 
где Qт(x) - полином степени т. 

Пример. Решить уравнение 

y"-у=х2еХ• 
Р еш е н и е. Составляем характеристическое уравнение 

k2-1 = 0 . 

Корни его k1 = -1, k2 = 1. 
Так как а= 1 = k2, то полагаем 

У = х (Ах2 + Вх + С)еХ 
или 

Применяя формулу Лейбница, получаем 

У" = (Ах3 + вх2 + Сх)еХ + 

+ 2(3Ах2 + 2Вх + С)еХ + (6Ах + 2В)еХ• 

Отсюда, подставляя У и У" в уравнение (4.96) , будем иметь 

2(3Ах2 + 2Вх + С)еХ + (6Ах + 2В)еХ == х2еХ 
или 

6Ах2 + (6А + 4В)х + (2В + 2С) == х2• 
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Следовательно, 

БА = 1, 1 
БА + 48 = o,� 
28 + 2С = о. J 

Решая эту систему, находим 

поэтому 

А -1 В - j с- j - 6' - -4 ' - 4' 

у = (Х63 - Х; + i)ex. 

Общее решение уравнения (4.96) имеет вид 

у = CjeX + С2е-Х + (� - Х; + i) еХ. 
в дальнейшем иногда будет удобно пользоваться комплексными ре­

шениями. 

Лемма. Пусть дано линейное неоднородное уравнение 

[[у] = '(Х), 
правая часть которого есть комплексная функция 

'(х) = <р(х) + i\jf(X) 

(4.97) 

(4.98) 

и [[у] есть линейный оператор (4.83) с действительными коэффици­
ентами. 

Если комплексная функция 

у = u + iv 

удовлетворяет уравнению (4.97), то действительные функции u и v 
удовлетворяют соответственно уравнениям 

L[и] = <р(х) и L[и] = \jf(X). 
в самом деле, имеем 

[[и + iv] = L[и] + iL[v] == <р(х) + i\jf(x). 

Так как коэффициенты оператора [[у] действительные, то отсюда сле­
дует,ЧТО 

L[и] = <р(х) и L[и] = \jf(X). 
Лемма доказана. 
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С л у ч а й  3. Правая часть уравнения - произведение показатель­
ной функции на тригонометрический полином с полиномиальными 
коэффициентами. 

Пусть 

(4.99) 

где а и � - действительные числа, Р m(Х) и Qm(X) - полиномы, кото­
рые, без нарушения общности рассуждения, можно считать имеющи­
ми одинаковую степень m. 

Применяя формулу Эйлера 

получим 

cosPx = t(eiPX + е-ФХ), sin�x = ii(eiPX - e-iРх), 

где P� (Х), Q� (Х) - некоторые комплексно сопряженные полиномы 
степени m. Рассмотрим вспомогательное уравнение 

(4.100). 

Очевидно, что 

f(X) = Re[e(a+ ф)х P� (Х)]. 

Согласно случаю 2 имеем две возможности. 
1. Пусть Р(а + iP) '# О, т. е. число k = а + i� - не является корнем 

характеристического уравнения. 
Уравнение (4.100) имеет частное решение вида* 

(4.101) 

где Rm(x) и Sm(x) - некоторые полиномы степени m. На основании 
леммы заключаем, что исходное дифференциальное уравнение (4.82) 
имеет частное решение вида 

(4.102) 

2. Пусть Р(а+ i�) = О, причем кратность корня k = а+ i� равна s. 
Вспомогательное уравнение (4.100) имеет частное решение вида 

* Знак минус ( - ) взят для удобства выкладок. 
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Следовательно, наше дифференциальное уравнение имеет частное 
решение вида 

(4.103) 

На практике можно не переходить к комплексным функциям, а сра­
зу пользоваться готовыми видами частных решений (4.102) и (4.1 ОЗ). 

Пример. Решить уравнение 

уН -2у' +5у = еХ siп 2х. (4.104) 

Р е ш  е н и е. Составляем характеристическое уравнение 

откуда 

Так как число а + i� = 1 + 2i является простым корнем характери­
стического уравнения, то полагаем 

у = xex(Acos 2х + Bsin 2х). (4.105) 

Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение (спра­
ва налево), будем иметь 

5xeX{Acos2x + Bsin2x) -

- 2[(х + I)eX{Acos2x + Bsin2x) + 

+ 2xeX{-Аsiп2х + Bcos2x)] + 

+ [(х + 2)ex(Acos2x + Bsin2x) + 

+ 4(x+I)eX{-Аsiп2х + Bcos2x) -

- 4xeX(Acos2x + Bsin2x)] == eXsin2x 

или, производя очевидные сокращения, получим 

- 4Asin 2х + 4Bcos 2х == sin2x. 

в силу линейной независимости функций sin2x и cos2x имеем 

A=-t , в=о, 
следовательно, частное решение будет иметь вид 

у = -1еХ cos2x. 

Отсюда общее решение уравнения (4 ,104) таково: 

у = еХ{С1 cos2x + С2 sin2x) - 1еХ cos2x. 
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3 а м е ч а н и е. Случаи 1,2,3 можно объединить общим правилом: 
для правых частей указанного вида частное решение дифференциаль­
ного уравнения, вообще говоря, имеет тот же вид, что и его правая 
часть; при исключительных обстоятельствах нужно добавлять допол­
нительный степенной множитель xS. 

Принцип нало жения решений. Если правая часть линейного 
неоднородного уравнения (с постоянными или переменными коэффи­
циентами) представляет собой сумму нескольких функций, то част­
ное решение этого уравнения можно находить как сумму частных ре­
шений соответствующих неоднородных уравнений, правыми частями 
которых служат отдельные слагаемые суммы. 

Те о р е м а. Пусть 

[[у] = <1'1 (х) + <l'2(Х) 

и YI, У2 - решения уравнений 

[[У1] = <l'1 (X) и [[У2] = <l'2(Х)' 
в таком случае 

Y=YI+Y2 
является решением исходного уравнения (4.105). 

В самом деле, в силу линейности оператора имеем 

что и требовалось доказать. 

Пример. Решить уравнение 

у'" + У" +У' +У= х2 +sin2 Х. 

Ре ш е н и е. Составляем характеристическое уравнение 

kЗ + k2 + k + 1 = О 

или 

Отсюда 
kl = -1, k2 = i, kз = -i. 

(4.105) 

(4.106) 

Правую часть уравнения (4.106) можно представить в таком виде: 

[(Х) = (х2 + t) + (-tСОS2Х). 
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Согласно принципу наложения решений рассматриваем уравнения 

и 

и 

yj + yj + Уl + УI = х2 + t 
l1f " ,  1 2 У2 + У2 + У2 + У2 = -"2cos х. 

Соответствующие частные решения имеют вид 

У1 = Ах 2 + Вх + С 

У2 = Dcos2x + Esin2x. 

(4.107) 

(4.108) 

Подставляя эти выражения соответственно в уравнения (4.107) и 
(4.108), находим 

и 

А = 1; В = -2; С = t 
D=.L· E=l 14' 7' 

Отсюда частное решение уравнения (4.106) будет таково: 

У = У1 + У2 = х2 - 2х + t + I� (cos2x + 2sin2x) 

и, следовательно, его общее решение имеет вид 

у = С\е-Х + C2cosx + Сз siпх + 
+х2 - 2х + t + I� (cos2x + 2sin2x), 

где С \' С2, Сз - произвольные постоянные. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Указать форму частных решений У, если 
а) у'" + у' = 1 + cos х; 
б) ylV - у = х2ех + е2х; 
в) yIV + 2у" + У = х siп х; 
г) у" + 2у' + У = х2е-х cos х. 

2. Решить уравнение 

у'" - у" = х + cos х. 
3. Найти частное решение уравнения 

у'" + 2у" + 2у' + У = х, 
удовлетворяющее начальным условиям 

у(О)::: у'(О) = у"(О) = о. 
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§ 8. УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА 
к линейному уравнению с постоянными коэффициентами легко 

приводится уравнение Эйлера 

х n у(n) + alxn-I у(n-!) + ... + аnу = !(х), (4.l09) 

где аl ' а2 ' ... ,а n - постоянные числа. 
Для простоты ограничимся рассмотрением уравнения второго по­

рядка 

(4.110) 

Считая, что х > О, положим 

(4.111) 

Используя правило дифференцирования функции, заданной пара­
метрически, последовательно находим 

dy _ dy . dx -t dy 
у' = dx - dt· dt = е dt' 

"_ dy' _ dY'.dx _ _  2t(d2y _ dY ) у - dx - dt . dt - е dt2 dt '  

Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение 
(4.11 О), после очевидных сокращений получим линейное уравнение с 
постоянными коэффициентами 

(d2y dY ) dy ( () 
df2 - dt + аl dt + а2У = ! е . (4.112) 

Если х < О, то, полагая Х = - � , мы приходим К уравнению Эйлера от­
носительно пере мен ной �, где � > О. 

За м еч а н н е. Рассмотрим однородное уравнение Эйлера 
хnу(n) + alxn-1y(n-I) + ... + а"у==О. (4.113) 

Так как прн замене х == et это уравнение приводится к линейному уравнению с по­
стоянными коэффициентами, то оно допускает частные решения вида 

у == ekt == xk, 
где k - постоянно. Задаваясь этой формой, легко непосредственно найти эти реше-
ния. 

в исключительном случае, когда корни соответствующего характеристического 
уравнеиия кратные, частные решения у имеют более сложный вид 

y==t' ekt ==хklп' х (г==О, 1, .. . , т), 
где т - кратность корня. 
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Пример. Решить уравнение 
x2yW +ху' +у = х. 

Р е ш  е н и е. Полагая 

будем иметь 

или 
dO 2 + y=et 
dt2 

Характеристическое уравнение здесь имеет вид 

k2 + 1=0. 
Отсюда 

k1= i, k2 = -i. 
Будем искать частное решение уравнения (4.115) в виде 

у= Aet. 
Подставляя У в (4.115), находим 

2Aet =el, 
следовательно, 

A=t 
и 

y=tet. 

(4.114) 

(4.115) 

Так как корни характеристического уравнения мнимые, то общее ре­
шение уравнения (4.115) таково: 

у = tet + С1 sin t + С2 cos t 
и, следовательно , общее решения уравнения (4.114) есть 

у = t х + С1 sin(lnx) + С2 cos (!пх) 
(С1 ' С2 - произвольные постоянные). 

Задания для самостоятельного решения 

1. х2уН +ху'_р2у = О (р - постоянно) . 
2. х2у" + 3ху' + y=�. 
3. хЗ ylН = б (х + у). Наити частное решение у = у(х), удовлетворя­

ющее начальным условиям у( 1) = О, у'( 1) = 2, yW( 1 ) = 6. 
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§ 9. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
Если в задаче дифференциального характера имеется несколько 

искомых функций, то для определения этих функций, вообще говоря, 
следует составить столько дифференциальных уравнений, сколько 
имеется функций. Так мы приходим к системе дифференциальных 
уравнений. 

Пусть, например, t - независимая переменная и х = хЩ, у = у(О­
искомые функции. Допустим, что эти функции удовлетворяют систе­
ме уравнений 

�� = f (t , х, у)' 1 

'it = g(t, х, y),J 
(4.116) 

разрешенной относительно производных �� , ��, где f и g - заданные 
непрерывные функции. 

Система такого вида называется нормальной, а число уравнений в 
нормальной системе называется ее порядком: таким образом, нор­
мальная система (4.116) - второго порядка. Под решением системы 
(4.116) мы понимает любую совокупность двух функций 

х = x(t), у = y(t), (4.117) 

которые будучи подставлены в эту систему обращают ее в тождество. 
Геометрически в пространстве Otxy решение (4.117) представляет 

собой некоторую линию, которая называется интегральной кривой. 
Система дифференциальных уравнений, как правило, имеет бесчис­
ленное множество решений, образующих поле интеграЛЬНblХ кри­
вых. Чтобы из этого поля выделить одну конкретную интегральную 
кривую, в простейшем случае достаточно указать точку Ма (ta ,ха ,Уа) 
( рис. 37) искомой кривой, т. е. нужно задать начальное условие 

х II=to = Ха, У I/=to = Уа· 

у 

х 

Рис. 37 
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в приложениях к механике и физике независимую переменную t 
часто рассматривают как время. В таком случае переменные х и у 
можно интерпретировать как координаты некоторой точки М(х, у) 
плоскости Оху. Эту плоскость обычно называют фазовой плоско­
стью (в случае большого числа переменных фазовым пространст­
вом). Решение (4.117) носит название движения, а соответствующая 
кривая (4.117) фазовой ПЛОСКОСТИ,где t играет роль параметра, назы­
вается траекторией движения. Если предположить, что фазовая 
плоскость заполнена непрерывно движущейся средой (поток жидко­
сти), для любой точки которой проекuии скорости движения в каж­
дый момент времени t определяются уравнениями (4.116), то траекто­
рию движения можно наглядно представлять как траекторию 
движения точки этой среды. 

Если правые части системы (4.116) явным образом зависят от вре­
мени t (нестационарный поток), то траектория, начинающаяся в 
данный момент to в точке Мо(Хо, Уо), будет, вообще говоря, зависеть 
от этого момента. В случае же, если правые части системы (4.116) яв­
ным образом не зависят от времени t (стационарный поток), то рас­
пределение скоростей движения точек пространства для любого мо­
мента времени t одинаково и поэтому точки среды, занимающие в 
какие-либо моменты времени to и t' о положение Мо, будут иметь одну 
и ту же геометрическую траекторию движения (конечно, кинематиче­
ские законы движения их будут различны). 

Пример. Уравнение упругих колебаний материальной точки в од­
ном измерении при отсутствии сопротивления среды имеет вид 

d2x + А 2 х = О 
dt2 "" , 

где � > о - постоянная величина. 
Р е ш  е н и е. Полагая у = �;, получим систему дифференuиальных 

уравнений 
dx dy А 2 (it= У, ([i = -..., Х. 

, Движения этой системы имеют вид 

х = Asin(�t + <р), у = A�cos(�t + <р), 
где А и <р - произвольные постоянные. 

Исключая отсюда время t, получим уравнение семейства фазовых 
траекторий 

(4.118) 
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Очевидно, что здесь траектории движения - подобные эллипсы (рис. 38). 
у 

о х 

Рис. 38 
Зная кривые на фазовой плоскости, можно составить примерное 

представление о механическом движении. В нашем случае точка фа­
зовой плоскости м(х, у) есть совокупность положения х и скорости у 
материальной точки. Из уравнения (4.118) вытекает, что при любых 
начальных условиях координата х и скорость у материальной точки 
остаются ограниченными, причем, чем больше отклонение х, тем 
меньше скорость у, и наоборот. Кроме того, траектория замкнута и, 
следовательно, механическая система через определенные проме­
жутки времени возвращается к прежнему состоянию, т. е. движение 
ее носит периодический характер. 

З а м е ч а н и е. Систему, содержащую производные высших поряд­
ков от искомых функций и разрешенную относительно старших про­
изводных, путем введения новых неизвестных функций можно приве­
сти к нормальному виду. В частности, уравнение п-го порядка, 
разрешенное относительно старшей производной, можно записать в 
виде нормальной системы n уравнений первого порядка. 

Пример. Пусть d2;; = Х 2 + У 2 + dX, 1 11' - dt � 
dy (dX)2 J dt 

= ty + dt . 
Р е  ш е н и е. Полагая 

dx - х dt - 1, 
получим нормальную систему 
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Редукция нормальной системы к одному уравнению высше­
го порядка. Одним из основных методов решения системы диффе­
ренциальных уравнений является метод исключения, состоящий в 
том, что при помощи дифференцирования системы получают ряд но­
вых дифференциальных уравнений, из которых, в совокупности с дан­
ными уравнениями, исключают все искомые функции, кроме одной. 
Таким образом, приходят к одному уравнению, содержащему одну не­
известную функцию. 

Мы изложим этот метод применительно к нормальной системе вто­
рого порядка 

�; = f(t, х, у), �� = g(t, х, у). (4.119) 

Рассматривая х и у как функции от t и дифференцируя по t, например, 
первое уравнение системы (4.119), получим 

или 

d2x д! д[ dx д[ dy di2 = dt + дх dt + ду dt 

d2 Х д[ д! д! _ ( ) di2 = дt + f дх + g ду = Л t, х, У . (4.120) 

Определяя из первого уравнения системы (4.119) функцию у (пред­
. полагая, что это возможно), будем иметь 

у = p(t, х, �;). (4.121) 

Подставляя это выражение в уравнение (4.120), получим одно урав­
нение 2-го порядка относительно искомой функции x(t) 

d2x f (t dx ) di2 = 2 ' х, dt . 

Если удастся найти общее решение этого уравнения 

x=q>(t, Cj, С2), 

(4.122) 

то функцию у можно непосредственно определить по формуле (4.121) 
Очевидно, аналогичным способом можно получить также диффе­

ренциальное уравнение относительно у. 
3 а м е ч а н и е. На праi<тике часто бывает возможно произвести 

исключение всех искомых функций, кроме одной, не пользуясь общей 
схемой. 
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Пример. Решить систему 

dx = t + х - 2у dt ' 
dy dt = 1 + х + 4у. (4. 123) 

Ре ш е н и е. Дифференцируя первое уравнение, будем иметь 

или 

Так как 

то 

или 

d2x = 1 dx _2dy 
dt2 + dt dt 

d2x 1 -= t - - х - 10у dt2 • 

d2x _ 5dx + 6х = -1- 4t dt2 dt . 

Характеристическое уравнение имеет вид 

k2 - 5k + 6 = О, 
откуда находим его корни 

Ищем частное решение 

Х=А + Bt. 
Получаем 

0 - 5В + 6(А + Bt) == -1 - 4t. 
Следовательно, 

A=- :� . B=-i 
и 

Поэтому 
х = С\е2! + С2е3! - \18(13 + 12t). 

Из формулы (4. 124) находим 

у = -t С1е2t - С2е3! - 3� (I - 60. 

(4.124) 

(4. 125) 

(4.126) 

(4.127) 

Совокупность формул (4.126). (4.127), где С1• С2 - произвольные 
постоянные. дает решение системы (4.123). 
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Понятие о первых интегралах. Нетождественное соотношение 

F(t, х, у) = с (4.126) 

(С - произвольная постоянная) называется первым интегралом си-
стемы 

�� = f(t, х, у), �� = g(t , х, у), (4.119) 

если оно обращается в тождество при подстановке вместо х и у како­
го-нибудь решения этой системы. Зная первый интеграл, можно одну 
из искомых функций выразить через другую и, следовательно, поря­
док системы понизить на единицу. 

В случае системы второго порядка (4.119), имея два независимые 
между собой первые интегралы 

(4.127) 

и разрешая полученную систему (4.127) относительно х и у, будем 
иметь общее решение системы (4.119) 

x=q>j(t, Cj, С2), y=q>2(t, Cj, С2)· 
Пример. Решить систему 

dx _ dy 
di - у, di 

= х. 
Р е ш е н и е. Складывая уравнения почленно, будем иметь 

:t (х + у) = х + у. 
Отсюда получаем первый интеграл 

х + у= C1et. 

(4.128) 

(4 .129 ) 

(4.130) 
Умножая первое уравнение системы (4.129) на х, а второе на у и 

вычитая, будем иметь 

xdx _ ydY = О или 1.4..(x2 _ у2) = О 
dt dt 2 dt . 

Отсюда получаем еще один первый интеграл 

х2 - у2 = С2. (4.131) 
Система уравнений (4.130) и (4.131) дает общее решение системы 

(4.129) в неявном виде. Разрешая эту систему относительно х и у. на­
ходим 

х = Aet + Be-t, у = Aet - Be-t 
(А, В - произвольные постоянные). 
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Задания для самостоятеJIЬНОГО решения 

dx dy 
1. dt = х + у, dt = х - у. 

Найти частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 

х(о)= 1, У(О) =0. 
d2x d2y 2. dfi' = у' d(2 = х. 

§ 10. ОБ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 
Для уравнений n-го порядка 

р(х, у, у', ... , у(n» = О, (4.132) 

где n ;:: 2, постановка общей краевой задачи заключается в следую­
щем: найти решение у = у(х) уравнения (4.132), для которого в фик­
сированном наборе из т;:: 2 точек х = Xi (i = 1, ... , т) значения его 
самого Yi = У(Х i ) и его про из водных У �s) = y(S ) (Х i) (S;:: 1) удовлетво­

ряют n независимым между собой граничным условиям вида 

G ( , (OIV) , (Omv» _o 
у yj, Yj, ... , У! , ... , Уm ' Ут' . . . , Ут -

(у = 1, . .. , n), 
(4.133) 

где Gy- заданные (вообще говоря, нелинеuные) функции своих ар­
гументов, а cr 1 у, ... , (j тУ - заданные порядки производных функции 
У(Х)* 

Общая краевая задача может быть однозначно разрешимой, вовсе 
не обладать решением или же иметь несколько (и даже бесконечно 
много) решений. Конкретный поиск решения подобной задачи следу­
ет производить, по возможности, путем, аналогичным указанному 
при изложении краевых задач для уравнений второго порядка. 

Пример 1. Найти решение у = у(х)уравнения 
ylV + уН = О, (4.134) 

удовлетворяющее граничным условиям 

у(О) = у'(О) = 1, y(�)=�, y'(�)=O. (4.135) 

* Так как Д)IЯ решения у = у(х) уравнения (4.132) его производные порядка 11 и 
выше выражаются (путем последовательного ДИфференцирования исходного 
уравнения при естественном допущении о НУЖIiОЙ гладкости такого решения) 
через искомую функцию у и ее младшие производные у', . .. , y(n-I), то можно 
считать, что здесь справедливы неравенства о iv S n - 1 (i = 1, . .. , т; v = 1, .. . , n). 
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Р е ш  е н и е. Характеристическое уравнение (4.1 34) имеет вид 
k4 +k2 = о, а его корнями служат числа kl, 2 = о, kЗ,4 = Н. Поэтому 

общее решение уравнения (4.134) можно записать формулой 

у=С, +С2х+Сзsiпх+С4соsх, (4.136) 

где С" С2, Сз, С4 - произвольные постоянные. Отсюда получаем 

(4.137) 

Дифференцируя равенство (4.136), находим у' = С2 +Сз cosx -С4 sinx, 
и потому 

(4.138) 

Тем самым, из граничных условий (4.1 35) приходим к системе 
уравнений относительно С, ' С2, Сз, С4: 

С, + С4 = 1, 1 
С2 + сз = 1, 

� С, + �C2 + СЗ = � 'J 
С2 - С4 = о. 

(4.139) 

Выражая из первого, второго и четвертого уравнений системы 
(4.1 39) переменные С, ' С2, СЗ через С4, получаем 

(4.140) 

Подставляя эти представления дЛЯ С, ' С2, сз в третье уравнение сис­
темы (4.1 39), приходим к равенству 

(1- С4 ) + �C4 + (1-С4 ) = �, 
которое можно переписать в виде 

( � -2 ) С4 = � -2. 

Отсюда заключаем, что 

С4 = 1, 

а тем самым, согласно (4.140), и что 

С, = о, С2 = 1, сз = о. 
Следовательно, единственным решением искомой краевой задачи 
служит функция у = х + cos х. 
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Для систем уравнений общие краевые задачи также можно рас­
сматривать. Но при этом нужно иметь в виду, что разрешимость та­
кой задачи естественно ожидать лишь в случае, когда удается пред­
ставить общее решение исходной системы дифференциальных 
уравнений в виде функций от некоторого числа nроизвольных по­
стоянных, а граничные условия позволяют эти константы реально 
определить. Приведем по этому поводу иллюстрирующие примеры. 

Пример 2. В предыдущем § 9 для системы уравнений 

�� = t + х - 2у'1 

�!� = 1 + х + 4у J 

было найдено ее общее решение в виде соотношений 

х = С1е2! + C2e3t - 1 �(l3 + 12{),] 

у = -tС1е2t - С2е3! - з
1
6(! - бt) 

(4.14 !) 

(4.142) 

с двумя произвольными постоянными С1 и С2. Поэтому разрешимость 
краевой задачи здесь можно ожидать, в частности, в двухточечной 
ситуации, когда в каждой из точек задается лишь по одному гранич­
ному условию для совокупности функций х = хИ, у = y(t): скажем, в 
первой точке t 1 указывается значение для функции х (t) ( или ее произ­
водной), во второй точкеt2 - для функции y(t) ( или ее производной). 

Например, полагая t1 = О, t2 == 1 и требуя выполнение граничных 
условий 

(4.143) 

приходим К следующей системе уравнений относительно С l' С2: 

С1 + С2 = 1:, ] 
е2 3С 5 ТС1 + е 2 = 36' 

Из первого уравнения системы (4.144) имеем 

С - 13 С 2-18- 1 · 

(4.144) 

(4.145) 

Подставляя это выражение дЛЯ С2 во второе уравнение системы 
(4.144), приходим к равенству 

е2с 3(13 с)_5 Т 1 + е 18 - 1 - 36' 
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которое можно переписать в виде 

е2 С 3с _ 5 13 3 
Т ] - е ] - 36 - lse . 

Отсюда заключаем, что 

а тем самым, согласно (4.145),  и что 

(4.146) 

С - Ы _ с - ы __ 1_26 е З -5 _ 1 5-13e2 
(4.147) 2 - 18 1 - 18 18е2 2е -1 - 18е2 2е -] . 

Следовательно, единствеННblМ решением краевой задачи (4.141), 
(4.143) служат функции х(t), уи), где 

(4.148) 

(4.149) 

Пример 3. Рассмотрим систему уравнений 

(4.150) 

Для построения ее общего решения можно воспользоваться мето­
дом исключения. Именно, дифференцируя дваЖДbl первое уравнение 

d2y в системе (4.150) и заменяя ПРОИЗВОДНУЮ-2 ее значением из второго 
dt 

уравнения данной систеМbI, приходим к линейному однородному 
уравнению четвертого порядка 

d4x _ Х = О. dt4 (4.151) 

Его характеристическое уравнение k4 - 1 = О имеет корни 
kl 2 = ±1, kз 4 = ±i. Поэтому общее решение уравнения (4.151) мо­
ж�т бblТЬ зап�сано формулой 

(4.152) 
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А так как в силу первого уравнения системы (4.150) должно выпол­
няться равенство у = d2: , то имеем также формулу dt 

(4.153) 

Тем самым, общее решение системы (4.150) описывается соотно­
шениями 

х = C1et + C2e-t + Сзsiпt + C4cost,} 
у = С1е! + С2е-! - Сзsiпt - C4cost, 

где С1, С2, Сз, С4 - произвольные постоянные. 

(4.154) 

Разрешимость краевой задачи здесь возможна не только в двухто­
чечной ситуации, но и в ситуациях с заданием условий в трех или же 
четырех точках: нужно лишь чтобы такие требования порождали бы 
разрешимую систему уравнений относительно вышеуказанных кон­
стант. Конкретный вид граничных условий, заключающих информа­
цию о функциях хЩ , у(О и их производных В выбранных точках, мо­
жет быть весьма разнообразным, но при этом естественно ожидать 
«благополучный исход» в отношении разрешимости получаемой для 
искомых констант системы уравнений в случаях, когда число гранич­
ных условий совпадает с числом разыскиваемых констант, т. е. 
равно четырем. 

В простейшей двухточечной ситуации, скажем, с точками t1 = О, 
t2 = t и граничными условиями 

(4.155) 

соответствующая система уравнений для констант С1, С2, Сз, С4 при­
нимает вид 

С1 + С2 + С4 = 1, 1 
С1 + С2 - С4 = -1, I 

� � � е 2 С1 + е -2 С2 + сз = -1'j 
� � 

е 2 С1 + е -2 С2 - Сз = 1. 

(4.156) 

Вычитая в системе (4.156) из первого уравнения второе уравнение, 
из третьего уравнения четвертое уравнение, находим, что 

С4 = 1, сз = -1. (4.157) 
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Подставляя найденные Сз, С4 в первое и третье уравнения системы 
(4.156), для констант C1, С2 получаем линейную однородную систему 
двух алгебраических уравнений 

С1 + С2 =0, 1 
х х r 

е2С1 + е-2С2 =O,J 

с от личным от нуля определителем, единственным решением которой 

будут служить числа 
(4.158) 

Следовательно, краевая задача (4.150), (4.155) , где tl = О, t 2 =�, 

однозначно разрешима и ее решение определяется функциями 

х(!) = cos t -sint, y(t) = sint -cost. 

Задания для самостоятельного решения 

Решить следующие краевые задачи: 

1. у'" - 5у " + 6у' = О; у(-О = О, у'(О) = 1 , уШ = О. 

dx 2 1 dt = х - у, 
2. dy 

; х(О) = о, y(�) = О. 
dt = х + 2у J 
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ЧАСТЬ II ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ 

Под дифференциальным уравнением с частными nроизводными 
(сокращённо. ДУЧП) понимается равенство. содержащее несколько 
независимых переменных. неизвестную функцию от независимых пе­
ременных и её частные производные по этим переменным. Порядком 
старшей производной. входящей в состав уравнения. задается поря­
док ДУЧП. Функцией. имеющей соответствующие частные производ­
ные и обращающей уравнение в тождество. определяется решение 
ДУЧП. Процесс нахождения решений ДУЧП принято называть его 
интегрированием. Дифференциальное уравнение с частными произ­
водными превращается в обыкновенное дифференциальное уравне­
ние. если независимая переменная одна. 

В теории ДУЧП наиболее изучены линейные и квазилинейные 
уравнения первого и второго порядков. Ими мы далее и ограничимся. 

Глава 1 
. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

в этой главе мы рассмотрим линейные однородные и квазилиней­
ные дифференциальные уравнения с частными производными перво­
го порядка. Особенностью таких уравнений служит тот факт) что на­
хождение их решений сводится к интегрированию обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
1. Определения. Линейное однородное уравнение в частных про­

из водных первого порядка определяется соотношением вида 
n 

дu LAi(xr • ...• хn)а;.-=О. (1.1) 
i=l I 

где xr • ...• Х n - независимые переменные. и = u(xr • ...• Х n) - неизве­

стная функция. :; - ее частные производные. Ai = Ai(xr • .... Хn)-
I 
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коэффициенты. не зависящие от и. Будем далее полагать, что урав­
нение (1.1) рассматривается в не которой области D переменных 
Х\' .. . , Х n' а коэффициенты уравнения: 

1) непрерывно дифференцируемы в области D; 
2) одновременно не обращаются в нуль ни в одной точке изD, т. е. 

n L.
A

?
(x\, ... , Хn»О, (х\, ... , Хn)Ед 

i=\ 
(1.2) 

Решением уравнения (1.1) будем называть любую непрерывно диф­
ференцируемую в D функцию и = и(х\, ... , х n )' обращающую равенст­
во (1.1) в тождество: 

n 

"LAi(X\, ... , Хn);:. = О, V'(x\, ... , Хn)Е D. 
i=\ I 

Геометрически решение рассматриваемого уравнения можно интер­
претировать как некоторую гладкую n-мерную поверхность в про­
странстве Ох \' .. . , Х n' и, называемую интегральной поверхностью 
для данного уравнения. ЗамеТИМ,что линеЙное однородное уравнение 
(1.1) всегда имеет решение и = С, где С - любое постоянное число: та­
кие решения называются очевидными и далее не обсуждаются. 

Для соответствующего уравнения с двумя независимыми перемен­
ными 

Р(х у) дu + Q(x у) дu = О ' дх ' ду 
О.l') 

его решение и = f(x, у) в пространстве Охуи представляет собой про­
сто некоторую гладкую двумерную поверхность. 

2. Характеристическая система и характеристики. Поста­
вим в соответствие уравнению с частными nроизводнымu (1.1) сис­
тему обыкновенных дифференциальных уравнений, в симметриче­
ской форме записываемую в виде 

dXt dxn 
At(Xt, ... , Хп) = .. . = An(Xt, ... , X/I)' (1.3) 

а при ее эквивалентной записи в параметрической форме имеющей 
вид 

(1.4) 

( здесь t - новая независимая параметрическая nеременная). Та­
кую систему ОДУ называют характеристической для уравнения 
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(1.1), а ее решения (интегральные кривые) - характеристиками 
этого уравнения. 

В оговоренных для уравнения (1.1) условиях его характеристиче­
ская система удовлетворяет теореме существования и единственно­
сти решений. Поэтому через каждую точку области D проходит един­
ственная характеристика уравнения 0.1), в параметрической 
форме представимая в виде n функций 

Xi = Xi(t), i = 1, 2, . .. , n. 0.5) 
В случае уравнения с двумя независимыми переменными (1.1') его 

характеристическая система в симметрической форме вырождается 
в одно ОДУ l-го порядка 

P(�� у) = Q(�� у) или Q(x, y)dx - Р(х, y)dy = О, (1.3') 

а в параметрической форме приобретает вид автономной системы 
ОДУ 2-го порядка 

�1 = Р(х, у), t �� = Q(x, y),J 0.4') 

причем соответствующая ее характеристика может быть записана с 
помощью двух функций 

х = x(t) , у = y(t). (1 .5') 
3. Первый интеграл. Для системы ОДУ определено понятие 

первого интеграла. В соответствие с ним под первым интегралом ха­
рактеристической системы уравнения (1.1) будем понимать отлич­
ную от константы непрерывно дифференцируемую в D функцию 

g(x!, . . . , хn) '  которая на любой характеристике ( 1.5) данного урав­
нения (т. е. при подстановке в качестве аргументов х!' .. . , хn соответ-
ствующих выражений х! (t), .. . , хn (т имеет постоянное значение: 

где С - константа. 
т е о р е м а 1. Еслии = [(х!, ... , хn ) - решение уравнения (1.1), то 

функция [(х!, ... , хn ) является первым интегралом для характеристи­
ческой системы данного уравнения. 

Обратно, если функция g(x!, . .. , х n )служит первым интегралом ха­
рактеристической системы уравнеЩ1Я (1.1), то и = g(x! , ... , х n ) есть 
решение этого уравнения. 
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д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть и = f(X1' ... , Х n ) - решение уравне-
ния (1.1), и тем самым справедливо тождество 

n д[ I,Ai(x!, ... , хn)ах- = о V'(x!, ... , xn)eD. (1.7) 
i=1 ' 

Подставим в (1.7) в качестве аргументов XI' ... , Х n функции 
ХI ({), . .. , хn щ, определяющие какую-нибудь характеристику (1 . 5) 
уравнения (1.1). Тогда, дифференцируя f по t (по правилу дифферен­
цирования сложной функции) и учитывая, что всякая характеристи­
ка уравнения (1.1) должна удовлетворять характеристической систе­
ме данного уравнения, на основании (1.7) получаем: 

n df д[ dXI д[ dx" _ '" ( ) д[ _ dt = дХI тt + ... + дх" dt - �Ai xI' ... , ХN дх; = О. 
1=1 

Отсюда следует, что 
f(X\ (t), ... , хn (т = с V't, 

где С - константа. А это и означает, что функция f(XI, 'О.' Х n) являет­
ся первым интегралом для характеристической системы уравнения 
(1.1). 

Пусть, обратно, функция g(X1' ... , Х n ) служит первым интегралом 
характеристической системы уравнения (1.1). Тогда для любого ре­
шения (1.5) этой системы имеет место тождество 

g(X1(t), ... , хnи» = с V't, 
где С -- константа. Дифференцируя (1.8) по t, получаем 

(lg dg dXI dg dxn f ( ) 
dg 

0== dt = д-;;Тt + . .. + дхn dt = �Ai XI, .•. , Хn дх;' 
1=1 

Отсюда следует, что 
n 

dg I,Ai(X1' ... , Хn )д;""=О V'(X1' ... , xn)eD, 
i=1 ' 

(1.8) 

т. е. что и = g(X1' ... , х n ) является решением уравнения (1.1). Теорема 
доказана. 

В отношении уравнения с двумя независимыми переменными (1.1 ') 
можно заметить, что его характеРИСТИ4еской системе будет соответ­
ствовать лишь один ее первый интеграл вида g(x, у). 
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4. Общее решение. Пусть известны n - 1 первых интеграла для 
характеристической системы уравнения (1.1): 

(J .9) 

причем в области D они независиМbl, т. е. для их якобиана имеет мес­
то невырожденность: 

a(gl . ...• gn-I ) О \,-/ ( ) D д( . . )  "# v Х 1, ... , Х n Е x/1 1 0'0' xJ!l_1 
(1.10) 

по крайней мере при одном выборе n - 1 переменных Xf' , ... , Xf' из их 
1 ,,-1 

набора Хl, ... , Х n' Тогда выражение 

(1.11) 

где Ф - произвольная непрерывно дифференцируемая функция от 
своих аргументов, будем называть общим решением линейного одно­
родного уравнения (1.1). 

Проверим, что формулой (1.11) при всяком выборе функции Ф за­
дается решение уравнения (1.1). 

в самом деле, пусть в выражении О.11) функция Ф фиксирована. 
Поскольку аргументами для Ф служат первые интегралы характери­
стической системы уравнения (1.1), то на любой характеристике это­
го уравнения функция (1.11) будет постоянной. Тем самым, рассмат­
ривая Ф как функцию от переменных Хl' ... , Х n' заключаем, что она 
сама является первым интегралом для характеристической системы 
уравнения (1.1). А тогда из теоремы 1 следует, что выражением (1.11) 
задается решение для уравнения (1.1). 

Отметим теперь, что если условие (1.1 О) реализуется, например, в 
виде a(gl ... .. gn-I) ..,. О \,-/ ( ) D д( ) r V xl, . .. , Хn Е , XI • .... Хп-1 

то любое решение 

(1.12) 

(I.13) 

уравнения (1.1) может быть выражено формулой (1.11) при соответ­
ствующем подборе функции Ф. 

Действительно, подставляя функции gi (i = 1, 2, . .. , n - 1) и f из 
0.9), (1.13) в уравнение (I .1), приходим К соотношениям вида 
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ag, А ag, _ О 1 А! д + ... + n д - ,  l 
Х, Хn 

agn_, agn_, Aj -a- + .. . + Ап-д- = О'] 
Х, ХN 
д
! 

д
! Aj-

a 
+ ... + Ап -д = О. 

Х, Хn 

(1.14) 

Относительно Aj, ... , Ап соотношения (1.l4) представляют собой 
систему однородных линейных алгебраических уравнений. В силу 
условия (1.2) эта система имеет нетривиальное решение , а значит, ее 
определитель 11 в области D должен быть равен нулю. Отсюда имеем 
тождество 

А �f a(g" .. ·,gn_,,!) _ О \-1 ( ) D L.). - д( ) - V Х j , ... , х n Е . Х, , ... , Хn_' , ХN 

Тем самым, функции 
g\(X\, ... ,Xn), ... , gn-\(X\, ... ,xn),f(x\, ""Хп) 

в области D зависимы, т. е. существует нетривиальная непрерывно 
дифференцируемая функция F от n переменных такая, что 

(1.15) 

А на основании 0.12) равенство (1.15) можно однозначно разре­
шить относительно переменной f и придти к выражению 

(1 .l6) 
где h - соответствующая непрерывно дифференцируемая функция. 
Поэтому решение 0.13) действительно может быть представлено в 
виде u=h(g\, ... , g п-\)' как и требуется в формуле (1.11). * 

Для уравнения с двумя независимыми переменными (1.1 ') в слу­
чае, когда g(x, у) является первым интегралом его характеристиче­
ской системы. общее решение можно записать в явном виде 

и = Ф(g(х, у»' 0.11 ') 

где Ф - произвольная непрерывно дифференцируемая функция. 
* Утверждения о зависимости функций g" .... gn." f с соблюдением равенства (! .15), а также о возможности. в условиях (1.12), перейти от (J .15) к соотно­

шению (1.16) требуют. вообще говоря, более подробных обоснований, но их изло­
жение будет опираться на сведения. выходящие за рамки стандартного 
втузовского курса высшей математики. 

151 



 

                             4 / 28

§ 2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
Одной из важнейших задач, рассматриваемых в теории дифферен­

циальных уравнений, служит задача Коши, когда решение уравне­
ния ищется удовлетворяющим заданным начальным условиям. 
Для линейного однородного уравнения с частными производными 
первого порядка 

n 'l,Ai(X\""'Xn)aau = О, . х, i=\ 
в котором, без ограничения общности, положим 

задача Коши ставится так: 

(2.1 ) 

(2.2) 

среди всех решений уравнения (2.1) выделить такое его решение 

которое удовлетворяет начальному условию 

иlх! =хР = <Р(Х2, ... , Х n)' 

(2.3) 

(2.4) 

где Х Р - заданное число, а <Р(Х2' ... , Х n ) - заданная непрерывно диф­
ференцируемая функция своих аргументов. 

При данной постановке задачи Коши, естественно, полагается, что 
в (n + О-мерном пространстве Ох\ .. . хnи соответствующая n-мерная 

. ПЛОСКОСТЬХl =хр nересек.ается с областью D. Тем самым, в ней речь 
идет о построении в этом пространстве n-мерной интегральной по­
верхности, описываемой уравнением (2.3), проходящей через задан­
ную гладкую (n -l}-мерную поверхность 

(2.5) 

Если подобная задача Коши рассматривается для уравнения с дву­
мя независимыми переменными 

P(X,y)t� + Q(x,y)�� = о (2.1') 

с начальным условием 
(2.4') 
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то в ней требуется найти решение и = {(х, у), для которого изобража­
ющая в пространстве Охуи интегральная поверхность будет прохо­
дить (в плоскости х = хО) через заданную кривую 

и = <р(у), х = хО. (2.5') 
Пусть теперь 

(2.6) 

- незаВИСИМbIе пеРВbIе интеграЛbI для характеристической систеМbI 
уравнения (2.1), причем положим, что для них ВbIполняется условие 

d(gl ' ., gn-I) 
... о '.-1 ( ) D д( ) r V х!, ... , хn Е . Х2, ... , ХN (2.7) 

Тогда можно сформулировать алгоритм построения решения ука­
занной задачи Коши, состоящий из следующих трех этапов: 

1) подставляя Хl =х? в пеРВbIе интеграЛbI (2.6), составить систему 
равенств 

gl(X?,X2, ''''Xn) = Cj, I 
g2(XP, X2, ,,,, Xn) = С2, � 
� ��: �.�'p: '��'''.'.''''�'��' � '�n-! J 

с ПРОИЗВОЛЬНbIМИ параметрами Cj, ... , Cn-j; 

(2.8) 

2) разрешая систему (2.8) относительно Х2' ... , хn (что возможно в 
силу условия (2.7) ), найти ВbIражения для этих переменнЬ!х: 

Х2 = P2(Cj, ... ,Cn--j),l 
хз = рз(Сj, ,,,, Cn-j), � 
��. �. �.� (�;: '. :.: .���:) J 

с соответствующими гладкими функциями; 

(2.9) 

3) подставляя ВbIражения (2.9) в функцию <Р(Х2' ... , х п )' задающую 
начальное условие (2.4), составить формулу 

(2.1 О) 
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и положить в ней 
(с\ = g\(X\,X2"",Xn-\,хn), � C2 = g2(X\,X2,···.xn-l,Хn), 

l ���.\. �. � ��:(�'\',��','.:.'''�'��;, Хn)' 

(2.11 ) 

Такой алгоритм, действительно, приведет к решению рассматривае­
мой задачи Коши, поскольку из соотношений (2.1 0)-{2.11) для и име­
ет место: во-первых, представление (согласно свойствам суперпози­
ции гладких функций) вида (1.11), определяющего выражение общего 
решения уравнения (2.1), а, во-вторых, справедливость (в силу 
(2.8» требования (2.4), задающего поставленное начальное условие. 

В отношении задачи Коши для уравнения (2.1') с условием (2.4') 
можно конкретизировать следующее: поскольку характеристическая 
система в этом случае характеризуется лишь одним первым интегра­
лом вида g(x, у), то система (2.8) сведется к одному уравнению 

g(XO, у) = С, 

система (2.9) перейдет в одно равенство 
у=р(с), 

(2.8') 

(2.9') 
а из соотношений (2.10)-(2.11) вытекает единая формула для иско­
мого решения задачи Коши 

и = q>(p(g(x, у»). 

§ З. КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
(2.10') 

Рассмотрим теперь уравнения с частными производными первого 
порядка вида 

n 
Iл(х\, .. . , хn, и) ::. = В(х\, ... ,хn,и), 
i=\ ' (3.1) 

полагая, что в заданной области Q переменных Х\' ... , хn' И коэффици­
енты уравнения Ai(Xl • . . .  , хn' и) и его правая часть В(х\, ... , хn' и) есть 
непрерывно дифференцируемые функции, причем, например. 

А\(х\, ... , хn' и) '# О V(x\, ... , хn' и) е О. (3.2) 

Поясним, как решение такого уравнения, называемого квазилиней­
ным уравнением в частных производных первого порядка, может 
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быть сведено к решению nрисоедuненного уравнения - специально 
строящегося для него СООТIзетствующего линейного однородного 
уравнения. 

Пусть D - область изменения переменных Xl' ... , ХN' В которой рас­
сматривается уравнение (3.1). Будем искать решение 

(3.3) 
уравнения (3.1) в неЯ8НОм. виде, т. е. полагая, что должно выполнять-
ся равенство 

(3.4) 
где F - непрерывно дифференцируемая в области Q функция, для ко­
торой 

т е о р е м а 2. Если выраженная из уравнения (3.4) функция (3.3) 
непрерывно дифференцируема в области D и является решением для 
квазилинейного уравнения (З.1), то функция 

V=F(Xl,""Xn,u), (Х!, .... Хn,и)ЕQ, (З.6) 
служит решением для присоединенного (к (З.1» уравнения 

n 
LAi (Xl' ... , Хn' и) t: + B(Xl' ... , Хn' и) �� = О (З.7) i=l ' 

на решении (З.З) исходного уравнения (3.1). 
Д о к а 3 а т е л ь с Т В о. Действительно, пусть выраженная из урав­

нения (З.4) функция (З .3) в области D является непрерывно диффе­
ренцируемой и служит решением для уравнения (3.1). Тогда, в силу 
(З.5), существуют непрерывные частные производные 

dF 
ди дх; 
dXi = - дji 

д;; и={(xl ""'XГI) 

(i=1,2, ... , n). 

Подставляя эти частные производные в уравнение (3.1), умножая за­
dF тем обе части на -д;; и перенося все члены в левую часть , получаем 

равенство 

±Ai(Xl',,"Xn,u):: +B(Xl, ... ,xn,u)�� 1 =0. (3.8) 
. 1 ' != u={(ч , ... , Хn) 
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А равенство (З.8) и означает , что функция (З.6) служит решением 
присоединенного уравнения (З.7) на решении (З.З) исходного уравне­
ния (3.0. Теорема доказана . 

Данная теорема обладает тем недостатком, что для переменных 
х!' .... хn• и она требует реализации связи в виде формулы (З.З), где 
{(х! • .... хn)' вообще говоря, неизвестная функция. Поэтому на прак­
тике поступают по-иному: считают, что функция р(х!, . .. , хn' и) долж­
на строиться как решение присоединенного уравнения (3.7), в котором 
все nеременные полагаются независимыми. Тогда присоединенное 
уравнение (3.7) будет уже являться линейным однородным уравне­
нием, определенным в области Q переменных х!, .. . , хn' и. Следова­
тельно . для него можно будет написать соответствующую характери­
стическую систему . в симметрической форме определяемую видом 

dx, . dx" du А, (х" ... , хп' и) = ... = Ап(ч • .... Хп' и) = в(х, • .... Хп' и)' 

а в параметрической форме имеющей вид 
dX'_A( ) 1  ,,�1X.]"X�'U 'l 
d:rn = Аn (х! • ... , хn• и) , I �� =В(х!, .... хn,u). J 

(3.9) 

(3.1 О) 

Отсюда. если для такой характеристической системы известны ее n 
независимых в области О первых интегралов 

gl(Xl . ... ,Xn.u) ' ... 'gn(Xl .... ,Xn.u). (З.11) 

то выражением 

v=ф(g! ... ·.gn). (3.12) 

где Ф - произвольная непрерывно дифференцируемая функция от 
своих аргументов, определяется общее решение при соединенного 
уравнения (3.7). А тогда формулой 

Ф (g! (х! • ... , хn' и), .. .. g n (хl' ... , хn• и)) = о (3.13) 
будут задаваться (неявным образом) решения искомого квазилиней­
ного уравнения (3.1). 

Напомним. что при построении функции Ф для выражения (3. 12) 
мы использовали дополнительные ограничения, потребовав, чтобы 
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функция F служила бы решением присоединенного уравнения. в ко­
тором все переменные Х! • . . .. Хn• и считались бы независимыми. Тем 
самым. мы не можем. вообще говоря. утверждать. что формулой 
(3.1 3) описываются все решения уравнения (3.1). Решения для урав­
нения (3.1). не определяемые формулой (3.13). называют специаль­
ными . но их мы исключаем из рассмотрения. Поэтому соотношение 
(3.13) мы будем называть просто формулой общего решения для ква­
зилинейного уравнения (3.1). 

Заметим. что если и входит только в один из первых интегралов 
(3.11). например в последний из них. то формулу (3.13) можно запи­
сать и в виде равенства 

(3.14) 

где 'Р - произвольная непрерывно дифференцируемая функция от сво­
их аргументов. Разрешив равенство (3.14) относительно и. из него тогда 
получим явное представление для общего решения уравнения (3.1). 

в случае соответствующего уравнения с двумя независимыми пе­
ременными 

P(x.y.и) �� +Q(x.y.u) �� = R(x.y.u) (3.1') 

указанный способ поиска его решения и = f(x. у) сводится к построе­
нию решения v = Р(х. у. и) присоединенного уравнения вида 

P(x.y.и)�� + Q(x.y.u)�� + R(x.y.u) �� = о. (3.7') 

чья характеристическая система может быть записана как в симмет­
рической форме 

dx dy du 
Р(х.у,u) = Q(x,y,u) = R(x.y,u)' 

так и в параметрической форме 
�� = Р(х. у. и). 1 
�� = Q(x. у. и). � 
�� = R(x. у. и). j 

(3.9') 

(3.10') 

Такой характеристической системе будет соответствовать уже 
только два независимых (в рассматриваемой области) первых интег­
рала 

(3.11') 
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и потому Вblражение (3,13) здесь перейдет в формулу общего решения 

для уравнения (3.1') вида 

(3.! 3') 

с произвольной непрерывно дифференцируемой функцией Ф. В свою 
очередь, когда и входит только во второй из первых интегралов 

(3. l1'), то формулу (3.13') можно переписать в виде 

(3.14') 

в котором произвольной непреРblВНО дифференцируемой функцией 

служит уже Ч'. Наконец, в случае возможного разрешения относи­

тельно и равенства (3.14'), от него можно перейти к явному представ­

лению общего решения рассматриваемого уравнения (3.1 '). 

Пример 1. Для уравнения 

найти общее решение. 

y.iliL _ x.iliL = О дх ду 

Ре ш е н и е. Будем рассматривать данное уравнение на всей плос­

кости независимых переменных х, у, где только, согласно нашим тре­
бованиям к коэффициентам линейного однородного уравнения, иск­
лючим точку (х = о, у = О). 

Поскольку у уравнения лишь две незаВИСИМblе перемеННblе, то его 
характеристическая система в симметрической форме определяется 
одним ОДУ l-го порядка xdx + ydy = О. Интегрируя его, приходи м к 
равенству х2 + у2 = С, где С - произвольная константа (С > О). Отсю­

да заключаем, что первый интеграл для характеристической систеМbI 
рассматриваемого уравнения задается функцией g(x, у) = х2 + у2, а 
его общее решение заПИСblвается в явном виде и = ф(х2 + у2), где Ф­
произвольная непреРblВНО дифференцируемая функция своего одного 
аргумента. 

Геометрически на плоскости Оху совокупность таких первых интегралов пред­
ставляет собой однопараметрическое семейство концентрических окружно­
стей с центрами в начале координат. При этом в пространстве Охуи функцией Ф 
задается интегральная поверхность, являющаяся поверхностью вращения вокруг 
оси Ои. 

Пример 2. Для уравнения 
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решить задачу Коши с начальным условием 

Реш е н и е. Прежде всего отметим, что в дальнейших рассуждени­
ях, согласно нашим требованиям к задаче Коши для линейного одно­
родного уравнения, из плоскости независимых переменных Оху мы 
исключим уже целую прямую у == О. 

Из предыдущего примера следует, что общее решение уравнения 
имеет вид и == Ф (х2 + у2), где Ф - произвольная непрерывно диф­
ференцируемая функция, а выражением g(x, у) == х2 + у2 определя­
ется первый интеграл соответствующего характеристического урав­
нения. Подставляя х == 1 в первый интеграл, на основании начального 
условия приходим к равенству х2 +у2 IХ=1 == С, где С -параметр. 
Отсюда 1 + у2 == С и тем самым находим, что y==�C -1 (С >0. Поэто­
му, после подстановки найденного значения у в функцию <р(у), полу­
чаем и ==.Jl+Y2 = �1 + (С -1) == .JC. А тогда, заменяя С выражением 
для g(x, у), заключаем, что решением рассматриваемой задачи Коши 
служит функция и = � х 2 + У 2 . 

Геометрически в пространстве Охуи найденной функцией u = �x2 + у2 задается 

интегральная поверхность, являющаяся верхней частью прямо го кругового конуса 
(с вершиной в начале координат и осью вращения Ои), проходящей (в плоскости 
х = 1) через заданную кривую u =..Ji'+!i2 (представляющей собой ветвь равнобоч­

ной гиперболы и
2 - i = 1). 

Пример 3. Для уравнения 
xyk + (х - 2u)k == уи 

дх ду 

построить общее решение. 
Реш е н и е. Согласно нашим требованиям к коэффициентам ква­

зилинейного уравнения, далее будем считать, что ху 'f:. О, т. е. из плос­
кости переменных (Х, у) исключим как прямую х == О, так и прямую 
у == О. Кроме того, отметив сразу, что данное уравнение, очевидно, 
допускает тривиальное решение и = О, далее будем также полагать, 
что u;t О. 

Записывая характеристическую систему для присоединенного 
(к исходному) уравнения в симметрической форме, имеем равенства 
dx = dY2 == du . Рассматривая в них равенство между первым и ХУ х- u уи 
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третьим членами, приходим к соотношению dx = dU, которе можно ху уu 
переписать в виде дифференциального уравнения du = dx. Интегри-и х 
руя его, получаем Iпlиl = Iпl Х I + С\ , гдеё! - произвольная константа. 
Представляя константу ё! в логарифмической форме ё! = IпlСjl 
(С j ::f:. О), тогда находим 1111 � 1 = InlCjl, а тем самым, после потенцирова­
ния приходим к равенствум. = Cj. Поэтому выражением gj (Х, у, и) = R 

х х 

определяется первый интеграл для исследуемой системы. 
Рассматривая теперь в характеристической системе присоединен­

ного уравнения равенство между первым и вторым членами, получа-
ем соотношение dx = dY2 , которое мы перепишем в виде равенства ху х- и 

dx ХУ 
Отсюда, используя уже имеющуюся возможность выразить и через 

Х с помощью формулы и = CjX, приходим к дифференциальному урав-
dy '-2С1 нению -d = --, которое, после разделения переменных, можно пе-
х у 

реписать в виде ydy = (1 - 2С j)dx. Поэтому после интегрирования по-
лучаем У2

2 
= (1- 2Cj)x + ё2, где ё2 - произвольная постоянная. Тем 

самым, представляя константу С2 в более удобной форме, полагая 
С2 = 2ё2 , заключаем о справедливости равенства у2 = 2х - 4С ,Х + С2. 

Последним равенством еще не определяется первый интеграл для 
характеристической системы присоединенного (к исходному) урав­
нения, поскольку оно содержит две произвольные постоянные. Но 
в результате исключения в нем, используя связь и = С,х, константы 
С l' из него вытекает равенство с одной произвольной постоянной 
у2 + 4и - 2х = С2. Поэтому выражением g2(X, у, и) = у2 + 4и - 2х уже 
задается другой первый интеграл для этой системы. 

Легко проверить, что найденные первые интегралы g, (х, у, и) = R, х 

g2(X, у, и) = у2 + 4и - 2х являются независиМblми, причем для них 
невырожден якобиан вида d�f�: �)). 

d(g g) (_JL 
В самом деле, имеем д(�: у) = det (/ -2) уu 

= - 22' В силу огово-2у х 

ренных в начале условий, этот детерминант отличен от нуля и тем 
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самым утверждаемая независимость искомых первых интегралов дей­
ствительно имеет место. 

Резюмируя все сказанное, заключаем, что для общего решения 
рассматриваемого уравнения справедлива неявная формула 
Ф( �, у 2 + 4и - 2х ) = О, где Ф - произвольная непрерывно дифферен-

цируемая функция от двух своих переменных. 
Отметим, что при рассмотрении всех трех разобранных примеров мы вынужде­

ны были сначала определять условия на области, делающие дальнейшие наши рас­

суждеНI1Я обоснованными. а лишь потом проводить непосредственные исследова­

ния уравнений. В последуюших упражнениях необходимые условия. при которых 

предлагается исследовать соответствующие уравнения, будут, по возможности, 

конкретизироваться в формулировках самих заданий. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Для уравнения 
2х дu + У дu + 1. дu = О (х > О) 

дх ду 2 дг 

построить общее решение. 
2. Для уравнения 

у дu + х дu = О (у > О) 
дх ду 

решить задачу Коши с начальным условием 
ulx=o = 2у2. 

3. Для уравнения 
х дu + (х + у) дu = u (х > О) 

дх ду 

построить общее решение. 
4. Для уравнения 

дu дu О ( ) х дх + u ду = х > О 

построить общее решение. 
5. Для уравнения 

(x + и) �� + (y+и)�� = х + у (у::;:х) 

построить общее решение. 



 

                            14 / 28

Глава II 
РЯДЫ ФУРЬЕ 

Прежде чем перейти к изучению дифференциальных уравнений с 
частными производными второго порядка, приведем необходимые 
сведения из теории рядов Фурье. 

§ 1. Ортогональные системы функций и обобщенные ряды Фурье 
1. Основные определения. 

О п  р е Д е л е н и е 1. Две действительные функции q> (х) и \jf (х), 
определенные на интервале (а, Ь), называются на этом интервале ор­
тогональными, если 

ь 
f q>(x)",(x)dx = О. (1.1 ) 
а 

Определенная на (а, Ь) система действительных функций {q>n (х)} на­
зывается ортогональной на рассматриваемом интервале, если функ­
ции этой системы на данном интервале попарно ортогональны меж­
ду собой: 

ь fq>n (X)q>m (x)dx = О, при n 7: т. 0.2) 
а 

Аналогичные определения вводятся и для отрезка [а, ь]. 
Оп р е Д е л е н и е 2. Под нормой функции q> (х) на данном проме­

жутке понимается квадратный корень из соответствующего интегра­
ла от квадрата этой функции и обозначается 11 <р(х) 11: 

ь 11q>(x) 11 = f[q>(x)]2 dx. 
а 

(1.3) 

Система функций называется нормированной, если норма каждой 
функции равна единице. 

Оп р е д е л е н и е 3. Ортогональная нормированная система назы­
вается ортонормированноЙ. Для нее выполняются условия 
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Введем символ Кронекера - числовую функцию {О, n :;=т, 
(5 nm = 

1, n =т. (1.5) 

Тогда для ортонормированной системы характеризующие ее соот­
ношения можно записать в следующем виде: 

ь 
f<pn(x)<Pm(x)dx = (5nm' 0.6) 
а 

Комплексные функции 

[(х) = а(х) + ip(x), g(x) = al (X) + iPl (X), 

(а(х), Р(х), аl (х), Рl (х) - действительны, i2 = -1), называются ор­
тогональными на промежутке (а, Ь), если 

Ь 
f f(x)g(x)dx = О, 
а 

где 

- сопряженная функция. В этом случае норма функции определяет­
ся формулой 

где 

-:- модуль функции f(х). 

2_ Нормирование ортогональной системы функций. 

Л е м м а. Всякую ортогональную систему можно нормировать ум­
ножением ее членов на подходящие множители (нормирующие мно­
жители). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в промежутке а � х � Ь задана орто­

гональная система функций {<рn(х)}. Введем новые функции 
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'1' n (Х) = "::,i:�,, Полученная таким образом система {'I'n(X)} будет ор­

ТОНОРМИРОl3анноЙ. Действительно, 

Ь Ь 
f 'l' n (Х) '1' т (x)dx = IIЧ'n(х)11 11 Ч'm(х)llf <1' n (\:)<1' т (х) = ь nm . 
а а 

3. Обобщенные ряды Фурье. Пусть некоторая функция [(х), за­
данная в промежутке а � х:::; ь, допускает разложение в ряд по ортого­

нальной в этом промежутке системе функций {<I'n{X)}: 

[(х) = ICn<l'n(x). (1.7) 
n=! 

Найдем числеННblе коэффициеНТbI Сп. предполагая равномерную 

сходимость ряда. Для этого умножим обе части (1 .7) на G>m(x) (т = 
= 1 , 2, ... ) и проинтегрируем по промежутку (а, Ь), считая, что ряд, 
стоящий справа, можно интегрировать почленно (ввиду его равно­
мерной сходимости): 

ь ь "" "" ь 
f t(x)<I' т (x)dx = f Icn<l'n(x)<I'm(x)dx = ICnf <l'n(x)<I'm(x)dx. 
а аn=! n=! а 

в силу ортогональности систеМbI {G>n (х)} на (а, Ь), получаем вместо 
ряда единствеННblЙ член, соответствующий n = т. 

Следовательно, заменяя т на п, будем иметь: 

ь 

f f(х)Ч'n(х)dх 
Сп = а 2 (п = 1, 2, .. } 

11 Ч'n(Х) 11 
(J .8) 

КоэффициеНТbI Сп' определяеМblе по этим формулам, наЗblваются 
коэффициентами Фурье функции [(х) относительно данной ортого­

нальной систеМbI функций {G>n(x)}. 
ФункционаЛЬНblЙ ряд (1.7) с коэффициентами Фурье (1.8) наЗblвает­

ся рядом Фурье функций [(х) независимо от его сходимости. Следова­
тельно, функции [(х) можно поставить в соответствие ряд Фурье: 

[(х) - ICn<l'n(x). 
n=! 

При определеННblХ предположениях относительно функции [(х) ряд 
Фурье этой функции будет сходиться и его сумма будет равна [(х). 
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§ 2. Тригонометрические ряды Фурье 
1. Тригонометрическая система функций и ее ортогональ­

ность. Рассмотрим систему тригонометрических функций с общим 
периодом т = 2l: 

{ mtx . nпх'} ( - о 1 2 ) cos-/-, SIП-/- n - , , , ... . (2.1) 

л е м м а. Система тригонометрических функций ортогональна на 
любом промежутке, длина которого равна общему периоду этих 
функций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть С - любое действительное число и 
(С, С + 2п любой промежуток длины 2l. В дальнейшем для определен­

ности мы будем брать С = --l. т. е. роль промежутка (С, С + 2п будет у 
нас играть промежуток (-l, N. В силу определения ортогональности 
0.2) мы должны убедиться, что интеграл по этому промежутку от 
произведения любых двух различных функций системы (2. l) равен 
нулю, т. е. 

1 
fcosn�xcosт�dX = О, n �m, 
-1 

I / 
fcosnfsin т;xdx = О, fsinnfsinт;xdx=O, n �m, (2.2) 
-/ -1 

(n=1,2, . . . , m = 0,1,2, ... ). 

Докажем, например, первое соотношение: 

1 1 
fcos nпх COS тпх dx = 1 f [cos (n-т )пх + cos (n + т )1tx]dx _ / 1 2 1 1 -
-1 -1 

l[ 1 . (n-т)пх 1 . (n+т)пх]/ О = - ---sш + ---sш = 2 (n-т)п 1 (n+т)п 1 -1 . 

Остальные соотношения получаются аналогично. 

3 а м е ч а н и е. Вычислим квадрат нормы этих функций на проме­
жутке (-l, п: 

1 
111112= f12dx = 2l; 

-/ 
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2 / . / 
Ilcos n�x 11 = J cos 2 n�x dx =! J 0+ cos 2n/ЛХ)(iх = 1, n = 1, 2, .. . ; 

- / - / (2.3) 
2 / 1 

Ilsin nr 11 = J sin 2 n�x dx =! J 0- cos 2n/1tx)dx = 1, n = 1,2, .. .. 
-/ -1 

Можно показать, что интеграл от любои функции 'Р(х) периода т по 
любому промежутку длины Т не зависит от начала этого промежутка, 

С+Т 
т. е. величина интеграла f q>(x)dx не зависит от С. Поэтому полу-

с 
ченные выше формулы (2.2) и (2.3) имеют место при интегрировании 
по любому промежутку (С, С + 21) длины, равной периоду функции 
T=21. 

2. Тригонометрический ряд Фурье. Предположим, что некото­
рая функция f(x), определена в промежутке (-l,n, а затем при осталь­
ных значениях х продолжена по закону периодичности с периодом 
т = 21. Пусть f(x) допускает тригонометрическое разложение в ряд 
Фурье: 

() 
ао � ( mtx . mtx) f х =""2 + � аn cos- + Ьn sш- . 

n=1 1 1 
(2.4) 

Коэффициенты Фурье ао, аn, Ьn этого тригонометрического ряда 
Фурье вычисляются по формулам (1.8) с использованием соотноше­
нии (2.3) и имеют следующий вид: { 1 

{cos nлх аn I 1 = 7 f f(x) . nлх dx, n = 0,1, 2, ... . 
Ьn / sш-- 1 

(2.5) 

Отметим частный случаи Т = 2п (t = п), когда коэффициенты Фурье 
считаются по формуле { 1t { 

аn I cosnx = - f f(x). dx, n = 0,1, 2, .... 
Ьn 1t sшnх 

-х 

(2.6) 

Мы предполагали, что заданная функция может быть разложена в 
равномерно сходящиися ряд Фурье (2.4) с коэффициентами (2.5). Ка­
кои должна быть функция f(x), заданная в промежутке (-1,1), чтобы 
ее тригонометрический ряд Фурье сходился и представлял функцию 
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{(х)? На этот вопрос дает ответ теорема сходимости для тригономет­
рических рядов Фурье, которую мы сейчас сформулируем. 

3. Теорема схо димости. 

Оп р е Д е л е н и е. Функция называется кусочн,о-н,еnрерывн,ой на 
данном промежутке, если: 1 ) она ограничена на этом промежутке; 
2) имеет на нем конечное число точек разрыва, причем все точки раз­
рыва l-ГQ рода. 

Пусть дана периодическая функция t (х) с периодом Т = 2/. Проме­
жуток (-1, l) при 1 = t называется основной областью. Для этой фун-
кции можно построить тригонометрический ряд Фурье: 

00 
{(х) - E.Q. + "' (а cos mtx + Ь sin n1tx ) 2 � n 1 n l '  n=! 

Т е о р е м а. Если функция {(х) кусочно-непрерывна в основной 
области и имеет кусочно-непрерывную первую производную, то: 1 ) ее 
соответствующий тригонометрический ряд Фурье сходится для любо­
го значения аргумента; 

2) сумма S(x) тригонометрического ряда Фурье равна функции 
{(х) в точках ее непрерывности и равна среднему арифметическому 
пределов функции слева и справа в точках разрыва функции, т. е. 

) () () [(х - О) + {(х + О) S(x = t х ,где х - точка непрерывности и S х = 2 ' где 
х - точка разрыва. 

Так как в точках непрерывности х функции {(х) выполнены равен­
ства 

{(х - О) = {(х + О) = {(х ), 

то для суммы S(x) имеем общую формулу 
S(x) = �[((x -о) + {(х + 0)]. 

Это одна из основных теорем теории рядов Фурье. Доказательство 
этой теоремы мы здесь не приводим. 

4. Лемма об интеграле четной и нечетной функций. 

Оп р е Д е л е н и е. Функция называется четной, если она не меня­
ет своего значения при изменении знака аргумента, т. е. {( -х)  = {(х). 
Функция называется н,ечетной, если при изменении знака аргумента 
она меняет знак на обратный, сохраняя абсолютную величину, т. е. 

{(-х) = - {(х). 
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При вычислении коэффициентов Фурье может оказаться полезной 
следующая лемма. 

л е м м а. Интеграл в симметричных пределах от четной функции 
равен удвоенному интегралу по половине отрезка интегрирования, 
а от нечетной функции равен нулю, т. е. 

J /(x)dx = !2!/(X)dX. если /(х) � четиая; 

-1 l О, если {(х) - нечетная. 
(2.7) 

д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим 
1 О 1 
J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx. 
- 1 - 1 О 

Положим в первом интеграле х = -�, dx = -d�. Получим 
1 О 1 1 1 
J f(x)dx = -J f(-�)d� + J f(x)dx = J f(-�)d� + J f(x)dx = 
- 1  1 О О О 

= f [{(-х) + /(x)]dx = ! 2!/(X)dX. если {(х) � четная Фуикция; 

О l О, если {(х) - нечетная функция. 

Лемма доказана. 
5. Тригонометрические ряды Фурье четных и нечетных 

функций. 

т е о р е м а. Тригонометрический ряд Фурье четной периодичес­
кой функции содержит только косинусы кратных дуг. Тригонометри­
ческий ряд Фурье нечетной функции содержит только синусы крат­
ных дуг. 

Д о К а з а т е л ь с Т В о. Допустим, что функции {(х) соответствует 
ряд Фурье (2.4) с коэффициентами (2.5). 

Если {(х) - четная функuия, то применяя лемму (2.7) к интегра­
лам (2.5), определяющим коэффициенты Фурье, мы получаем: 

1 1 
an=H f(x)cosn�xdx=tJ f(x)cosn�xdx (n=0,1,2, ... ), (2.8) 

- 1  О 
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1 
Ьn == t f f(x)sin n7Х dx == О (n == 0,1, 2, . .J, (2.9) 

-1 

так как в первом случае под знаком интеграла стоит произведение 
четной функции на четную, т. е. четная функция, а во втором слу­
чае - произведение четной функции на нечетную, т. е. нечетная функ­
ция. Следовательно, для четной функции имеет место разложение 

00 
f() ао " nпх Х == "2 + �an cos-

/
-. 

n=1 
(2 .10) 

Если f (х) - нечетная функция, то в силу предыдущей леммы для 
коэффициентов Фурье аналогично имеем 

1 
аn == t f f(x)cos n7Х dx == О, (n == 0,1, 2, ... ); (2.11) 

-1 
1 1 

Ьn == Н f(x)sin n7Х dx == f f f(x)sin n7Х dx, (n == 1, 2, ... ). 
1 О 

Разложение самой функции будет иметь вид: 
00 

f(x) == Ibn sin n7Х• n=1 
Тем самым теорема доказана. 

(2.12) 

( 2.13) 

В случае, если функция f(x) периода т == 21t (1 = 1t), полученные 
выше формулы принимают вид: 

для четной функции -
00 

f(x) == й20 + Ian cosnx, n=l 
1t 

аn = � f f(x)cosnxdx, (n == 0,1, 2, ... ); 
о 

для нечетной функции -
00 

f(x) == Ibn sinnx, 
n=1 

1t 

Ьn == � f f(x)Sinnxdx, (n = 1, 2, .. .) . 
о 

(2.14) 

( 2.15) 

( 2.16) 

(2.17) 
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6. Четное и нечетное про должение функции. Пусть некоторая 
функция f(x) задана только на участке 0< х < 1. Для разложение этой 
функции в ряд Фурье ее надо продолжить на промежуток -1 < х < О. 
Это можно сделать различными способами. Например, эту функцию 
можно разложить в промежутке (О, t) как в ряд вида (2.10) по косину­
сам кратных дуг с коэффициентами (2.11), так и ряд вида (2.13) по си­
нусам кратных дуг с коэффициентами (2.12). Оба эти ряда внутри 
промежутка (О, l) будут иметь суммой функцию f(x) или среднее 
арифметическое в точках разрыва. Но вне лромежутка они будут 
представлять совершенно различные функции: ряд по косинусам даст 
функцию, получающуюся из f(x) четным продолжением в соседний 
промежуток (-1 , О), а затем периодическим продолжением с периодом 
т = 21 вне промежутка (-1, п. Ряд по синусам даст функцию, получаю­
щуюся нечетным продолжением функции f(x) в соседний промежу­
ток (-1, О) и затем периодическим продолжением с периодом Т = 21 

вне промежутка (-1, О. 
Итак, функцию f(x), заданную на промежутке (О, 1), можно разло­

жить бесчисленным множеством способов в зависимости от способа 
продолжения ее в отрицательную область. В частности, ее можно раз­
ложить в ряд косинусов (четное продолжение) или в ряд синусов (не­
четное продолжение). 

7. Понятие о разложении в ряд Фурье неперио дических 

функций. Функцию, заданную в основной области (-1, 1), можно пе­
риодически продолжить за основную область с помощью функцио­
нального соотношения f(x + 2О = f(x). 

Для непериодической функции {(х) (-00 < х < +00) можно выделить 
участок (-1 < х <n, а затем взять периодическую функцию <р(х) с 
периодом Т = 21, которая в промежутке (-1, z) равна f(x). Периодиче­
скую функцию <р(х) можно разложить в ряд Фурье: 

00 
<р(х) = a� + 2,,( аn cos n�x + Ьn sin nr) . (2.18) 

n=l 
Формула (2.18) верна на всей оси -00 < х < 00. Можно написать подоб­
ное разложение для функции {(х): 

00 
{(х) = a� + 2,,(аn cos n�x + Ьn sin n�x) . (2.19 ) 

n=l 
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Формула (2.19) будет верна только на конечном промежутке (-1, N, 
так как на этом промежутке [(х) и <р(х) совпадают. 

Таким образом, непериодическую функцию можно разложить в ряд 
Фурье только на конечном промежутке. 

8. Комплексная форма тригонометрического ряда Фурье. 
Ряд Фурье (2.4) по тригонометрической системе функций с коэффи­
циентами (2.5) может быть представлен в комплексной форме. Для 
этого воспользуемся соотношениями 

и выразим тригонометрические функции по формулам 

Отсюда получим 
"" 

1- -1-[ ' fI!U  'nlU] sin nт;х = J
i 

е 1 - е 1 • 

[(х) = а20 + L( аn cos nт;х + Ьn sin nт;х) = 
n=l 

ао � ( a -ib inltX а +ib _inltX ) 
= 2+ k �e 1 +�e 1 • 

n=l 
Введем обозначения: 

1 
СО = а20 = J/ f t(x)dx, 

- / 
1 1 

(2.20) 

(2.21) 

а - ib 1 f ( ) 1 f -i!Ш!!. Cn=�=21 [(х) cosn7x-isinn7x dX=21 [(х)е 1 dx, -1 -1 

1 1 а + ib 1 f ( ) 1 f inltX 
СП = � = 21 [(х) cos nт;х + isin n7Х dx = 21 [(х)е 1 dx. 

-1 -1 

Здесь мы воспользовались выражением (2.5) для коэффициентов Фу­
рье и СООТНОшениями (2.20). Отсюда окончательно получаем комп­
лексную форму ряда Фурье в следующем виде: 

со . k1tX [(х) = LckelT, 
k=-oo (2.22) 
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/ ·kц 

Ck = i/ f f(x)e -1/ dx, 
-1 

(2.23) 

где значок k принимает не только целые положительные но и отрица­
тельные значения. 

9. Интегральная формула Фурье. Пусть функция f(x): 
1) кусочно-непрерывна и имеет кусочно-непрерывную производ­

ную f'(x) на каждом про меж утке (-l, t) с (-00, +(0); 
2) абсолютно-интегрируема на оси (-00, +(0), т. е. существует интег­

рал 
00 
fl f(x)ldx < +00. (2.24) 

Тогда при -! < х < l эту функцию можно представить в виде ряда 
Фурье: 

+00 .knx 
f(x) = LCke1/, 

k=-oo 
(2.25) 

где комплексные коэффициенты Фурье определяются по формуле 
(2.23) (см. § 2, п. 8) 

1 .kn!; 
Ck = il f f(�)e -1/ d�, 

- 1  
(2.26) 

(k = О, ±1, ±2, .. ,) , Здесь, по сравнению с формулой (2.23), для удобст­
ва дальнейших выкладок переменная интегрирования х обозначена 
другой буквой �, что законно для определенного интеграла. 

Подставляя формулу (2.26) в формулу (2.25), будем иметь 
+00 1 . kn (x - !;) 

f(x) = L i/ f f(�)/-I-d�, (-1 < х < N. (2.27) 
k=-oo _/ 

Введем обозначения 

и 
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откуда 
I lJ.Лk 
1 = 1t 

Тогда формула (2.27) примет вид 
+00 1 

f(x) = 2� r t1Лk f f{�)еiЛk(Х-�)d� (-l < х < О. (2.28) 
k=-oo -1 

Пусть теперь l -'» 00 и, следовательно, 

t1Лk = T� О. 

Формула (2.28) напоминает интегральную сумму. Как известно, 
если функция q> (х) непрерывна на отрезке [а, Ь] и 

то 

а = Хо < ХI < ... < Хn = Ь, 
AXk = Xk+I-Хk (k = O,1,2, . . . , n-l ), 

n-I Ь 
lim rq>(Xk)t1xk = fq>{x)dx. 

mахАхг·Оk=о а 

(2.29) 

Можно доказать, что при предположениях 1 )  и 2) для нашего ряда 
(2.28) на промежутке (-00, +(0) при t1Лk � О будет верна аналогичная 
формула, где функция q> имеет вид 

+00 

q>(л) = f f(�)еiл.(Х-�)d� (2.30) 

(в силу условия (2.24) интеграл (2.30) абсолютно сходится). 
Таким образом, переходя к пределу l � 00 в формуле (2.28) будем 

иметь интегральную формулу Фурье: 

или 

где 

+00 +00 

f(X) = 211( f dл f f(�)еiЛ(Х-�)d� (-00 < х < +00) (2.31) 

+00 

f(x) = f С(л)еiЛхdл, (2.31а) 

(2.31 б) 

(спектральное разложение функции f(X». 
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3 а м е ч а н и е. Как следует из теоремы сходимости рядов Фурье 
(§ 2, п. 3), в точках разрыва х функции f(x) левая часть формулы 
(2.31) равна 

tU(x - О) + {(х + о)]. 
10. Интеграл Фурье в действительном ви де. Используя форму­

лу Эйлера 
eia = cosa. + i siпа., 

формулу (2.31) можно записать в виде 
+00 +00 

{(х) = 2� f dл f t(�)cos л(х - �)d� + (2.32) 

+00 +00 

+ 2
i
1[ f dл f t(�)siп л(х - �)d�. 

Так как мы предполагаем, что функция {(х) действительна, то ее 
мнимая часть равна нулю. Поэтому из формулы (2.32) получаем 

+00 +00 

{(х) = 2� f dл f t(�)cos Л(Х - �)d� (-00 < х < +00). (2.33) 

11. Интегральная формула Фурье для четных и нечетных 
функций. Так как 

соsл(х - �) = соsл х соsЦ + siп'Лх siпЦ, 
то формулу (2.33) можно переписать в виде 

где 

и 

174 

+00 

{(х) = J[а(Л)СОS'Лх+Ь(л)siП'Лх]dл, (2.34) 

+00 

а(л) = 2� f t(�)cos Цd� 

+00 

Ь(л) = 2� J t(�)siпЦd�. 

(2.35) 

(2.36) 
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Если функция {(х) - четная, т. е. {(-х) = {(х), то на основании 
леммы (§ 2, п. 4), имеем 

+00 

Ь(Л,) = 2� f {(�)sin Цd� = о. 

Поэтому тогда 
+00 

{(х) = f a(A)cos л.хdА (-00 < х < +00), (2.37) 

т. е. справедливо так называемое « косинус-разложение функции 
{(х);" где 

+00 +00 

а(А) = 2� f {(�)coSA�d� = � f {(�)соsЦd�. (2.38) 
о 

Если же функция {(х) - нечетная, т. е. {(-х) = -{(х), то аналогично 
получаем 

+00 

аЩ = 2� f {(�)соsЦd� = О 

и 
+00 

{(х) = f Ь(А)siпл.хdА (-00 < х < +00), (2.39) 

«<синус-разложение» функции ((х)), где 
+00 +00 

Ь(А) = 2� f{(�)SiпЦd� = � f{(�)siпЦd� (2.40) 
о 

Пример 1. Построить интегральное представление функции (рис. 1) 

{(х) = ' {1 'хl < 1; 
О, jxj>l. 

у 

: 1/2 У = {(Х) : 
г----- ------, 
1 1 

-1 о 

Рис. 1 

х 
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Р е ш е н и е. Так как функция [(х) - четная , то имеем 
+"" 

[(х) = J а(л)соs л.хdЛ, 
где 

а(л) = � Тt(�)соs Цd� = �! Jl ,соS Цd� + То .соsЦd� 1 = 
о l o 1 J 

Siп Ц I�=l siп лl 
= � �=O 

=
� 

(2.4 1 )  

На основании формулы (2.41 )  получаем 
+00 

[(х) = � f si1 лl cos л.хdЛ (2.42) 

в силу замечания (9 .1) при х = 1 имеем 
+00 +00 {( [ - о) + ( [  + о) = .1 = .1 f sin лl cos лldл = -.L J si n 2л/ dЛ. 2 2 1t Л 2х Л 

Отсюда, полагая l = t, получаем замечательный интеграл Д ирихле 

+00 +00 

J Si� л dл = 2 J Si� л dл = n .  
О 

(2.43) 

Пример 2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = I �I в интервале 
-п < х < п. Изобразить график функции и графики нескольких частич­
ных сумм ряда Фурье этой функции . Пользуясь разложением, найти 
сумму ряда Лейбница 

� H)n- l 1 1 1 k..t'"2п'=l = 1 - '3 + '5 - 7 + . . . . n=! 
Р е ш  е н и е. Так как функция [(х) - нечетная, то ее тригонометри­

ческий ряд Фурье (2.1 6) содержит только синусы кратных дуг: 
"" 

[(х) = �)n sinnx, 
n=1 

1 76 
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где коэффициенты Ьn вычисляются по формулам (2.17) и равны 
1t 

Ь = 1fsinnxdx = 1[_(-О" + 1J. n 1t 1t n n О 
Следовательно, в точках непрерывности 

f(x) = 1 = .i � sin(2n-J)x 
(х *0). 

1t � 2n-I n=! 

Полагая х = �, получим 

Частичные суммы данного тригонометрического ряда равны: 

5, = .isinx, 
1t 

52 = 5, + з�siп3х и т. д. 

На рис. 2 изображены графики частичных сумм 5, и 52' 

1t 
-п -2 

1t Х 

Рис. 2 
Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию f{x} = х2 в интервале 

(-n, n). 
Реш е н и е. Так как данная функция - четная, то имеет место раз­

ложение (2.14) 
со 

f(x) = а20 + Ian cosnx, 
n=1 

где коэффициенты аn вычисляются по формулам (2.15) и равны 
1t 

аn = l.Jx2 cosnxdx = 4(-�)n. 
7t n О 
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Следовательно, 
2 2 �(On {(х) = х = � + 4k.. �2 cosnx. 

n=1 
Пример 4. Разложить в ряд Фурье функцию 

{(х) = Icos 4 
Р еш е н и е. Данная функция - четная и имеет период n (21 = n). 

Следовательно, для нее имеет место разложение (2.1 О) 
00 

Icosxl = а20 + Lancos2nx, 
n=1 

где коэффициенты аn вычисляются по формулам (2.8) и равны 
х 

4f 4(_Оn+l аn = х cosx cos2nxdx = х(4n2-О' О 
Следовательно, 

Icosxl = 1. +.1. �(_I)n+l cos2nx. х x k.. 4n2_1 n=1 

Задания для самостоятельного решения 
1. Разложить в ряд Фурье в указанных интервалах следующие 

функции: 
а) {(х) = I х I в интервале (-n, n); 
б) {(х) = х в интервале (-п,n); 
в) {(х) = n2 - х2 в интервале (-п, п); 

rA 
г) {(x)=� в: 

если -п<х<О, 

если о <х < п, 

l А;В, если x=-п,О,п 

на сегменте [-n, n], где А и В постоянные; 
д) {(х) = xcos х в интервале ( -�, �). 

2. Показать справедливость следующих равенств: 

178 

) � (_1)n cos(2n+ 1) 
= 

К _д. < х < к· а k.. 2n + 1 4' 2 2 '  
n=О 



 

                             3 / 28

00 2 2 
б) })_оn со:2nх ::: 7t �;X , -п:5 х :5п; 

n=l 

� 1 . п2х х3 
в) �(_ on+ SI��Х:::!Г, -п:5 х :5п. 

n=l 

3. Функцию [(х) ::: sin4x разложить в ряд Фурье. 

4. Разложить в ряды Фурье следующие периодические функции: 

а) [(х) ::: sign (cosx); 

б) [(х) ::: arcsin (sinx); 

в) [(х) ::: I sin х 1· 
5. Указанные ниже функции разложить в интервале ( о , п) в непол­

ные ряды Фурье: а) по синусам кратных дуг, б) по косинусам кратных 
дуг. Нарисовать графики функций и графики частичных сумм соот­
ветствующих рядов в области их существования. 

а) {(х)::: 
{l' если O<x<t, 

о , если t:5 х < п; 

б) [(х) = х. 
6. Показать справедливость следующих равенств: 

) � sin(2n+ ОХ _ 1!. О . 
а � 2n+l - 4' <х<п, 

n=О 
00 

б) SlПnх::: -=- О<х<2п' L . 
7t Х 

n 2 ' , 
n=1 

) � cos(2n+ l)x _ п2-2лх 0:5 х :5п,' в � (2n+ 1)2 - 8 ' 
n=О 

00 2 2 
) "" cos nх ::: 3х -6пх+ 2п 

Г 

� n2 12 ' 
n=l 

0:5 х :52п; 

00 3 2 2 
) "" sin nх ::: Х -3пх + 2п х О 2 д � n3 12 , :5  х:5 п. 

n=! 

7. Разложить в ряды Фурье в интервале ( о , п) по синусам кратных 
дуг функции: 

а) [(х) == х(п - х); б) [(х) == sin�. 
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8. Разложить в ряды Фурье в интервале (О, те) по косинусам крат­
ных дуг функции: 

а) {(х) = {1-2Xh' если 0< х s2h, 
О, если 2h < х < те; 

) () {1, если О < х s h, 
б t х == О, если h<xsтe. 

9. Разложить в указанных интервалах в неполные ряды Фурье: 
А) по синусам кратных дуг и Б) по косинусам кратных дуг следующие 
функции: 

а) {(х) = 1 в интервале О < х < 1; 
б) {(х) = х в интервале О < х < 1. 

10. В указанных интервалах разложить в ряды Фурье функции: 

а) {(х) = I х I в интервале - 1 < х < 1; 

б) {(х) = 10-х в интервале 5 < х < 15. 
11. Представить интегралом Фурье следующие функции: 

а) {(х) = {Signx, если I х 1< 1, 
О, если I х 1> 1; 

б) {(х) = 
' {1 если Ixl<l, 

О, если I х 1> 1; 
в) {(х) = {1-lxl, если 

О, если 

г) {(х) == -1- . l+х2 
Ixl s1, 
Ixl>J; 

у к а з а н и е. Воспользоваться интегралом Лапласа 

д) {(х) == -1 х 2 . 
+ х  

у к а з а н и е .  Воспользоваться интегралом 
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е) {(х) = {siп х, если 

О, если 
Ixl � л, 
Ixl > л; 

ж)f(х)=е-1хl, (а >0); 

у к а з а н и е. Воспользоваться интегралом 

+00 
fe-axcosbxdx = _а_ (а>О)' а2+ Ь2 ' 
О 

з) {(х) = е-х2 ; 
у к а з а н и е. Воспользоваться интегралом 

+00 ь2 f е-ах2 cosbxdx = tИе -4Ii (а> О); 
о 

rl, если -1<х<О, 

и) {(х) = ��, если х= -1. О, +1, 
0< х < 1, l х, если 

О, если Ixl >1. 

12. Функцию [(х) = е-Х, (О < х < +х» представить интегралом 
Фурье, продолжая её: а) четным образом; б) нечетным образом. 

у к а з а н и е. Воспользоваться интегралами 
+00 +00 

f е-ах cosbxdx = _а_ . fe-ax sinbxdx = _Ь_ а2+ ь2 ' а2+ ь2 О О 
(здесь а > О). 
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Г л а в а III 
КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

в этой главе дается классификация линейных относительно стар­
ших производных уравнений второго порядка с двумя независимыми 
переменными. 

§ 1. Основные определения 
Многие задачи физики и техники приводят к дифференциальным 

уравнениям в частных производных. 

О п  р е Д е л е н и е 1. Уравнением в частных nроизводных назы­
вается соотношение. которое связывает неизвестную функцию не­
скольких переменных и (х 1. Х2 • • . . •  Хn) и ее частные производные: 

Ф( дu дu дmu ) О Xj.x2.···.xn.u·a;:·····дx····· т! mп···· :: ·  
! n дх! ... дхп 

где Ф - заданная функция своих аргументов. 

(1.1 ) 

О п  р е Д е л е н и е 2. Решением уравнения в частных производных 
(1.1) называется всякая функция. которая после подстановки вместо 
неизвестной функции обращает это уравнение в тождество по незави­
симым переменным. 

О п р е Д е л е н и е 3. Порядок старшей производной, входящей в 
дифференциальное уравнение. называется порядком этого урав­
нения. 

В математической физики наиболее часто встречаются дифферен­
циальные уравнения второго порядка. Основными из них являются: 
уравнение колебании струны 

уравнение теплопроводности 

уравненuеJ1аnласа 

182 

дu = а2 д2u. 
at дх2' 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 
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§ 2. Приведение к каноническому виду линейных относительно 
старших проиэводных уравнений второго порядка с двумя 
неэависимыми переменными 

1. Замена переменных в уравнении. Рассмотрим J/шtейное от­
носительно старших nроизводных уравнение второго порядка, 
определяемое видом 

( )д2u ) д2u )д2u ( дu дu ) А х, у дх2 + 2В(х, у дхду + С(х, у ду2 = F х, у, и, дх' ду , (2.1) 

где х, у -независимые переменные, и = и(х, у) -неизвестная фун­
кция, А = А (х, у), в = В(х, у), С = С(х, у) -коэффициенты уравне-

ния, не зависящие от и, F = Р( х, у, и, ��, ��) - его правая часть, 
причем будем считать, что уравнение (2.1) рассматривается в неко­
торой области D переменных (х, у). Положим, что коэффициенты 
данного уравнения непрерывно дифференцируемы в D, а его правая 
часть является непрерывно дифференцируемой функцией в заданной 
области Q изменения своих аргументов. Наконец, потребуем, чтобы в 
области D искомые коэффициенты одновременно не обращались бы 
в нуль. 

Назовем выражение 
А = В2- А С  

дискриминантом уравнения (2.1) и будем говорить, что уравнение 
(2.1) в области D принадлежит: 

а) гиперболическому типу, если А > О; 
б) параболическому типу, если А = О; 
в) эллиптическому типу, если А < О. 
Введем вместо (х, у) новые независимые переменные (�, 11) (рис. 3): 

у 

х 

Рис. 3 
183 
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Пусть преобразование переменных 

(2.2) 

является невырожденным, т. е. якоби ан 

д<р d\jf 
J=�� ��*O 

ду ду 

в области D. 
Производные в новых независимых переменных (�, 1\) вычисляют­

ся по формулам: 

r ди = ди д; + дu дтj . дu = дu д; + ди дтj 
дх д; дх дтj дх' ду д; ду дll ду , 

д2u = д2u (.5) 2 + 2 д2u д; дтj + �(дтj) 2 + дu д2; + ди д211 
дх2 д;2 дх д;дтj дх дх дтj2 дх д� дх2 дтj дх2 ' 

д2u д2u (д�) 2 д2u д; дтj д2u (дтj) 2 ди д2� дu д211 
ду2 

= 
д;2 ду + 2 д;дтj ду ду 

+ 
дтj2 ду + д; ду2 

+ 
дтj ду2 ' (2.3) 

д2u = д2u д; д; + д2и (д; дтj + д� дтj) + 
дхду д;2 дх ду д;дтj дх ду ду дх 

+ � дтj аll + аu а2; + ди д211 
дтj2 дх ду д; дхду дтj дхду' 

Подставляя значения производных из (2.3) в уравнение (2.1), полу­
чим: 

где 

(2.4) 

r 
А = А(д<р) 2 + 2В д<р а<р + с(а<р) 2 

J 

I дх ах ау ау ' 

В = А д<р � + в( а<р d\jf + а<р a'V) + сд<р д\jI (2.5) 1 ах ах ах ау ау ах ду ау , 

lC = A(d'V) 2 
+ 2B a'V d'V +c( a'V) 2 

1 дх дх ду ду 

При преобразовании (2.2) порядок дифференциального уравнения 
(2.1) не может увеличиться. Заметим, что в уравнении (2.4) коэффи­
циенты А1 = Al(�, 11), В1 = Bl(�' 1\) и С1 = cl(� , 11) не могут одновре­
менно обращаться в нуль. 
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Действительно, производя обратное преобразование 

X = <P!(�,11), Y = 'V!(�,11). 
мы должны вернуться к исходному уравнению (2.1), где А2 + 82 + C2:f. 
1= О. А это невозможно, если в не которой точке (�, 11) имеем 
А!2 +В? +С? = 0. 

Таким образом, уравнение (2.4) также есть уравнение второго по­
рядка. 

Легко непосредственно убедиться, что 

(2.6) 

Отсюда следует инвариантность типа уравнения при преобразовании 
переменных. 

Таким образом, при невырожденной замене независимых пере мен-
ных в линейном дифференциальном уравнении не меняется: 

1) порядок уравнения , 
2) линейность, 
3) тип уравнения. 

2. Характеристики уравнения. 
О п  р е Д е л е н и е. Под характеристическим семейством кривых 

пони мается однопараметрическое семейство, обладающее тем свой­
ством, что если параметр семейства принять за новую криволиней­
ную координату, то в преобразованном дифференциальном уравне­
нии будет отсутствовать член, содержащий вторую производную 
неизвестной функции по этой координате. 

Всякая кривая, входящая в характеристическое семейство, называ­
ется характеристикой. 

Например, если 
� = <р(х, у) 

- характеристическое семейство, то А! = О, то есть 

A(dq»2 + 28 dq> dq> + C(dq»2 = 
О 

дх дх ду ду 
в силу соотношения (2.5). 

Пусть 

<р(х, у) = � = const 

(2.7) 

(2.8) 
некоторая фиксированная характеристика. Дифференцируем (2.8): 

dq> dx + dq> d у = О дх ду 
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или 

Отсюда 

dy d а;; = � = к = const. 
дх" -ау 

д<р dy � __ dx 
дх = К' ау - к '  

Подставляя (2.9) в (2.7), будем иметь: 

или 

A(dy)2 - 2Bdxdy + C(dx)2 _ О к2 -

A(dy)2_2Bdxdy+C(dx)2 =0. 

(2.9) 

(2.1 О) 
Полученное уравнение (2.1 О) называется дифференциальным урав­
нен.ием. характеристик. 

При dx * О оно эквивалентно следующему уравнению: 

или 

A(dy)2 _ 2B dY +С=О dx dx 

dy B+� 
-= dx А 

dy B-� 
dx = А (2.11) . 

Аналогично, если 11 = 'I/(x, у) - характеристическое семейство, то 
С1 = О, а характеристики удовлетворяют также уравнение (2.10). 

Итак, если выбрать в качестве новых независимых переменных � и 
1'\ характеристики, т. е. общие интегралы уравнения (2.10), то преоб­
разованное уравнение (2.4) примет наиболее простой вид. 

3. Канонический вид уравнения гиперболического типа. 
Для уравнения гиперболического типа в области D справедливо нера­
венствов2 -АС> О, а общие интегралы ср(х, у) = const, 'I/(x, у) = const 
уравнений (2.11) действительны и различны. Поэтому уравнение ги­
перболического типа имеет два различных семейства действительных 
характеристик. 

Пусть в преобразовании (2.2) 

� = ср(х, у), 1'\ = 'II(x, у). 
Тогда в силу (2.5) в уравнении (2.4) коэффициенты 

А1=С1=0. 

186 
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Якобиан J в рассматриваемои области предполагается отличным от 
нуля. Поэтому из соотношения (2.6) следует, что 

В} ;сО, 

и уравнение (2.4) примет вид: 

а2и 2В} а�rл, = Р\. 

Разделив на 2В}, получим 

а2и t ()'. аи аu) а�rл, = } �,11, и, a� 'rл, . 
Это - кшtoнический вид уравнения гиперболического типа. 

(2.13 ) 

Полагая� = а + �, 11 = a-�, где a=�� 11, р= �;11_ новые перемен­

ные, можно получить вторую каноническую форму уравнения гипер­
болического типа: 

Простеишим примером уравнения данного типа может служить 
уравнение колебаний струны 

а2u а2u ax2-ау2=О. 
4. Канонический вид уравнения параболического типа. Для 

уравнения параболического типа в области D 

В2_АС = О. (2.14) 

Следовательно, один из коэффициентов А и С отличен от нуля, так 
как мы предполагали, что коэффициенты А, В и С уравнения (2.1) не 
обращаются одновременно в нуль. 

Пусть, например, A:f. О. Тогда уравнения (2.11) совпадают: 

�� = *. (2.15) 

Мы получаем один общии интеграл уравнения характеристик (2.1 О): 

<р(Х, у) = const. 
Следовательно, уравнение параболического типа имеет одно се­

мейство действительных характеристик. 
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d . 
Предполагая, что тх ;t: О, в уравнение (2.1) введем новые пере мен-

ные 

при этом 

Тогда в силу (2.5) в уравнении (2.4) коэффициент А1 = О, а 

В1 =Ад<рдт] +в(д<Рдт] + д<рдт]) +сд<рдт] =вд<р +сд<р. 
дх дх дх ду ду дх ду ду дх ду 

(2. 16 ) 

(2.17) 

Покажем, что коэффициент В1 = О. ДЛЯ этого уравнение (2.7) , которо­
му удовлетворяют семейства характеристик 

А(д<р)2 + 2B� д<p +С(д<р) 2 = О дх дх ду ду , 
(2.18) 

умножим и разделим на с. Используя соотношения (2.14) и (2. 17), по­
лучим 

откуда следует, что В1 = О. 
Таким образом, уравнение (2.1) параболического типа в новых пе­

ременных (2.16) принимает следующий вид: 

или 

д2u t (1: дu дu) дтj2 = 1 ." , 11. и, д�' дт] . 

Это - канонический вид уравнения параболического типа. 

(2. 19) 

Примером уравнения параболического типа может быть уравнение 
теплопроводности: 

188 



 

                            13 / 28

Заметим, что если коэффициент С = О, то из (2.14) получаем В = О, 
т. е. тогда уравнение (2.1 )изначально имеет канонический вид (2.19) 
и преобразование (2.16) излишне. 

Можно показать, что в параболическом случае любое преобразова-
ние вида: 

с якобианом J,* О приводит уравнение (2.1) к каноническому виду. 
5. Канонический вид уравнения эллиптического типа. Для 

уравнения эллиптического типа в области D справедливо неравен­
СТВО В2 -АС < О и правые части уравнений (2.11) комплексны. Пусть 

<р(х, у) = const, ",(х, у) = const 
- комплексные интегралы этих уравнений. Переходя к комплексным 
переменным 

� = <р(Х, у), 11 = ",(х, у) (2.20) 
получим, как и в случае уравнения гиперболического типа, преобра­
зованное уравнение (2.4) в следующем виде: 

д2u ( ) д�дт] = fl' 2.21 

Чтобы не иметь дела с комплексными переменными, введем новые 
. переменные а и �: 

так что 
� = а + i�; 11 = а - i�. 

При этом уравнение (2.21) принимает вид: 

или 

д2u д [ дu ] д [ ди да ди дР ] 
д�дт] = дт] � = дт] да д� + дi3д[ = 

д [ дU 1 дu 1 ] 1 [ д2 U 1 д2 U ( 1 )] = дт] да '2 + дi3 2i = '2 да2 '2 + дадР -27 + 

1 [ д2и 1 д2и ( 1 )] 1 ( д2u д�и ) + 27 дР да '2 + др2 -27 = Чда2 + др2 = fI 

где [* = 4fl' 

(2.22) 

Это - канонический вид уравнения эллиптического типа. 
189 
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Простейшим примером уравнения эллиптического типа является 
уравнение Лапласа. 

З а м е ч а н и е. Может случиться, что уравнение (2. 1) в разных ча­
стях области D принадлежит различным типам. Примером TaKoro 
уравнения смешанного типа может служить уравнение Трико ми 

д2и д2и У дх2 + ду2 = а. 

При у> а оно принадлежит эллиптическому типу, при у < а - гипер­
болическому типу, а у = а - линия параболичности. 

§ З. Задачи с начальными данными 

1. Задача Коши. Рассмотрим общую постановку задачи с началь­
ными данными для уравнения: 

L[u] = Р( х, у' и, ��, :: ). 
где оператор 

[] ( ) д2 U ( ) ;)2 U ( ) д2 U L и = А х, у дх2 + 28 х, у дх;)у + С х, у Ту2' 

(3.1 ) 

(3.2) 

Пусть на плоскости аху задается не которая гладкая кривая К, на 
которой задаются значения функции и ее производной: 

l)ulK = <р(Х, у); 1 
2) ��IK = "'(х, Y)'J (3.3) 

Начальные условия (3.3) называются начаЛЫ-/,blми данными Коши, а 
кривая К - носительницей начальных данных. 

Задача Коши ставится так: требуется найти решение уравнения 
(3.1), удовлетворяющее данным Коши (3.3). 

З а м е ч а н и е 1. Начальные условия (3.3) позволяют найти значе-• ди • К • в( ) ния производнои дх на кривои , задаваемои уравнением у = х .  
Действительно, вдоль этой кривой 

и(х, в(х)) = <р(х, в(х)) . 
Дифференцируя соотношение (3.4) по х, получим 
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откуда, учитывая (З.З) , будем иметь 

ддиl = dd <р(х,е(х»-о/(х, у)е'(х). х к х 
(З.5) 

З а м е ч а н и е 2. Начальные условия Коши нельзя задавать на ха­
рактеристиках (задача не будет иметь решения или будет неопреде­
ленной). 

З а м е ч а н и е 3. Задача Коши обычно ставится для уравнений ги­
перболического и параболического типов. Для уравнений эллиптиче­
ского типа она не рассматривается, так как может быть некоррект­
ной·. Например, задача Коши для уравнения Лапласа является некор­
ректно поставленной. Поэтому для уравнений эллиптического типа 
обычно ставятся краевые задачи. 

Пример. Пусть требуется решить задачу Коши для уравнения 

с начальными данными 

I 2 ди l  u к = х , дх К = х, 

задаваемыми на линии К: 
у = 2х. 

(З.6) 

(З.7) 

(З.8) 

Рассматриваемое уравнение (3.6) - гиперболического типа, так 
как 

А = 1, В = О, С =-1 
и В2 - АС = 1 > О. ДЛЯ него уравнение характеристик (2.10 ) имеет вид 
(dy)2 - (dx)2 = О или (dy - dx) (dy + dx) = О. Отсюда, решая уравне­
ния dy - dx = О и dy + dx = О, получаем два семейства действитель­
ных характеристик 

Шу-х=С, и (п) у+х=С2. 

х 

Рис. 4 
* См. § 5, п. 2. 
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Вводим координаты: � = у -х, 11 = У + х. 
Тогда уравнение (3.6) приводится к виду д2u д�дI] = О 

или � (�O = о. Обозначая �� = <р 1 Ю, будем иметь 

u = f <р] (�)d� + "'(11) = <p(�) + "'(11) 

(3.9) 

или, возвращаясь к старым переменным (х, у)' получим решение 
уравнения (3.6) в виде 

и(х, у) = <р(у-х) + ",(у +х), (3.10) 

где ер и '" - произвольные функции. 
Обеспечим выполнение начальных условий (3.7): 

или 

�� = -<р'(у-х) + ",'(у+х) 

х 2 = u I ; х = дu I у=2х дх у=2х 

х2 = ер(2х -х) + ",(2х + х) = ер(х) + ",(3х); 

х = -ер'(х) + ",'(3х). 

Интегрируя второе из уравнений системы (3.11), получим 

х; + С = -f <p'(x)dx + f ",'(3x)dx = -<р(х) + i",(зх). 

(3.11) 

Складывая это выражение с первым уравнением системы (3.11), бу-
дем иметь 

Отсюда 

или 

и соответственно 

Следовательно, 
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2. Задача Гурса. Рассмотрим задачу с данными на характеристи­
ках. Эту краевую задачу называют задачей Гурса. Она встречается, 
например, при изучении процессов сорбции и десорбции газов, про­
цессов сушки воздушным потоком, прогревания трубы потоком воды 
и многих других процессов. 

Мы рассмотрим задачу Гурса на примере простейшего уравнения 
гиперболического типа 

(3.12) 

Для него уравнение характеристик (2.1 О) имеет вид 

dx· dy = О, 
т. е. dx = О или dy = О. Эти уравнения имеют соответственно решения 
у и х. Следовательно, 

х = const, у = const 
- семейства характеристик рассматриваемого уравнения (3.12). 

Пусть дополнительные условия даны на прямых х = О и у = О, явля­
ющихся характеристиками данных семейств: 

и(х, О) = <l>1(Х); и(О, у) = <l>2(У)' (3.13) 

Итак, требуется решить задачу Гурса: найти решение уравнения 
. (3.12), принимающее заданные значения (3.13) на характеристиках 

х = О и у = О. 
Будем считать, что функции <1>1 (х) и <1>2 (у ) дифференцируемы и 

удовлетворяют условию сопряжения: 

<1>1(0) = <1>2(0). 
Интегрируя уравнение (3.12) последовательно по х и по у, будем 

иметь 
х 

�� (х, у) = �� (О, у) + f {(�, y)d�, о 
у х 

и(х, у) = и(х, О) + и(О, у) - и(О, О) + f dll f {(�, ll)d� 
о о 

или, воспользовавшись данными (3.13), окончательно получим 

у х 
и(х, у) = ер1 (х) + ер2(У) - ер1 (О) + f f {(�, ll)d�dll. 

о о 
(3.14) 
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Формула ( 3.14) представляет в явнои аналитическои форме реше­
ние поставленной задачи Гурса для простейшего уравнения (3.12). Из 
нее непосредственно следует единственность и существование реше­
ния этой задачи. 

Пример 1. Определить тип и найти характеристики уравнения 

2 д2 и 2 д2 и дu ( ) У дх2 - Х ду2 = ду х :;t0, y:;tO . 

Ре ш  е н и е. Так как коэффициенты этого уравнения 

А = у2, В = О, С = -х2, 
то выражение 

В2_АС=х2у2гО 
и, следовательно, вне осей координат данное уравнение принадлежит 
гиперболическому типу. Дифференциальное уравнение характери­
стик (2.10 ) имеет вид 

y2(dy)2 -x2(dx)2 = О 
и распадается на два уравнения 

ydy-xdx = О и ydy + xdx = о. 
Интегрируя эти уравнения, получаем два семейства действительных 
характеристик 

у2_х2=С! и у2+х2=С2, 
из которых первое представляет собой семейство гипербол, а вто­
рое - семейство окружностей. 

Пример 2. Привести к каноническому виду и решить уравнение 

д2u д2u дu ( ) х дх2 - У дхду = дх У :;t О . 

Ре ш  е н и е. Так как для всех значений y:;t О выражение 

2 
в2_АС = (-t) > о, 

то рассматриваемое уравнение принадлежит гиперболическому типу. 
Дифференциальное уравнение характеристик (2.10 )  имеет вид 

x(dy)2 + y(dx·dy) = О 
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и распадается на два уравнения 

dy = о и xdy + ydx = О. 

Следовательно, мы получаем два различных семейства действитель­
ных характеристик: 

у = С1 и ху = С2. 
Введем вместо (х, у) новые переменные (�, 1]), полагая 

� = у, 11 = ху. 

Данное преобразование переменных является невырожденным, так 
как якобиан 

J= = I� �I = -у � о 

в рассматриваемой области. 

Вычисляя производные в новых независимых переменных � и 11 по 
формулам (2.3), перепишем исходное уравнение следующим образом: 

д2и 2 ди О д� dr] + � dr] = . 

. Решим это уравнение, для чего введем функцию р = � . Тогда уравне­

ние примет вид: др 2 О д (1) 2 д� + �p = или д� пр = -�. 

Отсюда In р = -21п � + In <р (11), где <р (11) - произвольная функция 

переменной 11. Потенцируя, получим 

р = q>(1l) или ди = q>(1l) �2 dr] �2 
И,Нтегрируя последнее равенство, находим 

u = �12 fq>(1])dl1 + P2(�) = l)�21l) + P2(�)' 

где Р1 и Р2 - две произвольные функции. Возвращаясь к первона­
чальным переменным, получаем окончательный ответ: 

( ) l)(x.y) ( ) u х, у = --2 - + Р2 У . у 
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Пример 3. Привести к каноническому виду уравнение 

tg2xa2u _ 2ytgx д2u + у2Е!..У.. + tg3xaU = О (y:;tO). дх2 дхду ду2 дх 

Ре ш  е н и е. Это уравнение - параболического типа, так как выра­
жение 

В2_АС =0. 
Дифференциальное уравнение характеристик 

(tgx)dy + ydx = О 

имеет один общий интеграл 

ysinx = С. 
Введем вместо (х, у) новые независимые переменные 

� = ysinx, 11 = у. 
Так как в рассматриваемой области y:;t О, якобиан 

J= ycosx:;tO, 

то данное преобразование переменных является невырожденным. 
Используя формулы (2.3) , перепишем исходное уравнение в виде 

112 � - 2� дu = О дтj2 д� 
или 

Это - канонический вид рассматриваемого уравнения параболи­

ческого типа. 

то 

Пример 4. Привести к каноническому виду уравнение 

д2 и + 4 д2 и + 5 � + дu + 2 дu = О. 
дх2 дхду ду2 дх ду 

Реш е н и е. Так как коэффициенты уравнения 

A=l, 8=2, С=5, 

82-AC=-1 <О 
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и, следовательно, рассматриваемое уравнение принадлежит эллипти­
ческому типу. Решая дифференциальное уравнение характеристик 

(dy)2 - 4dxdy + 5(dx)2 = О, 

получаем два комплексно-сопряженных общих интеграла 

(у- 2х) ± ix = C1, 2. 
Вводя новые неззвисимые переменные 

� = у - 2х, 11 = х 
и вычисляя производные по формулам (2. 3) , исходное уравнение при­
водим к следующему каноническому виду 

д2и д2и ди 
д�2 + дтj2 = - дтj . 

Задания для самостоятельного решения 
1. Найти общее решение следующих уравнений: 

2. Решить уравнение 

д2 б) __ u = ху ' 
дхду , 

е) д2и 
+ldU =0' 

дхду хду , 

д2и д2и д2и А-д 2 +2В-д д + С-д 2 =0 , х х у у 
где А, В, С - постоянные и В2 - А С > О, вводя новые неззвисимые пе­
ременные 

3. Решить уравнение 

вводя новые независимые переменные 

� = х, 11 = х2 + у2. 
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4. Решить уравнение 
дu дu О Х- + у- - u = 
дх ду , 

положив 

� = Х, 1) = � 
и приняв � и 1) за новые независимые переменные. 

5. Определить тип и найти характеристики уравнений: 
а)х2 д2u _ 4y2� =.ilif.; 

дх2 ду2 дх 

) д2u д2u д2и дu дu б 
дх2 -2 дхду + ду2 + а дх + � ду + уи = О; 

) 2 д2 и д2 и 2 д2 и дu . в Х дх2 
+ 2ху 

дхду - Зу 
ду2 + 9х 

ду - U = О, 

г)(1+x2)�+ (1+y2)д
2u =0. 

дх2 ду2 

6. Привести к каноническому виду следующие уравнения: 

) д
2 и д2 и 2 д2 u дu . а 

дх2 - 2х 
дхду + Х ду2 - 2 ду = О, 

б)(1+х2)д
2u +О+у2)д2u +х дu +у дu =0' 
дх2 ду2 дх ду , 

B)y2�+x2�=0. 
дх2 ду2 

7. Привести к каноническому виду и решить следующие уравнения: 
2 2 2 

а) � -4.l.....!L + з� = О· 
дх2 дхду ду2 ' 

б)х2�_у2�=0; 
дх2 ду2 

в)х2 д2u +2ху д2u +у2 д2u =0. 
дх2 дх ду ду2 

8. Решить уравнения: 
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а) д2u _ � =ldU (у>О); дх2 
у 

ду2 2 ду 

б) д2u _ 4k + 4 д2u = о· 
дх2 дхду ду2 ' 

в) 2 д2u + д2u _ д2u + дu + дu = о· 
дх2 дхду ду2 дх ду , 

) 2 д2u 2 д2u 2 дu - о· 
r Х дх2 - У ду2 - У ду - , 

) д2u . д2u 2 д2 Х дu _ Д -2 - 2SlПХ-д д - COS Х-д 2 - COSX-a - О. дх х у у у 
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9. Найти области гиперболичности, эллиптичности и параболично· 
сти уравнений: 

) д2и д2и а у дх2 + 
ду2 = О; 

д2 д2 б)_U + у_и + адu = О а = const, дх2 ду2 ду , 

и привести их к каноническому виду в областях эллиптичности и ги­
перболичности. 

10. Переходя к полярным координатам r и <р, полагая 

х = rcos<p, у = rsin<p, 
решить уравнения: 

а) х ди + У ди = о· дх ду , 

б)х2� + 2xy� + 12� = о· дх2 дхду У ду2 ' 

в) у2 д2и _ 2ху д2и + х2 � _ (x� + ди
) = О. дх2 дхду ду2 дх Уду 

11. Найти решение u(х, у) уравнения 

ди = х2 + 2у ду , 

удовлетворяющее начальному условию 

u l y=x2 = 1. 

r д2и I ду2 = 2, 
б) � u ly=o = Asinx, 
[ди l = Вх; ду у=О 

Г� _ ди I дх2 - дх' 
г) � u l x=o = А, 

l dUj = В дх х=О . 
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13. Найти решение u(х, у) уравнения 

д2и д2и д2и дх2 + 2 дхду - З ду2 = о, 
удовлетворяющее начальным усло/Зиям 

ulу=о=Зх2, �и l =0. у у=о 

14. Найти решение и (х, у) уравнения 

4у2 д2и + 2(1- 2) д2и _ � _ .l(2iJu _ ди ) = О 
дх2 У дхду ду2 1+ у2 дх ду , 

удовлетворяющее начальным условиям 

u Iy =0 = <р(Х) , �� 'у =0 = 'V(X). 

15. Найти решение и (х, у) уравнения 

д2и д2и . 2 д2и . ди дх2 +2cosxdxdy -slП Х ду2 -SIП Х ду =0, 

удовлетворяющее начальным условиям 

uly=sinx=<P(X)' �и
l . ='V(X). у у=sIП х 

16. Найти решение и(х, у) уравнения 

2 д2и д2и 2 д2и _ Х дх2 - 2ху дхду -Зу д,ji - о, 

удовлетворяющее начальным условиям 

uly=1 = <р(х), �� '
У=1 = 'V(x). 
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Г л а в а IV 
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Целью данной главы служит вывод и исследование уравнений с ча­
стными производными второго порядка, широко применяющихся в 
математической физике. 

§ 1. Уравнение колебаний струны 
1. ВЫВОД уравнения колебаний струны. Понятие о гранич­

ных и начальных условиях. Рассмотрим натянутую струну, 
т. е. тонкую гибкую упругую нить, расположенную в плоскости Охи, 
которая в результате известного возмущения была выведена из поло­
жения равновесия Ох. Изучим поперечные колебания струны, пола­
гая, что при таком колебании струны ее точки движутся перпендику­
лярно оси Ох. 

Обозначим через и = и(х, t) - смещение точки струны с абсциссой 
х в момент времени t относительно Ох (рис. 5). 

u Щх, i)dx 
YrM', () 

х 

Рис. 5 

Тогда функцией и(х, [) при О � t < 00 опишется процесс колебаний 
струны: для любого фиксированного момента времени t = t1 выраже­
нием и = и(х, tl) определяется мгновенный nрофuль струны. 

Сделаем следующие допущения: 

1). Будем предполагать, что струна совершает малые колебания, 
т. е. ее форма в процессе колебаний незначительно отличается от пря­
мой и = О. Будем предполагать, что наклон касательной к графику 

функции u = и(х, [), t = const, т. е. tg cf. = ��, есть малая по модулю ве-

личина по сравнению с единицей. Отсюда получаем, что sin а"'" tg cf. и 

cos а", 1. 
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) �, 2 . К концам любого участка ММ струны приложены направлен-
ные по касательной упругие силы натяжения (см. рис. 5), модули ко-

торых равны 
(1 Т(М, 0 1 == I т(М', 0 1 = То ) и являются практически по­

стоянными, т. е. То не зависит от х и t. 
3). На струну действуют непрерывно распределенные внешние 

силы, перпендикулярные оси Ох, с плотностью (нагрузкой) р(х, О, 
рассчитанной на единицу длины. 

Вырежем из струны бесконечно малый элемент ММ', абсциссами 
которого являются х и х + dx. Воздействие отброшенных левой и пра­
вой частей струны заменим соответствующими силами натяжения. 

�, Тогда элемент ММ можно рассматривать, как свободную материаль-
-> -> 

ную точку, находящуюся под действием упругих сил т(М, t), Т(М', t) 
и внешней силы р(х, t)dx· ёи, где ёи - орт оси Ои. 

Пусть р(х) - линейная плотность струны в точке х. Так как в поло­
жении равновесия масса элемента равна p(x)dx, то, в силу сохране-

� 
ния массы, элемент ММ' имеет ту же массу. Обозначим через а и а' 
углы, образованные с осью Ох касательными к профилю струны в мо­
мент времени t в точках М и М' соответственно. Проектируя на ось Ои 

�, силы, приложенные к элементу ММ , в силу закона Ньютона и пред-
положения 2) будем иметь 

p(x)dx �:� = То siпа' - То siпа + р(х, t)dx. О.l) 

и 

Согласно предположению 1) углы а и а' малы; поэтому 
. t ди S1Па'" ga = дх 

. , t ' 

ди I S1Па '" ga = д . х x+dx 

(I.2) 

( 1.2') 

Для подсчета 0.2') используем известную формулу математического 
анализа 

[(х + dx) = [(х) + Г(х}dх, 
справедливую с точностью до бесконечно малых высших порядков. 
Отсюда имеем: 

. , ди а2и 
d S1Па '" ах + дх2 х. 

Подставляя выражение (1.2) и (I .3) в формулу (1 .1) , получим 
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Мы получили искомое уравнение малых 8ынужденных поперечных 
колебаний струны. 

В случае постоянной плотности (р = const) это уравнение обычно 
записывается в виде 

д2и 2 д2и ( ) дi2 = а дх2 + Р х, t . 0.5) 

2 То p(x,t) 
где а = -, а Р = -- - плотность силы, отнесенная к единице 

массы. 
р р 

При отсутствии внешней силы (Р(х, t) = О) мы получаем уравнение 
малых С80бодных колебаний струны: 

д2и 2 д2u дi2 = а дх2' (I.6) 

Уравнение (1 .4) , как показано выше, имеет бесчисленное множест­
во решений. Поэтому для однозначной характеристики процесса ко­
лебаний необходимо к уравнению при соединить некоторые дополни­
тельные условия, вытекающие из физического смысла данной задачи. 
Эти условия могут быть весьма разнообразными. В простейшем слу­
чае, как и в динамике точки, задается положение и скорость точек 
струны в начальный момент времени: 

и(х,О) = <р(х); ��(x,O) = ",(х). (1 . 7) . 

Эти условия, которым должно удовлетворять решение и(х, t) при 
t = О, называются начальными условиями. 

Далее, если струна ограничена, то необходимо задать условия на ее 
концах. В частности, для струны, концы которой х == О и х = [закреплены, 

и(О , t) = О; ии, t) = О (1.8) 
при всяком t � О. Условия (1 .8) называются граничными условиями. 
Возможны и другие типы граничных условий. 

Таким образом, физическая задача о колебаниях струны, закреп­
ленной на концах, свелась к следующей математической задаче: най­
ти решение и(х, t) уравнения О.4) , удовлетворяющее начальным 
условиям (1 .7) и граничным условиям (1 .8). Это так называемая сме­
шанная краевая задача для уравнения колебаний. К ней также мож­
но прийти при изучении одномерных колебаний идеального газа или 
одномерных продольных колебаний стержня. 

2. Замечание о «корректно постав'ленны») задачах. Матема­
тическое описание физического процесса начинается с постановки 
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задачи, т. е. с вывода уравнения и формулирования условий, доста­
точных для однозначного определения этого процесса. Эти 
дополнительные условия, называемые данными задачи, должны 
обеспечить ей физическую определенность. Чаще всего данными за­
дачи являются начальные условия, т. е. условия в некоторый момент 
времени, с которого начинается изучение физического процесса, и 
граничные условия, т. е. условия на границе области, в которой ищет­
ся решение. В поставленной выше задаче о колебаниях струны это 
условия 0.7) и 0.8). 

Математическая задача, соответствующая физическому явлению, 
должна удовлетворять следующим трем требованиям: 1) решение 
должно существовать; 2) решение должно быть единственным; З) ре­
шение должно непрерывно зависеть от данных задачи (требование 
устойчивости). То есть малым изменениям любого из данных задачи 
должны соответствовать малые изменения решения. 

Задача, удовлетворяющая всем трем требованиям, называется кор­
ректно поставленной зада'lеЙ. 

Первое и второе требования означают, что среди данных задачи нет 
противоречащих друг другу и их достаточно для выделения единст­
венного решения. 

Третье требование необходимо, чтобы математическая задача пра­
вильно описывала наблюдаемые физические явления. В действитель­
ности данные задачи нельзя считать строго фиксированными, т. е. они 
(особенно экспериментально полученные) всегда заданы в некоторых 
пределах точности. Поэтому необходимо, чтобы малая погрешность в 
данных приводила к малой неточности в решении. Это требование 
«устойчивости» имеет существенное значение также для приближен­
ных методов. 

Мы будем рассматривать только классические корректно постав­
ленные задачи. Однако следует заметить, что это далеко не единствен­
ные задачи, правильно отражающие физические явления. Имеются 
примеры задач, которые «некорректно поставлены.>. Их исследованию, 
особенно в приближенных вычислениях, в последнее время уделяется 
большое внимание. 

3. Задача Коши для неограниченной струны. ФОРМУJlа Да­
ламбера. Корректность задачи. Физическая интерпретация. 
Рассмотрим задачу с начальными условиями для неограниченной 
струны: найти решение и(х, t) уравнения 

(-00 < х < 00, t > О) ( 1.9) 
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с начальными условиями: 

и(х, О) = 
q>(x) 1 

ди( ) _ ()� при-оо<х<оо, 
д! х,о - 'V X J 

О.l О) 

где q>(x), 'V(x) - достаточно гладкие заданные функции. 
Эту задачу называют задачей Коши. 
Приведем уравнение колебаний струны О.9) к виду, допускающе­

му непосредственное интегрирование. Возьмем в качестве новых не­
зависимых переменных характеристики уравнения (1.9) 

�=x+at, 11=x -at. 

Вычислим производные: 

ди = ди + ди д2и д2и 2 д2и д2и 
дх д� CIll' дх2 = д�2 + CI�CIll + CI1l2' 

дu ( дu ди ) д2u = 2 ( д2и _ 2k + д2и ) 
дt 

= а д� - CIll ' CIt2 а д�2 CI�CIll дJl2 ' 

Уравнение в новых переменных запишем в виде 

д2u 
д�дJl 

= О 
или 

:� (�) = О. 
Отсюда находим 

�� = {(11), 

где {(-I1) - произвольная функция только пере мен ной 11. Интегрируя 
полученное уравнение по 11 при фиксированном �, получим: 

и = f f(11)d11 + Р! (�) = Р! (�) + Р2 (11), 

где Р!  (�) и Р2(11) являются функциями только переменных � и 11. Воз­
вращаясь к старым переменным, будем иметь 

0.11) 
Непосредственной подстановкой в уравнение убеждаемся, что по­

лученная функция и(х, t) является решением общего вида уравнения 
(1.9), если Р! и F 2 - произвольные дважды непрерывно дифференци­
руемые функции. 
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Выберем функции F 1 и F 2 так, чтобы удовлетворить начальным 
условиям (1.1 О): 

и(х, О) = Р1 (х) + Р2 (х) = <р(х), 
�� (х, О) = аР{(х) - аР2 (х) = \jf(X). 

Отсюда, интегрируя второе равенство, получим: 

r Р1 (Х) + Р2(Х) = <р(х), 
�
lFl (Х) - Р2 (х) = � J \jf(z)dz + С, 

хо 

(1.12) 

где хо и С - произвольные постоянные. Из равенств (1.12) находим 

r х 
j Fl(X) = <р(х) + .lfш(z)dz +!2 2 2а т 2' 

хо 

lF2(X) = q>�x) - 2� 1\jf(z)dz - %. 
хо 

(1.13) 

Эти формулы определяют функции F I и F 2 через заданные функции <р 
и '1/, причем равенства (1.13) справедливы при любом значении аргу­
мента. Подставляя в (1.11) найденные значения F 1 (Х) и Р2(х), будем 
иметь 

jx+at х-а! ) 
( 

t) q>(x+ аt) + q>(x-at) 1 f ( )d f ( )d и х, = 2 + 2а \jf z z - \jf z z 
хо хо 

или окончательно 

х+а! 
( t) = q>(x+ ап + q>(x- ап .l f ( )d u х, 2 + 2а \jf z Z. 

x-at 
(1.14) 

Формула (1.14) дает решение задачи Коши (1.9)-(1.10) и называ­
ется форм.улоЙ Далам.бера. 

Докажем, что задача Коши (1.9)-(1.10) поставлена корректно. 
Действительно, непосредственной проверкой легко убедиться, что 

формула (I .14) удовлетворяет (в предположении, что <р(х) имеет не­
прерывные производные до второго порядка включительно, а 'I/(x) -
до первого) уравнению и начальным условиям. 
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Далее, эта формула доказывает единственность решения. В самом 
деле, если бы существовало другое решение задачи 0.9) и (1.10), то 
оно давалось бы формулой Даламбера (1.14) и совпадало бы с первым. 

Таким образом, решение существует и единственно. 
Докажем, наконец, что решение непрерывно зависит от начальных 

данных, т. е. для любого Е> О можно указать такое О > О, что если за­
менить начальные значения <р (х) и \j1 (х) на <р(х) и \jI(х), отличающие-

ся друг от друга меньше, чем на о: 

то новое решение и(х, t) и первоначальное и(х, t) будут различаться 
между собой меньше, чем на Е: 

lu(x, t) - и(х, t)1 < Е 

на любом конечном промежутке времени О � t � Т. 
Доказательство этого утверждения сразу следует из формулы Да­

ламбера (1.14), которая связывает функции и(х, t) и и(х, t) со своими 
начальными значениями <р(х), 'V(x) и <р(х), \jI(x). 

Действительно 

! ( t) _ -( t)! < ! q>(x+ at) - <р(х+ аО! 
u х, u х, - 2 + 

_ x+at !q>(x-at)- q>(x-at)! 
-.L f! ( )- -( )!d + 2 + 2а 'v z 'v z Z, 

х-а! 

Откуда в силу неравенств (1.15) получаем: 

lu(x, t) - и(х,ОI � � + � + 21а 8 ·2at � 8(1 + Т), 

что и доказывает наше утверждение, если положить 

S: _ Е 
U - 1+ Т' 

Дадим физическую интерпретацию полученного решения (1.14) за­
дачи Коши для неограниченной струны. Как мы видели, оно может 
быть представлено в виде суммы двух слагаемых: 

и(х, t) = F 1 (х + at) + Р2(х - at). 0.11) 
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В каждый фиксированный момент времени t график функции 
F 1 (х + at) получается из графика F 1 (х) смещением влево на величину 
at, а график Р2(х - at) - смещением графика Р2(х) вправо на ту же 
величину. Если построены графики функций F 1 (х) и Р2(х), то для по­
строения профиля струны в любой момент времени t достаточно сдви­
нуть кривую F 1 (х) влево на величину at, кривую F 2(Х) - вправо на ту 
же величину и затем для каждого х сложить графически ординаты по­
лученных кривых. Полученная в результате сложения кривая даст 
форму (профиль) струны в момент времени t. 

Функция F 1 (х + аО описывает волну, распространяющуюся влево 
со скоростью а, а функция Р2(х - at) - волну, распространяющуюся 
вправо с той же скоростью а. Таким образом, профиль струны и(х, t) 
есть суперпозиция двух волн. 

Рассмотрим случай, когда начальные скорости точек струны равны 
нулю, т. е. 'I'(x) = о. Согласно формуле Даламбера (1.14) профиль 
струны определяется в этом случае графиком функции 

и(х, t) == Р1 (х + аО + Р2 (х - аО == 
q>(x + at) q>(x - at) = 2 + 2 

Как уже отмечалось, он представляет собой сумму двух волн, 
распространяющихся налево и направо со скоростью а. Начальная 

Ф б Ф 
u q>(x) u орма о еих волн определяется ункциеи -2-' равнои половине за-

данного начального отклонения. При перемещении форма этих волн 
остается неизменной. 

3 а м е ч а н и е. Функция и(х , О, определенная формулой (1.14), 
может быть решением уравнения (1.9) только при условии дифферен­
цируемости функций <р и '1'. Такое дважды непрерывно дифферен­
цируемое решение называется /(J/оссuчеСКU!1'1 решенuем. Однако встре­
чаются случаи, когда функции <р(х) и 'I'(x) не имеют нужных 
производных. Например, если струна в начальный момент имеет фор­
му ломаной линии, то <р (х) не имеет определенной производной в вер­
шине ломаной. В этих случаях считают, что формула Даламбера так­
же дает решение задачи, хотя при этом функция и(х, t) не всюду 
дважды дифференцируема. Такое решение называется обобщенным 
решением задачи. Определяемое формулой (1.14), оно является пре­
делом решений уравнения колебаний с немного сглаженными началь­
ными условиями. 
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4. Колебания полуограниченной струны. Рассмотрим задачу о 
поперечных колебаниях полуограниченной струны х z о с жестко за­
крепленным концом, Она может быть сформулирована следующим 
образом: найти решение и(х, t) уравнения колебаний 

д2и 2 д2и -д 2 = а -д 2' 0< х < 00, t > О, 
! х 

удовлетворяющее граничному условию 

и начальным условиям 

и(О, О=О 

(и(х,О) = <р(Х), 

1 t� (х. О) = \jf(X) , 

(1,16) 

(1.17) 

(1.18) 

при этом <р(0) = 0/(0) = О, иначе граничные и начальные условия про­
тиворечат друг другу, 

Решим вспомогательную задачу для неограниченной струны, при­
чем на отрицательную часть продолжим функции <р(х) и О/(Х) нечет­
ным образом, т. е. 

Следовательно, начальными данными вспомогательной задачи явля­
, ются нечетные функции 

Фх = и'I'х = () 
{<р(Х), Х > О, 

() 
{\jf(X) , Х > О, 

-{j>(-x}, Х < о, -\jf(-X) , Х < О, 
(1.19) 

а ее решение, согласно формуле Даламбера О, 14), дается функцией 

х+ а! 
( t) = ф(х+ аО+ Ф(х-аt) .J... fUJ( )d u Х, 2 + 2а т z z, 

х-а! 
О!1ределенной для всех Х и для t > О. 

(1.20) 

Покажем, что полученная функция и(х. t) при t > О, Х > О удовлет­
воряет также дополнительным условиям (1.17) и (1.18), т. е. является 
решением поставленной исходной задачи. Действительно, функция 
и(х, О, определяемая формулой (J .20), при Х = О равна 

at 

и(О, t) = t[Ф(аt) + Ф(-аt)] + 
2� f 'I'(z)dz = О, 

-at 
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так как первое слагаемое равно нулю в силу нечетности ф(х), а вто­
рое равно нулю, поскольку интеграл от нечетной функции в пределах, 
симметричных относительно начала координат, всегда равен нулю 
(см. лемму § 2). Кроме того, при t = О эта функция удовлетворяет необ­
ходимым начальным условиям: 

{и(х, О) = ф(х) = <р(х), 
а при х > О. a� (х, О) = Ч'(х) = ",(х), 

Итак, решение задачи о распространении волн на полуограничен­
ной прямой с граничным условием и(О, t) = о сводится к задаче о коле­
бании неограниченной струны, если начальные данные продолжить 
на всю прямую нечетным образом. 

5. Основная лемма метода Фурье. 

Л е м м а. Если в прямоугольнике R плоскости Оху (рис. 6): 

(R) {а < х < Ь, 
А <у<В 

для некоторых функций выполняется тождество 

то в этом случае 

у 
в 

у 
А 

о 

Х(х) == У(у), 

Х(х) = У(у) = сопst. 

���� .. ----

Рис. 6 

х 

д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное , т. е. что 

Х(х) :/; const; 

(1.21) 

тогда существуют значения Хl и Х2 в интервале (а, Ь) такие, что 
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Рассмотрйм точки (х}, у) и (Х2' у), принадлежащие прямоугольни­
ку R. На R справедливо тождество 0.21), а потому 

Х(х ,) = У(у), 

Х(Х2) = У(у). 
Сравнивая эти равенства, приходим к противоречию с нашим пред­

положением. Следовательно, 

Х(х) = const, 

а тогда и 

У(у) = const. 

6. Метод Фурье для уравнения колебаний ограниченной 
струны. Понятие о стоячих волнах. Метод Фурье (метод разделе­
ния переменных) является одним из наиболее распространенных ме­
тодов решения уравнений с частными производными. Изложим этот 
метод на примере задачи о поперечных колебаниях струны, закреп­
ленной на концах (в точках х = О и х = l). Как известно (§ 5, п. 1), эта 
задача сводится к решению уравнения 

с граничными условиями 

и(О, t) = О, u(t, t) = О 

и начальными условиями 

и(х, О) = <р(х) , t� (х, О) = ",(х) (о < х < N, 

где <р(х) и 'I'(x) - заданные функции. 

(1.22) 

0.23) 

(1.24) 

Метод построения решения данной задачи заключается в том, что 
сначала находятся функции' ип(х, t) (n = 1,2, . . . ), удовлетворяющие 
уравнению (J .22) и граничным условиям (J .23). Затем из этих част­
H�IX решений составляется линейная комбинация 

и(х, t) = I.Cnun (х, О, 
п=! 

которая при любых значениях коэффициентов СП в силу линейности и 
однородности уравнения и однородности граничных условий также 

* Линейно независимые. 
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удовлетворяет уравнению и граничным условиям (nринциn суnерnо­
зuцuu). Наконец, коэффициенты СП составленного ряда выбираются 
такими, чтобы выплнялисьb начальные условия О.24). Тем самым, 
построенная таким образом функция и(х, () будет удовлетворять всем 
условиям исходной задачи, т. е. будет являться ее решением. 

Ищем частные решения уравнения (1.22), не равные тождественно 
нулю и удовлетворяющие граничным условиям (1.23), в виде произве­
дения 

и(х, t) = Х(х) · ти, О.25) 

где Х(х) - функция только переменной х, Т(О - функция только пе­
ременной t. 

Подставляя 0.25) в уравнение (1.22), получим 

Х(Х)Т"и) == а2 Х"(Х)Т(О 

или, разделив переменные: 

Левая часть тождества зависит только от t, а правая - только от х и 
на основании основной леммы Фурье представляют собой одну и ту 
же постоянную. Для удобства выкладок обозначим эту постоянную 
через -')...2: 

T"(t) х"(х) 2 • -- = - - - л а2ти) - Х(х) - . 0.26) 

Отсюда получаем систему из двух обыкновенных дифференциальных 
уравнений: 

Х"(х) + ')...2 Х(Х) = О, } 
Т"(О + а2')...2Т(О = О. 

Граничные условия (1.23) дают: 

и(О, t) = Х(О)· T(t) = о, ии, t) = X(Z)· T(t) = О. 
Так как ищутся нетривиальные решения, то ТЩ :;t0. 

( 1.27) 

Поэтому функция Х(Х) должна удовлетворять следующим допол­
нительным условиям: 

Х(О) = О, ХЩ = О. (1.28) 

* Если в уравнении (I .26) обозначить постоянную через +А2 вместо -А2, то для воз­
никающих далее собственных значений получим мнимые величины. Это не отра­
зится на конечном результате. 
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Следовательно, для получения не равного нулю решения вида 
(1.25), удовлетворяющего граничным условиям (1.23), мы приходим 
К следующей задаче (о собственных значениях) : найти такие значе­
ния Л, при которых существуют нетривиальные решения первого 
уравнения из системы (1.27), удовлетворяющие граничным условиям 
(1.28). 

Эти решения л называются собственными значениями (их сово­
купность - спектром) , а соответствующие решения Х - собствен­
ными функциями краевой задачи (1.27) и (I.28). Найдем эти собст­
венные значения и собственные функции. 

Общее решение первого уравнения из (1.27) имеет вид 

х(х) = С1siплх + С2соsЛх, 

где С 1 и С2 - произвольные постоянные. Удовлетворяя его гранич­
ным условиям (1.28), получим 

С 1 . О + С2 . 1 = О, 
С 1 siплl + Сzсоsл[ = О. 

Отсюда С2 = О и С1siплl = О. 
Мы должны считать С1 1; О, т. к. ищутся нетривиальные решения. 

Поэтому для определения л получаем следующее спектральное 
.уравнение: 

siпл/ = О, 
то есть 

где n - целое число. 
Следовательно, нетривиальные решения задачи (1.27) и (1.28) воз­

можны лишь при значениях 

� =n7t (n 12 ) лn 1 = , , . .. . (1.29) 

Этим собственным значениям соответствуют собственные функ­
ции 

(1.30) 

определяемые с точностью до постоянного множителя, который без 
нарушения общности можно считать равным единице. 
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Значения л'n' соответствующие n = О, -1, -2, .. . , не принимаем во 
внимание, так как они отвечают или нулевому решению 

Хо(х) = о 
или линейно зависимому решению 

Х -n(х) = -Хn(х). 
Решение второго уравнения из (1.27) при л, = л'n имеет вид 

т (t) = А cos nrcat + В sin nrcal n n 1 n l '  

где Аn и Вn - коэффициенты, подлежащие определению. 
Таким образом, функции 

un(x, t) == Хn(Х)Тn (!) == 

== (А cos nrcat + В sin nrcat ) sin nrcx n 1 n 1 1 

являются частными решениями уравнения О.22), удовлетворяющи­
ми граничным условиям (I .23) при любых Аn и Вn. 

В силу принципа суперпозиции решений линейного однородного 
уравнения ряд 

00 
и(х t) = "'(А cos nrcat + В sin nrcat) sin nrcx , � n 1 n 1 1 n=! 

(1.31) 

также будет его решением, если ряд равномерно сходится, и его можно 
дважды почленно дифференцировать по х и t. Сумма этого ряда и(х, t) 
удовлетворяет также и однородным граничным условиям (1.23), так 
как каждое слагаемое в (1.31) удовлетворяет этим условиям. 

Определим коэффициенты Аn и Вn так, чтобы выплнялисьb началь­
ные условия (1.24). Продифференцируем ряд (1.31) по t: 

00 дu _ '" nrca (-А sin nrcat + В cos nrcat) sin дм. д! - � 1 n 1 n 1 1 . n=! 
0.32) 

Полагая в (1.31) и (1.32) t = О, в силу начальных условий 0.24) полу­
чим: 

00 
<р(х) = LAnsinnr, 

n=! (1.33) 

'I'(Х) = L n�a Вn sin n7Х• 
n=! 
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Эти ряды представляют собою разложение заданных функций <р(х) 
и 'I'(X) в ряд Фурье по синусам кратных дуг. Коэффициенты разложе­
нии (1.33) вычисляются по известным формулам (см. (2.12), с. 169) и 
имеют вид 

1 
А n = ff<p(x)sin n7xdx; 

о 
1 

В = -2-f,,(.v)sl·n n1txdx n 1 2 n n1ta 'l" 1 , =" .... 
о 

0.34) 

Подставляя эти значения коэффициентов в (1.31), получим ряд, фор­
мально удовлетворяющий всем требованиям решаемой задачи. 

Мы не останавливаемся на выяснении условий, при которых этот 
ряд сходится и представляет единственное решение, непрерывно за­
висящее от начальных данных задачи. 

Дадим физическую интерпретацию полученного решения (1.31) 

и(х, t) = Lиn (х, t). (1.35) 
n=! 

Слагаемые 

0 .36) 

где 

(n (t) = А cos mtat + В sin n1tat уn n 1 n l '  

называются стоячими волнами. Таким образом, форма струны в лю­
бой момент времени есть результат сложения бесконечного числа 
стоячих волн (гармоник). Из формулы (1.36) видно, что стоячая вол­
на представляет собой «пульсирующую» синусоиду. 

Точки 

в которых 

xk = ll[ (k = 1,2, ... , n-О, ' n 

sin n1tx = О 
1 ' 

в любой момент времени остаются неподвижными и называются уз­
лами стоячей волны иn(х, t). Точки 

2m-! 
хm = --Т;-[ (т = 1,2, ... , n), 
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в которых 

sin nr= = ±l, 

совершают колебания с максимальной амплитудой и называются 
nучносmямu стоячей волны. Период их колебания 

t = 21t : ппа = д (n 1 2 ) n 1 па = , , ... . 

Для поперечных колебаний струны а 2 = То и, следовательно, 
р 

t = 11. ГР 
n n "То' 

Полученная формула объясняет законы колебания струны, откры­
тые впервые экспериментально. 

§ 2. Уравнение теПЛОПРОВОАНОСТИ 
1. Вывод уравнения теплопроводности. Постановка задачи 

о распределении температуры в ограниченном стержне. Если 
температура тела неравномерна, то происходит процесс передачи 
тепла от участков более нагретых к участкам менее нагретым. 

Рассмотрим однородный стержень длины 1, направленный по оси х. 
Стержень теплоизолирован с боков и достаточно тонкий, чтобы счи­
тать температуру в каждом его сечении постоянной. Тогда процесс 
распространения тепла в стержне может быть описан функцией 
и(х, t), представляющей температуру в сечении х в момент времени t. 
Для определенности предположим, что температура растет с увеличе­
нием х. Напомним некоторые закономерности, известные из физики. 

Рассмотрим бесконечно малую площадку da, через которую прохо­
дит тепловой поток. Построим вектор нормали N, направленный в сто· 
рону увеличения температуры. Тогда закон теплопроводности (закон 
Фурье) можно сформулировать следующим образом: количество теп­
ла dQI' проходящее через бесконечно малую площадку da за единицу 
времени, пропорционально ее площади и величине градиента темпе­
ратуры: 

где k - коэффициент теплопроводности. 
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Согласно закону Фурье, количество тепла. проходящего через се­
чение с координатой х за промежуток времени (t, t + dt) равно 

dQ = -ks2Е.dt дх ' (2.1) 

где S - площадь поперечного сечения стержня. Для неоднородного 
стержня k зависит от х. 

Рассмотрим бесконечно малый элемент стержня [х, х + dxJ. 
Количество тепла, которое необходимо сообщить элементу 

[х, х + dx] за время dt. чтобы повысить его температуру на 

ди = �� dt, 
равно 

dQ = ерSdхдu = ер � Sdxdt, (2.2) 

где е - удельная теплоемкость, р - плотность, �� - скорость изме­

нения температуры. 
Будем предполагать, что в некоторых частях стержня находятся 

тепловые источники. Пусть q(x, t) - количество тепла, создаваемое 
тепловым источником, помещенным в точке х в момент времени t за 
единицу времени, отнесенное к единице массы стержня (интенсив­
ность теплового источника). Тогда количество тепла, выделяемое на 
отрезке стержня [х, х + dx] за промежуток времени [t, t + dt] будет 

dQ = q(x, t)pSdxdt. (2.3) 

Выделение или поглощение тепла может происходить, например, 
вследствие химических реакций, в результате прохождения электри­
ческого тока и т. д. 

Выведем уравнение, которому должна удовлетворять функция 
и(х, О. Для этого составим уравнение теплового баланса для беско­
нечно малого элемента стержня [х, х + dx] за промежуток времени dt. 
Воспользовавшись приближенной формулой 

[(х + dx}", [(х) + f'(x}dx, (2.4) 
а также соотношениями (2.1) и (2.3), получим для количества тепла, 
накопленного элементом стержня за время dt, следующее выражение: 

dQ = -kS ди dt + kS(au + �dx)dt + дх дх дх2 (2.5) 
+ q(x, t)pSdxdt = [k�:� + pq(x,t)]Sdxdt. 
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Та же величина dQ получается на основании изменения температу­
ры элемента стержня на величину t� dt и определяется формулой 

(2.2). Приравнивая оба выражения, получим: 

[k�:� + pq(x, t)]Sdxdt = ср �� Sdxdt. 

Отсюда, введя обозначения 

c� = а2, '(х, t) = �q(x, [), 

будем иметь 
дu 2 д2u '( t) дt = а дх2 + Х, . (2.6) 

Это уравнение называется уравнением теплопроводности. Оче-
видно, если тепловые источники отсутствуют, то 

дu 2 а2и дt = а дх2' (2.7) 

Для выделения единственного решения уравнения теплопроводно­
сти необходимо к уравнению присоединить начальные и граничные 
условия. 

Начальные условия (в отличие от уравнения колебаний) состоят 
лишь в задании значений функции и(х, t) в начальный момент време­
ни t = О: 

и(х, О) = <р(х). (2.8) 

Граничные условия могут быть различны, в зависимости от темпе­
ратурного режима на границе. Например, если на концах стержня 
поддерживается постоянная температура (в точке х = О - температу­
ра А, в точке х = 1 - температура В), то граничные условия имеют 
вид: 

и(О, t) = А, u(l, t} = в. (2.9) 

Таким образом, задача о распределении температуры в однородном 
ограниченном стержне с постоянной температурой на его концах ста­
вится так: найти решение уравнения теплопроводности (2.6), удов­
летворяющее начальному условию (2.8) и граничным условиям (2.9). 

2. ВЫВОД уравнения диффузии. Рассмотрим трубку, заполнен­
ную веществом, концентрация которого в каждом поперечном сече­
нии одинакова и меняется от сечения к сечению. Тогда, как известно, 
имеется диффузия вещества из мест с более высокой концентрацией в 
места с меньшей концентрацией. 
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Математически такой процесс диффузии может быть описан функ­
цией с(х, t), представляющей концентрацию в сечении х в момент вре­
мени ( . Получим уравнение, которому удовлетворяет эта функция, 
для чего составим уравнение баланса массы вещества на отрезке 
[х, х + dx] за промежуток времени dt. 

Пусть с(х, t) увеличивается с ростом х. Согласно закону Нернста, 
количество вещества, проходящее в единицу времени через данное 
поперечное сечение, пропорционально его площади S и градиенту 
концентрации, т. е. за время dt оно равно 

dQ=-,nsдСdt (2.10) '\ дх ' 

где 11 - коэффициент диффузии. 
Используя формулы (2.4) и (2.10), получим, что количество веще­

ства dQ, накопленное выделенным отрезком [х, х + dx] за время dt, 
равно 

С другой стороны, изменение концентрации за время dt 

Ас = ��dt, 

а следовательно, 

dQ = SdxAc = S �� dxdt. (2.12) 

Приравнивая выражения (2.11) и (2.12), получим: 

11S �:� dxdt = S �� dxdt 

или 

(2.13) 

где а2 = 11. Это и есть искомое уравнение диффузии. Оно совершенно 
аналогично уравнению теплопроводности (2.7). 

При выводе этого уравнения мы предполагали, что диффузия через 
стенки трубки отсутствует и внутри трубки нет источников вещества. 
При наличии источников получается неоднородное уравнение, анало­
гичное уравнению (2.6). Поскольку уравнения (2.13) и (2.7) одинако­
вы, то краевые задачи для них ставятся также одинаковым образом. 
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3. Решение краевой задачи для уравнения теплопровод­
ности методом Фурье. Температурные волны. Пусть на отрезке 
[о, [] оси Ох расположен тонкий однородный стержень, боковая по­
верхность которого теплоизолирована от окружающей среды. Поло­
жим, что на концах этого стержня поддерживается постоянная темпе­
ратура: на левом конце - температура А, на правом - температура 
В. Начальное распределение температуры в стержне зададим функ­
цией <р(х). Найдем температуру в точке х в момент времени t > О, пред­
полагая, что внутри стержня отсутствуют источники и поглотители 
тепла. 

Эта задача, как известно (см. § 2, п. 1), заключается в решении диф­
ференциального уравнения 

при начальном условии 

и при граничных условиях: 

дu 2 д2u дt = а дх2' 

и(х, о) = <р(х ) 

и(О, t) = А, u(l, t) = В. 

(2.14а) 

(2.15a) 

(2.16а) 

Сделаем замену переменных такую, чтобы новая неизвестная функ­
ция удовлетворяла однородным граничным условиям. А именно, вве­
дем функцию и(х, О, связанную с искомой функцией и(х, t) соотноше-
нием: 

и(х, t) = и(х, t) - (B�A Х + А ). 

Функция и(х, t) удовлетворяет уравнению 

начальному условию 

ди 2 д2и 
дt = а дх2' 

и(х, о) = и(х, О) - [B�A Х +А] = 

= <р(х) - [B�A Х + А ] = <Р! (Х) 

и однородным граничным условиям: 

и(О, t) = о, ии, t) = О. 

(2 .146) 

(2. 156) 

(2.166 ) 
Однородное уравнение (2.146) с неоднородным начальным услови­

ем (2.156) и однородными граничными условиями (2. 166) можно ре­
шать методом Фурье совершенно так же, как мы решали задачу о ко­
лебаниях струны, закрепленной на концах. 
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Именно, 6удем сначала искать нетривиальные решения уравнения 
(2.146), удовлетворяющие граничным условиям (2.166), в виде про из-
ведения 

v = Х(х) Т(О ф О. 
Подставляя (2.l7) в уравнение (2.l46), получим 

X(x)T'(t) = а2 Х"(х)Т(О 
или 

Т'(I) _ ХН(х) _ 2 _ 
а2Т(!) - Х(х) - -л - const 

в силу основной леммы метода Фурье. Отсюда 

Т'и) + а2 л2Т(t) = О, 

Х"(х) + л2Х(х) = О. 
Граничные условия (2.166) дают 

откуда 
х(о)ти) = о, хштщ = о, 

Х(О) = о, хЩ = о. 

(2.17) 

(2.l8) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 
Следовательно, мы приходим к задаче о со6ственных значениях: 

Х"(х) + л 2 Х(х) = О,} 
Х(О) = О, Х(!) = о, 

уже исследованной в § 1, п. 6 при изучении коле6аний однородной 
ограниченной струны. Там 6ыло показано, что только при значениях 
Л, равных 

л n = 7 (n = 1, 2, .. .) 

существуют нетривиальные решения задачи (2.20) и (2.21): 

Хn (х) = sin nr 
(линейно независимые). 

При л = ЛN уравнение (2.19) имеет решение в виде 

тN (О = Ane-b2n2t
, 

где Аn - подлежащие определению коэффициенты, а 

ь2 = a21t2 > О [2 . 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 
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Таким 06разом , согласно (2.17), каждая функция 

иn (х , !) = Хn(Х)Тnи) = Ane-b2n2tsinnr (2.25) 

6удет решением уравнения (2.146), удовлетворяющим граничным 
условиям (2.166). Тому же самому уравнению и тем же самым гранич­
ным условиям в силу принципа суп ер позиции будет удовлетворять 
ряд 

00 00 

и(х, t) = �>n (х, t) = IAne-Ь2n2t sin n7Х• 
n=! n=! 

(2.26) 

Вы6ерем коэффициент Аn так, что6ы выполнялось начальное условие 
(2.l56). Полагая t = О, получим 

00 
<Р!(Х) = IAn sin n7Х• (2.27) 

n=l 
Написанный ряд представляет со60ю разложение заданной функ­

ции <Pl(X) в ряд Фурье по синусам кратных дуг. Коэффициенты Аn 
определяются по известной формуле (см. (2.12), с. 170) простым ин-
тегрированием: 

1 1 
Аn = 1f<Pl(x)sin n7xdx = Н{ <Р(Х) - [А + B�A х ]}sin nrdx = 

о о (2.28) 
1 

= 1f <p(x)sin n7Х dx - ;л [А + (_оn+ 1 В]. 
о 

Ряд (2.26) с коэффициентами (2.28) формально будет удовлетворять 
всем условиям задачи (2.146)-(2.l66). 

Слагаемые иn(х, t) ряда (2.26) могут быть интерпретированы как 
температурные волны. Амплитуда температурных волн уменьшается 

со временем, т. к. В нее входит множитель е-Ь2n2! . 
Теперь мы можем написать окончательное решение исходной крае­

вой задачи (2.14а)-(2.16а): 

В-А � ь2 2( . 
и(х, t) = А + -z-x + . ..::: ... .Аnе- n sш nr, 

n=l 
где коэффициенты Аn выражаются формулой (2.28). 

Исследуем полученное решение при t -+ 00. 
Обозначим 

иоо (х) = lim и(х, t) . 
t-,>oo 
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Если ряд сходится равномерно, то 

( ) В-А и"" х = А + -/-х. 

Таким образом, предеЛЬНblЙ режим - это линейное распределение 
темпераТУрbl (рис. 7). 

и(х, 1) 
В 

А 
о х 

Рис. 7 

В заключение отметим, что мы ограничились лишь формальным по­
строением решения и не будем останавливаться на Вblяснении усло­
вий, при которых ряд (2.29) представляет функцию, удовлетворяю­
щую всем условиям исходной краевой задачи. Можно по казать 
также, что эта задача поставлена корректно для t > О и некорректно 
для отрицатеЛЬНblХ t, если начальное условие дано при t = О. 

4. Задача о распределении температуры в бесконечном 
стержне. Интеграл Пуассона. Пусть Мь! имеем бесконеЧНblЙ одно­
родный стержень, теплоизолироваННblЙ с боков, ось которого примем 
за ось ОХ. Температуру стержня в точке х в момент времени t обозна­
чим через u = и(х, t) - это интересующая нас функция. 

В отсутствии источников тепла функция u должна удовлетворять 
уравнению теплопроводности 

ди 2 д2 u ( ) дt = а дх2 -00 < Х < += , t > О , (2.30) 

где а2 - физическая константа. Поставим следующую задачу: зная 
начальное распределение температуры 

и(х, о) = [(х) , (2.31) 

найти температуру точек стержня и(х, t) для любого последующего 
момента времени t > О. 

Из физических соображений будем предполагать, что температура 
стержня в бесконечно удалеННblХ точках х = ± 00 не может быть беско­
нечно большой. 
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Для нахождения частных решений уравнения (2.30), как и в п. 3, 
применим метод разделения nеременных, т. е. будем искать его ре­
шения специального вида 

и = Х(Х) Ти) ф о, (2.32) 

где Х(х) - функция только от х и Т(О - функция только от t. 
Подставляя выражение (2.32) в уравнение (2.30), получим 

Х(х) Т'и) = а2 X"(x)T(t), 

или в силу основной леммы (§ 1, п. 5) будем иметь 

Х"(х) _ т'И 2 
Х(х) = a2T(t) = -л = const. (2.33) 

Отсюда получаем систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний: 

Х"(х) + л2 Х(х) = о, } 
Т'(!) + а 2л2 Т (t) = О. 

(2.34) 

Так как характеристическое уравнение для первого уравнения сис­
темы (2.34) имеет вид 

И, следовательно, 

то можно положить 

Х(х) = А(Л)еiл.х. (2 .35) 
Аналогично получаем 

(2.36) 

Отсюда 

(2.37) 

где 

с(л) = А(Л)В(Л). 
Параметр л в формуле (2.37) должен быть действительным, причем 

-00 < Л < +00, так как в противном случае и'А была бы бесконечно боль­

шой при х = -00 или при х = +00, что физически невозможно. 

Положим 
+00 +00 

и(х, t) = f U'Аdл = f с(л)е-а2'А2t + iл.хdЛ. (2.38) 

Функция и(х, t) удовлетворяет уравнению теплопроводности (2.30). 
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Действительно, полагая 

L[ 1= аи -a2� и 
а! ах2 (2.39) 

и предполагая законность дифференцирования по параметрам х и t 
под знаком несобственного интеграла (2.38), будем иметь: 

+00 +00 

= f -а 
2 Л. 2с(л.)е-а2Л2t + iЛХdл. + а 2 f л.2с(л.)е-а2Л2t + iАхdл. == о. 

Для функции (2.38) обеспечим теперь выполнение начального 
условия (2.31). Полагая t = О, получим 

+00 
[(х) = f с(л.)е iЛХdл.. (2.40) 

Сравнивая интеграл (2.40) с интегралом Фурье (см. гл. П, § 2, п. 9, фор­
мулы (2.30, (2.31а) и (2.31б» 

. находим 

Следовательно, 

+00 +00 
[(х) = 2� f dл. f [(�)e iЛ(Х-�)d�, 

+00 
с(л.) = 2� f t(�)е-Щd�. 

+00 +00 

(2.41) 

и(х, t) = 2� f dл. f t(�)е-а2л2t + iЛ(Х-�)d�. (2.42) 

Изменяя в формуле (2.42) порядок интегрирования, будем иметь 

+00 
и(х, t) = f [(�)O(�, х, t)d�, 

где 
+00 

O(�; х, t) = 2
1
ft f е-а2л2t + iЛ(Х-�)dл. (2.43) 

- так называемая функция Грина . 
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Интеграл (2.43) может быть наиден в конечном виде. Из курса ана­
лиза известно значение интеграла вероятностей: 

(2.44) 

Можно показать, что формула (2.44) остается верной, если х на комп­

лексной плоскости пробегает прямую х = а + i�, (- 00 < а < (0) , парал­
лельную действительной оси, т. е. 

Отсюда 

+00+ Ф +00 
f е-х2 dx = e� 2 f е-(а2 + 2ia� )da = .JТt. 

-=+ф 

+00 
fe-(a2+2ia�)da = .JТte-�2. 

Полагая в формуле (2.43) 

а2л2t = /12 (-ОО</1<+ОО), 

последовательно получим 

и с учетом (2.45) 

л-L dл=!!L - a.Jt' a.Jt 

+00 [2 i(x-�) ] 
- � +--� d O(�'X t) = -Lf е аЛ � = �" 2п a.Jt 

(2.45) 

(2.46) 

Подставляя это выражение в формулу (2.42), получаем uнтеграл 
Пуассона 

+00 (x_�)2 

и(х, t) = 
2ak f t(�)e -� d�, 

дающий распределение температуры в точках бесконечного стержня 

для любого момента времени t Е (О, +00) . 
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§ 3. Уравнение Лапласа 
1. Распространение тепла в однородной пластинке. Процесс 

распространения тепла в тонкой пластинке может быть описан функ­
цией и(х, у, О, характеризующей температуру пластинки в данной 

точке М(х, у) в данный момент времени t. 
Обозначим: 

р = const - плотность пластинки, 

с - удельная теплоемкость, 
k = const - коэффициент теплопроводности, 
h - толщина пластинки. 
Предположим, что источники тепла в пластинке отсутствуют. 
Найдем уравнение, которому должна удовлетворять функция 

и(х, у, О. Поступим так же, как и при выводе уравнения теплопровод­
ности для стержня (см. § 2, п. 1). Выделим в пластинке бесконечно ма­
лый элемент dS = dxdy (рис. 8) и составим для него уравнение тепло­
вого баланса. Для определенности предположим, что тепло растет в 
положительном направлении осей х и у (заметим, что окончательный 
результат не зависит от этого предположения). 

У 

о 

N dx р 
8IdY 

М(х,у) 
Q 

Рис. 8 
х 

Согласно закону теплопроводности, количество тепла, протекающе­
го через сечение MN площади hdy за промежуток времени dt, равно 

_kau hdydt дх ' 

а через сечение PQ, в силу формулы (2.4) для функции ��, равно 

-ke� + �:� dx )hdydt. 

Аналогично, для сечения MQ площади hdx имеем: 
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а для сечения N Р: 
_k( dU + �dY ) hdXdt. ду ду2 

Поэтому количество тепла dQ, накопленное элементом за время dt, 
равно 

или 

ди . ( ди д2и  ) dQ = -k дх hdydt + k тх + дx2dx hdydt -

ди ( ди д2и 
) - k ду 

hdxdt + k ау + д;2dу hdxdt. 

За время dt температура повысится на величину 

du= ��dt, 

(3.1 ) 

где �� - скорость возрастания температуры. При этом количество 

тепла, которое необходимо сообщить элементу массы phdS, чтобы 
увеличить его температуру на du, равно 

dQ = cphdS �� dt. 

Приравнивая соотношения (3.1) и (3.2), получаем: 

Отсюда имеем 

( д2и д2и ) ди kh дх2 + 
ду2 dSdt = cphТtdSdt. 

Введем оператор Лапласа (или лаnласuан).1, полагая 

д2и д2и .1и = дх2 + ду2. 

(3.2) 

(3.3) 

Обозначая .1L = а 2, получаем тогда уравнение теплопроводности для 
ер 

однородной пластинки в виде 
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2. Стационарное распределение температуры в пластинке. 
Распределение температуры называется стационарным, если оно не 

зависит от времени, т. е. �� = О. Уравнение стационарного распреде-

JIения температуры получается из уравнения (3.4) и имеет вид 

!J.u = О. (3.5) 

Это уравнение называется уравненuеА! Лапласа. 
Функция называется гармонической в данной области, если она 

имеет непрерывные производные до второго порядка включительно и 
удовлетворяет уравнению Лапласа во внутренних точках области. 

(ГIримеры гармонических функций: и = ах + Ьу, и = х2 - у2.) 
Пусть С(2) - класс функций с непрерывными вторыми производны­

ми. Тогда, согласно определению, гармоническая в области G функция 
удовлетворяет двум условиям: 

1) u Е С(2) в О; (З.6) 

2) !J.u(P) = О, если РЕ а. 
Всякая гармоническая функция описывает стационарное распреде­

ление температуры пластинки. 

3. Необходимое условие максимума функции. Пусть в облас­

ти G задана функция u(х, у) Е С(2). И пусть в точке Ро(Хо, Уо) Е G фун­

кция принимает максимальное значение и(Ро) = тахи. 
G 

Тогда для любой точки РЕ а, находящейся внутри круга радиуса r 
с центром в точке Ро, справедливо неравенство 

U(Ро) > и(Р), если о < Р(Ро, Р) < р, 

где Р(Ро, Р) - расстояние между точками РО и Р (рис. 9). 

у 

о ХО х 

Рис. 9 

(З.7) 
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Докажем следующую теорему. 

т е о р е м а. Если функция имеет максимум во внутренней точке 
области, то в этой точке ее частные производные равны нулю, а лапла­
сиан не больше нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимое условие эустремума функции 
дает 

u�(Po) = О, 

u� (РО) = О. 

Так как функция u(х, Уо) имеет максимум при х = хо, то 

u�x(Po) � О, 

Аналогично, так как функция U(Хо, У) максимальна при У = уо, то 

uZy (РО) � О. 

Складывая неравенства, получим 

(3.8) 

Теорема доказана. 

4. Принцип максимума для гармонических функций. Рас­
смотрим ограниченную область G с границей Г. Пусть функция 

u(х, У) определена и непрерывна в замкнутой области G = G + Г и 

удовлетворяет уравнению Лапласа внутри G. 
ИЗ курса математического анализа известно. что всякая непрерыв­

ная функция в замкнутой ограниченной области достигает своего 
максимального значения. Для гармонической функции справедлива 
следующая теорема. 

т е о р е м а. Функция, гармоническая �утри ограниченной облас­
ти G и непрерывная в замкнутой области G , не может достигать стро­
гого максимума внутри этой области. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Qo Е Г - точка границы Г, в которой 
функция u(х, У) принимает максимальное гранич,!:!.ое значение. Дока­
жем, что эта функция не может внутри области G принимать значе­

ния, большие чем в точке Qo Е Г. Доказательство проведем от против­
ного. 

Пусть найдется такая точка РО Е а, что 

(3.9) 

причем U(Ро) - максимальное значение функции и в области а. 
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Отсюда 

или 

Пусть Р Е G + Г. Рассмотрим вспомогательную функцию 

и(Р) = и(Р) + Ер2, 
1 

где р = р(Р, Ро) = [(х - хо)2 + (у - уо)2)2, О < Е < +00. 
У 

о х 

Рис. 10. 

(3.10) 

(3.11) 

Так как функция и(Р) достигает своего наибольшего значения во 
внутренней точке Ро области а, то функция и(Р) при достаточно ма­

лом значении Е > О также достигает своего наибольшего значения в 

некоторой внутренней точке Р6 области а. 
Действительно, при Q Е Г И r = p(Q, Ро) имеем 

и(Ро) = и(Ро) г u(Qo) + а г u(Q) + а. (3.12) 

Отсюда на основании (3.11) получаем 

и(Ро) г v(Q)-Ег2+а г v(Q)+(a-ЕR2), (3.13) 

где R = maxr. 
Qer 

Следовательно, выбирая 

из (3.13) будем иметь 

Отсюда и подавно 

причем 

0<Е< ;2 ' 

и(Ро) > v(Q). 

и(Р6) г и(Ро) > v(Q), 

Р6 � Г. 

(3.14) 
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Подсчитаем 'лапласиан ди в точке Р6. Из (3.11 ) имеем 

и 

Отсюда 

ди(Р6) = ди(Р6) + 4€ = 4€ >0, 

что невозможно в силу теоремы, приведенной в § 3, п. 3. Следователь­
но, предположение (3.9) неверно. 

Теорема доказана. 

С л е Д с т в и е 1 (принцип минимума). Функция, гармоническая 
внутри ограниченной области G и непрерывная в замкнутой области 

О, не может достигать строгого минимума внутри области. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Предположим, что гармоническая функ­
ция и достигает строгого минимума в некоторой внутренней точке 

РО Е G, т. е. 

и(Ро) = minu. 
G 

Рассмотрим функцию u = -и, которая, равно как и и, непрерывна в G и 

гармоническая в G, так как ди = - ди = О. 
Но в точке Ро, где и принимает минимальное значение, функция u 

имеет максимальное значение 

и(Ро) = тахи. 
G 

что невозможно в силу принципа максимума. Следствие доказано. 

С л е Д с т в и е 2. Значения функции, гармонической вну!:ри огра­
ниченной области G и непрерывной в замкнутой области G, заклю­
чены между наименьшим и наибольшим ее значениями на границе 
этой области, т. е. 

где: и = minu, и = тахи, РЕ G. - г г 

(3.15) 

З а м е ч а н и е. Функция, гармоническая �утри ограниченной об­
ласти G, непрерывная в замкнутой области G и отличная от постоян­
ной, достигает свои наибольшее и наименьшее значения лишь на гра­
нице области. 
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5. Задача Дирихле. Пусть G - конечная область, ограниченная 
замкнутым контуром Г, на котором задана непрерывная функция 
f(Q)· 

Требуется наити функцию и(Р) г�моническую внутри области С, 
непрерывную в замкнутои области G = G + Г и принимающую задан­
ные значения f на границе Г, т. е. 

l)ди(Р)=О, РЕ С; 
2) ulr = f(Q), Q Е Г. 

Эта краевая задача носит название задачи Дирихле. 
Примером задачи Дирихле может служить следующая: зная рас­

пределение температуры на границе пластинки, найти стационарное 
распределение температуры по пластинке. 

6. Корректность задачи Дирихле. Докажем теорему единст­
венности. 

т е о р е м а 1. Для ограниченной замкнутой области задача Ди· 
рихле имеет единственное решение. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Предположим противное, т. е. что задача 
имеет два решения: 

функцию Uj, для которой {ди j (Р) = О, РЕ С, 
Uj (Q) = f(Q), QEr, 

и функцию и2, для которой {ди2(Р) = О, РЕ С, 
U2 (Q)= f(Q), QEr. 

Рассмотрим разность и = и! - и2' Она обладает следующими свойст-
вами: 

1) ди(Р) = О, РЕ С; 
2) и непрерывна в замкнутой области G = G + Г; , 3) ulr = f(Q) - f(Q) = О. 

Следовательно, и = minu = О, ii = тахи = О. -
г г 

В силу формулы (3. 15) имеем 

О = !f ::; и(Р) ::; ii = О, 

откуда u(Р) == О, т, е. и! == и2' 
Теорема доказана. 
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О п  р е Д е л е н и е. Область называется выпуклой, если любые две 
ее точки можно соединить отрезком, принадлежащим этой области. 

т е о р е м а 2. Для ограниченной выпуклой области задача Дирих­
ле имеет решение и это решение единственное (без доказательства). 

Для доказательства корректности задачи Дирихле достаточно по­
казать, что ее решение непрерывно зависит от граничных данных. 

т е о р е м а 3. Решение задачи Дирихле для замкнутой и ограни­
ченной области (в частности, выпуклой) непрерывно зависит от гра­
ничных данных. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Допустим, что 

и,(х, у) и и2(Х, у) 
- решения задачи Дирихле, соответственно принимающие на грани-
це значения 

{,(х, у) и МХ, у). 
Пусть всюду на границе Г выполнено неравенство 

!мх, у) - {2 (Х, у)! < Е, 
где Е - произвольно малое положительное число. 

Рассмотрим гармоническую функцию 

и(х, у) = и,(х, у) - и2(Х, у). 
На границе Г эта функция принимает значение 

{(х, у) = {,(х, у) - МХ, у). 
Так как -Е < {(х, у) < Е на Г, то в силу принципа максимума имеем 

-Е < и(х, у) < Е при (х, у) Е G, 
т. е. 

или 
!и,(х, у) - и2(Х, у)! < Е. 

Следовательно, для любого Е > О можно указать такое Б (а именно: 
8 = Е >  О), что при изменении граничных значений меньше, чем на 8, 
решение в области G изменяется меньше, чем на Е. 

ИЗ теорем 1-3 следует корректность задачи Дирихле для ограни­
ченной выпуклой области. 

7. Оператор Лапласа в полярных координатах. Запишем опе­
ратор Лапласа 
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в полярных координатах (г, ср), (г г о, -п < (j) < п), которые, как изве­
стно, связаны с декартовыми координатами следующими соотноше­
ниями (см. рис. 11): 

х = rcos(j),} 
у = rsin(j); 

r = �x2 �y2 ,)* 
(j) = arctg-. х 

Вычислим производные: 

у 

у 

о 

Рис. Н 

ди _ ди k + ди dqJ _ ди х + ди (-у / х2) 
= дх - дгдх д<рдх - дг �x2+y2 dqJl+y2/x2 

= ди 
cos(j) _ ди sin qJ. 

дг dlj> r ' 

д2и д ( ди ) д (ди ди Sinlj» 
- = - - = - -cosq> - -- cosq> -
дх2 дх дх дг дг dlj> r 

д (ди ди sin 'Р) sin Ij> 
- - -cosq> - --- -- = dqJ дг dlj> r r 

(д2и д2и sin Ij> + ди sin 'Р) = -. -cosq> - ---- --- cos(n-
дг2 дг dqJ г dqJ ,2 't' 

( д2и ди . д2и sin qJ ди COSIj» sin Ij> - --сощ - -S1Пq> - -- - --- -- = drdlj> дг dqJ2 r dqJ r r 

х х 

(3.16) 

_ д2и 2 2 д2и siПIj>СОSIj> д2и sin2 qJ + ди sin21j> 2ди siПIj>СОSIj> - - cos (j) - + --- --- + 
дг2 drdlj> r dlj>2 г2 дг r dlj> ,2 

д2и 
Для нахождения ду2 заменим в формуле (3.16) (j) на ! -q> и дq> на 

-дq>: 

� _ � . 2 2k СОSqJsiп qJ 
ду2 - д,2 S1П q> + dqJdГ г + 
+ � cos2 <р + ди cos21j> _ 2 ди cosqJsin <р 

dqJ2 г2 дг r dqJ ,2 

(3.17) 

• Точнее, <р = arctg 1., если х > О; <р = 1t + arctg J!., если х < О, У � О; q> = -It + arctg J!., х х х 
если х < О, У 5 О. Во всех случаях tgq> = 1. х 
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Складывая вы'ражения (3,1 6) и (3.17), получим 
д2 (32 IJ.и = _и + _U..l. + dul дг2 dq>2 ,2 дг г' (3.18) 

Итак, оператор Лапласа в полярных координатах определяется видом 

д2 1 д2 1 д IJ. = -д 2 + 2"-д 2 + --д . 
r r q> r r 

8. Фундаментальное решение уравнения Лапласа в поляр­
ных координатах. Найдем решение уравнения Лапласа в полярных 
координатах, зависящее только от одной переменной ги не зависящее 
от <р. Согласно формуле (3.18), оно будет определяться тогда из оБЬ/к­
новенного дифференциального уравнения 

d2u(r) + ldu(r) = О 
dr2 r dr 

и, как легко убедиться, равно 

и(г) = C1lnr + С2, 

где С 1 и С2 - произвольные постоянные. 
Полагая С 1 = -1, С2 = О, получим 

ио = ln1. r 
Функция ио(r) удовлетворяет уравнению ди = О всюду, кроме точки 
r = О, где она обращается в бесконечность. Эту функцию называют 
фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоскости. 

9. Гармонические полиномы. Полиномы, удовлетворяющие 
уравнению Лапласа, называются гармоническими. 

Рассмотрим однородный полином степени n 

Рn (Х, у) = I.Ca, р ха y� . 
a+�=n 

Переходя к полярным координатам по формулам 

получим 
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Следовательно, всякий однородный полином можно представить в 
виде 

Для гармонических однородных полиномов, кроме того, 

I1Рn = о 
или в полярных координатах, согласно формуле (3.18), 

д2рп + 1 ap'l + .l д2рп = О 
д,2 , д, ,2 д<р2 . 

Подставляя (3.20) в (3.21), получим 

n(n -l}гn-2ф n (<р) + nг n-2ф n (<р) + r n-2ф� (<р) = о. 

(3.20) 

(3.21) 

Отсюда следует, что функция Фn(<р) определяется из уравнения 
Ф� (<р) + n 2ф n (<р) = о 

и равна 

ф n (<р) = Аn cosn<p + Вn sinn<p, 
где Аn и Вn - произвольные постоянные. 

Итак, однородные гармонические полиномы степени n в полярных 
координатах имеют вид 

(3.22) 
Перейдем к декартовым координатам. Воспользовавшись форму­

лой Муавра 

(х + iy)n = rn(cosnq> + isinnq», 

получим 

rncosnq> = Re(x + iy)n, rnsinnq> = Im(x + iy)n. 

Следовательно, однородные гармонические полиномы степени n в де­
картовых координатах могут быть представлены в виде 

(3.23) 
Например, построим однородные гармонические полиномы тре­

тьей степени Рз(х, у). Имеем 

(х + iy)3 = х3 + 3ix2y - 3ху2 - iy3. 
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Отсюда имеем 

и 

Re(x + iу)З = хЗ - 3ху2, Im(x + iу)З = 3х2у - уЗ 

10. Решение задачи Дирихле для круга. Пусть дан круг радиуса 
R с центром в начале координат. Решим задачу Дирихле для круга: 
найти функцию и(т, <р) гармоническую внутри круга и принимающую 
на его границе Г заданные непрерывные значения, т. е. 

1) ди(т, <р) = о (О < r < R); 
2) u(R, "') = lim и(т, <р) = [("'), 

г�R-О, 
ЧН\jl 

где {(",) - заданная непрерывная функция (рис. 12) 

Рис. 12 

х 

(3.24) 

(3.25) 

Функцию и(т, <р), представляющую решение данной задачи Дирих­
ле, ищем в виде ряда гармонических полиномов 

и(г,<р) = I,rn(An cosn<p+Bnsinn<p). (3.26) 
n=О 

Таким образом, ди = О. 

Выберем коэффициенты Аn и Вn такими, чтобы эта функция удов­
летворяла также заданному граничному условию. Пусть r = R, <р = '1'. 
Тогда граничное условие (3.25) дает 
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Напишем разложение функции t6v), период которой Т = 21t, В ряд 
Фурье: 00 

t(ЧF) = а
2
0 + L(ancosn\v + ЬN sinn1f) (3.28) 

n=1 

с коэффициентами, определяеМbIМИ по формуле (2.6)(см. гл. 11, § 2) 
аn } 1 f1t ( 

)
{COSn1f = - t ЧF .  d1f. 

Ьn 1t sшn1f 
-л: 

(3.29) 

РЯДbI (3.27) и (3.28) ДОЛЖНbI бbIТЬ тождествеННbI. Поэтому, сравнивая 
ИХ,получаем 

(3.30) 

Итак, Мь! построили формальное решение задачи Дирихле для кру­
га в виде ряда (3.26) с коэффициентами (3.30). ЧтобbI убедиться в том, 
что функция u(г, <р), определяемая этим рядом, действительно являет­
ся решением исходной задачи, надо доказать сходимость ряда, воз­
можность его почленного дифференцирования, а также доказать не­
преРbIВНОСТЬ этой функции (изнутри) в точках граНИЦbI круга. 

11. Геометрическая прогрессия в комплексной области. Рас­
смотрим бесконечно убbIвающую геометрическую прогрессию 

00 
Lq n = 

1 � q' I q 1< 1. (3.31 ) 
n=О 

Пусть q - комплексно и представлено в тригонометрической форме 

q = p(cos<p +isin<p), 

гдер = Iql и <р = argq . 
. Тогда по формуле Муавра имеем 

qn = pn(cosn<p + isinn<p) 

и равенство (3.3 1) может бbIТЬ записано в следующем виде: 

00 
Lpn(cosn<p + isinn<p) = 1 

1 . . = I-pcos<p + ipsinlp 
- pcos<p - IрSIП <р 1_ 2pcos<p + р2 • n=О 
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Приравнивая действительные и мнимые части, получим "" 
L 

l -рсоSIjJ Р n COS n<р = ------''---'-__,,. 1 
- 2pcosIjJ + р2 ' n=О "" 

L 
n . psinljJ Р SlПn<р = , 1- 2pcosIjJ + р2 

n=О 
где Ipl < 1. Эти формулы мы используем ниже. 

(3.32) 

(3.33) 

12. Интеграл Пуассона. Решение задачи Дирихле для круга, как 
было показано выше, дается в виде ряда (3.26) с коэффициентами, 
определяемыми по формулам (3.30) и (3.29). Пуассон нашел сумму 
ряда (3.26) в конечном виде. 

Подставляя выражение коэффициентов в (3.26) и меняя порядок 
суммирования и интегрирования, будем иметь 

u(г, �) = 2� J! (1jI)d1jl + ;; �I (f)" {COS n� J!(1jI )cos n1jld1jl + 

"" 1t 

+ � L(�)n f f(\jI)cosn(\jI -<p)d\jl = 
n=! -л 

= � J/(1jI{ t + �Ш' COSn(1jI-�)]d1jl, fi < 1. 

Воспользуемся формулой (3.32) 
� � l-рсоs<jJ ""pncosn<p = 1 + ""pn cosn<p = 1 2 2' 
n=О n=! - pcoSIjJ + р Ipl < 1, 

полагая р = �. Тогда выражение, стоящее в квадратных скобках, пре­

образуется следующим образом: 
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[t + f(�)
n

соsn(\jI-<р)]= !-�соS(IV-IjJ) 
2 -t= 
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Поэтому окончательно получаем: 

(3.34) 

Эта формула называется интегралом Пуассона. 
13. Теорема о среднем для гармонических функций. 

т е о р е м а. Значение гармонической функции в центре круга 
равно среднему арифметическому ее значений на окружности L этого 
круга. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Применяя формулу (3.34), полагая r = О и 

{(о/) = u(R, 0/), получаем: 
1t 

и(О) = 2� f u(R, 'I')d'l', 
-1t 

или, переходя к интегрированию по дуге окружности 

будем иметь 

dl = Rd'l', 

и(О) = 2�Rfu(Q)dl , (Q Е L), 
L 

что и требовалось доказать. 

(3.35) 

14. Приближенное решение задачи Дирихле методом сеток. 
В тех случаях, когда не удается получить аналитического решения за­
дачи, применяют приближенные методы. Эти методы наиболее широ­
кое распространение получили в связи с бурным развитием вычисли­
тельной техники. 

Для численного решения задачи дирихле 

д2и + � = о при (Х, у) Е G дх2 ду2 (3.36) 

и 
ulr = f(Q) при Q Е Г, 

где f(Q) - заданная непрерывная функция, часто применяют метод 
сеток. Идея этого метода состоит в следующем: 

1) заданная область G, в которой ищется решение, заменяется сет­
чатой областью Gh, аппроксимирующей область G; 
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2) дифференциальное уравнение Лапласа заменяется разностным; 
3) из граничного условия устанавливаются значения искомого ре­

шения в граничных узлах области Gh, образуюших ее границу rh. 
При грубой аппроксимации значение искомой функции U в гранич­

ных узлах сетки Gh ' считают равными значению этой функции в бли­
жайших точках границы Г, где функция U задана. 

Найдя решение разностного уравнения, для чего, вообще говоря, 
нужно решить алгебраическую систему с большим числом неизвест­
ных, мы получим значения искомой функции в узлах сетки, т. е. будем 
иметь численное решение нашей задачи. 

Для простоты рассмотрим случай квадратной сетки. Выбрав шаг h, 
построим систему узлов (рис. 13) 

Xi = Ха +ih, Yj = Уа + jh, и, j = О, ±l, ±2, ... ) . 
Значение искомой функции U = и(х, У) в точках (Xi' Yj), обозначим 

через 
Uij = U(Xi' Yj)' 

Заменим производные их разностными отношениями: 

н ( . . ) _ (Ui+l.i -Ui.i ихх х" У! - h 
1. J 1- • J • h "" 1+ . J 1. J 1- • J • и· . - и· 1 . ) и· 1 . - 2и· . + и· 1 . 

h ' h2 ' 

F 

"-

242 

н ( ) _ Ui.;+1-2ui.; + Ui,j-l 
Иуу Xi' У} - h2 

ОХ J---- --........ 
i,j+! 

/ V 
Н, j i, j i+l,j 

Gh i,j-l 
L---1--V 

/ 
.........., V 1'- rh 

Рис. 13 

1{ 
\ 
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Дифференциальное уравнение Лапласа тогда заменится разностным: 

или 

иН. i - 2Ui, j + Ui+l, j + Ui. j-I - 2Ui, i + Ui, j+1 
h2 

где Xi ± 1, Yj ± 1 - расчетные точки. 

=0 

(3.37) 

В узловых точках Г h граничную функцию f h полагаем равной значе­
нию функции f в ближайших точках границы Г. 

Итак, мы приходим к следующем задаче: найти функцию, удовлет­
воряющую в узловых точках внутри Gh разностному уравнению Лап­
ласа (3.37) и принимающую на rh значения , равные fh' 

Для определения решения в каждой внутренней точке сетки необ­
ходимо решить неоднородную линейную систему алгебраических 
уравнений (3.37). Число неизвестных (т. е. число внутренних узлов 
сетки) равно числу уравнений. 

Покажем, что система (3.37) всегда совместна и имеет единствен­
ное решение. Будем опираться на следующую теорему: линейная не­
однородная система совместна и имеет единственное решение тогда и 
только тогда, когда соответствующая линейная однородная система 
имеет только нулевое решение. 

Рассмотрим однородную систему 

(3.38) 

где 
й· . = О 1, J (3.39) 

для точек (Xi' Yj) Е г h. 
Пусть система (3.38) имеет некоторое решениеЙi, j' Обозначим че­

рез Ир, q - максимальную компоненту этого решения, т. е. 

iii, j � йр, q V(i, j}. (3.40) 

Из уравнения (3.38) получаем 

(Ир, q - Up_l, q) + (Ир, q - Ир+l, q) + 
(3.41) 

Так как все скобки в равенстве (3.41) неотрицательны, то отсюда вы­
водим - - - - -Up,q = Up-l,q = Up+l,q = Up,q-l = Up,q+l' (3.42) 
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Таким образом, при изменении на единицу одного из индексов рили q 
решения Йр, q выполняется равенство (3.42). Повторяя это рассужде­
ние достаточное число раз, мы через конечное число шагов достигнем 
точки границы Us, t Е r h' причем 

т. е. 

maXUi . =0. . .  , J 1, J 
Аналогично доказывается, что 

minu· . =0. . . 1, J 
1, J 

Следовательно, 

Up,q == О, 

а значит , система (3.37) совместна и имеет единственное решение. 
Задача. Методом сеток приближенно решить задачу Дирихле для 

квадрата G = {О < х < 3; О < У < 3} при заданных граничных условиях 

ulr=x2+y2. 
Р е ш е н и е. Выбираем шаг h = 1 . В узлах сетки проставляем значе­

ния искомой функции u (см. рис. 14). На основании схемы (3.37) 
составляем систему уравнений 

9 10 13 18 
�----�----�----� 

4 d с 13 
�----?-----�----� 

� __ �a� ____ b� ____ �10 

О 4 9 

Рис. 14 

или 

а = 10 + Ь + d + О, 1 
ь = � (4 + 10 + с + a),l 
с = 1(Ь + 13 + 13 + d)' j 
d = 1(а + с + 10 + 4) 

4а - Ь - d = 2, 1 
-а + 4Ь - с = 14, � -Ь + 4с - d = 26'

J -а - с + 4d = 14. 

Из второго и четвертого уравнений получаем Ь = d. 
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Следовательно, из (3.43) получим систему 

4а-2Ь=2 1 -а + 4Ь - с' = 14, � 
-2Ь + 4с = 26. J 

Решая систему (3.44), будем иметь а = 4, Ь = 7, с = 10, d = 7. 

(3.44) 

Следовательно, решение этой задачи можно записать в виде таб-
ЛИЦЫ: 

Для контроля заметим, что для функции tt соблюдены принцип ми­
нимума и ПрИНЦИП максимума. 

Пример 1. Решить задачу Коши для уравнения колебаний неогра-
ниченной струны:  

rfK - � -00 00 Idl2 -
ах2' 

<х<+ ,t>O, 

�u(x,o)=x2, 
lt�(x,O)=x. 

Ре ш е н и е. Воспользуемся формулой Даламбера (I.14). Имеем : 
а=: 1, q>(z) = z2, ",(z) = z. Следовательно, 

2 2 х+1 
( t) - (х + t) + (х - t) ! J d 2 t 2 t tt Х, - -

2 + 2' z z = х + + х . 
х-! 

Пример 2. Построить профиль бесконечной струны для моментов 
времени: to =: О, t1 =: 2(Х , [2 = J!, если а а 

(О, вне (-а, а); 
и(х, О) = <р(Х) = � Х + h, -а � х �O, t� (х, О) = 'I'(X) = О; 

l-x+h, O�x�a. 
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Р е ш  е н и·е. По формуле Даламбера: 

-2а 

-2а 

и(х t ) = !р(х) + «р(х) 
, о 2 2' 

( ) _ «р(х + �) «р(х -�) 
u х, t, - 2 + 2 ' 

( ( ) _ «р(х + а) <р(х-а) u Х, 2 - 2 + 2 . 

-а 

t' , 
t' , 

о 2а 

-2а -а. О а 2а 

Рис. 15 

х 

х 

.. 
х 

Функция и(х, О, представляющая распространение начального от­
клонения <р(х) при нулевой начальной скорости ",(х) = О, дается в 
силу формулы Даламбера: 

( t) <р(х + а!) <р(х - al) 
U Х, = 2 + 2 . 

в виде суммы двух волн, распространяющихся направо и налево со 
скоростью а, причем начальная форма обеих волн определяется функ-
цией q>(2K), равной половине начального отклонения. 

Пример 3. Построить профиль бесконечной струны, если началь­
ное отклонение ее равно нулю, а начальная скорость отлична от нуля 
только на отрезке [Xl' Х2], где принимает постоянное значение: 
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и(х. О) = <р(х ) = О, 

ди _ 
( 

_ {о/О ' еСЛИХI S;xS;X2' 
at(X'O)-о/х)- [ ]  О вне XI'X2 ' 

для моментов времени 

to =0, tl = 41а(Х2 -XI), t2 = 21а(Х2 -XI)' 

Р е ш  е н и е. В этом случае формула Даламбера принимает вид 

х+а! 
и(х, t) = 21а fo/(z)dz = Ч'( х+аt) - Ч'(х-аt), 

x-at 
т. е. и в этом случае функция и(х, t) дается в виде двух волн, причем 
'Р(х) является интегралом от о/(г) и представляет профиль волны, 
идущей налево: 

х 

Ч'(х) = 21а fo/(z)dz . 
.х{) 

Нам будет удобно выбрать Хо = Х l' Вспомогательная функция име­
. ет вид (рис. 16): 

r О, Х S; Х!, 
Ч'(х )  = � 2�(X-XI>'!'0' Х! S;xS;X2, 

l 2
1
a (Х 2 -Х 1 >'!' о, Х � Х 2· 

Рис. 16 
Для получения функции и(х, t) мы должны взять разность левой и 

правой волн, определяемых функцией 'Р(х). 
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Изобразим последовательные положения этих волн и их разности в 
различные моменты времени t (рис. 17): 

Х1 ·Х2 
.. 

Х 

01 "�x.�o) • . .  � .... 
-----

I I I I 
Х1 

Рис. 17 

Пример 4. Построить профиль струны и(х, t) с закрепленным кон­
цом и(О, t) = о для моментов to = О, t1 = �, если О < Х < +00 и 

( ) {AX(/-X), о 5:х 5:1, iЭU( ) и хО = ТtX,o = 0 , х>о. , 
о, х >1; 

Р е ш  е н и е. Решение этой задачи будет получено, если начальные 
данные нечетно продолжить на бесконечную прямую (рис. 18). 

-2/ 2/ 
х 

и(х, (1) 

Рис. 18 
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Пример 5. Найти продольное смещение и(х, t) точек стержня дли­
ной {, жестко закрепленного с обоих концов, если начальное смеще-
ние 

и(х, О) = <р(х) = {2Х' 
2(l -Х), 

а начальные скорости равны нулю. 

O<X$t, 
t<x$l, 

Р е ш  е н и е. Это - первая краевая задача для уравнения колеба-
ний: 

rд2u _ 2� O<x<l, t>O, I дt2 - а дх2' 

� и(х, о) = <р(х), 

l �� (х, О) = 'I'(x) == О, 
и(О, t) = u(l, t) = О. 

Ее решение представляется в виде ряда Фурье 0.3 1) с коэффици­
ентами Аn и Вn, вычисляемыми по формулам ( 1.34): 

1 1/2 
А = 1.f ,n(x)sin те

х dx = 1. f 2xsin те
х dx + n 1 '1' 1 1 1 

О О 

Следовательно, 

Задания для самостоятельного решения. 

, 1. Решить задачу Коши для уравнения колебаний неограниченной 
струны: 

r � - �  I дt2 - дх2' 

a)�и(x,O) = sinx, 
l��(x,O)=O; 

р2и _ 2 д2и I дt2 - а дх2' 

б) � и(х, О) = о, 
l �� (х, о) = Asinx; 
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2. Построить профиль бесконечной струны ДЛЯ моментов времени 
to =0, t, = -2/ , t2 = 1., если а а 

( ) _ {ACOS�;, Ixl<l, 2..!L( ) _ u х, О - д! Х, О - о. 
о, 'хl >1; 

3. Построить профиль бесконечной струны для моментов времени 
to = О t, =...L t2 =.1.. tз =.d.. t4 =...±.. если , 4а ' 4а ' 4а ' 4а ' 

( ) _ {1-lxl, при 'хl $; 1, 2..!L( ) _ u х, О - I I д! Х, О - О. О, при х > 1; 
4. Построить профиль струны и(х, t) с закрепленным концом: 

и(О, t) = о (О � х < + 00) 
для моментов времениtо =0, t, ={;" 

t2 = з2с, tз = 2С,если начальные а а а 
скорости отсутствуют, а начальное отклонение имеет ВИД, изобра­
женный на рис. 19. 

у 

-1-----------: 
h I 

I 
I 
I 

о с � 
Рис. 19 

зс х 

5. Построить профиль струны и(х, t) с закрепленным концом 
и(О, t) = о для моментов времени t =0, t =1., если О � х < +00, а а 

( )= {АSiпп/х, О<Х$;I, dU( 0)=0 u х,О д! Х, • 
О, х >1; 

6. Найти профиль полубесконечной струны и(х, t) с закрепленным 
концом и(О, t) = о для моментов времени to = О, t, = -2/ ,t 2 = 1. 1з = 11., а а а 

если 
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7. Полуограниченная однородная струна с закрепленным концом 
х = О возбуждена начальным отклонением 

rO, O�x<l, 
и(х, О) = � -sin 'У, l � х < 2l, 

lo, 2! �x <+00. 

Определить графически форму струны в моменты времени 

t1 = --L t2 = .1 tЗ = 11... 4а' а' 2а 
8. Для полуограниченной струны с закрепленным концом х = О в 

начальный момент времени выполнены следующие соотношения: 
(О, 

с ' J ll(x -с) и(х О) = , h l-c(x -3с), 
о, 

х <с, 
с �x �2c, ��(x, O) =0, 

(h>O,c>O). 

Начертить профиль струны в моменты времени 
t =.f. t = 2с t = Зс t = lf.. I а '  2 а '  З а' 4 2а . 

(а - скорость распространения колебаний по струне). 
9. Найти закон колебания однородной струны длины 1 = 1t С закреп ­

ленными концами, если начальное отклонение <р(х) = sinx, а началь­
ная скорость равна нулю. 

10. Заключенный в цилиндрической трубке идеальный газ совер­
шает малые колебания. причем плоские поперечные сечения, состоя­
щие из частиц газа, не деформируются и все частицы газа двигаются 
параллельно оси цилиндра, а концы трубки закрыты жесткими непро­
ницаемыми перегородками. 

Найти смещение и(х, t) частиц газа при t > О, если начальное сме­
щение имеет вид 

а начальные скорости равны 
��(x, O)=Bsin'Y (O�x�l). 
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11. Методом Фурье решить первую краевую задачу для уравнений 
колебаний: 

если: 

r д2и _ . 2 � 
I at2 - а дх2' 0< х < ( , t > О, 

� и(х, О) = <р(х) , 

[��(X.O) = 'V(x) , 

и(О, t) = u(l, t) = о, 

а) <р(х) = о, 'V(x) = sin �X; 
б) <р(х) = о, 'II(x) = 1. 

12. Однородная струна, закрепленная на концах х = О и х = {. имеет 
в начальный момент времени форму параболы, симметричной относи­
тельно перпендикуляра, проведенного через точку х = t. Определить 

смещение точек струны от прямолинейного положения равновесия, 
предполагая, что начальные скорости отсутствуют. 

у к а з а н и е. Начальное отклонение точек струны равно 

( ) 4hx(l-x) (1 ) <р х = --[2- ' где h = u 2' О . 

13. Концы струны х = О и х = lзакреплены. Начальное отклонение 
задано равенством 

r � х, при О � х � хо, 
и(х, О) = 1 h(x- I) l�' при хо �x�l. 

Начальные скорости равны нулю. Найти отклонение и(х, t) при t > О. 
14. Продольные колебания стержня длины l, у которого один конец 

(при х = О) закреплен, а другой (при х = l) свободен, определяются 
уравнением 

где и(х, t) - продольное смещение точки стержня с абсциссой х в мо­
мент времени t, граничными условиями 
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при любом t и начальными условиями при t = О: 

Найти функцию и(х, [), если: 

а) q>(x) = kx, \jf(x) = О; 

б) q>(x) = о, \jf(x) = ио. 

Пример. Трубка длиной 1 содержит растворенное вещество с на­
чальной концентрацией 

{х, 
q>(x) = 

1 -х, 
при O<x� t, 

/ < 1 при '2 _х < . 

Найти концентрацию С(х, t) вещества при t > О, если на концах 
трубки она поддерживается равной нулю. 

Р еш е н и е. Мы имеем первую краевую задачу для уравнения диф­
фузии: 

где 1) - коэффициент диффузии. 

O<x<l, t>O, 

O<x<l, 
t >0, 

Решение ее определяется рядом Фурье 

C(x,t) = fAf!e-(nl�)\ltsiПn;U 
f!=1 

с коэффициентами Фурье, вычисленными по формуле: 

и2 / . м 
А = 1. Jxsin f!1IXdx + 1. JU -x)sin f!1IXdx = М S1П 2. f! 1 1 1 / 112 n 2 

О и2 
Следовательно, 

( ) 4/ � Н)n С x, t = ;2 �o (2n + 1 )2 е 
(2n+I)2.2 12 ТlI . (2n+ l)1tX sш 
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15. Дан тонкий однородный стержень длиной 1. боковая поверх­
ность которого теплоизолирована. Концы стержня поддерживаются 
при температуре, равной нулю. Определить температуру стержня в 
момент времени t > О, если начальная температура равна 

<р(х) = Аsiп 2� х. 

16. Методом Фурье решить краевую задачу: 

(ди _ д2и I д! - дх2' 

� и(х, О) = sinx, 

lu(O, t) = и(л,О = о, 

O<x<1t,t>O, 

0< х < Л, 

t >0. 

17. Решить первую краевую задачу 

(ди = а2 д2и I д! дх2 ' O<x<l, t>O, 

0< х < 1, 

если: 

� и(х , О) = <р(х), lu(O,t) = u(l,t) = о, t >0, 

а) <р(х) = x(l - �:); 
) () х х2 х3 б <р х = 6i - 4[2 + 12l3' 

18. Растворенное вещество с начальной концентрацией СО = const 
диффундирует из раствора, заключенного между плоскостями х = О и 
х = h, в растворитель, ограниченный плоскостями х = h и х = 1, (L > h). 
Определить концентрацию С(х, t) вещества в момент времени t > О, 
предполагая, что граНИЦbI х = О и х = l непроницаеМbI для вещества, то 
есть 

дС I =0 дС I = О дх х=о 'дх х=[ . 

19. Решить краевую задачу: 
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rau _ 2д2и O<x<l,t>O, I д! - а дх2' 

�и(x,O)=<p(x), O<x<l, 

l ��(O,t) = ��(l,t) = О, t >0. 
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20. Пусть в пластине, перпендикулярной оси Ох (О::::; х::::; N, рас про­
страняющейся бесконечно в направлениях Оу и Oz и имеющей на­
чальную температуру ср(х), стенки внезапно охладились до темпера­
туры окружающей среды ио. 

Найти зависимость и(х, t) между температурой и временем от нача­
ла охлаждения для различных точек пластины. 

Рассмотреть случай постоянной начальной температуры 

СР(Х) = иl = const. 

21. Задача о маССОnРО80дносmи. Пусть сосуд с единичным попе­
речным сечением и высотою 1 заполнен раствором соли. Положим, 
что этот сосуд с содержимым погружен в емкость с большим количе­
ством воды, причем открытый край сосуда находится непосредствен­
но под поверхностью воды. Примем, что верхний край сосуда всегда 
находится в соприкосновении с ч истой водой. Тогда в сосуде будет 
протекать процесс диффузии соли в соответствии с законом Фурье: 

де д2е 
дt = 11 дх2 ' 

где с = с(х, о- концентрация соли в растворе; 
11 - коэффициент диффузии; 
t - время; 
х - высота слоя раствора в сосуде. 

Граничные и начальные условия процесса таковы: 

�e I = О, clX=1 = О, cll=o = СО. оХ х=О 

Определить концентрацию соли с(х, t) в зависимости от времени и 
от высоты слоя жидкости в сосуде. 

Найти выражение для концентрации диффундирующего вещества 
в различных частях сосуда после того, как процесс массопроводности 
установился. 

22. При рассмотрении процесса взаимной диффузии двух газов воз-
никает следующая краевая задача: 

r ди д2u I дt = 11 дх2 ' 

� ult=o = 1, 
lu1x=0 = О, ��IX=1 =0 

O<x<l, t>O, 
O<x<l, 
t >0, 

где функция и(х ,!) определяет парциальное давление одного из газов. 
Найти решение этой краевой задачи. 
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Пример. На границе круга х2 + у2 S R2 температура распределяет­
ся по закону u = у2. Найти распределение температуры внутри круга, 
предполагая, что оно стационарно. 

Р е ш  е н и е. Это задача Дирихле для круга: {ди::::о, 
ulr= у 2, 

где Г - окружность х 2  + у2 = R2. На этой окружности 

у 2 = f(Ч') = R2 sin 2 Ч' = �2 (l - соs2чr). 

Решение рассматриваемой задачи представляется рядом (3.26): 

u = а20 + I,(7i)nCancosn<p + bnsinn<p), 
n=! 

с коэффициентами аn и Ьn, определяемыми по формулам (3.29): 
1t 1t 

аn = � f t6v)соsnЧ'dЧ' = � f �2 (l-соs2чr)соsnЧ'd\jf, Ьn = о. 
-1t -1t 

Следовательно, 

где 

а значит, 

а - R2 а - _В3.. '>. Ь - О о - 'n - 2 u n2 , n - , 

{l' n = 2, 
8 2-n - О, n :;t:2, 

и = �2 _r;cos2\jf= �2 -i(г2соs2\jf-г2Siп2Ч')= �2 -i(x2 _у2). 
Пример. Найти значение гармонической функции в центре круга 

х2 + у2 S R2, если на его границе u = 1 х 1. 
Р е ш  е н и е. Зная значение функции на окружности: 

u = 1 х 1 = R Icos '1'1 
и применив теорему о среднем, получим 
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1t 1t 
и(О) = 2� f RlсоsЧ'ld\jf = � f l соsЧ' ld\jf = 

-1t О 

= R J J!.!. COS \jf dЧ' - f1t 
COS \jf d\jf 1 = 2R. 

1t l o t J 1t 
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23. Построить все однородные гармонические полиномы, степени 
которых не выше второй. 

24. Решить задачу Дирихле для круга радиуса R с центром в начале 
координат, если заданы следующие граничные условия: 

а) ulr=R = А; б) ulr=R = Acosq>; 
в) ulr=R = Asinq>; 
д) ulr=R = Asin2<p + Bcos2q>; 

г) ulr=R = А + Bsinq>; 
е) ulr=R = Asin3q> + В, 

где А и В - постоянные, (г, q» - полярные координаты. 
25. Найти решение уравнения Лапласа внутри круга радиуса R, 

если на границе круга заданы условия: 
а) ulr=R = А + Ву; б) ulr=R = Аху. 

26. Найти функцию и(г, q», удовлетворяющую уравнению Лапласа 
внутри круга с центром в начале координат и радиуса R, если на гра-
нице этого круга 

rAsin<p, O�<p�п, 
ul 

= � 
r=R liAsin3<p, 1t �<p <2п. 

27. Найти функцию u = и(х, у)' гармоническую внутри круга 
х2 + у2 �x + у 

и принимающую на его границе значения: 
а) u = х; б) u = у. 

28. Найти функцию u = и(х, у), гармоническую внутри круга 
х2 + у2 � 1 

и принимающую на его границе значение u = х3. 
29. Найти значение гармонической функции и = u(х, у) в центре 

круга х2 + у2 � 4, если на его границе она принимает значение 

u = ху. 
30. Найти значение гармонической функции и(х,у) в центре круга 

х2 + у2 � х, если на его границе она принимает значение 

u = х + у. 
31. Определить стационарное распределение температуры внутри 

кольца Rj < r < R2, если на окружности r = Rj поддерживается темпе­
ратура u = Uj, а на окружности r = R2 - температура u = и2. 
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Ответы к заданиям части 1 

Глава 1 

§2 

2. а)у'=l; б)ху'=2у; в)у"=2; 

3. а)у = �x2; б)х2+2у2=51; в)у=хех; 

у(1) = О.95. 

1. у = Csinx. 

3.у = -lп(С-еХ) 

Глава 11 
§3 

§5 
С+ х 2. у = 1_ Сх' 

§6 

r) у = 10e-xsinx. 

1. у2 = 2x21nCx. 2. у = 
2
� (x2 - с2) (С> О). 

3. y=xel+Cx. 

§7 

2. у = х; + Сх. 

3: х = СеУ - (у2 + 2у + 2). v ( v) Rt 
4. 1 = R + 1 о - R е -У. 

§8 
2. У = Н х 2 + ../Сх) 2; У = О 
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3 у5 1. ХЗ - х 2 У - '"5 = С. 

§ 9. 

§ 15. 
1. у = Сх + cosC; х = sinp, у = psinp + cosp. 

2.y=Cx- С2+ СЗ; х = 2р -3р2, У = р2 - 2рЗ . 
3 У -Сх с2 1. х - Р 1 У = Р2

2 
- з2

р
' . - - 2" - зс' - - Зр2 ' 

4. у = Сх + С2, У = _ Х; . 
§ 16 

0(0, О); А(1,1); В(3, -3). 

§ 17 

1. У = ( ' ; с ) <семейство парабол), особое решенне у = О; 

2. у = Сх + i (семейство прямых), особое решение - парабола 

у2 = 4х; 

З. у 2О - у) = (х  - с) 2, особое решение у = 1. 

§ 19 
х 1. у = еа. 

2. Парабола у2 = 2а( х -С). 

З. Логарифмическая спиральг = CeЦJctga. (г и <р - полярные коорди­
наты). 

4. Парабола ( х  - у) 2 = Су. 

5. у 2 = x 21n C� . Х 
6. Гиперболы х2 - у 2 = С. 

1.60 мин. 2. 35,2 сек. 

§20 
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Глава 111 

§3 

1. у = С1 + С2х + -i-X2 + -!cos2x. 

2 

2. у = (1 + t х уз . 
3 

3. у = ±t(x + C1)"2 + С2· 

4. А ln( 1 + k;'б). где k - коэффициент пропорциональности, отне­

сенный к единице массы. 

§ 4 
Х 1+ с? I I 2. у = - с + -С2 ln 1 + C1x + С2· 

I I 

4.у = alnlcosx�CI I + С2. 

Х-С1 Н 5. Цепная линия у = acb -- + С2, где а = - , н - сила ГОРИЗ0Н-а q 
тального натяжения и q - вес погонного метра каната. 

Н l+ � 6. Т = -ln "" 2 3 сек. 
g а ' 

§5 

2. у = е -t ( СI cos xf' + С2 si n xf'). 
х 

3. у = е 2(С1 + С2х). 4. х = С1 cosrot + С2 sinrot. 

§6 
1. 0,45 сек . 2.х = l,21e-I,6/ sin4,13t; 1,52 сек. 

§9 

1. у = С1 + С2е-
2
х - (ix3 - -i-x

2 
+ -i-x ) . 

2. у = 2х. 

3. у = еХ(С1 sinx + С2 cosx) - (sinx + cosx). 
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Глава 111 

§3 

1. у = С1 + С2х + -i-X2 + -!cos2x. 

2 
2. у = (1 + t х уз . 

3 
3. у = ±t(x + C1)"2 + С2· 

4. А ln( 1 + k;'б). где k - коэффициент пропорциональности, отне­

сенный к единице массы. 

§4 
Х 1+ с? I I 2. у = - с + -С2 ln 1 + C1x + С2· 

I I 

4.у = aln lcosx �CI I + С2. 

Х-С1 Н 5. Цепная линия у = acb -- + С2, где а = - , н - сила ГОРИЗ0Н-а q 
тального натяжения и q - вес погонного метра каната. 

Н l+ � 6. Т = -ln "" 2 3 сек. 
g а ' 

§5 

2. у = е -t ( СI cos xf' + С2 sin xf'). 
х 3. у = е 2(С1 + С2х). 4. х = С1 cosrot + С2 sinrot. 

§ 6 
1. 0,45 сек . 2.х = l,21e-I,6/sin4,13t; 1,52 сек. 

§9 

1. у = С1 + С2е-
2
х - (ix3 - -i-x

2 
+ -i-x ) . 

2. у = 2х. 

3. у = еХ(С1 sinx + С2 cosx) - (sinx + cosx). 
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4. У = C\sinlOx + C2coslOx + 2xOsinlOx. 

5. х = 1 - 0,1 2sinO O.Jg t) + O,olcos(IO.Jg t) + 0,12sin30t м. 

1 У = shx • sh 21t . 

2. У = 1 - sinx - cosx. 

3. Решений нет. 

§ 10 

4. У = 2х - 1t + 1tCOSX + Csinx, С - произвольное. 

ГлаваlV 

§ 3  
1. а) линейно зависимы; б) линейно независимы; в) линейно зависи­

мы; г) линейно независимы. 

2. у = х - 2х2 + хЗ. 

§5 

1. У = С\еХ + С2е-Х + ({х2 - {х )ех. 

2 - \ 2 \ 4 х! . у - - "4 + gX + З6Х - '3 пх. 

§б 
1. у = С\еХ + С2е-Х + Сзе2х + С4е-2х. 

2. У = С1е-Х + е � ( С2 cos xf!' + СЗ sin xf!' ). 

_!. [< ) х.JЗ < ) х.JЗ ] 4. У = е 2 С1 + С2х cos-2- + сз + С4х sin-2- . 

1...!... ( х 1t ) 1 _...!... ( х 1t) 5 У = -е г2 sin - + - + -е г2 sin - - -• 2 .f2 4 2 .f2 4 '  
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§7 
1. а) у = Ах + x (Bcosx + Csinx); 

б)У = х(Ах2 + Вх + С)еХ + De 2x; 

в) у = х2[(Ах + B)sinx + (Сх + D)cosx ]; 

г) у = x e-Х[(Ах2 + Вх + C)cOSX + (А1х2 + В 1х + C1)sinx). 

2.у = С1 + С2х + G.зеХ - (tхЗ +�x2 ) + �(cOSX - sinx). 

3. у = е -Х ( � Х 2 + 2х + 3) + х - 3. 

§8 
1. у = С1ХР + С2х-Р, если p:;t: О; У = С1 + С2!пх, если р= О. 
2. У = 1(С1 + С2!ПХ) + -

2
1 In2 х. 

Х Х 
3. у = хЗ - Х. 

§9 
. 1. х = .hsh(t.,;2); у = ch(t.,;2) - .hsh(t.,;2). 

2. х = С1 cost + С2 sint + Сзсht + C4sht; 

у = -С1 cost - С2 sint + G.зсht + C4sht. 

§ 10 
1 У = shЗ е 2х _ sh 2 еЗХ _ sh 1 . 2shЗ - Зsh2 2shЗ - Зsh2 2shЗ - Зsh2' 

2. хи) = Ce2tsint, уи) = -Ce2tcost, С - произвольное. 
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Ответы к заданиям части II 

•. u = Ф(!L, �). х х 

2. u = 2(у2 - х2). 

Глава 1 

3 Ф( У - xlnx .!:!..) = О ( у - xlnx) • х ' х или же u = хЧ' х . 

4. Ф(u, у - : Inx) = о. 

5. Ф(�:! у
+/ ' (х - у)(х + У-2и») = о. 

Глава 11 
00 

1. а) [(х) = � - � L (2 n � 1)2 cos(2n + 1)х. 
n=О 

00 

б) /(х) = 2L(-1) n+1 Sinn
nx. 

n=1 

2 2 � (_Оn+1 в) /(х) = з1t + 4 ",,-,-n- 2 -cosnx. 
n=1 

г) /(х) = А; В + �(B - А) f Sin�2n\+/ )X. 
n=О 

16 � (_ОМI n . 
д) /(х) = 1t ""-'(4n2_1)2sш 2nх. 

n=1 

3. /(х) = i - tcos 2x + {-cos 4х. 

4. а) /(х) = � f (-оп cos�: n
+
+
1 
Ох. 

n=О 

) () 4 � (_Оn . 
( ) б / х = - ""-' (2 )2SШ 2n +1 х. 1t n + 1 n=О 
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"" 

в) f(x) = ..2. _ .1 � cos2nx. 1t п�4n2 -1 n=1 
"" 

5. 1) a)*L(1-соsп;)SiПnnХ; 
n=1 

00 

6)1 +..2. �sinn1t �. 2 п� 2 n n=1 
00 (_I)n-l 2) а) 2 L-n -sinnx; 

n=1 

6) л. _ .1 � cos(2n -I)х 2 1t � (2n -1)2 . n=1 
00 

7. а) f(x) = � '" ( 1 )3 sin(2n-l)x. 1t � 2n-I n=! 
8 � (_I)n-l n 6) f(x) = 1t � 4n2 _! sinnx. 
n=1 

8. а) f(x) = 2: [�+fCi�:h)2cosnx]. 
n=1 

6) f(x) = 2: (� + f Si�:h cosnx). 
n=! 

9 А) а).1 � sin(2n + 1) 1tx. • 1t � 2n + 1 ' n=О 
6)f(x)=1. 

Б) а) 11. � (_!)n+l sin nпх. 1t � n 1 ' n=1 
00 (2n+1)ltх 

) 1 41 '" cos-/-6 2" - ;2 � (2n + 1)2 . n=О 
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• 00 

10. а) [(х) = 1- 1[42 �o (2n � 1)2 cos(2n + Оnx. 

б) [(х) = l.Q � (-I)\in.!!Ы.. 1[""'" n 5 
n=! 

+со 
11. а) [(х) = � f 1 - �оsл. sin л.хdЛ. 

о 

+со 
б}f(х) = � f Si�Лсоsл.хdЛ. 

о 
+со 

В) [(х) = � f 1-�20SЛ cos л.хdЛ. 
о 

+со 
г) [(х) = fe-л.соsл.хdЛ. 

о 
+со 

д) [(х) = f е-л. sinл.хdЛ. 
о 

+со 
) () 2 f sin Л1[ • 

е t х = 1t 1- 1.2 sшл.хdЛ. 
О 

+со 

ж) {(х) = 2: f л�О:�2 dЛ. 
о 

+со _л.2 
3) {(х) = .k f е-4 cos л.хdЛ. 

о 
+со 

) [( ) - 1. f (2ЛSiПл. + соsл. - 1  '1.. siпл - л. . '1 ")d'l 
И Х - 1[ 1.2 cos I\.A. + 1.2 sш I\.A. 1\,. 

О 
+со 

12. а) [(х) = .2. f COsA.x dл (О � х < +00); 1[ 1 + 1..2 
О 

+со 
б) [(х) =.2. f ЛsiпА.хdл (O�X < +00). 1[ 1 + 1..2 

О 
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Глава 111 

х2у2 
б) и(х,у) = F1(x) + Р2(у) + -4-; 

2 
в) и(х, у) = Р1 (х) + Р2 (у) + Х2 lnly� 
г) и(х, у) = F1(x) + Р2(у)еах; 

х3 
д) и(х, у) = Р, (х) + Р2 (у)е 3"; 

е) и(х, у) = Р1 (х) + F2(y); х 
ж)и(х,у) = хР,(у) + Р2(у). 

Здесь Р, и Р2 - произвольные функции. 

2. и(х, у) = F,(х+л,у) + F2(Х+Л2у),гдеЛ',2-КОРНИ 

уравнения А + 28 л + Сл2 = О. 
3. и(х, у) = р(х2 + у2) , где F - произвольная функция. 

4. и(х,у) = xP(�) . где F - произвольная функция. 

5. а) Гиперболический тип: 

б) Параболический тип: 

в) Гиперболический тип: 

� = С" ху = С2; 

х+ У= С; 
3 ху = С" � = С2; 

г) Эллиптический тип: In(x + �1+x2) ± ln(Y +М = СI,2' 

) дu д2u ): х2 6. а д� = дl]2; � = 2' + у' 11 = х; 

б) ��� + ��� =0; �= ln(x+�1+x2) , 11=ln(Y+ �1+y2); 

в) Уравнение эллиптично всюду, кроме осей координат, состоя­
щих из точек параболичности. Оно приводится заменой 
� = у2, 11 = х2 к каноническому виду: 

д2u д2u 'дu 'дu О д�2 + дl]2 + 2� д� + 21] дI] = . 
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) д2и 7. а д�i1т) = О; � = 3х + у, 11 = Х + у; 

и(х, у) = Fj(3x + у) + Р2(Х + у); 
б) 

д2и j ди 
О 

)< у 
д�i1т) - 2� d'l = ; � = ху, 11 = �; 

и(х, у) = Р} (�)�2xy + Р2(ху); 

в) �� = О; � =�, 11 = у; и(х, у) = уР} (�) + P2(�} 
где Р } и Р2 - произвольные функции. 

8. а) и(х, у) = Fj(x -2гУ) + Р2(х + 2гУ); 
б) и(х, у) = yFj(2x + у) + Р2(2х + у); 

в) и(х, у) = Fj(x + 2y)e-t(x-y) + Р2(х - у); 

г) и(х, у) = ПРj (ху) + Р2 (�} 

д) и(х, у) = Fj(x + у - cosx) + р2(х - у + cosx); 

9. а) ��� + �� + з��� = О; � = х, 11 = �y% (у<О); 

д2и j ( ди ди
) О. д�i1т) - 6(� - 11) д� - i1т) = , 

з 3 
� = Х - �(-y)2, 11 = х + �(-y)2 (у <О); 

) д2u д2u 2a-jdU б д�2 + i1т)2 + -11-д11 = О; � = Х, 
I 

д�2� - ;=� e� - �) = О; 

11 = 2гУ (у >0); 

� = х -2н, 11 = х + 2н (у<О). 

10. а) и(х, у) = F (arctg�} 

б) и(х, у) = Р} (arctg�)�x2 + у2 + F2(arctg�} 

в) и(х, у) = Р} их2 + у2) arctg� + Р2( �x2 + у2). 

11. и(х, у) = 1 + х2у + у2 - 2х4. 
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12. а) и = 1 +ху +у 2; 

б) и = у 2 + Вху + Asinx; 
в) и = х 2 уЗ + ху + у 2; 

г) u  = ВеХ +А -В. 

13. u(х, у) = зх 2 + у 2. 
У к а 3 а н и е. Общее решение уравнения есть 

u(х ,  у) = Р, (х + у) + Р 2(3х - у), 
где Р ,  и F 2 - про из вольные функции. 

х+2у 14. u(х, у) = <р( х -t уЗ ) + t f ",(z)dz. 
х-tуз 

y-sin х+х 
15 ( )- q>(-y + sinx+x)+q>(y - sinx +x) 1 f ()d . и х, у - 2 + 2 '" z z. 

-y+sinx+x 
у к а 3 а н и е. Общее решение уравнения есть 

u(х, у) = Р,(у - sinx -х) + Р 2(у - sinx +х), 
где Р ,  и Р 2 - произвольные функции. 

16. u(х, у) = 1<p(x VY) + -;ty<p(:) + 

1. а) U(Х, t) = sinxcost; 

б) U(Х, t) = A.sinxsinat; а 

В) U(Х, t) = е2Х sh2t. 

9. U(Х, t) = sinxcosat. 

Глава IV 

10. u(х, t) = (acos 1t�t + �� siпЛУL)siпт , 
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11. а) U(Х, t) = �sin ttsin t х. 

б) ( ) - 2/ � , . (2n+ 1) . (2n+ 1) их, t - 1t2a 
n�(2 n + 1)2 sш-/-тс а t sш-/-тсх. 

12 ( ) 32h � , (2n+1) . (2n+1) . их, t = -;з ,::о (2n + 1)3 
cos-/-тcat sш-/-тсх. 

13. U(Х, t) = 2hl2 i-'-sin 1tnXo cos 1tnat sin 1tnx. 
1t2xo(t-xo) n 2 / / / 

n==l 

14 ) ( t) - 8k/ � (_оn (2n+J)7tat. (2n+1)пх . . а и х, - п2 �o (2n + 1)2 cos 2/ sш 2/ ' 

б) ( t) _ 8vol � 1 . (2n+ J)7tat . (2n+ 1)= и х, - п2а �o (2n + 1)2 SШ 2/ sш 2/ . 

_( 21< )2 a2t 2 15. u(х, t) = Ае I sin �x. 

16. u(х, t) = e-t sinx. 

00 (_Оn-I _( n1< )2 a2t 17. а) u(х, t) = 12} L--з -е / sin nr; 
7t n==1 n 

00 _(шt)2 а 2t б) u(х, t) = � L�e / sin n�X. 
1t n==1n 

18. С(Х, t) = co [t + � i �sin n�h е -
( n/1< / т]f cos n�x]. 

n==1 

у к а з а н и е. Задача приводится к решению уравнения 

де д2с ( дt = 11 дх2 0 <  Х < [, t > О) 

при условиях: 

С(Х,О) = ' {СО 0< х < h, 
О, h<x<l; 

��(O, t) = �� (l, t) = О. 
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/ 
где аn = Н <p(x)cos mr dx, n = О, 1, 2, ... . 

о 

1 
где А = lJtn(x)sin mtxdx - �[1 + (_l)n+I]. n IУ 1 mt 

О 
При <р(х) = UI: 

= ( 2 "+ 1 )2 2 
21 ( t) - 4со ,,(_1)n+l - -2-/ 1t 111 (2n+ 1) 

. с х, - 1t """ 2n+ 1 е cos 21 лх. 
n=О 

При установившемся процессе 
дс О д2с О 
дt = и дх2 = . 
Следовательно, с = Ах + В, где А и В - постоянные, которые мож­
но определить экспериментально. 

= ( 2n+ l )2 2 22 ( t) - .1. "_1 _ - 21 1t 111 . (2n+ 1) . U х, - 1t """ 2n+le slП 2/ лх. 
n=О 

2�. У к а з а н и е. Воспользоваться формулой (3.23) (см. гл. IV, § 3) 
при n = 0 , 1 , 2 . 

24. а) U = А; б) U = �rcos<p; 

в) U = �rsin<p; г) U = А + *rsin<p; 

д) U = 1(1 - �� cos2<p) + i(1 + �� cos2<p); 
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е) и = В + ��rsin<p - �А(-f?)З sin3<p. 

у к а з а н и е: siпЗ <р = tsin<p - -!sin3<p. 

25. а) u = А + Ву; б)u= Аху. 

26 ( ) А r . 8А �(Г )2n cos2nq> 
.ur,<p = RSlП<Р-1t� R 4n2-9' 

n=! 

27. а) u = х; б) u = у. 

29. и(О, о) = о. 
30. u(t,O) = t. 

31. У к а з а н и е. Искать решение в виде: 

u(r) = Cjlnr + С2, 

где С! и С2 находятся из условий на границе кольца. 
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