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П редисловие

Математика как наука с самого зарождения является инстру
ментом в процессе поиска истины, и потому можно считать, что 
любые математические операции, даже самые простые, являются 
математическими методами принятия решений. Однако в прило
жениях термин «принятие решений» имеет более конкретный 
смысл. Так, в разделе математической статистики, называемом 
«принятие решений», изучают способы принятия или не принятия 
некоторой основной гипотезы при наличии конкурирующей гипо
тезы с учетом функции потерь. Теория принятия решений разви
вает методы математической статистики —  методы проверки ги
потез. Различные величины потерь при выборе разных гипотез 
приводят к результатам, отличным от тех, которые получены ме
тодами статистической проверки гипотез. Выбор менее вероятной 
гипотезы может оказаться более предпочтительным, если потери в 
случае ошибочности такого выбора окажутся меньше потерь, вы
званных ошибочностью выбора более вероятной конкурирующей 
гипотезы. Такие задачи называют статистическими задачами при
нятия решений. Для решения этих задач необходимо найти мини
мальное значение функции риска на множестве возможных исхо
дов, т. е. решить задачу отыскания условного экстремума. Как 
правило, для этих задач можно выделить цель и указать условия, 
т. е. ограничения, при которых они должны быть решены. Подоб
ными задачами занимаются в разделе математики «математиче
ское программирование», который, в свою очередь, является ча
стью раздела «исследование операций».

В настоящее время под принятием решений понимается осо
бый процесс человеческой деятельности, направленный на выбор 
наилучшего варианта действий .

В данной книге термином «принятие решений» объединены 
методы решений задач математического программирования и ста
тистических задач принятия решений.

В задачах раздела «принятие решений» необходимо найти оп
тимум некоторого функционала в детерминированной или стохас-

* Ларичев О. И. Теория и методы принятия решений, а также Хроника 
событий в Волшебных странах: Учебник. — 2-е изд., перераб. и доп. — 
М.: Логос, 2003. — 392 с.
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тической форме. Следует отметить две особенности. Во-первых, 
математические методы принятия решений для задач, связанных с 
различными направлениями деятельности человека, начинают вза
имное проникновение друг в друга, например, оптимизационные 
задачи управления при переходе от непрерывных переменных к 
дискретным становятся задачами математического (линейного) 
программирования, оценка разделяющей функции в статистиче
ских методах принятия решений может проводиться с помощью 
процедур линейного или квадратичного программирования и т. д. 
Во-вторых, исходные числовые данные как результат измерений 
или наблюдений в задачах принятия решений для реальных ситуа
ций не являются детерминированными, а чаще являются случай
ными величинами с известными или неизвестными законами рас
пределения, поэтому последующая обработка данных требует 
применения методов математической статистики, теории нечетких 
множеств или теории возможностей.

Несмотря на то, что по методам принятия решений существует 
достаточно много литературы, книги чаще ориентированы на ма
тематиков либо на студентов экономических вузов или радиоин
женеров, изучавших дифференциальное и интегральное исчисле
ния. В большинстве книг не учитывается случайный характер уча
ствующих в расчетах величин. Математические методы принятия 
решений часто излагаются по «отраслевому» принципу: статисти
ческие методы принятия решений — в радиолокации, линейное 
программирование —  в экономике и т. п. Пока нет книги, которая 
была бы доступна инженеру, владеющему математикой в объеме 
программы технического вуза, и в которой были бы рассмотрены 
математические методы принятия решений для задач, относя
щихся к различным разделам математики. Восполнить этот пробел 
предназначено настоящее учебное пособие. В нем рассмотрены 
алгоритмы, позволяющие учитывать погрешности всех случайных 
величин, фигурирующих в задаче (конфлюэнтный анализ). Данное 
пособие рассчитано на самый широкий круг пользователей персо
нальных компьютеров. Для понимания всех глав книги достаточно 
знаний математики в объеме первых двух курсов технических ву
зов, а для понимания алгоритмов решения задач и этого не требу
ется. По ходу изложения теоретических основ решения задач даны 
определения, необходимые для понимания излагаемых алгорит
мов: квадратичных форм, скалярного произведения векторов, ча
стных производных, градиента, производной по направлению, ли
нейной зависимости векторов и т. п.
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За последние годы произошел грандиозный скачок в развитии 
персональных компьютеров и их программного обеспечения. Соз
дано много программных продуктов и целых систем, реализующих 
методы принятия решений. Развитие вычислительной техники и 
широкое распространение персональных компьютеров дает воз
можность проверять принимаемые решения, предварительно по
строив модель явления. В свою очередь, такой подход требует раз
работки алгоритмов и методов решения задач, в частности произ
водственных, доступных самому широкому кругу пользователей.

Свободный доступ к программному обеспечению позволяет 
решать конкретные задачи в интерактивном режиме. При приме
нении интерактивных процедур мы можем проводить исследова
ния множества допустимых альтернатив, изменяя как усло
вия-ограничения задач, так и параметры целевых функций для 
выбора оптимального решения. Интерактивные процедуры харак
теризуются поочередной сменой этапов вычислений, анализа и 
принятия решений. На каждой итерации лицо, принимающее ре
шение (ЛПР), для дальнейшего исследования может генерировать 
новые условия задачи.

Обратная связь между человеком и моделью позволит ЛПР по
лучить новые сведения о стоящей перед ним проблеме и более 
полно оценить диапазон возможностей, задаваемый множеством 
допустимых решений, а также взаимозаменяемость критериев. Все 
это должно позволить ЛПР лучше понять, как искать более удач
ные решения и как распознать окончательное решение.

Сущность интерактивного подхода состоит в том, чтобы об
легчить человеку участие в процессе поиска решения на основе 
корректировки этого процесса. Интерактивные процедуры дают 
возможность для эффективного разделения труда: компьютер вы
полняет то, что он делает лучше всего (обрабатывает данные), 
ЛПР, получив новую информацию, разрабатывает методы для по
лучения лучшего решения.

Тем не менее главная роль остается за человеком, ибо пра
вильная постановка задачи, грамотная формулировка модели яв
ляются залогом успешного результата, который невозможно полу
чить без понимания построения алгоритмов решения задач мате
матического программирования и знания статистических методов 
принятия решений и их особенностей.

В задачах принятия решений важное значение имеет возмож
ность исследования поведения решения задачи при изменении па
раметров целевой (целевых) функций и условий-ограничений. Ча
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сто в подобных случаях решают серию задач с близкими значе
ниями параметров. Можно учесть неопределенность исходных 
данных с помощью параметрического и многокритериального 
программирования. В настоящей книге наряду с классическими 
задачами математического программирования рассмотрены мно
гокритериальные задачи линейного программирования и задачи 
параметрического программирования. Для задач линейного про
граммирования получены условия устойчивости оптимального 
решения при изменении исходных данных.

В части I книги «Математическое программирование» кроме 
классических задач математического программирования рассмот
рены сетевые задачи, а также динамическое программирование как 
один из способов решения задач на условный экстремум и теория 
игр с нулевой суммой, использующая линейное программирование 
для получения решения.

Статистические задачи принятия решений в настоящей книге 
(часть II) рассматриваются на примере решения задач распознава
ния образов. Алгоритмы распознавания образов по совокупности 
признаков различаются этапностью принятия решений, степенью и 
характером учета статистики признаков, помех, сигналов.

К решению задач распознавания образов привлекают также ряд 
математических теорий и методов, развитие которых связано с по
явлением экспертных систем: теорию нечетких множеств и тео
рию возможностей, теорию игр и другие математические методы.

В задачах распознавания образов и принятия решений важно, 
как учтены (насколько строго) неопределенности исходных дан
ных. Использование усредненных величин ведет к смещенным 
оценкам основных показателей, определяющих решение и, как 
следствие, к неверным практическим выводам. Поэтому здесь осо
бое внимание уделено строгому учету погрешностей измерений 
вектора признаков объекта.

В отличие от традиционных статистических методов распозна
вания образов в настоящей книге разработаны и используются ме
тоды, которые позволяют учесть погрешности наблюдаемых зна
чений координат вектора признаков объекта, получить несмещен
ные точечные и интервальные оценки функций условных 
плотностей распределения вероятностей признаков и разделяющих 
функций, оценить «истинные» координаты вектора признаков, по 
которому ведется идентификация объектов, и включить эти дан
ные в процедуру принятия решений. Это приводит к принципи
ально новым решениям. Так, интуитивно ясно, что не всегда коли
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чество информации достаточно для принятия надежного решения. 
Тем не менее в задачах принятия решений при фиксированном 
объеме выборки решение принимается всегда, независимо от объ
ема выборки. В книге это противоречие предлагается разрешить 
путем нахождения интервальной оценки разделяющей функции, 
определяющей область невозможности принятия решения (нуле
вую зону).

Изложение теоретического материала доступно лицам, владею
щим математикой в объеме программы технического вуза, и со
провождается рассмотрением реальных примеров, как, например, 
идентификация землетрясений и слабых взрывов по результатам 
сейсмических наблюдений, идентификация летательных аппара
тов, задачи о назначениях, о максимизации выпуска продукции 
и т. п.

Книга состоит из двух частей. В части I (главы 1-5) изложены 
задачи математического программирования и родственные им.

В главе 1 изложены история становления математического 
программирования, общая постановка задач математического про
граммирования, основные особенности задач на условный экстре
мум, решаемых в этом разделе математики. Приведены графиче
ские методы решения задач математического программирования, 
методы безусловной оптимизации.

В главе 2 рассмотрен наиболее хорошо изученный раздел ма
тематического программирования — линейное программирование. 
Здесь же рассмотрены и частные случаи задач линейного про
граммирования —  транспортные задачи и задачи целочисленного 
линейного программирования. Рассмотрены дробно-линейное про
граммирование и анализ устойчивости оптимального решения за
дачи линейного программирования при неопределенности пара
метров задачи.

В главе 3 описаны сетевые (потоковые) задачи (задачи о крат
чайших путях, о максимальных потоках, о многопродуктовых по
токах, задача коммивояжера), показаны их особенности и преиму
щества по сравнению с задачами линейного программирования.

В главе 4 рассмотрены основы динамического программирова
ния и элементы теории игр с нулевой суммой.

В главе 5 представлены некоторые направления развития ме
тодов решения задач математического программирования: пара
метрическое программирование; решение многопродуктовых се
тевых задач; один из эвристических методов решения сетевых за
дач; метод штрафных (барьерных) функций; метод проекции
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градиента; целевое программирование; параметрическое програм
мирование; многокритериальное линейное программирование.

В части II (главы 6-10) изложены статистические методы при
нятия решений.

В главе 6 приведен анализ традиционных методов статистиче
ских задач решения; рассмотрены как стохастический, так и де
терминистский подходы, а также задачи принятия решения с 
фиксированным объемом выборки и последовательная решающая 
модель. Сформулирована математическая постановка задачи уче
та неопределенностей всех исходных данных для принятия ре
шений.

В главе 7 изложены методы регрессионного и конфлюэнтного 
анализа, служащие основой статистических методов принятия ре
шений. Отмечено, что нестрогий учет погрешностей исходных 
данных приводит к регрессионному парадоксу, когда по одним и 
тем же исходным данным можно получить разные решения, поме
няв местами зависимые и независимые переменные. Для различ
ных моделей рассмотрены методы получения точечных и интер
вальных оценок, учитывающие одновременно погрешности всех 
исходных данных.

В главе 8 описаны способы учета погрешностей вектора при
знаков в статистических задачах решения с фиксированным объе
мом выборки, когда вид функций обобщенных условных плотно
стей распределения вероятностей известен априори, но не из
вестны оценки их параметров; приводятся алгоритмы получения 
несмещенных точечной и интервальных оценок разделяющей 
функции, а также оценок «истинных» значений измеренного век
тора признаков, по которым принимается решение. Рассмотрены 
методы получения оценок в некорректных задачах и показаны раз
личия в решениях, полученных традиционным и предлагаемым 
методами.

В главе 9 рассмотрена задача распознавания образов, когда 
обобщенные условные плотности распределения вероятностей не 
заданы, но предполагается известным вид разделяющих функций, 
параметры которых подлежат определению с учетом погрешности 
наблюдаемых значений признаков.

В главе 10 рассмотрены различные методы построения прогно
зов: разностные методы, экспоненциальное сглаживание и сглажи
вание с помощью скользящей средней, байесовские прогнозы, 
прогнозирование сезонных явлений, методы диагностической про
верки моделей, оценки и коррекции ошибки прогнозов.
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Первое издание книги было в 2006 г. Второе издание дополне
но программными продуктами, инструкциями пользователю и ма
тематическим словарем.

К книге прилагается оптический диск, содержащий программ
ные продукты и их описания (инструкции пользователю). Описа
ния (инструкции пользователю) содержатся и в приложении книги.

Программный продукт «Регрессия» предназначен для построе
ния линий регрессии Y на X, X на Y и ортогональной регрессии, а 
также решение задач методом наименьших квадратов. В про
граммном продукте предусмотрен вывод всей процедуры (всех 
этапов) решения задачи, что помогает студенту разобраться в ре
шении задачи. С помощью программных продуктов, функциони
рующих в интерактивном режиме, можно решать задачи, входя
щие в понятие математического программирования: симплекс-ме
тод, задача о выпуске продукции, транспортная задача, задачи 
целочисленного линейного программирования, динамического 
программирования (задача о рюкзаке), сетевые задачи (задача о 
максимальном потоке). В случае ошибки студенту высвечивается 
информация о неверно выбранном значении параметра, и процесс 
решения останавливается до выбора правильного шага.

Программные продукты позволяют получить решение задачи 
за одну итерацию (без участия студента в управлении решением) и 
поэтапно, выполняя каждую итерацию последовательно. Послед
ний вариант позволяет студенту вникнуть в алгоритм решения за
дачи, а первый вселяет в студента уверенность, поскольку задача 
решается. В программном продукте предусмотрен вывод всей 
процедуры (всех этапов) решения задачи, что помогает студенту 
разобраться в решении задачи.

Симплекс-метод содержится в двух программных продуктах: 
LinProg.exe и в MatProg.exe. В MatProg кроме симплекс-метода 
содержатся программы для решения транспортной задачи, задачи 
о максимальном потоке и минимальном разрезе, сетевых задач 
(сеть наименьшей стоимости, многополюсная кратчайшая сеть), 
поиска на графах И-ИЛИ (решатель) и матричные антагонисти
ческие игры.

Задачи динамического программирования решаются с помо
щью программного продукта dionprog.exe и пакета Matlab, вызы
вая функцию dinprog.m. В качестве примера рассмотрена задача «о 
рюкзаке». С помощью пакета Matlab, вызывая функцию celprog.m, 
решаются задачи целочисленного линейного программирования. 
В качестве примера решается та же задача «о рюкзаке».
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Для сетевых задач и матричных игр инструкция в подменю 
«справка».

В книгу включен краткий математический словарь, облегчаю
щий читателю усвоить прочитанное.

Таким образом, излагаемый материал представляет интерес для 
различных областей знаний и практических приложений. В зада
чах математического программирования всегда рассматривают 
функции многих переменных. Поэтому решение задачи об экстре
муме имеет несколько координат, а рассчитываемые величины яв
ляются векторами. Чтобы познакомить читателя с разнообразными 
формами записи решения в линейном программировании, в про
цессе изложения материала приведены различные формы сим
плекс-таблиц.

В написании программ и инструкций пользователю принимали 
участие к.т.н., доцент кафедры ИУ-7 МГТУ им. Н.Э. Баумана
З.Н. Русакова (программный продукт MatProg.exe), к.т.н. А.Л. Ле
бедев (программный продукт LinProg.exe) и выпускник кафедры 
ФН-1 МГТУ им. Н.Э. Баумана А.А. Созинов (программный про
дукт celprog.exe).

Настоящая книга предназначена студентам технических и эко
номических специальностей вузов, а также специалистам, зани
мающимся задачами принятия решений. Она будет полезна слу
шателям курсов дополнительного профессионального образова
ния, изучающим подобные задачи.

Автор благодарит всех коллег, способствовавших выходу этой 
книги, в частности президента МГТУ им. Н. Э. Баумана И. Б. Фе
дорова, руководителя НУ К ИБМ МГТУ им. Н.Э. Баумана доктора 
техн. наук, доктора экон. наук, профессора И.Н. Омельченко за 
оказанную помощь в подготовке 2-го издания книги и многих дру
гих, а также рецензентов, высказавших полезные замечания.
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Математическое 
программирование

Нужно много учиться, чтобы 
немного знать,

Шарль Монтескье





Г л а в а  1

ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ

§ 1.1. Общие положения 
математического программирования

Деятельность отдельных людей и коллективов, как правило, 
связана с выбором таких решений, которые позволили бы полу
чить некие оптимальные результаты: затратить минимум средств 
на питание семьи, достичь максимальную прибыль предприятия, 
добиться наилучших показателей в спорте и т. д. Однако в каждой 
конкретной ситуации необходимо учитывать реальные условия, 
налагаемые на решение данной задачи. Например, при расчете за
трат на питание следует учитывать стоимость тех продуктов и та
кое их количество, чтобы организм получил необходимые ему жи
ры, белки, углеводы и т. п.; достигнуть максимальной прибыли 
предприятия не удастся, если не учитывать реальные запасы сы
рья, его стоимость и целый ряд других факторов; для достижения 
наилучших показателей в спорте необходимо квалифицированно 
организовать тренировку спортсменов, оптимально использовать 
имеющиеся технические средства и площадки, правильно сформи
ровать команду. Чтобы что-то рассчитать, необходимо формализо
вать задачу, т. е. составить математическую модель изучаемого 
явления, поскольку математические методы можно применять лишь 
к математическим моделям. Результаты исследований математи
ческих моделей представляют практический интерес только тогда, 
когда эти модели адекватно отображают реальные ситуации и доста
точно совершенны.

Приведенные примеры позволяют выделить в описывающих 
их моделях цель и сформулировать целевую функцию (оптимизи
руемый критерий): минимум затрат, максимум прибыли, наилуч
шие спортивные достижения, —  и условия ограничения: необхо
димое количество жиров, белков и углеводов; запасы сырья и его 
стоимость; возможности спортивных площадок и различные вари
анты состава команд.
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Задача нахождения минимума неко
торой функции f ( x ) эквивалентна за
даче отыскания максимума той же 
функции, взятой со знаком минус 
(рис. 1.1), и наоборот. Поскольку прин
ципиальных отличий в нахождении ми
нимума и максимума не существует, 
будем говорить об оптимальных (лат. 
optimum —  наилучшее), или экстре
мальных значениях целевых функций.

Итак, сформулированные в реаль
ных задачах требования могут быть вы
ражены количественными критериями и 

записаны в виде математических выражений, т. е. можно записать 
условия задачи математически и получить так называемую мате
матическую постановку задачи. Процесс составления математиче
ской задачи и последующего ее решения достаточно сложен. Этот 
процесс можно представить в виде следующих этапов.

1. Изучение объекта. Анализ особенностей функционирования 
объекта; определение факторов, оказывающих на это влияние (их 
количество и степени влияния); изучение характеристик объекта 
при различных условиях; выбор оптимизируемого критерия (целе
вой функции).

2. Описательное моделирование. Установление и фиксация ос
новных связей и зависимостей между характеристиками процесса 
или явления согласно оптимизируемому критерию.

3. Математическое моделирование. Запись описательной мо
дели математическими формулами. Все условия записывают в ви
де соответствующей системы равенств и неравенств, а критерий 
оптимизации —  в виде функции. После того как задача записана в 
математической форме, ее конкретная постановка перестает нас 
интересовать до проведения содержательного анализа получен
ного решения. Дело в том, что различные по своему физическому 
смыслу задачи часто можно свести к одной и той же формальной 
математической записи.

4. Выбор или создание метода решения. Исходя из полученной 
математической записи задачи выбирают либо известный метод 
решения, либо некую модификацию известного метода, либо раз
рабатывают новый метод решения. Допустимым решением назы
вают такой набор значений искомых величин (переменных), кото
рый удовлетворяет поставленным условиям-ограничениям задачи.

Рис. 1.1. Положения мак
симума и минимума 
функций - / ( х )  и f{x)
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Решением задачи будет то решение из множества допустимых ре
шений, при котором целевая функция достигает своего наиболь
шего (наименьшего) значения.

5. Выбор или написание программы для решения задачи на 
ЭВМ. Задачи, содержащие целевую функцию и условия-ограниче
ния и описывающие поведение реальных объектов, как правило, 
имеют много переменных и много зависимостей {уравнений связи) 
между ними. Поэтому в разумные сроки они могут быть решены 
только с помощью ЭВМ, Программа для ЭВМ реализует выбран
ный метод решения задачи.

6. Решение задачи на ЭВМ. Необходимую информацию для 
решения задачи вводят в память ЭВМ вместе с программой, В со
ответствии с программой компьютер обрабатывает введенную чи
словую информацию, получает решение и выдает его пользова
телю в заданной им форме.

1. Анализ полученного решения. Анализ решения бывает фор
мальным и содержательным. При формальном (математическом) 
анализе проверяют соответствие полученного решения построен
ной математической модели, т. е. проверяют, правильно ли вве
дены исходные данные, правильно ли функционируют программа, 
компьютер и т. д. При содержательном анализе проверяют соот
ветствие полученного решения тому реальному объекту, который 
моделировали. В результате содержательного анализа в модель 
(словесную и математическую) могут быть внесены изменения, 
затем весь рассмотренный процесс повторяют.

8. Анализ устойчивости решения. Аналитически или с помо
щью численных методов исследуют поведение решения при не
больших (в пределах возможных погрешностей или неопределен
ностей) изменениях исходных данных.

Только после полного завершения анализа модель можно ис
пользовать для расчета. Чтобы подчеркнуть важность содержа
тельного анализа, приведем следующий пример. Когда впервые 
решали задачу о питании, то в качестве фактора оптимизации бра
ли минимум затрат, а в условие-ограничение включили только 
требование по калорийности пищи. Решение задачи было таковым: 
питаться следует уксусом, который входит в состав всевозможных 
продуктов питания, тогда будет и калорийность обеспечена, и сто
имость минимальна. Построим математическую модель задачи о 
питании.
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Предположим, что в рацион семьи входят три различных 
питательных вещества и требуется их соответственно не менее bi, 
t>2 , Ьз единиц. В магазине продается пять различных продуктов по 
цене ci,C2,...,C5. Единица продукта /-го вида содержит ау единиц 
у'-го питательного вещества, т. е., например, #23 показывает, что в 
единице второго продукта третьего питательного вещества будет 
агз единиц. Какое количество продуктов хь хг, Хз, Х4, Х5 каж
дого вида следует купить, чтобы стоимость продуктов была мини
мальна и рацион семьи содержал все необходимые питательные 
вещества в нужном количестве?

Целевая функция этой задачи — минимизировать по xi, Х2, 
Хз, Х4, Х5 стоимость продуктов:

5
C1X1 +  С 2Х 2 +  С3Х3 +  С4Х4 +  С5Х5 =  Z c i X i  —> m i n  ■

j"=l X]

Условия-ограничения задачи следующие: количество первого 
питательного вещества должно быть не менее h , т. е.

5
Д ц Х 1  +  # 2 1 X 2  +  # 3 1 * 3  +  # 4 1 * 4  +  # 5 1 * 5  =  >  Ь[-

i - 1
Аналогично для других питательных веществ получим нера

венства
5

#12*1 + #22*2 + #32*3 + #42*4 + #52*5 = X  а^ Х< ~ ’
г=1
5

Д13Х1 + #23*2 + #33*3 + #43*4 + #53*5 = 2 a*'3*/ ^  &■
i=1

Очевидно, что количество продуктов —  величина неотрица
тельная:

*1 >0, Х2 > 0, *3 > 0 , Х4 > 0, Xs > 0.

Разработкой методов решения задач, содержащих целевую 
функцию и условия-ограничения (задач на условный экстремум), 
занимаются в разделе математики, называемом математическое 
программирование.

Математическое программирование —  это математическая 
дисциплина, в которой изучают теорию и методы решения задач о 
нахождении экстремумов функций на множествах, определяемых 
линейными и нелинейными ограничениями в виде равенств и не
равенств.
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Название «математическое программирование» связано с тем, 
что целью решения задач является выбор программы действий.

Отдельные задачи математического программирования и мето
ды их решения известны давно. Так, в числе старинных русских 
задач по математике есть следующая.

Сколько надо взять бабе на базар для продажи живых гусей, 
уток и кур, чтобы выручить как можно больше денег, если она 
может нести не более Р  кг, причем известно, что а\ —  вес одной 
курицы, «2 ■—■ вес одной утки, аз — вес одного гуся, а  —  стои
мость ОДНОЙ курицы, С2 — стоимость одной утки, Сз —  стоимость 
одного гуся.

Пусть xi, Х2, хз —  число соответственно кур, уток и гусей, 
взятых бабой для продажи. Целевая функция этой задачи — 
максимальная выручка от продажи птицы:

3
ciXi +  С2Х2 + сзхз =  'YjCiXi m ax.

Условие-ограничение определяется весом товара, который 
может нести баба:

з
а\х\ + «2X2 + азхз = X  -  jP-

г-1
Среди старинных задач по математике встречается задача о 

Кёнигсбергских мостах, сформулированная и решенная в 1736 г. 
известным математиком Л. Эйлером (1707-1783): можно ли пооче
редно обойти все семь мостов города Кёнигсберга, соединяющих 
районы этого города с островом на реке Прегель, пройдя по 
каждому мосту только один раз. Как мы увидим далее, это тоже 
задача математического программирования.

Принципиальные результаты теории оптимизации, явившейся 
основой математического программирования, были получены 
еще в период становления математического анализа. В связи 
с этим следует отметить теорему французского математика 
П. Ферма (1601—1665) о необходимом условии локального экс
тремума в безусловной задаче оптимизации и исследования дру
гого французского математика Ж. Лагранжа (1736-1815) в теории 
условных экстремумов, указывающие необходимые условия экс
тремума в задаче оптимизации при наличии ограничений в виде 
равенств. Ж. Лагранж предложил метод решения задач на услов
ный экстремум (1797 г.), который заключается в сведении этих
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задач к задачам на безусловный экстремум вспомогательной 
функции, названной впоследствии функцией Лагранжа. Сам ме
тод получил название метод (неопределенных) множителей Ла
гранжа. Функцию Лагранжа применяют как при исследовании 
задач вариационного исчисления, так и задач математического 
программирования.

Естественное развитие методов математического анализа, ис
пользуемых для нахождения точек экстремумов функций, приве
ло к появлению таких математических дисциплин, как вариаци
онное исчисление и математическое программирование. Вариа
ционное исчисление —  раздел математики, в котором изучают 
методы отыскания экстремальных (наибольших и наименьших) 
значений функционалов —  переменных величин, зависящих от 
выбора одной или нескольких функций. Одной из первых задач 
вариационного исчисления была знаменитая задача о брахисто
хроне, сформулированная И, Бернулли (1696 г.): определить 
форму кривой, лежащей в вертикальной плоскости, по которой 
тяжелая материальная точка, двигаясь под действием одной 
только силы тяжести и не имеющая начальной скорости, перей
дет из верхнего положения в нижнее за минимальное время. Эта 
задача сводится к отысканию функции у(х),  доставляющей ми
нимум функционалу

где а и b — абсциссы верхней и нижней точек.
Несмотря на столь ранние истоки математического програм

мирования его развитие относится к концу 30-х годов XX столе
тия. Математическое программирование развивалось как дисцип
лина, посвященная теории и методам решения задач управления и 
планирования, а далее —  как раздел возникшей в 50-е годы науки 
об исследовании операций при создании совокупности методоло
гических средств, называемых системным анализом.

Наиболее разработанным разделом математического програм
мирования является линейное программирование, содержащее тео
рию и методы решения условных экстремальных задач, в которых 
критерии оптимальности линейно зависят от неизвестных, а огра
ничения —  линейные равенства и неравенства. Развитие линейно
го программирования тесно связано с задачами управления и пла
нирования. Первые публикации по линейному программированию
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принадлежат советскому ученому Л.В. Канторовичу*, удостоен
ному в 1975 г. совместно с американским ученым Т. Купмансом 
Нобелевской премии за внесенный ими вклад в теорию оптимиза
ции распределения ресурсов.

Математическое программирование стало бурно развиваться 
наряду с совершенствованием вычислительной техники и приме
нением ЭВМ в научных исследованиях. Появление быстродейст
вующих вычислительных машин создало мощные предпосылки для 
автоматизации решений многочисленных задач управления и сти
мулировало разработку специальных новых математических мето
дов, позволяющих сводить решение задач управления и пла
нирования к последовательности автоматически выполняемых опе
раций в соответствии с исходной информацией, при использовании 
математического, в основном линейного, программирования.

Методы математического программирования применялись и 
одновременно развивались во время Второй мировой войны для 
планирования военных операций. Еще до начала Второй мировой 
войны методы анализа военных систем с использованием матема
тического программирования стали применяться военными спе
циалистами в Великобритании, а затем и в других странах. В США 
и Канаде были созданы специальные подразделения, занимав
шиеся анализом военных операций. В 1938 г. в США был введен 
термин «исследование операций» для характеристики рода дея
тельности необычной исследовательской группы, созданной по 
инициативе организации Air Ministry Research Station и выполняв
шей работы по анализу военных систем, в частности решавшей 
задачи оптимального использования радиолокационных установок 
в общей системе обороны страны. Этот анализ являлся основой 
для принятия командованием соответствующих решений. Впо
следствии исследование операций сформировалось в научное на
правление.

Исследование операций —  построение, разработка и использо
вание математических моделей для принятия оптимальных реше
ний. Описание всякой задачи исследования операций включает 
задание компонентов (факторов) решения, налагаемые на них ог
раничения и систему целей. Каждой из целей соответствует целе
вая функция, заданная на множестве допустимых решений, значе
ния которой выражают меру осуществления цели.

$
Канторович Л.В. Математические методы в организации и плани

ровании производства. — Л.: Изд-во ЛГУ, 1939.
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Среди задач исследования операций выделяются те, в которых 
имеется одна целевая функция, принимающая численные значе
ния. Это и есть задачи математического оптимального программи
рования, т. е. математическое программирование —  раздел науки 
об исследовании операций. Задачи с несколькими целевыми функ
циями или с одной целевой функцией, но принимающей вектор
ные значения или значения еще более сложной природы, называют 
многокритериальными. Их решают путем сведения к задачам с 
единственной целевой функцией либо на основе использования 
теории игр.

Задачи исследования операций классифицируют и по их тео
ретико-информационным свойствам. Если субъект в ходе приня
тия решения сохраняет свое информационное состояние, т. е. ни
какой информации не приобретает и не утрачивает, то принятие 
решения можно рассматривать как мгновенный акт. Соответству
ющие задачи называются статическими. Напротив, если субъект в 
ходе принятия решения изменяет свое информационное состояние, 
получая или теряя информацию, то в такой динамической задаче 
обычно целесообразно принимать решение поэтапно (многошаго
вое решение). Значительная часть динамических задач исследова
ния операций входит в раздел математики динамическое програм
мирование.

С конца 40-х годов XX в. сфера приложения методов исследо
вания операций стала охватывать разнообразные стороны челове
ческой деятельности. Исследование операций используют для ре
шения как чисто технических (особенно технологических), так и 
технико-экономических задач, а также задач управления на раз
личных уровнях.

Лишь отдельные задачи исследования операций поддаются 
аналитическому решению и сравнительно немногие —  числен
ному решению вручную. Поэтому рост возможностей использова
ния методов исследования операций тесно связан с прогрессом 
вычислительной техники.

В настоящее время издается много научных журналов по ис
следованию операций, первый из которых вышел в свет в 1950 г. 
В 1957 г. в Лондоне был созван первый конгресс Международной 
Федерации обществ исследования операций (International Federa
tion of Operations Research Societies —  IFORS); эти конгрессы про
водят каждые три года.

С 50-х годов XX в. для обоснования решений сложных про
блем в системах политического, социального, военного, экономи
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ческого, научного и технического характера стали применять со
вокупность методологических средств, получившую название сис
темный анализ. Системный анализ используют для решения таких 
задач, как распределение производств и мощностей для выпуска 
различных видов изделий, определение будущей потребности в 
новом оборудовании и в рабочей силе той или иной квалификации, 
прогнозирование спроса на различные виды продукции, а также 
при решении проблем, связанных с развитием и техническим 
оснащением вооруженных сил, освоением космоса и т, д.

Системный анализ опирается на ряд прикладных математиче
ских дисциплин и разделов, в частности на исследования операций. 
Когда в задаче системного анализа имеется одна четко выраженная 
цель, степень достижения которой можно оценить на основе одного 
критерия, используют методы математического программирования. 
Первое применение системного анализа в военном деле относят к 
истории древних веков, когда правитель Сиракуз обратился к Ар
химеду с просьбой помочь осажденному городу прорвать осаду 
римлян.

Отдельные исследования по системному анализу проводились 
в конце XIX в. и начале XX в., а также в Первую мировую войну. 
Так, в 1886 г. военное командование прибегло к использованию 
системного анализа, чтобы принять решение относительно произ
водства 12-дюймовых орудий (1 дюйм —  2,54 см), заряжающихся 
с казенной части и предназначенных для использования в берего
вой артиллерии. Необходимо было сделать выбор между орудием, 
выпускаемым фирмой Кгцрр, и орудием нового образца американ
ского производства. Во время Первой мировой войны с помощью 
системного анализа разрабатывались, например, стратегические 
планы борьбы с подводными лодками. Однако эти работы не име
ли практического применения и были неизвестны. Поэтому во 
время Второй мировой войны работы пришлось начинать заново. 
Системный анализ (и его часть —  исследование операций) во вре
мя Второй мировой войны применяли в основном при тактическом 
планировании операций, например для того, чтобы решить, что в 
первую очередь использовать в качестве радиолокационных по
мех —  пассивные или активные помехи; как определить наиболее 
эффективные цели для бомбометания; какие из способов обна
ружения подводных лодок являются наилучшими и т. п.

После войны область исследований переместилась от решения 
тактических задач к решению задач планирования, так как воз
никла необходимость создания новых видов оружия.
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Примерами задач, решаемых с помощью методов исследования 
операций при использовании математического программирования, 
могут быть следующие:

1) разработка методов управления техникой, обеспечивающих 
достаточно высокий уровень эффективности деятельности людей;

2) разработка методов использования имеющейся в распоря
жении людей техники, обеспечивающей выполнение поставлен
ной задачи с минимальными затратами или с максимальным эф
фектом;

3) разработка техники и материалов, которые необходимо 
создать или приобрести в рамках общей стратегии деятельности 
людей.

Для решения первых двух задач наиболее полно используют 
применение формальных методов, которые являются максимально 
продуктивными. Методы, применяемые для принятия решений и 
распределения ресурсов в различных областях науки и техники 
(экономике, торговле и промышленности —  управление запасами, 
назначение персонала, составление маршрутов и т. п.) интенсивно 
развиваются в последние десятилетия.

Важным классом задач математического программирования 
являются так называемые сетевые {потоковые) задачи, в терминах 
которых могут быть сформулированы задачи линейного програм
мирования.

Рассмотрим в качестве примера так называемую транспорт
ную задачу, являющуюся одной из первых потоковых задач (см. 
гл. 3), решенную Ф. JI. Хитчкоком в 1941 г.

Пусть имеются два завода и три склада. Заводы производят со
ответственно S\ и $2 единиц продукции, возможности складов — 
d \, dn, единиц, s\ +S2 = d\ + d2 + с/з. Задача состоит в том, что
бы минимизировать затраты на перевозку продукции с заводов на 
склады.

Пусть щ  —  объем продукции, который необходимо перевезти 
с г-го завода на у'-й склад, и с у —  стоимость перевозки единицы 
продукции с г-го завода на у'-й склад. Тогда целевая функция за
дачи состоит в минимизации стоимости перевозки:

2 3

С\ 1X11 +  С12Х12 +  С13Х13 +  С21Х21 +  <222*22  +  С2 3 *2 3  =  X  X  c i jx ij
i=l j = 1

Условия того, что вся продукция будет вывезена с каждого за
вода, запишем в следующем виде:
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3

*1 1  +  * 1 2  +  *1 3  =  Y j * 1  j = S \ ,
М
з

*21 +  * 22  +  *2 3  =  X  * 2 j  =  $ 2 - 
2=1

Эти два равенства можно записать кратко;
з

J^Xij=Si,  1 = 1,2.
2=1

Условия заполнения складов имеют вид 

Y dxiJ=dj ,  j  = 1,2,3,
i=i

причем Ху > 0, i = l,2 , j  = 1,2,3.
Эта модель может быть описана с помощью сети (см. далее 

гл. 3), если предположить, что узлами сети являются заводы и 
склады, а дугами —  имеющиеся для пере
возки груза дороги (рис. 1.2). Сформулиро
ванная транспортная задача является част
ным случаем задачи поиска потока мини
мальной стоимости на сети. Сетевые 
задачи применяют при проектировании и 
совершенствовании больших и сложных 
систем, а также при поиске путей их 
наиболее рационального использования.
В первую очередь, это связано с тем, что с 
помощью сетей можно довольно просто по
строить модель системы. Кроме того, рас
ширение области использования сетей свя
зано с тем, что методы сетевого анализа 
позволяют:

1) строить модель сложной системы как совокупность про
стых систем;

2) составлять формальные процедуры для определения качест
венных характеристик системы;

3) указывать механизм взаимодействия компонентов управ
ляющей системы с целью описания последней с помощью ее ос
новных характеристик;

4) определять, какие данные необходимы для исследования си
стемы;

Рис. 1.2. Сеть для 
транспортной задачи
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5) проводить исследования управляющей системы и составлять 
предварительное расписание работы ее компонентов.

Основное достоинство сетевого подхода заключается в том, 
что он может быть успешно применен к решению практически 
любых задач, когда исследователь может точно построить сетевую 
модель. Преимущества использования сетевых моделей можно 
сформулировать следующим образом:

1) сетевые модели могут точно описывать многие реально су
ществующие системы;

2) для людей, не занимающихся научной работой, сетевые мо
дели являются, вероятно, более понятными, чем любые другие мо
дели, используемые в исследовании операций (пользователю легче 
понять сетевую диаграмму, чем абстрактные формулы);

3) сетевые алгоритмы позволяют находить наиболее эффек
тивные решения при изучении некоторых больших систем;

4) по сравнению с другими сетевые алгоритмы нередко позво
ляют решать задачи со значительно большим числом переменных 
и ограничений; это становится возможным в силу того, что часто 
удается ограничиться изучением лишь части рассматриваемой си
стемы.

Сетевой анализ берет начало с упоминавшейся задачи Эйлера 
о мостах Кёнигсберга. Спустя более века Дж. К. Максвелл и 
Г. Р. Кирхгофф, исследуя электрические цепи, сформулировали 
некоторые основные принципы сетевого анализа. В начале XX в. 
европейскими и американскими инженерами были разработаны 
методы расчета наибольшей пропускной способности телефонных 
линий и коммутаторов, позволяющие обеспечить гарантированное 
обслуживание определенного числа абонентов. В связи с развити
ем вычислительной техники стали проводиться более глубокие 
исследования построенных моделей и поиск путей реализации ал
горитмов на ЭВМ.

В настоящее время трудно назвать область практической и на
учной деятельности, где бы не применялись методы математиче
ского программирования. Области их использования: планирова
ние производства; управление использованием запасов полезных 
ископаемых и трудовыми ресурсами; планирование и размещение 
объектов; техническое обслуживание оборудования; планирование 
работ над проектами и календарное планирование; построение си
стем: вычислительных, информационных, городской сферы об
служивания, здравоохранения, электроэнергетических, военных, 
транспортных; организация туризма, спорта и развлечений и т. д.
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Поэтому наряду с термином «решение» в математическом про
граммировании используются в этом же смысле термины «план», 
«стратегия», «управление», «поведение».

§ 1.2. Общая запись задачи математического 
программирования и ее виды

Из рассмотренных здесь примеров видно, что задача математи
ческого программирования должна содержать некую целевую 
функцию, оптимум которой следует определить, и систему ра
венств и неравенств, описывающих условия-ограничения задачи. 
Общая задача математического программирования состоит в опре
делении вектора х* с координатами х! ,Х2 ,...,х^, который является 
решением следующей задачи: оптимизировать функцию

при ограничениях

f ( x UX2,...,Xn) (1.1)

g l ( X l , X 2 , . . . , X n )  >  О, 

g 2 ( X i , X 2 , . . . , X n ) > 0 ,

g m{X\,X2,...,хл)> 0 ; 

k(Xl,X2,...,Xn) = О, 
h2(xi,X2 ,...,xn) = 0,

hp (xux2,...,xn) = 0.

Используем понятие вектора как упорядоченную совокупность 
действительных чисел х  = (xi,xi,...,x„) (в отличие от свободного 
вектора, известного в геометрии, —  направленного отрезка, кото
рый можно переносить в пространстве параллельно его первона
чальному положению). Тогда выражения (1.1)—(1.3) можно запи
сать в более компактной форме: оптимизировать функцию f ( x ) 
при ограничениях

# ( х ) > 0, *' = 1,2,..., те;
hj(x)  0, j  1, 2,.,,,^,

Текущие индексы i и j  принимают все целочисленные значе
ния от 1 до соответственно т и р .
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Координаты вектора л: часто необходимо записывать не в виде 
строки, а в виде столбца. Для этого используется операция транс
понирования —  элементы строки становятся соответствующими 
элементами столбца, и наоборот. Обозначается эта операция 
верхним индексом «т»:

( хих2,...,хп)т =

ЛТ

*2

\ Хп J
Общая задача математического программирования разбивается 

на задачи, названия которых определяются видом функций, кото
рые необходимо оптимизировать и которые входят в условия-огра
ничения, типом переменных в задаче, алгоритмом решения. Если 
функции f ( x ) , g, (х ) , hj(x)  в выражениях (1.1)—(1.3) линейны, то 
полученную задачу называют задачей линейного программиро
вания (например, рассмотренные ранее задача о питании и транс
портная задача).

Если хотя бы одна из функций / ( х ) ,  gi{x), hj{x) нелинейна, 
то (1.1)—(1.3) называют задачей нелинейного программирования. 
В свою очередь, множество задач нелинейного программирования 
разбивается на подмножества, имеющие собственные названия. 
Так, если / ( х )  является квадратичной функцией, а ограничения 
линейны, то получаем задачу квадратичного программирования 
(более точно, / (х) должна быть квазиопределенной квадратичной 
формой ),

В сепарабельном программировании целевая функция / ( х )  
представляет собой сумму функций, различных для каждой 
переменной. Условия-ограничения здесь могут быть как линейны
ми, так и нелинейными, но все недиагональные элементы мат
рицы, состоящей из вторых частных производных любой функции 
задачи, равны нулю.

Если координаты искомого вектора являются только целыми 
числами, то получаем задачу целочисленного программирования 
(линейного или нелинейного).

Некоторые определения приведены в § 1.3.
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§ 1.3. Некоторые сведения об экстремуме функции, частных
производных, градиенте и производной по направлению

Из курса математического анализа читателю известны 
простейшие задачи нахождения точек максимума или минимума 
функции одной переменной. Функция у  = / ( х ) ,  определенная в 
точке х(), достигает максимума (.минимума) в окрестности точки 
Хо , если для всех точек этой окрестности выполнено неравенство 
Д х )  < f { x  о) ( f i x )  > f { x , ) ) .

Максимум и минимум функции объединяют одним названием 
экстремум. Как правило, точка хо —  внутренняя точка естествен
ной области определения функции f i x ) ,  и экстремум называют 
внутренним. Если существует производная f i x )  в точке хо, то 
функция f i x )  может иметь в точке хо внутренний экстремум 
лишь в том случае, когда при х = хо производная / '(х о ) равна 
нулю Необходимое условие экстремума). Экстремум может быть 
и в тех точках хо, где производная f i x о) не существует. Однако 
выполнение необходимого условия еще не означает, что в точке 
хь будет экстремум. Если производная f i x )  в окрестности точки 
хь при переходе через эту точку меняет свой знак с плюса на 
минус, то Хо —  точка максимума, а если с минуса на плюс, то 
хь — точка минимума. Известен и другой признак: если в точке 
хь первая производная f \ x о) равна нулю и существует вторая 
производная / " ( х о ) ^ 0 , то в точке Хо будет максимум при 
f i x о) < 0 и минимум при f i x о ) > 0 .

В общем случае, если существуют производные от / ( х )  до 
я-го порядка включительно и если f \ x , )  = ... = Д я~^(хо) = 0 и 
/ “ (да)*  о, то функция f i x )  имеет в точке хо максимум при 
четном п и и минимум при четном п и f ^ n^ix,)  0 .
Если п нечетно, то функция f i x )  в точке хо не имеет ни 
минимума, ни максимума, а имеет точку перегиба.

Сформулируем несколько определений, которые потребуются 
далее.

Действительная функция f i x ) ,  определенная в точке хо, 
имеет в этой точке фокальный) максимум или фокальный) 
минимум f i x о), если существует такое положительное число 5 , 
что при всех приращениях Дх независимого переменного х , 
равных х -  хо , для которых выполнено неравенство 0 <] Дх |< 6 и 
существует значение / (хо + Д х), приращение данной функции 
удовлетворяет соответственно неравенству
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Д/  -  А *о + Л х ) - / ( х о) < 0
ИЛИ

Д / = /  (хо + Ах) -  /(х о ) > 0.

Если в каждом из этих случаев выполнены нестрогие 
неравенства, то говорят, что функция /(х о ) имеет в точке хо 
нестрогий максимум (минимум).

Локальный максимум (минимум) называют внутренним макси
мумом (минимумом) или граничным максимумом (минимумом), 
если точка хо является соответственно внутренней или граничной 
точкой области определения функции / (х ) .

В формулировке задачи должна быть точно указана область 
определения функции / ( х ) .  Например, функция /i(x ) = x при 
-оо < х  < +оо не имеет максимума, а функция /2 (х) = х при х < 1 
имеет в точке х = 1 граничный максимум.

Если неравенство /  (х) < /(х о  ) ( / (х) > / (хо) )  выполнено для 
любой точки х , принадлежащей области определения функ
ции / (х ) , то говорят о глобальном максимуме (минимуме) функ
ции / (х) в точке хо. Аналогичные определения справедливы для 
функции многих переменных.

Функцию / (х ) , имеющую в данной точке хо производную, 
называют дифференцируемой в точке Хо; функцию, имеющую 
производную во всех точках некоторого промежутка (а, Ь), назы
вают дифференцируемой в промежутке (а,Ь).

Функцию многих переменных, имеющую полный дифферен
циал (в данной точке, области), называют дифференцируемой (в 
этой точке, области). Необходимое условие дифференцируемости 
функции многих переменных —  наличие частных производных 
первого порядка (в точке, области). Достаточные условия диффе
ренцируемости функции многих переменных —  существование и 
непрерывность всех частных производных первого порядка (в 
точке, области).

Числовую функцию / ( х )  одного векторного аргумента х = 
= (xi,X2 ,...,x„) вида

П П П П П
/ (х) = X  Z  OijXiXj -  Z  aiixi + 2Х  X  ClijXiXj , 

i=l j=1 i=l i=l j=2
j>i

где atj — элементы симметрической матрицы A =| | а,/ \ \ порядка 
п х п , а у = ар (квадратной таблицы чисел), называют квадратич
ной формой переменных.
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Квадратичную форму / (х) называют положительно (отрица
тельно) определенной, если для любого ненулевого вектора х  
выполняется неравенство

/ О )  > 0 ( / ( * ) <  0).

Такие формы объединяют общим названием — знакоопреде
ленные. Если существует ненулевой вектор х ,  для которого 
f  (х) = 0 , форму называют квазизнакоопределенной.

Квадратичную форму называют знакопеременной, если су
ществуют такие векторы х1 и х2 , что / (х1 ) > 0 , f ( x 2)<  0 .

Для наглядного представления поведения функции у  = / (х) 
строят график функции. Если независимую переменную х 
(аргумент) и зависимую переменную у  рассматривать как декар
товы координаты на плоскости, то действительная функция 
у  = / ( х )  действительной переменной изобразится кривой — 
графиком функции у  от х .

Для функции многих переменных у  = f  (х \,Х 2 ,...,х „ )  упорядо
ченному множеству значений независимых переменных 
х \,Х 2 , . . . ,х п ставят в соответствие значения переменной у .  
Множество значений х \ ,х г , . . . ,х п , для которых определено 
соотношение у  = f ( x i ,X 2 ,...,xn) , называется областью определения 
функции f{X\,X2,...,Xn).

Графиком функции многих переменных является поверхность 
для функций двух переменных и гиперповерхность для функций 
большего числа переменных. Чтобы представить функцию п 
переменных, вводятся понятия линий и поверхностей уровня. Это 
геометрическое место точек, в которых функция принимает одно и 
то же значение. Уравнение поверхности уровня имеет вид 
f {x \ ,X 2 ,...,xn) = С. Для различных значений константы С полу
чаем семейство поверхностей уровня, определяющих поведение 
функции. Линии уровня вводятся для функции двух переменных: 
/ (xi, Х-2 ) = С . Семейство линий уровня дает возможность 
представить функцию двух переменных у  = f ( x \ ,X 2 ) = С на плос
кости. Например, семейство линий уровня на географических 
картах дает представление и о морских глубинах, и о высоте 
горных хребтов.

Для характеристики скорости изменения функции многих пе
ременных относительно одной из переменных, например хг , при 
фиксированных значениях остальных независимых переменных
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вводится понятие част ны х п р о и зво дн ы х  Частные произвол-
dxi

ные i = 1,2,..., п , определяются дифференцированием
OXi

функции J  (x], л'2, . Хп) по xL, если остальные п - 1 независимых
переменных рассматривать как постоянные параметры.

Направление, в котором скорость возрастания функции многих 
переменных наибольшая, определяется вектором, называемым г р а 
диент ом . Противоположное направление называют ан т и гради ен 
т ом . Градиент скалярной функции /(x i,X 2,...,x„) есть вект орн ая  
ф ункция  точки и определяется следующим образом:

^ ^ ™  , d f  . d f  . Э/ .
g r a d /  =  V f ( x i ,X 2 , . . . ,x n) =  -у—i + ^ — j +  ... +  - — k ,

OXi OX2 OXn

где V —  знак градиента, i , j , . . . ,k  —  единичные векторы (орты), 
направленные по координатным осям:

/ = ( 1,0,...,0), j  = (0,1,...,0), ..., к  = (0, 0,...,1).

Иногда применяется обозначение градиента в виде V xf ; 
индекс х показывает переменные, по которым определяется гра
диент. Другими словами, градиент скалярной функции —  это 
вектор, координатами которого являются частные производные 
заданной функции.

Скорость изменения скалярной функции f ( x i,X2,...,x„) в 
произвольном направлении, задаваемом единичным вектором 
и = cos см* + c o s p /  + ... + cosyA: с направляющими косинусами
cos a , cosP,..., cosy, определяется п рои зводн ой  по направлению  
(действительное число)

5 /  Э/ Э/ 0 d f  / -  = / ^ c o s a  + - ^ c o s p  + ... + - ^ c o s y .  
ои dxi Эх2 Эхга

Производная по направлению связана с градиентом скалярной 
функции V / скалярным произведением d f  jdu = (V /, и).

С калярны м  п рои зведен и ем  двух векторов а — ( а \ ,а 2 ,...,а „ )  и 
Ь = (Ь\,Ь2 ,—Фп) называют действительное число, равное сумме 
произведений соответствующих координат векторов:

(,а ,Ь ) =  а\Ы + а 2 Ьг +  ... +  апЬ»,
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или произведению длин этих векторов на косинус угла между 
ними:

(.а,Ь) =| а ] ■ | b | cos (a,b).

Градиент V / всегда ортогонален поверхности (линии) уровня 
функции f ( x i ,X 2 ,...,xn). Действительно,

| ^ V / | > | c o s ( V / > ) .
ди

Производная по направлению касательной к поверхности 
(линии) уровня d f jdu  равна нулю, | V f  \Ф 0, | и \ф 0, Поэтому

c o s (V /> )  = 0, Vf ± H .

Нам понадобятся понятия линейной зависимости и независи
мости векторов. Векторы а\,аг,  ...,ат называют линейно зависи
мыми, если найдутся такие действительные числа cci,a2,...,oim, не 
все равные нулю, что линейная комбинация векторов а\, аг , ..., ат 
равна нулю: ai«i + а г «2 +... + схтат =0. Если это равенство
выполнено только тогда, когда все числа a i , a 2,...,am равны нулю, 
то векторы «1, «2,..., ат называют линейно независимыми.

Из определения линейной зависимости векторов следует, что 
если векторы линейно зависимы, то один из них может быть 
представлен в виде линейной комбинации остальных, и, обратно, 
если один из векторов есть линейная комбинация остальных, то 
векторы линейно зависимы.

§ 1.4. Особенности нахождения оптимальных решений 
в задачах математического программирования

В задачах математического программирования требуется найти 
условный экстремум (максимум или минимум) функции при нали
чии ограничений. Рассмотрим задачу математического программи
рования, в которой есть ограничения только в виде равенств. Пусть 
целевая функция задачи является функцией двух переменных: 
z  = f ( x )  = f ( x \ , х г ) . Ее аргументы связаны уравнением ф(л'[,лд) = 
= 0 (ограничения в виде неравенств отсутствуют). Если функции 
z  = f ( x i , Х2 ) поставить в соответствие некоторую поверхность, то 
в данной задаче необходимо найти следующие точки:
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1) принадлежащие линии пересечения поверхности z  = 
= f  (xj, Х2 ) и цилиндра с образующей, параллельной оси z ,  и с 
направляющей ф(х|, х?) = 0;

2) являющиеся экстремальными для функции z = f i x 1, Х2 ) 
(рис. 1.3).

Как видно из рис. 1.3, точки условного экстремума Л и В  не 
совпадают с наибольшим или наименьшим значением функции 
z  = / ( х \ , хг )  —  с безусловным экстремумом функции /(х ц х г ) .

Если из уравнения связи ф(хьХ2) “  0 
можно выразить в явном виде одну пе
ременную через другую, например
*2 = \|/(Xl) , ТО 2 = /(X l,X 2) = /(Xl,\|/(Xl)) 
становится функцией одной переменной 
xi и ее безусловный экстремум опреде
ляется традиционными методами (при
равниваем первой производной функции 
/(xi,\(/(xi)) по xi нулю). Безусловный 
экстремум функции /(x i,\|/(x i)) являет
ся условным экстремумом для функции 
/(хцХ г) при ограничении (p(xi,X2) = 0. 

Однако выразить в явном виде из 
условий-ограничений необходимую часть переменных, как прави
ло, не удается,

Лагранж предложил оригинальный метод нахождения услов
ного экстремума функции. Метод носит его имя. Пусть тре
буется решить следующую задачу: минимизировать функцию 
/(x i,X 2,...,x„) при ограничениях hj{x\,xi, . . . ,xn) = 0 , j  = 1,2,...,р. 
По условию задачи составляется функция Лагранжа

р
F(xj ,х2,. ..,хй) = / ( x i , х2,..., хя) + £  k jh j  (xi ,х2,..., хп ).

3=1

Здесь Xj —  неизвестные постоянные множители, подлежащие 
определению {множители Лагранжа), т. е. требуется найти п не
известных xi,X2,...,x„ и р  множителей Лагранжа Х\,Х2 ,...,ХР.

Для рассматриваемого в начале параграфа примера, когда ми
нимизируется функция / ( х 1,хг) при условии ф(х|, хг) = 0, функ
ция Лагранжа имеет вид

F(xu  х2 ) = / ( x i , х2 ) + ?^ф(х1, х2 ).

Рис. 1.3. Геометрическая 
интерпретация метода 

Лагранжа
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Точки, в которых возможен экстремум, находятся как решение 
системы алгебраических уравнений, полученной приравниванием 
нулю частных производных функции Лагранжа по искомым пере
менным (п уравнений) и включением в эту систему р  ограниче
ний-равенств. Метод Лагранжа сводит задачу нахождения условно
го экстремума функции f ( x )  к задаче нахождения безусловного 
экстремума функции F(x.X).

Ограничения-неравенства еще более усложняют задачу. Они 
задают область допустимых значений переменных. Например, 
пусть требуется оптимизировать некоторую функцию / ( х )  при 
ограничениях

gi (х) = XI -  х\  > О,

g2(x) = l - x 12 - х |  > 0.
Область допустимых значений пере

менных xi и х2 в этой задаче есть пере
сечение области, лежащей «внутри» па
раболы xi = х2, с кругом единичного 
радиуса, уравнение окружности которо
го имеет вид х2 + х2 = 1 (рис. 1.4).

Пересечение цилиндра, направляю
щей которого является граница полу
ченной области D , с поверхностью 
z = / ( х )  может привести к самым раз
нообразным вариантам положения точки 
экстремума. На рис. 1.5, a- в  показаны поверхности, полученные в 
результате пересечения цилиндра, направляющей которого служит 
граница области допустимых значений переменных xi и х2 , и по
верхности, соответствующей целевой функции z  = f { x \ , х2) .

На рис. 1.5, а точка М  безусловного экстремума функции 
z  = f  (х], х2) является и точкой условного экстремума задачи. На 
рис. 1.5, б точка М  является уже граничной и в ней целевая функ
ция достигает своего наибольшего значения. На рис. 1.5, в точ
ка М  не принадлежит области допустимых значений переменных, 
а целевая функция имеет равные наибольшие значения по линиям 
ALB и АКВ (т. е. не ясно, что же брать за решение задачи). Эти 
неоднозначные результаты получены даже в случае, когда поверх
ность целевой функции z  = f  (х) достаточно проста и обладает 
единственным (глобальным) максимумом.

Рис. 1.4. Область допу
стимых значений Xl и х2
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Наиболее полные результаты в задачах математического про
граммирования получены для выпуклых целевых функций, когда 
область допустимых значений является выпуклым множеством. 
Множество точек D  называют выпуклым, если для любых точек 
М\ и М 2 , принадлежащих области D , отрезок M\Mi  принадле
жит множеству (области) D  (рис. 1.6, а). Другими словами, любая 
точка ХМ\ + (1 - Х ) М 2 принадлежит области D  для любого X, 
О < X < 1, и для любых точек М\ и М 2 , принадлежащих обла
сти D . Пересечение конечного числа выпуклых множеств выпук
ло. На рис. 1.6, б показаны невыпуклые множества.

Рис. 1.6. Выпуклые (а) и невыпуклые (б) области (множества)
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Функцию f ( M ) называют выпуклой на непустом выпуклом 
множестве D , если для любых двух точек М\ и М 2 , принадле
жащих области D , и любого числа Я, 0 < Я < 1, справедливо нера
венство

/(ЯМ ! + (1 -  Я)М2) < Я / ( M l ) + (1 -  Я )/(М 2).

Функцию / (М ) называют строго выпуклой, если для 0 < Я < 1 
и Mi ^  М 2 выполнено строгое неравенство

/(ЯМ ! + (1 -  Я)М2) < Я Д М ,) + (1 -  Я )/(М 2).

Геометрически выпуклая функция лежит над своими касательны
ми. Примером выпуклой функции является парабола.

Сумма выпуклых на множестве D  функций есть также выпук
лая на D  функция.

Функцию f i x )  называют во гн ут о й  на выпуклом множе
стве D , если функция - /  (х) выпукла на D.

Ограничения g ,(x )> 0 , г= 1 ,2 ,...,т , образуют выпуклое мно
жество D  (выпуклую область D ), если все функции g, (х) во
гнуты.

В математическом программировании выделяют важный класс 
задач —  задачи выпуклого программирования: минимизировать 
функцию f i x )  при ограничениях gt (х) > 0, i = 1,2,...,лг, где 
f i x )  —  выпуклая функция, а все функции g/(x) вогнуты, т. е. 
рассматривают выпуклые функции на выпуклых множествах.

Задачи выпуклого программирования обладают важным поло
жительным свойством: локальные минимумы целевых функций 
являются одновременно глобальными (единственными).

Очевидно, что решить подобную задачу проще (но не просто), 
чем в случае, когда целевая функция / (х) и область D  будут об
щего вида.

§ 1.5. Необходимые и достаточные условия экстремума 
в задачах математического программирования

В общем случае в задачах математического программирования 
необходимо найти локальный минимум (максимум) целевой 
функции, т. е. такое значение х  , что для х, принадлежащих 
некоторой окрестности точки х*, выполнены неравенства 
/ ( *  ) /  / (х) для строгого минимума/максимума и /(х* ) = / ( х )
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для нестрогого минимума/максимума. 
Как и для функций одной перемен
ной, в задачах математического про
граммирования требуется сформули
ровать необходимые и достаточные 
условия существования оптимума. 
Если в задаче математического про
граммирования множество D  выпук-

Рис. 1.7. Положение гради- л0’ а Функция / ( * )  дифференциру-
ента Ч/(х*) в точке реше- бма в точке х £ D,  то градиент
ния х* и в точке х, не яв- Уf (x*),  если он отличен от нуля, со-
ляющейся решением задачи ставляет нетупой угол (р с вектором,
математического програм- направленным из х* в любую точку
мирования (знаками «+» и Х] £ D. Другими словами, скаляр-
«-» указано направление ное произведение (V/(x*),xi — х*) > О
возрастания значений ли- (рИС. 1.7). Для точки х ,  не являю-

ний уровня) щейся решением задачи, всегда
найдется такая точка хг , что угол (pi будет больше л/2.

В тех случаях, когда решение х* находится внутри области D , 
градиент У/'(х*) равен нулю.

Сформулированное условие является необходимым условием в 
задаче минимизации дифференцируемой функции на выпуклом 
множестве (для выпуклой задачи оно является и достаточным 
условием глобальной оптимальности).

Для области D , имеющей вид параллелепипеда, когда 
at < х, < Ъ, , - то < aL < Ъ, < +оо, i = 1,2,...,т, данное (необходимое) 
условие записывается следующим образом:

Здесь градиент направлен внутрь области D .
Чтобы определить координаты возможной оптимальной точки, 

составим из необходимых условий соответствующие системы 
уравнений и решим их.
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В общем случае для задачи вида
/ ( * ) - >  min, (1.4)

g i (x )> 0 ,  i = (1.5)

hj(x) = 0, j  = 1,2,..., p,  (1.6)

вводится функция Лагранжа
m p

L(x,u,X) = f ( x ) - ' 2 duig i(x )+'£Xjh j ( x) ,  (1.7)
/=1 j=l

где щ, i = l,2,...,m , X j, j  = l,2 ,...,p , — множители Лагранжа, 
подлежащие определению наряду с координатами вектора х . 
Множители Лагранжа Xj для ограничений-равенств могут иметь 
любой знак, множители Лагранжа м; Для ограничений-нера
венств — неотрицательны. Если в задаче математического про
граммирования (1.4)-(1.6) множество Р , х е  Р  c l " ,  выпукло,
функции /(х ) ,  gi(x), i = \,2,...,m, выпуклы на Р  и дифферен-£цируемы в точке х  е  D,

D = {xe  Р |# г-(х)>0, г = 1,2,...,т, hj = 0, j  = 1,2,...,/?},

функции h j(x ) ,  j  =  l , 2 , . . . , p ,  линейны и при некоторых и , X* вы
полнены условия (VxL(x* ,и* ,Х*),х — х*) > 0 для всех х е  Р  и 
u*gi(x*) = 0, г' = 1,2,...,т , то х* —  (глобальное) решение этой за
дачи.

Соотношения

(VxL ( x \ u * X ) , x - x * ) >  0 (1.8)
при всех х е  Р,

Uigi(x*) = 0, i = 1,2,...,т, (1.9)

для задачи выпуклого программирования являются не только 
необходимыми, но и достаточными условиями существования 
решения {условия Куна — Таккера):

а) если х является внутренней точкой области Р , х  е  int Л, 
то условие (1.8) эквивалентно равенству VхЬ(х* ,и* ,Х*) = 0 ;

б) если область Р  имеет вид параллелепипеда, т. е.

Р=  {хе R n | ak <xk <bk, £ = 1,2,...,n),

где < cii- < bk < +°°, то соотношение ( 1.8) эквивалентно следую
щему условию: для любого к  = 1,2 ,...,п
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^ - ( х *  X  X )  = 0, если ak < xt < bk,
Ьх к

- — (х ,м ,А ) > 0, если Хк = at Ф 
ОХк
dbj  ̂  ̂ * 1

- — (х ,и ,а  )< 0 , если Хк = Ьк Ф+°°~,
ОХк

в) если в области Р  выполнено условие неотрицательности 
только s переменных и Р  имеет вид

Р = {хе R" | хк > 0, к = 1,2,...,5}, 0 < s < n ,  

то условие (1.8) эквивалентно совокупности условий

f V > " X * ) > 0 ,
ОХк

x l ^ L ( x \ u X )  = О, k = l,2, .- ,s,  ( 1.10)
ОХк

^ - { х \ и * Х )  = 0, k = s + l,...,n.
ОХк

В задачах, имеющих ограничения-неравенства, появляется 
дополнительное условие (1.9), которое называют условием допол
няющей нежесткости. Это условие разделяет ограничения-нера
венства на активные, которые в точке оптимума обращаются в 
нуль (gv(x*) = 0, г = 1,2,...,ft; 1\ < т), и пассивные (g i(x*)^0 , 
i = Ь + 1,...,»/). Для пассивных ограничений коэффициенты Ла
гранжа щ должны быть равны нулю, при этом пассивные ограни
чения не оказывают влияния на выбор решения х*.

Рассмотрим случай, когда условиями задачи являются только 
огр аничения-нер ав енства:

/ ( х ) —> min, g*(x)<0, г = 1,2,...,т .

Тогда в точке минимума имеем
т

V ,/O * ) + I« ? V ,g i(jc* )-0 ,
1=1

т. е. антиградиент целевой функции является неотрицательной 
линейной комбинацией градиентов функций, образующих ак
тивные ограничения в точке х* (рис. 1.8). На рис. 1.8 показано 
множество, образованное неравенствами g i(x )< 0 , g 2(x )< 0 ,
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£з(х) < 0. Здесь же в точках х* 
и х указаны направления гра
диентов активных ограничений 
и антиградиента целевой функ
ции. Отсюда следует, что точ
кой экстремума не может быть 
точка х ,  так как в ней не вы
полнено условие того, что ан
тиградиент функции / ( х )  есть 
положительная линейная ком
бинация градиентов активных 
ограничений. Решением явля-

УХУ з(-0

V / i  (■'") f ^ ( /2(х*)

ется точка х , где данное 
условие выполнено.

Рис. 1.8. Связь направлений гради
ентов активных ограничений и ан
тиградиента целевой функции вМы рассмотрели некоторые 

условия существования реше
ния, используя только произ-

точке решения х  и в  точке х, не 
являющейся точкой решения

водные первого порядка. Од
нако сформулированы и доказаны условия оптимальности второго 
порядка, в которых применяют вторые частные производные 
функции Лагранжа. Здесь мы их рассматривать не будем.

В общем случае задачу математического программирования 
можно было бы решать по следующей схеме.

1. Записать задачу в каноническом виде (1.4)—(1.6) и составить 
функцию Лагранжа (1.7).

2. Выписать систему условий, которые характеризуют решение 
(определяют точки, где возможно существование оптимального 
решения, —  стационарные точки): в развернутой форме записать 
условия (1.8), (1.9), а также условия, налагаемые задачей на допу
стимые значения и на множители Лагранжа. Например, для усло
вия (1.10) полная система для определения стационарных точек 
имеет вид

дхк дхк

—— (х,н,Я) = 0, к = s +
ОХк

Ui >  О , g i  (х) >  0, Ui g i  (х) = 0, 1 = 1,2,..., / ,

£ г(х) = 0, / = / + !,..., т.
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3. Решить полученную систему необходимых условий. Сделать 
это в аналитическом виде возможно лишь в редких случаях.

4. Если удалось найти решение системы необходимых усло
ви й—  получить стационарные точки, необходимо провести ис
следование этих точек для отбора среди них решений. Это тоже 
сделать непросто. Иногда проще провести непосредственное ис
следование поведения целевой функции в стационарной точке.

На последних двух этапах полезно привлечение физических и 
геометрических соображений о возможном решении задачи мате
матического программирования.

§ 1.6, Теория двойственности и недифференциальные условия 
оптимальности в задаче выпуклого программирования

В задачах математического программирования (1.4)—(1.6) мож
но указать условия оптимальности, не прибегая к понятиям произ
водных и градиентов, с помощью так называемой теории двой
ственности. Особенно эффективен этот подход к решению задач 
выпуклого программирования.

Рассмотрим функцию Лагранжа (1.7). Обозначим через /  
точную нижнюю грань целевой функции задачи (1.4)—(1.6), опре
деленной на допустимом множестве D  :

/*  = inf f i x ) .
xeD

Точка х  е  D  является решением задачи (1.4)-(1.6) в том и 
только в том случае, если /  = f(x*).

Введем вектор у  с координатами щ,  г =1,2,..., от, и Xj,  
j  = 1,2,...,р. Вектор у* называется вектором Куна — Таккера за
дачи (1.4)—(1.6), если при всех т е  D

m р
/*  < f ( x )  -YjUigi ix)  + £ Xjh j (х) = L(x,y*).

i=l 7=1

Любой задаче математического программирования можно по
ставить в соответствие так называемую двойственную задачу оп
тимизации. Между прямой и двойственной задачами существуют 
связи, позволяющие в некоторых случаях упростить решение.

Двойственной к задаче (1.4)-(1.6) называют задачу
ф(у) -э  max, y e Y ,
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где

ф(у) = inf L(x,u,X) = inf f { x )  ~ Y,Uigi(x) + £ Xjhj(x)
x e D x e D i = 1 j =1

Y = { y e Q \ ( P( y ) > - o . } > Q={y<Emn \y i >Q,i = l ,2, . . ,k}.  
Рассмотрим подробнее задачу линейного программирования

П
X  C j X j  —> m in

при
П П

^ UijXj > bi, i = 1,2,...,k, Y Jaij X j = b i, i = k  + l,...,m,
M  j = i

y' = l , 2,.„;s.

Переменные x, = s + l,...,n  могут иметь любые значения. Функция 
Лагранжа этой задачи имеет вид

п т  (  п \  п (  т  \ т

Ш -,у) = X cjxj + Ху» h -  YflijXj = X cj -  X%>v x j + X̂ y«>
i=i V /-1 J j= IV г-1 У г-1

где

х е Р ,  Р = 1 х е X  aijXj > k ,  i = 1,2 ,...,k, 
p i

J layXj=bi ,  i = k + l , . . . ,mi,
j =i J

2 , 2  = {ye R ” уг- > 0,/ = 1, 2,

Тогда

inf L{x,y) '■
xeP

Х ^ у ь  если y e  Y,
M
~oo) если y e Q \ Y ,

где

^  = i y e  2 lX % y/ <cj ,  j  = \ , 2 , - >s , YJaijy i =Cj,  у = j  +
г—1 i=l

Согласно определению двойственности, двойственной задачей 
к исходной задаче является следующая:
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Yah}’! —» maX
!=1

при
т

X  а уУ1 —Cj,  j  = 1 ,2 , . . . ,5 ,
г=1
т

^ а у У г = С ] ,  j  =  s  +  l , . . . ,n ,
i—l

y i > 0 , г = 1,2,...,Аг.

При этом в точке оптимума (х*,.у*) выполняются соотношения

*Xj г т  * ^'Za iJy ! - c J = 0, j  = 1,2 ,. ..,5,
V'=I J
f  n У

y*i Tj ciijXj -bi =0, i = 1,2,..., k,
U=1 J

Исходную задачу называют п рям ой . Если целевую функцию в 
двойственной задаче ф ( у ) ^ т а х  заменить на - ф ( у ) ^ т ш ,  то 
можно утверждать, что задача, двойственная к произвольной за
даче математического программирования, всегда выпукла. Если в 
задаче математического программирования допустимое множе
ство значений х  замкнуто и выпукло, функции /(х ) ,  g i ( x ) .  
г = 1,2,...,то, непрерывны и выпуклы на D , функции И, (х ) ,
j  = 1,2,...,р,  линейны или отсутствуют и решение прямой задачи$
конечно ( /  > -<=°), в частности она имеет решение, то множество 
решений двойственной задачи непусто и совпадает с множеством 
векторов Куна —  Таккера прямой задачи. При этом справедливо 
соот н ош ен и е двой ст вен н ост и  /  = ф , т. е. м ини м ум  целевой  
ф ункции прям ой  за д а ч и  со вп а д а ет  с  м акси м ум ом  целевой ф ункции  
двой ст вен н ой  задач и . Поскольку число переменных в двойствен
ной задаче равно числу условий-ограничений в прямой задаче, в 
ряде случаев двойственную задачу решить проще.

Получим необходимые и достаточные условия оптимальности 
решения задачи выпуклого программирования на основе теории 
двойственности, В этом случае изменится только форма необхо
димых и достаточных условий (в них не будут включены произ
водные), но предпосылки для формулирования условий оптималь
ности в обоих случаях одинаковы.



Глава 1. Введение в математическое программирование 43

Для примера рассмотрим задачу квадрат и ч н ого  п р о гр а м м и р о 
ван и я :

/ (х) = (Сх, х) + (d , х) —> min

при (ai ,x)<bi , г = 1 ,2 ,...,£, и (ai,x) = bi, i = k  + где С —
положительно определенная симметрическая матрица размернос
ти п х п ;  d ,a\,...,am —  заданные векторы из Е я; — за
данные числа.

Функция Лагранжа задачи имеет вид
J т

L{x>y)=-(Cx,x)+(d,x) + Yiyi((fli>x)-bi) =2 i=\

= (Сх, х) + (d, х) + (у, Ах — Ь)=  (Сх, х) + (d + у  А, х) -  (у, b).

Задачей, двойственной к исходной задаче квадратичного про
граммирования, будет следующая:

(p (y )^ m a x , y e  Y,
где

(1  )  
ф (у)=  inf L(x,y)  = inf — (Cx,x) + (d + y A , x ) - ( y , b )  ,

jceR'* хеКи\.2 J

Y = { ye  Q\<p(y)> -°°}.

Для положительно определенной матрицы С производная функ
ции Лагранжа L'x{x,y) = Сх + d + уА  равна нулю в точке х(у) =

= —С 1 (d + у А ) , и двойственная задача записывается в виде

ф О Д ^ т а х ,  y e Q ,

где

<РОО = Ш ( у ) , у )  = + y A \d  + уА) -  (y,b)  =

= Л  ([ЛСГ'Л1 Ь,У) ~ ( A C M  + Ь,у) - 1  (C-[d,d).

Полученная функция квадратична, в задаче учтены условия 
неотрицательности первых к переменных. Решить двойственную 
задачу гораздо проще. Если в исходной задаче нет ограничений- 
неравенств, то двойственная задача приводит к безусловной опти
мизации квадратичной функции.
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Пара (х*,у*)е P x Q  называется седловой точкой функции 
Т(х,у) на P x Q , если

L(x*,y*) = m i n l ( i , / ) ,
хвР

L(x*,y*) = та х Т (х * ,у),
y^Q

т. е. L(x,y*)>L(x*,y*)>L(x*,y ) п р и в с е х х е Р , y E Q .
Тогда точка х е Р  является решением прямой задачи в том и 

только в том случае, если существует вектор у  е  Q такой, что па
ра (х*,у*) является седловой точкой функции Лагранжа Т(х,у) на 
P x Q .  Таким образом, если одновременно решать прямую и двой
ственную задачи, то к точке минимума (к решению) мы можем 
приближаться двумя способами.

Вектор Куна —  Таккера имеет различные экономические ин
терпретации. Рассмотрим две из них.

1. Пусть предприятие выпускает некую продукцию и стремит
ся получить максимальный доход. Условия-ограничения в виде 
неравенств характеризуют затраты ресурсов при выпуске продук
ции. Очевидно, что в процессе выпуска продукции один или не
сколько ресурсов будут исчерпаны полностью (активные ограни
чения). Другая часть ресурсов будет не использована (пассивные 
ограничения). В двойственной задаче (согласно условию допол
няющей нежесткости) для активных ограничений щ Ф0 , 
i = 1,2 , а для пассивных ограничений щ = 0 ,  i = к + 1,.,.,/я 
(эти ресурсы недефицитны), т. е. предприятию следует закупать в 
первую очередь те ресурсы, для которых и*, / = 1, 2, ...Д , имеют 
наибольшие значения. Если есть возможность увеличивать коли
чество всех ресурсов одновременно, то их желательно приобретать 
в пропорциях, описываемых вектором Куна —  Таккера.

2. Предприятию необходимо продать «ненужную» часть сырья 
и установить за него такую цену, чтобы максимизировать общий 
доход. Пусть с —  заданный вектор, элементами которого являют
ся цены на сырье. Предприятие стремится продать сырье по таким 
ценам, чтобы получить такую же прибыль, как и в случае, если бы 
из проданного сырья была изготовлена продукция, а для этого ко
ординаты вектора с должны быть равны координатам вектора Ку
н а —  Таккера у*.
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§ 1.7. Графическое решение задач 
математического программирования

Самыми наглядными методами решения задач математическо
го программирования являются графические. Но они приемлемы 
только для функций двух и иногда трех переменных.

Рассмотрим два примера.
Пример 1. Минимизировать функцию

Получили задачу нелинейного математического программиро
вания. Прежде всего построим по условиям-ограничениям допу
стимую область D  — множество точек (хьхг), удовлетворяющих 
ограничениям задачи. Ограничение g(x)> 0  определяет область

при / ( » - !  и / М - 2  линии Рис- 1А  Графическое решение

Градиент функции V /(x) на
правлен в сторону дуги ЛВС, и функция / (х) будет иметь мини
мальное значение в точке касания линии уровня к дуге ABC. По
скольку линии уровня отсекают на осях X] и Х2 равные отрезки, то 
координаты точки касания равны 1-cos(ti/4) = rs in (T i/4 ) = V272. 
Получили решение задачи:

f { x )  =| xi -  2 1 + 1 x2 - 2 1
при ограничениях

g(x) = X| -  лд > 0, h(x) = a ,2 + x\  -1  = 0 .

«внутри» параболы x\ =x%f 
ограничение h(x) = 0 — окруж
ность единичного радиуса с 
центром в начале координат 
(рис. 1.9). Допустимая об
ласть D  этой задачи —  дуга 
ABC  окружности. Чтобы найти 
точку, в которой функция / (х) 
принимает минимальное значе
ние на допустимой области D , 
построим линии уровня / (х ) , 
обозначенные штриховыми ли
ниями. В точке (2,2) / ( х )  = 0;

уровня образуют квадраты. задачи математического програм
мирования
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Нетрудно видеть, что то же решение будет и в том случае, если 
вместо условия h(x) = 0 рассмотреть условие g\ (X) = xj2 + х\  -1  < 0. 
Тогда допустимая область D  будет заключена между дугами ABC  
и АОС  (см. рис. 1.9). Однако минимальное значение функции f ( x )

jjt

в области D  будет достигнуто также в точке х  с координатами 
x t = y f l / 2 ,  Х2  = 'J2 / 2 .

Пример 2. Пусть в задаче о питании (см. § 1.1)

ci = 2 , 02 = 3, а ц = 1 , ап  = 5, «21=3, «22= 2,

аз1= 2, азг = 4, <241= 2, <242= 2, <251= 1, 1252 =0,

6i = 10 , 62= 12 , 63 =16, 64 = 6, 65= 1 .

Получили задачу линейного программирования: минимизиро
вать функцию

/  (X) = 2xi +3X2

при ограничениях:
a) xi + 5x2 ^  Ю; б) 3xi + 2хг ^  12; в) 2х] + 4x2 =^16;

г) 2xi + 2x2 ^  6; д) X] > 1; е) xi > 0, Х2 > 0.

Построим область, определяемую неравенствами-ограничения
ми задачи (рис. 1.10). Строим сначала прямую x i+ 5x2= 10  по 
двум точкам: хг = 2 при xi = 0, xi = 10 при Х2 = 0. Нанесем точки 
(0,2) и (10,0) на график и проведем прямую А В . Чтобы устано
вить, какая часть плоскости определяется неравенством 
xi + 5x2 > 10, подставим в него координаты точки (0,0). Получим

Рис. 1.10. Графическое решение задачи линейного программирования
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О >10 —  противоречие, т. е. неравенство определяет полуплос
кость, не содержащую точку (0,0). Стрелки, направленные от 
прямой АВ,  указывают эту полуплоскость. Аналогично строим 
области, соответствующие другим неравенствам. Неравенство 
xi > 0 можно сразу исключить, так как оно «поглощается» нера
венством xi > 1. Допустимой областью D  является заштрихованная 
выпуклая неограниченная многоугольная область. Чтобы найти оп
тимальную точку, построим одну из линий уровня целевой функции 
и ее градиент. Пусть с = 30, т. е. 2xi + 3x2 = 30 (штриховая линия), 
а градиент V / имеет координаты (2,3). Поскольку требуется опре
делить минимальное значение /  (х) на области допустимых значе
ний, то перемещаем линию уровня параллельно самой себе в 
направлении антиградиента до тех пор, пока она будет находиться в 
допустимой области D . Точка «выхода» линии уровня из допусти
мой области является той точкой, где / ( х )  примет минимальное 
значение: х * = (2 ,3); /тш (х*) = 2-2+ 3-3 = 13.

На рис. 1.10 видно, что задачи математического программиро
вания могут не иметь решения и могут иметь бесконечно много 
решений. Если бы при тех же ограничениях, какие были заданы в 
условии задачи, потребовалось максимизировать целевую функ
цию / (х), то линию уровня пришлось бы перемещать в направле
нии градиента V /. Очевидно, в этом случае решения не существу
ет, поскольку множество D  не ограничено.

Теперь рассмотрим другую целевую функцию этой же задачи. 
Пусть требуется минимизировать функцию / ( x )  = 3 x i+ 2x2. Оче
видно, что линии уровня будут параллельны прямой 3xi + 2x2 = 12, 
т. е. линия уровня «выйдет» из допустимой области по отрезку 
прямой CD : все точки отрезка будут являться решениями задачи 
(бесконечное множество решений).

При решении задачи линейного программирования может ока
заться, что ограничения противоречивы. Например, если ограниче
ние г) записать в виде 2xi + 2x2̂ 6, то это неравенство будет описы
вать полуплоскость, включающую точку (0, 0), не имеющую общих 
точек с другими полуплоскостями (с решением неравенств а) в)). 
Решение задачи в данном случае также не существует.
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§ 1.8. Методы безусловной оптимизации

Задачи математического программирования в некоторых слу
чаях можно свести к безусловной минимизации целевой функции 
/(х ) ,  т. е. поиску локального минимума этой функции. Если ло
кальный минимум на каком-то этапе не является и глобальным, то 
поиск глобального минимума и других локальных минимумов 
должен быть продолжен, при этом выбирают другие начальные 
точки итерационных процессов.

Как правило, изложенные алгоритмы применяют для нахожде
ния точек минимума положительно определенной квадратичной 
формы гс-го порядка. Для других видов функций указываются 
условия их применимости.

Методы, использующие только значения функции

Пусть задана целевая функция (функция качества) / (х ) ,  про
изводные которой могут быть разрывными либо не вычисляться 
явно. Такая ситуация возможна, например, если значения функции 
/ (х) заданы в табличной форме. В этом случае рассматривают два 
подхода: методы поиска и методы сопряженных направлений.

В методах поиска в основном используются одномерные 
пробные шаги. Эффективность методов поиска возрастает с уве
личением степени сепарабельности функции задачи. Например, 
задача минимизации функции f i x )  = xf +IOOOOX2 методами по
иска решается в два этапа несмотря на то, что линии уровня этой 
функции очень вытянуты (образуют овраг) и движение по любо
му направлению, не параллельному главной оси, весьма затруд
нено.

Методы сопряженных направлений обеспечивают достижение 
минимума положительно определенной квадратичной формы раз
мерностью п за п2 шагов. Направления векторов sz и s, называ
ются сопряженными относительно матрицы G, если

slGsj = 0, / -У j .

В частности, метод покоординатного спуска является одним из 
методов сопряженных направлений. При использовании этого ме
тода точка минимума находится последовательно по одной из ко
ординат, когда другим координатам заданы фиксированные значе
ния. Для квадратичной функции порядка п этим методом можно
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достичь точку минимума за п итераций, если на одной итерации 
определяется точка минимума по одной координате.

Рассмотрим один из методов безусловной минимизации функ
ций, использующий только значения функции / (х ) . В этом мето
де применяется процедура аппроксимации матрицы вторых част
ных производных и градиента функции f { x )  за 0,5п(п + 1) итера
ций. Для положительно определенной квадратичной формы этот 
метод является точным. Фактически здесь реализуется метод Нью
тона (см. далее).

Пусть / (х) —  квадратичная форма, G —  ее матрица вторых 
частных производных V2/ ( x ) ,  V /(x) — градиент функции / ( х ) ,  
Ok = х*+| -  х к, где х* —  точка, полученная на к-й итерации. Тогда 
значение функции в точке х/,+| вычислим по формуле

Д х ‘+1) = / (* * )  + V1 Д х * ) + lo J G a * . (1.11)

Предположим, что для перехода от х к к хк 11 оптимизация ве
дется по направлению вектора Ок, т. е.

VT/(x * +I)a* = 0. (1.12)

Таким образом,

= + (1.13)

В силу равенств (1.11) и (1.13) имеем

V \ f ko k = - o TkGok

или

/ ( * “ ) = / (  (1.14)

С помощью формулы (1.14) можно получить диагональные 
элементы матрицы G , считая первые п направляющих векторов 
равными (1, 0,...,0),...,(0,0,...,1).

Пусть х° —  начальная точка, а векторы St-i при i = 1,2,...,п 
имеют координаты, равные единице на г'-м месте и нулю на 
остальных местах. Тогда хг+1 = х г - Я гхг , где число Kt выбирается 
так, чтобы минимизировать функцию / ( х )  по лучу у д , выходя
щему из точки х '-1; значения A.z , i = 1,2,...,л, могут иметь любой 
знак. Диагональные элементы вычисляются по формуле
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_ _ - 2( / V +1) -/(* * ') )  , _ П1 _ , , 11вч
g i + \ , i + \  „ 2  * * , . . . , Я  1 . ( 1 . 1 5 )

A,;

Для вычисления недиагональных элементов матрицы G по
ступают следующим образом. Пусть х к — х п (значение х п полу
чено после п шагов, совершенных для вычисления диагональных 
элементов). Для г =1,2 ,...,я и j  = i + \,...,n  положим

Sij в ;  +  С / ,

где et -—■ единичный вектор с единицей на г'-м месте.
Выберем Ху так, чтобы функция / (х) достигла минимума по 

направлению вектора s y , выходящему из точки х к. Тогда

_  2 ( - q x M ) + f ( x k ) ) - \ t m - t f g j j
2 XI ’ (1.16)

г = 1,2,...,и, у = 1+1,...,и.

Если квадратичная форма достигла минимума в выбранном 
направлении, то получим соответствующее Ху = О, В этом случае 
можно сделать малый произвольный шаг и продолжать считать по 
приведенным формулам.

Поскольку после очередного шага в г-м направлении движения 
Si-i = S,;, то вычисление градиента проведем по следующим фор
мулам:

Ш Х )  „ оf ( x n) Э /(х‘)
Т

7=1
Л “ Е -----= ^ ----- + Hgi j ( x ]  - х ) \
ОХ; ОХ; ОХ;

если только / (х) —  квадратичная форма, при этом учитываются 
условия

х ” =х) ,  j  = 1, 2,...,/; х*. = х ° , /  = г' + 1,...,я.

Следовательно,

I g i i W - f y -  0-17)
ОХ; j - j  11

Градиент в точке х” можно получить, если вычислены все
элементы матрицы G . Для любой другой точки у

V /(y) = V /(x ”) + G (y -x " ) . (1.18)
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После того как матрица G вычислена, по формуле (1.18) мож
но получить V f ( y )  и вычислить направление -G~lVf(y) .  Точка 
у  -  G~lV f ( y )  будет безусловным минимумом положительно опре
деленной квадратичной формы.

Пример. Необходимо решить следующую задачу:

1 Г2 Л/ ( х )  = (1, 1)х + — хт х —>mia
2 yl  1 j

Определим диагональные элементы матрицы G .
Положим х°= (0 ,0 ); тогда / ( х ° )  = 0. Пусть = (1,0). Тогда 

А.о = -1/2, По = ( -1 /2 ,0)т, х 1 = (-1/2,0), / ( х 1) = -1/4. По формуле 
(1.15) имеем gn = 2.

Пусть J i=  (1,0). Тогда получим Xi = —1/2, СЦ = (0,-1/2)т , 
х2 = (-1 /2 ,-1 /2), / ( х 2) = -3/8. По формуле (1.15) имеем g 22 = 1.

Переходим к вычислению недиагональных элементов матри
цы G .

Пусть 52 = (1,1). Тогда Яз=1/10, х3 = (-2 /5 ,-2 /5),
/ ( х 3) = -2/5. По формуле (1.16) имеем gi2 = - l .  Все элементы 
матрицы G найдены.

Для вычисления градиента V/ '2 воспользуемся формулой 
(1.17): '

,2 ч /
У 2 Д = g l2( 4  - 4 ) = 1  (  Д + о ) =dxi v 2 у 2

По формуле (1.18) имеем

V /(x3) =

f  2  ̂
5 
2

5 у

+
Т
2

1
\ 2 у

дДх  )
0X2

f 1Л 
5
1
5 /

0.

Это значение точное. Теперь получим точки искомого безусловно
го минимума:

х3 -  С?-1 V /(х3) = 5 Г 1 _11 5 [
2

1—1 1 1 - ь
с 5у 1

Задача решена.
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Методы, использующие первые производные

В методах минимизации функции / (х), в которых используют
первые производные, учитываются только линейные члены разло
жения функции / ( х )  в ряд Тейлора. Поэтому эти методы иногда
называют линейными методами.

1, Градиентный метод. Численным методом безусловной ми
нимизации функций является градиентный метод с алгоритмом

хМ = х г _ Х . Щ ^ 1 > / = 0, 1, 2,..., (1.19)
ох

где х° —  начальное приближение, Xt — шаговый множитель на /-й
d f (х*) ■ ■итерации, —- = V /(x 2) — градиент функции / ( х )  в точке х‘ .

ох
Очередное приближение х2+1 получается из предыдущего х1 пу

тем движения в направлении антиградиента (в направлении наибо
лее быстрого убывания функции /  (х) в окрестности точки х2).

Наиболее широко распространены две модификации градиент
ного метода:

1) простой градиентный метод, где шаговый множитель X или 
остается постоянным на протяжении всей итерационной процеду
ры, или изменяется через какое-то число итераций;

2) метод наискорейшего спуска, в котором на каждой итерации 
шаговый множитель выбирается из условия минимума функции в 
направлении антиградиента, т. е. минимальное значение А,г > 0 
выбирается из условия

 ̂ Х>0Эх
х

V Эх
/ = 0,1,2,...

В этой процедуре соседние градиенты ортогональны, т. е.

VT/ ( x 2+1 )Vf  (x2) = 0 для всех i.

Доказано, что всякая предельная точка х последовательности 
{х2} стационарна, т. е. V /(x ) = 0,

Выбор шагового множителя А,г можно проводить и другими 
методами, в частности методом дробления. Если вектор х* указы
вает направление убывания значений функции / (х ) , то дробление 
шагового множителя осуществляется следующим образом.
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Выбираются некоторые константы (3>0,  0 < а < 1  (часто 
ос = 1/2 ). При X = р проверяется условие

f ( x k +Xsk) < f ( x k).

Если оно выполнено, то полагают Хк = (3. Если не выполнено, 
производится дробление шагового множителя, т. е. принимают 
Хк = оср. Далее вновь проверяется выполнение приведенного 
условия. Процесс дробления продолжается до тех пор, пока приве
денное условие выполнится. Этот процесс не может быть беско
нечным, поскольку вектор Sk указывает направление убывания 
значений функции / (х).

Если проверяемое в процессе дробления шагового множителя 
условие оказывается выполненным на первом шаге при значении 
X = р, то иногда бывает полезно увеличить шаг, положив X = цр. 
где ц > 1. Может оказаться, что умножение на ц следует повто
рить несколько раз. Последнее значение X, при котором произо
шло уменьшение значения функции /(х ) ,  и принимают за Хк.

Градиентный метод имеет следующие недостатки, затрудняю
щие его применение на практике.

1. При минимизации положительно определенной квадратич
ной формы этот метод, вообще говоря, бесконечен.

2. Каждая итерация выполняется независимо от других, т. е. 
информация не накапливается и не используется для увеличения 
скорости сходимости итерационного процесса.

3. Скорость сходимости итерационного процесса во многом за
висит от вида функции / ( х ) . Если отношение наибольшего соб
ственного значения матрицы G вторых частных производных 
функции к наименьшему (коэффициент обусловленности матри
цы G ) в некоторой точке минимума велико (овражная функция), 
то траектория наискорейшего спуска в окрестности такой точки 
состоит из коротких зигзагообразных кусков. Возможно, понадо
бится сделать тысячи таких же шажков, прежде чем будет достиг
нута достаточная близость к предельной точке. Если коэффициент 
обусловленности матрицы G близок к единице, то линии (поверх
ности) уровня функции / (х) принимают вид окружности (сферы) 
и градиентный метод быстро сходится к точке минимума. Поэтому 
в ряде случаев целесообразно перейти к новой системе координат, 
чтобы поверхности (линии) уровня функции / ( х )  приняли вид, 
близкий к виду сфер (окружностей).
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Для увеличения скорости сходимости и для минимизации 
овражных функций применяется метод «тяжелого шарика»:

х г+1 =  х ‘ -  X i V f i x 1) +  |3<У -  х'""1), 

где коэффициент подбирается в числовом эксперименте, 0 < (3 < 1.
2, Метод сопряженных направлений, Как уже отмечалось ра

нее, векторы Si и sj называются сопряженными относительно 
матрицы G , если sJGsj  =0 , / Ф /.

Пусть функция / (х) имеет вид

f ( x )  = bTx + ^ x TGx, (1.20)

где G —  положительно определенная матрица, b —  вектор коэф
фициентов при линейных членах.

Пусть so,...,sn-\ ■— ненулевые векторы и числа k t таковы, что

f ( x k+l) =  f  Х °  +  £ ^  +  X fc S fc l  

V 1= о )
есть минимум функции / ( х )  в направлении вектора s*, если 
начинать движение от точки

к-\
х к = х° + ^XiS i ,  к = 

i=о
Точка х” будет безусловным минимумом функции / ( х )  на 

всем пространстве, если 5о,-й,...,5п-1 —  сопряженные векторы.
Теперь задача состоит в подборе подходящих сопряженных 

векторов. В этом случае положительно определенная квадра
тичная форма размерности и минимизируется за п или менее 
шагов.

Пусть х° —  начальная точка и so = -V /(x ° ) . Обозначим через 
хг+1 точку минимума функции f  (х) на луче, выходящем из х 1 в 
направлении вектора st.

Положим

о _ I W +‘) f  
г |V / (x i)p '

Новый вектор Si+i вычисляется по формуле 

Si+i = - V /( x J+l) + piSi.
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Векторы Si, г = 0,1,...,л -1 , оказываются сопряженными, если 
функция / ( х )  задана в форме (1.20). Этот метод получил название 
метода сопряженных градиентов.

Алгоритм метода сопряженных градиентов можно представить 
в виде

xi+1 = x l -XiSi+i, г = 0,1,2,...,

= V / (х°), si+1 = V / (х°) + ,

о _  | У / ( ^ ' ) | 2 

1 |V /(x ‘_1)[2 '

Значение шагового множителя л г находится из условия 

x f ( x l -  XiSi+1) = m in/ (xl -  ksi+i).

Анализ сходимости последовательности (хг} к точке миниму
ма показывает, что метод сопряженных градиентов имеет пример
но такую же область сходимости, что и метод наискорейшего 
спуска, но скорость сходимости —  квадратичная. Метод сопря
женных градиентов может быть применен к функциям произволь
ного вида. Однако в данном случае рекомендуется производить 
обновление направления вектора s, либо через п +1 шагов, либо 
подобрать время обновления направления в числовом эксперимен
те, т. е. при обновлении направления в точке х к вновь выбрать 
вектор Sk+i = Vf ( x k).

Метод переменной метрики

Этот метод обеспечивает сходимость к точке минимума за п 
шагов для положительно определенной квадратичной формы по
рядка п.

Пусть х° — начальная точка, Щ  —  произвольная положи
тельно определенная матрица, являющаяся начальным приближе
нием обратной матрицы вторых частных производных функции 
/ ( х )  в точке х°. Обозначим через 5г ненулевой направляющий 
вектор, полученный на г-й итерации, S i = - H i V f ( x l), о, =A,5/,

/ -Р1 / .х = х + а г, вектор 5, является линеино независимым со всеми 
предыдущими векторами 5о,...,5г-ь  Общее требование к векторам 
Si следующее:
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VT/ (У )Si < 0 для всех /.

Здесь Xi выбирают так, чтобы минимизировать функцию ,/ (х) в 
направлении вектора s , , выходящего из точки х1. Поскольку мат
рица Hi положительно определена, то шаговый множитель А,2- 
должен быть больше нуля, если только х 1 не является точкой ми
нимума функции / (х).

Пусть y i  =  V/(x*+1) -  V/(x*). Тогда очередное приближение 
обратной матрицы вторых частных производных функции / ( х )  
вычисляется по формуле

G i G i  H i y t y J H i
H i+i = H i +■

Gi yi yi H , y }

Если матрица Hi  положительно определена, то матрица Н м  
тоже положительно определена, а этим и обеспечивается убывание 
функции / ( х )  на каждом шаге. Векторы ао,сть ....а„_1 сопряжены 
относительно матрицы А , если функция / ( х )  задана в виде (1.20). 
В методе переменной метрики существует большая свобода в вы
боре Si и Hq.

Рассмотрим модифицированный метод переменной метрики. 
В данном методе новое приближение для обратной матрицы вто
рых частных производных / (х) имеет вид

Н м  = H i + {Gi - H iy i){yJ{Gi - H iy i))-l{ G l - y ] H l\  i = 0,1,2,...

Если у!{щ  —Hiyi) = 0, то новое приближение для Hi  не вы
числяют, а только выбирают новые направления движения. По
этому полагают, что у] (а,- -  ф 0 .

После п преобразований матрицы Н  выбирают направление 
вектора sn = - H nV f ( x n) . Тогда x"+1 будет искомым безусловным 
минимумом положительно определенной квадратичной формы. 
В этом методе на каждой итерации добавляется только один член к 
текущей обратной матрице вторых частных производных функции
f i x ) .

Пример 1. Минимизируем функцию, являющуюся квадратич
ной формой:

1 (2д х )  = (1, 1) х + - х т ;
2 V1 V

х —э min.
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Пусть л;0 =  (0, 0)т, # 0 О О 
О О |. Тогда V /(x°) = ( l , 1)т.

Пусть Jo = (-1» 0)т. Получим

То

Х° - 2 ’ ст» - ( 4  ° )  ■

*'=(0, 0)’ + (-I o)T=(-I,o)T, v/'-(o,±)\

= ( о , | ) ' - 0 , 1Г  = ( - 1 , - 1 ) Т, а „ - Я „ у „ = ( - 1  о)1,

Уо(с?о-Яоуо) =  # 1  =

Пусть ji = (О, - 1 ) т. Тогда

(  - 1Л 
2

°у
2 | - t ,  0 | =

a t

v° Оу

Х'=Ь «Н°>4 •
(4 o)T+ ( ° , - i ) T ( - I  - i f ,  о)’

Н-Н-ИИ-МГ
<7| ~Н \у\

Л ^
2 
_1

' и

г 1 Л 
4 
\

У~2 )

тГ(°i - Н \ у \ )

н 2 =
( 1 > f 1 л

0 А
2 +

Ю 
J

1 °
V

Матрица Н 2 равна обратной к матрице ?!}
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На последнем шаге получаем безусловный минимум

'  п  . - п Г Лт - 2 
1

\ ~ 2 ;

+ -1 -П
Решение получено.

Если известна какая-нибудь квадратная подматрица порядка 
п — г матрицы вторых частных производных порядка п функ
ции f { x ) i то для минимизации положительно определенной 
квадратичной формы потребуется только п +1 шагов алгоритма 
переменной метрики (при выполнении предыдущих предполо
жений).

Пусть, например, известны вторые частные производные

d2f(x)
dxidx;

, г,у = 1,2,..., л - г .

Обозначим квадратную подматрицу матрицы, составленной из 
вторых частных производных, через G. Тогда

G = V 2f  =
Г 'А  \G а
а

Имеем

ч-i
О

\  Г 1 Л —G а { - a 1 G Ха + Ъ)~1 { -a 1 G \ l \

где I  —  единичная матрица. Здесь второе слагаемое есть матрица 

ранга г. Ее можно найти за г шагов. При известной матрице G 1
можно вычислить G 1.

Единственное отличие этого метода от прежней вычислитель
ной процедуры состоит в том, что матрица Н$ берется в виде

Я 0 =
О

Переход от матрицы Hk к Н^м выполняется, как и прежде, но 
теперь Нь положительно полуопределена и не станет положи
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тельно определенной до тех пор, пока не будет полностью получе
на обратная матрица.

Достоинство метода переменной метрики состоит в том, что с 
его помощью удается решать задачи большой размерности, струк
тура которых такова, что можно вычислить вторые частные произ
водные лишь для части переменных, а не для всех. Для задач 
большой размерности возможность провести минимизацию менее 
чем за п шагов существенна.

Пример 2. Минимизируем ту же функцию, что и в предыду
щем примере:

/ 0 ) = (1, 1)х + ̂ -х 2 1

Допустим, что диагональный элемент gn  матрицы G известен 
и равен 2.

Пусть Но 1/2 О 
О О

л
, х° =(1,  —2)т. Тогда / ( х ° )  = (1, 0)т.

Если Л'о = (-1 , -  Г)1, то

4 _ I i f  v p J l  _ Т Т
5 s 5 I ’ J 15 J 5

Go -  Hoyo
r -1 Л 

5 
J.

\ ' 5 J

a  j  
0 0v

2 \
Т

7 )
э У> =

3^ f °
5 10
2 2
5 /

0

, Yo 50'

Найдем обратную матрицу:
г 1 л

Н\  —Г  <0
2

v0 0,
+ 10

_2_

V ю.

50 ( i -  - i i V ,  ■;)■

Отсюда видно, что уже после первой итерации мы получили иско
мую обратную матрицу.
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Использование вторых частных производных

Рассмотрим обобщенный метод Ньютона, в котором исполь
зуются вторые частные производные минимизируемой функции 
/ (х ) , т. е. учитывается дополнительная информация о форме по
верхности / (х ) . Предположим, что матрица вторых частных про
изводных G(x) = V 2f ( x ) невырождена. Итерационный процесс 
отыскания точки минимума функции / (х) имеет вид

хг+1 = х г‘ (1. 21)

где шаговый множитель А,,- > 0 выбран так, чтобы минимизиро
вать / ( х )  по направлению вектора -G *1(x ')V /(x?) от точки х'. 
Если Ач =1, то получим «чистый» метод Ньютона. Идея метода 
состоит в следующем: функция / ( х )  заменяется двумя первыми 
членами ее разложения в ряд Тейлора и полученная квадратичная 
форма минимизируется.

Если / ( х )  —  положительно определенная квадратичная фор
ма, то итерационный метод (1.21) при А,] =1 позволяет достичь 
минимум за один шаг. Если / ( х )  —  произвольная выпуклая 
функция, то итерационный процесс (1.21) гарантирует ее моно
тонное убывание от итерации к итерации.

Однако метод Ньютона имеет следующие недостатки:
1) не всегда существует матрица, обратная к G(x);
2) в невыпуклых функциях, т. е. когда матрица G(x) не являет

ся положительно определенной, не гарантировано монотонное 
убывание функции, если точка х1 не близка к точке минимума; 
тогда получим А,г = 0 и процесс остановится в точке хг;

3) для некоторых функций с непрерывными вторыми частны
ми производными бывает сложно аналитически вычислять про
изводные.

В модифицированном методе Ньютона эти недостатки пыта
ются устранить. Направляющий вектор $i вычисляется двумя спо
собами. В обоих случаях хг+1 = х г -ьА.^-, причем шаговый множи
тель А.г выбран наименьшим из всех А,>0, для которых точка 
х' +А,iSi является локальным минимумом функции f ( x ‘ +А,Si).

Эти два способа выбора вектора ,уг следующие:
1) если матрица G(x‘) имеет отрицательное собственное зна

чение, то Si -  такой вектор, для которого
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s?G tf)S i < 0, хгу / ( х г) < 0; (1.22)

2) если все собственные значения матрицы G{xl ) больше или 
равны нулю, то выбираем s так, чтобы было либо

G (x '>  = 0, 5,TV /(x I) < 0, (1.23)
либо

C?(x> = -V /(x ‘). (1-24)

Одновременно условия (1.23) и (1.24) выполняться не могут.
Единственным случаем, когда с помощью правил 1) и 2) нельзя 

указать ненулевой направляющий вектор s , является тот, когда 
G(xl) —  положительная полуопределенная матрица и V /(x ')  = О, 
т. е. когда мы находимся в точке, удовлетворяющей необходимым 
условиям первого и второго порядка безусловного локального ми
нимума функции / (х).

Для невыпуклой функции несколько итераций по направлению 
вектора, удовлетворяющего условию (1.22), могут привести к зна
чительному ускорению сходимости процесса минимизации.

Однако правила 1) и 2) не гарантируют, что полученная после
довательность {х1} будет иметь предельные точки, удовлетворя
ющие необходимым условиям минимума.

В общем случае алгоритм модифицированного метода Ньюто
на имеет следующий вид.

1. Приводим матрицу G(xl) к виду

G(xi) = LiDiLf,

где Ц  —  невырожденная нижняя треугольная матрица, Д  —  диа
гональная матрица.

2. Если все диагональные элементы матрицы Д  положитель
ны, то берем

sl =-G-'tf)Vf(x‘).
3. Если некоторые диагональные элементы матрицы Д  отри

цательны, то решаем уравнение Ц ( = сц, где щ — вектор-столбец, 
/ - я компонента которого равна нулю, когда j -й диагональный эле
мент матрицы Д  больше нуля, и равна единице, когда j -й диаго
нальный элемент матрицы Д  не больше нуля. Положим st = t при 
Н У /(х1) < 0 и Si = —t в остальных случаях. Отметим, что Si удо
влетворяет условию (1.22).
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4, Если все диагональные элементы матрицы Д  неотрица
тельны и по крайней мере один из них равен нулю, выбираем s по 
формуле (1.23) или (1.24).

Пример 1. Минимизировать функцию

Д х )  = 100(х2 -  х 2)2 + ( l - x i ) 2 +90(х4 - *з)2 + (1 -х з )2 +

+ 10,1[(х2 - I ) 2 + (х4 - 1 ) 2] + 19,8(х2 - 1 )(х4 -1).

Теоретическое решение следующее:

х*=(10, 10, 10, 10)т, Д х*) = 0.

Берем х° = ( - 3 , - 1 , - 3 , -1 )т. Обычные метод наискорейшего 
спуска и метод Ньютона приводили к решению, далекому от ис
тинного:

х* = (-1 ,07, 1,116, -0 ,8 6 , 0,76)т

при Д х )  = 7,89 .
В этой задаче матрица вторых частных производных имеет от

рицательное собственное значение. Для решения модифицирован
ным методом Ньютона потребовалось 24 итерации; на третьей и 
шестой итерациях использовалось условие (1.22), в остальных 
случаях применялся метод Ньютона.

Пример 2. Минимизировать функцию

/( х )  = (х14 - 3 ) 2 +х^.

Пусть х° = (10_3,102) — начальная точка.
Метод наискорейшего спуска приводит решение в окрестность 

точки (0, 0).
В модифицированном методе Ньютона учитывается, что мат

рица

#о
О Д  —72-10-6 0 V l  о

v0 1, v 0 12-102у v0 1,

имеет отрицательный диагональный элемент.
За счет выбора направляющего вектора движение идет перпен

дикулярно направлению оси Х2 . Первая итерация приводит к точ
ке х1 = ( \ /3 ,10), причем матрица вторых частных производных 
положительно определена. После восьми итераций получаем
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х8 = (1,316,1,535-10 6), / ( х 8) = 8,08-10~16. Точное решение сле
дующее: х* = (\/з, 0), Д х*) = 0,

Сравнение обычных методов наискорейшего спуска, сопря
женных градиентов, переменной метрики, обобщенного метода 
Ньютона показывает, что наиболее «медленным» является метод 
наискорейшего спуска, наиболее «быстрым» —  метод Ньютона. 
Так, в одном из примеров в процессе определения точки миниму
ма функции обычного вида (не квадратичной формы) метод 
наискорейшего спуска не имел сходимости даже после 151 итера
ции, когда счет был прекращен; метод сопряженных градиентов 
сошелся за 40 итераций, метод переменной метрики —  за 28, ме
тод Ньютона —  за 8. Объем вычислений, проводимых за одну ите
рацию, примерно одинаков для всех методов.

При минимизации овражных функций, когда велик коэффици
ент обусловленности для матрицы вторых производных миними
зируемой функции, процесс минимизации «останавливается» на 
дне оврага, не достигая точки минимума. Пусть это будет точка 
А\. Затем из новой точки, удаленной от начального нулевого при
ближения, начинается новый процесс поиска точки минимума. Он 
«остановится» в точке А%. По прямой А\Аг в сторону точки с 
меньшим значением функции / ( х )  делается шаг, т. е. задается 
шаговый множитель, значение которого выбирается эксперимен
тально, но должно быть больше значения шагового множителя 
градиентного метода. Из полученной точки делается спуск в точку 
Аз. Затем движение происходит по прямой А2Аз и т. д.
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ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

§ 2.1. Математическая постановка задачи 
линейного программирования

В общем виде задачи математического программирования ре
шить практически невозможно. Целесообразно рассматривать от
дельные классы (виды) задач. Удается сформулировать алгоритм 
решения, приемлемый только для определенного класса задач. 
Наиболее разработанными в математическом программировании 
являются методы решения задач линейного программирования (ЛП).

В задачах ЛП целевая функция линейна, а условия-ограниче
ния содержат линейные равенства и линейные неравенства, в 
частности в них могут входить условия х > 0 или не входить. 
Примерами задач линейного программирования являются уже 
сформулированные в гл. 1 задача о питании, транспортная задача и 
т. п. Одна и та же задача ЛП может быть записана в различных 
формах. Говорят, что задача ЛП записана в канонической форме, 
если все ее ограничения, кроме x j  >0, /  = 1,2,..., п, представляют 
собой равенства. Если все ограничения имеют вид неравенств, то 
задача записана в стандартной форме.

Для записи задачи линейного программирования в различных 
формах применяются следующие приемы.

1. Точку минимума функции f ( x )  можно находить как точку 
максимума функции - / (х).

2. Ограничения в виде неравенств
П

Y,aijXj>bi, i = l,2 ,..., т,
У=1

можно представить в виде равенств
П

Yua4xi ~ х‘ = t>i,
j=i

используя новые переменные хг, г = п + 1, п + 2,..., т, х,- > 0, назы
ваемые слабыми.

Для неравенства
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;=i
можно добавить слабую переменную хг и получить равенство

П
X  QijXj + Xi = bi. 
j=l

П
3. Ограничение в виде равенства X  avxj = bi можно заменить

j =i
двумя неравенствами:

П П
2>,ух,- >/?,, X  QijXj <bi. 
j =l y=i

Если имеется т равенств ^а^-ху = bi, г = 1,2, их можно за-
}=1

менить /и + 1 неравенствами

и т (  п ^

Z  ^ /Л7 ^  *= 1 > 2 , m,  X  Z  "У Л'У “  Ь
y=i i= iv=1 У

<0.

4. Если на величину переменной x j, j  = 1 , 2 , л, не наложе
но условие неотрицательности, ее можно заменить двумя неотри
цательными переменными xj и x j , положив

Xj = x j  -  х], x j  > 0, x j > 0.

Если имеется п таких переменных ху, /  = 1, 2 , п, то их можно 

заменить п +1 неотрицательными переменными х] и хо, положив

Xj = X1/ -  Хо.
Система ограничений в виде равенств и неравенств задает вы

пуклое множество — выпуклый многогранник. Это множество 
может быть ограниченным и неограниченным. Целевая функция 
задачи ЛП является выпуклой функцией. Таким образом, задача 
линейного программирования является частным случаем задачи 
выпуклого программирования.

Рассмотрим систему ограничений задачи ЛП в виде равенств
П

х  OijXj =bi, 1 = 1,2,..., m, п > т. (2.1)
j = i
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Система (2.1) линейных уравнений называется совместной, ес
ли она имеет по крайней мере одно решение. Система (2.1) назы
вается избыточной, если одно из уравнений можно выразить в ви
де линейной комбинации остальных. Система (2.1) несовместна, 
если ранг матрицы || ац ||, i = 1, 2,..., т, j  = 1,2,..., п, равен г, ранг 
расширенной матрицы этой системы (с присоединенным столб
цом bi) больше г.

В системе (2.1) число п переменных (неизвестных х ) больше, 
чем число т уравнений. Предположим, что ранг этой системы ра
вен т (система неизбыточна) и что система (2.1) совместна. Тогда 
т переменных из общего их числа образуют базисные перемен
ные, а остальные п — т переменных называют свободными. Си
стема (2.1) в этом случае будет иметь бесконечно много решений, 
так как свободным переменным можно задавать любые значения, 
для которых находят значения базисных переменных. Решение си
стемы (2.1) называют базисным, если все свободные переменные 
равны нулю. Если система уравнений имеет решение, то она имеет 
и базисное решение. Решение системы уравнений (2.1) называют 
допустимым, если все его компоненты неотрицательны. Если си
стема линейных уравнений обладает допустимым решением, то 
она имеет и базисное допустимое решение. Совокупность всех до
пустимых решений системы (2.1) есть выпуклое множество, или, 
другими словами, множество решений задачи линейного програм
мирования выпукло. Поскольку это множество образовано плоско
стями (гиперплоскостями), то оно имеет вид выпуклого много
гранника, Базисное допустимое решение соответствует крайней 
точке выпуклого многогранника (его грани или вершине).

Если существует оптимальное решение задачи линейного про
граммирования, то существует базисное оптимальное решение.

Целевая функция задачи ЛП есть уравнение плоскости (или 
гиперплоскости для более трех переменных). Пусть в вершинах 
(крайних точках) выпуклого многоугольника мы установили 
«столбы», высота которых определяет значение целевой функции 
в данной вершине. На эти «столбы» наложим плоскость (графиче
ское представление целевой функции). Очевидно, что максималь
ное и минимальное значения целевая функция задачи линейного 
программирования достигает либо в вершине выпуклого много
гранника, либо на одной из его граней. Таким образом, решением 
(решениями) задачи ЛП является точка, находящаяся в вершине 
выпуклого многогранника. Значит, для того чтобы найти решение,
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необходимо вычислять значения целевой функции в вершинах вы
пуклого многогранника, заданного условиями-ограничениями за
дачи.

§ 2.2. Симплекс-метод — основной метод решения задач 
линейного программирования

Рассмотрим задачу линейного программирования, записанную в 
канонической форме:

П
/ ( х ) =  X  c j x j  ~ > m in  
' j = i

при условиях
п
Ysaijxj = bi, i = l , 2 , . . . ,  от, т < п, Xj>  0,  у  =  1 , 2 , . . . ,  п.
7=1

Предположим, что решение этой задачи существует. Чтобы 
найти оптимальное решение, необходимо найти допустимые ба
зисные решения, а из них выбрать оптимальное базисное решение. 
Для этого мы должны поочередно из столбцов матрицы || ад ||,
i = 1, 2,..., т, j  = 1, 2,..., п, выбирать т столбцов и решать систему 
т уравнений с т неизвестными. Такой метод требует решения 

п 1C Tfl Vп = -------------  систем уравнении, что практически невозможно
т\(п — ш)!

даже для небольших значений п.
В 1949 г. американский математик Дж. Данциг разработал 

симплекс-метод, ставший основным для решения задач линейного 
программирования.

Приведем пример использования симплекс-метода для реше
ния следующей задачи. Минимизировать функцию

f i x )  = 3 -  Х4 + *5
при ограничениях

Х2 + 2х4 + 3x5 - 7  = 0,

Хз -  Х4 -  3x5 - 2  =  0,

Xi + Х4 + Х5 — 2 = 0,

XI > 0 ,  Х2 >  0,  Хз > 0 ,  Х4 >  О, Х5 >  0.
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Определитель матрицы, составленной из коэффициентов при 
неизвестных x i , х.2 , хз в условиях-ограничениях, имеет вид

О 1 О
0 0 1
1 О О

и не равен нулю. Поэтому ранг матрицы ограничений равен трем, 
базисными переменными являются x i , Хг, Хз, а свободными пе
ременными ---- Х4 , Хз .

Выразим базисные переменные через свободные:
Xi = 2 — Х4 — Хз,
Х2 = 7 — 2x4 — Зхз,
Хз = 2  +  Х 4  + Х 5 .

Базисное решение X] = 2, хг = 7, хз = 2 (при нулевых значени
ях свободных переменных Х4 и xs ) в данном случае является до
пустимым (значения x i , х г , хз положительны). Значение целевой 
функции при таких значениях переменных есть / ( х )  = 3, но оно 
может быть уменьшено, если увеличить значение переменной Х4, 
входящей с отрицательным коэффициентом. Очевидно, что увели
чивать Х4 можно до тех пор, пока не будут нарушены усло
вия-ограничения задачи, в частности пока переменные Xi, Х2 и хз 
будут неотрицательны. Например, если Х4 = 2 , хз = 0, то xi = О, 
Х2 = 3, хз = 4 —  новое допустимое решение. При Х5 = 0 имеем 
Х[ = 0, если Х4 = 2; лэ = 0, если Х4 = 3,5; х з=0 ,  если хц = -2. 
Чтобы ни одна из переменных xi, Х2, хз не стала отрицательной, 
необходимо выбрать наименьшее положительное отношение эле
ментов столбца свободных членов к соответствующим коэффици
ентам при Х4. Если Х4 = 2, то значение xi становится равным ну
лю, таким образом xi переводим в свободные переменные, а 
Х4 = 2 —  в базисные переменные. Ограничения и целевую функ
цию теперь необходимо выразить через Х[ и x s :

Хз = 2 — Xi — Х5,

Х2 = 3 + 2xi -  Х5 ,

хз = 4 -  xi -  2x5,

f  (х ) — 3 — 2 +  Х 1 + Х 5  + Х 5  = 1 +  X i +  2X5 •
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В данном случае любое увеличение значений свободных пе
ременных х\ и Х\ ведет к увеличению (но не к уменьшению) зна
чений целевой функции, т. е. получили оптимальное решение:

х\ = 0 , Х5 = 0, Х2 = 3, хг = 4, ха = 2,

Упип (^) 1 "

Какие выводы можно сделать из этого примера? Во-первых, 
необходимо так разделить базисные и свободные переменные, 
чтобы получить допустимое базисное решение, а затем выразить 
базисные переменные и целевую функцию через свободные пере
менные. Во-вторых, по знаку коэффициентов при неизвестных в 
целевой функции следует определить:

а) достигнуто ли уже оптимальное решение (т. е. нет отрица
тельных коэффициентов);

б) значение какой переменной надо увеличить, т, е, какую пе
ременную следует перевести в свободные.

Другими словами, определяя минимальное положительное 
отношение элементов столбца свободных членов к коэффициентам 
при новой свободной переменной, находим базисную переменную, 
которую необходимо перевести из базисных в свободные. После 
этого выражаем условия-ограничения и целевую функцию через 
новые свободные переменные.

Процесс повторяют до тех пор, пока не будет получено опти
мальное решение. Если среди коэффициентов при неизвестных в 
целевой функции существует положительный, а все коэффициенты 
в условиях-ограничениях в соответствующем столбце неположи
тельны, то задача линейного программирования не имеет оптималь
ного решения, минимальное значение целевой функции равно — .

Полученные результаты можно сформулировать в виде следу
ющих теорем:

Теорема 1. Если множество допустимых решений задачи ли
нейного программирования в стандартной форме не является пу
стым, то это множество содержит допустимое базисное решение.

Теорема 2, Множество допустимых решений задачи линейно
го программирования является выпуклым.

Теорема 3. Допустимые базисные решения задачи линейного 
программирования в стандартной форме являются крайними (уг
ловыми) точками множества ее допустимых решений.
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Теорема 4. Крайние (угловые) точки множества допустимых 
решений задачи линейного программирования в стандартной фор
ме соответствуют допустимым базисным решениям.

Замечание. У множества допустимых решений задачи линей
ного программирования, где ранг системы L < N  числа перемен
ных, число крайних точек, а следовательно число допустимых ре-

Т N1шений, конечно и не превышает C t  = -------------- .
N L l( N - L ) l

Теорема 5. Если в некоторой точке множества допустимых 
решений задачи линейного программирования ее целевая функ
ция достигает оптимума, то она будет принимать оптимальное 
значение хотя бы в одной крайней точке множества допустимых 
решений.

Если целевая функция достигает оптимума в нескольких край
них точках множества допустимых решений, то она достигает оп
тимума и в любой их выпуклой комбинации.

Выпуклой комбинацией векторов Х к , К =  1, ..., пг, называется 
линейная комбинация Х \Х \+  ... + XmX m этих векторов, коэффици
енты Хк которой удовлетворяют условиям К  = 1, т,
т

1 Я * = 1 .
к =1

Доказательства этих теорем приведены в учебнике: Вол
ков И.К., Загоруйко Е.А. Исследование операций / Учебник для 
студентов высших технических учебных заведений. Под ред. 
B.C. Зарубина и А.П. Крищенко. М.: Изд. МГТУ им Н.Э. Баумана, 
2009. 435 с.

В симплекс-методе несовместность (пустая допустимая об
ласть) выражается в том, что в оптимальной таблице среди базис
ных переменных присутствует слабая переменная, имеющая по
ложительное значение.

Вырожденность и альтернативные оптимумы. В симплекс- 
методе крайняя точка вырождена тогда, и только тогда, когда 
один или более элементов столбца базисных переменных, равны 
нулю. Каждой невырожденной крайней точке соответствует одна 
симплекс-таблица, тогда как одной вырожденной точке могут со
ответствовать несколько разных таблиц.

В симплекс-методе может быть не одно оптимальное решение 
(альтернативные оптимумы).
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Если крайняя точка оптимальной таблицы не вырождена, то 
альтернативные оптимумы существуют тогда, и только тогда, ко
гда существует в строке целевой функции небазисный элемент, 
равный нулю.

Если крайняя точка оптимальной таблицы вырождена, то 
альтернативные оптимумы могут существовать тогда, когда 
существует в строке целевой функции небазисный элемент, рав
ный нулю.

Любая оптимальная крайняя точка может быть получена исхо
дя из другой крайней точки только с помощью операции замеще
ния с ведущим элементом, проводимой с оптимальными базисами. 
Если крайняя точка оптимальной таблицы не вырождена, то в опе
рации замещения для получения другой оптимальной точке ис
пользуется в качестве вводимой та небазисная переменная, для ко
торой существует в строке целевой функции небазисный элемент, 
равный нулю. Если в столбце для этой переменной невозможно 
найти ведущий элемент, то это означает, что рассматриваемой пе
ременной отвечает неограниченное ребро.

Если крайняя точка оптимальной таблицы вырождена, то при
меняется та же процедура. Приведет ли это к другой крайней точке 
или просто к другой оптимальной таблице, соответствующей той 
же крайней точке, зависит от задачи.

В приложении П2 приводится описание обучающих компью
терных программ, реализующих решение задач симплекс-методом. 
Программа позволяет либо сразу получить оптимальное решение 
задачи, либо провести решение задачи по этапам.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию симплекс-метода.
В условия одной из первых задач линейного программирова

ния, для которых Данциг разработал вычислительный метод, вхо
дили ограничения вида

П
* / > 0 ,  У = 1,2,..., л.

7=1
Эти ограничения в я-мерном пространстве определяют симплекс. 
Симплекс трехмерного пространства изображен на рис. 2.1. Рас
смотрим неравенство х\ +  x i ^  Ь\ при условиях Х| >  0, хг >  0. Об
ласть решения этого неравенства показана на рис. 2.2, Данное не
равенство можно преобразовать в уравнение введением слабой пе
ременной хз, Тогда получим систему

Xi +  Х2 +  Хз =  b l , Xi > 0 ,  Х2 >  0, хз >  0.
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Областью решений этой системы является txABC , показанный 
на рис. 2.1, если принять, что Л = В = С = b i. Каждой точке тре
угольной области ABC  соответствует точка заштрихованной об
ласти на рис. 2.2. Соответствие можно устанавливать, проецируя 
треугольную область ЛВС на плоскость xi, х г . Если придать 
слабой переменной хз постоянное значение с , то Xi и х2 должны 
удовлетворять уравнению xi + хг = h  -  с, которое является урав
нением прямой, параллельной xi + х2 = h  . Если слабая переменная 
равна нулю, то xi + X2 = h- Таким образом, значение слабой пере
менной может служить мерой близости точки из треугольной об
ласти ЛВС к границе xi + х2 = /л полуплоскости, определяемой 
исходным неравенством.

Рис. 2.1. Симплекс трехмерного Рис. 2.2. Область решения
пространства неравенства

В общем случае при использовании симплекс-метода процеду
ру поиска решения начинают с рассмотрения допустимой верши
ны (крайней точки), а затем переходят в соседнюю вершину так, 
чтобы значение целевой функции «улучшилось».

Если 5 с  R " , то точка х называется крайней точкой (верши
на) множества S  тогда и только тогда, когда не существует точек 
xi,x2 e.S, x i ^ x 2, таких, что х =Xxi + (1-Х )х2 для А,е (0,1). Все 
крайние точки принадлежат границе множества.

В пространстве векторов свободных переменных возрастание 
от нуля значения одной из свободных переменных, при котором 
остальные свободные переменные остаются равными нулю, равно
сильно движению из начала системы координат, образованной 
свободными переменными, по соотвествующей координатной оси. 
При этом, поскольку п — 1 свободных переменных равны нулю,
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и — 1 ограничений задачи выполняются как равенства. Другими 
словами, все соседние с началом координат вершины (которые со
ответствуют текущему решению) связаны с началом координат 
п -1  ребрами выпуклого многогранника. Возрастание от нуля зна
чения некоторой свободной переменной может привести к тому, 
что эта переменная станет базисной.

Для того чтобы получить в качестве решения координаты вер
шины, необходимо заменить одну из базисных переменных на 
свободную, т. е. произвести перемещение вдоль соответствующей 
координатной оси до тех пор, пока не будет достигнута другая 
вершина. Если двигаться дальше, то будет нарушено условие не
отрицательности переменных. Таким образом, в симплекс-методе 
происходят движение в локальной координатной системе, началом 
которой является точка, соответствующая текущему решению, и 
перемещение вдоль ребра к той соседней вершине, в которой зна
чение целевой функции «улучшается». После перехода в новую 
вершину рассматривают новую систему координат с началом в 
этой вершине. Если движение осуществляют согласно критерию 
(выбирают минимальный отрицательный коэффициент при неиз
вестных в целевой функции), то это соответствует спуску по са
мому крутому ребру из всех пересекающихся в начале координат. 
Величину изменения целевой функции за одну итерацию опреде
ляют как углом наклона (крутизной) ребра, так и длиной ребра. 
Более точно, она равна минимальному значению по i величины 
| Cibijay | для данного у, где ау —  г'-й элемент вектор-столбца a j 
для у'-й свободной переменной.

Замечание. Процедура решения задач симплекс-методом пред
ставляет собой последовательное построение системы таблиц. 
Предполагается, что в первую таблицу внесено допустимое базис
ное решение. В задачах, описывающих реальные системы, допусти
мое базисное решение подобрать сложно. Для этого решают вспо
могательную задачу ЛП, которая позволяет не только найти допу
стимое базисное решение, но и установить, совместна ли система 
ограничений исходной задачи (метод искусственного базиса).

Пусть система ограничений исходной задачи записана в следу
ющем виде:

П
bi -  X  OijXj = 0 , г = 1 , 2 , т,

у = 1

где bi >0,  i = l,  2,..., т.
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Такую запись можно получить, умножив при необходимости 
уравнения на -1 . Введем новые переменные

^ = Ь г - ± а у Х], (2.2)
i = 1

переменные ^  являются базисными, и рассмотрим новую целе
вую функцию

т

/ ( ^ )  = Z ^ ^ m i n  (2.3)
!=1

Допустимое решение для задачи (2.2), (2.3) сразу задано. В про
цессе решения задачи возможны два случая:

1) min / ( ^ )  = 0 , ^ i = 0 ,  i = 1, 2,..., т (все £,г стали свободными
переменными), —  полученное решение xj , j  = 1 ,2 ,..., п, является
допустимым решением исходной задачи ЛП;

2) min /(<;) > 0 —  система ограничений исходной задачи
несовместна.

В первом случае можно отметить две особенности.
1. Целевая функция / (с) достигла своего минимума, равного 

нулю, а некоторые из переменных ^  находятся среди базисных, 
хотя и равны нулю. При этом можно не обращать внимание на 
знаки в строке для целевой функции (можно любую свободную 
переменную выводить в базисные), так как значение целевой 
функции не изменится, однако должны выполняться условия, 
обеспечивающие допустимость нового базисного решения (необ
ходимо рассмотреть минимальное положительное отношение).

2. Возможна ситуация, когда даже после выполнения условий 
предыдущего пункта в строке для базисной переменной %г нет по
ложительных элементов (нельзя получить положительное отноше
ние). Это означает, что переменные, входящие в уравнение для
с ненулевыми коэффициентами, в данной задаче должны быть 
равны нулю, В процессе дальнейшего решения их необходимо ис
ключить из рассмотрения.

Наряду с решением вспомогательной задачи линейного про
граммирования (2.2), (2.3) преобразуется и целевая функция ис
ходной задачи, которая приписывается к задаче (2.2), (2.3) в виде 
дополнительной строки (см. далее табл. 2.1).

Аналитически процедура симплекс-метода представляется сле
дующим образом.
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Пусть задана целевая функция
z  = cx

при условиях
Ах = Ь, х  > О

или

О А КХ;

Если выбраны базисные переменные хь и свободные перемен
ные равны нулю, то получим

z = сьхь
при условии

Вхъ = Ь,

где съ —  коэффициенты целевой функции (элементы вектора с), 
относящиеся к базисным переменным; В —  квадратная матрица, 
составленная из столбцов матрицы А для базисных переменных. 

Текущее решение удовлетворяет следующему выражению:

r z   ̂
,xbj

1 -с* У  Vo"
V о в ь

1 - с ьВ 
О в~

-П о f сьВ [Ь
В~1Ь

Тогда симплекс-таблица исходной задачи имеет вид

сьВ~х
в - 1

1 - с  
О А .

z
X

(

V

1 съВ 
О ВТ1

Л а0л

Ъ

и состоит из следующих столбцов: ( z , j q > ) t  —  базис,
(cbB~xPi -  а  ,В~1Рг )т —  значения коэффициентов целевой функции z 
и коэффициентов при переменных х , где В  —  г-й столбец матри
цы A, Ci —  z'-й коэффициент целевой функции z, (сьВ~хЬ,В~1Ь)т — 
значения целевой функции и базисных переменных, т. е. решение. 

Заметим, что вычислять надо только матрицу В~1.
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§ 2.3. Метод полного исключения Жордана для решения 
систем линейных алгебраических уравнений

На каждом шаге симплекс-метода необходимо определять но
вые «наборы» базисных и свободных переменных, т. е. решать си
стемы линейных алгебраических уравнений. Задачи линейного 
программирования решают с помощью стандартных симплекс-таб
лиц, формализующих алгоритм перевода базисных переменных в 
свободные. Этот алгоритм и определяет конкретный вид симп
лекс-таблиц. Рассмотрим симплекс-таблицы, преобразуемые с по
мощью метода полного исключения Жордана, получившего 
наибольшее распространение в линейном программировании.

Рассмотрим систему т линейных алгебраических уравнений с 
п неизвестными:

а\ ил + «12x2 +. . .  + +. . .  + а\пХп = h ,

ацХ\ +  at 2 X2 + . . .  +  atsXs + . . .  +  аыХп =  b ,

&m\X\ + «м2Х2 + ... + CtmsXs + ... + UmnXn bm •

Метод полного исключения Жордана состоит из таких преоб
разований, в результате которых в каждой строке и каждом столб
це матрицы системы линейных алгебраических уравнений остают
ся по одному неизвестному с коэффициентами, равными единице. 
Например, мы хотим исключить переменную xs из всех строк, 
кроме г-й строки. Элемент ats —  коэффициент, стоящий перед 
переменной х$, —  называют генеральным элементом, г'-ю строку 
и 5-й столбец —  разрешающими. Прежде всего разрешающую 
строку делят на —ais, и она остается неизменной. Чтобы исклю
чить xs из первого уравнения, умножают разрешающую строку на 
йц и суммируют с первой строкой. В результате получают первую 
строку, в которой xs имеет коэффициент, равный нулю. Анало
гично исключают х.? в остальных строках. Получают новую экви
валентную запись системы алгебраических уравнений. В ней i-я 
строка имеет прежний вид, но все ее коэффициенты поделены на 
-ais', J-й столбец состоит из нулевых элементов (кроме единицы, 
стоящей в г-й строке). Остальные элементы матрицы системы и 
столбец свободных членов пересчитывают по правилу прямоуголь-
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ника. Например, новое значение элемента ар, вычисляется по 
формуле (рядом приведена схема расчета)

ak а,.
н Q - is Q ln  U is C l 'm

*ln = -----------------atIS
\

a,:

а новые значения элементов столбца Ът свободных членов 
формуле

по

н _7 ИОт
Uis’bm а msbi

ais
<Ё><®

Из правила прямоугольника следует, что если в разрешающей 
строке (столбце) есть нулевые элементы, то элементы столбцов 
(строк), пересекающих эти нулевые элементы, остаются без изме
нения.

В процессе решения задачи линейного программирования сим
плекс-методом возможно зацикливание. Поясним его суть. Пусть в 
процессе решения задачи ЛП на некотором шаге симплекс-метода 
число наименьших положительных отношений свободных членов 
к элементам разрешающего столбца оказалось больше одного, т. е. 
выбор разрешающего элемента неоднозначен. После этого шага 
все упомянутые свободные члены, за исключением свободного 
члена разрешающей строки, обратятся в нуль. Такой случай назы
вают вырождением: совпадают две вершины (или большее число 
вершин) выпуклого многогранника D, при этом ребро (или реб
ра), соединяющие эти вершины, стягиваются в точку.

В алгоритме симплекс-метода каждый шаг означает переход по 
ребру от данной вершины многогранника D к соседней (располо
женной на том же ребре), а при вырождении —  совпадении двух 
соседних вершин —  алгоритм может потерять монотонность, т. е. 
может случиться, что после указанного шага мы остались в той же 
вершине, только выраженной с помощью другого набора из п 
уравнений, относящихся к этой вершине. Если продолжать решение 
симплекс-методом, то не исключено, что после некоторого числа 
шагов мы вернемся к уже взятой ранее вершине и процесс начнет 
повторяться. Произойдет зацикливание. Если в процессе решения



78 Часть I. Математическое программирование

проводилось запоминание уже испытанных ребер, то для прерыва
ния зацикливания достаточно сменить генеральный элемент.

Существуют алгоритмы, в которых автоматически предусмот
рены меры против зацикливания.

§ 2.4. Задача планирования выпуска продукции 
пошивочного предприятия

Выпуск продукции пошивочного предприятия может быть 
определен из решения задачи линейного программирования. Ре
шать ее будем симплекс-методом.

Задача. На предприятии планируется выпуск двух видов ко
стюмов: мужских и женских. Для пошива женского костюма требу
ется 1 м шерсти, 2 м лавсана и 1 человеко-день трудозатрат; для 
пошива мужского костюма — 3,5 м шерсти, 0,5 м лавсана и также 
1 человеко-день трудозатрат. Всего для пошива этих костюмов име
ется 350 м шерсти, 240 м лавсана и 150 человеко-дней трудозатрат. 
По плану количество костюмов не должно быть менее 110 и необ
ходимо обеспечить прибыль не менее 1400 уел. ед. Требуется опре
делить оптимальное число костюмов каждого вида, обеспечиваю
щее максимальную прибыль, если прибыль от реализации женского 
костюма составляет 10 уел. ед., а от мужского —  20 уел. ед.

Р е ш е н и е .  Пусть xi —  число женских костюмов, а ^  — 
мужских. Прибыль от женских костюмов составляет 10xi уел. ед., 
а от мужских —  20x2 уел. ед., т. е. необходимо максимизировать 
целевую функцию

/( x )  = 10xi + 20x2.
Расход шерсти составляет x i +3,5x2 м, лавсана 2xi + 0,5x2 м, 

трудовых ресурсов —  Х] + хг человеко-дней. Поэтому условия-огра
ничения задачи имеют следующий вид:

xi +3,5x2 ^350,

2xi +0,5x2 <240, 

xi +Х2 <150,

Xi +Х2 >110,

lOxi + 20 х2 >1400,

xi > 0, Х 2 > 0 .
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(2.4)

Первые три неравенства описывают ограничения по ресурсам, 
четвертое и пятое —  соответственно плановое задание по общему 
числу костюмов и ограничение по прибыли.

Для решения задачи симплекс-методом сведем систему огра
ничений к равенствам путем введения неотрицательных слабых 
переменных хз, м , *5, Хб, х 7 (первое и второе ограничения 
умножим на 2, а пятое разделим на 10):

2xi +7x2 +*з = 700 ,
4 x i +Х2 + * 4  =  480 ,

X i  +  Х2 + Х д  =  1 5 0 ,

- X i  -  Х2  + Х б  = — 1 1 0 ,

- x i -2x2 +ху = -1 4 0 ,
х7 > 0 , j  = .

Первым этапом симплекс-метода является отыскание опорного 
решения —  допустимого базисного решения, с которого начинает
ся поиск оптимального решения. Чтобы решение было опорным, 
базисные переменные должны быть неотрицательными, т. е. эле
менты bi, i = 1 , . . 5 ,  столбца свободных членов должны быть не
отрицательными. В задачах небольшой размерности опорное ре
шение легко определить. В данном случае в качестве базисных пе
ременных можно взять хз, Х4, Х5, Хб, Х7, но такое базисное 
решение не является допустимым (опорным), так как /ц и Ь$ от
рицательны. Для поиска опорного решения необходимо сформи
ровать дополнительную фиктивную целевую функцию ф(х), эле
менты которой равны сумме элементов строк, отражающих те 
ограничения, где h  < 0 . В симплекс-таблице для ф(х) вводится и 
заполняется дополнительная строка, получаемая суммированием 
соответствующих элементов строк с отрицательными значениями 
Ы (в данном случае 4-я и 5-я строки). Теперь с помощью симп
лекс-метода находится максимум фиктивной целевой функции 
ф(х). Если тахф (х) = 0 и при этом все коэффициенты в строке 
для ф(х) будут нулевыми, то базисное решение, соответствующее 
этой таблице, будет опорным. Тогда, исключая строку для ф(х), 
переходим к отысканию оптимального решения исходной задачи. 
Если т а х ф (х )^  0, то система ограничений задачи противоречива. 
Может иметь место случай, когда функция ф(х) достигла своего 
максимума, равного нулю, а среди элементов строки ф(х) суще
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ствуют ненулевые элементы. Это означает, что соответствующие 
переменные, в столбцах которых есть ненулевые элементы, тожде
ственно равны нулю и могут быть исключены из рассмотрения. 
Исходная таблица симплекс-метода для рассматриваемой задачи 
имеет вид, представленный в табл. 2.1

Таблица 2.1
Исходная таблица симплекс-метода

Б а з и с н ы е
п е р е м е н н ы е

С т о л б е ц  
с в о б о д н ы х  

ч л е н о в  bj
-X I - Х 2 -Х з -Х 4 -Х 5 —Хб -Х 7 К о н т р о л ь

Хз 7 0 0 2 7 1 0 0 0 0 7 1 0

Х4 4 8 0 4 1 0 1 0 0 0 4 8 6

Х5 1 5 0 1 1 0 0 1 0 0 1 5 3

Хб - 1 1 0 - 1 - 1 0 0 0 1 0 - 1 1 1

X? - 1 4 0 - 1 - 2 0 0 0 0 1 - 1 4 2

/ ( X ) 0 - 1 0 - 2 0 0 0 0 0 0 - 3 0

ф ( х ) - 2 5 0 - 2 - 3 0 0 0 1 1 - 2 5 3

Табл. 2.1. соответствует системе ограничений-равенств (2.4). 
Так, согласно этой таблице

0 =  700-2x i -1%2 — хз,
0 =  480 - 4xi - хз - Х4,

0 = —140 + xi + 2x2 — Х7,

/ ( х )  = -10(-x i) + (-20)(-X2) =  10xi +20x2.

Последний контрольный столбец содержит сумму всех чисел в 
строке, и в процессе пересчетов сумма всех чисел в строках долж
на быть равной числу в контрольном столбце.

Найдем максимум функции ф(х). Среди элементов строки 
ф(х) в столбцах -x i,..., —Х7 есть отрицательные. Меньший отри
цательный коэффициент, равный - 3 ,  указывает, что переменную 
хг надо перевести в базисные переменные. Чтобы определить, ка
кую переменную из базисных перевести в свободные, рассмотрим 
положительные отношения bi к соответствующим элементам
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_ 700 1ЛЛ 480 .ол 150 -110  11П
столбца -хг'. ----- = 100,  = 480,  = 150,  = 110,

7 1 1 - 1
-140
— —  = 70, Минимальное значение, равное 70, указывает, что пе

ременную x-j надо перевести в свободные переменные, а генераль
ным {разрешающим) элементом является - 2  (обведен). Для полу
чения следующей симплекс-таблицы применим метод полного ис
ключения Жордана (табл. 2,2),

Таблица 2.2
Первая итерация

Б а з и с н ы е
п е р е м е н н ы е

ы - X I - х г -Х з - Х 4 - Х 5 -Х б - Х 7 К о н т р о л ь

т 3 2 1 0 - 3 / 2 0 1 0 0 0 7 / 2 2 1 3

Х 4 4 1 0 7 / 2 0 0 1 0 0 1 / 2 4 1 5

х 5 8 0 1 / 2 0 0 0 1 0 1 / 2 8 2

Хй 4 0 - 1 / 2 0 0 0 0 1 - 1 / 2 ^ 0

X? 7 0 1 / 2 1 0 0 0 0 - 1 / 2 7 1

f i x ) 1 4 0 0 0 0 0 0 0 0 - 1 0 1 3 9 0

ф ( х ) - 4 0 - 1 / 2 0 0 0 0 1 - 1 / 2 - 4 0

Разрешающую строку х- делим на - 2  и заносим в табл. 2.2; 
столбец —Хг заполняем нулями. Элементы столбцов Хз у -Х4 у 
-Х5, —Хб переносим без изменения, так как они пересекают нуле
вые элементы разрешающей строки. Остальные элементы таблицы 
пересчитываем по правилу прямоугольника. Проверяем, совпадает 
ли сумма чисел в строке с числом в контрольном (последнем) 
столбце. Если совпадения нет, произошла ошибка в расчете. Вме
сте с функцией ф(х) пересчитывают и целевую функцию / (х).

Продолжаем максимизировать ф(х). В базисные переменные 
можно перевести xi или х?, так как они имеют равные отрица
тельные коэффициенты -1 /2  в строке ф(х). Переводим xi в ба
зисные переменные. По минимуму положительных отношений bt 
к элементам столбца -x i выбираем элемент хе , который надо пе
ревести в свободные переменные; генеральным элементом являет
ся -1  / 2 , значит, Хб —  разрешающая строка и -x i —  разрешаю
щий столбец. Запишем результаты в виде табл. 2.3.
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Таблица 2.3
Вторая итерация

Базисные
переменные Ы -x i —Х2 - х з -Х4 -Х5 —Хб —X? Контроль

*3 330 0 0 1 0 0 - 3 ш 333

Х4 130 0 0 0 1 0 7 - 3 135

х5 40 0 0 0 0 1 1 0 42

XI 80 1 0 0 0 0 - 2 1 80

Х2 30 0 1 0 0 0 1 - 1 31

т 1400 0 0 0 0 0 0 - 1 0 1390

ф(х) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Из табл. 2.3 видно, что достигнут максимум фиктивной целе
вой функции (ф(х) = 0) и все коэффициенты в строке ф(х) равны 
нулю, т. е. получено опорное решение Хв = x-j = 0, xj =80,  Х2 = 
= 30, хз = 330, Х4 = 130, Х5 = 40. Это решение не является опти
мальным, так как в строке / ( х )  имеется отрицательный коэффи
циент.

Продолжаем улучшать решение симплекс-методом. Строку 
ф(х) исключаем. Генеральным будет элемент, равный 5; х-] пере
водим в базис (вместо хз). Полученные результаты запишем в ви
де табл. 2.4, затем в виде табл. 2.5. В табл. 2.4 обведен генераль
ный элемент.

Таблица 2.4
Третья итерация

Базисные
переменные

k - x i —х 2 - х з ~Х\ - x s - х 6 -Х7 Контроль

х 7 66 0 0 1/5 0 0 - 3 / 5 1 3 3 3 /5

Х4 328 0 0 3 /5 1 0 2 6 /5 0 1 6 7 4 / 5

х5 40 0 0 0 0 1 ш 0 42

XI 14 1 0 - 1 / 5 0 0 - 7 / 5 0 6 7 /5

Х 2 96 0 1 1/5 0 0 - 2 / 5 0 4 8 8 / 5

Д х) 2060 0 0 2 0 0 - 6 0 2056



Глава 2. Линейное программирование 83

Таблица 2.5
Оптимальное решение

Базисные
переменные ь , - X I - Х 2 - Х з -JC4 -Х 5 - х 6 - X I Контроль

х1 90 0 0 1/5 0 3 /5 0 1 4 5 9 / 5

Х 4 120 0 0 3 /5 1 - 2 6 / 5 0 0 5 8 2 /5

Хб 40 0 0 0 0 1 1 0 42

X i 70 1 0 - 1 / 5 0 7 /5 0 0 3 6 1 /5

Х2 80 0 1 1/5 0 - 2 / 5 0 0 4 0 4 / 5

Д х) 2300 0 0 2 0 6 0 0 2308

В табл. 2.5 все коэффициенты строки / ( х )  неотрицательны, 
значит, максимум функции / ( х )  достигнут и получено соответ
ствующее ему решение: xi =70,  *2=80,  /max (х) = 2300. Таким 
образом, максимальная прибыль составит 2300 уел. ед. при поши
ве 70 женских и 80 мужских костюмов. Слабые переменные оказа
лись равными хз=0 ,  Х4 = 120, Х5 = 0, Хб=40, Х7=90.  Значения 
хз, Х4, Х5 показывают остатки ресурсов: шерсть и трудовые ре
сурсы израсходованы полностью, лавсана осталось 120 м; значе
ния Хб и Х7 показывают, на сколько перевыполнены плановые за
дания по числу костюмов и по прибыли (учитываем, что 
Х7 =90-10 = 900 уел. ед.).

Замечание. Обратим внимание на тот факт, что в рассмот
ренной задаче оптимальное решение мы устанавливали по нали
чию неотрицательных коэффициентов в строке максимизируемой 
целевой функции, а в задаче § 2.2 —  по наличию неотрицатель
ных коэффициентов в минимизируемой целевой функции. Здесь 
никакого противоречия нет: в нашей задаче переменные указаны 
со знаком минус, поэтому и рассматривались неотрицательные 
коэффициенты.

Рассмотрим графическое решение этой задачи. Поскольку за
дача двумерная, то решим ее графически. Система неравенств- 
ограничений определяет многоугольник допустимых решений 
(рис. 2.3).

Сначала определим полуплоскости, задаваемые неравенства
ми-ограничениями задачи. Для этого построим прямые, заменив в



84 Часть I. Математическое программирование

Рис. 2.3. Графическое решение задачи планирования выпуска 
продукции пошивочного предприятия

ограничениях знаки неравенств знаками равенств. Чтобы выяс
нить, какую часть плоскости описывает неравенство, подставим в 
него пробную точку, например (0 , 0), и установим, удовлетворяет 
ли она неравенству. Если неравенство выполнено, то искомая по
луплоскость включает точку (0,0) .  В противном случае выбира
ют другую половину плоскости.

Для первого неравенства прямую l\ (xi + 3,5^2 = 3 5 0 )  строим 
по точкам Х{ = 0, х2 = 350/3,5 = 100 и х2 =0,  Х]=350. Пробная 
точка (0,0) удовлетворяет неравенству 0<350,  т. е. точка (0,0) 
входит в искомую полуплоскость (она отмечена стрелками от пря
мой k )• Прямую /2 ( 2xi + 0,5x2 = 240 ) строим аналогично по двум 
точкам: xi = 0, х2 = 240/0,5 = 480 и х2 = 0, xi = 240/2 = 120. Точ
ка (0,0) принадлежит искомой полуплоскости. Рассмотрим по
следнее неравенство 10xi +20х2 >1400; ему соответствует прямая 
Ц ( x i + 2 х 2 = 140) также построенная по двум точкам: x i = 0 ,  
х2 = 140/2 = 70 и х2 =0,  xi =140. Точка (0,0) не удовлетворяет 
неравенству 0>1400, т. е. необходимо рассматривать полуплос
кость, не содержащую точку (0,0). Пересечение пяти полуплоско
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стей дает выпуклый пятиугольник ABCDE. Для нахождения мак
симума функции / ( х )  надо построить линию уровня. Пусть 
/ ( х )  = 0, тогда уравнение линии уровня I будет прямая 10xi + 
+ 20x2 = 0, проходящая через начало координат параллельно 
прямой h .  Градиент целевой функции V/’ = {10; 20} показывает 
направление ее возрастания. Прямую I перемещаем параллельно 
самой себе в направлении V / до тех пор, пока она не выйдет 
из области D . Получаем точку С —  точку пересечения прямых 
k и h\

xi +3,5x2 = 350, 

xi + хг =150.

Решая полученную систему уравнений, находим оптимальное 
решение —  координаты точки С (xi =70,  Х 2 = 8 0 ) и  вычисляем 
максимальное значение целевой функции

/max0*0 = 10-70 + 20*80 = 2300 уел. ед.

Замечание. Допустим, что в рассматриваемой задаче требова
лось найти минимум целевой функции

/  (х) = 1 Oxi + 20x2.

В этом случае линия уровня «вошла» бы в область по линии /5, 
т. е. все точки отрезка АЕ  являлись бы оптимальным решением 
(бесконечное множество решений).

§ 2.5. Двойственность в задачах 
линейного программирования

В § 1.6 было показано, что иногда проще решать двойствен
ную задачу математического программирования, чем прямую. Со
гласно теории двойственности (см. § 1.6) для каждой задачи ЛП 
можно построить другую задачу линейного программирования, 
называемую двойственной. Переход к решению двойственной за
дачи в ряде случаев имеет преимущества при построении алгорит
мов решения задач ЛП.

Запишем обе задачи.
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Прямая задача: 
минимизировать функцию

/ О )  =  X  C j X j
7=1

при условиях
п

Y .a ijX jZ b i, / = 1 , 2 , . . .Д ,  
7=1
п

Y s aijxi = bi> i = k  + l , . . . ,m ,
7=i

*j ^ 0 ,  y = 

x j  j = l  +  l , . . . , n .

Двойственная задача: 
максимизировать функцию

Til

ф С у )  =  Z  b y i
i=1

при условиях

уг > 0 , / = 1,2, . . . ,  £,

^ 0 , / = £ + 1 , . . . , т,

Z  a p y i  ^ C j ,  7  =  1 , 2 , . . . , / ,
/=i
тп

Y J a j i y i = C j ,  7 = /  +  l , . . . , H .  
1=1

Симметричность обеих задач очевидна. Неравенству одной из 
них соответствует неотрицательная переменная другой, а равен
ству —  свободная переменная другой. Задача, двойственная к 
двойственной задаче, есть исходная (прямая) задача. Таким обра
зом, любую из этой пары задач можно считать прямой.

Для стандартного и канонического видов задачи ЛП двой
ственные задачи можно записать следующим образом,

С т а н д а р т н ы й  в и д
Прямая задача: 

минимизировать функцию
71

f i x )  =  Z  C j X j  
7=i

при условиях
п

Z  a i j x j  ^ b i t  /  =  1 , 2 , . . . ,  m ,

7=1
Xj > 0 , 7 = 1 , 2 , ..., n.

Двойственная задача: 
максимизировать функцию

т
ф О О  =  Z  Ь‘ У<

i—1
при условиях
т

z ajiyi< C j, 7 = 1,2, . . . ,  п,
i=1

y t>  0,  / = 1,2,  —, m.

К а н о н и ч е с к и й  в и д
Прямая задача: Двойственная задача:

минимизировать функцию максимизировать функцию

f i x )  =  Z  C j X j  
7=1

фОО= Z  Ь ‘У ‘
i—1
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при условиях при условиях

X  «*/•*./ = Ь;, г = 1,2,- . . ,  т ,
М

x j^ .0 , у = 1,2, . . . ,  я.

х  «дУ/ <«/ ,  7 = 1,2, . . . ,  и, 
j=i

г =  1 , 2 , . . . ,  т .

Сравнивая обе задачи, нетрудно увидеть, что:
1) составленную из коэффициентов при переменных в исход

ной задаче матрицу
«11 «12  

«21  « 2 2

V«ml «m2

«1и

«2в

« т и /
и аналогичную матрицу в двойственной задаче

f  _ л

Ат =

а и  «21 
«12 «22

«ml

«m2

«1я 0.2г. О т п

получают друг из друга простой заменой строк столбцами с 
сохранением их порядка (такую операцию называют транспони
рованием и обозначают верхним индексом «т»);

2) в исходной задаче имеются п переменных и т ограниче
ний; в двойственной —  т переменных и п ограничений;

3) в правых частях систем ограничений каждой задачи стоят 
коэффициенты целевой функции, взятой из другой задачи;

4) в исходной задаче в систему ограничений входят неравен
ства вида « > »  и требуется минимизировать целевую функцию 
/ (х); в двойственной задаче в систему ограничений входят нера
венства вида « < »  и требуется максимизировать целевую функ
цию ф(у).

В теории двойственности доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть дана пара двойственных задач ЛП {заданных 
в стандартном виде).

Тогда справедливо одно и только одно из следующих утвер
ждений:

1) обе задачи имеют оптимальные решения, и оптимальные 
значения целевых функций равны , т. е.

mi n / ( x )  = тахф (у );
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2) одна из задач не имеет ни одного допустимого решения, а 
другая имеет по крайней мере одно допустимое решение, но не
имеет оптимального решения (iцелевая функция на множестве
допустимых решений не ограничена);

3) ни одна пара задач не имеет допустимых решений.

Между решениями двойственных друг другу задач ЛП суще
ствуют и другие соотношения, которые устанавливаются теорема
ми о дополняющей нежесткости: для того чтобы допустимые ре
шения х  и у  прямой и двойственной задач были оптимальными,
необходимо и достаточно, чтобы в точке экстремума выполнялись 
следующие соотношения:

у (А х -Ь )  = 0, (2.5)
(с -  уА )х  = 0. (2.6)

Условие (2.5) равносильно условиям:
П

а) если y t > 0, то Y  ачх] = &, * = 1, 2,. . . ,  т ;
У=1

П

б) если Y  aijXj > Ы, то yi = 0, г = 1,2, . . . ,  т.
М

Условие (2.6) равносильно условиям:
т

в) если cj > X  (%->’), то xj = 0, j  = 1, 2,. . . ,  п;
г=1

т

г )  если X j  > 0, то cj = £  ацуг, j  = 1 ,  2,. . . ,  п.
1=1

Эти условия представляют собой условия дополняющей нежест
кости в слабой форме. Выпишем условия дополняющей нежестко
сти в сильной форме:

д) если yi = 0, то £  <kjXj ~ h  > 0, г = 1, 2, . ., т;
j =1

П
е) если Yj ° i j x j  ~ bi = то > * = 1,2, . . . ,  т.

j = 1
П

Может случиться, что условия y t = 0 и Y  auxj = & выполне-
i=i

ны одновременно. Однако всегда существует по крайней мере од
на пара оптимальных решений, для которых условия y t = 0 и

П
Y  chjXj =bi не могут выполняться одновременно.
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Если известно оптимальное решение одной из задач, то с по
мощью условий дополняющей нежесткости можно найти опти
мальное решение другой задачи. Для этого нужно записать усло
вия дополняющей нежесткости для прямой и двойственной задачи. 
Пусть известно оптимальное решение прямой задачи. Тогда для 
ненулевых значений этого решения получим из условия двой
ственности систему уравнений для оптимальных решений двой
ственной задачи. По второму условию дополняющей нежесткости,

П

определив, когда ^  atjXj -  bi *  0, найдем двойственные перемен-
7-1

ные, равные нулю. С учетом этих ограничений из системы уравне
ний для двойственных переменных определим их оптимальные 
значения.

Отметим, что в полной оптимальной симплекс-таблице любой 
задачи линейного программирования в строке целевой функции 
находится оптимальное решение двойственной задачи.

Рассмотрим геометрическую интерпретацию теории двойст
венности в задачах ЛП. Выберем задачу ЛП стандартного вида: 
минимизировать функцию

/( * )  = 'ZCjXj
7=1

при условиях
п

^  a-ijXj >b i,  г =  1, 2, . . . ,  m, x j  > О, 7  =  1 , 2 , . . . ,  п.
7=1

В § 1.3-1.5 было показано, что обычным условием существова
ния безусловного экстремума функции во внутренней точке являет
ся равенство нулю градиента функции в этой точке. Если при этом 
должны выполняться некоторые ограничения, налагаемые на пере
менные, в виде равенств, то условием существования экстремума в 
допустимой точке является требование, чтобы в этой точке градиент 
функции и нормали к поверхностям, заданным соответствующими 
ограничениями, были «сонаправлены». Более точно, градиент 
функции в этой точке должен быть неотрицательной линейной ком
бинацией нормалей к поверхностям-ограничениям. В задаче ЛП 
каждое неравенство определяет допустимую область—  полупро
странство. Для того чтобы допустимая точка х была оптимальной, 
необходимо, чтобы градиент целевой функции в точке х  выражался 
в виде неотрицательной линейной комбинации направляющих век
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торов тех и только тех ограничений, которые в точке х  обращаются 
в равенства, т. е. градиент целевой функции (вектор с) есть неотри
цательная линейная комбинация нормалей (векторов) щ для огра
ничений, обращающихся в равенство

т+ п

с = X  ytOi* У(> 0 => (я*> *) = bU
i= 1

где yi —  соответствующие коэффициенты линейной комбинации 
векторов а* .

Из условий дополняющей нежесткости в слабой форме следует;
а) если у, > 0 , то (аг, х) -  Ы = 0, / = 1, 2,. . . ,  т + п;
б) если (аг, х) -  bj > 0, то уг- = 0, z = 1 ,2 , . . т + п.
Из условий дополняющей нежесткости в сильной форме сле

дует:
а) если y t = 0, то (аг-, х) -  b  > 0, / = 1, 2 , . . т + п;
б) если (at, x ) -b i  = 0 , то yt > 0, i = 1 ,2 , т + п.
На рис. 2.4 изображены три гиперплоскости (а ,, х) -  bi = 0, 

/ = 1 ,2 ,3 ,  и нормали к ним щ, а 2, аз- Если вектор с такой, как 
показано на рис. 2.4, то он может быть выражен в виде неотрица
тельной линейной комбинации векторов а\ и ап\ вершина, обо
значенная кружком, соответствует оптимальному решению. Здесь 
выполнены условия дополняющей нежесткости как в слабой, так и 
в сильной форме: уз > 0 (аз, х) -  Ъъ > 0, у\ > 0 <=> (а\ , х) - Ъ\ = 0,
у2 > 0 <=> (й2 , х) — Ъг = 0. Если вектор с таков, как показано на 
рис. 2.5, т. е. с —  нормаль к одной из гиперплоскостей, (щ, х ) -  
-  bi = 0, то оптимальная вершина, обозначенная кружком, не удо
влетворяет сильной форме условия дополняющей нежесткости, по
скольку у 2 = 0  и (а2, х) — 1ъ = 0. Однако точка, помеченная кре-

Рис. 2.4. Пример выпол
нения условия дополняю

щей нежесткости

Рис. 2.5. Пример нарушения 
сильной формы условия до

полняющей нежесткости
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стом на рис. 2.5 и являющаяся оптимальным решением, удовлетво
ряет и слабой, и сильной формам дополняющей нежесткости: 
уг > 0 <=>(ai, х)-Ь[  =0, >^=0^ ( « 2, х ) - ^ > 0, уз =0<=>(аз,*)-^з >0.

Для решения задач ЛП разработан так называемый двойствен
ный симплекс-метод. Процедуру начинают с нахождения двой
ственно допустимого решения, когда одновременно h  > 0 и 
c j>  0, i = 1, 2 , . . т, j  = l ,2 , . . . , n ,  и сохраняют условие двой
ственной допустимости на протяжении всех шагов. Этот метод 
реализуется посредством таких же таблиц, как и в прямом сим
плекс-методе.

Двойственный симплекс-метод позволяет решать задачи ЛП и 
в случае, когда, после формировавания единичной матрицы из ко
эффициентов для т базисных переменных, в ней содержатся не
которые элементы с отрицательными значениями в столбце сво
бодных членов b i, т. е. мы не находимся в области допустимых 
решений. Получим так называемый псевдоплан, если Ду < 0:

т

А; = ci ~ z i =cJ ~ l L ciaij> j  = 1 , 2 , . . . , я,
J=1

где Ci, i = l , 2 , . . . ,  т, —  коэффициенты целевой функции исход
ной задачи, стоящие в базисных столбцах; —  соответствующие 
коэффициенты условий-ограничений в симплекс-таблице.

Если в псевдоплане есть хотя бы одно отрицательное число 
hi < 0, такое, что для него все соответствующие коэффициенты 
йу >0, j  = 1,..., п, то исходная задача не имеет решения. Если в 
псевдоплане имеются числа bi < 0, такие, что для некоторых из 
них существуют числа < 0, то можно перейти к новому псев
доплану (при котором значение целевой функции задачи на мак
симум не уменьшится). Когда все Ь, будут неотрицательными, а 
все Aj <0, то будет получено оптимальное решение. Но здесь 
сначала определяется, какая переменная должна быть выведена из 
базиса, а затем —  какая должна быть введена в базис.

Поцедура двойственного симплекс-метода состоит в следующем:
1) находим псевдоплан задачи;
2) проверяем оптимальность этого псевдоплана:
-  псевдоплан оптимален;
-  задача неразрешима;
-  переход к новому псевдоплану;
3) выбираем разрешающую строку с помощью определения 

наибольшего по модулю отрицательного элемента bi в столбце
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свободных членов и разрешающий столбец с помощью нахожде
ния наименьшего по модулю отношения

m in (Aj/ciij), ay < 0, Ду < 0 , j  = 1,2,...,и;

4) переводим г-ю базисную переменную в свободные перемен
ные, при этом переменная /-то столбца становится базисной пере
менной;

5) переходим к п. 2).
Всегда существует возможность выбора: решать прямую или 

двойственную задачу, использовать прямой или двойственный 
симплекс-метод. Выбирают ту модификацию задачи, которую 
проще решать. Например, если исходная задача содержит пере
менные, на которые не наложено условие неотрицательности, то 
удобнее решать двойственную задачу. Прежде чем записать двой
ственную задачу, необходимо в исходной прямой задаче освобо
диться от ограничений в виде равенств, поскольку они будут по
рождать в двойственной задаче переменные, принимающие значе
ния на всей действительной оси К.1.

В симплекс-таблице оптимального решения прямой задачи ЛП 
записано и решение двойственной к ней задачи. Чтобы это понять, 
надо элементы строки, в которой выписаны коэффициенты целе
вой функции, представить в виде cj - z j i  Zj = с1уп  /' = 1 , 2 ,  , п.
где сь — вектор, состоящий из коэффициентов целевой функции 
исходной задачи («т» — знак транспонирования), стоящих в базис
ных клетках оптимального решения, y j  — элементы /-го столбца 
симплекс-таблицы оптимального решения, и добавить в симп
лекс-таблицу дополнительную строку z j. На пересечении строки 
Zj и столбцов базисных переменных исходной задачи (обычно это 
последние т столбцов) находится оптимальное решение двой
ственной задачи. Таким образом, оптимальное решение у* двой
ственной задачи —  это т последних элементов строки z j  опти
мальной симплекс-таблицы прямой задачи; а оптимальным реше
нием х  прямой задачи являются п последних элементов строки 
z j оптимальной таблицы двойственной задачи.

Известны, кроме того, методы одновременного решения пря
мой и двойственной задач, например метод последовательного

П
сокращения невязок, где величина ^ a y X j - b i ,  г = 1,2, . . . ,  т ,  яв-

2=1
ляется невязкой при фиксированных значениях х} .
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§ 2.6. Задача оптимальной организации поставки грузов 
от поставщиков к потребителям (транспортная задача)

Симплекс-методом возможно решить любую задачу ЛП. Одна
ко существует много методов решения задач линейного програм
мирования, в которых учитываются конкретные особенности ре
шаемой задачи, а потому более эффективные. Решим таким мето
дом транспортную задачу.

Задача. Перевозится однородный груз из трех пунктов А ,  А2, 
Аз к четырем местам назначения В \ , В2, Вз, В4 . Из пункта А\ 
может быть направлено 50 т, из А2 —  40 т, из Аз —  20 т. В пунк
ты назначения должен поступить груз: в пункт В\ —  30 т, в В2 — 
25 т, в Вз —  35 т, в #4 —  20 т. Расстояния сц, i = 1 , 2 , 3 ,  
j  = 1 , . . 4 ,  от г-го поставщика к у'-му потребителю приведены в 
углах клеток табл. 2.6.

Таблица 2.6
Исходные данные

Пункт Д в 2 Въ В4 Запасы

А 3 хц 2 Х\2 4 XI з 1 XI4 Й! II СП О

Аг 2 Х21 3 х22 1 х2з 5 Х24 а2 = 40

Аз 3 Х31 2 Х32 4 хзз 4 Х34 а2 = 20

Потребности h  = зо Ьг =25 h  = 35 64 = 20 110

Необходимо составить план перевозок, обеспечивающий наи
меньший общий пробег транспорта в тонно-километрах при усло
вии, что все запасы будут вывезены, а потребитель получит точно 
необходимое количество груза.

Мы сформулировали сбалансированную транспортную задачу 
при условии, что количество груза, имеющееся у поставщиков, 
равно количеству груза, необходимому потребителю. Несбаланси
рованная транспортная задача сводится к сбалансированной путем 
введения фиктивного поставщика, если потребности превышают 
предложения, или фиктивного потребителя в противном случае. 
Расстояния в фиктивной строке (столбце) указываются равными 
нулю. Сбалансированная и несбалансированная задачи решаются 
по одному алгоритму.
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Р е ш е н и е .  Пусть Ху —  количество груза, которое будет до
ставлено из г-го пункта отправления в у’-й пункт назначения, 
г = 1, 2, 3, /  = 1 , . . . ,4. Необходимо минимизировать целевую
функцию

/О) = Y L d jX ij
i=i j=i

при условиях, что весь груз от поставщика должен быть вывезен:
4

£  Ху = щ, i = l , 2 ,3 ,
>=i

и каждый потребитель получит необходимое ему количество 
груза:

з
H X i j = b j >
i=l

Особенностью данной задачи является то, что в ограничениях 
все коэффициенты при неизвестных равны единице. Это облегчает 
вычисления по симплекс-методу.

Число переменных в данной задаче равно в общем случае т п , 
где т —  число поставщиков, п —  число потребителей. Число 
уравнений в системе ограничений равно т + п. Однако нетрудно 
увидеть, что одно из этих уравнений может быть получено из дру
гих. Так, если определены количества груза, имеющиеся у всех 
отправителей и необходимые всем получателям, кроме одного, то 
спрос последнего легко установить как разность между общим за
пасом и общей потребностью остальных получателей, т. е. система 
ограничений содержит т + п - 1 независимых уравнений с тп не
известными. Число базисных переменных также будет равно 
т + п — 1, остальные переменные являются свободными.

Алгоритм решения транспортной задачи сравним с алгоритмом 
симплекс-метода.

1. Н а х о ж д е н и е  д о п у с т и м о г о  б а з и с н о г о  ( о п о р 
н о г о )  р е ш е н и я .  Транспортную задачу решают несколькими 
методами.

А. Метод северо-западного угла. Предположим, что весь груз из 
первого пункта перевезен к первому потребителю. Если потребно
сти первого потребителя оказались выше возможностей первого по
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ставщика, то перевозим груз от второго поставщика. Если запасы 
первого поставщика выше потребностей первого потребителя, то 
остаток запасов первого поставщика передаем второму потребите
лю и т. д. Мы должны заполнить т + п - 1  клетку. Может оказаться, 
что число заполненных клеток меньше т + п — 1 (случай вырожде
ния), тогда оставшиеся клетки заполняем нулями —  это так называ
емые условные поставки. Процесс получения опорного решения 
рассматриваемой задачи методом северо-западного угла представ
лен в табл. 2.7-2.10.

Таблица 2.7 Таблица 2.8
Первая итерация Вторая итерация

Пункт В 2 В г В А а,-

Ai 20 20*

а 2 5 40*  35

Аз 20 20

ь , 25* 35 20 80

Пункт 5. в2 В г В4 а,

А х 30 50* 20

а 2 40

Аз 20

bi 30* 25 35 20 110

Таблица 2.9 Таблица 2.10
Третья итерация Четвертая итерация

Пункт В ъ В 4 аг-

Л 35 35*

Аз 20 20

b i 35 20 55

Пункт Вх В 2 В 3 в4 а,-

Ах 3 30 2 20 1 50

а 2 2 3 5 1 35 5 40

Аз
3 2 и 4 20 20

30 25 35 20 110

Помеченные звездочкой значения в табл. 2.7-2.9 обозначают 
предыдущие данные, которые изменились и стали равны числу, 
стоящему после звездочки, если это число не равно нулю.

За четыре итерации мы заполнили в таблице перевозок (см. 
табл. 2.10) пять клеток вместо шести, однако выполнили усло
вия-ограничения. Необходимо ввести нулевую клетку —  условную 
поставку. Пусть это будет клетка (1,4): хн = 0. Получили опорное 
решение: х ц = 3 0 ,  xi2=20,  xi4=0,  Х22=5, Х2з=35, хз4=20.  
Значением целевой функции при таком решении является

/ ( х )  = 3-30 +2-20 +1-0+1-35 +3-5 +4-20 =
= 260 (тонно-километров).
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Б. Метод учета наименьших расстояний (стоимостей) пере
возок. Данный метод аналогичен методу северо-западного угла, 
только заполняются в первую очередь те клетки, для которых ука
занные расстояния (стоимости) наименьшие.

2, П р о в е р к а  о п т и м а л ь н о с т и  п о л у ч е н н о г о  п л а н а  
п е р е в о з о к .  Рассмотрим двойственную задачу к поставленной 
транспортной задаче. В качестве двойственных переменных вве
дем величины oti, а  2, а з , соответствующие первым трем огра
ничениям, и pi, (З2, Рз, р4 — остальным ограничениям. Эти пе
ременные называют потенциалами, а метод решения транспорт
ной задачи — методом потенциалов.

Целевая функция двойственной задачи имеет вид

ф(а,Р) = 50ai + 40аг +20аз  + 30(3i + 25Рг + 35рз +20(34 —>тах

при условиях (для базисных клеток)

a i  + P i< 3 ,  a i + ^ 2 ^ 2 ,  a i + P 4 < l ,
a2 + Р 2 ^ 3 ,  а 2 + Р з ^ 1 ,  а з + Р 4 < 4 .

Для нахождения оптимального плана перевозки в исходной за
даче условия-ограничения двойственной задачи выполнялись бы 
как равенства, поскольку согласно условиям дополняющей не- 
жесткости если в оптимальном плане исходной задачи значение 
какой-либо переменной строго больше нуля, то соответствующее 
ограничение двойственной задачи становится равенством при под
становке в него оптимального плана. Получим систему шести 
уравнений с семью переменными (2.7). Поскольку количество не
зависимых переменных в данной системе равно 3 + 4 -1  = 6, то 
одна переменная является свободной. Пусть это будет a i . Поло
жим ai -  0, получим Pi =3, р2 = 2, р4 =1, a 2 = 1, рз = 0, аз = 3. 
Составим таблицу перевозок для данной итерации (табл. 2.11).

Таблица 2.11
Первая итерация

Потенциал P i = з р 2 = 2 Р з = 0 Р4 =1

a i  = 0 3 30 2 20 4 [ 0

a 2 = 1
2 3 5 1 35 5

« з = 3 3 2 4 4 20



Глава 2. Линейное программирование 91

Полученное решение ось ос2, а з , Рь Р2, Рз, р4 подставляем в 
ограничения двойственной задачи, не вошедшие в систему урав
нений (2.7), т. е. соответствующие пустым клеткам. Если эти огра
ничения являются верными неравенствами для найденного реше
ния, то проверяемый допустимый план исходной задачи является 
оптимальным. В противном случае он оптимальным не является. 
Для пустых клеток имеем

a i + р 3 < 4 , 0 < 4 ,

a 2 + P i < 2 ,  4 <2,  

a 2 + p4 < 5 , 2 < 5 ,  

аз + Pi < 3, 6<3,  
аз + р2 < 2, 5 <2,  

а з + р з < 4 ,  4 <4 .

Второе, четвертое и пятое неравенства являются неверными, 
поэтому решение не является оптимальным. Необходимо провести 
улучшение плана.

3. С о с т а в л е н и е  н о в о г о  д о п у с т и м о г о  п л а н а .  На
метив свободную переменную, которую надо перевести в базис
ные переменные, определим базисную переменную, переводимую 
в свободные переменные. Переменные, соответствующие свобод
ным клеткам (2 ,1 ) ,  (3,1)  и (3 ,2 )  табл. 2.11, в которых неравен
ства (2.8) нарушаются, могут быть переведены в базисные пере
менные. Выбираем клетку (3, 2 ) , т. е. переменную хзг-

В симплекс-методе для выбора генерального элемента рассмат
риваются положительные отношения в столбце Хз2 ■ В матрице 
перевозок положительные коэффициенты в столбце Х32 равны +1 и 
отвечают тем базисным клеткам, которые соответствуют отрица
тельным вершинам некоторой замкнутой ломаной линии, называ
емой циклом пересчета для хз2- Следовательно, генеральным 
элементом является базисная переменная из числа всех перемен
ных, отвечающих отрицательным вершинам цикла пересчета, зна
чение которой минимально.

Никл пересчета — это замкнутая ломаная линия, начинающая
ся в свободной клетке. Координаты всех остальных вершин лома
ной помещены в базисные клетки. Клетки соединены звеньями, 
расположенными вдоль строк и столбцов матрицы.
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В каждую вершину входят только два звена, причем одно из 
них расположено в строке, другое в столбце. Никакие три верши
ны, встречающиеся подряд при обходе, не лежат на одной прямой. 
Если циклом служит самопересекающаяся линия, то точки само
пересечения не могут быть ее вершинами. Свободной клетке в 
цикле присваивают знак « + », другим вершинам — чередующиеся 
по ходу знаки « -  », « + », « -  » и т. д. Построим цикл пересчета для 
свободной клетки (3 ,2 )  (табл. 2.12). В отрицательных вершинах 
цикла пересчета стоят два числа: 20, 20; минимальным из них яв
ляется 20. Поскольку число положительных и отрицательных вер
шин одинаково, баланс не нарушится, если в отрицательных вер
шинах вычесть число а , а в положительных вершинах прибавить 
это же число а . Вычитая минимальное из чисел, стоящих в отри
цательных вершинах, мы получаем новую свободную переменную 
Х34, а базисной станет хъг. Прибавим 20 в положительных верши
нах цикла, вычтем 20 в отрицательных вершинах, получим второе 
допустимое решение (табл. 2.13).

Таблица 2,12 
Цикл пересчета для клетки (3, 2)

Потенциал Pi =3 Рг=2 Рз =0 Р4 = 1
a i  =  0 30 20 _ + о
аг  = 1 5 35
а з  =  3 -1- “ 20

Таблица 2.13 
Второе допустимое решение

Потенциал Pi =3 р 2 = 2 Рз = 0 Р4 =1
ai = 0 30

о+<N 4 1 20

0.2 =1 2 + 3“ 5 1 35 5

a 3 = 3 3 2 20 4 4

4. П р о в е р к а  о п т и м а л ь н о с т и  в н о в ь  п о л у ч е н н о г о  
р е ш е н и я .  Находим значения потенциалов для данного допусти
мого решения:

cci +pi = 3 ,  «1 + р2 = 2, CCi+p4= l ,
ОС2 + р 2 = 3, С(,2 +Рз = 1, ССз+р2 = 2,

Пусть a i = 0 , тогда J3i = 3, (З2 = 2 , р4 = 1, « 2 = 1 ,  Рз = 0 ,  
а з = 0 .  Очевидно, что для клетки (2,1)  табл. 2.13 неравенство
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а 2 + pi < 2 не выполняется: 4 < 2 , т. е. данное решение не являет
ся оптимальным. Процедуры 3 и 4 повторяем до тех пор, пока не 
достигнем оптимального решения.

Таблица 2,14
Оптимальное решение

Потенциал ТО II Рг = 2 |3з=0 04=1 й;
СП = 0 3 25 2 5 4 1 20 50

СХ2 = - 1 2 5 3 1 35 5 40

Р U> II о 3 о<NП 4 4 20

ь, 30 25 35 2 0 110

Цикл пересчета для клетки (2,1)  показан в табл. 2.13. Третье 
допустимое решение приведено в табл. 2.14. Здесь же указаны 
значения рассчитанных для данной итерации потенциалов. Не
трудно убедиться в том, что для всех свободных клеток сумма по
тенциалов меньше Су, т. е. получено оптимальное решение. Оно 
означает, что от первого поставщика к первому потребителю тре
буется перевезти 25 т груза, ко второму — 5 т, к четвертому — 
20 т; от второго поставщика надо перевезти к первому потребите
лю 5 т груза, к третьему —  35 т; от третьего поставщика необхо
димо перевезти 20 т груза только ко второму потребителю. Вы
числим минимальное значение целевой функции:

/тш(х) = 3-25 + 2-5 + 1-20 + 2-5 + 1-35 + 2-20 =
= 190 (тонно-километров).

В приложении ПЗ приводится описание программы (инструк
ция пользователю) для решения транспортной задачи. Может быть 
получено сразу оптимальное решение или решение по этапам.

§ 2,7. Задача о перевозках с перегрузкой

Далее, в гл. 3, будет показано, что сетевой подход к решению 
транспортных задач позволяет использовать алгоритм, рассмот
ренный в § 2.6, для решения более сложных задач. В транспорт
ной задаче предполагается, что ни в одном маршруте, соединяю
щем источник (поставщика) с некоторым стоком (потребителем), 
не могут быть использованы другие источники и стоки в качестве 
промежуточных пунктов. Если считать допустимой перевозку 
грузов из источника в сток через другие источники и стоки, то
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новая задача может быть сведена к обычной транспортной зада
че. Объем вычислений, естественно, возрастает, так как в сеть 
будут включены дополнительные маршруты, соединяющие каж
дый источник со всеми другими источниками и каждый сток со 
всеми другими стоками. Считаем, что транспортные затраты сц,
соответствующие дополнительным маршрутам, известны. Новая 
задача сводится к модифицированной транспортной задаче, в ко
торой предложения и спрос, соответствующие дополнительным 
маршрутам, заданы таким образом, что они не влияют на выбор 
маршрутов, осуществляемый в основном алгоритме. Выполнение 
последнего требования необходимо, поскольку ограничения на 
поток по дополнительным маршрутам, задаваемые предложением 
и спросом, являются фиктивными и вводятся только для вычис
лительных целей.

Пусть d  —  минимальная из величин ^  сц и £  bj —  суммар-
' j

ных единиц предложения и спроса, т. е. d  —  это реальный поток 
количества груза, перемещающегося по модифицированной сети. 
Тогда очевидно, что величину спроса bi г-го исходного источника 
и величину предложения dj у'-го исходного стока можно принять 
равными d , т. е. весь поток может протекать через один источник 
или через один сток. Поскольку bt = dj = d , то исходные величины

предложения и спроса должны быть увеличены на d . Если увели
чить исходные данные на d  < d, то некоторые планы перевозок, 
допустимые в исходной задаче, в модифицированной задаче ста
нут недопустимыми. Выбор d > d  не повлияет на решение задачи. 
Поэтому выбирают d.

Рассмотрим традиционную транспортную задачу (табл. 2,15).
Таблица 2.15 

Исходная транспортная задача
Пункт А В2 Въ Запасы

А 3 4 7 20
Аг 6 3 2 10

Потребности 10 12 8 30

Пусть в ней каждый источник и каждый сток являются одно
временно и промежуточными пунктами (узлами). Здесь
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1 > / = 1 > , = з о ,
i=1 )=\

следовательно, в модифицированной задаче надо выбрать d  = 30.
Новая задача о перевозках может быть сведена к транспортной 

задаче со следующими величинами предложения и спроса для сто
ков и источников:

Г) а, = аг +30, i = 1,2, для исходных источников;
2) bi =30,  i = 1,2, для исходных источников;
3) й/ = 30, / = 1,2,3, для исходных стоков;
4) bj = bj + 30, у = 1,2,3, для исходных стоков.
Матрица условий модифицированной транспортной задачи для 

решения задачи перевозок с перегрузкой приведена в табл. 2,16. 
Транспортные затраты Су для дополнительных маршрутов (строки 
B\t i ?2 и Вз и два последних столбца А , А2 в табл. 2.16) предпо
лагаются известными.

Таблица 2.16
Модифицированная транспортная задача

Пункт
Исходные стоки Исходные

источники Запасы
в2 Вз А Аг

А 3 4 1 0 5 2 0 + 3 0 = 5 0
Ai 6 3 2 3 0 10 + 30 = 40

Вх 0 5 4 2 5 30

в 2 9 0 1 3 2 30

Вз 2 4 0 2 6 30
Потреб
ности 10 + 30 = 40 12 + 30 = 42 8 + 30 = 38 30 30 180

Эту задачу можно решить методом потенциалов, рассмотрен
ным в § 2.6. Решив модифицированную транспортную задачу, тем 
самым решим поставленную задачу о перевозках.

§ 2.8. Целочисленное линейное программирование

Рассмотрим следующую задачу линейного программирования: 
максимизировать функцию

/ (х) = йоо -  «о 1X1 -  aoiX2 - . . .  -  аопХп (2.9)
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при условиях

Хп+1 &п+1,0  в и +1 ДХ[  Чц+1,2 X 2  ■ ■ • в я +1 , лХи ,

Хп+т @n+m,Q ^ n + j w , l ^ l  @ п+м,2Х 2 . . .  (Хп+т п Х п ,

х7 >0 ,  j  = 1, 2 , и + 1 , ..., п + т.

Заметим, что хи+ь..., хп+т —  слабые переменные, a jq ,..., 
хп ■—■ исходные переменные задачи (2.9). Если наряду с ограниче
ниями задачи (2.9) потребовать, чтобы все Xj, j  = 1, 2,. . . ,  п, были 
целыми, то задача будет называться задачей целочисленного про
граммирования. Существует много задач, особенно комбинатор
ных, которые можно сформулировать как задачи целочисленного 
программирования.

Ограничения задачи (2.9) определяют выпуклую область 
OABCD  в /2-мерном пространстве, сечение которого в плоскости 
Xi, x j показано на рис. 2.6. Узлы целочисленной решетки на 
рис. 2.4 изображены точками. Такие точки, расположенные внутри 
области O A B C D , являются допустимыми решениями задачи це
лочисленного программирования.

Оптимальные решения задачи ЛП всегда располагаются на 
границе области решений. В данном случае граничные точки не 
являются даже допустимыми решениями, поскольку ни одна из 
них не целочисленна. Предположим, что область допустимых ре
шений сужена до выпуклой оболочки допустимых целых точек

внутри допустимой области. На 
рис. 2.6 эта выпуклая оболочка пока
зана заштрихованной областью 
O E F G H , которую можно рассмат
ривать как область допустимых ре
шений некоторой другой задачи ЛП. 
Действительно, если к задаче линей
ного программирования, определяю
щей допустимую область OABCD, 
добавить ограничение типа R R ' , как 
показано на рис, 2.6, то для вновь по- 

Рис. 2.6. Области допусти- лученной задачи прямоугольник 
мых решений для задач ли- O E F G H  будет областью допусти- 
нейного и целочисленного мых решений. Такая область облада- 
линейного программирования ет двумя важными свойствами:
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1) содержит все допустимые целочисленные точки исходной 
задачи линейного программирования (поскольку является выпук
лой оболочкой этих точек);

2) все крайние точки новой области целочисленны.
Поэтому любое базисное оптимальное решение модифициро

ванной задачи ЛП имеет своими компонентами целые числа и яв
ляется оптимальным решением исходной задачи целочисленного 
программирования.

Как только будут введены дополнительные ограничения, мож
но решать модифицированную задачу ЛП любым обычным мето
дом и полученное базисное оптимальное решение автоматически 
будет целочисленным.

Представленный ниже целочисленный алгоритм обладает сле
дующими свойствами:

1) все дополнительные ограничения сохраняют допустимые 
точки исходной целочисленной задачи;

2) за конечное число шагов создается достаточное число до
полнительных ограничений для того, чтобы оптимальное решение 
модифицированной задачи было целочисленным;

3) дополнительные ограничения (гиперплоскости) проходят по 
крайней мере через одну целочисленную точку, хотя и не обяза
тельно находящуюся внутри выпуклой оболочки;

4) каждое новое ограничение сокращает область допустимых 
решений исходной задачи целочисленного программирования.

Заметим, что оптимальное решение исходной задачи может 
быть получено прежде, чем допустимая область будет сокращена 
до области O EFG H . Оптимальное целочисленное решение опре
деляется пересечением п гиперплоскостей, что обеспечивается 
процедурой отсечения; некоторые гиперплоскости могут соответ
ствовать ограничениям исходной задачи.

Задачу целочисленного программирования также можно запи
сать в виде табл. 2.17.

Обычно в ограничения задачи (2.9) включают тривиальные со
отношения Xj = - ( - X j ), у = 1, 2 , п, которые образуют первые 
п строк в симплекс-таблице (ниже строки-заголовка). Запись пе
ременных в виде - x i , —Х2 , —хп исторически используется в це
лочисленном программировании. Будем через ау, у = 0,1, . . . ,  и, 
обозначать у'-й столбец текущей таблицы и через а1}, 
i = 0,1, . . . ,  п + т, у = 0,1, . . . ,  п, —  элемент г-й строки и у'-го столб
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ца таблицы. Предполагается, что все «у в исходной таблице це
лые. Следовательно, все слабые переменные xn+i , хп+т должны 
быть также неотрицательными целыми числами.

Таблица 2.17 
Запись задачи целочисленного 

программирования
Переменные 1 - л ... ~х„

XI 0 - 1 0

х„ 0 0 - 1

Хп+1 «и+1,0 «и +1,1 «я+1 ,п

Хп+т О-п+т, 0 «и+т, 1 «И+М ,п

f ( x ) «00 «01 ... «Он

Сначала задачу целочисленного программирования рассматри
вают как задачу ЛП и решают ее с помощью прямого или двой
ственного симплекс-метода. Используя двойственный сим
плекс-метод (см. § 2.5), в первую очередь получают переменную, 
которую исключают из базиса. Она определяется наибольшим по 
модулю отрицательным элементом столбца сводных членов, по
этому не надо решать вспомогательную задачу ЛП. Чтобы опреде
лить переменную, вводимую в базис, рассматривают отношение 
элементов строки для целевой функции и соответствующих отри
цательных элементов разрешающей строки. Наименьшее по зна
чению отношение (в задаче максимизации) определяет перемен
ную, вводимую в базис. Операция замещения проводится методом 
Жордана. В конце алгоритма получаем а*о ^  0 , г = 1, 2,.. . , /? + т. и 
aoj > 0 ,  j  = 1, 2,. . . ,  п. Если аю>0  целые для всех г, то найдено 
оптимальное решение целочисленной задачи. В этом случае реше
ние получается сразу, без использования ограничений целочис- 
ленности. Если элементы сцо > 0, не все целые, то к ограничениям 
(2.9) добавляют еще одно. Новое ограничение записывают внизу 
таблицы так, чтобы задача перестала быть прямо допустимой, т. е. 
а,о < 0 для i = п + т + 1. Затем используют двойственный симп
лекс-метод, чтобы получить все аго > 0 . Если ащ являются неце
лыми, в таблицу добавляют новые ограничения до тех пор, пока 
все аю >0, i = l , 2 , . . . , n  + m, станут целыми и по-прежнему неот
рицательными.
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Если после введения дополнительного ограничения текущая 
таблица перестает быть прямо допустимой, то текущее решение, 
представляющее собой вершину многогранника решений, не удо
влетворяет этому дополнительному ограничению. Другими слова
ми, дополнительное ограничение отсекает часть пространства ре
шений. Если дополнительные ограничения не отсекают ни одной 
целочисленной точки пространства решений исходной задачи, то 
вполне вероятно, что после введения достаточного числа дополни
тельных ограничений вершины суженного множества решений 
будут целочисленными. Тогда, используя симплекс-метод, можно 
найти оптимальное целочисленное решение. Трудность задачи со
стоит в систематическом получении дополнительных ограничений 
и доказательстве конечности алгоритма.

Каждый раз после проведения итерации симплекс-метода про
исходит изменение множества небазисных переменных. Изменяет
ся и таблица.

Если требования целочисленности относятся лишь к некото
рым переменным, то такие задачи называются частично целочис
ленными.

Решение задачи целочисленного программирования находят 
последовательным решением задач, каждая из которых получается 
из предыдущей с помощью дополнительного ограничения

J j i j x j  > № ) ,
j

где уij определяются из следующих соотношений:

1) для Xj, которые могут принимать целочисленные значения, 
имеем

ад При ад > 0,

Ъ] < 1 f ( f l  \ \ aij I при aij к  0;

2) для Xj, которые могут принимать только целочисленные 
значения, имеем

' f (Og)  при f (ag)<f(bi )>
Ъ}=\  f ( k )

Напомним, что f  (ад) = ад -  [ад]; здесь [аи ] —  ближайшее к 
ад целое.
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Приведем алгоритм решения задачи целочисленного програм
мирования.

Ш а г  1. Решить задачу целочисленного программирования как 
задачу ЛП с помощью прямого или двойственного сим
плекс-метода. Если получено оптимальное решение задачи ЛП, то 
все а:о > 0  , i = 1, 2,. . . ,  п + т, и ао; > 0 ,  j  = 1,2, . . . ,  п.

Ш а г  2. Если все що целые, то задача решена и решение по
лучено без использования дополнительных ограничений, В про
тивном случае пусть а,о —  первая нецелочисленная компонента в 
столбце йо . Тогда i-я строка называется производящей. Записать 
внизу таблицы коэффициенты уравнения, используя данные про
изводящей строки:

s = - f n - U u ( - * j ) ,  (2-10)

где fin = am-[ato],  Л>Й0,  f j  = a,j - [av ]; здесь [а] —
ближайшее к числу а  целое.

Например, некоторая базисная переменная имеет нецелочис
ленное значение, а уравнение для нее имеет вид

7 
2 ’

1 1
Х 2 Н Х з  Х4

2 2

Дополнительное ограничение (2.10) в данном случае будет иметь 
следующий вид:

Г О  Г О  Г 7
/ ( 1 ) * 2 + / [ - J x 2 + / ^ - - J x 4 > / ( j  

или

1 1 >1- х 3 + ~ х 4 > - ,

т. е. хз + х4 > 1.
В симплекс-таблицу вносим хз + х4 -  Х5 = 1, xs > 0 —  свобод

ная переменная, которую ввели, чтобы неравенство превратить в 
равенство.

Для другого уравнения вида

1 1 4
— X] +  Х 2 +  — Х4 =  —
3 3 3

ограничение (2.10) имеет вид
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/ (  Л х , + / ( 1 ) х 2 + / | 1  ]х4 > / ( ^ '
у 3

или

1 1— Xi Н Х4 ^  ,
3 3 3

т. е. xi + Х4 > 1.
Переменную s называют слабой переменной Гомори, а урав

нение (2.10) —  отсечением Гомори. Выполним одну итерацию 
двойственного симплекс-метода, используя в качестве ведущей 
строки отсечение Гомори (2.10). При этом таблица останется двой
ственно допустимой. Повторяем шаг 2 до тех пор, пока все а; о, 
г = 1, 2,. . . ,  п + т, не станут целыми неотрицательными. Если а,-о 
на некотором шаге остаются отрицательными, следующий шаг 
(двойственного) симплекс-метода выполняется без введения от
сечения Гомори. (Если аоо становится отрицательным, нулевую 
строку не выбирают в качестве производящей. Если аоо стано
вится нецелым, следует выбрать нулевую строку в качестве про
изводящей.)

В приведенном ниже числовом примере все дополнительные 
ограничения сохраняются на протяжении вычислений. Это сдела
но для того, чтобы показать, что эти дополнительные ограничения 
представляют собой неравенства. Причем, если эти неравенства 
выразить через исходные небазисные переменные, они будут 
иметь целые коэффициенты.

Если сохранять все строки, соответствующие слабым перемен
ным Гомори, то эти слабые переменные могут стать базисными. 
Если слабая переменная Гомори вошла в базис с неотрицательным 
значением, то соответствующая строка представляет собой нера
венство, справедливое при текущем решении, и эта строка может 
быть вычеркнута. Если слабая переменная Гомори становится ба
зисной с отрицательным значением, соответствующую строку сле
дует использовать в качестве ведущей. Если сохранять все строки, 
соответствующие всем отсечениям Гомори, то, вообще говоря, по
требуется меньшее число дополнительных ограничений, однако 
увеличение таблицы предпочтительнее введения лишних дополни
тельных ограничений.

Приведем пример, иллюстрирующий изложенный алгоритм.
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Пример. Рассмотрим задачу целочисленного программирова
ния: максимизировать функцию

/  (х) = 4xi + 5л'2 + хз

при условиях
3xi + 2x2 <10,

XI +  4x2 < 1 1 ,

3xi + 3X2 + +3 ^13 ,

Х|, х?, xi > 0 (целые).
Введя слабые переменные Х4, Х5, Хб, получаем значения, за

писанные в табл. 2.18.
Таблица 2.18

Исходные данные задачи
Переменные 1 -Xi -Хг -Хз

XI 0 - 1 0 0

Х2 0 0 - 1 0

Хз 0 0 0 - 1

Х4 10 3 2 0

х5 11 1 0 0

Хб 13 3 3 1

f i x ) 0 - 4 - 5 - 1

Решая задачу ЛП (ведущий элемент обведен), получаем новые 
значения, записанные в табл. 2.19—2.21.

Таблица 2.19
Первая итерация

Переменные 1 -XI —х5 -Хз
X] 0 - 1 0 0

Х2 1 1 /4 1 /4 1 /4 0
Хз 0 0 0 - 1

Х 4 1 8 /4 1 0 /4 - 2 / 4 0

Х5 0 0 - 1 0

Хб 1 9 /4 9 /4 - 3 / 4 1
т 5 5 /4 - 1 1 / 4 5 /4 - 1
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Таблица 2.20
Вторая итерация

Переменные 1 -JC4 -Л'5 -х з

XI 1 8 /1 0 4 / 1 0 - 2 / 1 0 0

Х2 2 3 / 1 0 - 1 / 1 0 3 / 1 0 0

хз 0 0 0 - 1
Х4 0 - 1 0 0

х5 0 0 - 1 0

Хб 7 /4 - 9 / 1 0 - 3 / 1 0 51

/ ( * ) 1 8 7 / 1 0 1 1 /1 0 - 7 / 1 0 - 1

Таблица 2.21
Оптимальное решение задачи ЛП

Ведущий столбец

Переменные 1 —Х4 —Хз —Хб

XI 1 8 /1 0 4 / 1 0 - 2 / 1 0 0

Х2 2 3 / 1 0 - 1 / 1 0 3 /1 0 0

Хз 7 /1 0 - 9 / 1 0 - 3 / 1 0 1
Х4 0 - 1 0 0

Х5 0 0 - 1 0

Хб 0 0 0 - 1

S i - 7 / 1 0 - 1 / 1 0 - 7 / 1 0 0

f i x ) 1 9 4 / 1 0 2 / 1 0 4 / 1 0 1

<— Произво
дящая строка

Получено оптимальное решение задачи линейного программи
рования:

^  ч 194 18 23 7
J  (х) = ------ , XI = ---- , Х2 = ---- , Хз-= ----- .
J 10 10 10 10

Данное решение нецелочисленное. Согласно шагу 2 дописыва
ем в табл. 2.21 строку л ,  содержащую коэффициенты уравнения 
отсечения и назначаем в таблице производящую строку и ведущий 
столбец.

Проводя замену базисных переменных, получим оптимальное 
целочисленное решение (табл. 2.22).
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Таблица 2.22 
Оптимальное целочисленное решение

Переменные 1 —Х 4 - 5 [ - Хб

*1 2 3/7 -2 /7 0
* 2 2 -1 /7 3/7 0
* 3 1 -6 /7 -3 /7 1
* 4 0 -1 0 0
* 5 1 1/7 -10/7 0
*6 0 0 0 -1
S1 0 0 -1 0

/(* ) 19 1/7 4/7 1

Оптимальным целочисленным решением является 
*1=2, *2=2 ,  *3=1,  / ш а х ( * )  = 19.

Выразив *4, *5 и хь через исходные небазисные переменные 
х \ , *2 и , получим неравенство si > 0 с целыми коэффициентами:

si = ——н----- (10 — 3*1 —2*2) + —  (11 —*i -4 * 2 ) > 0 ,
10 10 10

ИЛИ *1 +  3*2 <  8 .

Чтобы получить матрицу, полностью целочисленную, продол
жим введение отсечений и решение задачи, результаты этого за
пишем в виде табл. 2.23, 2.24.

Таблица 2.23

<— Произво

дящая строка

Введение отсечения S2

Ведущий столбец
4

Переменные 1 —Х4 -si ~ Х ь

*1 2 3/7 -2 /7 0
* 2 2 -1 /7 3/7 0
* 3 1 -6 /7 -3 /7 1
* 4 0 -1 0 0
* 5 1 1/7 -10 /7 0
*6 0 0 0 -1
^1 0 0 -1 0

$2 0 -1 /7 -4 /7 0

Я *) 19 1/7 4/7 1
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Таблица 2.24 
Полностью целочисленная матрица

Переменные 1 -S2 -si -X6
Xi 2 3 - 2 0

X2 2 - 1 1 0

X3 1 - 6 3 1
X4 0 - 7 4 0

*5 1 1 - 2 0
X6 0 0 0 - 1

Si 0 0 - 1 0

S2 0 - 1 0 0

f i x ) 19 1 0 1

В приложении П6 приводится описание компьютерной про
граммы (инструкция пользователю) для решения задач целочис
ленного программирования.

§ 2.9. Задача о назначениях (проблема выбора)

Рассмотрим задачу о распределении механизмов (работников) 
для выполнения п конкретных действий (заданий) таким образом, 
чтобы каждый механизм выполнял только одно действие и чтобы 
при заданной производительности каждого механизма на каждом 
задании суммарный эффект был максимальным.

Обозначим через Су, /, /  = 1,2,..., п, , производительность г-го 
механизма на j -й работе. Тогда данная задача, известная под 
названием задачи о назначениях, будет заключаться в таком выбо
ре элементов из матрицы | |%| |  по одному из каждой строки и 
каждого столбца, чтобы их сумма c\jx + ci}2 +... + сЩп, jk ^  jt при 
к 4̂ 1, была максимальной.

Обозначив через xtJ переменную, равную единице, если г-й 
механизм выполняет у-ю работу, и равную нулю, если он эту рабо
ту не выполняет, мы сведем данную задачу к следующей задаче 
линейного программирования.

Среди всех неотрицательных целочисленных решений системы 
2 п уравнений

Хц +  Xi2 + ... +  Xin = 1 ,  i = 1, 2 , ..., Щ 

X\j +Х 2j  +  ... +  XnJ = 1 ,  j  =  1 ,2 , . . . ,  Л,
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задающих условия того, что каждый механизм выполняет только 
одну работу и что каждая работа обеспечивается только одним ме
ханизмом, найти то решение, которое максимизирует функцию

П П
Д * ) = Х 1 / №

*=12=1
описывающую суммарную производительность всех механизмов. 
Эту задачу решают с помощью сетевых методов, менее громозд
ких, чем симплекс-метод (см. гл. 3).

Пример. Имеются три механизма Д , Д , Дз, каждый из ко
торых может быть использован на каждом из трех видов работы 
В\ , /?2, S3 с производительностью (в условных единицах), задан
ной следующей таблицей:

Узел Д в 2 Д

Д 1 2 3
А2 2 4 1
Аъ 3 1 5

Требуется так распределить механизмы по одному на каждом 
виде работы, чтобы суммарная производительность всех механиз
мов была максимальной.

Обозначим, как рекомендовалось выше, через х,, переменную, 
равную единице, если механизм Д  назначен на работу В, , и рав
ную нулю, если механизм Д  не назначен на работу В,. Тогда сум
марная производительность механизмов описывается функцией

Д(х) = X] 1 + 2.Х\2 + 3xi3 "1" 2 X21 Т 4X22 Т Х23 + Зхз1 + Х32 + 5хзз 

при условиях-ограничениях
X l l  +  Х 12 +  Х 13 = 1 ,

X21 + Х22 + Х23 = 1,

Х 31 +  Х 32 +  Х 33 =  1 ,

X l l  + Х 21 + Х 31 =1,

Х12 +  Х22 +  Х32 =  1,

Х13 +  Х23 +  Х з з  =  1 .

Необходимо найти максимум функции / (х) при этих ограни
чениях.
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Запишем условия задачи в виде табл, 2,25, в которой проведем 
выделение базисных переменных.

Таблица 2.25
Исходная таблица

Переменные -*п -*12 - * 1 3 —*21 —*2 2 “ *23 - * 3 1 —*32 —*33 1

0 ш 1 1 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

/(* ) -1 -2 -3 -2 -А -1 -3 -1 -5 0

После исключения нулевых строк и вычеркивания соответ
ствующих столбцов получим табл, 2.26, Среди свободных членов 
табл. 2.26 есть отрицательный, поэтому опорное решение еще не 
получено.

Таблица 2.26
Разделение на базисные и свободные переменные

Переменные —*22 —*2 3 - * 3 2 —*33 1

*п а -1 -1 -1 -1

*2 1 1 1 0 0 1
*3 1 0 0 1 1 1
* 1 2 1 0 1 0 1
* 1 3 0 1 0 1 1

/ (* ) 1 3 3 0 9

Применив метод исключения Жордана (разрешающий элемент 
-1  отмечен), получим значения, записанные в табл. 2.27.

В табл. 2.27 все свободные члены неотрицательны, поэтому 
можно перейти к отысканию оптимального решения. Выбирая 
разрешающий элемент (обведен) и используя модифицированный 
метод исключения Жордана, получим окончательно значения, за
писанные в табл. 2.28.
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Таблица 2.27
Допустимое базисное решение

Переменные —*11 —*2 3 —*3 2 —*33 1

* 2 2 - 1 1 1 1 1

*2 1 ш 0 - 1 - 1 0

*3 1 0 0 1 1 1

*12 1 - 1 0 - 1 0

* 1 3 0 1 0 1 1

/ ( * ) - 1 4 4 1 10

Таблица 2.28
Оптимальное решение

Переменные “*21 _*23 _*32 -*33 1
*22 1
*11 0
*31 1
*12 0
*13 1

/(* ) 1 4 3 0 10

Из табл. 2.2В следует, что максимальная суммарная производи
тельность всех механизмов равна 10 (условным единицам) и до
стигается при

* 1 1 = 0 ,  * 1 2 = 0 ,  * 1 3 = 1 ,  * 2 1 = 0 ,  * 2 2 = 1 ,

* 2 3  =  0 ,  * 3 1  = 1 ,  * 3 2 = 0 ,  Х з з = 0 ,

т. е. механизм А\ выполняет вид работы В з , механизм Л2 — вид 
работы В2 и механизм Аз — вид работы В \.

Поскольку в /(х)-строке табл. 2,28 есть нулевой элемент, то 
полученное оптимальное решение задачи не единственное. Сделав 
шаг модифицированного метода исключения Жордана с разреша
ющим элементом из столбца, содержащего нуль в /(х)-строке, 
можно найти другое оптимальное решение этой же задачи.
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§ 2.10. Задачи о покрытии множества

Одним из вариантов задачи размещения производства является 
задача о покрытии множества, т. е. задача определения мест раз
мещения каких-либо элементов и их количества. Например, задача 
размещения складов, при котором расстояние от склада до каждо
го потребителя не превышает 100 км, может быть сформулирована 
как задача о покрытии множества. Другим примером такой задачи 
является задача определения числа и места размещения на терри
тории города студенческих общежитий, при котором каждый сту
дент тратит на дорогу до учебного заведения не более одного часа, 
или задача размещения пожарных команд, при котором расстояние 
до любой точки города «покрывается» за 5 мин.

Задача о покрытии множества может быть записана следую
щим образом:

/ (х) = X  CjXj —> min (2.11)
' r i

при ограничении
П

1, г = 1,2,..., т,
j =1
jcj, е  {0; 1 у = 1,2,..., я.

Величины Oij называются коэффициентами покрытия и при
нимают значения, равные единице, если г-й потребитель находится 
в пределах у-й области (т. е. покрывается у-й областью), в против
ном случае ад равны нулю. Аналогично, xj принимает значение,
равное единице, если в у-й области расположен некоторый объект, 
и нулю в противном случае. Ограничения в задаче требуют, чтобы 
каждый из т потребителей был «покрыт» по крайней мере одним 
из объектов. Цель в этом случае состоит в том, чтобы «покрыть» 
потребителей с минимальными затратами, причем с j  —  стоимость 
помещения объекта в у-ю область.

Поясним смысл термина «покрытие». Если имеется комплекс 
жилых строений и решается задача размещения пожарных команд, 
то г-е жилое строение считается «покрытым», если пожарная ко
манда находится в пределах пяти минут езды от этого строения; 
аналогично, если существует г-й потребитель и речь идет о разме
щении заводов, один из которых должен удовлетворять спросу 
этого потребителя, то последний считается «покрытым» при уело-



116 Часть I. Математическое программирование

вии, что завод расположен, например, в местах 1, 2 или 3. Таким 
образом, <7,1 = а ,-2 = ац = 1, и все остальные ац равны нулю для 
j  9*1,2,3.

Поскольку (2,11) является и задачей целочисленного линейно
го программирования, то любой приемлемый для ее решения ме
тод может быть использован для решения задачи (2,11). Однако 
из-за особой структуры задачи (2.11) специально для ее решения 
были разработаны методы неявного перебора секущей плоскости, 
отсечения, эвристические.

Обычно задача о покрытии множества при решении проблемы 
размещения состоит в определении минимального числа объектов, 
необходимых для удовлетворения (покрытия) запросов некоторого 
множества потребителей. В подобной ситуации задача (2.11) сво
дится к так называемой задаче о полном покрытии, которая полу
чается из (2.11), если положить все сц равными единице. Некото
рые задачи размещения экстренных служб могут быть сформули
рованы как задачи о полном покрытии.

Помимо задачи о полном покрытии возможна постановка за
дачи о частичном покрытии. Если задача о полном покрытии со
стоит в определении мест расположения объектов и их минималь
ного числа, при котором удовлетворяются все потребители, то за
дача о частичном покрытии связана с определением размещения 
заданного количества объектов, при котором удовлетворяется мак
симальное число потребителей. Практически не всегда можно 
обеспечить такое количество объектов, которое полностью удо
влетворяло бы всех потребителей. Обычно количество имеющихся 
в распоряжении объектов достаточно только для частичного по
крытия множества потребителей. В таких ситуациях целесообраз
но задачу о размещении свести к задаче о частичном покрытии.

Математически задача о частичном покрытии может быть за
писана в следующем виде:

~ т
f (x) = X  max ai/Xi т а х > j  = 1) 2,..., п,

„ 1=1 (2Л2) 
^ Х у < К ,  Xj е (0; 1}, 1,2,..., и,

где К  —  максимальное число объектов, подлежащих размеще
нию, величины aij и х,  те же, что и в задаче (2.11).

Из вида функционала max а^Х/ , используемого в целевой 
функции задачи (2.12), следует, что если некоторое место распо
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ложения потребителя «покрывается» более чем одним размещае
мым объектом, то при вычислении функции / ( х ) учитывается 
только максимальная величина a,j. Из ограничений в задаче (2.12) 
следует, что в лучшем случае существует К  объектов для разме
щения. Заметим, что если функция / (х) равна т —  числу потре
бителей, то это значит, что К  достаточно велико, чтобы полно
стью удовлетворить всех потребителей. Таким образом, задача о 
полном покрытии может быть сведена к задаче о частичном по
крытии (2.12) для различных значений К , и решение задачи (2.12) 
при наименьшем значении К  , для которого / (х) = т, будет оп
тимальным решением задачи о полном покрытии.

Однако обычно задачу о полном покрытии не решают таким 
образом, поскольку существуют более эффективные методы ее 
решения.

Точное решение задачи (2.12) может быть получено с помо
щью методов динамического программирования, метода ветвей и 
границ и двойственных методов. Однако они не приемлемы с вы
числительной точки зрения при п > 20 и К  >10, и поэтому для 
решения задачи (2.12) были разработаны эвристические методы,

§ 2.11. Дробно-линейное программирование

В дробно-линейном программировании (ДЛП) целевая функ
ция является дробно-линейной, т. е. имеет вид

_  стх + а  
d Tx + p ’

где а  и Р —  скалярные константы, с и d  —  векторы, х — век
тор искомых переменных, x e D ,

D = { x e R n \Ax = b> х > 0 ,  b e R m}.

Таким образом, в качестве целевой функции используется от
ношение двух линейных функций; условия-ограничения задачи 
остаются линейными: линейные равенства и неравенства.

Обычно предполагают, что знаменатель целевой функции по
ложителен и не обращается в нуль в допустимой области D .

Задачи ДЛП решают в тех приложениях, когда оптимизируют
ся относительные показатели. Особенно часто такие задачи встре
чаются в области финансовой деятельности: планировании дохо
дов корпораций, управлении статьями банковского баланса и т. п.
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Поверхности уровня целевой функции в задаче ДЛП линейны. 
Покажем это. Пусть значение целевой функции равно го . Тогда

сТх + а  = zq (d Tx  + р),

или (с -  zod)Tx = zoP + а , т. е. получили линейное уравнение, когда 
знаменатель целевой функции на допустимом множестве D  не 
равен нулю.

Таким образом, если задача ДЛП имеет оптимальное решение, 
то по крайней мере одна крайняя точка из D  будет оптимальной. 
Однако линии уровня целевой функции расходятся как лучи от 
множества вращения размерности п — 2 . Множество вращения — 
это множество всех точек пересечения нулевой линии уровня чис
лителя (стх + а  = 0) с нулевой линией уровня знаменателя

(idTx  + р = 0), т. е. множество точек, удовлетворяющих системе 
уравнений

сТх  = -ос, 

d 1x  = -р .

Вращая линию уровня целевой функции в направлении вектора 
d  против часовой стрелки, увеличиваем значение целевой функ
ции; вращая линию уровня по часовой стрелке —  уменьшаем зна
чение целевой функции.

Если знаменатель целевой функции отрицателен на допусти
мом множестве D , то следует дробь умножить на -1 , не изменяя 
при этом условия максимума или минимума целевой функции.

Для решения задач ДЛП применяют метод преобразования пе
ременных и процедуру обновления целевой функции.

1.П р е о б р а з о в а н и е  п е р е м е н н ы х .  Путем преобразова
ния переменных задачу ДЛП при положительном на допустимом 
множестве D  знаменателе сводят к задаче линейного программи
рования.

Делаем замену переменных р = ( dTx + (ЗГ1 и у\ = x,p для 
всех i , Задача ДЛП принимает вид

сту  + а р  —»max

при условиях

± - ь .
р
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( J T x  +  P ) p  =  l ,

0 < у е М й, О ^ р е М 1.

Появляется новая переменная р. Получили задачу линейного 
программирования

сту  + аР  —» max

при условиях
А у -Ь р  = 0,

d Ty  + $p = l,

0 < y e M " , O ^ p e R 1, 

имеющих m +1 ограничений и п +1 переменных.
Пример. Решить задачу ДЛП

Х -2 - 5z = ------------------ > max
-Xl -  Х2 + 9

при условиях
2xi + 5x2 >10,
4xi + 3x2 ^  20,

-Xl + Х2 < 2,

Xl,Х2 > 0.

После замены переменных получим задачу линейного про
граммирования

У2 -  5р —> max

при условиях
2yi +5у2 -1 0 р > 0 ,

4yi + Зу2 -  20р < 0,

~У\ + J2 — 2р < 0,

-У 1 - У 2 +9р = 1,

y i,y2)p > 0 .

Решая эту задачу симплекс-методом, получим у\ = 2/3, 
у 2 = 4/3 , р = 1/3, или оптимальное решение xi = 2 , Х2 = 4 .
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2. О б н о в л е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и .  Задача ДЛП реша
ется как последовательность задач ЛП, где на каждой итерации 
пересчитывается градиент целевой функции

_ (dTx  + Р)с -  (стх + a)d  
(dTx + (З)2

в полученной оптимальной точке. С новым значением градиента 
решается новая задача линейного программирования. Процесс по
вторяется до тех пор, пока решение не будет изменяться в задан
ных пределах.

На допустимом множестве D  могут быть следующие случаи:
1) знаменатель принимает на D  как положительные, так и от

рицательные значения, тогда целевая функция z не имеет ни ко
нечного максимума, ни конечного минимума;

2) знаменатель всюду на D  равен нулю, тогда всем точкам из 
D  соответствуют неопределенные значения целевой функции z;

3) векторы с и d коллинеарны:
а) множество вращения пусто, тогда нулевые линии уровня 

числителя и знаменателя параллельны, но не совпадают друг с 
другом; целевая функция z не ограничена сверху и не определена 
в крайней точке;

б) множество вращения не пусто, тогда числитель и знамена
тель имеют идентичные нулевые линии уровня; целевая функция 
z постоянна на D , кроме некоторых точек, где z имеет значение 
0/0;

4) векторы с и d не коллинеарны:
а) D  —  подмножество множества вращения, тогда всем точ

кам из D  соответствуют значения z вида 0/0;
б) знаменатель всюду равен нулю, т. е. z = 0 везде, кроме тех 

точек из D , принадлежащих множеству вращения, где целевая 
функция z принимает значения 0/0 ;

в) на D  существуют точки, в которых знаменатель в целевой 
функции z не равен нулю; тогда могут быть:

-  конечные минимумы и конечные максимумы;
-  конечные минимумы, но неограниченные максимумы;
-  неограниченные минимумы и максимумы.
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§ 2.12. Анализ устойчивости оптимального решения 
задачи линейного программирования

Необходимо знать, как изменится решение задачи линейного 
программирования при изменении значений ее параметров: коэф
фициентов целевой функции, элементов матрицы и правой части 
условий-ограничений. А особенно важно знать, при каких измене
ниях параметров задачи оптимальное решение этой задачи остает
ся неизменным. Параметры задачи линейного программирования 
можно варьировать за счет изменения условий функционирования 
описываемых объектов (например, меняются цены на комплекту
ющие изделия, на трудовые ресурсы, меняется стоимость продук
ции на рынке и т. д.). Эти изменяющиеся параметры влекут не
определенность параметров задачи и являются в данном случае 
детерминированными величинами.

В других случаях параметры задачи ЛП являются случайными 
величинами, и тогда важно знать, как может изменяться решение 
задачи в зависимости от изменения исходных данных. При этом 
необходимо иметь, по крайней мере, сведения о математическом 
ожидании и дисперсии этих случайных величин, если нет возмож
ности оценить их функции распределения. В таком случае неопре
деленностям значений параметров необходимо указать соответ
ствующую им доверительную вероятность.

Как правило, в подобных случаях для получения ответа реша
ют серию прямых близких задач, изменяя значения параметров.

Особенностью задач ЛП является тот факт, что полученное оп
тимальное решение может не меняться при изменении значений па
раметров целевой функции и условий-ограничений в достаточно 
широких пределах. Более привычным является «непрерывный» ва
риант: при небольших изменениях параметров задачи обязательно 
изменяется и решение —  координаты точки оптимума. Чтобы оце
нить изменения решений в задачах ЛП, можно использовать пара
метрическое программирование, когда определяется поведение ре
шения задачи ЛП в зависимости от параметра t , введенного в ко
эффициенты целевой функции и в элементы матрицы и правой 
части условий-ограничений. Однако эти процедуры громоздки даже 
для одного параметра t , в то же время введением только одного па
раметра t не удается описать все возможные изменения параметров 
задачи. Рассмотрим алгоритм, который позволяет определить допу
стимые множества значений параметров задачи ЛП, не приводящих 
к изменению найденного оптимального решения, и таким образом 
указать диапазон изменения каждого параметра.
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Имеем задачу линейного программирования (с одним крите
рием):

z = с 'х  —э max (2.13)
при условиях

Aix>bi, (2.14)

A2X = b2 , (2.15)
х > О,

где с —  вектор коэффициентов целевой функции, z  —  целевая 
функция, х —  вектор исходных (структурных) переменных, bi и 
Ь2 —  векторы правых частей условий, А\ и А2 — матрицы систе
мы ограничений соответственно неравенств и равенств.

Для аналитического решения задача ЛП записывается в кано
нической форме:

z = стх —» max
при условиях

Ах = Ь, х > 0 ,  (2.16)

где х —  вектор, включающий в себя исходные и дополнительные 
(слабые) переменные; А —  прямоугольная матрица размерности 
т х п , расширенная за счет столбцов дополнительных перемен
ных, преобразующих неравенства (2.14) в равенства; b —  вектор 
правых частей условий (объединяет векторы bi и Ь2); с — вектор 
коэффициентов целевой функции. Будем исследовать устойчи
вость точки оптимального решения задачи (2.13)—(2.15) при сле
дующих допущениях и предположениях:

1) неопределенность или погрешность имеют только коэффи
циенты с целевой функции;

2) неопределенность или погрешность имеют только элементы 
вектора b ;

3) неопределенность или погрешность имеют только элементы 
матриц А\ и А2 (т . е. элементы матрицы А , кроме элементов, от
носящихся к дополнительным переменным).

Алгоритмы учета других комбинаций неопределенностей ос
новываются на этих случаях.

Будем далее полагать, что задача ЛП решается с помощью 
симплекс-метода.
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1. Н е о п р е д е л е н н о с т ь  в к о э ф ф и ц и е н т а х  ц е л е 
в о й  ф у н к ц и и .  Точка оптимума в симплекс-методе определяет
ся условием

cj ~ z j ^ Q> z j = (ch>aj), у =1 ,2 ,. .. ,  л,

где сь —  вектор из элементов с ,-, относящихся к базисным пере
менным; aj — /-й столбец матрицы А; (о ,,о /) —  скалярное про
изведение. Целевая функция имеет вид z = сьЬ.

Пусть элементы с/ имеют неопределенность А с ,, т. е. имеют 
вид cj + A cj , j  = 1,2,..., п; тогда условие оптимума будет опреде
ляться величиной

с ,  + А с ,  -  ((сь  +  А сь  ), c i j) = (Cj -  (Ch, а , )) + (Дсу -  (А с ь , а 7)),

7 = 1,2,..., 17. С }

Нарушение условия оптимальности зависит от конкретных 
значений последнего слагаемого в выражении (2.17): если 
A Cj — (Д Cb,aj) < 0 для всех j  = 1 , 2 , п, то оптимальное решение
не изменяется; при наличии хотя бы одного неравенства 
Ac j -  (Д Cb,aj) > 0 возможно изменение оптимального решения. 

Система неравенств
(cj -  (сь,  a j  ) )  +  (Acj ~  (Ась ,  a j  ) )  <  0 ,  ^

j  = 1,2,..., п,

определяет то множество значений элементов A c j, j  = 1,2,..., п, в
которое входят и элементы вектора Ась, не нарушающие условия 
оптимума в данной точке.

Пример 1. Рассмотрим задачу ЛП о выпуске продукции пред
приятием (см. § 2.4). Математическая модель этой задачи имеет
следующий вид:

z = 10xi + 2 0 х г max (2.19)
при условиях

xi +3,5x2 <350,
2xi +0,5x2 <240, 

xi +Х2 < 150,
Xl +Х2 > 110, 

lOxi + 20x2 >1400,
Xl,Х2 > 0.
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Оптимальное решение задачи приведено в следующей сим
плекс-таблице (табл. 2.29).

Таблица 2.29
Оптимальное решение

Базис Ь -X l -*2 -*3 -х 4 -*5 ~Хб -Xi

х7 90 0 0 1/5 0 3/5 0 1

х 4 120 0 0 3/5 1 -2 6 /5 0 0

*6 40 0 0 0 0 1 1 0

XI 70 1 0 -1 /5 0 7/5 0 0
х 2 80 0 1 1/5 0 -2 /5 0 0
Z 2300 0 0 2 0 6 0 0

Элементы строки z  для переменных х , , /  = 1, 2,..., 7, взятых с 
противоположным знаком, и есть значения с/ -  z j = с j  — (с/,, a j ), 
по которым судят об оптимальности решения. Различие в знаках 
обусловлено правилами заполнения симплекс-таблиц.

По условию неопределенность Дcj содержится только в коэф
фициентах исходной целевой функции, поэтому ДCj Ф 0 для 
7 = 1,2, ДCj = 0 для j  = 3,..., 7, Ась = (0; 0; 0; Дй; Дс2}.

Рассчитаем значения Д/ = Дс/ -(A cb ,a j)  для различных j :

Aj= 0, j  = 1,2,4,6,7,

Д3 = ^ Д й  - ^ Д с 2, У = 3,

7 2
Д5 = Дй + — Дс2, у = 5.

Таким образом, на выбор оптимальной точки в данном случае 
оказывают влияние только коэффициенты при j  = 3 и j  = 5. Точка 
оптимума не изменится для тех значений Дй и Дс2, при которых 
согласно (2.18) имеем
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Множество D  значений Дсь Дс2 представляет собой часть 
плоскости, заключенную между двумя лучами, выходящими из точ
ки (-10 ,-20 ) в направлениях векторов Vi ={1;1} и V2 -  {1; 3,5}.

Проблему устойчивости точки оптимума в задаче линейного 
программирования при неопределенности только в коэффициентах 
целевой функции можно рассмотреть геометрически, на плоско
сти. Плоскость, вектор нормали которой определен коэффициен
тами целевой функции, в точке оптимума можно повернуть таким 
образом, чтобы она коснулась граней выпуклого многогранника, 
содержащих эту точку. Диапазон изменения углов поворота плос
кости и будет определять допустимый разброс значений коэффи
циентов целевой функции.

Для простоты изложения материала все уравнения линейных 
поверхностей запишем в нормальном (нормированном) виде. Та
ким образом, мы будем использовать направляющие косинусы 
плоскостей; в трехмерном пространстве это cos a , cosP, cosy.
Чтобы определить грани многогранника, содержащие точку опти
мума, подставим координаты точки оптимума в ограничения (2.14) 
и (2.15). Те ограничения, которые являются равенствами, опреде
ляют искомые грани.

Пусть некоторая грань в трехмерном пространстве задана 
уравнением

где х, у , и —  текущие координаты; а, Ь, с, d  —  параметры 
уравнения плоскости; р  —  параметр, определяющий расстояние 
до плоскости от начала координат;

Для плоскости, соответствующей целевой функции с парамет
рами о ,  С2, сз, получим

ах + by + си + d = 0; 
нормальное уравнение этой плоскости имеет вид 

(cos а )х  + (cos р)у + (cos у)и -  р  = 0,

а
cosp

b с
cos а  = cosy =
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В рассматриваемом случае важны не сами значения ci, ci, сз, 
а их отношения:

С]_ _  cos ар С]_ _  cos ар С2_ _  cosftp ^
сг cos|3o ’ сз cosyo ’ Сз cosyo

Если некоторая г-я грань многогранника имеет направляющие 
косинусы cos a ,, cosfx, cosy,-, то всякая плоскость, направляю
щие косинусы которой будут иметь значения между cosap и 
cosa ,, cospp и cosp,, cosyp и cosy,, не изменит положение оп
тимальной точки. Анализируя таким образом все грани, которым 
принадлежит оптимальная точка, найдем диапазоны отношений 
параметров (коэффициентов) a, b и с , которым должны удовле
творять плоскости, проходящие через оптимальную точку и не из
меняющие оптимальное решение задачи. Отсюда легко получить 
возможный диапазон неопределенностей Дс, в значениях коэф
фициентов целевой функции, не влияющих на решение задачи.

Пример 2. Рассмотрим задачу, описанную в примере 1.
Определим грани многоугольника, которым принадлежит точ

ка оптимума. Подставим оптимальное решение задачи xi = 70, 
^ 2=80  в исходную модель (2.19) и получим, что оптимальной 
точкой является точка пересечения прямых x i+ 3,5x2 =350 и 
xi +Х2 =150.

Вектор нормали целевой функции имеет координаты {10; 20}, 
вектор нормали первой прямой —  {1; 3,5}, вектор нормали второй 
прямой —  {1; 1}. Вектор нормали целевой функции можно повер
нуть так, чтобы он совпал либо с вектором нормали первой пря
мой, либо с вектором нормали второй прямой, т. е. согласно (2.20) 
имеем

COSpl С2 +  ДС2 COSp2

cosai c i+Дсх созаг 

cos a i = 0,275, cos (3i = 0,962, cos a 2 = cos fb = 0,707. 

Окончательно условие (2.20) принимает вид

3 , 5 > С2+АС2>1.
ci + Aci

Таким образом, если отношение коэффициентов целевой 
функции лежит в пределах от 1 до 3,5, то координаты оптимальной 
точки не изменятся.
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Полученный результат полезно сравнить с приведенным выше 
аналитическим расчетом.

2. Н е о п р е д е л е н н о с т ь  т о л ь к о  в к о о р д и н а т а х  
в е к т о р а  п р а в о й  ч а с т и .  При изменении значений правой 
части исходной системы (2.14), (2.15) в процессе решения изменя
ется только столбец свободных членов b и значение целевой 
функции z. В точке оптимума столбец свободных членов не со
держит отрицательных элементов. Таким образом, неопределен
ность в координатах вектора правой части до тех пор не влияет на 
оптимальное решение, пока не появятся отрицательные элементы 
в столбце свободных членов.

Представим матрицу полного ранга А из условий (2.16) в виде 
двух блоков N  и В: А = (N: В), где N  состоит из небазисных 
столбцов А, а В —  из базисных. Аналогично, векторы с и х  со
стоят из базисных и небазисных координат: с = (с^;св),
х  = (лдг; х в ). Следовательно, имеем

Ах = Ь,

Nxn + Вхв = Ь,

B~1Nxn + В~1Вхв = В~1Ь, 

хв = В~1Ь,

так как хм = 0 . Отсюда следует, что столбец свободных членов 
Ь + АЬ на любой итерации может быть получен умножением мат
рицы В на вектор b в исходной постановке задачи (2,16). Сам 
же блок В формируется из тех столбцов исходной матрицы А из 
условий (2.16), номера которых на данной итерации определяют 
базисные переменные. С другой стороны, у'-й столбец в матрице А 
(матрица А после преобразований становится матрицей Y ) для
данной итерации имеет вид

У] = B - laj,

где a j  —  j -  й столбец исходной матрицы А из условий (2.16).
Столбцы матрицы В 1 —  это столбцы тех переменных теку

щей матрицы Y , которые были базисными в исходной таблице 
(как правило, это последние т столбцов), так как Y = В~1А, а 
столбцы А, относящиеся к базису исходной таблицы, образуют 
единичную матрицу, т. е. матрица В~1 всегда присутствует в про
цессе решения. Исходный вектор b и неопределенность его значе
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ния ДЬ задаются по условию задачи. Таким образом получают но
вый столбец свободных членов. Если исходный вектор равен 
b + АЬ, то можно найти новый столбец свободных членов:

В ~1 (Ъ + А Ь) = В~ХЪ + В~1АЬ = хв + В~1АЬ.

Поскольку в столбце свободных членов оптимального решения 
из симплекс-таблицы не должно быть отрицательных элементов, 
то условие стабильности примет вид

хв + В~ХАЬ > 0.

Пример 3. Рассмотрим описанную в примере 1 задачу, предпо
лагая, что исходный вектор правой части b = {350; 240; 150;-110;
-1400} имеет неопределенность Дb = {Д/л; АЬг\ Д/>з; Д/ц; АЬ$}, т. е. 
необходимо рассматривать вектор

{350 + Мл; 240 + АЬ2; 150 + Д&; -1 1 0  + АЫ; -1400 + Д65}.
и определить диапазон значений Д/д,..., АЬ5, при которых опти
мальное решение не изменится.

Матрица В~1 занимает пять последних столбцов симплекс-таб
лицы оптимального решения (см. табл. 2.29):

1/5 0 3/5 0 1
3/5 1 -26/5 0 0
0 0 1 1 0

-1/5 0 7/5 0 0
1/5 0 -2/5 0 0

Условия стабильности оптимального решения данной задачи 
имеют вид
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Отсюда находятся те комбинации значений величин ДА , 
i = l ,2 , ..., 5, при которых оптимальное решение не изменится.

3. Н е о п р е д е л е н н о с т ь  в э л е м е н т а х  м а т р и ц  А \ и 
А г  . Если неопределенность имеет место в отдельных элементах 

матриц 4  и А г ,  то можно воспользоваться тем, что элементы 
матрицы Y  оптимального решения определяются через матрицу 
В ~ 1 и исходную матрицу А  из условия (2.16):

y j =BTlaJ, у = 1,2,..., я.

Пусть только один элемент ад  имеет неопределенность А а д . 
В матрице Y  оптимального решения получим элемент уд = 
= B,~l (aj + Aaf). По знаку рассматриваемого элемента уд  прини
мается соответствующее решение. Этот подход приемлем для 
небольшого числа элементов матриц, имеющих неопределенность.

Рассмотрим более общий метод учета неопределенностей в 
элементах матриц А \ , А г .  Пусть все элементы матриц А \ и А г  

имеют неопределенности А ад, i = 1, 2,..., т, j  = 1,2,..., п. Перене

сем неопределенности Аад в правую часть уравнений и объеди

ним их с неопределенностями ДА. В таком случае надо вычислить
неопределенность г’-й линейной комбинации ^ j i g X j  и добавить ее

j

к неопределенности правой части ДА . Теперь возникает вопрос, 
каким образом (согласно какой гипотезе) вычислить неопределен
ность линейной комбинации и согласно какой гипотезе присоеди
нить ее к неопределенности правой части. От выбора этих гипотез 
зависит конкретный алгоритм вычисления неопределенностей 
линейной комбинации.

Рассмотрим две гипотезы. В первом случае неопределенность 
А а д  является детерминированной величиной (например, показы
вает изменение цены некоторого ресурса); во втором (в задачах 
ЛП с другим физическим содержанием) неопределенность А ад  бу
дет случайной величиной, для которой известны математическое 
ожидание и дисперсия. Тогда в первом случае неопределенность 
г-й линейной комбинации ^j a g x j  будет равна ^ А а д х / , а полная

j  j

неопределенность г-й координаты вектора правой части есть

Д̂ А = 2  + ДА. (2.21)
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Во втором случае мы будем исходить из того, что все участвую
щие в расчете неопределенности носят случайный характер и 
можно вычислить дисперсию линейной комбинации, полагая А ау, 
i — 1 , in, j  = 1,2,..., п, независимыми случайными величинами с 
известными дисперсиями В(ад), а затем суммировать дисперсию 
линейной комбинации и неопределенности правой части Д 
полагая величину (Д/у)2 равной дисперсии /у  т. е. D(/y) = (Д/;, )2.

Таким образом, дисперсию линейной комбинации определяем 
по формуле

D X  а '/х 1 = yZ x ] D (a ij),
V7-1 У J=l

а полную неопределенность A^bi (погрешность) г-й координаты 
вектора правой части системы (2.16) — по формуле

D X *
\Г-

+ D(bi) X  xjD{aij) + (Abi): (2 .22)

В формулах (2.21) и (2.22) значения x j ,  j  = берутся
из симплекс-таблицы оптимального решения. Далее анализируем 
ситуацию так же, как в случае существования неопределенности 
только в правой части. Очевидно, что исследование можно прово
дить подобным образом и для случая Abi = 0 , г = 1,2,..., т.



Г л а в а  3

СЕТЕВЫЕ И ПОТОКОВЫЕ ЗАДАЧИ

§ 3.1. Основные определения и приложения 
сетевых и потоковых моделей

Многие задачи линейного программирования могут быть 
сформулированы как сетевые. Примером таких задач является 
транспортная задача (см. ранее рис. 1.2). Однако можно указать и 
такие сетевые задачи, которые нельзя сформулировать в виде за
дачи ЛП. Например, таковой является задача коммивояжера.

Вследствие специальной структуры сетевых задач для них по
лучено много эффективных алгоритмов и изящных теорем, обес
печивающих решение широкого круга практических задач. В 
большинстве сетевых задач оптимальные решения являются цело
численными, в отличие от решения общей задачи линейного про
граммирования.

Основные определения в сетевых и потоковых задачах

Введем основные определения и понятия. Сеть состоит из 
множества узлов М , г = 1,2,...,А: (называемых также вершинами, 
или точками соединения), и множества дуг А у, г, j  = 1,2,..., £ 
(называемых также звеньями или ребрами), которые связывают 
узлы Ni и N j. Если дуга имеет определенную ориентацию 
(направление), то ее называют ориентированной, или направ
ленной.

Сеть называют связной, если при любом разбиении множества 
узлов сети на подмножества X  и X  найдется дуга А у или дуга 
А р , связывающая i -й узел А'г, принадлежащий подмножеству Х„ 
N i& X , и j -й узел N j , принадлежащий подмножеству X ,
N j е X .

Будем рассматривать только связные сети и будем считать, что 
между любыми двумя узлами Л7,- и N j имеется не более одной 
ориентированной дуги А у и одной ориентированной дуги Ар ли
бо имеется только одна неориентированная дуга Ау. Одну неори
ентированную дугу можно заменить двумя ориентированными.
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Существование петель (дуг, ведущих из некоторого узла в тот же 
узел) исключается.

Последовательность узлов и дуг N \ , А п , N 2 , А 23, Nk-1, 
Ak-i,jt, Nk сети называют цепью (ориентированной цепью), веду
щей из узла Л) в узел Nk. Если N\ = Nk, то такую последова
тельность называют ориентированным циклом. Цепь называют 
простой, если она не содержит циклов.

Путем называют последовательность N\, А п , N 2 , А 2 2, 
Nk-ъ А к- \у , N k> где N u N 2,...,Nk — узлы сети и либо Ч м+Ь ли
бо Ai+ij, г = 1,2 ,...,£ -1 , —  дуга сети. Путь отличается от цепи 
тем, что при движении от узла М  к узлу Nk можно пройти дугу 
сети и в направлении, противоположном ее ориентации. Для не
ориентированных сетей понятия цепи и пути совпадают, В частно
сти, циклами являются контуры.

Контуром называют конечную цепь, начальный и конечный 
узлы которой совпадают. Очевидно, что циклы являются замкну
тыми путями, а контуры замкнутыми цепями. Вырожденный 
цикл называют петлей. Петля образуется одним узлом и одной ду
гой и поэтому является как контуром, так и циклом.

В связной сети для любых двух различных узлов существует 
по крайней мере один соединяющий их путь (или цепь). Частным 
случаем связных ориентированных и неориентированных сетей 
являются деревья. Если множество всех узлов и дуг задать в виде 
графа G = (N ,A ), где N  —  множество узлов, А —  множество 
дуг, то дерево определяют как связное подмножество (подграф) 
G\ множества (графа) G, не содержащее циклов, т. е. для любых 
двух узлов дерева существует единственный путь, соединяющий 
их. В сети, содержащей п узлов, подграф из к узлов (к < п) явля
ется деревом, если выполнены любые два из следующих условий:

1) подграф является связным;
2) подграф не имеет циклов;
3) число дуг в подграфе равно к — 1.
Остовным связующим деревом (остовом) называют дерево, 

содержащее все узлы сети. Если сеть содержит п узлов, дерево с 
п узлами и п — 1 дугами является остовом. Кратчайшим (макси

мальным) остовом графа (сети) называют дерево с минимальным 
(максимальным) весом среди всех связующих деревьев этого гра
фа. Вес дерева определяют как сумму весов (длин) его дуг. Весом 
(длиной) дуги называют число, соответствующее некоторой харак
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теристике дуги (расстоянию, стоимости и т. п.). Каждой дуге Ау 
(или (г,у)) ставят в соответствие положительное число by, назы
ваемое пропускной способностью дуги (ребра),

В сети выделяют два специальных узла: один из них называют 
источником N s , а другой —  стоком Nt.

Сеть можно рассматривать как водопроводную систему, в ко
торой трубы соответствуют дугам, источник воды —  источнику 
Ns, сток воды —  стоку Nt, а соединения между трубами — 
остальным узлам сети. В качестве пропускной способности дуги 
выступает поперечное сечение трубы.

Потоком из источника Ns (или s ) в сток N t (или / )  сети 
называют множество неотрицательных чисел ху, поставленных в 
соответствие некоторой дуге сети, если эти числа удовлетворяют 
следующим линейным условиям-ограничениям:

X  Х Ц X  x jk
i k

-v , если j  = s,
О, если (3.1)
v, если j  = t,

v > 0, 0 < Ху < by, г, j  е  N. (3.2)

Здесь  первая сум м а берется  по дугам , ведущ и м  в узел  N j ,  а вто
рая сум м а —  п о  дугам , в едущ и м  и з узл а  N j. Н еотрицательное  
число v назы ваю т величиной потока. Ч исло ху назы ваю т пото
ком по д у г е  А у ,  или дуговым потоком. О граничения (3.1) выра
ж аю т тот факт, что в каж ды й у зел  (кром е источника и  стока) при
ходи т  столько потока, сколько из н его  у х о д и т  (усл ови е сохранения  
потока). О граничение (3.2) означает, что поток  ху по дуге  ограни
чен  ПрОПуСКНОЙ СПОСОбнОСТЬЮ ДУГИ bjj.

Очевидно, что задача нахождения величины максимального 
потока в любой сети является задачей ЛП: максимизировать функ
цию v = X-% при условиях-ограничениях (3.1), (3.2). Однако в си- 

J
л у  специф ики задачи сетевы е м етоды  реш ения здесь  оказы ваю тся  
б о л ее  эф ф ективны м и, ч ем  си м п л ек с-м етод , прим еняем ы й для р е 
ш ения об щ ей  задачи  л и н ей н ого програм м ирования.

Если сеть является цепью Nu Аъ N2, ..., Afc с источником N\ и 
стоком Nk, максимальная величина потока, который может быть 
пропущен через сеть, ограничивается минимальной пропускной 
способностью дуг этой сети. Дуга с минимальной пропускной спо
собностью является узким местом  в сети. В произвольной сети
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узкое место определяют разрезом. Пусть X  —  некоторое под
множество узлов сети, X  —  дополнение подмножества X  (объ
единение X  и X  определяет множество узлов сети). Разрезом 
(X , X )  называют множество всех дуг Л#, для которых Л'г е X ,

N j е  X . Таким образом, разрез представляет собой множество дут, 
удаление которых из сети превращает сеть в несвязанную. Разрез 
(Х .Х )  называют разделяющим узлы N s и Nt (или отделяющим 
узел Ns от узла N t ), если Ns е  X , Nt е . Пропускной способно
стью с (Х ,Х )  разреза, или величиной разреза, называют сумму
^ h j ,  которую берут по всем ориентированным дугам, соединяю-
i j
щим Ni& X  и N j е  X . При определении разреза учитывают все
дуги между узлами подмножества X  и подмножества X ,  а при 
определении пропускной способности разреза —  только пропуск
ные способности дуг, соединяющих узлы Ni& X  с узлами
N j е  X ,  ориентированные дуги, соединяющие узлы Nt е X  с уз

лами N j е  X , не учитывают. Поэтому в общем случае 

с ( Х ,Х ) * с ( Х ,Х ) .
Ясно, что в силу ограничений (3.1), (3.2) максимальный поток 

меньше или равен пропускной способности любого разреза, разде
ляющего N s и Nt :

X  xv -  X  xjt.
NteX NiEX 
N j e X  N j e X

В любой сети величина максимального потока из источника 
Ns в сток N t всегда равна минимальной пропускной способности 
всех разрезов, разделяющих N s и Nt. Разрез, разделяющий Ns и 
Nt и обладающий минимальной пропускной способностью, назы
вают минимальным разрезом. Эти утверждения объединены в тео
реме о максимальном потоке и минимальном разрезе.

Обозначим через Fsl множество неотрицательных чисел Ху, 
удовлетворяющих ограничениям (3.1), (3.2). Будем называть путь 
из Ns в Nt увеличивающим поток Fst, если Ху < by на всех пря
мых дугах и Ху > 0 на всех обратных дугах этого пути. Поток Fst 
максимален тогда и только тогда, когда не существует пути, уве
личивающего поток Fst •
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Величина максимального потока в любой сети принимает, без
условно, единственное значение. Однако могут существовать не
сколько различных максимальных потоков Fst, имеющих одина
ковые значения. Могут существовать и несколько минимальных 
разрезов в сети.

Итак, всякая задача о потоке в сети может быть сформулирова
на как задача ЛП, но общая задача линейного программирования 
не всегда имеет целочисленное решение. Здесь нас будет интере
совать подкласс тех задач ЛП, которые обладают целочисленным 
оптимальным решением. Задача линейного программирования с 
ограничениями

П
Z a y X j< b i, / = 1,2,..., т, x j>  0, у = 1,2,..., и,
;=i

всегда имеет целочисленное оптимальное решение при любом це
лочисленном векторе ограничений Ь = {Ь\,Ьг,...,Ьту , если матрица 
(прямоугольная таблица чисел)

r an ап  а\п  ̂
аг\ а 22 ■■■ ат

 ̂Clml Qm2 ' ”' &тп j

является абсолютно унимодулярной.
Матрицу А называют абсолютно унимодулярной, если все ее 

миноры равны либо 0, либо ± 1. Минором k-го порядка, к< т , 
к< п , для матрицы А является определитель матрицы к-го поряд
ка, построенной из элементов, стоящих на пересечении произ
вольных к  столбцов и к  строк матрицы А.

Целочисленность оптимального решения означает, что выпук
лый многогранник, определяемый ограничениями

П
X  aijXj <bit / = 1,2, . . . ,  т, X j>  0, у = 1 , 2 , . . . ,  п,
7-1

имеет целочисленные крайние точки при любом целочисленном 
векторе Ь, если матрица А абсолютно унимодулярна. Оказыва
ется, что условие абсолютной унимодулярности матрицы А явля
ется не только необходимым, но и достаточным для целочислен
ного оптимального решения.
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Проверить унимодулярность матрицы А, вычислив всевоз
можные миноры, довольно сложно. Существуют достаточные, но 
не необходимые условия абсолютной унимодулярности матрицы 
А , которые проверить гораздо легче. Матрица А абсолютно уни- 
модулярна, если:

1) каждый ее элемент равен 0, +1, - 1 ;
2) каждый ее столбец содержит не более двух ненулевых эле

ментов;
3) строки матрицы А можно разбить на два непересекающихся 

множества Ri и /?2 таким образом, что:
а) если столбец из А содержит два ненулевых элемента одного 

знака, то один из них входит в Ri, другой —  в R2;
б) если столбец из А содержит два ненулевых элемента с про

тивоположными знаками, то оба они входят либо в R\ , либо в R i .

Приложение потоковых моделей

На практике часто встречаются задачи, которые могут быть 
сформулированы в виде задач о кратчайшей цепи, о потоке ми
нимальной стоимости, о максимальном потоке и т. п. Например, 
задача о кратчайшей цепи заключается в следующем. Заданы 
множества дуг и узлов. Каждой дуге Д,- поставлена в соответ
ствие величина Сц, равная стоимости единицы потока по этой 
дуге. Требуется найти цепь из источника N s в сток N t, миними
зирующую стоимость единицы потока из N s в Nt. Примером 
подобной задачи может быть задача о замене устаревшего обору
дования новым. Здесь минимизируются общие затраты на закуп
ку и обслуживание оборудования, если ликвидационная стои
мость при различных сроках службы оборудования, а также экс
плуатационные расходы и расходы на техническое обслуживание 
и текущий ремонт в каждый промежуток времени считаются из
вестными. Обычно задают и величину периода планирования.

Значительное место в приложениях занимают сетевые задачи, 
связанные с планированием и составлением расписания выполне
ния работ по осуществлению больших проектов, по проведению 
научных исследований и опытных, конструкторских разработок. 
Сетевые задачи решают также при составлении расписаний дви
жения транспорта, календарного планирования, распределения ре
сурсов и т. д.
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В более общей интерпретации дугу сети представляют как зве
но в механизме, предназначенном для транспортировки потока, 
который может протекать по дуге в единицу времени, что опреде
ляет пропускную способность дуги.

Многие обобщения задачи о максимальном потоке, по суще
ству, сводят к поиску максимального потока в сети, к легко осуще
ствимому поиску некоторых цепей сети. Примером одной из таких 
задач является задача о потоке в сети с несколькими источниками 
и стоками, когда заданы мощности источников и возможности 
(спрос) стоков, В данной задаче множество всех узлов разбивается 
на подмножества источников S , промежуточных узлов R и сто
ков Т. Каждому узлу N i  е  S  ставится в соответствие неотрица
тельное число a i  {возможности), а каждому узлу /V/ е  Т —  неот
рицательное число bj {спрос).

Возникает система ограничений

У  Xjj  У  Х/о
j  k

=  а-г, N i E S ,

‘С / ^  -Г/, /
J к

=  0 , N t e R ,

У  ХУ ~ У  Xkj
i к

=  b h N j e T ,

0 < X i j < b i j .

Если потоку разрешается течь из любого источника в любой 
сток, то эта задача легко сводится к задаче с одним источником и 
одним стоком путем добавления одного дополнительного источ
ника и одного дополнительного стока (рис. 3.1). Помимо этого до
бавляют новые ориентированные дуги, ведущие из дополнитель
ного источника S  во все стоки N t и имеющие пропускные спо
собности щ, а также ориентированные дуги с пропускными

Рис. 3.1. Сведение сетевой задачи к задаче с одним 
источником и одним стоком
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способностями b j , ведущие из каждого источника N j в дополни
тельный сток Т. Теперь задача об удовлетворении требуемого 
спроса заданным предложениям (возможностям) сводится к на
хождению максимального потока в расширенной сети.

Если в сети с несколькими источниками и стоками поток дол
жен идти из определенных источников в заданные стоки, возника
ет так называемая задача о многопродуктовых потоках в сети.

Получим еще одно обобщение задачи о потоке, если для каж
дой дуги введем ограничение на пропускную способность и свер
ху, и снизу (рис. 3.2), т. е.

О < /у < Ху <bij.

Требуется определить, существует ли поток из источника N s в 
сток N t , удовлетворяющий на дугах ограничениям сверху и снизу.

___________ V___________________
I I

сток ,, источникб
Рис. 3.2. Исходная (а) и расширенная (б) сети

Пусть в сети имеется только одна ориентированная дуга Ац с 
ограниченным снизу дуговым потоком /у-. Расширим сеть, добавив 
два новых узла —  искусственный источник N  j  с предложением 
/у и искусственный сток Л'2 с таким же спросом /у. Пропускную 
способность дуги A,j при этом изменим: если она была равна Ъц, 
то в новой сети она станет равной Ь,,- -  /у. Добавим, кроме того, 
ориентированную дугу из N t в Ns с бесконечной пропускной 
способностью. Будем искать в расширенной сети максимальный 
поток из источника N j в сток N*. Если величина этого потока в 
расширенной сети больше или равна /у , а поток по дуге As равен 
Хщ, то в исходной сети существует такой поток из N$ в Nt вели
чиной v = xts, что /у < Xij. Исходная и расширенная сети приведе
ны на рис. 3.2, а, б. Если в сети имеется несколько дуг, обладаю
щих нижними границами для дуговых потоков, то следует:

1) ввести несколько искусственных источников и стоков (см. 
рис. 3.2, б);
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2) задачу с несколькими источниками и стоками свести к зада
че с одним источником и одним стоком введением дополнительно
го источника и дополнительного стока, как это было сделано в 
предыдущей задаче (см. рис. 3.1).

§ 3.2. Задача о покупке автомобиля

Одним из примеров задачи о наикратчайшей сети, или о сети 
наименьшей стоимости, является задача об оптимизации расходов 
на приобретение и эксплуатацию автомобиля.

Со временем эксплуатационные расходы на содержание авто
мобиля заметно возрастают, да и сам автомобиль устаревает мо
рально и технически. Возникают вопросы: когда следует заменить 
автомобиль и что принять за критерий, определяющий необходи
мость его замены? Выберем в качестве критерия общие затраты на 
покупку и содержание автомобиля за некоторый период време
ни t. Для определенности будем полагать следующее: t = 8 лет; в 
начальный момент автомобиля нет; решение о покупке автомоби
ля может приниматься в начале каждого года исходя из затрат на 
его приобретение, эксплуатационных расходов за период, в тече
ние которого автомобиль будет использоваться, и ликвидационной 
стоимости автомобиля в момент его замены на новый. Предполо
жим, что замена автомобиля должна совершаться по крайней мере 
каждые 4 года. На рис. 3.3 изображена сеть для рассматриваемой 
задачи.

Началу каждого года соответствует узел. Если автомобиль 
куплен в начале /-го года, а заменен в начале у-го года, то такому 
варианту соответствует дуга (/, / ) .  Общие затраты в течение этого 
периода (на дуге (/ ,у)) выразятся формулой
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где Pi —  стоимость автомобиля в начале г-го года, пц —  эксплуа
тационные расходы в течение /с-го года, s, —  ликвидационная 
стоимость автомобиля в начале у-го года. Значения с д  для рас
сматриваемого случая приведены в табл. 3.1.

Таблица 3.1
Общие затраты по дугам

Шаг 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1450 2750 3850 4750
2 1700 3200 4450 5450
3 1850 3425 4750 5800
4 1950 3650 5050 6150
5 2075 3875 5350 6500
6 2200 4100 5650
7 2325 4325
8 2450

Вследствие инфляции и модернизации автомобилей возрастает 
стоимость автомобиля и увеличиваются расходы на его содержа
ние. Оптимальному решению данной задачи соответствует крат
чайшая цепь из источника s = 1 в сток t = 9. Поэтому цепь можно 
рассматривать как цепь, минимизирующую стоимость единицы 
потока из узла 1 в узел 9 при условии, что стоимость единицы по
тока по дуге ( i ,j)  равна сд , / = 1,...,8, у = 2,...,9. Для решения 
этой задачи воспользуемся алгоритмом Дейкстры (Дикстры).

В алгоритме Дейкстры минимизируется либо стоимость, либо 
время прохождения единицы потока по данной цепи. Каждой дуге 
ориентированной сети ставится в соответствие обобщенная стои
мость дуги сд. Фиктивным («бесплатным») дугам приписывается 
стоимость сд = 0 , а каждой паре узлов г,у, для которых не суще
ствует дуги, соединяющей их, —  стоимость Сд  = <*>.

Математическая постановка этой задачи следующая:

i J
при условиях

I -  'Zxjs = 1, !> ,/  -  Y,Xji = 0, i Ф s, i Ф t,
j j  i  j

Z *0 -  Z *;/ = - 1 » fij -  °> Cij -  °-
i j
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Получили задачу ЛП с неизвестными хц —  величинами потока 
между i -м и j  -м узлами. Согласно первому равенству единица 
потока вытекает из источника s, а согласно третьему —  единица 
потока втекает в сток t . Второе равенство гарантирует сохранение 
потока при протекании по сети (естественно, не рассматриваются 
источник s и сток I). В качестве кратчайшей цепи может быть 
взята последовательность смежных дуг (г, /), для которых xv- = 1.

В алгоритме Дейкстры узлам приписывают либо временные, 
либо постоянные пометки. Первоначально каждому узлу, исклю
чая источник, приписывают пометку, соответствующую длине 
кратчайшей дуги, ведущей из источника в данный узел. Источнику 
приписывают постоянную пометку, значение которой равно нулю. 
Каждому узлу, в который нельзя попасть непосредственно из ис
точника, приписывают временную пометку °о, а остальным уз
лам —  временные пометки cSJ, j  ^  s. Если определено, что узел 
принадлежит кратчайшей цепи, его пометка становится постоян
ной. Алгоритм Дейкстры основан на следующем простом факте: 
если известна кратчайшая цепь из узла s (источника) в узел j  и 
узел к  принадлежит этой цепи, то кратчайшая цепь из л’ в к яв
ляется частью первоначальной цепи, оканчивающейся в узле к , 
Алгоритм начинает работать при j  = s. Затем величина j  увели
чивается на единицу; при j  = t алгоритм завершает свою работу. 
Итерационная процедура алгоритма состоит в следующем. Для 
заданного узла j  обозначим «длину» кратчайшей цепи су из ис
точника s в узел j . Если эта «длина» не может быть «улучшена», 
то соответствующее значение называют постоянной пометкой. В 
противном случае «длину» называют временной пометкой. Снача
ла постоянную пометку присваивают только источнику. Каждая 
другая пометка является временной и ее величина равна длине ду
ги, ведущей из источника в соответствующий узел. Для определе
ния «ближайшего» к источнику узла выберем временную пометку 
с минимальным значением и объявим ее постоянной пометкой. 
Для получения этой постоянной пометки необходимо следующее.

1, Рассмотреть оставшиеся узлы с временной пометкой. Срав
нить величину каждой временной пометки с суммой величины по
следней из постоянных пометок и «длины» дуги, ведущей из соот
ветствующего постоянно помеченного узла в рассматриваемый 
узел. Минимальная из двух сравниваемых величин определяется
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как новая временная пометка рассматриваемого узла. Если вели
чина старой временной пометки меньше второй из сравниваемых 
величин, то пометка остается прежней.

2. Среди временных пометок выбрать ту, значение которой 
минимально, и объявить ее постоянной пометкой. Если при этом 
постоянную пометку приписывают узлу t (стоку), то завершаем 
работу, в противном случае переходим к п. 1.

Для решения примера рассмотрим следующий алгоритм.
Ш аг 0. Припишем источнику (узлу 1) постоянную пометку 0, 

а узлам 2, ..., 9 —  временные пометки с_у = <». Постоянные помет
ки заключены в квадратные скобки.

Ш а г  1. Для источника остается постоянная пометка 0, для уз
ла 2 временная пометка сп = 1450, для узла 3 сп = 2750, для уз
ла 4 с\4 =3850, для узла 5 а§ =4750. Для остальных узлов вре
менные пометки равны <» Последним из постоянно помеченных 
узлов является узел 1  (единственный, иначе надо было взять узел с 
минимальной пометкой).

Ш аг 2. С узлом 1 непосредственно связаны узлы 2, ..., 5. Им 
припишем новые временные пометки, равные 62 =0 + сп =1450, 
6з = 0 + ci3 = 2750, 64 = О + С14 = 3850, 65 = 0  + й 5 =4750 соответ
ственно. Поскольку величина 82 минимальна из всех, то узлу 2 
припишем постоянную пометку §2 = 1450.

Ш аг 3. Рассмотрим движение из узла 2; оставляем постоян
ные пометки 0 для узла 1 и 1450 для узла 2. Узлам 3, ..., 6 , непо
средственно связанным с узлом 2 , припишем соответственно вре
менные пометки 63 = со = 2750, 64 = Си = 3850, 85 = c\s = 4750, 
бб=С1б = 6900, минимальные из возможных временных пометок 
при движении из узла 1 в узлы 3, ..., 6 . Например,

8 з = 5 2 +С2з =1450+1700 = 3150 >2750, 

б4 = 1450 + 3200 = 4650 > 3850,...

Выбираем 63 =2750, 64 =3850, . . .  Остальным узлам припи
шем временные пометки, равные «>.

Ш а г  4. Поскольку минимальное значение временных пометок 
5з, 6 4 , 6 5 , 5б равно 2750, узлу 3 припишем постоянную пометку 
бз = 2750.

Дальнейшие шаги повторяем аналогично шагам 3 и 4. Резуль
таты вычислений сведем в табл. 3.2.
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Таблица 3.2
Результаты вычислений по алгоритму Дейкстры

Шаг 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1

[0]
[0]

со
1450

оо
2750

ОО
3850

ОО
4750

СО
со

СО
СО

СО
СО

со
со

2 [0] [1450] 2750 3850 4750 со со со оо
3 [0] [1450] 2750 3850 4750 6900 со оо со
4 [0] [1450] [2750] 3850 4750 6900 со оо со
5 [0] [1450] [2750] 3850 4750 6900 8550 оо оо
6 [0] [1450] [2750] [3850] 4750 6900 8550 оо оо
7 [0] [1450] [2750] [3850] 4750 6900 8550 10 000 оо
8 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] 6900 8550 10 000 со
9 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] 6825 8550 10 000 11 250
10 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] 8550 10 000 11 250
И [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] 8550 10 000 11 250
12 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] [8550] 10 000 11 250
13 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] [8550] 10 000 11 250
14 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] [8550] [10 000] 11 250
15 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] [8550] [10 000] 11 250
16 [0] [1450] [2750] [3850] [4750] [6825] [8550] [10 000] [11 250]

Обратим внимание на выбор временной пометки 66 на шаге 9 
(см. табл. 3.2). Последняя постоянная пометка 5s =4750 присвое
на узлу 5, тогда для узла 6  временная пометка будет б6 = 65 + cse = 
= 4750 + 2075 = 6825 <6900 (временная пометка 66 на шаге 8). 
Поэтому на шаге 9 берут минимальное значение 5б = 6825.

Из решения задачи следует, что минимальные общие затраты 
на покупку и содержание автомобиля составляют за рассмотрен
ный период 11 250 уел. ед. Кратчайшая цепь состоит из дуг, для 
каждой из которых разность между значениями постоянных поме
ток ее концевых узлов равна длине этой дуги; [б; ] = [б,- ] + с,у. По
следнее соотношение можно использовать рекурсивно, двигаясь от 
стока t к источнику s. Определив узел, непосредственно предше
ствующий t в кратчайшей цепи, будем повторять данную проце
дуру до тех пор, пока не достигнем узла s. В нашем случае первое 
значение су, совпадающее с разностью между значениями посто
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янных пометок, равно 6500, т, е, узел 5 непосредственно предше
ствует стоку t (узлу 9) в кратчайшей цепи. Следующим узлом 
кратчайшей цепи (и исходным) будет узел 1. Отсюда для миними
зации общих затрат автомобиль следует заменять в начале перво
го, пятого и девятого годов.

§ 3.3. Задача о многополюсной кратчайшей цепи

Рассмотрим задачу нахождения кратчайших цепей между все
ми парами узлов сети. Кратчайшей цепью между двумя произ
вольными узлами является цепь, стоимость единицы потока по ко
торой минимальна. Поскольку направление потока в неориентиро
ванных дугах нельзя определить заранее, то каждую такую дугу 
следует заменить двумя ориентированными дугами с противопо
ложными направлениями и длинами (стоимостями), равными 
длине неориентированной дуги. Предполагается, что длины дуг 
могут быть как положительными, так и отрицательными. Однако 
длина, или стоимость, каждого цикла или контура должна быть 
неотрицательной. Алгоритм решения данной задачи разработан 
Флойдом. Пусть N  = {1,2,..., п) —  множество узлов, а су- —  ко
личественный параметр (длина, стоимость) дуги направлен
ной от узла i к узлу j . Обозначим через cl*k длину кратчайшей 
цепи из узла i в узел к  .

Алгоритм Флойда заключается в следующем. Первоначально 
за длину dik кратчайшей цепи между двумя произвольными узла
ми i и к (между которыми могут быть и промежуточные узлы) 
принимают длину дуги (/, к), соединяющей эти узлы. Затем по
следовательно проверяют всевозможные промежуточные узлы, 
расположенные между i и к. Если длина цепи, проходящей через 
некоторый промежуточный узел, меньше текущего значения d ^ , 
то переменной dik присваивают новое значение; если d^ > 
> dy+ d jk , то значение dyt заменяют значением dy+ djk. Такую 
процедуру повторяют для всевозможных пар узлов, пока не будут 
получены все значения d*k.

В алгоритме Флойда начальным значением переменной с/д- яв
ляется величина су-, а затем данная оценка последовательно улуч
шается до тех пор, пока не будет найдена кратчайшая цепь между
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узлами i и к, Алгоритм Флойда позволяет решать задачу о мно
гополюсной кратчайшей цепи (пути) для сети из п узлов за п ите
раций. Обозначим через cl(k оценку длины кратчайшей цепи из 
узла i в узел к , полученную на /-й итерации, и рассмотрим сле
дующую задачу.

Задача. Необходимо соединить восемь объектов многополюс
ной цепью кратчайшей длины, причем один из объектов (узел 5) 
может быть только направляющим информацию, а остальные могут 
и направлять, и получать информацию без каких-либо ограничений 
(рис. 3.4). На рис. 3.4 каждый объект представлен узлом, а каждая 
линия —  дугой. Ориентированные дуги соответствуют распредели
тельным звеньям, которые могут быть использованы для передачи 
информации только в указан
ном направлении. Числа, при
писанные дугам, соответству
ют расстоянию между объек
тами и образуют матрицу

Рис. 3.4. Пример задачи о многопо
люсной кратчайшей сети

|| % | | . Требуется найти для 
каждого объекта кратчайшие 
пути, связывающие его с дру
гими объектами.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся алгоритмом Флойда, Поскольку 
п = 8, то число итераций в алгоритме будет равно восьми. На каж
дой итерации строят матрицу =|| d-’k || длин кратчайших путей, 
которые содержат текущие оценки длин кратчайших цепей, где 
Z)0 =|| Су ||, и матрицу маршрутов R] , служащую для нахождения 
промежуточных узлов (если таковые имеются) кратчайших цепей. 
На j -й итерации имеем матрицу IV  =|| г/к ||, где г/к —  первый про
межуточный узел кратчайшей цепи из i в к , выбираемый из мно
жества {1,2,..., j} , j  Фк, и матрицу R 0 =\\гЦ ||, где = к. Узел

г/к может быть получен из следующего соотношения:

r j~l 
I Чк

если djk 1 1 + djk \

— в противном случае.



146 Часть I. Математическое программирование

Строим матрицу длин кратчайших цепей D 0 и матрицу марш
рутов R 0, отсутствие связи помечаем знаком °о, нулем обознача
ем связи внутри одного узла. Получаем

^0 9 со 3 со СО со «Л ( 1 2 3 4 5 6 7 4
9 0 2 со 7 со со со 1 2 3 4 5 6 7 8
СО 2 0 2 4 8 6 со 1 2 3 4 5 6 7 8
3
СО

СО
7

2
4

0
СО

оо
0

со
10

5
СО

со
со , я °  =

1
1

2
2

3
3

4
4

5
5

6
6

7
7

8
8

со СО 8 со 10 0 7 со 1 2 3 4 5 6 7 8
СО СО 6 5 со 7 0 со 1 2 3 4 5 6 7 8
СОV со со СО 9 12 10 1.1 2 3 4 5 6 7 V

И т е р а ц и я  1. Выбираем базовый узел j  = 1. В матрице D 0 
вычеркиваем первую (базовую) строку и первый (базовый) стол
бец. Чтобы определить, приведет ли использование узла 1 к более 
коротким цепям, необходимо исследовать элементы матрицы D 0 с 
помощью трехместной операции:

djk = min { 4 ’ 1; d f l + d j- 1}, i Ф j  Ф k.

Если dfk = oo, т. e. j -й элемент базового столбца равен , то

d/k= d j~ \  Если d jkl = °°, т, е, /-й элемент базовой строки ра

вен «>, то 4 " 1 = 4 .  Если 4  1 ^  00 и одно из двух значений d / f l 

или 4 ; 1 превышает значения 4 4  то замену также производить
не следует. Столбцы 3, 5, 7 и 8 содержат элементы, равные и
принадлежащие базовой строке. Строки 3, 5 , , . 8  также содержат 
элементы, равные и принадлежащие базовому столбцу. Значит, 
исследовать необходимо элементы d22, d24, d42, 4 -  Поскольку 
диагональные элементы можно не рассматривать, необходимо ис
следовать лишь оценки cl24 и d42. С помощью трехместной опе
рации получим

d \ 4 = min{d24; 4  + 4  ) = 9 + 3} = 12,

d \ 2 = m in{d42; 4  + 4 1= min{«>; 3 + 9} = 12.

Оценки й?24 и 4  лУчше оценок d24 и d \ 2 и должны быть 
внесены в матрицу Z)1, а в матрице маршрутов надо положить
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г24 = J> r24 = 1 и г42 = 1 • Остальные элементы матриц D0 и R 0 
остаются без изменений. Получим

f  0 9 ОО 3 ОО оо ОО «Л Г1 2 3 4 5 6 7

ОО

9 0 2 12 7 ОО ОО оо 1 2 3 1 5 6 7 8
00 2 0 2 4 8 6 оо 1 2 3 4 5 6 7 8
3 12 2 0 ОО ОО 5 оо

, я 1 = 1 1 3 4 5 6 7 8
ОО 7 4 ОО 0 10 СО оо 9 1Х- 1 2 3 4 5 6 7 8
ОО 00 8 OQ 10 0 7 оо 1 2 3 4 5 6 7 8
ОО со 6 5 ОО 7 0 оо 1 2 3 4 5 6 7 8
00

V
ОО ОО ОО 9 12 10 l l 2 3 4 5 6 7 8

И т е р а ц и я  2. Определим узел 2 как базовый, т. е. проверим, 
приведет ли его использование к более коротким цепям, и выде
лим в матрице D 1 вторую строку и второй столбец. Здесь столбцы 
6, 7, 8 содержат элементы, равные °=> и принадлежащие базовой 
строке, а строки 6, 7, 8 — элементы, равные <=о и принадлежащие 
базовому столбцу. Столбцы и строки 6, 7, 8 не рассматриваем. Ис
ключаем и диагональные элементы. Остается исследовать лишь 
элементы ^ ^ ? ^35  ̂ ^4т ? ^43  ̂ ^ i ,
(г/14. Нетрудно проверить, что здесь улучшены могут быть только 
оценки 4 »  d l5, d \ lf d\ 5, 4 >  c/54, равные <=>:

4  = m in { 4 ; 4  + й?2з } = min{°o; 9 + 2 } = 11,

4  -  m in { 4 ; d {2 + d \5} = min{°°; 9 + 7} = 16,

4  = m i n { 4 ; 4  +£/2i}“ HHn{oo;24-9} = l l ,  

d j5 = m i n { 4 ; 4  + 4 }  = min{°°;12 + 7} = 19,

4  = min{^5j; fi?52 + 4 l = min{<*>; 7 + 9} = 16,

4  = m in { 4 ;  4  + 4 )  “  min{oo; 7 + 12} =19.

Таким образом, r13 = 4  = 4  = 4  = 4 i = 4  = 2; остальные 
элементы матрицы R 2 остаются без изменения. Новые матрицы 
имеют вид



148 Часть I. Математическое программирование

'  0 9 11 3 16 ОО ОО ОО 2 2 4 2 6 7
ОО

9 0 2 12 7 ОО ОО оо 1 2 3 1 5 6 7 8
11 2 0 2 4 8 6 оо 2 2 3 4 5 6 7 8
3 12 2 0 19 ОО 5 оо

, R 2 =
1 1 3 4 2 6 7 8

16 7 4 19 0 10 оо оо 2 2 3 2 5 6 7 8
оо оо 8 ОО 10 0 7 оо 1 2 3 4 5 6 7 8
ОО ОС» 6 5 ОО 7 0 оо 1 2 3 4 5 6 7 8

v°° оо ОО ОО 9 12 10 l l 2 3 4 5 6 7

И т е р а ц и я  3. Определяем, приведет ли использование узла 3 
к более коротким цепям. Берем узел 3 в качестве базового и выде
ляем 3-ю строку и 3-й столбец в матрице D 2 . Исключаем диаго
нальные элементы, элементы 8-го столбца и 8-й строки, исследуем 
оставшиеся элементы матрицы D 2, получаем новые матрицы 1У 
и R i .

Аналогично получаем матрицы D ' и IV , j  = 4 , 8 .  Матри
цы D j , R J , j  = 5 , . . 8 ,  остаются без изменений. Следовательно, 
оптимальное решение соответствует матрицам D 5 и R 5, опреде
ляющим и оптимальное расстояние для передачи между объекта
ми, и последовательность передачи информации:

'  0 7 5 3 9 13 8 «О Г1 4 4 4 4 4 4 8^
7 0 2 4 6 10 8 оо 4 2 3 3 3 3 3 8
5 2 0 2 4 8 6 оо 4 2 3 4 5 6 7 8
3 4 2 0 6 10 5 оо II 1 3 3 4 3 3 7 8
9 6 4 6 0 10 10 оо 4 3 3 3 5 6 7 8

13 10 8 10 10 0 7 оо 4 3 3 3 5 6 7 8
8 8 6 5 10 7 0 оо 4 3 3 4 3 6 7 8

1.18 5 13 15 9 12 10 0 , ,5 5 5 5 5 6 7 оо

Например, определим кратчайшую цепь из узла 1 в узел 5. По 
матрице D 5 находим, что длина этой цепи d ^5 = 9. Чтобы найти 
соответствующую последовательность узлов, рассмотрим матрицу 
R 5. Имеем j]55 = 4 , т. е. узел 4 является первым промежуточным 
узлом в кратчайшей цепи из узла 1 в узел 5. Теперь определим, ка
кой узел следует за узлом 4 в кратчайшей цепи из узла 4 в узел 5. 
Поскольку г |5 = 3, то за узлом 4 следует узел 3. Аналогично за уз
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лом 3 следует узел 5, так как г355 = 5. Значит, кратчайшая цепь из 
узла 1 в узел 5 определяется последовательностью узлов 1,4 , 3, 5.

§ 3.4. Анализ сложности алгоритмов поиска 
кратчайших путей

В алгоритмах Дейкстры (§ 3.2) и Флойда (§ 3.3) выполняются 
только две элементарные операции: сложение и сравнение.

Рассмотрим сеть, содержащую п узлов. В наихудшем случае в 
алгоритме Дейкстры конечный узел сети будет п-м по счету узлом, 
которому приписывают постоянную пометку. Пусть в некоторый 
момент работы алгоритма т узлам приписаны постоянные помет
ки, а т - п  узлам — временные. Для определения (т  + 1 )-го узла, 
которому должна быть приписана постоянная пометка, необходи
мо вычислить п — т временных пометок, выполнив при этом каж
дый раз операции сложения и сравнения. После вычисления новых 
значений временных пометок необходимо также найти минималь
ное среди них, чтобы определить пометку, которая должна стать 
постоянной. Данная процедура минимизации состоит из п —т — 1 
сравнений. Таким образом, если имеется т узлов с постоянными 
пометками, то число элементарных операций, которое необходимо 
выполнить для того, чтобы еще одному узлу приписать постоян
ную пометку, равно Ъ{п -  т) — \~Ъ{п -  т). Общее число элемен
тарных операций, выполнение которых необходимо для заверше
ния работы алгоритма в наихудшем случае, можно определить по 
формуле

" п~у З п (п -2 )
£ 3 ( и - я г )  = 3 £ ( и - т )  = 3 [(и -1 ) + (я-2)-1-... + 1] = ------------ .
т=1 т=1 2

В алгоритме Флойда на каждой итерации суммарное число 
элементов, значение которых должно быть оценено с помощью 
трехместной операции, можно вычислить с учетом того, что:

1) общее число элементов матрицы равно и2;
2) суммарное число элементов в базовой строке и базовом 

столбце равно 2 п -1 ;
3) число нулевых элементов на главной диагонали равно п и 

для них не надо получать оценку;



150 Часть I. Математическое программирование

4) один элемент базовой строки и один элемент базового 
столбца расположены на главной диагонали;

5) анализ каждого элемента требует выполнения одной опера
ции сложения и одной операции сравнения;

6) максимальное число операций, выполняемых на одной ите
рации алгоритма, приблизительно равно 2п(п -  3);

7) поскольку число итераций равно числу узлов п, общее чис
ло элементарных операций в алгоритме Флойда в наихудшем слу
чае равно 2п2 (п -  3).

§ 3.5. Венгерский алгоритм задачи о назначениях

В практических приложениях часто необходимо:
-  так распределить рабочих по рабочим местам, чтобы время 

изготовления изделия было минимальным;
-  так разместить датчики по объектам, чтобы информация о 

работе объектов была максимальной;
-  так распределить экипажи самолетов по рейсам, чтобы время 

простоя техники было минимальным, и т. д.
Особенность этой задачи заключается в том, что каждый ре

сурс (рабочий, датчик, экипаж) используются ровно один раз и 
каждому объекту будет приписан ровно один ресурс.

Решение задачи может быть записано в виде двумерной матри
цы X  =|| Xij ||, / = 1,2,..., т, j  = 1, 2,..., т, где т —  число объектов 
или ресурсов. Искомая переменная определяется следующим об
разом:

Ху
1, если г-й ресурс назначается на у-й объект, 
0 — в противном случае.

Критерий эффективности (целевая функция) задачи включает 
в себя элементы матрицы стоимостей сц —  затраты, связанные с 
назначением i-го ресурса на у-й объект. Для любого недопусти
мого назначения соответствующую ему стоимость полагают рав
ной достаточно большому числу М. Допустимое решение задачи 
называют назначением. Для заданного значения т ресурсов и 
объектов существует т\ допустимых решений. Допустимое ре
шение строят путем выбора ровно одного элемента в каждой
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строке матрицы Х = \\  Ху || и ровно одного элемента в каждом 
столбце этой матрицы.

В задаче о назначениях требуется минимизировать общую сто
имость назначений, т. е. необходимо минимизировать функцию

т т

/ О )  =  Z  Z  CgXij  
1

при ограничениях:
а) каждый ресурс используется ровно один раз, т. е.

т
£ % = 1 ,  г = 1,2,..., т\
j =1

б) каждому объекту будет приписан ровно один ресурс, т. е.
т

Z % = 1> У =1,2 ,..., т.
;=1

Очевидно, что задача о назначениях является частным случаем 
транспортной задачи при единичных значениях параметров а, и 
bi. Поэтому для решения задачи о назначениях можно воспользо
ваться любым алгоритмом линейного программирования или ме
тодом потенциалов, который применялся в § 2.6 для решения 
транспортной задачи. Однако для подобных задач разработан так 
называемый венгерский алгоритм, который наиболее эффективно 
использует специфику задачи о назначениях.

Задача. Разместить четыре датчика на четырех объектах таким 
образом, чтобы стоимость такого размещения была минимальна. 
Матрица стоимости назначений имеет вид

г  2  10  9  7  ^

Г =  II 11= 15 4  14  8
l|CVl1 13 14  16  11 '

ч 4  15 13 19 j

Р е ш е н и е .  В процессе решения задачи о назначениях исполь
зуют тот факт, что если к каждому элементу г-й строки добавляют 
действительное число уг, а к каждому элементу /-го столбца — 
действительное число 5 ;, то минимизация целевой функции

Т р е у х у
j  i
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эквивалентна минимизации функции

X  X  xit ’ dij = Cij + у i + bj ■

Ш а г  1 (редукция строк). Данный шаг предназначен для полу
чения в матрице стоимости назначений возможно большего числа 
нулевых элементов. Для этого в каждой строке из всех элементов 
вычитают минимальный:

4
о
и
2
О

8
О
3
11

7
10
5
9

5  ̂
4 
0 
15у

Ш а г  2 (редукция столбцов), В каждом столбце вычитают ми
нимальные элементы соответствующего столбца:

Си =

' 0
11
3

. 0

8
0
4
11

2
5
0
4

5
4
0
15

Ш а г  3 (определение назначений). Если в полученной матрице 
стоимостей можно выбрать по одному нулевому элементу так, что 
соответствующее этим элементам решение будет допустимым, то 
данное назначение оптимально.

Рассмотрим сначала строки матрицы стоимости | |с | ||. Строки 
1, 2 и 4 содержат по одному нулю. Взяв эти строки в порядке воз
растания их номеров, произведем вначале назначение, соответ
ствующее элементу q2 , и вычеркнем нулевой элемент с ^ ,  так как 
в первом столбце может быть только один нулевой элемент. Затем 
проведем назначение, соответствующее элементу с\2- Элемент ch  
был уже вычеркнут.

Рассмотрим столбцы матрицы стоимости назначений с учетом 
вычеркнутых нулевых элементов по строкам. Третий и четвертый 
столбцы содержат по одному нулевому элементу. Проведем третье 
назначение, соответствующее элементу с\ъ . В четвертом столбце 
назначение невозможно, так как нулевой элемент стоит в третьей 
строке, а назначение в ней выполнено. В результате матрица стои
мостей приняла следующий вид:
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ш 8 2 5
11 ш 5 4
2 3 Ш 0
0 и 4 15

Поскольку полного назначения нулевой стоимости не может 
быть получено, необходимо провести дальнейшую модификацию 
редуцированной матрицы стоимости.

Ш а г  4 (модификация редуцированной матрицы). Получим 
новые нулевые элементы. Определим для редуцированной матри
цы стоимостей минимальное множество строк и столбцов, содер
жащих нулевые элементы, и найдем минимальный элемент вне 
данного множества по следующему плану.

1) Определим количество нулей в строках и столбцах матрицы 
стоимости || | | ; соответственно имеем: 1, 1, 2 и 1 в строках и 2, 1, 
1 и 1 в столбцах;

2) Максимальное число нулей (по два) содержат строка 3 и 
столбец 1. Удаляем элементы строки 3.

3) Число оставшихся нулей после удаления строки 3 равно 1, 
1 и 1 в строках 1, 2 и 4 соответственно. Для столбцов число 
оставшихся нулей равно 2, 1, 0 и 0. Выбираем столбец 1 и удаля
ем его элементы. Остался только один невычеркнутый нуль — 
элемент с22, поэтому можно удалить либо строку 2, либо стол
бец 2. Удаляем элементы строки 2 и получаем следующую мат
рицу-таблицу:

8 2 5 ^
I -  -  -
| _ _  _ ■

ll П 4 15)
Если число линий (горизонтальных и вертикальных), необхо

димое для того, чтобы вычеркнуть нулевые элементы, равно числу 
строк или столбцов матрицы стоимости, то существует назначение 
нулевой стоимости.

4) Минимальным элементом полученной матрицы-таблицы яв
ляется 2. Вычитая его из всех оставшихся элементов, в результате 
получаем новую матрицу-таблицу
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' |  6 0 3^

J  9 2 13)
Прибавляя значение 2 ко всем элементам матрицы ||с | ||, рас

положенными на пересечении вертикальной и двух горизонталь
ных штриховых линий (столбца 1 со строками 2 и 3), т. е. к эле
ментам с\х и 4 ,  получаем новую редуцированную матрицу сто
имостей:

"О 6 0 3^
13 0 5 4
4 3 0 0 ’

ч 0 9 2 13,
оставив остальные элементы матрицы стоимости || с) || без изме
нений.

Объяснение последней операции следующее. Если значение 
этого минимального элемента вычесть из всех остальных элемен
тов матрицы || 4  ||, то на месте нулей будут стоять отрицательные 
величины и по крайней мере один элемент, не принадлежащий 
выделенному (вычеркнутому) множеству строк и столбцов, станет 
равным нулю. Однако теперь назначение нулевой стоимости мо
жет не быть оптимальным, поскольку матрица содержит отрица
тельные элементы. Чтобы матрица не содержала отрицательных 
элементов, прибавим абсолютное значение наименьшего отрица
тельного элемента ко всем элементам выделенных строк и столб
цов. Отметим, что к элементам, расположенным на пересечении 
столбца 1 со строками 2 и 3, данная величина прибавляется два
жды. Кроме того, все отрицательные элементы преобразуют в ну
левые или положительные.

Новая редуцированная матрица стоимостей | |с | | |  содержит 
еще один нуль —  элемент 4 з . Возвращаемся к шагу 3. Шаги 3 и 
4 выполняют до тех пор, пока не будет получено оптимальное 
решение.

Ш а г  5 (проведение назначений). Проведем назначение со
гласно || сгу ||=|| cfj | | , соответствующее элементу с?3, и зачеркнем 
нуль 4  . Затем проведем назначения по элементам с\2, 4i> с34- 
Получили оптимальное решение, поскольку проведено полное 
назначение:
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г 0 6 0 3 ^ г 0 0 1 0 ^

13 0 5 4
Х  =  | Ы | |  =

0 1 0 0

4 3 0 0 ? И 1J II 0 0 0 1

1 ° 9 2 1 3 J l l 0 0 o j

Вычисляем минимальное значение целевой функции ( су берем 
из исходной матрицы || сц || стоимости назначений):

f ( x )  = 9 + 4 + 11 + 4 = 28.

Замечание. Если в задаче о назначениях необходимо найти 
максимум критерия эффективности (целевой функции), то все 
элементы матрицы стоимостей следует умножить на -1 (тем са
мым перейти к минимизации исходной целевой функции) и приба
вить к ним достаточно большое число М  такое, чтобы вновь полу
чившаяся матрица стоимости не содержала отрицательных эле
ментов (М  достаточно выбрать равным по модулю наименьшему 
отрицательному элементу в матрице стоимости). Теперь задачу 
можно решать как задачу минимизации.

§ 3.6. Задача размещения производства

Пусть намечается выпуск т видов продукции, которые могли 
бы производиться на п предприятиях, п> т. Следует из п пред
приятий выбрать такие т, каждое из которых будет производить 
один вид продукции. Издержки производства и сбыта единицы 
продукции, плановый объем годового производства продукции и 
плановая стоимость единицы продукции каждого вида известны.

Эту задачу путем введения фиктивных п - т  видов продукции 
с нулевыми стоимостями сводим к задаче о назначениях.

Издержки производства и сбыта заданы в табл. 3.3 и 3.4.

Таблица 3 .5
Издержки производства на единицу продукции (уел. ед.)

Вид
продукции

Предприятие
1 2 3 4 5

1 20 23 38 15 35

2 8 29 6 35 35

3 5 8 3 4 7
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Таблица 3.4
Издержки сбыта на единицу продукции (уел. ед.)

Вид
продукции

Предприятие
1 2 3 4 5

1 20 50 20 10 13
2 7 90 8 35 60

3 5 5 4 15 6

Плановый объем производства видов продукции составляет 
соответственно 35 ООО, 16 ООО, 54 ООО ед.; плановая стоимость — 
соответственно 55, 50, 30 уел. ед.

Р е ш е н и е .  Вычислим прибыль на единицу продукции (раз
ность цены и суммарных издержек на производство и сбыт) 
(табл. 3.5).

Таблица 3.5
Прибыль на единицу продукции

Вид
продукции

Предприятие
1 2 3 4 5

1 15 -1 8 - 3 30 7

2 35 - 6 9 36 - 2 0 -4 5

3 20 17 23 11 17

Умножив прибыль, приходящуюся на единицу продукции, на 
годовой объем сбыта, получим общую годовую прибыль, соот
ветствующую каждой паре: вид продукции —  предприятие
(табл. 3.6).

Таблица 3.6
Прибыль предприятий

Вид Предприятие
продукции 1 2 3 4 5

1 525 630 -1 0 5 1050 245

2 5600 -1 1  04 0 5760 -3 2 0 0 -7 2 0 0

3 1080 918 1242 594 918

Чтобы свести исходную задачу к задаче о назначениях, введем 
два вида фиктивной продукции (4 и 5), которым соответствует ну
левая прибыль. Поскольку это задача максимизации прибыли, то 
умножим все элементы матрицы на -1 , после чего наименьшим
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отрицательным числом -5760 получившейся матрицы ||а,у|| ста
нет элемент агз. Затем ко всем элементам матрицы || ау- 1| (кроме 
нулевых) прибавим число 5760. В результате получим матрицу 
стоимости назначений (табл. 3.7). Далее редуцируем матрицу. Мо
дифицируем редуцированную матрицу, вычеркивая в ней третий и 
четвертый столбцы, четвертую и пятую строки. Получим опти
мальное решение (табл. 3.8).

Таблица 3.7
Матрица стоимости

Вид
продукции

Предприятие
1 2 3 4 5

1 5235 6390 5865 4710 5515

2 160 16 800 0 8960 12 960

3 4680 4842 4518 5166 4842

4 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0

Таблица 3.8
Оптимальное решение

Вид
продукции

Предприятие
1 2 3 4 5

1 365 1520 1155 [0] 645

2 [0] 16 640 0 8960 12 800

3 2 164 [0] 648 164

4 0 [0] 160 160 0

5 0 0 160 160 [0]

Отсюда следует, что производство первого вида продукции 
назначается 4-му предприятию, второго вида —  1-му, третьего ви
д а — 3-му. Суммарная годовая прибыль, соответствующая данно
му решению, равна 7 892 ООО уел. ед.

Модифицированный алгоритм решения задачи о назначениях 
может быть использован и при решении задачи коммивояжера (см. 
§ 3.9).
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§ 3.7. Задача о максимальном потоке

Пусть задана ориентированная сеть с одним источником s и 
одним стоком t, и пусть дуги (г, у) имеют ограниченную пропуск
ную способность. Задача о максимальном потоке заключается в 
поиске таких потоков по дугам, что результирующий поток, про
текающий из источника $ в сток t, является максимальным. Задача 
о максимальном потоке может быть сформулирована как задача 
ЛП и поэтому может быть решена симплекс-методом.

Здесь для ее решения будет использован более эффективный 
метод расстановки пометок, разработанный Л. Р. Фордом и 
Д. Р. Фалкерсоном. Алгоритм начинает работу с некоторого допу
стимого решения, узлы рассматривают как промежуточные пунк
ты передачи потока, а дуги —  как распределительные каналы. Для 
описания алгоритма вводят два понятия: пометки и увеличиваю
щие (аугментальные) пути потока. Пометку узла используют для 
указания как величины потока, так и источника потока, вызываю
щего изменение текущей величины потока по дуге, соединяющей 
этот источник с рассматриваемым узлом. Если $  единиц потока 
посылают из узла i в узел у и это вызывает увеличение потока по 
данной дуге, то будем говорить, что узел у помечен из узла I сим
волом ( +qj); в данном случае узлу у приписывают пометку 
[+<У/У ]. Если посылка qj единиц потока вызывает уменьшение 
потока по дуге, то будем говорить, что узел у помечен из узла i 
символом ( —q j ), В таком случае узлу у приписывают пометку
[~Ч ГМ

Текущий поток из узла i в узел у увеличивается, когда qj 
единиц дополнительного потока послано в узел у по ориентиро
ванной дуге (у, у) в направлении, совпадающем с ее ориентацией. 
В таком случае дугу (/, у) называют прямой. Если q, единиц до
полнительного потока послано в узел у по ориентированной дуге 
(у,г),  т. е. в направлении, противоположном ее ориентации, то те
кущий поток из узла у в узел i уменьшается, а дугу (у,г) назы
вают обратной. Узел у может быть помечен из узла г только по
сле того, как узлу г приписана пометка. Если узел у помечен из 
узла г и дуга (i , j ) прямая., то поток по данной дуге увеличивается 
и величина, соответствующая оставшейся неиспользованной про
пускной способности дуги, должна быть нужным образом скор
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ректирована. Эту величину обычно называют остаточной про
пускной способностью. Если некоторому узлу приписана пометка 
и при этом используется прямая ветвь, то она может иметь только 
остаточную пропускную способность.

Увеличивающий (аугментальный) путь потока из источника s 
в сток t определяют как связную последовательность прямых и 
обратных дуг, по которым из s в t можно послать несколько еди
ниц потока. Поток по каждой прямой дуге увеличивается, не пре
вышая при этом ее пропускной способности, а поток по каждой 
обратной дуге уменьшается, оставаясь при этом неотрицательным. 
Аугментальный путь потока используют для выбора такого спосо
ба изменения потока, при котором поток в узле t увеличивается и 
для каждого внутреннего узла сети не будет нарушено условие со
хранения потока.

Как конкретно можно увеличить поток на qi единиц? Предпо
ложим, что дуге (г, у) уже приписан поток f]j > 0, /ц < и ц , где 
ид — пропускная способность дуги (г,/). Величина qi не может 
превосходить остаточной пропускной способности щ - f y .  Одна
ко из узла г не всегда можно получить u, j  — f i j  единиц потока. От
метим, что в узел у можно послать столько единиц потока, сколько 
их добавлено в узел i, т. е. самое большое —  это ср. Следователь
но, поток по прямой дуге (г,у) можно увеличить на величину 
qj = min {qipijj -  f tJ}. Аналогично помечают узел у, если дуга (у, г) 
является обратной. Уменьшение потока по дуге ( у д )  возможно 
только в том случае, когда >0. Поток может быть уменьшен, 
самое большее, на число единиц потока, которые можно взять из 
узла г, т. е. на величину ср. Следовательно, поток по обратной дуге 
( у д ) может быть уменьшен на величину qj = min {qt; f j }.

В начале работы алгоритма источнику приписывают пометку 
L указывающую на то, что из данного узла может вытекать 

поток бесконечно большой величины. Далее мы ищем аугменталь
ный путь потока от источника к стоку, проходящий через поме
ченные узлы. Все узлы (за исключением источника) в начальный 
момент не помечены. Пытаясь достичь стока, мы проходим, выби
рая дуги с наибольшими пропускными способностями, по прямым 
и обратным дугам и последовательно помечаем принадлежащие 
им узлы. Возможны два случая.
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1. Стоку t приписывается пометка [+£/, \к\, к —  номер узла, 
связанного со стоком. В этом случае аугментальный путь потока 
найден и поток по каждой дуге этого пути может быть увеличен 
или уменьшен на величину qt . После изменения дуговых потоков 
текущие пометки далее не используются и всю описанную проце
дуру выполняют заново.

2, Сток t не может быть помечен. Это означает, что аугмен
тальный путь потока не может быть найден. Следовательно, по
строенные дуговые потоки образуют оптимальное решение (мак
симальный поток).

Задача. Найти максимальное количество информации, которое 
может быть передано из источника s в сток t по сети, представ
ленной на рис. 3.5. Пропускные способности иу дуг отмечены по
лужирным шрифтом на рис. 3.5.

Р е ш е н и е .  Решим задачу методом Форда и Фалкерсона.
И т е р а ц и я  1, Каждой дуге ( i ,j)  приписывают пометку 

[fij',Uij], где fy  — текущий дуговой поток, щ  — пропускная спо
собность дуги. Приписываем узлу $ пометку [<»;—]. Из источни
ка s максимальный поток идет в узел 2 ; узлу 2  приписываем по
метку [+3;s], так как q2 = = min{°°;3} = +3 . Из узла 2
максимальную пропускную способность имеет дуга (2, t), ведущая 
в сток t. Приписываем стоку пометку: [+2; 2], так как qt = 
= mm{qs \U2t) = min{3;2} = 2, т. е. изменение дуговых потоков воз
можно на 2 единицы: f s% = 2, f i t  = 2. Дуги получают пометки, 
представленные на рис. 3.6. Суммарный поток F  для этой итера
ции равен 2 ед.

_

I ^jr т"4 /
\ /  I

Рис. 3.5. Исходные данные 
для задачи о максимальном 
потоке (о максимальном ко

личестве информации)

7 / 7  (

Рис. 3.6. Первая итерация

Р=2 ед.
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И т е р а ц и я  2. Теперь просматриваем остаточные пропускные 
способности Uij—fy  (на. рис. 3.6 выделены жирным шрифтом). 
Источнику s приписываем пометку [°°; —]. Из источника s пред
почтительнее двигаться в узел 2; узлу 2 приписываем пометку 
[+2; 5]. Из узла 2 идем в узел 2; узлу 2 приписываем пометку 
[+2; 1], так как q2 = mm{q\\u \2 - / 12} = 2. Из узла 2 идем в узел 3. 
Для узла 3 q2 = min{#2; «23 -  / 23} = min{2; 1} = 1, узлу 3 приписыва
ем пометку [+1; 2]. Из узла 3 идем в сток. Стоку приписываем по
метку [+1;3]. Минимальное изменение дуговых потоков равно 1, 
т. е. У31 =1, / 1 2  =1, /23 /и  "1 . Максимальный поток F  ра
вен 2 + 1 = 3 (ед.). Дуги получают пометки, представленные на 
рис. 3.7.

И т е р а ц и я  3. Приписываем узлу s пометку [<=>;-]. Из уз
ла s движемся в узел 1: q\=  m in { ^ ; us\ -  f s\} = min{°a; 1} = +1. Уз
лу 1 приписываем пометку [+1; j]. Из узла 1 идем в сток t: qt — 
= minfc/i; u\t ~ fit}  — min{ 1; 3 } = 1. Стоку t приписываем пометку 
[+1;1]. Изменение дуговых потоков для /Д равно 1; для /к  рав
но 1, изменятся только значения потоков на дугах (s , l ) и ( f t ) .  
Полные потоки станут равными: f  \ = 2, f t = 1. Дуги получат по
метки, представленные на рис. 3.8. Максимальный поток F  станет 
равным 3 + 1 = 4 (ед.).

И т е р а ц и я  4, Приписываем узлу s пометку Из узла s
направляемся в узел 2: q2 = m in{qs; их2 -  f s2) = min{°°; 1} = +1; уз
лу 2 приписываем пометку [+ l;s]. Из узла 2 мы можем попасть в 
сток t, только пройдя по обратной дуге в узел 2, а затем в сток t. 
Определим пометку узла 2 в данном случае: q\ = min{^2; / 12} = 
= min{+l; 4} =+1, т, е. узлу 2 приписываем пометку [—1; 2]. Для 
узла t: qt = min{<71; u\t -  f t } = m in{+l; 1} = +1; узлу t приписываем 
пометку [+1; 1]. Изменение дуговых потоков для f s2 равно 1, для
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fn  равно 1, для fu  равно 1. Потоки по этим дугам будут соответ
ственно f S2 = 2, f i 2 = 0, f t  = 2; максимальный поток F  из s в t 
равен 4 + 1 = 5 (ед.). Дуги получают пометки (изменяют пометки 
только на дугах (s,2), (7,2) и (7, t ) ), представленные на рис. 3,9.

И т е р а ц и я  5. Приписываем источнику s пометку [°°;—]. Из 
узла s мы можем попасть только в узел 3. Для узла 3 имеем 

= min{g5; uS3 -  f si } = min{°°; +1} = +1; узел 3 получает пометку 
[+ l;s]. Из узла 3 попадаем в сток t: qt = пйп{^з;из̂  - f i t }  = 
= min{l; 1} = +1. Сток t получает пометку [+1;3]. Изменение ду
говых потоков для f sз и f t  равно 1; соответственно получим 
fsi, = 1, f t = 2 (на второй итерации f t = l). Максимальный по
ток F  равен 5 + 1 = 6 (ед,). Дуги получают пометки, представлен
ные на рис. 3.10.

И т е р а ц и я  6. Приписываем узлу s пометку Аугмен-
тальный поток не может быть найден, т. е. построенные дуговые 
потоки образуют оптимальное решение. Максимальный поток 
(максимальное количество информации) из источника s  в сток t 
равен 6 ед.: 2 ед. потока идут из источника s через узел 7 в сток t;
1 ед. потока идет из источника s через узел 3 в сток t; 3 ед. потока 
идут из источника s в узел 2, затем 2 ед. потока поступают из узла
2 в сток t, а 1 ед. потока поступает в сток t через узел 3. Через ду
гу (7,2) информация не идет.

В приложении П4 приводится описание компьютерной про
граммы (инструкция пользователю) для решения задачи о макси
мальном потоке.
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§ 3.8. Задача о многополюсном максимальном потоке

Мы рассмотрели задачу о максимальном потоке из единствен
ного узла s в единственный узел t. В целом ряде технических и 
экономических приложений возникают задачи, в которых надо 
определить максимальный поток между любыми выбранными па
рами узлов в сети. Примерами таких систем являются: сети авто
мобильных дорог, где автострады изображаются дугами, пропуск
ные способности которых соответствуют максимально допусти
мой интенсивности движения; телефонная или информационная 
сеть, где линии представляются дугами, а их пропускные способ
ности соответствуют максимальному числу вызовов (или объему 
информации), которые могут обслуживаться в каждый момент 
времени; электрические и электроэнергетические системы, где ли
нии электропередачи представлены дугами, а пропускные способ
ности соответствуют максимальному объему электроэнергии, ко
торый может передаваться по линиям в единицу времени, и т. п.

Задачи о многополюсных максимальных потоках бывают двух 
видов: анализа и синтеза сети,

1 .Задача анализа сети. Задана сеть с ограниченными про
пускными способностями дуг. Следует определить, каковы вели
чины максимальных потоков, которые можно пропустить между 
всеми парами узлов в заданной сети.

2. Задача синтеза сети. Требуется построить сеть, в которой 
величины максимальных потоков /,) между всеми парами узлов 
удовлетворяют заданным ограничениям снизу и в которой общая 
пропускная способность всех дуг максимальна.

Задачу о многополюсном максимальном потоке можно решить, 
опираясь на рассмотренную задачу о максимальном потоке между 
единственным источником и единственным стоком. Если про
пускная способность каждой дуги не зависит от направления дви
жения потока по этой дуге и если каждую пару узлов можно рас
сматривать как пару источник —  сток, то общее число задач о 
максимальном потоке, которое должно быть решено, равно 
п(п -1)/2 , где п —  число узлов в сети. Рассмотрим здесь алгоритм 
Гомори —  Ху, согласно которому максимальный поток в задаче о 
многополюсном максимальном потоке определяют только п - 1 
раз. Основная идея алгоритма состоит в итеративном построении
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максимального остова дерева, ветви которого соответствуют раз
резам, а параметры ветвей —  величинам разрезов.

Пусть G = (N , А) —  неориентированная сеть, где N  — мно
жество узлов, А —  множество дуг, и пусть сц — пропускная 
способность дуги (г, у) из множества А, причем су= ср . Макси
мальный поток между узлами г и j  равен Vy-; ( Х ,Х ) Р — мини
мальный разрез, отделяющий узел г от узла j  (i<E X ; 
с (Х , X)ij —  пропускная способность минимального разреза, отде
ляющего узел i от узла j . Согласно теореме о максимальном по
токе и минимальном разрезе Vy=c(X,X)y.  Если некоторый 
узел к принадлежит X , то v,k < c (X ,X )ij, а если к е X ,  то 
Vfg < c(X ,X )ij. Следовательно, vy > vlk и vy > vk1, Поэтому Vy > 
> min{v^; у*,-}. Если рассмотреть в общем случае связанное под
множество узлов { t,p ,k ,q ,j} , то

Vi j > min {vip ;vpk;vkq;vqj\.

А для максимального остовного дерева
Vij < min {-vip; vpk; vkq; vy},

где ( i ,j)  — произвольная дуга, не принадлежащая данному дере
ву. Если это не так, то вместо любой дуги пути из узла i в узел j  
можно взять дугу (г,у), в результате чего будет построено дерево с
большим весом. Отсюда для любой дуги, не принадлежащей дере
ву, имеем

vq min {уip, vрк, vtq, Vip},

Максимальное остовное дерево, удовлетворяющее последнему 
равенству, называют деревом разрезов потому, что каждая его 
ветвь соответствует разрезу, а вес ветви равен пропускной способ
ности разреза. Если требуется определить величину максимально
го потока между двумя противоположными узлами, необходимо в 
дереве найти путь, соединяющий эти два узла, и выбрать на этом 
пути дугу с минимальным весом. Ее вес равен величине макси
мального потока между рассматриваемыми узлами.

Если некоторый узел рассматривать как источник s, а другой 
узел как сток t, то максимальным потоком между ними является 
Vtf = c (X ,X )st. Если затем в качестве источника и стока выбирают 
другую пару узлов г,у, удовлетворяющих такому условию, что они 
оба принадлежат подмножеству X  (или X ), то подмножество уз
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лов X  (или X, если узлы i , j  принадлежат X )  может быть объеди
нено в один конденсированный узел. При этом величина макси
мального потока из узла i в узел j  будет одной и той же для ис
ходной и конденсированной сетей и в алгоритме Гомори —  Ху 
при определении величины vg используют решение задачи о мак
симальном потоке, найденное на предыдущем шаге.

Пусть Щ  — множество узлов, образуемое в результате кон
денсации всех узлов, лежащих по ту сторону разреза, где не со
держатся узлы i и у; Ау — множество дуг, соединяющих узлы из 
множества Щ . Если известны пропускные способности дуг, при
надлежащих А у , то для нахождения величины максимального по
тока между узлами г, j  можно воспользоваться процедурой рас
становки пометок.

В свою очередь, пропускные способности дуг из А у опреде
ляют следующим образом. Пусть jr  —  узлы из подмно
жества X ,  непосредственно связанные с узлом i е  X . При конден
сации подмножества X  дуги ( i , j \), ( h j i ) , ..., (i,jr )  заменяют одной 
дугой, соединяющей узел i и конденсированный узел подмноже
ства X . Пропускная способность такой дуги вычисляется по фор
муле

Г
CiX  =  С Щ +  С У2 + --- +  Cijr  =  X Cijm •

т=1
Для определения величины \у вновь надо найти минимальный 

разрез (Х ,Х )у  с минимальной пропускной способностью, отде
ляющий узел i от узла j .  Теперь можно выбрать другую пару уз
лов, принадлежащих либо X , либо X ,  и построить конденсиро
ванную сеть. В результате выполнения процедуры расстановки 
пометок можно будет определить другой разрез и построить но
вую конденсированную сеть и т. д.

Задача. В сети (рис. 3.11) для каждой пары узлов определить 
величину максимального потока информации между ними.

Р е ш е н и е .  Для простоты сначала найдем максимальные по
токи между узлами Лд, Л'з, Л'4 и Л'5.

И т е р а ц и я  1. Выберем два произвольных узла, скажем N \ и 
N z , и найдем максимальный поток между ними (путем процедуры 
расстановки пометок). Получим минимальный разрез ( N i ,  N 2 , 

N e  | N 3 , N 4 , N 5 ). Пропускная способность дуги, соединяющей
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Рис. 3.11. Исходные данные для 
задачи о многополюсном макси-

Рис. 3.12. Начало постро
ения дерева разрезов

мальном потоке информации

конденсированные узлы, равна 4 + 2 + 2 + 2 + 3 = 13. Начало по
строения дерева разрезов представлено на рис. 3.12.

И т е р а ц и я  2. Найдем максимальный поток между узлами 
Уз и N\ (рис. 3.13). Здесь узлы У], N 2 и Щ  объединены в кон
денсированный узел. Узел Уз соединен с узлами N 2 и AV,, т. е. 
пропускная способность дуги от конденсированного узла к узлу 
Л+ будет равна 4 + 2 = 6. Узел У 5 соединен с узлами У 2 и У6, 

т. е. пропускная способность дуги, соединяющей конденсирован
ный узел с узлом N 5 , равна 2 + 3 = 5. Величина максимального 
потока равна 5 + 2 + 7 = 14, минимальный разрез имеет вид (У1, 
У2, Уб, Уз, У 5 | У 4). По минимальному разрезу определим, что 
узлы (У з,У 5) и (У1,У 2,У 6) лежат по одну сторону в минималь
ном разрезе, разделяющем узлы Уз и У4. Получим дерево, пред
ставленное на рис. 3.14.

И т е р а ц и я  3. Найдем максимальный поток в той же сети (см. 
рис. 3.13) между узлами У3 и У5 . Получим минимальный разрез

Рис. 3.13. К определению 
максимального потока меж

ду узлами У3 и У]

Рис. 3.14. Построение де
рева разрезов
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(Лг| , N 2 , ЛГ6, ЛУ, N 4 | Лд). Величина максимального потока 
равна 5 + 4 + 7=16.  Символическое изображение сети представле
но на рис. 3.15. Теперь каждая интересующая вершина в получен
ном дереве (см. рис. 3.15) содержит только по одному полюсу и 
максимальные потоки будут /13 = / i 4 = /is  =13 (они равны мини
мальной пропускной способности дуги на данном пути), 
У34 = /4 5  = 13, /з 5 =16. Эти потоки равны соответствующим мак
симальным потокам в исходной сети (см. рис. 3.15).

Если необходимо найти величины максимальных потоков 
между всеми парами узлов, то следует процесс продолжить.

И т е р а ц и я  4. Найдем максимальный поток между узлами N\ 
и Л̂б в сети, изображенной на рис. 3.16. Минимальный разрез 
(М  ,N 2 | N e, N 3 , N 4 , N 5 ), имеющий пропускную способность 6 + 
+ 3 + 8 = 17, изображен на рис. 3.17.

И т е р а ц и я  5. Найдем максимальный поток между узлами Ni 
и N 2 . Минимальный разрез (Ni \ N 2 , N 3 , N 4 , N 5 , Ne), имеющий 
пропускную способность 10 + 8 = 18, приведен на рис. 3.18. С по
мощью дерева, представленного на рис. 3.18, можно определить 
величины максимальных потоков между всеми парами узлов

Рис. 3.15. Символическое 
изображение сети с помо

щью дерева разрезов

Рис. 3.16. Нахождение 
максимального потока 
между узлами N i и Ne

Рис. 3.17. Построение дерева разрезов

(табл. 3.9).
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Таблица 3.9
Величины максимальных потоков между узлами сети

Узел 1 2 3 4 5 6
1 СО 18 13 13 13 17
2 18 ОО 13 13 13 17
3 13 13 ОО 14 16 13
4 13 13 14 ОО 14 13
5 13 13 16 14 ОО 13
6 17 17 13 13 13 ОО

Если в двух сетях равны величины максимальных потоков 
между парами узлов, принадлежащих некоторому заданному мно
жеству, то эти сети называют потоко-эквивалентными по отно
шению к заданному множеству узлов. Заметим, что существует 
много деревьев, которые потоко-эквивалентны некоторой задан
ной сети. Потоко-эквивалентное дерево (см. рис. 3.18) обладает 
следующей особенностью: каждая ветвь этого дерева соответству
ет некоторому минимальному разрезу в исходной сети. Поэтому 
его называют деревом разрезов. На дереве разрезов для сети, со
держащей п узлов, показано п — 1 минимальных разрезов исход
ной сети, не пересекающихся друг с другом (см. рис. 3.11).

§ 3.9. М етоды ветвей и границ. Задача коммивояжера

Методы ветвей и границ предназначены для решения широко
го круга дискретных оптимизационных задач. Различные методы 
ветвей и границ существенно используют специфику конкретных 
задач и поэтому заметно отличаются друг от друга, но все они ос
нованы на последовательном разбиении допустимого множества 
решений D  на подмножества (ветвления) и вычислении оценок 
(границ), позволяющих не рассматривать подмножества, заведомо 
не содержащие решения задачи.
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Пусть требуется найти точку минимума функции f i x )  при 
х е  D. В зависимости от специфики задачи выбирается способ вы
числения оценок снизу d(D ') функции f i x )  на подмножествах 
D ' <zD (может быть, что Г/ = D):

f { x )  > d(D '), x& D '.

Оценка снизу часто вычисляется путем релаксации, т. е. заме
ны задачи минимизации функции / (х) на множестве D ' задачей 
минимизации по некоторому более расширенному множеству. 
Например, в целочисленных задачах не учитывают требование це- 
лочисленности.

Выбирается также правило ветвления, состоящее в выборе раз
ветвляемого подмножества D ' из числа подмножеств, на которые 
к данному шагу разбито множество D, и выборе способа разбие
ния D' на непересекающиеся подмножества: ветвлению подверга
ется подзадача минимизации функции / (х) на подмножестве D'. 
Обычно для ветвления выбирается подмножество D ' с наимень
шей оценкой значения целевой функции, поскольку в таком мно
жестве естественно искать минимум в первую очередь. При этом 
рассматриваются только такие способы вычисления оценок снизу, 
в которых оценки для подмножеств, получившихся в результате 
разветвления подмножества D не меньше d(D'),

При решении релаксированной задачи может оказаться, что:
а) допустимое множество этой задачи пусто и, стало быть, 

D ' = 0 ;
б) значение минимума d{D') для релаксированной задачи 

больше или равно наименьшему из уже вычисленных значений 
функции f { x )  (текущему значению рекорда), и потому min f i x )

т-v/ x e Dдостигается вне множества D  ;
в) точка минимума для релаксированной задачи принадле

жит множеству D ' и, стало быть, является точкой минимума 
f i x )  на D'.

Во всех трех случаях подмножество D' далее не разветвляется. 
В случае а) текущее значение рекорда полагается равным мини
муму из предыдущего текущего значения и вычисленного значе
ния min f i x ) .

x e D '

В методе ветвей и границ на каждом шаге искомое значение не 
больше текущего значения рекорда (верхней границы) и не мень
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ше наименьшей из оценок снизу для подзадач, входящих на дан
ном шаге в число кандидатов на ветвление (нижней границы).

Существуют варианты метода ветвей и границ, разработанные 
специально для нахождения приближенного решения различных 
задач.

Пример. Рассмотрим решение целочисленной задачи линейно
го программирования:

П
f  (х) = X е /х / “ * min
' 7=1

при
П

XI ayXj >bi, г = 1,2,..., m, Д;>0,  у = 1,2,..., и,
7=1

xj E {0,1,2,...}, у е  У с  {1,2,..., и}.

Допустимое множество D  задачи предполагается ограничен
ным, оценки снизу вычисляются с помощью релаксации — без 
условия целочисленности переменных. Оценку снизу получают с 
помощью симплекс-метода.

Если после применения симплекс-метода решение не является 
целочисленным, то на первом шаге алгоритма выбирается любая
нецелочисленная компонента х 1 , r\ е  J , полученного решения и 

исходная задача разветвляется на две подзадачи: первая —  с до
полнительным ограничением хп < ], вторая — с дополнитель

ным ограничением хп > [х^] + 1, где [•] —  целая часть числа. Вы

числяются оценки снизу, и если обе подзадачи остаются в числе 
кандидатов на дальнейшее ветвление, то для ветвления на втором 
шаге выбирается подзадача с минимальной оценкой.

На к-м шаге выбранная на (к — 1)-м шаге подзадача разветвля
ется на две новые с дополнительными ограничениями хп  < ] и
[хп  > [х* ] +1 соответственно, где — любая нецелочист
ленная компонента решения х  задачи ЛП, получающейся релак
сацией подзадачи, выбранной на {к -  1)-м шаге. Для новых подза
дач вычисляются оценки снизу. Формируется список кандидатов 
на ветвление. Для ветвления на (к+  1)-м шаге из числа кандидатов 
на ветвление выбирается подзадача с минимальной оценкой.

Конечность алгоритма следует из ограниченности множества D.
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Процесс ветвления существенно упрощается, если в задаче 
имеются ограничения

*/£{0, 1} ,  у е  У с  {1 ,2 , .

Задача коммивояжера, В гл. 1 мы упоминали задачу о Кёниг
сбергских мостах, в которой требовалось обойти все мосты, не 
проходя ни один из них дважды, т. е. пройти все мосты по крат
чайшему пути.

Можно привести и другую постановку этой задачи в более об
щем виде. Некто решил, что настало время посмотреть жизнь в 
других странах. Он выбрал семь мест, которые намеревался обяза
тельно посетить, получил информацию о стоимости билета на са
молет в каждый из выбранных городов и стоимости проезда из од
ного города в другой. Учел все льготы, предоставляемые авиаком
паниями, и составил матрицу стоимостей (табл. 3.10) проезда в 
выбранные города и обратно. Зная матрицу стоимостей, путеше
ственнику надо так составить маршрут, чтобы затраты на это пу
тешествие были минимальными и чтобы выполнялось естествен
ное требование: каждый пункт посещается только один раз. Мат
рица стоимостей проезда из-за льгот авиакомпаний оказалась 
несимметричной. При симметричной матрице стоимостей проце
дура решения задачи не изменяется.

Таблица 3.10
Матрица стоимости проезда (уел. ед.)

№ Пункт Исходный Токио Г онконг Лондон Сидней Рим
1 2 3 4 5 6

1 И сходны й — 270 430 160 300 260

2 Токио 70 — 160 10 300 300

3 Г онконг 200 130 — 350 50 0

4 Л ондон 210 160 250 — 180

ОСО*—
|

5 Сидней 120 460 270 480 — 50

6 Рим 230 50 50 90 50 —

П рим ечани е . В процессе проведения расчетов все стоимости будут уменьше
ны в 10 раз.

Подобные задачи в математическом программировании назы
ваются задачей коммивояжера. Ее формулируют следующим обра
зом. Коммивояжер должен выехать из исходного пункта и побывать



172 Часть I. Математическое программирование

в каждом из остальных п -1  пунктов ровно один раз и вернуться в 
исходный пункт. Задача заключается в определении последователь
ности посещаемых пунктов, при которой коммивояжеру требуется 
минимизировать некоторый критерий эффективности: стоимость 
проезда, время в пути, суммарное расстояние и т. д. Здесь требует
ся выбрать один или несколько оптимальных маршрутов из 
( п - 1 ) !  возможных. Если некоторые города для коммивояжера не
доступны, то минимальное значение целевой функции должно 
быть бесконечно большим.

Рассмотрим решение задачи коммивояжера методом ветвей и 
границ. Вначале определяют некоторое допустимое решение (до
пустимый маршрут). После этого множество всех оставшихся 
маршрутов разбивают на все более мелкие подмножества и при 
каждом разбиении вычисляют нижнюю границу целевой функции 
текущего наилучшего (в смысле наименьшей стоимости проезда) 
маршрута. С помощью найденных границ проводят дальнейшее 
разбиение подмножеств допустимых маршрутов и в конечном ито
ге определяют оптимальный маршрут. Это разбиение подмно
жеств маршрутов можно рассматривать как узлы дерева. Поэтому 
данный метод называют методом поиска по дереву решений, или 
методом ветвей и границ.

Матрица стоимостей содержит неотрицательные элементы с,у. 
Маршрут Т  можно представить как множество упорядоченных 
пар пунктов T = {(ii,i2), (г2,h { i n - i j n ) ,  (in,h)}. Каждый допу
стимый маршрут представляет собой цикл, проходя по которому 
коммивояжер посещает каждый пункт ровно один раз и потом воз
вращается в исходную точку. Каждая упорядоченная пара (г, j )  
является дугой, или звеном маршрута. Стоимость маршрута Т 
равна сумме элементов матрицы стоимостей, но только тех, кото
рые соответствуют пунктам, лежащим на маршруте Т:

z(T ) = £  aj.
i,jeT

Величина z(T) определена для любого допустимого маршрута 
и не может быть меньше длины оптимального маршрута, т. е. те
кущее значение z(T) является верхней границей zB(T) стоимости 
оптимального маршрута Т.

Для вычисления нижних границ стоимости маршрута исполь
зуют операции редукции строк и столбцов матрицы стоимости.
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Процедуру вычитания из каждого элемента строки наименьшего 
элемента этой же строки и из каждого элемента столбца наимень
шего элемента этого же столбца называют соответственно редук
цией строк и редукцией столбцов. Матрицу с неотрицательными 
элементами, в каждой строке и каждом столбце которой содержит
ся по крайней мере один нулевой элемент, называют редуцирован
ной. Она может быть получена в результате последовательной ре
дукции ее строк и столбцов. Если вычесть из каждого элемента 
некоторой строки матрицы стоимости постоянную величину с, то 
стоимость любого маршрута, определяемая новой матрицей, 
меньше стоимости того же маршрута, определяемого старой мат
рицей, на величину с , так как для любого допустимого маршрута 
каждая строка и каждый столбец матрицы стоимости содержит по 
одному элементу, соответствующему этому маршруту. При редук
ции относительные стоимости всех маршрутов останутся неиз
менными. Следовательно, останутся неизменными и все опти
мальные маршруты.

Если z(T) —  стоимость маршрута Т , определяемая матрицей 
стоимости до выполнения редукции, z\(T) —  стоимость того же 
маршрута, определяемая редуцированной матрицей, Н  —  сумма 
всех констант, используемых при вычислении редуцированной 
матрицы, то z(T) = z\ (Г) + Н . Поскольку редуцированная матрица 
содержит только неотрицательные элементы, то Н  является ниж
ней границей стоимости маршрута Т  для нередуцированной мат
рицы стоимости.

В алгоритме метода ветвей и границ диагональные элементы 
исходной матрицы стоимости полагают равными °<з, т. е. сц =

1. Выберем произвольный допустимый маршрут, состоящий, 
например, из звеньев (7,4), (4, J), (5,5), (3 ,6 ), (б, 2), (2 , 1). Вы
числим стоимость данного маршрута:

zB (Т) = 16 + 18 + 2 7 +  0 + 5 + 7 = 73,

т. е. для оптимального маршрута стоимость поездки коммивояже
ра не может превосходить значения zB(T) =  73.

2. Выполним редукцию строк; для этого в каждой строке i 
определим минимальный элемент и найденное значение с, вычтем 
из элементов соответствующей строки. Результаты запишем в виде 
табл.3.11.
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Т а б л и ц а  3 .11
Редукция строк

Узеп 1 2 3 4 5 6 Ci

1 о о 11 27 0 14 10 16

2 6 СО 15 0 29 29 1

3 20 13 СО 35 5 0 0

4 5 0 9 ОО 2 2 16

5 7 41 22 43 ОО 0 5

6 18 0 0 4 0 ОО 5

3. В полученной табл. 3.11 проведем редукцию столбцов. Из 
табл. 3.11 видно, что проводить следует только редукцию первого 
столбца, так как остальные столбцы содержат нулевые элементы. 
Редукция столбцов представлена в табл. 3.12.

Т а б л и ц а  3 .1 2
Редукция столбцов

Узел 1 2 3 4 5 6 с ,

1 о о 11 27 0 14 10 16
2 1 ОО 15 0 29 29 1

3 15 13 ОО 35 5 0 0
4 0 0 9 СО 2 2 16
5 2 41 22 43 ОО 0 5

6 13 0 0 4 0 ОО 5

а 5 0 0 0 0 0

О
О

'T
ill

tt!

Строка О, содержит вычитаемые константы для каждого 
столбца при редукции столбцов. Значение нижней границы для 
всех маршрутов в рассматриваемой задаче равно Н  —  сумме всех 
вычитаемых констант:

#  = £<* + £& ■ =48.
С=1 у'=1

4. Теперь следует выбрать оптимальный маршрут. Если бы в 
каждой строке и каждом столбце было ровно по одному нулевому 
элементу, то эти элементы образовали бы оптимальный маршрут и 
оптимальная стоимость проезда была равна Н.
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Однако нулевые элементы не единственны в строках и столб
цах. Вместо того чтобы одновременно определять все звенья оп
тимального маршрута с помощью текущей матрицы стоимости, 
воспользуемся алгоритмом, на каждом шаге которого по матрице 
стоимости строится одно звено оптимального маршрута. Очевидно 
сначала выбрать звено нулевой длины, а затем последовательно 
добавить звенья нулевой или минимальной длины. Если выбрать 
звено (г, у), то решение не должно содержать других звеньев, со
ответствующих элементам i-й строки и /-го столбца; если зве
но (i,y) можно исключить из окончательного решения, то его 
можно не рассматривать при выполнении последующих операций. 
Следовательно, для каждого звена достаточно рассмотреть следу
ющие два случая: в первом случае звено включают в текущее и все 
последующие решения до определения оптимального решения; во 
втором —  звено исключают из дальнейшего рассмотрения. В на
шем примере мы уже получили начальный узел дерева ветвления, 
соответствующий множеству всех маршрутов с нижней границей 
стоимости всех маршрутов, равной Н  = 4В, и верхней, равной 
2В(Г) = 73, т . е. диапазон (отрезок) стоимости всех маршрутов 
z(T) равен [48,73].

5. Следующим шагом процедуры является выбор звена, на ко
тором будет базироваться ветвление. Поскольку в каждой строке и 
в каждом столбце несколько элементов су равны нулю, то надо 
рассмотреть маршруты, не содержащие звено (г, у). Пункт должен 
быть связан с некоторым другим пунктом, и поэтому каждый 
маршрут, не содержащий звено ( i,j) , должен содержать звено А, 
стоимость которого не меньше минимального элемента г-й строки, 
кроме = 0 . Стоимость звена А обозначим A t. Таким образом, 
чтобы Ai было равно нулю, в строке должно быть не менее двух 
нулевых элементов. Аналогично, чтобы в пункт у можно было 
попасть из некоторого другого города, маршрут, не содержащий 
звено (цу), должен содержать звено В , у которого стоимость не 
меньше минимального элемента у'-го столбца, кроме су = 0. Обо
значим стоимость проезда по звену В через B j , а сумму величин 
А  и Bj через Фу. Величину Фу называют вторичным штрафом, 
и она равна минимальному штрафу, которому мы подвергаемся, 
если не включаем звено (г,у) в оптимальный маршрут. Если 
штраф за неиспользование звена вычислить для всех звеньев, у ко
торых су = 0, то можно сравнить соответствующие значения Фу и
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включить в текущий маршрут звено (г, у), за неиспользование ко
торого мы заплатили бы максимальный штраф, т. е., включая звено 
(г,У), мы получаем выигрыш в стоимости, равный максимальному 
значению Фу. Нижняя граница для соответствующей ветви долж
на быть выбрана таким образом, чтобы она не превосходила длины 
ни одного из маршрутов, не содержащих звено (г,у). Данное тре
бование будет выполнено, если значение новой нижней границы 
положить равным сумме значений текущей нижней границы и 
максимального штрафа за неиспользование звена (г, у). Для опре
деления максимального значения Фу будем исследовать все эле
менты Су = 0; при dj ^  0 величина Фу = 0. Данное утверждение 
справедливо в силу того, что если положить с у  =  <*=, а затем про
вести редукцию /-й строки и у-го столбца, то сумма вычитаемых 
констант будет равна Фу. Для рассматриваемого случая значения 
А, и В, приведены в табл. 3,13, а значения Фу (вторичный 

штраф) для узлов, соответствующих с у  = 0, —  в табл. 3.14. Мак
симальное значение Фу =10 соответствует звену ( 1 , 4 ) .  Следова
тельно, в качестве базового звена ветвления выбираем звено (1 ,4).

Т а б л и ц а  3 .1 3
Значения A t и В,

Узел 1 2 3 4 5 6 C i A i

1 оо 11 27 0 14 10 16 10
2 1 ОО 15 0 29 29 1 1
3 15 13 ОО 35 5 0 0 5
4 0 0 9 ОО 2 2 16 0
5 2 41 22 43 ОО 0 5 2
6 13 0 0 4 0 ОО 5 0

а 5 0 0 0 0 0

О
ОII

В, 1 0 9 0 2 0

Т а б л и ц а  3 .1 4
Значения Фу

Звено (г,у) а  4) (2 , 4) (3 ,6) (4 , 1) ( 4 , 2 ) (5 ,6 ) ( 6 , 2 ) (6, 3) (6 ,5 )

Фу =  А,  +  В. 10 1 5 1 0 2 0 9 2

6. Нижняя граница для маршрутов, не включающих звено 
( 1 , 4 ) ,  вычисляется по формуле Н  + Ф ^  =48 + 10 = 58. Чтобы
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определить новую нижнюю границу для маршрутов, включающих 
звено (7, 4), необходимо преобразовать матрицу стоимости. Если
мы включили в маршрут некоторое звено (к, /), то в дальнейшем 
мы не рассматриваем к-ю строку и I-й столбец. Кроме того, звено 
(к, I) является тогда звеном некоторого ориентированного цикла и 
не может принадлежать этому же маршруту. Последнее условие 
можно выполнить, положив сд =

Из рассмотрения следует исключить и так называемые запре
щенные звенья —  звенья, с помощью которых в дальнейшем могут 
быть образованы циклы, включающие в себя неполное множество 
пунктов (могут быть образованы подмаршруты). Элементы матрицы 
стоимости, соответствующие этим звеньям, полагают равными оо. 
Преобразованная матрица стоимости представлена в табл. 3.15.

Т а б л и ц а  3 .1 5  
Преобразованная матрица стоимости

Узел 1 2 3 5 6

2 1 ОО 15 29 29
3 15 13 ОО 5 0
4 ОО 0 9 2 2
5 2 41 22 ОО 0
6 13 0 0 0 ОО

Таблица 3.16
Вторая матрица решений

Узел 1 2 3 5 6 Ci д
2 0 ОО 14 28 28 1 14
3 15 13 ОО 5 0 0 5
4 ОО 0 9 2 2 0 2
5 2 41 22 ОО 0 0 2
6 13 0 0 0 ОО 0 0

Q, 0 0 0 0 0 Н\ = \ —
Д 2 0 9 2 0 —

Запрещенных звеньев в данном случае не существует. Матрица 
решений после редукции строк и столбцов, а также с указанием 
значений сг , Д  и 7?; для нее приведена в табл. 3.16. Нижняя гра
ница для маршрута, включающего звено (7, 4), может быть вы
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числена как сумма всех новых вычитаемых констант Н\ и старой 
нижней границы, т. е. нижняя граница равна 48 +1 = 49.

Дерево решений для рассмотренных двух этапов имеет вид, 
представленный на рис. 3.19, где показаны маршруты, включаю

щие звено (7, 4) и не включающие зве
но (7, 4). В узлах дерева указаны ниж
ние границы для каждого варианта 
маршрута, 4 8 < г(Г )< 7 3 .

7. С вычисления второй матрицы 
решений начинается вторая итерация 
решения. После второй редукции имеем 
Ф 21=16,  Ф з б = 5, Ф 42 = 2, Ф 5 6 = 2 ,
Фб2 =  О, Ф 63 = 9  и Ф65 -  2. Макси

мальным среди них является значение Ф 21 =  16, т. е. выбирают 
звено (2 ,1). Новая нижняя граница для маршрута, не включающе
го звено (2,7), равна 49 + 16 =  65.

Чтобы определить множество маршрутов, содержащих звено
(2,7), вычеркнем во второй матрице стоимости (см. табл. 3.16) 
вторую строку и первый столбец. Стоимость звена (2, 7) равна 
теперь “о , но в третью матрицу решений этот элемент не входит. 
Однако звено (4, 2) теперь является запрещенным, поскольку оно 
могло бы образовать подмаршрут. Поэтому полагаем С42 = °°. 
В табл. 3.17 приведена третья матрица решений после выполнения 
редукции.

Таблица 3.17
Третья матрица решений

Узел 2 3 5 6 С, 4
3 13 ОО 5 0 0 5

4 ОО 7 0 0 2 0

5 41 22 ОО 0 0 22

6 0 0 0 ОО 0 0

Qi 0 0 0 0

С
4II —

в, 13 7 0 0 — —

Новая нижняя граница для маршрутов, содержащих звено 
(2, 7), равна 49 + 2 = 51. Ветвление на следующей итерации будет

Рис. 3.19. Дерево ре
шений для первых двух 

этапов
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осуществляться от звена
(2 ,7). Полный маршрут при
веден на рис. 3.20. Этот 
маршрут —  промежуточное 
решение.

8. Построенный полный 
маршрут будет оптимальным, 
если его длина не превосходит 
длины любого маршрута, со
ответствующего другим зве
ньям дерева. Длина построен
ного полного маршрута равна 
63, а нижняя граница для зве
на (7, 4), равная 58, меньше 
63. Необходимо исследовать 
и подмножество маршрутов, 
которые не содержат звено 
(7, 4), т, е. начать расмотре- 
ние с исходной матрицы сто
имости (см. табл. ЗЛО). Но 
для того, чтобы исключить 
все маршруты, содержащие звено (7, 4), значение элемента см 
матрицы стоимости примем равным <». Получим табл. 3.18. Про
цедуру анализа предыдущих промежуточных точек ветвления, ко
торые могли бы определить более короткий маршрут, называют 
возвратом. Поэтому матрицу стоимости называют в данном слу
чае матрицей стоимости возврата.

Таблица 3.18
Матрица стоимости возврата

Узел 1 2 3 4 5 6
7 ОО 27 43 ОО 30 26
2 7 ОО 16 1 30 30
3 20 13 СО 35 5 0
4 21 16 25 ОО 18 18
5 12 46 27 48 ОО 5
6 23 5 5 9 5 ОО

Рис. 3.20. Дерево промежуточных 
решений
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9. С новой матрицей, матрицей стоимости возврата, выполняют 
описанные процедуры ветвления и построения границ. Получен
ное при этом дерево изображено на рис. 3.21. Нахождение верхних 
границ не обязательно, но эта операция иногда позволяет сокра
тить проводимые вычисления. Из рис. 3.21 следует, что нижняя 
граница даже неполного маршрута, не содержащего звено (1, 4 \  
превышает 63. Таким образом, маршрут, содержащий звено (1, 4), 
является оптимальным. Оптимальный маршрут состоит из следую
щих звеньев или пар пунктов: (6, 2), (4, 3), (3, 5), (5, 6), (2, 1),
(1, 4). Он является ориентированным циклом, стоимость проезда 
по которому равна 63, т. е. 630 уел. ед.

Рис. 3.21. Оптимальное решение

Задача коммивояжера не может быть непосредственно сфор
мулирована и решена, как задача линейного программирования. 
Основная особенность задачи коммивояжера заключается в том, 
что в ней требуется существование ориентированного цикла, в ко
торый ровно один раз входят все узлы сети.
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§ 3.10. Задача о многополюсной цепи 
с максимальной пропускной способностью

С задачей о многополюсном максимальном потоке тесно свя
зана задача о многополюсной цепи с максимальной пропускной спо
собностью. Алгоритм, описанный в § 3.8, позволяет находить 
максимальный поток между каждой парой узлов. Очевидно, мак
симальному потоку между каждой парой узлов могло соответство
вать множество путей или цепей из источника в сток. В действи
тельности в задаче о максимальном потоке рассматривают лишь те 
пути или цепи, с помощью которых можно увеличить поток из од
ного узла в другой. Рассмотрим простую сеть, изображенную на 
рис. 3.22. (Числа, приписанные дугам, соответствуют верхним 
границам потоков по ним.) Величина максимального потока меж
ду узлами А и D  равна 40, а соответствующие потоки по дугам 
следующие: Хав = 20, Хас = 25, хСв = 5, xBD = 25, xCd = 15. Узлы 
А и D  соединены тремя цепями, как показано на рис. 3.22.

Рассмотрим задачу, относящуюся к 
приведенной на рис. 3.22 сети: какая 
цепь, ведущая из узла А в узел D, име
ет максимальную пропускную способ
ность? Очевидно, цепь с максимальной 
пропускной способностью определяют 
последовательностью узлов А ^> В  —»
—» D. Величина максимального потока 
по этой цепи есть = 20. Задача, 
которую мы хотим рассмотреть в на
стоящем параграфе, это задача о многополюсной цепи с макси
мальной пропускной способностью, т. е. задача о цепи с макси
мальным потоком между всеми парами узлов.

Эффективную вычислительную процедуру, которая представ
ляет собой модификацию трехместной операции, используемой 
при решении задачи о многополюсной кратчайшей цепи (пути), 
разработал Т. Ху. Данный алгоритм состоит в следующем.

Ш а г  1. Построить матрицу пропускных способностей ||сЦ || 
размером пХп, элементы которой соответствуют пропускным 
способностям дуг между узлами i и j ,  i, /  = 1, 2, п, и матрицу 
маршрутов || rik ||, заменив в ней все элементы столбцов одинако
выми числами, равными номеру столбца.

Рис. 3.22. Сеть для задачи о 
цепи с максимальной про

пускной способностью
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Ш а г 2. Произвести над матрицей пропускных способностей 
следующие операции.

1) Для любых i, у = 1,2,..., п исключить у'-ю строку и г-й стол
бец матрицы и над каждым оставшимся элементом (диа
гональные элементы также исключаются) выполнить трехмест
ную операцию dik = max {dik; min(c/,y; djk)} для всех г, к Ф у , 
7 = 1, 2,..., п.

Еще одна матрица, называемая матрицей маршрутов, необхо
дима для определения внутренних узлов каждой цепи. Матрица 
маршрутов также имеет размер п х  п„ где к-й элемент г-й строки в 
ней первоначально равен к.

2) Одновременно с заменами элементов в матрице пропускных 
способностей выполнить замены элементов в матрице маршрутов 
по следующему правилу:

Г у, если da, < min {dy; dJk},
[остается неизменным, если dik -  min {dy; d jk}.

Если узлы i и у не соединены дугой (или связь между ними 
недопустима), то значение соответствующего элемента dy матри
цы пропускных способностей полагается равным -оо.

Для иллюстрации данного алгоритма рассмотрим следующую 
задачу.

Задача. Производятся перевозки автотранспортом крупногаба
ритного груза. Требуется перевозить несколько видов оборудова
ния с очень большим вертикальным габаритным размером. Это 
оборудование можно перевозить только по семи утвержденным 
маршрутам. Задача заключается в выборе маршрутов с макси
мально допустимыми подмостовыми зазорами.

Таблица 3.19 
Транспортировка крупногабаритного груза

Пункт Пункт выгрузки
погрузки 1 2 3 4 5 6 7

1 0 11 30 — — — —

2 11 0 — 12 2 — —
3 30 — 0 19 — 4 —
4 — 12 19 0 11 9 —
5 — 2 — 11 0 — —
6 — — 4 9 0 —

7 — — — 20 1 1 0
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Каждый элемент матрицы, приведенной в табл, 3.19, равен вы
соте соответствующего моста. Необходимо получить информацию 
о максимально допустимых вертикальных габаритных размерах 
грузов, которые можно транспортировать из каждого пункта по
грузки в каждый пункт выгрузки.

Р е ш е н и е . Для каждой пары узлов определяют соединяющий 
их маршрут с максимальной пропускной способностью. Ниже 
приводятся результаты вычислений.

И т е р а ц и я  0. Выпишем исходные матрицы пропускных спо
собностей и маршрутов:

г 0 11 30 —оо —ОО —оо —оо ''' ( \ 2 3 4 5 6 7 Л
11 0 —оо 12 2 —OQ —оо 1 2 3 4 5 6 7
30 —оо 0 19 -ОО 4 —оо 1 2 3 4 5 6 7
—оо 12 19 0 11 9 —оо

5 I 2 3 4 5 6 7
“ ОО 2 —оо 11 0 — ОО —оо 1 2 3 4 5 6 7
—оо — О О 4 9 — ОО 0 —оо 1 2 3 4 5 6 7

^ - о о —оо —ОО 20 1 1 0 J I12 3 4 5 6 V
И т е р а ц и я  1. Согласно шагу 2 алгоритма Т. Ху изменим 

матрицы пропускных способностей и маршрутов:

(  0 11 30 “ ОО — С О “ ОО - о о ^ (1 2 3 4 5 6 7 Л
11 0 11 12 2 —оо —оо 1 2 1 4 5 6 7
30 11 0 19 —оо 4 —оо 1 1 3 4 5 6 7

—оо 12 19 0 и 9 —оо > 1 2 3 4 5 6 7
—оо 2 —ОО 11 0 —ОО —оо 1 2 3 4 5 б 7
—оо —О О 4 9 —со 0 —оо 1 2 3 4 5 6 7
—ооV —оо “ С О 20 1 1 0 J 1* 2 3 4 5 6

Выполним аналогичные семь итераций. Приведем сразу ре
зультаты последней итерации.

И т е р а ц и я  7. В результате преобразований получим опти
мальное решение:

'  0 12 30 19 11 9 —с о ' (1 4 3 3 4 4 7 ^
12 0 12 12 11 9 —ОО 4 2 4 4 4 4 7
30 12 0 19 11 9 —оо 1 4 3 4 4 4 7
19 12 19 0 11 9 —оо ?

*
Г = 3 2 3 4 5 6 7

11 11 11 11 0 9 —оо 4 4 4 4 5 4 7
9 9 9 9 9 0 —00 4 4 4 4 4 6 7

\19 12 19 20 11 9 o j И 4 4 4 4 4 7 J
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Для каждой пары узлов максимально допустимый вертикаль
ный габаритный размер перевозимого груза можно определить 
непосредственно из последней матрицы пропускных способно
стей. Оптимальный маршрут также может быть построен с помо
щью последней матрицы маршрутов. Например, максимальная 
пропускная способность цепи из пункта 1 в пункт 4 определяется 
значением элемента d{.4=19, которому соответствует элемент 
ri4 = 3 в матрице маршрутов. Теперь надо связать пункт 3 с пунк
том 4 и пунктом 1. Поскольку Г34 = 4 и г*з = 3, то соответствую
щий маршрут строят следующим образом:

а) г \ 4 = 3: двигаться из узла 1 в узел 4 через узел 3;
б) Г34 = 4: двигаться из узла 3 непосредственно в узел 4 ;
в) г \з = 3: двигаться из узла 1 непосредственно в узел 3.
Отсюда получим путь из пункта 1 в пункт 4:

О ) - ^ ®

Действительно, du  = min {30; 19} = 19.
Отметим, что дуги, соединяющей узлы 1 и 4, не существует.



Г л а в а  4

ОСНОВЫ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ И ТЕОРИИ ИГР

§ 4.1. Условия применимости 
динамического программирования

Как было показано в гл. 1, для нахождения оптимального ре
шения непосредственное применение только необходимых при
знаков, как правило, не дает в задачах математического програм
мирования нужных результатов. Во-первых, система уравнений, 
вытекающая из необходимых признаков, оказывается разреши
мой только в простейших случаях. Бывает легче непосредственно 
предсказать максимум (минимум) целевой функции, чем решить 
такую систему уравнений. Во-вторых, указанный способ вовсе не 
гарантирует нахождение решения во всех случаях. Даже если со
ставленная система уравнений может быть решена, отыскание 
абсолютного экстремума целевой функции требует проведения 
проверок, тем более сложных, чем больше аргументов имеет 
функция.

Наконец, в ряде практических случаев целевую функцию во
обще нельзя дифференцировать, например когда аргументы 
х  = (xi, Х2 , ..., х?м) представляют собой не непрерывно изменяющи
еся величины, а дискретные.

Все эти обстоятельства приводят к тому, что применение клас
сических методов математического анализа или вариационного 
исчисления в большинстве задач планирования оказывается неэф
фективным, при этом первоначально поставленная задача отыска
ния экстремума приводит к таким вторичным задачам, которые 
оказываются не проще исходной, а зачастую сложнее.

В гл. 1 было также показано, что все задачи математического 
оптимального программирования в зависимости от вида целевой 
функции и ограничений могут быть разбиты на классы, характери
зуемые своими методами решения. К примеру, в линейном про
граммировании изучают класс задач, в которых и целевые функ
ции, и ограничения линейны.



186 Часть I. Математическое программирование

Вместе с тем решение многих таких задач может быть упро
щено, если решать их поэтапно, т. е. использовать метод дина
мического программирования. Идея метода состоит в том, что 
отыскание точек экстремума целевой функции многих перемен
ных заменяется последовательным нахождением точек экстрему
ма функции одного или небольшого числа переменных.

Итак, динамическое программирование есть поэтапное плани
рование многошагового процесса, при котором управление разби
вается на ряд последовательных этапов, соответствующих, как 
правило, различным моментам времени или разным координатам.

В задачах, решаемых методом динамического программирова
ния, значение целевой функции (оптимизируемого критерия), до
стигнутое в течение всего процесса, получают простым суммиро
ванием частных значений fi(x )  того же критерия, полученных на 
отдельных шагах, т. е.

т

и

Если критерий оптимальности f ( x ) обладает этим свойством, 
то он называется аддитивным.

Во многих практических задачах критерий / (х) аддитивен; 
если в первоначальной постановке задачи критерий не аддитивен, 
то постановку задачи надо видоизменить так, чтобы он стал адди
тивным. К примеру [4, 5], если рассматривают критерий f ( x ) ,  
представленный в виде произведения частных значений, достигае
мых на отдельных этапах: f i x )  = f  { x ) f i (x ) . . . fm(х) (такой крите
рий называют мультиплексным), то можно преобразовать его к 
аддитивному, прологарифмировав:

т
i g / O ^ Z M O ) -

!=1

Обозначим V = lg f i x ) ,  VL = lg /;(x ). Получим новую целевую
т

функцию (критерий) V = Ъ  V,, обладающую свойством аддитив-
г=1

ности и достигающую максимум (минимум) одновременно с 
функцией f ( x ) .

Рассмотрим общую схему решения задач, имеющих аддитив
ный критерий.
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Пусть процесс управления некоторой системой состоит из т 
шагов. На каждом г-м шаге управление х2 переводит систему из 
состояния Si-i, достигнутого в результате (г -  1)-го шага, в новое 
состояние Si, которое зависит от состояния Sz_i и выбранного 
управления х;:

Si = Si(Sî , x i).

Здесь существенно то, что новое состояние S2 зависит только 
от состояния Si-i и управления х2 и не зависит от того, каким об
разом система пришла в состояние S2_ь В крайнем случае это 
условие достигается увеличением числа состояний системы. Поня
тием «состояние системы» характеризуются только те параметры, 
от которых зависит будущий результат.

В теории динамического программирования, когда рассматри
вают процессы, зависящие только от текущего состояния, опти
мальную стратегию формулируют следующим образом.

Принцип оптимальности. Оптимальная стратегия обладает 
тем свойством, что, каковы бы ни были первоначальные состоя
ния системы Si_i и решение Xi, последующее решение должно 
определять оптимальную стратегию относительно состояния, 
полученного в результате начального решения.

Другими словами, каково бы ни было состояние системы, пе
ред очередным шагом необходимо выбрать управление на этом 
шаге так, чтобы выигрыш на данном шаге и оптимальный выиг
рыш на всех последующих шагах были максимальными.

Рассмотрим задачу о нахождении максимума функции дохода 
/ (х) на m-шаговом процессе.

Под влиянием управлений xi,X2,..., хт система переходит из 
начального состояния So в конечное SK0H. За т шагов получают 
целевую функцию (выигрыш)

т
f(x) = 'Zft(.Si-l,xi),

2 = 1

где fi(S t -\ ,х,) — выигрыш на г-м шаге, зависящий от исходного 
состояния системы S2_i и выбранного управления х, .

Принцип оптимальности позволяет заключить, что при любом 
начальном управлении х\

f ( x ) = fl(So,X \) + (/2(Si,X2) + ... + f m (Sm_ i , xm )) =
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т

= f i(S 0 ,x l) + Y Jf(S i^ ,X i) .
i—2

Поскольку данное соотношение справедливо для любых 
начальных решений л ,  то, чтобы найти максимальный доход 
/шах(5о), необходимо найти максимум по х\ значения / (х):

/ m a x  (5о ) m a x  /  (X) m a x  | f  ( 5 o , Xl) +  / m a x  ( - 1  (5o ■> -^1))} 5
X\ X[

где /max (Sm-1 (5q , xi)) — оптимальный выигрыш на всех последу
ющих шагах.

Получили основное функциональное уравнение динамического 
программирования. Его можно вывести, используя формулу

max / (,т) = maxi max / (x)
Х \,„ .7Х т  XI

Следовательно,

fmax(So) = max {fi(So,Xi) + fl(S l ,X 2 )+ ... + fm(Sm-UXm)] =
XI

= maxi max { / (5o,x \) + f i{ S i ,x i)  + ..Л  f m(5m_i,xm)
X1 1x 2, . . . ,X m

= m ax{/i(50,xi)}+ max { f 2 (S i,x2) + ... + f m(Sm-i,x m)} =
XI X2,..,,Xm

— m ax{/i (5o,Xi) + / m a x  OS'/й-! (*̂ 0 > -*з))} •
XI

Согласно этому выражению алгоритм получения решения за
дач динамического программирования состоит в оптимизации по
следовательности функций дохода {/„(5n-i)} или последователь
ности стратегий {xn(Sn-\)}. Эти последовательности определяют 
одна другую. Причем имеется только одна последовательность оп
тимальных функций дохода, хотя может быть много последова
тельностей оптимальных стратегий, которые приведут к тому же 
максимальному доходу.

В динамическом программировании, планируя многоэтапную 
процедуру, управление на каждом шаге, кроме последнего, выби
рают с учетом будущего. Последний шаг можно спланировать так, 
чтобы он привел к максимуму целевой функции.

Возникает вопрос: как спланировать последний шаг, если мы 
не знаем, чем кончился предпоследний? Для этого делают разные
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предположения о том, чем кончится предпоследний шаг, и для 
каждого допущения выбирают управление на последнем шаге и 
запоминают его до конца решения задачи.

Спланировав оптимальным образом последний шаг, к нему 
присоединяют предпоследний, при этом формулируют гипотезу о 
том, чем закончился предыдущий шаг, и находят согласно основ
ному функциональному уравнению наибольшее значение целевой 
функции на этих двух шагах и т. д. Поэтому в динамическом про
граммировании процесс решения задачи происходит от конца к 
началу. Этот процесс повторяют на каждом шаге. Такое оптималь
ное управление, выбранное в предположении, чем кончится 
предыдущий шаг, называют условным . Зная исходные данные для 
первого шага, можно получить значения оптимального управления 
от первого до л-го шага.

Приведем далее примеры решения задач методом динамиче
ского программирования.

§ 4.2. Задача об оптимальной загрузке 
транспортного средства неделимыми предметами

В § 1.1 мы сформулировали задачу о бабе, отправляющейся на 
рынок и решающей, сколько ей надо взять живых гусей, кур и 
уток, чтобы получить наибольшую выручку. Мы знаем и то, что 
это задача целочисленного линейного программирования. Теперь 
рассмотрим, как подобные задачи решаются с помощью методов 
динамического программирования.

Задача. Пусть в самолет требуется погрузить четыре вида 
предметов, чтобы эффект от этих предметов (например, стои
мость) был максимальным. Грузоподъемность самолета равна w; 
Pi — вес единицы /-го вида предметов; vi —  стоимость единицы 
/-го вида; т, —  количество /-го вида предметов, взятых на борт 
самолета.

Р е ш е н и е . Найдем максимум целевой функции задачи:
4

/ (х ) = 2  x’v‘ -  *iVi + X2V2 + X3V3 + X4V4 —> max.
г=1

Ограничение записывается следующим образом:
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4
J^XiPi =  Х 1Л  +  Х 2 Р  +  Х з Р  +  Х 4Р 4 <  W.
г-\

Эту задачу называют задачей о рюкзаке вследствие следующей 
гипотетической ситуации. Турист, собираясь в поход, должен вы
брать, какие предметы ему взять с собой. Каждый предмет имеет 
свой вес и свою ценность. Требуется, чтобы общий вес рюкзака с 
выбранными предметами не превышал некоторого заданного веса, 
а их общая ценность была максимальной.

Для численного решения предположим, что w = 83, Р\= 24, 
Pi =22, Р3 =) 6 , Д = 1 0 , vi =96, V2=85, уз=50, v4 = 2 0  соот
ветствующих единиц.

Очевидно, что это задача целочисленного программирования.
Применим для ее решения многошаговую процедуру принятия 

решения. Согласно общей схеме решения задач динамического 
программирования будем рассматривать два этапа. На первом эта
пе найдем возможные оптимальные варианты при последователь
ной оптимизации по одной переменной, а на втором этапе из этих 
«заготовок» выберем оптимальное решение нашей задачи.

Первый этап будет содержать четыре шага.
Ш аг 1. Сначала найдем возможные оптимальные варианты за

грузки самолета только предметами первого вида. Необходимо 
найти и запомнить значения xi и соответствующую им макси
мальную стоимость груза [  (vv) при различных возможных значе
ниях w . В этом случае максимальная стоимость груза определится 
следующим образом:

,/i (м) = max Ui г, [
XI

при условии xiH < w, xi = 0 ,1 ,2 ,... Поскольку x\_<wiP\, то для 
нахождения максимума fi(w )  необходимо взять х\ возможно 
большим, т. е. xi=[wAPi] —  наибольшее целое число, не 
превосходящее w!P\, и, таким образом, f\{yv) = [wlP\]v\.

Зададим некоторые значения w и найдем для них х\ и f \ (w). 
Очевидно, если грузоподъемность самолета меньше 24 ед., то ни 
одного предмета первого вида погрузить нельзя. При грузоподъ
емности от 24 до 47 ед. можно погрузить 1 ед. предмета первого 
вида и т. д. Результаты представим в виде таблиц. Значения w, 
/1 (w) и xi приведены в табл. 4.1. В таблицах принят более широ
кий предел значений для w —  от 0 до 87 ед.
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Таблица 4.1 
Первый шаг оптимизации

W fi(w) Xi w ДО) X\

0-23 0 0 48-71 192 2

24-47 96 1 72-87 288 3

Ш аг 2. Проведем оптимизацию целевой функции при усло
вии, что самолет загружают предметами первого и второго видов. 
Необходимо найти стоимость груза в этом случае, максимальную 
эффективность загрузки обозначим через f i  (w). Если предметов 
второго вида взято хг, то вес предметов первого вида должен 
быть не больше чем w -Р гхг. Максимальная стоимость предметов 
первого вида выразится формулой

f i ( w - хгРг) = m axjxm b x i= ——Х2^2 ,
х1 /1

а общая стоимость груза — формулой

/ 1,2 = x2v2 + f \  (w -  х2Рг).

Тогда

/ 2  (w ) =  m a x {x 2 V 2  +  / 1  (w  -  хгРг ) } ,  0 <  х г  <
хг

(4.1)

Максимум этого выражения определяют только по х? . Однако 
мы не знаем, какую часть веса w могут занимать предметы второго 
вида. Поэтому мы должны рассмотреть выражение (4.1) для всевоз
можных значений w от 0 до 87 ед. При вычислении f i(w  -  хгРг) 
воспользуемся полученными результатами (см. табл. 4.1).

Например, пусть w = 46 ед. Величина хг может принимать 
значения 0,1,2 ; соответствующая стоимость предметов второго 
вида равна 0, 85, 170 ед., а для предметов первого вида составит 
46, 24, 2 ед. Из табл. 4.1 для w = 46; 24; 2 ед. находим /i(w ) = 96; 
96; 0 ед. Суммируем соответствующие значения; 0 + 96 = 96 ед., 
85 + 96 = 181 ед., 170 + 0 = 170 ед., и выбираем наибольшее из них: 
181 ед. Оно получено для Х2 =1. Для w = 46 заносим в табл. 4.2 
Хг = 1, /г  (н) = 181. Оптимальные результаты вычисления /г  (гс) и 
хг приведены в табл. 4,2.
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Таблица 4.2 
Второй шаг оптимизации

W / 2 О) х2 W / 2(w) х2

0 21 0 0 48-65 192 0

22-23 85 1 66-67 255 3

24—43 96 0 68 69 266 2

44—45 170 2 70-71 277 1

46-47 181 1 72-87 288 0

Из табл. 4,2 следует, что при грузоподъемности транспортного 
средства до 21 ед. ничего в него погрузить нельзя, при грузоподъ
емности 22...23 ед. можно погрузить только один предмет второго 
вида, при грузоподъемности 24...43 ед. —  либо один предмет пер
вого вида, либо один предмет второго вида. Максимальной стои
мость груза будет при погрузке предмета первого вида. При грузо
подъемности 44...45 ед. можно погрузить либо один предмет пер
вого вида, либо два предмета второго вида. Большая стоимость 
груза будет в последнем случае: f i (w )  = 170. При грузоподъемно
сти 46...47 ед. можно погрузить один предмет первого вида, два 
предмета второго вида или по одному предмету первого и второго 
видов. Стоимость груза в последнем варианте —  максимальная.

Далее аналогично.
Ш аг 3. Проведем оптимизацию целевой функции при усло

вии, что самолет загружают предметами первых трех видов. Тре
буется максимизировать по Хз функцию

/ 1,2,3 = хзгз + f2(w-X3P$); /з  (w) = max f  >2>з, 0 < х 3 <
JC3

Задаем значение w и для каждого такого значения получаем 
максимум f  1,2,з по хз. Значения /зЫ б берут в табл. 4.2. Напри
мер, пусть щ = 38 ед. Возможное значение Хз = 0 ,1 ,2  ед., и соот
ветствующая стоимость предметов третьего вида равна 0; 50; 
100 ед. На предметы первого и второго видов остается соответ
ственно вес 38; 22; 6 ед. По табл. 4.2 находим /Д щ ) = 96; 85; 0 ед. 
Суммарная стоимость будет равна 96; 135; 100 ед. Максимальное 
значение стоимости при w = 38 ед. равно 135 ед. при хз = 1. Далее 
аналогично. Результаты расчетов помещены в табл. 4.3.
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Таблица 4.3
Третий шаг оптимизации

W /зОО Хз W Mw) хз
0 15 0 0 60^1 220 1
16-21 50 1 62-63 231 1
22-23 85 0 64-65 242 1
24-31 96 0 66—67 255 0
32-37 100 2 68-69 266 0
38 39 135 1 70-71 277 0
40-43 146 1 72-79 288 0
44—45 170 0 80 81 292 2
46-47 181 0 82-83 305 1
48 55 192 0 84—85 316 1
56-59 196 2 86-87 327 1

Ш а г  4. Получим оптимальный вес груза \\*, который может 
принять самолет.

Зададим значение w , которое может быть занято четвертым 
грузом, и вычислим Х4, / 4(w) (табл. 4.4).

Таблица 4.4
Четвертый шаг оптимизации

W f 4(w) х4 W / 4(w) *4
0-9 0 0 58-59 212 1

10-15 20 1 60-61 220 0
16—21 50 0 62-63 231 0
22-23 85 0 64-65 242 0
24-31 96 0 66^67 255 0
32-33 105 1 68-69 266 0
34-37 116 1 70-71 277 0
38-39 135 0 72-79 288 0
40 43 146 0 8СН81 297 1
44—45 170 0 82-83 308 1
46-47 181 0 84-85 316 0
48-55 192 0 86-87 327 0
56^57 201 1



194 Часть I. Математическое программирование

Второй этап решения задачи состоит в нахождении оптималь
ного решения. Максимальное значение / 4  (vv) определяет соответ
ствующее значение аргумента х* —  количество груза четвертого 
вида, который берет самолет (х*) . При w = 83 имеем

/4 (w*) = max /4 (vv) = 308, xl = 1.

Вес, занятый предметами четвертого вида, будет Х4Р4 =10 ед. 
На остальные три вида груза остается w —10 = 73 ед. Входим с 
этим значением в табл. 4.3 и получаем хз = 0 , а затем хг = 0,

* / jх \= 5 .
Строго говоря, нет необходимости заполнять всю табл. 4.4, до

статочно заполнить только одну строку для w = 83.
Из табл. 4.1-4.4 видим, что они содержат «заготовки» для оп

тимальной загрузки самолета любой грузоподъемности до 
w = 87 ед. указанными предметами. Таким образом, мы решили не 
только поставленную задачу, но и ряд родственных задач. При 
этом в памяти компьютера необходимо держать табл. 4.1-4.4: 
столбцы j\{w), / 2(vv), /3(vv), / 4(vv) на протяжении следующего 
шага, а столбцы х ,  л», хз, Х4 и соответствующие им w —  на 
протяжении всего решения. Для сложных задач последнее обстоя
тельство имеет существенное значение и ограничивает возможно
сти решения задач рассмотренным методом.

В экономических приложениях это задача о распределении вы
деленных средств S  между предприятиями для обеспечения мак
симального количества выпускаемой продукции.

В приложении П5 представлено описание компьютерной про
граммы (инструкция пользователю) решения задачи о рюкзаке.

§ 4.3. Задача о вкладе средств в производство

Задача. Планируется организация деятельности двух произ
водств (например, швейного цеха и цеха по ремонту обуви) сроком 
на 5 лет ( т = 5). Функции вклада средств в соответствующее про
изводство имеют вид ф(х) = 0,75х, \j/(y) = 0,3у, т. е. если
средства z вкладывать только в первую отрасль, то по годам они 
будут вкладываться z-0,75; z -0 ,752; z -0 ,753; ... Соответствен
но, вкладывая средства z только во вторую отрасль, получаем 
z-0,3; z -0 ,32; z-0 ,33; ...
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Функции дохода как функции объема вкладываемых средств х 
и у  имеют вид

Требуется распределить ресурсы z  = 2 ед. между отраслями 
(цехами) по годам так, чтобы получить максимальный доход.

Р е ш е н и е . Решение задачи не удается получить в аналитиче
ском виде, решим ее графически. Пусть к началу пятого года ко
личество средств равно z4 и на пятый год потребуется средств 
первому производству xs, тогда второму производству нужно 
у$ = Z4 — Х5 . Чтобы найти условное оптимальное управление на 
пятом шаге Jt5(z4), нужно для каждого z4 найти максимум 
функции

При фиксированном Z4 максимум функции /5 достигается 
либо при x s = 0 , либо внутри отрезка [0,Z4]. Максимум внутри 

отрезка будет в точке х? , которую находим из условия

Из условия xs > 0  следует Z4 >(1п2)/2, т. е. при Z4 >(1п2)/2 = 
-0 ,3 4 7  максимум достигается в точке

При z4 < (ln2 )/2  максимум будет в точке Х5(г4) = 0. Итак, 
условное оптимальное управление на пятом шаге можно записать 
в следующем виде:

Д х )  = 1 - е ~ х, g (y ) = 1 - е - 2*.

fs  = 1 -  е“*3 +1 - е~г{хА~Х5) = 2 -  (e~xs + e- 2(24-*s)^

—  = 0, - 2e“2(Z4“^ ) = 0,

Построим (рис. 4.1) зависимости Х5 =X5(Z4) И f 5* = f 5\ z 4). 
При построении зависимости /5  (z4) пользуемся соотношением
(4.2).
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Перейдем к оптимизации на 
четвертом шаге. Запас средств 
после третьего шага обозначим 
z3. Определим, в каких преде
лах может изменяться z3. 
Наибольшее значение z3 будет 
достигнуто, если все средства 
вложить в первую отрасль:

О ОД 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 z4

Рис. 4.1. Зависимости / 5* и xl от 
аргумента Z4

Z 3 max Z ' 0 , 7 5  —

= 2-0,753 = 0,844.
Наименьший запас средств соответствует случаю, когда все 

средства на трех шагах вложены во вторую отрасль;

z3m i n  = z-0 ,33 = 0,054.

Будем рассматривать теперь набор значений z3 от 0,1 до 0,8 
с шагом 0,1. Для каждого значения z3 найдем условное оптималь

ное управление X4(z3) на четвертом шаге и условный оптимальный

доход /4  (z 3) на д в у х  п осл ед н и х  ш агах.

Для этого построим серию кривых, показывающих выигрыш на 
двух последних шагах при любом управлении на четвертом и при 
оптимальном на пятом:

/ 4,5 = / 4 ( z 3 ,X 4) +  /5 * ( z 4 ) =  / 4 (z3,.X4) +  js  ( 0 , 7 5 * 4  + 0 , 3 ( z 3 - Х 4 ) ) ,  

/ 4 ( z 3 , x 4 )  = 2 - (е ~ м +е~2{а-м)),

Значения [ ^ { ха) приведены на рис. 4.2. Для каждого значения 
z3 максимальная ордината определяет условный максимальный

Аналогично решают задачу для третьего и второго шагов. Ре
зультаты приведены на рис. 4.4-4.7.

значение / 5*(z4) берем из рис. 4.1.

выигрыш / 4*5 (z3) на двух последних шагах, а абсцисса —  услов

ное оптимальное управление x4(z3).

На рис. 4.3 построены зависимости / 4*5 (z3) и х4(г3).
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Рис. 4.2. Зависимости /4 5 от 
аргумента Х4 и параметра Z3

Рис. 4.4. Зависимости /3 ,4 ,5  о т  

аргумента хз и параметра zi

/ 2 3.4,5

fls 4
1,6 - 0,4
1,2 - 0,3
0,8 -0 ,2
0,4 -0,1

0 _

0

Рис. 4.3

/ 3*4,5 „
j4 з

2,0 -1 ,0

0,8
0.6

0,1 -
0,4

0,2
0

0

0,2 0,4 0,6 0,8 z3

ависимосги / 4*5 и Х4 от 
аргумента Z3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 z2

Рис. 4.5. Зависимости /3*4,5 и ^з 
от аргумента Z2

*2 >/2,3,4,5

Рис. 4.6. Зависимости / 2,3,4,5 от 
аргумента Х2 и параметра z\

Рис. 4.7. Зависимости / 2,3,4,5 и 4  
от аргумента z\
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Спланируем первый шаг. Доход на пяти шагах (при любом 
управлении на первом шаге и при оптимальном на последующих) 
определяем по формулам

/ l , 2,3,4,5 (X l)  =  f l ( z , X l )  +  Д 3,4,5 ( ^ l )

-  -  (e~X] + e~2{z~xx)) + / 2,3,4,5(21), 21 = 0,75xi + 0,3(z -  xi).

На первом шаге имеющиеся ресурсы известны: z = 2 . Поэтому 
функция / 1,2,з,4,5 (xi) опишется одной линией (рис. 4.8). На рис. 4.8

/l,2,3,4,5 видно, что максимальный доход бу
дет равен / 1*2,3,4,5 = 4 , 3 5 ;  оптималь
ное управление на первом шаге — 
xi  = 1 , 6 0 .  По известному оптималь
ному управлению на первом шаге 
можно определить запас средств к 
концу этого шага, что, в свою оче
редь, определит оптимальное управ
ление на следующем шаге.

Вычислим запас средств к концу 
Рис. 4.8. Зависимость 71,2,3,4,5 первого шага:

от аргумента xi Z\ = 0 ,7 5 х Г  + 0 , 3 ( z  - x i * )  = 1 , 3 2 .

Оптимальное управление на втором шаге тогда (см. рис. 4 .7 )
$будет иметь значение хг =1,02. Остаток средств к концу второго 

шага
Z2 =  0 , 7 5 x 2 + 0 , 3 ( 2 1  - х з )  =  0 , 8 6 ;

и, далее, хз = 0 , 6 2 ,  Z 3 = 0 , 5 4 ,  Х 4 = 0 , 3 0 ,  Z 4 = 0 , 3 0 ,  x s = 0 .

Получим оптимальное управление, показывающее, сколько 
средств надо вкладывать в первую отрасль:

х* = (хГ; хз;  х 3*; Х4; х 5*) = ( 1 , 6 0 ;  1 , 0 2 ;  0 , 6 2 ;  0 , 3 0 ;  0) .

Автоматически находим количество средств, вкладываемых во 
вторую отрасль:

* * Г\ ,1/4 * * * Л * * * Л л иyi = Z - X i  = 0 , 4 0 ,  У2 = z i  - Х 2  = 0 , 3 0 ,  Уз = Z 2 - Х з  = 0 , 2 4 ,

у \ =  Z3 -  Х4 =  0 , 2 4 ,  У5 =  Z4 -  Х5 =  0 , 3 0 .

Определим остаток средств: 0 , 3 0  ■ 0 , 3  = 0 , 0 9 .
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§ 4.4. Задача о распределении средств поражения

Рассмотрим задачу о распределении средств поражения по 
обороняющимся целям, которая аналогична задаче о резервирова
нии средств.

Задача. Планируются боевые действия самолетами по оборо
няющимся целям. Цели эшелонированы по глубине территории на 
четырех параллельных рубежах. Перед тем как выйти на данный 
рубеж, самолеты проходят зону действия огневых средств этого 
рубежа, где подвергаются обстрелу со стороны последних. Огне
вые средства каждого рубежа могут вести огонь не только по сред
ствам поражения, направляющимся непосредственно на цели дан
ного рубежа, но и по тем самолетам, которые проходят через зону 
действия, направляясь на следующие рубежи.

Вероятность поражения одного самолета, пролетающего зону 
действия орудий г-го рубежа, определяется формулой

где Ni —  среднее число орудий, сохранивших боеспособность на 
г-м рубеже; а г —  эффективность стрельбы орудий по самолетам.

Среднее число орудий г'-ro рубежа, пораженных у-й волной вы
летов самолетов, направленных на цели этого рубежа, вычисляется 
по формуле

где Ni —  число орудий на г-м рубеже; V/ —  среднее число само
летов в у-й волне вылетов, сохранивших боевые свойства до г-го 
рубежа; Pi —  средняя вероятность поражения одного орудия г-го 
рубежа атакующим его самолетом.

Имеется N  орудий на всех рубежах:

где Ni —  число орудий на г-м рубеже: N\ =10, Лу =12, Лу = 15, 
N 4 = Ю, отсюда N  = 47.

Имеется zq = 80 самолетов, которые необходимо распределить 
на четыре волны вылетов так, чтобы сделать максимальным сред
нее число поражений на всех рубежах:

4
N  = Y ,N h

i- 1



200 Часть I. Математическое программирование

/ ( * )  = £/■(*)> 
i=l

где f  (jc) —  среднее число поражений на г-м рубеже.
Волны вылетов распределены по времени так, чтобы к момен

ту подлета следующей волны предшествующая ей волна самоле
тов успела выполнить боевое задание.

Пусть
Л =0 ,4 , Л  = 0,5 , Л  = 0 ,4 , Д  =1,0,
oci=0,05, « 2 = 0 ,0 4 , аз =0,04, а 4 = 0 ,0 5 .

Р е ш е н и е . Будем пользоваться общей схемой решения задач 
методом динамического программирования. Проведем оптимиза
цию на четвертом (последнем) шаге. К зоне действия орудий 4-го 
рубежа подойдет гз самолетов. Очевидно, что все они должны 
быть направлены на поражение орудий четвертого рубежа. Услов
ное оптимальное управление на 4-м шаге определяется по формуле

Х4 (Z3 ) = Z3.

На четвертом рубеже установлено N 4 орудий, этот рубеж не 
подвергался бомбежке, т. е.

N 4 = N 4.

Подлетевшие гз самолетов поразят на четвертом рубеже 

/ 4*(г3) орудий:

&  ( х З  )  =  f t  f e  )  =  М ,  ( 1  — е ( '  " * > «  ) ,  

где V4 (Z3) = Z3 (1 — V4 ) ; V4 —  вероятность поражения одного само

лета на четвертом рубеже; V4 = 1 — e~a*N4, т. е. УДгз) = ZT,e~a*NA.
Задавая различные значения Z3, получим график функции

$f 4 (гз) (рис. 4.9). Вообще-то следовало бы брать значения Z3 в ин
тервале (0 ,80), но в данной задаче в этом нет необходимости.

Проведем оптимизацию на третьем шаге. Зададим число Z2 
самолетов, преодолевших первый и второй рубежи: Z2 е (10,40). 
Для каждого значения Z2 вычислим суммарный выигрыш: на тре
тьем шаге при любом управлении, на четвертом —  при оптималь
ном, т. е.

Л 4 = Ш * з )  + /4*(г3)-
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Из Z7 самолетов надо выделить х3 
на подавление орудий третьего рубежа, 
a z2 -  х3 самолетов направить на чет
вертый рубеж через зону огня третьего 
рубежа. Условное оптимальное управ
ление *3(22) найдем из условия мак
симального выигрыша на двух послед
них шагах.

Здесь 0з(х3) —  среднее число ору
дий, пораженных на третьем рубеже 
выделенными для этой цели х3 самоле
тами. При таком управлении до четвертого рубежа дойдут z3 са
молетов. Имеем

Рис. 4.9. Зависимость f l  
от аргумента z-x

ез(х3) = У3(1- е '_  Л-уъ/№)Рь ),

где v3 = х3 (1 -  v3) = х3 (1 -1  + e~a3jVj) = х3е"'ССзЛГз.
Вычислим среднее число самолетов из оставшихся z2 -  х3 са

молетов, прошедших через огонь третьего рубежа и дошедших до 
четвертого рубежа. На третьем рубеже осталось в действии 
У3 = У3 -<2з(хз) орудий. Тогда среднее число дошедших самоле

тов до четвертого рубежа из полного числа z2 -  х3 будет

z3 = (z 2 - х 3)е~азЯ\  

где величина У3 зависит от х3. Следовательно,

/ 3,4(22)=  max < Уз
0<jg<Z2

Г  f

1-ехр
v  V

хз е -азЛ/з У

Уз
Pi +  / Г  ( ( z 2 — Х 3 )<?

r a3N3(x3 ) \ I

Задав значения z2 и взяв значения /4 (z3) согласно графику, 
приведенному на рис. 4.9, для каждого из них получим зависимо
сти / 3,4 (хз)  (рис. 4.10). Отмечая точки максимума функции 
/зд (хз), для каждого z2 строим по значениям, приведенным на 

рис. 4.10, графики зависимостей / Зд и х3 от z2 (рис. 4.11).
Оптимизируем решение на втором шаге. Процедура аналогич

на оптимизации, проведенной на третьем шаге.
Для разных значений z\ (число самолетов, преодолевших пер

вый рубеж) вычислим (рис. 4.12) целевую функцию

./2 ,3 ,4  =  Ql ( Х 2 )  +  / > * 4  ( z 2 ) •
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Уз,4 /3,4> х 3

Рис. 4.10. Зависимости / 3,4 от 
аргумента х2 и параметра z2

Рис. 4.11. Зависимости / 3,4 и хз 
от аргумента z2

Здесь
Q2(x2) = N 2{ l -  e(~V2 v2 = x2e~a2Nl,

z2 = (zj -  x2 )e-aiNl, N 2 = N 2 - Q 2 (x2 )•

По значениям /3 4(z2) , приведенным на рис. 4.11, строим зави

симости / 2*3,4 и х2 от z\ (рис. 4.13).

/ 2,3,4 * Г *
х 2 ./2,3,4

30 

20 

10

Рис. 4.12. Зависимости / 2,3,4 от 
аргумента х2 и параметра z\

0

Рис. 4.13. Зависимости / 2,3,4 и х2 
от аргумента z\

Проведем оптимизацию решения на первом шаге. Число само
летов, которые совершают налет на первый рубеж, задано: zq = 80. 
Выигрыш составит

/l,2,3,4(fl) = 0 O l)  + /2,3,4(zi), 0(д:,)=ЛГ1( 1 - е(- ,|/Л,')Л),

где Vi = xie “lJVi, z\ = (zo - xi)e  aiM. N i = N i - ^ ( x  1).
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По значениям / 2,3,4 , приве
денным на рис. 4.13, строим 
график зависимости / , 2,3,4 от 
xi при z0 =80 (рис. 4.14). По 
точке максимума получаем, что 
xi* = 34, а полное число пора
женных орудий равно 14,1.

Итак, 34 самолета бомбят 
первый рубеж, 46 самолетов 
направлено дальше. К зоне дей
ствия орудий второго рубежа 
дошло z\ самолетов:

/  = 4 6 ^ адМ

/1 ,2,3,4

Рис. 4.14. Зависимости / , 2,3,4 
от аргумента xi

VI XjV0̂  .
(4.3)

Получили z i= 3 7 , и на первом рубеже поражено Q\ (хГ) = 5,6 
орудий. При z\ =37 по значениям, приведенным на рис. 4.13, по
лучили оптимальное управление на втором шаге: хо = 23, т. е. 
дальше следует направить 14 самолетов. Пользуясь формулами, 
аналогичными формулам (3), получим

Q2(xt) = 5,4, 22 = 10,7, *3 = 0,
0з(*з) = О, Z3 = 5,9, Х4 = 5,9, Q4(x4) = 3,1.

Итак, в первую волну вылетов войдут 34 самолета: щ = 34. Ко 
второму рубежу подойдут 37 самолетов, из них полетят дальше 
только 14, а так как всего самолетов осталось 46, то во вторую 
волну следует включить пз = 46(14/23) = 28 самолетов, щ = 0 (так 
как Хз = 0) и в  четвертую волну —  оставшиеся 18 самолетов.

Анализ полученных результатов показывает, что эффективнее 
осуществлять планирование на подступах к каждому рубежу, т. е. 
каждый раз решать задачу, аналогичную рассмотренной.

Продолжая решение, убеждаемся, что эта задача является вы
рожденной задачей динамического программирования —  плани
ровать нужно каждый шаг отдельно, распределяя самолеты перед 
рубежом так, чтобы получать максимальное число самолетов, пре
одолевающих данный рубеж.
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§ 4.5. Вычислительные аспекты решения задач 
методом динамического программирования

Мы рассмотрели алгоритм решения задач, опирающийся на 
основное функциональное уравнение метода динамического 
программирования

/max(^o) = max{/1(($o,xi) + / max(Sm_i(5o,^i))}, т>  1. (4.4)XI

Если yi (jSo , ДС1) известно, то уравнение (4) представляет ти
пичное рекуррентное соотношение. Чтобы вычислить ./max (So), 
необходимо в памяти компьютера иметь значения функций 
Л (So, x i),..., f m -i (Sm.2, x,n.i ), Sm -i (So,x i) или алгоритмы для обра
зования этих значений.

Поскольку невозможно запомнить все значения функции 
f m-i(Sm~2 ,Xm-i), запоминают лишь дискретный набор значений 
fm-i((Sm-2 ,Xm-i)i). Другие значения могут быть получены 
интерполяцией и экстраполяцией записанных данных. Чтобы най
ти максимум целевой функции по Xi, рассмотрим дискретный 
набор значений (хД^, j  = l, 2,... Одно или несколько значений xi, 
дающих максимум, также запомним.

Повторяя эту процедуру на каждом шаге, получаем функцию 
дохода и функцию стратегии для данного шага. Рекуррентно 
вычислим последовательности {./И^-ьХ,)} и {х7(aS'j-i)}. Эта про
цедура является итеративной, что облегчает ее программирование. 
Отметим, что как только функция /i(So,Xi) использована для вы
числения f i  (Si, хг) и X2(5i), ее можно стереть из памяти, и т. д. 
Чем меньше область возможных значений х*, тем меньше требу
ется объем памяти, тем легче применить метод динамического 
программирования.

Для определенности рассмотрим случай, когда So —  вектор раз
мерности 2, So = /  (х, >’ ), и мы запоминаем значения So в 100 точ
ках по х и по у , т. е. имеем 104 чисел. Этот случай трудностей не 
вызывает. Если размерность вектора более высокая, скажем 4, то 
получим 108 чисел.

Для изучения таких процессов на современных компьютерах 
применяют более тонкие алгоритмы. К примеру, вместо простого 
запоминания набора значений {./Д^-ьХ,)}, / = 1, 2 ,..., в памяти 
хранят метод воспроизведения функции f(Si~ \,X i). Наиболее
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простой прием такого воспроизведения функции —  это представ
ление ее в виде полинома.

Методы динамического программирования эффективнее при
менять к решению задач с дискретными переменными, чем с 
непрерывными. Основное функциональное уравнение имеет один 
и тот же вид и для дискретных, и для непрерывных переменных. В 
отдельных случаях при наличии непрерывных переменных удается 
сократить расчеты, используя дифференциальное исчисление; 
однако в большинстве случаев решаемая задача сводится к задаче 
с дискретными переменными.

Метод динамического программирования позволяет найти все 
оптимальные решения, сколько бы их ни было, для любой адди
тивной функции многих переменных, которая определена на 
любом множестве D , заданном условиями-ограничениями.

§ 4,6. Теория игр. И гры  в чистых стратегиях

На практике часто имеют место ситуации, когда нашим целям 
противостоят цели противника. Подобные ситуации называются 
конфликтными. Примеры подобных ситуаций можно встретить в 
экономике, военных задачах, в разрешении политических проблем 
и т. п. Принятие решений каждой из сторон связано с преодоле
нием конфликта и затруднено в силу неопределенности поведения 
противника.

Естественно, что противник стремится предпринять наименее 
выгодные для нас действия, чтобы обеспечить себе наибольший 
успех. Мы не можем точно предсказать действия противника, рав
но как и он не может точно предсказать наши действия. И, тем не 
менее, как нам, так и ему приходится принимать вполне опреде
ленные решения.

Необходимость обосновывать оптимальные решения, прини
маемые в тех или иных конфликтных ситуациях, привела к возник
новению специального направления в современной математике — 
теории игр. Под термином «игра» здесь понимается упрощенная 
математическая модель рассматриваемой конфликтной ситуации. 
В отличие от реального конфликта игра ведется по определенным 
правилам, которые четко определяют права и обязанности участ
ников игры, объем информации каждой стороны о другой, а также 
исход игры (выигрыш и проигрыш каждого участника).
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Задача теории игр состоит в выработке игроками стратегии, 
которая обеспечит одной стороне максимальный выигрыш, а дру
гой —  минимальный проигрыш. Теория игр используется в конф
ликтных ситуациях, которые повторяются многократно.

Задолго до появления теории игр широко использовались 
подобные упрощенные модели конфликтов —  игры в буквальным 
смысле слова: шахматы, шашки, домино, карточные игры и т. д. 
Отсюда происходит как название самой теории, так и различные 
термины, используемые в ней. Так, конфликтующие стороны на
зывают игроками, одну реализацию игры —  партией, выбор 
игроком того или иного действия из возможных (в пределах пра
вил) —  ходом и т. д. Различают два вида ходов —  личные и слу
чайные. Личный ход предполагает сознательный выбор игроком 
того или иного действия, разрешенного правилами игры. Случай
ный ход не зависит от воли игрока —  он может быть определен с 
помощью датчика случайных чисел.

Игры, состоящие только из случайных ходов, называют 
азартными. Характерный пример —  игра в лото. Игры, в которых 
имеются личные ходы, называются стратегическими. Существу
ют стратегические игры, состоящие только из личных ходов (на
пример, шахматы). Существуют также стратегические игры, 
состоящие как из личных, так и из случайных ходов (например, 
карточные игры). Заметим, что в играх с личными и случайными 
ходами неопределенность имеет два вида: неопределенность ре
зультата случайных ходов и неопределенность поведения против
ника в его личных ходах.

В теории игр не исследуют азартные игры, занимаются только 
стратегическими играми. Задача теории игр —  определить такую 
стратегию игрока, при которой его шансы на выигрыш оказались 
бы наибольшими. В основе поиска оптимальных стратегий лежит 
следующее основное положение: считается, что противник также 
разумен и активен, как и сам игрок, и предпринимает все меры для 
того, чтобы достичь успеха.

Разумеется, на практике это не всегда выполняется. Часто наши 
действия в реальном конфликте оказываются оптимальными не 
тогда, когда мы исходим из наиболее разумного поведения против
ника, а тогда, когда удается предвидеть, в чем противник может 
ошибаться, и воспользоваться его «глупостью». При этом мы 
рискуем. Известно, как рискованно рассчитывать на «глупость» 
противника. Теория игр не учитывает элементы риска. Она 
выявляет лишь наиболее осторожные, «перестраховочные» вари
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анты поведения в данной ситуации. Риски учитываются в другом 
разделе математики —  в теории статистических решений. Можно 
сказать, что теория игр дает нам мудрые советы. Учитывая эти 
советы, мы принимаем на практике те или иные решения, часто 
выбирая сознательно некоторый риск. Теория игр ценна прежде 
всего самой постановкой задач, которая учит не забывать о том, что 
противник тоже мыслит, и учитывать его возможные хитрости и 
уловки. Пусть рекомендации, вытекающие из игрового подхода, не 
всегда определены и не всегда осуществимы, однако полезно, 
выбирая решение, ориентироваться, в числе других рекомендаций, и 
на игровую модель. Не стоит только выводы, вытекающие из этой 
модели, считать окончательными и непререкаемыми.

В теории игр наиболее исследованы конечные парные игры с 
нулевой суммой. Игра называется парной, если в ней участвуют два 
игрока. Участников игр может быть более двух, и они могут быть 
объединены в группы. Тогда игра называется коалиционной. Игра 
называется конечной, если каждый игрок имеет конечное число 
стратегий, т. е, конечное число вариантов поведения, и бесконеч
ной, если хотя бы один из игроков имеет бесконечное число стра
тегий. Делая личный ход, игрок следует одной из стратегий. Игрой 
с нулевой суммой является игра, в которой выигрыш одного игрока 
равен проигрышу другого.

Оптимальная стратегия игрока —  это такая стратегия, которая 
при многократном повторении игры обеспечивает игроку макси
мально возможный средний выигрыш, а другому — минимальный 
средний проигрыш. Предположим, что рассматривается некоторая 
конечная парная игра с нулевой суммой, когда игрок А имеет 
т стратегий, а игрок В имеет п стратегий (игра т хп). Обозначим 
стратегии игрока А через A \,A i,..., Ат, а стратегии игрока В через 
B i , B i , Вп. Пусть игрок А, делая личный ход, выбирает некото
рую стратегию А,-, / = 1.2,.... т, а игрок В —  стратегию Bh  
у = 1 ,2 ,..., п. Обозначим через ад реализуемый в этом случае выиг
рыш игрока А. Для определенности мы будем отождествлять себя с 
игроком А и рассматривать каждый ход с позиции выигрыша игро
ка А. При этом под выигрышем ад можно понимать как действи
тельный выигрыш, так и проигрыш (например, проигрыш можно 
рассматривать как отрицательный выигрыш). Набор выигрышей ад 
для разных значений i и j  располагают в виде матрицы, строки кото
рой отвечают стратегиям игрока^, а столбцы —  стратегиям игро
ка В (табл. 4.5). Это есть платежная матрица игры.
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Принцип минимакса

Таким образом, задать игру —  это задать т стратегий игро
к а ^ , п стратегий игрока В и для пар ( А , В}) —  задать выиг
рыш с/у. Все элементы можно увеличить на одно и то же чис
ло, чтобы все они стали неотрицательными. Полученная при этом 
матрица будет эквивалентна исходной. Выбор оптимальной 
стратегии для игрока А —  это выбор стратегии А , которая обес
печивает ему максимально возможный выигрыш, независимо от 
стратегии игрока В. Игрок А предполагает, что минимальный 
выигрыш, который он получит при стратегии Д , — это мини
мальное число в г-й строке. Игрок В отвечает стратегией, которая 
минимизирует его собственный проигрыш. С точки зрения игрока 
А , ему необходимо выбрать такую стратегию Д , которая макси
мизирует минимально возможный выигрыш а  = max min ау- —

i j
максиминная стратегия (максимин), Величину а  называют еще 
нижней ценой игры. Меньше, чем а , игрок А выиграть не может. 
Для игрока В оптимальной стратегией является та, при которой 
максимально возможный выигрыш игрока А оказывается наи
меньшим и в любом случае не превосходит (3 = mm  max а[Г Вели-

j  ‘

чина (3 называется минимаксом, или верхней ценой игры. Все пара
метры игры заносятся в платежную матрицу игры (см. табл. 4.5).

Таблица 4.5
Платежная матрица игры

Стратегия д В2 ... в„ а ;- =  m in ац
i

4 «11 «12 «1м a i

а 2 «21 «22 «2 м Ot2

* . * . * * ... * * ■ , ,.

Ап «m2 ... dm

р ,  =  m a x  ац
г Pi р2 ... Рм

Максиминная стратегия игрока А так же, как и минимаксная 
стратегия игрока В , является наиболее осторожной, перестрахо
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вочной стратегией, и она гарантируют игроку В , что максимально 
возможный выигрыш игрока А оказывается наименьшим и в лю
бом случае не превосходит минимакса, или, иначе, верхней цены 
игры. Точно так же при любом поведении игрока В игроку А 
гарантирован минимально возможный выигрыш (наибольший по 
сравнению с остальными стратегиями) не меньше нижней цены 
игры (максимина). Принцип осторожности, диктующий игрокам 
выбор таких стратегий, называется принципом минимакса.

Пример. Рассмотрим следующую игру. Игроки А и В одно
временно и независимо друг от друга записывают одно из трех 
чисел: либо 1, либо 2, либо 3, Если сумма записанных чисел оказы
вается четной, то игрок В платит игроку А эту сумму; если же 
сумма чисел оказывается нечетной, то эту сумму выплачивает иг
рок А игроку В . Игрок А имеет три стратегии: Д  —  записать 1, 
Ai — записать 2, Аз — записать 3. Стратегии игрока В анало
гичны. Рассматриваемая игра является игрой размеренностью 
3x3, ее платежная матрица имеет 3 строки и 3 столбца. Эта 
матрица представлена в табл. 4,6.

Заметим, что выигрыш игрока А, равный, например, —  3, озна
чает в действительности его проигрыш, так как в этом случае 
игрок А выплачивает 3 уел, ед. игроку В .

В матрице (табл. 4.6) одни элементы являются положитель
ными, а другие отрицательными. Чтобы все элементы платежной 
матрицы были положительными, увеличим каждый элемент рас
сматриваемой матрицы на одно и то же число, например на 6. 
Получим матрицу, представленную в табл. 4.7. С точки зрения 
анализа оптимальных стратегий эта матрица эквивалентна исход
ной, но верхняя и нижняя цена игры увеличится на 6. Будем 
анализировать игру, применяя принцип минимакса и используя 
платежную матрицу, представленную в табл. 4.7.

Предположим, что игрок А выбирает стратегию Д . Тогда в 
зависимости от того, какую стратегию изберет противник, наш 
выигрыш будет равен либо 8, либо 3, либо 10 уел. ед. Итак, 
выбирая стратегию Д , мы в худшем случае получаем выигрыш 
3 уел. ед. Если же мы выбираем стратегию Аг или стратегию Аз, 
то будем иметь в худшем случае выигрыш 1 уел. ед. Запишем 
минимально возможные выигрыши для разных стратегий Д  в 
крайнем правом столбце платежной матрицы (см. табл. 4.7). Ясно, 
что следует выбирать ту стратегию, где минимально возможный
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выигрыш оказывается наибольшим (по сравнению с остальными 
стратегиями). В данном случае это есть стратегия А\. Выигрыш 
3 уел. ед. является максимальным в тройке минимальных 
выигрышей (в тройке 3, 1, 1). Получим максиминный выигрыш 
(максимин) — нижнюю цену игры.

Таблица 4.6 Таблица 4.7
Исходная платежная Редуцированная платежная

матрица матрица
Стратегия в, в 2 В з Стратегия В х В 2 В з сс,

А\ 2 -3 4 А\ 8 3 10 3

Аг -3 4 -5 Аг 3 10 1 1
А3 4 "5 6 Аъ 10 1 12 1

ft 10 10 12

Итак, если выбираем максиминную стратегию (в данном 
случае это стратегия Ai), то при любом поведении противника 
нам гарантирован выигрыш не меньше нижней цены игры (в 
данном случае этот выигрыш равен 3 уел. ед.). Аналогичным 
образом рассуждает противник. Если он выберет стратегию В\, 
то в худшем для себя случае позволит нам получить выигрыш 
10 уел. ед. Это же относится и к выбору стратегии В2. При выборе 
стратегии В2 худший (для противника) случай соответствует 
нашему выигрышу, равному 12 уел. ед. Числа 10, 10, 12 —  мак
симальные значения наших выигрышей, отвечающие стратегиям 
противника В\, В2, В2 соответственно. Выпишем эти значения в 
нижнюю строку платежной матрицы (см. табл. 4.7). Ясно, что 
противник должен выбрать ту стратегию, при которой макси
мально возможный выигрыш игрока А оказывается наименьшим. 
Это либо стратегия В\, либо В2. Обе стратегии являются мини
максными, обе они дают противнику гарантию того, что выигрыш 
игрока А в любом случае не превысит минимакса, или, иначе, 
верхней цены игры, равной в данном случае 10 уел. ед. Противник 
имеет две минимаксные стратегии: В\ и В2. Какую он пред
почтет?

Полагая, что мы проявили осторожность и выбрали максимин
ную стратегию А\, он, возможно, не станет выбирать страте
гию В\, поскольку при этом мы получили бы выигрыш В уел. ед.
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Значит, скорее всего, он выберет стратегию В2, тогда наш 
выигрыш будет равен 3 уел. ед. Однако если мы правильно поняли 
замыслы противника, то не следует ли нам рискнуть и выбрать 
стратегию А{1 Ведь при выборе противником стратегии В2 наша 
стратегия А2 позволит получить нам выигрыш 10 уел. ед. Однако 
наше отступление от принципа минимакса может дорого нам 
обойтись. Если противник окажется достаточно хитроумным и 
проведет такие же рассуждения, то он может ответить на нашу 
стратегию /Ь не стратегией В2„ а стратегией В2. И тогда вместо 
выигрыша 10 уел, ед. мы получим выигрыш всего лишь 1 уел, ед.

Игра с седлоеой точкой

Теория игр не всегда рекомендует применять минимаксные 
(максиминные стратегии). Это зависит от того, имеет ли платеж
ная матрица игры седловую точку. Рассмотрим некоторую игру, в 
которой максиминный и минимаксный выигрыши равны, т. е. 
нижняя и верхняя цена игры совпадают: а  = (3. Выигрыш является 
одновременно и максимальным из минимальных выигрышей для 
игрока А, и минимальным из максимальных выигрышей для игро
ка В. Точку на поверхности, являющуюся одновременно точкой 
минимума по одной оси координат и точкой максимума по другой 
оси, называют седлоеой точкой. Соответствующий элемент 
aij = а  (или а у = |3) платежной матрицы игры называют седлоеой 
точкой (седловым элементом) матрицы. О такой игре говорят, что 
она имеет седловую точку. В этой ситуации каждый из игроков 
должен придерживаться максиминной (минимаксной) стратегии. 
Любое отклонение от этой стратегии будет невыгодно для игро
ка, допустившего отклонение. Если игра не имеет седловой точки 
(см. табл. 4.7), то ни одна из стратегий Д  или В, не является 
оптимальной. Рассмотренные стратегии игроков А и В называ
ют чистыми. Чистые стратегии не дают устойчивости решения.

Пример. Рассмотрим некоторую матричную игру размерно
стью 3 x 3 , платежная матрица которой приведена в табл. 4.8. 
Здесь максиминный и минимаксный выигрыши равны 4 (верхняя и 
нижняя цена игры совпадают). Выигрыш 4 является одновременно 
и максимальным из минимальных выигрышей для стратегий Д , 
А2, Д., и минимальным из максимальных выигрышей для страте
гий В[. В2, В2. Элемент а22 = 4 — седловая точка матрицы. Ис
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следуя данную матрицу, становится понятно, что любое откло
нение от седловой точки не выгодно для игроков. Минимаксная 
(максиминная) стратегия является оптимальной в данном случае.

Т а б л и ц а  4 .8
Платежная матрица с седловой точкой

Стратегия Bi в 2 В3 ск

А } 2 3 1 2

Л 2 5 4 6 4

Аз 6 2 1 1

& 6 4 7

§ 4.7. Поиск оптимальной смешанной стратегии

Теория игр используется для исследования многократно по
вторяющихся конфликтных ситуаций. Если игроки будут от игры 
к игре придерживаться одной и той же стратегии, рекомендуемой 
принципом минимакса, то один из них может оказаться в наихуд
шей ситуации при внезапной смене стратегии другим игроком. 
Здесь проявляется общее правило для игр без седловой точки: иг
рок, играющий по определенной (детерминированной) стратегии, 
оказывается в более худшем положении по сравнению с игроком, 
который меняет стратегию случайным образом.

Пусть игроки Л и В многократно играют в игру, платежная 
матрица которой приведена в табл. 4.7. Если игрок А выберет 
определенную стратегию, например максиминную стратегию А\, 
и будет придерживаться ее от игры к игре, то игрок 5 , поняв это, 
будет выбирать каждый раз стратегию В2, в результате чего выиг
рыш игрока А будет равен 3 уел. ед. Однако если игрок А вне
запно сменит стратегию А\ на стратегию А2, то получит выигрыш 
10 уел. ед. Разгадав стратегию игрока^, игрок В сменит стратегию 
В2 на стратегию В2, уменьшив выигрыш игрока А до 1 уел. ед.

Рассмотрим общий подход к разрешению данной проблемы. 
Пусть Л\. /Ь , .... А,п — возможные стратегии игрока А . Для полу
чения наибольшего эффекта игрок А должен использовать все или 
некоторые из этих стратегий случайным образом с разными веро
ятностями: стратегия А  используется с вероятностью р<. В этом
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случае говорят, что игрок А применяет смешанную стратегию 
Sa(p i,P 2 ,---,Pm)- В отличие от смешанных стратегий SA страте
гии А, , как уже указывалось, называют чистыми. При надлежащем 
выборе вероятностей pi смешанная стратегия может оказаться 
оптимальной (аналог седловой точки). При этом выигрыш игро
ка А будет не меньше некоторого значения v, называемого ценой 
игры. Это значение в принципе минимакса больше нижней цены 
игры, но меньше верхней.

Аналогичным образом должен вести себя и игрок В. Его опти
мальной стратегией является SB(q\,q2 ,...,qn), где q s — специаль
но подобранные вероятности, с которыми игрок В использует 
стратегии Bj, j  = 1, 2,..., п.

Чтобы получить оптимальную смешанную стратегию, требует
ся найти соответствующие вероятности р,, /' = 1, 2,..., т, и q ,,
j  = 1,2,..., п, а также определить цену игры v . Допустим, что иг
рок В выбирает чистую стратегию Bj. Тогда средний выигрыш 

игрока А будет равен £ ayPi. Этот выигрыш должен быть не
i

меньше цены игры V, т. е.
т

j  = 1 ,2 ,..., п. (4.5)
г-1

При этом
т

(4 -6)
1—1

Введем обозначения xt = pilv, i = \,2 ,...,m ,  и перепишем со
отношения (4.5), (4.6) в виде

т
X  aij xi > 1, j  =1,2,..., п, (4.7)
2=1

т 1
! > = - •  (4.8)
i=l v

Цена игры v должна быть как можно больше, следовательно, 
величина 1/v должна быть как можно меньше. Таким образом, по
иск оптимальной смешанной стратегии свелся к решению задачи 
линейного программирования: найти неотрицательные величины 
Xi, г = 1, 2,..., т, такие, чтобы они удовлетворяли неравенст
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вам (4,7), (4,8) и при этом обращали в минимум сумму (целевую
т

функцию) £ х г-. Сформулируем следующую теорему,
2—1

Теорема. Чтобы стратегия ( р *, q ) была оптимальной, 
необходимо и достаточно выполнения неравенств

т
H a i j p i > v ,  7  =  1 ,2 ,..., п,
2=1
И *

г' = 1, 2,...,ш ,
j =1

т п

nPu Y , P i = \  z ^ = 1 -
2=1 j=l

Чистая стратегия, которая входит в смешанную с вероятностью 
больше нуля, называется активной.

Теорема. Если один из игроков придерживается своей опти
мальной стратегии, то его выигрыш остается неизменным и 
равным цене игры независимо от стратегии другого игрока, если 
только он не выходит за пределы активных стратегий.

§ 4.8. Решение матричных игр размерностью т хп

В процедуре решения матричных игр можно выделить следу
ющие этапы.

I. Необходимо проверить, существует ли седловая точка в пла
тежной матрице игры. Если седловая точка есть, то оптимальное 
решение достигается в чистых стратегиях: решением игры являет
ся тройка чисел (А*, В} Л’).

II. Если седловой точки нет, то оптимальное решение достига
ется в смешанных стратегиях. Предварительно следует попытаться 
упростить задачу.

1. Убрать дублирующие и доминируемые стратегии. Если в 
платежной матрице для двух строк элементы ащ не меньше эле
ментов aSj (т. е. akj > ау ) и хотя бы один элемент к-й строки стро
го больше соответствующего элемента .v-й строки, то для игрока А 
стратегия Ak предпочтительнее стратегии А},. Стратегия Аь 
называется доминирующей, стратегия Д¥ —  доминируемой, ее 
можно удалить (в смешанной стратегии получим вероятность, 
равную нулю). Доминируемая стратегия заведомо невыгодная.
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Аналогично для столбцов: если соответствующие элементы /-го и 
г-го столбцов удовлетворяют неравенству оц < аи, и хотя бы один 
элемент /-го столбца строго меньше соответствующего элемента 
г-го столбца, то стратегия 5/ является доминирующей и r -й стол
бец исключаем. Столбцы и строки, соответствующие элементы 
которых равны, называются дублирующими, и в платежной матри
це игры следует оставить только одну строку или один столбец из 
дублирующих.

2. Решить, нельзя ли уменьшить число стратегий путем замены 
групп чистых стратегий смешанными.

3. Упростить платежную матрицу, добавив ко всем элементам 
матрицы некоторое число. При этом цена игры увеличится на это 
число, а оптимальная стратегия не изменится.

TIT. Если платежная матрица игры имеет размерность 2 х п  или 
т х 2 ,  то используются методы решения матричной игры размер
ностью 2 x 2.

По условию теоремы о минимаксе любая матричная игра раз
мерностью т х п  имеет оптимальное решение, принадлежащее 
области смешанных стратегий. Оптимальные стратегии (р  , q*) 
образуют седловую точку платежной матрицы и также являются 
минимаксными. Решить матричную игру — это значит получить 
оптимальное решение (p*,q*,v).

Алгоритм решения определяется необходимым и достаточным 
условиями оптимальности.

Ш а г  Т. Найдем оптимальную стратегию для игрока В : веро
ятности гипотез равны q = (qi,q2 ,..-,qn), заданы ограничения

П
'Zatjqj < v , / = 1,2,..., т. Применяя такую стратегию, игрок В не
М
проиграет больше v при любой чистой стратегии игрока А, при оп
тимальной стратегии игрока А проигрыш игрока В равен v. 
Сформулируем данную задачу как задачу линейного программиро-

4j " 1вания: введем переменные у  j  = —L, 2. ^ - = - ,  т. е. получим задачу
V >=1 V

П
X  У} -»  max;
j =i

П
^ > ^  < 1, / = 1, 2,..., т, y j>  0, у = 1, 2,..., п.
j - 1
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« *Л
-1

Применяя симплекс-метод, найдем значения y~t v = I £  у) .
U=i J

Ш а г 2. Определим оптимальную стратегию игрока А .  Эта 
стратегия должна обеспечить ему выигрыш не менее v при любой 
стратегии игрока В и равный v при оптимальной стратегии игро
ка В . Из необходимого и достаточного условий следует

т
^ЧуРг>У,  у = 1, 2, . . ,  И,
1=1

т
J^P i=  1, p i>  0, / = 1, 2,..., от.
1=1

Здесь pi — вероятность стратегии Д . Введем новые переменные 
Xi = pi N  и перейдем к задаче ЛП:

т
-»  min;

i=i
т
'E a ijXi > 1, у = 1 ,2 ,.„, n, Xi > 0, / = 1 ,2 ,.. ,  от.
(=1

Решаем эту задачу также симплекс-методом.
Таким образом, матричные игры размерностью т х п сводятся к 

решению задач линейного программирования. В матричных играх 
существование решения задач ЛП обеспечено. Конкретные условия 
матричной игры определяют выбор метода решения задач ЛП. 

Пример. Рассмотрим игру с платежной матрицей
Г 4 2 2Л

М  = 2 5 0
v0 2 5у

Для игрока В имеем задачу ЛП: найти максимум целевой 
функции

/ О )  = У1 + У2 +Уз
при условиях

4yi + 2у2 + 2уз < 1, 

2 y i+ 5 y 2 <1,

2у2 +5уз < 1, 

yi > 0, у2 > 0, уз > 0.
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Решением этой задачи является точка у = 

сюда

( 9  14 12̂ 1 
88" 88’ 88

. От-

з
I
j =1

1 88

Ч
( 9  14 12 л

v 35 35 35,

Для игрока А имеем задачу ЛП: найти минимум целевой 
функции

/  (х) = Xi +  Х2 + Хз

при ограничениях

4xi + 2x2 — 1 >

2xi + 5 x 2  + 2хз > 1, 

2xi + 5 х з  > 1 ,

XI > 0 ,  Х 2>  0 , хз >  0.

Решением этой задачи является точка р
г 19 6 1(0 
ч35’ 35’ 3 5 /

В рассмотренном примере все три стратегии игроков оказались 
активными. Игра, в которой все стратегии активны, называется 
полностью усредненной.

Общий метод решения матричных игр размерностью т х п — 
сведение их к задачам ЛП —  не всегда оказывается самым про
стым. В ряде случаев, особенно при малой размерности задач, уда
ется решить игру более простыми методами, если заранее опреде
лить, какие стратегии являются активными. Например, для случая 
полностью усредненной игры с квадратной матрицей ( т = п ) не
равенства (4,7) преобразуются в равенства, т, е. получаем системы 
т линейных уравнений с т неизвестными хг или у, соответ
ственно, г = 1, 2 , т. Решая их, найдем положительные значения 
х, или у , , цену игры v и вероятности pi в оптимальной смешан
ной стратегии Sa : p i= v x t , г = 1, 2,...,т. Так, в данном примере, 
заменив неравенства на равенства, можно непосредственно полу
чить 2q[ + = v.

В смешанных стратегиях матричных игр размерностью т х п  
могут присутствовать стратегии с вероятностью, равной нулю.
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Число активных стратегий в таком случае не превосходит 
min {т\ п}. Оптимальная стратегия находится с помощью решения 
соответствующей системы уравнений. Пусть вектор р  содержит 
г  вероятностей, отличных от нуля, а вектор q  содержит s  таких 
вероятностей;тогда

Г S т

Т р > =  Ё a i j P i > v ,
1=1 j =1 i=I

Г S S г  sт-i * * y-i * ^  * n. V  *
v =  Oijpi q j  =  L  4 j  Ь Щ Р г  ^  L  4 j V-

i =1 j =1 j =1 i=l j =1

Отсюда следует, что если игрок не выходит за пределы актив
ных стратегий, то для получения оптимальной стратегии доста
точно решить приведенную систему уравнений.

Наиболее просто смешанная оптимальная стратегия находится 
для игры с платежной матрицей размерностью 2x2 . Рассмотрим 
платежную матрицу (табл. 4.9), в которой нет седловой точки. Ес
ли седловая точка существует, то решение очевидно. Определим 
оптимальную смешанную стратегию для данного случая, т. е. 
найдем 51 = ( p u p l ) ,  S*B = ( ? ь ? 2> и цену игры v.

Таблица 4.9 
Платежная матрица

Стратегия Bi в2
А 2 3
Аг 5 4

Пусть игрок В использует стратегию В\ , тогда цена игры бу
дет v = а\\р\ + (i2 \p 2 \ для стратегии В2 имеем V = а\2р\ + аир?,
pi + p i = 1. Для стратегий Л\ и Л2 соответственно имеем
V = anqi + «12̂ 2 > V = aiiqi + «22*72, #1 + #2 = 1. Решив эти системы 
уравнений, получим

* Й22 ~ «21 * «11 — «12р \ = ---------------------------, Р 2= --------------------------- ,
«11 + «22 -Й 12 — «21 ап + «22 ~ «12 _ «21

* «22—«12 * «11 — «21
Чх=----- ;--------------------- , 4 2 = ------ ;-------------------- ,

« П  +  «22  — «12 — «21 «11 + « 2 2  - «12 “ «21

« 22«11 — « 12«21

«11 +  «22  — «12 “  «21
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Решению матричных игр размерностями 2 x 2 ,  2х п ,  т х 2  
можно дать геометрическую интерпретацию. Рассмотрим решение 
игры с платежной матрицей размерностью 2 х п , т. е.

М  = г а\\ а \2 ... а\п

\ «21 «22 ... «2я

Цена игры с позиции игрока А есть

v{p)  = min{ai jpi  + a2j р 2 }, р \ = \ - р г ,
j

v(p2 ) = min{(a2j  -a i j )p 2 + a i j } .
i

Задача игрока A — максимизировать функцию

v (p)  = m in { ( « 2 i - « п ) Д 2  +  « и ;  («22 - an) p i  + « 12 } .

При p 2 =0  имеем v (p2) = m m aij, при p 2 = 1 имеем v (p2) =
j

= m ina2j , у = 1, 2, . . ,  n.
j
Диаграмма для цены игры размерностью 2 x 2  с позиции игро

ка А представлена на рис. 4.15.

Рис. 4.15. Диаграмма матричной игры 
размерностью 2x2 с позиции игрока А

По оси абсцисс отложим отрезок длиной, равной единице. 
Левый край с координатой, равной нулю, будет отражать страте
гию А\, правый — стратегию А2. На вертикальных линиях, вы
ходящих из нуля и единицы, будем откладывать выигрыши игро
ка А при стратегиях В\ и В2 игрока В, т. е. на левой линии от
ложим значения ап и «12, на правой —  а2\ и а22. Точки на 
вертикальных линиях, соответствующие одной из стратегий Bj, 
у = 1, 2, соединим прямыми линиями —  линиями выигрыша.
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В большинстве случаев эти прямые пересекаются в точке N. Абс
цисса точки N  делит единичный отрезок пропорционально веро
ятностям р\ и р2 , а ордината точки N  —  это цена игры v . На 
диаграмме отмечены а и р  —  нижняя и верхняя цены игры. По

скольку стратегия Sa требует, чтобы минимальный выигрыш иг
рока А обращался в максимум, то строим нижнюю границу вы
игрыша, отмеченную жирной линией. Линии выигрыша могут не 
пересекаться. Это значит, что игрок В имеет заведомо невыгод
ную стратегию. Однако если игрок А имеет одну заведомо невы
годную стратегию, то формальный анализ пересечения линий 
выигрыша может привести к ошибке. Чтобы избежать ошибки, 
необходимо предварительно исключить заведомо невыгодные 
стратегии игрока А.

Для игрока В цена игры определяется следующим образом:

v(qi) = max {ад #1 + a n q i}, qi = 1 -  <?2,
i

v(q2) = max{(al2 -a a )q 2 +a«i).
i

Игроку В необходимо минимизировать величину 

v(q)  = max{(a]2 -  а\ \ )q2 + а\ \ ; (а22 -  a2i )qi + an } .

Оптимальную стратегию игрока В можно определить по диа
грамме, приведенной на рис. 4.15:

KBi LB2
<7i = ---------------- » Чг = ---------------- ■

K B i+ K B 2 LB1+LB2

Однако проще это сделать непосредственно, построив для иг
рока В аналогичную диаграмму и отметив на ней минимум верх
ней границы выигрыша (рис. 4.16).

Рис. 4.16. Диаграмма матричной игры 
размерностью 2x2 с позиции игрока В
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Поскольку любая конечная игра размерностью т х п  имеет 
решение, в котором число активных стратегий каждой стороны не 
превосходит наименьшего из чисел т и п, то игра размерностью 
2 х и  всегда имеет решение, при котором с каждой стороны участ
вует не более двух активных стратегий. Поэтому для решения иг
ры размерностью 2 х п  строится геометрическая интерпретация 
игры и ищется пара стратегий, пересекающихся в точке N  
(рис. 4.17). Если в точке N  пересекаются больше двух стратегий, 
то берется из них любая пара и ищется максимум на нижней гра
нице выигрыша.

Рис. 4.17. Диаграмма матричной игры 
размерностью 2хи

Для игры размерностью т х  2 строится такая же диаграмма, в 
которой ищется минимум на верхней границе выигрыша.

Пример. Найдем оптимальную смешанную стратегию для 
конкретной игры. Предположим, что сторона А нападает на сто
рону В, Сторона А имеет два самолета, несущие поражающие 
средства. Сторона В имеет четыре зенитки, защищающие объект. 
Чтобы объект оказался разрушенным, достаточно, чтобы к нему 
прорвался хотя бы один самолет. Для подхода к объекту самолеты 
могут выбрать любой из четырех воздушных коридоров. Сторо
на А может послать оба самолета в одном и том же коридоре или 
направить их по разным коридорам. Сторона В может разместить 
свои четыре зенитки в пределах рассматриваемых коридоров раз
ными способами. Каждая зенитка может произвести только один 
выстрел. Этот выстрел с вероятностью, равной 1, поражает само
лет, если тот оказался в данном коридоре.

Сторона А имеет две чистые стратегии: стратегия А\ — само
леты посылаются в разные воздушные коридоры (безразлично, ка
кие именно), стратегия Ai —  оба самолета посылаются в какой-то 
один из коридоров. Возможные стратегии стороны В следующие:
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В\ —  поставить по зенитке в каждом коридоре, В2 —  поставить 
по две зенитки в каких-то двух коридорах (остальные два коридо
ра остаются неохраняемыми), Вз —  поставить две зенитки в од
ном из коридоров и по одной зенитке еще в двух коридорах, В4 — 
поставить три зенитки в одном из коридоров и одну зенитку еще в 
одном коридоре, В5 — поставить все четыре зенитки в одном из 
коридоров. Стратегии В4 и В5 заведомо невыгодны хотя бы пото
му, что три, а тем более четыре зенитки в пределах одного коридо
ра не нужны, поскольку сторона А имеет всего два самолета. По
этому ограничимся рассмотрением стратегий В\, В2. В2.

Предположим, что сторона А выбрала стратегию А\ , а сторона 
В — стратегию В\. Ясно, что тогда ни один самолет не прорвется к 
объекту —  выигрыш стороны А равен нулю ( ci\ \ = 0 ). Пусть вы
браны стратегии А\ и В2. Допустим при этом, что зенитки находят
ся в коридорах I и II. Самолеты летят в разных коридорах, причем 
равновероятны шесть вариантов: они летят в коридорах I и II, летят 
в коридорах I и Ш, в коридорах I и IV, в II и III, в II и IV, в III и VI. 
Только в одном из указанных шести случаев ни один из самолетов 
не прорвется к объекту (когда они летят в коридорах I и II). Какие 
бы два коридора ни выбирала сторона В для размещения пары зе
ниток, всегда для самолетов существуют шесть равновероятных ва
риантов, и только один из них проигрышный. Таким образом, при 
выборе стратегий А\ и В2 вероятный выигрыш стороны А состав
ляет 5/6 (аи  = 5/6). Рассуждая подобным образом, нетрудно найти 
остальные элементы платежной матрицы данной игры, которая 
приведена в табл. 4.10, это есть матрица размерностью 2x3 . Заме
тим, что элементы матрицы —  вероятностные выигрыши; здесь 
уже чистые стратегии включают в себя случайность. Нижняя цена 
игры равна 1/2, верхняя равна 3/4. Максиминной стратегией явля
ется А2, минимаксной —  Вз. Седловой точки нет, оптимальное 
решение игры лежит в области смешанных стратегий.

Таблица 4.10
Платежная матрица

Стратегии Si В2 5з a  i
4 0 5/6 1/2 0

а2 1 1/2 3/4 1/2

Ру 1 5/6 3/4
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Чтобы найти оптимальную смешанную стратегию, воспользу
емся видом платежной матрицы и соотношениями (4.7) и (4.В). 
В данном случае эти соотношения принимают вид

Решением, соответствующим оптимальной смешанной стра
тегии, является xi = 3 /5 , х г= 1 . Отсюда находим v = 5/8, р\ = 
= 3 /8 , р 2 = 5/8. Итак, оптимальная смешанная стратегия сторо
ны А предполагает использование стратегии А  с вероятно
стью 3/8 и стратегии Л2 — с вероятностью 5/8.

Как воспользоваться этой рекомендацией на практике? Если 
игра происходит один раз, то стороне А следует, по-видимому, 
избрать стратегию Аг , так как рг>  р \. Если данная игра соверша
ется многократно (например, по отношению к многим объектам, 
подлежащим бомбардировке) —  N  раз ( N  >> 1 ), то в 3JV78 случа
ях сторона А должна избрать стратегию А\, а в 5NI8 случаях — 
стратегию А2.

При выборе стороной А оптимальной смешанной стратегии ее 
средний выигрыш оказывается в пределах между верхней ценой 
игры, равной 3/4, и ценой игры v = 5/8. При неразумном поведе
нии стороны В выигрыш стороны А может оказаться равным 
верхней цене игры (и даже может стать больше). Если же сторона 
В, в свою очередь, будет придерживаться оптимальной смешан
ной стратегии, то выигрыш стороны А окажется равным цене иг
ры V. Оптимальная смешанная стратегия стороны В сводится к 
тому, что эта сторона вообще не применяет стратегию B$t страте
гию В\ использует с вероятностью 1/4, а стратегию В2 с вероят
ностью 3/4 . Нецелесообразность применения стратегии В2 видна 
из того, что прямая

Х2>1,  — XI + — Х2>1,  —Х1+—Х2>1,  
6 2 2 4

(4.9)

1
XI +  Х2 .

V
(4.10)

не принадлежит области допустимых значений D  системы (4.9), 
Для определения вероятностей, с которыми должны применяться
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стратегии В\ и Вг, воспользуемся уже найденным значением це
ны игры (v  = 5/8):

qi-0 + ( l - ^ i ) -  = - .

Отсюда видно, что q\ = 1/4, q i = \ - q \  = 3/4.
На практике часто не возникает необходимость находить точ

ное решение игры и решать задачи ЛП большой размерности, до
статочно бывает найти приближенное решение, обеспечивающее 
средний выигрыш, близкий к цене игры. Например, если нижняя и 
верхняя цены игры ( а и р )  близки, то достаточно взять чистые 
минимаксные стратегии; если а  и Р не близки, то можно вос
пользоваться методом итераций. Здесь один из игроков, например 
игрок Л, выбирает стратегию Д , игрок В отвечает стратегией В j,
которая наименее выгодна для игрока А , т. е. обращает выигрыш 
стратегии Д  в минимум. Игрок А отвечает стратегией Д ., кото
рая дает ему максимальный выигрыш при стратегии B j, и т. д.
Этот процесс сходится, но сходимость медленная. Однако в то же 
время сложность метода практически не возрастает с увеличением 
размерности платежной матрицы.

Мы рассмотрели антагонистические игры двух лиц, т. е. игры, 
в которых интересы сторон прямо противоположны. Однако ре
альные задачи принятия решения в условиях конфликта характе
ризуются большим числом участников и, как следствие этого, не- 
антагонистичностью конфликтной ситуации. Даже для двух игро
ков их интересы могут пересекаться, что может приводить к 
ситуациям, взаимовыгодным обоим игрокам. Это приводит к вы
бору согласованного решения, приводящего к увеличению выиг
рыша обоих игроков. Поэтому в неантогонистических играх раз
личают бескоалиционное поведение, когда соглашения между иг
роками запрещены правилами, и кооперативное поведение 
игроков, когда разрешается кооперация: выбор совместных страте
гий, совершение побочных платежей.

Обобщением случаев, когда число ходов в игре становится 
бесконечным и игроки имеют возможность принимать решения 
непрерывно, занимаются в разделе теории игр, называемом диф
ференциальные игры. Здесь траектории движения игроков пред
ставляют собой решения систем обыкновенных дифференциалы
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ных уравнений, правые части которых зависят от параметров, 
находящихся под контролем игроков. Рассматриваются две систе
мы обыкновенных дифференциальных уравнений

с начальными условиями (xq, уо )■
Игрок А (или В )  начинает движение из фазового состоя

ния хо (или уо) и перемещается в фазовом пространстве К ” со
гласно (4.11) (или (4.12)), выбирая в каждый момент времени зна
чение параметра и е U (или v e V )  в соответствии со своими це
лями и информацией, доступной в каждом текущем состоянии.

x = f ( x , u ) ,  

y  =  g ( y , v )

(4-11)

(4-12)



Г л а в а  5

О РАЗВИТИИ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ

§ 5.1. Основные направления развития методов решения 
задач математического программирования

Можно построить математические модели, описывающие до
статочно широкий круг явлений. Однако мы выяснили, что не вся
кую математическую задачу возможно решить, во-первых, по при
чине большой ее размерности, во-вторых, из-за наличия нелиней
ных целевых функций и условий-ограничений. Кроме того, нам 
хотелось бы, не решая заново задачу, иметь метод, который позво
лял бы изменить решения при небольших вариациях исходных 
данных (параметров целевой функции и условий-ограничений). 
Поскольку такие изменения исходных данных происходят случай
но, то следовало бы определить и доверительные границы для ре
шений реальной задачи. Однако тогда мы выйдем за рамки темы 
настоящей книги, поскольку решение таких задач относится к об
ласти стохастического программирования.

Тем не менее, удается, пусть и достаточно громоздкими мето
дами, установить в задачах линейного программирования, как 
будет изменяться решение задачи, если известны функциональ
ные зависимости, описывающие изменение исходных данных. 
Подобные задачи решают методами параметрического програм
мирования.

Несмотря на то, что разработано много методов решения сете
вых задач, трудности в их решении остаются. В гл. 3 мы упомина
ли, что из-за большой размерности некоторые сетевые задачи 
строгими методами решить не удается; в подобных случаях при
меняют эвристические методы, которые позволяют получить 
пусть и не строго оптимальное решение, но приемлемое в практи
ческих приложениях.

В гл. 3 мы рассмотрели сетевые задачи для однородного пото
ка. В реальных условиях по сети требуется транспортировать (пе
редавать) различные «продукты»: например, телефонные разгово
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ры, телеграммы, телевизионные передачи и другое, т. е, необходи
мо иметь алгоритмы, которые позволяли бы решать задачи о мно
гопродуктовых потоках в сетях. Методы решения многопродук
товых сетевых задач сложны, и поэтому применяемые алгоритмы 
позволяют решить задачу только приближенно.

Естественно стремление исследователей создавать универ
сальные алгоритмы, которые можно было бы применять к доста
точно широкому кругу задач математического программирования. 
К ним относят алгоритмы, реализующие метод проекции гради
ента и методы штрафных (барьерных) функций: метод внутрен
ней точки, метод внешней точки и комбинированный метод 
внутренней и внешней точки. Методами штрафных функций мож
но решать задачи как линейного, так и нелинейного программиро
вания, хотя вряд ли экономно использовать их для решения ли
нейных задач.

Особое место в практике занимают многокритериальные зада
чи и задачи целевого программирования, которые более адекватно 
описывают реальные явления,

§ 5.2. Понятие о параметрическом программировании

Исходные данные, необходимые для численной постановки ре
альных задач математического программирования, определяют 
довольно часто неточно, приближенно. Это связано не только с 
наличием погрешностей измерений, но и с желанием описать в ма
тематической постановке задачи возможное изменение исходных 
данных, чтобы в дальнейшем для оптимизации решения использо
вать наилучшие их значения.

Исследование таких математических проблем, как анализ из
менения решения при вариации исходных данных, оценка устой
чивости решения, требует разработки методов, учитывающих не
определенность задания исходных данных.

Как было показано ранее, к настоящему времени наиболее до
ступны для решения задачи линейного программирования. Алго
ритм, учитывающий неопределенности исходных данных, мы рас
смотрим на примере решения задач линейного программирования, 
так как в других случаях это может оказаться крайне сложной 
проблемой. Раздел математического программирования, в котором 
может быть решена данная проблема, называют параметрическим 
программированием. В этом разделе изучают в основном задачи,
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которые являются естественным обобщением задач линейного 
программирования, когда исходные данные (коэффициенты) в це
левой функции и условиях-ограничениях предполагают не посто
янными величинами, а функциями, зависящими определенным об
разом (чаще всего линейно) от некоторых параметров. Всякой за
даче параметрического программирования можно поставить в 
соответствие некоторую задачу линейного программирования, 
называемую исходной. От того, как именно трактуется исходная 
задача, зависит трактовка параметрической задачи. Введение па
раметра обычно отражает некоторую реальную ситуацию.

Приведем несколько задач параметрического программирова
ния, которые наиболее естественным образом могут быть сопостав
лены принятой исходной задаче. Рассмотрим, помимо этого, одну из 
интерпретаций задачи параметрического программирования.

Пусть коэффициенты целевой функции исходной задачи ли
нейного программирования (2 .2) зависят от одного параметра. 
В задаче (2.2) коэффициенты целевой функции представляют со
бой цены разных продуктов, а координаты векторов-ограничений 
могут быть истолкованы как запасы различных ресурсов.

Постановка рассматриваемой задачи параметрического про
граммирования может иметь (в простейшем случае) следующий 
вид:

/ (х) -  (aoi + Ш)х\ +... + («о» + bnt)xn -»  max,

где ooi,..., ооя —  исходные (старые) коэффициенты задачи 
линейного программирования, b\f ...,bn — новые коэффициенты,

t — параметр, t е М.1.
Зависимость коэффициентов этой функции от параметра t 

можно понимать как зависимость цены единицы продукта от вре
мени. Различные новые коэффициенты bi,...,bn отражают индиви
дуальный характер зависимости цен разных продуктов от пара
метра t. Значение целевой функции исходной задачи равно стои
мости выпущенной продукции, а значение целевой функции 
соответствующей параметрической задачи показывает, чему равна 
стоимость выпускаемой продукции при условии изменения цен 
разных продуктов, когда закон изменения этих цен (от времени, от 
качества продукции и т. п.) задан.

Рассмотрим случай, когда от параметра зависят координаты 
системы ограничений. Условия-ограничения принимают вид
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(ci\\ + C\\t)x 1 +... + (Щп + C\nf)xn Г йю + d\t,

(ат 1 + cmit)x\ +... + (атп + cmni)xn < ато + dmt,

xi,...,xn ^О, fe M 1.

Здесь ay, г = 1,2,..., ш, у = 1,2,...,и, —  исходные коэффициенты из 
условий-ограничений задачи, а с у и di —  новые коэффициенты,
определяющие зависимость исходных коэффициентов от парамет
ра t.

Задача параметрического программирования с s независимыми 
параметрами или s-параметрическая задача, записывается
следующим образом: найти максимум функции

f { x ) = (aoi +bi\ti + ... + b[Js)xi + ...

... + (йоп + bn\t\ +... + bnsts )x„ + e\t\ + ... + ests 

при ограничениях

(й 11 + C\\\t\ + ... + С1Ь^)Х1 + . . .+ (ain ■‘rClnlh + ... + C\nsts )xn —

< аю + d\\t\ +... + d\sts,

{&m\ + ... + Cm\sts )Xi +...-(- (Unw d- Cmn \t\ + ... + Cmnsls )Xn —

< amо + dm\t\ + ... + dmsts,

Xl,...,XM> 0,  £ M1.

Рассмотрим метод решения конкретной задачи линейного па
раметрического программирования, в которой все коэффициенты 
целевой функции линейно зависят от некоторого действительного 
параметра t:

f  (х) = (2 + i)xi + (3 -  0^2 + t —> max;

-xi  + 2x2 ^  4, 
x i+ x 2 < 5 , (5.1)

2xi — xj  ^  8, 

xi > 0, X2 ^  0, fe M 1.
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В матрично-векторной форме эта задача записывается следу
ющим образом:

f ( x )  = (do. + bt)Tx^> max, Ах<а.о, x > 0 , / e t 1,

где

до. = (2 ,3 ,0 )T, b = { 1 , - 1 ,1 ) \  x  = (xi ,X2 , l ) \  а.о= (4,5,8)%

М  2 ^
А = 1 1

2 -1

Для каждого фиксированного значения t задача (5.1) стано
вится задачей линейного программирования, которую называют 
принадлежащей значению t.

Решением параметрической задачи (5.1) называют явным об
разом заданную функцию

А

/ (г) -  т а х { /(х )  = (ао. + bt)T х \ Ах < а.о; х  > 0},

являющуюся решающей функцией задачи (5.1), и набор решающих 
отношений x\(t),...,x„(f), каждое значение которых при данном t 
равно значениям переменных х \,хг,...,хп, образующих оптималь
ное решение задачи, принадлежащей данному значению t (если 
это решение существует). Доказано, что г-я критическая область 
К г задачи (5.1), г = 1,2,..., определяемая условием

K r ={t\aQj(t) = arQJ+bj t>0,  j  = 1,2,...,л + т},

является отрезком (замкнутым интервалом). Область определения 
Q решающей функции f { t )  выпукла; решающая функция f { t )  
выпукла в своей области определения.

При любом г = 1,2,... для всех значений t из критической об
ласти К г решающая функция является линейной и в силу этого 
непрерывной в области Q.

В критической области К г при любом г = 1,2,... множества 
значений решающих отношений Xj(t), j  = 1, 2,..., и, ограничены 
постоянными величинами; сами эти отношения полунепрерывны 
сверху.

Для построения решающей функции будем пользоваться сим
плекс-методом в следующей его модификации. Под последней 
строкой первой симплекс-таблицы, полученной при t = = 0 и
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содержащей некоторое допустимое базисное решение, приписы
вают еще одну строку коэффициентов t fp t  = -bjt ,  j  = 1,2 ,..., п + т, 

где bj = 0 для j  = п + 1,...,л + т. Полученная строка подвергается 
тем же преобразованиям, что и остальные (табл. 5.1; г = 1). Есте
ственно, что в задаче (5.1) мы предварительно перешли к ограни
чениям-равенствам и ввели новые переменные xj, Х4, Х5. За три 
итерации (г = 1, 2,3) мы получили оптимальное решение при t = О
(в табл. 5.1 для каждой итерации справа выделены разрешающие 
элементы).

Коэффициенты в целевой функции для выбора разрешающего 
элемента задаются двумя последними строками при фиксирован
ном (заданном) значении t = to. Для данного допустимого базис
ного решения необходимо построить соответствующую критиче
скую область —  множество всех значений t, при которых это ре
шение будет оптимальным. Это множество будет замкнутым 
интервалом, границы которого находят по формулам

тг_, = max
у;

тг+1 = ппп.\—^ p , - ^ \ b j  < 0, j  = l ,2, . . . ,n + m\ .

Если нижней (верхней) границей этого интервала является 
(+°°), то найдена нижняя (верхняя) граница области Q. В против
ном случае по крайней мере один из коэффициентов целевой 
функции a'()J(t) = a^j + bjt  равен нулю. При значениях t = tp , об

ращающих выражение + bjt в нуль и называемых критически

ми, решения задачи определены неоднозначно. Если существует 
второе базисное решение, то, изменяя базис, можно задавать со
седнюю критическую область значений t. Если при попытке заме
нить базис обнаружена неограниченность решения, то гиперплос
кость, соответствующая целевой функции при рассматриваемом ее 
значении, оказывается параллельной одной из граней выпуклого 
многогранника, определяемого системой ограничений задачи. Та
кая грань содержит точки, хотя бы одна из координат которых 
сколь угодно велика по абсолютному значению. В этом случае до-
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Таблица 5.1
Симплекс-таблицы для линейной задачи 

параметрического программирования
Номер

итерации XI *2 X2 *2 *2 a. о Базис

г  =  1 -1 ш 1 0 0 4 Хз
1 1 0 1 0 5 X4

2 -1 0 0 1 8 X5
- 2 - 3 0 0 0 0 -«o .
-7 7 0 0 0 7 -z>;.7

г  = 1 1/2 1 1/2 0 0 2 X2
3/2 0 -1 /2 1 0 3 X4
3/2 0 1/2 0 1 10 X5
-7 /2 0 3/2 0 0 6 ~ a l
-7/2 0 - t / 2 0 0 -7 - b j t

г  = Ъ 0 1 1/3 1/3 0 3 X2
1 0 -1 /3 2 / 3 0 2 Xl

0 0 111 -1 1 7 X5
0 0 1/3 7/3 0 13 3

-«0-
0 0 - 2 7 /3 t !  3 0 0 - b 3/t

71= - 1

г  = 4 1/2 1 1/2 0 0 2 X2
3/2 0 -1 /2 1 0 3 X4
3/2 0 1/2 0 1 10 X5

-7 /2 0 3/2 0 0 6 -«o .
- t ! 2 0 - t/ 2 0 0 -7 - Ь АЛ

п  = +1

г  = 4 0 1 0 2/3 -1 /3 2/3 Xl

1 0 0 1/3 1/3 13/3 Xl

0 0 1 - 1 1 7 Хз
0 0 0 8/3 -1 /3 32/3 -«0 .
0 0 0 -7/3 27/3 147/3 -6?7

г  =  5 0 3/2 0 1 -1 /2 1 X4
1 -1 /2 0 0 1/2 4 X2

0 1 1 0 1/2 8 X3
0 -8 /2 0 0 1 8
0 t/2 0 0 7/2 57 -
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стигнута конечная нижняя (верхняя) грань области Q. Пусть при 
построении критической области стало известно, что некоторая 
точка найденного интервала имеет координату, меньшую (боль
шую), чем координата верхней (нижней) границы интервала, по
лученного на предыдущем шаге построения. В таком случае гово
рят, что эта верхняя (нижняя) граница превзойдена. Тогда сама эта 
верхняя (нижняя) граница является и нижней (верхней) границей 
строящегося интервала.

Определим критическое значение tp =m£. Индекс тг = —1 при
меняют при нахождении нижней границы области Q, индекс 
я  = +1 —  при нахождении верхней границы. В нашем случае 
г = 3 ; ищем нижнюю границу области Q , т. е. л  = -1 .  Положив
р  = Л = -1  (для bj > 0 , j  = 1 , 2 + т), получим

Из табл. 5.1 для r — Ъ следует, что при / = 7 получим / ( f )  = 13, 
л)=2(1 — Л,), Х-2 ~  2А. + 3(1 — А,), 0 <А ,<1. Это критическое значе
ние может быть превзойдено. В табл. 5.1 при г = 3 выбран разре
шающий элемент, равный 2/3 при j  = 4. Общее условие для выбо
ра этой небазисной переменной имеет вид

%р е {т | адт + b^tp  = 0, хг —  небазисная переменная.

Здесь т = 4.
Получим новые значения элементов табл. 5.1 при л  = — 1 и 

г = 4, которые совпали с элементами этой таблицы при г = 2. По

скольку все b j отрицательны или равны нулю, то t- 2  = и явля
ется нижней границей области Q . Из табл. 5.1 при г = 4 и t < —l

получаем, что f ( t )  = 6 — t, ij  = 0, Х2 = 2 .
Найдем верхнюю границу области Q, полагая л  = р  = +1, 

г = 3. Тогдадля bj <0 , у' =  1,2,...,л + w, имеем

При f = l/2 получим / ( f )  = 13, Xi = 2Х + 13(1 —2.)/3, х2 = ЗА,+ 
+ 2(1 — А,)/3, 0 < Х < 1.
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Выбираем разрешающий элемент из столбца для х$ и вычис
ляем новые элементы табл. 5.1 при л = +1 и г = 4 , откуда найдем 
новое /+2 , превышающее критическое значение /+i = 1 / 2 . Полу-

А

чим новое значение /+1 при -7  < t < 1 / 2 , / ( / )  = 13, xi = 2 , jc2 = 3 :

4 - f 8/3 1 0/+i =m +1 ^;+<=°j = 8.

При / = 8 имеем

- 1 13 2k
/ ( f )  = -(3 2 +  14-8) = 48, : £ , = - * +  4(1-Я.), = y ,

при < t < 8 имеем

- 32 + 14/ Л 13 Л 2
/ (' ) = — • Ч - Т ’

Строим табл. 5.1 при г = 5 и 71 = +1. Получаем / > 8. 
Окончательные результаты приведены в табл. 5.2. На рис. 5.1 

показаны «вращение» целевой функции, поведение решающей 
функции / ( / )  и геометрические образы отношений Х](/) и х2 (О-

Таблица 5.2
Решение параметрической задачи

/ fit) Xl A

*2

Г~-1V■*■41 6 - t 0 2
t  = - l 13 2(1 - k ) 2A + 3(1-X)

_  1-7  < / < - 13 2 3
2

1/ = - 13 а  + 1 3 0 - Ч з я + 2(1- х>
2 3 3

1 n 32 + 14/ 13 2- < /  <8 ---------- —

2 3 3 3

/ = 8 48 1 ^  + 4(1-X) 2k

/> 8 8 + 5/
3

4
3
0

Алгоритм решения линейной параметрической задачи в случае 
зависимости от параметра коэффициентов целевой функции в
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предположении, что допустимая область, заданная ограничениями 
задачи, не пуста и что для некоторого значения параметра t = to 
существует оптимальное решение, имеет следующий вид.

1- При t = to г-я симплекс-таблица является оптимальной. По
лагаем л  = - 1, р  = л  и переходим к п. 2 .

2, Определяем критическое значение tp = :
а) если | tp |= то достигнута граница области Q; 
а') при л  = -1  находим нижнюю границу области Q, затем по

лагаем л  = + 1, р = л, заменяем г на г + р - 1-1 и определяем новое 
критическое значение tp ;

а") при тг = +1 находим верхнюю границу области Q и пере
ходим к п. 3;

Рис. 5.1. Решение задачи параметрического линейного програм
мирования:

а  —  «вращение» целевой функции; б  —  поведение xi ( t ) ,  хг (0  и решаю
щей функции / ( / )  в зависимости от параметра I

б) если | tp  \< то определяем, можно ли превзойти критиче
ское значение tp : с помощью выражения для тр, иногда выбором 
из нескольких возможных значений, определяем новую базисную 
переменную; в этом случае следует учитывать существование 
множества различных решений;

б7) если alj < 0, i = 1 , 2 то достигнута граница области Q; 
переходим к п. а') или п. а");
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б") в противном случае строим новую симплекс-таблицу; за
меняя г на г + 1, р  на р + п, определяем новое критическое зна
чение tp .

3. Вычисления прекращаем. Для каждой критической области
А

значение решающей функции f i t )  берем из табл. 5.1. Там же 
определены оптимальные значения решающих отношений 
xi(7),...,x„(?).

На практике часто возникают следующие частные случаи па
раметрической задачи:

1) значение параметра  ̂ принадлежит некоторому заранее вы
бранному интервалу L e t 1;

2) требуется найти только минимум (максимум) решающей
А 1 функции /(? )  для всех 7 е  Ж , т. е. требуется определить те значе

ния t, при которых возможно достижение этого минимума (мак
симума);

3) требуется найти интервал возможных изменений какого-то 
одного из коэффициентов целевой функции.

Особый интерес представляет задача нахождения наибольшего 
отрезка t \ < t < t 2 такого, что оптимальное базисное решение лю
бой из задач, принадлежащих значениям t из этого отрезка, сов
падает с оптимальным базисным решением задачи, принадлежа
щей значению t = 0.

Если область определения Q решающей функции /(? )  огра
ничена заданным заранее интервалом L, то вычисления, проводи
мые в п. 2 алгоритма, заканчивают, когда будут достигнуты грани
цы интервала L, Если отрезок L\ < t < i \  не имеет общих точек с 
интервалом L , то полагают 7i = —1 или тг = +1 в зависимости от 
того, будут ли значения I е  L меньше 1-\ или больше /+|.

Если в задаче необходимо установить только минимум (макси-
А

мум) значения решающей функции / (г), то вычисления, предписы
ваемые п. 2, проводят при я  = -1  или л = +1 в зависимости от того,

А

в каком направлении уменьшается значение функции /(?).
Пусть необходимо определить только возможность вариации 

одного из коэффициентов. Сначала устанавливают, существует ли 
решение при t = 0, и находят это решение. Вводя затем параметр 
t , определяют значения L\  (равные t\ ) и t+i (равные h ).
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§ 5.3. М ногопродуктовые потоки в сетях

Существует немало практических задач о перевозке несколь
ких различных продуктов.

Рассмотрим упрощенную задачу [78] транспортировки трех 
видов фруктов из садов, расположенных в Калифорнии, в магази
ны, ведущие оптовую торговлю. Предположим, что сады располо
жены в городах Санта-Барбара, Бейкерсфилд и Сакраменто. В пе
риод уборки урожая из этих садов поставляют в различных коли
чествах апельсины, лимоны и лаймы (табл. 5.3).

Таблица 5.3 
Производительность (ящики в неделю)

Город
Перевозимый продукт

Апельсины Лимоны Лаймы

Санта-Барбара 800 700 700

Бейкерсфилд 1000 800 500

Сакраменто 500 1000 500

Таблица 5.4 
Величина спроса (ящики в неделю)

Город
Перевозимый продукт

Апельсины Лимоны Лаймы
Денвер 900 900 700
Сиэтл 700 1000 500
Канзас-Сити 700 600 500

По контракту необходимо доставлять в оптовые магазины, 
расположенные в Денвере, Сиэтле и Канзас-Сити, такое количе
ство фруктов, которое указано в табл. 5.4. Перевозка осуществля
ется по железной дороге, однако в каждом поезде для фруктов 
отведено ограниченное место. Пропускные способности путей 
между различными пунктами отправления и пунктами назначе
ния приведены в табл. 5.5. Независимо от вида фруктов данные 
величины задаются числом ящиков, перевозимых в неделю 
(предполагается, что все фрукты упакованы в ящики одинаковых 
размеров). Вес каждого ящика, а следовательно, и соответствую
щие транспортные затраты зависят от вида упакованных в него 
фруктов. Затраты на транспортировку одного ящика приведены в 
табл. 5,6.
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Таблица 5.5 
Пропускная способность железных дорог 

(ящики в неделю)

Из города
В город

Денвер Сиэтл Канзас-Сити
Санта-Барбара 1200 900 1000
Бейкерсфилд 1200 1000 1100
Сакраменто 950 1300 1000

Таблица 5. б 
Транспортные затраты (центы за ящик)

Из города
В город

Денвер Сиэтл Канзас-Сити
Санта-Барбара
Апельсины 3,2 2,5 5,6
Лимоны 2,4 1,9 4,3
Лаймы 2,3 1,7 4 ,0
Бейкерсфилд

Апельсины 3,0 2,1 5,5
Лимоны 2,3 1,7 4 ,4
Лаймы 2,0 1,4 4,3
Сакраменто
Апельсины 3,1 2,0 5,7
Лимоны 2,2 1,6 4,8
Лаймы 2,0 1,5 4,3

Задача определения схемы перевозки фруктов, минимизирую
щей транспортные затраты, является задачей о многопродуктовом 
потоке. Характерная особенность задач о многопродуктовом по
токе состоит в том, что по дугам сети протекает несколько неод
нородных потоков. При этом суммарный поток всех продуктов по 
дуге ограничен ее пропускной способностью. Если бы это было не 
так, то можно было бы для каждого продукта независимо решить 
минимизационную транспортную задачу. Однако указанные выше 
ограничения на пропускные способности дуг существенно услож
няют решение задачи.

Задачи о многопродуктовом потоке, как и об однопродуктовом 
потоке, могут быть сформулированы в виде задач линейного про
граммирования. Задача о транспортировке фруктов является при
мером многопродуктовой транспортной задачи.
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Обозначим через Ху поток к-ro продукта из г-го источника в 

j -й сток, а через cfj —  стоимость транспортировки единицы этого 

продукта. Пусть далее af и bj —  это соответственно предложе
ние узла / и спрос узла j  для /с-го продукта, а щ- —  пропускная 
способность дуги (г,У). Математическая постановка многопродук
товой транспортной задачи выглядит следующим образом:

г тп п

(5.2)

при условии, что

1 1 1 4 4k=1 г-1 j=\
—> min

Z 4  =Ь3>1
j , k e N ,

Z 4  = 4 ,
j

i ,k e N,

z 4 * J e N ,

4 > 0 ,  i j , k e  N.

Как и в однопродуктовой транспортной задаче, предполагает
ся, что для каждого продукта суммарное предложение равно сум
марному спросу, т. е. для всех к

I
i j

Во многих задачах, называемых многопродуктовыми задачами 
о перевозках, вводят промежуточные узлы, т. е. такие узлы, кото
рым не приписывают ни спрос, ни предложение, а только требуют, 
чтобы для них выполнялось условие сохранения потока.

В качестве одного из таких примеров рассмотрим сеть, изоб
раженную на рис. 5.2. Узлы 1 и 2 являются источниками первого 
продукта, при этом узел 2 —  
источник второго продукта.
Узел 5 является пунктом назна
чения для обоих продуктов, а 
узлы 3 и 4 являются промежу
точными.

Многопродуктовая задача о р ис. 5.2. Сеть в многопродуктовой 
перевозках может быть сфор- задаче о перевозках
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мулирована в виде следующей задачи линейного программирова
ния:

£  £  ф ^ - ^ п з ш
k- 1 (i

при условии, что:
1) ^  xfj -  ^  Xjt = a f , если узел i является источником /с-го 

j  j

продукта;
2) ^  Ху -  X  -Г/, = 0, если узел i является промежуточным уз-

j  j

лом;
3) H xij ~ H xji = ~bj> если Узел J является стоком к-ro про

/ i

дукта;
4) ^ ху -  Щ > xfj Для всех к  и (г, /)  е  А, где А —  множе-

к

ство дуг сети.
Одна из трудностей решения задачи о многопродуктовом по

токе вызвана тем, что оптимальные решения могут быть нецело
численными. В качестве примера рассмотрим двухпродуктовую 
транспортную задачу, сетевая формулировка которой представле
на на рис. 5.3. Дугам сети приписаны числа (с\ , с2у, иц). Опти
мальное решение соответствующей задачи линейного программи
рования представлено в табл. 5.7.

Нецелочисленные решения возникают по той причине, что 
матрицы ограничений в задачах линейного программирования, 
вообще говоря, не унимодулярны. Напомним, что условие унимо-

а\ а}
2 2

2 2

2 2

Р ис. 5 .3 . Двухпродуктовая транспортная задача
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дулярности матрицы ограничений является достаточным для су
ществования целочисленных оптимальных решений. Поскольку в 
задачах об однопродуктовом потоке данное условие выполнено, 
то для них можно разработать высокоэффективные алгоритмы, в 
которых по существу выполняются только две операции: сложе
ние и вычитание, а такие операции, как, например, деление и об
ращение матрицы, не требуются. С вычислительной точки зрения 
арифметические операции, выполняемые с целыми числами, про
водятся намного быстрее, чем операции, использующие числа с 
плавающей точкой (десятичные). Благодаря этому создают про
граммы, позволяющие очень быстро решать задачи большой раз
мерности.

Таблица 5.7 
Оптимальное решение задачи 
линейного программирования

Дуга Продукт 1 Продукт 2

0 ,1) 3/2 1/2
(1,2) 0 3/2
(1,3) 1/2 0
(2, 1) 0 3/2
(2, 2) 2 0
(2, 3) 0 1/2

(3, 1) 1/2 0
(3,2) 0 1/2
(3,3) 3/2 3/2

Для задач о многопродуктовом потоке были разработаны спе
циальные алгоритмы, в которых учтены специфика структуры и 
свойства данного класса задач. Было показано, что эти алгоритмы 
являются более быстрыми, чем процедуры решения общей задачи 
ЛП, но значительно более медленными, чем соответствующие 
алгоритмы задач об однопродуктовом потоке. Детальное изуче
ние этих методов выходит за рамки настоящей книги. Однако 
в данной главе мы рассмотрим ряд специальных вопросов, свя
занных с задачами о многопродуктовом потоке и методами их 
решения.
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§ 5.4. Специальный класс целочисленных задач 
о многопродуктовом потоке

Как отмечалось выше, общая задача о многопродуктовом по
токе может не иметь целочисленного оптимального решения. 
Однако существует несколько классов этих задач, в которых мат
рицы ограничений являются унимодулярными, и, следовательно, 
целочисленные оптимальные решения существуют. Отметим, что 
многие из этих задач могут быть сведены к эквивалентным зада
чам об однопродуктовом потоке, которые несложно решаются с 
помощью любого алгоритма решения задачи о потоке минималь
ной стоимости.

Для многопродуктовой транспортной задачи известен следую
щий результат. Матрица ограничений в многопродуктовой транс
портной задаче является унимодулярной в том и только в том слу
чае, когда число источников т или число стоков п не превосхо
дит двух.

Этот результат гарантирует существование целочисленного 
оптимального решения в случае, если т < 2 или п<  2, независимо 
от числа продуктов. Очевидно, что если т = 1 или п = 1, то реше
ние тривиально. Однако, когда и т, и п превосходят 2, возникает 
общая задача линейного программирования. Покажем, что при 
этом существует более простой метод решения.

Введя слабые переменные sp в ограничения на пропускные
способности дуг, переформулируем многопродуктовую транс
портную задачу (5.2) следующим образом:

г т  п

Z X S  4 4  111111
*=1 i=1 }=\

при условии, что для всех i , j , k  выполнено

Z 4  =b4  H 4 +sv =u4’i к

j
При т = 2 данная задача сводится к следующей задаче линей

ного программирования:

£ (5.з)
к =1 м
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при условии, что для всех i , j , k  выполнено

Y x l j  + S 2 J  = U 2 j ,
к

(5.4)

- 2 > 2у = “ «2»
j

(5.5)

- Y s v = - Y u v  +  Y a 2>
j  j  к

(5.6)

(5.7)

S 2 j + S l j = U 2 j + U l j - Y b j ,
k

(5.8)

4j ,Sij>0,  i , j , k e  N. (5.9)

Нетрудно заметить, что в равенствах (5.4)—(5.6) каждая из пе
ременных Ху  и S2j  появляется дважды: один раз со знаком плюс

и один раз со знаком минус. Отметим также, что переменные xfj и

Sij входят только в равенства (5.7) и (5.8) (со знаком плюс). По
этому можно рассматривать эти переменные как слабые и исклю
чить их, записав (5.7) и (5.8) в виде

х \ j < b j ,  S2 j  < U 2 j  + U i j
к

Величины, стоящие в правых частях равенств (5.4)—(5.6), пред
ставляют собой предложение (если они положительные) и спрос 
(если отрицательные). Равенства (5.4)-(5.6) описывают транспорт
ную модель, сетевая структура которой показана на рис. 5.4, где

п = £ и 2, - £ о | .
j = 1 к—1

Правые части равенств (5.7) и (5.8) представляют собой пропуск
ные способности дуг, соответствующих переменным Ху  и s 2j .

Для решения данной задачи определяют оптимальные потоки Ху  

и s 2j -  Затем из равенств (5.7) и (5.8) могут быть найдены величи

ны Х у  И S\ j .
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Рис. 5.4. Сеть в многопродуктовой транспортной задаче, 
сведенной к задаче об однопродуктовом потоке

Интересно то, что исходная задача линейного программирова
ния не имела форму сетевой задачи. Однако с помощью преобра
зования ограничений удалось свести ее к сетевой и тем самым су
щественно упростить решение.

§ 5.5. Приближенное решение многопродуктовой 
транспортной задачи методом агрегирования

Нередко для лица, принимающего решение, достаточно найти 
субоптимальные решения сложных задач. Как правило, это проис
ходит в тех случаях, когда отсутствуют программы, позволяющие 
проводить точную оптимизацию, или когда использование таких 
программ требует слишком больших затрат вследствие цикличе
ского обращения к ним, или когда нет возможности усовершен
ствовать основное программное обеспечение из-за жестких огра
ничений на время ответа.

Одним из методов, позволяющих упростить решение задачи, 
является метод агрегирования, заключающийся в замене множе
ства объектов (таких, как переменные, узлы сети и т. п.) одним 
объектом. В этом случае сокращаются как время решения задачи, 
так и требуемая машинная память. Однако полученное решение, 
как правило, не является оптимальным.
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Будем рассматривать многопродуктовую транспортную задачу 
с т источниками, п стоками и г продуктами. Сведем ее к сете
вой задаче с двумя источниками, разбив множество источников на 
два подмножества: Si и 5г. Теперь необходимо определить новые 
предложения агрегированных узлов, решить вопрос о стоимостях 
и пропускных способностях агрегированных дуг и найти способ 
построения допустимого решения исходной задачи с помощью 
решения агрегированной задачи.

Поскольку каждый из двух агрегированных узлов представля
ет собой совокупность источников в исходной задаче, то величи
ны предложения этих двух узлов a f  определяют следующим об
разом:

У - 2 > ,‘ , / - 1,2,
isSi

где a f —  предложение к-го продукта из /-го узла исходной задачи.

Пусть yfj — поток к-го продукта из узла 1 в узел j  агрегиро

ванной сети. Поскольку дуга ( l , j )  получена в результате агреги
рования дуг, ведущих из узлов / е  Si в сток j , то

Уу =
is Si

где Xij —  поток /с-го продукта из узла / в узел j  исходной задачи.
Для определения стоимостей воспользуемся понятием взве

шенного агрегирования. Стоимости взвешивают пропорционально 
величинам предложения источников, представленных агрегиро
ванными узлами:

Чтобы определить пропускные способности щ  агрегированных 
дуг, найдем величины

Si = n u n j- iESl .

Тогда uij = min{SjW2y}.
геХ/
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Если принять щ  как сумму пропускных способностей исход
ных дуг щ  из источников i н Si в сток j ,  то могут возникнуть
трудности при построении допустимого решения исходной задачи.

Сформулируем агрегированную задачу в виде следующей за
дачи линейного программирования:

£  X  Т Щ 4  _ > m in
k=i 1=1 j=\

при условии, что для всех l ,i ,k  выполнено

1 1 у у =ь4  х 4 = й ?» Х 4 < ^ ,  4 - ° -
1 j  к

Теперь построим решение исходной задачи, используя опти
мальное решение агрегированной задачи. Определим величины

(  акЛь I- I I . г-*
4 = У и [ ^ у  , e S ‘’

откуда следует, что

Эту процедуру называют дезагрегированием с фиксированны
ми весами. Кроме того,

х х х 4 4 = х х х ф ^
1с i j  k  I j

Иными словами, значение целевой функции в результате деза
грегирования с фиксированными весами не изменяется. Однако 
следует помнить, что в силу определения величин щ  в агрегиро
ванной задаче может не существовать допустимое решение, даже 
если в исходной задаче оно существует. В этом случае можно по
пытаться воспользоваться другими методами агрегирования.

Продемонстрируем процедуру агрегирования на конкретном 
примере. Перейдем к решению задачи о транспортировке фруктов, 
сформулированной в § 5,3. Агрегируем источники 2 и 3. Величины 
предложения, стоимости и пропускные способности для агрегиро
ванной задачи содержатся в табл. 5.8.
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Т а б л и ц а  5 .8  
Параметры агрегированной задачи

Предложение
Город Апельсины Лимоны Лаймы

Санта-Барбара 800 700 700

f Бейкерсфилд 
[Сакраменто 1500 1800 1000

Стоимость

Из города
В город

Денвер Сиэтл Канзас-Сити

Санта-Барбара

А п ел ь си н ы 3200 2500 5600

Л и м о н ы 2400 1900 43 0 0

Л а й м ы 2300 1700 40 0 0

j  Бейкерсфилд 
[Сакраменто

А п ел ь си н ы 3033 2067 5567

Л и м о н ы 2244 1644 4622

Л а й м ы 2000 1450 43 0 0
Пропускная способность

Из города
В город

Денвер Сиэтл Канзас-Сити

Санта-Барбара 1200 900 1000

[Бейкерсфилд
[Сакраменто 1500 1000 1000

Стоимость в оптимальном решении исходной задачи равна 
18 570 долл. Стоимость в оптимальном решении агрегированной 
задачи равна 18 799,10 долл. и на 0,26 % превосходит стоимость 
действительного оптимального решения.

§ 5.6. Приложения задач о многопродуктовом потоке

Задачи о многопродуктовом потоке находят широкое примене
ние при проектировании коммуникационных систем, осуществле
нии железнодорожных перевозок, планировании производства и 
распределения, в военном деле, а также в других областях. В на
стоящем параграфе мы рассмотрим несколько приложений много-
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продуктовых сетевых моделей и приведем новые формулировки 
некоторых задач о многопродуктовом потоке.

Составление расписания движения судов

Одной из наиболее часто возникающих задач в области плани
рования перевозок является задача составления оптимального рас
писания движения транспортных средств. Предположим, что из
вестно число судов различных типов, которые отличаются друг от 
друга скоростью передвижения, грузоподъемностью и эксплуата
ционными расходами. Функция полезности определяется размера
ми поставки груза отдельным судном к заданному сроку и затра
тами на осуществление соответствующей перевозки. Кроме того, 
существуют затраты (отрицательная полезность), связанные с пе
регоном судна из порта, в котором оно было разгружено, в порт 
погрузки. Задача заключается в максимизации функции полезно
сти путем составления оптимальных маршрутов и расписания 
движения судов.

Данная задача может быть сформулирована в виде следующей 
сетевой задачи. Каждый узел у сети соответствует прибытию суд
на в порт назначения в один из допустимых сроков доставки. Каж
дый узел i соответствует исходному порту и моменту, равному 
разности срока доставки и времени транспортировки, которое по 
предположению является детерминированным. Дуга (г,у) соот
ветствует перевозке груза, а дуга (у, г) —  перегону судна из порта 
доставки в исходный порт. Суда £-го типа первоначально распола
гают в источнике sk, и дуги {sk\  г), таким образом, соответству
ют началу их эксплуатации. Далее вводят фиктивный сток t и ду
ги (у, ?), соответствующие завершению эксплуатации судов, И на
конец, суммарный поток перевозимого груза по всем дугам, 
соответствующим различным датам перевозки и типам судов, не 
должен превосходить некоторой заданной величины. Математиче
ски эта задача формулируется следующим образом:

/ М ' Ш ф , ? - » ”™1 (5.10)
к г j

при условии, что

к Ам
(5.11)
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i d \  i = sk ,

Z 4  - 1 Iхji = I °> i * s k,t,  (5.12)
‘ j  [ - d k, i = t,

0 < 4 < 4 .  (5.13)

Здесь через cfj обозначен коэффициент полезности, соответствую
щий отдельному судну, перевозимому грузу и маршруту; Av — 
множество допустимых маршрутов для данного груза; —  гру
зоподъемность судна £-го типа на маршруте (г,у). Суммарный пе
ревозимый груз не может превышать спроса на него bv . 
Ограничения (5,12) описывают условие сохранения потока по 
числу судов d k , а величины х к равны 0 или =« в зависимости от 
того, может быть использовано на дуге (г,у) судно к-ю  типа или 
не может.

В качестве примера рассмотрим задачу, представленную в 
табл. 5.9. Число судов каждого типа равно двум.

Т а б л и ц а  5 .9  
Исходные данные к задаче составления 

расписания движения судов

Груз
Максимально допустимый 
момент начала перевозки 

(через п  дней)

Допустимые
сроки

доставки

1 0 4 ,5
2 2 6, 7 ,8
3 3 7 ,8

Соответствующая сеть изображена на рис. 5.5. Отметим, что в 
рассмотренном классе задач узлы служат для обозначения места и 
времени.

Рис. 5.5. Сеть в задаче составления расписания движения судов
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Проектирование городской транспортной сети

Многопродуктовые сетевые модели используют и при проек
тировании городских транспортных сетей. В этих моделях узлы 
соответствуют участкам или районам города, а дуги —  улицам или 
дорогам других видов. Требования к транспортной сети задаются 
матрицей поездок D , элементы dy которой равны числу транс
портных средств, движущихся из участка i к участку j  в течение 
фиксированного интервала времени. Каждая дуга имеет заданную 
пропускную способность up, которая может быть увеличена
(например, в результате улучшения дорог). Плата за увеличение 
пропускной способности дуги ( i , j )  на условную единицу равна
Су. Общая сумма денежных средств, предназначенных для улуч
шения дорог, равна В. «Продуктами» в данной модели являются 
потоки из каждого источника во все пункты назначения. Пусть 
Ху —  число транспортных средств, движущихся по дуге (г, у) и 

начавших свой путь в узле к, и уу —  увеличение пропускной 
способности дуги (/,/). Предположим, что время проезда по дуге 
(/, у) является некоторой функцией потока

Задача проектирования сети заключается в определении дуг, 
пропускную способность которых следует увеличить, и вычисле
нии потоков по каждой дуге, минимизирующих общее время по
ездки. Математически данная задача формулируется следующим 
образом:

(5.14)

при условии, что

Ц х р - Ц х у  =dti,
]

X 4  < щ  + у у , 'Z 'L c m  -  в >
к  г j

4>о, у„> о.



Глава 5. О развитии методов решения задач 251

В задаче (5.14) сделано одно важное допущение, касающееся 
поведения водителя. Оно основано на классическом принципе 
распределения транспортных средств: водители выбирают марш
руты таким образом, чтобы суммарное время поездок для всей си
стемы было минимальным. Как правило, целевая функция задачи 
(5.14) является нелинейной и выпуклой.

Модели вычислительных систем

Многие модели вычислительных систем очень похожи на 
только что рассмотренную нами модель городской транспортной 
сети. В этих моделях дуги соответствуют каналам, а узлы — тер
миналам, системным и запоминающим устройствам и т. п. Каждая 
дуга имеет фиксированную пропускную способность щ , которая

может быть увеличена на уу единиц вплоть до максимального 
значения by. Стоимость увеличения пропускной способности на 
единицу измерения равна су. Роль продуктов вновь играют пото
ки (информация) из источника во все пункты назначения, а вместо 
матрицы поездок D  вводят матрицу, элементы dy которой соот
ветствуют объему информации, передаваемой из узла i в узел j .  
Стоимость передачи единицы информации по дуге (г,у) равна
Математически эта задача может быть сформулирована следую
щим образом:

X X X ev 4  + X X СуУу -»  min
к i j  i j

при условии, что

Х 4 - - Х 4 = d v>
j  j

Т < 4 - - иУ+Уу> У a-by*к

4 > 0 ,  У и >  0.

Описанная модель может быть использована для определения 
необходимой пропускной способности каналов, при которой за
данные требования выполняются с минимальными затратами. 
В этом случае значения eg обычно полагают равными нулю, если



252 Часть I. Математическое программирование

Uy = 0, а величины by выбирают достаточно большими. Другим
примером использования этой модели является задача минимиза
ции стоимости передачи информации при фиксированных про
пускных способностях дуг, В этом случае by = 0.

§ 5.7. Эвристический алгоритм решения 
задачи синтеза сети связи

Как уже отмечалось, сетевые задачи большой размерности ре
шают, в основном, приближенными эвристическими методами. 
Рассмотрим один из эвристических методов на примере задачи 
синтеза некоторой сети связи.

Одна из основных задач при разработке схемы сети связи — 
это определение наивыгоднейшей конфигурации и распределения 
каналов на сети. При этом могут решаться и другие задачи:

1) выбор типа линий связи (кабельные, радиорелейные, воз
душные и т. п.) с соответствующими системами передачи;

2) последующее распределение стандартных каналов на сети.
Структура сети —  ее топология —  это совокупность пунктов

(узлов, станций и т. п.) и соединяющих их линий связи или кана
лов в их взаимном расположении. По структуре можно понять по
тенциальные возможности обеспечения связью отдельных пунктов 
этой сети.

Экономически оптимальный выбор сетки линий, их емкостей и 
плана распределения каналов при заданном наборе пунктов сети 
называют задачей оптимального синтеза структуры сети. Ее 
решение существенно зависит от того, насколько тщательно ото
браны допустимые направления.

В качестве основных критериев оптимальности построения се
ти обычно рассматривают объем капитальных затрат, расход ка
бельной продукции и т. д. Минимум расхода кабельной продукции 
обеспечивается при минимуме общей протяженности трасс ка
бельных и радиорелейных линий связи. Иногда в качестве крите
рия оптимальности может рассматриваться и объем строитель
но-монтажных работ.

Реальная сеть должна отвечать одновременно в той или иной 
мере всем критериям оптимальности, т. е. задача определения 
наивыгоднейшей конфигурации и распределения каналов сети яв
ляется многокритериальной. Однако в связи со сложностью реше
ния многокритериальных задач обычно в качестве оптимальной
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принимают сеть, отвечающую одному, какому-либо заранее за
данному, критерию оптимальности. Очевидно, что сеть будет за
висеть от выбранного критерия оптимальности и в общем случае 
будет различной в зависимости от используемого критерия опти
мальности.

Рассмотрим задачу синтеза сети при следующих требованиях.
1. Каждый пункт сети должен иметь два независимых пути 

(прямой и обходной) к центральному узлу (ЦУ). Прямой путь 
должен обеспечивать передачу по 70-75 % каналов от их расчет
ного числа, а обходной путь —  по 25-30 % каналов. Это соотно
шение может измениться, а поэтому должно задаваться на входе 
задачи.

2. Должен существовать путь, соединяющий каждый пункт се
ти с дополнительным узлом (ДУ) связи, не совпадающим с ЦУ. На 
некоторых участках этот путь может совпадать с прямым и обход
ным путями.

В сетях связи налагают следующие дополнительные требо
вания.

3. На линиях связи «пункт —  ЦУ» число транзитов по высокой 
частоте (ВЧ) должно быть не более двух в случае применения ана
логовых систем передачи.

4. Суммарная емкость (число каналов) на любом участке зоно
вой сети должна быть кратна 12 для аналоговых систем передачи и 
30 для цифровых систем.

5. Иногда требуется предусмотреть возможность того, чтобы 
через некоторые пункты проходило минимальное число путей. Эти 
пункты отмечают в исходных данных.

Задача синтеза структуры сети может быть наиболее адекватно 
представлена (в силу нелинейного ступенчатого изменения целе
вых функций, в частности функции стоимости линии связи) как 
задача целочисленного нелинейного программирования в различ
ных формах.

Рассмотрим задачу выбора оптимального варианта построения 
сети с двумя независимыми путями к единственному узлу (цен
тральному узлу), к которому передается информация со всех дру
гих узлов сети. В качестве целевой функции рассматривается 
функция стоимости сети.

Задан неориентированный граф (сеть) G с N  11 вершинами. 
Все вершины, кроме ( N  +1 )-й, являются источниками информа
ции. Вершина N  +1 является стоком (центральным узлом). Путем



254 Часть I. Математическое программирование

р/ от вершины к к стоку /V +1 будем называть последователь
ность вершин ( k J , j ,„ . , N  + 1), через которые проходит данный 
путь. Для каждой вершины к , к = 1,2,...,7V, необходимо выбрать 
два пути к стоку, не имеющих общих вершин, кроме к  и 7V + 1. 
Заданы потоки информации Д и Л , которые требуется передать 
от вершины к  к стоку соответственно по первому и второму пу
тям. Дугам графа G приписаны веса, равные их длинам. Для общ
ности рассмотрения заданный граф G дополним до полного дуга
ми с достаточно большим весом.

Цель задачи — выбор топологии сети и маршрутов передачи 
информации на ней, минимизирующих общую стоимость сети. 
Общая стоимость сети определяется как сумма стоимостей входя
щих в нее дуг. Стоимость Су дуги является функцией от длины
дуги ( i , j )  и суммарного потока информации, передаваемой по 
ней, ■—■ суммы потоков от вершины i к вершине j  и от вершины 
j  к вершине 7.

Конкретный вид функции стоимости не имеет принципиально
го значения и может быть произвольным. В дальнейшем предпо
лагается, что функция стоимости возрастает с ростом расстояния и 
не убывает с ростом суммарного потока. Известно, что оптималь
ная сеть при различных минимизируемых величинах может быть 
получена по одному и тому же алгоритму при соответствующем 
выборе величины су.

Введем следующие обозначения: xjj0 —  булева переменная, 
равная 1, если вершина у непосредственно следует за вершиной i 
на первом пути pf от вершины к  к стоку, и равная 0 в противном 

случае, г = 1,2,...,7V, у = 1,2,..,7V + 1, г*  у, к  = 1,2,...,7V; x f  —  
булева переменная, равная 1, если вершина у непосредственно
следует за вершиной г на втором пути \х\ от вершины к к стоку, 
и равная 0 в противном случае, г = 1,2, ...,7V, у = 1,2,...,7V + 1, i Ф j ,  
к = 1,2, ...,7V; Qij —  суммарный поток информации по дуге (/,/) , 
определяемый формулой

к—\ 1=1 (S.iOJ
i = 1,2, ...,7V, y = 2,3,...,7V-i-l, i < j .
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Тогда рассматриваемую задачу можно сформулировать следу
ющим образом. Необходимо найти значения булевых переменных
xjj , минимизирующих общую стоимость сети:

N  N+1
S = Z  S  CijQy —> min, (5.16)

i=I j=i+1

где Qij вычисляют по формуле (5.15), при следующих ограниче
ниях:

JV+1 N

2 > l ‘ = 1 > Z 4 = 0 .  (5-17)
j =1 1=1

Z ^ . i - 1 .  k =  l , 2 , . . . , N ,  1 = 1,2, (5.18)
1=1

iV ЛГ+1
2 > “  =  2 > “ < I ,  r , k  =  \ , 2 , . . . , N ,  1 =  1 , 2 ,  ( 5 . 1 9 )
Z=1 ;=1

i z ^ S l ,  r ,k  = 1,2 ЛГ. (5.20)
/=1 «=1i*r

Ограничение (5.17) означает, что к  —  начало как первого, так 
и второго путей к стоку. Ограничение (5.18) предопределяет, что 
все пути должны оканчиваться в вершине N  + 1. Ограничение
(5.19) указывает на условия сохранения потока (равенство) и на 
запрет существования петель в путях от вершины к стоку (нера
венство). Заметим, что если функция стоимости монотонно воз
растает с ростом суммарного потока, то ограничение (5.19) в виде 
неравенства можно исключить. Ограничения (5,20) реализуют 
условие непересечения в вершинах первого и второго путей от 
каждой вершины к стоку.

Данная математическая постановка предполагает наличие 2 Ыъ 
булевых переменных и 5N 2 + 6N  ограничений, что в практически 
интересных случаях ( N  > 20 ) не позволяет рассчитывать на точ
ное решение.

Исключение составляет случай, когда функция стоимости ли
нейна относительно суммарного потока. Поскольку целевая функ
ция (5.16) становится линейной по переменным xjj , это позволяет
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осуществить декомпозицию исходной задачи на N  независимых 
задач булевого программирования с целевой функцией

N  N+1
s,‘ = Z  Т . < 4 Р 4  (5.21)

/=1 j= i+1

и ограничениями (5.17)-(5.20) при фиксированных значениях к , 
к = 1,2,...,N , где c'ij —  стоимость единицы потока, проходящего 
по дуге (г, у).

Последняя задача (при фиксированном к ) может быть сфор
мулирована достаточно просто: найти два пути от вершины к к 
вершине JV + 1, не имеющих общих вершин, кроме к и /7+1, и 
движение по которым обеспечивает минимум суммарной стоимо
сти путей. При этом стоимость пути равна стоимости входящих в
него дуг, а стоимость дуги ( l, j  ) равна с'п Р/1 для I-то пути, 1 = 1,2.

Математическую постановку задачи с двумя независимыми 
путями к центральному узлу и одним путем к дополнительному 
узлу можно записать в следующем виде.

Пусть вершина с номером N  является дополнительным узлом.
Через Рз обозначим путь от вершины к к ДУ, £ = 1 ,2 ,...,/7 -1 . 
При этом для любого к = l,2 ,...,N  — 1 путь не должен содер
жать вершину N  +1. Пусть Хук —  булева переменная, равная 1, 

если вершина j  связана с вершиной i на пути р* от вершины к
к ДУ, и равная 0 в противном случае. Через P f обозначим требу
емые величины потоков информации, передаваемой от вершины 
к  к ДУ, £ = 1 ,2 ,...,У -1 .

Тогда, придерживаясь прежних обозначений, суммарный поток 
на дуге ( i , j ) определяем по формуле

Qv =  I  £  p t (4 ‘  + 4 ? )  + s W  ( 4 ‘  + 4 ?  )■ <5-22>
к =1 /=1 к=1

Для дуг ( г, N  + 1), i = l,2 ,...,N , суммарный поток, как и ранее, 
вычисляют по формуле (5.15).

Рассматриваемую задачу можно сформулировать следующим
образом. Найти значения булевых переменных х 1- ,  1 = 1,2,3, ми

нимизирующих общую стоимость сети, вычисляемую по форму
ле (5.16) при ограничениях (5.17)—(5.20) и ограничениях
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7=1j^k
i=l
i^k

(5.24)

(5.25)
i=I j - 2

Ограничения (5.23)-(5.25) аналогичны ограничениям (5.17)—
(5.19). Аналог ограничения (5.20) отсутствует, поскольку к ДУ 
необходимо построить только один путь от каждой вершины.

Как легко видеть, требование существования путей к ДУ уве-

(N  - l ) ( N  + 2). Однако, как и ранее, в случае, когда функция стои
мости дуги от величины суммарного потока линейна, задача рас
падается на две независимые задачи:

1) определение двух непересекающихся путей, направленных к 
центральному узлу;

2) определение путей к вершине N , имеющих минимальную 
суммарную стоимость.

Математическая постановка первой задачи уже рассматрива
лась, а вторая, как легко видеть, приводит к задаче построения крат
чайших путей от каждой к-й вершины к Л'-й. В этих двух постанов
ках случайными величинами являются значения P f , так как они 
получаются в результате прогнозов и, в крайнем случае, должны 
задаваться в виде интервалов с соответствующими значениями ве
роятностей. Другой случайной величиной может быть доля инфор
мации, передаваемой по прямому (или обходному) пути.

Полученная нелинейная целочисленная задача может быть ре
шена на современных ЭВМ лишь для сети малых размеров: число 
пунктов равно 10 при 20-30 допустимых трассах, Размеры реаль
ных сетей, как правило, больше. Поэтому иногда проводят линеа
ризацию данной задачи, приводя ее к целочисленной линейной 
или просто к задаче линейного программирования. Однако в этом 
случае для получаемого решения не гарантируется определенная 
степень приближения критерия затрат к минимуму.

Большая размерность описанных задач и стохастическая при
рода исходных данных приводят к необходимости разработки эв

личивает число переменных на ( А - 1)2 и число ограничений на
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ристических алгоритмов решения. Кроме того, сама специфика 
структуры сетевых задач позволяет находить более эффективные 
алгоритмы поиска решения, чем алгоритмы в точных методах ре
шения.

Известен ряд эвристических методов, в которых учитывается 
специфика поставленной задачи, но в этих алгоритмах для реше
ния задачи используют дуги минимальной длины. Следовательно, 
алгоритмы ориентированы на расчет сети минимальной длины, 
что не всегда позволяет найти наилучший результат, тем более 
этот недостаток будет сказываться при построении коротких се
тей, в которых расстояния между узлами малы, так как в этом слу
чае стоимость сети определяется в основном стоимостью аппара
туры и мало зависит от длины трасс.

Алгоритм синтеза сети без Д У

Алгоритм для решения общей задачи (5.11)-(5.16) состоит из 
трех этапов:

I —  построение первых путей от всех вершин к стоку;
II — построение вторых путей от всех вершин к стоку;
III —  улучшение сети, полученной на первых двух этапах.
I. Построение первых путей от всех вершин к стоку.
Ш аг 1. Строят начальную звездообразную сеть, в которой 

каждая вершина непосредственно, без промежуточных узлов, со
единена со стоком, и считают стоимость такой сети согласно за
данной функции стоимости. Если для какой-то вершины связь со 
стоком отсутствует в исходном графе, то стоимость такой несуще
ствующей дуги полагают равной достаточно большому числу.

Ш аг 2. Для каждой вершины к , путь от которой является ра
диальным путем:

n f - ( * , j V + l ) ,

вычисляют экономию стоимости Т[, которая будет получена при 

замене пути \к![ на путь

(г) = (ft, Г, (if),

и равна разности их стоимостей. При этом промежуточная 
вершина г принимает значения всех вершин, инцидентных 
вершине к (т. е. связанных с вершиной к разрешенными дугами),
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и вершин пути p f. Пути от вершины до стока не содержат

несуществующих дуг. Затем из всех экономий стоимости Т[ 
выбирают максимальную.

На рис. 5.6 приведен пример такой замены. Экономия достига
ется за счет ликвидации дуги (k , N  + 1), но при этом может увели

читься стоимость дуг пути р [ , где р[ = (гщ./г,/V +1), pf =

=  (£ ,iV  +  l)> \ i \ ( r )  =  ( k , r , i i , i 2 , N + l ) .

Ш аг 3. Выбирают максимальное 
значение Тр из всех экономий стоимо

сти Д , к = 1,2 ,..., N.  Если 7^*^ О, то
этап I считают завершенным.

Ш аг 4. Для выбранного Г* осу
*

ществляют замену пути pf = (к*,N  + 1) рис. 5.6, Пример замены
\ / г * г \ дугина путь Pj (г) = (к ,г ,р [), на котором

достигалась максимальная экономия стоимости Г*. Осуществля

ют замену путей для всех вершин из множества V(k*), пути от ко

торых проходили по дуге (k*,N + 1), т. е. вместо пути p f (1 = 

= (V(k*),...,k* , N + 1) формируют новый путь р \^к \г~) =

= ( У ( А * ) , г , р [ ) .  На рис. 5.6 такими вершинами являются вер
шины /] и Д. Новый путь, например, для вершины j\  будет

М аЧ г ) = + \)  вместо р /1 =  ( j h k , N +  1).

Ш аг 5. Экономию стоимости Д  полагают равной нулю для 
всех k =  \ , 2 , . . . , N .  Переход к шагу 2.

Шаги 2-5 выполняют до тех пор, пока может быть достигнута 
экономия при замене какого-либо радиального пути на путь, прохо
дящий через промежуточную верптину. Пересчет экономии стоимо
сти Тк осуществляется после каждой замены радиального пути.

Поскольку каждый раз происходит уменьшение на единицу 
числа радиальных путей, то этап I конечен.

II. Построение вторых путей от всех вершин к стоку. Идея 
алгоритма на данном этапе та же —  замена радиального второго 
пути на путь, проходящий через промежуточную вершину.
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Ш аг 1. Этот шаг аналогичен шагу 1 этапа I. Отличие состоит в 
следующем: если первый путь от некоторой вершины после за
вершения этапа I оставался радиальным, то радиальный второй 
путь прокладывают по несуществующей второй дуге к стоку и его 
стоимость полагают вдвое большей, чем стоимость просто несу
ществующей дуги. Смысл этого состоит в том, что именно такие 
пути выгоднее заменять, а значит, они будут заменены в первую 
очередь. Кроме того, при расчете стоимости сети учитывают пер
вые пути от всех вершин к стоку.

Ш а г  2. Этот шаг аналогичен шагу 2 этапа I. Только теперь 
существует две возможности замены радиального второго пути от 
вершины к  на путь, проходящий через промежуточную вершину 
г, а именно:

\1к/  (г) = (к, г, р[), Из’2 (г) = {к,г,)Хг2),

т. е. новый путь идет от вершины к  к вершине г , а затем либо по 
первому, либо по второму пути от вершины г к стоку (конечно, 
при этом второй путь 112 должен быть «реальным»).

Обозначим через V(к) множество вершин, вторые пути кото
рых проходят по дуге ( k , N  + l),  при этом к  е  V(к). Тогда путь и 
можно заменить на путь p j ’1 или p j ’2 только в том случае, если 
для любого j  е  V(к)

р / п р ^ 1 e ( k , N  + l)  или р( П Р 2’2 е  (£,iV + l)

соответственно. Сказанное выше схематично представлено на 
рис. 5.7.

Рис. 5.7. Пример замены пути

Шаги 3-5 аналогичны тем же шагам I этапа. Они выполняются 
до тех пор, пока замена какого-либо радиального пути на путь,
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проходящий через промежуточную вершину, может дать положи
тельную экономию стоимости.

После выполнения этапов I и II мы получим сеть с размечен
ными на ней маршрутами первых и вторых путей от каждой вер
шины к стоку. Эта сеть с маршрутами удовлетворяет всем услови
ям задачи, т. е. является допустимой. Кроме того, она обладает 
следующими особенностями.

1. Каждая вершина k  = l ,2 )...,N  имеет не менее двух инци
дентных вершин сети, поскольку осуществляет два непересекаю- 
щихся по вершинам, а следовательно, и по дугам пути. Инцидент
ными вершинами называют вершины, связанные разрешенными 
дугами.

2. По каждой дуге (у, у ) сети согласно выбранным маршрутам 
обоих путей происходит передача информации либо только в одну 
сторону, например от вершины i к вершине у, либо в обе сторо
ны. В первом случае дугу (г ,у) ориентируем от вершины i к вер
шине у, а во втором случае дуга (/, / )  будет ориентирована в обе
стороны. После ориентации сети описанным образом получим, что 
каждая вершина сети имеет ровно две выходящих из нее дуги 
(кроме, конечно, стока). Входящих дуг может быть произвольное 
число. Это следует из алгоритма замены радиального пути на путь, 
проходящий через промежуточную вершину.

3. Если по дуге (г,у) от вершины г к вершине у идет поток
информации F\j, то в дальнейшем он полностью проходит по пер
вому или второму пути от вершины у к стоку. Этот факт также 
следует из алгоритмов этапов I и II.

Особенности сети, отмеченные в пп. 2 и 3, облегчают реализа
цию следующего этапа III.

III. Улучшение сети, полученной на первых двух этапах. Если 
после выполнения первых двух этапов каждая вершина сети имеет 
ровно две инцидентные вершины (кроме, разумеется, стока), то 
полученная сеть не будет обладать избыточностью. В этом случае 
возможность улучшения сети заключается только в попытке заме
нить какой-либо радиальный первый путь. Если некоторые верши
ны имеют более двух инцидентных вершин, то полученная сеть 
обладает известной избыточностью. На данном этапе осуществля
ют попытку улучшить сеть (в смысле ее общей стоимости) в обоих 
случаях.



262 Часть I. Математическое программирование

Ш аг 1. Составляют множество дуг —  претендентов на замену, 
В него включают все дуги (г,у), ориентированные лишь в одну 
сторону, г = 1,2,...,Ж, у = +1, / ^  у. Обозначим это мно
жество через А. Для каждой дуги (i , j ) e A  составляют множество 
вершин V(i , j ) ,  пути от которых проходят по дуге (г,у), и множе
ство путей L(i , j )  (первые или вторые пути от вершин множества 

проходящие по дуге (г,у')).

Рис. 5.8. Пример замены дуг с изменением 
маршрутов первых или вторых путей

Ш аг 2. Для каждой дуги ( к , т ) е А  (рис. 5.8) вычисляют эко
номию стоимости, которая может быть получена при замене дуги 
(к,т) на дугу (к,г) с соответствующим изменением маршрутов
первых или вторых путей для всех вершин у е  V (к , т) на путь

р / ’1 = (у',...,£,г,р[) или путь р / ’2 = (j,...,k ,r ,\ir2), т. е. новый путь 
идет, как и раньше, до вершины к , а далее через вершину г и по 
первому или второму пути от вершины г к стоку. Такую замену 
можно осуществить лишь в том случае, когда:

1) для любой вершины у е  V (к ,т ) другой путь не имеет общих

вершин с р f , кроме (N + 1)-й вершины;

2) путь р[ не содержит вершин из V(k,rri), т. е.

Р/ Г\¥(к,т)  = 0 .

Экономии стоимости пути при этом достигают за счет ликви
дации дуги (к ,т \  а также за счет уменьшения потока на величину 
Рк,т для остальных дуг пути р[. Однако при этом может произой
ти увеличение стоимости сети от включения в нее дуги (к,г)  или 
от возрастания стоимости на величину Д  т потока по дуге (к, г) и 
по дугам путей р[ или р£.
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Ш а г 3. Выбирают дугу (к,т) е  А и соответствующую верши
ну г , на которых достигается максимальная экономия стоимости 
пути. Если максимальная экономия положительна, то выполняют 
шаг 4, в противном случае происходит завершение этапа III.

Ш а г  4. Осуществляют модификацию сети, маршрутов путей, 
множеств А , V и L  в соответствии с выбранными на шаге 3 ду
гой (к , т ) ,  вершиной г и путем от вершины г к стоку. После это
го происходит переход к шагу 2.

После завершения этапа III работа эвристического алгоритма 
считается законченной.

Алгоритм синтеза сети с Д У

Схема эвристического алгоритма для решения задачи (5.15)-
(5.25) приведена на рис. 5.9.

Рис. 5.9. С хема эвристического алгоритма
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На каждой итерации осуществляют последовательное выпол
нение описанных выше трех этапов эвристического алгоритма по
строения двух непересекающихся путей к центральному узлу, по
сле чего с помощью этапа III эвристического алгоритма осуществ
ляют построение путей к ДУ и проводят попытку уменьшить 
стоимость сети с помощью замены некоторых маршрутов путей к 
центральному узлу с учетом новых путей к ДУ. На каждой итера
ции (кроме первой) при построении первых и вторых путей к цен
тральному узлу учитывают потоки информации, протекающие по 
сети, полученные на путях к ДУ в предыдущей итерации. При по
строении путей к ДУ учитывают потоки информации, протекаю
щие по сети согласно построенным ранее первым и вторым путям 
к центральному узлу. Для учета существующих на сети потоков 
информации в эвристическом алгоритме изменяют лишь вычисле
ние экономии стоимости при замене одного пути на другой.

Итерационный процесс продолжают до тех пор, пока осу
ществление очередной итерации не приведет к изменению сети и 
потоков на ней или пока не будет исчерпан заданный лимит ите
раций. В качестве решения задачи принимают тот вариант сети, 
при котором достигается минимальное значение общей стоимости 
сети. Как показал опыт многих экспериментальных расчетов, тре
буемое для достижения минимума число итераций зависит от со
отношения величин min{Pl,P^} и р£. Чем ближе эти значения,
тем больше требуется итераций (но их число, например, не пре
восходило 5 при N =  25). Если же необходимое число путей к за
пасному узлу существенно меньше необходимого числа путей к 
центральному узлу, то лучший результат, как правило, достигается 
на первой итерации.

Построение сети с учетом ограничений по транзитам

Доработку изложенного алгоритма для построения сети и рас
пределения каналов с учетом ограничения по транзитам осуществ
ляют следующим образом.

Под транзитностью пути понимают число дуг в этом пути. 
Ограничение по транзитам формулируют следующим образом: 
построить сеть, в которой число дуг в маршрутах прямых и обход
ных путей к ЦУ и путей к ДУ не будет превышать некоторого за
данного числа (обозначим его т ). Для этого достаточно на шаге 2 
этапов I—III описанного алгоритма рассматривать в качестве новых 
только пути, удовлетворяющие условию транзитности.
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Для вершины / необходимо знать:
1) число дуг Aiii)  на участке пути между вершиной i и вер

шиной, наиболее удаленной от i по количеству дуг, число дуг 
А2 (i) от вершины i к ЦУ через прямой или обходной путь и число 
дуг A3(i) от вершины i кДУ;

2) число дуг в прямом и обходном путях к ЦУ и пути к ДУ от 
г-й вершины; обозначим эти числа соответственно Bi(i), В2(/),
М О -

В процессе учета ограничения по транзитам при построении 
прямых путей к ЦУ при замене пути pf = ( k ,N  + 1) на путь 
p f (г) = {k ,r ,\i\ ) в качестве г берем лишь те вершины, для кото
рых выполнено неравенство

А\ (к ) + Si (г) < т.

Если от вершины к , которая соединена с центром фиктивной 
дугой, нет маршрута, удовлетворяющего ограничению по транзи
там, то путь от вершины к строят без ограничения по транзитам 
после того, как построены все маршруты прямых путей, удовле
творяющие ограничению по транзитам.

При построении нового маршрута обходного пути с учетом 
ограничения по транзитам для вершины к  в качестве вариантов 
замены рассматривают лишь такие вершины г, для которых вы
полнены следующие требования:

1) если новый маршрут пройдет через прямой путь от г , то

А\{к) + В\(г)<т,

2) если новый маршрут пройдет через обходной путь от г, то

Аг (к) + В2 (г) < т.

Если вершина к  соединена с центром фиктивной дугой и нет 
маршрута, удовлетворяющего требованию транзитности, маршрут 
от вершины к  строят без ограничения по транзитам после постро
ения всех маршрутов обходных путей, которые удовлетворяют 
ограничению по транзитам.

Учет ограничения по транзитам на этапе оптимизации постро
ения прямых и обходных путей показан на рис. 5.10. Здесь W  — 
множество вершин, пути от которых проходят по дуге (i,k). Заме
на дуги (i,k) на дугу (г,у) на этом этапе происходит при следую
щих условиях:
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1) транзитность пути от вершины к  (старый путь) не меньше 
транзитное™ пути от вершины j  (новый путь); замену произво
дят, если при этом есть выгода (если экономия стоимости пути по
ложительна);

2) транзитность пути от вершины j  превышает транзитность 
пути от вершины к  ;

3) если ранее построенный путь от вершины i не удовлетворял 
ограничению по транзитам, то замена происходит в том случае, 
когда она выгодна;

4) если путь от вершины i удовлетворял ограничению по тран
зитам, но путь хотя бы от одной вершины из множества W 
(рис. 5.10) многотранзитный, то замену производят тогда и только 
тогда, когда, во-первых, она финансово выгодна и, во-вторых, не 
появляются новые недопустимые по транзитное™ маршруты 
(прежние могут оставаться многотранзитными);

5) если путь от вершины / и путь от любой другой вершины из 
множества W удовлетворяют ограничению по транзитам, то заме
ну производят, когда она выгодна и не создает недопустимых по 
транзитное™ маршрутов.

При построении путей к ДУ учет ограничения по транзитам 
проводится следующим образом.

При замене пути \х\ ={k ,N)  на путь Рз(г) = (£ ,г,Р з) прове
ряют выполнение неравенства

Аз{к) + Вз(г) < х.

После каждого изменения маршрутов производят пересчет чи
сел Аз и Вз тех вершин, в маршруты которых были внесены из
менения.

Рассмотренный эвристический алгоритм не накладывает суще
ственных ограничений на функцию стоимости дуг и может быть 
использован для решения широкого круга задач:

-  построение сети кратчайшей длины или минимальной стои
мости;
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-  построение сети, минимальной по величине задействованных 
канало-километров;

-  распределение маршрутов на сети при наличии ограничений 
пропускных способностей дуг с целью достижения максимальной 
суммарной свободной емкости.

Кроме того, алгоритм позволяет легко учесть дополнительные 
требования по качеству передачи информации, например ограни
чение по транзитам.

Примеры синтеза сети с детерминированными  
исходными данными

Для иллюстрации работы эвристического алгоритма рассмот
рим граф, который приведен на рис, 5.11, где изображены допу
стимые трассы прокладки кабеля с указанием протяженности 
каждой дуги графа в километрах. Центральным узлом считают 
узел 7, а дополнительным узлом —  узел 2. Потребности в кана
лах первого и второго путей к ЦУ и пути к ДУ для каждого узла 
сети приведены в табл. 5.10. Стоимость 1 км дуги зависит от сто
имости системы передачи, установленной на дуге, и составляет 
2 тыс. уел. ед. при емкости 120 каналов, 4 тыс. уел. ед. при емко
сти 240 каналов и 5 тыс. уел. ед. при емкости 600 каналов. Такой
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вид функции стоимости линий связи в общем виде соответствует 
реальной ситуации. Кроме того, в проектируемой сети между уз
лами 1 и 2 уже имеется система передачи емкостью 480 каналов, 
между узлами 1 и 3 —  600 каналов, между узлами 2 и 8, 3 и 15 — 
по 120 каналов.

Таблица 5.10
Исходные данные для задачи синтеза сети

Наименование Потребности узлов (в каналах)
пути 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Первый путь 
к ЦУ

60 120 220 24 24 12 24 36 24 96 36 12 240 12 48

Второй путь 
к ЦУ

36 60 72 12 24 12 24 24 12 60 36 12 120 12 48

Путь к ДУ 0 24 24 12 12 12 12 12 12 24 12 12 36 12 48

В табл. 5,11 приведены результаты расчетов по описанному ал
горитму. Суммарное число свободных каналов на сети вычисляют 
как суммарную разность между емкостью установленной системы 
передач и потоком информации на каждой дуге. Дуги, включен
ные в оптимальную сеть, изображены на рис. 5.11 жирными лини
ями, в скобках указано число используемых каналов на дуге. Вре
мя счета примера составляет меньше 1 мин.

Таблица 5.11
Решение задачи синтеза сети

Параметр Эвристический алгоритм
Стоимость сети, уел. ед. 2280
Число дуг, шт. 22
Протяженность сети, км 1069
Суммарная свободная емкость каналов 1260

На рис. 5.12 приведена сеть, полученная в результате работы 
эвристического алгоритма построения двух независимых путей к 
ЦУ без ДУ. Стоимость полученной сети составила 2 124 тыс. уел. 
ед. Маршруты первых и вторых путей сети существенно отлича
ются от маршрутов первых и вторых путей, приведенных на 
рис, 5.11, т. е. при выполнении итерационного процесса маршру
ты первых и вторых путей претерпевают значительные измене
ния. Следует отметить, что требование наличия путей к ДУ уве
личивает на 15,7 % общую потребность в линиях связи по перво-
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му и второму путям к ЦУ, а суммарную стоимость сети увеличи
вает лишь на 7,3 %.

Рис. 5.12. Синтез сети согласно эвристическому 
алгоритму (два независимых пути к ЦУ без ДУ)

Для тех же исходных данных с ЦУ и ДУ был проведен расчет в 
случае, когда стоимость дуги не зависит от расстояния, а опреде
ляется только используемой системой передачи. Стоимости систе
мы передач были взяты следующие: емкостью 120 каналов — 
2 тыс. уел. ед.; 240 каналов —  4 тыс, уел. ед.; 600 каналов — 
5 тыс. уел. ед. Сеть, полученная в результате работы предложенно
го алгоритма, приведена на рис. 5.13. Число дуг сети равно 23. 
Протяженность сети составляет 1132 км, суммарная свободная 
емкость —  2 460 каналов.

Рис. 5.13. Синтез сети согласно эвристическому алгоритму, когда 
стоимость дуги не зависит от расстояния
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§ 5.8. Методы внутренней точки для решения задачи 
математического программирования

Рассмотрим общую задачу математического программирова
ния, не содержащую ограничений в виде равенств: минимизиро
вать функцию / (х) при ограничениях g i(х) > 0, г = 1, 2,..., т.

Пусть вблизи локального минимума х этой задачи существу
ет окрестность, в которой найдется такая точка х°, что у, (х°) > 0, 
i = l,2,...,m , при этом выполнены условия строгой дополняющей 
нежесткости:

щ( х* )>0, если gi(x*) = 0, i = 1, 2 ,..., т.

Видоизменим достаточные условия локального минимума в 
точке х*, сформулированные в § 1.5. Предположим, что при ма
лом параметре г > 0  в точке (х(г), и(г)) вблизи точки (х ,п*) вы
полнены условия

gi (х) > 0, Uigi(x) = r>  0, w; >0,  i =
т

W  (*) -  И  ui^g i (х) = °- 
1—1

Из второго условия выразим щ и подставим это выражение в 
последнее равенство:

ffl -у
v /O M )  - 1 — - - Г  V g ,0 (r ))  = 0.

, - 1  gt(x(r))
Непосредственной проверкой легко установить, что левая часть 
этого выражения — градиент функции

т
Ц х , г) = / ( х )  -  In gi (х),

2—1

обращающийся в нуль в точке х (г ) , Значения х(г) стремятся к х* 
при г , стремящемся к нулю. Функцию L{x,r)  в таком виде назы
вают логарифмической штрафной функцией.

Аналогично получаем другой вид штрафной функции Li(x,r) ,  
полагая щ=Х}.  При условии, что Xjgi(x) = г > 0, г = 1,2,..., щ, 
имеем

т у. 2
V / (х(г)) -  2  Vgi (х(г)) = 0,

i=\gf{x{r))
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и функция L 1 (х, г) примет вид

„ т 1
Li (x , r )  = f ( x )  + r £ — — ■ 

м  £.-(*)
Задавая последовательность {д}, стремящуюся к нулю, полу

чаем последовательность {х(^)}, сходящуюся к х*. С помощью 
новых функций L(x , r ) мы свели задачу определения условного 
экстремума (задачу математического программирования) к задаче 
поиска безусловного экстремума функции L(x,r).  Точнее, реше
ние задачи математического программирования свели к рассмот
рению семейства функций, зависящих от параметра г и обладаю
щих следующими свойствами:

1) в окрестности оптимальной точки они близки к заданной 
минимизируемой функции;

2) каждая функция из построенного семейства достаточно 
быстро возрастает при приближении к границе допустимой обла
сти из внутренней части допустимой области.

К минимизируемой функции исходной задачи мы добавили не
сколько слагаемых, называемых штрафными (барьерными) функ
циями. Каждое слагаемое зависит от параметра г и от функции 
одного из ограничений. При фиксированном значении парамет
ра г второе слагаемое стремится к бесконечности при стремлении 
к нулю его аргумента. Каждую функцию семейства подвергают 
процедуре безусловной минимизации, и это не выведет оптималь
ную точку х* за пределы допустимой области. Подобные методы 
названы методами внутренней точки.

В задаче математического программирования при наличии 
ограничений-равенств допустимая область (в смысле понятия об
ласти) не существует и метод внутренней точки не применим.

Рассмотрим некоторые примеры перехода от задачи математи
ческого программирования к задаче безусловной минимизации 
методом внутренней точки.

Пример. Минимизировать функцию

/  (х) — Л'] + Х 2

при ограничениях

g\ (л:) = -xj2 + Х2 > О,

g 2 ( x )  =  x i > 0 .
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Р е ш е н и е ,  Построим логарифмическую штрафную функцию 
L(x,r) = х\ + Х2 -  r lnf -xj2 + хг) - r l nx i .

Определим точки минимума L(x,r)  аналитически, так как L (x ,r) 
дифференцируема в рассматриваемой области. Для нахождения 
xi (г) и Х2 (г) получим систему уравнений

дЬ
Эл*1

= 1+ л ^ _ л = 0 ,
- x l + Х 2 Xl

дь_
дх2

=  1 - = 0 .

Отсюда найдем

xi (г) =

- X f  +  Х2 

- 1 ± л / 1  + 8г

(здесь оставим только знак + , так как xi > 0),

, .  ( - l iV T T s T )2 , 
т п  = -------- —-------- +г.

16
Заметим, что значения хДг) и Х2 (г) удовлетворяют условию 

положительной определенности матрицы V 2L. Пусть г последо
вательно принимает значения 1,0; 0,5; 0,25; 0,1. Соответственно 
получим последовательности значений

xi (г) = 0,50; 0,309; 0,183; 0,085; 
х2(г) = 1,25; 0,595; 0,283; 0,107, 

сходящиеся при г ^ 0  к точке (0,0). Графическое решение данной 
задачи представлено на рис. 5.14.

Рис. 5.14. Графическое решение задачи математического 
программирования методом внутренней точки
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В общем случае в задачах (при слабых условиях регулярности) 
существует последовательность безусловных локальных миниму
мов, сходящаяся к каждому из условных локальных минимумов.

Рассмотрим еще пример решения задачи линейного програм
мирования методом внутренней точки.

Пример. Минимизировать xi при условии gi(x) = х\ > 0 .
Р е ш е н и е .  Построим логарифмическую штрафную функцию

L{x,r)  = xi - r l n x i .

Для существования минимума должно выполняться необходимое 
условие

dL _ dL _  ̂ г _  
dx1 Э.г| xi

Откуда получаем хДг) = г .

d 2L г
Из условия — -  = — > 0  следует, что для г < 1 безусловный 

dx[ х
минимум будет при х(г) = г.

§ 5.9. Методы внешней точки для решения задачи 
математического программирования

Попытаемся приблизиться к оптимальной точке из недопусти
мой области. По аналогии с методами внутренней точки надо вы
брать функцию 0 (g(x)) так, чтобы каждая из функций Г(х,4 ) = 
= f ( x ) + tkO(g(x))  имела конечный минимум (при каждом 4  > 0). 
Это достигается, если для любой неограниченной последователь
ности значений 4  функция 4 0 (g(x)) стремится к быстрее, 
чем / ( х )  стремится к —со. Поэтому {4 } — возрастающая неогра
ниченная последовательность положительных чисел, или 
4 = 1/ 4 , если 0 < 4  < 1.

Преобразуем достаточные условия локального минимума зада
чи математического программирования следующим образом:

1) рассмотрим ограничения в ослабленной форме:

g i ( x ) > - r ,  / = 1 , 2 , ж,  г > 0 ;  (5.26)

2) преобразуем условие дополняющей нежесткости и*gj(x* ) = 0 
так, чтобы оно имело смысл для отрицательных значений gi(x)  и
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сводилось к исходному условию при г —»О (это означает, что 
щ(х ) = 0 при g t(х ) ^  0 ; если g i(x ) = 0 , то щ(х  ) принимает 
любые значения), т. е.

и,-(г) = -m in  {0;g;(x(r))}. (5.27)

Отсюда если г > 0 мало, х(г) удовлетворяет условию (5.26) и 

£г(х ( г ) ) ^0  для некоторых г, то щ = 0  и lim м(г) = м, (х ) = 0. Ес-
г—>0

ли g ; (x ( r ) )< 0, то lim (-m in {0,£ г (х(г))}) = О, так как из неравен-
г—> О

ства (5.26) следует, что х(г) при г ^ О  принадлежит допустимой 
области. В силу (5.26) g j (x ( r ) )>—г, а из равенства (5.27) вытека
ет, что Н т и г(г)г = 0, поэтому lim Ui(r)gi(x(r)) = 0.

г—>0 т—̂ 0

Условие дополняющей нежесткости в данном случае выполня
ется в пределе при г —»0 (из соотношения (5.27) следует, что 
щ >  0, г = 1, 2,..., т).

Аналогично преобразуют другие достаточные условия:
t t / ( r )>0, г = 1, 2,..., т,

т I

V f ( x ( r ) ) - t ' £ u i(r)Vgi(x(r)) = 0, * = - ,  (5.28)
i=l г

и для каждого вектора у ,  для которого y TVg, (х(г)) = О при всех 
i е  D* = {г | и* >0}, справедливо неравенство

f  |v 2/(x(r)) -  I  »,(r)VV,Mr)) U > 0.

Подставляя (5.27) в равенство (5.28), получим
т 1

V/(jc(r)) + 2 - m i n  {0;g;(x(r))}V g(x(r)) = 0. 
i=\r

Опять непосредственной проверкой убеждаемся в том, что 
функция, для которой выполняются приведенные достаточные 
условия существования точки минимума, имеет вид

т 1
Т (х(г)) = / (х) + X — (min {0; g t (х(г))})2. 

i=i 2 г
Это и есть функция, минимизируемая методом внешней точки, 
В нее могут входить ограничения и в виде неравенств, и в виде 
равенств. Можно доказать, что все необходимые условия
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минимума этой функции выполняются, например V 2T  есть 
положительно определенная матрица. Причем для ограничений- 
неравенств имеют место соотношения

, ,п2
(min {0;g ,(x (r))})2 =

Если среди ограничений в задаче математического программи
рования есть ограничения-равенства hj(x) = 0 , j  = 1, 2,..., то мож
но записать

gji(x)  = h j (х) > 0, g j 2 (х) = - h j ( x )  > О, 

откуда g fl = - g j2 , или

g n ~ \ g j i +
_  g n  _ h](x(r))

Рассмотрим пример применения метода внешней точки для 
решения задачи математического программирования.

Пример. Минимизировать функцию
f ( x )  = -x \x 2

при ограничениях

gl(x) = - X l  - x l  +1 > 0, g2 (x) = Xi + X 2 > 0.

Р е ш е н и е .  Составим функцию штрафа для метода внешней 
точки:

ч ( ~ X l  - x k  + 1 - \ - X l  - X ?  + 1 |)2 (X l  +  Х 2 - | Х [  + Х 2  [)2
Г(х,г)  = —Х \ Х 2 5-------------------- :--------------------- Е

4 г 4 г

Из необходимых условий экстремума = 0, = 0 опреде-
ЙХ| 0X2

лим последовательности значений х\ и х2, сходящиеся к реше
нию.

Зададим последовательность значений г: 1,0; 0,5; 1/3; ОД; по
лучим соответствующие последовательности значений xi (г): 0,89; 
0,77; 0,73; 0,67; х2(г): 0,64; 0,62; 0,61; 0,58.

Последовательность значений хДг) сходится к 2/3, а последо

вательность значений х2(г) — к л/З/З (рис. 5.15).
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Рис. 5.15. Графическое решение задачи математичес
кого программирования методом внешней точки

Метод внутренней точки и метод внешней точки основаны на 
разных принципах: в первом случае штрафной член препятствует 
нарушению ограничений, во втором — он предотвращает блужда
ние точек слишком далеко от допустимой области.

§ 5.10. Комбинированный метод внутренней и внешней точек

Введем параметры г и t = \/r и рассмотрим комбинированную 
функцию

V(x,r, t) = f ( x )  + s(r)L(x) + p ( t)T (x \

где s(r) — функция от г, г —> 0 , для метода внутренней точки; 
Ц х ) —  функция штрафа для метода внутренней точки; p(t)  — 
функция от t, t —¥ для метода внешней точки; Г(х) —  функция 
штрафа для метода внешней точки; / (,v) — целевая функция за
дачи математического программирования.

Покажем на примере, как применяется комбинированная 
функция V(x, rJ)  для решения задачи математического програм
мирования.

Пример. Минимизировать функцию
/ (X) =  In Xi -  Х2 

при следующих ограничениях:
g(x) = xi - 1  > О,

h(x) = х? + х \  -  4 = 0, или х \ =  4 - х ? .
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Р е ш е н и е ,  Построим комбинированную функцию 

V (х, г, t) = In xi -  л'2 -  г In (xi - l )  + r~1(x12 + x2 - 4 ) 2 ,
f i x )  s ( r ) L { x )

С помощью этой комбинированной 
функции мы избежали использования 
модулей | g(x)  |, которые появляются в 
методе внешней точки. Из необходимых 
условий существования минимума 
функции V(x,r, t)  имеем

ЭГ = _1_
дх\ xi 

dV

p ( t )T (x )

+ Ax\r 1 (xj2 + х2 -  4) = О,
xi — 1

= -1  + 4х2Г_1(х2 + х 2 - 4 )  = 0.
Эх2

Отсюда получаем 

4r"1(x2 + xf -  4)
Xl

1

л/4 "* ?

Рис. 5.16. Графическое 
решение задачи матема
тического программиро
вания с помощью ком

бинированного метода

Зададим последовательность значений для г: 1,0; 1/4; 1/16; 
1/64; 1/256, и получим соответствующие ей последовательности 
значений:

xi(r): 1,553; 1,159; 1,040; 1,010; 1,002,
х2(г)\ 1,334; 1,641; 1,711; 1,727; 1,731,
V: -0,2648; -1,0285; -1,4693; -1,6447; -1,7048.

Последовательности значений Xi и xi сходятся к оптимально
му решению (1,л/3). Графическое решение задачи математическо
го программирования комбинированным методом приведено на 
рис. 5.16.

§ 5.11. Метод проекции градиента

Известны и другие методы безусловной оптимизации для ре
шения задач математического программирования. Одним из таких 
методов является метод проекции градиента (МПГ). Метод бази
руется на методе градиентного спуска безусловной оптимизации;
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МПГ — численный метод условной оптимизации для нелинейных 
задач. Рассмотрим задачу

min {/(х)} при х е  Д  (5.29)

где D  —  замкнутое выпуклое множество в 1 " ,  / ( х ) —  диффе
ренцируемая функция на D.

Проекцией точки а на множество D  называется точка аПр, 
ближайшая к а среди всех точек D , т, е. апр является решением 
задачи проектирования:

ф(х) = | | х - а | | 2- ^ 1шп, х е  D. (5.30)

Свойства проекции точки на множество D  определяются сле
дующими леммами и теоремой.

Лемма 1. Пусть D  —  замкнутое выпуклое множество в R ”. 
Тогда:

1) проекция апр любой точки а е К ” существует и единст
венна:;

2) точка х является проекцией точки а на множество D 
( х = аир ) в том и только в том случае, если

(х - а , а - х ) >  0 при всех хЕ D;

3) для любых точек а\,аг Е R ” справедливо неравенство

|| Щпр 2̂пр || — || Щ ~ @2 ||»

т. е. оператор проектирования обладает свойством нерастя- 
жения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Функция ф(х) является строго выпук
лой, поэтому решение задачи (5.30) существует и единственно.

2) На выпуклом множестве и при выпуклой функции ф(х), 
если х —  локальное решение задачи (5.29), должно выполняться 
условие

(ф '(х* ),х -х* ) > 0 , x e D.

Производная ф'(х) равна 2(х -  а ) , т, е. 2(х* -  а,а  -  х*) > 0.
3) В силу утверждения 2) имеем

(Щпр — Ч[,а2пр ^1пр) — о, (й2пр а2 ,а\щ — 02пР) — 0 .
Суммируя эти неравенства, получим

(Щщ> ~ ci\ ~ а2пр +  а2,а2пр Щпр) — 0 ,
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откуда в силу неравенства Коши —  Буняковского имеем
|| Щпр С12щ  || — (<Я2пр — Щггр ,Cl2 ) — 11 Щпр — С?2пр || || Q\ U l  || ■

Необходимые и достаточные условия оптимальности в выпук
лой задаче в терминах проекций формулируются следующим об
разом.

Лемма 2. Пусть множество D выпукло и замкнуто, функция 
f  (х) выпукла на D и дифференцируема в точке х* G D. Тогда х* 

является решением задачи (5.29) в том и только в том случае, если

x = { x - a f \ x ) U
при произвольном а  > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно утверждению 2) леммы 1 при
веденное равенство эквивалентно условию

( x * - ( x * - a f ' ( x * ) ) , x - x * ) > 0  VxeZ).

Поэтому
( f ' ( x * ) , x - x * ) > 0  VxeD.

Это неравенство является условием того, что х* —  решение 
задачи (5.29). Лемма доказана.

В методе градиентного спуска определяется последователь
ность точек

x k+l = x k - a k f ' ( x k), k  = 0, 1, 2 ,...,

в методе проекции градиента на каждой к-й итерации требуется 
производить операцию проецирования точки на множество D, 
т. е. решать задачу (5.30) при

а = х к - a k f ' ( x k ).

В качестве очередной точки приближения к решению зада
чи (5.29) выбирается точка

х к+1=(х к ~ а к/ ' ( х к))щ , к = 0,1,2,... (5.31)

Сходимость последовательности (5.31) к решению задачи (5.29) 
вытекает из следующей теоремы.

Теорема. Пусть множество D выпукло и замкнуто, функ
ция /(х (9 ))  строго выпукла на D  при 0 > 0 и дифференцируема 
на D, причем ее градиент удовлетворяет условию Липшица-.
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Тогда последовательность, генерируемая по правилу (5,31), где 
л:0 —  произвольная точка из D, а ^ а е ( 0 , 4 0 / М 2), сходится

к решению х задачи (5.29) со скоростью геометрической про
грессии:

II £ + 1  * 1 1 ^  II k *  11
| | х  - х  | | < # | | х  - х  ||,

где q = \ l l - 4 Q a  + a 2M 2 е(ОД).
Доказательство этой теоремы не приводится.
Конкретных рекомендаций для выбора константы 9 не суще

ствует, поэтому значения а  выбирают опытным путем. В общем 
случае на каждой итерации необходимо решать задачу (5.30), Од
нако для некоторых видов множеств D  удается получить явную 
формулу для проекций.

1) Если D  — шар: D  = {х е  R

«пр = Х °  - -

х - х  II < г}, то 
оа - х

а - х .о -г.

2) Если D  — координатный параллелепипед:

D = {х е  R ” bj < xj < Cj, j  = 1,2,..., л},
то

О  у'пр ^

bj , если aj < b j , 
ajt если bj < а} < с , ,

то

с j , если aj > Cj.

3) Если D  — неотрицательный ортант:

D  = {х G К.и Xj > 0 , j  = 1,2

«пр =(m ax{0,a i} ; ...; max{0, an\).

4) Если D  —  гиперплоскость: D = {x e  R" (p , x ) = (3}, p  Ф 0, to

Pащ =а + ф- (р , а ) )~

5) ЕслиD  —  полупространство: D  = { i 6 ® ”|Cp,x)>|3}, рФ  0,то
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6) Если D  —  аффинное множество: D  = {хе М" Ах = Ь}, стро

ки матрицы А линейно независимы, то

С1и а -  АТ (ААТ у 1 (Аа -  Ь).* и р

Если множество D  задается сложной системой равенств и не
равенств, то метод проекции градиента практически не применим, 
в этом случае задача (5.30) не проще исходной задачи.

Пример. Решить задачу математического программирования:
/  (х) = х 2 — 2xi —Х2 ~> min

при xj2 + Xj -  4.
Здесь множество D  — круг радиуса г = 2 с центром в начале 

координат .to = (0,0). Последовательность точек в методе проек
ции градиента задается формулой

апр = х° -  (5.32)
|| а - x  ||

где х° = (0 ,0)т —  нулевое приближение. Пусть = а  = 0,1. Вы
числим производные:

д / 0 ) _ ^ . .   ̂ ¥ ( * )  _  1 Э /(0 ,0 )_  „ Э/(0,0) _  ,2,Х{ 2, 1, 2? 1,
ОХ1 ОХ 2 ОХ 1 0X2

тогда согласно соотношению (5.32) определим точку а1 = 
= (0,2; 0,1), затем длину вектора || а1 - х °  || = 0,22, согласно 
(5.32) —  проекцию flip =(2,1) и вычислим значение целевой 
функции / ( 2,1) = - 1.

На следующем шаге находим: х1= (2,1), а2 = (1,8; 1,1), Р = 
= (1,8; 1,1), /(1 ,8 ;1 ,1) = -1,46, т. е. итерационный процесс идет 
в нужном направлении: оптимальное решение имеет координа
ты (0,75; 1,85) и значение целевой функции равно -2 ,8 .

§ 5.12. Многокритериальные задачи 
линейного программирования

Реальные проблемы, решаемые с помощью методов математи
ческого программирования, во многих случаях выдвигают не
сколько критериев, которым одновременно должно удовлетворять 
решение задачи. Причем эти критерии часто бывают антагонисти
ческими.
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За последние десятилетия разработано много методов анализа 
и решения подобных задач. Эти методы являются диалоговыми 
(или интерактивными), состоящими в последовательном анализе 
возможных решений и выборе наиболее предпочтительного реше
ния, Методы могут основываться на предварительном выделении 
множества неулучшаемых (эффективных) решений и представле
нии ЛПР этого множества для принятия решений.

Многокритериальная задача линейного программирования 
(МКЛП) имеет вид

max{c1Tx = 2i}, 
m a x ^ x  = Z2 },

max{c^x = z/t}

при x e D ,  или в матричной форме:

maxfCx = z  \ х  е  D ) .

Здесь к —  число целевых функций (критериев); с, —  градиент 
(вектор коэффициентов) г-й целевой функции (критерия); г, — 
значение г-ro критерия (целевой функции); D  — множество до
пустимых значений переменных; max означает, что необходимо 
находить максимум всех целевых функций одновременно; С — 
матрица критериев размерностью к х п  (матрица коэффициентов 
целевой функции, ее строки сг являются градиентами критериев); 
z  —  вектор критериев.

Предположим, что ЛПР всегда имеет функцию полезности 
и : R *1 —> Ж1. Эта функция отображает векторы критериев на дей
ствительную прямую так, что большее значение на этой прямой 
соответствует более предпочтительному вектору критериев. 
Функции полезности бывают разных видов: неубывающие, возрас
тающие, вогнутые, строго вогнутые, убывающие, выпуклые, стро
го выпуклые, монотонные и т. д. Однако исходные функции по
лезности могут быть преобразованы таким образом, чтобы они 
приняли вид, необходимый ЛПР, например чтобы функция полез
ности стала покоординатно возрастающей.

Многокритериальные задачи графически исследуются и в про
странстве решений (как в задачах линейного программирования), 
и в пространстве критериев.
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Пусть D  —  допустимая область в пространстве решений, а 
Z —  допустимое множество в пространстве критериев. Последнее 
представляет собой множество образов всех точек из D :

Z = {z е R* | z  = Сх,х е П).

Если известна функция полезности и , то многокритериальная 
задача преобразуется в однокритериальную задачу

max {w(z) | z = C x,xe D}.

Этот подход применйм только концептуально.
Пример. Рассмотрим задачу МКЛП

max {xi + Л‘2 = zij ,  max {х\ = z2}

при условиях
4xi + 3x2 ^ 12, x i, Х2 > О, 

где функция полезности имеет вид и = 2z\z2.

1. В пространстве решений имеем и = 2xj2 + 2xiX2. Из рис. 5.17 
видно, что оптимальной точкой является точка (3,0), оптималь

ный вектор имеет вид (3,3)т, оптимальным значением является 
и = 18.

* '= ( 0, 0) 
*2 = (0, 4) 
*3=(3, 0) 
С, ={1,1} 
С2={1,0}

г 1=(0, 0) 
z2=( 4,0) 
z3=( 3,3)

Рис. 5.17. Пространство решений Рис. 5.18. Пространство критериев

2. В пространстве критериев имеем и = 2z[Z2 (рис, 5.18).
Точка z 1 —  образ х1, т. е. z1 =(0,0), точка z 2 —  образ х2, 

т. е. z2 =(4,0), точка z3 —  оптимальный вектор критериев, х3 — 
прообраз z3 —  оптимальная точка; оптимальным значением явля
ется и = 18.
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Для критериальных векторов z вводится понятие доминирова-
I *7 Ьния. Пусть z ,z  е  Ж — критериальные векторы.

Вектор z1 доминирует вектор z 2 тогда и только тогда, когда 
z1 > z2 и z1 Ф z2 (т. е. z\ > z f  для всех i и zj > z f  по крайней мере 
для одного г')-

Таким образом, никакой компонент вектора z1 не меньше со
ответствующего компонента вектора z2, и, одновременно, по 
крайней мере один компонент вектора z1 больше соответствую
щего компонента вектора z2.

Вектор z1 сильно доминирует вектор z2 тогда и только тогда, 
когда z1 > z 2 (т. е. z\ > z f  для всех i).

Критериальный вектор считается недоминируемым, если он не 
доминируется ни одним из допустимых критериальных векторов. 
Вектор z e Z  является недоминируемым тогда и только тогда, ко
гда не существует другого вектора z  е  Z  такого, что z  > z  и z  ^  z , 
иначе z является доминируемым критерием.

Критериальный вектор не может быть оптимальным, если он 
не является недоминируемым. Для каждого недоминируемого кри
териального вектора существует покоординатно возрастающая 
функция полезности, для которой он является оптимальным.

Понятие доминируемости определено только в пространстве 
критериев; в пространстве решений вводится понятие эффектив
ности.

Точка х e D  эффективна тогда и только тогда, когда не суще
ствует другой точки х  е D  такой, что Сх>Сх  и СхФСх . В про
тивном случае точка х неэффективна. Точка х  е D  эффективна, 
если ее критериальный вектор недоминируем критериальными 
векторами других точек из D . Из эффективной точки невозможно 
сдвинуться допустимым образом так, чтобы увеличить один из 
критериев, не уменьшив по крайней мере один из остальных.

Вместе с термином «эффективность» используют термины 
«неулучшаемость» или «оптимальность по Парето». На практике 
часто используют области Парето. В. Парето сформулировал про
блему многокритериальной оптимизации в 1896 г., JI. Заде вернул
ся к ней в 1963 г. при проектировании систем управления. Об
ласть Парето задается в пространстве критериев, и любое при
надлежащее этой области решение нельзя улучшить одновременно 
по всем скалярным критериям. Вне области Парето можно улуч
шать решение по всем критериям одновременно, но ни по одному
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критерию оптимальное значение целевой функции здесь не дости
гается. Таким образом, необходимым условием решения задачи 
многокритериальной оптимизации является принадлежность ре
шения области Парето, т. е. решение должно быть оптимальным 
по Парето, поскольку остальные решения заведомо не удовлетво
ряют сразу всем скалярным критериям. Однако, чтобы выбрать 
единственное решение на множестве оптимальных по Парето ре
шений, необходима дополнительная информация.

Для примера рассмотрим двухкритериальную задачу. На плос
кости критериев, где задано множество допустимых решений, пер
вый критерий достигает своего оптимума в точке А, второй —  в 
точке В. Кривая АВ, принадлежащая области допустимых реше
ний, определяет для данной задачи область Парето.

Множество всех эффективных точек называется эффективным 
множеством. Обычно легче показать, что точка неэффективна, 
чем доказать ее эффективность. Чтобы доказать неэффективность 
точки xi е  D  достаточно найти другую точку хг е D, критериаль
ный вектор которой доминирует критериальный вектор точки xi.

В задаче линейного программирования эффективная точка — 
это некоторая оптимальная точка, так как не существует точка 
х е  D  такая, что сх > сх.

В задаче ЛП с одним критерием эффективное множество Е  и 
оптимальное множество 0  совпадают и оба выпуклы. В много
критериальной задаче множества Е  и 0  обладают разными свой
ствами:

1) оптимальное множество 0  может быть ограниченным и не
связным (наличие более чем одной оптимальной точки не означа
ет, что число их обязательно бесконечно);

2) в задаче МКЛП может быть более одного оптимального кри
териального вектора (в задачах ЛП существует единственное оп
тимальное значение критерия независимо от числа оптимальных 
точек);

3) эффективное множество Е  может оказаться невыпуклым;
4) оптимальная точка не обязательно является граничной (мно

гое зависит от вида функции полезности);
5) при сведении задачи МКЛП к однокритериальной задаче с 

помощью функции полезности могут существовать локальные оп
тимумы, не являющиеся глобальными;

6) оптимальное множество 0  может быть пусто в том случае, 
когда не пусто эффективное множество Е.



286 Часть I. Математическое программирование

Для решения задач МКЛП применяются различные методы 
сведения их к одному скалярному критерию: метод взвешенных 
сумм, методы сжатия допустимой области, метод е-ограничений, 
алгоритмы векторной максимизации, различные интерактивные 
процедуры и др. Процедура сведения задачи к одному скалярному 
критерию с помощью функции полезности уже разобрана. Рас
смотрим другой метод сведения к одному скалярному критерию — 
метод взвешенных сумм с точечным оцениванием весов.

Метод взвешенных сумм с точным оцениванием весов заклю
чается в следующем. Каждый критерий c jx  умножается на поло
жительный весовой коэффициент А,-, все к  взвешенных критери

ев суммируются и образуют составную целевую функцию А,тСх 
(целевую функцию, состоящую из взвешенной суммы). Предпо
ложим, что все весовые векторы А е R k нормированы так, что 
сумма их координат A,;, i = 1,2,...,к, равна 1 (в норме пространства 
Ц). Множество таких весовых векторов имеет вид

При известных весовых векторах А е Л получаем однокрите
риальную задачу ЛП

которая будет иметь оптимальное или достаточно близкое к нему 
решение не известной нам функции полезности. Основная труд
ность заключается в нахождении подходящего весового вектора. 
В ряде случаев весовые коэффициенты выбирают пропорциональ
но важности критериев или применяют метод взвешенных сумм, 
если считать его способом ранжирования точек из допустимого 
множества в соответствии с их коэффициентом качества, под кото
рым понимают значение составной критериальной функции.

Теорема 1. Точка х е D, в которой существует максимум

взвешенных сумм задачи Л П  max (АтСх | х е  /)}, где А е  А, являет
ся эффективной точкой.

§ 5,13. Метод взвеш енных сумм 
с точечны м оцениванием весов

max{AT Сх х е  D}
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Теорема 2. Если х  e D  — эффективная точка, то существу
ет вектор X е  А , при котором х  является решением задачи

тах{ХтСх | х е  D}.
В силу этих теорем все точки, максимизирующие при Х> О 

взвешенные суммы в задаче ЛП, являются эффективными.
Если взвешенная сумма ХТСх в задаче ЛП оказалась неограни

ченной для некоторого весового вектора, то этому весовому векто
ру нельзя поставить в соответствие ни одной эффективной точки, 
но могут существовать другие положительные весовые векторы, 
для которых взвешенные суммы будут ограничены.

Если один или более весовых коэффициентов равны нулю, то 
нельзя гарантировать, что все точки, максимизирующие взвешен
ную сумму в задаче ЛП, являются эффективными. Следует пом
нить, что стандартные пакеты программ ЛП могут не выявлять все 
граничные точки, максимизирующие целевую функцию, а выводят 
лишь первую подходящую точку, даже если эта точка не является 
эффективной.

Один из способов задать весовые коэффициенты —  назначить 
разным критериям их так, чтобы градиент взвешенной суммы
ХтСх совпадал по направлению с градиентом функции полезности 
и = H(qTx, с^х, ..., с£х). Пусть функция полезности и дифференци
руема. Градиент сложной функции и в точке х имеет вид

к Л»
V ,« = Z ^ V J(zI,

/=  1 OZi

где частные производные Эм/Эгг вычисляются в точке х, Vxz, — 
градиент г-го критерия:

= с, .

Пусть du/dzi >0. Введем положительные скаляры

d u / d z i
Wi

du/dzi ’

вычисленные в точке х. Тогда направление градиента V хи в 
точке х можно задать в виде

к

V xu = Y,WiCi.
i =1
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Нормируя скаляры w/, получаем
к

^ хМ ^А ,г-Сг-, ГДе Xi к
i=l

z=l

Функция полезности и в общем случае нелинейна, и ее гради
ент будет изменяться от точки к точке. Рассмотрим касательную 
гиперплоскость к поверхности уровня функции и в точке х:

где Zi=cfx ,  c jx  = z, . Разделив это уравнение на du/dz1 > О, 
получим

Для оценки скаляров щ , / = 2 , 3 , к, вводится произвольная 
величина Л| > 0, чтобы компенсировать изменения градиента, и в 
качестве оценки w, используют величину Д] /А2-, вычисленную в 
точке х. При Ai = 1 получим

Нормируя оценки скаляров Wi, получим Xi. От этого метода 
оценки весовых коэффициентов не следует ждать большой точ
ности.

В общем случае, когда при некотором А, е  Ае существует точ

ка, являющаяся решением составной задачи ЛП max{A,TCx | х  е  D}, 
значения оптимальных весовых векторов Ле зависят не только от 
предпочтений ЛПР, но и от соотношения длин векторов-градиен
тов целевых функций и геометрии допустимой области, зависят 
также от степени корреляции критериев (от величины угла между 
градиентами целевых функций: чем меньше этот угол, тем больше 
корреляция между критериями). При сильной корреляции двух 
критериев, задав большой весовой коэффициент одному крите
рию, получим, что нет необходимости вводить какой-либо весо
вой коэффициент для другого критерия. При увеличении размер
ности задачи возрастает сложность оценки оптимальных весовых 
векторов.

1 ■(zl - Z i) + w2(z2 -  Z2) +... + Wk(zk -  zk) = 0.

Wl=l ,  W2= — ,
A2

1
Wk = V  A*
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Для облегчения процедуры нахождения оптимальных весовых 
векторов и решения задач МКЛП проводится масштабирование 
целевых функций путем применения множителей, выравниваю
щих диапазоны изменения критериев, а также путем выбора 
наиболее подходящего определения нормы.

§ 5.14. Сжатие множества допустимых решений

Рассмотрим метод е-ограничений. В этом методе для нахожде
ния оптимального решения задачи МКЛП выбирается только один 
из критериев, а остальные критерии ограничиваются снизу неко
торыми числами e j , т. е. переводятся в условия-ограничения, тем 
самым происходит сжатие области допустимых решений. Таким 
образом, вместо задачи МКЛП решается задача ЛП

max (с/х = z,}

при
Cjx > e j , j  ^  г, j  = 1,2,..., к , х  е  D.

Какие из критериев необходимо перевести в ограничения и ка
кие задать значения правых частей е7, определяет пользователь. 
Например, неверный выбор ej может привести к несовместной 
задаче ЛП. Решение принимают на основе анализа серии подоб
ным образом построенных задач ЛП, т. е. процедура решения за
дачи МКЛП носит интерактивный характер.

Анализ почти оптимальности —  другой способ сжатия обла
сти допустимых решений. Рассмотрим алгоритм анализа эффек
тивной точки.

1. Решим задачу ЛП со взвешенными суммами

max {А.тСх = z } , х  е  D,

и определим величину z*.
2. Выбрав некоторое z\ < z*, решим задачу ЛП для сжатой об

ласти допустимых решений.
3. Вычислим все критериальные векторы zL <е R " , соответ

ствующие граничным точкам х, сжатой области.
4. Выберем точку хг, соответствующую самому предпочти

тельному вектору, в качестве окончательного решения МКЛП.
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Трудности здесь могут возникнуть при нахождении всех аль
тернативных оптимумов для вычисления всех граничных точек.

Пусть D  —  множество допустимых решений, Е  —  эффектив
ное множество. В общем случае задачи МКЛП приводят к следу
ющим взаимоисключающим и исчерпывающим ситуациям:

1 ) D  = 0 , т. е. система ограничений несовместна;
2) 0 ^ 0 ,  Е  = 0  и значение по крайней мере одного критерия 

ограничено;
3) D = 0 , Е  = 0  и значение всех критериев неограничены;
4) D Ф 0 ,  Е  содержит только одну точку;
5) D Ф 0 , Е  ограничено и содержит бесконечное число точек;
6) D  ^  0 ,  Е  неограничено и значение по крайней мере одного 

критерия неограничено;
7) В ф 0  , Е  неограничено и значения всех критериев неогра

ничены,
В любом случае необходимо найти исходную эффективную 

крайнюю точку. Для этого можно использовать следующие ме
тоды:

1) взвешенных сумм;
2) взвешенных сумм с использованием подзадачи-теста;
3) лексикографической максимизации;
4) лексикографической максимизации с использованием под

задачи-теста;
5) метод Эккера —  Куоды;
6) метод Бенсона.
В методе взвешенных сумм выбирается некоторый вектор

и решается задача max {ХТСх | х е  D } .
Если область D  ограничена и D ^ 0 ,  то эффективная точка 

будет найдена. Если область D  не ограничена, метод не гаранти
рует нахождения эффективной точки.

При использовании подзадачи-теста еще до нахождения мак
симума целевой функции проверяют граничные точки в процессе 
работы метода, чем экономят время. При этом уменьшается веро
ятность неудачной реализации метода взвешенных сумм в случае 
неограниченной области D .
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В методе лексикографической максимизации применяется сле
дующая процедура сжатия допустимых областей:

А  = D, А  = {ye D \ сРу = max {с^х| х е  А } } ,  ...

А  = {у е  D  | cTjky  = max {cTJtx \ х е  A - i }},

где А  ■—■ область, полученная сжатием допустимой области после 
А максимизаций.

Процесс начинаем с максимизации целевой функции с^х в 
области А -  Затем, ограничиваясь выбором точек из А >  максими
зируем j ]-й критерий и получаем область Д .  В области Д  макси
мизируем второй критерий с^х ,  ограничиваясь рассмотрением 
точек из Д ,  максимизирующих у'2-й критерий; получаем область 
А -  Процесс продолжается до тех пор, пока не получим либо 
А  ^  0 ,  либо, начиная с некоторого / ,  1 <  /  <  А, A ,  A + i , ..., А  =  0 . 
Последнее будет иметь место, если все нерассмотренные целевые 
функции не ограничены на Д -ь

При использовании подзадачи-теста быстрее находится эффек
тивная точка, в том числе при неограниченности на D  всех крите
риев. Подзадачу можно применять в начальной граничной точке и 
повторять проверку после каждого шага максимизации или прове
рять каждую граничную точку. При использовании этого метода 
задача не решается, если все критерии не ограничены на D  и 
Е Ф 0 .

Методом Эккера — Куоды решается вспомогательная задача

max {еД}

при условиях
Cx = Is + Cxq, Ax = b, 0 < x e R " ,  0 < s e R fc.

Если (х*,х*) —  оптимальное решение этой задачи, то х* е Е, 
и если целевая функция еД не ограничена сверху, то Е  = 0 .  Здесь 
нет гарантии того, что обнаруженная эффективная точка будет 
точкой области D.

В методе Бенсона предлагается следующая процедура для 
определения исходной эффективной крайней точки.

1. Пусть О ф 0 .  Найти любую точку хо £ D.
2. Решить задачу

m in{-zTCxo + иТЬ}
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при условиях

z TC - u TA + w T = - е тС, w,z > О,

Если оптимальное решение этой задачи не существует, то за
дача МКЛП не имеет эффективных точек. Если существует опти
мальное решение (zq, щ , wo), то переходим к шагу 3.

3. Положить X = (zq + ё) и решить задачу max {ХТСх \ х е  D). 
В результате найдем начальную эффективную крайнюю точку.

§ 5.15. Минимальные значения критериев на множестве 
эффективных точек

Для того чтобы определить минимальное значение г'-го крите
рия на эффективном множестве Е , необходимо решить следую
щую задачу:

min {cfx = Zi | х е  E }.

Поскольку эффективное множество Е  неизвестно в явном ви
де, то нельзя непосредственно решить эту задачу. Для большин
ства задач МКЛП множество Е  не является выпуклым.

Один из способов решения поставленной задачи базируется на 
использовании таблицы выигрышей (табл. 5.12). Строки таблицы 
выигрышей представляют собой критериальные векторы, полу
ченные в результате максимизации отдельных критериев. В том 
случае, когда оптимум не единственный, необходимо принять спе
циальные меры, чтобы все критериальные векторы, стоящие в 
строках, были недоминируемыми. Величины z , , стоящие на глав
ной диагонали, образуют вектор максимальных значений критери
ев на множестве эффективных точек. Минимальное значение в у'-м 
столбце таблицы выигрышей —  это некоторая оценка минималь
ного значения у'-го критерия на множестве Е. Если минимальное 
по столбцу значение находится в строке, в которой стоит домини
руемый критериальный вектор, то оно может оказаться меньше 
искомого минимума на множестве Е. Если строка, содержащая 
минимальное значение, является недоминируемым критериальным 
вектором, то минимальное значение либо определяет минимальное 
значение критерия на множестве Е , либо является его оценкой 
сверху, В целом, этот подход не всегда приводит к оптимальному 
решению.
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Таблица 5.12 
Таблица выигрышей

Критерий Zi Z2 Zk
zi *

Zl Z\2 z\k
Z2 Z21

*
Z2 . . . Z2k

Zk Zkl Zk2 r . . *
Zk

Для определения минимального на множестве эффективных 
точек значения г-го критерия можно использовать симплекс-метод. 
Поочередно лексикографически максимизируя каждый из крите
риев, строим таблицу выигрышей. Пусть zmi —  минимальное зна
чение критерия, находящееся в г-м столбце таблицы выигрышей. 
Добавим в условия-ограничения задачи еще одно ограничение 
c j x < z mi. Начнем счет с граничной точки, соответствующей zm/-. 
Исследуем грань c?x = zmi нового (после дополнительного огра
ничения) множества допустимых точек с целью найти такую гра
ничную точку, из которой исходит эффективное ребро с убываю
щим значением г-го критерия. Если такого ребра нет, то текущее 
значение zmi и есть минимальное значение г-го критерия на Е  ; 
процесс окончен. Если такое ребро существует, то производим за
мещение переменной вдоль этого ребра методом Жордана и пере
ходим в крайнюю точку на другом его конце, где значение г-го 
критерия равно zT .  Вводим дополнительное ограничение 
с]х < z"ni и повторяем процедуру. Алгоритм заканчивает работу в 
точке минимума г-го критерия на множестве эффективных точек.

§ 5.16. Параметризация целевой функции

Рассмотрим алгоритм метода взвешенных сумм на примере па
раметризации целевой функции для задачи ЛП с одним критерием. 
Аналогичная задача рассматривалась в § 5.2.

Исходная задача имеет вид
max{cjrx = z}, x e D .

Задан вектор сг е  R " , который определяет изменения коорди
нат целевой функции; вводится параметризованный (суммарный) 
градиент целевой функции с+е 1 ":
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С + = С \  + РС2,

где Р е  [0,Рщах]- Отсюда находится последовательность парамет
рически оптимальных граничных точек (и ребер) при измене
нии Р  ОТ О ДО Ртах-

Точка x& D  называется параметрически оптимальной, если 
она максимизирует величину (с 1 )тх, х е  D, для некоторого значе-

При использовании метода взвешенных сумм вводится выпук
лая комбинация векторов

и тогда с+ = А.1 с\ + Х2С2 .
Между рассмотренными подходами существует прямая связь:

так как с\ + Рсг = — (Я1С1 + Х2С2 ) .
A,i

Однако в первом подходе вектор с+ не достигает вектора а  
(только стремится к нему), во втором —  с+ = Х2С2 при /4 = 0 .

В поставленной задаче требуется определить критические зна
чения Р  или А.1 и Я2, при которых новые базисы (крайние точки) 
становятся параметрически оптимальными (т. е. происходит смена 
базиса). Задача решается в три этапа.

I. Находим допустимую крайнюю точку из области D  для ре
шения симплекс-методом задачи ЛП

II. Решаем задачу ЛП max{c1Tx = z} при х  е  Д  в результате 
получаем исходный параметрически оптимальный базис.

III. Заменяем с\ (градиент целевой функции z \ ) на с+ = 
= Aici +Х2С2 и получаем остальные параметрически оптимальные 
базисы (крайние точки), варьируя значения Хг от 0 до 1. При этом 
строка C j —Zj есть сумма по i ,  г = 1, 2, произведения весового 
коэффициента Х{ на строку су- -  z y .

В процессе решения могут возникнуть следующие ситуации.

НИЯ Р е  [0,Ртах].

max {с^х = z}, х е D.
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1. Все небазисные элементы с ц — ~2 / не положительны. В этом 
случае исходная точка оптимальна.

2. Существуют небазисные положительные элементы сц  -  z2j , 
т. е. найдется выпуклая комбинация, при которой с) - z ]  > 0; 
небазисную переменную, соответствующую этому элементу, пере
водим в базис. Берем тот элемент с) - z j , который первым стал 
больше нуля при увеличении значения Х2. Ближайшим большим 
критическим значением Хг будет величина

где J  = { j \ ( c2j - z 2 j ) > 0 ,  ( c \ j - Z i j ) < 0 } .

To значение j , при котором дробь минимизируется, указывает 
небазисную переменную, переводимую в базис. Далее продолжа
ется параметризация по Х2.

Задача 1. Для c i = ( - 3 , - l ) T и С 2 = ( 1 , 2 ) т рассмотрим задачу 
параметрического ЛП с ограничениями (рис. 5.19):

сматриваемом случае С\ъ = (0, 0)т , с2ь = (0, 0)т —  два базисных 
вектора, s2 и 54 —  слабые переменные.

Для небазисных переменных х\ и х2 имеем c\j -  zi , < 0 , а 
c2j —z2j  > 0 , т. е. множество J  равно {1; 2}. Вычислим критиче
ские значения весовых коэффициентов:

Х 2 < 3 ,  З Х \ ~ Х 2 < 6 ,  Х 1 , Х 2 > 0 .

Р е ш е н и е .  Оптимальную исход
ную симплекс-таблицу (табл. 5.13) за
дачи ЛП

дополним строкой

где сь — часть координат вектора а,  
стоящих в базисных столбцах; y j  — 
элементы j-ro  столбца матрицы. В рас-

Рис. 5.19. Допустимое 
множество задачи 1
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Переменную хг перенесем в базис (в табл. 5.13 обведен гене
ральный элемент). Вектор

+ 2 1
с = - С 1 + - С 2  =

3 3

f  5 V 
— „О

ортогонален ребру у/х1, х 2); строка сj  -  z]  имеет вид
( - 5 / 3 ,  0 , 0 , 0).

Таблица 5,13 
Оптимальная исходная симплекс-таблица

Базис Свободный член X\ X l S3 s 4

S3 3 0 a 1 0

S4 6 3 - l 0 1

Cl - 3 - l 0 0

С2 1 2 0 0

Cl j  ~  j - 3 -1 0 0

CV ~ ZV 1 2 0 0

В результате вычислений получим табл. 5.14, в которой 
а& = (-1 ,0 )т , C2i>=(2, 0)т. Только для столбца xi выполнены 
условия c\j —z\j < 0  и C2j —Z2j  > 0 , т. е. j  = 1. Новыми критиче
скими значениями весовых коэффициентов являются

Г ■ J  3 1 3 1 1Л2 = п ж и  г = — и A i= —.
U  + 3J 4 4

Таблица 5.14
Вторая итерация

Базис Свободный член Xl X l S3 S4

*2 3 0 1 1 0

S4 9 0 0 1 1

Cl j  ~  Z\ j - 3 0 1 0

C2 j  ~  Z 2j 1 0 - 2 0

Переменную х1 переводим в базис. Вектор
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ортогонален ребру у (х2, х3) ;  строка с} -  z} имеет вид 

(0 ,0 ,-5 /4 ,0 ) . Вводим в базис переменную х \ . В результате 
вычислений получаем табл. 5.15.

Таблица 5.15 
Последняя симплекс-таблица

Базис Свободный член Xl Х2 лз лч
Х2 3 0 1 1 0

XI 3 1 0 1/3 1/3
Cl j  ~ Z 1 j 0 0 2 1
C l j  -  Z2 j 0 0 "7/3 -1/3

В табл. 5.15 имеем c\j - z \ j  > 0, c2j  - z 2j < 0, т. e. J  = 0 ,  сле
довательно, процесс завершен.

Получили следующие подмножества множества Л, относящи
еся к различным параметрически оптимальным крайним точкам и 
ребрам:

A xi — j  X е  л| А.] Г 2 ] , А, 2 £ Г i l- , 1 0,-3 3

,*2) _ |^е л |^1 _  з"’^ 2 _  з

А .̂2 — I А, е  Aj Ад I  1
4*3

А.? Е

^ у О 2 ,х 3 ) - |А 'Е Л |> ц - ~ Д 2 - | | ,

Л тз = \ Х е  Л|А,1 е , А. 2

Задача 2. С помощью метода взвешенных сумм провести ана
лиз задачи МКЛП:

й = ( - 1 , 3 ) \  с2 = (3 ,3 )т, с3 = (1 ,2)т

при условиях
Х2 ^ 4 , xi+  2 x2 ^Ю , 2xi + х2 < 10, х \ , х2 ^  0.

Область допустимых значений задачи приведена на рис. 5.20.
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Р е ш е н и е . Параметризованный 
(суммарный) градиент целевой функции 
имеет вид

с + =  X]Ci +  Х2С2 +А .3С3,

где
А — (Xl ,Х2,Хз)ёЕ Л  —

Рис. 5.20. Допустимое 
множество задачи 2

=  <Хе Х ,->0,]ГХ;  =  1 | .

Найдем подмножества множест
ва Л, принадлежащие различным параметрически оптимальным
крайним точкам и ребрам. Решим задачу ЛП max {cjx \ х  е  D] и 
добавим в полученную оптимальную симплекс-таблицу строки 
для a j  — Z2 j и сз] ~Z3j  (табл. 5.16). После решения задачи ЛП мы 
получим начальную параметрически оптимальную точку 
х1 = (0,4) (см. рис. 5.20).

Таблица 5.16 
Оптимальное решение задачи ЛП

Базис Свободный
член

X; х2 5з 54 55

*2 4 0 1 1 0 0

54 2 ш 0 - 2 1 0

55 6 2 0 1 0 1

с ч  ~ 2Ч -1 0 2 0 0

С 2 j  ~ Z2J 3 0 - 3 0 0

сз j  - z 3 j 1 0 - 2 0 0

Анализируем строку c j  -  z ) , равную сумме по /, / = 1,2,3, 
произведения весового коэффициента Хг- на строку су -  гу. По
скольку небазисные элементы строки с) — z)  должны быть непо
ложительны в параметрически оптимальной крайней точке для всех 
X из подмножества А у , соответствующего точке х 1, то имеем

- X + ЗХ2 + Хз < 0 , — 3Xi ЗХ2 2X3 ^ 0,

Xi + Х2 + Х3 = 1, X g А,
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или, учитывая, что А.з =1 — Xi — Х2, 
получим

22д — 2X 2 ^  1, — Я] — Х 2 ^  2,

A.i+A.2 ^ 1, А4Д 2 > 0.

Отсюда имеем А,1 =(1/2,0,1/2),

X2 = (3/4,1/4,0). Подмножество A (i 
изображено на рис. 5.21,

Переводим переменную х\ в ба
зис и переходим при использовании 
метода Жордана в точку х 2 = (2,4) (табл. 5.17).

Рис. 5.21. Подмножество А х

Таблица 5.17
Вторая итерация

Базис Свободный член Xl X2 S3 ft *

*2 4 0 1 1 0 0
Xi 2 1 0 - 2 1 0

S5 2 2 0 a - 2 1

C \ j  — Z \ j 0 0 - 5 1 0

C2 j  ~  Z 2 J 0 0 3 -3 0
C3 j  - Z - i j 0 0 0 -1 0

Для определения подмножества A xi аналогично получим си
стему

-5Xi + УХ2 0,

2.1 — 32,2 — 2,3 < 0,

2,1 + 2,2 + 2,3 = 1, 2, е  А, 

или, исключая переменную 2.з, имеем

—52,1 + 32.2 — 0, 22,1 — 22,2 — 1 •>

2,1 + 2,2 < 1, 2.1,Я2 > 0.

Отсюда получаем 2,1 = (1/2,0,1/2), X2 = (3/4,1/4,0), 2,3 = (0,0,1), 

X4 = (3 / 8,5 / 8,0). Подмножество А х2 изображено на рис. 5.22.
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Рис. 5.22. Подмножество Axi Рис. 5.23. Подмножество

Далее переходим в точку х3 = (10 / 3,10 / 3) (табл. 5.18).

Таблица 5.18
Последняя итерация

Базис Свободный член Xi X2 ft ft ft

Х2 10/3 0 1 0 2/3 -1/3
XI 10/3 1 0 0 -1/3 2/3
£3 2/3 0 0 1 -2/3 1/3

Cl j  ~  Z\ j 0 0 -5 -7/3 5/3
C 2 j — Z y 0 0 3 -1 -1
c y  — z 3 j 0 0 0 -1 0

Из табл. 5.18 имеем систему

 Л] — %2 ~ Хз — 0, —А.1 — А-2 — 0,
3 3

А-1 + А-2 + Х3 = 1, X £ Л,
или

— Xj ^  1, —Xi Х2 — о,
3 3

Xi + Х2 ^  1, Xi Д 2 > 0. 

Подмножество Л^з имеет вид, показанный на рис. 5.23.
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§ 5.17. Целевое программирование

Целевое программирование (ЦП) возникло как приложение 
обычного линейного программирования. В настоящее время ЦП 
используют для решения задач многокритериальной оптимизации. 
В целевом программировании устанавливается некоторый уровень 
достижения целей по каждому критерию. От обычного линейного 
программирования ЦП отличается следующим:

1) интерпретацией критериев как целей;
2) приписыванием приоритетов и/или весовых коэффициентов 

функциям целей;
3) использованием переменных d t  и d i , являющихся мерой 

отклонения решения от целевых уровней и сверху и снизу соот
ветственно;

4) минимизацией взвешенных сумм переменных отклонений, 
чтобы найти решения, наилучшим образом удовлетворяющие це
лям.

Обычно точка, удовлетворяющая сразу всем целям, не является 
допустимой. Стараются найти допустимую точку, в которой до
стигаются все цели «наилучшим» образом.

Для каждой цели (целевой функции) устанавливается значение 
критерия Zi, который должен быть достигнут (если возможно) со
гласно обусловленным числами ?,■ целям.

В задачах ЦП рассматриваются утопическое множество D в 
пространстве решений —  множество тех точек из К", в которых 
одновременно достигаются все цели, и утопическое множество 
Z  в пространстве критериев —  множество критериальных век
торов в Ш.к, которые одновременно удовлетворяют всем целям.

В ЦП используются две основные модели решения задач: ар
химедова модель и модель с приоритетами. В архимедовой моде
ли точки — кандидаты в решение —  генерируют путем определе
ния тех точек из D ,  критериальные векторы которых являются 
ближайшими в смысле взвешенной метрики пространства L\ к 
утопическому множеству в пространстве критериев. В модели с 
приоритетами генерируют решения, для которых критериальные 
векторы оказываются наиболее соответствующими в лексикогра
фическом смысле точками утопического множества в простран
стве критериев.
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Пример. Рассмотрим задачу ЦП:

цель {с^х = z\}, z \> t\,

ЦеЛЬ {CjJC = Z2}, Z2 = t2 ,

цель {С3Х = 1 3 }, гз е  ],

при х е  D.
Архимедова модель этой задачи записывается следующим об

разом:

min {щ d\ + + w id l  + d \  + w ^dr}

при целевых ограничениях

C \X  +  d \ c ^ x  — d ^  +  d?2 =  ^25 c j x  +  d i

C jX -d j  <t*, x e  D, di~, d£ , d i , d3+, d _̂ > 0.

Переменные щ , wi, щ  в целевой функции —  положительные 
штрафные весовые коэффициенты; каждая цель порождает одно 
целевое ограничение, кроме случая, когда задан диапазон значе
ний целевой функции и возникают два целевых ограничения. В
формулировке задачи используются переменные отклонений d\ , 

d% ? d i которые соответствуют нежелательным отклонениям.
Архимедова целевая функция представляет собой взвешенную 

сумму переменных нежелательных отклонений. Переменные щ ,  
W2 , и-з позволяют штрафовать нежелательные отклонения от цели 
с разной степенью жесткости. Целевые ограничения расширяют 
область допустимых решений D, переводя ее в пространство 
большей размерности и создавая таким образом архимедову об
ласть допустимых решений для задачи ЦП.

Архимедовы задачи ЦП можно решать, используя обычные 
методы линейного программирования. Но тогда мы можем полу
чить только крайние точки допустимой области в пространстве 
решений для архимедовой задачи ЦП (т. е. крайние точки области 
D  после ее усечения целевыми ограничениями). В процесссе ре
шения могут быть получены следующие варианты:

1) крайние точки области D ;
2) точки границы области D , не являющиеся крайними;
3) внутренние точки области D .
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Если ЛПР предпочитает получить точку, не являющуюся край
ней точкой допустимой области архимедовой задачи ЦП, то ее 
можно получить, используя процедуры изменения целевых пока
зателей

Рассмотрим задачу ЦП с приоритетами. В приоритетном (лек
сикографическом) ЦП цели группируются по приоритетам. Цели с 
высшим уровнем приоритета считаются «бесконечно важными» по 
сравнению с целями со следующим уровнем приоритета, т. е. если 
решение задачи получено при некотором уровне приоритета, то 
цели нижних уровней не учитываются в дальнейшем. Рассмотрим 
задачу ЦП с приоритетами вида

цель {с^х = zi}, Л(л1 <t\), 

цель {c|x = z2}, P2(z2 >t2), 

цель {с3тх = zi}, Л  (23 = /3)

при х е  D, в которой j  = 1 ,2 ,3  указывают цели с уровнем приори
тета у. Величины Pj служат и в качестве характеристик приори
тетов, причем Pj >> Р1+\ (т. е. Pj много больше Р,+\).

Запишем задачу ЦП с приоритетами в следующей лексикогра
фической форме:

lex min {d*, d2 , (dj, + d i)}

при условиях

c jx  -  di < t\, c}x + di > 1-2, 

c ^ x - d ^  +di  =ti ,  x e D ,  d i , d 2 , d ^ , d i >  0.

Решается данная задача с помощью методов линейного про
граммирования, при этом последовательно рассматриваются зада
чи с наибольшим приоритетом. На первом этапе решаем задачу 
целевого программирования с первым приоритетом:

m in }

при условиях

с*х -  dy <  h , х  е  D  >  0.

Если в этой задаче есть альтернативные оптимумы (для неба
зисных элементов есть соответствующее значение Cj — Zj = 0), то
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решаем задачу со вторым приоритетом, учитывая результаты, по
лученные на первом этапе:

min {Лг}

при условиях

c fx  < t\ + (<Д )oirr , CjX +d2 >t2, XG D, d2 > 0.

Здесь (t/^onT —  оптимальное значение переменной d f , найден
ное на первом этапе.

Если в задаче второго этапа есть альтернативные оптимумы, то 
решаем задачу третьего этапа с третьим приоритетом, учитывая 
результаты, полученные на первых двух этапах:

т т{ сЦ  + d i}

при условиях

Cj X 5= t\ + Ц/j )опт) С̂ Х ?2 (<̂ 2 )опт5

с ]х - й ? 3+ + d $  = h ,  х е Д  б?3+,с/з- >  0 ,

где ( d i )опт —  оптимальное значение d i \  найденное на втором 
этапе.

Любое решение задачи третьего этапа определяет лексикогра
фический минимум в задаче ЦП с приоритетами. Однако решение 
задачи прекращается, как только на каком-то этапе будет получено 
единственное решение, т. е. цели нижних уровней могут и не по
влиять на решение.

Задачу ЦП с приоритетами можно решить в течение одного 
этапа при использовании лексикографического симплекс-метода. 

Пример. Рассмотрим задачу ЦП:

цель {хг =  z \ } , (zi >  5),

цель {-X l -  Х2 =  Z2} , P l { z 2 >  4),

цель {хз =  z 3} , В, (гз  >  3)

При усл ови ях Х2 <  2 , Хз <  3 , Xl, Х2 , Хз >  0.

Данная задача преобразуется к виду

lex  m in  {di  , d 2 , d i )
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при условиях-ограничениях

Хг + d{  >5, -  xi -  Хг + d£ > 4, хз + d j  > 3, xz<  2, хз < 3;

здесь все переменные положительные.
Введем дополнительные (слабые) переменные si,...,ss и за

полним симплекс-таблицу (табл. 5.19), из которой удалим столбцы 
базисных переменных; с у - г у ,  i = 1 ,2,3, —  строки относитель
ных оценок целевой функции для каждого лексикографического 
уровня Pj, j  = 1,2, 3, (последние три строки симплекс-таблицы), в 
пустых клетках — нули.

Таблица 5,19 
Симплекс-таблица первого этапа

Б а з и с Свободный член Xl Хз S2 Яз S4

d \ 3 - 1 - 1

6 - 1 - 1

3 1 -1

XI 2 - 1

S5 3 И

С\ j  — Z \ j 3 1 1

C l j  ~ z 2 j 6 1 1 - 1

C i j  ~ Z y 3 - i 1

Анализируя строки сц — z j , / = 1 ,2,3, видим, что переменную 
s4 можно было бы перевести в базисные переменные. Тогда целе
вая функция второго лексикографического уровня может быть 
уменьшена, но при этом увеличится целевая функция первого лек
сикографического уровня, чего допустить нельзя. Таким образом, 
точка (xi, Х2, хз) = (0, 2, 0) минимизирует целевые функции перво
го и второго этапов. Поскольку существуют альтернативные опти
мумы, переходим к третьему этапу.

Вводим в базис переменную хз, так как в первой и второй 
строках Су -  Zy над элементом -1  нет положительных элементов. 
Получим новую симплекс-таблицу (табл. 5.20) и оптимальное ре
шение (х ь  хг, хз) = (0, 2,3), которое и является лексикографиче
ским минимумом для рассматриваемой задачи. В точке оптималь
ного решения для первой цели имеем d[ = 3; для второй цели — 
й?2 = 6; для третьей цели d^  = 0, т. е. цель достигнута.
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Таблица 5.20 
Заключительная симплекс-таблица

Базис Свободный член X I Si S 2 4̂ S5

dr 3 -1 -1

6 2 6 -1 -1 1
0 -1 -1

Xl 2 1
Хз 3 1
Р\ 3 1 1
Рг 6 1 1 -1

Рз 0 1 1

Наилучшие результаты в решении задач ЦП получаются в ин
терактивном режиме, когда решаются одновременно и архимедова 
задача, и задача с приоритетами.

Полезно бывает использовать прием масштабирования целе
вых ограничений —  записать отклонения от целей в процентах,

т. е. ввести вместо di выражение di. Если дополнительно ми

нимизировать новую переменную сх и добавить условие, что от
клонения di не будут превышать значения а ,  то такая процедура 
будет минимизировать максимальное отклонение. В этом случае 
число дополнительных ограничений равно числу переменных от
клонения на рассматриваемом уровне приоритета.
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Всякая наука есть предвидение.
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Г л а в а  6

АНАЛИЗ МЕТОДОВ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ УЧЕТА 

ПОГРЕШНОСТЕЙ ПРИЗНАКОВ

§ 6.1. Основные понятия и определения

Теория принятия решений и распознавания образов в послед
ние годы приобретает все большее значение в различных областях 
знания (технике, экономике, медицине и др.) и проникает в обла
сти управления, исследования операций, радиолокации и т. д. Чис
ло статей и книг, посвященных этим вопросам, значительно воз
росло.

Алгоритмы распознавания образов, рассматриваемые в ч. 2 
настоящей книги, по совокупности признаков различаются этап- 
ностью принятия решений, степенью и характером учета стати
стики признаков, помех, сигналов.

Различают алгоритмы одноэтапного и многоэтапного [14, 63, 
65, 66, 80-85] принятия решений. Одноэтапное принятие решений 
предусматривает обязательное получение оценки принятия г'-й ги
потезы с приемлемой достоверностью. Многоэтапное принятие 
решений предусматривает отказ от выдачи решения на первом 
этапе (первых этапах) до получения дополнительного набора ин
формативных признаков (последовательные алгоритмы Вальда), 
либо принятие приближенного решения до получения дополни
тельного набора информативных признаков, либо обобщение 
предварительных решений, полученных в различные моменты 
времени или от различных источников.

По степени учета статистических закономерностей различают 
лингвистические и статистические алгоритмы. По характеру уче
та статистических закономерностей из статистических алгоритмов 
выделяют параметрические (байесовские и небайесовские), непа
раметрические и нейрокомпъютерные алгоритмы.

Лингвистические алгоритмы [18, 62, 81, 84] не учитывают 
статистики признаков объектов. Вводимые признаки описывают 
объекты качественно, часто двоичными цифрами 0, 1. Описание 
признаков в терминах алгебры логики (языковое, кодовое, син-
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таксическое) служит при этом основой распознавания изучаемых 
явлений.

Байесовские параметрические алгоритмы, в отличие от пара
метрических небайесовских, учитывают не только статистику по
мех, флуктуаций сигналов и признаков, но и определенные гипоте
зы об априорных вероятностях Д  различных элементов алфавита 
классов [28, 80, 85]. Структуры алгоритмов и работающих по ним 
устройств обработки сигналов определяются по математическим 
моделям, описывающим изучаемые явления. Статистика призна
ков сигналов, негауссова в общем случае, устанавливается путем 
эксперимента, математического или физического моделирования. 
Введение этой статистики можно трактовать как обучение распо
знаванию, адаптацию к конкретным условиям распознавания. Не
параметрические алгоритмы синтезируются эвристически без яв
ного принятия предположений о конкретных статистических рас
пределениях [28, 52, 59, 62, 80, 85]. Их можно рассматривать в 
ряде случаев как эвристическое упрощение параметрических байе
совских алгоритмов.

Нейрокомпьютерные алгоритмы отличаются своей заранее за
данной универсальной структурой с большим числом неизвестных 
параметров, уточняемых в процессе адаптации (обучения) [60, 101, 
107]. Возрастание вычислительных затрат как издержку универса
лизации компенсируют ростом производительности вычислитель
ных средств.

К решению задач распознавания объектов (образов) привлека
ют также ряд математических теорий и методов, развитие которых 
связано с появлением экспертных систем [35, 74]: теорию нечет
ких множеств и теорию возможностей [29, 74, 82], теорию игр и 
другие математические методы [7, 8, 12, 60, 61].

В задачах распознавания образов и принятия решений важную 
роль играет тот факт, насколько строго учтены неопределенности 
исходных данных. Использование усредненных величин ведет к 
смещенным оценкам основных показателей, определяющих реше
ние, и, как следствие, к неверным практическим выводам. Поэтому 
здесь особое внимание уделено строгому учету погрешностей из
мерений вектора признаков объекта.

Традиционные статистические методы распознавания образов 
часто не учитывают погрешности измерений наблюдаемых значе
ний признаков, что приводит к следующему:

1) оценки функций условных плотностей распределения веро
ятностей признаков образов (если даже вид плотностей известен
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априори), которые получают по результатам наблюдений, будут 
смещенными, а их интервальные оценки —  неверными;

2) в процессе идентификации образов, имеющих близкие зна
чения координат векторов признаков, вследствие влияния погреш
ностей на результаты наблюдений может быть принято неверное 
решение;

3) в традиционных методах принятия решений функции услов
ных плотностей распределения вероятностей признаков считают в 
процедурах идентификации образов детерминированными (не 
учитываются их интервальные оценки), и по этой причине не рас
сматривают имеющие место зоны неопределенности (нулевые зо
ны) в принятии решений,

В отличие от традиционных статистических методов распозна
вания образов в настоящей книге рассматриваются методы, кото
рые позволяют учесть погрешности наблюдаемых значений коор
динат векторов признаков объектов, получить несмещенные то
чечные и интервальные оценки функций условных плотностей 
распределения вероятностей признаков, оценить «истинные» ко
ординаты вектора признаков, по которому ведется идентификация 
объектов, и включить эти данные в процедуру принятия решений.

В теории принятия решений используют методы математиче
ской статистики, которыми проводят проверку гипотез, при этом 
вводят в рассмотрение реальные потери от возможной ошибки при 
принятии гипотезы. Учет различных потерь для разных гипотез 
приводит к другим выводам, полученным методами теории приня
тия решений, по сравнению с выводами, сделанными с помощью 
статистической проверки гипотез. Выбор менее вероятной гипотезы 
может оказаться более предпочтительным, если потери в случае 
ошибочности такого выбора окажутся меньше потерь, вызванных 
ошибочностью выбора более вероятной конкурирующей гипотезы. 
Типичным примером такого случая является отбраковка изделий, 
выход из строя которых приводит к дорогостоящим последствиям. 
В этом случае более выгодно нести материальные потери на изго
товление лишних изделий, чем допускать прием аварийно опасного 
изделия.

Вероятность ошибки, функция потерь, правила решений

В статистической теории решений, чтобы принять решение от
носительно некоторых гипотез (состояний природы) Шх и оъ по 
результатам наблюдений признаков х  изучаемых явлений, необ
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ходимо каким-то образом получить апостериорное (на языке бай
есовских классификаторов) распределение P(($j | х), у =1,2. Если 
в последующем окажется, что при наблюдении х вероятность 
P(C0i | х) будет больше Р (©2 | х), то следует все-таки выбрать ре
шение, что состояние природы есть Ю]. При этом совершается 
ошибка е, вероятность которой есть

[ Р(ш, | х), если принимается решение 0)2,
Р(е | л;) = <

[Р(о)2 | х), если принимается решение coi.

Пусть /гу —  потери вследствие принятия решения со, при ис
тинном состоянии природы (истинной гипотезе) со/. Ожидаемые 
потери называются риском , решение принимается по значению
условного риска

$

Д(щг-1 х) = X  k p (&j I х), г = 1, 2, ...,у,
У=1

где s —  число состояний природы (гипотез), х —  наблюдаемые 
значения признаков, х е  X.

Если окажется, что R((n, \ х) < /?(о>, \ х), то выбирается гипотеза 
ю,. Для случая двух состояний природы tOi и 102 последнее нера
венство имеет вид

(hi ~ 1ц)Р(Щ | х) > (In -  hi)P(Ci2 | х).

Рассмотрим для примера случай двух состояний природы, ко
гда апостериорная вероятность известна и определена как произ
ведение условной плотности распределения вероятностей р(х  ] шг ) 
и априорной вероятности Р(со,) (рис. 6.1).

Рис. 6.1. Составляющие вероятности ошибки:
1 —  апостериорная вероятность состояния природы coi, равная Р ( щ )р ( х  | Ш:); 
2 — апостериорная вероятность состояния природы Юг, равная Р ( щ ) р ( х  | сщ); 
3 —  область, определяющая вероятность ошибки (вся заштрихованная область); 
4 —  область (покрытая клетками), определяющая величину, за счет которой 

можно уменьшать вероятность ошибки
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Возможны два типа ошибок классификации; когда наблюдае
мое значение х  попадает в область R2, в то время как истинным 
состоянием природы является coj, либо когда х попадает в об
ласть Ru  а истинным состоянием природы является о>2. Посколь
ку эти события несовместные и составляют полное множество со
бытий, то вероятность ошибки е вычислим по формуле

Р(е) = Р (хе  R2 | coi) + P (x e R i  (0)2) =

= J p(x  I t0i)-P(coi)afr + j p(x \ ®2 )Р(ыг)с1х.
R2 S i

Если объект относится к классу од, а его считают объектом 
класса юг, то совершается ошибка первого рода

а =  J р ( х  \ coi)P(coi)^.
Ri

Наоборот, если объект относится к классу Юг, а его считают 
объектом класса coi, то совершается ошибка второго рода

[х\Ы2)Р(щ)<1х.Р= JV0
Л,

Разность 1 — (3 называется мощностью критерия. Решение сле
дует выбирать так, чтобы мощность критерия была максимальной. 

Пусть заданы функции потерь, образующие платежную матрицу
г

Си С12
уС21 С22 j

где с\\  и С22 —  потери, связанные с правильным выбором 
решения, а С12 и С21 —  потери, связанные с ошибками первого и 
второго рода соответственно. Тогда средние потери (средний риск) 
р при многократном распознавании неизвестных объектов
определяются по формуле

p = E(coi) С\ \ Jр (х  I COI ) d x  +  С12 J p ( x  ] COI )dx
Ri Ri

+

+ P( 0 )2  ) C22  J p ( x  | CO2 ) d x  +  C2 11 p ( x  ] 0)2 )dx
Ri Ri
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Чтобы найти значение х, при котором средний риск минима
лен, продифференцируем р по х, приравняем производную нулю 
и получим

р (х  1 Ш2) _ Д 0)1)(С12 —Си) 
р(х  I Wl) Р ( т  )(с21 -  С22 )

Отношение условных плотностей распределения

р № 2) =М л)
7?(x |© i )

называется коэффициентом правдоподобия, или отношением 
правдоподобия.

Пусть границей области решений является вертикальная пря
мая АВ (см. рис. 6.1). Ясно, что, смещая границу области решений 
АВ  влево, можно уменьшить вероятность ошибки за счет сужения 
области 4. Именно таким образом уменьшают ошибку распознава
ния при разработке оптимальных критериев принятия решений.

В теории принятия решений рассматриваются три различных 
пространства:

1) пространство наблюдений X , содержащее все возможные 
наблюдения х = (xi,X2, ...,хп);

2) пространство параметров £2 , содержащее все возможные 
значения параметров ш = (Ш1,к>2,...,юр) (возможные значения ю 
часто называют состояниями природы);

3) пространство решений D, которое содержит всевозможные 
значения решений d.

Правило решения б (или процедура решения, или решающая 
функция) указывает, какое решение d  необходимо принять, если 
получены наблюдения х = (хцхг, ...,х,,), т. е. d  = 6(х).

Для выбора правила решений вводится функция потерь 
L(oi,d)f значение которой равно величине потери, связанной с вы
бором решения d, а ш рассматривается как истинное значение па
раметра. Значения функции потерь Ц ю ,5(х)) являются случайны
ми величинами и зависят от переменной х. Именно учет потерь 
отличает теорию принятия решений от теории статистической 
проверки гипотез.

Решение принимают по усредненным величинам. К ним, в 
частности, относится функция риска.
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Функция риска рз(со) для правила решения б определяется 
следующим образом:

рз((0) = М {Дю ,5(х))Ь

где М (к) —  математическое ожидание случайной величины к, 
т. е. функция риска ps (ю) определяет среднюю потерю по всем 
возможным наблюдениям.

Согласно теории Байеса, когда любой параметр ш является 
случайной величиной с плотностью вероятности я(ш ), ожидаемый 
риск, усредненный по всем значениям со :

Р л ( 5 )  =  | р 5 ( с о ) д (с о )с /ш ,

а
называется апостериорным риском  использования правила реше
ния 5 при заданной априорной плотности д(щ). Апостериорный 
риск ря (5) можно записать в виде

Р я (§ ) =  М ш { М * { Ц о ) , 5 ( х ) )  | с о } }  =  М , { М ш { Д о ) , 5 ( х ) )  | * } } .

Индекс оператора математического ожидания указывает перемен
ную, по которой производится усреднение. Величина

М ш{С(ю,50))|х}
называется апостериорной потерей при заданных наблюдениях х. 
Она соответствует среднему значению потерь, связанному с при
нятием решения 5(x). Усреднение проводится по апостериорной 
плотности /?(ю | х).

Классический подход к выбору правила решения б основан на 
использовании функции риска Рб (оУ). Наилучшим правилом реше
ния является решение б , которое минимизирует функцию риска 
для всех щ . Правило решения Ь' называется допустимым, если не 
существует правила 5 такого, что неравенство ps(co)<p5'(®) 
справедливо для всех значений (О.

Байесовский подход к выбору правила решения б для извест
ной априорной плотности я(ш) основан на использовании функ
ции апостериорного риска рп (б). Наилучшим правилом решения в 
таком случае является то правило 6, которое дает наименьший 
апостериорный риск, т. е. рп(5 )< р я (б/) для любого б'. При до
вольно общих предположениях можно доказать, что все допусти
мые решения являются байесовскими решениями, т. е. если б — 
допустимое правило решения, то существует некоторая априорная
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плотность л(со) такая, что правило 6 является байесовским реше
нием для 7i(w). Если задано правило решения, то существует байе
совское правило, которое эквивалентно ему или является более 
пр е дпочтите л ьным.

Класс байесовских правил является полным классом. Если 
5в —■ байесовское правило, то не существует правила, которое 
лучше, чем 6в> для всех со. В то же время 5в не всегда может 
быть допустимым (например, если соответствующее априорное 
распределение я(со) равно нулю для некоторых ш).

Для выбора правила решения используется метод минимакса 
Неймана, согласно которому необходимо выбирать правило, ми
нимизирующее максимальный риск. Метод минимакса Неймана 
приводит к наиболее пессимистическому решению.

Пусть D  — пространство решений d; R —  пространство до
ходов г, которые можно получить в результате решения d  и исхо
да эксперимента со; Q — пространство возможных исходов экс
перимента со. Считаем заданной функцию распределения вероят
ности .Р(оо) на пространстве исходов О. На множестве R задана 
функция полезности и. Тогда для любой функции распределения 
вероятности Pd (г), для которой функция и интегрируема, средняя 
полезность вычисляется по формуле

М  {и | Pd } = J u{r)dPd (iг) = J м(ш, d)dP{u>).
R  £1

Следует выбрать решение d ,  максимизирующее M {u\Pd). 
Обычно в задачах решения каждому доходу r e  R принято сопо
ставлять не полезность, а ущерб, имеющий смысл отрицательной 
полезности: для всех исходов сое £2 и всех решений d e  D  ущерб 
(потери) равен по величине функции потерь L((a,d), т. е. 
L (a ,d )  = -u{o ,d ) .  Вещественная функция потерь L{a ,d)  задается 
на произведении Q x D  пространств. При любом (со,d )е  Q,xD  
значение /,(ш, d) представляет собой ущерб от принятия решения 
d  в случае исхода со.

Пусть Р(со) —  заданная функция распределения вероятности 
параметра со. При всяком решении d t D  средний ущерб р(P,d), 
называемый риском, определяется формулой

р (P ,d) = ^L{a,d)dP{o).
о.
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Выбирается такое решение d, при котором минимизируется 
функция риска р(P,d).

Пусть £2 —  параметрическое пространство с параметром, при
нимающим значения ш. Для всякого распределения Л(со) пара
метра со байесовский риск р (Л) определяется как точная нижняя 
грань рисков р(Р(ю),^) по всем решениям d e  D:

p*(F) = inf p(P(o)),rf).
d<ED

Каждое решение d*, риск которого равен байесовскому риску, 
называется байесовским решением при распределении Л(со), т. е, 
р (Р ) = р(Л(со), d  ). В ряде случаев байесовское решение может не 
достигаться.

Во многих задачах удобно использовать неотрицательные 
функции потерь. Оказывается, любую функцию потерь можно за
менить неотрицательным ее аналогом. Рассмотрим новую функ
цию потерь Л  ((.о, d ), определяемую по начальной функции потерь 
следующим образом:

Lo((x),d) = aL((X),d) + X((i)), со ей , d e D ,  

где а  — числовой коэффициент, Л(со) —  некоторая функция.
Исходной функции L (w ,d ) соответствует риск p(P(oj),d), а 

функции lo ((d ,d) — риск р0(Р(со),й?). Тогда для любых значений 
d\ е Г) и ^ D  соотношения Pq^P^iq^, j ^  р0(Л(со),£/2) И 
p № U )  р(' ((i)). d^) равносильны. В частности, решение d 
тогда и только тогда является байесовским при распределении 
Л(со) для исходной задачи, когда оно является байесовским реше
нием при Л(со) для новой задачи с функцией потерь Л  (ю, d). Вы
бирая функцию Я(со) и ее знак, можно получить Lo (ш,d) > 0 при 
всех сое Q, d e D .  Тогда inf L((x),d) = 0.

В любой задаче принятия решения байесовский риск р (Л(ш)) 
является вогнутой функцией от распределения Л(со) параметра ю , 
т. е. для любых распределений Л (со) и Л  (со) параметра со и для 
любого числа а  такого, что 0 < а  < 1, выполнено неравенство

р* [аЛ (со) + (1 -  а)Л  (со)] > ар* (Л (ш)) + (1 -  а)р* (Р2 (ю)).

В общем случае байесовский риск мало чувствителен к ошибке 
(приращению) в выборе значения распределения Л(со) параметра 
со; если функция р*(Л(со)) кусочно линейна, то приращение
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Др*(Р(со)) равно нулю, когда приращение ДР(со) содержится в 
интервале линейности функции р (Р(ш)).

К р и т е р и и  в ы б о р а  с т р а т е г и и  р е ш е н и й

Критерий Байеса —  правило, в соответствии с которым стра
тегия решений выбирается таким образом, чтобы обеспечить ми
нимум среднего риска. Стратегию, основанную на этом правиле, 
называют байесовской стратегией, а минимальный средний 
риск —  байесовским риском.

Байесовский подход состоит в вычислении условных апосте
риорных вероятностей и принятии решений на основе их срав
нения.

Если число классов равно т, а значение признака, полученное 
в опыте, рассматриваемого объекта равно хо, то апостериорная 
вероятность события, состоящего в том, что объект относится к 
классу Ш;, вычисляется по формуле

P(a>i)p(xо | 0)Q
т  "

ХДСОгЖ-Й) |ОДг)
/=1

Или, в другой трактовке, при сц = 0 2 2  = 0  объект относится к 
классу (Di, если

р(х  [ Ю 2 )  ^ С12 Р ( Щ 1)  

р(х |ю !) с2\Р((Ч2)

Минимаксный критерий используется, если априорные вероят
ности появления объектов шг, / = 1,2, неизвестны. Мини
максная стратегия состоит в том, что решение о принадлежности 
неизвестного объекта соответствующему классу шг принимается 
на основе байесовской стратегии, соответствующей такому значе
нию E(cOi), при котором средний риск минимален. При наличии 
классов cOi и Ш2 средний риск с учетом того, что

Р ( Ю 2 )  =  1 — E ( a ) i ) ,  С ц = С 2 2 = 0 ,

определяется по формуле

p = P'(a>i)ci2 |/Ч х |^ )< &  + [1- Д ш 1)]с21 J/?(x 10)2
R.2 h
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Если измеренное значение признака х меньше х0 , то объект 
принадлежит классу coi, или если х > хо, то объект принадлежит 
классу W2. Данный подход приводит к следующему пороговому 
значению коэффициента правдоподобия:

где Р\ (tOj) —  точка максимума функции р = p(P(cOi)).
Тогда объект принадлежит классу coi, если Л(х) <Ао, и объект 

принадлежит классу оь, если Л(х) > Х'о.
Критерий Неймана— Пирсона используется, если неизвестны 

априорные вероятности появления объектов соответствующих 
классов и платежная матрица || с | | .

Для построения алгоритма классификации задается допусти
мое значение условной вероятности ошибки первого рода а, затем 
определяется такая граница между классами, придерживаясь кото
рой, удается добиться минимума условной вероятности ошибки 
второго рода (3.

Пусть принято, что допустимая условная вероятность ошибки 
первого рода не должна превышать постоянной величины А , т. е. 
а  < А. Требуется определить решение хо задачи

, ,  _  С12 Л (coi)
АО--------------------- ,

С2\ 1 - Л ( Ю 1 )

X
minin (3 = min p{z  | ay£)dz

X X

при ограничении вида

x

Очевидно, что решение хо удовлетворяет уравнению
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Для решения задачи строят рабочую характеристику —  функ
цию 1 -  (3, зависящую от а. Если а  = 0, то (3 = 1 и I -  (3 = 0; если
а  = 1, то (3 = 0 и 1 — (3 = 1. Вычислим

Э(1-(3) _  д(1-(3)/Эх0 _  р(х0 | 0)2)
------------------------------------------------------------------------------- / ^ Q  _

да да/дхо />(xo|coi)

Поскольку тангенс угла наклона касательной к рабочей харак
теристике равен Л0, то для определения а  и 1 — (3 найдем точку 
на рабочей характеристике, в которой

л _ сцР(уд\)
Ао--------------- .

С21ДОЗ2)

Ордината этой точки определяет условную вероятность правиль
ного решения, а абсцисса —  условную вероятность ошибки перво
го рода. Причем надо учесть, что производная от среднего риска р 
по априорной вероятности P(ct)i) в точке его максимума равна ну
лю, т. е.

d,P = c n ( l - a )  + ci2a-C22(l-(3)-C2i(3 = 0

В координатах а  и 1 —13 это уравнение прямой линии. При 
с\\ = С22 уравнение прямой имеет вид

о  сц -  си  , ,1 -  р = а -----------+ 1
С21 - С 2 2

с угловым коэффициентом

C ll — С12 /С = ----------- .
С21 - С 2 2

Координаты точки пересечения этой прямой с рабочей характери
стикой определяют вероятности а  и 1 -  [3 в условиях применения
минимаксного критерия. Тангенс угла наклона касательной в точ
ке пересечения равен ^о-

Связь между статистической проверкой гипотез, теорией 
принятия решений и математическим программированием

На простом примере покажем связь между статистической 
проверкой гипотез, теорией принятия решений и математическим 
программированием. Пусть необходимо проверить выполнимость
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гипотезы Щ  при конкурирующей гипотезе Н\ относительно зна
чений параметра со. В математической статистике для проверки 
гипотез задается уровень значимости а  (вероятность события, со
стоящего в выборе гипотезы Н \ , когда верна гипотеза Но ), опре
деляется значение (3 (вероятность события, состоящего в выборе 
гипотезы Но , когда верна гипотеза Н\)  и находится такое реше
ние, при котором значение 3 минимально. В теории принятия ре
шений для каждого правила решения § существует конечная ве
роятность а (8) выбора гипотезы Н \ , когда верна гипотеза Но, и 
вероятность (3(5) выбора гипотезы Н о , когда верна гипотеза Н\ 
(табл. 6.1).

Для выбора решения определим функцию потерь, полагая, что 
она равна нулю для правильного решения (табл. 6.2).

Таблица 6,1 Таблица 6.2
Вероятности Р(Н0 | ш) и Р(Н\ | со) Функция потерь

Г ипотеза
Решение

Но Н\

Но 0 k

Н h 0

Г ипотеза
Решение

Н 0 Н

Но 1 - а ( 8 ) а  (8)

Н 3(8 ) 1 - 3 ( 8 )

В рамках байесовского подхода каждой из гипотез Но и Н\ 
зададим априорные вероятности р, и 1 -  ц соответственно. Теперь 
необходимо выбрать такое правило принятия решения 8 , которое 
минимизирует функцию

гДб) = а(5)/0ц + р(6)/1(1- р ) .

Таким образом получена задача математического программиро
вания: минимизировать линейную целевую функцию fy(8) на об
ласти допустимых значений [ос(8), (3(8)]. Можно доказать, что об
ласть допустимых значений [ос(8), 3 (8 )  ] выпукла, и тогда минимум 
функции /ц (8) определяется координатами точки касания прямой 
г = /opoc + / i ( l - p ) p  с нижней границей допустимой области
[«(5), Э(5)].

Оптимальное решение получается, если рассмотреть апостери
орную потерю при заданных наблюдениях х  и соответственно
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условных вероятностях р(х  \ Но) и р(х  \ Н \ ) . Ожидаемая потеря 
при выборе гипотезы Но вычисляется по формуле

kP(H\ | х) = h (1 -  I H i ),

ожидаемая потеря при выборе гипотезы Hi —  по формуле

1оР(Но | х) = /оМр(л: | Но).

Здесь P(H q | х) и Р(Н\ | х) —  соответственно апостериорные 
вероятности того, что верны гипотезы Но и Н\ при наблюдаемых 
значениях х.

Таким образом, правило решения с минимальным риском сле
дующее: выбирается гипотеза Но , если выполнено неравенство

/1 (1 -  р)/)(х | Я 1) < /0ц/?(х | Я 0 ),

или неравенство
p {x \H i)  fop
/? (х |Я 0) / i ( l - p ) ’

в противном случае выбирается гипотеза Н \ .

§ 6.2. Статистические задачи решения с наблюдениями

Перед тем как выбрать решение из множества D, наблюдается 
значение случайной величины или случайного вектора х, которые 
связаны с параметром to . Наблюдение случайной величины х по
могает принять рациональное решение. Предполагается, что для 
всех сое Q задано условное распределение значений случайной 
величины х при известном со. Подобные задачи называются 
статистическими задачами принятия решения. Основными эле
ментами статистической задачи принятия решения являются пара
метрическое пространство £2, пространство решений D , функция 
потерь L{m, d ) и семейство условных обобщенных вероятностных 
плотностей (о. в. п.) /(* |to), toe Q, значений случайной величи
ны х, наблюдаемой до принятия решения. Пусть S  —  выборочное 
пространство возможных значений наблюдения х . Для принятия 
решения требуется знать решающую функцию 6, заданную для 
любого возможного значения х е  S  решения </(х)е D. Класс всех 
решающих функций 5 обозначим Д.
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Для любой о. в. п. £,(со) параметра ю и любой решающей 
функции б е  А функция риска р(£,,б) определяется соотношением

р (^ ,б )  =  М { Д ю , б ( х ) ) }  =

-  JjL (w ,§ (y ))/(x  | СО)̂ (СО) (ДДх) t/v(C0). (6.1)
OS

Предполагается, что при всех ш е й  функция L(co,8(-)) изме
рима и интегрируема на множестве S. Через й?р(х) и d \ (x )  обо
значены меры, указывающие на то, что каждый из интегралов мо
жет быть как обычным интегралом от о. в. п., так и суммой значе
ний дискретной функции вероятностей. Функция риска определяет 
здесь средний ущерб (потери).

Для каждого решения d £  D  функция риска р(£,б) при о. в. п.
£,(со) определяется формулой

р(^ ,d)  = J  L((a,d)t((d) dv((o),
Q

для каж дого значения cog £2 ф ункция риска р(со,б), соотв етст

вую щ ая р еш аю щ ей ф ункции б е  А, —  ф ор м улой

р ( с о , 8 )  =  j £ ( m , 8 ( x ) ) / 0 1 с о )  d t f x ) .  ( 6 . 2 )

Из соотношений (6.1) и (6.2) имеем

р(£,б) = J  р(ш,б)^(ю) dv(  ш).
£2

Пусть б* G А —  такая решающая функция, что

P(^§*) = in fp (^ 5 )  = P*(£>;
о е Д

тогда б* называется байесовской решающей функцией при задан
ной о. в. п. <;(со), а р*(^) называется байесовским риском.

При заданной о. в. п. £(ю) параметра ш надо найти решаю
щую функцию 8 , минимизирующую функцию риска р(^,6) (см. 
(6.1)). Если функция L(to,af) неотрицательна или ограничена, то в 
равенстве (6.1) можно изменить порядок интегрирования:

Р ( ^ б )  = J |  Ц т ,Ь (х ))Д х  | ю)^(ю) rfv(w) сДДх).
SQ,
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Поэтому решающую функцию 6, минимизирующую риск, при 
каждом значении х с  S  можно определить из условия минимиза
ции внутреннего интеграла, т. е. байесовская решающая функция

Поскольку дробь, заключенная в квадратные скобки, является 
о. в. п. случайной величины со, то значение интеграла равно 
условному математическому ожиданию M {L(w,d)  | х}, Марги
нальное распределение случайной величины со называется апри
орным распределением, оно задает распределение случайной ве
личины со до проведения наблюдений над х. Условное распреде
ление случайной величины со при известном значении х 
называется апостериорным распределением, оно задает распреде
ление со после наблюдения х.

Пример 1. Пространство £2 содержит только точки 0 и 1. Про
странство решений D  состоит из чисел d, с/е [0,1 ]. Функция по
терь определена для сое £2 и d е D  формулой Цсо, d) =| со -  d  | . 
Заданы значения вероятностей Р(со) параметра со :

имеет вид 5*(х) = с/*, где d * —  решение из Z>, минимизирующее 
интеграл

J  Д ш ,с /)/(х  | со)^(со) dv(  со). ( 6 .3 )

$
Вместо того чтобы искать минимизирующее решение d  для ин
теграла (6.3), можно найти то же самое значение d из условия 
минимума интеграла

где f i(x )  = J f ( x |ю)£(ш) c/v(co).
£2

Тогда для любого решения d Е D

р (P,d) = L(0,d)P(0) + L ( l ,d )P ( l)  = - d + - ( l - d )  = - d + - .
4 4 2 4

Отсюда получаем

infp(P,</) = P (P ,0) = 7 ,d 4
т. е. р*(.Р) = 1/4 —  единственное байесовское решение.
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Если предположить, что пространство решений —  полуоткры
тый интервал (0, 1], то байесовский риск будет по-прежнему равен
1/4, но ни одно решение из D  не будет байесовским.

Если решение принимается без предварительных наблюдений, 
то оптимальным является байесовское решение при априорном 
распределении случайной величины со. Если же было предвари
тельное наблюдение, то априорное распределение случайной ве
личины ш заменяется на апостериорное. Отсюда видно, что реше
ние d  (хо), задаваемое байесовской решающей функцией 6 (х) 
для наблюдаемого значения хо, можно найти без вычисления 
8*(х), и 8* (х) при о. в. п. £,(ю) можно определить без расчета 
байесовского риска р (£,).

Рассмотрим влияние цены наблюдения на принимаемое реше
ние. Пусть с(ю,х) —  цена наблюдения значения х при заданном 
ю. Тогда если ^(со) — о. в. п. случайной величины (параметра) ю, 
то средняя цена наблюдения

М {с(ш,х)} = J J с (ш ,х)/(х  | со)^(ш) о/р(х) d v(со)
о, s

может быть такой, что выигрыш от проведенного наблюдения не 
окупит стоимости измерения.

Общим риском, зависящим от наблюдения х и принятой ре
шающей функции 8 , называется сумма риска р(£,,8) и средней 
цены наблюдения М  {с(ш, х)}. Выбирается наблюдение х и соот
ветствующая байесовская решающая функция 8, минимизирую
щая общий риск.

Пример 2, Пусть £2 = {001,0)2}, D = {d\,di}  и функция потерь 
задается значениями, приведенными в табл. 6.3. Случайная вели
чина х принимает значения 0 и 1 со следую- Таблица 6.3
пиш и условными вероятностями:

Е(х = 1|ш0  = | ,  Р (х  = 0 |соО = ^ ,

Р(х = 0 1 со2) = -j, Р(х  = 11 ш2) = -j.

Априорное распределение параметра ш следующее:

P( wi )  =  p,  Р( ю2) = 1 - р ,  0 <  р < 1 ;

Функция потерь
D

di й?2

0)1 0 5

0)2 10 0
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здесь априорная вероятность р  задана. Построить байесовскую
решающую функцию.

Р е ш е н и е . Пусть t,(x) —  апостериорная вероятность события
о>1 ; если х  — наблюдаемое значение, то

£(х) = P(coi | х).

Пусть х = 1; тогда
3
—р

« 1) -  4
3 1 /1 ч'— JC7 Ч (1 — р)
4 У 3 F

Для т = 0 имеем
1
* р5(0)

1 2 / , Ч
4 Р  1 ( Р )

После наблюдения х = xi = 1 риск от принятия решения d\ ра
вен 0т7 + 10(1-^(х)), а от принятия решения dj_ равен 5£,(х). Ре
шение ^2 будет байесовским, если 10(1-<;(х)) > 5^(х) и 
£,(х)<2/3; решение d\ будет байесовским, если £,(х) > 2/3. При 
£(х) = 2/3 и d\, и d2 — байесовское решение.

Если наблюдается значение х  = 1, то для байесовской решаю
щей функции 5* имеем: 8*(1) = <̂2 при £,(1)<2/3 или р <  8/17 и 
8 (1) = й?1 при £,(1) > 2/3 или р  у* 8/17; при р  — 8/17 оба решения 
d\ и do являются байесовскими. Если наблюдается значение 
х = 0 ,т о  6*(0)= £̂ 2 при £,(0) < 2/3 или р <  16/19 и S*(0) = fl?i при 
р  >16/19; при /7 = 16/19 оба решения d\ и di являются байесов
скими.

Вычислим значения байесовского риска р*(/Д для произволь
ной априорной вероятности р .  Если 0< /?< 8 /17 , то решение di 
будет байесовским независимо от наблюдаемых значений х ; для 
таких р  байесовский риск будет р (р) = 5р. При 8/17 < р  <16/19 
имеем 8* (0) = d i , 8* (1) = d \ . Поэтому

р*(/7) =  /?р (ш ь 8*) +  (1  -  / ? )р (щ 2 ,8*) =  р 0 - -  + 5-
4 4

ч Г ш  1 п А  5 1 0 /1 ч 10 25+  ( ! - / ? )  10*— +  0 - — = — р-\-------- ( ! - / ? )  = ----------------- р.
v 3 3 у 4 3 3 12’
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Если 16/19 < р<1, то решение d\ будет байесовским для лю-

Таким образом, мы провели экстенсивный вид анализа —  по
строение байесовской решающей функции (рис. 6.2). В данном 
примере не учитывалась цена наблюдения. Если в рассмотренном 
примере потребуется принять решение до проведения измерения х, 
то минимальный риск ро(р) (по априорной информации) будет 
вычисляться по формуле

Функция ро(р) представлена на рис. 6.3, где обозначена 
сплошными и пунктирными линиями, образующими треугольник;

рис. 6.2. Если р < 8 /1 7  или р  >16/19, то тот же риск может быть 
достигнут без наблюдения х. Если же 8/17 < р <  16/19, то

Если в задаче х  —  случайный вектор, т. е. набор нескольких 
случайных величин, то эти величины могут наблюдаться одно
временно или в несколько этапов; тогда апостериорное распреде
ление можно вычислять на каждом этапе, взяв в качестве апри
орного распределения апостериорное распределение, полученное 
на предыдущем этапе. В итоге получим то же апостериорное рас-

бого значения х;р*(/>) = 10(1 -  р).

5р  при 0 <  р <  2/3,
10(1 — р)  п р и 2 /3 < р < 1 .

на нее наложена байесовская функция р*(р), построенная на

Р * 0 ) < р 0(р). За возможность наблюдения х может быть уплаче
на цена с < Po(jp) -р*(/?). Эта разность максимальна при р  = 2/3 и 
равна 25/18.

р(д)

 1------- :— 1—►
0 3_ 16 1 р

17 19
0 _8_ 2 16 1 р

17 3 19
Рис. 6.2. Байесовская ре

шающая функция
Рис. 6.3. Зависимость ми

нимального риска от р
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пределение, что и при одновременном учете всех случайных ве
личин.

Например, пусть / ( х ,у  | оо) — совместная (многомерная) 
условная о. в. п. случайных величин х  и у  при ше Q. Апостери
орная о. в. п. ^(ю |х ,у) параметра ш при наблюдениях х, у  имеет 
вид

т * , у ) = , . (6.4)J /(х,у|ю)/?(ю)<7у(ш)
О.

Пусть наблюдаем случайную величину х, затем у; функция 
g (x |w ) означает условную о. в. п. х  при заданном оо. После 
наблюдения х  апостериорная о. в. п. с(м  | х) для ш имеет вид

«<*1Ю>Р<т > . (6.5)
j  g(x\<jj)p(<j>)dv(<u)
£2

Условная о. в. п. h(y  | ю,х) для случайной величины у  при за
данных со и х определяется по формуле

Ы у \а > ,х ) -Я х ’у ^ . (6 .6)
g (x  I ю)

Апостериорная о. в, п. £,(со| х ,у) параметра ш при заданном у  
запишется в виде

и<»\х,у)=  ,  *^ |с а ,^ (о > |х )-----  (6 7 )
|  h(y  | to,x)|(to | х) dv((£i)
£2

Подставляя выражения (6.5) и (6.6) в равенство (6.7), получим со
отношение (6.4).

§ 6.3. Статистическая классификация 
при фиксированном объеме выборки

Пусть результаты измерений х,, 1 = 1, 2,..., А', —  случайные 
величины. Считаем, что для каждого класса образов со,, 
7 = 1, 2,..., т ,  известны многомерная (А-мерная) функция услов
ной плотности вероятности р(х  | со/) (или условного распределе
ния) вектора признаков х  и вероятность / ’(ер/) появления образа
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(О/, _/'= 1 ,2 ,...,т.. Классификация образов проводится путем ми
нимизации вероятности ошибочного распознавания с помощью 
определения решающей функции 8(х), где равенство 8(х) = 8 / 
означает, что принимается гипотеза И  j ; х ^  а)у. Пусть принятие 
решения dj,  когда в действительности реальный образ принадле
жит C0j . приводит к потере L(Wi,dj) . Величина условных потерь 
(условный риск) для х ~  ш, составит

р(шг, d) = ^ L(i$i,d)p(x  | Ш/

где X q_ — множество значений х, по которым определяется об
раз со. Для данного множества априорных вероятностей Р  = {Р(ю;) | 
средние потери (средний риск) определяется по формуле

т
Р (Л  d) = £  Дюу)р(юу,с/),

j=l
где р(соу,с?) —  условный риск, когда решение d  приводит к 
гипотезе х со / , или

p{P,d) = ^ P{x)px(P ,d)dx ,  (6.8)
ха

где рx (P,d)  —  апостериорный условный средний риск реше
ния d  при данных замерах признаков х:

т
х  Д  Ш/, d)P(iо j  )р (х  \ )

^  •

Необходимо найти такое решение dj, j  = 1 ,2 ,...,т, которое 
минимизирует средний риск р(Р, d)  или минимизирует максимум 
условного риска р(со/, d) (критерий минимакса).

Оптимальное решающее правило минимизации среднего риска 
называется байесовским правилом. Из соотношения (6.8) следует, 
что достаточно рассмотреть каждый вектор х в отдельности и ми
нимизировать функцию px(P,d). Если d* —  оптимальное реше
ние в смысле минимума среднего риска, то

px(P ,d*)< px(P,d),
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т. е.
т  т

X  L(cij,d*)Р(ю j ) р ( х | <о; ) < X  ,d)P({Qj)р ( х | Шу ).
у=1 7=1

Для функции потерь вида

т( л \ - \  я _ f °  пРи г ' = РL(a  j ,di) 1 о р s
U п р и г н у

средний риск является также вероятностью ложного распозна
вания и байесовское решающее правило приводит к гипотезе
х ~  со, при d \= d * , если

P((tii)p(x | со,) > P(G)j)p(x | юД (6.9)

для всех у' = 1, 2, ..., т.
Определим отношение правдоподобия между классами следу

ющим образом:
^  т?(х[ю,)

/7(л|Шу)'

Тогда неравенство (6.9) примет вид d* =di, если X >  ̂ для

всех 7 = 1, 2,..., т.
Если информация об априорных вероятностях Р(о.)у) отсут

ствует, то классификация строится на основе минимаксного кри
терия по отношению к наименее благоприятному априорному рас
пределению. Из условия (6.9) получаем разделяющую функцию

Di{X)  = P((Hi)p(x | Ш/), i = l , 2 , ..., m,

или эквивалентную ей функцию
Д  (X) = ln(P(co,)y>(x | со,)), i = 1,2,..., т.

Решающая граница между областями в £2, разделяющая образы 
ш, и ш , , определяется условием

Р(ю, )р(х  I со*) — Р ( со j ) р(х  \ соу) = 0,

или
| п Р (ш ,М х |о . , ) = 0  (610)

Р(соу)т>(*|<х>у)
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Таблица 6.4 
Функция потерь

Q D
di 62

©1 0 к

©2 h 0

Пример 1. Рассмотрим статическую задачу принятия решения 
в случае, когда пространства Q и D состоят 
из двух точек.

Пусть £2 = {ЮьЮг}, 16 = { / ,/> } , функция 
потерь L((d,d) задана в табл. 6.4, а(8) — 
условная вероятность для любой решающей 
функции 5 принятия решения с?2 при истин
ности ©1, (3(5) — условная вероятность при
нятия решения d\ при истинности ©2, Д.
h  > 0.

Другими словами, а(5) и (3(5) —  вероятности того, что 5 
предписывает неправильные решения в случаях ©i и ©2 соответ
ственно. Пусть априорное распределение параметра © задано: 
P(©i) = p , где 0 < / ? < 1. С учетом функции потерь L(d),d) риск 
р(р,5) решающей функции 5 запишется в виде

pO>,8) = /ipa(8) + fe (l-p )P (8 ).

В каждой конкретной задаче необходимо минимизировать эту 
комбинацию. Согласно лемме Неймана —  Пирсона решающая 
функция, доставляющая минимум линейной комбинации Дра(Ь) + 
+ /2(1- р ) р ( 6), определяется отношением f i { x \  ©2)//i( t  | ©i). То
гда 5* (х ) = d i , если af\ (х | ©i) > й/2 (я | ©2 ), и 5* (х) = d i , если 
a/i (х | ©1) < Ь/i  (х | а>2). Здесь a = hp , b = hp .

Если р(х  | ©;) —  плотность многомерного гауссова распреде
ления со средним вектором M t и ковариационной матрицей Kt, 
i = 1, 2,..., т:

1ехр< - —(х -  Л / )тKj \ x - M i Y .

(2п)т  | Ki \ш  ’
то уравнение решающей границы согласно соотношению (6.10) 
имеет вид

P ( № j )  2 |К , |

—̂  [(х  -  M i  )т K f l ( x - M i ) - ( x -  M j  )т К ] 1 (х -  M j  )] = 0,

i , j  = 1 ,2 , . . ,  т.
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При Kt = K j = К  имеем

хТК~х (Mf - M j ) —i (Mi + M j ) TК  1 (Mi - M j ) + I n = 0. 

Получили уравнение гиперплоскости. При Р ( а ц )  = P((Oj) имеем

х ТК ~ х (Mi  - M j ) -  ̂  ( M t +  M j f K ' 1 ( Mi  - M j )  =  0.

В действительности должны получить «полосу», так как х, М  
и К  определяются в процессе наблюдений с погрешностями.

Рассмотрим решающую процедуру с фиксированным объемом 
выборки.

Пример 2. Найти решающую границу для од и со2, если

, I Л 1 И  ( x - M i ) 1 , . , „^(x|aj,-) = - 7= = e x p ^ - -    i =  1,2.
[ 2 Gi

В общем случае (при с т^ О г) согласно соотношению (6.10) 
решающая граница определяется из условия

t o W + h p (£ |m1) =0j
Р((йг) р (х  | со2)

или

l n P(03l) I l n Q2 I ( x - M 2f  _ Q
Р Ш  2g \ 2g \

При С>1 = С2 = G  получим

In ̂ 2  -  М' ~*?г (Ml -  М2 -2 * )  = 0,
Р( Ю2>

откуда решающая граница для ooi и ш2 определяется следующим 
образом:

-2 1„а  1п-
P(t02) М \+ М 2

Х М 2 - М 1 + 2 '

Пример 3. Найти решающую границу для плотности двумер
ного гауссова распределения р (х  | сог), г = 1, 2, со средними векто
рами (щх,щу ), i = 1, 2, и с общей ковариационной матрицей
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к-- CTj О
О О*,

при P((Oi) = Р(со2). Разделяющая граница в данном

случае будет прямой линией, уравнение которой имеет вид

(  —-2
(х>У)

О mix ~ т 2х 
т\у ~ т 2у

Л

mix + т2х
[miy + т2у

V  (  ~~2 О л

О а

или

т\х ~ т2х mu -  т2у 1
х  ~-------+ у ------;-------- --------

а? 2

2
2 7

&

mu ~ т2х 
ni\v -  т2у

= 0,

4 Х +-
2 2 

Ч у  ~ т 2у
=  0 .

§ 6.4, Методы детерминистской классификации

Концепцию классификации образов можно выразить в терми
нах разбиения пространства признаков или отображения про
странства признаков в пространство решений. Пусть для каждого 
входного образа измеряется N  признаков, каждое множество из 
N  признаков называют вектором признаков х  или точкой в 
TV-мерном пространстве признаков Х ц .

Задача классификации образов заключается в распределении 
всех возможных векторов (или точек) в пространстве признаков по 
соответствующим классам образов: пространство признаков раз
деляется на взаимно непересекающиеся области, каждая из кото
рых соответствует некоторому классу образов. Математическая 
задача классификации образов может быть сформулирована при 
использовании разделяющей функции.

Пусть имеется т возможных классов образов СО/,./ =  1,2,..., т, 
х  = (х1,...,хдг)т —  вектор замеров признаков. Тогда разделяющая 
функция D j ( x ) ,  относящаяся к классу образов со,, /  = 1,2,..., т, 
такова, что если входной образ, представленный вектором призна
ков х, принадлежит классу со,, то величина Д (х )  должна быть 
наибольшей (х~со,). Для всех значений признака х ^ ш , имеем

Д ( х ) > Д ( х ) ,  i , j  = \,2 ,. . . ,т , i Ф j . (6.11)
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В пространстве признаков Х а  граница разбиений, называемая 
решающей границей, между областями, относящимися соответ
ственно к классам и СО/, выражается уравнением
Д (х ) -Д у (х )  = 0. Можно предложить много различных форм для 
записи функций Д  (х), удовлетворяющих неравенству (6.11).

1. Линейные разделяющие функции. В качестве Д  (х) берется 
линейная комбинация измеренных признаков xi, Х2 , ..., хдг, т. е.

N
Д (х ) = X  WkiXk + Wf.JV+1, i = l,2 ,.. . ,m .

k=l
Решающая граница между областями юг и шу в пространстве £2 
имеет вид

N
Di (х) -  Dj (х) = X  wfcx* + wN+1 = 0, (6 .12)

k=i

где Wk = Wik -  Wjk, Wtf+1 = Wi,N+l -  Wj,N+1.
Уравнение (6.12) является уравнением гиперплоскости. При 

N  = 2 получаем уравнение прямой линии.
2. Полиномиальные разделяющие функции. Полиномиальная 

разделяющая функция r -й степени имеет вид
Di (х) = wnfi (х) + wi2f i  (х) +... + wufi (х) + Wi, i = 1, 2 ,..., т, 

где f j  (х), у = 1, 2, I, являются формами

Х7ХХ11 ■ ” xkr - k],k2,...,kr = l ,2 , . . . ,N ,  щ,п2,...,пг е  {0;1}.

При г = 2 разделяющая функция называется квадратичной. Тогда 

/ y ( x )  = x"1x g ,  k\,k2 = 1,2,..., N , т ,п2 е (0;1},

и разделяющая функция Di имеет вид
N N-1 N N

Д (х ) = X  М*х£ + X  X  bjMXjXk + X  WjiXj + wi+Ut
*=l M  k-j+i j=i

где Z = ^y(JV  + 3).

В общем случае границей для квадратичных разделяющих 
функций является поверхность второго порядка. В частных случа
ях это будет гиперсфера, гиперэллипсоид и гиперэллипсоидаль- 
ный цилиндр.
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3. Классификатор по минимальному расстоянию. Пусть задано 
т опорных векторов R,, i = 1, 2 , т, где К  ^  03,. Входной сиг
нал х  предполагают принадлежащим ш, , если расстояние между 
х  и Ri, равное || х — /?, ||, минимально. Это расстояние можно 
определить, например, следующим образом:

\ \x -R i  | |= [ ( х - Д ) т(х -Д -)]ш ,

или

11 х — К  112 = х Т х  -  x TR( — xRf + Ri Ri.

Поскольку произведение лгтх не зависит от i, то разделяющая 
функция для классификатора по минимальному расстоянию имеет 
вид

А  (х) = x TRi + xRi -  R fR i , i = 1, 2,..., m.

Это линейная функция (линейный классификатор).
4. Обучение в линейном классификаторе. Введем дополнитель

ный вектор у  = (х1,...,хдт,1)т = (х,1)т . Пусть в результате наблюде
ний получены два множества дополнительных векторов, принад
лежащих mi и Юг соответственно. Для разделимых множеств

y TW >0, У'-'-'Юь

у тщ < 0, 2, щ = ( т ,. . . ,и ;я ,и ^ + 1)т.

Если классификатор дает ошибочный или неопределенный резуль
тат при выбранных w, то берут новый вектор весов w = w ± а у, 
а > 0  (поправочное дополнение). Вначале w выбирается произ
вольно. В результате итерационного процесса получаем значение 
W, которое считается истинным.

§ 6.5. Последовательная решающая модель 
для классификации образов

Ранее была рассмотрена решающая процедура с фиксирован
ным объемом выборки. Если стоимость измерений признаков вы
сока либо требуется сложное оборудование, значительное время 
или сложные и рискованные операции, уместно применить по
следовательную решающую процедуру. Последовательный про
цесс измерений признаков заканчивается (принимается решение),
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когда достигнута достаточная или необходимая точность класси
фикации.

Естественно, признаки должны быть расположены в таком по
рядке, чтобы измерения давали окончательное решение как можно 
раньше. Задача упорядочения признаков является специальной за
дачей в системах последовательного распознавания.

В случае двух классов образов можно применить последова
тельный критерий отношения вероятностей Вальда (п. к. о. в,). 
Он построен для решения задачи о выборе между двумя простыми 
гипотезами. Пусть случайная величина х  обладает функцией 
плотности /?(х,9), где 0 — испытуемый параметр. Задача заклю
чается в проверке гипотезы Щ  о том, что 0 = 0о, против гипотезы 
Н\, состоящей в том, что 0 = 0|. Критерий выбирает гипотезу Но 
или Hi на основе наблюдений xi,X2 ,...,x„. Допустим, что если ги
потеза Но истинна, мы хотим получить решение в пользу выбора 
гипотезы Но с вероятностью, не меньшей 1-ос, а если истинна 
гипотеза H i , то решение в пользу выбора гипотезы Н\ должно 
иметь вероятность, не меньшую 1 -  р.

Для последовательного критерия с постоянным объемом вы
борки оптимальное решение этой задачи можно получить, исполь
зуя критерий Неймана —  Пирсона: при данном числе наблюдений 
п критерий, обеспечивающий наименьшее [3 (наиболее мощный 
критерий), определяется отношением правдоподобия \ Пу имею
щим вид

^ р (х, \ Н а) = РЛ х \ Н 0)
U p ( X , | t f , )  Рп(х \Н О  '  ’

Гипотеза Но принимается или отвергается, когда л„ соответ
ственно меньше или больше некоторой постоянной. Значение этой 
постоянной может быть выбрано так, чтобы критерий давал нуж
ную величину а  (ошибку 1-го рода). Однако можно выбрать и 
так, чтобы критерий имел заданную мощность 1 -(3, где р — 
ошибка 2-го рода.

Последовательный критерий отношения вероятностей анало
гичен изложенному критерию и обладает аналогичными опти
мальными свойствами: наблюдения производят до тех пор, пока 
выполняется условие В < Хп < А, где А и В —  соответственно 
верхняя и нижняя границы (числа). Наблюдения прекращаются и
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принимается решение в пользу выбора гипотезы i/o , как только 
будет выполнено неравенство Хп ^  А; решение принимается 
в пользу выбора гипотезы Hi, когда Хп <В. Постоянные А и 
В называются соответственно верхним и нижним порогами 
(.останавливающими границами). Они могут быть выбраны так, 
чтобы приблизительно получить заданные вероятности ошибок 
а и р .

Пусть на w-м шаге оказалось, что
Хп = А. (6.14)

Это указывает на окончательное решение о принятии гипотезы 
i /о. Из условий (6.13) и (6.14) получим

р(х  | i/o ) -  Ар(х \Н\), 

что эквивалентно равенству

J"/?(х [ H q)cIx = А ^р(х  | H\)dx. (6.15)

Интегралы берутся по области, которая содержит все замеры, при
водящие к выбору гипотезы i /o . Из условия (6.15) получим 
1 -  а  = Ир.

Пусть теперь Хп = В; тогда а  = 5(1 -  Р). Отсюда имеем

. 1 -  а  а
В '■

р 1 -р
Эти соотношения строго выполняются для непрерывных замеров; 
для дискретных замеров могут быть получены вероятности оши
бок, отличающиеся от а  и Р вследствие некоторого превышения
порогов. Это отличие несущественно. Тем не менее, в общем 
случае

А <Ы .  В > «
Р ’ 1-Р

Рассмотрим пример того, как изменяются решающие границы 
при п замерах признаков.

П ример. Пусть x i ,x i ,...,хп —  независимые замеры признаков 
с одномерной гауссовой функцией плотности p{xj \ шг), 
j  = 1, 2,..., п, г = 1,2, со средним значением т г и дисперсией а 2. 
Для простоты будем вычислять In Хп. После получения признака 
xi имеем
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lnX, = ln ^ 1|coi ) = in
р (*1 |со2)

( о / 2 л ) 1 ехр
_ (xi - ш 0 2|  

2 о 2

(а\1Г2п У ] ехр- (xi - т 2)2
2 а 2

о
(mi — m2)x 1 — — (m2 — m |)

Сравниваем In А,] с In А и In В . Если
,2 г

ТО X « 1 . Если

то х ~  ю2. Если

xi > — —----- ЫА + — (т\ + т 2),
т\ — т2 2

xi < —   Ь\В + — (mi + т 2),
т\ -  т 2 2

сг2 1 1 с»2 1
---------- т В  + — (mi +m 2)< x i < --------------Ш.А + —(mi + m2 ),
т\ — т 2 2 mi — т 2 2

то следует продолжить измерения. После второго измерения 
получим

. /?(xi|coO /?(х2 [ coi) т \ - т 2 г ,1пЛ2 = In— — '— (- + l n ^ — ‘ f  = ----- -— [xi + х 2 -  (mi +m 2)].
/?(xi|ro2) /?(x2 |w 2)

Если

то x~coi. Если

то x ~  ffl2. Если

xi + x2 > ---------- In 4̂ + mi + m2,
mi - m 2

Xi + x2 < — —----- In В + mi + m2,
mj -m 2

2 2 ® л СГ i  ,-Inn + mi +m 2 < Xi + x 2 < -----------lnv4 + mi + m2,
mi — m2 mi -  m2

то проводится новое измерение хз и т. д. На л-м шаге процесса
имеем
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Xi +т2 )
2

Процедура классификации образов mi и оь будет следующей. 
Если

то jc~W i - Если

2 > > -----------\пА  + — (mi + т2), (6.16)
,-=i 1Щ -  т2 2

^ X i < —   ]nB + — (mi + m2), (6.17)
;=1 ml - m 2 2

то .г ^  (.02. Если

су2 п п о 2 п
-Ini? Н— (mi + m i ) <  <  ln^4 H— (mi +  m2 ),
mi — m2 2 i=1 mi — m2 2

то измеряется xn+1.
Решающие границы, определяемые формулами (6.16), (6.17), 

при знаках равенства представляют собой две параллельные ги
перплоскости в пространстве признаков. Ширина области неопре-

а 2 А а 2
деленности равна ---------- ш —, т. е. пропорциональна ----------- .

mi — m2 В mi — m2
При заданных вероятностях ошибок а  и (3 среднее число измере

ний, необходимое для завершения процесса, пропорционально о 2 
и обратно пропорционально разности mi -  m2 .

Последовательный критерий отношения вероятностей дает ми
нимум среднего числа наблюдений; математическое ожидание 
среднего числа наблюдений запишется в виде

/ л (1- а ) 1пЛ + сс1п-бМ\{п) = -------- L- — -------- ,
M \{z)

когда H q истинно, и

Р1пЛ + (1-Р)1пДМ  2 (П)

когда Н\ истинно, где z = In

M 2(z)

рп(х\Н р)  
р п ( x |# l )



340 Часть II. Статистические методы принятия решений

Процедура п, к. о. в. по существу не зависит от априорных ве
роятностей P{Hi), i = 0, 1, хотя вероятность ошибок зависит от 
априорных данных.

Иногда необходимо прервать процедуру наблюдений и при
нять решение при п = N. Это может быть сделано усечением по
следовательного процесса при п = N: выполняется обычная про
цедура п. к. о. в. либо до получения решения, либо до jV-го шага. 
Если на JV-м шаге решение не получено, принимается гипотеза Но 
при X n  >  1 или принимается гипотеза Н \  при Х л\  < 1.

Для большого числа гипотез предложен обобщенный последо
вательный критерий отношения вероятностей (о. п. к. о. в.). 
Пусть имеется т гипотез. На п-м шаге обобщенные последова
тельные отношения вероятностей для каждой гипотезы определя
ются следующим образом:

ТТ / I тт̂ Pn(x\Hi) . , ^U n ( x \ H i )  = ~ ------------------------------ 1 = 1 , 2 , . . . ,  т.
т

П  P n ( x \ H q )  
q=\

Решающее правило о. п. к. о. в. состоит в следующем. Отношение 
U n { x \ H i )  сравнивается с останавливающей границей A ( H i )  для 
гипотезы H t . Гипотеза Н г исключается из рассмотрения, если 
Un (х | Я ,) < A ( H i ) ,  i = 1 ,2,..., т. Останавливающая граница для 
гипотезы Н^ определяется соотношением

A ( H i )
1 -  ец

1/т

П О -е*?)
<7=1

где a q —  вероятность принятия гипотезы Hi, когда в действи

тельности истинна гипотеза H q .

После исключения гипотезы Ht общее число гипотез стано
вится на единицу меньше и составляется новое множество обоб
щенных последовательных отношений вероятностей. Последова
тельно исключая гипотезы, получим одну, которая и принимается 
за истинную. При т = 2 о. п. к. о. в. эквивалентен п, к. о. в. и со
храняет его свойство оптимальности: при заданных а  и (3 не су
ществует другой процедуры, которая обладает меньшими значени
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ями вероятностей ошибок или среднего риска и дает выигрыш в 
среднем числе измерений признаков по сравнению с последова
тельной процедурой классификации.

Между границами А и В заключена область неопределенно
сти, в которой не может быть принято окончательное решение 
(нулевая область).

В классификации образов на основе о. п. к. о. в, при п = N  
входной образ полагают принадлежащим тому классу, обобщен
ное последовательное отношение вероятностей для которого имеет 
наибольшее значение.

В последовательном анализе при повышении верхнего порога 
А и понижении нижнего порога В  по меньшей мере одна из веро
ятностей ошибок, а  или Р, уменьшается, если новый п. к. о. в. не
оказывается эквивалентен старому. Поэтому можно начинать про
цедуру с относительно больших значений порогов, и, постепенно 
уменьшая их, получим среднее значение испытаний не таким 
большим, как в случае, когда в течение всего процесса использует
ся малая величина порога.

§ 6.6. Байесовская последовательная решающая процедура

Используем здесь определения, данные в § 6.3.
При фиксированном объеме выборки и испытании т стати

стических гипотез оптимальное решение d  выбирается так, что
бы минимизировать величину средних потерь

т 

i=1

где р (H i,d) = j L (H i,d )p (x  \ Ht)dv) —  условные потери (условный 
£2

риск). Другими словами, требуется найти
p(P,d*) = m inp(? , di).

i
При

„ Го, если 2= /,
L(H itd j)  = 1 - А =  ’ . .

[1, если i Ф j ,

байесовским решением будет d* = d t, если выполнены условия 

Р(Н>)р(х | Hi)> P ( H j )p (x  | Hj) ,  j  = 1 ,2,..., m.
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 ̂ р (х  | H i) * P (H j )
Если Л =  , имеем решение а = di при А > ------ — для

р ( х \ н }у  F F P(Hi)
j  = 1, 2,..., т.

На каждом шаге, используя предварительную информацию, 
делают выбор: принять окончательное решение или провести сле
дующее наблюдение. Проблема состоит в стоимости наблюдений. 
На каждом шаге приходится соизмерять стоимость выполнения 
будущих наблюдений со средним выигрышем, даваемым приня
тым решением.

Пусть имеем т гипотез с априорными вероятностями P(Hi), 
г = 1 , 2 , т .  Для любого варианта последовательной выборки 
Sj е. S , j  = определим риск:

т N
р J[cy(jc) + ц н , л Л х ) ) Ы М  Hi)dx,

i=l J-lsj

где Cj(x) — стоимость наблюдений xiPx2,...,Xj, d j{x)  — решаю
щая функция, основанная на замерах x \ ,x i > . . . , X j .

Далее рассмотрим последовательные решения для двухточеч
ной модели. Пусть проводятся поочередно наблюдения xi,X2,...,x„ 
над неизвестным объектом. Наблюдения подчиняются некоторым 
распределениям, зависящим от неизвестного параметра ш . Полу
чают последовательную выборку. После каждого наблюдения xt 
можно оценить информацию об со, полученную на основе наблю
дений Х1,Х2,...,хг. Каждое наблюдение имеет некоторую стои
мость. Предположим, что можно проводить наблюдения последо
вательно, делая после каждого наблюдения вывод о том, следует 
ли принять решение d е D  или провести очередное наблюдение. 
Последовательный выбор может дать, например, выигрыш при 
проверке большой партии изделий путем извлечения т изделий, 
из которых допускается к бракованных изделий. Последователь
ный отбор прекращается, если будет отобрано к бракованных из
делий или т — к  годных изделий. Как правило, это происходит до 
отбора всех т изделий. В первом случае вся партия будет забра
кована, во втором —  принята.

Рассмотрим задачу последовательного принятия решения при 
параметрическом пространстве £2 = {(01,0)2} и пространстве реше
ний D  = {й?1, й?2 }-
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Функция потерь задана в табл. 6.5, где Таблица 6 5
А,г > 0, г = 1,2. Мы можем наблюдать после
довательную выборку каждое на
блюдение стоит с уел. ед. Пусть / ( x |a ) ; )  — 
условная о. в. п. наблюдения х  при шг . По
скольку параметр со может принимать всего 
два значения, то его распределение на каждом 
шаге процесса выбора задается одним числом 
P(C0i) = р, 0 < р  < 1.

Риск принятия решения до наблюдения находим по формуле 
ро (р ) = min {Xi р;Х  2 (1 -  р )}.

Обозначим через Д класс всех процедур последовательного реше
ния 5 , требующих хотя бы одного наблюдения, и пусть

Р'(/?) = inf р(р,5).
оеД

Таким образом, байесовский риск р*(/?) удовлетворяет соотно
шению

Р* ( р ) = min {роСр); р'(р)}.

Ранее указывалось, что р'(р) — вогнутая непрерывная функция, 
заданная на отрезке [0,1]. Поскольку в формулу риска входит цена с, 
то р'(0) = с и р\ р )  > с при всех значениях р  е  [0,1] (рис. 6.4).

р ( р )  X f a

A,i+?t2
Рис. 6.4. Связь минимального риска р(р)  и цены наблюдения

Функция потерь

Q
D

d\ йг

Ш1 0 Xi

Ш2 Хг 0
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Пусть 2  —  множество тех значений р, для которых процесс 

заканчивается, т. е. 2* = {р: р(р)  < рх(/?)}. Предположим, что
г

Р
Х\ Х{Х2

yXi + Х2 )  Х\ + Х2

тогда 2 * является объединением отрезков [0, р'] и [р", 1], причем 
Р и р "  удовлетворяют уравнениям

Xip' = p (p ) ,  Х2( 1 - р " )  = р(р").

Если это условие не выполнено, то 2* совпадает со всем отрезком 
[О, 1]. В этом случае проводить наблюдения не имеет смысла.
Множество 2  задает байесовскую процедуру последовательного 
решения. Трудность состоит в получении информации о функции
рХр ), достаточной для того, чтобы явным образом определить р '  

//и р  .
Предположим, что априорная вероятность р  удовлетворяет 

условию р  ’< Р < Р  В этом случае целесообразно провести пер
вое наблюдение. Пусть £(xi, х2, х п) —  априорная вероятность 
того, что ю = юг при проведенных х, , г = 1, 2,..., л, наблюдениях; 
тогда дальнейшие наблюдения необходимо проводить, если вы
полнено соотношение р ' *2,..., хп)< р". Если нарушается 
первое неравенство, то принимается решение d2, если второе — 
принимается решение di .

Апостериорную вероятность можно записать следующим обра
зом:

-11 _ п К ( тгЛ /Л тЛ

Р /i(x i).../i(x„)

Введем постоянные А и В :

л _ р (1~ р ") в _ р О ~ р ')
(1 - p ) p " ’ (1 ~ р ) р '

Поскольку р ' < р <  р ' \  то А < 1, В  > 1. Дальнейшие наблюдения 
следует проводить, если

A < M x i) . . . f l { x n) < в
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При нарушении неравенств принимаются соответственно решения 
d\ или ch.

Процедура последовательного принятия решения такого вида 
называется последовательным критерием отношения вероятно
стей.

Вычислим вероятность принятия решений d\ и d2 и найдем 
среднюю стоимость выбора для последовательной процедуры, 
В большинстве задач точные формулы получить не удается, но 
существуют простые приближенные формулы. Для последова
тельности наблюдений X],..., хп, приводящих к решению d\. вы
полняется соотношение

П / 2С*,-) ^  ^ П /1 ( х0  111111 p (Ai I шг) < AP(d\ I ад).
i=1 i=l

Для последовательности наблюдений, приводящих к решению 
d2 , получим

й / 2 м > в й м  Xi ) или P(d2 | (О2 ) > BP(d2 IЮ1).
i=l г=1

Однако P(di 10)2 ) + P{di I coi) = 1, т. e. 
точка (P(d2 ] 0)1), P{d\ | 0)2)) лежит в об
ласти Ф (рис. 6.5). Можно считать 
приведенные соотношения приближен
ными равенствами, т. е,

P {d i\m )  = \ - P ( d 2 \ ® i ) ~ ^ - ,
В - А

Р ( d i  | Ю г )  =  1 -  P ( d 2  110 2)  »  A ( f
В - А

Эти приближенные значения являются 
координатами точки K(P{d2 \ од), P{d\ | Ю2)) (см. рис. 6.5).

Введем случайную величину

Z i =  1 п ^ - ^ ,  z =  l , 2 , . . . } и,
М п )

и положим ]г\ А = а < 0, \г\В = Ь > 0; тогда согласно последова
тельному критерию отношения вероятностей необходимо продол-

П
жать наблюдения при выполнении условия a < ^ dz i <b.

РЦ/,|со2)

Рис. 6.5. Вероятности при
нятия решений d\ и с/2
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При фиксированном значении со,, г = 1 ,2 , случайные величи
ны X], х2, .... х„ независимы и одинаково распределены. Следова
тельно, этими же свойствами обладают и случайные величины 
Z], z2, zn. Для любых заданных значений а и Ь все моменты 
распределения случайного числа наблюдений N  конечны и про
цесс выбора заканчивается с вероятностью 1, т. е. P (N  <<*>) = 1, 
M { N k)<°°  для к = 1, 2,...

Если zi,Z2,...,zn —  последовательность независимых одинако
во распределенных случайных величин, для которых A/(z,) = /n, 
i = 1 , 2 , N, то для всякой последовательной процедуры с момен
том M (N )  < имеет место равенство

М
N

т М  (N).

В общем случае границы а и b можно найти, минимизируя 
функцию риска p(j?,5). Как правило, это сделать сложно. При ма
лой цене с оптимальная процедура обычно предписывает прове
дение большого числа наблюдений, величины границ а и b яв
ляются большими числами. Тогда получают следующие прибли
жения:

P(d2 \a>i)~e~h, P (d i\w 2)~ e ~ a,

Af(iV|wi) = ---------   , Af(iV|w2) : ^
M {z  |c o i) ’ M (z  | co2 ) ’

/iX2( l - p )  L , 1 , , / 2X1 pa ~ m с -  In ----- — , b ~ m — + ln----- —,
p с 1 -  p

где I\ = - M { z  I од), h  = M (z  | ш2); I\ и / 2 называют информа
ционными числами.

§ 6.7. Байесовские методы обучения

Перед тем как система может быть использована для принятия 
решений (для классификации классов или объектов) по результа
там наблюдений, она должна быть «обучена»: должны быть полу
чены (оценены) все ее характеристики вплоть до разделяющих 
функций. Причем в обучающей выборке результаты наблюдений 
или заранее отождествлены с конкретными классами —  обучение
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с учителем (с поощрением), или не относятся к конкретным клас
сам —  обучение без учителя (без поощрения).

Обучение с поощрением

Проводится серия наблюдений, причем известен класс, к кото
рому относится каждое наблюдение. Известен также общий вид 
функции плотности. Параметры известной функции плотности 
/>(х|ш,-), могут быть оценены путем итерационного применения 
теоремы Байеса (далее параметр со, в записи функции плотности 
не используем).

Пусть существует априорная функция плотности /?о(0) с не
известным параметром 0 , отражающая первоначальную инфор
мацию о параметре 0. Когда наблюдается последовательность 
независимых и одинаково распределенных векторов признаков 
х \, л'2, х„ , относящихся к одному классу образов, функция стре
мится к апостериорной плотности р(д  | х ц х п). После первого 
наблюдения априорная функция плотности для следующего на
блюдения будет иметь вид

и е |х , )  = ^ |е )Д )(9 ).
р Ы

После наблюдения х? получим

tn\ \ Р ( Х2 |xb 0Xp(0|xi)£>(0 |x i,x2) = --------- -— — ------- •
р(х2 I Xl)

В общем случае имеем

Р( е [ x i,.... х .) -  р( х- 1 ■- х' ’в )р ф  1 ^ . (6 .18)
р (х п I XI,..., Хц—i)

Искомая функция плотности может быть вычислена по формуле
Р  (xn + l \ Х \ ,  . . . , Х п , 0 ) ; )

=  J^(x„+1 | Xl, ..., Хп, Ю;, 0) p(Q  | Xl, ..., Xn, СОг )й?0, П = 1 ,2 ,...,

где член p (x n+i \ x i,..., x„,co;,0) известен, а /?(01 xi,..., хп) получа
ется из соотношения (6.18). Известно, что в среднем апосте
риорная функция плотности улучшает оценку параметра, которая 
сходится к истинному значению, если только оно не исключено из 
априорной функции плотности.
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Пример. Имеем п обучающих наблюдений х\,. . . ,хп , прове
денных на двух классах образов (Oi и Ш2> которые имеют одно
мерные гауссовы распределения с неизвестными параметрами. 
Оптимальная решающая граница, минимизирующая вероятность 
ошибочного распознавания, является функцией априорных веро
ятностей, средних значений наблюдений и дисперсий.

Совместное распределение в этом случае имеет вид

Тогда оптимальная решающая граница определяется условием
1 п 

тп = —Х*«-
п  i=1

Поскольку невозможно точно отнести каждое наблюдение к 
правильному классу образов, то задача определения решающей 
границы формируется как задача оценки параметров общего рас
пределения. Обучающие наблюдения считают принадлежащими 
этому совместному распределению, его составляющие могут быть 
распределениями каждого класса образов или распределениями, 
соответствующими различным разбиениям пространства наблю
дений (признаков). Пусть множество случайных наблюдений 
Х\,Х2 ,..., хп может быть разбито на т ячеек z ”, ..., Zm-

Совместное распределение определяется следующим образом:

где p (x \z? )  —  условная плотность вероятности для г-го разбие
ния, P {z f ) —  параметр г-го разбиения.

Условная плотность совместного распределения /? (х |0) может 
быть построена на основе семейства условных плотностей распре
деления р(х  | 0г-,^Г)> i = 1, 2,..., т, с двумя множествами парамет-

2

Р(х) = X  ) р(х  I ш,) =

1 1— / = —  ехр
2 V2rг -а ^

Обучение без поощрения

т
р (х) = 2 > (* 1 4 ) Р ( 4 ) ’ х = (*ь х г , *„), (6.19)

ров 0 = {01,02, —, 0«} И P= {P{z^\P {zl) ,. . . ,P (Zm )}.  
Основное уравнение (6.19) примет вид
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т
р (х  I 0) = X  р{х  10i , z f  )P (z” ).

2=1
Известно, что класс плотностей совместных распределений, для 
которых существует единственное решение для 0 и P (z” ), огра
ничен. Метод оценки параметров 0 и P (z f)  зависит от конкрет
ных условий задачи.

Рассмотрим два метода оценки параметров совместных рас
пределений.

Пусть Ш] и Ш2 —  два класса образов. Вид функции плотности 
/?(х|шг), г = 1, 2, известен, неизвестным параметром является 0 . 
По наблюдениям x i,...,хп необходимо найти оценку 0 . Если по
следовательность xi, Х 2 , . . . , х п разбить на всевозможные комбина
ции по классам Юх и оь , то получим 2й комбинаций. Пусть z f  — 
г-е разбиение последовательности х\, х2,..., хп. Тогда апостериор
ная плотность вероятности будет

Задача свелась к обучению с поощрением для каждого из 2 й 
разбиений. Оценка параметров производится по взвешенной 
сумме результатов для каждого разбиения с весами, равными

Объем вычислений при этом растет экспоненциально.
Рассмотрим применение другого метода. По теореме Байеса 

имеем

Пусть обучающие наблюдения условно независимы, т. е. 
р{хп+\ ] 9,*ь хп) = р{хп+\ 10). Тогда

р(хп [ 0,хх,..., хЛ_х) = Р((Л\)р(хп | 0,а)1) + Е(а)2)/?Ой |0,ю 2). (6.21)

Подставляя равенство (6.21) в формулу (6.20), получим рекуррент
ное соотношение для оценки 0 :

/?(01 XI,..., Хп) = £ > ( 0 | X I , x„,z?)P(z? \ X],..., х„).
2 = 1

/?(01XI,..., х„) р(х п I 0 ,XI, X„-l)/>(0 I X l , Х п - 1 )

р (х п 1*1, ..., X„-i)
(6.20)

р ф  I Хх, ..., Хя_х)

/?(0 |Х1,..., хя) =

Р {щ )р{хп 10,Q)j) P(<ih)p(xn | 0,щ2) 
р(х„ I Хь ..., *я_0 р(хп | Хь ..., Xff-i)
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Если р (0 | XI,..., Xn-l), р(Хп I 0,0)1), р (х п | 0,0)2), -P(COl), -Р(©2) из
вестны, ТО МОЖНО получить p(Q | Х\ , ..., Хп). Пусть Р(()У\ ) И Р(0)2) 
известны. Тогда для нахождения p(x«|0,tOi) и p(Q | xj,..., лу) при 
всех значениях 0 следует предположить, что к величине 0 можно 
применить конечное квантование, чтобы объем вычислений был 
конечным.

Для т классов и ряда неизвестных параметров 0,, относя
щихся соответственно к шг, полагая условную независимость обу
чающих наблюдений и значений параметров 0г, получим рекур
рентное соотношение для оценки 0г :

p(Qi |x i,..., хп) =
т

P(<&i)p(xn |0г,<Х>г)+ J^P(Oj)p(Xn \ СО/ ,Х\ , ..., Xn-l)
= p(Qi    —----------------------,

j)p(Xn [C0y,Xl, ..., Хи-l)
j=1

i = 1, 2 ,..., m.

В общем случае начальные оценки либо Д>(0Д, либо /й(сог), 
г = 1,2,..., т, должны быть различны, иначе для всех 02 будет оце
ниваться одно и то же значение (так как вычисляется одна величи
на) и система в целом ничему не будет обучена.

§ 6.8. Обучение с помощью стохастической аппроксимации

Поставим перед собой следующую задачу: найти оценки пара
метров функций плотностей распределения вероятностей. Здесь 
так же возможны два случая: в первом наблюдения отождествлены 
с конкретными классами (обучение с поощрением), во втором рас
сматриваются совместные распределения.

Обучение с поощрением

Имеем наблюдения х \ , х г , х „ ,  п, — число наблюдений, со
т

ответствующих со,, / = 1 ,2 ....,ш, я = X п,. Необходимо оценить
г=1
т

неизвестную вероятность -Р(ю,), если ^.Р(ш ,) = 1. Имеем (задаем)
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начальную оценку вероятности / | ( (со,-), Y  = К и полагаем,
/=1

что Р(щ  ) = Р() (со,). Последовательные оценки имеют вид

Рк+\ (Ю/) -  Рс (СО,-) + Ук+\ —  ~Рк (сог) 
п

Оценим неизвестную функцию плотности р(х)  по наблюдени
ям лтьхг,..., предварительно разложив ее в ряд:

р (х ) = £ с гф г(х), 
1 = 1

Г foJ фг(д:)фу(з:)ск= <

i=i

"0 при г ^  j ,  
при г = у,

с/,А+1 =Ci,*+у*[ф1- (х * ) -с 1-,*], г = 1,2,..., т ,  * = 0,1,2,...,

i > y a > o , X y * = oo> Z y * < ° ° -
А=1 ft=l

В частном случае можно найти оценки неизвестных парамет
ров функции плотности по наблюдениям хь  х2, —> хп •

Обучение без поощрения

Рассматривается задача оценки параметров в совместном рас
пределении с помощью стохастической аппроксимации. 

Предполагается, что:
1) существуют т классов распределений вероятностей, соот

ветствующих т классам образов, априорные вероятности Р(Щ)
т

которых фиксированы, но неизвестны, = ^
г=1

2) функции распределения вероятностей (или плотности) каж
дого класса о), характеризуются некоторым множеством парамет
ров 0,-;

3) обучающие наблюдения взяты из совместного распределе
ния, построенного из составляющих распределений:

т
Р(х  | 0, ш) = Y  Р(х  I )P(p3i);

2 = 1

здесь параметры 0 и Р(со,) неизвестны;
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4) существуют несмещенные оценки некоторых статистик 
Н  = {Н (х)}, например моментов; известно для каждого шага про
цесса обучения функциональное отношение F(H,Q ,pi)  = 0 между 
Н  и множествами параметров 0 и р \ ;

5) имеются дополнительные соотношения G'(0, р \) = 0, обеспе
чивающие получение единственного решения для неизвестных па
раметров 0 и р^.

Из равенств F(H,Q,pi) = 0 и G(Q,pi) = 0 получают оценки 0 
и p\, F(-) может быть найдено из последовательных оценок
{Н(х)}, a G(-) задано априори или с помощью вспомогательных 
процедур оценки.

Пример 1. Пусть имеем два класса т\ и m2, P(©i) = p \ t 
Р((й2 ) = 1 — р\ —  априорные вероятности. Найти оценки парамет
ров функций плотности вероятности.

Каждая функция плотности характеризуется средним значени
ем mi и дисперсией o f , т. е.

р(х  | со,) ~  р(х  | mt ,ш,), i = 1,2.

Совместная функция плотности характеризуется параметрами 
0 = {mi;m2 ;G\ ; и р\ задано следующим образом:

р(х  10, p i ) = pip{x  | mu  erf, coi) + (1 -  pi )p (x  \ m2, , w2 ). (6.22)

Необходимо найти оценки параметров 0 и р\ по классифициро
ванным обучающим наблюдениям х\, а2, .... х„., имеющим плот
ность распределения р (х  | 0,pi).

Учитывая условие (6.22), аналитически определим моменты:

М {х) = p\m\ + ( 1 -  pi)m 2 = pi(mi -  m2 ) + im ,

М (х 2) = pi(m2 + a f ) + (1 -  pi)(ml  + <522), (6.23)

М (х ъ) = p\(m\ +Ът\<з\) + ( \ -  p\){m\ +3 т2<з\).

Теперь те же значения моментов вычислим по результатам 
наблюдений xi, Х2 , . . . ,  х„, подставим их в систему (6.23), из кото
рой найдем искомые параметры. Как правило, параметры последо
вательно оцениваются посредством оценок моментов совместных 
распределений. В случае, когда <з2 и неизвестны и не равны 
друг другу, необходимо знать моменты смешанного распределе
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ния более высокого порядка для получения достаточных функцио
нальных связей между неизвестными параметрами.

Обычно неоднозначность решения следует ожидать при сов
местном решении нелинейных уравнений, полученных в результа
те применения метода моментов. Единственное решение может 
быть получено только в случае, когда имеется дополнительная 
информация о параметрах.

Пример 2. Пусть в примере 1 m2 = 0, сч = о 2 = ст. Требуется 
оценить р 1г а , т\.

Из системы (6.23) имеем

М  (х) = р \ш \ , М (х 2) =  р \т 2 + а 2, М (х 3) = p\(m] +3m ia2), 

откуда относительно т\ получим квадратное уравнение

т \ ~  Ъ М (х)т \  +  3М ( х 2)  -  ^ - 1  =  о.
М (х)

Единственное решение этого уравнения будет при р \  = 2/3, когда 
дискриминант

9 М 2( х ) -  1 2 М (х 2) +  4 М(<Х * =  т 2 (3p i  -  2 )2.
М (х)

равен нулю. В других случаях решение будет не единственно.

§ 6.9. Математическая постановка задачи учета 
погрешности признаков

Как показано в предыдущих параграфах, в традиционных ме
тодах (алгоритмах) решения задач распознавания образов не в 
полной мере учитывается статистическая природа наблюдений 
(рис. 6.6). В частности, в процедурах классификации образов 
функции условных плотностей вероятности векторов признаков и 
результаты наблюдений, по которым ведется классификация обра
зов, являются соответственно детерминированными функциями и 
детерминированными величинами.

Когда функции и величины содержат ошибки, получаем сме
щенные оценки, например, разделяющих функций и, как след
ствие, увеличение числа неверных решений. Полный учет стати
стических характеристик наблюдаемых векторов признаков в за
дачах принятия решения приведет к уменьшению числа ложных 
решений.
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Рис. 6.6. Оценки условной плотности вероятности при
знака \  при плотности вероятности / (,г) наблюдаемых 

значений xt = + 5,, n,jn = р(^ ,В \  со,) + ег

Пусть D  — пространство решений d, Q —  пространство об
разов ш (или пространство параметров в статистических задачах 
принятия решения), R —  пространство потерь, которые могут 
быть получены в результате решения d  и исхода (образа) со. 
Каждый образ ше £2 характеризуется вектором признаков £,, а 
также считаются известными для каждого класса образов ш7, 
у = 1, 2,..., ть многомерные условные функции плотности вероят
ностей векторов признаков | Ш/), которые оцениваются по ре
зультатам наблюдений векторов признаков с . Координаты векто
ров £, в силу различных случайных помех не наблюдаются, а 
наблюдаются случайные величины х , связанные с t  следующим 
соотношением: х  = % + 5, где 5 —  случайная аддитивная помеха с 
известным законом распределения. В частности, во многих случаях 
можно считать, что 8 подчиняется многомерному нормальному за
кону распределения с нулевым математическим ожиданием и из
вестной ковариационной матрицей 82/  ( /  — единичная матрица).

В рассмотренных традиционных методах решения статистиче
ских задач распознавания образов (статистических задач принятия 
решения) с фиксированным объемом выборки можно выделить 
два этапа: на первом этапе по результатам наблюдений случайного 
вектора признаков xi,X2,.. . ,хп получают оценки плотностей 
условных распределений в виде /?(х |а)/ ) и функции распределе
ния образов P (W j\ j  = 1, 2, т\ на втором этапе, считая извест
ными р (х |о )/)  и Р(ш7), у = 1, 2, т ,  наблюдаемый вектор х от
носят к некоторому классу (Dj, j  = 1,2,..., т (рис. 6.7).

На рис. 6.7 L(d,(tij) —  функция ущерба от принятия решения 
d, когда выбран объект о)7 ; P((4j) — априорная вероятность по-
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Рис. 6.7. Блок-схема традиционной процедуры обучения системы и рас
познавания образов

явления объекта (п7. Классификация проводится путем минимиза
ции вероятности ошибочного распознавания, в процессе которой 
получается решающее правило 5(х).

В традиционных методах на втором этапе условные распреде
ления р(х  \ ) ,  / = 1, 2 ,..., т, являются детерминированными
функциями, а случайная величина (вектор) х  —  детерминирован
ной величиной (вектором). В силу этого получаемые разделяющие 
функции также являются детерминированными. В действительно
сти следует оценить «истинные значения» признаков £, и функций 
/?(£, | соД j  = 1, 2,..., т, которые в процессе обработки результатов 
наблюдений x i , X 2 , . . . , xn должны иметь интервальные оценки, а 
если вид функций p ( t \  ш ,) был выбран априори, то должны быть 
указаны интервальные оценки их параметров и самих функций. 
Соответственно, должны быть представлены интервальные оценки 
разделяющих функций и наблюдавшейся перед классификацией 
случайной величины х.
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Задача классификации объектов с учетом интервальных оценок 
исходных данных усложняется, но уменьшается число ложных 
распознаваний. Учет интервальных оценок разделяющих функций 
и наблюдавшихся перед классификацией величин чрезвычайно 
важен в практических приложениях, когда координаты вектора 
признаков достаточно близки для различных объектов, а точность 
измерения этих признаков соизмерима с разностью значений при
знаков. Например, при радиолокационных измерениях характери
стик различных типов самолетов точность измерения соизмерима 
с разностью значений этих характеристик.

В общем случае байесовский риск (который определяет разде
ляющую функцию) относительно мало чувствителен к ошибке 
(приращению) в выборе значения априорного распределения 
P(ti)j), j  = 1, 2 , т. Если функция байесовского риска кусочно 
линейна, то приращение байесовского риска равно нулю, когда 
приращение распределения ^(сог) содержится в интервале линей
ности функции байесовского риска. Поэтому далее априорное рас
пределение Р (щ ) мы часто рассматривать не будем,

В действительности измеренные значения вектора признаков 
имеют две компоненты: истинное значение £, и помеху 8, т. е. 
х = ^ + 5, Неучет помехи 8 приводит к смещенным оценкам всех 
характеристик, в расчете которых участвует значение х .  Кроме 
этого, необходимо учесть интервальные оценки всех рассчитывае
мых функций и величин: р (^ j со7) и ошибок первого и второго ро
да (в традиционных методах этого не делают), что приводит к по
явлению зон неопределенности в принятии решений даже при 
фиксированном объеме выборки. Наблюдаемые значения призна
ков хн в процедуре идентификации также содержат помеху, и 
идентификацию объектов следует проводить по оценке истинного 
значения £п, а не по наблюдаемому значению х\. Определить 
оценку величины можно, используя только всю информацию, 
полученную на первом этапе. Таким образом задача идентифика
ции практически не разделяется на независимые этапы, а имеет 
общую схему (рис. 6 .8).

На рис. 6.7 и 6.8 прямоугольниками с надписью ПК обозначе
ны процедура обработки результатов наблюдений и ее алгоритм; 
на рис. 6.8 утолщенной обводкой прямоугольников обозначены 
блоки, которых либо нет в традиционных методах, либо эти блоки 
претерпевают существенные изменения по сравнению с традици
онным подходом.



Рис. 6.8. Блок-схема единой процедуры обучения системы и распознавания образов
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Из алгоритмов распознавания образов, представленных в 
блок-схеме, приведенной на рис. 6.8, видно, что изменяются кон
кретные значения оцениваемых функций и параметров по сравне
нию с традиционными алгоритмами (а это приводит и к иным прак
тическим выводам) и появляется область неопределенности, когда 
идентификацию объектов, в принципе, произвести невозможно.

Ниже будет показано, что в процессах принятия решений даже 
при фиксированном объеме выборки появляются зоны неопреде
ленности, в которых необходимо применять процедуры методов 
последовательного принятия решений. Естественно, что учет по
грешности наблюдаемых значений признаков приведет к измене
нию верхних и нижних останавливающих границ и среднего числа 
наблюдений до принятия решений и в последовательных методах 
принятия решений.

Отсюда приходим к математической постановке задачи.
Введем некоторые обозначения. Каждый объект в задаче рас

познавания образов характеризуется вектором признаков В экс
перименте из-за помех вместо величины £, наблюдается случайная 
величина х = £ + б. Для величины д; может быть задана как плот
ность распределения вероятности признаков (для непрерывных 
случайных величин), так и функция вероятности (для дискретных 
случайных величин).

Пусть до принятия решения d , принадлежащего множеству 
решений D, задано параметрическое пространство исходов £2 и 
для всех сое £2 задана обобщенная плотность распределения веро
ятности р(со) (где £2 —  пространство образов со или простран
ство параметров со в статических задачах решения). Задана веще
ственная функция полезности u((D,d) или функция потерь 
L((a,d) = -u (w ,d )  на произведении £2xZ2 пространств.

Пусть S  — выборочное пространство возможных значений 
наблюдаемого признака £ исхода со, когда значение признака не 
наблюдается, а наблюдается случайная величина х, связанная со 
значением признака \  соотношением x = t, + б, где 6 —  аддитив
ная помеха, плотность распределения f ( x )  которой и числовые 
характеристики плотности распределения предполагают извест
ными, в частности это может быть нормальный закон распределе
ния с математическим ожиданием А7\5) = 0 и дисперсионной мат
рицей D(5) = о 21, где /  —  единичная матрица.
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Пусть задано с точностью до значений параметров параметри
ческое семейство условных обобщенных вероятностных плотно
стей (о. в. п.) />(£,01 со), сое £2 . При неизвестных о. в. п. р (%,9 1 со) 
должно быть задано параметрическое семейство разделяющих 
функций /г(^,0).

Пусть выбрана из класса решающих функций Д функция 
ср(с), определяющая для любого возможного значения <;е S  ре
шение d (Q e  D  и минимизирующая функцию среднего риска

p(<M © )=A f{Z (cM ffi))} =

= J J£(ш ,</(!))рй,91 Ui)p(<n)tlii(t)dv(<j>), (6.24)
£2 S

где для всех сое £2 функция Х(ш,£/(^)) измерима и интегрируема 
на множестве S.

Требуется по выборке фиксированного объема результатов 
наблюдений х  или в методах последовательного принятия реше
ний найти:

1) точечные и интервальные оценки параметров 0 условных
о. в. п. jо(|,01 со), а также точечные и интервальные оценки самих 
условных о. в. п, /?(^,0 |ш ); при неизвестных о. в. п. /?(^,0 |ю) — 
точечные и интервальные оценки параметров 0 и разделяющих 
функций /г(^,0);

2) точечные и интервальные оценки решающих функций <р(с);
3) оценки с, «истинных» значений вектора признаков С, по ко

торым впоследствии принимается решение d& D .
После этого необходимо произвести идентификацию наблюда

емого объекта, т. е. поставить в соответствие наблюдаемому зна
чению вектора признаков х  некоторый образ и определить при 
этом точечные и интервальные оценки суммарной ошибки и оши
бок первого и второго рода, возникающих при принятии решения 
d s D .

В соотношении (6,24) запись выражений t/p(£,) и d \’(^) озна
чает, что интеграл р(сю,а?(^)) понимается как обычный интеграл 
для непрерывных случайных величин £, и со и как сумма для дис
кретных величин. При любом наборе (ш,<:/)е £2х D функция 
Дею, с/) представляет собой потери для лица, принимающего ре
шение d  при исходе ш .
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В отличие от этой постановки в традиционной постановке за
дачи распознавания образов не учитывают помехи 5, величины Е, 
и х  отождествляют, не определяют интервальные оценки функций 
p(^,Q\ ю ),/г(|,0) и ф(^), не определяют оценки £ и интервальные 
оценки ошибок первого и второго рода ( а и р ) .  Отсутствие учета 
помех 5 и оценок £ приводит к смещенным точечным оценкам 

1 ю),/г(^,0) и ф(^), к неверным интервальным оценкам и к 
ложным практическим выводам.



Г л а в а  7

МЕТОДЫ РЕГРЕССИОННОГО 
И КОНФЛЮЭНТНОГО АНАЛИЗА 

КАК ИНСТРУМЕНТ В ПРОЦЕДУРАХ 
ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

§ 7.1. Понятие регрессии. Основные определения

При определении вида функции плотности распределения ве
роятности распознаваемых классов или разделяющих (решающих) 
функций в качестве исходных данных используют выборки, полу
ченные в результате конкретных экспериментов. Как любые экс
периментальные значения, исходные данные содержат ошибки, 
которые существенно влияют на результаты решений задач. По
скольку рассматриваемые алгоритмы учета погрешностей исход
ных данных будут применяться к различным функциям: условным 
плотностям вероятности, разделяющим (решающим) функциям, то 
измеренные значения признаков обозначим переменной х, а зна
чения оцениваемых функций —  у(х). Будем считать, что общий 
вид оцениваемых функций априори известен, но надлежит найти 
точечные и интервальные оценки свободных параметров этих 
функций, по которым можно определить точечные и интервальные 
оценки самих функций.

Модели, позволяющие учитывать ошибки в значениях функ
ций и аргументов, рассматриваются в [8, 9, 16, 20-24, 30, 40, 87, 
94-96, 99, 100, 102-104, 106, 108, 109]. Наиболее часто [2, 14, 45, 
76, 80, 93] встречается постановка задачи определения оценок век
тора параметров 0 модели

yt = / ( х 1-,0) + е,-, г = 1, 2,..., л,

где 6; —  случайная ошибка, имеющая нормальное распределение 
с параметрами Л 7 (В /)  = 0, £>(е,) = Сл, £ > (е , ,В у )  = 0, i , j  = 1,2,..., п. 
Данная постановка является классической регрессионной задачей, 
которая решается методом максимума правдоподобия (ММП) или 
методом наименьших квадратов (МНК).
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Если дисперсии наблюдаемых значений равны: а 2 = ст2,
i = 1, п, и значение ст2 не задано, то оценку параметра а  можно 
найти по формуле

п — р

п Л ?где 5 = Х(>'г- /(^ ь 0 ) )  > Р —  число оцениваемых параметров,
г = 1

п — число точек наблюдений.
При решении регрессионных задач предполагают, что пере

менные х являются детерминированными, т. е. измеренными с 
погрешностью много меньшей, чем погрешность значений функ
ции. На практике это требование часто не выполняется, поэтому 
возникает необходимость учета погрешностей аргумента х . Если 
погрешности аргумента не учитываются, то оценки искомых па
раметров будут смещенными.

Рассмотрим пассивный эксперимент и алгоритм определения 
оценок параметров функции ц = \|/(^,0), где \  —  аргумент функ
ции, 0 —  неизвестный вектор параметров. В процессе измерений 
получают не значения функции Т| и аргумента £ , а наборы значе
ний {у/} и {хг}:

Уг = Т]« + Ег, Xi = + 5,-, i = 1,2,..., w,

где Bi и Si — ошибки измеренных значений функции и аргумента.
Предположим, что ошибки измерений е, и 6, —  нормально 

распределенные случайные величины с нулевыми средними зна
чениями, с дисперсиями <72(уг) и а 2(х,) соответственно и коэф
фициентом корреляции pj = 0 .

Рассмотрим простейший случай. Пусть £ , Т] —  две случайные 
величины, которые имеют совместное распределение непрерывно
го типа с плотностью вероятности f ( x ,y ) .  В процессе наблюде
ний случайная величина % принимает значения х ,. а случайная 
величина г\ — значения уг, г = 1,2,..., п. Будем рассматривать £, 
как независимую переменную. Тогда фиксированному значению 
£, = х соответствует распределение вероятностей зависимой пере
менной г| с плотностью вероятности
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/ О  I х)
f i x ,  у ) _  f i x ,  у)

Я х )  7 / 6 . ^

где /j (х) —  плотность вероятности частного распределения 
случайной величины \ .

Можно найти числовые характеристики условного распределе
ния вероятностей переменной г\ : среднее значение, моду, медиану 
и другие, которые будут зависеть 
от х .  Обозначим через у х выбран
ную числовую характеристику. Если 
х изменяется, то точки (х ,у х) опи
шут некоторую кривую (рис. 7.1). По 
виду этой кривой можно судить о 
поведении условного ц -распределе
ния для различных значений Та
кая кривая называется кривой ре
грессии (говорят, что она описывает 
регрессию  Т] на £,). Далее будем по
лагать, что у х —  условное среднее величины Т1, задаваемое со
отношением

Рис. 7.1. Регрессия г| на \

+о©

Ух = M ( r 11 \  = х )  ■

J y f i x , y ) d y

+ С О

J f i x ,  у)  dy

Получим кривую регрессии для условного среднего значения Г|. 
Если рассматривать г\ как независимую переменную, то 

условная плотность вероятности зависимой переменной \  при 
фиксированном значении г\ = у  определяется по формуле

f i x  I у)  ■
f i x ,  у) _ f i x ,  у ) _ f  j x ) f i y  | х)

где f i i y )  —  плотность вероятности частного распределения 
случайной величины Г|.
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Значения любой числовой харак
теристики ху условного распределения 
величины £, описывают кривую регрес
сии Ъ, на г| (рис. 7.2). Кривая регрессии 
для условного среднего значения \  за
дается уравнением

ху =М(%\т\ = у).
Рис. 7.2. Регрессия \  на п Две к р т ы е  регрессии %  „  -  в

общем случае не будут совпадать. Кри
вые регрессии выбирают таким образом, чтобы они отвечали свой
ству минимальности: среди множества всех функций g(^) необ
ходимо найти такую, которая даст возможно лучшее представле
ние о случайной величине Г|. Например, если термином «возмож
но лучшее представление» определить минимум выражения

-|-со-|--оо

М { I M - g O 2} = J J [у ~ g(x)]2f(x ,y )d x d y  =

фоо -|-со

= J / ,< » &  { \у  -  g ( x ) f f ( y  I x)dy, (7.1)
—со —оо

то среди всех возможных значений g(£,) необходимо взять 
g(^) — yx- Аналогично, выражение M { [ t,-h (r |)]2} достигает ми
нимума При Й(Г1) = Ху.

На практике наиболее часто применяется другая постановка 
задачи регрессии. Рассмотрим функцию g(£) или М/п), принад
лежащую конкретному классу (например, классу линейных функ
ций), и будем путем подбора значений свободных параметров этой 
функции искать такую, которая даст возможно лучшее представ
ление величины \  или Г|. В общем случае это будет другая кривая 
регрессии.

Наиболее простой является линейная регрессия r\ = g(^) = 
= 01+ 02^. Подставим это выражение g (6)  в (7.1) вместо g(x). 
Если оценки параметров 01 и 02 находятся из условия (7.1), то го
ворят о линейной средней квадратической регрессии.

Рассмотрим различные определения возможно лучшего пред
ставления зависимой переменной. Для этого используется концеп
ция метода наименьших квадратов. Здесь можно отметить два 
подхода. Из курса линейной алгебры известно, что представление
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некоторого элемента (функции) у , принадлежащего пространству 
Ь2 (пространству функций с интегрируемым квадратом), в виде 
линейной комбинации заданных элементов (функций) фг (х) сво
дится к нахождению минимума по а 2, / = 1, 2,..., п, следующего 
выражения:

г ( т YF  = J [ у ~ ф*(*) dx’ О-2)
х V «=1 J

где X  — множество допустимых значений х, а 2 —  коэффициен
ты разложения.

Получим этот же функционал вторым способом. Пусть слу
чайная величина г\ имеет нормальное распределение, т. е. т\ е

е фг (х );а2 , Предположим, что дисперсия а 2 известна и
V г J

постоянна для любого х . Рассмотрим независимые наблюдения 
Xj, у = 1, 2,..., п, каждому из которых отвечает значение у  j . 
Функция правдоподобия для этих наблюдений имеет вид

1 [ 1 и (  m Л2
0 = м , и/2 ехр<

(2л) а 20  7=1 V i=l

и будет максимальна, если достигается минимум по а,-, 
/ = 1, 2 ,..., т ,  выражения

J я /  м Л'

р  = — - Z  y j - 'Z ^ i ^ i i x j )
i=1 У2о2 7=i v

(7.3)

эквивалентного выражению (7.2).
Используя статистический функционал (7.3), можем не только 

получить оценки коэффициентов а ,, но и определить закон их 
распределения и интервальные оценки.

Заметим, что использование функции правдоподобия приводит 
к методу наименьших квадратов только в случае нормального за
кона распределения случайной величины (зависимой переменной). 
Например, если случайная величина г\ подчиняется закону рас
пределения Лапласа

1 f 1
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то функция правдоподобия для независимых наблюдений имеет 
вид

— I I е х п  < —РЦ у ,а )  = Й Уj  фг (*/ )

а функционал, аналогичный функционалу (7.3), —  вид
1 ”

Р7=1
y j (7.4)

Из анализа функционалов (7.3) и (7.4) следует, что то или иное 
определение «возможно лучшего представления» зависит от вида 
законов распределения исходных данных.

Здесь мы рассмотрели функционалы для регрессии ц на £,.
Аналогично получаются выражения для функционалов, определя
ющих регрессию £, на Г|. Заметим, что в обоих случаях независи
мые переменные принимают фиксированные (детерминированные, 
неслучайные) значения. Случайной величиной остается только 
значение зависимой переменной.

§ 7.2. Линейные регрессии ц на £, и £, на ц

Пусть уравнение регрессии ц на £, имеет вид

Ух = 01 + 02*.
Получим уравнения линий регрессии в этом широко распро

страненном случае. Используя определение линейной средней 
квадратической регрессии, найдем оценки параметров 0] и 02 и 
выразим уравнение регрессии через данные наблюдений. Для это
го продифференцируем функционал

^  = 1 ( ^ - 0 1 - 0 2 * / ) 2 (7.5)
i

по 01 и 02 и приравняем производные нулю. Отсюда получим 
оценки

02 = р — , 01= У - 02*,
<5х

А

где 02 —  коэффициент регрессии ц на х , у  —  соответствен
но средние значения наборов {л,} и {у,}; р —  коэффициент кор
реляции случайных величин £, и т]:
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Р = ПОхОу

{  л

Z Z w  ~ п*у
V i j  J

где п —  число точек (х^у*); а* и о у —  соответственно средние 
квадратические отклонения вариационных рядов х  и у  (не путать 
с величиной о 2 —  дисперсией нормального закона распределения 
случайной величины г|). Отсюда уравнение средней квадратиче
ской регрессии Г| на £, имеет вид

(7.6)
Gy Gx

Подставив найденные оценки 0] и 02 в соотношение (7.5), 
найдем минимальное значение функционала F:

ТДпш flGу (1 — р ).

Выражение (7.5) определяет сумму квадратов расстояний по 
вертикали (вдоль оси Г|) между точками (jq , у х. ) и прямой

ух = 01 + 62х
В случае регрессии £, на Г|, т. е. ху = а  + рг|, необходимо 

найти оценки параметров а  и (3, при которых можно решить за
дачу

М [(£ -  а  -  p r|)2 ] » min>

или задачу

ф  = ХОл- ~ а ~ Р у )2 ““ п»
i “ .Р

где значения y t фиксированы. Здесь расстояние между точками 
(y i,xy ) и прямой ху = а  + (5у измеряется по оси ' t .

Уравнение средней квадратической регрессии £, на Т| имеет
вид

r z l  = pz z l .  (7.7)
Gx Gy

В данном случае коэффициент регрессии и минимальное зна
чение функционала определяются по формулам

' Л  . — /1_„2'Р = р , Ф п и п  = n G j ( 1 - р  ).
Gy
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§ 7.3. Регрессионный парадокс

По одним и тем же исходным данным (если не учитывать 
строго их погрешности) согласно уравнениям (7.6) и (7.7) мы 
получим различные прямые, а следовательно, и различные выводы 
из решенной задачи. Прямые регрессии совпадают только при 
р = ± 1; при р = 0 (когда \  и Г| —  независимые случайные 
величины) имеем соответственно уравнения

У* = У, Х у  =  X

двух взаимно перпендикулярных прямых.
Если х = у  = 0, оЛ = Оу = 1, то линия регрессии Г| на £, 

описывается уравнением ух = рх; а линия регрессии £, на Г| — 
уравнением у  = ху / р .

В качестве примера рассмотрим линии регрессии, характери
зующие зависимость роста сыновей от роста отцов. Пусть пере

менная с характеризует рост отца, а 
переменная г\ — рост сына (рис. 7.3). 
Уравнение регрессии У] на \  имеет 
вид

Ух
Gi

■у х - х  
— = Р -------

Gv
р|<1.

Рис. 7.3. Регрессионный 
парадокс

Положим о у = о* = 1 и перенесем 
начало координат в точку (х, у) , т. е. 
в уравнениях регрессии положим 
х = у  = 0 . Получим

у х = рх < х.

Это означает, что в среднем сыновья высоких отцов не так вы
соки, как их отцы. Рост сыновей имеет тенденцию к усреднению. 

Уравнение регрессии t, на г) имеет вид

Ху - х  
Gv

= Р У~У

и при сделанных предположениях имеем ху = ру<  у.
Это означает, что в среднем отцы высоких детей не так высоки, 

как их дети. Рост поколения отцов имеет тенденцию к усредне
нию. Причем оба утверждения имеют место одновременно, что
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является регрессионным парадоксом. Чтобы устранить этот пара
докс, необходимо при определении уравнения регрессии учесть 
случайный характер как переменной так и переменной т|.

§ 7.4. О ртогональная регрессия

Учесть одновременно случайный характер переменных и т] 
позволяет ортогональная регрессия. Пусть известны набор случай
ных точек {хг-,уг-}, г = 1, 2,..., п, и закон распределения каждого 
наблюдения. Область неопределенности каждой точки (х,-,уг) 
теперь, в отличие от регрессий г| на 
\  и £, на г\, является некоторой 
окрестностью (рис. 7.4), форма ко
торой зависит от закона распре
деления результатов наблюдений.
Линия регрессии должна возможно 
«лучшим» образом пройти по 
областям неопределенности.

Пусть результаты наблюдений
X; = + 5/ И Уг =Цг+В(, Т] =
= / ( ^ , 0), подчиняются нормаль
ному закону распределения соот
ветственно с математическими
ожиданиями и т]г, дисперсиями а 2(хг) и сг2(уг) и
коэффициентами корреляции р; . Тогда функция правдоподобия 
имеет вид

1

Рис. 7.4. Области неопреде
ленности

Д х ,у ;0 )  =  П  ,--- -
i=i 2 n a (x i)a (y i)^ l-p i

х

хехр( -
1 f  (л  -  \i )2 _ 2р ( х , - £,■)(>’, - ц )  + (у,- -  )2 '

а ( х ,  )о (у г) о1 (Уд
-,(7.8)

а соответствующий минимизируемый функционал —  вид

1 1
2 ,-=11 -  р f

■ч)2( X j - l i ) 2 ( X i - ^ i ) ( y i  - ц ,- )  | (y i

а 2(хг) 1 а ( х г)сг(уО  а 2(у,) _
(7.9)

Для функционала (7.9) при р = 0 найдем точку минимума по 0:
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—> mm.
0

(7.10)
G2(Xi) 0 2(Уг) _

Геометрически (при а(хг) = а (у г) =1) это означает, что мини
мизируется сумма квадратов расстояний между точками (хг,уг) и 
соответствующими точками (£,2,г|г) кривой регрессии.

Чтобы найти минимум функционала F  по 0, продифференци
руем его по 0;', j  = 1,2,..., т. Получим систему уравнений

3F
90; *=1 а 2(уг ) Э0;

0, у = 1, 2, . . ,  от, (7.11)

которую решить невозможно, поскольку не известны истинные 
значения ^ , входящие в выражения для тр, т. е. нельзя найти 
оценки параметров 0, .

А

Доопределим условие задачи (7.10). В качестве оценок возь
мем те значения Ъ,,, которые обратят в нуль частные производные 
9F

:

dF _  Хг Уг -Г\г 0 Т р+ - 0, / = 1, 2, (7.12)
о 2(хг) o 2(yi) dli  

Условие (7.12) при с(х2) = о(уг) = 1 является условием ортого-
А

нальности векторов {(,v, - t , ) ; ( y i  -  Л/ )} и {I ;Эгр/Э£,г] , причем по
следний вектор направлен по касатель- 

Л ной к кривой ц = / ( ^ , 0) или вдоль пря
мой при линейной регрессии (рис. 7.5). 
Условия (7.11), (7.12) определяют тре
тью линию регрессии —  ортогональ
ную, не совпадающую ни с кривой ре
грессии 1] на ^ ни с кривой регрессии
\  на Г|, но одновременно учитывают 
случайный характер и и г\.

0 Е, Приведенные результаты справед-
Рис. 7.5. Наблюдаемые и ливы для пассивного эксперимента, ко-
оцениваемые координаты гДа используются текущие значения хг

переменных и соответствующие им значения у2.
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К результатам активного эксперимента, когда заранее устанавли
ваются значения х,, в общем случае выводы пассивного экспери
мента не применимы.

§ 7.5, Метод наименьших квадратов. Оценка свободных 
параметров функций, линейных по параметрам

Примером функций, линейных по параметрам 0, могут быть 
функции

Г1 = £ в г Х \  Т \=£в{ / , (х )
i= 0  i = 0

и т. д. Их часто используют для описания разделяющих функций, 
для приближенного описания законов распределения и т. п.

Здесь независимая переменная х  измеряется без ошибок (де
терминирована), т. е. рассматривается регрессия у  на х. Результа
ты наблюдений случайной величины г\ дают значения у , соответ
ствующие значениям х. Каждому значению х< может отвечать ли
бо единственное значение yt, либо множество значений у  а, 
У H i  Уш-

Предположим, что каждое наблюдение уг содержит ошибку в,.
Пусть и-мерный вектор наблюдений (вектор откликов) 

у  = (y i, у 2 у п )т порождается моделью

у  = Х 0 + в,

где X  —  известная {п х р)  -матрица измерений (матрица плана), 
построенная либо по значениям вектора х, либо по значениям 

функций f ( x ) ,  i = 1, 2, 0 = (6i ,02, ...?0^ )т — неизвестный
р-мерный вектор параметров; (в — п) -мерный случайный вектор 

ошибок, удовлетворяющий условиям М (в) = О, D (в) = £>(втв) =

= <з21. Здесь а 2 —  неизвестный скалярный параметр, /  — 
единичная матрица. Линейные модели наблюдений могут быть 
полного и неполного ранга. Если ранг матрицы измерений, 
rankX , равен р, то модель наблюдений называется моделью 
полного ранга, если rank X  < р , то —  моделью неполного ранга. 
Другими словами, если число точек наблюдений меньше числа 
искомых параметров 0, то имеет место модель наблюдений
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неполного ранга. В этом случае некоторые параметры 0 являются 
свободными. Модель неполного ранга здесь не рассматривается.

А. П р о с т е й ш и й  с л у ч а й ;  а 2 =1 .  Используя метод 
наименьших квадратов, найдем точку минимума квадратичной 
формы

Q(6) = ете = О  -  XQ)T (у -  XQ) = / у  -  20тХ Ту  + QTX TXQ.

Дифференцируя 0(0) по 0, получим систему нормальных 
уравнений

2 X Ty  + 2 X TXQ = 0.
Отсюда имеем

в = ( Х тХ у 1Х ту,
Минимальное значение S  квадратичной формы 0(0) при

0 = 0 вычислим по формуле

S = у ту -  2 [ ( Х ' Х У 1 ( Х ту)]Х?у  +

+ [ (ХтХ у 1( Х ту ) У Х тХ ( Х тХ у 1Х ту  =

= у*у  -  2y TX [ ( X TX y l ( Х ту)]т + у тХ ( Х тХ)~1 Х тХ ( Х тХ у 1 Х ту  =

= уту -  у тх ( х т х у 1 Х ту,

откуда получим
s =  y Ty - y Tx e .

Здесь использованы соотношения (АВ)Т = В ТА Т, (АВ )~1 = В~1А ~1.
Итак, при нахождении точечной оценки параметров методом 

наименьших квадратов не требуется предположения о нормальном 
законе распределения исходных данных. Однако это предположе
ние необходимо при построении доверительных интервалов и для 
проверки гипотез о параметрах 0.

Рассмотрим свойства оценок, полученных методом наимень
ших квадратов.

  А

Теорема. Оценка 0 является несмещенной оценкой парамет
ра 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем математическое ожидание
А

оценок 0 :

М(В)  = Щ ( Х ТХ У 1 Х тр] = { Х ТХ)~1 Х тМ{у) .
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Поскольку М (у ) = XQ, то М (0) = ( Х Т Х)~1 Х Т Х §  = 0. Теорема 
доказана.

Теорема (Гаусса —  Маркова). Среди класса оценок 0* величи
ны 0, которые являются несмещенными оценками и представ
ляют собой линейные комбинации исходных данных у , с помощью

Л

метода наименьших квадратов можно найти такую оценку 0,
A  jjj Л

что £>(0) ^  D(Q ), т. е. 0 — наиболее точная оценка величины 0
из всех возможных, принадлежащих данному классу (:эффек
тивная оценка).

Доказательство теоремы можно найти в [40, 49, 89].
Получим формулу для Г>(0). Пусть дисперсия £)(£_/) = а  , 

у = 1 , 2 , п, т. е. D (y) = о 21. В общем случае имеет место 

равенство D(Wy) = WD(y)WT. При 0 = (Х"сХ )~1Х Ту  имеем

D(Q) = ( X TX ) - lX TD (y)[(X TX y 1X J]T =

= (X'IX y lX To 2I X ( X TX y 1 =

= а 2( Х Тх у 1Х Ч Х ( Х Тх у 1 = с 2( Х Тх у \

 ̂ A  -j

Из формулы £>(0) = с г (X  Х )~  следует, что дисперсии оценок 
могут быть получены без знания самих оценок, причем оценка 
неизвестного параметра а 2 имеет вид

S
о = ------- ,

п - р

где п —  число точек наблюдения, р  —  число оцениваемых 
компонентов вектора 0 .

Замечание. Приведенными формулами для вычисления 
дисперсии можно пользоваться, несколько их изменив, если
каждое наблюдение имеет свой вес ю,. Пусть D(e j) = o j;  тогда 

можно положить D(Ej) = а 2/со,-, где —  вес j -го наблюдения.
р *

Вместо разности су- = у  j -  ̂  0гл',- в этом случае следует использо-
1=1

вать величины е* = е у-^/шу. Тогда
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  2

D(e*) = D (ej V®7 ) = С0;£>(£,-) = (о; —  = а 2
<Qj

и минимальным значением функционала будет величина

s = i ( B j ) 2 = i i o JEj.
7=1 7=1

Б. О б щ и й  с л у ч а й .  Результаты наблюдений подчиняются 
модели у  = Х0 + £. Ошибки е имеют математическое ожидание
М  (г) = 0 и конечные вторые моменты

Щ$) = ъ) =D(yj),
= р ijOiGj = со v ( y i , y j ) ,  i , j  = l, 2, п,

т. е. ковариационную матрицу 

D ( y )

^ Qj fTlC>2Pl2 ... CTl(T„piп ^

0 2  CTl Р21 &2 — °2 < 7 n P 2 n

С5п&1рп1 O/j О2 ри2 ... CTn

Рассмотрим квадратичную форму

6(9 ) = (у  -  X Q f D - 1 (у )(у  -  ХЩ =

= y'D~' (у )у  -  2yD~' ( у )Х в  + (Х 9)т D~' (у)Х В  =

= f D (у)у  -  2 e-’X 'D - ' (у )у  + в 'Х Ю - 1 (у)Х в .

Дифференцируя (7(0) по 0 , получим систему нормальных 
уравнений

2 X TD - \ y ) y  = 2 X 'D - ' (y )X e .

Отсюда имеем оценки

e = ( X 'D - ' ( y )X ) - 'X 'D - ' ( y ) y .
Л

Оценки 0 являются также несмещенными и эффективными. 
Дисперсия оценок имеет вид

D(e) = [ X ' D - \ y ) X ] - ' .

Предположим, что D (y) можно представить в виде произве

дения а 2 на некоторую матрицу N  : D (y) = а 2 N. Тогда
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D - \ y )  = - - N - , = ’7 r , O(0) = 0 2( X W ) - ‘,

где оценка а  имеет вид
, 2 в tW e
а  = -------- .

п -  р
Пример. Найти оценки вектора параметров 0 в модели 

Г| = Qixi + 02X2, если заданы матрица плана

(3 2 З У  
1 1 2} ’V

вектор наблюдений у  = (4 ,4 ,4)т и ковариационная матрица для 
значений у:

г4 2 (У
D (y) = a 2N , 7V = 2 4 0

v0 0 4У

Р е ш е н и е .  Найдем матрицу D ' 1 = W j<Т , предварительно 
обратив матрицу TV:

 ̂ 0,333 -0,167 0,000^
-0,167 0,333 0,000
0,000 0,000 0,250

W = N~l =

Поскольку параметр а 2 постоянен для всех наблюдений, то на
л

точечную оценку 0 значение сг влияния не оказывает, В резуль
тате получим

0 =  (1,00; 0,75)т, е = у  -  XQ =  (0,25 ; 1,25; - 0 ,50)т.

Тогда имеем

,2 _ etWe _  0,500а  =■ = 0,500,
п - р  3 - 2

f  1,000 -1,750^
-1,750 3,437

D(Q) = b 2(X TW X y l 

Отсюда получаем a(0i) = 1,000, a (02) = 1,854.
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Из вида полученной корреляционной матрицы оценок парамет
ров 0

Р у
( 1 , 0 0  -0 ,94 '’

-0 ,94  1,00 ,

следует, что бессмысленно в данном примере приводить только 
средние квадратические отклонения оценок, так как велики недиа
гональные элементы (рис. 7.6). Большая положительная ошибка в
оценке 01 приведет к большой отрицательной ошибке в оценке

Л

02. На рис. 7.6 указаны маргинальные средние квадратические от

клонения g(0i) и а (02) и интервальные оценки 01 и 02, они
определяются проекциями эллипса на соответствующие оси 
координат.

Рис. 7.6. Эллипс рассеяния оценок 0: 
координата А равна 01 + &pa(0i)-^l -  р 2, 

координата В  равна 02 + Арсг(92)v 1 — 2

В общем случае из условия нормального распределения
А

вектора оценок 0 следует, что квадратичная форма

б ( 0 ,0 ) = ( 0 - 0 ) т7)(0Х б-0)

распределена по закону %2 (N), где N  — размерность вектора 0. 
Поэтому можно записать вероятностное утверждение:
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р{2 (0,е)<*„2} - р ,

где р —  доверительная вероятность, Щ —  квантиль для %2(N) - 
распределения.

Область в пространстве параметров 0 задается уравнением 
6(0 ,0) = кр и имеет вид гиперэллипсоида. Отсюда можно полу

чить доверительную область для вектора оценок 0.
В рассматриваемом примере для эллиптической доверительной 

области при Р = 0,68 имеем =3,8. Если % = 1 ,  то получим

Р = 0,39. При коэффициенте корреляции p(0i,02) = 0,95 и кванти
ли к$ = 1 прямоугольная область, включающая в себя эллипс, име
ет доверительную вероятность р = 0,498 [68].

Из рис. 7.7-7.9 можно определить эллиптические и прямо
угольные доверительные области.

J X2(N) J xH 2N )

0,8
-

0,8
- 16Ж/ШШ2 ( 3 / / / / / / / / / / 1 2 14 T J j / f / / / / / / / / / ^ д

0,6 \ /////// 0,6

'  ш
0,4 ///// 0,4

' h
0,2 шш . .

0,2 ШШ .
0 4 8 12 16 kj 0 10 20 30 40 кк

а б

Рис. 7.7. Интеграл функций у'1 -распределений: 
а —  для числа параметров N  = 2 , 3 ,  ...,12; б —  для числа параметров

2 N -  14 ,1 6 ,...,4 0

В качестве примера определим вероятность Р (к) попадания
случайной точки для нормального закона распределения в эллипс 
рассеяния, полуоси которого равны к средним квадратическим 
отклонениям по соответствующим осям. Для этого вычислим 
двойной интеграл
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{ f  2 2 Л')
Н г г д  + ^ 7 П  Гdxdy _ Ч а Ч х )  в  (у ))]

от  двум ер н ой  плотности  р асп ределен и я  вероятн остей  с норм аль
ным зак оном  распределени я в границах эллипса рассеяния G:

Х2 У2 _  р2 
g 2 0 ) +  g 2 0 ) ’

где g ( x )  и G (y ) —  средние квадратические отклонения по осям х  

и у  соответственно. Получим

Р(к) = 1-е~*2/2,

т. е. если  каж дая п олуось  эл ли п са равна о д н о м у  ср ед н ем у  квадра
тич еском у отклонению  G (x) и g ( v), то  вероятность попадания  

точки в заданны й эллипс рассеяния равна

Р(к = 1) = 1 -е~ т  ~ 0,393.

Рис. 7.8. Связь между квантилью 
/ср описанного прямоугольника 
с вероятностным содержанием (3 
вписанного эллипса, имеющего 

коэффициент корреляции р

Рис. 7.9. Доверительные облас
ти для нормальных оценок 0 
параметра 0 при к$ = 1 и 
р = 0,5; (Зь (32, рз — соответ
ственно вероятностное содержа
ние для эллиптической области, 
описанного прямоугольника и 

горизонтальной полосы
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§ 7.6. Оценка параметров моделей 
с помощью функции правдоподобия

Одним из наиболее часто применяемых методов оценки сво
бодных параметров функций известного вида (в данном случае 
функций распределения и плотностей распределения вероятно
стей) является метод максимума правдоподобия.

Пусть случайная величина х имеет плотность распределения 
вероятностей / ( х , 0), где 0 —  неизвестный вектор параметров 
этого распределения. Проведем независимые выборки и получим 
реализации xi,X2 ,...,xn. Дифференциал совместной плотности рас
пределения вероятностей результатов наблюдений имеет вид

L(xl,X2 , ...>Xn\§)dx\dX2 ...dxn = f  (х \,В )/(Х 2 f(Xn,Q)dxidX2 ...dxn.
п

Совместная плотность вероятности L(x,0) = Г Т /(хг-,0) называ-
i= 1

ется функцией правдоподобия для выборки х\,хг,
Если дискретная случайная величина х  принимает значение 

xi,X2 ,...,xn, то в формуле для функции правдоподобия следует 
плотности заменить вероятностями событий х = хр.

/ ( а , , 0 ) =  Р { х  =  л',-}.

Можно найти такую оценку 0, которая доставляет функции
л

правдоподобия L(0) максимум: Ц 0) = max Ц 0) и является точеч-
0

А

ной оценкой параметра 0, т. е. для вычисления оценки 0 необхо
димо решить систему уравнений

>е) п ■ 1 ^— г -  =  0 , у = 1 ,2 , . . . ,  т .
7

А

Предположим, что оценка 0 одного параметра 0 удовлетворя
ет следующим условиям (условиям регулярности):

А

1) 0 = Q(x\,X2 , ...,х„) — однозначная функция от х^хг , ...,хя, 
непрерывная и имеющая непрерывные частные производные 
Э0/Эху во всех точках х = (xi,X2, ...,х„)е R", при этом операции 
вычисления частных производных и интегрирования коммути
руют;

2) область значений х  не зависит от вектора параметров 0.



380 Часть II. Статистические методы принятия решений

Предположим также, что математическое ожидание оценки
А Л

имеет вид М (0) = 9 + 6(0), где 6(0 ) — смещение оценки 0,
Теорема. В каждом случае регулярной оценки непрерывного

типа квадрат среднего квадратического отклонения оценки 0 от 
истинного значения 0 удовлетворяет неравенству

r d b^2
V
1 н-----

dQ;
+W t

L(x, Q)dx

П(0) = М [(0 - 0)2]> 2

I I  ao J
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

4-оо

J i ( 9  | 0)^0 = 1.

Дифференцируя это выражение по 9, получим следующие со
отношения:

дЬ л V Э in L » л 
— J 0 = 0 =  — ^ L ( 0 | 0)с/0,

J Э0 Э0 1 '—оо —оо

Э1п7, 1 дь
так к а к  = -------.

Э0 LdQ
Имеем

4»
М ф ) = J 0Ц010)̂ 0 = 0 + 6(0).

—оо

Дифференцируя это равенство по 0, получим

—  Г0Д0[0)с/0 = 1 + ^ ® . .  (7.13)
Э9 J V 1 dQ—оо

А

Поскольку выражение 0 + 6(0) не зависит от 0, то выполняет
ся равенство

Д  Л  1  П  Т Л  Л

Г (0 + 6(0))——  Ц 010)с/0 = 0 . (7.14)
J Э0—оо

Вычитая выражение (7.14) из соотношения (7.13), получим

| ( ё - е - * ( е ) ) ^ ц ё | е й  = 1 + ^ р .  (7.15)
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Используя неравенство Шварца
 ̂-1-00 \  7 -|-со

J / (*)g(*)<& < J / 2 (x)dx J g 2 (x)dx,
—оо J  —оо ■—оо

преобразуем интеграл (7.15) к следующему виду:

[ (в - е -  6(e))2 ц в  | еу  ё} д ё 1 eye > Г1+^  J .
■—оо

Л

Здесь первый интеграл —  выражение для дисперсии £>(0), т. е.

£>(0)>

\ , d m  у
,  dQ )

М
^Э1п £ (0 | 0 )л2

00

Это неравенство называется неравенством Крамера— Рао. 
Теорема доказана.

Л  А

Поскольку для нахождения 77(0) используется 1п£(0[0) и по

скольку точки максимумов функций £(0 |0) и 1п £ (0 | 0) совпада
ют в силу монотонности логарифма, то для определения точечной

А

оценки 0 решается уравнение правдоподобия

01п £ (0 | 0)
00

0.

Дифференцирование функции 1и£(0|0) вместо функции
А

£(0 10) часто упрощает расчеты.

Метод определения оценки 0 с помощью функции правдопо
добия называется методом максимума правдоподобия (ММП).

В асимптотике (для состоятельных оценок) имеем

in  / ,  4
= - М

е=е

М
01п £ ^  
~дд

^ 021п £ л
002V 0=0

Из неравенства Крамера —  Рао следует, что наименьшая вели
чина дисперсии оценки (для эффективной оценки) определяется по 
формуле
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ГКву
(Ъ\п.Ь У
п * п

Значит, ковариационная матрица вектора оценок 0 найдется из 
условия

Э2 InL
D(B) = N ~ \ N  = > i j  = 1, 2 , . ..Д.

Э0; 30J

Пример. Найти точечные оценки математического ожида
ния т и дисперсии а 2 функции плотности нормально распреде
ленных случайных величин.

Пусть произвели выборку {jc,-}, г = 1,2,..., п, и получили п не
зависимых значений, имеющих нормальное распределение. Функ
ция правдоподобия в этом случае имеет вид

j  * 2Ч Л  1  [  (X j - m )2
i ( r a ’ c

Тогда
1 п

In L = ------  ^О * - т )  —  In а 2 + const.
2о2 “ Г  2

Используя метод максимума правдоподобия, получим уравнения

Э1n L  1 "
——  = —yZ-O* - m )  = О,

am о  i=i

Э1п L  1 " 2 п а
- 7 т = т т 1 ^ - " 1) - : г т  = 0-до  2 а  j= i 2 а

Отсюда получим следующие оценки:

m = —Y;Xi = х , а 2 = — X ( x j - x ) 2. 
п i=1 п f=i

Математическое ожидание оценки ш есть М  (m) = М  (х) = 
= М (л'; ) = ц, т. е. m является несмещенной оценкой.

Найдем математическое ожидание оценки а 2. Математические 
ожидания каждого слагаемого в формуле для а 2 равны. Тогда
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1
М ( Ь А)  = —n M [ ( X i  -  Л')2 ] =  M [ ( X i  -  ( l )2 + ( х -  Ц)^ -  2(Хг -  p ) (x  -  ц ) ] : 

п
2 G2 - G 2 2 « "1= G + ------ 2-----= G  .

п п п

Получили, что оценка G2 является смещенной.
Несмещенная оценка (исправленная) дисперсии имеет вид

1
s2 =-

п
п - 1

g 2 =- -£(х* ~Х) .

n~ li=  1

При выполнении условий регулярности (наиболее важное из 
них —  независимость границы области определения функции 
/ ( х , 0) от 0) оценки, полученные методом максимального прав
доподобия, состоятельны и, кроме того, асимптотически нормаль
ны и эффективны.

Если функция правдоподобия имеет вторые производные по 0 
в интервале, включающем истинное значение 0о, и если, кроме 
того,

01nZ(x, 0)
М

и существует матрица

N(d) = - М

00, °  

Э2 1п Ц х ,0)
00,002

элементы которой отличны от нуля в указанном интервале, то
Л

оценка 0 асимптотически нормально распределена со средним 
значением 0о и дисперсией [^(О)]-1.

Важным свойством оценки ММП 
является ее инвариантность: оценка т 
функции т(0) является функцией оцен-

л

ки т = т(0). Например, оценка функ-
1 Л ции т(0) = 0 равна квадрату оценки 0,

но оценка т не обязательно несме
щенная.

Интервальная оценка параметра 0 „Рис. 7.10. Интервальная 
может быть получена по графику функ- оц№ка_ построснная п0
ции правдоподобия (рис. 7.10). функции правдоподобия
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О д н о м е р н ы й  с л у ч а й .  Пусть результаты наблюдений 
распределены по нормальному закону /7 (р ,а2). Логарифм функ
ции правдоподобия имеет вид параболы:

с точкой максимума при р = х. Смещаем параболу так, чтобы 
lnZ(x) = О,

Пусть InL  = - 1 / 2  и п = \ . Тогда

( р - х )2 _  1 
2  2 '

Отсюда получим доверительный интервал х - 1 < р < х + 1 .  Однако 
из свойств нормального распределения следует, что

Р { ( х - р )2 <1} = 0,683, 

т. е. Р { х - 1 < р < х +1} = 0,683 (см. рис. 7.10).

Пусть lnL = -2; тогда ( р - х ) 2 / 2 = 2. Отсюда получаем дове
рительный интервал [ р -  х | < 2, или х - 2  < р < х + 2 .

Из условия нормального распределения имеем

Р { (Т -р )2 <2} = 0,955,

или Р{х -  2 < р < х + 2} = 0,955.
О б щ и й  с л у ч а й .  Если Д х ,9 ) является непрерывной функ

цией и имеет один максимум, можно найти оператор g (0,x), кото
рый преобразует кривую In Lq (х, 0 ) в параболу вблизи функции 
(?(х) наблюдений:

1 п ^ (х ,я (0 ) )  = ф г -О (д:))2.

В асимптотическом случае доказывается, что g  можно вы
брать независимо от х. Тогда G является оценкой максимального 
правдоподобия для g.

Используя свойство инвариантности ММП, можно сделать та
кие же выводы о параметре g, какие делались о параметре нор
мального распределения 9. Преобразуем доверительный интервал 
для значений g  в соответствующий интервал для значений 0. По
скольку

lnZe(x,0) = lnL^(x,g(9)),
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то значения 8, соответствующие интервалу для g, при In Lg = -2  
являются точками пересечения прямой I n i  = -2  с графиком 
функции inZe(x,0). Таким образом, можно сделать выводы об 
интервальной оценке параметра непараболической функции 
правдоподобия, не проводя преобразования к параболической 
функции правдоподобия.

Заметим, что интервальные оценки параметров, полученные по 
графику функции In L, будут отличаться от тех же оценок, полу
ченных с помощью матрицы вторых производных, так как в по
следнем случае проводится квадратичная аппроксимация функции 
InL в окрестности точки максимума. Однако графическая проце
дура имеет свои особенности:

1) точность способа преобразования имеет порядок 1 !п, так как 
преобразуем экспериментальную функцию правдоподобия, тогда 
как нужно было бы получить (преобразовать) нормальное распре
деление вместо полученного распределения;

2) полученный интервал может быть «широким» и несиммет
ричным для первоначальной переменной 0;

3) если функция правдоподобия имеет несколько максимумов, 
то эта процедура выявляет несколько интервалов, однако довери
тельным интервалом для 0 может быть только один непрерывный 
интервал с тем же самым вероятностным содержанием (не следует 
забывать, что интервальная оценка указывает интервал, который с 
вероятностью 3 накрывает истинное значение 0);

4) если предложенным методом получаем неопределенные 
(или бесконечные) доверительные интервалы, то для решаемой 
задачи требуется более сложная интерпретация, чем интерпрета
ция ее как задачи нахождения единственной оценки ММП и дове
рительного интервала.

§ 7.7. Байесовский подход к оцениванию параметров моделей

В байесовском подходе неизвестный параметр 0 является не 
детерминированной (постоянной) величиной, а случайной вели
чиной, для которой априори известна плотность распределения 
я (0) возможных значений 0.

После наблюдения х получим плотность апостериорного рас
пределения вероятностей
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п
п / ы е )  т

71(6 j х)
п

П/(*,|0) л(е)<ге
_ г —1 _

Байесовский доверительный интервал (0Н,0В) с вероятност
ным содержанием (3 определяется следующим образом:

0Б

Согласно этому определению доверительный интервал соот
ветствует доле (3 полной веры наблюдателя в значение оценки
параметра 0 , т. е. составляет (3 / (1 — (3). Полное апостериорное 
распределение л (0 [ х) как бы заменяется дискретным двухточеч
ным распределением:

Как и в классическом варианте нахождения интервальной 
оценки, доверительный интервал определяется неоднозначно. 
В обоих случаях не указывается, какое значение внутри интервала 
является наиболее вероятным. Поэтому желательно дополнитель
но провести точечную оценку по максимуму функции распределе
ния вероятностей тг(01 х).

Замечание. Для нелинейных функций оценку свободных пара
метров часто проводят после линеаризации заданной функции, на
пример: г| = Ае^  =>1пт| = 1п;4 + Ах или тц = 0j + 02Х, где гц = Inг\ , 
01 =1л А, 02 = Л. Однако здесь возникают две проблемы; единст
венности оценок и изменения законов распределения исходных 
данных, —  которые повлияют на величину интервальных оценок.

Пусть для функции Г| = / ( х ,в )  получены оценки 0 и их дис

персии -0(0). Это означает, что по результатам наблюдений можно 
построить семейство линий. Для модели т] = / (х ,в )  оценкой ли-

0 ,

Р  {0„ — 0 — 0В } = [3? Р{0 е [ 0н,0в]} = 1-Р .

§ 7.8. Интервальные оценки линии регрессии 
и прогнозируемых значений функции

нии регрессии Г| будет функция у  = / ( х , 6). Необходимо опреде
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лить доверительные интервалы для значении у , которые с задан
ной доверительной вероятностью 3 накроют истинные значения 
г). Кроме того, необходимо найти доверительные интервалы для 
прогнозов, которые накроют новое наблюдение у , соответствую
щее заданному значению х.

Рассмотрим эти оценки в случае, когда функция Г| = 0о + 
+ 0i ( x - x )  является линейной, где х —  среднее значение пере
менной х . Тогда дисперсия значений у  определяется по формуле

D ( y )  =  D ( Q о) +  £>[0i(jc -  х ) ]  =  D ( Q о) +  ( х  -  x ) 2 D ( Q i) .

I у  — Tl I
Величина , подчиняется распределению Стьюдента с

4 W )
п - р  степенями свободы; при заданном 3 квантиль распределе
ния Стьюдента равна и интервальная оценка имеет вид

P {y-t$ y jD (y ) <4]<y + t^ D ( y ) } = $ .

В общем случае для линии регрессии, описываемой уравнени
ем г((х,0) = / ( х , 0), дисперсия вычисленных значений у  опреде
ляется выражением

N (  d f  V  » N N d f  d f  - -
D ( y )  =  H

j = l \ o Q j  J i=1 j= 2 oQj  0 0 /
)<i

А  A

где N  —  размерность вектора 0, £>(0;,0г) —  корреляционный
А  А

момент случайных величин 0 ; и 0,-.
N

Для линейных функций т](х, 0) = X  ®jfj  (*) дисперсия вычис-
7=1

ляемых значений у  в точке х согласно той же формуле может 
быть записана в виде

D (y) = r (x )D (Q ) f(x ) ;
А  А

здесь / (х) —  вектор, £>(0) —  матрица оценок 0.
Например, для прямой линии р(х, 0) = 0о + 01 (х -  х), если 

/ ( х )  = (1, х - х ) т, имеем
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D (y) = ( l , x - x )
rD(Q о) О V  1 л

О £>(01), у х  -  X J
О (0о) + (х -  x )2D(Qi ).

Задав серию значений х  и вычислив соответствующие им зна
чения дисперсии а 2 (у) = D (y), получим интервальную оценку ли
нии. Для прямой линии интервальную оценку можно получить 
аналитически [40]. Интервальные границы для М (т] | £о) в случае 
прямой линии будут следующие:

rj -  *1-а/2СТ(Т1) < М(г\ | £о) < Л + /1_а/2СГ(Т1), (7.16)
л

где а  (f|) = ( l ,4o)-D(0)(l,£o)T, ос — уровень значимости.
Огибающая семейства всех возможных прямых будет кривой 

второго порядка, уравнение которой получим из формулы (7.16):

£ о > , - е 1- е 2;0 2 < с « ( 1+ е |) ,
г-1

где Са —  константа, величина которой определяется уровнем зна
чимости ос.

Принимая за начало отсчета наблюдаемые средние значения х 
и у  , перепишем это неравенство в виде [40]

02 (Sx - С а )~  2Q2Sxy + 0? < С« ~ s j,

где , Sy и Sxy —  соответственно выборочные дисперсии и вы
борочная ковариация величин х и у . Это условие можно считать
ограничением, которому удовлетворяет «истинная» прямая.

Найдем огибающую семейства всех возможных прямых. Урав
нение огибающей [40] имеет вид

СУ — 0 2 х ) 2 ( 0 2 .У  +  Х ) 2 _ х | ^ 2

C a - h  b i - C a  2’
где

^ = 5 2 - С ^ ,  b l = s l + % 2 S xy, 02 > 0 ,  b 2 > b [ -

02

Новое наблюдаемое (прогнозируемое) значение у  отсчитыва
ется от точек на линии оценки функции регрессии у , и величина



Глава 7. Методы регрессионного и конфлюэнтного анализа 389

V-V' — имеет распределение Стьюдента. Предположим, что
y j D ( y - y )

новое наблюдение имеет дисперсию а 2; тогда

D ( y - у) = а 2 + D(Qq) + (х - х ) 2 D(Qi).

Интервальные оценки для точек прогноза имеют вид

P { y - t ^ D ( y - y )  < y < y  + t ^ D ( y - y ) }  = $. (7.17)

Для к  измерений, проводимых в точке прогноза, вместо зна
чения дисперсии о 2 в формуле для D (y — j)) надо взять величину 

о 2/ к . Для параметров прямой линии нетрудно получить оценки
П

.  г п .
0о = - ! > «

Л — 1 

0, = ^ -

Пусть D(yi) = a 2, i = 1,2,..., п. Тогда

£ (* /  ~ х )  
1—1

D(0O) = D(y)
п

D (0i) = D
Х(х,- ~x)y i
_j____________

£ (х ,‘ - x )2

Х (хг- - x )  D(yi)
_  I

Х (хг- - x )2
X(x,- - x )

Из формул для Z)(0o) и 77(0i) следует, что дисперсия D(y)  мини
мальна при х = х . Задавая различные значения х , можно найти

У

T l= 0 o+ 0 l ( x - x )

/  j)=e0+e1{jc-x)

/х  ! >1 (лугу

Рис. 7.11. Интервальная оценка линии регрессии
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интервальные оценки линии регрессии (линии I и II на рис, 7.11) 
при заданном (3 и интервальную оценку нового наблюдения у, 
для прогнозируемой точки у .

На рис. 7.11 точка (у , у )  показывает нижнее значение интер
вальной оценки прогнозируемого значения у, в точке у .

§ 7.9. Активный и пассивный эксперименты.
Оценивание параметров функции известного вида 

в пассивном эксперименте

В настоящем параграфе будут рассмотрены алгоритмы, позво
ляющие находить оценки свободных параметров элементарных 
функций при наличии погрешностей и в значениях аргумента, и в 
значениях функции. Эти алгоритмы объединены названием «кон
флюэнтный анализ» (англ. confluence —  слияние, confluent —  сли
вающийся). Когда и значения функции, и значения аргумента — 
случайные величины, процедуры оценки свободных параметров 
функции зависят от того, как проводился эксперимент: пассивно 
считывались значения аргумента и функции или значения аргу
мента устанавливались заранее.

Пассивный эксперимент наиболее часто встречается в процес
сах получения оценок параметров моделей систем во многих от
раслях науки и техники. Здесь требуется найти интервальную 
оценку параметра 0 функции ц = /(<;, 0), когда точные значения
г| и £, мы наблюдать не можем, однако можем наблюдать значе
ния случайных величин у и х :

Уг = Т[/ + £i, 1 = 1, 2,..., П,

где 5j и Ej- — соответственно ошибки значений аргументов и 
функции (случайные величины).

В активном эксперименте мы можем задавать х  любые значе
ния (ус называется контролируемой переменной), на которые нала
гается помеха 6: £, = х  + 8. Значения у являются результатом вли
яния случайной ошибки на истинное значение тр у = Т| + е. Струк
турное соотношение между наблюдаемыми значениями у  и у, 
примет вид у = f ( x  + 5,0) + в и станет обычным уравнением ре
грессии, поскольку теперь х  не случайная величина.
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Рассмотрим пассивную схему эксперимента. Пусть заданы ста
тистический ряд экспериментальных значений {xt} с  X  и соответ
ствующий им ряд значений функции {у,} Cl У, i = \,2 ,...,n , п > т , 
где т —  число оцениваемых параметров 9 . Предположим, что 
переменные х2 и у2- не детерминированы, но являются выборками 
из генеральных совокупностей X  и У с известными функциями 
плотности распределения вероятностей. Переменные х,- = £г- + 6, и 
yi = ту + £г могут быть статистически как зависимы, так и не зави
симы; могут быть как коррелированы, так и не коррелированы.

В основном мы будем рассматривать выборки независимых 
наблюдений, имеющих один закон распределения.

Пусть / ] (х,- 19) и /2 (yt | 9) —  соответственно функции плотно
сти вероятностей случайных величин хг и у , , если хг и уг непре
рывны, и соответственно вероятности значений хг и у2, если рас
пределения величин х, и уг дискретны; функции /i(x; 19) и 
f i  (yi 19) могут быть как одномерными, так и многомерными.

Найдем выражение для совместной плотности вероятности 
экспериментальных данных при условии, что значения и ту 
связаны функциональной зависимостью, но их погрешности б2 и 
е2 являются независимыми при переходе от одной точки к другой. 
Тогда совместная плотность вероятности получения одновременно 
значений хг и уг имеет вид

pi = /  (Xi 19)у2 (у, |0).

Совместная плотность вероятности получения п статистиче
ски независимых точек (xj, у ,) является функцией

L(x, у 19) = П  /  О/ 10)/г (yt 19)-
i=1

Аналогично можно вывести формулы совместной плотности 
вероятности для зависимых или коррелированных эксперимен
тальных точек [40, 49, 89].

Для нас важно то, что в выражения для совместной плотности 
вероятности входят математические ожидания экспериментальных 
данных, экспериментальные значения и оцениваемые параметры, 
так как в f  (х, 19) войдут функция математического ожидания t t , 
экспериментальные значения х2 и вектор параметров 9, в 
/2 (у; 19) — функция математического ожидания ту , эксперимен
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тальные значения у,-, хг- и вектор параметров 0 . Кроме того, нам 
известно функциональное соотношение i p = / ( ^ , 0)> которое по
рождает структурное соотношение между наблюдаемыми случай
ными величинами х, и у  р.

при аддитивных помехах 5,, е,.
Таким образом, в поставленной задаче следует отметить две 

проблемы:
1) как ввести в рассмотрение погрешность аргумента;
2) как минимизировать функционалы при отыскании точечных 

оценок параметров после введения в них оценок аргументов или 
выражений для них, так как эти функционалы имеют сложную 
форму и соответствующие системы уравнений для определения 
этих оценок нелинейны (известно, что каждая нелинейная система 
требует особого рассмотрения каждого решения).

Наиболее часто выборка случайных величин имеет распреде
ление Гаусса. Найдем (в качестве примера) для этого распределе
ния вид функционалов, из которых затем могут быть получены 
оценки искомых параметров (для других функций распределений 
экспериментальных данных процедура получения минимизируе
мого функционала будет аналогичной).

Пусть экспериментальные значения х,- и у, —  случайные ве
личины, каждая из которых имеет функцию плотности распреде
ления вероятностей, описываемую функцией Гаусса с математиче
скими ожиданиями £,i и ту, дисперсиями а 2 (х, ) и а 2 (у, ) и коэф
фициентом корреляции р, = p(Xj,yv). Тогда плотность вероятности 
получения точки с координатами (х,-,уг-) имеет вид

уч = ч/(х,,0Д ,Г/)

или
Уг = / ( х г- -5 / ,0 )  + ег-

Pi = ---------------------- / = ^ ехр
2да(хг)а(уг) у 1 - р ,

1 ufj -  2рг U\j  u2l + иi
2(1 -Р ?)

где
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Совместная плотность вероятности получения п независимых 
таких точек является функцией

П

или

In
£

г = 1

a 2 f a ) ( j f a ) a f a ) fa fa)
х

X- + const.
1 -Р ?

Оценки искомых параметров 0 находятся из условия миниму
ма функционала

f a  -  Ь  ?  fa* -  fa ) ( у г  - Л / )  , (у> -  Л / )2^рг “гcrfaf) a fa fa O O
(7.18)

В частном случае, когда погрешности не некоррелированы, 
выражение (7.18) принимает вид

1 ” 
F = - T

2 Й
fa  - f a ) 2 + f a ~  л О2 (7.19)

fa fa ,)  fa fa i)  _

Аналогично находят вид минимизируемого функционала при 
других законах распределения исходных данных. Чтобы перейти в 
выражениях (7.18), (7.19) к случаю, когда переменные являются 
детерминированными, следует положить fa = х, или Лг = }ч ■

Теперь рассмотрим задачу отыскания минимума функционала 
типа (7.18) по параметрам 0 при условии, что задан вид функции
11 = / й , в ) .

Нам не известны истинные значения £, (абсцисс) эксперимен
тальных точек, а известны только их доверительные области, тогда 
как в регрессионном анализе абсциссы известны, причем случай
ная величина х коррелирована с обобщенной ошибкой функ
ции л (например, для линейной функции л = 01 + 02^ обобщенная 
ошибка равна е - 02б).

Перед тем как определять точки минимума функционалов
(7.18) и (7.19) по 0, необходимо каким-то образом определить f a  
а только затем, подставив выражения для fa и л* в функционал, 
найти минимум получившейся функции нескольких переменных.
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Выход любой системы в виде набора значений у  содержит 
информацию не только о параметрах 0 модели, но и о действи

тельных значениях входного воздействия Искомые оценки 0 
определяются из равенства

0 F  Эг)

Эц Э0 j
= 0, у = 1 , 2 , т. (7.20)

Однако в уравнениях (7.20) истинные значения |  неизвестны.

Чтобы найти их оценки доопределим задачу следующим обра
зом:

= 0, 1 = 1, 2, .„п.  (7 .21)
д* 5 , - 1 ,

Очевидно, получаемые оценки значений с,, должны принадле
жать области неопределенности Д  измеренных величин х, ,

i = 1 , 2 , п, т. е, е  Д .  Когда известен закон распределения по
грешности измерения величин Xi, это условие может быть выра
жено в более конкретной форме: при нормальном законе распре
деления случайной величины х, можно считать, что 
| Xi |<  &а(хг), где значение коэффициента к определяется вы
бранным значением доверительной вероятности.

Таким образом, решение задачи минимизации функционала
(7.19) при условии (7.21) эквивалентно решению системы урав
нений

Z  У\ , \  Ж -  = 7=1,2, . . . ,  т, п > т, (7.22)
,-=1 <T(yi) Э0;

при

4 т ^  + 4 т 1Т ^ -  = 0’ *' = 1 ,2 ,.., и. (7.23)аД х ,) аД уД  0с,

Для функций, линейных по параметрам 0 , система уравнений 
(7.22) является системой линейных алгебраических уравнений. 
Система (7.23) для линейных по \  функций представляет п не 
связанных между собой систем из т линейных уравнений.
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Замена нормального закона распределения другим, например 
законом Пуассона или Лапласа, приводит к системе нелинейных 
уравнений (7.22).

При учете корреляции погрешностей величин х, и у, формулы 
усложняются, а при учете корреляции погрешностей значений ха 
и Хг2 нельзя разбить систему из тп уравнений на п независимых 
систем, в этом случае придется решать систему линейных уравне
ний в п раз большей размерности, чем при независимых перемен
ных лд и х,2 . Учет корреляции погрешностей всегда ухудшает 
обусловленность системы уравнений (7,22).

Условие (7.23) для нелинейных функций г\ — f  (£,6) имеет вид 
п независимых систем из т нелинейных уравнений, которые 
можно решать методом линеаризации. Сходимость итерационного 
процесса при этом обеспечивается малостью допустимых интерва
лов для

Таким образом, сначала решают регрессионную задачу нахож-
А

дения вектора оценок 0 при значениях £,г = лу, г = 1 ,2 ,..., п. Полу-
А

чают первое приближение для оценок 0 . Затем определяют точные 
значения при этом проверяют принадлежность новых значений 
с,г- области возможных значений Д  переменной хг . Эти действия 
повторяют до тех пор, пока не выполнится одно из условий:

а) на очередном шаге значение функционала (7.19) меньше за
данного числа у;

б) на соседних итерациях значение функционала F  и значения 
оценок параметра 0 мало отличаются, т, е.

Д  -  RV+1

д
<Уь max

0} - 6}+1
0}

— У 2> j  = 1, 2, . . ,  от,

где Yi и у 2 — заданные числа;
в) исчерпан лимит итераций.
Дисперсии оценок параметров находят с помощью матрицы 

вторых производных по 0 от функционала (7.18) (см. § 7.6).
В работах [20-24] рассмотрено применение конфлюэнтного 

анализа для основных элементарных функций: прямой линии, ли
нейных многомерных функций, полиномов, систем линейных ал
гебраических уравнений, сигномов, кубических сплайнов.
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Например, для линейной функции r\ = а£, + Ь с учетом выра
жений (7.19), (7.23) получим следующий минимизируемый 
функционал:

F _ y  ( j i - a x j - b ) 2 

,=i c 2 ( y i )  + a 2o 2 ( X i ) ’
л

если исходным был функционал (7.19), а значения определим 
по формуле (согласно (7.23))

с _  a 2 {yt )xj  + a a 2(Xj ){у, -  b)

*  о 2( л )  + а 2о 2(п )

и подставим затем в функционал (7.19).
Выражение в знаменателе ст2(у() + a 2a 2 (xj )  можно рассматри

вать как сумму дисперсий левой и правой частей г-го уравнения. 
Такой подход используют при оценке параметров функции многих 
переменных.

В случае, когда функция ц является аналитическим описанием
плотности нормального распределения, возникают трудности в 
нахождении оценок параметров, так как функционал (7.19) в дан
ном случае имеет сложный вид. Поэтому оценки параметров и ис
тинные значения С,, находят итерационными методами, предвари
тельно определив «хорошее» нулевое приближение.

В приложении П1 приводится описание программы (инструк
ция пользователю) для построения линий регрессии X  на Y, Y  на X  
(регрессионный анализ) и ортогональной регрессии (конфлюэнт
ный анализ).

§ 7.10. Анализ других методов оценки параметров 
функции известного вида с учетом ошибок 

в значениях функций и аргументов

Предположим, что ошибки измерений £, и б, —  нормально 
распределенные случайные величины с нулевыми средними зна
чениями, дисперсиями с 2 (у/) и а 2 (х,) соответственно и коэффи
циентом корреляции pz = 0,

Рассмотрим несколько подходов к решению задачи оценки па
раметров функции известного вида.
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I. В одном из подходов используют вместо истинных значений 
с,, значения наблюдаемых х, при оценивании параметров МИК,
т. е. ошибка измерения 5г игнорируется, в результате получают 
следующую модель:

^  = /(^ » 0) + e.
В основном, как показано в [20, 30, 40], этот подход приводит к 

несостоятельной оценке с большим асимптотическим смещением.
II. В работе [96] рассмотрена задача, когда £, является случай

ной величиной, не зависящей от е,- и 5г, с характеристиками 
М  (с,) = li, cov(^) = Значения ^  аппроксимируются результа
тами измерений х/, и при нормальном законе распределения слу
чайной величины £,г полагают

П(£ |х)  = хЛ + р ( / - Л ) ,

где Л = (Di + ст2 {x)I)~lDb  I  —  единичная матрица.
Получаем функцию

у = / ( х Л  + р ( / - Л ) ,0 )  + е.

Если р и Л не известны, то, используя исходную выборку xt■,

i = 1 ,2 , ..., п, определяем оценки р, Л  и получаем модель

у  = Д * Л  + V(I -  Л), 0) + е = / ( i  0) + е. (7.24)

Оценки параметров модели (7.24) могут быть определены 
МНК. Например, для прямой линии Т| = at, + b имеем

_ а 2(х) (  а 2 (я) ^
Xa 2(x) + aJ о 2(х) + о 2/

где —  дисперсия ошибки 6/ ,  о 2 (х ) —  дисперсия вариацион
ного ряда х . Минимизируемый функционал примет вид

Z b i  -'Пгёов)]2 Н b i  -& - д р ) (а 2(х) + а 2) - (х ,  - р ) я о 2(х)]2

a 2 (у) (o2(x) + a^)2a 2(y) ’

где a 2 (у) — дисперсия вариационного ряда у .
В случае, когда функция / ( ^ ,0 )  нелинейна по параметрам, ис

пользуют разложение ее в ряд Тейлора в окрестности точки В, [30,
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96]. Например, при нормальном законе распределения с парамет
рами 01 и 02, используя формулу л = / ( £ )  + / /(ъ)(Л' -  £)> получим

Л
1 ехр-

+
V2TT-0;

- ехр •

V 2я  ■ 02 

Г ( х - 01)2

( X - 0Q2
202

+
*=5

202

1
1 1 ф |

*4 92 J ( х - | )  =

л/271-02
ехр- ( I - 9 0 2

20?

Оценки параметров 01 и 02 найдем из условия минимума 
функционала

Z b  - л ( ^ в )]2
17  г=1

<*2(у) ’

ITT. Поставленная задача может быть решена итеративным мето
дом наименьших квадратов с уточняемыми весами [30, 75, 76, 102].

Предполагается, что Xi, i = 1, 2,..., п, является выборкой из не
которой генеральной совокупности с функцией плотности распре
деления / ( х г,0). При этом первые моменты функции f i x , , 0) из
вестны и конечны. В данном случае для построения минимизиру
емого функционала F  необходимо знать вид функции плотности 
распределения / ( х г ,0) или ее моменты.

Для определения моментов в [102] предлагается использовать 
разложение функции / ( х г ,0) в ряд Тейлора в окрестности точки
xoi. Тогда первый и второй моменты функции плотности распре
деления /(х о ь9 ) находят по формулам [102]:

| x0i) = /(* ,-,в), 

а 2 О  |т 0Д = а 2(у,) + "Э /(л ,0 )
_ Эл'/ Xi=XQi _

а 2О 0 .

Итерационный процесс нахождения оценок вектора парамет
ров 0 строится следующим образом.
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1. Составляется функционал

= Е  [уг -  М(у ,  | Хш )] W;
i=1

|2 , , , 0  
i i

где wf = о  2(уО, и определяется оценка вектора параметров 0°, 
при которой достигается минимум функционала Fq, т . е. решается 
регрессионная задача.

2, Определяются величины w,1 = a 2 (у,- | хог).
3. Составляется функционал

F  = Z  lyt ~ M (yi I *0*')]2 (7.25)
i=l

и определяется оценка вектора параметров 01.
Операции 2 и 3 повторяют до тех пор, пока относительные из

менения параметров на соседних итерациях не будут меньше не
которой малой величины у:

max 0' _ 0Г 1
05.

7 = 1, 2,..., т.

Рассмотрим применение данного метода для линейной функ
ции Г|г =axi+b:

М (у, | хш) = ахш + Ь, а 2(у/1 л у ) = а 2(у,-) + а 2а 2(у ). 

Функционал (7.25) примет вид

_ у  ( y i - a x j - b f  

1 i=i<52{ y i )  +  a 2<32(xi)

Для нелинейного случая, например для функции плотности, 
имеющей нормальное распределение, получим

С2(уг- |х 0г ) = а 2(у/) +

1

V27I-02
ехр< (JCQJ - 01)" 

202

л/2л -0
1  J ( j c o i - 0 l )  | (01 — Xoi)exp] — 1

2©2 02
а 2(х/).

Подставив эти выражения в функционал (7.25), определим 
оценки параметров 01 и 02.

В статье [102] приведены асимптотические свойства получае
мых оценок. В [30, 75, 76, 102] исследуются также статистические
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свойства оценок и вопрос о сходимости итерационного алгоритма 
получения оценок.

IV. В работе [95] предложен метод, позволяющий учитывать 
ошибки переменных х,- для линейных моделей.

Допустим, что задана модель с известными дисперсиями оши
бок ст| и

y i  =  at,i  + b  +  £ i , Xi =  +  8 , ,  / =  1 , 2 , ..., п.

Традиционными методами, например МНК, определяют оцен
ки параметров а и Ъ модели, считая, что х, —  детерминирован
ные величины. Следовательно, теперь мы имеем модель с извест
ными параметрами:

y i - b  =  a ^ i + t i ,  X i = ^ i + b i ,  / =  1 , 2 , . . . ,  п,

или, в матричном виде,
f  СЛ IАЛ лУ г ~ Ь \  а '

X,i /

ti
8,-U .

Получили регрессионную модель, где —  неизвестный па
Л

раметр, подлежащий оцениванию. Оценки ^  определяют из вы
ражения

4, = ((а,1)Х-1(5,1)1Г 1(а ,1 )2 -1( л - Ь , ъ У ,

где X = diagfrTr ,гт| J.
Последнее выражение можно преобразовать следующим об

разом:
i i  = (&2o 2s + с>1у1(а1(у; -  Ъ)а + сфс,-).

Дисперсии оценок определяют по формулам

Д (4,) = ((5 ,1)2-,(3,1)т) - 1,
ИЛИ

D (li) = {a2<5l+<5lyl .
Далее уточняют оценки параметров а и b при новых значени

ях аргументов . Затем снова определяют оценки Итерацион
ный процесс продолжается до тех пор, пока относительные изме
нения параметров на соседних итерациях не будут меньше некото
рой малой величины у:
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max е*
< Y, 7 = 1,2.

Для линейных моделей мы получили функционал и формулу 
для расчета значений £,г, аналогичную приведенной в § 7.9. Таким 
образом, в качестве единого подхода к задаче нахождения оценок 
параметров моделей с учетом погрешностей в значениях функции 
и аргументов могут быть использованы методы конфлюэнтного 
анализа, описанные в [20-24, 40].

§ 7.11. О единственности оценок параметров.
Состоятельность оценок и алгоритм их получения

Функционал (7.19) является самым простым, и даже он нели
неен по 0 в случае оценки параметров 0 уравнения прямой при 
одновременном учете погрешностей и в значениях функции, и в 
значениях аргумента. Поэтому возникает вопрос о единственности 
оценок искомых параметров, который тесно связан с выбором ну
левого приближения оценок. Естественно рассмотреть в качестве 
нулевого приближения решение регрессионной задачи (например, 
по методу наименьших квадратов).

Из условия (7.12) следует, что для одной и той же задачи ми
нимальное значение функционала в методе наименьших квадратов 
больше минимального значения функционала (7.10), поскольку 
условие (7.12) является условием ортогональности вектора каса
тельной к функции Г[ = /(£ ,,0) в точке ( | , i , принимае
мой за «истинную», и вектора, проведенного через исходную точ
ку (хл, и точку, принимаемую за «истинную». Таким об
разом, минимизация функционала (7.10) при условии (7.12) 
приводит к минимизации суммы квадратов «наикратчайших рас
стояний» от точки (хц,  ...,Xim,yi) до кривой, тогда как в методе 
наименьших квадратов минимизируется сумма квадратов откло
нений при фиксированных значениях ху .

Для конкретных видов функции г\ = /'(<;, 0) в работах [21, 23, 
40] получены условия существования единственного решения. По
кажем существование единственного решения для линейных 
функций

т

Л = H & j xj  + 0о
1=1
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в предположении, что:
1) погрешности е и 8 статистически независимы и подчиня

ются нормальному закону распределения;
2) за нулевое приближение взято решение регрессионной зада

чи [21, 23].
Эти ограничения обусловлены тем, что с помощью преобразо

ваний координат функция Гаусса, описывающая нормальный за
кон распределения, сводится к уравнению прямой линии и оценки 
параметров этой прямой будут однозначно связаны с оценками 
параметров функции Гаусса.

Теорема 1. Если погрешности £ и 8 измеренных случайных 
величин х и у  статистически независимы и распределены по
нормальному закону с известными числовыми характеристиками 
функции плотности распределения вероятностей и если в каче
стве нулевого приближения принято решение соответствующей 
регрессионной задачи, то достаточным условием единственно
сти оценок параметров линейной функции

т
л=е0 + 1  ед,-

i=i

является выполнение неравенства х 2 > (1 — т / п)о2 (у ). Здесь

а 2 (у) — оценка дисперсии значений у2 при равноточных измере
ниях.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты формул величины a(;ty) и 
сг(уг ) приняты равными единице. Функционал (7.10) с учетом 
условия (7.12) для линейных функций имеет вид

г \ 2п I т '

Ё у * - 0о - Ё е уху 
F  = - ^ ------------J— ------ (7.26)*> т v f

2 i + S e ?
}=1

При фиксированных 07, у = 1,2,..., m, функционал (7.26) от
носительно переменной 0о есть парабола и любое начальное зна
чение 0Ц приведет к единственной оценке. Для переменных 0 ,, 
j  = \ , 2 , т ,  функционал (7.26) монотонно возрастает с увеличе-

А

нием разности 0 , — 0 , от точки минимума вправо до горизонталь-
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ной асимптоты, равной £  ^  ху , и влево —  до точки максимума, а

затем монотонно убывает до той же горизонтальной асимптоты. 
Для доказательства теоремы достаточно указать, когда соответ
ствующий регрессионный функционал Фр станет меньше
т  п

2  X  *1 > в этом случае начальное приближение попадает в об-
j =1 i=1
ласть выпуклости функционала (7.26). В точке минимума имеем 
Фр =(п — т )а2 (у). Для единственности оценок параметров 07 
должно выполняться условие

Фр = (п -  т)д  (у) < Z  Z  хи = х п
./=1 »■=1

или
—7 { , ТПх 2 > 1-----

V П )
Ь Ч у ).

Теорема доказана.
В рассматриваемом случае дисперсии значений у,- известны и 

могут быть использованы для проверки достаточного условия. 
Можно сформулировать и более строгие условия, когда значе-

m П
ние Фр в точке минимума будет меньше ^  X  х$ и в то же время

j=1 j=i
точка минимума функционала Фр будет принадлежать строго вы
пуклой области функционала (7.26). Для этого следует проверить 
любое достаточное условие строгой выпуклости функциона
ла (7.26) в точке минимума регрессионного функционала.

Условия строгой выпуклости функционала F, а тем самым и 
единственность его точки минимума [42, 46] устанавливаем со
гласно теоремам [46], по которым достаточным условием строгой 
выпуклости функционала F  является положительная определен

, а для того чтобы матрица М  быланость матрицы М  =
Э0/ Э0,-

положительно определена, необходимо и достаточно, чтобы каж
дый из определителей

det
d2F

det
d2F

Э0/ Э0Г
был положителен.
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Сформулируем достаточные условия того, что регрессионное 
решение принадлежит области строгой выпуклости функциона
ла (7.26) в случае оценки свободных параметров прямой линии.

Теорема 2. Достаточным условием того, что регрессионное 
решение при оценке параметров уравнения прямой линии 
Г| = 0о + 0i С, принадлежит строго выпуклой области функциона
ла (7.26), является выполнение неравенства

л 21
Х ^ - - |  Z* i  ] > ( п - 2 ) д 2(у).

п

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, определитель det
d2F
эе?

положителен всегда. В точке минимума регрессионного функцио-
П П

нала, когда ^(у,- -  во -  в ш ) = 0 и ^ (у , - 0О -  01Хг)хг = 0, имеем
i=i *=1

det
d2F

Э0ОЭ01 = (1 + 9?) nY,Xi ~ X *
i—1 У г=1 у

+

+ « ( 3 0 ? - i ) X ( y ; - e o - 0 № ) 2.
<■=1

Это выражение положительно для любого 0о и |0i| > 1Л/3. Для 

|0]| < 1/л/з функционал будет выпуклым, если

(1 + 0?)
' » ( п  X2'
пИх? ~ X

V *'=1
> я(302 -1)Ё(у,- -0 0  - 01Х/)3

i=i

Заменим величину ХХт* “ во -0 1 Х г-)2 на ( « - 2 ) 6 2(у). Тогда по-
i—\

лучим

п I n

пЦ х 2 -
г=1

>
л |(я -2 )(39?  - 1) |а 2(у)

1 + 02 '

Правая часть последнего условия имеет максимум при 0j = 0 , 
т. е. для любого 01 условие того, что регрессионное решение при
надлежит области выпуклости функционала (7.26), имеет вид
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2

Z  ̂  -  -  S  хг > { п -  2)д2 О). 
i=1 fl \  i= l J

Теорема доказана.
Условия, обеспечивающие попадание регрессионного решения 

в выпуклую область функционала (7.10), для других функций не
сложно проверить на компьютере, но достаточно сложно выразить 
в явном виде. Методом статистических испытаний было показано, 
что при оценке параметров нормального закона распределения (от 
одномерного до пятимерного) без применения каких-либо преоб
разований координат итерационный процесс сходился, если нуле
вое приближение отличалось от истинного значения не более чем 
на 40% при относительных погрешностях наблюдаемых значений 
признаков, составляющих приблизительно 10 %. Такую точность 
получения нулевых приближений обеспечивает регрессионный 
анализ.

Для функций ц = /(£ ,, 0), линейных по вектору параметров 0,
единственность оценки и сходимость нулевого приближения к
оцениваемым параметрам при нормально распределенных исход

А

ных данных определяются только методом нахождения оценки

так как при фиксированном векторе оценок \  система уравне
ний (7.11) является системой линейных алгебраических уравнений 
с детерминантом, не равным нулю. Для этих функций из усло
вия (7.12), в принципе, могут быть найдены несколько наборов
значений {£,}, каждый из которых принадлежит области возмож
ных значений при заданных значениях {xt}. В такой ситуации нет 
оснований отдавать предпочтение какому-либо одному набору 
значений { £} и, строго говоря, решение будет не единственно.

Рассмотрим вопрос о состоятельности вектора оценок пара
метров 0 в конфлюэнтном анализе, если оценка \  находится в 
силу условия (7.12).

Теорема 3. Если оценки параметров прямой Г| = 0о + 0i£ нахо
дятся как координаты точки минимума функционала (7.26), то 
они определяются по формулам

И*=1
А  А  А

01 = шах {0ц; 012},
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где

§11,12 = ^ - { ( w - d ) ± ^ ( d - w ) 2 +4с2

п | л п

С = Т ,Х‘У1 - - Ц У г Ц х Ь
i=1 Я i=\ г-=1

1 (  и \2
W = — & ■

п  V г=1 У 

\2

i=l i=l п V i=i У

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решим систему алгебраических уравне
ний, обеспечивающую необходимое условие экстремума функцио
нала (7.26):

dF
= 0,

dF
=  0 .

Э0о Э0]
Из первого уравнения следует, что выполнено равенство

ё» =-£(>>,-е,*,).
п i=i

Исключив из приведенной системы уравнений величину 0о,

получим для оценки 01 квадратное уравнение

cQif + (d -  w)0i -  с = 0,

корни которого и есть 0ц и §12. В данном случае нет необходи
мости применять достаточные признаки экстремума, чтобы опре
делить, какой корень отвечает точке минимума функциона
ла (7.26). Из сечений функционала F  видно, что меньший корень 
отвечает точке максимума, а больший —  точке минимума. Теоре
ма доказана.

Теорема 4. Если оценки параметров прямой р = 0о + 0i£ нахо
дятся как координаты точки минимума функционала (7.26), то 
они состоятельны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем состоятельность оценки 0ц 
Обозначим Sx, Sy и Sxy соответственно выборочные дисперсии 
наборов {т,}, {у,} и выборочную ковариацию величин у  и у ,. 
Тогда

(  п У ? п п 1 (  п

1=1 1=1 n \i=1 }V <=1 J

2 2 ' S y - s i ,
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п ‘У п п

с = Z   Z>> Z ' V? =  Sxy ■
i=1 71 i=i i -\

В соответствии с результатами работы [40, гл. 10] выборочные 
дисперсии s i ,  sj  и выборочная ковариация Sxy сходятся по веро
ятности к своим математическим ожиданиям:

si  — + а 2(х) = ^  + 1, п — 

sj  - » 0? j | + а 2 (у) = 8?,у| + 1,

где sjl ■— дисперсия ненаблюдаемой величины с,. Теперь из
А  Л

квадратного уравнения с0[ +(d -  w)0i -  с = 0 имеем

' ■ (9? - 1 ) = ь ^ ( 9 ? - 1 )2 + 4 ^ ё ?  = (8? - 1) ± ( 8? + 1)
20i ^  20! ’

011 = 01, 012 = .
01

Отсюда следует, что оценка 0ц, соответствующая точке ми
нимума функционала (7.26), состоятельная. Докажем теперь со

а
стоятельность оценки 0о:

л I й ' ■- I й _ - _ _  _
0O= ~ Z T i  - 01- S ^ -  = у - 01Х ^ у - 01Х. 

п i=i П 1
А

Согласно [40] имеем у  —> 0о + 0 ^ , х —> т. е. 0о = 0о + 0i£ -
-  01^ = 0о —  оценка состоятельная.

Л  А

Если в качестве ^  берут значения х2, то оценка 01 не будет 
состоятельной. Рассмотрим случай, когда 0о = 0. Тогда

,  s;  
011,12 =

А

0 i =
М   S*y

п 2

Z **2 **
i=l

значит, при п —> <х> находим, что оценка
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£ 2 L = ^ _  =  f i  f l  ! _ Л9 л v7l 1 j
S x  ^  + 1  ^  ^  +  \  J

несостоятельна.
Следствие 1. Если оценки параметров 0 из уравнения Г| = 0О +

т

+ ^  0Ду находятся как координаты точки минимума функцио-
j=1

нала (7.10) и оценки £, находятся из условия (7.12), то полученные

оценки 0 будут состоятельными.
Следствие 2. 7? условиях теоремы 4 нулевое приближение мо

жет отличаться до 100 % от истинного значения оценок иско
мых параметров.

Действительно, согласно теореме 4 разность оценок параметра 
01 составляет

0п -012 = 01 + — >01.
01

Учитывая свойства функционала F  и получающихся оценок, 
задачу минимизации функционала F  при условии (7.12) решают 
по следующей схеме.

Ш а г  1. Задают начальные значения переменных £, (результа
ты наблюдений х) и определяют минимум по 0 функционала F  
при фиксированных В результате получают первое приближе
ние для оценок искомых параметров 0.

Ш а г  2. Точные значения переменных пересчитывают с уче
том ограничения (7.12) при полученных приближениях для оценок 
параметров 0 . Для уменьшения числа итераций полезно проверить 
условие принадлежности нового значения ^  области возможных
значений при заданном хд.

Ш а г  3. Минимизируют функционал F  по 0 при новых точ
ных значениях переменных

Шаги 2 и 3 выполняют поочередно до тех пор, пока не будет 
выполнено хотя бы одно из трех условий;

1) на очередном шаге значение функционала (7.10) меньше за
данного числа £i;

2) на соседних итерациях значения функционала F  и оценок 
параметров 0 отличаются несущественно, т. е.
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Fv - R v+l < 5 Ь max
еу-еу

еу

|V+1

< 62, / = 1, 2,-Д >

где §i и §2 —  заданные числа;
3) исчерпан заданный лимит итераций.
Ш а г  4. После нахождения точечных оценок 0 определяют 

дисперсии оценок.
Из приведенного алгоритма следует, что на первой итерации 

получается регрессионное решение (иными словами, решение, по
лученное любым из применявшихся ранее традиционных мето
дов). На последующих шагах это решение уточняется. Такой пере
ход от традиционных методов к предлагаемому важен в практиче
ских приложениях.

§ 7.12. Оценка параметров многомерной линейной модели

Линейные модели широко применяются в статистических за
дачах принятия решений, например при нахождении разделяющих 
поверхностей в задачах распознавания образов.

Рассмотрим применение описанного метода к решению задачи 
определения оценок параметров линейной модели

■п=/й,е)=£е&
/-1

и к решению систем линейных алгебраических уравнений с по
грешностями в матрице системы и в правой части уравнений, если 
ошибки измерений —  независимые нормально распределенные 
случайные величины с нулевыми средними значениями и извест
ными дисперсиями ст2 (Ху ) и а 2 (у  / ).

В этом случае функционал (7.10) будет иметь вид
f ' п Л 2 ̂

Уз ~ X  Q&i)1 т

I
1-1 (7.27)

2 ^=1̂ =1 <7 (% ) с  i y j )
А

а ограничение ^  е  Д  можно записать следующим образом:

|Ху ~ | < 3gC% ). (7.28)

Здесь для упрощения вида функционала (7.27) ошибки измерений 
считаются статистически независимыми.
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Задача минимизации по 0 функционала (7.27) при фиксиро
ванных значениях \  является обычной задачей регрессионного 
анализа. Исследования показали, что для обеспечения минималь
ного времени счета и большей точности лучше всего на первом 
шаге решать систему линейных уравнений при = ху методом 
Гаусса с выбором максимального элемента, а затем непосред
ственно минимизировать по 0 функционал (7.27) методом сопря
женных градиентов. Учитывая вид функционала (7.27), задачу ми
нимизации по 0 легко свести к задаче поиска минимума квадра
тичной формы

С?(0) = ^-0М 0 + а т0,

которая и решалась методом сопряженных градиентов. Здесь 0 — 
вектор искомых оценок параметров; Л — матрица квадратичной 
формы, элементы которой вычисляются по формуле

т ^
Arp = l L ^ Z  ZXrjXpj, Г = 1,2, /7 = 1,2,..., я,

;=к* O';)
Xrj —  значение r-й переменной, полученное в /-м измерении; 

аТ —  вектор, компоненты которого имеют вид
т у  .

« ? = - £  , ,  г = 1, 2, . . , п.

Пересчет точных значений Е, на основании условий (7.21) сво
дится к решению т несвязанных между собой систем из п ли
нейных уравнений вида

у _ 0ДЭрр \ рз _  xpj ®рУ]
h ^ ( y j y j сг2 (xPj ) a 2(xPJ) G2( y j ) ’

/7 = 1, 2,..., и, у = 1, 2,.. . , /и.
А

Полученные новые значения Е, должны удовлетворять усло
вию (7.28). В противном случае те Е^, которые выходят за указан
ные границы, заменяют на значение ближайшей граничной точки. 
В связи с этим иногда можно ожидать увеличение функциона
ла (7.27) при новых точных значениях вектора переменных Е, по 
сравнению с предыдущим шагом итерационного процесса. Это



Глава 7. Методы регрессионного и конфлюэнтного анализа 411

приводит к снижению скорости сходимости процесса и даже к 
возникновению колебаний. Для устранений таких нежелательных 
последствий после пересчета £, те наборы { ^  } , на которых про
изошло увеличение соответствующих слагаемых функционала

по сравнению с предыдущей итерацией, заменяются значениями 
, полученными на предыдущем шаге.

Применение описанного метода позволило в большинстве слу
чаев значительно увеличить скорость сходимости процесса (боль
ше чем в 3 раза). Когда же первоначальный процесс не сходился 
(возникали колебания), решение достигалось за 12—17 итераций. 
Элементы дисперсионной матрицы ошибок (матрицы рассеяния) 
для оценок искомых параметров подсчитываются как элементы 
матрицы, обратной матрице N  с элементами

Описанную выше задачу можно интерпретировать как задачу 
решения переопределенной системы г\ = ^0 из т линейных урав
нений с п переменными, т> п, когда вместо значений ц и £

имеем соответственно столбец у  = (yi, ...,УтУ значений функции, 
(п х т) -матрицу X , элементы которой х# суть значения i'-й пере

менной в j -м измерении, столбец 0 = (01, ...,0Я)Т неизвестных (ис
комых) параметров,

§ 7.13. Оценка параметров полиномиальной зависимости

Полиномом можно приближенно описать любую функцию. 
Рассмотрим задачу оценки параметров полинома. Требуется

определить оценку 0 коэффициентов полинома степени т

;=1 П2(хц) X i y j )

А

где 0 — полученная оценка параметров 0.
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по известным значениям аргумента и функции, содержащим 
погрешности измерений.

Пусть исходные данные имеют вид
} > i = r \ i + £ i ,  * j = £ i + 5 i ,  г' =  1 , 2 , . . . ,  п.

Предположим, что ошибки измерений 8 и § —  нормально 
распределенные случайные величины с нулевыми средними зна
чениями, известными дисперсиями (соответственно а 2(хг) и

o 2(iyJ) )  и известными коэффициентами корреляции р, между из
меренными значениями Xi и у,-. Тогда искомые оценки коэффици

ентов 0 получают путем минимизации функционала
1 п 1

_ U 2 ( X i )

при условиях

2 i= i 1 -  р /

2

-X

1=о
(Л )

-  2р,-
U - ^ X . i v -Лг) (7.29)

dF
О, |д:,--£,-|<За(ла)- (7.30)

Пересчет значений £,г согласно условию (7.30) сводится к ре
шению системы из п нелинейных уравнений вида

i-i
« л - Е а д ! + ( * - & ) Е я а д ! '

Ъ Q р г=о_____________ но_______
о 2(х/) * G(Xi)(j(yi)

+ ■ 1=0 £ / 0^ 1= O, i = 1, 2,..., п, (7.31)
СГ{уг) 1=1

на отрезке |хЛ -  £,, | < За(хЛ ).
В процессе решений системы уравнений (7.31) может оказать

ся, что:
1) корень одного из уравнений принадлежит отрезку 

\xi ~ Ы - Зст(л'г) (значение корня находится методом хорд);
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2) корень одного из уравнений не принадлежит отрезку 
|хг- -Е,;| <3ст(дт;); тогда с помощью алгоритма поиска глобального 
минимума функции находится наименьшее значение функции

т т
_ * yi -  Ё  0/й  + (*« -  й  ) Ё  Ю/Й"1

\ _ Xi ‘э/ „ 1=0 /=1 ,
> ТГД ”  Рг-------------- / , , Л---------------+О l(Xi) G(Xi)o(yi)

т
Уг ~ Ё 9 /Й  т

и- ^  z / 9 / Г 1,
а  Ы  м  

принадлежащее отрезку jx, -  £г | < Зст(хг).
Поставленная задача минимизации функционала (7.29) реша

ется по итерационной схеме, изложенной в § 7.11. Дисперсии по
лученных оценок находятся с помощью матрицы вторых произ
водных функционала (7.29). Процедура нахождения оценок и их 
дисперсий аналогична ранее описанной в § 7.2

§ 7.14. Оценка значений параметров в сигноме

Рассмотрим задачу оценки вектора параметров 0 сигнома (са
мый общий вид многомерного полинома)

к т
т1= / ( £ ,е )  = Е е < П £ ? ' .

!=1 j=1
где а  у — показатель степени аргумента сигнома, при условии,
что все ошибки измерений — независимые нормально 
распределенные случайные величины с нулевыми средними и
известными дисперсиями о 2(Ху) и а 2 (у, ), Функционал (7.10)
будет иметь вид

2 Л
(7.32)

2 «=lU=I <*2W

Ограничение ^  e  Д- можно записать следующим образом:

I хи ~ й / 1 — За(ху).

Чтобы упростить вид функционала (7.32), задачу минимизации 
по 0 сводим к задаче поиска минимума квадратичной формы
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G (e )= ^ в тл е + а те,

где элементы матрицы квадратичной формы А имеют вид

Ар = Z 2/ ч П V ^ г = 1,2,...Д, /7 = 1,2,.., к ,
/=1 °  0 )у=1

х,/ —  значение г-й переменной, полученной в у-м измерении; 

а т —  вектор с компонентами
П

cir = - Ё  2̂ г п - V '' > Г = 1, 2, . ..Д.
|-=1 W y = l

Точка минимума формы G(0) определяется методом сопря
женных градиентов.

Пересчет точных значений аргументов с учетом усло
вий (7.12) сводится к решению п несвязанных между собой си
стем из т нелинейных уравнений вида

Х У ~  , Уг ~  f i ^ s i  s d f  Л ■ 1 о  • 1 n  !П  0 i  \2, , + -----5Т—— ^ ^  = 0> *=1,2,. . . ,  Я, 7 = 1,2,...,»*. (7.33)
^  ( Х у )  ст О Д

Здесь

^  = Е 0га;^ а1/ - а/' 
/=1

' " X ij " ' X im j

= (с,I, ...,£/w) —  искомые значения переменных в г-м измерении.
Система уравнений (7.33) решалась методом итераций с ис

пользованием линеаризации исходных уравнений на каждом шаге 
[25, 42]. Такое упрощение вычислений возможно потому, что в 
силу условия (7.12) все расчеты ведутся в небольшой области про
странства переменных. Таким образом, на каждой итерации в про
цессе решения системы (7.33) решаются системы линейных урав
нений

у  Эфу&)
h

* = 1, 2,...,» , 7 = 1, 2, . . ,  то,

где Фу(£?) — значение левой части у-го уравнения системы (7.33) 
в точке (точке разложения);

( k - £ )  = -<P/&°),
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дф  j  H i ) _ y t -  f H i , 0 )  h o  Я , -  .
-27 \  2̂  ’ Г *  J 'д^гг а Д у * )  а 1 ( у д

Эфу d i )  _ Уг- ~  / ( i t , е )  „  ( Л  ) 2 1 г =  .

Э£,у h ( y i )  ст2 (yt) а 2(ху)’ J

Здесь

h k r  =  T d i a j i a ri x h . . - x y ^ . . . x ^ J- \ . . x h ! ,
i=\

М  = Y P i a j i ( a j i - \)х1'У..х?/л-\..х%?.
t= i

В связи с тем, что уравнения в системе (7.33) замещались при
ближенными выражениями, в некоторых случаях можно также 
ожидать увеличения значений функционала (7.32) при новых точ
ных значениях переменных с,у по сравнению с предыдущим ша
гом итерационного процесса, что приведет к снижению скорости 
сходимости процесса и даже к возникновению колебаний. Для 
устранения этих нежелательных последствий после пересчета 
те значения с,у, на которых произошло увеличение соответству
ющих слагаемых функционала

р _  -у (ха ~ + (yi ~ т м 2
1 р  1 o 2 (x, j)  О2 (у д

по сравнению с предыдущей итерацией, необходимо заменить зна
чениями с предыдущего шага.

Элементы ковариационной матрицы ошибок (матрицы рассеи
вания) для оценок вектора искомых параметров 0 подсчитывают
ся как элементы матрицы, обратной матрице N  с элементами

_  d2F  
w Э0,Э0,

, г  =  1 , 2 , . . . ,  к,  /7= 1 ,2 ,,
е=ё

где 0 — полученная оценка вектора параметров 0 .
Многочисленные вычислительные эксперименты позволяют 

сделать вывод о состоятельности рассматриваемых оценок.
Пример. Найти оценки вектора параметров 0 в модели г\ =

= 0^ + 02^  +0 3^ .
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Предварительно были взяты значения: 01 =1, 02 = -1, 0з = 2, 
= (1, 1, 2, 2 ,3, 3)т, £2 = (1, 2, 1, 2, 1, 2)т, и вычислены значения

Т] = (2,6,14,16,48, 42)т .
С помощью датчика случайных чисел на точные значения Г| и 

с, налагались помехи с математическим ожиданием, равным нулю, 
и дисперсиями, равными 0,020 для ^i, 0,015 для ^2, 0,1 для Г|. 
Получены следующие реализации:

у = (2,2057; 6,1090; 14,0602; 15,7987; 47,8996; 42,1214)т,

xi = (1,0070; 0,9604; 2,0123; 2,0427; 3,0027; 2,9781)т,

х2 = (1,0011; 2,0159; 1,0142; 1,9916; 1,0233; 1,9861)т. 

Результат решения регрессионной задачи следующий:

01р =0,895, 02р = -0 ,893 , 03р =1,975.
6

Сумма квадратов невязок £ ( у (- - / ( х г ,бр))2 при этом равна
i= i

0,0232.
Результатом решения конфлюэнтной задачи являются оценки 

0, = 0,984, 02 = -0,979, 03 =1,999.

Сумма квадратов невязок равна 0,0007. Матрица рассеяния 
оценок 0 имеет вид

'  0,00025 -0,00022 -0,00002^
-0,00022 0,00023 -0,00004 .

v- 0 ,00002 -0,00004 0,00004

§ 7.15. Анализ систем в активном эксперименте

Пусть проводится эксперимент для определения оценок свобод
ных параметров 0 функции ц  = / ( ^ ,  0), описывающей некоторое
распределение. Будем задавать х  любые значения и измерять соот
ветствующие им значения у ,  которые можно рассматривать как 
результат влияния случайной ошибки в на истинное значение т\:

у = т1 + в.
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Переменная х называется контролируемой, ее значение фик
сировано заранее. Однако и на значения х  может налагаться слу
чайная ошибка S: £, = х  + 8, т. е. неизвестное истинное значение £, 
есть случайная величина. Пусть ошибки 8 имеют нулевое среднее 
значение. Тогда среднее значение £, будет равно х , коэффициент 
корреляции между £, и 5 равен 4-1 и структурное соотношение 
имеет вид

у = / ( *  + 5,0) + г. (7.34)

Поскольку х  не является случайной величиной, то ни н , ни 8 
не коррелированы с переменной х .  Таким образом, выраже
ние (7.34) представляет собой обычное уравнение регрессии, к ко
торому без всяких изменений можно применять методы регресси
онного анализа, например метод наименьших квадратов. Закон 
распределения случайной величины / ( х  + 8,0) в выражении (7.34) 
может быть рассчитан по формулам переноса ошибок. Затем, в со
ответствии с полученным законом распределения случайной вели
чины / (х + 8,0), методом максимума правдоподобия может быть 
составлен функционал, координаты точки минимума которого бу
дут определять оценку вектора 0 искомых параметров.

Если распределение случайной величины /(хЧ -8 ,0 ) подчиня
ется нормальному закону, то для оценки вектора параметров 0 
получим функционал для метода наименьших квадратов, но дис
персия случайной величины / ( х  + 8,0) будет зависеть от значений
координат вектора 0, т. е. соответствующие уравнения для опре

Л
деления оценок 0 будут нелинейными.

Если контролируемая переменная х является случайной вели
чиной (т. е. определяется с помощью некоторого процесса случай
ного выбора), полученные выше выводы останутся в силе, когда 8 
и е не коррелированы с х [40], Предположение о некоррелиро
ванности для ошибки е обычно выполняется, но для ошибки 8 
ситуация сложнее. Например, требование некоррелированности 8 
и х в данном случае означает, что большие значения х не приво
дят к увеличению или уменьшению ошибок в определении истин
ного значения х . Выполнение этого условия может быть провере
но только эмпирическим путем.

Заметим, что при неизвестной дисперсии а 2 (8) или ее оценки 
в активной схеме эксперимента не идентифицируемы даже сво
бодные параметры кубической параболы [40].
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Рассмотрим в качестве примера задачу оценки свободных па
раметров 0 в линейном уравнении

У] =01 + 02^.

Выражая переменные Г| и с через х и у , получим структур
ное соотношение

У; =  0 i +  02*г +  0г5 / +  е г.

Пусть независимые случайные величины б и е подчиняются 
нормальному закону распределения с нулевыми математическими 
ожиданиями и известными дисперсиями а 2 (х ,) и а 2 (у, ). Функции 
плотности вероятности случайных величин 02б,; + ег- будут иметь 
следующие числовые характеристики:

M [025i- + ei] = O>

о 2 [0гбг + £,■] = 02 О /) + <У2 (yi), * = 1, 2,..., п.

В данном случае функционал метода наименьших квадратов, 
точка минимума которого определяет оценку вектора параметров 
0, имеет вид

г _ у  (yi ~Ql - 02ДС.-)2
Л г . .  \  . q 2 _ 2 j

„  (7-35)
i=]a z (yi) + Qz2a 2(xi)

Рассуждая аналогично, получим функционал метода наимень
ших квадратов для оценки вектора параметров 0 линейных 
функций

т
т1 = 0о + Ё 0Д /;

м
структурное соотношение в данном случае имеет вид

Уг 00 У У 0 jXji "I" У.0/б jj + £г.

J=l j =1
т

Числовыми характеристиками случайной величины у  В/б р + о/
М

являются

м У  +
J=1 .

0,

а У  0/6/7 + £/
./=1
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функционал метода наименьших квадратов в этом случае записы
вается в виде

^ т

У; — 0 0  — ^  0 / Л 'j j  

F  = t ~ ---------- ^ -------— ■ (7-36)
!_1с»2Ы +  Ё э 5а 2(х;0

м

Функционалы (7.35) и (7.36) —  те же, что и в пассивной схеме 
эксперимента.

Рассмотрим функцию

л = е о + Ёе;ФЖ),
м

где фДЕ,) —  функции произвольного вида. Тогда структурное 
соотношение имеет вид

т

Уг = 00 + X  в; Фj  (Xi + 6i) + 8/.
7=1

Здесь не всегда можно выделить случайную составляющую, 
присутствующую в ф у  (х, + 8г). Метод максимума правдоподобия
(ММП) и в этом случае позволяет получить функционал, точка 
минимума которого дает оценки вектора 0 искомых параметров.

Вид функционала ММП и способ получения вектора оценок в 
определяются конкретным видом функций фj  (х).

В работе [30], чтобы упростить задачу получения оценок 0, 
функции ф/(х) разлагают в ряд в окрестности точки хг :

Л З Д  = 0> ( * ) + 0 ( 4 ’(*,))■

1 С? ̂
ф j  ( X i ) = ф , (хг) + —a 2 ( X i) tr ,

где tr/1 — след матрицы А, М[у/ ] — математическое ожидание 
значений уг . Дисперсия значений фДЕ,) записывается в виде
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Задача свелась к классической регрессионной задаче, оценки 
параметров 0 находятся итерациями по методу наименьших квад
ратов с учетом того, что

yi = е т\|/(хг-) + Цг,

¥ ;(* )  = Фу(х) + ̂ -а2(х )Х а
2 i —\ axf

M[\ii ] = 0, М [\£  ] = а 2 О*) + а 2 ( X i  )9Т ^  ̂ 0  + <Э(а3 (хг)).
ох ох

Для линейных функций по этим формулам получим тот же 
функционал (7.36), что и в пассивной схеме эксперимента. Для не
линейных функций оценки, полученные при обработке одних и 
тех же данных различными методами, будут существенно отли
чаться (очевидно, что экспериментальные данные должны обраба
тываться тем методом, который следует из условий проведения 
эксперимента и статистики результатов наблюдений).



Г л а в а  8

ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ ПО ВЫБОРКЕ 
ФИКСИРОВАННОГО ОБЪЕМА С УЧЕТОМ 

ПОГРЕШНОСТИ ПРИЗНАКОВ

§ 8.1. Статистические свойства параметров 
функции Гаусса, определенных непосредственно 

и с помощью операций линеаризации

Случайные величины, распределенные по нормальному закону, 
наиболее часто встречаются в практических приложениях, по
скольку сумма даже трех соизмеримых равномерно распределен
ных случайных величин имеет в результате распределение, близ
кое к нормальному. Плотность распределения вероятностей в дан
ном случае имеет вид функции Гаусса. В приложениях часто 
функцию Гаусса

путем преобразования координат сводят к уравнению прямой

где ир —  /7-квантиль случайной величины х  с функцией распре
деления вероятностей F(x ), т. е. такое значение аргумента функ
ции F ( x ) , для которого вероятность события х < и р равна задан
ному значению вероятности р.

Представим (рис. 8.1) на плоскости х, ир прямую, получен
ную в процессе линеаризации функции Гаусса. Эта прямая пересе
кает ось абсцисс в точке L ( x l , 0), а горизонтальную прямую 
хр = - 1 в точке N ( x n , - 1 ) .  Координата xL определяет оценку па
раметра а, т. е. a = x i , а разность абсцисс точки L(xl ,§)  и точки 
N ( x m , ~  1) определяет оценку параметра су , т. е. а  =  x l  —x n .

Таким образом, рассматривая уравнение прямой в виде 
ц = О] + 02^, получаем, что оценка 01 будет определять величину 
-а /и ,  а оценка 02 — величину 1/а.

1 а
ир = —х ----

а  а
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Рис. 8.1. Линеаризация функции 
Гаусса

Исследуем одновременно 
статистику параметров а и
а 2 и параметров 01 и 02, 
чтобы понять особенности 
процедуры линеаризации. 
Начнем рассмотрение с опе
рации линеаризации. При 
определении свободных па

раметров 01 и 02 уравнение прямой часто записывают в виде

Л = 01 + 0 2(£-5)>

где £, —  среднее значение величины Ь . Оценки 01 и 02 статисти
чески независимы, однако это утверждение не выполняется для

А  А  л  ^  л

оценок 01 и 02. Оценки 01 и 02 параметров можно получить, не 
решая совместных систем связанных уравнений, как это приходит
ся делать при другой форме записи модели.

После операции линеаризации для нормально распределенных 
статистически независимых погрешностей экспериментальных то
чек (хг ,уг ) минимизируемый функционал имеет следующий вид;

*2 „  \ 2Лп  f  

г'=1

(*«■-£«■) + (>'г -л О
V а 2(хг) а 2 О )

Из условий (7.11) и (7.12) получим

е  _  S 2 ( y i ) x i +  0 2 С>2 ( X i ) ( y i  -  0 1 )

c z (yi) + Qio2(xi)

Тогда

(yi - 0 1  - 0 2 X , ) 2 _  »

г=1а 2( ^ )  + 02а 2(хг) ,-=i

где w"1 = а 2(у2) + 02а 2(хг).
A

Ковариационную матрицу оценок 7)(0) найдем как матрицу
N  1, обратную матрице N  с элементами 

dF dF 6F c)F

Э02Э02 ’ Э01Э02 Э02 Э01 ’
A  A  j

вычисленными при найденных значениях оценок 02 и 01.



Глава 8. Принятие решений по выборке фиксированного объема 423

После определения точечных оценок 0Ь 02 или 01, 02 и их
Л  А  А  р А

дисперсий £>(0i), ^ ( 02) или £>(0i), Л>(02) находят доверитель
ные интервалы для координат вектора параметров 0. Если число 
экспериментальных точек достаточно велико и можно считать, что 
оценки параметров распределены относительно их математиче
ских ожиданий по нормальному закону, то для получения довери
тельных интервалов применяют безразмерную ^-статистику Стью- 
дента, которая подчиняется f-распределению с V = п — 1 степенями 
свободы.

Для получения оценок свободных параметров функции Гаусса 
без линеаризации находится точка минимума функционала

F  = f {  | Си«'~'П02 >
i=il c>2O 0  О2О )  2

при дополнительном условии

dF _  Xj ~ %j yi ~ т],- Эр, _
o 2(xi) а 2 (у*-) dii ’

г де  4 1 " e i " a ’ e 2 " a -

Знание статистики получаемых оценок необходимо для даль
нейшего анализа экспериментальных данных и правильной трак
товки результатов их обработки, а также для выявления послед
ствий сделанных допущений. Приведем результаты числовых экс
периментов для определения закона распределения оценок 
параметров 01 и 02 функции Гаусса для различных погрешностей 
элементов выборок х  и у  при исследовании зависимости средних 
квадратических отклонений оценок параметров функции Гаусса, 
соответствующей прямой линии ц = 2 + от числа заданных то
чек на отрезке [0,2; 9,8] и закона их расположения на этом отрез
ке. Как и следовало ожидать из общетеоретических соображений, 
концентрация точек к концам прямой приводит к уменьшению 
дисперсии оценок. Затем для различного числа эксперименталь
ных точек (от 6 до 50) и различных комбинаций относительных 
погрешностей по обеим осям координат (5(х,) = 1...10 %, 
6(у ,)=  1...10 %) с помощью датчика нормально распределенных 
случайных чисел исследовался вид функции распределения 
оценок.
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В каждом варианте вычислялись также дисперсии оценок и 
определялись доверительные интервалы дисперсий. Приведем 
результаты, полученные для 17 экспериментальных точек. Как
показал анализ оценок параметров 01 и 02 по критерию %2 -рас
пределения с вероятностью, приблизительно равной О, ВО , закон 
распределения оценок можно считать нормальным со средними

А

квадратическими отклонениями соответственно a(0j) = 0,060 и 

а(ё2) = 0,017.
Процедура линеаризации имеет и свои недостатки. При обра

ботке нелинейных функций таким методом следует иметь в виду, 
что для того, чтобы оценки 0 соответствующих параметров 0 , 
полученные из преобразованного уравнения, обладали оптималь
ными свойствами (несмещенностью, минимальной дисперсией и 
т. д.), необходимо, чтобы предположение аддитивности ненаблю
даемой случайной ошибки было справедливым для преобразован
ной, а не для первоначальной модели.

Влияние аддитивной ошибки на величину оценки параметров в 
преобразованной и исходной моделях можно установить, только 
исследуя каждую конкретную модель.

Из полученных результатов следует, что операция линеариза
ции занижает реальную интервальную оценку параметра а.

В табл. 8.1 приведены относительные изменения дисперсии 
оценки математического ожидания для нормального закона рас
пределения при различных комбинациях относительных погреш
ностей признака 6(,у,) и частоты 5(лш)) гДе пш —  частота попа-

А

дания значений оценки 01 в г-ю ячейку гистограммы.

Таблица 8.1
Относительное изменение дисперсии оценки параметра 0! 

при различных комбинациях относительных погрешностей 
признака б(х,) и частоты 8(и0;)

5{лш), % 5(х/),%
0,5 1,5 2,5 3,0 5,0

0,5 1 1,078 1,083 1,084 1,089
1,5 5,467 9,064 9,557 9,655 9,753
3,0 9,310 29,16 35,02 36,25 38,27
5,0 10,29 42,96 57,14 60,59 66,04
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Отсюда можем сделать следующие выводы:
1) неучет погрешности аргумента занижает реальную интер

вальную оценку параметров;
2) разные алгоритмы приводят к различным интервальным 

оценкам.
Наиболее оптимальные оценки должны получаться в тех алго

ритмах, в которых операции обработки данных ведутся непосред
ственно с исходными экспериментальными данными, когда не 
нарушается принцип аддитивности и не изменяется искусственно 
закон распределения исходных данных.

Большое практическое значение имеет положение эксперимен
тальных точек на исследуемом интервале возможных значений. 
Оптимальный закон их распределения (обеспечивающий минимум 
дисперсии оценок) зависит от конкретных значений эксперимен
тальных величин и их погрешностей, и без упрощающих предпо
ложений о последних получить его в явном виде не удается. Рас
четы показали, что при одинаковых относительных ошибках в 
каждой точке для всех рассмотренных алгоритмов предпочтитель
нее выбрать равномерный шаг по оси ординат, чем по оси абсцисс. 
В этом случае дисперсии оценок будут минимальными.

§ 8.2. Оценка параметров функции 
плотности распределения вероятностей 

с учетом погрешности вектора признаков

Применим результаты, полученные в гл. 7, для решения стати
стической задачи распознавания образов. Рассмотрим первый этап 
задачи классификации, когда требуется по результатам наблюде
ний найти оценки функций плотности распределения вероятно
стей. Пусть известен вид функции распределения Р(^,01 соу), 
j  = 1 , 2 , т ,  но не известны значения вектора параметров 0. По 
результатам наблюдений случайных векторов х \ , Х 2 , . . . , х п требует
ся найти оценки вектора свободных параметров 0 и дисперсии 
оценок D{0). Проблема состоит в том, что наблюдаемые значения 
х \ , Х 2 , . . . , х п имеют соответствующие погрешности и аппроксими
рующая функция распределения Р (^ ,0 |сО/) не строго пройдет по 
наблюдаемым точкам, т. е. в каждой наблюдаемой точке образует
ся область неопределенности, форма которой определяется зако
нами распределения координат наблюдаемой точки. Для получе
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ния оценок параметров и их дисперсий в данной ситуации приме
ним изложенные в гл. 7 методы конфлюэнтного анализа [20, 40].

В приведенных ранее традиционных методах классификации 
[3, 7, 8, 14, 17-19, 28] определялись только точечные оценки пара
метров в законах распределения, причем погрешности наблюдае
мых случайных величин (векторов) Х/,Х2, ...,х„ при этом не учиты
вались.

Предположим, что координаты { х д } наблюдений случайных 
векторов xi,X2, ...,хя дляу'-го класса образов —  непрерывные слу
чайные величины с известными функциями плотности распреде
ления вероятностей / (хд ), / = 1,2,..., п, к = 1,2,..., /. Также будем 
считать, что в процессе аппроксимации результатов наблюдений 
xi,...,x„ с помощью функции распределения известного вида 
Р ( ! ,0 |со/) предварительно вычислены (способом группировки, 
например) эмпирические значения вероятностей Р (х д |ш ; ) ,  
/ = 1, 2,..., п. к  = 1, 2,..., /, с которыми сравниваются соответству
ющие значения P (^ it,0 ]tюД / = 1,2,..., п, к  = 1 ,2 ,...,/. Определен 
также вид функции плотности распределения вероятностей 
Ф(.Pik |0) Для значений Р(хд оэ / ). Тогда согласно методу макси
мума правдоподобия функция правдоподобия будет иметь вид 
[21,40]

L(x ,p  I 0) = П П ф(/>Я I е)/(^А  )•
М  4=1

Предположим, что все случайные величины подчиняются мно
гомерному распределению Гаусса с математическими ожиданиями 
величин Р(Сд, 0 1 o.)j) и ^ д , ковариационной матрицей К  и дис
персиями с 2(хд). В этом случае для образа со , имеем

ъ ц х , р \  е) -  ~ | [ р  -  Р ( Ш  <0,  Л Л Г Д Р -  Р(5,01 Ш,)]+

^  ^  (ХД — ̂ д ) РО 1 Л
+ L L — 27— —  r + const, (8.1)

/=1 к- 1 С7 (Хд ) j

где Р  — набор значений / >(хд|со;-), / = 1,2,...,//, к = \,2,. ..,1
и Р(£, 0 j Шу) — набор элементов Р (^ д , 0 1 Шу), /' = 1, 2,...,//,
* = 1, 2,..., /.
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Оценки вектора параметров 0 функции Р{£>, 0 1 соу) и их дис
персии /7(0) найдем из условия максимума (8.1) или как точку 
минимума функционала

F ( x ,p  10) = [Р - ра,в | со, )ТК-'[Р- P(k,е | со,-)] +

+ Z  £  2 ■ (8.2)
*  1 ( X i k  ~ Ы ) 2

г— 1 k= 1 СУ ( х д  )

Функционал (8,2) можно было бы сразу записать как функцио
нал ортогональной регрессии [21, 43], позволяющий учесть как 
погрешность определения Р, так и погрешности измерений вели
чин xi,X2 ,...,xn. Как уже отмечалось в гл. 7, в ортогональной ре
грессии минимизируется сумма квадратов расстояний от наблю
давшихся точек до линии (поверхности) регрессии.

Точечные оценки вектора параметров 0 и неизвестных 
можно найти из условий

№  = 0 , v = l , 2 (8. 3)
е=ёЭ01

Ргк ~  р ( Ь к , в  СО;) /£ Q „  ч , Xik -  l ik  _  п
 27—  --------P lik  & i k ,е I СО;) + —27— -  -  0, ,й ,.

a  (pik)  о  Ы )  (8-4)
i' = l , 2,..., п, £ = 1, 2, 

где a 2(pik)  —  дисперсия значений р ^ , р к к —  производная от
А

функции p(^ik ,0 | Ю;) по Ъц(. Решая системы уравнений (8.3) и

(8.4) совместно, находим точечные оценки 0 и 4  Условия (8.3) — 
система алгебраических уравнений относительно 4 * ? из которой 
можно найти явные выражения для Ед, подставить их в (8.2) и 
получить более простую форму функционала (8.2).

Для прямой р  = а + Ьх функционал (8.2) при a 2(pik) = о 2(р)  и 

а 2 ( х д )  = С72 (х ), i = 1, 2,..., п, к = 1, 2,..., /, примет вид

F(*,p|8) = 1 h p i - a - b n f ;  (8.5)
o z ( p )  +  b z cт2 (х ) г=1
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1
для гиперплоскости р  = a + ^bkXk  при тех же предположениях

k = 1

F (x ,/? |0) = ------------ j--------------y {  p i - a - ^ b k xk ■ (8.6)
* =1 ;

k=\

Функционалы (8.5) и (8.6) позволяют непосредственно (со
гласно (8.3)) найти оценки свободных параметров 0 и их диспер
сий /2(0). Дисперсионную матрицу оценок свободных параметров 
0 находим из следующего условия [21]:

{ d2F  л
D(Q) = M ~\ м  = , j u j i  = l , 2,...,iV.

е=0v  э е ^ э е У2 у

Пользуясь полученными формулами, покажем теперь, что ли
нейная разделяющая функция, определенная без учета погрешно
стей признаков х и у  для двух образов, для которых р ( х  \ Шг), 
г = 1, 2, —  функция плотности двумерного гауссова распределения 
с математическими ожиданиями (х, ,у, ), г = 1, 2, и одной ковариа

ционной матрицей К  =
1—2а (х) Оу т ч Ь является смещенной 

О а  (у ) )
оценкой реальной разделяющей функции.

Разделяющая функция в данном случае имеет вид уравнения 
прямой. Данная прямая ортогональна к середине отрезка, прохо
дящего через точки (х2 ,уД, / = 1, 2, т. е. имеет угловой коэффици
ент, равный

(х2 - x i ) q 2(y) 
cf2W ( j 2 - y i )

Найдем уравнение прямой у  = а + Ьх, проходящей через точки

(Xi,yi), / = 1, 2 ,..., я, учитывая дисперсии оценок с 2(х) и а 2(у). 
Оценки параметров а и b искомой прямой определим как коор
динаты точки минимума функционала (8.5) из системы уравне
ний (8.3), взяв в качестве параметров 0 соответственно а и Ь:
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X (>’/ -  a - b x t ) X j  X  СЛ - а  ~ ) 2
2= 1

сгДу) + &2а 2(х) [аДуЭ + гУаДх)] 

Из первого уравнения получим

- + ■2=1
2_2 , ~Ь<52(х ) = 0.

£у,- - / > £ х,-
у 2=1 2=1 у

Подставим а во второе уравнение, которое станет квадратным
А

относительно Ь. Оценку углового коэффициента Ъ определим из 
квадратного уравнения

Ь2 +Ъ-

(  п \ 2 „ 1 п (  п \ 2
° 2(у) Х-Т 1 а м + a 2 (х) Х л

\2=1 У 2=1 J _ 2=1 V2=l } _
f  п

s 2 (*) X  у> X  xi -  «X  -ту/
4 .2=1 2=1 2=1 .

° 2(у)
<т2(х)

0.

Для двух точек (xi,yi), (хз,у2) это уравнение примет вид 

' о 2 О Х л  -  Л  )2 -  a 2 (y)(xi -  х2)2 CJ2 (у)Ъ2 +Ь-
о 2(х)(у] - у 2 )(х\ — х2) <т2(х)

0.

В общем случае угловой коэффициент (х2 - x i ) a 2(y) 
° 2(х)(у2 - y i )

не явля

ется корнем данного квадратного уравнения, за исключением ред
ких случаев, когда не различимы разные линии регрессии, что
подтверждает смещенность оценки, полученной без учета о 2 (х) и

а 2 (у). Угловой коэффициент b однозначно связан с угловым ко
эффициентом разделяющей прямой: их произведение равно - 1.

Далее оценим смещение разделяющих функций при учете по
грешностей признаков на примере одномерных гауссовых функ
ций плотности распределения вероятностей р(х|Ш ]) и р ( х jШ2) с 
математическими ожиданиями т\ и то соответственно, а также с
одинаковыми дисперсиями о 2.

В традиционных методах не различаются значения х и по
этому в качестве функции плотности распределения берется 
р{х  | со j ) вместо Тем не менее в процессе оценки сво

бодных параметров т ь  т2 и а 2 функций, распределенных по
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нормальному закону, должны быть получены соответствующие 
погрешности Дmi, Д т 2 и Да.

Разделяющая граница в традиционных методах может быть 
определена согласно выражению

In Р ^Х I Ш1̂  = 0, (8.7)
/?(х |ю 2)

где

/ ? ( х |ю 1) =  щ = ^ — е х р { — К г ( х - т г-)2 ] ,  i =  l ,  2 ,
yJln-o [ 2 а 2 1

и в данном случае при Ami = Ат2 = 0 разделяющая граница 
проходит через точку (mi + m2) /2.

В действительности из-за наличия погрешностей Дmi, Д т2 и 
Да вместо выражения (8.7) следует записать

| п р (х |ш ,)± А р (^ И 1 )= 0  (88 )
р ( х | ш 2) ± Д / ? ( х |ш 2)

Погрешности Ар(х \ со,) получим как линейные члены разло
жения в ряд Тейлора функций р ( х  \ оу), i = 1,2:

Ар(х  | со,) =  Рт( ( х  | to,) Д т г- + р'а(х\ со, )Д а ,  г =  1 ,2 .  (8 .9)

Здесь p'nj (х  | со,) и р'п{х \ со/) — производные функции р(х  | ю/) по
т г и а  соответственно.

Найдем максимальное смещение разделяющей границы (в чис
лителе выражения (8.8) прибавляется погрешность Д/?(х | од), а в 
знаменателе вычитается Д̂ >(х | ш2 )), учитывая только Ат\ и Д т2. 
Используя соотношения (8.9), перепишем выражение (8.8) в сле
дующем виде:

ы Д Щ О + щ  , о* ------- = 0 _

р{х  | ю2) 1 (х -  т 2)
,  Ат2 

а л
г

Разложим функции In 1+ ——!р-Ат\ I и In
а 2

1- ^ Д т 2
а

ряд Маклорена. Поскольку здесь не обязательно выполняется
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условие |х |< 1  для разложения функции 1и(1 + х) в ряд Маклоре- 
на, то воспользуемся разложением

. 1 + х х3 . I , ,In = 2(хН 1-...), |х [ < 1,
1 - х  3

и сделаем замену переменной
1 + х N  + k
1 — х к

(см. [46]). Тогда x = k /(2N  + k) —  правильная положительная 
дробь и

N

.3-АГ-*- I +...
2 N  + k d X l N  + k^

(8.10)

Выбираем значение N  , по которому найдем к. В рассматрива
емом случае

N  = 1, k i = ^ ? i - A m i ,  1 = 1,2. 
а

При условии (8.10), если Апц = Ат2 = Ат, выражение (8.8) 
принимает вид

_ 0,5(mf -  т\ ) 4- 2Ат{т\ + m i ) _
X ■'

т\ — m2 + 4Дш

mi + m2 2Ат(т\ + m2 )
~  1 . (8.11)

2 ГП\ — >112 + 4 Д/7/

Второе слагаемое здесь определяет возможное смещение раз
деляющей границы. При другой комбинации знаков Др(х|о)/), 
у = 1, 2, в выражении (8.8) смещение будет равно 2Дт.

Найдем теперь максимальное смещение границы, учитывая 
только погрешность Да. Выражение (8.8) с учетом равен
ства (8.10) примет вид

8Дсх2 + x[2a(mi — m2 ) — 8 Да(/И1 + m2 )] -

- a ( m 2 - / n | ) - 4 a 2Aa + 4Aa(/nj2 -m f )  = 0. (8.12)

Смещение разделяющей границы в данном случае следует из 
того, что х = (щ  + m2 ) /2  не является корнем уравнения (8.12).
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Обратимся к алгоритму классификации, с помощью которого 
можно учесть погрешности априорной информации /7(£|cQj), 
г = 1,..., т. В § 6.1 было показано, что разделяющая функция, ко
торую получают в традиционных методах из условия

j n  ^((Pl)jP(x|tOi) _ Q

является смещенной оценкой реальной разделяющей функции. 
Несмещенная оценка разделяющей функции может быть получена 
путем стохастической аппроксимации по граничным точкам, най
денным из условия

1 п ^ Ж М  = 0, (8.13)
Р( Ш2)Я£|Ю2)

где — наблюдаемые значения плотности вероятностей
появления в выбранных областях Д  , / = 1, 2,..., п, х , е Д ,
измеренных значений х \ , Х 2 , . . . , х п для j -го образа. Значения 
р(с \ <х> , ) = р  известны, они использовались для определения вида 
функциональной зависимости р(х \  со,) на первом этапе, когда 
предполагалось, что Е, = х.

Из заданных условий определяют общий вид (класс) разделя
ющих функций ЧДс^О) (линейный, гиперквадратный и т. п.), сво
бодные параметры 0 которых оценивают по точкам из условия
(8.13), решая совместно системы уравнений (8.3) и (8.4), заменяя в 
последних р(^  | со; ) \̂ =х на ЧД^,0) и р  ̂ на числовые значения

h i P(eoi)p(5 l<oi)
Р ( т 2) р й |ш 2) '
Другая возможность найти разделяющую функцию ЧД^.б) — 

использовать сразу условие (8.13) и получить аналитический вид 
разделяющей функции ЧД^,б).

Наиболее часто в задачах распознавания образов применяют 
линейные разделяющие функции (гиперплоскости). Оценки сво
бодных параметров гиперплоскости находят как координаты точки 
минимума функционала (8.6). В данном случае в системе алгебра
ических уравнений (8.3) уравнение для оценки параметра а будет 
линейным, а остальные уравнения образуют систему квадратных
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уравнений относительно параметров bk, к = 1, 2 , / .  Методы ре
шения подобных систем, как и ряда задач аппроксимации резуль
татов наблюдений элементарными функциями при учете погреш
ностей во всех координатах, рассмотрены в работе [20].

Дисперсия оценок значений функции ЧД^,0) при £, = х  опре
деляется по формуле

В № , ё ^ £ ^ Т + 2 £  £  э ч д - 6 ) д1 (; -в)т Л )
i=l j=2, j>i  OVjj = 1 Э0,

при 0 = 0.
Изложенные результаты получены в предположении, что 

функция потерь L((atd)  имеет вид

. . Г 0 ПРИ i = j*L(d)i, dj) 1
[1 при г ± J.

В общем случае, когда функция потерь равна нулю для пра
вильного решения, равна 1\, если ошибочно выбирается образ оз2 
вместо Ш1, равна /2, если ошибочно выбирается (щ вместо ш2, 
решение с минимальным риском находят по выражению

liP((Oi)pfe\(Oi), г = 1, 2.

Образ Ш1 выбирается, если выполнено условие 

/iP(WiXp(£ | Cfli) > l2P((n2)p(^  | Юг )•

Уравнение разделяющей функции определяют, используя вы
ражение

ы h P ( m ) p ( ^ \ m )  _ Q 
hP(f02)p(^\(O2) '

§ 8.3. Плохая обусловленность и некорректность 
в задачах оценки параметров функции

Итерационный алгоритм решения конфлюэнтной задачи со
стоит из двух основных этапов: решения системы алгебраических
уравнений для получения оценки 0 и решения методом линеари
зации систем нелинейных алгебраических уравнений для опреде
ления оценок 4 истинных значений аргументов 4 • При этом воз
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можна ситуация, когда бесконечно малым приращениям в исход
ных данных могут отвечать сколь угодно большие изменения в 
решении [20, 71]. Такие системы называются плохо обусловленны
ми, а задачи — некорректными. Приращения в исходных данных 
могут быть вызваны как ошибками в измерениях, так и округлени
ем величин в процессе расчетов на компьютере. В плохо обуслов
ленных системах строгое математическое решение может не соот
ветствовать «физической» постановке задачи. Критической вели
чиной, которая определяет физическую надежность строгого 
математического решения, является отношение наибольшего соб
ственного значения симметрической матрицы АТА, где А —  мат
рица системы алгебраических уравнений, к наименьшему. Квад
ратный корень этого отношения показывает увеличение помех в 
направлении, соответствующем наименьшему собственному зна
чению матрицы АТА [20, 54].

В качестве другой характеристики обусловленности системы с 
квадратной матрицей А размерностью п вводят .^-обусловливаю
щие числа,

где ||^4 [| и || А~11| —  нормы соответственно матрицы А и

обратной матрицы А~1.
Наилучшими обусловленными матрицами являются ортого

нальные, для которых ^-обусловливающие числа равны единице.
Ортогональные матрицы удовлетворяют условию АГ1 — АТ.

В процессе обработки результатов наблюдений и аппроксима
ции исходных данных функциями различных видов с большим 
числом оцениваемых параметров в решении появляются осцилля
ции. Они возникают не только из-за погрешностей наблюдений, но 
и в результате неадекватного представления исследуемого явления 
выбранными функциями. С одной стороны, желательно описать 
как можно точнее изучаемое явление большим числом параметров, 
с другой —  увеличение размерности задачи ухудшает обусловлен
ность систем, и задача становится некорректной. Обусловленность 
систем линейных алгебраических уравнений еще больше ухудша
ется, когда мы имеем дело с коррелированными исходными слу
чайными величинами.

п
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Задача считается поставленной корректно, если ее решение 
удовлетворяет условиям Адамара, которые для операторного 
уравнения у  = АВ формулируются следующим образом [71]:

1) решение 0 существует для любого у& Qa С F\
2) решение 0 единственно в пространстве U ;
3) решение 0 непрерывно зависит от у , т. е. если приращение 

Ду стремится к нулю, то приращение Д0 также стремится к нулю.
Другими словами, задача некорректна, если определитель ли

нейного оператора А равен нулю. Здесь 0 является элементом 
метрического пространства U, а у  —  элементом метрического 
пространства F. Областью определения оператора А, действую
щего из U  в F,  является Т)А с  U, областью его значений — 
Qa =A{Da ) ^ F .

Иногда плохо обусловленные и некорректные задачи называют 
некорректными. Этим термином мы будем пользоваться в даль
нейшем.

Таким образом, чтобы корректно учитывать реальную экспе
риментальную информацию, необходимо иметь метод решения 
некорректных задач. Для этой цели, в частности, применяется ме
тод регуляризации А.Н. Тихонова и большая серия методов, разви
тых на его основе [21, 54, 71].

Строго говоря, в задачах, приведенных в гл. 7, мы должны бы
ли бы применять на каждой итерации метод регуляризации 
А.Н. Тихонова для решения плохо обусловленных систем линей
ных алгебраических уравнений. В действительности имеет место 
более простая ситуация.

Во-первых, если области допустимых значений аргументов не 
пересекаются, что имеет место в большинстве практических задач, 
и учитываются ограничения, налагаемые на допустимые значения

А  А

оценок £, при вычислениях, то процесс нахождения оценок £, яв
ляется корректным.

Во-вторых, если в практических задачах число определяемых 
параметров невелико, то одна из возможных причин некоррект
ности задачи —  большая размерность системы —  не возникает и 
соответствующая система линейных алгебраических уравнений 
может быть достаточно хорошо обусловлена. Тем не менее, не
корректные задачи в процессе принятия решений приходится 
решать.
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Пусть требуется найти решение 0 системы линейных алгебра
ических уравнений

У  = Ав,

минимизируя невязку р2 (AQ, у)  = J  (Q). При определенных

условиях задача минимизации невязки р2(ЛВ,у) может быть 
некорректной. В методе регуляризации А.Н. Тихонова вводится 
функция 12(0), определенная на непустом множестве U q  с  U  и 
называемая стабилизатором. Функция £2(0) должна обладать 
следующими свойствами [71]:

1) £2(0) > О для всех 0 еС Ъ ;
2) множество £2  ̂ -  {01 0£  Uq ; £2(0) < С} является р-компакт- 

ным при любом С = const > 0, т. е. из любой последовательности 
{0г} е£ 2с можно выбрать подпоследовательность {0ь} , р-сходя- 
щуюся к некоторой точке 0 е  £2с;

3) множество U q  = Uq П U* непустое ( U* —  множество точек 

минимумов функции / ( 0) = р^ (Л0,у ) ).
Далее берется какая-либо положительная последовательность 

{at}, сходящаяся к нулю, и при каждом £ = 1, 2,... на множестве
U q  определяется функция Тихонова

Тк (9) = / (0 )  + сц£2(0), 0 е  С/о.

Минимум функции Тихонова для различных значений к опре
деляет минимизирующую последовательность {0*}, сходящуюся к

А

регуляризованному решению 0Р.
Существуют алгоритмы, в которых по величине погрешности 

исходных данных определяется единственное (оптимальное) зна
чение параметра регуляризации а  в функции Тихонова и сразу

А

находится регуляризованное решение 0Р. Нас будет интересовать
А

не только регуляризованное решение 0Р, но и интервальная оцен
ка этого решения, поскольку мы оперируем исходными случайны
ми величинами.

Рассмотрим функцию Тихонова как функцию Лагранжа сле
дующей задачи: минимизировать функцию £2(0) на множестве
U q  с  U  при условии
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Р 2(AQ,y) = b2.

Здесь 6 —  величина погрешности исходных данных, параметр а  
функции Тихонова является множителем Лагранжа,

Выбор стабилизатора £2(0) в методе регуляризации неодно
значен, часто для систем линейных алгебраических уравнений его 
выбирают в виде £2(0) = | |0 ||2 . Для выделения редких сигналов

применяют методы неквадратичной /^-регуляризации, где | |0 ||р ,
0 <  р <  1 [110].

Если функция р2 (АО, у)  для у  = Ав + £ может быть записана в 
виде

р2 (Ав,  у )  = (у  -  ЛЭ)])-1 ООО- -  Ав),
где D(y)  —  ковариационная матрица погрешностей исходных 
данных, и стабилизатор имеет линейный вид

Q(Q) = L d - R ,

то получим следующее:
1) вектор оценок 0 точки минимума функции Тихонова

Т = ( у -  А § у  D~l(y)(y  -  AQ) + a T(Z0 -  R)

имеет вид 0 = FATD~1(y)y  + GTR ;
2) матрица вторых моментов оценок имеет вид

D(0) = С"1 - C ~ lLT(LC -lLT) - lLC~l; (8Л4)

3) дисперсия оценки параметра регуляризации а  (множителя 
Лагранжа) имеет вид

D(a) = (LC~lLT) -1. (8 Л 5)

Здесь F  = С-1 -  C~lI7(LC~lI 7 y l LC~l, G = (LC~lLTy lLC, C = 

= A TD~1(y)A. Диагональные элементы второго члена выражения
(8.14) служат мерой уменьшения дисперсий оценок в методе 
регуляризации.

Смешанные вторые моменты вектора оценок параметров 0 
могут увеличиваться или уменьшаться в зависимости от конкрет
ной задачи. Смешанный второй момент для 0 и а  равен нулю:

а

оценки 0 и а  не коррелированы.
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Из выражений (8.14) и (8.15) следует, что матрица вторых мо
ментов вектора параметров 0 является подматрицей, обратной 
матрице исходнвгх уравнений, получаемой после дифференциро
вания функции Тихонова Г(0) по 0 и а , а матрица вторых мо
ментов а  — той же подматрицей со знаком минус. Таким обра
зом, дисперсии оценок 0 и а  можно определить с помощью мат
рицы M(Q, а ), элементы которой —  вторые производные функции 
Тихонова по 0 и а , взятые со знаком минус и вычисленные при

А

найденных значениях оценок 0 и заданных значениях а  . Диспер
сия оценки а  показывает возможный интервал выбора параметра 
регуляризации. Обратив матрицу М (6, а ), получим подматрицы,

А

определяющие ковариационные матрицы (8.14) и (8.15) оценок 0 
и а  соответственно.

Отметим, что значение константы R не влияет на значения по
лучаемых дисперсий (8.14) и (8.15). Однако в методе регуляриза
ции не применяется линейный стабилизатор. Для нахождения ин
тервальных оценок можно, предварительно определив точечные

А

оценки 9 и а  с помощью других известных методов [21, 71], вос
пользоваться только что полученными результатами, линеаризовав

А

стабилизатор 0 (0 ) в окрестности оценки 0. Определив интер
вальные оценки, нетрудно непосредственно проверить, не вносит 
ли линеаризация стабилизатора искажений, превышающих по
грешность исходных данных.

Пример. Найдем минимум функции Тихонова по 0 и а:

Г(01,02) = (01 - I )2 + (02 - I )2 + а ( 0? + 02)->m in.

В этом выражении стабилизатор имеет вид

0 (01,02) = 02 + 02.

Координаты точки минимума функции T(0i,02) при малых а  
близки к (1,1). Разложим функцию O (0i,02) в ряд Тейлора в 
окрестности точки (1, 1):

£2(01,02) = 2 + 2(0i - 1 )  + 2(02 -1 ) .

После замены переменных 0i —» 0i - 1 ,  02 —> 02 -1  функция 
Тихонова будет иметь вид

Т(01,02) = 02 + 02 + a (20i + 202 + 2).



Глава 8. Принятие решений по выборке фиксированного объема 439

Вычислив матрицу, элементы которой — вторые производные 
функции Г(01,02) по 01, 02 и а,  и обратив ее, получим матрицу

вторых моментов оценок 0 и а:

Элементы (1,3), (2, 3), (3, 1) и (3, 2) матрицы здесь не указаны, 
так как они не несут информации (учитываются только соответ
ствующие подматрицы). Значения элементов матрицы не зависят от 
величины константы в разложении стабилизатора £2(01,02). Поэто
му можно записать эквивалентную задачу следующим образом:

дисперсии оценок 0] и 02 равны 1/4, что совпадает с ранее 
полученными результатами. Без учета условия-ограничения 
дисперсии оценок равны 1/2.

Вопрос о некорректности задачи получения оценок в конфлю
энтном анализе можно было бы рассмотреть в самом начале, при 
определении функционала, из которого находится конфлюэнтное 
решение задачи, К этому функционалу (см., например, (7.8), (7.9), 
(7.11)) следует добавить стабилизатор £2. Если £2 = £2(0), то мы
придем к изложенным здесь результатам.

Действительно, в общем случае функция Тихонова имеет вид

где £2(0) —  дифференцируемая функция. Тогда оценка вектора
параметров 0 при фиксированном значении а  находится из 
системы уравнений

Состоятельность и асимптотическая нормальность таких оце-
А

нок 0 в регрессионной модели доказана в работе [71].

'  0,25 -0 ,25
M - \ Q , a ) =  -0 ,25  0,25

0,25j

/ ( 0i ,02) = 9i +02 -+m in 

при 2(0i + 02 ) = const = С. Отсюда имеем

Т = In L(x ,y  | 0) + а£2(0),

— [lnL(x,y | 0) + а£2(0)] = 0, j  = 1, 2,..., m.
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Дисперсии оценок 0 и а  определяются по формулам 

В ф )  = А - 1 -  А-'1В (В ТА~1В У 1В ТА ~\

D(a) = (BTA - 'B ) - \

где А
д2Т

эе; эеу
, в

д 2Т
Э0г да

Смешанный второй момент оценок 0 и а  равен нулю: оценки
А

0 и а  не коррелированы,
С помощью матрицы вторых производных получим ковариа

ционную матрицу оценок

f  А ' 1 -  А~1В{ВТА - 'В Т 1В ТА~1 А - 1В{ВТА ~ \ В у х л 

{ВТА~1В У 1В ТА ^  ~{ВТА~1В У 1
£»(0, а) =

V

(8.16)

но учитывать в (8.16) надо только диагональные элементы. Напри
мер, для задачи

Т = (01 - 1)2 + (02 - 1)2 + а(0? + 0 |)  -»  min

ковариационная матрица имеет вид

£>(0,60 =

02 -0 1  02

2(1 + 60(0? + e i)  2( l  + a )(0i2 + 02)
e i

-0 1  02 0
2(1 + 6с)(0? + 02) 2(1 + а)(0? + О2)

л  А1 + а

2(01 + вг)

При 01= 02=1 и a  <С 1 получим приведенную ранее матрицу
I А

М~  (0,а), Из выражения для /2(0,а ) следует, что с увеличением 
значения а  (с увеличением вклада ограничений) дисперсии оце
нок параметров уменьшаются.

В ряде работ показано (см., например, [21]), что с помощью 
методов безусловной оптимизации функции / ( 0), в частности ме
тодов сопряженных градиентов, наискорейшего (градиентного) 
спуска, можно получить регуляризованное решение, если ограни
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чить число итераций п < щ  поиска экстремума таким образом, 
чтобы при выполнении условия ./(0) = 6, где 5 определяется по
грешностью исходных данных, процесс минимизации прекращал
ся. Полученное решение и будет регуляризованным. При увеличе
нии числа итераций п> т  решение может стать неустойчивым. 
Параметром регуляризации здесь является число итераций щ.  По
добный подход привлекает своей простотой. Для определения 
дисперсий и оценок в этом случае необходимо учесть вид уравне
ния траектории движения от начального приближения к решению 
при условии, что в точке регуляризованного решения значения 
первых производных функционала малы по сравнению со значе
ниями вторых производных.

§ 8.4. Классификация образов 
по измеренному с ошибкой вектору признаков

Рассмотрим процедуру распознавания образов —  второй этап 
задачи классификации. Пусть нам известны все характеристики 
наблюдавшихся случайных величин xi,X2 ,...>Xn, по которым на 
первом этапе нашли вид функции распределения Р(^,0 1со,), 
у = 1, 2, ..., ш, эмпирические значения плотностей вероятностей 
р ,(2;|ш Д , / = 1, 2 ,..., л, точечную и интервальную оценки разде
ляющей функции . Требуется провести измерение слу

чайной величины (вектора признаков) х , по которой должен быть 
классифицирован объект ш, е  Q. Считаем, что интервальная
оценка для случайной величины х  известна.

Прежде всего отметим, что с определением интервальной 
оценки разделяющей функции появляется нулевая зона —  зона 
неопределенности. Если наблюдавшееся значение х  (а точнее, ее 
«истинное значение» попадает в эту зону, то требуется, строго 
говоря, следующее дополнительное наблюдение вектора призна
ков. Получив наблюдение х, необходимо посмотреть, не пересе
кается ли допустимый интервал значений случайной величины х  с 
интервальной оценкой разделяющей функции. Если пересечения 
нет, применяется традиционный метод. В противном случае надо 
предварительно найти «истинное значение» наблюдавшегося при
знака Однако по единственному измерению х  нельзя найти со
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ответствующие оценки признака с,. Поэтому необходимо резуль
таты наблюдений х  присовокупить к имеющимся результатам 
наблюдений, полученным в процессе обучения системы распозна
вания, т. е. к данным, характеризующим каждый объект (О/ е  П.

Оценку Е, получим из уравнения (8.4), допуская, что случайная 
величина х  может принадлежать двум соседним распределениям,

А  А

описывающим разные классы, т. е. получим и • В большин
стве случаев, например для функций плотности распределения 
Гаусса, условие (8,4) приводит к трансцендентному уравнению, 
которое может быть решено только численными методами. Для 
численных методов полезно использовать дополнительное ограни
чение вида

где а(х) —■ среднее квадратическое отклонение для наблюдав
шейся случайной величины х .

Вблизи решающих функций (границ раздела) большинство 
функций распределения хорошо аппроксимируются гиперплоско
стями (в R 2 —  прямыми линиями). Так, для одномерных гауссо
вых плотностей условие (8.4) примет вид

Pi определяют по результатам всех наблюдений ху,хг,...,хп 
(например, путем группировки).

Разложим «теоретическую» функцию плотности pt (£,,■ [ со*) в 
ряд в окрестности наблюдаемой точки х. Получим уравнение 
прямой

£,/ е [х -3 а (х ) ,  х+  Зс(х)], г = 1, 2,

где

pi i l i  |(Df)=-7T=— ехр 
V2 п  - а

1 (ш, - ^ ) 2
2 а 2
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Обозначим

и получим в окрестности точки х  уравнение pi(£,i | сог) = аг-+ £/£,/. 

Тогда оценки найдем из условия

По значениям и Со, соответствующим первому и второму 
распределениям, проводим классификацию (если Ъ\ и не попа
дают в зону неопределенности, то требуется еще одно дополни
тельное наблюдение). В случае, когда обстоятельства не позволя
ют провести дополнительные измерения, принимают решение по

Л

наиболее вероятному значению , г = 1, 2.
Рассмотренный в § 8.2 и § 8.4 алгоритм решения статистиче

ской задачи распознавания образов (статистической задачи реше
ния) позволяет полностью учесть статистическую природу резуль
татов наблюдений как на этапе нахождения условных плотностей 
распределения вероятностей и разделяющих функций, так и на эта
пе классификации по результатам наблюдений вектора признаков.

В задачах распознавания образов для принятия решения, когда 
применяется решающая процедура с фиксированным объемом вы
борки, используется критерий отношения правдоподобия. Рас
смотрим, как изменится этот критерий при учете неопределенно
сти исходной информации.

Согласно традиционному подходу определим отношение прав
доподобия между классами шг и СО / следующим образом:

Тогда, применяя байесовское решающее правило, получим

i , j  = 1, 2,. . . ,от, i ± j .
Этот же результат следует из критерия Неймана— Пирсона, 

согласно которому при данном числе наблюдений п оптимальное

(pi — at )h  + х

или \пХ = In /у(х I со,-)

/К *  [Ю /У  ’

или In А, > In
Р Ш  ’
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решение задачи выбора гипотезы Н\  о том, что х  ~  coi, против ги
потезы Нг о том, что х~С 02, с вероятностью, не меньшей 1 — ос, 
если верна гипотеза Я ь  и с вероятностью, не меньшей 1-(3, если 
верна гипотеза # 2, определяется отношением правдоподобия Хп, 
имеющим вид

^ _-Q  Р(х‘ |t° l) _  | CQl)
i=l p(Xi  I 0)2) p„  O|C02)

Здесь a  — ошибка первого рода, |3 —  ошибка второго рода.
Этот критерий обеспечивает наименьшую ошибку (3 (наиболее 

мощный критерий).
Рассмотрим, как изменятся результаты решения данной задачи 

при известных оценках плотностей p(x |coi) и р (х ]ю 2):

^  p ( x \ ( $ i ) ± A p i  

р(х  | СО;) ±  Apj ’

или

1п ^  = 1п Р (х |ш ,)± й Р, (g l7 )
р(х  | СО;) ± Aр;

В последнем случае (см. (8.7)) решение х ~ с о г имеет место, 
если

1п Х > 1п ^ 4 , itj  = 1, 2 ,..., т, i * j .  (8.18)

Перепишем (8.17) в следующем виде:
р ( х | с о г) ± Д #  _  р ( х |с о Л  Д _  Др

+ ■lnX = l n ^ ' ^ 7 ±
р { х  | СО; )  i  А р  ;  р ( * | Ш ; )  р ( х  | СО, ) р ( * | С 0; )

Тогда вместо условия (8.18) имеем
i n p ( x \ m ) ± _ ^ --------------------------------------------(g l9 )

р ( х |С 0 ; )  p(x |CQ /) p ( x |C 0 ; )  P((£>i)

Учитывая, что погрешности Др, и Др; могут быть разных зна
ков, для надежной идентификации образов вместо условия (8.19) 
следует использовать условие

^ р ^ Щ -)  | ]А # | | |Ару [
р ( х  | СО;) р (х |С 0 / )  р ( х  | СО;) ДСО;)
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Два последних слагаемых в левой части неравенства опреде
ляют нулевую зону (зону неопределенности в принятии решений) 
в задачах распознавания образов при фиксированном объеме вы
борки.

§ 8.5. Классификация летательных аппаратов 
с учетом погрешностей в измерениях признаков

Рассмотрим задачу классификации объектов по ряду призна
ков. Объектами распознавания являются различные типы (классы) 
летательных аппаратов (л, а.): тип 1, тип 2 и т. д. Прежположим, 
что в результате активной радиолокации были получены следую
щие радиолокационные характеристики:

1) эффективная площадь рассеяния (ЭПР);
2) спектральные и временные характеристики отраженных от 

объектов сигналов.
Характеристики были измерены радиолокационной станцией 

(РЛС) с длиной волны 10 м.
При использовании этих данных были выделены признаки, 

определяющие л. а. Такими признаками являлись: скорость дви
жения объекта v, высота полета Н , частота модуляции отражен
ного сигнала f m и значения ЭПР, измеренные при различных ра
курсах.

Способы вычисления скорости движения и высоты полета л. а. 
по спектральным и временным характеристикам отраженных от 
объектов сигналов описаны в [19, 65]. Модуляция отраженного 
сигнала вызывается вращением турбин или винтов л. а. Частота 
модуляции f m зависит от типа двигателя (винтовой или реактив
ный) и от количества двигателей.

Эффективная площадь рассеяния является оценкой интенсив
ности вторичного излучения л. а. и зависит от диэлектрической и 
магнитной проницаемости материала, из которого изготовлен л. а., 
от ракурса, под которым наблюдается л. а., рабочей частоты РЛС, 
от формы и размеров л, а., от поляризации приемной и передаю
щей антенн РЛС [56-58].

Априори известно, что признаки статистически независимы, 
плотности распределения каждого признака каждого класса соот
ветствуют нормальному закону распределения А(ц,ст2) и априор
ные вероятности классов равны Р{т/)  = 1/5, j  = 1,..., 5, j  —  чис
ло классов.
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В табл. 8.2 приведены значения числовых характеристик плот
ностей вероятности каждого признака для каждого класса л. а.

Таблица 8.2
Значения числовых характеристик 

условных плотностей вероятности признаков
Тип

летательного
аппарата

Скорость движения 
V, м/с Высота полета Н, м Частота модуляции 

fm, КГЦ
в а а Ц ст

1 800 200 2000 1583 9,5 1,3
2 1500 366 10 000 1816 15 1,6
3 400 100 500 491 1,5 0,25
4 200 100 500 250 15 0,2
5 550 100 10 000 166 — —

Зависимости ЭПР от ракурса л. а. при длине волны X = 10 м и  
горизонтальной поляризации для различных классов л. а. приведе
ны на рис. 8.2. Величины ЭПР нормированы относительно значе
ния 1(Г5 м2. Из рис. 8.2 можно сделать следующий вывод: если 
учесть погрешности измерений, то различные летательные аппара
ты будут не различимы.

г, дБ

Рис. 8.2. Зависимость ЭП Р летательных аппаратов от ра
курса при длине волны X = 10 м (номер линии на графике 

соответствует типу летательного аппарата)

Необходимо было, используя данную информацию, осуще
ствить распознавание конечного числа классов по результатам из
мерений признаков. Критерием распознавания является вероят-
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ность ошибки, которая не должна превышать заданной вероятно
сти Р(е)3=0,1. Вероятность ошибки Р(е) определяется по сле
дующей формуле [2В]:

где Ri '—■ область принятия решений для г-й гипотезы, s —■ число 
объектов.

Радиолокационные характеристики, как и любые измерения, со
держат случайные ошибки. Погрешности радиолокационных изме
рений подразделяются на ошибки, вносимые л. а., и ошибки, вноси
мые аппаратурой. Основные ошибки, вносимые л, а., происходят 
вследствие флуктуации амплитуды сигнала, а также зависят от со
стояния окружающей среды. Из числа ошибок, вносимых аппарату
рой, наибольшее значение имеют ошибки, появляющиеся вслед
ствие собственных шумов приемного устройства. Если заданы па
раметры РЛС, а также характеристики л. а. и окружающей среды, 
уровень ошибки распознавания для определенной точки простран
ства обзора РЛС может быть рассчитан как средняя квадратическая 
сумма всех отдельных составляющих, вычисленных для этой точки. 
Однако нас интересует определение ошибок во всей зоне обзора 
РЛС. Для упрощения вычислений в работах [19, 65] предложена ме
тодика расчета оптимальной точности, при которой суммарная 
ошибка не зависит от погрешностей, вносимых л. а., а оценивается 
по проектным данным или данным испытаний РЛС.

В данной задаче ошибки измерения по каждому признаку 
определялись ошибками, вносимыми РЛС, и для таких признаков, 
как скорость движения, высота полета и частота модуляции, сред
ние квадратические погрешности соответствуют следующим зна
чениям: a(v) = 100 м/с, а(Н )  = 250 м, o ( f m) — 0,2 кГц. Предпола
галось, что средняя квадратическая погрешность измерения ЭПР 
составляет 10 дБ и одинакова при всех ракурсах; точность опреде
ления ракурса составляет 10°.

С учетом погрешностей признаков числовые характеристики 
условных плотностей вероятности изменяются (табл. 8.3). В 
табл. 8.3 приводятся также средние квадратические отклонения 
числовых характеристик условных плотностей распределения ве
роятностей, с помощью которых легко вычислить интервальные 
оценки функций условных плотностей распределения вероятно
стей в интересующих нас областях.
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Таблица 8.3
Значения числовых характеристик и их средних квадратических 

отклонений с учетом погрешности наблюдений
Тип 
лета

тельно
го ап
парата

Скорость
движения

V, м/с
Высота полета 

Д м
Частота 

модуляции 
/т, кГц

ц Др о Дет Р Лр (7 Дет ц Ар ет Да

1 720 70 230 40 2150 205 1630 250 10,2 0,9 1,25 0,21
2 1610 120 340 65 9100 850 1750 280 13,5 1,2 1,7 0,3
3 420 30 105 20 465 37 410 95 1,6 0,1 0,24 0,04
4 190 20 97 21 515 46 270 52 15,5 1,4

ООч—Но

0,02
5 510 55 112 22 1080 980 156 29 — — — —

Анализируя рис. 8.2, получаем, что наилучшим образом классы 
л. а. по ЭПР разделяются при ракурсах 30°, 60°, 120°. Возьмем в 
качестве признаков эти значения ракурсов (табл. 8.4).

Таблица 8.4
Значения числовых характеристик условной функции плотности 

ЭПР для каждого класса л. а.

Тип летатель
ного аппарата

-G II oj О о Ф = 60°

ОО(N*“iII&

ц а В а И а
1 73 10 74 10 64 10

2 71 10 55 10 71 10

3 62 10 63 10 43 10

4 47 10 61 10 63 10

5 53 10 60 10 61 10

Для вычисления вероятности ошибки воспользуемся методом, 
предложенным в [14, 17-19].

При большой размерности пространства признаков непосред
ственное интегрирование значительно усложняется, поскольку 
усложняется выбор пределов интегрирования. Так, например, для 
получения вероятности ошибки и ее интервальных оценок при ис
пользовании л-признаков необходимо вычислять л-мерные интег
ралы
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где Rj  — область пространства Ж”, которая характеризует образ 

СО;.

Таким образом, непосредственное вычисление вероятности 
ошибки (в. о.) описанным способом вызывает значительные за
труднения.

В работе [14] рассмотрен метод вычисления вероятности 
ошибки распознавания классов, использующий каждый признак в 
отдельности. Формула вычисления в. о. для данного метода имеет 
вид

Р ( е) = -  m a x P ( ( i ) j ) p ( X i  | со_/)]* (8 -2 0 )
i=i

s

где P(Xi) = X  P(w j )p (xi I X s —  общее число классов; Т  —  ко-
j =1

личество реализаций, T = R N, R  —  число значений признаков, 
N  — общее число признаков.

В случае, когда функции плотности соответствуют многомер
ному нормальному распределению, использование формулы (8.20) 
дает возможность перейти к серии одномерных нормальных 
распределений и использовать для них линеаризующее преобра
зование.

Границы интервальной оценки вероятности ошибки в данном 
случае будут определяться по следующим формулам:

т
РЛе) = Х  [В н ^ -т а х Д ш у Х р н С х , |ю; )] =

i=i ю
т

2 = 1

[Ш у)-тахР(о)у)/?н(хг- |шу) 
.7=1 “  .

P M  = i
i=i

X  P (w j ) Ръ ( х , I со j-- ) — ш а х  Р ( ш ; )  p B (xi | ш ,-)
.7=1 Ш .

Использование в рассматриваемом случае одного любого при
знака дает в. о. больше заданной Р3(е) = 0,1. Например, в. о. при 
использовании одного признака —  скорости —  составляет Р\ (е) = 
= 0,252, Р1(е)>Р3(е).

Как указывалось ранее, в процедуре идентификации объектов 
при известных точечных и интервальных оценках функции плот
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ности распределения вероятностей по наблюдаемому вектору при
знаков хк следует определить оценки с,„ и величину эллиптиче
ской (гиперэллипсоидной) области, которая покрывает истинное 
значение £,и с доверительной вероятностью (3, Эта область резко 
увеличивается с возрастанием числа координат вектора признаков 
£н. Отклонение от наблюдаемого значения ха по каждой коорди
нате равно £|hC7(V): для доверительной вероятности (3 = 0,683 и для 
одной координаты хн имеем /гр = 1, для двух координат —  % = 2, 
для трех координат —  % = 3,4, для пяти координат —  к$ = 6, или,
другими словами, колебание в одно среднее квадратическое от
клонение для одного параметра имеет доверительную вероятность 
(3 = 0,683, для двух параметров —  (3 = 0,38, для трех парамет
ров — р = 0,20 и т. д.

Другой пример распознавания образов при наблюдении двух 
признаков показан на рис. 8.3. В традиционном подходе решение 
принимается по значениям координат (х\,Х2 )> что приводит к не-

Рис. 8.3. Распознавание образов с учетом погрешностей наблюдений 
признаков при известном с точностью до параметров виде функций 

условных плотностей вероятности:
 —  без учета погрешностей признаков;------------------с учетом погрешностей

признаков; —  ■ —  ■ интервальная оценка решающей функции
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верному решению. Решение следует принимать по оценкам 
Строго говоря, в данном случае решение принято быть не может,

А.

поскольку и наблюдаемые значения (х\,Х2 ), и оценки С попали в 
область неопределенности принятия решений (нулевую зону).

Проведем идентификацию л. а. при одновременно наблюдае
мых признаках у = 1000 м/с, / /  = 5500 м, f m = 12 кГц, ЭПР =
= 69 дБ. Традиционные методы идентифицируют объект как объ
ект типа 1, тогда как с учетом погрешности измерений признаков 
это объект типа 2 при вероятности ошибки р ош = 0,23 со средним 
квадратическим отношением вероятности ошибки а(/?0ш) = 0,03.
Только привлечение дополнительных значений ЭПР позволило 
уменьшить вероятность ошибки до 0,1.



Г л а в а  9

РАСПОЗНАВАНИЕ ОБРАЗОВ 
ПРИ НЕИЗВЕСТНОМ ЗАКОНЕ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ ПРИЗНАКОВ

§ 9.1. Оценка параметров классификаторов 
по выборке фиксированного объема

Ранее, в гл. 6 и гл. 8, было показано, что в задачах распознава
ния образов необходимо учитывать:

1) погрешности измеряемых признаков при определении 
условных плотностей вероятности признаков и при идентифика
ции объектов (в противном случае мы получаем смещенные оцен
ки функции условной плотности распределения вероятностей и 
принимаем недостоверные решения);

2) не только наиболее вероятные оценки функций условной 
плотности распределения вероятностей и решающих функций, но 
и их интервальные оценки (тем самым показывается, что в любой 
задаче распознавания образов имеется нулевая зона (зона неопре
деленности), задаваемая, в частности, интервальной оценкой ре
шающей функции).

В гл. 8 были описаны разработанные методы учета статистиче
ских характеристик вектора признаков в задачах распознавания 
образов с фиксированным объемом выборки в предположении, что 
вид функции условной плотности распределения вероятностей 
р (^ ,0 |со) вектора признаков ^ для класса ш нам известен, но не 
известны значения параметров 0 и оценки £, (параметрические 
методы).

Кроме того, в задачах распознавания образов часто имеют ме
сто случаи, когда [3, 14, 25, 28, 81, 83-85]:

а) вид функции распределения вероятностей признаков не из
вестен, но статистика наблюдений достаточна для установления 
этого вида (непараметрические методы);

б) вид функции распределения вероятностей признаков не из
вестен, но полагают известным вид (или виды) разделяющих (ре
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шающих) функций, а выборки используют для оценок значений 
параметров классификатора.

Последняя ситуация будет рассмотрена в настоящей главе.

Классификатор по минимуму расстояния

Пусть имеются выборки для с классов и для каждого класса 
определены векторы средних значений p.,, i = 1, 2,..., с. Чтобы по 
наблюдаемому вектору признаков х  определить класс, следует 
измерить расстояния ||х -р ,- | | от х до каждого из с векторов
средних значений и выбрать класс, соответствующий ближайшему 
среднему значению. Если каждый из векторов средних значений 
считать идеальным прототипом или эталоном для образов своего 
класса, то это будет процедурой сравнения с эталоном.

Расстояние г = | |х -р ,Ц  можно определить по-разному (раз
ными формулами), но мы будем использовать евклидово расстоя
ние. Если априорные вероятности не равны, то квадрат расстояния
|| х -  pi ||2 должен быть нормирован по дисперсии а 2 и смещен на 
величину In Г  (со,). (Это следует из нормального закона распреде

ления случайных величин х при равных дисперсиях а 2/.) Когда 
вектор х равно близок к двум различным векторам средних значе
ний, при принятии решения следует предпочесть класс, априори 
более вероятный.

Если ковариационные матрицы К  для всех классов одинаковы 
и признаки подчинены нормальному закону распределения, то для 
классификации вектора признаков х следует определить квадра
тичное махаланобисово расстояние

г 2 = ( x - p i ) TK ~ l(x-]Xi)

от х до каждого из с векторов средних значений и отнести х к 
классу, соответствующему ближайшему среднему значению р,. 
В случае неравных априорных вероятностей при принятии реше
ния несколько большее предпочтение ( 1пР(со,)) отдается классу, 
априори более вероятному.

Это один из наиболее простых критериев, который, однако, не 
учитывает возможные виды разделяющих функций, не говоря уже 
о том, что не учитываются погрешности векторов р,, / = 1, 2,..., с, 
и х и, тем самым, не определена область неопределенности при
нимаемых решений.
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Линейная разделяющая функция  
для двух и многих классов

Линейные разделяющие функции наиболее просты и удобны с 
точки зрения аналитического исследования. Часто их используют 
ради упрощения вычислительного процесса.

Задача определения линейной разделяющей функции форму
лируется как задача минимизации некоторой функции критерия, в 
качестве которого используется выборочный риск —  средние по
тери при классификации множества конструктивных выборок, хо
тя могут использоваться и другие критерии.

Линейная разделяющая функция g { x ) для двух классов может 
быть записана в виде

g(x) = wx + wq,

где w —  весовой вектор, щ  —  величина порога.
Для двух классов Ш] и Ш2 применяется следующее решающее 

правило: принять решение (Щ, если g(x) > 0, и принять решение
0)2, если g(x) < 0.

В линейном случае уравнение g(x) = 0 представляет гипер
плоскость Н , w —  нормаль этой гиперплоскости, направленная в 
сторону области решений Ri для а ц . Разделяющая функция g(x)  
должна представлять собой алгебраическое расстояние от х до 
гиперплоскости Н.  Поэтому предпочтительнее сразу пользоваться 
нормальным (нормированным) уравнением гиперплоскости, для 
чего общее уравнение гиперплоскости следует разделить на длину 
вектора w, равную ||w ||. Тогда расстояние г отточки х до ги
перплоскости Н  выразится формулой

r _ g (* )
II wll

При но = 0 гиперплоскость проходит через начало координат. 
Если имеется не два, а с классов, то задачу можно свести к с -1  
задачам для двух классов, где решением f-й задачи служит линей
ная разделяющая функция, определяющая границу между точка
ми, соответствующими решению и точками, не соответству
ющими решению шг.

Для решения многомерной задачи можно также использовать 
( с - 1)с/2 линейных разделяющих функций, по одной для каждой 
пары классов.
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В обоих подходах могут образовываться области, в которых 
классификация не определена. Чтобы избежать этой неопределен
ности, применяется классификатор, называемый линейной маши
ной. Этим классификатором определяются с линейных разделяю
щих функций

gi (х) = W i X  + wi0, i = 1 , 2 , с; 

по х определяется класс ю ,, если gi (х) > gj  (х) для всех j  Ф i.
Если области решений и Rj соприкасаются, то границей 

между ними будет часть гиперплоскости Ну,  определяемой соот
ношением

gi(x) = g j (x )
или

(щ -  w . у  х  + щ 0 -  W.Q = О,

Здесь (щ — Wj) —  вектор нормали, а расстояние от х до плоскос
ти Ну определено формулой

г — ~  S j

II Wi -  WJ II'

Параметрические и непараметрические методы эффективно 
используют для решения задач в пространствах меньшей размер
ности, Поэтому при распознавании образов, которые имеют при
знаки размерностью d, применяется прием, позволяющий умень
шить размерность до одного: проецируются flf-мерные данные на 
прямую (для двух классов).

Пусть имеется множество (п х d) -мерных выборок xi, хз,.. 
х„ е X , из которых щ выборок принадлежат подмножеству Х\,  
помеченному сед, и п2 лежат в подмножестве Х 2, помеченном Шг.

Рассмотрим линейную комбинацию компонент вектора х:

y  =  WTX , ИЛИ у  =  щ х 1 + . . . +  3V„Xn .

Если длина || и  ||= 1, то каждая компонента у, есть проекция 
соответствующего хг на прямую, сонаправленную с вектором w. 
Доказано, что наилучшее направление вектора w совпадает с 
направлением прямой, проходящей через точки т\ и т2, где
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На плоскости имеем

Х = (х\, Х2 )т, }Щ = (пц 1, mi2 f .

Спроецируем множества Х\ и Х 2 на прямую с направляющим 
вектором w, получим множество Y, состоящее из п выборок 
у],у2,...,уп и разделенное на подмножества У\, У2 (У] с  Y, 
У2 а  У).

Вместо идентификации образов по выборке х е Х  проводят 
идентификацию по проекции у  е  У и вводят понятие линейного 
дискриминанта Фишера. Среднее значение выборки для спроеци
рованных точек обозначим т.

Линейный дискриминант Фишера определяется как такая ли
нейная разделяющая функция у  = wTx, для которой функция кри
терия

Т,  ч ( r h i - m i ) 2
J  О )  =  — j----- Г “

S i + s l
максимальна, где

s i =  Z  ( у  -  = —  =  —  Z  WTX =  w Tm i ,  / =  1 ,2 .
y eY j %  y&Yj n i x € .X t

В итоге получают

w=Swl(tni ~ m 2),

где Sw —  матрица разброса внутри класса, она пропорциональна 
ковариационной выборочной матрице для совокупности с/-мерных 
данных,

Sw = S i + S 2, Si=  / = 1, 2 .
x(=Xi

Например, известно, что для нормально распределенных слу
чайных величин с равными ковариационными матрицами К  и ма
тематическими ожиданиями pi и Ц2 линейная разделяющая 
функция имеет вид

w = ^ ' 1(Bi -Ц г).
В случае с классов обобщение линейного дискриминанта Фи

шера требует определения с - 1 разделяющих функций; здесь осу
ществляется проекция из J -мерного пространства X  на (с — 1) -мер
ное пространство У (полагаем d >  с ). Линейные разделяющие 
функции имеют направления т, -  т, где
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н ц = — ^ х ,  т = — X  * = — X  И|«/-
Pi xe X i  п  XEXi  п  1=1

При малой статистике каждое новое наблюдение, по которому 
ведется идентификация образов, должно быть объединено с преж
ними наблюдениями. Чтобы выявить изменение решающей функ
ции (или другого критерия), необходимо сравнить полученную 
разделяющую функцию с прежней.

§ 9,2. Обобщенные линейные разделяющие функции

Линейная разделяющая функция имеет вид
d

g(x) = WTX + WO = Wo + £  WiXi,

г-1

где Wi —  компоненты весового вектора w, d  —  размерность 
признаков х.

Можно ввести квадратичную разделяющую функцию
d  d d

g(x) =  Wo +  X  WiXi +  X  X  WijXiXj , 
r= 1 1=1 j =1

причем можно считать, что wtJ = \v}i, поскольку x,xj = х7-хг. Для 
квадратичной разделяющей функции разделяющая поверхность, 
определяемая уравнением g(x) = 0, является поверхностью второ
го порядка, или гиперквадрикой. Продолжая вводить в уравнение 
для g(x) дополнительные члены вида WykXjXjXk, получим класс 
полиномиальных разделяющих функций, которыми можно ап
проксимировать разделяющую функцию g(x)  любого вида. Одна
ко хотелось бы остаться в классе линейных функций, поэтому вво
дят понятие обобщенных линейных разделяющих функций, которые 
имеют следующий вид:

d

g(x) = X  Щуфх),
i=i

или

g(x) = а Ту(х),  у(х) = (у\{х),уг(х), ...,уа(х)У,

где at —  компоненты J -мерного весового вектора а, у- (х) — 
произвольные функции от х.
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Пример. Пусть g(x) = сц +агх +аъх2; тогда обобщенная ли
нейная разделяющая функция имеет вид g(x) = aiyi + ^> 2  + аъУз, 
где >1 = 1, У2 =х, у з = х 2, или у  = (1, х, х2)т.

Однородная разделяющая функция аТу  = 0 разделяет точки в 
данном отображенном пространстве посредством гиперплоскости, 
проходящей через начало координат (что является положительным 
фактом). Однако увеличение размерности d при переходе к 
обобщенной функции затрудняет практическое использование это
го приема, хотя переход к обобщенной функции удобен при рас
смотрении линейных разделяющих функций. В этом случае

у  = (l,x i,..., X d f  = (1 ,х)т, a = (wq, щ ,..., W d f  = (wo, w)T.
Переход от o'-мерного пространства X  к (d +1) -мерному про

странству Y  не нарушает соотношений в расстояниях между вы
борками, но гиперплоскость ату  = 0 проходит через начало коор
динат пространства F; расстояние от у  до гиперплоскости равно

Для нахождения обобщенной линейной разделяющей функции 
по результатам наблюдений необходимо определить весовой век
тор а .  Пусть имеется множество п выборок векторов у ,. . . ,  у ,  
одна часть которых относится к образу оу, а другая часть —  к об
разу Ш2. Эти выборки мы хотели бы использовать для определе
ния весового вектора а , который правильно классифицировал бы 
все выборки. Если такой вектор существует, то выборки называ
ются линейно разделяемыми. Выборка у  классифицируется пра
вильно, если а ту  > 0 и у  помечен оц или если а ту  < 0, но у  
помечен оу- Во втором случае у  будет также классифицировать
ся правильно, если а т( - у ) > 0 .  Последнее условие дает возмож
ность ввести понятие нормирования для случая двух классов: про
водится замена знаков всех выборок, относящихся к классу оу . 
При введении нормирования можно найти весовой вектор а , для 
которого выполнено условие: если а ту  > 0, то у  помечен ац для 
всех векторов выборки. Данный вектор а называется разделяю
щим вектором, или вектором решения. Каждая выборка у  нала
гает ограничение на возможное расположение вектора решения. 
Уравнение а ту  = 0 определяет гиперплоскость, проходящую че
рез начало координат в весовом пространстве, для которой у  яв
ляется нормальным вектором и должен находиться с положитель
ной стороны гиперплоскости (рис, 9.1).
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Рис. 9.1. Область реш ений в задаче распознавания образов

Система неравенств, образуемая выборками y i>y 2 , ...,yn, или 
неравенствами cYyi > 0, г = 1, 2, я, определяет область решений 
Da , но сам вектор решения определяется неоднозначно. Напри
мер, вектор решения может быть выбран как вектор, минимизиру
ющий расстояния от выборок до разделяющей плоскости. Другими 
словами, необходимо определить критерий (целевую функцию 
J(a) ) ,  которому должен удовлетворять вектор решения.

В качестве целевых функций используются:
1) персептронная функция критерия

J P{a)=  Z  (“ « » >
у е ¥

где Y  — множество выборок, классифицируемых с ошибкой, если 
разделяющим вектором является а (эта функция не может быть 
отрицательной и достигает нулевого значения, когда а является 
вектором решения);

2) другие функции критерия, например

М * ) =  I  ( a - y f ,  М а )  Д  £
y&Y ^ yeY  || У ||

Л (а )  = Ц (« т̂  - Ь ) 2,
г=1

где вектор b — некоторый допуск.
Процесс определения вектора решения а часто является ите

рационным, построенным на градиентном спуске:
(а[ произвольно,
[щ +1 =aic - p k ^ J ( a k ) ,  к >  1.
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При этом должны выполняться условия: а \ у к < 0 для всех к  или 
а?ук < b для всех к при заданном допуске Ь. Здесь УУ(щ) — 
градиент целевой функции (критерия) в точке щ , рк —  положи
тельный скалярный коэффициент, определяющий величину шага.

Для линейно разделяемых выборок итерационный процесс 
сходится. В случае неразделяемых множеств сходимости может не 
быть. При малом числе наблюдений можно получить достаточно 
смещенную оценку вектора а.

В процедуре нахождения решения по методу наименьших 
квадратов (например, для последней целевой функции J s{a)) ве
совой вектор находится как в случае линейно разделяемых, так и в 
случае линейно не разделяемых выборок.

Найдем с помощью метода наименьших квадратов вектор а, 
при котором выполнены равенства

aTy i= b t , г = 1, 2,..., я,

где bi —  произвольно заданные положительные константы (в 
общем случае заранее не известные).

Запишем систему а Ту = bj, / = 1,2,..., п, в матричном виде:

Ya = b,

где Y  —  матрица размером п х d, i-й строкой которой является 

y j \  b — вектор-столбец: b = (bi,bi, ...,bny .
Тогда вектор а находится из условия минимума целевой 

функции по а:

Л  (а) =|| Y a - b \ f = Y J(aTy i - b i ) 2,
i=1

откуда а = {Y TY)~lY Tb = Y +b. Если матрица Y TY  размером d x d  
невырождена, то решение единственно. Если матрица Y TY  вы
рождена, то решение не единственно. Тогда решение находится из 
общего определения операции псевдообращения 7  + = (7  тТ)-1 Y T 
в виде Y  + = lim (7 т7  + е1)"1Y т при е 0 .

Решение с наименьшей квадратичной ошибкой зависит от век
тора допуска b , и различные способы выбора b приводят к раз
личным свойствам полученного решения. Если вектор b задан 
произвольно, то нет гарантии того, что указанный вектор а будет 
разделяющим в случае разделяемых множеств.
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Автоматизируем процедуру выбора вектора Ь, используя ме
тод градиентного спуска. Градиент функции вычисленный
по а , записывается в виде

V aJ s = 2 Y T(Ya-b) ,  

а градиент, вычисленный по Ь, задается в виде

V bJ s = - 2  (Ya -  b).

При любом b всегда можно считать, что а = Y +b, получая тем 
самым равенство VflJ s = 0 и минимизируя J s (а) по а за один 
шаг. Необходимо учитывать условие Ъ > 0 (не допуская равенства 
b = 0). Можно положить вначале Ъ> 0 и не уменьшать значения 
координат вектора b . Этого можно достичь при сохранении отри
цательных координат градиента VbJs , если вначале все положи
тельные координаты вектора VbJs положить равными нулю. При
ходим к процедуре спуска (по алгоритму ХО'— Кашьяпа) —- ми
нимизации функции J s(a,b) [18]:

b i > 0, bk+i = bk +2pel,

где &k —  вектор ошибки, ек = Yak ~bk, el —  положительная 
составляющая вектора ошибки:

1
е1 = + 1 1)>

| ек | —  вектор, координаты которого суть абсолютные величины

соответствующих координат вектора ей, ак = Y 1Ьк, к = 1,2,...
Рассматриваются значения коэффициента р е  (0,1).
Алгоритм образует последовательность векторов допуска b и 

определяет разделяющий вектор для случая разделяемых мно
жеств или явно обнаруживает неразделяемость для случая нераз
деляемых множеств. Вектор еТк должен стать нулевым, чтобы пре
кратилось дальнейшее изменение ак, Ьк, ек. Если выборки ли
нейно неразделимы, то из этого больше не следует, что при el, 
равном нулю, вектор ек тоже равен нулю. Для задачи с неразделя
емым множеством можно получить нулевой вектор ошибки с по
ложительными координатами. Если это происходит, то выборки 
неразделимы.
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Известны другие варианты этого алгоритма, когда оптимизи
руется выбор шага и исключаются процедуры обращения (псевдо
обращения) матрицы Y  и вычисления У т.

Решение по методу наименьшей квадратичной ошибки в пре
деле при « —> °о приближается в смысле минимума средней квад
ратической ошибки к разделяющей функции Байеса

Это следует из того, что если предположить, что выборки взяты 
независимо в соответствии с вероятностным законом

то решение по методу наименьшей квадратичной ошибки с ис
пользованием расширенного вектора у  дает разложение в ряд 
функции

где у  = у(х)  —  функция от х.
Если определить среднюю квадратическую ошибку аппрокси

мации выражением

то можно доказать, что величина е2 минимизируется, если векто
ром решения является а = Y +Ь.

При аппроксимации g 0 (л) разделяющая функция аТу  позво
ляет получить непосредственную информацию относительно апо
стериорных вероятностей

Качество аппроксимации зависит от функций у2(х) и числа 
членов в разложении ату. Критерий средней квадратической 
ошибки в основном распространяется не на точки, близкие к по
верхности решения go(x) = 0, а на точки, для которых Р(х) >0,5 . 
Таким образом, разделяющая функция, которая наилучшим обра
зом аппроксимирует разделяющую функции Байеса, не обязатель
но минимизирует вероятность ошибки.

Для построения разделяющих функций используется потенци
альная функция K(x,Xi) с текущей точкой х и выборкой xt. Вид

go(x) = Р(Ю1 | х) -  Р(0)2 I х).

Р(х) = р(х\(й1)Р((х)0+ р(х\(х)2)Р(<$2 \

g(x) = аТу,

Р{Ш1 | х) = ~(1 + go (*)), P(w2 | х) = ^(1 -  go (*)).
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потенциальной функции определяется видом выборки и суще
ственно влияет на результаты. В общем виде можно указать, что

(̂д:,лс:г ) обратно пропорциональна Ц х - ^ Ц 2, например
2

K ( x , X i )  =
СТ2+ II X  — X i

Разделяющая функция g(x) получается итерационным мето
дом, когда выборки xi,X2, ... рассматриваются последовательно:

gk+i(х) =  gk (х) +  а  (х, Хк  Щ х , Х к ) ,

где п  — некоторая функция ошибки.
Использование метода потенциальных функций наиболее оправ

дано, когда либо невелико число выборок, либо размерность х до
статочно мала, чтобы функцию g ( x )  можно было представить в 
виде таблицы дискретных значений х .

Например, можно разделяющую функцию g(x) определить по 
следующему алгоритму:

'gk (х) + K(x,xk),  если х к ~  Wi и g(xk ) < О, 
gk  (х) -  К ( х ,  Х к ), если Х к ~  (02 и g ( x k ) >  О,

(х) в остальных случаях.
g*+i(x) =

§ 9,3. Оценка разделяющего вектора с помощью методов 
математического программирования

Чтобы оценить вектор а  для обобщенной линейной разделя
ющей функции а Ту  = 0, применяют методы математического про
граммирования. Пусть имеется множество из п выборок векторов 
у \ , у 2 , ...,уп и требуется найти вектор а ,  удовлетворяющий нера
венству aTyi >Ы> 0 при всех г.

Введем искусственную переменную t  > 0, чтобы выполнялось 
условие aTyi + t>b,.

Получим следующую задачу линейного программирования: 
минимизировать переменную t  при условиях

a ry i  + t > b i , г = 1, 2, ..., га, t >  0.

В традиционной задаче линейного программирования полага
ют, что а > 0. В нашем случае это условие неприемлемо, так как



464 Часть II. Статистические методы принятия решений

вектор решения может иметь как положительные, так и отрица
тельные координаты.

Представим компоненты вектора а в виде комбинации двух
неотрицательных компонент а) и ао (см. § 2,1):

a j = a ) - a o ,  j  = l ,2 , . . . ,d ,

а) > 0, ао> 0.

Получим следующую классическую задачу линейного про
граммирования для переменных t, а\, а \ , .... o',, ар, результатом 
решения которой будет решающий вектор а : минимизировать t 
при условиях

d
X У у(а) ~ao) + t>bi,  i = 1, 2 , п, 
j = i

t>  0, ао>0, а) > 0, j  = l , 2 i ...,d.

Методы решения подобных задач хорошо изучены и рассмот
рены в гл. 7 (см. также [18, 61]).

Можно сформулировать и другую задачу линейного програм
мирования: сведем задачу минимизации персептронной функции 
критерия к задаче линейного программирования. Напомним, что 
минимизация этой функции дает разделяющий вектор в случае 
разделяемых множеств и приводит к решению в том случае, когда 
выборки неразделимы.

Персептронная функция критерия задается в виде

J P{a)=  Z ( ~ a Ty),
y e Y

где Y  —  множество выборок, классифицируемых с ошибкой по
средством вектора а .

Чтобы исключить тривиальное решение а = 0, введем положи
тельный вектор допуска b и запишем функцию критерия в виде

Jp(a)=

где Y'  —  множество выборок у / , удовлетворяющих условию
a Tyi < k .

Функция Jp(a)  является кусочно-линейной, поэтому следует 
ввести п искусственных переменных и соответствующих им огра
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ничений и построить некоторую эквивалентную линейную целе
вую функцию. Рассмотрим задачу нахождения векторов a n t ,  
минимизирующих линейную функцию

П
Z = Y t i

i=i

при ограничениях /; > 0, ti >bi - a i:y i , i = 1, 2 ,.... п.
С учетом неотрицательности переменных получим следующую 

задачу линейного программирования для нахождения вектора а :
П

минимизировать функцию Z = X  U при условиях
1=1

d Л
X  Уи («} - a 0) + ti>bi, ti > 0, а0 > 0, а) >0 , У = 1,2,..., d.
j = i

Выбор а = 0, ti = bi, / = 1,2,..., п, обеспечивает получение до
пустимого базисного решения, с которого начинается традицион
ный алгоритм симплекс-метода. Сходимость методов линейного 
программирования гарантирована как в случае линейной разделя- 
емости, так и в случае, когда исходные выборки неразделяемы.

Использование процедуры минимизации квадратичной ошибки 
позволяло находить разделяющий вектор в случае разделяемых 
множеств и обнаруживать неразделяемость в случае неразделяе
мых множеств. Поэтому естественно для отыскания решающего 
вектора а применить следующую задачу квадратичного про
граммирования: минимизировать функцию

J* = 2  Уi -  bi)1
i =i

при условиях
d

X yij{а) - а0) > bi, г = 1, 2, п,
j =1

ац>д, а) > 0, у = 1, 2,..., d.

Анализ различных алгоритмов для нахождения линейных раз
деляющих функций показывает, что выбор подходящего алгорит
ма определяется такими факторами, как простота программирова
ния, количество и размерность выборок. Если линейная разделя
ющая функция обеспечивает незначительный процент ошибок,
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любая из этих процедур при корректном ее применении позволит 
получить приемлемое решение.

§ 9.4. Разделяющие функции для случая многих классов

Процедуры получения разделяющих функций для случая двух 
классов (образов) стремятся распространить на случай многих 
классов. Универсального метода такого распространения не су
ществует, но при использовании различных приемов решения 
разных задачах это удается сделать. Так, в случае линейной ма
шины для с классов вместо множества разделяющих функций 
gi(x) = a f y , г = 1, 2, ..., с, вводится разделяющая функция вида 
а тг|у, где

а  = (щ, а 2, я с)т,

Л12 = (у, -  у, 0, 0) \  

г|1з =(у,  0, -  у , 0)т,

Ц1с = (у, 0,0,..., - у ) Т,

т. е. в строке щ  на месте г-го элемента находится у , на месте у-го 
элемента находится - у ,  остальные элементы равны нулю.

Если а тТ1у- > 0 для всех i Ф j ,  то линейная машина, соответ
ствующая компонентам вектора ос, будет правильно классифици
ровать у.

В этой процедуре размерность исходных данных увеличивает
ся в с раз, число выборок —  в с — 1 раз, что делает трудоемким 
применение данного алгоритма. Однако такое сведение с-мерной 
задачи к двумерной полезно для доказательства сходимости.

При распространении метода наименьших квадратов на случай 
многих классов наиболее часто используют прием, при котором 
исходная задача сводится к рассмотрению множества с задач для 
двух классов. Если сразу решать задачу минимизации квадрата 
ошибки в случае многих классов аналогично случаю двух классов, 
то вводят матрицу Y  размером п х d, которую разбивают на бло
ки следующим образом:
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Y  = {YU Y2 , . . . , Y C) \  

где выборки, помеченные символом юг, включают в себя строки
А

Yt . Затем вводят матрицу весовых векторов А размером d x c :

Л = (а1,а 2,...> ас)Т,

и матрицу В размером п х с:

В = (Ви В2,...,Вс) \

где все элементы Д являются нулевыми, за исключением элемен
тов г-го столбца, равных 1. Тогда след квадратичной матрицы 
ошибок ( YA - В ) Т( Y A - В ) будет минимален, если A  = Y +B ,  где 
Y  + —  псевдообращение матрицы 7 .

Полученный результат может быть обобщен. Пусть У, — по
тери для случая, когда принимается решение о выборе C0j вместо 
истинного О)/, и предположим, что /-я подматрица матрицы В 
задается выражением

ry j h 2j . . . \Cj 's'

B i

У  А  2 /...У

где число строк равно n j ,  j  = 1, 2 ,..., с.

Тогда если число выборок стремится к бесконечности, то ре
шение A = Y +В дает разделяющие функции af у,  которые обеспе
чивают оптимальное (в смысле минимума средней квадратической 
ошибки) приближение байесовской разделяющей функции

С

£ 0г(*) = “ X  ^ijPiSPj | *).
м

§ 9.5. Учет погрешностей наблюдений 
при оценке значений параметров классификаторов

В § 9.1-9.4 рассмотрены основные традиционные методы 
оценки значений параметров классификаторов по выборке. В ос
новном они сводятся к получению разделяющих функций между 
классами (образами), в частности к линейным разделяющим функ
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циям или к обобщенным линейным разделяющим функциям. Од
нако все рассмотренные алгоритмы не учитывают погрешности 
измерений наблюдаемых признаков, на основе которых принима
ются решения, что при очень богатой статистике может быть 
как-то компенсировано. При небольшом числе наблюдений мы 
получим смещенные оценки разделяющих (решающих) функций, 
интервальные оценки разделяющих (решающих) функций будут 
значительными и зоны неопределенности в принятии решения бу
дут большими. Таким образом, для принятия надежного решения 
необходимо учитывать погрешности измерений наблюдаемых 
признаков, что позволит правильно определить интервальные 
оценки разделяющих функций, а тем самым и зоны неопределен
ности принимаемых решений.

Зона неопределенности классификатора 
по минимуму расстояния

Рассмотрим квадрат евклидова расстояния между измеренным 
вектором признаков х и эталонным вектором признаков и одного
из объектов (образов):

г2 = ( х -  ц)т К~1 (х -  ц),
где К  —  ковариационная (дисперсионная) матрица наблюдений 
признаков х  и ц.

Например, на плоскости R 2 в предположении, что 
D(x  -  ц) = £>(х) + D(\x),

ЛО(*1) + £>0и ) ... О ^
ч 0 ... D(x2 )+D(]X 2)

квадрат расстояния г вычисляется по формуле

(Xl- Щ ) 2 | (х2 - р 2)2
Z)(xi) + Z)(|Ti) D{xi)  + D{\i2)

Все величины, входящие в выражение (9.1), получены в ре
зультате эксперимента и имеют погрешности.

Введем общий вектор 0 размерности п , координатами которо
го являются все входящие в формулу (9.1) величины; дисперсию 
ошибки г-го параметра обозначим /9(0/). Тогда за счет погрешно
стей наблюдаемых величин дисперсия ошибки в определении г2 
может быть вычислена по формуле

К  =
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п ( дг2Л2 п п дг1 дг2
^ 2) = S ,  D m + i ' z  X  £ - 5 - л ( е , , е д  (9.2)

г= Д с?0г2  i=l j=2 o Q i  o Q j
j>i

где Z)(0, ,0, )  —  корреляционный момент оценок координат векто
ра 0. В предположении некоррелированности оценок 0 формула 
упрощается:

и (Ъг2Л2
D (r2) = Z  —  О Д ) .  (9.3)

г=До0Д

Для приведенного примера (формула (9.1)) имеем 

2 (  С)r2V  2 (  0r 2V
D ( r 2) = Z  ОД) + ХОД ОД) +

*=1  ̂dXi )  (=1 \  Эр.;'

2 Г Эг2 V  2 Г Эг2 V+Х д(ОД))+Ек т , „
#=1 к д (О Д ,- )У  i=i v d (Z >0i,-)V

Дисперсия £>(г2) определяет величину неопределенности

квадрата расстояния между измеренным вектором при
знаков и эталонным, учет которой обязателен в процессе принятия 
решения.

Если вводятся другие определения расстояния между векторами 
измеренных признаков и эталонов, то величина неопределенности 
вычисляется аналогичным образом по формулам (9.2) и (9.3).

Зона неопределенности линейных разделяющих функций

Будем считать, что найдено уравнение линейной разделяющей 
функции, т. е. определен решающий вектор а , или, другими сло
вами, оценки свободных параметров с ц , а 2 , . . . , а т этой линейной 
функции.

В процессе определения оценок cii, I = 1,2,..., т, должны быть 
найдены как минимум дисперсии этих оценок. Они могут быть по
лучены:

а) аналитическим путем (этот случай будет рассмотрен ниже);
б) методом статистических испытаний.
В случае б), зная погрешности наблюдаемых значений призна

ков эталонов, с помощью датчиков случайных чисел проведем не
обходимую серию статистических испытаний. Каждое наблюдение
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даст серию точек, для которых получают оценки параметров a i , 
/ = 1 , 2 , т. Для /-го параметра будет получен вариационный ряд, 
по которому можно определить наиболее вероятное значение щ и 
дисперсию этого значения D(ai). При необходимости может быть 
проведен и более строгий анализ вариационного ряда.

Пусть а — m-мерный вектор, координатами которого будут 
оценки сц, / = 1 , 2 , /и, D(a ) — ковариационная матрица оценок 
а /, / = 1 , 2 , т. Тогда дисперсия D(y)  оценки разделяющей ли
нейной функции у  (а) для любого значения у  находится по фор
муле

D(y)  = y TD(a)y,

где у  — вектор с координатами yi, у 2, Эта формула являет
ся частным случаем формулы (9.2). Если матрица D(a)  диаго
нальная, то получим аналог формулы (9.3).

Пример. По результатам наблюдений найти интервальную 
оценку обобщенной линейной разделяющей функции

у  (а) = а\у\ + a iy i  + аъуъ.

Р е ш е н и е .  Положим, что в процессе наблюдений определены 
оценки щ и их дисперсии D(ai), 1 = 1,2,3.  Считаем, что корреля
цией оценок а/, / = 1,2,3, можно пренебречь, т. е. матрица D(a) 
имеет вид

rD(a{) 0 0 '
0 D{a2) 0

ч 0 0 D(a3Д
Дисперсию Щу)  оценок значений разделяющей функции 

у(а)  находим по формуле
rD(d  0  0 0

О D{a2) 0
ч 0 0 D(a3l

= y^D(ai) + y lD (a 2) + y^D(a3).

Зная значения у(а)  и D(y), для каждого у  построим довери
тельные интервалы значений у  = у  (а) разделяющей функции. 
Огибающая линия, проведенная по этим точкам, даст интерваль
ную оценку (зону неопределенности в принятии решений) данной

D(a) =

D(y) = (y i ,y2,y 3)

Л Г У1Л

У2

J у
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разделяющей функции. Пусть доверительная вероятность равна [3 
(|3 = 0,95; 0,997;...). Интервальная оценка для каждой точки у  
разделяющей функции определяется условием

p { y ~ t ^ D (y) < y ( a ) < y  + t ^ D (y)} = р ,

где ф —  квантиль распределения Стьюдента — определяется вы
бранным значением (3 и числом степеней свободы v  = n - m  ( п — 
число наблюдаемых точек, т —  число оцениваемых параметров). 
Здесь у  = у (а ) —  значения у(а)  при найденных оценках а. Задав 
значение |3, выбираем значение ф и определяем зону неопреде
ленности принятия решений с помощью предлагаемой разделяю
щей функции. При малом числе эталонных наблюдений эта зона 
будет достаточно большой.

В ряде случаев область неопределенности может быть получе
на аналитическим путем. Разделяющий вектор а может быть 
определен по методу наименьших квадратов, когда в качестве кри
терия рассматривается функция

Js(a,b) = \ \Ya-b\\2,

где Y  —  матрица измеренных значений признаков, b —  вектор 
допуска.

Метод наименьших квадратов позволяет получить не только 
оценки а ,  но и дисперсию этих оценок D(a) (см. § 7.5). При ко
вариационной матрице измерений D(y)  функцию J s(a,b) можно 
записать в виде

Л  (а, b) = (Ya -  b)T D~l (y)(Ya — b).

Тогда дисперсия оценок а будет иметь вид 

0{а) = [YTD~1 (у)У Г 1.

Дальнейшие действия при найденных оценках а и D(a) ана
логичны ранее описанным: находятся оценки разделяющей функ
ции у (а ) и дисперсии значений D(y)  этой функции, затем опре
деляются интервальные оценки разделяющей функции, а тем са
мым и зона неопределенности принимаемых решений.
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§ 9.6. Распознавание образов 
по измеренному вектору признаков

Пусть известны средние квадратические отклонения для по
грешности измеренных векторов признаков х  как в процессе обу
чения системы распознавания, так и в процессе идентификации 
образов. Закон распределения погрешностей наблюдений неизве
стен, число точек наблюдения ограничено. Будем искать обобщен
ную линейную разделяющую функцию.

Рассмотрим обобщенную линейную разделяющую функцию

где а — весовой вектор, у  —  вектор, координатами которого яв
ляются константа 1 и функции от х ,  определяющие вид разделя
ющих функций (линейные, полиномиальные и т. д.). Задача сво
дится к определению весового вектора (вектора решения) а. Для 
однозначного выбора вектора решения следует ввести некую це
левую функцию (или критерий). Чтобы включить в рассмотрение 
погрешности наблюдений х  (а они трансформируются по фор
мулам переноса ошибок в погрешности для у), используем метод 
наименьшей квадратичной ошибки. С учетом погрешностей 
наблюдений признаков, как подробно показано в гл. 7, целевая 
функция, минимум которой определяет вектор решений а, имеет 
вид

где £,,■ —  истинное значение у ,, т. е. y t = Q +5/;  Ы —  вектор
допуска, который также должен быть определен. Функция 
критерия J(a)  использует все выборки.

Функционал (9.4) получен как функционал ортогональной ре
грессии в предположении, что средние квадратические отношения 
признаков равны единице. Необходимо его дополнить условием 
для нахождения неизвестного вектора

Преимуществом выбранного критерия является тот факт, что 
решение, следующее из этого критерия, приближается в пределе к

g(x) = а Ту,

П
(9.4)

dJ(a\
(9.5)
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разделяющей функции Байеса go (х) = Р(сец | х) -  Р(Ш2 | х), хотя
может не обеспечивать минимальную ошибку решения. 

Рассмотрим два подхода:
1) вектор допуска b задается;
2) вектор допуска b оценивается в алгоритме построения раз

деляющей функции.
В первом случае все координаты вектора b равны -1 , если 

наблюдения относятся к образу Шь и равны +1, если наблюдения 
относятся к образу оъ. Тогда

J(a)= Е [ ( а т! - 1  ? + ( 1 - у ? 1 +  Z [ ( a T|  + l )2 + № - y ) 2],
yeYI уеГ2

где Y\ и Tj —  множества наблюдений для Шх и Ш2 соответ
ственно.

Объединив условия (9.4) и (9.5), для обобщенной линейной 
разделяющей функции получим функционал (9.4) в более прием
лемом для практического применения виде:

п 1
J(a) = S

( к
-1

i—1 « 2  

+ £

( к л2 
+1

________

j 1 1 + X  a h 2 ( j i ) j  "1+I 1 + £  a id 1 (Уг)
i=l i= 1

(9.6)

где ст2(у,) = o 2(xj) —  средняя квадратическая ошибка г-го вектора 
наблюдений, одинаковая во всех наблюдениях; j  = 1, 2,..., щ — 
номер наблюдений для (Щ, j  = щ + 1, ..., п2 —  номер наблюдений 
для Шг.

Точка минимума функционала (9.6) определяет точечную 
оценку вектора решения а , а следовательно, и точечную оценку 
разделяющей функции. Ковариационная матрица оценки вектора 
решения а определяется из условия

d2J(a)
D(d) = N ~ \  N--

дщ дап
, l ,m  = 1, 2,...Д ,

а дисперсия значений разделяющей функции в точке наблюдения 
у  имеет вид

D(g(y)) = Y TD(d)y,

где у  = (у 1 ,у 2,...,УкУ.
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При неизвестных векторах допуска Ь, как следует из результа
тов гл. 7 для линейной функции, функционал (9.6) приобретает вид

где принято, что координаты вектора b —  детерминированные 
величины. Для каждой оценки вектора а с помощью градиентного 
спуска образуется последовательность векторов допуска b:

В процедуре идентификации образов по вектору наблюдений 
хн строится вектор ук, который присоединяется к вектору ранее 
проведенных наблюдений, и с помощью функционала (9.6) или 
условия (9.5) для каждой j - й гипотезы определяются оценки £,/и, 
по которым принимается решение.

Результат определения линейной разделяющей функции и 
идентификации летательных аппаратов по наблюдаемому вектору

Рис. 9.2. Распознавание образов с учетом погрешности наблюдений 
признаков с помощью линейной разделяющей функции

J(a) =

{ k Л
X  ЪУу ~bj

п i=1 JП

1=1

bi >  0, bv+i = b v  + 2 рёу- V ,

где

( l ib I 12)

/
О



Глава 9. Распознавание образов при неизвестном законе распределения 475

(xih,X2h) приведен на рис. 9.2. Различие решающих функций и от
личие оценок «истинных значений» наблюдаемого вектора 
( ^ 1, ^ 2), j  = 1, 2, от вектора (xiH,X2H) очевидны.

На рис. 9.2 указаны значения признаков и погрешности их из
мерения для двух объектов. Светлые точки относятся к одному 
объекту, темные —  к другому. Представлены линейные разделя
ющие функции как с учетом погрешности измерения (сплошная 
линия), так и без учета погрешности (линия из точек). Для первой 
разделяющей функции определены интервальные оценки 
(штрихпунктирные линии). По наблюдаемым значениям (xiH,X2H) 
определены оценки «истинных» значений координат точки 
наблюдения (£1 и £,2)- Точку наблюдения присоединяем последо
вательно к предшествующим выборкам для каждого объекта.

Получены соответственно значения (^11,^ 12) и (Сдь £22), по 
которым следует принимать решение.

§ 9.7. Алгоритм идентификации объектов 
с учетом погрешности признаков

Рассмотрим задачу распознавания (идентификации) объектов, 
когда закон распределения признаков не известен, но известны 
значения признаков и, возможно, средние квадратичные отклоне
ния измеренных значений признаков.

Алгоритм построения разделяющей функции может опираться 
на всю совокупность обучающей выборки или использовать толь
ко часть точек и признаков. Рассмотрим обобщенные линейные 
разделяющие функции, весовой вектор в которых оценивается с 
помощью операции минимизации квадратичной невязки. При этом 
используем методы конфлюэнтного анализа, в которых учитыва
ются погрешности наблюдений признаков при минимизации 
функционала квадратичной невязки при фиксированном векторе 
допуска (пороге).

Для минимизации функционалов применяется одна из разно
видностей метода покоординатного спуска с контролем точности 
результатов и с переменным шагом. Динамическое размещение 
массивов переменных в памяти компьютера позволяет рассматри
вать задачи произвольной размерности. Для решения систем ли
нейных алгебраических уравнений и операций с матрицами при
меняются соответствующие стандартные процедуры.
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На рис. 9.3 представлена общая блок-схема компьютерной 
программы, реализующей данный алгоритм. Программа написана 
на языке Fortran-90 в среде Microsoft Developer Studio с привлече
нием некоторых стандартных вычислительных процедур, а также 
диалоговых и графических возможностей Windows 95, 98.

Рис. 9,3. Общая блок-схема программы

Компьютерная программа используется для определения и 
графического представления поверхности, разделяющей экспери
ментальные точки двух классов, а также идентификации на этой 
основе неизвестных точек. Программа применима для произволь
ного числа точек и признаков. В ней учитываются погрешности 
измерений. Программа работает в диалоговом режиме в операци
онной среде Windows 95, 98 и более поздних версий.
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При работе программы используются следующие файлы:
1) выполняемый Split.exe;
2) содержащий числовые данные для точек класса 1 (например, 

Filel);
3) содержащий числовые данные для точек класса 2 (например, 

File2);
4) содержащий числовые данные для точек, подлежащих иден

тификации («новых точек») (например, FileN).
Размещение и имена файлов с данными — произвольные, но 

структуры данных в этих файлах одинаковы и строго определены. 
Все данные находятся в текстовом виде и могут редактироваться в 
произвольном редакторе.

Первая строка —  произвольный текст, описывающий содержа
ние файла.

Вторая строка —  два целых числа, разделенных пробелами. 
Первое число —  количество признаков, второе —  количество точек.

Третья и последующие строки содержат собственно данные. 
Числа в строках записаны в произвольном формате, но между ни
ми должно быть не менее одного пробела. Номер столбца опреде
ляет номер признака, а номер строки —  номер точки.

После запуска программы (файл Split.exe) запрашивается имя 
файла с данными класса 1 (Filel) и с данными класса 2 (File2).

Затем появляется основное диалоговое окно, где с помощью 
стандартных средств Windows необходимо выбрать, какие точки 
(Class 1 и Class2) и какие признаки (Features) будут использованы 
для вычисления и построения разделяющей поверхности. Здесь же 
можно установить значения вектора допуска (Ь1,Ь2) и стандартных 
отклонений (Dispersion) наблюдаемых точек в зависимости от при
знака, а также задать тип разделяющей функции: линейная (linear) 
или квадратичная (quadratic).

Кнопка «ОК» запускает процедуру построения разделяющей 
поверхности. Результаты отображаются в нескольких окнах на 
экране.

1. Окно «Graphic: Deviation from discrimination surface» содержит 
графическое представление отклонений наблюдаемых точек от раз
деляющей поверхности. Цветные прямоугольные контуры дают со
ответствующие интервальные оценки разделяющей функции.

2. Окно «Table: Deviation from discrimination surface» содержит 
в основном те же данные в виде таблицы.

3. Окно «Parameters» содержит некоторые характеристики, 
описывающие процедуру расчета разделяющей функции.
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4. Окно «Discrimination Line-2D» открывается, когда число 
признаков равно двум. В этом окне представлены распределение 
выбранных наблюдаемых точек на плоскости (оси эллипсов соот
ветствуют величинам стандартных отклонений), разделяющая ли
ния (черным цветом), ее интервальные оценки (синим цветом). 
Для просмотра окно следует выделить и расширить.

После анализа результатов необходимо нажать кнопку на 
экране «Push to continue» (левый верхний угол экрана) для про
должения работы программы.

При этом открывается диалоговое окно «Repeat calculations or 
Input new points», в котором предлагается сделать выбор:

1) вернуться к предыдущему этапу работы программы (Repeat 
points selection);

2) перейти к вводу новой точки для ее идентификации (Input 
new points);

3) перейти к анализу влияния небольших случайных отклоне
ний наблюдаемых точек на положение разделяющей линии (Points 
random deviation).

Вариант 3) возможен только для плоского случая. При выборе 
этого продолжения и дальнейшем многократном нажатии кнопки 
на экране «Push to continue» происходят случайные вариации по
ложения наблюдаемых точек и соответствующий пересчет разде
ляющей функции. Результаты отображаются в окне «Discrimination 
Line-2D».

Выбор варианта 2) приводит к этапу ввода и анализа новой точ
ки. При этом открывается диалоговое окно, где необходимо указать 
имя файла с новыми данными (FileN). После этого в другом диало
говом окне надо отметить одну точку для исследования. Затем в ре
жиме диалога предлагается выбрать одно из продолжений:

а) отобразить положение новой точки и интервальные оценки 
на графике в окне «Graphic: Deviation from discrimination surface»;

б) добавить новую точку к точкам класса 1 и пересчитать по
ложение разделяющей поверхности; результаты отображаются так 
же, как описано выше при вычислении разделяющей функции;

в) добавить новую точку к точкам класса 2 и пересчитать по
ложение разделяющей поверхности; результаты отображаются, 
как в п. б).

После анализа результатов можно нажать кнопку «Push to 
continue» для продолжения работы с другой новой точкой или за
крыть приложение (программу) обычным образом. Содержимое 
окон можно копировать и выдавать на печать.
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Программное обеспечение включает в себя выполняемый файл 
Split.exe и файлы с данными. Программа выполняется в диалого
вом режиме в операционной среде Windows 95, 98.

Выполнение программы прерывается, если:
1) файлы данных не имеют предписанной структуры;
2) в соответствующих диалогах не выбрано ни одной точки и 

(или) ни одного признака.
Об этом выдается соответствующее предупреждение. В этих 

случаях необходимо запустить программу снова. Предупреждения 
выдаются также при плохой обусловленности используемых в 
процессе счета матриц.

Для исследования решения задачи построения разделяющей 
функции проводилась серия тестовых расчетов. Минимум функ
ционала находился по вектору а . Диапазоны изменения числа к 
параметров в различных задачах разные: от к = 2 до нескольких 
десятков. Характерный вид функционала для к = 2 представлен на 
рис. 9.4-9.6, откуда видно, что для успешного нахождения мини
мума функционала необходимо удачно выбрать нулевое прибли
жение в итерационной процедуре. Это осуществляется, если вос
пользоваться традиционным подходом в процедуре идентифика
ции, т. е. считать, что o 2(yj) = 0. В этом случае для определения 
вектора оценок а , являющегося точкой минимума функционала 
J(a), получается система линейных алгебраических уравнений. 
Далее одним из итерационных методов поиска экстремума опреде-

Рис. 9.4. П оверхность минимизируемого функционала
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ляются вектор решений а и разделяющая функция. Дисперсионная 
матрица аналитически определяется из соответствующих формул, а 
по ней —  зона неопределенности. Вектор допуска b выбирается из 
условия наилучшего разделения данных наблюдений.

Рис. 9.5. Линии уровня функционала

1 д^гшп

J(a0,aha2) /у#' J ■\\ / /  а 2 = mm~ V //V i

1

V /

------------------- 1--------- ►
-20 -10 0 10 

Рис. 9.6. Сечения функционала

На рис. 9.7-9.11 представлены результаты тестовых расчетов 
при k = I  для различных исходных данных и параметров задачи. 
На всех этих рисунках используются одинаковые обозначения. 
Прямоугольники определяют местоположение идентифицируемых 
точек двух классов, причем нижний всегда соответствует точкам
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класса 1. Точки внутри прямоугольников распределены равномер
но. Числа внутри прямоугольников дают количество точек соот
ветствующего класса. Тонкая прямая линия определяет разделяю
щую линию, полученную без учета погрешностей признаков (тра
диционное решение —  нулевое приближение). Жирная прямая
определяет разделяющую линию 
тодом. Пунктирные линии дают 
оценки.

Рис. 9,7. Положение разделяю
щих линий при Ь = 1 и o(a'i ) =

= о(х2) = 0,1

а
Рис. 9.9. Положение 

а — при Ь -  0, 1, ст(ч) = о(х2) = 0, 1;

полученную предлагаемым не
соответствующие интервальные

Рис. 9.8. Положение разделяю
щих линий при Ъ = 2 и а(.ц) =

= о(х2) = 0,1

б
разделяющих линий:

— при b - 1, ст(ч) = 1, ег(хг) = 0,01
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а 6

Рис. 9.10. Положение разделяющих линий: 
а —  при b =  1 , c t ( x l )  = 0, 05, cf(x2) = 0 , 2 \ б —  при b =  1, cr(xi) = ст(х2) = 0,01

а б

Рис. 9.11. Положение разделяющих линий: 
а — при 6 = 1, c t ( x l )  = а(х2) = 0, 1; б— при b -  0, 1 и 6 = 1, cr(xi) = а{х2) = 0,1

На рис. 9.7-9.10 представлена ситуация, когда точки двух 
классов разделяются, а на рис. 9.11 —  когда соответствующие об
ласти локализации идентифицируемых точек пересекаются.

Исследовалась зависимость решения от вектора допуска b , ко
гда остальные параметры остаются неизменными. С увеличением 
b от 0,1 до 2 решение отличается от традиционного: увеличивают
ся интервальные оценки, а также растет количество итераций при 
поиске минимума функционала.



Глава 9. Распознавание образов при неизвестном законе распределения 483

Зависимость разделяющей линии от величины дисперсии (sigl 
и sig2), которая указана на рисунках, слабая, несмотря на значи
тельный диапазон изменения погрешностей измерений. При раз
ном числе точек в разных классах (в данном случае в классе 1 име
ется 20 точек, а в классе 2 —  4 точки) происходит смещение раз
деляющей линии в сторону локализации класса 1.

Для неразделяющихся признаков сохраняются закономерно
сти, описанные для разделяющихся классов. Таким образом, те
стовые расчеты дают представление об особенностях применения 
рассматриваемого метода.

§ 9.8. Идентификация землетрясений 
и искусственных взрывов по сейсмическим проявлениям

Разработанный метод был применен для идентификации сла
бых локальных землетрясений и искусственных взрывов, записан
ных сейсмосетью. Все исходные данные взяты из работ [97, 98]. 
Оцифровка сейсмограмм основана на относительных энергетиче
ских спектральных распределениях фаз Р  и S, извлеченных из 
сейсмограмм и автоматически обработанных. Энергетический 
спектр сейсмических шумов был исключен из данных для улуч
шения идентификации.

Первоначальная обработка сейсмограмм производилась сле
дующим образом: фазы Р  и S  отфильтровывались в следующих 
частотных интервалах:

£>о =1...15Гц, Д = 1 ...3 Г ц , £ > 2 = 3 . . .6 Гц,

£>з = 6...10Гц, £>4 = 10...15 Гц.

Затем вычислялись отношения средних интенсивностей по 
частотным интервалам к суммарной интенсивности и, аналогич
но, отношения амплитуд. Таким образом формировалось 18 раз
личных признаков (числовых характеристик сейсмограмм) для 
процедуры распознавания. Все они подвергались некоторой нор
мировке.

Отбор признаков основывался на минимизации вероятности 
ошибки классификации, что позволило автоматически извлечь 
пять наиболее информативных признаков из 18 исходных:

1) отношение средних энергий S'-фазы и Р-фазм в частотном 
диапазоне 10... 15 Гц;
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2) доля средней энергии „S'-фазы, принадлежащей частотному 
диапазону 6 ... 10 Гц;

3) отношение пиковых энергий 5-фазы и P -фазы в частотном 
диапазоне 1... 3 Гц;

4) отношение средних энергий 5-фазы и P-фазы в частотном 
диапазоне 6 ... 10 Гц;

5) доля средней энергии 5-фазы, принадлежащей частотному 
диапазону 1... 3 Гц.

Каждая точка определяется пятью признаками. Как следует из 
работы [98], надежное разделение точек при количестве призна
ков, меньшем 5, не достигается. Этот вывод подтвержден и нашим 
исследованием, когда рассматривались 25 точек для первого клас
са и 28 точек для второго.

Несколько вариантов расчетов при количестве признаков, рав
ном 5, представлено на рис. 9.12—9.15. Погрешности измерений не 
известны и задаются в задаче.

На рис. 9.12 и 9.13 приведены результаты идентификации дан
ных по взрывам и землетрясениям для случая квадратичной разде
ляющей поверхности

5 5

y  =  aQ + J^ai Xi +  Х а 5+i x f .
i= 1 J=1

На графиках приводятся расстояния от соответствующих точек 
до разделяющей поверхности. По оси абсцисс отложены номера

16

в в в в

и и У  иL  12_ 13 1 4 1 5 й 2817й 18L 19 20 21 22 23 24и 25 261 27

е е
16

Рис. 9.12, Положение квадратичной разделяющей поверхности при
k  =k> = 0, 1
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Рис. 9.13. Положение квадратичной разделяющей поверхности при
Ь[ = 0,05 и Z?2 = 0, 12
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Рис. 9.14. Положение квадратичной разделяющей поверхности при
h  = 0 ,025 и 1ъ = 0 ,02

точек наблюдений. Светлые и темные эллипсы соответствуют точ
кам первого и второго классов. Их вертикальный размер определя
ется ошибками измерений. Прямоугольники, примыкающие одной 
стороной к оси абсцисс, определяют интервальные оценки для со
ответствующих точек разделяющей поверхности. Каждый прямо
угольник расположен выше или ниже горизонтальной оси —  в 
направлении точки, нулевую зону которой он определяет.
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Рис. 9.12 соответствует значениям bi =bi =0,1. В этом случае 
неправильно идентифицируются точки 24 (класс 1), 9 и 23 (класс 2), 
как и для линейного случая. Подбор вектора допуска: bi =0,05 и 
Ъг =0,12 (рис. 9.13), позволяет несколько улучшить ситуацию: точ
ка 23 из класса 2 теперь идентифицируется правильно.

Приведем результаты расчетов для тех же классов, но на осно
ве сейсмических данных для другого района (рис. 9.14). Здесь 
классу 1 (землетрясения) принадлежат 55 точек и классу 2 (взры
вы) —  30.

На рис. 9.14 приведены результаты расчетов для квадратичного 
случая, который оказывается более предпочтительным, чем случай 
линейной разделяющей функции, когда неверно идентифицируют
ся по три точки в каждом классе. Вариации вектора допуска при
вели к улучшению результатов распознавания: при bi =0,025, 
£>2 = 0,02 теперь только по одной точке из каждого класса иден
тифицируются неправильно, хотя они и лежат в пределах интер
вальных оценок для разделяющей поверхности.

§ 9.9. Учет интервальных оценок 
функций плотности вероятности 

в последовательных методах распознавания образов

Пусть известны функции плотности вероятности р(х  | со,) не
которого признака х  для различных объектов {со,}, 1, 2 ,..., п.
Кроме того, известны интервальные оценки этих функций, значит, 
известны интервальные оценки ошибок а и р  первого и второго 
рода, которые имеют место при принятии гипотез Н ь  х  од и 
Н 2 : х  С02-

Рассмотрим, как изменится задача последовательного распозна
вания образов при учете погрешностей в оценке условных функций 
плотности распределения вероятностей. В частности, как изменятся 
верхние и нижние пороги (останавливающие границы) и среднее 
число наблюдений до принятия решений в данном случае.

Воспользуемся для решения данной задачи последовательным 
критерием отношения вероятностей Вальда. Критерий предназна
чен для решения задачи о выборе между двумя простыми гипоте
зами, Рассматривается отношение правдоподобия л„ между клас
сами Wi и со 2 , имеющее вид
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Х„ -  П
p(xi | (Oi)

i=1 | со2)

Наблюдения проводятся до тех пор, пока В < Х „ < А ,  или
1 — ОС ОС

In В < 1пА„ < In А, где А = ------ , В = -------. Наблюдения прекра-
Р 1 - Р

щаются и принимается гипотеза Н \ : х  ~  O0i , как только выполне
ны неравенства Хп > А  или 1пА,п >1п А. Гипотеза Н г ’. х ~ а >2 
принимается при выполнении неравенств In Х„ < In В или Хп < В,

В рассматриваемом случае будем учитывать погрешности A/?i 
и Др2 в определении условных функций плотности, т. е. для пер
вого измерения х\ имеем

|пЯ1= ] п £ Щ ш 1)± Др!_ 
р{х\ |со2) +А/?2

Если функции плотности распределения вероятностей подчи
няются нормальному закону с математическими ожиданиями mi и

т 2, одинаковыми дисперсиями о 2 и погрешностями оценок па
раметров Д/Пь Ат2> Ао, то

/?(х |ю г-) =
1 ( x - r t l i ) 2

2а

1 (x-wii)
2 а 2

V271-g  

р{х\ C0i) +  Дрг- =

1 , ч , ( x - r r n f1 + —— (х — mi) Л ;— А а -
А  а

Gо  а

Здесь приращение Де>/ = Др(х|о>г) заменили дифференциалом 
dp(x  | о.),). Тогда

1 2 2  '  
( m i  — m 2 ) x i  — ~ ( т \ ~ т г )

+  In
G3 + aAmi (xi -  mi) + (xi — mi )2 Ag -  G2 Ag 
g 3 + GAm2 (xi -  m2) + (ai -  m2 )2 Ag -  g 2Ag
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1 ( 1_ 2 А о л\
— jCmj2 — т\ ) -  miАпц + т2Ат2 j .

Если X i> A  или ln^i >1и А, то истинной является гипотеза о 
том, что х  ~  Ю1, т. е, если

а 21п̂ 4
х\ >

1 — — m2 ) + Ат\ — Ат2

2АоЛ

+ 1 I 1'  а  V
( т 1 -  т2 ) -  т\ Ат\ + m2 Ami

1-
2До 

<7 )
(mi -  m2 ) + Ami -  Ami

то принимается решение х  ~  Шь
При Апц = Атг = Ат данное условие примет вид

xi >-
с 2 In А 1

(\ 2Л о\   ̂+ 2 1 (Wl “  т2 )
V а  )

Л— (mi + т2) — -
Ат

Если Дст = 0 , то получим

а 21п̂ 4 1

2 1-

Ат
xi > —----—  + - (m i  + т2) -

т\ — т2 2 2
Мы здесь считали, что погрешности имеют один знак (направ

лены в одну сторону). Даже в этом случае получили условие, от
личающееся от традиционных. Вернее было бы определить мак
симальный разброс, сложив модули погрешностей. Чтобы не 
усложнять формулы, мы этого здесь делать не будем.

После второго измерения при Апц = Ami = Ат имеем

ln ,\z ~ In P^Xl IЮ1̂  + АрП 1 In p (*2 1̂ + Kpn ~
p(xi j co2) + Apii p (x2 \ o 2) +Ap22

mi - m 2
cr

(x i + x 2 ) 1-
2Дст

-  1-

2ДсЛ
I (mi + m2) — Am

<7 J \  CT J
При n измерениях xi,x2, когда их истинные значения

соответственно равны получаем

1пХи =
mi — т2

I > /
i=i

1 
V <7

2ДсЛ п(. 2Д а У  п.
  2 \ -------- J + т2} ——Ат
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и процедура классификации будет следующей; если

a 2 In А п , „ пАт
Х У  > —
1=1 (mi — /иг) 1 —

+_(Ш1+М2)+_
1 2ДстУ

то принимаем гипотезу, что х ~  toi; если
" a 2 In В

2 У  < -------------
1=1 (т\ -  тг )

Н—  (mi + m2 ) + -
пАт

2 1- 2 Д а

то принимаем гипотезу, что х  ~  0)2 ; если
a 2 In 5  п , . пАт

'  2 A v P l ( m + m )  + -----------
(mi -  m2) 1- 2 1-

<
(mi — m2) 1 —2  Д а  

а  )

Л— (mi +m 2) + -

а
пАт

2 1-

то следует провести новое измерение.
Из условия (7.12) следует, что

П П
lim Х У  = X  \i •>

(=1 (=1
поэтому погрешность измерения наблюдений х  будет заметно 
влиять только при первых наблюдениях, и в процедурах класси
фикации тогда вместо х, следует брать хг ± 3 а(х г), где а(х ,) — 
среднее квадратическое отклонение погрешности значения х2. 

Останавливающие границы получены при условии, что

А = —  В = —
Р 1 - Р '

где а  —  ошибка первого рода, (3 —  ошибка второго рода. Пока 
здесь интервальные оценки сх и )3 не учтены. Чтобы их учесть, 
выберем (lnS)min и (1п Ч )тах:
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Оценим, как изменится среднее число измерений при учете по
грешности наблюдений.

В традиционных методах определено, что среднее число 
наблюдений, когда истинна гипотеза H i , равно щ:

щ = ^ [(1 -а )1 п ^ 4  + а1п5],

-  ,где z = ш ------------ .
/ ? ( х | ю 2)

Если истинна гипотеза Л/2, то

п2 =4[|31п Л + (1-Р)1п й ].
z

В рассматриваемом случае, когда известны интервальные 
оценки а и р ,  необходимо взять верхние границы In А и In В и 
соответственно верхние или нижние границы а и р .  Тогда новое 
среднее число измерений будет

_  1 
Я|н г

(1 -  а  + A a ) f l n  А + J - ^ -П + (а  + A a ) f l n В  -   ̂ ^
V А )  \  В ;  j

+ Й1. (9.7)
' IА А I IА В I
( 1 - а  + Аа) + A a (ln ^ +  ln i? ) -  (а  + Аа)

Здесь первое слагаемое в квадратных скобках —  поправка к сред
нему числу наблюдений.

Рассмотрим

- = t a K * ! « i ) ± 4 P U F  +  _ A P !  ( 9 8 )
р(х  | С02) + Af>2 £>(x|C0i) /? (х |(0 2)

Поскольку мы оцениваем среднее значение (результат многократ
ных наблюдений), то можно считать, что при

Ар\ _  Ар2
pipe | tOi) />(х|со2) ’

т. е. при одинаковой относительной погрешности для условных 
функций плотности распределения вероятностей, знаменатель 
дроби в формуле (9.7) при определении щк не изменяется. 
Поэтому будем считать, что не меняется и zH. (Это не означает, 
что не будут меняться другие параметры, определяемые из 
условия (9.8).)
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Среднее число наблюдений (если верна гипотеза Нг, с учетом 
интервальных оценок а ,  (3, А и В) находится по формуле

Щи '
1

(Р+ЛР) ЫА +
АА\

+ (1 —13 + Д|3) 1 п 5 -
ДВ\ 
В

= П2+~
Z

(Р -  др -  + др In (АВ) + i ^ J ( P  + др)
В А

где ДА/А  и АВ/В  находят из предположения, что погрешности 
АА, АВ, Да, ДР независимы и подчиняются нормальному зако
ну распределения с дисперсиями, соответственно равными (АА)2, 
(АВ)2, (Д а)2, (Др)2.

По формулам переноса ошибок получим

" д ^ у  _

. А )
'  Д а  

U - o s y V

( А В Г (  Acl\  (
----  = —  +1 В ( а  )  V

f  ̂  n \2

"Р

Др
Д-Р.

у
\2

§ 9.10. Сравнение зон неопределенности.
Общий алгоритм принятия решений

Как было показано, поскольку в реальных условиях невозмож
но провести измерение без погрешностей, процедуру методов по
следовательного принятия решений используют и в процессе при
нятия решений по выборке фиксированного объема. Представляет 
интерес сравнить зоны неопределенности, полученные в процессах 
принятия решений по выборке фиксированного объема и в после
довательных методах. Другими словами, не является ли зона не
определенности (нулевая зона) при анализе выборки фиксирован
ного объема столь незначительной, что ее учет представляет толь
ко теоретический интерес.

Одномерный случай

Пусть некоторый признак объекта х  распределен по нормаль
ному закону с математическим ожиданием т\ и дисперсией ст2 
для гипотезы Но и с математическим ожиданием tm и дисперси
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ей оI  для гипотезы Н\. При равных вероятностях гипотез Но и 
Н\ решающая граница хо имеет вид

хо = —(т + mi).
2

В этом случае дисперсия определяется по формуле

D(xо) = ̂  [ а 2 ( т ) + а 2 (т2)],

где и 2 (mi) — дисперсия оценки математического ожидания т ,  
/ = 1,2. При одинаковых дисперсиях a 2 (mi) = а 2(m2) = с(т)  
имеем

_  и(т) 
а ( х 0 )  .

Во многих случаях, когда инструментальная погрешность из
мерения не является определяющей, оценкой математического 
ожидания нормального закона распределения является среднее 
арифметическое результатов наблюдений х:

П
ш = х = £х*,

i—l
отсюда получаем среднее квадратическое отклонение

а (т )  = а (х ) = - ^ Й ,
л/ п

где а 2 (х) —  дисперсия наблюдаемых значений х.
Ширина зоны неопределенности в этом случае будет такой

2t<j(m) _  л/2  ■ /а(х)
л/2 л/й

где / —  квантиль нормального распределения, определяемая 
доверительной вероятностью, / = 1, 2,...

В методе последовательного принятия решений, когда решение 
принимается по среднему значению х, ширина полосы неопреде
ленности в случае нормального распределения признака с матема
тическими ожиданиями гщ и m2 для разных гипотез и с одинако
выми дисперсиями а 2 для обеих гипотез при числе наблюдений, 
равном и, определяется выражением
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ь - — ^
| т\ — m2 | п В

где Л и В —  соответственно останавливающие верхние и нижние 
границы:

л _ . “
Р i -Р

Здесь а  и (3 —  ошибки первого и второго рода.
Пусть | т\ -  m2 | = ко, Тогда ширина полосы неопределенности 

определяется по формуле
i = a_in ( l Z a X l - P )

кп [За

Чем больше разность математических ожиданий т\ и m2 , т, е. 
чем больше к, тем меньше а  и (3 и тем уже полоса неопределен
ности. Найдем конкретные значения ширины полосы неопреде
ленности для равновероятных гипотез. Пусть | т\ — m2 \ = 4а; тогда 
a  = (3 = (1 -  0 ,95)/2 = 0,025. При | т\ -  m2 \ = 2 а  получим ошибки 
a  = (3 = (1 -0 ,68)/2  = 0,16. В первом случае ширина полосы не
определенности будет ~\,5о!п,  во втором ~2о/п.

Приведенные результаты показывают, что зоны неопределен
ности в задачах принятия решений при фиксированном объеме 
выборки и в последовательных методах соизмеримы, поскольку 
а(л') наиболее часто совпадает с а. Причем отношение ширины 
полос в этих методах принятия решений равно

4 l ' to ( x ) k n  _  л/2 •tk'Jn /—

Г п -а hl(1-°Xl-P)Bh,(l-aXl-P)~ "•
а[3 а(3

Следовательно, в процессе принятия решения при фиксиро
ванном объеме выборки ширина зоны неопределенности может 
быть даже больше, чем в методе последовательного принятия ре
шений.

Двумерный случай

Рассмотрим задачу принятия решений по двум признакам х и 
у , имеющим распределение Гаусса. Для простоты будем считать, 
что решающая граница —  прямая линия.
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Уравнение линейной решающей функции приводилось в § 6.3:

где х —  текущий вектор; M t —  вектор математического ожида
ния для z-й гипотезы, г = 1,2; К  —  ковариационная матрица, оди
наковая для обеих гипотез; Р (су ) — вероятность z-й гипотезы,

В рассматриваемом случае при равновероятных гипотезах и 
единичной ковариационной матрице уравнение решающей прямой 
имеет вид

Здесь mix, ту —  математические ожидания соответственно коор
динат х  и у  для z-й гипотезы, z = 1, 2 .

В процессе наблюдений необходимо найти оценки щ  и их 
дисперсии 0{щ)>  а также оценки и дисперсии оценок элементов 
ковариационной матрицы К  (если они не исключены из рассмот
рения).

Представим уравнение прямой в традиционном виде:

Интервальную оценку прямой (интервальную оценку 
значений у)  можно найти, пользуясь формулой

здесь В(0)  выражается через щ- и ВОщ). Последняя формула 
определяет дисперсию значений у  для любого значения х, тем 
самым и интервальные оценки решающей границы,

В методе последовательного принятия решений в двумерном 
случае, когда признаки независимы и подчиняются нормальному 
закону распределения с математическими ожиданиями М\ = 
= {т\х,т\у ) и М 2 = (m2x,m2y) и общей ковариционной матрицей

х ТК - 1(М1- М 2) - - ( М ] + M 7Y K - l(M ^- М В  + Ы ^  = 0,

у = 0о + 0л

где

т\у -  т2у
mu  -  т2х
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К °„
О Gi

2 , после проведения первого измерения (xi,yi) выра

жение In Xi будет иметь следующий вид:

р (хи у \  | a>i)lnXi = In
p(xu yi |o)2)

(  mu  + m2x \  , J  miy + m2y
(mix ~ m2x) [xi -  j  (m iy -  m2y) -------- ------

o l o \

После n наблюдений xi, y i , x n, y n получим

г-1 / ? О г , У г  |С0 2 ) ’

или

(mix ~ m 2x)
lnA„ = ■

n
X  xi - -(mix + m2x) 
i= 1 ^

Ox
+

(m iy -m 2y)
+ ■

n
H y i  - r ( m iy  + m2y)
i= 1 1

Gi

Рассматриваем неравенства 1пХи > ln  А и 1пА,„ <1п£ и прини
маем решение о прекращении или продолжении наблюдений. Не
смотря на то, что выражения получились более громоздкими, чем 
в одномерном случае, их структура не изменилась: останавливаю
щие границы будут представлять собой две параллельные прямые.

Границы зоны неопределенности, полученные в процессе при
нятия решений по выборке фиксированного объема, когда реша
ющая функция есть прямая линия, описываются гиперболами. 
Ширина зоны неопределенности зависит от значений признаков х 
и у . Если х = х и у  = у ,  то ширина зоны будет минимальной. По 
мере удаления от точки с координатами (х,у)  зона неопределен
ности будет резко увеличиваться.

Для других видов решающих функций y  — f ( x i,...,xm) от слу
чайных значений признаков xi,x2, ...,хи интервальная оценка так
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же находится с помощью вычисления дисперсии значении у. 
Дисперсия D (y ) может быть определена по формуле

т дуЛ2 , л ™ Эу ду
Л (?) = Е к Ч  D{Xi) + T Z  Z  - ^ ^ D { x b xj),

i = \ S o X i /  (=1 j = 2 OXj O X j
j>i

где D(xi,Xj) —  корреляционный момент для случайных величин

Xi  И X j .

Итак, показано, что в любом методе принятия решений из-за 
погрешностей исходных данных образуется область неопределен
ности с останавливающими границами: верхними Д  (х) и нижни
ми ДДх). Это могут быть или границы интервальных оценок ре
шающих функций, или обычные останавливающие границы, полу
чающиеся в методе последовательного принятия решений. Пусть 
разность решающих границ между i- и ^-областями Д(х) = 
= Д  (х) -  Д /(х) равна нулю; тогда для любой задачи принятия ре
шений (для последовательных методов или при фиксированном 
объеме выборки) справедлив следующий алгоритм:

1) если истинные значения точки наблюдения «выше» границы 
А (х ) , то х~Шу;

2) если истинные значения точки наблюдения «ниже» границы 
А (х ) , то х ~  од;

3) если истинные значения точки наблюдения расположены 
«между» границами Д, (х) и Д т (х), то следует продолжить 
наблюдения.



Г л а в а  10

ПОСТРОЕНИЕ ПРОГНОЗОВ

§ 10.1. Особенности процедуры прогнозирования

Процедуры построения прогнозов используются почти во всех 
областях знания, в том числе в экономике, социологии, технике, 
образовании и т. д. Процесс построения прогноза можно предста
вить в виде двух взаимно связанных задач:

1) построение модели исследуемого явления;
2) оценка основных характеристик (параметров) модели по ба

зовым данным и получение по этой модели интервальной оценки 
прогноза.

Как правило, эти задачи дополняют друг друга, процесс по
строения прогноза часто бывает итерационным, состоящим в 
оценке параметров модели по базовым данным, и полученные ин
тервальные оценки прогноза могут послужить основанием для из
менения исходной модели и последующего пересчета прогноза. 
В задаче расчета прогноза особое внимание должно быть уделено 
учету погрешностей исходных данных при оценке характеристик 
(параметров) модели и процедуре получения интервальных оценок 
прогнозов.

Решение первой задачи базируется на использовании физиче
ских законов, законов развития общества, а часто и на интуиции, 
вторая задача может быть решена методами математической стати
стики. Таким образом, если в силу законов природы, технических 
закономерностей и законов общественного развития может быть 
получена модель явления, то основная проблема получения досто
верного прогноза переносится на выбор математического метода.

В процессе построения модели какого-либо явления опирают
ся, как правило, на наиболее устойчивые события. Например, 
наилучшим условием для построения модели и последующего 
прогноза является постоянство процесса или параметров модели. 
Поэтому при построении модели наряду с интегральными метода
ми и элементарными функциями используют конечные разности 
такого порядка, при котором процесс считается стационарным. 
Однако следует иметь в виду, что погрешности значений конечных
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разностей намного больше, чем погрешности значений исходных 
данных, по которым получены конечные разности.

Модели бывают концептуальные, физические или математиче
ские (иначе: феноменологические, эмпирические и аналитиче
ские), в зависимости от того, какой аспект явления в данном слу
чае наиболее существен, от методов, которые можно использовать 
при построении модели, от количества и качества имеющейся ин
формации.

Относительная простота вида модели является главной харак
теристикой модели. Во многих случаях для того, чтобы модель 
была применима, ее сложность должна находиться в определенном 
соответствии со сложностью описываемого объекта. Если физиче
ский механизм явления полностью ясен, можно составить матема
тическое выражение, точно описывающее это явление. Часто для 
получения таких описаний (моделей) необходимы подробные све
дения о явлении, которых может не быть, тогда приходится прибе
гать к построению эмпирической модели. Оба эти случая пред
ставляют собой крайности. Обычно используемые модели зани
мают промежуточное положение между ними. В частности, можно 
использовать некоторые теоретические представления для указа
ния подходящего класса математических функций, для которых 
могут быть эмпирически подобраны число и параметры моделей 
по экспериментальным данным.

Теоретический анализ не только помогает выбрать подходя
щий вид модели, но и получить хорошие оценки числовых значе
ний ее параметров. Эти значения затем проверяют, анализируя ре
альные данные. Результат такой проверки служит, в свою очередь, 
основанием для пересмотра модели.

Итерационный подход к построению моделей включает в себя 
следующие этапы.

1. На основе теории и практических сведений о явлении выби
рается класс моделей с учетом тех целей, для которых создается 
модель.

2. Разрабатываются простейшие методы идентификации под
классов этих моделей. Процесс идентификации может быть ис
пользован для получения предварительных оценок параметров мо
делей.

3. Пробная модель подгоняется к экспериментальным данным, 
оцениваются ее параметры. Предварительные оценки, полученные 
на этапе идентификации, теперь можно использовать как началь
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ные значения в более точных итеративных методах оценивания 
параметров.

4, Диагностические проверки позволяют выявить возможные 
дефекты выбранной модели и диагностировать их причины. Если 
такие дефекты не выявлены, модель можно использовать. Если 
обнаружено какое-либо несоответствие оценок параметров моде
ли, то итеративные циклы идентификации, оценок и диагностиче
ской проверки повторяют до тех пор, пока не будет найден подхо
дящий вид модели.

В практике широко используют параметрические модели, ко
гда общий вид модели известен, а оцениваются только параметры 
модели. Это повысило интерес к задачам оценивания параметров 
при построении таких моделей по экспериментальным данным.

При построении модели необходимо стремиться ответить на 
следующие вопросы:

1) как оценить качество модели?
2) как учесть всю имеющуюся информацию?
3) в чем состоит оптимальная стратегия получения недостаю

щей информации?
4) что делать с нелинейностями?
5) можно ли аппроксимировать сложную систему простой мо

делью?
Ответы на эти вопросы зависят от конкретного класса систем. 

На практике отыскание подходящей модели может быть достаточ
но сложной задачей.

Математическую модель системы называют детерминиро
ванной, если входящие в нее описания воздействия и параметры 
модели являются постоянными, или детерминированными, функ
циями переменных состояния и времени. Математическую мо
дель системы называют статистической (стохастической), если 
функции, описывающие воздействия, и параметры модели являют
ся случайными. Для стохастических (вероятностных) динамиче
ских систем текущее состояние х(^) в момент t\ и входное воз
действие ю = ю(?]Д2) определяют в момент Ь не состояние х(Ь),  
а лишь его вероятностное распределение.

Модели временных рядов и исследуемых процессов, необхо
димые для получения оптимального прогнозирования, в действи
тельности являются стохастическими, поскольку на изучаемый 
процесс действует большое число неизвестных факторов и нельзя 
предложить детерминированную модель, допускающую точное
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вычисление поведения объекта в будущем. Можно лишь вычис
лить вероятность того, что некоторое будущее значение принадле
жит определенному интервалу. В дальнейшем будем различать ве
роятностную модель, или стохастический процесс, и наблюдаемый 
временной (вариационный) ряд zb  z2, ..., , который рассматрива
ется как выборочная реализация стохастического процесса.

Важным классом стохастических процессов, рассматриваемых 
в практических задачах, является класс стационарных процессов. 
Системы называют стационарными, если их динамические свой
ства не изменяются с течением времени; если такое изменение 
имеет место, то системы называют нестационарными. Стационар
ность означает, что процесс преобразования системой входных 
возмущений обладает свойством инвариантности относительно 
сдвига по времени входных возмущений. Стационарный процесс 
остается в равновесии относительно постоянного среднего уровня, 
а нестационарный не имеет естественного среднего значения. 
Например, стохастическая модель, для которой прогнозирование 
экспоненциально взвешенным скользящим средним является оп
тимальным, относится к классу нестационарных процессов, назы
ваемых процессами авторегрессии — проинтегрированного сколь
зящего среднего (АРПСС). Этот класс процессов обеспечивает 
множество как стационарных, так и нестационарных моделей, ко
торые адекватно описывают многие встречающиеся на практике 
ряды наблюдений.

Полезным инструментом для описания поведения стационар
ных процессов является автокорреляционная функция. При гипо
тезе, что автокорреляция равна нулю, отношение оценки р* к
стандартной ошибке будет распределено примерно по нормально
му закону с единичной дисперсией. То же справедливо и для част
ных автокорреляций. Эти факты можно использовать для получе
ния нестрогих правил проверки того, являются ли теоретические 
автокорреляции и частные автокорреляции при задержках, боль
ших некоторой, практически нулевыми.

Необходимо иметь в виду следующее:
1) по рядам наблюдений ограниченной длины не удается дока

зать, что корень оператора авторегрессии, определяющий скорость 
стремления автокорреляций к нулю, точно равен единице;

2) не существует, конечно, резкого перехода от стационарного 
поведения необходимого ряда к нестационарному.
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В сложных случаях некоторым преимуществом может обла
дать использование нестационарных моделей в задачах прогнози
рования. Если использовать нестационарную модель, которая не 
содержит среднего значения ц, то прогнозы будущего поведения
системы не будут зависеть от выборочного среднего, найденного 
по предыдущему периоду, которое может не иметь никакого от
ношения к будущему среднему уровню ряда.

Как было указано выше, этапу прогнозирования предшествует 
итеративная процедура построения математической модели, со
стоящая из этапов идентификации, оценивания и диагностической 
проверки.

При идентификации используется любая информация о том, 
как были получены рассматриваемые числовые значения (как был 
генерирован ряд наблюдений), с целью нахождения набора эконо
мичных моделей, заслуживающих проверки. Экономичные модели 
должны обладать максимальной простотой и минимальным чис
лом параметров, но при этом адекватно описывать наблюдения. 
Методы идентификации определяют класс пробных моделей, для 
которых применяются более формальные и эффективные методы 
оценивания.

Оценивание —  это процедура получения оценок параметров 
моделей. Оценки определяют адекватность моделей. Неадекват
ность выбранной модели может быть вызвана неэффективностью 
процедуры оценки параметров модели, а не тем, что неадекватен 
вид модели. Процедуры получения оценок моделей рассмотрены в 
гл. 7.

Диагностическая проверка — это проверка согласования подо
бранной модели с исходными данными для того, чтобы обнару
жить недостатки модели и улучшить ее. В частности, диагностиче
ская проверка модели может базироваться на введении избыточно
го числа параметров, т. е. на оценивании параметров для 
несколько более общей модели, чем ожидаемая. Идея этого спосо
ба состоит в том, что можно предсказать неадекватные свойства 
модели и проводить исследования остаточных ошибок после под
гонки модели, что позволяет определить, какие необходимы изме
нения в модели.

При проведении процедуры прогнозирования необходимо 
иметь в виду, что все факторы, влияющие на поведение системы в 
базовом (исследуемом) и прогнозируемом периодах, должны быть 
постоянны или изменяться по известному закону. Первый случай
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реализуется в однофакторном прогнозировании, второй — при 
многофакторном.

Можно выделить два вида прогнозируемых характеристик си
стемы, зависящих от времени: переменные состояния и переменные 
интенсивности. Переменная состояния определяется периодически, 
и ее значение в течение небольшого интервала времени не зависит 
от времени, прошедшего с момента начала наблюдения. Перемен
ная интенсивности также определяется периодически, но ее значе
ние пропорционально времени, прошедшему с момента предыдуще
го наблюдения. Если переменная состояния характеризует количе
ство, то переменная интенсивности —  скорость его изменения.

Величина промежутков времени между измерениями входных 
переменных системы с целью проверки и уточнения ранее сделан
ных прогнозов о выходных переменных зависит главным образом 
от длительности времени упреждения и наибольшей частоты цик
лических изменений в системе, которые должна отражать модель. 
Поэтому временные интервалы пересмотров прогнозов могут из
меняться в широких пределах. Однако эти интервалы должны 
быть достаточно велики, чтобы обеспечивалась вероятность осу
ществления ожидаемых изменений системы. Когда имеют место 
какие-то периодические процессы, то частота наблюдений должна 
быть по крайней мере вдвое больше частоты изучаемого процесса. 
Если случайная ошибка при определении входных переменных 
велика по сравнению с измеряемой величиной, интервал уточне
ния прогноза для переменной интенсивности целесообразно уве
личить, усредняя таким образом случайную ошибку. Однако для 
переменной состояния в аналогичном случае интервал уточнения 
прогноза лучше уменьшить, что позволяет для выделения полез
ной информации использовать соответствующие методы фильтра
ции. Использование доступных к моменту t наблюдений динами
ческого ряда для прогнозирования его значений в некоторый мо
мент t + 1 в будущем является основой для управления и 
оптимизации промышленных процессов, экономических систем и 
т. д. Интервал I называют временем упреждения. Функция y t (/), 
позволяющая получить в момент t прогнозы будущих времен 
упреждения /, называется прогнозирующей функцией в момент t.

Прогнозирующая функция определяется заданной априори це
лью. Например, находится такая прогнозирующая функция y t (I), 
у которой среднее значение квадрата отклонения ( y t+i -  у, (/))2 ис
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тинного значения y t+j от прогнозируемого значения является 
наименьшим для каждого упреждения /.

Вычисление наилучшего прогноза должно сопровождаться 
указанием его точности, например, чтобы можно было оценить 
риск, связанный с принятием решения по данному прогнозу. Точ
ность прогноза может быть выражена вероятностными пределами 
(интервальными оценками).

Динамический ряд рассматривается как сумма детерминиро
ванной и случайной компонент. Детерминированная компонента 
выражается некоторой аппроксимирующей функцией, отражаю
щей закономерность развития исследуемого явления. Появление 
случайной компоненты определяется сложным взаимным влияни
ем параметров системы, влиянием на их величину большого числа 
неизвестных факторов, действующих в разных направлениях, что 
находит свое выражение в отклонении значений показателей си
стемы от аппроксимирующей функции. Дополнительный вклад в 
величину случайного компонента вносит и аппроксимирующая 
модель, с помощью которой невозможно описать все особенности 
системы.

Наиболее часто отклонения наблюдаемых величин от аппрок
симирующей функции, описывающей развитие события, рассмат
риваются как стационарный случайный процесс, к которому при
менимы методы прогнозирования стационарных случайных про
цессов. Если случайная компонента не является стационарной, то 
производят определенные преобразования, чтобы сделать случай
ную компоненту стационарной хотя бы в определенных условиях.

В прогнозировании важное значение имеет предварительный 
анализ характера изучаемого явления для определения вида его 
описания: процесс хорошо описывается основной тенденцией 
(трендом) или процесс зависит от изменения некоторого набора 
показателей, отражающих структуру процесса. Выбор вида описа
ния предопределяет точность прогноза на будущее.

Методы прогнозирования иногда разделяют на три группы: 
статистические (описательные), причинно-следственные и их ком
бинаций. Для изучения исследуемого процесса необходимо задать 
закон изменения входных переменных по времени. Выходные пе
ременные системы могут быть описаны с помощью некоторой мо
дели, значения коэффициентов которой определяются подбором. 
При этом различные наблюдения учитываются с различными ве
совыми множителями. По таким моделям, включающим описание
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предыстории системы, прогноз можно составить путем расчета 
состояния системы для некоторого будущего момента времени.

Если удается построить модель окружающей среды, позволя
ющую выявить причины изменений в системе (вторая группа ме
тодов), то прогноз, полученный с помощью такой модели, объяс
няет будущее системы. Подобные методы охватывают широкий 
круг моделей.

Между двумя любыми автокоррелированными временными 
рядами всегда существует статистическая корреляция. Следова
тельно, существует опасность бессмысленного использования 
множественной регрессии в поисках «хорошего» коэффициента 
корреляции между прогнозируемыми (выходными) переменными 
и различными потенциально информативными входными пере
менными. Известная предыстория представляет собой только 
часть полного временного ряда. При длинных рядах наблюдаемых 
величин связь между переменными в любом случае будет найдена. 
Если с увеличением объема информации коэффициенты модели 
становятся равными нулю, то модель не пригодна для принятия 
правильного решения. Наилучшие результаты получаются при ис
пользовании комбинации статистических и причинно-следствен
ных методов прогнозирования. Исходные данные обычно пред
ставляют собой результаты выборочных наблюдений либо пере
менной интенсивности, либо переменной состояния. Результаты 
наблюдений регистрируются с ошибками, которые возникают как 
при наблюдениях, так и при регистрации данных. Кроме того, изу
чаемый процесс может иметь стохастическую природу. Результа
ты наблюдений могут содержать и аномальные эффекты. Поэтому 
не каждую совокупность зарегистрированных по мере поступле
ния реальных данных следует считать подходящим рядом значе
ний, на основании которого можно составлять прогноз. Перед тем 
как подбирать коэффициенты модели по исходным данным, из по
следних должны быть исключены выбросы, т. е. результаты 
наблюдений, которые не характеризуют прогнозируемый процесс.

Для описания стохастических элементов рядов и их прогноза 
используются три различных понятия: помехи, остатки и ошибки. 
Понятие помехи связано с собственной изменчивостью процесса и 
неопределенностью, вносимой при наблюдении за этим процес
сом. Следовательно, помеха является составной частью использу
емых данных. Под остатками понимается разность между резуль
татами наблюдений и соответствующими значениями, вычислен
ными с помощью прогнозирующей их модели. Таким образом,
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остатки связаны с прошлыми данными и моделью, которая ис
пользовалась для их оценок. Ошибки прогноза представляют со
бой разность между прогнозом, сделанным в настоящее время, и 
тем прогнозом, что будет наблюдаться позднее, в момент времени, 
для которого составлен прогноз.

Любой процесс, представленный рядом результатов наблюде
ний, можно описать системой разностных уравнений (когда про
цесс дискретен) или дифференциальных уравнений (когда он 
непрерывен). Если в этих уравнениях коэффициенты не зависят от 
времени, процесс называется стационарным, если же зависят, 
т о —  нестационарным. Эта зависимость может носить вероят
ностный или регулярный характер. Известное регулярное измене
ние коэффициентов во времени может быть описано дополнитель
ными уравнениями.

Для достаточно больших интервалов времени многие из про
гнозируемых рядов являются нестационарными. Однако их все же 
можно считать квазистационарными, если прогноз составлять для 
какого-то одного момента времени.

Ни в одном из статистических методов прогнозирования не 
может быть заранее предусмотрено изменение модели прогнози
руемого процесса. Существуют методы быстрого обнаружения 
изменений в последующих процессах с соответствующей реакцией 
на эти изменения. Модель прогноза может все более усложняться, 
когда это экономически оправдано, что позволяет глубже проник
нуть в механизм наблюдаемых явлений.

Во многих случаях изменения изучаемого процесса можно 
предвидеть заранее, но в модель прогноза они не включаются, так 
как последствия таких изменений не могут быть точно рассчита
ны. Тем не менее, на основе тщательного анализа различных вари
антов можно предсказать характер изменений. В любой отдельный 
период времени существует, очевидно, несколько серий прогно
зов, отличных от простого описательного прогноза. Это позволяет 
минимизировать время, затрачиваемое на внесение изменений.

§ 10.2. Модели для получения прогнозов

Для построения прогнозов необходимо в базисном периоде по
лучить результаты наблюдений над прогнозируемой величиной 
(фактором). Эти наблюдения могут быть представлены в различ
ных видах: мгновенные значения, проинтегрированные величины,
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конечные разности. Вид полученных результатов наблюдений 
определяет последующий выбор модели для получения прогноза.

Построение прогнозов по векторной модели

Пусть в момент времени Т  задана последовательность резуль
татов наблюдений y t для некоторых моментов времени I < Т. 
Прогнозирующая модель задает множество выходных переменных 
y t+i , I > 0, которые могут быть выражены в векторной форме. 
В общем виде выражение для модели записывается в виде 
ут 11 = citF(I), где вектор а представляет собой коэффициенты 
модели, получаемые по результатам наблюдений до момента Т  
включительно, а матрица F  размерностью т х Т  является набо
ром аппроксимирующих функций, строки которой соответствуют 
каждому из m членов модели и столбцы —  каждому из интер
валов прогнозирования до момента Т. Компоненты вектора у  
представляют собой прогнозируемые значения для каждого из ин
тервалов на момент /. В большинстве практических задач из ин
тервалов на момент I элементы матрицы F  определяют время 
относительно момента самого последнего наблюдения, а значения 
коэффициентов ат зависят от выбора начала отсчета времени. 
Широкий класс составляют модели, которые могут быть представ
лены с помощью полиномов Ft: F\(t) = \, F2 ( t)= t, F$(t) =
= t(t —1)/2 и т. д. Применение различных методов прогнозирова
ния позволяет получить различные модели, например, за счет ис
пользования разностей или сумм функций Ft.

Коэффициенты ат вычисляют сначала по методу наименьших 
квадратов в соответствии с N  исходными данными (m X N ) -мат
рицы F. Гармоники включаются в модель вплоть до той частоты, 
при которой квадрат амплитуды составляет по крайней мере чет
вертую часть от величины дисперсии остатков, получаемых при 
подгонке этой модели с учетом имеющихся степеней свободы для 
ошибок.

С каждым новым наблюдением вектор ат заменяется вектором

ат = Ь тат-1 + he,

где L —  матрица перехода размерностью N x m , которая опреде
ляется с помощью выражения f ( t )  = L f ( t - 1) и переводит значе
ния соответствующих функций из одного периода времени в сле
дующий. Столбец матрицы F, имеющий номер /, обозначается
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как / ( / ) ,  и е представляет собой ошибку (скаляр) самого послед
него прогноза, сделанного на предыдущем интервале: е = ут — ут- 
Вектор h, характеризующий m постоянных сглаживания, опреде
ляется следующим образом. Используя z-преобразования и неко
торые элементарные тригонометрические соотношения, вводится 
матрица

Я - 2  с е 'Д - Л Г ( - Л .
j

Поскольку параметр а  выбирается согласно неравенству 
а  < 1, то значимость более старых данных снижается и увеличива
ется вес, приписываемый более поздним данным. Следовательно, 
вектор сглаживания можно представить в виде h = H~xf  (0). Вели
чины L и h необходимо вычислить только один раз, так как при 
дальнейшем пересмотре прогнозов они не изменяются. Если про
гнозы составляются для переменных интенсивности и результаты 
наблюдений получены в нерегулярные интервалы времени, то ис
ходные данные преобразуются к величинам, характеризующим 
скорость их изменения на равномерных интервалах времени. По
лучаемые в результате прогнозы могут быть приведены в соответ
ствие с величиной будущих интервалов времени. Заметим, что по
добное использование сечения какой-либо входной переменной 
одинаково пригодно для любых рядов и не приводит к увеличению 
дисперсии, какое имело бы место в случае получения сечения из 
данных предыстории. Поскольку решение линейного дифференци
ального уравнения может быть представлено в виде полинома, то 
различные математические описания моделей означают лишь воз
можность выбора удобного метода анализа, а не фактическое раз
личие в математических свойствах таких моделей. Тем не менее 
точность прогноза будет зависеть от способа математического 
описания явления.

Математические методы позволяют представить прогнозиру
ющую модель в виде полинома любого порядка. Применение по
линомов второго порядка для описания прогнозируемых рядов ча
сто оказывается достаточным.

В процессе прогнозирования, как правило, нельзя предложить 
детерминированную модель, допускающую точное вычисление 
будущего поведения объекта, так как в ней может участвовать ряд 
неизвестных факторов. Однако можно предложить модель, позво
ляющую вычислять вероятность того, что некоторое будущее зна
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чение будет лежать в определенном интервале, —  стохастическую 
вероятностную модель (или стохастический процесс).

Чтобы исследовать возможности прогнозирования по выбран
ной модели, ряд наблюдаемых значений разбивают на две части. 
Первую часть ряда рассматривают как предысторию, а вторую — 
как прогноз. Получив прогнозирующую функцию по базисному 
периоду, по второй части ряда можно оценить реальные ошибки 
прогноза. Изменяя число элементов рядов предыстории и прогно
за, получим зависимость точности прогноза от периода предысто
рии и величины прогнозируемого периода.

Основные разностные модели

Для построения моделей будем использовать некоторые опера
торы:

—  оператор сдвига назад В, By, = y t-1, В ту, = y t-m;

—  оператор сдвига вперед F  -  B~l , Fyt = y t+i, F my t = yt+m;
— разностный оператор со сдвигом назад А:

Лу* =y t  - y t -1  =  ( 1 - . В ) у , ;

— оператор суммирования S = А”1:

Syt = A~Vf = y t + y t^  + У(~2 +... = (1+ B + B 2 + ...)yt = (1 -  B)~ly t .

1. М о д е л ь  а в т о р е г р е с с и и .  Рассмотрим основные разност
ные модели для построения прогнозов. Здесь текущее значение 
процесса выражается как конечная линейная совокупность преды
дущих значений процесса и независимого импульса at , который 
является реализацией случайной величины с фиксированным рас
пределением, часто полагаемым нормальным с нулевым средним и
дисперсией а 2 (а) (белый шум), т. е.

y t = р  + Фху^1 + <Е>2Уг~2 + ...+ Ф pyt~p +а, ,

где ц —  параметр, определяющий уровень процесса (тренд); Фг, 
г = 1 , 2 , п, —  неизвестные параметры. Пусть y t ,y t-i ,  yt-2 , —
отклонения от ц, например y t = y t — ц. Тогда значения y t находят 
по формуле

yt = Ф1.И-1 + Ф 2У/-2  + ... + Ф^Уг-р +at, 

которая называется процессом авторегрессии (АР) порядка р.
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Введем оператор авторегрессии порядка р:

Ф(В) = 1 -  ФгВ  -  Ф2В 2 - . . .  -  ФРВ Р; 

тогда модель авторегрессии имеет вид Ф(В)у, =at . Она содержит 

р  + 2 неизвестных параметров ц , Фь Ф2, ..., Фр, о 2(а), которые
необходимо оценить перед вычислением прогноза по наблюдени
ям. Применяя линейный оператор

\\f(B) = l + y iB  + \\f2B 2 + ...= Ф_1(5 ),

модель авторегрессии можем записать в виде

yt i{B)ar,

здесь у { выражается как бесконечная взвешенная сумма импуль
сов аг, at~ь ... Процессы авторегрессии могут быть стационарными 
или нестационарными. Чтобы процесс был стационарным, необхо
димо чтобы коэффициенты \|/i,\|/2,..- оператора \]/(5 )= Ф~Ч-£) 
образовывали сходящийся ряд.

2. М о д е л ь  с к о л ь з я щ е г о  с р е д н е г о .  Пусть y t линейно за
висит от конечного числа q предыдущих значений at-i . Процесс

yt = at - 02Of-2 -  ...-QgOt-q

называется процессом скользящего среднего порядка q: 0, ,
i = 1 , 2 , q, —  оцениваемые параметры.

Введем оператор скользящего среднего порядка <7, который 
имеет вид

0(5) = 1 -  0i5  -  Q2B 2 - . . .  -  0*5*.

Тогда y t =Q(B)at . Модель содержит <7 + 2 неизвестных пара

метров р ,  01, 02,...,©? , ст2(д), подлежащих оценке по наблюде
ниям. Последовательность независимых случайных величин 

(белый шум) вводится для генерации динамических ря
дов, в которых последовательные значения сильно зависимы. 
Например, белый шум at можно трансформировать в процесс y t 
при помощи линейного фильтра \д(Л):

yt =  р  +  Щ + ’i|/2 flf-2  +  ... =  p  +  \ j / ( 5 ) a f .
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3. С м е ш а н н ы е  м о д е л и  а в т о р е г р е с с и и  — с к о л ь з я 
щ е г о  с р е д н е г о .  Для достижения большей гибкости процедуры 
подгонки модели к наблюдениям вводят комбинированную модель 
авторегрессии типа скользящего среднего, имеющую вид

y t  =Ф 1Й -1 + ... + Ф р & - р  + a t - 0 1 в(_1 -  ...-QqOt-q,

или
Ф(В)у1 = Q(B)at ,

в которой содержитсяр  + q + 2 параметров ц, Фь ФР, Эь $q, 
о 2 (а), подлежащих оценке по наблюдениям.

4. Н е с т а ц и о н а р н ы е  м о д е л и .  Для многих рядов наблюде
ний уровни, относительно которых происходят флуктуации, явля
ются различными для разных элементов ряда, однако при этом по
ведения их оказываются схожими. Так, для однородного нестаци
онарного процесса можно ввести ряд, составленный из разностей
A d порядка J ,  который может быть стационарным. Для описания 
однородного нестационарного процесса вводят обобщенный опе
ратор авторегрессии

<р(В) = Ф(£)(1 -  B)d,

где Ф(5)  —  стационарный оператор.
Обобщенная модель для описания однородного нестационар

ного процесса имеет вид

ЧЧВ)у, = Ф(В)(1 -  B)d у, = 0(В)у , ,

ИЛИ

(p(5)o)f = е (B)y t , Ю( = Ady t ,

т. е.

Ш/ = Ф]©;-! + ...+ Ф^СО;-^ + at — — ... — QqClt-q .

Этот процесс называется процессом авторегрессии — проинте
грированного (просуммированного) скользящего среднего (АРПСС) 
порядка (p , d , q ). Очевидно, что модель АРПСС является общей 
для всех рассмотренных здесь моделей. На практике адекватное 
описание стационарных и нестационарных процессов происходит 
при значениях р  и q не больше чем два и при d, равных нулю 
или единице (максимум —  двум).
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§ 10.3. Сглаживание рядов с помощью скользящ ей средней

При представлении совокупности результатов наблюдений в 
виде рядов фактически используется предположение о том, что 
наблюдаемые величины имеют некоторое распределение, пара
метры которого и их изменение можно оценить. По этим парамет
рам (как правило, по среднему значению и дисперсии, хотя иногда 
используется и более полное описание) можно построить одну из 
моделей вероятностного представления процесса.

Другим вероятностным представлением является модель в ви
де частотного распределения с параметрами pj  для относитель
ной частоты наблюдений, попадающих в j -й интервал. При этом 
если в течение принятого времени упреждения не ожидается изме
нение распределения, то решение принимается на основании име
ющегося эмпирического частотного распределения.

Важнейшей задачей анализа является выявление основной тен
денции поведения системы как результат влияния комплекса при
чин, действующих на изучаемый процесс. Основная тенденция по
ведения ряда характеризуется трендом. Для выявления основной 
тенденции поведения ряда применяют процесс сглаживания рядов 
динамики. Процесс сглаживания требует тщательного анализа, что
бы исключить возможность «сгладить» под видом случайных вы
бросов и отклонений существенные кратковременные изменения 
показателей, отражающих важные моменты в поведении системы.

Для сглаживания рядов динамики часто применяется метод 
наименьших квадратов. Заметим, что процесс сглаживания рядов 
динамики в действительности может быть описан гладкой кривой, 
а наблюдаемые выбросы есть результат наложения случайных по
мех. В этом случае процедура проведения сглаживания методом 
наименьших квадратов имеет четкое статистическое объяснение. 
Однако в других случаях отклонение сглаженной кривой от экспе
риментальной нельзя объяснить только влиянием случайных по
мех. В подобных случаях применяют метод наименьших квадра
тов, но здесь он определяет некоторую гладкую кривую, наилуч
шим образом (в выбранной метрике) проходящую по исходным 
данным. Ничего общего эта процедура со статистическим толко
ванием метода наименьших квадратов в данном случае не имеет.

В результате предварительного анализа (из физических усло
вий задачи) выбирается класс функций, которыми может быть 
описано изучаемое явление. Параметры этих функций подлежат
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определению. В ряде случаев параметры функций могут иметь 
определенный физический или экономический смысл. Для проце
дуры прогнозирования при выборе сглаживающей функции необ
ходимо иметь в виду следующее: функция должна отражать ос
новную закономерность развития явления, в отношении которой 
можно выдвинуть гипотезу, что эта закономерность сохранится и в 
будущем. Например, для процесса интерполяции достаточно, что
бы выбранная функция наиболее точно описывала значения ряда.

Для сглаживания рядов динамики нецелесообразно брать 
функции с большим числом параметров, в то же время выбранная 
функция должна быть адекватна исследуемому процессу. Следует 
иметь в виду, что короткие ряды в редких случаях дают возмож
ность получить объективную информацию. Если рассматривать 
достаточно длинный ряд, то за это время может измениться пове
дение системы.

После определения параметров выбранных функций необхо
димо отобрать из них наиболее приемлемую. Знание оценок сво
бодных параметров функций и их дисперсий дает возможность 
применять критерии согласия для выбора основной функции. 
В крайнем случае этот выбор можно провести по величине средне
го квадратического отклонения значений элементов ряда и тех же 
значений, вычисленных по аппроксимирующей функции.

Как было уже отмечено, метод наименьших квадратов приме
ним при детерминированных значениях аргументов (факторов) 
выбранных функций. Иногда условие детерминированности фак
торов не выполняется и следует использовать описанные в гл. 7 
методы конфлюэнтного анализа. Все необходимые для сглажива
ния рядов динамики формулы приведены в гл. 7. Отметим еще раз 
необходимость учета всех погрешностей и неопределенностей ис
ходных данных. В § 7.14 показано, например, что для функции 
Г| = ^ 1̂ 2 -  + регрессионные оценки параметров отлича
лись до 10 % от истинных значений, а конфлюэнтные — до 2 %. 
При этом отличие в значениях функции от идеальных в базисном 
периоде составляет 2—3 %. Нетрудно теперь будет указать те зна
чения 4, при которых ошибка прогноза по регрессионной модели 
достигнет 10 %, а по конфлюэнтной модели —  только 2 %.

Практически во всех применяемых в настоящее время методах 
прогнозирования коэффициенты моделей сначала определяются 
путем подгонки модели к некоторым данным предыстории, а затем 
проверяются и уточняются по мере поступления новых данных.
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Выбор коэффициентов, как правило, осуществляется из условия 
минимизации суммы квадратов остаточных разностей между дан
ными y j - j  и результатами расчета по модели ут- j  с учетом раз
личных весовых множителей (fly, приписываемых остаткам в раз
личные моменты времени. Так, в рамках метода МНК для вектор
ной формы модели, записанной в общем виде, вектор 
коэффициентов а выбирается на основе минимизации величины

S = l L M j ( y T - j - y T - j f ,
j

где суммирование проводится по всем j  вплоть до самого послед
него наблюдения в момент времени Т. При оценке тех или иных 
преимуществ различных систем весовых множителей Шу необхо
димо учитывать не только достигаемую при их использовании 
точность прогноза, но и степень сложности соответствующих вы
числений.

Скользящее среднее представляет собой оценку по методу 
наименьших квадратов единственной константы для представления 
исходных данных с одинаковыми весовыми множителями. Этому 
случаю соответствует простая функция F (t) = 1 для всех t. При 
этом весовые множители со у равны 1 для N  последних наблюде
ний в интервале 0 < у < N  -1  и равны 0 для у > N. Некоторые ко
эффициенты модели можно определять с помощью полиномов бо
лее высокого порядка путем подгонки модели к результатам N  по
следних наблюдений в каждый момент поступления новых данных. 
Таким образом, в самом общем случае значения коэффициентов в 
любой заданный момент времени зависят от предыдущих значений 
коэффициентов, от ошибки в прогнозе при использовании самого 
последнего наблюдения, а также от вида используемого полинома и, 
конечно, числа N  результатов наблюдений.

В методе скользящей средней первоначальные значения эле
ментов ряда заменяются их средней арифметической величиной 
внутри выбранного интервала. Полученное значение относится к 
середине выбранного интервала. Затем интервал сдвигается на од
но наблюдение и расчет средней величины ряда повторяется. Ин
тервалы определения средней величины ряда берутся в течение 
всего времени одинаковыми. Чем шире интервал, тем более плав
ный вид имеет огибающая, проведенная по значениям элементов 
нового ряда. Сглаженный ряд короче первоначального на к - 1 
наблюдений (к  —  величина интервала сглаживания).



514 Часть П. Задачи линейного программирования

Величина интервала сглаживания определяется конкретной за
дачей. Если число членов интервала сглаживания нечетное, то по
лученное значение скользящей средней

yi+m

2 т

2  УЧк 
_  к=0

2(т + 1)

приходится на средний член интервала сглаживания. При четном 
числе членов интервала сглаживания значения скользящих 
средних будут располагаться в промежутках между элементами 
ряда

у. 2 т — \ ^

+ 2  yi+k + ~У*+2т
2  к =0 2yi+m

2т
Здесь у,- — значение г-го члена ряда, т —  целое положительное

величину интервала сглаживания,число, определяющее 
1 < т < п/2:

п

т 2 7 
п - 1

если п —  четное число,

если п нечетное число,

п — число членов ряда.
Если известно, что внутри интервала сглаживания имеет место 

нелинейный тренд, применяют взвешенные скользящие средние: 
внутри каждого интервала сглаживания значения элементов ряда 
описывают полиномомр -й степени:

р  .
У = ao + '£iai t t.

i—1

Параметры а0, а\ , ..., ар полинома находят, например, методом
наименьших квадратов или другими методами, описанными в 
гл. 7. Взвешенную скользящую среднюю для выбранного интерва
ла определяют как средний член сглаженных значений исходного 
ряда с помощью полинома.

Простота и наглядность —  достоинства метода скользящей 
средней. Однако при малом числе наблюдений метод приводит к 
искажению тренда, величина интервала сглаживания влияет на 
форму тренда, теряются начальные и конечные элементы ряда.
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Сглаживание рядов можно проводить и с помощью других 
функций и полиномов, а также с помощью метода конечных раз
ностей. Для элементов ряда можно вычислить первые разности
Д1 = Уг+1 -  y t , вторые разности Д} = Д)+1 -  Дг- и т. д.

Если предположить, что элементы ряда можно описать поли
номом р -й степени, то (р I 1)-я производная этого полинома будет 
всюду равна нулю, т. е. (р+ 1)-я разность элементов такого ряда 
будет равна нулю. Таким образом, взяв р-ю  разность от членов ря
да, рассмотрим ряд, в котором исключен тренд, выраженный по
линомом р -й степени.

§ 10.4. Прогнозирование с помощью 
экспоненциального сглаживания

Для стационарных рядов существует система весовых множи
телей, позволяющая обеспечить минимальную ошибку прогноза. 
Эти множители определяются видом автоковариационной функ
ции. Известен метод вычисления таких оптимальных весовых 
функций для постоянного уровня, тренда и сезонных коэффициен
тов. В каждом из этих случаев весовые множители уменьшаются
согласно поведению показательной функции a J при a  < 1, а раз
личные значения а ,  получаемые для уровня, тренда и сезонных 
коэффициентов, определяются систематическими исследованиями 
точности прогнозов, получаемых при различных комбинациях ве
совых функций.

Во многих случаях целесообразно использовать последова
тельность mj = a j , a  < 1, j  =1,2 , ..., придающую более высокий 
вес более поздней информации и позволяющую относительно про
сто оценивать значения коэффициентов даже достаточно сложных 
моделей, таких, в которых для описания сезонных циклов исполь
зуются полиномы в сочетании с преобразованиями Фурье (подоб
ное представление можно рассматривать как сложные полиномы). 
Для модели экспоненциально взвешенного скользящего среднего 
предложены способы, с помощью которых в те периоды времени, 
когда средняя ошибка прогноза близка к нулю (благодаря верно 
выбранным модели и ее коэффициентов), скорость убывания по
следовательности a J может быть увеличена, а в те периоды вре
мени, когда средняя ошибка прогноза значительно больше нуля и
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существует опасность того, что модель может «забыть» старую 
информацию (в этом случае требуется уточнение прогноза), ско
рость убывания a J может быть уменьшена.

Уточнение прогноза проводят по принципу обратной связи: 
новые прогнозы корректируют на основе учета ошибок в предше
ствующих прогнозах. Если при выборе весовых множителей в 
процессе составления прогноза также используется обратная связь, 
то не только строгий анализ областей устойчивости данной систе
мы, но и любой другой анализ становятся фактически невозмож
ными. Для анализа эффективности какого-либо метода недоста
точно привести примеры, подтверждающие его полезность. Необ
ходимо также выявить области (если они существуют), в которых 
применение рассматриваемого метода невозможно или неэффек
тивно.

Многие методы позволяют отыскать наилучшее значение ско
рости затухания весовых множителей путем многократного анали
за имеющегося ряда данных. При этом в качестве критерия ис
пользуется достигаемая точность прогноза (минимальная диспер
сия ошибок). Однако такой подход содержит и недостатки.

Во-первых, если в средней ошибке есть значимые разности 
(они должны быть равны нулю), то более вероятно, что эти разно
сти больше зависят от способа выбора начальных значений коэф
фициентов модели, чем от различий в скорости затухания весовых 
множителей или постоянной сглаживания.

Во-вторых, еще более важный источник возможной ошибки 
можно проиллюстрировать с помощью следующего примера. Бу
дем рассматривать очень длинный ряд чисел как некоторый кор
релированный процесс. Этот ряд, стационарность и однородность 
которого гарантирована самим способом его получения, разобьем 
на короткие отрезки, содержащие достаточно данных для отыска
ния наилучшего значения скорости затухания весовых множите
лей. Проведем анализ результатов, полученных для каждого из 
этих отрезков. Несмотря на то, что все отрезки относятся к одному 
и тому же процессу, тем не менее, существует широкое распреде
ление соответствующих значений скорости затухания. Определить 
скорость затухания для данного отрезка можно только после того, 
как он стал предысторией. Величина скорости затухания на сле
дующем отрезке, которая может быть другой, будет известна толь
ко после определения ее для данного отрезка, и, следовательно, 
для прогноза такие значения вообще бесполезны.
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Разность между точностью, получаемой при постоянном ис
пользовании некоторой стандартной скорости затухания весовых 
множителей, например при а  = 0,9, и точностью, которая может 
быть достигнута при заранее известном оптимальном значении 
скорости затухания, относительно мала по сравнению с выбороч
ной ошибкой скорости затухания в том случае, когда наилучшее 
значение весовых множителей для длинного ряда выбирается по 
данным для коротких отрезков этого ряда.

Рассмотрим метод экспоненциального сглаживания полиномом 
степени р:

представленного п членами (t = 1, 2, и).
Экспоненциальной средней первого порядка для ряда yt назо

вем

sF ](y) = a X ( l - a ) zyM ,
i = О

где 0 < a  < 1 — параметр сглаживания, который выбирается 
априори.

Экспоненциальная средняя k-го порядка для ряда y t имеет вид

1=0

Справедлива следующая рекуррентная формула [41];

s P ](y ) = as,1*-'1 w  + (1 -  <х)5ЙОО,
откуда имеем

$ 1] О ) = осу, + (1 -  a)5{i] (у) = осу, + (1 -  a)[ocy(4 + (1 -  а ) Щ  (у)] =

= a y ,  + ос(1 -  a )y ,_ i +  (1 -  а ) 2 [а у ,_ 2 + (1 -  ос)*УЩ ( у ) ]  =

ы  .

= о с Х ( 1 - а ) ‘у ,-/  + ( 1 - а У у о .
г=0

Веса (коэффициенты при Sf^(y)), присвоенные наблюдениям, 
убывают в геометрической прогрессии;
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s F W - o t f iO O  + O-cOSglOO, 

s i”1 ОО = aSl"'11̂ )  + (1 -  a)Sj"| O').

Прогноз значений динамического ряда y t в момент t + l после 
t = п строится с помощью ряда Тейлора:

y t+i = у Р  + lyP  +... + — у\р) ,

P }-

где y ^  —  p -я производная, взятая в момент t.
Для линейной модели y t = ao + a\t прогноз вычисляется по 

формуле y t+i = do +ld\; для квадратичной модели у, = д0 + a\t +

1 2+ —й21 ПОЛуЧИМ

у ш  = «о + 1а\ + ̂ 42а2.

Оценки параметров ао, а\ для линейной модели и ао, а\ , а2 
для квадратичной модели находятся соответственно из систем 
уравнений, связывающих искомые параметры с экспоненциаль
ными средними.

В первом случае получаем систему уравнений

4 1](т) = а0 ~аи 
a

4 2](T) = a o - ^ ^ a b 
a

откуда имеем

eo= 2S f1)0 ' ) - 5 f 10').

1 -  a
Ошибка прогноза при этом определяется следующим образом:

а (у t+i) = сто — — г (1 + 4(1 -  а ) + 5(1 -  а 2) + 2а(4 -  За)/ + 2 а 2/2),
V ( 1 - а )

где ао —  среднее квадратическое отклонение для наблюдаемого 
ряда у; с п элементами и р параметрами полинома:
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£ (> ’«->7 )2
гг 2 = .«-=1 °0 п — р - 1

Во втором случае получаем систему уравнений
„ ш ,  ч - 1 - а  я ( 1 - а ) ( 2 - а )  А
$  J СО = а0  а-! + - -----^ ----- - а2,

а  2а
Г21 Л * 2(1- а )  . ( 1 - а ) ( 3 - 2 а )  Л

$  J О ) = «о — 1------ - ах + ̂  >- а2,
а  2а

„p i , , я 3 ( 1 - а ) Л 3 ( 1 - а ) ( 4 - 3 а )
J (У) = «о —  ------   ai + -Ь  }- аг ,

а  2а
откуда имеем

ао=3(5 ,[11( ^ ) - 4 2| (Л ) + «!3)М -

Л аах =
2(1- а ф

- ((6 -  5«№ [111 (у ) -  2(5 -  4 a )S f10 )  + (4 ■- ЗсОД™ (у ) ),

® = п Г ^ И '1 W " 2S'2I(-v) + s'3’w )-
Ошибка прогноза рассчитывается по формуле

а(у г+;) ~ а о \/2 а  + З а 2 + З а 3/3.

Для применения этих формул необходимо знать начальную ве
личину в рекуррентной формуле 5 ^  (у). Обычно она определяет
ся из анализа только части динамического ряда. При отсутствии 
предварительных рекомендаций для нахождения начальных усло
вий можно пользоваться следующими формулами:

Sj1) (у) = а0 - - — - а и  
а

оИ ( \ 2(1 -  а )(у) = а о ------------- а\
а

для линеинои модели,
„ Г11. . 1 - а  ( 1 - а ) ( 2 - а )
5Щ(у) = а0  ах + - ------ ^ ----- -а2,

а 2а
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пт, ч 2(1- а )  ( 1 - а ) ( 3 - 2 а )
S -  0 0  =  «о — 1--------сч +    т Ч --------- - « 2 ,

а  2а
оГ31. 3(1- а )  3 ( 1 - а ) ( 4 - 3 а )
S\t[(y) = СЮ  ----- -С1[ +   Ч ------- -0 .2

а  2а
для квадратичной модели.

Значения параметров для этих формул рекомендуется получать 
методом наименьших квадратов. Выбор начальных условий влияет 
на оценки погрешностей метода. Другой важной проблемой явля
ется выбор параметра сглаживания а . При значениях а , близких к 
единице, учитываются только последние члены ряда, при а , близ
ких к нулю, —  практически все члены ряда. Точных рекомендаций 
по выбору значений а  не существует.

Метод экспоненциального сглаживания разработан для рядов, 
состоящих из большого числа наблюдений, при увеличении числа 
наблюдений точность прогноза должна возрастать. При анализе 
коротких рядов метод не «срабатывает», так как часто не «успева
ет» учесть изменения при быстрых темпах роста процесса. Если 
явление протекает в одних и тех же условиях, то точность прогно
за определяется величиной периода предыстории явления (базис
ного периода) и длительностью прогнозируемого периода. Коли
чественно точность прогноза можно оценить по имеющемуся ди
намическому ряду.

§ 10.5. Многофакторное прогнозирование

Рассмотрим динамическое многофакторное прогнозирование. 
Многофакторные динамические модели должны учитывать про
странственные и временные изменения факторов (аргументов), а 
также (при необходимости) запаздывание влияния этих факторов на 
зависимую переменную (функцию). Многофакторное прогнозиро
вание позволяет учитывать развитие взаимосвязанных процессов и 
явлений. Основой его является системный подход к изучению ис
следуемого явления, а также процесс осмысления явления как в 
прошлом, так и в будущем. В многофакторном прогнозировании 
одной из основных проблем является проблема выбора факторов, 
обусловливающих поведение системы, которая не может быть ре
шена чисто статистическим путем, а только при помощи детального 
изучения существа явления. Здесь следует подчеркнуть преимуще
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ство анализа (осмысления) перед использованием чисто статистиче
ских (математических) методов изучения явления.

В традиционных методах (например, в методе наименьших 
квадратов) считается, что наблюдения независимы друг от друга 
(по одному и тому же аргументу). В действительности существует 
автокорреляция и, если ее не учитывать, это приводит к неопти- 
мальности статистических оценок, затрудняет построение довери
тельных интервалов для коэффициентов регрессии, а также про
верку их значимости.

Автокорреляция определяется по отклонениям от трендов. Она 
может иметь место, если не учтено влияние существенного факто
ра или нескольких менее существенных факторов, действия кото
рых направлены «в одну сторону», либо если неверно выбрана мо
дель, устанавливающая связь между факторами (аргументами) и 
функцией. Для выявления наличия автокорреляции применяется 
критерий Дурбина —  Уотсона

Х ( Е г+1 - Е г) 2

d = & -------------- ,П 7
Е е?
i = 1

где £z —  случайные отклонения от регрессионной модели.
Для исключения или уменьшения автокорреляции применяется 

переход к случайной компоненте (исключение тренда) или введе
ние времени в уравнение множественной регрессии в качестве ар
гумента.

В многофакторных моделях возникает проблема мультиколли
неарности —  наличие сильной корреляции между факторами, ко
торая может существовать вне всякой зависимости между функци
ей и факторами.

При мультиколлинеарности между аргументами существует 
(линейная) связь и наряду с уравнением регрессии имеются и дру
гие (линейные) отношения, искажается физический смысл коэф
фициентов регрессии, появляется некорректность —  слабая обу
словленность систем алгебраических уравнений. Соответствую
щие диагональные элементы матрицы, обратной матрице вторых 
производных от функции правдоподобия, определяющие диспер
сии оценок коэффициентов регрессии, стремятся к бесконечности 
и порождают ошибочную (в данном случае) тенденцию к исклю
чению существенных переменных из уравнения регрессии. Муль
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тиколлинеарность определяется как степень отклонения независи
мых переменных (факторов) от ортогональных переменных. Для 
проверки наличия мультиколлинеарности во множестве независи
мых переменных используется показатель

Z2 = - f « - l - i ( 2 ^  + 5 ) l l n ( X ' X ) ,

где X  —  матрица факторов (аргументов), р  —  число факторов, 
п —  число наблюдений. Показатель %2 приближенно имеет 
%2 -распределение.

Главное в процедуре прогнозирования состоит в последующем 
выявлении тех факторов, которые наиболее сильно взаимозависи
мы. Это можно сделать по диагональным элементам матрицы, об
ратной матрице вторых производных от функции правдоподобия.

Вводится величина

Ф; = (са - 1)
с \  п - р

Р - 1

где сц ■—■ г-й диагональный элемент матрицы. Величина Фг имеет 
F-pacnpeделение с п — р  и р  — 1 степенями свободы.

Выявив, какие факторы являются мультиколлинеарными, 
можно определить характер взаимозависимости между мульти
коллинеарными элементами множества независимых переменных. 
Для этой цели используются не диагональные элементы обратной 
матрицы и полученные в них коэффициенты частной корреляции 
между мультиколлинеарными переменными и всеми остальными 
переменными. Анализ проводится по г-критерию Стьюдента для 
коэффициента частной корреляции.

В многофакторном прогнозировании без методов конфлюэнт
ного анализа (без учета погрешностей аргументов) нельзя обой
тись в принципе. Так, в многофакторном анализе необходимо 
наряду с оценкой параметров сглаживающей (исследуемой) функ
ции построить прогноз каждого фактора (по неким другим функ
циям или моделям). Естественно, что значения факторов, полу
ченные в эксперименте в базисном периоде, не совпадают с анало
гичными значениями, найденными по прогнозирующим моделям 
для факторов. Поэтому либо это различие должно быть объяснено 
случайными отклонениями, величина которых выявлена указан
ными различиями и должна быть учтена сразу же при оценке па
раметров сглаживающей функции, либо это различие не случайно
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и никакого прогноза делать нельзя, т. е. в задаче многофакторного 
прогнозирования исходные значения факторов, как и значения 
сглаживающей функции, должны быть взяты с соответствующими 
ошибками, закон распределения которых должен быть определен 
при соответствующем анализе, предшествующем процедуре про
гнозирования.

Пример (построение многофакторного прогноза). Рассмотрим 
задачу построения прогноза значений показателя а  использова
ния производственной мощности отрасли связи в 1986-1990 гг. как 
функцию факторов d&, и, t/a6. В качестве базового периода был 
взят период 1977-1985 гг. (табл. 10.1).

Таблица 10.1
Исходные данные для определения зависимости а  

от 4̂, и, (Ijg
тысяч разговоров  

5 каыал da и (1 :л:<

6 , 7 2 0 , 1 1 2 5 , 4 0 , 4 3 1

6 , 9 7 0 , 1 4 8 4 , 8 0 , 4 8 4

7 , 1 7 0 , 1 9 0 6 , 3 0 , 5 5 2

7 , 3 7 0 , 2 3 4 6 , 8 0 , 5 9 3

7 , 7 3 0 , 2 7 3 7 , 2 0 , 6 3 0

7 , 9 9 0 , 3 1 2 7 , 6 0 , 6 4 9

8 , 1 6 0 , 3 4 7 8 Д 0 , 6 6 3

8 , 5 0 0 , 3 6 1 8 , 5 0 , 6 8 7

8 , 2 3 0 , 4 2 3 8 , 9 0 , 7 2 4

Погрешность исходных данных принималась равной 5 едини
цам первого не указанного разряда после запятой.

Первоначально для каждого фактора необходимо было вы
брать модель, по которой определяют «истинные» значения фак
торов в базовом периоде (табл. 10.2) и которую используют в 
дальнейшем для построения прогноза. Отбор наиболее приемле
мых моделей проводился по у 2 -критерию Пирсона.

Таблица 10.2
«Истинные» значения факторов

Параметр Годы
1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985

d а 0 , 1 1 2 1 0 , 1 4 7 9 0 , 1 9 0 3 0 , 2 3 4 6 0 , 2 7 3 0 0 , 3 1 0 3 0 , 3 4 6 4 0 , 3 6 1 0 0 , 4 2 4 8

и 5 , 3 8 1 1 5 , 8 1 2 0 6 , 2 6 2 2 6 , 7 5 9 2 7 , 2 0 0 7 , 6 4 5 6 8 , 1 3 9 6 8 , 5 0 1 7 8 , 8 4 6 6

Уч

d аб 0 , 4 5 3 7 0 , 5 0 2 8 0 , 5 4 6 0 0 , 5 8 4 0 0 , 6 1 7 5 0 , 6 4 7 0 0 , 6 7 3 0 0 , 6 9 5 9 0 , 7 1 6 1
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В процессе анализа для прогноза показателя а  была выбрана 
функция

ОС =  а\ +  Й 2 ^ а б  +  « 3  и +  а 4 с /а +  й5~.
U

Оценки параметров вектора а и их дисперсий получены по ал
горитмам, описанным в § 7.12, и были следующими: а\ =0,067, 
Л2 = 0,515, а3 =1,411, а4 = -11 ,719 , а5 =7,513, £>(щ) = 0,010, 
D(a2) = 0,018, D(a3) = 0,0003, £><а4) = 0,085, D(as) = 0,008.

Таблица 10.3
Прогнозируемые значения а  и а(ос)

Параметр Годы
1986 1987 1988 1989 1990

Л тысяч разговоров 
канал 10,64 11,01 11,22 11,66 12,31

а(а) 0,29 0,31 0,32 0,33 0,34

Значения а  в базовом периоде при найденных оценках векто
ра а не отличались от заданных значений а  больше, чем на 
0,9 %; величина %2 была равна 0,0034; вероятность того, что мо
дель не может быть отвергнута, была равна 0,999. Прогнозируе
мые значения а  и их средние квадратические отклонения за пери
од 1986-1990 гг. приведены в табл. 10.3.

§ 10.6. И дентификация моделей типа АРПСС

Приступим к процедуре идентификации модели, записанную в 
конечных разностях. Рассмотрим общую разностную модель — мо
дель АРПСС. Конкретная цель состоит в том, чтобы получить неко
торое указание на то, какие значения р, d  и q нужны в общей ли
нейной модели АРПСС, и выбрать некоторые начальные значения 
параметров этой модели. Полученная таким образом пробная мо
дель является отправной точкой для применения более формальных 
и эффективных методов оценивания, описанных в гл. 7.

Идентификация и оценивание взаимосвязаны. Идентификация 
неизбежно не точна. Она неточна потому, что возникновение во
проса о том, какие типы моделей встречаются на практике и в ка
ких обстоятельствах, —  это следствие поведения объектов физи
ческого мира, и проблема идентификации не может быть решена
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только математическими методами. Поскольку на этапе иденти
фикации нельзя точно сформулировать задачу, приходится ис
пользовать статистически «неэффективные» методы. На этом эта
пе особенно полезны графические методы. Предварительная иден
тификация не требует ничего, кроме анализа класса моделей, 
которые будут позднее эффективно подгоняться к результатам 
наблюдений и проверяться.

Например, идентифицировать подходящий класс моделей из 
общего семейства моделей АРПСС

Ф (В )^ у г  = 0 О + Q(B)at ,

который применен для описания данного ряда, можно следующим 
образом:

а) вычислим конечную разность от y t столько раз, сколько
необходимо, чтобы обеспечить стационарность модели, и сведем 
изучаемый процесс к смешанному процессу авторегрессии — 
скользящего среднего

Ф{В)щ  = 0 o +0(5 )a t ,

где ©( = (1 -  B )dy t = Дdy t ;
б) идентифицируем конечный ряд с помощью автокорреляци

онной и частной автокорреляционной функций; эти функции ис
пользуют также для нахождения приближенных оценок парамет
ров, чтобы получить начальные значения параметров для этапа 
оценивания итеративных процедур.

В процессе идентификации прежде всего надо оценить порядок 
разности d.

Автокорреляционная функция стационарного смешанного про
цесса авторегрессии —  скользящего среднего удовлетворяет раз
ностному уравнению

Ф(Я)р^ = 0, к > q,

где Рк —  автокорреляция (автокорреляционная функция) с за
держкой к , которая для вариационного ряда zb z2, ..., zn опреде
ляется по формуле

_  M [(zt -  \i)(zt+k -  р)] _  M [(zt -  \i){zt+k -  р)] _  у*
Р к  1-----------------------------------7----------------- ?------------------- •
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Функция у к от задержки к называется автоковариационной
функцией стохастического процесса; функция pi от задержки к
называется автокорреляционной функцией стохастического про
цесса. На практике определяют только выборочные оценки этих 
функций. Например, оценку у к определяют по формуле

J п-к

у к = — ~ z ) ( z t+k -z)>  А: = 0, 1,..., т,
и  (=1

где z —  среднее значение ряда наблюдений, п —  число наблю
дений.

Дисперсия оценки выборочного коэффициента автокорреляции 
имеет вид

| +оо
D(pk) = -  s  (Pv +pv+*pv-fe -4p*pvpv-Jt + 2plpl).

fl V — CO

Если pк = C ^, -1 <  C<1,  т. e. функция pк затухает экспонен
циально, то дисперсия оценки р* определяется по формуле

(1 + С2) (1 -С 2‘ ) 2кс1к 
1 - С 2

Автокорреляционная функция стационарного смешанного 
процесса авторегрессии —  скользящего среднего удовлетворяет 
разностному уравнению Ф(5)р& = 0.

р
Кроме того, если Ф ( В )  =  П О  - G i B ) ,  то решение этого раз-

i —1

ностного уравнения для к-й автокорреляции р* в предположении 
отсутствия кратности корней имеет вид

рк = Д Gf + A2 G2 +... + ApGp, к>  q —p.

Условие стационарности требует, чтобы нули Ф ( В )  лежали 
вне единичного круга, и приводит к тому, что корни G i , G i , . . . , G p

лежат внутри единичного круга. Для стационарной модели, ни 
один из корней которой не лежит близко к границе единичного 
круга, автокорреляционная функция быстро затухает при средних 
и больших к , Если хотя бы один действительный корень, напри
мер G \ ,  приближается к 1, так что (ц = 1 - 6 ,  где 6 —  малое по
ложительное число, то, поскольку р4 ~ А \(1-кЬ )  для больших к ,
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автокорреляционная функция не будет быстро затухать, а будет 
убывать медленно и почти линейно. Следовательно, отсутствие 
тенденции к затуханию автокорреляционной функции может рас
сматриваться как свидетельство того, что существует корень, 
близкий к 1. Выборочная автокорреляционная функция похожа на 
теоретическую. Отсюда следует, что отсутствие затухания выбо
рочной автокорреляционной функции логично истолковать в том 
смысле, что процесс y t является нестационарным, хотя, возможно,
его разность Ayt или какая-либо разность более высокого порядка 
стационарна. Предполагается, что необходимая для получения 
стационарности степень разности d достигнута, если автокорре
ляционная функция ряда оц = А^>> быстро затухает. На практике 
d  обычно равно 0, 1 или 2. Для определения d  достаточно про
смотреть примерно 20 первых значений автокорреляции исходного 
ряда и рядов его первых и вторых разностей. Приняв предвари
тельно, что разность имеет степень d  , по общему виду выбороч
ных автокорреляционной и частной автокорреляционной функций 
соответствующего разностного ряда получаем указания к выбору 
порядков р  и q операторов авторегрессии и скользящего средне
го, т. е. проводим идентификацию результирующего стационарно
го процесса АРСС.

В то время как автокорреляционная функция процесса авто
регрессии порядка р  убывает плавно, ее частная автокорреляци
онная функция имеет обрыв после p-vL задержки. Однако авто
корреляционная функция процесса скользящего среднего порядка 
q обрывается после задержки q, в то время как ее частная авто
корреляция плавно убывает с ростом задержки.

Автокорреляционная функция смешанного процесса, содер
жащая компоненту авторегрессии порядка р  и компоненту сколь
зящего среднего порядка q, после первых q -  р  задержек пред
ставляется в виде суммы экспонент и затухающих синусоид. В то 
же время частная автокорреляционная функция смешанного про
цесса приближенно представляется суммой экспонент и затухаю
щих синусоид после р  -  q задержек.

Выборочные автокорреляции могут иметь большие значения 
дисперсии и быть сильно коррелированы друг с другом, и нельзя 
ожидать детального сходства выборочной автокорреляционной 
функции с теоретической. Выборочные функции могут иметь
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всплески и тренды, которые теоретические функции не имеют. 
Поэтому может понадобиться исследование на этапах оценивания 
и диагностической проверки двух или более возможных моделей 
процесса. Важно знать, какие отличия выборочной автокорреляци
онной функции допустимы. В частности, необходимо уметь оце
нить, становятся ли автокорреляции и частные автокорреляции 
практически нулевыми при задержках, больших некоторого к . 
Для больших задержек можно вычислить стандартные ошибки 
оцениваемых автокорреляций по формуле

“ ~тп\\+ 2(р? + р2 + - + р5)]1/2> к > 4,п '

в которой р* — выборочная оценка /с-й автокорреляции. Стан
дартная ошибка частной автокорреляции порядка не меньше р  + 1 
вычисляется по формуле

- 1 
<*[Фt t ] “ — , к > р ,  

п '
А

где Фкк —  последний коэффициент процесса авторегрессии по
рядка р.

Даже для не слишком больших п выборочный коэффициент 
автокорреляции распределен примерно по нормальному закону со 
средним значением, равным нулю. При гипотезе, что автокорреля
ция равна нулю, ее оценка рк, деленная на стандартную ошибку, 
будет распределена примерно по нормальному закону с единичной 
дисперсией. То же справедливо и для частных автокорреляций. 
Эти факты можно использовать для получения нестрогих правил 
проверки, являются ли теоретические автокорреляции и частные 
автокорреляции при задержках, больших некоторой, практически 
нулевыми.

Необходимо иметь в виду следующее:
1) по рядам ограниченной длины никогда не удается доказать, 

что корень оператора авторегрессии, определяющий скорость 
стремления автокорреляций к нулю, точно равен единице;

2) не существует, конечно, резкого перехода от стационарного 
поведения ряда к нестационарному.

В ряде случаев некоторыми преимуществами может обладать 
использование нестационарных моделей в задачах прогнозирова
ния, Когда коэффициент процесса авторегрессии Ф] близок к еди



Глава 10. Построение прогнозов 529

нице, мы не знаем, имеет ли среднее значение ряда какой-либо 
смысл или не имеет. Если использовать нестационарную модель, 
которая не содержит среднего значения ц , то прогнозы будущего 
поведения не будут зависеть от выборочного среднего, найденного 
по предыдущему периоду, которое может не иметь никакого от
ношения к будущему уровню ряда.

§ 10.7. М етоды уточнения прогнозов по модели АРПСС

Разные методы прогнозирования должны приводить практиче
ски к одному результату — выбору одной и той же модели из воз
можных — и одинаковой оценке последствий выбранного вариан
та. Правильное ведение прогнозирования предполагает, в частно
сти, применение соответствующих критериев при пересмотре 
прогнозов.

Для уточнения прогноза применяется метод адаптивного сгла
живания, основы которого были заложены при разработке метода 
экспоненциального сглаживания и затем развиты путем включения 
в рассмотрение сезонных моделей. Этот метод целесообразно ис
пользовать в тех случаях, когда явления достаточно хорошо опи
сываются с помощью постоянного уровня (константы), тренда и 
сезонных моделей, которые не претерпевают резких изменений 
для большинства рядов. Во многих случаях адаптивное сглажива
ние позволяет получать хорошие результаты в течение короткого 
промежутка времени, что иногда имеет более важное значение, 
чем получение более точного прогноза в течение длительного вре
мени, но с применением значительных усилий (больших затрат).

Если прогнозы составляются для переменных интенсивности и 
результаты наблюдений получены в нерегулярные интервалы вре
мени, то исходные данные преобразуются к величинам, характери
зующим скорость их изменения на равномерных интервалах вре
мени. Получаемые в результате прогнозы могут быть приведены в 
соответствие с величинами будущих интервалов времени. Заме
тим, что подобное использование сечения какой-либо входной пе
ременной одинаково пригодно для любых рядов и не приводит к 
увеличению дисперсии, какое имело бы место в случае получения 
сечения из данных предыстории.

Рассмотрим получение прогноза для модели АРПСС. Для того 
чтобы в полной мере использовать достоинства метода, необходимо 
иметь достаточно длинные ряды (содержащие не менее 100 резуль
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татов наблюдений); это в значительной степени помогает понять 
изучаемый процесс с точки зрения получения предварительных 
данных относительно возможных изменений процесса в будущем. 
С помощью данного метода может быть проанализирован гораздо 
более широкий круг моделей, чем с помощью метода адаптивного 
сглаживания. Кроме того, он особенно полезен в тех случаях, когда 
требуется получить как можно более точный прогноз.

Анализ моделей начинается с формирования разностей из ис
ходных данных y t и вычисления частных автокорреляционных 
функций ф для разностных рядов сц = Затем разностные
ряды вводятся в модель с соответствующим числом коэффициен
тов авторегрессии и скользящего среднего:

(Of =  CpiCOf—1 +  . „  +  ф р ( 0 Г- р  + Щ  - 0 1 Щ - 1  -  . . . - 0 q C lt-q .

Для оценки коэффициентов модели такого типа и для вычис
ления дисперсии шума в результатах наблюдений используется 
метод максимума правдоподобия, т. е., как уже указывалось, опе
раторы разности скользящего среднего могут быть разложены та
ким образом, чтобы выразить модель прогнозов через исходные 
данные наблюдений:

y t = Ф 1Уг-1 + . . .  + Ф р у г- р  + 0 0  + a t -Oifitf-i -  . . . - Q q a t - q .

Сначала прогнозируется изменение преобразованных входных 
переменных, а затем осуществляется обратное преобразование.

Если необходимо проанализировать сезонные циклы, то вклад 
от каждого из них в прогноз вычисляется путем составления раз
ностей для определенных отрезков цикла. Для годового цикла, 
например, в качестве таких отрезков можно использовать месяцы, 
и тогда прогноз для каких-то месяцев в будущем будет основы
ваться на известных данных для этих месяцев в прошлые годы.

Приведем основные формулы для получения прогнозов, веро
ятностных пределов для прогнозов и для коррекции прогнозов. 
Пусть y t —  отклонение наблюдаемого ряда от любой известной 
детерминированной функции / ( / ) ,  В частности, для стационарно
го ряда функция f { t )  может быть равна среднему значению ц 
ряда или нулю. В последнем случае y t образуют наблюдаемый 
ряд. Рассмотрим общую модель АРПСС

Ф (B)Ady t = Q(B)at
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ИЛИ

ф(5)уу = 0(5) а/.

Пусть известны значения наблюдаемого ряда до момента t. 
Тогда прогноз уД/), / > 0 ,  с минимальной средней квадратической 
ошибкой —  это условное математическое ожидание величины 
yni  при заданных значениях yt , y t~i,

yt(l) = !>+/] = M [y t+1 1 y u yt-i,...].
Отсюда следует, что ошибки прогноза с упреждением, равным 

единице (на шаг вперед), —  это некоррелированные между собой 
импульсы, генерируемые моделью.

На практике простейший способ вычисления прогнозов — 
непосредственное использование разностного уравнения, состав
ленного из условных математических ожиданий:

у Л  0  =  ф Д л ^ + м ]  +  — +  ф  p+d\yt+l-p-d~\ +

+ \аш  ] -  01 [аы-1 0? [at+i-q ]. ( 10.1)

Для вычисления условных математических ожиданий вместо 
значений у, известных к этому моменту, подставляются их реаль
ные значения, вместо будущих значений у  —  их прогноз, вместо 
известных а —  их реальные значения и вместо будущих а —  ну
ли, Процесс прогнозирования может быть начат аппроксимацией 
неизвестных а нулями.

Пусть требуется найти прогнозы с упреждением 1,2,.. . ,/  и их 
доверительные пределы как взвешенную сумму текущего и пред
шествующих импульсов cij [6]:

t+i
yt+i= Z  Vt+i-jdj = 'ZWjat+i-j,

j= -ao  j =0

где ф 0 =1 и остальные координаты (веса) i|i7 оператора ф нахо
дят из уравнения

ф (5)ф (5) = 0(5),

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 5  в выра
жении

(1 -  ф15  - . . .  -  фp+dBp+d )(1 + ф15 + ф 25 2 +... + ф кВ к) =

= 1 -б !5  -  0252 —... —0?5 ?.
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Зная значения ф и 0, после оценки их по результатам наблю
дений используем следующие выражения для \|f = ( ф | , ф у );

ф! =ф! - 0Ь 

ф 2 =ф!ф 1 + ф 2 - 02 ,

ф; = ф!ф; - 1  + . . .+ фp + d  \fj-p-d -  0

где фо = 1, Ф> = 0 при j  < 0 и 0  ̂ = 0 при j  > q. Если к  — 
наибольшее из целых чисел p  + d - 1 и q, то при />  к координа
ты вектора ф удовлетворяют разностному уравнению

Ф7 = ф1ф уМ + ф2ф j-2 +... + j-p-d •

Следовательно, координаты вектора ф вычисляются рекур
рентным способом. Подставляем вес ф в y t+i и получаем значе
ние прогноза для каждого нужного уровня значимости е и для 
каждого упреждения /:

yt+l = yt (0  ± Ие/2
7-1 \ 1/2

с  (а).

Здесь среднее квадратическое отклонение с (а ) можно заменить 
практически его оценкой s(a) —  выборочным стандартным от
клонением белого шума at ; щ /2 — квантиль уровня 1 — е/2 стан
дартного нормального распределения.

Дисперсия ошибки прогноза на I шагов вперед для любого 
момента t , определяемая как математическое ожидание величины

et (0  = (yt+i ~ yt (О)2, имеет вид

D(e)
i - i  Л

а 2 (а).\'2
М  J

Из предположения, что а подчиняется нормальному закону 
распределения, следует, что при известных значениях процесса до 
момента t условное распределение вероятности P(yt+t1 у>, yv-i, ..) 
будущего значения процесса y t+i будет также нормальным со 
средним значением y t (/) и стандартным отклонением

sfD tej
7-1 Л1/2

Ч»2
2=1 У

1+ 2 > / а(а).
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Можно выразить прогнозы (/) и уД/ + 1) будущего наблю
дения y t+i+1, сделанные в моменты t + 1 и 1:

yt+iQ) = Wiat+i + ¥ /+ 1̂ ? +¥/+2^-1 +•■■) 

y t (l + \) = ^i+{at + ̂ i+2at-\ + ...

Вычитая второе уравнение из первого, получаем

yt+i(!) = y t(l + Y) +Wiat+i- (Ю-2)

Отсюда видно, что если прогноз величины y t , /, i , сделанный в 
момент t, подправить добавлением ошибки прогноза на шаг впе
ред at+1 с коэффициентом \|//, то получится прогноз той же вели
чины y t+i+1, но сделанный в момент t + 1.

Положим, что делаются прогнозы в момент t с упреждениями 
1 , 2 Затем,  как только становится известным y t+1, можно 
найти at+i =yt+i ~ y t( l )  и пропорционально подправить прогноз 
Уш (0  = 9t {I + 1) + Wiat+1 в момент / +1 для упреждений 
1 , 2 , 1 .  Новый прогноз j)f(/ + l) для упреждения I этим спо
собом найти нельзя, но он легко вычисляется по прогнозам с 
меньшими упреждениями из разностного уравнения.

Когда становится известным новое отклонение y t+ь прогноз 
для момента t +1 может быть скорректирован. Для этого необхо
димо вычислить новую ошибку прогноза £if+i = y t+i - у Д 1) и ис
пользовать разностное уравнение ( 10.1), где t заменено на t + 1. 
Другой возможный метод корректировки —  использовать прогно
зы >Д1), р((2) , ..., y t (l) на момент получить первые / - 1  про
гнозов j>f+i(l), >V+i(2) , ..., yf+i ( / - l )  на момент ? + 1 из формулы 
( 10.2) и затем найти последний прогноз jP/+i (/), используя раз
ностное уравнение (10.1).

Приведем другие способы представления прогнозов.
1.П р о г н о з ы  в п р о и н т е г р и р о в а н н о й  фор ме .  Для 

Г> q -  р -  d  прогнозы задаются одной функцией

y im  = b^y„ (l) + bi‘)M l)  + -  + b % . ly l,^ - iO ),  (Ю.З)

определяемой «опорными» значениями ряда y t(q)f >7(q - 1), ...,
yt { q ~ p - d + Y ) ,  где y t ( - j )  = y M , j  = 0 ,1 ,2 ,... Если q> p  + d, 

первые q — p  — d  прогнозов не описываются этой функцией. В 
общем случае стационарный оператор авторегрессии приводит к
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появлению затухающих экспоненциальных и синусоидальных
членов, а нестационарный оператор A d —  к появлению полино
миальных членов.

Подстраивающиеся коэффициенты Ь р  в (10.3) при переходе
от момента t к моменту t +1 могут быть скорректированы на ве
личину, зависящую от последней ошибки прогноза на шаг вперед 
at+1 согласно общей формуле

/>, Ж |  =  / / ' / / " + g a , . , ,

где L = F p F M , g ^ F p W ) ,  Ь = ф (0') У ‘\ . . . , Ь ^ Г , ¥ (/) =

=  ( l | f / , 3 | f Цi l + p + d f .

2 . П р о г н о з  к а к  в з в е ш е н н а я  с у м м а  п р о ш л ы х  н а 
б л ю д е н и й .  С теоретической точки зрения полезно представить 
прогноз как взвешенную сумму прошлых наблюдений с весами п . 
Так, если модель представлена в обращенной форме:

at = п(B)yt = (1 -  TiiВ -  п 2В 2 -  ,

где веса nj м о ж н о  п олучи ть  из вы раж ения

Ф(5) = (1 -  щ В  -  п2В 2 - . . . )0(5),

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях В , то 
прогноз с упреждением 1 имеет вид

ТД1)= Л1 Уг + Л2У(-1 + ...,
а прогнозы для больших упреждений можно получить из выра
жения

yt (0  = Jtl [>+М ] + п2 [yt+l- 2  ] + ..., 
где условные математические ожидания известных значений у  
необходимо заменить их реальными значениями, а будущие зна
чения у  — их прогнозом.

Прогноз для любого упреждения можно записать как линей
ную функцию имеющихся наблюдений, т. е.

М О  = Z  n f ]yt+j-u
3=1

г д е  п р  — ф у н к ц и и  в есо в  к, .
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§ 10.8. Байесовские прогнозы

При байесовском подходе каждому наблюдению до его прове
дения ставится в соответствие ряд первичных вероятностных зна
чений (априорных вероятностей) коэффициентов модели. Постро
ение модели можно начинать из состояния полной неопределенно
сти, так как даже в этом случае метод позволяет довольно точно 
устанавливать вероятностные значения коэффициентов.

После того как получены результаты наблюдений у, по пра
вилу Байеса определяют апостериорные вероятности, основываясь 
на которых, вычисляют распределение вероятностей прогнозируе
мой величины yi.

Апостериорная плотность вероятности события, состоящего в 
том, чтобы получить прогнозируемое значение yi при заданной 
априорной плотности распределения вероятностей p{yi) и услов
ной плотности распределения вероятностей р (у  | у / ),  определяется 
по формуле

Р ( У , М  = \ р ! у ^ м 1% у , '

Такой подход позволяет игнорировать кратковременные из
менения прогнозируемой переменной и в то же время четко реги
стрировать изменения, происходящие в основном процессе, ко
торые на графике временной зависимости изображаются в виде 
ступеней и кривых, имеющих соответствующий наклон. Много
кратное повторение приведенной схемы вычислений дает возмож
ность уменьшить число вероятностных распределений до числа 
состояний изучаемого процесса. В число состояний обычно входят 
нейтральное состояние, которое характеризуется неизменными 
значениями всех элементов процесса, и состояния, которые соот
ветствуют различным возможным значениям каждого коэффици
ента и помех. В этих состояниях дисперсия распределения намно
го выше, чем в нейтральном состоянии, что указывает на отклоне
ние того или иного коэффициента модели от нормы. Возможность 
уменьшения количества состояний существенна, так как в против
ном случае число распределений возрастало бы пропорционально 
квадрату числа наблюдений.

Объем вычислений при использовании рассматриваемого ме
тода гораздо больше, чем при адаптивном сглаживании, но здесь
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успешное прогнозирование гарантированно и в тех случаях, когда 
могут возникнуть непредвиденные и существенные изменения в 
прогнозируемом процессе. Если мы имеем предварительные све
дения об ожидаемых событиях, то можно начинать прогнозирова
ние при небольшом массиве данных или вообще при их отсут
ствии. Вместе с тем, если имеется большой объем результатов 
наблюдений, прогнозирование можно начинать при отсутствии 
исходных предпосылок о поведении прогнозируемой величины. 
Алгоритм позволяет построить модель процесса по данным его 
предыстории.

Результаты текущих наблюдений представляются выражением 
dt = Щ + £г 5 где Ц/ —  уровень полезной составляющей и ef — 
шум текущего наблюдения. Текущий уровень связан с трендом (3, 
выражением щ = p f-i + (3* + yt , где тренд изменяется по закону 
Pf = Р/-1 + . Будем учитывать возможность скачкообразного из
менения основного уровня у/, изменение тангенса угла наклона 
8f кривой и изменение шума et . Предполагается, что скачкооб
разное изменение y t основного уровня, изменение тангенса угла 
наклона кривой 5j, а также изменение шума ef независимы и 
распределены по нормальным законам с нулевым средним и из
вестными (но не обязательно постоянными) дисперсиями Z)e, DY 
и Ds соответственно.

В модели, которая описывает j  состояний, j  1, обычно 
имеются два состояния для каждого возможного возмущения, 
причем каждое из них характеризуется своим значением диспер
сии D j. В устойчивом состоянии дисперсия мала, а в состоянии 
изменения велика. Имеются также априорные вероятности л j  то
го, что состояние j  не изменяется. Ниже приведен пример четы
рех состояний и соответствующих им условных вероятностей и 
дисперсий, использованных авторами метода в качестве типичных 
начальных условий. Дисперсия шума D q  зависит от соотношения 
между фактическими изменениями процесса и текущим прогнозом 
и описывается соотношением Rj = D j / D q  (табл. 10.4).

Пусть вектор ф содержит следующие элементы (параметры): 
ожидаемое значение уровня, ожидаемое значение тангенса угла 
наклона, дисперсию ошибок при определении уровня, ковариацию 
наклона и уровня, а также дисперсию ошибок при определении 
тангенса угла наклона. Тогда если в момент времени t — 1 сов
местное распределение уровня и тангенса угла наклона является
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двумерным нормальным и характеризуется параметрами (pf_i, то 
соответствующее распределение в момент времени t также будет 
двумерным нормальным, а его параметры будут определяться век
тором qv

Таблица 10.4 
Начальные условия для байесовского прогноза

Характеристика состояния j K j Re Ry *5

Стабильное 1 0,900 1 0 0
Скачкообразное изменение  
уровня вы ходной переменной

2 0,003 1 100 0

П остепенное изменение  
тангенса угла наклона

3 0,003 1 0 1

П ереходное 4 0,094 101 0 0

Существуют также выражения для коэффициентов сезонных 
сечений при анализе сезонных рядов методом Байеса [37].

§ 10.9. Анализ сезонных рядов

К сезонным относят такие явления, в развитии которых обна
руживаются закономерности, более или менее регулярно повторя
ющиеся в определенные промежутки времени. В анализе сезонных 
явлений ставятся следующие задачи: численно выразить проявле
ние сезонных колебаний, а также установить факторы, вызываю
щие сезонные колебания, дать прогноз сезонных колебаний. Се
зонные ряды можно разбить на составляющие: тенденции (тренд), 
сезонные волны (кратковременные колебания) и помехи (случай
ные колебания).

Тренд отражает общее изменение ряда за длительный проме
жуток времени (постоянное увеличение или постоянное уменьше
ние числового ряда). Сезонные волны — это более или менее ре
гулярные изменения временного ряда, повторяющиеся через опре
деленные промежутки времени. Сезонные колебания обычно 
имеют постоянный период. Случайные колебания вызываются 
внешними случайными причинами. Они искажают тренд, а также 
сезонные и циклические колебания. Выявив закономерные изме
нения динамики составляющих временного ряда, можно использо
вать их для экстраполяции значений ряда в будущем.
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Методы нахождения основной тенденции развития явления 
(тренда) идентичны рассмотренным: методу наименьших квадра
тов, методу скользящих средних и т. д, В последнем случае интер
вал сглаживания определяется периодом сезонных колебаний.

Для описания сезонных моделей существуют два разных под
хода, каждый из которых имеет множество вариантов.

Если дано N  результатов наблюдений за какой-то период вре
мени, то можно записать N  поправочных членов (положительных 
и отрицательных) или N  коэффициентов (больших или меньших 
единицы), которые затем либо суммируются с результатами про
гноза, либо умножаются на него. Значения этих поправочных ко
эффициентов можно определить по результатам наблюдений в со
ответствующие моменты времени в прошлых циклах.

Весь ряд поправочных членов или коэффициентов может быть 
назван сезонным сечением. Во многих случаях оказывается, что 
существует небольшое семейство сечений, и тогда прогнозы для 
отдельных временных рядов могут быть получены путем выбора 
наиболее подходящего представления этого семейства.

Сечения играют важную роль в методике прогнозирования, так 
как их сущность легко объяснить, а эффективность их использова
ния легко оценить на практике. Однако существенным недостат
ком применения сечений является связанная с ними нестабиль
ность прогнозов. Если случайная величина х  имеет дисперсию 
а 2(х ), то дисперсия обратной величины (у = И х )  будет порядка 
а 4 (л). В большинстве методов, использующих сезонные или цик
лические сечения, в процессе проведения вычислений необходимо 
деление значений членов ряда на случайную переменную (или ее 
оценку, имеющую отличную от нуля дисперсию). Если при этом 
делитель имеет тот же порядок величины, что и величина помехи, 
то относительно малые колебания исходных данных могут приве
сти к большим изменениям прогноза. Подобная нестабильность 
обычно проявляется как раз тогда, когда принимаемые решения 
могут иметь самые серьезные последствия (т. е. перед началом 
следующего цикла). Для уменьшения этой нестабильности исполь
зуется предположение, согласно которому дисперсия помехи явля
ется функцией только среднего значения по всем наблюдениям за 
цикл и не зависит от сезонных изменений. При этом чувствитель
ность метода к колебаниям данных в точках наивысших и наиниз- 
ших значений прогнозируемых переменных соответственно по
вышается и понижается.
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Другой подход заключается в представлении циклических из
менений прогнозируемой переменной рядами Фурье:

xt = cos (оШ) + £ 5 *  si11 (<*)&)•
к к

Здесь Ak ш Вь —  коэффициенты, полученные по исходным дан
ным с помощью соответствующей регрессии; ю = 2п/р  —  основ
ная частота; р  —  число наблюдений в одном сезонном цикле; 
t — время, за которое должен быть вычислен прогноз; 
к = 1, 2, N  и суммирование ведется по всем частотам вплоть до 
частоты Найквиста (наивысшей частоты гармонического разложе
ния дискретного ряда, которая определяется половиной интервала 
между наблюдениями).

Достоинство такой модели состоит в том, что она обеспечивает 
стабильность прогноза даже в точках цикла с наименьшими значе
ниями прогнозируемой переменной, так как коэффициенты вы
числяются путем усреднения всего набора имеющихся данных, а 
не только результатов наблюдений в пределах одного цикла. Если 
для составления прогноза используются только первые члены раз
ложения Фурье, то сезонное сечение представляет собой простую 
синусоиду с некоторыми амплитудой и фазой, зависящими от ко
эффициентов А\ и В\ . При увеличении числа членов разложения 
форма сечения может измениться. В соответствии с теоремой 
Фурье, если в дискретных рядах величина переменной повторяется 
через каждые т наблюдений, такие ряды могут быть представле
ны членами гармонического разложения.

Амплитуда j - й гармоники С / , включенной в модель, равна

+ B j (квадрат амплитуды иногда называют мощностью дан

ной гармоники). Пусть а 2 —  дисперсия остаточных разностей 
между исходными данными и результатами расчетов по модели, 
включающей гармоники вплоть до j - й. Тогда модель будет соот
ветствовать предыстории, охватывающей от трех до шести преды
дущих циклов, если выполнено соотношение С, о /2. Провер
ка на соответствие предыстории обычно проводится по критерию 
наименьших квадратов. Отметим, что при вычислении дисперсии
а 2 необходимо учесть потерю степеней свободы некоторым чис
лом переменных в модели. Это означает, что можно достичь ми
нимальной дисперсии, используя модель с числом переменных, 
меньшим р. Однако такая модель будет неверной, если мощность
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включенной в нее высшей гармоники не будет достаточно боль
шой по сравнению с остаточной дисперсией.

Пусть сезонные волны описываются бесконечным рядом сину
соидальных и косинусоидальных функций (рядом Фурье). Если в 
качестве переменной вместо соkt взять (2nfp)it, / = 1, 2 ,.... р, где 
р  —  полный исследуемый период, то значение y t ряда в момент 
t вычисляется по формуле

рп
yt = «о +  z Ai sin

2п

V. Р
it + В; cos 2 п . Л

— it
\  Р

где коэффициенты ai}, Д и Д  определяются формулами

1 р 2 р (
ао= — Д =  —X ^ s i n

Pt=i Pt=i

2л Л
— it 

К Р
, Bi = — Y^yt COS 

P t=l
2л . Л

it
v P у

Отсюда a0 — среднее значение членов ряда за период. Для р  
дискретных наблюдений число гармоник не превышает р/2. Дис

персия о}, учитываемая одной гармоникой, равна С ?/2, где

Q Ы + В ?I ? 1,2,..., р !2 -1 . Для последней гармоники имеем

о д 2 = С?. Поскольку никакие две гармоники не коррелируют
между собой, то они не могут учитывать одну и ту же часть общей 
дисперсии, т. е. дисперсии, учитываемые различными гармоника
ми, суммируются.

В конце процесса прогнозирования следует объединить про
гнозные значения с функцией тренда и функцией сезонных коле
баний. При этом трудно оценить погрешность. Самое простое — 
«перенести» рассчитанную ошибку аппроксимации в будущее и 
получить доверительные интервалы.

Естественно, чем больший период берется для составления 
функции прогноза, тем больше надо определить гармоник, но 
скачки амплитуды колебаний уменьшатся и полученные амплиту
ды могут не соответствовать амплитудам прогнозируемого перио
да. Здесь предпочтительнее рассмотреть небольшой промежуток, 
предшествующий предсказываемому.

Для прогнозирования сезонных рядов применима также модель 
АРПСС. Прогнозы целесообразно вычислять, используя разност
ное уравнение. Для частного случая сезонных колебаний с перио
дом в один год мультипликативная модель имеет вид [6]

yt+i =  У ы - 1 +  yt+i-п  -  yt+i- п  +  at+i -  Qal+i- i  -  Qat+ i-u  +  6ва,+/_1з.
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Прогноз [yt+i] = M[yt+i 10, yt, yt-1, ••■] является условным ма
тематическим ожиданием значений yt+i в момент t + l. В этом вы
ражении параметры предполагают известными точно, и ряд чисел 
yt,yt~ 1,... — известными достаточно далеко в прошлое, 0 и 0  — 
разные величины (параметры).

Практическое применение модели зависит от следующих 
фактов:

а) обратимые модели после подгонок к реальным рядам дают 
прогнозы, существенно зависящие только от сравнительно недав
них значений (последних членов) ряда;

б) прогнозы не чувствительны к малым изменениям значений 
параметров, вносимым, например, ошибками оценивания.

Имеем
Г y t+J при j  < О,
[у/О ) при J  >  О,

г при j  < О,
№ +П_ 1 Л ... л[ 0 при j  > 0.

Теперь, чтобы получать прогнозы, заменяем неизвестные зна
чения у  прогнозами, а неизвестные а —  нулями. Известные
at —  это уже вычисленные ошибки прогноза на шаг вперед, т. е,
at =Уг “ Tf-i(l)-

Пример. Для получения прогноза на три месяца вперед при 
0 = 0,4, 0  = 0,6 имеем

yt+з = Уг+2 + y t-9 + yt- ю + «/+3 -  0,4йг+з -  0,6а(-д + 0,24п?_ю.

Взяв условные математические ожидания в момент t, получим 

y t (3) = y t (2) -  у е-9  -  yt-io  -  0 ,6at-9 + о, 24а(-ю ,

где at-9 = yt-9 -у м о (1 ), at-w = y t-io -у*-п(1).
В результате имеем
y t (3) = y t(2) + 0 ,4уг-9 -  0 ,76^-ю  + 0 ,6jpf-io(l)- 0 ,24уМ1(1).

Чтобы определить формулы коррекции и получить дисперсию 
ошибки прогноза еД/), необходимо знать значения весов в выра
жении для модели вида [6]

со

yt = I > ;  at-j. 
э=о
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Общая формула для коррекции прогноза имеет вил 

yt+1 (0  = yt+\ 0  + 1) + V/ at+1 ■

Зная веса \|f j ,  можем вычислить дисперсию ошибок прогноза 
для любого упреждения I:

D(e) = (1 + \|/2 + ... + \|//2_1)а 2(а).

Для вычисления весов ц/у можно использовать оператор 
скользящего среднего.

§ 10.10. Диагностическая проверка моделей 
и ошибка прогноза

Диагностическая проверка моделей может быть начата с оценки 
параметров моделей. Оценку параметров моделей по результатам 
наблюдений будем проводить по алгоритмам, описанным в гл. 7. 
В общем случае перед применением формальной процедуры полу
чения оценок желательно исследовать поведение функции правдо
подобия. В каждом случае функция правдоподобия содержит необ
ходимую нам информацию. Так, существование двух максимумов 
функции правдоподобия приблизительно равной высоты указывает 
на то, что имеются две группы значений параметров, с помощью 
которых можно объяснить смысл исходных данных.

Необходимо соблюдать осторожность при интерпретации 
функции правдоподобия. В общем случае предположение, что ло
гарифмическая функция правдоподобия вблизи ее максимума 
близка к квадратичной функции, не всегда применимо. Однако та
кие случаи редки.

Особая осторожность необходима, когда максимум функции 
правдоподобия лежит на границе измеренных значений или около 
нее. Первая производная функции правдоподобия в этом случае не 
равна нулю в максимуме, и квадратичная аппроксимация не явля
ется адекватным представлением функции правдоподобия.

Рассмотрим еще раз оценивание параметров при помощи тео
ремы Байеса, согласно которой если р(0) —  априорная плотность
распределения вероятностей для 0, то апостериорную плотность 
распределения вероятностей p(Q | у) для 0 после получения дан
ных у  можно выразить через априорную вероятность и функцию 
правдоподобия следующим образом:
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*0)аде)
$ р (в )И у  |в)</е'

Интеграл от /?(0 | у) равен единице. Апостериорная плотность 
вероятности пропорциональна априорной вероятности, умножен
ной на функцию правдоподобия. В частности, если согласиться, 
что в интересующей нас области любые значения 0 равновероят
ны, плотность распределения р(В) можно считать в этой области 
равномерной, и, следовательно, ^ (0 ]у) будет пропорционально 
функции правдоподобия L{y  | 0). Говоря о равномерности распре
деления, подразумеваем, что распределение приближенно посто
янно в области, где функция правдоподобия существенна и не 
принимает очень больших значений вне этой области. Для случая 
нескольких параметров совместное априорное распределение па
раметров считается пропорциональным следующему выражению:

1/2

Л  |1/2= - м
д2Ь 

Э0,-Э0^

Точное выражение для функции правдоподобия временного 
ряда у  длиной N  = n + d  для процесса АРПСС с параметрами
(р , d, q) имеет вид

Ц Ф ,в Ц )  = с т Г / ( Ф . е ) е х р { - ^ ^ ] ,
I 2(Та J 

где

5 ( Ф , 9 ) =  £  а ? ( у , Ф , в ) .
t——со

Если априорная информация о величинах а а, Ф и 0 отсут
ствует, то, поскольку информация о среднем квадратическом от
клонении аа не дает нам информации о Ф и 0 , рационально при
нять априорную плотность распределения величин Ф, 0 и а а в 
виде

Д а а) = |А Ф ,6 ) |1/2 ст.1.
Отсюда следует, что апостериорная плотность распределения 

вероятностей имеет вид

р(Ф ,В ,а . | у)  = С 'У "  I / ( Ф ,8) г  / ( Ф , 0 ) е х р { - ^ А ) .
I J
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Интегрируя плотность распределения />(Ф,0,аа | у)  от нуля до 
бесконечности по а а, получим точную совместную апостериор
ную плотность распределения параметров Ф и 0;

р (* ,е  | у)  =| /(<t>,e) |1/2 /(Ф ,е )(5 (Ф ,в ))-" '2.

Если y t —  процесс АРПСС с параметрами (р, d , 0), то Ш/ = 

= Дdy t — процесс авторегрессии порядка р. Для такого процесса
1 j г\

множители | / ( Ф , 6)|  и /(Ф ,0 ) , которые во всех случаях явля
ются существенно менее важными, чем множитель 5(Ф,0), прак
тически взаимно сокращаются. При данных предположениях па
раметры Ф процесса АР (р  ) для заданного со имеют апостериор
ную плотность распределения

/;( ® b )  = (S(® ,e))-”'2.

В этом случае поверхность, уравнение которой определено 
функционалом для суммы квадратов отклонений, приближенно 
совпадающая с поверхностью, описанной функцией правдоподо
бия при отсутствии априорной информации, совпадает также с по
верхностью, описанной функцией плотности апостериорной веро
ятности.

После того как модель идентифицирована и параметры оцене
ны, подгоняемая модель подвергается диагностической проверке. 
Один из полезных методов проверки модели состоит в использо
вании избыточного числа параметров, т. е. в оценивании парамет
ров для несколько более общей модели, чем предполагаемая. Этот 
метод основан на том, что мы можем заранее предсказать неадек
ватные свойства модели. Следовательно, полезно дополнить этот 
подход более общими способами проверки, основанными на оста
точных ошибках после подгонки модели. Остаточные ошибки поз
воляют найти в данных указание, какие изменения модели необхо
димы. Проверку можно провести, используя:

1) автокорреляционную функцию остаточных ошибок;
2) кумулятивную периодограмму остаточных ошибок.
Если анализ не выявил, какие добавления новых параметров 

нужны, это, конечно, не означает, что используемая модель верна. 
Модель может лишь выдержать испытание. Если будут обнаруже
ны свидетельства неадекватности модели, возникнет необходи
мость узнать, как изменить модель на следующем итеративном
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цикле. Необходимо обнаружить, что именно неадекватно в моде
ли, для того чтобы узнать, как ее изменить.

При недостаточном объеме данных статистическое испытание 
может отвергнуть модель, которая, тем не менее, вполне адекватна 
решаемой задаче. Напротив, испытания могут не выявить серьез
ных отклонений от сделанных предположений, потому что эти ис
пытания нечувствительны к некоторым видам отклонений.

Методы введения избыточных параметров путем обобщения 
модели применимы в том случае, если мы знаем, какого рода от
клонения следует ожидать. Методики, менее зависящие от таких 
представлений, основываются на анализе остаточных ошибок. Хо
тя некоторые представления о том, что искать, полезны и в данном 
случае, эти методы создают больше возможностей находить спо
соб изменения моделей непосредственно из данных.

Рассмотрим диагностическую проверку, используя автокорре
ляционную функцию. Пусть исследуется модель вида

А ■* л

где ей =Д  y t , и были получены оценки ММП параметров (Ф,0), 
откуда имеем

Величины at будем называть остаточными ошибками. Мож
но доказать, что для адекватной модели выполнено соотношение

По мере увеличения длины ряда остаточной ошибки величина 
at становится все ближе к белому шуму at. Следовательно, мож
но ожидать, что изучение щ даст возможность выявить и указать 
природу неадекватности модели. В частности, некоторый харак
терный вид выборочной автокорреляционной функции для at вы
являют определенные изменения модели.

Предположим, что модель верна и известны точные значения 
параметров Ф и 0 . Тогда выборочные автокорреляции р&(а) 
элементов ряда а должны быть некоррелированы и распределе
ны приближенно нормально относительно нулевого среднего 
значения с дисперсией, пропорциональной п~1, и, следовательно, 
со стандартной ошибкой, пропорциональной п~1/2. Эти факты

ФДОщ =Q(B)at>
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можно использовать для оценки статистической значимости ка
жущихся отклонений выборочных автокорреляционных функций 
от нуля.

На практике не известны истинные значения параметров, мы 
располагаем только выборочными оценками Ф, 0, по которым 
нельзя вычислить элементы а , а только их оценки а. Автокорре
ляции рк{а) ряда а могут дать ценную информацию о недоста
точно хорошей подгонке и возможной природе неадекватности 
модели. Однако может оказаться рискованно придавать статисти
ческую значимость кажущимся отклонениям автокорреляций 
рк(а) от их теоретических нулевых значений исходя из стандарт
ной ошибки ~ r f il2, соответствующей рк{й). Показано [6], напри
мер, что для процесса АР(10.1) с параметром Ф дисперсия оценки 
рк(а) равна Ф2??"1, что может оказаться существенно меньше, 
чем л-1. Хотя во всех случаях для малых задержек возможны 
уменьшение дисперсии и сильная корреляция р/,: (а), при больших 
задержках эти отличия быстро исчезают. Поэтому использование 
величины л-1'2 в качестве стандартной ошибки для f'h (a) будет 
приводить к недооценке статистической значимости кажущегося 
отклонения от нуля для автокорреляций при малых задержках, но 
обычно вполне оправдано для средних и больших задержек.

При небольших задержках можно рассматривать величину 
л-1/2 как верхнюю границу стандартных ошибок р* (л) , , а не как 
сами стандартные ошибки. Если пользоваться л~1/2 как стандарт
ной ошибкой p/t (а) при малых задержках, то можно недооценить 
значимость кажущихся расхождений. Во многих случаях предпо
чтительно не исследовать отдельные оценки рк(а), а оценить не
адекватность модели по нескольким автокорреляциям, рассматри
ваемым как единое целое.

В других случаях, особенно при корректировке сезонных ря
дов, кумулятивная периодограмма является эффективным сред
ством обнаружения периодического отклонения от случайного 
процесса [6, 41].

Нормированная кумулятивная периодограмма С(р7) элемен
тов ряда at определяется по формуле

Ь ( Р д

C(Pj) = ~  2 ’
ns
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где

/ ( р О = -п

г п Г  п Л

X  at cos (2npz t ) + X  sin (2«Pi 0
V*=i )

2'

y =1
pi = i!n — частота, s2 — оценка дисперсии a 2 (a).

В любом из методов прогнозирования рядов собственно про
гноз представляет собой, по существу, оценку ожидаемого распре
деления результатов наблюдений в будущем. Для того чтобы на 
основе полученного прогноза можно было принимать решение, в 
большинстве случаев необходимо знать функцию исходного рас
пределения. Если это распределение описывается стандартной 
функцией, то, определив один или два его параметра, оценим ве
роятности возможных значений будущих наблюдений.

При формальном анализе часто удобно принять предположе
ние о том, что помеха (ошибка) в исходных данных подчиняется 
нормальному закону распределения. Однако это предположение 
нельзя считать обоснованным для всех наблюдений.

Прогнозируемая выходная переменная характеризуется рас
пределением, дисперсия которого зависит от дисперсии шума в 
исходных данных. Однако, поскольку прогнозы вычисляются на 
основе результатов многих наблюдений, часто предполагают, что 
входная переменная описывается нормальным законом распреде
ления независимо от того, каков вид распределения, описывающе
го шум в исходных данных.

Распределение ошибок при прогнозировании зависит как от 
распределения самой выходной переменной, так и от распределе
ния соответствующего ей шума, который обычно считается не за
висящим от шума в исходных данных. При прогнозировании сум
мы значений переменной интенсивности в течение времени упре
ждения, которое намного больше интервала между наблюдениями, 
распределение ошибок представляет собой распределение суммы 
выборок из нескольких таких распределений и с возрастанием 
времени упреждения все более и более стремится к нормальному.

В большинстве случаев, представляющих практический инте
рес, исходное распределение может быть восстановлено из полу
ченного по прогнозу среднего значения и какого-либо другого па
раметра, характеризующего распределение выходной переменной. 
В качестве такого параметра, как правило, выбирается стандартное 
отклонение. Если имеется какой-то набор наблюдаемых величин 
для построения прогноза, то обычно оказывается, что для каждого
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ряда существует определенная зависимость между разбросом 
ошибок и уровнем прогноза.

Среднее абсолютное отклонение представляет собой оценку 
отклонений, которая имела бы место, если бы прогнозы разраба
тывались на основе минимизации суммы абсолютных величин 
остаточных разностей между результатами наблюдений и медиа
ной распределения вместо обычно проводимой минимизации сум
мы квадратов отклонений от среднего. Среднее абсолютное откло
нение использовалось вместо стандартного отклонения только по
тому, что его вычисление требовало меньше времени и меньшего 
объема памяти. Особенно часто этот показатель использовался в 
программах ЭВМ для прогнозирования спроса. При использова
нии современных компьютеров применение среднего абсолютного 
отклонения нецелесообразно.

Если распределение описывается нормальным законом, то 
имеем среднее абсолютное отклонение т = 0, 8а  (точное значение
коэффициента при а  равно V2/л = 0,7979), Поскольку средняя 
ошибка прогноза должна быть равна нулю, то дисперсия опреде
ляется средней квадратической ошибкой. Выбрав подходящую 
модель процесса, пересмотрим значения коэффициентов этой мо
дели по значениям средней квадратической ошибки каждый раз, 
когда поступает новая информация и заново измеряется ошибка 
прогноза.

Если шум результатов наблюдений автокоррелирован незначи
тельно, то дисперсия ошибок прогноза переменной интенсивности 
в течение времени упреждения будет равна сумме дисперсий оши
бок прогнозов для отдельных интервалов, на которые разбивается 
время упреждения I с целью периодического уточнения прогно
зов. Следовательно, стандартное отклонение, используемое для 
принятия решений, приблизительно равно <W7. В тех случаях, ко
гда имеет место автокорреляция шума, выражение для стандартно
го отклонения может быть записано в виде Oj =1 a i, где Gi — 
стандартное отклонение ошибок одного знака, / —  время упре
ждения, измеренное в интервалах между проверками прогноза, и 
5 — постоянная, которая является характеристикой всего семей
ства прогнозируемых рядов.

Как уже отмечалось, точность прогноза зависит от шума вход
ных переменных. При этом разумно считать, что прогнозы не со
держат систематической ошибки, так как средняя ошибка прогноза 
должна быть равна нулю. Пока модель соответствует изучаемому
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процессу, ошибки прогноза должны колебаться около нуля. Если 
же модель прогноза ошибочна или станет ошибочной из-за того, 
что резко изменится сам процесс, то появится последовательность 
«положительных» или «отрицательных» ошибок и, следовательно, 
средняя ошибка прогноза больше не будет равна нулю. Имеет 
смысл систематически осуществлять проверку близости средней 
ошибки прогноза к нулю. Если средняя ошибка превысит некото
рый заранее установленный предел, пользователю необходимо 
принять меры для своевременной корректировки прогноза. Для 
осуществления такой корректировки прежде всего требуется уста
новить конкретную причину смещения прогноза, после этого вне
сти в модель достаточно обоснованные изменения, принять новые 
значения для одного или большего количества коэффициентов, 
изменить некоторые или все весовые множители либо, вообще, 
изменить сам вид модели.

§ 10.11. Пример прогнозирования газопотребления

Рассмотрим пример построения прогноза потребления газа не
которым объектом в зависимости от температуры окружающей 
среды. Значения газопотребления р  в базовом периоде задавались
каждые сутки, а также задавались соответствующие им значения 
температуры t воздуха. Особенностью данной задачи является тот 
факт, что значения температуры t воздуха имеют одно распреде
ление, а значения газопотребления p{t) при фиксированной тем
пературе в силу различных причин имеет другое распределение. 
Распределения значений газопотребления и температуры легко 
установить по результатам наблюдений и с помощью ММП соста
вить функционал для оценки параметров предлагаемых зависимо
стей. В приведенных ниже расчетах прогнозов принималось, что 
все исходные данные не коррелированны и подчиняются нормаль
ному закону распределения с известными дисперсиями o 2(pi) и

ст2(/,), / = 1, 2 ,..., т, значения которых находятся по результатам
наблюдений. Предполагалось также, что продолжительность пе
риода прогнозирования составляет семь дней с уточнением про
гноза каждый день по мере поступления новой информации.

В процессе исследований имеющихся данных было установле
но, что в поставленной задаче для получения прогнозных значений 
достаточно воспользоваться линейной конфлюэнтной моделью, 
учитывающей неопределенности и в значениях температуры t , и в



550 Часть II. Задачи линейного программирования

значениях газопотребления p(i), т. е. оценки параметров к и b
линейной функции р  = kt + b, описывающей газопотребление в
зависимости от температуры, находятся как координаты точки ми
нимума функционала

cv тг СP i - k U - b f
F (p ,t)  = h  . , 2 2 - ' • (10.4)

i=1 a  ( P i )  + к 2a 2(ti)
Ковариационная (дисперсионная) матрица оценок к и b явля

ется обратной матрице
( j 2F (p ,t)  d2F (p ,t)

М  =
_ д

дк дЬ
Элементы матрицы вычисляются при найденных оценках па

раметров к и Ь.
При учете дополнительных природных факторов, таких как 

влажность воздуха v, скорость ветра w и других, достаточно вос
пользоваться линейной зависимостью газопотребления р  от этих 
факторов, т. е.

р  = b + k\t + k2v + k'iW.
Оценки параметров Ъ , к\ , к2 , къ находятся в процессе мини

мизации функционала (см, § 7.12)

^  ч £  ( p i - b - k i t - k 2v - h w ) 2 /1АСЛ
F(p,t,V ,W ) = 2l 2t . ,2 2/j. \ I 2 21 \ ,2 2, ч' (10‘5)

,-=1 <32 ( p i ) + k [ a  (ti) + Ц р  (V i) + к?a  (W i)

Ковариационная матрица оценок b, hi, к2, hi находится так
же с помощью матрицы четвертого порядка, составленной из вто
рых производных этого функционала по искомым параметрам Ь,
ки к2> *3.

Верхний предел суммирования в (10.4) и (10.5) определяется 
продолжительностью базового периода. Продолжительность базо
вого периода, с одной стороны, должна содержать число точек, 
превышающее число параметров как минимум в два раза, а с дру
гой стороны, должна быть не столь велика, чтобы не изменились 
условия протекающего процесса, хотя увеличение числа точек 
увеличивает точность получаемых оценок параметров. Проведен
ные расчеты показали, что продолжительность базового периода 
может быть от 10 до 20 дней.
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Часто для анализа газопотребления используют нелинейные 
зависимости. Например, потребление газа при переходе от зимнего 
периода через весенний до летнего периода или от летнего перио
да через осенний до зимнего периода хорошо описывается логи
стической функцией. При коротких временных периодах для 
описания газопотребления можно использовать полиномиальную 
зависимость; как правило, порядок полинома не превышает двух.

Рис. 10.1. Общая блок-схема расчета прогнозов
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Тогда можно применить формулы из § 7.13 или воспользоваться 
приближенной формулой: если потребление как функция темпера-

А  Л. Л

туры имеет вид p  = b + k\l + kit , то оценки Ь, к\ и к-± находятся 
как координаты точки минимума функционала

Я 0 м )  = Ё -
2 \ 2( p i  - Ъ - k \ t t -  k 2ti )

“  a 2 ( p i ) + а 2 (tj )(к{ + АкЪг)
При этом в обоих случаях получаются достаточно близкие 

оценки параметров Ь, к\ и к2 .
Общая схема получения прогноза газопотребления приведена 

на рис. 10.1. В нее входят блоки заданий и расчетный блок. Их 
блок-схемы представлены соответственно на рис. 10.2 и 10.3.

Р и с. 10.2. Блок заданий
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Рис. 10.3. Блок обработки данных

Результаты расчетов прогнозов газопотребления приведены на 
рис. 10.4 и 10.5. Расчеты проводились для рабочих и нерабочих 
дней. Весь массив исходных данных за год (356 дней) разбивался 
на две части: первая часть —  база для прогноза, вторая часть ис
пользовалась для сравнения прогноза с реальными данными. База 
для прогноза составляла 30 дней (см, рис. 10.4).

Предварительно для получения оценок параметров прогнози
рующих функций строилась зависимость газопотребления от тем
пературы. Чтобы продемонстрировать различие оценок для разных 
моделей, методом наименьших квадратов строились для каждого 
варианта три прямые регрессии: одна не учитывала неопределен
ность по температуре, т. е. невязка бралась только по газопотреб- 
лению, другая не учитывала неопределенность по газопотребле- 
нию, а также строилась прямая с учетом неопределенностей тем
пературы и газопотребления (условия для конфлюэнтного 
анализа).

Соответственно параметры к  и b для регрессионных моделей 
были обозначены: k!pw и btpw (если учитывалась только неопреде-
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ленность по температуре) или kptw и bptw (если учитывалась толь
ко неопределенность по газопотреблению) для рабочих дней, кфГ 

и btpr или kptr и bptr для нерабочих дней.

Рис. 10.4. Исходный расчет прогноза (база 30 дней)

Рис. 10.5. Подправленный расчет прогноза (база 30  дней)
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Для конфлюэнтной модели использовались обозначения k^onf w

И A:onf w 1 ^konf г И Amnf г •

Для примера, приведенного на рис. 10.4, получены следую
щие оценки значений параметров к  и b при а(Д) = 7°С  и дис

персии G2(pi) для заданных значений р, и фиксированной тем
пературы tt.

Дисперсия значений газопотребления вычислялась по пред
ставленным результатам, предварительно отнормированным по 
значениям температуры.

В итоге получено:
1) для рабочих дней

hPw = -152,6, btpw = 4496,8,

kptw = —223,5, btpw = 3174,5,
A  А

^•konfw 160,3, ^ o n fw  4355,2,

2) для нерабочих дней

^ = - 1 3 7 , 2 ,  btpr =5173,1,

kptr = -225,4, bptr = 3621,5,

kkovfr = -146,9, bkoat r = 4994,9.

Эти данные убедительно демонстрируют различие результатов 
прогнозирования по указанным уравнениям прямой.

После оценки параметров к и b строился прогноз с учетом 
параметров конфлюэнтной модели. К последнему значению базо-

л
вого периода добавлялось значение k^onf w, умноженное на раз
ность «истинных» значений температур At между последней точ
кой базового периода и первой точкой прогноза. Аналогично, к 
первой точке прогноза добавлялось соответствующее значение

А

kkonfwAk в результате получалась вторая точка прогноза и т. д. По

рассчитанным значениям дисперсий faonf lv и Д/ с помощью фор
мул переноса ошибок определялась средняя квадратическая ошиб
ка прогноза в каждой точке. Если прогнозируемые значения счи
тывались согласно уравнению прямой р = l \ ovs  + к̂ опИ-, то есте
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ственно, что последний прогноз был менее эффективен, так как
А

здесь на прогноз дополнительно влияет ошибка в оценке / \ onf .
Чтобы получить для нелинейных зависимостей газопотребле

ния p(i) первую точку прогноза при температуре Цп, необходимо
к последней точке базового периода с температурой tn5 добавить 
величину Api = p(hn) -  p(tn5 ), вычисленную согласно выбранной 
модели. Для получения второй точки прогноза необходимо к пер
вому прогнозному значению прибавить величину Ap2 = p (t2U)~
- p ( h п)ит.  д.

Некоторые результаты такого подхода приведены на рис. 10.4 
и 10.5. Прогноз, представленный на рис. 10.4, выявил, что данные 
по температуре были ненадежны: трудно предположить, что пер
вая точка прогноза будет так отклоняться от прогнозного значения 
по какой-то другой причине.

Далее была проведена корректировка значений температуры в 
прогнозируемых точках. Результаты уточненного прогноза пред
ставлены на рис. 10.5. Заметим, что использование скорректиро
ванных значений температуры несущественно меняет оценки па
раметров модели, применяемой для прогнозирования газопотреб
ления.
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Приложение 1

ОПИСАНИЕ ПРОГРАММЫ «РЕГРЕССИЯ»
(ИНСТРУКЦИЯ Д ЛЯ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ)

Программа «Регрессия» предназначена для расчета параметров 
линейной регрессии Y  на X , X  на Y  и ортогональной регрессии, 
а также параметров прямой линии, параболы и полинома 3-й сте
пени с помощью МНК. Главное окно программы представлено на 
рис. П1.1.
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Рис. П1.1. Окно программы, вкладка «Регрессия»

В верхней части окна программы находятся две вкладки, кото
рые позволяют переключаться между «режимами» регрессии и 
МНК.

Рассмотрим элементы, находящиеся на вкладке «Регрессия».
Для проведения расчетов необходимо загрузить в программу 

данные, для чего служит кнопка «Прочитать исходные данные». 
При ее нажатии появляется диалоговое окно выбора текстового 
файла с данными (рис. П 1.2).

Текстовый файл можно создать в любом простом текстовом ре
дакторе, например в Блокноте. Внимательно изучите формат файла 
исходных данных! В этом файле пять строк. В первой строке со
держится число пар точек, по которым рассчитывается регрессия. 
Во второй строке находятся значения для У , в третьей — средние
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Рис* П1.2. Диалоговое окно выбора 
файла исходных данных

квадратические отклонения каждого измерения для X ,  в четвертой 
и пятой —  значения и средние квадратические отклонения для Y. 
В строке между числами может быть любое число пробелов и сим
волов табуляции, между строками с данными не должно быть пу
стых строк. Пример текстового файла представлен ниже:

5
0 2 3 4 8
1 . 1  2 . 2  1 . 4  3 . 1  1 . 1
8 2 6 4  1 3
1 2  1 2  3

По данным одного файла строятся все три линии регрессии.
Следует обратить внимание, что при записи в файл дробных чи

сел разделителем целой и дробной частей является точка, а не запя
тая (см. третью строку приведенного примера текстового файла).

Данные для нового варианта регрессии должны записываться в 
отдельный файл исходных данных! В файле с данными должно 
быть пять строк (как указано выше).

После того как данный файл прочитан, можно построить линии 
регрессии. Для этого нужно нажать кнопку «Построить». Тип ре
грессий выбирается установкой соответствующих флажков на по
ле «Тип регрессии».

При нажатии кнопки «Построить» будут построены выбранные 
регрессии и кривые, а справа в белом поле будут выведены пара
метры регрессий (рис. П1.3).

При этом дополнительно в нижней части окна программы 
отображаются формулы для дисперсий значений х, и у г и система 
уравнений, из которой находятся оценки параметров ортогональ
ной регрессии (рис. П1.4).
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Рис. П1.4. Результаты расчетов. Дополнительно построе
ны интервальные оценки линий регрессии

Если отметить флажком параметр «Построить интервальные 
оценки линий», то при выводе линий регрессии будут отображать
ся интервальные оценки линий регрессии. Предварительно можно 
в выпадающем списке задать уровень доверительной вероятности, 
который будет определять «ширину» доверительного интервала 
(«расстояние» между интервальными кривыми).

Если необходимо увидеть весь процесс решения задачи, ре
зультаты расчетов можно сохранить. Для этого нужно нажать 
кнопку «Сохранить результаты», после чего появится диалоговое 
окно сохранения файла (рис. П1.5). В этом окне нужно задать имя 
файла, в который запишутся результаты, выбрать директорию, где
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Сомроиечмв графнкпо а ф ай л  bmp

| jr4̂  recrbssiua ---------------------------------- 3 +■ I S  с* pislurft Ш
-------------------------------------II “1̂23

Имя файла: J | СсйрлилГ
Тип Файла |В4тпар$ Г bmpl ^  Отмена

Рис. П1.5. Диалоговое окно сохранения файла

будет сохранен файл, и нажать кнопку «Сохранить». При этом бу
дут созданы два файла: один с расширением bmp —  в него запи
шутся графики; другой с расширением t x t  —  в него запишется 
весь процесс поэтапного решения задачи с ответами на каждом 
этапе, что позволит проконтролировать расчеты, и рассчитанные 
параметры регрессий. Для построения линий регрессии Y  на I  и 
X  на Y  применяется векторно-матричная форма записи решений 
систем уравнений.

Для приведенных на рис. П1.3-П1.4 данных текстовый файл 
результатов будет иметь следующий вид:
П а р а м е т р ы  р е г р е с с и и  
Y н а  X:
М а т р и ц а  X с и с т е м ы :
0 1 
2 1
3 1
4 1 
8 1
М а т р и ц а  Y с и с т е м ы :
8
2
6
4
13
D - м а т р и ц а  д и с п е р с и й  и з м е р е н и й  Y :
1 0 0 0 0 

0 4 0 0 0 
0 0 1 0  0 
0 0 0 4 0 
0 0 0 0 9

Недавниеоок̂ енты

ч
Сетевоеокружение
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DA { - 1 )  - о б р а т н а я  м а т р и ц а  д и с п е р с и й  и з м е р е н и й  Y:
1 0 0 0 0
О 0 , 2 5  О О О
0 0 1 0  0

0 0 0  0 , 2 5  0
0 0 0 0  0,1111
М а т р и ц а  X t  * DA ( - 1 )  * X:
2 1 , 1 1  5 , 3 8 9  
5 , 3 8 9  2 , 6 1 1
М а т р и ц а  {Xt  * DA ( - 1 )  * Х ) А ( - 1 )  - о б р а т н а я  ( о н а  же  я в л я е т с я
к о в а р и а ц и о н н о й ) :
0 , 1 0 0 1  - 0 , 2 0 6 6  
- 0 , 2 0 6 6  0 , 8 0 9 4  
М а т р и ц а  X t  * DA ( - 1 )  * Y:
3 4 , 5 6  
1 6 ,  94
П р и м е ч а н и е : X t  -  т р а н с п о н и р о в а н н а я  м а т р и ц а  X 
а  = - 0 , 0 4 1 5 3  
Ь = 6 , 5 7 5  
D [а]  = 0 , 1 0 0 1  
D [Ь] = 0 , 8 0 9 4
m u [ a , b ]  = - 0 , 2 0 6 6 ;  mu -  к о р р е л я ц и о н н ы й  м о м е н т  п а р а м е т р о в
р е г р е с с и и  а  и  b

П а р а м е т р ы  р е г р е с с и и  
X н а  Y :
М а т р и ц а  Y с и с т е м ы :
8 1 
2 1 
6 1 
4 1 
13 1
М а т р и ц а  X с и с т е м ы ;
О
2
3
4 
8

D - м а т р и ц а  д и с п е р с и й  и з м е р е н и й  X:  
1,21 0 0 0 0  
О 4 ,  84 0 0 0 
0 0 1 , 9 6 0 0  
0 0 0 9 , 6 1 0  
0 0 0 0  1,21
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Da { - 1)  - о б р а т н а я  м а т р и ц а  д и с п е р с и й  и з м е р е н и й  X:
0 , 8 2 6 4  0 0 0 0  
0 0 , 2 0 6 6  О О О  
0 0 0 , 5 1 0 2  0 0 
О О О  0 , 1 0 4 1  О 
0 0 0 0  0 , 8 2 6 4  
М а т р и ц а  Y t  * DA ( - 1 )  * Y:
2 1 3 , 4  2 1 , 2 5  
2 1 , 2 5  2 , 4 7 4
М а т р и ц а  ( Y t  * d a ( - 1) * Y ) A ( - 1 }  - о б р а т н а я  ( о н а  же  я в л я е т с я
к о в а р и а ц и о н н о й ) :
0 , 0 3 2 3 1  - 0 , 2 7 7 5
- 0 , 2 7 7 5  2 , 7 8 8
М а т р и ц а  Y t  * DA ( - 1 )  *  X:
9 7 ,  63 
8 , 972
П р и м е ч а н и е : Y t  -  т р а н с п о н и р о в а н н а я  м а т р и ц а  Y 
а  = 0 , 6 6 4 7  
b  = - 2 , 0 8 2  
D [а]  = 0 , 0 3 2 3 1  
D [Ь] = 2 , 7 8 8
m u [ a , b ]  = - 0 , 2 7 7 5 ;  mu -  к о р р е л я ц и о н н ы й  м о м е н т  п а р а м е т р о в
р е г р е с с и и  а  и  b

П а р а м е т р ы  о р т о г о н а л ь н о й  
р е г р е с с и и : 
а  = - 0 , 2 4 9 7  
b  = 7 , 0 4 5  
D [а]  = 0 , 1 5 8 9  
D [Ь] = 1 , 3 0 5
mu[a,b] = - 0 , 3 7 5 1 ;  mu -  к о р р е л я ц и о н н ы й  м о м е н т  п а р а м е т р о в
р е г р е с с и и  а  и  b

Вкладка «МНК» предназначена для расчетов параметров пря
мой линии, параболы и полинома 3-й степени методом наименьших 
квадратов. Также здесь предусмотрена возможность построения 
доверительных интервалов для указанных типов линий.

Внешний вид программы при активной вкладке «МНК» приве
ден на рис. П 1.6.

Для загрузки исходных данных в программу служит кнопка 
«Прочитать исходные данные», при нажатии которой открывается 
стандартное диалоговое окно выбора файла, аналогичное приве
денному на рис. П1.2. Внимательно изучите формат файла исход
ных данных!
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Рис. П1.6. Окно программы, вкладка «МНК»

Файл исходных данных должен состоять из трех строк: в первой 
строке указывается число точек, во второй перечислены значения 
X , в третьей —  Y . Пример содержимого файла приведен ниже:

7
8 . 1  6 . 2  9 . 9  1 2 . 1  1 4 . 2  1 4 . 9  1 8 . 2
1 , 9  6 . 9  3 . 9  8 . 1  2 1 . 2  3 0 . 1  1 3 . 8

После выбора файла следует в поле «Вид линии» отметить 
«галочками» те типы линий, параметры которых будут рассчиты
ваться, и нажать кнопку «Построить». При этом будут отображены 
исходные точки и соответствующие линии, а в текстовом поле 
справа —  параметры выбранных типов линий (рис. П1.7).

Рис. П1.7. Расчет параметров линий методом наи
меньших квадратов
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Рис. П1.8. Расчет параметров линий методом 
наименьших квадратов

Если отметить флажком параметр «Построить интервальные 
оценки линий», то при выводе будут отображаться интервальные 
оценки прямой линии, параболы или полинома 3-й степени 
(рис. П1.8). Предварительно можно в выпадающем списке задать 
уровень доверительной вероятности, который будет определять 
«ширину» доверительного интервала («расстояние» между интер
вальными кривыми).

Вычисление н т т р п а д л п  i t  «щенок линии 
Пусть гсгъ функция вида Спрями днякк) гйторая ш я т  пшк&кой ко параметром й и Ь. Известна

ковариационная метрица оценок covla.iH o[i] ггй С3[5], “дисперсия оцейе* S н 6 соответственно, дМ-
я у , -  «5+&Т| может быть рэссч ш аш

[)j=fll“] ■

нх корреляционный момент. Тогда для лобого знавши х, дисперсия соответствующего 
во формуле: ' j>W *[Ы]'

Xii] 44.
Дли параболы а  пОдоифмО третьего порядка. EOrOpwO такж е линейны по лйрйметр&м, днСпбрСин эвдчеинй y t вы числяется по 

е т л о п л з ы м  формулам. fi '
Для параболы (У,-д + йг(+&̂ ): .̂ [у,] = [ц j^JcovphMj х,

Дня полинома 3-гО порядка (ft у Z>[̂ | = [ijr, я? *̂ Jo0v̂ i,i,c,d]

еда^3,4,«3^ к  cOV^a,6,ct d j  • нвЯярн&циокнЫс матрицы Оценок параметров рНжфяОСТЬс З а З  Л 4 я  4 соответственно.

После вычисления дисперсии значения у, кеобходимо построить до вертельный интервал у , . Для ага го 

квадратическое отклонят ft: a(ft) - т/ЩА] .
Тогда доверительный нигервю дев ЗОданнйгО уровня надежности г (верО«ти«>езн, о которой интервал накроет непшное 

Значение yt) определяется по формуле:

-  г, S  К  й  f t  + г, =  у

тля п - число пар точен (*,.>[,). юетерькияищиоеа.икь.Еи оценки парамстроя а, Ь, е. d\ tr • иакошгеа я таблице приложения 3 
(в руководстве ( решен ню задач Гмуриана) для заданных /Ил.

Задаьал зютсиод х, и вычисляя для ьаэдосо .г, значения ft -tY - ̂ д.~-
( * o’fft)*! ( ■.I Ь.Я- ~У j-  I н I JFj,y,+tf у  ^ыииив которые плавной лншей, получаем границы
соответствующей juuteel (тгрююй. параболы шш полинома 3-го сордзга). Рэсегояпнс от прямой (параболы, 
грант доверительного интервала мшшмально в точке (х,у).

0 (ft)■ УН мсййй построить точки4п
доверительного шпервляа для 

3-ю порядка) по

Рис. П1.9. Окно «Вы числение интервальных оценок линии»
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Если отметить флажком поле «Построить интервальные оцен
ки линий» на экране появляется окно с основными формулами для 
расчета ковариационных матриц параметров линий и интерваль
ных оценок линий (рис. П1.9).

Для сохранения результатов расчета в файле служит кнопка 
«Сохранить результаты», которая работает аналогично кнопке на 
вкладке «Регрессия», т. е. в файл записываются не только пара
метры линий и ковариационные матрицы, но и все этапы расчетов. 
Пример текстового файла с сохраненными результатами приведен 
ниже:

П р я м а я  л и н и я  
м а т р и ц а  X ;
1 , 0 0 0 0  8 , 1 0 0 0  
1 , 0 0 0 0  6 , 2 0 0 0
1 . 0 0 0 0  9 , 9 0 0 0
1.0000 12,1000
1 . 0 0 0 0  1 4 , 2 0 0 0
1 . 0 0 0 0  1 4 , 9 0 0 0
1 . 0 0 0 0  1 8 , 2 0 0 0
м а т р и ц а  X t  ( т р а н с п о н и р о в а н н а я ) :
1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0

8 , 1 0 0 0  6 , 2 0 0 0  9 , 9 0 0 0  1 2 , 1 0 0 0  1 4 , 2 0 0 0  1 4 , 9 0 0 0  1 8 , 2 0 0 0  
м а т р и ц а  X t * X :
7 . 0 0 0 0  8 3 , 6 0 0 0
8 3 , 6 0 0 0  1 1 0 3 , 3 6 0 0  
м а т р и ц а  X t * Y :
8 5 , 9 0 0 0
1 1 9 5 , 4 8 0 0
о б р а т н а я  м а т р и ц а  X t * X A { - l ) :
1 , 5 0 2 1  - 0 , 1 1 3 8  
- 0 , 1 1 3 8  0 , 0 0 9 5  
О ц е н к и  п а р а м е т р о в :  
а = - 7 , 0 2 9 4  
Ь = 1 , 6 1 6 1
О ц е н к а  д и с п е р с и и  Y : 
s i g m a ( у ) * 2 = 1 4 , 7 3 5 6
К о в а р и а ц и о н н а я  м а т р и ц а  о ц е н о к  п а р а м е т р о в  
s i g m a ( у ) A2 * X t * X A ( - 1 ) :
2 2 , 1 3 3 8  - 1 , 6 7 7 0  
- 1 , 6 7 7 0  0 , 1 4 0 4

П а р а б о л а  
м а т р и ц а  х :
1 . 0 0 0 0  8 , 1 0 0 0  6 5 , 6 1 0 0
1 . 0 0 0 0  6 , 2 0 0 0  3 8 , 4 4 0 0
1 . 0 0 0 0  9 , 9 0 0 0  9 8 , 0 1 0 0
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1 . 0 0 0 0  1 2 , 1 0 0 0  1 4 6 , 4 1 0 0
1 . 0 0 0 0  1 4 , 2 0 0 0  2 0 1 , 6 4 0 0
1 . 0 0 0 0  1 4 , 9 0 0 0  2 2 2 , 0 1 0 0
1 . 0 0 0 0  1 8 , 2 0 0 0  3 3 1 , 2 4 0 0  
м а т р и ц а  X t  ( т р а н с п о н и р о в а н н а я ) :
1 . 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0  1 , 0 0 0 0

8 , 1 0 0 0  6 , 2 0 0 0  9 , 9 0 0 0  1 2 , 1 0 0 0  1 4 , 2 0 0 0  1 4 , 9 0 0 0  1 8 , 2 0 0 0
6 5 , 6 1 0 0  3 8 , 4 4 0 0  9 8 , 0 1 0 0  1 4 6 , 4 1 0 0  2 0 1 , 6 4 0 0  2 2 2 , 0 1 0 0  3 3 1 , 2 4 0 0  
м а т р и ц а  X t * X :
7 , 0 0 0 0  8 3 , 6 0 0 0  1 1 0 3 , 3 6 0 0
8 3 , 6 0 0 0  1 1 0 3 , 3 6 0 0  1 5 7 1 1 , 4 3 4 0
1 1 0 3 , 3 6 0 0  1 5 7 1 1 , 4 3 4 0  2 3 6 4 9 1 , 2 2 0 0  
м а т р и ц а  X t * Y :
8 5 , 9 0 0 0
1 1 9 5 , 4 8 0 0
1 7 4 8 6 , 4 3 6 0
о б р а т н а я  м а т р и ц а  X t * X * ( - l ) :
1 3 , 9 1 4 8  - 2 , 4 0 5 7  0 , 0 9 4 9  
- 2 , 4 0 5 7  0 , 4 3 2 7  - 0 , 0 1 7 5  
0 , 0 9 4 9  - 0 , 0 1 7 5  0 , 0 0 0 7  
О ц е н к и  п а р а м е т р о в :  
а = - 2 1 , 1 5 3 4  
Ь = 4 , 2 2 4 0  
с = - 0 , 1 0 8 0
О ц е н к а  д и с п е р с и и  Y : 
s i g m a ( у ) * 2 = 9 , 4 6 3 6
К о в а р и а ц и о н н а я  м а т р и ц а  о ц е н о к  п а р а м е т р о в  
s i g m a ( у ) A2 * X t * X * ( - 1 ) :
1 3 1 , 6 8 3 6  - 2 2 , 7 6 6 8  0 , 8 9 8 2  
- 2 2 , 7 6 6 8  4 , 0 9 5 1  - 0 , 1 6 5 8  
0 , 8 9 8 2  - 0 , 1 6 5 8  0 , 0 0 6 9

П о л и н о м  3 - й  с т е п е н и  
м а т р и ц а  X :
1 , 0 0 0 0 8, 1 0 0 0 6 5 ,  61 00 53 1 , 4 4 1 0
1 , 0 0 0 0 6, 2 0 0 0 3 8 , 4 4 00 23 8 , 3 2 8 0
1 , 0 0 0 0 9, 9 0 0 0 9 8 ,  01 00 9 7 0 , 2 9 9 0
1 , 0 0 0 0 12 , 1 0 0 0 1 4 6 , 4 1 0 0 1 7 7 1 , 5 6 10
1 , 0 0 0 0 14 , 2 0 0 0 2 0 1 , 6 4 0 0 2 8 6 3 , 2 8 80
1 , 0 0 0 0 14 , 9 0 0 0 2 2 2 , 0 1 0 0 3 3 0 7 , 9 4 90
1 , 0 0 0 0 18 , 2 0 0 0 3 3 1 , 2 4 0 0 6 0 2 8 , 5 6 80
м а т р и ц а . X t  ( т р а н с п о н и р о в а н н а я ) :
1 , 0 0 0 0 1, 0 0 0 0 1 ,  000 0 1 , 0 0 0 0  1 , 0 00
8 , 1 0 0 0 6, 2 0 0 0 9 ,  900 0 1 2 , 1 0 0 0  14 , 2
6 5 , 6 1 0 0  3 8 , 4 4 0 0  9 8 , 0 1 0 0  1 4 6 , 4 1 0 0  2 0 1 , 6 4 0 0  2 2 2 , 0 1 0 0  3 3 1 , 2 4 0 0  
5 3 1 , 4 4 1 0  2 3 8 , 3 2 8 0  9 7 0 , 2 9 9 0  1 7 7 1 , 5 6 1 0  2 8 6 3 , 2 8 8 0  3 3 0 7 , 9 4 9 0  
6 0 2 8 , 5 6 8 0



П1. Описание программы «Регрессия» {инструкция для пользователя) 573

м а т р и ц а  X t * X :
7 , 0 0 0 0  8 3 , 6 0 0 0  1 1 0 3 , 3 6 0 0  1 5 7 1 1 , 4 3 4 0
8 3 , 6 0 0 0  1 1 0 3 , 3 6 0 0  1 5 7 1 1 , 4 3 4 0  2 3 6 4 9 1 , 2 2 0 0
1 1 0 3 , 3 6 0 0  1 5 7 1 1 , 4 3 4 0  2 3 6 4 9 1 , 2 2 0 0  3 7 0 7 1 5 6 , 4 0 0 0  
1 5 7 1 1 , 4 3 4 0  2 3 6 4 9 1 , 2 2 0 0  3 7 0 7 1 5 6 , 4 0 0 0  5 9 9 0 3 7 1 5 , 0 0 0 0  
м а т р и ц а  X t * Y :
8 5 , 9 0 0 0
1 1 9 5 , 4 8 0 0
1 7 4 8 6 , 4 3 6 0  
2 6 4 2 5 3 , 2 2 0 0
о б р а т н а я  м а т р и ц а  X t * X A ( - l ) :
1 7 0 , 9 0 4 2  - 4 6 , 5 4 7 1  3 , 9 1 5 3  - 0 , 1 0 3 4  
- 4 6 , 5 4 7 1  1 2 , 8 4 4 1  - 1 , 0 9 1 7  0 , 0 2 9 1  
3 , 9 1 5 3  - 1 , 0 9 1 7  0 , 0 9 3 7  - 0 , 0 0 2 5  
- 0 , 1 0 3 4  0 , 0 2 9 1  - 0 , 0 0 2 5  0 , 0 0 0 1  
О ц е н к и  п а р а м е т р о в :  
а = 1 8 5 , 2 7 4 2  
Ь= - 5 3 , 8 1 8 1  
с = 4 , 9 1 5 5  
d = - 0 , 1 3 5 9
О ц е н к а  д и с п е р с и и  Y : 
s i g m a ( у ) А2 = 0 , 2 3 3 2
К о в а р и а ц и о н н а я  м а т р и ц а  о ц е н о к  п а р а м е т р о в  
s i g m a ( у ) A2 * X t * X A ( - 1 ) :
3 9 , 8 4 7 5  - 1 0 , 8 5 2 8  0 , 9 1 2 9  - 0 , 0 2 4 1  
- 1 0 , 8 5 2 8  2 , 9 9 4 7  - 0 , 2 5 4 5  0 , 0 0 6 8  
0 , 9 1 2 9  - 0 , 2 5 4 5  0 , 0 2 1 8  - 0 , 0 0 0 6  
- 0 , 0 2 4 1  0 , 0 0 6 8  - 0 , 0 0 0 6  0 , 0 0 0 0

Замечание. При расчете дисперсии (ковариационной матрицы) 
оценок параметров линий в МНК предполагается, что дисперсия 
значений у,- неизвестна и ее оценка находится по формуле

Fyx<т(у,)2 = п(у)2 = --------. Эта оценка учитывается в операции
п — т

а(у)2( Х ТХ )~1 при определении дисперсии параметров линии.



Приложение 2

П РО ГРА М М Ы  Д Л Я  РЕШ ЕН И Я  ЗАДАЧ  
Л И Н ЕЙ Н О ГО  П РО ГРА М М И РО ВА Н И Я

Для решения задачи линейного программирования можно 
использовать две программы, представленные на диске: L i n P r o g  
и Mat P ro g . Обе они обеспечивают решение задачи линейного 
программирования в пошаговом режиме, обеспечивая на каждом 
шаге вывод результатов.

П2.1. Описание программы L in P ro g

Рассмотрим работу программы на конкретном числовом 
примере.

Требуется найти минимальное значение функции
/  ( х )  =  X] -  Х2

при ограничениях
(2xi + Х 2 < 7 ;

( - x i  +  4x2  > 1 0 ;

Xi,X2 > 0 .

Приведем задачу к каноническому виду. Для этого в первое 
неравенство добавим слабую переменную Хз, а из второго 
неравенства вычтем х4:

[2 x i  +  Х2 +  хз =  7;

[-Х 1  4- 4X2 — Х4 =  1 0 .

Запишем задачу в матричном виде:

/  = С ■ X —» min,

А X = b,
где

Г Х]

, А =С =  [1 - 1  о о ] , х  = х2
х3
Х4

" 2 1 1 0'
, Ь = " 7"

-1 4 0 -1 10
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Сформируем файл с исходными данными задачи, который 
будет использовать программа L i n P r o g .  Он может быть создан в 
любом текстовом редакторе, например, в Блокноте и имеет вид:

f l a g m n

0 Cl C2 . . Cn

bi «11 «12 - ■ a\n

b i «21 «22 - ■ «2л

Ьт «ml «m2 • • «m n

Параметр f l a g  может принимать только два значения: 0 — 
если целевая функция минимизируется, 1 —  если целевая функция 
максимизируется; т —  число ограничений, п — число перемен
ных; а  , b j , aik —  коэффициенты целевой функции, правой и ле
вой части ограничений соответственно; г, к = 1, п; у, / = 1, т.

Если требуется записать в файл дробные числа, то они долж
ны быть записаны в виде десятичных дробей, причем разделите
лем дробной и целой частей является точка! В строке между чис
лами может быть любое число пробелов и знаков табуляции (это 
справедливо для всех описанных ниже файлов исходных дан
ных).

Для исходных данных примера файл запишется следующим 
образом:

0 2 4
0 1 - 1 0 0
7 2 1 1 0
1 0  - 1  4 0 - 1

Сохраним его под именем p r i m e r ,  t x t .
Замечание. Если правая часть bj у-го ограничения отрицатель

на, то перед записью этого ограничения в файл его надо предвари
тельно умножить на —1.

Запускаем программу L i n P r o g ,  главное окно которой пред
ставлено на рис. П2.1.

Открываем файл p r i m e r  . t x t  с исходными данными задачи. 
Для этого нажимаем меню «Файл» и далее выбираем пункт «За
грузить». В появившемся диалоговом окне выбора файла указыва
ем p r i m e r . t x t  (рис. П2.2) и нажимаем кнопку «Открыть».



Дальше

Рис. П2.1. Главное окно программы LinProg
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й ткрытие файла г

Папка: j Q  LR1_simplex

Ijdp.txt

Мой компьютер
prime: ,txt

Тип: Текстовый документ 
Изменен: 23.01,2009 17:16 
Размер: 42 байт

Мон документы

Рабочий стол

!Д
Избранное

Имя Файла: 

1ип Файлов:

lprimer.txt

1 Файлы Ь4

Открыть

Отмена

А
Рис. П2.2. Диалоговое окно выбора файла с данными

ешение задачи линейного программирования симплекс методом

Файл

базис своб х1 х2 хЗ х4

Я Ш
2 1 1 0

10 -1 4 0 -1

f 0 1 ■1 0 0

Дальше 1

Рис. П2.3. Главное окно программы с загруженньши данными

Данные из файла отобразятся в главном окне программы 
(рис. П2.3).
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Замечание. Программа осуществляет минимизацию целевой 
функции. Если в файле исходных данных f  l a g  = 1 (задача макси
мизации), то предварительно при считывании данных из файла в 
программу коэффициенты целевой функции умножаются на - 1.

Выбираем пункт меню «Файл» и далее «Поиск опорного реше
ния». Если в симплекс-таблице в столбце свободных членов нет 
отрицательных элементов, то появляется сообщение «Добавляем 
искусственные переменные».

После нажатия кнопки «ОК» в диалоговом окне с этим сооб
щением в исходную симплекс-таблицу вводятся искусственные 
переменные.

Замечание. Для отыскания допустимого базисного решения 
используется метод искусственного базиса. В каждое ограниче
ние-равенство вводится по одной дополнительной новой перемен
ной xs , s = п + 1 , п  + т. После этого формируется фиктивная 
целевая функция p h i ,  элементы которой представляют собой 
сумму всех элементов ограничений задачи в соответствующем 
столбце, взятую со знаком минус. Сначала решается задача мини
мизации фиктивной целевой функции p h i .  Элементы строки с 
целевой функцией пересчитываются на каждом шаге так же, как и 
другие элементы симплекс-таблицы. Если система ограничений не 
противоречива, то на к-й итерации строка p h i  обнуляется, она вы
черкивается и далее процесс продолжается со строкой целевой 
функции f .

Если в столбце свободных членов есть отрицательные элементы, 
то появляется сообщение «В столбце свободных членов есть отри
цательные элементы!» и внизу главного окна программы появляется 
кнопка «Умножить строки с отрицательными свободными членами 
на -1» .  Если нажать эту кнопку, то все строки в симплекс-таблице 
с отрицательными свободными членами умножаются на — 1 .

После того как введены искусственные базисные переменные, 
выводится сообщение, где предлагается указать разрешающий 
элемент в симплекс-таблице. При нажатии кнопки «ОК» кнопка 
«Дальше» (расположена в нижнем левом углу главного окна про
граммы) становится активной.

Чтобы выделить разрешающий элемент, надо щелкнуть один 
раз левой кнопкой мышки по соответствующей клетке симп
лекс-таблицы и нажать кнопку «Дальше» (рис. П2.4).
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ешение задачи линейного програШирования симплекс методо

Файл

Дальше

базис своб xl х2 кЗ х4 х5 хБ

х5 7 2 1 1 0 1 0

хб 10 -1 ■ ■ 0 ■1 0 1

f 0 1 -1 0 0 0 0

phi -17 -1 -5 -1 1 -1 -1

Рис. П2.4. Выбор генерального элемента

Если разрешающий элемент выбран верно, то проводится пе
ресчет элементов симплекс-таблицы. Чтобы продолжить далее 
пошагово алгоритм симплекс-метода, надо нажать кнопку «Даль
ше». При этом выделенная синим цветом ячейка будет указывать 
на каждой итерации на ведущий элемент.

Как только искусственные базисные элементы будут выведены 
из базиса, появится соответствующее сообщение «Искусственные 
переменные выведены из базиса».

Если на данном шаге получена оптимальная точка, то отобра
жается сообщение «Оптимальное решение найдено».

По анализу оптимальной симплекс-таблицы можно сделать 
вывод о наличии других альтернативных решений. Если в опти
мальной таблице среди коэффициентов целевой функции, соответ
ствующих свободным переменным, есть нулевые, то, возможно, 
существуют и другие оптимальные точки. Чтобы найти альтерна
тивные решения, надо выполнить следующие действия: 1) каждый 
столбец оптимальной симплекс-таблицы, соответствующий сво
бодной переменной, в котором коэффициент целевой функции, 
равен нулю, рассмотреть как ведущий; 2) для каждого такого ве
дущего столбца попытаться найти его разрешающий элемент;
3) если разрешающий элемент найден, то провести новую итера
цию симплекс-метода, Полученное решение и будет другой опти
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мальной точкой. Если разрешающий элемент не найден, то перей
ти к следующему ведущему столбцу.

В случае наличия нескольких оптимальных решений выводит
ся сообщение «Есть альтернативные минимумы! Укажите их!» 
При этом сами дополнительные экстремумы в программе не ищут
ся, это нужно сделать самостоятельно по полученной оптимальной 
симплекс-таблице.

Если разрешающий элемент определен неправильно, то выво
дится сообщение об ошибке «Ведущий элемент выбран неверно» и 
кнопка «Дальше» становится неактивной. Чтобы указать разреша
ющий элемент снова, надо выбрать в меню «Файл» пункт «Поиск 
опорного решения» и повторить описанные выше действия.

Файл

j Дальше \

Рис. П2.5. Оптимальная симплекс-таблица

После четырех итераций получаем оптимальное решение 
(рис. П2.5).

П2.2. Описание программы M a t P r o g

В программной системе M a t P r o g  реализовано решение за
дач линейного программирования (ЛП): симплекс метод, транс
портная задача, поиск максимального потока и минимального раз
реза сети, регрессионный анализ и поиск в семантических сетях, 
используемый при разработке экспертных систем и решателей.
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В рассматриваемой системе все файлы данных должны быть со
зданы только программно средствами системы. Для каждой зада
чи устанавливается свой фильтр: вводится свое расширение для 
файла данных. Файлы, созданные в блокноте, не открываются.

, jJ? МГТУ ж.Н.Э, Баумана Информационные технологии; Исследование операций о о е
Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

М а тр и ц а  1 1 М а трм ц а_2

1

1 1 -
№

▼

1

жя i ■ _  1
ц

Status; ^

Рис. П2.6. Главное окно программы MatProg

Методика решения каждой задачи приводится в справках в ме
ню системы. Главное окно программы представлено на рис. П2.6.

Решение задачи Л П  с помощью программы MatProg

Для решения в системе необходимо предварительно привести 
математическую модель задачи ЗЛП к канонической форме. По 
математическому описанию задачи создать файл описания ЗЛП 
(или открыть ранее созданный, для этого перейти к пункту, соот
ветствующему рис. П2.12). Далее вводятся данные с последующим 
сохранением их в файле. Рассмотрим решение задачи на изложен
ном выше числовом примере.

После запуска системы выбрать в основном меню пункт: «Сим
плекс метод». Для создания нового файла данных выбрать пункт 
меню создания файла. Для этого служит подменю «Создать новый 
файл» пункта меню «Симплекс-метод» (рис. П2.7).

После выбора этого пункта появляются диалоговые окна для 
задания числа ограничений и числа переменных задачи (рис. П2.8).

Далее требуется указать, ищется минимум или максимум целе
вой функции (рис. П2.9). Ввести 0, если задача на минимум, вве
сти 1, если задача на максимум.

Определяется размерность симплекс таблицы и далее выводит
ся следующая форма (рис. 112.10): в первой строке вводятся коэф
фициенты целевой функции, первый столбец -  столбец свободных
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членов и строки матрицы ограничений. Далее в форму вводятся 
значения коэффициентов целевой функции и ограничений.

МГТУ им.Н.Э. Баумана Информационные технологии; Исследование операций О О 0
:Е>№1плекс-мет6Д,.: Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

Открыть файл
Создать новый файл |

. !.СбХр.аШтВ^фёйл 1
Поиск опорного решения 
Пошаговый поиск оптимального решения 
Поиск оптимального решения 
Справка

------- ------- ■------------ .. — . — ,------- -

-

Г - ,___

D

Рис. П2.7. Подменю в разделе «Симплекс-метод»

снмплех метод - исходные данные @

Введите
<=15

2

число строк м 

0К

атрицы ограничений 

Cancel

снмплех метод - исходные данные 0
Введите
<=30

I*

число столбце 

ОК

в матрицы ограничений 

Cancel

Рис. П2.8. Ввод числа ограничений и переменных задачи

Снмплех метод @

Введите 0, если задача на минимум; Введите 
1, если задача на максимум

О

□ К Cancel

Рис. П2.9. Вы бор минимизации или максимизации целевой функции



П2. Программы для решения задач линейного программирования 583

\Я  МГТУ им.Н Э. Баумана Информационные технологии: Исследование операций 0 9 0
Сшплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

j Введите матрицу ограничений и целевую Функцию {в каноническом виде]; далее "Сохранить файл"

!кцдексы своб. пер правая часть
. .  . - |2-

\ W  ” | l '  I

Целевая строка 0 -1 0 0

уравнение' 1 1 12 1 0

[уравнение 2 10 -1 4 0 -1

Status: ^

Рис. П2.10. Окно основной программы с введенными исходными
данными

В предложенную форму вводятся данные: в строке «целевая 
функция» ввести коэффициенты целевой функции, в матрицу огра
ничений ввести коэффициенты системы ограничений, начиная со 
столбца свободных членов, при вводе в качестве разделителя 
дробной части использовать «,».

Теперь всю информацию можно сохранить в текстовом файле с 
расширением f  1р, для чего нужно выбрать пункт подменю «Со
хранить файл» —  появится диалоговое окно сохранения файла 
(рис. П2 .11).

Введите имя файла без расширения

Папка; | Данные

Недавние
документы

Рабочий стол

Мои документы

Мей компьютер

[примерСетевое Имя Файла:
окружение ^____________

1ип Файла: |Тек1 files(*.ffp)

I Сохранить |
Отмена

Откроем сохраненный файл с помощью подпункта «Открыть 
файл», предварительно выбрав пункт меню «Симплекс-метод» 
(рис. П2.12).

Рис. П2.11. Диалоговое окно сохранения файла данных
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О ткрыть

Папка: ^  Данные ~В *■ Гч1 СГ

Недавние
документы

LLa
Рабочий стол

Мои документы

Мой компьютер

Сетевое Имя Файла [Пример.Мр 
окружение

Хип файлов [Тек? fi!es(Mb}

~И
~3

Рис. П2.12. Диалоговое окно отбытия файла данных

Теперь можно приступить к решению задачи.
Замечание. Задачу можно решать и без предварительного со

хранения данных в текстовом файле, после того как они интерак
тивно введены в программу.

Решение задачи в программе M at P r o g  разбито на два этапа: 
поиск опорного (допустимого) решения и поиск оптимального ре
шения (после того, как найдено опорное решение).

Для поиска опорного решения служит пункт подменю «Поиск 
опорного решения», при выборе которого для описанных в приме
ре данных симплекс-таблица принимает вид, представленный на 
рис. П2.13.

■jjjjJ МГТУ нм .Н .3 . Баумана Информационные технологии : Исследование операций

Симплекс-метод Транспортная задача Потокоеые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

Опорное решение получено мсяодная система в каноническом виде

0.333333333 -0.333333333
0,4444444444 0,1 m i l  1111 

0/1111111111 -0,222222222

Рис. П2.13. Симплекс-таблица, соответствую щ ая опорном у реш ению

Следует отметить, что в процессе решения выводятся только те 
столбцы симплекс-таблицы, которые соответствуют свободным 
переменным.
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Дальнейшее решение задачи можно провести двумя способа
ми: либо сразу получить оптимальное решение, выбрав пункт 
подменю «Поиск оптимального решения», после чего окно про
граммы будет иметь вид, представленный на рис. П2.14; либо вы
полнить поиск оптимального решения с пошаговым выводом в 
основное окно программы промежуточных результатов.

МГТУ им.Н.Э. Баумана Информационные технологии : Исследование операций

Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

| оптимальное значение целевой Функции = -7 исходная система в каноническом вцде |

Рис. П2.14. Оптимальная симплекс-таблица

МГТУ им.Н.Э, Баумана Информационные технологии : Исследование операций

Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

оптимальное значение целевой Функции = -7 исходная система в каноническом е щ е  |

О
-2.5

4.5

2 .5

1

-0 ,75

2,25

-0,25

0.25

-0.25

Продолжить - на следующую итерацию

Рис. П2.15. Первая итерация симплекс-метода

МГТУ им.Н.Э. Баумана Инф ормационные технологии : Исследование операций

Рис. П2.16. Вторая итерация симплекс-метода (оптимальная симплекс-
таблица)

Промежуточные результаты решения задачи при пошаговом 
решении приведены на рис. П2.15, П2.16. Выделенная синим цве
том ячейка соответствует генеральному элементу.
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ТРА Н С П О РТН А Я  ЗА ДА Ч А

Для решения транспортной задачи в программе MatProg слу
жит пункт меню «Транспортная задача» (рис. П3.1). Исходная за
дача предварительно приводится к сбалансированной. Методика 
решения задачи приводится в справке в подменю системы.

В системе все файлы данных должны быть созданы только 
программно средствами системы. Для транспортной задачи уста
навливается фильтр: вводится свое расширение для файла данных 
. ё t  z . Файлы, созданные в блокноте, не открываются.

igMnv нм .Н .Э . Баумана И нф орм ационны е те хнол огии : Исследование опе р а ц и й

| Симплекс-метод Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

j! Матрица_1 j Открыть файл 
Создать файл 

Сохранить как
Сохранить изменения параметров 
Опорный план метод севере западного угла 

Пошаговый поиск оптимального плана 

Оптимальный план
Опорный план Метод минимального элемента

1 1 1 1 1 1 1

-

Справка

1 ! . . . .  _

Рис. П3.1. Подменю пункта основного меню «Транспортная задача»

Для создания нового файла выбрать пункт подменю «Создать 
файл». После этого в соответствующих диалоговых окнах необхо
димо ввести число поставщиков и потребителей. Для дальнейшей 
демонстрации работы программы при решении транспортной зада
чи рассмотрим конкретный числовой пример. Зададим число по
ставщиков, равное 2, и равное 3 число потребителей (рис. П3.2).

транспортная задача ^исходные д.. ш
| Введите число потребителей <*25 |

I3
OK I Cancel j

1

транспортная задача ^ исходные д.. @ 1
| Введите число поставщиков <=20 |

И
0К | Cancel [

______ 1
Рис. П3.2. В вод числа поставщиков и потребителей
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После этого в главном окне программы нужно ввести мат
рицу стоимости перевозок, а также запасы и потребности. Окно 
программы с уже введенными исходными данными представлено 
на рис. ПЗ.З.

а а _  МГТУ им.К.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программирование,сетевые задачи:ЛИН_ПРОГ _ o e e j  
Сигсплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

Файл прочитан j Для модификации плана введите новые значения, далее пункт "сохранить измене 4 | ►

1 . :1 I2 !3 |3апасы

Г ■ ] 3 3 2 70

!2 1 6 2  |20

^Потребности 20 3D 40

Status: 1

Рис. ПЗ.З. Главное окно программы с введенными исходными данными

Замечание. Данные вводятся для сбалансированной задачи! Ес
ли исходная задача не сбалансирована, ее надо предварительно при
вести к сбалансированной!

Введенные данные необходимо сохранить в файле с расширени
ем . f t z ,  расширение задается в программе по умолчанию. Этот 
файл в дальнейшем можно будет снова использовать для проведе
ния вычислений. Для этого служит подпункт меню «Сохранить 
как», в появившемся диалоговом окне необходимо задать имя файла 
и выбрать директорию, в которой он будет сохранен (рис. П3.4).

□ в ед и те  им я ф а й ла  без р а с ш и р е н и я

Папка: | Данные * й  d* I l b

Недавние
документы

0
Рабочий стоя

Мои документы

3 1
Мой компьютер

* 8
Сетевое Имя файле. j I Сохранить I

окружение
Тип файла: j Тext lies f.ltz) j Отмена J

Р и с. П 3.4 . Диалоговое окно сохранения файла
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Приступим непосредственно к решению задачи. Следующим 
шагом является поиск опорного плана. В программе для этого ис
пользуются два метода: метод северо-западного угла и метод ми
нимального элемента. Найдем опорный план методом севе
ро-западного угла, выбрав соответствующий подпункт меню 
«Транспортная задача» (см. рис. П3.1). Главное окно программы с 
найденным опорным планом показано на рис. П3.5.
Щ МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операции: Линейное программиравание.сетевые задачи:ЛИН_ПРОГ О О ©
Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

Метод Северо-западного угла:Опорный план исходный план

f  1
1 20

2

Потребности 20

Запасы 1

30

20
20
40

70

20
90

Status: А.

Рис. П3.5. Опорный план, полученный методом северо-западного угла

Дальнейшее решение задачи можно провести двумя способа
ми: 1) сразу получить оптимальное решение (оптимальный план 
перевозок), выбрав подпункт «Оптимальный план»; 2) пошагово 
провести вычисления с контролем на каждом шаге промежуточ
ных данных —  подпункт «Пошаговый поиск оптимального пла
на». Решим задачу вторым способом, промежуточные результаты 
приведены на рис. П3.6 и П3.7, оптимальный план —  на 
рис. П3.8.
Щ МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программирование,сетевые задачи: ЛИН JTPOr ( )  0  0  | 
Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

Метоп Северо-западного угла:Опорный план исходный план t

Потребности

{Запасы

20 г п
20

j70

: 20

20 30 40 :90

продолжить: следующий шаг

Status: А'

Рис. П3.6. Исходные данные, программа переведена в режим пошагового
решения
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Для вывода в пошаговом режиме используются две закладки: 
на одной странице выводятся текущая матрица плана и значения 
потенциалов с отображением целевой клетки, на второй странице 
(при щелчке по второй закладке) выводится цикл пересчета.

ГТ̂-Т.-------------   "N
МГТУ им,Н.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программиро... о б е  

Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи 

Матричные игры Справка

Текущий план: стоимость 190 итерация:! Матрица пересчета

[1>1=3 2>f=3 3>f=2 ^Запасы

1>и=0 20 30 20 70
_ J

2>и=0 X 20 20

Потребности 20 30 40 90 ,

__ продолжить: следующий шаг .. .......

Status: ^

МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программиро... О  О  в
Симплекс-метод Т 

Матричные игры 

Т екущий план: с

ранспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи 

1правка

тоимость 190 итерация: 1 Матрица пересчета

1 ' | з ' " П  '  "

1

2

Макск

20 120 

X 20

ннальная разность потенциалов 2 |

Status: д

Рис. П3.7. Первая итерация
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МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операций; Линейное программирование,сетевые задачи:ЛИН_П... 0  0  0  

Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

| Оптимальный план: стоимость 190 итерация:2 Матрица разности стоимости и псевдосгоимости 0 |

1 р \Щ 3 Запасы

1 ^ 4 0 70

,2 20 0 20

^Потребности 20 30 40 90 ~~ 1

Оптимальный план: стоимость 190 итерация:2

Status:

^  МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программирование,сетевые задачи;ЛИНЗ“1... О ©  О

Симплекс-метод Транспортная задача Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка 

Оптимальный план: стоимость 13D итерация:2 | [ Матрица разности стоимости и псевлостоимости 0

Г
л
-3

М аксимальная разность потенциалов О

Status: | ^

Рис. П3.8. Вторая итерация, получен оптимальный план

Максимальная разность потенциалов, равная 0, является при
знаком того, что получен оптимальный план.



Приложение 4

ЗАДАЧ А О М А К С И М А Л ЬН О М  П О ТО КЕ

Для решения задачи в программе M at P ro g  служит пункт ме
ню «Потоковые задачи» (рис. П4.1). Методика решения задачи 
приводится в справке в подменю системы.

I ^  МГТУ им.Н.Э. Баумана. Исследование операций: Линейное программирование,сетевь(е задачи:ЛИНД!.. 0  0  0

Симплекс-метод Транспортная задача 

Оптимальный план: стоимость 190

Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

1... :Р
,1 -2 0
% 0 -3

Открыть файл текстового описания сети 
Создать файл текстового описания сети 
Сохранить как файл текстовое описания сети 
Создать графическое описание сети 
Открыть файл графического описания сети 
Изменить параметры графического описания сети 
Максимальный поток в сети 
Пошаговь(й расчет Максимального потока 
Справка

шостоимости О

Максимальная разность потенциалов О

Status; | /Ц

Рис. П4.1. Подменю пункта основного меню «Потоковые задачи»

Файлы данных должны быть созданы только программно 
средствами системы. Для рассматриваемой задачи устанавлива
ется фильтр: вводится свое расширение для файла данных . fmp. 
Файлы, созданные в блокноте, не открываются.

Для этого необходимо предварительно по математическому опи
санию задачи создать описание графа сети. Для описания графа 
сети используется представление в виде списка ребер графа: каж
дая ветвь задается номерами начального и конечного узлов, про
пускной способности ветви. Описание графа сети: задать число п 
вершин и число т ветвей графа; пронумеровать вершины графа, 
где номер вершины —  целое число, вершины задаются последова
тельностью целых чисел: 0, 1,..., п\ задать описание ветви: началь
ный узел, конечный узел, пропускная способность ветви; задать ис
ток —  сток.
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Создать файл можно в двух режимах: в текстовом и в графи
ческом. Во втором случае текстовое описание создается по умол
чанию. В связи с наглядностью описания и возможностями гра
фического отображения сети результатов моделирования (мини
мальный разрез и два множества вершин) рассмотрим графический 
режим.

Выбираем пункт подменю «Создать графическое описание сети», 
после чего открывается окно графического редактора (рис. П4.2).

В этом редакторе по умолчанию выбран режим создания и ну
мерации вершин графа. Вершины отображаются и нумеруются 
по щелчку левой кнопки мыши. При нажатии кнопки «вершина» 
этот режим переключается (сбрасывается или устанавливается), 
и нажатии кнопки «линия» осуществляется ввод ветвей графа и их 
параметров и отображение в редакторе (рисование).

Редактор позволяет сохранять файл или его модифицировать.

Ф 'гр л ф еети  _ ? □ ]  К

графический файл

задать в етвь граф а | в с е  верш ины заданы

Рис. П4.2, Окно для графического «формирования» графа

Создание графа начинается вводом всех вершин графа (нажа
тием левой кнопки мыши), при этом осуществляются их нумера
ция и подсчет —  пример с пятью вершинами приведен на 
рис. П4.3.

После ввода всех вершин необходимо перейти в режим рисова
ния ветвей графа. Для этого сбрасывается режим рисования вер
шин (кнопка «вершина»), после чего выводится окно сообщения 
«число вершин графа».

После завершения ввода всех вершин графа при нажатии кноп
ки «линия» осуществляется переход к рисованию ветвей графа. 
Каждое ребро вводится нажатием кнопки «линия», после чего по
является диалоговое окно задания параметров ветви (рис. П4.4).

После ввода всех ветвей в редакторе создается картинка графа 
(рис. П4.5).
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граф  сети  

граф ический файл

га д а ть  в е твь  гр<и>а в се  верш имы заданы

4° X
счистить

©

Рис. П4.3. Окно редактора с введенными вершинами 

Ф* Ввод параметров ветви О О ©

начальный узел ' о

конечный узел ' -|

вес ветви (3J

ОК 1

Рис. П4.4. Окно ввода параметров ветви

В программе вершина, соответствующая истоку, выделяется 
синим цветом, стоку —  красным. Эти вершины вводятся в диалоге 
после вызова пункта меню редактора «сохранить файл» 
(рис. П4.6), после чего появляется окно для сохранения файла 
(рис. П4.7).

По графическому описанию в системе создается также тексто
вое описание сети в виде (рис. П4.8).



ф
графический файл

\ задать ветвыграфэ I' все вершины заданы очистить

Рис. П4.5. Окно редактора с изображением графа
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максимальный поток - графическое описание 0

номер вершины истока

4

ок Cancel 1

_
максимальный поток - графическое описание 0

номер вершины стока

И  *
■—’ -

OK J Cancel

Рис. П4.6

Введите имя файла без расширения 0 0
Папка: Данные

Lib
Недавние

документы

Рабочий стол

Мои документы

Мой компьютер

Сетевое Имя Файла: 
окружение

Тип Файла:

potok.fmp 

Text files r.fmp)

Сохранить

=\ Отмена
А

Рис. П4.7. Диалоговое окно сохранения файла
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о е е  I
Симплекс-метод Транспортная м д е ч а  П отоковы е задачи Сетевые задачи М атричные игры  Справка 
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Рис. П4.8. Окно программы с текстовым описанием задачи

После сохранения нового файла необходимо перейти к моде
лированию (расчету максимального потока и минимального раз
реза).

Вычисление максимального потока и минимального разреза 
можно выполнить в двух режимах. В первом режиме (пункт под
меню «Максимальный поток в сети») сразу выводится результат 
решения задачи, отображаются окончательный результат и «про
токол» моделирования потока всех итераций расчета; во втором 
режиме (пункт подменю «Пошаговый расчет максимального пото
ка») выполняется моделирование задачи в пошаговом режиме.

Результаты моделирования потока в пошаговом режиме пред
ставлены на рис. П4.9—П4.11: на каждом шаге поиска дополняю
щего пути и потока по нему выводится последовательность вер
шин пути и поток в нем, для каждой ветви выводится величина 
потока и остаточная пропускная способность ветви.

Конечные результаты расчета приведены на рис. П4.12, где по
казаны ветви, составляющие разрез, множества вершин А и В, ле
жащих по разные стороны от разреза, максимальный поток по 
каждой ветви, причем ветви, входящие в разрез будут насыщен
ными.

На рис. П4.13 приведен граф (в программе ветви разреза выде
лены красным цветом).

Замечание. Программа MatProg позволяет решать также сете
вые задачи, игры в чистых стратегиях, системы линейных урав-



П4. Задача о максимальном потоке 597

нений, вычислять коэффициенты линейной регрессии для чего 
служат соответствующие пункты меню. Они здесь не рассматри
ваются.

Сипплекс-иетод транспортная задача Потоковые залечи Сетевые задачи Матричные игры Справка 
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Рис. П4.9. Первая итерация
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1 Р а с ч е т  м а к с и м а л ь н о г о  л о т о к а :и т е р а ц и я 2  о п и с а н и е  к а ж д о й  в е т в и  гр а ф а ,  в е р ш и н ы  и с т о к а  . с т о к а

Рис. П4.10. Вторая итерация
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Ж 0 0 0
Симплекс-метод Транспортная задаче Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Справка

Р асч ет м аксим альн ого  т т ж .а :и т в р а ц н я З  описание каж дой ветви  г р а ф а . вершины истока . стока

JJI-ветвей Ц Ц Ш Ш Й З з е я  ! Пропускная сги»собиостьз^В)№ Й ш т г  иШ  I 4

ш ш Л ^ Ы Й и и и и и 3 3 0 0

f 0 2 2 2 0

* 0 3 2 2 0

ш 1 2 4 3 1

/4 1 3 5 0 5

0 2 3 3 0 3

-
2 4 6 5 1

г  _
3 4 4 г 2

1 Ш Ш Ш В 0 4 i

§  в е р ш и н а м Вершины гр аф а  N доп. путей Д ополняю щ ие пути Дополняю щ ий поток

Р  . 0 1 4 > 2 > 0 > 2

* 1 2 4 > 3 >  0 > 2

2 3 4 > 2 > 1 > 0 > 3

И 3

*  _
4

Status: 1 А

Рис. П4.11. Третья итерация

S 3 е . е е
Синплекс-иетод Транспортная задаче Потоковые задачи Сетевые задачи Матричные игры Сграека

t М аксимальны й поток:? описание каж дой ветви  гр аф а вершины и сто ка  , стока

^ в е т в е й | р ^ ^ щ ; ^ п о с о б н о с т 1 ^ ^ В i | p ® p ‘F *

i t  ..
У Н Н Н Ш Ш Н Н , 3 3 0 0

а 0 2 2 2 0

2 . 0 3 2 .2 0 ,

№ " 1 2 4 3 1

Щ 1 3 5 0 5 I

? • 2 3 3 0 3

№ 2 4 В 5 1

? .  . . . 3 4 4 2 2 I

Ш Ы Л 0 4

Вершины гр аф а  N доп. путей Дополняю щ ие пути : Дополняющий поток

S" 0 1 4 > 2 > 0  > 2

ш_____________
1 2 4 > 3 > 0  > 2

й 2 3 4 > 2 > 1 > 0 > ; 3

S’ . . 3 М аксимальны й поток; 7 '
Il .|4  М ножество А(мсток] 0

1______________ М ножество б(сток} Т 2 3 4 I
[ ветви  р а з р е з а :  0 1 2 w |

Status: J

Рис. П4.12. Оптимальное решение



$  граф сети C:\Documents and 5ettings\alexey\MoM документы\Программа\Данные\роЕок.Ртр -  □  X

графический файл

для решения задачи не закрывая окно графа сети перейти к  меню потоковые задачи и выбрать пункт "максимальный поток" —
для решения задачи в пошаговом режиме необходимо последовательно выбирать данный пункт меню "пошаговый режим" до тех пор, пока не будет получено решение задачи 
после завершения решения выводятся ветви разреза, два множества вершин и максимальный поток, в окне графического описания ветви разреза выделены красным цветом 
для изменения вершин истока-стока или проускной способности ветвей перейти перейти в основное меню "потоковые задачи"
и выбрать пункт меню "изменить параметры се ти ". в Файле текстового описания сети внести измения вершин стока истока и перйти к  пункту "сохранить"

Xj

Рис. П4.13. Граф сети, ветви разреза
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П о и с к  в  г р а ф а х  И - И Л И — р е ш а т е л ь

Решатель —  инструментальное средство для создания баз зна
ний и системы поиска решений: оболочка для создания проблемно 
ориентированных систем, реализующие решение задач планирова
ния вычислений при логическом синтезе программ или вывод в 
экспертных системах в различных предметных областях путем 
настройки на соответствующую базу знаний.

Математическая модель предметной области представляет со
бой совокупность отношений, связанных между собой общими 
атрибутами. Схеме модели предметной области соответствует се
мантическая сеть, описываемая графом И-ИЛИ, представляющая 
композицию схем отношений, составляющих модель.

База сети формируется в виде списка в динамической памяти, 
который представлен списком элементарных модулей. Для описа
ния модуля сети используется спецификационный интерфейс, ин
формационная часть которого является структурой следующего ви
да: первый аргумент —  выходной атрибут, второй —  список вход
ных атрибутов, третий —  имя модуля. Число звеньев в базе равно 
числу модулей. Включение нового модуля соответствует включе
нию нового звена в базу. Построение дерева решения задачи рас
сматривается как решение задачи поиска пути на графе И-ИЛИ, ве
дущего из начального состояния в конечное —  целевое состояние.

Как альтернатива — база знаний экспертной системы, описы
ваемая правилами продукций: если < условия, связанные связкой 
И, выполняются >, то <заключение>.

Пример. Если v l, v2, v3, v4, ... ,vn — простые высказывания, 
составляющие словарь системы, то возможен следующий набор 
правил:

Если v l &v2, то v3;
Если v4 &v2, то v3;
Если v5 &v6& v7, то v2;
Если v4 & v7, t o  v l;

и так далее.
Этот набор правил продукций описывается графом И-ИЛИ, на 

котором выполняется вывод.
Пример. Принцип описания базы.
Рассматриваются два режима: создание базы описания сети 

(описание графа И-ИЛИ) и поиск в сети.
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1. Создание файла базы описания сети.
Все файлы данных должны быть созданы только программно 

средствами системы. Для решателя устанавливается фильтр: вво
дится свое расширение для файла данных «.fps». Файлы, создан
ные в блокноте, не открываются.

Для решения задачи необходимо по математическому описа
нию создать описание графа сети —  список модулей сети. Для 
каждого модуля задается имя модуля, имя выходной вершины, ко
личество входных вершин и последовательно вводится список 
этих вершин.

Имена модулей —  уникальны (или имена правил), по умолча
нию имена модулей начинаются с символа т ,  следующие символы 
задают номер модуля: m l, m2, m 3,...., m35 и т. д. Число модулей в 
этой версии ограничено значением 50, Имена вершин — строка 
длиной до 3 символов: a, a 0 ,v l, .., v32 и т.д.

Файл описания сети создается программно: имя файла про
граммно задается с расширением —  «.фз». Полное имя файла се
ти: < имя > .fps.

Инструкция создания файла базы описания сети.
Выбрать пункт меню «решатель»;
Далее пункт подменю —  «создать файл»;
Далее отображается окно « подсказки» —  help.

MatprogT2 [^ ]

В в о д и т е  д д н н ы е  в  т а б л и ц у  п о  ш а бл о ну  : им ена в е р  п и н  а  имя м о д у л я  -  с т р о к и  д л и н о й  н е  б о л ь ш е  3  С имволов
имена вершин и имена модулей уникальны, вводятся только то количество входных вершин, которое задано, остальные ячейки не заполняются 
после ввода далее выбрать пункт меню11 сохранить файл"

После закрытия этого окна выводится диалоговое окно для за
проса, в которое вводится число модулей сети:

решатель:исходные данные описа...

Введите число модулей базы <=25

В данной версии число модулей ограничено 50.
После закрытия окна запроса отображается форма для ввода 

данных, число строк в которой равно числу модулей сети. Строка 
формы предназначена для описания модуля сети: первый стол



602 Приложения

бец —  имя модуля, второй —  имя выходной вершины модуля, 
третий —  количество входных вершин, в следующие столбцы — 
имена входных вершин модуля (число вершин в данной версии 
ограничено 5 значениями). Ниже пример формы для ввода 7 мо
дулей.

поиск в графах и-или
Симплекс-метод Транспортная зад а ч а  П отоковые зад ач и  Реш атель С етевы е зад ач и  М атричные игры Справка

для задания сети (граф а и-нлн] вводится информация описания модулей сети: имя модуля, выходная вершина, список i н I

номij имя модуля |выходная верЦ коли чество  входов [ l  верш ина |2  вершина 3  вершина 4 вершина 5 вершина

Вводится последовательно информация о каждом модуле сети: 
каждая строка формы заполняется по шаблону описания модуля 
сети: имя модуля, имя выходной вершины, количество входных 
вершин, имена вершин; имя модуля и имена вершин —  строка 
длиной до 3 символов.

После завершения ввода необходимо сохранить созданное 
описание сети: выбрать пункт меню «сохранить файл описания 
сети». Далее ввести имя файла без расширения. (Файл по умолча
нию сохраняется с расширением «.fps».) Например, для данного 
случая: datO.fps.

Пример заполненной формы для описания сети с 14 модулями:

5  лоисн в графах и-или
Симплекс-метод Транспортная задаче Потоковые задачи Решатель Сетевые задачи Матричные игры Справка

Гописание"гети̂ графаи-ц̂   [
ном^нмя модуля |вершина^ык[|с.0личество ^имя вершин^имя вершинь] имя вершинь(имя вершинь

14

ml V 2 a b

m2 a 1 с 1 •

m3 v0 2 b \ 1

m4 b 2 с d
1 •

m5 b 2 d и

mS a 1 2 1; . i
m7 f 2 d г

m8 d t2 a l М

(пЭ b1
I2 y1 (22

m10 Ы 2 22 Z ' 1
m il с 3 y 3  1V* ' a l  1

1

m12 vO к I

m l 3 |d 2 yB j
t
г

m14 y5 2 z 1уб

Status:
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Просмотр (чтение) базы файла описания сети: 
выбрать пункт подменю «открыть файл» и открыть файл с 

расширением «.fps». После чего выводится вышерассмотренное 
окно описания сети.

Редактирование базы сети. Описание сети можно дополнить: 
добавить новые модули сети.

Выбрать пункт меню «решатель». Далее пункт подменю «от
крыть файл». После отображения формы описания базы выбрать 
пункт подменю — «редактировать базу». После этого отображает
ся последовательность форм для ввода по шаблону параметров 
модуля сети. В первую форму требуется ввести имя добавляемого 
модуля:

редактировать базу: добавить мод... X

Введите имя модуля

OK Cancel j

Заполненное окно:

редактировать базу: добавить мод..

Далее вводятся имена вершин в соответствующих последова
тельных окнах.

После добавления одного или нескольких модулей необходи
мо сохранить модифицированный файл: выбрать пункт меню 
«сохранить файл» и далее сохранить файл под тем же или другим 
именем.

2. Поиск решения: вывод плана решения: определение после
довательности вызовов модулей сети, формирующих дерево ре
шения.
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Выбрать пункт подменю « поиск». 
Ввести имя целевой вершины:

редактировать базу: добавить мод...

В следующем окне ввести количество заданных (известных) 
вершин:

1ГПпоиск в графах и-или данные для ... X

| В ведите количество заданным вершин |

I7!

ОК Cancel j

В аналогичных диалоговых окнах последовательно вводятся 
имена заданных вершин (имена, совпадающие до символа с име
нами вершин графа).

Далее выполняется поиск (логический вывод в базе) и выво
диться план решения задачи —  цепочка последовательности вы
полнения модулей, в верхней строке выводится список известных 
вершин и целевая вершина.

Решение: v0 —  целевая вершина, [уЗ, у4, a l, y l, у2, z, у5] — 
список заданных вершин:

поиск а графа* н-илч E 0 f 5 < ]
Сннплвке-иетой Грзнсгквтиг* задача Патокзааае задачи Рвичтап, Сетаеач задачи. М атри ц* играл Справка 1 

MtaCdHMb сети ( графа и-ипм J: имя модуля, впнйдИМ Ь сршно. СЛМСйЯ оашиых зсршмп J план решении задал». целевая вершина; vO заданные вершины: рЗ, f t .  a l ,  j l ,  р2. г ,  yS. 4 | » |

NOW» оыхоонап ве|колмчество ^имя «ерижн^нмя мринж^юаявериын^нмл м ри и н^им п нер«ятъ|имя верешь

i

!
i

1 : 

г

3
А

5

ft

Status:

Ы  }2  f 1 у2 

d 2 a l ЬТ 
с 3 r i  f t  a1 

f 2 г  d
Ь ? d с '

vD г  i  ь
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Решение: vO —  целевая вершина, [yl, у2, z, a l, с, у4, уЗ] — 
список заданных вершин:
И  поиск в графах м-или
Спиимкс-пвтод Гр№тортмкмл,м«9 ГЫлквевй lu t 'd  Реивтмв Сетевые м д»-м  Мвтр»г*»ангрвл Спраазд 1 

описание сети ( графа и нян ]; имя иодяея, выходная вершина, список входные вершин |jj пеан решения подаче селевая верпнна v(l заданные ацкиины: у1. у2. г. a l .  с. Н .  уЗ. u t jJ  ►1

н м
1
2

еьпидная я«| количество |]имя ивр*ын^*ид верным пив мрьмнв|мия нрннмь|нмй нршмн^имя ввраинь|

d а  л1 ,ы
3
1

5

States:

' ?  i !  к  .
Ь 2 е 4 
vO 2 ]t Ь

1 1

1



Приложение 5

ДИ Н А М И Ч ЕС К О Е П РО ГРА М М И РО ВА Н И Е, 
ЗА Д А Ч А  О РЮ КЗАКЕ

Для решения задачи о рюкзаке служит программа dynprog. ехе, 
которая не имеет графического интерфейса и запускается двойным 
щелчком левой кнопкой мыши (можно также ее запустить из ко
мандного окна MS DOS) —  при этом на экране «вспыхнет» ко
мандное окно MS DOS и в директории, где находится программа, 
будет создан файл с результатами ее работы. Для корректной ра
боты программы необходимо, чтобы в директории вместе с про
граммой лежал текстовый файл i n p u t . t x t  (созданный в Блокно
те), в котором записаны исходные данные задачи. Вид файла сле
дующий:

9 4
1 3  2 2
2 3 2 5
0 0 0 0

Здесь в первой строке первое число (9) — объем рюкзака, 
второе число (4) —  число переменных (число типов предметов), 
вторая строка содержит объемы предметов, третья —  их веса, 
четвертая —  ограничения на максимальное количество предме
тов каждого вида. Если в четвертой строке в позиции для соот
ветствующего вида предмета записан 0 , это означает, что ограни
чений на число предметов данного вида нет. В приведенном при
мере для всех предметов нет ограничений на их количество.

Замечание. Все числа в файле должны быть целыми! Если за
писаны дробные числа, то программа будет использовать только 
целые их части (произойдет отсечение дробных частей).

Результат работы программы записывается (в директории, где 
находится программа) в файл с именем d i n p r o g _ r e s u l t s  . t x t .  
Пример формата файла для указанных данных приведен ниже:

И с х о д н ы е  д а н н ы е  з а д а ч и :
О б ъ е м  р ю к з а к а  -  9
М а т р и ц а - с т р о к а  о б ъ е м о в  п р е д м е т о в  - [ 1 3 2 2 ]
М а т р и ц а - с т р о к а  в е с о в  п р е д м е т о в  - [ 2 3 2 5 ]
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М а т р и ц а - с т р о к а  о г р а н и ч е н и й  н а  м а к с и м а л ь н о е  ч и с л о  п р е д м е т о в  -  
[ 9  3 4 4 ]

Т а б л и ц ы ,  п о л у ч а е м ы е  п р и  р е ш е н и и .

Т а б л и ц а  1 ---------------------------------------------------
| О б ъ е м ,  V | В е с ,  р  | З н а ч е н и я ,  х !

1 0 0 0

1 1 2 1

1 2 5 0

1 3 7 1

1 4 10 0
1 5 12 1

1 6 15 0
1 7 17 1

1 8 20 0
1 9 22 1

Т а б л и ц а 2

| О б ъ е м , V В е с ,  р З н а ч е н и я , х 2

1 0 0 0
1 1 0 0

1 2 5 0
1 3 5 0

1 4 10 0

1 5 10 0

1 6 15 0

1 7 15 0
1 8 20 0

1 9 20 0

Т а б л и ц а 3

| О б ъ е м , V В е с , р З н а ч е н и я , х З

1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 5 0
1 3 5 0
1 4 10 0

1 5 10 0
1 6 15 0

1 7 15 0
1 8 20 0

1 9 20 0
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Т а б л и ц а  4

| О б ъ е м ,  V В е с ,  р З н а ч е н и я ,  х 4

1 0 0 | 0
| 1 0 | 0

1 2 5 j 1
1 3 5 | 1

1 4 10 1 2
| 5 Ю  | 2

1 6 15 | 3

1 7 15 1 3
1 3 20 | 4

1 9 20  | 4

О п т и м а л ь н ы е  т о ч к и :  
х = [ 1 0 0 4 ]

О п т и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и :  
f onT = 22

Замечание. Хотя изначально ограничения на максимальное 
число предметов каждого вида не заданы, в программе автомати
чески вычисляется, сколько по максимуму предметов каждого ви
да можно положить в заданный объем, и эти данные записываются 
в четвертой строке выходного файла («Матрица-строка ограниче
ний на максимальное число предметов —  [9 3 4 4]»).

Для решения различного рода математических задач, задач мо
делирования существует несколько математических пакетов. Од
ним из широко распространенных пакетов является пакет 
MATLAB. Для решения задачи о рюкзаке в пакете MATLAB напи
сана специальная функция d y n p ro g  ,m, которая также находится 
на лазерном диске.

Краткие сведения о математическом пакете MATLAB. Ма
тематический пакет MATLAB —  мощный программный продукт, 
который позволяет проводить самые разнообразные вычисления: 
от простого умножения и сложения до моделирования сложных 
технических систем. Он имеет свой собственный язык —  язык 
написания m-файлов (чем-то напоминающий язык Си). На этом 
языке пользователь может писать свои функции, определять и со
хранять последовательности различных вычислений и т. д.

Следует сказать, что математический пакет MATLAB —  доро
гостоящий продукт (лицензия стоит несколько тысяч долларов), но
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ознакомительную версию можно бесплатно скачать с сайта компа
нии-разработчика: h t t p : / /w w w .m a th w o rk s . com .

Внешний вид главного окна пакета MATLAB версии R14 изоб
ражен на рис. П5.1.

Окно разделено на несколько частей. Самую большую занима
ет область Command Window (однако вид отображения окна 
MATLAB можно настроить по своему усмотрению). Command 
Window (командное окно) предназначено для ввода команд, вызо
ва функций, просмотра результатов вычислений и т. п. В левой 
верхней части расположена область Current Directory (текущая ди
ректория). В ней отображается содержимое текущей активной ди
ректории. Полный путь к ней можно посмотреть под главным ме
ню программы. Под Current Directory находится область Command 
History (история команд), где ведется запись всех вводимых в 
Command Window команд и функций. Более подробную справоч
ную информацию о системе MATLAB можно найти на сайте 
www. e x p o n e n t a . r u .

_______________________________________________________________________MATLAB________________________________________________________________________0 8 6

Для вызова функций нам необходимо знать, как в MATLAB 
задаются матрицы. Чтобы задать, например, матрицу-строку 
а = [ 1 2  3 ] ,  нужно перейти в Command Window и набрать 
точно такую же запись (рис. П5.2). Если после выражения поста
вить знак «;», то результат его выполнения не будет выводиться на 
экран. Если знак «;» не ставить, то элементы матрицы отобразятся 
в Command Window (см. рис. П5.2).

Rle Edit Debug Desktop Window help

Q  [ S ' d i Ф  в  »0  ^  ^  Current Directory C:tMATLAB7th W ork R~l

S h o rten s [3  How to  A dd [3  VAiet’s  New 

I u r r e n t  D rte tr iU fy  -  C :\M A T I.A 0 7 tH V w o rk p x  C o m m a n d  W in d o w

В cr Ё t
Lest Mi To g e t  e t .a r t .e d , s e l e c t  watt.ar H ein o r pemos from  th e  H elp w a r

' 03.02. Ji
»

Workspace 
Command Hhinry

4 —  Q 7 . U 2 . 1 1  1 1 : 3 1  — h

3 •
&  S ta r t)

Рис. П5.1. Главное окно пакета MATLAB

http://www.mathworks.com
http://www.exponenta.ru
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. #  MATLAB 0  0  0

File Edit Debug Desktop Window Help

0  Qgr f t  *‘7  C * | J fli ^  | Current D ired

StvytcjJs Э  How to  A dd E3 M a t 's  New

C u r re n t  D ir e c to r y ^  С ;\Ч А Т 1 А Б 7 0 1  ' w o r k  ? X

a  ®  @ 1

All Files *• Fite T /fW  *  Lest Mcdif

0Г£  С WATLAB701\wcric Ц Ц  Q  £ ]

C o m m a n d  W in d o w

Т о  c r e t  s t a r t e d ,  s e l e c t  HATLAB H e l p  o r  D e m o s  f r o m  t h e  H e l p  r i j t  

»  a  ■ [ 1  2  3 ] 

a  =

1  2 a  

»  b  “  [ 1 ; 2 ; 3 ]

b  -

1

2
3

»  c  =  [ 1 2  3 ; 4  5  6 )

C ■

1 2 3

4 5  6
»  r

c e lp rc g .m  M -f ile  0 3 .0 2 .2 0 1  

^  d y n p ro g  r r  M 'f i le  0 7 .0 2  201

t i M W m l  « J tk s p a c e

C o m m a n d  h is to r y  ? X

▼ H —  0 7 . C 2 . 1 1  1 1 : 3 1  — 4  
a  -  [ 1  2  3 ] 

to -  [  1 ;  2  ;  3 ]  

c = [ l 2  3 ; 4 S 6 ]

( j t l  S ta il)

Рис. П5.2. Задание матрицы-строки, матрицы-столбца и прямоугольной
матрицы

Матрица-столбец задается аналогично, только элементы разде
ляются между собой не пробелами, а знаком «;» (см. рис. П5.2).

Как уже было сказано, в командном окне можно не только 
инициализировать переменные, но и совершать над ними всевоз
можные операции, а также вызывать функции этих аргументов.

Чтобы получить некоторую справочную информацию о вы
полняемых функцией действиях, об ее аргументах и выходных 
параметрах, надо набрать h e l p  f u n c t io n _ n a m e ,  где 
f u n c t  io n _ n a m e — имя конкретной функции. Например, для 
решения задачи динамического программирования мы будем ис
пользовать имеющуюся на диске функцию d y n p ro g . На рис. П5.3 
показано, как получить о ней справочную информацию.

Задаем исходные данные: объем рюкзака V = 9, объемы
предметов v  = [1  3 2 2 ]  (всего четыре предмета), веса пред
метов р = [2  3 2 5 ] ,  ограничения на максимальное количе
ство предметов каждого вида ш = [0 0 0 0 ] (нет ограничений) 
и вызываем функцию d y n p ro g  (рис. П5.4).
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HATLAB jа в ©
Rle Edit Debug Des&cp Window Help

а  Я -  J  H i i - м .  и з '  f Current Dtredory C:lMATLAB70tVwork [ t ]

Shortcuts [£] hlowto Add 0  Whet's New 

C u rren t D irectory  -  C:\MATLAH ?Q1 ‘.work

i*-i ~  t i -  ■> @ 5

All Files j FBe Type

* x  C om m and W indow

1
I »  h e l p  d y n p t r o g  

I |_( [X ; £] e d y n p r c g  ( V ,v r p ,ro J  -  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  р ю к з а к е  м е т о д о м

êelprog.m
B -dyrV progrnf

M-file

M-file

kttyafiHgMetttnW Workspace 
C om m and  H istory

▼ %—  0 7 . 0 2  . 1 1  l l s 3 1  -  
a ■ [123] 
b  = [  1 ; 2 ; 3 ]  
с  = [ 1  2 3 ; 4  S 6] 
h e lp  d ynprog  
cric;
h e lp  d ynprog

д и н а м и ч е с к о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я
V  -  о б ъ е м  р ю к з а к а
V  — м а т р и ц а —с т р о к а  о б ъ е м о в  п р е д м е т о в  
р  -  м а т р и ц а - с т р о к а  в е с о в  п р е д м е т о в
»  -  м а т р и ц а - с т р о к а  о г р а н и ч е н и й  н а  м а к с и м а л ь н о е  ч и с л о  п р е д м е т о в ,  

е с л и  к а к о й - л и б о  э л е м е н т  е е  р а ъ е н  нули?, т о  д о п о л н и т е л ь н о г о  о г р а н и ч е н и я  
н а  ч и с л о  п р е д м е т о в  д а н н о г о  т и п а  н е т  
и  -  м а т р и ц а - с т р о к а  р е ш е н и я  
£ - максимальный вес рюкзака

Рис. П5.3. Получение справочной информации о функции dynprog

MATLAB 0 9 ©
N e Е'Л Debug Desktop Window НеЬ

□  Н йг ^ % Ш, «  f * IS C f  f 1 Cirrent Diredwy: C^MTLAB701»work ®  Q Ц ]

Shortcuts 0  H ow to Add 0  What's New 

C u rren t D irectory  -  C:\M ATlAB70r-.wnrk

E t f  i S  @ 1
All Files -• FBe Type 1 Li

l^ca lp rog .rY i M-file 02

(Ц  d ynprog. m M-file 07
[!;]] d in p ro g ^ re su lts .ld T X T File 07

Command History

Com m and W indow

н а  ч и с л о  п р е д м е т о в  д а н н о г о  т и п а  н е т
к  -  м а т р и ц а - с т р о к а  р& ш ени д  
£  -  м а к с и м а л ь н ы й  в е с  р ю к з а к а

»  V = S ;>> v=tl 3 2 2];
>> р = [ 2  3 2 S ] ;» г [0 0 0 0];
»  [ х ,  f ]  = d y n p r o g ( V / v , p , r n )

Ь  = [  1 ; 2 ; 3 ]  
с  = [ 1  2 3 ;  4 5  б] 
h e lp  d ynprog  
clc;
h e lp  d ynprog
V ■ 9 ;
v = [ l  3 2 2 ] ;  
p - [ 2  3 2 5 ] ;  w=[C 0 0 G];
[ x , £ ] = d y n p r o g ( V ,  v ,  p ,m )

Рис. П5.4. Решение задачи динамического программирования с помощью
функции dynprog

Замечание. Файл dynprog.m должен находиться в текущей ди
ректории.
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На рис. П5.4 видно, что имеется одна оптимальная точка, оп
тимальное значение целевой функции равно 22.

Более подробный результат работы функции dynprog записы
вается в файл d i n p r o g _ r e s u l t s . t x t ,  который сохраняется в 
текущей директории и может быть просмотрен с помощью тексто
вого редактора WordPad. Содержимое этого файла аналогично со
держимому приведенного ранее выходного файла программы 
d y n p ro g .



Приложение 6

Ц ЕЛ О Ч И С Л ЕН Н О Е Л И Н ЕИ Н О Е  
П РО ГРА М М И РО ВА Н И Е

Для решения задач целочисленного линейного программиро
вания используется метод отсечения Гомори. Весь алгоритм также 
реализован в m-файле c e lp r o g .m ,  который нужно запускать в 
математическом пакете MATLAB. Подробный результат работы 
функции c e l p r o g  записывается в файл c e l p r o g _ r e s u l t s  . t x t ,  
который сохраняется в текущей директории и может быть про
смотрен с помощью текстового редактора W ordPad,

Рассмотрим пример вызова функции c e l p r o g  для решения 
задачи о рюкзаке по тем данным, которые изложены в предыду
щем пункте: зададим объем рюкзака Ь = 9, объемы предметов 
А = [1 3 2 2 ] и их веса с = [2 3 2 5] (рис. П6.1).

Hie Edt Debug Desktop Window Halp
0  0 ©

□ X ^  Si ^  | IS ^

Shortcuts И  How to Add Э  What's New 

CiBTcnt M rerU u'y - СУ.МАТ1АВ7Я1 y/nrk

C lie n t Directory: OVAATLABTOHwctk ^  | t |

©  И-: &  £  Щ
All Files * FHe Type : l( 1

|^c&lprag.m M-file o;
dynprog. m M-file 07 '

ЦИ] dihprog_resuilts.t«:t TXT File 07 1
celprogrescltstKt TXT File 07

Workspace
—  -

tn m m a n rf  1 B ^ o ry ? X

v = [ l  3 2 2 ]  ; 
p - [ 2  3 2 S ]  } nr= [0 0 0 0] ;
[ x ,  f ]  = d y t i p r o g ( V ,v , p ,m )  
c l e ;
h e l p  c e l p r o g

A = [ l  3 2 2 ] }  
c = [ 2  3 2 5 ] :  
c e lp r o g (A ,b .,  c)

C om m and W indow

»  h e l p  c e l p r o g
c e l p r c g  (А ,1з, c j  -  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  р ю к з а к е  м е т о д  о н  
ц е л о ч и с л е н н о г о  л и н е й н о г о  п р о г р а м м и р о в а н и я  
Ъ -  о б ъ е м  р ю к з а к а
А -  м а т р и ц а - с т р о к а  о б ъ е м о в  п р е д м е т о в  
с  -  м а т р и ц а - с т р о к а  в е с о в  п р е д м е т о в

»  Ь=9;
>>  А - [ 1  3 2 2 ] ;>> е= [ 2 323];
>> c e l p r o g ( А ,Ь , с )
»

Рис. П6.1. Вызов функции c e lp r o g
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Содержимое файла c e l p r o g _ r e s u l t s . t x t  представлено 
ниже:

Ь x l  х 2  х З  х 4  х5
х 4  4 . 5 0 0 0  0 . 5 0 0 0  1 . 5 0 0 0  1 . 0 0 0 0  1 . 0 0 0 0  0 . 5 0 0 0
f  2 2 . 5 0 0 0  0 . 5 0 0 0  4 . 5 0 0 0  3 . 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0  2 . 5 0 0 0
П р о и з в о д я щ а я  с т р о к а :
0 . 5 0 0 0 * х 1  + 1 . 5 0 0 0 * х 2  + 1 . 0 0 0 0 * х З  + 1 . 0 0 0 0 * х 4  + 0 . 5 0 0 0 * х 5 =
4 . 5 0 0 0

У р а в н е н и е  о т с е ч е н и я ,  п о с т р о е н н о е  п о  п р о и з в о д я щ е й  с т р о к е :
0 . 5  000  * х 1  + 0 . 5 0 0 0 * х 2  + 0 . 0 0 0 0 * х 3  + 0 . 0 0 0 0 * х 4  + 0 . 5 0 0 0 * х 5 > =  
0 . 5 0 0 0

С и м п л е к с - т а б л и ц а  с  д о б а в л е н н ы м  о г р а н и ч е н и е м :
b  x l  х 2  х З  х 4  х 5  х б

х 4  4 . 5 0 0 0  0 . 5 0 0 0  1 . 5 0 0 0  1 . 0 0 0 0  1 . 0 0 0 0  0 . 5 0 0 0  0 . 0 0 0 0
х б  - 0 . 5 0 0 0  - 0 . 5 0 0 0  - 0 . 5 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0  - 0 . 0 0 0 0  - 0 . 5 0 0 0  1 . 0 0 0 0
f  2 2 . 5 0 0 0  0 . 5 0 0 0  4 . 5 0 0 0  3 . 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0  2 . 5 0 0 0  0 . 0 0 0 0

С и м п л е к с - т а б л и ц а  с  ф и к т и в н о й  ц е л е в о й  ф у н к ц и е й ,  п о с т р о е н н о й  
п о  д о б а в л е н н о м у  о г р а н и ч е н и ю :

Ь x l х2 хЗ х 4 х 5 х б
х4 4 . 5 0 0 0 0 . 5 0 0 0 1 . 5 0 0 0 1 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 0 . 5 0 0 0 0 . 0 0 0 0
хб - 0 . 5 0 0 0 - 0 . 5 0 0 0 - 0  . 5 0 0 0 - 0 . 0 0 0 0 - 0 . 0 0 0 0 - 0  . 5 0 0 0 1 . 0 0 0 0
f 22  . 5 0 0 0 0 . 5 0 0 0 4 . 5 0 0 0 3 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 2 . 5 0 0 0 0 . 0 0 0 0
f i - 0  . 5 0 0 0 - 0 . 5 0 0 0 - 0  . 5 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 - 0  . 5 0 0 0 1 . 0 0 0 0

О п т и м а л ь н а я с и м п л е к с - т а б л и ц а
Ь x l х 2 х З х4 х5 х б

х4 4 . 0 0 0 0 0 .  0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 1 .  0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0
x l 1 .  0 0 0 0 1 .  0 0 0 0 1 .  0 0 0 0 0 .  0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 - 2 . 0 0 0 0
f 22 , 0 0 0 0 0 .  0 0 0 0 4 . 0 0 0 0 3 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 2 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0

Целочисленная оптимальная точка найдена: х = [1  0 0 4]. 
Функция c e l p r o g  не ищет другие альтернативные оптимумы 
(если они имеются).

Замечание. Функция c e l p r o g  решает только задачи полно
стью целочисленного программирования —  когда все переменные 
могут принимать только целочисленные значения. После того как 
в симплекс-таблицу добавляется новое ограничение-отсечения, 
базисное решение перестает быть допустимым. Дальше можно ли
бо решать задачу двойственным симплекс-методом, либо ввести 
фиктивную целевую функцию (как делается в c e l p r o g )  —  это 
описано в соответствующих разделах линейного программирова
ния методического пособия.

Примечание. Если работа какой-либо функции в командном 
окне MATLAB занимает очень длительное время и ее необходимо 
прервать, то это можно сделать, нажав комбинацию клавиш 
«Ctrl+C».
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П РИ М ЕР РЕ Ш Е Н И Я  ЗАДАЧ И  
Л И Н ЕЙ Н О ГО  П РО ГРА М М И РО ВА Н И Я  

ДВО Й С ТВЕН Н Ы М  С И М П Л ЕК С -М ЕТО ДО М

Минимизировать функцию z = 3x\+  л» при условиях:

x i + Х2> 1;
2xi + 3x2 ^  2; 
xi > 0; Х2 > 0.

Переходим к ограничениям-равенствам:
xi + Х2 -  хз = 1;
2 xi +  3x 2 — Х4 = 2 ; 

xi > 0; Х2 > 0.

Чтобы переменные хз и Х4 стали базисными, умножим огра
ничения на (-1). Получим

—xi — Х2 + хз = -1;
-2xi -  3x2 + Х 4 = -2.

Целевую функцию z изменим таким образом, чтобы коэффици
енты неизвестных в ней стали отрицательными. Запишем ее в виде

—3xi — Х2 —̂ max.
Строим симплекс-таблицу (табл. П7.1).

Таблица П7.1 
Исходная таблица

Базис bi Х\ *2 Хз Х4
х3 „ 1 -1 -1 1 0
Х4 -2 -1 -3 0 1
Z 0 -3 -1 0 0

Максимальное значение |Ьг| находится в строке Х4 (ведущей 
строке). Переменную Х4 переводим в свободные.

Рассмотрим отношения отрицательных элементов в строке це
левой функции z к соответствующим отрицательным элементам в
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ведущей строке^: получим -3 /—1 и -1 /—3. Выбираем наименьшее 
значение и свободную переменную хз переводим в базисные на
место JC4 . Генеральным элементом будет элемент (2, 2). Методом 
Жордана выполним операцию замещения. Получим следующую 
симплекс-таблицу (табл. П7.2).

Таблица П7.2 
Первая итерация

Базис bt Xi х2 х3 х4
х3 -1/3 -1/3 0 1 -1/3
Х2 2/3 2/3 1 0 -1/3
Z -2/3 -7/3 0 0 -1/3

В этой таблице есть отрицательная базисная переменная, т. е. 
процесс не завершен. Ведущей строкой будет строка хз . Только в 
столбце х4 отрицательные элементы находятся и в строках, и в 
целевой функции. В качестве генерального элемента выбираем 
элемент (1, 4). Свободная переменная х4 переходит в базисные на 
место хз- После операции замещения получаем таблицу, которая 
оказывается оптимальной (табл. П7.3).

Таблица П7.3
Оптимальное решение

Базис h XI х2 Хз х4
х4 1 1 0 - 3 1
х2 1 1 1 -1 0

Z - 1 -2 0 -1 0

Решение: x i= 0 ; хз = 1; хз=0; х4 = 1.
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Приложение 8

Что не поищешь, того не сыщешь. 
Русская народная пословица

К РА ТК И Й  М А ТЕМ А ТИ Ч ЕС К И Й  СЛ О ВАРЬ

ВЕКТОРЫ  И МАТРИЦЫ

Вектор — упорядоченная совокупность действительных чи
сел: а = (аь аг,..., ап).

Линейная зависимость векторов —  векторы ai, sl2, ..., ат ли
нейно зависимы, если найдутся такие действительные числа 
а ,  (3,..., у, не все равные нулю, что линейная комбинация векторов 
ai, аг, . . ат равна нулю: aa i + ра2 +... + уат = 0. Если же это ра
венство выполняется только тогда, когда все числа а , р, ...,у рав
ны нулю, то векторы аь а2, ..., ат, линейно независимы. Из опреде
ления линейной зависимости векторов следует, что если векторы 
линейно зависимы, то один из них может быть представлен в виде 
линейной комбинации остальных, и наоборот, если один из векто
ров есть линейная комбинация остальных, то векторы линейно за
висимы.

Скалярное произведение двух векторов а = {аь а2, ап} и
b = {/?!, Ь2, ..., Ьп} —  действительное число, равное сумме произведе
ний соответствующих координат векторов (а, Ь) = аф\ + а2Ь2 + ... + 
+ апЬп или произведению длин этих векторов на косинус угла
между ними: (a, b) = | а | ■ |b  | cos(a,b).

Единичный орт «о —  вектор единичной длины, совпадающий 
по направлению с вектором а; ао = а/|а|, где |а| —  длина вектора а.

Матрица —  прямоугольная таблица чисел, применяемая для 
формальной записи систем линейных алгебраических уравнений.

Абсолютно унимодулярная матрица —  матрица, все миноры 
которой равны либо 0, либо ±1. Проверить унимодулярность мат
рицы А , вычислив все возможные миноры, сложно. Существуют 
достаточные, но не необходимые условия абсолютной унимоду
лярности матрицы А , которые проверить гораздо легче. Матрица А 
абсолютно унимодулярна, если:
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1) каждый ее элемент равен 0, + 1, - 1;
2) каждый ее столбец содержит не более двух ненулевых эле

ментов;
3) строки матрицы А  можно разбить на два непересекающихся 

множества R] и R-, таким образом, что: а) если столбец из А  содер
жит два ненулевых элемента одного знака, то один из них входит в 
R h другой — в R2; б) если столбец из А  содержит два ненулевых 
элемента с противоположными знаками, то оба они входят либо в 
Ri, либо в R2.

Матрица квадратная —  матрица с одинаковым числом строк 
и столбцов.

Матрица расширенная —  матрица системы алгебраических 
уравнений, которой приписывается в виде дополнительного 
столбца правая часть уравнения. Термин, используемый в теории 
систем линейных алгебраических уравнений.

М атричная запись системы уравнений Y = АХ. Избыточная 
система уравнений —  одно из уравнений системы можно выразить 
в виде линейной комбинации остальных. Совместная система 
уравнений —  имеется по крайней мере одно решение системы ли
нейных алгебраических уравнений Y = АХ, при этом ранг матри
ц ы ^  равен рангу расширенной матрицы. Совместная неизбы
точная система уравнений —  из т уравнений с п неизвестными 
(переменными) (п>  т, ранг такой системы равен т) т переменных 
из общего их числа п образуют базисные переменные, а остальные 
( п - т )  —  свободные.

Метод полного исклю чения Ж ордана —  имеется система т 
линейных алгебраических уравнений с п неизвестными, решение 
которой надо найти:

oiixi + а\2Х2 + „. + aisXj + ...+  а\пхп = Ь[\

< ацх1 + 0 ,2 X2 +... + alsxs + ... + атхп = Ь,;

OtttiXi Н" От2Х2 "1" OjfiXs . . . “Н OntnXn = htn.

Проводят такие преобразования, в результате которых в каж
дой строке и в каждом столбце матрицы системы линейных алгеб
раических уравнений остается по одному неизвестному с коэффи
циентами, равными единице, т. е. фактически получают решение 
системы. Например, необходимо исключить переменную xs из всех 
строк за исключением /-й. Коэффициент ais, стоящий перед пере



П8. Математический словарь 619

менной Ху, называют генеральным элементом, i-ю  строку и 5-й 
столбец —  разрешающими. Прежде всего, разрешающую строку 
делят на а&, и она остается без изменения. Чтобы исключить пере
менную Ху из первого уравнения, умножают разрешающую строку 
на (-а гу) и складывают с первой строкой, В результате получают 
первую строку с нулевым элементом на месте ais. Аналогично ис
ключают Ху в остальных строках. Получают эквивалентную запись 
системы алгебраических уравнений. В ней /-я строка имеет преж
ний вид, но все коэффициенты у нее поделены на aix; 5-й столбец 
состоит из нулевых элементов (кроме единичного, стоящего в г-й 
строке). Остальные элементы матрицы системы и столбец свобод
ных переменных пересчитывают по правилу прямоугольника. 
Например, новое значение элемента

нов   @is&ln  й/у Нщ
а 1п ~  >

а новое значение элемента столбца свободных членов

^нов   Q isbm  ~  U m sbi

aiS
Из правила прямоугольника следует, что когда в разрешающей 

строке (столбце) есть нулевые элементы, то элементы столбцов 
(строк), пересекающих эти нулевые элементы, остаются без изме
нения.

Ранг матрицы —  наивысший порядок не равного нулю мино
ра этой матрицы.

Минор k-то порядка матрицы А  (к < п П  к < т; к, т —  со
ответственно число строк и столбцов) —  определитель £-го поряд
ка, построенный из элементов, стоящих на пересечении произ
вольных к столбцов и к  строк матрицы А.

Определитель —  число, которое ставят в соответствие каждой 
квадратной матрице; существует определенное правило его 
нахождения.

Транспонирование —  операция замены элементов строк мат
рицы (вектора) на соответствующие элементы столбцов и наобо
рот. Обозначают эту операцию символом «т», например
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Запись задачи математического программирования:
[ * ] / ( х) min (max);

[!]&{*) ^ 0, i=  1» •••> Щ 
h/x)  = 0, j  = 1,

где f { x )  —  целевая функция; g,{x) —  условия-ограничения в ви
де неравенств; hj(x) —  условия-ограничения в виде равенств.

Каноническая форма записи —  все ограничения (кроме не
отрицательности переменных) имеют вид равенств.

Стандартная форма записи —  все ограничения имеют вид 
неравенств.

Целевая функция —  в задаче математического программиро
вания описывает оптимизируемый критерий.

Аддитивная целевая функция —  ее значение за рассматрива
емый период получают простым суммированием значений, до
стигнутых на отдельных шагах (на отдельных переменных).

М ультиплексная целевая функция —  ее значения за рас
сматриваемый период равны произведению значений, достигну
тых на отдельных шагах (на отдельных переменных).

Многокритериальная задача линейного программирования 
имеет вид

max{cix = £i}; 
max {с2Х = С,2 };

тах{с*х = £*}, 
при х е  D,

или в матричной форме
max {Ос = £ | х е Z)}, 

где к —  число целевых функций (критериев); сг- —  градиент (век
тор коэффициентов) *-й целевой функции (критерия); Q —  значе
ние г-го критерия (целевой функции); D  — множество допусти
мых значений переменных; max —  означает, что нужно максими
зировать все целевые функции одновременно; С —  матрица 
критериев размерностью к х  п (матрица коэффициентов целевой 
функции, ее строки с, являются градиентами критериев); z — 
вектор критериев.
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Доминирование. Доминируемость относится к векторам в 
пространстве критериев.

Пусть zb z2 в / —  критериальные векторы. Вектор г\ домини
рует  вектор Z2 тогда и только тогда, когда zi > z 2 и L\ Ф z 2 (т. е. 
z\i > Z2i для всех i и zu > Z2i по крайней мере для одного г). Век
тор Z] сильно доминирует вектор z2 тогда и только тогда, когда 
Zi > z2 (т. е. z u> z2i для всех г).

Критериальный вектор z е Z  является недоминируемым тогда 
и только тогда, когда не существует другого вектора z е  Z такого, 
что z > z и z ^  z; иначе z является доминируемым критерием. 
Критериальный вектор не может быть оптимальным, если он не 
является недоминируемым.

Эффективность —  понятие, которое используется в простран
стве решений. Точка х  е D  эффективна тогда и только тогда, ко
гда не существует другой точки х  в  D  такой, что Сх > С х  и 
Сх Ф С х . В противном случае точка неэффективна. Точка х  е  D  
эффективна, если ее критериальный вектор не доминируется кри
териальными векторами других точек из D. Из эффективной точки 
невозможно сдвинуться допустимым образом так, чтобы увели
чить один из критериев, не уменьшив по крайней мере один из 
остальных. Вместе с термином «эффективность» используются 
термины «неулучшаемость», «оптимальность по Парето».

Программирование выпуклое —  раздел математического 
программирования, рассматривающий выпуклые функции на вы
пуклых множествах, т. е. когда целевая функция и допустимое 
множество выпуклы.

Программирование динамическое —  метод поэтапного ре
шения задач математического программирования при наличии ад
дитивной целевой функции, или, другими словами, поэтапное пла
нирование многошагового процесса при наличии аддитивной це
левой функции, при котором на каждом этапе оптимизируют 
только по одной переменной с учетом всех последствий от других 
переменных.

Принцип оптимальности —  оптимальная стратегия обладает 
тем свойством, что, каковы бы ни были первоначальные состояние 
и решение, последующее решение должно определять оптималь
ную стратегию относительно состояния, полученного в результате 
первоначального решения.
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Программирование квадратичное —  целевая функция / (х) 
является квадратичной, а ограничения линейны (более точно / (х) 
должна быть квазиопределенной квадратичной формой).

Программирование линейное —  все функции /(х ) ,  g /(x),
/г/х) в задаче математического программирования (выражениях 
для целевой функции и для условий-ограничений) линейны.

Решения задачи линейного программирования. Базисное 
решение —  решение системы ограничений, в котором все сво
бодные переменные равны нулю. Если система имеет решение, 
то есть и базисное решение. Допустимое решение существует, 
если все компоненты решения неотрицательны. Если система 
уравнений обладает допустимым решением, то она имеет и ба
зисное допустимое решение. Совокупность всех допустимых ре
шений системы ограничений есть выпуклое множество. Базисное 
допустимое решение соответствует крайней точке выпуклого 
многогранника (грани или вершине этого многогранника), явля
ющегося геометрическим образом системы ограничений. Опти
мальное решение —  это то из допустимых базисных решений за
дачи, при котором целевая функция достигает своего максимума 
(минимума).

Программирование нелинейное — хотя бы одна из функций 
f i x ) ,  g ,(x), hjix) нелинейна.

Программирование параметрическое —  коэффициенты в 
функциях f { x) ,  gii x ) ,  hj(x) являются функциями некоторого па
раметра t.

Программирование сепарабельное —  целевая функция /  (х)
представляет собой сумму функций, различных для каждой пере
менной. Условия-ограничения могут быть как линейными, так и 
нелинейными (но все недиагональные элементы матрицы, состоя
щей из вторых частных производных любой функции задачи, рав
ны нулю).

Программирование целевое —  в целевом программировании 
(ЦП) устанавливается некоторый уровень достижения целей по 
каждому критерию. От обычного линейного программирования 
его отличает:

1) понимание критериев как целей;
2) приписывание приоритетов и/или весов достижению от

дельных целей;
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3) присутствие переменных d t  и dt , являющихся мерой от
клонения от целевых уровней сверху и снизу соответственно;

4) минимизация взвешенных сумм переменных отклонений для 
того, чтобы найти решения, которые наилучшим образом удовле
творяют целям.

Обычно точка, удовлетворяющая сразу всем целям, не является 
допустимой. Стараются найти допустимую точку, которая дости
гает всех целей наилучшим образом. Для каждой цели (целевой 
функции) устанавливается значение критериев zh которые должны 
быть достигнуты (если возможно) по отношению к обусловлен
ным числами t i  целям.

Пример. Задача целевого программирования: 
цель {cix  -  Z|} , Z| > / i  ; 

цель {C2 X =  Z2 } ,  Z2  >  t2\ 

цель (c 3x  =  Z 3 ) ,  z 3 E [ t 2H , 4 ] ,

XE D.
Программирование целочисленное —  когда координаты ис

комого вектора Хявляются только целыми числами.
Эквивалентные преобразования, используемые в линейном  

программировании.
1. Вместо точки минимума целевой функции / (х) можно 

взять точку максимума функции — / (х): min/ (х) = max [-/' (х)].
2. Ограничения в форме неравенств можно представить в виде 

равенств, использовав новые переменные хи i = n + 1, п + 2, ..., т, 
Xi > 0, называемые слабыми:

П П
X  UyXj > bj —> 2  aiixj ~ Xi =Ьй x, > 0; i = n + m.
j=1 j=1

n n
x  OyXj < bi-> Ys ayxj  + Xi = b,\ Xi >0; i = n + 1,..., m.
j=1 j=1

3. Ограничение, записанное в виде равенства, можно заменить 
двумя неравенствами:

П i n  П
х  c iyX j =  b, —» < X  c t i jX j — bt ; X  a v x j  -  b i .
i=\ U=i м

Если имеется т равенств, их можно заменить (т + 1) неравен
ствами
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п

Y.aijXj =b[
М

П
jXj > h

п

Если на переменную ху-,у = 1, ..., л, не наложено условие неот
рицательности, ее можно заменить двумя неотрицательными пе
ременными Xj и х],  положив

Если имеется п таких переменных xj, то их можно заменить (п + 1)

Граф — абстрактное математическое понятие. В теории гра
фов рассматривают конфигурации, состоящие из точек и соединя
ющих их линий. Пусть имеем некоторые множества N  и А. Назо
вем N  множеством вершин (узлов), А —  множеством дуг. Граф G = 
= G(N, А) с множеством вершин N  и множеством дуг А есть неко
торое семейство сочетаний или пар вида (N, А), указывающих, ка
кие вершины считаются соединенными. В зависимости от вида дуг 
граф называют ориентированным или неориентированным.

Дерево —  частный случай связных ориентированных и неори
ентированных сетей. Если множество всех узлов и дуг задать в ви
де графа G(N, А), где N  —  множество узлов: А —  множество дуг, 
то дерево определяется как связное подмножество (подграф) G 
множества (графа) G, не содержащее циклов, т. е. для любых двух 
узлов дерева существует единственный путь, соединяющий их.

х , %0=> Xj =Xj — x j ; x j  >0; xj >0.

неотрицательными переменными х, и х0, положив

xi ^  0 => xi = xj — хо;

СЕТИ
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В сети, содержащей п узлов, подграф из к узлов (к < п) является 
деревом, если выполнены любые два из следующих условий:

1) подграф является связным;
2) подграф не имеет циклов;
3) число дуг в подграфе равно к -  1.
Вес дерева — сумма весов (длин) его дуг.
Остов (остовное связующее дерево) — дерево, содержащее 

все узлы сети. Если сеть содержит п узлов, то дерево с п узлами и с 
п — 1 дугами является остовом.

Кратчайший (максимальный) остов графа (сети) —  дерево 
с минимальным (максимальным) весом среди всех связующих де
ревьев этого графа.

Дуга —  элемент сети (графа), имеющий определенную ориен
тацию (направление), называется ориентированной или направ
ленной дугой. В противном случае дуга называется неориентиро
ванной. Одну неориентированную дугу можно заменить двумя 
ориентированными.

Вес (длина) дуги —  число, соответствующее некоторой харак
теристике дуги (расстояние, стоимость и т. д.).

Пропускная способность дуги —  некоторое положительное 
число by, поставленное в соответствие дуге Л,-г

Контур — конечная цепь, начальный и конечный узлы кото
рой совпадают. Очевидно, что контур является замкнутой цепью.

Петля — это вырожденный цикл. Петля образуется одним уз
лом и одной дугой и поэтому является как контуром, так и цик
лом.

Поток из источника N s в сток Л) —  множество неотрицатель
ных чисел Ху, поставленных в соответствие некоторой дуге сети, 
если числа удовлетворяют следующим линейным ограничениям:

-v , если i ~ s;

И  ХУ ~ X  xjk = < если j  t; (П8.1)
' к [ v, если j  = t\

v > 0 ; 0 <Xij<hj  для всех i , j.  (П8.2)

Здесь первую сумму берут по дугам, ведущим в узел Njt а вторую 
сумму —  по дугам, ведущим из узла Nj. Неотрицательное число v 
называют величиной потока. Число х^ называют потоком по 
дугеАу, или дуговым потоком. Ограничения (П8.1) означают, что 
в каждый узел (кроме источника и стока) приходит столько пото
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ка, сколько из него уходит (условие сохранения потока). Ограни
чение (П8.2) означает, что поток по дуге ограничен пропускной 
способностью дуги b y .

Теорема о максимальном потоке и минимальном разрезе —
обозначим через Fsh множество неотрицательных чисел х у ,  удовле
творяющих ограничениям (П8.1), (П8.2). Будем называть путь из 
Ns в Nt увеличивающим поток Fsh если ху < by на всех прямых дугах 
и хр > 0 на всех обратных дугах этого пути. Поток Fst максимален 
тогда и только тогда, когда не существует пути, увеличивающего 
поток Fst.

Величина максимального потока в любой сети принимает, без
условно, единственное значение. Но может существовать несколь
ко различных максимальных потоков Fsh имеющих одинаковую 
величину. Может существовать и несколько минимальных разре
зов в сети.

Путь —  последовательность N u  ^ 12, N2, Nt ь At-iм  где
N u А 12, N2i Nk-и At-i,k, Nk —  узлы сети, и либо А ц+Ъ либо A i+U
(i=  1, 2, ..., k -  1) является дугой сети. Путь отличается от цепи 
тем, что при движении по пути от Л) до Л* можно пройти дугу се
ти и в направлении, противоположном ее ориентации. Для неори
ентированных сетей понятия «цепь» и «путь» совпадают.

Разрез (X, X) —  множество всех дуг Л у, для которых Nt е  X, 

Nj е  X, и удаление которых из сети превращает сеть в несвязную 
(X —  некоторое подмножество узлов сети, X —  дополнение под
множества X, объединение X и X определяет множество узлов 
сети). Разрез называют разделяющим узлы Ns и Nt (или отделяю
щим узел Ns от Nt), если Nx е  X, N, е  X.

Минимальный разрез —  разрез, разделяющий Ns и Nt и обла
дающий минимальной пропускной способностью.

Пропускная способность или величина разреза с(Х, X ) —
сумма £  btj , где сумма берется по всем ориентированным дугам,

Uj
соединяющим и N, е X  и N, е X. При определении разреза учиты
ваются все дуги между подмножествами X и X, а при определе
нии пропускной способности разреза —  только пропускные спо
собности дуг из X в X, ориентированные дуги из X в X при этом 
не учитывают. Поэтому в общем случае с(Х, X ) Ф с (X, X).
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Ясно, что вследствие ограничений (П8.1), (П8.2) величина мак
симального потока меньше или равна пропускной способности 
любого разреза, разделяющего Ns и Nt, так как

v =  Z  хч ~  Z  хр.
Ni<=X, NtEX,
NjEX NjsX

В любой сети величина максимального потока из источника Ns 
в сток Nt всегда равна минимальной пропускной способности всех 
разрезов, разделяющих Ns и Nt.

Сеть —  множество узлов (называемых также вершинами, или 
точками соединения) и множество дуг (называемых также звенья
м и, или ребрами), которые связывают эти узлы. В сети выделяют 
два специальных узла: один из них называют источником Ns, а 
другой —  стоком Nt. Сеть можно рассматривать как водопровод
ную систему, в которой трубы соответствуют дугам, источник во
ды — источнику Ns, сток воды —  стоку Nt а соединения между 
трубами —  остальным узлам сети. В качестве пропускной способ
ности дуги выступает поперечное сечение трубы.

Сеть связная —  сеть, при любом разбиении множества узлов 
N которой на подмножества X  и X, найдется дуга Ау, когда г-й 
узел Nh принадлежит подмножеству X, Ni е  X, у-й узел Nj принад
лежит подмножеству X, Nj е  X. В связной сети для любых двух 
различных узлов существует, по крайней мере, один соединяющий 
их путь или цепь.

Цепь. Последовательность узлов и дуг сети N u А и , N2, Я23, ..., 
Nk-i, Ak-iy, Nk называют цепью или ориентированной цепью, веду
щей из узла N\ в узел Nk. Если N\ = Nk, то такую последователь
ность называют ориентированным циклом. Цикл является замкну
тым путем.

Цепь простая —  цепь, которая не содержит циклов. Если сеть 
является цепью Ni, А п , N г,.... Лз с источником N\ и стоком Nt, мак
симальная величина потока, который может быть пропущен через 
сеть, ограничивается минимальной из пропускных способностей 
дуг этой сети. Дуга с минимальной пропускной способностью яв
ляется «узким местом» в сети. В произвольной сети «узкое место» 
определяется разрезом.
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ТЕОРИЯ ИГР

Задача теории игр —  выработка игроками стратегии, которая 
обеспечивает одной стороне максимальный выигрыш, а другой — 
минимальный проигрыш. Теория игр используется в конфликтных 
ситуациях, которые повторяются многократно.

Доминирование. Если в платежной матрице для двух строк 
элементы %  не меньше элементов aSJ- (%  > asj) и хотя бы один эле
мент к-й строки строго больше соответствующего элемента л-й 
строки, то для игрока А стратегия A t предпочтительнее стратегии 
As. Стратегия Ак называется доминирующей, стратегия А,, —  доми
нируемой, ее можно удалить (в смешанной стратегии получим ве
роятность, равную нулю). Доминируемая стратегия заведомо не
выгодная.

Аналогично для столбцов. Столбцы и строки, у которых соот
ветствующие элементы равны, называются дублирующими. В пла
тежной матрице игры следует оставить только одну строку или 
один столбец из дублирующих.

Игры. Игры, состоящие только из случайных ходов, называют 
азартными. Игры, в которых имеются личные ходы, называются 
стратегическими. Существуют стратегические игры, состоящие 
только из личных ходов. Теория игр занимается только стратеги
ческими играми.

Дифференциальные игры —  игры, когда число ходов в игре 
становится бесконечным (континуум) и игроки имеют возмож
ность принимать решения непрерывно. Здесь траектории движе
ния игроков представляют собой решения систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений, правые части которых зависят от 
параметров, находящихся под контролем игроков. Рассматривают
ся две системы обыкновенных дифференциальных уравнений с 
начальными условиями (хо, Vo):

х =f(x ,  и) и у = g(y, v).
Конечные парные игры с нулевой суммой — игры, в кото

рых участвуют два игрока. Участников игр может быть более 
двух, они могут быть объединены в группы. Тогда игра называется 
коалиционной. Игра называется конечной, если у каждого игрока 
есть конечное число стратегий, т. е. конечное число вариантов по
ведения, и бесконечной, если хотя бы у одного из игроков имеется 
бесконечное число стратегий. Игра с нулевой суммой есть игра, в 
которой выигрыш одного игрока равен проигрышу другого.
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Оптимальная стратегия игрока — это такая стратегия, кото
рая при многократном повторении игры обеспечивает игроку мак
симально возможный средний выигрыш, а другому — минималь
ный средний проигрыш.

Платежная матрица игры —  набор выигрышей а,у для разных 
значений i и j  располагают в виде матрицы, строки которой отве
чают стратегиям игрока Л, а столбцы —  стратегиям игрока В,

Принцип минимакса. С точки зрения игрока А ему необходи
мо выбрать такую стратегию Л,-, которая максимизирует мини
мально возможный выигрыш а  = maxj min, —  максиминная 
стратегия (максимин). Величину а  называют нижней ценой иг
ры. Меньше чем а  игрок А выиграть не может. Для игрока В  опти
мальная стратегия та, при которой максимальный возможный вы
игрыш игрока А оказывается наименьшим и в любом случае не 
превосходит (3 =minj max, ац. Величина (3 называется минимаксом, 
или верхней ценой игры. Принцип осторожности, диктующий 
игрокам выбор таких стратегий, называется принципом мини
макса.

Седловая точка. Рассмотрим некоторую игру, в которой мак- 
симинный и минимаксный выигрыши равны, т. е. нижняя и верх
няя цены игры совпадают: а  = J3. Выигрыш является одновременно 
и максиминным из минимальных выигрышей для игорка А, и ми
нимальным из максимальных выигрышей для игрока В. Точку на 
поверхности, являющуюся одновременно точкой минимума по од
ной оси координат и точкой максимума по другой оси, называют 
седловой точкой. Соответствующий элемент а,у = а  (или (3) пла
тежной матрицы игры называют седловой тонкой (седловым эле
ментом) матрицы. Об игре говорят, что она имеет седловую точку. 
В такой ситуации каждый из игроков должен придерживаться мак- 
симинной (минимаксной) стратегии. Любое отклонение от этой 
стратегии будет невыгодно для игрока, допустившего отклонение.

Смешанные стратегии. Пусть Ль А2, ..., А т —  возможные 
стратегии игрока А , Для получения наибольшего эффекта игрок А 
должен использовать все или некоторые из этих стратегий случай
ным образом с разными вероятностями: стратегия Л/ используется 
с вероятностью Говорят, что игрок А применяет смешанную 
стратегию SA(pi, pi, . . . , р т)• В отличие от смешанных стратегий Sa 
стратегии Л/ называют чистыми. При надлежащем выборе вероят
ностей pi смешанная стратегия может оказаться оптимальной (ана
лог седловой точки). При этом выигрыш игрока Л будет не меньше
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некоторого значения v, называемого ценой игры. Это значение 
больше нижней цены игры, но меньше верхней в принципе мини- 
макса.

Ходы. Личный ход предполагает сознательный выбор игроком 
того или иного действия, разрешенного правилами игры. Случай
ный ход не зависит от воли игрока —  он может быть определен с 
помощью датчика случайных чисел.

ФУНКЦИЯ И ПРОИЗВОДНЫ Е

График функции. Если независимую переменную х (аргумент) 
и зависимую переменную у  рассматривать как декартовы коорди
наты на плоскости, то действительную функцию у  = f ix )  действи
тельного переменного х  можно изобразить кривой —  графиком 
функции у  от х. Для функций многих переменных у = / ( х\, х2, х„) 
упорядоченному множеству значений независимых переменных 
х\, х2, хп ставят в соответствие значения переменного у. Множе
ства значений хь х2, хт для которых определено соотношение 
у  = f ( x ь х2, ■■■, хп), есть область определения функции/(xi, х2, ..., х„). 
Графиком функции многих переменных является поверхность (для 
функции двух переменных) и гиперповерхность (для большего 
числа переменных).

Гиперплоскость — аналог плоскости в пространствах с раз
мерностью больше трех.

Линии (поверхности) уровня —  геометрическое место точек, 
в которых функция принимает одно и то же значение. Уравнение 
поверхности уровня имеет вид Дхь х2, х„) = с. Давая констан
те с различные значения, получают семейство поверхностей уров
ня, определяющих поведение функции. Линии уровня вводят для 
функции двух переменных: / (х ь  х 2) = с. Семейство линий уровня 
дает возможность представить функцию двух переменных у  = 
= /(х ь  х2) на плоскости. Например, семейство линий уровня на гео
графических картах дает представление и о морских глубинах, и о 
горных хребтах.

Множество выпуклое —  для любых точек М\ и М2, принад
лежащих области D, отрезок М \М г принадлежит множеству (обла
сти) D  (см. рис. 1.6, а). Другими словами, любая точка [АМ х + (1 -  
— Х)М2] принадлежит области D  для любого А, 0 < л < 1, и для лю
бых точек М\ и М 2 области D. Причем пересечение конечного чис
ла выпуклых множеств выпукло. На рис. 1.6, б показаны невыпук
лые множества.
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Область (множество) связная —  лю бая зам кнутая ломаная  
линия, целиком  принадлеж ащ ая эт ой  области , м ож ет  быть стянута  
в точку с п ом ощ ью  непреры вной деф ор м ац и и  и н е  вы ходит из 
дан н ой  области.

Производная по направлению —  дей стви тел ьн ое число, к о 
тор ое  оп редел я ет скорость и зм ен ен и я скалярной ф ункции f ( x 1, 
х 2, -*„) в прои звольном  направлении, задаваем ом  единичны м  
вектором  u =  co s ш  +  cos (3/ + ... +  co s  y k  с направляю щ ими к оси н у
сам и co s a ,  co s  ( 3 , c os  у;

d f  d f  d f  p d f
—  = - ^ c o s a  +  ——  co s p +  ... +  ——  c o s y .  
du oxi 0 x 2 oxn

П роизводная по направлению  и градиент V /  скалярной ф ун к
ции связаны  скалярны м прои зведением : d,fldu =  ( V /  и). П р ои зв од
ная df ldu  п о  направлению  касательной к п овер хн ости  (линии) 
уровня равна нулю .

Производная частная ■—  хар ак тер и зует  скорость  и зм ен ен и я  
ф ун к ц и и  м н о ги х  п ер ем ен н ы х отн оси тел ьн о  о д н о й  из п ер ем ен 
ны х, наприм ер x if при ф и ксированн ы х зн ач ен и ях остальны х н е за 
ви си м ы х п ер ем ен н ы х. Ч астная п р ои зв одн ая  м ож ет  бы ть н ай ден а  
д и ф ф ер ен ц и р ов ан и ем  ф ун кции  f (x \ ,  х 2, ..., х„) по х,-, если  остальны е  
п -  1 незави си м ы х перем енны х рассматривать как постоянны е.

Форма квадратичная —  числовая ф ункция / ( х )  одн ого  век
торн ого аргум ента х  =  (х ь х 2 > х п)  вида

П  П  77

Д х )  =  z  И  aijXiXj =  X  aijXi2 +  2 X  ayXiXj ,
i=1 j=1 i -1 l<i< j<n

где  a,/ —  элем енты  си м м етр и ч н ой  матрицы  (квадратной таблицы  
чисел) А =  \ \а ,у \ \пхп порядка n, а г> =  ап.

Форма квадратичная знакопеременная. Ф орм а / ( х )  назы ва
ется квадратичной зн ак оп ерем ен н ой , если  сущ еств ую т такие век
торы  Xi И Х2, ДЛЯ KOTOpbDi/(Xi) >  О и / ( х 2) <  0.

Форма квадратичная квазизнакоопределенная. Знакоопре
деленная ф орм а / ( х )  назы вается квадратичной к вазизнак оопреде- 
ленной , если  им еется  н ен ул евой  вектор х , для к о т о р о г о /(х )  =  0.

Форма квадратичная положительно (отрицательно) опре
деленная. К вадратичная ф о р м а /(х )  назы вается полож и тельно (от 
рицательно) оп р едел ен н ой , если  для л ю бого  н ен ул евого  вектора х  
вы полняется неравенство Д х )  >  0 ( Д х )  <  0). П олож ительно и отри 
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цательно определенные квадратичные формы называются знако
постоянными.

Функция вогнутая. Функцию Д х ) называют вогнутой на вы
пуклом множестве D, если функция Д х ) выпукла на D. Ограниче
ния в задаче математического программирования g/(x) > 0, / = 
= 1, ..., т ,  образуют выпуклое множество D  (выпуклую область), 
если все функции Д х )  вогнуты.

Функция выпуклая. Функцию f (M)  называют выпуклой на 
непустом множестве D,  если для любых двух точек М\ и М2, при
надлежащих области D, и любого числа X, 0 < X < 1, справедливо 
неравенство

/ [ Х М г + (1 - Х)М2] < X f ( M x) + (1 - X ) f ( M 2).

Геометрический смысл: выпуклая функция лежит над своими 
касательными. Примером выпуклой функции является парабола.

Функция строго выпуклая. Функцию f(M ) называют строго 
выпуклой, если для 0 < X < \ и М\ ^  М2 выполняется строгое нера
венство

f [ X M i  + (1 -  Х ) М 2 ] < X f ( M Y) + (1 -  X ) f ( M 2).
Функция дифференцируемая. Функция Д х), имеющая в точке 

х = Хо производную, называется дифференцируемой в этой точке. 
Функция, имеющая производную во всех точках некоторого про
межутка (а, Ь), называется дифференцируемой в этом промежутке. 
Функция многих переменных, имеющая полный дифференциал (в 
данной точке, области), называется дифференцируемой (в этой 
точке, области).

Достаточные условия дифференцируемости функции мно
гих переменных — существование и непрерывность всех частных 
производных первого порядка (в точке, области).

Необходимые условия дифференцируемости функции мно
гих переменных —  существование частных производных первого 
порядка (в точке, области).

Функция Лагранжа —  вспомогательная функция в математи
ческом программировании, с помощью которой задача на услов
ный экстремум сводится к задаче на безусловный экстремум. 
Функция Лагранжа представляет собой сумму целевой функции и 
сумму уравнений связи, умноженных на действительные числа, 
называемые множителями Лагранжа.

Функция скалярная —  функция у  = Д х) называется скаляр
ной, если любое значение у  есть скалярная величина.
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Градиент скалярной функции —  векторная функция точки, 
определяемая как

а г клп \ Of . Э/ . d fg ra d /=  V / (x i ,X 2 , . . . ,xn) =  —— i +  —— J +  ••• +  ТГ— k,
OX\ 0 X 2  OXn

где V — знак градиента (набла); i, j ,  k  —  единичные векторы (ор
ты), направленные по координатным осям: i = {1,0, 0}, j  =
= {0, 1, . . . , 0} , k = { 0, 0, 1}.

Иногда применяют обозначение градиента в виде Vxf  индекс х 
у оператора набла показывает переменную, по которой определя
ют градиент. Другими словами, градиент скалярной функции — 
это вектор, координатами которого являются частные производ
ные заданной функции. Градиент указывает направление, в кото
ром скорость возрастания скалярной функции наибольшая. Проти
воположное направление определяют антиградиентом. Градиент 
V / всегда ортогонален (перпендикулярен) поверхности (линии) 
УРОВНЯ фуНКЦИИ Д х, Л'т. ..., лл).

Экстремум, Функция у  = /(х ), определенная в точке х0, дости
гает экстремума (максимума или минимума) в окрестности точки 
хо, если для всех точек х  этой окрестности удовлетворяется нера
венство / ( х ) <  /(х о )и л и  / ( х ) >  /(х о ).

Достаточные условия существования экстремума. Для того, 
чтобы в точке хо был экстремум, производная / '( х )  в окрестности 
точки хо при переходе через х = хо должна менять свой знак с плю
са на минус в точке максимума и с минуса на плюс в точке мини
мума. Другой признак: если в точке хо первая производная 
f \ x о) = 0 и существует вторая производная f " { x 0), то в точке Хо
будет максимум при / //(хо)<0 и минимум п р и /" (х о )> 0 . В об
щем случае, если существуют производные о т /(х ) до л-го порядка 
включительно и если f ' ( x 0) = f " ( x Q)=. . .  = f (',t~1\ x  0) = 0  и

Ф 0 , то функция /(х )  имеет в точке хо максимум при п

четном, если / ^ ( х 0)<  0 и минимум при п четном и о) > 0.
Если п нечетно, то функция / (х) в точке хо не имеет ни миниму
ма, ни максимума, а имеет точку перегиба.

Необходимые условия существования экстремума. Если 
существует производная f ' ( x )  в точке хо, то функция / (х) может 
иметь в точке х внутренний экстремум лишь в том случае, когда
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при х = х0 производная f ' ( x о) = 0, Экстремум может быть и в тех
точках хо, где производная /Д хо) не существует. Но выполнение
необходимого условия еще не означает, что в точке хо будет экс
тремум.

Экстремум внутренний. Локальный максимум (минимум) 
называется внутренним или граничным, если хо является внутрен
ней или граничной точкой области определения функции /(л ).
Например, функция / ( х )  = х  при —1=» < х < °° не имеет максиму
ма, а функция /2 (х) = х при х < 1 имеет при х = 1 граничный мак
симум.

Экстремум глобальный. Неравенства / ( х )  < /(*> ) ( / W  > 
> / ( х 0) ) выполняются для любой точки х, принадлежащей обла
сти определения функции f ( x ) .

Экстремум локальный. Действительная функция / (х), опре
деленная при х = Хо, имеет в точке хо (локальный) максимум или 
(локальный) минимум /(хо ), если существует такое положитель
ное число 5, что при всех приращениях Дх = х -  х0 независимого 
переменного х, для которых выполняется неравенство 0 < |Дх] < б и 
существует значение /(хо + Дх), приращение данной функции со
ответственно Д / = f i x о + Дх) -  / ( х о ) < 0 или Д /  -  /  (хо + Дх) -  
- f i x о ) > 0.

Если в каждом из этих случаев выполняются нестрогие нера
венства, то говорят, что функция / (х) имеет в точке хо нестрогий 
максимум (минимум).

Экстремум условный. Экстремум функции т переменных в 
предположении, что переменные подчинены еще п уравнениям 
связи (условиям). При отсутствии уравнений связи имеет место 
безусловный экстремум.
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= равно
= тождественно равно
OQ бесконечность
ф не равно
= приближенно равно
~ пропорционально
< меньше
> больше
< меньше или равно
> больше или равно
с  знак содержания для множеств 
е  знак принадлежности
£ знак непринадлежности
и  объединение двух множеств
п  пересечение двух множеств
0  пустое множество
<=> эквивалентно
=> следует
3 квантор существования
V квантор общности
! знак факториала: п\ = 1 - 2 - 3  п

П
£  знак суммы: ai =ах + а2 +... + ап



П РЕД М ЕТН Ы Й  У К А ЗА ТЕЛ Ь

Агрегирование взвешенное 245 
Алгоритм венгерский 150
— Флойда 144
Анализ почти оптимальности 289
— решения содержательный 15 
 формальный 15
— сетевой 24
— системный 18, 20 
Антиградиент 30, 52
— целевой функции 38

Вариационное исчисление 17 
Вектор весовой 287,427
— доминируемый 293
— Куна — Таккера 40
— недоминируемый 284, 293
— признаков 334
— разделяющий 458
— решения 458 
Величина потока 133
— разреза 134 
Вершина 131
Вершины инцидентные 261 
Вес дерева 133
— дуги 133
Вид анализа экстенсивный 327 
Возврат 180 
Возможность узла 136 
Время упреждения 502 
Выборка последовательная 343 
Выборки линейно разделяемые 458 
Выигрыш вероятностный 222 
Вырождение 77, 94

Гиперповерхность 29 
Градиент 30, 94
Граница выигрыша верхняя 221 
 нижняя 220, 221
— останавливающая 337
— решающая 334
— стоимости маршрута нижняя 173 
Граф 132
Г рафик функции 29
— многих переменных 29

Дезагрегирование с фиксированными 
весами 246 

Дерево 132
— остовное связующее (остов) 132
— разрезов 164,168 
Дискриминант Фишера линейный 456 
Длина дуги 133 
Доминирование 284
— сильное 284 
Дуга 131, 171
— направленная 131
— обратная 158
— ориентированная 131
— прямая 158

Задача, принадлежащая значению 230
— анализа сети 163
— выпуклого программирования 35
— динамическая 18 
Задача исходная 228
— квадратичного программирова

ния 26, 43
— коммивояжера 131, 172
— двойственная 85
— математического программирова

ния 322
— многокритериальная 253
— многопродуктовая о перевозках 239 
 сетевая 227
— нахождения кратчайших цепей

между всеми парами узлов 
сети 143

— нахождения максимума функции 27 
 минимума функции 27
— некорректная 434
— о брахистохроне 18
— о Кёнигсбергских мостах 17
— о кратчайшей цепи 136
— о максимальном потоке 136
— о многополюсной цепи с макси

мальной пропускной способно
стью 181

— о многополюсном максимальном
потоке 163
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Задача о многопродуктовом пото
ке 138, 227, 238

— о назначениях 110
— о наикратчайшей сети 139
— о питании 15
— о покрытии множества 115
— о потоке в сети с несколькими

источниками и стоками 137
— о потоке минимальной стоимости

135
— о рюкзаке 190
— о сети наименьшей стоимости 139
— о частичном покрытии 115 
Задача оптимального синтеза структу

ры сети 252
— оптимального синтеза структуры

сети 252
— оптимизации безусловной 17 
 двойственная 40, 85
— оценки параметров общего распре

деления 349
— параметрическая 229
— поиска потока минимальной стои

мости 22
— принятия решения статистичес

кая 323
— прямая 42, 85
— сетевая 22, 131
— сетевая (потоковая) 21
— синтеза сети 163
— статическая 18
— транспортная 22, 93
— целочисленного программирова

ния 101
— частично целочисленная 109 
Зацикливание 77
Звено 131
— маршрута 172 
Звенья запрещенные 177 
Значение критическое 231
Зона неопределенности в принятии 

решений 445
— нулевая 445

Игра азартная 206
— бесконечная 207

Игра коалиционная 207
— конечная 207
— парная 207
 конечная с нулевой суммой 207
— полностью усредненная 217
— стратегическая 206 
Игрок 206
Игры дифференциальные 225
— с седловой точкой 212 
Исследование операций 19 
Источник 133

Квадратичная форма 29 
Знакоопределенная 29
 знакопеременная 29
 квазизнакоопределенная 29
 отрицательно определенная 29
 положительно определенная 29
Класс полный 316 
Классификатор по минимальному 

расстоянию 325 
Контур 132
Коэффициент покрытия 116
— правдоподобия 314 
Кривая регрессии 364 
Критерий Байеса 318
— минимаксный 319
— Неймана — Пирсона 320
— оптимальности аддитивный 186 
 мультиплексный 186
— оптимизируемый 11
— отношения вероятностей последо

вательный 345 
---------- обобщенный 340
— последовательный отношения

вероятностей Вальда 336

Линейная зависимость 18 
 векторов 31
— независимость векторов 31 
Линия выигрыша 220
— уровня 29

Максимизация лексикографичес
кая 291 

Максимум внутренний 27
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Максимум глобальный 27
— граничный 27
— локальный 26
— нестрогий 27 
Маршрут допустимый 172 
Математическое программирование 16 
Матрица абсолютно унимодуляр-

ная 135
— маршрутов 182
— ортогональная 434
— платежная 208
— расширенная 67
— редуцированная 173
— стоимости возврата 180
— унимодулярная 241 
Машина линейная 455 
Метод е-ограничений 289
— агрегирования 245
— Бенсона 292
— ветвей и границ 172
— взвешенных сумм 291
— взвешенных сумм с точным оцени

ванием весов 286
— внешней точки 227
— внутренней точки 227, 272
— внутренней и внешней точки ком

бинированный 227
— градиентный 52
— динамического программирова

ния 186
— итераций 224
— максимума правдоподобия 363, 382
— минимакса Неймана 316
— наименьших квадратов 363
— неопределенных множителей Ла

гранжа 18
— Ньютона 49, 60
— поиска по дереву решений 172
— полного исключения Жордана 76
— последовательного сокращения

невязок 92
— потенциалов 96
— проекции градиента 227, 278
— северо-западного угла 94
— сопряженных градиентов 54
— сопряженных направлений 54

Метод учета наименьших расстояний 
(стоимостей) 96

— штрафных (барьерных) функ
ций 227

— эвристический 115, 226
— Эккера — Куоды 292 
Методы линейные 52 
Минимакс 208
Минимизация безусловная 48
— вероятности 329 
Минимум внутренний 27
— глобальный 27, 35
— граничный 27
— локальный 26, 35
— нестрогий 27 
Минор к-го порядка 135 
Множество вращения 116
— выпуклое 35
— утопическое в пространстве крите

риев 301,302 
 решений 301
— эффективное 285 
Множитель Лагранжа 18, 32 
Модель Архимедова 302
— детерминированная 499
— неполного ранга 372
— параметрическая 499
— полного ранга 372
— с приоритетами 302
— сетевая 22
— статистическая 499
— стохастическая 499 
Мощность критерия 313

Назначение 150 
Направления сопряженные 48
 относительно матрицы 48
Невязка 151, 559
Неопределенность поведения 205 
Неравенство Крамера — Рао 382
— линейное 18

Область критическая 230
— недопустимая 274
— определения функции 27
— Парето 285
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Обпасть решений 459 
Обучение без поощрения 347
— без учителя 347
— в линейном классификаторе 336
— с поощрением 347
— с учителем 347 
Ограничения линейные 25 
Оператор разностный 508
— сдвига вперед 508 
 назад 508
— суммирования 508 
Операция трехместная 147 
Оптимальное управление услов

ное 189,195,196
Оптимальность по Парето 285 
Оптимальный доход условный 196 
Остов 132
— графа (сети) 132
 кратчайший (максималь

ный) 131, 132
— дерева максимальный 164 
Отклонения нежелательные 302 
Отношение правдоподобия 314, 331
— решающее 230 
Отсечение Гомори 105 
Оценка смещенная 363 
Ошибка второго рода 313
— остаточная 544
— первого рода 313

Партия игры 206 
Переменная базисная 66
— контролируемая 391, 417
— свободная 66
— слабая 65, 122
— слабая Гомори 105 
Петля 132
Поведение бескоалиционное 224
— кооперативное 225 
Поверхность 29
— уровня 29 
Подграф 132 
Подзадача-тест 291 
Подход Байесовский 316
— классический 316 
Пометка 159

Пометка временная 142
— постоянная 142 
Порог верхний 337
— нижний 337 
Поставки условные 95 
Потенциал 96
Потеря апостериорная 316 
Поток 133
— дуговой 133 
Правило Байесовское 330 
Правило прямоугольника 76
— решения 315
 допустимое 316
Преодоление конфликта 205 
Принцип минимакса 209 
Принятие решений многоэтапное 309 
 одноэтапное 309
Проблема мультиколлинеарности 521 
Программирование булево 256
— динамическое 19
— квадратичное 26,43
— линейное 18,26
— нелинейное 26,43
— параметрическое 226, 228
— стохастическое 226
— целочисленное 26, 101 
Проекция точки на множество 278 
Произведение векторов скалярное 31 
Производная по направлению 30
— частная 30
Пропускная способность дуги (реб

ра) 133
 остаточная 158
 разреза 134
Пространство наблюдений 314
— параметров 315
— решений 315
Процедура решающая последователь

ная 336
— решения 315
Процесс авторегрессии порядка р 508
— авторегрессии—проинтегриро

ванного скользящего сред
него 500, 510

— нестационарный 504
— скользящего среднего порядка q 509
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Процесс стационарный 500, 504 
Псевдоплан 89 
Путь 132
— , увеличивающий поток 135, 159
— аугментальный 159
— замкнутый 132 
Равенство линейное 18 
Разрез 134
— минимальный 134, 164
— разделяющий 134 
Распределение апостериорное 312, 325
— априорное 325 
Расстановка пометок 166 
Ребро 131
Регрессия 364, 365
— линейная средняя квадратичес

кая 366 
Редукция столбцов 174
— строк 174
— строк и столбцов 173 
Решение байесовское 317
— допустимое 66, 173
— задачи 14
— опорное 82
— оптимальное 206
— параметрической задачи 230
— системы базисное оптимальное 66 
 уравнений базисное 66
 базисное допустимое 66
 допустимое 66
Риск 312, 317
— апостериорный 315
— байесовский 317, 318, 324
— выборочный 454
— общий 326
— условный 312

Свойство теоретико-информацион
ное 18 

Сеть 131
— потоко-эквивалентная по отноше

нию к заданному множеству 
узлов 169

— связная 131 
Сечение сезонное 538 
Симплекс 71

Симплекс-метод 68
— двойственный 91
Система линейных уравнений избы

точная 66
--------- несовместная 66
--------- совместная 66
— нестационарная 500
— плохо обусловленная 433
— сложная 23
— стационарная 500 
Ситуация конфликтная 205 
Соотношение двойственности 43 
Состояние природы 312 
Спрос 137
Средняя экспоненциальная k-то по

рядка 517 
Стабилизатор 436 
Сток 133
Столбец дублирующий 215
— разрешающий 76 
Стратегия активная 214
— байесовская 318
— доминируемая 215
— доминирующая 215
— заведомо невыгодная 215
— максиминная (максимин) 208
— оптимальная 207, 213 
 смешанная 223
— смешанная 213
— чистая 212 
Строка ведущая 105
— дублирующая 215
— производящая 105 
Структура сети 252

Таблица выигрышей 293 
Теоремы дополняющей нежесткос

ти 38, 88 
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