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В книге дано систематическое изложение имеющихся в сейсмо­
разведке результатов по линейным преобразованиям сейсмических 
сигналов при их цифровой обработке, а также при распространении 
сейсмических волн в неоднородных средах. Основное внимание уде­
лено многонанальной и одноканальной фильтрации сейсмограмм. 

Книга состоит из трех разделов. В первом разделе приведены 
элементы общей теории линейных систем, в частности описаны усло­
вия физичесной осуществимости линейных преобразований, продол­
жение спектра в к омплексную область и т. п" рассмотрены вопросы 
иодирования и де1<одированил при реализации цифровых фильтров. 

Второй раздел посвящен одноканальным линейным преобразова­
ниям сейсмических трасс: высокочастотньш, обратньш, оптимальным 
и винеровскиы фильтрам. Б ольшое внимание уделено вопросам реа­
лизации и аппроксимации фильтров, а также задачам интерпретации, 
обусловливающим приыенение того или иного фильтра. 

В третьем разделе рассматриваются различные методы многока­
нальной фильтрации сейсмограмм, начиная от интерференционных 
систем и к ончая многокомпонентными и пространственно-временными 
фильтрами. 

Основная цель RНIIГИ - помочь инженерам-сейсморазведчикам, 
занимающимся цифровой обработI<ой сейсмограмм, овладеть совре­
менной теорией фильтрации сигналов. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Внедрение универсальных цифровых машин в практиr{у обработки 
материалов сейсмичесI{ОЙ разведки вызвало большой прито1{ реализуемых 
на ЭВМ преобразований сейсмограмм, среди которых ведущую роль 
дграют линейные преобразования: суммирование трасс, одноканальные 
д многоканальные фильтрации, являющиеся основным средством выделе­
ния полезных волн на фоне мешающих колебаний. Простота линейных 
преобразований является во многом кажущейся. Уже при использовании 
одномерной фильтрации мы сталкиваемся с проблемой вычислительной 
неустойчивости. Во многих случаях трудно построить алгоритм, который, 
с одной стороны, обладал бы желаемыми свойствами, с другой, - не был бы 
связан с чрезмерно большим объемом вычислений. 

Нельзя сказать , что теория не отреагировала на появление новых 
проблем. Напротив , в отечественной и зарубежной геофизической лите­
ратуре появились материалы , охватывающие широкий круг разнообраз­
ных задач автоматической обработки. Однако геофизик, желающий ру­
ководствоваться теорией при выборе способов преобразования сейсмограмм, 
остается в нелегком положении. Во-первых, теоретические статьи разроз­
нены по периодическим изданиям и написаны на самом различном уровне. 
Во-вторых,  полученные данные не охватывают всей проблемы в целом. 
Наименее изученными являются вопросы реализации тех или иных фильт­
ров в физичес1ш осуществимых системах (а именно, в электрических цщrях 
или ЭВМ с ограниченной памятью). Мало изучены также ИСI{ажения, 
-обусловленные от1шонением реальных процессов от используемых моделей. 
В-третьих, во многих работах установилась традиция ставить задачи 
преобразования сейсмограмм без достаточно тесной связи с процессами 
распространения волн. Исключение. составляют работы, в которых рас­
сматриваются фильтры для подавления ревербераций и волн-спутников, 
а также поляризационные фильтры. Эта традиция затрудняет развитие 
контюпов между специалистами по теории распространения сейсмических 
волн и специалистами по цифровой обработке , не говоря о том, что она 
усложняет корректную постановку I{Онкретных задач сейсмичес1шй ин· 
терпретации. 

Отмеченные обстоятельства во многом предопределили содержание 
данной книги, в которой приведены имеющиеся в сейсморазведк� резуль­
таты по линейным преобразованиям сейсмических сигналов при цифровой 
и аналоговой обрабоп{е ,  а также при распространении сейсмических волн 
в среде. Основное внимание уделено многоканальной и одноканальной 
цифровой фильтрации. 
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Всякий фильтр может изучаться в трех аспектах. Первым является 
устройство реализующих его коuструrщий. Этот аспект - предмет тео­
рии аналоговой и цифровой сейсмической аппаратуры, и он остается вне 
рамок данной книги. Второй аспект состоит в рассмотрении абстрактных 
линейных преобразований , при помощи которых решаются те или иные 
конкретные задачи сейсмической разведки. В этом случае вопрос ставится 
так: как выбрать характеристики фильтра ,  чтобы преобразовать сейсми­
ческие колебания к нужному виду. Большинство задач фильтрации сей­
смических колебаний можно разделить на две группы: задачи разрешения 
сейсмических колебаний и задачи подавления помех. Эта классификация, 
как и всякая другая, в значительной мере условна ,  поскольку и при раз­
решении полезных волн нужно учитывать наличие помех. Третьим аспек­
том проблемы фильтрации является синтез , т. е. реализация или аппрОI{­
симация абстрактных линейных преобразований при помощи конкретных 
устройств (именно в цифровой или аналоговой форме) .  Второй и третий 
аспекты в этой книге являются основными. 

Спектральный метод, основанный на разложении сигналов в инте­
грал Фурье, позволяет с единых позиций анализировать широкий класс 
линейных стационарных систем, встречающихся в сейсмике. Он одинаково 
понятен инженеру, имеющему дело с аналоговой аппаратурой, и сейсмику­
теоретику, использующему стационарные постановки при исследовании 
распространения сейсмических волн. Однако применение спектрального 
метода в рамках известной монографии А. А. Харкевича [65], апеллиру­
ющей к непосредственной физической интерпретации разложения сложной 
функции в сумму простых I{Олебаний (гармоник) , оказывается недоста­
точным. Действительно, с этой точки зрения спектральный (частотный) 
язык представляется хотя и удобным средством анализа линейных систем, 
но эквивалентным временному представлению. Более того, такие простые 
(во временной форме) свойства функции, КЮ{ наличие начала, теряются 
при переходе I{ спектральной форме с вещественными частотами. 

Полное понимание спектрального метода и возможность получения 
наиболее тонких, но очень важных в задаче синтеза абстрактных линей­
ных систем результатов обусловливаются связью интеграла Фурье с раз­
ложением сигнала по собственным функциям стационарного линейного 
преобразования (откуда следует, что спектральный язык является 
не только удобной, но и наиболее естественной формой описания этих 
преобразований) и продолжением спектра на всю комплексную плосrщсть, 
сближающим преобразование Фурье с преобразованием Лапласа. 
Изложению этих общих вопросов посвящен весь первый раздел 1шиги. 
В качестве примеров Линейных систем рассматриваются упругие и линейно­
неупругие среды. 

Во втором и третьем разделах рассм�триваются одноканальные и мно­
гоканальные фильтры сейсмических волн. 

Основными критериями, используемыми при синтезе фильтров, 
являются максимум отношения сигнал/помеха и минимум среднеквадра­
тической ошибки на выходе фильтра . Известно, что применение этих кри­
териев приводит к тем же самым фильтрам, которые получаются методами 
статистической теории обнаружения сигналов при гауссовсI{ОМ распре-
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делении помех. Именно это совпадение является обоснованием применяе-
111ых здесь Rритериев. Но несмотря на ту роль, Rоторую играет теория 
статистичесRИХ решений для понимания проблемы выделения полезных 
сигнаЛ:ов на фоне помех, методы этой теории (маRсимум правдоподобия, 
минимум рисRа, маRсимум обратной вероятности и т. п . )  в Rниге не рас­
сматриваются и прежде всего потому, что все они в принципе являются 
нелинейными (хотя в частных случаях и вырождаются в линейные пре­
образования). Следует иметь в виду, что и в том случае, Rогда неRоторый 
фильтр вытеRает из RаRого-либо статистичесRого Rритерия, он должен 
быть исследован специфичесRими методами теории линейных преобра­
зований, с тем чтобы установить, насRольRо существенны для него отRло­
нения свойств реальных сигналов от тех идеализаций, Rоторые положены 
в основу Rритериев оптимальности. 

Несмотря на насыщенность формулами, Rнига предназначена главным 
образом для инженеров . От читателя требуется знаRомство с началами 
теории фунRций RомплеRсного переменного (примерно до теории степен­
ных рядов и теоремы о вычетах) , основными понятиями теории вероят­
ностей (математичесRое ожидание и дисперсия случайпой величины) , 
неRоторыми формулами линейной алгебры (произведение матриц, матрицы 
и веRтора, обратная :матрица и т. п . ) .  Желательно знаRомство с понятиями 
собственного веRтора и собственного значения Rвадратной матрицы, 
а таRже знание спеRтрального анализа в пределах :монографии А. А. Хар­
Rевича и :методов обработRи сейсмограмм в объеме недавно вышедшей 
1шиги М. Б .  Раппопорта [55]. СсылRи на литера·rуру в теRсте праRтичесRи 
отсутствуют. Все они вынесены в помещенный в Rонце Rниги библиогра­
фичесRий Rо:мментарий, цель Rоторого - помочь читателю сориентиро­
ваться в данном Rруге вопросов. 

Замысел Rниги возню{ при чтении спецRурсов в Тю:менсRо:м индуст­
риальном институте и НовосибирсRом государственном университете. 
При р азработRе спецRурса постоянным помощниRо:м автора был 
Р. М. Бембель. Хотелось бы отметить таRже большую помощь В. В .  Устю­
жанина , Б .  М. КозаRа , В. И. Очеретина ,  Е. Н. Гиттермана и многих 
других. 

Автор пользуется случаем высRазать благодарность А. С. АлеRсееву, 
М. Б. Рапопорту и А. К. Урупову за полезные замечания по руRописи, 
а таRже С. А. Кацу и Е. Л. Косареву, беседы с Rоторыми во многом 
повлияли на формирование взглядов автора в области обработRи данных. 



РАЗДЕЛ ПЕРВЫЙ 

Общие вопросы теории 
линейных преобразований 

Гл а в а  I 

ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 

§ 1. Определение и примеры линейных систем 

В процессе распространения в среде, приема и обработки сейсмиче­
ский сигнал подвергается неоднократным преобразованиям при прохо­
ждении через динамические системы. Динамическая система - любое 
искусственное или естественное устройство , которое меняет свое состояние 
при наличии определенного ряда внешних воздействий. К динамическим 
системам относятся такие устройства ,  как сейсмограф и фильтр. Реальная 
геологическая среда , очевидно ,  также представляет собой динамичесr{ую 
систему. Воздействием, как правило,  является взрыв , формирующий 
упругий импульс ,  реакцией среды - упругие колебания , регистрируемые 
в точках приема .  

К динамическим системам относятся не только «вещественные» кон­
струкции, но и системы обработI{И данных эксперимента ,  которым и по­
священа большая часть книги. 

При математическом описании динамические системы заменяются 
некоторыми теоретическими моделями, справедливыми в узком интервале 
изменения физических величин. Примерами могут служить закон Гука ,  
связывающий деформацию и напряжение в точках твердого тела ,  закон 
Ома , опр€щеляющий зависимость силы тока от падения напряжения 
в проводнике. Поэтому, говоря о линейных системах , будем иметь в виду 
реальные динамические системы, замена которых линейными математи­
ческими системами целесообразна толыщ в неrщторых пределах . 

. При изучении динамических систем можно отвлечься от их «матери­
ального» содержания. Важно знать, в I{акой сигнаJI у ( t) преобразуется 
сигнал х ( t) ,  заданный на входе системы, но не существенно,  I{акая мате­
риальная конструкция реализует это преобразование. Если задан только 
математичесrш выраженный закон, по I{Оторому функция х ( t) преобра­
зуется в функцию у ( t) ,  то будем говорить , что задана абстрактная дина­
мическая система или преобразование сигналов . Наряду с термином <шре­
образование» иногда используется термин «оператор». Линейным динами­
ческим системам отвечают понятия «линейное преобразование» , «линейный 
оператор». 

Прежде чем дать определение линейной системы, заметим, что I{ опи­
санию любой динамической системы можно подойти двояrшм образом. 
Во-первых, динамическая система может быть задана I{aI{ «черный ящию> , 
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т. е. KaI{ некоторый объеI{Т, внутреннее устройство которого нам неиз­
вестно.  Все , что мы имеем - это возможность замерить фушщию па входе 
системы и на ее выходе (т. е. воздействие на систему и ее реакцию ) (рис. 1). 
Во-в·rорых , можно иметь перед собой I{Онструкцию (или структуру) дан­
ной системы, т. е. перечисление всех составляющих ее элементов (свойства 
которых известны) , способы их соединения и функционирования. 

С точки зрения первого подхода любой класс систем - это совокуп­
ность таких систем, у которых входной и выходной сигналы связаны опре­
деленным образом. ·с точки зрения второго подхода класс систем - это 
совокупность структур с определенными свойствами элементов и соеди­
нений. Обычно эти подходы либо эквивалентны (в том смысле, что для 
всякого класса систем - «черных ящиков» можно указать соответству­
ющий класс реализующих конструкций) , либо первый подход дает более 
общее определение . 

Первому подходу отвечает следующее ' 
L 

x(t) �j определение линейной системы: линейной �: называется такая динамическая система, ......_ ___ _ 

реакция которой на линейную комбинацию 
воздействий . является линейной комбина­
цией реющий на каждое из воздействий. 

Рис. 1 

y(t) • 

Обознач:щм х1 ( t) ,  . . .  , Хп ( t) - функции, описывающие воздействия, 
а через у1 ( t) ,  . . .  , Уп ( t) - соответствующие реакции: 

Yi (t) = L [xi (t) ] , (I . 1 )  
где символ L означает преобразование , которому подвергается входной 
сигнал в данной системе. 

Тогда из данного выше определения следует ,  что система линейна, 
если для любых чисел а1, а2, • • •  , ап 

(I . 2) 

Обычно выделяется подкласс линейных систем, у которых реакция 
инвариантна относительно сдвига начала отсчета. Это означает, что если 
у ( t) есть реакция на х ( t) 

у (t) = L [х (t) ] ,  
то реакция на сдвинутый входной сигнал х ( t - т) сдвинется на т: 

L [х (t - т)] =у (t - т) . ( I .3) 
Получается так, что система L действует «одинаково» при любых t, 

поэтому такие системы называют стационарными. 
Данное с позиции «черного Ящю{а>> определение линейного стацио­

нарного преобразования охватывает широкое многообразие линейных 
систем, обладающих различной структурой. Ниже рассматривается ряд 
важнейших для сейсморазведки конкретных линейных систем. 

1. Э л е I{ т р и ч е с к и е ц е п и. Наиболее простой класс линей­
ных стационарных систем - элеr{трические цепи с сосредоточенными 
параметрами, из которых конструируется аналоговая сейсморазведоч­
ная аппаратура .  Примером электричес1{0Й цепи является колебательный 
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контур, изображенный на рис. 2 .  В соответс.твии с законом Ома падение 
t 

на активном элементе равно RI ( t) ,  на емкости - J I (t) dt/C, на индук­
о 

тивном элементе - Ldl/dt (1 - сила тока в цепи) . Согласно второму 
закону Кирхгофа 

t 
L (dl/dt) +RI + � s I (t) dt =и (t). 

о 
Дифференцируя обе части полученного уравнения, найдем дифферен­

циальное уравнение второго порядка, описывающее функционирование 
колебательного контура :  

R 

� 
r � т 

Рис. 2 
п п 

L (d2f/dt2) + R (dl/dt) + (1 /С) I = (du/dt) . (I .4) 

Входное напряжение и (t) будем считать 
воздействием, а силу тока 1 (t) - реакцией 
I\олебательного контура; стало быть, 1 (t) = 
= L [и (t)] .  Пусть Yi (t) является решением 
уравнения (I. 4) при и = xi (t). Подставив 1 = 

= � aiYi (t) и и= � aixi (t) в уравнение (I .4) ,  убеждаемся, что условие 
i=l i=l 

линейности (1 . 2) выполнено, а так как операция дифференцирования 
удовлетворяет условию стационарности (I.3) ,  то колебательный контур 
является линейной стационарной системой. 

В сейсморазведочной аппаратуре встречаются также линейные неста­
ционарные системы, например экспоненциальный регулятор усиления 
(ЭРУ) , фующионирующий по формуле 

у ( t) = ехр (-at) х (t) . 

Легко проверить, что условие (1 .2) выполнено , а условие (1 .3) не в.ы­
полнено .  

И теоретическая, и практическая роль систем с сосредоточенными 
параметрами, описываемых линейными дифференциальными уравнениями 
с постоянными коэффициентами, столь велика, что в технической лите­
ратуре понятие линейной системы связывают часто именно с этим под­
.классом линейных систем. Отсюда иногда возникает представление о том, 
что свойство стационарности - необходимое свойство линейных систем. 
При этом любая нестационарная система рассматривается 1\ак нелиней­
ная. На самом деле линейные системы, не обладающие свойствами стацио­
нарности, встречаются не так уж ред1<0. 

2. У п р  у г а я с р е д  а .  Упругая среда относится к классу линей­
ных систем с рассредоточенными параметрами. На языке электромехани­
ческих аналогий это означает, что любой сколь угодно малый участок среды 
обладает индуктивностью (аналог массы) и емкостью (аналог упругости) , 
а в неупругом случае - и сопротивлением (вязкостью) . 
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Распространение колебаний в упругой среде определяется уравне­
ниями динамического равновесия, которым удовлетворяет всякая сплош­
ная среда , 

дах + дт:ху + дт:_, z = д2их 
дх ду дz р дt2 
дт:ху + дау + дТ:уz _ р д2иу 
дх ду дz - дt2 

дт:хz + дТ:уz + даz = р д2иz 
дх ду дz дt2 

и законом Гука, имеющим следующее математическое выражение: 

. _,._ дих (J х = л d i v и + 2µ ах , 

� d. _,._ 2 диу (J у = "' l v и + µ ду ' 

_,._ ди 0"2= 'Adivu+2µ дz
z , 

(1.5) 

(1.6) 

В этих формулах BeJ{TOp ; =(их, иу, и2) выражает смещение точки 
среды; О"х, О"у и <J2 - нормальные , а •ху' •yz и тх2 - касатедьные напря­
жения (в частности, О"х означает силу, которая действует по нормали на 
единичную площадку, ориентированную перпендикулярно оси х) ; коэф­
фициенты 'А и µ, называемые постоянными Ламе, выражают упругие 
свойства среды и в общем случае зависят от х, у и z; р - плотность . 

"У равнения динамического равновесия и закон Гука дают систему 
уравнений динамики упругих сред, векторную форму которых мы приведем 
для однородной среды 'А = const, µ = const: 

->- + ->-
('А+µ) g1·ad div и+µ Ли= р (д2и/дt2). (1. 7) 

Чтобы решить· это уравнение, нужно учесть характер начального 
движения среды и условия на ее границе. Пусть при t = О среда нахо­
дится в состоянии ПОI{ОЯ (нулевые начальные условия) . Режим па свобод-

_,._ 
ной границе Г 0 определяется заданием вектора напряжений F (М, t), . _,._ 
М Е Г 0, действующих на Г 0• Вектор F (М, t) отличен от нуля в точках, 
к которым приложено внешнее воздействие. Если имеется только одна 
та�ая точка М 0, то ее называют точечным источником, вектор-функцию _,._ 
р (t) = F (М 0, t) - функцией источника (воздействием) . 

В неоднородных средах, содержащих разрывы упругих коэффициен­
тов , необходимо дополнительно задать условия на поверхностях разрыва 
(внутренних границах) . Обычно принимают, что при переходе через внут­
реннюю границу смещение и напряжение изменяются непрерывно. 

_,._ _,._ 
Реакцией среды на воздействие р (t) будем считать смещение и (М, t), 

измеряемое в некоторой фиксированной точке М. Следовательно ,  тем са­
мым реакция среды зависит от выбора точки М. Покажем, что упругая 
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среда является стационарной линейной системой. При нулевых начальных 
условиях и отсутствии переменных объемных сил стационарность следует 

.... 
из непосредственных физических соображений: если воздействие р ( t) 
включено не в момент времени t = О, а в более поздний момент.- , то мы 
должны получить точно такое же решение уравнения (1.7) ,  но сдвинутое 
н а  .-. 

+ + 
Пусть и1 (М, t) и и2 (М, t) являются решениями уравнения (I . 7) 

+ + . 
при воздействиях р1 ( t) и р2 ( t) соответственно. Рассмотрим воздействие 

+ + .... + а1р1 ( t) + а2р2 ( t) . Нетрудно видеть, что сумма а1и1 (М, t) + а2и2 (М, t) 
также является решением уравнения (I .7) (тем самым оно удовлетворяет 
принципу суперпозиции) . Проверим условия на границе Г 0• Для этого 
запишем закон Гука для произвольной точки М Е Г 0 и подставим в пра-

->- + 
вую часть уравнений ( I . 6) сумму а1и1 (М, t) + а2и2 (М, t) . В силу ли-
нейности операции дифференцирования правая часть легко преобразуется 
J{ виду aJ?1 (М, t) +aJi·2 (М, t) .  Линейность доказана. 

Аналогично показывается линейность и стационарность неоднородной 
упругой среды. 

При изучении упругих колебаний в однородной безграничной среде 
+ 

JIOЛe и (М, t) представляют в виде суммы: 

->-

-)- -)-и= grad ер+ rot 'ljJ, (I . 8) 

где функции ер (М, t) и 'Ф (М, t) называются скалярным и ВеI{торным 
потенциалами соответственно. Если подставить эту сумму в уравнение (I . 7) 

+ 
и добавить условие div 'Ф = О , то система (I .7) разобьется на два неза-
висимых волновых уравнения 

(I.9) 
и 

(I.1 ()) 

где 

(I.11) 

Независимость уравнений (I .9) и (I . 10) означает, что в среде могут 
->-

существовать два независимых друг от друга волновых процесса up = 
= grad ер и ;78 = гоt � с различным характером колебаний. 

-)о- -+ + + 
Обозначим r = xi +Уj + zk - радиус-вектор точки М (х, у, z), r - длина 

- -)- -)- -)- -)-
этого веI{Тора, х = xxi + xyj + х)� - единичный вектор, фю{сирующий не-

+ + 
ноторое направление, (х, r) = ХхХ + хуу + XzZ - скалярное произведение 
10 



векторов ,; и 1�: Пусть f (t) -произвольн:ан полуфинитная гладкая функ­
ция: f(t)-:=O при t<O. 

Легко проверить , что уравн:ен:ию (I .9) удовлетворяют функции 

lI 
ЧJ = f[t- а (�, ;) ] ( I . 1 2) 

qJ = f (t - а/')//' . (I.1 3) 
Первая из этих функций определяет волну, имеющую плос1шй перед-

-)- -+ + 
ний фронт (х, г) = t/a, распространяющийся n направлении х со ско-

+ 
ростью vp = 1 /а. Вектор смещения ир, равный grad qJ, поляризован линейно 
в направлении распространения, поэтому функцию (I . 12) называют плоской 
продольной волной. 

Функция ( I . 13) определяет продольную сферическую волну, уравне­
ние переднего фронта которой суть r= t/a. При распространении про­
дольных волн наблюдаются только объемные деформации. 

Аналогично определяются поперечные плоские и сферические волны, 
распространяющиеся со скоростью v8 = 1/Ь и имеющие вектор смещений 
�8, поляризованный в плоскости, касательной к переднему фронту. При 
распространении поперечной волны происходят только сдвиговые дефор� 
мации. 

Независимый характер распространения продольных и поперечных 
волн может иметь место только в однородной среде. В неоднородной среде 
продольная и поперечная волны порождают при своем распространении 
колебания обоих типов , и их нельзя рассматривать независимо . 

3 .  С ф е р и ч е с к и й  и с т о ч н и к. В некоторых случаях линей­
ная модель может быть применена для описания существенно нелинейных 
процессов. При этом описание дается с точностью до произвольной функ­
ции, подбираемой по данным эксперимента так, чтобы согласовать их 
с теоретической моделью. Несмотря на такой произвол, подобные 
феноменологические модели иногда позволяют выразить важные каче­
ственные особенности изучаемой динамической системы. 

Рассмотрим точечный взрывной источНИI{, помещенный во внутрен­
нюю точку однородной среды М 0 • Характер вызываемых в окрестности 
источника деформаций зависит КЮ{ от свойств среды, ТЮ{ и от I{Оличества 
энергии, выделившейся в источнике. В применяемых взрывных источ­
никах излучаемая энергия столь велика, что в окружающей источНИI{ 
среде развиваются неупругие деформации (дробление, смятие и пласти­
ческие деформации) , которые пе описываются линейными уравнениями. 
Эти деформации обусловливаются действием ударной волны, возникаю­
щей в момент взрыва . 

Чтобы пояснить особенности распространения ударной волны, 
обратимся к уравнениям динамического равновесия сплошной среды 
в одномерном случае (например, при продольном сжатии - разжатии. 
стержня). Полагая в первом из уравнений (I .5)  производные по у и по z 
равными нулю и обозначая ах = а и их = и, получим 

да /дх = р (д2и/дt2). (I . 14') 



Обозначим через в деформацию , 1<0торая в случае сжатия - растя­
жения связана со смещением равенством в = ди/дх. Записав тождество 
(да/дх) = (да/де) (dв/dx) и подставив его в выражение ( I . 14) , получим 
волновое уравнение [ер . с формулой ( 1 .9) ] . 

д2и/дх2 = (Р :; ) (д2и/дt2) ,  (1 . 1 5) 

откуда следует, что величина 

V =  Vi. dO' 
р de (1 . 1 6) 

играет роль скорости распространения колебаний. 
Теперь обратимся к рис. 3 ,  на котором приведена типичная зависи­

мость напряжения а от деформации в. Из формулы ( 1 . 16) следует , что 

Рис. 3 / 

скорость v при деформациях, при-
нимающих значения в, пропорциональна 
I{Оршо из тангенса угла нюшона IJJ при­
веденного графюш в соответствующей 
точке. Зона 1 (линейная) отвечает об­
ласти упругих деформаций, зона II -
области пластичес1шх деформаций, зона 
III - области возникновения ударной 
волны. Из графика видно, что СI{Орость 
распространения ударной волны зависит 
от ее амплитуды (т. е. от развиваемых 
деформаций): чем выше амплитуда удар­
ной волны, тем выше ее скорость . При 
этом ударные волны, имеющие большую 
амплитуду, распространяются со ско­

ростыо v, превышающей скорость продольных волн vp, которая опреде­
ляется наклоном графюш а (в) в зоне 1. 

При разгрузке связь между а и в подчинена закону Гука (пунктирная 
наклонная линия на рис. 3) , поэтому, распространяясь, ударная волна 
порождает упругие колебания в виде продольных волн, которые остаются 
за  фронтом ударной волны. Но посколы{у энергия ударной волны интен­
сивно расходуетсJ,I на необратимые деформации, ее амплитуда , а вместе 
с ней и скорость v уменьшается, и на некотором расстоянии r 0, отвеЧающр,м 
точке (в*' а*) графИI{а ,  становится равной vp; после этого порождаемые 
ударной волной продольные I{Олебания отрываются от ее фронта и начи­
нают «самостоятельно» распространяться в окружающей среде , не затрону­
той неупругими деформациями. Следовательно ,  можно считать, что источ­
ник упругих I{олебаний рассредоточен на поверхно'сти сферы радиуса г0• 
Воздействие неупругой части среды на упругую может быть выражено 
в виде сил, действующих изнутри на поверхность сферы, а сама неупругая 
часть может быть заменена ничем не заполненной полостью . 

Итак, реальный .взрывной источник, сосредоточенный в точке М 0 
и вызывающий в окрестности этой точки неупругие деформации, заме­
няется эквивалентным (в смысле распространяющихся в среде продольных 
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волн) сферическим излучателем. Объем породы, подвергаемой неупругим 
деформациям, пропорционален энергии взрыва ,  которая в свою очередь 
пропорциональна массе заряда Q, поэтому радиус г0 эквивалентной сферы 
пропорционале j/Q. 

Пусть к поверхности сферы прилагается равномерно-радиальное да­
вление р (t). Из характера воздействий следует, что в окружающей среде 
возникнет продольная сферическая волна с потенциалом ( I . 13) и вектором 

->- -)- -+ -+ 
смещений, равным и = (дrр/дг) г11 где г1 = г/г. Функция f (t) определится 
из условий на границе сферы. Касательные напряжения на поверхности 
сферы, очевидно , равны нулю, а нормальное напряжение аг равно - р (t). 
С другой стороны, по ЗаI{ОНУ Гука 

+ а, = 'А div и+ 2µ (ди/дг), 

где и= дrр!дг. 

Используя выражения дивергенции в сферических координатах и не-
-+ 

.зависимость и от углов , получим граничное условие в следующей форме: 

[(л+ 2 ) a2rr +��] - - (t) µ дг2 1· iJг r=ro - р · 

Подставляя сюда выражение ( I . 13) ,  получаем обыкновенное дифферен­
циальное уравнение второго порядка, решение которого дает ИСI{омую 
функцию : 

(I .1 7) 

ФеноменологичеСI{ИЙ характер описываемой модели состоит в том, 
что воздействие р (t), прилагаемое к поверхности сферы, не выводится 
из физического описания взрывного источника , а подбирается в соответ­
ствии с результатами эн:сперимента. Тем не менее можно заранее выска­
зать неI{оторые соображения о хара�{тере функции р (t) , посколыч удар­
ная волна состоит из полуволпы сжатия, па фронте которой имеется скачок 
напряжения, и следующей за пей полуволны расширения. Так ·к.ак после 
«отрыва» продольной волны от ударной «изучающая сфера» продолжает 
·существовать , но имеет переменный радиус, рассматриваемая модель 
наиболее удовлетворительна для смещений в области фронта продольной 
волны, сформировавшихся в момент первого «отрыва». 

Во всех приведенных примерах линейная система преобразует друг 
в друга непрерывные функции времени. Такие системы называются не­
прерывными. При обработке данных на ЭВМ мы сталкиваемся с системами 
дискретного (цифрового) типа, перерабатывающими последовательности 
чисел. Если такое устройство перерабатывает числовую последователь­
ность х = {xk} (-оо � k � оо) в последовательность у = {y1J (-оо � k � 
� оо) , будем писать у= Lx. Более подробная характер:И:стика дискрет­
ных преобразований приведена в гл . I I I .  
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§ 2. Спектральная характеристика стационарной линейной систе111ы 

Описание линейной системы естественно считать полным, если ОН() 
позволяет найти реакцию у ( t) на любое (из заданного класса сигналов) 
воздействие х ( t) без его физического осуществления. Описание систем, 
приведенных в § 1 ,  удовлетворяет этому требованию, но во-первых, оно· 
зависит от вида линейной системы, а во-вторых, не дает выражения реак­
ций через воздействие в явной форме. Чтобы получить стандартный способ 
описания линейной системы, нез·ависимо от ее стру1{туры, систему нужно· 
рассматривать как «черный ящию> . А в этом случае единственный способ 
изучения линейной системы заключается в том, чтобы воздействовать 
на нее некоторыми стандартными сигналами. 

Воспользуемся тем, что любой интегрируемый сигнал х ( t) может быть 
представлен в виде следующего интеграла свертки: 

со 
x (t)= S х (т) 8 (t - т) dт. (I .1 8) 

-со 

Тем самым мы выразили х ( t) через линейную комбинацию бесконечного 
числа сдвинутых 8-функций. Подадим х ( t) на вход изучаемой стационар­
ной линейной системы L. 

Свойство линейности ( I .2) верно для бесконечных сумм и для интег­
ралов, поэтому 

у (t) = L [
_
[ х (т) 8 (t-т) dт] = _L x (т) l (t ,  •) dт, (I. 1 9} 

где l ( t, т) = L [8 ( t  - т) ] (отклик линейной системы на 8-функцию,. 
вообще говоря, зависит от момента поступления ее на вход системы) .  
Формула ( I . 19) дает общее выражение линейного преобразования. 

Если применить свойство стационарности (I .3) ,  то l (t, т) = l (t - т} 
и 

СХ) 

y (t) = J l (t - т) х (т) dт. (1.20) 
- СХ) 

Следовательно , произвольное воздействие на х ( t) можно предста­
вить КЮ{ свертку этого воздействия с функцией l ( t) ,  являющейся реак­
цией на входной сигнал в виде 8-фующии. Функцию l ( t) называют им­
пульсной характеристикой линейной системы. 

Приведенное описание линейной системы основано на том, что в ка­
честве стандартного сигнала используется 8-функция. Это может пока­
заться неудобным, так как 8-функцию физически осуществить нельзя. 
На самом деле в качестве стандартного сигнала может быть взята любая 
такая функция х ( t) ,  для которой интегральное уравнение (I.20) относи­
тельно неизвестной функции l ( t) имеет решение. 

Описание линейной системы, основанное на разложении входного 
сигнала по бесконечной совокупности 8-функций, · является не единст-
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венным и не обязательно самым простым. В силу линейности простота 
описания линейной системы полностью определяется простотой преоб­
разований тех функций, по которым строится разложение входных сигна­
лов. Н аиболее подходящим в этом смысле классом воздействий является 
семейство собственных функций 1ра ( t) , а Е А ,  каждая из которых удо­
влетворяет равенству 

L [1Ра (t)] = Ла1Ра (t) .  

В этом равенстве комплексное число Ла называется собственным зна­
чением оператора (линейной системы) L. Совокупность собственных зна­
чений при а Е А образует спектр (спектральную хаIJактеыистику) ли­
нейной системы. 

Ясно,  что можно использовать только полные системы собственных 
функций ,  которые позволяют строить разложение любого воздействия 
из заданного класса сигналов Х. 

Если семейство функций 1Ра ( t) является полным, то для произволь­
ного сигнала х ( t) из Х 

отr<уда 
Х (t) = � Ха1Ра (t) ,  аеА 

у (t) = L [х (t) ] = � XaL [tpa, (t)] = � ЛаХа1Ра (t)., аел аеА 
(I.21) 

Таким образом, «Координаты» Уа выходного сигнала у ( t) получаются 
путем простого умножения «координат» Ха на соответствующие значения 
спектральной характеристики. 

Теперь покажем, что полным семейством собственных функций линей­
ной системы стационарного типа является множество комплексных гар-
J\ЮНИК 

exp (icot) ,  соЕ(-оо, оо ) . (I .22) 

Полнота этого семейства следует из известного представления абсо­
лютно интегрируемых функций в виде интеграла Фурье 

со 

x (t) = ;п S Sx (co) exp (icot) dco, (I .23) 
-со 

где Sх(со) - спектр фунrщии x (t), являющийся преобразованием Фурье 
этой функции: 

со 

Sx (co) = J x (t) exp (-icot) dt. (I. 24) 
-со 

Пусть теперь в формуле (I .20) х (т) = ехр ( iсот) .  После замены пере­
менных и = t - т получим 

со 

у (t) = ехр (icot) J l (и) ехр (-iсои) du. 
-со 
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Следовательно , ехр ( iwt) - это собственная функция, так как выход­
ной сигнал представляет собой комплексную гармонику с комплексной 
амплитудой: 

00 

L (w) = J l (t) exp (-iwt) dt. (I.25) 
-00 

Совокупность значений L ( w) при w Е ( -оо, оо) образует спектр 
системы L. Значит, спектральная характеристика стационарной линейной 
системы совпадает с преобразованием Фурье импульсной характеристики. 

Отсюда следует возможность определения импульсной характеристики 
по заданной спект.ральной характеристике: 

00 

l (t) = ;л S L (w) exp (iwt) dw. 
-оо 

Применим оператор L к правой части равенства ( I .23). 
Используя линейность, получим 

00 

y (t) =  ;л 5 Sx (w)L [exp (iwt) ]dww 
- оо 

но поскольку L [ехр ( iwt) ] = L (w) ехр (iwt) , то 
00 

y (t) = 2� S Sx (w) L (w) exp (iwt) dw. 

( I .26) 

(I. 27) 

Полученное выражение, являющееся аналогом равенства ( I .21) ,  
представляет собой интеграл Фурье для у ( t) ,  отсюда спектр функции 
у ( t) 

Sy (w) = Sx (w) L (w) .  (I .28) 

Так.им образом, спектр выходного сигнала - произведение спектра 
входного сигнала на спектральную характеристику системы. Это основ­
ное соотношение можно получить непосредственно из формулы ( I . 1 9)r 
используя выражение для спектра свертки, по именно данный вывод объяс­
няет значение преобразования Фурье для анализа стационарных систем: 
оно связано с разложением по собственным функциям этих систем. Таким 
образом сигналы выражаются в наиболее естественной системе координат, 
чем объясняется наглядность спектрального представления. 

Ясно ,  что спектральный метод применим не тоЛЫ{О к стационарным 
линейным преобразованиям. Применимость его к линейным преобразова­
ниям нестационарного типа полностью определяется свойствами системы 
собственных функций интегрального оператора ( I . 1 9) .  Всякий раз ,  когда 
16 



эта систе:ма ортогональна и полна (относительно заданного :класса вход­
ных сигналов) , спе:ктральный подход дает наиболее простой метод изуче­
ния линейных преобразований. 

От:метим следствия, выте:кающие из формулы (I .28). 
С л е д  с т  в и е 1 .  Полное описание стационарной линейной системы можно 

uолучить, измеряя реакцию на такой сигнал х (t), спектр которого содержит все ча-
стоты. -

Действительно, если при всех (J) Е (-оо, ОО) величина Sx ((J)) =!=О, то спектраль­
ная характеристика определяется отношением S у ((J))/Sx ((J)) . 

Сл е д с т в и е  2. Любые две стационарные 
линейные системы L1 и L2 перестановочны: 

В самом деле, спектр выходного сигнала 
в обоих случаях равен L1 ((J)) L2 ((J)) Sx ((!)). Отсюда 
следует, что система L, состоящая из последова­
тельно соединенных стационарных систем L1, 
L2, • •  " Ln, имеет характеристику 

п 
L((J))=ll Lk((J)), 

11�1 
не зависящую от порядка соединения. 

С л е д  с т  в и е 3. Спектр В-функции равен 1, 

Vp1 

Vp2 

VP3 

м 
h 

о 
х 

н 

z 
Рис. 4 

так как формула (I . 18) означает, что линейная система 
кой В (t) пропускает сигнал без искажения. 

с импульсной характеристи-

Применяя к S ((J)) = 1 обратное преобразование 
представление В-функции: 

Фурье, получим следующее 

со 

В (t)= 2� S exp(i (J)t) d(J). �' 

-со 

С л е д  с т в  и е 4. Свертка обладает свойствами перестановочности: 
со со 
S l (t-т) х (т) dт= J х (t-т) l (т) dт, 

-со -со 

( I .29} 

( I .29'} 

следовательно, взяв линейную систему с импульсной характеристиной х (t) и послав 
на вход ее сигнал l (t), получим ту же самую реакцию у (t). 

П р  и 111 е р. Спе1,тральный метод анализа линейных систем проиллюстрируем 
на примере однородного отражающего слоя, расположенного между двумя однород-
ными полупространствами (рис. 4). · 

Воздействием будем считат� плоскую продольную волну 

.... ( z ) _,.. U= f t- Vp, k, (I .30} 

подающую по нормали сверху на гран;,ицу слоя z = О. После того как волна достигла 
границы z = О, последняя становится источнико111 колебаний, распространяющихся 
в верхнем полупространстве и в слое, а после возмущения границы z = Н она в свою 
очередь оказывается источником колебаний в слое и в нижнем полупространстве. 

* Rонечно, этот интеграл не существует в обычном с111ысле. Соотношение (I .29} 
имеет тот смысл, что оно обращает равенство ( I .18) в тождество, если получающийся 
двухкратный интеграл брать по обычным правилаы. 

2 Заказ 8 1 1  17 



I -\асательных напряжений при нормальном падении не возникает, поэтому все коле­
бания являются продольными; z-составляющую 1•олебаний в некоторой точке М верх­
него полупространства, расположенной на расстоянии h от границы z = О, будем 
считать реакцией среды. Расстояние h должно быть достаточно большим, чтобы отра­
женная волна могла быть изыерена без интерференции с падающей. 

В § 1 было показано , что упругая среда является линейной системой 
стационарного типа, поэтому она имеет спеr{тралыrую характеристику 
(в смысле разложения функций в интеграл Фурье) , для получения которой 
форму падающей волны надо взять в виде комплексной гармоники: 

Поскольку ехр (iffit) является собственной функцией линейной си­
стемы, форма колебаний в любой точке среды также будет носить гармони­
ческий характер. Из физических соображений отраженная волна пред­
ставляет собой плоскую монохроматическую волну, распространяющуюся 
вверх: 

(I.31 ) 

(знак перед L1 ( ffi) означает, что положительными считаются смещения; 
направление которых совпадает с направлением распространения волны 
последняя в данном случае перемещается в отрицательном направлении 
оси z). 

Колебания в нижней среде (проходящая волна) представляет собой 
распространяющуюся вниз плоскую монохроматическую волну, которую 
без ограничения общности можно записать так: 

-+ [ ( z-H)] + u<3> = L3 (ffi) ехр iffi t ----v;;- k. 

_,.. 

(I . 32) 

:Колебания в rлое иш представляют собой сумму двух волн, .одна 
из которых бежит вниз , а другая, порождаемая нижней границей слоя, 
вверх: 

Поскольку реакция измеряется в точке М верхней среды, искомая 
спектральная характеристИI{а определится функцией L1 (ffi) е-хр (-iffi v:,). 
Экспонентный множитель ехр (- iffih /vpJ определяет чистое запаздывание, 
зависящее только от местоположения тоЧI{И М в области z < O, поэтому 
его целесообразно не учитывать, считая спектральной характеристИI{ОЙ 
функцию L1 (ffi) , определяющую форму колебаний отраженной волны. 

· Комплексные амплитуды L1 (ffi), L; (ffi), L; (ffi) и L3 (ffi) определяются 
из условий на  границах z = О и z = Н; х-вая и у-вал составляющие сме-
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щений во всей среде равны нулю, поэтому условия непрерывности смеще­
ний запишутся так: 

и + и(1> 1 - и
<21 1 . 

z � Z=O - Z Z=O' 
(2) 1 (3) 1 Uz z=H = Uz z=H· 

(l.34) 

(l.35) 

Все касательные напряжения, как уже отмечалось , отсутствуют, 
в связи с чем условие непрерывности напряжений надо выписывать только 
для нормального напряжения а z· 

В соответствии с законом Гука ( I .6) имеем: 

'(l.36) 

(l . 37) 

Определив из равенств (I .  31 )- (I.33) выражения для Uz и u�k> (k = 
= 1, 2, 3) и использовав вытекающее из (I.11) соотношение Лk+2µk = 
= pkvj, 1<, получим, обозначив через Yk акустическую жесткость PkVP 1< и 
через 't = Н /vp2 - время пробега волны в слое, следующую систему урав­
нений�  

L1 + L;-L; ехр (-iоп) = 1; 

L; ехр (-ioн)--L';-L3 =О; 

y1L1 -y2L;-y2L'; ехр (--iоп) = -у1; 

y2L� ехр ( - iffi-i:) + y2L'; -y3L3 =О. 

Решая ее по правилу Нрамера ,  найдем 

L ( ) = '\'2 ('\'з-'\'1) cos roт-i ('\'�-'\'�'Уз) sin rот 1 ffi '\'2 ('Vз+'V1) cos roт-i ('\'1'Vз+'V�) sin rот (l . 38) 

Легко проверить, что L1 (ffi + kл/,;) = L1 (ffi), следовательно, получен­
ная спектральная характеристика является периодической функцией 
частоты с периодом л/-�;. В точках kл/2-i: (k=O, 1, . . . ) она принимает 
экстремальные значения, равные 

(Уз -У1)/(Уз + У1) при k =О, 2, 4, ... 
и 

(у�-У1Уз)/(у�+у1у3) при k=1, 3, 5, ... 

Можно также показать, что амплитудная частотная характеристика 
1 L1 (ffi) \ имеет максимумы при нечетных k, если акустичес1шя жест­
кость v2 является либо наибольшей, либо наименьшей среди акустиче­
ских жесткостей у1, у2 и у3. В противном случае, когда слой имеет 

2* 19 



промежуточное значение аI{устической жесткости, :МаI{СИ:му:мы располагаются 
при четных k. Пусть, в частности, Уз>У� и VYi'Yз <у2• При этих усло­
виях экстремальные значения :модуля 1 L1 (w) 1 и спектральной характе­
ристики L1 (w) равны; кроме того, обязательно l'i <1'2• 

Решая неравенство 
(Уз-У1) > (у�-У1Уз) 
(Уз+У1) (У�+У1Уз) ' 

получим, что условием :максимума при четном k является неравенство 
у2<Уз· Аналогично рассматриваются другие ситуации: у1>у3, Vblз < 
<У2 и т. д. 

Периодичность спектральной характеристики отражающего слоя ,  
которую на практике можно вычислить KaI{ отношение спектров отражен­
ной и падающей волн, используется для оценки параметров слоя, так KaI{ 

Н = ЛVp2/'t'. 
Ясно, что для уверенного определения параметра -r: необходимо , чтобы 

в интервале ( w 1 ,  w 2), который занимает спектр падающей волны, распола­
галось не менее двух периодов частотной характеристики, откуда выте­
кает условие 

W2 - W1 � 2л/т;, 
или, полагая т=Н/vр2 и Wi = 2Jtfi (/�- частота) ,  

н � Vp2'/U2 - /1)· (I .  39) 
Пусть для примера f 2 = 80 Гц, f 1 = 20 Гц и Vp 2 = 3000 м/с, тогда 

для мощности слоя получаем неравенство Н � 50 м. 
Интересно отметить, что хотя спектральная характеристика L1 ( w) 

полностью описывает среду как линейную систему, позволяя для любого 
входного сигнала f ( t) определить форму и амплитуду отраженной волны, 
она не дает возможности восстановить все параметры упругой среды, так 
как зависит не от 10 параметров Рк• Лк, µ1, и Н, а тоЛЫ{О от 4 параметров 
l'к и 1:. Таким образом, задача восстановления всех Параметров упругой 
среды по характеристиr{ам наблюдаемого волнового поля (обратная задача 
сейсмиrш) при нормальном падении плоской волны в трехслойной среде 
не имеет единственного решения. 

Рассмотренный пример интересен тем, что данная линейная система 
не имеет импульсной характеристики в классе обычных фующий: инте­
грал (I .26) расходится вследствие периодичности L1 (w) .  Однако этот 
интеграл существует в классе обобщенных фующий. 

где 

20 

Действительно, разлагая L1 (w) в ряд Фурье 
+оо 

L1 (w) = � ck exp (-2ikwт), 
k=-oo 

n/ 2т: 
ck = � S L1 (w) ехр (2ikwт) dw, 

-n/2т: · 



-получим из формулы (I . 26), полагая в ней 

+оо + оо 
l (t) = ;п � ck S ехр [iffi (t - 2kт - h/vp1)] dffi. 

h.�-oo - оо  

Учитывая здесь равенство ( I  .29), найдем, 
+ оо  

l ( t )  = � ci3 (t - 2kт: - h/vp.) .  
k�-oo 

( I .40) 

Значительно более удобно получить импульсную характеристику 
1-ra основе непосредственных физических рассуждений. Импульсная ха­
рактеристика является реакцией среды на сигнал в виде б-функции. Если 
в падающей волне (I.30) принять f ( t) = б ( t) ,  то она в любой момент t � О 
·будет сосредоточена в плоскости z = t/vp, . Но эт.о значит, что в момент 
падения ее на границу z = О можно отвлечься от существования второй 
границы z = Н, считая, что происходит отражение - преломление на гра­
нице двух полупространств с параметрами (р 1 , Л1 , �t 1) и (р 2 ,  Л2 , µ 2) .  Ко­
эффициенты отражения и преломления при нормальном падении плосI{ОЙ 
монохроматической волны на данную границу получаются из условий 
(I .34) и ( I .36) , если взять отраженную волну в виде - А 1ехр [ iffi  (t + 
+ z/vp, ) ] k, а преломленную - в виде В 1 ехр [ i ffi ( t  - z/vp2) ]  k. 

Искомые коэффициенты 

(I .41 )  

Независимость А1 и В1 от частоты означает, что падающая волна 
.� = б (t - z/vp.) k порождает отраженную волну - А1б (t + z/vp1) k и пре­
ломленную В1б (t - z/vp1). Последняя, достигнув в момент времени т = 
= Н /vp2 границу z = Н, снова породит две волны, одна из I{оторых (от­
раженная от границы z = Н), преломившись на границе z = О, вернется 
в первую среду, имея амплитуду К =  -В1 А2В� и запаздывание 2т. Здесь 
А2 и В� соответственно I{оэффициент отражения от нижней границы и 
коэффициент преломления на первой границе при падении снизу, опре­
деляемые аналогично (I .41). Так каr{ при падении этой волны на границу 
z = О  возНИI{ает еще и отраженная волна, распространяющаяся вниз, 
то после отражения последней от границы z = Н и преломления на гра­
нице z = О  получим еще одну волну с запаздыванием 4т и амплитудой 
А�А2К (где А� = -А1) и так далее до бесконечности. 

В соответствии с принципом суперпозиции получаем в точке М (О , -h) 

l (t) = - А1б [ t - (h/vp1)] + Кб [t -- (h/vp.) - 2т:] + А�А2Кб [t - (h/vp1) - 4т:] + 

(I . 42) 
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Сравнивая это выражение с формулой (I .40), находим коэффициенты 
ряда Фурье: ck = О  при k <O; с0 = - А1; с1 = К =  -В1В�А2; ck = (A�A2)k-1 К 
при k�2. Слагаемые при k�2 - суть кратные волны в слое. Вследствие· 
линейности та·кую же структуру имеет реакция среды при произвольной 
форме падающей волны. 

§ 3. Линейные систе:мы с дробно-рациональными 
спектральны11ш характеристика11ш 

Вернемся к линейным системам, рассмотренным в начале главы. 
Приняв в уравнении ( I . 4) 

найдем 
и= ехр (icot) и 1 = L (со) ехр (icot), 

L (со) = icoC /(1 - co2LC + icoRC). 
Амплитудная спектральная характеристика 

А (со) = 1 L (со) 1 = со С! V ( 1 - со2 LC)2 + со2 R2C2• 

(I .43} 

Она носит резонансный характер, обладая единственным максимумом, 
на частоте 

( I .44� 
при этом max A (co) = 1/R. 

Рассмотрим спектральную характеристику сферического источника . 
Вследствие сферической симметрии смещение описывается одной скаляр­
ной функцией и (r, t), равной dr.p/dr, где r.p (r, t) выражается формулой 
( I . 13). Отсюда , пренебрегая слагаемым более высокого порядка малости 
при г -)о- оо, 

и (r, t) � -aj" (t - ar)/r. 
Можно считать , что и (r, t) является сигналом на выходе последова­

тельности двух линейных систем L1 и L2 , первая из которых описывается 
дифференциальным уравнением ( I .17) и имеет спектральную характери­
стику 

L (со) = - �1 ( 4µ - со2 + ico 4µа ) ' 1 р рrб рт0 

а вторая определяется предыдущей формулой. Используя известные свой­
ства преобразования Фурье (теорему о спектре производной и теорему 
о смещении) , получим 

L2 (со) = - aiw ехр ( - icoar). т 

Таким образом, учи:гывая равенство 1 /а = Vp и µ/ р = v�, будем иметь. 

L (co) = L1L2 = -icor�/{4µvpr [1 - lv�2 + ico :,�:] } exp (- i:;) . (I .45}· 
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Сравнение с выражением ( 1 . 43) показывает , что сферичесI{ИЙ источник 
имеет резонансную спектральную характеристику, эквивалентную харак­
теристи1{е колебательного контура (множитель ехр ( - iffir/ vp) определяет 
3апаздывание на расстоянии r) . 

Резонансная частота 

ffi0 = 2vs/r0 ,  

макси11Iум амплитудной характеристики 

шах А (ffi) = r�/!fµr. 

(1 .46) 

Учтя зависимость радиуса эквивалентной сферы от массы заряда ,  
получим 

ffio = 2v8/kQ' l з; шах А (ffi) = kQ"l з/4µr. 

Таким образом, резонансная частота слабо возрастает с уменьшением 
массы заряда и тем выше, чем больше скорость распространения попереч­
ных волн. Амплитуда колебаний на резонансной частоте увеличивается 
при уменьшении модуля сдвига (т. е. в более пластических породах) . 

Полученные спектральные характеристики являются дробно-рацио­
нальными функциями частоты , т. е. фуш{циями вида 

L (ffi) = Рт (iffi)/P п (iffi), (1 .47) 

где Рт (iffi) и Р п (iffi) - полиномы степени т и п (соответственно с веще­
швенными коэффициентами. 

Класс линейных систем с дробно-рациональными спектрами полно­
-стыо включает все электрические цепи с сосредоточенными, не зависящими 
от времени пассивными элементами R ,  L и С. Действительно, всякая такая 
цепь состоит из связанной совокупности k контуров , каждый из которых 
-содержит набор элечентов R , L и С. Каждый контур описывается диффе­
ренциальньши уравнениями второго порядка (если содержатся оба реак­
·тивных сопротивления - L и С) или первого (если содержится только . 
·одно из реактивных сопротивлений). Таким образом, функционирование 
всей электричеСI{ОЙ цепи опишется системой линейных дифференциальных 
уравнений первого или второго порядка, что эквивалентно линейному 
дифференциальному уравнению порядка п � 2k. 

Общий вид такого уравнения 

any(n) + an-1Y(n-1) + . . .  + ао = Ътх(т) + . . . + Ьо. 

Подставив х = ехр (iffit) и у =  L (ffi) ехр (iffit), получим 

L ( ) - Ьт (iw)т + Ьт-1 (iw)m-1 + · · · + Ьо 
J (f) - ап ( iw)n+an-1 ( iw)n-1+ · · · + ао ' 

что равносильно равенству ( 1 .47) . 

(1 .48) 

(1 . 49) 

В дальнейшем будем рассматривать ffi ка�< 1щмплексную переменную 
(J) = а + i � ,  аналитически продолжив спектр L ( ffi) на комплексную 
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плоскость. На примере дробно-рациональных спектральных характеристик 
будет показано преимущество аналитического продолжения спектро& 
в компле'1iсную область. 

Поставим: задачу определения импульсной характеристики линейной 
системы по ее заданному спектру в соответствии с формулой (I .26) . 

Будем использовать следующую, известную из теории функций 
комплексного переменного лемму Жордана. 

Если f (z) = F (z) ехр (imz), где т> О и F (z)-+-0 при Z-+-oo по любому 
закону (при движении z в верхней полуплоскости) , то 

со 
f f (z) dz = 2лi � Res (f; zk), 

-СО (k) 
(I . 50} 

где zk - полюса f (z) в верхней полуплоскости Im z ;:=: О, Res [/; zk] - вычет­
функции f (z) в полюсе zk. 

Напомним встречающиеся в лемме понятия. Полюсом: не�<0торого, 
порядка 1· функции f (г) называется такая точка а комплексной плоскости,. 
в которой f (а) = оо, при этом lim f (z) (z - ау <оо. 

Z->-a 
, Ясно ,  что полюсами спектральной характеристики ( I .47) являются 
корни полинома Р п (z) ; при этом: порядок полюса совпадает с кратностью. 
корня. 

Вычет функции f (z) в полюсе а определяется как интеграл 

2�i 5 f (z) dz, 
с 

где С - любой нон тур , однОI{ратно обходящий точку а. Если полюс имеет· 
первый порядон , то 

Res (f1; a) = lim f (z) (z - a) .  (I . 51 ) · 
Z->-a 

Сначала применим лемму Жордана к вычислению импульсной харак­
теристики колебательного контура и сферического источнина. 

Спектральную характеристику обеих систем: с точностью до постоян­
ного множителя запишем в следующей эквивалентной форме 

L (ro) = 2iroh/(ro� - Ф2 + 2iroh), (1 . 52) 

где параметр ro0 определен формулами ( I .44) и ( I .46) , значение h равцо 
для колебательного нонтура R/2L, а для сферического источНИI{а 2v§/г0 vp ; 
сдвиговый множитель, имеющий место в спе�{тральной харантеристике 
сферического источника ,  можно опустить ,  так НЮ{ он влияет только. 
на запаздывание сигнала , но не на его форму. В соответствии с формулой 
( I . 26) 

l (t) = _21 л 
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При t > O  оба условия леммы (т = t >O и F (ro)-+0) выполнены. 
Подынтегральная функция имеет два полюса - ro1 = п0 + ih и ro2 = -п0 + ih, 
:где п0 = V roi - h2; оба полюса расположены в верхней полуплоскости 
lm ro > O  (предполагается, что ro0> h). 

Представив подынтегральную функцию в виде 
1 2ihro ехр ( irot) 

f (ro) = 2п" i2 (ro -n0- ih) (rо + по - Щ 1 

определим вычеты по формуле (I .51): 

и 

Res (f; ro1)= -2 � (п0· + ih) exp (-ht) exp (iп0t) :rнп0 

Res (/; ro2) = -2 � (п0 - ih) ехр (-ht) ехр ( - iп0t). nino -

Отсюда при t � О 

l (t) = ..!!:_ ехр ( -ht) { п0 [ехр ( -iп0t) + ехр (iп0t) + 
по 

+ ih [ ехр (iп0t) - ехр (-iп0t)]}. 
Применив формулу Эйлера ехр (ix) = cos х + i sin х, получим 

2liro0 h l (t) = ----по- ехр (-ht) cos (п0t + ер), t � О, <р = arctg ho .  (I .54) 

Если t < О, примем т = -t > О, а в интеграле заменим переменные 
и = -ro. Это даст интеграл 

00 
1 s 2iuh ехр (iит) d 
2:rt ro� - u2 - 2iuli и. 

- 00  

Оба корня знаменателя п0 - ih и -п0 - ih располагаются в нижней 
полуплоскости, следовательно,  подынтегральная функция полюсов в верх­
ней плоскости не имеет. Это означает, что интеграл равен нулю: 

l (t) =: O  при t <О-
Из формулы (I .54) следует, что модуль вещественной части полюса 

выражает собственную частоту, а мнимая часть полюса - затухание 
анализируемой линейной системы. 

Перейдем к более общему случаю, предположив два условия: 
1) Рт (iro)/ Р п (iro) является спектральной характеристикой устойчи­

в ости линейной системы; 
2) все корни полинома Р п (iro) простые. 
Рассмотрим свободные I{олебания системы L, которые, как известно, 

·описывюотся общим решением уравнения ( I .48) , т. е .  решением однород­
ного уравнения 
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Известно, что это решение имеет вид � ck ехр (pkt), где Pk -корни 
(k) 

характеристического уравнения 

anpn + ап-1Рп-1 + . • . + ао = О. 

"Условие устойчивости означает, что при всех k слагаемые ехр (pkt) 
должны убывать при t-+oo, откуда 

( I . 55) 

Rорни характеристического уравнения связаны с корнями полинома 
Рп (iw) = ап (iw)п + . . .  + а0 соотношением iwk = Pk, откуда Im wk = -Re  Pk, 
поэтому из условия устойчивости вытекает Im wR > О. Мы получили, что 
все корни полинома Рп (iw) располагаются в верхней полуплоскости ком­
пленсного переменного w.  

По второму условию полином Рп (iw) можно представить в виде 

п 
Р (iw) = апiп П (w - wk) · 

k=I 

Исномая импульсная характеристина 

со 

z (t) = _1.- s Рт (iw) ехр ( iwt) dw 2щп п · 
-СО ап п (W - Wk) 

k=I 

( I .56) 

При t > О  оба условия леммы Жордана выполнены. Rроме того. 

Res [j; wk] = __ P_,_·nn-'(i_·w-"-k)'---- ехр (iwkt). 
2:rтапiп П (Ыk -Ыj) 

j+k 

Поснольку все полюса подынтегральной функции располагаются 
в верхней полуплоскости, 

п 
l (t) = � _i1_-n_п_P_m--'(_iw-'k"--)- ехр (iwkt). 

k=I ап П (wk- Ыj) 
#k 

(I .57) 

При t < O  приняв в формуле ( I .56) m = -t > O  и и = -w, получим 
вследствие отсутствия полюсов в верхней полуплосI{Ости у функции f (и) = 
= Рт (·- iи)f Рп (-iи), что l (t) -:= O  при t < O· 

Из формулы ( I . 57) следует, что и в общем случае полюса спентральной 
харантеристики определяют частоту и затухание свободных колебаний 
линейной системы. 
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'§ 4. Преобразование Гильберта и физический сn1ысл 
з.оnшлексных коэффициентов отражения - прелоnшения 

При анализе стационарных линейных систем большую роль играет 
преобразование Гильберта: 

00 

f(t) = __!_ S 1М__ du л и -t  ' 
- 00  

(1.58) 

где :интеграл понимается в смысле главного значения, т. е. как предел ( t-e оо) lim S + S . Преобраз�вание Гильберта является стационарным линей-
е +о - оо  t+e 
ным преобразованием с импульсной характеристикой 1 /t .  

Покажем, что имеет место обратное преобразование 
00 -

t (t) = - __!_ 5 1М__ du 
Лj u -t ' 

- оо  

(1. 59) 

и, таким образом, преобразование Гильберта образует пару симметричных 
·( с точностью до знака) трансформаций. С этой целью вычислим спектр 
-с опряженной функции. 

По определению спектра 
00 00 

Sт (Ф) = � S S ��� exp ( -iФt) du dt. 
- оо - оо 

Приняв t = и +  т, переменные интегрирования можно разделить, после 
-чего получим 

- оо  

Представив экспоненту ехр (-iФт) по формуле Эйлера и используя 
четность (1 /u) sin Фт и нечетность (1 /и) соs Фт, получим 

00 

S1 (Ф) = S, (Ф) � 5 si�w" dт. 
о 

Применив известную из анализа формулу 
00 S sin wт :п . -"- dт = 2 s1gn ffi (1 .60) 
о 

(где sign ffi = -1 при Ф < О  и +1 при Ф > О), найдем окончательно 
s7 (Ф) = iSf sign Ф. (1.61 ) 
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Преобразование ( I . 59) отличается от ( I .58) тольRо знаRом, поэтому 
его спеRтральнал форма имеет вид 

S1 (w) = -iS7 (w) sign w .  

Подставив это выражение в правую часть равенства ( I .61) получим, 
учитывал (sign w) 2 = 1 ,  тождество ,  что и требовалось поRазать. 

ПосRольRу ± i = ехр ( ± i � ) , фазовые спеRтры сопряженных фунR -
ций отличаются на л/2 

<iJj" ( w )- <JJt ( w) = (л sign w )/ 2. (I .62) 

Амплитудные спеRтры сопряженных фующий равны между собой: 

В заRлючение этого пунRта поRажем, что сопряженные фунRции мо­
гут быть определены равенствами 

и 

00 

f (t) = � Re 5 S1 (w) ехр (iwt) dw 
о 

00 - 1 5 f (t) = - л:Im S1 (w) ехр (iwt) dw. 
о 

( I .63) 

(I .63')• 

С этой целью образуем таR называемый аналитичесRИЙ сигнал z (t) = 
= / (t) - if (t)* .  

Из формулы (I .61) следует, что его спеRтр 

{ 2S1 (w), 
Sz (w) = 0 

' 

Определяя теперь z (t) при помощи обратного преобразования Фурье 
и учитывая, что f (t) = Re z (t), а f(t) = Im z  (t) , получаем доRазываемые 
формулы ( l .63) и ( I .63'). 

Преобразование Гильберта неодноRратно будет встречаться в даль­
нейшем. Здесь рассмотрим его применение в задаче отражения - прело­
мления плосRой волны на плосRой границе при заRритичесRих углах па­
дения. Чтобы избежать чисто техничесRих трудностей, будем считать, 
что на плосRую горизонтальную границу z = О двух однородных сред 

• Функцию 1 z (t) 1 называют огибающей, а arg z ( v) - фазой сигнала f (t). 
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падает плоская поперечная волна SH, вектор смещения которой поляри­
зован перпендикулярно к плоскости падения. При падении волны SH 
на границе наблюдаются только I{асательиые напрлжеиил, перпендику­
лярные к плоскости падения, вследствие чего продольных и поперечных 
воли SV не возникает. Таким образом, имеет место очень простая волно­
вал 1шртииа. 

ПосI{ольку явление отражения - преломления плоских воли рас­
сматривается в многочисленных учебных курсах, мы ограничимся краткой 
схемой вывода нужных нам коэффициентов 
отражения - преломления. 

Направим ось у перпендикулярно к плос­
кости падения. Тогда плоская волна SH 
определится формулой 

->- - f [t (;, ;) ] -:-и - - -v-- J, s, 
" " " 

(1 . 64) 

где х = sin ai + cos ak; а - угол падения; 
v8 , - скорость распространения поперечных 
волн в верхней среде. 

Так как упругая среда является ста­

х 

z 

Рис. 5 

ционарной линейной системой, входной сигнал f ( t) удобно взять в виде 
плоской гармоники: 

-)- х ]' ->-

{ [ ->- ->- ] } и = ехр iro t - ( v�, ) j. (1 .65) 

Реакция среды также будет иметь вид гармонических колебаний, 
распространяющихся в верхней (отраженная волна) и нижней (преломлен­
ная волна) средах: 

(1.66) 

и 

(1 .67) 

->- ->- + ->- + + 
где х1 = sin cx1i - cos a1k и х2 = sin j)i + cos j)k (углы а1 и j) показаны на 
рис. 5). 

Неизвестные амплитуды А и В и углы а1 и j) определяются из усло­
вий на границе z = О. Вследствие периодичности колебаний на границе 
z = О  кажущиеся длины всех трех волн, равные Л/sin  сх, Л,1/sin а1 и Л.2/sin j) 
(где Л = Л.1 = 2nvs.f ro - длина волны в верхней среде, Л.2 = 2лv82/ ro -длина 
волны в нижней среде) соответственно, должны совпадать. 

Qтсюда получаем закон Снелиуса: 
v 

sin j) = � sin а. 
vs, 

( I .68) 
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Из условий непрерывности касательных смещений имеем 

(иу + U�1))z=o = и�2> Jz=o (1 .69) 

(остальные смещения равны нулю) . Нормальное и касательное тх2 на­
пряжения равны нулю, так как равны нулю х-ые и z-ые составляющие 
смещения. Поэтому условие непрерывности нужно выписать только 
ДЛЯ Ti/z· 

Согласно закону Гука ( I . 6) это условие имеет вид 
д дu<2> 1 

( 1 (1)) 1 - у µl az Uy т Uy z=o - µ2 �  2=0 (1 . 70) 

(здесь учитывается, что дuzf ду = О, так как и2 = О).  
Подставив в условия (1 .69) и (1. 70) выражения иу, u�1> и u�2> в соот­

ветствии с формулами (1.65)-(1 .67) и с учетом закона Снелиуса (1 .68), 
а также равенства µ = pv�, получим два уравнения для амплитуд А и В 

где 

Отсюда 

1 + А = В, cos a - A')\ COS a = By2 cos p, 

А =  (1'1 cos а - у2 cos �)/(')'1 cos а + ')'2 cos р), 
В =  2у1 cos а/(')'1 cos а - ')'2 cos р) . 

( 1 .71 )  

(1 . 72) 

Оба коэффициента не зависят от частоты w. Однако вывод, что форма 
отраженной и преломленной волн совпадает с формой падающей волны 
( 1 . 64) , будет верен только в том случае, когда А и В вещественны. 

При углах падения 
(1 .  73) 

значения cos � ' определяемые формулой ( I . 71) , становятся мнимыми, а ко­
эффициенты А и В - комплексными. Преобразование Гильберта KaI{ раз 
и будет использовано для определения формы отраженной и преломленной 
волн при комплексных значениях А и В .  

Найдем форму отраженной волны при условии ( I .  73) . Предварительно 
надо выбрать знак I{орня в выражении ( I .71 )  для cos � * * . 

Спектр любой линейной системы с вещественной импульсной харак­
теристикой удовлетЕоряет условию 

L (-w) = L* (w), 
что вытекает непосредственно из формулы ( I . 25) . Отсюда следует, что знак 
корня в формуле ( I . 71 )  нужно выбирать различным для частот разного 
знака, добиваясь выполнения соотношения 

А Jw < o  � А* [ w > O ; 

* Угол a = arcsin ( v81/ v82) называется критическим (акр) · 
** При вещественном cos � значение корня берется положительным из-за оче­

видного условия 1 � 1  � л/2 .  • 
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тем самым можно определить cos � одной из двух формул -
cos � = iЛ sign w 

II 

cos � = -iЛ sign w, 

(I .74) 

(I .  74') 

где Л -положительное значение корня V ( �:: sin а) 
2 
- 1  . Дальнейшее 

уточнение cos � требует привлечения дополнительных физических 
соображений, ноторые ПОI{азьшают [см. вывод формулы (I .83) ] ,  что 
IТравильной является последняя из двух приведенных формул для cos �-

Выразим ноэффициент отражения А через вещественную и мнимую 
части: 

где 
А = Р + iQ sign w, 

р _ _  (У1 cos а)2 - (У2Л)2 
- (у1 cos а)2 + (У2Л)2 ' 

2У1У2Л cos а Q = (У1 cos а)2 + (у2ЛJ2 ' 

Легно проверить, что Р2 + Q 2 = 1 ,  поэтому 

А =  ехр (ix sign w), 

где x = aгctg (Q/P), Q = sin x и P = cos x.  

(I .  75) 

-Учитывая занон Снелиуса и вытекающее из него выражение для век-
+ + 

тора х 1 , отраженную монохроматичесную волну и 1 запишем следующим 
образом: 

->-со { ·  [ (t x s in a- z cos a ) + . ] } -:-и = ехр i w - х юgn w J.  Vg, 

Мы видим, что «занритичесная» отраженная волна получила дополни­
тельный сдвиг по фазе :х; ,  означающий сдвиг во времени, обратно пропор-

+ 
циональный частоте w .  Если падающая волна и состоит из суммы моно-
хроматичесних волн разной частоты, то все эти волны при отражении 
онажутся сдвинутыми на различные моменты времени, вследствие чего 

->-
форма отраженной волны иш ОI{ажется отличной от формы падающей 
волны. 

Рассмотрим изменение формы волны более подробно. Пусть форма ->-
нолебаний падающей волны и определяется функцией f ( t) и пусть S ( w) -
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спектр этой функции. Тогда при помощи интеграла Фурье можно предста­
+ 

вить и как бесконечную сумму монохроматических волн: 
-->- со 

-;;, = fп 5 S (ffi) ехр (iffis) dffi; 
-со 

Для каждой падающей монохроматической волны 

�: S (ffi) exp (iffis)j 
отраженная волна равна 

Отсюда, применяя принцип суперпозиции и учитывая, что А 
= cos х + i sin х sign ffi ,  получим 

� 00 + 
;щ = j cos х 5 S ( (J)) ехр (iffis ) dffi + t sin х 2п 1 2п 

-со 

со 

J i sign ffiS (ffi) ехр (iffibl dffi. 
-со 

Но согласно формуле ( 1 .61 )  выражение iS ( ffi) sign ffi является спект­
ром для {(t) ,  следовательно,  

-->- - -
и8 0  = [/ (s1) cos Х + j (s1) sin Х] j. (1. 76) 

Итак, форма закритической отраженной волны SH является линей -
ной комбинацией форм:ы падающей волны и ее преобразования Гильберта. 

В диапазоне углов падения акр � а � л/2 форма волны изменяется 
от f ( t) при а = акр (так как в этом случае Q = О и Р = 1 ) , до --f (t) 
при а = л/2 (ибо в этом: случае Q = О и Р = -1) .  В этом интервале имеется 

+ - -)-
такой угол а' ,  что иш = f ( s1) j .  Действительно , при а = акр обращается 
в нуль величина у� Л2,  а при а = л/2 равна нулю величина (у1 cos а)2. 
Так KaI{ обе величины неотрицательны и монотонны (r{aK фуНI{ЦИИ от а) , 
то в интервале (акр' л/2) найдется угол а ' ,  для которого имеет место ра­
венство у1  cos а' = у2Л ;  в этом случае Р = О и Q = 1 .  

Чтобы лучше прочувствовать отличие формы отраженной волны 
от формы падающэй волны, предположим, что сигнал является узкопо­
лосной rшазисинусоидальной функцией вида 

f (t) = а  (t)�cos (ffi0t - ер).  (I .  77) 
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Уз1,ополосность означает, что граничная частота спектра огибающей 
а ( t) меньше частоты высокочастотного заполнения: 

Sa (w) � O при l w l � w0• ( I . 78) 
Найдем функцию, сопряженную к сигналу 

х1 (t) = а (t) cos w0t .  
Представив с помощью формулы Эйлера косинус в виде полусуммы 

двух экспонент 

н приняв 
Sa (со ± СО0) , 

cos w0t = � [ ехр (iw0t) + ехр (- icu0 t) ]  

во внимание, что спектр функции а (t) ехр ( ·± iw0t ) 
найдем спектр х1 (t) . Он равен 

S1 (w) = � [Sa (cu - cu0) +�а (cu + cu0) ] .  

равен 

Согласно формуле ( I . 61)  спектр сопряженной функции х1 ( t) OI{aiIШrcя 
равным 

- i . 
S1 (со) = 2 [Sa (co - cu0) + Sa (cu + ffi0) ] юgn (J). 

После простых преобразований получим выражение 
- i { -iSa (w - ffi0) , ffi < O  
S1 (ffi) = 2 [Sa (ffi - W0) - Sa (ffi + ffi0) ] +  · s  ( +· ) >О . i а (J) . ffio ' (J) • 

С помощью тождества 
sin ffi0t = - � [ехр (iffi0t) - ехр (-iffi0t) ]  

(I .  79) 

легко показать , что обратное преобразование Фурье первого слагаемого 
в правой части ( I . 79) равно -а ( t) sin ffi0 t. Применим обратное преобра­
зование Фурье ко второму слагаемому. После соответствующей замены 
переменных получим сумму двух интегралов: 

w, - 2� ехр ( iffi0t) J S а ( (J)) ехр (iffit) dffi + 
-СО 

со 

+ 2� ехр (iffi0t) S Sa ехр (iffit) dffi . 

В соответствии с условием ( 1. 78) оба эти интеграла близки к нулю, 
поэтому 

х1 (t) � -а (t) sin ffi0t .  

Аналогично можно показать, что для функции х2 ( t) = а ( t) sin ffi0 t  
со�ряженная функция равна а ( t) cos cu 0 t , а поскольку 

f (t) = х1 (t) cos ер+  х2 (t) sin ер, 
то вследствие линейности преобразования Гильберта 

f (t) = х1 (t) cos ер +  х2 (t) sin ер � -а (t) sin (ffi0t -ер). · (I.80) 
3 Заназ 8 1 1  33 



Таrшм образом, сопряженная фующия узкополосного сигнала отли­
чается (приближенно) от f ( t) сдвигом фазы высо1<очастотного заполнения 
на л/2 . Теперь, подставляя формулы ( I . 77) и ( I .80) в ( I . 76 ) ,  получим выра­
жение отраженной волны при падении узкополосного сигнала: 

�1) = а (t) cos (w0G1 - ер + Х) ( (I.81)  

Из этой формулы следует вывод , что изменение формы отраrкенной: 
волны при увеличении угла падения а в закритической области с-водится 
I< сдвигу фазы высокочастотного заполнения при сохранении формы оги­
бающей. Этот вывод является точным, если огибающая имеет �пектр. 
граничная частота которого не превосходит w0 •  

Преломленная монохроматическая волна описывается следу:ющи:м; 
выражением: 

и = J ехр iw -----=-, • ->-12) -?"в [ . (t х sin � + z cos � )] 
VS, 

Пусть угол падения больше критического . Тогда cos � должен быть. 
определен формулой ( I . 74) или ( I . 74') : cos � = ± iЛ sign w, а sin � -
формулой ( I . 68) . 

Отсюда 

;:ш = jв ехр ( ± z 1 w 1 л ) ехр [iw (t - х sin а )] • 
vs, vs, 

( 1 .82) 

Согласно принципу излучения в показателе первой экспоненты дол­
жен стоять такой знак, чтобы при удалении от источника амплитуда волны 

->-
не могла возрастать. Поскольку источником волны u<2> является граница 
z = О и ось z направлена во вторую среду, где распространяется волна 

4-u<2> , то в формуле ( I .82) перед z должен стоять знак минус, что отвечает 
выбору формулы ( I .  741) .  Этот выбор может быть сделан независящим от 
направления оси z, если величину z брать по модулю. 

Учитывая эти соображения, из формулы ( I .82) получим 

+ + ( Л ) [ ( х sin а, )' ] u•2>  = jB ехр - vs , 
\ wz \ ехр iw t - vs, , (I . 83) 

где В =  Р' + iQ'  sign w, Р' = -2у1у2Л2/(уi cos2 а + у�Л2), Q' = 
= -,2уiЛ cos a/(Yi cos2 а +  у�Л2) . 

Выражение (I .83) описывает волну, которая имеет плоский фронт. 
перпендикулярный I< оси х, и распространяется в нанравле·нии х со с1ш­
ростыо v8, /sin а, равной кажущейся СI<орости падающей волны. В каждой 
точ1<е среды форма колебаний является гармонической, а амплитуда коле­
баний экспоненциально убывает с увеличением J z \, при этом скорость 
убывания тем выше, чем больше частота w .  При увеличении значения а 
от а"р до л/2 амплитуда I<олебаний па границе z = О, равная [ В [ , воз­
растает от О до 2у1/у2 • 
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-+ 
Пусть теперь падающая волна и описывается формулой (1.64) .  При-

::иенив разложение в интеграл Фурье, получим 
->- 00 ;;<2J = 1,, I BS ( ш) ехр ( -- v:. 1 шz 1) ехр (iшs2) dш; 

- 00  -

S2 = t __ х sin а . vs,  

(1. 84) 

-Умножение спектра сигнала на Lz (ш) = ехр (- л �;,z 1 ) означает пре-
1Образование фильтром L" имеющим частотную характеристику Lz (ш) . 
Поэтому выражение (1.84) можно трактовать I{ак результат прохождения 
30ЛНЫ 

со iл J BS (ш) exp (iшs2) dш (1. 85) 
- со  

-�ерез Lz-
B соответствии с анализом формы отраженной волны волна (1 .85) 

:может быть выражена следующим образом: 

[P'f (s2) + Q'/ (s2)J -;. 
Обозначим через f z (t) реакцию линейного фильтра L2 на сигнал f (t) : 

: fz (t) = Lz [f (t) ]. Поскольку преобразование Гильберта является линейным 
преобразованием стационарного типа, то оно перестановочно с L2: 

Lz (f ( t)] = f z ( t) . 
Следовательно, 

�<2) = [P'f z (s2) + Q 'f  z (s2) J Т. (1.86) 
Так как L2 - фильтр низкой частоты, крутизна частотной характе-

-+ 
ристюш которого растет с увеличением z, колебания u<2 J при удадении 
.от границы становятся все более низкочастотными. Кроме того , энергия 
нолебаний при z -+ оо стремится к нулю. 

Г л а в а  II 
ФИЗИЧЕ СКАЯ ОСУЩЕСТВИМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИИ: 

·§ 5. У словил физической осуществ�шости 

В § 1 мы условились говорить , что нам задана абстрактная линейная 
система L, если известна спектральная характеристика L (ш) или импульс­
ная характерист:rша l ( t) .  Для того чтобы реальный физический сигнал 
х ( t) мог быть подвергнут преобразованию L [х ( t) ] ,  заданному в виде 
абстрактной линейной системы , последняя должна быть реализована 
.в виде юэr.:оторой но1шретной физической системы. Обычно в нашем 
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распоряжении имеется вполне определенный нласс физичесних линейных 
систем 2 ,  поэто11Iу вопрос о реализации абстрантной линейной системы 
доюнен решаться именно относительно этого нласса 2. Если в нлассе L 
существует таная система , которая имеет ту же спентральную харантери­
стиr{у, что и заданная абстрантная систе11Iа L, то говорят, что L физичесr{И 
осуществи11Iа в нлассе 2. Разумеется, если в 2 но существует систе11Iы , 
строго реализующей абстрантную систему L,  то может быть поставлен 
вопрос о приближенной реализации, т. е .  об отыснан:ии таr{оЙ реальной 
системы из нласса 2, ноторая имеет спентральную харантеристину L1 ( со ) ,  
мало отличающуюся от  L ( со ) . 

Tar{Иl\I образом, решение вопроса о физичесной осуществимости лю­
бой абстрантной системы L зависит I{aH от выбора нласса коннретных 
систем 2, тан и от допускаемой степени приближения реальной системы 
I{ абстрантной. В любо:м случае надо и11Iеть нритери:и , зависящие от выбора 
rшасса 2, I{оторые позволяют по виду спентральной характер:испши L (со) 
или импульсной характеристики l ( t) решить вопрос о физической осуще­
ствимости (в соответствующе11I смысле) рассматривае:мой систеlliы L. 

Исторически сложилось тан , что вопрос о физичесI{ОЙ осуществимо­
сти рассматривался в основном для одного широI{ОГо I{Ласса систем, дей­
ствующих в реальном физичесно:м времени. Поэтому, ногда говорят 
о физичесной осуществиыости, не указывая нласса 2 ,  то имеют в виду 
именно этот нласс. Таного типа осуществи11Iость будем называть физиче­
СI{ОЙ осуществимостью в узно11-r смысле. Именно она и будет рассматри­
ваться в этом разделе. 

Все линейные системы из § 1 действуют в реальпоы времени. Но они 
далеко не исчерпывают всего нласса систем данного типа. Точное опре­
деление этого класса сформулируем в виде условий , нанладываеllIЫХ на им­
пульсную хараrперистину. Для того чтобы физичесное содержание этого 
понятия было более ясны:м , целесообразно вначале уназать па нопкретпые 
систе:мы , ноторые не входят в рассматриваемый нласс. 

Пусть сигнал х ( t) является фипитпы:м. Тогда , прежде чем подавать 
его па вход системы L1 , запишем его на запоминающее устройство ,  на­
пример на бумажную или магнитную ленту конечной длины. Ясно ,  что 
теперь оп записан в виде фуннции х ( t) , где t не является реальным вре­
:мене:м , посr{ольку, взяв значение сигнала в момент t1 , мы после этого 
:може:м считать значение х ( t2) при t2 < t1 ,  что в реальном времени осуще­
ствить нельзя. 

Если систе:ма L1 устроена тан , что в любой момент реального времени 
11юж�'.? :измерить значение х ( t1) для любого t1 , то она, очевидно , работает 
не в реальном вре11Iени.  Понятно ,  что н классу таких систем относятся 
электронно-вычислительные машины ЭВМ. Основной чертой этих систе!II 
является «память» , в I{Оторой хранится преобразуемый сигнал . Посколы{у 
ша:мять» следует рассматривать нак бесконечную задержну сигнала , то 
при помощи систе11I, работающих в режи11Iе реального времени, моrкно 
приближенно реализовывать любые . нонкретные системы, если вводить 
в них очень большие задержни. 

Основное условие ,  ноторое должно выполняться преобразованием L,  
реализуемым в нлассе систем, действующих в режиме реального времени-
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певозмоа-тость появления отклина на выходе L раньше,  чем на вход L 
поступил входной сигнал. Грубо говоря , это означает, что всякое следст­
вне появляется не раньше причины, поэтому его называют принципом 
п рнчинности. 

Пусть на вход систе!IIы L в ыоыент t = О подается входной сигнал 
в виде 8-фуннции. Тогда отнлющм является импульсная реакция l ( t) 
п в соответствии с принципом причинности: мы должны потребовать , чтобы 

f_(t) == О прп t <О. (II . 1 )  

Это условие - не тольно необходимое,  но и достаточное выражение 
пршщппа причинности. Действительно ,  пусть х ( t) - произвольный сиг­
нал, начинающийся в ыомент t = О .  В этоl\I случае на выходе будем иметь 

со 

y (t) = J l (t - т) х (т) dт. ( II .2) 
- со  

Из условия ( I I . 1 ) следует , что при т > t l ( t  - т) О ,  поэтоlllу верх-
пнй предел в интеграле ( I I .2) можно заменить на t, а тан нак при т < О  
х (т) - О ,  то нижний предел можно заменить на О. 

Таним образом, 
1 

у (t) = J х (т) l (t - т) dт. (II .3) 
о 

Если t < О , то в данном диапазоне ИЗJ\fенения т 1 t - т � О (при этоl\1 
равенство имеет J1тесто толы{о при t = т) , поэтоlllу интеграл ( I I .3) , а вllfecтe 
с ним и выходной сигнал равны нулю. 

ИтаI{ ,  условие ( I I . 1 )  является необходимым и достаточныl\1 условием 
выполнения принципа причинности. 

Следующиl\1 требованием, ноторое естественно предъявить н систеJ1Iам, 
действующим в режиме реального времени, является J{Онечность энергии 
сигнала у ( t) на выходе L ,  если на входе задан сигнал,  несущий нонечную 
энергию : 

со 

Е1 = S 1 у (t) 12 dt < oo, ( I I .4) 
- со 

ногда 
со 

Е2 = s 1 х (t) 12 dt < оо . ( I I . 5) 
- со  

Покажем, что для нласса входных сигналов , имеющих конечные 
спектры I Sx (w) 1 < = , достаточным условием, обеспечивающим нера­
венство ( I I . 4) ,  является следующее : 

со s l l (t) l 2 dt <=· (II .6) 
о 
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Для доказательства нам понадобится теорема Релея, согласно кото-
рой 

00 00 

J l f (t) l 2 dt = � J I S (w)2 l dw, 
- 00  о 

где S (w) - спектр функции f (t). 
По этой теореме 

00 00 

Е1 = � S I Sy (w) l2 dw = � S I L (w) l 2 1 Sx (w) l 2 dw, 
о о 

00 

Е2 = � S I Sx (w) l2 dw, 
о 

а левая часть неравенства ( I l .6) равна 
00 � S I L (w) l2 dw. 

о 

( I I .  7) 

Последние два равенства и условие ( I I . 5) и ( I I .6 )  показывают, что 
функции 1 Sx (w) 12 и 1 L (w) 1 2 интегрируемы на (О , оо ) .  Но тогда, прини­
мая во внимание конечность 1 S х ( w) 1 ,  тем более интегрируемо их произ­
ведение , поэтому Е 1 < оо .  

Наряду с рассматриваемым «энергетическим» условием к линейным 
системам предъявляется требование строгой устойчивости. Система счи­
тается строго устойчивой, если реакция на ограниченный сигнал всегда 
ограничена .  

Линейная система тогда и только тогда строго устойчива ,  1\огда 
00 j' I Z (t) l dt < oo.  (I I . 8) 

- 00  

До1\ажем только достаточность. П о  условию входной сигнал огра­

ничен: l x (t) l � A <oo.  Следовательно, 
00 00 00 

l y (t) I � J I Z (t - •) x (т) l d• � A J j l ( t - •) l d• = A  J l l (t) l dt < oo ,  (1 1 . 8' ) 
- 00 -00 - оо  

что и нужно было показать. Надо заметить , что при l Z ( t )  \ < оо из усло­
вия ( I I .8) следует ( I I . 6) ,  т. е. в 1шассе линейных систем с ограниченными 
импульсными характеристиками условие строгой устойчивости более 
сильное . 

Если устойчивая (или строго устойчивая) система L не удовлетворяет 
принципу причинности, то , взяв достаточно большое запаздывание t1 и по­
ложив Z 1 ( t) == О ( t  < 0) ,  Z 1 ( t) = l ( t  - t1) ( t  � О) ,  получим физичес1ш 
осуществимую систему, на выходе 1\оторой сигнал приближенно равен 
у ( t  - t1) · 
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Желательно определить 1щасс физически осуществимых (в  узком 
смысле) систем в терминах спектральной характеристики. 

В соответствии с теоремой Релея условие (II .6) эквивалентно 
00 

J J L (cu) J 2 dcu <oo.  ( I I .9) 
о 

В классе систем с дробно-рациональными спектральными характери­
сти1<ами ( I .47) это условие равносильно неравенству п > т. 

При анализе дробно-рациональных спектров было показано,  что 
условие строгой устойчивости эквивалентно отсутствию полюсов в нижней 
полуплоскости комплексного переменного cu. Оказывается, последнее 
условие играет большую роль и в более широком классе линейных систем, 
являясь спектральным эквивалентом принципа причинности, т. е. имеет 
место следующее утверждение. 

Теорема (Н . Винер) . Система L тогда и только тогда удовлетворяет 
принципу причинности, если L (cu)  является аналитической 1 во всех 
точ1<ах нижней полуплоскости Im cu � О (включая вещественную ось). 

Доказательство этого утверждения будет проведено для строго устойчивых систем 
с ограниченными импульсными характеристиками. Сначала докажем достаточность. 
Пусть L (w) - аналитична во всех точках w: lm w � О. Выразим l ( t) через L (w) 
при помощи обратного преобразования Фурье (1 .26) . Так как нас интересуют значения 
t < О, то примеы в ( 1 . 26) т = - t  > О: 

00 
l (t) = J L (и) ех р ( ium) dи .  

- оо  

Однако фушщия G (и) = L (-и) является аналитической в верхней полуплос-
1:ости, шшючая вещественную ось, а согласно ( 1 1 .9) G (и) -+ О  при и -+ оо .  Поэтому, 

со 
интеграл S G (и) ехр (iит) du удовлетворяет условия леммы Жордана (1 . 50), вслед-

со 
ствие чего равен сумм:е вычетов по полюсам в верхней полуплоскости . Но поскольиу 
там полюсов нет, суi.ша вычетов равна нулю. Следовательно, l (t) _ О при t < О. 
Достаточность доназана.  

Пусть теперь условие (I I . 1)  выполнено . Тогда преобразование Фурье l ( t) равно 
со 

L (w) = \ l (t) exp ( - iwt) dt . 
о 

Рассмотрим произвольную точку w в нижней полуплос1<ости lm w � О .  Пред­
ставив ее в виде В - ia (где а >  О), имеем 

00 
L (w) = S l (t) ехр ( - at) ех р ( - iBt) dt . 

о 
( I I . 10) 

Интеграл (I I . 10) абсолютно сходится при любых а �  О и В . Действ:Ительно, при 
а = О он сходится по условию (1 1 .8) . При а > О он сходится тем более, тан НЮ\ 

J l ( t )  ехр ( - at) / � J l (t) J .  

1 Функция f (z) ноllшленсного переменного z называется аналитичесной в точне z ,  
если она дифференцируеыа н е  толы\о в z ,  н о  и в не1<оторой онрестности этой точки . 
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Но 

1 r 1 Z ( t ) 1 ех р ( - at) ехр ( i�t ) dt 1 � r 1 Z ( t )  J ех р ( - at) dt < 
А А 

00 
< ех р ( - А а) J l l (t ) ! dt < oo , 

А 
поэтому интеграл (I I . 10) сходится равномерно по � и  а (при а > О), т .  е .  равномерно 
по w. Следовательно, его можно дифференцировать по w под знаком интеграла. Од­
НаI{О ехр (iw t) - аналитическая функция, значит, вследствие равноыерной сходи­
мости аналитичен и сам интеграл . Теореыа доказана. 

:Как уже отмечалось , все рассматривавшиеся в гл. I линейные пре­
образования удовлетворяют принципу причинности. Этот факт является, 

пожалуй, нетривиальным только для 
закритического отражения плоской волны 
SH. В самом деле, согласно формулам 
( I .  76) и ( I .86) отраrr�енная и преломленная 
волны являются линейными комбина-
циями полуфинитного сигнала f ( t) и co­

cl > Сiнр' пряженного сигнала f ( t) . Спектр послед-
-;--------i<�-----х" него получается умножением спектра 

S ( w) на фующию i sign w = i \ w J/w , ко­
торая не аналитична на всей мнимой оси , 
и ,  стало быть , при Im w � Q .  

z 

Рис. 6 

В соответствии со спектральной фор­
мулировкой принципа причинности, и 
отраженная и преломленная волна суще­
ствуют каждая впереди своего фронта 

(рис. 6) . Тем не менее принцип причинности не нарушается, так как 
точки t - (х sin rx - z cos a)/vs , < О,  z < О, располагаются за фронтом па­
дающей волны t - (i sin а + z cos rx)/ vs, = О, которая является вход­
ным сигналом. 

Что касается преломленной волны, то поскольку ее фронт распро­
страняется со СI{оростыо v8,/sin а, ноторая меньше СI{Орости v8, попереч­
ных волн во второй среде , точна отражения - преломления является 
постоянным: источником: уходящих вперед I{олебаний. Так кан падающая 
волна и граница плоские, этот источник существует бесконечно долго , 
следовательно , преломленная волна должна иметь отличные от нуля сме­
щения при любых t > х sin а/ v8 , .  

Физически осуществимые системы обладают тем замечательным свой­
ством, что вещественные и мнимые части их спе�{Тралы-rых характеристю{ 
не являются независимыми. Действительно ,  в соответствии с условием 
( I I . 1 ) вещественная и 11ши11�ая части L ( w) определяются следующими ра­
венствами: 

00 

Р (со) = Re L (w) = Re f l (t) ехр (-i cot) dt ; 
о 

00 

Q (w) = Iш L (w) = Iш J l (t) ехр (-iwt) dt . 
о 
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Сравнивая их с формулами ( I . 63) ( 1 . 631) видим, что функция 
-Q (-ш)/л является сопряженной (по Гильберту) I{ функции Р (-ш)/л. 
Вещественная часть спектральной характеристики - четная функция, 
а 11ши11шя часть - нечетная фунI{ЦИЯ частоты. Поэтому, принимая во вни­
мание линейность преобразования Гильберта , выводим следующее соот­
ношение, связывающее Р (ш) и Q (ш) : Q (ш) = Р (ш) . Само собой разу­
меется , что в данном случае преобразование Гильберта действует по пере-
1\Iепной ш. 

По определению преобразований Гильберта ( 1 . 58) и ( I . 59) имеем 
00 

Q (ш) = -1 (' ___!!_М_ du; ( 1 1 . 11 )  Л j U- (JJ 
- оо  

00 

Р (ш) = - -1 J -2..J!!:)_ du. Л U- (J) 
- оо  

( Il . 12) 

Преобразования ( 1 1 . 1 1 )  и ( 1 1 . 12) часто записывают в другой форме. 
Разобьем интервал интегрирования на две части и учтем четность Р (ш) ; 
после простых преобразований будем иметь из формулы ( 1 1 . 1 1 )  

о 

а ИЗ (1 1 . 1 2) 
00 

Р (ш) = - -3..._ J л 
о 

Р (и) du u2· - ffi2· t 

uQ ( и) du. и,2 - (1)2 

( 1 1 . 13) 

Итак, получено ,  что задание только одной из функций Р (ш) и Q (ш) 
полностью определяет спектральную характеристику физичес1ш осуще­
стви11юй линейной системы. 

Если информация о системе L задана в виде амплитудной характери­
стики А ( ш) = 1 L ( ш) 1 , то возникает вопрос: можно ли указать физически 
осуществимую (в см:ысле условия причинности) линейную систему L 
с данной амплитудной характеристикой? Иными словами, можно ли 
с А (ш) связать такую фазовую характеристику 8 (ш) , чтобы L (ш) = 
= А ( ш) ехр [ i8 ( ш) ] определяла физически осуществимую линейную си­
стему? 

Оказывается , что критерий физической осуществимости такого рода 
существует и заключается в том , чтобы 

00 

J 1 In А (UJ) / d < 1 + со2 ш 00 · ( 11 .1 4) 
о 

Более строго данный I{ритерий, называемый критерием Пэйли -
Вивера ,  формулируется следующим образом: если линейная система фи­
зически осуществима и если выполнимо неравенство ( 1 1 . 9) ,  то обязательно 
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имеет место неравенство ( I I . 14) , и обратно , если выполнены неравенства 
( I I . 9) и ( I l . 14) , ТО существует такая фазовая характеристика е ( w) ,  что 
система со спектральной харю<теристикой А (w) ехр (i0 (w)) удовлетво­
ряет условию причинности ( I I . 1 ) .  

Из этого условия, в частности, следует, что 

A (w) =;'= O  (П. 1 5) 

ни в каком интервале частот ( w ' , w ") .  Таким образом, нет физически осу­
ществимой системы , которая совсем не пропускает частот в интервале 
конечной длины. Возможность равенства А ( w 1) = О в изолированной 
точке w 1 зависит от скорости стремления А ( w) к нулю при w -+ w 1 .  

Физичесrш неосуществимой оказывается система с «гауссовской» 
частотной характеристикой 

А (w) = ехр (-w2/2) .  

Р ассмотрим возможность реализации полосового фильтра с амплитуд­
ной частотной характеристикой 

(II . 1 6) 

где р - четное положительное число ; Лw < w0 •  Нетрудно показать , что 
при р )) 1 этот фильтр имеет столообразную частотную характеристику 
с полосой пропусr<юшя (w0 - Лw ,  w 0  + Лw) .  

При w-+oo А (w) � 1 /шР , следовательно, 

l ln А (ш) 1 
1 + w2 

р ln 1 ш 1 UJ2 W -+ oo ;  

но так IШI< при любом а (О < а <  1 )  функция ln 1 w 1 возрастает медлен­
нее, чем w1->, то При больших w ln 1 w //w2 возрастает не быстрее, чем 
1 /wi+\ что обеспечивает условие ( I I . 1 4) .  

Вопрос о выборе фазовой характериспши е ( w) пока оставим открытым. 
Ясно ,  что брать е (w) == О  нельзя , тю< как в этом случае спеr<тральная 
характеристика L (w)  = А  (w) оказывается четной и ей отвечает четная 
импульсная характеристика l ( t) , r<оторая не может удовлетворять усло­
вию ( I l . 1 ) .  

§ 6 .  Миниl\�ально-фазовые системы 

Пусть система L имеет дробно-рациональную спектральную характе­
ристику ( I . 47) .  Ее амплитудный спектр 

А ( (!)) = 1 Р111 ( iw) 1 / 1 Р п ( i(J)) 1 ( 11 . 1 7) 

а фазовый спектр 
е (w) = arg Рт (i(J)) - arg Р п (iw). ( I I . 1 8) 

:К.ак уже указываJrось выше, задание полюсов и нулей L ( w) полно­
стыо определяет саму эту спентральную харю<теристику. Если любой 
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полюс (nлп нуль) заменить на комплексно-сопряженное число , то ампли­
тудная хараr{теристика А (w) от этого не изменится. · 

Действительно, для всякого полинома Р (iw) с корнями U>1, ш2 , . . . 
1 1меем 

. .  , ( I l . 19) 

но если w вещественно, то 

Отсюда следует , чт9 амплитудная характеристика определяет мни­
мую часть всех полюсов и нулей с точностью до знака (вещественные части 
определяются полностью) . В случае физически осуществимых систем 
мнимые части полюсов обязаны быть положительными, поскольку такие 
спстемы соответственно спектральной формулировке принципа причинно­
сти не имеют полюсов в нижней полуплоскости. Поэтому произвол в знаке 
остается только для нулей. 

Попытаемся выбрать такое расположение нулей , которое обеспечи­
вает наименьшее запаздывание фазы при прохождении гармоничес1<0го 
сигнала через линейную систему. Поскольку при w > О отрицательным 
значениям 8 (w) отвечает отставание фазы , то большим значениям фазовой 
характеристики отвечает меньшее запаздывание фазы. В соответствии 
с формулой (П . 18) надо выбрать такое расположение нулей , при котором 
al'g Р111 ( iw) максимален. Следует напомнить, что задание амплитудной 
характеристИI{И однозначно определяет Рп ( iw) . 

Пусть w1 , w2, . . . - корни полинома P111 (iw) . 
Тогда 

т т 

aгg Pт (iw) � i  � arg i (w - wk) = �п + � ai·g (w - wk). 
H=l k=I 

Если w вещественно ,  то при Iш wk > О комплексное число w - wk лежит 
в нижней полуплоскости , а при lш wk < О  - в верхней полуплоскости. 
Следовательно ,  максимальное значение 8 ( w) получим в том случае, если 
на;rщый корень wk, имеющий отрицательную мнимую часть , заменим 
сопряженным корнем w'k. В полученной спектральной характеристике 
все полюса и нули (если они имеются) располагаются в верхней полупло­
сности Iш w � О. Системы такого типа называются минимально-фазо­
выми. Это определение распространяется и на произвольные спектраль­
ные характеристики (не обязательно дробно-рационального типа) . 

Если система L является минимально-фазовой и имеет дробно-рацио­
нальную спектральную характеристику, то последняя отыскивается по за­
данной амплитудной характеристике просто , по крайней мере в принципе. 
Согласно формулам ( I l . 17) и ( I l . 19) функция 1 L (w) 1 2 имеет удвоенное 
по сравнению с L ( w) число полюсов и нулей. Отбросив все полюса и нули , 
располагающиеся в нижней полуплоскости Iш w < О, получим искомую 
спектральную характеристику. 

П р и м  е р . Проиллюстрируем изложенную процедуру на примере линейной 
систеыы с аьшлитудной характеристИI<ой (I I . 1 6),  взяв для простоты р = 2 .  
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Нетрудно получить следующее выражен пе для: 1 L ( ш) 12 :  
4 Лш4 (ш2 + шб + Лш2)2 1 L (ш) 12 = [Лш2 + (ш - шо)2 ]2 [Лш2 + (ш +шо)2]2 

Знаменатель имеет пару двухкратных J{орней ± i }1 шfi + Л ш2, а числитель -
четыре двухкратных корня: ± ш0 ± iЛш .  Отбрасывая: корни со знакоы шшус перед 
мнимой единицей, получим 

L (ш) = 2 Лш2 (ш - i Vш5 + лш2 )2 ш2 -шб -Лш2 - 2iш У ш� + лш2 
(ш - ш0 - i Лш)2 (ш + ш0 - i  Лш)2 (ш - i Лш)4 - 2шб (ш - i  Лш)Z + шg 

Рассмотренная выше процедура показывает, что в дробно-рациональ­
ном случае амплитудная характеристика минимально-фазовой системы 

однозначно определяет спе�пралыrую , 
i�  а вместе с ней и фазовую характери-

стику. Имеет ли место эта однознач­
ность в общем случае и можно ли ука­

С( зать формулу, явно выражающую фазо­
---.--........ '--1-+"t-.-__,..-,....-.,-;- вую харюперистику минимально-фазо-

вой системы через амплитудную? 
Чтобы ответить на этот вопрос , 

составим логарифм спектральной хараr{­
теристики: 

ln L (ш) = lн А (ш) + i8 (ш) . 
Рис. 7 Моншо формально рассматривать 

ln L ( ш) как новую спектральную ха­
рактеристику с вещественной част�ю ln А ( ш) и мнимой частью е ( w) . 
Поскольку L (ш) при I m  ш � О  является аналитической функцией , а по 
определению минимально-фазовой системы амплитудная характеристика 
А ( ш) не обращается в нуль ни в одной точке нижней полуплосI{Остп , то 
lн L (ш)  - суть аналитическая функция при Im w � О. Следовательно ,  
ln L ( ш) обладает одним из  :наиболее фундаментальных свойств физически 
осуществимых спектральных характеристИI{, мнимые и вещественные части 
I{Оторых связаны преобразованием ( I I . 13) . Однаr{о к ln L (ш) нельзя 
применить ни спе�пральную формулировку принципа причинности, 
ни критерий Пэйли - Винера ,  таr{ I{a I{ в обоих условиях предполагается 
интегрируемость I{Вадрата модуля спектральной хараr{теристили. Что 
!{асается [ In L (ш) [ 2 , то эта функция на интервале (О, оо) не интегриру­
ема ,  посr{ольку ln L (ш) --+ оо при ш --+  оо. 

Тем не менее удается показать, что если равномерно в нижней полу­
плоскости 

lл L (ш) /ш--+0 при ш--+оо, ( I l . 20) 

то для минимально-фазовых систем выполняется соотношение типа ( I I . 1 3) : 

( I I . 21 )  
о 
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условие (II . 20) заведомо справедливо для спектральных ха рюпе­
ристю< дробно-рационального типа, так как в этом случае lн L (со) � 
,..._, � lн со (со-+ оо). 

п 
Соотношение (I I .21 ) выводится из интеграла 

2со 5 �L (w) - ln А (w1 )_ dш (П.22) 1 (02- (02 
с 1 

по контуру С, показанному на рис. 7 .  Поскольку подынтегральная функ­
ция внутри контура С является аналитической, то по теореме Коши ин­
теграл равен нулю. Для доказательства нужно устремить R -+ оо и r -+ О 
п рассмотреть пределы для составляющих интеграла. 

Составляющая по полуокружности радиуса R стремится к нулю 
n соответствии с условием ( 1 1 . 20). Рассмотрим составляющую по полу­
оI<ружности радиуса r в окрестности точки со 1 : 

2со1 f ln L (w) - ln A (w1 )  dш =  5 ln L (w) - ln A (w1 )  dco -w2- w2 w -w1 
cr 

1 cr 
_ r ln L (w) - ln A (ro1 ) dco . 

. w +w1 
cr 

Так как подынтегральная функция во втором интеграле в правой части 
является аналитической в точке со 1 (и, следовательно ,  ограничена) , то при 
1· -+ О этот интеграл стремится к нулю. Чтобы найти величину первого 
интеграла ,  разложим lн L ( со ) - ln А (со 1) в ряд Тейлора в точке со1 

откуда 

d ln L (w) J . 
ln L (co) - ln А (со1) = i8 (со1) + d (со - co1) -t- . . " (О (l)=UJ 1 

f ln L (w) - ln A (w1) = iB (co ) f dco + d ln L  J 5 dш +  . . .  
w - w1 1 w- w1 dw w=w ,  

cr сг с, 
Ясно,  что при г -+ О  будет отличен от нуля только первый интеграл 

n правой части. 
ПосI{Ольку на контуре С r со - со 1 = r ехр ( icp) ,  то 

о 
dш = i1· ехр (icp) dcp и f w�w

wi = i f dcp = лi .  
cr -n 

Итак , интеграл по контуру Cr равен :_ л8 (со 1) . Такое же значение 
имеет интеграл по контуру С, в окрестности - со1 .  Интеграл по проме­
жуТI{ам (-R , -со1  -г) , (-со 1 + r , ш 1 - r) , ( со 1  + r , R) стремится 
к интегралу по всей вещественной оси, поэтому равенство нулю интеграла 
( 1 1 . 22) дает при R -+ оо и r -+ О: 
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Отсюда 

-со - со  

Последний интеграл равен нулю , так как е ((!)) - функция нечетная_ 
Учитывая четность А ( (!)) , получим доказываемую формулу ( I I .21 ) .  Зна­
чение полученного преобразования состоит в том, что оно позволяет просто 
определять хотя бы одну из физически осуществимых линейных систем, 
отвечающих заданной амплитудной харю<Теристике. 

Чтобы получить обратное соотношение,  выражающее амплитудную 
характеристику минимально-фазовой системы через фазовую, дополни­
тельно к условию ( II .20) нужно потребовать, чтобы при (J) �= (равно­
мерно в нижней полуплоскости) 

Тогда, составив интеграл 
ln L (ro)-+K0 <oo. 

2 
5 ш ln L (ш) - iш18 (ш1) --�------ dro, (i)2- (i)i 

с 

(II.23) 

который по теореме :Коши равен нулю, получим на основе примерно тех же 
рассуждений следующее соотношение: 

(I I .24) 

Надо только учесть , что интеграл по полуокруJю1ости радиуса R 
при R � оо стремится не к нулю, а r< 2лК 0, что легко получить, построив. 
разложение ln L ( (J)) = К 0 + К 1/ (J) + . . . в 01<рестности бесконечно уда­
ленной точ1<и. 

Понятие минимально-фазовости применимо и к сигналам. TaJ< , полу­
финитный с:Игнал называют минимально-фазовым, если его спектр S (ro)" 
будучи продолженным на номплексную плоскость, не имеет нулей ЩJИi 
Iш � О. Грубо можно считать , что энергия минимально-фазовых сигна­
лов сосредоточена ближе к их 'цачалу по сравнению с другими сигналами" 
имеющими тот же амплитудный спы<тр . 

Примером минимально-фазово·го сигнала является затухающая си-
нусоида 

спектр которой 

{ а ехр (-си) sjn ro1t, t ;?  О 
х (t) = 

о, .· о t <  , 

Этот спе�<тр нигде в нуль не обращается. 

(I l .25) 

(II .26} 

Ясно, что при прохождении минималыrо-фазового сигнала чере3-
минимально-фазовую систему на выходе получим танже минимально-фа­
зовый сигнал, что следует непосредственно из формулы ( I . 28) . Так как 
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спе�>тры полуфинитных сигналов и сvпектральные характеристики физиче­
сни осуществимых систем в нижнеи полуплоскос:и I{омплексного пере-
{еппого w полюсов не имеют, то из минимальнои фазовости выходного � ф v v сигнал а следует минимальная азовость и входного сигнала , и линеинои 

.си:сте:м ы .  

§ 7 .  Дисперсионные соотношения в линейно-неупругих средах 

Пусть в однородной идеально упругой среде в направлении х распро­
.с,траняется плоская 111онохро111атическая волна 

ехр [ iw (t - v: )Т 
Если воздействие измеряется в точке М0 с абсциссой х = О, то спект­

ральная характеристика среды в точке М с  абсциссой х равна ехр (- iw v:) , 

откуда А ( ш) == 1 .  Таким образом, однородная упругая среда имеет оди­
наковый коэффициент усиления на всех частотах в интервале (О, оо) . 
.Этот вывод справедлив и для сферических волн: А (w) = r0/r. 

ОтJ\fеченный факт является следствием сильной идеализации меха­
низма распространения колебаний. В реальных средах часть упругой 
зпергии переходит в тепловую - происходит диссипация энергии. Модель 
оереды, в которой учитывается явление диссипации, не идеально упругая . 
Но если эта :модель подчиняется принципу суперпозиции (что естественно 
допустить, по крайней мере ,  при малых деформациях) , то она по-прежнему 
является линейной стационарной системой. Модели такого типа назы­
·ваются линейно-неупругими средами. Здесь для изучения линейно-не­
упругих сред применяются методы анализа физически осуществимых 
систем. 

Общий вид амплитудной характеQистик.ц _ли_н_е.Дно-н�упр_угой среды 
может бь1ть nол_учеu_из чисто формальных соображений. Пусть А (w ,  х) -
· амirлитуда -монохро:матической волны в точке с абсциссой х. Независимо 
·ОТ механизма поглощения можно считать , что относительное уменьшение 
.амплитуды на малом отрезке dx пропорционально длине этого отрезка:  

dA (w, х)/А (w, х) = -а (w) dx, 
где коэффициент пропорциональности а ( w ) ,  называемый I{оэффициентом 
поглощения , не зависит от х вследствие однородности среды. Отсюда, 
учитывая граничное условие 

А (w, О) =  1 ,  
получим 

A (w, x) = exp [-a (w) x] .  
В общем случае надо предположить , что н е  только амплитудная, 

но и ф азовая хараrперистика , которая в идеально упругой среде равна 
-rox/vp , имеет более сложную зависи:мость от частоты. Это равносильно 
утверждению , что скорость распространения :монохроматической волны 
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зависит от частоты, т. е. имеет :место дисперсия скоростей. В дальнейшем 
мы убедимся в том, что это действительно так. 

Таr{ИМ образом, спектральная характеристика линейно-неупругой 
среды для плос1шх волн имеет следующую структуру: 

( ) [ iOJX ] . L w = exp [- a (w) x] exp - vp (w) = exp [ik (w) x] , 

где k (w) - комплексное волновое число :  

k (w) = - w/vp (w) + ia (w). 

Если в точке М 0 волна имеет спектр S ( w) ,  то в точке М форма волны 
определится согласно ( I . 27) 

со 

и (t ,  х) = 2� S S (w) exp [ i (wt + k (w) x] dw. (П.27) 
- СО  

Эту формулу можно Переписать так: 
со 

и (t ,  х) = 2� J S (w) ехр [-а (w) х] ехр {it [w - vgn ((()) ]} dw , 
- со  

где vg = x/ t выражает скорость распространения импульса в целом, 
а п (w) = w/ vp (w ) .  

Если t велико , то  в соответствии с методом стационарной фазы (см. 
библ. комментарий) основной вклад в интеграл вносится составляющими 
при w ,  блиюшх I{ стационарной точке w0 ,  в J{оторой d [w - vgn (w)] /dw = = О, откуда vg = 1/п'' (w0) .  

Представляя в окрестности w0  подынтегральную функцию в виде 

и используя формулу Пуассона 

получим 

со S ехр ( ± iu2) du = V ± iл ,  
- со  

f ( t ,  х)  = S (w0)1 ехр [-а (w0) х] 
ехр [ iwo (t _ х ) )] • 

1' 2лiхп" (wo) vp (wo 

(П.28) 

(I I . 29) 

Таким образом, ,в окрестности изохроны х = t vg волна юнеет вид 
синусоидального колебания частоты w 0 ,  распространяющегося со ско­
ростыо Vp (w 0) .  Выражение ( I I . 29) описывает перемещение отдельной 
фазы квазисинусоидального волнового паr{ета, поэтому снорость Vp ( w 0) 
называют фазовой , а скорость vg - групповой. 
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Учитывая условие стационарной точки cu 0 , найдем связь между vg 

JJ Vp ( (!) о ) :  

dw 

Если vг (cu ) растет с увеличением cu ,  то vg > Vp (cu 0) и ,  следовательно , 
отдельные фазы как бы отстают от всего волнового пакета , затухая по за-

ехр [-а (cu0) xJ JVx. 

Общей чертой всех неупругих сред является зависимость напряжен­
ного состояния от самого процесса изменения деформации во времени. 
В теории упругого последействия, дающей наиболее общую модель ли­
нейно-неупругой �реды , предполагается, что напряжение связано не толь­
J{О с деформацией в этот же момент времени t, но и с деформациями при 
t - т (т > О) , причем все эти связи строятся по типу упругой среды . 

Закон Гука ,  выражаемый формулами ( I.6) ,  заменяется следующими 
соотношениями: 

00 00 

<Jx = Л' div -;: - S Л" (т) div �; (t - т) dт + 2µ' ��х - 2 f µ" (т) дих�:- �:) dт 
о о 

(II .30) 
(аналогично <JY '  az, �ху '  T.tz' T11z) · 

Среда с последеиствием задается константами Л' , µ ', р и двумя функ­
циями «наследетвенности» Л "  (т) и µ "  (т), характеризующими то влияние , 
ноторое оказывают на напряжение деформации, имевшие место в момент 
t - т. По физичесному смыслу Л "  (т) и µ " (т) - монотонно убывающие 
фуннции. 

Занонам ,  связывающим деформации и напряжения в средах с упру­
ги11-r последействием, можно придать вид ЗаI{ОНа Гу1{а ,  если толковать 
параметры Л и µ в формуле ( I .6 )  не как постоянные ноэффициенты , а нак 
линейные операторы (при бесснобочной записи линейных преобразований) . 
Действительно , если формально принять 

00 

Л = Л' - f Л" (т) [ · (t - т)] dт ( I I. 31 ) 
о 

и 
00 

µ = µ' - J µ" (т) [ · (t - т)] dт ( I I. 32) 
о 

(где вместо точни надо поставить символ фу1шции , на ноторую действует 
оператор) ,  то формула ( I I. 30) примет вид 

4 Зюшз 8 1 1  

• ->- дих <Jx = Л d 1v и +  2µ ffX , (П.З3) 
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точно такой же , как и в законе Гука ( I .6 ) .  Оператор '}.,, имеет импульсную 
характеристику [учитывая ( I . 29 1) ]  

'),, (t) = '}.,,'8 (t) -- '}.,," (t), 
где 

Л" (t) - О при t <O, (II .34) 

и сле1пральную характеристику 

'А (ш) = Л' - ')..," (ш) , ( II .35) 

где Л" (ш) - спектр функции 'А" (t). 
Оператор µ имеет спектральную хараr<теристику 

µ (ш) = µ• - µ" (ш). (I I .36) 

П р  и м  е р ы. Приняв /.., " =  О и µ " =  О, получим закон Гу�{а в обычной форме . 
Таr<им образом, идеально упругую среду можно рассматривать 1щк частный случай 
сред с упругим последействием. 

При /..," (w) = iw/..," и µ" ( w) = iwµ" получим модель вяююупругой среды, в кото-­
рой диссипация энергии объясняется вязким сцеплениеы частиц среды, вызыва­
ю,щщ1 дополнительные напряжения, .  пропорциональные снорости дефорыации. 

Tar< I<aI< iw - спеr<тральная характеристика оператора дифференцирования, то 
в этом случае . 

A = A' - /..," (d/dt) и �t = µ' - �t" (d/dt). 

В релаr\сацпонной модели используются фунrщии «наследственности» 

и 
').,," (т) = (/.., ' /Т) ехр ( - т/Т), т � О  
�t" (т) = (�t' /Т) ехр ( -. т/Т), т � О. 

( I I  . 37) 

Релаксационная модель харантеризуется четырьмя параметрами - А', µ' ,  р и Т .  
Последний параметр называется временем релансации.  Операторы /.., и µ имеют [сле­
дующие спен:тральные �араr\теристиrш: 

и 

со 
А (w) = А' - 'Л,'/Т J ex p ( - т/T) ex p ( - iwт) dт = iwТA'/( 1 + iwT) 

о 

µ (w) = iwT�t' /( 1 + iwT).  

( I I  . 38) 

( I I . 39) 

Записав связь между деформациями и напряжениями в виде опера­
торного за�хона Гу1<а ,  уравнение динамю<и для однородных линейно-не­
упругих сред можно получить в точно таr<ой же форме ( I . 7) , что и для 
идеально упругой среды , по теперь Л и µ представляют собой линейные 
операторы типа ( I I . 31 )  и ( I I . 32) соответственно. Поскольку операторы Л 
и µ действуют только по переменной t, то полученное уравнение, как 
и в случае идеальной упругости, «расщепляется» на два независимых 
уравнения - ( I . 9) и · ( I . 10) ,  описывающих распространение продольных 
и поперечных волн. 

Нетрудно показать, что плоская волна 

cp (t , x) = exp {iw [t - c (w) x]} (I I .40) 
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nрн 

с (ю) = V Л (w)�2µ (w) , Rе с (ю) > О (I I .  41 ) 

удовлетворяет первому из этих уравнений. Поскольку для рассматривае­
мых сред выполнен принцип суперпозиции, то решением является таю�.,:е 
любой интеграл вида 

00 

2� 5 S (ю) exp {iю [t - c (ю) x]} dw .  (Il .42) 
-оо 

Сравнивая этот интеграл с выражением (1 1 . 27) видим, что множи­
тель ехр {-ic (w) хю} играет роль· спектральной хара:ктериститш линейно­
пеупругой среды для плоских волн при этом k (ю) = - wc (w) . Отсюда 

а (ю) = -w Im c (w) (II .43) 
и 

1 -
(
-

) = Re с (w). (I l .44 )  Vp (J) 

Итак, линейно-неупругие модели характеризуются в общем случае 
и поглощением и дисперсией скоростей. 

Для вязкоупругих сред 

с (w) = V a-liwb ' 

где а = Л' + 2µ' , Ь = Л "  + 2µ " .  
После длительных преобразований можно получить ,  что на низких 

частотах ffi « а/ Ь :  
ьw2 

a (w) = -2- ,  Vp (w) = v0, av0 

где Vo = Va/p = V (/..." + 2µ')/р. 

На высоких частотах ffi ))  а/Ь: 

a � 1/v0 Vwa/2b, up � v0 Vwb/2a. 

Подставляя в формулу (П .41 ) выражения ( I I . 38) и ( 1 1 . 39) для спектров 
'А (w) и µ ( со) в релаксационной модели, получим 

V p ( 1 + iwT)  c (ffi) = (Л' + 2�i' ) iwT · 
В этой модели на низ1шх частотах w « 1 / Т : 

а (ю) � -1 VwT /2 ,  up (w) � v0 VwT/2 Vo 

и на высоких частотах ю )) 1 /Т : 

а (ю) � 1 /2v0T, Vp (w) � v0. 
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Перейдем I{ рассмотрению основной задачи : выводу соотношений, 
связывающих поглощение и дисперсию скоростей в линейно-неупругих 
средах. 

Обозначим i:, ( со) = Л ( со) + 2µ ( со ) и выведем ряд свойств функции 
в (со) ,  которую можно определить как 

со 

e (co) = a + b (co) = a - J b (т) exp (-ico-r) dт, (I I .45) 
о 

где а =  Л'' + 2µ' , Ь (-r) = Л" (т) + 2µ" (т). 
1 .  Если со --+ оо по любому закону, оставаясь в нижней полуплос1{ости 

КОl\ШЛеI{СНОЙ переменной со ' ТО в ( со )  --+ а .  
Действительно,  пусть со ' = Re со и -f) = I m  со < О. Тогда 

со 

Ь (со) =  J Ь (т) ехр ( - f)т) ехр (- iсо'т) dт, f3 > 0. 
о 

При со ' --+ оо Ь ( со ) --+ О поскольку Ь ( со) является спектром полуфи­
нитной функции Ь (т) ехр (-f)т) с экспоненциальным убыванием при 
т ->- оо .  Если f3 --+ оо ,  то Ь ( со) --+ О из-за наличия ЭI{Споненциалыю убы­
вающего множителя под знаком интеграла. 

2 . Функция в ( со) является аналитической в нижней полуплоскости. 
Это свойство вытекает .из условия ( I I . 34) и аналогичного условия 

для �L " (т) , означающим, что Ь (т) удовлетворяет принципу причинност'и:. 
3. Пусть со вещественно.  Тогда I m  в ( со) при ffi < О  принимает зна­

чения одного знака , а при ffi > О - другого знака. 
При распространении монохроматической волны ее амплитуда может 

ТОЛЫ{О уменьшаться , цоэтому на любой частоте 

cx (ffi) � O, - оо � со � оо. 

Тогда согласно равенству ( I I .44) знак I m  с ( ffi) является обратным 
знаку ffi : 

sign Im с (ffi) = -sign ffi . (I I . 46) 

В свою очередь знак Im с ( ffi) совпадает со знаком Im V g ( ffi ) , где 

g (ffi) = 1 /е (ffi) .  Из условия Re с (ffi) >O ,  означающего, что волна распро­
страняется в положительном направлении оси х, следует, что 

V- { VI g (ffi) 1 · ехр [( i /2) arg g (со)] , О �  ai·g g (ffi) � л 
g (ffi) =  --VI g (ffi) 1 · ехр [ ( i/2) ai·g g (ffi) + i :rt ] , :rt � ai·g g (ffi) � 2л. 

Но при у1{азанном определении корня знаки Im g ( ffi) и Im V g ( ffi) 
всегда совпадают, вследствие чего из равенства ( I I . 46) ЗаI{лючаем, что 
sign Im g (co) = -sign (ffi) .  Свойство 3 доказано ,  ТЮ'- как ai·g в (ffi) = -ыg g ( ffi) , 
в результате чего I m  в ( ffi) и I m  g ( ffi ) всегда имеют обратные ЗНаI{И. 

4. в ( ffi) ->- в (О) � О при ffi --+  О. 
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Д01{ажем это свойство. Из аналитичности е (со)  при Im  со � О следует 
ее непрерывность в точке со = О ,  ОТI{уда ,  учитывая ( I I . 45) , получим 

00 
l im e (co) = e (O) = a - J Ь (т:) dт: . 
w+O о 

Видно, что е (О) - вещественная величина. Нужно доказать , что 
.она положительна. 

Предположим, что е (О) < О, тогда 

c (O) = - i v ! s�O) I 

Так как Re с (О) = О , то по формуле ( I I .44) получим Vp (О) = оо . 
·Функция Re с (со )  вместе с е (со)  непрерывна в точке со = О ,  поэтому 
найдутся такие достаточно малые значения со > О, для которых скорость 
распространения соответствующих монохроматических колебаний будет 
СI{оль угодно большой. Но это противоречит принципу относительности, 
согласно которому не может быть достигнута скорость , превышающая 
скорость света. Поэтому е (О) > О. 

, 
Отметим, что свойства 3 и 4 сильно ограничивают класс функций 

«наследственности» , I{оторые мо1-1-;но привлечь для описания линейно-не­
упругих моделей во всем диапазоне частот. 

5. Функция е (со )  не имеет пулей в нижней полуплоскости Im со �  О ,  
за исключением, может быть , точI{И со = О .  

Это свойство основывается на следующей известной формуле теории 
аналитических функций: 

1 s f' (z) 
2лi f(i) dz = N - P, 

с 
(I I . 47) 

где N - полное число нулей; Р - полное число полюсов в области , огра­
ниченной контуром С. 

Если f ( z) аналитична во всех точках этой области, то Р = О и формула 
( I I . 47) дает полное число нулей. 

Перейдем к комплексной переменной со ,  а в качестве функции f 
возьме11I функцию е (ш) - 1·, где 1· - произвольное вещественное число. 
Так как в нижней полуплоскости функция е ( ш) - г по свойству 2 анали­
тична, то число нулей этой фу1шции в пределах контура С, состоящего 
из действительной оси и бесконечной полуокружности в нижней полупло­
-скости (рис. 8 ,  а) , 

N = _1_ s в ' (w ) dш . 2лi s (w) - r  
с 

(I I . 48) 

Отобразим плоскость со на плоскость е (со) , тогда формулу ( I I .48) 
можно переписать следующим образо:и: 

N = -1- 5 ---5!!:_ de 2Лi 8 - Г ' 
С' 

(I I .49) 
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где С' - образ контура С при отображении е = е ( w) . Из свойства 1 сле­
дует ,  что при Im w < 0, е (=) = а > О поэтому беСI{онечная полуоr{руж­
ность отображается в точку а на положительной полуоси Re е. Точrш 
w = О по свойству 4 соответствует точке е (О) = Ь > О. Из свойства 3 
вытекает, что положительная часть вещественной оси Re w перейдет в кри­
вую, полностью расположенную в верхней полуплоскости Im е > О,  
а отрицательная ее часть отобразится на кривую , полностью располо­
женную в нижней полуплоскости Im е > О  (рис. 8, 6) . 

Согласно теореме Коши интеграл ( I I .49) равен единице , если изобра­
жение числа г находится внутри I{онтура С' .  В противном случае интеграл 
равен нулю. Но поскольку г - вещественное число , то оно расположено 

[ ш w  

\ 
\ 

' -
а 

R e w  

б 
Рис. 8 

внутри контура С ' ,  тогда и 
только тогда , I{ОГда 

min (а', a) <1· < max (а, ' а) ,  
( II . 50) 

где а' = е (О) ,  а = е (=) .  
Итак , функция е (w)  - 1· 

имеет нуль только в том слу­
чае, если г удовлетворяет не­
равенству ( I I . 50) . Иными сло-
вами, функция е ( w) принимает 

в нижней полуплоСI{ОСти только один раз каждое значение в ин­
тервале (а'· , а) и никаких других вещественных значений не принимает. 
ПосI{ольку и е (О) � О ,  и е (= ) > О , то е (w) =!= О  ни при каком w в ниж­
ней полуплосr{ости Im w < О . На вещественной оси е (w) принимает ве­
щественные значения только при w = О, и тоЛЫ{О в этой точке возможен 
нуль функции е ( w) . Этим и завершается доказательство свойства 5 .  

Следующее свойство представляет некоторое усиление свойства 4. 
6.  Если ни при каком w (-= :%;: w :%;: оо ) ,  Vp (w ) =!= О, то е (О) > О. 
Действительно ,  по свойству 4 е (О) � О, поэтому 

Re с (О) = v 8 �О) ,  
V� следовательно, по формуле (П.44) Vp (О) = -Р- . 

Так как Vp (w) вместе с е (w ) непрерывна в точке w = О ,  то по условию 
найдется такое б > О, когда Vp (О) > 8, откуда е (О) > ро2 > О. 

Суммируя свойства 1 ,  5 и 6 делаем заключение, что , если линейно-не­
упругая модель удовлетворяет условию 

О < б :%;: Vp ( w) :%;: А < оо при О :%;: w :%;: оо, (I I . 51 ) 

то функция с (w) = V р/Е (w ) является аналитической в нижней полу­
плоскости комплексного переменного w ,  включая вещественную ось. 
Это означает, что среда, удовлетворяющая условию ( I I . 51 ) ,  является 
минимально-фазовой , так I{aK ln L ( w) = wc ( w) х. 
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Из свойства 2 следует, что при со -+ оо по любому закону в нижней 
полуплоскости 

с (со) -+ V � < оо. 
Следовательно ,' можно рассматривать с ( со) как логарифм некоторой 

минимально-фазовой спектральной характеристики, удовлетворяющей ус­
ловию (П .23) , и применить к Im с ( со )  и Re с (со) соотношение ( I I .24) . 

Учитывая сразу формулы ( I I .43) и ( I I . 44) , получим 

( I l . 52) 

Условие ( I I . 20) тем более выполнено, поэтому можно применить 
я обратное соотношение ( I I . 21 ) .  Это дает 

( I I . 53) 

Формулы ( I I . 52) и ( I I . 53) носят название дисперсионных соотношений. 
Согласно этим формулам дисперсия скоростей и поглощение, наблюда­
ющиеся в линейно-неупругих средах с довольно естественными ограниче­
ниями ( I I . 5 1 ) ,  не являются независимыми явлениями. Всякой допустимой 
в этих средах зависимости коэффициента поглощения от частоты отвечает 
Jзполне определенный закон изменения фазовой скорости от со и обратно. 

Условие vp (w) > о >  О является достаточным, но не необходимым. Можно 
·поr,азать, что если в (О) = О, но при w -+ О отношение в (w)/w2 стремится R пределу 
больше нуля, то дисперсионные соотношения по-прежнему имеют место . В этом слу­
·чае с (w) имеет полюс в точке w = О меньше единнцы. 

Допустимые законы поглощения можно охарактеризовать при по­
мощи I<ритерия Пэйли - Винера. Действительно,  линейно-неупругая 
среда является физически осуществимой системой ,  поэтому, подставив 
в формулу ( I I . 14) ln А (со) = а  ( со) х, получим 

00 
r а (w ) 
J 1 +w2 dco < oo . 
о 

( I I .54) 

Строго говоря, этот критерий верен , если выполнено условие ( I I . 9) ,  
которое в данном случае запишется так: 

()() 
f ехр [-2а (со)] dco < оо . 
о 

( I l.'55) 

Из критерия ( I I .54) следует, что зависимость поглощения от частоты 
JШДа 
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может быть справедлива при т � 1 только в I{ощэчном диапазоне часто 
(для т < 1  таких ограничений нет) . 

Свойство минимальной фазовости выполняется не для всех сред 
с упругим последействием. ПроверJiм вьшоJшение условий (П.51 ) для мо­
дели вязкого трения и релаксационной модели. Первая модель не удо­
влетворяет принципу относительности, так как при ffi -+ оо согласно 

выведенных ранее соотношений Vp ( UJ) � v1 V �: . Следовательно, эта 
модель не может быть привлечена для описания механизма диссипации 
энергии на очень высоI{ИХ частотах. Релаксационная модель принципу 
относительности не противоречит. Но при ffi = О  имеем Vp ( ffi) = О. Однаrю 
эта особенность функции с (ffi) устранима. 

Из определения функции е (ffi) и формул (II . 38) и (I I . 39) 

е (ffi) = [(Л' + 2µ") iffiт] /(1 + iffiт), 
откуда следует, что е (ffi)/ffi2-+ + оо, UJ-+0. 

Согласно сделанному выше примеЧанию дисперсионные соотношения 
для релаксационной модели выполнены. 

§ 8 .  О реализации линейных преобразований в классе 
эле1{трических цепей 

Задача синтеза электрической цепи с заданной спеRтральной харак­
теристикой разбивается на две. Сначала выясняется , существует ли точ­
ная реализация L (ffi) в этом классе линейных систем. После этого оты­
сrшвается цепь , точно или приближенно аппроксимирующая заданную 
спектральную характеристику. 

Легко получить следующие необходимые условия осуществимости 
в классе электрических цепей с сосредоточенными параметрами (по су­
ществу, они были получены в § 3) . 

1 )  спектральная характеристика является дробно-рациональной функ­
цией i UJ ,  или (что то же самое) имеет конечное число нулей и полюсов, 
симметрично располагающихся относительно мнимой оси; 

2) спектральная характеристика не имеет полюсов в нюкней полу­
плоскости Im UJ < О  (принцип причинности) ; 

3) число полюсов больше числа пулей (устойчивость) . 
Достаточные условия , определяющие возможность точной реализа­

ции спектральной хараr{теристИI{И в том или ином подклассе электриче­
сrшх цепей , рассматриваются в специалы-rой литературе ,  Rуда мы и отсы­
лаем читателя. 

Аппро1{симация линейных преобразований электричесI{ИМИ цепями 
существенно упрощается , если в качестве отдельных ЭJrементов расс:мат­
ривать не R,  L и С, а более крупные блоки со стандартными частотными 
характеристиками. Рассмотрим две управляемые ко1-rстру1щии, которые 
называются универсальными фильтрами , позволящщие приближенно 
реализовывать достаточно широкий- класс линейных преобразований 
и получившие применение при сейсмических работах. 
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Предположим , что имеется набор резонансных фильтров Lk (ш) , 
�.;а;+щый из которых имеет очень узкую полосу пропускания (такие фильтры 
могут быть получены на основе высокодобротных колебательных конту­
ров) . Пусть этот набор таков , что полосы различных фильтров перекры­
ваются незначительно , но заполняют всю нужную полосу частот; при 
этом шах 1 Lk (ш) 1 = 1 ,  k = 1 ,  2 ,  . . . , п. 

В идеале желательно было бы иметь такие фильтры, полосы которых 
не перекрываются, но в совокупности покрывают всю полосу частот (та­
ю1е фильтры образуют полную ортогональную систему функций) . Для 
этого частотная характеристика каждого фильтра должна быть прямо­
угольной , а из критерия Пэйли - Винера следует, что такие фильтры 
физически неосуществимы , поснольку не существует удовлетворяющей 
принципу причинности линейной системы, спентральная характеристика 
ъ:оторой в некотором интервале частот тождественно равна нулю . Поэтому 
уназанное условие можно реализовать только приближенно. 

x U 1  Л I  x r t - Л t l  Л t x l t -2 Л t l  Л t  xlt- n tJ. t l  

/ 1 0 1  / 1 2 Л

·

t

·

1

·

� 1 1 

>------<+ . .  ----1: w y r t1 

Рпс. 9 Рис. 10 

Соединим фильтры L11 данного набора тан , чтобы сигналы на выходе 
всех фильтров , имеющих один и тот же входной сигнал х ( t) ,  суммиро­
вались; при этом чувствительность наждого фильтра пропорциональна 
переменной (и управляемой энспериментатороы) величине hk . 

На выходе всей системы получим сигнал , спентр которого 
п 

Sy (ш) = Sx (ш) � hkLk (ш) . k� l 

Таким образом, 1�омпленсная спентральная харантеристИI{а системы 
п 

L (ш) = � h"Lk (ш) . R.�1  
Найдем амш1итудную харантеристину А (ш) = 1 L (ш) \2 • 
Имеем 

п п 
А2 (ш) � L (ш) L* (ш) = � � hihkLi (ш) L/" (ш) ; 

1 �1 k�l 

таи нан полосы фильтров прантичесюr не перенрываются, то при j =/= k 
величина Li (ш) Lk. (ш) является малой по сравнению с единицей. 
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Следовательно (учитывая, что при каждом w в сумме отлично от пуля 
только одно слагаемое) 

11 
A (w) � �  hk l Lk (w) \ .  

k�1 . 
Таким образом , амплитудная частотная харантеристика полученной 

линейной системы прюпически совпадает с огибающей совоr{ушrости 
частотных характеристик всех фильтров Lk с учетом :множителей hk 
(рис. 9) . Это дает простой способ реализации частотных характеристик 
сложной формы. 

Вторая конструкция основана на описании работы линейной системы 
в виде интеграла свертки: 

t 

у (t) = f х (т) l (t - т) dт. 
о 

Приближенно этот интеграл :можно представить в виде следующей 
суммы: 

[t/ Л t ]  

у (t) � Лt � х (t -- т Лt) l (т Лt), 
т�о 

где [t/Лt] - целая часть от t/Лt. 
Отсюда следует, что если взять сигналы 

х (t) , х (t - Лt), х (t - 2 Лt) (II . 56) 

и т. д. и усилить первый в l (О) = h0 раз , второй в l (Л t) h1 раз и т. д . , 
то сумма полученных сигналов даст требуемый выходной сигнал. После­
довательность сигналов ( I I .56) может быть получена при помощи набора 
постоянных задержек , а набор коэффициентов h0 , h 1 , • • • - при помощи 
переменных сопротивлений . Соответствующая схема изображена на рис. 10. 

Задержка Л t выбирается в соответствии с теоремой отсчетов В .  А. :Ко­
тельникова: Л t  = п/wгр , где Wгр - максимальная из граничных ч;:�.стот 
сигнала и импульсной характеристики . 

Г л  а в а I I I  

Ц ИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ И ВОПРОСЫ ИХ РЕАЛИЗАЦИИ 

§ 9. Спе1;.тральные характеристшш дискретных линейных систем 

Более или менее точная аппроr{симация сложных спеr{тральных 
характеристик при по1110щи элеr{тричесI{ИХ цепей связана с большими 
техничесr{ими трудностями . Поэтому широr{ое применение получают 
устройства дискретного типа (электронные вычислительные машины) . 
Наличие памяти в таких устройствах позволяет ОТI{азаться от условия 
физической осуществимости (точнее говоря, оно заменяется более сла-
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быми условиями) , что значительно расширяет класс реализуемых спек­
тральных хара�перистюс 

Всякая дискретная линейная система стационарного типа (цифро­
вой фильтр) описывается соотношением 

со 
Yk = .� lk-jxj, -oo�k�oo. (I I I . 1 )  

1�-со 

В этом соотношении, называемом по аналогии с ( I .20) цифровой 
сверткой, xk и Yk - суть отсчеты входной и выходной числовых последо­
вательностей, lk - отсчеты последовательности, представляющей отклик 
на единичный импульс б = {бk}, где { 1 при k =  О 

Ok = О при k =/= O. 
Выведем соотношение ( I I I . 1 ) .  Любая числовая последовательность 

х = {xk} может быть записана в виде 
со 

xk = � xjбk-j ' - оо � k � = · 
j�- co  

(I I I .2) 

Наждую последовательность {ok-j} = { . . . О, . . . О, 1 . . . " О  . . .  , . . .  } 
можно трактовать, I{ак орт в эвклидовом векторном пространстве со 
счетным числом измерений, поэтому формула ( I I I .2) представляет собой 
разложение вектора х по I{оординатным веrпорам {ok-j} и может быть 
переписана: 

со 

Используя линейность и стационарность, получим 

где 

.Как в непрерывном случае , при изучении цифровых фильтров удобно 
перейти I{ спе1пральной форме на основе Дискретного преобразования 
Фурье. Прежде чем записать его , заметим, что линейные дискретные пре­
образования могут изучаться с двух точек зрения. Более общая и вместе 
с тем более формальная точка зрения состоит в том, что числовые последо­
вательности {xk} рассматриваются вне всякой связи с непрерывными 
функциями времени. 

Мы будем придерживаться более узкого взгляда, считая , что xk 
всегда являются отсчетами некоторой непрерывной функции х ( t) [xk = 
= х (k Л t) ]  и что только последняя имеет реальный физический смысл. 
'Указанным двум подходам отвечают два определения дискретного пре-
9бразования Фурье . 
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В пepвolll случае оно определяется формулой 
со 

s:, ( ш) = � xk ехр ( - ikш) 
k=-co 

и является периодпчесr{оЙ функцией безразмерной частоты . 
Во второы случае дисr{ретное преобразование Фурье определяется 

I{af\ функция частоты , имеющей размерность рад/с: 
со 

S.� (ш) = � xk ехр (- ikш Лt) . (I I I .3) k=-CO 
Эта функция (если она существует) имеет период 2'Л/Лt. Известно 

достаточное условие сходимости тригонометрического ряда в правой 
части - абсолютная суммируемость ряда � xk: 

со 

� l xk \<oo. 
k=-CO / 

(I I l . 4 )  

Физически более правильно условие сходиыости формулировать 
в терминах фунrщии х ( t) . 

Посr{Ольку Лt � 1 х (k Лt) 1 является интегральноП суммой для 
со 

J 1 х (t) 1 dt, 
- со  

то имеет место следующее условие. 
1 .  Если фунrщия х ( t) абсолютно интегрируема на ( -оо , оо ) , то ряд 

( I I I .3) абсолютно сходится. 
Пусть функция S.� (ш) непрерывна на интервале (-л/Л t) ,  л/Л t) . 

Тогда ряд в правой части выражения ( I I I . 3) является е!Э рядом Фурье, 
а отсчеты xk - коэффициентами этого ряда. 

По определению коэффициентов ряда Фурье 
'Л/ Л t  

xk = х (k Лt) = �� j s:, ( ш) ехр (ikш Лt) dш. ( I II .  5) 
-'Л/ л t  

ОднаI{О, согласно обратному преобразованию Фурье (I . 23) 
со 

x (k Лt) = 2� j Sx (ш) exp (ikш Лt) dш. (I I I .6) 
- со  

Сопоставляя (I I I . 5) и ( I I I .6) ,  Получаем следующее утверждение : 
2. Если 

Sх (ш) = О  при l cu l ;;;,, л/Лt, 
то на интервале (-л/Лt, л/Лt) 

ЛtS� (ш) -- Sx (ш). 
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Для дон:азательства подставим условие (III .  7) в формулу ( I I I .6): 
л / Л I  

1 5 х (k Лt) = � Sx (w) ехр (ikw Лt) dw; 
-л/ Л I  

(I I I .  9 )  

теперь полученное равенство вычтем из ( I I I . 5 ) .  Результат означает ра­
венство нулю всех коэффициентов ряда Фурье функции Л tS.� ( w) - S х ( w) , 
определенной на интервале (-л/Лt ,  л/Л t) . Следовательно , эта фующия 
тождественно равна нулю . во всех точках непрерывности. 

По существу , утверждение 2 эквивалентно известной теореме отсче­
тов В .  А. Котельникова ,  поскольку спектр Sx (w) а вместе с ним и вся 
функция х ( t) формулами ( I I I .3) и ( I I I .8) определяются через счетную 
последовательность отсчетов х (k Л t) .  

Записав обратное преобразование Фурье при условии ( I I I . 7) для 
произвольного значения t 

1 х (t) = -?--л 

л/ Л I  5 Sx (w) exp (iwt) dw 
-л/ Л I  

и подставив в него формулы ( I I I .8) и ( I I I .3) , получим после простых пре­
образований известное разложение функции в ряд В .  А. Н'отельникова :  

(II I . 10) 

Простая связь между S_, (w) и S.� (w) существует и при более общих 
условиях. 

Теоре:ма. Если S.� (w) непрерывна,  а Sx (w) - абсолютно интегрируема 
на ( -= , оо ) , то 

ЛtS_� ( w) = � S х ( w + 2:; ) . (III . 1 1 )  
р�- со 

Прежде всего заметшr, что ряд справа сходится и при том равномерно на интер­
вале -л/Л t � w � л/Л t. Это вытен:ает из того, что он представляет собой интеграль­
ную сумму для не зависящего от w интеграла 

со J S (w + и) dи . 
-оо 

Далее, функция, выражаемая рядом � Sx (w+2лр/Л t) ,  является перподической 
(р) 

с периодом 2л/ Л t .  Вычислим ее коэффициенты Фурье: 

Л/ Л1 со 

ck = �� 5 � Sx (w + 2pл/Лt) exp ( ikw Лt) dw . 

-л/ ЛI  р�- ед  
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Вследствие равномерной и абсолютной сходимости ряда его можно почленно 
интегрировать; отсюда 

оо n / Л I  

ck = �� � 5 Sx (w + 2pл/Лt) exp ( ilcw Лt) dw. 
р�-оо -n/ лt 

Делан _подстановку и = w + 2kл/Лt п учитывая, что ex p (i2pkл) _ 1 (при всех 
целых /с · и р) , получим 

00 2 (p+I) 'Л/ лt 00 

Ck = �� � 5 Sx (и) ex p ( ilш Лt)  dи = �� 5 Sx (и) exp ( iku Лt) du . 

р�- оо 2 (р-1) n/ Л1  - оо  

Сопоставляя полученное равенство с ( I I I . 6) ,  имеем Ck = Лtх (k Л t), а поскольку 
х (k Л t) являются коэффициентами ряда Фурье фующии S� (w) ,  то равенство (I I I . 1 1 )  
должно иметь место в о  всех точ1'ах непрерывности обеих фующий. 

Отличие Л ts.: (w)  от Sx (w) на интервале (-n/Лt ,  n/Л t) можно трак­
товать как искажение , обусловленное дискретизацией анализируемой 
функции. Если Л t достаточно :мало , так что при w > n/ Л t S х ( w) « 
« max Sx (w) ,  то наибольшие искажения спектра имеют место в окрест­
ности Шгр = n/Л t . 

Определив аналогично ( I I I .3) спектр выходной чис11овой последа-
в а тельности 

S� (ro) = � Yk ехр (-ikro Лt) 
" 

и подставив сюда выражение у1, согласно формуле ( I l l . 1 ) ,  получим после 
простых преобразований 

s; (ro) = L' (ro) S.� (ro), 
гд� L' (w) - спектральная характеристика цифрового фильтра: 

00 
L'' (w) = � lk exp (-ikw Лt). (III . 1 2) 

k�-oo 

Таким образом , между спе1{тра�1ш входного и выходного сигнала вы­
полняется то же соотношение ,  что и для непрерывных линейных систем. 

§ 10.  Реализация непрерывных линейных преобразова1шй 
при помощи цифровых фильтров 

Применение цифровых фильтров при обработl\е сейсмичесl\их с игна­
лов , являющихся непрерывными фуiшция11ш времени, требует предвари­
тельного преобразования сигналов из непрерывной формы в дисl\ретную: 
х ( t) --+ {xk} · Это преобразование (называемое часто J{Вантованием, коди­
рованием или дискретизацией) линейно ,  TaI{ как 

и 
х (t) + У (t)-+{xk + Yk} = {х11} + {Yk} 

сх (t)-+ {cxk} = с {xk}. 
Если после цифровой фильтрации опять используется непрерывная 

форма сигналов , то дискретная последовательность {Yk} должна быть 
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де1{одирована, т. е .  переведена в непрерывную функцию. Декодирование 
обычно осуществляется при помощи интерполяционных многочленов. 

Примером интерполяционного многочлена является ряд В. А. Ко­
тельникова ( I II .10) ,  Rоторый определяет деI{ОДирующую формулу 

(I I I . 1 3) 

Фу1-шция 

( л  ) / п ·· sin Лt t Лt t ( I II .1 4)  

имеет спентр , равный Л t при 1 ш 1  � л/Л t и равный нулю при / ш / > л/Л t, 
поэтому ее можно рассматривать RaR импульсную харантеристину иде­
ального фильтра низкой частоты. Отсюда вытенает способ техничесной 
реализации формулы ( I I I . 1 ) :  последовательность норотних импульсов , 
амплитуда Rоторых пропорциональна Yk , подается на вход низночастот­
ного фильтра с полосой пропуснания (О, л/Л t) . На выходе будет получена 
фуннция � у ( t) . 

Добиваясь совпадения фуннции у ( t) в точ1мх k Л t с отсчетами Yk , 
можно ухудшить приближение фуннции в промежуточных точнах. По­
этому задачу интерполирования иногда заменяют задачей аппронсимации, 
решая которую ищут многочлен , наименее отклоняющийся от значений Yk 
в точнах kЛ t. 

Наилучшие результаты получаются , ногда аппроксимационные поли­
номы образуют ортонормированную систему фуннций на множестве 
точен k Л t. 

При использовании как интерполяционных, так и аппроксимационных 
полиномов деI{одирование является линейным преобразованием числовых 
последовательностей в некоторое подмножество непрерывных фуннций. 

Последовательность преобразований Rодирование - цифровой 
фильтр - денодирование или сонращенно KL'D , используемое для аппрон­
симации непрерывного фильтра L, будем называть цифровой реализацией 
фильтра L и обозначать L. Преобразование L линейно ,  поснольну пред­
ставляет собой последовательность линейных преобразований К, L' 
и D. Но оно в общем случае пе стационарно вследствие нестационарности 
иодирования: соотношение х ( t - i) --+ {xk-i} имеет место тольно для 
сдвигов т, нратных интервалу дискретизации Л t. Преобразования L' 
и D ,  очевидно, относятся н стационарному типу. 

Из нестационар ности К следует, что это преобразование непереста­
новочно с другими линейными системами и не имеет в обычном смысле 
спектральной характеристики. Если Л t  уменьшить настольно , что изме­
нением х ( t) в пределах интервала дискретизации можно пренебречь, 
то I{одировапие,  а вместе с ним все преобразование L становится прибли­
женно стационарным. Можно считать , что на низних частотах преобразо-
вание L стационарно (и имеет частотную характеристику) , а на высоких -
нестационарно. Оно может также оказаться стационарным для более 
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узкого класса входных сигналов. Ниже пОiшжем: , что таким: классом 
являются функции с ограниченным спектром. 

Для того чтобы лучше понять искажения, вносимые процедурами 
кодирования и декодирования , рассмотрим спектр сигнала на выходе 
системы KD (кодирование - декодирование) : 

00 

y (t) = � x (k Лt) [sin :t (t - k Лt)]/[:t (t -- k Лt)J . 
k=-00 

Поскольку спектр функции 

sin � (t - k Лt)j �� (t - k Лt) 

равен Лt ехр (- ikw Лt) при 1 w 1  � n/Лt и равен нулю вне интервала 
(-п/Лt, л/Лt), то 

\ Лt � x (k Лt) exp (- ikw Лt) , 
Sy (w) = k=- oo 

О, l w l >  :t . 

Но ряд в правой части представляет собой разложение Фурье пе­
риодической фующии S� (w) (см. формулу (I I I .3) , поэтому - !  ЛtS_� (w), 

Sy (w) -
0, 

или по формуле ( I I I . 1 1 )  

l w J <: �  
l w l> :t 

\ � S_, (w + 2рп/Лt), 
Sy (w) = Р=-оо 

о, 1 (J) l>лт . 

l w /  � :t 

(I I I . 1 5) 

(П I. 1 6) 

Первый вывод, который следует из полученных формул , заключается 
в том, что сигнал у ( t) на выходе блока декодирования не содержит частот 
выше л/ Л t. В этом смысле преобразование KD эквивалентно фильтру 
низких частот. Но из формулы ( I I I . 16)  видно , что для произвольных си­
гналов спектр S У ( w) нельзя представить в виде произведения спектра 
Sx (w)  на какую-либо спектральную характеристику. 

Если выполнено условие ( I I I .  7) , т. е. на вход подаются сигналы 
с ограниченным спектром:, то в соответствии с ( I I I .8) формула ( I I I . 15) 
дает 

Sy (w) = Sx (w) . 
Тю{им: образом: , преобразование кодирование - деr{Qдирование не 

искажает фунrщий с ограниченным: спеr{тром:. 
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Важно иметь в виду, чго отсутствие высоких частот на выходе си­
стемы KD обусловливается свойствами интерполяционных полиномов 
Котельникова.  При использовании других интерполяционных или аппрок­
симационных полиномов , спеrпр которых содержит более высокие ча­
стоты , данный вывод оказывается неверным. Однако высокочастотные 
составляющие в таких спектрах не всегда имеют физичесr-шй смысл. На­
пример , если преобразование KD , которое основано на  интерполяционных 
поли:номах , содержащих сколь угодно высокие частоты, применяется 
J{ сигналу с ограниченным спектром, то спектр выходного сигнала содер­
жит составляющие при ffi > л/ Л t , однако физического смысла они не 
имеют. Значения Sy (ffi)  при ffi > л/Лt будут обусловлены особенностью 
вычислительной схемы на этапе интерполяции. 

Оценим среднее квадратичное отклонение у ( t) от х ( t) .  По теореме 
Реле я 

00 00 

р =  s j y (t) - x (t) j2 dt = + S 1 Sy (ffi) - Sx (ffi) l2 dffi. 
- оо о 

Применяя формулу ( I I I . 16) и разбивая последний интеграл на два 
(от О до л/Лt и от л/Л t до оо ) , получим 

где 

л / Л I  00 2 

О = -1 s ' л 
""' S ( + 2лр ) d + � х ffi Лt ffi 

О р�- оо 
(р =F 0 ) 

00 ++ S 1 Sx (ffi) 12 dffi � Ро, 

n/ л t  

00 

Ро = (1/л) S 1 Sx (ffi) \2 dffi . 
л / Л I  

(III . 1  7) 

Если при ffi --+  оо Sx (ffi) � c/ffi� (а � 2/3) , то можно получить и оценr{у 
сверху {см. [68] ,  стр. 202} : 

Ро � Р � (З + Q) Ро, (III. 1 8) 
где 

(пракгичесни Q « 1 ) .  
Таким образом кодирование - декодирование сигнала х ( t) приво­

дит к искажениям , которые оцениваются сверху утроенной энергией, 
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содержащейся в отбрасываемой части спектра .  При 1 w 1  > л/Лt Sy (w) == О, 
поэтому интеграл (I I I . 1 7) дает оценку ис1{ажений высокочастотных со­
ставляющих сигнала. Из формулы ( I I I . 18) тогда следует, что удвоенный 
такой интеграл является оценкой сверху для искажений спектра 
в интервале (-л/Л t ,  л/Л t) . 

Перейдем к более подробному рассмотрению цифровой реализации 
произвольного фильтра L. Поскольку процедуры кодирования - деко­
дирования уже зафиксированы, нам нужно обсудить факторы, определя­
ющие выбор цифрового фильтра L' . Кроме того , по желанию эксперимен­
татора может изменяться шаг дискретизации Лt. Однако всегда можно 
уl{азать минимальный шаг Л tт, меньше I{оторого Л t  не может быть взят 
по техническим или экономичесl{им причинам. 

Вначале рассмотрим наиболее простую ситуацию, l{огда входные 
сигналы х ( t) относятся к классу сигналов с ограниченным спеl{тром; 
при этом Л tт < л/wгр· В этом случае , какая бы ни была взята непрерыв­
ная линейная система L, выходные сигналы у ( t) не содержат частот выше 
Wгр· Поэтому спеl{тральную хараl{теристи:ку системы L достаточно реали­
зовать в интервале частот (-_(!)11' ' Wгр) . Это означает , что вместо L (w) 
можно взять любую спектральную хара:ктеристиl{у L1 ( w) , :которая в ин­
тервале ( - Wгр , Wгр) совпадает с L ( w) 

L1 (w) = L (w) , J w \ < wгp , 
а вне этого интервала является произвольной. 

Tal{ :каl{ Л tт < л/wгр ' можно выбрать шаг Лt удовлетворяющим не. 
равенству 

Лtт ::::;;; Лt ::::;;; л /wгр· 
Тем самым условие ( I I I . 7) оказывается выполненным. 

Определим теперь цифровой фильтр L' следующим образом: 

L" (w) = L (w) при -л/Лt ::::;;; w ::::;;; л /Лt. ( III . 19) 

Вне этого интервала L'' (w) периодически продолжается с периодом 
2л/Лt. Применяя к {xk} оператор L ", получим выходную последователь­
ность {Yk} = L" {xk}, спектр I{оторой S� (w) равен L' �w) S.� (w). Из равен­
ства ( III . 19) и (I II .8) заключаем, что на интервале (-л/Лt, л/Лt) 

Лts; (w) = L (w) Sx (w). (I I I .20} 

На выходе блоl{а деl{одирования будет наблюдаться функция у ( t) , 
СПЮ{ТР l{оторой согласно формуле ( I I I . 15) 

- {  ЛtS� (w), 1 w \ ::::;;; л /Лt 
Sy (w) - О, \ w \ > лfЛt. 

Учитывая , что вне интервала (-л/Лt ,  л/Лt) Sx (w) == О, а также фор­
мулу ( I I I .20) , получим , что на всей оси частот Sy (w) = L (w) Sx (w) .  

Таl{им образом , для расс:матриваемого класса входных сигналов 
возможна точная цифровая реализация любой непрерывной линейной 
системы. Найдем импульсную хараl{тер:истиl{у фильтра L'.  
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Имеем 

l - �  k - 2л 
n / Л t  

5 L' (cu) ехр (icuk Лt) dcu . 
-n/ л t  

Тогда согласно ( I I l . 1 9) 
n / Л t  

lk = :� 5 L (cu) exp (icuk Лt) dcu. (IIl .21 )  
-n/ Л t  

Важно обратить внимание н а  то , что lk в общем случае неl:совпадают 
·С отсчетами импульсной характеристики l ( t) фильтра L: 

<XJ 

l (k Лt) = 2� 5 L (cu) exp (icuk Лt) d cu . 
- <XJ 

Совпадение имеет место только при L (cu) == О вне интервала (-л/Лt, 
л/Лt) . 

Рассмотрим альтернативную ситуацию: входные сигналы имеют 
произвольный спектр , а L ( cu) ограничена на интервале ( -Шгр' Шгр ) 
при Шгр < л/ Л tm. Из физичесrшх соображений здесь также можно до­
биться точной цифровой реализации системы L при соответствующем 
изменении системы отсчетов фунrщии х ( t) .  Обозначим требуемую систему 
отсчетов сигнала через {xh} · Эту систему нужно определить таким обра­
зом, чтобы ее дискретный спеитр на интервале (-л/Л t, л/Лt) ( где Л tт � 
� Лt � л/сuгр) был равен Sx ( cu )/Л t. 

Поскольку отсчеты Xk лвллютсл коэффициентами рлда Фурье своего 
ДИСI{ретного спектра ,  то 

n/Лt 
Лt 5 xit = 2л Sx (cu) ехр (icuk Лt) dcu . 

-n/ Л I  

(1 1 1 . 22) 

Такую систему отсчетов можно получить на выходе идеального низко­
частотного фильтра ,  имеющего спектральную характеристику 

{ с при l сu l � л/Лt 
к (() --о ( ) - О при f cu l >л/Лt , 

так что xh. = х" (k Лt), где х" (t) = К0 [х (t) ] .  
Теперь, выбрав L' (cu) из условия ( 1 1 1 . 1-9) , получим, что на интервале 

(-л/Лt, л/Лt) спеI{ТР дискретной функции {Yk} = L' {xk} равен Sх (ш) L (cu) . 
Согласно формуле ( I I I . 15 )  на выходе деI{одирующего устройства полу­
чим функцию у ( t) , спектр которой на всем интервале частот равен Sx ( cu) 
L ( cu) ,  что ДОI{азывает возможность точной реализации системы L последо­
вательностыо операторов К0 , К, L' и D .  

Перейдем к наиболее сложной ситуации, rщгда граничные частоты 
спектров Sx ( cu ) и L ( cu) либо бесконечны, либо больше, чем л/Лtт. Ясно, 
что в этой ситуации преобразование L в цифровой форме точно реализо­
вать нельзя. Реализация будет тем точнее, чем меньше Лt, поэтому нуа;но 
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принять Лt  = Л tт. Поскольку сигнал у ( t) на выходе декодирующего 
устройства не содержит частот выше л/Л t , то аппроксимацию L /(ш) 
имеет смысл осуществлять только в интервале частот (-л/Лt , л/Лt) . 

Определим систему отсчетов {xi.} и цифровой фильтр L' таким обра­
зом, чтобы на указанном интервале имели место равенства 

ЛtS�, (ш) = Sx (ш), L' (ш) = L (ш) . 
Это осуществляется согласно формулам ( I I I .21) и ( I II .22) . Тогда 

на выходе декодирующего устройства получим фунrщию у1 ( t) ,  спектр 
которой 

- {  Sx ( w) L ( ш ), 
Sу, (Ш) - о 

1 ' 
J ш \ � л/Лt 
\ ш \ > лfЛt. 

По теореме Релея средняя квадратическая погрешность полученной 
аппроксимации функции y (t) , имеющей спектр Sх (ш) L (ш), равна 

00 00 

р (Лt) = S \ y (t) - y1 (t) \2 dt = f- 5 \ Sх (ш) \2 \L (ш) \2 dш 
- оо  Л/ л t  

(IП.23) 

и эта погрешность уменьшена быть не мо:жет, поскольку полученное 
значение р (Лt) входит как неотрицательное слагаемое в среднеквадрати­
ческую погрешность аппроксимации при любой цифровой реализации 
с шагом Лt  1. 

В заключение рассмотрим цифровую реализацию фильтра L с периоди­
чесI{ОЙ спектральной характеристикой L ( ш) ,  имеющей период Q. При­
мером такой линейной системы является однородный отражающий слой 
(см. § 2) . При ра ссмотрении отражающего слоя было показано , что им­
пульсная характеристика ,  отвечающая периодическому спектру, яв­
ляется обобщенной функцией вида 

00 
l (t) = � cko (t - kT), 

k=- oo  

где с1г __:_ коэффициенты Фурье функции L (ш) ;  Т = 2л/Q. 
Выходной сигнал у ( t) на выходе фильтра L является линейной 

комбинацией периодически сдвинутых входных сигналов : 
СО оо  ' 00 

у (t) = J � cko (t - т - kT) х (т) dт = � ckx (t - kT). 
_ 00  k=- oo  k=- oo 

(I I l .24) 

Отсюда при целом r = Т / Л t следует непосредственная цифровал 
реализация фильтра L: 

00 00 
y (k Лt) = . � cix (k Лt - jr Лt) = . �  cixk-rj · (I I I .25) 

J=-oo J=-oo 
1 Здесь не рассматриваются возможности, связанные с изменением работы де­

:кодирующего устройства, что для более уз:ких :классов сигналов ыожет дать более 
точные результаты. 
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Если входной сигнал х ( t) имеет ограниченный спектр (при ffiг!> � 
� л/Л t) ,  то восстановление выходного сигнала при помощи ряда Ко­
тельникова определяет точные значения у ( t) при всех t. Последнее сле­
дует из того , что формула ( I I I .25) определяет точные значения выход­
ного сигнала в точках k Л t. 

Если спектр входного сигнала не является финитным, то согласно 
полученным выше результатам для получения наиболее точной средне­
квадратической аппроксимации у ( t) входной сигнал х ( t) должен быть 
предварительно преобразован идеальным низRочастотньш фильтром с по­
лосой пропускания (О, л/Лt) . Среднеквадратическая погрешность этой 
реализации оценится формулой ( I I I . 23) , тогда как непосредственная 
реализация ( I I I .25) хотя и дает точные значения в дискретном множестве 
значений аргумента k Лt ,  имеет большую среднеквадратическую погреш­
ность. Действительно , применив неравенство р > р0 к функции у (t), 
получим 

со со 

r>+ 5 I Sy (ro) l2 dro = + s I L (ro)/ 2 I Sx (ro) l2 dro. 
'Л/ л t  'Л / д t  

§ 11. У словил осуществимости и аппроксимация 
цифровых фильтров 

Всякая периодическая функция L' ( ro) ,  имеющая вещественные ко­
эффициенты Фурье 1 , является спектральной характеристикой дискрет­
ного линейного преобразования. Однако не каждая такая характеристика 
определяет функционирование неноторого конкретного цифрового уст­
ройства. Реальные дискретные устройства имеют конечную память, 
поэтому цифровой фильтр должен обладать импульсной характеристикой 
с конечным числом отсчетов , т. е. должны существовать такие числа 
п1 и п2 (-оо < n1 < n2 < +оо), что 

(III .26) 

Это условие представляется более слабым сравнительно с принципом 
причинности ( I I . 1 ) ,  потому что число п1 может быть отрицательным. 
Правда , возникает новое ограничение: k � п 2 •  Одню'о для убывающих 
при k -+ оо импульсных характеристик это условие не очень существенно 
(если, конечно , п2 достаточно велико). 

Прежде чем получить спектральную форму условия осуществимо­
сти ( I I I . 26) , целесообразно перейти от диснретного преобразования Фурье 
J{ z-преобразованию; z-преобразованием числовой последовательности 
{xk} является следующая функция комплексного переменного : 

со 
Х (z) = � xkzk . (I I I .27) 

k�-co 

1 Вещественность коэффициентов Фурье обеспечивается условием L' (-(!)) = 
= L'* (ro). 
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Преобразование z взаимнооднозначно связано с дисRретным преоб­
разованием Фурье, в частности, может быть выведено из последнего .  
Для ЭТОГО ПрОДОЛЖИМ СПеRТр S; ( ro) В RОМПЛеRСНую область, ПрИНЯВ 
ro = а + i� ,  и подставим в ( I I I .3) новую RомплеRсную переменную 

z = ехр (-iro Лt); (III . 28) 

эта подстановRа дает ф ормулу ( I I I .27) . 
Преобразование ( I I I . 28) отображает действительную ось I{ОмплеRс­

ной плосRости ro на единичную оRружность J z J = 1 ,  а нижнюю полу­
плосRость Im ro < О  - на внутреннюю часть единичного Rруга J z 1 < 1 

( рис. 1 1) .  
i� !!' Действительно, 

w z = exp [-i (a + ф) Лt ] = 
= ехр (-ia Лt) ехр ф Лt), 

следовательно, если � = Im ro <O, то 
J z J < 1 ;  / z J = 1 тольно в том случае, 
Rогда � = 0. 

Рис. 1 1  Полученное соответствие между 
ПЛОСRОСТЯМИ (!) и z поназывает, что 

условие 1 из § 9 [ абсолютная интегрируемость х ( t) ] определяет сходи­
мость ряда ( I I I . 27) при J z l  = 1 ,  а следовательно,  и в !{руге J z l � 1 .  По­
нюнем теперь ,  что z-преобразование сигналов с экспоненциалы-rым 
убыванием при t -+ ± = сходится в кольце , содержащем единичную 
окружность 1 z J = 1 .  

Teopel\1a 1 .  Пусть существуют такие константы а > О и с >  О ,  что 
J x (t) J < c exp (-a [ t J) ,  - оо  � t � oo; ( III .29) 

тогда Х (z) сходится в нольце г < 1 z 1  < R, где 1 ·  = ехр (-а Лt) п R = 
= ехр (а Лt). 

Для доr<азательства представим Х (z)  в виде суммы Х1 (z) + X2 (z) ,  где 
00 

Х1 (z)  = � Xkzk, 
k�o 

00 
Х2 (z) = � x_kz-k. 

11�1 
( Ш . 30) 

Из неравенства (1 II . 29) вытеr<ает оцею<а 1 Xkzk / � с 1 q z lk, где q = ехр (-а Л t) , 
поэтому из условия сходимости геометрической прогрессии следует, что Х 1 (z) схо­
дится, если 1 qz [ < 1 .  Иначе говоря, Х 1 (z) сходится во всех точ1<ах z, для 1<0торых 
1 z 1 � 1/ q = R .  Аналогично показывается, что ряд Х 2 (z) сходится, если 1 q/ zl < 1 ,  
т .  е .  при [ zl > q = 1· ,  что и требовалось доказать. 

Применив условие сходимости геометрической прогрессии , легко 
получим следующее условие: 

Теорема 2. Если сигнал х (t) полуфинитен, то для абсолютной сходи­
мости z-преобразования последовательности {xk} в I{руге 1 z 1 � 1 доста­
точно потребовать , чтобы сигнал был абсолютно интегрируем. 

Наr{Онец, тривиально доr,азывается следующее. 
Теорема 3. z-преобразование финитного сигнала сходится во всех 

точr,ах плоскости z, за исключением точеr' z = О и (или) z = оо .  
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Доказательство следует из конечности слагаемых ряда (III .27) . Точка z = О 
оказывается точкой расходимости, если последовательность {xk} содержит отсчеты 
при отрицательных k. 

Если ряд (II I .27) сходится в некотором кольце r < f z [ < R ,  то Х (z) оказывается 
аналитической функцией в точках этого кольца. Действительно, наиболее медленная 
сходимость имеет место при f zl ->- г и J z [ ->- R, поэтому во всяком кольце г' � 1 zf � � R', где г' > г и R ' < r, функция Х (z) сходится равномерно. Отсюда вытекает 
возможность почленного дифференцирования ряда внутри кольца 1· < [ z f < R, а это 
и означает аналитичность Х (z) в точках кольца . 

Связь z-преобразования с преобразованием Фурье позволяет просто 
получить некоторые важные свойства .  Выведем, например, аналог спек­
тральной теоремы о смещении. Так как спектр S� (ro) ехр ( - iror Лt) ха­
рактеризует «сдвинутую» последовательность {хk-г } ,  то согласно (III .28) 
z-преобразование последней равно zrx (z). Это свойство, конечно, можно 
получить и непосредственно из определения z-преобразования: 

00 00 
� xk-гzk = � xkzk+r = zг Х (z) .  

k=-oo k=-00 
Другим важным следствием является выражение отсчетов xk через 

Х (z) . Осуществим в интеграле ( III .5) , выражающем отсчеты xk через 
спектр S.� (ro) , подстановку согласно формуле ( I I I .28) . При этой подста­
новке S� (ro) преобразуется в Х (z) , движение ro от -л/Лt до л/Л t  по 
вещественной оси преобразуется в движение z по единичной окружности 
от О до 2л против часовой стрелки, дифференциал dro станет равным 
-dz/iz Лt. 

Изменив направление обхода, получим 1 s Х (z) xk = 2лi zk+l dz, (I I I .31 )  
с 

где С - окружность 1 z 1  = 1 .  
Если Х ( z) аналитична в кольце r < l z /  < R ( г  < 1 ,  R > 1 ) ,  то 

по теореме Коши контур интегрирования можно произвольно деформиро­
вать в пределах этого кольца. Поэтому символ С в формуле ( I II .31 )  может 
обозначать произвольный контур в кольце сходимости z-преобразования , 
содержащем единичную окружность. 

Определив z-преобразование последовательностей {Yk} и {lk} 
со со 

У (z) = � ykzk и L (z) = � lkzk, 
k=- co k=-oo 

(Пl . 32) 

найдем из ( I I I . 12) связь z-преобразований входного и выходного сигналов : 
У (z) = L (z) Х (z). (III . 33) 

Эту формулу можно получить и непосредственно , вычислив z-пре­
образование цифровой свертки ( I I I . 1 ) .  

В соответствии с формулой ( I I I . 33) все свойства цифровых фильтров 
могут быть выражены в терминах z-преобразования импульсных харак­
теристик. Для краткости функцию L (z) будем называть z-характери­
стиной цифрового фильтра .  
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Сначала приведем формулировку принципа причинности для дискрет­
ных устойчивых систем: 

Теоре�1а 4. Цифровой фильтр имеет полуфинитную импульсную харак­
теристиr{у 

в том и тоЛЫ{О в том случае, когда его z-хараI{теристика аналитична в ��руге 
/ z l  � 1 . 

Необходимость при � f lk [ < оо содержится в условии 2 .  Доказательство до­
статочности (I<ак и ряда других последующих утверждений) опирается на известную 
в теории функций ко1mлексного переменного теорему Лорана: 

Если функция j (z) аналитична в кольце r < z < R, то она единственныы обра­
зом разлагается в сходящийся в этом кольце ряд по отрицательныы и положительныы 
степеням z 

00 
f (z)  = � akzk , 

k=-00 

называемый рядом Лорана этой фующии. 

( I I I . 34) 

По теореме Лорана фующия L (z) с одной стороны, единственным образоы разла­
Гается в ряд ( III .32), представляющий ее в круге [ zf � 1 (в данном случае 1· = О, 
R = 1 ) .  С другой стороны, в силу того что (II I . 32) аналитична в окрестности z = О, 
она может быть разложена в ряд Тейлора по положительньш степеням z .  Но ряд Тей­
лора является частным случаем ряда Лорана ( III .32), поэтому из единственности разло­
жения в ряд Лорана следует равенство нулю коэффициентов при отрицательных сте­
пенях z, что и требовалось показать. 

Поскольку круг' / z / � 1 в плоскости z отвечает нижней полуплоСI{О­
сти Im ш � О комплексного переменного ш ,  то доказанное в теореме 4 
означает, что спектральные условия физичесной осуществимости выпол­
няются и в дис1'ретном случае. 

Перейдем I{ условию осуществимости z-харантеристик в классе ди­
СI{ретных устройств с нонечной памятью. 

Теорема 5. Цифровой фильтр тогда и только тогда удовлетворяет 
условиям осуществимости ( I II .26) , когда его z-характеристиr{а L (z) 
аналитична на всей плоскости номплексного переменного z, исключая , 
возможно , точки z = О и z = оо , являющиеся полюсами L (z) . 

Необходимость сразу следует из доказанного ранее условия 3, так как осуще­
ствиыая иыпульсная характерист1ша { lk} - финитная последовательность. Наы 
остается доказать достаточность. 

Поскольку L (z) аналитична при О < fz 1 < оо, она единственным образом разла­
гается в р яд Л о рана (I I I .  34) ,  1<оэффициенты которого выражают последовательность 
{ lк} . Если z = О является полюсом фующии, то по определению полюса существует 
такое число r (О <  r < оо), называемое порядком полюса z = О, что lim zГL (z) < оо · Z->-0 
Поэтому функция zrF (z) оказывается аналитической в круге 1 zf < оо и по теореме 4 
определяет полуфинитную последовательность { lk} с началом в нуле. Но по теореые 
о смещении lk = lk-r (или, что то же саыое, lk = lfнг), а так как при (k + r) < О 
l1г+r = О, то при k < -1· отсчеты lk равны нулю, и, стало быть, последовательность 
{ lk} имеет начало. 

Если z = оо - полюс порядка s, то функция z- 5L (z) при z _,.. оо имеет конечный 
предел, вследствие чего является аналитической при [ z f > О. Осуществляя преобразо­
вание ш = 1/z доказательство ыожно провести аналогично предыдущему, но, на­
верно, проще сослаться на то, что лорановское разложение z- 5L (z) не может содер­
жать положительных степеней z, так I<ак тогда при z -+  оо z- sL (z) обязательно обра-
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щалась бы в бешшпечность, а по теореме о смещении, z- 5L (z) является z-преобразова­
нием последовательности {lk-s} . Отсюда вытекает, что { lk} имеет конец при k = s. 

Поставим задачу аппроксимации нереализуемого в смысле условия 
( I I I-26) дискретного преобразования L' при помощи финитного цифрового 
фильтра L�" имеющего длину т + 1 .  ДлИ'ной цифрового фильтра здесь 
называется число ненулевых отсчетов его импульсной характеристики. 
EcJrи п1 и п 2 - номера начального и конечного отсчетов {Zk} , то т = 
= n 2 - n 1 · 

Пусть l/, - отсчеты импульсной харан.теристики фильтра L:n . Ап­
проr{симируя преобразование L' при помощи финитного фильтра L:n, будем 
оценивать J{ачество аппрОI{СИ:мации среднеквадратическиы отклонением 

00 
82 = � 1 zk - li. 12. 

k=- 00  

Эту сумму можно разбить на три части: 
п� n1-l со 

82 = L 1 zk - z;, 12 + � п + � z� . 
k=n1 k=-oo k=n,+ 1· ; 

Последние два слагаемых не зависят (при заданных п 1 и п 2) от зна­
чений li,, и всегда положительны. Что касается первого слагаемого , то 
(в силу неотрицательности) его минимальное значени� равно нулю, когда 
при всех k = п 1 , n1 + 1 , . . . , п 1 + т lk. = lk . Это равенство определяет 
финитный цифровой фильтр длины т + 1 с началом в п 1 ,  который мини-
11шзирует среднеквадратическое отклонение от импульсной характери­
стики {lk} · 

Соответствующее значение 8 2 зависит от п 1 :  

n 1 -l � оо 
82 (n1) = � z� + � l�. 

k=-oo l1=n1+m+ 1 
( III .35) 

Отсюда вытеI{ает метод отыскания наилучшей аппронси111ации пре­
образования L' цифровым фильтром длины т + 1 :  сначала с учетом фор­
мулы ( I I I . 35)  отыскиваем такое значение п1 = п� , для ноторого 

82 (п�) = min 82 (n1) , 
(п, )  

а затем па интервале (п 1 ,  п 1  + т) полагаем lh_ = lk. Определенный таким 
образом фильтр L�, будем называть среднеrшадратичесrшм усечением 
(или просто усечением) фильтра L'. 

Полученный фильтр желательно обсудить с двух точек зрения. 
Во-первых, соответствует ли наилучшая аппронсимация импульсной 
харантеристини преобразования L' наилучшей аппронсимации его спект­
ральной харантеристики. Во-вторых, каким образом качество аппронси­
мации L' связано с различием сигналов на  выходе L" и L',,,.. 

На первый вопрос ответ утвердительный. Действительно ,  импульсная 
харантеристина диснретной линейной системы представляет собой сово­
нупность ноэффициентов ряда Фурье ее спектральной характеристики·. 
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Но отсюда следует, что последовательность {lk - z,;} - суть совокуп- · 
ность коэффициентов ряда Фурье для функции L' (Ф) - L'm (Ф) ; тогда 
по фор:муле Парсеваля 

n/ Л t  со 

J I L' (Ф) - L:n (Ф) l2 dФ = � 1 zk _ z;. 1 2 = s2• 
-т<./ Л t  k�-co 

Мы доказали следующее утверждение: 
Теорема 6. Среднеквадратическое усечение фильтра L' дает наилуч­

шую среднеквадратическую аппрокси:мацию спектральной характеристики 
в классе всех финитных фильтров , и:ме:Ющих фиксированную «длину». 

Второй вопрос более трудный. Ясно, что :мини:мальное значение s2 
не гарантирует :мини:мального различия :между дискретной функцией {Yk} 
на выходе оператора L' и дискретной функцией {у/,} на выходе L'm. 

СреднеквадратичесI-\Ое отклонение {Yk} от {у/,} характеризуется вели­
чиной 

'Л/ Л t n/ Л I  

Е� = J / S� (Ф) - S�1 (Ф) j2 dФ = J I L' (Ф) - L'm (Ф) /2 / S� (Ф) j2 dФ 
-n/ Л t  -n/ Л t  

и ,  таким образо:м, зависит от свойств входного сигнала. Величину s� :мож­
но трактовать как средневзвешенное квадратическое отклонение L;n (Ф) 
от L' (Ф); при этом весовой функцией является J S� (Ф) 12 • АппроI{Симация 
по величине s� совпадает с аппроксимацией по значению s2 для сигна­
лов, у которых 1 S.� (Ф) 1 = const. К таким сигналам относятся последова­
тельность {бk} и ее всевозможные сдвиги. 

Общего ответа на второй вопрос дать нельзя. Он (этот ответ) зависит 
не только от свойств входного сигнала, но и от решаемой задачи (т. е. це­
лей фильтрации) . Однако можно попытаться установить характер спеI{Т­
ральных искажений, связанных с усечением импульсной характеристики 
{lk} ,  и на основании этого выбрать разумную аппроксимацию { z,;} для 
реального класса сигналов. 

Если фильтр L;n содержит нечетное число отсчетов l/, , то всегда можно 
считать , что инде1-\с k из:меняется от -т/2 до т/2 , так KaI{ сдвиг импульс­
ной характеристики на т/2 влево приводит только к сдвигу выходного 
сигнала,  но не из:меняет его формы. 

Из определения среднеI{Вадратического усеченного фильтра тогда 
получаем: 

где 
L'm (Ф) = L'' (Ф) + 1р (Ф), 

1Р (Ф) = - � lk exp (- ikФ Лt). 
/ k l >  .!!!:... 2 

Поскольку отсчет lk является коэффициентом Фурье функции L' ( Ф) ,  
т о  слагаемое 1Р ( Ф) представляет собой сумму гармоник с периодами, 
меньшими, чем 4n/mЛt [для сравнения замети:м, что период частотной 
характеристики L' (Ф) равен 2n/Л t ] .  Таким образом, спектр L'm (Ф) отли-
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чается от L' (w) быстро осциллирующими осложнениями. Это явление 
носит название явления Гиббса .  

Если фильтр L' ( w) полосовой [это означает, что он предназначен для 
пропускания сигнала без искажений в полосе частот ( w 1, w 2) ] ,  то при 
w 2 - w 1 > 2л/(т/2 + 1) качество фильтра будет плохим. Влияние ос­
цилляций будет особенно большое на высоких частотах, где 'Ф (w) сравнимо 
по величине с L' (w) .  

Не  должно возникнуть представления о то:м, что при т -+ оо каче­
ство фильтра ухудшается из-за уменьшения периода осцилляций. Дело 
в то:м, что при т -+ оо быстро уменьшается их интенсивность, характери­
зуемая величиной р .  

Для того чтобы избавиться от осциллирующей добавки 'Ф (w), функ­
цию L:n (w) следует сгладить при помощи специально подобранной весо­
вой функции g (w) :  

00 

L� (w) = J g (и) L:n (w - и) du. (III .36) 
- оо  

Весовую функцию естественно подчинить следующим условиям: 
g (w) неотрицательна ,  g (w) ;,:  О; интеграл от g (w) равен 1 ;  отличные 01· 
нуля значения сконцентрированы на интервале длиной 2л/(Л/2 + 1 ) ,  
равной периоду старшей гармоники функции 1р (w) .  

Первые два условия не являются строго обязательными. Задача 
состоит в том, чтобы функция g (w) давила (осредняла) гармоники с пе­
риодами меньше 4л/тЛt и по возможности не искажала спектр L' (w) .  
Например , можно g ( w) выбрать так: 

f ( ;1 + 1 ) Лt/2л, 

g (w) = � 
1 О, 

t 

1 (!) 1 >  ( п ) . 
!!!_ + 1 Лt 2 

Существуют и другие способы выбора g (w) .  

(III . 37) 

Заметим_ теперь, что формула ( III .36) представляет собой «фильтра­
цию» спектров. Так как прямое и обратное преобразования Фурье сим­
метричны, то операции (III .36) во временной области отвечает умноже­
ние отсчетов l/, на величины pk , где 

'Л/ д t 
Pk =  J g (w) exp (-ikw Лt) dw . 

-'Л/ дl 

В частности, если используется весовая функция (II I .37) , то 
, kn 

sш ---
!!!_ + 1 

Pk = (';1 + 1 ) ----,:-п-- ( III .38) 
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Чтобы пояснить смысл полученного результата, заметим, что отсчеты 
ll. получаются из lk умножением lk на веса 

/ k / � ;i 
/ k /> ; .  

(IIl .39) 

При сглаживании спектра весовой функцией g ( w) отсчеты Zii умно-
жаются на веса 

/ k / � ; 

l k /> ; , 
(III .40) 

которые убывают при k ->- ± т/2 (рис. 12) . 
Исходя из очевидных зрительных ассоциаций, последовательность 

весов {wk} называют функцией окна. Uри этом окно ( I I I.39) называют 
прямоугольным. Предыдущий анализ 
показывает, что применение пря­
моугольного окна вызывает нежела­
тельные искажения спектров , поэтому 
его следует заменять на более глад-

k 

Рис. 12 

кое окно,  в частностина  окно Ланци­
оша, определяемое формулами 
(III .38) и ( I II .40) . 

Все высказанные соображения 
применимы и I{ выбору способа усе­
чения входного сигнала {xk}· 

§ 12. Реr•урсивные фильтры 

Требование финитности импульсной хараrперистИI{И, предъявляемое 
к осуществимым цифровым фильтрам, можно обойти, если условиться , 
что на каждом такте работы ЭВМ арифметическое устройство может 
извлеrшть из памяти не только значения xk, но и уже сосчитанные зна­
чения выходного сигнала Yk· Цифровые процедуры таRого типа называют 
рекурсивными. 

Реr\урсивная фильтрация, реализуемая устройствами с конечной 
памятью ,  определяются следующим _ соотношением: 

!! р 
Yk = !, ajxk-j - � bjYk-j• О � k � оо . (IIl .41) 

, -:;{:о 1=1 
Поскольку у0 , у1 · и т. п. линейно выражаются через отсчеты х0 , 

х 1 , • • •  , то по индуRции легRо вывести, что Yk линейно выражается через 
х0 ,  х1 , • • •  , xk. Следовательно,  фи:л:ьтр (III .41)  - линейное преобразова­
ние. Ясно также, что если последовательность {xk} сдвинута на неRото­
рую величину r ,  то на эту же величину сдвинется первый ненулевой от• 
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счет отклика {Yk} ,  а за ним - и все последующие. Таким образом, (III .41) 
определяет стационарное линейное преобразование, имеющее характери­
стиr<у L (z) . Несмотря на то что числовые последовательности {ak} и 
{ bk} финитны, в общем случае не существует тю<ой финитной последо­
вательности {Z"} ,  z-трансформация которой совпадает с L (z) .  

Покажем, что всякую дробно-рациональную характеристику 

L (z) = a0 + a1z + . . .  + апzп 
(II I . 42) 1 + ь1z + . . .  + ЬрzР 

можно реализовать в виде рекурсивного фильтра (II I .41) .  Действительно ,  
подставляя (III .42) в основное равенство ,  связывающее z-преобразования 
входного и выходного сигналов , получим 

или 

Слева стоит z-преобразование последовательности {Yk} · Учитывая 
теорему о смещении, согласно которой zrx (z) является z-преобразованием 
последовательности {хk-г}, выводим, что первое слагаемое в правой ча­

п 
сти -суть z-преобразование суммы � ai {xk-j} , а второе слагаемое - суть i=O р 
z-преобразование суммы i bi {Yk-j}· Переходя от суммы последователь-1=1 
ностей к последовательности сумм, найдем, что формула (Ill.43) эквива-
лентна 

а последняя, очевидно , эr<вивалентна формуле ( III .41 ) .  
Из приведенного вывода вытекает способ построения спектральной 

z-характеристики рекурсивного фильтра ,  заданного число;выми последо­
вательностями {ak} ,  { bk} · Эта характеристика выражается формулой 
( I II .42) . Импульсная характеристика рекурсивного фильтра может быть 
найдена ,  например ,  разложением L (z) в ряд Лорана. Однако ее проще 
найти исходя из определения {lk} как реакции на «единичку» {бk} : 

п р 
lk = 1: aiбk-i + � bilk-J· j=O j=l 

Рассмотрим следующий пример. Пусть 

L (z) = 1 /(1 - qz). 

Очевидно,  а0 = 1 и Ь� = - q (остальные коэффициенты рекурсив­
ного фильтра равны нулю). Отсюда 

Yk = Xk + qy,,,_ J_ 
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Подставляя xk = бk , получим l0 = 80 = 1 ,  l 1 = 8 1  + ql0 = q и 
т .  п. Общая формула для lk имеет вид: lk = qk. 

При q = 0 ,95 более 45 отсчетов имеют величину не менее 0 , 1 ,  по­
этому качественная аппроксимация L (z) обычными финитны11ш фильт­
рами требует применения длинных импульсных характеристик. Рекур­
сивная же форма фильтра очень проста . 

Рассмотрим задачу синтеза рекурсивного фильтра по заданной им-
пульсной характеристике 1 = {Z0 , • • • , lт} · 

Эта задача может быть сформулирована следующим образом: необ­
ходимо отыскать такие числовые последовательности {Ь1, Ь2 , • •  " Ьр} 
и { а0 ,  а1, • •  " ап} ,  что 

a0 + a1z +  . . .  +aпzn ,..._, z + z z т 1 -t- Ь + + Ь Р = О 1Z + ·• ' · + mZ • 1Z • • . pZ (III .44) 

В этом р».венстве справа стоит СПеI{тральная z-характеристика L (z) ,  
отвечающая импульсной характеристиr{е {Zk} , а слева - спектральная 
z-характеристика отыскиваемого рекурсивного фильтра.  Задача не имеет 
единственного решения, а среди ее решений есть неудовлетворительные. 
Примером неудовлетворительного тривиального решения является сле­
дующее: р = О, ak = lk , k = О, 1 ,  . . " т. Поэтому необходи1110 как-то 
ограничить класс разу111ных решений. Ясно,  что реализация фильтра 
L (z) в рекурсивной фор111е разумна,  если п + р < т, так как только 
в этом случае имеем энономию в количестве вычислений . 

Предположим, что выбрали р < т ,  зафиксировав пока произвольные 
значения Ь1 , Ь 2 , • • •  , ЬР . Если взять п = р + т и выбрать ak по формуле 

р 
ak = � bjlk-j• (II I .45)  

J = O  

то равенство ( I I I .44) становится точным. В самом деле, отыскивая z-транс­
формацию числовых последовательностей , выражаемых левой и правой 
частями ( I I I .45) , получим 

(а0 + . . . + anz7i) = (1 + b1z + . . . + bpzP) (l0 + . + lmzm) , (III. 46) 
откуда вытекает точное равенство ( I I I .44) (при этом обязательно п = 
= т + р ,  та!{ как степень старшего члена в правой части ( III .46) равна 
р + т) . Если теперь выберем п TaI{ ,  чтобы (р + п) < т, определив 
значения ak при k � п формулой ( I I I .45 ) ,  а последующие значения ai.. 
приняв равным нулю, то равенство ( II I . 46) перестанет быть точным, 
и мы получим приближенную аппроксимацию L (z) . 

Охарактеризуем ошибку этой аппроксимации. Тан. как Ь0 = 1 ,  
то из ( I I I .45) следует 

р 
lk = ak - i  b/k-j·· (III .4 7) 

]=1 
При k � n формула ( I I I . 47) опреДеляет импуJ):ьсную харю{теристику 

и аппроксимируемого, и аппроксюiшрующего фильтров. При k > п 
положение меняется. Отсчеты , lk импульсной характеристики аппрокси-
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:мируемого фильтра по-прежнему выражаются формулой ( I I I .47) , а для 
аппрОI{Симирующего (в силу a/i = О ,  k = п + 1 ,  . . .  ) имеем 

р р 
l/i = a/i - � Ь/k-i = ----,. � bilk-i' k > п, 

J=l J=l 

р 
lk - l/i = ak = � Ьilk-i '  k = n + 1 , . . . , р + т. 

J=l 

(III. 48) 

Следовательно , среднеквадратическую ошибку аппроксимации можно 
·определить формулой 

(III.49) 
/ 

Ясно , что величина е2 зависит от того , насколько удачно выбрали 
последовательность bi . Поэтому следующим шагом является выбор коэф­
фициентов Ь i с целью минимизации е 2 •  

Предварительно преобразуем правую часть формулы ( I I I .49) : 

е2 = � 1 � � b;b/11-/k-i . 
р+т ' Р Р 

) k=n+ 1 \ J=O t=O 
(III .  50) 

Теперь продифференцируем е2 по Ь 1 , Ь 2 , • • • , ЬР и приравняем произ­
водные нулю (значение Ь0 фиксировано и равно единице) . Получим 

р р+т 
::; = 2 � Ьi � lk-гlk-i = О, 

j=O k=n+I 

r =  1 ,  2, . . .  , р. 

Отсюда находим систему р линейных уравнений для определения 
Ь 1 , Ь 2 , • • •  , Ьр :  

где 

р 
� biФi , , = Сf!п 
i=l 

r = 1 , 2 , . . .  , p , 

р+т 

Фj, г =  � lk-гlk-j 1 
k=tz+l 

Сf!г = Фо, г· 

( III .51 )  

(III . 52) 

Таким образом , отыскав по формулам ( I I I . 52) матрицу I{оэффициен­
тов Фj, " а затем решив систему линейных уравнений (III .51 )  относительно 
bk , найдем по формуле ( I I I .45) значение ak и тем самым определим ре­
курсивную форму заданного фильтра.  Останется ОТI{рытым вопрос о вы­
боре п и р .  Заметим, что минимальное значение е2 зависит не от коэффи­
циентов Ьi (так как bi определяется через Фj, г) , а только от числовой по­
следовательности { Zk}  и значений п и р . Поэтому, вычисляя е2 для разных 
п и р ,  можно выбрать такие минимальные значения п и р , при которых 
е.2 не превосходит некоторую заранее заданную допустимую погрешность. 
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§ 13. R расчету полосовых фильтров. Нуль-фазовые 
и минимально-фазовые цифровые фильтры 

:Конкретным задачам одномерной фильтрации посвящен весь второй 
раздел книги. Здесь же только проко:ментируем те проблемы, I{оторые 
возникают при построении цифровых фильтров , на сравнительно простом 
примере полосовой фильтрации. 

Полосовой фильтр задается , I{aI{ правило ,  интервалом частот (со 1 ,  
со 2) ( О  � со 1 < со 2 � л/ Л t) , в пределах I{Оторого сигнал должен переда­
ваться без искажений и вне которого гармоники входного сигнала по­
давляются. Идеальный полосовой фильтр должен иметь спектральную 
характеристику L� (со) , равную единице при со 1 � ! со  1 � со 2 и тожде­
ственно равную нулю при остальных значениях со в интервале (-л/Л t, 
л/Лt). 

Импульсная характеристика этого фильтра определяется формулой 

l\"' � :: [ J: хр ( ik<й Лt) d<й + _г ехр (;k<й Лt) d<й] � 

(III .53) 

Величины zi._п> очень медленно убывают при 1 k [ --+ оо . В частности, 
они не удовлетворяют критерию строгой устойчивости ( I I .8) , которое 
для дисr{ретных фильтров имеет вид: 

(III .54) 

В главе VI будет показано ,  что нарушение условия ( I I I .54) приводит 
I{ сильному влиянию помех и погрешностей вычисления на результат 
цифровой фильтрации. Можно считать, что отмеченные недостатки явля­
ются платой за  предельно резкую крутизну фильтра L� . Однаrш такая 
крутизна практически и не требуется. Более разумная постановr{а зада­
чи заключается в построении фильтра ,  спектральная характерист:иr{а ко­
торого аппроксимирует L� (со)  с желаемой точностью, а импульсная 
хараr{теристика финитна.  

Если отклонения L' (со)  от L� (со) измеряются в среднеr{вадратичесrшм 
смысле ,  то искомый полосовой фильтр совпадает со среднеквадратиче­
СI{ИМ усечением идеального полосового фильтра :  

[ k [ � m 
[ k l >m. (III .55) 

Действительно ,  отсчеты z�пJ - суть коэффициенты ряда Фурье функ­
ции L� (со) .  В то же время известно ,  что конечная сумма ряда Фурье 
дает наилучшее среднеквадратическое приближение в классе всех тригоно­
метричесl{ИХ многочленов того же порядl{а т. Чтобы устранить явление 
Гиббса (см. § 1 1 ) ,  коэффициенты ( I I I .55) следует умножить на фушщию 
Ol{Ha . 
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Если I<ачество фильтра оценивается уровнем L'  (со) в интервалах 
гашения (О , со 1) и (со 2 , п/Лt) , то для его построенпя могут быть исполь­
зованы полиномы Чебышева .  Этот подход получил широ:кое распростра­
нение в задаче низ:кочастотной полосовой фильтрации (со 1 = О) . Ограни­
чим рассмотрение финитными фильтрами с симметричными импульсными 
хара:ктеристи:ками : lk = l_k ; следует заметить , что фильтр ( I I I . 55) этому 
условию удовлетворяет. Тогда 

т 
L' (со) = z0 + 2 � lk cos kco Лt. ( III .56) 

k=l 
По инду:кции, начав с соs 2 (со Лt;2) = 2 cos 2 (со Л t;2) , лег:ко по:казать , 

что cos kco Л t является полиномом степени 2k от и = cos ( соЛ t/2) . Следо­
вательно ,  L (со)  можно представить полиномом степени 2т от переменной и .  
При изменении со от нуля до  п/ Л t переменная и изменяется от единицы 
до нуля , поэтому нужно найти та:кой полином Р 2т (и) , I<оторый наимене� 
от:клоняется от нуля [в смысле мю<­
симума 1 Р 2т (и) 1 1  в интервале (О, а), 
где а = cos (со 2Л t/2) , и :который ра­
вен единице при и = ± 1 .  Эта задача, 
решение :которой дается выраже­
нием 

Р2т (и) = Т lm (и/а)/Т2т (1 /а) , 
(III .57) 

где Т 2т (х) - полином Чебышева 
порядка 2т, эквивалентна задаче 

о 

Рис. 13 
построения группы приемников с максимальным гашением. Последняя 
более подробно рассматривается в :конце § 40. 

М етод полиномов Чебышева легко применить к произвольным полосовым фили·­
рам. С этой целью обозначим L, ( w) частотную характеристику низкочастотного фильтра 
с полосой пропускания (О, v) . Тогда спе1,тральная характеристика 1 - L, (w) опре­
деляет высокочастотный фильтр с полосой пропускания (v, л/Л t),  а спектральная 
характеристика ' 

L (w) = Lw, (w) [ 1 - Lw1 (w) ] ,  w1 < w2 

определяет полосовой фильтр с полосой пропус1,аиия ( w 1, w 2) . 

На рис. 13 нанесены амплитудные  хара:ктеристи:ки идеального (кри­
вая 1) , усеченного (кривая 2) и Чебышевского (кривая 3) низ1{очастотных 
фиJ1ьтров для граничной частоты со 2  = 0 ,628/Л t (что отвечает 50 Гц при 
Л t  = О ,002с). -Усеченный и Чебышевский фильтры рассчитывались 
при т = 7 .  

Рассмотрим , в l{а:КОЙ степени полученные решения удовлетворительны 
с тоЧI{И зрения фазовых искажений сигнала.  Пусть амплитудная харак­
теристю{а А (со)  задана.  При выборе фазовой хара:ктеристи:ки 8 (со) стре­
мятся удовлетворять следующим требованиям : наименьшее иснажение 
формы записи полезного сигнала, спентр котор·ого сосредоточен в полосе 
(со 1, со 2) ,  и наименьшие потери точности оценни времени прихода сигнала. 
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Tar{ как сигнал на выходе фильтра имеет спе1{тр S� (со) А (со) ехр [ i8 (со) ] , 
то среднеквадратическое искажение сигнала р авно 

л/ Л t  

82 = � 5 \ S� (co) -- S� (co) A (co) exp [ i8 (co) ] \2 dco = 
о 

Л/ Л I  л7 Л t  

= � 5 I S.� (co) \2 [ 1 - A2 (co)] dco - � S ! S.� (co) !2 A (co) cos 8 (co) dco . 
о о 

Вследствие неотрицательности А (со) значение 82 является минималь­
ным, когда при всех со � л/Л t cos е (со) == 1 .  Таким образом, условие 
наименьшего искажения формы сигнала приводит к требованию 

\ е (со) \ о. (III .58) 

Рассмотрим, насколько согласуется требование ( I I I . 58) с условием 
наименьших потерь при оценке времени прихода сигнала. Но сначала 
нужно договориться о том, как измеряется время прихода :  по первому 
вступлению сигнала или по моменту наибольшего экстремума. 

Рассмотрим первую возможность. При е (со) = О  импульсная ха­
раr{теристика симметрична относительно нуля и, следовательно , не удо­
влетворяет принципу причинности. Если финитная аппроксимация имеет 
ненулевые отсчеты при k = -т, . . .  , +т, то вступление полуфинитного 
сигнала сдвинется влево на т Л t, что означает большую ошибку изl\iерения 
времени прихода. Таким образом , нуль-фазовые полосовые фильтры 
не могут быть использованы при измерении времени прихода сигнала 
по первому вступлению. В этом случае подходящий полосовой фильтр 
следует искать в классе причинных (физичесI{И осуществимых) систем, 
так как любой причинный фильтр не изменяет момента прихода полуфи­
нитного сигнала. 

При прохождении через причинный фильтр все гармоники входного 
сигнала «задерживаются» , т. е. получают отрицательный сдвиг фазы 
[это означает , что выбирая значение фазы, надо взять е (со) � О при со > 
> О} .  Из физических соображений наименьшие искажения формы полу� 
чаются в том случае ,  когда каждая гармоническая составляющая вход­
ного сигнала задерживается наименьшим образом. Иначе говоря, фильтр 
должен быть минимально-фазовым в смысле того определения , которое 
было дано в § 6 .  

Посколы{у е (со )  при со �  О отрицательно, то  требование минимальной 
фазовости согласуется с условием ( I I I .58) , если последнее применить 
к классу причинных фильтров L: 

1 е (со) \ -+- min при L' Е Р. (III . 58') 

Так I{ак преобразование z = ехр (-ico  Л t) переводит нижнюю полу­
плосl{ость Im со � О во внутреннюю часть круга 1 z 1 � 1 ,  то из определения , 
данного в § 6 ,  следует, что удовлетворяющий принципу причинности 
фильтр L' является минимально-фазовым, если его z-характеристика 
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L (z) не имеет нулей в круге \ z [ � 1 .  Вот пример минимально-фазового­
цифрового оператора :  

l0 = 1 0, l1 = - 7, 

Его z-характеристика равна 10  - 7 z + z2 = (2 - z)(5 - z) , откуда 
видно,  что оба корня z1 = 2 и z2 = 5 по модулю больше единицы. 

В теории функций комплексного переменного показывается, что при 
l0 > l 1 > . . .  > ln � О полином l0 + l1z + · · · + l11zn не имеет кор­
ней в круге \ z [ � 1 и поэтому таю1{е является характеристикой мини­
мально-фазового фильтра.  

Следует заметить , что функция L (z) ,  все нули которой расположены 
в круге [ z [ � 1 ,  определяет фильтр , называемый максимально-фазовым. 

При наличии помех первые вступления сигналов практически не 
наблюдаются , поэтому время прихода часто оценивают по моменту наи­
большего экстремума.  В этом случае искажения сигнала в области первого 
вступления несущественны. Основное требование к фильтру заключа­
ется в наименьшем сдвиге наибольшего экстремума.  Для произвольных 
сигналов связь между фазовой характеристикой и положением основного 
максимума носит сложный характер , однако для узкополосных сигналов 
[в смысле определения из § 4; см. формулы ( I . 77) и ( I . 78) ] можно пока­
зать , что сдвиг основного максимума близок к -8 ( ш0)/ш0 • В частности, 
если входной сигнал является чисто синусоидальным - f ( t) = cos ( ш0 t - ер) ,  
то выходной сигнал будет равен А (ш0) cos [ш0 t - ер + 8 (ш0) ] ,  т .  е .  
сдвинется ровно на -8 -( ш0)/ш0 • Отсюда вытеI{ает ЗаI{Оиность условия 
( I I I .581) независимо от удовлетворения принципа причинности. 

Таким образом , приходим к следующим двум альтернативным уточ-
нениям задачи полосовой фильтрации: 

( 1 )  построение минимально-фазовых полосовых фильтров ; 
(2) построение нуль-фазовых полосовых фильтров. 
Спектральные характеристики фильтров ( I I I .55) и ( I I I . 57) , хотя 

и вещественны, являются в общем случае знакопеременными, поэтому 
оба фильтра не дают решения задачи (2) . Их неминимальная фазовость 
следует из нарушения условия причинности. 

Ниже обсуждаются возможные подходы к решению обеих задач. 
При решении задачи (1 )  следует выделить две самостоятельные под­

задачи: а) определение импульсной характеристики минимально-фазо­
вого фильтра по заданной амплитудной характеристике А ( ш) ;  б) выбор 
амплитудной или спентральной характеристики минимально-фазового 
фильтра.  

Решение первой подзадачи рассматривается в § 27 и 33. Здесь оста­
новимся на критерии, определяющем класс допустимых функций А (ш) : 

:Критерий 1 .  Неотрицательная функция А(ш) тогда и только тогда 
является амплитудной характеристикой минимально-фазового финит­
ного (или рекурсивного) фильтра ,  когда А 2 (ш) является степенным поли­
номом (соответственно дробно-рациональной функцией) переменного и = 

cos ш Л t. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. z-хараr<терпстИI{а причию;rого финитного фильтр.а, 
имеющего п + 1 нулевых отсчетов, является полиномом степени п: 

1! 

L (z) =Pп (z) = a n П (z - zk ) , 
li=l  

где Zk - корни полинома Рп (z) . 
Из формулы А2 (ш) = L (ш)L (-ш) следует, что в терминах z-преобразований 

амплитудная характеристика определяется выражением 
п 

А2 (z) = L (z) L (1/z)  = а� П (z - zk) ( 1/z - zk) · 
k=1 

Раскрывая скобки и учитывая, что (z + z-1) = 2cos ш Л t, получим 

п 
А2 (ш) = а� П (1 - 2zk cos ш Лt + z%) · k=1 

Если Zk является комплексным корнем, то найдется сопряженный ему корень 
Zj = zZ, откуда 

(1 - 2zk cos ш Лt + z�) (1 - 2zj cos ш Лt +z1) = (1 - 2xk c os ш Лt +х� - у%) + 

+4 (Yk cos ш Лt +xkYk)2, 

где Xk = Re zk, Yk = Iш Zk· 

Таким образом, А 2 ( ш) является полиномом от cos ш Л t с вещественными коэффи­
циентаьm. Необходимость условия для финитных фильтров доказана . 

Для доr{азательства достаточности нужно показать, что всякий неотрицательный 
полином Qп (cos шЛt) представйм в виде Рп (z) Рп (1/z), где корни полинома Рп (z) 
все по модулю больше единицы. 

п 
Пусть u1 , u2 ,  • • •  , uп - корни полино�ш Qп (и) = Ьп П (u - uk) · k=1 
Подставляя cos ш Лt = (z + z-1)/2, получиы 

п 
Qп (cos ш Лt) = [Ьп/(2z)n] П (z2 - 2zиk + 1 ) .  

k=l 

Легr{о проверить, что корни квадратного трехчлена в I{руглой скобне взаиыо­
обратны:J 

О бозначим наибольший по модулю из этих чисел через Zk (очевидно, 1 Zk 1 � 1 ) . 
Если 1 Zk 1 = 1 и если при j <i k эта пара корней уже встречалась, то zk выбирается 
нак сопряженное ранее выбранному значению. 

Теперь 
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п 
Qп (cos ш Лt) = [Ьп/(2z)n] П (z - zk) ( z -�) = 

k=1 
п п 

= [Ьп/2n П ( - zk)] П (z - zk) ( +- Zk) . 
k=1 k�1 



Нам осталось ПОI{азать, что полином 

ямеет вещественные корни. Из вещественности и неотрицательности Qп (cos со Л t) 
легко вывести следующее. 

1 .  Е сли uk вещественно и uk < 1, то zk также вещественно и -zk > О. 
2 .  Если Uk вещественно и uk > 1 ,  то при Ьп > О число таких корней является 

п 
четным, а при Ьп < О  - нечетным. При этом zk > О  и произведение П (-zk) по всеы 

-таким корням имеет тот же знак; Что и Ьп. 
1<�1 

3 .  Е сли щ, вещественно и J Uk J < 1 ,  то такой корень обязательно является :крат­
ным (с четной :кратностью) . Модуль корня Zk равен единице и по условию выбора ;;k такие корни образуют :комплексно-сопряженные пары. 

4. Если Uk :комплексно, то ему отвечает :ко1mлеI{сно-сопряженное значение Uj = 
и� . При этом Zj = z'/; . 

п 
Из этих фактов следует, что П (z - zk) является полиномом с вещественными 

k=l 
:коэффициентами, а Ьп /ТТ (-zk) > О. 

k � l  

Доказательство непосредственно переносится на рекурсивные 
фильтры, так как в этом случае L (z) является отношением двух полино­
мов ; при этом корни знаменателя должны быть больше единицы вслед­
ствие принципа причинности, а корни числителя больше единицы вслед­
ствие минимальной фазовости. 

Строгая постановка задачи выбора спектральной и амплитудной ха­
рактеристик минимально-фазового полосового фильтра приводит к ис­
ключительно сложным вычислительным проблемам. На практике выбор 
минимально-фазового фильтр.а осуществляют, р ассматривая специальные 
1шассы функций А ( ffi) , удовлетворяющих I{ритерию 1 и позволяющих 
получить СI{ОЛЬ угодно точную аппроксимацию Lп (ffi) .  Согласно заме­
чанию , сделанному в начале параграфа, достаточно ограничиться рас­
{;Мотрением низкочастотных µолосовых фильтров с интервалом пропуска-
ния (О, v) . 

. 

Примером удобного класса фунrщий является следующий: 

(III .59) 

где S (х) - одна 
Видно, что при 

из тригонометрических функций sin х, tg х или 1 /cos х. 
п -+  оо Ап (ffi) стремится к идеальному низкочастотному 

фильтру. 
Примем S (x) = tg x, n = 1  и б е v Лt о означим = tg -2- . Тогда 

2 82 cos (w Лt/2) Ап (rо) . (82 - 1 ) cos2 (co Лt/2) + 1 
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Используя формулу cos2 а = (cos 2а + 1 )/2 , а затем формулу Эйлера , 
получим после простых преобразований 

2 82 ( 1 + z)2 
Ап (w) = - 1 - 82 z2 - 2yz + 1 ' 

где у = (1  + 82)/(1 - 82) .  Числитель имеет двухкратный корень z = 
= -1 .  

Независимо от значения 8 наибольший по модулю корень знамена-
тел я 

Z1 = (1 + 1 8 1  ) 2/(1 - 82) .  
Легко видеть, что А; (w) можно записать в виде произведения 

L (z) L (1 /z) , где 
L (z) = 8 [ (1 + 1 8 1  ) / (1 - 82) ] (1 + z)/ (z - z1) .  

Так как постоянный множитель при фильтрации обычно несуществен , 
то рекурсивный фильтр может быть взят в виде 

Yk = xk + xk-1 + Yk-1fZ1· 
Амплитудная характеристиrш полученного фильтра при v = 0 ,628/Л t 

приведена на  рис. 1 3  (кривая 4) . 
Перейдем к решению задачи (2) . Если амплитудная характеристика 

А ( w) уже задана,  то импульсная характеристика нуль-фазового фильтра 
определится формулой 

'Л/ Л I  

lk = �t f А ( w) cos kw L\t dw, k = о, ± 1 ,  ± 2, . . . .  
о 

В том случае, когда выбор А ( w) не гарантирует финитность импульс­
ной характеристики , целесообразно применить метод усечения для неко­
торого т. 

Строгое решение задачи (2) в классе финитных фильтров , очевидно,  
заключается в определении неотрицательного тригонометрического поли­
нома ( I I I . 56) , который наименее отклоняется от L� (w) в rшассе всех 
таких неотрицательных полиномов. 

Будем ИСI{ать решение в классе тригонометрических полиномов чет­
ной степени т = 2s, представимых в виде 

(III . 60) 
где 

s 
В (w) = Ь0 + 2 � bk cos kw Лt (III .61 ') k�l 

(коэффициенты bk вещественны) . Полином В (w) может быть знакопере­
:менным. 

Задача, таким образом, сводится к отысканию коэффициентов Ь0 , 
Ь1 , . .  " bs . Если I{ОЭффициенты bj определены, то , выражая В 2 (w) при 
помощи формулы 

2 co s kw Лt cos jw Лt = cos (k + .i) w Лt + cos (k - .i) w Лt 
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в виде ( I I I .56) и приравнивая коэффициенты при косинусах одинаковой 
вратности, найдем выражение rшэффициентов lk : 

s 
z0 = ь� + 2 � ь� ; 

s-k k-1 
k�1 

lk = b0bk + 2 "'l- bibi+k+ "'l- Ьibk-i ' k = 1 , . . .  , 2s. 
l� l  l � O 

Приведем без доказательства простой критерий , определяющий 
введенный здесь класс амплитудных характеристик в терминах z-преобразо­
в аний : 

Критерий 2. Амплитудная характеристика А (w) тогда и только тогда 
лредставима формулами ( I I I . 60) и ( 1 1 1 . 60' ) ,  когда выполнены следующие 
два условия: 1 )  все корни уравнений zm L (z) = О являются кратными; 
2) если zk - корень, то zk_ , 1/zk и 1/zk также являются корнями. 

Пусть качество низкочастотного полосового фильтра оценивается 
максимальным значением А (w) на интервале гашения (w2, л/Лt) при ус­
ловии, что А (О) = 1 .  Так как этот критерий эквивалентен наименьшему 
уrшонению 1 В (w) 1 = + V А (w) от нуля на указанном интервале, прихо­
дим к задаче, которая была выше решена при помощи полиномов Чебы­
шева . 

Используя это решение , получим 

( (j) Лt ) В (w) = Р25 cos -2- , 

где функция Р25 (и) определена формулой (I I l . 57) .  
Если расхождение между фильтрами оценивается в среднеквадрати­

ческом смысле, то вместо отклонения А (w) от L� (w) удобнее рассматри-
вать отклонение VA (w) от VL� (w) . Так I\ак VL� (w) = L� (w) , .мы по­
лучаем задачу среднеквадратической аппроксимации фильтра L� (w 
фильтром В (w) . Ясно, что последний должен совпадать с соответствую­
щим среднеквадратическим усечением фильтра L� (w), поскольку усечен­
ный фильтр (III .55) имеет спектральную характеристику типа (I I I .60') . 

Таким образом, 

k = 0, 1 ,  . . .  , s  
k>s. 

Возникает вопрос: можно ли применить рекурсивные фильтры для 
реализации нефинитных нуль-фазовых фильтров? Разумеется , непосред­
·ственные рекурсивные реализации нуль-фазовых фильтров невозможны, 
так I{aK эти фильтры не удовлетворяют условию причинности. Однако 
если воспользоваться описанным в § 25 методом расщепления двухсто­
ронних операторов, то рекурсивная реализация пуль-фазового фильтра 
"жазывается возможной при условии, что А ( w) удовлетворяет критерию 1 .  
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§ 14. Реализация линейных преобразований 
в спе1,тральной фор1не 

Преобразование Фурье может рассматриваться не только I{а:к сред­
ство теоретического анализа линейных систе:м стационарного типа, но 
и как способ их реализации, поскольку в спектральной фор:ме свертка 
функций сводится к простейшей арифметической операции - умножению. 
Вместе с тем спектральная фор:ма фильтрации по необходимости связана 
с осуществлением прямого и обратного преобразований Фурье, довольно· 
громоздких в вычислительном отношении. Прю<тическая возможность 
спектральной формы фильтрации появилась только в связи с созданием 
алгоритмов быстрого преобразования Фурье, среди которых ведущее 
:место занимает алгоритм Кулея - Тыони. 

Эффективность алгоритма Кулея - Тыоки обнаруживается только 
при анализе достаточно «длинных» сигналов (при этом чем больше число 
отсчетов , тем эффективнее алгоритм) . Поэтому возникает необходимость 
в точных условиях , определяющих целесообразность спектральной формы 
цифровой фильтрации. Эти условия , формулировка ноторых и предста­
вляет здесь основную задачу, должны базироваться на оценке вычисли­
тельной сложности той или иной формы цифровой фильтрации. 

Сначала оценим объе:м вычислений при непосредственном выполнении 
цифровой свертки. Пусть числовая последовательность {х1, х2, • • " xN) ,  
состоящая из N отсчетов , поступает на вход цифрового фю1ьтра с им­
пульсной харантеристи1,ой {l1 , l2 , • • •  , lм} , и:меющей длину Л;J <N. "Удер­
живая в правой части цифровой свертни ( I I I . 1 ) тольно ненулевые слагае-
мые, запише:м ее так: 

min (k, N) 
· Yk =  L lk-jXj ,  k = 1 , 2, . .  " N + M. 

i�mox (1 ,  k-M) 
Легко увидеть , что при М � k � N наждый отсчет Yk вычисляется 

при помощи М элементарных операций , :каждая из ноторых содержит 
одну операцию сложения и одну операцию умножения. Следовательно ;  
для вычисления всех отсчетов Yk в диапазоне М � k � N требуется 
(N - М + 1) · NI элементарных операций. Каждый отсчет Yk в диа­
пазоне от 1 до М - 1 определяется при помощи k операций, а все такие М-1 
отсчеты потребуют L k = ; М (М - 1 )  операций. Тю;ое же ноличество 1 
операций нужно для получения отсчетов в диапазоне значений k от N + 1 
до N + М. Итак, всего для выполнения цифровой сверпш во временной 
форме понадобится 

Квр = (N -М + 1 ) М +-& М (М -- 1) + -& м (M - 1 ) = NM. (III .61 )· 

Рассмотрим задачу вычисления спектра финитной функции х ( t) ,  
отличной о т  нуля в интервале (О, Т) и заданной в точ1<ах k Л t , k = О ,  
1 ,  . .  " N - 1 .  Спектр ее 

т 
Sx (co) = J x (t) exp (-icot) dt .  (III . 62) 

о 
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На интервале (О ,  Т) функция х ( t) вполне определяется своим рядом 
Фурье .  :Коэффициенты ci этого ряда с точностью до :множителя 1/Т опре­
деляются правой частью равенства ( I I I .62) при ео = 2лj/Т: 

ci = +sx (2лj/Т), 

поэтому спектр функции имеет смысл считать в точках О, ± Лео,  
± 2Лrо, . . .  , где Лео = 2л/Т. 

Выбор квадратной формулы для вычисления интеграла ( I II .62) за­
впсит от принимаемых предположений об х ( t) .  Обычно предполагается , 
что х ( t) близка к функциям из некоторого основного класса, для кото­
рого квадратурная формула является точной. Если основной класс обра­
;зуется фую{циями с ограниченным спектром при ffiгp � л/Л t ,  то точный 
результат (в этом классе) дает интегрирование по способу прямоуголь­
ников : N-1 N-1 
Sx (j Лео) =  Лt � х (k Лt) ехр (- ij Леоk Лt) = Лt � xk ехр ( - i�n jk) . (III . 63) 

ll�o k�o 

Действительно, вне промежутка (О, Т) х (t) - О, поэтому при сопо­
ставлении формул (IIl . 63) с (III .3) видим, что Sx (j Лffi) = S� (j Лffi) Лt ,  
.а присоединив утверждение 2 из § 9 ,  делаем заключение, что при 1 j Лffi 1 � 
� л/Лt Sx (j Лeo) = Sx (j Лffi) . 

Поскольку оценка спектра Sx (j Лео), определяемая формулой (II I . 63) , 
периодически зависит от j (с периодом, равным N), то независимыми 
могут быть ТОЛЫ{О N отсчетов Sx (j Лео); учтя условие Sx (-j Лео) = s; (j Лffi) , 
получим, что спектр достаточно определить в N /2 точках, скажем, О ,  
Лео, 2 Лео, . . .  , (N/2 - 1 ) Лео. 

Оценим объем вычислений при использовании формулы ( I I I . 63) . 
Для каждого из N/2 значений j нужно вычислить две суммы : 

N-1 
� 2л . 7  � xk cos 7 71� 

k=O 

и 
N-1 
� . 2л .7 � xk sш N 71� . 
k�o 

Если условиться, что значения тригонометричесI{ИХ функций счи­
таются заранее, то всего понадобится 2N · N/2 = № элементарных 
операций. Необходимость вычисления тригонометрических сумм вида 
( I I I .63) возникает и в более сложных квадратурных формулах , которые 
следует использовать при анализе сигналов , обогащенных высокочастот­
ными компонентами. В частности, при линейной интерполяции отсчетов 
х (k Л t) имеет :место следующая 1шадратурная формула: 

2 1 - cos (2лj/N) [ хо+хн-1 +�; (- · 2л ·k) ] 
(2лj/ Т)2 Лt 2 

� xk exp i N J • 
k�l 

:Квадратурная формула широко распространенного способа Филона ,  
основанного на параболичесI{ОЙ интерполяции отсчетов х (kЛ t) ,  содержит 
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две суммы вида ( I I I . 63) - одну по четным, а другую по нечетным 
отсчетам х (k Л t) .  Во всех случаях основной объем машинного времени 
падает на вычисление тригонометричесrшх сумм. 

Возможность сокращения объема элементарных операций при вы­
числении сумм вида ( I I I . 63) связана с тем обстоятельством, что из-за 
периодичности тригонометрических функций каждое значение xk при­
ходится несколько раз (при различных j) умножать на одно и то же зна­
чение синуса или косинуса. При разумной организации вычислений, в ко­
торой счет ведется одновременно для всех j, этого можно избежать. 
Способ Rулея - Тыоки, краткое описание которого приведено ниже, 
представляет собой только одну из многочисленных предлагавшихсЯ: 
идей, ведущих к ускорению вычислительного процесса. 

Пусть тригонометрическую сумму 
N-1 

S (j) = � xkW1k, где W = ехр [i 2:rt/N], 
k=O 

(III .64), 

нужно сосчитать в точках j = О , 1 ,  . . .  , N - 1 .  
Условимся, что число отсчетов является степенью двойки (этого легко, 

добиться введением нулевых отсчетов) : N = 2т . Тогда всякое число 
k (О � k � N - 1) можно представить в виде суммы: 

(III .65) 

где каждый коэффициент ka (О � а  � т - 1 )  равен единице или нулю. 
Формула ( I I I . 65)  есть не что иное как представление числа k в двоичной 
системе. 

Аналогично запишем номер j :  

j = 2т-1jт-1 + · · · + 2jl + jo· 
Теперь формулу (III .64) можно переписать так: 

1 

( I I I ,66) 

S Um-1• · · . , jo) = � · 

1 . ( т-1k k 
°"' i z т 1+ . . •  + • III 6 ,,;;;.., х (kт_1,  • •  " k0) W - ) . ( . 7)> 

kт-1=0 110=0 

·2т-11< Рассмотрим :множитель W1 т-1. Вследствие того что 
= ехр (i2:rt) = 1 для любого µ < т  

так как 2т-p.-1jт-�ikm_1 - целое число. Отсюда , учитывая (III .66), получим 
. т-11 .ffl"· r . 1 om-1 w12 'т-1 = wlo 'т-1 . . 

Используя полученное соотношение , формулу (III .67) запишем так : 
1 

S Um-1, · · " fo) = � · · 
k0=0 
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где А1 - это внутренняя сумма по km_1: 
1 . т� 

А ( k k ) '5' (k k ') w1okm-12 . 1 jo; m-2• • • " о = __. Х т-11 · • " о · 
kт-1=0 

Продолжая этот процесс дальше и используя тождество 
.k т-' ( . •1-1 . ) k rn-, 

WI 2 w 1 2 + · " +/ о  2 
т-'} == :J-1 ni--v 1 

:получим для v-той внутренней суммы: 
1 (i 2'-1+ · · · +i ) k 2m-, 

А ( . . · k k ) - � А W ,-1 0 т-, v lv-1 ,  · · "  Jo, m-v-1, · · . , о - .L.J v-1 
k =О т-, 

При v = т все суммы будут сосчитаны, поэтому 

(III . 68) 

Таким образом, формула ( I I I .68) выражает рекуррентный процесс , 
который за т шагов дает требуемые значения тригонометрической суммы 
( I I I . 64) . На первом шаге осуществляется переход от массива значений 
{xk}  = {х (kт_1 , . . " k0)} к массиву {А1 (j0 ; km_2, . .  " k0)} ,  на v-том 
шаге - переход от массива {Av-1 Uv-2,  . • •  , j0; km-v, . . .  , k0)} к массиву 
{Av Uv-1, . . " j0;  km-v-1, . . .  , k0)} . Rак и исходный массив {xk} , все эти 
массивы содержат по 2m = N  значений. 

Правая часть формулы (I I I . 68) состоит из двух слагаемых, отвеча­
ющих двум значениям km-v: 

Av = Av-1 Uv-2 , · · " j0; О, · · " k0) + 
( · V-1 · ) m-• 

+ Av-1 Uv-2 , . . " jo; 1 ,  . . " ko) W Iv-12 + " . +Jo 2 • 

Произведение комплексного числа А,_1 па степень W требует вьшол­
нения четырех умпожепий и двух сложений. Следовательно,  одно значе­
ние А ., выполняется за четыре элементарных операции. На каждом шагу 
затрачивается 4N, а за т шагов - 4mN элементарных операций. Поскольку 
т = log 2 N, то ОI{Ончательно 

К =  4N log2 N. (III .69) 

Применяя спе1,тральную форму цифровой сверт1-:.и, после вычисления 
спектра выходного сигнала нужно еще вычислить спектральную харак­
теристику L (ro) (если опа не задана) , перемножить Sл: (ro) и L (ro) и вы­
числить обратное преобразование Фурье. 

Поскольку входной сигнал И импульсная характеристика имеют раз­
ную длину (N и М соответственно) , для определения их спеr,тров, вообще 
говоря , требуется различный объем вычислений. Однако надо учесть 
следующие условия согласования спектров : 
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1 )  спектры входного и выходного сигналов и СПеI{Тральная характе­
ристика должны быть определены при одних и тех же значениях частоты 
jЛcu (j = 1 ,  2, . . . , N1) ; 

2) количество значений частоты N 1 должно быть достаточным для 
определения выходного сигнала ,  имеющего N + М отсчетов . 

Покажем, что выполнения этих условий можно добиться , если и вход­
ной сигнал и импульсную характеристику считать заданными па одном 
и том же интервале [О ,  (N + М) Лt] ,  что достигается введением нулевых 
отсчетов. 

Будем считать , что интегрирование осуществляется по способу прямо­
угольников ( I I I . 63) . Этот способ дает (с учетом множителя Лt) значения 
s; (j Лw) и L (j Лсu), поэтому после перемножения обоих спектров полу­
чим: S � (j Л со) - значения дискретного преобразования Фурье последо­
вательности {yk} :  

N-1 
S�(j Лсu) = � Yk ехр (- ij Л cuk Лt), N1 = N  + М. k=O 

Примем в этом р авенстве Лсu = 2л/N1 Лt, умножим обе части на 
exp (i2лjp/N1) и просуммируем по j от О до N1 - 1 :  

N1-l N1-l Nt-1 
� S� (j Лсu) ехр (i2л/N1jp) = � Yk � ехр [i2л/N1j (р - k)] .  i=O k=O j=O 

Воспользуемся следующим известным равенством: 

отсюда 

м=1 { N � ехр [i2л/N1j (p- k)] = о, '  

Nt-1 

p = k  
P 9= k, 

Ур= �1 �S�(jЛcu) exp (i2л/N1jp), р = О, 1 , . . .  , N1 - 1. ( I I I . 70) 
j=O 

Таким образом, N1 значений спектра S� (j Лw) однозначно опреде­
ляют N1 значений выходной последовательности {Yk} · 

Пренебрегая 4 (N + М) умножениями, требуемыми для выполнения 
произведения комплексных спектров s:� (w) и L' (w) ,  получим согласно 
( I I I .69) общий объем элементарных операций, определяемый трехкрат­
ным: применением: быстрого преобразования Фурье числовой последова­
тельности длиной N + М: 

Ксп "'"' 1 2  (N + М) log2 (N + М). (III . 71 )· 
Из сравнения формул (III .61 )  и ( III .71 )  следует, что спектральная 

форма предпочтительнее , если 
MN>12  (N + М) log2 (N + М). (III .  72) 

В том что это неравенство может быть выполнено, легко убедиться,. 
приняв М = N, ибо неравенство 

N>24 log2 2N 
всегда имеет место при достаточно больших N (а точнее, при N � 250) . 
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У словил применимости спеRтральной формы расширяются, если 
один и тот же фильтр применяется R большому числу входных сигналов 
или фильтр задается своей спеRтральной хараRтеристиRой. Тогда отпа­
дает необходимость рассчитывать L (w) .  Вместо оценRи ( I I I . 71)  будем 
иметь более низRую: 

Ксп ,.___, 8 (N + М) log2 (N + М), 

а вместо ( I I I .  72) - новое условие: 

NM � 8 (N + дf) log2 (N + М). 

НесRОЛЫ{О слов нужно сRазать о физичесRой осуществимости линей­
ных преобразований в спеRтральной форме. На первый взгляд может 
поRазаться, что применение спеRтров снимает условие финитности импульс­
ной хараRтеристиRи. ОднаRо это не таR, по Rрайней мере при исполь­
зовании формулы прямоугольниRов ( I I I .63) . Действительно ,  при выводе 
формулы ( I I  I. 70) фаRтичесRи было поRазано ,  что задание N значений 
любой спеRтралыrой фунRции взаимнооднозначно определяет N Значе­
ний числовой последовательности. Следовательно , условие фини·rности 
импульсной хараRтеристиRи эRвивалентно условию Rонечности набора 
частот jЛ w , в Rоторых вычисляется спеRтр . На  самом деле справедливо 
и более общее утверждение: задача реализации линейного преобразования 
при помощи цифровой свертRи и задача реализации этого же преобразо­
вания в спентральной форме при интегрировании по способу прямоуголь­
ниRов эRвивалентны. 



РАЗДЕЛ ВТОРОЙ 

Одноканальные фильтрации 

Г л  а в а IV 

ОСНОВЫJВЫСОRОЧАСТОТНОИ СЕЙСМИКИ 

§ 15. Асимптотическое представление спектра 
на высою1х частотах 

В этой главе высокочастотная сейсмиr{а рассматривается , во-первых , 
с точки зрения особенностей распространения высОI{ОЧастотных составля­
ющих сейсмического сигнала в неоднородных средах, во-вторых , с точки 
зрения применения фильтров с полосой пропускания в области высоких 
частот регистрируемого сигнала с целью увеличения разрешающей спо­
собности сейсморазведки. 

И первый аспект высокочастотной сейсмики, ведущий к лучевому 
методу решения уравнений динамики упругих сред, и второй аспеI{Т ,  
составляющий современную теорию высокочастотной фильтрации, осно­
вываются на высокочастотной асимптотике спектров полуфинитных 
функций. 

Пусть f ( t) - полуфинитная функция, имеющая начало в точке t = О ,  
и пусть в этой точке имеет место разрыв некоторого порядка т (т. е .  ска­
чок производных порядr{а � т) .  Ясно,  что наличие скачка производной 
означает наличие в спектре высокочастотных составляющих, при этом 
чем ниже порядОI{ скачка ,  тем больше высокочастотных составляющих. 
Пусть, например , т = О. Поскольку спектр полуфинитной функции 

00 

S (ш) = J f (t) exp (iшt) dt, 
о 

то, интегрируя по частям [положив ехр (- iшt) dш = (-1/ iш) d ехр (-iшt)] ,  
получим 

ОС) 

S (ш) = - f (:O) � +__l_ (' t' (t) exp (- iшt) dt . !(!) ! (!) j (\ 

Видно, что при ш -+ оо спеI{ТР S (ш) убывает пе быстрее, чем 1/ш.  
Аналогичными рассуждениями можно показать, что если имеется СI{ачок 
порядка п, то в спектре S ( ш) должны быть составляющие, которые при 
ffi -+ оо убывают , как 1/шn+i .  Отсюда следует,  что поведение спектра 
на  больших частотах во многом определяется поведением полуфинитной 
функции в точr{е ее начала. 
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Эти соображения физического характера ведут к следующему асим­
птотическому представлению спектра на больших частотах. 

Рассмотрим сначала интеграл 
в 

1 = J g (t) h (t) dt, (IV. 1 )  

где g (t) и h (t) -произвольные интегрируемые на  интервале (а, В) функ­
ции. Представляя его в виде 

в t 

1 = J g (t) dh(-l) (t), kH> (t) = J h (и) du 
а а 

и интегрируя по частям, получим 
в 

1 = g ф) h<-1 > (В) - g (а) h<-1> (а) � J gШ (t) h<-1> (t) dt. 
а 

Повторяя эту операцию N раз, будем иметь 

N 

где 

l = � Sп + R№ 
n=O 

Sn = (- 1 )" [gcn> (В) hc-n-1 > (B) - gCnJ (а) h<-n-1 >  (а) ] , 
в 

RN = (- 1 )N J g(N) (t) h(-N) (t) dt; 
а 

(IV.2) 

здесь gcn> (t) - п-ая производная, а h<-n> (t) - повторный интеграл соответ­
ствующих функций . 

Теперь применим формулу ( IV.2) к текущему спектру полуфинитной 
функции 

т 
Sт (w) = J f (t) ехр (-iwt) dt 

о 

(искомый спектр S (w) равен пределу Sт (w) при Т ->-- оо ) . Примем g ( t) = 
= f ( t) ,  h ( t) = ехр (- iw t) ,  а =  О ,  � = Т.  

Учитывая , что в этом случае 

f! -n> (t) = (-:-i)n ехр (- iwt) ( zw)n ' 

получим соответствующее выражение для Sn и R": 

S = ( - 1 )n [ (-1 )п+чсп> (Т) (- ·  T) - (-1)MljCnJ (O+) J · 
п ( iw)"+1 ехр iw ( iw)n+1 ' 

т 
RN = � r fN (t) exp (-iwt) dt .  

( z w) J 
о 
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Если Т -+ О, то fcn> (Т) -+ О [в силу того что f (t) дифференцируема 
и при t -+ оо стремится :к нулю] , следовательно , 

(IV.3) 

Предположим теперь, что t<N> (t) абсолютно интегрируема, тогда ин-
те гр ал 

со 
J fN (t) ехр (-iffit) dt 

о 

существует и ,  будучи преобразованием Фурье абсолютно интегрируемой 
фушщии, стремится :к нулю при w --+ оо . Поэтому остатОI{ RN при ffi --+ оо 
стремится :к нулю быстрее (J) -N . 

Теперь из формулы ( IV.2) получаем 
N-1 

_ � t<n> (+О) 1 -N) S ( (j)) - � ( iW )п+1 Т 0 ( (j) • 
п�о 

Пусть fcn> ( t) интегрируема при всех п = О, 1 ,  2 ,  . .  " Тогда получен­
ная формула справедлива при всех . N и можно принять 

со 
� t<n> (+О) S (ffi) = � ( iw)n+l + r (ffi) , 
п�о 

где 1· (ffi) -+ О при ffi -:.- оо быстрее, чем любая степень 1 /ffi. 
Но j<n> (+О) = О при п<т, где т - порядок скачка в «начале» функ­

ции f (t) ,  поэтому окончательно 
со 

S (ffi) � � 1<n> (+О) � (tw)+n+i ' 
n=m. 

(j) -+  оо. (IV.4) 

Ясно , что не любой полуфинитный сигнал допускает представление 
( IV.4) , ПОСI{оль:ку при выводе предполагалось , что при всех п производные 
fcnJ ( t) интегрируемы на (О,  оо) . ,Если f ( t) - :квазисинусоидальный полу­
финитный сигнал вида 

a (t) cos [ ffit - cp (t) ], 

то для выполнения указанных условий достаточно потребовать интегри­
руемость производных a<n > ( t) на (О, оо) и ограниченность производных 
cp<n> ( t) . Имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Асимптотическое представление (IV.4) выполнено , если: 
1 )  при t --+  оо огибающая а ( t) убывает, I{а:К ехр ( -at) (или быстрее) ; 
2) начиная с некоторого t' огибающая а ( t) монотонна; 3) при всех п = О, 
1 ,  2 ,  . . . производные cpcn> ( t) ограничены: 

cp<n> (t) � Ап<оо. 

До1{азательство этого утверждения основывается на  том, что для 
любого п величина pnJ ( t) огран:и;чена и при t > t ' убывает, :как ехр (-a t) .  
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§ 16. Лучевое разложение волнового поля 

Если среда неоднородна ,  т. е .  упругие характеристики 'А ,  µ и р явля­
ются фую{циями координат, то уравнения динамики упругих сред не  
могут быть сведены I{ двум независимым уравнениям типа ( I .9) и ( 1 . 10) . 
Это означает , что продольные и поперечные колебания уже не являются 
независимыми процессами: продольные волны при своем распространении 
порождают поперечные, и наоборот. 

Строгое решение динамических уравнений теории упругости для 
произвольных фующий 'А (х, у, z) , µ (х, у ,  z) и р (х, у , z) построить не 
удается. При построении асимптотических решений особую роль играет 
лучевой метод, разработанный А. С.  Алексеевым, В. М. Бабичем и 
Б .  Я .  Гельчинским. 

Рассмотрим распространение упругих возмущений от конечного 
источника и в безграничной неоднородной среде . Фующии 'А (х, у ,  z), 
µ (х, у ,  z) и р (х, у ,  z) будем считать непрерывными вместе с нх производ­
нЬ�ми. Воздействие в источнике, помещенном в начале координат, зада­
ется функцией р ( t) . 

Спектральная характеристика среды в точке наблюдения М должна 
определяться для каждой компоненты смещения. Совокупность этих 
характеристик образует векторную спектральную характеристику · ;; ( CJ1 ,  

М) . В спектральной характеристике 7i (w , М) целесообразно выделить 
множитель ехр [- iwi: (М) ] ,  связанный с временем распространения воз­
мущения от источника до точки М: 

+ 

.... + 
и ( w,  М) = V (w, М) ехр [ - iwi: (M)J . 

Ясно, что V ( w ,  М) в каждой точке М является спектром векторной 
+ 

функции l (t , М), имеющей начало при t = О. 
Предположим, что импульсная характеристика l(t, М) имеет такую 

структуру 
-+ -)- -+ 
l (t ,  M) = u0 (M) б (t) + k (t, М), 

+ 
где компоненты векторной функции k ( t, М) являются непрерывными 
полуфинитными фу1шциями времени, удовлетворяющими условиям из 
предыдущего параграфа. Мотивы, по которым в импульсную характери-
стику вводится сингулярная составляющая ;о о ( t) ясны: в однородной 
среде (являющейся частным случаем неоднородной) импульсная харак­
теристика для плоских и сферических волн содержит только такую син­
гулярную составляющую [см" например , формулу (1 .40) ] .  

Для того чтобы получить высокочастотную составляющую поля сме­
щений , нужно вычислить обратное преобразование Фурье от произве-

+ 
дения и ( w ,  М) S Р ( w) , интегрируя по соответствующему интервалу 
частот. 
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Зафиксировав некоторую достаточно высо1,ую частоту w0 и взя:в 
интеграл Фурье в форме ( I . 63) , получим 

00 

� (t, М) = � Re 5 V (w, М) ехр {iw [t - т (М)]} dw. (IV.5) 

Будем считать , что w0 достаточно велико , чтобы к спектру функции 
k ( t, М) можно было применить асимптотичес1\ое представление ( IV.4) . 
Следовательно, при w > w0 

.....,,. ->- со ->-
v (w, М) � и0 (М) + � [kmJ (+о, M)/ (iw)nн] . п�о 

Обозначив 7;,пн (М) = Тc<nJ (+о, М), получим более удобную запись : 

-)- 00 -)-
v (w, М) "' � [ип (M)/(iw)n] . 

п�о 
(IV.6) 

Независимо от того , сходится ряд ( IV.6) равномерно или является 
расходящимся асимптотичес1\и:м представлением, его :можно почленно 
интегрировать - полученный новый ряд будет иметь тот же смысл. 
Поэтому, подставив ряд ( IV.6) в интеграл ( IV.5) , получим 

где 

+ 00 + 
u (t , М) � Rе � ип (М) fп (t - т), п�о 

00 

fп (t) = J_ S S(p. (w)l exp (iwt) dw . л l(i) 

(IV. 7} 

(IV.8) 

Полученный ряд называется лучевым, 1\оэффициенты ;;" (М) - ком­
плексными амплитудами п-го порядка,  фуннции !fп ( t) - комплексными 
формами п-го порядка. 

Учитывая теорему о спектре производной , делаем занлючение , что· 

t п (t) = (d/dt) t пн (t), 

следовательно ,  че:м ниже порядон комплю\сной фор111ы , тем она резче . 
В лучевом разложении ( IV.7)  неизвестными являются тольно ком-

+ 
плексные амплитуды ип (М) , так I\ан номпленсные формы формулой 
( IV.8) выражаются через известный спектр S Р ( w) .  

Для отыскания но11шлю\сных амплитуд надо ряд 
00 -+-
� U11 (М) /11 [ t -- Т (М)] (IV.9) п�о 

подставить в уравнения динамики (операцию взятия вещественной части 
всегда можно осуществить позже) . Этот метод поис1\а решения и назы-
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вается лучевы111 . Обычно в лучево111 методе изучается только старший 
член , который при :0 (М) =!= О и ш -+ оо совпадает с нулевым. Нулевой 
член , очевидно , отвечает сингулярной составляющей импульсной харак­
теристики. 

Уравнения динамической теории упругости для неоднородных сред, 
получаемые путем подстановки заr{она Гука ( I .6) в уравнения динамиче­
.ского равновесия (1 .5) ,  имеют следующий вид: 

(Л -\- �t) g1·ad div � -\- �L л: + grad Л, div :-\- А g1·ad µ = р (д2;/дt2), (IV.10) 

где символ А обозначает матрицу, строки которой суть вектора 
-)- + -)- ->-

(ди/ дх) + grad их, ( ди/ду) -\- grad иу и ( ди/дz) + grad  и2• 
Нас будут интересовать только физичесI{Ие следствия, вытекающие 

из лучевого метода, поэтому при их выводе будем опускать промежуточ­
ные выкладки и преобразования (заинтересованный читатель найдет 
их в специальной литературе) . Подстановка лучевого ряда ( IV.9) в урав­
нение ( IV. 10) дает рекуррентную последовательность систем линейных ->-
алгебраических уравнений относительно и11 (М) : 

(Л -\- µ) (;:т g1·ad  т) grad т -\- µ;:11 I grad т \2 - р�11 = М [;11] - L [;11_2], (IV.1 1 )  

n = O, 1 ,  2, . . .  , 
где М и L - дифференциальные операторы, действующие по простран­
-ственным переменным; при этом оператор L есть суть оператор правой 

+ + 
части уравнения ( IV . 1  О) , (а ,  Ь) - си111вол СI{алярного произведения . 

Полагая в ( IV. 1 1) п = О ,  получим уравнение , которому должна удо­
влетворять комплексная а111плитуда нулевого порядка: 

(IV. 1 2) 

Однородное алгебраическое уравнение имеет ненул евое решение 
только в том случае , когда определитель системы отличен о т  нуля. Пере­
писав уравнение ( IV. 12) в покомпонентной записи и составив матрицу 
-системы, состоящую, как нетрудно видеть , из элементов 

(Л -\- µ) (дт/дxi) (дт/дxk) -l- (µ l grad т l2 - p) 8ik '  i, k = 1 , 2, 3, 
где х1 = х, х 2 = у, х3 = z, 8ik - символ Кронекера) , получим величину 
определителя 

и 

Л = [(Л + 2µ) / grad т /2 - р] (µ / grad т 12 -- р)2 • 
Равенство Л = О возможно только в одном из следующих случаев : 

/ g1·ad  т 12 = р/ (Л, + 2µ) = 1 /v� 

1 g1·ad т 12 = р/µ = 1 /v'§. 
7* 

(IV.1 3) 

(IV. 1 4) 
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Подстановка первого из этих условий в уравнение (IV. 12) дает ра-
вен ст во 

{�0, grad т) grad 't = J grad 't J2 -;-:-0, 
откуда 

:-0 = С (М) g1·ad т, 
где С (М) - некоторая скалярная функция. 

(IV.1 5) 

ПодстановI-\а второго условия в (IV.1 2) дает равенство 
-> (и0, grad т) = О , (IV. 1 6) 

-> 
означающее ортогональность векторов и0 и grad т. 

Условия (IV. 13) и ( IV. 14) описывают возмущение различных типов. 
Первое из них распространяется со скоростью продольных волн Vp и со­

о 

Рис. 14 

вершает колебания , поляризованные 
согласно ( IV.15)  в направлении рас­
пространения фронта т (М) = const. 
Второе распространяется со СI-\О­
ростью поперечных волн Vs и совер­
шает колебания, поляризованные со­
гласно ( IV. 16) в плоскости, касатель­
ной к фронту. Оба процесса незави­
симы, так как и порознь, и в сумме 
удовлетворяют уравнению ( IV.12) .  
Таким образом , в нулевом приближе:. 
нии лучевого ряда распространение 
упругих I-\олебаний происходит, KaI-\ 
в однородной среде: продольные и 
поперечные колебания (обозначим их 
-;;�Р) и 7i,�s) )  распространяются неза­
висимо друг от друга. 

Уравнение 

J grad  'tp (М) [2 = 1 /v� (М) 

- суть известное из геометрической 
сейсмюш уравнение поля времен . Сле­
довательно , распространение наиболее 
высокочастотных (быстро меняющихся) 
частей волнового поля подчиняется за­
конам геометрической сейсмики, в ча-
стности щ�инципу Ферма. 

Продолжим рассмотрение свойств нулевого приближения z2'�P). 
Скалярная функция С (М) определяется из условий разрешимости урав­
нения ( IV. 1 1 )  при п = 1 .  Тю-\ как определител.ь системы равен пулю, 
то получаемое уравнение будет разрешимо только в том случае, I-\огда 
его правая часть, равная М [ и-{Р) ] ,  ортогональна всякому вектору, 
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удовлетворяющему однородному уравнению ( IV. 1 2) ,  в частности вектору 
gгad т. Отсюда условие разрешимости для продольной волны ( IV.15) 
имеет вид 

(М [С (М) grad т], grad т) = О. 

Исследование этого уравнения поъ:азывает, что для всех точеr{ М 
любого фиксированного луча, выходящего из источника и продолженного 
по законам геометрической сейсмики [т .  е. ортогонально к семейству 
фронтов Тр (М) = const ] ,  выполняется равенство 

-. i Vp (М) 1jJ С (М) = v р (М)  YI (M) . (IV. 1 7) 

где константа 'Ф зависит, вообще говоря, от выбора луча: 'Ф = 'Ф (а, 8) 
(здесь а и 8 - углы в полярной системе координат) , VГ- так называе­
мое геометрическое расхождение, определяемое равенством 

da (М) = 1 (М) dQ, (IV.1 8) 

где da - площадь сечения лучевой трубки, образованной пучком лучей, 
выходящим под телесным углом dQ в направлении ранее выбранного 
луча (рис. 14) .  Подставляя ( IV .17) в ( IV. 15) и учитывая , что grad Тр = 

->- -)-
= ( 1/vp) п (М) , где п (М) - веRто� нормали R фронту в точке М, полу-
чим, что 

где 
и� = 'Ф (а, 8) /V р (М) Vp (М) 1 (М) . (IV.1 9) 

Выписав такое же выражение для неRоторой другой точки - М0 , 
расположенной на этом же луче, найдем с учетом равенства ( IV. 18) сле­
дующую формулу: 

и
(Р) (М) = 

.,. / р (Мо) vp (Мо) dao 
и<Р) (М ) . (IV.20) о V p (M) r.'p (M) da о о 

Эта формула поRазывает, что для расчета нулевого приближения во  
всей среде его достаточно задат ь на  некоторой поверхности Z0 , оRружа­
ющей источник: для любой точRи, лежащей вне этой поверхности, найдется 
луч, пересекающий Z0 • 

Если и�Р) является комплеRсной величиной, то нулевой член луче-
_,.. 

вого ряда (IV. 7), равный Re u�P)j0 (t -т) п, вычисляется таR: пусть 
и�Р>= \ и�Р> \ ехр (iХ0), тогда 

..... 
и�Р) (t, М) = \ иЪР) \ [cos Хо Re f 0 (t - тр) - sin Хо Im f 0 (t - тр)] 

или, учитывая формулы (1.63) ,  
..... -
иЪР> (t, М) = 1 иЪР> / [f (t - тр) cos Х + ! (t - тр) sin xJ ,  ( IV.21 ) 
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где 
со 

f (t) = � Re 5 SP (w) ехр (iwt) dw. 
(J)o 

Если сигнал f ( t) является узкополосным вида а ( t) cos w 1 t и если 
аргумент х зависит от М, то в соответствии с приведенным выше анализом 
из § 4 [см. формулу ( I . 8 1 ) ]  фазовый годограф волны z4P) будет иметь вид 
тр (М) + Х (M)/w 1 • 

Подсчитаем поток энергии, которую несет волна ;;�Р) через сечение 
da J1учевой трубки. Эцергия колебаний единичного объема пропорцио­
нальна р (М) J и�Р) (М) J2 , поэтому в единицу времени через площадку da 
переносится энергия 

dW = р (М) J и�Р) (М) J2 Vp da. 
Подставив сюда формулы (IV . 1 8) и (IV . 1 9), получим 

· dW = 1р2 (а, 8) dQ, 
что означает постоянство потока энергии через любое сечение лучевой 
труб1ш. Грубо говоря , в нулевом приближении энергия не переходит 
через стенки лучевой трубки. Сохранение потока энергии, таким образом, 
приближенно выполняется только для наиболее высокочастотной соста­
вляющей волнового поля. 

На�щнец, отметим следующее важное свойство пулевого приближения 
лучевого ряда. Если в среде имеется граница разрыва непрерывности 
упругих характеристик , обладающая необходимыми свойствами глад­
кости, и если в окрестности границы построить лучевые разложения для 
падающей, отраженных Р и S и преломленных Р и S волн , то выполнение 
граничных условий приводит I{ тому , что в каждой точ1{е границы нуле­
вое приближение ведет себя , как локально-плоская волна. Это означает, 
что отражение - преломление нулевого приближения осуществляется 
локально по ЗаI{Онам плоских волн. Амплитуда нулевого приближения 
отраженной или преломленной волны некоторого типа q в точке М 1 
границы 

иЪq >  (М1) = Aq (М1) иr (М1), 
где Aq (М 1) - коэффициент отражения - преломления для плосrшх 
волн, подсчитанный в точке М 1 для соответствующего угла падения . 

->-
Найдем комплексную амплитуду нулевого члена волны uq в некото-

рой внутренней точке среды М2 (см. рис. 14) . Для этого дважды восполь­
зуемся формулой (IV.20), выразив и�Р) (М1) через и�Р) (М0) и иЪq> (М2) че­
рез иZ (М1) : 
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где знак «минус» указывает предел соответствующих величин при М --+ 
-+ М 1 по траектории падающего луча, а знак «плюс» - этот предел при ->-
м -+ М 1 по траектории волны иg. 

Простые геометрические рассуждения показывают, что 
dai/da]. = cos aq/cos a0, (IV.23) 

->-
где а 0 - угол падения ; aq - угол выхода волны и&q) из точки A;J 1 (т. е . 
угол отражения или преломления) . В соответствии с анализом из § 4 
при а 0 > акр угол aq для преломленной волны равен п/2 , поэтому и нуле­
вое приближение преломленной волны оказывается равным нулю. Стар­
ший член лучевого разложения будет иметь более высокий порядок, что 
свидетельствует о более низкочастотном характере колебаний. 

Нулевое приближение в среде , содержащей несколько границ, со­
стоит из бесконечного числа продольных и поперечных волн 1 • При этом 
амплитуды волн , претерпевших конечное число актов отражения - пре­
ломления, легко могут быть определены по формулам (IV.22) и ( IV.23) 
после построения их траекторий по законам геометрической сейсмики. 
По этой методике не могут оцениваться волны, в которых преломление 
имело место при углах падения, равных критическому , а также порождае­
мые ими вторичные волны (в частности , головные) . 

Возникает вопрос : существуют ли такие ситуации , когда нулевой 
член лучевого ряда совпадает с точным решением уравнений динамики? 
Ответ является положительным. Наряду с тривиальными примерами -
плоская и сферическая волны в однородной среде , - укажем и более 
сложные случаи: 1) падение плоской волны на плоскую границу раздела 
двух однородных полупространств ; 2) нормальное падение плоской волны 
на однородный слой между однородными полупространствами. Заметим, 
что отыскивая в § 2 коэффициенты ck импульсной характеристики мы, 
по-существу, пользовались лучевыми представлениями (но они не при­
вле�<ались для построения спектральной характеристики) . 

Несколько слов о последующих членах лучевого ряда. Поскольку 
матрица системы ( IV. 1 1 )  вырождена ,  то при каждом п = 1 ,  2, . . . реше­
ние будет состоять из решения соответствуюiцего однородного уравнения 
(IV.12) (для волны 7;,СР) оно имеет вид Сп (М) g1·ad Тр , т. е. относится к про­
дольному типу) и вектора,  ортогонального к grad Тр . Последний образует 
так называемую примесную составляющую, поляризованную в плоскости, 
касательной к фронту. Таким образом , более гладкие составляющие воз-
мущения 7;,СР) содержат поперечные волны. Примесные составляющие 
носят вторичный характер по отношению I{ пулевому члену (так как они 

->-
выра�БЮОТСЯ через и&РJ ) .  Посколы<у сферичесная волна в однородной 
среде не имеет примесных составляющих , то они своим вознинновение�1 
обязаны неоднородности среды и отличию волны -;:�Р) от сферичеСI{ОЙ 
(в частности, из-за несферичности фронта и изменения амплитуды вдоль 
фронта , т. е .  из-за неравномерности характеристИI{И направленности). 

i Число волн в конечном интервале времени (О ,  Т)  всегда конечно. 
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§ 17. Свободные и вынужденные 1юлебания па выходе 
высокочастотного фильтра 

В соответствии с лучевым разложением волновое поле, возбуждаемое 
в толстослоистой среде, содержит (среди прочих колебаний) амплитудно­
выраженные возмущения (волны) , обладающие резкими фронтами и рас­
пространяющиеся по законам геометрической сейсмики. Поэтому задача 
изучения среды может быть сведена к измерению времен прихода отдель­
ных волн и тем самым выражена I{aK обратная кинематическая задача 
геометрической сейсмики. 

Праr{тическал ценность кинематической постаноюш заключается 
в том, что при ее реализации отпадает необходимость I{ОI-rтролл за динами­
ческим режимом источников и приемников: поле времен т (М) не зависит 
ни от функции источника р ( t) , ни от характеристики направленности 
'Ф (0, а) , ни от других динамических факторов , с трудом поддающихся 
измерению. 

Точность измерения времен лимитируется наличием интерференции 
волн, число которых на любом конечном интервале времени быстро воз­
растает с увеличением числа границ. По этой причине реализация обрат­
ной кинематической задачи для слоистых сред существенно связана с зада­
чей разрешения отдельных волн. 

Широко применяемым средством увеличения разрешающей способ­
ности является метод высокочастотной фильтрации. Интуитивное обосно­
вание этого метода состоит в том, что переход I{ более высоким частотам 
при одновременном расширении полосы пропускания позволяет получить 
более короткие собственные процессы фильтра.  Для примера обратимся 
к контуру RLC, спектральная характеристиr{а I{Оторого рассмотрена 
в § 3. Если уменьшить каждый из параметров L и С в k раз (L' = L/k 
и С' = C/k) , то новые значения коэффициента затухания h, выражаю­
щего ширину полосы пропускания, и видимой частоты п 0 будут равны: 
h' = kh и п� = kn 0• Из формулы ( I . 54) тогда получим, что импульсная 
характеристика l (t) ,  не изменял формы, станет короче в k раз. Из опре­
деления импульсной характеристики следует, что этого обоснования 
достаточно,  если на вход фильтра подаются очень I{ороткие импульсы типа 
о-функции. Однако высокочастотные фильтры применяются к регистра­
ции более длинных , чем импульсная характеристика ,  сигналов. В этом 
и следующем параграфах дается более строгое обоснование метода высоко­
частотной фильтрации, предложенное С.  А. :Кацем. 

В дальнейшем условимся называть элементарным сигналом фунr{цию 
f ( t) , выражающую отдельную волну в пулевом приближении лучевого 
ряда. 

Спектральная характеристиrш разрешающего фильтра L зависит 
от априорно имеющейся информации о форме элементарных сигналов . 
Если о сигналах вообще ничего пе известно,  то задача разрешения стано­
вится бессмысленной, так KaI{ любая сумма элементарных сигналов может 
быть принята за новый элементарный сигнал. Если форма излучаемого 
в среду импульса точно пе задана ,  то естественно искать фильтр , р ассчи­
танный на  целый класс сигналов определенного типа (ценой потери раз-
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решающей силы для н.аждого фиксированного сигнала из этого класса) . 
В этой ситуации необходимо сформулировать такие свойства f ( t) , кото­
рые, во-первых , характеризуют достаточно широкий класс реальных 
сейсl\шчесI{ИХ сигналов , а ,  во-вторых , существенны для определения 
основных особенностей колебаний на выходе высокочастотного фильтра .  

Предположим, что сигналы f ( t) 1 )  являются полуфинитными квази­
синусоидальными функциями вида а ( t) cos [ ш 0 t - ер ( t) ] ,  огибающая 
которых имеет единственный максимум и при t -+ оо стремится I{ нулю 
не медленнее , чем ехр (-at) , а фаза ер ( t) (и ее производные) есть гладrше 
функции; 2) претерпевают при t = О скачок порядка т < оо ;  3) имеют 
спектр S (ш) , полюса которого а1 , а 2 , • • •  , а, расположены в полосе 
1 Re ш \ < Q (при Q � ш0) .  

В согласии с теоремой из § 15 спектр S (ш) при ш -+ оо представля­
ется асимптотическим рядом 

00 
� � f(n> (+О) S (ш) = � ( iw)n+l ' 

n=tn 
ш � оо. (IV.24) 

Будем предполагать , что при \ Re ш \ > Q в (IV.24) достаточно огра­
ничиться первым членом ряда 

(IV.2'5) 

где А = f" ( +О) . Примером такого импульса является затухающая сину­
соида ( I I .25) . При ш -+ оо ее спеI{ТР ( I I . 26) приближенно равен аш 1/(i ш)2, 
что и следовало ожидать, так как затухающая синусоида имеет в точке 
t = О скачок первой производной. 

Фильтр L со спектральной характеристИI{ОЙ L (ш)  будем считать 
высокочастотным относительно сигнала f ( t) , если все полюса Ь 1 , Ь 2 , • • .  , 
Ьп спектральной характеристики лежат вне полосы 1 Rеш 1 < Q ,  содер­
жащей особенности спектра сигнала :  

s = 1 , 2 ,  . . .  , п. (IV.26) 

Напомним, что вещественные части комплеr{сных чисел Ь5 выражают 
собственные частоты фильтра L ,  а мнимые части - его коэффициенты 
затухания. 

Rак известно (см. § 3 ) ,  спектральная характеристика фильтра с сосре­
доточенными параметрами является дробно-рациональной функцией вида 
( I .47) . Предполагая для простоты , что все полюса спектральной характе­
ристюш имеют порядОI{ 1 и что спектральная характеристика имеет един­
ственный нуль порядка l при ш = О, получим следующее выражение L (ш) :  

L (ш) = � (iw)l 

in П (W - bs) 
Scl 

(IV.27) 
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В качестве примера рассмотрим фильтр RLC ,  изображенный на  
рис. 15 .  Функционирование фильтра описывается спеr{тральной харак­
теристикой : 

(IV.28) 

где ш� = 1 /  LC; h = RJ2L. Эта характеристика при ш0 > h  имеет два� по 
люса 

(IV.28') 

где п0 = lf ш� - h2 , откуда 

L ((J)) = (J)2/(ш - п0 - ih) (ш + п0 - ih). 

Данный фильтр является высокочастотным по отношению к затуха­
ющей синусоиде ( II . 25) , спектр которой имеет полюса 

и (VI. 29) 
если п0 :?> (J)1. 

Наша задача - выбрать такой фильтр L со спектральной характери­
стикой ( IV.27) , на выходе которого длительность элементарного сигнала 
была бы по возможности минимальной. Ясно,  что выбор фильтра сво­
дится I{ выбору параметров l ,  п и Ь5 (s = 1 ,  2, . . .  , п) . 

с J 111 ш 

R L 

-R - Q  R R e w  

Рис. 1 5  Рис. 16  

Для того чтобы найти факторы, влияющие н а  выбор параметров 
высокочастотного фильтра ,  нужно рассмотреть реакцию фильтра ,  на вход 
которого подан элементарный сигнал f ( t) .  Поскольку спектр выходного 
сигнала у ( t) равен S ( ш) L ( (J)) , то , используя обратное преобразование 
Фурье, получим выражение для у ( t) :  

со 

у (t) = (1 /2л:) J S ((J)) L ( ш) ехр (i(J)t) dt. t IV.30) 
-оо 

По сравнению с собственными процессами фильтра L сигнал f ( t) 
является медленно з атухающей квазисинусоидальной функцией. По­
этому реакция фильтра будет близка к его реакции на начинающуюся 
в момент времени t = О синусоиду. А эта реакция, как известно, пред-
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ставляет собой сумму свободных I{олебаний с основной частотой, близкой 
к собственной частоте фильтра ,  и вынужденных колебаний с частотой 
сигнала. Естественно предположить (и это действительно так) , что раз­
деление выходного сигнала на две составляющие будет иметь место и 
в нашем случае. 

Формальное определение свободных и вынужденных колебаний на  
выходе высокочастотного фильтра получим, применив к интегралу ( IV.30) 
лемму Жордана [см. формулу ( I .50) ] .  Так как сигнал f ( t) полуфинитен , 
а фильтр L - физически осуществим, то подынтегральная функция 

F (ю) = (1 /2л:) S (ю) L (ю) ехр (iюt) (IV.31 ) 

в нижней полуплоскости комплексного переменного ю полюсов пе  имеет, 
поэтому 

у (t) -:= О при t < O. 

В соответствии с леммой Жордана выходной сигнал у ( t) при положи­
тельных значениях t может быть определен интегралом 

J F (ю) dю (IV. 32) 
г 

по любому контуру Г, содержащему все полюса функции F (ю); напри­
мер, по контуру, состоящему из отрезка ( -R, R) вещественной оси 
и полуокружности Сн радиуса R, где R >max { 1 ak \, \ Ь5 1 }  (рис. 1 6). 

Прибавим и вычтем в формуле ( IV.32) интегралы от F (ю)  вдоль пря­
мых Re ю = ± Q от Im ю = О до пересечения с Сн . Тогда интеграл 
( IV.32) распадется на два. Первый из них ,  взятый по контуру Г1 , ограничи­
нающему область с полюсами ak спектра S (ro) ,  определяет вынужденные 
колебания при t � О:  

Увын (t) = J F (ю) dro = 2л:i ± Res (F, ak) , 
г,  k=1 

(IV.33) 

а второй, взятый по двухкомпонентному контуру Г 2, ограничивающему 
полюса Ь5 спектральной харю{теристики L (ro) ,  определяет свободные 
колебания при t � О :  

Уев (t) = J F (ro) dro = 2л:i ± Res (F, Ь5). 
� �1 

(IV.34) 

Рассмотрим сначала свободные колебания. По условию полюса спект­
ральной характеристики имеют порядок 1 ,  поэтому вычет F ( ro) в полюсе 
Ь5 определится согласно формуле ( I .5 1 ) :  

Res (F, Ь5) = lim (ro - b5) F (ro). 
(i)+6! 
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Но вблизи полюсов Ь5 
1 А q ( iw)l F (ffi) � 2Л ( iw)m+i п ехр (iwt), 

in П (W - bj) 
j�1 

следовательно , вычет F (ш) в точке Ь5 

Отсюда 

1 А Res (F , Ь5) � 2Л ( ibs)m+i 

п 

Уев (t) �, А1 � [ hbs�lb��;j
) 

ехр ( ib5t) ,  t � О, (IV.35) 
S-1 (j=f=s) 

где А1 = Aq/in-1• 
Из полученной формулы видно, что свободные колебания являются 

суммой затухающих комплексных гармоник с декрементами затухания 
Im Ь5 и собственными частотами Re Ь5 • Амплитуда I{юкдой гармоники 
зависит от значений А и т, следовательно,  от амплитуды и порядка скачка 
на фронте элементарного сигнала (чем больше А и меньше т ,  тем выше 
амплитуда свободных колебаний). Можно сказать , что наличие свобод­
ных колебаний обусловлено вступлением элементарного сигнала . 

Применим формулу ( IV.35) к оцею{е свободных колебаний на выходе 
фи.Льтра со спектральной характеристикой (IV.28) , на вход которого 
подается затухающая синусоида (П .25) . В этом случае имеем: Ь 1 = п0 + 
+ ih ,  Ь 2 = -п0 + ih ,  А = affi 1 , q = 1 ,  l = 2 ,  т = 1 ,  следовательно, 

aw1 h ' Уев (t) ,..__, -- (ехр - t) sin п0t , 
по 

t � O. (IV.36) 

В данном конкретном случае можно получить и точное выражение 
для Уев ( t) , вычислив интеграл ( IV.34) для 

F ( ) __ 1_ aw1 (iw)2 ехр ( iwt) 
ffi - 2л (wi + (a + iw)2] (wg - w2 +2iwh) • 

Опуская длительные преобразования,  получим 

где j = ffi1 + п0, g = п0 - ffi1 ,  s = h - а, � = 2ср - а1 - а2, 

ер =  arctg h/ h0, а1 = arctg (h - а)/(п0 + ffi1), 

а2 = arctg (h - a)/(п0 - ffi1). 

(IV.37) 

Колебания ( IV.36) и ( IV.38) отличаются тоЛЫ{О амплитудой и фазой 
(при этом приближение тем точнее, чем больше п0 и h сравнительно с ш 1 
и а соответственно) . Основные параметры - частота п0 и затухание h 
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в обеих формулах одинаковы. Для нс�с важен вывод, что длительность 
свободных колебаний имеет порядок 1/h и определяется толЫ{О затуха­
нием фильтра (не зависит от входного сигнала) . 

Перейдем к определению вынужденных колебаний. Для этого нужно 
сначала найти вычет F (w) в точке ak . Учитывая , что фующия L (w) 
в точке ak по условию особенностей не имеет, получим 

1 g ( iak )  1ak Res (F; ak) = 2л --n�---

где ak = Res (S; ak)· 
Отсюда по формуле (IV. 33) 

r 

in П (ak - Ьk) 
S=l 

Увын (t) = А2 � -,-5-i a_k_)l_a_k_ exp (iakt) , 
k=1 П (ak- Ьk) 

S=l 

t � O. (IV.39) 

Из полученного выражения следует , что вынужденные колебания 
являются суммой затухающих гармоник с частотами Re ak и затуханиями 
Im ak . Как и следовало ожидать , частота и затухание (т. е. длительность) 
вынужденных колебаний определяются свойствами сигнала. 

ОтыСI{ав в точках а1 = w 1  + ia и а2 = - w 1 + ia вычеты функции 
F (w) , определяемой формулой ( IV.37) , найдем вынужденные колебания 
для нашего иллюстративного примера: 

� +� · О I Увын (t) = а -V � exp ( -at) sш (w1t + y) ,  t ?;:  , ( V.40) 
f2 + s2 g2 +.�2 

где 1' = 2ср + а1 + а2• 
При h0 )) w1 и h ))  а амплитуда вынужденных колебаний 

� w� + a2 
Авын = а w2 о 

§ 18.  Разрешающая способность высОiючастотного фильтра 

(IV.41 )  

Поскольку длительность вынужденных I{олебаний н е  меньше дли­
тельность самого сигнала f ( t) , то при наличии интенсивных вынужденных 
колебаний разрешающая способность фильтра улучшаться не будет. 
Поэтому повышение разрешающей способности может быть достигнуто 
только путем увеличения сравнительной интенсивности свободных I{ОЛе­
баний и уменьшения их длительности. И того , и другого можно добиться 
варьированием параметров фильтра L, посколы{у амплитуда вынужден­
ных I{Олебаний и форма свободных колебаний зависят в основном от пара­
метров сnю{тральной хараI{Теристики L (w) .  

Прежде чем сформулировать ОI{ончательные результаты, приведем 
несколько соображений физического характера .  Длительность собствен­
ных колебаний определяется , очевидно ,  затуханием собственного про­
цесса фильтра L, которое должно быть большим. Следовательно , спектр 
L (w) должен быть достаточно широким. Но это не означает , что левый 
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срез спектральной харю{теристики L (w) может быть как угодно пологим. 
Действительно ,  мы уже отмечали, что свободные I{Олебания можно трак­
товать как реакцию фильтра L на СI{ачок f ( t) в точ1{е t = О. Но в полосе 
частот (-Q ,  Q) спектральная характеристика (IV.27) 

L (w) '"'-' B (iw)', B = const. ( IV.42) 
Вспомнив теорему о спектре производной , делаем заключение, что· 

в полосе (-Q ,  Q) фильтр L действует как дифференцирующая ячейка 
l-того порядка (т. е . функция f ( t) дифференцируется l раз) . Ясно,  что 
чем выше порядок т производной, претерпевающей скачок в момент 
t = О, тем более высокого порядка надо взять производную для обнару­
жения этого скачка.  При (т + 1)-кратном дифференцировании сигнала 
f ( t) производная будет содержать 8-функцию, Rоторая и уRажет на нали­
чие скачка функции f (t )  при t = О. Поэтому нужно потребовать 

l > т. ( IV.43) 
Фильтр с хараRтеристикой (IV.28) удовлетворяет этому условию 

в отношении затухающей синусоиды (таI{ каR l = 2 > т = 1 ) .  При раз­
решении менее резRих сигналов условия (IV.43) можно добиться при 
последовательном соединении фильтров этого типа.  

Значение l определяет крутизну левого сRлона частотной характери­
стюш 1 L ( UJ) 1 ,  поэтому увеличение Rрутизны левого склона приводит 
к относительному ослаблению вынужденных Rолебаний и за счет этого -
1{ повышению разрешающей способности. :КаR тольRо свободные :�<олеба­
ния становятся доминирующими , дальнейшее увеличение Rрутизны либо 
не меняет разрешающей способности , либо уменьшает ее вследствие увели­
чения длительности свободных нолебаний. В связи с этим целесообразно 
сдвигать вправо основную .частоту фильтра ,  не меняя .нрутизны в области 
низних частот. 

Сформулированные выше выводы были сделаны на основе рассужде­
ний наводящего харантера. Попытаемся придать им более строгую форму. 
:Качество работы разрешающего высокочастотного фильтра можно оцени­
вать следующими параметрами : во-первых , длительностью свободных 
колебаний , которая может измеряться величиной т = 1/amin ' где am!n -
min I m  Ь5 - наименьший из ноэффициентов затухания фильтра L, во· 

(s) 
вторых , - отношением амплитуды свободных Rолебаний Лев 1{ ампли-
туде вынужденных колебаний Лвын : 'У] = Лев/Лвын · :Кроме того , чтобы 
обеспечить выделение свободных Rолебаний на фоне шумов , нужно нонт­
ролировать абсолютную величину свободных нолебаний Лев (сравнительно 
с некоторой постоянной Л*, зависящей от уровня шумов) . 

Проиллюстрируем эти величины на  примере затухающей синусоиды 
и фильтра ( IV.28) . Длительность свободных нолебаний измеряется вели­
чиной т = 1/h. Для того чтобы имело место увеличение разрешенности 
записи, необходимо потребовать , чтобы h )) а или ,  вспомнив выраже�ие h 
через параметры фильтра ,  R/2L )) а. 

Определив амплитуду свободных и вынужденных колебаний по фор­
мулам ( IV.36) и (IV.41 ) ,  найдем 

11 = UJ1ffi�/(a2 + ffi�) V ffi� - h2• 
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Если затухающая синусоида является узкополосной, а фильтр ( IV.28 ) 
р аботает в периодическом режиме , то h « ш0 и а « ш0 , откуда 11 = ш0/ ш1 )) 
)) 1 ,  т. е. требуемое условие выполнено . Однако величину ш 0  нельзя 
выбирать очень большой. вследствие уменьшения амплитуды Асв · 

Уменьшение т при одновременном увеличении 11 и Асв является проти­
воречивой задачей . Корректная постановка задачи состоит в минимиза­
ции т при условиях 11 > 11* и Асв > А*. 

В нашей иллюстративной задаче эта постановка заключается в мак­
симизации R/2L при условиях 

и 
С (2L - R2C) < ri: (a;(J)!(J)i)2 

4L2Ca(J)i > А2 
4L - R2C ". 

Разумеется , данные неравенства могут оказаться несовместимыми , 
что означает необходимость их ослабления. Решение задачи в общем слу­
чае требует использования методов нелинейного программирования . 
Более просто получить решение , когда один или два из трех параметров R, 
L и С фиксированы. Но мы не будем останавливаться на методах решения 
этой задачи, и не только потому, что это отвлечет па ненужные техниче­
ские детали, по и потому, что решение подобных задач выводит за рамки 
рассматриваемой теории , в которой не предполагается точное задание 
формы сигнала. Вместо того чтобы точно решать поставленную задачу, 
попытаемся исследовать, как меняются параметры т, 11 и Асв при изме­
нении параметров · спектральной характеристики L (ш) . 

Переменными параметрами спе1{Тральной характеристики L ( ш) , 
лпределяемой формулой ( IV.27) , являются полюса Ь5 • Однако в ТЮ{ОЙ 
«мr-югопараметровой» постановке провести нужное исследование трудно,  
поэтому следует сузить класс СПеI{тральпых хараr{теристик, сделав их 
зависящими только от одного параметра .  Исходя из рассуждений § 1 7 ,  
естественно рассматривать спеI{Тральные характеристики, у I{оторых 
увеличение собственной частоты влечет за собой пропорциональное изме­
нение длительности собственных I{Олебаний. 

Рассмотрим rшасс спектральных характеристик Lp (ш ) вида ( IV.27) 
с заданными значениями п и l и полюсами вида 

Ь�Р) = рЬ5 (s = 1 , 2, . .  " п) , 

где Ь5 - фиксированные комплексные числа,  а р - переменная действи­
тельная величина,  каждое значение которой определяет конкретный 
фильтр LP ( ш ) из данного класса .  

При увеличении р пропорционально растут собственные частоты 
Re Ь�Р) и затухания Im Ь�Р) , следовательно , уменьшается значение тР , 
равное т/р , где т - длительность свободного колебания на  выходе фильтра 
L (ш) с полюсами Ь5 , тР - длительность свободных I{Олебаний па  выходе 
LP (ш) . Легко видеть , что в этом классе фильтров произведение тР на шо­
бую собственную частоту является постоянным и равно т • Re Ь5 • 
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Основной вопрос, который нас будет интересовать, заключается 
в проверке повышения разрешающей способности при увеличении пара­
метра  р. Подставляя ( IV.35) р Ь5 вместо Ь5 7 получим свободные колебания 
на выходе фильтра LP : 

откуда 

Ag> = pl-m-n Ась , 
где А св и А��> - амплитуды свободных колебаний на выходе фильтров L 
и Lp соответственно. Из условий п � l и т � О следует, что при р > 1 
А��> < Асв, т. е .  амплитуда свободных колебаний уменьшается. Длитель­
ность колебаний Уь�> (t) в р раз меньше длительности Уев (t) . 

Теперь обратимся к формуле ( IV.39) для вынужденных колебаний. 
По условию Re ak « Re Ь5 ; кроме того , при достаточно больших р имеем 
таюке I m  ak « р Re Ь5 , поэтому 

следовательно, 
А�fн = Р-п Авын 

(длительности колебаний у�{lн (t) и Увын (t) одинаковы). 
Составим отношение 'r]p: 

А <Р> А 'r]p = <�� = pl -m_c_в_ = pl-mrJ . 
Авын Аоын 

Из полученной формулы вытекает, что если условие ( IV.43) выпол­
нено ,  то при увеличении р амплитуда свободных колебаний растет срав­
нительно с вынужденными нолебаниями. Поэтому в данном классе филь­
тров значение р выгодно увеличивать. Но слишком большие значения р 
брать нельзя из-за уменьшения абсолютной величины А ��\ . Максималь­
ное значение р определится из условия 

n+m-lr р � V Асв/А*, 
или 

(IV.44) 

ТаI{ИМ образом, если для НеI{Оторого фильтра L известно отношение 
Асвf А* и если условие ( IV.43) выполнено,  то неравенство ( IV.44) показы­
вает, во СI{ОЛЫ{О раз одновременно можно увеличить собственные частоты 
и затухания этого фильтра.  

Мы доказали следующее утверждение: пусть для НеI{Оторого фильтра 
L, крутизна которого в области низких частот удовлетворяет условию 
( IV.43) , выполнено неравенство Асв > А * '  тогда разрешающая способ-
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ность толы{о увеличится, если его собственную частоту и затухание одно­
временно увеличить в р раз,  где нонстанта р удовлетворяет неравенству 
( IV.44) . Это утверждение по существу является точным выражением сфор­
мулированного в начале предыдущего параграфа вывода, что при увели­
чении основной частоты высОI{ОЧастотного фильтра нужно во стольно же 
раз увеличивать ширину его полосы пропуснания. 

Напомним, что условие Асв > А* , ограничивающее сверху значение 
р ,  связано с присутствием помех. Кан правило , помехи имеют равномер­
ный в области высоних частот спентр . Поэтому при увеличении р ,  озна­
чающем перемещение спентралыrой харантеристини фильтра вправо , 
интенсивность помех на выходе фильтра будет уменьшаться незначительно,  
тогда нан амплитуда свободных нолебаний уменьшается быстрее, чем 
1/pn. Следовательно,  при больших р свободные нолебания не будут видны 
на фоне помех. Если бы не это обстоятельство , то при р -+ оо можно было 
бы получить сноль угодно малую длительность свободных нолебаний и 
сноль угодно большое отношение Асв/Авын' т. е . сноль угодно высокую 
разрешающую способность фильтра.  

Таним образом , действительный предел разрешающей способности 
связан с наличием помех. Чем больше уровень помех , тем меньше допу­
стимое значение "'Шстанты р и тем меньше разрешающая способность 
фильтра.  

Г л а в а  V 
ОБРАТНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ В ЗАДАЧАХ СЕЙСМОРАЗВЕДКИ 

§ 19. Обратные фильтры в задаче разрешения волн 

В предыдущей главе расс:м:атривались высокочастотные фильтры 
которые являются разрешающи:м:и в широком классе сейсмических сиг­
налов. Если о полезном сигнале f (t) имеется большая информация (напри­
:м:ер , если точно известна его форма) , то ее можно использовать для пост­
роения фильтра ,  в которо:м: лучше используются свойства именно данного 
сигнала и ноторый позволяет получить для этого сигнала более rшротr{ую 
реакцию (разумеется, при это:м: ухудшается разрешающая способность 
фильтра для сейсмичесних сигналов другой формы). 

Пусть сейс:м:ичесrшй сигнал х ( t) представляет собой су:м:му элемен­
тарных сигналов одинаковой формы, но с разными временами вступлений 
и амплитудами : 

х (t) = � akf (t - тk) · (V. 1 )  
k�1 

Фор:м:у элементарного сигнала и спектр этой функции S (w) будем 
считать известными. 

Рассмотрим абстрю{тную линейную систе:м:у G со спентральной харак­
теристиной 

G (w) = 1 /S (w). 

8 Заказ 8 1 1  

(V.2) 
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Если на вход системы G подать сигнал х ( t) ,  спектр которого 
п 

Sx (cu) = � akS (cu) ехр ( - icuтk), k=1 
то на выходе получим сигнал у (t), имеющий спектр 

п п 

S у (cu) = s �cu) � akS (cu) ехр ( - icuтk) = � ak ехр ( - icuтk) ·  
�1 � 1  

Так как ехр ( - icuтk) является спектром «сдвинутой» б-функции б (t -- тk), 
то 

п 

у (t) = � щб ( t - тk) · (V.3) 
k= 1  

Таким образом, фильтр G, определяемый формулой (V.2) , дает идеаль­
ное разрешение элементарных сигналов,  сжимая каждый из них в абсо­
лютно I{Ороткий импульс. Если f ( t) - сигнал минимально-фазового типа , 
то его спектр S (cu) не имеет ни полюсов,  ни нулей в нижней полупло­
скости rщмплексного переменного cu .  Но тогда и спеr{тральная характе­
ристика (V.2) не будет там иметь ни нулей , ни полюсов , поэтому пред­
ставляет собой спектральную хараr{теристику физичесI{И осуществимого 
минимально-фазового фильтра. Этот фильтр не обязательно будет удо­
влетворять условиям устойчивости, что может привести I{ большему уси­
лению ошибок на выходе этого фильтра или и невозможности его праr{ти­
чесиой реализации. 

Если f ( t) ·не является минимально-фазовым сигналом, то спектраль­
ная хараитеристика G (cu) обязательно будет иметь полюса при I m  cu � О  
и ,  следовательно,  не может быть реализована в классе систем:, действу­
ющих в реальном· физическом времени. 

Рассмотренный выше фильтр относится к илассу обратных фильтров , 
общее определение I{Оторых дано ниже. Обратные фильтрации уже давно 
рассматривались в радиофизиr{е и оптиr{е с целью построения I{Орректиру­
ющих устройств , исправляющих сигнал после его прохождения в неиото­
рых стандартных элементах. Оr{азалось , что многие задачи сейсмораз­
ведr{и решаются с помощью обратной фильтрации, что послужило причи­
ной усиленного внимания сейсморазведчиков и данному методу обработки 
сейсмограмм. 

Обратным фильтром называют абстрактную линейную систему, I{Ото­
рая восстанавливает воздействие па входе некоторого фиисированного 
линейного фильтра по имеющемуся отилииу на это воздействие. 

Пусть v (t) - отrшик фильтра L на воздействие и (t) : 
со 

v (t) = J l (t - т) и (т) dт, (V.4) 
- со  

тогда фильтр G, имеющий импульсную характеристику g ( t) ,  является 
обратным,  если 
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Преобразование G обладает следующим очевидным свойством : 

GL [и (t)] = u (t) . (V.6) 
Так I{ак последовательное применение двух линейных стационарных 

преобразований G и L дает новое линейное преобразование Н = GL, 
то равенство (V.6) равносильно следующему: 

со 

J h (t - т) и (т) dт = и  (t), (V. 7) 
-со 

где h ( t) - импульсная характеристика преобразования Н. Но равен­
ство (V.7) является определением 8-функции [см. ( I . 18) ] , следовательно , 
h ( t) = 8 ( t) .  Однако h ( t) - свертка импульсных характеристик l ( t) 
и g ( t) ,  таким образом 

со 

J g (t -т) l (т) dт = 8 (t) . (V. 8) 
-со 

Полученное интегральное уравнение определяет импульсную харак­
теристику обратного фильтра. 

Итак, метод обратной фильтрации ЗаI{шочается в том, что исходное 
интегральное уравнение (V.4) , определяющее искомую функцию и ( t) , 
решается в два этапа:  вначале решается вспомогательное интегральное 
уравнение (V.8) , не зависящее от измеряемого сигнала v ( t) ,  а затем реше­
ние свертывается с сигналом v ( t) .  Очень важно помнить, что обратная 
фильтрация представляет собой только один из возможных методов реше­
ния интегральных уравнений типа (V.4) и мт-н:ет даже оказаться, что урав­
нение (V.4) имеет решение ,  но оно не может быть получено по методу 
обратной фильтрации из-за нереализуемости обратного фильтра .  Пре­
имуществом метода обратной фильтрации является возможность приме­
нения одного и того же обратного фильтра для большого числа сигналов 
v ( t) - интегральное уравнение (V.8) при этом решается только один раз . 

Обозначим G (w) -- спектральную характеристю{у фильтра G. По­
скольку спектр 8-функции равен единице , то из (V.8) следует , что 

G (w) = 1 /L (w) . (V.9) 

Собственно говоря , эту формулу можно получить сразу из (V.6) , 
а'ан I{aK СПеI{ТР сигнала v ( t) равен L (w) Su (w) .  

Приведенные рассуждения носят формальный характер , посколы{у 
они не гнрантируют того , что обратный фильтр G действительно сущест­
вует. Здесь имеются два момента: во-первых , деление в (V.9) может быть 
невыполнимым (если для неноторого w L ( w) = О) , во-вторых, преобразо­
вание с характеристикой 1/L (w) может оназаться нереализуемым ни 
в каком реальном классе линейных систем. 

Вернемся н задаче разрешения элементарных сейсмичесI{ИХ сигналов. 
Очевидно,  фильтр G, определяемый формулой (V.2) , является обратным, 
если считать , что регистрируемый сигнал х ( t) есть результат прохождения 
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исrщ:мого сигнала (V.3) через фильтр L со спеrпральной характери­
стикой S (ш) . 

Несмотря на  существенно различный подход I{ задаче разрешения 
сигналов в методах обратной и высокочастотной фильтрации, между ними 
имеется большое сходство , обнаруживающееся при анализе их частот­
ных характеристик. Рассмотрим интервал частот в ОI{рестности Q. В этом 
интервале частотная характеристика сигнала имеет асимптотику 

а S (ш) � wmH ' 

а частотная характеристика высокочастотного фильтра 

L (ш) � сш1• 
Из условия ( IV.43) имеем l > т. Так как при увеличении l интен­

сивность свободных колебаний сильно падает , то наиболее благоприятным 
является l = т + 1 .  

Поэтому 
L (ш) � сштн. 

Таким образом, в определенном диапазоне частот высокочастотный 
фильтр ведет себя:, как обратный. Вопрос о том, какой из этих методов 
лучше - неправомерен , так как в них используется существенно различ­
ная информация о форме элементарного сигнала f ( t) . Применять нужно 
тот фильтр , который в наибольшей степени отвечает имеющейся информа­
ции о сигнале. 

§ 20. Обратные фильтры и обратная динамическая задача 
для вертюшльно-неоднородных сред 

Предположим, что воздействие , которому подвергается среда, описы­
вается функцией f ( t) .  Тогда приемник запишет реакцию среды, 

со 

x (t) = J z (t - т) f (т) dт, (V.1 0) 
- со  

где l ( t) - импульсная характерист:иr{а среды. 
В операции свертки свертываемые функции можно поменять местами: 

со 

х (t) = J f (t -- т) l (т) dт, 
- со  

следовательно ,  зарегистрированную сейсмограмму х ( t) можно считать 
реакцией фильтра с импульсной характеристикой f ( t) на входной сигнал 
l ( t) .  Соответствующий обратный фильтр должен восстанавливать импульс­
ную характеристику l ( t) .  

Здесь мы покажем, что импульсная хараr{теристика (или, что равно­
сильно,  спектральная хараr{теристика) вертикально-неоднородной среды 
определяет до некоторой степени упругие свойства и струr,туру среды. 
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-Упругое полупространство z :;:::: О называется верти:кально-неодно­
родной средой, если упругие хара:ктеристи:ки 'А ,  µ и р зависят толь:ко от 
I{оординаты z. Будем предполагать, что при z � Н значения 'А ,  µ и р 
постоянны. Слой О � z � Н обычно называют переходным. 

Прежде чем рассмотреть обратную динамичес:кую задачу восстано­
вления свойств переходного слоя по смещениям, зарегистрированным 
в точ:ках плосr{ости z = О при нормальном падении плосrшй волны, най­
дем соответствующую спе:ктральную хара:ктеристи:ку среды. Решение 
этой задачи упростится , если применить :кусочно-однородную аппро:кси­
мацию среды, разбив переходной слой на п элементарных слоев zk_1 � 
� z � zk (z0 = О ,  Zn = Н), выбрав значения zk из условия равенства 
времени пробега продольной волны (точнее , ее нулевого приближения) 
.в :каждом элементарном слое :  

'k S dz Л• = vp (z) = const. 
zk-1 

Каждый элементарный слой хара:ктеризуется параметрами Ламе 
Pk = Р (zk ) ,  'Лk = 'А (zk) ,  µk = µ (zk) · 

Рассматриваемая задача является непосредственным обобщением 
з адачи отражения плосr{ОЙ волны от однородного слоя (см. § 2) . Придер­
живаясь тех же рассуждений , за:ключаем, что если :ко всем тoЧI{aJli пло­
с:кости z = О приложено нормальное напряжение ехр ( i w t) , то в :каждом 
k-том слое решение будет представлять собой сумму двух монохро:мати­
чес:ких волн , одна из :которых распространяется вверх , а другая - вниз: 

и (t, z) = k ( ak ехр ( iw z �:k-l ) + bk ехр ( - iw z �:k-l ) ) Х 

(V. 1 1 )  

где vk = -V (l ... k + 2�tk ) /p1г ;  ak и bk - :ко:м:пленсные амплитуды. По занону 
Гу:ка ( I . 6 )  нормальное напряжение в k-том слое равно : 

Gz (t , z) = ('Лk + 2µk ) 88:2 = iwyk ( ak ехр ( iw z�:k-1 ) -
- bk ехр ( - iw z �:k-l ) ) ехр (iwt) , z1г_1 � z � zk, 

где Yk = Pk Vk· 

(V. 1 2) 

Множители при ехр (i w t) k в формулах (V. 1 1 )  и (V. 12) обозначим 
и (z)  и <J (z) соответственно. Rо:мплеисные амплитуды и (z) и <J (z) опреде­
ляются в соответствии с граничными условиями на плосиостях z = zk 
и z = о . 

Из условий непрерывности с:мещений и нормальных напряжений 
на :каждой k-той границе имеем:: 

и (zk -О) = и (zk + О) = uk; 

<J (zk - О) = <J (zk + О) = <J k· 
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Из условия на свободной границе 

а (t , О) = -р (t) = - ехр (i(J)t) 
получаем а 0 = - 1 .  В связи со специальным выбором воздействия I{ОМ­
плекспая амплитуда и 0 представляет собой значение искомой спектраль­
ной характеристики L ((J)) .  

Дальнейшая схема вывода такова:  сначала найдем связь :между ком­
плексными амплитудами и (z) и а (z) на плоскостях z = О и z = Н, а за­
тем , выражая СТ (Н) через и (Н) , получим систему уравнений , решение 
которой дает и0 = L ((J)) .  

Полагая в формулах (V. 1 1 )  и (V . 12) z = zk_ 1 , получим: 

uk-1 = ak + bk; 
ak-1 = i(J)Yk (ak- bk) · 

Теперь, полагая z = zk, найдем значения uk и ak: 
uk = ak ехр (i(J) Лт) + bk ехр ( - i(J) Лт) = (ak + bk) cos (J) Л't + 

+ i (ak - bk) sin (J) Лт; 
а1, = i(J)Yk [i (ak + bk) sin (J) Лт + (ak - bk) cos (J) Лт] .  

(V. 13), 

(V. 14). 
Определяя из системы (V. 13) ak + bk и ak- bk и подставляя в (V. 1 4), 

выразим uk и ak через uk-l и ak_1 . 
Это выражение удобно записать в :матричной форме: 

где матрица ( л sin cu Л�: ) cos (J) 't ---
cuyk pk = - (J)yksin (J) Лт cos (J) Лт 

• 

(V. 1 5) 

(V. 1 6) 

Соотношение (V.15)  верно для всех k = 1 ,  2 , . . .  , п, поэтому 

(V.1 7) 

где А=РпРп_1 . . • Р1. 
В среде ниже переходного слоя восходящей волны нет, следова-

тельно , 

и 
u (t , z) = Ъп+1 ехр - i(J) � k, z � H ( н ) _,._  Vn+1 

0"2 (t , z) = - i(J)YnнЪn+l ехр ( - i (J) z-H ) = - i(J)YnнU (t, z) , Vn+l 
где Упн - акустическая жесткость при z � Н. Отсюда 

O"n= a (t , Н) = - i(J)YnнUn· 
1 18 



По,и�тавляя эти данные в (V. 17) и расписав это матричное уравнение 
в поэлементной форме, будем иметь: 

Un = A11L (со) - А12; 
- icoy11нUn = A21L (со) -А22 

(где А 1 1 ,  А 1 2  и т. д. - элементы матрицы А) и решая 
тему относительно L (со) , найдем окончательно 

полученную си-

L (  ) =  A 22 (ro) + iroyn+1A12 (ro) со А21 (ro) + iroy:i+1A11 (ro) (V. 1 8) 

С�ктральная характеристика L (со) определяется набором величин 
'Yk = у (k Л't) , поэтому самое большее, что можно определить, наблюдая 
смещение среды , - это зависимость акустической жесткости от времени 
пробега продольной волны. 

Вернемся к матрице Pk [см. формулу (V. 16) ] .  Ее можно записать так: 

Pk = ;  exp (ico Л't) ( 1 + s  i� • i�s ) · (V.19) 
icoyk (1 - s) 1 + s  

где s = ехр (-2ico Л't) . 
Отсюда следует, что матрица А имеет следующую структуру: 

1 ( в<n> (s) _;_ в<n) (s)) А= zп ехр (icon Л1:) 11 iro 12 , 
icoB21 (s) В��> (s) 

где B i�> (s), Bii> (s) и т. д. - многочлены от s степени п. 

(V.20) 

Докажем это по индукции. Для матрицы А1 = Р1 формула (V.20) 
.следует непосредственно из (V. 19) . Пусть она верна для матрицы Ak = 
= Р Х Pk- l  Х . . . Х Р1 :  

1 ( в<kJ (s) __!__ в<kJ (s)) Ak = 2k ехр (icok Л't) 11 iro 12 • 
icoB�ki (s) В�1> (s) 

Но в соответствии с правилами умножения матриц 

Аkн = Pk+lAk = 2;н ехр (ico (k + 1 ) Л't) Х 

( (1 ..l__ s) B <k> (s) + i-s в<k> (s) _!__ [(1 + s) .l3<k> (s) 1 i-s в<k> (s) ) Х 1 11 '\'k+l 21 iro 12 т Yk+l 22 . 
ico [Уkн (1 - s) Biki (s) + (1 + s) В<.{-:( (s)] Уkн (1 - s) B�ki (s) + (1 + s) Щk.] (s) 

(V.21 ) 
Формула (V.20) ДОI{азана. Из нее вытекает нес1щлы{о важных след­

ствий. Подставляя (V.20) в выражение (V. 18) , получим, что спектральная 
характеристика L (со) может быть представлена в виде 

L (со) = (1 /ico) L1 (со), 
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где функция 
(V.22} 

является периодической с периодом л/ Лт [так как s = ехр ( - 2i со Лт)· 
имеет этот период] . 

Волне напряжения ехр [ ico ( t - :1 } J , распространяющейся в первом 
элементарном слое , отвечает волна смещения 

- -. -1- ехр [ico (t - z/v1) ] , iwy1 
следовательно , -y 1L1 (со) представляет собой спектральную характери­
стику среды по отношению к воздействию , заданному смещением. Ясно , 
что L1 (со) является непосредственным обобщением спектральной характе­
ристики отражающего слоя, р ассмотренной в § 2. Однако там период л/т 
определялся реально существующей мощностью слоя. Здесь же он зави­
сит от детальности кусочно-однородной аппроксимации переходного слоя . 

Докажем следующую теорему. 
Если L (со)  является спектральной характеристикой (п + 1)-слойной 

среды с параметрами у 1 , у 2 , . • •  , Уп+ 1 , то не существует другой слоистой 
среды , имеющей ту же характеристику. 

Д о к а з  а т  е л ь  с т  в о. Вследствие того что L (w) характеризует (п + 1 )­
слойную среду, множитель L1 (w) представляет собой дробно-рациональную функцию. 
от s: 

л:n (s) L1 (w) = 
Rn (s)  . (V.23) 

По индукции лег1-:о показать, что BJ.7{> и В�12> являются полиномами вида 

(1 + s)"+ а.2 ( 1  + s)n-2 ( 1 - s)2 + а.4 ( 1 +  s)n-4 ( 1 -s)4 + .  (V .24) 
а Bf�> и В�"{> -- полиномами вида 

а.1 (1 + s)n-1 ( 1 - s) + а.3 ( 1  +s)n-з ( 1 - s) + .  . . (V. 25) 
Для п = О формулы (V.24) и (V.25) следуют непосредственно из (V.19), а пред­

положив, что они верны для некоторого п = k, по формуле (V.21 ) получим, что они · 
верны и для 1с + 1 .  Теперь из формул (V.22), (V.24) и (V .25) следует, что полиномы 
Rп и л.;._ представляют собой сумму вида 

п 
� Щ (1 + s)n-k ( 1 - s)k . 
k�o 

При этом коэффициент а0 при (1 + s)n для полиноыа R.:i, (s) равен единице, а для 
полинома Rn (s) он равен l'п + 1. Эта нормировка определяет каждый из полиномов 
Rn (s) и л; (s), а также параметр Уп+ 1 • Полиномы Bi7i_> и В�7{_> линейно независимы, 
поэтому, если полином R11 (s) представляется в виде суммы полиномов (V.24) и (V.25), 
то тю<ое представление единственно . Поскольку коэффициент Уп+ 1 уже определен, 
а I<оэффициент при (1 + s)n полинома Bif> равен единице, то задание полинома Rn (s) 
определяет Bi7i_> и ВШ> однозначно . 

Из формулы (V.21 ) следует система уравнений относительно в1r-о и в�r-1 > :  

( 1 + s) вп_н> + 
1 - s вш-1> = Вf"{> ; 

Уп 

Уп ( 1 - s) в1r-1> + ( 1  + s) в�q-1> = в�"{> .  
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{)тсюда 

Предположим, что существует другой набор чисел (у;_, у�, . .  " у�), ноторому 
- отвечает та же матрrща А. Тогда для у; = Уп + буп имеем: 

� 

в, <n-i> ( ) = У.!!:_ [ Уп ( 1 + s) Bff> - (1 - s) Щ\tJ _ ОУп ( 1  +s)  Bff> 
11 s 

У ' 4 4 , • n YnS YnS 
(V.26) 

Выражение в нвадратных сr,обн:ах совпадает с полиномом Bi7-1> (s) , I{Оторый 
при s -+ О стремится н нонечному пределу. Тан I{IO\ второе слагаемое- стремится н 
бесrщнечности, то прп буп i= О в;_1<

п-1> не является полиномом типа (V.24) ,  что про­
·тиворечит доназанноыу выше. Та:ким образом, значение Уп и полиномы Bi7-1> и 
в�7-1> определяются однозначно, если заданы Biq> и в�q> .  Для завершения доказа­
тельства в формуле (V.26) нужно последовательно уменьшать п на единицу до п = 2 . 
Доназательство о:кончено. 

В соответствии с доказанной теоремой задача оценки параметров у 1 ,  
"(2 , • •  " l'n+ l по спектральной характеристике L (со) имеет не более 
-одного решения. 

Не веяная дробно-рациональная фун:кция вида (V.22) есть спектральная харак­
теристи:ка (п + 1)-слойной среды. Это следует хотя бы из того, что для оцен:ки у1, • • •  , 
'\'n + 1 можно использовать толь:ко знаменатель R11 (s) . Следовательно, числитель R� (s) 
.не является независимым полиномом. 

Практические алгоритмы оценки коэффициентов у 1 ,  у 2 ,  • • • , Уп+ l 
·более удобно строить, основываясь на импульсной характеристике lл ( t) ,  
отвечающей спе1{тру (V.22) . :Как и в случае отражающего слоя [см. фор­
мулу ( I .42) ] ,  lл ( t) представляет собой сумму следующих друг за другом 
с интервалом 2Лт 8-функций, образуемых множеством всех однократных 
и многократных волн при посылке в (п + 1)-слойную среду 8-волны 
..О ( t - ;1 ) с единичной амплитудой: 

00 
lл (t) = � l2p8 (t - 2р Лт), (V.27) 

p�l 
где li - амплитуда импульсной характеристики в момент времени j Лт 
(при нечетном j амплитуда li равна нулю) . 

Обозначим w�) и v�) амплитуды соответственно восходящей и нисхо­
дящей 8-волн , распространяющихся в k-том слое при (j - 1)Лt < t � 
j Л t. Эти амплитуды определим так, что положительному значению wif> 
отвечает смещение вверх, а положительному значению vff> - смещение 
вниз (т. е .  амплитуда каждой волны выражает смещение в направлении 
распространения) (рис. 17) .  . 

Из физических сообра_жений с�едует, что w�> == О  при j � k и v�> == О  
при j<k. Амплитуды v�+1> и w�> связаны соотношением 

V<i+1 J _ w<f>. 1 - - 1 '  j = 2, 3, . . .  (V.28) 

Действительно ,  согласно ( I  .41)  коэффициент отражения от свободной 
границы (p 0v 0 - p 1 v1)/(p 0 v0 + p 1 v1) = -1,  так как р 0 = О. 
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Учитывая соглашение о знаке амплитуд, имеем 1 li = w{ - v{+1 = 2wi , 

откуда 

Кроме того, 
( j) - 1 l . - 2 3 Ш1 - z i • ] - ' ' 

vi1> = 1 ,  

(V.29) 

(V.30} 

пос1{ольку vi_1 J представляет собой амплитуду посылаемого в среду им­
пульса. 

Равенствами (V.28) -(V.30) определены все амплитуды w�i) и vii) волн 
распространяющихся в первом слое ( vi2J = О, так как vi2P) = О при всех 
р) .  Амплитуда wi2J совпадает с коэффициентом отражения на  первой 
границе А 1 = (у 2 - у 1)/(у 2 + у1 ) ,  так как wi2J = A 1 v�>1 = А 1: 

(V.31 ) 

Алгоритм расчета последовательности коэффициентов отражения А 1 '  
А 2 , • • •  , Ап, являющийся обращением известного алгоритма Баранова -

n д t  Кюнетца (см. библ . коммен­
-2- тарий) , применяемого для 

к-��������������.....-�_,_._ расчета синтетических сейс-

z 

Рис. 17 

мограмм, вытекает из того 
факта, что для любо:Го k ам­
плитуды w<i> (j = k + 
+ 1 ,  . . .  ) и vV> (j = k, k + 
+ 1 ,  . . .  ) , а также коэффи-
циент отражения на границе 
z = zk однозначно определя­
ются набором величин А 1 , 
. . .  , Ak- 1 ,  wVl1 (j > k - 1) 
и v�!}1 (j � k - 1 ) .  

Действительно , для шо­
бого момента времени с но­
мером j + 1 восходящая вол-
на  в (k - 1 )-ом слое обра­

зуется при отражении на границе z = zk нисходящ�й волны vVl 1 и пре­
ломления на той же границе восходящей волны wk из k-того слоя (см. 
рис. 1 7) .  На (k + 1 )-той границе (при прохождении ее снизу) коэффи­
циент преломления равен 2yk/('Yk- i + Yk) = 1 + Ak _ 1, следовательно , 

wi-11) = Ak_1vi!l1 + (1 + Ан) WkiJ 

или, при решении относительно w�> 
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(j) - Шk!:'J.0 - Ak-1 Vk�1 wk - 1 + лk-1 

1 Считая смещение вверх положительным. 

(V. 32) 



Та:к :ка:к последовательность амплитуд vp ) ,  v�2) ,  . . .  , v�k) 
лроходящую вниз волну , то 

v� = (1 - Ak_1) Vkk_J.1) ,  

описывает 

(V.33) 

где 1 - Ak_ 1 равно :коэффициенту преломления на границе z = zk-l 
при прохождении ее сверху. 

Определим теперь амплитуду v�> нисходящей волны, распространя­
ющейся в k-том слое при (j - 1 ) Л t  < t � j Л t. Она образуется за счет 
отражения и преломления на границе . z = Zk_1 волны wfz и за счет пре­
ломления на той же границе волны v�-1; 

Ci> - А < i-1J + (1 А ) <i-1 J • ·- k + 1 k + 2 Vk - k-1Шk - k-1 Vk-1 , ] - , , • • • •  (V. 34) 

. Последоват�льность формул (V.32) - (V.34) определяет все амплитуды 
:и/1Р U> k) и viP (j � k). Пос:коль:ку волна WkkHJ получается при отраже-
1IИИ волны vk_kJ от границы z = zk, то w),k+lJ = Akvk,kJ, откуда 

(V.35) 

Так :ка:к при k = 1 значения wii> ,  vli> и А 1 определены формулами 
(V. 28)-(V.31 ) ,  то , полагая в формулах (V.32)-(V.35) k = 2 ,  3, . . .  , п ,  
получиы :коэффициенты отражения для всех п границ. 

Для вычисления Ап нужно знать амплитуду w�+I, :которая в свою 
очередь зависит от w�':..�2> [см. формулу (V.32) ] и т . д. до wi2") = l 2n .  Следо­
вательно,  значения А 1 ,  А 2 ,  . . .  , Ап однозначно определяются первыми п 
ненулевыми отсчетами импульсной хара1-\теристИI-\И. Как и в случае спект­
ральной характеристики, вся функция Zл ( t) (О � t � оо ) содержит избы­
'!'Очную информацию о коэффициентах отражения в переходном слое .  

Ясно , что не любая совонупность чисел l 2P (р = 1 ,  2 ,  . . .  , п) может 
·слул�ить первыми п отсчетами импульсной хара�-\теристики (п + 1 )-слой­
ной среды. Например , при l2 > 2 получаем А 1 > 1 ,  что невозможно . 
Кроме того , не для веяной совокупности чисел l2P (р = 1 ,  . . . , п) алго­
ритм , определенный формулами (V.32)-(V.35) , сходится. В частности, 
при l2 = -2 вознинает деление на нуль в формуле (V.32) при k = 2 
и т. д .  

Соответствующие условия можно сформулировать в спентральной 
форме , таI-\ кан диснретный спентр последовательности { Z2 , Z4 , • • •  , Z 2n} , 
равный (с точностью до множителя Л t) спектру функции Zл ( t) ,  является 
фуннцией типа (V.23) . Однано проще применить описанный алгоритм и 
непосредственно из результатов выяснить приемлемость исходной инфор­
.мации. 

Из излотенного выше может возниннуть следующий вопрос. Приме­
нение спектральной харантеристюш позволяет (хотя бы в принципе) 
найти величины ')' 1 , ')' 2 ,  . . . , l'n+ l '  тогда нак импульсная характеристина 
(V.27) дает только ноэффициенты отражения А 1 , А 2 ,  . • •  , Ап,  что равно­
силь'но определению отношений ')' 2fl' 1 , l' з/'\' 1 , . . .  , l'n+ i/1' 1 · Имеется ли 
здесь противоречие? Оназывается , что никаного противоречия нет. Спек­
·тральная хара�-\теристина используется по отношению и воздействию -123 



напряжению , а импульсная харю{теристика используется по отношениrо 
к воздействию - смещению. Если вместо L (ffi) взять спектральную харак­
теристику по отношению к воздействию - смещению [она равна -
y 1L1 (ffi) ] ,  то величины 'Yk определить уже нельзя. Действительно ,  потре­
бовав , чтобы в числителе y 1L1 (ffi) коэффициент при (1 + s)n был равен 
единице , получим, что в знаменателе y 1L1 (ffi) он равен '\'п/у 1 ,  т. е. опреде­
ляются только отношения Yk/Y1·  

Ясно ,  что никакая реальная среда не может иметь импульсную харак­
теристику типа (V.27) . Во-первых , из-за непрерывного изменения упругих 
свойств функция l ( t) должна содержать непрерывную (регулярную) 
составляющую (см. § 16) . Во-вторых , при наличии границ сингулярные 
составляющие не могут следовать с постоянным интервалом 2Л't , обусло­
вленным только детальностью аппроксимации среды. В связи с эти:и 
возникают два вопроса: 1) приемлема ли ТаI{ая аппроксимация среды 
для интерпретации реально наблюдаемых сейсмограмм и 2) может ли 
алгоритм (V.32)-(V.35) быть применен к данным, полученным в реаль­
ном эксперименте? 

Не вдаваясь в подробное изучение первого вопроса, которое , будучи­
связанным с проблемой сходимости конечно-разностных аппроксимаций 
уравнения ( IV. 10) , вывело бы нас далеко за рамки этой книги , попы­
таемся ответить на него на основе физи-ческих соображений. Структура· 
импульсной характеристики (V.27) обусловлена тем , что возмущения типа 
б-функции, обладая нулевой длиной волны, реагируют на сколь угодно· 
малые неоднородности. Любой реальный сигнал, имеющий конечную. 
длину волны, по-разному реагирует на неоднородности разного мас­
штаба. При достаточно малых Л't такой сигнал не замечает отдельных 
границ , появившихся в результате I{усочно-однородной аппроI{СИмации 
среды. Поэтому аппроксимация будет тем точнее, чем меньше Л t. Из  
этого следует , что если функция f ( t) ,  описывающая воздействие, является 
достаточно гладкой функцией, то при Л't -+ О 

()() 
J lд (t -'t) f ('t) d't -+  x (t) , (V.36) 

-()() 
хотя Zд ( t) к l ( t) не стремится. 

Ответ на второй из поставленных вопросов будет положительным, 
если удастся подобрать такой сигнал /0 ( t) ,  для I{Оторого 

х�д> (2р Л1:) = Z2р (V.3 7) 
где 

()() 
х�д> (t) = J lд (t - 't) /0 ('t) d't. (V.38). 

-()() 
Измеряя реакцию 

()() 
Хо (t) = J l (t - -r;) f о ('t) d-r:, 

-оо 
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можно приближенно оценить lk, так как из (V. 36) следует, что при до­
статочно малых Лт хбЛ> (t) � х0 (t). 

Покажем, что условию (V.37) удовлетворяет функция Котельникова 

f (t) = siп (л/2 Л1:) t 0 (л/2 Л1:) t (V.39) 

Действительно ,  подставляя в формулу (V.38) выражения (V.27) и 
(V.39) , получим ряд Котельникова (см. § 9 ) ,  который определяет функцию 
х�Л) ( t) во всех точках 2р Лт, совпадающую с lzp · 

Воздействие типа (V.39) реализовано быть не может хотя бы потому , 
что оно не имеет начала. Поэтому функция х 0  ( t) должна быть получена 
по наблюдаемой сейсмограмме х ( t) .  Это изменяет постановку задачи 
обратной фильтрации. Вместо оператора G, который по функции х ( t) 
определял импульсную характеристику l ( t) ,  нужно построить оператор 
G0, удовлетворяющий соотношению 

G0 [х (t)] = х0 (t), 
или, вспоминая определение функций х (t) и х0 (t), 

G0L [f (t) ] =L [f0 (t)] . (V.40) 
Расписав это равенство при помощи свертки, найдем интегральное 

уравнение,  определяющее импульсную характеристику фильтра G0 : 
00 

f g0 (t - т) f (т) dт = f 0 (t) . (V.41 ) 
-оо 

Так как спектр функции f0 (t) равен единице при [ cu 1 � 2 :. и тож­
дественно равен нулю при остальных значениях cu (см. § 9), то спек­
тральная характеристика G0 (cu) определится из условия 

откуда 

{L (cu), [ сu [ � л/2 Лт 
G0 (cu) L (cu) S (cu) = О, [ cu [>лJ2Лт , 

{1 /S (cu) , [ cu / � л/Лт 
G (cu) -0 - О, [ cu [>л/Лт. (V.42) 

Фильтр G0 можно представить как последовательное применение 
обратного фильтра G и идеального низкочастотного фильтра с полосой 
пропусr<ания (О , л/2Лт) . Если 1 /2Лт выше частот, пропусr<аемых сейсми­
ческой аппаратурой , то необходимость в применении последнего фильтра 
отпадает. 

В соответствии с результатами § 10 существует абстрактный цифро­
вой фильтр G� , который реализует спектральную характеристику (V.42) . 
Термин «абстрактный» здесь указывает , что фильтр G� не обязательно 
финитный, т. е. он может не удовлетворять условиям осуществимости, 
предъявляемым к цифровым фильтрам (см. § 1 1 ) .  
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§ 21 . Импульсная хара�\теристика вертикально-неоднородной среды 
без учета �•ратных волн 

Процедура решения обратной задачи разбивается на два этапа : 
на  первом этапе при помощи обратного фильтра G0 отыскивается функция 
х0 ( t) ,  аппроr{симирующая импульсную характеристику l ( t) ,  а затем по 
отсчетам функции х0  ( t) определяется зависимость коэффициентов отра­
жения от времени распространения продольной волны по вертикали. 
Сложный характер связи между отсчетами х0 ( t) и коэффициентами отра­
жения обусловлен наличием большого числа кратных волн . Применение 
многоканальных приемных систем типа системы ОГТ (см. § 43) позволяет 
в значительной мере ослабить влияние кратных волн и упростить струк­
туру наблюдаемых колебаний. В этом случае для решения обратной за­
дачи следует ·использовать импульсную характеристику среды , в которой 
не учитываются кратные волны. 

Рассмотрим такую же среду и ее кусочно-однородную аппроксима­
цию, как и в предыдущем параграфе. Поставим своей задачей получить 
импульсную характеристику при Лт -+ О. Чтобы избежать трудностей, 
связанных с тем, что l� ( t) при Лт -+ О не стремится к l ( t) , с самого начала 
будем посылать в среду гладкий импульс f ( t) , обеспечивающий предель­
ное соотношение (V.36) . 

Однократное отражение от границы z = zk равно [с учетом удвоения 
амплитуды колебаний на свободной границе , вытекающего из формулы 
V .29) \ : k-1 

- 2Ak � (1 + Aj) (1 - Aj) f (t - 2k Лт) ,  J=l 
где 1 + Ai и 1 - Aj - r{Оэффициенты преломления на промежуточных 
границах.  Отсюда 

n k- 1 

хл (t) = - 2 � Аk П (1 - A,) f (t - 2k Лт). (V.43) k=l i= 1  
Записав коэффициент А11 в виде А (k Лт) , можно рассматривать полу­

ченную сумму каr\ интегральную по переменной т: 

то 
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n k-1 
хл (t) = - 2 � А (��т) � (1 - А1) f (t - 2k Лт) Лт. 

k=l J=l 

Устремим Лт к нулю. Так как 

А (k Л•) = у [ (!с +  1 )  Лт] - у  (k Лт) � Лу (k Лт) 
у [(k + 1) ЛтJ + у (k Лт) = 2у (k Лт)

-+ О, 
k-1 
ll (1 - A') -+ 1 ;  
i=l  

А (k Лт) 
Лт 



где 

Следовательно, 
"'' 

хл (t) -+ х (t) = - А 5 d 
lnd� (т) f (t - 2т) dт, 

о 

н 
* s dz • .  = 

Vp (z) • 
о 

(V.44) 

Так как при т > т* у (т) = const, верхний предел в интеграле может 
быть принят равным оо . Осуществив замену переменных и 2т , получим 

00 

x ( t) = - s  d ln
d
y: (u) f (t - u) du, (V.45) 

о 

где у 1  (и) = у (и/2) . Так как и нижний предел в интеграле можно принять 
равным - оо (если доопределить соответствующим образом у1 (и) , счи­
тая ,  что у1  (и) == у1 (О) при и < 0) , то интеграл (V.45) является интегра­
лом свертки. Вследствие перестановочности свертки его можно записать 
так : 

00 

х (t) = - s d ln у�;t-и) f (и) du, 
о 

от1{уда импульсная характеристика для однократных волн 

l (t) = _ d ln у (t/2) 
1 dt . 

(V.46) 

(V.47) 

Получено ,  что без учета !{ратных отражений импульсная характери­
стика вертикально-неоднородного переходного слоя совпадает с логариф­
мической производной акустической жесткости, записанной как функция 
удвоенного времени пробега продольной волны. Функция l 1 ( t) непосред­
ственно выражает изменение физических свойств переходного слоя по вер­
тикали, поэтому применение обратного фильтра G полностью решает 
соответствующую обратную задачу. 

1 .  Формула (V.46) остается верной и в том случае, :когда мощность переходного 
слоя является бесконечной (конечность Н мы нигде не использовали) . Поэтому вы­
ражение (У .47) представляет собой иьmульсную хара:ктеристииу вертиI<ально-неодно­
родной среды. 2. Формула (У .46) получена при условии непрерывности фуниции у (•) . Если 
верти:кально-неоднородная среда является :кусочно-непрерывной (т . е. имеются гра­
ницы разрыва непрерывности упругих свойств), то и правой части равенства (V .43) 
нужно прибавить отражения от :каждой из границ, не в:ключая их в интегральную 
сумму. Эти отражения от Л't не зависят, поэтому войдут и в о:кончательную формулу 
отдельны:мп слагаемыыи: 

00 

х (1) = s 
о 

d ln 'У 1 ( t - и) 
dt f (и) dи + 2 � 'Y (zk + o) -'Y (zk -0) t (t - 2 zsk �-) . 

, � 'Y ( zk + o) +'Y (zk - 0) vp (z) k о 
(V.46' ) 
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где z = zk - k-тая: граница. Функция: у1 ( t) под знакоы интеграла определена во 
всех точках непрерывности. и�mульсная: характеристика в этом случае будет содер­
жать сингулярные составляющие. 

В качестве примера рассмотрим линейный переходной слой, в кото­
ром скорость волны Vp при О � z � Н изменяется по линейному закону 
v0 (1 + Bz) , а плотность р постоянна при всех z. Время пробега т как 
функция от z выразится следующей формулой: 

z 

т (z) = S vo (1
d��z) = ��о lв (1 + Bz), O � z � H. 

о 
Выразим z через t = 2т. 

1 + Bz = ехр ( ; Bv0t ) , О � t � 2т* , (V.48) 
где 

т'* =� lв (1 + ВН). 
JJVO 

Так как в интервале О � z � Н акустическая жесткость равна 
l' o (1 + Bz) ,  где '\' о = p v0 , то как функция от t она выразится формулой 

У1 (t) = Уо ехр ( ; Bv0t ) , О � t � 2т* .  

Отсюда по формуле (V.47) получим 

z1 (t) = - ; Bv0, о � t � 2т*; 

при t > 2Т l ( t) - О , так как у 1 ( t) в интервале (2 Т, оо) постоянна. 
Амплитудный спектр прямоугольного импульса , имеющего высоту 

1 2 B v0 и ширину 2Т, равен 

�vo 1 siв ffiT 1 2w ' 

поэтому линейный переходной слой действует I{aK фильтр низI{ИХ частот. 
Первый нуль соответствует частоте л/т* = лB v0/ln (1 + ВН) . Приняв 
v0 = 3 1ш/с , Н = 100 м, В =  1/600 :r.c 1 , получим 2л - 15 Гц, что говорит 
об очень низкочастотном характере отраженной волны. 

Рассмотренная постановка обратной задачи сильно идеализирована 
и нуждается в некоторых коррективах. 

Прежде всего сигнал f ( t) после распространения в среде проходит 
через приемную аппаратуру, так что х ( t) = Н L [f ( t) ] ,  где Н - опера­
тор , выражающий действие регистрирующего канала. Если Н - стацио­
нарная линейная система , что вследствие перестановочности таких систем 
х ( t) = L [f 1 ( t) ] ,  где f 1 ( t) = Н [f ( t) ] .  Следовательно , регистрируемый 
сигнал можно считать результатом распространения импульса f 1 ( t) , 
включив влияние приемной аппаратуры в излучаемый импульс. 
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Более существенным ограничением является предположение , что посы­
лаемая в среду волна - плоская. Ясно , что фронт падающей волны 
должен быть близким к плоскому толыш в некоторой цилиндрической 
области D : х2 + у2 � R2 с радиусом R ,  большим, чем длина волны. 
Такие возмущения могут создаваться при помощи источников , рассредото­
ченных на дневной поверхности в области D (группа зарядов и т. п . ) .  
Рассредоточенн:Ьrе источники оказываются дорогостоящими, и на практике 
имеют дело , как правило , с источниками точечного типа,  излучающими 
в однородной среде волны со сферическими фронтами 1 . 

Прежде чем рассмотреть осложнения , связанные со сферичностью 
фронта падающей волны, сделаем одно замечание, касающееся характера 
решений для плоских волн. Уже отмечалось , что при нормальном паде­
нии плоской волны в горизон­
т ально-слоистой среде с однород­
ны11ш слоями член нулевого по­
рядr{а лучевого ряда совпадает с 
точным решением. По.этому при-

\f!:f}l!;/Rk 
v 

Рис. 18 
z 

Рис. 19 

менявшаяся здесь кусочно-однородная аппроксимация непрерывной вер­
тикадьно-неоднородной среды по существу эквивалентна. построению 
решения при помощи лучевого :метода в том смысле ,  что сумма всех 
волн нулевого приближения лучевого ряда , возникающих в кусочно­
однородной аппроъ:симации с шагом Лт,  стремится к точному решению 
при достаточной гладкости падающего импульса. Разумеется, получаемое 
точное решение не совпадает с нулевым членом лучевого ряда для исход-
ной непрерывной среды. , 

Поскольку сферическая волна является локально-плоской , то из 
сделанного выше замечания следует, что результаты замены рассредото­
ченного источника точечным могут быть получены с помощыо лучевого 
метода для кусочно-однородной среды, по I{райней мере для I{олебаний , 
распространяющихся вдоль нормального луча. 

В соответствии с результатами лучевого :метода при излучении сфери­
ческой волны из начала координат нулевое приближение лучевого ряда 
в оr{рестиости нормального луча х = О ,  у = О будет состоять из тех же 

1 Более того, для подавления кратных волн необходимо применение точечных 
источпи1<ов, обеспечивающих разшrчную кинематиr>у одно1,ратных и много1,ратuых 
отраа;еиий. 
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волн, что и при падении плоской волны. Времена их распространения 
будут определяться теми же законами геометрической сейсмики, а ампли­
туды - I{Оэффициентами отражения и преломления для нормального 
падения плоских волн и геометрическим расхождением. Таким: образом , 
единственным дополнительным фактором является геометрическое рас­
хождение , которое приводит к дополнительному уменьшению амплитуд 
волн при увеличении времени пробега и ,  как следствие, к быстрому 
уменьшению интенсивности сигнала х ( t) при t -+ оо . 

Найдем импульсную характеристику вертикально-неоднородного 
переходного слоя без учета кратных для нормального падения сфериче­
ской волны (т. е .  с учетом геометрического расхождения) . Входным сиг­
налом по-прежнему является смещение продольной волны в ближайшей 
окрестности источника .  

Считая ближайшую окрестность источника однородной , падающую 
сферичесную волну в нулевом приближении запишем так: 

Ч' (а, 8) f [ t- (.!_)J "(: Г Vo l' 

где ЧГ (а , 8) - характеристика направленности источника ; г1 - единич­
ный радиус-вектор . Вследствие вертикальной поляризации всех воз­
никающих волн в дальнейшем будем рассматривать только скалярный 
множитель при ,�:. Амплитуду сигнала f ( t) нормируем так , чтобы значе­
ние характеристики направленности для нормального луча было равным 
единице .  

Применив формулы ( IV. 22) и (IV.23) для нулевого члена лучевого 
ряда при прохождении k границ вни з, а затем вверх, получим 1 после 
сокращения всех сомножителей типа р (Mj) v (Mi) и cos aj 

п k-1 

хл (t) = - 2 � :; � (1 - А1) f (t - 2k Л�:), 
k=l k J=l 

(V. 49) 

где V Jk - относительное геометрическое расхождение, которое в дан­
ном случае определяется формулой 

где dak - площадь сечения лучевой трубки, свнзанной: с нормальным 
лучом и Имеющей в источнике телесный угол dQ (рис. 18) , плосr{остью z = О; da0 = r�dQ. 

Вследствие осевой симметрии фронт вдоль нормального .т�уча имеет 
одинаковую кривизну во всех  сечениях, поэтому 

da k = Щ, dQk, 

1 Неучтенным остается влияние примесных составляющих, обязанных несферич­
ности фронта в неоднородной среде и характеристике направленности реального источ­
ника. 
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где Rk - радиус сферического фронта k-той отраженной волны в точке 
касания поверхности z = О; dQk - телесный угол последнего сегмента 
лучевой трубки (см. рис. 18) .  Поскольку угол выхода падающей волны 
из источника в горизонтально-слоистой среде равен углу выхода на днев­
ную поверхность z = О, то dQ = dQk· Следовательно, 

M = Rk. 
Задача свелась к вычислению радиуса соответствующей сферы. 
Обозначим через ri - максимальный радиус сферического фронта 

для j-того сегмента лучевой трубки k-той волны. В соответствии с этим 
обозначением Rk = r 2k ·  

Для j = 1 ,  очевидно ,  r1 = z1 • Радиус r2 представим в виде суммь1 

r2 = Р2 + h2, 
где h2 = z2 - z1; р 2 - расстояние от центра второй сферы до первой 
границы (рис. 19). Проведем из источника , совпадающего с центром пер­
вой сферы , луч под углом а1 к оси z до пересечения с первой границей 
в некоторой точке М 1 • Этот луч будет продолжен во второй слой под углом 
а 2 , удовлетворяющим закону Снелиуса : 

siн а2/ siн а1 = v2/v1 .  
Прямая, совпадающая при z1 � z � z2 с продолжением луча во вто­

ром слое , пересечется с осью z в точке М 0 ,  которая является центром 
сфер второго сегмента лучевой трубки , отвечающей углу выхода а 1 .  
Поэтому при а 1  --+ О расстояние р; от  точки М 0 до  границы z = z1 будет 
стремиться к искомой величине р 2 • 

Обозначив через d расстояние от точки М 1 до оси z ,  проходящей 
через источник , имеем два очевидных равенства 

d = р; tg а2 и d = r1 tg а1, 
откуда 

у � h стремив а2 к нулю, получим р2 = r1 - , а так как r 1 = z1 = н то . V2 

Проведя те же самые рассуждения для j = 3, получим 
. _ . V2 + h  _ li1v1 + li2v2 + h3v3 1 3 - I ? - 3 -" V3 V3 

и т. д· Окончательно 
" 

R11 � 1·:!k = �1 � vihi , 
1� 1 

(V.50) 

(V. 50' ) 
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а посr<ольку по условию h i = v i Л-r, то 

Подставляя полученное выражение в формулу (V. 49) и переходл 
в последней к пределу при Л-r � оо , получим следующий аналог фор­
мулы (V.44) : ,,, 

x (t) = - Vp (O) 5 d ln
d
� (т) �(t - 2т) d-r. 

0 2 5 v� (т) dт 
о 

Эта формула определяет сумму однократных волн в приемнике� 
находящемся в той же точке плоскости z = О ,  что и источник. 

Построив далее аналоги формул (V.45) и (V.46) , получим выражение­
импульсной характеристики для однократных волн с учетом  геометриче­
СI{ОГО расхождения. Приведем эту характеристику для случая, когда 
среда содержит границы разрыва непрерывности z = z k : 

где 

Vp (О) 
l1 ссФJ (f) = _ _ t_/_2 __ _ 

2 5 v2p (т) dт 
о 

d ln y (t /2)
+ dt 

Ak = ['\' (zk + 0) - у (zk - 0)] / [у (Yk + О) у (zk - 0) ] , 

(V.51) 

Согласно формуле (V.48) для линейного переходного слоя имеем 

v!:> (•) = v0 ехр (2Bv0 •), Vp (О) = v0, 
следовательно ,  

в2v2 
11 ссФ> (t) = - 2 [ехр (�iot ) - 1 ] 

При малых t ехр (Bv0t )  � 1 + �v0t ,  откуда 

� О, 

(V.52) 

а при больших t уменьшение интенсивности становится более резким: 

l1 < сФ> (t) � - ф2v� /2) ехр ( - Bv0t) , t � оо. 

Импульсная хараr{теристика (V.51 )  в отличие от (V.47) зависит не 
только от акустической жесткости р Vp , но и от скорости: распространения 
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продольных волн up . Но это не значит, что появляется возJ1южность раа­
дельного определения р (т) и up (т) и перехода к масштабу глубин z = 
= тир (т) . Действительно, рассмотрев кусочно-однородную аппроксима­
цию переходного слоя , получим, что l 1 ссф) ( t) имеет только п ненулевых 
отсчетов . Ясно , что по ним нельзя определить 2п отсчетов р (k Лт 1  и 
Up (k !lт) . 

§ 22. Обратная динамичес1шя задача для линейно-неупругой 
вертюшльно-неоднородной среды 

Серьезным фактором , осложняющим изучение реальных сред при 
динамической :интерlпретации сейсмограмм, является поглощение, 
вызывающее не только ослабление амплитуды волн , но и изменение 
формы из-за более сильного затухания высокочастотных составляющих. 

Влияние поглощения на структуру сейсмограмм сильно зависит 
от его механизма.  В нелинейных моделях , например , нельзя ввести поня­
тия импульсных и спектральных характеристик . В то же время линейно­
неупругие модели обнаруживают много общих свойств с идеально-упру­
гой средой. В частности , приведенный выше вывод спектральной характе­
ристики непосредственно обобщается на случай вертикально-неоднород­
ного линейно-неупругого слоя . Для этого решение в каждом элементар­
ном слое ,  характеризуемом тремя <супругимю> параметрами pk , Л/z ,  �tk 
и двумя функциями последействия Л/. (т) и µ1: (т) , нужно искать в виде 
(V. 1 1 ) ,  где в соответствии с формулой ( I I . 40) величину 1/ uk нужно заме-
нить на 

с (w) - V р k - Лk ((J)) + щ ((J)) ' (V. 53) 

где Ak ( W ) И µk ( (!)) - СПеI{ТрЫ операторов Ak И µk· 
Особенно б0льшого сходства между решениями для упругой и ли­

нейно-неупругой сред следует ожидать , когда фующии последействия 
пе зависят от координаты z, поскольку в этом случае изменение формы 
отраженной волны может оказаться пе связанным с изменением «упругих» 
параметров. В связи с этим возникает практически важный вопрос: можно 
ли в случае линейно-неупругой среды применить обращенный алгоритм 
Баранова - Rюнетца из § 20 для решения обратной динамической зада­
чи? Ответ является положительным для релаксационной модели с вре­
менем релаксации Т ,  не зависящим от z .  

Сначала рассмотрим вспомогательную задачу отражения плос1щй 
волны , нормально падающей на границу двух однородных линейно­
пеупругих полупространств. 

Представив решение в первой среде в виде суммы падающей и отра­
женной волн 

->-
{ехр [ - iwc1 (w) z] - А ехр [ iffic1 (w) z]}  ехр (iwt) k, 

а во второй среде - в виде одной преломленной волны 
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получим из условия непрерывности смещений на границе z = О 
1 - А = В. 

Выразив напряжение в обоих средах согласно операторному за:кону 
Гу:ка (3 .3) , будем иметь из условия непрерывности нормального напря-
жения: 

у1 (w) (1 + А) =  у2 (w), где 
'\'k (w) = V Pk [Лk (w) +µk (ro) ] .  

Решая эти уравнения , получим 
А _  '\'2 (w) -y1 (w) В _  2у1 (w) 

-- '\'2 (w) +У1 (w) ' - У1 (w) + У2 (w) 
Согласно формулам ( I I . 38) и ( I I . 39) , выражающим спе:ктры операто­

ров Л и µ рела:ксационной модели , 

где 
"l'k (w) = '\'k!K (w) и ck (w) =K (w)fvk; 
у/, = pkv/,; v/, = V(Л/, + 2µk)lpk; 

К (w) = V (1 + iwт/ iwт. 
С:корость v� , являющаяся ма:ксимальной для k-той среды , - это 

скорость распространения монохроматичесI{ИХ волн при w -+ оо . Исполь­
зуя полученные формулы, найдем выражение отраженной 

и преломленной 
A' exp {iw [t + _:� K (w)J} ( --k) 

B' exp {iw [ t- :; K (w)] } k  
монохроматических волн . В этих выражениях А ' и В'  представляют собой 
:коэффициенты отражения, зависящие по обычным формулам только от  
«упругих» параметров pk , Л� и µ/, . Множитель ехр [ iw :k [( (w)] , опреде­
ля'ющий изменение формы волны , зависит только от времени пробега z/ v/, . 
Пусть , например , в точке z = -h падающая волна имеет форму f ( t) . 
Тогда монохроматичесr{ая составляющая падающей волны будет равна 

S (w) exp [ - � K (w)J exp {iw [t - :� K (w)] }k. 
Отсюда следует, что в этой же точ:ке z = -h отраженная волна вы ра­

зится формулой 
- A'f (t , т) k, 

где 
00 

f (t, т) = 1 /2л J S (w) exp {iw [t - 2тK (w) ]} dw , (V.54) 
- оо  
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Вернемся к (п + 1 )-слойной кусочно-однородной релаксационной 
модели с постоянным временем Т. Форма всякой волны , испытавшей 
конечное число отражений и преломлений , будет зависеть только от ее 
времени пробега,  а амплитуда определится коэффициентами отражения -
преломления , как и в случае упругой среды. Отсюда следует , что сумма 
всех волн , имеющих время прихода 2р Л�-, равна 

z;µf ( t ,  2р Лт) , 
где z;P имеет тот а;е смысл , что l2p для упругой среды (с заменой µk и Л11 
па �tli и Л/�) . [Суммируя по всем р ,  найдем выражение для сейсмической 
трассы , отвечающей (п + 1 )-слойпой аппроксимации: 

со 
Хл (t) = � z;pf (t , 2р Л�-). 

Р=1 

Эту формулу можно переписать 
со со со 

хл (t) = S � z;vo (i- - 2р Л�-) f (t , i-) = f l'л (i-) f (t , i-) d• ,  
- со р=1 - со  

где l'л ( t) - импульсная характеристика соответствующей упругой среды. 
Переходя к пределу при Л�- --+ О ,  получим 

со 
x (t) = J l' (c) / ( t ,  c) dc. (V.55) 

- со  

TaI{ИllI образом , х ( t) представляет собой линейное нестационарное 
преобразование функции l' ( t) ,  являющейся импульсной характеристикой 
упругой среды с параметрами р (z) , Л' (z) и �t ' (z) . Отсюда и следует поло­
}Еительный ответ на поставленный вопрос , так как к функции l' ( t) при­
меним обращенный алгоритм: Баранова - Кюнетца (после преобразова­
ния ее идеальным низкочастотньш фильтром: с граничной частотой л/2 Л�-) . 

Если время релаксации Т известно ,  то функция f ( t ,  i-) может быть 
определена для всех i-, и задача сводится I{ решению линейного интег­
рального уравнения (V.55) . 

Однако оператор , осуществляющий преобразование х (t) в l' ( t), 
является нестационарным. Поэтому метод обратной фильтрации пе дает 
в данном случае искомого решения. К аналогичному выводу придем, 
если рассмотрим отраженную волну без учета кратных. 

§ 23. Подавление ревербераций и волны-спутника 

При наличии резких границ вблизи источника появляются волны­
помехи, ухудшающие разрешенность сейсмограмм. Рассмотрим примене­
ние обратных фильтров с целью подавления некоторых помех этого 
класса . 

Пусть в интервале О � z � Н среда однородна и характеризуется 
известными параметрами р 0 и v 0• Изучаемые объекты среды располагаются 
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на глубине z > Н (рис. 20) . Таr{аЯ ситуация возню{ает при поста­
новr{е сейсмичеСI{ИХ исследований на море . Слой воды малой мощности Н 
служит источником интенсивных волн-помех , называемых реверберациями. 

Рассмотрим природу реверберации , предположив сначала, что воз­
буждаемая на поверхности z = О волна является плоской : 

_,.. _,,. 
и0 (t , z) = f [ t - (z/v0) ] k. (V. 56) 

Достигнув поверхности z = Н, хараrперизующейся I{оэффициентом 
отражения 

(V. 5 7) 
_,.. 

волна и0 (t ,  z) дает начало отраженной волне Af ( t + z �Н ) ( - k), кото-

о 
х 

z 

рая в свою очередь отразится от днев­
ной поверхности, и т. д .  Поскольку 
коэффициент отражения от цневной по­
верхности равен -- 1 ,  то в среду z � Н 
фактичесни излучается плоеная волна , 
состоящая из беснонечного числа волн с 
формой колебания f (t) :  

со 
� ( -- А )k f [ ( t - 2�: ) - :0 ] k. 
k=O 

(V.58) 
Рис. 20 Пусть и ( t) = и ( t , О) - фуню:�;ия , 

выражающая нолебаиия среды в точке 
приема с ноординатами (0,0 ,0) , под воздействием волны, ноторая 
образуется при отражении излучаеиого импульса (V.56) объектом, рас­
положенным на глубине z > Н. Тогда волю:\ , ноторая отрап;ается от вы­
деленного объента ,  вследствие линейности и стационарности упругой 
среды равна 

со 
U,; (t) = !: ( - A)ku [ t - (2kH/v0) ] .  k=O 

Таи нан сигнал и,; ( t) сам становится источнином новых мпогоr{ратных 
отражений в слое воды, то суммарное I{олебание, связанное с полезным 
отражающим объектом, выразится формулой 

со 
"' k v (t) = � ( - А) и,; [ t - (2kH/v0) ] .  
R=O 

Тани:111 образом, полезный сигнал и ( t) «расплылся» в последователь­
ность сигналов , которые при малых Н перенрываются друг другом и (что 
более существенно) вош-rами от других объеrпов. 
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Определим спектр функции U-z ( t) .  В соответствии с известными тео­
ремами о спеrпрах 

со 

S-z ((J)) = S11 ((J)) � [ - А ехр ( -
Zi�H ) ]� Su((J) ) / [1 +A exp ( - 2i�:)J . 

я.�о 

Очевидно ,  спектр Su ( (J)) TaI{ же связан с Si; ( (J) ) , ка�{ последний 
с Sa ((J)) , поэтому наложение ревербераций :эквивалентно прохождению 
полезного сигнала через фильтр со спектральной характеристикой: 

(V.59) 

В связи с :этим фильтр G, корректирующий влияние ревербераций, 
имеет спектральную характеристику 

G ((J)) = {1 + А  ехр [ - 2i(J) (H/v0)]}2 = 1 + 2А ехр [ - 2i(J) (H/v0)] + 
+А  2 ехр [ - 4i(J) (H/v0)] . (V.60) 

Если на вход :этого фильтра подается сигнал х ( t) , то на выходе полу-
чим сумму 

у (t) = х (t) + 2Ах (t - т) + А2х (t - 2т) ; т = 2H/v0 • (V. 61 ) 

Непосредственная цифровая реализация определится формулой 

у1, = xk + 2Axk-s + А 2xk_25 ,  
где s = т/Л t. 

Дереверберационный фильтр (V.60) не избавляет полностью от влия­
ния реверберации дюЕе в тollI случае, когда посылаемая в среду волна дей­
ствительно является плоСI{ОЙ , поснольку он не учитывает вторичных 
ревербераций , вознинающих от слагаемых к су:м:�.(е для v ( t) и ревербера­
ций более высокого порядка . Более того , вообще не существует таного 
абстрактного линейного преобразования, которое полностью избавляет 
наблюдаемую трассу от ревербераций. Причина заключается в том, что 
слой О � z � Н и полупространство z > Н не образуют последователь­
ных линейных систем , так I{aK I{олебапия , возникающие в полупростран­
стве z > Н, вызывают колебания в слое О � z � Н и обратно (т. е. :это 
система с многократной обратной связью) . 

Для того чтобы ПОI{азать :это строго , предположим , что полупрост­
ранство z > Н является (п + 1 ) -слойной средой с горизонтальными одно­
родными слоями , имеющими одиНаI{овую «вре11-rенную» мощность Лт. 

Для простоты предположим таю:r\е, что 

f (t) = --.-1- exp i(J) L,-t -
z -H J . 

z royo vo 

В :этом. случае в соответствии с законом Гука на границе z = Н будет' 
создано напряжение, . равное ехр ( i(J) t) , так что искомая трасса , ·свобод- ' 
ная от влияния слоя воды , будет равна 

L ((J)) ехр (i(J)t) , 
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где L (w) - спе�пральная характеристика (п + 1 )-слойной среды, опре­
деляемая формулой (V.18) .  Трасса ,  включающая влияние слоя воды 
определится аналогичной формулой 

L' (w) ехр {iw [ t + ( �) ]} . 
где L '  (w) - спектральная хара�{теристика ( п  + 2)-слойной среды , опре­
деляемая формулой 

L" ( ) = 
л;2 (w) + iWYn+1A;2 (w) • 

Ф л;1 (w) + iwyп+1A �1 (w) ' 

A;k - элементы матрицы А' = PnPn- i  . . . Р1Р 0  = АР0•  
Матрица Р0 определяется по формуле (V. 16) при Лт = т = H/v0:  

р ( cos wт sin wi: ) 
о = wyo • 

- ФУо sin ФТ cos (!)Т 

Вычисляя элементы матрицы А' , получим 
. sin wi; 

(А22 + iWYн1A12 )  cos wi:+ (А21 + iW'\'n+iA11 ) � L' (w) = (А21 + iwyn+1A11) cos wi:- (A22 + iWYn+1A12 )  wyo sin wi: 

L (w) +  
tg wi: 
W'\'n 

= 1 - wy0 tg wi: · L (w) (V. 62) 

Если бы nлияние слоя можно было выразить в виде некоторой линей� 
ной системы, то можно было бы указать независящую от L (w) функцию 
М (w) , такую, что L' (w) = М (w) L (w) . Из формулы (V.62) следует , что 
при т =!= О и L (w)  =!= const такой функции нет. Поэтому полное устранение 
влияния слоя воды при помощи обратного фильтра невозможно .  

Рассмотрим действие ревербераций с учетом геометрического расхо­
гrщения в случае точечного источника. 

Пусть в начале .координат помещен точечный источник, в окрестности 
которого возникает волна 

(V.63) 

где функция направленности источника нормируется ТаI{ИМ образом, что 
для нормального луча 1р = 1 .  

В пределах лучевой трубки , отвечающей нормальному лучу, эта 
_,.. 

волна равна (1/z) f [ t - (z/v0) ] k. Величина z здесь выражает геометриче­
ское расхождение. Далее при отражении волны от границ z = Н и z = О 
геометричесr{ое расхождение будет изменяться в соответствии с формулой 
(V.50) , в которой обе скорости надо принять равными v0 ,  а обе мощности­
равными Н. Именно при первом подходе волны к границе z = Н геомет­
рическое расхождение равно Н, при возвращении к границе z = О оно 
равно 2Н, при втором подходе к границе z = Н равно ЗН и т .  д .  Коэф-
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фициенты отражения от границ z = Н и z = О определяются таI< же , I<ак 
и в ПЛОСI<ОМ случае. 

Отсюда следует, что k-тая волна,  падающая яа границу z = Н, 
имеет вид 

( -A)k f (t - z + 2kH ) k. 
2kH +z  vo (V. 64) 

Рассмотрим волну, отраженную от не.Е<оторой горизонтальной гра­
ницы, расположенной на  глубине z = Н + Н 1 и имеющей I<оэффициент 
отражения А 1. Слой между границами z = Н и z = Н + Н 1 считается 
однородным, сI<орость распространения продольных волн в этом слое 
равна v1 . Используя формулу (V.50' ) , получим, что геометрическое рас­
хождение отраженной волны, от k-того падающего импульса , в момент 
I<асания границы z = О  равно 2 (k + 1 )  Н + 2Н 1 ( v1/v0) . 

Учитывая I<оэффициенты отражения на границе z = Н + Н 1 и пре­
ломления на границе z = Н, найдем сумму всех отраженных волн в на­
чале .Е<оордипат 

где 

00 

(t) = А (1 - А2) ""' ( -A)k f [t - to - (2kH/vo) ]  Uy, 1 � 2 (k + 1) H + 2H1 (v1/vo) '  
k=O 

(V.65) 

Этот сигнал , отразившись от границы z = О ,  порождает вторичные 
реверберации , связанные с границей z == Н. 

где 

С точностью до этих ревербераций 

(V.66) 

Будем считать , что полезным сигналом является слагаемое 

- [v0A1 (1 - А2)/2 (v0H + v1H1)] f (t - t0). (V.67) 

Тогда, определив спеI<тр правой и левой частей равенства (V.66) ,  
найдем , что действие ревербераций :швивалентно фильтру со  спеI<тральной 
хараI<теристиI<ой, I<оторую можно преобразовать J{ виду 

00 
Mq (w) = q � [ (р + 1 )  ( - А)Р] /(р + q) ] ехр ( - iwpт), (V.68) 

Р=О 
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Видно,  что действие ревербераций зависит от глубины изучаемого 
объекта , поэтому дереверберационный фильтр 1/Mq (w) зависит от того , 
в:акая из отраженных волн считается полею-rой . Tar{ I{aK полезная волна 
может интерферировать с реверберациями от предшествующих границ, 
то выбор дереверберационного фильтра связан с наличием априорных 
сведений о струr{туре изучаемой среды. 

При Н1 -+ оо имеем q -+  оо , отr{уда Mq (w) -+ JV! (w) ; где М (w) 
определяется для плоских волн . Следовательно ,  при изучении глубоr{О­
залегающих отражающих границ (сравнительно с мощностью воды) 
можно пользоваться дереверберационным фильтром ( \т.60) , рассчитан­
ным ДЛЯ ПЛОСКИХ ВОЛН. 

Построение дереверберационного фильтра 1/Mq (w) рассмотрим не­
СI{Олько позже. 

Задача подавления волны-спутника возникает при расположении 
:источника ниже КаI{ОЙ-либо резкой границы, которой обычно является 
дневная поверхность. 

Рассмотрим упругое полупространство ,  состоящее из двух слоев : 
-Н � z � h и z > h. Пусть в окрестности точечного источника ,  помещен­
ного в начале координат ниже свобо,u;ной границы z = -h, возбуждается 
сферическая волна -+ 

f [ t - (1·/v) ] г1/г (рис . 21). 
Колебания , распространяющиеся вдоль положительного направления 

оси z, состоят из прямой волны ( '1 /z)/ [ t  - (z/v) ] k и волны , отраженной 
от свободной границы в результате падения на нее волны ( -1/ z) f ( t + 

+ -
+ (zlv ) J  k. Так как I{оэффициент отражения от свободной границы равен 
-1 , геометрическое расхождение в момент насания ее равно Н, то вниз 
пойдет волна, ноторая при z > Н будет иметь вид 

- ( 2н � z ) f [ t - ( � ) - ( 2: ) ] k. 
Н ас интересуют rшлебания в приемнине, расположенноllI в точке 

с координатами (О ,  О ,  -Н) ,  которые вызваны отражением от границы 
z = h. Если ноэффициент отражения от этой границы есть А ,  то (учиты­
вая удвоение амплитуд) суммарная отраженная волна равна 

_ -� f ( t _ 2/i + Н ) + 2А f ( t _ 2/i + 3Н ) 2h + Н v 2h + 3Н v ' 

:Второе слагаемое в этом выражении называется волной-спутником . 
Определяя спеr{тр этой суммы и считая полезной вош-rой только первое 
слагаемое ,  -приходим к выводу , что образование волны-спут1rиr{а э1шива­
лентно фильтрацщr · со спектральной характеристиrшй 

где 
' ,- ' 

1�0 

М (w) = 1 - с ехр (iwт), т. = 2H/v, (V. 69) 
.

. 

( н ) 1 + 2h С =  ( 3_Н )< 1 .  
1 + '2h 

(V. 70) 



Таким образом, спектральная характерист ика фильтра ,  подавляю­
щего волну�спутник,  равна 

G ((J)) = 1 1 ( . ) = 1 + c exp ( - i(J)т) + c2 exp ( - 2i(J)т) + . . .  
- с ехр - �шт (V. 71) 

Фильтр с ТаI{ОЙ спектральной характеристикой действует по формуле 

у ( t )  = х (t) + сх (t -с- т) -+- с2х (t - т) + . . .  
Импульсная характеристика соответствующего цифрового фильтр а 

·определяется равенством : 

ljs = cj, j = O, 1 ,  2, . . . ; S = ;, 
(остальные отсчеты равны нулю) . 

- -­
х 

lz 
---+----�--

z 

Рис. 21 

- - - - - - - - ---
х 

p , v 

lz 

z 't 

Рис. 22 

Rак и в случае подавления ревербераций, характеристики фильтра 
.:зависят от глубины за;rrегания отражающей границы. Ясно, что к пределу 
при li --+ оо переходить нельзя , так KaI{ правая часть в формуле (V.71 )  
при с = 1 расходится. 

Во многих случаях наиболее резкой отражающей границей, распола­
гающейся над источником, является подошва зоны малых скоростей 
(рис. 22) . Теперь воляа-спутюш образуется в результате отражения от 
·СЛОЯ -Н 0 � Z � - Н .  

Спектральная хараr�теристика фильтра ,  выражающего образование 
волны-спутника , определится приближенно формулой (V.69) , в которой 
:множитель - с, представляющий собой произведение коэффициента отра­
жения от свободной границы на отношение геометрических расхождений 
{V. 70) , нужно заменить значением ' спектральной характеристики слоя 
-Н 0 � z � -Н при отражении нормально падающей снизу волны , 
умноженным на новое отношение геометрических расхождений: 

где 
М ((J)) ,,....., 1 + с' L ((J)) ехр ( - i(J)т) , 

, (2h + H) v + ЛHvo с = (2h + ЗН) v + ЛHvo • 

(V. 72) 
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Строго говоря , спектральная характеристика L (со) должна опреде­
ляться с учето:м гео:метрического расхождения многократных волн в слое 
-Н 0 � z � -Н. Мы,  в целях упрощения, воспользуе:мся спектральной 
харю{теристикой отражающего слоя для плоских волн ( I .38) . В фор:муле 
( I .38) надо принять l'з = О (акустическая жесткость воздуха) , у2 = 1'!> 
(акустическая жесткость в слое :малой скорости) и у1 = 1' (акустическая 
скорость в слое -Н � z � h) . Обозначая , кро:ме того , через т 0  - время 
пробега в слое -Н 0 � z � -Н, получи:м 

L (co) =  _ y cos (J)i:o + iyo s�n (J)i:o
. у cos (J)'t0 - iyo sш (i)'to 

Воспользовавшись формулой Эйлера , запише:м М (со) в следующем 
виде: 

м ( ) _ 1 _ , 1 + A1 exp ( - i(J)i:o) ( - · ) со - с А -.L 
( 

. ) ехр �сот . 1 , ехр - i(J),;0 

Спектральная характеристика М (со ) является периодической , если 
величины т и т 0 соиз:мери:мы. Пусть s = т/ Л t и р = т 0/ Л t - целые числа .  
Тогда подстановки т = s Л t, т0 = р Лt и z = ехр (-ico Л t) дают z-харак­
теристику соответствующего цифрового фильтра :  

Отсюда 
M (z) = A1 + zP - (zs+л1z5+P) c' 

A1 + zP 

(V. 73) 

Структура полученной формулы говорит о том, что фильтр G :может 
быть реализован как последовательность двух фильтров . Первый из них , 
имеющий z-характеристику А 1 + zP , функционирует по формуле 

А1х (t) + х (t - р Лt). 
Импульсную характеристику второго фильтра с z-характеристикой 

К (z) = 1 / [А1 + zP (1 + A1zP) c'z5] (V. 74) 
можно найти� разложив К (z) в ряд Лорана в кольце, содержащем еди­
ничную окружность. Более подробно о реализации фильтров такого типа 
будет сказано в следующей главе . 

Если приповерхностный слой -Н 0 � z � -Н имеет более сложное 
строение (например , содержит несколько прослойков и является погло­
щающим), определение спектральной харю{теристики М (со ) может ока­
заться невоз:можным из-за отсутствия соответствующей информации. 
В этой ситуации к подавлению волны-спутника можно подойти следую­
щим образо:м. 

Пусть отраженная волна выражается формулой 
Х1 (t) = f (t) + ер  (t). (V. 75 ) 

В этой формуле f ( t) интерпретируется, как отражение от падающей 
волны, а ер ( t) - как отражение-спутник , форма которого заранее неиз-
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лестна. Осуществим взрыв на новой глубине ·z > О. Тогда полезная волна 
z 

.придет с опережением Лт = v '  а спутник получит запаздывание 2Лт: 

х2 (t) = f (t + Лт) +ер (t - 2 Лт). (V. 76) 
Теперь образуем разность 

х (t) = х2 (t - Лt) - x1 (t - 3  Лт) = f (t) - f (t - З Лт). (V. 77) 

Мы получили задачу подавления волны-спутника при расположении 
источника ниже некоторой резкой границы при т = ЗЛт и с = 1 .  Пре­
имущество такого решения заключается в том, что значения т и с оказы­
ваются лучше контролируемыми, чем в предыдущей постановке. Однако 
значение с = 1 является неблагоприятным для построения обратного 
фильтра (в этом случае не существует даже нефинитный обратный фильтр) . 
. Эта трудность может быть устранена при использовании метода регуляри­
зации и обратных фильтров Пинера .  

Г л  а в а VI 

·ОСУЩЕСТВИМОСТЬ И РЕАЛИЗАЦИЯ ОБРАТНЫХ ФИЛЬТРОВ 

§ 24. Вопросы 1юрректности в задаче обратной фильтрации 

В предыдущей главе было показано ,  что решение многих кинемати­
ческих и динамических задач сейсморазведки приводит к необходимости 
обратной фильтрации. Решение этих задач в значительной :мере опреде­
ляется возможностью осуществить обратную фильтрацию. С этим свя­
зана исключительная важность проблемы существования обратного 
фильтра.  

Указанная проблема разбивается на  две : проблему математической 
корректности (т. е. существования, единственности и устойчивости реше­
ния) исходного интегрального уравнения (V.4) и проблему осуществи­
мости обратного оператора G, определяемого интегральным уравнением: 
(V.8) , в реализуемом: 1шассе линейных систем G. 

Ниже рассматривается в основном первая из перечисленных проблем. 
Обе они тесно связаны, но не эквивалентны. С одной стороны, математиче­
ская корректность интегрального уравнения (V.4) необходима (но не 
достаточна!) для положительного решения второй проблемы, с другой 
-стороны, возможность реализации оператора в определенном: классе сис­
тем G может обеспечивать корректность исходного интегрального урав­
нения. 

Если v ( t) - реа�щия фильтра L на некоторый реальный сигнал 
.и ( t) , то существование решения обеспечено именно в силу существования 
-:этого реального сигнала и ( t) . 

Ограничившись пока рассмотрением только таких ситуаций, покажем: 
.следующее. 
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Условие единственности. Пусть сигнал v (t) имеет спектр, тогда 
решение уравнения 

00 

J Z (t- т) u (т) dт = v (t) ( VI .1 
- оо  

является не единственным только в случае , когда спектральная характе­
ристика L (w) обращается тождественно в нуль в некотором интервале 
частот ( w1 , w2) .  

Действительно, в спентральной форме уравнение (VI . 1 )  имеет вид 

Sv (ro) = L (ro) Su (ro) .  (VI .2)  

Если н Su (ro)  прибавить любую фуннцию S 1 (ro), равную нулю вне интервала 
частот (ro1, ro2), то спентр Sv (ro) .не изменится . Поэтоыу в полосе (ro 1, ro 2) спентр ре­
шения (VI . 1 )  :может быть любым. Таи нан в интервалах (-оо, ro 1) и (ro2, оо) спентр 
решения равен Sv (ro)/L (ro), то применяя к Sv /L обратное преобразование Фурье 
отдельно к каждому из интервалов (-оо, ro1) , (ro 1, ro 2) и (ro2, оо) , получим общую фор­
мулу решения: 

где 

ш , 00 
1 \ S (ro) 1 s Sv (ro) 

и (t) = zп J i
(ro) 

exp ( irot) dro +zл l':((й) exp ( iwt) dro + и1 (t) , 
- 00  00 2  

ш, 

1 s 
. и1 (t) = 2Л  S1 (ro) ехр ( irot) dro . 

Если для некоторой изолированной точки wL (w') = О, то неединст­
венность не возникает, так как отношение Sv (w')/L (w' )  в этой точке можно­
определ .1ть, 1<ак предел при w -+ w': 

Sv (ro' ) 1 .  Sv (ro) ��- - IШ ---
L (ro' ) -

ш->-ш ' L (ro) 

(этот предел может быть и бесконечным) . 
Rак уже было по1шзано в § 5 ,  спектральная характеристиr'а физи­

чески осуществимой системы ни в KaI{OM интервале тождественно в нуль 
обращаться не может, поэтому задача обратной фильтрации единственна 
во всех случаях , I{огда сигнал v ( t) получен на выходе физически осущест­
вимой системы. Этим доказывается единственность всех рассмотренных 
в этой главе задач обратной фильтрации. Строго говоря , для применения 
теоремы 1 к обратной дю-�амичес1{ОЙ задаче нужно убедиться в том , что· 
трасса х ( t) имеет спектр . Но это так, поСI{ольку для переходного слоя 
существует спе1{Тральная характеристика ,  и излучаемый в среду сигнал 
таюне имеет спентр . 

Вернемся к вопросу существования решения. Дело в том, что хотя 
по физичес1\ому смыслу задачи v ( t) является реакцией на воздействие 
реального сигнала, на прю{тине существование решения отнюдь не обе­
спечено ,  так нак измерение сигнала v ( t) [а также функции l ( t) ]  сопряжено 
с погрешностью эксперимента .  Поэтому вместо функции v ( t) - действи-
тельного отклика фильтра L, имеем дело с фующией v ( t) , которая может 
и. не относиться I{ классу отнликов фильтра L на воздействие и ( t) (из неко-
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торого множества · воздействий) . Следовательно ,  условие существования 
желательно сформулировать в более конструктивной форме. 

Если отношение Sи ( ro)/L ( ro )  определено при всех значениях ro 
из (- оо , оо ) , то для существования решения достаточно,  чтобы существо­
вало обратное преобразование Фурье: 

со - 1 5 S (w) и (t) = 2л l(w) exp (irot) dro .  
-со 

Действительно, если функция u ( t) существует , то ее спектр (в силу 
однозначности преобразования Фурье) равен Sи ( ro)/L ( ro) , поэтому она 
удовлетворяет уравнению (VI .2) , а следовательно,  и уравнению (VI . 1 ) .  

Вспомнив известный признак интегрируемости функций , имеем сле­
дующее достаточное условие. 

Условие существования. Если при ro --r оо 

то интеграл (VI .3) существует при а; > 1 и расходится при а; � 1 .  
Итак , решение уравнения (VI . 1 )  существует , если v ( t) имеет спектр , 

убывающий быстрее при ro --r оо по сравнению со спектральной характе­
ристикой L ( ro) на целую степень ro . 

Когда отношение Sи ( ro)/L ( ro) при ro --r оо I{ пулю не стремится , 
решение уравнения (VI. 1 )  в обычно!lf смысле пе существует, но !lfожет быть 
определено в классе обобщенных функций, содержащих о-функцию и ее 
производные. 

В частности, если для некоторого а < оо п а; >  1 

( Su (w) ) 1 
L (w) - а � wa ' 

то легко проверить, что решением является фуrшция 

U1 (t) + аО (t), 

(VI .4) 

где и 1 ( t) - обратное преобразование Фурье левой части выражения 
(V J . 4 ) .  

Таr{ИМ образом,  ответ на вопрос о существовании решения зависит , 
вообще говоря, от рассматривае!lfого класса функций и ( t) .  

Из  условия 2 вытекает важное следствие . 
Следствие. Если L ( ro) --r О при ro --r оо ,  то решение интегрального 

уравнения (V.8) , определяющего импульсную характеристику обратного 
фильтра ,  в классе обычных функций не существует. Этп!lf исключается 
возможность построения точного обратного фильтра в задаче разрешения 
волн и в обратной динамичесI{ОЙ задаче. В обоих случаях строится фильтр, 
обратный к s ( ro) , а спектр посылаемого в среду импульсного сигнала 
обязательно стремится к нулю при ro --r оо .  Заметим, что этот факт ' 
не исключает существования решения для исходного интегрального 
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уравнения (VI . 1 ) ,  в обратной динамической задаче, но это решение 
в принципе не может быть получено по методу обратной фильтрации. 

Если спектральная характеристика L (ro) является периодической, 
то 1/ L ( ro) также периодична ,  поэтому решение может быть получено как 
последовательность о-функций. Такого рода решения рассматривались 
в предыдущем параграфе. 

Решение некоторого интегрального уравнения является устойчивым, 
·если при замене v ( t) на «близкую» фушщию vs ( t) решение и ( t) заменя­
ется на близкую же функцию us ( t) (при этом us - и -; О при v5 - v -+ 
-+ О) .  Если не накладывать специальных ограничении на вид функции 
и ( t) ,  задача определения этой функции по уравнению (VI . 1 )  является 
неустойчивой. В самом деле,  возьмем вместо функции и ( t) новую функцию 

us (t) = и  (t) + а  sin mt, (Vl.5) 
-тогда получим 

00 

v5 (t) = v (t) -t- a  J l (t - т) sinmт dт. 
-оо 

Если т -+ оо , то по известной лемме Римана второе слагаемое стре­
мится к нулю. Следовательно , vs ( t) - v ( t) -+ О, вместе с тем us ( t) -
- и ( t) = а sin mt  при т -+  оо ни к I{aI{OMY пределу не стремится. 

Если известно , что решение находится в классе абсолютно-интегри­
руемых функций с ограниченными производными, то приведенный пример 
уже не является доказательством некорректности задачи, поскольку функ­
ция us ( t) не обладает этими свойствами. Более того , может иметь место 
условная I{орректность уравнения (VI . 1 )  для фиксированных классов 
сигналов. 

При увеличении т слагаемое а sin mt попадает в область близких 
1' нулю значений спектральной характеристики L (ro) .  Именно близость 
к нулю значений L (ro) при ro -+  оо является причиной неустойчивости 
интегрального уравнения (VI . 1 )  с абсолютно-интегрируемы11Iи ядрами 
l -( t) .  Поэтому между неустойчивостью и неединственностью , возникаю­
щей , когда L (ro) тождественно обращается в нуль в некотором промежутке, 
имеется определенное сходство .  Грубо говоря , неустойчивость - это 
практическая пеединственность , обусловленная тем, что отличие некото­
рых значений спектральной характеристИI{И от нуля не превышает уровня 
погрешностей измерений. Именно поэтому для обеспечения устойчивости , 
как и единственности, полезно сузить класс допустимых решений , исходя 
из имеющихся априорных сведений о сигнале и ( t) .  

Для иллюстрации этих положений рассмотрим ситуации , когда спект­
ральная характеристика L (ro) практичеСI{И сосредоточена в I{онечном 
интервале ( Q 1 ,  Q 2) [для более короткой записи учитываются толы{ о поло­
жительные частоты , поэтому обратное преобразование Фурье будет ис­
пользоваться в форме [ I . 63) ] .  Разберем следующие два случая. 

1 .  Спектр входного сигнала и (t) , сосредоточенный в полосе частот 
(ro1 , ro2) , уже спектральной характеристики фильтра (рис. 23) : 

Qi �_ro1 <ro2 � Qz· 
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По определению 
ш ,  

и (t) �· + Re 5 S" (w) ехр (iwt) dw . 

Но в интервале ( w 1 , w 2) спектр S и ( w) устойчиво определяется отно­
шением Sv (w)/L (w) , поэтому 

ш ,  о ,  

и (t) ·�· + Re S 7 (�; ехр (iwt) dw = + Re S �v(�) ехр (iwt) dw . 
Ш 1  0 ,  

Из последней формулы следует, что необходимо знать только нера­
венства,  связывающие w 1  и w 2 с Q 1 и Q2 , но не сами частоты w 1 и w 2• 

Рис. 23 Рис. 24 

Таким образом, несмотря на то что частотная характеристика L ( w ) 
близка к нулю вне интервала ( Q1 , Q 2) ,  приближенное решение интеграль­
ного уравнения (VI . 1 )  оказывается устойчивым. 

2. Спектры L (w) и Su (w )  имеют примерно одинаковую ширину 
при w 1  � Q1 , w 2 � Q2 (рис. 24) . В этом случае 

U (t) = u0 (t) + u1 (t) ,  

где и 0  ( t) - «главная часть» фующии и ( t) ,  спектр которой совпадает 
с функцией Sv (ro)/L (ro) на интервале (Q 1 ,  Q 2 ) и равен нулю вне этого 
интервала. По теореме Релея приходящаяся на «добавку» и1 ( t) энергия 

со 0 1 

со 
Е1 = 5 ui (t) dt = -k- 5 1 su (w) l2 dro + � 5 I Su (w) l2 dro � 

- со '\  о о ,  
0 1 

ш, 
� +  S I Su (ro) J2dw + -k- 5 I S" (w) l2 dro. 

Ш1 Q ,  

Эта величина :может быть :малой по сравнению с полной энергией 
искомого сигнала. 
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Рассмотрим для примера задачу построения импульсной характе­
ристики вертикально-неоднородной среды (импульсной сейсмограммы) .  
Если посылаемый в среду сигнал имеет спектр, практически сосредото­
ченный в интервале частот ( Q 1 , Q2) ,  то , не нюшадывая НИI{аких дополни­
тельных ограничений на среду, можно восстановить устойчиво только 
такие особенности импульсной сейсмограммы, тщторые лежат в этой же 
полосе частот. Поскольку с точностью до многократных волн импульсная 
сейсмограмма для вертикально-неоднородной среды близка к логарифми­
ческой производной акустичесI{ОЙ жесткости, то размеры восстанавливае­
мых особенностей среды имеют порядок (n v/Q 1 , :n v/Q 2) ,  где v - средняя 
.скорость распространения продольных волн . Скажем, если Q 1 = 2:тt · 30 Гц 
и Q 2 = 2:тt · 90 Гц, то при v = 3000 м/с при помощи обратной фильтрации 
:можно восстановить неоднородности среды, размеры которых лежат 
в интервал� (16 -7- 50 м) . 

Для восстановления импульсной сейсмограммы в диапазоне частот 
· ( Q 1 , Q 2) может быть применен оп_ератор : 

(Vl . 6) 

Этот оператор имеет абсолютно интегрируемую импульсную характе­
ристику [ если, конечно , S (w) не обращается в ну.ль в интервале ( Q 1 , Q 2) ] .  
Заметим, что построенный в § 20  обратный фильтр G0 [ см.  формулу 
. (V.42) ] является частным случаем фильтра (Vl.6) при Q 1 = О и Q 2 = 
= :тt/Лт. 

§ 25. Осуществимость операторов обратной фильтрации 

:Корретпность интегрального уравнения (VI . 1 )  еще не означает 
применимость обратной фильтрации, представляющей собой специальный 
метод его решения. Чтобы установить возможность построения точного 
оператора обратной фильтрации, надо выяснить существование решения 
уравнения (V.8) в некотором достаточно «хорошем» классе .s4 импульсных 
хараI{теристик. Вопрос о единственности не возникает , если ограничиться 
расс:мотрением спектральных харюперистик L ( w) , I{Оторые ни в каком 
интервале тождественно не обращаются в нуль. 

Основное требование, ноторое необходимо предъявить к классу .s4 ,  
занлючается в условии устойчивости обратной фильтрации (см. § 24) . 
Если оттшонения v5 ( t) от v ( t) и u5 ( t) от и ( t) измеряются в равномерной 
метрике,  т. е. по значениям G = maxl vi; ( t)- v ( t) J и  е = mах \ и. ( t)-u ( t) I  
соответственно , то  условию устойчивости обратной филЪтрации, занлюча­
ющемуся в1 том, что е --+  О при G --+  О ,  удовлетворяет тшасс строго устойчи­
вых линейных систем, имеющий абсолютно ипт\)гриру�мые импульсные 
характеристики (см. § 5) . Действительно ,  в силу линейности фильтра 
помеха u5 ( t) - и ( t) на выходf! является соответствующим преобразова­
нием G [ v6 ( t) - v ( t) ] помехи на входе. Поэтому устойчивость по отноше­
нию I{ помехам непосредственно следует ИЗ ДОIНtзател:Ьства УСЛОВИЯ СТрОГОЙ 
устойчивости ( II .8) при замене х ( t) па v5 ( t)- v ( t) и у ( t) на и5 ( t)-u ( t) .  
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В § 24 было показано (см. следствие из условия 2) , что для любого 
устойчивого оператора L (w ) импульсная характеристика обратного филь­
тра не существует по I{райней мере в rшассе обычных фуrпщий. Отсюда 
вытекает неосуществимость точного оператора обратной фильтрации 
в задаче разрешения волн , по крайней мере, в непрерывной форме . 

Можно ли сделать вывод, что вопрос о существовании точных опера­
торов обратной фильтрации является бессодержательным? Нет.  Но прак­
тическое содержание этот вопрос получает тоЛЫ{О в отношении дискрет­
ных (цифровых) фильтров. 

Во-первых , как было показано в § 23 , целый класс важных сейсми­
qеских задач , связанных с подавлением специфических волн-помех , 
приводит к обратным фильтрам, имеющим периодические спектральные 
характеристики. Такие фильтры функционируют по формулам вида 

00 
� ckx (t - kт:) ,  

1<--00 

где при т; =r р Л t (р - целое число) I{оэффициенты ck могут быть интер­
:претированы как ненулевые отсчеты импульсной хараr{теристики цифро­
вого фильтра.  

Во-вторых , неустойчивую задачу обратной фильтрации естественно 
.заменить усто!чивой задачей восстановления сигнала и ( t) в интервале 
частот (Q 1 , Q 2 ) ,  в I{Отором практически сосредоточена спектральная 
характеристика прямого фильтра.  Это восстановление осуществляется 
.при помощи обратного фильтра типа (VI .6) .  Но в соответствии с резуль­
татами , изложенными в § 10 ,  такие фильтры могут быть реализованы 
в цифровой форме при Л t < л/Q 2 • 

По этим причинам все дальнейшее изложение осуществляется для 
диснретных обратных фильтров. 

Аналогично непрерывному случаю обратный цифровой фильтр G 1 

с импульсной харантеристиной g = {gk} является устойчивым относи­
тельно возмущений последовательirости v = { vk} ,  если 

со 
� l gk J < 00· 

R=-CO 
(VI .  7) 

Действительно, пусть возмущения сигнала v задаются последователь­
ностью {Лvk} · Тогда в силу линейности ошибr{И определения восстанав­
ливаемого сигнала u = {иk} будут заданы членами последовательности Лщ = 

со 
= . � gk-i Лvi . J=-00 

Отсюда 
00 00 со 

1 Лиk \ � � J gk�i l · ! Лvi l  � max ! Лvk l ·  � l gk- i l = max ! Лvk l  � [ gk [ , i=-CO (k) i=-CO (k) R=-CO 

1 Знан: штриха, оимволизирующий цифровой оператор, в дальнейшем будем 
опус:кать в тех случаях, :когда это не приводит :к путанице . 
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поэтому, когда условие (VI .7 ) ,  выполнено,  из max [ Лvk / -+ 0 следует 
max \ Лиk 1 -+ О. В дальнейшем фильтры, удовлетворяющие условию 
(VI .  7) , будем называть устойчивыми. 

В следующих двух утверждениях используются понятия, введен­
ные в § 13 .  

Теорема 1 .  Если цифровой оператор L - минимально-фазовый , 
то обратный ему оператор удовлетворяет принципу причинности и яв­
ляется устойчивым. 

Действительно, поскольку z-характеристИI{а .минимально-фазового оператора 
не и.меет нулей в круге 1 z 1 � 1, то G (z) = 1/L (z) не иыеет полюсов в этом круге. 
А тогда из аналитичности L (z) следует аналитичность G (z) при 1 z 1  < 1, поэтому опе­
ратор G (z) удовлетворяет принципу причинности. Из аналитичности в круге 1 z / � 1 
следует, что G (z) можно разложить в z = О в ряд Тейлора 

(VI .8} 

и этот ряд абсолютно сход:Ится при / z / � 1. Следовательно, он абсолютно сходится. 
на окружности 1 z 1 = 1, откуда следует (VI .  7 ) .  

Доказанным утверждением мы уже фактически пользовались в § 23, 
когда отыскивали импульсную характеристику фильтра (V. 70) , подавля­
ющего волну-спутник , которая возникла от дневной поверхности. 

Применим теперь теорему 1 к дереверберационному фильтру с уче­
том геометрического расхождения волн от точечного источНИI{а (см. § 23) . 
В :этом случае имеется фильтр , обратный к L со спектральной характери­
стикой Mq (ro) ,  определяемой формулой (V.68) . Пусть т = Л t· s, тогда 
z-характеристика фильтра Mq запишется следующим образом: 

со 
М ( ) - � (p+ 1) ( - A )PzSP 

q Z - q � P+ q 
• 

Р=О 

По определению q > 1 ,  поэтому данный ряд мажорируется сходя-
со 

щимся рядом � / A z• [P при [ z J �1 ,  состоящим из неотрицательных членов . 
Р=О 

Следовательно ,  функция Mq (z) аналитична в !{руге [ z 1 � 1 . Покажем, что 
условие 1 выполнено , по крайней мере при больших значениях q,  отвеча­
ющих реверберациям , связанным с отражениями от глубокозалегающих 
границ (:этот случай наиболее интересный) . 

Покажем сначала ,  что при q -+ оо Mq (z) сходится равномерно. 
в круге 1 z [ � 1 к функции 

М 
(z) = 1 /(1 + Az5)2. 

Заметив, что М (z) можно определить рядом 
со 

L (р + 1 )  ( - A)Pz5P , 
Р=О 

составим разность <pq (z) = М 
(z) - Mq (z) : 

со 

(j)q (z) = � (р + 1 )  ( - A)Pz5Pp/(p + q). Р=О 
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Следовательно , при 1 z 1 � 1  
00 00 

[ cpq (z) / � � (p + 1) APp/(p + q) < � p (p + 1) AP/q. Р-0 Р-0 
Так как А < 1 , то по признаку Даламбера ряд справа схпдится 

I{ [некоторой положительной величине с, откуда 1 cpq (z) / <cfq, [ z [ � 1 . 
Функция М (z) нигде в круге 1 z [ � 1 в нуль не обращается, следователь­
но, р = min / М (z) [ > О. 

1 z l< l 
Из неравенства 

[ М (z) 1 � 1 Mq (z) [ + [ {jJq (z) / 
следует 

1 Mq (z) [ � 1 M (z) 1 - l cpq (z) [ > p - c/q, i z 1 � 1 . 
Отсюда видно , что при q > с/р 1 Mq (z) \ > 1 . . Итак, мы показали, что при больших значениях q функция Mq (z) 

является z-характеристикой минимально-фазового фильтра.  Поэтому 
фильтр G имеет полуфинитную импульсную характеристику и является 
устойчивым. Вследствие полуфинитности отсчеты импульсной характе­
ристики обратного фильтра совпадают с коэффициентами разложения 
в ряд Тейлора функции 1/Mq (z) . 

Поскольку Mq (z) фактически зависит от w = А z5 , то разложение 
Тейлора функции 1/Mq ( z) также будет рядом по степеням ш: 

00 
G (z) = � aPwP. 

р-о 
:Это означает , что отсчеты g1, отличны от нуля толЫ{О при k = ps. 

Коэффициенты ар проще всего определить из условия 
G (z) Mq (z) = 1 ,  

J{оторое эквивалентно следующему: 
00 00 
� аРшР - � ( -- 1 )Р q�:q1 )  шР = 1 .  
р�о р�о 

Так как оба ряда в левой части являются абсолютно сходящимися , 
их можно почленно перемножать. Приравнивая постоянную составляющую 
в полученном произведении рядов к единице ,  а коэффициенты при осталь­
ных степенях ш - нулю, получим последовательность равенств для 
коэффициентов ар : 

а1 = 2q/(q + 1) ;  

а2 = 4q2/(q + 1 )2 - Зq/(q + 2) 
vI Т . Д. 

При р > 2 удобно пользоваться следующей рекурентной формулой: 

- � - � - р q (p+ 1) 
. 

ар - ар_1 + 1 ар_2 + 2  + .  " + ( 1 )  ( + )  . q q . р q 
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Отсчеты gsp выра;-r-;аrотся через коэффициенты ар . равенствои gsp = 
ар · ЛР . 

Перейде:м к следующему условию реализуемости операторов обрат­
ной фильтрации. 

Teope11ia 2. Пусть L - иаr{симально-фазовый оператор ; тогда G -
устойчивый левосторонний оператор. 

Д о к а з а т е л  ь с т  в о .  Поскольку L (z )  не иыеет нулей при 1 z 1 � 1 , то G (z} 
аналитично на онружности 1 z 1 = 1 и вне круга 1 z 1 � 1 . Поэтому она может быть пред-· 
ставлена рядом Лорана, содержащим тольно отрицательные степени z :  

G ( z ) = g0 + g_1z-1 +  g2z- 2 + . . . .  (VI .9}  

Из условия сходи.мости на единичной окружности получиы (VI . 7) .  

Заметим, что левосторонний оператор G может быть реализован 
в правосторонней (физически осуществимой) форме. Для этого нужно от 
левосторонней импульсной характеристики {g_k} перейти к правосторон­
ней {gk} (где glz = g_k) и применить ее к обращенной входной последо­
вательности { х_1г} .  

Пусть {Yk} - полученная в результате фильтрации последователь­
ность : 

(Vl . 10}  
тогда искомый выходной сигнал Yk = Y�k ·  

Для доказательства заметим, что z-преобразование «обращенной» 
последовательности {x-k} равно Х (1 /z), а z-характеристин:а ,  отвечающан 
импульсной характеристиr{е {g/,} , равна G (1 /z) . Поэтому z-преобразованпе 
последовательности {Yk} равно У (z) = G (1 /z) · Х (1 /z). Отсюда следует, что. 
z-нреобразование искомой последовательности {Yk} равно У' (1 /z). 

Описанную форму левосторонней фильтрации будем называть обра­
щенной. 

Оператор L называется смешанно-задер1ышаrощиы , если он аналити­
чен в кольце , содержащем единичную онружность , и не имеет нулей 
при 1 z 1 = 1 .  

Теорема 3 .  Если оператор L является смешанно-задерживающим, 
то обратный ему оператор G является двусторонним устойчивым опера­
тором. 

По условию найдется такая нольцеобразная область (содержащая единичную 
онружность), в ноторой G (z) = 1/L (z) является апалитичесной фующией . Поэтому 
в этой области G (z) может быть представлена абсолютно-сходящимся рядом Лорана: 

G (z) = . . .  + g_1z-1 + go + g1z + g2z2 + .  . . (VI . 1 1 ) , 

Из абсолютной сходимости прп 1 z 1 = 1 полу<шм (VI . 7) .  

В условиях теорем 2 и 3 оператор G может быть определен и ка.к 
односторонний (физически осуществимый) оператор , но таI{аЯ его реали­
зация оказывается неустойчивой. А именно , пусть 1· - расстояние от 
точки z = О до ближайшего нуля L (z) (очевидно,  г < 1 ) .  Тогда в нруге 
1 z 1  < г G (z) является аналитической функцией, поэтому может быть. 
представлена рядом Тейлора (VI .8) с радиусом сходимости г. Нетрудно. 
показать , что в этом случае 1 gk 1 -+ оо , при k -+  оо .  
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Пусть это не так: 1 gk 1 -+ с< оо . Но тогда при 1· <:: 1 z \ < 1 имеем 

L \ gkzk 1 = L 1 gk 1 zk 1 = � ! gk 1 qk (q = 1 z \ < 1 ) . 

Полученный ряд сходится абсолютно. Но это противоречит тому , 
что радиус сходимости ряда (VI .8)  1· < q. 

Итак , односторонний оператор оказывается расходящимся. 
Применим теорему 3 I{ анализу обратного фильтра (V.73) , подавляю­

щего волну-спутник , которая возникла от слоя :малой скорости, приш:rв 
для простоты в (V. 73) s = р = 1 :  

(VI . 1 2) 

Нам нужно выяснить расположение нулей знаменателя. Оба корня: 
уравнения 

вещественны. Первый из них 
1 - с' 1 х - --- · --- с' 2А1 

всегда больше единицы , второй 

z2 = x - 1!1 + x2 

располагается между О и -1 .  
Таким образом ,  в нольце z1 < 1 z 1 < z2 , содержащем единичную 

онружность, фуннция G (z) аналитична ,  откуда следует устойчивость 
двухстороннего обратного фильтра .  

Пона�-кем, что фильтр (VI . 12) может быть также реализован в виде 
последовательности двух односторонних устойчивых фильтров . Для этого 
запишем G (z) в следующем виде: 

G (z) = _ А 1 + z . , 
1 

. (z - z1) с А1 (z - z2 ) (VI . 13) 

Первый сомножитель определяет полуфинитный (правосторонний) 
фильтр . Разлагая его в ряд Тейлора, получим ноэффициенты импульсной 
характеристики: 

Второй сомножитель имеет единственный полюс в точ1{е z2 , моду ль 
ноторой меньше единицы. Поэтому он определяет левосторонний устой­
чивый фильтр . Но , как было ПОI{азано выше, его можно реализовать 
в обращенной правосторонней форме. Заменив z на 1/z, найдем z-хара�{те­
ристику соответствующего правостороннего фильтра :  

z 1 ( + 2 +  2 3 1 ) 'А (1 ) = --г-А Z z2z z2z т . . . .  
С 1 - ZZ2 С 1 (Vl .1 3") 
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Описанный прием расщепления двухстороннего оператора в . последо­
вательность двух односторонних применим во всех тех случаях , когда 
z-характеристика фильтра G' имеет вид 

ер ( z) 
G (z) = Rn (z) ' 

п 

Rn (z) = � akzk, 
k=O 

(Vl . 1 4) 

где (j) (z) - некоторая аналитическая функция, не имеющая полюсов 
в круге 1 z 1 � 1 .  Разбив все нули знаменателя zk на две части , относя 
нуль zk в первую группу, если его модуль больше единицы , можно пере­
писать формулу (VI . 14) следующим образом: 

G (z) = __ cp_(z_) __ п , 
an fi1 (z - zk) 

(k) 

(Vl . 1 5) 

где Пi означает произведение, составленное по нулям i-той группы; 
при этом каждый нуль считается такое количество раз ,  какое опреде­
ляется кратностью соответствуюшего корня Rn (z) = О . Ясно , что первый 
сомножитель определяет правосторонний устойчивый фильтр , а второй 
может быть реализован в обращенной правосторонней форме. 

Если оператор G - устойчивый , то задача обратной фильтрации 
оказывается корректной. Но этим еще не решается вопрос реализации 
обратного фильтра на конкретных цифровых устройствах , имеющих 
конечную память , так как в этом случае требуется финитность опера­
тора G. 

Вначале приведем одно утверпщение отрицательного типа. 
Теоре:ма 4. Если L - оператор конечной длины , то обратный ему 

оператор G является нефинитным. 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Пусть импульсная характеристика оператор а L 

пмеет 1· отрицательных и т положительных отсчетов .1 Тогда число нулей оператора 
L - суть число несовпадающих корней уравнения 

l-; + . . .  + _!_::.!_ + z0 + z1z + . . . + Zmzm = o.  z z 

Умножив обе части па zr, поJiучим уравнение степени т + r: 

l_г + l-г+1 z + . . . + lmzm+г = О. 

Оно имеет р песовпадающих корней (где 1 � р � т + г)  в конечных точках 
шrоскости z, поэтому G (z) имеет р полюсов при z + О и z + оо, и таким образоы (по 
утверждению 3 из § 1 1 ) ,  не может быть финитныы. 

Надо заметить, что ДОI{азательство изменилось бы несущественно,  
если бы оператор L имел тоЛЫ{О положительные или только отрицатель­
ные отсчеты. 

Из теоремы 3 § 1 1  следует, что финитные операторы возможны тоЛЫ{О 
в том случае , когда оператор L не имеет нулей ни при каком конечном 

1 Имеются в виду 1· отсчетов lk при k < О  и т отсчетов lk при k > О. 
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(z -/- О и z =!= оо) значении z. Именно такая ситуация имела место при 
рассмотрении фильтра (V.60) , подавляющего реверберацию . Понятно , 
что такие случаи чрезвычайно редки. 

При реализации нефинитных операторов G на ЭВМ с конечной па-
11штью имеются две возможности. Первая заключается в замене опера­
тора G усеченным оператором Gm по формуле 

, - { gk 1 k j  � т 
gk

- О l k J>т. 
Теорема 5. Если оператор G устойчив , то можно определить усечен­

ный оператор Gm, работающий со сколь угодно малой ошибкой. 
Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть на вход оператора G подается ограниченная 

числовая последовательность х :  

Тогда 

max J Xk 1 =Xmax <=· 
(k) 

max 1 Yk -Yk 1 = max 1 � gk-jXj- k�i gk-jXj 1 � 
(k) f=-m i=R-m 

� max 1 �' gk-ixi + � gk-jXj 1 � max 1 Xj 1  � 1 gk I ,  
(k) i=- co i=k+m 1 k 1  > m  

а таr,; как G - устойчивый оператор, то при т -+ = правая часть стремится к нулю , 
·что н требовалось доказать. 

Вторая возможность реализации нефинитных операторов заключается 
в использовании рекурсивных фильтров , чему посвящается следующий 
параграф . 

.§ 26. Реализация обратных операторов рекурсивнъши фильтрами 

Сначала докажем следующее утверждение :  
Теорема 1 . Если Е - оператор конечной длины , то обратный ему 

оператор G может быть реализован I{aK финитный ре1,урсивный фильтр . 

где 

Действительно, если L имеет р отсчетов при k < О  и т отсчетов при lc > О, то 

1 1 G (z) = -- = --,----------------
L (z )  l_p z _1 

zP + . . . + z-l + z 0+ z1z + . . . + Z111zm 

Разделив числитель и знаменатель на l_г/zr получиы 

G (z) = apzP / ( 1  +Ь1z + . . .  +Ьт+гzт+г) , 

ap = 1/ l-p, bk = l-p+k/ l-p. 

Полученная дробно-рациональная характеристика согласно определению реr,ур­
<:ивного фильтра ( I II  .41 )  описывает фильтр 

k-1 
Yk = ОгХk-г- � Ьk-jYj· 

i=O 
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Для примера рассмотрим фильтр (V. 70) , подавляющий волну-спут­
ник от дневной поверхности. Этот фильтр является обратным к финитному 
фильтру ,  имеющему z-характеристику 1 -czr , поэтому может быть реали­
зован в финитной рекурсивной форме 

(Vl . 1 6) 

Имеет место и более общее утверждение. 
Teope�ia 2. Если L реализуется как финитный рекурсивный фильтр , 

то ТЮ{ же реализуется и G.  
Для доказательства нужно вспоынить, что финитный рекурсивный фильтр ш1еет 

дробно-рациональную z-характеристику, следовательно, такую же характеристину 
будет иметь и G = L' . 

Следует заметить, что если оператор L финитен , то он обязательно 
и устойчив . Финитный рекурсивный фильтр не обязательно обеспечивает 
устойчивую фильтрацию. Поэтому требуется дополнительно исследовать 
практическую возможность применения рекурсивного фильтра.  

При анализе вычислительной устойчивости рекурсивной фильтра­
ции , определенной формулой 

k k-1 
Yk = � ak-jxj - � bk-jYj, j�o j�o 

приходится учитывать два источника погрешностей: погрешности вход­
ной числовой последовательности {xk} и погрешности вычисления yi , 
j < k при условии, что xk заданы точно .  Необходимость рассматривать 
второй источник погрешностей при обычной фильтрации отсутствовала 
по той простой причине ,  что там эти погрешности не могли привести к не­
устойчивости. Действительно ,  пусть имеется обычная фильтрация 

Yk = � lk- ixi 
1 

и пусть �i - погрешности отсчетов xj , а Лk - погрешность вычисления 
Yk при точно заданных значениях xk . Тогда суммарная погрешность 

в,, = л11 + � zk-jSj• 1 
Так как Л11 всегда ограничена (по существу это погрешность округ­

ления окончательного результата) , то ошиб1{а s11 может быть неограничена 
только из-за второго слагаемого . 
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При рекурсивной фильтрации положение изменяется. В этом случае 
k k-1 

е11 = Л" +  i a11- jSj - �  bk_iej .  1�0 i ="O 
Если входная последовательность {xk} задана точно , то 

в" = л11 - � ь"_iei .  
1 

(Vl . 1  7) 

(Vl .18) 



Ясно , что если даже Лk ограничена,  то второе cлaгaellfoe может дать 
неограниченный рост ошибок из-за их накопления. 

В силу линейности влияние обоих источников погрешности мо;нно 
изучить раздельно. 

Значение Yk на выходе рекурсивного фильтра не зависит от значений 
xk+ 1 , xk+ 2 , • . •  , поэтому при точных вычислениях он эквивалентен некото­
рому физически осуществимому фильтру G с z-характеристикой вида · 

(Vl . 1 9) 

Следовательно , если вместо входной последовательности х = {xk} 
на вход рекурсивного фильтра подать искаженную последовательность 
Хб = { xk + Sk} , то на выходе получим сигнал Уб точно такой же, как 
и на выходе фильтра G. Погрешность измерится той же самой последова­
тельностью у6 -у. Это означает , что рекурсивный фильтр устойчив 
тогда, и только тогда , когда устойчив эквивалентный ему фильтр G. 

Пусть <шрямой» оператор L имеет z-характеристику 

(Vl . 20) 

Рекурсивный обратный фильтр определится z-характеристикой 

(Vl .21 )  
где 

bk = ck/c0, ak = dk/c0. 
Фильтр (VI . 19) представляет собой разложение G (z) в ряд Тейлора 

в точке z = О. Это разложение сходится при 1 z ! = 1 в том, и только в том 
случае, когда G (z) аналитична в круге 1 z l  ::::;; 1 и, следовательно, не имеет 
в этом круге полюсов. Поэтому для устойчивости рекурсивного фильтра 
к ошибкам первого типа необходимо и достаточно потребовать , чтобы 
уравнение 

не имело корней при J z 1 ::::;; 1 .  
L (z) не имеет нулей в круге 

Рассмотрим устойчивость 
к погрешностям второго типа. 

Слагаемое 

(Vl .22) 

Но это условие эквивалентно тому, что 
J z J  ::::;; 1 .  
рекурсивного фильтра по отношению· 
Обратимся к формуле (VI . 17 ) .  

выражает действие оператора А с импульсной характеристикой { а 0 ,. 

а 1, • • .  , ат} на числовую последовательность б = {61<} · Поскольку А -
финитный оператор , то он ограниченный , поэтому можно переписать 
(VI . 1 7) в такой же форме как и (VI . 18) :  

(Vl . 23} 



где Л/� = Лk + � ak-Jei -- ограниченная числовая последовательность. 
Формула (VI .23) является общей , независимо от того , какая из 

-ситуаций 
(1 ) лk = о sk + о 
(2) sk = о лk + о 
(3) Gk + о лk + о 

имеет место . Это означает , что влияние погрешностей второго типа можно 
·свести к влиянию погрешностей первого типа. Иными словами, рекурсив­
ный фильтр устойчив по отношению к погрешности второго типа тогда , 
и только тогда, когда он устойчив к погрешностям первого типа. 

Чтобы сделать этот вывод более строгим, перепишем равенство (2) так : 
k k 
i bk_iei = Лk + � aч'Gi, ь0 = 1 
J=O , J=O 

или в операторной форме 
Вв =Л +АG, 

где В -- оператор с импульсной характеристикой {1 ,  Ь1, 
тор А вводился выше). Отсюда 

8 =В -1 (Л + AG). 

. . . , Ьг} (опера-

(Vl.24) 
Так как А - устойчивый оператор , то Л + А  G - ограниченная 

числовая последовательность. А поскольку ek зависит только от <<Прош­
лых» ошибок Gi и Лi (j < k) , то последовательность в = {ek} ограничена 
тогда , и только тогда, когда устойчив физически осуществимый опера­
тор в-1 . Этот оператор имеет z-характеристику 

в-1 (z) = 1 /(1 + b1z + . . . + b,z') . (Vl .25) 
Ясно, что в-1 устойчив в физически осуществимой форме, если в-1 (z) 

разлагается в точке z = О в ряд Тейлора ,  сходящийся при 1 z'J � 1 .  Для 
этого необходимо снова потребовать , чтобы уравнение (VI . 22) не имело 
корней при 1 z [ � 1 . Итак , мы доказали следующую теорему. 

Теорема 3. Рекурсивный обратный фильтр является устойчивым 
тогда, и только тогда, когда z-характеристИI{а оператора L не имеет нулей 
внутри и на границе круга [ z 1 � 1 .  -

Из доказанного условия следует устойчивость рекурсивного фильтра 
(VI . 16) , подавляющего волну-спутник от дневной поверхности. 'Уравне­
ние (VI .22) в этом случае запишется 1 -cz'' = О, а поскольку с < 1 ,  то 
корни этого уравнения , равные 1/Vc, лежат вне круга \ z 1 � 1 .  

Сопоставив сформулированное выше условие с теоремой 1 § 25, 
делаем заключение, что условие устойчивости рекурсивной фильтрации 
юшивалентно условию полуфинитности обычной формы обратного фильтра. 
Отсюда ясно , как можно получить устойчивую рекурсивную фильтрацию 
в других более сложных случаях , поскольку , как было показано в § 25 , 
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любой устойчивый обратный фильтр может быть реализован при помощи 
одних только правосторонних операторов обратной фильтрации. 

В самом деле , пусть оператор G имеет дробно-рациональную z-харак­
теристику Rm (z)/Rn (z) . Тогда ее можно представить в виде (VI . 15) , 
приняв ер (z) = Rm (z) . Первый сомножитель определяет полуфинитный 
фильтр , поэтому может быть реализован в устойчивой рекурсивной форме . 
Второй сомножитель реализуем: в обращенной форме , для чего от перемен­
ной z нужно будет перейти к 1/z; в этом случае z-характеристика 

zп•/ll2 (1 - zzk) 
(k) 

(Vl. 26) 

будет иметь полюса 1/zk , модули которых больше единицы. Следовательно , 
рекурсивная форма обращенного фильтра также будет устойчива.  

Напомним:, что фильтр (VI .26) применяется к последовательности 
{ x_k} и после его применения выходная последовательность также должна 
быть «обращена». 

Используя рассмотренный метод для реализации обратного фильтра 
(VI . 13) , получим, что последний может быть осуществлен в виде последо­
вательности двух финитных рекурсивных фильтров , один из которых 
имеет «обращенную» форму. Первый сомножитель в (VI . 13) определяет 
рекурсивный фильтр , функционирующий согласно формуле 

Yk = (A1xk + Xk-1 + Yk-1)f z1 ·  
Второй фильтр применяется к «обращенной» последовательности 

uk = Y-k · Заменяя� во втором . сомножителе в (VI . 13) переменную z на  
1/z [см. также левую часть (Vl . 13) ] ,  получим , что он  функционирует 
по формуле 

vk = Щ-1fс'А1 + Z2Vk-1 · 
Чтобы получить сигнал на  выходе, нужно от последовательности { щ} 

перейти к последовательности { v_1,} . 
Следует отметить , что не всякие устойчивые рекурсивные обратные 

фильтры являются равноценными. На практике приходится встречаться 
как с «очень хорошими» операторами, характеризующимися очень малым 
НЮ{оплением ошибок , так и с «плохими» операторами, по свойствам мало 
отличающимися от неустойчивых операторов. Для пояснения сказанного 
обратимся I{ фильтру (VI . 16) .  

С точки зрения условия устойчивости ре�{урсивного обратного фильтра, 
все значения с + ± 1 равноценны. Но,  исходя из здравого смысла, при 
с -+  1 оператор должен работать практически неустойчиво .  

Количественную характеристИI{у устойчивости фильтра дает норма 
оператора. Напомним, что нормой оператора L является число \ \  L 1 1 ,  
равное точной верхней грани отношений 1 1 Lx 1 11 1 1 х 1 1 ,  где символ 1 1 х 1 1  озна­
чает некоторую норму последовательности х = {xk} , например кубиче­
скую норму 11 х 1 1  = max 1 xk 1 ·  Норма оператора показывает, во сколько 

-оо <,k<;oo 
раз может возрасти норма числовой последовательности, на которую 
воздействует данный оператор. 
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Целесообразность использования нормы в целях хара�перистИI{И 
устойчивости обратного оператора вытекает из следующих рассуждений. 
Пусть оператор G служит для восстановления сигнала u по сигналу 
v = L u. Если числовая последовательность v измеряется с погрешностью , 
то оператор G воздействует на неr{оторую новую последовательность 
v ' = v + � · В результате получим Gv' = u + '1'] ,  где ТJ = Gs. 

Норма погрешности на выходе оператора G,  очевидно ,  имеет следу­
ющую оценку: 

1 1 ч 11 <: 11·с 1 1 · 11 s 1!· 
Таким образом , норма оператора показывает, во сколько раз могут 

возрастать ошибки на его выходе по сравнению с ошибками на входе , 
и в этом смысле является мерой устойчивости. С вычислительной точки 
зрения желательно иметь операторы с малой нормой. Заметим, что искус­
ственное понижение нормы путем замены оператора G оператором ( 1 /р) G 
(где р > 1 )  ничего пе дает, так как полезный сигнал на его выходе также 
уменьшится в р раз и относительная ошибка останется прежней . 

Норма оператора зависит от используемой нормы числовых последо-
вательностей. При использовании rчбической нормы ! [ G 1 1 = � lgk [ . 
В самом деле ,  из доказательства условия устойчивости (Vl . 7) следует , что 
для любой последовательности х = {xk} 

(Х) 

ll Gx ll � ll x lJ ·  � \ gk l · k=-(X) 
Однако для входной посл'едовательности Х = { sign g_k j  нулевой отсче1· 

со (Х) 
выходной последовательности равен � J gk [ ,  поэтому число � J gk 1 "=- (Х) k=-(Х) 
является точной верхней гранью отношения 11 Gx 1111 1 х 11 в кубической норме. 

Если обратный фильтр является полуфинитным, то для определе·· 
ния его нормы нужно z-характеристику G (z) р азложить в ряд Тейлора 
и просуммировать абсолютные величины коэффициентов разложения. 
Однако общего выражения для коэффициентов часто найти не удается . 
Тогда можно ограничиться нижней оценкой нормы этого оператора. 
Для любого оператора G с :импульсной хараI{теристИI{ОЙ {gk} имеем: 

fl G lf = � [ gk l� l� g,, 1 = [G (1) [ 
(равенство имеет место только для операторов с неотрицательными 
импульсными характеристиками, т. е .  при gk � О). 

П р и :м е р  I. Дереверберационный фильтр, построенный без учета геометри­
qес1<ого расхождения, работает по формуле (V.61 ) .  Таи как А > О, то его иор:ма равна ( 1+А )2 . Коэффициент отражения от дна моря равен примерно 1/3, поэтому интенсив­
ность помех на выходе фильтра примерно равна интенсивности поыех на его входе. 
Фильтр является очень устойчивым. 

11 G 11 � А / [ln ( 1 + А ) ] . 
П р  и м  е р  I I .  Фильтр, служащий для подавления волны-спутнина от днев- . 

ной поверхности, имеет импульсную харантерлстику, выражаемую фор:мулой (V71 ) .  
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Поскольку О < с < 1, то 
00 

G ll = 1; ci = 1/ ( J - c) 
i-O 

или, учитывая формулу (V. 70) для с, 

11 G ll = h/H [1 + (3Н /2h) ] > lijH. 

Так как в обычных условиях глубина li залегания отражающей границы намного 
больше глубины Н, на которой расположен источник, то норма оператора оказывается 
большой. 

Таким образом, данный фильтр оказывается практически неустойчивым. 
П р  и м  е р  I I I .  Оценим норму оператора G, подавляющего волну-спутник от 

подошвы зоны малых скоростей. Воспользуемся тем, что этот оператор представляется 
в виде последовательности двух операторов - G1 и G2 •  

Из определения норыы следует 

следовательно, 
11 G 11 � 11 G1 11 · 11 G2 11 · (VI .27) 

Оператор G1, z-характеристика которого выражается формулой (VI . 13), имеет 
неотрицательную импульсную характеристику, поэтому 

ll G1 ll = G1 ( 1 ) = (1 + A )/(z1 - 1) .  

Поскольку корень z 2  отрицателен, то норму оператора G2, z-характеристика 
которого выражается формулой (VI . 13), нельзя получить по этому же способу. 

Осуществляя непосредственное суммирование, найдем 

11 G 11 = (1/с' А1) (1 + 1  z2 J + I  z2 J2 + . . . ) = 1/[с' А1 ( 1 - 1 z2 l) J .  

§ 27. Аппроксимация обратных фильтров 

Если оператор обратной фильтрации G неустойчив или нереализуем 
в каком-либо классе устойчивых операторов , то возникает задача при­
ближенной реализации этого оператора в подходящем классе линейных 
систем. С приближенной реализацией обратного фильтра мы уже встре­
чались при замене устойчивого цифрового оператора ,  имеющего бесконеч­
ную длину, усеченным оператором, имеющим конечное число отсчетов 
(см. § 25. К приближенной реализации обратного фильтра приходится 
прибегать и в том случае, когда он реализуем в реr<урсивной финитной 
форме, но имеет большую норму. 

Для того чтобы сформулировать задачу приближенной реализации , 
преа;де всего необходимо условиться относительно критерия качества ,  
при помощи I{Оторого будем оценивать работу аппроксимирующих опера­
торов. Очевидно , этот критерий должен основываться на  некоторой мере 
близости между функцией и ( t) ,  на выходе обратного фильтра ,  и функцией 
� ( t), на выходе аппроr<симирующего фильтра .  В случае цифровых филь­
траций (а мы будем рассматривать толы<о дискретные преобразования) 
таr>ой мерой может служить норма числовой последовательности u-u .  

Пусть задача обратной фильтрации состоит в получении последова­
тельности п по ::заданной последовательности v = Lu. Обозначим че­
рез .s4 заданный класс реализуемых устойчивых операторов . Если к v 
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применить оператор А из класса d ,  получим новую последовательность 
ALu, которая будет отличаться от u; мерой отличия при этом служит· 
норма 11 u-ALu 11 · 

Естественно выбрать такой оператор G из класса d, чтобы 

11 u - G L u 11 = min 11 u - AL u 11 · A E.s;I. 
(VI . 28) 

Оператор G и представляет собой приближенную реализацию опера­
тора L-1 в классе d для заданного сигнала u. Если 11 u-GL u 11 = О , 
то оператор G оказывается точным оператором обратной фильтрации. 

В качестве иллюстрации указанной постановки рассмотрим задачу 
разрешения последовательности сейсмических сигналов из § 19 .  В этой 
задаче каждый элементарный сигнал f ( t) нужно превратить в 8-функцию. 
Поэтому u = 8 ,  а L-оператор , спектральная характеристика которого 
совпадает со спектром сигнала f ( t) . 

Следовательно, оператор G определится условием 

ll б - G l li = шin ll б - A  1 11, l = L б. · A E .s4  
(VI�29) 

:Как правило , сигнал u неизвестен , но известен класс сигналов И, 
к которому может принадлежать сигнал u. Если для любых сигналов 
класса И аппроксимирующий оператор G оказывается одним и тем же , 
то можно использовать оператор G для любого сигнала из этого класса . 

Пусть класс И вместе с любым сигналом u содержит также сигналы 
вида с u (О< с<оо) .  Так I{aK обратный оператор не должен изменяться 
от умножения сигнала на константу, то качество аппроксимации естест­
венно оценивать исходя из относительной погрешности !1 u-AL u 11/11 u 11 · 
Аппроксимирующий оператор А тем лучше, чем меньше максимальное 
значение 1 1  u-AL u l//ll u / 1  при u Е И, поэтому наилучший аппроксимирую­
щий оператор G определится условием 

1 1 u- GL u ll . 11 u - A Lu ll (VI. 30)· шах = ш1n шах . • 
и Е U 11 u 11 А Е .s4 u Е U 11 u 11 

Если класс И включает любые числовые последовательности с огра­
ниченной нормой, то, обозначив через Е единичный оператор , удовлетво­
ряющий условию Eu = u (импульсная характеристика этого оператора 
выражается единичной последовательностью б) ,  выведем из опреде.тrениа 
нормы оператора :  

шах ll u�GL u ll = шах ll(E - AL) u ll ll E - AL I/. ue u 11 u ll u e u  11 u ll 
Следовательно,  наилучший аппроксимирующий оператор определится 

условием 
/1 Е - G L 11 = шin 11 Е - AL 11· 

A E .sf/,  
(VI .31 ) 

Несмотря на  большое сходство задач (VI .29) и (VI .31 ) ,  между ними 
имеется формальное различие :  в (VI .29) минимизируется норма числовой: 
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последовательности, а в (VI . 31) - норма оператора . Однако при специ­
альном выборе норм входных и выходных сигналов эти задачи можно 
-сделать эквивалентными, что позволяет ограничиться рассмотрением 
только одной из них, например задачи (VI . 30). 

Б'удем использовать эвклидову норму числовых последовательностей: 
00 

11 х !!2 = � х� . Тогда задача (VI .29) сводится к выбору такой числовой по-
1,�-00 

-следовательности {ak} ,  которая минимизирует следующую сумму квадратов: 

Q = k�ro ( 8k -j�co ak-j l j) 2 (VI .32) 

l{ этой же задаче сводится и задача (VI .31) ,  если выходные сигналы 
<0ценивать в кубической, а входные -- в эвклидовой норме. 

Нласс .s4 определим как множество операторов конечной длины 
]VJ + 1 с импульсной хараю·еристико:й, начинающе;йся в нуле: ak = О 
при k < О и k > М. 

Напомним, что финитные о;ператоры с конечными отсчетами всегда 
имеют ограниченную норму, поэтому если решение задачи (VI .29) в этом 
нлассе операторов существует, то оно является корректным. 

Будем считать, что lk == О  при k < О и k > N (имi:rульсная характе­
ристика l содержит N + 1 отсчетов) . 

Последовательность А имеет нулевые отсчеты только при О � 
� k � М + N. Так как б = {8k} имеет нулевой отсчет при k = О ,  
то суммирование в (VI.32) по k нужно выполнять от О до N + М. 

Воспользовавшись перестановочностыо свертки, придем к задаче 
<Отыскания таких значений а0, а1, . . .  , ам, которые минимизируют 

(Vl . 33) 

Отыскивая минимум Q стандартным образом, получим следующую 
-систему М + 1 линейных уравнений 

где 

м 

� R;-jaj = l_; , i = O, 1 ,  . . .  , М, 
i�o 

M+N 
Rн = � lнlk-j · 

k�o 

(VI .34) 

(VI. 35) 

Посколыч l_, = О при i > О, правую часть системы (VI .34) можно 
выразить так: l_; = l08; . 

Так как Q неотрицательно и при ai -+ оо стремится к бесконечности, 
решение системы (VI.34) , если оно единственно, определяет минимальное 
значение. Поэтому нужн·о убедиться в том, что определитель матрицы 
:этой системы отличен от нуля или (что одно и то же) что ранг этой матрицы 
равен lVI + 1 .  Заметим, что матрицу системы (Vl. 34) можно представить 
1шн произведение транспонированной матрицы оператора L на матрицу 
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этого же оператора. Матрица оператора L (будем обозначать ее символом 
L ) ,  содержащая М + N + 1 строк и М + 1 столбцов , имеет следующий 
вид: 

flo о о о ) 
l1 Zo о о 
l2 l1 Zo о 

Zo 
L = 

lN ZN-1 ZN-2 

о о о 
Воспользовавшись известными правилами умножения матрицы на 

матрицу, нетрудно убедиться в том, что элементы матрицы LтL (здесь 
Т - символ транспонирования) совпадают с Ri-i ·  Известно , что ранг 
произведения матриц не меньше , чем наименьший из рангов умножаемых 
матриц. Поэтому достаточно показать, что ранг матрицы L равен М + 1 .  
Последнее имеет место в том случае,  когда все М + 1 столбцов матрицы 
L линейно независимы. 

Обозначим символом I<i> i-тый столбец матрицы L .  Этот вектор имеет 
компоненты 

при этом 
(VI.36) 

Пусть l0 + О и ZN + О. Зафиксируем некоторое j и покажем, что ни для 
какой совокупности номеров j1, j2 , • • •  , j5 (О � ji � М) нельзя получить 
равенство 

(VI .37) 

в l{ОТОром ХОТЯ бы ОДНО rJ,i + о .  
Действительно , оставим в формуле (VI .37) только те  слагаемые , для 

которых ai + О. Тогда либо j 1  < j , либо j5 > j, либо и то, и другое 
вместе . Если j 1 < j, то вектор правой части имеет комш;шенту с номером 
j 1 , равную a1l 0  + О,  тогда как по условию (VI.36) Z}�' = О. Поэтому 
равенство (VI.37) невозможно. Таким же путем ДОI{азывается его невоз­
можность при j5 > j ,  значит, оно вообще невозможно . Это означает ,  что 
вектора t<0> ,  • • •  , 1<м> линейно независимы. 

Итак, если отсчеты последовательности l сосредоточены в интервале 
от О до N и если l 0  + О и ZN =/=- О, то система (VI. 34) имеет единственное 
решение , что и доказывает существование оператора G, являющегося 
решением задачи (VI .29) в классе цифровых фильтров длины М + 1 .  
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Оператор G, импульсная характеристика которого определяет ся решением 
системы линейных уравнений (VI .34) , будем называть среднеквадратиче­
ским обратным фильтром. 

Учитывая финитность импульсной характеристини l = { lk} , формулу 
(VI .35) можно переписать : 

00 

Ri = � l_ u-я)k · k�-oo 

Таким образом, последовательность { R i ) является сверткой последо­
вательностей { lk )  и { l_k) , т. е .  автокорреляцией последовательности { lk ) .  
ПосI{ольку дискретный спектр { l-k ) равен L* (w), т о  дискретный спектр 
последовательности {Ri ) равен [ L (w) /2• Это означает, что для построения 
среднеквадратического фильтра достаточно знать только амплитудную 
хара1{теристику [ L (w) 1 и не нужно знать фазовой характеристики. Этот 
факт имеет большое практическое значение . 

П р и м  е р . Рассмотрим задачу подавления волны-спутника от дневной по­
в ерхности при i: = Л t .  Rак мы уже знаем, точный обратный оператор в этой задаче 
имеет И!mульсную характеристику gk = ck, k = О, 1, 2, . . . . Длина этого оператора 
б есконечна . 

Если оператор обратной фильтрации аппроксимируется по методу усечения, то 
аппронсим:ирующий оператор определится следующей формулой: 

k = O, 1 , . . . , М 

k < O, k >M. 

Найдем среднеквадратическую аппроксимацию . Определив автокорреляцию 
последовательности { . . . , О, 1, -с, О, . . .  } , получим элементы матрицы LTL: 

{ 1 + с2 ,  i = j  

Ri-j= - с 1 � - � 1 = 1 
о ,  / i - J  1 > 1 . 

Соответствующую систему (VI .3�) решиы для М = 2 .  Система запишется следу­
ющим образом:: 

отнуда 

( 1 + с2)  g0 - cg1 = 1 ; 

- cg0 + (1 + с2) g1 - cg2 = 0; 

- cg1 + ( 1 + c2) g2 = 0, 

g0 = 1/(1  + с4) [1 + с4 / (1  + с2 )] ; 

gi = c/( 1 + c4 ) ; g2 = c2/[( 1 + c2)  ( 1 + с4) ] . 

Видно, что среднеквадратический обратный фильтр отличается от 
обратного фильтра ,  полученного J1Iетодом усечения. Очень важно отметить, 
что среднеюiадратический фильтр определен и в том случае, I{ОГда с =  1 ,  
т .  е .  когда обратный фильтр в обычноllI смысле вообще не существует. 
Поэтоlliу среднеквадратический обратный фильтр может быть применен 
для решения задачи (V. 77) , в которой волна-спутник устраняется путем 
вычитания записей, полученных на разных глубинах . 
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При с = 1 и М = 2 импульсная характеристика среднеквадратиче­
ского обратного фильтра 

g0 = 3/4, g1 = 1 / 2, g2 = 1 /4. 
При больших М решение системы (VI .34) стандартными методами , 

скажем, методом Гаусса, связано с большим объемом вычислений (порядка 
М3 арифметических операций) . В 40-х годах Левинсон (см. библ. коммен­
тарий) предложил рекуррентную процедуру, которая позволяет суще­
ственно упростить решение ;Подобных систем. 

Приняв l0 = 1 (что нисколько не ограничивает общность изложения) , 
получим следующую матричную запись системы (VI .34) : 

Rа = б. 
Рассмотрим следующие две системы порядка 

R (n)a(n) = {)(n) И R (n)b(n) = y(n)' 
п � м + 1 :  

(VI. 38) 
где матрица R(nJ определяется формулой (VI .35) при i ,  j = О , 1 ,  . . . , п-1 ;  
{)(n) = (1 ,0 ,  . . . , О)Т, y(n) = (O, • . • , О ,1 )Т. 

Компоненты вектор-столбцов а<11> и ь<п) обозначим а}' и Ь}' 
соответственно. 

Вследствие симметричности матрицы R векторы a(n) и ь<n> связаны 
очевидным соотношением: 

af = b�-н (i = O, 1 ,  . . .  , п - 1) .  (VI .39) 
Первая из систем (VI .38) эквивалентна системе (VI . 34) при п = 

= М + 1 . 
Введем число 

а11 = R,p� + Rn_1ar + . . . + R1a�-1 - R1b� + . . .  + RпЬ�-�-
Легко показать, что (п + 1 )-мерные векторы-столбцы а<" > = (а�' , 

. . , а�-1. О)Т и b(IL) = (О, Ь�,  . . .  , ь�-1) являются решен'иями следующих 
расширенных систем: 

R <nн>ii<11J = б<п> , R <пн)Ь<п> = v<11J ' 

где 6'<11> = (1 ,  о, . . . , 0, all)T � v<п> = (ат О, . . .  , О, 1 )Т. 

Действительно,  расписав первую расширенную систему поэлементно , 
увидим, что первые ее п строк совпадают с соответствующей системой 
(VI .38) , а последняя строка выполняется тождественно по определению an. 

Умножим вторую из расширенных систем на -ап и сложим с первой 
расширенной системой: 

R (n+i) (а<") - апЬ(11)) = б<п) - ап":.у<n) . 

Вектор в правой части имеет компоненты 1 - а�, О, . . .  , О, следо­
вательно, б<n> - anv<n) = (1 - аЮ {)<n> .  
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Сравнив полученную систему с (VI .38) , делаем заключение, что 

aU•+i) = 1 (а<11> - апЬ<n>). (VI .39') 
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Полученные рекуррентные формулы за М + 1 шагов дадут искомый 
вектор g = a<M+l) (при этом аб = ь� = 1/R 0) . Так как коэффициенты 
а" вычисляются за п элементарных арифметических операций (см. § 14) ,  
каждая компонента вектора a(n+iJ - за  две элементарные операции 
[а всего таких компонент (п + 1 ) ] ,  то нетрудно подсчитать, что всего 

потребуется примерно 3 М2/2 элементарных операций. 
Поскольку при построении среднеквадратического обратного филь­

тра не используется полная информация о L [требуется значение только 
амплитудной характеристики / L (ro) / ] ,  то при М --+ оо этот фильтр может 
и не стремиться к точному оператору обратной фильтрации. В связи 
с этим возникает вопрос об асимптотических свойствах среднеквадрати­
ческих обратных фильтров при М --+ оо . 

Эти свойства содержатся в следующей теореме. 
Teopel\ia 1 . Среднеквадратический обратный фильтр сходится при 

М --+  оо к точному обратному фильтру L- 1 в том, и только в том случае, 
когда оператор L является минимально-фазовым. Если L - произволь­
ный финитный оператор и L (z) не имеет нулей на окружности \ z 1 = 1 ,  
то среднеквадратический обратный фильтр сходится l{ н-1 , где н - мини­
мально-фазовый оператор ,  имеющий ту же амплитудную характеристику, 
что и оператор L. 

Д о к а з а т е  л ь с т в  о .  ДоRажем сначала, что любому финитному оператору 
L отвечает минимально-фазовый оператор Н с той же амплитудной характеристикой. 
Нужно показать, что существует такой оператор, иьшульсная характеристика h = 
= { lik} I{оторого иыеет ту же автокорреляцию, что и последовательность { lk} . 

Но автокорреляция последовательности {Rk } ,  являющаяся сверткой последова­
тельностей { lk} и {l -k} , имеет z-преобразование L (z) L (1/z) . 

Оператор L иыеет конечную длину N + 1 , поэтоыу L (z) имеет N нулей и может 
быть представлен в виде 

N 
L (z ) = lи П  (z - zk) ,  l z J + 1 . 

k�l 

Отсюда z-преобразование автокорреляции 

N 
R (z) = ZJ;z-N П (z - zk) ( 1 -zkz ) . 

1t�1 

Определиы искоыый оператор 
N 

н (z) = zN П (z - za )  �k , 
k�1 

приняв для наждого k =  1 , 2, . . .  , N 

,4. _ f Zk · l :k l > 1 . 
·t - l  1 /zk, l zk l < 1 '  

(VI .40) 

(VI .40' )  

Этот оператор определяется однозначно; о н  миниыально-фазовый (так как / zf. / > 
� 1). Непосредственной проверкой убеждаеыся, что произведение Н (z) Н (1/z) сов­
падает с (VI .40), что и нужно было доназать. 

! Ы  



Отсюда следует , что среднеквадратический обратный фильтр может 
быть найден из условия минимума 11 б-Аh 11 при А E.s4 (М] , где символом 
.s4 [М]  обозначен класс финитных операторов длины М + 1 .  

Согласно теореме 1 из § 25 при М --+ = оператор Н имеет точный 
обратный оператор н-1 , поэтому 

min ll б - Ah ll = O. 
A E Jt [ oo ]  

Пусть Fj} - усечение оператора н-1 , имеющее длину М + 1 .  
Из теоремы 5 § 25 следует, что для любого е > О всегда можно указать 
такое значение М (е) , что 

ll б - Hйh ll � e, М>М(е), 

но тогда тем более и 11 б - G мh 11 � е, где G м минимизирует 1 1  б - Al1 J I 
в классе операторов .s4 [М]. 

Поскольку е может быть взято сколь угодно малым , то 

ll б - Gмh ll = ll (H-1 - Gм) h ll-+O при М -+ =, 

а так как не существует такого причинного фильтра ,  который полностью 
подавляет сигнал, занимающий ненулевую полосу частот, то Gм сходится 
к оператору н-1 . Теорема доказана полностью , так как существует ТОЛЫ{О 

один минимально-фазовый фильтр с заданной амплитудной характери­
стикой. 

Рассмотрим вкратце ,  к чему приводит замена оператора L-1 опера­
тором н-1 , имеющим ту :же амплитудную характеристику 1/1 L ( ffi) J ,  
но другую фазовую характеристику - ср0 ( ffi ) .  Умножая 1 L(ffi) 1 ехр [ i {p (ffi ) ]  
на ехр [-icp0 (ffi ) ] /I L ( ffi) [ , получим спектр ехр { i [cp  ( ffi )-(p0 (ffi ) ] } .  Можно 
показать, что для полуфинитных сигналов ер (ffi) = - с · ffi +О (ffi) и (Ро (ffi) = 
= -с0 • (J) + О ( (J)) при (J) --+ О (по условию минимальной фазовости с0 < с) .  
Поэтому на  низких частотах имеем спектр ехр [-i (с-с0) ffi ] .  Это озна­
чает, что на низких частотах сигнал н-iz представляет собой сдвинутую 
«единичку» . 

Если L (z) имеет нуль на единичной окружности , то обратный опе­
ратор н-1 в классе .s4 [= ] не существует. Поэтому здесь возможны две 
ситуации: 1 ) · оператор Gм сходится к ограниченному оператору, не явля­
ющемуся обратным ни к какому сигналу , и 2) оператор Gм стремится 
I{ неограниченному оператору. В последнем случае задача обратной филь­
трации оказывается бессмысленной: чем больше берется отсчетов обрат­
ного фильтра ,  тем меньше точность обратной фильтрации (из-за вычисли­
тельной неустойчивости) . 

Полезно иметь в виду , что среднеr,вадратический оператор обратной 
фильтрации при любом М является минимал:ьно-фазовым. Это утверrrще-
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ние, подробное доказательство которого мы опускаем , основывается на 
известной в анализе теореме, гласящей , что все нули полинома 

Ro R1 Rм 
R1 Ro Rм-1 

Q (z) = 

Rм-1 Rм-2 
1 z 

получающегося , если последнюю строку определителя эрмитовой матрицы 
LтL заменить строкой 1 ,  z ,  z2 , • • •  zм , лежат внутри единичного круга; 
в то же время из системы (VI .34) следует , что с точностью до постоянного 
множителя G (z) совпадает с zмQ (1/z) . 

Среднеквадратический обратный фиJ1ьтр , определяемый системой 
уравнений (VI.34) , дает удовлетворительное решение толЫ{О для мини­
мально-фазовых операторов L, таr{ как в ,противном случае при М -+  оо 
он не сходится I{ L-1 . Это обстоятельство очевидным образом связано 
с тем , что точные обратные фильтры неминимально-фазовых операторов , 
I{ак было показано в § 25 ,  обязательно имеют ненулевые отсчеты при 
отрицательных k (т. е .  являются двусторонними) . 

-Указанный недостаток можно устранить , если минимизацию 11 о - А l IF 
осуществлять в классе операторов .s4 [-М, М] , имеющих ненулевые 
отсчеты при -М � k � М (т. е. в классе двухсторонних операторов 
длины 2М + 1 ) .  

Поступая точно так же , как и при выводе (VI . 34) , получим , что 
решение дается системой 

м 

� Rнaj = l_ i ,  i = - М, . . . , М. (Vl. 41 ) i�-M 
Аналогично утверждению 1 этого параграфа можно поr{азат� , что 

среднеквадратический обратный фильтр , импульсная характеристика 
которого совпадает с решением системы (VI .41 ) ,  при М -+  оо сходится 
к точному оператору обратной фильтрации L-1 , если '\'олько L ( z) не имеет 
нулей на окружности 1 z 1 = 1 .  . 

Докажем утверждение , связываюц:(ее двухсторонние и односторон­
ние среднеквадратические обратные фильтры. 

Теоре.ма 2. Пусть оператор G1 минимизирует 11 б - А l 11 при А Е .s4 Х 
х [ - М, М] ,  а оператор G2 минимизирует 1 1 б<М) - AI 11 nри А Е .s4 [2М] ,  

ще б<М> = {оk-м) ·  Тогда импульсные характеристики операторов G 1  и G<t  
связаны сuотношением g�2 ) = gk�м 

' Утверждение докааывается непосредственпыы постро.ением qператора G2• Ми­
нимизируя 
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получим систему уравнений для g h.2) ;  
2М 
� Ri-jaj = lм-i · i = r' , 1 ,  . . .  , 2М. (VI .42) 
i�o 

Внимательное сопоставление систем (VI .41) и (VI .42) показывает, что они имеют 
одинаковые матрицы и одинаковые правые части, отличаясь только нумерацией компо­
нент вектора неизвестных коэффициентов. 

Поскольку оператор G1 при М -+  оо стремится к L-1 , то из доказан­
ного утверждения следует , что оператор G2 стремится к L(k> , где L<м> 
имеет сдвинутую импульсную характеристику { l1t-м} · Таким образом , 
допуская сколь угодно большие сдвиги , можно получить в классе физи­
чески-осуществимых операторов сколь угодно точные операторы обрат­
ной фильтрации даже в тех случаях , когда точный оператор L-1 является 
двухсторонним. 

На практике стремятся найти такой оптимальный сдвиг s, который 
при фиксированном М дает наименьшее значение для 11 615>-A z 11 при 
А Ed [М] . Физический смысл такой процедуры очевиден: максимальные 
значения неминимально-фазовой последовательности { lk} сосредоточены 
внутри интервала О < k < М, поэтому последовательность { lk} проще 
«сжаты> в сдвинутую единичку, располагающуюся в области максималь­
ных значений , чем в единичный импульс , находящийся в точке k = О .  

§ 28.  Регуляризация операторов обра'l'НОЙ фильтрации 

Существование среднеквадратического фильтра не является гараt�­
тией его праr{Тической устойчивости , так как норма оператора может 
оказаться большой. Поэтому желательно сузить класс операторов , нало­
жив дополнительное ограничение 11 А 11 � с. 

Определив норму оператора с помощью эвклидовой нормы его импуль­
сной характеристики, получим задачу на условный экстремум 

при условии 
� а' � с2 
(j) 

(VI.43) 

(VI .44) 

(пределы · в суммах зависят от того , в каком из 1шассов d [М] 
и d [ -M ,  М] ищется решение) . 

Если решение задачи на  безусловный минимум (т .  е. решение , рас­
смотренное в предыдущем параграфе) имеет норму большую, чем с, то 
легко показать, что неравенство (VI .44) можно заменить условием 

� а, = с2• 
j 

(VI .45) 

Задачу (VI .43)-(45) решим методом Лагранжа. Составим для этого 
функцию Лагранжа 

� ( <\ _ ; z"_ ia i )2 + а ( с2 � f а') 
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и найдем седловую точку этой функции , дифференцируя по всем ai и а 
и приравнивая производные нулю. Приходим к систе:ме , состоящей из 
уравнения 

(Vl .46) 

и уравнения (VI .45) . Часто параметр а подбирают из косвенных сообра­
жений , решая систему , состоящую толы{о из уравнений (VI .46) , считая 
а известным. 

Регуляризованное решение (VI .46) можно получить также методом 
А. Н. Тихонова , рассуждая следующим образом. Будем одновременно 
уменьшать 1 1 б-Аl 112 и 11 А 1 1 2 ,  для чего найдем минимум выражения 

Q (А) = 11 б - Al 112 + а 11 А fj2 , А t d, (Vl .47) 

где а - параметр регуляризации , принимающий некоторое близкое 
к нулю , но фиксированное значение; А - один из классов d [MJ  
или d [ -М, MJ  или даже d [ -оо ,  оо] . Для любого оператора А с конеч­
ной нормой выражение (VI .47) конечно .  Поэтому из неотрицательности 
функционала Q (А )  можно вывести существование конечного минимума 
(точнее - конечной точной нижней границы) этого выражения при А Ed. 
Тогда , если существует оператор G Ed , который доставляет Q минимальное 
значение , он обязательно имеет конечную норму. Этим гарантируется 
устойчивость оператора. Вместе с тем , выбирая а достаточно малым, 
можно добиться того , чтобы вид оператора G в основном определялся 
первым слагаемым в правой части (VI .47) . 

Полагая 1 1 А 112 = � а] ,  получим, что минимизация функционала 
Q (А ) сводится к минимизации выражения 

� ( бk -f lk-ja j) 2 + а f af 

при а = const. Дифференцируя по ai , придем к системе уравнений (VI .46) .  
Рассмотрим спеI{тральный смысл методов регуляризации , считал , что 

оператор ищется в классе d [-оо , оо ]  (следовательно,  i = О, ± 1 ,  . . .  , 
±=) .  И левая , и правая части системы уравнений (VI .46) в этом случае 
являются i-тыми членами бесконечной числовой последовательности . 

Дискретный спектр правой части (VI .46) равен L* (w ) ,  дискретный 
спектр последовательности {Rk} ,  как было выяснено в предыдущем пара.: 
графе , 1 L (w) 1 2 •  

Обозначая через G ( w) дискретный спектр последовательности { ak}· ; 
минимизирующей систему (VI .46) при А Ed [ - оо ,  оо ] ,  получим 

1 G ( w) 1 L ( w) 12 + aG ( w) = L * ( w) 
или G (w) = L* (w)/ [  1 L (w) [2 + а:] . (Vl .48) 

Если а --+  О ,  то G (w) стремится к функции 1/L (w ) ,  являющейся 
спектральной характеристикой точного оператора обрац:щй_ фильтрации.: 
Смысл параметра а совершенно прозрачен : · положител.ьная .. добавка 
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в знаменателе (VI .48) «подавляет» близкие к нулю значения 1 L (со) 1 2 , 
тем самы111 устраняется деление на  близкие к нулю величины. 

Регуляризованный обратный фильтр существует и в том случае, когда 
спектр L (со) имеет нули при вещественных · со. Рассмотрим для примера 
обратный фильтр в задаче (V. 76) .  В этой задаче 

L (со) = 1 - ехр ( - ico3 Лт). 

Следовательно , регуляризованный обратный фильтр определится 
спектральной ха рактеристикой 

G (со) = 1 - ех р  ( iwЗ Лт) 
2 + а - [ехр ( - iw3 Лт) + ехр (iw3 Лт) ] · 

Перейдем к z-характеристике, считая, что Лт = Л t  (напо111ним , что 
Лт является управляемым пара111етро111) :  

G 1 - zз (z) = 1 - (2 + а) zЗ + zв (Vl .49) 

Зна111енатель и111еет нули 1 + а/2 ( 1  + V1 + 2/а ] > 1 и О < 1 + 
+ а,/2 [ ·1  - V 1 -2/r:x, ] < 1 ,  поэтому фильтр может быть реализован в виде 
последовательности пря11iого и обращенного рекурсивных фильтров ана­
логично тому, как это было сделано для фильтра (25 . 7) (VI . 13) .  

Регуляризованный обратный фильтр (VI .48) на высо1шх и низких 
частотах ведет себя , KaI\ полосовой фильтр (см. § 13) с полосой пропус1\а­
ния ,  определяемой спе�<тром L ( со) .  Отсюда следует , что регуляризация 
обратной фильтрации может быть достигнута двумя последовательными 
фильтрами, один из которых является операторо111 обратной фильтрации , 
а второй - полосовы111 фильтро111 . Интересно отметить, что подобная 
регуляризация обратного фильтра ,  по существу, имеет место при точной 
постановке обратной динамической задачи для вертикально-неоднородной 
среды. Этот фю'т показывает , что необходимость регуляризации очень 
часто означает необходимость уточнения самой задачи. 

Г л  а в а VII 
ВЫДЕЛЕНИЕ СЕЙСМИЧЕСКОГО СИГНАЛА ИЗВЕСТНОЙ ФОРМЫ 
НА ФОНЕ СЛУЧАЙНЫХ ПОМЕХ 

§ 29. Корреляционная функция и энергетический спектр 
случайного процесса 

В этой и следующих главах рассматриваются фильтры, выделяющие 
полезные сейсмические сигналы на фоне помех. Расчет этих фильтров осно­
вывается на изменен.ин энергетичесI\ИХ харю\теристик сигнала и помехи 
при их прохождении через линейную систему. Поэтому нужно предвари­
тельно изучить, I�aI\ такие харюперистики определяются для по111ехи. 
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Чтобы дать определение помехи, сначала нужно условиться о том, 
что будет пониматься под полезным сейсмическим сигналом, так как 
помеха ,  грубо говоря, представляет собой результат вычитания из сейсми­
ческих колебаний полезных волн. Полезным сигналом будем считать 
функцию и ( t) , выражающую смещение (в точке приема) , которое связано 
с фиксированной волной (например , с одной из составляющих старшего 
члена лучевого ряда) , определенной в заданной модели среды. Таким обра­
зом, в помеху s ( t) ,  значения которой прибавляются к значениям сигнала 
(таl\ая помеха называется аддитивной) ,  включаются остальные волны, 
{)Пределенные в этой же модели среды , волны , рассеянные н а  неодно­
·родностях , волны от других источников (ветровые, микросейсмы) и, нако­
нец, модельные помехи, связанные с отличием используемой модели от 
реальной среды. 

Ясно , что помеха (; ( t) образует колебательный процесс значительно 
более длинный, чем сигнал , и не имеющий (в определенном смысле) фикси­
рованной формы. Имеется в виду, что заранее нельзя сказать, какой 
именно вид имеют данные колебания (даже если они частично известны) , 
но иожно указать такие их свойства ,  которые проявляются в среднем -
в разных точках приема и в разных интервалах вреиени. Такого рода 
функции принято считать случайныии. Это означает , что при I{аждом t 
(; ( t) является реализацией некоторой случайной величины, а .вся функ­
ция (; ( t) - реализацией (траеr{торией) случайного процесса. 

Любая амплитудная и энергетическая характеристика сигнала может 
быть определена из его спектра Su (ro) . Всякая реализация помехи также 
имеет свой спектр s� (ro) , однако воспользоваться им нельзя , во-первых , 
потому, что он никогда заранее не известен , во-вторых , потоиу, что фильтр, 
построенный по заданному спектру S� (w) , был бы бесполезен при филь­
трации колебаний в других точках приема. Более целесообразно при 
выборе фильтра ориентироваться на соответствующие «средние» свойства 
процесса s ( t), одинаковые для многих точек приема. 

Рассиотрим: важнейшие из таrшх «средних» свойств : 
1 .  Математическое ожидание (среднее значение) процесса s ( t) : 

Ms (t) = т (t) . 
Так как постоянная составляющая колебаний точки среды близка 

к нулю, то естественно принять, что 
m (t) О, - oo � t � oo (VII . 1 )  

(такие случайные процессы называются центрированными) . 
2 .  Дисперсия (средний квадрат) центрированного процесса s (t): 

Ds (t) = М 1 s (t) 12 = а2 (t) . 

Функция а2 ( t) характеризует ожидаемую мгновенную мощность 
процесса s ( t) . 

3 .  Корреляционная функция: 

(VIl . 2) 
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Смысл корреляционной функции вытекает из того , что величина 
K� (t1 , t2) [r (t1, t2) = cr (t1) .  cr (t2) (VI I . 3) 

выражает I{Оэффициент корреляции между значеI-rиями процесса в мо­
менты t1 и t2 • 

:Кроме тог ) ,  
к5 (t, t) = cr2 (t). (VI I .4 )  

Грубо говоря , корреляционная функция одновременно характерп­
зует и интенсивность процесса, и степень связи (зависимости) между его 
значениями. 

Нам понадобится также обобщение формулы (VII.2) на случай ком­
плекснозначных процессов: 

к� (t + т, t) = м; (t + тН* (т). (VIl .5) 

Предположение о том, что характер процесса s ( t) в среднем одиню�ов 
на всем бесконечном интервале времени от -ОО до +оо , ведет к модели 
стационарного случайного процесса.  Центрированный процесс s ( t) 
является стационарным в широком смысле , если его дисперсия u2 ( t) 
постоянна ,  а корреляционная функция зависит только от разности t

1 - t 2 :  
Ki (t1, t2) = К5 (t1 - t2) = К� (т) . 

:Корреляционная фующия вещественного · стационарного случайного 
процесса обладает следующими очевидными свойствами: 1 )  она является 
четной функцией аргумента т: К5 (-т) = Ki, (т) ; 2) значение ее в нуле 
совпадает с дисперсией (мощностью) процесса :  

(VIl .6) 
Если зависимость между значениями процесса убывает при увешrче­

нии интервала времени между ними , то К5 (т) -+ О при т -+ О. Величина 
т 0 в случае, когда при т > т 0 зависимостью между s (т) и s ( t + т) мо;ыrо 
пренебречь , называется интервалом I{Орреляции процесса s ( t) (эта вели­
чина определяется неединственным образом) . {'ак KaI{ нормированная 
I{Орреляционная функция r (т) = К5 (т)/сr� выражает I{Оэффициент r'ор­
реляции между s ( t) и s ( t + т) , то при т > т 0 значения " (т) дошыш 
быть близкими к нулю. 

Примером корреляционной функции является СJiедующая : 

К5 (т) = cr� ехр ( - а J т J) cos w0т. (VI I . 7) 

В качестве интервала корреляции может быть взята величина 1/а 
или любая пропорциональная ей величина а/а. При т > а/а значение 
I{оэффициента I{Орреляции r (т) не будет превышать ехр {-а} . 

Стационарный случайный процесс может быть представлен в виде 
бесконечной суммы комплексных гармоник со случайными амплитудами 
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Х (dw)/V2л:, где Х (dш) - случайная величина ,  распределение которой 
.зависит от интервала частот ( w , w + dw) 1: 

со 

s (t) = / s exp (iwt) · X (dw). r 2л -со 
(VIl . 8) 

При этом все компле r-tсные случайные амплитуды Х (dw) независимы , 
если соответствующие интервалы не  пересекаются; за исключением слу­
чая симметричных инте рв алов (-w ,  -w-dw) и (w ,  w + dw) .  Если 
т ( t) == О, то для всех со средние значения амплитуд также равны нулю: 
МХ (dw) = О. В этом случае величина М 1 Х (dw) 1 2/2л: выражает среднюю 
интенсивн.ость процесса � ( t)  в интервале ( w ,  w + dw) . Эта интенсивность 
при . dw -+ О пропорцион альна dw, отсюда 

1 2:rt М 1 Х (dro) 12 = Ns (w) dw + О (dw). (VIl .9) 

Функция Ns (ro) на зыв ается энергетическим спектром, или спектраль­
ной интенсивностью случайного процесса � ( t) .  

Энергетический спектр и корреляционная функция случайного про­
цесса связаны между собой преобразованиями Фурье: 

и 

со 

Ks (т) = +- S N§ (w) ехр (iwt) dw �л 
- со  

со 

N s ( ш) = J Кs(т) ехр ( - iwт) dт. 
и -со 

В соответствии с (VI I .6) из формулы (VII . 10) следует 
СХ> 

и� = DG (t) = +- S Ns (w) dw. �л 
- СХ>  

(VII .10) 

(VI l . 1 1 )  

(VII .1 2) 

Согласно (VIl . 1 1 )  спен.тральная интенсивность процесса с корреля­
ционной фующИ:ей (VII .  7) 

Заметим, что п роце ссы,  имеющие интегрируемую в нвадрате корре­
шщионную функцию 

со 

J / Ks ('r) 12 dт < оо ,  (VII . 1 3) 
-со 

1 Это означает, что Х (dш) является приращением некоторого другого процесса 
У (ш) : Х (dш) = У (ш  + dш) - У (ш) . 
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обладают так называемым эргодическим свойством , согласно которому 
корреляционная функция К5 (т) может быть определена по единственной 
реализации процесса , заданной на бесконечном интервале : 

т 

К5 (т) = lim 2� S s (t + т) s (t) dt , 
Т-+со -Т 

(VI l . 1 3') . 

Преимущества модели стационарных процессов проявляются в тех 
случаях, когда наблюдаемые реализации подвергаются линейным преоб­
разованиям. 

Рассмотрим энергетический спектр случайного процесса У] ( t) , явля­
ющегося линейным преобразованием процесса G ( t) :  

1J (t) = L [s (t) ] . (VII . 14) 
Из стационарности системы L и процесса s ( t) следует , что замена 

процесса G ( t) процессом s ( t-т) не может изменить средних свойств 
процесса 11 ( t) , поэтому он также стационарен и для него можно построить 
спектральное разложение типа (VII .8) : 

со 
11 (t) = ,/ 5 ехр (i(J) f ) У (d(J)) . 

r 2л - со  -
(VII . 1 5) 

Подставим теперь разЛожение (VII .8)  в (VI I . 14) .  Вследствие линей-
пости 

со 

Yj (t) = 
V
�л 5 L [Х  (d(J)) ехр (i (J) t)] . 

- оо  �· 

Известно ,  что при прохождении комплексной гармоюши Аехр (i(J)t ) 
через линейную систему L амплитуда этой гармоники умножается на 
L ('(J)) ,  поэтому 

т . е. 
L [Х (d(J)) ехр (i(J)t) ] = L ((J)) Х (d(J)) ехр ( i(J)t), 

со 

11 (t) = У�л 5 ехр (i(J)t) L ((J)) Х (d(J)) . 
-со 

Сравнивая последнее выр ажение с (VI l . 1 5 ) ,  имеем 

У (d(J)) = L ((J)) Х (d(J)) . (VII . 1 6) 

Энергетический спектр процесса 11 ( t) равен , по определению, 

N ( ) = _1_ .  M I Y (dw) l2 
ri (J) 2л dw (d(J) --+ О). 

Подставляя сюда формулу (VII . 16) и учИтЬ1вая что неслучайные вели­
чины можно выносить за знак математического ожидания , получим 

Nri ((J)) = J L ((J)) J� N5 ((J)) .  (VIJ.. 1 7) 
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Итю< ,- энергетический спектр случайного процесса на выходе линей­
ной системы L равен произведению квадрата амплитудной характеристики 
системы на энергетический спектр процесса на входе. 

Важным примером стационарного процесса ,  гармонические состав­
ляющие которого имеют постоянную интенсивность независимо от час­
тоты , является так называемый белый шум. Его энергетический спектр 

N0 (ro) = N 0 = const. 

Если белый шум подать на вход линейного фильтра ,  то на выходе 
получим процесс с энергетическим спеr<тром N 0 · [ L ( ro) [ 2 . Так I{aK выбор 
L произволен , то полученный результат означает , что любая четная 
неотрицательная функция частоты может быть энергетическим спектром 
какого-нибудь процесса.  А так каr< энергетический спектр -:-- всегда четная 
неотрицательная функция , то класс таких функций исчерпывает класс 
энергетических спектров. Учитывая теперь связь энергетических спектров 
и корреляционных функций , делаем вывод , что класс корреляционных 
фу1шций - это класс четных фушщий с неотрицательными спектрами. 

Вопрос, в какой мере модель стационарного случайного процесса 
применима к описанию помех на реальных сейсмограм:мах ,  не прост , 
поскольку интенсивность сейсмических колебаний , возникающих от 
источника импульсного типа , быстро убывает с увеличением времени. 

При выделении единичного сигнала ,  имеющего небольшую длитель­
ность Т 1 ,  на фоне помех с интервалом корреляции т 0 достаточно ,огра­
ничиться участком трассы длиной примерно Т 1 + 2т 0. Поэтому и· ста­
ционарность фактически требуется только на интервале этой же длины. 

Для примера рассмотрим двухслойное полупространство z > О 
с горизонтальной границей разрыва непрерывности на глубине z = Н. 
Отраженную от этой границы волну будем считать полезным сигналом. 
Предположим , что оба слоя О < z < Н и z > Н являются вертикально­
неоднородными. Если в окрестности точечного источника, помещенного 
в нача.че координат, возбуждается колебание , имеющее форму f ( t) , то 
согласно формуле (V.51 )  приемник , также помещенный в начале коорди­
нат, зарегистрирует колебания , которые без учета кратных выражаются 
формулой 

т 

х ( t) = -1-.1-:_v_p_(O_)_f (t - to) - Vp2(0) s 
J vj, (т) dт о 

о 

( t - т ) d ln �' -2-
dt 

f (т) dт 
( 1-т:) / 2 

J и� (т) dт 
о 

(VII . 18) 

где А. - коэффициент отражения на границе z = Н; t0 - нулевое время 
прих�:ща полезной волны. Пределы в интеграле поставлены с учетом 
длительности посылаемого в среду сигнала .  

В н ашей модели экспериментального материала второе слагаемое 
в правой части (VI I  . 1 8) выражает nомеху � ( t) . 
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Воспользовавшись теоремой о среднем, можно показать , что если 
на интервале ( t0- T' ,  t 0  + Т') , где 

Т' > Т, ,, min v� (т) 
Т « 2v� ( to) . to , (VII . 1 9) 

функция � о ( t) = d ln у ( t/2)/d t является отрезком реализации стацио­
нарного процесса ,  то на интервале ( t0- T' + Т, t0 + Т') процесс s ( t) 
'Также может считаться стационарным; при этом его энергетический спектр 

� v� (О) 2 N� (ffi) = ,  4 (t ) t2 / S (ffi) / N� (ffi) , lVp О О 
где N � ( ffi) - энергетический спектр процеса t 0 ( t) . 

(VIl .20) 

Физический смысл приведенного условия стационарности состоит 
в том, что степень неоднородности среды; выраженная последователь­
ностью коэффициентов отражения , в окрестности границы z = Н изме­
няется мало. Влиянием кратных волн , образующихся в пределах этого же 
интервала ( t 0  - Т' ,  t0 + Т') , обычно можно пренебречь. Что касается 
Rратных от более резких границ , а также волн , отраженных от соседних 
резких границ , то подобные помехи должны учитываться как регулярны!' 
{неслучайные) сигналы, что , по существу, изменяет саму постановку 
задачи выделения одиночного сигнала. 

Таким образом, условие лоr{алыrой стационарности по отношению 
R широкому классу реальных сейсмограмм является оправданнь1м. 

Главное нарушение стационарности на  широких интервалах времени 
.з аключается в понижении интенсивности с увеличением времени. Поэтому 
при рассмотрении больших участr;ов трасс помеху целесообразно считать 
таким случайным процессом, у которого дисперсия �j ( t) плавно умень­
шается при t -+ О, а I{оэффициент I{орреляции между s ( t1) и s ( t2) зависит 
'Т ОЛЬКО ОТ t1- t2 . 

Легко проверить , что подобные процессы могут быть записаны в виде 

s (t) = ер  (t) so (t), 
где ер ( t) - заданная монотонно убывающая функция времени; s o ( t) -
-стационарный случайный процесс. 

Такал модель, в частности, следует из формул (VII . 18) и (VII .20) , 
€сли � о ( t) стационарна на всем интервале (О, оо ) . Другим обоснованием 
является хорошо известный факт, что удачный выбор заrщна регулирования 
амплитуд в сейсморегистрирующем канале (устройствами типа ЭРУ ) 
делает запись стационарной в очень широком интервале времени. Именно 
!{ таким отрегулированным записям и следует применять модель стацио­
нарного процесса. 

Рассмотрим некоторые соотношения для пары произвольных стацио­
нарных процессов - s ( t) и 11 ( t) .  Связь этих процессов между собой 
характеризуется функцией взаимной корреляции , которую определим 
·сразу для ко:мплекснозначных процессов: 

К�11 (t + т, t) = Ms (t + т) 11* (t) . (VII .21 ) 



Если эта функция зависит только от разности аргументов 

Ksтi (t1, t2) = K;тi'(t1 - t2) = Ksтi (т) , 
то процессы 1 � ( t) и 11 ( t) называются стационарно-связанными. Функция 
взаимной корреляции стационарно-связанных процессов удовлетворяет 
следующему соотношению: 

Kтis (т) = К�т� ( - т). 
Для вещественных процессов значение 

r5тi (т) = К5т� (т)/<J1;<Jтi 

(VII . 22) 

определяет коэффициент корреляции между � ( t) и 11 ( t-i:) , поэтому 
величина Тт, для которой 

r5тi (тт) = шах r;тi (т) , 
('f) 

показывает тот сдвиг, при котором значения процессов � ( t) и 11 ( t) в наи­
большей степени связаны . 

Если процессы s ( t) и 11 ( t) независимы, то их функция взаимной 
корреляции равна нулю. 

Пусть Х (d(J)) и У (d(J)) - случайные амплитуды, фигурирующие 
в спектральных разложениях (VI I . 9) и (VI I . 15) для � ( t) и 11 ( t) .  

Предел отношения 
МХ (dro) У* (dro) 

2л dы 

при dш -+ О называется взаимным энергетическим спектром и обозначается 
N;ri (ш). 

Функции Ksri (т) и N;ri (ш) связаны парой преобразований Фурье, 
в частности, 

со 
K;ri (•) = 2� S N5ri (ш) exp (iшi:) dш. (VI I . 23) 

- со  

Из этих формул легко получить функцию взаимной корреляции 
между процессами s ( t) и YJ ( t) = L [ s ( t) ] : 

со 

K;ri (т) = J К; (t + т) l (t) dt . (VI I . 24) 
-со 

Действительно, в этом случае У* (dш) = L* ((J))X* (dш) ,  поэтому 
взаимный энергетический спеrпр 

N5ri (ш) = L* (ш) N; (ш) , (VII .25) 
а тан как интеграл в правой части (VI I . 24) можно переписать, как 

со 

J К5 (т - и) l( - и) dи, 
-со 
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то справедливость формулы (VI I .24) доказывается тем, что спектр фут;­
ции l ( - t) равен L* ( (J)) . Формулы (VI I .24) и (VI I .25) могут быть исnощ,­
зо�аны для v оцею{И �татистической связи:, 

I{Оторая им�ет место мещду 
сеисмическои трассои и логарифмическои производнои акустической 
;-несткости при нормальном падении в вертикально-неоднородной среде. 

В заключение найдем корреляционную функцию суммы двух ста­
ционарно-связанных процессов - s ( t) и 'У) ( t) .  

По определению 

к}; (•) = м [s (t + •) + 11 (t + •)] . [s* (t) + 11* (t)] . 

Раскрыв скобки и определив математическое ожидание каждого 
слагаемого , получим 

к}; (•) = кs (•) + Kri (•) + Kris (•) + Ksri (•). (VII . 26) 

Аналогичная формула имеется и для спектральной интенсивности : 
N}:, ((J)) = Ns ((J)) + Nri ((J)) + Nsri ((J)) + Nris ((J)) .  

Если оба процесса независимы, то 

к}; (•) = кs (•) + Kri (-r); 
N}:, (•) = N s (•) + N ri (•). 

§ 30. Опти:мальная фильтрация при обнаружении 
детерминированного сигнала 

(VI I .27) 

(VII . 28) 

(VI I .29 ) 

Пусть х ( t) = и ( t) + s ( t) ,  где помеха s ( t) является стационарньв1 
процессом. Будем считать , что фильтр L тем лучше, чем интенсивнее 
выходной сигнал v ( t) = L [и ( t) ] по сравнению с помехой 11 ( t) = L [ s( t) ] 
на  выходе фильтра.  Интенсивность сигнала v ( t) условимся измерять 
нвадратом его значения в некоторый момент времени t0• Интенсивность 
помехи 11 ( t) будем оценивать ее дисперсией (мощностью) D11 . 

Таким образом , I{ачество работы фильтра L определяется величиной 

µ (L) = lv (to) 12 
DYJ • 

которая называется отношением сигнал/помеха на  выходе фильтра. 
Tar{ I{ак спектр v (t) равен Su ((J)) L ((J)), то 

00 
v (t0) = 2� 5 Sa ( (J)) L ( (J)) ехр (i(J)t0) d(J) . 

- оо  

Мощность помехи на  выходе равна интегралу от ее энергетического 
спектра ,  а последний равен [см .  формулу (VII . 17) ]  /L ( (J)) I  2 - Ns ( (J)) , где 
Ns ((J)) - энергетический· спектр помехи на входе фильтра ,  поэтому 

00 

D11 =  2� s / L ((J)) /2 Ns ((J)) d(J) . 
- оо  
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Таним образом, 
1 

2л 

со 2 5 L (w) Su (ш )  ех р ( iwt0) dw 

µ (L) = -----"°-со--------'-

2� 5 1 L ( w )  12 N � ( ш )  dш 
-со 

(VII . 30) 

Задача состоит в выборе таной характеристини L (ro) ,  для ноторой 
:значение µ мансимально.  Покажем,  что эта х арактеристина определяется 
-формулой 

L ( ) ( · t ) s� (ш)  (VII 31 ) о ro = С · ехр - iro о N� (ш) , . 

где с - любая нонстанта. 
Напишем сначала неравенство Romи - Буняковского для КОJ\Ш­

..ленснозначных функций f (х) и g (х) : 

1 ь 1 2 ь ь I f (х) g* (х) dx � J 1 f (х) 12 dx I 1 g (х) 12 dx. 

В качестве f возьмем 

н в качестве g -

S� (W) • ех р  ( iШto) 
Y2n:N� (ш) 

L (ш) У� 
-V2n: 

Применительно к этим фу1шциям неравенство Коши - Буняков­
.ского даст 

со 2 со 

2� 5 L (ro) Su (ro) exp (irot0) dro 5 J Su (ш) l2 dro 
N� (w) Х 

- со  - со  
со 

Х 2� 5 I L (ro) \2 N6 (ro) dro. 
- со  

Или, разделив обе части неравенства на  
со 

2� 5 1 L (ro) \2 Ni; (ro) dш 
- со  

и учтя выражение ДJIЯ µ, получим 
00 

1 (' ! Su (ш) l2 
µ (L.) � 2n: . J N� (ш )  

dш. 
- со  
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Мы получили верхнюю границу для отношения сигнал/помеха . 
Теперь достаточно убедиться в том , что эта граница достигается д.тrя 
характеристики L0  (ro) , выбранной по формуле (VII .31 ) .  

Подставляя формулу (VII . 3 1 )  в (VI I .30) , убеждаемся , что это действи-
тельпо так: 

(VIl .32) 

Оптимальность фильтра L0 доказана.  Разумеется , необходимо 
оговорить возможность деления на Ns ((()) в (VI I .31 ) .  Однако эта оговорЕа 
практического значения не имеет, так как не существует таких реальных 
помех , которые совсем не содержат гармониrпr на каких-нибудь частотах. 

Имея в виду реальные ситуации, разумно также потребовать , чтобы 
всегда выполнялось условие конечности значения µ ,  ибо случаи , когда 
сигнал удается полностью выделить на фоне помех , могут быть искшо­
чены из рассмотрения. Это ограничивает выбор математических моделей 
для описания помех условием 

1 Su (w) 12 -+ О  при (() -+ ОО .  N �  (w) (VIl . 33} 

Если Su ((()) - дробно-рациональная функция , убывающая , I{aK 
1/(J)m , то Ns ((()) па бесконечности доЛжен стремиться к нулю медленнее , 
чем 1 /(J)'п . Это исключает возможность использования аналитических 
случайных процессов, для которых N s ( (() ) убывает при u) --+ оо ,  каI\ 
ехр (-(()2) .  

В I{ачестве примера рассмотрим обнаружение сигн ала на  трассе, 
определяемой формулой (VII . 18) (задача обнаружения отраженной от 
резкой границы волны на  фоне однократных отражений от переходных 
слоев при нормальном падении) . В соответствии с формулами (VI I  . 18)  
и (VII . 20) спектр ISa ( (()) 1 2 пропорционален / S ( (()) 1 2 , а Ns ((()) пропорцио­
нален / S ( (()) / 2Ni; ( (() ) .  Видно,  что условие (VII .33) эквивалентно требова­
нию N � ( (()) --+ оо ( (() --+ оо ) , которое интерпретируется I{aK увеличение 
интенсивности колебаний акустической жестr{ости у (•) с ростом частоты. 
Грубо говоря , 111елкомасштабные неоднородности дошr-шы быть более­
интенсивными , чем крупномасштабные.  

Если условие (VI I . 33) не выполнено ,  то это означает , что в модели 
экспериментального 111атериала не учтены I{акие-то помехи (например , 
погрешности измерения) , которые , хотя и имеют малую интенсивность , 
играют большую роль на высоких частотах . Обычно модель изменяют 
введением белого шума небольшой интенсивности а, заменяя энергетиче­
сrшй спе!{тр Ns (ro ) на Ng ((()) + а. 

Рассмотрим физический смысл фор111улы (VII .31 ) .  Сначала опреде­
лим амплитудную характеристику оптимального фильтра :  
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Из этого выражения видно , что оптимальная фильтрация имеет 
амплитудную характеристику, хорошо согласующуюся со здравым смыс­
лом: она устанавливает для каждого значения ro усиление ,  пропорцио­
нальное амплитуде соответствующей гармоники полезного сигнала и 
обратно пропорциональное интенсивности составляющих помехи. 

Наличие множителя с в формуле (VII .31 )  указывает , что спектраль­
ная характеристика фильтра определена с точностью до коэффициента 
усиления, который может быть опущен. Отсюда следует ,  что если вместо 
спектра S и ( ro) взять спектр aS и ( ro) ,  а вместо спектральной интенсивности 
N5 (ro) взять ЬN5 (ro) ,  то спектральная характеристю{а оптимального 
фильтра не изменится. Тем самым мы показали, что характеристика опти­
мального фильтра не зависит от отношения сигнал/помеха на его входе , 
так как в качестве величины а можно взять амплитуду сигнала и ( t) , 
а величину Ь принять равной а� , нормировав соответствующим образом 
функции Sи (ro) и N5 (ro) . 

Множитель ехр ( -i ro t0) , определяющий момент времени, на котором 
наблюдается максимальное значение выходного сигнала ,  также можно 
опустить. Фактически это означает выбор t0 = О, поэтому максимальная 
амплитуда выходного сигнала на выходе фильтра 

L (ro) = 
s� (w) 

о Ne (w) (VI I . 34) 

наблюдается в момент времени t = О (если сигнал и ( t) точно известен) . 
Если сигнал и (t) известен с 'rочностыо до времени прихода и ампли­

туды а: 
и (t) = af (t - т) , 

где f ( t) - заданный сигнал, начинающийся в момент времени t = О,  
то оптимальный фильтр 

S* (w) Lo (ro) = Ne (w) ' (VI l . 35) 

где S (ro) - спектр f ( t) ,  даст (в силу стационарности преобразования L) 
мансимальное значение выходного сигнала в момент времени т. Поэтому 
мансимум функции у ( t) = L0 [х ( t) ]  на выходе фильтра (VI I .35) может 
-служить оценкой времени прихода полезного сигнала. 

Все фильтры (VII .31 ) ,  (VII . 34) и (VII .35) дают одно и то же значение 
·Отношения сигнал/помеха.  

П р  и 111 е р  I .  Расс111отри111 оптимальный фильтр (VII .35) для модели эксперимен­
·тального материала (VI I .18) .  Спектр сигнала с точностью до множителя равен S (w), 
.а энергетический спектр помехи определяется формулой (VII .20) . Отсюда 

1 Lo ( w) = S ( w) N r. ( w) • 

Видно, что задача оптимальной фильтрации сводится к задаче построения неко­
торого обратного фильтра .  

П р и м  е р  I I  (сог.1Iасованный фильтр) . Рассмотрим спектральную характери­
стику оптимального фильтра, когда помеха является белым шумом: Ne (w) = N0• 
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ПосI{ОЛЫ{У оптимальный фильтр определяется с точностью до множителн ,  то 
можно принять в этои случае 

L0 (w) = S* (w) .  (VII .36)  
Фильтр с такой спектральной характеристикой является согласованным. 
Из (VII .36) следует выражение для и�mульсной характеристики согласованного 

фильтра: 
lo (t) = f (-t ) .  (VI I .37)  

Пусть на вход согласованного фильтра подается сигнал х ( t) .  На выходе по.тrучпм 
со со 

y (t) = J х (t - т:) f (-т;) dт;= J х (t + т:) f (т;) dт;. 
- со  - со  

(VI I . 38) 

Такиы образом, выходной сигнал у (t) представляет собой взаимную корреля­
цию входного сигнала х (t) с ожидаемой формой полезного сигнала. 

Согласно формуле (VI I .32) отношение сигнал/помеха на выходе согласованного 
фильтра · 

со 
1 \ Ри 

µ= 2лNо J 1 Su (w) l2 dw = No
' 

- со  

где Р" - мощность полезного сигнала н а  входе. 
ИтаI<, отношение сигнал/помеха на выходе согласованного фИJ1ьтра совпадает 

с отношениеы мощности сигнала н мощности помехп на входе этого фильтра .  

Если на  вход фильтра (VI l . 35) подается сигнал af ( t-т) , то на его. 
выходе получим сигнал v ( t) ,  имеющий спектр 

· S* (w) 1 S (w) 12 Su (w) = a exp ( - iwт) S (w) N� (w) = a · exp ( - iwт) N� (w) 

Энергетический спектр помехи на выходе 

1 12 I S  (w) 12 Nтi (w) = �0 (w) N5 (w) = N� (w) 

Сравнивая оба выражения и применяя к правым частям обратное­
преобразование Фурье , получим 

v (t + т) = аКт� (т). (VII .39) 

Во-первых , из этого равенства следует , что на выходе оптимального 
фильтра сигнал имеет симметричную форму (так как корреляционная 
фующия всегда четна) . Во-вторых, оно означает, что спектральные свой­
ства сигнала и помехи па выходе оптимального фильтра одинаковы . 
Из этого можно сделать очень важный вывод : на  выходе оптимального 
фильтра форма полезного сигнала не несет никакой полезной информа­
ции. Вся информация о сигнале содержится в максимальном значении 
функции у ( t) . Этот вывод совершенно естествен , поскольку вся информа­
ция о форме полезного сигн'ала была использована при определении спеr{­
т.ра.льной характеристини L0 (w) .  

Равенство (VII . 39) 'иногда применяется KaI{ условие , . J{онтролиру­
ющее правильность выбора характеристики фильтра.  По существу, мы 
показали лишь необходимость · условия (VI I . 39) . Для доказательств<� 
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цостаточности нужно потребовать, чтобы ни при каких w спектральная 
х арактеристика L ((1)) не обращалась в нуль. 

Переписав равенство (VI I . 39) в спектральной форме и подставив 
в полученное равенство выражения Sv (w) = L (w)Su ((1)) и (VI I . 1 7) ,  
дедаем заключение (после деления н а  L (w) , что L (w) удовлетворяет 
формуле (VII .31 ) .  

Другой критерий правильности фильтра основывается на  том, что 
·согласно (VII .25) взаимный энергетический спектр G ( t) и У) ( t) 

( S* ((!) ) )* N�ri (w) = N �  ((!)) N� (w) = S (w), 

'Откуда f ( t) = Ksri ( t) . Это равенство имеет место независимо от того , 
правильно или неправильно предположение о форме сигнала - доста­
точно правильно задать энергетический спектр Ns ( (1)) .  

§ 3 1 .  Реализация опти:мальных фильтров 

Проблема реализации оптимальных фильтров близка к проблеме 
реализации обратных фильтров . Докажем сначала ,  что оптимальный 
фильтр физически неосуществим. Подадим на вход фильтра (VI I . 35) 
сигнал f ( t) ,  относительно которого , как всегда, предполагается, что он 
имеет н ачало в момент t = О. Тогда на выходе фильтра получим сигнал 
и ( t) , спектр которого 

S (w) = S (w) S* ((!)) = I S ((!)) l2 v N� ((!)) N� ((!) ) 
И числитель, и знаменатель в правой части - четные вещественные 

функции. Значит, спектр Sv (w) ,  а вместе с ним и выходной сигнал также 
являются четными. Но для всякой четной функции, не равной тожде­
·Ственно нулю, можно указать такие значения t < 0 , что и ( t) =f= О. Стало 
быть, фильтр отреагировал на сигнал f ( t) раньше , чем он поступил на 
вход этого фильтра .  Поэтому фильтр (VII .35) не удовлетворяет принципу 
причинности. Отсюда следует, что фильтры (VI I .31 )  и (VI I . 34) тоже физи­
чес1п1 неосуществимы, ибо их спектральные характеристики имеют в ниж­
н ей полуплоскости комплексного переменного такие же особенности , 
I{ак и (VI I . 35) .  

Таким образом, оптимальный фильтр нельзя точно реализовать на 
устройствах, действующих в реальном физическом времени, например при 
помощи электрических цепей. Но это , конечно,  не значит, что его вообще 
нельзя реализовать. Во-первых, в этом классе линейных систем он может 
бьп:ь аппроксимирован - выбирая достаточно большое запаздывание t 0 
в формуле (VI I . 31) ,  можно, в частности, добиться сколь угодно точной 
аппроксимации в классе причинных систем. Во-вторых , он может быть 
реализован в цифровой форме. · 

Перепишем формулу (VI I . 35) : 

L0 (w) N s (w) = S* (w). 
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Применяя к этому равенству теорему о спектре свертки, подучrщ ,  
что импудьсная характеристика l 0 ( t) оптимальното фильтра яв.тrяетсл 
решением следующего интегрального уравнения: 

00 r К5 (t - т) Z0 (т) dт = f ( - t). (VII . 40) 
-оо 

Сравнивая его с уравнением: (VII  . 1 ) ,  видим, что задача построен ил 
оптимального фильтра является частным случаем задачи обратной филь­
трации. В отличие от общей задачи обратной фильтрации интегральное 
ядро К5 ( t-т) уравнения (VII .40) относится к специальному нл ассу 
фуннций, имеющих неотрицательные спентры . 

Если N� (w) > O и при w � = 

1 S (w) 1 с 
N� (w) � ""(;)а •  (VII .4'1 )  

то импульсная характеристина оптимального фильтра существует п опре­
деляется единственным образом. 

Доказательство этого утверждения основывается на достаточных 
условиях существования и единственности решения интегрального урав­
нения (VI . 1 ) .  Из Ns ((1)) > О  следует единственность , а из снорост:и убы­
вания 1 S ((1)) l/N5 (w) - существование решения и его устойчивость . 

Любая реальная помеха имеет спектр более широкий , чe:ri1 сигнал , 
поэтому условие (VI I .41 )  можно считать всегда выполненным. 

Перейдем к вопросам реализации оптимальной фильтрации в Iшассе 
цифровых фильтров. Эту реализацию можно получить либо непосред­
ственно из конечной аппроксимации интегрального уравнения (VJI .40 ) ,  
либо решением соответствующей задачи на  максимум отношения сиг­
нал/помеха в области числовых последовательностей. 

Первый путь , который основан на замене в (VII .40) интеграла пнтег­
ральной суммой, мало удобен , так кан приводит к решению систем ы 
линейных алгебраичесних уравнений очень высокого порядна. 

Рассмотрим второй путь. Пусть на  вход цифрового фильтра подается 
последовательность х = {и (kЛ t) + s (kЛ t)} .  Отношение сигнал/помеха 
на выходе цифрового фильтра L будем оценивать отношением нвадрата 
амплитуды v0 полезного сигнала v = L {u (kЛ t)} к мощности помехн 
YJ = {YJk} на выходе фильтра ,  где 

loo 
YJk = � lk-jSj, Sk = 'S (k Лt). i=-00 

(VI I .42) 

Прежде чем приступить к задаче мансимизации отношения сиг­
нал/помеха ,  рассмотрим вкратце способы описания случайных последо­
вательностей , представителями которых являются последовательност 1 1  
s и 11· 

Пусть { Sk} - произвольная случайная последовательность , среднее 
значение которой равно нулю : М Sk = О, k = О , ± 1 ,  ± 2, . . .  Эта последо-
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вательность называется стационарной (в широком смысле) , если среднее 
значение произведения Sk+n Sh не зависит от k :  

(VI l .43) 

Функция Bs (п) целочисленного аргумента · п - корреляционная 
фушщия последовательности { Sk} · Средняя интенсивность (дисперсия) 
последовательности { Sk} равна Bs (О) .  

Дискретный энергетический спектр случайной последовательности 
{ �k} определяется I'ак дискретный спектр последовательности {В� (п)} , 
п = О , ± 1 ,  ± 2 ,  . . . .  

00 

Ni (ffi) = � Bs (n) exp ( - iffin Лt) .  
� tz=-oo 

(VIl .44) 

Из этой формулы следует , что Bs (п) - суть коэффициента ряда 
Фурье периодической функции N� (ffi) ,  имеющей период 2:rr/Л t, поэтому 

л/ЛI  

Лt s Bs (п) = 2Л Ni (ffi) ехр (iffin Лt) dffi . (VIl . 45) 
-'Л/ Л1 

Роль белого шума играет некоррелированная случайная последо­
вательность , для которой В; (О) + О, Bt, (п) = О при п + О. Эта после­
довательность имеет дискретный энергетичесr\ий спектр 

Ni (ffi) = Bs (О) . 
Вернемся теперь к нашему случаю , когда �k = s (kЛ t) .  
Очевидно , 

Bs (п) = Ks [п Лt] . (VIl .46) 

Найдем энергетический спеr\тр последовательности { 1'lk} ,  опреде­
ляемой формулой (VI l .42) . Сначала найдем ее корреляционную функцию 
В,1 (п) = М 11k+n1'lh · 

Подставляя формулу (VI I . 42) , получим: 
00 00 

В11 (п) = М .  � � lk_ilk+n-ssiss · 
/=-00 S=- 00  

Так каr\ ЗНаI{ суммы можно поменять со знаком математического 
ожидания , то с учетом формул (VI I .43) и (VII .46) 

00 
� lk_ilk+n-sBs (s - j) . 

S=- CO 

Если перейти к новым индексам суммирования j' = j + k и s" = 
s + k ,  то полученное выражение можно переписать: 
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В I{руглой скобке стоит сверТI{а последовательности { l_k ) с последо­
вательностыо {В5 (п) ) .  Результат этой свертки «сворачивается» далее­
с последовательностью {lk ) . Поэтому равный дискретному спектру кор­
реляционной функции Br, (п) энергетический спектр последовательностп 
{YJk) равен 

N� (ш) = 1 L (ш) 12 Ni (ш) . (VIl .4  7) 

Итак , связь между дискретными энергетическими спектрами помехи 
на входе и выходе линейной цифровой системы оказалась такой н;е ,  как 
и для непрерывных систем. 

Полученные соотношения позволяют осуществить вывод · цифрового­
оптимального фильтра точно так же ,  как и в непрерывном случае. А именно· 
нужно выразить амплитуду v 0  через дискретный спектр последователь­
ности { vk} 

n / Л I  
Лt (' Vo = 2Jt J L' (ш) s;l (ш) dш, 

-'Л/ Л1 

а мощность помехи У) - через ее энергетический спектр: 
n / л t  

DYJ = �� � I L ' (ш) j2 Ni (ш) dш. 
-n/ Л t  

Составив теперь отношение J v 0 l 2/ D11 , получим путем тех же рассуж­
дений, которые пров одились в § 30 , что дискретная спектральная хара·к­
теристика оптимальн ого цифрового фильтра выражается формулой 

s�· (w) Lо (ш) = NHw) (VIl .48) 

Если время прихода и амплитуда полезности сигнала неизвестны 
[и ( t) = af ( t-т) ] , то спектральная характеристика оптимального цифро­
вого фильтра может быть взята в виде 

s'* (w) L0 (ш) = N� (w) , (VII .49) 

где S' (ш) - дискретный спектр последовательности f = {! (kЛ t)} . 
Условием существования оптимального цифрового фильтра ,  оче­

видно , является неравенство Ni (ш) > О. Оr{азывается , что данное усло­
вие заведомо выполнимо , если для всех ш величина N5 ( ш) > О. Это легко 
поr{азать для случайных процессов G ( t) , имеющих конечную энергию-

Действительно ,  в этом случае фующия N5 (ш)  абсолютно интегри­
руема (ибо она неотрицательна) и к ней можно применить формулу 
( II I . 1 1 ) ,  связывающую ДИСI{ретные и непрерывные спектры: 
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Вследствие неотрицательности всех слагаемых Ni (w) > О. 
Заметим , что в дискретном случае отпадает необходимость формули­

ровать условия типа (VII .41 ) .  Действительно , при №s (w) > О  функция 
L 0 (w) является непрерывной периодической функцией , обладающей 
абсолютно сходящимся рядом Фурье. Но коэффициенты этого ряда -
суть отсчеты импульсной характеристики оптимального фильтра .  Из абсо­
лютной суммируемости отсчетов вытекает конечность нормы оператора L 0 •  

Так как ЭВМ имеет конечную память , нужно рассмотреть условия , 
при которых оптимальный фильтр является финитным обычным или рекур­
сивным оператором. Здесь будут приведены два таких условия. 

Условие 1 .  Если последовательность f = {/0 ,  /1 ,  " "  fN} финитна , 
а последовательность s представляет белый шум (N� ( w) = const ,) то  
оптимальный фильтр (VI I . 49) реализуем в финитной форме. 

Действительно, соответственно § 30 оптимальный фильтр является согласован­
ным. Из формулы (VII .37) и финитности сигнала следует, что 

lk• J = { f-k• -N � k � O 
О, k< -N1 k>O. 

Если фильтрации подвергать последовательность {x-k} , то фильтр L0 иужио 
взять в обращенной форме: Z'k0) = fk · 

Условие 2. Если сигнал f ( t) финитен , а помеха s ( t) имеет конечный 
интервал корреляции 't 0 

K6 ('t) ==: O  при l 't \ > 't0, 
то оптимальный цифровой фильтр реализуем в финитной рекурсивной 
форме. 

Д о к а з а т  е л  ь с т  в о . Характеристина z оптимального фильтра выразится 
формулой f1 fN !о + - + . . .  + ---лт z z Lo ( z )  = ___ м ______ _ 

� К� (п Лt) zn 
п�- М 

где М = [,;0/Л t ] .  Мы уже убедились в том, что Lo (z) является дробно-рациональной 
функцией z.  Остается выяснить, как получить устойчивую реализацию рекурсивного 
фильтра. 

Согласно формуле (VI I .4  7) случайная последовательность с корреляционной 
функцией В� (п) может рассматриваться кан результат прохождения не1<оррелиро­
ванной последовательности через цифровой фильтр Н со спектральной характеристи­
кой Н (w) ,  квадрат модуля которой равен IH (w) j2 = N{ (w). Если Н (z) - z-харак-
теристика фильтра Н, то В� (п) =Н (z) Н ( � ) . При доказательстве теоремы 1 §_27 

мы убедились в том, что фильтр Н с заданной амплитудной характеристиной jH (w) I  
всегда можно выбрать так, чтобы он был минимально-фазовым. Следовательно, нули 
фушщии Н (z) лежат вне круга 1 z 1 � О, а нули Н ( � ) - внутри этого круга .  

Представляя L0 (z) в виде 

1 Lo (z) = -- · 
Н (z) 

F ( +) 
н (  + ) ' 

(VII  . 5 1 )  
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мы получили, что L0 можно реализовать с помощью последовательности прямого 
п обращенного финитных рекурсивных фильтров. Оба эти фильтра устойчивы (в том 
смысле, что их норма конечна) . 

§ 32. Оптимальный разрешающий фильтр 

Вернемся к задаче разрешения волн из § 1 9 ,  но теперь предположим , 
что последовательность сигналов -� akf ( t - тk) регистрируется на фоне 
стационарной случайной помехи � ( t) .  Саму задачу разрешения будем 
понимать как максимальное выделение одного из сигналов на фоне всех 
остальных. Действительно ,  если в некоторый момент времени t амплитуда 
одного из сигналов большая, а амплитуда остальных сигналов и помехи 
11rала , то этот сигнал наблюдается в «разрешенном» от прочих колебаний 
виде. 

Итаr{ ,  на вход фильтра подается входной сигнал , имеющий следующую 
структуру: 

(VII .  52) 

при этом составляющая � akf (t - тk) + � (t) образует суммарную помеху. 
(k) 

Введенный в § 30 оптимальный фильтр предназначен для подавления 
случайной помехи, поэтому, чтобы применить этот фильтр для задачи 
разрешения , необходимо обсудить возможность трю{товю1 суммы 

z ( t) = � akf ( t - т k) (VII. 53) 
(А) 

как случайного процесса .  Предположим, что сумма (VII .53) представляет 
собой последовательность отраженных волн , образующихся в горизон­
тально слоистой среде. Если значения коэффициентов отражения и глу­
бины до каждой из границ не подчиняются никаким детерминированным 
закономерностям, то их можно считать реализациями случайных величин. 
Тогда ak и тk в (VI I . 53) - суть случайные величины и сам процесс z ( t) 
является случайным. 

Более строго будем предполагать следующее. Пусть все случайные 
амплитуды ak одинаково распределены, независимы между собой, имеют 
:математическое ожидание ,  равное пулю (это означает, что и положитель­
ные и отрицательные значения равновозможны) и независимы от слу­
чайных величин тk . Дисперсию случайных амплитуд обозначим cr2 • Если 
·сигнал f ( t) нормирован так, что max lf ( t) [ =  1 ,  то cr выражает средне­
т-шадратическое значение пиковой амплитуды последовательности импуль­
сов в формуле (VII . 53). 

В соответствии с экспериментальными данными последовательность 
·случайных величин тk образует пуассоновский потОI{ .  Это означает, что 
любые две разности тk +i - тk и Tj+ i  - тi при j =F k независимы, 
а среднее значение тk + 1 - тk пе зависит от k. Обозначим это среднее 
значение через 1/'А. Величина 'А является параметром пуассоновского 
потоI{а и выражает среднее число импульсов в единицу времени. 
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Найдем сначала корреляционную функцию процесса z ( t) при усло­
вии , что он задан па иптерв але ( t0 - � , t0 + � ) и что на этом интервале 
имеется ровно п импульсов. Эта корреляционная фующия [обозначим 
ее К2 ( t1 , t2 ln , t 0 , Т) ]  равна условному математическому ожиданию произ­
ведения z ( t 1) • z ( t 2) при фиксированном значении числа п импульсов 
на интервале ( t0 - � , t 0 + � ) . Чтобы получить искомую безусловную 
I{Орреляционную функцию, нужно будет вычислить математическое ожи­
дание К2 ( t1 , t2 I п , t 0 , Т) по распределению случайной величины п. 

Полагая t1 = t + '! и  t2 = t и используя формулу (VI I . 53) , получим 

п !! 
К2 (t + т, t l n, t0, Т) =Мп �  � ajakf (t + т- тj) f (t - тk)· ]=1 k= l  

Так как суммы содержат конечное число слагаемых , можно поменять 
знюш суммы и математического ожидания местами. Случайные величины а1 
и ak независимы друг от друга и от времен появления импульсов . А так J{aK 
математические ожидания этих величин равны нулю, то все слагаемые 
при j =!= k обратятся в нуль. 

Следовательно ,  
п 

IC (t + т, t l n, t0, T) = a2 �Mпf (t + т- тj) f (t - тj). 
J=l 

Все п моментов времени т 1 , т 2" • •  , 'tn в совокупности независимы 
и распределены равномерно с плотностью 1/Т на интервале] ( t0-� .  
t 0  + � ) . Поэтому 

т 

Отсюда 

t-t,+ .I.... 2 
S f (и + т) f (u) du. 

t-t,- .I.... 2 

t-t,+ _I__ 2 
Kz (t + '!, t 1 п, t0, Т) = 11�2 5 f (и + •) f (и) du. 

t-t.- .I.... 2 
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. Математичесr{ое ожидание числа/ импульсов на интервале , имеющем 
длину Т ,  равно ЛТ. Следовательно,  безусловная корреляционная фующия 

t-t0+ .I._ 
2 

К, (t + т:, t \ t0 ,  Т) = 'Ла2 S f (и + т) f (u) du . 
t-t.- I.._ 2· 

Пусть значение Т намного больше длительности импульса f (t) : 
Т )) Т 0• Тогда в интервале ( t0 - -f- + Т 0, t0 + -{- - т 0) , длина которого 
намного больше Т 0, корреляционная функция процесса z (t) зависит 
только от т :  

(Х) 

Kz (t + т, t \ t0 , Т) = 'Ла2 S f (и + т) f (и) dп = 'Ла2R (т) , 
- (Х) 

где R (т) - автокорреляция импульса f (t). Если t и t + т удовлетворяют 
т т т условиям t0 + т0 - 2 � t � t0 - T0 + 2 и t0 + T0 - 2 � t -t- т  � t0 - т0+ 

+ � , то  для I{Орреляционной функции Kz (t + т, t [ t0, Т) будем исполь­
зовать обычное обозначение Kz (т). 

Поскольку спектр функции R (т) равен \ S (cu) \ 2 ,  можно считать, что 
при больших Т процесс z ( t) имеет спектральную интенсивность 

N z ( cu) = Ла2 1 S ( cu) \2 • (VIl . 54) 

Теперь мы имеем все данные для определения спектральной хараrпе­
ристики оптимального разрешающего фильтра.  Вследствие независимост11 
процессов z ( t) и s ( t) энергетичесrшй спектр суммы z ( t) + s ( t) равен 
сумме энергетических спектров N5 ( cu) и Nz ( cu) [см. формулу (VII .29) ] .  

Согласно формуле (VI I . 35) спектральная характеристика оптималь­
ного фильтра равна отношению комплексно-сопряженного спектра n1>1де­
ляемого сигнала к энергетическому спектру помехи. Поэтому 

(VIl .55) 

Как и следовало ожидать, спектральная характеристика оптимал 1,­
ного разрешающего фильтра не зависит от того , каrшй именно из сигналов 
последовательности � akf ( t - тk) рассматривается как выделяемый. По­
этому фильтр (VI I . 55) является разрешающим для всей этой последова­
тельности. 

Оптимальный разрешающий фильтр тесно связан с обратными фил 1,­
трами. 

Пусть в неrштором: интервале частот ( cu 1, cu 2) интенсивность помех1 1 
намного меньше интенсивности потока сигналов: 

N s ( cu) « л.а2 1 S ( cu) 12 ' CU1 � cu � CU2 . (VII .56) 
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Тогда в этом интервале 
1 Lг ((J)) c::::=: 'A,r;2S (w) 

Иными словами, в тех интервалах частот ,  в которых интенсивностью 
помехи можно пренебречь , оптимальный разрешающий фильтр действует 
как обратный. Если же , наоборот, в интервале ((J) 1 , (J) 2) помеха более 
интенсивна [N� ( (J)) � Ла21 S ( (J)) 1 2 ] ,  то спектральная · характеристика 
фильтра Lг совпадает при (J) 1 � (J) � (J) 2 со спектральной характеристикой 
обычного оптимального фильтра (VII .35) .  Это означает , что при большом 
фоне по111ех задача разделения импульсов не может быть решена.  Един­
ственный разумный выход - увеличить амплитуду всей сигнальной 
составляющей '2. akf ( t - тk) по сравнению с помехой � ( t) . 

На рис. 25 изображена «типичная» 
форма амплитудной характеристики фильт-
ра Lг ((J)) .  S (ш) 

Пусть помеха является «белым шу­
мом» : N� ( (J) ) = N 0• Тогда 

1 S* (w) Lг ((J)) = 'Л,r;2 • [! S (w) 1 2+ а] ' (VI I .57) 

где а = N 0/Ла2• Сравним полученную фор- w 
мулу с формулой (VI .48) . Так как в за- Рис. 25 
даче разрешения волн L ( (J)) = S ( (J)) , 
то обе формулы с точностью до постоянного множителя определяют один 
п тот же фильтр. 

Таким образом , регуляризация обратного фильтра по методу Тихо­
нова оказывается эквивалентной разрешению сигналов по 111етоду опти­
мальной фильтрации при наличии помехи типа «белый шум». Эта экви­
валентность , конечно , не случайна , так как всякая неустойчивость в ко­
нечном итоге обусловлена наличием помех , поэтому она может быть 
устранена соответствующим изменением постановки задачи и включением 
в задачу подавления помех. Тот факт, что регуляризация по методу Тихо­
нова оптимальна по отношению к помехе типа белый шум , означает «бес­
пристрастный» подход к свойствам помехи : если нет никаких сведений 
о распределении энергии помехи по частотам, то разу:ино принять это 
распределение равномерным. 

Полученная эквивалентность оптимального разрешающего фильтра 
и регуляризованного обратного фильтра позволяет обобщить формулу 
(VI.48) на случай помех с произвольным энергетическим спектром: 

L* (w) G ((J)) = 1 L (w) 1 2+ aN� (w) ( VI I . 58) 

§ 33. Об оценке формы сигнала в задаче разрешения 
сейсмических волн 

При использовании обратных или оптимальных фильтров , направлен­
ных на разрешение сейсмических сигналов , отраженных от совокупности 
горизонтальных отражающих границ , возникает задача определения 
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формы f ( t) излучаемого в среду иыпульса. Дело в том , что наличие границ 
вблизи источника осложняет падающую волну, вследствие чего ее не 
удается наблюдать в «чистом» виде. Дополнительным осложнением является 
слабое изменение свойств сигнала из-за поглощения. Поэтому форму 
сигнала приходится изучать непосредственно по интерференционпьщ 
записям сейсмических волн на ограниченных интервалах времени. 

Возможность такого изучения открывается формулой (VII . 54) , со­
гласно которой энергетический спектр N, (w) случайной последователь­
ности (VII . 53) совпадает (с точностью до постоянного множителя) с 1,ва­
дратом амплитудного спектра сигнала f ( t) .  Во временной области этот 
факт означает , что корреляционная функция К, (т) совпадает (опять-таr'и 
с точностью до множителя) с автокорреляцией сигнала R (т) . 

Для построения среднеквадратического обратного фильтра Райса, 
определяемого формулами (VI .34) и (VI.35) , достаточно задать амплитуд­
ный спектр сигнала. Хотя для других обратных фильтров , а таr{же для 
оптимальной фильтрации требуется более полная информация о спентре 
полезного сигнала,  значение амплитудного спектра оказывается чрезвы­
чайно важным , тан кан , во-первых , фазовая характеристина может быть 
получена на основе гипотезы минимальной фазовости сигнала f ( t) , а во­
вторых, приближенное задание фазовой характеристики может оказаться 
практичесI{И достаточныllf, поскольну операторы обратной и оптиыаль­
ной фильтрации вообще реализуются только приближенно.  

Для выполнения гипотезы llfинимально-фазового сигнала f ( t )  необ­
ходимо и достаточно потребовать , чтобы воздействие ,  источник , среда 
и сейсмичес1шй канал (включая систему приемник - почва) имели мини­
llfалы10-фазовые спектральные характеристики. Минимальная фазовость 
сферического источнина вытенает из формулы ( I .45) , согласно которой 
спектральная характеристика Иl\fеет единственный нуль при w = О. 
В соответствии с результатами § 7 допущение о 1щнечности максимальной 
СI{Орости распространения волн влечет и минимальную фазовость среды , 
если последнюю рассматривать кан линейную систему. Что касается 
воздействия и приемной системы, то здесь мы имеем дело с факторами , 
до некоторой степени I{Онтролируемы:ми экспериментатором. Эти рассу­
ждения показывают, в НЮ{ОЙ :мере гипотеза минимальной фазовости 
является обоснованной. 

Остановимся на двух задачах: 
1) практичесние оценни амплитудного спектра на основе формулы 

(VII . 54) ;  
2) построение комплексного спектра S ( w) или фазовой харю{тери­

стики ер (w) минимально-фазового сигнала по амплитудному спе�,тру. 
Погрешности , возНИI{ающие от замены реального полуфинитного 

сигнала минимально-фазовым, уже рассl\fатривались нами в § 27. 
Согласно формуле (VI I . 54) оцепна амплитудного спектра [S (w) 1 

llfoжeт быть получена с помощью оценки спектральной интенсивности 
процесса z ( t) .  Процесс z ( t) наблюдается в сумме с помехой G ( t) ,  поэтому 
оценка N, ( w) возможна в следующих ситуациях. , 

I .  Пollfexa G ( t) llfaлa и ею :можно пренебречь, ТЮ{ что Nx (w) � N, (w) , 
где N х ( w) - энергетичесний спентр наблюдаемого процесса х ( t) . 
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I I .  Корреляционная функция (или энергетический спектр) по:мехи 
s ( t) известны, тогда Nz (w) = Nx (w) - N� (w) . 

III .  Существуют трассы х1 ( t) и х2 ( t) ,  1хоторые содержат одну и ту же 
сигнальную часть z ( t )  и независи:мые по:мехи s1 ( t) и s2 ( t )  соответственно . 
В этом случае взаимный :Энергетический спектр процессов х 1 ( t) и х 2 ( t) 
равен Nz ( w) . 

В ситуациях I и I I  задача сводится .к оценке энергетического спектра 
наблюдаемого процесса х ( t) , в ситуации III - .к оцею{е взаимного энер­
гетического спектра двух трасс х1 ( t) и х2 ( t) . Выгодность ситуации I I I  
за�шючается в том, что н е  требуется ни.каких допущений о помехах (.кроме 
независимости) . Можно считать, что эта ситуация возникает , .когда роль 
регулярных помех мала. Разность времен прихода полезных сигналов 
на разные трассы устраняется введением .кине:матичес.ких поправок. 

Существует большое число работ , посвященных проблеме оценки 
.корреляционных функций и спектральных интенсивностей по наблюда­
емым траекториям случайного процесса .  , Наша задача заключается в том , 
чтобы в .ка.кой-то мере отразить ее современное состояние. 

· Физически возможность оценни параметров стационарного случай­
ного процесса по единственной траентории состоит в том, что вследствие 
убывания связей между значениями х ( t) и х ( t  + т) при т --+  оо и постоян­
�тва свойств длительная запись траектории энвивалентна большому числу 
независимых наблюдений этого процесса. 

Если выполнено условие эргодичности (VII . 13) ,  то па основе формулы 
(VII . 13') можно построить следующую численную оценку: 

N-n 

Вх (п) = К (n Лt) = N �п- � Xk+nXk , 
k=1 

где N - число наблюденных значений процесса х ( t) . 

(VII .59)  

Эта оценка не смещена ,  т .  е .  ее математическое ожидание совпадает 
{ ;  Кх (пЛt). Выражение для дисперсии оцею{и зависит от за.кона распре­
деления случайного выпора (х1 , х2 , • • .  , хп) · Строго говоря , распределе­
ние процесса z ( t) отличается от гауссовСI{ОГО . 

Отличие особенно значительно при малых значениях интенсивности 
потока событий тk. Если же интенсивность вели.ка тан , что .каждый им­
пульс akf ( t - тk) иптерфер:Ирует с большим числом других импульсов , 
распределение можно считать пра.ктичесни нормальным и тогда 

N-n 
л 2 """' ( k ) DBx (n) = N - n � 1 - N - n  [B� (k) +Bx (k + n) Bx (k- n)] . 

k = O  

При увеличении п от О до N дисперсия Вх (п) сначала немного умень­
шается, а затем растет. Особенно быстро растет на всем интервале (О , N) 
Qтносительная величина v = V DBx (п)/Вх (п) . Расчеты для .корреля­
ционных функций типа (VI I .  7) показывают, что для того чтобы получить 
v � 0 , 1  при пЛ t  � 1/а (где 1/а - интервал I{Орреляции процесса) , нужно 
брать N Л t  > 100/а. Для процессов типа (VII . 53) интервал .корреляции 



примерно равен длительности Т 0 элементарного сигнала f ( t) , что для 
среднечастотной сейсморазведки составляет величину порядка 0 ,06 с. 
Таким образом, удовлетворительную точность можно получить только 
в том случае , когда анализируются трассы длиной 6 с и более. Но на таrшх 
интервалах времени стационарность процесса z ( t) заведомо не вьшол,­
няется. 

Дисперсия оценки [(2 (•) по взаимной корреляции процессов х1 (t) = 
= z (t) + s1 (t) и х2 (t) = z (t) + s2 (t) равна 

N-n 
DB2 (n) = N�n � ( 1 -, N�n ) [B� (k) +B2 (k + n) B2 (k- n)] .  

k= O 

Хотя DBz (n) < DBx (п) , так как Вх (п) = В2 (п) + в� (п) , из формулы 
видно, что для построения хорошей оценки В, (п) необходимо иметь 
практичесI{И такие же интервалы наблюдения. 

:Классическая оценка энергетического спектра определяется фор-
мул ой 1 N 2 

Nx (w) = � � xk ехр (-iwk Лt) 

Раскрывая модуль и учитывая формулу (VII . 59 ) ,  получиllI 
n=N-1 

Nx (w) = � ( 1 - '; ' ) вx (n) exp (-iwn Лt) . (VIl . 60) 
n=-N+1 

Интересно отметить, что данная оценка энергетического спектра не 
совпадает с дисr{ретным преобразованием Фурье оценки корреляционной 
функции (VII .59) .  Оценка (VII . 60) асимптотически (при N =--+ оо) не сме­
щена. Для гауссовских процессов ее дисперсия стремится при N -r- оо 
к в� (О) , т. е .  с увеличением длины реализация процесса х ( t) средне­
квадратический разброс значений N х ( w) стремится к постоянной вели­
чине,  равной мощности анализируемого процесса. В математической ста­
тистике ТаI{Ие оценки называются несостоятельными. Известно ,  что 
оценки интегралов от N х ( w) являются состоятельными , поэтому для 
улучшения оценки Йх (w) ее следует отфильтровать с некоторой весовой 
функцией w (w) : 

'Л /  Л I  

Йх (w) = S wN (w- Л)N, JЛ) dЛ . 
-'Л/ л t  

:Как было показано в § 1 1 , это эквивалентно введению в формулу 
(VII . 60) весовых множителей whN) ,  образующих так называемую «функ­
цию окна» : n=N 

Йх (w) = � ( 1 - l;I ) w}iN) . Bx (n) exp (-iwn Лt). (VIl .61 )  
n=-N+1 
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Оценки такого типа оказываются смещенными , однако удается подо­
брать такую последовательность коэффициентов wi[, что при N ->- оо 

М I Йx (w) -Nx (w) [2 � О. 
На практике получили применение :модифицированная оценка Барт-

летта "'N 
Йх (w) = � ( 1 - 1;1 ) (1 - ;:; )вx (n) exp (- iwn Лt) 

ll=-mN 
и оценка Хе:м:минга 

"'N 
Йх (w) = � ( 1 - '; 1 ) (о,54 + 0,46 со:пп ) Вх (п) ехр (- i wn Лt) ,  N , 1!=-тн 

где mN � N1l < i+2q) при Вх (п) � с/пНа (п �оо,  а>1) .  Выбор mN может 
осуществляться по следующим соображениям: спектры Nx (w) получаются 
из Йх (w) сглаживанием на интервале, примерно равном Лw = 2л/тNЛt . 
Поэтому если на энергетическом спентре нужно разделить точни w'' и 
w" с расстоянием 1 w'· - w" 1 � Лw,'"' то значение mN определяется условием 

2п mN �  Лt Лw • * 

Условие для N вытекает из следующей асимптотической формулы 
для дисперсии оценни Йх (w) :  

DNx (w) mN N \ Nx (w) l2 � -Л- х, �=, 

где х = 2/3  для оценюr Бартлетта и 3/4 - для оце1ши .Хемминга. Требуя 
одновременно и высокую разрешающую способность и малую дисперсию, 
приходим н выводу о необходимости использовать большие значения N. 

Приведенные выше фанты поназывают, что для построения удовлет­
ворительных оценон Kz (т) и Nz ( w) по одиночным реализациям (или парам 
реализаций) наблюдаемого процесса х ( t) необходимо иметь интервалы 
наблюдения , удовлетворяющие дву111 противоречивым требованиям: 
1 )  длина интервала должна во много (около 100) раз превосходить дли­
тельность элементарного сигнала;  2) процесс z ( t) на всем интервале 
должен быть стационарным. Таним требованиям одновременно удовлет­
ворять ниногда не удается 1 . 

Имеются следующие возможности улучшения оценон К, (т) и N, (w) .  
И с п  о л ь  з о в  а н  и е б о л ь ш о г о  ч и с л  а т р а с с xk ( t) .  

Оценни для К, (т) и N2 ( w )  определяются нан среднеарифметичесние 

1 Из этого, между прочим, следует, что попытки применять обратные фильтры 
(в сочетании с полосовьши) с целью приведения сигналов !{ стандартной форые явля­
ются недостаточно обоснованньши. 
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оценон , полученных на I{ЮIЩОЙ трассе xk ( t) .  Следует иметь в виду, что 
трассы xk ( t) должны быть независимы KaI{ по мешающей, TaI{ и по сиг­
нальной составляющей . Если в совонупности трасс х1, ( t) сигнальная 
составляющая одинакова ,  то самое большее , что можно добиться, - это 
просуммировать трассы для подавления помехи. С точки зрения оцешш 
Kz (т) и N2 ( ш) таная совокупность трасс дает не больше, чем одна трасса 
z ( t) + (1/п) � sk ( t) .  

И с п о л ь з о в а н и е  с х е м  с к о н е ч н ы м  ч и с л о м  п а ­
р а м е т р  о в .  В этом случае процесс х ( t) параметризуется набором 
параметров а 1 ,  а2 , • • •  , ат , к оценке которых и сводится анализ наблю­
даемых реализаций процесса. 

Среди множества методов параметризации процесса х ( t) отметим 
следующие. 

1 . Представление сигнала f ( t) импульсом стандартного типа , снажем , 
затухающей синусоидой ,  импульсом Берлаге либо линейной комбинацией 
ТаI{ИХ импульсов . Если, к примеру, f ( t) является затухающей синусо­
идой (П.25) , то задача сводится к оценне параметров ш 1 и а. Для этого 
оценна Nx (ш) может быть аппроксимирована  соответствующим выраже­
нием А · 1 S ( ш) J 2 по методу наименьших квадратов. 

2. Представление случайной последоватеJJЫIОсти {xk} нонечно-разно­
стным уравнением 

Xk + CG1Xk-1 + · · · + СGтХk-т = �oSk + �1 Sk-1 + · · · + �sSk-s> (VII .  62) 
где последовательность { Sk} является белым шумом. Процесс {xk} 
можно рассматривать HaI{ выход ренурсивного фильтра с z-характери­
стикой 

L (z) = _!о + �iz + . . .  + �szs = Ps (z) ' (VI I. 63) 1 + a1z +  . . .  + amzm Рт (z) 
на входе ноторого действует последовательность { Sk} · 

Переходя от Nx (со) и Вх (z) , получим в соответствии с формулой 
(VI I .47) 

В х (z) = a�L (z) L (1 /z) . 

Отсюда видно,  что по автокорреляции (или энергетичесному спентру) 
коэффициенты полиномов Р5 (z) и Рт (z) однозначно не определяются. 
Для однозначного их определения нужны дополнительные условия, 
в частности условие устойчивости фильтра L, согласно ноторому 
норни Рт (z) лежат вне круга 1 z f  � 1 ,  и условие минимальной фазовости, 
согласно 1шторому этим же свойством обладают норни полинома Р5 (z) . 

Рассмотрим более подробно модель авторегрессии (s = О ,  т < оо):  
Xk + a1xk-l + · · · + CGmXk-m = Sk· (VI I. 64) 

Метод наименьших квадратов дает следующую систему уравнений 
для оценки параметров ai:  

т 
� akBx U - k) = -B U), j = 1 , . . .  , т. (VII .65) 
k�1 
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Теперь оценка для N" ( ш) определится следующим образом:  

N" (ш) = 1 / [ 1 1 + а1 ехр (-iш Лt) + . . . + ат ехр ( - iшт Лt) 12] , 
однако при х ( t) ,..... z ( t) строить эту оценку не надо , тю-\ как выражение 

1 /(1 + a1z + a2z2 + . . .  + amzm) (VI l . 6 6) 

н епосредственно определяет оценку для z-преобразован:ия сиг-
нала {! (k Л t)} .  

Использование авторегрессионной системы (V I I .62) при небольшом т 
полезно и в том случае, когда она является только приближенной. Дело  
в том ,  что , заменяя исходный процесс { xk} процессом 

т 

Yk = � akxk-i • 
1�0 

.мы перейдем к задаче оценки более гладкого спектра Nx (ш)/I L ( ш) \ 2 ,  
которая решается более удовлетворительно. 

Перейдем к задаче построения минимально-фазового сигнала п о  
амплитудному спектру I S (ш) \ = А (ш) . Фазовая характеристика сигнала 
может быть получена непосредственно интегрированием по формуле (И .21 ) .  
После этого сигнал f ( t) определяется обратным преобразованием Фурье . 
Недостатком этого метода является невысокая точность интегрирования 
в связи с особенностью подынтегральной функции при ш = ш 1 .  Вычисле­
ние :интеграла ( I I .21 ) ,  определяемого в смысле главного значения , требует 
применения спеп;иальных численных схем. 

Другой :метод основан на разложении ln[S ( ш) 1 в ряд по косинусам 
на интервале (-л/Л t ,  л/Л t) : 

00 
lв \ S (ш) 1 = � ak cos (kш Лt). (VI l . 6 7) 

k�o 

Таи I-\ан z-преобразование F (z) минимально-фазового сигнала н е  
имеет нулей и полюсов при 1 z [ � 1 ,  т о  функция l н  F (z) :может быть раз­
ложена в ряд Тейлора в 01-\рестностn z = О ,  который сходится при \ z [ � 1 :  

00 
ln F (z) = � ykzk_ (VI l . f7 ' )  

k�o 

Из вещественности коэффициентов ряда F (z) следует , что коэффи­
циенты Yk танже вещественны. 

На онружности z = ехр (- iш Лt) (- оо � ш � оо) ряд (VI l . 67) может 
быть записан, кан 

00 00 
ln F (z) = �  yk cos kш Лt + i � yk sin kCJ? Лt . (VI l . 68) 

11�0 k�o 
Но при z = ехр (- iш Лt) F (z) = S (ш), отсюда 

lп F (z) = ln J S (ш) \ + iy (ш); z = exp (-iш Лt) , - оо � ш � =· 
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Сопоставив (VI I . 68) и (VII .67) и учтя вещественность коэффициен­
тов yk , делаем заключение , что при всех k = О , 1 ,  . . " оо Yk = ak. Но 
коэффициенты Yk легко связать с отсчетами сигнала fk на основании 
тождества:  

Дифференцируя k раз по z, . находим: 
при k = O  /0 = ехр (у0); при k> 1 kfk = (Y1fk-1 + 2Y2fk-2 + · · . + kykfo) · 

Если исходной информацией является автокорреляция Вх (п) , то 
сигнал f ( t) может быть найден на основе либо формулы (VI .40') , либо 
формул (VI I .65) и (VI I .66) . 

Г л а в а VIII 

ОПТИМАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРЫ ВИНЕРА 

§ 34. Определение фильтров Винера 

В оптимальных фильтрах , рассматривавшихся в предыдущей главе ,  
форма сигнала предполагается точно известной. Однако н а  практике :это 
часто не вьшолняется , поэтому желательно искать более адекватные пред­
положения о полезном сигнале .  В :этом отношении имеются следующие 
возможности: 1) считать, что сигнал известен с точностью до некоторых 
параметров: f = f ( t; а) ;  2) строить адаптирующиеся фильтры, настраива­
ющиеся на поступающий сигнал; 3) отказаться от предположения о детер­
минированности сигнала .  

В последнем случае , на котором мы и остановимся , неизвестный полез­
ный сигнал f ( t) является- n'l'резком реализации стационарного случайного 
процесса и ( t) , средние характеристики которого известны. Таким обра­
зом считается , что сигнал f ( t) представляет собой результат случайного 
выбора из некоторого статистического ансамбля сигналов , образующих 
случайный процесс и ( t) ,  независимый от � ( t) .  :Корреляционную функ­
цию Ки (т) и энергетический спектр и (ш) процесса и ( t) будем предпола­
гать известными. Энергетический спюпр помехи � ( t) по-прежнему обозна­
чается М5 (ш) .  

Изменение представления о сигнале влечет за собой изменение крите­
рия оптимальности фильтра .  Действительно , прежний критерий опти­
мальности пе :может быть применен , так как значение сигнала па выходе 
линейного фильтра L в любой фиксированный момент времени t0 является 
случайным и его среднее значение равно пулю. Теперь оптимальность 
фильтра будем .понимать в среднеквадратическом смысле. 

Рассмотрим следующую постановrч задачи. Пусть па входе фильтра L 
действует случайный процесс 

х (t) = и  (t) + � (t) . (VIII . 1 )  
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Предположим, что на выходе фильтра L нужно получить не сам сиг­
нал и ( t) ,  а некоторое заданное его линейное преобразование 

w (t) = К  [и (t) ] . 

Из-за наличия помехи прямое применение фильтра К может н е  дать 
желаемого результата, так как помеха К [ G ( t) ] на выходе фильтра К 
может оказаться очень большой. В 1шчестве примера укажем задачу 
дифференцирования сигнала,  осложненного высокочастотной помехой. 
Ясно, что непосредственное дифференцирование здесь вообще бессмы­
сленно : наблюдаемый сигнал надо , по крайней мере предварительно , 
сгладить. Поэтому применим к х ( t) некоторый другой оператор Н и по­
требуем , чтобы ошибка у ( t) - w ( t) была мала в смысле среднего ква)lрата 
уклонения у ( t) от w ( t) . 

Итак , мы ищем фильтр Н,  удовлетворяющий условию 

М 1 Н [х (t)] - w ( t) 1 2 = min М / L [х (t)] - w (t) /2 • (VIII .2) �U-) (L) 'f 'Jff} 
Если в частном случае w ( t) = и ( t) (оператор К при этом является 

единичным) , то фильтр , удовлетворяющий условию (VII I  . 2) ,  наилучшим 
образом (в среднеквадратическом смысле) выделяет сигнал и ( t) на фоне 
помехи G ( t) . 

Вследствие стационарности всех рассматриваемых процессов выра­
жение под знаком минимума в условии (VII I  .2) не зави{1ит от времени t .  
Для того чтобы дальнейший вывод был более простым, предположим, что 
наблюдаемые процессы могут быть комплекснозначными. Это нисколыю 
не уменьшит общности рассуждений. 

Выражение под зна�щм минимума теперь можно переписать: 

(t  = М [у (t) - w (t) ]  I Y  !t � - uJlt) l* = М 1 у (t) 12 - [Му (t) w''' (t) + Му* (t)w (t)] + 

+ М  1 w (t) 12 • (VII I . 3) 

Последнее слагаемое выражает мощность (дисперсию) процесса w ( t) = 
= К [п ( t) ] .  В соответствии с формулой (VI I  . 1 2) эта величина может 
быть выражена как интеграл от энергетического спектра процесса w ( t) . 
А поскольку энергетический спектр процесса w ( t) равен I K  (ш) J 2И (ш) ,  то 

со 

M J w (t) l2 = (1 /2л) S I К (ш) J2 И (ш) dш. (VIII .4) 
- со  

Вследствие независимости процессов и (t )  и �  ( t )  энергетический спектр 

процесса y (t) = L [u (t)] + L [� (t) ] равен I L (ш) /2 [U (ш) + N5 (ш)] . Отсюда 
найдем первое слагаемое в (VI I l .3) 

со 

M l y (t) /2 = (1 /2л) S I L (ш) J2 (U (ш) + N5 (ш)) dш. (VII l . 5) 
- СО  
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РасI{рывая у ( t) ,  получим 

Му (t) w* (t) = ML [и (t)] {К [и (t)]}* + ML [s  (t) ] {К [и (t) ]}* .  

Из независимости процессов и ( t) и � ( t) ,  имеющих равное нулю 
среднее значение, с.11едует, что второе слагаемое равно нулю. Первое 
слагаемое равно значению функции взаимной корреляции процессов 
v ( t) = L [и ( t) ] и w ( t) при т = О. 

Аналогично (VII .25) можно показать , что взаимный энергетический 
спектр Nvw (ro) равен L (ш) К* (ш) И (ш) ,  поэтому 

00 

Му (t) w'i' (t) = (1 /2л) J L (ш) К* (ro) И (ш) dш . (VII l .6) 
- оо  

Аналогично 
00 

Mw (t) у* (t) = (1 /2л) J К (ro) L * (w) И (w) dro. (VIII .  7) 
- оо  

Подставляя формулы (VIII .4)-(VIII .  7) в (VIII .3) , найдем выражение 
среднего квадрата ошибки на выходе фильтра L через энергетические 
спектры: 

00 

вi = (1 /2л) J { J L (w) J2 [U (ro) + N; (w)] - 2 Re [K (w) L* (w)] U (w) + 
-00 

+ J К (w) 12 И (w)} dw. (VIII.8) 

Выражение под знаком интеграла представляет собой энергетичеСI{ИЙ 
спектр процесса у ( t) - w ( t) , поэтому оно неотрицательно. 

Ясно,  что вi примет минимальное значение , когда при наждом зна­
чении w величина 

J L (w) J2 [ И (ro) + N; (w) ] - 2 Re [К (w) L* (ro)] И (w) + 1 К (w) \2 И (w) (VIII.9) 

будет минимальной. 
Для удобства обозначим (при фю{сированном значении ш) : L (ro) = 

= х +  iy, И (w) + N; (ш) = а > О, И (w) = Ь, К (w) = с + id. 
Тогда величина (VII I . 9) перепишется следующим образом: 

Чтобы найти минимум этого выражения, продифференцируем его 
по х и по у и приравняем производную нулю: 

ах - сЬ = О, ay - db = O; 

отсюда получим х = сЬ/а и y = db/a или, возвращаясь к прежним обо-
значе ниям, 

Н (w) = И  (ro) К (rо)/ [И (ro) + N; (w)] . (VIII .1 1 )  
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То , что данное решение дает именно минимум , доказывается положи­
тельной определенностью матрицы вторых производных от квадратичной 
формы (VII I . 10) , равной 

Фильтр Н можно представить как последовательность двух филь­
тров - L5 и К, где 

L5 (w) = И (w)/[U (w) +N5 (w)] . (VII I . 12) 

Фильтр L5 , очевидно , минимизирует средний квадрат отклонения 
выходного сигнала от и ( t) .  Таким образом, искомый фильтр Н содержит 
I\aI{ процедуру сглаживания (подавления помехи) , реализуемую опера­
тором L5 , TaI{ и линейное преобразование К. Это не значит , однако , что 
фильтр Н действительно можно реализовать путем последовательного 
применения фильтров L5 и К. Пусть, к примеру, линейное преобразова­
ние , которому надо подвергнуть сигнал и ( t) ,  состоит в дифференцировании 
последнего . Оператор дифференцирования, имеющий спектральную харак­
теристику i w , неограничен при w -+ оо ,  поэтому неустойчив. Ясно ,  что 
последовательное применение сглаживающего фильтра L5 и оператора 
дифференцирования также дает неустойчивую процедуру. В то же время 
для того , чтобы фильтр Н в данном случае был устойчивым,  достаточно 
выполнить следующее условие : 

L5 (w) � c/w", (а> 2, w -+ оо) . (VIII . 1 3) 

В противном случае для устранения неустойчивости необходимо 
изменить постановку задачи. 

Полагая в (VII I . 8) L (w) = Н (w) ,  найдем выражение для среднего 
нвадрата на выходе фильтра Н: 

со со 
2 1 s 1 5 U2 (ш) I K (ш) l2 

8н = -2л U (w) dw - -2n dw. И (ш) +N� (ш) 
- со  - со  

(VI I I . 14) 

Если в этой формуле принять К ( w) = 1 ,  то опа даст средний нвадрат 
ошибни при выделении сигнала и ( t) с помощью фильтра L5: 

1 sco И (ш) N� (ш) dш 
8is = 2n" И (ш) + N� (ш) • (VIII . 1 5) 

- со  

Фильтры L5 и Н называют фильтрами Винера по имени изучавшего их 
видного американсного мате:матина и кибернетина 1 . В отличие от опти­
мальных фильтров фильтры Винера имеют вполне определенное значение 
усиления (оптимальные фильтры определялись с точностью до произ­
вольного множителя) . Второе отличие винеровских фильтров занлючается 

1 Приоритет в постановке ТаI{ИХ задач принадлежит советскому математику 
юшдемику А. Н. Колмогорову. 
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в СЛ%JТЮЩем. Примем И (ш) = а�Й (ш) и N5 (ш) a�N5 (ш) , где функ­
ции И ( ш) и й5 ( ш) Юfеют смысл нормированных энергетических спектров . 
Тогда по формуле (VI I I . 1 )  

Н( ) - Й (ro) K (ro) ш 
- Й (ro) + (a�/cr�) .N� (ro) 

Таким образом, спектральная характеристика винеровского фильтра 
зависит от отношения сигнал/помеха на входе фильтра .  При а�/а� -+ оо , 
как и следовало ожидать , спектральная характеристика стремится к К (ш) . 
В случае а�/а� :::::: О спектральная характеристика сглаживающего филь-
тра равна приблизительно а�Й (ш)/а�Й� (ш) и напоминает по форме 
оптимальный фильтр. При а�/а� = О фильтр вообще не пропускает I{оле­
баний. 

�§ 35. Обратные фильтры винеровсrюго типа 

При решении задач обратной фильтрации мы стошшулись с их не­
Itоррек.тностыо ,  заключающейся в неустойчивости обратных операторов 
по отношению к ИСI{ажениям регистрируемого сигнала и погрешностяl\f 
в задании формы анализируемых импульсов .  Этой некорректности можно 
избежать , если отказаться от поиска точного решения задачи обратной: 
фильтрации, заменив его некоторым устойчиво вычисленным прибли.же­
нием. Было выяснено , что методы регуляризации приближенного решения 
задачи обратной фильтрации, имеющие своей целью увеличение устой­
чивости численных процедур по отношению к ошибкам в задании реги­
стрируемых сигналов , эквивалентны методу оптимальной фильтрации. 

Дальнейшее уточнение задачи обратной фильтрации можно получить, 
если попытаться более полно учесть свойства сигналов , действующих 
на входе и получаемых на выходе обратного фильтра .  Если считать , что 
эти сигналы являются результатом случайного выбора из НеI{Оторого 
ансамбля сигналов , то они оказываются реализациями некоторого слу­
чайного процесса ,  статистичесrше свойства которого выражают характе­
ристику данного ансамбля «в среднем». Таким образом мы приходим 
к идее использования винеровсI{ИХ фильтров для решения задач обратной 
фильтрации. 

Рассмотрим следующую постановку. Пусть 

х (t) = L  [и (t)J + G (t), (VIII . 16) 

где и ( t) и � ( t) - стационарные независимые друг от друга процессы. 
Эту запись будеl\f трактовать следующиl\f образом: полезный сигнал и ( t) 
претерпел преобразование L; при этом реакция на выходе фильтра L 
измеряется с погрешностью � ( t) .  Необходимо применить к х ( t) такой 
линейный оператор G5 , который позволит наилучшим (в среднеквадрати­
ческом смысле) образом восстановить сигнал и ( t) . 

Как видно , эта задача является частным: случаем постановl{и , рас­
смотренной в конце предыдущего параграфа, при К = L-1 , так как из 
сигнала L [и ( t) ] нужно получить сигнал и ( t) . 
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Энергетический спектр сигнальной составляющей (VII I . 16 )  
р авен I L  (w) [ 2И (w) ,  а желаемое линейное преобразование сигнала -
суть К (w)  = 1/L (w ) ,  поэтому, заменяя в (VI I I . 1 1 )  И (w)  на [ L (w) " j 2  И (w)  
и К (w)  на 1/L (w) , получим: 

(VII I . 1 7) 

Если помехи нет, то G8 (w)  = 1/L (w) (т. е. «чистый» обратный фильтр) . 
Если же, напротив , помеха очень велика ,  то 

G8 с::=: [И (w)/N (w)] L* (w) � L8 (w) L* (w). (VI II . 1 8) 
Фильтр (VI I I . 18) состоит из оптимального среднеквадратического 

фильтра L8 и оператора взаимной корреляции процесса на выходе фильтра 
с импульсной характеристикой фильтра L. 

Сравним фильтр (VI I I . 1 7) с двухсторонним обратным фильтром, 
полученным методом регуляризации. Для сопоставления с формулой 
(VI .48) перепишем формулу (VI I I . 1 7) следующим образом: 

L* (w) 
Gs (w) = 1 L (w) 1 2 + N� (w)/И (w) 

(VI I I . 1 7') 

Видно , что фильтр , получаемый методом регуляризации , является 
частным случаем винеровского обратного фильтра при Ns (w) = аИ (w ) ,  
т.  е .  при одинаковых частотных свойствах сигнала и помехи. Поскольку 
выделени� сигнала на фоне поыехи тellI хуже, чем ближе его спектр 
к спектру помехи, то можно утверждать, что метод регуляризации дает 
винеровский обратный фильтр для наименее благоприятной ситуации. 
Этот подход разумен , когда об N (w) и И (w) отсутствует какая-либо 
априорная информация . 

Если задачу переформулировать , вrщючив в х ( t) помеху на входе 
оператора L 

х (t) = L [и (t) + 1;1 ( t) J  + G2 (t) , 
то ее :можно привести к первоначальной постановr{е, приняв 

s (t) = L [s1 (t)J + s2 (t). 
Тогда 

Ns (w) = [ L (w) [2 N1 (w) -j- N2 (w), 

где Ni (w)  - энергетический спектр помехи �i ( t) .  
Винеровский обратный фильтр определится формулой 

И (w) L* (w) 
Gs (w) = \ L (w) \2 [И (w) + N1 (w) J + N2 (w) • 

(VI I I . 1 9) 

Хараr{теристики винеровских обратных фильтров , как мы видим , 
зависят пе  только от прямого оператора L ,  но и от статистических свойств 
сигнала и помехи. Введение этой дополнительной информации позволяет 
повысить надежность результатов обратной фильтрации. 

Применим полученные фильтры к задаче дифференцирования сигнала , 
осложненного помехой. Напомним , что непосредственное решение этой 

205 



задачи с помощью винеровского фильтра Н дает оператор , который может 
ОI{азаться неустойчивым. Эту неустойчивость можно устранить , если 
изменить постановr{у задач , ВI{лючив в нее сведения не о дифференци­
руемом сигнале, а о том сигнале, который должен быть получен в резуль­
тате дифференцирования. Иначе говоря , в постановку задачи вводится 
априорная информация о решении. Это можно сделать , если принять 
в (VII I . 1 6) L = D-1 , где D - оператор дифференцирования: 

х (t) = n-1 [и (t)J + G (t). 

Таким образом , мы считаем, что наблюдаемый сигнал является резуль­
татом интегрирования искомого сигнала и ( t) .  Ясно ,  что задача дифферен­
цирования полезной составляющей наблюдаемого процесса х ( t) свелась 
к задаче восстановления сигнала и ( t) ,  т. е. к задаче обратной фильтрации. 

Полагая в формуле (VI I I . 1 7) L (со) = 1 /i co , получим 

iroU (ro) Gs (со) = И (ro) +ro2N� (ro) • 

Пусть при со -+  оо N (со) стремится к нулю не быстрее, чем И (со) . 
Тогда при больших со 

Оператор G5 получился ограниченным (так как его спектральная 
характеристика интегрируема в квадрате) . В этих же условиях ограничен­
ность оператора Н (со)  не может быть гарантирована [нужно потребовать 
выполнения более жесткого условия (VII I . 1 3) ] .  Повышение устойчивости 
произошло за счет того , что в фильтре Н (со) использовался энергетичесrшй 
спеrпр наблюдаемого сигнала ,  а в фильтре G5 - энергетический спеrпр 
сигнала ,  который нужно получить. 

Рассмотрим применение обратных фильтров винеровского типа к не­
которым задачам из главы V.  

Пусть задан случайный поток сейсмических сигналов на фоне случай­
ной помехи s ( t) : 

х (t) = 1: a,,f (t - тk) + G (t), (VIII .20) 

где случайные величины ak и тk удовлетворяют предположениям, высrш­
занным в § 32. Необходимо указать оператор , в максимальной степени 
разрешающий случайную последовательность сигналов. С этой целью 
перепишем формулу (VII I . 20) : 

х (t) = L [1: аkб (t - тk)] + G (t), 

где L - оператор со спектральной характеристикой S (со) [напомним, 
что S (со) - спектр импульса f ( t) ] . 

Учитывая, что амплитудный спеI{ТР б-функции равен единице, полу­
чим соответственно формуле (VI I . 54) энергетичесI{ИЙ спектр случайной 
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последовательности �ak8 ( t - тk) :  И ( ш) = Лсr2 . Подставляя теперь в фор­
мулу (VII I . 17 )  соответствующие :шачения L (ш)  и И (ш ) ,  найдем 

G ffi _ cr2Лs* (w) • 
s ( ) - Лcr2 j S (w ) 1 2+N� (w) (VIII .21 )  

Это решение с точностью до  множителя совпадает с обратным филь­
тром (VII . 55 ) ,  полученным методом оптимальной фильтрации. 

Теперь рассмотрим задачу подавления волны-спутника от дневной 
поверхности. В ней 

х (t) = и (t) - си (t - т) + s (t) . (VIII .22) 
Эта формула эквивалентна (VI I I . 16 ) ,  если принять, что оператор L 

имеет спектральную характеристику 1 + с ехр (-i roт) . 
Отсюда 

G И (w) ( 1 -с ехр ( iwт)] 
s (ffi) = (U (w ) ( 1 - 2c cos wт+ c2) +N� (w)] 

(VIII .23) 

Легко видеть, что этот фильтр устойчив , если И (ш)  стремится к нулю 
при ш --.. оо быстрее, чем N ( ш ) .  Тогда знаменатель на больших частотах 
ведет себя, как N (ш) , числитель - как И (ш ) и Gs (ш) - как И (ш)/N (ro ) .  

Перепишем (VII I . 23) в виде 

G 1 - с ехр (iwт) 
s (ro) = 1 -2с cos wт+ [N (w)/U (w) ] • (VI II . 24) 

Минимальное значение выражения 1 -2с cos ffi't + с2 при с �  О 
равно ( 1  - с) 2 � О. Если N5 (ro)  > О , то тем более N5 (ш)/И (ro) > О, 
поэтому знаменатель в (VI I I i23) отличен от нуля даже в том случае, когда 
с =  1 .  Легко также видеть , что при N5 (ro)/U (ro) � ro'" (а > 1 ,  ш ->-- оо ) 
фильтр (VII I .23) является устойчивым. Поэтому винеровский фильтр 
может быть применен I{ задаче подавления волны-спутника в постаною{е 
{V. 75) , (V. 76) , в которой спутню{ неизвестной формы устраняется вычита­
нием трасс, полученных от источников на разной глубине. Эта постановка 
эrшиiзалентна (VI I I .22) при с = 1 .  

§ 36. Построение Иl\lпульсной сейсl\юграммы в l\1етоде «Вибросейс» 

Метод «Вибросейс» заключается в том, что в среду при помощи вибра­
ционной платформы посылается сигнал типа sin [рш 0 ( t) t] с медленно 
изменяющейся частотой [обычно ro 0 ( t) - линейная функция частоты ] .  
Tar{ как мгновенная мощность, излучаемая вибрационной платформой , 
намного меньше мощности взрывных источников ,  то для получения ТаI{ОЙ 
же суммарной энергии, излучаемой в среду, необходима очень большая 
длительность посылаемого в среду сигнала. Rак правило,  она больше 
длительности полезной импульсной сейсмограммы. Поэтому реакция 
среды на такого рода входной сигнал имеет принципиально неразрешенный 
вид, вследствие чего применение метода «Вибросейс» невозможно без 
соответствующей фильтрации записи с целью получения импульсной 
сейсмограммы (или сейсмограммы, близкой к импульсной) . 
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Постановка задачи сводится к (VII I . 16 ) ,  если трактовать и ( t) как 
искомую импульсную характеристику среды и считать, что импульсная 
характеристика оператора совпадает с посылаемым в среду сигналом 
вида sin [pU> 0 ( t) t] (мы .пользуемся тем, что вследствие перестановочности 
свертки входной сигнал и импульсную характеристику можно поменять 
местами) . 

Рассмотрим более подробно случай большой помехи , когда ви:неров­
ский обратный фильтр выражается формулой (VI I I . 18) .  Множитель L5 (U> )  
выполняет, очевидно , задачу подавления помех, не  играя существенной 
роли в разрешении колебаний. С этой точки зрения существен последний 
множитель L* ( U>) . 

Применение к процессу х ( t) оператора со спектральной характери­
стикой L* ( U>) означает построение функции взаимной корреляции между 
х ( t) и sin [pU> 0  ( t) t ] : 

т 
R (t) = S х ('r + t) sin [pU>0 (т) · т] dт, (VIII . 25) 

о 

где Т - длительность вибрации. Очень часто на практике ограничиваются 
использованием только оператора взаимной корреляции. 

Рассмотрим полезный сигнал на выходе оператора (VII I .25) .  Будем 
считать , что и ( t) - это :некоторая детерминированная функция со спек­
тром Su ( U>) .  Тогда цолезный сигнал на сейсмограмме «Вибросейс» имеет 
спектр S" (U> )  L (U>) .  Умножая этот спектр на  L* (U>) , получим сnектр 
полезного сигнала на коррелограмме, равный Su (U>) jL (U>) / 2 •  Поскольку 
1 L ( U>) / 2 является спектром функции R 0 ( t) , а последняя - автокорреля­
цией сигнала sin [pU> 0  ( t) t ] , то полезный сигнал на коррелограмме совпа­
дает с полезным сигналом такой сейсмограммы, которую можно получить, 
если в среду посылать падающую волну, по форме совпадающую с R 0 ( t) . 

Может ли сигнал R 0 ( t) оказаться существенно короче исходного 
сигнала sin [pU> 0  ( t) t ] ?  Этот вопрос не излишен , так как , строго говоря, 
автонорреляция не может быть нороче callfoгo импульса. Но при изучении 
высокочастотной фильтрации мы уже встретились с такиllf обстоятель­
ством, ногда реанцию на выходе фильтра можно было разделить на две 
части: короткую (несущую основную энергию) и длинную (мало интен­
сивную) , вследствие чего эффективная длительность реакции оказывается 
малой. Именно в таком смысле существует положительный ответ на поста­
вленный выше вопрос : основная энергия, которую несет R 0  ( t) ,  может 
быть сосредоточена на интервале значительно меньшем, чем длительность 
исходного сигнала. 

Рассмотрим пример ,  который хорошо поясняет , в чем тут дело . Пусть 
посылаемый в среду вибрационный сигнал является «белым шумом». 
Это процесс эргодический, поэтому автонорреляция его любой реализации 
при Т -+  оо близка и корреляционной функции, равной в случае белого 
шума а26 ( t) .  Следовательно ,  спектр полезного сигнала на коррелограмме. 
будет равен примерно a2Su (U>) .  

При медленном изменении частоты U>0 ( t) спектр функции 
sin [pU> 0 ( t) t ] , таи же кан и белый шум, равномерно содержит все частоты, 
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поэтому ее автокорреляция тоже должна характеризоваться небольшой 
эффективной деятельностью. 

Более точную начественную картину получим, воспользовавшись 
асимптотичесними методами. 

где 

Вибрационный сигнал можно представить как мнимую часть сигнала 

z (t) = А (t) ехр [ iрФ (t) ] , 

{ 1 при О �  t � Т 
Ф (t) = two (t) , A (t) = 

О при t < O  и t > T. 
Отсюда легко получить 

L (w) = ;i [ Sz (w) - S; (w)] ,  

где Sz (w) - спектр функции z (t): 
(VIIl .26)  

00 00 

Sz (w) = S A (t) exp {i [pФ (t) - wt]} dt = J A (t) exp [ipep (t) ] dt ,  (VIIl .27) 
- оо  

где 
- оо  

ер ( t )  = ф ( t )  - -5:?.!__ . 
р 

Функция Ф ( t) выражает фазовую J11одуляцию посылаемого в среду 
сигнала , параметр р - глубину фазовой J11одуляции. Если диапазон 
изменения частоты в вибрационном воздействии велик , то глубина фазовой 
модуляции также велина: р )) 1 .  

Согласно J11етоду стационарной фазы основной вrшад в интеграл 
(VI I I .27) дадут значения переменной t , располагающиеся вблизи ста­
ционарной точrш t 0 ,  определяемой уравнением 

Ф' (t) - � = О . (VIII . 28) 
р 

Если фуннция А ( t) изменяется намного медленнее , чем 
ехр [ipcp ( t) ] (что имеет место в нашем случае) , то в окрестности стаци­
онарной точки подынтегральная фуннция приближенно равна 

Отсюда 
А (t0) ехр {ip [ер (t0) ++ер" (t0) t2 ]} • 

V 2л . ( iл ) Sz (w) � 
pcp" ( to) A (t0) exp [ ipcp (t0) ] exp. Т . (VIIl .29)  

Поснольку производная от Ф ( t )  имеет смысл мгновенной частоты, 
то равенство (VI I I . 28) означает , что спектр на частоте w определяется 
в основном поведением фуннции z ( t) вблизи того времени t 0 , на котором 
мгновенная частота этой фуннции равна w .  

Таи как уравнение (VII I . 28) определяет зависимость t 0  о т  w , то вместо 
ер " ( t0) можно написать соответствующую фуннцию от частоты [обозначим 
эту функцию через � ( w) ] .  Из определения мн о жителя А ( t) следует, 
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что он отличен от нуля (и равен единице) только для таких частот ffi , 
которые совпадают с одной из мгновенных частот сигнала на интервале 
(О, Т) . Поскольку мгновенная частота изменяется непрерывно от нуля 
до некоторого максимального значения Q ,  то А ( t) = 1 при О � (!) � Q.  

Ввиду того что 
ер (to) = Wo (to) to wto 

р р 

где согласно уравнению (VI I I .28) ffi = рФ' ( t 0 ) , после несложных пре­
образований получим 

с (t ) _ _ ..1_ ( dwo ) р О - Р dt f=f0 ° 

Теперь формулу (VI I I .29) запишем при 1 ffi 1  � Q 

Sz (ffi) =:: VPB2�) ехр [ -it� ( d�o ) t=t, + i  ( � )] . 
Подставляя это выражение в (VI I I  .26) , найдем 

L (ffi) � ·v P:7w) sin [( :  ) - t� ( d�o ) tJ . 
Отсюда следует выражение искомого спектра автокорреляции R 0 ( t) : 

1 L (ffi) 12 = ( P:7w) ) sin2 [ ( : ) - tЪ ( d�o ) tJ , \ (!) 1 � Q. (VI II .30) 

Исследуем эту формулу при линейной зависимости ffi 0 от t: 
1 ffio (t) = 2 pt . 

этом случае фующия Ф ( t) равна t2 /2 , откуда 
w • dw0 р • Р. 

!J = pФ (t) = pt; t0 =-p , ---аr = т ·  ,.., (ffi) = 1 .  

Подставляя эти данные в (VI I I . 30) , будем иметь 

J L (ffi) [2 � 
2; sin2 [ ( : ) - ( �; )J , J ffi l � pT. 

Вне интервала ( -р Т ,  р Т) функция \ L ( ffi) 1 2  близка к нулю. 
Так KaI{ функция / L (ffi) 12 является неотрицательной, то 

представить в виде суммы двух спектров , первый из которых 

{ 2л/ р, 
S1 (ffi) � О, 

-р Т � (!) � рТ 
(!) <j_ -pT и (!)>РТ 

(VI II .31 )  

е е  можно 

является постоянной составляющей , а второй S 2 ( ffi) = IL ( ffi) \ 2  - S� ( ffi) -
представляет собой функцию, колеблющуюся ВОI{руг нуля. Обе составля­
ющие несут примерно одну и ту же энергию: 

Е1 � Е2 · 
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Соответственно этоыу автокорреляция R 0 ( t) разбивается на два ела-
гае111ых : 

R0 (t) � f1 (t) + f2 (t), 

где f1 ( t) - обратное преобразование спектра sj (w) . 
Воспользовавшись симметричностью прямого и обратного преобра­

зований Фурье и формулой для спектра прямоугольного импульса , по­
лучим 

f 1 (t) = ( 4ла2 /р) (sin pTt /t) . 
Этот сигнал нефинитен , но он имеет эффективную длительность Т 1 � 

� kл/рТ, где k - число порядка 1 .  Следовательно , энергия Е1 доста­
точна в основном на интервале Т 1 • Эффективная длительность Т 2 сиг­
нала f 2 ( t) намного больше, чем Т 1 . Но это не приводит к заметному увели­
чению суммарного сигнала R 0 ( t) , так как энергия Е 2 рассредоточивается 
на большом интервале времени и средняя мощность сигнала f 2 ( t) , рав­
ная Е 2/Т 2 , оказывается (в силу Е 2 � Е 1) намного меньше средней мощ­
ности сигнала f 1 ( t) , равной Е 1/Т 1 . Поэтому эффеr{тивная длительность 
R 0  ( t) примерно равна эффективной длительности сигнала f 1 ( t) ,  т. е .  
имеет порядок kл/рТ. Так как она обратно пропорциональна длитель­
ности вибрационного воздействия Т, то хотя бы в принципе может быть 
сделана сколь угодно малой. Разумеется, это обстоятельство на практике 
использовать нельзя из-за сильного поглощения высоких частот. 

§ 37. Дискретные фильтры Винера 

Пусть дана дискретная случайная последовательность 

xk = щ + sk, k = o , ± 1 , . . .  (VIII .32)  
где u = { щ} представляет собой полезную (сигнальную) составляющую, 
а s = {sk} - помеху. Случайные последовательности u и s характеризуются 
корреляционными фующиями Ви (п) = Ки (п Лt) и В� (п) = К� (п Лt) соот­
ветственно. 

Пусть далее 
со 

wk = � lk_iui ,  i�-co 
(VIII . 33) 

где {lk} - импульсная характеристиr{а заданного дисr{ретного преобразо­
вания L. Найдем наилучшую среднеквадратичесr{ую оценку для значения 
wk no совокупности отсчетов {хs-пн . . . , х5} : 

т 
�k = � hjxs-j · (VII l .34) 

1�0 

Таким образом, пашей задачей является отыскивание таких I{оэф­
фициептов h0 ,  h1 , • • •  , hm, которые минимизируют 

(VIII . 35) 
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Общность указанной постановки заключается в том, что она включает 
в себя задачи, которые мы перечислим для случая ,  когда L - тожде­
ственный оператор (т. е. wk = uk) ·  

1 . Сглаживание односторонним финитным оператором (s = k) . Задача 
заключается в том, чтобы по т + 1 отсчетам х i , предшествующих отсчету xk 
(включая этот отсчет) , наилучшим образом восстановить значение сиг­
нала uk . 

2. Сглаживание двухсторонним финитным оператором: s = k + М, 
т = 2М. Задача заключается в том, чтобы по 2М + 1 отсчетам xi (j = 
= k - М, . . .  , k + 1VI) наилучшим образом восстановить сигнал щ .  

3 .  Чистое предсказание (экстраполяция) . В этой задаче предпола­
гается, что Sk = О (т. е. экстраполяции подлежит весь наблюдаемый 
сигнал) и k = s + п, п > О. Тюшм образом, задача состоит в том, чтобы 
по т предшествующим значениям xi (j = s - т, . . .  , s) предсказать 
значение наблюдаемого процесса на k шагов вперед. 

4. Экстраполяция со сглаживанием. Задача отличается от предыду­
щей тем, что ЭI{Страполируется не весь наблюдаемый процесс , а только его 
сигнальная часть: Sk =f= О, k = s + п, п > О. 

Аналогичные задачи можно перечислить при wk =f= uk . 
Перейдем к решению поставленной общей задачи. В силу стационар­

_ности рассматриваемых последовательностей можно принять s = О и k = 
= s + п = п. Тогда , раскрывая скобки в левой части (VII I . 35) , будем 
иметь: 

е2 = М 1 wn l2 - 2Mwп � hix-i + м \ � hi x_i 1 2• J=O J=O 1 
(VIII . 36) 

Первое слагаемое - это мощность (дисперсия) последовательности w ,  
равная Kw (О) .  

В соответствии с определением взаимной I{ОрреЛяции 
т т т 

Мwп � hjx-j = .� hiMWпX-j = � hjBwx (j + n) . 
J=O J=O J=O 

Что I{асается третьего слагаемого , то оно определяется следующим 
образом: 

м / i: hixi l 2 = .f; � hihkMx_ix-k = � �  hihkBx (j- k). (VIIl .37) 
J=O J=O k=Q J=O k=O 

Подставляя полученные выражения в (VI I I . 36) и дифференцируя 
по hk , получим, после приравнивания нулю производных, т + 1 уравне­
ний для ИСI{ОМЫХ I{оэффициентов hk : 

т 
� hjBx (j- k) = Bwx (n + k), k = O, 1 ,  . . . , т. 
J=O 

(VII I . 38) 

Это решение обеспечивает минимум. Действительно , элементы ма­
трицы вторых производных д2e/дhiдhk суть Вх (j - k) . Но эта матрица 
неотрицательно определена ,  таl{ как для любого вектора h = (h0 ,  h1 , 
. . .  , hт) правая часть равенства (VII I .37) равна положительному числу. 
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Для окончательного решения нужно выразить Вх и Bwx через кор­
реляционные функции Ви и Bg ,  заданные в условии задачи. 

Считая случайные последовательности u и s независимыми, имеем 

Вх (п) = Ви (п) + В� (п) . 
В силу той же независимости 

Bwx (n) = Mwk+nXk = Mwk+n · (щ + Sk) = Mwk+rzUk = Bwu (n) . 

Подставляя сюда (VII I . 38) , найдем 
00 

Bwu 0(n) = . � ln-jBu (j) .  (VIII .39) 
J = - oo  

Теперь система уравнений (VI I I .38) перепишется следующим образом� 

т 00 

� hj [Bu (j - k) + B5 (j - k)J = . �  lп+k-jBu (j) , k = O, 1 ,  . . . , т . (VIII .40) 
J =O J = - oo  

После несложных преобразований получим из выражения (VII I . 36) 
т 

mill е2 = Bw (О) - �  hjBwx (n + j) , ]=0 
где коэффициенты hj определяются системой линейных уравне-
ний (VIII .38) . 

Как уже указывалось выше , данная постановка задачи является 
i)бщей и может быть применена к большому числу частных задач. Рас­
-смотрим, в частности , задачу «чистого» сглаживания односторонним 
финитным операторо:м. В э том случае п = О и шk = uk . Следовательно ,  
система уравнений (VII I . 40) примет следующую форму: 

при этом 

т 
� hj [Bu (j - k) + B� (j - k)] = Bu (k), k = O, 1 ,  . . .  , т. (VIII . 41 ) i=O 

т 
miн е2 = Ви (О) - � hjBu (j) . • j=O (VIII .42) 

Для решения системы (VII I .38) при больших т следует воспользо­
ваться методом Левинсона ,  применение которого I{ системе (VI .34) было 
дано в § 27 .  Метод пригоден для решения любых систем, матрицы которых 
являются корреляционными. Для большего сходства с формулами (VI .38) 
матрицу системы обозначим символом R: 

Rh = g, (VIII .43) 

где g - вектор-столбец порядка т + 1 ,  который в случае системы (VII I .38) 
1Имеет компоненты Bwx (п + j) , j = О, 1 ,  . . . , т. 
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Аналогично (VI .38) запишем подсистему порядка k � т + 1 :  

h<k> (hk hk ). т <k> ( )т где = о ,  · · " k-1 и g = go, g1, · · . , gk-1 • 

Непосредственной подстаноВI{ОЙ показывается, что веr{тор h <k> = 
= (h�, . . .  , М-1 ,  О)т является решением расширенной системы 

где 

при 
g(k) = (go , g1, · · " gk-1' 8k)T 

8k = Rkh� + Rk_1h1 + . . . + R1h�-1 · 

-Умножим вторую из систем (VI.38) при п = k + 1 на произвольный 
пока коэффициент Р1г и сложим с (VII I .44) 

Веr{тор в правой части имеет компоненты g0 , g1 , . .  " gk_1 , ek + 
+ Р1г · Поэтому, выбрав Pk таким образом , что 81г + Pk = gk ,  получим 
следующую рекуррентную процедуру: 

где вектор ьck+i> определяется реr{уррентными формулами (VI .39} 
и (VI .39' ) .  При k = т получим искомый вектор h . 

Вычислительная сложность полученной процедуры оценивается вели­
чиной 5т2/2 арифметических операций. При достаточно больших т и она 
оказывается весьма громоздкой. Тогда целесообразно,  перейдя к пределу 
при т -+ оо ,  получить соответствующее предельное решение спектраль­
ными методами, а затем, воспользовавшись ограниченностью операторов. 
винеровской фильтрации , построить соответствующие усеченные опера­
торы. Проиллюстрируем уrшзанный метод на примере двухстороннего 
оператора сглаживаниJr (задача 2) .  

Прежде чем перейти к пределу при т -+  оо, заметим , что при выводе 
системы уравнений (VI I I . 38) мы приняли s = О и тем самым закрепили 
правый конец оператора. Поэтому, устремив т -+ оо , все равно не полу­
чим двухстороннего бесконечного оператора.  Для устранения этой труд­
ности примем при выводе этой системы s = М, т = 2М. Соответствующий 
фильтр даст наилучшую оценку для wk при k = О. ЛеГI{О видеть, что­
значение п равно М, поэтому система уравнений (VII I .38) перепишется 
следующим образом: 
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Изменив индексы суммирования, эту систему можно переписать : 
м 
� h!Bx (j - k) = Bwx (k) , k = O, ± 1 , . . . , ± М, l�-м 

где hj = hi+м · 

(VIII .45) 

Устремим М к оо . Тогда и в левой , и в правой частях равенства 
(VI II . 45) будут стоять отсчеты бесконечных последовательностей. Ди­
скретный спектр последовательности в правой части равен взаимному 
::энерrетичесr{ому спектру N'wx ( w) , а дискретный спектр левой части, 
являющейся сверткой последовательностей {hj} и {Вх (j)} ,  равен , оче­
видно ,  Н' (w)  N.� (w) .  

Отсюда 

Н' (w) = N'wx (w)/N� (w) = L (w) и• (w)/ [U' (w) + Ni (w) ] .  (VII l . 46) 
Так как комплексная характеристика представляет последователь­

ность коэффициентов Фурье дискретного спеrпра ,  то 
л / Л t  

hi = ( �� ) 5 {L (w) · U' (w)/ [U' (w) + Nf (w)]} dw. (VIIl . 47) 
-л/ Л t  

П ри решении задачи «чистого» сглаживания в этих формулах нужно 
принять 

L (w) := 1 . 

Рассмотрим некоторые особенности цифровых винеровских фильтров, 
()Существляющих чистое сглаживание. Полагая в (VII I . 46) L (w) = 1 
и переходя I{ z-преобразованию , найдем z-характеристику двухстороннего 
.сглаживающего фильтра:  

(VII l .48) 

И в числителе, и в знаменателе этого выражения стоят z-преобразо­
вания корреляционных функций. При ДОI{азательстве условия 2 § 31 
было ПОI{азано , что z-преобразование любой корреляционной функции 
можно представить в виде произведения двух функций , первая из I{оторых 
является z-характеристИI{ОЙ минимально-фазового фильтра ,  а вторая 
получается из первой при замене z на 1/z. 

Таким: образом: ,  формулу (VII I .48) можно представить в виде 

Ls 
(z) = [Уа (z) · Уа (+)]/ [Ух (z) · Ух ( +) J . (VII I .49) 

Первый сомножитель не имеет ни нулей , ни полюсов в !{руге / z \ � 1 ,  
поэтому выражает z-характеристику минимально-фазового фильтра.  Вто­
рой сомножитель определяет максимально-фазовый фильтр. Однако если 
€Го применить к «обращенной» числовой последовательности , то , заменяя 
z на 1/z, снова получим: первый фильтр. Следовательно,  фильтр L5 реали­
зуется в виде последовательности двух одинаковых минимально-фазовых 
фильтров , один из которых используется в «обращенной» форме. 
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Теперь можно ДОI{азать следующее. 
Условие. Если сигнал {иk} и помеха {�k} имеют I{онечные интервалы 

I{Орреляции 

и 
Bu (n) = Ku (n Лt) = O при [ n [ > n0 

В5 (п) = К5 (п Лt) = 0 при [ п [ > п1, (VI II .50)1 

то фильтр L5 реализуем в виде последовательности двух одинаковых фи­
нитных рекурсивных фильтров , один из которых применяется в «обра­
щенной» форме. 

и 

Действительно, по условию (VI I I . 50) 

п, 
В и ( z ) = � К и ( п Л t) zn 

n=-n0 

п0 n1  
B , (z) = � Ku (n Лt) zn + � K� (n Лt) zn. 

n=-n0 n=-n1 

(VIII .51y 

(VI I l . 52} 

Отсюда видно, что Ls (z) является дробно-рациональной функцией от z. Но тогда 
и первый сомножитель в (VI I I .49) - тоже дробно-рациональная функция. Следова­
тельно, он определяет фильтр, который может быть реализован в финитной рекур­
сивной форме . Поскольку знаменатель не имеет нулей в I<руге 1 zi � 1, то данный 
рекурсивный фильтр устойчив, что и требовалось доказать . 

П р  и м  е р . Возьмем корреляционные функции 

и 

( ai ,  n = O  
К" (п Лt) = pai ,  J n J = 1 

О, l n 1> 1 

r аЕ п = о 
К� (п Лt) = 1 " '  \ о, п =1= о .  

Подставив эти выражения в (VII I .51 )  и (VI I I . 52), а затем в (VI I I .48), получим 
после простых преобразований 

L ( ) 
pz2 + z + p  2 2 

s z 
= pz2 + ( 1 + a) z + p ' a = a5/au ·  

Корни числителя равны 

а I{Орни знаменателя 
Z1, 2 = -S ± -vs2 -- 1 ,  S =  1 /(2р) , 

z� ,  2 = --(1 + а) s ±  Y(1 + a) 2 s 2 - 1 . 

ЛеГI{О проверить, что z1z2 = 1 и z{z; = 1 . Отсюда следует, что первый сомножи­
тель в (VII I  .49) равен 

z + s - Jfs2 - 1 

Полученная z-характеристика определяет рекурсивный фильтр, работающий 
по формуле 



РАЗДЕЛ ТР ЕТИЙ 

Пространственный прием 
�ейсмических волн 

Г л  а в а I X  
Э,ЛЕМ ЕНТЫ ТЕОРИИ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ СИСТЕМ 

§ 38. Обобщенная характеристика интерференционной системы 

В этом разделе рассматриваются особенности приема сейсмических 
колебаний приемниками, рассредоточенными в пространстве. Линейной 
пространственной системой называется совокупность расположенных 
в определенных точках пространства приемных элементов , в каждом 
из которых входной сигнал подвергается линейному преобразованию 
.. (фильтрации) , и на выходе которых сигналы складываются. 

Если в качестве линейных преобразований , действующих в приемных 
элементах , использовать умножение на константу и временной сдвиг, 
то получим простейшую приемную систему, которую называют интер­
ференционной. Интерференционные системы являются не только самыми 
простыми , но и наиболее распространенными в сейсморазведке . Такие 
·системы, как группирование и смеситель, применялись с самого зарожде­
ния сейсмичесr{ого метода разведки. Несколько позже широкое распро­
·странение получили методы регулируемого направленного приема и 
в сравнительно недавнее время - суммирование по общей глубинной 
·точке и дифракционное преобразование. 

Теория интерференционных систем - хорошо разработанный фраг­
мент сейсмической теории. Ей посвящена обширная литература ,  поэтому 
в этой книге рассматриваются только те вопросы интерференционных 
систем, которые либо важны для понимания дальнейшего материала,  
либо получили развитие в самое последнее время. Некоторые результаты, 
давно ставшие классическими, включены по той простой причине, что без 
них общая теория пространст.венных линейных систем потеряла бы не­
обходимую полноту. 

Рассмотрим действие интерференционной системы, состоящей из 
лриемников , расположенных в точках М1, М2 , . . •  , Мп, на волну вида 

u (t ,  M) = A (M) u [t - -c (M)]. (I X . 1 )  
Напомним , что формулы типа ( IX . 1 )  характеризуют поле сейсмиче­

ских колебаний в нулевом приближении лучевого ряда. 
В соответствии с определением интерференционной системы на вы­

ходе ее получим колебание 
п 

y (t) = � hkA (Mk) и (t - -ck - Лtk) , 
k=l 

( IX.2) 
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где hk - чувствительность в k-том приемнике ; тk = т (Mk) ; Л tk -
временной сдвиг , называемый часто кинематичесI{ОЙ попраВI{ОЙ 1 . 

Фактически формула ( IX.2) описывает более широний класс систе:м: 
вида 

у (t) = L2 {�1 hkA (Mk) L1 [и (t - тk - Лtk)]} , (I X. 3) 

где L1  и L2  - фильтрации в приемниках и на выходе интерференционной 
системы. Из линейности операторов L1 и L2 следует, что формулу ( IX .3} 
можно переписать в виде 

п 
у ( t) = � hkA (Mk) v [ t - т (Mk) - Лtk] ,  

k-1 
где v (t) = L1L2 [и (t)] . 

Таким образом, можно считать , что фильтрации L1  и L2 были осуще­
ствлены еще до подхода волны к интерференционной системе и исключить 
их из рассмотрения. Грубо говоря, это означает, что интерференционная 
система рассчитывается не на тот сигнал , который действует па входе , 
а па тот, который фактичесни наблюдается с учетом всех фильтраций. 

Осуществим преобразование Фурье левой и правой частей равенства 
( IX .2) :  

Функция 

п 
Sy (ш) = Su (w) � hkA (Mk) ехр [ - iш (тk + Лtk)] . 

k�1 

!! 
С (ш) = � hkA (М1,) ехр [ - iш (тk + Лtk) ] 

k�1 
(I X.4) 

называется спектральной характеристИI{ОЙ интерференционной системы 
относительно воли с моментами прихода {т (Mk)} и амплитудами {А (Mk)} .  
Поснольну сдвиг !{олебания у (t) или умножение его на константу пе 
:изменяет его формы, спентральиые хараr{теристики, отличающиеся мно­
жителем с · ехр ( - iша) считаются эквивалентными. 

Из формулы ( IX.4) видно,  что спектральные характеристИI{И различны 
для волн с разными годографами (в соответствии с принятым выше со­
глашением об эквивалентности исключение составляют волны, у которых 
все времена отличаются на одну и ту же нонстанту) . Поэтому интерферен­
ционные системы могут быть использованы для пропускания одних волн 
и подавления других. 

Без иснажения пропускаются волны, для I{Оторых 

т (Mk) + Лtk = const, (I X.5) 

так как в этом случае спектральная характеристиr{а эrшивалентна еди­
нице. 

1 Обычно кинематической называют тоЛЫ{О таI{ую поправку Л tk, которая за­
висит от времени t :  Л tk = Л tk ( t) .  В данной книге этот термин используется в более 
широком сыысле: кинематической считается всякая попраюш, определяемая юшеыа­
тикой выделяемой волны. 
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Будем говорить, что интерференционная система настроена на волну 
.с годографом {т (Mk)} ,  если имеет место условие (I X.5 ) .  

Рассмотрим классификацию интерференционных систем. Если для 
всех k = 1 ,  . . .  , п Л tk = О, то такая система называется группой. Если 
кинематические поправни зависят от переменного параметра Л tk = Лtk (8), 
принимающего ряд значений ( 8 1 ,  8 2 ,  . . .  , 8rn) ,  то система является регу­
лируемой. Ясно,  что применение регулируемой интерференционной си­
стемы возможно только при условии консервации (запоминания) сейсми­
ческих колебаний , зарегистрированных в точr{ах приема. Ясно также, 
что нерегулируемая интерференционная система эквивалентна группе 
приемников при регистрации волны с годографом тl. = т (Mk ) + Л tk . 

Струнтура интерференционной системы зависит от той информации 
О полезных ВОЛНаХ И волнах-помехах, l{ОТОрОЙ МЫ располагаем. В ЭТОЙ 
связи выделяют регулярные волны, обладающие вполне определенными 
и доступными изучению годографами, и случайные волны, для которых со­
вокупность времен прихода либо вообще пе имеет смысла ,  либо является 
·случайной. В зависимости от того , нание волны-помехи подавляются 
данной интерференционной системой , говорят о направленном или стати­
стическом эффекте суммирования. 

Дальнейшая нлассифю{ация определяется типом годографов полез­
ных волн и волн-помех , используемых при расчете интерференционной 
·системы. Усчовимся, что интерференционная система действует в нлассе 
плоских волн , если волны являются плосними 

_,._ -+ 

u (t, М) = и0 ( t- (х�о г) ) (IX.o) 

и если нинематические поправки рассчитываются по годографу плоской 
волны (в частности, поправки :могут быть равными нулю) . Именно такие 
·Системы изучаются в начале этой главы. 

Рассмотрим подробнее спектральную харюперистю{у нерегулируемой 
интерференционной системы, действующей в классе плосних волн. 

Пусть приемники расположены вдоль оси х в точках х1 , х2 , • • •  , хп. 
Если кажущаяся скорость распространения волны ( IX .6) вдоль направле ­
ния х равна их и если кинематичесние поправки рассчитываются по фор­
муле Л tk = -xk/c, то данная система эквивалентна группе приемников , 
на  вход которой поступает плоская волна с кажущейся скоростью рас­
пространения, определяемой из условия 

1 1 1 - = - - -
v Vx С ( IX. 7) 

Это следует непосредственно из формулы (I X.4) ,  в которой нужно 
принять т (Mk) = xkfvk, Лtk = -xkf c и А (Mk) = 1 : 

п G (ro) = � hk exp [ -iro (  :k )] . (I X.8) 
1<�1 

Величину v будем называть приведенной скоростью распространения 
плоской волны. 
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Строго говоря, функция G (w) не является спектральной: характеристикой стацио­
нарного линейного преобразования, так как зависит от параметра v входного сигнала. 
Однако мы ее можем рассматривать как спектральную характеристику относительно 
фиксированного класса входных сигналов, обладающих одной и той же приведенной 
скоростью. :Как :мы увидим дальше (с:м. главу I X), спеr<тральная характеристика 
интерференционной: системы для более широких rшассов сигналов не может быть 
скалярной функцией:. 

Как правило , на практике используются группы с равномерными 
расстановками: xk+I - х" = Лх, k = 1 ,  2 ,  . .  " п - 1 .  Нетрудно за­
метить , что спектральная характеристика такой группы ЭI{вивалентна 
следующей: 

fl 

G (ffi) = � h11 exp {- iffi [ (k-v1 ) Лx ]} .  ( IX.9)· 
k= i 

Покажем, что группы е неравномерными расстановками можно све­
сти J{ группам с равномерными расстановками, если числа х" - х1, k = 
= 2, . . .  , п соизмеримы . Действительно, в этом случае существует такое 

-" 2 (Xk- X1) число ux, что для всех k = , . . . , п значение s" = бх является 
целым. СледОЕательно, формулу (IX.8) можно переписать: 

N 

G (ffi) = exp [ - iffi ( �1 ) ]� h; exp [ -iffi ( s�x ) ] . (I X. 1 0) 
S=O 

где N = Sn и h; = 
{ h" при s = sk 

О при s =F s1, . (I X. 10') 

Спектральная характеристика (IX. 10) эквивалентна спектральной 
х арактеристике группы с равномерной расстановкой , поэтому в дальней­
шем,  практичесI{И не уменьшая общности , можно ограничиться раССJ\IОТ­
рением тоЛЫ{О таких групп. 

Спектральная характеристика G (ffi) ,  определяемая формулой ( IX .9) ,  
представляет собой тригонометрический многочлен и ,  таким образом, 
является периодической функцией частоты с периодом 2л v/ Лх. Приве­
денная скорость v влияет только на период спектральной характеристики 
и ее можно исключить из рассмотрения, если перейти к аргументу v = 

ffi/ v ,  который принято называть обобщенной частотой. 
Функцию 

п 

H (v) = °'2.  h" exp [- iv (k - 1) Лx] (I X. 1 1 )  
k=1 

называют обобщенной характеристИI{ОЙ интерференционной системы, 
действующей в классе плоских волн. Обобщенная характеристика имеет 
период 2л/ Лх и зависит только от распределения чувствительности и пар а­
метров расстановки Лх и п. 

Строго говоря, величина Н (v) зависит от знана приведенной скорости, тан нак 
при замене v на -v обобщенная частота v заменяется на -v. Однано эта зависимость 
не касается амплитудной обобщенной харантеристиюr 1 Н (v) I ·  Действительно, фующия 
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Н (v) является дискретным спектром последовательности {hk-1} , поэтоыу Н (-v) = 
= Н* (v), ошуда следует, что / Н (-v) 1 = 1 Н (v) / .  

Правая часть равенства ( IX . 1 1 ) представляет собой ряд Фурье функ­
ции Н (v) , следовательно ,  коэффициенты hk могут быть определены по 
заданной обобщенной характеристике при помощи формул для коэффи­
циентов ряда Фурье: 

n/ Л х  

hk = �: 5 Н (v) ехр [iv (k- 1 )  Лх] dv. (I X. 12) 
-n/ Лх 

Разумеется, не всякая комплекснозначная периодическая функция 
обобщенной частоты определяет группу, имеющую конечное число прием­
ников . Фактичес1ш мы сталкиваемся здесь с вопросом физической 
осуществимости: , поскольку Н (v) представляет собой спектральную ха­
рактеристику цифрового фильтра с импульсной характеристикой h1 , 
h2 , • • •  , hп. Отсюда следует , что для решения подобных вопросов целе­
сообразно перейти к z-преобразованию распределения чувствительности, 
сделав в формуле ( IX . 12) подстановку z = ехр (-ivЛx) . Тогда в соответ­
ствии с теоремой 5 из § 1 1  аналитичность полученного z-преобразования 
во всей плоскости комплексного переменного z, за исключением хотя бы 
одной из точек z = О и z ----: оо ,  является необходи1-rым и достаточным 
условием осуществимости в классе групп с конечным числом приемников. 

Полезным является также следующее утверп-щение. 
Teope.l'lla 1. Если на интервале (-v0 , v0) задана некоторая непрерыв­

ная функция f (v) , удовлетворяющая условию f (-v) = /* (v) , то она 
может быть со сколь угодно высокой точностью аппроксимирована в классе 
конечных групп , имеющих шаг Лх = л/v0 . 

Действительно, функция f (v) с указанными свойствами разлагается на интер­
вале (-vo, v0) в ряде Фурье с вещественными коэффициентами Ck · Полученный ряд 
на всей бесконечной оси выражает периодическую обобщенную характеристику 
(с периодом 2v0), которая вследствие абсолютной сходимости ряда может быть сколь 
угодно точно аппроксимирована в классе конечных групп, имеющих шаг n/v0 и рас­
пределение чувствительности 

-m � k � m  

l lc J>т .  ( IX . 13) 

Рассмотрим несколько подробнее группы с симметричньш распреде­
лением чувствительности : 

h1 = hm h2 = hп_1, • . • • 

Относительно симметричных групп докажем следующее утверждение. 
Teope.l'lla 2. Обобщенная характеристика группы с симметричным рас­

пределением чувствительности с точностью до эквивалентности является 
вещественной четной функцией. И обратно : всякая вещественная периоди­
ческая непрерывная четная функция Н (v) ,  имеющая период 2v0 , есть 
обобщенная характеристика симметричной (не обязательно конечной) 
группы с шагом между приемниками , равным л/v0. 
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Для доказательства перепишем формулу ( IX.1 1 ) следующим образом: 

п 

Н (v)=  ехр {-iv [ (п;-1) J лх} � >k ехр { -iv [ k- (nt1) J лх} . 
k=l 

В соответствии с соглашением об эквивалентности J1mожитель перед суммой 
можно опустить. 

Применим ко второму соьmожителю формулу Эйлера: 

п . п 
H (v) =� lik cos v [1c- (�t1 ) J лx+ i � hk siн v [k- ( nt1 ) ] лх. 

k=l k=l 

Когда индекс k пробегает значения 1 , 2, . . . , п - 1, п, аргумент тригонометри­

ческих функций пробегает значения - ( п; 1 )  vЛх, . . .  , ( п; 1 )  vЛх, отсюда, 

2тt Лх 11 

Рис. 26 Рис. 27 

применив услов:о:е ( IX.14) и нечетность синуса, получим, что второе слагаемое в правой 
части последнеи формулы равно нулю. 

Следовательно, 
n 

H (v) =  � lik cos v (1с - nt
f
) Лх. 

k=l 

( IX . 14) 

Первая половина утверждения доказана. Интересно отметить, что период э1<ви-. 
валентной вещественной характеристики равен 2л/ Лх только в том случае, когда группа 
содержит нечетное число приемников: п = 2т + 1 . При п = 2т сумма содержит сла-

гаемое cos ( v�x ) , откуда следует, что наименьший период равен 4л/Лх. Можно, од­

нако, показать, что период аьmлитудной характеристики / Н (v) 1 и в этоы случае ра­
вен 2л/Лх. 

Вторая половина утверждения доказывается элементарно, так как функция Н (v) 
разлагается в ряд Фурье, содержащий толы<о косинусные составляющие: 

со "" 
( 
nlcv ) Н (v) = � a1, cos � • ( IX . 15) 

k=-CO 
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Поскольку коэффициенты ряда Фурье любой вещественной функции удовлетво­
ряют условmо a_k = а�, а коэффициенты ряда ( IX. 15) вещественны, то a_k = ak, 
что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е. Для любой конечной группы иожно указать симметричную 
(но не обязательно конечную) группу с той же самой амплитудной харю,теристикой. 

Доказательство очевидно, поскольку J Н (v) /  - непрерывная, вещественная, 
четная и периодическая функция. 

Примером наиболее часто встречающихся симметричных групп явля­
ются однородные группы с одинаковой чувствительностью приемников 
(прямоугольное распределение чувствительности) : 

(I X. 1 6) 
Пусть число приемНИI{ОВ нечетно (п = 2т + 1 )  и они расположены 

в точках jЛх (j = О , ± 1 ,  . . .  , ±т) .  
Определяя обобщенную характеристику по формуле ( IX . 1 1 )  

1п т ni 

Нпр (v) = � exp (- ivj Лx) =  � qf +  � (+У- 1 ; q = exp (-iv Лx) 
i=-m i=O i=O 

и применяя формулу суммы геометрической прогрессии , найдем 
. 1 л sш 2 пv х 

1 • ( IX. 1 7) 
sin -z v  Лх 

Эта характеристика (рис. 26) имеет основные максимумы, имеющие 
амплитуду п, в точках 2kл/Лх (k = О , ± 1 ,  ±2 ,  . . . ) . Rюндый основной 
максимум определяет полосу пропускания. Считая , что каждая полоса 
пропускания ограничена ближайшими нулями обобщенной харантери­
стики, найдем, что первая полоса пропускания располагается в интервале 
-vrp � v � Vгр (где vгр = 2л/пЛх) , вторая полоса - в интервале (2v0 -- Vгр ' 2v0 + Vгр) (где v0 = л/Лх) и т. д . Величина пЛх, определяющая 
ширину полосы пропускания, называется эффю,тивной базой группы, 
в отличие от действительной базы, равной (п - 1) Лх. Между полосами 
пропуснания находятся полосы гашения. В частности , первая полоса 
гашения располагается в интервале (vгр ' 2v0 - vrp) ·  

Найдем автОI{Орреляцию последовательности ( IX . 16) . Заметим , что 
автокорреляция последовательности {h1 , h2 , • •  " hп} выражается фор­

п-\ 11 \ 
мулой � h1hi+k ' поэтому k-тый отсчет искомой автокорреляции равен 

1-1 
числу слагаемых от 1 до п - J k J :  

-
{ n - l k l , k = O, ± 1 ,  • . .  , ± п- 1 

gk - О, 1 k 1  � п. (1 Х. 1 8) 

Полученная формула выражает распределение чувствительности тан 
называемой треугольной группы (рис. 27) . Тан кан спектр автокорреля:ции 
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равен I{Вадрату амплитудного спектра исходной числовой последа-
вательности , то ( sin+ пv Лx )2 

Нтр (v) = 1 Нпр (v) 12 = -. �1-­
sш 2 v лх 

(I X. 19) 

Нетрудно увидеть ,  что эффективность гашения этой группы на  поря­
док выше. Но эта группа имеет 2п - 1 приемников. Так как эффективная 
база по-прежнему равна пЛх, то она почти вдвое меньше действительной 
базы 2 (п - 1 )  Лх. 

К линейной группе (т. е .  к группе с приемниками, расположенными 
вдоль линии) сводятся многие интерференционные системы более общего 
типа. В частности, укажем площадную группу, приемники которой рас­

+ 
полагаются в точках Mk (xk , Yk) плоскости z = О. Пусть х0 - проекция ... 
вектора х ,  выражающего направление распространения волны (IX.6) , 
на плоскость z = О. Ясно, что если совместить новую ось х' с ;0 , то спект­
ральная характеристика данной интерференционной системы снова вы­
разится формулой ( IX.8) при замене х на х• . 

Другим примером является комбинированная группа, состоящая 
из п прие:мников , расположенных в точках х1 , х2 , • • •  , х11 оси х и т одно­
временно действующих источников , расположенных в точках х� , . . .  , х;" . 
Так как в каждом j-том приемнике вследствие принципа суперпозиции 

т 
регистрируется колебание � gku ( t - t:ik) , где gk - интенсивность k-того k=l 
источника и t:ik - время пробега волны из k-того источника в j-тый при­
емник, то на выходе группы будем иметь сумму 

п т. 

y (t) = � � higku (t - тik)· 
i=l k=l 

Если время прихода волны аппрон.симируется формулой вида 

- t -1- (Xj-Xk) t: jk - о -
v , 

то обобщенная характеристика всей комбинированной группы эквивалентна 
следующей: 

где 
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11 т 
Н (v) = � � higk ехр [- iv (xi -xk)] .  i=l k=l 

Полученную формулу можно переписать следующим образом: 

Н (v) = Н1 (v) н; (v), (IX.20) 

п т 
Н1 = i hi exp (- ivxi) и Н2 = � gk exp ( - ivxii) . 

J=l k-1 



Пусть 8х является наибольшим общим делптелем совокупност1i чи­
сел х1 - х1, j = 2, . . .  , п; х}. - х�, k = 2 , . . .  , т. Ясно, что и H1 (v) и 
Н2 (v) являются периодическими функциями с периодом 2л/ох, поэтому 
каждая из этих функций нвляется дискретным спектром последова­
тельности, заданной с шагом ох. Обозначим h" = {h;} , где h; = h' (sox) , 
числовую последовательность ,  отвечающую дискретному спектру Н1 (v). 
Эта последовательность определится аналогично формуле (IX. 10) . Соот­
ветственно обозначим g' = {g;}, где g; = g' (sбх), числовую последователь­
ность, отвечающую дискретному спектру Н2 (v). Формула ( IX.20) озна­
чает, что Н (v) - дисr{ретн'ый спектр последовательности {с5}, являющейся 
сверткой последовательностей {h;} и {g;}, т. е .  взаимной корреляцией 
последовательностей {h;} и {g;} : '� 

s = O, ± 1 , ± 2, 
(I X.21) 

Таким образом, заданная комбини­
рованная группа оказалась эквивалент­
ной группе приемников , расположен­
ных с шагом 8х. 1 1 l 1 1  

Рис. 28 
П р  и м  е р  1 .  Пусть группа приемни­

RОВ и группа ИСТОЧНИRОВ - однородные 
группы, имеющие одинаRовое число элемен­
тов, расположенных с одинаRовым шагом 
Л х : п = т, lij = gk, j, k = 1, . . .  , п. Тогда Но (v) выразится формулой (IX .17 ) ,  
Н (v) - формулой (IX.19) . Энвивалентная группа; такиы образом, иыеет треугольное 
распределение чувствительности. Число приеьшиRов в эRвивалентной группе равно 
2п - 1, а шаг между приеыниRаыи - Лх (что н следовало ожидать, таR RaR бх = Лх) . 

П р  и м  е р  1 1 .  Предположиы, что шаг в группе прнеьшиков равен Лх, а шаг 
в группе источниRов ·- rЛх. Распределение чувствительности в обеих группах произ­
вольное. В этоы случае бх = Лх, hj = lij (j = 1, . . .  , п), g;h = gk, gs = О (s i= гk) . 

Форыула (IX .21)  дает 
т 

Cs = � gkhs+rk , -l' · m < s < n .  
11�1 

Из этой формулы видно, что для получения эRвивалентной группы нужно исход­
ную группу приеьшиRов последовательно сдвигать на шаг группы источников, Rаждый 
раз уыножая ее распределение чувствительности на соответствующее значение gk. 
Если в ЭI<вивалентной группе в неRоторую точRу попадает несRоль:ко приеыниRов, 
то их чувствительность нужно просуьшировать . Действительная база эRвивалентной. 
группы равна (п + mi) Лх, т. е. примерно суыме действительных баз обеих групп. 

На основе описанной процедуры, Rоторая поясняется рис . 28, легко строить 
заданные эRвивалентные группы из более простых групп источников п приеыников.  

§ 39. Синтез нерегулируемых интерференционных систем 
при 11111ни11�альных сведениях о пара11�етрах плоских волн 

Несмотря на то что ВСЯI{аЯ регулируемая интерференцпонная си­
стема представляет собой набор нерегулируемых систем, методы синтеза 
систем того и другого типов несколько различаются. Дело в том, что 
п ри выборе параметров нерегулируемой системы, например группы 
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приемников , приходится предусматривать одновременно и пропуСI{юrие, 
и подавление волн с конечными приведенными скоростями. 

В регулируемой системе , изменяя параметр 8 ,  подбирают такие 
кинематические поправки Л tk = Л tk (8) , для которых выполняется усло­
вие ( IX.5) относительно времен прихода полезной волны. Последняя 
пропускается без подавления, и дело сводится к подавлению всех остальных 
волн с конечными приведенными скоростями распространения. Синтез 
нерегулируемых интерференционных систем с этой точки зрения оказы­
вается более общей задачей. Так как всякая система такого типа экви­
валентна группе приемников , то мы и будем рассматривать задачу син­
теза групп. 

Синтез группы состоит в определении таких параметров , как шаг 
Лх, число приемников п и распределение чувствительности {hk} , обеспе­
чивающих желаемые свойства группы в отношении подавления ПOllfex 
и выделения полезных сигналов . Поскольку указанные свойства могут 
быть выражены в терминах спектральной и обобщенной характеристин: 
группы, то задача сводится к выбору обобщенной характеристики Н (v) 
из заданного класса QJC0 обобщенных характеристик. В качестве QJC0 могут 
использоваться и такие широкие классы, как класс всех финитных групп 
с заданным шагом Лх , и более узI{Ие классы, включающие, например, 
только однородные группы с фиксированными Лх или п. 

В некоторых случаях решение задачи синтеза разбивается на два 
этапа :  на первом выбирается характеристика из класса QJ{} всех непрерьш­
ных и интегрируемых функций f ( v) [при условии f ( -v) = f* ( v) ] ,  на 
втором функция f (v) аппроксимируется в заданном классе QJC0• 

Нритерий выбора обобщенной характеристики может сильно зави­
сеть от полноты Иl\Iеющейся информации о свойствах полезного сигнала 
и волны-помехи. 

Минимальные сведения, имея I{Оторые можно разумно решать за­
дачу синтеза группы, заключаются в том, что для полезных и :мешающих 
волн задаются значения кажущихся (приведенных) скоростей и интер­
валы частот, которые занимают спектры этих волн. Пусть QJ{}0 - класс 
групп с фиксированным распределением чувствительности (например, 
класс однородных групп) . Если для обобщенных характеристик этого 
класса известна зависимость границ v' и v " полосы гашения от параметров 
п и Л:r, то можно попытаться найти такие значения п и Лх, для I{Оторых 
спе:ктры помех попадают в полосу гашения , а спектры полезных волн -
в интервал пропускания . 

Проиллюстрируем указанный подход к выбору группы на  примере 
однородных групп. Пусть ( ш� , ш�) - интервал частот, в котором распо­
лагается спеr{тр полезного сигнала , ( ш� , ш�) - соответствующий интер­
вал для волны-помехи. Нажущиеся (приведенные) скорости распростра­
нения полезной волны и волны-помехи обозначим через Vc и Vп соответ­
ствен но. Условимся, что волна-помеха имеет более низкую снорость: 

(IX.22) 

Напомним (см. § 38) , что первая полоса гашения однородной группы 
определяется границами v• = 2n/пЛх и v " = 2v0 - v' = 2n (п - 1)/пЛх. 
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Посколы{у v = w/ v, то для волны с приведенной скоростью v полоса 
гашения в терминах частоты w выразится интервалом [2л v/пЛх, 2л (п -
_ 1 )  v/пЛх] . Ясно,  что параметры группы, пропускающей полезную 
волну, удовлетворяют неравенству w� < 2л vс/пЛх или 

л ___.... 2лvс п х...__,__--"- . Wc 
(1 Х.23) 

Потребовав , чтобы w; было больше , чем vпv' , 
получим условия гашения волны-помехи: 

а (J)� l\Iеньше , че:м Vп v 11 ,  

w� > � и w� < 2n (п - 1) 
Vп п Лх Vп п Лх • ( lX.24) 

Из неравенства ( lX .23) и первого из неравенств ( IX .24) найдем условие, 
ноторому должна удовлетворять эффективная база l = пЛх: 

2лvп < 
l 
< 2лvс 

со� w� . (1 Х.25) 

В общем случае полученное условие может оказаться противоречи­
вым. Это значит , что не существует группы, обеспечивающей одновремен­
ное помещение интервала (w�, w�) в полосу пропускания, а интервала 
( w� , w�) - в полосу гашения. Так как выбор граничных частот w' и w " 
для сигналов , имеющих практически неограниченные спектры, является 
вопросом соглашения, мы можем изменить определение граничных частот .  
В соответствии с предположением ( lX .22) всегда �южно осуществить 
тю.;ой выбор со� и w� (при этом w� > w�) , что неравенство ( IX . 25) будет 
разрешимо. Действительно , достаточно выполнить условие 

> (J)� '-- 1 р -, __,.-- . Wп 

Полученная группа будет разделять сигналы и поыехи в той мере ,  
n J{aI{OЙ энергия, заключенная в выбранных интервалах частот , относится 
I\O всей энергии сигналов и помех. Чем уже выбраны интервалы частот, 
тем проще подобрать параметры группы и меньше эффе�\т группирования. 

Зафиксировав любое из чисел l ,  удовлетворяющих условию ( IX. 25) , 
выведем из второго неравенства ( IX.24) условие для числа приемников : 

(1 Х.26) 

3афиJ{сировав п, определим шаг группы из формулы: 

Лх= l/n. 

п р и ы е р  r. Пусть Vc = 6000 м/с, Vп = 1000 м/с, (J)� = (J)� = 2n 20 рад/с 
11  ш� = w� = 2n 60 радjс. Из условия (IX.25) находиы 50 м < l < 120 м. Выбрав 
l = 60 м, получим п > 4,6. 

Выбирать очень большое п нет никакого смысла.  При п -+ оо (и 
l = const) эффект однородной группы будет мало отличаться от эффекта 
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так называеыой непрерывной группы (приемной линии) с равномерным 
распределением чувствительности: 

( 1 ,  
ho (х) = j 

l О, 

l l - т � х � у 
l l x l>т· (I X.27) 

Относительно волны с приведенной скоростью v спектральная харак­
теристика этой группы 

1 / 2 

G0 (w) � J exp [- ;w C )J dx � 
-l/ 2 

sin loo/2u 
оо/2и 

( IX.28) 

Данная характеристика имеет ту же самую граничную частоту 
2лv/l ,  определяемую нак наименьший положительный норень уравне­
ния G0 (w) = О, что и харантеристика диснретной однородной группы. 
Ослабление помехи, спектр ноторой располагается в ОI{рестности частоты w* > 2n vn/l ,  можно ориентировочно охарантеризовать отношением соот­
ветствующего значения огибающей спентра ,  равной примерно 2 vп/w , 
r' G0 (О) = l ,  т. е .  величиной 

(I X. 29) 

Таним образом, ослабление помехи при п -+ оо зависит главным 
образом от эффентивной базы группы. 

Если скорости полезной волны и помехи точно неизвестны, но из­
вестны интервалы, В RОТОрЫХ ОНИ НаХОДЯТСЯ ( V� � Vc � V� И V� � Vn � 
� v�) ,  то осторожная стратегия при синтезе групп- занлючается в том , 
что условие (IX.25) рассчитывается на наименьшую сr{орость сигнала 
1�. наибольшую снорость помехи, а условие (IX.26) - на наименьшую 
снорость помехи. Это имеет смысл, если v� > v�. 

Учитывая связь спеr,тральных харантеристин однородной и треуголь­
ной групп (см. § 38) , можно прийти к выводу, что условия ( IX.25) , (IX.26) 
применимы и к треугольным группам, состоящим из птр = 2п - 1 при­
емников . Величина l = lтр теперь выражает эффеr,тивную базу треуголь­
ной группы, равную по-преашему пЛх. 

Из формулы (IX. 1 9) следует , что эффентивность ослабления помех 
треугольной группой на порядок выше. В частности, для треугольных 
групп с большим числом приемнинов степень ослабления можно выразить 
аналогично соотношению ( IX .29) : ( 2ип ) 2 

'11 тр � ZтрОО* • (IX. 30) 

Однако сопоставить треугольные и однородные группы на основе 
используемых нритериев не так просто , посrшлы'у указанная эффектив­
ность треугольной группы достигается ценой · увеличения числа приеы-
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н:и:ков вдвое (при фиксированном Лх) . Если условие (IX .29) выполнено 
и для lпр , и для lтр и если интересоваться только степенью ослабления 
помехи , пмеющей скорость vп на фиксированной частоте w* , то, прирав­
нивая Чтр к 1lпр и выражая lтр и lпр через птр и ппр , получим, что одна и та 
же степень ослабления достигается при 

птр _ 2 lf1l nпр· 
Ясно , что при 11 < 1/4 треугольные многоэлементные группы более 

экономпчны. 
Подобный же анализ применим к группе, распределение чувствитель­

ностей которой является автокорреляцией последовательности (IX. 18) 
[обобщенные характеристики этих групп совпадают с 1 нпр (v) \4 ] и т. д. 
Возни!\ает вопрос: нас:коль:ко широк класс групп, синтез которых может 
быть осущег,твлеп на основе условий типа ( IX.25) и (ТХ.26)? Очевидно , 
это такие группы, которые имеют полосу гашения вида (v , 2v0 - v') , 
где v• - обратно пропорционально параметру, имеющему смысл эффек­
тивной базы группы. Более конструктивный ответ дается следующим 
утверждением. 

Теоре!\ш. Пусть hk = Лхh0 (kЛх) , где h0 (х) - финитная функция, 
отличная от нуля на интервале (-l0/2 , !0/2) и имеющая абсолютно-ин­
тегрируе�rый на (-оо , оо ) спектр Н0 (v) . 

Ес.тш значение v'· удовлетворяет условию 
00 00 

J \ H0 (v) \2 dv = eE,  где Е = S I H0 (v) \2 dv , 
v' о 

то при �х-+0 интегралы 
v' S 1 Н (v) 12 dv и Т \ H (v) \2 dv 
о 2Vo-V' 

стремятсн каждый I{ (1 - s) Е, а интеграл 
2vГv' 

1 Н (v) 12 dv 
v '  

- к ве.тичине пе  более 2 еЕ. 

( IX.31 )  

(IX.32) 

Д о :к а з а т  е л  ь с т  в о .  Прежде всего заыетиы, что из  абсолютной интегри­
руемостп Н 0 (v) вытекает возможность применения формулы ( III .11) ,  связывающей 
дискретные и непрерывные спектры. В данном случае упомянутая формула означает, 
что 

00 
Н (v) = � Но (v + 2pv0), vo = n/Лх. 

р�- оо 

Трперь из неравенства ( I I I . 18) выводиы, что 
Vo 00 
f 1 Но (v) -H (v) 1 2 dv � (2+Q) f 1 Но (v) 12 dv, Q<t1, 
о � 

( IX . 33) 

Та:к как при Лх -+ О иыеем v0 = :х ->- оо, то из абсолютной интегрируемостп 

Н 0 (v) с.;�едует, что на интервале (О, v0) функция Н (v) в среднеквадратической норме 
сходится :к Н 0 (v) при Лх ->- О. Поэтому на любом интервале (а ,  Ь), где О � а �  Ь � v0 ,  
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:норма Н (v) стремится к норме Н0 (v) .  Отсюда сразу получаем, что интеграл от [ Н (v) [2 
на промежутке (О, v' )  стремится к (1 - е) Е, а на промежутке (v' ,  v0) - к величине, 
не превосходящей еЕ. Для завершения доказательства нужно вспомнить, что Н (v) 
имеет период 2v0 и что 1 Н (-v) 1 = IH (v) [ .  Отсюда IH (vo + и) [ = 1 Н [2vo - (vo -
- и) ] I  = [Н (vo - и) [ .  Значит, интервал (v' ,  2v0 - v' )  состоит из симметричных пн­
тервалов (v' ,  v0) и (v0, 2v0 - v'),  а оба интеграла (IX.32) равны. 

Доказанная теорема означает , что интервал (О ,  v') является полосой 
пропускания, а интервал (v ' ,  2v0 - v') - полосой гашения дискретной 
группы hk = Лхh0 (kЛх) при малых Лх (т. е. при больших п) . Так как 
фунrщия h0 (ах) имеет спеr{тр � Н0 ( : ) , то граничная частота v' обратно 
пропорциональна значению 10 : v' = 2nc/l0 • Следовательно ,  можно при­
менить при выборе группы условие ( IX.25) , приняв l = 10/с. 

Рис. 29 

Равенство ( IX .33) , связывающее 
обобщенные характеристики дискрет­
ных и непрерывных групп, показы­
вает, как конструировать группы, 
выделяющие волны с меньшими ка­
жущимися скоростями на фоне высо­
коскоростных помех , т. е. когда 
условие ( IX.22) не выполнено .  Для 
этого нужно в окрестности точки 

v = О получить полосу гашения. Покажем, как это можно сделать. 
Пусть спектр Н0 (v) функции h0 (х) имеет граничную частоту v' .  

Введем новую функцию: 

h� (х) = h0 (х) cos v1x. 
Выразив cos v1x по формуле Эйлера и применив теорему о смещении 

спектра ,  получим, что спектр функции h� (х) равен 
1 

2 [Н0 (v - v1) + Н0 (v + v1)] . 

Если v 1 � v' ,  то полученный спектр сосредоточен в интервалах (v1 -
- v' ,  v 1 + v') и (-v 1 - v' ,  -v1 + v') , поэтому интервал (О ,  v 1  - v') 
является полосой гашения (рис. 29) . В соответствии с формулой ( IX .32) 
обобщенная характеристиr{а дискретной группы hk = Лхh� (kЛх) будет 
иметь область пропускания, являющуюся объединением следующих 
интервалов : 

(v1 - v• + 2pv0, v1 + v" + 2pv0) и (- v1 - v' + 2pv0, -v1 + v' + 2pv0), 
р = О, ± 1 ,  . . .  

Отсюда следует , что при v0 > v 1 + v' в интервале (О, v 1  - v') за­
ключена полоса гашения, а в интервале , включаrощеJ\1 промежуток (v 1 -
- v' , v 1  + v') - полоса пропускания. 

Значения v1 и v' выбираются следующим образом. Пусть vп > vc . 
Тогда условия пропускания сигнала выразятся неравенствами 
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а условие гашения помехи - неравенством 

Если 
(1 Х.34) 

то полученная система неравенств разрешима (рис. 30) . 
П р  и м  е р  I I .  Пусть Vc = 2000 :м/с, Vп = 12000 м/с, граничные частоты -

как в примере 1 .  Условие ( IX.34) выпол-
нено. Легко проверить, что возможны следу­
ющие значения v1 и v ' :  v' = л/1000 радjм, 

2л 
v1 = 

100 
рад/м. Кроме того, необходимо, чтобы 

v0 > 3л/100 рад/м (это означает, что Лх < 

"1 

< 100/3 = 30 м) . Если ho (х) определить w "  
формулой ( IX .27), то значение эффективной vc базы l будет равно 2n:/v ' = 200 м.  

Строго говоря, равенство (IX .32), на ко­
тором основан данный метод, получено нами 
только для абсоJротно-интегрируемых Н 0 (v) . 
Это условие не выполнено для однородной 
.группы (IX.27) . Можно, однако, показать, 
что в подобных ситуациях первая часть ра­
венства (JX .32) может сходиться к Н (v) при 
соответствующем выборе способа суммирова­
ния . В частности, читателю представляется 
самому убедиться в том что равенство (IX .32) 
выполнено для однородной группы, если при 
суммировании объединять слагаемые с оди­
наковым значением /р/ .  Указание: нужно вос­
пользоваться формулой 

+ ( ++ 2х � (��1��2 )= cosec 2лх. 

Рис. 30 

Если спектры помехи и сигнала неизвестны (известны только интер­
валы частот, которые они занимают) , то разумной мерой эффективности 
гашения является максимальное значение 1 Н (v) 1 в полосе гашения: 
группа G с полосой гашения (v' ,  v ") тем лучше, чем меньше величина 

у = m ax 1 Н (v) I/ Н (О). 
v' �v�v'' 

( IX.35) 

Сколь угодно малое значение у можно получить при помощи групп, 
распределение чувствительности которых является s-кратными авто­
корреляциями последовательности { 1 ,  1 ,  . . .  , 1} , так как обобщенные 
характеристики равны IНпр (v) / 25 (при s = 1 имеем треугольную группу) . 
Однано, при увеличении s число приемников в этих группах растет, 
как 25n ,  поэтому они не очень экономичны и (это главное) обладают боль­
шими действительными базами. А па больших базах пинакие реальные 
волны не могут считаться плоскими. В связи с этим желательно сделать 
величину у минимальной при финсированпых значениях п и Лх. 
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Решение этой задачи рассматривается в 1шассе симметричных групп 
с нечетным числом приемников п = 2 т  + 1 . Если занумеровать прие�r 
лики от -т до т, то формула ( IX . 14) будет ЭI{ВИвалентна следующей 

т 
Н (v) = h0 + 2 � hk cos (kv Лх). ( IX. ЗG) k�1 

В § 13 было показано,  что данное выражение является полиномом 
степени 2 п  относительно переменной и = cos ("�х )  [заметим та:юв:е, что 
при \ и /  < 1 выражение cos (п arccos и) является определением полинома 
Чебышева Тп (и) порядка п] . 

В силу периодичности Н (v) последнюю достаточно выбрать на пн­
тервале (О, 2v0) .  При изменении v от О до 2 v0 переменная и изменяется 
от + 1  до -1 ,  при изменении v от v' до v "  = 2v0 - v' переменная и изме-(v' дх )  П няется от а = cos -2- до -а. оскольку в соответствии с условием 
эквивалентности обобщенная характеристика определяется с точностью 
до постоянного множителя, можно принять Н (О) = 1 .  Тогда значение у 
выразится непосредственно максимальным отклонением полинома на 
интервале (-а, а) . Таким образом , задача сводится к выбору полинома 
степени 2т, который в интервале (-а, а) имеет наименьшее опшонение 
от нул'Я: среди всех полиномов Р 2т (и) , равных единице при и = ± 1 . 

Эта задача эквивалентна задаче выбора харантеристики полосового 
фильтра низной частоты. Ее решение определяется формулой ( I II . 57) , 
при этом 

1 
у = ---­Т2т (1/r:x) 

1 
(I X. 3 7) 

Т2 1п [ 1/cos ( "' 2дх ) J 
Если эффективность гашения у недостаточна ,  следует перейти J{ дру­

гому значению т. 
Распределение чувствительности полученной группы (ее называют 

чебышевсной) определится формулой (IX. 12) при 

. cos -
2
-

[ ( v дх ) ] 
H (v) = YT2m 

cos ( v':x ) . ( IX.38) 

Более удобно распределение чувствительности ис1\ать исходя из ра­
венства cos (kv Лх) 0= Т 2k [ cos ( "�х ) J , воспользовавшись J\оторым обоб­
щенная харантеристиr\а ( IX.36) рас1\рывается J\ан полином от и .  При­
равнивая полученное выражение полиному ( I X . 38) , находим нужные 
ноэффициенты. 

П р и м е р I I I .  Пусть помеху, :которая хараI\теризуется данными из прниера 1 ,  
нужно подавить не ыенее чем в 5 раз (у � 1/5) . Выбираем v '  = w�/ vп = 0,02 · 2л рад/.ч 
и дх из условия 2vo - v' � w�/vп. Подставляя численные . данные, получим дх < 
< 12 м.  Пусть дх = 10 м, тогда а �  cos (О, 1  х 2n) = 0,95 .  
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Из условия у �  1/5 и формулы (IX .37) получаеы следующее условие для т :  

Т2т (1 ,05) � 5 .  
Так I<ак при 1 и 1 > 1 

Т2т (и) = ch (2т Arch и) , (IX .39) 

то, взяв от обеих частей последнего равенства ареа-косинус гиперболический, полу-
ЧЮ! 

Arch 5 2т � 
Arch 1,05 � 

7 · 

Отсюда п = 2т + 1 � 9 .  
Прпмем m = 4. Воспользовавшись известными выражениями для Т2k (и) (k= O,. 

'1 . 2, 3, 4), То (и) = t, Т2 (и ) =  2и2 - 1 ,  
Т ;  (и) =8и4 - 8и2 + 1 ,  Т6 (и) = 32и6 - 48и4+ \H<v > I  
+ 18и2 - 1 ,  Тв (и)= 128иВ- 256и6 + 160и4- 1 0  - 32и2 + 1 , получим из (IX.36) : Н (v) = 
= 2 · 1281�4иВ - 2 · (256h4 - 32h3) ив + z  Х 
х ( 1 60h4- 481i3 + 8li2) u4 - 2 ·  (32h4 - 18hз + 
+ 8112 - 21i1 ) u2+ 2 (h4-hз + h2 - h1) +ho .  
в то ж е  самое время , отбросив в (IX.38) 
постоянный множитель у, имеем 

128 в 256 
Н (v) === (0,95)8 и - (0,95)6 ив + 

+ 160 4 32 2 + 1  (0,95)4 и (0,95)2 и . 

8 

6 
4 
2 

( 1 

Рис. 31 
Сра�щивая два последних выражения, последовательно [находим: 114 = О, 76; 

113 = 0,61 ; h2 = О, 76; h1 = 0,85 ; lio = 0,88 . 
На рис. 31 изображены амплитудные характеристики полученной чебышев­

с:кой (сплошная линия) и однородноi" (пунктир) групп. 

§ 40. Опти:мальвые группы 

Рассматривавшиеся выше методы синтеза дают группы, которые 
благоприятствуют выделению сигнала и подавлению помехи,  но еще не 
гар�:штируют удовлетворительного решения данной з адачи. В самом 
де.пе , главная цель, которая достигается этими методами , з аключается 
в помещении спектра сигнала в полосу пропускания, а спектра помехи -
в полосу гашения. Кроме того , мы добивались малых значений J H (v) 1 
в полосе гашения. Ясно , что этих фактов недостаточно , чтобы гаранти­
ровать доминирование волн на  фоне интенсивных регулярных помех. 

Если спектры Su (ro) и S5 (ro) ,  характеризующие соответственно 
по:1 езпый сигнал и помеху, известны, то качество группы G, имеющей 
обобщенную характеристику Н (v) ,  может быть оценено сравнительной 
1 1 1 1те�1сивностыо сигнала и помехи на выходе группы. Б удем измерять 
срапнительную интенсивность отношением квадрата амплитуды в момент 
1 = О , совпадающий с моментом прихода сигнала в приемник с наимень-
1 1 1 1 ш  (по абсолютной величине) номером, к энергии помехи н а  выходе 
груп п ы .  ПосI{ольку спектральн ая характерист�ша группы для волны 
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с кажущейся (приведенной) СI{Оростью v равна Н ( (f)j v) ,  то указанное 
отношение определится следующим образом: 

00 

2� S S а ( w) Н ( � ) dw 
- оо µ = --'---

00
------------'--

2� 5 J S � ( w) Н ( � ) 1 2 dw 
- оо  

Осуществим в числителе замену v = (j)/Vc , а в знаменателе замену 
v = (f)/Vп : 

,1 / .;,.  _r s, (,,v) н (v) dv /' µ = 00 

v�
2
� 5 1 s� (vпv) J 2 J H (v) J2 dv 

- оо  

( IX .40) 

Пусть характеристиr{а Н (v) принадлежит узкому классу групп QJ()0 
с фиксированным распределением чувствительности. Тогда , изменяя 
Лх, 11щжно определить группу, наилучшую в этом классе по критерию �t. 
Если µ недостаточно велико , то следует увеличить п и  снова исr{ать макси­
мальное значение µ (Лх)1 при фиксированном п. Сравнивая µ для групп 
с различным распределением чувствительности, можно получить предста­
вление о том ,  какой тип группы предпочтителен при разделении заданных 
сигналов и помех. 

Поставим задачу выбора наилучшей обобщенной характеристики 
в более широком классе функций , не фиксируя заранее тип группы. 
Заметим, что максимизация отношения (IX.40) :жвивалентна максими­
з ации отношения (VI I .30) при замене L ( (j))  на Н (v), Su ( (j)) на Sи ( vcv) 
и N ((j)) на 1 s� ( Vпv) 1 2 • Отсюда сразу следует решение данной вариацион-
ной задачи: · 

н ( ) S� (vcV) 
о v = 1 s� (vпv) 1 2 • (I X.41) 

Функция Н0 (v) , вообще говоря, не является периодической ,  поэтому 
не определяет никакой дискретной группы. Но поскольку Н0 (-v) = 
= Н� (v) ,  то в соответствии с теоремой 1 из § 38 она может быть СI{Оль 
угодно точно аппроксимирована в любом интервале (-v0 , v0) .  Интервал 
( -v0 , v0) достаточно выбрать так , чтобы он охватывал и спеrпр сигнала , 
и спектр помехи: 

1 Поиск максимуыа µ (Лх) требует численного определения �t для каждого зпа­
чения Лх из некоторого множества значений. 
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Распределение чувствительности полученной группы в соответствии 
с формулой · ( IX.34) определяется так: 

0 1 -21 s''' 
I 
:�( (vc�)12 ехр (ivk Лх) dv , k = О , ± 1 ,  . . .  , hн = Vo � VпV 

-'\'о 
О, \ k 1 > т (Лх = л/v0), 

± т 
(I X.42) 

где значение т зависит от достигаемой точности аппроксимации. 
Распределение h� симметрично только в том случае, когда функция 

Su (ш) является вещественной (т. е. когда сигнал симметричен) . В осталь­
ных случаях оптимальная группа несимметрична и зависит от знака 
СI\ОрОСТИ Vc [при этом h� ( Vc) = h�k ( � Vc) ] .  

Если наилучшая характеристика ищется в классе симметричных 
групп ,  то с учетом равенства Н (-v) = Н (v) перепишем числитель 
в формуле ( IX .40) : 

Rак видно ,  наилучшая характеристика определяется функцией 
Не  Н0 (v) . Соответствующее распределение чувствительности р авно (h� + 
+ h�1, )/2 . 

При т -+ оо обобщенная хараr{теристика группы ( IX .42) стремится 
1\ Н0 (v) . Так как Н0 (v) доставляет максимальное значение µ в классе 
произвольных обобщенных характеристик , то группа ( IX .42) по крайней 
�1ере асимптотически (при т -+ оо ) оптимальна в классе дискретных 
групп .  Однако при малых т уже нельзя утверждать, что формула ( IX.42) 
даст наилучшую группу среди групп с заданным числом приемников . 
Поэтому при синтезе малоэлементных групп следует максимизировать 
I\ритерий качества в соответствующем классе обобщенных характери­
стин . 

Задачу синтеза малоэлементных групп будем решать , н есколько 
11зменив критерий качества ,  а именно , будем измерять сравнительную 
н 1 1 тепсивность сигнала и помехи отношением их энергий н а  выходе групп: 

( I X.43) 

Введем автокорреляцию сигнала 
со 

Rи (i:) = S и (t + i:) и (t) dt 
о 
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и аналогично определим по s ( t) автокорреляцию помехи Ra ( t) .  Тогда 
после простых преобразований критерий 'YJ выразится так: 

где 

п п 
� � Rf!!/, hJhk 
i=l k=l 

'У) = -'--п-п ____ _ 
� � RJ��hjlik 
/=1 k=l 

( IX.44) 

Дальнейшие действия зависят от того , в каком классе ищется наи­
лучшая группа приемников . Если класс tf/t0 представляет собой сово­
купность групп с фиксированным типом распределения чувствительности, 
то следует при каждом п искать максимум 'У) по Лх, выбрав такое мини­
мальное п, при котором max 'У) (Лх) все еще больше заданного значения 11 :;: . 

Для однородных групп функция 'У) (Лх) выглядит так: 

Ясно,  что отыскание максимума ri (Лх) требует осуществления чи­
сленных экспериментов на ЭВМ. 

Отыскание наилучшей группы в 1шассе произвольных групп с за­
данным числом приемюшов п сводится к следующей классической за­
даче линейной алгебры: найти ве1,тор h* = (li� , Ji; , . . . , h�) ,  ь:оторый 
максимизирует отношение двух квадратичных форм ( IX.44) . 

Обозначим через Ru и Ri квадратные :матрицы порядка п с элемен­
тами RJ�k и R�l;Jk (j ,  k = 1 ,  . . .  , п) соответственно. Тогда ыаксимум 
достигается в тol\I случае [ 1 7 ] ,  J{ОГда вентор h* является собственным 
ве1,тором матрицы R�1 Ru , отвечающим наибольшему собственному зна­
чению этой матрицы Лmах ; при этом max 11 = Лmах ·  Ясно , что , как и ранее, 
max ri - функция Лх (при наждом п) . Выбор подходящих значений п 
и Лх может быть осуществлен с применением стандартных алгоритмов 
анализа проблемы собственных значений квадратной матрицы. В част­
ности, МОЖНО указать следующий итерационный процесс: ь<n+lJ = R�1 RuЬ(nJ ' 
ноторый при произвольном начальном венторе 1><01 дает при п _,_ оо исно­
мое распределение чувствительности h* . Теперь из уравнения R�1 Ruli* = 
= Лmaxh* найдем Лmах · 

Оптимальные распределения чувствительности h0 и h* является 
очень сложными и их следует определять тольно в том случае , J{Огда 
имеется очень хорошая информация о форме сигнала и помехи. 
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§ 41 .  Разрешающая способность и синтез регулируе111ых 
·интерференционных систе111 при разделении плоских волн 

Соответственно определениям из § 38 регулируемая интерференцион­
ная система , действующая в классе плоских волн, задается следующими 
параметрами: расстановкой и распределением чувствительности прием­
ников (для равномерных расстановок имеем параметры п, Лх и h1 , h2 , • • •  , 

hп) и системой кинематических поправок Л tk = - xk , где переменный 
с 

параметр с принимает ряд значений с1 , с2 , • • •  , см. 
Обычно полагают 

(IX.45) 

где от имеет смысл минимального сдвига :между соседними приемными 
элемента:ми . Результат суммирования для фиксированного ci называют 
суммотрассой , а набор таких суммотрасс - суммограммой. 

Обобщенная характеристика регулируемой интерференционной си­
·стемы одинакова для всех j = 1 ,  2 , . . .  , М, так как она не зависит от зна­
чения приведенной скорости. , Последняя для волны с кюnущейся ско­
ростью их определяется соотношением 

1 1 1 
(I Х.46) Vj Vx 

При изменении ci изменяется только положение интервалов (w' , w" ) ,  
u u Vj Vj 

которыи занимает спеr{тр волны с кажущеися скоростью их на оси v .  
Регулируемые интерференционные системы обладают значительно 

большими возможностями, чем нерегулируемые. А именно , добиваясь 
'Того , чтобы параметр ci поочередно совпадал с кажущейся скоростью vx 
любой из регистрируемых волн , получаем ТаI{Ие суммотрассы, па I{О­
торых выделяемая волна суммируется с бесконечной кажущейся скоро­
стыо (т . е. без ИСI{а;-кения) , а все остальные волны в той или иной степени 
подавляются. Положение выделяемых волн филсируется разрастанием 
амплитуды выходного сигнала на времени прихода в приемнИI{ с нулевой 
кине:матичесr{QЙ поправкой. Важно подчеркнуть , что при использовании 
регулируемых интерференционных систем отпадает необходимость априор­
ного задания I{ажущихся скоростей. Значение ci , для которого наблюда­
ется разрастание , служит оценкой I{ажущейся сr{орости выделяемой волны. 
Описанный метод разделения волн при использовании однородного рас­
пределения чувствительности, получивший развитие в работах Л. А. Ря­
бинrшна,  .носит название регулируемого направленного приема (РНП) . 

Прежде чем поставить вопро,с о синтезе регулируемой интерферен­
ционной системы , расс�10трим оценку ее разрешающей способности . 

Пусть рассматриваемая регулируемая интерференционная система 
имеет обобщенную хараr{теристику Н (v) с полосой гашенпя (v' , 2v0 - v') .  
Номер суммотрассы j* ,  на которой наблюдается маr\сшrум разрастания 
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для волны с кажущейся скоростыо их , определяется из условия Лх/jбт: = 
= vx ,  откуда . . .. Лх J"' = -­

Vx8т • ( IX.4 7) 

При увеличении \ j - f* 1 интервал (w'/vj, w"/vj) постепенно входит 
в полосу гашения и при значении j = j ' , которое определится из условия 
/ w' / vi' / = v ' , данная волна будет гаситься. Если в это условие подставить 
выражение ( IX.46) , получи:м равенство 

" 1 1 j' 8т / , (f) - - -- = V .  
Vx Лх 

Отсюда , учитывая формулу ( IX.45) , найде:м: 

1 .,, _ .* / _ v
' Лх J ] - ш' бт • 

Две волны, разрастания которых располагаются на  трассах с номе­
рами j� и j� и спектр которых имеет одинаковую нижнюю граничную 
частоту w' , естественно считать разрешенными , если 

1 ·* ·* ! > 2  
v
' Лх 71 - 12 ш' бт • 

Выразив j� и j; через кажущиеся скорости v�0 и v�2J обеих волн , по­
лучим условие разрешения волн в виде следующего неравенства: 

1 vllJ - v12 J 1 
v11J . v12J 

2v' 
> -- ·  ш' (IX.48) 

В частности, если используется однородная группа,  для которой , 
как :мы знаем, v ' = 2n/l , то волны будут разрешены в случае достаточно 
большой эффективной базы: 

4п vClJ · v(2J 
Z > 7 J v.VJ _;12J 1 (IX.49) 

TaI{Oe же условие получим и для более широкого 1шасса групп, оха­
рактеризованных теоремой из § 39 . 

Эффективность регулируемой интерференционной системы, имеющей 
обобщенную характеристику Н (v) , определяется двумя условиями: 1) чем 
меньше значение у [см .  формулу (IX.35) ] ,  тем меньше искажение разра­
станий выделяемых волн из-за интерференции с другими волнами; 2) чем 
меньше значение v '' (при заданном уровне у) , тем выше в соответствии 
с неравенством (IX.48) разрешающая способность системы. Если ограни­
читься рассмотрением систем, обладающих заданным уровнем гашения 
у � у* , то основной харю{теристикой системы будет значение v ' . Отсюда 
следует, что когда в нашем распоряжении отсутствуют сведения о форме 
изучаемых регулярных волн , задача синтеза регулируемой интерферен­
ционной системы должна быть сформулирована так: при заданном уровне 
гашения у � у*'' получить наименьшее значение v ' . Если Лх и п = 2т + 
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+ 1 фиксированы, то решение ЗаI{лючается в выборе чебышевской харак­
теристики ( IX .38) для минимального v' , удовлетворяющего неравенству 

т ( 1 ) ::::> 1 
zm v ' Лх � �  cos -- ' "' 

2 

(I X. 50) 

(если такое решение существует) . 
Действительно , пусть неравенство ( IX.50) и!11еет решение и пусть 

v', - наименьше� из его положительных решений, так как значение v' = 
� < обращает неравенство ( IX .50) в равенство ,  у всякой другой обоб­
щенi1ой характеристики, имеющей интервал гашения ( < ,  2v0 - V: ) 
и не являющейся чебышевской, уровень гашения будет больше у* . Если 
бы существовали группы с v'  < v; при у � у,,, , то среди них нашлись бы 
чебышевские , это противоречит тому, что V: - наи!11еньшее из положитель­
н ых решений н еравенства ( IX.50) . 

Используя определение полинома Чебышева при аргументах больше 
единицы [см.  формулу ( IX .39) ] ,  найдем после элеllfентарных преобразо-
ваний 

, 2 r 1 

1 . 
v" = Лх 

arc cos ( 
1 1 ) • (I X.51)  

cl1 - Arch -
L 2т у* 

В частности, при Лх = 5 и т = 5v:, = 0 ,09 м-1 . Формулы ( IX.48) 
и ( IX .51 )  определяют J1Iаксимальную разрешающую способность регули­
руемой интерференционной системы с заданными п и Лх. :Кстати, формула 
( IX.51 )  показывает, что решение неравенства ( IX.50) всегда существует. 

При расчете регулируемой интерференционной системы необходимо 
предотвратить появление вторичных разрастаний, связанных с попада­
нием интервала (ffi'/ vi , ffi "/vi) в область вторичного J1Iаксимума (2v0 -
- v ' ,  2v0 + v' ) .  Поэтому необходимо потребовать, чтобы для всех j = 
= 1 ,  . . " м 

1 :; 1 < 2v0 - v' . 

После подстаноюш vi получим следующее условие: 
� I . ·::: I 2л-v' Лх . 1 М v1' ] - ] . � w" ' ] = ' . . " . 

Так как 1 j - j* 1 < М, то полученное условие заведомо будет выпол-
нено,  если 

2л -v' Лх тм � w" ' 

где тм = М бт - МаI{СИмальный сдвиг между соседними каналами интер­
ференционной систеl\Iы. 

§ 42. Су1н:мирование по методу общей глубинной точ1ш 
При проведении сейсморазведки в большей части нефтеносных рай­

онов наиболее сильными помехами являются !{ратные отраженные волны. 
Так как кажущиеся скорости распространения кратных и однократных 
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волн различаются незначительно,  для их разделения необходимо при­
менять такпе большие базы суммирования, что концепция плоских волн 
становится неправомочной. Так , при кажущихся скоростях распростра­
нения полезной волны 6 км/с и кратной волны 5 км/с неравенство (IX.49) 
при ffi1 = 2л · 20 Гц дает l > 3 км. Ясно , что эффе�{тивное разделение 
обеих волн на таr-\их базах возможно только при суммировании по реаль­
ному годографу полезной отраженной волны. В частности, при выделении 
волны , отрю:��енной от ншюrей границы однородного слоя 

о � z � х tg <jJ + h ,  
I{Ине11rатичесы1е поправки должны определяться формулами вида 

Лt = а0 - __!_ V(x - х•)2 + 4 (h + х• siн qi) (х - х•) sin qi + 4 (h + x'sin qi)2, v 
(IX.52 ) 

где х - абсцисса приемника ; х' - абсцисса источника. Константа а(} 
обычно выбирается так , чтобы при х = х' I{Инематическая поправка была 
равна нулю (т. е. приравнивается нулевому времени) . · Кинематическая поправr{а (IX .52) зависит не от одного , как это было 
при разделении плоских волн , а от трех параметров - h, qi и v. Как пра­
вило , эти параметры, особенно h и qi, определение которых входит в за­
дачу всей интерпретации, неизвестны. Простой перебор возможных зна­
чений h, qi и v - далеI<о не простое решение задачи. Пусть число варьируе­
мых значений каждого параметра равно М. Если числовая последова­
тельность, определяющая сигнал на выходе каждого из п приемников , 
содержит К отсчетов, то общее число сложений равно М3пК вместо пК -
для нерегулируемой системы и МпК - для регулируемой системы, фунI<­
ционирующей в нлассе плоских волн. Вторым (на н аш взгляд, менее 
существенным) обстоятельством является необозримость получающейся 
суммограммы, содержащей М3 суммотрасс. 

Блестящая идея, приведшая В .  Мэйна к методу общей глубинной 
точки, занлючается в выборе таr{ОЙ схемы суммирования, ноторая по­
зволила уменьшить число независимых параметров. Рассмотрим мно­
а\ество трасс , I{ЮНдая из которых зарегистрирована приемнином в точне х 
от источника в точне х'. Если полевой материал был получен по системе· 
11шогократного прослеживания, то из этого множества можно выбрать 
таную совокупность трасс, называемую сейсмограммой ОГТ, для которых 
сумма х + х' равна постоянной величине; обозначим ее 2х0 1 . Максималь­
ное число трасс в сейсмограммах ОГТ (наждая таная сейсмограмма опре­
деляется нонстантой х0) выражает нратность системы набJtюдения. 

Найдем выражение для годографа ОГТ, представляющего собой 
еRвиси11юсть времени пробега отраженной волны от d = х - х' при х + 
+ х' = 2х0 • Перенесем начало координат в точну х0 • Тогда параметр h 
выразит глубину по нормали I{ границе в точI<е х0 • По определению 

т (d) = � V d2 + 4 [li - ( � )  siJtqi J d siн qi + 4 [ h - ( � )  sin ер J 2 . 

i Прп ер = О значение х0 выражает абсциссу точки отражения, общей для всех­
тр�сс сейсыограымы ОГТ .  
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После преобразований найдем 

(d) - 1/� 'L - � •о т v� ' ( IX. 53) 
где 

i-0 = 2h/v,  Ve = v/cos r.p.  ( IX .54) 
Таким образом , годограф ОГТ, определяющий систему �;ине11Iатиче­

ских поправок при суммировании трасс сейсмограммы ОГТ,  фю{тически 
зависит от двух параметров i-0 и v� .  Величину d будем называть парамет­
ром трассы в сейсмограмме ОГТ. 

Ценой некоторого искажения полезных сигналов на  трассах с боль­
ШИJ\I значением параметра d удается избавиться еще от одного параметра .  
Заметим, что при Ve = const зависимость между т0 и т;d - i- (d) взаимно­
однозначна :  

Следовательно,  для любого момента времени t и любой трассы сей­
с11Iогра11I:мы ОГТ xd ( t) с параметром d 111ш1шо определить поправку 

Лt (t d) = Vt2 - d2 - t .  ' i:� ' (IX.55) 
которую нужно ввести в трассу xd ( t) ,  если полезная волна на  данной 
трассе имеет вступление в момент времени t. 

Вычислив поправку Л t ( t, d) для всех t и d и введя их во все трассы 
сейсмограммы 

(IX.56) 

мы обеспечим синфазное суммирование вступлений полезного сигнала 
для любого значения неизвестного параметра i-0 • Действительно , пусть 
трасса xd ( t) содержит полезный сигнал и ( t  - i-d) . Тогда после введения 
кинематических поправОI{ ( IX .55) трасса Yd ( t) будет содержать сигнал 

( .г d2 ) ud (t) = u \t - т;d - v t2 - v� + t . 
Легко получить: 

V t2 - �; = v •а + � (t - •d)_т:d +  (t - •d)2• 
Пренебрегая слагаемым (t - •а) 2 и воспользовавшись разложением 

� 

v1 + х � .1 + 1- (при 1 х 1 «: 1 ), получим 

от:куда 
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или (поскольку тd - то � d2/2v�т0) 

ud (t) � и  [t - т0 - ( 2�;тб ) (t - тd) J . (IX.57) 

Слагаемое d2 ( t  - тd)/2 v�т� описывает дополнительный сдвиг, обу­
словливающий растяжение сигнала. Этот сдвиг равен нулю при t = т,1 
(т. е .  в момент вступления сигнала) и увеличивается с ростом d и t - тd . 
Грубо говоря, это означает, что система кинематическИх поправон: полу­
чена для сигналов нулевой длительности (типа 8-функции) . Растяжение 
реальных сигналов ограничивает длину допустимых баз суммирования 
с 1шнематическими попраю{ами ( IX .55).  С этой точки зрения суммирова­
ние по :методу ОГГ целесообразно комплексировать с обратной фильтра­
цией трасс xd ( t) при помощи фильтра ,  имеющего спектральную характе­
ристику 1/Su (w) . Преобразование ( IX.56) , хотя и является линейным, 
пе относится к стационарному типу. Поэтому оно не перестановочно с фильт­
ром 1/ S и ( w) . Обратная фильтрация должна осуществляться до введения 
кинематических поправок ( IX.55) .  

Формула ( IX .55) показывает, что на основе сейсмограммы ОГТ 
можно определить регулируемую интерференционную систему, в которой 
кинематические поправки зависят только от одного параметра Ve · Прежде 
чем приступить к анализу эффективности этой системы, рассмотрим два 
вопроса : 1 )  можно ли на основе сейсмограммы ОТГ определить нерегули­
руемую интерференционную систему и 2) в какой мере подобные системы 
применимы к более сложным средам? 

· 

Необходимость постановки первого вопроса определяется тем, что 
значение v может быть известно заранее, в то же время неясно ,  в какой 
мере эту информацию можно использовать, поскольку параметр Ve за­
висит еще от неизвестного угла <р.  Тем не менее ответ является положи­
тельным для довольно широкого интервала -<р0 � <р � <р0 , так как при 
малых углах наклона границ cos ер от· <р практически не зависит. 

Если вместо поправки ( IX . 55) использовать поправку Лt' ,  получа­
ющуюся при замене ve на v, то ошибка в величине поправки оценивается 
следующим образом: 

Mt' = Лt' - Лt = 
= Vt2 _ _  d_2 - Vt2 _ d2 cos2 <р � _ d2 sin2 <р 

v2 v2 �2�т-оv-2-'- (I X. 58) 

Чтобы можно было почувствовать , насколько эта величина мала ,  
заметим, что ошиб1�а поправки (IX.52) , получающаяся при замене истин­
ного угла ер углом <р = О, оценивается величиной d sin <p/v, которая на 
порядок больше. 

Выбрав допустимое значение 8 Л t  (скажем, 0,001 с) и :максимальное 
значение d, из формулы ( IX.58) :можно получить значение <р0 • При малых 
шах d < h оно р авно примерно al'csin ( v V2т8 Л t/шах d).  Для типичных 
условий ер0 имеет порядок 8-1 0°. 

На первый взгляд может показаться, что система ОГТ имеет ограни­
ченное применение к сложным средам, посиольку ее преимущество тесно 
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связано с особенностями годографа ( IX.53) .  Приведенное ниже утвержде­
ние поназывает, что это не тан. 

Teopellla .  Пусть т (х, х' ) выражает время прихода неноторой волны 
(например , одной из составляющих нулевого приближения лучевого 
ряда в неоднородной среде) в точну х при распространении ее из точки х' . 
Если функция т (х, х' ) удовлетворяет принципу взаимности т (х, х' ) = 
= т (х' , х) и если она не менее трех раз дифференцируема в окрестности 
прямой х = х'1 , то система ОГТ применима к выделению данной волны 
по крайней мере при малых d = х - х' . 

Д о R а з а т е л ь с т в  о. ЗафИRсируем неRоторую точRу х0• Воспользовавшись 
рядом Тейлора, можно приближенно представить т (х, х' ) в окрестности точки (х0, х0) 
следующюr образом: 

где 

т (х, х') � то + а1 (х-х0)+ а2 (х' -.т0) + Ь1 (х-х0 )2+ Ь2 (х' -х0)2+ 
+ ь1, 2 (х - х0 ) (х' -- х0) ,  

То= т (хо , хо) ·  
И з  условия взаимности делаем заключение, что а 1 = а2 и Ь1 = Ь2 , отr\уда 

т (х, :r' ) � т0 + а1 (х+х' -2хо) + Ь1 [(х-хо)2+ (х' -хо)2] +Ь1, 2 (х-хо) (х' -х0) . 
Рассмотрим теперь множество значений х и х' ,  удовлетворяющих условию х + 

+ х' = 2х0, и обозначим d = х - х' . Легко видеть, что второе слагаемое в правой 
части обращается в нуль и что х - х0 = d/2 = -(х' - х0) . 

где 

Таюв1 образоы, 

т (х, х' ) � т0 + bd2, 
Ь = (2Ь1 -Ь1, 2)/4 . 

_
Видно, что однопараметрическое семейство юшеыатических поправок 

Лt (t , d)= -bd2 

(IX .59) 

( IX .60) 
обеспечивает с точностью до ыалых относительно d2 синфазное сумыирование вступле­
ний рассматриваеыоii волны. При малых d эта система поправок эквивалентна ( IX.55) , 
если принять 

Таним образом:, Ve играет роль эффективного параметра ,  I{Оторый 
в широном нлассе сред описывает годограф ОГТ. В некоторых случаях 
известно явное выражение Ve через параметры среды. Например , для 
вертинально-неоднородной среды 

v� = f v (z) dz ! S v�:) . 
о о 

Ясно ,  что в общем случае эффективный параметр Ve зависит от зна­
чения •о · При изучении сред с малым углом наклона отражающих гра­
ниц эта зависимость может быть получена заранее на основе СI{Важинных 

I Годографы прямых, рефрагированных и головных волн этому условию нв 
удовлетворяют. 
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:измерений или других косвенных данных. Если функция Ve = <р (т0) 
монотонна и возрастает не очень сильно 

[ер' (т0) < 2hv2/d2], 
то зависимость тd от т0 , выражаемая функцией 

тd (т0) = V т� + d2/<p2 (т0), 
по-прежнему взаимнооднозначна. Поэтому для любого значения тd = t 
можно единственным образом определить т0 ( t) и соответствующую поправку 
Л t  ( t ,  d) = т0 ( t) - t. Значение т0 ( t) может быть получено с помощью 
итераций по методу Ньютона: 

T�k+lJ = Tbk> + [t - Td (т�k>J/Т:t (т�k>), 
где k - номер итерации. 

Если зависимость ve от т0 известна лишь с точностью до некоторого 
параметра 8, представляющего неизвестную функцию от х0 [ Ve = <р (т, 
·8) ] ,  то перебор :этого параметра определяет регулируемую интерферен­
ционную систему ОГТ относительно однопараметричесиого семейства 
функций <р (т0 , 8) . 

Перейдем к анализу :эффеитивности гашения волн-помех при сумми­
ровании по методу ОГТ. С целью упрощения анализа будем брать годо­
графы в виде ( IX.59) .  Значение d будет изменяться дискретно :  d = kЛх, 
где k принимает значения О ,  1 ,  . . . , п (постоянный знак параметра d 
пмеет место в односторонних системах прослеживания) . 

Пусть суммирование осуществляется по годографу отраженной волны 
с параметром Ь = 1/2т0 v� . а годограф помехи имеет параметр Ь = 1/2тп v� 
( где Vп < Ve , •п � •о) · 

После введения поправоI{ ( IX.60) I{Юндая трасса Yk ( t) сейсмограммы 
·ОГГ будет содержать помеху 

где 
Gk �t) = s (t - тп - pk2 Лx2), ( IX.G1 )  

р = (v� - v�)/2тпv�v�. 
Результат суммирования в спеитральной форме выразится следующим 

образом 
n 

(IX.62) 

Ограничиваясь для простоты однородным суммированием, дадим 
приблю1�енв:ую оцеину спентральпой харантеристиюr 

n 
G (ro) = � ехр ( - irok2 Лх2р) . 

k=O 
(IX.63) 

·С :этой целью будем считать , что п велющ , а Лх - мало , вследствпе чr.го 
-сулшу в правой части ( IX .63) можно рассматривать ню' ШI'Гегральпую. 

Отсюда 
l 

G (ro) � 1х 5 ехр ( - iropx2) dx. ( IX.64) 
G 



Рассматривая также сумму ( IX.63) как интегральную для ехр Х 
Х (-iffipy) с переменным шагом Луk = k2 (Лх) 2 - (k - 1) 2 (Лх) 2 и потребо­
вав, чтобы :максимальный шаг Луп = 2п (Лх) 2 был намного меньше периода 
2л/pffi ,  найдем условие для тех частот, для которых замена суммы ( IX.63) 
интегралом ( IX.64) допустима: 

ffi « nn/l2p . ( IX.65) 
Выразив экспоненту под знаком интеграла по формуле Эйлера и вос­

пользовавшись определением интегралов Френеля 

найдем 

где 

и и 
C (u) = Y�:rt S cos t2 dt и S (и) = У�п 5 sin t2 dt, 

о . о 

G (ffi) = пН (z V pffi) , 

Н (и) = v� � [C (u) - iS (u) ] .  

(I Х.66) 

(IX.66') 
Амплитудная характеристика определяется с помощью функцшr 

(рис. 32) 

(IX.67) 
Полосу пропуСI{аI-rия систеJ11ы определим условием [ Н (и) [ � у,,, . 

Пусть и* - наибольшее из чисел , удовлетворяющих этоыу неравенству, 
и ffi" - нижняя граница спектра помехи. Тогда помеха полностью пп­
падет в полосу гашения, если 

l > и,;, и* У2Т;; VeVп (IX.68) � }/ ш' р =У ш' 1 v� - и� 1 · 

П р и 111 е р . Пусть ш' = 2п · 25 Гц, ve = 3 ,0  км/с, Vп = 2,5 r<м/с и 't" = 2 с ·  
Выберем ')'* = 1/2. Этому значению у" отвечает и* = 2 .  Следовательно, l � 1,6 юй· 
Эта оценка носит чисто качественный характер, так ка1< при таких базах формула 
( IX .59) неточна . 

Воспользовавшись известныыи в теории rштегралов Френеля аспмпто­
тическими формулами, можно оценить степень подавления помехп в по­
лосе гашения. Без вывода приведем следующую асимптотическую формулу 
для функции 1 Н (и) [ :  

[ Н (и) 1 = l/ 2:rt _i_ V1 + v� sin [и2 - (л/4) ] + 8 (и) ' � U :1 - U• 

где е (и) - малая величина порядка 1/и2 • 
Таким образом, эффеI{Т гашения обратно пропорционален l и I{Орню 

из J v� - v� J .  В соответствии с условием ( IX .65) эту оце�шу моа;но при­
нять только при и « Vпл. 

Для завершения исследований эффею'ивности суJ11мирования по ме­
тоду ОГТ необходимо оценить влияние суАширования на полезный спгнал . 
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Эта оцыша особенно существенна при нерегулируемом суммировании, 
которое, ка�{ правило,  не обеспечивает точного определения поправок. 

3 а м е н а п а р а м е т р а Ve = v/cos ер п а р а м е т р о м v. 
Этот фактор имеет значение только при нерегулируе:мо:м суммировании. 
В соответствии с формулой ( IX .58) после введения поправок сигнал на k-той 
трассе Yk ( t) сейсмогра:м:мы ОГТ будет равен и ( t  - т0 + рk2Лх2) при 
р = sin2 ср/2т0 v2 • Спектральная характеристика системы по-прежнему 
выразится формулами ( IX .66) , ( IX.66') при замен е знака минус перед i 
на плюс. Поэтому амплитудная характеристика снова определится с по­
мощью формулы ( IX.67) . 

Пусть верхняя граничная частота сигнала равна ffi " . Ясно,  что сиг-
нал полностью располагается в полосе пропускания, если l V pffi" < и,:, , 

, Jнrи ) I  1 , 2  

0 ,8 

0 ,4  

о 2 3 4 5 6 
Рис. 32 

7 8 9 и 

откуда получаем условие для ер : 

Аналогично можно исследовать 
другие ошибки в выборе Ve ·  

Р а с т я ж е н и е  и м п у л ь ­
с а . Посколыч обнаружение сиг­
нала осуществляется по амплитуде 
основного экстремума , то основные 
«неприятности» связаны с те:м , что 
из-за растяжения основной экстремум 
суммируется несинфазно. Если ин-
тервал времени :между вступлением 

и основным экстремумом равен Т ,  то в соответствии с формулой ( IX.57) 
сигнал на трассе Yk ( t) равен и ( t  - т0 - рk2Лх2) при р = Т/2 v�т5 . Теперь 
из условия zV pffi "  < и,;, получаем -

Z < и*T0Ve V2/ffi"T. 
В частности, при Т = 0,03 с ,  ffi " = 2л60 Гц, т0 = 2 е ,  ve = 3 км/с , 

и,,, = 2 значение l не должно превышать 1 к:м. 
Нужно иметь в виду, что фаr{тор растяжения импульса действует 

и при регулируемом суммировании. 
При суммировании на больших базах большое значение приобретает 

отклонение реального годографа от функции ( IX.53) или ( IX.59) . 

§ 43. Д-преобразоnание 

Метод общей глубинной точки имеет ограниченное применение при 
проведении сейсморазведки в сложных средах. Во-первых , простая пара­
болическая форма годографа ОГТ ( IX.59) выполняется только на неболь­
ших расстояниях , что ограничивает базу су:м:мирования, во-вторых , связь 
эффективных параметров параболы т 0 и Ь с параметром сложнопостроен­
ных сред является неоднозначной, в-третьих , основанное на лучевом :методе 
представление о регулярном характере отраженной волны в случае не-
246 



гладких границ ОI{азывается неверным. Напомним, что лучевой метод 
применим в ситуациях , когда отражающие границы, так же КЮ{ и фронты 
волн ,  являются ЛОI{ально плоскими (сравнительно с длиной волны) . 

Группа быстро развивающихся :методов сейсмической разведки , 
направленных н а  преодоление указанных трудностей, связана с предста­
влением поля отраженной волны в виде интегралов типа интеграла :Кирх­
гофа ,  получившего широкое распространение при изучении электромаг­
нитных колебаний. Электромагнитные колебания сближает с упругими 
тот факт, что · :магнитный и электрический векторы электромагнитного 
поля в вакууме удовлетворяют уравнению ( I . 10) при Ь = 1/с (где с -
скорость света) , а скалярные функции, которые могут быть использованы 
для описания напряженности электромагнитного поля, - уравнению ( I .9)  
скалярного потенциала продольных волн при а = 1/с. 

Пусть задана не1{оторая поверхность S, разделяющая среду на две 
части, и пусть тоЧI{а М 0 располагается по другую сторону от источника 
монохроматического света .  В случае монохроматического излучения ска­
лярная функция, описывающая электромагнитное поле,  имеет вид ср = 
= и (М) ехр (i w t) .  Подставив ее в ( I . 9) при а = 1/с ,  получим уравнение 
Гельмгольца: 

(IX.69)  
Известно ,  что если поле и удовлетворяет уравнению Гельмгольца, 

то комплексная амплитуда и (М 0) в точке М0 выражается через значения 
поля и его производные н а  поверхности S с помощью интеграла :Кирхгофа 

и (М0) = (1 /4л) 55 ( :� G -- u  :�) dS, (IX. 70) 
s 

где G (М) - функция Грина от точечного источника:  G = ехр (-ikr)/r, 1· = т· (М, М0) .  Будем предполагать , что поверхность S состоит из двух частей : 
плоского бесконечного экрана S 1 и щели ,L; ,  помещенных в плоскости хау 
(рис. 33) . С целью получения приближенного решения примем условия 
:Кирхгофа: 1 )  р аспределение возмущения на ,L; такое же,  как и при отсут­
ствии экрана;  2) возмущение и и его производная du/dn н а  экране S 1 тожде­
ственно равны нулю. Согласно этим условиям область интегрирования 
(IX.  70) может быть заменена на ,L; .  Заметим, что последнее условие является 
противоречивым. Действительно , если функция и , удовлетворяющая ура­
внению (IX.69) , и ее производная du/dn на не1щторой поверхности равны 
нулю, то и должна быть нулем во всем пространстве. Для устранения 
этого противоречия А. Зо:ммерфельд предложил изменить функцию Грина 
так , чтобы одно из слагаемых в формуле ( IX.70) тождественно обращалось 
в нуль на плоскости S.  Этого :можно добиться, взяв G в виде разности 
двух фун1щий Грина точечного источника,  одна из которых создается в точ­
ке м о источником, а другая - его зеркальным отображением м� отно­
сительно S :  

G (М) = _!_ ехр ( - ikг) - : ехр ( - ik;), r r 

r = V(z - Zo)2 + (х- Хо)2 + (У - Уо)2, ; = V(z + zo)2 + (� - Хо)2 + (у - У0)2 . 
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ЛеГI{О убедиться в тоы , что G (М) = О прп М Е S (т .  е .  при z = О) . 
Учитывая в интеграле ( IX.70) условия I{ирхгофа,  получим при г )) Л 
(где Л - длина волны, равная 2л/k) формулу дифракции Релея - Зом­
мерфельда : 

и (М0) = � 5 5 и (М) ехр ( � ikг) cos (�, -;) dx dy. (IX. 71) 
2: 

Эта формула выражает принцип Гюйгенса, так как I{аждая точка 
поверхности L; является источником волн, обладающим характеристикой 

->- -> 
направленности cos (п,  г) . 

Перейдем к упругим колебаниям. Пусть в однородном пространстве 
на глубине h > О имеется неоднородность L; (например , участок шерохо­
ватой отражающей границы произвольной формы) , являющаяся объектом 

о х 

J J 
S1 о х 

� 

• М о  

z � 
Рис. 33 Рис. 34 

изучения. В начале координат помещен источник продольных волн, из­
лучающий колебания, спектр которых расположен в интервале (со ' ,  со ") . 
Предполагается; что глубина h намного больше максимальной длины 
волны 2л vр/со' .  Если минимальная частота имеет порядок 20 Гц, то при 
Vp = 2 7 3 км/с глубина должна составлять 1 7 2 км. Путь в плоскости 
z = О в пределах области L; 0 расположены приемники, регистрирующие 
колебания и0 ( t, М 0) . Поскольку прямая волна может быть выЧтена из за­
писи, то и 0  ( t, М 0) выражает поле отраженной от L; волны в области L; 0• 

Из аналогии между упругими и элеr{тромагнитпыми J{Олебапиями 
следует, что в однородной среде поле J{aJ{ продольных , TaI{ и поперечных 
волн может быть выражено с помощью интеграла Кирхгофа ( IX.70) 
с функцией Грина точечного источниl{а. Строго говоря, это верно только 
для сферичесrшх волн . Из лучевого разложения (см. § 16) следует , что 
продольная волна с песферическим фронтом и неравномерным распреде­
лением амплитуд па фронте порождает обменные волны (в виде примесных 
колебаний) даже в однородной среде. Поэтому интеграл Кирхгофа, пе учи­
тывающий явления обмена,  дает более точное приближение па более 
высоких частотах , напоминая в этом смысле пулевой член лучевого ряда. 

Если поверхность S содержит траницу L; ,  то функция Грина должна 
быть изменена ТЮ{, чтобы обеспечить граничные условия на .L; .  Одпаl{о 
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если нормаль I{ 2:; мало отличается от верт�шали и если размеры 2:; !llалы 
по сравнению с h, то явлениями обмена можно пренебречь, выбрав функ­
цию Грина для продольных и поперечных волн независимым образо!II . 
Разложим и0  ( t , М0) и и ( t , М) (М0 Е 2:; 0 , М Е 2:;) в интегралы Фурье, 
обозначив и0  (w,  М0) и и (w,  М) спектральные составляющие на  частоте w .  
Тогда, взяв фушщию Грина так, как она определяется в теории дифракции 
Релея - 3оммерфельда, можем приближенно выразить и0 ( w ,  М0) через 
и (w ,  М) по формуле ( IX .71 ) , в которой k = w/ vp и Л = 2 л vp/w . Теория 
Релея - 3оммерфельда дает хорошее совпадение с экспериментом в окре­
стности оси z (точнее , в окрестности центрального луча, отвечающего 
в данном случае направлению зеркального отражения) , включающей 
зону вблизи границ геометрической тени. При удалении от границ гео­
метрической тени (рис. 34) точность приближения снижается, однако 
и интенсивность поля здесь становится пренебрежимо малой. 

Заметим, что дифракция Релея - 3оммерфельда удовлетворяет прин­
ципу взаимности. Действительно,  мы можем выразить поле в каждой 
точке М (не обязательно принадлежащей 2:;) через поле в такой области 
L; 0 плоскости наблюдения, в которой интенсивность и ( w ,  М 0) заметно 
отлична от нуля. Таи нан меняется тольно ориентация системы н:оординат 
относительно направления распространения, то согласно (IX.  71)  

и (w, М) '"'"' � S S и0 (w, М0) ехр (iw1·/vp) [cos (;0, °()/r] dx0 dy0, 
.... 2: о 

где п0 выражает направление оси z .  

где 

Отсюда 
00 

и (t , М) = 2� S и (w, М) ехр (iwt) dw = 
-оо 

1 s s s
oo 

. ( М ) [ . ( r ' t)] cos (;о, ;.') d d d 
= (Zл)2vp iffiUo ffi, о еХр iffi -;; Т 1. (() Х Уо = 

2:0 - оо  
->- + =-1-55и  (t +-'-· М )  cos (no, ") dx d 2лv о v ' о " о Уо , р 

2:0 
р 

г = V(x -- xo)2 + (Y - Yo)2 + z2, Uo = 8�0 . 

(IX. 72) 

Формула ( IX .72) верна для любой точ1ш М (х, у ,  z) при z ))  Л .  
Из физичесI{ИХ соображений и ( t , М) отлична о т  нуля тольно в те моменты 
времени, в I{Оторые отраженная волна достигла точки М. В частности ,  
если определить и ( t ,  М) в момент времени 't' ( О ,  М) = Vx2 + у2 + z2/ vp ,  
I{оторый определяет время вступления падающей волны в точ1{у Л1, Т() 
и ['t' (О, М) , М] будет отлична от нуля тольно при 111 Е � - Следовательно ,  
поле значений А (М) = и ['t'  (О , М) , Jl1] определит положение границы L; .  

Если система наблюдений диснретна ,  то интеграл заменится су11шой 

А (М) '"'"' � u [i: (О, М) + •  (М, M0J, М0;] cos (;:0, ;�)/2m,.vp , 
(i) 
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где суммирование ведется по :нсем точкам наблюдения из области 2; 0 •  
В .1шiогократной системе наблюдения осуществляются при различных по­
ложениях источников Р1 , Р 2 , • • •  , Рп· 

С целью усиления изображения осуществляется накапливание по 
формуле 

A.s (М) '"'"' �� u [т (Pi ,  М) + т (М, M0J, М0;] cos (�0, ;;)/2лr;vp. 
1 1 

Нак правило , точки наблюдения располагаются на свободной границе 
z = О. Влияние последней (коэффициенты конверсии) нужно учитывать 

->- _,.. 
только при больших углах между п0  и r. При больших значениях h изме-

+ + 
нениями r; и угла между п0 и r; можно пренебречь, поэтому с точностью 
до постоянного множителя 

A.s (М) '"'"' � � u [т (Pi, М) + т  (М, M0J M0;] · 
(j) (i) 

(IX. 73) 

Для квазисинусоидальных процессов i2 ( t , М) '"'"' w 0u [ t + (л/2w0) ,  
Л1] ,  где w 0 - видимая частота , поэтому более грубое приближение за­
пишется в виде суммы 

где 
D.s (М) = � Di (М), 

(j) 

Di (М) '"'"' � и  [т (Pi, М) + • (М, М0;), М0;] ·  
(i) 

(I X. 74) 

Строго говоря , функции D i (М) выражают значение интеграла от 
и ( t, М) при t = т (Pi , М) , поэтому обладают тем же свойством, что 
и А (М) , отличаясь от нуля при М Е 2; .  · 

В том случае (а  это всегда так) , когда среда между 2; и 2; 0 неодно­
родна ,  времена т (Р, М) и т (М, М 0) вычисляются по соответствующим 
экстремалям интеграла Ферма , т. е. по функциям полей времен. 

Функция t (М 0) = т (Р , М) + т (М, М 0) совп.адает с годографом 
дифрагированной волны. По этой причине Ю. В. Тимошин , предложив­
ший преобразование ( IX,74) , назвал его дифракционным, или Д-преобра­
зоваиием. Иногда ошибочно полагают, что суммирование по годографу 
дифрагированной волны подчеркивает ее. На самом деле это пе так, по­
скольку дифрагированная волна от таких объектов, как уступ или сброс, 
изменяет полярность в окрестности границ тени, поэтому при суммиро-
вании будет гаситься. , 

Сопоставляя Д-преобразование с суммированием по общей глубинной 
точке, нужно иметь в виду, что оба метода связаны с различными прибли­
женными представлениями поля отраженной волны : метод ОГТ основы­
вается на лучевом приближении отраженной волны в докритической 
области (где она не изменяет формы) , а Д-преобразование - на прибли­
а;енном представлении отраженной волны, KaJ{ суммы большого числа 
волн от фиктивных источников , расположенных на границе 2; .  Первое 
представление эффективно для зер1tальных протяженных границ, второе 
(также связанное с высокочастотной частью поля) - в том случае ,  когда 
250 



имеют дело практичесюr с диффузным (рассеянным) отражением. Связь 
функции А (М) с упругими свойствами отражающего объекта имеет слож­
ную природу, зависящую от расположения и типа источника упругих 
колебаний. Поэтому метод Д-преобразования, как и ОГТ, служит в основ­
ном для определения геометрии границ. 

Большим преимуществом Д-преобразованиЯ: перед методом ОГТ 
является независимость кинематических поправок от угла наклона отра­
жающей границы. Благодаря этому в Д-преобразовании определяются 
глубины залегания отражающих границ, а не нулевые времена, как в методе 
ОГТ. Однако применение Д-преобразования требует довольно точного 
расчета кинематики лучей, а это возможно только при очень хорошей 
априорной информации о распределении скоростей up (х, у , z) . В отличие 
от этого годограф ОГТ при малых удалениях имеет простую форму пара­
болы второй степени независимо от строения среды. 

Среди специфических ограничений Д-преобразования отметим сле­
дующие. Во-первых , поле продольных волн в неоднородной среде не мо­
жет быть выражено интегралом Кирхгофа ( IX.  70) . Для иллюстрации 
возникающих осложнений рассмотрим следующую простую ситуацию ; 
Пусть среда является вертикально-неоднородной [Л. = Л. (z) , µ = µ (z) 
при р = const ] и пусть па границу z = О падает по нормали плоская 

+ 
волна и ( t, z) п0 •  В уравнениях Ламе (IV. 10) все производные по х и у 
будут равны нулю. 

После простых преобразований получим уравнение 
д2и д ln vi> _!!!:... _ _ 1_ д2и 
дz2 + дz дz - vi> дt2 ' ( IX.75) 

относящееся к классу обобщенных волновых уравнений. Применив к нему 
формулу С. Л. Соболева (см. библ. коммент. ) ,  имеем в нестационарноlll 
случае 

и (t М ) = -1 55 {с д [и] - [иJ � + с [_!!!:...] � + ' 0 4л дп дп дt дп 
s 

д ln vi> } 1 55 5 { д2G д ( д ln vi> )} + G  � [и] dS+4Л [и] дzz + az G-д-z- dx dy dz, 
D 

где т = т (О, М) ,  j ( t , М) = j J t  - т (О, М) ,  М] ;  G - функция , явля­
ющаяся аналогом функции Грина и определяемая по функции поля времен 
(в однородной среде G = 1/г) . 

Из этой формулы следует, что вклад в поле от поверхности S (вклю­
чающей �) определяется более сложным образом, чем в случае однородной 
среды; кроме того , появляется определяемый объемным интегралом вклад 
от всех точек М промежуточной среды, каждая из которых оказывается 
источником вторичных волн со сложной характеристикой направленно­
сти. Грубо говоря , объемный интеграл выражает мутность среды, благо­
даря которой функция А (М) , определяемая формулами типа ( IX .73) , 
будет отлична от нуля для любых точек М. Таr{им образом, неоднород­
ность промежуточной среды приводит к ИСI{ажению хараr{теристик 
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направленности точечных источников (в частности, может привести к нару­
шению принципа взаимности) и I\ появлению фона помех, затушевыва­
ющих изображение изучаемого объекта. Заметим, что аналогичное ослож­
нение имеется в методе ОГТ, в котором роль рассеянного поля играют 
последующие члены лучевого ряда. 

Во-вторых , интеграл Кирхгофа заменяется более простым интегра­
лом Релея - 3оммерфельда на основе ряда постулатов эвристического 
характера (условия Кирхгофа , выбор функции Грина) , в связи с чем де­
тальность изображения не может быть намного меньше длины волны. 

Третьим ограничением является дискретный характер множества 
точек наблюдения и фактические размеры области 2; 0 • Влияние этих фю\­
торов мы рассмотрим позже (см. § 59). 

Рассмотрим вкратце влияние промежуточных границ в кусочно-од­
нородной среде. Всякий раз,  когда точка М принадлежит отражающей 
границе, при правильном расчете времени т (О , М) + т (М, 1110) ампли­
туда А (М) будет отлична от нуля. Поэтому функция А (М) [тю\ же, как 
и D (111) ]  определит положение всех промежуточных и изучаемой границ. 
Вместе с тем наличие промежуточных границ вызывает появление поля 
кратных волн , которые не входят в описание поля отраженных волн 
с помощью интегралов типа Кирхгофа . Понятно,  что они будут проявляться 
в виде дополнительного фона помех в поле А (М) . Так как кратные волны 
в среде с переменной скоростью имеют не такую кинематику, как одно­
кратные волны, поле кратных волн будет гаситься примерно так же, кан: 
п в методе ОГТ. Эффективность подавления тем выше, чем больше размеры 
области 2; 0; однако при больших L; 0 суммирование по формулам ( IX.  73) 
и ( IX.74) становится неточным. 

Г л а в а Х 
СТАТИСТИЧЕСIШЙ АНАЛИЗ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ СИСТЕМ 

§ 44. Статистический эффеI\Т интерференционных систеl\1 
Излагавшаяся в предыдущей главе теория интерференционных систем 

предполагает весьма идеальную ситуацию: прием регулярной (плоеной 
1шп отраженной) волны на фоне регулярной помехи. Для того чтобы тео­
рия была ближе к реальным ситуациям, необходимо учесть следующие 
мо�1епты: 1 )  кроме регулярных помех, на сейсмограммах наблюдается 
значительный фон случайных помех ; 2) параметры (амплитуды и времена 
прпхода) регулярных волн подвера.;ены случайным флуктуациям, связан­
ныы в основном с поверхностными неоднородностями. 

На свойствах интерференционных систем сказываются таю-�.;е неизбеж­
ные погрешности измерения параметров самих систем. Речь идет о случай­
ных отклонениях чувствительности прие:мнииов , ошибиах определения Лх 
вреыенных задержиах и т .  д. Однаио дополнительно исследовать влияние 
этих погрешностей пет необходимости, тю\ I\aI\ они :могут быть юшючены 
в флу1\туации параметров регулярных волн . 
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В связи с этим возникают два вопроса : 1 )  каким образом случайные· 
факторы сказываются на х.ара:ктеристиках конкретных интерференцион­
ных систем; 2) каким образом следует выбирать параметры интерферен­
ционных систем для учета этих факторов . В первых двух параграфах 
эти вопросы будут рассматриваться для случая , когда на нефлуктуиру­
ющий сигнал в rшждом k-том приемнике наложена помеха Sk ( t) ,  явля­
ющаяся реализацией стационарного случайного процесса с корреляцион­
ной ф:rуктуацией К� (т) , не зависящей от k. Функцию взаимной корреля­
ции процессов Si ( t) и Sk ( t) будем обозначать Kik (т) . Предполагается , 
что пспользуемая система кинематических поправок Л tk удовлетворяет 
условию ( IX .5) ,  т. е. обеспечивает синфазное суммирование полезного· 
сигнала .  

Найдем корреляционную функцию помехи 
n 

1'J (t) = � hk'Sk (t - Лtk), 
k=l (Х.1 ), 

регпстрируемой на выходе интерференционной системы. 
Используя перестановочность символов математического ожидания 

п суммирования, получим 
n n 

K'll (т) = M � � hihksi (t + т - Лti) Sk (t - Лtk) = 
/=1 k=l 

а п 
= �  � hihkKik (т + Лtk - Лti) .  i=l k=l (Х.2} 

Вычисляя преобразование Фурье от обеих частей, найдем энергет:и 
ческий спектр процесса 1'] ( t) : 

n n 
N'll (со) = �  � hihkNik (со) ехр [ - iw (Лti - Лtk) ] , i=l k=l (Х.3) 

где N ik ( w) - взаимный энергетический спектр процессов �i ( t) и Sk ( t) . 
Как видно,  по отношению к случайным процессам общего вида интер­

ференционная система не обладает спектральной характеристикой. О спек­
тральной характеристике интерференционной системы можно говорить 
тольRо для случайных процессов , взаимные корреляционные функцип 
которых имеют вид: 

(Х.4)· 

В этом выражении параметр Лik означает тот сдвиг во времени, при 
котором в наибольшей степени коррелируются процессы Gj ( t) и Sk ( t) , 
а "ik выражает коэффициент J{Орреляции между этими процессами при 
сдвпге лjk •  

Для корреляционных функций (Х.4) 

(Х. 5) 
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подставив в (Х .3) , получим 
п п 

N ri ((J)) = N5 ((J)) � � hih"ri" ехр [ - i(J) (Лi" + Лti - Лt")] . 
i=l k=l 

(Х. 6) 

Поскольку при прохождении случайного процесса через линейную 
систему его энергетический спектр умножается на квадрат амплитудной 
характеристики, то множитель при N� ((j)) можно интерпретировать как 
квадрат амплитудной характеристики интерференционной системы по от­
ношению J{ помехе с корреляционной функцией типа (Х.4) .  

Если помеха является регулярной плоской волной 
гi" = 1 ,  Лi" = (k - j) Лxfvx 

и если Л tk = (k  - 1)  Лх/с , то , как легко убедиться непосредственной 
проверкой, этот множитель и в самом деле совпадает с квадратом модуля 
спектральной характеристики ( IX .9) интерференционной системы, функ­
ционирующей в классе плоских волн, т. е .  

N ri ( (j)) = N s ( (j)) 1 G ( (j)) 12 . 
Таким образом , если плоская волна,  форма которой описывается слу­

чайным процессом s ( t) , проходит через интерференционную систему 
с частотной характеристющй G ( (J)) ,  то на выходе интерференционной 

системы получим процесс 1'J ( t) ,  корреляционная функция которого пред­
ставляет собой результат прохождения корреляционной функции исход­
ного процесса через интерференционную систему с характеристикой 1 G ( (J)) 1 2 . 

Определим отношение сигнал/помеха на  выходе интерференционной 
системы как отношение J{Вадрата амплитуды сигнала к дисперсии помехи. 
Предполагая, что амплитуда полезного сигнала на входе всех приемников 
одиНаJ{ОВа и равна а и учитывая условие ( IX.5) для J{инематических по­
правок , будем иметь · 

µ = а2 ( � h") 2/ Кт� (О) = а2 ( � h" ) 2/ f� Kik (Лt" - Лti) hi h". (Х. 7) 

Эта величина и определяет статистичес1шй эффект интерференцио.i-r­
ной системы при выделении нефлуктуирующего сигнала. 

Более подробно рассмотрим статистический эффект однородной группы 
приемников для сигнала с бесконечной кажущейся скоростью. В это!>I 
случае hk = 1 ,  Л tk = О ,  k = 1 ,  . . . , п. Следовательно ,  

( Х.8) 

Заметим, что функции Sk ( t) являются сечениями поля помехи 
s (х, t) при х = kЛх. Сечение этого же поля при t = const называют 

х-представлением помехи. Пусть х-представление помехи - стационар­
ный процесс с корреляционной функцией a[R5 (х - х') , нормированной 
так , что Rs (0) = 1 .  Тогда Kik (O) = a[R; [ (j - k) Лx] и 

(Х.9) 
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Множитель при µ 0 = а2/а� будем называть эффектом однородной 
группы и обозначать Родн· В случае независимых по линии наблюдения 
помех эффект группы равен п. 

Ниже рассматривается неСI{Олько примеров. В этих примерах l 
обозначает действительную базу группы (п - 1 )  Лх, R - матрицу с эле­
ментами R5 [ (j - k) Лх] . 

П р п �I е р 1 .  Треугольная корреляционная функция , { 1- cx l x' -x l , l x' -x / � 1/cx R� (x - х) = О, l x' -x l>1 fcx . (Х . 10) 

Велпчпна 1/сх выражает интервал корреляции помехи по линии наблюдения. 
Пусть l < 1/сх. Тогда для любых j и k 

R� [ (j-k) Лх] = 1-сх 1 j-k 1 Лх= 1 - (Л 1 j-k 1 )/(п- 1) , 
где Л = l сх < 1 .  Разделив п2 на сумму всех значений R� [ (j - k)Лх] при j, k = 1, 
2, . . .  , п, найдем эффект однородной группы, состоящей из  п приемников: 

РШЙ= 1 /{1 - [(п --- 1)/п] Л/3} . (Х . 11) 
Интересно отметить, что эффект падает. при увеличении п и  постоянной действи­

тельной базе и наименьший бывает при п -+- оо, что отвечает использованию одно­
родной непрерывной группы: 

p��J =1 /( 1- Л/3) . 
Следует заметить, что при п = 2 

Ptik = 1/(1 -- Л/2) . (Х .1 1 ' ) 
При увеличении базы эффект группы быстро растет. Пусть, например, п = 3 

п 1/сх < l < 2/сх . l\1Iатрица R определяется следующим образом:: ( 1 1 - Л/2 О J R = 1 - Л/2 1 1 -Л/2 . О 1 - Л/2 1 / 

Разделив п2 = 9 на сумму элементов матрицы R, найдем 

Р6М1= 9/(7- 2Л) .  
П р и м е р I I .  Экспоненциальная корреляционная функция: 

R� (х' -х)=  ехр (-сх 1 х' - х  J ) .  

Элеыенты �штрицы R равны "1i-k1 ,  где г = ехр (-схЛх) : 

Отсюда 
с 

1· 
" 1 

R = 1-2 1· 
. . 

1.n-1 "п-2 

п2 p[,R1� =---,-,_-1----
п + 2 � (n -- lc) "k 

k�1 

1·2 
1· 

1 

"п-з 

,n->) 
"п-2 
"п-з . . 

1 

п2 ( 1 -г)2 

(Х . 12) 

(Х .13) 

(Х . 14) 

(Х . 15) 

Если Л х -+- оо ,  то при п = const имееы r -+- О и piJЛ/; --+ п (I\aI\ прп независимых 
помехах) .  
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Если п -+ оо и Лх = const, то 

Р6ЯJ � п ( 1 - 1·)/(1 +г) .  
Множитель ( 1  - r)/(1 + r) , очевидно, выражает влияние коррелированностп 

по�rех вдоль линии наблюдения. При r = 1/2 эффект группирования равен п/3 -
в три раза меньше, чем при независимых помехах. 

Важной особенностью рассматриваемого случая является наличие максuмуыа 
·Функции r6Яk = f (п)1при l = const, т. е .  такого значения п0 < оо, что 

р(п.) _ шах p <nJ ( 1  = const) .  одн - ОДН> l < n <  оо 
Расчеты показывают, что при 'Л = la = 1 ,  п0 = 3, при 'Л = 3 п0  = 5. Полагая 

в (Х . 15) r = ехр [-'Л/(п - 1)]  и переходя к пределу при п -+ оо, получиы 

Р6Я� 4 р��н) = 'Л,2/ !2'Л- 2  [1 - ехр (-'Л)]}. 

При больших значениях 'Л приближенно Pb�J � 'Л/2 .  Так как величина 2/а пред­
·ставляет собой интервал корреляции для процессов с корреляционной функцией 
(Х. 13), то предельный эффект однородной группы определяется числом интервалов 
I'<орреляции, укладывающихся на расстоянии l. 

Обе рассмотренные корреляционные функции характеризуют помехи, которые 
.имеют максимальную коррелированность при нулевом сдвиге Лjk · Ясно что это наи­
более тяжелая ситуация из :создающихся при выделении сигналов с бесконечной кажу­
щейся СI{Оростыо распространения волн. 

В следующем приыере рассматривается корреляционная функция R� (х' - х) , 
которая вытекает из формулы (Х.4) при [условии, что Лjk = (j - k) Лх/ v, а К� (т) 
является квазисинусоидальной типа (VII .7). 

П р  и м  е р  I I I .  Rвазисинусоидальные корреляционные функции 

R� (х' - х) = r (х' -х) cos Vo (х' -х), (Х . 16) 
где 1· (х) ;;;. О, Vo = ffio/v. 

Основное отличие корреляционных функций этого вида от рассмотренных ранее 
заключается в том, что при каждом фиксированном п функция P61bl = f (Лх) имеет 
лrа!;\симумы при конечных значениях шага Лх. Ясно, что эти максимумы достигаются 
при значениях Лх, близких к (2k - 1) n/v0, k = 1, 2, . . . , причеы наибольший мак­
симуы - при k = 1 .  

Если 
r (х) = ехр ( - В \ х \ ) ,  ( Х . 17)  

го нетрудно убедиться, что при Лх = n/vu p6Jbl выразится формулой (Х.15) при r � - ехр (-nB/v0) = -6 :  

<пJ - п2 (1 + 6)2 Родн - п ( 1 - 62) + 26 [ 1 - ( - o)n] 

Е сли В -+ О, то при четных п Р6Яk -.. оо, а при нечетных P6R/i -+ n2. 

(Х.18) 

§ 45. Опти��альные группы при подавлении случайных по�1ех 

Рассмотрим задачу синтеза оптимальной в смысле отношения си1-
нал/помеха (Х.7)  интерференционной системы. 

П ерепишем отношение (Х.  7) в следующем виде : 

� � lljhk 
µ = µо UJ <nJ , ( Х. 1 9) 

� � Rjkhjhk 
(j) (k) 

где Rik = К� ( Л tk - Л ti)/a� - элементы матрицы R. Мы уже встреча­
.l:псь в § 40 с задачей максимизации подобного отношения [см. формулу 

256 



( IX.44) ] .  Обозначив через J матрицу квадратичной формы в числите;те 
(очевидно,  все элементы этой матрицы равны 1 ) ,  получим, что максималь­
ное значение эффекта группы (совпадающего с множителем при µ 0) равно 
максимальному собственному значению матрицы R-1J п достигается оно 
в том случае , когда распределение чувствительности h = (h1 , . .  " hп) 
совпадает с соответствующим собственным вектором этой матрицы. 

Поr<ажем, что оптимальное распределение - чувствительности опре­
.:�,еляется формулой 

п 

hj = q(j) = � qik' 
k�l 

(Х.20) 

где qik - элементы! матрицы R-1• Используя формулу умножения мат-
п 

риц, получим:, что элемент Pik 'матрицы R-1J равен � qik = q<i> . Так как 
k�1 

все столбцы этой матрицы одинаковы , то ее ранг равен единице ,  поэтому 
она имеет только одно, отличное от нуля собственное значение, r<оторое, 
очевидно ,  оказывается максимальным, и толыш один отвечающий этому 
значению собственный веr<тор. Осталось проверить , что вектор с rш11шо­
нентами g<i1 является собственным. Умножив матрицу R-1J на этот вектор ,  
получим вектор с компонентами qq<l1 , где 

п 
q = � rJl•= ��q -k 

. i�1 j k J 
(Х.21 ) 

выражает собственное число матрицы R-1J и по доказанному - маr<си­
:-.rальный эффект группы Ропт · 

Рассмотрим несr<олько примеров . Во  всех случаях предполагается, 
что Rik = R; [ (j - k) Лх] .  

П р  и м  е р  1 .  Пусть п = 3 .  Тогда матрицу R ыо;1шо записать следующиы 
образом: 

Элементы обратной матрицы определяются, как известно, формулой 

qik = Ajk/det R, 
где А ik - алгебраическое дополнение элеыента R ik; det R - определитель матрицы R: 

А11 = Азз = (1 - 1 f) , А22 = 1 - 1 �, А12 = А21 = А23 = А32 = 
= - r1 (1 - r2) .  А1з = Аз1 = 1·r- r2 , clet R = ( 1 - 1·2 ) ( 1 + г2 - 2гr) . 

О тсюда по формуле ( Х .21) находиы эффе1п оптшrальной группы 

РШ?т = q =  (З+ r2 + 4г1) / (1  + г2 - 21 r) .  
Для однородной группы мы иыели бы согласно форыуле (Х .9) 

Рь2/н = 9/(3 + 4г1 + 2г2 ) ·  

(Х . 22) 

Оптимальное распредеJiение чувствительности найдем по формуJiе (Х .20) :  h- ( 1 - 1'1 1 + т2 - 2r1 1 - т1 ) ( Х . 2З) - 1 + 1·2 - 2"r ' 1 -r 1·2 - 21·r ' -1 + т2 - 21·r · 
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Так как распределенпе чувствптельностп определяется с точностью до постою1-
ного множителя, то вместо (Х. 23) �ro;i-;нo написать 

h = (1 - г1 ,  'l + г2 - 2г1, 1 - г� ) .  ( Х .24) 

Теперь рассмотрим треугольную, эr<споненциальную и квазисинусо­
идальную I<орреляционную фуш-щип R5 (х' - х) с целью :сравнения оп­
ти!lfального группирования с однородным. 

П р  и м  е р  I I .  Треугольная корреляционная функция [см. формулу (Х.10) ] . 
Пусть п = 3 и l < 1/а. Имеем г1 = 1 - IХЛх = 1 - Л/2 и г2 = 1 - 21ХЛх = 1 - !Х .  
Отсюда по  формуле (Х.24) находим оптимальное распределение чувствптельностп 

l1 = (Л/2, О, Л/2) .� 

Таким образо�1, если база группы меньше интервала ъ:орреляции ( l  � 1/1Х) ,  
т о  оптимальная группа из  трех прпемнш;ов вырождается в однородную группу пз 
двух приемников, эффект которой определяется формулой (Х . 1 1 ) .  Этот же эффе1'т 
получается и п о  формуле (Х.22) . 

При 1/IX < l < 2/!Х имеем "� = О, а 1·1 = 1 - Л/2 . 
О тсюда по формуле (Х .24) получпм 

а по формуле (Х .22) 
l1 = (Л/2, Л - 1 , Л/2) , 

р��н= (2Л - 1 )/ [ Л  (2 - Л/2) - 1] ( 1 � л � 2) .  

В частности, при Л = 1 , 5  распределение чувствительности определяется (с точ­
ностыо до ыножителя) вектором (3, 2, 3), а эффект равен 2,29 [однородное группиро­
вание согласно (Х.12)  дает 2 ,25 ] .  

П р и ы е р  I I I .  Э1'споненциальная корреляционная функция [см. формулу 
(Х . 13) ] .  Матрица R выражается фор)1у.11ой (Х .14) ,  а обратная матрица - формулами 

qн = qтп = 1 /(1 - г2 ) ,  qjj = (1 -t-r2) /( 1 -r2) , 1 < j < п  

qj, j+1 = qj+1. j = - г/(1 - r2) , qjk = O, l j - k J > 1 .  

Отсюда по формуле (Х .21)  получим 

р6�� = 2/(1 -1·2) + (п - 2 )  ( 1  + г2) /(1 - г2) - 2 (п - 1 )  1-/(1 - г2) = 
= [п ( 1 - г) + 21·] /(1  + /') . ( X .25j 

формуле (Х .20) : Оптимальное распределенпе чувствительности находим по 

h1 = lzп = 1 /( 1 - г2 ) - г/(1 - 1'2) = 1/ ( 1  +r) ; 

li2 = . . .  = /zп-l == ( 1  + г2) /(1 - 1'2) - 21' /(1 - 1'2) = ( 1 -1') / ( 1 + 1·) . ( Х.26 ) ' 
I-\райние приемники хараr;терпзуются повышенной чувствительностью . 
Если зафикспровать базу группы l и пзмерить число приемников п, то в отли­

чпе от однородной группы, имевшей ыаr,симальный эффеr<т при некотором значении 
п0 < оо, эффект оптпыальноii группы монотонно увелпчивается до пет;оторого пре­
дельного значенпя p�i:;) . Это значенпе получrш, прпняв в формул() (Х.25) г = ()Хр 
[ -Л/(п - 1 ) ] п устремив п � оо : ·  

РЬ�) = Л/2_+ 1 .  

П р  п м е р  IV. I-\вазпспнусоидальная корреляционная функция ( Х . 1 6) ,  ( Х . 1 7) . 
Эффект группы при Лх = л�/У0, очевидно, выразится форыулой (Х .25) при r = -б :  

pg�� = [п ( 1  + б) - 26]/ (1 - б ) .  

Kar' видно, и при четных п при нечетных п эффект неограниченно возрастает, 
если Р ->- О.  Распределение чувствите.ч:ьности при Лх = nP/v0 опреДелится форыуло й 
(Х .26) . 
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Приняв r = -8, получиы с точностью до множите.чл 

h1 = hп = 1 ,  li2 = . . .  = lin-1 = 1 + о. 
В отличие от экспоненциальной корреляционной функции крайние приемники 

юrеют пониженную чувствительность. Таким образом, структура оптимальных групп 
для квазисинусоидальных х-представлений, характеризующих класс помех с более 
пли менее выраженными наrшонными осями синфазности, существенно отличается 
от структуры групп, предназначенных для подавления помех, обладающих максималь­
ной коррелированностью в направлении х. При отсутствии надежных данных о типе 
корреляционной функции целесообразно использовать однородное группирование, 
эффект которого сравнительно устойчив по отношению к виду корреляционной функции. 

§ 46. Влияние случайных флуитуаций параметров плоской волны 
на характеристю\у интерференционной систе��ы 

До сих пор полезный сигнал предполагался регулярной волной, 
не подвер1-Еенной случайным искажениям. Рассмотрим влияние случайных 
флу1\туаций амплитуд и времен прихода сигнала ,  имеющих место на входе 
интерференционной системы с однородным распределением чувствитель­
ности, функционирующей в классе плоских волн: 

n 
у (t) = � aku [ t - (k Лх)/v - 8k], 

k= 1 
(Х.27) 

где ak и ek - случайные величины с заданныыи распределениями вероят­
ностей. 

Пос1\Ольку функция у ( t) зависпт от случайных велпчип ak и ek , 
то она сама является случайной. Это означает, что для ее описания нужно 
использовать способы, разработанные для случайных процессов . Здесь 
возникает одна трудность : ·если и ( t) - обычный детерминированный сиг­
нал ,  ограниченный во времени, то функция у ( t) - не стационарный про­
цесс хотя бы потому, что она тoJ:I�e ограничена во времени. 

Чтобы обойти эту трудность, рассмотрим две постановки задачи. 
В первом случае будем ис1шть математичесное о.жидание (т. е. среднее 
значение) функции 1 S9 ((!))  / 2 • Хотя М J S9 ( (!)) J 2  и не представляет собой 
энергетический спектр процесса у ( t) ,  она показывает среднюю интен­
сивность гармоничес1шх составляющих у ( t) ,  поэтому описывает эффеI\т 
суммирования. 

Во втором случае будем считать и ( t) стационарным случайным про­
цессом с I\орреляционной функцией В (т) . Тогда и у ( t) ,  очевидно ,  окажется 
стационарным процессом, вследствие чего амплитудную хара�\теристику 
интерференционной системы можно будет получить из отношения энерге­
тических спектров процессов у ( t) и и ( t) . 

Перейдем и решению первой из поставленных задач. Поскольку 
J S9 ( (!)) 1 2 равен произведению S9 ( (!)) п S� ( (!)) , а согласно (Х .  27) 

17* 

п 
S 9 ( (!)) = Su ((!)) � ak ехр [ - i(J) (k Лх/v -1- 8k) ] ,  

1-1 
( Х.28) 
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то 
п п 

1 Sy (ffi) 12 = 1 811 (ffi) 12 � � ajak ехр { - iffi [ (k - j) Лх/v + (8k - 8j)]}. (Х.29) 
J=l k=l 

Чтобы оценить отдельно влияние разброса амплитуд (чувствитель-" ностеи) и разброса времен прихода волны, рассмотрим два случая: 
1) имеются флуктуации только :моментов прихода сигнала; 2) имеются 
флуктуации только амплитуд. 

В первом случае (ак = а ,  k = 1 , . . .  , п) нужно найти 
00 

Ч!ik (ffi) = М ехр [ - iffi (8k - 8j)] = f Pik (8) ехр ( - iffi8) d8,  (Х.30) 
-оо 

где Pik (8) - распределение вероятностей разности 8 = 8" - 8j . 
Пусть 8" и 81 распределены нормально ,  тогда их разность также рас­

пределена нормально с дисперсией 2uz (1 - Pjk) , где и1 - дпсперсия 8k . 
Pjk - коэффициент I{Орреляции между ej и ek . 

Основываясь на известном выражении плотности нормального рас­
пределения, напишем формулу для Pjk (8) : 

Pjk (8) =
y } exp [ - 82/ (4u� (1 - pjk))] . 

2л ut 1· 2 ( 1 - p;k) 
( Х.31) 

Подставляя полученное выражение в (Х.30) , найдем в результате 
�1нтегрирования 

следовательно ,  
Ч! ik (8) = ехр [ - ffi2CJ� (1 -- Pjk)] , 

п п 

М J Su (ffi) \2 = a2 I 811 (ffi) 12 � � ехр {- iffi [ (k - j) Лх/v]} х " j=l k=l 

(Х.32) 

(Х.33) 

Пусть флуктуации мо11Iентов прихода волны в разные приемники 
статистически независимы. В этом случае Pjk совпадает с символом Rpo­
нer{epa б jk · 

После простых преобразований найдем: 
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п-1 

= п + 2 ехр ( - ffi2o') � (п - k) cos (ffik Лх/v) . 
k=O 

(Х. 34) 

Если бы флуктуации отсутствовали (at = О) , то тогда было бы 
n-1 

\ Sy (ffi) J2/a2 J Su (ffi) J2 = п + 2 � (п - k) cos (ffik Лх/v), k=O 
(Х.35) 



где правая часть совпадает с квадратом амплитудной характеристюш од­
нородной группы [выше мы встречались с несколько пным выражением 
этой же формулы - см. ( IX . 19) .  Из сопоставления формул (Х.34) и (Х .35) 
следует , что флунту�:щпп ek приводят I{ ослаблению высокочастотных 
составляющих. Если харантериспша (Х .35) является периодичес1шй 
п в ней интервалы пропускания чередуются с интервалами гашения, 
то харантеристина (Х.34) непериодична и при достаточно большом зна­
чении а� ее второй основной максимум может оiшзаться прантически не­
выраженным. 

Более подробно рассмотрим харантеристику для и = оо . 
Из выражеiiия (Х .34) выведем 

М \ Sy (со) \2/а2 / Su (со) \2 -:- п [1 + (п - 1 ) ехр ( - ш2а�) ] . 

Так как при а� = О правая часть равна п2 ,  то относптельное ослабле·­
ние энергии на частоте ш из-за флуктуации времен прпхода выражается 
отношением 

1'] (со) = (1 + (п - 1 )  ехр ( - со2а�) ] /п .  

Случаю отсутствия ВСЯI{ОЙ регулярности отвечает значение а� = оо . 
Тогда 11 ( со) = 1/п, поэтому в области частот, в которой 11 (со) � 1/п 
группирование не дает нnI;aI{oгo эффекта. Эта область является полуот­
r,рытым пнтервалом со �  со,," где (!) ,,, можно найтп пз условия 11 ( со) � 
� 1/ q ,  где q - неr{оторое число из интервала ( 1 ,  п) . 

Решая неравенство ,  получим 

(J)* = V ] 11  [q (п - 1)/(п - q)] /a1 • 

Если сигнал располагается в у1tазанной областп частот ,  те он воспрп­
нпмается интерференционной системой нан практическп нерегулярное 
хаотичесr�ое нолебаrше .  При больших п и q ""' 3 справедлпва прпближен­
ная оцею{а (!) ,,, = 1/а1 . Отсюда,  в частности , следует, что прп а1 = Т/2л 
( где Т - видимый период полезного сигнала) основная энергия полезной 
полны в основном гасится. 

Из неравенства (J) "  � сох получпм ·условия пропусr�ания флунтуиру­
ющего сигнала группой : 

а1 � Vlв [ q  (n - 1)/ (n - q) ] /cu". 

В частпостп , при (!) " = 2п60 рад/с , п = 5 и q = 2 ,  а1 � 0,0026 с .  
Эти оценюr поназывают , что сумыированпе очень чувствительно 

к флуrпуациям времени прихода волны. 
Рассмотрим влиянпе флу1,туаций амплитуд. Выразпы сначала экспо­

ненту в равенстве (Х.29) по форму,тrе Эйлера .  ПocI�O.lЬI�Y 1 s,; ( cu ) 2  / - ве­
щественная фующия, слагаемые , содер;.Еащие спнус , будут i)авны нулю. 
Поэтому из формулы (Х .29) при ek = О следует: 

n n 
М \ Sy ((!)) /2 = \ Su (w) /2 � � Maiak cos [w (k - j )  Лх/и ] .  

i=l k=l 
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Будем считать, что флуктуации аllfплитуд в соседних приемниках не­
зависимы. В этом случае 

(Х. 36) 

где а и ag - :математическое ожидание и дисперсия случайной ве.тrичины ak . 
Отсюда 

М 1 S и ( со) 1 2 = J S и (со) 12 {па� + а2 [ п + 2 �: cos (kco Лх/v) ] }  . ( Х.3 7) 

Выражение в квадратных скобках - суть квадрат амплитудной ха­
рактеристики однородной группы при отсутствии случайных флуктуаций. 
Видно ,  что наличие флуктуаций амплитуд в среднем .:мало оказывается 
на  форме энергетического спектра у ( t) .  Наличие постоянной составля­
ющей па� приводит к некоторому ослаблению эффекта подавления волны , 
спектр которой располагается в полосе гашения. Действительно ,  если 
при со = О выражение в фигурных снобках (Х.37) равно 1ю;; + п2а2 ,  
то  в середине полосы подавления (при со = п v/Лх) оно равно па;; + а2. 
Поэтому относительное подавление харантеризуется величиной 

'\' = (а2 + па�)/(п2а2 + па�). 

При а;; = О  '\' = 1/п2 , при О';; = а2 у = 1/п и при а� _,_ оо у -+  1 .  
Tai{oe ухудшение свойств групп при подавлении регулярных волн объяс­
няется следующим образом: если в k-том приемнине значение амплпгуды 
очень велико ,  а на  других - :мало , то сумма сигналов прангически пе  бу­
дет отличаться от сигнала в k-том приемнике. Волна подавляться не будет. 
В случае синфазного суммирования ( v = оо ) волна принимается интерфе­
ренционной системой без искажения, независимо от величины разброса 
амплитуд. 

Если флуктуируют одновременно и времена ,  и амплитуды, то 

n 
М 1 Sy (со) 12 = J Su (со) \2 � � (а +  0'�8jk) ехр [ -со2аН1 - Pik) Х 

J�1 1<�1 

Х ехр [ - ico (k - j) Лх/v] . (Х.38) 
Поскольку функция у ( t) является случайной, ее спектр S ( со) 

б � !! удет случаино изменяться от эксперимента к эксперименту,  поэтому 
интересно исследовать разброс значений S и (со) на разных частотах . Этот 
разброс :может быть охарю{теризован дисперсией 

(Х .39)  
Первое слагаемое вычислялось выше. Найдем второе с л а г н е�rо е ,  

применяя операцию осреднения (Х .28) . 
В силу незаnисш11ости разброса амплитуд п моментов прихода , шrеем 

мs!! (со) = aS" (со) L ехр ( - icok Лх/v2) м ехр ( - ico8;,) . (X. liO)  
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Поступая так л�е ,  как и при выводе формулы (Х .32) , получиы 
00 

М: ехр ( - iш8k) = ( 1 r exp (-8%/2a�) exp (-iw8k) d8 = exp (-w2a�/2) .  1 2лсr1 j - оо  
(Х. 41 )' 

Подставив (Х .41 ) в ( Х.40) и умножив на комплексно-сопряженное 
выраа;ение, найдем 

Еслп фдуктуируют только моменты прихода волны а� = О, то, при­
юшая во вниыание выражение (Х .34) , получим из ( Х.39) 

DSy (w) = па2 / Su (w) [2 [ 1 - ехр ( - w2a�) ] .  

Но в то же время DSy (w) = D [aSu (w) G (w)] = а2 / Su (w) /2 DG (w), по­
этому множитель п [ 1 - ехр ( - w2a�) выражает дисперсию DG (w) спектраль­
ной характеристики группы при наличии флуктуаций времени прихода. 
При малых со дисперсия DG (w) мала, а при w -+ оо - стремится к п, 
что совпадает с пределом М: / G (w) /2 при w -+ оо . 

Если фдуктуируют только амплитуды сигнала,  то , 
М:Sу (w) / 2 = a2 [Su (w) /2 [ п + 2 �>os (kw Лх/v)] . 

Подставляя эту формулу, а также формулу (Х.37) в (Х.39) , получим 

DSy (w) = п / Sи (w) /2 а�. 

Следовательно,  дисперсия спектральной характеристики равна па; 
и не зависит от частоты w . 

Перейдем к исследованию характеристики интерференционных систем 
при усдовии, что и ( t) - стационарный случайный процесс. Поснолы{у 
тогда п у ( t) - стационарный процесс , а при прохождении стационарного 
процесса через линейную систему энергетичесний спентр его умножается 
на нвадрат амплитудной характеристини, то отношение Ny ( w)IU (w) следует 
считать �;вадратом амплитудной характеристики интерференционной си­
стемы. 

Найдюr Ny ( w) .  Для этого нужно сначала определить преобразование 
Фурье корреляционной фуннции процесса у ( t) .  

По определению I{орреляционной функции стационарного процесса 
n n 

Ку (т:) = м: i L ajaku (t + т; - k Лх/v -- 8k) и (t - j Лх/v - ej)• 
J=l k=l 

Математическое ожидание и суммироваппе llIOiюro поыенять lliестами. 
В силу независимостп флуктуацнй а!IIпшrтуд п !IIоыентов прихода под 

263 



знаком суммы по.1учш1 произведение Маiщ, , определяемое формулой 
\X . 3G) , и 

(Х.42) 

Это :математпческое ожидание моrr-шо н айти в два этапа:  сначала найти 
условное математпческое ожидание при фиксированных значениях 8i 
п 8k , а затем осреднить его по распределению 8i и 8k. Упомянутое услов­
ное мате:матическое Оff\Идание равно корреляционной функции процесса 
и ( t) в точке т + (j - k) Лх/ v + 8i - 8k , т. е. равно 

Ки {т + [ (k- j) Лх/v] - (8k - 8j)}. 

Осредняя по 8 = 8k - 8j , найдем, ЧТО искомое математическое ожи 
;:�дние равно 

со f Pik (8) Ки [т - (k - j) Лх/v - 8] d8, (Х.42') 
- со  

где Pik (8) - плотность вероятности 8 = 8k - 8i , выраа;аемая формулой 
(Х.31 ) .  

Оr{ончательно по,1учпы 
?l 1l со 

Ky (т) = l: l: (a2 + a�oik) J Pik (8) Ku [т - (k - j) Лx/v - 8] d8. 
j =1 k=l -со 

Интеграл в этой сумме есть свертка фующий Pii' (т) и Ки [т - (k -- j) Лх/ v) ] . · · 
Отсюда , осуществляя преобразование Фурье, получим 

• f1 
Ny (w) = И ((!)) � � (а2 + a�oik) чr il< ((!)) ехр [ - iw (k - j) Лх/v],  

i=l k=l 

r;::i:e 1pik (со) определяется формулой (Х.30) . Разделив обе части на И ((!)) 
н подставив выражение (Х .32) для 1pik (w) в случае нормальных флуктуа­
цпй , н айдем квадрат амплитудной характеристики группы: 

п 11 
1 G ((t)) J 2 = � � (а2 + а�о i1,) ехр [ - w2aH1 - Pik) ] ехр [ - iw (k - j) Лх/v] . 

J=l k=1 
( Х.43) 

Сравrшвая фо1шу.1ы (Х .38) и (Х .43) впдим, что Евадрат амплитудной 
хRраr{терпстr1Еп группы при приеме флуrпуирующего спгнала, фopl\1R 
r-;оторого выр<�;r>Rется с тационарным случайным процессом, совпадает 
с о  средшвr I\Ba,Jpa тo'r юшлптудной харю{теристиюr прп приеме флуr.;туп­
рующего спгн<�.-та с :�,етер:ш1роваиной формой, поэтому исследовать хараr>­
теристш;у (Х . 43) н е т  ппкRкой необходюrости. 
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§ 47. Оптшнальные группы прие1шпшов прп выделенш1 флуRтупрующпх 
сигналов на фоне случайных помех 

Выше было показано ,  что наличuе флуктуацпй параметров полезных 
волн , вызванных поверхностными неоднородностюш п погрешностямп 
при установке прие:мников , снижает эффе1�т пнтерференцпонных систем. 
Может оказаться, что интерференционная система , являющаяся опти­
мальной (в смысле того или иного критерия) в предполоФенпп идеальной 
регулярности полезной волны, уступает по эффеRпrвноспr другим ин­
терференционным системам, если параметры полезных во,'Iн флуктуируют. 
Иначе говоря , выбирая оптимальную интерференционную систему, сле­
дует исходить из ее эффекта в условиях, максимально приближенных 
к реальной обстановке , т. е. с учетом всех случайных факторов . 

Рассмотрим способы расчета оптимальных групп при обнаружении 
имеющей бесконечную кажущуюся скорость распространения волны с флук­
туирующими параметрами на  фоне коррелированных по линии наблюде­
ния помех для двух критериев оптимальности. Этп результаты применены 
и к интерференционным системам с суммированием по годографу полез­
ной волны. 

Итак , предполагается, что на входе k-того приемника наблюдается 
случайный процесс: 

где первое слагаемое в правой части - полезный сигнал с флуктуиру­
ющими параметрами ak и 8k , а Sk ( t) - стационарная случайная помеха .  

На выходе группы имеем 

а 
у (t) = � hkxk (t) . k=1 (Х.44) 

Из результатов предыдущего параграфа следует , что характеристшш 
интерференционной системы при наличии флуr{туаций параметров ak 
и 8k одинаковы как для детермированного сигнала, так и для случайного 
(изменяется только смысл этих характеристик) . Поэтому целесообразно 
взять такую модель полезного сигнала,  которая удобнее при теоретиче­
ских расчетах. Из этих соображений будем считать, что и ( t) является 
реализацией стационарного случайного процесса с корреляционной функ­
цией Ки (т) , нормированной так, что Ки (О) = 1 .  

Статистичесrше свойства флуr{туирующих параметров описываются 
так же, I{aK и в предыдущем параграфе. Единственное отличие состоит 
в том, что амплитуды aj и ak коррелированы. Коэффициент корреляцни 
между ними равен "?jk [легко получить,  что в этом случае в формуле 
( Х .43) нужно заменить 8j1, на "?jk ] . 

Последовательности {8k} и {ak} являются стационарными: 

(Х .45) 
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Определим критерий оптимальности следующим образоы. Еслп на вы­
ходе группы приемников стремятся получить наименее ис1шженный сиг­
нал ,  то при оценке эффективности естественно исходить пз величины 

82 = М \ U5 (t) - y  (t) 12 , (Х.46) 
где U5 ( t) = a5U ( t - 85) - I-\ОЛебаНИЯ Полезной ВОЛНЫ В фикспроВаННОII 
точI-\е линии наблюдения (обычно в центральной точке расстановки прп­
ем:шшов) . Вследствие стационарности процессов и ( t) и 8 ( t) значение е2 • 
от t не зависит. Группа G* является оптимальной в I-\лассе групп '{l по ве­
личине ошибI-\и воспроизведения (т .  е. оптимальной неисI-\ажающей груп­
пой) , если 

·8:,, = 82 (G*) = шin 82 (G) . (Х.47) 
В:место 82 удобнее рассматривать относительную ошпбr{у о2 = 

82/Р и ,  где Р и - мощность сигнала. Ясно, что группа G* , оптпыальная 
в I-\лассе групп '{l п с фиксированным числом приемников п, не обязателыiо 
удовлетворительна для праI-\тичесюп целей. Кроме того , моФет оказаться , 
что оптимум не достигается при I-\онечных значениях Лх. Поэтому н аряду 
с требованием оптимальности следует учитывать и требование достаточ­
ности: группа G является достаточной неискажающей, если о 2 (G) � 65 
для некоторого наперед заданного 6 5 .  

Группа G ,  достаточная в классе Gn при минимальном п (.т . е .  прп 
условии, что класс '{l n-I не содержит достаточной группы) , с прю�тиче­
ской точюr зрения наиболее эффю-\тивна.  Из определения оптшrа.тrьностп 
следует,  что если опти11Iальная в классе '{l п группа G* не является достаточ­
ной , то этот 1шасс пе содерашт достаточных групп. В связи с этпы про­
цедура расчета эффективных групп сводится I\ последователыrоыу расчету 
оптимальных групп в 1�лассах 'fl 1 ,  'f:l 2 , '{l 3, . • . и проверке оптп11Iальных 
групп на достаточность. 

Обозначим 'fl11, л х - подкласс групп из 'fl п с фиксированным шаго�r 
Лх. Тогда условие (Х.47) , определяющее оптимальную неискаФаrощую 
группу в классе 'flп, можно записать в виде 

8� = miп 8; (Лх), где 8:,, (Лх) = min 82 (G) . 
лх G E G11, Лх 

(Х.48) 

ТаI-\им образои, для решения поставленной задачи нужно рассмот­
реть минимизацию ошибI-\и в подклассе G11, л х· Вследствие стационарностп 
выбор момента времени t в формуле (Х.46) не имеет значения, поэтому 
аргумент t можно опустить, записав условие оптимальности (Х .47) сле­
дующим образом: 

М 1 U5 - � hkxk \2 = �in М 1 U5 --± hkxk 12 •· 
k=l ("k) k=l 

Сравнивая это условие с условием (VI I I .35) , видим, что задача выбора 
оптимальной неисI-\ажающей группы при заданных п и Лх эквивалентна 
задаче сглаживания случайной последовательности xk цифровым фильт­
ром Винера ,  оператор I-\оторого имеет заданную дшiну п. При этом чув-
266 



ствительность hk связана с отсчетами lk соответствующего фильтра соот­
ношением hk = l-k ·  В тех случаях , когда решение приводит к симметрич­
ному оператору (а это практически всегда выполняется) , можно считать 
lik = lk · 

Таким образом, решая задачу выбора оптимальной неискажающей 
группы, можно воспользоваться результатами из § 37 ,  проделав выкладI{И 
согласно формулам (VI I I . 36) - (VII I .40) , либо переинтерпретировав окон­
чательную формулу (VII I .40) . Предоставляем читателю право выбора 
удобного ему пути. 

В соответствии с (VI I I . 40) оптимальное распределение чувствитель­
ности определится следующей системой линейных уравнений: 

n 
� [Bu (j - k) + Bi; (j- k)] hk = Bu (s - j), 
k�1 

(Х.49) 

где В1; (j - k) и Ви (j - k) являются корреляционными функциями 
дискретных случайных последовательностей { �k ( t)} и { aku ( t - EJk)} 
при t = const. Очевидно ,  В� (j - k) определяется непосредственно по кор­
реляционной функции х-представления помехи: 

(Х. 50) 

Что касается Ви (j - k) , то в соответствии с определением корреля­
ционной функции она равна математическому ожиданию произведения 
aiu ( t  - EJi) ak и ( t  - EJk) · Для вычисления этого математического ожида­
ния нужно воспользоваться формулой (Х.36) , в которой 8 ik заменяется на  
Yik ' и формулами (Х.42) , (Х.42' ) ,  в которых нужно принять v = оо и 't = О : 

где 
Ви (j - k) = (а2 + a2yi_k) Li-k' ( Х;51 )  

00 
Lн =  J Pik (EJ) Ku (8) d8. 

-оо 

Если, к примеру, корреляционная функция процесса и U) 
Ки ('t) = ехр ( - q2't2/2) cos W0't, 

(Х.52) 

(Х.53) 

а плотность вероятности р ik (8) определяется формулой (Х.31 ) , то после 
несложных выкладок получим: 

1 [ wficr1 ( 1 - Pj-k) ] Lн = 
V1 +2a1q2 ( 1 - pj-k) 

ехр - 1 + 2o�q2 ( 1 - Pj-k) • (Х.54) 

Если число приемНИI{ОВ в группе нечетно (п = 2ni + 1) и индекс s 
в формуле (Х.46) равен номеру центрального прибора т + 1 ,  то вслед­
ствие четности корреляционных функций значение В (s - j) не изменится 
при замене j на п - j + 1 :  

Ви [т +  1 - (п - j + 1 )] = Ви [ - (т + 1 - j) ] = Вu (т + 1 - j). 
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Вследствие той ;-ъ:е сп11шетрии коэффициенты Вц (j - k) и В� (j - k) 
в левой частп системы (Х .49) не изменятся при замене j и k на п - j + 1 
п п - k + 1 соответственно .  Это означает , что при таком выборе индекса s 
оптимальное распределение чувствительности является симметричным. 

Значение среднего квадрата ошиб1'и оптимальной неискажающеji 
группы определяется в соответствии с формулой (VII I .42) : 

h 
е2 (Лх) = Вц (О) - � h'k Bu (s - k), (Х.55) 

k�l 

где h� удовлетворяют системе уравнений (Х .49) . Фигурирующая здесь 
величина Вц (О) , очевидно ,  выражает мощность последовательности {иk} · 
В соответствии с формулой (Х.51 )  она равна (а2 + а�) L0 •  Но поскольку 
разность 8k - 8j при k = j с вероятностью 1 равна нулю , то Pjk (8) 
= о (8) и L0 = Ки (О) = 1 .  

Следовательно ,  
Pu = Bu (O) = а2 + а�. 

Теперь можно использовать относительную ошибку о: (Лх) , которая 
зависит только от Лх. Если min о� (Лх) не удовлетворяет условию доста­

д;: 
точности, то следует перейти к группам с большим числом приемников. 

Некоторые особенности оптимального распределения чувствитель­
ности можно получить непосредственно из уравнения (Х .49) . Вследствие 
убывания корреляционных связей при увеличении расстояния между 
точками приема существует такое расстояние d, что при Лх > d значения 
у (Лх) , р (Лх) и R5 (Лх) практически равны нулю. Из формулы (Х.50) 
тогда следует 

(Х.56) 

Ясно, что плотность вероятности Pjk (8) при d > Лх и j =f= k от j 
п k зависеть не будет. Отвечающее этому значение Lj-k обозначим L00 • 
В частности, если Pjk (8) выражается формулой (Х.31) ,  то, полагая в 
в (Х .54) Pi-k = О , получим 

Loo = (1 ; V1 + 2a�q2) ехр [ - (J)2aU(1 + 2a,q2) ] . 

Так ка�' у 0 и L0 равны единице , то из формулы (Х.51)  следует 

. {а2 + а�, j = k 
Bц (J - k) = 2L " -L k Лх�d. а ОО • } -г 

(Х. 5 7) 

(Х.58) 

Таним образом ,  матрица системы (Х.49) при Лх > d имеет элементы, 
которые можно выразить следующим образом: 

где 
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{а2 (1 + ) · - k 
В ( · - k) + В ( · - k) = � µо ' J -

и J s J а2µ с 1· -L k s о , -, ' 
(Х .59) 

(Х.59' )  



Для матрицы с :э,лементами (Х .59) удается найти точное выражение 
обратной матрицы. Элементы последней равны 

где 

. = {(п+а- 1)/[а�µ0са (п+ а)] , j = k  Qik -1 /[8�µ0са (п+а), j =/= k, 

а = [1 + µ0 (1 - с)]/µ0с. 

Теперь решение системы (Х.49) определится так: 
n 

hk =�В  (s -- j) Q jk· i=l 

(Х.60) 

( Х.60') 

Подставив сюда выражения (Х.58) и (Х .60) , найдем после преобра-
зований: ! (п - 1 ) (1 - с) + а , k = S 

h* - са (п + а) k - (а + 1) с - 1 1 k -L са (п + а) - µ0с (п + а) ' Т s. 
(Х.61) 

'Учитывая , что µ 0 > О, п � 1 и О � с �  1 , легко показать, что h; � 
� hit ,  т. е .  центральный приемник имеет максимальную чувствительность. 

При п --+ оо 

тогда как hit --+ О ,  поэтому разница в чувствительности между централь­
ным и остальными приемниками увеличивается с ростом п. Если флукту­
ации параметров отсутствуют, то параметр с будет равен 1 (так как L00 = 1 
и х = О) . Тогда из формулы (Х.61)  следует h: = М = �t 0 (1 + пµ 0) -
распределение оказывается равномерным. 

Так как при флуктуации моментов прихода полезный сигнал сумми­
руется несинфазно ,  то возникает вопрос: всегда ли группа приемников 
лучше одиночного приемника? Чтобы ответить на него , надо рассмотреть 
значение 8:1 (Лх) = 8� при Лх > d. Разделив обе части равенства (Х.55) 
на Ри = а2 + а� и подставляя найденные выше значения h*," и Ви (j - k) 
при Лх > d ,  получим после длительных преобразований 

8 2 = 1 - аµо + (п + 1 )  f c + �to (1 - с)] 00 
с.щt0 (п+а) 

Дифференцируя по п, будем иметь 
dб� 1 + µ0 :s:::: о 
dn =  - аµg (п+сх) � ' 

(Х.62) 

поэтому с увеличением числа п ошибка на выходе оптимальной неискажа­
ющей группы может только уменьшаться. Знак равенства в полученном 
неравенстве имеет место только при с = О, когда а обращается в оо ,  т. е. 
в случае крайне больших флуктуаций. Заметим, что при с = О оптималь­
ная группа вырождается в одиночный приемник. 

Мы показали, что при Лх > d оптимальная группа не хуже одиноч­
ного приемника.  Тем более она не хуже при таком Лх, которое минимизи-
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рует в; (Лх) . Возможность минимума в:. (Лх) по Лх связана со следующим: 
увеличивать Лх, с одной стороны, выгодно ,  так как это улучшает возмоf:Ь:­
ность подавления помех , с другой стороны, невыгодно из-за роста диспер­
сии разности е i - ek . Поэтому-то может существовать такое значение Лх, 
которое наилучшим образом сочетает оба фактора .  

На  рис. 35  приведены пример зависимости б;  от  � = аЛх (сплошная 
линия) и отвечающее наилучшему значению Лх оптимальное распределе­
ние чувствительности. :Корреляционная функция Rs (х - х") взята в виде 
(Х . 10) ,  флуктуация параметров описывается функциями р (х - х") = 

�2 2 u , , E  
i\ 

1 ,6 1 \ 
1 ' , 
1 ' 

1 , 2  1 
1 

0 , 8  1 

1 
0,4 

- - - - - - - -

Рис. 35 

= '\' (х" - х) = ехр (-� 1 х - х' 1 ) при 
п = 5; а2/а€ = 0,5 ; at/T 0= 0,3 ; �/а = 2 .  

Неравномерное распределение чув­
ствительности , получающееся при рас­
чете оптимальных !:РУПП, практически 
можно осуществить только в интер­
ференционных системах , реализуемых 
на ср:ециальных процессорах цифрового 
или аналогового типа. Осуществление 
его в обычных группах затруднено 
из-за конструктивных особенностей стан­
дартных приемников . Поэтому при 
обычном группировании приходится 
исr�ать наилучшую группу в классе 
однородных групп. 

С точки зрения фильтрации слу-
чайных последовательностей примене­

ние однородной группы эквивалентно тому, что оценка для u5 ( t) опре­
деляется как среднеарифметическое из х1 ( t) , . . .  , Хп ( t) . 

Отсюда s' � М / и, - � �(и,Н,) ' � В. (0) - : �B. (s - k) + 

п п 

+ :2 � � [Bu (j - k) + B;; (j - k)] . (Х.63) 
i=1 k=1 

Рассчитывая (Х .63) при разных п и Лх, можно выбрать нужную 
группу. 

Для сопоставления с оптимальными неискажающими группами при­
мем Лх > d. Воспользовавшись полу�енными ранее соотношениями, 
получим 

ё.� = (а2 + а�) - � [(а2 + а�) + (п - 1 )  а2 L00 ]  + 

+ :2 [п (а2 + а� + а�) + п (п - 1) а2L00 ] . 

Разделив на а2 + а� и учтя формулы (Х.59 ') и (Х .60') , найдем после 
небольших преобразований 
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б� = 1 - [µ0 + (п - 1) µ0с - 1 ] /пµ0 • ( Х. 64) 



Производная правой части по п равна 
·Отсюда . выводим, что при 

(Х.65) 

эффект груп·пы увеличивается с JIOCTO)I . п. В противном случае одиночный 
приемник оказывается лучше группы пз ::rюбого числа приеыников .  
И з  неравенства (Х .65) следует , что прп �l o < 1 групппрование всегда 
предпочтительнее,  так как с неотрицате.;:rьно .  Ес::rи л\е �l o велико , то груп­
пирование Qказывается целесообразньш то::rьI-<о при ыалых флуктуациях 
сигнала .  Этот вывод вполне понятен : I-<огда отношенпе спгнал/помеха 
вешпю , то уже одиночный прпе�rнпк f1 
позволяет обнару}ыrть сигнал , в то ;-i-; e 1з f 1 

время сумыированпе сильно флуктуп­
рующего сигнала :может привестп к 1 0  
его подавлению. 

Наилучшее значение Лх для одно­
родной группы ыожет отличаться от 
такого ilie значения Лх для опт:и"rал ь­
ной группы. Пример зависимости е2 
на выходе однородной группы от Лх 
см. на  рис. 35 (пунктир) . 

5 

R'рпт.ернй ( Х . 47) не единственный. 
Если ис:r{аженпя спгнала в расчет не 
принимаются , то в I{ачестве критерпя 
естественно взять отношение мощностп 

1 
Q L-�-'-�L2'--��3��41--��5�-� 

Рпс. 36 
спгнала r� ыощностп помехи на  выходе 
группы . Группу, которая маЕсшшзпрует ,:�:анное отношенпе (обозначим 
его �t' , естественно назвать оптп!lш.1ыrой по,:�:авляющей группой. J\Iощ­
ность помехп на выходе группы уг�-;е вычпс.'Iя::rась [ c�r. , напрп111ер , зна­
менатель формулы (Х.8) ] .  Аналогпчно вычпс.1яется ыощпость спгнала .  
С.тrедовательно ,  

11 11. 1 11 11 
�t' = � � hjhkBu (j - k) И� � � h/ikR5 [ (j - k) Лx] .  

/=1 1<= 1  J = l  К=1 
(Х. 66) 

С задачей l\IаЕсшшrзацип отношенпя квадратичных форы :11ы у;+;е встре­
чашrсь [см. (Х . 19) ] .  :маr{сималыrое значенпе �t ' совпадет с )lаI{симальньш 
собственным значением матрицы R-1B/u� , где R - I{ак п ранее , ыатрица 
с элементами Rq, [(j - k) Лх] , а В - матрица с элементашr Ви (j - k) . 
Оптпыальное распределенпе чувствптельностп определяется соответству­
ющим собственным вектором. Если флу1;туацпп сигнала отсутствуют ,  то 
�L' совпадает с критерием �t из § 45. 

Для сравнения неискажающих и подавляющих групп пршrем Лх > d. 
Тогда 

µ' = i� �1 h/ikBu (j - k) /а� �1 h'f,, 

где Ви (j - k) - определяются формулой (Х . 58) . Видно ,  что задача сво­
дится к определению максимального собственного значения и отвечающего 
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ему собственного вен.тора матрицы с элементами (Х .58) . Непосредствеi-r­
ной проверкой убеждаемся в том, что умножение этой матрицы на вектор 
с компонентами ( 1 ,  1 ,  . . .  , 1) дает вектор с компонентами Л = (а 2 + 
+ а�) [1 + (п - 1) с ] . Отсюда следует ,  что однородное распределени'е 
чувствительности является собственным ве r{тором данной матрицы. Нужно 
еще убедиться в том, что Л - максимальное собственное значение. При 
с = 1 все столбцы матрицы В одинаковы, поэтому ее ранг при данном 
значении с равен единице. Но это значит, что при с -+  1 все собственные 
значения матрицы В ,  r�роме максимального , должны стремиться I{ нулю. 
П оскольку при с -+ 1 ,  Л -+ п (а 2 + ag) , то Л ыожет быть тольно максималь­
ным собственным значенuем. 

Итак , при Лх > d оптимальная подавляющая группа приемников 
пыеет равномерное распределение чувствительности и 

, а2 + а� Легко видеть , что при любых n > 1 и с >  О µ00 > 2 • Следова-
а� 

тельно ,  при использовании чисто энергетических критериев группа всегда 
выгоднее одиночного приемника. Этот вывод верен и для однородной 
группы, так как при Лх > d она совпадает с оптимальной. 

Если оптимальная подавляющая группа ищется в классе однородных 
групп , то задача сводится к определению такого Лх, при котором наблю­
дается максимум величины 

µ' = !. !. Ви (j- k)/ !. !. R5 [(j - k) Лх] . 
(j) (h) (j) (k) 

Если для µ ' установлено некоторое пороговое значение µ* , то надо 
найти такое минимальное п ,  для которого max µ' (Лх) > µ* . Расчеты 
показывают [см . , например , графики µ' (Лх) для однородных групп 
на рис . 36 ] ,  что зависимость µ ' (Лх) имеет хорошо выраженный максимум . 

Г л  а в а XI 
l\ПЮГОКАНАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 

§ 48. Основные понятия много1шнальной фильтрации 

Рассматривавшиеся в предыдущих главах интерференционные си­
стемы - весьма специальный виД более широкого класса линейных 
преобразований :многоканальных сейсмограмм. Поэтому только в отдель­
ных случаях в интерференционной системе удается наилучшим образом 
учесть пространственную I{Орреляцию реальных волн , I{оторая лежит 
в основе многоканальной регистрации сейсмичесrшх колебаний. Поскольку 
бол ьшая часть применяемых интерференционных систем имеет частотную 
хараr"'теристю{у фильтра низких частот, то наиболее трудно интерфе-
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ренционными методами решаются задачи повышения разрешающей спо­
собности. 

Во втором разделе различные сейсмические задачи решались мето­
дами одпокапальпой фильтрации, основанной па особенностях частотного 
спеr{тра полезных сигналов и помех . При этом фильтрация каждого I{анала 
рассматривалась независимо от фильтрации других каналов . Никакая 
связь между значениями волнового поля в различных тоЧI{ах приеыа 
не учитывалась. Естественно предполо;-ъ:ить, что если объединить достоин­
ства интерференционных систем и одноканальных фильтров в рамках 
одной прие11шо:й с:исте11Iы , в равной мере учитывающей и частотные свой­
ства волн , и их пространственную корреляцию , то эффективность решения 
сейсмических задач моrкет быть в значительной мере увеличена.  Этп 
соображения ведут нас к понятию 11шогоr{анального фильтра.  

Многоканальным фильтром называется линейная система, на входе 
I>оторой действует совокупность из п входных сигналов трасс х1 (t) , 
х 2 ( t) , . . .  , Хп ( t) , а на  выходе регистрируется совокупность т � 1 
выходных сигналов У1 ( t) ,  У 2 ( t) ,  . . .  , Ут ( t) :  

n 

Yi (t) = � Lik [xk (t)] , k=1 
(XI. 1 )  

где L ·k - одноканальный фильтр. ,  
J\.tногоканальный фильтр с п входами и т выходами будет называться 

(п Х т)-мерным фильтром. При п = т = 1 получим обычный однока­
нальный фильтр . Если Lik [xk ( t) ]  = xk [ t  - Л tk (8i) ] , то многоканаль­
ный фильтр представляет собой регулируемую интерференционную си­
стему. 

Рассмотрим спектральную форму равенства (XI . 1 ) . Пусть SC}J (ro) -
спектр сигнала xk ( t) , а sV> ( ro) - спектр сигнала у i ( t) . Тогда равенство 
(XI . 1 )  перепишется в следующей форме 

D 
sV1 (ro) = � Lik (ro) S�k) (ro). k�l 

(XI .2) 

Этим формулам можно придать более компактный вид. Обозначиы 

В этом случае совокупность равенств (XI.2) выражается следующей 
матричной формулой : 

- . 
Sy (ro) = L (ro) Sx (ro), (XI .3)  

где L ( ro) - матрица с элементами L1k ( ro) . Эта формула эквивалентна 
основному соотношению (I .28) при замене спектров входного и выход­
ного сигналов на веr{торные спектры, а спеr{тральной хараr{теристики -
на матрицу спеr{тральных характеристик. 
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П р и м  е р  1 .  Матрица спеr,тральпых характеристик перегулируемоii интерфе­
репционпоii системы представляет собой строку 

G (w) = [li1 exp ( - iw Лt1) ,  li2 exp ( - iw Лt2 ) • • . " liп exp ( - iw Лtn) ] .  ( X l .4) 
Матрица сnеЕтральных характеристик юшяется строъ:ой вида 

L (ш) = L1 (ш) , L2 (ш) , . . .  , Ln (ш) ] 
во всех случаях (п х 1)-мерной (или, будем говорить, веюорной:) 
фильтрации, определяемой формулой: 

п 

у ( t )  = '5'. Lk [xk ( t) ] .  
t=1 

( X l .5) 

П р п ) I  е р 1 1 .  Пусть R трассам X k  ( t) п-канальноii сейс�юграммы пршrеняется 
один и тот же одномерный фплыр L0 : Yk ( t) = L0 [xk ( t) ] .  Это преобразоnанпе может 
быть выполнено либо с помощью (п х п)-мерного фильтра с диагональной матрицей 

о \ 

L. :) ( .\: I  . 6) 

лпбо с помощью (1 х 1)-мерного скалярного фильтра, TaI'< нан в формуле (XI .3) L (w) 
)ЮЖет быть и скаляром. 

Пусть J{ совокупности фующий {у 1 ( t) , . .  " Ут ( t)} :пршrеняется 
новый (т Х s)-ыерныii фильтр М, на  выходе 1.;оторого опре;::�:еляются 
спгналы 

т 
z, (t) = � M,i [Yj (t) ] ,  1' = 1 , " "  s. 

]= 1 

Аналогично формуле (XI .3) имеем:: 

S2 (ш) = М (ш) Sy (ш) , (XI .  7) 
где М ( ш) - матрица с элементами М, i' Подставив в (Х I .  7) выраrr.;енпе 
_,_ 
Sy (ш) по формуле (XI .3 ) ,  получим 

+ ->- ->-s z ( ш) = М ( ш) L ( ш) S х ( ш) = Р (со) Sx (со), (XI . 8) 
где Р ( со) является ( s Х п)-мерной: матрицей: , представляющей: собой: про­
изведение матр-rщ L (ш ) п М (ш) . Таким: образом, последовательность 
(п Х т)-мерного фильтра L и (т Х s)-мерного фильтра М - это (п Х 
Х s)-мерный: фильтр Р,  а матричная спеrпральная хараr{теристшtа -
произведение матричных -характеристик фильтров L и М. 

Заметим, что формулу (XI .8) можно было получить и в поэлементной 
(нематричной) записи , подставив в формулу 

т 
s1п (со) = �  Мгj (co) SV) (со) (XI.8') J=l т 

выраа.;ение (XI . 2) и обозначив символом P,k ( со) сум�rу �M,i( co) Lik(co) . i=l 
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Поскольку пропзведение матриц , вообще говоря, неперестановочно ,  
то и последовательность многоканальных фильтров также не обязана 
быть перестановочной . Этим многоканальный фильтр отличается от одно-
1>анальных . 

П р и м  е р. I I I .  Последовательность фильтров (XI .6) и (XI. 4) (т. е. фильтра­
цпя + сумыирование) определяет (п х 1)-мерный фильтр 

Р (w) = G  (w) L (w) = [lчL0 (w) ехр ( - iw Лt1) , • • .  , hпLo (w) ехр ( - iw Лtп) ] = 

= Lo (w) [l11 exp ( - iw Лt1) , . . .  , 11 n exp ( -jw Лtп) ] = Lo (w) G (w) .  

Несмотря на т о  что произведение L (w) G (w) не имеет смысла (не определено) ,  фильт­
рация и суммирование оказались перестановочны вследствие эквивалентности скаляр­
ного фильтр

.а L0 (w) и фильтра (XI.6) .  

Пусть матрица L ( ш) в формуле (XI .3) при каждом значении ш имеет 
обратную. Так как произведение L-1 (ш)  L (ш)  определяет единичную. 
матрицу Е ,  умножение которой на любой вектор оставляет этот вектор 

.... .... 
без изменения , то L-1 (ш)  Sy (ш)  = Sx (ш) , следовательно,  матрица 
L-1 (ш)  задает обратный (п Х т)-мерный фильтр . 

Вспомнив формулу обратной матрицы, легко получить следующее· 
утверждение. 

Теореl\ш. Пусть элементы матрицы L (ш)  - физически осуществимы 
(в смысле условия причинности) спектральные характеристики, тогда 
обратный фильтр L-1 (ш)  физически осуществим, если det L (ш)  является 
минимально-фазовой спектральной характеристикой. 

Рассмотрим действие (п Х т)-мерного фильтра L на п-мерный ста­
ционарный процесс { \;1 ( t) ,  . . " Gn ( t) } ,  который описывается матрицей 
N5 (ш)  взаимных энергетических спектров N�\) (ш) .  

Найдем аналогичную матрицу выходного процесса { YJ 1 ( t) , . . . , 
. . . , 'l'Jm ( t)} ,  где 

п 

Как известно (см. § 29) , взаимный энергетический спектр процессов 
YJi ( t) и 'l'Js ( t) определяется как предел при dш -+ О математического ожи­
дания отношения Yi (dш) У; (dш)/2пdш , где Yi (dш) - комплексная ам­
плитуда в спектральном разложении процесса YJi ( t) [см. формулу (VII . 15) ] .  

Из  линейности интеграла Фурье 
п 

Yi (dш) = � .Lik (ш) Х1, (dш) , 
k= 1 

поэтому искомый взаимный энергетический спектр 

18* 

п '! 

= � � Lik (ш) NiP (ш) L;1 (ш). 
k=1 l=1 

( XI .9 )-

275 



Полученную формулу можно также записать в матричном виде: . 
Nч (ffi) = L (ffi) N; (ffi) L* (ffi) ,  (XI . 10) 

где L* ( ffi) означает матрицу, Rоторая транспонирована R L ( ffi) и в кото­
рой все элементы заменены на RомплеRсно-сопряженные. 

§ 49. Дискретные :многоканальные фильтры 

Пусть {х?> , . . .  , x1n>} . - совоRупность входных последовательно­
·Стей, полученных дисRретизацией «непрерывных» сигналов xk ( t) (k = 
= 1 ,  . . .  , п) . На выходе (п Х т)-мерного дисRретного фильтра будут 
получены т выходных последовательностей [{у?� , . . . , у1т» , Rаждая 
из Rоторых определяется формулой 

n со 
Yl/J = ")' "" z<i. k) xek> • ..- ..:..J s-r r · k=1 Г=-со 

(XI . 1 1 )  

Пусть, R примеру, рассматривается (2  Х 2)-мерный фильтр со  следу­
·ющими :иыпульсными хараRтеристиками: 

z11 . 0 = {2, - 1Н, z <1, 2) = {1 , - 1 Н; 
z<2 , 1) = {О, 1 н, 

z<2, 2) = {3, - 3}А . 

(XI . 1 2) 

Запись l '1• 1 > = {2 , -1Н,  означает, что l�1• 1 > тождественно равны 
нулю при s < О  и при s > 1 ;  Rроме того , l61• IJ = 2 и zp. l > - 1 .  

Тогда 
(XI . 1 3) 

В частности , этот фильтр преобразует входные последовательности 

Х(1 ) = {1 , 1 а , х• 2> = {2, он, в у 1> = {4, - 1 , - 1 Н, у'21 = {6, 3, 1}� . 

Введем дисRретные спеRТры фигурирующих в формуле (XI . 1 1 )  по­
·следовательностей , обозначая их таR же, как и непрерывные спектры. 
Поскольку свойства дисr{ретных и непрерывных спектров аналогичны, 
то получим точный аналог формулы (XI .2) и (XI .3) .  Вследствие полной 
аналогии на дисRретный случай полностью переносятся теоремы предыду­
щего параграфа . В силу периодичности дискретных спектров любые их 
свойства устанавливаются и проверяются для промежутRа -л/ Л t :%; 
:%; (i) :%; л/Л t. 

. 

При изучении одномерных дискретных фильтров важную роль играло 
z-преобразование ; при помощи которого удалось сформулировать простые 
условия устойчивости обратных фильтров . Поэтому представляется ра­
зумным распространить технику z-преобразований и на многомерный 
·случай. 
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Определим z-преобразование сово1{упности числовых последовате:ть­
ностей в виде следующего , зависящего от z веRтора :  

Х (z) = (s'�oo.
x

�I»
z
�) = 

� z s  (х�" ) . 

оо S=- oo 

� xcnJ "s · 

S=-oo S � xln) 

(Xl. '1 4) 

ПосRольку совокупность последовательностей {x�k1} можно рас­
сматривать как векторную последовательность 

то формула (XI .14) эквивалентна векторной формуле 

(XI . 1 5) 

-+ 
Если аналогично определить z-преобра:зование У (z) ве1{торной по­

+ с.'!едовательности Ys и ввести матрицу L (z) с Rомпонентами 

то можно написать 

00 
Lik (z) = � z�i ,k >zs, 

S=-00 

->- ->-
у (z) = L (z) Х (z). 

(XI . 1 6) 

( XI. 1 7) 

Заметим, что последовательность матриц Лs = {Z�i. k�} (s = О ,  ± 1 . . . 
образует матричную импульсную хараюеристику (п Х т)-мерного фюrь­
тра ;  при этом 

(XI.1 8) 

Ыатричная иыпульсная характеристика {Лs} и матрица Lz связаны 
соотношением, аналогичным ( I I I .32) : 

(XI . 1 9) 
-со 

Проиллюстрируем введенные понятия на примере (XI . 12) . 
Матричная пмпульсная характеристика, очевидно ,  выразится так: 

- 1
) - 2  • 
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а z-матрица (2 -- z 
L (z) = z 

1 - z ) 
3- 2z • (XI . 19 ') 

Фующионирование фильтра определяется формулой 
-)- -)- -)-
Ys = Лохs + A1Xs-1· 

Применим построенную выше z-характеристику многомерного фильтра 
для выяснения условия устойчивости многомерной обратной фильтрации. 
Ограничимся рассмотрением только такой ситуации , когда все импульс­
ные харюперистики { Z�i, k)} финитны и отличны от нуля только при s � О .  
В этом случае элементы матрицы L (z) будут многочленами , содержащими 
неотрицательные степени z не  выше какого-то фю{сированного числа. 

Пусть L (z) - квадрат:ная матрица порядка . (п Х п) . Элементы об­
ратной матрицы равны L1k (z)/det L (z) , где L1k (z) - алгебраические 
дополнения элементов матрицы L (z) , являющиеся полиномами конечной 
степени. Ясно , что устойчивость обратного оператора полностью опреде­
ляется сомножителем 1/det L (z) .  По  существу задача свелась к выясне­
нию возможности устойчивой реализации фильтра ,  обратного фильтру 
с z-:характеристикой det L (z) .  

В соответствии с результатами § 25 ответ на  данный вопрос зависит 
от расположения корней уравнения 

det L (z) = О . (XI .20) 
Если ни один корень этого уравнения не  лежит н а  окружности 1 z 1 = 1 , 

то фильтр 1/det L (z) реализуется либо как устойчивый правосторонний 
(если все корни лежат вне единичного круга) , либо как устойчивый лево­
сторонний [если все корни уравнения (XI .20) лежат в единичном круге] , 
либо как устойчивый двухсторонний оператор.  

Применим эти условия к z-матрице (XI . 19 ' ) .  Определитель этой 
матрицы равен 3 z2 - 8 z + 6 .  "Уравнение (XI .20) имеет два корня: 

Z1, 2 = (4 ± V2)f3, 
модули которых равны V2. Итак , все корни лежат вне единичного круга. 
Все импульсные характеристики двухмерного фильтра L-1 являются 
устойчивыми и правосторонними. Их леГI{О найти , если разложить в ряд 
Тейлора элементы матрицы ( 3 - 2z 

L-l (z)= 3z2 - 8z + 6  
z - 1 

3z2 - 8z + 6 

- 3z2 -;z + 6 ) 
2 - z  · 

3z2 - 8z + 6  

§ 50. Двух1шнальный фильтр длл подавления волны-спутника 

Рассмотрим :метод устранения волны-спутника неизвестной формы 
при помощи двух источню{ОВ , помещенных на различную глубину (см. ко-'­
нец § 23) . Раньше эту задачу мы сводили к задаче обратной фильтрации 
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вычитание111 одной трассы из другой при определенном сдвиге . Однако 
это решение было мало удовлетворительным, так как получающийся об­
ратный фильтр не является устойчивым. 

Покажем, что значительно большого эффекта можно достичь, если 
к обеим трассам применить специальный двухкnнальный фильтр . Прrше­
нив ко второй трассе [ см. формулу (V. 76)] сдвпг на Л�:, задачу J\Юа..:но сфор­
мулировать следующим образом. 

Даны две трассы: 
X1 (t) = f (t) +g (t) 

и 
Х2 (t) = f (t) + g (t - 3 Л�:). 

Необходимо определить (2 Х 1 )-111ерный фильтр , на выходе которого 
сигнал f ( t) ,  приходящий на  обе трассы синфазно ,  регистрируется: без ис­
кажения, а сигнал g ( t) , имеющий известное запаздывание на второй трассе 
по отношению к первой, подавляется 11rаr{симальным образом. Относи­
тельно сигнала g ( t) будет считаться известным интервал частот, в котором 
сосредоточен его спектр . Соответствующий (2 Х 1)-111ерный фшrьтр будеы 
исr{ать в цифровой форме, взяв интервал дискретизации Л t таким, чтобы 
отношение ЗЛ�:/ Л t было целым числом. 

Рассмотрим предварптельно некоторые свойства (2 Х 1)-мерных 
фильтров . 

Н.аждый такой фильтр , работающпй по формуле 
00 00 

у --'- '1 z < lJ XШ :_L "" l (2) X(2) s - � s-r г 1 � s-r r ' Г=-со r=-co 
(XI .21 )  

определяется парой импульсных характеристик {/11J } и Щ2J} . Введем 
класс F Р входных сигналов {f5, f s-p}, где {f 5} - произвольная чпсловая 
последовательность. 

Для сигналов класса FP (2 Х 1)-мерный фильтр имеет скалярную 
спектральную характеристику. В самом деле, дискретный спеr{тр чпсло­
вой последовательности (XI .21)  

Sy (ffi) = [L1 (ffi) + L2 (ffi) ехр ( - iffip Лt)] S (ffi), ( XI . 22) 
где L1 ( ffi) и L2· ( ffi) - спектральные характ0ристики, отвечающпе импульс­
ньш характеристикам {Ц1J} и { Z� 2J } 1 • 

Выражение в квадратных скобнах зависит от спентральных хараr{те­
ристик { l�1J } ,  { l� 2J} и от фю{сированного числа р и не  зависит ни от 1..:аrп1х 
других особенностей сигналов класса FP , поэтому оно моа..:ет рассl\Iатри­
nаться кан спектральная хараI{Теристю{а для сигналов этого нласса : 

H<P t (ffi) = L1 (ffi) + L2 (ffi) ехр ( - iffip Лt) .� (XI .23) 
Теперь задача заключается в следующем: определить таной (2 Х 1 )-мер­

ный фильтр ,  для ноторого н<оJ ( ffi) = const = А ,  а №PJ ( ffi) rшеет полосу 
гашения в интервале ( ffi ', ffi ") . Понажем, что этот фильтр действительно 

1 Штрпхп, отличающие диснретные спектры от непрерывных, на�ш опущены . 
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решает поставленную вначале задачу. Если н а  вход фпльтра ,  удовлетво­
ряющего указанному условию , послать синфазный сигнал {/5 , /5} ,  то на  
выходе получим выходной сигнал , спектр r<оторого равен AS (со) , т .  е .  сиг­
нал {А/5} .  Если же на вход этого фильтра послать сигнал {g5 ,  gs-p} класса 
Fp ,  то на выходе получим сигнал , спектр которого равен №PJ (co)Sg (со) = 
-= О. Вследствие линейности, реаrщия на сумму {fs + g5 , fs + gs-p} 
окажется равной сумме соответствующих реакций, т. е .  приближенно 
{Afs} .  

Таким образом, спектральные характеристики L1 (со) и L2 ( со) ДОШЕНЫ 
удовлетворять следующим условиям: 

№0) (со) = L1 (со) + L2 (со) = А 
п 

JICP! (co) = L1(co) + L2 (со) ехр ( - icop Лt)= О. 

(XI.24) 

(XI .25) 

Из условия (XI .24) следует, что при фиксированном А фильтр L2 ( w) 
вполне определяется фильтром L1 (со) .  Выражая L2 (w) через L1 (w) 
согласно (XI .24) и подставляя в (XI .25) , второе условие запишем следу-
ющим образом: · 

L1 (w) [1 - ехр ( - iwp Лt)] + А ехр ( - icop Лt) = О. (XI.26) 

Заметим , что если потребовать, чтобы равенство (XI. 26) было стро­
гш11 и вьшолнялось при любых w, то фильтр L1 оказался бы нереализу­
еыым, так как его z-характеристика 

Поскольку корни знаменателя имеют модуль,  равный единице , 
то данный фильтр оказывается неустойчивым. Возможность получения 
устойчивого решения существенным образом связана ,  во-первых, с отка­
зом от строгого равенства,  во-вторых, с тем, что приближенное равенство 
требуется получить только в конечном интервале частот. " 

Решение приближенного уравнения (XI .26) неединственно ,  поэтому 
нужно либо уточнить характер приближения, либо сузить класс спеrп­
ральных характеристик. 

Прежде всего ограничим длину оператора L1, предположив , что его 
пмпульсная характеристика { !�1>} имеет М + 1 отсчетов. 
Тогда 

м 
L1 (со) = � l5 ехр ( - icos Лt) (XI . 27) 

s�o 

(для упрощения записи верхний индекс у l опущен) . 
Самый простой способ уточнения характера приближения в (XI. 26) 

заключается в отыскании коэффициентов l5 , минимизирующих средне­
r;вадратическое отrшонение левой части от нуля на интервале (со' ,  со ") . 
Это приводит к задаче :минимизации следующего выражения: 

w" 1 м 1
2 

J � l5 ехр ( - iws Лt) [1 - ехр ( - icop Лt)] + А  ехр ( - icop Лt) dco . 
(()' а-о 
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Посrщльку значение параметра А нам:и еще пе выбрано ,  то I{ажется 
естественным исr\атЬ :минимум и по l5 и по А .  ОдпаRо этот путь неверен . 
поскольRу таRой минимум тривиален : нужно принять все значения [5 
п А равными нулю. Но в этом случае фильтр не пропусRает никакого 
сигнала , поэтому параметр А нужно считать фиr{сироваппым. Поскольку 
он определяет амплитуду полезного сигнала на выходе фильтра ,  выбор 
значения А определяется уровнем по:мех . 

Представляя подынтегральное выраа;ение в (XI.28) через произведе­
нпе сопряженных величин и продифференцировав по l5 , получим поспе 
приравнивания производных нулю следующую систему линейных урав-
вений: 

1\1 (J)" 

2 � zk J [(1 - cosffip Лt) cos ffi (k - s) Лt] dffi = 
k=O ro '  

(J) "  

= - А f cos ffi (p - s) Лt dffi ; 
(J) '  

S = O, 1 ,  . .  " м. 
Все интегралы в этих уравнениях берутся в явном виде , так что до­

ведение решения до численных расчетов не представляет особых труд­
ностей. 

Другой способ уточнения характера приближения в (XI .26)  заклю­
чается в отыскании таI\ОЙ спектральной характеристики, которая дает 
н аименьшее маRсимальное отrшонение левой части_ (XI .26) от нуля в ин­
тервале ( ffi' ,  ffi ") среди всех спектральных хараRтеристик, определяемых 
равенством (XI .27) . Нетрудно увидеть, что эта задача близка к задаче 
выбора ·чебышевсRих групп. 

В самом деле, учитывая (XI.27) , левую часть приближенного ра­
венства (XI .26) мтюrо преобразовать к виду 

где при p <i'v1 

М+Р 
Н'Р> (ffi) = � hk�exp ( - iffik Лt), 

f<=O 

l lk , k<p 
lp - zk + A, k = p 

hk = lk - lk-P' Р< k � M 
- lk-P' k>M. 

(XI. 29) 

(XI . 30) 

Из результатов § 13 :мы знаем, что :минимизация маr\си:м:ального 
щr,лонения многочлена (XI .29) от пуля в заданном интервале ( ffi ' , со ") 
моа,ет быть выполнена при помощи полиномов Чебышева .  Те:м самьоr 
Аrы найдем коэффициенты hk . Решение системы (XI .30) , состоящей пз 
Л! + р + 1 уравнений и содержащая М + 2 (считая все lk и А)  неизвест­
ных, возможно лишь при р = 1 . В противном случае система переопре­
де,�:ена ,  п для отыснания L 1 ( ffi) нужно будет обратиться к :методу наим:ень­
шпх нвадратов. 
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При р = 1 спектральную характеристику можно построить исходя 
из аналогип выраа�ен:ил (XI .29) п обобщенной характеристики дискрет­
ной группы (при замене w на v и Л t  н а  Лх) . 

Если прпнлть hk = 1 , то полоса гашения характеристики (XI .29) 
определится известными неравенствами (ем. § 38) , задающими полоеу 
гашения однородной группы : 

2:rt 2:rt ( 1 ) 
(М + 1) Лt � W � Лt 1 - М + 1  . (XI .31 )  

Ясно,  что величину М нужно выбрать такой, чтобы интервал (XI .31 )  
понрыл заданный интервал ( w ' , w ") .  Отсюда следует условие 

( 2:rt 
1Vf � шах ffi' Лt - 1 , 

2:rt (XI .32) 
2:rt - ffi" Лt 

Пусть, к примеру, w ' = 2л 20 Гц, w "  = 2л50 гц, Лt = 0,004 с, 
тогда М � 12 .  

При р = 1 система уравнений (XI .30) перепишется следующим об-
разом: 

l0 = h0 , k<1  
Z1 - z0 + A = h1, k =  1 
lk - lk-1 = hk, 1 < k � м 
- lм = hмн, k > M. 

(XI.33} 

Решал эту систему с конца при hk = 1 ,  получим lм = -1 , lм-1 = 
-2, . . .  , l 2  = -1Vf + 1 , l1 = -М. Значение l0 найдется из первой 

строни системы (XI .33) (l0 = 1 ) ,  значит , константа А ,  определяемая по вто­
рой строке , равна 1 - l1 + l0 = М. Следовательно ,  полезный сигнал 
получает усиление в М раз.  

Известно ,  что эффективность подавления однородной группы неве­
лика. В этом отношении более удовлетворительной является треугольная 
группа (см. § 38) . Так как нижняя граничная частота полосы гашения 
треугольной группы равна 4л/(М + 1 )  Л t, длл М получим новое условие: 

( 4:n: М � шах ffi' 
Лt 

- 1 ,  4:n: (XI.34} 2:n: - ffi" Лt 

Правая часть системы (X I .33) определится следующим равенством, 

-
· {k + 1 , O � k � (M + 1 )!2 + 1  

hk - M + 2 - k, (М + 1)/2 + 1  � k � M. (XI.35) 

Не заюшаясь общей формулой для определения lk (хотл это и не пред­
ставляет особых трудностей) , ограничимся численным примером для М = 
= 5 .  Подставлял (XI .34) в (XI .33) , получим следующую систему: 

l0 = 1; 

l1 - l0 -i- А = :2 ;  
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l2 - l1 = 3; 
l3 - l2 = 4; 
l4 - l3 = 3; 
l5 - l4 = 2; 
- l5 = 1 .  

Решая Последовательно ,  находим , 
l5 = - 1 ;  l4 = -- 3; l3 = - 6; l2 = - 10; l1 = -1 3; l0 = 1 ; А = 1 6. 

Коэффициенты lk2J импульсной характеристики фильтра L 2  ( w) опре­
деляются из условия (XI .24) .  Выражая L� ( w) и L; ( w) через соответству­
ющие импульсные характеристики по формулам типа (XI .27) и приравни­
вая коэффициенты при одних и тех же гармониках , получим 

(XI .36) 
в н ашем численном примере l 2  = {15 ,  1 3 ,  10, 6, 3, 1 } .  

В заключение заметим, что чебышевский метод и метод из послед­
него пункта , которые могут применяться только при р = 1 ,  на самом 
деле легко распространить на более общий случай. С этой целью всю 
систему каждого из входных сигналов {x�1J}  и {x�2J} нужно разбить на р 
групп. В первую группу войдут отсчеты с номерами kp , k = О ,  1 ,  . . . 
во вторую - отсчеты с номерами 1 + kp , k = 0,1  . . .  и т. д. Для каJRдой 
группы отсчетов нужно будет применить один и тот же фильтр , после чего 
отсчеты выходной последовательности поместить н а  соответствующие 
места. 

§ 51 .  Много1шнальные фильтры при разделении плосю1х волн 

Полученный выше двухr{анальный фильтр специфически не связан 
с задачей подавления волн-спутников . При его помощи можно разделить 
любые волны, которые регистрируются с различной разностью времен 
вступления на соседних трассах. Единственным условием его применения 
является наличие информации об этих разностях. Поэтому метод из § 50 
может быть положен в основу многоканальной (п Х 2)-мерной фильтра­
ции, предназначенной для разделения двух регулярных волн с извест­
ными кажущимися скоростями распространения. 

Итак , рассматривается следующая модель для п трасс : 

xk (t) = t (t - k�i лx) + g (t - k�1 лх) , (XI .37) 

k = 1 , 2, . . .  , п 
где v1 и v2 известны. Относительно сигналов f ( t) и' g ( t) предполагаются 
задапны:шr интервалы частот ( w � ,  w � )  и ( w; , w;) , в которых располагаются 
спектры этпх сигналов . 
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Наша задача - построить (п Х 2)-мерный фильтр с выходны11ш сиг­
на.::rами у 1 ( t) и у 2 ( t) ,  удовлетворяющими условию 

У1 (t) ,-.-.; f (t), У2 (t) ,-.-.; g (t), (XI. 38) 
п 

Yi (t) = � [Lik (xk (t)], j = 1 ,  2. 
h=l 

(XI . 39) 

Искомый (п Х 2)-мерный фильтр состоит из двух ВеI{торных фильт­
ров Lш и L'2J , первый из которых имеет выходом у 1 ( t) , а второй -
у �  ( t) .  В силу полной симметрии задачи относительно индекса j , можно 
ограничпться рассмотрением только первого векторного фильтра. По­
ско.11:ь1{у значение v1 известно ,  то введением временных задержек формулу 
(XI .37) ыожно преобразовать к такому виду: 

где 
xk (t) =f (t) + g [t� (k:i) Лх J . (Xl.40) 

Перейдем к дискретному заданию обрабатываемой информации: 

Xa k1 - f  --j- а р Лх/w Лt 4 - s ь s-1k-ir·p, = 

(предполагается, что р - целое число) . 
Вначале рассмотрим простой метод решения задачи выделения сиг­

нала f (t) при р = 1 .  Пусть п четно, тогда всю совонупность обрабатыва­
юшх трасс можно разбить на пары {x12t-IJ ,  х}21 '} и для J{аждой пары 
прпменить (2 Х 1 )-мерный фильтр (L1, L2). Результат фильтрации каждой 
Т<'Шой пары представляет собой числовую последовательность z c l >  = {z�0 } .  
равную { Af s + r 5_21н} , где последовательность {г5} равна отl{лину фильтра 
(L1, L2) на сигнал {gs, g5_1} ,  т. е. равна L1 {g�} + L2 {gs-i} ·  

Поскольl{у совокупность последовательностей {г5_21н} при l = 1 ,  2 ,  . . . , п 
яв:1яется плоской волной, то дополнительное гашение этого остатна мо­
;-ъ:ет быть достигнуто суммированием всех числовых последовательносте:П 
{zJ I J} ,  отl{уда 

11/ 2 
У1 (t) = � {L1 [х21-1 (t)] + L2 [х21· (t)} а,. 1�1 

где распределение чувствительностей а1 выбирсrется из тех а;е соображе­
нпй, что и в интерференционных системах. 

Сравнивая последнее равенство с (XI .39) , видим, что операторы L 1" 
определены следующим образом: 
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Теперь откюь:емся от условия р = 1 и рассмотрим более общий под­
ход. Введем снова класс FP сигналов вида x�"J = fs- cн-iJ р · Для сигналов 
этого класса всюшй векторный фильтр L = (L1 , L 2 ,  • • •  , Lп) имеет 
скалярную спектральную характеристику 

НСР �(w) = L1 (w) + L2 (w) ехр ( - iwp Лt) + . . . + 
+ Ln (w) ехр [ - iw (п - 1 ) р Лt]. (Xl .41 ) 

Очевидно ,  что задача сводится к отысканию такого (п Х 1)-мерного 
фильтра L ,  для которого 

и 
НС08 (w) � A i:> O, 

J-l(P 1(w) � 0, 

(Xl .42) 

(Xl .43)  

Фильтры L1 , L2 ,  • • •  , Ln будем ИСI{ать в rщассе фильтров конечной 
длины 111 + 1 ;  м 

Lk (w) = � z1k 1 ехр ( - iws Лt). S=O 

Подставляя Lk (ш) в формулу ( XI .41) ,  получим 

71-1 м 
H1P> (w) = �  � z�"+1> exp [ - iw (s + kp) Лt]. (Xl.44) k=O s=O 

Рассматривая различные уточнения приближений (XI .42) и (XI .43) , 
можно получить, вообще говоря, разные решения - задачи выделения сиг­
нала. 

Приближение (XI .43) всегда будем оценивать в смысле среднеквад­
ратичесrшго ОТI{Лонения , т. е. по величине 

(XI.45) 

Что касается приближения (XI .42) , то здесь можно поступить двоя­
rшм путем: либо потребовать, чтобы для всех w (О � w � оо )  выполня-
.'IОСЬ 

71-1 м 
� � z�k+i> ехр ( - iws Лt) == А, (Xl . 46) k=O S=O 
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либо вместе с QP минимизировать среднеквадратическое отклонение 

Q0 �1 1 � � li'"' ехр ( - iюs Лt) - A  l 'dw. 
1 

Мы получили две постановки задачи выделения волны f ( t) н:ласса 
F 0 на фоне волны , g ( t) класса FP : 

min Q Р при услО'IfИи (XI .46) ; 
miв (Qp + aQ0). 

(XI.47) 
(XI .48) 

Параметр а в постановке (XI .48) введен для обеспечения возмож­
ности различных требований н: точности приближений (XI .42) и (XI .43): 
чем больше а, тем лучше выполняется (XI .42) по сравнению с (XI .43) .  

В задачах выделения волн иногда легче удовлетворить поставленным 
требованиям, чем понять , какие требования нужно предъявлять к прием­
ной системе. Первая постановка предпочтительнее с той точки зрения, 
что она обеспечивает отсутствие каких-либо искажений полезного сиг­
нала.  Однако , добиваясь высокого качества воспроизведения полезного 
сигнала, можно ухудшить значение QP и тем самым увеличить амплитуду 
помехи. В этом смысле вторая постановка представляется более гибкой. 
Варьируя значением а, можно добиться разумного соотношения ю1шли­
туды полезного сигнала и помехи. Систему линейных уравнений, ·опреде­
ляющую коэффициенты z�kJ в этой постановке , легко получить , выразив 
rшадраты модулей в выражениях для Q0 и QP через произведение иомплеr{­
сно-сопряженных величин и дифференцируя Q Р + aQ 0 по z�kJ .  Получа­
ющаяся система очень громоздиа .  Для понижения вычислительной слож­
ности может быть применен алг..оритм Левинсона (сы. § §  27 и 37 , а таюr'е 
бпблиографичесюrй комментарий и § 54) . 

Многоианальный фильтр, определяемый иритериеы (XI .48) , является 
остронаправленной системой , обеспечивающей высокую разрешающую 
способность. Однако его применение возllrолшо при наличип очень I{аче­
ственной априорной информации о кажущихся скоростях распростране­
ния разделяемых сигналов . В принципе можно осуществить перебор 
параметров v 1 и v 2 ,  иаи это делается в регулируемых интерференцион­
ных системах , в частности в РНП , однако трудность заключается не тольио 
в том , что даже при фиr-\сированных v 1 и v2 данный многоканальный 
фильтр требует гораздо большего объема вычислений , чем интерферен­
ционная система , но и в тоы, что различныl\I значениям: р отвеч3ют разные 
наборы коэффициентов в системе уравнений , определяющей значешrя ЦkJ .  
Иначе говоря, струитура многоканального фильтра изменится при нюrе­
нении р .  

По существу мы сталииваемся с обычным для интерпретации геофи­
зических данных противоречием: чем точнее нужно :измерить параl\Iетры 
исследуемых объеитов , тем более полной долrкна быть априорная пнфор­
ыация о них. Разумный выход заrшючается в предварительной оцею{е 
параметров v 1 и v2 более грубыми l\Ieтoдal\Iи , в частности , при поыощп 
РНП. 
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Г .'1 а в а XII 
МНОГОКАНАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРЫ ПРИ ПОДАВЛЕНИИ СЛУ ЧАЙНЫХ ПОМЕХ 

§ 52. Оптиl\Iальный ве1>торный фильтр при выделении 
детер:минпрованного сигнала 

Пусть система кинематичесrшх поправок обеспечивает сле);J;ующую· 
модель сейсмограммы: 

где совокупность стационарных случайных помех �k ( t) описывается 
матрпцей взаимных энергетических спектров а� Njk ( си) .  Наша задача -
определить такой (п Х 1)-мерный векторный фильтр , на  выходе которого 
амплптуда полезного сигнала будет максимальной по сравнению с интен­
сивностыо помехи. 

Спектр полезного сигнала н а  выходе векторного фильтра 
n 

Sv (w) = a � Sk (w) Lk (w) .  
k=l 

Будеы максимизировать амплитуду выходного сигнала в момент 
времени t = О. Эта амплитуда равна 

оо n ;л J �Sk (w) Lk (w) dw. 
- 00 k=l 

Энергетический спеr,тр помехи 1'] ( t) на выходе векторного фильтра 
получим в соответствии с формулой (XI . 10) ,  в которой нужно принять 
L (со)  = [L 1 (со) , . .  " Ln (си) ] . 

Используя правила перемножения матриц, получим 
n n 

N11 (w) = a� � �  Lj (w) L� (w) Njk (w). (XII . 1 )  
j=l k=l 

Так как интеграл от энергетического спектра определяет (с точностью 
до множителя) интенсивность помехи, то на выходе векторного фильтра 
исr{омое отношенпе сигнал/помеха · 

µ 

где �t0 = а2/а�. 

оо n n iл J � � Lj (w) L� (w) Njk (w) dw 

-00 j=l 1<=1 

( XI I . 2) 

Задача маr,сишrзации величины �t для одномерной фильтрации рас­
сматривалась в § 30 [см. формулу (VII .30) ] ,  где она решалась при помощп 
интегрального неравенства I-\оши - Буняковсr,ого . Здесь нам понадобптся 
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пзвестное обобщение этого неравенства для произвольных скалярных 
произведений в линейном векторном пространстве:  

1 (/, g) l2 � (/, f) · (g, g)l. (XII .3) 
_,.. 

Определим скалярное произведение п-мерного векто а-столбца F ( ffi) 
с компонентами Fk ( ffi) ,  k = 1 ,  . . .  , п и п-мерного в ектора (столбца) 
G ( ffi) с компонентами Gk ( ffi) следующей формулой 

00 00 п 

(F (ffi), G (ffi)) = J G* (ffi) · F (ffi) dffi = J � Fk (ffi) Gii (ffi) dffi . (XII .4) 
-00 -00 R.�1 

Нетрудно увидеть, что числитель в .правой части формулы (XII .2) 
_,.. ..... 

представляет собой скалярное произведение (F, G) , если ввести векторы-
_,.. + столбцы L ( ffi) и S ( со) с компонентами Lk (со)  и Sk (со)  соответственно 

п принять 
_,.. 1 ..... 
F (со) = 1_ N'f• (со) L (ffi), 

1 2:n: 
G (ffi) = ,�µо N'I• (со) S (со), 

r 2:n: 
' ! ·  ' / ' 1  где N - (со)  - матрица, удовлетворяющая соотношению N 'N • = N (со) 

[в силу положительной определенности матрицы N (ffi) матрица N'1• ( со) 
определяется единственным образом и положительно определена ] ·. Заме--)- -)-
тим теперь, что знаменатель в (XII .2) совпадает с (F, F) , поэтому, приме­
няя к числителю неравенство (XII .3) ,  найдем следующую оценку сверху 
для µ:  

00 

µ � i� J S* (ffi) N-1 (co) S (ffi) dco. (XII .5) 
- оо  

Ясно , что фильтр L,  который обращает неравенство (XII . 5) в ра­
венство , является оптимальным. Покажем, что спектральная харю{тери­
стика такого фильтра удовлетворяет (при каждом со) следующей системе 
линейных уравнений: 

п 

� Li (ffi) Nik (ffi) = s:·(ffi), k = 1 ,  2, . . . , п .  
j �1 

(XII .6) 

Действительно ,  для такого фильтра знаыенатель в (XII .2) равен 

1 Используемое в § 30 неравенство Коши - Буню,овсного получиы, если при­
оо 

нять (!, g) = s f ( t) g* (t) dt. 
- со  
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следовательн о ,  отвечающее ему значение µ равно 
со п 

�� f � L k ( ro) S k ( ro) dro. 
- со  k=l 

Однако решение системы (XII .6) по правилу :Крамера дает 
п 

Lk (ro) = � Q ik (ro) Sj (ro) , J=1 

(XII .  7) 

( XII .8) 

где Qik (ro) - элементы матрицы N-1 (ro) . Подставив в (ХП.7) формулу, 
полученную для Lk (ro) , а в правую часть неравенства (ХП.5) - выраже-_.. 
ние вектора S ( ro) , будем иметь одну и ту же величину 

со п п 

шах µ = �� J � � Sj (ro) Sk (ro) Q ik (ro) dro, 
- со  j=1 k=1 

( XI I .9) 

что и доказывает оптимальность фильтра ,  определяемого системой (ХП .6) . 
:Как и в одноканальном случае, спектральная характеристика оптималь­
ного фильтра не зависит от отношения сигнал/помеха на входе фильтра.  

Рассмотрим ряд примеров , в которых 
fk (t) = f (t), k = 1 , 2, . . . , п. 

П р и м  е р  I .  Пусть помехи на разных трассах независимы, но имеют различ­
ную интенсивность: 

Njk (w) = PkN� (w) 8jk· 
Матрица системы (XII .6) оказывается диагональной, откуда легко следует ре­

шение: 
1 S* (w) 1 Lk (w) =--N ( ) =-Lo (w) Pk � w Pk 

где L0 (w) - спектральная характеристиr<а одноканального оптимального фильтра 
(см. § 29) . 

Полученный векторный оптимальный фильтр работает следующим образом: 

y (t) = � :k Lo [ч (t)] �L 0 [� ;k xk (t)] . 

Оптимальная обработI<а содержит суммирование с весами, обратныыи интенсив­
ности помех, и одноканальную оптимальную фильтрацию, которую выгоднее приме­
нять после суммирования один раз. 

П р и м е р I I .  Пусть пространственная корреляция помех определяется кор­
реляционными функциями (Х .4) при Лjk = О .  

Тогда 

Система (XII . 6) принимает следующий вид: 

± Lj (W) rjk= S* (w) /N� (w), k= 1 , . . .  , п .  
/=1 

( X I I  .10) 
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Если обозначить символом q;k элементы матрицы, обратной матрице R с элемсн­
тю1ш 1·ik' то решение полученной системы определится формулой 

где 
Lk ((J)) = q<k>Lo (ш), 

п 

q<k> = � qfk · 
1� 1  

Таким образом, оптимальный фильтр 

у (t) = Lo [.± q <k>xk (t) ] . 
1<�1 

Сравнив данное выражение с (Х.20) делаем заключение, что ьmогоканальный 
оптимальный фильтр состоит из интерференционной системы с оптимальным распре­
делением чувствительности и одноканального фильтра.  

Следующий пример показывает, что далеко не во всех случаях многоканальный 
оптимальный фильтр содержит интерференционную систему. 

П р и м  е р  I I I .  Пусть пространственная корреляция помех произвольна, 
число каналов равно двум, Njj (ш) = N� (ш), (j = 1, 2) .  

Расписав систему (XII .6) для п = 2 и применив правило Rраыера, шшучиы 
после простых преобразований 

L1 (ro) = L0 ((J)) К (ш) и L2 ((J)) = L0  (ш) К* (ro), 

где К (ш) = 1 - N;2 (w)/N� (w) 
1 - 1  N12 (w)/N� ((J)) [2 

Таким образоы, 
у (t) = Lo {К [х1 (t) J + K* [х2 (t)] } .  

Более подробно рассмотрим задачу подавления плоской волны, форма 
которой является реализацией случайного процесса . 

Пусть 
xk (t) = aj (t) + Ь� (t - k Лх/v) + �k (t) ,  

где � ( t) - случайный процесс с энергетическим спектром, равным Nc ( ffi ) .  
Будем считать, что помехи s 1  ( t )  и Sk ( t) при j =!= k независимы. 

Наша задача - определить взаимные энергетические спектры Nik ( ffi) 
суммарной помехи. Из физических соображений помехи Sk ( t) и � ( t) 
следует считать независимыми , поэтому спектр N1k ( ffi) является суммой 
взаимного энергетического спектра N Щ ( ffi) регулярной помехи и 
взаимного энергетического спектра нерегулярной помехи , I{Оторый по 
условию равен а� Ns ( ffi) о fk . 

Взаимная l{Орреляционная функция процессов ь� (t - j Лх/v) и 
ь� ( t - k �х ) равна 

Ь2М� [t + т - (j Лх/v)] � [t - (k Лх/v)] = Ь2Кс {т - [(j- k) Лx/vJ}. 

Определяя преобразование Фурье, находим 
N�� (ffi) = b2Nc (ffi) ехр [ - iffi (j- k) Лх/v] . 

Таким образом, система уравнений (XII . 6) при 
N1k (ffi) = b2Nc ( ffi) ехр [ -iffi (j - k) Лх/v] + a�N 5 (ffi) o1k ( XII . 1 1 )  · 
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дает оптимальный векторный фильтр , который осуществляет подавление 
как нерегулярной, так и регулярных помех. 

Так как спектральная характеристика оптимального фильтра опре­
деляется с точностью до множителя, то вместо Nik (ro)  в (XII .6) можно 
подставить Nik (ro)/a� . Тогда система (XII . 6) с учетом полученного равен­
ства (XI I . 1 1 )  запишется следующим образом: 

(XII . 12) 

где r (ro) = v0Nc (ro)/N� (ro), q (ro) = ехр (-iro Лх/v), v0 = Ь2/а�. 
Теперь нужно обратить :матрицу с элементами rqi-k + 8 ik · Отыски­

вал обратную матрицу Q' ( ro) в виде Qjk = 8 ik - cqk-J , из условия 
11 

� (rqH + бiJ (8ik - cqk-i) = 8ik 
i =1 

получим 
с = с (ro) = r (rо)/[ш (ffi) + 1 ] . 

Решим теперь систему (XII . 12) по правилу Крамера:  

L, (oo) � L, (oo) �Qj, � L, (оо+ - ";���! � ехр [ioo (j - k) Лх!+ 
Следовательно ,  фильтр работает ·согласно формуле 

( XII .1 3) 

где фильтр Lc имеет спектральную характеристику с (ro ) .  Легко увидеть, 
что при Nc (ro) = N'F;, (ro) с =  v 0/(v 0n + 1 ) ,  так что применение фильтра 
Lc будет заключаться в умножении двойной суммы на константу v 0/(v 0n+ 
+ 1 ) .  Если интенсивность регулярной помехи сравнительно велика 
(v 0 � 1 ) ,  то при увеличении п слагаемым N5 (ro) в знаменателе с (ro) 
можно будет пренебречь. Этот факт оправдывает применение фильтра 

(XII . 1 3') 

который не требует информации о N, ( ro) и v 0• 
Чтобы сделать более понятным смысл полученных формул , пере­

пишем (XII . 13' ) :  

y (t) � L0 (� [ х, (1) - � � х1 (1 + (t -�) Лх ) ] ) . (XII . 1 3") 

В квадратной скобке стоит результат вычитания из трассы х11. ( t) 
оценки регулярной волны-помехи , полученной суммированием по ее 
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годографу. Многоканальный фильтр содержит два суммирования: сначала 
по годографу помехи, а затем по годографу полезной волны. 

Обработка сейсмограмм по формуле (XII . 13") получила название 
способа вычитания (см. библ. коммент. ) .  При отсутствии регулярной 
помехи (v 0 = О) фильтр (XII . 13) переходит в фильтр из :примера I .  

Найдем отношение сигнал/помеха на выходе оптимального фильтра. 
Для этого нужно подставить коэффициенты Qik = Qjk!Nc (со) в формулу 
(XII .9) .  Поенольку 

то 

n n · п-1 

� � qj-1< = 1 + 2 � (п - k) cos (kco Лх/v) = 1 Нодн (co/v) 1 
j�1 1<�1 1<�0 
со со 

пµо s 1 S (CtJ) /2 dco - ..to._  f / S (CtJ) /2 voNc (CtJ) 1 Нодн (CtJ/v) 12 
µ = 2л N� (CtJ) 2л N� (CtJ) nv0Nc (CtJ) +N� (CtJ) 

dco . 
- оо  - оо  

(XI I . 1 4) 

Первое слагаемое выражает отношение сигнал/помеха при отсутств:ни 
регулярной волны-помехи. Манипулируя значениями п и Лх, можно 
добиться уменьшения влияния второго слагаемого . 

Сравним рассмотренный фильтр с векторным фильтром из предыду­
щего параграфа [см. условие (XI .48) ] .  Оба фильтра решают одну и ту же 
задачу выделения плоской волны н а  фоне другой. Преимущество фильтра 
(XI .48) заключается в том, что в нем не используются никакие сведения 
о форме полезной и подавляемой волн (кроме граничных частот) . Одню{о 
это преимущество превращается в недостаток , I{ОГда такая информация 
на  самом деле задана или может быть извлечена из анализа эксперимен­
тальных данных. Кроме того ,  фильтр (XI .48) мо:�-нет оказаться неустой­
чивым по отношению к чисто случайным помехам, наличие которых не 
предполагается в § 51 , но которые на самом деле всегда есть. 

При обсуждении фильтра (XI . 48) мы указывали, что его применение 
требует точных априорных сведений о значении кажущейся скорости 
сигнала v. То же самое необходимо знать и в данном случае. Однако слу­
чай неизвестной СI{Орости не представляется теперь столь серьезно труд­
ным. Во-первых, значение v в формуле (XII . 13) можно изменять, так как 
при различных значениях v фильтр сохраняет свою стру1{туру. Пересчи­
тывать нужно только двойную сумму на входе фильтра.  Ясно,  что сово­
купность фильтраций при v = v1 , v 2 , • • •  , Vm определяет (п Х т)-мер­
ный оптимальный фильтр. Во-вторых ,  если известно априорное распреде­
ление v, то можно· определить новый фильтр , осреднив Nik (со) по задан­
ному априорному распределению. 

Для простоты предположим, что известно априорное распределение 
параметра у = 1/ v и что среднее значение у равно у 0• Тогда , определяя 
математичес!{ое ожидание взаимного энергетического спектра (XI I . 1 1 ) ,  
найдем новое выражение Nik (со) : 

где 
'Фik (со) = М ехр [ -- ico (j - k) Лх (у - у0) ] .  (XII .1 6) 
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По существу, математичес1ще ожидание тющго типа нам уже прихо­
дилось вычислять [см. напри:мер ,  формулу (Х.30) ] . Если случайная 
величина s = у -- у 0 распределена нормально ·с дисперсией u� , то анало­
гично формуле (Х.32) получим 

'Ф jk ( CiJ) = ехр [ -ffi2 (j - k)2 Лх2u�] .  ( XII. 1 7) 

При р авномерном распределении s в интервале (-Лу/2 , Лу/2) будем 
иметь 

Лу/ 2 

1 s . . sin (Лу /2) w (j - lc) Лх 'Фjk (ffi) = лv exp [ - iffi (J - k) Лxs] ds = (ЛY/2) w (j - k) Лx 
-Лу / 2  • 

(XI I . 1 8) 

Систему (ХП.6) при спектрах Njk ( ffi) ,  выраженных фор:мулой (XII . 15) 
решить в явной фор:ме не удается. 

§ 53. Выделение отраженной волны на фоне других одно1tратных 
и двукратных отраженных волн 

При наблюдениях в среде с больши:м числом параллельных отража­
ющих границ для сейсмограI1r111ы ОГТ можно принять (после введения кине­
матических поправок) следующую модель , в которой учитываются отра­
женные волны вплоть до двукратных от наиболее резкой верхней гра­
ницы: 

xk (t) = af (t) + � a5f (t - i:s) + � bsf (t - t�) + �k (t) . 
s s 

(XI I . 1 9) 

В этой формуле af ( t) выражает полезный сигнал, второе слагаемое -
сумму остальных одноI{ратных волн , третье слагаемое складывается 
из наиболее интенсивных кратных волн , а четвертое - случайная помеха.  
Поскольку коррелированность трасс выражается первым:И тремя слагае­
мьши,  то сово1{упность помех s 1 ( t) ,  . . .  , Sn ( t) естественно считать 
некоррелированной. Поэтому :матрица взаимных энергетических спектров 
случайной помехи имеет элементы бjkNs ( ffi) .  

Если последовательности моментов i;5 и t�k> являются пуассоновскими 
случайными потоиами , а все амплитуды а5 и Ь5 - независимыми случай­
ными величинами, распределение которых не  зависит от s, то суммарная 
помеха,  включающая все отраженные волны, I{ро:ме af ( t) ,  представляет 
собой п-мерный стационарный процесс. Поэтому для обнаружения полез­
ного сигнала можно применить многоI{анальный оптимальный фильтр, 
спе�{тральная характеристика которого определяется системой уравне­
ний (XII .6) .  Для этого нужно найти матрицу энергетичесиих спеюров 
суммарной помехи. 

Энергетичесиий спектр случайной последовательности сигналов выра­
жается формулой (VI I  .54) , из которой следует , что энергетичесиий СПЫ{ТР 
суммарной помехи н а  k-той трассе равен 

(XI I . 20) 
где 'А и u2 - интенсивность пото1ш -r5 и дисперсия амплитуд а5 ; Л1 и ui -
аналогично для t�k> и Ь5 (предполагается, что Ма5 = М Ь5 = О). 
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Взаимные энергетические спектры поля однократных волн совпадают 
с энергетичесrшми спектрами этого поля, т. е. с Л10'i 1 S (ro) 1 2• Следова­
тельно,  для полного описания помех нам осталось найти взаимный энерге-
тический спектр последовательностей "'2:, b5f ( t - tV)) и "'2:, b5f ( t - t�k) ) .  s s 
В ограниченном по длительности интервале обнаружения остаточные 
годографы двухкратных волн отличаются только нулевыми временами, 
поэтому разности т:jk = t�i) - t�kJ практически не зависят от s. Отсюда 
следует, что вторая из указанной пары последовательностей представляет 
собой сдвиг первой последовательности на величину -т:ik · В связи с этим 
взаимный энергетический спектр будет отличаться от энергетического 
спектра Л10'i 1 S (ro) / 2 только сдвиговым множителем ехр ( - iroт:ik) · Таким 
образом, взаимный энергетический спектр между суммарной помехой 
на j-той трассе и суммарной помехой на k-той трассе 

(XII .21)  
где а = Л10'i/ЛО'2• Подставив полученное выражение Nik (ro) в (XII .6) , 
получим систему линейных уравнений , определяющую спектральную 
характеристику искомого многоканального фильтра.  

Рассмотрим ряд специальных случаев и обобщений полученного 
фильтра .  

1 .  При а = О фильтр работает по формуле 
п 

У (t) = Lг � xk (t), (XII . 22) 
k=l 

где одноканальный фильтр Lг имеет спектральную характеристИ:ку 
(VII . 55) . Таким образом, данный фильтр является обобщением оптималь­
ного разрешающего фильтра из § 32 на п трасс. 

2. Выразим т:ik через остаточный годограф двукратной волны [см. , 
например ,  ( IX.61 ) ] :  

тjk = р (j2 - k2) (Лх)2, р = (v: - v�) /(2тпv:v�). 
Предположим, что нам известно не точное значение параметра р ,  

а его априорное распределение с некоторым средним значением р 0 • Тогда 
найденный ранее взаимный энергетический спектр нужно осреднить по 
заданному априорному распределению. Вычисляя от выражения (XI I .21 )  
математическое ожидание по параметру р,  получим 

Nik (ro) = ЛО'2 I S (ro) \2 {1 + Ч!jk (ro) ехр [ -iro (j2 - k2)]} + ojkN� (ro) (J�, 
где 

Ч!jk (ro) = М ехр [-iro (j2 - k2) (Лх)2 (р - Pd)] . 

(XII .23) 

(XI I . 24) 

. Функции cpik (ro) вычисляются точно так же , как и 'Фjk (ro) [см. (XII . 16) 
с заменой (j - k) Лх на (j 2 - k2) (Лх)2• В частности , если р - р0 распре­
делено нормально с дисперсией О'� , то 

Ч!ik (ro) = ехр [- ro2 (j2 - k2) (Лх)4 а�] ,  
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а если р - р 0  распределено равномерно в интервале (-Лр/2 , Лр/2) , то 
sin (Лр/2) w (j2 - k2) (Лх)2 CfJjk (w) = (Лp/2) w (j2 - k2) (Лx)2 

3. При обнаружении одиночной отраженной волны на фоне кратных 
волн параметр Ла2 нужно принять равным нулю: 
N jk (w) = Чаi 1 s ( (i)) 12 CfJjk ( (i)) ехр [ -iwpo (j2 - k2) (Лх)2] + б jka€N 5 ( (i) ) . (XII . 25) 

Рассмотрим подробнее случай , когда параметр р известен точно и ,  
следовательно ,  cpjk (w) - 1 .  Будем использовать метод обращения мат­
рицы N jk ( w) ,  отличный от применявшегося в § 52 при построении филь­
тра ,  подавляющего плоскую волну-помеху. 

Для получения интересующего нас решения введем кинематичесrше 
поправки по годографу волны-помехи. Тогда регулярная помеха ока­
жется на всех трассах записанной синфазно ,  и матрица ее взаимных 
энергетических спектров будет равна Л1аi [S (w) 1 2 при всех j и k. 
Трасса с индексом k будет соде.ржать сигнал f [ t  + k2 (Лх)2 р] . Отсюда 
следует, что в правой части ( XI I .6) вместо S'k (w) нужно поставить 
S* (w) ехр [ - iwk2 (Лх)2р] . Суммировав все эти данные, получим следу­
ющую систему уравнений: 

п 

i Lj (w) [р  (w) + бjk] = L0 (w) ехр [- iwpk2 (Лх)2], 
J = l  

(ХП.26) 
где 

р (w) = v1 1  S (w) [2/N5 (w), v1 = Л1аi/а� 
(:мы опять воспользовались тем, что фильтр определяется с точностью 
до постоянного :множителя) . 

Матрицу с элементами р + б jk нам уже приходилось обращать [см. 
формулу (Х.59) ] . Элементы обратной матрицы в данном случае равны 
б jk - [р/(пр + 1) ] .  Отсюда 

Lk (w) =L0 (w) {ехр (- iwpk2 Лх2) -
пр
����1 � ехр (-iwj2 Лх2р)} . 

Эти спектральные характеристики определяют векторный фильтр , 
применяемый к совокупности трасс xi, ( t) , k = 1 ,  . . .  , п ,  в которые 
введены кине:матичесrше попраюш по годографу помехи: 

у (t) = L0 {�1 х/. (t -pk2 Лх2) - Lp [�1 � х/. (t -pj2 Лх2)] } , 

где Lp - фильтр со спектральной характеристикой р ( w )/ [пр ( w) + 1 ] . 
Но xfi ( t) = xk ( t  + pk2 (Лх) 2) где xk ( t) - трассы с кинематическими 
поправками , отвечающими годографу полезной волны. Следовательно ,  
возвращаясь I{ трассам xk ( t) , получим: 

(XI I .27) 
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Сравнивая формулы (XI I .27) и (ХП.13) , видим, что между обоими 
фильтрами имеется большое сходство. Rак и в случае фильтра (XII . 13) , 
имеет смысл использовать следующую модификацию: 

§ 54. Винеровские l\ШОгоканальные фильтры и их приl\1енение 

От1{аз от точного задания формы полезного сигнала и представление 
его в виде отрезка реализации стационарного случайного процесса ведут 
к методам винеровской фильтрации, которые для одномерного случая 
подробно рассматривались в главе VII I .  Эти методы полностью пере­
носятся и на многомерный случай. 

Рассмотрим ряд задач, решение которых заключается в построении 
многоканального винеровского фильтра .  Основное внимание будет уде­
лено самим постаною{ам задач и уравнениям, определяющим спектраль­
ную характеристику фильтра .  Техника вывода, представляющая собой 
естественное обобщение рассуждений из § 34, по существу стандартна.  

Самой общей постановкой является следующая. Пусть 

xk (t) = uk (t) + Sk (t), (XI I .28) 
где uk ( t) - реализация полезного сиг:нала на выходе k-того приемника ; 
Sk ( t) - помеха.  Сигнал характеризуется матрицей взаимных энергети­
ческих спектров Uik (w) ,  помеха - матрицей спектров N]k (w) .  Необхо­
димо по совонупности трасс х1 ( t) , . . .  , Хп ( t) построить линейную 
оценку типа ( X I .5) для процесса ш ( t) если для каждого k известен взаим­
ный энергетический спектр N�J ( w) процессов ш ( t) и uk ( t) . 

Оцею{а 
п 

w (t) = у (t) = � Lk [xk (t)] k�1 
считается наилучшей , если она минимизирует величину 

в2 = M J w (t) - y (t) l2 • 

Выразив квадрат модуля через произведение комплексно-сопряжен­
ных величин , получим следующее выражение среднего нвадрата ошибки : 
в2 = М ш ( t) w!� ( t) - [М w ( t)y':' ( t) + М у ( t)w* ( t) ]  + М у ( t) у* ( t) .  

Вследствие стационарности все математичесние ожидания в правой 
части от величины t не зависят. Из определений (VII . 5) и (VII .21 )  следует , 
что наждое слагаемое равно значению при т = О соответствующей кор­
реляционной или взаимнокорреляционной функции, а из формул (VII . 10) 
и (VI I . 23) - что эти значения могут быть выражены нак интегралы от 
соответствующих энергетичесних СПеI{тров. Поэтому 

00 

82 = iл 5 {Nw (w) - [Nwy (w) + Nyw (w)J + Ny (w)} dw. (XII .29) 
-оо 

296 



Нужно выразить эту величину через энергетические спеI{Тры, задан­
ные в условии задачи. Применив формулу (XI . 9) I{ процессу у ( t) на 
выходе векторного (п Х 1)-мерного фильтра, получим 

п /! 
NY (ffi) = � � Li (ffi) Ц �ffi) N��> (ffi) , 

j=l k=l 
(XII .30) 

где Nj�> ( ffi) - взаимный энергетический спектр процессов х i ( t) и xk ( t) , 
который в предположении независимости сигнала и помехи равен сумме 
Uik (ffi)  + Nf�) (ffi) . 

Не останавливаясь на выходе , приведем также формулу 
п 

N wy ( ffi) = � ц (ffi) N��J (ffi) = N;w (ffi). 
1<=1  

(XII . 31 ) 

Выражение под интегралом в формуле (ХП.29) вещественно и неот­
рицательно [ибо это энергетический спектр процесса w ( t) - у ( t) ] ,  
следовательно ,  минимум е2 будет достигнут , если минимизировать подын­
тегральное выражение при I{аждом ffi . Подставим формулы (XII . 30) и 
(ХП . 31 ) в (ХП.29) , обозначив при ffi = const Lk (ffi) = xk + iYk · После 
простых преобразований , в которых нужно учесть формулу N�RJ, ( ffi) = 
= [N�J (ffi) ] * ,  а также равенства z + z* = 2 Re z и z - z':' = 2 Im z,  
подынтегральное выражение приобретет следующий вид : 

п 
Nw (ffi) - 2 � [xi Re N�k (ffi) + Yi Im NiД (ffi)] + 

j=l 
п /! 

+ � � [ (xixk + YiYk) + i (yixk - xiyk)] N}Г (ffi) . 
J =1 k=1 

Продифференцировав по xk и по Yk и приравняв , производные к нулю, 
получим две системы вещественных уравнений : 

/! 
� xiNj�> (ffi) = Re N;i;J (ffi); 
]=1 

1i 
� yiNj�> (ffi) = Im N�J (ffi); k = 1 ,  . . . , п, 
]=1 

которые эквивалентны одной системе компленсных уравнений 
п 

� Li (ffi) N}�) (ffi) = N�} (ffi) k = 1 , . . . , п. (XII .32) 
J=l 

Эта система дает минимум, ТЮ{ нак матрица вторых производных , 
совпадающая с Nj�> (ffi) , положительно определенн а.  Если оценке подле­
rнит ряд сигналов w1 ( t) ,  . . " Шт ( t) ,  то получим т систем (ХП.32) , 
ноторые в совонупности определят (п Х т)-мерный винеровсний фильтр. 

Интересующие нас задачи получим I{Ю{ частные случаи постановни 
(ХП.28) . 
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С г л а ж и в а ю щ и е в и н е р о в с к и е  ф и л ь т р ы. Пусть uk ( t) = 
и ( t) = w ( t) . В этом случае Uik (ш) = И (ш) = N�J (ш) ,  поэтому си­

стема (ХП.32) даст 
n � Li (ш) [И (ш) + N)i) (ш)] = И (ш). 

Для этой системы рассмотрим два типа помех. 
1 .  Независимые помехи: №r� (ш) = бik NG (ш) .  
Систему (XII .33) перепишем следующим образом: 

n 
i Li (ш) [р (ш) + бjk] = р (ш); k = 1 ,  . . .  , п; 
i =l 

р (ш) = И (ш)/N;,, (ш). 

(XII . 33) 

Матрица с элементами р + б ik имеет обратную матрицу б jk - р/(пр + 
+ 1 ) , отсюда 

[ пр (w) J И (w) Lk (ш) = р (ш) 1 - пр (w) + 1  = nU (w) + N� (w) · (XII. 34) 

Так как получившаяся спектральная характеристика Lk ( ш) не зави­
сит от k ,  то (п Х 1)-мерный фильтр сводится к суммированию и одномер­
ной фильтрации с характеристикой (XII .34) . Последняя зависит от п 
и при п = 1 совпадает с одноканальным сглаживающим винеровским 
фильтром (VI I I . 12) . При п --+ оо Lk (ш) --+ 1/п. Это объясняется тем, что 
при увеличении п,сумма (1/п) � xk ( t) стремится к и ( t) ,  вследствие чего 

k 
фильтрация становится излишней. Для сравнения заметим, что в подоб­
ной ситуации (см. пример I из § 52) векторный оптимальный фильтр , 
в котором искажения формы сигнала в расчет не принимаются, содержит 
одноканальный фильтр , не зависящий от п. 

2. Пусть матрица взаимных энергетических спектров помехи удовлет­
воряет условию (XII . 10) и дополнительно И (ш) = µ 0N;,, (ш) .  Тогда си­
стема (XII .33) редуцируется в следующую: 

п 

� Li (ш) (µ0 + rik) = 1 ; k = 1 ,  . . .  , п. 
j=l 

(XII.35) 

Решение полученной системы от ш не зависит , следовательно,  (п Х 
Х 1)-мерный фильтр вырождается в интерференционную систему 

n 
у (t) = � lkxk (t) , 

k=l 
п 

где lk = � sik и sik - элементы матрицы, обратной матрице системы i=l 
(ХП . 35) . 

Если отношение сигнал/помеха µ 0  стремится н нулю, то распределе­
ние чувствительности lk будет ТаI{ИМ же, J{aK и в оптимальной группе 
(см .  § 45 , а также пример П из § 52) . При гik --+ О (или, что все равно,  
при µ 0 --+ оо ) lk --+ 1/п .  Таким образом , с точки зрения теории винеров-
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ских фильтров оптимальные группы являются благоприятными при выде­
лении слабых сигналов , а однородные группы - при выделении сильных 
сигналов. 

В ы д е л е н и е с и г н а л а с ф л у к т у и р у ю щ и м и а м п л и т у­
д а м и  и в р е м е н е м  п р и х .о д а . Пусть 

щ (t) = аkи (t - 8k), (ХП.36) 
где ak и ek - случайные величины ,  которые рассматривались в § § 46-47. 
Было показано , что 

Ujk ( w) = (а2 + а�б jk) 11Jjk ( w) И (w). (ХП.37) 
где 1pjk (w) определяется общей формулой (Х.30) , а для гауссовых флук­
туаций - формулой (Х .32) . 

Наша задача - оценить сигнал аи ( t) .  Так как взаимная корреляция 
процесса аи ( t) и аkи ( t - ek) равна 

00 

а2 J Pk �8) Ku (• + 8) d8, 
-оо 

где Pk (8) - плотность распределения ek , то взаимный энергетический 
спектр N<,1;,i ( w) равен a21pZ ( w) И ( w) , где функция 11Jk ( w) является спект­
ром плотности Pk ( w) или , что то же самое , математическим ожидание111 
ехр (- iw81J . Для нормального распределения эта функция выражается 
формулой (Х.41 ) .  

Для любых си111111етричных распределений случайной :величины ek 
функция 1pk (w) вещественна , поэтому правая часть системы (ХП.33) 
равна 

N�kj (w) = a21)Jk (w) И (w) . (ХП.38) 
Подставляя в (XII .32) формулы (ХП .37) и (XI I . 38) , можно сделать 

вывод , что 11шого1<анальный винеровский фильтр только тогда может 
выродиться в интерференционную систему, когда 1pi" (w) = 1 ,  т. е. 
толы<о при отсутствии флу�<туаций времен прихода . 

С г л а ж и в а н и е  с е й с м о г р а м м ы  п р и  н а л и ч и и  ф л у к ­
т у а ц и й  в р е м е н п р  и х  о д  а .  Пусть по-прежнему полезные сигналы 
выражаются формулой (X I I .36) , а 

w5 (t) = a5и (t - t5), S = 1 , . . .  , п. 
Задача такого рода ВОЗНИI<ает , если параметры as и es сами являются 

целевыми. в этом случае матрица ujk (w) по-прежнему выражается фор­
мулой (ХП .37) , а что касается правой части системы (ХП .32) , то она опре­
деляется отдельно для каждого значения s. При этом , как лег1<0 видеть, 
Nr,l;J (w) совпадает с Иsk (w) . Совокупность всех систем (ХП.32) при s = 
= 1 ,  . . .  , п определяет (п Х 2)-мерный фильтр. Всю эту совокупность 
систем можно определить следующим образом: 

11 

� Lsj (w) [Иjk (w) + Nj�) (w)] = Иsk (w) , 
1�1 

где Иsk• определены формулой (XII .37) при j = s. 

(ХП.39 )  
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При этом 
11 

Ys (t) = � Lsk [xk (t)] . k=l (XII.40) 

Если х-представление случайной помехи �k ( t) и последовательност:И 
a i ,  · . .  , а" и 8 1 ,  • • •  , 811 стационарны, то энергетические спектры 
зависят только от разности индексов: 

И ik ( (J)) = Ui-k (ffi) , N)�J ( (J)) = N}�h (ffi) .  

Тогда и Lsi = Ls-j ·  
Следовательно ,  вместо п систем (XII .39) нужно будет решить одну 

систему 
п-1 

. � Li (ffi) [Иk-i (ffi) +Nk�j (ffi)] = Uk (ffi); 
J=-11+1 

k = -n -t- 1 , . . . , п - 1 ,  
при этом 

11 

Ys (t) = � Ls-k [Xk (t)] . 
k-1 

П о д  а в л е н и е р е г у л  я р  н ы х в о л н - п о м е  х. Пусть 

xk (t) = аи (t) + ь� (t - тk) + Gk (t), 

(XII.39') 

(XII .41 )  

(XII.42) 

где помеха Gk (t) описывается матрицей энергетических спектров al№f. (ffi) oik ' 
а процесс � (t) имеет энергетический спектр Nr, (ffi). 

Целью фильтрации является выделение сигнала аи ( t) ,  значит, 
w ( t) = аи ( t) ,  откуда правая часть в системе равна а2И (ffi) .  Ма­
трица энергетичесrшх спектров регулярной помехи равна ,  очевидно , 
b2Nc (ffi) exp [- iffi (тi - тk ) ] , поэтому вследствие ' независимости всех 
процессов 

N�Г (ffi) = а2И (ffi) + b2Nc (ffi) ехр [- iffi (тi - тk)] + a�N� (ffi) oik· (XII.42') 

Тем самым система уравнений, определяющая винеровский фильтр 
в данной постановке , определена полностью. 

Рассмотрим более подробно  случай, I{Огда полезный сигнал слабый 
и первым слагаемым в правой части (ХП.41 ') можно пренебречь. Это 
означает, что мы строим фильтр в расчете на наихудшую ситуацию. При­
менение такого фильтра при неизвестной интенсивности сигнала удовлет­
воряет критерию мини�акса ,  предлагаемому в теории статистичесrшх 
решений. 

Если регулярная помеха является плоской волной : тk = k Лх/ v, то , 
отбрасывая в (XII .42" ) первое слагаемое ,  приведем систему (ХП.32) 
к следующему виду: 
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� Li (ffi) [г (ffi) qj-н + oik] = К  (ffi), i=l 

(XII .43) 



где фунRции " (ш) и q (ш) бьtли определены в (ХП. 12) , 

(ХП.44) 

Системы (XII . 12) и (XII .43) отличаются тольRо правыми частями. 
Поэтому, воспользовавшись решением (XII . 13) ,  сразу напишем формулу 
для МИНИJ\IаRСНОГО винероВСRОГО фильтра :  

(XIl.45) 

где фильтр К имеет спеRтральную хараюеристиRу (XII .44) . 
Теперь легRо найти формулу мини11rаRсного фильтра для регулярной 

волны с годографом тk = pk2 (Лх) 2 в (XII .45) нужно (j - k) Лх/v заме­
нить на р (j2 - k2) (Лх) 2• 

Г л  а в а XIII 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫЕ ФИЛЬТРЫ 

§ 55. Много1ЮJ\ШОНентные измерения при разделении волн 
с поляризацией различных типов 

До сих пор мы рассматривали приемные системы, основанные на изме­
рении тольRо одной I{о11шоненты смещения . . ТаRие приемные системы по­
зволяют осуществить селеRцию волн по их частотному составу и по хараR­
теру изменения времени прихода вдоль линии наблюдения. Регистрация 
смещений почвы много1{омпонентными приемниRами позволяет привле­
Rать данные о поляризации волн для получения более полной информа­
ции о среде и использовать эти данные для дополнительной селекции 
волн , обладающuх различной поляризацией. 

Основные возмущения, наблюдаемые в достаточно простых средах 
(продольные и поперечные волны в однородных средах, нулевые прибли­
жения лучевого ряда в неоднородных средах , поверхностные волны) , 
обладают либо линейной, либо плоСJ{ОЙ поляризацией. Напомним, что тип 
поляризации определяется числом сRалярных фунRций, требуемых для 

+ + 
задания веRтора смещений и ( t , М) . А именно :  волна и (М, t) является 
линейно-поляризованной , если существует ТЮ{ОЙ веl{тор ;, что ;; (М, t) = 

+ + 
= и (М, t) х. Соответственно волна и (М, t) плосl{о-поляризована, если 

+ -+ -+ 
можно уRазать два таких ортогональных ВеJ{тора х1 , и х2 , что и (М, t) = 

+ -+ 
= и 1 (М, t) Х1 + и2 (М, t) Xz · 

TaR I{aJ{ продольные и поперечные волны, используемые при 1шнема­
тичесl{ОЙ интерпретации сейсмограмм, обладают линейной поляризацией; 
то возНИJ{ает задача выделения линейно-поляризованных J{олебаний на 
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фоне волн с более сложной поляризацией. В этой главе данная проблема 
будет проиллюстрирована на при:r\fере задачи подавления плоско-поляри­
зованных волн релеевского типа. 

Существование волны Релея вытекает из уравнения Ламе ( I . 7) для 
однородного полупространства z � О, если искать решение в классе сме-

->-
щений и (М, t) с компонентами , являющимися в каждой точке периодиче-
скими функциями t , амплитуда которых экспоненциально убывает с Глу­
биной , т. е. в виде 

; ехр (-В \ (J) \ z) ехр [i(J) (t -xf cR)] ,  В >О, (XIII . 1 )  
где � = ах

-; + avf + a,k. Подстановка (XII I . 1 ) в уравнение ( I . 7) пока-..... 
зывает, что оно может быть удовлетворено при а ,  не равном нулю, если 
ау = О и если показатель � совпадает с одним из двух значений: 

В1 = Vv�- cii_/vpcR и В2 = Vv§- cii_fcRvs; 
при этом если В =  В1, то ах = -i(J)afcR и а, =  �1 1 (J) 1 а, 

если В =  В2 , то ах = -· i(J)B2 b и а, = 1 (J) 1 bfcR 
(в этих выражениях а и Ь -· произвольные пока константы). 

Допуская возможность обоих значений В, имеем 

(XIII .2) 

� (М, t ,  (J)) = -b { i(J) [ ь�R exp (-B1 \ (J) \ z) + B2 exp ( - B2 \ (J) J z)J i -

- I  (J) ] [��а ехр (-В1 1 (J) ]  z) + c1R ехр (-В2 \ (J) 1 z)] k"} ехр [i(J) (t - ;R )] . 
(XIII .3) 

Параметры cR и а/Ь определяются из условия равенства нулю напря­
жений а, и Txz на свободной границе z = О (напряжение туz тождественно 
равно нулю, так как ау = О) . Анализ соответствующих уравнений дает 
cR = vs V 2 - 2V3 � 0,919 vs и а/Ь = -VJЗЖ. Согласно (XI I I .2) 
получаем �1  � 0,848/cR , � 2 � 0 ,393/cR и а/Ь � -1 ,46. 

Вследствие принципа суперпозиции решением уравнения ( I . 7) явля­
ется любой интеграл вида 

со 

;R ( t ,  М) = ;п s S ((J)) -;; (М, t, (J)) d(J), (XI I I .4) 
- со 

который будем называть волной релеевского типа; х и z составляющие 
релеевской волны определяются следующими равенствами 

со 

(XIIl ;5) 
- со  

где 
Lx ((J)) = i(J) [ехр (-0,848 ] (J) / zf cR) -0, 577 ехр (-0,393 / (J) / zf cR)] , (XIII .6} 
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и 
00 

uiR) (t , М) = �п S S (ш) L2 (ш) exp [ -iш (t - x/cR)] dш, (XIII .  7) 
- оо  

где 
L2 (w) � - 1 ,46 1 ш 1 [0 ,577 ехр ( -0, 848 I ш 1 z/cR) - exp (-0,393 j w 1 z/cR)] . 

(XIII .8) 

Выражение (XII I .3) покащ;шает , что горизонтальная компонента 
при ш = const сдвинута относительно вертикальной по фазе на л/2 так 
нак i = ехр ( iл/2) . Это означает, что вектор смещения каждой монохро­
матической составляющей релеевской волны описывает эллипс с полу­
осями Lx (ш) и L2 (ш) . Суммарное колебание , разумеется , имеет значи_ 
тельно более сложную траекторию. 

В отношении волны Релея среду 
можно рассматривать как (1  Х 2)­
мерный фильтр с входным сигналом 
j ( t) , имеющим спектр S ( ш) , и выход-
ными сигналами 

и 
u�R) (M, t - xfcR) 

uiR) (M, t - x/cR)· 

Обе спектральные характери­
стики Lx ( ш) и L2 ( ш) имеют полосу 

..... 
_ Lx (ш)'f , ' ......, Z=l0' ....._ 

- - - - ---- - -
пропус1{ания , которая сдвигается о 1 00 200 зоо 400 воо 
влево при увеличении z. Верхняя гра- w ,  рад 1 с 
ничная частота (в герцах) равна при- Рис. 37 
мерно 2cR/z. На рис. 37 изображены 
J Lx (ш) 1 и 1  L2 (ш) 1 для двух значений z/cR :  1/16 и 1/30 с (при cR = 300 м/с 
это отвечает z = 1 О и 5 м) . 

Волна Релея формируется на некотором удалении от источника .  
Поскольку она распространяется в приповерхностных отложениях , обла­
дающих высоким поглощением, то фю{тически является более низкочас­
тотной ,  чем это вытекает из приведенных выше спектральных характе­
ристик Lx ( ш) и L2 ( ш) . Наиболее простой способ выделения глубоких 
отраженных волн на фоне релеевских I{олебаний зющючается в примене­
нии высокочастотной фильтрации в сочетании с размещением приемников 
на некоторой глубине z > О. Для приемников , расположенных на днев­
ной поверхности, применение низкочастотной фильтрации также оправ­
дано благодаря сильному поглощению в верхней части среды , однако 
эффективность этого метода снижается. 

Заметим, что при z = О спектральные характеристики - Lx ( ш) 
и L2 ( ш) носят характер высокочастотных фильтраций [в частности , 
Lx ( ш) = iш выражает дифференцирование сигнала f ( t) ] .  

Перейдем к методам подавления волны Релея , основанным н а  особен­
ностях ее поляризации. Рассмотрим один простой нелинейный метод. 
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Из выражения (XIII .8) следует, что спектральная харюперистила 
L, (w) всегда положительнd ,  поэтому 

arg L, (w) = О. 

Что касается фазовой характеристики фильтра Lx , то посколы{у 
выражение в квадратной скобке в (XIII .6) может быть и положительным, 
и отрицательным, ее можно выразить следующим: образом: 

arg Lx (w) = � sig11 ffi • sig11 (w0 - 1 (!) 1) ,  (XII(9) 

где w 0 означает то значение частоты w, при котором: L� ( w) обращается 
в нуль. 

Таким: образом, при любом значении w фазовые спектры функций 
их (М, t) и и2 (М, t) отличаются по модулю на л/2. 

Этот фю{Т можно использовать , основываясь на следующем утвер­
ждении : 

Если фазовые спектры двух сигналов f 1 ( t) и f 2 ( t) отличаются по· 
модулю на л/2 , то 

со 

j f1 (t) f2 (t) dt = 0. (XIII . 10) 
- со  

Величина в левой части равенства (XII I . 10) совпадает со значением 
в нуле функции взаимной корреляции 

со 

R12 (т) =  J f1 (t + т) f2 (t) dt. 
- со  

Но взаимная корреляция сигналов f 1 ( t )  и f 2 ( t )  представляет собой 
свертку сигнала f 1 ( t) с сигналом: f 2 (- t) , поэтому спектр функции R 12 (т) 
равен S1  (w)s; (w) , где Sk (w)  - спеюр сигнала fk ( t) .  Проиsведепие 
S1 (w) с s; (w) можно записать также в виде 

где 
SR (w) = 1 S1 (w) 1 1 s� (w) 1 ехр {i [ср1 (w) - cr2 (w)]}, 

cpk (w) = arg sk (w). 

Тю{ I{ак по условию \ cp1 (w) - cp2 (w) I =  � , то 

SR (w) = J S1 (w) 1 1 S2 (w) J ехр ( i � ) sig11 'Ф (w) = i 1  S1 (w) 1 1  S2 (w) 1 sig11 'Ф (w), 

где 1р ( w) - некоторая фующия частоты, принимающая значение + 1 
или -1 .  

Таким образом, спе1{тр фупнции R1 2  (т) оказывается чисто м:нимы:и. 
Следовательно,  R1 2  (т) является функцией нечетной , отнуда и следует 
R 1 2 (О) = О. Утверждение доказано.  
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+ 
Пусть суммарный ве1пор смещения v ( t) в точке приема состоит из 

+ + 
релеевской волны uR ( t) и линейно-поляризованной волны и ( t) х ,  где 
+ + + + . х = axi + ayj + azk.  Определим функцию 

t+т 
r (t) =· J их (т) v2 (т) dт, 

t 

где Т не меньше длительности любого из колебаний ;;R ( t) и и ( t) .  ' -)- ->- ->-
Полагая v = uR + и х, получим 

t+T t+T 
r (t) = J uiRJ (т) uiRJ (т) dт + axaz J и2 (т) dт + 

t t 

i+T t+T 
+ ах J и (т) uiRJ (т) dт + az J и (т) и1R) (т) dт. (XIIl . 1 1 )  

f t 

Пусть обе волны приходят в один и тот же момент времени t 1 ,  тогда 
при t= t1 в написанных интегралах пределы можно заменить на (-= , оо) . 
В соответствии с доказанным выше утверждением первый интеграл равен 
нулю . Второй интеграл имеет , очевидно ,  максимальное значение при 
t = t 1 ,  равное axazEu , где Еи - интенсивность линейно-поляризованной 
волны. Если сигнал и ( t) отличен по форме от uiRJ ( t) и и1RJ ( t) (что всегда 
имеет место) ,  то последние два интеграла малы по сравнению со вторым. 
Ясно,  что обнаружение линейно-поляризованной волны указанным спо­
собом возможно, если 

(XII I . 1 2) 

Иными словами , направление х не должно совпадать ни с направле­
нием оси х, ни с направлением оси z. 

Более слабое условие 

а2 =/= О (ах + ау) =!= О 

получим, если обнаружение осуществлять по функции 
t+ т 

r (t) = J Vz (t) [их (т) + Vy (т) ] dт. 
t 

Функция 1· ( t) носит медленно изменяющийся низкочастотный харак­
тер (грубо говоря , она выражает изменение энергии линейно-поляризо­
ванных волн) . 

Чтобы на выходе рассматриваемого приемного устройства получить 
колебание в более привычном виде, иногда пользун?тся функцией 

20 Заказ 8 1 1  

r (t) Vz (t) . (XII I .1 3) 
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Роль множителя r ( t) ,  очевидно ,  заключается в автоматическом уси­
лении колебаний Vt ( t) на интервале прихода линейно-поляризованных 
волн и в подавлении суммарных колебаний на остальных участках. Нужно 
конечно ,  иметь в виду, что процедура (XII I . 13) никакого подавления 
помех не содержит , так как отношение амплитуды сигнала к амплитуде 
помехи в любой момент времени t остается тем же. Роль этой процедуры 
состоит только в облегчении визуального восприятия волновой картины. 

§ 56. Линейный поляризационный фильтр 

Рассмотренный выше способ подавления волн релеевского типа яв­
ляется нелинейным. Это нежелательно из-за существенно нелинейного 
искажения формы полезного сигнала . 

. Рассмотрим предложенный Е .  Ж .  Меркадо линейный поляризацион­
ный фильтр , основанный на следующей идее. Если пропустить через 
фильтр с очень узкой полосой пропускания и вертикальную, и горизон­
тальную составляющие линейно-поляризованной волны, на выходе полу­
чим практически синусоидальные колебания, отличающиеся только ампли­
тудой .  Если на вход того же фильтра подать горизонтальную и вертикаль­
ную составляющие волны Релея , фазовые спектры которых отличаются 
на л/2 , то гармонические колебания на выходе фильтра окажутся сдвину­
тыми друг относительно друга на л/2w" где wr - резонансная частота 
фильтра.  Задача, таким образом, теперь заключается в том, чтобы выде­
лить сигнал ,  имеющий одинаковое на обеих трассах время прихода, 
на  фоне сигнала , имеющего временной сдвиг Л/2@· . Решив такую задачу 
при помощи двухканального фильтра для различных значений wr и про­
суммировав отфильтрованные колебания, мы восстановии линейно-поля­
ризованную волну. 

Обозначим через Kr узкополосный фильтр с полосой пропускания 
(wr - Лw/2 , Wr + Л w/2) . Сииволом (Lr i , Lr 2) обозначим двух1{анальный 
векторный фильтр, осуществляющий подавление сигналов с временным 
сдвигом л/2ror . Тогда действие поляризационного фильтра выразится 
формулой 

N 

У (t) = � {Lr1Kr [vx (t) ]  + Lr2Kr [Vz (t)J} . (XI I l . 14) 
1'�1 

Так как данный поляризационный фильтр является (2 Х 1 )-мерны111 
векторным фильтром, его можно записать также следующим образом: 

у (t) = Н1 [vx (t)] + Н2 [v2 (t)] .  (XIII . 1 5) 
Перейдя к спектральному представлению (XII I . 14) и (XII I . 1 5) ,  

найдем спектральные характеристики одномерных фильтров Н 1 и Н 2 : 
N 

Hi (w) = � Kr (w) Lrj (w), j = 1 ,  2. (XIII . 1 6) 
1' � 1  

Формула (XII I . 16) следует также непосредственно из (XI .8) ,  если 
заметить , что поляризационный фильтр (XIII . 1 4) представляет собой 
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результат последовательного применения (2 Х N)-мерного фильтра с мат­
рицей спектральных харю{теристик L,j ( w) и (N Х 1)-мерного вектор­
ного фильтра со скалярными характеристиками К, ( w) .  

Надо отметить, что последовательное применение всех фильтров , 
входящих в формулу (XII I . 14) ,  требует 4N одномерных фильтраций. 
Эквивалентный фильтр (XII I . 1 5) заключается всего в двух одномерных 
фильтрациях . Выигрыш получается за счет того , что большой объем 
вычислений переносится на подготовительный этап, на котором отыски­
ваются характеристики фильтра Н в соответствии с формулой (XII I . 16) .  
Выигрыш особенно велю{ , когда поляризационный фильтр применяется 
к большому числу сейсмограмм. 

Перейдем к расчету фильтров L, j. Прежде всего заметим, что в соот­
ветствии с формулой (XII I . 9) знак сдвига л/2w" строго говоря,  зависит 
от того , KaJ{oe из неравенств - w, > w 0 или w, < w 0 - имеет место. 
Однако при наблюдениях на поверхности z = О и вблизи нее это обстоя­
тельство несущественно , так как w 0 -+ оо при z -+ О. Таким образом, 
всегда можно считать , что z-я составляющая релеевской волны отстает 
ОТ Х-Й . 

Двухканальные фильтры из § 50 могут быть применены , если сдвиг 
л/2w, является кратным интервалу дискретизации Л t  сейсмограмм. 
Наиболее простые фильтры получаются в том случае , когда временной 
сдвиг подавляемого сигнала между трассами равен интервалу дискрети­
зации, т. е .  при л/2w, = Л t. Понятно , что этого добиться практически 
невозможно .  Простой выход заключается в том, чтобы, рассчитав спек­
тральные характеристики L, j ( w) для шага л/2w" во временную область 
вернуться с шагом Лt .  Это означает , что спектральные характеристики 
L, j ( w) ищутся в виде 

м 
L,j (w) = � l�> ехр (- iwkn/2w�) , 

k�o 

а импульсные характеристики вычисляются по формуле 

п / Л t  
l�j) = :� s L,j (w) ехр (iwv Лt) dw. 

-п /Лt  

В этом случае значения z�> (но не Z!/>) от ,. не зависят. 

(XIIl . 1 7) 

Прежде чем применить методику расчета двух1{анальных фильтров 
из § 50 , заметим, что система уравнений (XI .33) , определяющая знаЧение 
l\tJ , справедлива ,  если и выделяемый ,  и подавляемый сигналы на обеих 
трассах имеют одинаковые амплитуды. В данном случае это не так. В соот­
ветствии с формулами (XII l .6) и (XIII .8) при z = О вертю{альная соста­
вляющая релеевской волны в 1 ,46 раз больше, ню-кели горизонтальная. 
Отношение амплитуд горизонтальной и вертикальной составляющих 
линейно-поляризованной волны , направление смещений которой опреде-

->- ->- ->- ->-
ляется вектором х = axix + ay ty + aziz , равно 11 = axfaz . 
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Таким образом, основные условия (XI .24) , (XI . 25) , которые мы рас­
сматриваем здесь для р = 1 ,  должны быть заменены следующими: 

11L1 ((J)) + L2 ((J)) = А; 
L1 ((J)) + 1 ,46L2 ((J)) ехр (-i(J) Лt) � О. 

Рассуждая дальше таким же образом, как и в § 50, выведем вместо 
(XI .33) новую систему уравнений для l}1) :  

z�1) = ho; 
z<Г - 1 ,4611n1) + 1 ,46А = h1; 
Z!,1_> - 1 ,4611Щ?1 = hk, 1 <:i k � М; 

- 1 , 46'1']l\& = hмн, (XIII. 1 8) 
где h0 , • • •  , hм+1 - распределение чувствительности стандартной груп­
пы с заданной полосой гашения. 

Если в качестве стандартной выбрать группу с треугольным распре­
делением чувствительности (XI .35) , то, полагая в (XI .34) Л t  = л/2(J)п 
(J)'  = (J)r - Л(J)/2 и (J) " = (J)r + Л(J)/2 , найдем условие для М: 

М ::> 8Wr 1 � ffiг -Лw/2 - · 

Так как обычно л(J) « (J)п ТО достаточно взять м = 7 .  Подставим 
теперь в правую часть ( X I I I . 18) треугольное распределение чувствитель­
ности (XI .35) при М = 7. ОI{QНЧательная система уравнений для zj1> TaI{OBa :  

z�1) = 1 ;  z�1> - 1 ,4611 l�1) + 1 ,46А = 2; 
z�1> - 1 ,4611 z�1) = 3; 
l�1) - 1 ,46'1']l�1) = 4; 
z�o - 1 ,46'1']l�1> = 5; 
Zt1> - 1 ,46'1']Z�1) = 4; 
l�1> - 1 ,46'1'Jlt11 = 3; 
z�o - 1 ,  46'1'] z�o = 2; 

-1 ,4611l�1> = 1 .  
Значения l} 2) определяются равенствами 

z�21 = А - 11z�1) ; Zii2) = -11Zi.1) .  
Определив спектральную характеристику Kr ( (J)) равной единице 

при (J)r - Л(J)/2 � 1 (J) 1 � (J)r + Л(J)/2 и нулю при других значениях (J) , 
получим, что каждое слагаемое в формуле ( X I I I . 16) равно 
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Однако v-тый отсчет импульсной характеристики цифрового фильтра 
Hj определяется формулой 

n / Л I  
. Лt s h�1> = zп Hj (со) ехр (icuv Лt) dcu. 

-n/ Л I  

Меняя знаки суммирования по  k и интегрирования , найдем после 
:вьшолнения интегрирования: 

М N 
hU> = � ""'  zU> ""' sin Лw/2 (kл/2wг -v Лt) cos сог (kл/2со, -- v Лt) . ' · л � k. � kл/2wг-V Лt 

k.=O r = I  

Линейный поляризационный фильтр определен полностью. Раз­
умеется, способ выбора спектральных характеристик Кг (со) и Lг j (со )  
не  является единственным, поэтому могут быть предложены и другие 
модификации фильтров этого типа . 

§ 57. Трехкомпонентный поляризационный фильтр винеровс1юго типа 

Рассмотрим задачу выделения линейной:- поляризованной волны 
->- ->-и ( t)x на фоне волны uR ( t) с эллиптической поляризацией в терминах 

теории фильтров Винера .  Функция и ( t) будет считаться реализацией 
.стационарного случайного процесса ,  имеющего энергетический спектр 
U (со) . Относительно волны Релея будем предполагать , что направление 
·ее распространения составляет угол а с осью х, поэтому 

u<xR.) (t) = иkR) (t) cos а, u�R) (t) = иw> (t) sin а. 

Для того чтобы получить решение при помощи фильтра винеров­
·ского типа ,  компоненты иW> ( t) и иfщ ( t) также должны считаться реализа­
циями стационарных случайных процессов . Обозначим NR (со) энергети­
чесI{ИЙ спектр горизонтальной компоненты и попытаемся найти энергети­
чесний спеr{тр процесса u/R) ( t) , а также взаимный энергетический спектр 
процессов u�f> ( t) и uiR> ( t) , предполагая, что наблюдения осуществляются 
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на дневной поверхности. С этой целью построим спектральные разложе­
ния типа (VI I .8) для вертикальной и горизонтальной компонент : 

со 
1 j' и}f) (t) = ,,r - exp (iwt) H (dw) 

r 2л - со  
и 

со 

и�IО (t) = ;Zn � ехр (iwt) Z (dw) . 
- со  

В соответствии с (XI I I .6) и (XI I I .8) при z = О комплексная ампли­
туда Z (dw) связана с Н (dw) равенством 

Z (dw) = - ipH (dw) sign (w), р = 1 ,46. 
В соответствии с определением энергетического 

имеем 
. 1 Z (dш) 12 N, (w) = 11m = p2Nн (w) . 

dro+o 2л dш 

спектра (VI I .  9) 

( XI II . 20). 

Взаимный энергетичес1<ий спектр N нz горизонтальной и вертикаль­
ной компонент определяется следующим образом: 

Н (dш) Z':' (dw) 
Nн, (cu) = lim 2 а = iPNн (w) sign w . 

du>->-0 л ш (XIII .21 )· 

Принципиальным отличием винеровских фильтров является возмож­
ность учитывать различного рода помехи в раl\шах одной задачи. Будем 
считать, что , кроме волны Релея , на всех трех компонентах регистри-

+ 
руется случайная помеха s ( t) = [ Sx ( t) , Sy ( t) , Sz ( t) ] с независимыми 
составляющими . Предполагая , что составляющие Sx ( t) , Sy ( t) и s2 ( t) 
отличаются только интенсивностями , их энергетические спектры обоз�а­
чим G�Ns (w ) ,  G�Ns (w) и G�N6 (w) соответственно .  

Тю<иы образом, задача, которую мы хотим решить, заключается 
в построении наилучшей среднеквадратической оценки случайного про­
цесса и ( t) по трехмерному векторному процессу: 

---?- ->- -r -� 
v (t) = и  (t) х + ин (t) + s (t) . (XI I I .22) 

В соответствии с результатами § 54 решение дается векторным фильт­
ро11I , скалярные характеристики которого Lx ( w) , Ly ( w) и L, ( w) явля­
ются решением системы (XII .32) . Матрица этой системы совпадает с мат-
рицей взаимных энергетических спектров процесса -; ( t) .  

Предполагая, что процессы и ( t) , ин ( t) и s ( t) между собой незави­
симы и :используя (ХП. 17-18) , получим выражение элементов матрицы 
системы 

N х (w) = а�И (w) + cos2 aN н (w) + G�Ns (w) (XIII .23}, 
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:аналогично Ny (w) (с заменой cos а на sin а и т. д . ) ;  

N2 (w) = a�U (w) + p2NR (w) + a�N� (w); 

Nxz (w) = N;x (w) = ахаР (w) + i cos apNR (w) sign w 

:аналогично Ny 2 (w) и ,  наконец, 

Nxy (w) = N;x (w) = ахауИ (w) + sin a cos aNR (w). 

(XIII. 24) 

(XIII .25) 

(XIII . 26) 

Правые части равны взаимным энергетическим спектрр.м процесса 
и ( t) с процессами Vx ( t) ,  v2 ( t) и vy ( t) :  

и аналогично Nuv (w) .  у 

(XIII .27) 

Решение полученной системы в явном виде выписывать не будем. 
Если какие-нибудь из параметров ах , а2 и ау неизвестны, то,  придавая 
им различные значения, получим (3 Х т)-мерный фильтр , решающий 

+ 
.задачу выделения волны и ( t) x  одновременно с оценкой направления 
ее прихода. 

Более подробно рассмотрев структуру решения для случая, когда 
-смещение линейно-поляризованной волны происходит в плоскости xOz , 
и волна Релея распространяется в направлении х : ау = О ,  а = О .  Ясно , 
что в этой ситуации оценку для и ( t) можно получить по двум компонен­
там - vx ( t) и v2 ( t) . Матрица системы уравнений, определяющей двух­
·компонентный винеровский фильтр [Lx ( w) , L2 ( w) ]  вычисляется по фор­
мулам (XIII .23)-(XIII .25) , а правая часть - по формулам (XI I I .27 ) .  

и 

где 

Решим полученную систему по правилу Крамера:  

D (w) = 1 + c3r (w) К0 (w) + c4r (w) + с5К0 (w) , 
r (w) = NR (w)/Nr; (w) , К0 (w) = И (w)/N� (w) , 

(ХIП.28) 

(XIII .29) 

Полученный фильтр является довольно сложным. Покажем, что н а  
его основе можно построить более простой фильтр , обладающий желаемыми 
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свойствами. С этой целью рассl\lотрим действие двухканального фильтра 
(Mx i М2) ,  где 

Мх (ffi) = р (ахр + ia2 sign ffi) Р (ffi); (XII I . 30} 

М2 (ffi) = (а2 - ipax sign ffi) Р (ffi) , (XIII .31)· 

Р (ffi) - произвольная функция; Qx и а2 - произвольные константы ,  
на  релеевскую волну 

у (t) = Мх [и�щ (t)] + М2 [ и1RJ (t) ] .  (XI I I .32)· 

В соответствии с формулами (XIII .5)-(XIII .8) спектр u�R) ( t) при 
z = О  равен i ffiS (ffi) , а спектр компоненты u�RJ ( t) равен P I  ffi 1 S ( ffi) . 
Отсюда , выразив равенство (XIII .32) в спектральной форме , получии 

Sy (ffi) = Р (ffi) S (со) [р (ахр+ ia2 sign ffi) iffi + р (a2- ipax sign ffi) 1 (!) J J - 0. 

Итак , фильтр (Мх , М2) уничтожает волну Релея независимо от ее 
спектра S ( (!)) и при любых значениях Р (со) , ах и а2 • Это значит , что 
можно ограничиться применением только такого фильтра .  Легко пока­
зать , что Р ( ffi) в этом случае следует приравнять спектральной характе­
ристике винеровского фильтра ,  выделяющего полезный сигнал на фоне 
помехи s ( t) . 

Г л  а в а XIV 

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ ФИЛЬТРАЦИИ 

§ 58 . Линейные преобразования, стационарные 
по пространственны111 пере111енны111 

Существенным свойством линейных систем и линейных преобразо­
ваний является стационарность, или инвариантность , относительно начала 
отсчета времени. Именно это свойство в конечном счете определяет эффек­
тивность спектральных методов , поскольку комплексные гармоники 
являются собственными функциями линейных операторов стационарного 
типа.  

Существует широкий класс многоканальных преобразований сейсми­
ческих полей, в которых аналогичное свойство инвариантности имеет 
место для пространственной переменной. Например , (п Х п)-мерный 
фильтр (ХП .41 ) , предназначенный для сглаживания сейс11Iограммы, 
содержащей флуктуирующий сигнал и аддитивную помеху, стационарен 
относительно номера точки приема , так как замена входной сейсмограммы 
xk ( t) (k = 1 ,  . . . , п) на xk+ I ( t) (k = 1 ,  . . .  , п) изменяет выходной 
сигнал Ys ( t) на Ys+ i  (0 .  Дальше увиди!II , что подобные :многоканальные· 
фильтры обладают рядом за11Iечательных свойств , существенно упроща­
ющих их анализ.  Однако приведенный пример показывает , что во всех 
тех случаях , когда х-представления сигнала и помехи обнаруживают· 
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·свойства стационарности , поиСI{ оптимального фильтра можно вести , 
сразу ограничив себя классом подобного рода многоканальных систем. 

Дадим общее определение. Пусть uk ( t) - сейсмическая трасса ,  
зарегистрированная в k-той точке линии наблюдения : uk ( t) = и ( t, k Лх) 
и пусть v ( t, k Лх) имеет смысл преобразованного поля в этой точке . 
'Тогда линейная система ,  преобразующая бесконечную последователь­
ность функций и ( t ,  k Лх) , k = О , ± 1 ,  . . .  в последовательность v ( t , 
k Лх) , k = О, ± 1 ,  . . . , называется стационарной по пространственной 
переменной , если 

00 
v (t , k Лх) = � Lk-i [и ( t ,  j Лх)] .  

j=-00 
( X IV.1)  

П р  и м  е р  r .  Простейший пример линейного преобразования типа (XIV . 1 )  
бесконечный двухсторонний смеситель с коэффициентом смещения q = рлх: 

00 
v (t ,  !с Лх) = � pl k-j 1 Лх и (t, j Лх) , 

i=-oo 
вывод которого был дан Г .  А .  Гамбурцевым еще в 30-х годах. 

П р  и м  е р  I I .  Рассмотрим следующее линейное преобразование: 

m 

v (t , k Лх) = � и ( t ,  (k -j )  Лх) . 
i=-m 

( X IV.2) 

( XIV.3)  

При каждом k функция v ( t, kЛх) равна сигналу на выходе однородной группы, 
.содержащей 2т + 1 приеьmиков . Линейная система (XIV.3) осуществляет как бы 
{:Кользящее группирование приемников. 

Более общая формула линейных систем этого типа -

k+m 
v (t ,  k Лх) = � lk-ju (t , j Лx) . 

i=k-m 
( XIV .4) 

В ней последовательность U-k} выражает распределение чувствительности 
«скользящей» группы. 

Вернемся к общему случаю .  Пусть l ( t ,  k Лх) - импульсная характе­
ристика одномерного фильтра Lk. Тогда формулу (XIV . 1 ) можно пере­
писать : 

00 00 

v (t ,  k Лх) = . �  J l [ t - 't, (k - j) Лx] и ('t, j Лx) d't. 
] =- 00  - 00  

(XIV.5) 

Эта формула подсказывает определение непрерывного линейного пре­
<>бразования, являющегося стационарным и по t, и по пространственной 
I{оординате х: 

00 00 

v (t , х) = J J l (t - 't, х - х') и ('t, x") d't dx' . 
-со - оо  

(XIV.6) 

Формулы типа (XIV.5) и (XIV.6) будем объединять термином про­
странственно-временной фильтрации. Таrшм образом, пространственно·· 
временные фильтры, KaI{ и обычные , могут быть и непрерывными, и дис-
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кретньши по одной или по обеим переменным t и х одновременно. Функция; 
l ( t ,  х) в последней формуле выражает импульсную характеристику про­
странственно-временного фильтра и, KaI{ нетрудно показать, является 
откликом на воздействие вида б (х, t) = б (х) б ( t) .  Действительно ,  под­
ставив и ( t ,  х) = б ( t ,  х) в (XIV.6) и выполнив ;интегрирование сначала 
по одной переменной , а затем по другой , найдем, что v ( t , х) совпадает 

I 

Рис. 38 
то 

с l ( t ,  х) . Аналогично l ( t ,  k Лх) в фор­
муле (XIV.5) представляет собой отклик 
на сигнал бkб ( t) .  

Импульсная характеристика смеси­
теля в примере I равна 

l (t , k Лx) = p\ k J Лxб (t). (XIV. 7) 
Скользящая интерференционная си­

стема (XIV.4) имеет импульсную харю{-
те рис тику 

(XIV.8) 
Если суммирование осуществляется 

с временными задержками по годографу 
плоской волны 

v (t , k Лt) = "2. lk-iu [ t - (k - j) Лх/с, .j ЛхJ, 
j 

l (t ,  k Лt) = lkб ( t - k Лx/c). (XIV.9); 
Пространственно-временную фильтрацию можно определить и в тех 

случаях , когда приемники не расположены на одной линии. Обозначим -+ 
символом 1·k - радиус-вектор точки, в которой расположен k-тый при-
емник. Множество всех точек приема обозначим символом Рд. Прежде чем 
ввести инвариантность относительно сдвига по пространственным пере­
менным, необходимо договориться о том, что понимать под сдвигом век-
тора ;,; . То, что этот вопрос не тривиален и не всегда может быть решен , 
вытекает из следующего рассуждения. Всякий пространственный сдвиг 

+ ->- ->-
заключается в переходе от вектора rk к вектору гk + Лг0 •  Но такой сдвиг 
имеет смысл только в том случае ,  когда при всех k Т.k + Лг Е Рд. Для про-+ 
извольпого множества Рд таr{ие сдвиги Лг, вообще говоря, могут не суще-
ствовать. 

Пусть РЛ образует периодическую решетку. Это значит, что 1шждый 
->-

вектор r Е РЛ представим в виде 

->- + ->-

+ ->- ->- -)-
г = lа + ть + пс, ( XIV. 10) 

где а ,  Ь и с - система линейно-зависимых векторов l ,  т ,  п - любые 
целые числа. Тогда при любых целых Л, µ и v сдвиг 
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-:>- ->- -:>- -:>- ->-
дает вектор r + Лr = ( l + Л) а + (т + µ) Ь + (п + v )c ,  .который также 
принадлежит решетке R. 

Примером одномерной периодической решетки является дискретное 
" " 

множество точек k Лх (в этом случае а = Лх i ,  Ь = О и с = О) .  На рис. 38 
даны примеры двухмерных решетоrс прямоугольной (/) 

и .косоугольной (/ 1) 
;= лхi, 

+ + 
Ь = Луj, 

� = лхi, ь = с Лхi + луj. 
Линейное преобразование 

+ 
rk, ri E !ll, 

(XIV. 12) 

(XIV. 13) 

(XIV. 1 4) 

будем называть пространственно-временным Фi!;льтром на периодической 
->-

решетке fll, . Чтобы по.казать стационарность относительно сдвига л" вида .... 
(XIV. 1 1 ) ,  заменим в (XIV.14) входную последовательность {и ( t ,  l"k)} 
на {и ( t, ; + л;)} , рассматривая , таким образом, следующую сумму: 

+ + 

(XIV. 1 5) 

Пос.коль.ку вектор "i + л" принадлежит fll, , то он может быть обозна-
_.. 

чен символом 7"5 , где индекс s взаимооднозначно зависит от j ;  s = s (j) . 
Следовательно ,  выражение (XIV.15) можно переписать следующи!lf об­
разо!lf: 

со со 

.� J l [ t - ,;, ;k _-;sm +Л;.J u ['t, ;smJ d,;. 
1� - со - со  

Вследствие взаимооднозначной зависимости s от j суммирование по  j 
можно заменить суммированием по s, а та.к .ка.к сумма не зависит от обоз­
начения индекса суммирования , то, сопоставляя последнее выражение 
с (XIV. 14) ,  получим, что последнее выражение дает v ( t , ; + л-;.) . Стацио-

_,.. 
нарность относительно сдвигов Лт· до.казана. 

Ясно,  что любая реальная приемная систе!lfа основана на  непериоди­
ческих решетках , хотя бы из-за .конечного числа приемников. С подоб­
ным ограничением, по существу, мы уже имели дело при исследовании 
одномерных линейных фильтров , та.к .ка.к они рассматривались на всей 
бес.конечной оси ,  хотя все реальные наблюдения осуществляются в .конеч­
ные отрезки времени. Теория о.казалась праr{тичес.ки приемлемой потому, 
что время наблюдения, .ка.к правило , значительно больше эффеr{тивной 
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длительности собственных процессов применяемых фильтров. Теория 
пространственно-временных фильтраций также будет в той степени f{ОН­
структивна ,  в какой размеры решето�< превосходят характерные размеры 
пространственно-временных импульсных характеристик. 

§ 59. Многомерное преобразование Фурье 
При анализе одномерных фильтров главенствующую роль играл() 

преобразование Фурье по переменной t. Аналогичное значение при изу­
чении пространственно-временных фильтраций имеет многомерное преоб­
разование Фурье. Сначала рассмотрим преобразование по переменным 
t и х.  

Найдем спектр функции и (t ,  х) в каждой точке х линии наблюдения 
со 

Su (ш, х) = J u (t , x) exp (- iшt) dt. (XIV. 1 6) 
- со  

Поскольку при фиксированном ш спектр Su (ш , х) является фующией 
от х, то llюжно применить к Su (ш , х) преобразование Фурье по перемен­
ной х (если, конечно,  выполнены необходимые условия при х --+  ооо .  
Определяя :это преобр�зование , изменим знак показателя в :экспоненте 
(напомним, что в силу симметрии прямого и обратного преобразований 
Фурье , выбор знака - :это вопрос соглашения) : 

со со 

Ви (ш, vx) = J J и (t, х) ехр [- i  (шt - vxx) ] dt dx. 
- со  - со  

(XIV. 1 7) 

Функция Ви (ш , vx) и называется двумерным преобразованием Фурье 
функции и ( t ,  х) . Величина vx выражает пространственную частоту. 

С. А. Нахамкин впервые обратил внимание на связь Ви (ш ,  vx) 
с непрерывной суммограммой РНП: 

со 

и (t ,  v) = J u (t + xfv ,  x) dx, - oo � v � oo, 
-со 

а именно :  преобразование Фурье любой трассы суммоленты и ( t ,  v) ( v = 
= const) , равное 

со J и (t , v) ехр (-iшt) dt, 
-со 

совпадает с сечением двухмерного спектра вдоль прямой vx = ш/v. От­
сюда , в частности, следует, что суммограмма РНП сохраняет всю инфор­
мацию об исходном волновом поле . 

Если I{ Ви ( ш ,  vx) применить обратное преобразование Фурье по пере­
менной vx' (учитывая соглашение о знаке в по1{азателе :экспоненты) , мы 
восстановим функцию Su (ш ,  х) . Применяя далее преобразование по ш > 
найдем исходное поле и ( t ,  х) : 

со 

и (t, х) = 1 /(2л)2 S J  В11 (ш, vx) exp [ i (ш t - vxт) ] dvx dш. (XIV. 1 8}· 
-со 
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Формулы (XIV.17) и (XIV. 18) представляют собой пару прямого и 
обратного преобразований Фурье .  

Отметим следующее свойство полученного преобразования. Заменяя 
в формуле (XIV. 1 7) ш на -ш и vx на -vx,  получим 

(XIV. 1 9) 
Согласно формуле (XIV.18) двумерное преобразование Фурье раз­

лагает волновое поле И ( t ,  х) в бесконечную систему плоских монохрома­
тичесrшх волн В ехр [ iш  ( t  - хvх/ш) ] ,  каждая из которых распростра­
няется в направлении х со скоростью шfvx . Длина волны каждой монохро­
матической составляющей равна 2л/vх, откуда И следует смысл простран­
ственной частоты: она показывает , сколько периодов соответствующей 
монохроматической составляющей укладывается на расстоянии х = 2л . 

П р  и м  е р  I. Рассмотрим плоскую волну 
и (t - x/v) .  Подставив в форJ\fулу (XJV.17) и =  
= и ( t - x/v) и интегрируя по i:, после замены 
переJ\fенных i: = t - х/ v найдем 

<XJ 
B" (w, vx) =Su (w) J exp [ - i (w/v- v_J x) dx, 

- <XJ  
_ (XIV.20) 

где S 11 ( оо) - спентр сигнала и ( t) . 
Примениы выражение ( I .29) 
B" (w, vx) = 2лS11 (oo) o (vx-oo/v) . (XIV .21) 

Рис. 39 Из полученной формулы следует, что 
спектр плоской волны сосредоточен на линии 
Vx = w/v, вне которой он обращается в нуль . 
Все монохроматические составляющие плоской волны и (t - x/v) ра�пространящтся 
с одной и той же скоростью v .  

Если и ( t, х) состоит из суымы плоских волн с различными кажущимися сноро­
стями 

п 
и (t , х) =� щ (t -- x/vk) , 

k=1 
то  в силу линейности преобразования Фурье 

п 
в" (оо, vх) = 2Л � Sk (оо) о (\'x- w/vk) · 

k= 1 
(X IV . 22) 

CneI{TP интерференционной волны оказался сосредоточенным на прямых линиях 
Vx = wi vk (k = 1 ,  2, . . .  , п) (рис.  39) . Цолученную особенность двуJ\fерного интер­
ференционного спектра естественно использовать для анализа интерференции несколь­
IШХ плосних волн . Из равенства (XIV.22) следует, что, вычисляя двумерный спеI{ТР 
в любой I{онечной полосе частот ( оо' ,  оо ") и отыснивая линии, на ноторых он сосредо­
точен, :мы должны получить идеальное разрешение любого числа волн с I{aI{ угодно 
блиЗI{ИМИ нажущимися СJ{оростями распространения - фаI{Т, ноторый с физичесJ{ОЙ 
точни зрения не имеет смысла. В чем же здесь дело? 

Два обстояте_льства ограничивают разрешающую способность любого метода, 
в том числе и спектрального: 1) наличие случайных помех и 2) нонечные интервалы 
наблюдений (по t и по х) . РассJ\fотрим подробно второе обстоятельство, причем для про­
стоты будем считать, что время наблюдения является бес1,онечньш, а интервал наблю-
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дений - от -l/2 до l/2 . Легко увидеть, что в таком случае интеграл в равенстве (XIV .20) 
фаr,тически будет вычисляться в I{Онечных пределах от -l/2 до l/2 . 

Полученный интеграл легко берется 

в ( l ) = S ( ) · sin [ l (ro/v-vx)/2] 
и ro, 'Vx, и ro (ro/v-vx)/2 (X IV.23) 

Теперь прямая 'Vx = ro/v является линией главного максимума спектра Ви (ro, 
'Vx, l) . О бласть МаI{СИмальных значений спектра Ви (ro, 'Vx, l), определяемая неравен­
ством 

ro/v - 2n/l � 'Vx � ro/v + 2n/l, (XIV.24) 
конечна, откуда и получается конечность разрешающей способности спектрального 
метода. Из неравенства (XIV.24) следует условие разрешения двух плоских волн 
и (t - x/ v1) и и (t - x/v2) на фиксированной частоте ro:  

ro/v2 - 2n/l � ro/v1 + 2n/l (v1 > v2 ) .  

Волны полностью разрешены, если они разрешены н а  всех частотах. Предпо­
лагая, что оба спе1{тра S1 (ro) и S2 (ro) р асполагаются в интервале (ro', ro "), условие 
разрешения можно выразить следующим образом: 

l � {4n/ro') v1v2 /(v1 -v2) . 

Это условие совпадает с условием (IX.49), определяющим разрешающую спо ­
собность метода РНП. 

В заrшючение этого примера заметим, что на первый взгляд знание второго 
сомножителя в правой части формулы (XIV.23)· позволяет в принципе разрешать 
волны со сколь угодно близкими кажущимися скоростями распространения. Но именно 
наличие случайных помех не позволяет эту возможность реализовать на самом деле.  

П р  и м  е р  I I .  Рассмотрим двухмерный спектр плоской волны в среде с по­
глощением. Нам нужно вычислить двумерное преобразование Фурье волны, заданной 
формулой ( I I .27), в которой k (ro) = -ro/ vp (ro) + ia (ro) . Если бы поглощение от-
сутствовало (а (ro) = О), то согласно (I I . 27) колебание и ( t, х) состояло бы из совокуп­
ности монохроматических волн вида А exp {iro [ t  - x/vp (ro) ] } ,  от1{уда следует, что 
двумерный спектр был бы сосредоточен на линии 'Vx = ro/vp (ш) . Наличие поглоще­
ния приводит к «рассредоточению» спектра по всей области пространственных и вре­
менных частот. 

Для удобства изменим обозначение переменной интегрирования ( I I .27), записав 
этот интеграл так: 

00 
и (t , х) = (1 /2п) 5 S (Л.) exp· { - i [ Л.t - k (Л.) x} dЛ. .  

- оо  

Подставим его в (XIV.17), осуществим вначале интегрирование п о  t, исполь­
зовав равенство (I .29) .  Будем иметь 

Ви (ro , 'Vx) = _[ S ( Л.) (_[ ехр { - i  [k (Л.) - vх] х} dx) 6 (rо - Л. )  dЛ.. 

Внутренний интеграл берется легко. После этого остается учесть свойство 
6-функции. Окончательно 

(X IV .25) 

Двумерный амплитудный спектр 

Видно, что максимальные значения спе1,тра сосредоточены на линии Vx = 
ro/ vp (ro) . 
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В связи с полученными формулаыи следует еще раз остановиться на понятии 
дисперсии скорости. Нельзя считать, что в среде с поглощениеы каждая гармоника 
имеет свою строго определенную скорость распространения vp (w), ибо двумерный 
спектр «раз.мазан» и в неы существуют гармоники одной и той же частоты, распростра­
няющиеся с различными скоростяьm. Но если среди всех гармоник, имеющих одну 
и ту же частоту w, выбрать ту, которая иыеет .максимальную аыплитуду, то ее ско­
рость распространения близка к vp (w) . 

П р  и ы е р  I I I .  Рассмотрим спектр волны и ( t  - t0 - ах2) на конечной базе 
(-l/2, l/2 ) .  

Имеем 
(Х) 1 / 2  

Bu (W, Vx, l ) = J J u (t - to - ax2) exp [ i (wt -xvx) ] dt dx = - (Х) -1 / 2  
• 1 / 2  

= Su (w) exp ( - iwt0) J exp [ - i (wax2 -xvx)J dx .  
-1 / 2  

Дополняя в показателе экспоненты д о  полного квадрата и полагая и =  х Yaw -
- Vx/2 VauJ, получим 

u, 
Bu (w, vx ;  l ) = Su (w) exp ( - iwt0) J exp (iu2) du , 

где и1 = l/2Y aw + vx/2Yaw и и2 = l/2Y aw - vxf2Yaw .  Этот интеграл вычис­
ляется так же, как и (IX . 64), при поыощи интегралов Френеля: 

Ви (w, Vx, l) = У  л/2 [Su (w) ехр ( - iwto)/ Y  асо] [С (и1 ) + 
+ с  (u2 ) + iS (u1) + iS (и2) ] .  

Максимальные значения �вумерного спектра волны с параболическим годографом 
сосредоточены в окрестности линий Vx = ± awl, где al представляют собой кажущу­
юся скорость n точке Z/2 . 

Двумерное преобразование Фурье легко обобщается на случай боль-_,_ 
того числа переменных . Обозначим v - вектор с I{О11шонентами vx , vy 
и v2 • Тогда четырехмерный спектр волнового поля и ( t ,  � равен 

(Х) (Х) 

Вu (ш, ;) =  J J u (t , ;) exp {- i [шt - (;, ;)] }  dt i;, 
-оо - 00  + + 

(XIV. 26) 

где скалярное произведение ( v, 1·) определяется обычным образом как 
+ vxx + vyy + v2z. В этой формуле дифференциал dг суть dxdydz и соот-

ветствующий интеграл является трехкратныJ1I. 
+ 

По спектру В и ( ш , v) волновое поле восстанавливается при поJ1Iощи 
обратного преобразования 

(Х) (Х) 

и (t, �) = 1 /(2л)4 J J Ви (ш, ;) ехр {i [шt - (;, �]} dш d;. (XIV.27) 
- 00 - 00  

Каждая гармоническая составляющая в (XIV.27) представляет собой 
плоскую монохроматическую волну, распространяющуюся в направлении 
вектора v со скоростью 

/v 2 + 2 . 2 V = (f) Vx Vy + Vz· (XIV.28) 
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Таким образом,  четырехмерное преобразование Фурье определяет 
разложение волнового поля в бесконечную сумму плосrшх монохромати­
ческих волн , имеющих различные частоты, скорости и направление рас-

-+ 
пространения. При этом значение Ви (ш ,  v) пропорционально амплитуде 
каждой такой волны. 

+ 
Величину k = V v� + v� + v� называют волновым числом, а v = 

= (vx, Vy, vz) ·- волновым вектором. 

П р  и м  е р  IV. Пусть и = и ( t - (х""""; тТ/ v) . Подставив это выражение в (XIV.26) 
и интегрируя по ,; = t - (;;_, i};v, получим после простых преобразований 

-+ 00 
Вц (w, v) = Su (w) J ехр [ - i  (wxx/v -vx) х] dx Х 

- оо  

00 00 

Х J exp [ - i (wxy/v -vy) y] dy J exp [ - i (wx2/v-v2) z ] dz = 

+ 
Это означает, что спектр полностью сосредоточен на множестве точек v = ( w/ v) х, 

представляющем: собой прямую линию в четырехмерном пространстве (w, Vx, Vy, v2) . 
Найдем геометрическое :место точек, в которых сосредоточен спектр плоских 

волн, регистрируемых в плосr<ости z = О и имеющих r<ажущуюся скорость v при произ­
вольной ориентации направления распространения. Каждая такая волна имеет спеr<тр, 
сосредоточенный на линии 

Vx =  (xx/v) w, Vy = (ху/и) w, (XIV.29) 

где Хх и ху - произвольные величины, удовлетворяющие единственному условию 
х; + xi = 1 .  Возведя левые и правые части в формуле (XIV.29) в квадрат, получим 
уравнение 

которое определяет конус, полученный вращением вокруг оси w прямой, исходящей 
из начала координат под углом: arctg 1/ v к плоскости (vx, vy) · 

П р и м: е р V .  Найдеы преобразование Фурье по переменным t, х и z для вер� 
тикальной ко:r.шоненты волны Релея, выражаемой формулой (VII I .9) .  Изменим обо­
значение переменной интегрирования в (VII I .7) и подставим: это выражение в формулу 

(XVI . 26) при ;; = .r.i +' z{ И (v-: ;:)  = xVx + zv2: 
со 00 00 00 

Bu (w, vx, Vz) = (Ь /2л) S S S S S (Л) L2 Щ ехр х 
о -оо -оо -оо 

X {i [л (t- c: ) - (wt -xvx-ZVz)} dЛ dt dx dz 

(нижний предел интегрирования по z равен нулю, так I<ак волна Релея определена 
толы<о при z ;=:: О) . Интегрирование по t осуществляется на основе формулы ( I .29) .  

Используя далее основное свойство б-функции, получим: 

00 00 

Вц (w, Vx, Vz) = ЬS (w) S ехр [ ix (vx - с: )] dx 5 L2 (w) ехр ( izv2) dz .  
- со  - оо  
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Первый интеграл опять вычисляется при помощи формулы (I .29) , а второй -­
:элементарно после подстановюr выражения (XIII  .8) . Окончательно 

Ви (w , Vx. Vz) = -- 2лЬсR 1 W 1  S (w ) б�(vх -- с: ) [ 0,848 �::�� iVzCR 
-

0,393 j � j -- iVzCR ] • 
В соответствии с полученной формулой трехмерный спектр волны Релея сосре­

доточен в плоскости Vx = w/сн · Аналогично определяется трехмерный спектр гори-
зонтальной компоненты. 

П р и м е р VI .  Ф у р ь е - а н а л и з  Д-п р е о б р а з о в а н и я . Рассмот­
рш1 интеграл Релея -- Зоммерфельда (I X .71)  для и (М) = Uz (w, х, у) и и (М0) = 
= и0 (w, х0, у0) в дальней зоне: 

z ))  max (хо, Уо, х, у) .  
Мо Е :1: ,,  M E L  

" "  
Ыожно принять cos (п, 1·) � 1 и (в знаменателе подынтегрального выражения) 

г = z. Так иак волновое число k = w/vp может быть большим, то в показателе эис­
ионенты 

г = 1fz2 + (x--xo)2 + (Y--Yo)? = z  [1 + ; ( х-:хо ) 2 + ; ( у --/о ) 2] , 
откуда 

со 
i exp ( -- ikz ) r 5 { ik ? · }  

ио (W, хо, Уо) =  'Az .) Uz (w, x, y) exp -2z [(x--xo)"+ (v--voH dx dy. 
- со  

Полученное выражение называют дифракцией Френеля. Пусть изучаемый объеит 
z; располагается на таиой большой глубине z = li, что 

li )) � шах ( х2 + у2 ) . 
Ир M E L  

Тогда, пренебрегая в показателе эиспоненты слагаеыыми, содержащими х2 
и у2, получим приближение Фраунгофера: 

где 

со 
iPh Г (' 2лi (х0х+у0у) ио (w хо, Уо) = � J J uh (w, х, у) ехр 'Ali dx dy, 

- со  

Р1, = ехр ( -- ikh) ехр ( -- ik х��Уб ) . 

(XIV.30) 

Сравнив (XIV.30) с (XIV.26) . делаем заилючение, что с точностью до множителя, 
зависящего толы�о .от глубины h и иоординат точеи наблюдения, поле и0 (w, х0, !f. ) 
приближенно представляет собой двуыерное преобразование Фурье поля щ, (w, х, у) 
по переменньш х и у с пространственными частотами• Vx = 2nx0/'Ah и Vy = 2ny0/'Ali. 
Это обстоятельство позволяет легио оценить влияние ограниченности и дисиретности 
области наблюденин z; 0  на точность восстановления объеита z; .  Ясно, что ограничение 
размера z; 0  эквивалентно обрезанию выс01шх частот. По теореме Котельнииова поле 
щ, (w, х, у) можно построить с детальностью бх, если его спеитр изучается в области 
-v0 � Vx � v0, --v0 � Vy � v0 , где v0 ;;:=: л/бх . Из определения пространственных 

1 Пределы интегрированин заменены на бесконечные, так каr' по условиям Кирх­
гофа вне � Uz = О .  
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частот следует, что граничная: частота связана с линейны�ш размерами L прямоуголь-
ной области 2:0 равенством v0 лL/'Лli, откуда получаем условие 

L � 'Лh/бх. 
Практически это неравенство выражает условие для: базы суммирования:, если 

источниr< совпадает с проекцией центра горизонтальной неоднородности 2: на пло­
скость z = О. Для: бесконечной горизонтальной неоднородности эти размеры следует 
применять I< источнику, являющемуся: проекцией на плоскость z = О точки М (х, 
у,  z) , для: которой определяется: значение А2: (М) . Если источник расположен в точке 
( х - d, у, О), то в соответствии с рис . 40 суммироваться: должны наблюдения: в квад­
рате со стороной L и центром в точr<е (х + d, у, О) . Все эти рассуждения: относятся: 
к горизонтальной границе 2: .  Если эта граница наклонена под углом ер к оси х, то­
положение услолшя:ется:. 'Учитывая:, что интеграл (XIV.30) описывает поле в окрест­
ности луча, отвечающего зеркальному отражению, получим, чтобы область суымиро­
вания: для источника с координатами (х, у, О) имеет центр в точке (х + z tg q:>, у, О) 
рис . 41) .  Если угол ер заранее не известен, приходится: суммировать на больших базах, 
что увеличивает влияние помех. 

х 

M l x , y , z ) 
Рпс. 40 Рис. 41 

Если размер горизонтальной неоднородности L: равен l, то для: получения: функ­
ции Ufz (w, х, у) в области -l/2 � х � l/2, -l/2 � у � l/2 ее спеr<тр должен изучаться: 
с шагом Лv не меньшим, чем 2л/Z . Отсюда следует условие для шага между прпемнп­
ками: Лх = Лу � 'Лh/l. 

Для многомерных преобразований Фурье выполняется большая 
часть свойств , известных для одномерного преобразования. В частности , 

-+ -+ -+ 
СПеI{ТР «сдвинутого» поля и ( t - 't, r - r 0) равен В и ( w , v) ехр { - i [ шт -

+ ->-
- (v , г0) ] } . Это свойство легко получить непосредственно из формулы . + + 
(XIV.26), в которую нужно подставить и ( t  - т, 1· - 1·0) , а затем осуще-

+ + -� 
ствить замену переменных t ' = t - т и r' = 1· - г0 • 
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Найдем спектр многомерной свертки 
00 00 

v (t , г) = J f l (t - т, -::--Р) и (т, -;") dт i(:' . 
-со - со  

Подставляя это выражение в спектр поля v ( t, ,:) 
00 

Bv (ffi, :;) = J J  v (t , � exp {-i [wt - (:;, ;�]} dt d; 
- оо  

(XIV. 31 ) 



+ -+- -r --r 
и переходя к переменным т, t' = t - т, r ' , а = 1· - r ' , получим 

-+ -r -r 
B0 (ffi ,  v) = L (ffi, v) Bu (ffi" v) ,  (XIV.32) 

-r -r + -r 
где L (ffi, v )  и Bu (ffi, v) - многомерные спектры полей u (t ,  r) и l (t ,  г) , 
в частности 

со 

L (ffi, � = J J  l (t , �) exp { - i [ffit - (:;, ;)]} dt d;. (XIV.33) 
- со  

Tar{ как формула (XIV.31 )  выражает пространственно-временную 
фильтрацию поля и ( t, 1�) , то полученное соотношение (XIV.32) , связы­
вающее спектры преобразуемого и преобразованного полей и явля­
ющееся аналогом соотношения ( I .28) и определяет значение многомерного 
преобразования Фурье прп изучении пространственно-временных филь­
тров . 

§ 60. Спе1>тральные хара�>теристини пространственно-вреl\1енных 
фильтров 

Выше было показано ,  что если поле и ( t ,  х) подвергнуть непрерывной 
пространственно-временной фильтрации, то спектр преобразованного 
поля будет равен произведению спектра исходного поля на спектральную 
характеристину фильтра ,  выражаемую формулой (XIV.33) . Это соот­
ношение показывает, как нужно выбирать спектральную характеристиr'у 
пространственного фильтра ,  если многомерные спектры полезных волн 
и волн-помех сосредоточены в непересекающихся областях пространства 
(ffi , ;) . Импульсная характеристика определяется при помощи обратного 
преобразования типа (XIV.27) . 

Рассмотрим пространственно-временные фильтры, являющиеся дис­
кретньши по пространственным переменным:. Для их описания понадо­
бится ввести спектры , таю1-се дискретные по пространственным: пере­
менны;.1 . 

Пусть задана последовательность функций (и (t , k Лх)}. Обозначим 
щr.мволом: Su (ffi, k Лх) одномерное преобразование Фурье каждого члена 
этой последовательности. Зафиксировав частоту ffi, получим числовую 
посJiедовательность {S" ( ffi, k Лх)} , дис1{ретный спектр которой равен 

B� (ffi, vx) = L Su (ffi, k Лx) exp (ivxk Лx). (XIV.34) 
k�- co 

Полученная фующия и опредеJiяет дискретно-непрерывный спектр 
сово1�упностп фу1пщий {и (t, k Лх)) . При каждом: ffi она является перио­
дической фующией аргумента v_, с периодом 2п/Лх. Формулу обращения 
получить доволыю просто, ecJIИ учесть, что при I{ажцом значении ffi 
величина Su (ffi, k Лх) является Itоэффициентом ряда Фурье (XIV.34) . 
Отсюда 

21* 

со Л /  Лх 
u (t ,  k Лх) = (��)2 S S B� (ffi, vx) exp [ i (cot - vxk Лx)] dffi dvx. 

- со -л/ Лх 
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Преобразование Фурье по х имеет те же свойства ,  что и по t, поэтому 
I{ спе�{тру В� (ш , vx) можно применить формулу ( I I I . 1 1 ) ,  согласно которой 

ЛхВ� (ш, vJ = � Вu (ш, v + 2рл/Лх) . 
Р=-со 

В частности, дискретно-непрерывный спектр плоской волны равен 
00 

В� (ш, vJ = s��w) � б ( vx- � + 2f: ) . 
Р=-СО " 

( XIV.35) 

Спектр оказался сосредоточенным на периодической системе линий 

ш/v + 2рл/Лх, р = О, ± 1 ,  . . . . 
Найдем преобразование Фурье по аргументу t обеих частей равен­

ства (XIV.5) ,  а затем дискретный спектр полученных числовых последова­
тельностей в левой и правой частях. После простых преобразований 
будет найден следующий аналог формулы (XIV.32): 

В� (ш, vx) = L (ш, vх) В� (ш, vJ, 
\ где В� (ш, vx) и L (ш, vx) - дискретно-непрерывные спектры последователь-

ностей {v (t, k Лх)} и {l (t, k Лх)}. В частности, 
со со 

L (ш, vJ = 
k�co J l (t , k Лx) exp [ i (шt - vxk Лx)] dш. 

� - со 
(XIV.36} 

П р  и м  е р  1. Спектральную характеристику бесконечного сыесителя, опреде­
ляемого формулой (XIV.2) ,  найдем, подставив выражение (XIV.7) в формулу (X IV.36) :  

со 
� 1 k 1  дх 1 + q ехр ( - iv Лх) 

L (w, vx) .= � р ,exp (ivx Лx) = i - q exp ( - iv Лx)  • 
R=-CO 

П р  и м  е р  I I .  В соответствии с формулами (XIV.8) и (XIV.36) спектральная 
характеристика сколь3ящей интерференционной системы (XIV .4) равна 

т т 

L (w, vx) = � lk exp ( ivxk Лx) = � lik exp ( - ivxk Лx), (XIV.37 )  
k=-m k=-m 

hk = l-k· 
Мы видя:м , что спектральная характеристика пространственно-вре­

менных фильтров интерференционного типа совпадает с обобщенной хараr{­
теристИI{ОЙ соответствующей интерференционной системы , а простран­
ственная частота - с аргументом v обобщенной характеристики. Основным 
максимумам обобщенной характеристики Н (v) на плоскости (ш , v) отве­
чают периодически повторяющиеся (с периодом 2л/Лх) полосы пропуска­
ния двумерной спектральной характеристики. Эти полосы определяются 
неравенствами 

(XIV. 38) 
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где v' - граничная частота характеристики Н (v) , определяемая усло­
вием ( IX.31 ) .  

Пусть на  вход пространственного фильтра интерференционного типа 
подается плоская волна .  Поскольку двумерный спектр (XIV.35) также 
имеет периодичес1чю структуру (рис. 42) , то действие фильтра можно 
определить, рассматривая только одну линию v = ffi/v спектра волны: 
если некоторая точка этой линии лежит в полосе пропускания фильтра, 
то в полосе пропускания будут лежать точки всех линий ffi/v + 2kл/Лх 
при том же самом значении ffi , Обозначим ffi' vv ' и ffi 11 = (2л/ Лх - v') v. 
Ясно , что пропускаться будут те 
частоты сигнала ,  которые меньше , 
чем ffi' ,  а подавляться будут ча­
стоты в интервале ffi '  � ffi � ffi 11 •  
Таким образом, метод анализа ин-

Рис. 42 

w 

Рис. 43 

терференционных систем, основанный на двумерных спектрах , дает те же 
результаты, что и метод обобщенных характеристик . С точки зрения 
двумерного анализа метод обобщенных характеристик заключается в 
проектировании интервала частот, занимаемого сигналом, на  ось v при 
помощи зависимости v = ffi/v. 

П р  и м  е р  I I I .  Спектральная характеристика скользящей интерференционной 
системы с временными задержками по годографу плос1'оЙ волны определяется в соот­
ветствии с формулами (XIV.9) и (XIV.36): 

m m 

L (w, vx) = � lk ехр [ i (kvx Лx ·- k Лcxw ) J = � hk ехр [ -- ik (  Vx - � )  Лх] . 
h�-m li�-m 

(XIV.39) 

Двумерный спе1'тр опять имеет полос<1атую стру1,туру, но полосы ориентированы 
по направлению прямой Vx = w/c. Ясно, что плоская волна и ( t  - kЛх/с), спектр ко­
торой сосредоточен на этой прямой, воспринимается фильтром без искажения (рис. 43) . 
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Пространственно-временные фильтры на  периодических решетr{аХ , 
определяемые формулой (XIV.14) ,  описываются при помощи соответству­
ющего дискретно-непрерывного преобразования Фурье 

B� (ro, �) = � � � Su (ro, l, т, n) exp [- i (;-, �)], 
l т п 

где 
00 

sll (w, l, т, п) = J и (t, �� ехр ( - iro t) dt, 
-00 .... 

а вектор 1· выражается формулой (XIV.10) .  Покажем, что функция В� (ro ,  
v') является периодической на множестве значений волнового вектора ::;. 

->- ->- ->-
Более точно покажем, что существуют таюrе векторы а, �  и у ,  образующие 
решетку РЛ* , называемую взаимной с fi/l, , что для любых целых f, g и h 

->- ->- ->- ->- + 
B� (ro, v + fa + g� + hy) = B;, (w , v). (XIV.40) 

Выберем векторы ;, t и у
-+ 

из условий 

(;, -;) = О, (�, ;) = 2л, 
->- ->- + + 

(а, Ь) = 2л, ф, Ь) = О, 
(у, ;) = 2л; 
(у, -ъ) = 2л; 

->- ->- ->- ->- + ->-
(а, с) = 2л, (�, с) = 2л, (у, с) =  О. (XIV.41 ) 

Если расписать эти условия в покомпонентной форме, получим· девять 
линейных уравнений относительно девяти неизвестных компонент векто-
ров ;, t и ;.; Тем самым секторы ;, t и у условияии (XIV.41) определяются 
однозначно. 

Теперь рассыотрим сналярное произведение 

(l;+ тЬ + п;, �+ f;+ gt+ hy) = (l; ->- ->-
mb + пс, v) + 

+ (l� + тЬ + п-;, !-;_ + g� + hy). (XIV.42) 
Задача состоит в том, чтобы показать , что при целых f ,  g и h второе 

слагаемое в правой части (XlV. 42) кратно 2л.  Если f = 1 ,  g = h = О ;  

2 тт 
ду 

fЗ 

/ 
Рпс. 44 

то второе слагаемое по условиям из 
первого столбца (X IV.41) равно (т + 
+ п) 2л. При f = h = О g = 1 .  По 
условиям: из  второго столбца оно рав­
но (Z + п) 2л , а при / = g = О, h = 1 
оно равно (Z + т) 2л. Отсюда, при­
бавляя к / , g и h по единичr{е, по ин­
дукции--выводим:, что второе слагаемое 
в правой части (XIV.42) кратно 2л 
при любых целых f, g и li. Но это и 
значит , что равенство (XIV.40) выпол-
нено . 

Легко показать , что уменьшить длину векторов �/ t и у нельзя. ,Цей­
ствительно ,  уменьшив у, получим (у: ;; < 2л , а тогда при h = l = 1 п 
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т = п = f = g = О :мы и:мели бы во втором слагаемом величину меньше ->- ->-
2л . То же самое верно для а и �-

П р  и м  е р  IV. Рассмотрим плоскую прямоугольную решетку (XIV.12) . 
Условия (XIV.41) распишутся следующиы образом: 

(-;,, ;) = ах Лх= О, 
(-;_, Ь) = ау Лу= 2n, 

-)- ->-(В. а) =  Вх Лх= 2л; 
([3, lJ= Bv Лу = О. 

Отсюда следует, что взаиыная решетка также является прюrоугольной: 

-;_ = ( 2л/Лу) Т. t = (2л/Лх)-f. 
П р  и м  е р  V, Запишем условпя (XIV.41 ) для косоугольной решетки (XIV .13) : 

Отсюда (рис. 44): 

ахЛх= О, Вх Лх = 2л, 
ахс Лх + ау Лу = 2л, Вхс лх+Вv Лу= о. 

+ + + + а= (2л/Лу) j ,  В = (2л/Лх) i - (2лс/Лу) j . (X IV .43) 
Обратное преобразование Фурье определяется следующим образом: 

00 

и (t, �:) = (�:)4 5 s в� (ш, .;) ехр { i [шt - (��fl, �) ]} dш i�", 
-оо А. 

где область интегрирования А имеет форму и ориентацию ячей1ш взаим­
ной решетки Рд* и :может быть помещена с центром в любой точке .;0 • 

Спектральная хараI{Теристи:ка фильтра на периодической решетке 
опредеЛ:яется через соответствующее дискретно-непрерывное преобразо-

+ 
вание Фурье импульсной характеристики l ( t , тk) . 

В качестве примера рассмотрим пространственно-временной фильтр 
интерференционного типа 

-)- -+ т. т 
v (t, la + nb) = � � u [t ,  (l - l')7;,, 

l ' =-m n'=-m 

на носоугольной решетке 

->-
(п - п') Ь] 

; = Лхt, Ь = (Лх/2) (VЗ Г+ J) . 

Спе�{тральная харантеристина фильтра равна 

В соответствии с формулой (XIV.43) эта характеристика периодична 
на реmетне P.ll* , определяемой векторами ( 4л/ Лх)Г и (2л/ Лх) (! + V3j). 
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§ 6 1 .  Веерная фильтрация 

Четкая геометрия двумерных спектров плоских волн позволяет по­
дойти к синтезу пространственно-временных фильтров , используя сообра­
жения геометрического характера.  

Рассмотрим такую задачу. Пусть полезные волны имеют кажущиеся 
скорости распространения, сосредоточенные в интервале ( v1 , v2) ,  а по­
мехи - вне этого интервала. Если ввести кинематически€ поправки -

2 v1 v2kЛx/( v1 + v2) ,  то приведенная 
скорость любой полезной волны бу­

11/л х 
дет по модулю не меньше 

_ v0 = 2v1V2/(v2 - v1) , (XIV.4A) 

а скорости помех по модулю меньше 
v0 •  Двумерные спектры полезных 

w волн теперь сосредоточены в области 

-1  w l /v,o :%; vx :%; 1 w l /vo ·  
(XIV.45) 

Таким образом,  наша задача за-
Рис. 45 клrочается в построении простран-

ственного фильтра ,  у которого область 
(XIV.45) совпадает с областью про­

пускания. Грубо говоря, эта область при w � О  состоит из «веера» линий , 
выходящих из начала координат в пределах плоского угла величиной 
2arctg 1/v0 ,  отчего фильтры этого типа и получили название веерных . 

Решение поставленной задачи будем искать в классе пространственно­
временных фильтров , дискретных и по t , и по х: 

v (s Лt, kЛx) = � � l [(s - r) Лt, (k - j) Лх] и (г Лt, j Лх). (XIV.46) 
т j 

Двумерная спектральная характеристика этого фильтра ,  равная 

L (w, v) = � � l (S Лt, k Лx) exp [- i (ws Лt - vk Лx)] ,  
s k 

является периодической и по w (с периодом 2л/ Л t) , и по v (с периодом 
2л/Лх) . 

Формула обращения имеет вид: 
n/ Л с  n/Лх 

л Лt Лх 5 5 l (s t, k Лх) = (Zn:)z L (w, v) ехр [ i (ws Лt - vk Лх)] dw dv. (XIV.47) 
-n/ Л I  -n/ Лх 

Таним образом, функцию L (w ,  v ) достаточно определить в прямо­
угольню<е 
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Исходя из условия пропускания волн в области (XIV.45) 
фующию L ( ш ,  v) : 

определим 

{ 1 при [ v [ � [ w [ /v0; - л/Лt � ш � л/Лt 
L (w, v) = 

О при [ v [ > f w [ /v0; - л/Лt � ш � л/Лt. 
(XIV.48) 

Предполагается, что значение v0  достаточно велико , чтобы линия 
v = w/ v0 не пересекалась с линией v = л/Лх в прямоугольнике (XIV.47') ,  
т .  е .  q = Лх/v0Л t  � 1 .  Отсюда по формуле (XIV.47) 

л/ л t  1 (J) l f vo 
l (s Лt ,  k Лх) = ��:)� 5 5 ехр [i (ws Лt - vk Лх)] dv dw. 

-Л/ Лf - 1  (J) 1 / Vo 
Выполним сначала интегрирование по v, а затем, применив формулу 

Эйлера, сведем интеграл к табличному. В итоге получим 

k Лх) = - 2 Лt { eos [л (k Лx/v0-s Лt)/Лt] - 1
+ l (s Лt ,  (2л)2 k (k Лx/v0-s Лt) 

+ cos [л (!с Лx/v0+ s  Лt) /Лt] - 1} 
(k Лх/v0+ s Лt) • (XIV.49) 

Более подробно рассмотрим импульсную характеристику веерного 
фильтра при q = 1 (этого можно добиться надлежащим выбором Л t  и Лх) . 
Область пропускания такого фильтра показана на рис. 45. 

Равенство (XIV.49) преобразуется 
2 Г cos л (k- s) - 1  + cos л (!c+s) - 1  J l5 , 1, = l (s Лt, k Лх) = = ( 2л)Z k  L lc- s  1c+ s  

• 

(XIV.50) 
Заметим, что целые числа k - s и k + s либо одновременно четные, 

либо одновременно нечетные. Так как в нечетном случае оба косинуса 
равны -1 , а в четном + 1 ,  то из формулы (XIV.50) следует 

J 1 1 --- при нечетном k + s 
ls , k = l л

2 1c

0

2
-s2 (XIV.51 )  

при четном k + s 

На первый взгляд, в этой формуле имеется особенность при k = s. 
На самом же деле знаменатель k2 - s2 никогда в нуль не обращается , 
так KaI{ при k = s число k + s является четным. 

Полученные импульсные хара1{теристики несложны, но их можно 
еще больше упростить, сведя данный фильтр к суммированию со сдвигами 
и временной фильтрации. 

Воспользовавшись перестановочностью свертки , перепишем формулу 
(XIV.46) : 

(XIV.52) 

где 
Vs, k = v (s Лt, k Лх), Us, k = v (s Лt, k Лх) . 
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Поскольку lг, i тогда, и только тогда отлично от нуля, когда либо r, 
либо j (но не то и другое вместе) нечетно, то правую часть в формуле 
(XIV.52) можно разбить на две ?У�Шы 

Vs , k = � � Z2тн, 2nUs-2m-1, k-2n + � � l2т, 2nнUs-2m, k-2n-1· (XIV.53) 
ni n f rn n 

В обеих суммах т и п принимают любые целочисленные значения. 
Заметим, что если зафю{сировать s и k, то отсчеты иг, i • входящие в первую 
систему, не входят ·во вторую, и обратно,  отсчеты иг, i из второй суммы 
не входят в первую. Следовательно ,  при вычислении v (sЛ t ,  kЛх) все 
отсчеты иг, i разбиващтся на две части: на первую часть воздействуют 
коэффициенты фильтра l 2mн, zп• а на вторую - l 2m, 2п+ � ·  Мы можем 
использовать «ЛОI{альную» систему отсчетов , связанную с s и k. 

Важно иметь в ющу, что ни первая , ни вторая сумма не представляет 
собой пространственно-временной фильтрации на исходной системе отсче­
тов . Однако если исходную систему отсчетов сгруппировать в 4 группы, 
то можно представить процедуру веерной фильтрации таким образом, 
что в пределах каждой группы действует свой пространственно-времен­
ной фильтр . 

Рассмотрим следующие ситуации: 

s = 2p, k = 2q; 
S = 2p + 1 , k = 2q; 

s = 2p, k = 2q + 1 ;  

S = 2р + 1 ,  k = 2q + 1 . 

Для каждой из этих ситуаций будем определять vs, k отдельно,  обо-
значив 

v1�>q = V2p, 2q; 

V��> q = V�p. 2q+1; 

V��> q = V2p+1, 2q; 
(4) -Vp, q - V2p+1, 2q+l· 

Таким образом, мы разбили совоr{упность отсчетов па выходе веер­
ного фильтра па группы v1 , v2 , v3 , v4• На группы разобьем и совоr{уп­
ность входных отсчетов ,  но сделаем это иначе : 

u��>q = llzp. �q+1 ; u��>q = и2р, 2q; 

и��> q = и2р+1. 2q; и ь�> q = U2рн, 2qн · 

Выразим выходные величины согласно формуле (XIV.53), в J{оторой 
примем z� •. п = l2тн. 2п и l';,.. , 1! = l2m, 21!+1 : 

ззо 

ш ""' ""' l ' (2 ) + ""' � l" (1) • Vp, q = ,,;;;..., ,,;;;..., т, п Up-m, q-n ,,;;;..., � т, п llp-m, q-n• 
т п ni п 

(2) ""' ""' l ' (1) 1 ""' ""' l" (2) • 
Vp, 11 = ,,;;;..., ,,;;;..., т, п llp-m, q-n 1 ,,;;;..., ,,;;;..., т, п Up-m, q-n• 

т п т п 
(3) ""' � l ' ( 4 )  + ""' � l" (3) • V р, q == ..:;..J ..2.J т, п Up-m, q-n � .....J т., п Up-m, q-n, 

т п т. п 

ш ""' ""' l '  (3) 1 ""' ""' l'' (4) 
Vp, q = ,,;;;..., ,,;;;..., т, n llp-m, q-n Т � ,,;;;..., т, n Up-m, q-n· 

т 1! • т 1! 

(XIV. 54) 

(XIV. 55) 

(XIV.56) 

(XIV.57) 



Каждая сумма в этих выражениях представляет пространственно­
временную фильтрацию соответствующей группы отсчетов. 

Рассмотрим более подробно пространственно-временные фильтры 
с импульсными характеристиками l:ТZ, 11 и l�,, 11 •  Представим коэффициент 
z;11, 11 в виде 

где 

l' - -1- (лn + n )  (XIV 58) т, п - 2лп т µт , . 

1 л�. = '"""'2,.....п---=-2,-п----.,-1 
n 1 µm = 2п + 2т + 1 

ЛеГI{О получить следующие тождества :  

µ;::. = µ�+-/!; л�. = - µ�-11 (XIV.59) 
(в дальнейшем будем обозначать µ?11 = µm) · Теперь в одну из сверток, 
фигурирующих в формулах (XIV.54) -(XIV.57) ,  например 

' "" � l' ( 1 )  Zp, q = ,..:..J "-1 т, nUp-m, q-11 , т /! 

подставим формулы (XIV.58) и (XIV.59) : 

а 

ТО 

Поснольну 

' 1 ""' 1 ""' ( 1 )  ( ) Zp, q = 2л2 � -;:; � Up-m, q-n µт+п -- µт-п .  
n т 

' 1 ""' ""' 1 ( (1) (1)  ) Zp, q = 2л2 � µт � n Up-m+n, q-n - Up-m-11, q-n • 
т 11 

(XIV.60) 

Полученный фильтр описывается следующим образом :  трасса , отстоя­
щая от q-той , трассы на п Лх (т .  е. имеющая номер q - п) сдвигается 
влево на п отсчетов и вправо на п отсчетов ; сдвинутые трассы вычитаются 
и затем полученные при всех п разностные трассы суммируются с весами 
1/п. Результаты суммирования подаются на вход одномерного фильтра 
с импульсной харантеристИI{ОЙ µ111 • 

Аналогично :можно представить пространственно-временную фильтра­
цию с импульсной харантеристикой l�" n · В частности, фильтрация после­
довательности { и1�J q) дает 

z�, q = - �2 � 2т
1+ 1 � 2п� i (и1:.!т-11, q-11 - и1:.!т+11н, q-11) · (XIV.61 ) 

т 11 
Полученные формулы (XIV.60) и (XIV.61)  существенно упрощают 

веерную фильтрацию , сводя ее I{ суммированию и одномерной фильтра­
ции. Иногда веерным фильтром: называют одну из этих формул . Если 
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ввести фиктивные интервалы бх = Лх/2 и б t  = Л t/2 , то можно опреде­
лить нумерацию так , что реально имеющиеся отсчеты совпадут только 
с одной из групп u��Jq , u��Jq , u��)q или u��Jq , что оправдывает такую точку 
зрения. 

Отмеченная в § 59 связь суммограммы РНП с двумерным преобразо­
ванием Фурье позволяет осуществлять веерную фильтрацию после осуще­
ствлени� РНП . В дискретном случае (при произвольных Л t  и Лх суммо­
грамма РНП определяется формулой 

со 

u (s Лt ,  у) = � и (s Лt + kу Лх, k Лх) . 
k=-CO 

Если для каждого значения у = 1/v построить спектр Su (ш, у) 
по переменной t ,  то совокупность таких спектров при 1 У 1 � у0 эквива­
лентна двумерному спектру Ви ( ш ,  v) в области (XIV.45) , так как Su (ш ,  
v/w) = Ви (ш , v) . Поэтому сейсмограмму на выходе веерного фильтра 
можно определить следующим выражением: 

y (s Лt ,  k Лх) = �2:�; 5 5 Su (ш, v/w) exp [i (wsЛt - kv Лx)] dw dv, 
А 

где символ А обозначает область (XIV.45) . 
Перейдем к переменным ш и у = v/ш .  Посколы{у якобиан преобразо­

вания равен 1 u) 1 ,  то 
'\'о  n/лt  

y (s Лt ,  k Лх) = f;л�; 5 5 J ш J S11 (ш, y) exp [ iш (s Лt - ky Лx] dш dy. 
-'\10 -n/ лt  

Выражение 1 ш 1 Su (ш , у) представляет собой спектр сигнала и1 (sЛ t , у) 
на выходе цифрового фильтра L ( ш) = 1 ш 1 ( 1  ш 1 � л/ Л t) , на вход 
которого подан сигнал и (sЛ t ,  у) .  

Импульсная характеристИI{а этого фильтра равна 

n/ лt { 2 
Лt 5 - -- , четные k, 

lk = zл 1 ш 1 ехр (iшk Лt) dш = nk2 

-n/ лt О нечетные k. 
(XIV.62) 

Таким образом, веерная фильтрация сводится к следующим опера­
циям : 1) построение суммограммы РНП; 2) фильтрация каждой трассы 
суммограммы фильтром (XIV.62) ; 3) построение фующии 

'\'о 

y (s Лt ,  k Лх) = �� 5 u1 (s Лt - ky Лx; y) dy, (XIV. 63) 
-у, 

J{Оторую можно трактовать KaI{ применение вторичной процедуры РНП 
r> отфильтрованной первичной суммограмме РНП и1 (s Л t ; 11) .. 
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Данный вывод веерного фильтра (принадлежащий С .  А. Нахамнину) 
позволяет легно получить ограничения , связанные с нонечностыо базы 
{:умшrрования по k Лх. Очевидно ,  они выражаются условием ( IX .49) 
при v?) - минимальная снорость полезных волн , v<]) - МаI{симальная 
{:Норость помех. Более глубоний анализ требует построения двумерной 
спентральной харантеристини финитного веерного фильтра .  

Понюr{ем сначала ,  что если на вход пространственно-временного 
фильтра поступает плоеная волна f ( t  - xfvx) , то спентр фуннции у ( t , О) 
равен S (w) L (w , v) при v = wfvx. Действительно ,  согласно (XIV.32) 
волна ехр [ iw (t - x/ vx} ] является собственной фующией пространст­
венно-временного фильтра .  Следовательно ,  если на вход поступает сигнал 

00 

f ( t - v: ) = 2� 5 S (w) ехр [ iw (t - x/vx)] dw, 
- 00  

то на выходе в точне х получим 
00 

y (t ,  х) = 2� S L (w, wfvx) S (co) exp [ ico (t - x/vx)] dco. 
- 00  

Приняв х = О , убеждаемся в справедливости сделанного утверждения. 
Согласно (XIV.63) спентр фуннции у (s Л t, О) на выходе веерного 

фильтра равен 

(XIV.64) 

где S1 (w ,  у) - спентр фуннции и 1 (s Л t, у) . 
Пусть веерный фильтр является финитным и пусть на  вход его посту­

пает плоеная волна f ( t - х/ vJ . Тогда 

где L - оператор с импульсной харантеристиной (XIV.62) . Следова-
тельно ,  

+т 
S1 (w, y) = l co [ S (co) � exp [ - icok (1 /vx - v) Лx] ,  [ со J � л/Лt. 

k=-m 

Подставим последнюю формулу в (XIV.64) и осуществим суммирование 
по k, а затем разделим на S (w) и примем v = cof vx . Таним образом мы 
найдем исно:мую спектральную характеристину 

'\'о 

L (co, v) = J ш
2
�х 5 sin n (v -'Yш) Лx/2 d sin (v -'Уш) Лх/2 '\',  J w J � л/Лt, 

-у. 
где 

n = 2m + 1 . 
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§ 62. Пространственно-вре1'1енные фильтры при подавлении 
случайных ПО1'1ех 

В главе XII  было ПОJ{азано ,  что расчет оптимальных многоJ{ана.JJь­
ных фильтров в общем случае приводит к необходимости решать большое 
число систем линейных уравнений высокого порядr{а .  Пространственно­
временные фильтры представляют собой специальный класс много1{аналь­
ных линейных преобразований с очень компактным спектральным описа­
нием. Поэтому построение оптимальных преобразований в классе про­
странственно-временных фильтров .должно быть более простым . 

.... 
Пусть помеха s ( t, r) суть реализация случайного поля . Это поле 

называется стационарным, если корреляционная функция поля , равная 
м s ( tl , ;1) s* ( t2 , -;2) ,  зависит только от разностей tl - t2 и -;1 - ;:2 , 

+ 
поэтому ее можно записать в виде Ks �т, r) . Преобразование Фурье по 

+ ' + 
переменным т и ,. от корреляционной функции К6 (т ,  r) будем по-преж-+ 
нему называть энергетическим спектром и обозначать N6 (со ,  v) .  Это пре-
образование либо непрерывно , либо дискретно в зависимости от того мно­.... 
жества аргументов t и r, 1шторые заданы. 

Можно не проводить никакого формального различия между ситуа­
цией , когда спектры зависят только от одного арГумента со ,  и ситуацией, 
когда аргумент спектра является векторным. Поэтому все результаты, 
которые были изложены в главах VII и VIII  для одной переменной со ,  
непосредственно переносятся на случай полей , если только гарантируется 
существование соответствующих спектров. В частности , пусть �В и (со ,  v) -

многомерное преобразование Фурье полезного поля и ( t, '� ,  регистрируе­
мого в сумме с полем стационарной помехи s ( t , lT Тогда оптимальный 
пространственно-вр\)�1енной фильтр , максимизирующий отношение квад­
рата амплитуды сигнала к интенсивности помехи, определится в соответ­
ствии с формулой (VII . 34) : 

-)- ->- ->-
Lo (со, v) = в: (со , v)/N6 (со, v). ( XIV.65) 

Из этой формулы при соответствующих предположениях можно полу­
чить практически все рассмотренные ранее пространственно-временные 
фильтры. Пусть , в частности , сигнал является плоСI{ОЙ волной и ( t  -
- k Лх/ v) , а помеха - белым шумом с постоянным энергетическим спект­
ром, равным единице. 

В соответствии с формулой (XIV.34) спектр плосI{ОЙ волны можно 
представить в виде 

Su (со) �  ехр [i (vx - co/v) k Лх] ,  
(k) 

так J{ак S и (со ;  k Лх) = Sи (со )ехр ( -i co kЛх/ v) . Подставляя этот спектр 
в (XIV.65) , получим 
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L0 (co, ;) = S� (co ) � exp [ - i (vx - co/v) k Лх]. (k) 



Теперь сравним полученное выражение с (XIV.39) . Мы видим, что 
<>птимальная пространственно-временная фильтрация сводится к одно­
мерному (временному) согласованному фильтру, имеющему спеr{тральную 
хараrперистику S* ( (!)) ,  и I{ пространственно-временному фильтру интер­
ференционного типа с вреlliенными задержками по годографу выдеJшемой 
волны. 

Веерный фильтр таюr-;е является частным случаем оптимального 
фильтра ,  если полезный сигнал и ( t ,  х) после введения кинематичесr{оЙ 
поправки определяется интегралом 

'Vo 

u (t , х) = J u (t - yx) dy , y0 = 1 /v0, 
-v. 

:а помеха остается белым шумом. Действительно ,  спектр плоской волны 
-определяется формулой (XIV.21) ,  отсюда в силу линейности преобразо­
вания Фурье 

'Vo 

Bu ((f), Vx) = 2лS� ((I)) j б (vx - Y(l)) dy = { 2ЛSu ((I)), 
-'Vo О, 

1 (f)/Vx 1  � Vo 
1 (f)/Vx 1  �Vo· 

Поэтому в соответствии с (XIV.65) оптимальный фильтр состоит 
из одномерного согласованного фильтра S� ( (!)) и пространственно-вре­
менного фильтра,  спектральная характеристика I{оторого при дискрет­
ных х и t определяется формулой (XIV.48) , т. е. веерного фильтра.  

Формула (XIV.65) позволяет получить решение и в более сложных 
ситуациях , I{ОГда помеха является случайным полем, коррелированным 
и по времени, и по пространственным переменным. Нужно,  однаr{О, иметь 
в виду, что формула (XIV.65) ОI{азывается практически бесполезной , если 
сигнал - плосrщя волна,  а помеха не является белым шумом, а также 
в тех случаях , I{огда в состав помехи входят плосr{ие волны. Действитель­
но ,  в этой ситуации приходится делить о-функцию на некоторую другую 
функцию либо рассматривать отношение б-фунrщий . Ни та , ни другая 
операция смысла не имеет, а решение можно получить толыш при помощи 
интегрального уравнения, эквивалентного формуле (XIV.65) и являюще­
гося lliногомерным аналогом уравнения (VI I .40) , которое рассматрива­
лось в связи с задачей одномерной оптимальной фильтрации. 

Теперь рассмотрим постановr{у задачи, приводящую I{ пространст­
венч:о-временным винеровским фищ;трам. 

Пусть 
x (t, ;) = и ( t, -;) + s (t , ;) , 

где и ( t, ;) и s ( t, � - стационарные случайные поля с энергетическими .... .... 
спектрами И ((!) , v) и N6 ((!) ,  v) соответственно .  Необходимо построить 
пространственно-временный фильтр , который дает наилучшую среДне-

+ , 
квадратичесr{уЮ оценку поля ш ( t, r) , являющегося заданным линейным 

_,_ .... 
преобразованием К [и ( t, r) ] поля и ( t, r) . 
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В соответствии с формулой (VI I I . 1 1 ) решение дается пространственно­
временным фильтром, имеющим спектральную характеристику 

( XIV. 66) 

Если принять К (ш , v) == 1 ,  то формула (XIV.66) определит филь-гр ,  
который осуществляет выделение сигнала и ( t ,  -;) н а  фоне помехи � ( t ,  r). 
Если аргументы принимают дискретное множество значений , то энергепr­
ческие спектры должны быть дискретными. 

Чтобы проиллюстрировать связь пространственно-временных вине­
ровских фильтров с многоканальными, рассмотрим пример 3 из § 54. 
В этом примере аргумент х является дискретным , поэтому энергетический 
спектр 

00 
И (ш, Vx) = 1: И (ш, r Лх) ехр (irvx Лх), , 

r-- oo 

где И ( ш , ,. Лх) - преобразование Фурье корреляционной функции 
Ки (т, r Лх) . Так как последняя является взаимной корреляционной функ­
цией между процессами и ( t ,  k Лх) и и ( t , j Лх) и k - j = r, то функция 
И ( ш , r Лх) совпадает с Uk-i ( ш) фигурирующей в системе уравнений 
(ХП.39) . Аналогично Ms (w ,  rЛх) = N�S}_i (ш) . 

Осуществляя дискретное преобразование Фурье обеих частей уравне-
ния (ХП.39) при п = оо ,  получим · 

(XIV. 67) 
где 

со 
L (ш, vx) = � Lk (w) ехр (ikvx Лх). 

k=-CO 

Сравнивая (XIV. 66) и (XIV.67) , мы видим, что обе постановки при­
водят к одному и тому же решению. 

§ 63. Реализация пространственно-вре�1енных фильтров 
в спе1•тральной фор�1е 

Непосредственная реализация пространственно-временных фильтров 
на ЭВМ приводит к большим затратам машинного времени. Как и в слу­
чае одномерной фильтрации , некоторый выигрыш можно получить при 
использовании быстрого преобразования Фурье. 

Пусть { usk} - двумерный числовой массив , выражающий отсчеты 
входного сигнала :  u5k = и (s Л t, k Лх) , 1 � s � N, 1 � k � R. Если опера­
тор пространственно-временного фильтра характеризуется матрицей 
{ ls, k} , 1 � s � М ,  1 � k � Р ,  то выходной сигнал , как мы знаем, опре­
делится формулой (XIV.46) .  При помощи рассуждений , которые были 
проведены в § 14 при анализе одномерной свертки , :можно показать , что 
вычисление массива { vsk} (где s = 1 ,  . . .  , N + М; k = 1 ,  . . . , R + Р) 
осуществляется за Квр = NMRP элементарных операций. 
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Перейдем к спектральной форме двумерного линейного преобразо­
вания. Сначала оценим число операций , необходимых для получения 
двумерного преобразования Фурье по алгоритму Кулея - Тыоки. 

Запишем двумерный спектр в виде 
R N 

Bu (j Лео, p ЛvJ = !i � u5k exp [ - (2ni/N) js] ехр [ (2ni/R) pk] , 
R=l S=l 

где Лео = 2'Л/N Лt,  Лvх = 2n/R Лt. 
При каждом значении k мы имеем N значений внутренней суммы 

N 

А (k, j) = � Usk ехр [ ( 2�i ) js J .  
S=l 

Совокупность величин А (k ,  j) , j = 1 ,  2 ,  . . .  , N,  представляющая 
собой одномерное преобразование Фурье, получается в соответствии 
с ( I I I . 69) при помощи 4N log2N вычислений , а так как j изменяется от 1 
до R ,  то всего для получения двумерного массива {А (k ,  j)} , 1 ::::;;: k ::::;;: R ,  
1 ::::;;: j ::::;;: N нужно будет 4RN log 2 N операций. 

Рассмотрим число операций , необходимое при выполнении суммиро­
вания по k.  При каждом j имеем R значений внешней суммы. На совокуп­
ность этих · Значений затрачивается 4R log2R элементарных операций, 
а всего (учитывая , что j изменяется от 1 до N) - 4RN log2R элементар­
ных операций. Следовательно ,  двумерное преобразование Фурье мас­
сива , имеющего размер N Х R ,  осуществляется за 4N R log 2N R элемен­
тарных операций (без учета затрат на вычисление тригонометрических 
функций) . 

Поскольку массив { v 5, �} имеет размер (N + М) (R + Р), то, потребовав 
те же условия согласования, которые мы предъявляли к одномер­
ному преобразованию Фурье функций , участвующих в одномерной свертке, 
получим, что на все три двумерных преобразования Фурье (из них два -
прямые и одно - обратное) , необходимые для реализации простран­
ственно-временного фильтра в спектральной форме , потребуется 3 . 4 (N + 
+ М) · (R + P)log 2 (N + М) (R + Р) элементарных операций. 

Пренебрегая 4(N + 111) (R + Р) операциями, затрачиваемыми на 
перемножение спеr{тров, получим 

Из сравнения с Квр вытекает условие применимости спектральной 
формы: 

NMRP > 1 2 (N + М) (R + Р) log2 (N + M) (R + P). 

Для часть ого случая R = Р, N = М получим более простое условие:  
NR > 48 log2NR. Если R = 16 ,  то это неравенство будет выполнено уже 
при N > 70. Аналогичные условия можно привести, когда фильтр с 
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-самого начала задан в спектральной форме. Напомним, что в этих расчетах 
не учитывается объем вычислений тригонометрических фующий. 

Эффективным средством ускорения двумерной фильтрации является 
применение оптических фильтров , основанных на том, что если фотопла­
·стинку, на которой изображено фильтруемое поле , поместить на опреде­
ленном расстоянии перед тонкой собирающей линзой и осветить монохро­
иатическим пучком света , то в фокальной плоскости линзы формируется 
двумерный спектр поля [фактически линза осуществляет компенсацию 
множителя Р1, в формуле (XIV.30) для дифраrщии в зоне Фраунгофера ] .  
Помещая в фокальной плоскости транспарант-маску, мы получаем воз­
можность пропускать одни частоты и гасить другие. Изложение теорети­
ческих и техничесн:их аспектов оптичеСI{ОЙ фильтрации выходит за раr.ши 
этой книги. Заинтересованный читатель может обратиться к специальной 
литературе .  



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Большая часть рассмотренных в книге задач фильтрации носит ско­
рее модельный , чем практический характер : они позволяют лучше понять. 
факторы, влияющие на выбор преобразования сейсмограмм, но не дают 
еще конкретных алгоритмов. Ряд отдельных упрощений вызван жела­
нием получить более обозримые , чем при точном решении, результаты. 
Таким упрощением является , например , использование .интегралов Фре­
неля при изучении характеристик интерференционной системы ОГТ. 
При оцею\е хараrперистик ОГТ на практике целесообразно производить 
расчеты по точным формулам с учетом реальной формы суммируемых 
сигналов . 

Другие упрощения обусловлены недостаточным развитием теории 
фильтрации. Ограничения теории определяются чаще всего характерои 
предполагаемой информации о полезных сигналах и помехах. Либо о сиг­
нале используются самые минимальные сведения (кю\ это имеет место 
в задаче высокочастотной фильтрации) , либо сигнал предполагается точно· 
известным (обратные фильтры в задаче разрешения волн и в обратной 
динамической задаче, оптимальные фильтры и др . ) .  

В задаче подавления волн-спутниrщв и реверберации форма сигналов. 
не влияет на  выбор фильтра (исключая винеровское решение) . Ни та, 
ни другая ситуация не характерна для праr\тиюr , так KaI\ в распоряжении 
исследователя всегда имеются (либо он их может получить в результате 
изучения сейсмограмм) определенные, хотя и неполные сведения о форме· 
сигналов . Такие сведения могут быть также обусловлены решением 
соответствующих динамических задач распространения волн и постанов­
ной специальных ЭI\спериментов. 

Статистичесний подход к задачам фильтрации , основанный на харю\­
теристике сигнала нак представителя ансамбля возможных (но случай­
ных) траекторий , не всегда является выходом из этого положения. 

Во-первых , сейсмический энсперимент не всегда обеспечивает стати­
стическую устойчивость предполагаемых распределений. В частности, 
может 01\азаться , что сигнал в разных точнах наблюдения вообще не изме­
няет формы, и тогда использование винеровСI\ОЙ фильтрации будет отве­
чать слишком осторожному подходу н решению задачи, следствием ното­
рого будет неполное извлеч.ение информации из эксперимента. 

Во-вторых , статистические решения вообще следует привлекать толь­
но в тех случая:х; , когда харю\теристини фильтра сравнительно мало за­
висят от выбора энергетических спентров (из неноторого класса спектров) , 
поскольку информация об энергетичесних спентрах или норреляционных 
фуннциях в редких случаях может быть полной. В противном случае 
нельзя рассчитывать даже на среднюю высоную эффективность фильтра . 
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В частности, для описания реальных процессов нельзя привлекать кор­
реляционные функции сингулярных (бесконечно-дифференцируемых) про­
цессов , например корреляционные функции колокольного типа, так как 
для таких процессов теоретически достигается нулевая среднеквадратиче­
-ская ошибка фильтра.  Реальные процессы таrшми свойствами обладать 
не могут. 

Применение подобных «сверхэффективных» фильтров к процессу 
.с, несколько отличными характеристиками приведет к противоположному 
результату - резкому увеличению ошибок на выходе. :Кроме того , подоб­
ные фильтры неустойчивы. 

Некоторую неудовлетворенность вызывает возможность применения 
различных критериев оптимальности при решении одних и тех же задач. 
Теоретик обычно полагает, что критерий либо задан априори , либо может 
быть выбран в соответствии с характером имеющейся информации о сиг­
налах и по111ехах. Ни того , ни другого на  практю{е не наблюдается. Апри­
орная информация, как правило , является «сырой» и формируется в соот­
ветствии с выбранной постановкой задачи. R счастью , выбор постановки 
часто мало СI{азывается на решении. Tar{, различные подходы к задаче 
разрешения сигналов (регуляризация среднеквадратического обратного 
фильтра ,  оптимальный и винеровский фильтры) дают один и тот же фильтр 
Rюнетца. В какой-то мере этот факт указывает на то , что полученное 
решение действительно хорошее. 

Развитие теории в задачах фильтрации ожидается (а .в ряде случаев 
уже осуществляется) в следующих направлениях. В области обратной 
фильтрации: отказ от точного задания оператора ,  для которого ищется 
обратный фильтр , и сужение класса сигналов в аппроксимационных поста­
новках (VI .30 ) .  В области оптимальной и винеровской фильтраций: отказ 
от точного описания сигналов и помехи как в детерминированном, так и 
в теоретико-вероятностном смысле .  Последнее означает, что вместо спект­
ральной интенсивности задается класс энергетических спектров . Основные 
·Способы решения возникающих задач: 1) построение фильтров , свойства 
которых инвариантны относительно отсутствующей информации; 2) пост­
роение минимаксных фильтров , ориентированных на наименее благоприят­
ную ситуацию; 3) построение адаптивных фильтров,  настраиваемых на изу­
чение и учет :недостающей информации в процессе обработки. Фильтры 
последнего типа , I{aK правило,  оrшзываrотся нелинейными. 

Внедрение наиболее эффеr{тивных - многоканальных фильтров сдер­
живается их большой вычислительной сложностью. Поэтому одна из на­
·сущных потребностей состоит в развитии теории, приводящей I{ постро­
ению более эrшномичных алгоритмов. Такие методы, например , исполь­
зующие ЭI{Стремированное представление сейсмограмм, также могут оrш­
.заться нелинейными. 

Значение теории линейных преобразований состоит в том, что она 
является отправной ТОЧI{ОЙ как для понимания применяемых в настоящее 
время алгоритмов одноканальной и многоканальной фильтрации , таr{ и 
для дальнейшего развития линейных и нелинейных методов обработки 
сейсмограмм. 



:БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ КОММЕНТАРИЙ 

Г л а в а 1 

§ 1 .  Современное изложение теории линейных систем дается в монографии 
.Л . Заде и Ч. Дезоера [30 ] .  Обширная литература посвящена линейньш электричесним 
цепям [4 и 26 ] ,  а танже линейным оптичесним системам [27 ] .  Общие сведения о распро­
странении упругих волн можно найти в монографии И .  Снеддона и Д .  Берри [58 ] ,  
в учебнике Е .  Ф .  Саваренского и Д .  П .  Rирноса [57]  и в курсе лекций Е .  И .  Шеыя­
кина [71 ] .  Последний пример известен кан задача Шарпа. И. И. Гурвичем [29 ] было 
лредложено использовать эту задачу в начестве линейной модели взрывного источ­
ника. Изложенная здесь идея феноменологичесного обоснования была уназана 
Б .  П. Сибирю,овым. 

· 
§ 2. На глубокую связь преобразованпя Фурье с разложением входного сигнала 

по системе собственных функций стационарного линейного преобразования обратил 
внимание впервые Н .  Винер [ 14 ] .  Преобразованию Фурье посвящена литература 
самого различного уровня, начиная от широно известной, выдержавшей неснолЫ{О 
изданий небольшой монографии А. А. Харневича [65 ] ,  написанной на инженерном 
уровне строгости, и нончая монографиями Е .  Титчмарша [62 ] ,  Н .  Винера [14 ] ,  Н .  Ви­
нера и Р .  Пейли [ 15 ] ,  посвященными различным иатематическим аспентам теории 
интеграла Фурье. 

Спектральная харантеристика отражающего слоя рассматривалась различными 
авторами, в частности И .  И .  Гурвичем [28 ] ,  которым она была построена на основе 
формулы ( I .42) . Л .  Л .  Худзинсю1ii [67]  предложил использовать периодичность 
этой характеристики для оценни параметров отражающего слоя. 

§ 4. О преобразовании Гильберта см. [62 ) .  Примеры можно найти в таблицах [6 ] .  
Задача отражения п преломления плосних волн является нласспческоii. Связь этой 
задачи с преобразованпем Гильберта отмечалась Л. Н. Бреховсrшх [1 1 ] .  

Г л а в а  11 

§ 5 .  Впервые спентральная форыулировна прпнципа причинности была дана 
Н. Вnнером и Р. Пейли. Инженерное изложение этой теории дано В .  В .  Солодовнино­
вым [59 ] .  

§ 6 .  Связь амплитудной и фазовой харантеристик минпмалы10-фазовой системы 
пзJrагается, следуя Л .  Заде и Ч .  Дезоеру [30 ] .  

§ 7 .  Краткое, но достаточно полное пзложение математичес1,ой теории распро­
странения волн в линейно-неупругих средах имеется в I{ypce ленций Е .  И. Шемя­
нина [71 ] .  Многочисленные работы посвящены коннретньш задачам распространения 
волн в поглощающих средах [34 ] .  Известны различные и не всегда строгие варпанты 

.до1,азательства дисперсионных соотношениii для неидеально-упругпх сред (см . ,  в ча­
стности, работу Б .  Футермана) [83 ] .  В данной 1шиге доказательство основывается 
на пдее, ноторая использовалась в курсе Л .  Ландау и Е .  Лифшица [41 ] для элентро­
магнптных волн. 

О методе стационарной фазы сы. А.  Эрдейп [72] и Д. Вюшан [1 3 ] .  
§ 8 .  Для озню,омления с задачей синтеза электричесних цепей читатель отсы­

лается к монографии Н .  Балабаняна [ 7 ]  п другой специальной литературе .  Первый 
ушшерсальный фильтр был предложен в статье Х .  Меерхоффа [91 ] .  Второй универ­
сальный сейсмичесний фильтр был предложен п СI{ОНСтруирован Ф. М .  Гольцманом 
и Ю .  Н .  Кейльманом [25 ] .  
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Г л  а в а 111 

§ 9 .  Формализм теории цифровых фильтров блпзок, с одной стороны, к теор1111 
линейных иьшульсных систем [69 ] ,  а с другой, - к теории разностных уравнений ( 1 8 ] .  
Современное изложение теоремы В .  А .  Котельшшова и смежных вопросов дано в мо­
нографии Я .  И. Хургина и В .  П .  Я1,овлева [68 ] .  Для функций, имеющих не толы<о 
верхнюю, но и нижнюю граничную частоту, ДОI{азывается аналогичная теорема, опре­
деляющая еще более эконо111ичную систему отсчетов . 

§ 1 1 .  Применение z-преобразованпя при анализе цифровых фильтров стало 
уже традиционныы после ряда работ Э .  Робинсона п С. Трейтела [95-98] .  

§ 1 2 .  Изложение основано н а  работе Д .  Шенкса [99 ] .  
§ 1 3 .  Среди многочисленных трудов, посвященных полосовьш фильтрам, отме­

ТIШ работу Х .  Хольца и К .  Лондеса [85 ] ,  в которой введены фильтры типа ( I I I . 59) .  
§ 14 .  Алгоритм быстрого преобразования Фурье был предложен в 1 965 году 

Д .  Кулеем и Д .  Тыоки [79 ] и иыеет уже обширную бпблиографию (см. специальный 
выпуск журнала ШЕЕ Tгansactions , v, Au - 1 5) .  

Г л  а в а I V  

§ 1 5 .  Высокочастотная ас�аштотю'а спектра полуфинитного сигнала излагается, 
следуя А.  Эрдейи [72 ] .  

· 
§ 1 6 .  Лучевой ыетод построения асиьштотического решения уравнений Ламе 

(IV.10) был разработан А. С. Алексеевым, В .  М. Бабичем и Б .  Я. Гельчинским [2 ] .  
В недавно вышедшей монографии В .  М .  Бабича п В .  С. Булдырева [ 5 ]  излагается 
современное состояние теории асимптотичесI{ИХ (при cu � оо) решений уравнецпй 
гиперболического типа. 

§ 1 7  и 1 8 .  Излагаемая здесь теория высокочастотной фильтрации предложена 
С. А. Кацем [31 ] .  

Г л а в а  V 

§ 1 9 .  Как уназывается в теисте, обратные фильтры впервые изучались в связп 
с задачами теории связи и радиофизини [68 ] .  

§ 20. Падение плоеной волны н а  горизонтально-слоистую среду рассматрива­
лось Л .  Н .  Бреховсних [1 1 ] и др . В работе Э .  Робинсона п К .  Трейтела [98 ]  выявляется 
связь спентральных харантеристин типа (V.22) с харантеристинаыи дис1,ретных филь­
тров , в связи с чем предлагается использовать для анализа волновых явлений z-преоб­
разования. 

Обращение разностной схемы В .  Баранова п Ж. Кюнетца [8 ]  было сделано 
Э .  В .  I-Iинольсним и А. С. Аленсеевым [ 1 ] . У стоiiчпвость обращения разностной 
схемы подробно анализировалась в работе Н. Г. Мпхаii:ловой и Б .  С. Парийс1,ого [45 ] .  
Роль обратной фильтрации в других постановнах обратной задачи обсуждается в ра-
боте А. С. Алю,сеева [1 ] .  · 

§ 2 1 .  Формула (V .45) приводилась в работе Э .  В .  НинольСI{ОГО [ 52 ] .  Аналогпч-. 
ная формула с учетом геометрического расхождения приводится впервые. 

§ 22. Строгий вывод формул типа (V.55) см. в [71 ] .  Слоистые поглощающпе 
среды рассыатривались таюке Д .  Шервудом и А. Трори [100] .  

§ 23 .  О братные фильтры для подавления ревербераций были предло;-Еены 
М. М .  Бэнусом [77 ]  еще в нонце 50-х годов. Применение фильтров с целью устранения 
в олны-спутнина см. в работе Д .  Линдея [88] .  

Г л  а в а VI 

§ 24. Изложение, близное I{ Я. И.  Хургину и В. П. Яновлеву [68 ] .  
§ 25.  Условия устойчивости обратных фильтров формулировались в работах 

различных авторов [36 , 9 7 ] .  
§ 27 .  Средненвадратичес1шй обратный фильтр впервые рассыатривался Р.  Рай­

соы [94 ] .  Им же было предложено аппронсимировать «сдвинутую» единичI'У· Б олее 
подробно о таних фильтрах см. в работе И. К .  Кондратьева [38 ] .  Асиыптотическос­
исследование дано впервые. 
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§ 28. О методе регуляризации см. работы А. Н .  Тихонова [63, 64]  и др . Различ­
ные способы регуляризации уравнений типа сверТI{И предлагались В .  Н .  Страхо­
вым [60 ] .  Формула (VI . 48) выражает спектральную хараI{теристику фильтра 
Г. Кюнетца [87] .  

Г л  а в а VII 

§ 29. Строгое, но очень ясное пзложение теории стационарных случайных про­
цессов дано в статье А. М. Яглома [73 ] .  Инженерам можно реI<омендовать курс 
Б .  Р. Левина [42 ] .  Современное состояние теории см. в монографии Ю .  А. Роза­
нова [56 ] .  

§ 30. См. [ 1 2 ] .  Критерий оптимальности в конце параграфа детально рассмат­
рива.ч:ся А. К .  ЯновсI<им [75 ] .  

§ 32. Строгий вывод формулы (VIl .55) ,  носящий имя Кембелла, см. в работе 
А. К .  Яновского [74 ] .  Фильтр (VIl . 55) давно известен в статичесI<ой теории радио­
связп [66 ] .  

Г л  а в а VIII  

§ 34 .  Фильтрам винеровского типа посвящена обширная литература. Д остаточно 
полное изложение см. в работе [ 12 ] .  

§ 35 .  Близ1<ий подход I< построению обратных фильтров предлагался Е .  А .  Коз­
ловьш [35 ] .  

§ 36. См . работу И .  С .  Чичипина [70 ] .  
§ 37. См. [ 1 2 ] .  

Г л а в а  IX 

§ 38. Группированию сейсмоприемников посвящено большое число работ . 
Наиболее полное изложение теории интерференционных систем см. в монографии 
Ф. М .  Гольцыана [24 ] .  Следует также отметить работу Ю .  В .  Напаш{ова [46 ] ,  в кото­
рой задача синтеаа группы рассматривается на основе аппроI<симации заданной обоб­
щенной хараI<теристиI<и I<онечным рядом Фурье. Комбинированные группы приемни­
ков и источнюiов рассматривались С .  А. Кацем [32]. 

§ 39. Методы синтеза групп на основе формулы (I X. 33) , связывающей обобщен­
ные хараI<теристиI<и непрерывных и дисI<ретных групп, разрабатывались Ф .  М .  Гольц­
маном. Следует отметить ,  что иы не выяснялись условия применимости этих формул 
(см. на стр". 231) .  В озможность применения развитой Д о:U:лем теории расчета антенн 
на основе полиномов Чебышева прю<тичесI<и одновременно была уI<азана Л .  В .  Пет­
ровьш [54] и М .  Хольцманом (84 ] .  В работе Л .  В .  Петрова подробно анализируется 
распределение чувствительности чебышевс1шх групп. О полиномах Ч ебышева см. [ 3 ] .  

§ 40. Близ1<ие I< рассматриваемым здесь энергетичес1<ие харю<теристю<и дей­
ствия группы предлагались Б .  И. Беспятовым [ 9 ] .  

§ 41 . Подробнее о методе Р Н П  см. работы Л .  А.  Рябишшна и его сотрудню<ов 
в сборниI<е [ 16 ] .  

§ 42. Метод суммирования п о  общей глубинной точI<е был предложен амерП!{аН­
с1шм геофпзиI<ом Н .  Мэйном [89 ] .  Среди советс1шх геофизиI<ов , много сделавших 
для развития этого метода, следует отметить В .  И. Мешбея [44 ] .  

§ 43 .  Подробнее см. в [61 ] .  О формулах С .  Л .  Соболева см. в известном I<ypce 
в .  и. с�шрнова (т. 4) . 

Г л а в а  Х 

§ 44. Статистичес1<ий эффеI<т суммирования изучался в работах Ф. М .  Гольцмана 
[24 ] ,  С .  А. НахамI<ина [47 ] и С. В .  Гольдина [ 1 9 ] .  

§ 45. Излагаютщr результаты С .  В .  Гольдина и Т .  В .  НефёдI<иной [22 ] .  \J § 46 . Влияние флуI<туаций рассматривалось в ·ряде работ, данные I{оторых 
частично переI<рываются [19,  33, 43, 47" 53 ] .  Во всех работах допустимый разброс 
.времен прихода сигналов составляет менее 1.дL.!ц!диJlfого периода. 

§ 47. Б олее подробно см. работы [21 и 23 ] .  -
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Г л  а в а XI 

§ 48. В опросы общей теории многоканальной фильтрации излагались в работах 
Э .  Робинсона (95 ] ,  С. Трейтела (102 ] ,  Р .  Виггинса и Т. Робинсона (104 ] и др. 

§ 50. См. также У. А.  Шнейдер, К. Л. Лэрнер и др. (76 ] .  

Г л  а в а ХП 
§ 52. Пример III и многоканальный фильтр (XII . 13) были построены С. А.  На­

хамкиным и (48 и 50] .  И:м же был предложен метод вычитаний, являющийся частным 
случаем алгоритма (XII . 13) [49 ] .  

§ 5 3 .  По существу, при выводе формулы (XII .27) м ы  показали, что :многоr,а­
нальный фильтр С. А. Наха11шина (50 ] легко обобщается на случай волн-помех с про­
извольными годографа11m. 

§ 54 . Винеровские многоканальные фильтры рассматривались в работах 
Д .  Б урга (78 ] ,  Х .  Мейерхоффа (92]  и др . В (104)  дано обобщение метода Л евинсона 
(см. § 27 и 37) , позволяющее сравнительно быстро отыскивать коэффициенты 
винеровских многоканальных фильтров . 

Г л  а в а XIII 

§ 55.  Б олее полный вывод волны Релея см. у И.  Н .  Снеддон и Д .  С.  Берри (58 ] .  
Нелинейный поляризованный фильтр был предложен М .  Шимmони и С .  Смитом [101 ) .  

§ 56 . См. статью Э .  Меркадо l90 ] .  Здесь рассматривается эквивалентный двух­
канальный фильтр , значительно более эконо11шчный. 

§ 57. Б олее полная постановка задачи рассматривалась Т. Поттером и Р .  Роде­
ном (93 ) .  В их работе предполагается, что угол а, подхода релеевской волны пмеет 
равномерное распределение в интервале (-л, л) . Кроме того, и11m рассматриваются 
кольцевые расстановки приемников. 

Г л  а в а XIV 

§ 60. Веерная фильтрация была предложена праI<тически одновременно П. Эм­
бри, Д. Бургом, М .  Бэкусо:м (80 ) и Т. Файлом, Г. Грау (81 ) .  Сведение веерного филь­
тра 1< последовательности суммирований и одномерной фильтрации было сделано 
С .  Трейтелом, Д. Шенксом и К .  Фрейзером [103 ) .  И. К .  Кондратьев (39 )  рассмотрел 
особенности веерного фильтра на конечных базах. Связь с РНП см. в работе [51 ) ,  
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