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П р еди сл ови е

Учебное пособие содержит задачи по первой части кур
са функционального анализа (метрические, нормированные, 
гильбертовы пространства), читаемого студентам математико
механического факультета Уральского федерального универ
ситета. Задачи по второй части курса (теории операторов) со
браны в учебном пособии авторов [1].

В начале пособия приведены классические нормированные 
пространства, изучаемые в курсе функционального анализа. 
Далее представлено восемь тем, в каждой из которых дана 
краткая сводка необходимого теоретического материала, а так
же приведены образцы решения некоторых задач. В конце по
собия даны ответы к задачам и список литературы, использо
ванной при их составлении. Эти же издания могут быть полез
ны при решении задач.

При составлении пособия были использованы методиче
ские разработки по функциональному анализу, составлен
ные в прошлые годы на кафедре математического анализа 
и теории функций Уральского государственного университета 
им. А. М. Горького.

Условные обозначения, принятые в пособии:

Советуем запомнить 

** Советуем обратить внимание 

ё  Окончание решения примера

«5* Начало формулировки задания, относящегося к несколь
ким задачам

★ Задача повышенной трудности



К л асси ч еск и е пространства

Л  Р -п о л е  вещественных чисел R или поле комплексных чи
сел С.

(1 ^ р < оо) -  пространство векторов х =
& G Р, наделенное нормой

(ш \  1/ р

E i & n

еь ст -  пространство векторов х =  {£fc}fcLi> 6fe € Р, с нормой

INI =  “ «ж Ы -

Пространство с771 будем обозначать также £™.

2* £р (1 ^ р < оо) -  пространство последовательностей
оо

х  = (Ы  =  {€fc}*Li» Cfc £ Р. таких, что ^ 2  1ЫР < СЮ, с нор-
Jb=l

мой

( оо \  1/Р

Е  i6iM

т  -  пространство ограниченных последовательностей 
х  =  { Ы  =  {Ы к^-Ъ  &  & Р, С НОРМОЙ

||х|| = 81ф |& |. 
fceN

** Пространство т  будем обозначать также символом £оо.

£& с - пространство сходящихся последовательностей 
х  =  {&} =  {&}feLi> & е  Р. с нормой

INI =  sup|&|.
fceN



со -  пространство сходящихся к нулю последовательностей 
х = {Ы  = {&}£=!, £к е  Р, с нормой

ёя s -  пространство последовательностей х =  {£*.} =  {Cfc}£Li, 
^  £ Р, с метрикой

£d С [а, Ь] -  пространство функций х: [а, Ь] —> Р, непрерывных 
на [а, 6], с нормой

11*11 =  max |х(*)|.
46 [а,6]

^  (^[а, 6] -  пространство функций х: [а, 6] -> Р, к раз непре
рывно дифференцируемых на [а, Ь], с нормой

к

Lp[a, 6] (1 ^ р < оо) -  пространство функций х: [а, Ь] —>> Р, 
непрерывных на [а, &], с нормой

Л» Пусть £  -  измеримое по Лебегу подмножество R.
Lp(jB) (1 ^ р < оо) - пространство измеримых по Лебегу 
функций х: Е  -* Р таких, что |х(£)|р суммируема на £7, 
с нормой

Функции х и у определяют один и тот же элемент ЬР(Е ), 
если x(t) =  ?/(£) для почти всех t € J5, т. е. х и у эквивалент-



Пусть Е  -  измеримое по Лебегу подмножество R.

Ьоо(Е) -  пространство измеримых по Лебегу функций
х : Е  Р таких, что ess sup |я(<)| < оо, с нормой

teE

||я|| =  ess sup |дт(̂ )|. 
teE

Функции x и у определяют один и тот же элемент Ь ^ Е ) ,  
если x(t) =  y(t) для почти всех t e E .

Величина ess sup (существенный супремум) функции х на 
множестве Е  определяется следующим образом:

esssup|a;(i)| =  inf {М  > 0 : mes{t е Е: |х(£)| > М } = 0}.

В большинстве задач этого пособия Е  =  [а, 6].

Для пространств £pj Lp[a, Ь], LP(E ), если в задаче гра
ницы для индекса р не указаны явно, задачу нужно решить 
для всех р, 1 < р < оо. Нормы в этих пространствах будем 
часто обозначать || • ||р.

Пространство Ь\(Е)  будем обозначать также L(E).

(Р,Р|.|) -  поле Р с естественной метрикой

(X, рт) ~ произвольное непустое множество X  с тривиаль
ной метрикой

teE

Р\.\(х,у) = |:Г — у\.



Тема 1. Метрика, норма

Определение 1.1. Пусть X  -  непустое множество. Отоб
ражение р: X 2 —> R  называется метрикой на X , если для лю
бых т, з/, г Е X

1) р(х, у)  =  0 <=> х  =  у,
2) р(х, у)  =  р(у,х) ;
3) р{х, у)  ^  p (x , z )  +  p(z,  у).

Определение 1.2. Если р -  метрика на X ,  то пара (X, р) 
называется метрическим пространством.

Определение 1.3. Пусть X  -  линейное пространство над 
полем Р. Отображение || • | |: X  R  называется нормой на X , 
если для любых х, у  Е X  и A G Р

1) ||з:|| =  0 <=> х =  0;
2) ||Лх|| =  |ЛММ|;
3) ||* +  у|| <  11*11 +  IMI-

Определение 1.4. Если || * || -  норма на линейном про
странстве X, то пара (X, || • ||) называется нормированным про
странством.

Норму в пространстве X  иногда будем обозначать || • ||х , 
метрику -  р х • Там, где это не вызывает непонимания, вместо 
(X, р) или (X, || • ||) будем писать метрическое (нормированное) 
пространство X.

Определение 1.5. Пусть {Х,р) -  метрическое простран
ство, а Е X , г  > 0.

/  Множество £ (a ,r ) =  {х  Е X : р{х,а)  < г }  называется от 
крытым шаром с центром в точке а радиуса г.

/  Множество B[a,r\ =  {х  Е X :  р(х,а) ^ г }  называется зам к
нутым шаром с центром в точке а радиуса г.



/  Множество 5[а, г] =  {х G X :  р(х,а) = г} называется сфе
рой с центром в точке а радиуса г.

Определение 1.6. Пусть (X,p) -  метрическое простран
ство, М  С X.

/  Точка хо Е М называется внутренней точкой множе
ства М, если

Зг > О В(хо,г) С М.

/  Точка хо € X  называется предельной точкой множества М, 
если

Vг > О МП (В(хо,г) \  {хо}) ф 0 .

о
Множество внутренних точек множества М  обозначают М  и 

называют внутренностью множества М; множество предель
ных точек обозначают М'.

Определение 1.7. Пусть (Х ,р ) -  метрическое простран
ство, М  С X.

У Множество М  называется ограниченным в (Х ур)1 если оно 
содержится в некотором шаре. В частности, множество М  
называется ограниченным в нормированном пространстве
(*> II • 11)> ее™

3 r > 0  V x e M  | |х | |  <  г .

/  Множество М  называется открытым, если каждая его 
точка является внутренней точкой этого множества, т. е.

V x E M 3 r > 0  В(х, г) С М.

/  Множество М  называется замкнутым, если оно содержит 
все свои предельные точки, т. е. если М ' С М.

/  Множество М  = М  U М '  называется замыканием множе
ства М.



/  Диаметром множества М  называется величина 

diam М  =  sup {р(х, у): х ,у  € М }.

/  Расстоянием от точки хо G X  до множества М  называ
ется величина

p(x0,M ) =  inf{р(х0,у): у е  М }.

Если существует элемент у Е М  такой, что р(хо,у) =  
= р(хо,М), то говорят, что расстояние от хо ДО М  дости
гается (на элементе у).

У Расстоянием между множествами А, В  С X  называется 
величина

р(А, В) =  inf {р(х, у): х  Е А, у в  В}.

Пример 1.1. Доказать замкнутость множества

М =  | х е С 1[0,1]:х' Q )  = 2}

в пространстве С1 [0,1].

Решение. Пусть хо Е А#7. Нам предстоит проверить, что 

х'0 =  2. Для всякого е > О существует элемент х £ ф хо

такой, что х е Е М  П В (х ^ е ) .  В частности, для еп =  —
п

(п Е N) существует х п ф х о: i n Е М П В ^хо, —̂  . Имеет 

место свойство x't =  2 и справедливы оценки

. Л \  I
X q ^ max |xo(i) -х „ (£ ) |+

*6 [0,1]

+  max |xo(f) -  =  IN  ~  x„|| <ie[o,i] n



Следовательно,

x ' o ( l )  = lim x'n ( =  lim 2 =  2,\ 2 )  n—УОО \ 2  J n-* oo

т. e. xo G М. Таким образом, M f С M, т. e. множество М  
замкнуто. $

Пример 1.2. Доказать, что множество

М  =  {х € t i :  ik > - 1 }

открыто в пространстве £\ над полем R.

Решение. Пусть хо =  {£*!} € М. Тогда \im = 0 и 

> —1 для всех к G N. Следовательно,

ЭЛГеМ V k > N  й > “ ,

а значит
а =  infffe > —1.

Положим г =  а +  1. Для всякого х  =  {£&} € В(хо,г) имеем
ОО

-  & < |£° -  Ы  < ^ 2 - =  Iko -  *11 < г.
jt=i

Следовательно,

& =  ^  +  й  > “ r +  =  +  (£fc ~ а) ^

т. е. х С М, а значит В(хо,г) С М. Итак, для всякого хо G М 
мы нашли г > 0 такое, что В(хо,г) С М. Таким образом, мно
жество М открыто.

Пример 1.3. Доказать, что множество

М  = (х  Е С[а, ft]: 3 ^ x(t) < 5} 

не открыто и не замкнуто в пространстве С[а,6].

10



Решение. Множество М  не является замкнутым в про
странстве С[а> Ь], если существует хо € С[а, Ь]: хо Е М' и 
хо ф М. Очевидно, что хо(£) =  5 ^ М. Покажем, что xq е  М'. 
Для этого достаточно показать, что для всякого е > О 
М  П B(xo,s) ф 0 . Пусть е >  0. Рассмотрим функцию

x(t) — хо(£) — min |^ ,  2 j  , t е [а,Ь].

Ясно, что х  Е М, так как 3 ^ x(t) < 5. Из соотношений

|т(*) - ж 0(*)| =  m in{ f > 2} ^ \  < £' t €

следует, что ||х — хо|| < е, т.е. х Е Б(хо,£). Значит, 
М П J3(xo,e) 0* Итак, множество М  не замкнуто.

Рассмотрим функции x o ( t )  = 3 и х(£) =  3 — - ,  t  Е [а, Ь].
Очевидно, что хо Е М, х ф М  и х Е В(хо, т. е. Б(хо, £) £  М. 
Следовательно, множество М не является открытым. $

Пример 1.4. Доказать, что множество

М = { а : е £ о о : 6 > - 1 }

не является открытым в пространстве

Решение. Для доказательства достаточно найти точку 
хо Е М  такую, что для всякого е > 0 шар В{хо, г) со
держит точки, не принадлежащие множеству М. Рассмотрим

Г кхо = < — - г > • Очевидно, что х0 Е 4о и хо Е М .  Пусть
I +

е > 0, ко € N, рассмотрим хь0 = {££°}:

к ф ко,
й °  =  < к + 1 '

— 1, к =  ко-

Очевидно, что х ^  ф М. Подберем ко так, чтобы х*0 € В (х о, е), 
т. е.

||*о -  *k0ll =  sup
к fc + 1 ко + 1

1

ко + 1



Таким образом, найден а?о € М  и xq &М, следовательно, мно
жество М  не является открытым. в

«у Доказать утверждения 1.1-1.5.

1.1. Если р -  метрика на множестве X, то

V х, у 6 X  р(х, у) >  0.

1.2. Если || • || -  норма на линейном пространстве X ,  то

V i 6 l  || сс || ^ 0.

1.3. Нормированное пространство {X , || • ||) является метри
ческим пространством с метрикой

р(х,у) =  | |х -у | | .

1.4. В метрическом пространстве (X, р) справедливо нера
венство четырехугольника:

V x , y , u , v t X  \р{х,и) -  p(y,v)\ < р(х,у) +  p(u,v).

1.5. В нормированном пространстве {X, || • ||) справедливо 
неравенство

V х ,у  € X  |||х|| -  ||у||| ^ ||х -  2/Ц < ||х|| +  ||у||.

1.6. Может ли нормированное пространство
а) состоять из одного элемента? б) быть счетным?

1.7. Пусть X  ф 0 . Можно ли на нем ввести метрику?

1.8. Пусть X  -  линейное пространство. Можно ли на нем
ввести норму?



1.9.

1 . 10 .

1.11.

Пусть р : X 2 -> R -  метрика на множестве X .  Дока
зать, что следующие функции тоже являются метрика
ми на X:

о(х У)
p l(x ' y  ̂ = I +  р[х у) ’ рг(х >у) =  min{l,p(a:,у)},

р3(х,у) =1п(1 + р(х,у)).

Доказать, что функция

{ О, П =  771,
1 I 1 /

1 +  — -----, п ф т ,п + т

задает метрику на множестве N натуральных чисел.

В множестве X  всевозможных последовательностей на
туральных чисел для элементов

* =  Ш ь = и  у =  {%}£= 1

обозначим через ко(х,у) наименьший индекс, при 
котором ф r)k. Доказать, что

а) формула р(х, у) = <
О, х  =  у,

1 +  ТП-----\ ’ х  ^  V'ко (я, у)
задает метрику на X;

б) аксиома треугольника выполняется в X  в усилен
ной форме:

p ( x , z )  ^  т а x { p ( x , y ) , p ( y , z ) } ;

в) если р(х, у) ф р(у, г), то

p ( x , z )  =  т а x { p ( x , y ) , p ( y , z ) } .



1.12. Пусть функция /  определена и непрерывна на R. Ка
ким условиям она должна удовлетворять, чтобы фор
мула

р(х,у) = \ f{x) -  f(y)\  

задавала метрику на R?

1.13. Указать необходимое и достаточное условие на отобра
жение / :  X  —> Р, при котором формула из задачи 1.12 
задает метрику на X .

1.14. При каких условиях на функцию /  : R -> R отображе
ние р  : R2 —> R такое, что

p{x,y) = \ J  f ( t ) d t  ,

будет метрикой на R? Рассмотреть случаи

a) f e C ( R); б )*  Vr > 0 f  е L x[-r,r\.

1.15. Проверить справедливость аксиом метрики в линейном 
пространстве s. Доказать, что пространство s ненорми- 
руемо, т. е. в нем нельзя ввести норму так, чтобы вы
полнялось равенство р(х , у)  =  \\х — у\\.

1.16. Является ли линейное пространство Р2 нормирован
ным, если для х =  (£i>£2) £ Р2

а) 11*11 = уД Ь \+  V ®

б) 11*11 =  V I6 |P +  |61Р при 0 < р < 1;

в) 11*11 =  16 - 6 1  +  161;

г) ||*|| =  т а х { |6  +  261, 16 -  6 |}?

1.17. Пусть х  =  ( 6 ) 6 )  €  R2. При каких а, /3 G R следующие 
отображения задают норму на R2:

а) ||*|| = с* |6 | + £161;
б) ||х|| =  \ / a 2t f  + 041 ,



1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

в) ||х|| =  тах{с*|£1|,/3|£2|}?

Построить шары В [0,1] в пространстве К2 с этими нор-
мами.

Построить шары В [0,1] в пространстве К3, если для 
х = (£ь£2>£з) € R3 нормы определены следующим об
разом:

а ) |M |= m a x { V |f t |2 + |{ 2|M & |};

б) IMI =  \ / Ы ! +  I&I2 +

в) ||х|| = m a x |2 |b l ,  j l f t l . l f t l j ;

Г) IM =  2|Sil +  1|Са) +  1Ы;

д) IN I = y j m * +  $ №  +  № ■

Пусть х £ £р) 1 ^ р  ^ оо. Доказать, что

I N k  =  I N kp—+oo v

Доказать, что в пространстве со

Ы  =  sup |^*| =  max |$fc|,
к к

т. е. верхняя грань обязательно достигается, а в про
странствах с и т  она может не достигаться.

Можно ли в линейном пространстве непрерывно диф
ференцируемых на [а, Ь] функций определить норму 
следующим образом:

а) ||х|| =  |х(5) -  х(а)| +  max |x'(f)|;
t€[a,b]

б) ||х|| =  |х(а)| +  max |x'(f)|;
£€[а,6]

в) ||х|| =  max |x'(*)|;
t€[o,6]



г) ||х|| =  max |x'(i)| +  f \x(t)\dt;

Д) 11*11 =  max |x(*)|?
t€[a,6]

1.22. Можно ли в линейном пространстве дважды непрерыв
но дифференцируемых на [а, 6] функций определить 
норму следующим образом:

а) 11*11 =  |*(<01 +  l*'(a)l +  max |x"(t)|;
t€[a,6]

б) 11*11 =  l*(a)l +  |*(Ь)| +  max |x"(*)|;
te[a,6]

в) ||х|| =  |x(a)| +  max |х"(*)|;
i€[a,6]

/  rb \ */2
r) ||z|| =  |x(a)| +  max |x'(i)| +  ( /  |x"(i)|2 d t ) ;

t€[a,6] \J a /

/  f b \ 1/2
д) ||x|| =  max |x"(<)| +  y j  |x(*)|2 d t j  ?

1.23. Доказать, что в любом метрическом пространстве 
(* ,р )

V x G X V r  > 0  0 ^ diam В(х, г) ^ 2г.

Привести пример метрического пространства (Х ,р ) и 
такого элемента хо 6 X ,  что

diamB(xo, 1) =

1.24. Доказать, что в любом нормированном пространстве X

V х G X  V г > 0 diam В (х ) г) =  2г.

1.25. Доказать, что в нормированном пространстве из усло
вия B (x i ,r \ )  С В (х 2, 7*2) следуют неравенства г\ ^ г 2 и
11*1 -  * 2 II ^  Г2 ~  ГХ.



1.26. Привести пример метрического пространства, в кото
ром существуют шары B (x \ ,r i )  и В(х2,Г2) такие, что 
г\ < Г2 и шар В (х 2,Г2) лежит строго внутри шара 
В {х и г{).

1.27. Привести пример метрического пространства, в кото
ром существуют шары,

а) имеющие несколько центров;

б) совпадающие с множеством всех своих центров.

1.28. ВОЗМОЖНО ЛИ, Чтобы В ( Х \ , Т )  =  В ( Х 2 , Г )  И Х \  ф  Х2 в 
нормированном пространстве X ?

Доказать справедливость утверждений 1.29-1.34 в метриче
ском пространстве (X, р) для M , N  С X, х 6 X.

1.29. Если М  -  ограниченное множество, то М  -  ограничен
ное множество и diam М  =  diam М.

1.30. Множество М' замкнуто, т. е. (М'); С М'. Возможно ли 
здесь строгое включение?

1.31. Если М  С N , то М  С N.

1.32. р(х, М) — 0 х  Е М.

1.33. р(х, М) = р(х, М).

1.34. p(M ,N )  = p(M,7V) =  p (M ,N )  =  p(Af,3V).

1.35. Пусть для множеств М, 7V из метрического простран
ства (X, р) выполняется соотношение М  С N. Следует 
ли отсюда, что М  С X?

1.36. Пусть М  и N  замкнуты в метрическом пространстве 
(X, р). Возможно ли, что М  П N  = 0  и р(М , ЛГ) =  0?

1.37. В метрическом пространстве (X, рт) описать все откры
тые и замкнутые множества.



в** Доказать справедливость утверждений 1.38-1.41 в нормиро
ванном пространстве X  для х  Е X, г > 0.

1.38. В[х, г], 5[ж, г] -  замкнутые множества.

1.39. В (х ,г )  -  открытое множество.

1.40. В  [х,г] =  В(т,г).

1.41. В (х , г) =  В[х, г].

1.42. Верны ли утверждения 1.38-1.41 в метрическом про
странстве?

1.43. Описать все подмножества нормированного простран
ства X ,  которые являются одновременно открытыми и 
замкнутыми.

1.44. Будут ли следующие множества ограниченными, от
крытыми, замкнутыми в пространстве t \  над полем R:

а) М  = [0,1] X Q;

б) м Л ^ Л 00 х (0,1);
I " ) п=1

в) М = { ( £  1,&): m in{|^i|,5|6|} =  1};

г) М  = {(£1, 62): 161 < 161 > 2};
Д) М = { ( £ ь Ы : - 4 < е ?  + е22 - 2 е г + 4 6 ^ 4 } ?

1.45. Будут ли следующие множества ограниченными, от
крытыми, замкнутыми в {X , || • ||), Р =  R:

а) М  = {х  е  X :  el < x ( t)  < 4}, Х = С[0,1];

б) М  =  {х G X :  0 < £* < 2}, Х  = со-,

в) J  x(f)cft =  l | ,  X  =  Li[0,1];

г) М =  {х € Х :  х(0) =  1}, X = Z1[0,1];



д) М = { х € Х : & >  0}, Х  = е2;

1.46. Будут ли следующие множества открытыми, замкну
тыми в пространстве С[а, Ь]:

к=О

1.47. Пусть хо Е С[а, Ь], Р =  R. Могут ли множества

М =  {t е  [а, Ь]: хо(£) < 1},

N  = {t € [а, 6]: x0(t) ^ 1} 

быть открытыми, замкнутыми в (R,p|.|)?

1.48. Пусть А  С Р. Будет ли множество

а) открытым в пространстве С [а, Ь], если множество А 
открыто в пространстве (Р, р|.|);

б) замкнутым в пространстве С[а,Ь], если множе
ство А  замкнуто в пространстве (Р, Р|.|)?

1.49. Доказать, что

а) параллелепипед М  = {х Е \ |^ | ^ а?*;} ограни
чен в пространстве t<i тогда и только тогда, когда

б)

а)

оо
в) Р  =  U  Рк?

Ма =  {х G С[а, 6]: V t € [о, 6] z(£) € А }



б) если все ф 0, то эллипсоид

M = {x g £2: £
к=1

С*

<*к

ограничен в пространстве i 2 тогда и только тогда, 
когда {ак} € О̂О*

1.50. Доказать, что множество со замкнуто в пространстве с, 
множество с замкнуто в пространстве



Тема 2. Сходимость и непрерывность в метрическом  
пространстве. Сравнение метрик и норм

Определение 2.1. Пусть (X, р) -  метрическое простран
ство. Последовательность {хп} С X  называется сходящейся, 
если существует точка хо G X  такая, что

р(хп, Х0) ------ > 0.
71—ЮО

Определение 2.2. Пусть pi, р2 ~ метрики, заданные на 
одном множестве X .  Говорят, что

/  р\ не слабее р2 (р2 we сильнее pi), если из сходимости после
довательности в пространстве (X, pi) следует ее сходимость 
в пространстве (Х ,р2), т. е.

Pi(xn, x 0)  >0 = *  Р2(хп, х о )  ► 0;
П - > 0 0  71—ЮО

/  pi сильнее pi (pi слабее р\), если р\ не слабее pi и

3 { i n} : Р 2 ( х п , х 0 ) ------- >■ 0, но pi(xn, x 0) /  > 0;
П -Ю О  71—►ОО

/  pi и р2 эквивалентны, если р\ не слабее р2 и р2 не слабее pi, 
т. е.

P i ( x n , x0)  > о рч(хп, х о )  > 0.
7 1 -> 0 0  71—У ОС

Эти понятия переносятся и на нормы через метрики, ими 
порождаемые.

Определение 2.3. Пусть ||*||i, ||*||2 -две нормы, заданные 
на одном линейном пространстве X .  Говорят, что

/  || • ||i не слабее || • Ц2 (|| * Ц2 we сильнее || • ||i) и пишут 
II • ||i >: | |- | |2, (||-На d | | -НО, если

||Zn-Zo||l ------ >0 =Ф ||яп -Жо||2  У
п - * о о  П -Ю О



✓ || • lli сильнее || • ||2 (|| • ||г слабее || • ||i) и пишут || • ||i >- || • Цг, 
(II - И з -<  II ' 1 11 ), если || - Ж  V  || • ||2 и

3 {х„} : ||ж „-ж о | | 2 -------> 0, но ||gn -g o ||i  /  > 0;П—ЮО П—¥00

У || • 111 и || • ||2 эквивалентны, если

Il®n -  Zolh > 0 <*=>• ||х„ -  Xolli------- > 0 .
Т1—юо П-» оо

О пределение 2.4. Метрические пространства X  и Y  
называются гомеоморфными, если существует биекция т 
X  на Y  такая, что последовательность сходится в простран
стве X  тогда и только тогда, когда ее образ при биекции т 
сходится в пространстве Y.

Теорема 2.1. В конечномерном нормированном простран
стве сходимость покоординатная.

Пример 2.1. Сходится ли последовательность

x n(t) =  te~ni

в пространствах а) С[0,1]; б) С^О, 1]?

Реш ение, а) Сходимость последовательности {хп} к х 
в пространстве С[0,1] эквивалентна равномерной сходимо
сти последовательности функций {xn(t)} к функции x(t) на

отрезке [0,1] (см. задачу 2.7). Значит, если х п - -   ̂■> ж, то
п—>оо

x n( t )  > x(t) поточечно на [0,1]. Найдем поточечный пре-
п—►ОО

дел:
lim x n(t) =  lim te~nt =  0 =  x(t).

Tl—too n—ЮО

Функция x(t) = 0 принадлежит пространству C[0,1]. Прове
рим, сходится ли х п к 0 в этом пространстве:

IK - 0||с[о,1] = max \te~nt\ = 1 • е~п п — 0.
te [  ОД] ТЬ п-уоо

Таким образом, х п сходится к 0 в пространстве С[0,1].



б) Сходимость последовательности {хп} к х  в простран
стве С 1 [0,1] эквивалентна равномерной сходимости на отрез
ке [0,1] последовательности функций {xn(t)} к функции х(£) 
и последовательности функций {xfn(t)} к функции x'(t) (см.

задачу 2.9). Значит, если х п > х, то x n(t) ------ > x(t) пото-
n-ю о  п-> оо

чечно на [0,1]. Так как поточечно х п сходится к 0 (см. п. «а») 
и 0 Е С1 [0,1], осталось проверить, сходится ли х п к 0 в этом 
пространстве:

III» - 0||С1|о,1| =  max |ie“”‘| + max |(1 - n()e“"*| =

n l - n . ln
2

e n 'n -> e"2 ф 0.

Таким образом, в пространстве С 1 [0,1] последовательность 
{хп} не имеет предела. ё

Пример 2.2. Исследовать на сходимость последователь
ность

'  -1 ,  -1  < - 1

Xn(t)  —  ^

п
nt,  |£| ^

1 П 
1, -  < « < 1, п

в пространствах а) С{—1,1]; б) Ьр[—1,1], 1 ^ р < оо;
в) 4 - 1 , 1 ] .

Решение, а) Найдем поточечный предел

lira xn(t) =  x(t) —
n —УОО

- 1 ,
0, 4 =  0, =  sgn t.
1, 0 < t ^ l ,

Поскольку х $  С\— 1,1], последовательность не сходится в этом 
пространстве.



б) Если последовательность { х п} сходится к некоторому 
элементу у  в пространстве Lp[—1,1], то существует подпоследо
вательность {хП)Ь}, которая сходится к у  почти всюду на [—1,1] 
(см. задачу 2.10). Но последовательность {хп} сама поточечно 
сходится к x(t) =  sgn t € Lp[— 1,1], а значит, и любая ее подпо
следовательность поточечно сходится к х.  Отсюда следует, что 
если {хп} сходится по норме в Lp[ - 1 ,1] к элементу у, то у  =  х 
в Ьр[—1,1] (см. задачу 2.11). Остается проверить, сходится ли 
{хп} к х по норме. Имеем

\\хп - x \ \ p = ^ J  |х„(£) -х (*)|р<Й̂  =
1
р

£Int  — Sgn<|P(ft I
n /

V  42 pdt = —= ------ ► 0.
0 J  v n n^°°

Таким образом, в пространстве Lp[—1,1] последовательность 
{хп} сходится.

в) Покажем, что в пространстве L\[— 1,1] последователь
ность {хп} не сходится. Допустим, что х п  > хо в L\[— 1,1].

71—> 00

Тогда для x(t) =  sgnt имеем

О ^ ||х x0||i ^ ||х II1 IÎ ti x0\\i у 0.
71—►ОО

Отсюда следует, что ||х — xo||i =  0. Из непрерывности функций 
х и хо на множестве [—1,0) U (0,1] и неравенств

0 < J  |x(t) — xo(t)\dt < J  \x(t) — xo(t)\dt = О,

® ^  Jl |®(i) — xo(t)|ctt < J  |x(i) -  xo(i)| dt = 0,
n ^



справедливых для всех п  € N, следует, что

XQ (t) f - 1 ,  - u t < о,  
\  1, 0 < * < 1 .

Но тогда функция xq не является непрерывной на отрезке 
[—1,1], т. е. хо ^ Х/1 [—1,1]- Итак, последовательность {хп} не 
сходится в пространстве Li[—1,1]. ё

Пример 2.3. Исследовать на сходимость последователь-
IIOCTb {х„} = {£nfc}fcil,

1

У к'
. 1 . 1

sin -гт= -  sin

fc ^ n, 

, k >  n,

в пространствах Cq, c,£p (1 ^ p <  oo).

Решение. Проверим, каким из этих пространств принад
лежит {хп}. Для всякого тг € N имеем

lim £пк = lim £nfe =  lim I sin — -  sin
к—юо к > n к —> oo fc—юо y fk \ f k

L - ) - o .
: + l /

Значит, {x„} С со С с С Zoo- 
Далее, для к > п  имеем

1

lf"‘ l = s l n W - s m ^ T T  

0 . Ук +  1 - У к=  2 sin
2\/к +  l \ f k

cos
2 { t f k  + V k T i )

г\-/
к—>оо

2 sin
2 у/к(к  +  1) ( у/(к  1)2 +  у/к(к  +  1) +  v̂ fc2)



K ^ . a c ^ l Q ) 1

Так как xn Е £р <=>• сходится ряд |£nfc|p сходится ряд
А:=1
х - \  &■оо оо

Е  1̂ | р сходится ряд Е
£=71+1 /г:
при р ^ 1 конечна, то x n Е р̂.

Итак, носледовательность {хп} принадлежит простран
ствам со, с, р̂, 1 ^ р ^ оо. Из сходимости по норме в этих про
странствах следует покоординатная сходимость. Найдем поко
ординатный предел, если он существует.

Для всякого фиксированного к имеем

lim £nJt =
n —► ОО

lim £пк = lim -57= = ~̂т= =  &•
n >  к oo

Значит, покоординатно

-+ х
V ^ J fc = l

и, если х п сходится по норме, то сходится к этому х.
Проверим, каким пространствам принадлежит х. Так как

lim & =  lim i  =  О,
k-юо к—юо у/к

то х  Е со С с С £оо- Ряд X) l£fc|p сходится <*=*► р >  3, значит,
£ = 1

х  Е ^р , 3 <  р <  оо и х £  £р , 1 <  р  <  3. Следовательно, при 
1 ^ р ^ 3 последовательность {хп} не сходится в l v.

В пространствах со, с, 1^  последовательность {хп} сходится 
к х, поскольку справедливы следующие соотношения:

||хп -  х|| =  sup \£пк -  &| =  sup
k£ N к>п

^ sup
к>п 

2
«С

sm

+

1

Ук
1

+  sup
к>п

1 1Sin -77= — Sin ...
Ук Ук + 1 

1
sin

Ук + 1
+  sup

к>п Ук

1

Ук

£

Уп Уп +  1 П-» оо
> 0 .



В пространствах £р, 3 <  р < оо, сходимость тоже есть, 
поскольку справедливы соотношения

* » - * « =  £  I U - & N  =
\fc=n-fl /

LSi
\fc=n+l

1 . 1  i
sm TJ= -  Sln о/, —— -  "77=^/*Г+7 ^

I
p \  p

. 1 . 1Sin -r;= — Sin
V k  У к П

1
p\ v

+ ( E 3̂fc

l
P \  p

Обе последние суммы стремятся к нулю при п —> оо как остат
ки сходящихся рядов, так как

1 1 
sin -тт= -  sm —

Ук Ук + 1
1

оо ЗА:4/3 '

ОО J оо 1
а ряды £  и ~fopjz ПРИ Р > 3 сходятся. ё

Пример 2.4. Исследовать на сходимость последователь
ность

( 1, 0 < 4 < - ,
x n(t) — < 1 П

t-1/п - < * <  1,
1 П

в пространствах Ьр[0, 1], 1 ^ р < оо.

Решение. Поточечно последовательность функций {xn (t)} 
сходится к функции

Г 1/*, О < t < 1,
° = о .

РТак как х £ Ьр[0 ,1] при — ^ 1, то последовательность {х п}
7Г

нс сходится в пространствах Lp[0,1] при р ^ 7Г.



Пусть 1 ^ р < ir. Тогда х  € Ьр[0 ,1]. Покажем, что {хп} 
сходится к х в этих пространствах. Действительно, х„ и х удо
влетворяют следующим условиям:

1) | x ( o r M O - * O l p ebi [o, i ] ;

2) М О  -  z(0 lp <  И<)|р, t  е  [о» О;

3) м о - х ( 01р  т ,  <€[о,1].
71—►ОО

Применяя теорему Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла, получаем

Шп -  zl!p =  [  |xn(<) — x(<)|pd< У [  0 dt  = 0 . 45
Jo n->0° Jo

x' = x";

га* Доказать справедливость утверждений 2.1-2.8.

2.1. Пусть X  -  метрическое пространство, {х„}, {уп} С X ,
х, у,  х ' , х "  € X .  Тогда

а) ( х „  у х '  и х п  У х " )
\  п->оо п-> оо /

б )  х „  У Х  = > •  V{xnJ  х Пк -  У х;п-юо * * fc-юо
в) {хп} сходится =Ф- {х„} ограничена;

г) (ж п --------- >• х и у п  У у )  = »
\  7 1 - * 0 0  71—►ОО /

р(хп,Уп)  ► Р(я,2/)-п—юо

2 .2 . Пусть X  -  нормированное пространство, 
fan}, {Уп} С X, {А„} С Р, А € Р. Тогда

а )  ( х „ --------- »• х  и  у п  >• у )  =*►
\  71—►ОО П —►ОО /

+  Уп >• а: +  у;
71—► ОО

б) ( Ап  у А и хп
\  71—> 0 0

 ̂ Ах;
71—►ОО

7 1 -* 0 0



2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2 .8 .

2.9.

2.10

в) Хп х  ^  7 Z Z ?  И -71—► оо тг—ю о

Сходимость последовательности в пространствах 5 и 
1 ^ р ^ оо, эквивалентна покоординатной сходи

мости.

Конечномерные нормированные пространства X  и 
У одинаковой размерности и над одним полем ли
нейно гомеоморфны, т. е. существует линейная биек
ция т: X  Y  такая, что последовательность сходится 
в пространстве X  тогда и только тогда, когда ее образ 
при биекции т сходится в пространстве У.

Любые две нормы на конечномерном линейном про
странстве эквивалентны.

Сходимость последовательности в пространствах 
т ,  со, с равномерна по координатам.

Сходимость последовательности в пространстве С[а, Ь] 
эквивалентна равномерной сходимости на отрезке 
[а,Ь].

Сходимость последовательности {хп}, хп = {£nfc} к 
элементу х = {£*.} в пространствах £р эквивалентна 
выполнению следующих условий:

1 ) V f c  и - —
71—ЮО

ОО
2) \ f e > Q 3 N 0(e) V N  > N0{e) Vn £

k=N+ 1

Что означает сходимость последовательности в про
странствах С к[а, 6], О  1?

Доказать, что если х п  > х  в пространстве Li[a,b],
п—Уоо

то существует подпоследовательность {хПк } такая, что
х пк{р) ------ > х (0  почти всюду на [а,Ь]. Верно ли это

к—юо
утверждение в Lp[a, 6], р > 1?



2 .1 1 . Доказать, что если х п ------ > х в пространстве Lp[a, 61
п—►оо

и существует подпоследовательность {хПк } такая, что 
x nk(t) ------ > y(t) почти всюду на [а,6], то х = у в

/с—► оо
Lp[a,b].

2 .1 2 . В каких из пространств р̂, со, с, тп сходятся следую
щие последовательности:

а) х п = (1, 2 ,.

б )  x „  =  ( l , i  1 , . . . , 1 , 0 , 0 , . . . ) ;

N I 1 1 1 Л Л I
в) Х п ~  ° ’ ' " J '

г )  Х п =  ( 1 ’ й Г 2 ’ ь Г ^ ’ 0,

А) Хп= ( 2 ’ 3 , , " , п + Т ’ 1,1, ' " ) ;
. / s in l  2 sin2 nsinn

е) *» =  { —   7Г Г Г ’

sin(n +  1), sin{n + 2) , . . . ) ;

ж ) ^ , . . . , ^ , 0, 0 , . . . ) ?

2.13. Сходятся ли в пространстве С[0, 1] следующие после
довательности:

а) xn(t) = tn -  fn+1; б) xn(«) =  tn -  t2n?

2.14. Сходятся ли следующие последовательности в про
странствах С [0 , 1], С^О, 1], Li[0 , 1], Li[0, 1]:

£П £п+ ! 1п
а) xu(i) =  — -  б) xn(t) =  —;



в) xn(t) =  arctg ^  ; r) x n(t) = ne nt?

2.15. Доказать, что последовательность x n(t) =  sin nt  не 
сходится в пространстве ^ 2[а,Ь].

2.16. Пусть X  -  нормированное пространство. Доказать, что

II • 111 h || * ||2 <=* 3 С  > 0 V  х е  X  \\х\\2 < С\\х\\г.

2.17. Доказать, что £р С £q, если l ^ p < q < o o n  для х  G £р

I W k  >  W v

2.18. Показать, что

£\ Q £р Q £ q  Q Со С  с  с  1 <  Р  <  q <  0 0 .

2.19. Привести примеры, подтверждающие, что вложения в 
предыдущей задаче строгие:

£\ С  £ р  С i q  С Со С С С 1 <  Р <  9 <  ОО.

2 .2 0 . Доказать, что

I H k  Ы  ‘ I k  Ы ’ Ik, Ы Н к > ,  1 <  р  <  q  <  0 0 .

2 .2 1 . Привести примеры, подтверждающие, что отношения 
в предыдущей задаче строгие, т. е.

II • I k  >- II • I k  >- II • I k  >■ II • I k »  1 <  p  <  <7 <  0 0 .

2 .2 2 . Доказать, что L q[a,b] С Lp[a,b], если 1 ^ р < ^ < о о и  
для х € Lq[a, b]



2.23. Показать, что

С к[а,Ъ] С С[а,Ь] С Lq[a,b) С Lp[a,6] С Li[a,ft],

1 < р < q < оо.

2.24. Привести примеры, подтверждающие, что вложения в 
предыдущей задаче строгие:

С*[о,6] С С[а,Ь] С L g[a,b] С Lp[a,b] С Li[a,b],

1 < р < q < оо.

2.25. Доказать, что

1М1с*[в,Ь] ^ IHIc(a,ft] t  IHU,[a,b] Ь  || * IUp[o,6] Ь || • Иг^а.ф

1 < р < q < оо.

2.26. Привести примеры, подтверждающие, что отношения 
в предыдущей задаче строгие, т. е.

II' 11с*[о,Ь] > - II • Н е м  I H I i , M  >~ II • IIlpM  >- IMIli[o,6]j

1 <  р < q < оо.

2.27. Сравнить нормы || •||оо и II ' Ир (1 ^ Р < °°) на множе
стве Loo [а, Ь].

2.28. Исследовать на сходимость последовательности

1

У к + Т  
1 , к > п,

а ) ХП {£n/c}fcLl 1 £nk — ^

, у /к  +  2 

в пространствах из задачи 2.18;

б) x n(t) = п \ \ t + — — \Д ]  ъ пространствах из за-
v n J

дачи 2.23, если [а, 6] =  [0,1];



2 .2 9 .*

2.30.

2.31.

2.32.

в) Х п  ( t )  —

у/п{ 1 — Tit), 0 ^ t ^ —, 
П

О, -  < t < 1 , 
п

в пространствах Lp[0 ,1].
Доказать, что последовательность x n(t) =  sinn t  не
сходится в пространствах Lp [0,1].

а) При каких значениях а и р  следующие после
довательности сходятся к нулю в пространствах 
Lp[ 0,1]:

x n(t) = n ae~nt, V n ( t )  = п а sin nt?

б) При каких значениях а и р  эти последовательно
сти имеют предел в пространствах Lp[0, 1]?

В пространстве С 771 [0,1] сравнить нормы
тп

№  =
n = 0 t£[a’61

Fill =  тмсÔ n̂ m

||х ||2 =  ш а х lx(f)|.
£€[а,Ь]

Доказать эквивалентность следующих норм:

а) в пространстве непрерывно дифференцируемых 
на [а, Ъ] функций:

11* 11° =  “ в* 1*(01 +  max |x'(t)|,
t e  [а, 6] t€[a,b]

ll*lli =  l*(“)l +  max|x;(t)|,t€[a,6]
||x ||2 =  max (|x(i)| +  |x'(*)|),

te[a,b\

;||3 =  max |x'(f)| +  f |x(i)|d*5
tefa.b] J a



б) в пространстве дважды непрерывно дифференци
руемых на [а, Ь] функций:

2

цх||о =  "учь ix(n)(*)i>

IMIi =  И а )| +  | * » |  +  max |x"(f)|,
i€[a,6]

Н*1Ь =  lx (a)l +  “ ах. Ix'(*)l + ™a* 1Х"(* )|5
t€[a,6] te[a,b\

/  rb  \  V 2

||x ||3 =  max |x"(i)| +  ( /  |x(t) |2 d t ) ,
te[o,6] \ J a J

||x ||4 =  max |x'(f)| +  max |x"(*)|-te[a,b] te[a,6]

2.33. Проверить, что отображения

P\{x,y) =  Ь(1 +  |x - y | ) ,  
f>i(x,y) =  |x - y  + sgnx -sg n y |,

I И  -  2Р з(х ,у )=  /  e~l dt 
I Jx

ИЗ M2 b R  являются метриками. Сравнить их.

2.34, На множестве ограниченных последовательностей 
сравнить метрики ps и роо, где

( \ _1_ 1^£ ~  Ук\Ра( х , у ) - ^  2 к -
к=1- - +  | & - % Г

Роо(х,у) =  sup l̂ fc — 17fc|. 
к

2,35. Пусть || • ||i и || • ||2 -  эквивалентные нормы на линейном 
пространстве X .  Доказать, следующие утверждения:

а) если множество М  С X  открыто (замкнуто) в 
смысле одной из этих норм, то М  открыто (замк
нуто) в смысле другой;



б) если множество М  С X  ограничено в смысле од
ной из этих норм, то М  ограничено в смысле дру
гой.

2.36. Пусть на множестве X  заданы две эквивалентные мет
рики. Какие из свойств множества М  С X  сохраняют
ся при переходе от одной метрики к другой: откры
тость, замкнутость, ограниченность?

2.37. Описать все метрические пространства, в которых вся
кое открытое множество является замкнутым.



Тема 3. Плотность, сепарабельность

Определение 3.1. Пусть М  и N  -  подмножества метри
ческого пространства X . Множество N  называется плотным 
в множестве М, если М  С N. В частности, множество N  на
зывается всюду плотным в метрическом пространстве Х> если
N  = X.

Определение 3.2. Множество М  называется нигде не 
плотным в метрическом пространстве X, если в М  нет внут-

о

ренних точек, т. е. М =  0 .

Определение 3.3. Метрическое пространство называется 
сепарабельным, если в нем есть не более чем счетное всюду 
плотное множество.

Пример 3.1. Пусть N  -  множество алгебраических мно
гочленов с нулевым свободным членом,

М  = { х е С [ 0 , 1]: х(0) = 0}.

Доказать, что множество N  плотно в множестве М  из про
странства С[0, 1] над R.

Реш ение. Множество N  будет плотным в М, если для вся
кого х  Е М  и всякой функции е > 0 найдется х £ Е N  П В(х,в)  
или, что то же самое, для всякой х  Е М  найдется последова
тельность х п Е N  такая, что х п  > х в пространстве С [0 ,1].

71—>-00

Пусть х  Е М. По теореме Вейерштрасса существует по
следовательность многочленов {рп } 5 равномерно сходящаяся 
к х, т. е. сходящаяся по норме пространства (7[0,1] (см. зада
чу 2.7). Рассмотрим последовательность сдвинутых многочле
нов x n(t) = pn(t) — Рп(0). Ясно, что х п(0) = 0. Покажем, что



последовательность {хп} также сходится к а; в (7 [0 , 1]. Действи
тельно,

IK  -  *|| =  ||Рп -  Рп(0) -  х|| =  ||р„ -  х -  (рп(0) -  х(0))|| ^
<  ||Рп -  ®|| +  llPn(O) -  х(0)|| ^ 2||pn -  х\\  > 0.

71—ЮО

Последовательность {хп} можно построить, например, сле
дующим образом. Известно [2 , гл. 4, § 5, теорема 1] что для вся
кой функции х  € С[0 , 1] последовательность ее многочленов 
Бернштейна

Bn(t) = Е * ( - )  C ktk(l -  t)n~k, 0,к=0
равномерно на [0, 1] сходится к х.

Далее, пусть х  Е М, а {В п} -  ее многочлены Бернштейна. 
Тогда

Bn(t) =  ( - )  C ktk( 1 -  t)n~k € N,

так как x ( — ) =  0, т. e. B n E N. При этом B n ■ x, так\n ) n-> oo
как сходимость по норме в С[0 , 1] эквивалентна равномерной 
сходимости. $

Пример 3 .2 . Доказать, что множество

М  — {х Е С[а, Ь]: х(а) =  х(Ь)}

всюду плотно в пространстве Lp[a, Ь] над М.

Решение. Множество М  всюду плотно в пространстве 
£р[а, 6], если М  =  Lp[a, Ь]. Следовательно, нужно показать, что 
для всякого элемента х  Е Lp[a, 6] и всякого е > 0 существует 
функция г Е М  такая, что ||х — z\\p < е.

Возьмем х Е Lp[a, 6] и е > 0. Так как множество С[а,Ь] 
непрерывных на отрезке [а, £>] функций плотно в простран
стве Lp[a, b] (см. задачу 3.6), то для х  существует функция



у G С[а,b] такая, что ||х — у\\р < Для у строим непрерывную 
на [а, Ъ] функцию z такую, что

( y(t), i G [а, 6 — <J],
z(t) =  I у(а), t = b,

[ линейна, t G [6 — 5, ft].

Так как z(b) — у (a) = z(a), t o  z  € М. Подберем 5 так, чтобы
НУ “  * II p  < Очевидно, что

max \z(t)\ ^ max |y(i)| =  1М1с[а,ь] =  Я.
<е[о,ь] te[o,6] 1 1

Отсюда

ь 1
II» _  ZHv =  ( У  IУ0 ) -  z(t)\pd t j  =  ( j f   ̂|y(t) -  z{t)\pd t j  ^  

< 2RSp <

если S < ( - ^ )  • Итак, нашли z  € М  такую, что

||х - z||p ^ ||х -  у||р + lb - г||р < е. 8

Пример 3.3. Доказать, что множество со сходящихся к 
нулю последовательностей нигде не плотно в пространстве с.

о
Реш ение. Надо доказать, что со есть пустое множество в 

пространстве с. Так как со -  замкнутое подмножество в с (см.
о о

задачу 1.50), то со =  со- Надо показать, что для всякого эле
мента хо G со и всякого е > 0 шар В(хо, е) С с не принадлежит 
множеству со-

Для хо =  {f®} € со имеем ------> 0. Значит, для е > 0
к—юо

найдется номер fco такой, что |£°| < -  для к > ко- 
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&  *  <
£/е =  ^ £

—, к > ко.

Тогда х  ̂ со, х Е с и х Е Р(хо,£), так как |£*. — ^ 4 е < е‘
Следовательно, В (х о,е) <(L cq. #

3.1. Пусть М  и. N  -  множества, всюду плотные в метриче
ском пространстве X . Возможно ли, что М  П N  =  0 ?

3.2. Будут ли множество Рп всех алгебраических многочле
нов степени не выше п  и множество Р  всех алгебраиче
ских многочленов

а) нигде не плотными в пространстве С [а, Ь],

б) всюду плотными в пространстве С[а, Ь]7

3.3. Показать, что множество всех финитных последова
тельностей не является всюду плотным в простран
ствах с и ioo] всюду плотно в пространствах со и ip
(1 < оо).

«яг Доказать утверждения 3.4-3.7.

3.4. Множество Р  всех алгебраических многочленов всюду 
плотно в пространстве С 1 [а, Ь].

3 .5 . Множество кусочно линейных непрерывных функций 
всюду плотно в пространстве С[а, Ь] над Ш.

3.6. Множество С[а, Ь] непрерывных на отрезке [а, Ь] функ
ций всюду плотно в пространстве Lp[a, Ь].

3.7. а) Множество алгебраических многочленов от t 1 всю
ду плотно в пространстве С[0 , 1];



б) множество алгебраических многочленов от t, рав
ных нулю при t — 1, всюду плотно в множестве

не является всюду плотным в пространстве С [0, 1]; 
г) множество

А:=0

всюду плотно в пространствах 1 /р[—7г,7г].

Пусть X  -  метрическое пространство. Доказать утвержде
ния 3.8-3.10.

3.8. Дополнение к нигде не плотному в X  множеству всюду 
плотно. Справедливо ли обратное утверждение?

3.9. Дополнение к открытому всюду плотному в X  множе
ству нигде не плотно.

M = { i G C [  0, 1] : х ( 1) =  0};

в) множество

всюду плотно в пространстве
д) множество

нигде не плотно в пространстве L<i [0 , 1];
е) множество тригонометрических полиномов вида

М  =  l x  € Z/2 [0,1]: x(t) =  0 , t € 0,

п

п  € N,



3.10. Замыкание нигде не плотного в X  множества нигде не 
плотно.

3.11. Привести пример метрического пространства X  и мно
жества в нем, которое не является нигде не плотным 
в X  и не является всюду плотным в X .

Доказать утверждения 3.12-3.19.

3.12. Метрическое пространство несепарабельно тогда и 
только тогда, когда в нем существует несчетное множе
ство попарно непересекающихся шаров радиуса г > 0 .

3.13. Пространства (1 ^ р ^ оо), l v (1 ^ р  < оо), 
со, с, С^[а,Ь], С[а, Ь], Lp[a,b] (1 ^ р < оо) сепара
бельны.

3.14. Пространство ^00 несепарабельно.

3.15. Пространство s сепарабельно.

3.16. Мощность сепарабельного метрического пространства 
не может быть больше, чем континуум.

3.17. Конечномерное нормированное пространство сепара
бельно.

3.18. Пусть L -  замкнутое линейное подмножество в норми
рованном пространстве X ,  L ф X .  Тогда L  нигде не 
плотно в X.

3.19. Пусть метрические пространства X  и Y  гомеоморфны. 
Тогда если одно из них сепарабельно, то сепарабельно 
и другое.



Тема 4. Полные метрические и нормированные 
пространства, пополнения

Определение 4.1. Последовательность {хп} элементов 
метрического (нормированного) пространства X  называется 
фундаментальной, если

Vе > 0 3 N(e) Vn, т  > N(e) р(хп, хт) < е.

О пределение 4.2. Метрическое (нормированное) про
странство X  называется полным, если в нем любая фунда
ментальная последовательность сходится. Полное метрическое 
пространство называют также пространством Фреше, полное 
нормированное пространство -  банаховым пространством.

Определение 4.3. Метрические пространства X  и У на
зываются изометричными (X  =  У), если существует биекция 
f : X - > Y  такая, что

Vxb x2 € X  р у ( / ( х i ) , / ( x 2)) = p x ( x i ,x 2).

Нормированные пространства X  и Y  называются линейно 
изометричными (X  =  У), если существует линейная биекция 
/ :  X  -» У такая, что

V x G X  ||/(х )||у  = ||х||х-

Теорема 4.1 (о пополнении пространства). Д ля  лю
бого метрического пространства (Х, рх)  существуют полное 
метрическое пространство (Y,py) и подмножество Y\ С Y  
такие, что ( Х, рх )  — (УъРу) u Y\ = Y.

Д ля  любого нормированного пространства (X, || • \\х) суще
ствуют полное нормированное пространство (У, || • ||у) и ли
нейное многообразие Y\ С Y  такие, что (X, || • ||х) — (Уь II * Ну)  

и Y\ = Y.



Определение 4.4. Полное метрическое (нормированное) 
пространство Y  из теоремы 4.1 называется пополнением мет
рического (нормированного) пространства X.

Пример 4.1. Пусть X  =  ^0, ^  . Проверить, что

р(х, у) =  | ctg 2х -  ctg 2у\

есть метрика на X .  Доказать, что (X, р) ~ полное метрическое 
пространство.

Решение. Метрика р порождается убывающей функцией 
f( t )  = ctg 21. Следовательно, /  -  биекция ^0, —̂  на R, а значит,
р(х, у) =  0 тогда и только тогда, когда х  =  у. Справедливость 
двух других аксиом метрики очевидна. Итак, (X, р) -  метри
ческое пространство.

Полагая f ( x)  =  и , /(у ) =  г>, получаем

pfri») =  1/(* )  “  / Ы I =  |ti -  и| =  P|.|(ii, v) =  ри ( / (х) , / (у)) .

Так как /  -  биекция X  на R и р(х,у) =  Р |.|(/(х ),/(у )), то 
метрические пространства (X, р) и (R,p|.|) изометричны. Про
странство (R, р|.|) полное, значит, (X, р) -  полное метрическое 
пространство (см. задачу 4.6). 45

Пример 4.2. Показать, что пространство (X, р), где 
X = (0, +оо),

р(х,у) =  |х sgn (х -  1) - у  sgn ( у -  1)1,

является неполным метрическим пространством. Найти его по
полнение.

Решение. Первая аксиома метрики верна, так как метри
ка р порождается функцией f ( t )  =  t sgn (t — 1), которая являет
ся биекцией множества X  на множество М  =  (—1,0] U (1, +оо).



Полагая f ( x)  = и , f (y)  =  v y получаем 

p(x,y)  =  \ f ( x ) - f ( y ) \  = | t t -  v\ =p|.|(«,v) = P\.\(f(x), f(y)).

Так как /  -  биекция X  на М  и р(х, у) = P\-\(f{x ), f{y))i  то 
метрические пространства (Х,р) и (М,р\.\) изометричны. Про
странство (Х у р) полно тогда и только тогда, когда (Л/, Р| |) “ 
полное метрическое пространство (см. задачу 4.6).

Так как М  С R, метрическое пространство (R, р\.\) пол
ное, а М  не является замкнутым множеством в этом про
странстве, то пространство (М,/?|.|) не является полным 
(см. задачу 4.4), а его пополнение -  это пространство 
(М , р|.|) =  ([—1,0] U [1,+оо),р|.|) (см. задачу 4.5). Следователь
но, (Х,р)  не является полным метрическим пространством, а 
его пополнение -  это пространство (F, р|.|), где Y  =  [—1, 0] U 
U[l,+oo) (см. определение 4.4). $

Пример 4.3. Описать пополнение множества функций, 
непрерывно дифференцируемых на отрезке [0, 1], относительно 
нормы

х|| =  max |х(£)|+ шах |х;(4)|.
te[ о,|]

Реш ение. Введем следующие обозначения:

Х = С1[0, 1], y = { i € C ( 0, l ] : i € C 1[0, l ]},

\\х\\х =  max |®(01 +  max |x'(t)|. 
tet0,1l te[o,±]

Докажем, что пространство (Х у || • ||х) не является полным, а 
(Y> || * \\х) ~ полное нормированное пространство и является по
полнением пространства (Х у || • ||х).

Пусть для п > 4



Нетрудно проверить, что х п Е X . Обозначим x ( t ) =  

Очевидно, х £ X  и х е Y. Так как

\\Xn -x \\х = max
гт 4

£

* - !

3  +  у/2

п

•||х4то х п > х, п —» оо. Отсюда следует, что {х п} -  фундамен
тальная последовательность в пространстве (X, || • \\х) и схо
дится к х £ X.  Значит, (X, || • ||х) не является банаховым про
странством.

Покажем, что пространство (F, || • ||х) банахово. Пусть 
{хп} - фундаментальная последовательность в этом простран
стве. Так как

| |x n — ^ m ||c [0 ,l]  ^  Ik n  — ^ т | |Х )

то {хп} -  фундаментальная последовательность в банаховом 
пространстве С[0,1]. Следовательно,

[ОД]
х п х  Е С[0,1], п —> оо,

(см. задачу 2.7). Аналогично, так как

И^П “  ^  I j  ̂  ||х п  — ж т | | Х )

то {хп} -  фундаментальная последовательность в банаховом 
пространстве , значит,

N1 М]
х п У) у Е О  [0, 2] ) ^  ̂ сх),

(см. задачу 2.9). Поскольку x(t) = y(t) для t Е [0, 5] , то на этом 
отрезке существует x f(t) =  y \ t )  и х  Е У, а ||хп — х | | х  >■ 0.

71—-ЮО

Итак, фундаментальная в пространстве (У, || • ||х) последо
вательность {хп} сходится по || • ||х к элементу х  £ Y. Полнота
пространства (Y , || • ||х) доказана.



Докажем, что (У, || * ||х) -  пополнение пространства
(Jf, || • ||х) относительно нормы || * ||х* Для этого нужно пока
зать, что замыкание X  по || • ||х есть Y.

Для любого у Е Y  существует последовательность {рп} ал-

(И
гебраических многочленов: рп у, п оо. Рассмотрим по
следовательность

У п(0  — ^

. +И 0-К(Ш

у(<), *€  

- р п ( | )  +

N)sin Сп

Сп
, t e G’1

здесь с,» -  некоторая отличная от нуля величина, которая будет 
специальным образом выбрала ниже. Функции уп непрерывно 
дифференцируемы на отрезке [0 , 1], т. е. уп 6 X.

На отрезке [ |,  1] выполняются следующие соотношения:

\yn(t) - y ( t ) \  =  

+

Полагая

получим

( P n ( t )  ~  V ( t ) )  +  ( у  ~ Р п  +

^  Ы * )  -  у (< )| +  У -  Рп Q )

=̂n-(i+kG)‘,<-G)l)'
max |yn(f) -  з/(01 — —  ̂0,



шах |yn(t) -  y{t) | =  max \yn(t) -  y ( t ) \ ------ >• 0 .
t€[o,i] t6[ i 4 ]

Итак, для всякого у € Y  существует {уп} Е X  такая, что

||j/n -  У\\х = max |уп(<) -  у(*)| +  max |y^(i) -  y'(t)| = 
^L0’1' [°>5j

=  max |yn(t) -  y (£ )|------ >• 0 .
fc€[0,l] п—юо

Следовательно, X  = Y  относительно || • \\x- $

Доказать утверждения 4.1--4.9.

4.1. Всякая фундаментальная последовательность в метри
ческом пространстве ограничена.

4.2. Если {хп} -  фундаментальная последовательность в
метрическом пространстве, то р{хп, х т) --------- > 0 .

п,т—юо

4.3. Метрическое пространство полно тогда и только тогда, 
когда всякая фундаментальная последовательность со
держит сходящуюся подпоследовательность.

4.4. Пусть (X, р) -  полное метрическое пространство и 
М  С X.  Пространство (М, р) полно тогда и только то
гда, когда множество М  замкнуто в X .

4.5. Пусть (X, р) -  полное метрическое пространство, 
М  С X  и пространство (М, р) не является полным. 
Тогда пополнением этого пространства является про
странство (М, р).

4 .6 . Если X  и Y  -  изометричные метрические пространства 
и одно из них полно, то полно и другое.



4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

Нормированные пространства £р, со, с, lv (1 ^ р ^ оо), 
С[а,Ь], СМ[а,Ь], Lp[a,b] (1 ^ р < оо) полны.

Метрическое пространство s является полным.

Конечномерное нормированное пространство полно.

Показать, что пространство Li[a, b] неполно. Найти его 
пополнение.

На множестве X  финитных числовых последователь
ностей заданы нормы

со

а) ||x||i = s u p | f fc|, б) ||х||2 =  £  I&I-
к к= 1

Показать, что пространства (X , || • 111) и II * 1Ь) не яв"
ляются полными. Найти их пополнения.

В цепочках пространств из задач 2.19, 2.24 найти по
полнение предыдущего по норме последующего. На
пример, для пары t \  С £р нужно найти пополнение 
пространства X  — {х =  {£*} : ]Г)ь=1 1Ы < °°} по нор-

» Mlp =  ( Е ” =1

Описать пополнение пространства вещественных алгеб
раических многочленов от переменной £, снабженного 
нормой

а) ||р|| =  max |p(t)|;
t£[a,b]

б) ||р|| =  max \p(t)\ + max \p'(t)\;
te[a,6] te [a , 6]

в) ★ ||p|| =  max |p(*)| +  |p'(a)|;
tE[a,6]

r) ★ ||p|| =  max \p(t)\ +  max |p'(*)|;
iE[a,6] t£[c,d\

д) ||p|| =  max |p(*)| +  max |p"(t)|;
t£[a,b] t€[a,b]

е) ★ ||p|| =  max ^  J ° ^ ;



4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

ж )*  |b|| =  £  Ш - Л  +  max |p(t)|.
k= 0 Л! *€[-1,1]

Рассмотрим линейные пространства функций, опреде
ленных на вещественной прямой R:

а) С (Ж) -  все ограниченные непрерывные функции;
б) Со(Ш) -  все непрерывные функции, у которых 

lim x(t) — 0 ;
f -Ю О  V 1

в) C'i(R) -  все финитные непрерывные функции (т. е. 
функции, равные нулю вне некоторого конечного 
интервала).

В этих пространствах введем норму 

||х|| =  sup|x(t)|.
teR

Будут ли эти пространства полными? Будут ли они се
парабельными?

На множестве натуральных чисел положим 

/ ч I И   — 1 п ф т ,
Р ( П ,  771) =  < 72 - |-  771

I 0 ,  72 =  772.

Доказать, что (N,/>) -  полное метрическое простран
ство. Построить последовательность замкнутых вло
женных шаров, имеющих пустое пересечение.

Доказать, что в полном линейном нормированном про
странстве любая последовательность замкнутых вло
женных шаров имеет непустое пересечение.

Пусть / :  М  —> Р -  инъективная функция, pf (x , y)  =  
= |/(х ) -  f ( y ) |. Доказать, что пространство (М, pj)  пол
но тогда и только тогда, когда множество / ( М)  замкну
то в пространстве (JP, />|-|)*



4.18. Проверить, что {X, pf ), где р/(х,у)  =  |/(х ) -  /(у )|, -  
метрическое пространство. Является ли оно полным? 
Если нет, описать его пополнение:

а) X  =  R, f ( x )  = arctgx;

Будут ли эквивалентны метрики для пар: «а» и «б»; 
«в» и «г»; «д» и «е»?

4.19. Доказать, что метрическое пространство (N,р), где 
p(m,n) =  \егп — егтп|, не является полным. Найти его 
пополнение.

4.20. На линейном пространстве X  заданы две эквивалент
ные нормы. Доказать, что X  является полным (сепара
бельным) в смысле одной из этих норм тогда и только 
тогда, когда оно является полным (сепарабельным) в 
смысле эквивалентной нормы.

4.21. На множестве X  заданы две эквивалентные метрики. 
Сохраняются ли свойства полноты и сепарабельности 
при переходе к эквивалентной метрике?

б) X  = R, f ( x )  =  х5;

в) X  = [0, оо), f ( x)  =  1п(х +  1);

г) X  =  [0,оо), f ( x)  = е~х -

д)
х 6 [ - 1, 0], 
х £  (0 , 1);

х е [ - 1, 0), 
* € [ 0 , 1 ) ;



Тема 5. Непрерывные и равномерно непрерывные 
отображения. Сжимающ ие отображения

Определение 5.1. Пусть X  и Y  -  метрические простран
ства. Отображение F: X  -» Y  называется

/  непрерывным в точке хо Е X , если

V e >  0 36{е) > 0 У х е Х

р х ( х , х о) <  5(e) => p y (Fx , F x0) < е;

/  непрерывным на множестве М  С X ,  если оно непрерывно 
в каждой точке множества М;

/  равномерно непрерывным на множестве М  С X ,  если

Ve > 0 35(e) > О VЯГ1,я?2 € М

Р х 1 > ®2) <  5(e) => Py (Fx i , F x2) < е.

Определение 5.2. Пусть (Х,р)  -  метрическое простран
ство. Отображение F: X  —> X  называется сжимающим^ если

З а  € [0 ,1  ) У х , у  е X  p(Fx , Fy)  ^ ар(х,у).

Определение 5.3. Пусть F: X  —> X.  Точка х* € X  назы
вается неподвижной точкой отображения F, если Fx* = х*.

Теорема 5.1 (Банах). Пусть (Х,р)  -  полное метриче
ское пространство, F: X  —> X  -  сжимающее отображение. 
Тогда существует единственная неподвижная точка отобра
жения F.

Пример 5.1. Доказать, что отображение 

F . - C ' f - M M L i b M ] ,  

действующее по правилу

(Fx)(t)  =  (21 -  5)x(t) - 3 J  2t_s sin:r(s) ds,

равномерно непрерывно на C[—1, 1].



Решение. Представим отображение F  в виде F — G + Н ,
где

(Gx)(t) = (21 -  5)x(t), (Hx)(t)  = - 3  J  2 ^ s sin x(s) ds.

Докажем, что отображения G и H  равномерно непрерывны на 
С[—1,1], тогда и отображение F  будет равномерно непрерыв
ным на С[—1,1]. Пусть x i ,Х2 € С[— 1,1]. Тогда

|(Gxi)(<) -  (Gx2)(t)| =  1(2* -  5)(xj(<) -  x2(t))| «S 
^ \2t -  5| • |zi(t) -  x 2(t) | <  7||xi -  x2||c[-i,i]

и, следовательно,

HGxi -  Oxalic,[-1,1] =  У  K ^O G ) -  (GzaJWI*

^ 14||xi -  x2||c[-i,i]-

Из этой оценки следует равномерная непрерывность G на 
С[— 1 , 1]. Для отображения Я  имеем

£

|(Яхх)(£) — (H x2)(t)| = |Z J  2* S(sinxi(s) - sinx2(s))ds 
S 1 J 1 2t-« . O ^i(g) -  жа(а) _  xi{s) +  x2(s)

€

^ 6 • 2* J  |xi(s) -  x2(s)| ds < 12 ||xi -  x2||c[-i,i] • 2*.

Таким образом,

ЦЯхх -  Я х2||ы _ 1Д] =  jT1 |(Яхх)(«) -  (Я х2)(*)|* ^

^ 12 ||хх -  x2||cf[-i,i] J  2l dt ^ 48 • ||хх -  x2||C[-i,i]

и отображение Я  также равномерно непрерывно на С[—1 ,1]. 45 
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Пример 5.2. Исследовать на равномерную непрерывность 
и непрерывность отображения

a) {Fx)(t) =  б) (Gx)(t) = x 2{t) -  x(t) + 1,
действующие из С[а,Ь) в С[а,Ь].

Решение. Так как функции

/(х ) — е~М и д(х) = х 2 — х  +  1

непрерывны на R, то порождаемые ими отображения F  и G 
непрерывны в С [а, 6], а равномерная непрерывность этих отоб
ражений на С  [а, Ь] эквивалентна равномерной непрерывности 
функций /  и д на R (см. задачу 5.5).

а) Функция /  дифференцируема на (—оо,0] и на [0, +оо). 
На каждом из этих множеств | / 7(х)| < 1 . Следовательно, функ
ция /  равномерно непрерывна на (—оо,0] и на [0,+оо). В силу 
непрерывности /  на R, она равномерно непрерывна на R. Сле
довательно, отображение F  равномерно непрерывно на С  [а, 6].

б) Функция д{х) =  х 2 — х + 1 не является равномерно непре

рывной на R, так как последовательности х' =  п и х" =  гН—п
обладают свойством |х' — х"\  = ----------У 0 , ноп п-+оо

|* (4 )  -  а Ш  =  к  -  4 |  • | <  +  4  - 1 | =

-+2 ^ 0 .2n +  i
ть п—> оо

Значит, и отображение G из С  [а, 5] в С [а, Ь], порождаемое функ
цией не является равномерно непрерывным.

Приведем прямое доказательство непрерывности отображе
ния G на С[а, Ь] (без ссылки на задачу 5.5). Пусть О  0 и 
хо Е С [а, Ь], тогда для любой функции х Е С[а, Ь] со свойством 
||х — хо|| ^ 1 имеем

|(Gx)(«) -  (Gx0)(t)l =  l(*2(0  -  *(*) +  1) -  (xg(f) -  x 0(t) + 1)| =
= |x(t) -  xo(t)I • |x(i) +  x0(t) -  1 | <
^ |x(t) -  x0(i)| • (l*(0 -  *o(OI +  2 |ar0(<)| +  I)-
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Следовательно,

||Gx -  Gxo|| =  max \G(x)(t) -  G(xo)(t)\ <
te[a,b]

^ ||x -  x0|| • (Ik -  xo|| +  2 ||x0|| +  1) ^

< ( 2  +  2 ||s0 | |) | |x - io || .

Из этой оценки следует, что отображение G непрерывно на

C M  =  «

Пример 5.3. Доказать, что бесконечная система линей
ных алгебраических уравнений

23 ' X I  §к+™ к̂ ~ т  = т̂ ' т =  1,2)к—\

имеет единственное решение в пространстве 2̂*

Решение. Введем оператор A: i*i —> 1ч,
00

V к— 1 ) 771=1

Это оператор сжатия (см. задачу 5.15 «а»), так как

V  (  23 У _ 2т2У  1 У*  1 232
Z_* I Cyk+m) Z ^ 2 b k ^  25т  242

fc,m= 1 4 /с=1 т = 1
< 1.

2_у°
■т  J т=]

систему уравнений в операторном виде:

Полагая Уо =   ̂ , В х  = Ах — уо, запишем исходную

В х  = х. (5.1)

Так как

р (В х , By) = ||Бх -  Ву\\ = ||Ах -  Лу|| =  р(Ах, Ау)



и А -  оператор сжатия, то и В  -  оператор сжатия. Следователь
но, по теореме Банаха (см. теорему 5.1) операторное уравнение 
(5.1), а значит и исходная система уравнений, имеет единствен
ное решение в пространстве 2̂* $

5.1. Является ли непрерывным на своей области определе
ния отображение F x  = х (1), если

a) F :C [ 0 , 1]-> R ; б) F: Zi[0, 1] -> R?

5.2. Исследовать на непрерывность и равномерную непре
рывность отображение (Fx)( t ) =  x 2(t) на области опре
деления:

a) F: С[0,1] С[0 , 1]; б) F:  С [О,1] -> L i[0 ,1];

в) F: Li[0 , 1] —>• Li[0 , 1].

5.3. Показать, что отображение (Fx)(t) = x'(t) — Зх(£) 
непрерывно на своей области определения, если 
F: С 1 [а, Ь] —> С[а, Ь], и не является непрерывным, ес
ли F: С 1[а,Ь\ С С[а, Ь] -» С[а, 6].

5.4. Пусть X, У -  метрические пространства, F: X  —¥ У. 
Докажите, что F  не является равномерно непрерывным 
на X  тогда и только тогда, когда найдутся последова
тельности {х'п }, {х ^ }  С X  такие, что рх(х'п^х^) —> 0, а 
Py { F x 'u, Far") 0 при п  оо.

5.5. Пусть отображение F: С[а, 6] -> С[а, 6] определено 
формулой (Fx)(£) =  /(х(£)), где / :  R —> R. Доказать, 
что отображение F непрерывно (равномерно непрерыв
но) на С[а,Ь] тогда и только тогда, когда функция /  
непрерывна (равномерно непрерывна) на R.

5.6. Исследовать на равномерную непрерывность на С [0,2] 
отображение F: С[0 , 2] -» С[0 , 2], если

а) {Fx)(t) = %/хЩ)

б) (Fx)(t) = x 3(i);



5.7.

5.8.

5.9.

в) (Fx)(t ) =  arctgi(t);
г) (Fx)(t ) =  cos x 2(t);

д) < Fl)(i) =

Г2
e) (Fx)( t) =  I (t + s) ln(l +  3x2(s)) ds.

Jo
Исследовать на равномерную непрерывность на С [0,2] 
отображения «а»-«е», если F: (7(0,2] —> Li[0,2].

Исследовать на непрерывность на области определения 
отображения

а) F: С 1[0,3] С С[0,3] -)• С[0,3],

(Fx)(t) = х(2) -  5 [  2Sx'{s)ds-,
Jo

б) F: С 1 [0,1] ->■ С 1 [0,1],

(Fx)(t) = 3x(t) +  [  ln(l + s) i(s )  ds;
Jo

в) f : C 1[ 0 , l ] c C [ 0 , l ] 4 C 1[0,l],

(Fx)(t) =  3x(t) + f  ln(l + s) z(s) ds;
Jo

r) F :C 7[0,1]^  <740,1],

(Fx)(t) =  cos t  ■ (s2 +  4) x(s) ds.

Будет ли отображение F : R ~¥ R сжимающим на мно
жестве M  С R, если F x  — х 3, метрика на К естествен
ная,

1 1"
а) М =

2 ’ 2
; б) М  =  [0, 2]; в) М

Пусть вещественная функция /  дифференцируема 
на R. Доказать, что /  -  сжимающее отображение в про
странстве (R, р|.|) тогда и только тогда, когда существу
ет а  Е [0,1) такое, что \ f f(x)\ ^ а  для всех х  Е R.



5.10. Пусть вещественная функция /  дифференцируема 
на R. Доказать, что уравнение f ( x)  = x  имеет един
ственное решение на R, если

sup|/'(x)| < 1 или inf | > 1 .
xeR

Являются ли эти условия необходимыми для существо
вания единственного решения?

5.11. Доказать, что уравнение 2хех = 1 имеет единственное 
решение, принадлежащее промежутку (0 , 1).

5.12. Достаточно ли для существования неподвижной точки 
отображения /  в полном метрическом пространстве вы
полнения условия р(/(х), /(у ))  < р(х, у) для всех х ф у?

из* Доказать утверждения 5.13-5.20.

7Г
5.13. Пусть /(х ) =  — + х  —arctgx. Для любых х, у существует

постоянная а < 1 такая, что | f ( x )  -  /(у ) | < а\х — у|, но 
отображение /  не имеет неподвижных точек.

-
5.14. Пусть А: £р -> Ах  = { £  akjtj  У • Тогда А  

сжимающее отображение в пространстве если
п

а) £  K jl2 < 1 при р  = 2;
kj= 1

п
б) max 51 lafcjl < 1 при р = оо; l f̂c<n J=1

П
в) max 53 |ofe, | < 1 при p — 1 .

k=l

5.15. Пусть A: i v -> £pi Ax =   ̂ ^  r * Тогда A 

сжимающее отображение в пространстве £р, если



оо
а) Е  lojfcjl2 < 1 при р = 2;

fc,j = 1
ОО

б) sup 52  |ajbj-1 < 1 при р =  оо;
k j =i

ОО

в) SUP Е  \а к]\ <  1 при р =  1 .
j  fc=l

5.16. Бесконечная система линейных алгебраических уравне
ний

оо

£к =  У  ̂Gkj^k “Ь Лк) к = 1 ,2 ,. . . ,
3=1

имеет единственное решение х =  {£7} ^  € £р для лю- 
бого у =  € *р, если выполнено условие

00
а) Е  laJfcj|2 < 1 при р =  2;

k , j = 1
оо

б) sup 52 la*il < 1 при Р = °°;
fc j —1 

оо
в) SUP Е  I < 1 при р =  1.

j  к= 1

5.17. Пусть (Х,р) -  полное метрическое пространство и 
отображение / :  X  X  таково, что некоторая его 
степень д =  / п является сжимающим отображением. 
Тогда уравнение f x  = x  имеет единственное решение.

5.18. Пусть А  интегральный оператор Вольтерра

Ax{t) — f  K ( t , s ) x ( s )d s ,
Ja

ядро K(t, s )  непрерывно на треугольнике

Д  = {(£, s ) : t е  [a,Ь], s € [a,£]}.

Тогда существует такое т  Е N, что Ат  является сжи
мающим отображением в пространстве С  [а, 6].



5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

Пусть ядро К (t, s) непрерывно на [а, Ь] х [о, Ь] и 

f  \K(t, s)|ds < d < 1, <е[а,Ь].
J  а

Тогда интегральное уравнение Фредгольма

x(t) — f  K(t, s) x(s) ds = y(t)
J a

имеет единственное решение x E C[a, b] для любой 
функции у Е С[а,Ь].

Уравнение

x(t) =  t2 + J  sin ^s +  ^  • x(s)^ ds

имеет единственное непрерывное на [0,3] решение x(t).

Являются ли отображения А : X  -> X  сжимающими, 
если

а) (Ax)(t) = / 1 ds, X -  С[0,1];
Jo

б) (Аг)(*) =  Г  ds, X =  L2[0,1];
Jo

в) (Ar)(t) = j t • sinx(s) ds, X = C[0,2];
Jo

г) (Ar)(£) = A [  t2s2x(s)ds , X = C[0,1]?
Jo

В пространстве C[0,1] решить уравнепие 

x(£) = X f  x(s)ds + 12, 0.
Jo

Доказать, что любое непрерывное отображение отрезка 
в себя имеет неподвижную точку.



5.24. Пусть В и С  отображения полного метрического про
странства в себя, В  и С  коммутируют, В - сжимающее. 
Доказать, что уравнение Сх  = х имеет решение.



Тема 6. Компактность, предкомпактность

Во всех определениях и теоремах этой темы через X  обо
значено метрическое пространство (Х , р ).

Определение 6.1. Метрическое пространство X  называ
ется компактным, если из любого открытого покрытия X  мож
но выделить конечное подпокрытие.

Множество М  С X  называется компактным, если компакт
но подпространство (М,р),  им порожденное.

Определение 6.2. Множество М  С X  называется секвен
циально компактным, если

V {хп} С М  3 {хп. } Зхо е М  х п.  > х 0.
к—юо

Теорема 6.1. В метрическом пространстве компакт
ность эквивалентна секвенциальной компактности.

Теорема 6.2 (необходимые условия компактности).
Если множество М  С X  компактно, то М  ограничено и 
замкнуто, а (М, р) -  полное метрическое пространство.

Определение 6.3. Множество М  С X  называется пред- 
компактным, если М  компактно.

Теорема 6.3. Множество М  С X  предкомпактно тогда 
и только тогда, когда

V CZ М  3 {Хп, } 3 Х0 £ X   ̂ •£()•
к—►оо

Определение 6.4. Множество А  С X  называется е-сетью 
для множества М  С X , если

V х G М 3 а Е  А  р(х, а) < е.

Определение 6.5. Множество М  С X  называется вполне 
ограниченным, если для любого е > 0 существует конечная 
£-сеть для М.



Теорема 6.4. Пусть X  -  полное метрическое про
странство, М  С X . Следующие утверждения эквивалентны:

1) М  предкомпактно;
2) М  вполне ограничено;
3) из любой последовательности можно выделить фунда

ментальную подпоследовательность.

Теорема 6.5 (Х аусдорф, критерий компактности в 
метрическом пространстве). Множество М  С X  ком
пактно тогда и только тогда, когда оно вполне ограничено и 
{М, р) -  полное метрическое пространство.

Следствие 6.1. Д ля  того чтобы множество М  С X  бы
ло предкомпактным, необходимо, а в случае полноты X  и 
достаточно, чтобы М  было вполне ограниченно.

Определение 6.6. Семейство Ф отображений F: X  Р 
называется равномерно ограниченным, если

З К > 0  V F  € Ф V i G l  \Fx\ ^  К .

Определение 6.7. Пусть X  -  компактное метрическое 
пространство. Семейство Ф непрерывных на X  отображений 
F : X  -> Р называется равностепенно непрерывным, если

V е > О Э 5(e) > О V F  е Ф \ / х \ , х 2 € Х  

p (x i , x 2) < S => \Fxi -  F x2I < е.

Пусть X  -  компактное метрическое пространство. Обо
значим С(Х)  пространство непрерывных на X  отображений 
F : X  —> Р с нормой

||F|| = m ax |F x |.
х€Л

Теорема 6.6 (А рцела-А сколли , критерий предком- 
пактности в С (Х )). Пусть X  -  компактное метрическое 
пространство. Семейство отображений Ф С С(Х)  пред
компактно <=> Ф равномерно ограничено и равностепенно 
непрерывно.



Теорема 6.7. Пусть X , Y  -  метрические пространства, 
отображение / :  X  -> Y  непрерывно па X  и множество 
М  С X  компактно. Тогда множество f ( M )  компактно.

Пример 6.1. Пусть М  = {х е  C l [a,b]: \xf(t)\ ^ со}. Дока
зать, что множество М  предкомпактно в пространстве С [а, Ь] 
тогда и только тогда, когда существует постоянная с\ > 0 та
кая, что для всех х £ М

Решение. Необходимость. Из предкомпактности множе
ства М  следует его ограниченность (см. теорему 6.2), т. е. су
ществование постоянной К  > 0 такой, что для всех х  £ М

для всех х € М.
Достаточность. Для доказательства предкомпактности 

множества М  воспользуемся теоремой Арцела-Асколли (см. 
теорему 6.6).

Равностепенная непрерывность семейства функций М  сле
дует из оценки

для S ^ —, справедливой для всех х  £ М  и любых t \ , t 2 Е [а, Ь] 
со

(применили формулу Лагранжа, £ £ (а, Ь)).
Докажем, что семейство функций М  равномерно ограни

чено. Согласно теореме о среднем для непрерывной функции 
х  £ М  существует точка г) £ [а, Ь) такая, что

||х|| =  max|x(t)| ^ К.
[а,6]

Отсюда получаем оценку

|x (* i) -  х(<2)| =  I* '(01 • 1*1 -  Ы <  со|*1 -  Ы < е
е



x(t) =  J  x \ s )d s  +  x(rj) =  J  x'(s)ds +  ^ J  x{s)ds.

Значит,

|z(£)| ^ [  \x' (s)\ds+ -r— \ [  x(s)ds  ^ co(b -  a) +  ,
Ja b — a \ Ja b - a

т. e. семейство функций M  равномерно ограничено.
По теореме Арцела-Асколли множество М  предкомпактно 

в С[а, 6]. ё

Пример 6.2. Пусть М  =  {1п(2 + £а)}ае(о,2]- Будет ли это 
множество предкомпактным (компактным) в пространствах
С[0, IJhLJO, 1]?

Реш ение. Воспользуемся теоремой 6.3. Пусть {хп} С М. 
Тогда х п имеет вид x n(t) =  In(2 +  tan), где ап 6 (0,2]. Из 
ограниченной последовательности {ап} можно выделить под
последовательность {anfc} такую, что lim а Пк = ао € [0,2].

к—too
Если ао Ф 0, то при к —> оо последовательность функций 

{хПк} поточечно сходится к функции yi(t) = ln(2 + tao) Е М.
Если ао =  0, то последовательность функций {xnfc} пото

чечно сходится к функции

1пЗ, t 6(0,1],

которая не принадлежит пространству С[0,1]. Отсюда следует, 
что в этом случае последовательность {яп*} и любая ее под
последовательность не являются равномерно сходящимися на 
отрезке [0,1], а значит и сходящимися в пространстве С[0,1].

Итак, множество М  не предкомпактно в С [0,1], так 
как существует последовательность {хп} 6 М  (например,



xn(t) =  ln(2 + t1/n)), из которой нельзя выделить подпоследова
тельность, сходящуюся в пространстве С[0 , 1]. Отсюда следует, 
что множество М  не компактно в С [0,1].

Докажем, что множество М  предкомпактно в простран
стве Li[0,1]. Действительно, как показано выше, из лю
бой последовательности {хп} С М  можно выделить подпо
следовательность {znfc}, сходящуюся К функции Ух ИЛИ У2 
при к —> оо. Функции з/ь 3/2 £ Lx[0,1]. При этом последователь
ности {xnk(t) — yj{t)} (j  =  1 или 2) всюду на [0, 1] поточечно 
сходятся к 0, \xnk(t) — yj(t)\ ^ 21пЗ, функция y(t) = 21пЗ инте
грируема на [0 , 1]. Поэтому согласно теореме Лебега о переходе 
к пределу иод знаком интеграла

llxnfc -  Vj||li[o,i] =  J  \xnk(t) -  Vj(t)\dt -j— 4 0 dt =  0.

Итак, множество M  предкомпактно в пространстве L i[0 ,1], так 
как из любой последовательности {хп} С М  можно выделить 
сходящуюся в Li[0 , 1] подпоследовательность.

Покажем, что множество М  не компактно в L i[0 ,1]. Дей
ствительно, если бы М  было компактно, то оно было бы и се
квенциально компактно (теорема 6 .1), а значит, из последова
тельности x n(t) =  In (2 +  t1/72) можно было бы выделить подпо
следовательность, сходящуюся но норме к некоторой функции 
из М. Но так как {х п} сходится по норме в L i[0 ,1] и поточеч
но на [0, 1] к функции 3/2, то и любая ее подпоследовательность 
сходится по норме и поточечно на [0,1] к 3/2. Следовательно, 
3/2 должна быть эквивалентна некоторой функции из М  (см. 
задачу 2 .11). Но 3/2 не эквивалентна ни одной функции из М. 
Следовательно, М  не компактно. в

Пример 6.3. Доказать, что для предкомпактности множе
ства М  в пространстве 1\ необходимо и достаточно, чтобы оно 
было ограниченным и

оо
V е > 0 3 N e e N  V z  =  {£fe}eM  X ! 1&1 < е-

k=Ne



Решение. Для доказательства можно воспользоваться 
следствием 6.1 из теоремы Хаусдорфа, так как пространство t \  
полное.

Необходимость. Предположим, что множество М  предком- 
пактно в пространстве 1\. Тогда для всякого е > 0 суще-

т
ствует набор { y j }J L i  С i y .  М  С  (J B ( y j , e ) .  Отсюда следу-

j = 1
ет, что множество М  ограничено. Для г/j =  {г?к} существует

ОО

N£ £ N: У) \rf, \ < е. Положим N e =  max {N£}. Для всякого
k = N l

элемента ж £ М  существует у3: ||ж — yj\\ < е. Следовательно,

ОО ОО ОО

£  i&i < X  X  ш  <
k = N e k=Ne k=N e

00
< II® -  2/ill +  1^1 < 2e-

k = N i

Необходимость доказана.
Достаточность. Известно, что

3 С > О V x G M  ||х || ^ С

и
ОО

V е > 0 3 iV£ е N V ж =  {& }  е м i&i < е-
k=N e

Докажем, что множество М  предкомпактно.
Пусть е > 0 произвольное. Каждому х  £ М  поставим в 

соответствие элемент

х е =  (£ъ&, • • • >£лгеА  О,...). 

Справедливы неравенства



Пусть Y  -  подпространство пространства элементами 
которого являются последовательности

У =  (г71,7/2,...,7?ЛГг,0,0 ,...).

Пространство Y  конечномерно, а множество М е = (J {хе} яв-
хЕМ

ляется его ограниченным подмножеством. В силу задачи 6.17 
множество М£ предкомпактно в пространстве Y . Следователь-

т
но, существует набор {yj}jLi  С Y  такой, что М£ С (J B{yj ,e)

j -1
(здесь B(yj ,e ) С Y). Покажем, что {yj}Jt=i есть 2е-сеть для 
множества М  в пространстве £\.

Для любого х € М  существует yj такой, что \\у3 — хе|| < е и

\\х - у А  <  II1  -  +  Н * е  -  у А  < 2 е -

Таким образом, М  вполне ограничено, а значит предкомпакт
но. Достаточность доказана. ё

6 .1 . Привести пример метрического пространства (X, р) и 
множества М  С X  таких, что

а) М  вполне ограниченно, но не предкомпактно;

б) М  предкомпактно, но не компактно.

6.2. Будет ли предкомпактным (компактным) множество М  
из метрического пространства X , если

а) М  конечно;

б) М  -  сходящаяся последовательность;

в) М  -  фундаментальная последовательность (рассмот
реть два случая: X  -  полное, X  -  не полное)?

6.3. Пусть на множестве X  заданы метрики р\ и р2> при
чем pi У р2* Доказать, что из предкомпактности (ком
пактности) множества М  в мегрическом пространстве 
(X, р\) следует предкомпактность (компактность) М  в 
метрическом пространстве (X, рг)*



6.4. Выяснить, при каких условиях на мощность множе
ства X  пространство (X, рт) является

а) полным; б) сепарабельным; в) компактным, 

из* Доказать утверждения 6.5-6.14.

6.5. Для предкомпактности множества М  в метрическом 
пространстве X  необходимо, а в случае полноты X  и 
достаточно существования для всякого е > 0 пред- 
компактной 5-сети, т. е. предкомпактного множества 
N  С X  такого, что

М  с  U В(х,е).
xeN

6.6. Если множество М  для некоторого е > 0 имеет 5-сеть, 
то можно построить 25-сеть из элементов М.

6.7. Множество М  С предкомпактно «=> оно ограни
чено в

6.8. Множество М  С со предкомпактно оно ограниче
но в со и

V 5 > 0 3 N  — N(e)  £ N V п > N  V х = {&} £ М

Ifni < е.

6.9. Множество М  С со предкомпактно

Э *0 =  { $ } € < *  V n e  N Vx =  { & } € M  \ Ы < \ 0 -

6.10. Множество М  С с предкомпактно <=> оно ограничено 
в с и

V 5 > 0 3 N  = N ( e ) e N  V n , m > N  V* = { & } £ M

|£n — £m| < £•



6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

Множество М  a  i p, 1 ^ р < оо, предкомпактно 
оно ограничено в i p и

V е > 0 3 N  = N(e)  € N V i =  {&} е  М

ОО

£ 1Ы" <£-
k=N

Критерий М. Рисса. Множество М  С Lp[a,b\ предком
пактно <=> оно ограничено в Ьр[а,Ь] и равностепенно 
непрерывно в среднем, т. е.

V е > О 3 6  > 0  V Л, |Л| < 6, V x g M

[  |x(t  +  h) — x{t)\p dt < e 
Ja

(считаем x(t) =  0, если t & [a,b]).

Критерий A. H. Колмогорова. Множество M  С Lp[a,b] 
предкомпактно <=> оно ограничено в Lp[a,b] и

V £ > 0 3 6 > 0  V Л, 0 < h <  6, V х G М

[  \xh(t) -  x(t)\p dt < е,
Ja

где
1 r t+h 

X h ®  =  2 h  j t h x ^ d T

(считаем x(t) =  0, если t £  [a, b]).

Множество M  С LP(R) предкомпактно оно огра
ничено в Lp(R) и равностепенно непрерывно в среднем,

V £ > 0 3 5 > 0 V h, \h\ < 6, V x G M

/ оо
|x(t  +  h) — x(t)\p dt < e

-oo



V е > 0 3 A e R  У х е м  

[  \x(t)\p dt +
J—ОО

6.15. Доказать, что в метрическом пространстве

а) если множество М  предкомпактно, то оно ограни
ченно;

б) если множество М  компактно, то оно замкнуто, а 
(М, р) -  полное метрическое пространство;

в) множество М  компактно тогда и только тогда, ко
гда оно предкомпактно и замкнуто.

6.16. Пусть метрические пространства X  и Y  гомеоморфны 
и т -  гомеоморфизм X  на Y.  Доказать, что множество 
М  предкомпактно в X  тогда и только тогда, когда мно
жество т(М) предкомпактно в Y.

6.17. Доказать, что предкомпактность (компактность) мно
жества в конечномерном нормированном пространстве 
эквивалентна его ограниченности (ограниченности и 
замкнутости).

6.18. Пусть М  -  некоторое множество алгебраических много
членов степени не выше п. Указать условия на коэффи
циенты многочленов, необходимые и достаточные для 
предкомпак гности множества М  в пространстве С [а, Ь].

6.19. Доказать, что множество {sin n t}ne^  ограниченно, 
замкнуто, не предкомпактно в пространстве Z,2[a, Ь].

6.20. Являются ли следующие множества предкомпактными 
(компактными) в пространствах С[0,1] и Ьр[0,1]:

а) M = { f" } n6N; б) M = {(a t)" }n€N;
в) М  -  {sm7ii}n6N; г) М  = {sinat}ае[ад \

гоо
I \x(t)\p d t < e .

J a



д) М  = {sina<}ae[aib);

е) М  = {sin(t +  a )}ag[0,6); ж) ★ М  = {sin(i +  n)}neN;

6.21. Являются ли следующие множества предкомпактными 
(компактными) в пространстве С [а, Ь\:

а) {х € С1 [а,6]: |х(£)| ^ В0, |я'(*)1 ^ ^ i};
б) {х 6 С 1[а,Ь\: |х(а)| ^ В0, |x'(f)| < B i};

в) {х € С 2[а,Ь]: |х(<)| <  В0, ^ # ь
|*"(*)1 < в 2}-

г)*  {х € С2[а, 6): |x(i)| < В 0, |x"(t)\ <  B i};

д) {х € С2[а, 6]: |х'(*)| ^ В 0, |х"(*)| < Вх};

е) {х € С[а,Ь]: |x(t)| <  В0, |х (^ )-х (* 2)| ^ ^1*1—̂ г|};

ж) |х  € С[а, 6]:

х (*) = J y {T) dT, У ^ Li[a,b], |у(т)| < В } ?

6.22. Доказать предкомпактность следующих множеств в 
пространстве £7(0,1]:

з) M = { e ‘-» } M[0i+oo)

О

б) {х б С ^ щ б ]:

[  \x'(t)\pdt < 1, 1 < р < оо, |х(0)| < 1



6.23. Являются ли следующие множества предкомпактными 
в пространстве Z/2[0 , 1]:

а) M  = {ta}a>_ 1 ;

б) M = {(ln * )" }neN;

в) М  =  ( х  € £г[0,1]:

= L  J0 \y(T^2<iT ̂
6.24. Являются ли следующие множества предкомпактными 

в пространстве Z<2(R):

а) М  {  1 +  (t +  а)2 } „ 6R

б) М = { - — — - }  ?
\ l  + (t + a )2

6.25. Пусть X  -  одно из пространств со, с, £р (1 ^ р  ^ оо),

М =  ( i 6 l :  |&| <*:"»}•

Будет ли множество М  компактным в X I

6.26. Доказать, что множество

компактно в пространствах со, с, £р (3 ^ р  ^ оо).

6.27. Доказать, что множество

м = { х е е р: | & |< |$ }

компактно в пространствах £р (1 < р < оо) 
хо — {£/?} ^ р̂*



6.28. Доказать, что множество

* € V  £ | Ы РЫ  < 1 , «к ^  о, fc е  n |к=1 J
компактно в пространствах 1 ^ р < оо, <$=>
а *  > оо.

А:—►оо

6.29. Доказать, что множество М  предкомпактно в про
странстве 5 <=>

V k e N  3 C k > 0  Ч х  = {£к} е М  \ Ы < С к.

6.30. Пусть А и В  -  подмножества нормированного про
странства X .  Доказать, что

а) А и В  -  компакты => множество А  +  В  -  компакт;
б) А и В  -  предкомпакты => множество А  +  В  -  пред- 

компакт;
в) А -  компакт, В  замкнуто => множество А + В  замк

нуто. Будет ли А + В  замкнутым, если А  и В  замк
нуты?

6.31. Всегда ли достигается расстояние между точкой и 
замкнутым множеством в полном нормированном про
странстве?

6.32. Пусть А -  компактное, а В -  замкнутое множества в 
метрическом пространстве (Х,р)  и А  П В  =  0 . Дока
зать, что р(л4, В)  > 0.

6.33. Пусть А  и В -  компактные множества в метрическом 
пространстве. Доказать, что расстояние между ними 
достигается на некоторой паре точек.

6.34. Докажите, что в нормированном пространстве расстоя
ние от точки до любого конечномерного линейного под
множества достигается.



Тема 7. Выпуклые множества, подпространства 
в нормированных пространствах

Определение 7.1. Множество М  называется 

/  выпуклым в линейном пространстве, если

V х, у £ М  V а  £ (0,1) ах  +  (1 -  а)у  £ М;

/  строго выпуклым в нормированном пространстве, если
о

V х, у £ М V а  £ (0,1) ах +  (1 — а)у £М.

Определение 7.2. Нормированное пространство X назы
вается строго выпуклым, если его единичный шар В [0,1] 
строго выпуклое множество.

Определение 7.3. Нормированное пространство X  назы
вается строго нормированным, если в нем

||х +  у|| =  ||х|| +  ||у||, X ф 0, у ф О, =*> 3 А > О у -  \х .

Теорема 7.1. Нормированное пространство строго нор
м ирована <=> оно строго выпукло.

О пределение 7.4. Пусть X  -  нормированное простран
ство. Множество М  С X  называется линейным многообразием, 
если

V х, у £ М х +  у £ М (линейность),

V x £ M  V a £  Р ах £ М  (однородность).

Замкнутое линейное многообразие называется подпро
странством X .

Определение 7.5. Пусть М  -  подмножество линейного 
пространства X . Линейной оболочкой (М ) множества М  на
зывается наименьшее линейное многообразие, содержащее М.



Линейная оболочка любого непустог о множества М  С X  
обязательно существует и совпадает с пересечением всех линей
ных многообразий, содержащих М . Линейную оболочку мно
жества М  составляет множество всевозможных линейных ком-п
бинаций ^ 2 а кх к конечных наборов элементов {х*;}£=1 С М  и 

fc=i
коэффициентов {а*;}£=1 С Р.

Определение 7.6. Пусть М  -  подмножество линейного 
пространства X . Выпуклой оболочкой convM множества М  
называется наименьшее выпуклое множество, содержащее М .

Выпуклая оболочка любого непустого множества М  С X  
обязательно существует и совпадает с пересечением всех вы
пуклых множеств, содержащих М . Выпуклую оболочку мно
жества М  составляет множество всевозможных выпуклых ком-

п

бинаций J > x fc конечных наборов элементов {х*;}£=1 С М  и 
fc=l

коэффициентов {0fc}JL 1 С К таких, что 0^ > 0, 1 ^ к ^ п, и

£ > = 1 .
к=1

Пример 7.1. Будут ли следующие множества выпуклыми 
в пространстве Еп:

а) м Л х б К " :  £  |fc|3 ^ 1
I к=1

б) М =  |х € К " :  £

Решение, а) Заметим, что

к=1 )

Значит, М  =  J3[0,1] С Щ. Покажем, что это выпуклое множе
ство.



Пусть х', х" € М , а  € (0 ,1). Тогда для х = ax ' +  (1 — а)х" 
имеем

Нх11<5 = llaa;/ + (1 -  ^ “ IMI  ̂+ (! ~ «)11х,,|1<5 ^ !>

т. е. х € В [0,1] и множество М  выпукло.
б) Покажем, что множество М  не является выпуклым.

Возьмем х1 =  (1 ,0 ,0 ,... ,0), х"  =  (0 ,0 ,... ,0,1) € R", а = 
Тогда

х  =  ax ' +  (1 -  а)х" = 0 ,0 ,...  ,0, ^

G)!+©4=^
т. е. х £ М , а значит множество М  не выпукло. $

Пример 7.2. Будет ли множество

М =  | х  е  L2[ - l , l ] :  ^ - ^ = x ( f ) d f  = o |

подпространством в пространстве
а) Т2[-1,1]; б) М —1,1]?

Решение. Из включения Т2[—1,1] С Ь\[—1,1] (см. зада
чу 2.24) следует, что М  С Т2[ - 1 ,1] С Li[—1,1].

Множество М  -  линейное многобразие, так как для любых 
x i ,х2 G М  и Ai, А2 € Р

/
1 1

(AiXi(i) +  A 2x2(i))cft =  0.
-1 < / й

Докажем, что множество М  замкнуто в пространстве 
Z/2[— 1,1] и незамкнуто в пространстве Ь\[— 1,1].
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а) Пусть {х„} С М  и х п  > х в пространстве L 2[~\,  1].Т1—УОО
Неравенство Коши -  Буняковского дает следующую оценку:

L w m \ =

 ̂ i  I

( J  f r ( t ) - x n (t)\2d t y  =

dt

VW\ \ X  -  Xn* \ L  M
Следовательно, x  £ M  и множество M  замкнуто в простран
стве L2[—1,1], а значит является подпространством в Ẑ2[— 1,1]-

б) Рассмотрим последовательность {хп} С М,

’ -1  г * , t £ -1,-
l
n

1 1'= < о, 1 6
n n

1 t \~ i , t  G IK 1J
К \ n .

S gn  t  ■ |f| 4 e Li[-l,l].

IK  -х \ \  =  ] \  |«Г
3 ,
* dt ->•0.

Однако х  ^ Z/2 [— 1,1], а значит, х  £ М.  Это означает, что мно
жество М  незамкнуто, следовательно, оно не является подпро
странством в L \\— 1,1]. #

Пример 7.3. Доказать, что пространство С[а, 6] не явля
ется строго нормированным.

Решение. Достаточно привести пример отрезка [xi,X2], 
который принадлежит единичной сфере 5(0,1] простран
ства С[а, Ь] (см. задачу 7.15). Рассмотрим две функции:

x i( t )  ~  i — - ,  x 2(t) =  1.
Ь — о



Обе функции линейные и xj(a) = О, х \ (b) =  1, следовательно, 
Ikill =  И^Ц =  1, т.е. x i ,х2 6 5 [0 ,1]. Для функции

<Pa(t) = ax i( t)  +  (1 -  a)x2(t) = а  \ — -  +  (1 -  a), a € [0,1],
о — а

имеем (ра (а) =  1 -  a, ipa(b) = 1. Так как <ра -  линейная функ
ция» то Hv̂ all =  1* Следовательно, ipa € S[0,1] для любого 
a  £ [0,1]. Значит, [хьхг] € 5 [0 ,1] и пространство С[а,Ь] не 
является строго нормированным. в

7.1. Доказать, что пересечение любого семейства выпуклых 
множеств из линейного пространства -  выпуклое мно
жество. Является ли выпуклым объединение двух вы
пуклых множеств?

7.2. Пусть {Mfc}£=1 -  семейство выпуклых множеств из ли
нейного пространства над полем Р, {А*}£=1 С Р. Дока
зать, что множество

п

*=1
выпукло.

7.3. Множество хо +  L y где L  -  линейное многообразие из 
линейного пространства, называется афинпым много
образием. Доказать, что всякое афинное многообразие 
является выпуклым множеством. Будет ли оно линей
ным многообразием?

7.4. Доказать, что замыкание выпуклого множества из нор
мированного пространства выпуклое множество. Яв
ляется ли замкнутой выпуклая оболочка замкнутого 
множества?

7.5. Доказать, что внутренность выпуклого множества из 
нормированного пространства выпукла.



7.6. Доказать, что шары В[хо,г\, В(хо>г) из нормирован
ного пространства выпуклы. Будет ли выпуклым мно
жеством сфера 5[хо,г]?

7.7. Доказать, что аксиома треугольника в определении 
нормы эквивалентна выпуклости шара S [0 ,1].

7.8. В пространстве t \  найти плотное выпуклое множество, 
не совпадающее с £\.

7.9. Будут ли следующие множества выпуклыми в веще
ственном пространстве С [а, 6]:

а) алгебраические многочлены степени точно п;
б) алгебраические многочлены степени не выше п;
в) непрерывные возрастающие функции;
г) непрерывные монотонные функции;

е) М  =  {х Е С[а,b\: x(t) < x q (t), t € [а,Ь]}, где хо -  
некоторая функция из С [а, 6]?

7.10. Доказать, что следующие множества являются выпук
лыми в пространстве &2'

а) параллелепипед

Компактны ли они?

7.11. Пусть Хо -  конечномерное линейное подмножество в 
нормированном пространстве X . Доказать, что Хо -  
подпространство в X .

д) М = { х е С [ а , Ь ] :  \\х

{х =  {£*:} £  ^2* |Ы <  { а * }  е ^2};

б) эллипсоид



7.12. Пусть Lb L2 ~ подпространства в нормированном про
странстве X , причем L \ конечномерно. Доказать, что 
множество L\ +  L2 является подпространством в X.

7.13. Будут ли следующие множества подпространствами в 
пространстве С7[—1,1] над полем R:

а) монотонные функции из С[— 1,1];
б) четные функции из С[—1,1];
в) алгебраические многочлены степени не выше п;
г) алгебраические многочлены;
д) непрерывно дифференцируемые функции;
е) { х  Е С [—1,1]: х(0) =  0};

ж) Е С[—1,1]: J  х(£)*Й = о|;

з) |хеС[-1,1]: J  -̂dt = oj;
и )*  |х  G С[—1,1]: 3 Вх > 0 V ti, t2 Е [-1,1]

|x(ti) -  x{t2)| ^ Bx \ti -  *2|a j  

для некоторого 0 < a  < 1?

7.14. Будет ли множество М  подпространством в простран
стве X , если

* ) ★  М  =  | ®  =  { & . }  е  £р: £  &  =  о | ,

X  = £р, р = 1, р =  2, р =  оо;

б) М  = со, X  = с;
в) М  = с, X  = (оо)

г) М  = £ I, X  = со;

д) М  = |х  = {& }£ =1: Cfc ^ 0, 1 ^ А: < n },  X  =



7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

ж) М  — Lq[a, b], X  — Lp[a, 6], 1 < p < q < oo?

Доказать, что нормированное пространство является 
строго нормированным <=> сфера 5[0,1] не содержит 
никакого отрезка.

Покажите, что пространства £р, Lp[a, Ь] -  строго 
нормированные пространства при 1 < р < оо и не яв
ляются строго нормированными, если р =  1 или р = оо.

Покажите, что пространства со, с, С [а, 6], Ск[а, 6] не яв
ляются строго нормированными.

Пусть X  -  строго выпуклое нормированное простран
ство, множество М  С X  выпукло, хо € X  \  М  и

N  = {х е М: р(хо, М)  =  р(хо, х)} ф 0 .

Доказать, что мощность множества N  равна единице.

Привести пример нормированного пространства X, вы
пуклого множества М  С X  и точки хо € X  \  М  таких, 
что расстояние от точки хо до множества М  реализу
ется неединственным образом.

Достигается ли расстояние от элемента хо до множе
ства Л/, а если достигается, единственный ли ближай
ший элемент?

а) X  = С[-1У 1], х 0(£) =  1,

Af = {х€С[-1,1]:х(0) = 0};
б) X = Z2[-1,1], x0(t) = 1,

M = { x e Z 2[-l,l]:x(0) = o};



в) X  = L2[ - 1,1], X0 (t) = е \

M  = € 1»2[-1>1]: x(t) =  ^2(cikCoskt +  6fcSinfcf)|;

г) X  = e\, x 0 =  (1,0),

M = { x =  (£l 6 ) € ^ : £ i =  0};
д) X  — £\, xo =  (1,0),

M = { z  =  (b ,fc ) € * ? : * ,= & } .

7.21. Пусть Ц*!̂  и ||*||2 ~ эквивалентные нормы на линей
ном пространстве X , пространство X  строго выпукло 
в смысле одной из этих норм. Будет ли оно строго вы
пукло в смысле другой?



Тема 8. Евклидовы и гильбертовы пространства

Определение 8.1. Пусть X  -  линейное пространство над 
полем Р. Отображение (*,-): X 2 -» Р  называется скалярным 
произведением на X, если

1) V х £ X  (х, х) ^ 0;

2) (х, х) — 0 <=> х = 0;

3) V х, у, г £ X  V А, /1 £ Р  (Ах + /ху, z) = А(х, г) + /х(у, г) 
(линейность по первому аргументу);

4) V х, у £ X  (х, у) =  (у, х) (здесь черта означает комплекс
ное сопряжение).

Определение 8.2. Линейное пространство со скалярным 
произведением называется евклидовым пространством.

Теорема 8.1. Д ля  любых двух элементов х, у евкли
дова пространства X  выполняется неравенство Коши-
Буняковского _____ ____

|(гс,у)| 5$ л/ ( х , х ) у/ ( у, у);

выражение ||х|| = ^/(х,х) задает норму на X .

Определение 8.3. Полное евклидово пространство назы
вается гильбертовым пространством.

Определение 8.4. Пусть X  -  евклидово пространство.

/  Говорят, что элементы х ,у  £ X  ортогональны и пишут 
х J_ у, если (х, у) =  0. Множество элементов, ортогональ
ных множеству М  С X, обозначают М х , т. е.

M L =  {х е  X : V у £ М  x l y } .

Если х £ М 1 , пишут также х _L М.



/  Если М  -  подпространство X, то множество М 1 называют 
ортогональным дополнением М  (до X ).

У  Система ненулевых векторов {еа}а^А С X  называется ор
тогональной, если

V а, /3 € А (а ф /3 = >  еа _L ер).

Система векторов называется ортонормированной, если 
она ортогональна и нормирована, т. е. если {еа} -  ортого-

f еа |
нальная система, то < -— - > -  ортонормированная система.

11Ы1 J
S  Ортонормированная (ортогональная) система {eQ} называ

ется ортонормированным (ортогональным) базисом евкли
дова пространства X, если

00
V i 6 X 3 { a n}~=1 x =  J ^ c nettn.

П= 1

Теорема 8.2 (Ш мидта об ортогонализации). Д ля лю
бой счетной линейно независимой системы векторов {хп} в 
евклидовом пространстве X  существует ортонормированная 
система векторов {еп} такая, что

V га € N (xi, х-г, . . . ,  х„) =  {еь е2, •. •, е„).

Ортогонализация проводится по следующей схеме. Полага-
Х \

ем ei =  -— Если построены элементы еь . . . ,  еп, то
F ill

п
П̂+17̂1+1 x n-\-i , е̂ -)е̂ , Стн*1 ц~ у*

Определение 8.5. Пусть М  -  линейное многообразие 
в евклидовом пространстве X . Ортогональной проекцией век
тора х на М  называется вектор у € М  такой, что (х — у) _L М. 
Ортогональную проекцию х  на М  будем обозначать Ргд/ (х).
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Определение 8.6. Пусть (X, р) -  метрическое простран
ство, х £ X  и М  С X .  Величина

р ( х , М ) =  inf{р(х,у): у е М }

называется расстоянием от элемента х до множества М  или 
наилучшим приближением элемента х множеством М . Ес
ли существует элемент у Е М  такой, что р(х,у)  =  р(х ,М),  то 
говорят, что расстояние от х  до М  достигается, а у называ
ют элементом наилучшего приближения элемента х множе
ством М.

Теорема 8.3. Если М  -  подпространство евклидова про
странства X , то для любого х  Е X  существует элемент наи
лучшего приближения у  € М; при этом у =  Ргд/ (х).

Определение 8.7. Пусть -  ортонормированная
система в евклидовом пространстве X . Рядом Фурье элемен
та х Е X  (по ортонормированной системе {еп}) называется 
Р Я Д оо

гДе Ci*(s) =  (х,еп).
71=1

Теорема 8.4 (экстремальное свойство коэффициен
тов ряда Фурье). Если - ортонормированная си
стема в евклидовом пространстве X , то

т

х т = J 2 c n(x)en = Рг(еье2,...,ет > (*).
П = 1

Таким образом, хт -  элемент наилучшего приближения век
тора х элементами из (е\, ег ,. . . ,  ет ).

Теорема 8.5. Если М  -  подпространство гильбертова 
пространства X , то X  = М  ® M L .



Пример 8.1. В пространстве £2 найти ортогональное до
полнение до подпространства

Ь = { х  = {&} € £2: & -  2£з +  3& =  О},

1 7ортогональную проекцию элемента хо =  \ ( — -  I > на L, 

расстояние от хо до L  и до lA .

Решение. Из определения подпространства L следует, что 

L = {zq}l , где Z0 = (1,0, -2 ,3 ,0 ,0 ,.. .) -

Докажем, что L 1 = (го). Используя задачу 8.14, получаем,
что {го}1 =  (го) . Так как одномерное линейное множество 
замкнуто в пространстве £2, то (см. задачу 8.20)

_L_L
L =  i zo} =  (zq) = (г0) =  (г0).

Найдем ортогональную проекцию элемента хо на L. Заме
тим, что L  -  подпространство в £2 (см. задачу 8.13). Значит, 
£2 = L © L 1 =  L ф (го), а х0 =  у + г, где у £ £ ,г  € (г0). 
Следовательно,

PrL ( х о )  =  у  = х о -  аго.

Чтобы найти а, запишем скалярное произведение 

0 =  (у, zq) = (х0, г0) -  а(г0, го),

отсюда
(х0,г0) 2 1 1



Для нахождения p(xo,L) применим теорему Пифагора 
(см. задачу 8.12 «а»): ||хо||2 =  ||у||2 +  1Н|2. Так как

I M 2 =  i ,  M l2 =  М 2 = ^  • 14 =

ТО

p(x0,L)  = \\z\\ =

«(*>■  i 1 ) =  i M  =  = V s 5 = п У т г  *

Пример 8 .2 . В пространстве L<i [—1,1] найти элемент наи
лучшего приближения для x(t) =  1 +  4“ з подпространством 
L = { t , t 2, t 3).

Решение. Множество L -  подпространство гильбертова 
пространства L ^ —1,1], поэтому по теореме 8.3 существует 
у Е L -  элемент наилучшего приближения вектора х элемента
ми из L и у =  Pr/Дх). Ортонормируем линейно независимую 
систему {£, i1, £3} в пространстве р2[“ 1> !]• Новую систему обо
значим {в1,е 2,ез}. Тогда L =  (в1,е 2,ез) и по теореме 8.4

з
у = PrL (х) =  5 > ,  efc)efc.

/с—1

Найдем у. Пусть Xk(t) = tk, к =  1,2,3. Элементы xi и Х2 
ортогональны. Подберем од, с*2 £ R так, чтобы элемент 

+  « 1^1 +  « 2^2 был ортогонален х \  и Х2, т. е. чтобы вы
полнялись соотношения

/ * 2 2 
(t3 +  ait +  a2t2)tdt =  -  + -<*i,

Z*1 2
0 = ( х з , Х 2 ) =  / ( f 3 +  +  « 2 i 2) t2 rft =  - Л 2 -



3 3
Отсюда a i =  — , а 2 =  0 и 13 =  t3 -  - t .  Система функ-

  5 5
ций {хх,Х2,хз} ортогональна. Чтобы нормировать ее, вычис
лим нормы

Ni1=( / / л)”=Л 1,12,1=( / Н !=л

ipj,=( / . ( ‘3"l<) л) =1Л
В результате отсюда получаем ортонормированную систему 
{еъ е2,е3}, где

. „ л , - .

Вычислим коэффициенты Фурье:

(*•'1) = (1+ н )““=1Л ’ 

(*.<*>=Л  £  (1+г})‘2<#=1Л ’

<*.«>)=| л  л  (i+н)  л  - 1«) *=-1 Л  ■
Итак,

4 2 / .  3 \ _ 4 5  5 4 2 .
s * +  з 4 ~ T U f “ Н 7 - Ц ‘ +  з ‘ “ I T1 ' *

№ В евклидовом пространстве проверить тождества 8.1-8.3.

8 .1 . Равенство параллелограмма

||х + у||! + ||х-!,||2 = 2(||х||2 + |Ы|2).



8.2. 2(х, у) =  ||х +  у ||2 -  ||х -  у | | 2 , если Р =  R.

8.3. Полярное тождество

4(х, у) =  ||х +  у||2 -  ||х -  у||2 +  i ||х +  гу||2 — г ||х — гу||2 , 

если Р = С.

“зг Доказать утверждения 8.4-8.7.

8.4. ★ В нормированном пространстве X  можно ввести ска
лярное произведение, согласующееся с нормой в X ,  т. е. 
такое, что ||х|| =  у / ( х , х )  тогда и только тогда, когда 
для любых х ,  у  £ X  выполняется равенство параллело
грамма (см. задачу 8.1).

8.5. Скалярное произведение в евклидовом пространстве 
непрерывно по совокупности переменных.

8.6. Пусть X  -  евклидово пространство, последова
тельности {яп}, {уп} С J3[0,1] С X  таковы, что 
( х т ы У п )  > 1- Тогда \ \хп -  уп \ \  > 0.

п-*оо п—►оо

8.7. Евклидово пространство является строго нормирован
ным.

8.8. Проверить, что следующие линейные пространства над 
полем Р являются гильбертовыми:

п
a) q ,  если (х, у) =  X) ikVki

1

б) i 2, если (х, у) =  X)
к= 1

в) Ь2[а, 6], если (х, у) =  f  x(t)y(t)dt;
J CL

/ОО ___
x(t)y(t) dt;



д) Нс -  линейное пространство функций, определен
ных на R, отличных от нуля на не более чем счет
ном множестве точек и таких, что \x(t)\2 < оо со

t ___
скалярным произведением (х,у) =

t

8.9. Доказать, что пространство Нс (см. задачу 8.8) несепа- 
рабелыю.

8.10. Показать, что в нормированных пространствах со, с, 
С[а,Ь], £%, £р, Z/p[a,6], Lp{R) при 1 < р < оо, р ф 2, 
нельзя ввести скалярное произведение, согласующееся 
с нормами этих пространств.

8.11. Доказать, что следующие линейные пространства над 
полем Р являются евклидовыми, но не гильбертовыми:

а) пространство непрерывных на [а, 6] функций со 
скалярным произведением

(х , у) =  f  x( t ) y(t) dt;
Ja

б) пространство суммируемых по модулю последова
тельностей со скалярным произведением

оо

(*.») =
к= 1

в) W^a^b] -  пространство непрерывно дифференци
руемых на [а, Ь] функций со скалярным произведе
нием

(х, у) = j  (x(i) y(t) + x \ t )  y'(*)) dt•
J CL

8.12. Пусть X  -  евклидово пространство, т, у £ X . Доказать, 
что



а) если х _L у, то ||х +  у ||2 =  ||х||2 +  ||у||2 (теорема Пи
фагора);

б) если Р =  R, то справедлива теорема, обратная тео
реме Пифагора;

в) если Р =  С, то теорема, обратная теореме Пифаго
ра, несправедлива;

г) если Р =  С, то х  _L у тогда и только тогда, когда 
||Ах + /ху||2 =  ||Ах||2 +  ||/i2/||2 для любых А,/х Е С.

ву Пусть X евклидово пространство, M ,N  С X . Доказать 
утверждения 8.13-8.17, 8.19, 8.20.

8.13. М 1 -  подпространство в X .

8.14. М х =  (М)1 и М х =  М х х х .

8.15. Если М  С ЛГ, то М-1 Э 7V1 .

8.16. Пусть (М) = X . Тогда из условия х ! М  следует, что 
х — 0.

8.17. Пусть X  гильбертово пространство. Тогда (М ) =  X  
тогда и только тогда, когда из условия х L  М  следует, 
что х =  0.

8.18. Показать, что в неполном евклидовом пространстве X  
не верно, что (М) = X , если из условия х _L М  следует, 
что х =  0.

8.19. Всякое неполное евклидово пространство X  содержит 
замкнутое подпространство Хо такое, что Хо ф X  и
К  = {о}.

8.20. Пусть X  -  гильбертово пространство. Тогда 
Мхх =  (М).

8.21. Привести пример евклидова пространства X  и множе
ства М  С X, для которого М 11 ф (М).



8.22. Пусть М  и N  -  подпространства в гильбертовом про
странстве X , М  _L N . Доказать, что М  +  N  -  подпро
странство в X .

8.23. Доказать, что для любого а  Е (0, тг) и любого N  £  N 
система М  = {eint}^LN полна в 1/2[—<7, сг], т. е.
ш = и - ° л

8.24. В пространстве 1ч рассмотрим подпространства

м  = { х  =  {&} G х = (£ьО>£з>о,£б,о,. . . ) } ,

N  =  j z  =  {&} е £2 - х = f ^ 5’ 5̂ ’ ” ’

Показать, что М  +  N  =  £2, но М  + N  ф- £^  т. е. множе
ство М  + N  не является подпространством в 12.

8.25. В пространстве />2[0,1] найти М 1 , если М  -  множество

а) многочленов от £;

б) многочленов от t2\

в) алгебраических многочленов с нулевым свободным 
членом;

г) алгебраических многочленов с нулевой суммой ко
эффициентов;

д) функций из пространства 1/2 [0,1], которые равны 

нулю почти всюду на отрезке |о, ^ j ;

е) функций х  Е L2 [0,1] таких, что / x{t) dt = 0.
Jo

8.26. В пространстве [— 1,1] найти М 1 , если М  -  множе
ство функций из L2[—1,1], равных нулю

а) при £ ^ 0; б) при t =  0.



8.27.

8.28.

8.29.

8.30.

В пространстве 1ч найти М ^ ,  если

а) М  = | х  =  {&} е  £ч: £2 6  =  ° |  5

б) М =  {® =  { & } € * 2:

£2 -  З ^ з  -  £5 =  0, f  1 +  2&  +  4̂ 3 =  о ) ;

в) М  = ( х  =  {&} € 1ч: £  6  =  ° |  5

г) М = ( х п = ^ 1 ,1  2 - ,  2 - , . . . ^ ,  п е м } .

Пусть Но -  подпространство в гильбертовом простран
стве Я, х Е Я  и х =  у + 2 , где у € Яо, г Е Яд". Доказать, 
что

р(х, Но) — р(х,у)  =  1И1, 

р(х,Я^-) =  р(х,г) =  ||у||.

Пусть Яо -  одномерное подпространство в гильберто
вом пространстве Я, хо Е Яо, хо ^  0. Доказать, что 
для любого х Е Я

м о)__ы Г '
В пространстве Да [0>1] найти р(х,Ях), если x(f) =  t2,

Н \  =  | х  Е Х 2 [0 Т 1]: J  x ( t )  d t  =  0 j .

8.31. В пространстве 12 найти р(х, Ях), если х =  (1 ,0 ,0 ,...) ,



8.32. Найти ортогональную проекцию элемента

*о = Ы * . , е<2

на подпространство L, а также расстояния p(xo,L) и 
p{xq, L l ), если

а) L =  | х  =  {£fc} € i 2: ~  3£з +  £5 =  о |;

б) L =  (х1, х 2,хз), где

xi  = (1 ,0 ,-1 ,0 ,0 ,.. .) ,  
х2 =  (0 ,1 ,0 ,-1 ,0 ,0 ,.. .) ,  
х 3 = (0 ,0 ,1 ,0 ,-1 ,0 ,0 ,. ..) .

8.33. В пространстве 1/2 [—1,1] построить ортогональную про
екцию элемента х  Е 1/2 [— 1,1] на подпространство чет
ных функций.

8.34. Для х  Е 1/2 [~ 151] найти многочлен наилучшего прибли
жения р Е Рп, п = 0,1,2, если

a) x(t) — еь\ б) х(£) =  t3.

8.35. Построить пример евклидова пространства Х ) линейно
го многообразия L  С X  и элемента х Е Х ,  для которых 
не существует ортогональной проекции х иа, L.

8.36. Доказать, что в сепарабельном евклидовом простран
стве всегда существует ортонормированный базис.

8.37. Доказать, что во всяком гильбертовом пространстве су
ществует ортонормированный базис.

8.38. Привести пример евклидова пространства, в котором 
нет ни одного ортонормированного базиса.

8.39. Найти ортонормированный базис в пространстве Нс 
(см. задачу 8.8 «д»).



Доказать утверждения 8.40-8.45.

8.40. Система функций

1 Г sin n t ) Г cos nt  1 

I V5F JneN l JneN

является ортонормированным базисом в пространстве 
Хга[—тг, 7г], если Р =  R.

8.41. Система функций {e27rwi} _̂Q является ортонормиро
ванным базисом в пространстве 1^2[0,1] над С.

8.42. Система функций {cosntJ^Q является ортогональным 
базисом в пространстве L2[0 , 7г] над R. Замыкание мно
жества ({cos nt}£L0) есть множество четных функций в 
£ 2 [“ 7Г,7т].

8.43. Система функций {sinnt}^=1 является ортогональным 
базисом в пространстве î 2 [0,7г] над R. Замыкание мно
жества ({sinnt}^!^ есть множество нечетных функций 
В £ , 2 [ - 7 Г , 7 г ] .

8.44. В пространстве [^[а^Ь] есть ортонормированные бази
сы, состоящие из

а) алгебраических многочленов;
б) ступенчатых функций;
в) тригонометрических многочленов;
г) функций, лежащих в заданном плотном линейном 

многообразии.

8.45. На отрезке [0,1] рассмотрим систему функций Радема- 
хера

xn(t) = <
к



если п  =  0 , 1,2 , . . . ,  к =  0 , 1, 2 , 2 2 , . . . ,  2 П -1 . Эта система 
ортонормирована в пространстве /^ [0 ,1], но не являет
ся базисом.

8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

Найти замыкание множества М  в пространстве 
1/г[-1) 1], если

a) M = ({<2fe- 1}fe6N); б) M  = ({t*k- 2}keN).

Многочлены pn(t), получающиеся при ортогонализации 
системы функций в пространстве Z/2[— 1,1],
называют многочленами Лежандра. Показать, что

р„(*) =  ^ ( t 2 -  1)п, П =  0,1, 2, . . . ,

и система многочленов Лежандра является ортогональ
ным базисом в пространстве 1,1].

В пространстве 1] найти М 1 , если
М  =  {cos 7rt, t}.

В линейном пространстве функций, измеримых по Ле
бегу на М и таких, что интеграл

/Г —ОО

конечен, положим

Г+оо/ +00 2
e_f x(t) у(<) dt.

-ОО

Полученное пространство будет гильбертовым
с весом q(t) =  е~*2. Ортогонализация системы функций 
1, £, £2, . . .  в пространстве L2,q{R) с весом д(£) дает систе
му многочленов Чебышева-Эрмита, полную в Ьч,я( 
Найти первые три многочлена этой системы.



8.50. В линейном пространстве функций, измеримых по Ле
бегу на [0, -Ьоо) и таких, что интеграл

Полученное пространство £2,р(0, +оо) будет гильбер
товым с весом p(t) =  е~1. Ортогонализация системы 
функций в пространстве Z/2,p(0 ,- fоо) с ве
сом p(t) =  е~г дает систему многочленов Чебышева-  
Лагерра, полную в 1 ^ (0 , +оо). Найти первые три мно
гочлена этой системы.

конечен, положим



Ответы

Тема 1

1.6. а) Да; б) нет. 1.7. Да. 1.8. Да.

1.12. /  строго монотонна. 1.13. /  инъективно.

1.14. а) /  знакопостоянна и ни на каком интервале не обра
щается в 0;

б) /  эквивалентна знакопостоянной функции и ни на 
каком интервале не эквивалентна 0.

1.16. а), б) Нет; в), г) да.

1.17. а), в) а , /3 > 0; б) а,/3 ф 0.

1.21. а), в) Нет; б), г), д) да.

1.22. а), б), г), д) Да; в) нет.

1.28. Нет. 1.30. Да. 1.35. Нет. 1.36. Да.

1.37. В пространстве (X, рт) все множества открыты и замк
нуты одновременно.

1.42. Утверждения 1.38, 1.39 -  да; 1.40, 1.41 -  не всегда.

1.43. 0 , X .

1.44. а) Не ограниченное, не открытое, не замкнутое;
б), д) ограниченное, не открытое, не замкнутое;
г) не ограниченное, открытое, не замкнутое;
в) не ограниченное, не открытое, замкнутое.

1.45. а) Ограниченное, открытое, не замкнутое;
б) ограниченное, не открытое, не замкнутое;
в), д) не ограниченное, не открытое, замкнутое;
г) не ограниченное, не открытое, не замкнутое;
е) не ограниченное, открытое, не замкнутое.



1.46. а) Не открытое, замкнутое;
б), в) не открытое, не замкнутое.

1.47. М  может быть как открытым, так и замкнутым;
N  замкнуто (в том числе пустое множество).

1.48. а), б) Да.

Тема 2

2.9. Эквивалентна равномерной сходимости самой последо
вательности и последовательностей производных с 1-й 
по к-ю.

2.10. Да.

2.12. а) Ни в каких; б) во всех, кроме i \ \
в) ни в каких, если а  ^ 0; в со, с, га, если а  > 0;

в ip) если ар  > 1;
г) в со, с, га; д) в с, га; е) в га;
ж) ни в каких, если а  ^ 0; в со, с, га, если а  > 0; в

если ар > 1.

2.13. а) Да; б) нет.

2.14. а) Да, во всех; б) да, во всех, кроме С^О, 1];
в) нет, во всех, кроме L\[0,1];

г) нет.

2.27. || • ||оо сильнее || • ||р.

2.28. а) Сходится в со, с, £р, 3 < р ^ оо;

б), в) сходится в Lp[0,1], 1 ^ р < 2.

2.30. а), б) х п -  при ар < 1, уп при а  < 0.

2.31. || • ||о и || • ||i эквивалентны, || • Ц2 слабее их.



2.33. pi и рз эквивалентны, р2 сильнее р\ и рз.

2.34. роо сильнее р3.

2.36. Открытость и замкнутость.

2.37. Все метрические пространства, метрика в которых эк
вивалентна тривиальной метрике рт-

Тема 3

3.1. Да.

3.2. Множество Рп нигде не плотно в С  [а, 6]; множество Р  
всюду плотно в С[а,Ь].

3.8. Нет.

Тема 4

4.10. Li[a,b]. 4.11. а) со; б) 1\.

4.12. Пространства (со, || • ||с) и (с, || • ||ш) являются полными. 
Для остальных пар X  С Y  пополнением для (X , || • ||у) 
является (У, || • ||у).

4.13: а) C[a,b], ||х|| =  шах |х(£)|;
t€[a,b]

б) С1 [a, 61, ||х|| =  шах \x(t)\ + шах |х'(£)|;
t€[a,b] t€[a,b]

в) C[a, Ь] х R, для х =  (<р(0>с)  ̂ C'fa, Ь] х R
IMI = “ а* И<)1 + |с|;t€[a,6]

г) пространство функций х, непрерывных на [а,Ь],
непрерывно дифференцируемых на [с, d], и если
[о, Ь]П[с, d\ — 0 , то х(Ь) — х(с) при Ь < с и x(a) =  x(d)
при d < а; ||х|| =  max |x(i)| +  max jx/(t)|;

te[a,6] te[c,<f|



д) С2[а, 6] с нормой ||я|| =  max \x(t)\ +  max \x"(t)\;
t€[a>b] £€[a,6]

е) со с нормой ||я|| =  max |f*|;
к

ж) множество x  = {£fc}£L0 c нормой
OO

11*11 = E  KH+ max
k=0 *€[-1,1] k= 0

4.14. а) Полное, несепарабельное;
б) полное, сепарабельное;
в) неполное, сепарабельное.

4.15. { 4 l  +  i ] } neN.

4.18. б), в) Полные, остальные нет;

а) пополнение  ̂[ - | ,  | ]  , ри |) ;

г) пополнение ([0,1],р|.|);
д), е) пополнение ([—1,0] U [1,2], р|.|);

ж) пополнение < ш :

Метрики для пар «а» и «б», «в» и «г» эквивалентны, 
для пары «д» и «е» - нет.

4.19. {z £ С: \z\ =  1}, p(z i , z2) =  \zi -  z21-

4.21. Сепарабельность сохраняется, полнота может не сохра
няться.

Тема 5

5.1. а) Да; б) нет.

5.2. а), б) Непрерывно, не является равномерно непрерыв
ным; в) не является непрерывным, не является рав
номерно непрерывным.



5.6. а), в), д), е) Равномерно непрерывно;
б), г) не является равномерно непрерывным.

5.7. а), б), г) Непрерывно; в) не является непрерывным.

5.8. а) Да; б) нет; в) нет. 5.10. Нет.

5.12. Нет (см. задачу 5.13).

5.21. а), в) Нет; б) да; г) да при |А| < 3.

5.22. x(t) = - +

Тема 6

6.1. а )Х  =  <(0,1],ри ) > М =  ( о , 0 ;

б) АГ =  <(0,1],ри >, М =  ( 1  1 .

6.2. а) Компактно;
б) предкомпактно; компактно <=> lim х п Е {хп} = М;

п—>оо

в) если X  -  полное, то М  -  предкомпактно; компактно 
<=> lim х п Е {xn} =  М; если X  -  неполное, то М

п—кх>
необязательно предкомпактно.

6.4. а) Всегда; б) счетно; в) конечно.

6.18. Коэффициенты многочленов ограничены в совокупно
сти.

6.20. а) В С[0,1] не предкомпактно;
в Lp[0,1] предкомпактно, но не компактно;

б) в С[0,1] предкомпактно <£=> |а| < 1; 
компактно а  =  0; 
в Ьр[0,1] предкомпактно <=> |а| < 1; 
компактно <=> а — 0;



в) во всех не предкомпактно;

г) во всех компактно; д) не предкомпактно;

е) предкомпактно; компактно <=> b — а ^  2к\

ж), з) во всех предкомпактно, но не компактно;

и) в С [0,1] не предкомпактно;

в Lp[0,1] предкомпактно, но не компактно;
3

к) в Lp при 1 ^ р < -  предкомпактно, но не компактно, 

в остальных не предкомпактно.

6.21. а) г) Предкомпактны, но не компактны;

д) не предкомпактно; е), ж) компактно.

6.23. а), б) Нет; в) да. 6.24. а) Нет; б) да.

6.25. Компактно в со, с, £р) р  > 3.

6.30. Не всегда. 6.31. Не всегда.

Тема 7

7.1. Может быть невыпуклым.

7.3. Да, если хо =  0; нет, если xq ф 0.

7.4. Может быть незамкнутой.

7.6. Нет, если X  ф {0}.

7.8. Все финитные последовательности.

7.9. а), г) Нет; б), в), д), е) да.

7.10. а) Да; б) не всегда.

7.13. а), г), д), з), и) Нет; б), в), е), ж) да.



7.14. а) Да при р = 1; нет при р =  2, р — сю;

б), в) да; г), д), ж) нет;

е) да, если с =  0; нет, если с ф  0.

7.20. а), д) Ближайших точек бесконечно много;

б) не достигается;

в), г) существует единственная ближайшая точка.

7.21. Не всегда.

Тема 8

8.25. а)-г) М х  =  {0};

д) | х  € L2[0,1]: x{t) =  0 п. в. на

е) {х € £г[0, 1]; ®(t) ~  const}.

8.26. а) (х  € С[—1,1]: x(t) = 0 , £ € [0,1]}; б) М х =  {0}.

8.27. а) М =  (х0), где х0 =  (1 ,1 , . . . , 1 ,0 ,0 , . . . ) ;
ю

б) М х = (а,Ь), а = ( 1 ,  2, 4, 0,0, . ..),  

Ь = ( 0, 1, - 3 ,  0, -1 ,  0, ...);

в), г) М х  =  {0}.

8.30. I .  8.31. ~^=. 
3 ч/10

8.32. а) Рг£,х0 =  хо - — (1 ,0 , -3 ,0 ,1 ,0 ,0 , . . . ) ,
55

^  1 ) =  Ш '  p(l0 ' L±) =  V Т  “  ш



^  „  / 2 2  1 8  1 1 4 _________\
б) PrLx0 -  ^ 45>8, 45, 8 > - 45-0’°- --J>

, ГЧ [72 8бТГ , г±ч V86IT 
Р 0’ y ~ G ~  НбОО’ ', ( X 0 l i ) =  W 5 '

8.33. i(x(*) +  x(- f ) ) .  z

8.34. a) p0(£) =  6 2e \  Pi(t) =  +  ^ ,

,  . 3 3  3 e  3  /  1 5 e  1 0 5 \  ,

6) p0(i) =  0, pi(t)  =  p2(t) =  g t.

8.39. Семейство {eQ(*)}a€R, где ea {t) =  {  q \ ~ф or'

8.46. а) Множество четных функций;

б) множество нечетных функций.

8.48. ({cos n t}n=0,2,3,... U {<2n+1}nGN).

8.49. ро«) = Р, Ю  -  ^  ! , „ ( « )  = Ц  ( *  -  J )  •

8.50. po(t) =  1, pi{t) = t -  1, P2(«) =  |  (i2 -  4* +  2 ) .
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