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ОСНОВНЫЕ ОБО3НАЧЕНИЯ 

(Q, $, Р) - вероятностное пространство. 
Rn - n-мерное векторное пространство. 

Q1 Х Q2 - декартово произведение двух множеств. 
$ - поле событий, а-алгебра измеримых подмножеств множества 

элементарных событий. 
&in - борелевская а-алгебра подмножеств пространства Rn. 

$1 ® $2 - произведение а-алгебр $1 И $2' 
Р1 Х Р2 - произведение вероятностных мер. 
Р (. I В) - условная вероятность относительно события В. 

Fe (х) - функция распределения. 

Ре (х) - плотность распределения. 

Р (. I е) - условная вероятность относительно случайной величины е. 
Ре, * Ре. - свертка плотностей распределения. 

Е f Ш = ~ f (е (00» P(doo) = ~ f (х) f1-e (dx) = ~ f (х) dFe (х) = 
~ w -00 

00 

= ~ f (х) Ре (х) ах - математическое ожидание случайной величины f (е), 
-00 выраженное в виде интеграла Лебега от функции f Ш по 

мере Р или от функции f по мере f1-e' или в виде интеграла 
Стильтьеса от функции f по функции распределения F е' или 
в виде интеграла Римана от произведения функции f на плот
ность распределения Ре' 

I.А - индикаторная функция множества А. 

'It( '" ••• , 'n) - проектирование вектора на подпространство, соответствующее 

координатам иl, ... , i n). 

( дс, ) 19= дх} nХn -матрица Якоби. 
H k (х) - энтропия Шеннона. 

W - выборочное пространство. 
w'" - критическая область уровня а. 
Q - параметрическое пространство. 

000, 001 - параметрические множества для гипотезы и альтернативы. 

а (6) - функция уровня значимости. 
~ (6) - функция мощности. 

Ро (х; 60 (х» 
R (х) = , - отношение правдоподобия. 

Рl (х; 61 (х» 
а' h-r-l - а-алгебра событий, зависящих лишь от исходов испытаний 

с номерами меньшими, чем h - r. 
Q3h - а-алгебра событий, зависящих лишь от исходов испытаний, 

с номерами большими, чем h. 
рс-) - марк~вская матрица для обращенной цепи. 
а' (_) - а-алгебра событий из «прошлого». 
а' (о) - а-алгебра событий из «настоящего». 
а' (+) - а-алгебра событий из «будущего». 

:Е - множество состояний до укрупнения. 
d7' - множество состояний; в главе 5 - множество состояний после 

укрупнения. 

G - система укрупнения. 
:EI1 :EJ , :Ек- классы эквивалентности при укрупнении. 

a~~) - (<Пакетное состоянию) на i-M месте в пакете типа 1, занимаю
щее k-ю позицию в последовательности. 

А - статистика критерия отношения правдоподобия. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

В первой половине 40-х годов стало ясно, что в обозримом бу
дущем развитие геологических наук не сможет проходить нор

мально, если не будет разработана специфическая для геологии 
дисциплина, которая может быть названа математической, или 
аналитической, геологией. В принципе ее положение в геологии 
должно быть аналогично положению математической физики в фи
зических науках. Было также достаточно ясно, что до того, как 
будет получено в этом направлении достаточное количество не
тривиальных результатов, пройдет по крайней мере несколько 
десятилетий. Действительно, прежде всего предстояло найти и если 
нужно развить раздел математики, аксиоматика которого была бы 
наиболее адекватна аксиоматике, описывающей геологические 
явления, вопрос о которой в то время не ставился. Затем сле
довало выделить наиболее перспективные для разработки области 
геологии и хотя бы на них показать возможности, создаваемые 
новым подходом. Для того же, чтобы это сделать, требовался 
в первую очередь большой объем полевых экспедиционных работ, 
так как новые идеи в геологии порождаются именно такими рабо
тами и сопровождающей их обработкой целеустремленно собран
ных материалов. :Коллекции, накапливающиеся в результате от
меченных работ, необходимо было обрабатывать также самому 
исследователю, так как отрыв его от такой обработки повел бы 
к потере чувства реальности в окончательных выводах. Отме
ченная деятельность нуждалась в специальной организации, 
способной на каждом этапе исследований давать результаты 
ясной научной и практической значимости, что далеко не просто, 
когда намеченная цель далека, а путь к ней сложен и требует 
обширных поисков и промежуточных разработок. 

В итоге длительных усилий, в которых большую роль сыграло 
руководство Математического института АН СССР, все необходи
мое для работ такого типа было создано. Это позволило накопить 
материал для настоящей книги. В нее вошли личные исследования 
автора и в переработанном виде итоги многолетней деятельности 
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СОТРУДНИRОВ РУRОВОДИМОЙ им группы. Многочисленные примеры 
в TeRCTe в значительной мере основаны на результатах полевых 
ЭRспедиционных работ М. А. Романовой и Д. Н. Иванова. HeRo
торые РИСУНRИ иллюстрируют обрабОТRУ ИСRлючительно трудо
еМRИМИ методами RоллеRЦИЙ, собранных автором, М. Е. Деминой 
и ХИМИRами нашей лаборатории; новые теоремы, фигурирующие 
в этой Rниге, собраны из различных исследований, проводившихся 
автором совместно с А. В. Фаасом, ROTOPOMY принадлежат и до
Rазательства этих теорем. СистематичеСRая переПИСRа со многими 
Rоллегами и аRтивное участие в работах производственных орга
низаций позволили использовать в Rниге труднодоступные цифровые 
данные, в частности данные, наRопленные за деСЯТRИ лет многими 

архивами RaR у нас, TaR и за рубежом. Без УRазанных материалов 
Rнига НИRогда не могла бы быть написана. 

KaR отмечал ось , ПОДГОТОВRа материала дЛЯ RНИГИ заняла 
длительное время. В течение этого периода автор пользовался 
помощью большого числа лиц, всем этим лицам автор выражает 
свою признательность. Невозможно не отметить влияние, ROTopoe 
имели на автора длительные ROHTaRTЬY с ю. А. ЖеМЧУЖНИRОВЫМ, 
А. Н. Колмогоровым и Н. Н. Михайловым. Их помощь сыграла 
решающую роль в разраБОТRе основ математичеСRОЙ геологии. 

При ПОДГОТОВRе РУRОПИСИ весь ее TeRcT и ДОRазательства были 
любезно прочитаны Б. п. Харламовым, в соавторстве с ROTOPblM 
написана вторая глава. Кроме того, первые три главы были внима
тельно прочитаны Н. А. Сапоговым, а третья глава - К. п. Ла
тышевым. Их замечания способствовали улучшению TeRcTa. 

При работе над TeRcToM автор пользовался помощью своего 
постоянного СОТРУДНИRа А. В. Фааса, инициатива и отзывчивость 
ROTOPOrO содействовали успешному завершению работы. Подго
TOBRa варианта РУRОПИСИ для издательства осуществлена 

И. э. Сирот. 
Автор признателен редаRторам RНИГИ - Б. В. Гнеденн:о и 

М. А. Романовой - за внимание R пожеланиям автора и неизмен
ную благожелательность. Необходимо таRже отметить большую 
помощь, ОRазанную автору РУRоводителями тех учреждений, 
в ROTOPblX протеRала его деятельность, - М.'f1,<Ф. Двали, 
Н. г. Келлем и г. И. Петрашенем. -

РазраБОТRа основ математичеСRОЙ геологии не всегда прохо
дила глаДRО. В трудные периоды жизни автора всегда поддержи
вало самоотверженное и ЧУТRое участие в нем его матери - На
талии Леонидовны Вистелиус.~ 



ВВЕДЕНИЕ 

в книге об основах той или иной науки всегда предполагается, 
что соответствующая наука уже сформировалась и что из ее мате
риала могут быть выделены основные факты. Для математической 
геологии такая схема не подходит, так как в монографическом 
плане интересующая нас наука еще не определена. Говоря об 
основах математической геологии, следует в первую очередь 
иметь в виду ее достаточно полное определение и те конкретные 

результаты, на которых она может быть развита. 
Термин «математическая геологию> и определение ее задач 

были даны автором этих строк в начале 60-х годов. Этот термин 
был принят международной общественностью, за чем последовало 
множество публикаций, авторы которых стремились внести свой 
вклад в новую область анания. Однако таких исследований, 
которые развивали бы математическую геологию и давали бы 
принципиально новые результаты для геологии вообще, оказалось 
немного. Поэтому для изложения основ математической геологии 
необходимо было выделить те результаты (по возможности в раз
ных разделах геологии), которые бы наиболее точно удовлетворяли 
специфике интересующей нас дисциплины, развивали бы эту 
дисциплину и приносили бы факты, неизвестные ранее с геоло
гичеекой точки зрения. 

Тщательный анализ материала показал, что результаты, удов
летворяющие поставленным требованиям, имелись в петрологии, 
седиментологии и геохимии. Действительно, в петрологии, как 
неоднократно отмечал Е. х. Т. "У'иттен, были открыты совершенно 
неожиданные свойства структур, имеющие глубокий генетический 
CMblCJI, развиты новые феноменологические схемы метасоматоза, 
решившие ряд конкретных задач, созданы специфические методы 

. картирования интрузивных массивов, вскрывающие их черты, 
не выявляемые обычными методами геологии, важные для решения 
не только научных, но и производственных вадач. В результате 
детального анализа слоистых структур в седиментологии были 
внесены принципиальные изменения в концепцию циклического 

осадконакопления таких толщ, как молассы и флиш. Разработаны 
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методы, способные значительно уточнить представление об оса
дочных формациях. Наконец, в геохимии удалось уточнить по
нятия, связанные с таким ее основным разделом, как учение о сред

них концентрациях, сильно углубить прнимание термина «распре
деление частот» и развить методы анализа парагенезисов эле

ментов. 

Все эти результаты создали реальную основу, на которой 
возможно построение основ математической геологии. Кроме 
отмеченных петрологии, седиментологии и геохимии в математи

ческой геологии должны найти отражение проблемы тектоники, 
палеонтологии и биостратиграфии, но пока удовлетворительных 
разработок этих проблем нет. 

Успехи в отмеченных задачах были достигнуты потому, что 
для их решения был найден адекватный им математический ап
парат. Без знания этого аппарата невозможно оценить получен
ные результаты и развивать их далее. Аппарат этот носит специ
альный характер и требует знакомства с рядом разделов мате
матики. Для того чтобы работать с этим аппаратом и получать 
конкретные результаты, нужна не популяризация аппарата, а его 

систематическое изложение. 

Таким образом, книга должна, с одной стороны, дать матема
тический аппарат, а с другой - показать, что существенного для 
геологии получено с помощью этого аппарата. Для достижения 
указанной цели книгу пришлось разделить на две части. В первой 
части, предлагаемой ныне читателю, даны определение матема
тической геологии и математический аппарат, на который опира
ются результаты, излагаемые во второй части. 

Первая часть монографии делится на ряд глав. Первая глава 
посвящена определению предмета математической геологии. Хотя 
это определение в последние годы давал ось и фигурирует в офи
циальных справочных документах, вернуться к нему совершенно 

необходимо. Мы живем в период становления математической 
геологии и выработки на ее основе совершенно нового подхода 
к анализу геологических явлений. Специалистов в этой области 
очень мало, она бесконечно перегружена лицами, весьма дале
кими или от геологии, или от математики, иногда от них обеих, 
а подчас и от науки вообще. В этих условиях естествен хаос, 
существующий ныне в литературе по математической геологии. 
Хаос этот крайне отрицательно сказывается на развитии мате
матической геологии и геологических наук в целом. Однако бо
роться с ошибочными тенденциями нужно не административными 
путями, а показом тех направлений, которые дают реальные геоло
гические результаты. Для того чтобы найти эти направления, 
необходимо представлять, что такое математическая геология, 
почему она возникла и для чего нужна. Автор по мере сил стре-
мился выяснить это в первой главе. . 

В результате анализа специфических особенностей геологи
ческих явлений в первой главе был сделан вывод, что для опи 
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сания этих явлений исключительно большое значение имеет 
понятие «вероятностЬ>}. Но для того чтобы получать с помощью 
этого понятия нетривиальные результаты, нужно знать его точ

ное определение, важнейшие свойства вероятности и те методы, 
которые позволяют изучать эти свойства. Таким образом, геологу 
для занятий математической геологией нужно достаточно отчет
ливо представлять существо теории вероятностей и уметь исполь
зовать ее методы. Этим вопросам посвящена вторая глава. Она со
держит сжатое изложение современной теории вероятностей. 
Особое внимание уделено наиболее важным для геологии пробле
мам, и в первую очередь характеристике случайных процессов. 
При изложении материала затронут более широкий круг вопро
сов, чем тот, который будет использован во второй части. Объ
ясняется это тем, что сейчас невозможно точно предсказать детали 

развития математической геологии. Вместе с тем ясно, что исполь
зование теории, скажем, непрерывных случайных процессов -
зто вопрос только времени. Таким образом, вторая глава доста
точно широко освещает главную массу фактов, охватываемых 
теорией вероятностей. При изложении автор стремился показать 
специфику методов, характерные постановки вопросов, а иногда 
и те достаточно тонкие моменты математического характера, 

которые могут возникнуть при построении моделей процессов. 

Так, автор коснулся некоторых свойств интеграла Лебега, кото
рые, конечно, на практике могут быть обойдены, однако их показ 
демонстрирует характер точных математических построений. 
Кроме того, как уже упоминал ось , эти деликатные математиче
ские вопросы могут возникнуть в будущем при разработке моде
лей процессов. Стремясь оживить по необходимости очень сжатое 
изложение, мы вводили примеры. Так, достаточно подробно был 
рассмотрен вопрос о преобразовании векторных случайных ве
личин (процентный пересчет) , который имеет большое значение 
в геохимии и петрологии, но который пока нигде с достаточной 
точностью не излагался. 

Во второй главе показано, как на специфическом математи
ческом языке выразить те или иные представления геолога о гео

логическом явлении, показан наиболее эффективный язык для 
изложения теории. 

Однако на практике геологу, как и всякому естественнику, 
необходимо проверять по наблюдениям те теории, которые были 
им получены ранее. Это решается специальной математической 
наукой - математической статистикой. Она так же важна для 
геолога, как и теория вероятностей. Математическая статистика -
обширная научная дисциплина, фрагменты которой уже публи
Rовались в связи с постановкой специальных геологических 
.задач, поэтому вряд ли рационально излагать математическую 

статистику в том плане, в каком излагалась теория вероятностей. 
Более целесообразно, кратко определив ее задачи, показать, как 
ее нужно применять на практике. Так, например, во всех геоло-
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гических науках широко используются различные коэффициенты. 
Поэтому было бы рационально показать, каково соотношение 
между теоретически определенным коэффициентом и его аналогом, 
полученным из наблюдений (точечное оценивание), как изуча
ются вновь вводимые коэффициенты, какова связь между инфор
мацией, содержащейся во всех имеющихся в распоряжении ис
следователя наблюдениях, и коэффициентом, призванным пере
дать эту информацию в сжатой форме. Наконец, следовало рас
смотреть наиболее типичные методы проверки гипотез и на кон
кретном материале показать, как проверяется статистическая 

гипотеза. Требовалось также привести пример для иллюстрации 
того, как строится заключение о том или ином конкретном геоло

гическом построении. Все эти вопросы в плане определений и демон
страции разработок даны в третьей главе. Эта глава должна по
казать, как те или иные теоретические построения проверяются 

через наблюдения и эксперимент. 
Закончив изложение основ общей теории и показав, как она 

используется при операциях с наблюдениями, перейдем к систе
матическому изложению того аппарата, с помощью которого 

были получены важнейшие для математической геологии резуль
таты. Этот аппарат - теория случайных последовательностей -
в сколько-нибудь законченном виде в том плане, в каком он нужен 
геологам, нигде и никогда не излагался. В нашей книге его изло
жение составляет содержание четвертой, пятой и шестой глав. 
В этих главах не только ставится вопрос, но и подробно излага-
ется его решение. . 

Четвертаяjглава, с которой начинается эта специфическая 
группа глав, содержит описание случайных последовательностей. 
Особенное внимание уделено в ней цепям Маркова и связанным 
с ними понятиям, из которых некоторые появились в результате 

обобщения опыта геологических исследований. Большое внимание 
уделено разбору техники анализа случайных последователь
ностей, в связи с чем подробно рассматриваются эффективные 
в этом случае матричные методы. Излагая те или иные вопросы, 
мы стремились их подробно иллюстрировать. Примеры подби
рались так, чтобы вызвать интерес у специалистов тех разделов 
геологических наук, где развиваемые нами методы еще не исполь

зовались. Так, приводятся примеры из теории формирования не
фтяных залежей и анализа соотношений в структурах силикатов. 
Нам кажется, что вопрос о внедрении стохастического модели
рования в эти области достаточно назрел и не разрабатывается 
лишь из-за не знания того, что в математике уже несколько деся

тилетий существует весьма эффективный аппарат, способный дать 
минералогу важнейшие результаты (скажем, при изучении см:е
шаннослойных минералов глин или минералогии слюд). 

Пятая глава охватывает ряд вопросов о преобразованиях м:ар
ковских цепей. В принципе вопрос в ней ставится так: анализ 
модели геологического IIвления показывает, что его реализация 
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есть цепь Маркова. Как изменятся свойства цепи, если ее реали
зации будут подвергнуты некоторому преобразованию? Например, 
какие-то состояния (скажем, зерна минералов, слои и т. п.) мы 
перестанем отличать друг от друга, какие-то состояния вообще 
ИСКЛЮЧJiIМ и т. п. Почти весь материал этой главы оригинален и 
полностью нигде ранее не публиковался. Все определения, теоремы 
и леммы, фигурирующие в этой главе, будут использованы при 
построении и анализе моделей. 

Последняя - шестая - глава содержит сведения о стати
стике марковских цепей для тех моделей, которые будут исполь
зованы в дальнейшем. Материал этой главы в основном заимство
ван из более ранних публикаций. 

В целом четвертая, пятая и шестая главы могут рассматри
ваться как сравнительно полное изложение теории марковских 

цепей с конечным числом состояний, с акцентом на те случаи, 
которые оказались важными в разработанных задачах геологии. 

Текст книги иллюстрирован большим числом примеров. 
Эти примеры делятся на две категории. Одни из них - наиболее 
многочисленные - имеют своей целью пояснить то или иное 
определение, показать его специфический аспект на геологиче
ском материале. Примеры второго типа введены для того, чтобы 
показать, с какого типа исследованиями - математическими и 

геологическими - сталкивается специалист, занимающийся ма
тематической геологией. Это по-существу как бы отдельные 
«статью>, включенные в текст с отмеченной целью. Они выделены 
специальными заголовками и имеют самостоятельное значение. 

Автор стремился к тому, чтобы в каждой главе был хотя бы один 
подобный пример. Между выходом первой части этой книги и пуб
ликацией второй неизбежен временн6й разрыв. Примеры в этой 
ситуации могут служить для разбора используемой техники до 
того, как будут опубликованы модели, дающие подробное изло
жение материала. 

Из сказанного видно, что публикуемая ныне часть моногра
фии является подсобной - это как бы методическое введение 
ко второй части. 

При изложении материала автор руководствовался основным 
соображением - показать специалистам методы, позволяющие 
с помощью математики достигать реальных результатов, методы, 

которые могут привести к результатам, неизвестным ранее геоло

гической науке и важным для ее развития. В соответствии со 
сказанным ясно, что книга не претендует на популярность изла

гаемого в ней материала. 
В заключение хочется отметить одно обстоятельство - чтобы 

разобраться во всем изложенном в книге, требуется известная ма
тематическая подготовка и небанальное представление о путях раз
вития геологии. Без понимания того, что геология нуждается в со
здании собственной математической дисциплины, читать эту книгу 
бессмысленно. Нам кажется, что ее читателями должны быть лица, 
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специализирующиеся по математической геологии; в равной сте
пени она может быть отнесена сотрудникам ныне многочисленных 
математических учреждений различных геологических организа
ций - от лабораторий математической геологии до вычислитель
ных центров. Лучший способ чтения книги - знакомство с тек
стом одновременно двух специалистов: геолога и математика. 

Первая глава доступна геологу без каких-либо математических 
знаний. Она полезна всем тем, кто хочет понять в принципе, 
в чем задачи и методы математической геологии, каково ее поло
жение в цикле геологических наук. Просмотр этими лицами других 
глав (без разбора математики) покажет, что в геологии существует 
множество задач, ждущих разработки и обещающих интересные 
решения, если исследователь сможет переформулировать их 
в математических терминах. 

Что касается математики, то при изложении новых результа
тов доказательства приводились полностью, часто с сохранением 

промежуточных выкладок. Утверждения, заимствованные из ли
тературы, иногда давались без доказательств. 

Учитывая, что читателем книги может оказаться геолог, 
не сталкивавшийся ранее с математикой, или математик, мало 
знакомый с геологией, автор стремился дать достаточно полные 
библиографические ссылки, указывая читателю не только источ
ник, но и страницы. Списки используемых работ даются по гла
вам. 

Итак, предположим, что читатель хочет получить в геологии 
нетривиальный результат с помощью математики. Он готов по
тратить время на то, чтобы выяснить, каким аппаратом для 
этого он должен овладеть. Мы надеемся, что, штудируя эту 
книгу, читатель заметно приблизится к поставленной им цели. 



Глава 1 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ГЕОЛОГИЯ 

И РАЗВИТИЕ ГЕОЛОГИЧЕСКИХ НАУК 

Оnредедение .мате.матическоЙ геологии. А надиз причин, вызывающих 
с.мену nарадиг.мов в развитии геодогии. Вопросы организации среды, реадизациu 
геодогuческих явдеllий и структуры 06'Ьектов, изучае.мых геодогиеЙ. Типы задач. 
УтОЧllеllие nОllятия «коllцеnтуадыlяя вероятllостная .модеды). Вопросы раз
вития .мате.матическоЙ геодогии. 

R'лючевые слова: 
математическая геология, концептуальная вероятностная модель, оргаНИВ8-

ция среды, типичные структуры, парадигм. 

1.1. ВВЕДЕНИЕ 

В самом общем виде математичес}{ая геология может быть оп
ределена }{а}{ нау}{а, занимающаяся построением, анализом и ис

пользованием в }{он}{ретной работе математичес}{их моделей 
геологичес}{их явлений. В }{онце главы мы уточним это определе
ние, но пона ограничимся приведенным для того, чтобы не вводить 
неноторых понятий, относительно новых для геологов. 

Вопрос о выделении научной дисциплины, ноторая решала бы 
задачи геологии математичесним путем, наснольно известно ав

тору, был поставлен впервые оноло 35 лет тому назад (Вистелиус, 
1944). Сама эта дисциплина, недостаточно точно определенная, 
была названа аналитичесной геологией. Ее появление было под
держано В. И. Вернадсним, а затем английсним журналом «При
рода» (Tomkeieff, 1947). В начале 60-х годов по ряду причин 
автор заменил название «аналитичесная геологию) названием 

«математичесная геологию). Определение математичесной ·геоло
гии и ее специфичесних задач было дано в 1962 г. (Вистелиус, 
1962). Эта статья, вышедшая затем в переводах во Франции, США 
и ГДР, содержала развернутое изложение ленции, прочитанной 
ее автором весной 1962 г. в Институте геологии и геофи
вини СО АН СССР по предложению руноводства этого института. 
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В 1967 г. по инициативе Р. Реймента (Швеция) был сформи
рован неофициальный международный комитет для создания 
международной ассоциации по математическим методам в геоло
гии. :Комитет принял решение называть новую ассоциацию Ас
социацией математической геологии. В 1968 г. ассоциация была 
официально утверждена XXIII сессией Международного геоло
гического конгресса в Праге. В то же время было дано первое 
развернутое определение предмета математической геологии 
в СССР (Вистелиус, 1969; Vistelius, 1968). В 1969 г. был основан 
международный журнал математической геологии, название ко
торого было определено после дискуссии. Оно было предложено 
в циркулярном письме президента вновь созданной ассоци

ации. 

Официальные определения математической геологии были даны 
в СССР (Геологический словарь, 1973) и в США (Glossary, 1972), 
а также в адресе президента Ассоциации XXIV сессии Между
народного геологического конгресса (Монреаль, 1972; Vistelius, 
1976). В настоящий момент определение математической геологии 
дано в целом ряде работ (Вистелиус, 1977; Vistelius, 1976; Whit
ten, 1977). Для того чтобы были ясны причины возникновения 
математической геологии, обратимся к истории геологических 
наук. 

1.2. РА3ВИТИЕ ГЕОЛОГИИ И СМЕНА ПАРАДИГМОВ 

",В 1680 г. Лейбницом была предложена теория образования 
Земли, исходящая из ее огненно-жидкого начального состояния. 
Эта работа не оставила следа в развитии геологии, но за ней после
довал примерно 100-летний период, в течение которого одно за 
другим появлялись построения такого же типа. Период этот за
кончился знаменитой публикацией Хаттона (Hutton, 1788), а за
тем комментариев к ней Плейфейера (Playfaier, 1802). Эти публи
кации завершили большой исторический период, в течение кото
рого была проведена та подготовительная работа, после которой 
смогла появиться собственно геология как наука. Этот период 
был знаменателен близостью всех наук - математика обогащала 
геологию, а геология давала математике содержательные задачи.1 

Именно в этот период наметился колоссальный прогресс в области 
точных наук. Сложились основанные на детерминистическом 
принципе и понятии функции математические дисциплины. Заро
дился вероятностный подход к анализу случайных явлений. Воз
никли идеи эксперимента. 

1 При установлении участия представителей точных наук в р,ешении 
геологических задач широко использованы ссылки, содержащиеся во фраг
ментах рукописи «Temperature of History) профессора Браша (Brush), любезно 
присланных им автору. 
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Не имея возможности подробно остановиться на характери
стике этого времени, отмечу некоторые его черты, особенно важные 
для наDIИХ целей. 

1. Исследовательская мысль развивается чисто аксиоматиче
ским путем на основе библейских представлений, являвшихся 
в то время парадигмом 2 естествознания. Для геологии принятие 
библейской аксиоматики означало, что вся геологическая история 
Земли должна быть уложена примерно в шесть тысяч лет. При
нятие библейской догмы не позволяло ввести весьма продуктив
ный и естественный принцип актуализма. Как можно пользо
ваться принципом актуализма, писал виднейший геолог того вре
мени, президент Ирландской Академии наук Кирван (Kirwan, 
1799), когда через 14 дней после прекращения подъема вод, 
вызванного потопом, голубь принес Ною масличную ветвь? Ведь 
для падения уровня вод от отметки вершины Арарата до отметки, 
на которой растут оливы, за такой короткий срок нужно было, 
чтобы воды двигались со скоростью, БОJIьшей, чем в любом водо
паде. Но как же тогда могла сохраниться олива? Так как свя
щенное писание непогрешимо, то, значит, было совершено чудо, 
а в этих условиях бессмысленно прибегать к униформизму. 
Мы уже отмечали (Vistelius, 1976), что аналогичная аргумента
ция использовалась Геснером (Gesneri, 1758) при анализе ско
рости тектонических движений. 

2. Появляются первые попытки использовать достижения точ
ных наук для проверки реальности геологических построений. 
Нельзя сказать, чтобы эти попытки были удачны. Сначала 
И. Ньютон, а затем П. С. Лаплас категорически заявляют, что 
никаких изменений положения земной оси за гелогическое время 
не происходило. На основе этих заключений «бракуется» одна 
из очередных теорий Земли (Барнета; цит. по: Лайель, 1866). 
Однако окончательного решения вопроса нет до настоящего вре
мени, так иаи нет ясности в том, иак воздействовали на планету 

внешние силы в течение ее существования. 

3. Как отмечалось, в тот же период вознииает мысль об исполь
зовании эксперимента. Для определения периода, про шедшего 
со времени огненно-жидкого до современного состояния Земли, 
изучалось охлаждение расиаленных ядер (Mairan, de, 1719; 
ВиНоп, de, 1774). Эксперименты показали, что Земля охлади
лась за 75 тыс. лет. 

Однако, несмотря на обращение к математике и экспериментам, 
геология по существу не прогрессировала, будучи замкнутой 
библейским парадигмом. Так, догма, активно поддерживавшаяся 
,властью и тяготевшая над умами даже крупнейших ученых, фак-

2 Под термином <<парадигм» понимается совокупность взглядов, прини
мавшаяСя за очевидную истину в том или ином разделе науки в течение опре

деленного периода ее развития. Смена парадигмов приводит к научным рево
люциям (Kuhn, 1970). 
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тически остановила прогресс важнейшей для развития произво
дительных сил научной дисциплины. 

В обстановке догматического бесплодия выходит уже цити
рованная нами работа Хаттона (Hutton, 1788). В этой работе, 
написанной, как и многие современные ему произведения, с глу
боким религиозным чувством, отмечается, что для изучения гео
логии нет необходимости обязательно искать начало геологи
ческой истории или стремиться выяснить время наступления 
ее конца. Можно заниматься наблюдениями над самими геологи
ческими объектами и по этим наблюдениям делать заключения 
о том, как они формировались в соответствующий момент времени 
или что произошло с ними позже. При этом естественно срав
нивать то, что мы видим в геологических разрезах, с тем, что мы 

можем наблюдать, изучая современные геологические процессы. 
В подтверждение своих идей Хаттон исследует о-в Эран и раз
резы в Шотландии 3 и делает заключения, полные, с современной 
точки зрения, элементарного здравого смысла. Хаттона поддер
живают физико-химические (в современной терминологии) по
строения Холла (НаН, 1794). Примерно в то же время Смит вообще 
без всякой теории, а путем прямых полевых наблюдений ранжи
рует слои, различающиеся по ископаемым остаткам. Иными сло
вами, он показывает, что можно учитывать относительный воз
раст пород не в годах, а в некоторой условной шкале смены вы
мерших организмов. 

Работа Смита, положившая начало современной стратиграфии, 
по-видимому, в первый момент вообще не обратила на себя внима
ния лиц, возглавлявших геологию, и не удостоилась их критики, 

так как в ней не было общих рассуждений. В первой редакции 
1790 г. это была просто таблица (ныне она хранится в Лондонском 
геологическом обществе), огромное значение которой в то время 
было трудно предугадать. Такова же судьба исследований Холла, 
признанного ныне отцом экспериментальной петрографии. Дру
гое дело развернутая концепция Хаттона, бросавшая вызов 
Вернеру и его общепринятым взглядам (Севастьянов, 1810), 
отлично отвечавшим существовавшей догме. Дальнейшее разви
тие событий носило трагический характер. Р. Кирван 4 (Kirwan. 

3 Следует отметить, что в работе 1788 г. Хаттон дал только основные 
положения своей теории. Как можно понять из текста его работы 1795 г., 
он хотел изложить эту теорию в четырех томах. Из этих четырех томов два 
были опубликованы в 1795 Г., третий был найден в архивах Лондонсного reo
логического общества и опублинован под редакцией А. Гейки в 1899 г.; 
о четвертом томе ничего не известно. 

4 Р. Кирван - один из энергичнейших и влиятельнейших деятелей бри
танской и вообще европейской геологии конца XVIII в. Пользовался огром
ной известностью. Иезуит по воспитанию, не имевший специального образо
вания ни по геологии, ни:по химии, он начал заниматься ими в возрасте более 
33 лет. Публиковал работы, которые ныне могли бы быть отнесены к геохимии. 
Ревностный эпигон учения Вернера (Kirwan, 1799) и энергичный заЩИТНИlt 
представлений о флагистоне (Kirwan, 1788). Энергия Кирвана, по-видимому. 

- ! 
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1799) - президент Академии наук и член многих иностранных 
академий - и Уильямс (Williams, 1789) - начальник горных 
работ Шотландии (в современной терминологии - министр гео
логии) - со всей энергией эпигонов-администраторов обруши
ваются на учение Хаттона. Хаттон умирает до завершения публи
кации своего основного труда. Взгляды Хаттона защищаются 
Дж. Холлом (НаН, 1794), а затем Плейфейером (Playfaier, 1802). 
Разгорается спор между нептунистами и плутонистами и, наконец, 
наступает полное крушение вернерианства, а следовательно, и 

построений Rирвана. Обычно этот спор рассматривается, как 
схоластическая риторика. Однако автору кажется, что он имел 
большое позитивное значение, так как способствовал выработке 
умения наблюдать природу и делать непосредственные умо
заключения из этих наблюдений. Получают должную оценку 
и работы Смита. Шаг за шагом укрепляется представление 
о ценности фактов. Постепенно принимаются взгляды, что только 
описание фактов и их прямая интерпретация являются настоящей 
наукой. Дедуктивные выводы, не опирающиеся на прямые, жела
тельно полевые, наблюдения резко порицаются (например, Sad
gwick, Murchison, 1840). Во главе этого течения становится Лон
донское геологическое общество с такими выдающимися учеными, 
как Седжвик и Марчиссон, а позже Лайель. 

Вырабатывается описательный парадигм. Работы на его основе 
выявляют чисто опытным путем специфику изучаемого геологами 
материала. Эта специфика показывает, что выводы о свойствах 
изучаемых объектов можно делать только после исследования 
множества их представителей; так, для суждения о возрасте слоев 
пород нужны обильные сборы фауны, состав же типичной мине
ральной ассоциации выявляется изучением большого числа шту
фов. Отличный пример такого типа работы был дан еще Лайелем 
при разработке стратиграфии Парижского бассейна (Lyell, 1833). 
Такой подход отлично увязывается с методом, использованным 
позже Дарвином в происхождении видов. 

В тот же период выясняется, что хотя заключение может быть 
сделано о том или ином явлении природы только на основе мно

жества наблюдений, тем не менее несомненно существуют устой
чивые типы структур. Разнообразие геологических объектов 
небезгранично, и они подразделяются на устойчивые классы. 
Такие классы выделяются во всех геологических науках. R ним 
принадлежат устойчивые парагенезисы (скажем, ассоциации пегма
титов, скарнов, фумаролл и т. п.), биоценозы, комплексы осадоч
ных образований, дающие формации, и т. п. В каждом классе 
объекты индивидуальны и разнообразны, но сами классы с учетом 
разнообразия входящих в них индивидов устойчивы. 

Влияние описательного парадигма ясно ощущается во всей 
геологии вплоть до нашего времени. Однако его абсолютное гос-

заметно задержала развитие геологии, хотя его IЮМПИЛЯЦИЛ по минералогии 

сыграла положительную роль в нашей науке. 
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подство знаменательно для первой половины XIX в. Интересно, 
что дедуктивные построения в геологии, потерявшие интерес для 

самих геологов того времени, привлекали в то время математиков. 

Вопросом скорости охлаждения земного шара интересовался 
Ж. Фурье, собиравшийся таким способом рассчитать возраст 
Земли (Fourier, 1819, 1827). В итоге им была получена цифра, 
близкая к 200 млн. лет. Эта величина показалась ему обескуражи
вающей; по его мнению, никакие геологические события не могли 
стимулироваться столь медленным процессом. В дальнейшем 
Фурье к геологическим задачам не возвращался. Это случай, 
когда задачи геологии были объектом длительной, систематиче
ской разработки одного из величайших математиков нового вре
мени. 

Накопление огромного числа описаний геологических объек
тов и совершенная недостаточность их прямой интерпретации 
без дедуктивных построений возродили в геологии интерес к проб
блеме происхождения геологических объектов. Одновременно 
возрастал интерес и к вопросу о возрасте Земли. Острота этой 
проблемы снова привлекает к ней внимание представителей точ
ных наук. В 1868 г. Томсон (лорд Кельвин) докладывает в Геоло
гическом обществе в Глазго результаты своих расчетов возраста 
Земли, снова, как и у Фурье, основывающиеся на скорости охлажде
ния Земли от температуры огненно-жидкого тела до современного 
состояния. Лорд Кельвин получает цифру порядка 100 илн. лет 
(Thomson, 1868). Однако к тому времени на основе работ Дарвина 
уже сложилось представление о том, что возраст Земли значи
тельно больше. Хаксли призывает к осторожности (Н uxley , 
1869), однако Кельвин занимает поучительную позицию и обви
няет геологов в незнании современной науки, выражающемся 
в игнорировании достижений физики и термодинамики. Его под
держивает Тейт, заявляющий, что не обязательно учитывать спе
цифику той или иной науки, так как совершенство различных наук 
различно: есть более фундаментальные и менее основательные. 
Нужно прежде всего помнить, что математика не оценима для 
полноты развития любой настоящей науки (Tait, 1869). 

Отметим, что цифра возраста, приведенная лордом Кельвином, 
фигурировала в геологии до первой половины ХХ в. Казалось бы, 
что современная геохронология должна была бы убедить геологов, 
что они должны верить своей интуиции больше, чем любым точ
ным методам, если нет уверенности, что эти методы опираются 

в данной задаче на проверенную аксиоматику и что такая аксиома
тика может быть построена. Именно этого не было в распоряжении 
лорда Кельвина, а до этого - Ж. Фурье. 

Число проблем, требующих объяснения, с середины прошлого 
столетия стремительно росло. Объяснение происхождения эра
тических валунов и остатков теплолюбивых животных в аркти
ческих областях, по-видимому, впервые привело к трудноетям. 
При этом появлялись И -продолжали существовать диаметрально 
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противоположные взгляды, скажем, на отложение валунов (Лай
ель, 1866; Кропоткин, 1876). Генетические вопросы все более и 
более проникали во все области геологии. Латеральная секреция 
(Sandberger, 1882) и гидротермальные ювенильные воды (Lind
gren, 19~7; Emmons, 1927), ликвационное образование магмати
ческих пород {; (Дели, 1936; Durocher, 1857) и возникновение их 
за счет гравитационного разделения в процессе фракционной, 
кристаллизации (Боуэн, 1934), пегматиты как остаточные эвтек
тические расплавы (Niggli, 1920) и кан продукты замещения 
(Landes, 1925). На наших глазах в одном и том же институте 
один крупнейший советский нефтяник приходил к выводу, что 
нефть - продукт переработки водорослей на отмелях при пол
ном отсутствии миграции материала (Калицкий, 1944), а другой -
что нефть магматическое образование, свободно мигрирующее 
на большие расстояния (Кудрявцев, 1973). В конце концов все 
эти задачи начинают решаться по схеме, в общем виде сформули
рованной еще Бюффоном. Согласно Бюффону, цель науки - опи
сание объекта и объяснение его истории (Buffon, 1785). Это поло
жение постепенно вытесняет описательный парадигм и само ста
новится парадигмом геологии, дошедшим до наших дней. 

Исследование возраста Земли, проведенное лордом Кельвином, 
было, видимо, последней попыткой крупных представителей 
точных наук решать сколько-нибудь общие задачи геологии. 
С середины XIX в. начинается бурное развитие математики. 
После Кантора большое число математиков было поглощено устра
нением противоречий в собственной науке. Физики обращаются 
к фундаментальным проблемам строения вещества. Одновременно. 
в физике растет понимание важности вероятностного подхода: 
к анализу экспериментальных фактов, который к настоящему 
времени оснащен мощным техническим аппаратом. Появляются. 
и становятся доступными ЭВМ. 

В этих условиях в геологических науках появляется тенден
ция к внедрению в них технИI\И и методов точных наук со стороны 

самих деятелей геологии. Наиболее полно это проявляется в ис
пользовании термодинамики, физико-химического эксперимента
и в применении современной физической аппаратуры. Это направ-, 
ление берет начало с впечатляющих работ Гольдшмидта (Gold
schmidt, 1912), Боуэна (Bowen, 1912) и Ниггли (Niggli, 1920). 
Именно отмеченные области точного знания глубоко вошли в на-
стоящее время в геологические науки. Однако в то же время оста
ется неясным - нет ли резервов внутри самой геологии для того, 
чтобы на их основе попытаться перестроить эту науку на матема
тической основе. 

Для того чтобы выяснить вопрос о резервах, посмотрим, чему 
учит нас история геологии и изучение тех или иных частных объ-· 

5 Новейшие эксперименты снова привлекают внимание к проблеме не
смесимости расплавов (Naslund, 1976). , 
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:ектов, имеющих народнохозяйственный или другой специальный 
<интерес. 

1. Аксиоматический метод является ведущим методом в совре
менных точных науках. Этот метод широко применялся в геологии 
по крайней мере в течение 120 лет. Однако его применение дало 
отрицательные результаты. В итоге аксиоматический метод и 
тесно связанный с ним дедуктивный метод были дискредити
рованы и около 150 лет в явном виде в геологии фактически не 
лрименялись. Анализ исторических фактов показывает, что 
:крушение аксиоматического метода произошло не из-за внутрен

них недостатков метода, а вследствие отсутствия в то время аксио

матики, адекватной сущности явлений, а также отсутствия 
развитого аппарата для дедуктивных построений, адекватного 
-существу геологических явлений. 

2. Индуктивный метод, использовавшийся в описательном 
плане почти 150 лет, показал, что он не в состоянии дать непроти
воречивую конструктивную схему геологических явлений. Систе
матическое применение этого метода привело к возникновению 

специфических требований, предъявляемых к материалу наблю
дений в геологии; единичное наблюдение, как правило, имеет 
_малое значение; для далеко идущих выводов нужно иметь много 

наблюдений. При этом не следует смущаться тем, что результаты 
некоторых наблюдений очень далеко уклоняются от того, что мы 
-в конечном счете признаем за типичное. 

3. В геологической науке почти не проявляется интерес 
к тому, чем отличаются объекты, изучаемые геологией, от объек
тов, изучаемых другими науками. В геологических науках до сих 
пор нет разработанного представления о том, какова должна 
быть техника для построения заключения о происхождении изучае
мых объектов. 

4. В геологии очень высоко ценились идеи, подававшиеся 
геологам представителями точных наук, особенно математиками. 
-Существует даже понятие «это математически доказано», что вос
принимается как адекватное понятию «это утверждение истинно». 

_Между тем утверждение это «математически доказано» в геоло
-гических науках и вообще в естествознании имеет не тот смысл, 
шоторый ему обычно придается. В этих науках математически 
:доказуемых истин не существует. В них выражение «математи
чески доказанО» осмысленно, если под ним понимается безошибоч
-ность дедукции из формализованных представлений. Если аксио
матика, подвергшаяся формализации, адекватна существу явле
ния, то математические выводы, полученные дедукцией из этой 
формализации, отражают суть явления. Если формализация не 
адекватна аксиоматике или аксиоматика не отрая<ает специфики 
явления, то самая безукоризненная математическая дедукция 
ничего, кроме ошибок, дать не сможет. И. Ньютон и П. С. Jlаплас, 
Ж. Фурье и лорд Кельвин пытались решать задачи геологии . 
.однако все их попытки оказались тщетными. Причина этого 
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ясна - задачи решались при игнорировании геологических дан

ных. Вследствие этого принятая аксиоматика не отвечала суще
ству вопроса, а поэтому даже безукоризненная математическая 
дедукция ничего не могла дать. В настоящее время это ясно не
только геологам, но и всем естественникам вообще. Поэтому сле
дует возлагать надежды не на «математическую обработку наблю
дений», а на создание специфических научных дисциплин, скажем,. 
на границе математики и геологии. 

Эта книга должна содержать основы математической дисцип-· 
лины в цикле геологических наук. Такая дисциплина будет иметь
право на существование, если в конкретных задачах она будет 
вскрывать больше, чем это позволяют существующие в геологии 
методы. Новая дисциплина должна эффективно помогать уста
новлению закономерностей в геологических явлениях, так как 
поиски закономерностей являются важнейшей частью геологи
ческих исследований. В связи со сказанным необходимо рас
смотреть, чем же являются геологические объекты и каковы 
характерные для них структуры. 

1.3. ОРГАНИЗАЦИЯ СРЕДЫ И ТИПИЧНЫЕ СТРУКТУРЫ 

Одна из характерных черт геологии - обилие точек зрения 
на особенности происхождения того или иного объекта. Много
времени и сил было потрачено на выяснение, в каком направлении 
действуют силы, формирующие тектонические структуры. Более-
150 лет продолжаются бурные дискуссии по вопросу о происхож
дении гранита. Источником вод Земли одни считают мантию" 
другие - кору. 

Однако, как правило, все дискуссии велись и ведутся по част
ным вопросам. Вопрос же о том, как в целом организована среда, 
в которой протекают геологические процессы, оказался практи
чески не разработанным. Между тем без внесения ясности в этот' 
вопрос невозможно корректно решать частные задачи, интере-

сующие геологов. 

Обращаясь к вопросу организации среды с точки зрения геоло-
гии, нужно в первую очередь определить, с чего начинается спе

цифика геологии. Как кажется автору, огромное число локаль-
ных процессов в земной коре проходит без всякой геологическо:й
специфики. Они протекают по законам физики, химии или физи
ческой химии. Характернейшим из этих процессов является фи
зико-химическое равновесие. Правило фаз для объектов, где
оно приложимо или не замаскировано другими явлениями, реа

лизуется совершенно одинаково в лаборатории, в мантии Земли 
и в доменной печи. Во всех случаях соблюдаются соотношения 
между компонентами, фазами и степенями свободы, обнаруженные
В. Гиббсом. Однако, как было ярко оттенено Д. С. Коржинским 
(1962), равновесия реализуются локальными процессами в от
дельных точках. Вся же среда в целом представляет собой мозаику 
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.локальных равновесий. Выяснение же того, чем управляется эта 
мозаика и каковы свойственные ей тенденции развития, и явля
"ется задачей геологической науки. Установив поведение объекта 
в элементарном объеме с помощью той или иной точной науки, 
необходимо показать, как сочетаются объемы, в которых про
'текали локальные процессы. 

Аналогичное положение и в седиментологии. Здесь задача снова 
расчленяется на задачу о локальном поведении, скажем, движении 

-частицы в определенной среде в гравитационном поле и на задачу 
'об ее интегральном поведении. :Как сочетаются частицы, почему 
здесь появляется та или иная среда, чем объясняются вариации 
··среды? 

Локальная задача - задача использования в геологии раз
·личных точных наук. Интегральная задача - задача собственно 
теологии. Точные науки сами по себе не решают геологических 
задач. 

Если обратиться к состоянию поставленных вопросов, то ока
'жется, что по вопросу о том, как протекают локальные процессы, 

·сделано достаточно много. Одна физико-химическая петрография 
дает впечатляющую картину. Однако где проходит граница между 
.локальными и интегральными процессами, известно очень мало. 

Еще меньше определенности в вопросе об интегральных процес
·сах. Часто результаты, полученные о локальных процессах. 
·без достаточных оснований распространяются на интегральные. 
Иногда вообще вопрос о точном описании явлений не ставится. 
Иными словами, эта важнейшая проблема требует постановки 
,и изучения. 

Насколько известно автору, единственным геологом, много раз 
,ставившим вопрос об организации среды, был В. И. Вернадский 
(1926, 1931. 1965). При этом, отдавая дань традиционному направ
.лению XIX в., он занимал вначале твердую детерминистическую 
.позицию. Организация среды, по В. И. Вернадскому, определя
.лась термином «механизм», который в принципе действовал, якобы, 
·с той же точностью, что и механизм часов. Однако со временем 
В. И. Вернадский пришел к мысли, что представление о)акой ор
:ганизации среды неадекватно природным явлениям. Эти явления 
;протекают по значительно менее определенной схеме. Придя к та
кому выводу, В. И. Вернадский ввел свой термин <<Организацию). 
,Смысл этого термина очень близок к -понятию сильно зависимых 
случайных событий или случайных - величин. Иными словами, 
В. И. Вернадский определил организацию среды как организацию 
'вероятностного типа. Этот вывод В. И. Вернадского резюмирует 
.длинныЙ путь постепенного осмысливания того, с каким объектом 
в отношении организации имеет дело геолог. Сначала геологи безо 
'всякой теории использовали статистический принцип, стремясь 
·обосновать выводы возможно более обильными наблюдениями. 
Уже Лайель (Lyell, 1833), как это'-отметил Р. Фишер (Fisher, 
1953), изучая Парижский бассейн, действовал как статистик. 
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Однако в выводах и в изложении представлений о ходе процесса~ 
геолог, как правило, детерминист. Таким образом, возникает внут
реннее противоречие между действиями при сборе материала (по-
левого и лабораторного), интуитивно и часто неосознанно отражаю
щими сущность явлений, и детерминизмом выводов, навеянным 
поверхностной образованностью, аппелирующей к общеизвестной: 
школьной математике. Так или иначе, но специфика сбора мате
риала - в принципе статистический подход - постепенно по-· 
рождает желание количественно исследовать колеблемость в про
явлении наблюдаемых объектов. 

Видимо, одним из первых геологов, понявших необходимость. 
количественного учета колеблемости изучаемых геологией призна
ков, был Рейер (Reyer, 1877). Затем появились работы Харкера 
(Harker, 1909), Ричардсона и Снизби (Richardson, Sneesby, 1922),_ 
Ниггли (Niggli, 1923), Ф. ю. Левинсон-Лессинга (1924) и, наконец,_ 
:Крамбайна (Krumbein, 1934) и Н. :к. Разумовского (1940). Эта. 
линия исследования наметила пути количественного изучения 

колеблемости. Она подготовила почву для дальнейших шагов; 
по изучению вероятностных закономерностей. 

Работы по количественному изучению изменчивости показали 
огромную важность для решения задач геологии понятия «вероят-

НОСТЬ». Устойчиво не то или иное значение исследуемого объекта, 
а вероятность, с которой появляется это значение. При этом особое 
значение для практики, скажем, принятия решения, имеют большие· 
вероятности, практически гарантирующие появление объекта, и 
малые, позволяющие игнорировать это появление (см. гл. III). 

Введение в сферу исследований геолога вероятности вынуждает 
уточнить этот термин в познавательном плане (точное математи
ческое определение его мы дадим в гл. П). При этом следует отме
тить, что смысл этого понятия трактуется двояко. Одними допуска
ется, что в ряде ситуаций имеется такое разнообразие явлений,_ 
каждое из которых протекает детерминированно, что обрисовать. 
действие каждой причины невозможно, нужно подходить к анализу 
причин в среднем. Такое понимание вероятности носит название 
эпистемологического и имеет прагматический характер. Однако 
другими специалистами высказывается мнение, что вероятность. 

присуща явлению. Это не результат нашей ограниченности време
нем и неспособности рассмотреть детали, а сущность явления, 
не сводящегося· к совокупности детерминированных действий, 
вызываемых известными причинами. Такое понимание вероятности 
носит название онтологического. Однако в геологии еще не накоп-
лен материал, позволяющий занять ту или иную точку зрения на 
сущность вероятности. Мы находимся в такой стадии развития 
науки, что можем говорить о продуктивности описания явлений 
на вероятностном языке. Таким образом, вероятность в нашем 
понимании есть форма описания явления. На данной стадии для 
математической геологии этого нам кажется достаточно. Говоря, 
что среда, в которой протекают геологические явления, имеет сто-



:хастическую организацию, мы будем подразумевать, что эта среда 
:хорошо описывается языком наук, в основе которых лежит фор
мальное понятие вероятности. 

Привлечение вероятностного языка позволяет подойти к выра
~OTKe принципов для поисков закономерностей в геологических 
явлениях, а нахождение закономерностей является основной зада
'чей геологии при любой постановке вопроса. Обращаясь к задачам 
·собственно геологии, нужно подчеркнуть, что для геологии, как 
.для каждой естественной науки, цель исследования - выявление 
того, как протекает процесс, породивший данный объект. Изучая 
·объект - биогермы или лакколиты, вицинальные грани или спек
тральные яркости песков, - мы должны поставить вопрос, каковы 

.закономерности, благодаря которым эти объекты возникли? 
Выявив соответствующие закономерности, мы можем их в дальней
шем использовать для поисков и разведки тех или иных конкрет

.ных объектов (месторождений). При такой постановке вопроса 
конкретный объект рассматривается как частное про явление об
щей закономерности. Общая закономерность определяет некоторые 
границы, в пределах которых могут флюктуировать характе
ристики конкретного объекта. Конкретный объект в частностях 
отклоняется от того, что дает закономерность. Закономерность -
это среднее из большого числа частных проявлений. Частное про
явление - единичная реализация закономерности. Принимая ве
роятностный характер организации среды, в которой протекают 
:геологические процессы, мы должны ввести классификацию типов 
процессов, протекающих в соответствующей среде. При этом мы 
должны выделить два крупных класса процессов и отражающих 

их структуру объектов. 
Первый класс образуют детерминированные процессы. Слу

-чайность в них не играет никакой роли. Эти процессы изучаются 
в основном точными науками. Классическим примером такого 
'типа процессов является гетерогенное равновесие, протекающее 

.110 правилу фаз. В структуре объектов в чистом виде детерминиро
'ванные процессы проявляются редко. Однако соответствующие 
приближения могут быть весьма полезны. Так, на рис. 1.1 (см. вкл.) 
приведена схема, показывающая в изолиниях, как изменяется воз

раст гранитоидных интрузий в Восточной Австралии в зависи
мости от географического положения интрузии. На схеме видно, 
что, начиная с кембрийского времени, докембрийский щит Австра
лии постепенно наращивался гранитными интрузиями по направ

.лению к востоку. Происходило приращение гранитного вещества 
К древнему ядру континента. Картина эта получена расчетом 
'тренда, т. е. путем выявления некоторой детерминированной со
ставляющей. 

Детальное изучение показывает, что стохастические явления 
очень важны для понимания структур кристаллов (проблема упо
рядоченности). Однако, когда речь идет о выявлении основных 
'черт строения кристалла, случайные явления можно игнорировать . 
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При этом чисто детерминистический подход оказывается весьмfu 
продуктивным. Таким образом, есть случаи, когда имеет смысл 
пожертвовать частью информации для того, чтобы упростить
решение. Детерминистический подход в таких случаях может быть 
оправдан. 

Второй класс процессов (структур), с которыми имеет дело> 
геология, носит стохастический характер. При этом выделяются. 
два типа таких процессов (структур). 

В первом типе знание предыстории процесса (характеристик: 
структуры) и координат точки наблюдений не дает никакой ин-
формации о вероятностном поведении в данной точке. В этом слу-
чае можно говорить о стохастической структуре с независимыми
элементами. Свойство стохастической независимости характери
зует всю совокупность однородных объектов в целом и не может' 
быть установлено для единичной пары объектов. Об этом мы будем 
говорить в следующих главах. Стохастическая независимость. 
встречается очень редко. Обычно, но не всегда, за ней стоит при
чинная независимость. В качестве примера структур с независи
мыми элементами можно привести последовательность мощностей 
слоев во флише после исключения влияния состава слоя. В гра
нитных массивах в некоторых условиях последовательности зерен 

кварца, калиевого полевого шпата и плагиоклаза также образуют 
структуру с независимыми элементами (Вистелиус, Романова, 
1976). В последнем случае появлению независимых элементов> 
можно дать петрологические объяснения. Мы будем изучать такие
структуры как последовательности независимых испытаний (по-
следовательности Бернулли). 

Второй тип стохастических структур образуют такие объекты. 
как, скажем, чередование слоев в разрезе моласс, где чередуются 

глины, пески и алевриты; чередование зерен пироксенов, оливина> 

и плагиоклаза в никеленосных траппах и т. п .. В этих случаях 
элементы стохастической структуры (слои, зерна и т. п.) как бы 
полузависимы. С одной стороны, последовательность случайна,. 
а с другой, - зная предыдущие элементы структуры, - можно> 
делать некоторый прогноз о появлении последующих. Такой прог-
ноз неточен (он носит характер вероятностного предсказания),. 
но в длинной последовательности испытаний он в среднем оправ
дывается. Такие стохастические структуры мы будем называть 
структурами с зависимыми элементами. Одна из таких стохасти
ческих (случайных) структур в математике носит название мар
ковской цепи. О такого типа структурах мы будем подробно гово
рить в IV, V и УI главах этой книги, некоторые общие характери-
стики дадим во второй главе. 

На рис. 1.2 приведена реализация структуры с зависимыми 
элементами. Она реально наблюдалась в гранитах Центрального Ra
захстана. Расчеты продемонстрировали, что последовательности 
зерен в этой структуре вдоль каждой из линий и, м и L не от-
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Рис. 1.2. Чередование зерен калиевого полевого шпата (1), кварца (2), плагиоклаза (3), биотита (4) и непрозрачных 
минералов (5) в мелкозернистом граните Кызыл-Тас (Казахстан; зарисовка Д. Н. Иванова). 

Пооледовательнооть зереи минералов 1, 2. 3 не отличима от простой цепи Маркова вдоль любой из линий U. Мини L. 



JIИЧИМЫ~ОТ цепи Маркова. Материал наблюдений показывает, что 
такие структуры характерны для гранитов магматического проис

хождения. 

1.4. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ, РОЛЬ МОДЕЛИ 
В ПОИСКАХ РЕШЕНИЯ 

Основная задача геологии - выяснение механизма процесса, 
породившего изучаемый ею объект, восстановление истории его 
формирования. Задача эта может решаться в двух принципиально 
различных постановках. 

Если для 'решения задачи вводятся различные априорные схемы 
явления (модели), из которых одна принимается на основе проверки 
согласия этих схем (моделей) с наблюдениями (остальные браку
ются), то говорят о постановке прямой задачи. 

В геологии обычна другая постановка задачи, когда при изуче
нии объекта на основе ряда признаков шаг за шагом воссоздается 
история его формирования. Так, если раковина изучаемого мол
люска толстая, то :'мы говорим, что он жил в зоне интенсивного 
волнения, если раковина его тонка, то мы говорим, что моллюск 

жил в застойной зоне. Если минеральная ассоциация однородна, 
мы склонны интерпретировать ее как магматическое образование, 
неоднородность в каком-то смысле указывает на метасоматическое 

происхождение породы. Подобная постановка вопроса - наблюде
ние и его интерпретация - называется постановкой обратной 
задачи. 

Обращаясь к современным публикациям по математическим 
методам в геологии, мы легко убеждаемся, что подавляющая часть 
их содержит постановку обратной задачи. Схема большинства 
таких публикаций состоит в следующем. Имеются наблюденные 
частоты (или какие-либо другие результаты наблюдений), по этим 
частотам строится некоторая гладкая функция (обычно идет речь 
о подборе функции распределения). Как правило, не пользуются 
никакой теорией, ограничивающей выбор таких функций. Просто 
в распоряжении исследователя находится некоторый набор ему 
известных функций, и одна из них после сравнения с наблюде
ниями по заданным критериям оказывается не противоречащей 
наблюдениям. Таким образом, исследователь <<Открывает "некото
рую" математическую закономерностЬ». 

Подобные исследования реализуются на основе описательного 
парадигма, характерного для первой половины XIX в. Здесь все 
происходит так, как, скажем, в класс.ических трудах Седжвика 
или Марчиссона, - есть исходный, как думает исследователь, 
твердо установленный факт (в главе III этой книги будет показано, 
что этого на самом деле обычно нет). Без всяких «спекуляций» 
<атот факт математически выражается. Это математическое выраже
ние принимается за реально существующий закон, из чего делаются 
<соответствующие выводы. Пример такого подхода дает представ-
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ление о логнормальном распределении как об основном законе 
геохимии (Ahrens, 1953). 

Анализируя решение обратных задач в стиле, изложенном 
выше, мы отметили, что подобные решения ничем не отличаются 
от заключений геологов первой половины XIX в. Рассмотрим этот 
вопрос более подробно. 

Значения характеристик, которыми мы оперируем и которые 
относятся к наблюдаемому объекту, от испытания к испытанию 
дают различающиеся между собой результаты без видимого изме
нения исходных условий. При этом результат каждого единичного 
наблюдения, будь то перидотитовый массив или структура кон
кретного рудного поля, характеризуется следующими чертами. 

а) Измерения элементов изучаемого объекта неточны. В неко
торых случаях эта неточность невелика, но иногда (скажем, при' 
определении положения отражающего горизонта сейсмическими 
методами при неблагоприятных структуре и разрезе) может дости
гать значительной величины. 

б) Измеряемые элементы в силу случайного механизма явле
ния могут в конкретном случае очень сильно отклоняться от той 
типичной картины, которая дает представление о явлении. 

в) Наблюдения выполнены над какой-то небольшой частью 
объекта (во всяком случае они относятся к конечному интервалу). 
Совершенно неясно, насколько свойства небольшого участка. 
даже при однородной структуре, могут быть распространены на 
весь объект, для которого развивается теория. 

Следует, конечно, иметь в виду, что как бы тщательно не выпол
нялось описание наблюденного объекта, оно всегда искажает его 
действительный вид. Кроме того, при описании данной конкретной 
картины могут оказа ться нефиксированными черты, крайне важ
ные для понимания смысла явления. И, наконец, если даже по 
большому числу наблюдений нам удастся с большой точностью 
воспроизвести функцию распределения некоторой случайной вели
чины, то эта функция распределения мало скажет нам о механизме 
явления. Дело в том, что эмпирические аналоги распределений 
в ряде случаев очень близки для совершенно различных распреде
лений, а эти распределения могут порождаться различными меха
низмами, т. е. обратная задача будет решаться неоднозначно. 
Для того чтобы построить теорию, необходимо опираться не только 
на картину наблюдений и свой личный опыт, но и на всю совокуп -
ность данных. 

Прослеживая развитие некоторых геологических идей, можнО' 
оценить прямую и обратную постановку задач даже в тех случаях. 
когда авторам была совершенно чужда подобная терминология. 
Рассмотрим, например, проблему коннексии. Если обратиться 
к этой проблеме в аспекте сказанного, то будет ясно следующее. 
Де Геер, разрабатывая проблему коннексии четвертичных отло
жений, имел дело с прямой задачей. У ледника имеется озеро. 
Озеро замерзает зимой и оттаивает летом. Ежегодно образуютс& 
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два слоя - глинистый зимой и песчанистый летом (варв). Последо
вательность слоев детерминированная - смена зимы и лета детер

минированные события. 
Методика де Геера была применена при сопоставлении разрезов 

флиша. Sыла взята внешняя сторона методики - коннексионные 
диаграммы. Постановка же вопроса, принципиальная сторона 
проблемы, независимо от авторов соответствующих работ, оказались 
е.овершенно отличными от прямой задачи в трактовке де Геера. 
Действительно, за сколько времени образуется флишевый ритм 
{аналог варва), не ясно. Не ясна и другая сторона проблемы: 
детерминирована или случайна последовательность слоев во 
флише? Раз строятся коннексионные диаграммы и вводится типи
,зированный состав слоя, то, очевидно, разрез приводится к де
терминированной последовательности слоев. Но как в этом случае 
расценивать выпадение отдельных слоев? Ведь размыв их не доку
ментируется! Почему кордильера порождает такие осадки, из ко
торых при захоронении после переноса образуется трехчленный 
«ритм». Не разумнее ли отказаться от детерминистического происхож
дения ритмов, считать последовательность слоев стохастической, 
отбросить типизацию состава слоев и верить не схеме, а своим гла
зам, фиксирующим реальные составы пород. Иными словами, 
Rоннексионный подход при анализе флиша был реализован на ос
нове обратной постановки задачи, но ясного понимания сути яв
ления получить не удалось. Только работы Rьюнена (Kuenen, Mi
gliorini, 1950), поставившие эту проблему в плоскости прямой за
дачи, внесли в нее ясность и послужили толчком для ее развития. 

Изложенное показывает, что в принципе, когда это возможно, 
математика в геологию должна вводиться на основе прямой задачи. 
Математическая геология должна сконцентрироваться на решении 
прямых задач. 3адачаформулируется как представление о явлении, 
исходящем не только из личных наблюдений, но и на основе всего 
имеющегося по этому вопросу материала. По совокупности этих 
сведений создается некоторая математическая конструкция, кото
рая называется концептуальной моделью. У этой конструкции 
фиксируются типичные черты (их совокупность называется стати
е.тическоЙ гипотезой), и эти черты сравниваются с наблюдениями. 
При этом, как мы отмечали, модель либо принимается, либо от
брасывается. Таким образом, все зависит от умения построить 
содержательную концептуальную модель. Остановимся на понятии 
«модель» подробнее. 

Впервые идея модели в геологических науках, насколько нам 
известно, была выражена шотландским литологом Мекки (Macky, 
1899), определившим это понятие при исследовании окатанности 
-обломочных частиц. Модель носила детерминистический~характер 
и утверждала в общем виде, что окатанность обломочной частицы 
является функцией небольшого числа характеристик. Она была 
настолько неконкретна, что не давала никакого метода решения 

.вопроса в частных задачах. Сомнительно, чтобы и сам автор модели 
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четкоfпредставлял, как следует действовать в конкретю-.IХ случаях. 
Через 40 лет В. С. Крамбайн при исследовании галечников кань
она Сан-Габриел возродил детерминистическую модель Мекки 
в виде конкретного дифференциального уравнения (Krumbein, 
1940). В 1941 г. он уточнил уравнение (Krumbein, 1941). В 1948 г. 
идеи Крамбайна реализовал Пламли, исследовавший перенос 
галек (Plumley, 1948). Дальнейшие попытки развития детермини
стических моделей были неоднократны. Так, например, они ис
пользовались при построении модели формирования турбидитов 
(Hinze, 1960; Рlарр, Mitchell, 1960); проводились опыты моделиро
вания процессов рудообразования (Голубев, 1975) и т. д. Эта линия 
моделирования полезна на предварительной стадии, когда необхо
димо выявить основное содержание задачи. При построении таких 
моделей не учитывался стохастический характер явлений, что 
естественно приводило к трудностям. 

В 1941 г. А. Н. Колмогоров 6 построил первую в геологии стоха
стическую модель (Колмогоров, 1941). Она была посвящена выводу 
логарифмически нормального распределения из схемы дробления. 
Эта модель, в принципе имевшая огромное значение как реализа
ция исключительно продуктивного нового подхода, не вызвала 

в момент появления никакого интереса у геологов. Она опиралась 
на безукоризненный математический аппарат, но в ее основу 
была положена примитивная, неадекватная природе явления ак
сиоматика (Миддлтон, 1968). Не было также проверки согласия 
с наблюдениями. 

В 1945 г. автор этих строк, не зная в условиях военного времени 
об исследовании А. Н. Колмогорова, ввел вероятностную модель 
процессов формирования пористости в карбонатных породах 
(Вистелиус, 1945). Модель опиралась на тщательно разработанную 
и проверенную наблюдениями в шлифах аксиоматику. Математи
ческий аппарат был примитивен, согласие модели:с наблюдениями 
не проверялось. Убежденный в большом значении найденного под
хода, автор установил связи с математиками. В итоге в 1947 г. 
в геологической литературе появилась первая статья, в которой 
содержались геологическая аксиоматика, математический вывод 
функции распределения и"" использовался критерий согласия 
между наблюдениями и выведенной функцией (Вистелиус, Сарма
нов, 1947). Возник метод решения геологических задач с помощью 
вероятностных моделей, метод прямых задач геологии. В дальней
шем" наиболее полно этот подход был реализован при изучении 
механизма слоеобразования и задач, связанных с формированием 

6 Работа А. Н. Колмогорова является первой в отмеченном направлении, 
если рассматривать исследования геологических объектов. В ЭI{спериментах 
по транспортировке осадков, скорее относящихся к гидравлике, но важных 

и для седиментологии,по-видимому, первой была стохастическая модель, 
предложенная Эйнштейном (Einstein, 1937). Содержательные данные по со
стоянию вопроса в этой области имеются в работе (Lee, JоЬsоп, 1977). На по
следнюю работу внимание:автора обратил В. Н. Подковыров. 
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районов Ираuа и АфI'аннстана (Вистелиус, Демина, Харламов, 1976 с некоторыми дополнениями). 

Спессартпп ПОСТУШlет пз псточпина, положение которого уназапо звездочкой. Наличие мансимумов в содержании М:пО вдали от преДПОЛllгаемого источника 
ПlП3!IШ! МОН(СТ быть оБЪflснено раJРЬШОOl КОЭффlIЦllеlIТОО ДlIфферсшциального ураОВ:СВ:ЮI, управляющего псрсносом терригснного материала. 
1-5 - содегmmНШI МпО n гранате в пробе, %: 1 - 0.0-2.0, 2 - 2.0-4.0, 3 - 4.0-6.0, 4 - 6.0-8.0,5 - > 8; б - границы распространения тлжелых 
ФРЮЩllii С· FlJaIШТОМ; ЖltрlLые ntОЧ1Щ - изученные разрезы, цuфры 01>0.110 них - содержание М:пО в пробе, отсутствие цuфры - указание на то, что в этой 

пробе граната не обнаружено. 



гранитоидов. В 1967 г. на VH Седиментологическом конгрессе 
в Рединге (Англия) автор доложил свои опыты по созданию кон
цептуальных стохастических моделей. Его идеи были энергично 
подхвачены в общем виде Rрамбайном и многими западными лито
логами. :Цдея об использовании стохастических моделей в литоло
гии оказалась центральной идеей развития литологии в целом. 
Однако отсутствие подготовленных специалистов привело к тому, 
что в основном все дело свелось по существу к общим словам (Krum
bein, 1969). Насколько известно автору, только Шварцахер 
(Schwarzacher, 1975) иДасей (Dacey, Krumbein, 1976) оказались 
в состоянии справиться с необходимой математической техникой, 
не теряя геологического смысла задачи. В 1977 г. Уиттен (Whitten, 
1977) в обзоре работ автора дал близкую к истине картину, согла
совав свою публикацию с Холандом и RрамбаЙном. Так, оставаясь 
с 1967 г. в центре внимания методически подготовленных литоло
гов и завоевывая все новые и новые области, идея концептуального 
стохастического моделирования становится основой роста нового 
парадигма геологии. 

Концептуальной стохастичесnой м,оделью геологичесnого явле
ния м,ы будем, называть стохастичесnую схем,у, выведенную на осно
ваnии предположений о сnецифичесnом, геологичесnом, м,еханизм,е 
явлеnия и приводящую к формированию некоторого специального 
распределения вероятностей (или специального класса распределе
ний). Модель представляет собой некоторое математическое выра
жение. Его необходимо проверить на непротиворечивость наблю
дениям. Это делается путем проверки статистических гипотез, 
вытекающих из модели, т. е. некоторых формальных утверждений, 
поддающихся про верке по наблюдениям с помощью методов, раз
работанных в математической статистике. Об этом достаточно под
робно мы будем говорить в гл. IH. 

Обращаясь к литературным источникам, легко заметить, что 
только небольшая часть исследований может претендовать на то, 
что они проведены на основе концептуальной стохастической мо
дели. Так, например, результаты, полученные Викманом при 
исследовании им работы жерла вулкана (Wickman, 1966), действи
тельно построены на концептуальной стохастической модели. При
водимые им выражения выведены в каком-то смысле из реальных 

геологических наблюдений. В то же время многочисленные работы 
Аренса, почему-то популярные в нашей стране, по логарифмически 
нормальному распределению никакого отношения к моделирова

нию не имеют, так как функция распределения введена в них без 
какого-либо геохимического обоснования. 

1.5. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ГЕОЛОГИЯ И ЕЕ РАЗВИТИЕ 

Мы начали эту главу с общего определения математической 
геологии. Выяснив вопрос об организации среды, в которой проте
кают геологические явления, о структуре этих явлений и о том, что 

3 А. Б. ВlIстелиус 33 



такое модель, мы можем уточнить приведенное определение. 

М аmемаmuчес1'>ОЙ геологuей мы будем nааываmь nаучnую дисциn
лunу, ааnuмающуюся nосmроеnием, аnа.лuаом и uсnо.льаоваnuем 

при решеnиu 1'>Оn1'>реmnых аадач 1'>оnцеnmуа.льnых верояmnосmnых 
моде.леЙ гео.логичес1'>UХ яв.леnuЙ. 

Модель должна быть концептуальной, т. е. должна отражать 
главное содержание геологической идеи, подлежащей проверке. 
Работа заключается в выдвижении некоторых геологических 
предположений. Эти предположения, выраженные в математиче
ской форме, проверяются математическими средствами. В такой 
форме постановка задачи отражает специфику математики. 

Модель должна быть вероятностной, так как объекты, изучае
мые геологией, по рождаются средой, для которой типичными явля
ются закономерности, выражаемые вероятностным языком. Ко
нечно, в отдельных случаях можно представить детерминирован

ную модель, дающую хорошее приближение. Как показывает опыт, 
это достаточно редкое исключение, которое может быть интерпре
тировано как вырожденный случай вероятностной модели. Такие 
детерминированные модели, как только что отмечалось, иногда 

очень полезны в качестве первого шага в выработке вероятностного 
подхода, когда стохастический смысл задачи еще не уловлен, 
а схематизация концептуальной стороны проблемы уже нащупана. 

Об особенностях построения, анализа и ИСПОЛЬЗ0вания моделей 
было сказано в предыдущем параграфе. 

Вопрос о развитии математической геологии носит скорее орга
низационный, а не научный характер, поэтому он не может входить 
в основы этой науки. Однако кратко на нем все же надо остано
виться, так как в настоящее время важно добиться понимания 
ряда положений, без чего.'развитие этой науки сильно замедлится. 

Прежде всего, нужно со всей энергией подчеркнуть, что матема
тическая геология - весьма специфическая самостоятельная 
наука. Может быть именно к ней особенно хорошо подходят слова 
Бюффона о том, что ее трудность в широте объекта исследования 
и в необходимости изучения его чрезвычайно детальными мето
дами. 

-г. Математическая геология не может развиваться без глубокой 
геологической основы при постановке любых ее задач. Поэтому 
математическую геологию должны развивать геологи, а не геофи
зики, ЛИНГВИСТЫ, теплотехники или другие специалисты, знакомые 

с математическими методами. Необходимы оригинальные первич
ные наблюдения, выполняемые по специфическим схемам. 

Математическая геология - математическая дисциплина 
в группе геологических наук, поэтому для ее развития и оценки ее 

результатов необходимо по меньшей мере отчетливое знание 
математических идей, лежащих в основе используемого ею аппара
та. Без этого невозможно ни оценивать полученные Р~3УЛЬ
таты, ни развивать саму математическую геологию. Дело не в том, 
про сты или сложны методы, - они должны быть адекватны задаче. 
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В этом отношении очень по}\азательно применение статистичес}\их 
методов в том виде, в }\а}\ом они изложены в упрощенных ру}\онод

ствах. Успех их применения цели}\ом зависит от того, аде}\ватна ли 
задаче модель, лежащая в основе соответствующего статистиче

с}\ого метода. Это недавно рассматривалось на }\он}\ретном мате
риале (Вистелиус, 1978). Любой статистичес}\ий метод исходит 
из модели, хотя в популярных учебни}\ах этот момент обычно не а}\
центируется. Успех зависит от опробования, что таюн:е не от
теняется. В }\аждодневной пра}\ти}\е имеется множество примеров, 
}\огда модель игнорировалась и результаты расчета толь}\о дезори

ентировали исследователей. Например, вычислялись }\оэффици
енты }\орреляции между гранулометричес}\им составом пород и 

содержанием алмазов на всем диапазоне составов обломочных 
пород. Та}\ой подсчет заведомо лишен смысла, та}\ }\а}\ алмазы 
с}\онцентрированы толь}\о в грубообломочных фра}\циях. Та}\им 
образом, даже простейшие статистичес}\ие методы нельзя вводить 
механичес}\и, не оценивая геологичес}\ого смысла задачи. 

Действительно эффе}\тивные решения достигаются толь}\о при 
совместном ведении работ геологом и математи}\ом, при творче
с}\ом отношении обоих }\ решаемой задаче. 

Все это по}\азывает, что мнения не}\оторых лиц о ТОМ, что задачи 
математичес}\ой геологии должны решаться простыми методами, 
несостоятельны. Ка}\ было толь}\о что отмечено, дело не в сложно
сти или простоте, а в аде}\ватности метода вадаче (Миддлтон, 1968). 
Ка}\ правило, задачи сложны, и поэтому должен быть использован 
развитый математичес}\ий аппарат. Для того чтобы сделать хоро
ший химичес}\ий анализ, нужно иметь химичес}\и чистые реа}\тивы, 

хотя получить ИХ трудно. Для того чтобы провести содержательную 
деду}\цию математичес}\ими методами, нужно иметь эффе}\тивный 
математичес}\ий аппарат, хотя освоение его требует большой ра
боты. 

Существует еще одна сторона, требующая оговор}\и. Ка}\ отме
чалось, применять математи}\у значит в явном или с}\рытом виде 

использовать модели. Использование готовых популярных ру}\о
водств иногда означает привлечение слиш}\ом общих моделей. 
Это не стимулирует от}\рытия новых областей исследования обыч
ными геологичес}\ими методами, }\а}\ это бывает при удачном Moдe~ 
лировании. В итоге при работе с упрощенными моделями не про
исходит развития нау}\и, от}\рытия новых ее разделов. Все дело 
сводится толь}\о }\ чисто технологичес}\ому усовершенствованию 
анализа наблюдений. Яр}\ий пример тому - использование в гео
логии дис}\риминантного анализа. Очень полезный метод сам по 
себе, он был нивведен до описательного. Все внимание исследова
телей было обращено на использование новых оценочных средств, 
но принципиального развития, специфичес}\ого для геологии, 
не проивошло. Все осталось на техничес}\ом уровне. Внедрение 
вычислительных методов без построения }\онцептуальных моде
лей «<Вычислительная геологию) не}\оторых авторов) - яркий 

3* 35 



пример вульгаризации математиqеской геологии (Viste1ius, 
1974). 

В заклюqение несколько слов о так называемых фундаменталь
ных и нефундаментальных науках. Этой темы уже касался Браш 
(Brush, 1976, 1978), мы же немного можем добавить к сказанному 
им. Фундаментальность науки определяется тем, qTO полуqаемые 
результаты широко испольэуются в других науках. Именно это 
характерно для математики. Однако это обстоятельство совершенно 
не ознаqает, qTO науки, не относимые к фундаментальным, менее 
содержательны или более поверхностны. Создается впеqатление, 
qTO роль фундаментальных приобрели те науки, которые в наqале 
развития имели исклюqительно простую аксиоматику. Это позво
лило сконцентрироваться на развитии аппарата дедукции. Понять и 
принять то, qTO прямая - есть кратqайшее расстояние между двумя 
тоqками на плоскости, кажется, было не так уж и сложно. Положить 
в основу рассуждение о том, qTO тепло распространяется от теплоrо 
тела к холодному и убедиться в том, qTO обратный процесс невоз
можен, уже потребовало более столетия (от Бернулли до Н'арно). 
Что же говорить об основных принципах геологии? Мы сознательно 
рассмотрели вопрос об определении возраста Земли по скорости ее 
охлаждения. По-видимому, никто из крупных yqeHblX до конца 
XIX в. не сомневался в том, qTO Земля образовалась из огненно
жидкой массы. По меньшей мере странным и абсолютно HeHayqHblM 
было бы в то время допущение, qTO внутри Земли скрыты истоqники 
для ее разогревания. Поэтому исходная аксиоматика Фурье и 
Томсона была для своего времени абсолютно корректна. Сейqас 
выяснены такие факты, которые ниqего не оставляют от этой аксио
матики. В подобной ситуации требуется огромное напряжение, 
qтобы создать необходимую аксиоматику. И силы yqeHblX уходят 
на поиски такой аксиоматики. Методов разработки аксиоматики, 
по-видимому, не существует. Имеются методы проверки ее фор
мально корректного построения, но это только небольшая qaCTb 
того, qTO требуется для аксиоматики естествознания. 

Сейqас для математиqеской геологии имеет решающее знаqение 
выбор простой и ясной аксиоматики. :Кажется, qTO геология имеет 
в этом плане большие и неразработанные резервы. Понимание ис
следователями, QTO ТОQная дедукция из этой простой аксиоматики 
способна вскрыть важнейшие факты, может совершить наУQНУЮ 
революцию в нашей науке. 

Путем ИЗУQения истории развития геологии мы пришли к за
КЛЮQению, QTO появление матемаТИQеской геологии - естествен

ный этап развития всего '·цикла геОЛОГИQеских наук. Элементы, 
на которых построена матемаТИQеская геология, - аксиомати

ческий подход, развитие представления о генезисе геОЛОГИQеских 

объектов, TOQHble наблюдения и достаТОQНО мощный формальный 
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аппарат для дедукции - в той или иной мере уже были испробо
ваны геологами, вскрыты их слабые и сильные стороны и накоплен 
достаточный опыт для того, чтобы все это могло быть критически 
освоено. 

Реализуя аксиоматический подход, математическая геология 
наталкивает исследователя на поиски у изучаемых объектов ин
формативных признаков, тем самым расширяя области использова
ния традиционных методов геологии. Решение достигается не путем 
интерпретации заранее намеченных признаков, а как итог сравне

ния всей совокупности данных об объекте в точно фиксированной 
ситуации с теми наблюдениями, которые требуются для проверки 
соответствующей аксиоматики. Проверка согласия теории с наблю
дениями достигается с помощью специального формального аппара
та. Основные особенности этого аппарата будут рассмотрены 
в следующих главах. 
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Глава 11 

ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

И СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Основные сведе/tия ив теории вероятностей - важнейшие оnределенuя 
и эде~tенты техни1>и иссдедованиЙ. Общие свойства вероятностей, сдучайltых 
величи/t и сдучайных фУН1>циЙ. Ве1>торная сдучайная величина, nреобрааование 
сдучай/tых ведичи/t, сдучайные nроцессы, геометричеС1>ие вероятности. 

:Ключевые слова: 
вероятность, распределение, случайная величина, математическое ожидание, 
случайный процесс, геометрические вероятности. 

11.1. ВВЕДЕНИЕ 

в первой главе мы достаточно подробно рассмотрели важность 
для геологических построений знания вероятности появления в ти
пичной ассоциации того или иного геологического объекта (или 
значения характеристики объекта). Однако до сих пор, говоря 
о вероятности, мы не дали точного определения этого понятия. 

В настоящей главе даются основные определения и приводятся эле
менты специфических методов исследования в математической тео
рии вероятностей. Используемое в математике и вводимое в насто
ящей главе понятие вероятности (вероятностной меры) не адекватно 
житейскому понятию возможности или вероятности, используемому 

в обиходном языке или в языке неформализованных научных дис
циплин. Вероятность в математике - это всего лишь абстрак
ция свойства статистического ансамбля, приписываемая отдель
ному элементу ЭТОl'О ансамбля. Эта абстракция оказалась исключи
тельно плодотворной для l,остроения математической теории веро
ятностей и для выраженпя в терминах последней \геологических 
явлений, что постепенно будет раскрываться в этой книге. Прак
тическая неприложимость понятия (Шер оятносты> к единичным 

событиям вне статистического ансамбля, конечно, ограничивает 
его применение. Однако во многих случаях в геологии эта труд
ность обходится путем простой переформулировки задачи. 
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Итак, мы переходим к ознакомлению с основами теории веро
ятностей. Они даны в той полноте, какая доступна при данном 
объеме книги и достаточна для сознательного построения значи
тельного числа вероятностных моделей геологических явлений. 

П.2. ДИСКРЕТНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

ЭЛЕМЕНТАРНЫХ СОБЫТИЙ 

Рассматривается дискретное пространство элементарных собы
тий, при котором не возникает трудностей, связанных с измери
мостью и интегрированием. Вводятся основные понятия теории 
вероятностей для частного случая дискретного вероятностного 
пространства, которые в большинстве своем будут заново сформу
лированы в других разделах при использовании вероятностноvo 

пространства общего вида. 

Н.2.1. Вероятностное пространство 

Для того чтобы ввести читателя в круг идей теории вероят
ностей, не осложняя первого знакомства с предметом техническими 
трудностями, рассмотрим сначала частный случай дuсnреmн,ого 
вероятн,остн,ого nростраncтва. Это случай, когда в результате 
испытания или эксперимента возможно только nон,ечн,ое или счет

н,ое .мн,ожество исходов. Примеры испытаний с конечным множест
вом исходов может привести каждый читатель. :Классический при
мер - это бросание монеты, в результате которого она падает той 
или иной стороной вверх. Простой пример бесконечного множества 
исходов дает испытание, состоящее в том, что монета бросается 
до первого выпадания «гербю>. Исход этого испытания - натураль
ные числа по числу бросаний до первого «гербю>. Эти примеры но
сят искусственный характер. Они отражают историю развития 
теории вероятностей, результаты которой сначала применялись 
для подсчета шансов игроков при игре в азартные игры. Но и на 
практике встречаются похожие ситуации. :Каждому геологу ясно, 
например, что находка интересующей стратиграфа формы в том 
или ином ископаемом биоценозе в принципе аналогична появле
нию герба при бросании монеты. Некоторые могут даже указать 
вероятность встречи такой формы, которая не обязательно равна 1(2. 
как) случае с монетой. Очевидно, что к такой же категории явле
ний относятся и случайные последовательности одинаковых слоев 
в осадочных толщах или располагающиеся рядом зерна одного 

и того же минерала в линейном сечении норита - это те же серии 
до первого выпадания «герба». Только вероятности будут иные, 
и их подсчет будет происходить по другим правилам, нежели в ве
роятностной модели бросания монеты. Рассмотрим следующий 
пример. 

При м е р II .1. Пусть у нас имеется механизм выбора одного 
зерна из гранита, ноторое может оказаться зерном одного из n 
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минералов. В этом испытании естественно выбрать пространство 
элементарных событий, состоящее из n точек. Пусть при этом n=3, 
а минералами являются кварц (Q), калиевый полевой шпат (KFsp) 
и плагиоклаз (Pl). Тогда Q={Q, KFsp, Pl}. При более детальном 
описании, когда определяется тип калиевого полевого шпата 

и различаются ортоклаз (Ог), анортоклаз (Ао) имикроклин (Mi), 
пространство элементарных событий будет содержать уже пять 
точек и Q= {Q, ОГ, Ао, Mi, Pl}. Если мы отбираем т зерен гранита, 
то с учетом их порядка возможно уже т· n различных исходов. 
Пространство Q состоит из последовательностей длиной т, при
чем каждое зерно в такой последовательности может быть одного 
из n минералов. Вопрос о вероятностях тех или иных сочетаний 
зерен мы пока оставляем в стороне. Обратим внимание читателя 
на то обстоятельство, что в последнем случае испытанием называ
ется выбор всей последовательности из т'зерен, а событие, состоя
щее в том, что первым зерном в последовательности оказался, 

скажем, кварц, - это сложное событие, состоящее из таких рас
Сll10тренных элементарных событий, т. е. из последовательностей 
тех составов, которые начинаются с зерна кварца. 

Пусть Q= {ш1 , ш2 , .•• } - множество исходов. Мы будем назы
вать Q nростран,ством злеlltен,тарн,ых событий, а шi - злемен,тар
н,ыми событиями. Пусть каждому ш Е Q соответствует число Р ( ш), 
которое называется вероятностью элементарного события ш. 
При этом предполагается, что: 

lа) О<Р(ш)<l для любого шЕQ, 

2а) ~ Р(ш)=l. 
"'Е2 

Любое nодмн,ожество мн,ожества злемен,тарн,ых событий ндзы
вается событием. В некоторых случаях из данного множества 
можно выделить подмножества, указав общее свойство, присущее 
всем элементам этого подмножества. 

Пусть А - множество всех тех и только тех элементов мно
жества Q, которые обладают свойством а, а В - множество эле
ментов, обладающих свойством ~. 

Тогда событие А ПВ (пересечение множеств, которое иногда 
обозначается также АВ) состоит в том, что выполняется одновре
менно свойство r:J. и ~, А U В (объединение) - выполняется хотя бы 
одно из двух свойств r:J. или ~2 B~A (разность) - выполняется свой
ство ~, но не свойство а, B=Q~B (дополнение В) - свойство ~ 
не выполняется. 

Вероятность события А, где А с Q, определяется по правилу 

Р(А)= ~ Р(ы). (1).2.1) 
"'ЕА 

При этом вероятность события <<Выполняется свойство а}) равна 
р (А), где А = { ш Е Q : ш обладает свойством а}. 

Таким образом, вероятн,ость - зто ч.исловая фУ1i1щия Р, 
областью оnределен,uя ","оторой является мн,ожество '2l всех nод-
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:Множеств .множества А. Заметим, что мы употребляем слово «ве
роятносты) как для функции Р, так и для ее значения Р (А) дЛЯ 
некоторого А Е Q1 (ситуация, сходная с употреблением слов «мерю) 
и «расстояние»). в том случае, если мы хотим подчеркнуть, что речь 
идет о функции, а не о ее значении, мы будем говорить «вероят
ностное распределение» и, наоборот, «значение вероятностИ», 
если речь идет о значении 8ТОЙ функции. Функция эта не произ
вольна. Она подчиняется правилам, которые в данном случае 
вытекают из формулы (11.2.1). 

16) 0<; Р (А) <; 1 для любых А EQ1, при этом Р (Q)=1 (ве
роятность достоверного события равна 1). 

2б) Р CQl А.) = ~l Р (А,) - вероятность объединения счетного 
числа попарно непересеКaIОЩИХСЯ событий равна сумме вероятностей 
этих событий, если А1 , А2 , .,. Е Q1 и д, n А j = 0 (где через 0 
обозначено пустое множество и i =1= j). 

ИЗ 1б) и 2б) следует, что Р (0) = о (вероятность невозможного 
события равна О), а также, что Р (В) = 1-Р (В). 

Из формулы (П. 2. 1) также вытекает формула сложения вероят
ностей для пересекающихся событий 

Р(А U В)=Р(А)+Р(В) -Р(АВ). (П. 2. 2) 

которую легко обобщить на случай произвольного числа слагае
мых, используя первый распределительный закон для операций над 
множествами 

(А U В) е =Ае U ве 

или двойственный ему второй распределительный закон 

АВ U е = (А U е) (В U е). 

О Р (АВ) 
Пусть А, В Е Q1 и Р (В) > о. тношение Р (А I В)= Р (В) на-

зывается условной верояm1l0сmью А относительно В (при фиксиро
ванном В). Переписанная в виде 

Р (АВ) =Р (В) Р (А I В). (II.2.3) 

эта формула носит название формулы у.м1l0же1lUЯ 6ерояm1lосmеЙ. 
События А и В называются 1lеаависи.мы.ми, если Р (АВ) = 

= р (А) Р (В). В этом случае Р (А I В) = Р (А), условная вероят
ность (если она имеет смысл) равна безусловной. Легко показать, 
что если А и В независимы, то А и В, А и В, А и В также 
независимы. 

Пусть 

где B.nBJ= 0 (i=l=j). 
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Тогда 
со 

А =u (АВ,), 
;=1 

где АВ.Л АВ j = 0 (i =1= j), и, следовательно, 

со со 

Р (А) = ~ Р (АВ.) = ~ Р (В.) Р (А I В.). (п. 2. 4) 
.=1 .=1 

Формула (11.2.4) носит название ФОРМУЛЫ ПОдНОЙ вероятности. 
С помощью (11.2.4) мы определяем вероятность события, про кото
рое известно, что оно происходит только одновременно с одним 

из событий В., принадлежащим системе несовместных (непересе
кающихся) событий (В1 , В2 , ••• ). При этом считаются известными 
вероятности Р (В.) и условные вероятности Р (А I В.). Переписан
ная в виде 

Р(В.) Р(А IB.) 
P(B,IA)= со' " (п. 2. 5) 

~ Р (В,) Р (А I В,) 
'=1 

эта формула носит название ФОРМУЛЫ Байеса и служит для пере
оценки априорных вероятностей Р (В.) в предположении, что собы
тие А произошло. В связи с этим Р (В. I А) называется апостери
орной вероятностью события (гипотезы) В •. 

11.2.2. Случайныеiвеличины 

Случайной величиной е На8ываеmcя фую'Щия е (00), определяе
мая па мnожестве Q и nринимающая вещественnое вnачеnие. 
В нашем случае этих значений не более чем счетное множество. 

Пусть {а1 , а2 , ••• } - значения фунrщии ~ (00) и Р. = Р (~= а.) = 
_ ~ р (ш) (сумма по всем ш, для которых ~ (00) = а.). Таблица 

(а1 а2 ••. а" ••• ) (IТ. 2. 6) 
Pl Р2 •.• Р,,··· 

называется распределением едучайной величипы е, а функция Fe (Х), 
задаваемая равенствами 

F~(ж)=р(е<ж)= ~ Р; (-со < ж< со), 
':4.<'" 

(п. 2. 7) 

называется фуnnцией распределения. 

ЕСJlИ ряд ~ I е (00) I Р (00) сходится, то сумма 
"'EQ 

Ее = ~ е (00) Р (00) (Н. 2. 8) 
"'EQ 
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называется .7ftате.матичес~и.м ожидание.м случайной величины ~. 
Если ~ имеет распределение в виде таблицы (П. 2. 6), то 

<XJ 

щ= ~aiP" (П. 2. 9) 
>=1 

где ряд также абсолютно сходится. 
Действительно, 

и аналогично 

<XJ 

~ \ ~ (ы) I Р (ы) = ~ I а.\ Р •• 
ООЕС .=1 

Из определения математического ожидания (П. 2. 8) легко сле
дует его линейность: если а, Ь Е Rl (Rl - множество всех веще
ственных чисел) и ~, 7j - две случайные величины, математические 
ожидания которых существуют, то 

Е (a~ + blJ) = aE~ + bElJ. (П. 2. 10) 

Пусть f (х) - любая вещественная функция вещественного пере
менного и ~ - случайная величина с распределением (11. 2. 6). 
Тогда f (~) - это также случайная величина, для которой 

сх> 

Е! Ш = ~ f (а.) Р., (П. 2.11) 
>=1 

если ряд абсолютно сходится. Для доказательства достаточно при
менить группировку слагаемых так, как это делалось при выводе 

формулы (11. 2. 9). 
Д исnе рсией D~ случайной величины ~ нааывается .мате.мати

чес~ое ожидание случайной величuны (~- Ее)2: 

щ = Е (~ - E~)2. (П. 2. 12) 

Пользуясь формулой (П. 2. 11), получаем 
00 

щ= ~ (а. _ Щ)2 Р •• (П. 2. 13) 
.=1 

с другой стороны, 

Щ = Е (~2_2~Щ + (E~)2) = Ее2 - 2Щ.Е~ + (E~)2 = Щ2-(Ее)2, (П. 2.14) 

где E~ - постоянная величина, которую мы интерпретируем как 
случайную величину, т. е. как функцию на Q, равную Ее при 
всех тЕ Q. 

Число E~ является центром, вокруг которого группируются зна
чения случайной величины ~, а De -- мера рассеяния значений 
случайной величины ~ относительно этого центра. Это наиболее 
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важные хаРaRтеристики места и рассеяния для одномерных слу

чайных величин. 
Случай'Ные величи'Ны е и 1j 'Называются 'Независимыми, если 

для любых а, Ь Е Rl события {~< а} и {1j < Ь} 'Независимы. Нетрудно 
ПОRазать, что д]lя любых множеств А, В С Вl события {~E А} и 
{1j Е В} независимы, отнуда следует независимость случайных ве
личин j (~) и g (1j) при любых вещественных фующиях j и g. 

Действительно, 

• Р({tШ<а}П{g(1))<Ь})-:-Р({~Е/-l(-оо, а)}П{1)Еg-1 (-оо, Ь)})= 
= Р (~E /-1 (- 00, а)) Р (1) Е g-1 (- 00, Ь)) = Р (f Ш < а) Р (g (1)) < Ь), 

где Г1 и g-l - операции взятия полного прообраза, например 
Г1(А)={хЕЮ:j(х)ЕА}, при этом Г1(-оо, а), g-l(_ОО, Ь)СЮ. 
Определение независимости двух случайных величин просто обоб
щается на любое Rонечное их число. Случайные величины ~l'" "' е .. 
называются взаимно независимыми, если для любых чисел 
a1 , •• ", а .. Е Rl 

(П. 2. 15) 

Отсюда проще всего определить взаимную независимость n собы
тий A1, ••• , А". 

П у с т ь 1А (ш)= {1, ооЕ~}-и1iдиnаmОР1iая фУl-tnция множества А. 
О, ооЕА 

События A1, ••. , А" называются взаимно независимыми (или неза
висимыми в СОВОRУПНОСТИ), если случайные величины, представ
ленные ИНДИRаторными функциями 1А" •• "' 1А .. соответствующих 
множеств, взаимно независимы. 

Е с л и случайные величины е и 1j независимы и существуют Е; 
и E1j, то существует математичеСRое ожидание произведения ~1j и 

Щ1) = ЩЕ1). (П. 2. 16} 

Д о R а з а т е л ь с т в о. Пусть {a1 , а2 , ••• } и {b1, Ь2 , ••• } - зна
чения, принимаемые соответственно случайными величинами е и 1j. 
Тогда 

со со 

Щ1) = ш.f2 ~ (ы) 1) (00) Р (00) = ~.# СЩU»)]. 1j(U»)=bj a;bjP (00)) = 
с) ro со OJ 

= ~ ~ a,bjP ({~ = а.} n {1) = bj }) = ~ ~ a.bjP (~= а.) Р (1) = bj ) = 
<=1 j=1 <=] j=l 

со со 

= ~ а.Р (~=a.) ~ bjP (1) = bj ) =щ . Е1). 
'=1 j=1 

Формула (П. 2.16) доказана. 
Очевидно следующее свойство дисперсии: D (c~) = c2De. 
Рассмотрим дисперсию суммы двух случайных величин ~ и 1j: 

D (~+ 1)) = Е (~+ 1) - Е (1; + 1))2 = Е Ш - Е!;) + (1) - Е1)))2 = 
= Е (~ - Щ)2 + Е ('Ij - E'Ij)2 + 2Е (~ - Щ) (1) - Е1)). 
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Величина Е (~ - Е;) (7J - E7J) = cov (;, 7J) называется кова риацией 
случайных величин ~ и 7J. Для любых случайных величин имеем 
D (~+ 7J) = щ + D7J + 2 cov (~, 7J). Для независимых случайных 
величин, очевидно, cov (~, 7J) = О, поэтому D (~+ 7J) = щ + D7J. 
Другие характеристики распределений мы рассмотрим после опре
деления случайных величин на пространствах элементарных собы
тий общего вида. 

П.З. АКСИОМАТИКА КОЛМОГОРОВА. 

ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГ А 

Рассматриваются вероятностные пространства общего вида, 
а также случайные величины и их основные численные характери
стики, большинство которых связано с инmегра.лД71f, Лебега от 
измеримых функций по вероятностной мере. 

П.З.1. Вероятностное пространство и случайные величины 

Во многих практических задачах, где естественно применять 
теорию вероятностей, приходится иметь дело снесчетным простран
СТВОllI элементарных событий. Примерами могут служить выбор 
направления на плоскости (одномерная задача) или в простран
стве (двумерная задача), выбор точки в некотором объеме (трех
мерная задача), выбор непрерывной функции, заданной на отрезке 
(бесконечном:ерная задача), и т. д. Можно было бы попытаться 
взять в качестве основного вероятностного пространства произ

вольное множество Q и задать на классе всех его подмножеств Q1 
функцию множеств Р, обладающую приведенными в II. 2 свойст
вами вероятностного распределеНИfl. R сожалению, даже в случае 
простейшего несчетного множества - отрезка единичной длины -
невозможно без противоречий задать вероятности всех его под
множеств так, чтобы распределение вероятностей обладало естест
венными свойствами. Этот факт хорошо известен в теории меры, 
где приводятся примеры неизмеримых множеств (Колмогоров, 
Фомин, 1972, с. 248). Значит, в случае произвольного множества 
класс всех его подмножеств нельзя взять в качестве области зада
ния вероятности. С другой стороны, слишком бедный класс под
множеств, выбранный для этой цели, использовать также непрак
тично. Во-первых, нельзя выбросить из задачи все многообразие 
возможностей, которое предполагает несчетное множество эле
ментарных событий. Во-вторых, класс подмножеств можно замк
нуть относительно некоторых теоретико-множественных операций, 
используя свойства вероятности, и, следовательно, можно предпо
ложить, что он уже замкнут. 

Пусть Q - множество элементарных событий. Класс с!т подмно
жеств множества Q называется полем событий или а-алгеброй 
событий, если он обладает следующими свойствами: 

1) QEc!Т; 
2) если А Е с!т, то А = Q "" А Е с!Т; 
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"" 3) если А1 , А2 , ••• Е $, то U А, Е $. 
i=l 

Таким образом, класс $, на котором разумно задавать вероят
ность, замкнут относительно дополнения и счетного объединения 
множеств. Богатство а-алгебры $ диктуется содержанием задачи. 
Так, например, при задании вероятности на Q= [0,1] и случайном 
выборе точки из этого интервала обычно берется класс $, содер
жащий все открытые интервалы ВНУ'l'ри интервала [О, 1]. Этот 
класс, называемый борелевским, содержит уже такое разнообразие 
подмножеств множества Q, которого с большим запасом хватает 
для всех практических задач. 

При м е р II.2. Испытанием является извлечение из некото
рого статистического ансамбля образца обычных карбонатных 
пород, в котором определяется 

химический состав. Исходом будет 100%У 
то или иное процентное содержа

ние кальцита (СаСОз) и доломита 

Рис. П.1. Вероятностное пространство, 
совпадающее с точками треуrольника 

составов l{арбонатных пород (кальцит-
доломит). 

3ашmрuxоваnиое .мnожесmво отвечает событию: 
ю!.льцита больше, чем доломита. 

{I1A..LJ...LL.J...LL.1..J..LLJ..J..LJ..J...LJ..J..LJ..J..J>I-Х 

100% 
КаЛbU,l1m 

(Са, Мg)(СОЗ)2' Пространство Q элементарных событий здесь 
может быть взято в виде множества точек равнобедренного 
прямоугольного треугольника с катетами длиной в 100%, 
направленными по осям координат (рис. II.1). Декартовы ко
ординаты точки, взятой внутри треугольника или на его гра
нице, представляют собой соответственно процентное содержание 
двух компонент, например кальцита и доломита. Событием в дан
ном случае естественно назвать любое борелевское подмножество 
множества Q. Напомним, что а-алгеброй борелевских подмножеств 
пространства Rn (n=1, 2, ... ) называется наименьшая а-алгебра, 
содержащая все n-мерные параллелепипеды (для n=1 - это от
резки, для n=2 - прямоугольники). Событием будет, например, 
подмножество А, выделенное условием: «кальцита не менее, чем 
ДОЛОМИТа». Этому событию соответствует множество точек (х, у) 
треугольника, для которых х> у. Для решения задач, когда ис
пользуется только это условие или дополнительное условие 

«кальцита меньше, чем доломита», достаточно использовать «бед
ную» а-алгебру, состоящую из четырех событий {А, А, Q, 0}. 

Если раньше мы называли событием любое подмножество 
А с Q, то теперь событиями мы назовем лишь элементы а-алгебры 
J), которая в большинстве случаев не совпадает с а-алгеброй всех 

4 А. Б. Бистелиус 49 



подмножеств множества Q. Каждому событию А Е dТ должна со
ответствовать некоторая вероятность (значение вероятности). 
В П.2.1 мы определяли это значение путем суммирования вероят
ностей элементарных событий, входящих в событие А. Теперь та
кой путь неприемлем, так как событие А может содержать несчетно~ 
множество элементарных событий, а каждое элементарное событи~ 
может иметь вероятность нуль. В современной аксиоматической 
теории вероятностей задание вероятностей на элементах о-алгебры 
dТ рассматривается как исходное данное, а именно: задается: 
функция множеств Р на dТ такая, что 

1) р (А) ~ О для любого А Е dТ, причем р (Q) = 1; 

2) если А1, А2 , ••• EdТ и Аi П Аj =0(i=!=j), то PCQ1A.)= 
00 

= ~ Р (A i ) (счетная аддитивность вероятности). 
i=l 

Функция,заданная на о-алгебре подмножеств и подчиняющаяся: 
условиям 1) и 2) (кроме условия нормировки Р (Q)=1), nааываеmся 
.мерой. Таким образом, Р - это верояmnосmnая .мера. Слово (ше
роятностнаю> означает нормированность, т. е. равенство единиц~ 

значения меры всего пространства. Синонимом термина «вероят
ностная мерю> является термин «вероятностное распределение» 

или, коротко, (шероятностЬ». Все свойства вероятности, приведен
ные в П.2.1, дЛЯ такого задания вероятности остаются справедли
выми. В частности, если о-алгебра dТ содержит одноточечные под
множества {оо} (оо Е Q), ТО функция Р задана и на элементарных 
событиях: Р ({ оо}) ~ О. 

Совокупность пространства элементарных событиЙУ.Q, о-ал
гебры событий dТ и вероятности Р, заданной на этой о-алгебре, 
т. е. тройка (Q, dТ, Р), называется верояmnосmnы.м nросmраncmво,м,. 
Совокупность множества и о-алгебры его подмножеств (в данном 
случае пара (Q, $» называется иа.мери.мы.м nросmраnсmво.м (В этом 
случае не предполагается, что на классе подмножеств данного мно

жества задана вероятность или какая-либо другая мера). В каждой 
конкретной задаче можно указать более или менее определенный 
вид этого пространства. Однако при усложнении условия задачи, 
например при переходе от единичного испытания к последователь

ности испытаний, приходится строить все новые и новые вероят-' 
ностные пространства. Иногда предполагают, что существует уни
версальное вероятностное пространство, относительно которого 

измеримы все встречающиеся в задаче или в ее возможных обобще
ниях случайные величины. В теоретических построениях вообще 
не рассматривают природу вероятностного пространства, так как 

основной интерес представляют распределения случайных величин, 
заданных на этом пространстве. Система исходных понятиц теории 
вероятностей, при которой событиям поставлены в соответствие под
множества н е к о т о р о г о множества Q, а вероятностям событий -
вероятностная (нормированная) мера на классе подмножеств, 
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подчиняющаяся определенным правилам, называется а1>Сио,м,ати

пой Колмогорова (Колмогоров, 1974). В соответствии с вынужден
ным ограничением области задания вероятности а-алгеброй rff 
{)граничивается и класс функций ~ (ш), которые называются 
случайными величинами. С.аучаЙноЙ ве.аичиноЙ на8ывают фуn1'i
цию ~, ааданnую па Q, nрини.мающую вещественnые 8начения и 
та1'iУЮ, что дм .аюбого а Е Rl множество {~ < а} явмется собы
тием, т. е. {~ < а} Е $ (на языке теории меры это означает, что 
~ - функция, измеримая относительно а-алгебры $ (Колмогоров, 
Фомин, 1972, с. 264». 

Множество { ~ < а} можно иначе записать в виде ~-1 (-00, а) -
полный про образ интервала (-00, а) при отображении е. Нетрудно 
.доказать, что для случайной величины ~ событием является также 
множество е-1В, где В - любое борелевское множество на пря
мой. 

Пусть p~ (х) = Р (е < х) - функция распределения случайной 
величины ;. Очевидно, p~ - монотонная функция, у которой 
Вт F~ (х) = О и Нт Ре (х) = 1. Практический интерес представ-

Х-)о-О) X-io--+OJ 

ля ют два частных вида функции распределения. 
а). Дискретный случай. В этом случае функция Ре растет скач

IШМИ или, другими словами, существует не более чем счетный набор 
сх> 

:вещественных чисел {a1, а2 , ••• } такой, что ~ Р (~= а.) = 1 . 
• =1 

В этом случае, как было отмечено выше, распределение случайной 
:величины задается таблицей 

(а1' а2, ., ')' , 

Рl, Р2, ••• 

где р.=р (~=ai)' 
б). Абсолютно непрерывный случай. В этом случае существует 

плотность распределения случайной величины е. П.аотnостью 
:на8ывается фУ'Н1'iция Ре (х) таliая, что д.ал .аюбого х Е Rl F~ (х) = 

х 

= ~ Ре (t) dt, при этом Ре (х) непрерывна на всей прямой. В част-
-00 

:ности, если в точке х непрерывна сама плотность p~, то 

dF~ (х) 
Ре (х) = ----ах- . 

в геологической практике используются также распределения 
смешанного типа, при котором Fe (х) = a.F~l) (х) + (1 - а.) p~2) (х) 

(О < а. < 1) и F~l) - дискретная, а F~2) - абсолютно непрерывная 
функция распределения. 

При м е р П.З. Пусть в данном статистическом ансамбле, 
,состоящем из образцов карбонатной породы, содержатся образцы 
чистого доломита, чистого известняка (кальцита) и образцы все
.возможных смесей доломита с известняком. Типичное распреде-
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ление вероятностей, характеризующее этот етатистичеСКJilЙ ан
самбль, сосредоточенное на отрезке [О, 100] (по числу процентов 
доломита в образце), имеет две точки О и 100 с положительными 
значениями вероятности Р (С) ир (D), а на интервале (О, 100) -
абсолютно непрерывное распределение вероятности со значением 
на этом интервале 1-Р (с)-р (D). Функцию распределения 
в настоящем примере можно представить в виде 

p~ (х) = (Р (С) + Р (D)) Р~I) (х) + (1 - Р (С) - Р (D)) P~2) (х), 

0.'1-3 r где F~]) (х) - функция распре-
деления дискретного распреде

,0.32 ления с таблицей 

о 2а Lf.0 60 80 100 
Са;СОз , % 

( О. 100) 
Р(С) P(D) 

Р (С) + Р (D)' Р (С) + Р (D) , 

а F~2) (х) - функция распре
деления абсолютно непрерыв-

Рис. II.2. Распределение смешанного 
типа. Функция распредеJIeНИЯ про
центнtэго содержания СаСОз в чистой 
карбонатной породе в нижнекаменно
угольных отложениях востока Рус-

ской платформы. 

Жuрн:ые nРЯJКые - ордипаты веРОЯТIlОСтей 
дискретного распредenения, их концы 
уназаны 311Аuтшкu nРIlЖICажu. ЦUфры 
около них - вероЛТIIОСТИ; тонкая lCpиВаА -
плотность непрерывного расnpедenения. 

ного распределения с некоторой ~плотностью Ре (х) (рис. П.2). 
Прежде чем перейти к примерам распределений, покажем, как 

строится интеграл, называемый uн,mегра.ао,м, Лебега, от измеримой 
функции, определенной на пространстве с мерой. В теории ве
роятностей интеграл Лебега служит для выражения математиче
ского ожидания случайной величины в форме, общей для разных 
видов распределений, и главное - для доказательства рааличных 
соотношений, использующих усреднение по вероятностной мере. 

11.3.2. Интеграл Лебега 

Функция ~ (ф), определенная на пространстве 9, называется 
простой, если пространство Q можно представить в виде с четной 
суммы 

со 
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попарно не пересекающихся множеств А. Е ;;;-, причем на каждом А •. 
функция ~ (ш) принимает постоянное значение 

~(ы)=c. (если ыЕА.). 

Очевидно, простая функция ~ (ш) может быть представлена в вид& 
00 

е (00) = ~ cJ А. (00). (П. 3. 1} 
<=1 

Интегралом ~ ~ (ш) Р (dш) от простой функции е (ш) по мере р. 
51 

называется выражение 

~ е (00) Р (аы) = f с.Р (А.), 
51 >=1 

если ряд в правой части абсолютно сходится. 
Построение интеграла в общем случае разобьем на несколько

этапов. 

1) Е с л и простая функция Ц ш) допускает кроме представления 
(П. 3.1) другое представление 

00 

где BjnBk=l= 0 (j=l=k) и g = ~ B j , то 
;=1 

00 00 

~c.P(A.)= ~djP(Bj), 
.=1 j=1 

т. е. значение интеграла Лебега зависит только от самой функции ~ (ш),. 
а не от выбора ее представления в виде ряда. 

Доказательство. Положим D.j=A,Bj и заметим, что на 
множестве D'j значение fij функции Цш) равно сразу с. и dj • 
Поэтому имеем 

~ i fOjP (Doj ) = ~ (i fOjP (Dij) ) = ~ (c'j~P (А,В j)) = ~ с,Р (А,), 
так как 

00 

А.= U (A,B j ), 
j=1 

где А.В j n A.Bk = 0 (j =1= k). 
. Аналогично доказывается, что 

00 00 00 

~ а,Р (В j) = ~ ~ f'jP (DIj ). 
j=1 '=1 j=1 

"У"тверждение 1) доказано. 
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2). Е с л и ~ (00) и 11 (00) - простые функции, причем существуют 
интегралы 

~ ~ (00) р (doo) и ~ "fj (00) Р (doo), 
s/ s/ 

'То Ц (0) + 'IJ (00) - простая функция и 

~ (е (00) + "fj (00)) Р (doo) = ~ е (00) Р (doo) + ~ "fj ("') Р (d~)). 
s/ s/ s/ 

д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение очевидно, если при любом 00 Е Q 
00 00 

e(oo)=~CJA,(oo) и "fj(00)= ~djIA'(oo). 
'=1 j=1 J 

00 

Если, например, 11 (00)= ~d /В j (00), где (B1 , В2, ••• ) =1= (A1, А2, ••• ), 
j=1 

то для доказательства утверждения представим обе функции в виде 
линейной комбинации индикаторов множеств D ij = А,В j' как это 
делалось в 1). 

3). Е с л и ~ (00) - простая функция, для: которой существует 

интеграл ~ ~ (00) р (doo), то 
11 

д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 
4). Е с л и последовательность простых функций (~l' ~2' ... ) равно

мерно сходится к случайной величине е, то последовательность 
интегралов 

фундаментальна в смысле Коши (Колмогоров, Фомин, 1972, с. 62), т. е. 

I J еn (00) Р (doo) - J еm (00) Р (doo) I ~ о (при n, т ~ СХ»). 

д о к а з а т е л ь с т в о следует из оценки 

I J еn (00) Р (doo) - J еm (00) Р (doo) I = 

= I J (~n (00) - ~m (00)) Р (doo) I :s:;; ~~I ~1I (00) - ет (00) 1, 

вытекающей из 2) и 3). 
5). Д л я л ю б о й измеримой функции ~ (00) существует последо

вательность е" (00) простых функций, СХОДJIщаяся к ~ (00) равномерно . 
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д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для каждого натурального n, 
и целого k 

A"'k={II); ~~~(II))<k~1}=r;_{~, k~l)Ec7, 
а также' 

;" (ы) = 

Тогда для любого ф Е Q 

1 
I 1;" (11)) - 1; (ы) I ~ n. 

Утверждение доказано. 
6). П у с т ь (~,JD - любая последовательность простых функций,. 

сходящаяся к случайной величине ~ равномерно. Положим 

! 1; (11)) Р (dll)) = Нт I 1;" (11)) Р (dll)). 
Q "-+00 9 

Если существует предел справа, то он не зависит от выбора 
последовательности (~n)' Назовем эту величину интегралом Ле
бега от функции ~ по мере Р. о ч е в и Д н о, что все интегралы 

~ ~,. (ф) р (dФ), начиная с достаточно большого n, одновременно суще-
2 

ствуют или не существуют. В последнем случае говорят, что' 

~цф) р (do» не существует. 
9 

7). П у с т ь ЦФ) и 1) (Ф) - случайные величины, а, Ь Е Rl И ин

тегралы ~ ~ (Ф) Р (dФ) и ~ 1) (Ф) Р (dФ) существуют. Тогда существует 

интеграл 

~ (ае (11)) + b7J (11))) Р (dll)) = а ~ 1; (11)) Р (dll)) + Ь ~ 7J (11)) Р (dw). 
Q Q Q 

д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из 2) и определения 6). 
Мы определили интеграл Лебега от измеримой функции ~ ( Ф) 

по мере Р. в теории вероятностей измеримая функция носит 
название случайной величины, а интеграл от нее по вероятностной 
мере - математического ожидания случайной величины. 

Таким образом, Щ = ~ е (Ф) Р (dФ) - математическое ожидание ~. 
Q 

Если этот интеграл не существует, т. е. расходится интеграл 

~ I е(ф) I Р (dФ), то говорят, что случайная величина не имеет мате
Q 

матического ожидания. 
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Пусть 1 - некоторая измеримая вещественная функция, задан
ная на Rl. 

а). Если случайная величина ~ имеет дискретное распределение, 
'Т. е., согласно определению, является простой функцией, то мы имеем 

Е! Щ = ~ 1 (~ (00) Р (аоо) = ~ 1 (а.) Р (~= а.), 
9 i~l 

где (а1 , а2 , ••• ) - значения, принимаемые случайной величиноЙ~. 
б). Если случайная величина ~ имеет плотность распределения 

Ре (х), которую естественно считать неотрицательной функцией, 

.а 1" - простая функция, принимающая значения С1 ' С2 , ••• , то 
00 CJ 

Еf"Ю=~С.Р(fnЮ=С.)=~С. ~ p~(x)ax= 
.=1 .=1 f;;Чс.} 

00 

= ~ ~ 1" (х) p~ (х) ах = ~ 1" (х) Ре (х) ах • 
• =1 j-'{c,} -00 

Путем предельного перехода доказываем, что в этом случае для 
произвольной измеримой функции 1 

Е! Ш = ~ f (х) Р; (х) ах. 
-00 

в частности, Щ = ~ ХРе (х) dx, если ~ l:c I Ре (х) dx < 00. 

-00 -00 

в одномерном случае варианты математического ожидания 
а) и б) единообразно записывают также в виде интеграла Стиль
'Тьеса по неубывающей функции F~ (х), 

ЕfЩ = ~ 1 (х) dF е (х), 
-00 

который имеет смысл для функции распределения F е (х) общего 

вида. Не вдаваясь в теорию интегралов Стильтьеса, заметим лить, 
что в случае, когда мы имеем сметанный тип распределения, этот 
интеграл распадается на два, из которых первый сзодится кряду, 
.а. второй - к интегрированию в обычном смысле (в смысле Ри
.мана). Этот случай охватывает практически все возможные варианты. 

П.3.3. Числовые характеристики случайных величин 

Полная информация о случайной величине содержится в ее 
'функции распределения. Однако в том случае, когда эта функция 
не имеет достаточно простого аналитического вида, эта информа· 



ция трудно обозрима. В некоторых случаях хорошее представле
ние о распределении случайной величины дают различные число

вые характеристики этих распределений. Важнейшая из этих 
характеристик - математическое ожидание - упоминалась 

выше: 

со 

щ= ~ ~(oo)P(aoo)= ~ xdF~(x). 
11 -со 

Кроме того, как и для дие-кретного вероятностного пространства, 
в общем случае характеристикой рассеяния случайной вели
чины относительно естественного центра может служить диспер-

сия D ~=E (е-Е ~? Величина a=vD е называется средн,е.,;,вадра
тичн,ьz,.м" или стан,дартн,ым, от.,;,лон,ен,ием. Основные свойства мате
матического ожидания и дисперсии перечислены в П.2. Перейдем 
к другим характеристикам случайных величин. 

а). Моментом k-тОГО порядка случайной величины е (или ее 

распределения) называется величина Е ek (k=1, 2, ... ). Эти мо
менты называются также начальными. 

б). Цен,тральным, м,ом,ен,том, k-тОГО порядка случайной вели-

чины е (или ее распределения) называется величина Е (е-Е e)k 
(k=2, 3, ... ). Второй центральный момент - это дисперсия. 

Линейные функции от третьего и четвертого центральных мо
ментов носят специальные названия: 

Е (е -:; E~)8 асимм,етрия (смысл характеристики отражен в на-

звании); Е (~ ~ Щ)' _ 3 - э.,;,сцесс (характеризует превышение (<кру
а 

тизны» функции распределения по отношению к (<нормальной»;· 
о нормальном распределении и его свойствах будет сказано далее). 

в). Абсолютн,ые м,ом,ен,ты случайной величины: 
Е I е I - начальный, используется для проверки условия. 

существования математического ожидания; 

Е I ~-E ~ I - центральный, иногда используется для характе
ристики рассеяния; в аналитическом отношении менее удобен, чем 
дисперсия. 

г). Дискретное распределение может быть охарактеризовано. 
наиболее вероятным значением случайной величины, называемым. 
м,одой 

МоЮ=а, 

где случайная величина ~ принимает значения из множествас 
. {а1, а2, ••• } и P(~=a)= maxP(~=al). 

l";;i<co 
Модой абсолютно непрерывного распределения называется точка Х,. 

при которой плотность распределения РЕ (х) достигает максимума. 
Могут быть одномодальные распределения, двухмодальные, трех-· 
модальные и т. д. 
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д). Квантиль х р уровня Р, где 0< Р < 1, - это такое значе
ние х Е Rl, при котором функция распределения принимает значе
ние Р, т. е. Fe (Хр) = р. 

R'вантиль уровня 1/2 называется медианой Ме (~) = х, если 
Ре (х)= 1/2. 

Квантили уровней 1/4 и 3/4 называются нижней и верхней 
w,вартилями. Они широко использовались в седиментологии после 
работ Траска. 

е). Энтропией дисw,реmного распределения называется величина 

~ (а1 а2 ••• ) 
Hl~ = - ~ p.log Р., где ~ имеет распределение . 

i=1 Рl Р2 •.. 
Энтропия абсолютно непрерывного распределения - это вели-

'Чина H2~=- ~ Pe(x)logpe(x)dx, где plogp=O, если р=О. 
-00 

Обе эти величины могут служить мерой рассеяния распределений 
<случайных величин. Для упрощения операций со случайными ве
личинами часто вводятся специальные технические средства. К ним 
относятся производящая, характеристическая функции и преобразо
'Вание Лапласа. 

ж). Пусть случайная величина ~ принимает неотрицательные 
00 

целые значения с вероятностями (ро' Рl' Р2' ..• ), где ~ Р. = 1. 
'~O 

00 

При любом 8 (О < 8 < 1) определена величина Е8е = ~ 8 kpk. Функ-
k=O 

ция fe (8) = Е8е , заданная на интервале [О, 1], называется nроиз
водящей фунw,lfией случайной величины ~. Она содержит полную 
информацию о распределении случайной величины ; и в принципе, 
.зная ее, можно восстановить распределение. В терминах произ
'Водящих функций некоторые преобразования случайных величин 
выглядят особенно просто. 

з). Для неотрицательных, но не обязательно целочисленных 
-случайных величин роль производящей функции играет nреобра-
8Ование Лапласа, которое для любого л > о определяется как 
величина 

00 

Ее-Ае = ~ e-Л:J;dFе (х). 
О 

Ее свойства аналогичны свойствам производящей функции. 
и). Для случайных величин с произвольным распределением 

:на оси Rl, когда преобразование Лапласа может быть не опреде
лено, полную информацию о распределении содержит комплекс
ная функция 

00 

ЕеЩ = ~ e.txdFe(x) (tERl), 
-00 
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называемая характеристической фуnкцией распределепия (или 
случайной величины). Это есть не что иное, как преобразование 
Фурье распределения случайной величины е (Н'олмогоров, Фомин, 
1972, с. 397). Так же как для производящей функции и преобразо
вания Л~пласа, соотношение между распределеНИj!МИ случайных 
величин и их характеристическими функциями взаимно однозначно 
и непрерывно. Свойства преобразования Фурье аналогичны свой
ствам преобразования Лапласа. Характеристические функции -
это основной инструмент для доказательства предельных теорем 
теории вероятностей и, в частности, знаменитой центральной пре
дельной теоремы. 

П.4. примЕры РАСПРЕДЕЛЕНИй СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Приведем несколько примеров часто встречающихся распреде
лений случайных величин. Подробные сведения об одномерных 
распределениях содержатся в книге Кендалла и Стьюарта (1966). 

П.4.1. Диснре'Iные распределения 

а. Б и н о м и а л ь н о е р а с п р е Д е л е н и е. Так назы
вается дискретное распределение, зависящее от двух параметров 

р (О < р < 1) и N (N =2, 3, ... ) и сосредоточенное на целых чис
лах {О, 1, 2, ... , N}, причем 

р (~=k) =CZplc (1- p)N-1c (О.,;; k.,;; N). 

Биномиальное распределение появляется в схеме независимых 
испытаний с одной и той же вероятностью «успехю) р при i-TOM 

испытании (i=1, 2, ... ; так называемая схема Бернулли) и пред
ставляет собой распределение числа «успехов» при N испытаниях. 
Выводится биномиальное распределение с помощью формул сло
жения и умножения вероятностей. 

Для этого случайную величину е представим в виде 

N 

е= ~ 1.1;' 
i=l 

где А; - событие, состоящее в том, что в i-TOM испытании был 
«успех»; /.1' - индикаторная функция множества A i • 

Тогда {~=k}=U{I.1i=1 при iEC, [.1i:=O при i(fC}, где 
объединение ведется по всем сочетаниям С иэ N элементов по k. 
Так как события, входящие в объединение, несовместимы, то по 
теореме сложения вероятность Р (e=k) равна сумме вероятностей 
Этих событий, каждая из которых по теореме умножения равна 
plc (1_p)N-Ic. Например, 

Р(I.1,=1, .~., l .1Ic =1, l .1lc+, =0, о •• , l .1N =O)= 

N-Ic = Р (l А, = 1) ••. Р (l.11c = 1) Р (1 .11c+, = О) ••• Р (l.1N = О) = plc (1 - р) , 
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'Так как случайные величины (1.40;) (i=1, ... , N) незавиоимы 
]J совокупности, так же как и для других сочетаний из N по k. 

Отсюда получаем 

р (~= k) = c'fvp k (1- p)N-k, 

где C~ - число сочетаний из N по k. 
П римеры биномиальных распределений часто встречаются 

в геологической практике. При анализе смеси зерен в шлихе отби
рается некоторое число зерен шлиха, среди которых регистри

руются зерна данного минерала. При соблюдении условий неза
висимости и однородности отбора распределение числа зерен дан
ного минерала хорошо описывается биномиальным законом. 
Биномиальное распределение используется также при оценке рас
пространенности энантиоморфных типов кварца (Бистелиус, 1950). 

Представляя случайную величину е в виде суммы независимых 
случайных величин, подсчитаем ее математическое ожидание и 
дисперсию: 

-так как 

'так как 

N N 

Щ=Е ~ IА.= ~ E/.4o.=Np, 
i=1 i=1 

р ( 1 А. = 1) = р и Е 1.40. = Р • 1 + (1 - р) • 0= р, 
N 

щ= ~ DI.4o.=Np (1- р), 
i=l 

DI А. = Е (/.40. - р)2 = (1- р)2 • Р + (_р)2 • (1- р) = р (1 - р). 

в первом случае мы использовали свойство линейности мате
матического ожидания, а во втором - свойство дисперсии суммы 

независимых случайных величин. 
Вычислим значение моды биномиального распределения. Для 

этого сравним значения вероятностей для двух соседних значений -
k и k+1: 

р (~=k) 

p(~=k+1) 

Это отношение <1 при k<p(N+1)-1 и >1 при k> > р (N + 1) -1. Если не существует такого целого k, которое 
было бы в точности равно р (N + 1), то распределение обладает 
{)дной модой: 

МО ~=k1' 

где k1 - наименьшее среди тех k, для которых выполняется нера
венство k > р (N + 1) - 1 (или k1 = ko + 1, где ko - наибольшее 
среди тех k, для которых выполняется неравенство k<p (N + 1) -1). 

Если существует целое k1, для которого выполняется равенство 
k1 = Р (N + 1) - 1, то распределение обладает двумя модами: 

Mo1 e=k1 и M02~=kl+1. 

uO 



Легко подсчитать производящую функцию биномиального рас
пределения: 

'Так как 

N 

.~ 1.40, N 1 
ДЛЯ О.;;; s .;;; 1 Es~ = (Es) 0=1 = П Es А, = (1 _ р + ps)N , 

i=l 

Е/А, =sl. Р + SO • (1- р) = 1- р + ps. 

б. Распределение Пуассона. Так называется распреде
ление, сосредоточенное на неотрицательных целых числах, причем 

e-Л'Л.k 
p(e=k)=kТ (k=O, 1,2, ... ), 

где л (л> О) - единственный параметр распределения. Распреде
ление Пуассона можно рассматривать как предельное для последо
вательности биномиальных распределений с параметрами (Рn' Nn)· 

Пусть N n -- ro и Рn' N n -- Л при n __ ro. 
Тогда для любого целого k 

-л' k 
k k N,,-k е_1\,_ 

CN"p" (1 - р,,) ~ k! • 

Этот факт можно доказать непосредственно (Гнеденко, 1961, 
оС. 100). Но проще его установить, используя непрерывность соот
ветствия между распределениями и их производящими функциями 
{Боровков, 1972, с. 121). Для распределения Пуассона имеем 

Q) 

~ гА'Л.k 
Es~ = ~ sk kТ = е-л( 1-_). 

k=O 

Пусть е,. - случайная величина, имеющая биномиальное рас
пределение с параметрами Р", N". 

Пусть p"N" = л"' где Л" __ л при n __ 00. 

Тогда 

t ( (1 - s) 'л. )N" Es'" = (1- р" + p"s)N. = 1 - N" " ~ е-Л(1-В) при n ~ со. 

ИЗ сходимости производящих функций следует сходимость функ
ций распределения. Распределение Пуассона имеет моменты всех 
порядков. Первые два момента: 

'л., 

откуда 

Щ=Щ2_ (Щ)2=Л. 
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:Мода распределения Пуассона находится из условия Мо (~) = k1> 

где k1 - наименьшее из тех k, для которых р ~ ~ 7: ~ 1) -< '1, т. е. 
k -< л - 1. При k1 = Л - 1 распределение имеет две моды: 

Мо~=л-1 и мо~=л. 

Наиболее естественно распределение Пуассона возникает в так 
называемых точечных nроцессах Пуассоnа. Рассмотрим, например, 
однородный точечный процесс Пуассона на прямой. При этом по· 
всей прямой случайным образом размещены отмеченные точки так, 
что при любом n для любой системы n попарно непересекающихся 
интервалов А1 , А 2 , ••• , А" (где А. n A j =0, А • С R 1) коли

чества отмеченных точек (еА1 , • • ., еА,,) в этих интервалах
это взаимно независимые случайные веJIИЧИНЫ, причем распре
деление случайной величины еА зависит только от длины интер
вала А, а не от его положения на прямой. 

Если к тому же распределение случайной величины еА подчи
нено условию ордunарnосmu (смысл которого состоит в том, что
для малой длины интервала вероятность попадания в этот интервал 
более одной точки есть величина более высокого порядка малости). 
то е.4 имеет распределение Пуассона с параметром а· 1 А 1, гд& 
а> О и 1 А 1 - длина интервала А (Гнеденко, 1961, с. 295). 

Аналогично определяется многомерный точечный процесс 
Пуассона. В геологической практике точечные процессы Пуас
сона могут служить моделью многих явлений. Показано, например, 
что распределение количества зерен акцессорного минерала в шли

хах из песчаных отложений с большой степенью точности соответ
ствует распределению Пуассона (Вистелиус, 1968). Вместе со свой
ствами независимости количеств зерен в непересекающихся пробах 
это приводит к модели трехмерного точечного процесса Пуассона, 
где отмеченными точками являются зерна акцессорного минерала. 

в. Г е о м е т р и ч е с к о е р а с п р е Д е л е н и е. ЭтО' 
дискретное распределение, сосредоточенное на множестве не

отрицательных целых чисел, причем 

P(~=k)=(l-a)alc (k=O, 1, 2, ... ), 

где а. (О < а. < '1) - параметр распределения. Этот параметр 
равен условной вероятности Р (е> k+1 1 е> k), которая H~ 
зависит от k. 

Действительно, по определению условной вероятности 
(см. П.2.1), 

ro 

~ (1-а)а; 

i=lc+1 
00 

а. 

~(1- а) а; 

i=k 

Геометрическое распределение возникает в рассматриваемых 
далее марковских цепях в качестве распределения длины серии 
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!fiОВТОРЯЮЩИХСЯ элементов марковских цепей. Частным видом 
марковских цепей является упоминавшаяся выше последователь
ность независимых испытаний. Длина серии «успешных» испыта
ний до первого (<Не успешного>} имеет геометрическое распределени.е: 

P(~=k)=P([A =1, ... , [А =1, [, =O)=ak (1-a), 
1 k "k+I 

'Где а,=Р (IAi =1) - вероятность «успехю). 
Мода геометрического распределения всегда равна нулю. 

Все его моменты конечны. Для подсчета его первых двух моментов 
.воспользуемся свойством производящей функции. 

Если fe (8) - производящая функция, то 

Щ = df~ (s) I и Щ2 _ E\~ = d2f~ (s) I 
ds 8=1 ds2 8=1· 

(JJ 

Действительно, если f~ (8) = ~ 8kPk' то 
k=O 

d/~ (s) ~ d2f~ (s) ~ 
---а;-= ~ksk-lРk И ~= ~k(k-1)sk-IIРk, 

k=1 k=1 

()'ГRyдa следуют формулы для Щ и Щ2. 
ДЛЯ ,геометрического распределения 

н, следовательно, 

d(1-a)\ а щ-- -- ----ds 1-sa 8=1-1-a' 

Щ2 E~ __ d2 (_1 -_а) I _ ~ (а (1 - а)) I _ .,.,.---2а-,.".2 
- -ds2 1-sa 8=I-ds (1-ва)2 8=1-(1-a)2' 

откуда 

2 а (1 + а) 2 2 а 
Щ =(1-а)2 и щ=щ -(E~) =(1-а)Z. 

11.4.2. Абсолютно непрерывные распределения 

а. Э к с п о н е н Ц и а л ь н о е р а с п р е Д е л е н и е. 
Это распределение имеет положительная случайная величина ;, 
имеющая плотность распределения 

Ре (х)=ае-аж (а; > О), 
где а (а> О) - параметр распределения. В случае геометриче
ского распределения оно может рассматриваться в качестве пре

дельного. Появляется оно в марковских процессах с непрерывным 
временем в той же ситуации, что и геометрическое для цепей 
Маркова. В процессах Пуассона на прямой по экспоненциальному 
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закону распределены расстояния между отмеченными точками. 

Важное свойство экспоненциального распределения - отсут

ствие последействия. 
Отождествим случайную величину е, имеющую экспоненци

альное распределение, со временем жизни некоторого объекта. 
Тогда условное распределение остаточного времени жизни при 
условии, что объект уже прожил время t (t ): О), не зависит от t 
и имеет тот же самый вид, что и безусловное (это свойство и назы
вается отсутствием последействия). 

Действительно, 
со 

S e-axdx 
t +t e-a(tl+t) 
~ =--t - =e-af l = Р (е;;" t1 )· 

е-а 

S e-axdx 
t 

Плотность экспоненциального распределения не имеет максимума 
на интервале (О, со) - она монотонно убывает от а до о. Легко 

х 

подсчитать квантили этого распределения. Так как P~(x) = ~ ae-atdt = 
о = 1 - е-ах, то уравнение p~ (х) = с (О < с < 1) имеет единствен-

u log(l-c) u 

ныи корень x~ = - а ' которыи И является квантилью 

уровня с. В частности, Ме (е) = log 2 • 
а 

Преобразование Лапласа экспоненциального распределения 
имеет ВИД: 

L (л) = r е-Нае-а! dt _ _ а_ (';:;. О) 
~ -J -л+а 11..,- • 

О 

3ная эту функцию, легко вычислить моменты экспоненциаль
ного распределения, так как, очевидно, 

d d 2 

Щ=-dлL~ЩI1.=О И Щ2=dЛ2L~ЩI1.=О. 

Для экспоненциального распределения 

откуда 

щ=- :л (л ~ а) 1>'=0 = (л ~ а)2!>.=0 = ~ , 
- d а I 2а! 2 

Щ2 = - dл (л + а)2 л=о = (л + а)3 1.=0 = а2 , 

1 
De= а2 • 

б. р а в н о м е р н о е р а с п р е Д е л е н и е. Так назы
вают распределение случайной величины е, сосредоточенное на 
интервале (а, Ь) (-со < а < Ь < со) с плотностью 
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{ Ь 1 а' х Е (а, Ь) 
Ре (х) = . 

. О, х ЕЕ (а, Ь) 

Равномерное распределение является предельным для суммы 
по модулю М (М+О) независимых и равно распределенных слу
чайных величин при стремлении числа слагаемых н беснонечности. 

Пусть, например, угол поворота единичного вентора на пло
сности получен в результате n последовательных приращений угла: 

где случайные величины а. независимы и одинаново распределены. 

Регистрируется угол ФI'I=<fJ,,-2'1tk, где k=[;;J-целая часть 
" 

величины ~~ , т. е. Ф" = ~1 а; (mod 211:) (сумма по модулю М, где 

М=211:). При неноторых очень слабых предположениях о фунн
ции распределения слагаемых rJ.. i последовательность распределе

ний случайных величин Ф" сходится (в ненотором смысле) н равно
мерному распределению на интервале (О, 211:). Идея сложения по 
модулю М большого числа малых случайных величин заложена 
в основу прантичесной реномендации - считать ошибну онругле
ния, например, с точностью до второго десятичного знана, случай
ной величиной с равномерным распределением на интервале 
между двумя допустимыми значениями онругления. 

Равномериое распределение имеет все моменты и нвантили, 
вычислить ноторые предлагается читателю. 

в. Н о р м а л ь н о е р а с п р е Д е л е н и е. Харантери-
зуется плотностью распределения случайной величины 

1 (х-а)' 
-~ 

Р«Х)=.,_ е (-оо<х<оо), 
< v 2пCl 

где а (-00 < а < 00) и о (о> О) - параметры распределения. 
Это очень важное распределение в теории вероятностей, имеющее 
многочисленные применения в естествознании. Нормальное рас
пределение вознинает в начестве предельного при сложении 

большого числа независимых малых случайных величин. Со
ответствующий точный результат известен под названием цен
тральной nредед,ьной теоремы. 

П у с т ь 

Ф () 1 \' e-I '/2at. 
х = У2п J 

-00 
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Эта функция называется uн,тneгра.л,о.м, Лаn,л,аса. Известно, что 
00 

~ e-t'/2dt = у2тс, т. е. Ф (х) является функцией распределения. 
-00 

Один из вариантов центральной предельной теоремы состоит в сле
дующем. Функция распределения случайной величины 

11 

~e. -nЩ. 
Х __ i~_l--===-_ 
,,- VnD~i 

где (en)~ - последовательность взаимно независимых случайных 
величин с одной и той же функцией распределения и с конечной 
дисперсией, сходится к функции распределения Ф (х) при n -+ 0). 

Существует много других форм центральной предельной теоремы 
как для независимых, так и для зависимых случайных величин. 

Нормальное распределение имеет все моменты. Для их подсчета 
мы используем свойства характеристических функций. Согласно 
определению характеристической функции случайной величины е 
с функцией распределения Fe. (х) 

00 

-00 

имеем 

-00 

(в предположении, что существует момент k-тОГО порядка), откуда 

d k 
Щk = (_i)k dtk 'Ре (t) It~o. 

Для нормального распределения 

00 .t (х-а)' 
1 \'. х---

'Ре (t) = .,1270 а J е 20-' dx = 
-00 

00 (х-а-На')' . а'е' . 
1 ~ - 2а' +а.е-т (. 02t2) 

--- е dx=exp a~t-T ' 
-.,12700 

-00 

. 00 (x-z)' 
1 ---

так как ./_ \' е 2а dx = 1 для любого комплексного z; более 
v 2700 J 

-00 

подробное вычисление см. в работе Боровкова (1972, с.113). 
Отсюда 

Ее = (-i) _"_ = (а + ia2t) ехр ait - _ = а, d'P. (t) I (02 t2) I 
& '~ 2 e~ 
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Центральные моменты нормального распределения равны соот
ветственно: 

Щ=Е (~- Щ)2=Щ2_ (Щ)2=02, 

Е (~- Щ)3=ЩЗ_ 3Е;2Щ +2(Щ)3=О, 

Е (е - Ее)' = Щ4 - 4Щ8Щ + 6Щ2 (Ее)2 - 3 (E~)4 = 3а4. 

Отсюда асимметрия нормального распределения равна о. Эксцесс 
также равен нулю: 

Е (~_Щ)4 
04 -3=0. 

Нак отмечалось выше, нормальное распределение служит об
разцом, с которым сравниваются все другие одномодальные рас

пределения по степени сглаженности. 

г. r а м м а - р а сп р е Д е л е н и е. Оно определяет рас
пределение положительной случайной величины е с плотностью 
распределения (см. рис. 11.3) 

~" р (х) - -- xa-le-~X (х > О), 
Е -г (а) 

CXJ 

где (1. и ~ - положительные параметры, а Г ((1.) = ~ у"-1е-1Iау_ 
о 

гамма-функция. Особенно часто используется частный вид гамма
распределения - распределение х2 • Так называется распреде
ление случайной величкны х2= e~+ ... + ~~, где n=1, 2, ... , 
а (;1' ... ' ;n) -'- независимые случайные величины, имеющие 
одно и то же нормальное распределение с параметрами а=О и 
0=1. При этом распределение х2 - это гамма-распределение 

n 1 Ч с параметрами (1. ="2 и ~ = "2 . исло n - параметр распределения 

i - называется числом степеней свободы. 
Преобразование Лапласа гамма-распределения вычисляется 

просто: 
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1.В 
ос = 1/2 ос=1 

1.8 
ос=2 

Рис. 11.3. Влияние параметра а на форму плотности r-распределения с ма
тематическим ожиданием, равным ернице. 

откуда 

d a~" I а 
щ = - d"J... L~ (А) I А-О = (А + ~)"+l А=о ==1" 

d2 a(a+1)~ClI а(а+1) 
E~2 = d"J...2 LE (А) 'А=О = (А + ~)'''+2 А=О == ~2 • 

тогда 

а 

Щ==ЩII_(Щ)2=~2 • 

Вычислим асимметрию гамма-распределения; имеем 

2а 

откуда 
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Асимметрия положительна и тем меньше, чем больше параметр r:t.. 

Для распределения х2 , где r:t.= n(2, последнее свойство вытекает 
также из центральной предельной теоремы, из которой следует, 
что х2 распределено асимптотически нормально при n ~ СХ). 

д. Р а с п р е Д е л е н и е К о ш и. Это распределение сл учайной 
величины ; с плотностью 

1 
p~(X)=7t(1+X2) (-ro<х<ro). 

Оно совпадает с распределением отношения е11 е2 независимых 
случайных величин е1 и е2 , распределенных нормально с пара
метрами а=О и 0=1. Такое же распределение имеет tg (1, где 
(1 - случайная величина, равномерно распределенная на отрезке 

(-тг./2, 'iC/2). Плотность Ре (х) этого распределения представляет 
собой симметричную относительно оси ординат функцию, при этом 
Мо (е)=О. Однако математического ожидания не существует, 
так как 

00 00 

\' ,х!ах 
j 7t (1 +х2) 

2 \' xdx 
-:;t j 1 + х2 = ro . 

-00 О 

Можно показать, что характеристическая функция этого рас
пределения равна e-/tl (Крамер, 1975, с. 272). 

Распределением Коши называют также распределение случай
ной величины е1 =Ае+р., где).. > О и -00 < р. < 00, плотность 

~ 1 А 
которои РЕ, (х) = -:;t А2 + (х _ f-L)2 • 

Таким образом, распределение Коши - это двухпараметри
ческое распределение, при этом Мо е1 =Ме е1 = р. - естественный 
центр распределения. Параметр ).. характеризует степень рассея
ния случайной величины е1 относительно центра и численно равен 
полуразности верхней и нижней квартилей. Действительно, 

х 

\' 1 Adx 1 х - f-L 1 
Fe, (х) = j -:;t А2 + (х _ f-L)2 =-:;t аге tg -А-+ 2' 

-00 

1 X-f-L 7t X-f-L 
Если P~,(x)=4' то arctg-A-=-4' т. е. -А- =-1 и 

х=р.-Л -нижняя квартиль. 

3 X-f-L 7t X-f-L 1 
Если F~,(x)=4' то arctg-A-=4' т. е. -А-= и Х= 

= Р. + л - верхняя квартиль. 
Разность между верхней и нижней квартилями равна 2)... 

Н.5. ВЕliТОРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Рассматриваются конечно мерные векторные случайные вели
чины и связанные с ними понятия: произведение вероятностных 

пространств, индуцированные вероятностные распределения, мар-
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гинальные распределения, характеристики и примеры распреде

лений векторных случайных величин, условные 'распределения 
относительно случайных величин. 

11.5.1. Произведение вероятностных пространств 

Как уже отмечалось, одна из задач теории вероятностей
нахождение вероятностей одних событий по заданным вероятно
стям других событий. Иногда требуется расширить исходное 
множество элементарных событий и класс измеримых множеств. 
Один из методов конструирования нового вероятностного про
странства из заданных - nрои8ведение вероятnостnых nро
странств. 

Пусть {(Q1' $1' Р1),···, (Qn, $", Рn)} (n=1, 2, ... )-задан
ная система вероятностных пространств. Их про изведением назы
вается вероятностное пространство (Q, $, Р), где Q = Q1 Х ... х Q" -
множество всех конечных последовательностей ш= (ш1 , ••• , <о,,) 
(ш. Е Q), называемое декартовым произведением множеств 21' ... , Qn, 
$ - наименьшая а-алгебра, содержащая все n-мерные (<параллеле
пипеды» А1 Х А2 Х ... Х Аn (А. Е $.), т. е. декартовы произведе
ния множеств А1 , ••• , А". Эту а-алгебру обозначают $1 ® ... ® $". 
р - вероятностная мера, заданная на $, такая, что для любых 
А.Е$. (i=1, ... , n) 

" Р (А 1 Х ... ХА,,) = ПР. (А.) • 
• =1 

Существование и единственность такой вероятностной меры, 
которую обозначают Р1 Х ... Х Р", доказаны, например, в книге 
Невё (1969, с. 113). Часто все (Q., $., Р.) (i = 1, ... , n) - это 
экземпляры одного и того же вероятностного пространства 

(Q., $., Р.) = (Ql, $1, Р1). 

Так поступают при конструировании вероятностного прост
ранства в схеме Бернулли, когда ищут вероятности событий 
в последовательности независимых испытаний. В обычных обозна
чениях множество А1 Х ... Х А" означает событие, при котором 
происходит и событие А1 при первом испытании, и событие А2 при 
втором испытании, и событие А1I при n-м испытании, т. е. это 
пересечение событий {'It. Е А.} (i = 1, ... , n), где 'It. (ю) =ш.- функ
ция от ro = (Юз., ••• , <Оn)' сопоставляющая каждому ro его i-тую 
координату. Событие {'It. Е А,} состоит в том, что i-тая координата 
вектора ro принадлежит множеству А •. 

Тогда 

но, согласно тому же определению, 
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р ( { 1ti Е J! '} ) = р ( n {т.: j Е g j} n {1ti Е А. .}) = п Р j (!::! j) • Р. (А..) = Р. (А..), 
j=l=i N=i 

так как Pj (Qj)=1. 
Следовательно, мера Р выбрана так, что события {те. Е А.} неза

висимы при любых А1, ... , А" (А • Е cfТ.). 
Пусть теперь на пространстве Q заданы случайные величины 

е1 , ... , ~,. так, что е• фактически зависит только от ф. (так будет, 

если е. (ю) представлена в виде~. (те. (ю», где ~. - некоторая слу
чайная величина, заданная на пространстве Qi). Тогда случайные 
величины ~. взаимно независимы. 

Действительно, для любых а. 

{~. < а.} = {ro : е. (1ti (ro)) < а.} = 1t,1 {~. < а.} = {1t. Е A i }, 

где А. = {~; < ai } Е CfТi • Но события {те• Е A i } взаимно независимы. 
Следовательно, и е. взаимно независимы. 

В теории вероятностей часто приходится иметь дело с последо
вательностями случайных величин. Предыдущее построение по
казывает, что всегда можно построить вероятностное простран

ство, на котором заданы случайные величины, имеющие те же 
самые распределения, и на котором они будут взаимно незави
симы (мы показали это для конечных последовательностей, но 
то же справедливо и для бесконечных). Поэтому часто не заботятся 
о конкретном виде вероятностного пространства и считают, что 

на нем можно построить сколь угодно большую систему взаимно 
независимых случайных величин. 

ll.5.2. Распределение векторных случайных величин 

Мы определили случайные величины как измеримые функции, 
отображающие измеримое пространство (Q, cfТ) в измеримое про
странство (Rl, ~1), где ~1 - а-алгебра борелевских подмножеств 
на прямой. Это означает, что для случайной величины е (ее зна
чения е (ш) называются реализациями случайной величины ;) 
полный прообраз любого борелевского множества А Е dJЗl, т. е. мно
жество е-1А = {ш: е (ш) Е А}, принадлежит а-алгебре cfТ. 

Теперь мы определим векторную случайную величину g как 
измеримое отображение ПРQстранства (9, cfТ) в измеримое простран
ство (Rn, ~n), где Rn - обычное n-мерное векторное пространство, 
а ~"- а-алгебра борелевских подмножеств пространства Rn• Это 
означает, что для любого А Е 11/' множество ~-lA принадлежит 
а-алгебре cfТ. 

Ранее мы говорили о распределениях одномерных случайных 
величин. Теперь мы уточним это понятие, рассмотрев распределе
ние векторных случайных величин. 

Пусть (Q, cfТ, Р) - вероятностное пространство, на котором 
задана векторная случайная величина g. 
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Расnреде.л,еnuе;м, с.л,учаUnоU вмuчunы е nа8ывается вероятnостnая 
мера IIp оnредмеnnая па боре.л,евс1i,UХ nодмnожествах А Е cffdn 

равеncтво;м, 

f!.~ (А) = Р (I;E В) = р (1;-IВ). 

Легко проверить, что I-"~ - это именно вероятность, опреде:тен

ная на пространстве (R", rfJJn), так как 

1) I-"~(A»O и 1-"~(Rn)=р(~ЕRn)=1, 

2) если A"ErfJJn для n=1, 2, ... и А;ПАj= 0 (i=!=j), то 

f!.~ (Ql А n) =р (r;E QI А n) =р (Ql {I;EAn}) = ~1 Р (r;EA,,)= ~lf!.~ (А,,), 
так как 

{I;EA.}n{I;EA j }=0 (i=/=j). 

ИтаR, (Rn, dXln, Il~) - это новое вероятностное пространство. 

Говорят, что случайная величина е индуцирует вероятность (или 
вероятностную меру) Il~ на множестве своих значений. 

В частности, если n=1, т. е. е - одномерная случайная вели
чина, то ее распределение Il~ - это вероятность, заданная на 

(В1, cffdl), т. е. на множестве вещественных чисел с заданной на нем 
а-алгеброй борелевских подмножеств. Мы хараRтеризовали ве
роятность Il~ 

а) или таблицей вида 

о) 

где а. Е R\ Р. > О и ~P. = 1 (в дискретном случае), 
, <=1 

а 

б) или плотностью распределения p~(x), где р(е<а)= ~ p~(x)dx. 
-О) 

а Е Rl и ре - неотрицательная измеримая функция (в абсолютно 
непрерывном случае), 

в) или фУНRцией распределения (в общем случае) 

F~(a)=P(~<a). 

В терминах вероятностной меры Il~ эти способы задания можно 
записать в следующем ВlЩе: 

а) f!.e{a.}=p. (i=1, 2, •.• ), 
а 

б) f!.e(-C:O, а)= ~ ре (х)ах, 
-О) 
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Для случая n > 1 O~HOBHЫMH встречающимися в практике 
распределениями векторных случайных величин будут распре
деления трех типов: дискретное, абсолютно непрерывное и сме
шанное (образованное из двух предыдущих типов). 

Дискретное распределение - это случай, когда существует 
не более чем счетное множество точек {а1 , 82' ••. } (а. Е R n), на 
котором сосредоточена мера f1~, т. е. f1e {а1 , ~, ••• } = 1, и, сле
довательно, распределение может быть задано таблицей 

(tL~ (а:;: ::'(;2'): ... ). 
Абсолютно непрерывным распределением называется распре

деление f1~, для которого существует такая неотрицательная изме-

римая функция p~, называемая плотностью распределения f1~, 

что для любого борелевского множества А С R" 

tL~ (А) = ~ p~ (х) dx. 
А 

В этом выражении справа стоит интеграл Лебега от функции 
p~ по так называемой мере Лебега на множестве А. Мы не будем 
уточнять понятие «мера Лебегю>. Отметим только, что n-мерная 
мера Jlебега - это n-мерный объем данного множества. Все прак
тически используемые плотности распределения - это непрерыв

ные или кусочнонепрерывные функции, а для таких функций 
интеграл Лебега по мере Лебега совпадает с обычным интегралом 
Римана. Следовательно, если мы будем обозначать точку х Е Rn 

в обычной координатной форме х=(х1 , ••• , х,,), то предыдущий 
интеграл, записанный в виде 

~ p~ (Zl' ... , Хn) dXl ••• d·'1'n. 
А 

можно вычислять, как обычный n-кратныЙ. 
Распределение смешанного типа не нуждается в специальных 

комментариях. Заметим, что полное описание распределения f1~ 

произвольного типа можно дать с помощью n-мерной функции 
распределения F~. Применяя, как и выше, символ 7t. (е) для обо
значения i-той координаты случайного вектора ;, определим 

p~ (Xl"'" Х,,) = Р( n (1t,(;)<x.}) = tL~ ((-00, Xl)X(-ОО, Х2) Х: ..• Х (-00, х,,)). 
'=1 

Нетрудно выразить значение меры f1~ через F~ на n-мерном 

параллелепипеде. В:отличие от одномерного случая выражение 
получается громоздкое и неудобное для практического использо
вания. Кроме того при преобразовании системы координат функ
ция Fe преобразуется чрезвычайно сложно (Тутубалин, 1972, с. 72). 
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В общем случае n-мерная функция распределения применяется 
мало. Исключение составляет случай, когда координаты случай
ного вектора являются взаимно независимыми случайными вели

чинами. Тогда 

" ~ 
F~I(Xl' •.. , х,,) = П<Fе• (х.), 

<=1, 

где e.=1t. (е) - одномерная случайная величина. 
Часто требуется охарактеризовать векторную случайную ве

личину некоторым числом . .в общем виде это делается по следую
щей схеме. С каждой точкой пространства R" сопоставляется веще
ственное число. Иными словами, задается функция f (х) (х Е R"). 
Предположим, что f - это измеримая функция, т. е. для любого 
А ErfJd1 

1-1 (А) Е с&9", 

где rfJdl - это борелевская а-алгебра подмножеств из области зна
чений функции " а rfJdW - борелевская а-алгебра подмножеств 
из области определения функции '. Тогда функция от ro f (е) -
это одномерная случайная величина (с реализациями f (е (ro))). 

Действительно, для любого А Е tiЗ1 

{f (;) Е А} = ;-1 {f Е А} Е dТ, 
так как 

и ; - случайная векторная величина. 
Следовательно, f (;) - измеримая функция, т. е. случайная ве

личина. Математическое ожидание этой случайной величины 

E/(;) = ~ f(Hu)) Р (аоо). 
• 2 

Так как f - это случайная величина на вероятностном про
странстве (R", rfJd", p.~), то 
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Е! (;) = ~ 1 (х) f1~ (ах). 
вп 

Что это действительно так, следует из вычислений: 
00 

r не (00)) Р (аоо) =lim ~ !:...p(oo:!:...:s;;; f(e (00)) < k+ 1)= 
J " .... oo~n n n 
2 k=-oo 

00 

= Нт ~ !:... р (е-1 (х : !:... :s;;; 1 (х) < k + 1)) = 
" .... 00 ~ ППП 

k=-oo 
00 

=!l~ ~ : f1~(x: ~ :S;;;/(X)<k~1)= ~ l(x)f1~(dx). 
k=-oo в" 



hpoMe того случайная величина f (§) индуцирует вероятностную 
:меру f.LJШ на юшери:мо:м пространстве (R\ ~l), превращая его 

в вероятностное пространство (R\ i!В\ f.L JЮ)' При этом 

Е! Ш = ~ XfLj(~) (dx) = ~ xdF JШ (х). 
R' R' 

Эта формула обсуждалась уже в разделе П. З. 2. Вычисление 

интеграла ~ f (х) f.L~ (dx) для дискретного и абсолютно непрерывного 
Rn 

типа распределения аналогично одномерному случаю. 

а) Дискретное распределение f.L~: 

~ f (х) fL~ (dx) = ~ f (а.) f1~ {а.}, 
Rn '~l 

00 

где ~ f.L~ {а,;} = 1, а• Е R n• 
';=1 

б) Абсолютно непрерывное распределение p.~ с плотностью P~ (х): 

~ f (х) fL~ (dx) = ~ f (х) p~ (х) dx; 

последний интеграл для случая, когда функции f и Ре непрерывны, 
всюду, за исключением, может быть, некоторых точек и линий, 
сводится к n-кратному интегралу 

~ f (Х1' ... , хn) p~ (Х1, •.. , хn) dX1 ••• dxn• 
Rn 

Рассмотрим в качестве вещественной функции от векторного 
аргумента проекцию '/t i (х) (х Е Rn, '/t. (х) Е Rl), где при координат
ном представлении Х = (X1, ••• , Хn)' '/t. (х) = х. (i = 1, 2, ... , n). 

Распределение случайной величины 1t i (~), т. е. вероятностная 
мера f.L,,;ш' называется .маргиuальuы.м расnределеuие.м по оmuоше

uию yi f.L,. При любом борелевском А с Rl 
• 

jJo1ti(~) (А) =fL~ ('It.EA) = Р ('It. (;) ЕА) =Р (д. {'ltj (;) Е Ю} n {7С. (;) Е А}) = 

=fL~ CQ. {7CjERI} n {'It,EA}) = fL~ (~~:..;..:....~~1 ХА Х [ll Х ';.;...?5.31) , 
.-1 n-$ 

т. е. это мера «слоя», где множеством А ограничена только одна 
i-тая координата, а остальные координаты могут принимать любые 
вещественные значения. 

Маргинальное распре,!l;еление f1",m называют также nроекцией 
распределения f1~ на i-тую координатную ось. Можно рассмотреть 

проекции более общего вида, например, на некоторое k-мерное 
подпространство, задаваемые осями координат (il' ... , i k ). Более 
общей концепцией является преобразование исхо~ного распре,!l;е-
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ления f1E, порождаемого линейным отображением пространства Rn 

в пространство R k • Ниже это преобразование будет рассмотрено 
специально. 

Найдем математическое ожидание случайной величины тс. (~): 

E1t. (;) = ~ 1t. (х) f!.~ (ах) = ~ Хf!.чШ (ах). 
RII R' 

Вектор 

Е; = (E1t1 (;), E1t2 (;), ... , E1tn Ш) 

называется математическим ожиданием векторной случайной ве
личины ~. 

Таким образом, 

E1t. (;) = 1t. (Е;). 
ЭТО частный случай свойства линейности математического ожи

дания. Пользуясь обозначением интеграла Лебега от векторнознач
ной случайной величины по мере Р, который определяется покоорди
натно так, как это делается в П. 3. 2, можно записать: 

Е;= ~ ; (оо) Р (аоо) = ~ Xf!.~ (ах). 
9 нn 

11.5.3. ХаРaRтеристики векторных случайных величин 

Рассмотрим векторную случайную величину е (ю) на вероят
ностном пространстве (Q, $, Р). Такие величины, естественно, 
возникают, коr;n;а иссле}!уются совместные распределения n слу
чайных величин (е1 , ••• , еn), которые можно считать координа
тами вектора е - е=(е1 , ••• , еn) или - в других обозначе
ниях - тс. (е)= е •. Выше мы определили математическое ожидание 
векторной случайной величины 

Ее = (al' •.. , аn), 

где а. = E~. = Етс. (~). 
Естественно ожидать, что характеристики распределения век

торной случайной величины ~ не сводятся к характеристикам 
распределений его координат ei • В общем случае это действи
тельно так, за исключением немногих характеристик, таких как 

ЕЕ' и случая взаимной независимости координат случайного век
тора. Мы перечислим некоторые из этих характеристик. 

а. Моме н т ы век торн ой сл У чайной вел и чи ны. Мо
ментами векторной случайной величины ~ (или ее распределения) 
называются интегралы (если они существуют) 

Е (~~I ••• ~~n) = ~ t (х) f!.~ (ах), 

где f (х) = (ТC1 (X)k1 ••• (тсn (X»)kn• 
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При координатном выражении х = (х1 , ••• , ;С") эта Функция 
представляется в виде f (х1, ••• , х,,) = x~, ... X~'" В частности, 

со 

Е (~~, ... r;~") = ~ a~f ••• а~J'/J-Е {а,;} 
<=1 

для дискретного распределения, где 

со 

а.=(а'l • ... , а.,,) и ~/J-~{a.}=1, 
.=1 

Е М, ... ~~,,) = ~ x~, ••. X~"P~ (Хl • ... , х,,) dXl •.• dx" 

R" 

для абсолютно непрерывного распределения с плотностью p~. Число 

k = k1 + ... + k" (k.): О) называется порядком момента. Моменты 
первого порядка - это математические ожидания координат случай

ного вектора (или его маргинальных распределений) 

щ. = ~ 7ti (х) /J-~ (dx). 
R" 

б. Ц е н т р а л ь н ы е м о м е н т ы. Центральными моментами на
зываются интегралы 

Е (~1 - Ebl k, •.. (f;II- Щ")k,, = ~ ir (7ti (х) - Er;.)k. РОЕ (dx), 
RII.=l 

где k.): О и k = k1 + '" + kn - порядок центрального момента. 
Наибольшее употребление находят центральные моменты второго 
порядка. Обозначая 

Лц = Е (f;. - Щi) (f;j - Щj), 

можно записать все центральные моменты второго порядка в виде 

матрицы 

(А11 • • • )'1") 
А= ...... . 

А,,1 ••• Аm, 

Величины ЛН = Е (~;, - E~i? - не что иное, как дисперсии коор
динат случайного вектора ~ (ЛН = De i ), а Лij = Л ji .- это ковариа-
1!,~Я i-той и j-той координат (см. П. 2. 2), Лц= cov (е., ~j)' Матрицу А 
называют ховариационной матрицей случайного вектора ~ (или его 
распределения). 

соу (f;i' f;.) 
Число P'j = У' J называется коэффициентом корреляции 

Щ.Щj 

случайных величин ~. и ~j. По абсолютной величине Р • .; не 

больше единицы (следствие неравенства (Е (~. -:- Ее.) (е.; - Ee j »2 < 
< Е (е. - Ш.)2. Е (е,; - EeJ )2 - интегральной формы неравенства 

Ноши - Буняковского (R'олмогоров, Фомин, 1972, с.47». Когда 
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Рц = О, говорят, что случайные величины Е. и Е! некоррелированы. 
Если е. и ~! - независимые случайные величины, то они некорре
лированы, так как в этом случае соу(е., ~j)=Е~i~j-Е~IЩj=О. 
Обратное, вообще говоря, неверно. 

Пусть а1, ••• , а" - произвольные вещественные числа. Тог да 

Матрица Л является матрицей коэффициентов этой квадратич
ной формы. Неотрицательность этой квадратичной формы означает 
по определению неотрицательную определенность матрицы Л. 

в. Ма тр ица и нформационн ы х коэ Ф Ф ици ен тов ко р
р е л я Ц и и. Пусть тс,! (х) = (тс, (х), тс J (х» - проеRЦИЯ вектора х Е Rn 

на плоскость, соответствующую i-той и j-той координатам. Таким 
образом, если х=(х1, ... , :1:,,), то тсц (х) = (Х., хj)-двумерный 

вектор. Очевидно, ~lj - измеримое отображение пространства R" 
в пространство R2. Если теперь; - n-мерная векторная случайная 
величина, то тс.! (;) - двумерная векторная случайная величина. 

Распределение f'-"ijШ' где f'-"ijШ (А) = f'-~ (тс.! Е А) = р (тсц (;) Е А) 
(А Е cffЗ2), является распределением случайного вектора тс.! (;). Оно 
также называется маргинал:ьным по отношению к распределению 

f'-~' Пусть теперь маргинальные распределения f'-"iШ' f'-"jШ и f'-"'jШ 
абсолютно непрерывны, т. е. существуют плотности этих распреде
ний Р",ш, Р"jШ И Р"ljШ' Тогда определена величина, называемая 
количеством urtформации одной компоненты тс, (;) случайного век
тора относительно другой компоненты тс j (;): 

S Р"ijШ (х, у) 
l'i (е) = Р"'ljШ (х, у) log Р (х) Р (у) dxdy. 

в' ",.Ш "jШ 

Очевидно, эта величина симметрична относительно перестановки 
i и j. Она отражает меру стохастической зависимости случайных 
величин тс.(;) и тcj (;). Если эти случайные величины независимы, 
то 1,jШ=0. 

Действительно, пусть А = А1 Х А2 (А1, А2 Е cffJl) - (<прямоуголь
ник», лежащий в плоскости R2, со «сторонами» A1 и А2 • Тогда 
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~ Р"ijШ (х, у) dхdУ=Il''''.jШ (А) = 
А 

= р (1t'J (~) Е А) = Р ({1t, Ш E,A 1 } n {1tj (е) Е А 2}) = 
= р (7t. (~) Е А 1 ) р ("! (е) Е А 2) = 1l''',Ш (А 1) ll'''jШ (А 2 ) = 

= ~ Р",ш (x)p"j(!> (y)dxdy. 
А,ХА. 



Так как это равенство справедливо для всех А1 и А2 и, сог
ласно предположению, Р"iШ и Р"jЮ кусочно-непрерывны, то 

Р"'ijШ (х, у) =Р"'iЮ (х) Р"'jШ (х) 

всюду на плоскости R2 и поэтому l'j (g) = О. 
Аналогично доказывается, что совмгстная плотность n незави

симых случайных величин равна произведению плотностей этих 
случайных величин, если только совместная плотность существует. 

Нроме матрицы (! ij (g)nxn В работах по математической геологии 
для характеризации многомерных распределений используется также 
матрица, составленная из элементов 

Рц Ш = у1 - e-2IJijШI, 

называемых инфо рмациОll:н,ы,ми коэффициентами корреляции (Rуль
бак, 1967; Vistelius, 1967), при этом O<;pij<1. Значение Pij=1 
приписывают такому совместному распределению компонент 1t i (g) 
И 1t j (g), когда существуют плотности распределений !1"'iЮ и !1"'j(~)' 

но не существует плотность самого распределения !1"'ijШ' Так будет, 

например, если с вероятностью единица F (1t i (g), 1t j (g)) = О для 

какой-нибудь функции F, определенной на плоскости R2• 

В то же время любое взаимно однозначное и непрерывное nре
образование Rn в Rn сохраняет матрицу информационных /'I,оэф
фициенmов порреляции неизменной. 

г. Характеристическая фу нкция многомерного 
р а спр ед е л ения. Пусть t = (t1, ••• , tn) и х= (Х1 , • •• , Хп)- два 
n-мерных вектора, (t, х) = t1X 1 + ... + t"xn - скалярное произве
дение этих векторов. При этом определена случайная величина 
(t, g), где 

Характеристической функцией случайного вектора g (или его 
распределения) называется комплексная функция, определенная 
для всех t Е Rn, 

Ее' (t, ~)= ~ е ' (t, X)/J-~ (ах) = ~ ехр i ± t k 1tk (х) /J-~ (ах). 
яn ЯN k=1 

Соответствие между распределениями векторных случайных 
величин и их характеристическими функциями взаимно однозначно 
и непрерывно. Если моменты второго порядка существуют, то в 
окрестности точки t = (О, ... , О) Е Rn имеет место разложение 

Ее' (t'~)-e' (t,Щ) (1 2:. ~ ~ л t t +0 (~t2)) - - 2 ~ ~ kj k j ~ j , 
k=lj=1 j=1 

где о ~a) _ О, если а _ О (о (а) называется величиной более вы
сокого порядка малости по сравнению с а). 
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Если координаты случайного вектора неsависимы, то, очевидно, 

n 
Ее' (t,~) = П EeHk1tk Ш. 

k=l 

И обратно, если это представление справедливо для всех t = 
= (t1, ••• , tn) Е Rn, то координаты ('lt1 (§), ... , 'ltn @) вsаимно неsави
симы. 

Для характеристики многомерных распределений испольsуются 
также многомерные проиsводящие функции и многомерные преоб
раsования Лапласа, свойства которых обобщают свойства соответ
ствующих одномерных преобраsованиЙ. 

n 

Е П 8~kШ - многомерная проиsводящая функция, 
k=l 

где (81"'" 8n) Е Rn, причем 0< 8k < 1 и все 'ltk (§) - неотри
цательные целочисленные случайные величины. 

n 

Е П е-Лk1tk Ш - многомерное преобраsование Лапласа, 
k=l 

где (Л1,· •• , лn) Е Rn, причем Лk > О И все 'ltk (§) - неотрицательные 
случайные величины. 

11.5.4. Примеры распределений векторных 
случайных величин 

а. Полиномиальное распределение. Пусть §=(~1' 
••. , eN) (N = 1, 2 .... ) - конечная последовательность неsависимых 
и одинаково распределенных случайных величин, заданных на не
котором вероятностном пространстве. Каждая случайная величина 
может принимать n раsличных sначений а1 , а2, ••• , аn с вероят-

n 

ностями Р1' Р2"'" Рn' где Р, > о и ~ Р, = 1. 
<=1 

Рассмотрим случайный вектор k(§)=(k1 @, ... , kn (§)), где для 
данной реалиsации S (00) k. (; (00)) - число тех координат вектора 
S (00), которые равны а •. Распределение случайного BeK'l'Opa k (Е) 
наsывается полиномиальным. Это дискретное распределение, со
средоточенное на точках х (х1 , ••• , хn) Е RR снеотрицательными 

n 

целочисленными координатами, причем ~ х. = N. Нетрудно под
i=l 

считать, что 

Натуральные числа N и n, а также вероятности Р1"'" Рn-1 
являются параметрами полиномиального распределения (Рn = 1 -
- Р1 - ..• - Рn-1 не является неsависимым параметром). Вероят
ность Р (k (s) = х) является коэффициентом при (Ч' •.. rJ.:" в раз
ложении полинома (P1rJ.1 + ... + pnrJ.,,)N. Биномиальное распреде
ление является частным случаем полиномиального при n = 2. 
Оно же является маргинальным для полиномиального. 
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Действительно, 

N! ~ (N-Xl)! 
= (N )' рх, , , рх • ••• рх" - Xl. 1 Х2. ... Х". 2 " 

(сумма берется по всем Х2 , ••• , х,,): О, таким что :t х. = N - х1) • 
• =2 

Полагая в последней сумме N' = N - Х1 И Р. = P;rJ.., где 
n 

а. = 1 - Рl' мы будем иметь ~ Р; = 1, и поэтому последняя сумма 
;=2 

= (1 _ Pl)N-Х" 

Т. е. случайная величина k1 (~) имеет биномиальное распределение 
с параметрами Рl и N. 

То же относится R любой другой компоненте k. @ вектора k @ 
(ее параметры Р. и N). 

Теы же методом легко подсчитать, что маргинальное двумерное 
распределение, например вектора (k. (~), k j (~)), - это полиномиаль
ное распределение третьей степени с параметрами N, Р., Pj' 

Подсчитать ковариационную матрицу случайного вектора k (~) 
можно непосредственно, воспользовавшись аналитическим выраже

нием для совместных распределений пар компонент. Но лучше это 
сделать с помощью следующего приема. Заметим, что 

N 

k. (~) = ~ 1 {ai} (~k), 
k=l 

где 

1 (Е ) = { О, если ~k =1= а., 
{ai}·k 1, если ~k = ai' 

откуда 

и если i =1= j, то 

Тог.:з;а при i = j 
А .. (k (~)) = Dk. Ш = Np. (1 - Pi) (СМ. п. 4.1 (а)) 

и, если i =1= j, то 
)'ij (k (~)) = cov (ki Ш, k j (;)) = Ek. (~) k j Ш - Ek i (;) Ekj (;) = 

N~ N N N 

= ~> ~ ЕI {а;} (~k) 1 {aj} (~l) - ~ ~ ЕI {ai} (~k) . ЕI {aj} (~l) = 
k=l [=1 k=l [=1 . 

N N 

P;kPjl- ~ ~ PlkPjl=-NрIРj. 
k=11=1 
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Полиномиальное распределение имеет многочисленные приме
нения в геологической практике. Вектор, представляющий состав 
в пробе с фиксированным числом зерен, отобранной из некото
рого статистического ансамбля так, что обеспечивается независи
l\ЮСТЬ и однородность условий отбора каждого зерна, имеет поли
номиальное распределение. Полиномиальное распределение играет 
важную роль в статистике марковских цепей, которые часто при
меняются для моделирования геологических явлений. 

Производящая функция полиномиального распределения под
считывается просто. Для вектора k (~) = (k1 (~), ••• , k" @) при 0< 
<s.<1 

= (Р181 + ... + pIl8,,)N. 

Так как компонента k" (~) может быть представлена в виде 
n-l 

k" (r;) = N - ~ k. (;), 
.=1 

то распределение характеризуется n -1-мерной производящей 
функцией 

,,-1 

Е П 8:' (О = (Р181 + ... + Pn-18n-l + р,,)Н = 
<=1 

( ,,-1 )Н 
= 1- ~ р, (1 - S,:) (см. п. 4. 1 (а) ДЛЯ n = 2) • 

• =1 

б. Н ормаль ное р а сп р еделе ни е. Это абсолютно непре
рывное распределение случайного вектора ~ = (e1, ••. , еn) с плот
ностью распределения 

(Н. 5. 1} 

n 

где Q(x1, ... , Х,,) = . ~ b.j(x. - а.) (x j - aj ) - положительноопре-
',.1=1 

деленная квадратичная форма, С, а. и Ь.} - вещественные посто-

янные. При этом С = (у2тс)-" yD, где D - определитель матрицы 
(b.j)n Х n' 

Таким образом, параметрами нормального распределения явля
ются n, а., Ьц (1 < i, j < n). 

IIормальное распределение часто используется для описания 
статистических ансамблей. Обоснованием хорошего соответствия 
этого описания наблюдаемым опытным данным принято считать 
уже упоминавшуюся нами центральную предельную теорему. 
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ДОRазательство основных вариантов RОТОРОЙ в многомерном случзс, 

принципиально не Отличается от одномерного. В теоретичеСRОМ 
плане нормальное распределение относится R числу наиболее ис
следованных и часто естественно ВОЗНИRающих при тех или иных 

расчетах благодаря многим ЭRстремальным свойствам этого рас
пределения. ДОRазано, например, что среди абсолютно непрерыв
ных распределений одномерных случайных величин с плотностью, 
положительной при всех х Е Rl, И Rонечной дисперсией, значение 
RОТОРОЙ фИRсировано, нормальные распределения имеют наиболь
шую энтропию (см. 11.3.3 (е». Аналогичным свойством маRсимума 
энтропии обладают многомерные нормальные распределения 
(Рао, 1968, с. 477). Другое замечательное свойство нормального 
распределения ДОRазано В. П. СRитовичем (1954), оно состоит 
в следующем. 

Пусть е1 , •.• , е" - взаимно независимые случайные вели
чины и существуют таRие наборы ненулевых Rоэффициентов 

11 11 

(а1, ••• , аn) и (Ь1, ••• , ьn)' что линейные формы ~ a.~, и ~ b.~. 
i=l i=l 

являются независимыми случайными величинами. Тогда величины 
е. распределены нормально. Свойства нормального распределения 
и его параметров наиболее просто вытеRают из вида его хараRтери
стичеСRОЙ фУНRЦИИ. 

Нетрудно ПОRазать (Гнедеш\О, 1961, с. 251), что 

Ее' (t,~) = ехр (i ~ ajt j - ~ ~ ~ Ckjt ik) (t = (t1 , ••. , tn) ERn), (П. 5. 2) 
j=1 k=1 j=1 

где матрица (С kj)n Х n является обратной для матрицы (b. j ). Отсюда 
следует, что 

ai = Щ" Ckj = )'kj = COV (~lc' ~j) (k =1= j) и С jj = л. jj = Щj (см. П. 5. 3 (г». 

Поэтому матрицы (Ckj) и (b. j ) симметричны. 

Для любого k (1 < k < n) k-мерное маргинальное распределение 
'Также является нормальным. Для доказательства этого найдем 
характеристическую функцию вектора из k Rомпонент, например 
~' = (~1' .... ;lc)' Для этого достаточно положить в выражении для 
Ее' (t,~) t k+1 = ... = tn = О. Получим 

Ее' (t', ~') = ехр (i ~ ajt j - ~ ~ ~ cljt jt1) (t' = (t 1 , ••• , t k ) Е Rlc), 
j=1 1=1 j=1 

что является характеристической функцией k-мерного нормаль
ного распределения. Если компоненты случайного вектора 
~=(~1' ... , ;,,) независимы, то соу (е., ej)=o (i=l=j) (т. е. е. 
и е} некоррелированы). Для нормально распределенного вектора 
справедливо также обратное утверждение. Действительно, если 
матрица (Сц) является диагональной, то и обратная ей матрица 
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(bij ) также диагональная, и плотность (П.5.1) представляеТСJI 

в виде произведения плотностей одномерных нормальных распре
делений, т. е. компоненты ;. - независимые нормально распре
деленные величины. 

До сих пор мы говорили о невырожденном нормальном рас
пределении, при котором определители матриц (b ij) и (C. j ) не равны 

нулю. Нормальным распределением называют также распределе
ние с характеристической функцией вида (П.5.2), у которого 
ковариационная матрица имеет определитель, равный нулю. 
Это так называемое вырожденное, или несобственное, нормальное
распределение . 

Пусть ранг ковариационной матрицы равен r (1 ~ r < n). 
Известно (Крамер, 1975, с. 327), что в этом случае существует 
линейное множество (линия, плоскость, гиперплоскость) L .. 
размерности r такое, что все распределение сосредоточено на L r 

(т. е. I'-~ (Lr)=1) и не сосредоточено ни на каком другом линейном 
множестве меньшей размерности. В этом случае существует ровно 
n-r линейных соотношений между компонентами ~H которые 
выполняются с вероятностью единица. 

Вырожденное нормальное распределение не является абсо
лютно непрерывным. Однако каждая из n компонент ~. может 
быть представлена в виде линейной функции от r независимых и 
нормально распределенных величин, совместное распределение 

которых абсолютно непрерывно в пространстве Rr. 
Рассмотрим линейное преобразование пространства Rn в про

странство Rm 
n 

Yi= ~ C'kXk (i=1, 2, ... , т) 
k=l 

с матрицей C=(Cik)mxn, где т не обязательно равно n. В матричном 
обозначении это преобразование имеет вид у=хСТ (для удобства 
в качестве основного обозначения для вектора мы выбрали век
тор-строку); таким образом, У=(Уl' ... , Уm)' Х=(Хl' ..• , х,,); 
индекс «т» сверху обозначает транспонирование; таким образом, 
уТ и хТ - это соответствующие векторы-столбцы, и предыдущее 
равенство можно записать в виде 

уТ = ОхТ. 

Это преобразование определяет новую векторную случайную 
величину с т-мерным распределением. 

Пусть 
'P~ (t) = Ее• (t, О (t = (t1 , ••• , t,,) Е R") 

является харю{теристической функцией случайного вектора ~ = 
= (~1' ... , ~,,)" Определим характеристическую функцию преобра
зованного случайного вектора 'YJ = ('11' . " ., '1",) = SCT • Так как (t, s) 
можно записать в матричном виде как tsT , то, определив вектор t 
как t=uC, где U=(U1,"·", иm) Е в>n, получим 
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(t, ;) = (uC, ~) = uC . ;Т = U • (С . ~T) = U . (I;СТ)' = (u, 'IJ) 

(здесь мы использовали сочетательный закон умножения матриц 
и правило транспонирования). 

Следовательно, характеристическая функция ер случайного век
"'1 

тора 11 вычисляется по правилу 
~"'I (u) =~~ (uC). 

Пусть теперь ~ имеет нормальное распределение с характери
стической функцией 

~~(t)=eXP(i ~ajtj- ~ .. ~ A.jktjtk)', 
)-1 j, k_1 

которую можно записать в матричном виде как 

eXP(it. аТ _ ~ t· л. tT), 

где а = (a1 , ... , аn) - математическое ожидание, а Л - ковариацион
ная матрица случайного вектора ~. 

Тогда 

~"'I (u) = ехр (iucaT - ; uслстuт). 

Очевидно, uGЛG'uТ - неотрицательно определенная квадра
тичная форма, и, следовательно, случайный вектор 11 имеет нор
мальное (может быть, вырожденное) распределение. В частности. 
линейная функция от n компонент случайного вектора, распре
деленного нормально, также распределена нормально. Оказы
вается верен гораздо более глубокий обратный результат: если 
сумма двух независимых случайных величин распределена нор
мально, то каждая из этих случайных величин также распреде
лена нормально (Феллер, 1967, с. 600). 

Рассмотрим плотность невырожденного нормального распре
деления (П.5.1). Она представляет собой непрерывную положи
тельную функцию с максимумом в точке E~=a=(al' ... , аn), 
убывающую до нуля на бесконечности. При любом с+о уравнение-

tI 

~ Ь.) (х. - а.Нх) - а.) = с2 
<, j=1 

определяет поверхность уровня одинаковой плотности вероятности 
p~ (х). Эта поверхность представляет собой эллипсоид с центром 
в точке а. С помощью поворота координатной системы можно 
сделать главные оси эллипсоида параллельными координатным 

осям. Этому повороту соответствует ортогональное преобразова
ние пространства Rn , а новому положению эллипсоидов одинако
вого уровня - независимость компонент преобразованного слу
чайного вектора. Эллипсоид, определенный }!ля с2=n+2, назы-
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'Вается эллипсоидом рассеяния. Он может определяться для лю
бого n-мерного распределения с конечными вторыми моментами 
и служит для сравнения распределений по степени сосредоточе
ния вероятности около центра (Крамер, 1975, с. 331). Квадрат 
'шо объема пропорционален D-l= I Л I (определитель ковариа
ционной матрицы). Эта величина называется обобще1ilЮЙ диспер
сией. 

Как было отмечено, маргинальные распределения нормально 
распределенного вектора также нормальны. Однако нормаль
ность одномерных маргинальных распределений не является 
достаточной для того, чтобы распределение вектора было нор
мальным. Приведем пример. 

Пусть § и 1J - двумерные случайные векторы, распределенные 
Rормально с математическими ожиданиями E~=E1J=(O, О) и кова-

~иац'ОН.W<И матрицами Л,= (~~) и Л,=С :) соответ
ственно. 

Рассмотрим плотность 

1 1 
Р (х, у) =2 P~ (х, у) +2 P'I (х, у). 

Тогда 

Рl (х) = ~ р (х, у) dy =; ~ (p~ (х, у) + P'l (х, у)) dy 
-00 -00 

и 

-00 -00 

являются плотностями маргинальных распределений. Но 

p~(x, y)=p~(y, х), P'I(x, Y)=P'I(y, х) 

00 00 

~ P~ (х, у) dy = ~ P'I (х, у) dy, 
-о:> -со 

'так кю, это плотности одного и того же нормального распределения 

·с параметрами О и 1. Отсюда Рl (х) и Р2 (х) - плотности нормаль
'ного распределения с параметрами О и 1. В то же время р (х, у) 
не является плотностью нормального распределения, так как соот-

1 (2 2) 
фун""ция равна 21 е-"2 tl+t2 + iВетствующая характеристическая ... 
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1 + 21 е-"2 (fi+t~+tlt2) Ф 
И ее логари м не является полиномом BTOPOit 

степени от t1 , t2• 

в. р а сп р е Д е л е н и е :к о ш и. Это распределение представляет 
собой абсолютно непрерывное распределение случайной векторной 
величины § с плотностью распределения 

где 

с" 
p~ (Xl' ... , Хn) =-(---n..!!....-)-"-;1:-' 

1+ ~ X~ ~ 
t.=1 

n+1 
7t 2 

СП = -г-(-I-~ -:t----:-1:-) -

В этой форме распределение :Коши имеет только один пара-
метр - размерность n. Иногда распределением Ноши называют
также распределение случайного вектора 1)=а+ ~. в при любом 
векторе а Е R "и матрице В порядка n Х n, которые в этом случае
являются параметрами распределения. 

Распределение Ноши представляет собой пример распределе-
ния, которое не имеет математического ожидания И тем более мо
ментов высших порядков. Плотность p~ симметрична относительно 
начала координат, где она имеет максимум. Поверхности одина-
кового уровня плотности представляют собой сферы. Все марги-
нальные распределения Ноши являются также распределениями 
Ноши меньшей размерности. Показать это проще всего с помощью
характеристической функции. Докажем, что 

сделаем замену переменных, перейдя к сферической системе ко-

" ./'... 
ординат. Замечая, что (t . х)= ~ tjxj =, t ,., х' cos (t, х), направим 

j=l 
одну ось отсчета углов по вектору t. ./ 

Нкобиан преобразования и:м:еет вид (Фихтенгольц, 1960, с. 402), 
r,,-l sinn- I 'fl . F ('f2' •.. , 'fn-l), 

./'... 
где ~1 = (t, х) и F (~2' ... , ~Il-1) - множитель, зависящий только
от всех остальных углов сферической системы координат. 
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Обозначив I х I = r, где I х 1= YXI + ... + x~, мы получим 
со '1t J J е i I t I r cos '1' 

С dr d<tJ гn-2 sill"-2<tJ 
т 1l гl r I 

О О (1 + г2 ) 2 

!Где С = F (<Р2"'" <P1l_1)d<p2' ••• , а<Р"_l (интеграл берется 
('1'2, ••• , '1'11-') 

по области всех возможных углов <Р2"'" <P'I-l В сферической си
,стеl\Ш координат, которая одна и та же для любых r и <Pl)' 

Теперь перейдем обратно к декартовой системе координат, 
положив r COS <Рl = и и r sin <Рl = и. Якобиан этого преобразованмя 
равен r-1, и мы имеем 

Вычисляем интеграл по и: 
Q) 

J 
о 

Получаем 

n+l 

(1 + u2 + v2)-2-

" 1 
= (n -1) (1 + u2 ) • 

-со 

с 
'Где С1 =--1' т. е. вычисление характеристической функции 

n-
n-мерного распределения R'оши свелось к одномерному случаю. 
Так как характеристическая функция равна единице при t = 0= 
= (О, ... , О), то можно не уточнять значение постоянной С . 
.окончательно получаем 

со 

Eei(t,E)=- =e-1tl 1 5 e'lt IUdu 
'1> 1+u2 

(см. Н. 4. 2 (д)). 
-со 

в отличие от одномерного случая I t I = yt~ + ... + t~ и, 
следовательно, любое маргинальное распределение - это рас
пределение Коши. Для доказательства достаточно приравнять 
нулю соответствующие координаты вектора t. 
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Распределение Коши можно получить с помощью проекции 
поверхности сферы на касательную плоскость, осуществляемой 
лучом, проходящим из центра сферы. Пробегая все точки поверх
ности сферы, луч осуществляет взаимно однозначное соответствие 
полусферы и плоскости. Пусть теперь на полусфере задано равно
мерное распределение вероятностей. Это такое распределение, 
что значение вероятности на любой области полусферы пропор
ционально площади этой области. Заданная проекция индуцирует 
вероятностное распределение на плоскости. Можно показать, что 
это индуцированное распределение и есть распределение Коши 
с размерностью, на единицу меньшей, чем размерность сферы. 

Очевидно, плотность p~ (X1, ..• , Х,,) не равна произведению 
n плотностей одномерных распределений Коши. Поэтому компо
ненты случайного вектора ~ = ( e1 , .•. , еn) - зависимые случай
ные величины. Ковариация компонент ei , ej (i=l=j) не определена. 
Для численной оценки зависимости можно применить информа-· 
ционный коэффициент корреляции (см. П.5.3 (в»). 

S Ре ~ (х, у) 
Подставляя в Р< < (Х, у) log '() () dxdy значения дву-

'i!' " Ре. х Ре, у 
В' 

мерных и одномерных плотностей Коши, получим, что 

откуда 

7t 

1 (~I' Ы = log2 + 410g 2 - '3 =0.2242 ... , 

11.5.5. Условные распределения относительно 
случайных величин 

в п. П.2.1 мы определили условную вероятность Р (А I В)\ 
Р(АВ) 

события А относительно события В как отношение Р (В) , пред-

полагая, что Р (В) > О. Рассмотрим условные вероятности отно
сительно события В для всех А Е dJ. Очевидно, функция множеств. 
р (. I В) подчиняется условиям 1) и 2) из П.3.1. Таким образом,. 
мы получаем новое вероятностное пространство (Q, dJ, Р (. I В»). 
Особенностью вероятностной меры Р (. I В) является лишь то,. 
что она сосредоточена на множестве В (которое предполагается; 
измеримым, т. е. В Е dJ), так как 

Р(В) 
P(BJB)= Р(В) =1. 

Рассмотрим случайную величину е, т. е. измеримую функцию,. 
заданную на измеримом пространстве (Q, $). При новой вероят
ностной мере Р (. I В) у нее будет новое распределение tt< (. I В),. 
где для любого а Е R' ' 

fJ-е((-CXJ, a)JB)=P(~<aJB), 
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ноторое может характеризоваться функцией распределения 
p~ (. I В), плотностью р. (. I В) и т. д. Интеграл Лебега от ~ , ~ 

по этой мере (если он существует) называется условным матема-
тическим ожиданием относительно В и обозначается Е (е I В). 

Таким образом, все понятия, снязанные с безусловной вероят
ностью Р, остаются без изменений при замене Р на Р (. I В). 
Принципиально новое начинается тогда, когда мы рассматриваем 
условную вероятность как функцию от условия, т. е. от множества 
В. Заметим, что условная вероятность Р (А I В) как функция от В 
не является вероятностной мерой. Например, если A=Q, то 
Р (А I В)=Р (А I В)=1, в то время, как ВВ=0. В то же время 
условные вероятности Р (А I В) при различных В не могут быть 
:заданы произвольно. 

Пусть Q разбито на конечное число непересекающихся частей: 
" Q= U В.' B,BJ =0 (i=f=j) и В сложено из этих же частей: 

'=1 

['де {i1, ••• , ik } с {1, ... , n}. 
Тогда 

т 

Р(А IB)P(B) = ~ Р(А I Bik)P(Bik)· 
k=l 

Правая часть напоминает определение математического ожи
.дания дискретной случайной величины 1р, имеющей распределение 

где ak=P(AIBik) и P(r.p=ak)=P(Bik). 
Эта аналогия, а также потребность в определении условных 

вероятностей относительно случайных величин приводит к новому 
подходу к условной вероятности. В современной теории вероятно
.стеЙ и в ее приложениях значительно более важную роль, чем 
условные вероятности относительно отдельных событий, играют 
условные вероятности относительно систем событий. П римером 
раздела теории вероятностей, который основан на условных ве
роятностях относительно системы событий, является теория мар
в:овских процессов. 

В предыдущем примере в качестве этой системы событий удобно 
взять разбиение Q,З=(В1 , ••• , В,,) и определить условную вероят
ность Р (А I Q,З) относительно этого разбиения. При этом Р (А I Q,З) 
считается такой случайной величиной 1р, которая принимает по

стоянные значения на каждом В" равные Р (А I В.). 
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Тогда 

P(AB)=P(AIB)P(B)= ~ P(AIB.)P('f=P(A/B.))= 
В.СВ 

= ~ 'fP(dw)= ~ Р(А /CВ)P(dw)=E(P(A /СВ)· I B). 

в в 

Это определение теряет свою ясность при переходе от конечных
разбиений к бесконечным, и в частности к несчетным. Нас будут" 
интересовать в первую очередь разбиения, производимые на 
множестве элементарных событий g случайными величинами, при
нимающими несчетное множество значений. 

Пусть ~ - такая случайная величина, которая принимает все· 
значения из интервала (а, Ь). Несчетным разбиением будет разбие
ние Q3~={{;=x}: хЕ(а, Ь)}. 

Условной вероятностью события А относительно разбиения Q3~, 
производимого случайной величиной ~ (или относительно случай-
ной величины ~), называется такая случайная величина "(, изме-
римая относительно а-алгебры $ ~' что для любого В Е $ е 

р (АВ) = ~ <рР (dw). 
в 

в этом определении $е означает «а-алгебра, порожденная слу-

чайной величиной ;>). Так называется под-о-алгебра а-алгебры $,_ 
содержащая все события вида {е < а} (а Е В1), причем это наи
меньшая из всех таких а-алгебр. Случайной величиной, измеримой. 
относительно некоторой а-алгебры $1 С $, называется функция. 
tp, определенная на Q, такая, что для любого а Е В1 {tp < а} Е $1.' 

В тех случаях, которые представляют интерес, $~ не совпа--

дает с $. Условную вероятность события А относительно случай-
ной величины ~ обозначают как Р (А I ~). Значения этой новой 
случайной величины в точке ш Е g обозначаются как Р (А I ~) (ш). 

Основное равенство, определяющее эту условную вероятность,_ 

Р(АВ)=Е(Р(А '~). I B), 

где В Е $~. Возникает вопрос о существовании таких условных 

вероятностей для данных А Е d!Т и случайных величин ~. Положи-
тельный ответ на этот вопрос дается известной теоремой Радона
Никодима (Колмогоров, 1974, с. 72). 

Следующим шагом является определение условных расnределе-
ний вероятностей относительно случайной величины ;. Так назы
вается функция Р (. I е) (отсутствующий аргумент ее обозначен' 
точкой) такая, что при любом А Е cf} Р (А '~) - это определенная 
выше условная вероятность события А относительно случайной
величины ~, а для любого ш Е g (точнее, почти для всех ш Е g, 
т. е. для всех ш, за исключением ш, принадлежащих множеству._ 

вероятность которого равна О) функция Р' (.)=Р (. 'е) (ш) -. 
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зто вероятностное распределение на (Q, $). Не слишком ограни
чительные достаточные условия существования таких условных 

распределений вероятностей относительно е приведены, например, 
в Rниге Гихмана и Скорохода (1971, с. 51). 

Если определено условное распределение вероятностей, то 
естественно определить условное математическое ожидание случай
пой величипы '1) оmnосителыю случайпой величипы ~, которое обоз-

начается Е ('I)/~) и равно ~ 'l)P (dш I ~), а также условное распределение 
11 

случайной величины 11 относительно случайной величины е. Мы 
будем обозначать это распределение как 1-11j (. I е). 

Таким образом, 

а 

Е (1J I ~) = ~ X/-L1j (dx Щ. 
Вl 

Заметим, что Р (А I е) можно представить в виде Е (IAI е). 
Поэтому иногда в качестве исходного понятия определяют услов
ное математическое ожидание, а потом уже условные вероятности 

и условные распределения вероятностей. 

Рассмотренные выше определения условных вероятностей, 
распределений и математических ожиданий относительно случай
ной величины е без существенных изменений переносятся на случай 
векторной случайной величины ;=( e1 , ••• , е,,). Таким образом, 
например, Р (А I e1, ••• , ;n) - это случайная величина, измеримая 
относительно а-алгебры $~ (т. е. наименьшей под-а-алгебры 

а-алгебры Qr, содержащей все множества вида {;1 < а1}, ... , {;,. < аn} (а1,··., аn) Е Rn), и такая, что для любого В Е $' ~ 

Р(АВ)=Е(Р(А I~l, ... , ~,,). Iв). 

Рассмотрим Е ('1) I~) дЛЯ двух частных случаев, когда е имеет 
дискретное и абсолютно непрерывное распределение. 

Если ~ - «дискретная» случайная величина, 
ro 

f1~ (а.) > О и ~ f1~ (а.) = 1, 
i=1 

где {а1 , az, ... } с R\ то Е ('1) I~) также принимает счетное множе
ство значений: 

Е (1J I~=al), Е (1J I е =а2), ... , 

где Е ('1) I е = а.) - условное математическое ожидание относительно 
события {~= а.}, имеющего положительную вероятность, причем 

E(1JI~=a.)= ~ 1JP (dro le=a.). 

" 
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То же относится в: условному. распределению вероятностей 
р ( . '~) или в: условному раепределению !-'-1) ( ./~) случайной вели
чины 1j. 

Например, если условное распределение случайной величины 1j 

абсолютно непрерывно для тех юЕ Q, в:огда ~=ai' то определена 
условная плотность распределения Р1) (х I ~ = а.) (х Е R1) относительно 
события {~=a.}, причем она может не существовать для других ар 

для в:оторых условное распределение !-'-1) (./ ~ = а j) может быть 
ДИСI{ретно. Если оно дисв:ретно, то его можно задать таблицей 

где 

со 

[1-"1 (b.1 ~ = aJ) > О и ~ [1-1) (b,1 r; = aJ) = 1. 
'=1 

Если е имеет абсолютно непрерывное распределение с плот
ностью p~ (х) (х Е R1), то задать Е ('11 I е) набором условных мате
матических ожиданий относительно событий вида {е=х} невоз
можно, так как их вероятности все равны нулю. Известно лишь, 
'Что Е ('11 I е) - это $сизмеримая фунв:ция (случайная величина). 
Можно пов:азать (Ито, 2, 1963, с. 7), что такая случайная величина 
представима в виде ер (е (ю)) (функция ер от функции е от ю) и, 
значит, если е (ю)=х, то Е ('11 I е) (ю)=ер (х). Чтобы не усложнять 
,обозначений, и в этом случае пишут 

Е ('Ij I е) (00) = Е ('Ij I е = х). 

Почти при всех х Е R1 функция Е ('11 I ~ =х) обладает всеми 
свойствами математического ожидания. Например, если '11= 
= а1 1)1 + а2 1)2' где 1)1 и 1)2 некоторые случайные величины, то 

Е (1] I ;=х) = а1Е (1]11 r; =х) + allE (1]111 r; =х) (линейность). 

Далее, 
inf 'Ij (00) ~ Е ('Ij I f;=x) ~ sUP1] (00) 
шЕ9 шЕ9 

и, если 1) (ю)=-1, то Е (1) I е=х)=1 (подробнее о свойствах услов
ных математических ожиданий см.: Ито, 2, 1963, с. 8). 

Е (1) I е=х) можно представить в виде интеграла по условному 
распределению вероятностей относительно е при значении е=х, 
т. е. по мере Р (. I е=х). Смысл этого обозначения при Р (е=х)=о, 
нан и для математического ожидания, отличается от случая 

р (е=х) > о. 
Пусть условное распределение 1-'(1) (. I е=х) (т. е. условное 

распределение случайной величины '11 относительно е при тех ф, 
для которых е ( ю) =х) является абсолютно непрерывным и 
P"I (. I е=х) - плотность этого распределения. Предположим 
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также, что существует плотность P1j, е распределения случайного 
вектора (1], е). Тогда 

P1j, е (у, х) 
P1j (у I ~ = х) = Ре (х) 

Действительно, вычислим условное математическое ожидание 
Е (f (1]) I е). Имеем 

E(/('I))·IHEA })= ~/(y)IA(x)p1j'e(Y' х)ауах= 
Jl2 

- S ( S f (у) P1j'pe ~~') х) ау ) Ре (х) ах. 
А R' е 

с другой стороны, 

Е (1 ('1)) • 1 {еЕА}) = ~ Е (f ('1)) I ~) Р (аы) = ~ Е (f ('1)) I ~ = х) Ре (х) ах. 
НЕА} А 

Так как в качестве А можно взять любое множество А Е с7, ТО' 

5 P1j, е (у, х) 
E(f('I))I~=x)= I(Y) р.(х) ау. 

R' • 
в частности, 

а 

S P1j' е (у, х) ау. 
Ре (х) 

-00 

Отсюда, согласно определению плотности условного распре
деления, 

P1j' е (у, х) 
P1j (у I ~ = х) = Ре (х) 

Эта формула для плотности условного распределения (или 
условной плотности, как ее иногда называют) аналогична формуле 
условной вероятности относительно события положительной ве
роятности. 

В качестве примера вычислим плотности условных распреде
лений одной координаты двумерного случайного вектора относи
тельно другой координаты, когда этот вектор имеет распреде
ление: а) нормальное, б) Коши. 

а). Пусть 

где 01,02>0; -1<р<1; а1, а2 ЕЮ. 
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Тогда 
00 (х-а])2 

5 1 -~ 
p~ (х) = p~, 7) (х, у) dy = V21t <;1 е 1 

-00 

1 ( Р0"2)2 1 - 2а2(1-р2) (у-а2)-(х-аl) 71 
Р7) (у I е = х) =-.1=2~-.1-=1==2::- е 2 • 

v л; <;2 v - Р 

Таким обраsом, условное распределение "fj относительно е - это 

нормальное распределение с параметрами (х - а1) р:; , 02 у1 _ р2). 
Так как в определении плотности нормального распределения коор
динаты равноправны, то условное распределение е относительно "fj 

также нормальное с соответствующими параметрами. 

б). Пусть 
1 

P~, 7) (х, у) = 21t (1 + х2 + у2)зt. • 

Тогда, как было покаsано ранее (см. П. 5. 4 (в», 
1 1 

p~ (х) = 1t 1 + х2 

и, следовательно, 

P1J (у I е = х) = 2 (1 + х' + у2)зt. 
Отсюда видно, что условное распределение 1) относительно е 

уже не является распределением Коши. В частности, существует 
условное математическое ожидание Е( 1) I е=х), равное нулю при 
любом х Е Rl, так как условная плотность симметрична относи
'Тельно нуля и 

00 00 

5 I у I dy 5 ydy -2 1"" 2 
(1 + х2 + у2)З/' = 2 (1 + х2 + у2)З/' = (1 + х2 + y2)'j, О = 1 + х2 < сх). 

-00 о 

Аналогично получаем, что Е( ~ I "fj=Y) =0. 
Пусть случайная величина ~ может принимать любые значения 

из интервала (а, Ь) и кроме того задано совместное распределение 
.случайных величин 1) и ~ такое, что для всех х Е (а, Ь) существует 
Е( 1) I ~=x). Фующия ср(х) =Е( 1) I ~=x) называется кривой регрессии 
1j на ~. Аналогично кривая ф(у)=Е( е I 1)=У) при у Е (с, d), где 
1) может принимать любые значения из интервала (с, d), называ
ется кривой регрессии е на 1). 

Если ~ и 1) - независимые случайные величины, то обе кри
вые регрессии представляют собой прямые линии, проходящие 
через точку (Е е, Е 1) перпендикулярно друг другу:Е(1) I е=х)=Е1) 
- прямая, параллельная оси абсцисс, Е( е I 1)=У) =Е е - прямая, 
параллельная оси ординат. Однако, как показывает пример дву-
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мерного распределения Коши, такая форма и расположение кривых 
регрессии не достаточны для того, чтобы е и 7J были независимыми. 

Кривые регрессии обладают важным свойством минимальности. 
Пусть требуется найти такую функцию f(x) , чтобы средний 

квадрат расстояния от точки (~, 7J) до точки (~, f( Ш был минималь
ным. Заметим, что обе эти точки случайны (случайные векторы), 
но если в первом случае распределение случайной точки «раз
мазано», вообще говоря, по плоскости, то во втором оно сосредо
точено на кривой y=f(x). Такой функцией будут f(x)=E(7J I е=х). 

Действительно, пусть fl - измеримая функция. Тогда 

Е (1) - 11 Щ)2 = ~ (у - 11 (х))2 11~, 1) (dx, d у) = 
В' 

= ~ 11~(dx) ~ (Y-11(х))2111)(dУI~=х)= 
RI В' 

= ~ 11~ (dx) ~ (у - Е (1) I ~ = х) + Е (1) I ~ = х) - 11 (х))2 • 111) (dy I ~ = х) = 
RI R' 

= ~ (D (1) I ~ = х) + (Е (1) I ~ = х) - f (х))2) l1е (dx);;;. ~ D (1) I ~ = х) l1е (dx), 
R' RI 

где D (7J I ~ = х) = Е «7J - Е (7J I ~ = х»2/ ~ = х) - дисперсия распре
деления !'-1) ( ./ ~ = х). 

В связи с обсуждением условных вероятностей относительно 
случайных величин вернемся к вопросу стохастической независи
мости. Как было определено в П. 2. 2, случайные величины ~ и 7J 
называются стохастически независимыми, если для любых a1, 

a2 ER1 

р ш < а1}П{1) < а2}) =р (~< а1) р (1) < а2)' 
Отсюда следует, что для любого измеримого А С Rl 

Р({~ЕА}П{1)<а2})=Е(Р(1)<а2Iе)· I{eEA})= 

= Е (р (1) < а2) • I{EEA}) = Р (1) < а2) р (еЕА). 
Так как постоянная функция является <7е-измеримой, то отсюда 

следует, что Р (7J < а2 I ~)=P(7J < а2) - условная вероятность 
события {7J < а2} относительно случайной величины е равна 
безусловной вероятноети того же события. Аналогично получаем, 
что Р (е < а1 I 7J)=P (е < а1), и так как а1 , а2 - произвольны, 
то условное распределение одной случайной величины относи
тельно другой равно безусловному распределению. 

Рассмотрим случайный вектор §=( ~1' ••• ,~). Компоненты 
этого вектора - случайные величины е1 , .•• , ~ - называются 
взаимно стохастически независимыми (или стохаст ически незави
симыми в совокупности), если для любых а1 , ••• , аn Е Rl 

р (/i {~. < а.}) = iI р (е. < а.) • 
• =1 '=1 
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:Как показывает пример, принадлежащий Бернштейну, из попар
ной стохастической независимости компонент вектора ~ не следует их 
взаимная стохастическая независимость. Пусть Q = {ю1 , Ю2 ' ЮЗ' ю,1,}' 

Тогда 

1 
Р (A j }=2 и= 1, 

Т. е. события из набора {А1 • А2 , Аз} попарно стохас'гически неза-
1 

висимы. Однако Р(А1А2Аз)=Р(ю4)=т, в то вре1fЯ как Р(А1} Х 
1 

Х Р (А2) Р (Аз) = 8". Следовательно, эти события не являются 

взаимно стохастически независимыми, и, значит, то же можно 

сказать о случайных величинах I A" I A" IАз• 
Нетрудно показать, что случайные величины ~1' ... , ;" стохасти

чески независимы в совокупности, если для любого i Е {1, ... , n} 

Р (~. < a.1 ~l' ... , ~H) = Р (~; < а.), 
т. е. условное распределение каждой компоненты относительно слу
чайного вектора, составленного из предыдущих компонент, равно 

безусловному распределению этой компоненты (т. е. соответствую
щему маргинальному распределению). Действительно, если указан
ное свойство имеет место, то 

P(/l {~o<a.})==E (p!(~,,<anj~1' ... , ~,,-l) '["_1 )= 
1=1 I n {~i<ai} 

,=1 

=P(~n<a,,)pC5: {~o<a.})= Ц P(~i<ai}' 

В общем случае для задания распределения вектора § доста
точно знать распределение первой компоненты f1~, и условные рас-

пределения f1~i ('11;1' ... , 1;._1) (i = 2, ... , n). При этом 

Р(.П {~.<аi})=I-'-~((-ОО, al}X,,,X(-оо, а,,}} = 
\t=l 

(-0:0, а,) х '" х (-0:0, аn ) 

... fJ'~n (dx" I (~l, ... , ~"-l) = (Xl, ... , Xn-l)), 

)"Де f1 (. I § = х). когда ~ - векторная случайная. величина имеет 
~ . 

тот же смысл, что и для одномерной случайной величины (Гихман, 
Скороход, 1, 1971, с. 56). 
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Распределение вентора ~ называется .марковским, если услов
ные распределения [J-E. ( • I ~1' ... , ~'-1) (i = 2, ... , n) совпадают 
с условными распределениями [J-~. ( • I ~ц). 

Таким образом, для марковского распределения 

р (.61 {~; < а.}) = ~ /L~, (dX1) /L~2 (dx21 ~l = Xl)'" 

(-со, а,) х ... х (-со, аn ) 

••• /L~n (dxn 1 ~n-l = Xn-l)' 

Марковские распределения конечномерных и бесконечномерных 
векторов (последние называются цеnямu Маркова) подробно об
суждаются в гл. IV и V. 

Н.6. НРЕОБРА30ВАНИЯ СЛУЧАИНЫХ ВЕЛИЧИН 

Рассмотрим некоторые преобразования случайных величин. 
Если ~ - n-мерная векторная случайная величина и f - измери
мая функция, заданная на Rn со значениями в Rm, то f(~) - т-мер
ная векторная случайная величина с распределением [J-fШ' которое 

вычисляется по правилу 

/LfШ (А) =/L~ (1-1 (А» (А E~m), 

где Г1 (А) = {(Х1 , ••• , Хn): f (Х1 , ••• , Хn) Е А}. (см. П. 5. 2) 
Как было отмечено выше, многомерные функции распределения 

находят ограниченное применение потому, что не существует удоб
ных формул, связывающих функции распределения преобразован
ных и не преобразованных векторных случайных величин. Более 
удобны в этом отношении плотности распределений. 

Пусть [J-~ - абсолютно непрерывное распределение и P~ - плот

ность распределения случайного вектора ~. 
Тогда 

/LfШ (А) = ~ p~ (Хl' ••• , Хn) dXl ••• dxn• 
f-'(A) 

Пусть т = n и g (X1, ••• , Хn) = (gl (x1 • ••. , Хn) • ••. , gn (X1, ••. , Хn)' 
где g, - гладкие функции. Как известно из курса дифференциаль
ного и интегрального исчисления (Фихтенгольц, 1960, с. 388), 
предыдущий интеграл в этом случае равен 

~ p~ (g (Хl' ... , Хn» 1I g (Xl' ... , Хn) 1 dXl ... dxn, 
и-' и-'( А) ) 

г де J g (X1, ••• , Хn) - так называемый якобиан преобразования g, 
равный определителю матрицы Якоби (а,] (Х1 • ••. , Хn»n Х m где 

ag· a,j(x1, "', Х")=-д' (частная производная вычислена в точке 
Х] 
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(х1 , ... , Хn))' Множество g-l и-1 (А)) совпадает с А при всех А Е cfJ3n 
в том И ТОЛЬБО В том случае, если g-l = /. При этом 

~ p~ О-l (Хl' •.. , Хn» 1//-1 (Хl ... , Хn) ! dXl " . dxn 
А 

и, следовательно, 

Р/Ш(Хl' •.. , xn)=p~и-l(Xl' ... , Хn)) ! //_1 (Хl' ... , Хn)!. (П.6.1) 

ЭТО общая формула преобразования плотности распределения, 
соответствующего преобразованию / векторной случайной вели
чины в случае, ес}rи обратное преобразование Г1 имеет гладкие 
компоненты. 

11.6.1. Линейное преобразование 

Пусть /=(А, ... , /n)' где 
n 

!. (Хl' •.• , Хn) = а. + ~ bj.Xj (i = 1, ...• n). 
j=1 

Это преобразование можно записать в матричном виде как 

!(х)=а+хВ, 

где а = (Ilt, ... , аn) Е R", В = (b.j)nxn - матрица. Отображение / об
ратимо в том и только в том случае, когда определитель матрицы В 
не равен нулю. При этом 

г1 (х) = (х - а) В-l. 

где В-1_ матрица, обратная В. Заметим, что 

J .11 (Хl' ...• Х,,) = (det В-l) = (det В)-1 1= О. 

ПО формуле (П. 6. 1) плотность распределения случайной вели
чины а + §В связана с плотностью p~ соотношением 
р J(~) (Xl' ... , Х,,) = p~ (~l (Х! - aj) bjl' •..• ~l (Х! - aj) bjn) (det B)-l. 

где В-1 = (b;j)' 

Пусть n =2, /1 (х1, Х2)= Х1 +Х2 и /2 (х2) =х2• 
Тогда 

а (О. О), В= (~ ~) и det В= 1. 

Поэтому 

В-l=(_~~) и Р/Ш(Хl' X2)=P~(XI-X2'.X2)' 
Отсюда мы получаем плотность распределения суммы двух слу

чайных величин. Действительно, 
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и 

-ш 

Пусть ~1 И ~2 независимы. 
Тогда, очевидно, 

00 

-ш 

P~,+e, (Хl) = ~ Ре, (Хl - Х2) p~. (Х2) dX2' 
-со 

(П. 6. 2) 

Операция nолучеuия и8 двух фующий третьей по правилу, пр иве
деuuо,м,у в правой части фор,м,улы (ll.6.2.), а та~же результат 
этой операции uа8ываеmcя cвepт~oй этих двух фуu~циЙ. Таким 
образом, плотность распределения суммы двух независимых слу
чайных величин равна свертке плотностей распределений ЭТИХ 
случайных величин. Для этой операции над функциями принято 

обозначение Ре,+е, = Ре, * P~,. 
Очевидно, РЕ, * Ре, = Ре, * p~,' 
Кроме того, как нетрудно показать, операция свертки под

чиняется сочетательному закону, поэтому последовательное при

менение свертки можно записать без скобок в виде 

n 

Р> * Ре * ... * Ре = * p~., 
"1 2 n i=l t 

n 

"" И если все Ре. равны друг другу, то * РЕ'=Р , где Ре.=Р' 
f, i=l t t 

Формула, аналогичная (II.6.2), справедлива для распределе
ний общего вида. В терминах функций распределений она записы
вается в виде 

00 

Ре,+Е,(Х)= ~ F~,(Х-Хl)dF~,(Хl), 
-00 

где интеграл Стильтьеса, стоящий справа, равен интегралу Лебега 
от функции F ~, (х - Х1) по мере f1~, (ах1) (замечание об интеграле 

Стилътьеса см. в II.3.2). Эта операция над функциями распреде
ления, а также аналогичная операция над самими распределениями, 

соответствующая сложению независимых случайных величин, 
называется композицией функций распределения (а также соот
ветствующих распределений), или, так же как и для плотностей, -
сверткоЙ. Пишут также, что 

P~1+~' = p~, * F ~" Il-E,+e, = Il-E, * Il-E, и т. д. 

Так как характеристическая функция суммы двух независимых 
случайных величин равна произведению характеристических функ-
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ций этих случайных величин, то операции свертки над функциями 
распределения соответствует операция произведения над характе

ристическими функциями. Справедливо и обратное соответствие. 
Тем же свойством обладают преобразование Лапласа и производя
щая функция распределений случайных величин. 

Рассмотрим еще одно линейное преобразование: 

n 

j (Xl, ... , Хn) = ~ ~> .. 
<=1 

Если е1, ••• , еn - независимые случайные величины, то незави-
1 1 

симыми будут и -~1' ... , -еn и потому n n 

РIШ (Х) . (.= pi ) (х). 
<=1 fi е. 

Если все p~. одинаковы, то 

р IШ (х) = P~* (х). 
fi е. 

Пусть 'P~ (t) = ЕеЩ - характеристическая функция случайной 
величины е. 

Тогда 

и 

Если е1 имеет распределение Н'оши, то 'Ре. (t) = e-I t I (см. П. 4. 2 (д) 
и, следовательно, 

Отсюда делаем вывод, что средние из n независимых случайных 
величин, распределенных по закону Коши, также имеют распреде
ление Коши. Как мы увидим дальше, этот вывод ставит распре
деление Коши в особое положение по отношению к большинству 
практически используемых распределений, для которых диспер
сия среднего арифметического стремится к нулю, так что само это 
среднее арифметическое стремится в некотором смысле к постоянной 
величине, равной математическому ожиданию исходных случайных 
величин. 
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Пусть, например, ~1 имеет нормальное распределение со средним О 
и дисперсией 1. 

Тогда ~~, (t) = e-t'/2 и, следовательно, ~ (t) = e-t'/2n _ 1 
1 n 
- ~ Е· 
n...::.. • <=1 

(n _ (0), что соответствует сходимости к нулю случайной вели-
n 

чины .!. ~ ~., так как еН ' О = 1. 
n~· 

<=1 

11.6.2. Некоторые нелинейные преобразования 

а. Произведение случайных величин. Пусть 

f (xl' Ха) = (Хl • Х2 , Х2)' 

Предположим для определенности, что Х1 > О, т. е. полуплоскость 
отображается на всю плоскость. 

Тогда 

и 

1 
О 1 Х2 

1/_, (Хl' Х2)= -
Х2 

. 
Хl 

- X~ 1 

Следовательно, 

Р лЕн Е,) (Xl' Х2) = Р(Е" Е,) (:: ' Х2) 1 :2 1· 

Отсюда 
00 

РЕ,·Е, (Xl) = ~ Р(Е" Е,) (.;;;, Х2) 1 ;21 dxa. 
-00 

и если E1 и Е2 независимы, то 

00 

PE,.~, (Хl) = ~ РЕ, (;~ ) РЕ, (Х2) I :21 dX28 

-00 

Эта формула, так же как и формула для свертки двух плот
ностей, может быть обобщена на случай распределений общего 
вида. Очевидно, формула верна и дЛЯ Х1 < О. 

б. О т н о ш е н и е Д в у х с л у чай н ы х в е л и чин. Пусть 

f(Xl' Х2)=(:: . Ха). 
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Это отображение задано всюду на ПЛОСRОСТИ R2, RpoMe оси 
абсцисс, Rогда Х2 = О. Предположим сначала, что Х1 > О. 

Тогда 

и 

Следовательно, 

Р f(~., ~2) (Х1, Х2) = p(~" е.) (Х1Х2, Х2)! Х21· 
Отсюда 

00 

Ре,/е. (Х1) = ~ p(~" ~2) (Х1Х2, Х2)! Xz! аХ2' 
-00 

Та же формула справедлива ДТIЯ Х1 < О. Если ;1 и ~2 незави
симы, то 

P~,/e2 (Хl) = ~ Ре, (X1 XZ) p~. (Х2) ! Xz! dxz. 
-00 

TaR RaR, согласно предположению, распределение случайного 
вектора (ен е2) абсолютно непрерывно, то можно не выбрасывать 
точку х2=О из области интегрирования вследствие того, что инте
грал по множеству {О} равен нулю. 

Пусть случайный вектор ~=( ~1' е2) имеет невырожденное нор
мальное распределение с вектором математических ожиданий 
(а1 , а2) и ковариационной матрицей 

где 

Тогда 

( a~ 010;Р), 
CllCl2P 02 

0i>O' -l<р<l. 

( Хl - а1 ) (Х2 - az) (Х2 - az)z)) - 2р 01 -0-2- + -O-z- (см. П. 5. 4б). 

Плотность распределения случайной величины 1j = ~~ равна 
00 

P'I} (х) = 21tCl1 C1 2 ~1 _ р2 S I z! ехр( - ; 1 ~ р2) Х 
-00 
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Группируя члены в ПОRавателе и выделяя полный нвадрат, 
приводим это выражение R виду 

00 

с ~ 1 z 1 е-А(г-В)' dz, 

-00 

где А, В, С зависят от параметров распределения и от х, причем 
А> О. Заметим, что последний интеграл не ивменится, если ваме
нить В на -В, и, следовательно, он равен 

ro 

с ~ 1 z 1 e-A(z-IB/)' dz = 

-00 

о 00 

=-С ~ ze-А(z-/В/)'dz+С ~ ze-А(z-/ВI)'dz= 
-00 о 

о 00 

=-2С ~ ze-А(z-/В/)'dz+С ~ ze-А(z-IВI)'dz= 
-00 -00 

о о 

=-2С ~ (z_IBI)e-А(Z-/ВI)'dz_2СIВI ~ e-А(z-IВI)'dz+ 
-00 -00 

00 00 

+С ~ (z_IBI)e-А(Z-IВI)'dz+СIВI) e-A(z-/B/)'dz. 
-00 . ~~ 

Третий интеграл, очевидно, равен нулю. Осуществляя вамену 
переменных - в первом интеграле (z,..- I в 1)2 = и,. во втором 

р y'~ А (z - I в 1)2 ="2 - и вамечая, что четвертый интеграл равен А t 

получаем 

00 -IВlv2А t' _ 

S 21 в 1 с S - . 1/ 7t с е-Аиаu - \"2А е 2dt + 1 в I с r 7 = 

• -00 

Х t' 

где Ф (х) = \,,1 S е - i2 dt называется фУНRцией Лапласа, ноторая 
27t 

·-00 

не выражается черев элементарные ФУНRЦИИ; дЛЯ ее вначений
обычно в виде Ф (х) -1/2 - составлены таблицы, которые можно 
найти в любом спраВОЧНИRе по теории вероятностей и стаТИСТИRе. 
В итоге мы имеем 

с уГ;:;- -
P'I) (х) =7 е-Ш + 'В 1 С 1.1(1- 2ф (-1 в 1 у2А ). 
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В результате простых, но громоздких вычислений получаем 
следующие значения коэффициентов: 

ау - 2xala2P + x2a~ 
А = 2aia~ (1 _ р2) > О, 

(а2Х - al) (ха2 - pal) 
В = а2 -- а2 ~.--n~'--=-C---';;":;;

ar - 2xal02P + x2a~ 
с 1 ( (а2Х - al)2 ) 

= 21t0102 .,11 _ р2 ехр - 2 (01 - 2x02alP + х2crЮ . 

В общем виде это выражение трудно обозримо. Однако при 

а1 =а2 =О, В=О и C=(2'1t(jl(j2v'1- р2Т1 оно значительно упро
щается. В этом случае 

1 0102V~ 
P1j (х) = 1t x20~ - 2pxola2 + "r 

Нетрудно показать, что это выражение является плотностью 
случайной величины 

где ~o имеет стандартное распределение Коши. Следовательно, P'i-

плотность распределения 

о .,11 _ р2 

К "1 
оши С параметрами сдвига р - и мас-

02 

штабом -=-1 __ -,-

"2 
Интересно проанализировать 

этом В _ CXJ И 
эту плотность при а2 - оо. n (JИ 

то 

и, следовательно, 

1 - ~ (Лх))' d 
P1j (х) - v21t f' (х) е = ах ф (! (х)). 

Отсюда 
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Последняя функция является функцией распределения слу
чайной величины g( ~o), где ~o имеет стандартное нормальное рас
пределение (с параметрами (О; 1», а g=j-l - нелинейное преобра
зование. 

Семейство функций распределения несколько более общего 
вида 

( х-а) Ф V1t (х) , 

где rc(x) - полином, называемый дисперсионной функцией, рас
смотрено Бернштейном (Bernstein, 1925). 

Полученная оценка функции распределения отношения ~1! ~2 двух 
случайных величин, имеющих нормальное распределение, при 
больших значениях Е ~2=a2 может применяться на практике в том 
случае, когда а2 !О2 достаточно велико, так что можно с большой 
практической достоверностью предположить, что ~2 принимает 
только положительные значения. 

Пусть известно, например, что ~2 не может принимать отри
цательные значения и нуль. Вместе с тем распределение ~2 по 
крайней мере в окрестности математического ожидания близко 
к нормальному. Если отношение математического ожидания 
к стандартному отклонению этого нормального закона достаточно 

велико, то при расчетах принимают распределение случайной 
величины ~2 равным этому нормальному, пренебрегая тем фактом, 
что при этом допускаются с положительной вероятностью (очень 
малой) отрицательные значения величины ~2' В такой ситуации 
хорошим приближением для распределения отношения ~1/ ~2' 
где ~1 также распределено нормально, является полученное выше 
распределение Бернштейна. 

В геологической практике с такими случайными величинами 
приходится иметь дело при решении задач о распределении со

става горной породы, где ~1 и ~2 или абсолютные величины массы 
двух компонент в данном объеме, или относительные величины, 
выраженные в процентах или в других долях. Так, при определении 
абсолютного возраста породы устанавливается содержание в ней 
двух изотопов. Возраст породы является функцией отношения 
этих количеств. Если содержание изотопов варьирует от одной 
пробы к другой, сохраняя некоторую статистическую устойчи
вость, то естественно считать его случайным вектором. Распре
деление этого вектора можно оценить. Хорошие оценки получа
ются при предположении, что абсолютное содержание изотопов 
имеет нормальное распределение. При этом можно полагать, что 
распределение отношения содержания изотопов очень близко 
к рассмотренному выше распределению Бернштейна. 

в. Про ц е н т н ы й пер е с ч е т. Так мы будем на
зывать преобразование 
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" когда ~ х. > О. При таком преобраЗ0вании по вектору абсолют-
.=1 

ного содержания компонент, скажем, в данном образце горной 
породы определяется вектор относительного содержания компо

нент, который обычно выражается в процентах. В этом случае 
мы не будем давать выражение для преобразованной плотности, 

а ограничимся исследованием распределения величины 7J = + ' 
~ ~. 
{=1 

когда и:звестно распределение случайного вектора ~ = (;1' .. о, е,,). 

Пусть случайный вектор ~ имеет нормальное распределение 
с вектором математических ожиданий а=(аl' ... , а,,) и ковариа
ционной матрицей Л=()"j)"Х'" в важных для геохимии случаях, 
когда вектор ~ отражает абсолютное содержание компонент, 
значения величин ~. не могут быть отрицательными. Однако их 
распределения можно считать нормальными, так как они близки 
к нормальным с очень большими отношениями математических 
ожиданий к стандартным отклонениям. При выводе приближен
ного распределения случайной величины 7J мы будем учитывать 
это предположение. Из него следует, что вероятность события 

{~1 ;. < о} пренебрежимо мала. При этом 

где L=(1-x, -х, .. о, -х)-матрица 1 Х n линеиного преоб
раЗ0вания пространства R" в пространство R1. Согласно (По 5.4 (б», 
случайная величина ~ о LT имеет нормальное распределение с мате
матическим ожиданием Ь = а о LT и дисперсией а2 = L о Л о LT, 
которая положительна, если матрица Л положительно определена. 
Несложный подсчет показывает, что 

и 

" aLt=al-Х~ а. 
i=l 

" " L· Л· LT=x2 ~ Ац -2х ~ Ан + А11 • 
i, .1=1 '=1 

107 



Следовательно, 
о ( t_b)2 -Ь/а 

Р (;. LТ<O) = Y2~ а 5 е-2;Г dt= Y~11: 5 е-u'/2аu= 
-00 -00 

Итак, мы получили, что распределение случайной величины 11 
при указанных выше предположениях приблизительно равно 
распределению Бернштейна. Этим же способом можно вывести 
приблизительное распределение для отношения ~1/ ~2' которое мы 
получили выеe в предположении, что Е ~2 достаточно велико, 
из точного выражения для плотности распределения этого отно

шения. 

Исследуем свойства симметрии распределения Бернштейна. 
Мы называем функцию распределения F симметричной, если при 
любом х >0 

F (а - х) = 1 - F (а + х), 
где а - медиана распределения (F(a) =1/2). 

Говорят, что фУН1iция распределения имеет правую асимме
трию, если для любых х > О 

F (а - х) < 1 - F (а + х), 
и левую асимметрию, если 

F (а - х) > 1 - F (а + х). 
Рассмотрим распределение Бернштейна с функцией распреде-

ления 

F (х) = Ф ( v ах2 ~ -;~: + 1 ) , 

где ах2 - 2~x + r > О при всех х. Так как Ф (О) = 1/2' то а является 
медианой данного распределения. 

Очевидно, F (а - х) < 1- F (а +х) тогда и только тогда, когда 

(а-х)-а (а+х)-а 

Уа (а - х)2 - 2~ (а - х) + 1 > Уа (а + х)2 - 2~ (а + х) + "( , 
так как функция нормального распределения Ф симметрична отно
сительно своей медианы, равной нулю, и строго возрастает на всей 
прямой. Последнее неравенство эквивалентно неравенству 

а (а - х)2 - 2~ (а - х) + 't < а (а + х)2 - 2~ (а + х) + "'[, 
т, е. ~x < аах. 
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Так кю{ Х> О, то ~ < ar:J.. Следовательно, при этом условии 
функция распределения имеет правую асимметрию. Аналогично 
при ~ > аа имеет место левая асимметрия, а при ~ = ar:J. - сим
метрия функции F. 

ДЛЯ приближенной функции распределения отношения ~1/~1 е" 
n 

выведенной выше, когда все е. распределены нормально и ~ а. > О, 
.=1 

имеем 

.~ ~'.,' a~ .!'"/(~.,)', 
.=1 

Условие правой асимметрии для этой функции распределения 
имеет вид 

Заметим, что вывод распределения Бернштейна для нормально 
распределенного вектора с положительными математическими 

ожиданиями справедлив также для вырожден,н,ого н,ор:мадън,ого 
расnредe.rtен,uя. В этом случае квадратичная форма х . Л . хТ (х Е Rn, 

Л - матрица n Х n) при некоторых х может обращаться в нуль. 
Поэтому при выводе распределения Бернштейна нужно убедиться 
в том, что дисперсионная функция отлична от нуля. В рассмат
риваемом случае для этого достаточно, чтобы дискриминант 
~2 _ ау квадратичной формы ах2 - 2~x+'Г был меньше нуля, 

что для отношения ~1/~1 ~. при водит К условию 

Вырожденное нормальное распределение случайного вектора ~ 
n 

будет, например, при условии ~ е. =С, где С - некоторое число . 
• =1 

Очевидно, в этом случае процентное преобразование сводится 
к изменению масштаба исходных случайных величин и нормаль
ность распределения сохраняется. 
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Процентное преобразование случайных величин, имеющих 
совместное распределение, отличное от нормального (например, 
логарифмически нормальное или многомерное гамма-распреде
ление), рассмотрено в работе Фааса и Сарманова (1968). 

При м е р П.4. Г е н е т и ч е с к и е с о о т н о ш е н и я 
между концентрациями элементов 

и процентный пересчет 

Если взять минерал, основа кристаллической решетки которого 
образована кремнекислородными тетраэдрами, и зафиксировать 
объем пробы, то очевидно, что колебания в содержании, скажем, 
редких щелочей, входящих в изоморфные примеси, не связаны 
с количеством Si в пробе. Построение совместного распределения 
по большому числу однородных проб покажет, что количество Si 
постоянно, а содержание щелочи варьирует. Если произвести 
процентный пересчет или «замкнуть сумму анализа», скажем, 
считая содержание компонентов в граммах на тонну или в числе 

частиц на миллион, то график совместного распределения покажет 
линейную связь между содержаниями Si и изучаемой щелочи; 
коэффициент корреляции между ними будет -1. Это хорошо из
вестно минералогам и кристаллохимикам, которые при пересчете 

анализа дают цифры, отнесенные к числу атомов кислорода, входя
щих в элементарную ячейку. 

Каково влияние процентного пересчета в случае минералов, 
имеющих некоторый постоянный элемент (скажем, число атомов 
кислорода), ясно. Однако как поступать при изучении горных 
пород, исследуя соотношения между составляющими их хими

ческих анализов, неизвестно. Все способы пересчета в петрохимии 
(Харкера, Ниггли и 3аварицкого) этот вопрос игнорируют. 
Исключительная важность его была понята Бартом, предложив
шим пересчитывать анализ на постоянное число атомов в неко

торой кислородной ячейке. Это предложение, в основе совер
шенно верное, иногда отвергалось из-за споров об упаковке кисло
родных атомов. 

Обобщая сказанное, следует отметить, что геохимиков и пет
рологов, особенно изучающих редкие и рассеянные элементы, 
совершенно не интересуют содержания элементов, представляю

щие их относительное количество в некотором постоянном весе. 

Эти отношения сами по себе несут искаженную информацию 
о геохимических явлениях. Интерес представляют отношения 
между количеством элементов, содержащихся в некотором эле

ментарном объеме. Элементарным объемом мы называем объем 
такого минимального куба, для которого вероятность того, что 
свойства породы находятся в пределах, определяющих ее при
надлежность к данному классу пород, больше заданного, близкого 
к единице уровня (например, больше 0.999). Очевидно, что в аб
солютных единицах элементарные объемы будут различны-
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в крупнозернистых породах они больше, в мелкозернистых

меньше. Однако для данного типа породы и ее фациальной раз
ности, именно для элементарного объема, функция распределения 
вероятностей химических компонентов или минералов несет наи
менее искаженную информацию о геохимических явлениях. 

Для практического изучения породы нужно разбивать ее на 
некоторые части (скажем, кубы), из которых каждая заведомо 
охватывает элементарный объем, и изучать результаты не пере
считанных, а непосредственно определенных (взвешенных) 

Рис. П.4. Ложная в генетическом смысле корреляция, возникающая после 
процентного пересчета. 

а - между весовыми содержаниями U и У нет стохастической зависимости; после про
центного пересчета появляется линейная зависимость с коэффициентом корреляции 

,·u у=-l. 
б - между весовыми содержаниями U и У существует линейная зависимость сг и у=+l, 

после процеш'ного пересчета появлнетсн линейная зависимость с r U у = ~1. 
Черное - U,O., белое - поры; площадь, занятая U,O" на всех рисунках' одна и та же 
(увел. 44 000 х, материал Японской злеКТРОННО-ОIlТической лаборатории). Х - У, оди" 
крестик - одна весовая единица; • - вторичный U, внедрившийся в поры вместе сУ. 

одна точ"а - одна весовая единица. 

количеств элементов в этих объемах. В этом случае результаты 
анализов допускают наиболее простую предметную трактовку. 
Подчеркнем еще раз, что это особенно важно при изучении пове
дения в породах и минералах редких и рассеянных элементов. 

Эти элементы могут занимать в породе весьма разнообразное по
ложение, а пересчет на постоянную сумму смазывает это различие. 

Рисунок II.4 поясняет сказанное. Разъяснения имеются также 
в статье Иванова и Подольского (1971). 

Ниже приводятся численные примеры того, как влияет на 

маргинальные распределения, в частности на их симметрию, про

центный пересчет величин, имеющих многомерное нормальное рас

пределение в элементарном объеме. 
а). Случайный вектор (~1' ~2' ~3' ~4)' представляющий веса, 

компонент в элементарном объеме, имеет математические ожидания 
Е ~1 =70, Е ~2=14, Е ~з=4 и Е ~4 =25 ·10-6 и ковариационную 
матрицу 
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Л= 10 ( 

25 

_4.510-5 

10 5 -4. 10-5) 
4 2 О 

210 
О О 64· 10-12 

(эти данные примерно отвечают составу 

грубоэернистого гранита в граммах, где 
~3 - К2О И ~4 - рассеянный элемент). 

элемента рного объема 
~1 - Si02 , ~2 - A120 8 , 

Ме 

R.. Ме 
.Q 6 
'" '-' 
'" >:: 
Е: 

'" ~ 

а 

LШ.J.J..--L.:::::t:::::±:=.I....'-'-~,% 

Рис. II.5. Возникновение асимметрии под влиянием процентного пересчета. 
а - рассеянный элемент в аналоге гранита, умеренная правая асимметрия; б - то же 
для другой ковариационной матрицы; в - изменена ковариационная матрица, симметрич
ная плотность; г - рассеянный элемент в аналоге дацита, заметная правая асимметрив:; 
д - рассеянный элемент в аналоге руды, резко выраженная правав: аСИМАlетрия. Ме -

медиана. 

Тогда случайная величина 1)4 = (е4! ~l е.) . 107 п~иблизительно 
имеет распреде,lIение Бернштейна вида 

( у - 2.84 ) 
Р ('1/4 < у) = ф УО.О083у2 + 0.1О33у + 0.8264 • 

и а· (J. > О. Следовательно, 
имеет правую асимметрию 

в проверяемом неравенстве ~ < о 
~ < а . (J. и функция распределения 
(см. рис. П. 5, а). 

б). Пусть случайный вектор (е1 , е2 , ез , е4) имеет нормальное 
распределение с тем же вектором математических ожиданий, что 
и в П. 5, а, но с другой Rовариационной матрицей 
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( 25 

-5 -2.5 
2 ·1~' ) 

-5 4 О О 
л= 

о 4. 10-6 • -2,5 1 
2. 10-5 О 4 . 10-6 64 . 10-12, 

в этом случае а=2.84, 0:.=0.0019, ~=0.0310, у=0.8264. Так 
как а.0:.=0.0053, то ~ >а.о:. и, следовательно, имеет место левая 
асимметрия (рис. Н.5, б). 

в). Снова изменим ковариационную матрицу, положив 
л14 =л41= - 2·10-5. Тогда получим 0:.=0.0019, ~=-0.0206, 
у=О.8264 и а=2.84. Имеет место правая асимметрия; функция 
распределения близка к симметричной (рис. Н.5, в). 

г). Рассмотрим теперь соотношение тех же компонент, более 
или менее близкое к тому, что наблюдается у дацитов. При этом 
Е;1=62, E~2=20, Е~з=2, E~4=25.10-6 и матрица ковариаций 

( 

100 

20 
л= 

6 

-8·10-5 

20 
4 

1.2 

О 

6 -8.10-5) 
1.2 О 

0.36 О . 

О 64 . 10-12 

Соответствующий закон распределения Бернштейна имеет 
параметры а=2.84, 0:.=0.0192, ~= -0.1033, у=0.8264. На рис. 
Н.5, г видна еще более резкая, чем в предыдущих примерах, 
правая асимметрия. 

д). Рассмотрим случай, когда в породе (или в руде) опреде
ляется только содержание рассеянного элемента и общее коли
чество проанализированного вещества. Пусть ~1 соответствует 
общему количеству вещества, а ~2 - рассеянному элементу. 
Случайный вектор (~1' ~2) распределен нормально с параметрами 
E~1=3' E~2=3.10-6 и 

л= ( 
1 

-0.95·10-6 
-0.95 . 10-6) 
1.21 . 10-12 • 

Тогда случайная величина 1j = ~: ·106 С большой точностью 
описывается распределением Бернштейна с параметрами а = 1 , 
0:.=0.111, ~= -0.105 и у=0.134. 

Соответствующая плотность приведена на рис. 11.5, д. Она 
имеет очень резко выраженную правую асимметрию. 

Нужно иметь в виду, конечно, что все сказанное о процентном 
пересчете относится к элементарному объему. Перенос получен
ных результатов на образец требует специального рассмотрения, 
что автор надеется сделать во второй части этой книги. 
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11.6.3. Рандомизация 

Пусть ~1"'" ~, - случайные величины, определенные на 
вероятностном пространстве (Q, 7, р), а ~={A1"'" Аn} -

разбиение пространства Q на n частей, независимое от данных 
случайных величин. Это значит, что для любых i, j и а Е R1 со
бытия А • И {~j < а} независимы. 

n 

Рассматривается случайная величина ~ = ~ ~J Ai' RОТОРУЮ мы 
i=l 

называем рандомизированной случайной величиной, полученной 
из случайных величин ~. в результате {<разыгрыванию> номера 
в соответствии с независимым разбиением ~. Из определения сле
дует, что 

~ (00) = ~; (00), 

если юЕА., TaR RaR AinAj=f), если i=l=j. 

Пусть Р1, ••. , Р" - фУНRЦИИ распределения исходных случайных 
величин. Тогда по формуле полной вероятности 

n n 

= ~ р (А.) Р (~; <х) = ~ р (А.) F i (х), 
{=1 ;=1 

n 

где ~ Р (A i ) = 1. ТаRая оnерацuя nолучеllUЯ взвешеll1l0го сред1lега 
<=1 

uз совОХУn1l0сmи n фУllХЦUЙ расnределеllUЯ llазываеmся суnерnозu
цией (uлu смесью) фУllХЦUЙ расnределеllUЯ. ТаRИМ образом, рандо
мизации случайных величин соответствует суперпозиция их 
фУНRЦИЙ распределения. 

Термин {<суперпозицию> мы применяем таRже к самому распре
делению рандомизированной случайной величины, к плотности 
распределения, если она существует, и к другим характеристикам 

распределения. Например, k-тый момент рандомизированной 
случайной величины равен суперпозиции k-тых моментов компо-
нент: 

Е (~1 ~JAi)k = ~l Р(Аi)Щ~' 
ОднаRО дисперсия рандомизированной случайной величины 

не равна суперпозиции дисперсий Rомпонент: 
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D (j: ~JA,) =. ± (Е (~i~j) Е (lA/Aj) - ЩiЩjЕIА;ЕIАj) = 
1-=1 f, ;=1 

n 

=.~ (Е(~;~j)-ЩiЩj)Е(IА/Аj)+ 
" J=! 



" + ~ Щ.Щj (Е (l~/ А') - EIA.EIA .) = 
о, j=1 .7 .7 

" " = ~ Р(А.)Щ.+ ~ Щ.ЩjсоvIА/А •• 
;=1 <, j=1 .7 

Так как ковариационная матрица случайного вектора / = (/А" 
., /А,) неотрицательно определена (см. П.5.3 (б», то последнее 

слагаемое неотрицательно. Следовательно, 

D (~1 ~JAi) ;;;. i. Р (A i ) Щi' 
Т.е. дисперсиярандомизированной 
случайной величины не меньше 
суперпозиции дисперсий компо
нент. 

Рис. Il.6. Распределение частот значе
ний коэффициента спектральной яркости 
для длины волны 900 мм!{ (Рвоо) в совре
менных песках Пентральных Каракумов 

(Романова, 1971), 
Суперпозицил одновершинных распределе
ний, типичных длл различных частей иссле

дуемой территории. 
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В геологических задачах суперпозиция распределений встре
чается очень часто (Вистелиус, 1948; Романова, 1971). В первой 
из этих работ при изучении формы обломочных частиц исследуется 
коэффициент окатанности Вадела. В рамках принятой модели 
этот коэффициент является случайной величиной. Распределение 
этой случайной величины, как следует из проведенной статисти
ческой обработки материала, хорошо описывается некоторым 
абсолютно непрерывным распределением с двугорбой кривой 
плотности. При более подробном анализе обнаруживается, что 
это распределение в:основном является суперпозицией двух нор
мальных распределений: 

F (х) = pF1 (х) + (1- р) F2 (х). 

В данном случае удается грубо оценить параметры компонент -
функций распределения F1 и F 2 , а также коэффициент усреднения р. 
Хорошим примером подобного исследования является работа 
Романовой (1971), где проводится разложение суперпозиции рас
пределений спектраJIЬНОЙ яркости песков Кара-Кумов (рис. Н.6). 
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П.7. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ НЕ3АВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

При составлении моделей геологических явлений иногда удобно 
представлять параметры модели в виде предела последователь

ности некоторых случайных величин. Ряд важных законов рас
пределения находит обоснование с помощью предельного пере
хода. Почти вся техника математической статистики основана 
на законе больших чисел для последовательностей независимых 
tлучайных величин и, значит, на предельных теоремах. Из ска
занного ясна роль раздела теории вероятностей, изучающего 
пределы последовательностей случайных величин. Мы затронем 
только две важнейшие предельные теоремы: закон больших чисел 
и центральную предельную теорему в ее простейшей форме. 

11.7.1. Неравенство Чебышева 
и закон больших чисел 

Пусть Е - случайная величина, заданная на вероятностном 
пространстве (Q, $, Р), дЛЯ которой существуют два первых мо
мента. 

Тогда 

Р(I-1;-ЩI;;;'Е)= ~ 1{IE_EEI;;;.a}P(dw),;;; ~ (1;~~1;)2 P(dw), 
9 9 

так как при (t) Е {I ~ - щ I < в} 

а при (t)Е{I~-ЩI ~ в} 

Полученное неравенство, которое :можно переписать в виде 

1 
Рm-ЩI;;;' а) ,;;;~Щ, 

называется неравенсmвом, Чебышева. 
Пусть (~1' ~2' ... ) - последовательность независи:мых слу

чайных величин. Это означает, что для любого n случайные вели
чины Е1 , ••• , ~" взаимно независимы. Пусть эти случайные вели
чины имеют ограниченные вторые моменты. Рассмотрим среднее 
арифметическое из n первых членов этой последовательности 

n 

.!.. ~ ~ .. 
n~· 

i=l 
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В этом случае имеем 

Е( ~ ~eo)= ~ ~Eeo. 
Очевидно, 

D (се) = с2Щ, 

где с - постоянная величина. Отсюда по независимости величин ~. 

Пусть все т, < 111 < 00. 

Тогда 

и по неравенству Чебышева 

Р( ~ ~Eo_-.!. ~EEo ;;;.&)~,~ n1 М. n ~ о. ОП ~ о, ~ 
i=l i=1 

Отсюда ясно, что при достаточно больших n вероятность события 

при любом наперед заданном в> О очень мала и может быть сде
лана СRОЛЬ угодно малой при n, стремящемся R беСRонечности. 

Пусть все E~. равны а. 
Тогда 

" 
~ ~E~i=a 

'=1 
и предыдущее неравенство перепишется в виде 

Р ( ~ ~ '.-' ,,},~ ~ М. 
Ясно, что среднее из n первых случайных величин при n ~ 00 

сходится в HeRoTopoM смысле R постоянной величине а. Говорят, 
что последовательность случайных величин (~n)~ сходится по 
вероятности R случайной величине ~, если для любого s > О 
при n ~ 00 
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Таким образом, последовательность случайных величин ('1In)~, 
n 

Г де '11" =..!.. ~ ~i' при указанных предположениях сходится по 
n~ 

i=l 

вероятности к постоянной величи:не а, а в более общем случае 
можно утверждать, что последовательность разностей '11/1 - E'1I" 
·сходится по вероятности к нулю. 

Доказанные свойства последовательностей независимых слу
чайных величин являются частными случаями так называемого 
.aaYiOHa больших чисел. Закон больших чисел, в частности, устанав
ливает связь между вероятностью события и частотой появления 
события в последовательности однородных испытаний. 

Действительно, пусть в последовательности независимых испы
-таний вероятность события А при Ё-том испытании имеет одну и ту 
же величину р для всех Ё. Обозначив А.={А при Ё-ТОМ испытании}, 
мы можем записать 

Р = р (А,) = ЕI А,' 

Тогда [A1 , 1 А" ••• - последовательность независимых слу-
чайных величин. Частота '1 А события А в последовательности n 

n 

первых испытаний, очевидно, равна ~ ~ [А •• Закон больших чисел 
'=1 

в этом частном случае утверждает, что при любом сколь угодно 
малом е: >0 

P{I'In-рl;;;' е)-+О. 

Т. е. частота события А сходится по вероятности к величине веро
ятности события А при отдельном испытании. Значит, при очень 
большом n событие {I У" - Р I ~ е:} будет событием очень малой 
вероятности. 

Мы уже говорили (с. 25), что теорию вероятности с практикой 
·сближают события очень малой и очень большой (близкой к еди
нице) вероятности. В этом отношении закон больших чисел очень 
практичен, его выводы можно проверить, и они многократно про

верялись. И если в какой-либо ситуации получаются выводы, 
противоречащие закону больших чисел, то в большинстве случаев 
причина этого не в том, что осуществляется событие малой вероят
ности, которое возможно теоретически, а в том, что в действитель
ности оказываются не выполненными исходные предпосылки 

этого закона. 

Закон больших чисел обосновывает частотную интерпретацию 
вероятности. Типичным статистическим ансамблем при такой 
интерпретации является последовательность независимых случай
ных величин. Определение независимости в свою очередь про
изводится на основании свойств совместных распределений веро
ятностей. Таким образом, при построении теории вероятностей 
по :Колмогорову понятие «вероятностЫ> является первичным. 
:Этот подход коренным образом отличается от подхода, предложен-
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ного Мизесом (1930), который предлагал в качестве исходного 
понятия взять статистический ансамбль со всеми свойствами, 
которые в нашем понимании своиственны последовательности 

независимых случайных величин. Одна из характеристик этого 
ансамбля - частота некоторого события в бесконечной после
довательности, взятой из этого ансамбля, - объявлялась ве
роятностью этого события. Теория Мизеса, несмотря на внешнюю 
привлекательность, содержит ряд противоречий, а ее исходные 
предпосылки в действительности трудно проверяются. 

П.7 .2. Центральная предельная теорема 

При условиях закона больших чисел последовательность 
средних арифметических из случайных величин сходится по 
вероятности к неслучайной величине или, как говорят, к случайной 
величине, но с вырожденным распределением, сосредоточе:е:ным 

в одной точке, Если эта точка равна нулю, то оказывается, что, 

домножая на ";n среднее арифметическое из n случайных величин, 
можно получить последовательность случайных величин, стре
мящихся к случайной величине с невырожденным распределе
нием. Это невырожденное распределение во многих случаях ока
зывается нормальным, каковы бы ни были распределения исход
ных случайных величин. Эта сходимость настолько быстрая. 
а предельный закон настолько устойчив к различным изменениям 
исходных данных, что факт сходимости может быть проверен эмпи
рическим путем, а сам нормальный закон часто может служить 
хорошим описанием реальных распределений в тех случаях, когда 
по смыслу явления исследуемая случайная величина равна сумме
нескольких независимых случайных величин. 

Пусть (~n)~ - последовательность независимых, одинаково рас
пределенных случайных величин с математическими ожиданиями 
E~. = а и дисперсиями D~i = а2• Рассмотрим последовательность 
случайных величин (Cn)~, где 

n 

~ ~. - аn 
<=1 

~n= / 
(j \ n 

Очевидно, ЕСn=О и DCn=1. Это так называемая цеnmрироваn
пая u nор;мuроваnnая сумма случайных величин ~i' Необходимо 
показать, что последовательность функций распределения (Fn)~, 
где Fn(x)=P(Cn < х), равномерно относительно х (-СХ) < х< со) 
сходится к функции распределения Ф нормального закона с пара
метрами (О, 1). 

Последовательность распределений с такими свойствами назы
вается асимптотически нормальной. Наиболее короткое доказа
тельство получается, если использовать теорему о непрерывном 

соответствии между распределениями и их ха рактеристическдми 

функциями (Боровков, 1972, с. 276). Согласно этой теореме, до-
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статочно доказать, что последовательность значений в любой 
точке t характеристических функций <Р,,? где <Р,,, (t) = ЕеЩ", схо
дится к e-t'/" что является характеристической функцией стандарт
ного нормального распределения. 

По независимости и одинаковой распределенности случайных 
величин ~,~ имеем 

'Ре (t) = 'Р" ( .~-), 
" ауn 

где <р (t) = ЕеiЩ,--а). 

Справедливо разложение 
t2 

'1' (t) ='1' (О) + tcp' (О) +2'1''' (О) +0 (t2), 

где о (х) --+ О при Х --+ Ф. 
Х 

Очевидно, 
'1'(0)=1, '1"(0)=0 и '1''' (0)=а2 (см. Il.4.2(в)). 

Отсюда 

Следовательно, при n ~ a:J 

logcpc" (t) =n Iog'(1- ;2 С2 ~n у + ос: )) = 

Отсюда cp~" (t) --+ в-f'/2 и асимптотическая нормальность последо

вательности функций распределения (Р,,)'; доказана. 
Доказанное свойство последовательности случайных величин 

( O~ носит название центральной предельной теоремы. Под этим же 
названием известно много результатов, устанавливающих сходи

мость распределений центрированных и нормированных сумм 
независимых (и не только независимых) случайных величин к нор
мальному распределению. Иногда центральной предельной тео
ремой называют также свойство сходимости к другим законам. 
Например, естественный вариант центральной предельной теоремы 
при сложении углов на плоскости состоит в сходимости последо

вательности распределений на окружности к равномерному рас

пределению (см.' II.4.2 (б». 

11.8. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 

До сих пор мы изучали распределения конечномерных случай
ных векторов. В предыдущем параграфе мы имели дело с бесконеч
номерными случайными веI,торами - последовательностями не-
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зависимых случайных величин. Но и в этом случае мы интересо
вались распределениями лишь первых n элементов последователь
ности. В этом параграфе мы определим и изучим свойства распре
делений бесконечномерных случайных векторов, которые в зави
симости от вида параметрического множества называют случай
ными последовательностями, случайными процессами, с.'1учаЙными 

полями и т .д. 

Наиболее ТIIПИЧНЫЫ объектом в геологии является, по-видимо
му, случайное поле, Т.е. такой бесконечномерный случайный век
тор, параметрическим множеством которого является двух- пли 

трехмерное пространство, с каждой точкой которого - парамет
ром - сопоставлена случайная величина. Однако в некоторых 
случаях моделью геологических явлений является случайный про
цесс, развивающийся во времени. Наиболее просты случайные 
последовательности, которые встречаются в геологических моделях 

как в первичном виде, например, случайная последовательность 
слоев в разрезе осадочной породы, так и в виде сечений случайных 
полей, например, последовательность зерен гранита, располо
женных вдоль линейного сечения трехмерного случайного поля, 
которое представляет собой гранит в рамках естественной мате
матической модели (Vistelius, 1972). 

11.8.1. Случайные последовательности 

Пусть на вероятностном пространстве (Q, $, Р) задана после
довательность случайных величин (~n) ';' = ( ~1' ~2' ••• ), называемая 
также случаЙ1l0Й nоследоваmеЛЬ1l0сmью. Согласно общей концепции 
случайных векторов, ~=( ~1l)';' - это отображение 9 в бесконеч
номерное пространство ROO, Т.е. в пространство всех числовых 
последовательностей вида Х=(Х1 , Х2 , ••. ) (х. Е Rl). 

Ворелевепой о-алгеброй воо nод:М1l0жесmв :М1l0жесmва ROO назы
вают наименьшую о-алгебру, содержащую все так называемые 
цилиндрические множества, Т.е. множества вида SlXS2 X ... х 
XSт xR1 xR1 x .. . (m=1, 2, ... ; S.Eif31), где только конечное 
число «старою> бесконечномерного <<прямоугольника» отлично от 
R\ Т.е. от максимально возможной «длины сторон.». Отображе
ние ; предполагается измеримым относительно rfJЗоо и $. Тогда 
это отображение - случайный бесконечномерный вектор §
индуцирует вероятностую меру fЧ на измеримом пространстве 

(ROO, if3ОО), которая называется распределением случайной после
довательности ;: 

:1~(A)=P(6EA) (АЕшm ). 

При изучении распределений случайных последовательностей 
на первый план выступают конечномерuые маргинальные распре
деления, которые называют часm1lЫ:МU расnределе1luя:лtu. 

Пусть {i1 , i2 , •.. , i k } - подмножество чисе:.r И3' MHoa~eCTBa Z+ = 
= {1, 2, ... }. Проекцией 1t(i" '2, ... , ikj' соответствующей множеству 
индексов {i H ••• , ik }, называется отображение }100 в R k , при котором 
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<с вектором (Х1 , х2 , •.. ) Е Rro сопоставляется вектор (Х", Xi" ••• 

• •• , Xik) Е R k , составленный из координат с номерами i1,···, ik • 

-Очевидно, 7t(i" '" ._., ik) - измеримое отображение относительно iJ3k 

и rffВro, и, следовательно, n(i" ... , 'k) (~) = (~", ... , ~ik) является слу
чайным вектором размерности k. Распределение случайного вектора 
(~i" ... , ~ik)' т. е. совместное распределение случайных величин 
~i" ••. , ~'k' называется частным распределением данного случайного 
6есконечномерного вектора ~, соответствующим данному набору 
'Индексов. 

В отличие от конечномерных случайных векторов распреде
.ления бесконечномерных случайных векторов, кроме самых про
е,тых случаев, нельзя задать ни в виде плотности на пространстве 

R 00 , ни в виде таблицы, дающей в соответствие некоторым элемен
там ROO положительные значения вероятности. Задают распре
.деления бесконечно мерных случайных векторов путем задания 
всех его частных распределений. Очевидно, все частные рас
пределения заданы, если заданы частные распределения для воз

растающей последовательности подмножеств множества Z +, стре
мящейся к Z+, например, для такой: {1}, {1,2}, {1, 2, 3}, ... 

Распределение f1" . . (") является маргинальным для распре-
('1' ... , 'k) < 

деления f1" (")' если {il' ... , ik } с {1, 2, ... , т}, и, следо-
(1,2, ... , т) < 

вательно, оно может быть по нему однозначно восстановлено. 
Итак, для задания распределения случайного вектора е стро

ится последовательность конечномерных распределений f1 ш, f1 (2) , 

11(3), ••• , где f1{k) - k-мерное распределение, которое соответ
ствует набору индексов {1, 2, ... ,k}. Эти распределения не 
могут быть совсем произвольны. Колмогоров (1974, с. 48) доказал, 
что существует одно и только одно распределение f1~ случайного 
вектора ~, для которого для любого k 

r-~ (11;(1, ... k) Е А) = r-{k) (А) (А Е ~k) 

;в том И только в том случае, если каждое предыдущее распределе

ние является маргинальным для последующего, т. е. 

r-<k) (А) = r-<k+l) (~(1, ... , k) Е А) 

для любого k=1, 2, ..• 
Рассмотрим некоторые случайные последовательности. 
а. П о с л е Д о в а т е л ь н о с т ь н е з а в и с и м ы х с л у

'Ч а й н ы х в е л и чин. В этом случае считаются известными 
все одномерные частные распределения Р (е. Е А) = f1~. (А) (А Е 831). 
Значения конечномерных частных распределений f1{k) определяются 
на <<прямоугольных}} множествах вида 8=81 Х 82 Х ..• X8k E83k 

k 

по правилу f1 <k) (8) = Ц p.~; (8.), которое является следствием неза-

висимости случайных величин ~1' ••. , ~k' Из этого правила следует 

r-(kJ (8) = r-<k+l) (8 Х Ю) = r-(k+1J (~(1, ... , k) Е 8), 
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колмогоровское условие согласованности частных распределений~ 

Итак, существует одно и только одно распределение fL~, част
ные распределения которого совпадают с заданными. 

Если при любом i ~. принимает только два значения, например~ 
1 и 2 с одними и теми же вероятностями 

f-Le.({l})=p и f-Le.({2})=1-p (О<р<l). 

то случайная последовательность ~ = ( ~n) ,;, состоящая из независи
.мых случайных величин ~., называется последовательностью Вер
нулли. Частные распределения последовательности Бернулли 
являются дискретными распределениями, сосредоточенными на 

точках (а1 , ••• , tXlI), где а. Е {1, 2}, вероятность которых 

.. 
f-L"(1 •..•• ,,)(~) ({ (al •...• аn)}) = U f-L~i ({ а.}) • 

• =1 

Мы называем последовательностью Бернулли также такую 
последовательность независимых случайных величин, где каждое 
~. принимает значения из конечного множества чисел, скажем,. 
из множества {1, 2, ... , k}, тде k одно и то же для всех i, с вероят
ностями 

k 

f-L~.({l})=РI (l=1. 2 ••..• k), Рl>О и ~ Pl=1. 
1=1 

Частные распределения такой случайной последовательности 
являются дискретными распределениями, определяемыми по той 
же формуле, что и в случае k=2, где а. Е {1, 2, ... , k}. 

Функция распределения суммы первых n членов последователь
ности независимых случайных величин, согласно II.6.1, является 
сверткой n функций распределения одномерных частных распре
делений: 

n 

F n =.* F~ •• 
~ е. .=1 

i=l 

Рассмотрим распределение суммы случайноrо числа первых 
членов случайной последовательности. 

Пусть N - случайная величина, независимая от ;=( en)~ ~ 
принимающая целые неотрицательные значения. По формуле: 
полной вероятности имеем 

123 



N 

Математическое ожидание случайной величины ~~. равно 
.=1 

ro " 
~ ~ Щj . Р (N = n), причем эта формула верна и в том случае, 

11=1 i=1 

когда компоненты случайного вектора; зависимы между собой. 
В частности, если все E~; равны между собой, то 

Е (~1 ~i) = i1 Щ •. n· Р(N=n)=Щ1' EN. 

Аналогично могут быть подсчитаны дисперсия и другие моменты 
N 

случайной величины ~ ~i' 
i=l 

б. Марковские по следовательности. Это такие слу
чайные последовательности, для ROTOPblX все частные распределения 
[L(~., ... , Е n ) являются маРRОВСКИМИ (см. П. 5. 5). Это означает, что для 
любого n >3 

[J-e" ( • I ~1' ... , ~n-l) = [J-e n ( • I ~,,-1) 

С вероятностью единица. При этом 

8,х ... Х8,._. 
Х [J-e, (dХзl ~з = Х2) ••• [J-~n_l (dXn_l I ~,,-,2 = Xll-2) [J-E ll (8,. I ~"-1 = Xll_1)' 

Так RaR 

то 

[J-(.) (81 Х ..• Х 8 k ) = [J-(n+l) (81 Х ... Х 8,. Х R1) 

i:1, следовательно, частные распределения [L (n) согласованы между 
собой. Частным случаем маРКОВСRОЙ последовательности является 
последовательность независимых случайных величин. 

МаРRОВСlше последовательности в том случае, если каждое ~. 
может принимать значения из заданного Rонечного множества, 

например из множества {1, ... , k}, называются м,аР1>овС1>им,и це
nя.м,u. Наиболее проста теория однородных маРRОВСКИХ цепей, 
т. е. таRИХ маРRОВСКИХ цепей, для которых условная вероятность 

[J-E" ({а} I ~"-1 = а') (а, а' Е (1, ... , k}) 

не зависит от n: 
[J-E ll ({ а} I ~II-l = а') = [J-E, ({ а} I ~1 = а') = Р",' ,,,,. 

в этом случае распределение маРRОВСКОй. цепи задается двумя 
па раметрами: 

вектором начальных вероятностеЙ-(Рl' Р2'" "Pk)' гдер.= 
= [LE, ({i}) = Р (Е1 = i), 

и матрицей TaR называемых переходных вероятностей - (р <. j)kXk' 
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в. Г а у с с о в с к и е п о с л е Д о в а т е л ь н о с т и. Так 
называются случайные последовательности, для которых ВСР 
частные распределения являются нормальными. Как известно 
(см. П.4.5 (б»), нормальное распределение порядка n характеризу
ется вектором математических ожиданий (а1 , ••• , а) и ковариа
ционной матрицей Л порядка n Х n. Нетрудно показать, что частные 
распределения f1(kJ гауссовской последовательности согласованы 
тогда и только тогда, когда вектор математических ожиданий рас

пределения f1(kJ является частью соответствующего вектора для f1(k+1J 

(если E(~l"'" ~k+l)=(al"'" ak+1), то E(~l"'" ~k)=(al"'" ak»), 
·а ковариационная матрица распределения f1(kJ является подматрицей 
ковариационной матрицы распределения f1(k+li (если А (~1' ..• , ~k+l) = 

= (Лij)(k+lJ Х (1с+1)' ТО Л (~1' ••• , ~k) = (Лij)kХk)' 
Таким образом, гауссовская последовательность характеризуется 

бесконечным вектором математических ожиданий а = (а1 , а2, ••• ), 

'Где a i = E~i' и бесконечной ковариационной матрицей А (~) = 
= (Лij)roха:н где )'ij = COV (~i' ~j)' 

Гауссовская последовательность может быть одновременно 
марковской последовательностью, в том числе и последовательно
стью независимых случайных величин. Это добавочное свойство 
гауссовской последовательности отражается на виде ее ковариа
ционной матрицы. 

Гауссовским процессам, частным случаем которых является 
гауссовская последовательность, посвящена большая литература 
(Ибрагимов, Розанов, 1970, и др.). Эти процессы и соответствующие 
поля могут служить моделью различных геологических явлений, 
которые в этой книге не рассматриваются. 

11.8.2. Стационарные случайные последовательности 
и эргодичность 

Случайн,ая nоследовательн,ость ~=(el' ~2' ... ) н,азывается ста
цион,арн,ой, если ее частн,ые расnределен,ия для н,аборов 'fi,oopaunam, 
рааличающихся тольnо сдвиго.м, равн,ы .между собой: 

r-(~" ... ,~n)=r-(~k+, ..... ~k+") (k. n=1. 2 •..• ). 

Стационарные последовательности можно продолжить с со
хранением стационарности на все целые числа Z= {О, + 1, ± 2, ... }. 
Для этого на множестве всех последовательностей вида 

х=( ...• Х_2. X_l. Хо. Хl, Х2, ••• ) (х.ЕЮ). 

которое мы обозначим RZ, определяется а-алгебра подмножеств cffjZ
наименьшая а-алгебра, содержащая все цилиндрические поДмно
жества множества RZ (множества вида 

"0 ЮХ ЮХ S-тХ .o,XS_IX SoX SlX ... Х SшХЮХ Ю Х···. 
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где S. Е ,$1). Далее на этой а-алгебре задаем последовательность 
конечномерных распределений (р. (n)) ~, где р, (11) является распре
делением на множестве векторов (Х_n ' ••• , х_1 , ХО , х1 , ••• , хn)' 
причем р. (n) совпадает с частным распределением f1(~1' 000, ~2n+l)' 
исходного процесса. По условию стационарности для исходного 
процесса семейство распределений (р,(1!))СО будет согласовано, и 
по теореме Колмогорова существует одно и только одно вероятно
стное распределение р, на множестве RZ всех бесконечных в обе 
стороны последовательностей. Чтобы наше построение соответство
вало принятой схеме, по которой случайная последовательность -
это последовательность случайных величин, заметим, что в ка
честве Q можно взять пространство RZ, в качестве с!7 - а-алгебру ,$Z, 
в качестве Р - распределение р" в качестве ~,- функцию 1t., где-
1t. (х) = х, (х Е RZ). 

Одно из самых замечательных свойств стационарных последо
вательностей - это своеобразный аналог закона больших чисел. 

Пусть существует Е е,=а для всех i. Тогда из знаменитой 
теоремы Бuркгофа-Хuн,чuн,а (Гихман, Скороход, 1, 1971, с. 170) 
следует, что с вероятностью единица существует 

n 

Нт ~ ~ ~,=h. 
n~CO n ~ .=1 

в общем случае h является случайной величиной. Однако если 
h постоянна, то она равна а. Стационарные случайные последо
вательности, обладающие таким свойством, называются эргоди
ческими. Для эргодических последовательностей при любой измери
мой функции f от k переменных, для которой существует Е! (;1' 
••. , ek ), с вероятностью единица 

n 

Нт ~ ~! (~Hl, ~Н2' •.. , ~Hk) = Е! (~1' ~2' ••• , ~k)' 
n~C:O i=l 

в частности, если 
! (х) = 1 А (х) (А Е ~1, х Е Яl), 

т. е. lА (х)=1, если хЕА, и равно О, если х(ЕА, 
то 

1! 

~ ~!(~,)='1{~'EA}. 
'=1 

Последнее выражение является аналогом частоты события 
{е, Е А} в серии из n независимых испытаний. При этом 

Нт '1{e'EA}=EIA(e.)=p(~.EA). 
n-+-оо t 

Приведем одно достаточное условие эргодичности стационар
ной случайной последовательности. Предположим, что существуют 
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вторые моменты случайных величин е •. При этом элементы ковари
ационной матрицы 

А.ц = cov (~., ~j) (i, j Е Z) 

зависят только от разности индексов i и j. Функция 
1 

R (n) = Щl соу (~l' ~l+n) (n =0, 1, 2, ... ) 

н,азывается корреляциOfU-f,ОЙ функцией стационарной случайной 

последовательности. Пример графика этой функции, наблюдавше
гося при конкретных геологических исследованиях, приведен на 

Рис. П. 7. Корреляционная функция (ко
ррелограмма) распределения пористости 
по разрезу верхнедевонских и нижне

каменноугольных отложений в скв. 1 
у сел. Тепловка Саратовской области 

(Вистелиус, 1963). 
При сохранении в дальнейшем того же харак
-тера затухания функции подобная коррело
грамма указывала бы на ЭРГОДИ'ПIость стацио
нарного процесса изменения пористости по 

разрезу. 

ky('t") 
го 

рис. П.7. Докажем, что ПОСJlедовательность эргодическая, если 
R (n) _ О при n _ 00. Имеем 

D ( ~ ~~,) ~E ( ~ ~ (~;-4»)' :' (~E (~;- 4)'+ 

+ ~ Е (е. - а) (ej - а)) = :2 De. (n + 2 ~ R (j - t)) = 
'*j l~'<j~n 

( 
11-1 ) 

= :2 щ. n -т- 2 ~ (n - i) R (i) = 

~ :' Щ, (n+2 ~ (n -1) R (1) +2 ,l, (n -1) R (1»). 

Так как I R (i) 1< 1 и при любом е> О при всех достаточно 
больших т I R (i) < е, то для таких т и n > т + 1 будем иметь 

D ( ~ ~~,)" :. щ, (n +2m (n-1) +, (n-m-1)(n -т)). 
Следовательно, при n _ 00 оцениваемая дисперсия становится 

и остается меньше любой сколь yrO;!J;HO малой положительной вели
чины, т. е. стремится к нулю. Отсюда по неравенству Чебышева 
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,. 
следует, что ~ ~ ~; сходится по вероятности к а и, значит, событие 

i=l I ~ ~ ~; ---?- а} имеет вероятность единица (о вероятностях таких 
событий см. Гнеденко, 1961, с. 2'11), т. е. последовательность (~,,)nEZ 
является эргодической. 

Простой пример неэргодичеСI{ОЙ последовательности можно по
лучить следующим образом. Имеются две неслучайные ПОС.'Iедо
вательности х'=(1, 1, 1, ... ) и х"=(О, О, О, ... ). 

Пусть А Е r!Т и 0< р (А) < 1. Составим третью последователь-
,. [' I 1" (1 '+ 1 " 1 '-L 1" ) ность ~ = АХ Т АХ = АХ1 АХ]' АХ2 I АХ2"'" которая, как 

нетрудно показать, будет стационарной случайной последователь-

" 
ностью. Однако lz = liш ~ ~ ~; является случайной величиной, 

1l~CfJ n i=] 

принимающей значения О и 1, причем Р (h= 1) = р (А). 
ДЛЯ эргодических последовательностей, так же как и для 

последовательностей независимых и одинаково распределенных 
случайных величин, частные распределения любой размерности мо
гут быть в принципе определены по одной «типичной» траектории, 
причем вероятность «типичной» траектории равна единице. Если 
стационарная случайная последовательность не является эргодиче
СR(}Й, то при некоторых условиях, которые практически всегда вы

полняются, ее можно разложить на эргодические составляющие. 

При этом пространство Q разбивается на некоторые измеримые пе
ресекающиеся множества, образующие разбиение СВ так, что 

n 

liш -.!. ~~; равен Е (~; I СВ) - условному математическому ожи-
n--i'>co n ~ 

;=1 

данию ~; относительно разбиения СВ. Так что, грубо говоря, если 
фиксирован элемент разбиения В Е СВ, то последовательность яв
ляется эргодической по отношению к новому вероятностному про
странству (Q, r!Т, Р (. 'В». 

в приведенном выше примере разбиению на эргодические состав-

ляющие соответствует разбиение СВ = {А, А}. По отношению к лю
бому из условных распределений вероятностей Р (. 'А) и Р (. 1.4) 
эта последовательность является эргодической. 

На практике часто возникает необходимость сопоставлять две 
стационарные· последовательности. Их можно представить как 
стационарную последовательность пар (~n' 1/,,)';', заданную на од
ном и TOj\I же вероятностном пространстве. Помимо обычных ха
рактеристик для такой последовательности рассматривают ФУllН
ЦUЮ вааu.nllОЙ lfоррелЯLуUU, определяемую по формуле 
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Для независимых последовательностей (en)~ и (71n)~ R12 (n)=О 
для всех n. Б общем случае значения R 12 (n) могут служить мерой 
их зависимости. Эргодичность такой последовательности опре
деляется аналогично. Для эргодической последовательности пар 
функцию взаимной корреляции можно оценить путем усреднения 

«вдоль траекторию> по формуле 

где a=EI,;H b=E7jl' 0t=Dl,;l, o~=D7jl' которые также могут быть 
оценены по одной траектории с точностью тем большей, чем боль
ше т. С анаЛИЗ0М эргодических последовательностей можно по
знакомиться в работе Хеннана (1964). С помощью такого анализа 
случайных последовательностей можно обнаружить зависимость 
на первый взгляд совершенно не связанных друг с другом после

довательностей. Простая идея взаимной корреляции во многих 
случаях кажется очень соблазнительной при решении геологиче
ских задач. Однако опыт работы по сопоставлению разреЗ0В 
(метод скользящей корреляции; Бистелиус, Романова, 1962) по
казал, что могут возникнуть очень большие статистические трудно
сти при оценке значимости R12 (n). 

11.8.3. Случайные процессы 

Пусть Т - некоторое множество значений параметра t. Рас
смотрим функцию двух аргументов 1,; (.,.), определенную на мно
жестве Q х Т, со значениями в Rl. При фиксированном (1) Е g 
1,; «(1),.) является обычной неслучайной функцией, определенной 
на Т, со значениями в Rl. При фиксированном t Е Т 1,;(., t) является 
функцией от (1), которую мы предполагаем измеримой. 

Таким образом, 1,; (., t) - это случайная величина. Такую функ
цию двух аргументов 1,; (.,.) называют случайной функцией. Ее 
можно трактовать как семейство (1,; (., t»t Е т случайных величин. Е слu 
T=Z+={1,2, ... } uлu T=Z={O, +1, +2, ... }, то в сооmвеmствии 
с //.8.1 случайltая фуlt1i,ЦUЯ ltааывается случайltой nоследователь
ltостью; еслu T=Rl=[O, (0) uлu T=Rl=[-оо, 00], то случайltая 
фуlt1i,ЦUЯ ltааывается случайltым, nроцессом,; еслu T=R" (n > 2), 
то случайltуЮ фующuю ltааываюm случайltым, nолем,. Рассматри
вают также векторные случайные функции 1,; (.,.), для которых при 
любых (l)EQ и tET 1,; «(1), t)ERm , где т> 2. 

Реализациями случайной функции, т. е. значениями 1,; «(1),.), яв
ляются функции х=х (.), где х (t) Е Rl (t Е Т). Множество всех 
таких функций х мы обозначим RT. Если на этом множестве оп
ределить о-алгебру подмножеств 8JT как наименьшую о-алгебру, 
содержащую все конечномерные цилиндрические. множества, т. е. 

:множества вида 

{х Е ВТ: "t, (х) Е SI, ••. , "t" (х) Е Sn}, 
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где n=1, 2, ... ; t.ET, S.EQ~l и 7tt (х)=х (t) (значение функции 
х (.) в точке t), то случайную функцию можно трактовать как из
меримое отображение Q в RT. ДЛЯ такой а-алгебры при любом 
А Е cffJT множество {ш: ~ (ш,.) Е А} принадлежит $. Следова
тельно, ~ = ~ (.,.) индуцирует распределение I-'-e на множестве RT, 
которое называется расnредеЛe7-luем случаunоu фуnnцuu (случайной 
последовательности, процесса, поля). Обычный (но не единствен
ный) способ задания распределения I-'-E' в случае если T=Rn (n > 1) 
(или Т CR n), состоит в конструировании согласованной системы 
частных конечномерных распределений, которая в соответствии 

с теоремой Колмогорова определяет одно и только одно распреде
ление на RT с данными частными распределениями. 

Рассмотрим несколько примеров. 
а. Б е л ы й шум. Пусть T=R1 И для любых n=2, 3, ... и 

t. Е Т (- 00 < t1 < .. . <tll < 00) случайные величины ~ (. , t1), ••• , 

~ (., t ll) взаимно независимы и одинаково распределены. При этом 
случайные величины ~ (. , t) называются независимыми в совокупно
сти, а сам случайный процесс называется стационарным белым шу
мом. Частные распределения белого шума вычисляются по фор
муле 

Траектории белого шума крайне нерегулярны, поэтому он 
редко используется в качестве модели реальных явлений. 

б. С т а Ц и о н а р н ы й г а у с с о в с к и й про Ц е с с. 
Так называется случайный процесс на R1, все конечномерные част
ные распределения которого являются нормальными. Можно по
казать, что эти распределения согласованы в том и только в том 

случае, если для любых n=1, 2, ... и t. Е R1 (-00 < t1 < ... 
< tn < 00) вектор математических ожиданий распределения 
11" (") состоит из одинаковых компонент E~ (., t.) = а, а члены 

(t" •.• , t ll ) , 

ковариационной матрицы Ац=СОУ(Ц' , t.) ц. , tj )) зависят лишь 

от разности параметров t. и t j , т. е. 

л.'j= л. (tj - t.) (t. < t j ), 

где АС') -положительно определенная функция, заданная на [0,00), 
11 

такая, что для любых n, t. ~ А (1 t, - tj 1) t.tj > О (о гауссовских 
"j=1 

процесс ах см. Ибрагимов и Розанов, 1970). 
в. М а р к о в с R и е про Ц е с с ы. Так же как и марков

ские последовательности, марковские процессы можно определить 

как такие случайные процессы, для которых любое конечномерное 
частное распределение является марковским. Если процесс опре
делен на [О, 00), то для задания его распределения достаточно знать 
так называемое начальное распределение 1-'-"0(;) и все условные 
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распределения f1"t z(O ( ./ 'ltt , (е)) (О ~ t1 < t2), которые в силу марков

ского свойства должны быть согласованы между собой уравнением 

где t1 < tz < tз . Это уравнение называется ypMlle1tueJlt КмJltого
рова-Чеnмеllа или обобщенным уравнением Маркова. Марковский 
процесс называется одllородllыJlt, если условная вероятность 
f1"t,(~) (S I 'lt t , (~) = х) зависит лишь от разности t2 - tl" 

Если обозначить в этом случае 

l1"t+h(~) (8 l1':t Щ = х) = Рь (81 х). 

то уравнение Колмогорова-Чепмена перепишется в виде 

Pt,+t, (8 1 х) = ~ P t, (8 1 Х1) Pt, (dX11 х) (t1• t 2 > О. 8 Е &&1. Х Е R1). 
R' 

Конечномерные частные распределения марковекого процесса 
находятся так же, как и у марковской последовательности. В част
ности, для однородного марковекого процесса 

111'(0. t, • ...• ',.) (~) (80 Х 81 Х •.. х Sn) = 

~ l1"o(~) (dxo) Pt , (dx11 хо) p t.-t, (dX21 Х1) '" Ptn- tn_, (dxn I Х,._1)' 
ВоХВ,Х ... ХВ,. 

Определение стационарности случайного процесса дословно 
повторяет подобное определение для случайной последовательно
сти. Однородный марковекий процесс стационарен, если его одно
мерные частные распределения одинаковы для всех t ~ О. Сле
довательно, его начальное распределение !-'-"оЩ должно обладать 
свойством 

I1"оm (8) = ~ f1"o(E) (dx) Р, (8 I х) 
R, 

при любом t> О и S Е dfЗ1. 
Изложение общей теории марковских процессов читатель 

найдет в книгах Дынкина (1959, 1963), а также почти в любом 
курсе теории случайных процессов. 

Более подробно мы изучим один частный случай однородных 
марковских процессов - процесс Пуассона, который интересен 
и сам по себе, так как обладает рядом замечательных свойств. 
Кажется, что он может служить моделью геологических явлений. 
Многомерные обобщения пуассоновского процесса служат обосно
ванием некоторых построений теории геометрических вероятностей. 
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которая также находит применение в геологических исследо

ваниях. 

г. Про ц е с с П у а с с о н а. Процессом Пуассона называ
ется однородный марковский процесс е на полупрямой Т= [О, со), 
траектории которого могут принимать только неотрицательные 

целые значения и условные вероятности которого Р t (S 'х), назы
ваемые также переходными функциями, имеют вид 

где 

P t (S J n) = ~ Pt (k I n), 
kE8 

! О, 

Pt(kJn}= -~! (лt)k-n 
е (li _ n) I ' еоли k ;;;, n, 

еоли k< n" 

л> О, k, n=О, 2, 1, ... Это означает, что распределение прираще
ния траектории на интервале длины t является распределением 
Пуассона с параметром Лt. Следовательно, траектории процесса 
с вероятностью единица не убывают. Так как переходные вероятно
сти Р t (k 'n) зависят лишь от разности k-n, то приращения траек
тории на интервале (а, a+t) и значение траектории в момент а 
являются независимыми случайными величинами. 

Таким образом, процесс Пуассона относится к классу процессов 
снезависимыми приращениями, для которых приращения не за

висят от предшествующей траеI{ТОРИИ до момента а. Обычно ис
следуют процесс Пуассона при начальном распределении 
fL1to(~) ({0})=1. Тогда случайная величина е (t) совпадает со слу
чайным числом скачков траектории процесса на интервале (О, t). 
Чтобы показать это, достаточно проверить, что с вероятностью 
единица траектория не имеет скачков с величиной больше еди
ницы. 

Пусть А (а, Ь) - событие, состоящее в том, что на интервале 
(а, Ь) отсутствуют скачки с величиной больше единицы. Тогда 

nп-l (k k+1] А (О, t] = А t -, t -- • 
k=O n n 

Из свойств независимости приращений процесса ~ следует, что 

события А (t :' t k ~ 1 }k=O, 1, ... , n -1) взаимно независимы. 
Следовательно, 

n-l k k + 1] Р(А(О, t])=il P(A(t n , t-n -), 

но 
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и 

Р(А(О, t]);;;.e-)..t(1+А~)". 

Так как (1+лtln)" _ елt при n _ 00, то 1> р (А (О, t)] > 1. 
Следовательно, с вероятностью единица значение реализации 

в момент t совпадает с числом разрывов реализации на интервале 
(О, t]. Доказанное свойство называют также свойством ординарно
сти процесса. 

Математически свойство ординарности выражается следующим 
образом: 

Интересно отметить, что три свойства целочисленного случай
ного процесс а - независимость приращений, однородность и орди
нарность - полностью характеризуют класс процессов Пуассона 
(Гнеденко, 1961, с. 295). 

Обозначим '"11 '"2' •.. - моменты скачков процесса Пуассона. 
Это положительные случайные величины, причем '"1 < '"2 < ... 
Распределение случайной величины '"1 определяется просто: 

Р ('tl > t) = Р (~ ( •• t) = O)=e-~! 

и, следовательно, '"1 имеет экспоненциальное распределение с па

раметром л. Можно доказать, что для пуассоновского процесса 
любая разность '",,- '",,_1 независима от траектории до момента '"" 
и также имеет экспоненциальное распределение, т. е. после каж

дого скачка приращения процесса ведут себя точно так же, как 
если бы он начинался с момента нуль. В этом проявляется так 
называемое строго марковское свойство пуассоновского процесса 
(Дынкин, 1963, с. 142). Траектория пауссоновского процесса, 
очевидно, будет задана, если будут указаны моменты скачков. 

Таким образом, пуассоновский процесс может быть интерпре
тирован как последовательность случайных моментов времени '"1' 
'"2' ... , где 0< '"1 < '"2 < ; .. , причем случайные величины '"1' 
'"2 - '"1' '"з - '"2 взаимно независимы и имеют одно и то же экспонен
циальное распределение. Приращение процесса Пуассона на интер
вале (а, Ь], очевидно, равно числу моментов '"., попадающих в этот 
интервал. Из свойства независимости приращений процесса 
Пуассона следует, что распределение числа моментов '"., попадаю
щих в любое объединение конечного числа непересекающихся ин
тервалов, является распределением Пуассона с параметром, рав
ным Л, умноженным на сумму длин этих интервалов. То же будет 
для любого борелевского множества, принадлежащего [О, (0). 
Число попадающих в него точек '". имеет распределение Пуассона 
с параметром, пропорциональным «длине» этого множества. Кроме 
того, числа точек '"., попадающие в два непересекающихся боре
левских множества, являются независимыми случайными величи
нами. Это свойство пуассоновского процесса на полупрямой лежит 
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в основе всех его обобщений. Во-первых, с выполнением этого 
свойства можно продолжить процесс Пуассона на всю ПрЯМУЮ -
множество Rl. Во-вторых, можно определить пуассоновское поле 
(называемое также многомерным пуассоновским процессом) как 
такое случайное распределение меченых точек в пространстве Rn 
(n > 2), что числа меченых точек N (., А), попадающих в боре
левское множество А, ЯВЛЯЮТСЯ случайными величинами, имею
щими пуассоновское распределение с параметром, пропорциональ

ным «объему}) множества А, причем ДЛЯ непересекающихся боре
левских множеств А 1 и А 2 случайные величины N (. , А1) и N (. , А2) 
независимы. 

д. В и н е р о в с к и й про Ц е с с. Другим случайным про
цессом, который, так же как и пуассоновский процесс, может найти 
применение при построении математических моделей в геологии, 

является винеровский процесс. Рассмотрим только одномерный 
случай. 

Винеровский процесс можно определить как однородный марков
ский процесс е на полупрямой Т= [О, (0), условное распреде
ление которого Р t (. Ix) при фиксированном х Е Rl И t > О сов
падает с нормальным распределением с математическим ожиданием 

х и с дисперсией t. Отсюда следует, что приращения винеровского 
процесса на любом интервале (а, Ь] независимы от предшествую
щей траектории до момента а. Обычно исследуют винеровский про
цесс при начальном распределении f11to(~) ({О})=1. При этом 
условии винеровский процесс можно отнести к классу гауссовских 
процессов, для которых, согласно определению, все конечномер

ные частные распределения нормальны. Но он не является стацио
нарным гауссовским процессом. Дисперсия распределения f11tt(~) 
пропорциональна времени t. Вероятность как бы «растекаетсЯ» 
из начальной точки х=о по всей прямой. 

Траектории винеровского процесса непрерывны, поэтому он 
может служить моделью движения материальных тел. Именно для 
этой цели - для описания броуновского движения - такой про
цесс был впервые определен и исследован Эйнштейном и Смолу
ховским (1936). Однако траектории винеровского процесса очень 
нерегулярны. Например, с вероятностью единица они не имеют 
производных ни в одной точке множества Т. На практике чаще 
используется преобразованный винеровский процесс е1 (t)=at+ 
+b~ (t), где а Е Rl и Ь> О. Параметр а называется сносом, а 
Ь - локальной дисперсией. 

Рассматривают также аналоги винеровского процесс а с пере
менными сносом и локальной дисперсией, называемые диффузи
онными процессами. Как следует из названия, эти процессы хорошо 
описывают диффузию частиц одного вещества внутри другого. 

Подробнее о винеровских и диффузионных процессах см. 
работу Ито и Маккина (1968), а также любой курс теории случай
ных процессов. 
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11.8.4. Точечные процессы 

При изучении процесса Пуассона мы встречаемся со случай
ным распределением точек на прямой или в пространстве Rn (n > 2). 
Исследованием таких случайных распределений занимается тео
рия случайных точечных nроцессов и случайных точечных nо,лей 
(последние называются также случайными многомерными точеч
ными процессами, причем слова «случайный>} и «многомерный>} 

иногда опускаются). Наиболее простое определение точечных про
цессов получится, если интерпретировать их как случайные 
целочисленные меры. 

Пусть в пространстве Rn некоторым неслучайным образом вы
браны точки так, что в любом параллелепипеде [Х1 , Уl] Х [Х2 , У2] Х 
•.. х [Хn , Уn] содержится только конечное число выбранных точек. 
Рассмотрим систему ~~ всех ограниченных борелевских множеств 
пространства R7I. Ограниченным называется множество, включен
ное внекоторый параллелепипед. Для любого А Е ~~ определено 
и конечно число v (А) выбранных точек, принадлежащих А. Оче
видно, если А1 n А2 = 0, то v (А1 U А2) = v (А1) + V (А2), и более 
того, если (An)~ - система попарно непересекающихся множеств, 
принадлежащих ~~, то 

v (д1 Аn) = n~1 V (An).~ 
Мы видим, что функция множеств v (.) обладает всеми свой

ствами меры, с которыми мы имели дело до сих пор, ва исключением, 

может быть, одного, а именно: мера всего пространства R7I_ 
число '1 (R n) - не обязано быть конечным. Говорят, что '1 является 
ЦeJLочuс,ленной а-хонечной мерой. Очевидно, эта мера принимает 
только целые значения на ограниченных множествах. Точечный 
процесс (поле) - это случайная целочисленная а-конечная мера, 
т. е. такая функция от двух аргументов N =N (., .), заданная на 
декартовом произведении множеств g Х ~~, что для любого <оЕ g 
N (<о, .) - целочисленная а-конечная мера на §В~, а при любом 
А Е ~~ N ( ., А) - случайная величина, принимающая неотрица
тельные целые значения. 

Пусть dV' - множество всех целочисленных 'J-конечных мер 
(неслучайных) на ~~. Если определить а-алгебру rvft подмножеств 
множества dV' как наименьшую а-алгебру, содержащую все (<ци
линдрические>} множества, т. е. множества вида 

т 

n {vЕэ#':v(А.)=k.}, 
.=1 

где т = 1, 2, ... , А. Е ~~, k. Е {О, 1, 2, ... }, то нетрудно заметить, 
что N является измеримым отображением g в dV' относительно 

о-алгебр $' и c;f{. 
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Следовательно, N индуцирует распределение f.I. N на мно

жестве dV': 
f1N (8) = Р (N Е 8), 

где S ЕУ11. 
:Конеqномерными qастными распределениями распределения f.I. N 

называются совместные распределения слуqайных велиqин 
N (., А1), ••• , N (., Ат), где т - любое целое положительное 
qисло и A i Е e9В~. Для слyqайных целоqисленных cr-КОнеqНblХ мер -
TOqeqHblX процессов и полей, - также как и для слуqайных 

функций, существуют условия согласования KOHeqHOMepHblx qaCT
ных распределений, необходимые и достатоqные для существова
ния некоторого распределения f1N на множестве реализаций TOqeq
ных процессов (Kallenberg, 1974). 

Точечный процесс (поле) нааывается стационарным, если все его 
KOHeqHOMepHble qaCTHble распределения не изменяются при одно
временном сдвиге всех .параметров - множеств А1 , ••• , Ат -
на один и тот же вектор х Е Rn: 

f1(N (., А1 ), ••• , N (., Am» = f1(N (., А1+х), ••• ' N (., Amtx», 

где А+х= {х' +х :х' ЕА}. 
Точечный процесс (поле) нааывается иаотроnным, если его KOHeq

номерные qaCTHble распределения не изменяются при замене пара
метров А1 , ••• , Аm на их образыDА1 , ••• , пАт при любом вра
щении D пространства R n• Стационарные и изотропные тоqеqные 
процессы (поля) называются инвариантными относительно евкли
довых движений. В этом слуqае «объем» преобразуемых областей 
не меняется. 

Важнейшей хараnтеристиnой точечного nроцесса (поля) явля
ется его математичесnое ожидание, т. е. мера М (. ), заданная на 
e9В~ соотношением м (А) = EN (., А) (А Е e9В~). м еру М ( . ) naаы
вают мерой интенсивности точечного nроцесса (поля). Мера ин
тенсивности называется абсолютно непрерывной, если существует 

такая функция т ( .), qTO для любого А Е c?В~ м (А) = ~ т (х) dx. 
А 

Функция т ( .) называется интенси'mостью TOqeqHOrO процесса 
(поля). 

Другой важной характеристикой TOqeqHOrO процесса является 
аналог ковариационной функции - моментная функция множеств 
второго порядка V (. ,.), определяемая равенством 

V(A 1 , A 2)=cov(N(., А 1 ), N(., А 2)). 

Рассмотрим некоторые qaCTHble слуqаи. 
а. П у а с с о н о в с к о е п о л е. Пуассоновским (однород

ным) полем называется слуqайная cr-конеqная целоqисленная мера 
N, знаqения которой на непересекающихся множествах являются 
не зависимыми слуqайными велиqинами, приqем слуqайная вели
qина N (., А) (А Е e9В~) имеет распределение Пуассона с па рамет-
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ром, пропорциональным объему 'А I множества А. В результате мы 
имеем 

Следовательно, 
EN (., А)=л 'А I (см. 2.4.1 (б», 

Т. е. для пуассоновского поля определена интенсивность, и эта ин

тенсивность равна л. Отсюда же следует, что пуассоновское поле 
инвариантно относительно всех евклидовых движений простран
ства ВIl. Из определения следует, что 

V (А 1 , А 2)=0, 

если А1ПА2=0 и V(A, А)=ЛIАI. Прочие значения функции 
множеств V (. , .) легко могут быть подсчитаны с использованием 
свойства аддитивности N(., A1UA2)=N(., A 1)+N(., А2) 
(А1ПА2=0) и независимости N (., А1) и N (., А2). 

Пуассоновское поле на пространстве B~ = [О, (0) является про
цеССО:ll Пуассона, как это следует из интерпретации процесса 
Пуассона в виде последовательности { '"n}~ - случайных моментов 
скачков траектории процесса. Для двухмерного и больших раз
мерностей пуассоновского поля трудно указать аналогичное пред

ставление в виде случайной функции. Однако, как и для любого 
случайного точечного процесса (поля), реализацию пуассоновского 
процесса (поля) можно задать, указав отмеченные точки (или, 
как говорят, <<атомы» меры). Для пуассоновского процесса условное 
распределение отмеченных точек в данном параллелепипеде при 

условии, что число этих точек фиксировано и равно k, совпадаеl' 
с распределением, которое получается, если каждая из k точек 
выбрана в этом параллелепипеде случайно и независимо от дру
гих в соответствии с равномерным распределением. Мера интенсив
ности однородного пуассоновского поля пропорциональна объему 
или, как говорят, лебеговой мере в n-мерном пространстве. 
Для любого параллелепипеда А = [аl' Ь1 ] х . . . х [аn, Ьn ] лебегова 

n 

мера I А I равна П (Ь. - ai ). Лебегова мера является примером 
1:=1 

бесконечной на всем пространстве, но о-конечной меры. Пусть 
А (.) - любая другая о-конечная мера на пространстве вn• 
С этой мерой можно связать точечный процесс, для которого цело
численная случайная о-конечная мера N имеет независимые 
значения на пересекающихся множествах, причем случайная вели
чина N (., А) (А Ee9В~) имеет распределение Пуассона с параметром 
А (А). Такое точечное поле также называется пуассоновским 
(неоднородным, если мера А (. ) не пропорциональна мере Лебега). 
Очевидно, мера А является мерой интенсивности пуассоновского 
поля (процесса). 

б. Про ц е с с в о с с т а н о в л е н и я. Для процесса Пу
ассона на полупрямой длины интервалов между точками О, '"1' 
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't2 , ••• являются независимыми, случайными величинами с одним 
и тем же экспоненциальным распределением. Процессы восстанов
ления отличаются от процессов Пуассона лишь тем, что для них 
допускается любое, а не только экспоненциальное распределение 
длин интервалов между скачками. Простейшее преобразование про
цесса Пуассона - последовательность четных точек ('t2n)~
является процессом восстановления с функцией распределения 

F2=F *F, где F (х)=1-е-).Х (х> О). Нетрудно выписать формулу 
для распределений значений на интервалах случайной меры, свя
занной с процессом восстановления. В данном случае - это рас
пределение числа точек 't., попадающих в некоторый интервал, 
скажем, в интервал (а, Ь), которое определяется по формуле 

ro 

P(N(., (а, b])~k)= ~P({N(.,(O,a])=n}n{N(.,(O,b])~n+k})= 
n=о 

= i; ~ Fn(dt1 ) F 1 (dt2 ) Fk _ 1 (b-t1 -t2 ) 

n=о 

(интеграл берется по области 0< t1 -< а, а < .t1+t2 < Ь), где 
k > 1, F 1 - функция распределения длины интервала между 
точками 't1 процесса восстановления, Fn=F~n - n-кратная свертка 
функций распределения F1 , F o - вырожденная функция распреде
ления, для которой F (х)=О при х -< О и F (х)=1 при х> О. 
Процесс восстановления, для которого 't1 имеет то же распределе
ние, что и длина каждого из последующих интервалов, в общем 
случае не является стационарным точечным процессом. Чтобы сде
лать его стационарным точечным процессом, нужно изменить рас

пределение длины начального интервала. При не слишком ограни
чительных условиях это стационарное начальное распределение 

равно пределу при t ~ CXJ распределений случайных величин 
't (t)-t, где 't (t) - ближайшая справа к t точка 't •• Очевидно, 

P('t(t)-t..;; x)=P(N(., (t, t+x]) ~ 1). 

Свое название процессы восстановления получили по перво
начальному применению их в технике, где точки 't. соответствовали 

моментам замены вышедшей из строя детали новой, причем время 
безотказной работы новой детали - случайная величина с функ
цией распределения F1• 

При М е р II.5. При исследовании соотношения между 
периодами активности вулкана e1 и длительностью пауз между 
этими периодами е2 было установлено, что случайные величины 
;1 и е2 независимы (Wickman, EI-Hinnawi, 1963). Каждая из этих 
величин имеет экспоненциальное распределение с параметрами Л1 
и Л2 соответственно. . 

Таким образом, последовательность моментов начал периодов 
активности образует процесс восстановления с функцией распре
деления длин интервалов F=F1 *F2 , где F1 (х)=1-е-)"Х, F2 (х)= 
=1_е-Л•х• 
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Можно показать, что стационарная функция распределения РО 
начального интервала в этом процессе восстановления представляет 

собой суперпозицию функций распределения Р1 и Р2 вида 
Л2 )'1 

Fo = Л1+ Л2 (F 1 *F 2 ) + Л1+ Л2 F 2 , 

л 
где ~ - стационарная вероятность активности вулкана в мо

"1111.2 

мент t, которая от t не зависит. 
Различные аспекты теории процессов восстановления исследу

ются в книгах :Кокса и Смита (1967), Феллера (2, 1967) и др. 
Иногда различают еще один тип точечных процессов - точеч

ные процессы с маркированными точками. В этом случае с каждым 
моментом времени '1:, сопоставляется марка (или метка) х. - слу
чайная точка, выбранная из некоторого множества Х. Если 
Х =R", то маркированный точечный процесс, очевидно, является 
частным случаем точечного процесса в Rn+l. Обычно Х - конечное 
множество. Тогда маркированный точечный процесс можно пред
ставить как систему (Nx)xEX точечных процессов и каждый из них 
будет состоять из точек с метками только одного вида. 

При м е р 11.6. О раз н о с е 
обломочного материала 

в седиментационном бассейне 

:Как было отмечено выше, различные виды случайных процес
сов могут служить моделью геологических явлений. Модель про
цесса накопления обломочного материала, в которой использу
ются маркированные точечные процессы, диффузионные процессы, 
остановленные в случайные моменты времени, и случайные меры, 

исследуется в ряде работ (Вистелиус и др., 1976; Харла
мов, 1978). 

Рассмотрим процесс' концентрации акцессорного минер.ала А 
в терригенных отложениях - в слое конгломерата, мощном песча

ном пласте и т. п. 

Пусть в некоторой точке в пределах области питания имеется 
источник интересующего нас вещества А, из которого оно поступает 
в бассейн осадконакопления и фиксируется в осадке вместе с осталь
ным обломочным материалом. При этом предполагается, что на
копление материала компенсирует прогибание дна бассейна. Нас бу
дет интересовать содержание вещества А по разрезу и по площади 
бассейна. Типичная геологическая ситуация может быть заим
ствована, скажем, из описания исследования спессартина в осад

ках апт-сеноманского возраста на Юго-Востоке СССР (Вистелиус 
и др., 1976). 

Рассмотрим следующий случайный механизм образования меры 
вещества А. Источник вещества характеризуется случайной после
Довательностью 
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где z, - масса i-той частицы (z. > О), а t. - момент отрыва частицы 
от источника. Для определенности мы отсчитываем время от на
стоящего в прошлое, т. е. t, равно ({возрасту» частицы - разно

сти между настоящим временем и моментом отрыва частицы от 

источника. Большим номерам соответствует больший возраст 
частиц: 

О ~ t1 < t2 < ts < .... 
Каждая частица блуждает в окружающем пространстве 

в течение случайного отрезка времени '1:, ('1:, > О). Это блуждание 
представляет собой случайный процесс с фазовым пространством 
R2 (точнее - блуждание вдоль земной поверхности), со случай
ными моментами начала и остановки. Предполагается, что мощность 
накопленного осадка пропорциональна времени его накопле

ния. В момент остановки блуждания частица вещества А остается 
на уровне осадка, соответствующего данному моменту. 

Таким образом, каждая частица данного вещества, распреде
ленного в исследуемом осадке, характеризуется пятеркой вели
чин: 

где (хо ' У'> - точка на плоскости, соответствующая i-той частице 
в момент ее остановки; если время измеряется мощностью накопле

ния осадка, то три координаты i-той частицы, погребенной в осадоч
ной толще, равны (х" У., to- '1:,) (условие t. < '1:. означает, что 
i-тая частица не содержится в осадочной толще, она еще продол
жает блуждать). 

Случайная мера 9л накопленного вещества А в слое R2 Х [О, СХ) 
определяется равенством 

CXJ 

9.n (8) = ~ z,1 (8 I Х.' У., t. - '1:.), 
0=1 

где S с R2 Х [О, СХ) - измеримое множество. 
Первая характеристика случайной меры 9л - это мера интен-

сивности 

м (8) = E9.n (8), 
при этом 

CXJ 

М (8) = ~ Е (z.1 (8/ Х •• Уо. t, = '1:0». 
<=1 

Согласно свойству условного математического ожидания (Фел
лер, 1967, а также п. 5. 5), 

Е (z.1 (8 / Х., у" t. - '1:.)) = Е (z.E (1 (8/ Х., уо. t, - '1:0) I to• z.)) = 
-Е (z.p ((х •• Уо. t, - '1:0) Е 8 I t., z.)), 

откуда 

CXJ 

M(8)=E~z,P((x,. У •• t,-'l:.)Е8/t,. z,) • 
• =1 
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Для любой измеримой функции t 

~ z.f (t" Z;) = ~ zf (t, z) '1 (dt, dZ), 
,=1 и; 

где '1 (В) - число таких i, что (t;, z,) Е В; '1- случайная целочис
ленная мера на RHR~ = го, (Х)) х [о, (Х) )). Эта мера характеризует 
продуктивность источника вещества. Ее задание эквивалентно за
данию случайной последовательности (t" Z,)f' Другая мера, также 
характеризующая случайную последовательность, это мера f1: 

!J- (dt, dz) = z • '1 (dt, dz), 

при этом 

~ z,f (t" z,) = ~ f (t, z) /J. (dt, dz). 
;=1 н; 

Пусть т (В) = Ef1 (В) - математическое ожидание массы вещества, 
испускаемого источником в области В С R~. Тогда 

М (8) = ~ р (8 I t, z) т (dt, dz), (*) 

и~ 
где 

p(8lt, z)=P((x;, У" t.-'t.)Е 8Iz,=z, t.=t). 

При этом мы предполагаем, что последняя условная вероятность 
непосредственно от i не зависит. Следовательно, для вычисления 
меры М достаточно знать меру интенсивности источника (меру т) 
и условное распределение тройки (Х;, У" -с;) при фиксированной 
паре (t., z.). 3аметим, что для вывода формулы никаких предпо
ложений о стохастической независимости не делается. 

Пусть 

D (81' 82) = Е9Л (81) 9л (82)' 

где 82' 82 С R2 Х [О, (Х) и имеет место следующее условие услов
ной стохастической независимости различных блуждающих частиц: 

Р((х., У;, t.-'t.)Е 81, (Xj, Yj, tj-'t/)E 82It,=t, z,=z, 
tj=t', z.=z')=p(81It, z)p(82 It', z'). 

Тогда, как нетрудно показать, 

D (81' 82) =М (81) М (82) + 
+ ~ (р(81 П8s lt, z)-p(81 It, z)p(82 It, z»zm (dt, dz). 

и; 

Наибольший интерес представляет мера интенсивности случай
ной меры 9)(, которую легко вычислить при некоторых естествен
ных предположениях о характеристиках источника и блуждания 
частиц. Пусть, например, все частицы обладают одинаковой мас
сой, интенсивность источника постоянна во времени, каждая 
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частица блуждает относительно источника по закону двумерного 
диффузионного процесса с параметрами а=(аl> а2) (локальный 

(ЬШ Ь12) снос) и Ь = Ь Ь (локальная ковариационная матрица; Феллер, 
12' 22 

1967, с. 407); момент остановки 't не зависит от предшествующей 
траектории блуждания и распределен экспоненциально с плот

ностью Ле-Лt • 
Тогда интенсивность меры М' (х, у, s) случайной меры 9л 

равна М1 (х, у), т. е. постоянна по глубине, а функция М1 подчи
няется дифференциальному уравнению 

д д 
'Л.М1 - ~ = - ах (аlМl) - ту (а2Мl) + 

1 д2 д2 1 д2 
+ 2" дх2 (bllM1 ) + дхду (Ь 12М1 ) + 2" ду2 (b 22M1 ) i 

где о - двумерная О-функция (для любой непрерывной и ограни

ченной функции f ~ f (х, у) о (х, у) dxdy = f (О, о»). 
R' 

ЭТО уравнение имеет единственное ограниченное решение 
в классе обобщенных функций, если функции а. (х, у), Ьц (х, у) 
кусочно-непрерывны и ограничены (Гельфанд, Шилов, 1958). В ряде 
конкретных случаев решение можно найти с наперед заданной точ

ностью с помощью ЭВМ, используя тот или иной стандартный вы
числительный алгоритм. При этом все особенности распределе
ния обломочного материала относительно источника полностью 
определяются параметрами диффузионного блуждания а и Ь. 

Даже эта явно идеализированная модель позволяет выявить 
некоторые особенности накопления материала. Так, например, 
в рамках этой модели могут образовываться локальные максимумы 
концентрации вещества в точках разрыва или быстрого изменения 
параметров. В некоторых случаях эти локальные максимумы могут 
превышать локальный максимум, который обычно образуется на 
месте источника. Это обстоятельство заставляет относиться с осто
рожностью к интерпретации реально обнаруживаемых максимумов 
как истинных положений источников вещества. Реальность пост
роения иллюстрируете я рис. П. 8 (см. вкл.). 

11.8.5. Геометрические вероятности 

Задачи теории вероятnости, в nоторых в nачестве nростраn
ства элемеnтарnых событий можnо взять ограnичеnnую часть евnли
дова nростраnства с равnомерnым расnределеnием вероятnостей 
па этой части, nриnято nазывать задачами па геометричесnую 
вероятnость. Для определения вероятностей различных событий 
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в этом случае требуется измерять длины, площади или объемы 
различных фигур, расположенных в евклидовом пространстве. 
R задачам на геометрическую вероятность относят также задачи, 
в которых вероятности различных событий связаны с распределе
нием пуассоновских процессов и полей, множество реализаций ко
торых можно принять за исходное пространство элементарных со

бытий, а распределение пуассоновского процесса (поля) - за 
исходное вероятностное распределение. Основная трудность при 
решении задач на геометрическую вероятность состоит в нахожде

нии границ областей, объем которых пропорционален искомой 
вероятности, а также в переводе исходных терминов задачи на язык 

равномерных распределений или пуассоновских полей. 
Рассмотрим задачу Бюффона. На плоскость, расчерченную 

сетью параллельных прямых, проходящих на одинаковом расстоя

нии одна от другой, равном единице, случайным образом бросается 
игла длиной L. Найти вероятность того, что игла пересечет хотя бы 
одну прямую. В условии задачи имеется неопределенность, типич
ная для задач на геометрическую вероятность. Фиксировав одну 
из прямых, мы видим, что задача определена в том и только в тои 

случае, когда задано распределение расстояния центра иглы О'Г 

этой прямой и угла между этой прямой и направлением иглы. 
Среди всего множества возможных распределений центра иглы и 
угла ориентации иглы при отсутствии уточнений в условии задачи 
принято брать распределение, uuварuаumuое оmuосumе.аьuо ев1'>лuдо
вых движеuuu nЛОС11.0сmu. Одно из таких инвариантных распреде
лений - равномерное распределение угла на интервале (O,27tJ 
и равномерное распределение центра иглы по всему пространству 

R2 при независимости угла и положения центра. Это распределение 
не является вероятностным, так как объем всего пространства ра
вен бесконечности, и поэтому интеграл от постоянной положитель
ной плотности по всему пространству равен бесконечности. 

:Можно показать, что это единственное инвариантное распре
деление в данной задаче, т. е. вероятностных инвариантных 
распределений не существует. В то же время интуиция подска
зывает нам, что при таком инвариантном распределении центр 

иглы должен быть распределен равномерно между двумя паралле
льными прямыми. Для придания инвариантному решению веро
ятностного смысла используют или условные вероятности, или 

пуассоновские поля игл. 

В первом случае рассматривают последовательность равно
мерных распределений центра иглы на частях пространства R2, стре
мящуюся к «равномерному» распределению на всей плоскости. 

При каждом распределении из этой последовательности определя
ется условное распределение расстояния центра иглы от фиксиро
ванной прямой при условии, что это расстояние не более 1/2. 
Предел условных распределений, который в рассматриваемом 
случае будет равномерным распределением на интервале [-1/2, 
+1/2], принимается в качестве обоснованного предположения о рас-
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пределении центра иглы при отсутствии других указаний о харак
тере случайности. Равномерное распределение угла (на интервале 
(О, 2те]) и независимость угла от положения центра не нуждается 
в подобном обосновании. 

Во втором случае рассматривается пуассоновское поле игл. 
Положение иглы на плоскости определяется двумя параметрами: 
точкой х Е R2 (центр иглы) и углом ер Е (О, 2 те] (направление конца 
иглы). В пространстве R2 Х (О, 2 те] строится пуассоновское поле с не
которой интенсивностью )... Построенное пуассоновское поле, ко
торое интерпретируется как пуассоновское поле игл, инвариантно 

относительно всех евклидовых движений пространства R2. 
Искомая вероятность теперь интерпретируется как математическое 
ожидание отношения числа игл, пересекающих прямые, к общему 
числу игл на достаточно большой площади. Если ввести усреднен
ную по всему пространству интенсивность )..' точечного поля игл, 
пересекающих прямые, то искомая вероятность будет равна )..' j)... 
ПОJIЬЗУЯСЬ периодичностью множества А параметров, соответству
ющих иглам, пересекающим прямые, это отношение можно найти, 

исследуя часть объема множества А в пределах одного периода. 
И так как множество ACR2 x(0, 2те] имеет вид бесконечного ци
линдра, вытянутого вдоль оси, соответствующей направлению па
раллельных прямых, то достаточно исследовать перпендикулярное 

сечение этого цилиндра в пределах одного периода. Так снова кос
венным образом вводится равномерное распределение центра 
иглы на отрезке, соединяющем две соседние прямые, и равномерное 

распределение угла на интервале (О, 2те] при независимости поло
жения центра и угла. 

В задаче Бюффона после ее формализации полагают, что 
точка (х, ер), представляющая иглу, распределена равномерно 

на прямоугольнике [ - ~, ~ ] х (О, 2те]. Чтобы решить задачу, 
достаточно выбрать в этом прямоугольнике область таких (х, ер), 
которые обеспечивают пересечение иглой сетки параллельных 
линий. 

Пусть, например, L < 1. Тогда область таких точек состоит 

из всех (х, ер), для которых О < ер < 2те и - ~ sin ер < х < ~ sin ер. 
Ее площадь равна 

2" 

~ L I sin rp I drp = 4 
о 

и, следовательно, искомая вероятность равна 2jтc. 
Оба приема, продемонстрированных на примере задачи Бюф

фона, применяются для обоснования равномерного распределения 
в тои случае, когда оно не указано явно. В этой задаче построение 
пуассоновского поля выступает как вспомогательный прием. Од
нако получаемые таким образом системы геометрических объектов 
с пуассоновским характером распределения в пространстве часто 
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интересны сами по себе. Таковы, например, пуассоновские поля 
прямых в пространстве Rn (n > 2), пуассоновские поля плоскостей 
в пространстве R" (n > 3) и т. д. 

Общая схема построения таких полей состоит в следующем. 
В пространстве R" рассматривается множество L геометрических 
объектов, т. е. класс таких подмножеств, который отображается 
взаи~1НО однозначно на себя при любом евклидовом движеш:и 
пространства. 

Пусть, например, L - это множество всех прямых в простран
стве R". При движении пространства прямые переходят в прямые, 
т. е. Бласс L инвариантен относительно евклидовых движений. 

Пусть каждый элемент l Е L хараБтеризуется k-числами
параметрами. 

Таким обраЗ0М, имеется взаимно однозначное соответствие 
между L и частью А пространства R k возможных значений парамет
ров. На множестве А задается пуассоновское поле, может быть, 
неоднородное, которое однозначно определяется своей мерой ин· 
тенсивности А. Пуассоновское поле случайных геометрических 
объектов И3 класса L тем самым задано. Но если А - произволь
ная мера, то она не обязана быть инвариантной относительно 
евклидовых движений пространства R" или, что то же самое, 
пространства L. 

Пусть F 1 - отображение А - L и F 2 - отображение L - А, 
F 1 = F-;;1 , где F 1 и F 2 - отображения, определяющие прямое и об
ратное соответствие между параметрами и геометрическими объ
ектами. 

Пусть D : L _ L - движение, переводящее L в L. 
Не заботясь о точном определении, предположим, что все эти 

отображения измеримы и, следовательно, отображение S : А _ А, 
(Р,) (п) 

состоящее И3 последовательных отображений А --+ L, L --+ L, 
(Р.) 8 L ---:-+ А, где = F2 • D . F1 , также измеримо. Это отображение 

преобразует меру А в меру А' по правилу А' (В) = А (8-1 (В)) = 
= А (F~l (D-l (F;l (В)))). 

JИера А называется инвариантной относительно евк,лидовых 
iJвиженией в пространстве L, если при любом измеримом В сА 
и любом евк,лидовом движении D А (В)=А' (В). Соответственно 
и пуассоновское поле геометрических объектов И3 класса L называ
ется инвариантным, если мера А инвариантна. В общем случае 
инвариантная мера А не пропорциональна лебеговой мере на мно
жестве А, т. е. пуассоновское поле на множестве А неоднородно. 

Сре,J;И всех возможных параметризаций множества L наиболее 
естественны те, для которых инвариантная мера А пропорцио
нальна лебеговой мере, т. е. А (В)= IBI·k, где 'В 1- объем 
множества В. Нахождение и доказательство их единственности 
обычно представляет собой трудную математическую задачу. 

Рассмотрим инвариантное пуассоновское поле прямых на пло
скости. И3 двух рассматриваемых параметризаций одна прел-
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ставляется более естественной, так как пуассоновское поле в про
странстве параметров для нее является однородным. 

а). Любая прямая в плоскости, не проходящая через начало 
координат, представляет собой множество точек (х, у)' связанных 
уравнением 

uх+иу+ 1=0, 

где и, v - некоторые числа, не равные одновременно нулю. Между 
множеством L всех прямых, не проходящих через начало коорди
нат, и множеством А, совпадающим с плоскостью R2, из которой 
исключена точка (О, О), таким образом установлено взаимно одно
значное соответствие. Любое евклидово движение D в плоскости 
задается системой двух уравнений, связывающей координаты то
чек до и после преобразования. 

Пусть D (х, у) = (Х, У). 
Тогда 

Х = а + х cos а - у sin а, 

Х = Ь + х sin а + у cos а, 

где (а, b)ER2, 0<:;a<2'1t; а, ь и а-параметры евклидова дви
женил в плоскости. Если фиксировано преобразование D, точка 
(и, и) Е А при преобразовании 8 = F2 • D . F1 переходит в некото
рую точку (И, V). При этом F1 переводит (и, и) в прямую l 
с уравнением их + иу + 1 = О, D переводит прлмую 1 в прлмую 
l' с уравнением иХ' + v У' + 1 = О, где (Х', У') = D-l (х. у)' т. е. 

Х' = - (а cos а + ь sin а) + х cos а + у sin а, 
У' = (а sin а - Ь cos а) - х sin а + у cos а. 

Отсюда получаем уравнение прлмой l': 
х (и cos а - v sin а) + у (и sin а + v cos а) 

1 - и (а cos а + ь sin а) + v (а sin а - Ь cos а) + 1 = О. 

Отображение F2 переводит l' в точку (И, V), где 
и _ и cos а - v sin а 

- 1 - и (а cos а + ь sin а) + v (а sin а - Ь cos а) , 

V _ и sin а + v cos а 
- 1 - и (а cos а + ь sin а) + v (а sin а - Ь cos а) • 

Следовательно, отображение 8 переводит точку (и, v) в точку 
(И, V), где U и V связаны с и и v предыдущими формулами. 

Теперь требуется найти такую меру А на множестве А, чтобы 
длл любого измеримого В С А А (В) = А (8-1 (В). Мы будем 
искать такую меру среди абсолютно непрерывных мер, т. е. среди 
таких мер, длл которых существует П;IОТНОСТЬ Л. При этом 
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А (S-l (В) = ~ л (а, v) dadv. 
8-1 (В) 

Используя правило замены переменных для гладких преобразо
ваний R2 __ R2, каким является преобразование S-t, получаем 

~ л(а, v)dadv= ~ ЧS-1(U, V»118-'(U, V)ldUdV, 
8-1 (В) в 

где 18-1 - якобиан преобразования S-1 (см. П.6). и S-1 (И, V) = 
=(u, и). 

Решая систему (*), получаю.! 
U cos а + V sin а 

а= 1+aи+ьv 

Vcosa-Usina 
v= 1+aи+ьv 

Следовательно, якобиан 

да да 

дU' дV 
= (1 + аи + ЬV)-З. av av 

дИ' дV 

Так как В - произвольное множество, то из равенства интег
ралов следует: 

ЧU, V)=л(S-l(U, V») (l+аd+ьv)з. 
Замечаем, что 

откуда 

и, значит, 

~л (а, v) 
л (и, V) 

(а2 + v2ГЗ/. 
(и2 + V2Г"/. • 

Отсюда следует, что интенсивность пуассоновского поля 
л(u, v), инвариантного относительно евклидовых движений плос
кости, которой принадлежат прямые, пропорциональна функции 
(u2+v2)-З/.. Например, л(u, v)=(u2+v2)-З',. Плотность не по
стоянна на А, откуда следует, что пуассоновское поле в про
странстве А не однородно, в то время как соответствующее пуас
соновское поле прямых на плоскости однородно - инвариантно 

относительно евклидовых движений плоскости. 
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Оправданием нашего пренебрежения прямыми, проходящими 
через начало Rоординат, служит сходимость интеграла 

5 dudv 27С 

(и2 + v2)З/' То' 
R''\.s. 

где 80 - нруг С центром в начале Rоординат и радиусом ro, таи 
иаи множеству прямых, пересеRающих онрестность начала ноор

динат, соответствует онрестность беСRонечной ТОЧRИ в пространстве 
па раметров. 

б). Рассмотрим теперь другую параметризацию множества 
прямых. Любая прямая, не проходящая через начало Rоординат, 
однозначно хараRтеризуется длиной перпеНДИRуляра р, опущен
ного из начала Rоординат на эту прямую, и углом 6, дающим 
направление перпеНДИRуляра. Напишем уравнение этой прямой; 

cos е sin е 
х--+у--+1=О. 
-р -р 

Переход R параметрам (р, 6) соответствует замене переменных 
cos е sin е 

и=--р-, v=--p-' 

Rоторая определяет взаимно однозначное соответствие между 

множеством А 1 =(0, (0) х (О, 21t] параметров (р, 6) и множеством 
A=R2\{(0, О)} параметров (и, и). 

ПуаССОНОВСRОМУ полю в пространстве А соответствует пуас
соновсное поле в пространстве A1 , ноторое будет инвариантно 
относительно еВRЛИДОВЫХ движений в пространстве прямых 
тогда и ТОЛЬRО тогда, ногда этим же свойством обладает пуассо
новсное поле в пространстве А. ПОRажем, что пуаССОНОВСRое поле 
в пространстве А 1 однородно и интенсивность его равна единице, 
если интенсивность пуаССОНОВСRОГО поля в пространстве А равна 
)\(и, и) = (и2+и2)_3/,. 

Если отображение F: А1 - А переводит точку (р, Э) Е А1 В точку 
( cos е sin О) 

- -р-, --р- Е А, то мера интенсивности А1 пуассоновского 

поля в пространстве А1 , индуцируемая обратным отображением 
р-l : А _ А1 И мерой А, определяется соотношением 

.A.1 (B1) = А (F (В1 » (В1 с A 1). 

При 8ТОМ 

A 1 (В1) = ~ (и· + v·Г'/· dudv. 
F (В,) 

Последний интеграл по правилу замены переменных 

\' (( COS е \\2 ( sin е )2)-3/. 
j --р-) + --р- 11F(p,O)ldpdO. 
в, 
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Так как якобиан 
дu дu 

ав дР 
=р-з, 

ди ди 

дбдр 

то ~ ара6 = I В1 1, т. е. интеграл равен <<площади» множества В1• 
В, 

Следовательно, 

Т.е. интенсивность пуассоновского поля в пространстве параметров· 

А1 , инвариантного относительно евклидовых движений в про
странстве прямых, равна единице. Можно показать, что парамет
ризация этого вида - единственная из па раметризаций прямых 
на плоскости, для которой инвариантное пуассоновское поле· 
в пространстве параметров однородно (Кендал, Моран, 1972). 

Много приложений имеют инвариантные пуассоновские поля 
прямых и плоскостей в пространстве В3. Первые служат, например, 
моделью волокнистых материалов с «чисто случайным» взаимным 
расположением волокон. Они могут служить также для обоснова
ния выбора вероятностной меры при решении задач о случайном 
пересечении прямыми каких-либо тел в пространстве. Пуассонов
ские поля плоскостей интересны, например, свойствами ячеек 
пространства, . на которые делят пространство <<nуассоновские>г 

плоскости. 

Большой класс задач связан с оценкой свойств пуассоновских 
полей выпуклых тел по свойствам их сечений плоскостями или 
прямыми. Этими задачами занимается раздел теории геометри
ческих вероятностей, называемый стереологией (Santalo, 1976) .. 
Использование методов стереологии уточнило представление о ре
зультатах количественно-минералогического (модального) ана
лиза (Андерсен, 1978). Множество практических задач, связан
ных с геометрическими вероятностями, еще ждет своей точной' 
постановки и решения. К их числу относится проблема построения' 
такой случайной мозаики, как мозаика зерен гранита с ячейками,. 
заполненными случайным образом веществом ОДНОГQ из k типов, 
и такой, что вдоль любого сечения мозаики прямой линией после-· 
довательность веществ в пересекаемых ячейках образует мар
ковскую цепь, не являющуюся последовательностью независимых. 

событий. 

Практическая деятельность геолога протекает так, что в боль-· 
шинстве случаев ему приходится сравнивать повторяемость изучае

мых им событий - частоту. С частотой :появления события в боль
шой серии испытаний связана возможность ПОявления события 
в каждом отдельном испытании. Математическим понятием, 
дающим меру этой возможности, является вероятность. Оно охва-
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'Тывает те случаи практической деятельности, когда нужно по
,строить научные заключения о повторяемости явлений. Распреде
ление вероятностей отражает условия, в которых реализовались 
явления (события). Наиболее исследовано поведение вероятностей 
при независимых испытаниях. Если испытания зависят от того, 
.какоЙ исход имело предыдущее испытание, или от того, каковы 
-координаты точки в той области, где проходят испытания, то 
нахождение соответствующих вероятностей исходов испытаний 
·значительно осложняется. 

Независимые испытания встречаются в геологии весьма редко. 
Однако на материале независимых испытаний удобнее всего вво
.дить различные понятия, необходимые для описания вероятно
(;тной меры в конкретных условиях. Введенные на материале 
независимых испытаний понятия используют для описания ре
.зультатов зависимых испытаний. Вводятся здесь, конечно, и но
.вые специфические понятия. 

В связи с тем что в геологии особенное значение имеют исходы 
·зависимых испытаний, а им отвечают концепции различных слу
-чайных (стохастических) процессов, для геологов очень важна 
теория этих процессов. При этом имеется большой опыт исполь
·зования процессов со специфическим последействием, называемых 
марковскими (говоря о процессе, мы не различаем здесь непре-
,рывный и дискретный случаи). . 

Вероятностные концепции носят чисто теоретический характер 
и никак не связаны с вопросом о том, как устанавливать практи

'Чески их соответствие наблюдениям. Выяснению соотношений 
между теоретико-вероятностными построениями (моделями гео
логических процессов в математической геологии) и наблюде
ниями посвящается следующая глава. 
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Глава 111 

ОСНОВНЬШ СТАТИСТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ

ВОПРОСЫ ОЦЕНИВАНИЯ И ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ 

По.аожеnие статистики в гео.аогии, ее задачи и J.temoBbl. Вопросы оцепи
вапия nара:метров по выборочnы:м даnnы:м. Необходи:мость исс.аедоваnия nро
цедур оцепивапия па nри:мере изучеnuя nарагеnезисов. Иnфор:мациоnnые ста
тистики, их с:мещеnие. Поnятие достаточnости. Проверка гео.аогических· 
построепий с nо:мощью статистических гипотез. Аnа.аиз расnреде.аеnия Na20, 
в бааа.аьтах па осnове иа.аожеnnых JitemoBoe. 

:Ключевые слова: 
случайный выбор, оценка, проверка гипотез, ошибки первого и второго рода,. 
мощность критерия. 

Ш.1. ВВОДНЫЕ 3АМЕЧАНИЯ 

Независимо от того, какие методы применяет геолог в своей· 
работе, ему всегда необходимо проверять по наблюдениям СВОИ: 
теоретические представления (согласно нашей терминологии, 
модель). Для этой цели он прибегает к различным техническим, 
средствам, дающим, с его точки зрения, искомые результаты. 

В геологических науках, в частности, широко используются раз
личные графические методы. При этом в спорах с представителями 
точных наук, отмечающих субъективный характер подобных ме
тодов, от геологов часто можно слышать, что доказательства 

заключаются в своеобразной логике геологических исследований, 
которая обеспечивает объективность заключений. Существуют, 
якобы, специфические геологические доказательства. 

Подобные рассуждения имеют какой-то смысл до тех пор, пока 
задача не переведена на формальный язык математики, Т.е. до 
тех пор, пока не дана .маmем,аmuчеС1<i,ая м,оде.п,ъ явления. Матема
тическая модель должна содержать все существенные черты 

явления. 

После того как модель сформулирована, ее необходимо срав
нить с наблюдениями, для того чтобы выяснить; противоречит· 
или нет модель наблюдениям. Этим вопросом занимается специаль
ная математическая дисциплина - :лtаmем,аmuчеС1<i,ая cmamucmU1<i,a. 
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Решение вопроса в этом случае дается в оптимальной форме. 
'Так как модель отражает суть геологической задачи, то статисти
ческое решение является окончательным и целиком охватывает 

все вопросы, касающиеся проверки модели, в том числе и геологи

ческие доказательства. 

В настоящей главе мы рассмотрим, как по наблюдениям оце
Rиваются параметры распределения вероятностей, отвечающие 

'той или иной модели, и каким образом выясняется непротиворечи
вость этого распределения вероятностей наблюдениям. Незави
-симо от того, как проведены наблюдения и какова модель, оценка 
лараметров и проверка непротиворечивости модели проводится 

методами математической статистики. Однако результат статисти
ческого исследования в сильнейшей степени зависит от того, как 
проведены наблюдения (опробование). Статистическую задачу 
невозможно решить, не зафиксировав метод опробования. При 
этом, говоря об опробовании, обычно придерживаются следующей 
'терминологии, которой мы будем следовать и здесь. Результаты 
опробования, т.е. цифры анализов, замеров мощностей, совокуп
ность экземпляров собранной фауны, называют выборкой, про
,цесс сбора этих данных - выбором, а число наблюдений
~б'Ъемом выборnu. Выбор может быть осуществлен самыми разно
-образными методами (Cochran, 1961). Однако математическая ста
тистика в настоящее время разработана в основном для случая, 
Rазываемого nросmь/"м' сдучайным выбором. Если наш материал 
не удовлетворяет случаю простого случайного выбора, то, для 
·того чтобы получить правильные результаты, необходимо статисти
ческие вопросы разрабатывать в соответствии со спецификой за
дачи. В противном случае решения, полученные на основе пред
.положения о том, что данные собраны с помощью простого слу
-чайного выбора, могут оказаться заведомо ошибочными. 

В настоящей главе мы рассмотрим основные понятия статис
тики. Это делается для того, чтобы сориентировать в них геологов. 
Изложение иллюстрируется примерами. При этом во всех случаях 
предполагается, что осуществлен простой случайный выбор. 
Делается это не из-за того, что автор уверен в реальности такого 
:выбора в задачах геологии, а лишь потому, что в этом случае до
·стигается наибольшая простота исследования. 

Что такое простой выбор, проще всего понять из следующего 
лримера. Пусть мы имеем пробу кварцевого песка, состоящую из 
многих миллионов песчинок. Допустим, что изучаемый песок 
-обладает очень высокой сортированностью, т.е. размер песчинок 
колеблется в узком интервале, и кроме того все песчинки имеют 
'близкую степень окатанности. В силу того что проба взята из 
одного слоя, порожденного одним процессом накопления пес

чинок, мы принимаем, что любая песчинка является по рождением 
-одного и того же процесса с фиксированной функцией рас.пределе
ния характеристик песчинок. Функция распределения вероят
ностей характеристик песчинок одна и та же для всех песчинок. 
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Если отмеченную пробу мы тщательно перемешаем, придадим ей: 
форму тонкого слоя и из точек этого слоя с координатами, опре
деленными по таблице случайных чисел, выберем N зерен, беря 
в каждой точке по одному зерну, то полученные N верен могут 
считаться извлеченными в результате простого выбора. Пред
положение о том, что N зерен иввлечено в результате простого 
выбора, справедливо в том случае, если фун;тщия расnредемн,ия. 
изучаемых характеристик для всех зерен одна и та же, с одн,ими 
и теми же параметрами, и если гарантирована стохастичесr;,ая. 

н,еаависимость характеристик извлекаемого зерна от таких же 

характеристик остальных верен. Указанная черта выбора назы-· 
вается независимостью наблюдений. Термин этот общепринят, 
но крайне неудачен, так как создается впечатление, что речь идет' 
о процессе наблюдения. Между тем термин подразумевает лишь. 
независимость результатов наблюдений. Итак, состав.llен,ие выборки: 
ив ин,дивидов, несущих стохастичесr;,и неаависимые аначения иау
чаемой хараптеристипи с одной и той же фунr;,цией расnредемн,ия' 
вероятностей этой хараптеристипи д.llЯ всех индивидов, нааываеmcя' 
простым С.llучайным выбором. 

Естественно, что свойства геологических объектов таковы,_ 
что часто нет никакой гарантии в том, что вовможен простой слу
чайный выбор. Очень сложен вопрос и о возможности извлече
ния независимых наблюдений. Ярким примером этого является 
провал международного проекта по определению точности ана-

лизов силикатов (Vistelius, 1971). Если об объекте заранее ничего, 
неизвестно и он подвергается опробованию, то зависимость или' 
независимость наблюдений может быть оценена только после про
ведения опробования. Зависимость или независимость наблюде
ний неизвестного объекта в принципе определяется природой' 
объекта, в соответствии с которой должны осуществляться ма
нипуляции лица, производящего опробование. 1 Зная свойства" 
объекта, соответствующими манипуляциями можно искусственно' 
отбирать независимые наблюдения. 

При работе с геологическими материалами приходится руко
водствоваться не столько принципами, сколько возможностью· 

использования этих принципов. Соответственно при оценке со
вокупности возможны три ситуации. 

Первая ситуация начинается с того, что, желая охарактеризо-
вать совокупность, геолог собирает данные. При этом, пользуясь, 
скажем, химическими анализами, он оценивает точность применен-

ных методов анализа вообще, репутацию лабораторий, данными 
которых он пользовался, квалификацию и добросовестность
аналитиков. Однако он не располагает информацией о том, как' 
собраны данные и какие свойства характерны для исследуемой 
совокупности. Выводы, полученные в таком случае о совокупности, 

1 В специальной литературе по математической статистике соответствую
щие манипуляции носят название эксперимента, а условия, в которых онис 

осуществляются, - постановкой эксперимента. 



~eCЬMa ограничены, не допускают оценки их реальности и при

годны только для самых грубых, предварительных прикидок. 
На таком уровне оценки находятся, как правило, различные под
<Счеты баланса, выполняемые геохимиками, равно как и данные 
о распространенности в земной коре различных химических 
,элементов. 

Вторая ситуация характеризуется тем, что имеются данные 
о сборе материала, однако хотя и известно, что для всех наблю
,дений функция распределения одна и та же, неизвестно, какова 
эта функция. В то же время тем или иным способом обеспечена 
независимость наблюдений. Возможности здесь тоже ограничены, 
и анализ таких данных требует специального подхода. 

Наконец, возможен случай, когда геолог имеет модель, в ко
'торой функция распределения известна с точностью до параметра, 
'и осуществлен простой случайный выбор. Наша задача - опти
мальное оценивание параметров функции распределения и выясне
ние непротиворечивости модели наблюдениям. Это типичная за
,дача, допускающая содержательное решение, на ней и будет скон
центрировано наше внимание. 

Если мы пытаемся оценить параметры, то математическая 
,статистика предлагает для этого ряд методов. Ниже мы рассмот
рим смысл так называемого точечного оценuванuя, исследуем 

свойства оценок и покажем на примерах, почему этой теорией 
-следует пользоваться. В дальнейшем будет дано также понятие 
об uнтервальном оценивании. 

Проверка модели посредством сравнения отвечающей ей функ
ции распределения вероятностей с наблюдениями в аспекте бра
ковки или приемки модели осуществляется методами теории про

верки гипотез. Ниже даются основные определения этой теории 
и приводится пример конкретного исследования, показывающий 
,опасность стандартного подхода и необходимость углубленного 
анализа даже, казалось бы, в простых вопросах. 

При решении задач часто 'приходится оперировать с понятием 
(<параметр» - некоторой величиной, определяющей конкретный 
вид функции распределения совокупности. При этом имеются два 
'основных подхода. При первом подходе предполагается, что пара
метр является постоянной величиной, неизвестной константой, 
и мы его оцениваем по выборке. Этим подходом мы будем пользо
ваться особенно часто. 

Однако существует точка зрения на параметр, как на случай
ную величину. Такая точка зрения носит название баUесовСN-ОU. 
На ней мы подробно останавливаться не будем. 

ПI.2. ТОЧЕЧНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ 

Проблема точечного оценивания очень обширна, и излагать 
'ее систематически при наличии отличных руководств бессмыс
ленно. Здесь мы попытаемся познакомить геолога с наиболее 
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важными определениями и покюзатъ, что при численном расчете 

оценок параметров нужно быть осторожным. Подробно излагаемые 
примеры дают представление, какая техника требуется для нахож
дения «хороших» оценок. 

111.2.1. Основные идеи и определения 

Допустим, что вид функции распределения Р(х; 6) нам известен 
с точностью до параметра 6. Также известно, какие допустимЫе 
значения может принимать параметр 6 этого распределения, но 
неизвестно, какое конкретное значение 60 для исследуемой сово
купности он имеет. Статuстuчес-,;ая задача, за1'>Лючающаяся в то,м" 
чтобы по даnnы,м, выбор-,;u тем uлu unы,м, способом оцеnить nара
.метр -,;а-,; nеuзвестnую поnстаnту (точ-,;у), nазывается задачей 
mочечnого оцеnuваnuя. Всякая функция, зависящая только от 
наблюдений, называется статисти-,;ой. Метод получения оценки 
называется оцеnиваnием. Оценка параметра 6 обозначается в даль
нейшем ё(х). Оценка является случайной величиной, функция 
распределени~ которой Р,.(ё; 6) зависит от 6 и объема выборки n. 

Функцию О(х) для оценивания 6 можно строить разными спо
собами (по методу моментов, максимального правдоподобия 
и т.п.). В зависимости от выбранного способа оценка может иметь 

различные свойства, которые сказываются на качестве ё(х) как 
приближении к параметру . 

Еслu ,м,ате,м,атuчес-,;ое ожuдаnuе оцеn-,;и совпадает с истиnnым 
:mачеnuе,м, nара,м,етра nри всех доnусти,м,ых его зnачеnuях, то 
та-,;ую оцеn-,;у nа3ывают nес,м,ещеnnоЙ. Встречаются как несмещен
ные оценки, так и имеющие смещение. Так, например, если рас
пределение случайной величины сосредоточено на конечном сег
менте [а, Ь], то длину этого сегмента Ь - а естественно оцени
вать с помощью выборочного размаха изучаемой величины Х, 
Т.е. ХтаХ - Xmin ' Ясно, что ХтаХ всегда меньше или равно Ь, а Xmin 

всегда равно или больше а. Таким образом, в среднем размах 
оценивает длину интервала (размах случайной величины) с недо
статком, Т.е. обладает смещением. Если оценка обладает смеще
нием, то естественно вводить поправку. Как находится величина 
поправки, будет показано в примеР!J. _ 

Если имеются две разные оценки 01 (х) и 02(Х) одного И того же 
па раметра 6, то оценка с меньшей дисперсией, при прочих равных 
условиях, представляется лучшей. Оцen-,;у с :м,еnьшей дисперсией 
иnoгда nазывают более эффе-,;тuвnоЙ. 

Пусть имеется, например, равномерное распределение на. 
[О; 6] и требуется оценить неизвестный параметр 6 этого распре
деления. Если взять две оценки: 
оценку по методу моментов ,. 

2 ~ Х. 
61 (х) = _i_=..;;.l_ 

n 
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и оценку, найденную по методу максимального правдоподобия 
и исправленную на смещение, 

_ n+1 
62 (х) = -n- Хшах • 

то оказывается, что обе эти оценки несмещенные, а отношение их 
дисперсий 

D[61 (x)] n+2 
D [62 (х)] =-3-

т.е. их эффективности различаются на порядок объема выборки. 
С эффективностью связано число наблюдений, требуемое для 

достижения оценки параметра с заданной точностью. Низкая. 
эффективность вызывает необходимость лишних наблюдений. 
Примером менее эффективной оценки может служить выборочная 
медиана по сравнению со средним арифметическим, если она 
используется для точечной оценк:ц: математического ожидания 
в нормальном распределении. 

От хорошей оценки естественно требовать, чтобы при неогра

ниченном росте выборки распределение Э(х) стремилось к такому 
распределению, математическое ожидание которого совпадает 

с е (асuмnтотuчеС1i,ая neсмещенность), а дисперсия стремилась бы 
к нулю (асuмnтотuчес1i,ая эффе1i,тuвность). В таком случае с ве
роятностью, сколь угодно близкой к единице, параметр будет 
отличаться от оценки произвольно мало при достаточно больших 
выборках. Указанное свойство оценок называется состоятедь
ностью. 

По выборке можно строить статистики различной размерности. 
В частности, сама выборка X1 , ••• , ХN представляет n-мерную ста
тистику. Построенная по выборке статистика 

( ±х.) .=1 
n 

~ X~ 
i==l ' 

(ш. 2. t) 

является двумерной. 
Переходя от всей выборки к статистикам меньшей размер

ности, можно потерять часть информации о параметре данного
распределения. Если этого не происходит, то статистика размер
ности меньшей, чем n, содержит столько же информации о пара
метре, сколько выборка. Такую статистику называют нетри
вuадьной достаточной статuстu1i,ОЙ параметра в данном распре

делении (тривиальной достаточной статистикой для параметра 
является вся выборка). Так, например, если совместная плотность 
при простом выборе нормальна, Т.е. 

f (х) = 2-n/2п-n/2 сгnехр [- 2~2 ~ (Х. - а)2] , 
.=1 
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то для двумерного параметра (а', (2) достаточной статистикой 
будет двухкомпонентный вектор (III.2.1), но не существует доста
точной статистики размерности меньшей, чем два. 

Ниже даются примеры вычисления оценки по наблюдениям, 
расчеты и практические рекомендации, относящиеся к смещен

ности, а также рассматривается влияние ситуации, в которой 
реализуется наблюдение, на свойства статистики. 

При м е р III.1. О ц е н к и 
переходных вероятностей 

в предположении их пропорциональности 

Цель исследования - оценивание переходных вероятностей 
в некоторых типах марковских матриц, встречаемых в геологи

ческих задачах. Вычисления проводятся методом максимального 
nравдоnодобия, который, как правило, дает «хорошие» оценки. 
Решая отмеченную задачу, мы поясним сначала метод максималь
ного правдоподобия, а затем перейдем к самой задаче. 

Пусть Х1' Х2 , ••• , Х,. - наблюдения, совместная вероятность 
появления которых 

(Ш. 2. 2) 

Функциональная форма р совместной вероятности (III.2.2) 
предполагается известноЙ.2 61' ... , 6k - параметры, относитель
но которых возможны три случая: либо они известны, либо из
вестна чаtть из них, либо они неизвестны. В том случае, когда 
параметры известны, функция Р(Х1 , ••• , Хn; 61' ... , 6k ) характе
ризует вероятность появления выборочной точки х и задает рас
пределение вероятностей в n-мерном пространстве W = {Х1 , ••• ,Хn }, 
называемым выборочным. В том случае, когда параметры неиз
вестны, функция Р(Х1 , ••• , Хn ; 61' ... , 6k ) носит название функ
ции правдоподобия. 

Функция правдоподобия используется при проверке гипотез 
и точечном оценивании. Здесь мы рассмотрим ее применение для 
получения точечных оценок параметров. 

Оценки максимального nравдоnодобия - это такие допустимые 

8начения nара:метров Эн •.. ,Эk , как функций наблюдения Х1 , 
.1:2' ••• ,Х", nодстановка которых на .место 61"'" 6k 
в функцию nравдоnодобия дает вО8:МОЖНО большее 8наченue этой 
функции. 

Таким образом, отыскание оценок максимального правдопо
добия представляет задачу определения экстремальных точек -
требуется найти такую точку 

2 Выражение (III.2.2) является вероятностью появления выборочной 
точки Xl' ••• , Хn' если распределение случайной величины Х дискретно; 
если (III.2.2) представляет производную от функции распределения вероят
ностей, то она является плотностью вероятности. 
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подстановка которой вместо 

дала бы точную верхнюю границу значений этой функции. 
Функция правдоподобия зависит от выборочной точки и в раз-

ных выборках является различной, поэтому оценка 8(х) представ
ляет собой случайный вектор. 

е вопросами существования оценки максимального правдо
подобия, ее единственности и качества оценок, получаемых по 
методу максимального правдоподобия, читатель может познако
миться по книге Рао (1968). В целом можно сказать, что при 
соблюдении некоторых условий, которые, как правило, практи
чески имеют место, оценки максимального правдоподобия сущест
вуют, являются состоятельными, асимптотически несмещенными 

и обладают хорошей эффективностью в больших выборках. В малых 
же выборках метод максимального правдоподобия может иметь 
ряд недостатков: оценки оказываются смещенными, эффектив
ность далека от оптимальной и Т.д. 

Таким образом, метод максимального правдоподобия не гаран
тирует оценок с оптимальными качествами. Он является стан
дартным рабочим методом, который обычно применим. Другие 
стандартные методы, используемые для получения точечных оце

нок, либо дают, как правило, не лучшие результаты (метод мо
ментов), либо реже доступны для применения (несмещенные 
опенки с минимальной дисперсией), либо дают примерно те же 
результаты (оценки минимума х2). Вопрос выбора метода - это 
вопрос технической разрешимости конкретных задач. Рассмат
риваемый ниже пример содержит минимум вычислительных 
трудностей и одновременно решает нужный вопрос. 

Переходим к интересующей нас задаче - к оценке переходных 
вероятностей, которая нам потребуется при разборе моделей. 

Пусть имеются два распределения сгруппированных данных 
с неизвестными нам вероятностями 

Рн, Р12, ••• , Рlm (i; Р14 = 1). 
<=1 

Р21, Р22' ••• , Р2т (i; Ри = 1) . 
1=1 

(ш. 2.3) 
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Фактически нам понадобится случай, когда Pij - переходные 

вероятности, т.е. (III.2.3) предетавляют собой две строки в мат
рице переходных вероятностей. В то же время все сказанное 
применимо к любым двум дискретным распределениям вероят
ностей с одинаковым числом классов. 

Существует предположение, что некоторые пары вероятностей 
Рн, Ри пропорциональны с коэффициентом л. Так, например, пусть 

.!!Е:.. = Р13 = ... = Plk = Л (k < т), 
Р21 Р23 P2k 

где коэффициент пропорциональности л нам неизвестен. Другие 
пары не пр е Д п о л а г а ю т с я пропорциональными. Усло
вимся нумеровать вероятности так, чтобы сначала были зануме
рованы вероятности пропорциональных пар. Рассмотрим сначала 
случай, когда т в (III.2.3) равно трем. Тогда мы будем иметь две 
строчки вероятностей 

причем 

Рll Р12 Р13, 

Р21 Р22 Р23. 

Pll =Р12 = л. 
Р21 Р22 . 

Необходимо найти оценки максимального правдоподобия 

Рll' Р12, Р13, Р21, Р22, Р23· 

Для получения оценок воепользуемся количеством наблюдений, 
попадающих в соответствующие клетки (частоты): 

объемы выборок, 

N 1 = nll + n12 + n13 ' 

N 2 = n21 + n22 + n23, 

предполагаются фиксированными. Это дополнительное предполо
жение сделано для упрощения выкладок. Допущение о постоянном 
объеме выборок эквивалентно тому, что безусловные вероятности 
попадания в первую и вторую СТРОЧЮI заданы: 

N] N 
Pl=fN' Р2= N2 (N=N1+N2). 

Так как нас интересует только соотношение пропорциональ
ности между переходными вероятностями, наличие которой не 
зависит от выбора безусловных вероятностей, то обе выборки 
N 1 и N 2 можно предположить фиксированными. Таким обраЗ0М, 
nн , n12' n13 - случайные величины, а N1=nl1+n12+n13 - не
случайная величина. Это справедливо и для второй строчки. 

Оценки максимального правдоподобия рассчитываются так. 
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1. Составляем функцию правдоподобия, для чего перемножаем 
выражения для вероятностей каждого наблюдения Р. (х., 6) по 
всем наблюдениям вместе: 

L (6; хl, ... , хn) = Рl (хl; 6) Р2 (Х2; 6), ... , Рn (х,,; 6). 

В нашем случае наблюдения размещены по таблице 2 Х 3, чему 
соответствует полиномиальное распределение по шести клеткам 

с вероятностями Тi.ц (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) попадания наблюдения 
в ij-тую клетку. Как известно, полиномиальное распределение 

N! 
Р (n11' •.. , n2З; 1tH, )1;12, ••• , 1t2з) = I I I 1t~i' ••• 1t~~3. (Ш. 2.4) 

Па . n12 • '" n2З . 

Запишем (1II. 2. 4) в форме, включающей оцениваемые пара
метры. Вероятность попадания в строчку, вероятность попадания 
в клетку и переходная вероятность связаны соотношением 

1tij = р.Рц (i = 1, 2; j = 1, 2, 3). (Ш. 2. 5) 

Так как вероятности Р. фиксированы, 

N 1 t:1 N 2 

Pl=N И P2=ZV' 

то И3 (II1. 2. 5) имеем 

Подставляя найденные значения Тi.o} в (II1. 2. 4), получаем 

N! (N1)N'(N2)N. Р (n11' ••. , паз; Pl1, ••. , Раз) = I I -N -N p~il ••• p~§" n11 •••• n23 . 

Используем теперь специфический вид совместного распре
деления. Вместо Р21 мы должны подставить ЛРш а вместо Р22 - ве
личину ЛР12' Тогда вместо Р2З следует подставить 1 - Л(Рll+Р12)' 
Точно так же, чтобы избавиться от зависимого параметра Р13' под
ставляем вместо него 1 - Pll - Р12' Тогда получаем 

. _ N! (N1)N' (N2 )N. "'.+"" ""+" .. ""+"22 Р (n11' •.. , n23, Рll, Р12) - n I n I N N PlI Pl2 Л. Х 
11 . ••• 23· 

Х (1 - Р11 - Р12)"18 [1 - л. (РI1 + Р12)]""; (Ш. 2. 6) 

Р(nш ... , n2З ; Pll' Р12) в (111.2.6) представляет собой функцию 
правдоподобия. 

2. Постоянные множители не влияют на положение экстре
мальных точек, поэтому мы их отбрасываем. Тогда из правой 
части (111.2.6) получаем 

рri'+""р~~·I-"22л. ",,1-1'22 (1 - Р1l - Р12)n18 [1 - л. (Рl1 + Р12) ]n... (III. 2. 7) 

Часто полезно логарифмировать полученное выражение, так 
нак, будучи монотонным преобразованием, логарифмирование 
не изменяет положения экстремумов и может упрощать получен

ное выражение. 
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Логарифмируя (III.2.7), получаем 
2 = (nll + n21) In Рll + (n12 + n22) In РI2_+ (n21 + nZ2) ln л + 

+ nlЗ ln (1 - Рl1 - Р12) + nZ3ln [1- л (Рll + Р12)]. (ш. 2. 8) 

3. Находим значения Р11О P12 И Л, максимизирующие (III.2.8). 
ДЛЯ этого берем частные производные по Pll' P12 И Л И находим 
точки, где система этих производных обращается в нуль: 

д2 1 Рll + Р12 
дл = (n21 + n22) т - n23 1 - л (Рl1 + Р12) , 

д2 1 'nа Лn2З 
д-=(nl1+ n21)--1 -1 '( + )' Pl1 Рl1 - Рн - Р12 -" Рll Р12 

д.!&' 1 n13 Лn23 
-д =(n12 +n22)р--1 -1 '(р +Р ). 
Р12 12 - Рн - Р12 -" 11 12 

(ш. 2. 9) 

4. Решая систему, получаем 
- n21 + n22 А (nll + n21) (nl2 + nll) 
л = N2 (Рн + Р12) , Рll = N1 (nн + n12 + n21 + n22) , 

А (nl1 + n12) (n12 + n22) 
Р12 = N ( + + + ) , Р13 = 1 - Pl1 - Р12, 1 nll n12 n21 n22 

А (nlI + n21) (n21 + n22) А (n12 + n 22) (n21 + n22) 
р - Р - , (ш. 2. 10) 
21- N 2 (n1l + n12 + n21 + n22) , 22 - N 2(nll + n 12 + n21 + n22) 

Р23 = 1 - Р21 - Р22· 

Нетрудно убедиться, что оцеНRИ (III. 2. 10) действительно дают 
маRСИМУll1 фУНRЦИИ правдоподобия. 

Пусть теперь т произвольно. Мы условились непропорциональ
ные разряды нумеровать последними. Сведем эти разряды в один. 
тогда получим 

причем 

т 

РНР12 ..• Рlt ~ Plj = p~(HH' 
j=f+l 
т 

Р22Р22 .•• P2t ~ Рц = P2(t+IJ, 
j=f+l 

Pl1 = Р12 = ... = Рlt = л. 
Р21 Р22 P2t 

Введем следующие обозначения: 

t 

S •. = ~ n'j 
j=l 

2 

(i=1,2) s.j= ~ nц 
• =1 

s= ~ n'j. 
i=1,2 

j=l, •.. , t 

(j=l, ... ,t) • 

Та же теХНИRа приводит R следующим оценкам: 
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t 
p~(t+I) = 1 - ~ Рц (i = 1, 2). (Ш. 2.11) 

j=l 

Произведем практические расчеты. При исследовании гранита 
из Якутии (Романова, 1976) изучались последовательности зерен 
ортоклаза (Or), кварца (Q) и плагиоклаза (АЬ). При этом нужно 
было найти оценки переходных вероятностей для марковских 
матриц вида 

р 1, J; К (1, 1, К Е {Ог, Q, А Ь} ) 
в строчках 

Р (Ог(h)/Аь(h-lJ оь(h-2»), Р (Q(h)/Аь(h-I)Qг(h-2»), Р (Аь(h)/Аь(h-IJQг(h-2»), 

Р (Ог(Ь) / Ab(i,-1)Q(h-2»), Р (Q(h) / Аь(h-l)Q(h-2»), р (АЬ(Ь) / Аь(h-l)Q(h-2»), 

когда одна из проверяемых моделей предполагала пропорциональность 
р (Or(h) / Abfh-lJQгсh-2») р (QCh) / Ab(h-lJQг(h-2») р (АЬ(Ь) / Аь(h-lJQг(h-2») 

~~~--------~~~--~--~~--~~ 
р (ОГ(Ь) / Ab(h-l)Q(k-2») р (Q(h) / Аь(h-l)Q(h-2») т- р (АЬ(Ь) / Ab(h-l)Q(h-2») , 

где h, h - 1 и h - 2 указывают место состояний в последователь
ности. Подсчеты под микроскопом дали следующие частоты: 

Or(h-2)Ab(h-l) 
Q(h-2)Ab(h-l) 

Or(h) 

42 
52 

Q(h) Ab(h) 

45 55 
61 50 

Применение формул (III. 2. 11) или, что то же в данном слу
чае (III. 2. 10), дает 

Р (Or(h) / Ab(h-~Or(h-2») = 0.2880, Р (Q(h) / Ab(h-lJQг(h-2») = 0.3247, 
Р (Ab(h) / Аь(h-lJQг(h-2») = 0.3873, Р (Or(h) / Ab(h-I )Q(h-2») = 0.3258, 
Р (Q(h) / Ab(h-l)Q(h-2») = 0.3674, р (АЬ(Ь) / Abc1H)Q(h-2») = 0.3068, 

~,~ 1.131. 

При м е р III.2. О с м е Щ е н и и 
информационных статистик 

В практике геологов встречаются задачи, требующие привле
чения различных коэффициентов, зависящих от выражений вида 

k 

Hk(x)=-~ p,lnP., 
i=l 

Нт , r (х, у) = - ~ Рц ln P'j' 
(Ш. 2. 12) 

i=l, ... , т 
j=l, ... , r 

Hk(x) И Н,,., r (х, у) называются эnтроnией Шеnnоnа соответ

ственно для строки и двухвходовой таблицы. Здесь p.(i=l, 2, 
... , k) - вероятности попадания значения случайной величины 
х в i-тую клетку, т.е .. параметр полиномиального распределения, 
к которому приводит схема независимых испытаний, а Рц - ве-
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роятность попадания в ij-тую клеt:ку для некоторого полиномиаль
ного распределения с т Х r клетками. Rоэффициенты указанного 
вида используются при оценке связи в двух- И многовходовых таб
лицах сопряженности (Rульбак, 1967). При этом в двух- И трех
входовых таблицах связь оценивается с помощью статистик 

I 
_ ~ (Ш. 2. 13) 

_ ~ Pijk I 
Im,r,,(x,y,z)= Ptjk 1n - - - ,] 

. P •.. P.j.P .. k 
t=I,2, ... , 1n 
j=1,2, ... , ,. 
k=l, 2, ... ,8 

~ Р'} 
im,r(x, у)= ~ P;jln p . р . 

{=1,2, ... , т •. .} 
j=l, 2, ... , r 

или 

где Рц - оценка соответствующих вероятностей Р'} (здесь точка 
вместо нижнего индекса указывает на суммирование по всем зна

чениям этого индекса). 
Статистика (III.2.13) дЛЯ двумерного случая дает среднюю 

uнфОРJJ,ацию, содержащуюся в строках относительно столбцов. Смысл 
статистики в (III.2.13) дЛЯ трехмерного случая аналогичен. 
Если умножить статистику (III.2.13) на n - общее число наблю
дений, то получим статистику информационной силы связи в двух
входовой (соответственно и в трехвходовой) таблице СОПРSIжен
ности. 

Поскольку в (III.2.13) l,n, r (х, у) можно представить в виде 
iт, r (х, у) = Н"" r (х, у) - Нm (х) - Hr (у), (ш. 2. 14) 

где волна указывает на то, что мы имеем дело с оценкой, отсюда 
следует, что информационная статистика силы сопряженности 
подсчитывается с помощью оценивания трех энтропий Шеннона. 

Также нередко используют информационный nоэффициенm nор
реляции, оцениваемый по формуле 

-р (х у) - ./1 _ e-211т,т(Х, у) I m,r ' - V , (ш. 2. 15) 

и, таким образом, Р также оценивается через три энтропии (Rуль
бак, 1967). 

Статистики Й k (х), 1т, r (х, у) И Рm, r (х, у) являются асимптоти
чески несмещенными, но, как мы покажем в дальнейшем, при 
умеренном объеме выборки и значительном количестве классов 
смещение может оказаться очень значительным. Все эти статистики, 
как мы видели, выражаются через энтропию Шеннона, поэтому 
прежде всего необходимо изучать ее смещение. Относительно 
энтропии Шеннона известна следующая теорема Башарина (Баша

рин, 1959): Йk(х) распределена аси:мmоmичесnи IiОр:МЛЛЫЮ с nара-
меmршии 

k 

Е[Пk(х)]=- ~Pilnp;+ oCL)=Ho+oC), (Ш. 2. 16) 
.=1 
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(Ш. 2. 17) 

при этом n означает объем выборки, а Но = - ~ p.ln Р. - энтропию. 
Формулы (ПI. 2. 16) и (IП. 2.17) свидетельствуют, что поправка 

на смещение не вводится. 

Точно так же для статистик lm.r (х, у) и соответственно Р",.т(Х' у) 
при водятся формулы (Кульбак, 1967) 

и (Ш. 2. 18) 

Е иm.т (х, у)) = 10 + оС)] 

Е [Рm. т(Х' у)] = Ро + о (~), 
где 10 и Ро - теоретические значения соответствующих коэффи
циентов (т. е. выражения (ПI. 2. 13) для 1 и (ПI. 2. 15) для р, 
куда вместо оценок подставлены значения соответствующих пара

метров). 

Ниже будет показано, что во многих случаях, важных для прак

тики, при расчете Й необходимо вводить поправку на смещение. 
При этом расчет поправки разумно делать с точностью до о (11n2). 

Точно так же при расчете дисперсии D(Й) во многих случаях сле
дует вводить поправку на смещение. Эту поправку рационально 
вводить с точностью до о(11n3). Если бы мы не вводили поправок 
на смещение и пользовались бы нормальной аппроксимацией 
Башарина (IП.2.16) и (III.2.17), то в случае равномерного рас
пределения (частный случай равенства параметров полиномиаль
ного распределения) 

1 
Рl=Р2= '" =Pk=k (Ш. 2. 19) 

мы получили бы дисперсию, равную нулю, что лишено смысла. 
При полиномиальных распределениях, близких к (III.2.19), 
потребовал ось бы чрезвычайно большое число наблюдений для 
того, чтобы обеспечить удовлетворительную точность. Такое 
уменьшение точности связано с тем, что в случае (III.2.19) уже 
нельзя пользоваться нормальной аппроксимацией для Й (случай
ная величина 2n 1 НО - Й 1, как можно показать, асимптотически 
распределена как центральное х2 с k - 1 степенью свободы). 
-у ненормального распределения будет другое математическое 
ожидание случайной величины и ее дисперсии, чем у нормального, 
причем они сдвинуты по отношению к (IП.2.16) и (III.2.17). 

В общем случае величина смещения зависит от значений па
раметров, которые нам неизвестны. Если вместо парамеТрОR 
подставить их оценки, то такая операция сама вызовет некоторое 

смещение. Однако при введении поправки с точностью,'],о о (11n2 ) 

для Й и с точностью до о (11n3)- дЛЯ D(Й) такие поправки оказы-
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ваются не зависящими от значений параметров (дальнейшие 
поправки более высоких порядков уже зависят от значений 
параметров pJ. Одновременно поправки указанного порядка 
обеспечивают достаточную точность и на практике. 

Ниже дается подробный вывод поправки на смещение дЛЯ Н, 
а дЛЯ D(H) приводится только конечный результат. 

При расчете смещения в обоих случаях мы используем формулу 
Тейлора, так как обычно употребляемый метод Rенуйля для устра
нения смещения (Rендалл, Стьюарт, 1966, 1973) неудобен для при
менения к величине pJnp •. 

Найдем сначала знак смещения. Согласно н,еравен,сmву Иен,сен,а 
(Рао, 1968, с. 62), для выпуклых функций справедливо соотно-
шение 

Е! (х) ;;. j (Ех), (111.2.20) 

где Х - случайная величина, а !(х) - выпуклая функция от Х. 
Так как для функции 

j (Р.) = Р. ln Р. 

математическое ожидание существует и вторая производная не

отрицательна (она равна 1IР., если Р. тО), то это выпуклая 
функция, и мы можем применить к ней (III. 2. 20), откуда 

Е (Р. ln Р.) ;;. EP.ln (Ер.). 

у читывая, что частость есть несмещенная оценка вероятности 

Ер. = Р •• 

получаем 

Отсюда 

или 

EHk (х) ,;;; H k (х). 

Иными словами, выборочная оценка энтропии всегда занижена 
в среднем, поэтому для исправления смещения к оценке должна 

быть прибавлена некоторая положительная поправка. 
Далее для упрощения мы принимаем, что О < Р. < 1 при 

i=1, 2, ... , k. Таким образом, мы не допускаем в нашей класси
фикационной таблице пустых клеток. 

Докажем теперь, что для любого 0< Р. < 1 справедливо 
следующее соотношение: 

- ln - _ - ln + Р. (Л - Р.) Р. (Л - р,)2 + 
Р. Р. - Р. Р. Р. - 2p~ 

+ Л (Р. - Р.)з + _ 
3p~ и., (Ш. 2. 21) 
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где 

Р. и v. - случайные величины, Р. - параметр. 
Пусть Р.=О. 
Тогда (III. 2. 21) преобраsуется к виду 

О=б., Iv.l<l. (Ш. 2. 22) 

Примем теперь, что 0< Р. < 1, и введем случайную величину 

которая во всех случаях больше, чем -1. 
Ряд Тейлора для функции ln (1 + 3.) сходится только в том 

случае, когда 3. Е (-1; 1), но формула Тейлора верна для 3. Е (-1, h], 
где h>O. 

Перепишем теперь выражение 

ln [1 + (Р. -;/.) J= ln (1 +3.), 

испольsуя формулу Тейлора с остаточным членом в форме Коши. 
Тогда 

ln [1 + (Р. - Pi) ] = Р. - Р. _ (Р. - р.)2 + (Р, - р,)8 _ 
Р. Р. 2p~ 3p~ 

(Р. - р.)4 [1 - ё (Р., Р.)]з 

- 4;[1 + ё ( . р.) (Р. - P')J4
' 

Р. Р... Р. 

(Ш. 2. 23) 

где для случайной величины G (Р., Р.) справедливо неравенство 

0< ё (Р., Р.) < 1. 
Умножая правую и левую части (III. 2. 23) на Р., получаем 

p.lnp.=i'I.ln .-1- Pi(Pi-Рi) _р,(р,_р.)2+ р.(р._р;)з_ 
• • у. Р. [р, 2p~ 3Pl 

_ Р. (Р. - р.)4 [1 - ё (Р., Р,)]3 • (Ш. 2. 24) 

~[l+ё( -.) (Р;-Р')][1+ё( . _.) (Pi-Pi)]3 
Р. Р., Р. Р. Р .. Р. Р. 

Обоsначим последний член в (III. 2. 24) череs v. (Р., Р., G). 
Докажем теперь, что 

(р. _ Р')' 
I б. (Р., Р.; 6) 1< • Р. • (Ш. 2.25) 

при условиях 
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I1з очевидного неравенства 

следует, что 

(Ш. 2. 26) 

Так RaR (1 - е) Р. + ер. положительна и не меньше min (Р, pJ, то 
( (Р. _ р.)4 _ 

Р_ (- Р )4 'р3 ,если Р. < Р •• 
i Р.; - i _ J 1-

I и. I ~ pW mill (Р;. Р,) = r (Р.; Pi) =), Р. (Р. _ р.)4 _ 
I 4 • если Р.;;;' Р.· 

Введем функцию 
\ Р. 

Очевидно, 

r* (Р.; Pi) ;;", r (Р.; Р.) 

для значений р, > о и 0< Р. < 1. 
ИтаR, 

I -. 1< (Р. - р.)4. _ 
и. р1' 

одновременно с (ПI. 2. 25) доказано также (ПI. 2. 21) . 
.иСПО:Iьзуем теперь неравенство 

IEv.I~Elv.I<Er*(p.; р.). 
Тогда 

С'де 

146 4 
Eii; (Р., Р •• б) ~ Er* (Р •. Р.) ~"4 ЕМ - 3 Ep~ +"""2 Ер1- - Ер. + 1. 

Р; Р, Р, Р. 

После приведения подобных членов и сокращения 

11 3 3 
Е (Р. ln Р.) = In PiEp. -"6 Ер. + Р. Ep~ - 2Pl Ep~ + 

1 + з--::i F;Pi + Еи. (Р •• Р •• б). (Ш. 2. 28) 
Р. 

Найдем теперь моменты Ер., Ep~, Ep~ и EPt, подставим их 
в (III.2.27) и (III.2.28) и проведем суммирование по i от 1 до k. 
Напомним, что для вычисления k-тОГО момента случайной вели
чины Х удобно В3ЯТЬ характеристическую функцию '-Px(t) этой 
величины, получить ее k-тую производную '-P~k) (t) по t, вычислить 
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величину производной при t=O и полученный результат разделить 
на ik • 

Изучаемая случайная величина Р. совпадает с величиной n)n, 
где N• - число наблюдений в i-той клетке, а n - общее число 
наблюдений; n. имеет биномиальное распределение, поскольку 
попадание в клетку может рассматриваться как успех испытания 

в биномиальной схеме с вероятностью успеха Р.. Непопадание 
в клетку рассматривается как неуспех испытания, который имеет 

вероятность qj=1 - Рг В этом случае характеристическая функ
ция для Pj 

( . t )n 
'fpj(t)= pje'n +qj . 

Прямое применение изложенной процедуры для нахождения 
моментов дает 

з Р, й(3n-3) (n-1)(n-2)p~ 
ЕР.=n2 + n2 + n2 , 

Ер4 •. =Рnз'+ 7(n-1)pz 6(n-1)(n-2)p~ (n-1)(n-2)(n-3)Р1 
nз + nз + nз . 

Подставляя полученные моменты в (III. 2.27) и (III. 2. 28), пот 
лучаем 

11 3[Р> (n-1)Р1] 
Е (Р. ln р,) = Р. ln Р. - 6" Р. + р. n + n -

3 [Р> Р; (3n - 3) (n -1) (n - 2) p~ ] 
- 2PZ n2 + n2 + n2 + 

1 [Р> u7 (n -1) Pl 6 (n -1) (n - 2) p~ 
+ 3p~ па + nз + nз + 

(n - 1) (n - 2) (n - 3) p~J + nз + t., 
где 

t ~[PO 7(n-1)Pl 6(n-1)(n-2)p~ (n-1)(n-2)(n-3)p~J 
• < Р1 nз + nз + nз + nз -
_.![Р> p~(3n-3) (n-1)(n-2)p~J .![Р> (n-1)Р~J_з 

p~ n2 + n2 + n2 + p~ n + n . 

Приводя подобные члены и суммируя по i от 1 до k, получаем 

k -1 1 5 1 2 3k k k ( k ) 

Е ~PilnPi= ~P.lnP'+'2'n+n2 '6 ~P> +3-2 + 

( 
k k ) k 

+;з ~ ~ pl~ _ ~ ~ :. + 4k - 2 + ~ t" (Ш. 2. 29) 
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где 

k (k k ) 
""" t, < \ 3 """ -; - 6 """ .!. + 3k + ~ n ~p; ~p, 
;=1 '=1 '=1 

( k k k ) 
+ \ """ 1з _ 7 """ \ + 12 """ ..!. - 6k • n ~P; ~P; ~p, 

'=1 ,=1 ;=1 

(Ш. 2. 30) 

Таким образом, 

k k 

"",, _ _ """ k+1 
Е ~ Р; ln Р. = ~p,ln Р. +"""2n + ш, 

'=1 

причем, согласно (III. 2. 29) и (III. 2. за), 

Ш=О(~2)' 

Иными словами, к оценке Й k (х) следует добавлять поправку 
k-l 

на смещение, равную ~, после чего остающееся смещение 

имеет порядок 1(n2 • 

Из тех же формул (III. 2. 29) и (III. 2. за) видно, что члены 
порядка 1jn2 уже зависят от параметров Pi' 

Уточним теперь выборочную оценку дисперсии статистики 
lIk (х). 

k 

Мы уже использовали обозначение - ~ p.lnp,=Ho' 
'=1 

Введем аналогично построенное обозначение 

Тогда, пользулсь методикой, аналогичной только что использо-
ванной, получим 

(Ш. 2. 31) 

ИтаR, при оценивании дисперсии выборочной энтропии Шен-
- k-1 

нона из полученного значения дисперсии Н k (х) нутно вычесть 2n2' 
после чего остающееся смещение будет иметь порядок 1/n3 , причем 
дальнейшая поправка уже будет зависеть от параметров Р •• 
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Используя полученные результаты, внесем теперь поправку 
на смещение в статистику количества информации в двухвходовой 

таблице сопряженности 1т .,. (х, у). 
Поправка на смещение в (III.2.14) складывается из поправок 

для каждой из трех энтропий. 
В итоге получаем 

mт-1 (1) m-1 (1) т-1 (1) Мт.,,(х. у) =----:zп-+ о n2 +2n+ o n2 +---z;-+o n2 = 
__ (m-1)(т-1) 1 (~) 
- 2n т о n2 • (Ш. 2. 32) 

Таким образом, выборочная информация в среднем завышена 
и требует вычитания поправки в соответствии с (III.2.32). Из 
(III.2.32) дЛЯ статистики информационной силы связи, Т.е. для 

1 т. ,,=n1 т. ", получаем поправку на смещение, равную 

(m-l)(r-1) (1) 
- 2 +0 n . 

Расчеты для трехвходовой таблицы сопряженности дают 
поправку 

_ 1 (1) 
ит, ". в (х, у. z) = - 2n (mTS - т - т - S + 2) + о n2 • (Ш. 2. 33) 

Эта поправка должна быть вычтена из величины, полученной 
по соответствующей формуле в (III.2.13). 

Рассмотрим теперь поправку для статистики информационного 
коэффициента корреляции 

-р (х у) _·v 1 _ e-21Im,r(x, 1/) I m,r , - • (Ш. 2. 34) 

_ Если в (III. 2.34) не вводить поправку на смещение для 
1т, r (х, у), то, очевидно, среднее значение Рт.,. (х, у) окажется за
вышенным, как это видно из (III. 2. 32). 

(m-l)(т-l) -
Если ввести поправку - 2n в значение 1 т, r (х, У), то 

величина Рт.,.(Х, у) будет в среднем занижена. Qднако если мы 
введем поправку, соответствующую (III. 2.32), в 1 т, r (х, у) И ис-

пользуем исправленную величину 1 т.,. (х, у), равную 1т.,. (х, у), 
для вычисления 

Ар (х у)_ Vl_e-211m,rlХ,1/)1 m,,. , - , 

то получим статистику Рm.,.(Х' у), смещение которой очень мало и 
имеет отрицательный знак. 

Действительно, Pm,r(X' у) есть вогнутая функция l m•r (x, у). 
Поэтому из неравенства Иенсена следует, что 

Epm.r(x, у)= Е Vl_e-211m,,.(x.1/)1 ~ Vl_e-2IElm,r(x.1/)I. 

172 



Далее, ЮlR было показано, / т," (Х, у) практически не имеет 
смещения, т. е. Е!m.,,(Х, y)~Im.,,(x, у). Подстановка E!m.r(x, y)~ 
~Im.,,(x,y) в правую часть неравенства для ЕРm.,,(Х,У) дает 
окончательно 

Ер' (х у),,;:: ./1_e-2IIm,,,(х,IIJI_р (х у) 
т, r ' -...;;:: v - 1n, r ' • 

Таким образом, параметрическая точка Рm." (Х, у) несколько 
больше, чем математическое ожидание статистики Рm,,, (Х, у). 

Знание смещения позволяет исправлять статистики, определять, 
сколько классов должно быть использовано при фиксированном 
числе наблюдений, каково должно быть разумное число наблюде
ний, если мы фиксируем размерность таблицы сопряженности 
(это особенно важно для таблиц со многими входами). Формулы. 
выведенные в этом разделе, дают результаты, точность которых 

зависит от числа наблюдений (n) и числа классов (k). Точность 
повышается с ростом n и уменьшением k. П риемлемые соотноше
ния между n и k могут быть получены путем соответствующих 
подсчетов. Как правило, отношение k/n должно быть ПОРЯДI{а 
0.1 или менее. В этом случае наши рекомендации дают приемле
мые поправки. 

Рассмотрим некоторые примеры. 
В табл. III.1 приведены частоты ориентировки острых концов 

зерен песка в свите надкирмакинских песчаников продуктивной 
толщи Азербайджана в Кирмакинской долине. Цифры пока
зывают, что величина энтропии порядка 2.17, т. е. в нашем 
случае поправка несущественна. 

Следующий пример (основанный на результатах вычислений 
1т,,, (Х, у) и Рт, r (Х, у)) посвящен изучению связи между Ti02 

и Р2О5 В гранитоидах (с содержанием Si02 > 60%) Швейцарии 
(без Гельветского покрова). Не учитывая величины поправок 

и зависимости их от величин т, r и n, для вычисления Р мы по

строили табл. ПI.2 (Вистелиус, 1964). Разработав только что 
изложенную методику исправления смещения, мы убедились. 
что при имеющемся числе наблюдений разумно работать лишь с таб
лицами 3х3 или 2х2. Таблица 3х3 дана ниже под номером III.3. 
ДЛЯ иллюстрации влияния соотношения между k и n на величину 
поправки мы произвели подсчеты также по таблице 5 х 5, которую 
не приводим. 

Результаты подсчетов таковы: 

/15,14 (Ti02• Р205) = 0.5915, 
15,5 (Ti02 • Р205) =0.0601, 
1з, з (Ti02, Р 205) = 0.0315, 

Р15.14 (Ti02• Р205) =0.83, 
Р5.5 (Ti02, Р 205) = 0.34, 
Рз,з (Ti02, Р205) =0.25. 

Рассчитаем теперь поправки на смещение для таблиц 5 Х 5 и 
3 Х 3. Результаты после введения поправки следующие: 

15,5 (Ti02, Р205) =0.0071, Р5,5 (Ti02, Р205) =0.12, 
lз,з (Ti02, Р205) =0.0180, Рз,з (Ti02, Р205) =0.19. 
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Т а б л и Ц а 111.1 
Распределение частот по раЗрllдам в 200 от 270 до 900 (n = 227) (ГРlIзнова, 1953) 

Разряды 270 < 290 I 290 < 310 I 310 < 330 330 < 350 I 350 < 10 10 < 30 I 30<50 50 < 70 I 70< 90 

-Л; 26 31 33 17 18 32 32 23 15 
р. 0.1145 0.1366 0.1454 0.0749 0.0793 0.1410 0.1410 0.1013 0.0661 

IlnPi I 2.16718 1.99070 1.92827 2.59160 2.53452 1.95900 1.95900 2.28967 2.71659 

При м е ч а н и е .. 11, = 2.15938, All, = 0.01762, 1l~ = 2.1770. Последующие члены поправки, соответствующие о (7). вместе взятые, 
не превосходят 0.003, они ВЫЧИСЛfПотся по (III. 2.29) и (III. 2.30), для этого в указанные формулы вместо параметров Р> подстаВЛЯЮТСII их 
оценки Pi. 

Таблица 111.2 

Таблица сопряженности между Р20. и Тi02 (В %) для граиитоидов Швейцарии (Вистелиус, 1964) 

Р,О. 

'" Q) '" ." 00 .... ... .- <:> CQ '" Q) 
<:> о .... .... .... '" '" '" CQ CQ CQ CQ 

ТЮ, 
о о о о о о о о о о о о 

CQ V V V V V V V V V V V V '" <:> 

'" '" 00 .... ... CQ 

О CQ '" "., ,- о CQ '" О <:> q о .... .... .... '" '" '" CQ CQ CQ 

V о <:> о о о о о о о о о о /Л 0'1 

< 0.1 3 3 1 3 1 2 4 1 2 1 1 5 27 
0.1 < 0.2 1 4 1 3 1 10 
0.2 < 0.3 1 1 1 2 2 3 1 1 1 1 1 15 
0.3 < 0.4 1 4 3 2 1 4 1 2 2 20 
0.4 < 0.5 4 3 1 3 4 2 1 2 1 1 2 24 
0.5 < 0.6 1 2 2 3 1 2 3 1 1 2 18 
0.6 < 0.7 1 1 2 2 2 5 13 
0.7 < 0.8 2 1 2 2 1 8 
0.8 < 0.9 2 1 1 1 2 7 
0.9 < 1.0 1 1 
1.0 < 1.1 1 1 
1.1 < 1.2 1 1 
1.2 < 1.3 1 1 2 
1.3 < 1.4 1 1 2 

;;" 1.4 1 1 О 2 
~ 6 6 14 15 10 16 12 17 10 7 9 4 5 20 151 



Т а б л и ц а 111.3 

Таблица сопряжениости между Ti02 и Р206 В гравитоидах 
Швейцарии (Вистелиус, 1964) 

Р,О, 

TiO, 

I I I <0.15 0.15<0.30 ~О.ЗО j; 

< 0.30 22 20 10 52 
0.30 < 0.60 21 29 12 62 

~ 0.60 8 13 16 37 

~ 51 I 62 I 38 I 151 

Расчеты покаsывают, что оценка стабилиsировалась, а ее HeSHa

чительные расхождения скорее всего обяsаны эффекту группировки. 
Итак, параметрическое значение p(Ti02, Р205) скорее всего 

около 0.15. Судя по тому что О < р < 1, можно полагать, что при 
р=0.15 и 151-0М наблюдении гипотеза о наличии связи междУ 
Ti02 и Р205 скорее всего не поддерживается наблюдениями. Если 
бы мы не знали о величине поправки и не использовали ее, то мы 
приняли бы Р15 14(Ti02, Р205)=0.83, что можно было бы рассматри
вать как сильный аргумент в пользу гипотезы о наличии связи. 

При м е р III.3. О д о с т а т о ч н о с т и 
максимального наблюдения 

при оценивании правой точки 
усечения 

Если наибольшее значение, которое может принимать случай
ная величина Х, есть е, то распределение этой случайной величины 
называется ограниченным справа, а параметр е - верхней гра
ницей. Аналогично вводится распределение, ограниченное слева. 
ВО многих задачах геологии представляют интерес неотрицатель
ные случайные величины, ограниченные справа и слева. Такие 
случайные величины имеют две границы, но левая граница, рав
ная нулю, известна. Таким образом, остается задача оценивания 
точки е. Существует ряд ситуаций, когда естественная оценка 
Хшах (максимальное наблюдение в выборке) является достаточной 
для правой точки е, что кажется интуитивно ясным. Цель настоя
щего примера - выяснение и разграничение ситуаций, в которых 

Хшах является достаточной статистикой, и тех, в которых оно может 
ею не быть. 

Выяснение этого вопроса практически важно потому, что в ряде 
случаев - при ограниченном времени исследования, трудной 
достижимости объекта, большой стоимости наблюдений и т. д. -
необходимо по возможности уменьшить число измерений. В част-

175 



ности, было бы весьма желательно знать заранее, нужно нам 
измерять только максимальное значение исследуемого признака 

или необходимо также фиксировать значения других наблюдений. 
При рассмотрении поставленной задачи мы примем упрощаю

щее предположение I что У наблюдаемой случайной величины су
ществует плотность, н наблюдения собраны с помощью простого 
случайного выбора. 

Разделим все ограниченные плотности на два класса. В первый 
войдут те плотности, которые описываются следующей стохасти
ческой схемой: исходная плотность f(x; 6), отражающая природ
ное явление, не имеет правой граничной точки, т. е. случайная 
величина хотя и с чрезвычайно малыми вероятностями может 
принимать сколь угодно большие значения. Далее, наблюдения, 
большие, чем 6, отбрасываются из каких-то предметных соображе
ний и плотность оставшейся части наблюдений умножается на 
компенсирующий постоянный мношитель, т. е. вводится плотность 
усеченного распределения 

r (х; 6) = -;o.---:f-o(-,X)_ 

S f (х) ах 
о 

(Ш. 2. 35) 

Как будет показано в дальнейшем, для всех плотностей f * (х, 6) 
значение Хшах является достаточной статистикой. 

Существуют, однако, стохастические схемы, согласно которым 
усечение возникает как следствие соответствующего механизма, 

определяющего явление, а не в процессе урезания и перенорми

рования по (111.2.35). Для этого класса плотностей Хшах не обязано 
быть достаточной статистикой, что будет показано ниже. Для 
выяснения, когда в последнем случае Хшах оказывается достаточной 
статистикой, существует следующая теорема. 

т е о р е м а 111.1. Пусть имеется плотность вероятности 
f(x, 6), сосредоточенная на сегменте [О; 6], и опробование nрэ
uзводится с помощью простого случайного выбора. Статистика 
Хшах достаточна для nара:м.етра 6 в том и только в том случае, 
когда плотность можно представить в виде 

f (х; 6) = t (6) r (х) (х < 6). (Ш. 2. 36) 

При этом первый множитель в правой части ([[/.2.36) не 
зависит от наблюдений, но кроме 6 может зависеть от nаких
либо других параметров, входящих в плотность, а второй мно
житель в правой части не должен зависеть от параметра 6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы не приводится, так 
как оно может быть получено с помощью незначительного изме
нения результатов в разделах 17.40 и 17.41 в курсе Кендалла 
и' Стьюарта (1973). 

Рассмотрим теперь f*(x; 6) в (II1.2.35) с точки зрения опреде
ления (1II.2.36). Положим в (111.2.35) 
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1 
8 =t(6) и j(x)=r(x). 

S j(X) dx 
о 

Тогда f* (х; 6) = t (6) r (х), откуда следует, что Хшах IIвляется 
достаточной статистикой для f* (х; 6). 

Однако приводимый ниже пример показывает, что имеются 
случаи, когда Хшах не является достаточной статистикой. Рассмотрим 
для этого плотность, сосредоточенную на [О; 6]: 

( 
2~ sin ;; • если х Е [О; О], 

f (х; б) = 
О. если х (Е [О. б]. 

(Ш. 2. 37) 

где угловой аргумент ~~ относится к первому квадранту и f (х; 6) 

неотрицательна. 

Поскольку 
8 

те r 'ТСх 
2iJ J sш 2f dx = 1. 

о 

функция (III. 2. 37) является плотностью. Очевидно, что плот
ность (llI. 2. 37) не может быть разделена на два множителя, из 
которых один содержит х, а другой только 6. В этом случае плот:... 
ность f (х, 6) нельзя представить в виде (Пl. 2. 26), и поэтому Хшах 
не является достаточном статистикой для 6. 

Если мы сравним эти два случая с точки зрения существа дела, 
то сможем обнаружить следующие соотношения. В том случае, 
Rогда Хшах является достаточной статистикой, кривая f* (х; 6) 
подобна f (х), ее конфигурация определена t (х), а большая высота 
по сравнению с t (х) целиком зависит от положения точки усече
ния в. Наблюдения над точками, принадлежащими кривой слева 
от в, не содержат никакой новой информации, если мы знаем ана
литическую форму t (х). 

в случае плотности (III.2.37) изменение значений в приводит 
к неподобному преобразованию конфигурации кривой. Когда мы 
приводим в соответствие новому значению в возникающую при 
этом конфигурацию кривой, то мы тем самым связываем значение 
Rаждой точки на кривой со значением в. Таким образом, требуются 
все наблюдения, расположенные слева от в в (III.2.37), дЛЯ того 
чтобы по выборке оценить в. Каждое из этих наблюдений содержит 
информацию о форме t (х; в), а следовательно, и о позиции е. 
Это объясняет, почему одно Хшах недостаточно для оценки положе
ния в по выборке. 

На рис. III.1 приведено усеченное распределение зерен гра
ната в песке с оз. Мичиган. Представим себе, что песок просеян 
через некоторое сито с неизвестным диаметром отверстий, и мы 

12 А. Б. Вистелиус 177 



хотим оценить этот диаметр по размеру прошедших через сито 

песчинок. В этом случае усечение введено искусственно. При этом 
получается распределение с неизвестным параметром - правой 
точкой усечения. Согласно теореме III.1, Хшах не зависит от вида 
функции распределения и является достаточной статистикой для 
параметра точки усечения. 

Рассмотрим другой пример. В миоценовых слоях, образующих 
обрывы в хребте Иланлы в Туркмении (на юго-восток от сел. До

70 

O~~~~~~~-

0.050 0.100 0.1500.175 
Размер эер'еil граната/мм 

ната), имеются про слои ангидри
тов. Максимальная неизвестная нам 
мощность слоя ангидрита не пре

вышает d. Обломки ангидрита об-

Рис. 111.1. }'сеченное распределение зерен 
граната в песке с оз. Мичиган у Эванстоуна 
(материалы А. Б. Вистелиуса и Е. Дапnлеса, 

1975 г.). 

валиваются, попадают во впадины близ подножия обрыва и 
здесь окатываются, образуя валуны. Очевидно, что в этом случае 
мы имеем плотность f (х; d), где Х - диаметр валуна, а d - оцени
ваемая мощность слоя ангидрита. Эта плотность оказалась усе
ченной благодаря специфическому природному условию, опре
деляющему размер валуна ангидрита. Для того чтобы выяснить, 
является ли статистика Хшах достаточной, ·необходимо проведение 
специальных исследований. Если она окажется достаточной, то 
геологу нет необходимости для определения 6 измерять множество 
валунов. Нужно обеспечить сбор наблюдений по схеме простого 
выбора, подсчитать общее число валунов в пробе и измерить 
один из них - самый большой. 

Ш.3. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

Ниже показан круг основных идей и методов, с которыми при
ходится иметь дело при проверке статистических гипотез. Для до
с.тижения большей ясности рассматриваются только важнейшие по
нятия. В начале дается общая характеристика предмета, затем 
введенные понятия иллюстрируются и развиваются на материале 

равномерного распределения, позволяющего показать эти понятия 

достаточно просто. 3 В заключение дается пример - показывается 

3 Нужно иметь в виду, что равномерная плотность на сегменте [а, ы1 
нерегулярна, так как у нее отсутствуют производные в точках а и Ь. В связи 
с этим некоторые методы точечного оценивания неудобно иллюстрировать 
на материале этой плотности. Что же касается попытки проверки теории ста
тистических гипотез, то равномерная плотность позволяет их рассмотреть 

с достаточной полнотой. 
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техника работы с конкретным материалом, часто встречающимся 
в геохимических исследованиях (проблема проверки предполагае
мого распределения концентраций химического элемента). В ка
честве исходных данных рассматриваются ранее изученные нами 

сведения о концентрации Na20 в базальтах. 

111.3.1. Основные идеи и важнейшие определения 

Пусть мы имеем некоторую совокупность и хотим проверить 
предположение относительно ее вероятностных свойств с помощью 
наблюдений. Такое nредnоложен,ие, заключающееся в гипотезе 
относительно распределения вероятностей н,аблюдаемых точек 
в выборочном пространстве W, н,азывается статистической гипо
тезой и обычно обозначается через Н;, где i означает конкретный 
тип гипотезы. 

Необходимость построения статистической гипотезы в работе 
геолога определяется следующим. В процессе исследования на
капливаются в основном интуитивные представления о формирова
нии исследуемого объекта (цель работы - узнать, как формиро
вался объект). Возникающие при этом представления в дальнейшем 
называются геологической аксиоматикой. Такая аксиоматика 
недостаточно определенна для того, чтобы поддаваться точной 
проверке. Таким образом, возникает необходимость в дальнейшей 
схематизации. Эта схематизация дает формальное математическое 
представление о том, каковы должны быть соотношения между 
наблюдениями, если аксиоматика правильно отражает природную 
ситуацию. Математическое выражение аксиоматики называется 
моделью. Модель беднее всей геологической аксиоматики, взятой 
в целом, но при удачной работе отражает основные черты аксиома
тики. Проверить непосредственно непротиворечивость модели 
наблюдениям часто трудно. Практически можно взять у модели 
некоторые черты, поддающиеся сопоставлению с наблюдениями, 
и выяснить, не противоречат ли наблюдения этим чертам. Для сто
хастической модели эти черты являются статистической гипоте
зой. Предполагается, естественно, что в гипотезу включены харак
тернейшие особенности модели. Проверяя гипотезу по наблюде
ниям, мы принимаем или отвергаем ее. Если мы отвергли гипотезу, 
то мы отвергли модель и лежащую в ее основе геологическую 

аксиоматику. Если мы приняли гипотезу, то это значит, что модель 
и геологическая аксиоматика в тех чертах, которые охвачены гипо

тезой, не противоречат наблюдениям. 
Заключение о правильности модели и аксиоматики, принятое 

на основе того, что статистическая гипотеза не забракована, лежит 
уже вне математики. Все зависит от того, насколько статистиче
ская гипотеза отражает важнейшие черты модели. 

Как мы отмечали, изучение выборки дает возможность прове
рить статистическую гипотезу. Эта проверка может забраковать 
гипотезу, может привести к ее приемке или может показать, что 
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данных для того, чтобы принять решение, недостаточно. В процессе 
проверки гипотезы могут быть сделаны два типа ошибок. Гипотеза 
.может быть отвергиута, nогда оиа вериа. Таnая ошибnа uазыва
ется ошибnой первого рода. Возможен, естественно, и случай 
приемки ошибочной гипотезы. Ошибnа, заnлючающаяся в nрие.ме 
ошибочuой гипотезы, иосит uазваuие ошибnи второго рода. 

Пусть мы имеем две статистические гипотезы. При этом одна 
из них охватывает определенные допущения относительно свойств 
совокупности, из которой сделана выборка. Обозначим эту гипо
тезу НО и назовем ее проверяемой гипотезой. Пусть вторая гипо
теза допускает существование у совокупности иных вероятност

ных свойств, чем охваченные Но. Эта вторая гипотеза обозначается 
Н1 (Кендалл, Стьюарт, 1973, с. 223). ЕСЛИН1 является отрицанием 
НО, то Н1 обычно называют альтерuативuой гипотезой. 

При исследовании соответствия наблюдениям НО и Н1 воз
можно, что НО и Н1 , вместе взятые, не исчерпывают все ситуации, 
т. е. Н1 не обязана являться отрицанием Но. Так, например, в даль
нейшем мы столкнемся с двумя ситуациями при изучении распре
деления Na20 в базальтах. 

При одной из них НО будет утверждать, что распределение изу

чаемой величины равномерно на (О; у3), в качестве альтернативы 
рассматриваются все остальные возможности (равномерное рас
пределение на других множествах, либо вообще неравномерные 
распределения), здесь Н1 является отрицанием Но. При другом 
подходе мы принимаем НО такое же, как в первом случае, но в ка-

честве Н1 рассматриваем возможности только равномерных рас
пределений на (О; 6), где 6+У3. В этом случае Но и Н1 , вместе 
взятые, в реальной задаче не исчерпывают всех возможностей, 
так как нельзя а priori отбросить реальность встречи вообще не
равномерных распределений. 

После выбора НО и Н1 рассматриваются только эти возмож
ности. Так повышается эффективность методов проверки гипотез, 
когда заведомо верна НО или Н1 • Эта методика может оказаться 
опасной, если ни НО, ни Н1 не соответствуют изучаемому явлению. 

Во многих случаях распределения вероятностей дЛЯ НО и Н1 
можно охарактеризовать, указав два множества шо и Ш1 значений 
параметра 6. Параметр принадлежит шо , если мы имеем дело с Но, 
и он принадлежит Ш1 , если имеет место Н1 • В этом случае говорят, 
что задача nоставлеuа в nаражетричесnож виде. Например, если 
Но и Н1 отвечают раномерному распределению на (О; 6], причем, 
согласно Н1 , 6 Е [61; 62 ]==шо , а, согласно НН 6 Е [6 з ; 6 4 ]-ш1 , 
то вопрос поставлен как параметрическая задача. Если хотя бы 
одна из гипотез не допускает представления путем задания Ш~ 

или Ш1 дЛЯ значений параметра, то задача uазывается uеnаражетри
ческой. Так, если мы проверяем НО на соответствие равномерному 

распределению на (О; уЗ] против Н1 любого другого распределе
ния, то мы имеем дело с непараметрической задачей. ЕСЛII же Н(. 
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проверяется на соответствие равномерному распределению на (О; 

уз] против равномерного же распределения на (О; 6] с параметрои 
6 =1= уЗ, то мы имеем дело с параметричеСRИМ случаем с двумя 
множествами параметров - 000' ВRлючающим одну параметричеСRУЮ 

ТОЧRУ, совпадающую с у3, и 001' ROTopoe ВRлючает все положитель
ные ТОЧRИ, за ИСRлючением уЗ. 

В параметричеСRОЙ задаче nроверяежая гипотеза Но nазывается' 
простой, если 000 содержит ТОЛЬRО одну ТОЧRУ (в примере этой точ-

RОЙ был '113). Если в 000 более одной ТОЧRИ, то гипотезу nа8ываюm 
сложnоЙ. Та же терминология принята дЛЯ H 1• 

Рассмотрим теперь в общих чертах те операции, ROTopble ис
пользуются при провеРRе статистичеСRИХ гипотез. 

Разделим выборочное пространство И7 на две части. Одну его, 
часть ш будем называть ~ритичес~ой областью, а другую опреде
лим RaR W -ш. Решение о приеМRе гипотезы производится TaR. 
Если выБОРRа хЕш, то Но отбрасывается. Правило для приеМRИ' 
или браRОВRИ НО при сравнении ее с Н1 называется ~ритериеж 
npoвep~и гипотезы Но против H 1• Мы будем рассматривать Rрите
рии лишь определенного типа. 4 Эти Rритерии заключаются в том, 
что строят критическую область ш, а затем определяют, попала ли: 
туда выборочная ТОЧRа х. Но браRуется в том и ТОЛЬRО В том случае, 
Rогда хЕш. 

Определение различных RритичеСRИХ областей дает возмож
ность использовать критерии, имеющие различные Rачества~ 

Так, например, для того чтобы Rритерий был «хорош», нужно,. 
чтобы вероятности 

p(xEwIHo) 

(вероятность ошибки первого рода) 

и: 

р (хЕ w I H1 ) 

(вероятность ошиБRИ второго рода) 
были по возможности малы. Добиться того, чтобы вероятностИ! 
ошиБОR обоих типов были одновременно сколь угодно малы, не
возможно, TaR RaK, вообще говоря, уменьшение вероятности 
одной ошиБRИ обычно сопровождается ростом вероятности другой. 
Вопрос о том, RaK выбрать оптимальные значения для обеих оши
БОR, составляет нетривиальную математичеСRУЮ задачу, имеющую, 
различные решения. В этом очеРRе мы будем пользоваться в основ
ном теорией НеЙжаnа-Пирсоnа. Эта теория в простейшем случае 
определяет процесс оптимизации, при ROTOPOM вероятность ошиБRИ 
какого-либо определенного типа удерживается постоянной, в то' 

4 Ограничимся описанием лишь одното класса критериев, называемых 
nераnдО;МU80ваnnы;мu. В нерандомнзованных критериях решение прини
мается исключительно по заранее построенной критической области и вы
борке. Сведения о других типах критериев можно найти в книге Кендалла 
и Стьюарта (1973, с. 226). 
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;время RaR вероятность ошиБRИ другого типа уменьшается на

'~ТОЛЬRО, наСRОЛЬRО это возможно. Обычно на фИRсированном 
.уровне удерживается ошиБRа первого рода, TaR RaR, RaR правило, 
'Но определяет распределение вероятностей более ROHRpeTHo, чем 
Н1 , и тем самым удобнее для провеРRИ, 

Допустим, что RритичеСRая область W построена тем или иным 
лутем. Если проверяется простая гипотеза, то вероятность ошиБRИ 
первого рода равна HeRoTopoMY числу а, Если же проверяется 
,сложная гипотеза, то вероятность ошиБRИ первого рода есть фУНR
'дия а (8) от параметра 8. В обоих случаях эта вероятность назы
вается уровнем значимости, основанным на критической области W 

'(уровня а). 
Выбор численного значения а не является математичеСRОЙ за

.дачеЙ и целиком определяется опытом. Практика показывает, что 
в зависимости от содержания задачи за а обычно принимается 
<одна из точек в сегменте 0,001 < а < 0.05. В геологии широко 
пользуются значениями а =0.05, хотя оно никогда не обосновыва
лось специальными исследованиями .. 

Во многих случаях вместо вероятности ошибки второго рода 
используется дополнение этой вероятности до единицы. Это допол
нение называется функцией мощности (кратко ее называют просто 
..мощностью). При простой альтерна тиве мощность дается числом ~. 
При сложной альтернативе мощность является функцией от пара
:метра и обозначается ~ (8). 

При проверке статистической гипотезы наиболее простым явля
'ется случай, когда проверяется простая гипотеза, состоящая в TqM, 
что выборочный вектор х имеет распределение с плотностью Ро 
(со значением параметра 8=80) против простой альтернативы. 
Наилучшая критическая область шо в этом случае может быть 
построена следующим образом. Прежде всего, в ШО ВRлючаются все 
точки, в которых ро (х) = О. Далее в область последовательно включа
ются точки, для которых Рl (х)/ро(х) наиболее велика. Этот про-

цесс продолжается до тех пор, пока ~ р о (х) dx не окажется равным а. 
w. 

Полученная область является наилучшей в следующем смысле. 
Если мы построим какую-либо другую область Ш1 того же уровня а, 
'так что 

~ Ро (х) dx = а, 
181 

'то тогда мощность нового критерия будет не больше, чем мощность 
<Оптимального критерия, т. е. всегда будет удовлетворяться не
!равенство 

~ Рl (х) dx;:;;, ~ Pl (х) dx. 
ЮО W 1 

Если альтернатива или гипотеза или обе они не являются про
'с,тыми или если не существует непрерывных плотностей, то опти-
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мизация этой простой процедуройяе гарантируется, и вопрос о вы
делении наилучшей критической области осложняется. Еще реже' 
существует оптимальное решение при непараметрической поста
новке задачи. В этом случае обычно приходится прибегать к кри
териям согласия, которые широко известны в геологии и на кото

рых мы здесь останавливаться не будем. 
В распространенном случае проверки простой гипотезы против. 

сложной альтернативы возникает вопрос о выборе наилучшей кри
тической области для этой альтернативы. При этом возможно, что' 
для каждого значения параметра 8 Е Ш1 существует одна и та же
наилучшая критическая область ш, не зависящая от конкретного. 
значения 8. Такую область называют равн,о.мерн,о н,аu,//,учшеu 1I,PU
muчес1l,ОU об'//'астью, а связанный с ней критерий - равн,о.мерн,о, 
н,аuбо,//,ее .мощн,ы.м 1I,pumepueM. Слово «равномерно» означает, что 
наибольшая мощность для указанного критерия достигается при
каждом 8 Е Ш1 • Равномерно наиболее мощные критерии встреча
ются достаточно редко. В тех случаях, когда получить равномерно
наиболее мощный критерий невозможно, прибегают к оптималь
ным процедурам, которые строятся на иных критериях. Эти крите
рии для каждого типа процедуры имеют свои названия. Некоторые
из этих критериев мы рассмотрим относительно детально, изучая 

вопрос про верки гипотезы о равномерном распределении. 

Следует еще раз подчеркнуть, что в излагаемой теории Ней
мана-Пирсона неизвестный параметр рассматривается как не
известная, но постоянная величина. 

Положения о приемке и браковке статистических гипотез, 
кажутся весьма абстрак'IНЫМИ до тех пор. пока они не разобраны 
на простом и конкретном материале. После такого разбора стано
вится очевидно, что это важнейшие понятия, которые необходимо, 
использовать в каждодневной работе. В связи с этим влже дается 
разбор изложенных понятий при решении вопроса о приемке или 
браковке гипотезы равномерного распределения. Равномерное
распределение имеет большое значение во многих геологических 
задачах. В то же время анализ ситуации, в которой принимается 
или бракуется гипотеза равномерного распределения, дает возмож
ность особенно просто продемонстрировать важнейшие статисти
ческие понятия. 

IП.3.2. Построение наилучших критических областей 
при про верке гипотез о параметре е на примере 

равномерного распределения 

Пусть имеется равномерно распределенная на (О; 8] случай
ная величина. При этом значение 8 неизвестно. Относительно зна
чения 8 мы будем строить различные гипотезы. Пусть проверяемая 
гипотеза Но ради простоты будет одной и той же, а именно 8=80= 
=10. Альтернативы Н1 будем выбирать разные. Для наглядности 
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nримем, что мы работаем с выборками, содержащими всего два 
:наблюдения, - Х1 и Х2 • При этом для всех рассматриваемых задач 
мы принимаем уровень значимости а. =0.25. 

Таким образом, выборочным пространством W в наших приме
рах всегда является положительнЫЙ квадрант плоскости Х1 , Х2 , 
.а параметрическим пространством Q - полунрямая (О; со). 
На рис. III.2 изображена часть выборочного пространства Хн Х2 и 

([. -r-=:::;;;;:-;:;t;,:;;:;::;::;:;:;;:~ 
Xz 

Рис. III .2. Критические области 
25% -го уровня для про верки гипо

тезы Но : 6=10. 
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Рис. III.3. НаИЛУ'IШие критические 
области 25% -го уровня для про верки 
гипотезы Но: 6=10 против простой 

альтернативы Н1 : 6=4. 

ПЛОТность вероятности выборочной точки Х=(Хl' Х2) дЛЯ Но. 
Эта плотность равна 

! 1~0' если О ~ Хl, Х2 ~ 10, 
Ро (Хl; Х2 ; 6 = 10) = О, 

если хотя бы одно из чисел Xl 

или Х2> 10 либо < О, 
и показана на рис. III.2. 

Рассмотрим теперь множество всех возможных критических 
-областей ШО • 25 уровня 0.25 для проверки Но. Согласно определе
нию, каждая такая область должна содержать 1/4 общей площади 
квадрата ОасЬ. Кроме того каждая такая область может содержать 
произвольную площадь на выборочном пространстве W вне 
квадрата ОасЬ. Любой из рассматриваемых участков критической 
области ШО • 25 может состоять из отдельных частей и даже из раз
розненных точек. 

Пусть ш~~~., - первая критическая область, которая состоит И3 

двух частей. Первая часть ш~~~~ находится внутри ОасЬ. Другая 
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часть UJL~~5' :rюторую мы обозначаем ИJ~~;А, находится вне квадрата. 
Вся область ИJ~:~5 на рис. III.2 покрыта горизонта:тьной штри
ховкой. 

Тогда 

и 

~ Ро (х I б = 10) dx = ~ 
ю(1') 

0.25 

~ Ро (х I б = 10) dx = О. 
ro(l") 

0.25 

Аналогично изображены области wi:~5' покрытые на рис. III.Z 
вертикальной штриховкой. Вероятность попадания в критическую· 
область равна сумме приведенных интегралов и равна 1/4, как 
это требуется по определению критической области уровня 0.25. 

На рис. III.З показаны две (из возможного бесконечного числа)' 
критические области уровня 0.25. Одна из них покрыта горизон
тальной штриховкой и состоит из квадратов Odfe и hjib, а также· 
части вне квадрата ОасЬ, укааанной стрелками, исходящими от 
ИJ6~~5' Вторая критическая область состоит из того же квадрата 
Odfe, круга, равновеликого квадрату hjib, и той же внешней об
ласти за пределами ОасЬ. Она покрыта вертикальной штриховкой 
и указана стрелками, исходящими от ИJ6~~5' Очевидно, что таких 
областей имеется бесконечное количество. Обозначим их множеств(} 
как S (а=0.25; 80=10). Ни одна из этих критических областей не· 
представляет каких-либо преимуществ по сравнению с другой,. 
пока не выбрана альтернатива. 

Выберем теперь определенную альтернативу, скажем,. 
8 = 81 =4. Обе плотности 

Pl (х I бl = 4) и Ро (х I бо = 10) 

показаны на рис. III.З в виде призм соответственно для Ро с высо
той 0.01, а дЛЯ Р1 - соответственно с высотой 0.0625. 

Выделим теперь иа множества критических областей 
S (а=0.25; 80=10) те, которые являются наиболее благоприят
ными при альтернативе 81 =4. Как отмечалось ранее, оптимальная 
область для проверки простой гипотезы против простой альтерна
тивы должна содержать такие точки, в которых отношение 

Pl (х I бl =4) 
R = Ро (х I бо = 10) 

было бы возможно больше. Кроме того, она должна содержать. 
такие точки, в которых Ро (х I 80=10)=0, т. е. в нашем случае -
все точки за пределами квадрата ОасЬ на рис. IП.З. Наконец, 
область должна быть критической областью уровня 0.25 при НО' 
Иными словами, эта область должна содержаться в нашем мно
жестве S (а=0.25; 80=10). 
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Посмотрим теперь, какое множество точек удовлетворяет от
меченным трем условиям. Из рис. III.3 ясно, что наибольшее отно
шение R достигается для точек плоскости (Х1 , Х2), лежащих 
в квадрате Odje. Отберем все эти точки в критическую область . 
.однако этих точек слишком мало, чтобы уровень области был 1/4' 

Действительно, 

~ Ро (х I 00 = 10) dx = ~ 1~0 dXldx2 = 0.16, 
{Orlje} {Оа/е} 

тогда как нужно получить 0.25. 
Следовательно, мы должны добавить еще интеграл, равный 0.09. 

Для этого нужно взять дополнительную площадь, равновеликую 
с 0.3 хО.3. Точки для этого нельзя взять вне квадрата ОасЬ, 
'так как вне его Ро (х/6 0=10)=0. Таким образом, нужно взять 
площадь, равную 0.09, где-то внутри ОасЬ, но вне Odje. Положе
ние этой площади может быть произвольное. 

Таким образом, наилучшая критическая область для проверки 
лринятых Но и Н1 состоит из трех участков - квадрата Odje, 
-области площадью 0.09, располагающейся между контурами dje и 
.асЬ, и всех точек вне контура ОасЬ. Для нашей задачи имеется 
,бесконечное число таких наилучших критических областей, каж
дая из которых так же оптимальна, как любая другая. 

Обозначим множество таких оптимальных критических обла
-стей через S (а.=0.25; 60=10; 61=4). Очевидно, что S (а.=0.25; 
60=10) ::J S (а.=0.25; 60=10; 61=4). Две из бесконечного числа 
лучших критических областей показаны на рис. III.3. В каждую 
из этих областей входят два общих участка, покрытых пересекаю
щейся штриховкой. Первый из этих участков - квадрат Odje, 
второй - вся площадь вне квадрата ОасЬ. Участки, принадлежа
щие только к W6~~Б или только К Ш6~~5' отмечены горизонтальной 
или вертикальной штриховкой. Подчеркнем еще раз, что эти 
участки должны иметь фиксированную площадь, но их форма и 
положение внутри контура adjebc произвольны. Из сказанного 
ясно, что для а. =0.25, 60=10 и 61 =4 не существует единственного 
наилучшего критерия - их бесконечно много и каждый из них 
'так же хорош, как и все остальные. 

Обратимся теперь к альтернативе 61 =8. На рис. III.4 показаны 
lIЛОТНОСТИ 

в виде призм с высотами соответственно 0.01 для Ро и 0.0156 -
для Рl' 

Рассмотрим теперь множество лучших критических областей 
:s (а,=0.25; 60=10; 61 =8). Ясно, что точки, при которых R получает 
наибольшее значение, находятся внутри квадрата Ojih. Однако 
выделить всех их в критическую область мы не можем, так как их 

186 



сЛИШRом много. Действительно, если' бы мы выделили их все, то· 
получили бы 

~ Ро (х I 60 = 10) dx = ~ 1~0 dXldx2 = 0.64, 
{Ogih} {Ogih} 

а нам требуется только 0.25. 
Таким образом, мы можем взять произвольную область пло

щадью 0.25 в произвольном положении и произвольной формы 
внутри квадрата Ogih. Кроме того критическая область должна· 

р 

0.О15б~-----~ 

Рис. III.4. Наилучшие критиче
ские области 25%-го уровня для 
проверки гипотезы Но: 6=10 про
тив простой альтернативы H1 : 6= 

=8. 

р 

0.0100 
0.0069 

!ъ О l n 

~ 
:tf 

I 
j k'W(I)/ I+R '-f 

1IJ(iJ'~-
/.0.25 

(/////////11/11/11/11 /! 
'u: с 

r/-l-, 1) 

, 

Рис. III.5. Наилучшие критические
области 25% -го уровня для проверки' 
гипотезы Но: 6=10 против сложной 

альтернативы H1 : 6 > 10. 

включать все точки вне квадрата ОасЬ. Так как нужных нам точек 
внутри Ogih и так больше, чем требуется для построения оптималь
ной области, то площадь между Ogih и ОасЬ не может включаться 
в наилучшую область. На рис. III.4 разными штриховками 
показаны две из бесчисленного количества возможных наилуч-
ших критических областей из множества S (а=0.25; 80=10; 
81 =8). Одна из них wci:~5' покрытая горизонтальной штриховкой, 
состоит из квадрата Ojlk и области вне квадрата ОасЬ. Другая 
ШЬ~~5' покрытая вертикальной штриховкой, образована прямоуголь
ником kmih, квадратом nstr и точками вне квадрата ОасЬ. 

Очевидно, что, действуя подобным образом, для каждой про-
стой гипотезы 8=80 и каждой простой альтернативы 8=81 мъr 
можем построить бесконечное множество лучших критических 
областей S (а=О.25; 80=10; 81)' 
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Рассмотрим теперь сложную левостороннюю альтернативу 
iВ целом. До сих пор мы выдвигали в качестве альтернатив отдель
ные, конкретные значения 6 (например, 61 =4, 61 =8). Теперь мы 
рассмотрим всю совокупность левых альтернатив, т. е. неопре

деленное значение 61' меняющееся в интервале (О; 10). Для каж
дого отдельного значения 61 из этого интервала мы имеем, как 
()тмечалось, бесконечное множество наилучших критических об
ластей S (а.=0.25; 60=10; (1)' Зададимся теперь вопросом: нет ли 
~реди всех этих множеств областей такой, которая содержалась бы 
в каждом из этих множеств (т. е. имеется ли непустое пересечение 
всех этих множеств)? В теоретико-множественных терминах это 
()бозначается как 

n S(a=0.25; 60=10; 61)' 
8, Е (О; 10] 

(Ш.3.1) 

Если бы нашлась такая общая область (одна или несколько), 
то она представляла бы равномерно наилучшую критическую 
()бласть для проверки всех левосторонних альтернатив сразу 
против 60=10. 

Легко заметить, что такая область существует и состоит из 
всех точек, расположенных внутри квадрата Ojlk на рис. III.4, 
и из всех точек положительной части плоскости Х1 , Х2 вне квад
рата ОасЬ. Эту область мы можем проследить на всех наших 
рисунках, поясняющих положение критических областей. Так, 
на рис. III.2 эта область обозначена как w~~'d5' если учесть 
на рис. III.2, что мы можем брать любые точки вне квадрата 
'ОасЬ. На рис. III.3 эта область получилась бы, если бы мы взяли 
выделенный нами квадрат Odje и добавили бы к нему недостающую 
площадь 0.3 хО.3, наращивая каждую из сторон квадрата на одно 
деление. Легко понять, что указанная область фигурировала бы 
также на любом другом рисунке, изображающем соотношения при 
простой альтернативе для 61 < 10. Нетрудно также убедиться, что 
имеется только одна область, входящая в пересечение (III.3.1). 

Таким образом, для сложной левосторонней альтернативы суще
~TByeT равномерно наиболее мощный критерий (надо помнить, что 
для простоты И наглядности мы выбрали а. =0.25 при выборке 
с n=2). Гипотеза 6 =10 бракуется в том и только в том случае, 
когда выборочная точка (х!, х2 ) попадает в квадрат Ojlk или за 
пределы квадрата ОасЬ. 

Рассмотрим теперь вопрос о попадании точки в область вне 
квадрата ОасЬ. Точки вне этого квадрата включены в критическую 
область на том основании, что вероятность попадания выборочной 
точки в эту область при НО равна нулю. 

Таким образом, сколько бы точек из этой (<внешней» области мы 
ни включили бы в критическую область, это не скажется на уровне 
критической области. Иными словами, включение этих точек в кри
тическую область не увеличивает ошибки первого рода. Если бы 
в этих точках была ненулевая плотность при Н1 , то их включение 
в критическую область увеличивало бы мощность. Однако в данном 
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-случае, при левосторонних альтернативах, плотность здесь будет 
нулевой и при Н1 • 

Следовательно, включение этих точек не меняет ни ошибки 
первого, ни ошибки второго рода. Включаются же они для того, 
чтобы придать критической области наиболее общий вид. Преиму
щество этого подхода выяснится тогда, когда мы включим в рас

смотрение правосторонние альтернативы и будем рассматривать 
задачи, охватывающие также положение неизвестного пара

метра 8 вправо от точки 10. 
Рассмотрим теперь какую-нибудь простую правостороннюю 

альтернативу, например 81=12. На рис. III.5 соответствующими 
призмами показаны плотности 

po(xIOo=10) и P1(xI01=12). 

Наилучшая критическая область, как это неоднократно отме
чалось, должна включать точки, для которых Ро (х I 80=10)=0, 
т. е. те же точки вне квадрата ОасЬ, о которых мы уже говорили. 
Однако теперь для части этих точек, находящихся между квадра
'Тами ОасЬ и Оmrn, Р1 (х 181=12) > О. Таким образом, включив 
эти точки, мы повышаем мощность, не изменяя уровня значимости. 

Рассмотрим теперь точки внутри квадрата ОасЬ. Для всех этих 
'Точек отношение 

Р1 (х I 01 = 12) 
R = Ро (х I 00 = 10) 

постоянно (оно равно 36/25). Из сказанного видно, что безразлично, 
RaIi.ИМ способом мы отбираем точки из квадрата ОасЬ в критиче
скую область, нужно только, чтобы площадь, охваченная этими 
'Точками, была равна 0.25. Две наилучшие (из бесконечного коли
чества возможных) критические области Ш6~~5 и шr~5 показаны на 
рис. III.5. Первая область Ш6:i5' покрытая горизонтальной штри
ховкой, образована квадратом Ojkl и областью вне квадрата ОаЬс. 
Вторая критическая область Ш6~~5 показана вертикальной штри
ховкой, она включает два участка внутри квадрата ОасЬ и внеш
ние точки по отношению к этому квадрату. 

Множество всех наилучших критических областей, очевидно, 
бесконечно. Мы его обозначим S (а=0.25; 80=10; 81 =12). Заметим 
теперь, что при построении областей, содержащихся во множестве 
S (а=0.25; 80=10; 81=12), мы не использовали специфику, 
возникающую от того, что 81=12. Действительно, мы берем все 
точки, внешние по отношению к квадрату ОасЬ, и прибавляем 
к ним произвольно расположенную область внутри этого квадрата 
площадью 0.25. Если бы мы взяли вместо 81 =12 значение 81 =14, 
то это ничего бы не изменило. Таким образом, 
S(a=0.25; 00=10; 01=12)=S (а=0.25; 00=10; 01=14)=S (а=0.25; 

00 = 10; 61) 

для любого 81 > 10. 
Следовательно, множество S (а=0.25; 80=10; 81) относится 

вообще ко всем правосторонним альтернативам. Из этого следует, 
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что для правосторонних альтернатив существует бесконечное 
множество наилучших критических областей и бесконечное мно
жество равномерно наиболее мощных критериев. Так, например, 
мы можем использовать оптимальный критерий, заключающийся 
в том, что Но : 80=10 бракуется тогда и только тогда, когда выбо
рочная точка попала в область, покрытую на рис. III.5 вертикаль
ной штриховкой. Столь же оптимальным в теории Неймана-Пир
сона будет критерий, построенный на области, указанной на 
рис. III.5 горизонтальной штриховкой. В этом отличие правосто
ронней сложной альтернативы от левосторонней, при которой 

ъ 

имелось единственное оптималь

ное решение. 

Рассмотрим теперь задачу с 
двусторонней сложной альтерна
тивой, т. е. 

Но :6=60 =10 против Н1 :6=61 =(=Ю 

(61) О). 

Рис. III.6. Критическая область 25%-г() 
уровня для равномерного наиболее мощ
ного критерия проверки гипотезы 

Но : 6=10 против двусторонних альтер-
натив Н1 : 6=(=10. 

Существование в этом случае единственного равномерно наи
более мощного критерия доказывается весьма просто. Действи
тельно, область ШЬ~)25 на рис. III.5 была равномерно наилучшей 
критической областью для левосторонней сложной альтернативы. 
Так как эта область содержится среди лучших областей для право
сторонней сложной альтернативы, то на ней основан равномерно 
наиболее мощный критерий и для двухсторонних альтернатив. 

Итак, для задачи 

Но :6=60 =10 против Н1 :6=61 =(=10 (6)0) 

существует единственный равномерно наиболее мощный критерий 
уровня а =0.25 при выборке объема n=2 (два наблюдения), 
отвергающий Но тогда и только тогда, когда либо оба наших 
наблюдения попадают в квадрат со сторонами [О; 5], либо когда 
хотя бы одно из наблюдений попадает в область вне квадрата со 
сторонами [О; 10] (рис. III.6). -

Выбранные нами из соображений удобства (J. =0.25 и n=2 
не имеют никакой специфики. Изложенные в этом примере ре
зультаты обобщаются на любые О < а < 1, любое целое n и любое 
60 >0. 

Итак, для задачи 

Н о : 6 = 60 против Н 1 : 6 =(= 60 (6 > О) 
190 



существует единственный равномер:НО наиболее мощный критерий 
уровня а для объема выборки n, отвергающий Но в том и только 
том случае, когда либо точка (Х1 , Х2 , ••• , Хn) попадает в область 
{О < Х• < а1 /n 60 } (i=1, 2, ... , n), либо когда хотя бы одно 
из наблюдений х. окажется > 60' 

111.3.3. О некоторых важных характеристиках 
статистического критерия (продолжение исследования 

гипотезы равномерного распределения) 

Напомним, что при точечном оценивании параметра мы рас
смотрели такие характеристики, как достаточность, состоятель

ность, несмещенность и асимптотическая несмещенность. Харак
теристики с теми же названиями имеются и для критериев. Так, 
говорят о достаточных статистиках критерия, состоятельных кри

териях, несмещенных и асимптотически несмещенных критериях. 

Подобные понятия, связанные с критериями, близки к соответ
ствующим понятиям, отнесенным к статистикам при точечном 

оОценивании, но не тождественны им. Ниже мы рассмотрим эти 
понятия, иллюстрируя их на примере введенного ранее равно

мерного распределения. 

Рассмотрим полученный нами для равномерного распределе
ния равномерно наиболее мощный критерий, охарактеризованный 
на с. 190, 191. 

Как мы видели, Но бракуется в одном из двух случаев: 

или 

если для всех Х. ив (Xl' Х2, ., ., Хn) выполняется I 
о ~ Х. ~ (11/n60 

если хотя бы одно ив Х. удовлетворяет неравен
ству Х. > 60 (i = 1, 2, ••. , n). 

(Ш. 3. 2) 

Первый из рассмотренных случаев можно записать в эквива
лентной формулировке как 

ХтаХ Е [О; (1Цn60], 
!Второй как 

Таким образом, решение о приемке или браковке НО принима
ется исключительно на основании статистики Хшах И нет необхо
димости знать всю выборку Х1 , Х2 , ••• , Хn ' 

Статистипа раа-мерnости -меnьше че-м n (объе-м выборnи) nааы
вается nетривиальnой достаточnой статистиnой притерия, если 
решеnие отnосительnо Но -может быть nриnято исnлючительnо 
ла осnоваnии выборочnого аnачеnия этой статистиnи. Вся выбор па 
целиnо-м, очевидnо, явля,ется достаточnой cmamucinunou раа.мер
nости n и nааывается 'тривиальnой достаточnой статистиnой 
критерия. 
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Как видим, в случае изученного равномерно наиболее мощного 
критерия статистика Хшах является одномерной достаточной ста
тистикой критерия. Сравнивая приведенные выше определения 
достаточной статистики и достаточной статистики критерия, можно 
убедиться в большом сходстве этих понятий. Так, на с. 175-177 
мы показали, что Хшах является достаточной статистикой пара
метра 6 в равномерном распределении. В то же время ХmаХ оказа
лось достаточной статистикой критерия для гипотезы о том же пара
метре. Этот случай очень типичен. Примеры, когда достаточная 
статистика параметра не является достаточной статистикой крите
рия для гипотезы о том же параметре или когда достаточная ста

тистика критерия не является достаточной статистикой параметра, 
могут быть найдены, например, в курсе Кендалла и Стьюарта 
(1973, § 22.20-22.23). 

Понятия о состоятельности и несмещенности связаны с поня
тием о мощности критерия. В связи с этим рассмотрим несколько 
подробнее понятие «мощностЫ>. 

На с. 182 м,ОЩJюстью 1'i,ритерия м,ы назвали дополнение до еди
ницы вероятности ошиб1'i,и второго рода в предположении, что Но 
вм,есте с Н1 исчерпывают все возм,ожные ситуации. Согласно дру
гому равноценному определению, более удобному для практиче
ского использования, м,ощностью называется вероятность попа

дания выборочной тОЧ1'i,и х в 1'i,ритичес1'i,УЮ область в предположении 
о сnраведдив0сти Н1• Про иллюстрируем вычисление мощности на 
примере равномерного распределения. 

Мощность полученного равномерно наиболее мощного критерия 
(см. п. ПI. 3. 2) I 1, 

60 1/n ~ (6) = а • (т) , 
( 60)n 

1- (1- а) В ' 

если 6 < а1/ n 60, 

если al/n60 ,;;;; 6 < 60' 

если 6> 60' 

(Ш. 3. 3) 

Чтобы вывести указанные выражения для мощности, предпо
ложим сначала, что мы имеем дело с первым определением 

в (III. 3. 3), т. е. 

6 = 61 < а1/1'60 • 

В этом случае все наблюдения Х1 , Х2 , ••• , Х" должны быть 
в [О; 611. Вероятность этого события равна единице. 

Рассмотрим второе определение из (III. 3. 3), т. е. 

6 = 62 И a1/ n60 ,;;;; 62 < 60' 

При этом ХmаХ может находиться в сегменте [О; 62З, но благо
приятными для попадания в критическую область являются зна
чения ХmаХ В [О; ("J.l/n6oJ. Вероятность попадания ХmаХ В этот сегмент 
равна 

(~)"_ (~)" 6 _а· 6 ' (Ш. 3. 4) 
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т. е. мы получили определение мощности на втором интервале 

в (III. 3. 3). 
Возьме:м теперь третье положение 6 в (III.3.3): 

8=8з > 60' 

В этом случае благоприятными для попадания в критическую 

область являются положения Хmах В 

(60; 6з ] и [О; а1/" 60]' 

а неблагоприятными для попаданин в критическую область яв
ляются все остальные положения Xma~ внутри [О; 6]. 

Вычислим вероятность попадания ХmаХ В (60; 6з]: 

6" б~ (60)" 
р (60 < ХmаХ ~ 6з ] = Р (Хmах ~ 8з ) - Р (Хmах ~ 60) = еп - еп = 1- Т . 

Далее вероятность попадания ХmаХ В сегмент [О; al/n60J уже вы
числена нами в (ПI.3.4) и равна 

a.(~O)". 

Складывая вероятности этих 
несовместных событий, получаем 

(3(8) 
1.0 
0.9 

0.7 

0.5 

0.3 

0.1 
Рис. III.7. Функция мощности ~ (6) рав
номерно наиболее мощного l{ритерия 

при объемах выборки n=50 и 100. 
~-LJ-LJ-L~~-L~~8 

1.63 1.71 1.79 1.87 

мощность для третьего определения в (III.3.3), т. е. 

~ (О) = 1 _ (1 _ а) (~o )" . 
Следует отметить, что мощность всегда является функцией трех 

аргументов - N, а и е (где е может быть векторное). 
На рис. III.7 приведены графики ~ (6) для а = 0.05 при 60 ~ У3. 
Соответствующие расчеты приведены в табл. III.4. 

ю~ 
0:5 • 
:д'= 

"" О:д 
>::<1> 
c:>t=t: 
=9 

::r'i"; 

о 

'"' 

О 
о ...... 

т а б л и ц а III.4 

Расчет мощностей при различном числе наблюдений 

ф <1.6314 1.632 1.635 1.640 1.650 1.700 1.7321 
~ 

~ 1.000 0.981 0.895 0.768 0.567 0.127 0.050 с> 
ос 

m.. 
ф <1.681 1.682 1.685 1.700 1.720 1.7321 1.740 
~ 0.788 0.325 0.397 с> 1.000 0.941 0.101 0.050 

с> 
,..; 

m.. 
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Т а б л и Ц а Ш.4 (п Р о Д о л ж е R и е) 

Ib~ 
ф 1.733 1.74 1.76 1.78 1.80 1.82 1.85 

'" " 
о 8- 0.965 =,= If.> 

с 0.074 0.243 0.573 0.756 0.867 0.920 
= '" 0= а:>.. 

~ф 1.760 1.780 1.800 (;)1::[ = =S о 
::r t:: о € .... 

0.808 0.938 0.980 с 
с ar 

На рис. III.7 видно характерное поведение функции мощности, 
I<OTopoe должно иметь место у всех «хороших» критериев. У таких 
критериев мощности растут с увеличением объема выборки; они 
увеличиваются по мере удаления альтернативного значения 8 =81 
от проверяемого 8=80' т. е. мощность растет вместе с увеличением 
абсолютного значения разности 1 8-80 1. При ЭТОМ рост должен 
иметь место как при удалении 8 влево, так и вправо от 80' 

Посмотрим, какие еще выводы можно сделать из рис. III.7. 
Допустим, что мы имеем 50 наблюдений и хотим принимать реше
ния так, чтобы вероятности ошибок обоих родов были не более чем 
0.05 при проверке гипотезы 80=1.732 против двусторонних аль
тернатив 8+1.732. Тогда мы сможем отличать от 1.732 левые аль" 
тернативы с 81 < 1.634 и правые альтернативы с 81 > 1.836. 
Для более близких к 1.732 значений 81 либо вероятность ошибки 
первого рода, либо вероятность ошибки ВТОРОГО рода окажется 
выше уровня 0.05. Если мы не хотим ЭТОГО допускать, то мы 
должны либо увеличить объем выборки, либо увеличить значение а 
(скажем, вместо а=0.05 брать а=0.10). Чтобы сориентироваться, 
насколько нам поможет увеличение выборки, на рис. III.7 приве
ден график ~ (8) для n=100. Потребуем снова, чтобы вероятности 
ошибок обоих родов были < 0.05. График показывает, что в этом 
случае мы сможем отличить от 80=1.732 - с теми же вероятно
стями ошибок обоих родов - левые альтернативы при 81 < 1.682 
и правые альтернативы при 61 > 1.782. 

Таким образом, область эффективной работы критерия значи
тельно расширилась. 

Из рис. III.7 видно, что мощность быстро растет с увеJIичением 
объема выборки n. В зависимости от предеJIЬНОГО поведения мощ
ности при n ~ сх) различают состоятеJIьные и несостоятеJIьные 

критерии. Критерий uазывается состоятелъuым, если для его 
мощиости мы имеем lim ~ (8) = 1, и uесостоятелъuым, если тот же 

n-+ro 
предел uе стремится yi едиuице. СостоятеJIЬНОСТЬ критерия озна
чает, что при проверке гипотезы опараметре 8=80 против 8=81' 
как бы близко ни раСПОJIагаJIОСЬ 81 к 80' ошибка второго рода может 
быть сдеJIана сколь угодно маJIОЙ (при фиксированной ошибке пер
вого рода), еСJIИ будет взято достаточно БОJIьшое ЧИСJIО наБJIюдениЙ. 

Близость понятия «состоятеJIЬНОСТЬ критерию) к понятию 
«состоятеJIЬНОСТЬ оценки» очевидна. Между этими понятиями суще-

194 



ствует следующее соотношение .. Если критерий, касающийся 
параметра 6, основывается на статистике, являющейся состоятель
ной точечной оценкой 6, то и критерий является состоятельным. 
Обратное утверждение неверно - критерий может быть состоя
тельным и в том случае, когда он основывается на несостоятельной 

оценке параметра. 

Покажем теперь, что наш двухсторонний критерий для равно
мерного распределения (III.3.3) состоятелен. МОЩНОСТЬ этого 
критерия имеет три области задания. Рассмотрим их при n ~ сх:;. 
Условие для первой области: 

0< lim al/nBo, Т. 6. G < Во. 
n-+ro 

Второе условие: 

lim а 1/n 60 ~ 6 < 00' 
n-+ro 

откуда 

ВО";; 6 < 60' 

Таким образом, вторая область задания пуста (отсутствует) 
при n ~ (Х). Сохраняются две области задания: 6 < 60 (первая) и 
6 > 60 (третья). 

Согласно определению ~ (6) в первом и третьем условиях, 
в (III.3.3) мы сразу видим, что предел равен единице и, таким 
образом, критерий состоятелен. 

Другой важной характеристикой критерия является его несме
щенность. Критерий н,а8ывается н,есмещен,н,ым, если его мощн,остъ 
н,игде н,е падает н,иже уровн,я 8н,ачимости. Итак, для несмещенности 
требуется, чтобы выполнялось неравенство 

~ (6) ;;" а 

(при всех значениях 6, рассматриваемых альтернативной гипотезой). 
Если проверяемая гипотеза также является сложной и уровень 

значимости представляет (J. (6), то несмещенность критерия опре
деляется неравенством ~ (6") > (J. (6'), справедливым для всех 
6", принадлежащих значениям параметра в альтернативной ги
потезе, и всех 6', принадлежащих значениям параметра в проверяе
мой гипотезе. Напомним, что точечную оценку мы называли 
несмещенной, если ее математическое ожидание совпадало с истин

ным значением параметра. Понятие несмещенности критерия от
несено к вопросу о том, может ли мощность падать ниже уровня 

значимости; таким образом, казалось бы, ничего общего между 
этими конструкциями нет. Однако более подробное изучение этих 
понятий обнаруживает их близость. Действительно, допустим, что 
некоторый критерий является смещенным. Тогда, согласно опре
делению, найдутся такие значения параметра 61 и 60' для которых 
~ (61) < (J. (60)' Это неравенство можно записать в эквивалентной 
форме как 

(Ш.3.5) 
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Допустим, чт\.J мы проверлем простую гипотезу Но: 8 =8и 
против простой альтернативы Н1 : 8 =81' 

Неравенство (III.3.5) имеет следующую интерпретацию. 
1- ~ (81) означает вероятность непопадания выборочной точки 
в критическую область, когда истинное значение параметра 
есть 81' Иными словами, это есть вероятность принятия за истин
ное значение 80' когда справедливо 81' Правая часть (III.3.5) 
означает вероятность принятия 80 в том случае, когда истинное 
значение параметра равно 80' Таким образом, неравенство (III.3.5) 
имеет следующий смысл: вероятность принятия 80 при справедли
вости 81 больше вероятности принятия 80 при справедли

вости 80' 
Итак, при смещенности критерия мы будем принимать в среднем 

гипотезу реже, когда она правильна, чем в том случае, когда она 

неправильна. Таким образом, мы будем делать систематическую 
ошибку в принятии решения. Такую же картину мы имеем при 
смещенном точечном оценивании, когда пользуемся смещенной 
оценкой. 

Очевидно, что смещенность оказывается особенно опасной, 
если значение 81' при котором мощность падает ниже уровня 
значимости, представляет для нас специальный интерес или если 
это значение близко к проверяемому 80' Этот последний случай 
часто встречается на практике. 

Если критерий имеет смещение, исчезающее при n ~ СО, 
то такой критерий называется асимптотически несмещенным. 
Асимптотически несмещенный критерий мы рассмотрим, иссле
дуя критерий отношения правдоподобия. 

Критерий, основанный на несмещенной точечной оценке, 
как это будет показано далее, может оказаться смещенным. В то же 
время критерий, основанный на смещенной точечной оценке, 
может оказаться несмещенным. Проиллюстрируем сказанное. 

Покажем сначала, что изучаемый двусторонний критерий 
является несмещенным. 

Действительно, если в (III.3.3) 8 < a)l" 80' то ~(8) =1 >сх, 
т. е. здесь нет смещения мощности; если а1/"8 0 < 8 < 80' то 
функция мощности сх· (8о /8)1/n с ростом 8 монотонно убывает. 

Таким образом, самое малое ~(8) будет при 8 =80' и это значе
ние равно сх. Итак, и при втором определении в (III.3.3) мощность 
не опускается ниже а. Наконец, при третьем определении, когда 
8 > 80' мощность является монотонной по 8 и ее наименьшее 
значение достигается при 8 =80' Подставляя 8 =80 в третье опре
деление (III.3.3), получим ~(8)=cx. Иными словами, ~(8) всегда 
больше или равно а, и наш критерий является Несмещенным. 
Однако этот критерий основан на статистике Хшах , которая явля.., 
ется смещенной точечной оценкой параметра 8. 

Отметим в заключение, что, как известно (Кендалл, Стьюарт, 
19'13), дюбой равномерно наиболее мощный критерий (а наш кри
тер~п РР~~~Т~Л T!l~9!3blM) ор;новремщц:!Ч ()бладает щзойст:щ~мц УО" 
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стоятельности и несмещенности, поэтому доказывать наличие этих 

свойств у равномерно наиболее мощного критерия излишне. 
Мы сделали это для иллюстрации понятий состоятельности и не
смещенности. 

III.3.4. Да.'IьнеЙшее развитие теории проверки гипотез -
сложная гипотеза протпв сложной альтернативы 

До сих пор в качестве наиболее общей задачи, связанной 
с равномерным распределением, мы рассматривали простую 

гипотезу Но: 8 =80 против сложной альтернативы H1 : 8=f=80• 
Такая постановка задачи вызваетT ряд затруднений при интер
претации, на которых мы и остановимся. 

Пусть, например, мы точно не знаем проверяемого значения 80' 
но И3 априорных соображений предполагаем, что 80 близко К уЗ, 
а фактически оно равно уЗ. Нроме того, предположим, что мы 
можем сделать неограниченное число наблюдений. 

Возьмем сначала 80=1.73. В силу того·что критерий состояте
лен, эта гипотеза практически всегда будет забракована, если мы 

возьмем достаточно большое число наблюдений (так как уЗ =f= 1.73). 
Испытаем далее гипотезу 80=1.732 (более точное приближение 

к уЗ). Снова при достаточно большой выборке эта гипотеза будет 
забракована. И так будет до бесконечности. 

Таким обраЗ0М, если мы работаем с очень большими выборками, 

мы скорее всего отвергнем правильное решение 8 0 =уЗ, а примем 
его при пользовании выборками умеренного объема. 

В итоге оказывается, что критерий лучше работает с выбор
ками умеренного, а не большого объема. Этот эффект называется 
парадоксом Берксона. Чтобы обойти указанное явление, иногда 
рекомендуется (Rендалл, Стьюарт, 1973, с. 246) одновременно 
с увеличением объема выборки n уменьшать уровень значимости (1.. 
Так, например, если n=100, то брать (1.=0.05, а при n=1000 
брать (1.=0.01. Против такой рекомендации имеются два возра
жения. Прежде всего, стремление (1. к нулю при росте n еще не 
обеспечивает устранения отмеченного эффекта. Нужно, чтобы 
это стремление происходило с достаточной скоростью, а это можно 
определить только с помощью специальных исследований кри
терия. Нроме того, работая с переменным (1., мы теряем определен
ность суждения о вероятности ошибки первого рода. 

Все эти нежелательные явления отпадут, если допустить, 
что 80 в проверяемой гипотезе может принимать множество зна
чений. Например, что 80 может принадлежать некоторому сег
менту [81' е2 ]. Тогда мы получаем сложную гипотезу Но против 
сложной альтернативы. Дальнейшее изложение посвящено этой 
еадаче. В ней l!Щ п:роверяf3l'4 flQ : е Е [6 t ; 6з] l1РОТИВ Ht : е <: e~ 
ИJIИ е > 6" . 
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Разобьем соответственно параметрическое пространство Q на 
области (1)0=[ 81; 82] (допустимые значения параметра при Но) 
и (1)1 =( -со; 81) U (82; со) (допустимые значения параметра при Н1)· 
Как уже отмечалось, мы имеем теперь две функции, характери
зующие критерий: (1.(8), определенную для значения 8 Е (1)0' на
зываемую уровnе:м 8nачu:мосmu .,.рuтерuя, и ~(e), определенную 
для значений 8 Е (1)1' называемую :мощnостью. 

Напомним, что в теории Неймана - Пирсона мы ставили задачу 
оптимизации критерия следующим образом - при заданном уровне 
значимости достичь максимальной мощности. В данной постановке 
вопроса такая оптимизация невозможна, так как уровень значи

мости не задан числом. Рассмотрим применяемые в этом случае 
подходы. 

Прежде всего вместо понятия об уровне значимости (1. вводится 
понятие гарантированного уровня значимости (1.. Говорят, что 
.,.ритериЙ и:меет гараnтироваnnый уровеnь 8nачu:мосmu (1., ес/щ 
(1.(8) < (1. для всех 8 Е (1)0 (т. е. функция уровня значимости не 
поднимается выше некоторого заданного числа (1.). Будем рас
сматривать только критерии гарантированного уровня значи

мости. Если среди них имеется равномерно наиболее мощный, 
то он, так же как в случае простой НО, является одновременно 
несмещенным и состоятельным. Именно этот критерий при
знается оптимальным. Такой критерий в случае сложной Но 
встречается исключительно редко, поэтому для оптимизации 

применяют обычно следующий подход. Сначала класс рассмат
риваемых критериев сужается. При этом сужение производится 
по какому-либо полезному для критерия свойству или важному 
для данной задачи признаку. Так, например, желательным для 
критерия качеством является несмещенность. Поэтому сузим 
класс рассматриваемых критериев до одних несмещенных крите

риев. Среди этого суженного класса может оказаться равномерно 
наиболее мощный критерий. Если такой критерий существует, то 
он называется «равnо:мерnо nаuболее :мощnы:м nес:мещеnnы:м>}. 
Выделенный в кавычках термин часто понимается неправильно -
как указание на то, что критерий является равномерно наиболее 
мощным и не смещенным , тогда как в действительности это рав
номерно наиболее мощный критерий среди несмещенных критериев. 

Иногда встречаются задачи, в которых важно поддерживать 
ошибку первого рода постоянной. Тогда класс рассматриваемых кри, 
териев сужается лишь до таких критериев, у которых (1. (8) = (l.const· 
Такие критерии называются nодобnы:мu уровnя (1.. Если среди них 
встречается равномерно наиболее мощный, то он называется рав
номерно наиболее мощным подобным. 

Существует также целый ряд других признаков, по которым 
производится сужение класса критериев, но на них мы останавли

ваться не будем. 
Допустим теперь, что мы сузили класс критериев гарантиро

ванного урщч:щ: а. )[ ~аЦIЛИ среди них ЩJ.иQо~ее ~ощныЙ. Этот 
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критерий, очевидно, обладает -наибольшей мощностью внутри 
суженного класса, но он не обязан обладать наиболее выгодным 
уровнем значимости внутри этого класса, поскольку известно 

только, что уровень значимости не превосходит числа а. В том же 
классе могут находиться критерии с более низкими на отдельных 
участках функциями уровня. Если все такие критерии имеют 
в каких-либо точках мощность, меньшую чем У равномерно наи
более мощного критерия, то этот равномерно наиболее мощный 
критерий называется строги,м, равnо.мерnо nаuболее ,м,ощnым. 

Рис. III.8. Rривые, соответствующие различным ыетодаы оптиыизации кри
терия. 

а, Ь, d, в, t - отвечают несмещенным критериям, с - смещенному критерию, а и Ь - по
добным критериям уровня ", d и е - равномерно наиболее мощным среди несмещен

ных, d - строго равномерно наиболее мощный несмещенныЙ. 

Здесь «строгий» означает, что нельзя улучшить функцию значи
мости без того, чтобы в какой-либо точке не ухудшиласъ мощность. 

Подчеркнем, что в рассмотренных операциях важен порядок, 
в котором проводится оптимизация. Так, например, для того 
чтобы получить строго равномерно наиболее мощный несмещен
ный критерий гарантированного уровня а, нужно сначала отде
лить все критерии гарантированного уровня а, затем среди них 

выделить несмещенные критерии, среди несмещенных отделить 

наиболее мощные и, наконец, среди последних выбрать критерий 
с наилучшей функцией уровня значимости. Если мы будем про
водить оптимизацию в другом порядке, то можем прийти к другому 
результату.5 

о В теории проверки сложной гипотезы против сложной альтернативы, 
по-видимому, не существует согласованной терминологии. Так, некоторые 
авторы не употребляют терыины «строго» и «гарантированный уровенЬ» или 
определяют их иначе, чем здесь, где ИСПОЛЬЗ0вана терминология Барра (1974) 
и Лемана (1964). 
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Рисунок III.8 иллюстрирует понятия, связанные с оптимиза
цией. Предположим, что имеется задача проверки гипотезы 

Но: 6 Е [61; 62] против Нl : 61 =F [61; 62] 

при уровне значимости 11.. 

Предположим далее, что для этой:-задачи существует лишь 
шесть критериев (а, Ь, ..• , f). Такое допущение не реалистично, 
так как обычно их бесконечно много. Мы приняли его, чтобы пока
зать на рисунке соотношение между кривыми, отвечающими рав

номерно наиболее мощному критерию, и кривыми некоторых дру
гих типов. Графики на рис. III.8 между точками 61 и 62 показы
вают функцию уровня значимости 11. (6), а между точками О, 61 
и 62' OJ - функцию мощности ~ (6). 

Числом 11. отмечается гарантированный уровень значимости 
11. в %. Все шесть критериев являются критериями с гарантиро
ванным уровнем значимости, так как ни одна из кривых на участке 

[61; 62] не поднимается выше 11.. Кривая с отвечает смещенному 
критерию, так как ее мощность левее 61 и прав ее 62 оказывается 
ниже уровня значимости. Кривые а, Ь, d, е, f отвечают несмещен
ным критериям (их мощности не опускаются ниже уровня значи
мости). Среди критериев, которым отвечают кривые на рис. III.8, 
не существует равномерно наиболее мощного с гарантированным 
уровнем а. Это видно из рисунка, так как для любой кривой на 
нем найдется абсцисса, которой отвечает мощность большая, чем 
мощность при такой же абсциссе на какой-либо из остальных 
пяти кривых. Кривые а и Ь соответствуют подобным критериям 
уровня а. Уровень значимости у них совпадает между 61 и 62 
И равен а, Ь отвечает равномерно наиболее мощному подобному 
Rритерию, так как мощность Ь все время больше мощности а, 
а остальные критерии, кривые для которых приведены на рисунке, 

не являются подобными. Равномерно наиболее мощными среди 
не смещенных критериев являются критерии, отвечающие кривым 

d и е. Мощности этих критериев совпадают, мощность d оказыва
ется выше мощности а, Ь и t. Мощность критерия с на многих участ
ках выше мощности d, однако с не входит в класс несмещенных 
критериев. Наконец, критерий, которому отвечает кривая d, 
является строго равномерно наиболее мощным несмещенным. 
Действительно, кривая f имеет лучший уровень значимости, чем d, 
но она обладает худшей мощностью. Таким образом, приходится 
выбирать между е и d - у них одинаковая мощность, но d выгод
нее по уровню значимости. 

Как мы видели, в задаче про верки сложной гипотезы против 
сложной альтернативы не существует общего метода, гарантирую
щего получение критерия с оптимальными свойствами. В такой 
ситуации важно иметь некоторый стандартный метод, который 
обычно дает хорошие результаты, хотя и не гарантирует их всегда. 
Таким методом является метод отношения правдоподобия, он часто 
будет использоваться нами в дальнейшем. 
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111.3.5. Критерий отношения правдоподобия 

Рассматриваемый критерий является состоятельным и асимпто
тически несмещенным, т. е. обладает хорошими свойствами при 
больших выборках (при некоторых ограничениях, которые обычно 
имеют место). R р и т е р и й о т н о ш е н и я пр а в Д о п о Д о
б и я строится так. 

Пусть Ро (к; 6) - выборочная плотность при Но (когда 6 Е (00). 
Найдем для этого случая точечную оценку максимального правдо-

подобия 60 (х) (как это делается, см. в примере HI.1) и подставим 
ее в выборочную плотность вместо параметра 6. Тогда получим 

Ро (х; 60 (х)). 

Пусть, далее, Р1 (х; 6) - выборочная плотность при 6 Е Q 
(обратим внимание, что 6 Е Q, а не 6 Е (01). 

Для этого, случая найдем другую оценку максимального 
правдоподобия 61 (К). Подставим вместо 6 эту оценку в Р1 и получим 

Рl (х; 61 (х). 

Затем образуем отношение 

Ро (х; 00 (х)) 
R(x)= , , 

Рl (х; 61 (х)) 

где R (х) не зависит от па раметра 6, однако функция распределе
ния R (К) зависит от 6. 

В критическую область мы будем помещать такие точки вы
борочного пространства, для которых R (К) по возможности мало, 
и отбирать их в критическую область w до тех пор, пока не до
стигнем уровня а, т. е. до тек пор, пока не наберется столько точек 
внутри ш, что 

~ Ро (х; 60 (х)) dx = <1.. 

С'"} 

Для этого область w определяем следующим образом: х Е {ш} 
в том и только в том случае, когда R (х) < С"' где константа С" 

определяется из соотношения 

~ Ро (х; 00 (х)) dx = <1.. 

{R(xJ<c,,} 

Конструкция такой критической области близка к конструкции 
наилучшей критической области по Нейману-Пирсону, подробно 
изученной нами в III.3.2. Однако имеются также и различия. 
В п. III.3.2 мы рассматривали отношение РО (к; 6)jp1 (к; 6), где 6 
в числителе было неизвестным пара метром из 000' 6 в знаменателе
неизвестным параметром из 001. Теперь неизвестный параметр не 
входит в R, а вместо него стоят оценки. При этом 6n соответствует 
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оценка при положении параметра в шо ' тогда как 61 соответствует 
оценка из всего g, а не из Ш1 • 

Проиллюстрируем сказанное, рассматривая равномерное распре
деление с 6> О. Изучим случай, когда 9 отвечает (О; 00), а шо 
есть сегмент [61; 621. Тогда 

I 6~ при Хтах :;;;; 6 
РО (х; 6) = (61:;;;; О :;;;; 62)' 

О, если ХтаХ > 6 

Р1 (х; 6) = I 6~' 
О, 

при Хтах :;;;; 6 

если ХтаХ > (J 
(0<6< (0). 

Оценка максимального правдоподобия в первом случае 

е (х) ={ 61, 
X maxt 

если ХтаХ :;;;; 61, 

если Хтах > 61' 

Во втором случае эта оценка 

и 

61 (х) = Хтах . 
Таким образом, ! o~ , 

если ХтаХ < 61, 

Ро (х; 60 (х))= ~ 
если 61 :;;;; ХтаХ :;;;; 62, 

X~ax ' 

О, если Хтах > 62' 

А 1 
Р1 (х; 61 (х)) = -n - ДШI всех х. 

ХтаХ 

Из сказанного ясно, что отношение правдоподобия 

f Сё;Х у, 
R (x)=~ 1 

I ' 
t О, 

еСЛIl Х mаХ < 61' 

если 61 :;;;; ХтаХ :;;;; 62, 

если ХтаХ > в2' 
(Ш. 3. 6) 

Предположим теперь, что одних таких точек, у которых ХmаХ < 61 
(т. е. точек, удовлетворяющих первому определению R (х) в (III.3.6)), 
будет достаточно, чтобы образовать критическую область ш,,- уровня (Х. 
Это всегда будет иметь место, если 

Р (Хтах < 61 ! Но) ~ а. (Ш. 3. 7) 

Действительно, вероятность (III.3.7) равна (~1 у, а минимум 

этого выражения есть (:~) n • 
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Таким образом, условие (IlI.3.7) выполнено, если 

Возьмем, например, в качестве [61; 62] сегмент [1.640; 1.733] при 

n = 50. Тогда (:~ у приблизительно равно 0.063 и условие (lП.3.7) 
будет выполняться при любом уровне значимости < 60/0' В даль
нейшем мы будем сталкиваться лишь с такими задачами, в кото
рых (III.3.7) выполнено. В этом случае критическая область опре-

деляется неравенством (Х;;.ах)n:( С"' где С" отвечает соотношению 
1 
61 dx=a, 

{(x~:axy ~c,,) 

откуда получаем С" = Il. Нроме того к критической области нужно 
отнести все точки, для которых Хшах > 62' 

Итак, критерий отношения правдоподобия для проверки слож
ной гипотезы против сложной альтернативы, т. е. 

Но: 6Е[61 ; 62] против Н1 : 61 =1= [61; 62]' 

при дополнительном условии 

(~~ )" ~ а 
имеет критическую область ш" следующего вида: 

ХтахЕ(О; al{n61]U(62 ; со). (Ш.3.8) 

Нак видно из сравнения критерия отношения правдоподо

бия (III.3.8), дЛЯ интервальной проверяемой гипотезы с двусто
ронним равномерно наиболее мощным критерием (IП.3.2) эти 
критерии весьма БЛИЗIШ и полностью совпадают, если 61 = 62 = 60' 

Неrрудно показать, что критерий (III.3.8) имеет уровень зна-
чимости 

а (6) = а . (~1 )" (Ш. 3. 9)6 

И функцию мощности 

f 1, 

I (61 )" ~ (6) ={ а· О ' (Ш. 3. 10) 

I O~ - а6Ч 
t 1- 6" , 

6 Слева в (111.3.9) через а (6) обозначена функция от 6, а справа а без ука
зания в скобках аргумента является числовым множителем. 
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Уровень значимости а (6) достигает максимального значения 
при 6=61. Таким образом, рассматриваемый критерий принад
лежит к критериям с гарантированным уровнем значимости а. 

Из (III.3.10) видна состоятельность критерия; очевидно также, 
что при n _ со смещения нет (асимптотическая несмещенность). 
Если же взять конечное n, то на основании третьего определения 
и (III.3.10) при 6 =62 получаем максимальную мощность, равную 
а.(6 1 /6 2)n. Так как 62 всегда больше, чем 61' то это выражение 
меньше, чем а, и критерий является смещенным. Так, например, 
если мы возьмем а=0.05, 61 =1.640, 62=1.733 и n=50, то получим 

1.0 

€ 0.9 
<> 
с) 

~ 
~ 0.7 
:t: .., 
:::s 
~ с) 0.5 
§; 

:::s 
~ 0.3 
~ 
;:; 
с) 

~ 0.1 

Рис. 111.9. Кривые критериев"отношения правдоподобия (с нижним-индек
cOM:l) и оптимального (с нижним индексом ар) в случае проверки интерваль

ной гипотезы Но : 61 ~ 6 ~162 против Н1 : б < 61 или 6 > 62.1 . _ 

~ачение мощн~;-~(6)" ;pi'6·....;-·6;;=-равнуюО~0-бз,-в~есто: ~ 
мальной мощности 0.05 для не смещенных критериев. Поскольку 
отношение 0.05 и 0.003 велико, для данных числовых значений 
смещение весьма существенно. Отметим, наконец, что если бы мы 
использовали в качестве статистики критерия исправленную на 

n+l 
смещение точечную оценку правдоподобия --ХтаХ вместо ХтаХ' 

n 
то критерий тем не менее остался бы смещенным. 

Таким образом, смещение в рассматриваемом случае связано 
со спецификой метода отношения правдоподобия. 

На рис. III.9 показаны уровень значимости и мощность для 
рассматриваемого критерия - для 61=1.640, 62=1.733, а=0.05, 
n=50. 

Перейдем теперь к разбору конкретного примера, представ
ляющего интерес для геохимии. В нем используются приведенные 
ранее понятия п даются некоторые общие разработки, возникаю
щие в процессе работы с конкретным материалом. 
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При м е р III.4. О р а с I1 р е Д е .1I е в и 11 
вероятностей концентраций 

Na20 в •. б а 3 а л ь т а х м и р а 

В 1960 г. автором настоящих строк был исследован вопрос 
о скошенности распределений вероятностей концентраций различ
ных химических элементов в горных породах (Vistelius, 1960). При 
этом исходное предположение в терминах, принятых в этой книге, 

сводилось к тому, что распределение вероятностей весов или чисел 
атомов Na в единице объема базальта нормально и после перехода 
к процентным величинам сохраняет нормальность. Таким образом, 
не проводилось различия между функциями распределения ис
ходных величин и величин, пересчитанных на доли (проценты, 
промилле, граммы на тонну и т. п.). Возникшая при этом задача 
о типе распределения N а была решена с помощью классических 
статистических методов (критерий Колмогорова). При этом было 
показано, что гипотеза нормальности процентных соде ржаний 
NazO не опровергается. 

3а прошедшее время выяснилось, что нормальное распределе
ние <<Допроцентных» величин при процентном пересчете в по

давляющем большинстве случаев переходит в распределение 
Бернштейна, как это было показано в гл. п. 

Таким: образом:, исходные предпосылки, на которых строилось 
исследование, начали вызывать сомнение. Так как рассматрива
ем:ая задача весьма типична и имеет болыпое значение для reo
химии, мы переработали материал заново. 

Решаемая нам:и задача имеет следующую специфику. Базальты 
в разных пунктах земного шара имеют различный химический 
состав. В каждом: пункте сделано мало химических анализов, 
но общее число пунктов велико. Если мы см:ешаем весь материал, 
то вид выборочной функции распределения будет определяться 
весам:и, с которыми введены анализы из различных пунктов опро

бования. В этих условиях проверить вид функции сложно. Та
ким образом:, остается единственный путь - проверка распре
деления по м:ногим: малым: выборкам:. При этом имеется метод 
(Крамер, 1948), позволяющий решить задачу о проверке нормаль
ности распределения. Для этого вм:есто изучаем:ой величины Хц 

(В нашем случае - содержание NazO, в %) вводится величина 
Хи - Xj 

't;j= в . 
.J 

где X;j - содержание N а2О в i-той пробе из j-тОГО пункта опро
бования; Х j - среднее по 4 анализам в j-TOM пункте опробования; 
§ - несм:ещенная оценка стандарта для того же пункта по тем же 

четырем: анализам И3 пункта j. В каждом: пункте j берется по 4 ана
лиза, для каждого анализа рассчитывается 't ij и затем: случайно вы-

бирается одно из них. Отобранные указанным способом 'Сц распре-
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делены равномерно на сегменте [-\/3; vЗJ, если значения X ij нор
мальны и взаимно стохастически независимы, а математические 

ожидания (ац) истандраты а,} для N а2О одни и те же для каждого 
наблюдения (i) в пределах фиксированного j (Крамер, 1948, с. 426). 

Равномерное распределение случайной величины 't на сегменте 

[-vз; vз] преобразуется R равномерному распределению на 
[О; vз] при замене случайной величины 't на ее абсолютное зна
чение. Так как в дальнейшем окажется, что удобнее работать 
с 1 't 1, то ее значения мы приводим в табл. III.5. 

Т а б л и ц а III.5 

ТО'lКИ опробования, среднее содержание N а20 (%) и зна'lения I 't I 
(Vistelius, 1960) 

Место опробования I Na,O I I ~ I 11 Место опробования I Na,O I I ~ I 

Южная Африна 2.970 0.6141 Остров Хуан Фернан- 2.868 1.3427 
Южная Родезия 1.915 0.7607 дес 

Кения 2.678 1.2605 Остров Мангарева 2.260 0.4092 
Остров Мадагаскар 2.140 1.3077 Острова Таити 7.312 1.3253 
Индокитай 3.050 0.0343 Вулкан Мауна-Лоа 2.272 0.9931 
Северный Китай 3.285 0.2890 (ИСТОРИ'lесний поток) 
Центральная Ява 2.362 0.9730 Вулнан Килауэа (до- 2.198 1.3840 
Алеутские острова 3.562 0.0487 ИСТОРИ'lеский поток) 
Остров Суматра 3.345 1.2006 Вулиан Килауэа (ис- 2.410 0.3247 
Вулкан Кракатау 2.692 0.8424 ТОРИ'lеское время) 
Армения, СССР 2.865 0.9250 Остров Хаулаилаи 2.985 0.1759 
Яиутия, СССР 2.025 0.0609 Вулкан Мауна-Кеа 2.748 0.2144 
KaM'laTKa, СССР 2.265 1.2619 Кохала 3.075 0.4275 
Земля Франца-Иосифа, 1.670 0.2058 Фарерсиие острова 2.688 0.5748 
СССР Азорсиие острова 3.030 0.6142 

Река 'Уссури, СССР 3.185 0.5277 2.722 0.5381 
Река Хилок, СССР 3.108 0.3833 Архипелаг Шшщбер- 2.650 1.4110 
Нижняя Силезия 3.010 1.0605 ген 

Австралия 3.355 0.6142 Остров Оаху 4.585 0.0903 
Словакия, ЧССР 2.945 1.2302 Остров Ян-Майен 3.180 1.2247 
Вулкан Парииутин, 3.832 0.3958 Гора Дракенберг, 1.712 1.2500 
Мексика Южная Африка 

Армения, СССР 2.578 1.4.394 Южная АфрИIШ 1.742 0.3405 
Вулкан Авача, Кам- 2.860 1.3886 

{ 
2.810 0.2665 

чатиа, СССР Масиаренсюте острова 2.725 0.5967 
Вулкан Фудзияма, 2.640 1.0518 2.930 1.2298 
Япония Острова Трпстан-да- 5.845 0.8201 

Венгрия 3.322 1.4088 Кунья и Гоуф 
То же 3.690 0.5623 Япония 2.300 0.9929 
Остров Реюньон 1.098 0.6498 Западвая ГренланДIIЯ 1.252 0.6311 
Калифорния, США 2.488 0.6764 

Итак, мы имели такую исходную задачу: необходимо проверить 
гипотезу о наличии нормальных распределений процентных кон-
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центраций N а2О против гипотезы () том, что смешиваемые распре
деления могли быть какими угодно, за исключением нормальных. 
Эту задачу мы преобразовали к другой, заключающейся в сле
дующем: требуется проверить гипотезу о равномерном распре

делении безразмерной величины 't на [О; V!З] против любого 
другого распределения (неравномерного или равномерного с е+уз>. 
Последняя задача, согласно указанной работе Крамера (1948), 
::швивалентна предыдущей, если Хц стохастически . независимы 
и параметры у смешанных нормальных распределений постоянны 
в пределах каждого опробываемого участка. Оба эти предположе
ния из геологических соображений кажутся реальными. 

Задача о проверке равномерного распределения поставлена 
в непараметрической форме, так как альтернатива не определяется 
значением параметра. Поэтому для принят ия решения мы не имеем 
ничего лучшего, чем общепринятую и широко известную в гео
логии методику проверки гипотез с помощью критериев согласия 

(х2-критерий и критерий Колмогорова, использующий максималь
ное уклонение атах эмпирического распределения от теоретиче
ского; мы предполагаем их известными читателю, см. Ван дер 
Варден, 1960). В результате использования обоих этих критериев 
согласия было выяснено, что гипотеза равномерного распреде

ления на [О; уЗ] не противоречит наблюдениям, если брать 5%-й 
уровень значимости. 

Если бы гипотеза была забракована, то мы могли бы забрако
вать и исходное предположение о смеси нормальных распре

делений. При этом вероятность того, что наше заключение оши
бочно, была бы около 1/20. Так как в нашем случае гипотеза при
нята, то существует опасность сделать неправильное заключение 

из-за двух обстоятельств. Прежде всего, при переходе от исходной 
задачи о смеси нормальных распределений концентраций N а2О к 
задаче о равномерном распределении резко теряется эффективность 
метода, если хотя бы немного нарушены условия о независимости 
наблюдений и постоянстве параметров (Петров, 1954). Далее, 
если эти условия соблюдены точно, то при применении критерия 
согласия можно сделать ошибку второго рода. Это означает, что 
можно ошибочно принять гипотезу о том, что выборка происходит 

из равномерной совокупности на [О; уЗ], в то время как в действи
тельности эта какая-то иная совокупность. Поскольку мощность 
критерия согласия, как правило, низка и не поддается вычисле

нию на практике, то с возможностью такой ошибки следует счи
таться. Поэтому заменим непараметрическую постановку задачи 
о равномерном распределении параметрической. При этом мы бу
дем проверять ту же гипотезу равномерного распределения на 

[О; уЗ] против равномерного же распределения с е+у3. Последняя 
постановка задачи не эквивалентна предыдущей, но в случае 
браковки гипотезы может быть обоснована. Действительно, если 
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мы забраRуем равномерные распределения с е = уЗ против равно
мерного же с 6 =10 уЗ, то тем более :мы должны забраRовать гипотезу, 
если допускать в Rласс альтернатив еще неравномерные распре

деления. Если же гипотеза принималась, то TaRoe сведение непара
метрической задачи к параметрической недопустимо. 

Отметим, наконец, что предположение о равномерном рас
пределении представляется осмысленным, ПОСКОЛЬRУ применение 

Rритерия согласия х2 без фиксации значения параметра 8 не опро
вергает этого предположения на очень ВЫСОRОМ уровне. 

ИтаR, мы хотим проверить 

Н о : 6 = v'з против н 1 : О i= v'з 

в предположении равномерного на [О; 8] распределения. 
В отмеченной ситуации, как УRазывалось в п. III.3.5, наиболее 

реалистичной является постановка задачи с интервальной Н о 
против интервальной Н1 (т. е. что 8 Е [81; 82]' где сегмент включает 
уЗ вместо частного случая 8 =уз). Задача с интервальной НО 
против двусторонней сложной альтернативы Н1 может быть ре
шена по наблюдениям с помощью Rритерия отношения правдопо
добия (III.3.8) с уровнем значимости (III.3.9) и мощностью 
(III.3.10). Там же отмечалось, что этот Rритерий имеет смещение 
вблизи правой ТОЧRИ 82' что делает использование его неуместным, 
если есть основания предполагать, что истинное значение 8 может 
находиться вблизи 82' Этот случай имеет место в нашем примере, 
так как мы должны выбрать 62 вблизи VЗ. Брать далеко отстоящие 
вправо от уЗ значения 82 нерационально, ПОСRОЛЬRУ максималь
ное выборочное значение 1.4394 находится значительно левее уЗ. 

Далее, мы не проводили исследования мощности различных 
Rритериев при интервальной НО, без чего нельзя выяснить, на
сколько удовлетворительна мощность отношения правдоподобия. 
В связи с этим попытаемся раЗЫСRать оптимальный в определенном 
смысле RритериЙ. Для этого докажем следующую теорему. 

Т е о р е м а III.2. ДЛЯ ceJlteucmea распределепий (R&), где 

R& - равnомерnое расnределеnие, сосредоточеnnых па [О; 8], 
в аадаче проверки гипотезы 8 Е [81; 82] против альтерnативы 
8 Ef [81; 82] существует строгий, равnомерnо паиболее мощnый 
критерий гараnтироваnnого уровnя а. Критичес'К,ая область Ша 
этого критерия такова, что гиnотеаа отвергается в каждом ив 
следующих двух случаев: 

1) все коордиnаты (паблюдепия) X i (i=1, 2, ... , n) выборочnой 
точки х nриnадлежат мnожеству 

{[О; а1/n Оl] U [а1/n 61 + (1- а1/n ) 62; 62]}; 
2) Х > Q ,,~; 

шах V2- ~~ .. : 

Напомним свойства указанного в -,теореме Rритерия: его уро
вень значимости между 81 и 82 нигде не поднимается выше а. Из 
всех Rритериев с таRИМ свойством он имеет наибольшую мощность. 



Если какой-либо другой критерий имеет более низкий ~pOBeHЬ 
значимости, то этот другой критерий где-либо имеет меньшую 
мощность. Наконец, так как критерий является равномерно 
наиболее мощным с гарантированным уровнем, то он обладает 
свойством несмещенности. 
Пр е Д в а р и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я. Пусть имеется 

равномерное на [О; О] распределение и некоторое множество &/., 
все точки которого расположены между О и О. Вероятность по
падания отдельного наблюдения в &/., т. е. p(xEQ#), зависит лишь 
от меры множества &/. и равна 7 

mes OJlf 
О 

а вероятность попадания выборочной ТОЧIШ х В &/.", где &i"= 
=&/. х ~ х ... Х&/., есть 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть а > О - некоторое 
число. Необходимо найти множество со значением лебеговой меры, 
равной а.. (а.. < а), все точки которого лежат между нулем и а, 
такое, чтобы обеспечить наибольшую возможную вероятность 
попадания наблюдения х в это множество (при неопределенном 
положении параметра О между нулем и а). Далее, нужно указать 
множество меры а.. с точками между нулем и а такое, чтобы обес
печить наименьшую вероятность попадания наблюдения в это 
множество (для неопределенного параметра О между нулем и а). 
Множеством с наибольшей вероятностью будет сегмент [О; а..], 
а множеством с наименьшей вероятностыо - сегмент [а- а; а]. 
В этом нетрудно убедиться, повторяя рассуждения, ИСПОЛЬЗ0ван
ные при построении односторонних равномерно наиболее мощных 
критериев. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы III.2. Покажем сначала, 
что наш критерий принадлежит к классу I<ритериев с гарантиро
ванным уровнем а... Вычисления дают 

а (О) = Р (х Е Шо; I 01 :;;; О :;;; 02) = 

( a.(~IY, если 51 :;;;5:;;;a1/ 1I 01+(1-al{f')5z, 

={ [ (О )]11 1 1 - (1- 111/11) Т ,если I1I{n Ol + (1 - I1 1/ n ) 02:;;; О:;;; 52' 

(Ш. 3. 11) 

Из (III. 3. 11) ясно, что а.. (61) = (J. (62) = (J. И что а.. (О) < (J. для 61 < 
<6<62' 

7 Напомним, что mes OJlf = ~ dx, где интеграл является интегралом 
OJlf 

Лебега. 

14 А. Б. Бцстелиrс 209 



Заметим далее, что оптимальная критическая область должна 
содержать точки х', для которых Хшах > 02. 

Рассмотрим остающуюся после удаления точеI{ х' часть крити
ческой области. Эта часть, согласно условиям теоремы, есть мно
жество 0.,<4", 

с мерой 

mes Gf!f = а1 / n 62 • 

Покажем, что так выбранное c1l обеспечивает максимальную 
мощность. Пусть, вопреки этому, существует некоторое другое 
множество c1l', приводящее к мощности ~'(O) > ~(8) для некоторого 
значения 8. Для 8 в этом неравенстве возможно положение либо 
левее 81' либо правее 82. Если 8 > 82' то из ~'(8) > ~(8), согласно 
предварительному замечанию на с. 209, следует, что 

mes Gf!f' > mes Gf!f. 

Последнее же неравенство влечет за собой неравенство а(8 2) >а, 
что противоречит свойству критерия иметь гарантированный 
уровень а. 

Пусть, далее, 8 < 81. Согласно тем же предварительным за
мечаниям на с. 209, сегмент [О; a tJn81J дает наилучшую мощность. 
Удлинение этого сегмента привело бы снова к нарушению гаран
тированного уровня а. 

Итак, критерий является равномерно наиболее мощным среди 
критериев с гарантированным уровнем а. 

Теперь покажем, что критерий является строгим среди ука
занного класса. 

Критическая область любого равномерно наиболее мощного 
критерия С' гарантированным уровнем а такова, что: 

1) в критическую область входят точки Х, дЛЯ которых Хшах> 82; 
2) в нее входит также некоторое множество rf%j" следующего 

строения: множество 83" содержит в качестве своего подмножества 
сегмент [О; а1 /nОl1 и еще некоторое подмножество ?i! произволь
ного строения, имеющее меру mes?i!=a1/"8 z. Согласно определе
нию на с. 199, критерий будет строгим, если ?i! выбрано так, чтобы 
вероятность попадания в него выборочной точки х для 81 < О < 82 
была наименьшей. 

Согласно предварительному замечанию на с. 209, ?i! надо соста
вить из некоторого отрезка, отложенного В.'УеВО от 02' И сегмента 
[О; а 1/n 01 З. Поскольку общая мера этorо отрезка и указанного сег
мента должна быть al/n82 , отрезок выбирается единственным спо
собом как 

Этим завершается доказательство теоремы III. 2. 
Оптимальный критерий, полученный в теореме III.2, имеет 

мощность 
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~ (6) = р (х Е ш"./6 Е {(о·; 61) U (62; со)}) = 
( 

I 

=~ 
1, 

(~)" а· О ' 

1 (62)" t 1- (1-а) т ' 

если 6 ~ a1/"Ol' 

(Ш. 3. 12) 

и уровень значимости а (6), даваемый (III. 3. 11). 
Ниже приведены значения а (6) и ~ (6) для полученного опти

мального критерия и критерия отношения правдоподобия 
(табл. III. 6 и IIJ.7). 

6 
~op (6) 
~l (6) 

6 
~op (6) 
~l (6) 

т а б л и ц а IIl.6 

Значения аор (О) н al (6) 
(ар - оптимальный I{ритерий, l- критерий правдоподобия) 

о 
а ор (6) 
а! (6) 

1.545 
1.00 
1.00 

1.736 
0.129 
0.086 

1.640 
0.050 
0.050 

1.645 
0.043 
0.043 

1.650 
0.043 
0.037 

1.700 
0.047 
0.008 

1.733 
0.050 
0.003 

т а б л и Ц а 111.7 

Значения ~op (6) и ~l (6) 
(обозначения те же, что и в табл. III.6) 

1.547 1.550 1.560 1.580 1.600 1.733 
0.926 0.841 0.609 0.322 0.172 0.050 
0.926 0.841 0.609 0.322 0.172 0.003 

1.740 1.750 1.760 1.780 1.810 1.850 
0.223 0.41.7 0.562 0.751 0.899 0.964 
0.185 0.388 0.540 0.738 0.887 0.962 

На рис. 111.9 приведены графики, построенные по данным 
табл. III.6 и III.7 дЛЯ оптимального критерия и приводимого 
здесь для сравнения критерия отношения правдоподобия. В обоих 
случаях а=0.05, n=50, 61 =1.640 и 62=1.733 (значение 62' равное 
1.733, было взято из-за того, что было очень маловероятно, что при 
наблюденном значении хmах=1.4394 величина 6 окажется много 

больше ..)3; 61 произвольно принято равным 1.640 как одно из 
значений между наблюденным ХmаХ И ..)3). Как видно из рис. III.9, 
оптимальный критерий для левых альтернатив имеет функцию 
мощности, совпадающую с функцией мощности критерия отно
шения правдоподобия; для правых альтернатив мощность опти
мального критерия несколько выше. В то же время критерий отно
шения правдоподобия имеет лучший уровень значимости. Таким 
образом, для значений а, 61' 62 и N, фигурирующих в нашем при-
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мере, МОЩНОСТЬ и уровень значимОсти сравниваемых критериев 

близки. Однако оптимальный критерий обладает важным свой
ством несмещенностп, существенность чего в нашей задаче под
черкивалась ранее. 

Рассмотрим теперь результат применения оптимального кри
терия к примеру о распределении Na20. Будем считать решение 
обоснованным, если оно принимается при вероятности ошибок 
обоих родов < 0.05. Тогда, как видно из рис. III.9, дЛЯ примера 
с базальтами сегмент [1.640; 1.733J, содержащий предполагаемое 
значение 6, отличается от значений < 1.545 и > 1.800 и не может 
быть отличен от значений 8 между 1.545 и 1.640, с одной стороны, 
и значений от 1.733 до 1.800 - с другой. Учитывая, что выборка 

дала хшах =1.4394, заключаем, что 80+у3 и что скорее всего 60 нахо
дится между О и 1.545, либо она> 1.800. 

Применение критерия для правых односторонних альтернатив, 
как легко убедиться с помощью расчетов, изложенных в п. III.3.2 
(с. 189,190), приводит к браковке гипотезы 6 > 1.800 с чрезвы
чайно малыми вероятностями ошибок обоих родов. Таким образом, 
если распределение I 't I действительно равномерно, то истинное 
значение параметра 8 скорее всего располагается между О и 1.545. 

Итак, предположение о том, что процентные концентрации 
Na20 в базальтах распределены нормально, не подтверждается. 
Это могло бы иметь место, если допроцентные значения Na в еди
нице объема базальта были распределены нормально и это нормаль
ное распрsделение было деформировано процентным пересчетом, 
как это подробно рассмотрено в гл. II. 

111.3.6. О доверительных интервалах 

Только что мы закончили исследование, в котором проверили 
гипотезу о том, что параметр 8 Е [81; 821. При исследовании этой 
гипотезы мы пришли к заключению, что скорее всего 8 Е (О; 1.545) 
и, вероятно, 8 fE [1.640; 1.733]. Таким образом, мы составили сужде
ние о принадлежности 8 некоторому интервалу. В связи с этим 
рассмотрим подробнее вопрос о том, как разумно строить по вы
борке X1 , ••• , Х" интервал (8 1(x); 8 2(х)), предположительно со
держащий истинное значение параметра 8. Такие интервалы на
зываются доверumеЛЬ1-lЫМU U1-lmерваламu для 6 и широко ИСПОЛI>
зуются на практике. 

Границы доверительных интервалов являются случайными 
величинами. Поэтому интервалы, о которых до сих пор 
шла речь, не являлись доверительными. Границы этих ин
тервалов (81 и (2) указывались до того, как была взята выборка. 
Так, сегмент [1.640; 1.733] мы взяли из априорных соображений. 
Интервал (О; 1.535) был найден по результатам исследования 
функций мощности и уровня значимости. Обе эти функции были 
построены незавпспмо от того, что дала КОIIкретная выборка. 
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Случайными до сих пор были не интервалы, а принятые решения 
о принадлежности 8 интервалу. Эти решения принимались по 
выборке Х1 , Х2 , ••• , хn • Оптимальность статистической процедуры 
означала, что при плохо выбранном пнтервале вероятность отри
цательного решения, т. е. 8 {Е (81; 82)' была очень велика, но гра
ницы интервала мы определяли независимо от результатов выбора. 

Рассмотрим теперь, как находить границы интервалов по вы
борке (в более общей постановке рассматривается задача о том, 
как находить оптимальное случайное множество, называемое 
доверительным, предположительно содержащее истинное значение 

8; здесь, преследуя иллюстративные цели, мы коснемся лишь про
стейшего случая оценивания интервалом одномерного параметра). 
Допустим, что указаны две функции от выборки: 8 1(х) - нижняя 
граница и 8 2(х) - верхняя граница, причем 81 (х) < 8 2 (х). 

Границы 8 1(х) и 8 2(х) представляют собой два числа. Таким 
образом, одна выборка дает один интервал, т. е. одну реализацию. 
Допустим, что многократно извлекается выборка 

Xl=Xl11 X12t ... , Xl1l; Х2==Х21, Х22, •.• , Х2n; ••• , 

Х. = Хн, Xi2, .•• , Xin' (IlI. 3. 13) 

осуществляемая в фиксированных условиях, и по данным этих 
выборок строятся доверительные интервалы 

(61 (Х1)' 62 (x1)), ... , (61 (Х.); 62 (х,)). 

Каждый отдельный интервал (81(xn); 8 2(хn», после того как 
n-я выборка реализована, может либо включать, либо не включать 
истинного значения параметра 80. Попадание 80 в отдельный 
интервал - не случайное событие. Если же рассматривается 
процесс опробования в целом, то появляется вероятность того, 
что в случайно взятой из последовательности (III.3.13) выборке 
соответствующий ей доверительный интервал будет включать 80. 
Обозначим эту вероятность 

(Ш.3.14) 

Напомним, что в (III.3.14) 8 1 (х) и 8 2(х) - случайные величины. 
Очевидно, что вероятность (III.3.14) желательно получить при 
прочих равных условиях возможно большей. Если вероятuость 
(III.3.14) равиа l-а, то говорят, что и:меется 100а%-й довери
тельuыu иuтервал или иuтервал 8 уровuя зuачи:мости а. Таким 
образом, 5%-й доверительный интервал в 95% всех выборок 
охватывает истинное значение параметра, а в 5% не охватывает. 

8 В литературе нет единой точки зрения на то, как называть доверитель
ный"интервал, охватывающий неизвестный параметр с вероятностыо 1-а. 
Иногда такой интервал называют 100 а % -М, как это принято нами, иногда 
тот же интервал называют 100 (1-а)%-м (Rендал, Стьюарт, 1973, с. 141). 
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Хорошее :качество интервала не обеспечивается наличием одного 
высо:кого уровня значимости. Отметим еще некоторые важнейшие 
желательные свойства доверительного интервала. 

Желательно, чтобы доверительный интервал при многократном 
опробовании чаще включал точку 80' чем любую другую точку 
8+80' Это свойство называется наибольшей селективностью. Далее, 
если 

р (В1 (х) ~ В ~ В2 (х» ~ 1 - а ДЛЯ всех О =1= во, (Ш. 3. 15) 

то такой доверительный интервал называется несмещенным. 
Желательно также, чтобы при прочих равных условиях средняя 

длина доверительного интервала Е8 2(х) - Е81(х) была кратчай
шей. Интервал уровня сх., обладающий таким свойством, назы
вается кратчайшим доверительным интервалом. 

Наконец, естественно требовать, чтобы при неограниченном 
роете объема выборки доверительный интервал стягивался в точку 
80' т. е. чтобы 

Последнее свойство называется состоятельностью доверитель
ного интервала. 

Отметим, что оптимальный доверительный интервал может не 
быть центральным, т. е. вероятность попадания 80 в правую и ЛА
вую половины интервала могут быть неравные. 

Практические способы построения фун:кций 8 1 (х) и 8 2(х) могут 
быть разными. Рассмотрим простейшую ситуацию, когда их постро
ение осуществляется с помощью теории Неймана-Пирсона
проверки простой гипотезы против сложной альтернативы. 

Допустим, что нам известен вид выборочной плотности f(x; 8) 
и что эта плотность сохраняется во всех выборках объема n. 
Примем далее, что имеется критерий для проверки Но: 8=80 
против Н1 : 8+80 и что этому критерию соответствует критическая 
область ш" уровня а. 

Пусть произведена единичная выборка. Соберем теперь все 
отдельные значения 8, при :которых гипотеза принимается на осно
вании данной выборки. Это дает не:которое множество значений 8, 
которые и представляют доверumельnое :мnожесmво. уровnя сх. для 
nара:меmра 8. Если множество оказывается интервалом, то это 
доверительный интервал уровня а. 

Существует известный параллелизм между свойствами крите
рия и свойствами доверительного интервала, построенного с по
мощью этого критерия по изложенному способу. 

Если критерий был уровня значимости сх., то доверительный 
интервал оказывается уровня сх.. 

Если :критерий был не смещенным , то доверительный интервал 
будет несмещенным. 
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Если критическая область критерия была построена по со
стоятельной точечной оценке, то доверительный интервал состоя
телен. 

Наконец, если критерий был равномерно наиболее мощным, то 
доверительный интервал будет наиболее селективным и несмещен
ным. 

Отметим такж~, что равномерно наибольшая мощность крите
рия - без некоторых дополнительных условий - еще не влечет 
наличия у доверительного интервала наименьшей средней длины. 

Про иллюстрируем сказанное о доверительных интервалах 
некоторыми расчетами по данным примера III.4. 

Напомним, что равномерно наиболее мощный двусторонний 
критерий уровня а имел следующую критическую область: 

Ши. : ХтаХ < а 1 /n бо И ХтаХ > БО. 
Эта область охватывает значения 8, бракуемые выборкой. 

Дополнительная область, где расположены принимаемые при 
данной выборке значения 8, будет, очевидно, 

w - Ши. : а 1/n бо ~ ХтаХ ~ БО. 
Записывая последнее неравенство в виде доверительного мно

жества для 80' получаем 

(Ш.3.16) 

Таким образом, в данном случае доверительное множество ока
залось интервалом (III.3.16). 

Подчеркнем еще раз, что 

( хтах ) р Хтах ~ БО ~ а1/n = 1 - а, (Ш. 3. 17) 

и эта вероятность может быть отнесена к опробованию повторными 
выборками. В этом случае указанная вероятность имеет частотную 
интерпретацию. Если же выборка является однократной, то час
тотной статистической интерпретации придать (III.3.17) нельзя. 

После того как в примере III.4 выборка была извлечена, ока
залось, что хтах=1.4394 и мы получаем интервал 

1.4394 ~ б ~ 1.5282. 

С этим детерминированным интервалом уже не связана какая

либо вероятность, основанная на частотной интерпретации. По
следний раз вероятность, допускающая частотную интерпретацию, 
появлялась для интервала (III.3.16). 

Возвращаясь к примеру III.4, мы еще раз подтвердим, что 
истинное значение 80 при 5%-м уровне значимости нельзя принять 
равным уЗ. Выясним теперь, при каком уровне значимости можно 
было бы признать 80 = уЗ. Для этого нужно решить уравнение 

1.4394 .г 
~=Y3, 

а 
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откуда щ:::::~0.0001, т. е. должен быть взят доверительный интервал 
уровня 0.01 %. Так как кажется невероятным, что в нашем случае 
реализовалось событие, происходящее 1 раз среди 10 000 испыта-
ний, то мы полагаем, что 6 =1= уЗ. 

Посмотрим при каком объеме выборки ПО значение уЗ попало 
бы в 5 % -й доверительный интервал, если бы мы предположили, 
что в выборке объема по реализовалось значение хтах=1.4394. 
Подставляя значения а=0.05 и n=nО , при хтах =1.4394 из урав
нения (III.3.17) получим nо :( 16. 

Природный процесс, по рождающий характеристики, изучае
мые геологами, протекает так, что исследователь вынужден, как 

правило, иметь дело не с самими этими характеристиками, а с рас

пределениями вероятностей их значений. Суждение о распреде
лении соответствующих вероятнqстей возникает на основе сово
купности данных, которыми обладает исследователь. Про верка же 
правильности суждений осуществляется с помощью наблюдений. 
При этом возникают две группы задач. Одна группа связана с оцен
кой значений параметров функций -распределения по данным на
блюдений. Эта оценка производится в предположении, что функция 
распределения вероятностей известна с точностью до неизвестного 
параметра. 

Задача оценивания параметров имеет много специфических 
особенностей, зачастую неожиданных для человека, никогда ранее 
с ними не сталкивавшегося. Вторая группа задач возникает тогда, 
когда требуется установить, насколько высказанное суждение 
о функции распределения не противоречит наблюдениям. Для 
решения этих задач существуют различные теории. В настоящем 
очерке мы рассмотрели классическую теорию, созданную Ней
маном и Пирсоном. Изложенная теория позволяет наглядно пока
зать характерную постановку вопроса и выяснить возникающие 

при этом трудности. Все это было проиллюстрировано разбором 
гипотезы о равномерном распределении. В конце главы дан при
мер, посвященный задаче о распределении вероятностей концент
раций Na20 в базальтах. Пример весьма симптоматичен - не
смотря на то что задачу удалось свести к проверке гипотезы о рав

номерном распределении, решение ее в данной конкретной ситуации 
потребовало новых математических разработок. Полученные ре
зультаты и позволили решить геохимическую задачу оптимальным 

методом. 
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r л а в а IV 

СЛУЧАйНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
И ИХ МАркове КИЕ МОДЕЛИ 

С.аучаЙnые nос.аедовате.аьnости исходов исnытаnий, их раа.аичnые тиnь, 
и методы иаучеnия, оnреде.аеnия. М арnовсnие цепи, их свойства и свяааnnые 
с nими расчеты. Исс.аедоваnие J.щрnовсnих цепей J.tатриЧnЫJ.tи J.temOaaMU. 
Восстаnав.аивающие события, частnые и ограnичеnnо марnовсnие переходы. 
Примеры иа гео.аогичесnоЙ nраnтиnи. 

Ключевые слова: 
случайная последовательность, цепь Маркова, восстанавливающие события, 
типы марковских переходов, существенно немарковские последовательности. 

IV.1. ВВЕДЕНИЕ 

Как известно, одним из основных методов геологии является 
профилирование и построение разрезов. При этом профили пока
зывают изменение какой-либо характеристики вдоль некоторой 
линии. Эта характеристика может быть либо составом слоев, 
чередующихся в разрезе, либо содержанием в породе той или иной 
химической или физической величины (каротажная диаграмма). 
Так как указанные профили (или разрезы) являются одним из 
важнейших материалов, по которым строит заключение геолог, 
то интересно отметить те специфические черты, которые заставляют 
пользоваться профилями по крайней мере уже 200 или более лет. 

1. Геолога интересует не только само по себе значение изу
чаемой им характеристики, но и значения характеристик в после

довательных пунктах наблюдений, к которым они точно привязаны. 
Важна не только сама характеристика, но и размещение ее значе
ний, упорядоченных по значениям некоторого параметра (времени, 
мощности, глубины и т. п.). 

2. Для решения задач, где используется профилирование, 
важно не только знать размещение характеристики по значениям 

некоторого параметра, но и отчетливо представлять, как ведут' 

себя по отношению друг к другу значения характеристик, находя
щиеся в соседних точках наблюдений, через точку, через две точки 
и т. д. 
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Из сказанного следует, что геологов в целом интересуют неко
торые последовательности вида 

.•. aI (h-1), aJ(h), aK (h+1), ... (IV.1.1) 

Обозначение aJ (h) читается так: в h-й точке последовательности 
наблюдалась характеристика а; эта характеристика приняла неко

торое значение J. 
Значения, принимаемые характеристикой, могут быть как чис

ленными, так и качественными. Если, скажем, изучается чередо
вание глин и песков, то J Е {'It, 1}. Последняя запись означает -
состав слоя мог быть песчаным (n) или глинистым (1), но не мог 
быть никаким другим. Индекс h, отмечающий положение точки 
на профиле, указанный в данном случае в скобках и иногда при
водимый как верхний индекс (a\-h)), отсчитывается от начальной 
точки, которая удобна для данной задачи. 

Последовательность вида (IV .1.1) иногда кратко будет изо
бражаться в виде (aI (h)) или (ajh)). Результат (реализация) 
отдельного испытания в момент h называется далее исходом, исnы
тапия. Таким образом, исходом может быть появление того или 
иного значения 1, J, К ... , принятого изучаемой характерис
тикой. 

Всяnое событие, отnесеnnое n nоследовательnости, котором,у м,ы 
м,ожем, приписать nекоторую вероятnость (в том, числе О и 1), 
будет nавываться случаunым, событием,. Например, то, что более 
половины слоев в некоторой пачке сложено песчаными слоями, 
мы будем называть событием; если же обнаружено, что третий от 
подошвы слой образован песчаником, то говорится о событии, 
связанном с исходом третьего испытания. 

В зависимости от того, насколько мы можем предсказать по
явление события в h-й точке наблюдений, зная как реализовались 
предыдущие испытания, мы можем разделить последовательности 

на два типа: детерминированные и случайные. Д етерм,иnироваnnой 
nавывается nоследовательnость, в которой для любого h м,ожnо 
одnовnачnо nредсnавать исход исnытаnия, вnая предыдущие исходы 
исnытаnиЙ. Если этого сделать нельзя, то в вероятностной модели 
мы должны довольствоваться только знанием вероятности того, 

каков исход испытания h, если известны исходы предыдущих испы
таний. Последовательnости, у которых исходы исnытаnий м,ожnо 
nредскавать только С nеnоторой вероятnостью, nосят nавваnие 
случаunых (см. гл. П). 

При характеристике исходов испытаний мы говорили до сих 
пор о значениях, принимаемых изучаемой характеристикой. 
В тех случаях, когда характеристика носит качественный харак
тер, результаты исходов испытаний, классифицированные по их 
качеству, называются состояnиям,и. Так, если разрез сложен 
песками, глинами и известняками без каких-либо промежуточных 
разностей отложений, то мы говорим о трех состояниях - песках, 

J'nJi(Ha)( п пз:вест:щпщ~, Если горн!I,Л порода I!QI!1'QПТ из мелилита j 



гаюина и биотита, то можно говорить, что в ее сечении могут быть 
встречены только три состояния - мелилит, гаюин и биотит. 
Если изучаемая характеристика может принимать любое значение 
в некотором интервале (скажем, содержание ванадия в известняке) 
и мы хотим представить ее в виде чередования небольшого числа 

М!JSiОз , % 
~D lfD 
\~-----r------\~-----r __ ----~ 

1"-----~--->1'-----''-------7/-10 

'r0 50 БО 
FеSiОз 1 % 

Рис. IV.1. Изменение состава феНOI\риста пироксена в лунном базальте 
по мере движения от центральной части (nокаааиа ЖUРUОЙ стрелкой А) 

к краю (nоnаааи жирпой стрелкой В) (Воуд, Smith, 1971). 
Измерения через 10 ММК. 

состояний, то эта характеристика может быть закодирована 
и представлена как последовательность кодовых номеров. 

Вероятности появления различных состояний могут зависеть 
от номера испытания. Большую информацию о случайной после
довательности несут условные вероятности различных состояний 
в испытании с фиксированным номером относительно состояний 
Б испытаниях с некоторыми соседними номерами. В зависимости 
Q'f исхода одного или неС:f\ОЛЬКИХ предыдущих испытаний могут 
меня'fЬСЯ вероятности ЦQяВДЩЩ:л тех nл;и иных СОС'fОЩIИЙ в цосле~ 
пующем испытании. 

. Посм:отрим, как выглядят некоторые случайньц~ р:осnедО!щ", 
Т6J1.J?ЛQ9ТЦ у Т~ЦIПЧ:ЦЫх fеод.ог~еСЮ1!:Х OQ'f/eKTOn I 
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При м е р IV.1. На рис. IV.1 приведена диаграмма, заим
ствованная из работы Бойда и Смита (Boyd, Smith, 1971), на ко
торой показано изменение состава пироксенов при переходе через 

периферическую часть ВI{рапленника пиджонита в лунном базальте 
через 10 ммк. Из диаграммы виден случайный характер соотно
шений, особенно внутри клеток, показанных пунктиром. Арифме
тизируя состав пироксена путем приписки ему номера по принад

лежности к одной из клеток, выделенных пунктиром на рис. IV.1, 
мы получим следующую классификацию: 

En 

1) 40 < х < 50 
2) 30,;:;; х ,;:;; 40 
3) 40 < х < 50 
4) 30 ,;:;; х ,;:;; 40 

Wo 

27 < х < 40 
27 < х < 40 
10 < х ,;:;; 27 
10 < х ,;:;; 27 

Fs 

40 < х < 50 
50 < х < 60 
40 < х < 50 
50 < х < 60 

где En - энстатитовый (МgSiOз), Wo - волластонитовый (СаSiOз) 
и Fs - фоссаитовый (FеSiOз) миналы в пиджоните. Рисунку IV.1 
отвечает следующая последовательность: 

... 111111112222222211122233334443333 ... (IV. 1. 2) 

Из вида последовательности легко сделать заключение о ее 
гетерогенном (неоднородном) строении. Вероятности состояний 
в ней сильнейшим образом зависят от номера испытания в по
следовательности. 

При м е р IV.2. Случайная последовательность типов желез
ных метеоритов по дате их падения за период с 1835 г. по 1947 г. 
имеет следующий вид (Кринов, 1948): 

•.. ОГООАООООООООГОГОООООГОООООАООООООАОО .,. (IV.l.3) 

Здесь О - октаэдрит, r - гексаэдрит и А - атаксит. Из по
следовательности видно, что в ней резко доминируют октаэдриты. 
Никакой зависимости типа железного метеорита от даты падения 
не заметно. Скорее всего это случайная последовательность, в ко
торой любое последующее испытание не зависит от предыдущих. 
При м е р IV.3. На рис. IV.2 приведена структура слюды 

типа мусковита (Дир и др., 1966). Основной мотив этой структуры 
определяется чередованием трех типов слоев. При этом первый 
слой образован кремнекислородными тетраэдрами с вершинами, 
повернутыми вверх (слой А), затем идет слой из октаэдрически 
упакованных кислородов, в центре октаэдров которых распола~ 

гаются атомы алюминия или магния (слой В), затем снова идет 
слой кремнекислородных тетраэдров (А), вершины которых об~ 
ращены к октаэдрическому слою. Пакеты слоев, образованньтх 
указанным"" способом, соединены-между собой атомами каЛIJЯ, 
располагающимися во впадинах в основании кремнекислородцЬ!х 

тетраэдров. При этом каждый атом каЛIJЯ принадлежит одцовре., 
менно двум тетраэдрам из разных пакетов. "Указанная струптура 
~а:рактеризrется неПрО~IJ:ЩМ р'ОJJqжец~е~ ~тq~щз К· Qf!:~ M9:rYT 
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изоморфно замещаться, скажем, Rb, на их место может стано
виться Na и т. п. 

Наконец, возможна гидратация Ми, при которой затрагивается 
структура па кета АВА, а места, занятые К, частично случайно 
замещаются либо гидроксонием (при образовании гидромуско
вита), либо Н2О (при образовании монтмориллонита). 8то при
водит К большому разнообразию стохастических структур при 
изучении последовательностей структурных элементов слюд в на

правлении, перпендикулярном спайности. При этом основной 

в () 

А 

о о 

А r-r-

o 

о 

o o o 

о о 

·Si 002 0М!J(uлuАL) 01\ 

Рис. IV.2. Структура слюды. 

o 

о о 

вид вдоль оси у. Рубидий или ГИДРОRСОНИЙ, замещающие К, в примере 
IV.3 обозначены Эi. 

структурный мотив - при стохастическом его рассмотрении
может быть представлен случайной последовательностью типа 

... , П, 81' П, 82' П, ... , (IV.1.4.) 

где П - детерминированно построенный пакет·вида АВА, а 8 i -

калий и различные элементы, частично становящиеся случайным 
образом на его место. В гидромусковите ведущую роль при этом 
в {81, 82' ... } играют случайно чередующиеся К и гидроксоний. 

Таким образом, для гидромусковита в первом приближении 
последовательность (IV.1.4) оказывается случайной последова
тельностью на трех состояниях (П, 81 И 82). Зная, что имеет место 
П, мы можем вынести только вероятностное суждение о появлении 
К или Н в следующем испытании. Зная, что наступило одно из 8" 
мы детерминированно предсказываем появление п. Сведения 
о более ранних результатах испытаний не влияют на это пред
сказание, 



Если перенумеровать состояния и развернуть структуру П, 
введя пакет АВА на место П, то выявятся новые черты случайной 
последовательности. Действительно, в последовательности 

для определения перехода с В или с Э. достаточно знания только 
того, что в настоящий момент реаЛИЗ0валось В или Э •. Однако, 
когда мы переходим с А, то существенно знание предшествующего 
исхода испытания. Если перед А было случайное событие Э., 
то переход на В детерминирован. Если перед А было В, то пере
ход на Э. носит вероятностный характер, а переход на В запре
щен. Таким обраЗ0М, событие, наступившее после А, существенно 
зависит от того, что было перед А. 

Наконец, мы можем детализировать состояния далее. При этом 
можно различать А в зависимости от положения отвечающих им 
кремнекислородных тетраэдров по отношению к направлению 

движения поперек спайности (направление вершины тетраэдра). 
В этом случае мы получим последовательность на пяти состоя
ниях А1 , А2 , В И Э1 , Э2 (условно мы принимаем, что Э случайно 
принимает значения либо К, либо Н); А1 всегда лежит в основа
нии пакета, А2 - его заключает. В этом случае в последователь
ности 

...• АIВА281АIВА2' 82' .. , 

снова появляется специфическое свойство - знание настоящего 
целиком определяет вероятностную информацию о будущем. 

Рассматривая приведенные примеры, можно обнаружить, что 
фигурирующие в них последовательности имеют принципиально 
различно определенные интервалы между двумя соседними испы

таниями. В примере IV.1 расстояние между испытаниями (10 ммк) 
было выбрано совершенно произвольно: с таким же успехом можно 
было брать интервалы 9 или 11 ммк, это вопрос реализации экс
перимента. В примере IV.2 имелась только упорядоченность 
в смысле событий до и после, но НИКaI-ЮГО фиксированного ин
тервала времени между ними задано не было. Наконец, в при
мере IV.3 мы имели расстояния между элементами последователь
ности, заданные природными соотношениями, т. е. структурой 
слюды. 

При работе с природными объектами могут встретиться слу
чаи, когда придется столкнуться с ранжировкой случайных собы
тий по любому И3 изучаемых признаков. Однако, когда дело идет 
о построении случайных последовательностей как реализаций 
моделей, всегда нужно стремиться, чтобы интервал между собы
тиями имел какой-то внутренний смысл, связанный с явлением. 
Если это сделать невозможно, то нужно тщательно продумать 
технику анализа последовательности, возникающей на искус

ственно заданных интервалах. 
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IV.2. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ СТРУКТУРЫ МАРКОВСКИХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Ниже дается краткая характеристика случайных последова
тельностей вообще и относительно детально рассматривается 
структура марковских цепей. 

IV.2.1. Случайные последовательности 
п связанные с НИl\1И вероятности 

Предположим, что параметр t, по которому производится 
упорядочение процесса, является одномерной величиной. Рас
сматриваемые наблюдения Х (t) предположим также одномерными. 
При этом исследуется случай, при котором как t, так и Х (t) ди
скретны, т. е. параметр t последовательно принимает значения 
из ряда О, 1, 2, ... Наблюдения Х (t) также принимают 
значения из некоторого дискретного множества rJ?, содер
жащего лишь конечное число элементов s. М nожество rJ? nа
аываеmся ;мnожество;м состояnий сдучайnой nосдедоваmедьnосmи. 
Эдемеnmы ;мnожества rJ? nааываются сосmояnия;ми nосдедоваmедь
nости. При этом безразлично, будут ли состояния числами, 
качественными признаками или объектами еще какой-либо дру
гой природы. Важно только, чтобы любое состояние всегда оди
наково идентифицировалось. 

Последовательность О, 1, 2, ... значений параметра t может 
быть конечной или бесконечной. В случае конечной последова
тельности мы имеем дело с многомерным вектором, который часто 
называют конечным случайным процессом. Конечную случайную 
последовательность можно полностью охарактеризовать с помо

щью так называемого дерева (Кемени, Снелл, 1970). 
Рассмотрим, например, описание пачки из четырех слоев, 

которые могут состоять либо из песка ('It), либо из глины (,). 
Пачка :может начинаться как с 'It, так и с ,. Это начальные состоя
ния для дерева. В результате следующего испытания может 
снова появиться случайное событие 'It или" и т. д. После третьего 
испытания появляется четвертый слой, и этим процесс заканчи
вается (так как в нашем примере пачка состояла из четырех слоев). 
Каждая возможная четверка слоев представляет собой отдельную 
реализацию или (<Ветку дереВа». Употребляется также термин 
({траекторию). В целом в нашем примере получается дерево, 
изображенное на рис. IV.3. 

i Чтобы получить вероятностное пространство (Q, $, Р) 
(см. гл. 11) для конечной случайной последовательности, до ста
гочно задать вероятность каждой отдельной ветви. Например, 
для рассмотренной пачки слоев достаточно задать вероятность 
каждой из 16 возможных ветвей. Эти вероятности могут быть 
произвольными, НО их сумма должна быть равна единице. Так, 
в нашем примере :можно определить случайную последователь-
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ность следующим заданием вероятностей ветвей (см. рис. IV.3). 
ДЛЯ первой и последней траектории (ветви, реализации) примем 
нулевые вероятности, а остальным припишем вероятности, рав

ные для каждой из оставшихся ветвей, т. е.1/14. Это соответствует 
такому представлению о формировании случайной пачки, при ко
тором не могут возникать пачки, целиком сложенные только 

песчаными или только глинистыми слоями, и при котором состоя

ния 7t И "( симметричны. Каждая траектория представляет собой 
элементарное событие из пространства элементарных событий, 
т. е. точку в пространстве Q (см. гл. П). Размерность вектора, 
отвечающего конечному случайному процессу, в данном случае 

равна четырем, пространство же Q элементарных событий содер-

Рис. IV.3. Вероятностное дерево. 
Внизу условно показано общее начало (последний слой перед рассматриваемой пачкой 
в рассматриваемом примере). Вероятности иониретных переходов зависят от структуры 

вероятностного пространства. 

жит 16 точек. Вероятность какого-либо случайного события 
ACQ (см. гл. 1I), охарактеризованная принятыми условиями 
формирования рассмотренной пачки, всегда может быть найдена 
с помощью операций объединения, дополнения и пересечения 
элементарных событий, как это было показано в гл. П. 

Рассмотрим, например, такое событие А. Случайная пачка 
содержит не менее одного и не более двух песчаных слоев. В то же 
время эта пачка содержит какую-либо серию из слоев произволь
ного состава (т. е. песчаных или глинистых) длины 2. 

Чтобы получить вероятность А, нужно сложить вероятности 
всех ветвей, где это событие осуществилось. Оно реализуется, как 
видно из рис. IV.3, лишь для 4, 7, 10, 12, 13 и 14-й ветвей, считая 
ветви слева направо (реализаций). Таким образом, р (А)=3/7. 

Аналогично можно определить вероятность любого случай
ного события, связанного с формированием рассматриваемой 
пачки слоев. Итак, вероятностная мера Р определена. 

В случае бесконечной последовательности (с бесконечным мно
жеством шагов) задание вероятностной меры с помощью пере
числения вероятностей всех ветвей невозможно или нерацио
нально. Здесь мера задается обычно другим способом. 

Рассмотрим событие 

{al (t1) aJ (t2), ••• , ak(tk - 1), aL (tk )}, (IV.2.1) 
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означающее, что в моменты времени t1 , t2 , ••• , tk (не обязательно 
смежные) реализовались соответственно состояния 1, J, ... , 
К, L. Пусть для !{ыкдого события типа (IV.2.1), т. е. для любого 
конечного набора t1 , ••• , tk Е {О, 1,2, ... } и для любого набора 
1, J, . . ., К, L Е dТ, определена вероятность 

(IV. 2. 2) 

Очевидно, что все вероятности (IV.2.2) нельзя указать пере
числением, поскольку k может быть сколь угодно велико. Такие 
вероятности задаются в виде формул с параметром k. Очевидно 
танже, что вероятности разных событий вида (IV.2.2) нельзя зада
вать произвольно, тан нан они должны быть согласованы опре
деленным: образом (см. гл. П). 

Если для всех событий типа (IV.2.1) согласованным образом 
заданы вероятности, то этим определяется единственным образом 
вероятностная мера на множестве всех возможных реализаций 
случайной последовательности. 

В дальнейшем мы рассматриваем в основном специальный 
нласс случайных последовательностей - марновсние последо
вательности. Для этих последовательностей вероятности вида 
(IV.2.2) вводятся тан, что согласованность и однозначное задание 
вероятностей меры оназываются, очевидно, выполненными. 

Простейшим событием вида (IV.2.1) является {аI (h)}, т. е. 
событие, занлючающееся в том, что в h-M испытании или, что то же, 
после (h-1)-ro шага в случайной последовательности реализуется 
состояние 1. Вероятность р {аI (h)}, ноторую мы будем сонращенно 
обозначать РI (h), часто называется безус.ловnоЙ верояmnосmью 
состояпия 1 в .мо.мenm h. Если финсировать h и собрать тание ве
роятности для всех 1 Е rf?, то получим вентор с s номпонентами 
(ноличество элементов во множестве состояний rf?), представляю
щий диснретное распределение вероятностей исходов в h-M испы
тании. Этот вентор обозначается далее p(h). В частности, р(О) пред
ставляет nачa.ttьnое расnреде.леnuе верояmnосmей дм с.лучаЙnоЙ 
nос.ледоваme.льnосmu. 

Следующим событием из (IV.2.1) по простоте строения после 
{аI (h}} является событие вида {аI (h), aJ (h+r}} (r> О), т. е. 
событие, занлючающееся в том, что в h-M испытании появилось 
состояние 1, а затем через r шагов натупило состояние J. Ве
роятность таного события мы будем обозначать нан '1tI; J (h, h+r). 
Если рассмотренная нами ранее безусловная вероятность первого 
состояния в момент h, т. е. РI (h), больше нуля, то, нан отмечалось 
в гл. П, можно найти условную вероятность того, что в h+r-M 
испытании появится состояние J при условии, что в h-M испыта
нии появилось состояние 1. Таная условная вероятность назы
вается переходной вероятностью из состояния 1 в состояние J 
для моментов h и h+r. Эту вероятность мы обозначаем кан 
PI; J (h, h+r). 
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Как известно, эта вероятность вычисляется с помощью фор-
мулы 

(IV.2.3) 

Если PI (h)=O, то переходная вероятность (IV.2.3), как отме
чалось в гл. 11, будет неопределенноЙ. Если фиксировать h и r, 
то все переходные вероятности вида (IV.2.3) можно собрать в ма
трицу sXs с общим элементом PI;J(h, h+r) при 1, JEJO, hE 
{О, 1, 2, ... }, r> О. Эту матрицу мы будем обозначать p(lt; Iнr). 
Каждая строчка этой матрицы представляет некоторое условное 
дискретное распределение вероятностей. 

Задание вероятностей PI (h) для всех 1 Е JOи hE {О, 1,2, ... }, 
очевидно, еще не определяет вероятностную меру для случайной 
последовательности. Это значит, что существуют случайные со
бытия, отнесенные к случайной последовательности, и такие, что 
для их вычисления недостаточно знания только PI (h). Однако 
имеются случайные последовательности, для которых все опре
деляется вероятностями PI (h). К таким последовательностям 
относятся изучаемые далее последовательности независимых испы

таний. 
Точно так же задание всех PI (h) и всех PI; J (h; h+1) еще не 

определяет случайной последовательности. Однако имеется 
важный для геологии класс последовательностей, для которых 
задание этих вероятностей полностью определяет случайную 
последовательность. К этому .классу относятся случайные 
последовательности, называемые простыми цепями Маркова. Эти 
последовательности мы будем подробно изучать далее. 

IV.2.2. Стационарность, однородность и обратимость 

При изучении случайной последовательности важно знать, 
насколько ее строение является неизменным на всем протяжении. 

В связи с этим вводятся понятия стационарности и однородности. 
Для этого рассмотрим вместе с некоторым конечным набором точек 
t1, t2 , ••• , t k набор точек t1+r, t2+r, ... , t k +r , сдвинутый вправо 
на r точек (напомним, что t1 , t2 , ••• , tk являются числами из 
О, 1, 2, ... и что r - целое положительное число). Если вероят
н,ость любого события вида (IV.2.1) н,е зависит от сдвига, т. е. 
если 

p[aI(t1), aJ (t2), ••. , aK(tk_l)aL(tk)]= 

=p[aI (t1+r), aJ (t2+r), ••• , ax(tk_1+r), aL(tk+r)], (IV.2.4} 

то случайн,ая последовательность н,азывается стацион,арн,ой. 
Равенство (IV.2.4) предполагается выполненным для любого 

конечного k при произвольных t1 , t2 , ••• , tk , каких угодно 1, J, К, 
. . ., L Е JO и любого целого r. Наличие стационарности влечет 
отсутствие какого-либо тренда во времени. 
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Из требования стационарности, в частности, следует, что 
р}Р) =р)-1' = ... =р(/' =PI' 1 Ecf1', k;;:. 1, 

т. е. вектор, представляющий распределение вероятностей исхо
дов, один и тот же в любой момент времени. Такой постоянный 
вектор и отвечающее ему распределение называют стационарными. 

Переходные вероятности стационарной последовательности, т. е. 
PI . J (h, h + r), не меняются при изменении h. Эту вероятность 
M~ будем обозначать PIo J(r). Соответственно матрица переходных 
вероятностей обозначает~я p(r). 

Стационарность является сильным ограничением. Однако под
час неизменность строения последовательности имеет место в бо
лее широком смысле слова. В этом случае используется понятие 
«однородностЬ». Это понятие вводится по-разному в зависимости 
от типа строения случайной последовательности. В дальнейшем 
определение понятия «однородностЬ>} будет отнесено к марковским: 
последовательностям, в связи с чем возникает термин (<однородная 

марковская последовательность». 

Стационарные последовательности однородны, но однородные 
необязательно стационарны. 

Как наличие стационарности, так и однородности у случайной 
последовательности часто с разумным приближением можно гаран
тировать заранее. Так, например, последовательность зерен 
различных минералов одного удельного веса, возникшую в централь

ной части раскристаллизовавшегося гомогенного расплава, есте
ственно полагать стационарной, так как она статистически удов
летворяет (IV.2.4). Исследование первично магматических гра
нитов во многих случаях подтверждает эту точку зрения (Ива
нов, 1978; Романова, 1978). Примерами последовательностей, 
которые могут считаться однородными, наблюденными непосред
ственно на геологических объектах, могут служить разрезы флиша 
Южного Урала и северо-западного Кавказа, которые не удовлет
воряют соотношению (IV.2.4) при k=1 и удовлетворяют ему при 
остальных k=2, 3, ... Это происходит из-за ритмического строе
ния флишевых толщ, при котором вероятность появления, ска
жем, глинистого слоя резко различна в начале и в конце ритма. 

Последовательности, обладающие отмеченными свойствами, мо
гут n определенном смысле считаться однородными, но не стацио
нарными. 

Неоднородные последовательности также достаточно обычны. 
Пример, уже приведенный нами при разборе зональности лунных 
пироксенов, очень типичен для петрологии. Чередование слоев 
различного состава, сформированных в пределах нормального 
фациального ряда трансгрессирующей серии, дает неоднородную 
последовательность. Создается впечатление, что оценка однород
ности чередования слоев в разрезах осадочных толщ могла бы 
быть весьма эффективно использована при разделении осадочных 
толщ на различные типы формаций. 
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Другой важной характеристикой случайной последователь
ности является обратимость. Если для всех событий типа (IV.2.1) 
(коuечuые uаборы) в стациоuарuой nоследовательuости имеет 
место 

р [aI (t1), aJ (t2), .. ·, ak(tk-l), aL (tk)]= 

=p[aL(T-tk), ak(T-tk_l), ... ,аJ(Т-t2)' aI (T-t1), (T;;;.t k ), (IV.2.5) 

то случайuая nоследовательuость Uа3ьюается обратимой. Сочета
ние исходов испытаний в правой части равенства (IV.2.5) полу
чается И3 сочетания исходов испытаний в левой части равенства, 

если в сочетании И3 левой части равенства испытание aL, проис
шедшее на месте tk , поместить на любое место Т - tk , а затем че
рез соответствующие интервалы разместить и другие испытания. 

Иными словами, сочетание в (IV.2.5) справа для конечномер
ного набора снеравными временными интервалами является тем 
же самым, что и сочетание (IV.2.5) слева, прочитанное в обрат
ном порядке. 

Например, пусть мы имеем обратимую стационарную последо
вательность с состояниями n, (J. И 'у. Тогда вероятность набора, 
скажем, р [а" (8) ау (17) а" (21)] должна быть равна р [а_( (8)а.(12) 
а,,(21)]. В силу того что сдвиг не меняет вероятностей 
событий в однородной последовательности, ту же вероятность 
р [а,,(8)а/17)а,,(21)] должно иметь и всякое событие р [a,,(r), 
ау (r+4), а" (r+13)]. 

Случайuая nоследовательuость, все реализации которой даются 
в обратuо;м uаnравлеuии, nорождает uовую nоследовательuость, 
uазываемую обращеuuоЙ. Для последовательности, бесконечной 
в обе стороны, обратимость 0значает, что все вероятностные ха
рактеристики обращенной последовательности совпадают с соот
ветствующими характеристиками исходной последовательности. 

Существует ряд геологических явлений, где заранее можно 
ожидать наличия обратимости. Большой опыт исследования после
довательностей зерен калиевого полевого шпата, кварца и плагио
клаза в гранитах показывает, что эти последовательности почти 

всегда обратимы. В то же время, скажем, последовательность 
слоев в кавказском флише, очевидно, необратима, тю, как ве
роятность р [а" (h) ау (h+1], где n - песчаный, а r - глинистый 
слой, заведомо близка к единице, а р [ау (h) а" (h+1) ]-близка 
к нулю (Вистелиус, 1949). 

IV.2.3. ~арковские последовательности 

Рассмотрим r последовательных моментов времени 

h-r, h-r+l, ... , h-2, h-1. 

НаЗ0вем набор этих моментов времени (<настоящим». ~ы знаем, 
что произошло в настоящем, если известны исходы испытаний, 
отвечающие этим моментам времени, иными словами, если мы 
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знаем, какое конкретное событие {а I (h - r), а J (11, - r + 1), ... 
. . . , ак (h - 2) aL (h - 1)} реализовалось в это время. 

О любом событии, связанном лишь с исходами испытаний после 
h-1-ro, мы будем говорить, что оно относится к «будущему». 
Для таких событий из будущего мы используем обозначения вида 
В Е CВh • Всякое событие, зависящее лишь от исходов испытаний, 
с номерами, меньшими, чем h-r, мы будем относить к (<прошлому» 
и использовать для обозначения таких событий обозначения 
вида А Е Q1 h-r-l' 

Пусть Q1h-r-l - это а-алгебра событий, связанных с ходом 
последовательности, до момента h-r-1 включительно, а СВ}, -
а-алгебра событий, связанных с ходом последовательности, на
чиная с момента h (включая h). Случайпал nосле80ваmмьnосmь 
nааываеmcл· мар-к-овс-к-ой цепью r-eo nорл8-к-а, если сооmnошеnие 

pfBlaI(h-l), aJ (h-2), ... , ak (h-r+1), aL(h-r); А]= 

=p[BlaI (h-1), aJ (h-2), ... , ak(h-r+1), aL(h-r)] (IV.2.6) 

выnмnлеmся 8.ItЯ любых событий В Е СВ},, А Е Q1h-r-l при всех це
лых h> r и каких угодно состояниях 1, J, ... К, L Е rf? (верти
кальная черта отделяет условие). Следует иметь в виду, что собы
тие В из будущего может быть отнесено к любой совокупности 
исходов испытаний с номерами l > h. Такому событию может 
отвечать исход одного испытания, например а (h) или а (h+10). 
Подобному событию может отвечать исход нескольких испытаний. 
Наконец, это событие может охватывать -исходы бесконечного 
числа испытаний. Подобными способами может быть выбрано 
также событие из прошлого А. 

Вместо термина «марковская цепь r-ro порядкю) можно гово
рить о случайной последовательности с марковским свойством 
(марковостью) r-ro порядка (r=O, 1, ... ). 

При r=O мар-к-овс-к-м цепь nааываеmcл nосде80ватмьnостЫQ 
nеаависимых ucnыmаnий (последовательностью Бернулли; иногда 
также такие последовательности называют марковскими нулевого 

порядка). При r=l цепь nааываеmcл простой цепью Мар-к-ова или 
цепью Мар-к-ова первого nорл8-к-а. При r> 1 цепь nааываеmcл слож
пой. Так, при r=2 говорят, что имеется сложная цепь Маркова 
второго порядка. Аналогично можно говорить о цепях третьего, 
четвертого и так далее порядков. 

Из равенства (IV.2.6) очевидно, что цепь порядка r является 
также цепью любого порядка, большего, чем r. Действительно, 
если соотношение (IV.2.6) справедливо при некотором r, то оно 
будет справедливо при любом т > r, поскольку все испытания 
с номерами от h-r-1 до h-m можно отнести к событию А Е Q1h-r-l' 

Так, в частности, цепь нулевого порядка является также 
цепью первого порядка, цепь первого порядка - цепью второго, 

третьего и так далее порядков, однако цепь первого порядка 

может не быть цепью нулевого порядка. Следует подчеркнуть, 
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что уназанная терминология во многих случаях оназывается 

неудобной в силу ее неопределе:iшости. Поэтому часто полезно 
называть порядон марковости по наименьшему возможному по

рядку. Тан, говоря о цепи Марнова первого порядка, можно 
учитывать соглашение, что она не является последовательностью 

Бернулли. В будущем мы часто будем пользоваться именно такой 
терминологией. 

Марков{)сть r-ro порядна означает, что знание исходов r слу
чившихся подряд испытаний полностью определяет все дальней
шее предсказание вероятностных свойств случайной последова

тельности. Термин «предсназание» употребляется здесь не в том 
смысле, что знание настоящего обеспечивает детерминированное 
преДСI<азание будущего, оно лишь позволяет дать настолько хо
рошее вероятностное предсказание будущего, что это предсказа
ние не может быть улучшено никакой дополнительной информа
цией, исходящей от прошлого. 

Детерминированное предсказание также относится к марков
скому предсказанию как частный случай. 

Формула (IV.2.6), выражающая марковское свойство, дана 
в таком виде, при котором «будущее» и (<Прошлое» входят в нее 
песимметрично. Однако этому соотношению можно придать сим
метричный вид: 

р[ВА laI (h-1), aJ (h-2), •••• aL(h-r)]== 

=p[BlaI (h-1), aJ (h-2), •••• aL(h-r)]Х 

Хр[А laI (h-1), aJ (h-2), •••• aL(h-r)], 

где В Е СВМ А Е '2lk - r _ 1• 

(IV. 2. 7) 

Формула (IV.2.7) интерпретируется так: будущее и прошлое 
независимы при фиксированном настоящем. Подчеркнем, что 
(IV.2.7) не отражает каких-либо новых особенностей случайной 
последовательности, а является лишь легко выводимым следствием 

из (IV.2.6) и основных свойств безусловных и условных вероятностей. 
Простейшими событиями, фигурирующими в (IV.2.7), являются 

события вида 

{a!l[(h)}; {am(h)la j (h-1)}; {am(h)laj (h-1), aJ (h-2}}; ... 

... ; {am(h)laj (h-1), ..•• ak(h-r+1)}; 

{aM (h)la j (h-1), .... аК(h-r+1). aL(h-r)}. (IV.2.8) 

События указанного вида получаются, если в качестве будущего 
взять одно испытание и не рассматривать прошлого. Если задать 
вероятности всех событий из (IV.2.8) дЛЯ любых h;;;;:: r и ка них 
угодно I,:J, ... , L, MEcff', т. е. числа 

PM(h); PI;m(h-1, h), pj,J;m(h-2, h-1.h), '" 

•.•• PL,K, •••• J,j;M(h-r, h-r+1 ••••• h-1, h), 

r 

(IV. 2. 9) 
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где 

PL,K,ooo,J,I;m(h-г, h-r+1, 000, h-1, h)= 
= р(а.м (h) I aI (h - 1), о о о, aL (h - Т), 

то вероятностная мера, связанная с марковской цепью r-ro по
рядка, будет определена единственным образом. Для того чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим сначала конечные наборы состоя
ний, отнесенные к смежным: моментам времени. Тогда вероятностью 
реализации, состоящей из одного испытания в момент h, будет 
вероятность вида рм (h). Вероятность реализации, состоящей 
из двух последовательных испытаний, может быть вычислена 
с помощью чисел из (IV.2.9) как 

(IV. 2. 10)' 

Далее, вероятность реализации, состоящей из трех последо
вательных испытаний, будет рассчитываться как 

pJ(h - 2)PJ; I (h- 2. h -1) PJ, I;M (h - 2, h -1, h). (IV.2.11)' 

ДЛЯ реализации из r+1 последовательных испытаний соот
ветствующую вероятность вычисляем как 

pL(h-г)рL·к(h-г. h-r+1) ... PL К J I' x(h-r, , .' , ... , , , 
r 

h - r + 1, ••.• h - 1, h), (IV. 2. 12}, 

где все вероятности, входящие в (IV.2.12), берутся из (IV.2.9). 
Формулы (IV.2.10)-(IV.2.12) дают вероятности наборов испы

таний длины от 2 до r+1. Они построены путем учета свойств: 
условных и безусловных вероятностей и не используют марков
ского свойства (IV.2.6). ДЛЯ того чтобы выразить вероятность. 
набора испытаний длины r+2 через вероятности (IV.2.9), уже
можно использовать марковское свойство. Очевидно, что 

p[ak(h-г-1). aL(h-г), ... , aJ (h-2), aI (h-1), ax(h)]= 

=Р [ам (h) I aI (h-1) aJ(h- 2), ... , aK(h- г-1)] Х 

ХР [a1[(h- r -1), .... aI (h -1)]. (IV. 2.13), 

Из-за наличия марковскогосвойства порядка r испытание· 
ak (h-r-1) в условии из (IV.2.13) можно отбросить. Что касается 
второго множителя в (IV.2.13) справа, представляющего вероят
ность набора длины r+1, то соответствующую вероятность мы 
уже изобразили формулой (IV.2.12). 
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Таким образом, получаем 

p[ak (h-г-1), aL(h-г) • ... , aJ (h-2). aI (h-1). aM(h)]= 

=px(h-Г-1)РК:L(h-l·-1. h-r) ... PK.L ..... J,I;M(h-г-1, 
r 

h-r, ... , h-2, h-1, h)]. (IV. 2. 14F 



Марковская цепочка (IV.2.14) состоит только И3 вероятностей, 
взятых И3 (IV.2.9). Очевидно, что аналогично, через вероятности 
И3 (IV.2.9), можно выразить вероятность любого конечного на
бора последовательных испытаний. Произвольный конечный на
бор отличается от только что рассмотренных наборов тем, что 
t1 , t2 , ••• , tk не обязаны представлять смежные моменты времени. 
Для вычисления вероятности такого набора в него включаются 
все пропущенные моменты времени и для каждого пропущенного 

момента времени осуществляется суммирование по всему l\fНO

жеству состояний. Так, например, 

р [а I (5) aJ (7) ак (10)] = 

~ р [aI (5) ав (6) aJ (7) ат (8) atV (9) ак (10)]. 
ВЕ{о9"}, ТЕ {09"}, tVE{o9"} 

В итоге ыы видим, что задание вероятностей (IV.2.9) определяет 
JЗероятности любых конечных наборов для марковской цепи по
рядка r. Эти вероятности, как указывалось на с. 226, согласованы, 
'так как они построены по формулам, связывающим условные 
вероятности с безусловными. Поэтому, согласно утверждению 
на с. 232, задание вероятностей (IV.2.9) единственным обраЗ0М 
определяет вероятностную меру для марковской цепи порядка r. 

Легко также показать, что при таком задании вероятностей 
имеют место (IV.2.6) и (IV.2.7). 

Рассмотрим теперь, что 0значает стационарность для марков
ской цепи. Согласно определению стационарности все вероятности 
не должны зависеть от сдвига h. Поэтому индекс h в этом случае 
.можно опустить. Длину звена r также можно не отмечать отдельно 
(она видна из нижней индексировки по количеству указанных там 
индексов). 

Таким обраЗ0М, в случае стационарной цепи Маркова вероят
ности (IV.2.9) могут быть представлены в виде 

ри; PI; М, ••• , PL,K, •.• ,J, 1; м. 

Итак, стациоnарnая маР/i,овС/i,ая цепь - это последователь
пасть, у /i,оторой беаусловnые и nереходnые вероятnостu вида 
(IV.2.9) nе зависят от времenи h. Нужно подчеркнуть, что вероят
ности ри (h) в стационарной последовательности не меняются при 
изменении времени lL (являются стационарными). В частности, сов
падающим со стационарным должно быть начальное распределение. 
Чтобы ослабить это очень стеснительное условие, для марковских 
цепей вводится обычно понятие однородности. М аР/i,овС/i,ая 
цепь г-го nоряд/i,а nа8ывается одnородnой, если все nереходnые 
еерояmnосmи в (IV.2.9) nе аависяm оmвремеnи. Начальное распре
деление при этом может быть произвольным распределением ве
роятностей. Безусловные вероятности рм (h) могут зависеть от 
начального распределения (см. распределение вероятностей ис
ходов в начальный и последующие моменты времени в ПРИl\Iере 
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IV.2). Приведенные определения стационарности и однородности 
различаются лишь по отношению к начальному распределению. 

Наличие однородности упрощает запись формул. Так, марков
ская цепочка (IV.2.14) в случае стационарности приобретает 
вид РкРк; L ••• Рк, ... J, I; Н' а в случае однородности выглядит как 

Pk (h-г-1), PK;L"'" PK, ... ,J,I;H· 
'--.----,. 

Всякую стационарную цепь порядка r > 1 можно свести к эк
вивалентной цепи порядка 1, увеличивая количество состояний. 
Если цепь является однородной, но не стационарной, то такое 
приведение сложной цепи к простой ведет к потере некоторой 
части информации, имеющейся в исходной сложной цепи. Причина 
этого будет разъяснена далее (на с. 277 и следующих). В то же время 
из этого разъяснения будет видно, что основные черты поведения 
сложной цепи отражаются простой цепью при увеличенном числе 
состояний независимо от того, каким типом однородности обла
дала исходная цепь. 

Прием, с помощью которого сложную цепь сводят к простой, 
и вопрос о том, какая информация не охватывается вновь получен
ной простой цепью, будут рассмотрены в п. IV.З.6. 

Приведенный в указанном пункте материал показывает, что 
принципиального различия между простой и сложной марковской 
цепями с точки зрения их математического содержания в прин

ципе не существует. По этой причине большинство монографий 
ограничивается рассмотрением одних только простых цепей. 
которым противопоставляются не сложные цепи Маркова, а су
щественно немарковские последовательности. 

Случайпая nоследовательnость nааьюается существеnnо nем,ар
ковс,,"ой, еслu оnа nе обладает м,ap,,"oвc,,"u;м свойством, nи,,"а,,"ого ""0-
nечnого nорядnа г. Таким образом, существенно немарковская по
следовательность имеет то свойство, что все прошлое, даже самое 
отдаленное, влияет в вероятностном смысле на будущее. 

Как показывает опыт, представление геологических явлений 
в терминах марковских цепей (марковского последействия) при
водит к открытию новых черт геологических объектов, порождае
мых этими явлениями. При этом оказывается важным анализ 
деталей строения сложных цепей. В зависимости от продолжи
тельности настоящего (r) выделяется ряд классов марковских 
цепей различного порядка. 

IV.2.4. Последовательности независимых испытаний 
и простые цепи Маркова 

Как отмечалось, при r=O случайная последовательность на
зывается последовательностью независимых испытаний или после
довательностью Бернулли. Марковское свойство (IV.2.6) приме
нительно к последовательности Бернулли имеет вид: 

p(BIA)=p(B) (ВЕс.8л, А Е '2lЛ-I) , (IV. 2. 15) 
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т. е. любое событие в будущем независимо от любого события в на
стоящем и прошлом. 

Из вероятностей (IV.2.9), определяющих марковскую цепь 
ДJIЯ последовательности независимых испытаний, имеют значение 

лишь безусловные вероятности Ри (h), М Е d}P, остальные вероят
ности из (IV.2.9) совпадают с безусловными. Так, например, 
pJ, [; и (h-2, h-1), l~=ри (h), поскольку в силу (IV.2.15) вероят
ность последнего исхода в тройке последовательных испытаний 
не может зависеть от предыдущих исходов. 

Вероятность марковской цепочки в случае последователь
ности Бернулли рассчитывается особенно просто. Так, 

p[aL(h-r), at (h-r+1), ... , aJ (h-1), a[(h)]= 

=PL(h-r)Рт(h-r+1) ,,,pI(h). 

в случае последовательности независимых испытаний услов
ные вероятности не зависят от условия. Поэтому понятие «одно
родная цепы> здесь оказывается бессодержательным. В то же 
время понлтие «стационарносты> означает, что безусловные вероят
ности PI (h) не должны зависеть от времени h. Иными словами, 

Р[ (h) = Р[' 
Термины (<ОднородностЫ> и «стационарносты> не используются 

при характеристике последовательностей Бернулли. Вместо этого 
говорят о последовательностях Бернулли с постоянными вероят
ностями состояний (это отвечает стационарности) и о последова
тельностях Бернулли с вероятностями состояний, зависящими 
от вре~fени (это отвечает нестационарному случаю). 

Последовательность Бернулли с постоянными вероятностями 
всегда обратима, в то же время последовательность независимых 
испытаний с вероятностями, зависящими от времени, всегда не
обратима. 

Последовательность независимых испытаний, более чем ка
кой-либо другой объект, отвечает интуитивному представлению 
о чистой случайности. )Сарактерной чертой такой последователь
ности является так называемая невозможность системы. Она за
ключается в следующем. 

Рассмотрим бесконечную последовательность Бернулли с по
'стоянными вероятностями состояний. Из этой исходной последо
вательности отберем элементы с некоторыми номерами и из них 
составим новую бесконечную подпоследовательность. Правила 
выбора элементов подпоследовательности таковы: до первого 
испытания нужно решить, включать его в подпоследовательность 

или нет. После того как сделано первое испытание, но еще не 
реализовано второе, нужно решить, включать ли второе испыта

ние в последовательность или нет. Вообще, зная результат первых 
k испытаний, мы должны до реализации k+1-ro испытания ре
шить, включать или нет это испытание в подпоследовательность. 
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ТаRИМ образом, решение должно приниматься лишь с учетом 
известного прошлого. В остальном правило отбора является про
извольным и может меняться для различных номеров испытаний. 
«Невозможность системы» означает, что любая подпоследователь
ность, построенная по изложенному методу, является снова по

следовательностью Бернулли с теми же вероятностями состояний, 
что и в исходной последовательности (Феллер, 1964, с. 203-205). 

Понятие об отсутствии системы в последовательности незави
симых испытаний используется в статистике. Оно весьма суще
ственно также, скажем, в выработке глобальной стратегии поиснов 
нефти, ногда информация о перспективности подлежащего разбу
риванию участна очень ограничена. 

Кан отмечал ось в гл. II и III, независимость наблюдений (ис
ходов испытаний) является иснлючением, тан как обычно в геоло
гии наблюдения зависимы. В то же время для большинства стан
дартных статистических гипотез (проверка равенства средних 
и т. п.) требуются именно независимые испытания. Это было по
дробно рассмотрено в гл. III. Таким образом, если бы были ка
ние-то области геологии, в ноторых МОЖНо было бы опираться на 
независимые наблюдения, то это привело бы к норрентному ис
пользованию в геологии весьма эффективных методов. К сожале
нию, вследствие неразработанности общих вопросов в геологических 
наунах сейчас нет четно выделенных областей, где заведомо можно 
опираться на независимость наблюдений и Соответственно на бер
нуллиевсние последовательности. В то же время можно привести 
неноторые примеры, где такие последовательности наблюдались. 
Так, например, М. Е. Демина (1978), исследуя размещение песчи
нок разного минерального состава в песчаниках разного возраста 

в плосности слоистости И перпендикулярно ей, установила, что 
бернуллиевские последовательности довольно часто встречаются 
на плоСностях слоистости. 

После работ М. А. Романовой в северо-восточной Янутии было 
обращено внимание на то, что в гранитах, нристаллизовавшихся 
из магмы, обогащенной летучими номпонентами, имеется повы
шенная вероятность встречи последовательностей зерен кварца, 
калиевого полевого шпата и плагиоклаза, не отличающихся от 

бернуллиевских (Вистелиус, Романова, 1976). Эти наблюдения 
были подтверждены затем специальными работами в Сьерра
Неваде (Калифорния), на Камчатке и на массиве Мальсбург 
в ФРГ. Интересные наблюдения в этом направлении были сделаны 
Д. Н. Ивановым на массиве Кызыл-Тас в Казахстане (Иванов, 
1978) и в дальнейшем на Чалбинской интрузии в Приамурье и 
в :массиве Безымянном в Якутии. 

Специальный интерес представляет проблема существования 
связи между датой падения метеорита и его типом. Расчеты наблю
дений, приведенных в примере IV.2, показывают, что никаких 
указаний на зависимость между датой падения и типои стру:иуры 
железного :метеорита, видимо, нет. В таком же аспекте следовало бы 
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изучить вопрос о падении мете.оритов вообще. В частности, ин
тересен вопрос о зависимости L-типов хондритов от даты их падения. 
Здесь, видимо, никакой зависимости нет, и это позволяет прове
рить реальность заключений о поведении, скажем, концентрации 
платиноидов в зависимости от петрографического типа хондрита. 

Не останавливаясь на других примерах, отметим только, что 
с позиций гипотезы независимости интересно было бы про
анализировать размещение изоморфных примесей рассеянных 
элементов в минералах. Впрочем, неясно, насколько для этого 
созрела методическая подготовленность геохимии. 

Рассмотрим теперь случай, когда r=1, т. е. простую (первого 
порядка) марковскую цепь. Марковское свойство первого порядка 
(IV.2.6) в этом случае имеет вид: 

р [В I aI (h-l) А] =Р [8 I aI (h-i)] (ВЕСВ/,. А E'2lh- 2 ). (IV.2.16) 

Случайная последовательность, которой отвечает (IV. 2. 16), будет 
полностью определяться вероятностями из (IV. 2. 9), т. е. в данном 
случае числами pI (h-1), PI'J(h-1, h), 1, lEd?, hE{1, 2, ... }. 

Вероятность для цепочк~ ам (h - r), aN (h - r + 1), ат (h -

-r+2), ... , aJ (h-1), aI(h) рассчитывается в случае простой 

цепи как 

Pm(h-r)РМ;N(h-r, h-r+l)РN; T(h-r+l. h-r+2) • 

.... PJ;I(h-l. h). 

Стационарность в случае простой цепи означает, что все ве
роятности PI (h), PI; J (h-1, h) . .. не зависят от h. Поэтому здесь все 
определяется наборами чисел PI и PI; J. Однако стационарные 
вероятности PI должны быть согласованы с вероятностями PI; J. 

Как правило, они рассчитываются по этим вероятностям единствен
ным образом, так что в случае стационарности вероятностная мера 
на простой цепи определяется одними числами 1 PI; J. Если же име
ется лишь марковская однородность, то переходные вероятности 

не зависят от h, а безусловные вероятности PI (h) могут зависеть 
от h (в конечном счете эти вероятности зависят от задания началь
ного распределения pjDJ, 1 Е d?). 

Итак, в случае однородной простой цепи вероятностная ыера 
определяется заданием чисел р}О) и PI; J. Однородная марковекая 
цепь, у которой начальное распределение вероятностей совпа
дает со стационарным, эквивалентна, очевидно, стационарной 

цепи. Что же касается термина «однородная марковская цепы>, 
то он применяется только так, как мы его определили, т. е. озна

чает постоянство переходных вероятностей при произвольном 
начальном распределении. 

Из формулы (IV.2.7), выражающей марковское свойство в сим
метричном виде относительно будущего и прошлого, ясно, что 

1 Это имеет место, если стационарная цепь обладает эргодичеСI{ИМ свой· 
ством (понятие «эргодичностЬ» подробно рассматривается далее). 
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простая марковская цепь, рассмотренная в обратном направлении 
(т. е. обращенная последовательность), также будет обладать 
простым марковским свойством. Однако эта обращен,н,ая простая 
жарnовс1i,ая, цепь уже не будет однородной, даже если исходная 
последовательность была однородной простой марковской цепью. 
Для того чтобы простая марковская цепь сохранила однородность 
после обращения, надо, чтобы исходная последовательность была 
стационарной марковской цепью. Поэтому, если нужно работать 
с однородными цепями и требуется обратимость, то на последова
тельность необходимо наложить требование о совпадении началь
ного распределения со стационарным. Для выяснения этого явле
ния возьмем в однородной последовательности пару смежных 
состояний aI (h-1); aJ (h). Вероятность этой пары в исходной 
последовательности р (aI (h-1), aJ (h)]. В обращенной после
довательности вероятность той же пары р [aJ (h-1), ar (h) J. Пере
ходная вероятность для прямой последовательности будет 
PI; J (h-1, h), а для обращенной последовательности переходная 
вероятность из 1 в J, которую мы будем отмечать знаком (-), 
равна 

p[aJ(h-1), aI(h)] pJ(h-1)рJ'I(h-1, h) 
P1-;-j= p[a[(h)] = PI(h) • (lV.2.17) 

В случае однородной маРRОВСКОЙ цепи переходная вероятность 
в обратном направлении, из 1 в 1, согласно (IV. 2.17), будет 

pJ(h-1) 
PI (h) PJ; I' (IV. 2.18) 

Как видим, (IV.2.18) зависит от h по определению. Таким 
образом, обращенная цепь не обладает марковской однородностью. 

Если же исходная цепь имеет стационарное исходное распре
деление, то PJ (h-1)=рJ, PI(h)=pI' и (IV.2.18) дает 

PJ 
pj-:-~=-PJ' I· , PI' 

(IV. 2. 19) 

Здесь обращенная последовательность оказывается однород
ной простой марковской цепью. 

Итак, если p1-;-)J=PI; J и безусловные вероятности не зависят от 
времени, то простая однородная марковская цепь является обрати
мой, т. е. обладающей свойством (IV.2.5). Если же безусловные 
вероятности состояний зависят от времени, то цепь необратима. 

Простые марковские цепи классифицируются по вероятност
ным свойствам отдельных состояний и по свойствам множеств 
состояний. Так, J,tUожество состоян,ий н,азывается эргодичеС1i,иж, 
если из любого состоян,uя, отн,осящегося 1i, этожу жн,ожеству, за 1i,a-
1>ое-то число шагов JJtOжн,о перейти в любое другое состоян,ие (в част
ности, в то же са;м,ое) из этого жnожества. Если жт-южество всех 
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состояuий rJ? яв.ляется эргодическим" то цепь uазывается эргоди
ческой. 2 Если же из состояuия 1 uельзя попасть в состояuuе J 
ии за какое число шагов, то J uазывается состояuием" uедостижи
м,ым, из 1. 

Подм,uожество rJ?1 м,uожества rJ? uазывается зам,кuутым" если 
иикакое состояuие из rJ?~rJ?1 ие достижим,о из любого состояuия 
в rJ? l' Если у м,uожества всех состояuий rJ? иет иикаnого зам,nuу
того nодм,uожества, кром,е сам,ого rJ?, то цепь uазываеmся иеnри
водим,оЙ. Смысл терминов (<приводимосты) и (шеприводимосты) 
в том, что в случае приводимости имеется замкнутое подмножество 

d1'1 состояний, на котором определена отдельная цепь, не связан
ная с остальными состояниями. Такую цепь удобно изучать от
дельно, т. е. <<Привести» общую цепь к нескольким цепям на раз
ных подмножествах указанного типа. 

Если цепь неприводима, то для двух любых состояний 1 и J 
можно указать такую цепочку переходов, которая начинается 

с состояния 1, заканчивается состоянием J и внутри которой каж
дый переход осуществляется с положительной вероятностью. 
При м ер IV. 4. Рассмотрим простую однородную цепь с II8-

тырьмя состояниями {1, 2, 3, 4} и переходными вероятностями 
Рl1=Р12=Р1З=О; Р14=1; Р21=Р22=Р2З=О; Р24=1; РЗ1=РЗ2=1/2; 
РЗЗ=РЗ4=О; Р41=Р42=Р44=О; Р4з=1. Хотя среди переходных ве
роятностей много нулей, все же цепь является эргодической и 
неприводимоЙ. "Укажем соответствующие цепочки переходов: 

1 ~ 1 путем 1 ~ 4 ~ 3 ~ 1; 1 ~ 2 путем 1 ~ 4 ~ 3 ~ 2; 
1 ~ 3 путем 1 ~ 4 ~ 3; 1 ~ 4 путем 1 ~ 4; 

2 ~ 1 путем 2 ~ 4 ~ 3 ~ 1; 2 ~ 2 путем 2 ~ 4 ~ 3 ~ 2; 
2 ~ 3 путем 2 ~ 4 ~ 3; 2 ~ 4 путем 2 ~ 4; 

3 ~ 1 путем 3 ~ 1; 3 ~ 2 путем 3 ~ 2; 3 ~ 3 путем 3 ~ 1 ~ 
~ 4 ~ 3; 3 ~ 4 путем 3 ~ 1 ~ 4; 

4 ~ 1 путем 4 ~ 3 ~ 1; 4 ~ 2 путем 4 ~ 3 ~ 2; 4 ~ 3 пу
тем 4 ~ 3; 4 ~ 4 путем 4 ~ 3 ~ 1 ~ 4. 

Таким образом, цепь неприводима. 
С другой стороны, рассмотрим простую однородную марков

скую цепь на трех состояниях с вероятностями перехода Pl1 = 1/3; 
Р12=1/3; Р1з=1/3; Р21=О; Р22=1; Р2З=О; Р31=О; РЗ2=О; рзз=1. 

В данном случае из подмножества {2, 3} нельзя выйти, т. е. 
попасть в состояние 1, поэтому подмножество {2, 3} является 
замкнутым и цепь оказывается приводимой. 

Если зам,nuутое nодм,uожество состоит из одиого сосmояuия, 
то такое состояuие uазываеmся nоглощающим,. В поглощающее 
состояние можно попасть, но из него нельзя перейти в какое-либо 
иное состояние. Состояuие uазывается uевозвратuым" если в иего 

2 В § IV.3 марковские цепи классифицируются с другой точки зрения. 
При этом понятия, являющиеся общими для обоих параграфов, хотя и выра
жены в разных терминах, но имеют один и тот же смысл. Так, эргодические 
цепи настоящего параграфа и § IV.3 являются одним и тем же объектом. 
То же относится и к понятиям (шериодичносты} и (шриводимосты}. 
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.можно однажды попасть, но, выйдя из него, вернуться в это же 
состояние нельзя. 

Состояние 1 называется периодическим с периодом h, если из 1 
в 1 :чожно вернуться только за число шагов, кратное h (т. е. за h, 
2h, 3h . .. ), причем h - наименьшее целое число, обладающее mа
хим свойством. Тривиальный случай h=1, согласно принимае
мому нами определению, мы не будем считать периодичеСRИМ. 

Внеприводимой периодичеСRОЙ цепи обязательно имеет место 
рп=о, 1 Е rfiO. Действительно, если бы переход из 1 в 1 за один 
шаг имел положительную вероятность, то в силу простого мар

ковсного свойства переход из 1 в 1 за любое число шагов таRже 
имел бы положительную вероятность. Далее, для неприводимой 
цепи можно ПОRазать, что если хотя бы одно состояние из rfiO яв
ляется периодичеСRИМ с периодом h, то и любое другое состояние 
будет периодичеСRИМ с тем же периодом. Иными словами, цепь 
будет периодична в целом. 

Неприводимая периодичеСRая цепь, являющаяся в то же время 
обратимой, может иметь лишь Rратчайший возможный период 
h=2. Действительно, пусть неприводимая цепь обратима. Возьмем 
любое состояние 1. В силу принятой неприводимости всегда 
найдется таное состояние J =1=1, что переход из 1 в J будет возмо
жен за один шаг. Тогда в силу принятой обратимости будет воз
можен также переход за один шаг из J в 1. ТаRИМ образом, воз
можна цеПОЧRа переходов с положительными вероятностями вида 

1, J, 1. Это значит, что возвращение из 1 в 1 возможно за два шага. 
Поэтому либо период равен двум, либо периода нет совсем. 

Дополнительные сведения о простых маРRОВСRИХ цепях будут 
даны в § IV.3. 

Рассмотрим неноторые геологичеСRие ситуации, в ноторых 
можно предполагать появление простых маРRОВСRИХ цепей. Она
танность гаЛЬRИ обычно оценивается коэффициентом ОRатанности 
Ваделла - W. Он представляет собой среднее из радиусов RРИ-
1Зизны выступов на проеRЦИИ Iшнтура гаЛЬRИ, нормированное ра

диусом нруга, вписанным в этот нонтур. Этот Rоэффициент ха
раRтеризует не геометричеСRие особенности нонтура, а лишь его 
rлаДRОСТЬ. Арифметизируем значения Rоэффициентов онатан
ности, деля их на Rлассы и нумеруя Rлассы тан, что большей она
танности отвечает больший номер Rласса. 

В опытах Rьюнена измерялась онатанность Rубов различных 
пород через равные расстояния (шаг), <<пройденные>} Rаждым ну
бом (Kuenen, 1956). В этих условиях весьма правдоподобно пред
положение, что до известного предела онатанность ведет себя сле
дующим образом. 1. Окатанность в следующий момент (Т;]7 (h+1» 
зависит от ОRатанности в предыдущий момент (Т;]7 '(h»--хотя бы 
потому, что окатанность по каждой реализации праRтичеСRИ всегда 
монотонно возрастает.3 2. Дальнейшее изменение окатанности 

8 Подразумевается. что раскалывания изучаеМЫХ! частиц не происходит. 
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не зависит от того, через какие предварительные значения коэф
фициент окатанности прошел ранее. 

Таким образом, последовательность коэффициентов окатан
ности одной и той же частицы, взятых через равные интервалы 
времени (или равные расстояния), оказывается простой цепью 
Маркова. 

Цепь эта, естественно, всегда нестационарна, так как окатан
ность растет со временем (пройденным расстоянием). Но эта цепь 
:может оказаться однородной, если изменение окатанности проис

ходит за один шаг одинаково на любом участке пути. 
Рассмотрим теперь кристаллизацию участка гомогенного рас

плава, близкого по составу к эвтектике и удаленного от контактов 
с вмещающей полостью. При этом пусть кристаллизация идет так, 
что выделяющиеся кристаллы не претерпевают взаимного сме

щения. Поскольку кристаллизация носит эвтектический характер, 
естественно допустить, что кристаллы всех состояний растут при
мерно одновременно. В этом случае соотношение «кристалл состава 
1 и его сосед - кристалл состава J» таково, что при росте 1 проис
ходит в окрестности 1 обеднение расплава веществом, формирую
щим 1. Вследствие этого рядом с 1 скорее всего появится зерно 
минерала не 1 (при двух возможных состояниях - зерно J). 
В то же время при одновременной кристаллизации части расплава, 
.заметно удаленные от данного зерна, не будут испытывать в связи 
с его ростом ни обогащения, ни обеднения веществом, идущим 
на его образование. В таких условиях естественно предположить 
возникновение простой марковской цепи, обладающей обрати
l\lОСТЬЮ и стационарным начальным распределением. Обратимость 
следует ожидать из-за гомогенности расплава. Стационарное рас
пределение скорее всего появляется из-за того, что кристаллиза

ция во всех точках, занятых расплавом, происходит одновре

менно, т. е. нет развития процесса во времени. Что же касается 
пространственного развития процесса, то это только форма описания. 

С изложенной позиции анализ большого количества несомненно 
первично магматических, неизмененных вторичными преобразо
ваниями гранитов показал, что породы с последовательностями 

зерен, имеющими свойства, указанные в предыдущем абзаце, 
действительно существуют. Они наблюдались, например, в аплито
вых гранитах в Гатино (Квебек, Канада), а также в гранитах 
Мальсбурга (ФРГ) и Кызыл-Тас (Казахстан, СССР). 

Соотношения между гранитами с последовательностями зе
рен, аналогичными простым цепям Маркова, и с другими типами 
последовательностей зерен показаны в табл. IV.1. Почти во всех 
дайках аплитов и гранодиоритпорфиров, от бассейна р. Колымы, 
п-ова Чукотки и до Югославии, ФРГ и Шотландии, встречаются 
породы, неотличимые от предсказанных только что схемой кри
сталлизации, приводящей к простой марковости. Наконец, опыт
ные исследования габбро-диабазов с габбровой структурой в Гуль
таде (Центральный Казахстан) и нефелиновых окаитов в Ока 
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(Канада) показали, что и эти породы укладываются в рассмотрен
ную схему. Все это проверено с помощью статистических крите
риев, описание которых читатель найдет в гл. VI этой книги. 

Создается впечатление, что чередование биоценозов, под
дающихся типизации в пределах отдельных экологических ниш, 

вследствие отравления окружающей среды продуктами жизне
деятельности данного биоценоза, также может приводить 
к марковскому чередованию фаций с. разными биоценозами. 

Число подобных примеров может быть легко увеличено. Это 
показывает, что марковские . CTPYI{Typbl очень распространены 

в природных явлениях. 

IV.2.5. Сложные цепи Маркова и существенно 
немарковские последовательности 

Перейдем к изучению случая, когда r=2 (марковская цепь 
второго порядка). 

Марковское свойство (IV. 2. 6) у цепи Маркова второго порядка 
имеет вид 

Р [В I aI (h-l) aJ (h- 2) А]=р [В I aI (h-l) aJ (h-2)], (IV. 2. 20) 

где В Е <:вь , А Е Q!ь-з, 
Вероятностная мера для цепи со свойством (IV. 2. 20) полностью 

определяется вероятностями из (IV. 2. 9), т. е. в данном случае 
числами PI (h), PI. J{h, h+ 1), PI J. K(h, h+ 1, h+ 2) (для всех 
целых h;? О и все;' 1, 1, К Е ~). ' , 

Вероятность цепочки 

ak(h-r), aL(h-r+l), am(h-r+2), ... , ар(h-З), aW(h-2), 

aJ (h - 1), aI (h) 

вычисляется как 

pk(h-r). PK;L(h-r. h-r+1). PK,L; M(h-r, h-r+1, h-r+2) .... 

... 'Pp,W;J(h-З, h-2, h-l) 'PI-1',J;I(h-2, h-l, h). 

Однородность и стационарность марковской цепи второго по
рядка существенно различаются. Чтобы задать однородную цепь 
второго порядка, надо указать все вероятности Рг PI ; J, PI , J; к; 

для задания стационарной цепи обычно4 достаточно задать PI , J; к. 

Вероятности PI и PI. J В этом случае единственным обраЗOl\I рас

считываются с помощ~ю PI J. К (см. пример в конце § IV.3). 
Опыт показывает, что ~арковские цепи второго порядка чрез

вычайно широко распространены в гранитах первично магмати
ческого происхождения, претерпевших некоторую вторичную пере

работку при образовании в них высокотемпературных гидротер-

4 См. сноску на с. 237. 
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мальных месторождений (Вистелиус, Романова, 1972; Иванов, 
1978; Романова, 1978, и др.). 

Распространенность в гранитоидах цепей равличного, в том 
числе второго, порядка может быть проиллюстрирована данными 
табл. IV.1. 

т а 6 л и ц а IV.1 
1',lар-ковс-кие свойства изученных последовательностей И3 зерен -калиевого 

полевого шпата, -кварца и плагио-клаза в рудоносных (показаны 
звездо'l-КОй) и безрудных гранитных массивах (данные на 1978 г.) 

Число образцов со следующими 

Число марковскими порядками последовательнос-

Массив (или дайка) изученных тей зерен 

образцов 
<2 2 >2 

Гатино (Канада) 90 77 13 Нет 
Малье6ург (ФРГ) 31 16 15 Нет 
Кызыл-Тае (СССР) 214 102 101 11 
Воет. Иультин* (СССР) 119 10 96 13 
OMCYR'IaH* (СССР) 305 15 239 51 
Apra-БIных-Хая* (СССР) 140 8 112 20 
Карнменеллие* 

l\о6ритания) 
(Вели- 73 Нет 61 12 

При м ер IV.5. В районе Гульmад (Прибалхаmье) имеются 
rаббро-диабавы, состоящие ив пироксена (Pyr) и плагиоклава 
{PI) габбровой структуры несомненно первично магматического 
происхождения. Для части этих габбро-диабавов характерно на
личие в породе хаотически равбросанных выделений биотита 
{Bt). Необходимо проверить происхождение биотита. Если био
тит имеет первично магматический гене вис , то последователь
ность индивидов Pyr, РI и Bt в габбро-диабаве будет простой 
цепью Маркова, как это вытекает из принятой схемы кристалли
вации расплава, рассмотренной при описании простых цепей 
Маркова на с. 241. Если же биотит появился в габбро-диа
базе под действием калиевого метасоматоза и располагается между 
первичными вернами Pyr и PI, то последовательность зерен Pyr 
и РI должна быть простой цепью Маркова, а последовательность 
на трех состояниях Pyr, РI и Bt должна иметь специфические 
черты. Выясним, какие это черты, и проверим их наличие путем 
исследования породы под микроскопом. 

Начнем исследования с того, что исключим выделения био
тита (не будем их учитывать) и рассмотрим последовательность 
на двух состояниях - Pyr и PI. Если схема, на которую мы ссы
лались, верна, то эта последовательность должна быть простой 
цепью Маркова. Выполнив подсчеты с помощью методов, излагае
мых в гл. VI, мы убедились, что последовательность на двух со
'Состояниях (Руг и PI) не отличима от простой однородной и обра
тимой цепи Маркова. 
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Рассмотрим теперь последовательность на трех состояниях -
Pyr, Pl и Bt. При этом мы будем фиксировать каждое зерно Pyr
и Pl отдельно, а лейсты биотита, находящиеся между ними, при
нимать за один индивид, который будем называть биотитовым 
пакетом. Это делается из-за того, что границы между лейстами био
тита часто определить трудно. Предположим, что появление био
титового па кета может происходить с постоянной вероятностью 7t 

(О < 7t < 1) независимо от места его внедрения. 
Для выяснения специфики последовате.1ЬНОСТИ Pyr, РI и Bt 

рассмотрим сначала вероятность 

р [аI (h) I aBt (h -1) aJ (h - 2) А] = 7tp;'; 1=F р [аI (h) I aвt (h-1)J = 
= Р[, (А ЕЩh-З), (IY. 2. 21) 

где штрихом отмечаются вероятности, относящиеся к последова

тельности на двух состояниях 1, 1 Е {Pyr, Pl}. 
Далее, 

(IY. 2. 22)· 

Таким образом, если включить в <<Настоящее>} два последова
тельных испытания, то <<Прошлое>} не будет иметь значения для ве
роятности событий в будущем, так что в силу (IV. 2. 21) и (IV. 2. 22} 
рассматриваемая последовательность оказывается марковской 
цепью второго порядка и не является простой цепью. Получен
ная цепь Маркова второго порядка однородна, так как первичнал 
простая ма рковская цепь была однородной и вероятность внедре
ния биотитового лейста не зависела от места внедрения в цепь. 

Расчеты с помощью методов, изложенных в гл. VI, показы
вают, что последовательности зерен Pyr, Pl и пакетов Bt в габбро
диабазе Гульшада действительно неотличимы от однородной цепи 
Маркова второго порядка. Это может рассматриваться как под
тверждение вторичности (метасоматического происхождения)
биотита. 

Изучение сложных марковских цепей с r> 2 не вносит ка
ких-либо существенно новых моментов по сравнению со случаем. 
когда r=2. Отметим только, что при r> 2 для задания однород
ной марковской цепи нужно значительно больше информации,. 
чем для стационарной. 

Для сложных марковских цепей, по-видимому, нет установив
шейся классификации. Наиболее часто они приводятся к простым 
цепям, а последние классифицируются так, как уже отмечалось. 

Рассмотрим общую стохастическую схему, которая приводит 
к возникновению иарковской цепи любого конечного порядка 
r (r=1, 2, ... , k). Допустим, что имеется случайная последова
тельность на множестве из двух состояний (J. и ~. При этом вслед 
за состоянием ~ обязательно наступает состояние а, за состоя
нием (J. может следовать (J. с вероятностью р и ~ с вероятностью 
1-р. Это происходит независимо от того, как вела себя случай
ная последовательность ранее. 
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Рассматриваемая последовательность, согласно определению ~ 
является однородной цепью Маркова первого порядка с переход
ными вероятностями р,,-,,-=р, p,,-~=1-p; p~~=1 и P~~=O. ДЛЯ того
чтобы распределение состояний с любым номером было одинако
вым (стационарным), надо взять в качестве начального распре-

О 1 О 1-р 
деления р,,-( )= 2-р' р,з( )= 2-р· 

:Каждая реализация такой последовательности кодируется и 
пропускается через преобразователь со следующим свойством. 
Устройство не пропускает более чем r одинаковых символов 
подряд. Появление в г+1-й раз подряд состояния а отключает 
устройство, и оно включается снова появлением очередного со
стояния ~. Полученная на выходе случайная последовательность. 
является однородной цепью Маркова порядка Т. 

Действительно, 

p[a~(h+1)la,,(h), ... , a,,(h-r+1)J=1 
'- . 

r 

и 

как это следует непосредственно из схемы. 

Рассмотрим далее вероятности 

p[a~(h+1)la(h), ...• a(h-r+1)АJ; AE21k- r , 
'-----~ - (IV. 2. 23), 

r 

где испытания а (l) от l=h до l=h-r+1-ro моментов реализова
лись как угодно, но так, чтобы среди этих испытаний хотя бы 
в одном реализовалось ~. После появления ~ весь случайный про
цесс (как исходный, так и преобразованный) начинается в вероят
ностном смысле заново. Поэтому прошлое не влияет на будущее, 
и вероятность (IV. 2. 23) не зависит от А. 

В качестве подтверждения этой схемы рассмотрим деятель
ность гейзера. Она состоит из чередования выбросов воды различ
ной интенсивности, разделенных периодами покоя. В случае· 
покоя фиксируется состояние С, в случае выброса - серия 
(см.гл. II) состояний В. Длина серии совпадает с отметкой уровня 
воды, накопленной в водомере, оценивающем дебит выброса. 
Так, если в результате выброса был отмечен объем воды (в услов
ной шкале) 2, то фиксируется серия ВВ, за которым обязательно
следует состояние С. Допустим, что водомер может вмещать коли
чество воды, поступившее при любом выбросе. Предположим 
также, что фиксируемая на таком водомере последовательность 
из С и В образует простую стационарную марков скую цепь (послед
нее допущение произвольно и преследует чисто иллюстратив

ные цели). Пусть теперь реальный водомер имеет предельную
вместимость с максимальной отметкой Т. Таким образом, при осо
бенно интенсивных выбросах вода выше r выливается и количество· 
ее сверх r не фиксируется, а берется отметка r. Тогда наблюдения. 
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1ШД последовательностью В и С, полученные с помощью реаль
ного водомера, дадут марков скую цепь порядка r. Итак, струк
'Тура цепи будет зависеть от вместимости водомера. 

Рассмотрим теперь простейшую схему возникновения суще
ственно немарковской последоватгльности. Такая последователь
ность может появиться, например, следующим путем. Имеется 
случайная последовательность на двух состояниях а и ~. Последо
вательность обладает тем свойством, что, попав первый раз в со
стояние ~, система может перейти из него в состояние а. При втором 
попадании в ~ это состояние становится поглощающим. В случае 
такой последовательности, зная, что в настоящий момент реали
зовалось состояние ~, мы можем утверждать, что переход в ~ будет 
собязательным, если известно, что в прошлом, хотя бы самом отда
ленном, уже наблюдалось состояние ~. Если же состояние ~ ни 
разу до этого не встречалось, то переход в ~ не будет достовер
ным. Таким образом, для прогноза необходимо знание всего пре
дыдущего. 

Нак будет покаsано в гл. У, существенно немарков
сские последовательности ВОЗНИКaIОТ также при объединении со
стояний в обратимых стационарных цепях. Поэтому следует ожи
дать, что существенно немарковские последовательности могут 

достаточно часто встречаться в природных явлениях. R сожале
нию, опознание с помощью статистических тестов таких последова

тельностей связано с большими трудностями. Некоторые данные 
по этому вопросу мы приведем в конце гл. VI. 

IV.2.6. Распределения серий в марковских цепях 

В известной мере структуру марковских цепей можно также 
характеризовать распределениями серий. Напомним, что [-се
рией длины l называется сочетание элементов [и 1 (не [), располо
женных в последовательности так, что h-e и h+l+1-e места за
няты состоянием 1, а места от h+1 до h+l заняты состоянием [ 
{это определение отнесено к любым целым h и l > О). Если 
1 - любые состояния из множества состояний J?, не совпадаю
щие с [, то мы говорим о серии без фиксированных концов. Если же 
в качестве 1 на h-M и h+l+1-M местах располагаются два опре
деленных состояния J и К, где J, К Е J?\ {[ }, то говорят о серии 
с фиксированными концами. 

Дискретное распределение вероятностей длины серии приписы-
00 

Бает каждой l-серии длины l (l = 1, 2, ... ) вероятность РЕ; ~ РЕ = 1. 
1=1 

Распределения серий по длине могут использоваться для проверки 
rипотез о структуре случайных последовательностей. 

Предположим, например, что имеется последовательность не
:зависимых испытаний с постоянными вероятностями. Для нее 
легко указать распределение серий по длине. Если это распреде
ление сильно отличается от эмпирического, то гипотезу о незави-
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симых испытаниях с постоянной вероятностью следует отбро
сить. Сложнее вопрос о том, можно ли принять эту гипотезу 
в случае достаточной близости теоретического и эмпирического 
распределений (как отмечал ось в гл. III, в этом случае необхо
дима оценка мощности статистического критерия). Действительно, 
такое же распределение серий по длине могут иметь некоторые 
последовательности с зависимыми испытаниями. Однако в классе 
стационарных марковских последовательностей разным порядкам 
марков ости всегда отвечают разные распределения l-серий по' 
длине. Это следует из приводимой ниже теоремы, в которой рас
сматривается распределение серий по длине. При этом мы огра
ничиваемся лишь изучением стационарных цепей на трех состоя
ниях, т. е. при~={l, J, К}, с марковостью порядков r=O, 1 и 2. 

Т е о р е м а IV.1. Вероятн,ости Р. (i=1, 2, ... ) в расnределе
н,ии [-серий по длин,е, отвечающие стацион,арн,ой :марх;овской 
цепи nорядх;а r, образуют, н,ачин,ая с Pr , гео:метричесх;ую nрогрес
сию со зн,а:мен,ателе:м 

РНl 
h=pLa](h)la](h-1), ...• a](h-r)] и=Т, т+1, •.• ). (IV. 2. 24) 

Для простой :марковской цепи расnределен,ие по алин,е серий 
с фиксирован,н,ы:ми кон,ца:ми н,е зависит от того, какие состоян,ия 
зафиксирован,ы в кон,цах серии. 

Для :марковских цепей порядка r> 1 выбор состоян,ия, фикси
рован,н,ого в кон,це серий, влияет н,а расnределен,ие серий по длине. 

Для серий с н,ефиксирован,н,ыми х;он,цами имее:м: 
а) nоследоваmельн,ость Верн,улли (r=O) 

Pl=Pj; Р1+в=Рl' pJ (s=O, 1,2, ... ), 

б) простую цепь Марх;ова (r= 1) 

В) цепь 

Рl = Р [а1 (h) I а] (h -1)], 

P1+b=Pl{pLa](h)la](h-1)]}В (s=O, 1, 2, ... ). 

Маркова второго порядка 

PJPJ; IP [а1 (h)ja] (h - 1), aJ (h _. 2)] + 
+ РкРк;]Р [аl (h)/a] (h -1), aK(h - 2)J 

Рl = PJPJ; ] + РкРк; ] 
{PJPJ; ]Р [а 1 (h)ja] (h - 1), aJ (h - 2)] + 

+ РкРк; ]Р [а] (h)ja] (h - 1), ак (h - 2)]} Х 
Х Р [а] (h)ja] (h -1), а] (h - 2)] 

P2=--------~--~~.-----~----~---
PJPJ; ] + РкРк; ] 

(IV. 2. 25), 

(IV. 2. 26)) 

(1\'.2.27)' 

PI+.=P2{p[a](h)/a](h-l), а] (h-2)JY (s=O, 1,2, ..• ) 

Каждое из расnределен,ий (lV. 2. 25) и (lV. 2. 26) зависит 
от одн,ого параметра (в качестве такого параметра .можн,о взять, 
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;Jшnри.мер, PI для последовательности Бернулли и PI; I - для 
простой цепи Маркова). Распределение (lV. 2.27) зависит от се.ми 
неаависи.мых nара.метров (в качестве таких napaJltempoe .можно 
взять, 1lаnри.мер, Рр Рк' PJ; I' Рк; I' PJ, I; [ Рк, I; I и PI , I; I)' 
,Для случая с ФиксироваН1lы.J1f,и конца.ми (для определенности бе
рется серия из состояний 1; перед серией располагается состояние J, 
а после серии - состояние К) при последовательности Бернуми 
и простой цепи Маркова распределения, как от.мечалось, совпа
дают соответственно с (lV. 2. 25) и (lV. 2. 26). Д ля цепи Маркова 
.второго порядка 

р[а](l~)jаI(h-1), aI (h-2)]р[ак (h)jаI (h-1), aJ (h-2)] 

Pl= pLak (h)jaI (h--1), aJ (h-2)]р[аJ(h)jаI (h-1), aI (h-2)]+ ' 

+p[aI (h)jaI(h-1), aJ (h-2)]р[ак (h)jаI (h-1), aI (h-2)] 

р [а] (h)jaI (h -1), aI (h - 2)] Х 

Х р [aI (lz)ja I (h - 1), aI (h - 2)] Х 

Х р [ак (h)jaI (h -1), aI (h - 2)] 
,Р2 = ----р-:[,-аК-=--;-;(h-:-) j7"""a"":'I -;";(h-:_--:l7'") ,-аJ-:(7h---2~' )":"J ':""Х7---- (IV. 2. 28) 

Х Р [а[ (h)jaI (h - 1), а! (h - 2)] + 
+ р [aI (h)jaI (h - 1), аl (h - 2)] Х 

Хр [aK(h)jaI (h-1), aI (h-2)] 

P2+,=P2{p[aI (h)jaI (h-1), aI (h-2)]У (8=0,1,2, ... ). 

Распределения для последовательности Бернулли и простой 
гцеnи Маркова зависят каждое от одного nара.метра (в качестве 
независи.мого nара.метра в последовательности Бернулли .можно 

принять PI, а в простой цепи Маркова - PI;I). В случае цепи 
Маркова второго порядка распределение определяется четырь.мя 
независи.мы.ми nара.метра.ми (в качестве таких nара.метров .можно 

взять PJ, I; К, PJ, I; I, PI , I; I 11, P I , I; к)· 
Итак, для проверки гипотезы о порядке марковости по распре

,делению длины серий с фиксированными концами при r=O и r=1 
необходимо использовать не менее трех разрядов. При r=2 число 
разрядов должно быть не менее шести. При работе с сериями с не
фиксированными концами для случаев r=O и r=1 нужно иметь 
не -менее трех разрядов, а для случая r=2 - не менее девяти. 

Утверждения теоремы IV.1 непосредственно следуют из фор
мул (IV. 2. 25)-(IV. 2. 28), определяющих вероятности длин се
рий и аналогичных им при r> 2, которые здесь не приводятся. 
Вывод указанных формул основывается на подсчете специальных 
переходных вероятностей. Так, например, независимо от того, 
какого порядка r будет цепь, вероятность иметь l-серию длины l, 
перед которой стоит состояние J и вслед за которой стоит состоя
ние К, представляет условную вероятность 

п=р[ак (h+l+1). aI(h+l), .... aI (h+3), 

aI(h+2)laJ(h), aI (h+1)]. (IV.2.29) 
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Для получения распределения серий по длине выражение' 
(IV.2.29) необходимо разделить на сумму всех выражений такого 
вида, взятую по l, от 1 до ro . 

Действительно, для того чтобы осуществилось рассматривае
мое событие (серия с фиксированными концами), необходимо, 
чтобы условие aJ (h), а1 (h+1) было выполнено. Появление aJ (h) 
необходимо потому, что рассматриваются только серии, перед ко
торыми встречено состояние J, а дальнейшее появление 1 необхо
димо потому, что мы не включаем в множество серий пустые· 
(длины О). Если указанное условие реализовалось, то для полу-
чения рассматриваемой серии нужно, чтобы далее еще l-1 раз 
подряд следовало состояние 1, которое затем сменял ось бы состоя-
нием К. Итак, нужно рассчитать вероятность (IV. 2. 29). Вычисле
ние (IV, 2. 29) производится по-разному - в зависимости от по-
рядка марковости r. 

Так, например, для стационарной цепи Маркова первого по
рядка (IV. 2. 29) вычисляется как 

p[aJ (h)a1 (h+1)a1 (h+2), •.. , a1 (h+l), aK(h+l+1)] 

Р [aJ (h) а1 (h + 1)] 

_ PJPJ; 1 (P1; 1)/-1 P1; к _ ( )/-1 
- РР -Р1''К Р1'1 • J J; 1 ., 

Далее полученное выраЖение делится на 

откуда 

ro 

~ ( ) /-1 Р1; к 
Р1'К P1'1 =--

t J р' 
1=1 1; 1 

Pl = P1; 1 (Р1; 1)/-\ 

т. е. получается распределение серий по длине с фиксированнымИ' 
концами. Нак видно, эта формула совпадает с (IV. 2. 26), т. е. 
со случаем С нефю\сированными концами. 

:Как отмечалось в теореме, фактическая зависимость функции 
распределения от состояний, находящихся на концах серий, воз-
никает, начиная с цепей, обладающих марковостью второго по
рядка. 

Рассмотрим приложение выведенных формул для простого 
случая. 

При м е р IV.6. В аплитовидном граните (обр. О-51) близ 
с.Омсукчан в бассейне :Колымы была зафиксирована последова
тельность зерен кварца, калиевого полевого шпата и плагиоклаза 

(АЬ). состоявшая из 967 зерен. В этой последовательности было встре
чено распределение серий из зерен плагиоклаза по длине при не-
фиксированных концах, приведенное в табл. IV.2. 

Необходимо сравнить эмпирическое распределение серий по 
длине с теоретическими распределениями для r=O и r=1 для 
того, чтобы проверить гипотезу, чем является последователь--



ность - последовательностью независимых испытаний (r=O) или 
:простой цепью Маркова (r=1). Известно, что изучаемая последо
вательность является однородной (Вистелиус, Романова, 1972). 

Путем расчета по формуле (IV. 2. 25) получаем Pl~O.582, в то 
время как наблюденное значение для Pl=O.787 при 233 наблю
.денных сериях длины 1. Это дает настолько большое слагаемое 
входящее в статистику Х2 , что бернуллиевская гипотеза бра
·куется без дальнейших расчетов. 

В табл. IV.2 даны результаты подсчета по формуле (IV. 2. 26). 
В эту формулу подставлено значение оценки Р АЬ, АЬ, которому 
·отвечает наблюденное значение Pl=O.787. Из подсчета видно, что 
гипотеза о том, что изученная последовательность - простая 

однородная цепь Маркова, не противоречит наблюденному рас
пределению серий. Отметим, что применение специального ста
-тистического критерия для проверки этой гипотезы (Вистелиус, 
Романова, 1972) привело к такому же заключению. 

IV.3. МАТРИЧНЫЕ МЕТОДЫ ИЗУЧЕНИЯ ЦЕПЕЙ МАРКОВА 

Матричные методы являются весьма важным инструментом 
.для изучения цепей Маркова. Ниже дается систематическое 
.изложение их применения. 

IV.3.1. Марковские матрицы 
и стохастические векторы 

Как отмечалось, задание переходных вероятностей на один 
шаг и фиксация начального распределения полностью опреде
.ляют все случайное явление, связанное с соответствующей простой 
однородной цепью Маркова с конечным числом состояний. С пози
ций линейной алгебры (теории матриц) это означает, что случай
ное явление, связанное с однородной простой марковской цепью, 
полностью определяется заданием квадратной матрицы PHJJ 
(в будущем для простоты мы ее часто будем обозначать РШ или Р) 
и вектором Ро (здесь p~~JJ означает, что происходит переход 
с 1 непосредственно на J, при ЭТОМ в изучаемой цепи эти состоя
ния расположены рядом, что отмечено верхним индексом 1; если бы 
·они были расположены на расстоянии в h испытаний, мы имели бы 
соответственно индекс h, а соответствующую матрицу переходов 
обозначили бы рИJJ). Это позволяет рассматривать однородную 
марков скую цепь как объект, исследуемый теорией матриц. Такой 
подход удобен при работе с наблюдениями, когда ПРИХОДИ'fСЯ 
широко пользоваться ЭВМ и стандартными программами. 

Поскольку сложная марковская цепь (как отмечалось, у та
RОЙ цепи порядок марковости т > 1) приводится К простой С по
мощью увеличения числа состояний, что отмечалось на с. 234 и 
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Таблица IV.2 

ПровеРRа маРRОВСRОЙ гипотезы по распределению серий 

Длина серии 1 2 3 4 

Наблюденное RОЛИ- 233 49 10 4 
чество серий 

Количество серий, 233.0 49.6 10.5 2.2 
вычисленное по 

(IV. 2. 26) 

0.50> р [X(~) ;;" 1.50] > 0.25 

будет рассмотрено в IV. 3. 6, здесь мы остановимся только на вопро
сах, связанных с однородной простой марковской цепью. 

Всякой однородной простой марковской цепи отвечает сто
хастический веnтор р и квадратная .марnовсnая .матрица Р раз
мера sXs, где s - число состояний в марковской цепи. Стохасти
ческому вектору соответствует точка на поверхности s-мерного. 

тетраэдра. Этот тетраэдр задается с помощью соотношений 

в 

~p.=1, 0~p.~1 (i=1, 2, ... , s) 
.=1 

в системе координат (Рl' Р2' ... , Р.). 
Элементы марковской матрицы - переходные вероятности,. 

т. е. неотрицательные числа 0< Р lj < 1; сумма элементов в каждой
строке этой матрицы равна единице. Марковские матрицы обла-
дают следующими свойствами. -

1. Произведение двух марковских матриц есть снова марков-
ская матрица. Это свойство обобщается на произведение любого 
числа произвольных марковских матриц одного порядка, кото-

рое всегда является марковской матрицей. 
2. Среди характеристических чисел марковской матрицы всегда 

имеется характеристическое число Л1 =1; любое характеристиче
ское число марковской матрицы по модулю не превышает еди-
ницы, т. е. 

1 1...1 ~ 1 (i = 1, 2, ... , s). 

Среди характеристических чисел марковской матрицы могут 
быть собственные числа, по модулю равные единице, как веществен
ные, таки комплексные (т. е. некоторые характеристические числа· 
могут быть -1, 1 или а+Ы с а2+Ь2=1). 

3. Собственному числу Л1 =1 отвечает для матрицы Р соб-
ственный стохастический вектор 
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4.Транспонированная марковская матрица рт имеет, как и лю
бая матрица, те же характеристические числа, что и Р. При этом 
характеристическому числу Л1 =1 транспонированной марков
ской матрицы отвечает собственный вектор, являющийся стоха
стическим вектором P.t. Этот вектор, по определению, отвечает 
уравнению 

(IV.3.1) 

Распределение вероятностей состояний, задаваемое указан
ным вектором, называется стационарным распределением со

стояний, а вектор P.t - стационарным стохастическим вектором. 
Важным частным случаем стохастической матрицы является 

матрица, элементы которой Рц не зависят от индекса j (одинако
вые вероятности в пределах одного столбца, меняющиеся, вообще 
говоря, от столбца к столбцу). Для такой матрицы стационарное 
распределение задается ее строкой. Матрицы такого типа отве
чают последовательностям независимых испытаний с постоян
ными вероятностями (последовательности Бернулли). Последова
тельности Бернулли, как мы отмечали, рассматриваются здесь 
iКaK марковские цепи нулевого порядка. 

Другим важным типом марковской матрицы является так назы
ваемая дважды стохастичесnая .матрица. Под этим названием 
известна стохастическая матрица, у которой сумма по любому 
~толбцу равна единице. Очевидно, что всякая симметрическая 
марковская матрица является в то же время дважды стохасти

ческой, но не всякая дважды стохастическая матрица симмет
рична. Дважды стохастическая матрица обладает стационарным 
распределением вероятностей P.t' приписывающим всем состоя
ниям одинаковую вероятность. Таким образом, для дважды сто
хастической матрицы 

Начальному распределению состояний отвечает стохастический 
вектор РО' соответствующий начальному состоянию системы и 
представляющий, как отмечалось, некую точку на поверхности 
s-мерного тетраэдра. Действие линейного оператора, отвечающего 
матрице P}~)~, переводит точку ро на поверхности тетраэдра 

в новое положение Рl' где Рl - распределение вероятностей со
~тояний после первого испытания, т. е. в момент времени t=1. 
Этому действию матрицы на вектор отвечает уравнение 

(IV. 3.2) 

{подчеркнем, что вероятностный смысл здесь имеет действие рт 
на р, а не действие Р). Далее, 

252 



РТР1 = (PT)Z Ро·= Рз 

{т. е. ТОЧRа ро пере водится во второе положение Р2) и вообще 

PTPk_l = (PT)k Ро = Pk, (IV. 3. 3) 

где Pk и Pk-l соответствуют распределениям состояний после k-TOTO 

и k -1-го испытаний. 
ПОСRОЛЬRУ после любого испытания распределение вероят

ностей состояний есть стохастичеСRИЙ BeRTop, мы видим, что дей
ствие MapRoBcROTO оператора (матрицы) перемещает ТОЧRУ (рас
пределение вероятностей состояний) по поверхности тетраэдра. 

Следует отметить, что действие матрицы рТ, не имеющей нуле
вых элементов, на стохастичеСRИЙ BeRTop, HeRoTopble Rомпоненты 
ROTOPOTO равны нулю, приводит R стохастичеСRОМУ BeRTopy без 
нулей. 

Если мы имеем дело с однородной простой цепью MapRoBa, то 
общий элемент матрицы переходных вероятностей на k шагов, 
RОТОРЫЙ мы будем обозначать p}~~, совпадает с соответствующим 
элементом k-той степени матрицы переходных вероятностей 
на один шаг, иными словами, 

p}~j= 11 pk 111, J. (IV. 3. 4) 

ДОRажем это с помощью математичеСRОЙ ИНДУRЦИИ. ДЛЯ k=1 
соотношение, очевидно, выполняется. Пусть далее (IV.3.4) выпл-
пяется для k=n-1, т. е. 

РУ!1) = 11 p<n-l) 111, J. 

ДОRажем, что соотношение (IV. 3. 4) справедливо и при k ·n. 
Чтобы перейти из состояния 1 в состояние J за n шагов, нужно 
перейти из состояния 1 в произвольное состояние L за n-1 шаг, 
а затем из состояния L за один шаг попасть в J. ДЛЯ однородной 
простой маРRОВСRОЙ цепи вероятность таRИХ переходов вычис
ляется по формуле 

p}'!)J= ~ P}';-PPL; J= ~ IIPn-1111,LРL,J=/lрnIII,J. 
LE"" LE"" 

IV.3.2. Предельные распределения в маРRОВСRИХ цепях 

:Классифицируем теперь маРRОВСRие матрицы с ТОЧRИ зрения 
предельного поведения ТОЧRИ в процессе ее последовательного 

перемещения по грани тетраэдра. 

Наиболее распространенным в геологичеСRИХ приложениях 
является случай эргодичесnой марnов:;nой цепи. В этом случае по
-следовательно перемещающаяся ТОЧRа Ро, Рl" .. , Pk стремится занять 
предельное положение, из ROTOPOTO она больше не выходит. ТаRИМ 
образом, здесь существует предельное распределение вероят
ностей состояний 
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ХараRтеристичеСRая черта эргодичеСRОЙ цепи заRлючается 
в том, что одна и та же предельная ТОЧRа р / достигается незави
симо от того, из какого исходного положения Ро вышла марков

СRая цепь (независимость р/ от Ро). Распределение р/ в эргодиче
СRОЙ цепи всегда является стационарным, а предельная матрица 
переходных вероятностей за k шагов, т. е. lim P(k) существует и яв-

k-+CfJ 
ляется матрицей, отвечающей последовательности независимых 
испытаний с постоянными вероятностями, т. е. матрицей, у кото
рой элементы в пределах Rаждого столбца не меняются (см. с. 252). 

Достаточно часто может встречаться случай, когда предель
ного положения ТОЧRИ, отвечающей распределению вероятностей 
состояний, не существует. Если р/ не существует, то цепь обязана 

быть периодической. Как отмечалось, это означает, что из любого 
состояния 1 можно вернуться в 1 ТОЛЬRО за Rоличество шагов, 
кратное периоду h, в то время как P~;)I=O при s=l=rh (r и h - це
лые). Наконец, возможен промежуточный случай - предельная 
ТОЧRа существует, но она зависит от начального положения (Р/ 

зависит от Ро). ТаRие цепи называют 1Wааиэргодическими (Гантма
хер, 1967). 
При м е р IV.7. Рассмотрим вопрос о существовании в при

роде аналогов эргодичеСRИХ маРRОВСRИХ цепей. Для этого изучим 
последовательность зерен кварца (Q), Rалиевого полевого ПIПата 
(Or) и плаГИОRлаза (АЬ) в шлифе аЛЯСRита с р. КараRУЛЬДЖУР 
в Центральном Тянь-Шане, неотличимую от простой однородной 
маРRОВСRОЙ цепи, с матрицей переходных вероятностей, ОRруглен
ных до десятых (Вистелиус, 1967): 

Ог Q АЬ 
Ог (0.з 0.5 0.2) 

р= Q 0.3 0.4 0.3 . 
АЬ 0.4 0.6 0.0 

(IV. 3. 5} 

Начальное распределение состояний нам не известно. Возьмем 
за начальное распределение 

(
0.0) 

Р о = 0.5 • 
0.5 

Тогда поведение случайной системы можно иллюстрировать гра
фичеСRИ как последовательное перемещение точки по грани трех
мерного тетраэдра. Действительно, распределения состояний после 
первых трех испытаний 

(
0.50) 

pt = p:rpo = 0.35 , 
0.15 
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(IV. 3. 6) 

(
0.3220) 

Рз = РТР2 = (рт)з Ро = 0.4755 • 

0.2025 

Вычислять предельное распределение точки, повторяя снова и 
снова расчеты типа (IV. 3. 6), нерационально. Практически (Фел
лер, 1964), для того чтобы разыскать предельное распределение, 
нужно сначала убедиться, что оно существует, а затем определять 
его компоненты из уравнения (IV. 3.1). В данном случае для этого 
нужно решить систему линейных уравнений 

РТу=у, 

где рТ - транспонированная матрица (IV. 3. 5), а у - ее собствен
ный вектор, отвечающий собственному числу Л1=1. 

Отсщда получим систему: 

0'3Уl + 0'3У2 + 0.4уз = Уl, 
0.5Уl + 0.4У2 + 0.6уз = У2, 
0.2Уl + 0'3У2 = Уз' 

Так I\aK сумма компонент вектора у приводится в дальнейшем к 1, 
'То можно сначала выбрать од:в:у из компонент произвольной. Возьмем 
У1 = 1. Тогда из третьего уравнения найдем 

Уз = 0.2 + 0'3У2' 
Подставляя выражение для Уз в первое уравнение, получим 

У2 = 1.4762, Уа = 1.6429. 
Таким образом 

у = (~:~~~~) . 
0.6429 

Приведем сумму компонент к единице и получим окончательно 

Pst = (~::~~:) . 
0.2061 

Если бы мы неограниченно повторяли операции типа (IV. 3. 6), 
то пришли бы именно к этой точке. 

Возьмем теперь другое начальное распределение, например 

(
0.6) 

P~ = 0.4 . 
0.0 
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Тогда будем иметь 

( О.ЗО) 
pi = 0.46 . 

0.24 

( 
0.З240) (0.З198) 

р; = 0.4760 • Рз = 0.4666 • и Т. д. 

0.1980 0.2082 

п риведенные данные показывают, что для последовательности 
зерен изученных аляскитов существует предельная точка и что 

в эту предельную точку мы приходим независимо от того, какой 
была начальная. Таким обраЗ0М, исследованная последователь-

Рг 

~~------------------~ p,'----------....lРз 

Рис. IV.4. Сходимость начального вектора к вектору стационарного рас
пределения. 

а - эргодичеснИЙ. б - нвазиэргодичесний м)'чай. 

ность действительно ведет себя как простая однородная эргоди
ческая цепь Маркова. 

И3 приведенных вычислений и рис. IV. 4 видно, что предель
ная точка достигается практически после второго ПIага и не за

висит от положения исходной. Если подобного рода быстрая сходи
мость имеет место, то говорят, что цепь быстро устанавливается 
(далее мы увидим, что скорость сходимости зависит от модулей 
характеристических чисел). 

При геологических исследованиях мы, как правило, не знаем 
начального распределения, так как оперируем обычно с единич
ной реализациеЙ. При этом исследуемая единичная реализация 
начинается не с того места, где начинает осуществляться меха

НИ3М, по рождающий последовательность, а на некотором рас
стоянии от него (например, на некотором расстоянии от контакта 
интрузии или ПОДОПIвы толщи). Можно предположить, что на этом 
расстоянии цепь успевает установиться, т. е. распределение ве

роятностей исходов становится очень близким к стационарному 
распределению. В тех случаях, когда есть основания полагать, 
что цепь устанавливается к месту наблюдения (скажем, к изучае
мому разрезу) исследуемой части последовательности, прини
мается, что начальное и предельное распределения совпадают. 
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Очевидно таЮI\е, что имеется ряд случаев, когда исход началь
ного испытания имеет другую вероятность, чем исходы последую

щих. Это отражено в геологии в таких понятиях, кан «зальбанД» 
жилы или «Rраевая часть интрузию). В последнем случае, в крае
вой части интрузии, вероятность встречи, скажем, темноцвет
ного минерала много выше, чем в главной, более внутренней, 
части интрузивного тела гранита. 

Таким образом, изучая гранит от нонтакта внутрь массива, 
нужно считаться с возможными различиями между вероятно

стями появления первого от нонтанта зерна определенного со

става и вероятностью появления зерна того же состава на некото-

~~~~% : : :".::.~ .:. ':':'.' .': ,,'. ',;: " :'.:: : ':',';': .: ..... :: .. :'.:.: .:. :.:.:.:.:. :.:. :.:.:.:.:.:.:.:. :':'.:: 

Рис. IV.5. Схема формирования пефтяной залежи. 
Ноем штрuxовnа - экранирующий горизонт; точnu - пористый горизонт, по которому 
мигрируют воды, несущие капельную нефть; А и В - маверны, заполненные нефтью; 

С - растущая нефтяная залежь. 

ром расстоянии от контанта. :Каждый отдельный случай требует 
индивидуального рассмотрения с учетом несоразмерности раз

мера шлифа, в котором ведется исследование, и всего массива 
в целом. Аналогичные соображения должны учитываться и при ис
следовании других объектов - рудных тел, осадочных толщ, рас
пределения фауны в экологической нише и т. п. 

При м е р IV.8. Рассмотрим теперь пример, показываю
щий, что не во всех случаях при геологических испытаниях раз
личные начальные распределения приводят R одному И тому же 
предельному распределению. Иногда предельные распределения 
бывают различными, что видно из следующего. Пусть в мигри
рующих по пласту водах имеются Rапли нефти молекулярного 
размера. При этом допустим, что процесс уже шел достаточно дли
тельное время и соотношения между водой, нефтью и покрываю
щим, экранирующим, слоем уже установились. При этом примем 
также, что пласт имеет небольшие, редко встречающиеся КУПО.1JО
видные поднятия, площадь которых мала по сравнению со всей 
площадью, на RОТОРОЙ распространен пласт. ЭRранирующий 
пласт непроницаем для воды и нефти, но в нем имеются мелкие 
шероховатости (поры, трещины) на нижней поверхности, которые 
уже были заполнены нефтью к тому моменту, когда мы начали 
изучать систему. В противоположность этому ~ пределах куполо
видных поднятий нефть еще накапливается, вырастая в залежь 
за счет аRRУМУЛЯЦИИ отмеченных молекулярных Rапель нефти 
в ловушке. Эти соотношения ПОRазаны на рис. IV.5. 
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Опишем охарактеризованную систему в терминах переходных 
вероятностей при трех состояниях: капля нефти в мигрирующих 
водах (В), капля нефти в трещине, заполненной нефтью (П), и 
капля нефти в растущей нефтяной залежи (И). Рассмотрим состоя
ния капли в последовательные моменты времени в предположе

нии, что положение капли в данный момент известно. Очевидно, 
что переход из состояний И и П простой марковский, так как не
зависимо от предыстории можно предсказать, что далее будет 
либо И, если было И, либо П, если ранее было п. Из И нет пере
хода ни в В, ни в П, так же как нет перехода из П ни в В, ни в И. 
Предположим также, что переход капли из состояния В возмо
жен либо в В, либо в И и невозможен в П, так как трещины и 
поры к моменту начала наших исследований были заполнены. 
Переход из В также простой марковский, так как вероятность 
перехода капли из В в В или из В в И не зависит от предыстории 
и определяется только положением капли в настоящий момент. 
Будем проводить наблюдения через достаточно длительные про
межутки времени, определяя положение капли в момент h-1 и 
предсказывая поведение капли в момент h. 

Если испытания проходят по изложенной схеме, то явление 
может быть охарактеризовано матрицей переходных вероят
ностей 5 

Б Н П 

Б (Р 
Р=Н О 

П О 

1-р О) 
1 о. 

О 1 

(IV. 3. 7) 

Начальное распределение нам не известно. В качестве такового 
выберем, например, вектор с компонентами р (В) = Р (н) = р (п) = 
= 1/3. Тогда, пользуясь формулами (IV. 3. 6), получим 

(
0.2333) (0.1633) (0.1143) 

Рl = 0.4334 , Р2 = 0.5034 , Рз = 0.5524 , 
0.3333 0.3333 0.3333 

IJ 

Р4 = (~:~:~~), Р. = (~:~~~~) . 
0.3333 ,0.3333 

Если в качестве начального распределения принять р (В) = 0.25, 
р (Н) = 0.25 и р (П) = 0.50, то последовательность векторов ока
жется следующей 

Рl = (~:~~:~), Р2 = (~:~~~:), Ра = (~:~~~:) , 
0.5000 0.5000 0.5000 

• Приводимые значения вероятностей условны, использование значений, 
.ожидаемых в результате естественных наблюдений, привело бы к громоздким 
расчетам. 
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(
0.0601) (0.0421) 

Р4 = 0.4399 , Р5 = 0.4579 . 
0.5000 0.5000 

Как видим, две изученные последовательности точек на грани 
тетраэдра не стремятся к одной и той же точке, поскольку послед
няя компонента в этих точках разная; это происходит не из-за того, 

что взято мало итераций. Подобное поведение системы может вы
зываться одной из двух причин: либо предельной точки не суще
ствует, либо своя предельная точка существует для каждого на
чального распределения. Для решения этого вопроса нет необхо
димости находить стационарное распределение, как мы это делали 

в предыдущем примере (как выяснится в дальнейшем, стационар
ное распределение не эквивалентно в настоящем случае предель

ному распределению). Найдем предельное распределение, поль
зуясь непосредственно его определением, т. е. формулой (IV.3.2) 
как 

liю (pT)k Ро. 
k-+oo 

Для этого наЙ.дем 

Разбивая рт на RлеТRИ ПУНRТИРОМ, нав: ПОRазано в формуле, 
по известному правипу (Фаддеев, Фаддеева, 1960, с. 12), получим 

(
Pk О О) 

(P"')k = Х 1 О • 

О О 1 

Элемент, обозначенный х, леГRО определить, учитывая, что 

матрица должна быть транспонированной маРRОВСRОЙ, т. е. сумма 
элементов по столбцу должна быть равна единице. Таким образом, 

( 
pk О О) 

(pT)k = 1 _ pk 1 О , 

О О 1 

и в силу того, что О < Р < 1, 

lim (PT)k = (~ ~ ~) . 
k-+oo ,О О 1 

Пусть теперь начальному распределению отвечает вентор с ком
понентами Ро (В), РО (Н) и РО (П). Тогда предельным распределением 
будет 
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Р I = (~ ~ ~) (;: ~:~ ) = (p~ (В) + Ро (Н)) . 
о о 1 Ро (п) Ро (п) 

Как видим, предельное распределение существует, зави
сит от выбора начальных вероятностей и, таким образом, будет 

Таким образом, 

разным в зависимости от 

того, как начинается про

цесс. Следовательно, в рас
сматриваемом явлении цепь 

ведет себя как квазиэргоди
ческая. 

Вычислим теперь ста
ционарное распределение. 

Пользуясь формулой (IV.3.3), 
получим 

откуда а = О, Ь - произволь
ное число О < ь < 1, с = 
=1-Ь. 

Рис. IV.6. Структура ОСУМИЛ.!iта 
в проекции на плоскость (0110). 
A~- кольца, связываемые изоморфно 
замещающимися ионами. Рассматри
вается последовательность колец (А) и 
Случайно чередующихсл ионов К, Na 

и Са вдоль показанной на рисунне 
ОСИ. 

PBI=( ~ ). 
1-Ь 

Мы видим, стационарное распределение, т. е. распределение, 
отвечающее вектору из (IV.3.1), не обязано быть предельным, 
однако предельное распределение всегда является стационар

ным. 

При м е р IV.9. ДЛЯ многих силикатов характерно чередо
вание слоев или колец определенного состава, соединенных друг 

ос другом катионами или водой (гидроксилом), при этом катионы 
изоморфно замещают друг друга. В итоге создается большое разно-
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образие стохастических структур, которое рано или поздно должно 
привлечь внимание минералогов икристаллохимиков. 

Ниже в качестве примера периодической цепи рассматривается 
чередование структурных элементов в осумилите. Основным моти
вом минерала является кольцо, состоящее из комплексов (Si5AI)OlS' 
чередующихся по два. Эти кольца, которые мы будем обозначать 
буквой А, связываются катионами К, Na и Са. Рассмотрим наи
более удобный случай, полагая, что содержания К, Na и Са в ми
нерале одного порядка, что подтверждается анализом (Дир и др., 
1965, с. 320). Представление о структуре дает рис. IV.6. 

Итак, рассмотрим чередование А, К, Na и Са вдоль прямой, 
проходящей через центральную часть кольца. Как видно из 
рис. IV. 6, кольцо А занимает в структуре детерминированное 
положение. Между каждыми соседними А случайно может рас
полагаться либо К с постоянной вероятностыо Рк, либо Na с ве
роятностью P Na' либо Са с вероятностью РСа (Рк + PNa + РСа = 1). 
Рассматриваемая последовательность представляет собой одно
родную (по предположению) простую марковскую цепь. 

Действительно, рассмотрим переход через А. Какой бы ни 
была предыстория, после А с вероятностями PI, IE {К, Na, Са} 
могут появиться либо К, либо Na, либо Са. Если же взять переход 
через К (Na или Са), то независимо от предыстории далее, с ве
роятностью единица, следует А. Так как при четырех состояниях 
трудно дать графическую интерпретацию явления, то мы не будем 
рассматривать перемещение точки по грани тетраэдра, как это 

делалось до сих пор. Вместо этого рассмотрим поведение после
довательности матриц Р, р2, Р3, . .. 

Как уже отмечалось ранее, цепь называется периодической, 
если из произвольного состояния 1 можно вернуться в 1 лишь за 
h, 2h, 3h, . .. шагов. Период h, если он имеется, должен быть один 
и тот же для всех состояний. В данном случае очевидно, что из А 
в А можно попасть за произвольное четное число шагов. Это же 
справедливо для К, N а и Са. 

Таким образом, мы имеем пример простой периодической цепи 
Маркова с периодом h=2. Положим для простоты, что число ио
нов К, Na и Са одинаково. Тогда Рк = PNa = РСа = 1/3. 

Отсюда 

(О 1/3 1/3 1/3) (1 О О О) (О 1/3 1/3 1/3) 
1 О О О О 1/3 1/3 1/3 1 О О О 

Р = 1 О О О ,р2 = О 1/3 1/3 1/3 ' рз = 1 О О О • 

1 О О О О 1/3 1/3 1/3 1 О О О 

Таким образом, для рассматривае1l10Й последовательности имеем 

РЗ=Р, р4=р2, р5=рз=р. 

Итак, последовательность матриц не стремится ни к какому 
пределу, поскольку в этой последовательности имеются две ма-
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трицы Р И р2, чередующиеся неограниченное число раз, что ИСIШЮ
чает возможность существования предела. Точно так же, каким бы 
мы ни взяли начальное распределение Ро для последовательности 

состояний, мы получим 

Ро; Рl = РТРо; Р2 = (рТ)2 Ро; Рз = (рТ)3 РО = РРо = Рl; Р4 = (РТ)2 Ро = Р2, ... , 

т. е. имеются две предельные точки - Рl И Р2' 

В настоящем примере мы ииели точную повторяемость иатрицы 
и вектора. Это явление связано со специфическими значенияии 
собственных чисел в даннои случае и не обязательно для перио
дических цепей вообще. Характерна же для периодических цепей 
асимптотическая периодическая повторяемость. Это понятие будет 
рассмотрено далее. 

До сих пор мы рассматривали поведение последовательности 
векторов Ро, Рl,' .. , Pk' Рассиотрим теперь поведение последова
тельностей матриц 

Р, р2, ... , pk И рТ, (рТ)2, ... , (PT)k. 

Естественно, что поведение последовательностей векторов и 
последовательностей матриц тесно связано. 

Если цепь эргодическая, то liш pk И liш (PT)k = (liш pk)' 
k-+ro k-+ro k~ro 

существуют и, как отмечалось, liш pk представляет собой матрицу, 
k-+ro 

отвечающую последовательности независимых испытаний (в бу
дущем мы ее будем обозначать буквой В), т. е. матрицу вида 

в = (~:.~; :.::. ~~). 
Рl Р2 ..• Р. 

НО для матриц вида В результат операции ВТр не зависит от 
того, какой стохастический вектор р был взят (в результате всегда 
получается вектор 

т. е. транспонированная строка матрицы В). Этим объясняется то 
обстоятельство, что в эргодической цепи начальное и предельное 
распределения не связаны друг с другом. 

Если цепь является квазиэргодической, то liш pk существует, 
k-+ro 

но не является матрицей, отвечающей последовательности неза
висимых испытаний. Поэтому результат действия рТр зависит от 
выбора р. Таким образом, предельное распределение в квазиэрго
дической цепи связано с начальным. 
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Нанонец, если цепь периодичесная, то Нт pk существовать не 
k-+ro 

может. Действительно, диагональные элементы степеней матрицы 
р\ p2k, ... , prh, т. е. p~:), p~~I'), ... , p~:h), больше нуля, а при 
других показателях степени, некратных h, эти же элементы равны 
нулю. В последовательности р, р2, . .. на местах диагональных 
элементов периодически повторяются нули и положительные 

числа. Следовательно, никакой единый предел не устанавливается. 
Мы уже отмечали ранее, как классифицируются по вероятност

ным свойствам марковские цепи. При этом мы выделяли эрго
дические, периодические, приводимые и неприводимые цепи. Та
кую же классификацию можно провести по характеристическим 
числам матрицы р. Для этого используется критерий классифика
ции цепей. 

Цепь яв.ляется nериодичес-кой в то,м, и толь-ко в то,м, случае, 
-когда среди хара-ктеристичес-ких чисел ,м,атрицы Р имеется число 
Л i , н,е совпадающее с един,ицей, н,о по ,м,одулю равн,ое ей. Если та
ких чисел несколько, то все они являются корнями из единицы 

одной и той же степени h, которая представляет период цепи. 
Для -квавиэргодичн,ости цепи н,еобходи,м,о и достаточн,о, чтобы еди
н,ица была -корн,ем хара-ктеристичес-кого nолин,о,м,а, -кратн,ости 
большей, че,м, первая. Наконец, если цепь не является ни периоди
ческой, ни нвазиэргодической, то она является эргодичес-коЙ. 

Доназательство опускаем. 
В практичесних приложениях приведенное негативное опре

деление эргодичности не удобно и обычно заменяется следующим 
условием. Если существует целое nоложительн,ое k, та-кое, что все 
эле,м,ен,ты ,м,атрицы pk nоложительн,ы, то цепь эргодичн,а. 

Приводимость цепи устанавливается на основании следующего 
правила: цепь nриводи,м,а в то,м, и толь-ко в то,м, случае, -когда он,а 
является, -квавиз ргодичес-коЙ. 

Применим изложенные критерии к матрицам из примеров 
IV.7-IV.9. 

ДЛЯ матрицы, отвечающей последовательности зерен в аля
ските с р. Rаранульджур (IV. 3. 5), харантеристичесное уравнение 
имеет вид: 

0.3 - л 0.5 0.2 

0.3 0.4-Л 0.3 =0, 

0.4 0.6 -л 

т. е. 

л8 - 0.70).2 - 0.29), - 0.01 = о. 

Поскольну Л = 1 всегда является характеристичесним числом 
стохастичесной матрицы, то харантеристичесний полином можно 
сонратить на л - 1. В результате получим 

л2 + 0.30Л + 0.01 = о, 

263 



откуда 

Аl = 1, А2 = -0.2618 и Аз = -0.0383. 

Поскольку корней с единичным модулем, кро~ш 1-1' нет, ма
трица (IV. 3. 5) изученных аляскитов отвечает эргодической мар
ковской цепи. 

Еще проще мы могли бы убедиться в этом, возводя в степень 
матрицу Р. Действительно, уже возведение ее в квадрат дает 

(
0.32 0.47 0.21) 

р2 = 0.33 0.49 0.18 . 

0.30 0.44 0.26 

Поскольку Р2 не содержит нулевых элементов, Р отвечает эр
годической цепи Маркова. 

Рассмотрим теперь пример IV.8, посвященный формированию 
нефтяной залежи. Матрица (IV.3.7) имеет характеристическое 
уравнение 

(р - л) (1- А) (1- А) =0, 
откуда 

Аl = 1, А2 = 1, Аз = р. 

Как видим, цепь квазиэргодическая, так как единица является 
двукратным корнем характеристического полинома. Цепь явля
ется также приводимой, поскольку она имеет замкнутое ПОДl\ШО
жество {Н, П}, попав в которое система выйти из него уже не мо
жет. 

В примере IV.9, посвященном свойствам осумилита, в качестве 
характеристического уравнения мы имеем 

откуда 

-А 1/3 1/3 1/3 
1 -А О 

1 О-А 

о 

о 

1 О О-А 

=0, 

Аl=1, А2=-1, Аз=О, А,=О. 

Как видим, среди характеристических чисел имеется Л2 , по 
модулю равное единице, но не совпадающее с ней. Наименьшая 
целая степень Л2 , дающая единицу, есть h=2. Таким образом, 
в примере IV.9 цепь является периодической с периодом h=2. 

IV.3.3. Некоторые расчеты, связанные с цепями Маркова 

В приложениях, ос.обенно при работе с эмпирическими ма
трицами переходных вероятностей, почти всегда имеет место слу
чай, когда все характеристические числа матрицы Р различны. 
Для этого случая большое значение имеет следующая формула, 
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разлагающая степени матрицы pk на слагаемые, содержащие не 
зависящие от k постоянные матрицы и характеристические числа. 
( Пусть "1' "2"'" "в - характеристические числа матрицы р. 
Согласно предположению, они различны. Будем обозначать харак
теристический вектор-столбец матрицы р, отвечающий характери
стическому числу "., как х., а характеристический вектор-столбец 
матрицы рт, отвечающий тому же )'i' как У •. Произведение x.yr 
представляет собой матрицу размера s Х: s. В то же время произ
ведение X~Yo представляет собой число (скалярное произведение 
векторов х., у;). 

Тогда 

(IV. 3. 8) 

Поом~ку ),.=1, х.=О) и У.=(:} w пер_ слага~ 
мое в (IV. 3. 8) есть 

~ Р. 
8 ••• -8--

~P. 
i=l 

~ РВ 
8 ••• -,,--

~P' ~P' 
i==l i=l 

т. е. первое слагаемое в (IV. 3. 8) является матрицей последова

тельности независимых испытаний вида В, строка которой пред
ставляет собой стационарное распределение. У читывая далее, что 
каждая матрица XiY~/X~Y i не зависит от k, мы можем представить 
формулу (IV. 3. 8) в виде 

8 

pk=B+ ~ 0;А.1, (IV. 3. 8а) 
;=2 

где В - матрица для ПОС.:вдовательности Бернулли, С. - некото
рые постоянные матрицы, а ". - характеристические числа ма
трицы р. 

Формулы (IV.3.8) и (IV.3.8a) удобны как для изучения струк
туры марковской цепи, так и для практических расчетов с мар

ковскими цепями. Так, при вычислении высоких степеней pk ра
ционально использовать именно эту формулу, а не ПОС.'Iедователь-
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ное возведение в соответствующие степени, при котором накап

ливаются ошибки. По формуле (IV.3.8) также легко определить, 
насколько быстро цепь устанавливается. Следует подчеркнуть, что 
(IV.3.8) не применима к квазиэргодическим цепям, потому что 
в ней все характеристические числа должны быть различны по 
условию. Рассмотрим некоторые случаи. 

В эрг одической цепи характеристические числа "2' ... , "8 
по модулю-все меньше единицы. Поэтому Нт ,,~=o (i=2, 3, ... , 

. . k~m 

s). Таким образом, в (IV.3.8) при k ~ со остается только предель
ный член В, представляющий, как отмечалось, матрицу последо
вательности Бернулли. 

При исследовании периодической цепи возможны два варианта. 
В первом все характеристические числа /\2" •• л. при возведении 
в степень h не меняются, т. е. ,,~= \. Тогда выражение для pk 
в точности периодически повторяется через h шагов, т. е. ph+8= 
=р8. Этот случай чистой периодичности фигурирует в примере 
IV.9, посвященном осумилиту. В нем "1=1, "2=-1, )'З="4=0, 
т. е. "i= )'i' 

Более распространенныи является случай, когда одни харак
теристические числа имеют период h, а другие не имеют. Так, на
пример, в цепи на четырех состояниях мы могли бы иметь "1= 
=1, )..2=0, "з=-1, 0< )..4=а < 1. 

Тогда, согласно (IV.3.8), 
pk= В+ (-1)k Св +akC4 • 

Здесь слагаемые В и (-1) kСЗ будут повторяться через каждые 
два шага, а слагаемое akC4 непериодично; в целом, матрица pk 
не будет в точности воспроизводиться через каждые два шага. 

Слагаемое a k C4 затухает с ростом k из-за того, что 0< а.. < 1. 
В итоге степени pk, отстоящие друг от друга на два шага, сначала 
будут отличаться более заметно, чем в дальнейшем - при боль

ших значениях k. Таким образом, степени pk будут асимптотически 
воспроизводиться через каждые два шага. В этом заключается 
общее поведение периодической цепи, для которого характерна 

асимптотическая повторяемость pk через h шагов. Периодичность 
цепи иногда неверно понимают как точную повторяемость матрицы 

р через h шагов, что совершенно необязательно. Еще менее свой
ственна для цепи детерминированная периодичность реализации. 

Оба эти явления возможны, но представляют весьма частные слу

чаи периодичес:кой мар:ковс:кой цепи. 
Приведем расчеты по формуле (IV.3.8), исследуя последова

тельность зерен в аляс:ките с р. Каракульджур, приведенную 
в примере IV.7. Используем для этого характеристические числа 
матрицы указанной последовательности "1=1, А2 = -0.262 и 
Аз = -0.038. Решая уравнения 

РХl = J...ix. (i = 1, 2, 3), 
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получаем 

( 
1.000) 

Х2= -6.124 , 

12.497 

( 
1.000) 

Х3= -0.665 . 

-0.028 

При вычислении собственных векторов для подстановки в фор
мулу (IV.З.8) нет необходимости нормировать векторы, так как 
нормировка автоматически осуществится при делении на скалярное 

произведение X~Y> (см. (IV. З. 8). 
Далее, из уравнения 

имеем 

(
1.000) 

Yl = 1.476 , 
0.643 

( 
1.000) 

У2 = 1.623, 
-2.623 

Согласно формуле (IV.З.8), 

1.000) Уз = (-0.618 . 
-.0382 

'0.321 0.474 0.205\ (-0.024 -0.039 0.063' 

В = (0.321 0.474 0.205), 02= 0.147 0.238 -0.385) , 
0.321 0.474 0.205 -0.299 -0.486 0.785 

( 
0.706 -0.435 -0.269) 

('3= -0.468 0.289 0.179 . 
-0.020 0.012 0.008 

Таким образом, в численном виде формула (IV.З.8) дЛЯ по
следовательности зерен из аляскита с р. Каракульджур имеет вид: 

(
0.321 

pk = 0.321 

0.321 

0.474 0.205' -(-0.024 -0.039 0.063) 
0.474 0.205) + (-0.262)k 0.147 0.238 -0.385 + 
0.474 0.205 -0.299 -0.486 0.785 

( 0.706 -0.435 -0.269) 
+ (-0.038)k (-0.468 0.289 0.179 . 

\-0.020 0.012 0.008 

При k = 2 (и округлении до второго знака) формула (IV.З.8) 
дает 

(
0.32 0.47 0.21) 

р2= 0.33 0.49 0.18 , 

0.30 0.44 0.26 

т. е. то, что было получено ранее прямым возведением Р во вто
рую степень. 
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При м е р IV.1 О. О с т р у к т у р е 
ковариационных последовательностей 

Д л я ч е р е Д о в а н и я м о Щ н.о С Т е й 
с л о е в н е к о т о р ы х о с а Д о ч н_ ы х Т о л Щ 

Одной из важнейших проблем седиментологии является вопрос 
связи между мощностями следующих друг за другом слоев. При 
этом возможны различные гипотезы. Можно предполагать, что 
мощность слоев не зависит от их состава и чередование мощностей 
слоев не отражает чередования слоев по составу. Можно допу
скать, что существует специальный механизм, определяющий вза
имоотношения между мощностями слоев. Можно, наконец, счи
тать, что никакого специального механизма нет, а мощности слоев 

зависят от состава слоев, и чередование составов слоев целиком 

определяет соотношение между их мощностями. Вопрос этот мо
жет быть уточнен с помощью исследований, опирающихся на 
формулу (IV.3.8), позволяющую изучить связь между последова
тельностью составов слоев и отвечающих им мощностей. 

Ниже с иллюстративной целью рассматривается упрощенная 
ситуация, когда слои аl могут состоять только из двух типов осад

ков - слой состоит либо из песка (п), либо из глинистого осадка 
(у), i Е {п, у}. При этом чередование составов слоев представляет 
простую однородную цепь Маркова. Этой последова~ельности 
слоев отвечает последовательность их мощностей (I<аждому слою 
отвечает своя мощность) 

которую мы считаем стационарной (см. IV.2 и главу П). 
Связь между мощностями слоев, отстоящими друг от друга на 

r слоев (например, первый и третий слои отстоят на 2), измеряется 
с помощью общепринятого коэффициента, называемого ковариа
цией, 

к (r) = Е (xsxs+r) - ExeEx8+r' 

где Е - оператор математического ожидания. 
Последовательность чисел 

К (1), К (2), .. " к (r) (IV. 3. 9) 

называется ковариационной последовательностью и может быть 
использована для исследования соотношений между мощностями 
слоев (в литературе график, отвечающий ковариационной после
довательности, часто называют коррелограммой, особенно в тех 
случаях, когда значения К (r) нормированы путем деления на 
К (О); иногда график нормированных значений К (r) называют 
графиком автокорреляционной или просто корреляционной функ
ции), что было объяснено в главе П. 

Выдвигая гипотезу о том, что наличие связи между мощностями 
слоев вызвано исключительно тем, что составы слоев связаны 

в простую однородную цепь Маркова, мы тем самым предполагаем, 
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что при фиксации составов слоев и расстояния между ними ко
вариации мощностей оказываются равными нулю. 

Иными словами, мы выдвигаем гипотезу о том, что 

Е (х,хв+ .. I а. = 1; ан .. = 1) - Е (х. I а. = 1; а.+ .. = 1) Е (х,+ .. I а. = 1; 
а.+ .. = 1) = О, (IV. 3. 10) 

где а - состав слоя вообще, нижний индекс при а - номер слоя; 
1, J Е {п, i}. 

Гипотезу, выраженную (IV.3.10), можно проверить по данным 
послойного описания разрезов. Приняв (IV.3.10), мы можем опре
делить общий вид ковариационной последовательности (IV.3.9), 
не зная ни конкретных значений математических ожиданий мощ
ностей слоев фиксированного состава, ни матрицы переходных 
вероятностей для последовательности составов слоев. Вид кор
реЛяционной последовательности также не зависит от одномерных 
распределений вероятностей мощностей. 

т е о р е м а IV.2. Ес.ltи nос.ltедоваme.ltыtoсть составов слое(J 
об разует простую одн,ородн,ую цепь М арпова с двумя состоян,иЯ.lIU 
nри н,ача.л,ьн,ом расnреде.ltен,ии, совпадающем со стациоnарн,ым, и 
ес.ltи ус.ltовн,ые мощн,ости с.ltоев при фи1f,сации их составов (в смыс.ltе 
(IV.3.10») nезависимы друг от друга, то возможн,о возн,и1f,н,овение 
тО.ltьпо двух типов 1f,орре.ltяциоnн,ых nос.ltедовате.л,ьн,остей. 

Первый тип, поторый мы nааовем в соответствии с 1f,.ltассифи
пацией, даnnой в работе автора (Вистелиус, 1949), типом В, ха
ра1f,терuaуется тем, что все 1f,оэффициенты в (IV.3.9) одн,ого зн,а1f,а 
и моnотон,н,о убывают по абсо.ltютн,оЙ ве.л,ичин,е с ростом r. Второй 
тип, поторый мы н,азываем тиno~! Ф, хара1f,терuaуется тем, что 
1f,оэффициенты К (1), К (3), К (5), ... имеют один, зnа1f" а 1f,оэф
фициен,ты К (2), К (4), К (6) - другой, причем с ростом r аб
со.ltютн,ые зн,ачения повариаций в 1f,аждом ряду мон,отоnnо зату
хают. 

Тип В возnи1f,ает в том и то.ltьпо в том с.ltучае, погда CYMM~ диа
гон,а.ltьн,ых э.л,е~tентов в матрице nереходн,ых вероятн,остей для 
составов слоев больше едиnицы. Тип Ф возн,и1f,ает в том и тОЛЬ1f,Q 
в том случае, погда сумма элемеnтов по главн,ой диагон,али мен,ьше 
един,ицы. В случае равен,ства этой СУ;Лt~tЫ един,ице 1f,орреляцион,н,ая 
последовательность состоит из одн,их н,улеЙ. 

Доказательство. Введем обозначения: ш= ( 
тор математических ожиданий мощностей песчаного и 

-век-
т,,) 
ту 
глинистого 

слоя; р = (р"" Prr:r); P(f') - матрица переходных вероятностей 
Рrrc Рп 

на r шагов; P~j) - общий элемент этой матрицы; р - вектор ста
ционарного распределения, ар. - его компонента. Вычислим теперь 

(IV. 3. 11) 

269 



В силу стационарности последовательности мощностей слоев 
(IV.3.11) можно представить в виде 

Е (XIXl+r) - (ЕХl)2, 

а так как начальное и стационарное распределения совпадают, то 

Тогда Е2Х1 можно представить как 

~ p.Pjm.mj' 
i, jE{1t, ,} 

в то же время из-за независимости мощностей друг от друга 
при фиксации составов слоев и расстояния 

Е (XIX1+r) = ~ PimiP~JJmj' 
., jE{1t, ,} 

Обращаясь к формуле (IV. 3. 8), находим, что 

p<r) = В + ЧС2' 

(IV. 3.12) 

(IV. 3. 13) 

где В - матрица с общим элементом Ь i.i = Р j; с 2 - н.екоторая 
матрица, не зависящая от r; характеристические числа А.. могут 

принимать значения только Л1 = 1 и Л2' причем -1 < Л2 < 1, так 
как последовательность составов слоев обладает эргодическим 
свойством. 

ИЗ (IV.3.13) следует, что P~j) разлагается на два слагаемых: 

p~~/ = Pj + Чсц, 
где Сц - общий элемент матрицы G2• 

Подставляя (IV.3.14) в (IV.3.8), получаем 

Е (XIX1+r) = ~ p.Pjm.mj + ~ p,m.c.iA.Emj' 
., jE{1t, '} ., jE{1t, '(} 

откуда 

к (r) = л.~ ~ p.m.cijmj' 
., jE{1t, ,} 

(IV. 3.14) 

(IV. 3. 15) 

Суммирование в (IV.3.15) дает некоторую постоянную С, ие 
зависящую от г. 

Таким образом, 
к (r) =c),~. 

Рассмотрим теперь матрицу переходных вероятностей 

р = (Р"" Р"Т) . 
Р,,, Рn . 

Равенство Р",. +рn=1 невозможно, так как из этого равенства 

следовало бы, что л2 =0. Тогда формула (IV.3.13) привела бы кР= 
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=В, откуда следовало бы, что изучаемая последовательность яв
ляется последовательностью Бернулли, в то время как по пред
положению она является простой цепью Маркова. Поэтому либо 
р".+рп > 1, либо р",,+рп < 1. Поскольку Р,,1t+Рп=)'1+ Л2= 
= 1 + Л2 , В первом случае Л2 оказывается положительным чис
лом < 1, во втором случае Л2 - отрицательное число по мо
дулю < 1. Из этого следует, что при р",,+ртт> 1 формула 
(IV.3.15) приводит к ковариационной последовательности типа 

+ 
1.0 

Номер сВоига 6 числе славЬ 

6 

6 8 9 т 

Рис. IV.7. Наблюденные ковариационные последовательности для флишевых 
отложений. 

Отложения: а - иаменноугольного возраста Южного Урала, б - верхнемелового воз
раста северо-западного Rавиаза (НовороссиЙси). 

Б. При р"" +рп < 1 эта формула дает корреляционную последо
вательность типа Ф. Итак, теорема доказана. 

Как правило, при изучении разрезов мы выделяем не два, 
а три типа составов слоев. Для трех состояний в марковской цепи 
кроме типов Б и Ф могут возникать также другие типы корреля
ционных последовательностей. Однако типы Б и Ф могут иметь 
место также и при трех состояниях. Действительно, это имеет 
место, если из трех математических ожиданий мощностей слоев 
два совпадают или если последовательность составов слоев оста

ется простой марковской, когда два из трех состояний кодируются 
одним признаком (что будет подробно рассмотрено в гл. V). Так 
или иначе, но формула (IV.3.8) дает удобный инструмент для изу
чения связей между мощностями в случаях, когда эта связь ин
дуцирована через свойства последовательностей составов слоев. 
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Изучение конкретных разрезов с выделением трех состояний 
(песок, алеврит, глина) показало, что эмпирический тип Б, выде
ленный в 1949 г., не отвечает теоретической схеме, разобранной 
здесь, и заметно отличается от предсказанной последовательности 
ковариациЙ. Тип Ф, выделенный тогда же, очень близок к тому, 
что получается теоретичеСКИj рис. IV. 7 это подтверждает. 

IV.3.4. ОбраТИl\IOСТЬ, периодичность и число состояний 

Как отмечал ось в § IV.2, определенный интерес в геологических 
задачах представляет вопрос об обратимости цепи Маркова. 
В том же параграфе указывалось, что обратимая цепь может быть 
периодической лишь при коротком периоде - h=l или h=2. 
ОТlI1ечалось также, что для обратимости однородной цепи требу
ется совпадение начального распределения со стационарным. 

В' этом случае для простой однородной цепи формула (IV.2.19) 

(-) Р. 
Рц =Pj'Pj' 

представленная в матричной форме, имеет вид 

Р(-) = А;/РТА", 

где 

(
Pl О ... О) 

Л _О Р'I. ••• О 
В! - ••••• ' 

о ..... Р, 
а Р. - КОl\шоненты вектора стационарного распределения. 

(IV.3.16) 

Обратимость однородной марковской цепи имеет место в том и 
только в том случае, когда р(-) = Р. Последнее равенство с уче

том (IV.3.16) выражается в виде 

А"Р = РТА". (IV.3.17) 

Формула (IV.3.17) является необходимым и достаточным усло
вием обратимости однородной эргодической цепи Маркова. 

Подтвердим приложение (IV.3.17) следующим доказательством. 
Эргодическая цепь на двух состояниях всегда является обратимой. 

Действительно, пусть 

тогда 
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Уравнение (IV.3.17) в данном случае принимает вид 

и, очевидно, выполняется. 

Таким образом, при двух состояниях обратимость иыеет место 
независимо от конкретного вида матрицы переходных вероятностей. 

Приведенный пример показывает, что некоторые особенности 
марковской цепи (в данном случае обратимость) могут быть 
(',вязаны лишь с числом состояний. 

Число состояний также существенно и для периодичности цепи. 
Так, для того чтобы однородная цепь без детерминированных пе
реходов (т. е. с матрицейР без единиц) была периодической, необ
ходимо, чтобы число состояний в ней было не менее четырех. До
кажем это. 

Как отмечал ось в предыдущем параграфе, у матрицы, отве
чающей периодической цепи, на главной диагонали должны рас
полагаться нули. В настоящем параграфе мы показали, что для 
периодичности необходимо наличие у матрицы Р собственных чи
<:ел с единичным модулем, не совпадающих с 1. Поэтому при 8=2 

периодическая цепь МОЖет иметь лишь матрицу (~~), но эта ма
трица имеет только детерминированные переходы. При 8=3 
·единственными возможными наборами характеристических чисел 

u б ,.,. 1" 1 + v/з . . 
для периодическои цепи уду т лиоо Л1 = ,Л2= -2 -4- Т ' лз = 

= - ~ - У! i, либо А1 = 1, )'2 = -1, Аз = О, что вытекает из указан
ных свойств характеристических чисел матрицы периодической 

А 1+УЗ. А 1 УЗ. 
цепи. 2 = - 2 -г т, а также 3 = - 2--4- l являются корнями 

четвертой степени из единицы. Этому случаю отвечает период 
h=4. Однако цепь на трех состояниях не может иметь период, 
равный четырем. Действительно, допустим, что мы имеем три со
<:тояния - 1, J и К - и что осуществляется состояние 1, а за
тем J. Тогда в следующем испытании обязано появиться К (с ве
РОЯ'l'ностью 1), а затем 1 (с вероятностью 1). Если бы после К 
могло появиться J, то период был бы h < 2, так I{aK :мы попали бы 
из J в J за два шага. Точно так же не может осуществиться на 
четвертом шаге переход в К, так как тогда мы имели бы переход 
из K~B К за один шаг. 
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Таким образом, на четвертом испытании должно осущест
виться 1. Поскольку мы перешли из 1 в 1 за три шага, то период. 
оказывается не более трех. 

Набор характеристических чисел 1.1=1, 1.2=-1 и ),з=0 отве
чает цепи с периодом h=2. Чтобы в такой цепи было невозможно 
возвращение в исходное состояние за три шага, необходимо, чтобы 
для некоторых I=/=J были PI; J=1. НО такая цепь имеет детерми
нированный переход. При четырех состояниях, как можно убе
диться на примерах, периодичность уже может иметь место. 

IV.3.5. Степени свободы 

Рассмотрим теперь вопрос о количестве независимых параме
тров, которые нужно задать, чтобы полностью определить мар
ковскую цепь того или иного вида. Число таких независи,мых nа
ра.метров в статистипе называется число,м степеней свободы. 
Это число нужно знать при применении статистических тестов 
(см. гл. VI). 

Простая однородная цепь полностью определяется начальным 
расnределение,м ро и ,матрицей Р. Поэтому в общем случае в про
стой однородной марковской цепи количество степеней свободы 

'1=8-1 +8 (8-1) =(8+ 1) (8 -1)=82-1, 

где S - число состояний. 
В геологии, как правило, работают с установившимися эрго

дическими цепями, у которых за начальное распределение при

нимается стационарное. Стационарное распределение, как из
вестно, однозначно определяется матрицей Р. Таким образом, 
установившаяся однородная простая марковская цепь имеет НО

личество степеней свободы 

'1=8(8-1). 

На практике также часто встречается класс обратимых эрго
дических стационарных цепей. ПОСКОЛЬRУ связи, налагаемые обра
тимостью, зависят от связей, налагаемых марковекой структурой 
матрицы Р, подсчет v здесь требует специального рассмотрения. 

Т е о р е м а IV.3. Дляобратu.мых эргодичесnих стационарных 
простых цепей Марnова число степеней свободы 

8 (8 + 1) 
'1= 2 -1. 

д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что параметраllIИ явля
ются элементы матрицы Р, так как Р определяет стационарный 
вектор Pst. Рассмотрим сначала произвольную lI1атрицу М раз
мера sXs с неотрицательньши элементами. Такая матрица имеет 
s2-степеней свободы, поскольку требование неотрицательности 
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элементов задаетсл неравенствами, что не снижает числа степеней 

свободы. Допустим также, что lJfимеет одно из характеристических 
чисел, равное единице. Тогда 

(IV. 3. 18) 

и 

(IV. 3. 19) 

где е - вектор-столбец, все s компонент которого - единицы. 
Пусть, наконец, для матрицы М выполняется уравнение обра

тимости (IV. 3.17), т. е. 
(IV. 3. 20) 

Тогда матрица lJI обязана быть марковской. Покажем это. 
Д.'IЯ квадратной матрицы с неотрицательными элементами при

надлежность матрицы к классу марковских эквивалентна вьшолне

пию уравнения Ые = е. Умножал (IV.3.20) справа на е, по
лучаем 

или, в силу (IV.3.17), 

откуда вследствие (IV.3.1) 

или 

Л-;/Рвt = Ме. 

Поскольку 

Л;/Рst =е, 
получаем 

lJle=e. 

Таким образом, ограничения, налагаемые уравнениями обра
тимости (IV.3.17) вместе с требованием ), = 1, уже содержат 
условие того, что сумма по строкам будет давать единицу. У сло
Бие л = 1 дает одно уравнение 

Рl1 - 1 Р12 ••• Рlв 

......... =0. 

РВ1······ рвв- 1 

Ес.тrи представить уравнение обратимости (IV.3.17) в виде 

Pj 
Pij= Pji р.' (IV. 3. 21) 

82 - S 
то станет лсно, что (IV. 3. 21) содержит s тождеств и --2- уравне-

ний. Действительно, при i= j в (IV.3.21) по.тrучаем тождество, 
а для пары i, j (i+Л - уравнение, такое же, как для пары j, i. 
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Таким образом, матрица М имеет S2 параметров, для которых 
в2_ в 

должно ВЫПОЛНЯТЬСЯ --2-+ 1 уравнений. Все эти уравнения не-
зависимы, Т. е. всегда можно ПОСТРОИТЬ lIШТРИЦУ, удовлетворяю

щую любой части этих уравнений, но не всем уравнениям. 
В итоге имеем 

82 - 8 82 + 8 
'1=82--2--1=-2--1, (IV. 3.22) 

чем и завершается доказательство. 

При 111 е р IV.11. Рассмотрим установившуюся однород
ную обратимую простую цепь Маркова на двух состояниях. Фор
мула (IV.3.22) дает для этого случая '1=2, что может показаться 
странным, так как любая установившаяся (даже необратимая) 
цепь определяется двумя параметрами. Это объясняется тем, что 
требование обратимости автоматически удовлетворяется в цепи 
на двух состояниях и, таким образом, обратимость не отнимает 
степеней свободы. 

Иначе обстоит дело при трех состояниях. Тогда, как показывает 
(IV.3.22), '1=5, в то время как для необратимой цепи марковская 
матрица имеет шесть степеней свободы. В итоге при трех состоя
ниях обратимость приводит к потере одной степени свободы. 

IV.3.6. Вычисления со сложными цепями Маркова 

Специфика цепей второго порядка достаточно полно отражает 
специфику сложных цепей Маркова вообще, поэтому далее мы рас
смотрим только однородные цепи Маркова второго порядка. Бо
лее того, мы рассмотрим только эргодические цепи - такие, у ко

торых каждое состояние является достижимым из любого другого. 
Изучение сложных цепей в основных чертах может быть CBe~ 

дено к изучению простой цепи. Для этого используют искусствен
ный прием, связанный с переходом !{ большему числу состояний. 
Так, для однородной цепи второго порядка на s-состояниях обра
зуют всевозможные пары состояний (a~M, аУ'+IJ) , где первый эле
мент пары отвечает появлению состояния 1 в h-й момент, а вто
рой - J - в h+1-й момент. Таких пар будет S2. Каждую из 
этих пар мы определим как некоторое новое состояние. Эти состоя
ния образуют множество состояний :l:. 

Построим теперь новую случайную последовательность с пе
реходом на один шаг от пары (аУ'!, aY'+JJ) I{ паре (ai"+!J a}P+2J) (1,. 
J, К, L Е ~). Подчерrшем, что при ЭТОМ ПОС.7IедниЙ элемент пре-
дыдущей пары II начаJJЬНЫЙ элемент пос .• едующеЙ пары отвечают' 
испытанию, происшедшему в один и тот же момент времени. Тогда 
переходная вероятность на один шаг будет рУ; JJ! '}"':,r}{ (11+2). В силу 
того что последовательность преДПО.ыгается однородной, верхние 
индексы могут быть опущены. Поэтому переходная вероятность 
далее будет обозначаться р 1, J; L, К' Положим, согласно определению, 
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что 

Р I, J; L, к= О, если 1 .;. L, 
и (IV. 3. 23) 

PI,J;L,K=PI,J;X' если I=L. 

Вероятности рт J' к можно собрать в прямоугольную матрицу 

размером 82 Х 8. В' ~o же время случайной последовательности пар 
на множестве ~ отвечает квадратная матрица Рт. с общим эле
ментом PI J' L Х' соответствующим (IV.3.23). 

Образ~в~Н:ная указанным способом случайная последователь
ность пар из ~ с матрицей РЕ называется двузвенной цепью. По· 
построению очевидно, что указанная последовательность будет 
простой цепью в том и толыю В том случае, когда исходная цепь 
на множестве {JV} имела порядок марковости не выше второго 
(нулевой, первый или второй). 

Построив квадратную матрицу P D, получим матрицу простой 
цепи, изученную нами в предыдущих пунктах § IV.3. С ней можно 
работать так, как это было указано в § IV.3. Таким образом, изу
чение цепи второго порядка в значительной мере может быть све
дено к изучению цепи первого порядка. 

Очевидно, что в общем случае однородной марковской цепи: 
второго порядка матрица Рт. не содержит всей информации ОТ
носительно цепи на rJF, она дает лишь вероятности перехода с пары 
последовательных испытаний на третье. Однако как начальное 
распределение для цепи на множестве JV, так и переходные вероят-' 
ности внутри пары состояпий не определяются этой матрицей. 
Таким образом, в общем случае для определения однородной 
марковской цепи второго порядка надо еще задать Ро и P I ; J на rJi? 

В случае стационарной цепи с Po=P,t матрица Р)] содержит 
всю информацию относительно случайной последовательности 
на JV. Вектор Ро и матрицу P I ; J мы получим из Р); путем 
соответствующих суммирований. Делается это так. Найдем 
сначала вектор стационарного распределения 1\:8t' отвечающий Pr.. 
Его компоненты будем обозначать 1tJJ (это вектор с 82-компонен
тами соответственно ЧИС.lIУ пар состояний). Тогда [-тая компонента 
стационарного вектора исходной цепи 

(IV. 3. 24) 

Совпадение вычислений по указанным формулам можно ис
пользовать для контроля расчета компонент характеристического 

вектора 1\:и. Элементы матрицы переходных вероятностей P I ; J 

вычисляются как 

(IV. 3. 25) 
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Напомним, что деление в последней формуле возможно, так 
как мы приняли исходную цепь эргодической, что приводит к PI > 
О. 

Таким образом, построив по матрице Р'!:. или по содержащей 
ЭКВIIВалентную ей информацию матрице PI,J; к матрицу Ри и Pst' 
мы получим всю информацию об исходной цепи на множестве ~. 
Распределение вероятностей исходов после каждого испытания 
вычислять здесь не нужно, так как это распределение все время 

будет совпадать со стационарным. 
В случае неустановившейся однородной цепи (начальное рас

пределение не совпадает со стационарным) после каждого испыта
пия будет существовать свое распределение вероятностей исходов 
до тех пор, пока цепь не стабилизуется. В этом случае распреде
ление вероятностей состояний после k шагов, т. е. рщ, вычисля
ется для марковской цепи второго порядка следующим образом. 
Предполагается, что исходные параметры р(О), Р I' J И Р'!:. даны. 

Тогда после первого испытания мы будем иметь ра~пределение р[О). 
а после второго 

p(l) = Р}; JP(O). (IV. 3. 26) 

Далее, образуем вектор 1С(2), содержащий s2-компонент, пред
.ставляющих распределение вероятностей всех пар в первом и вто
ром испытаниях. Номпоненты этого вектора подсчитываются по 
формуле 

.. }~ = Р}О).Р,р' (IV. 3. 27) 

С помощью вектора 1С(2! можно найти распределение вероятно
>Стей состояний после третьего шага. Для этого находим вектор 
(с s2-компонентами) 

(IV. 3. 28) 

По вектору 1C 13J определяем распределение вероятностей со
.стояний в соответствии с формулой 

Аналогично 

Р (2) _ ~ ~(3) 
J - ~ "IJ' 

IEr!l' 
(IV. 3.29) 

(IV. 3. 30) 

и распределение состояний после четвертого шага будет иметь 
.общую компоненту 

Р (з) _ ~ ~. (4) 
J - ~ "IJ' 

IEr!J' 

и вообще 
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Pjk) = ~ .. }~H). 
IEr!l' 

Вектор 1C(k+1 J определяется из уравнения 

r.(k+l) = (P!)k-l r.(k), 

(IV. 3. 31) 

(IV. 3. 32) 

(IV. 3. 33) 



где 7t(k) предполагается вычисленным ранее с помощью указанного 
рекуррентного правила. 

При м е р IV.12. Вычисления, связанные со сложной мар
ковской цепью, мы проиллюстрируем на примере последователь
ности зерен биотита (Bt), пироксена (Pyr) и плагиоклаза (Pl) из 
габбро-диабаза района Гульшад. На с. 243, 244 (пример IV.5) мы 
установили структуру соответствующей случайной последователь
ности и показали, что это однородная марковская цепь второго 

порядка. Рассмотрим далее два случая. 
В первом случае предположим, что цепь уже установилась. 

Во втором случае, где мы этого предполагать не будем, начальное 
распределение не будет совпадать со стационарным. 

Как отмечалось, вычисления в этих случаях производятся по
разному. 

Рассмотрим сначала случай, когда предполагается стационар
ность. Наблюдения дали следующие матрицы переходных частот: 

h h 
h-2h-1 BtPyrPI h-2h-1 вt Руг РI 

Bt Bt - О О 0- Bt вt О О О -& 

Bt Руг 1 1 8 Bt Руг 0.10000.10000.8000 
Bt РI 2 5 34 Bt РI 0.0488 0.1220 0.8293 
Руг Bt О О 9 Руг Bt 0.0000 0.0000 1.0000 

N I • J ; к=Руг Руг 

Руг РI 

О 4 10 . P I J' к= Руг Руг 0.00000.28570.7143. 
8 25 60 • '. Руг Pl 0.0860 0.2688 0.6452 

РI Bt О 10 33 Pl Bt 0.00000.2326 0.7674 
Pl Руг 7 9 75 Pl Руг 0.0769 0.0989 0.8242 
РI РI _31 62 129_ РI РI _0.1396 0.2793 0.5811_ 

Прежде всего построим матрицу 7 Ру:, дЛЯ двухзвенной цепи 
в соответствии с формулой (IV.3.23): 

h 
h-2; h-1 BtBt BtPyr BtPI PyrBt Руг Руг РугР! PlВt PIPyr PlPl 

Bt Bt - О О О О О О О О О -
Bt Руг О О О 0.10000 0.10000 0.8000 0.0000 0.0000 0.0000 
Bt РI О О О О О О 0.oq88 0.1220 0.8293 
Руг Bt О О 1 О О О О О О 

Ру:, = Руг Руг О О О О 0.2857 0.7143 О О О (IV.3.3"} 
Руг РI О О О О О О 0.0860 0.2688 0.6452 
РI Bt О 0.2326 0.7674 О О О О О О 

Рl Руг О О О 0.0769 0.0989 0.8242 О О О 

РI РI О О О О О О 0.1396 0.2793 0.5811_ 

6 Поскольку вероятность условия в первой строке равна нулю, условныEt 
вероятности в этой строке не определены. :Мы примем соглашение о замене 
их в этом случае нулями. 

7 Строку И столбец с тривиальными нулевыми элементами в матрице Pr. 
мы не вычеркиваем, чтобы формулы на с. 277. 278 имели место во всех случаях. 
Возникающее в силу этого собственное число )·.=0 и неопределенный собствен
ный вектор не вносят осложнений, поскольку в силу эргодического характера 
цепи в формулах (IV.3.25)-(IV.3.33) деление на нуль не встречается. 
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В качестве второго шага И3 уравнения P~1t,t = 1t,t' т. е. из 
системы линейных уравнений (IV.3.35), найдем вектор стацио
нарного распределения 1tst : 

01t11 +07r12 

07rll +O~l:! + 0.2326'-" + 0"32 

='Itll, 

=1t12 , 

Система (IV.3.35) имеет бесчисленное множество решений, но 
,среди них имеется лишь один стохастический вектор 

'lt11 -о .0000-
'lt1Z 0.0183 
'lt13 0.0760 
'/t21 0.0154 

1:st='/t22 0.0271 (IV.3.36) 
'/t23 0.1799 
'lt31 0.0789 
'lt32 0.1770 
'lt38_0.4275 

Найдем теперь стационарное распределение исходов состояний 
.по первой формуле (IV.3.24). Подсчеты дают 

PBt = 0.0000 + 0.0183 + 0.0760 = 0.0943, 

PPyr = 0.0154 + 0.0271 + 0.1799= 0.2224, 

РРl = 0.0789 + 0.1770 + 0.4375 = 0.6834. 

hОНТРОЛЬ по второй формуле (IV. 3. 24) дает 

PBt = 0.0000 + 0.0154 + 0.0789 = 0.0943, 

РРуг= 0.0183 + 0.0271 + 0.1770= 0.2224, 

РРl = 0.0760 + 0.1799 + 0.4275 = 0.6834. 

Таким образом, 

Р,! = (;::г) = (~:~~~:) . 
Р 0.6834 
Рl 

(IV. 3. 37) 

Найдем теперь матрицу P I ; J. Эта матрица в рассматриваемом 
случае стационарной цепи должна быть согласована с Pr.. Вы
числяя ее по формуле (IV. 3. 25), получим 
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h 

h-l ~Pi 
Bt (0.0000 0.1941 0.8059) 

P 1 ; J= Руг 0.0692 0.1219 0.8089 . 

РI 0.1155 0.2590 0.6255 

(IY. 3. 38), 

Выражения (IY. 3. 34), (IY. 3. 37) и (1\Т. 3. 38) дают всю инфор-
мацию о цепи, поскольку распределение вероятностей исходов испы-· 
таний одинаково в любой момент (стационарное распределени~ 
(IY. 3. 36). Так, в частности, 

(IV. 3. 39) 

Формулу (IY. 3. 39) используем для контроля вычислений: 

(
0.0000 0.0692 0.1155) (0.0943) (0.0943) 

p(l) = 0.1941 0.1219 0.2590 0.2224 = 0.2224 • 

О .8059 О .8089 О .6255 О .6834 0.6834 

Обратимся теперь ко второму случаю, когда стационаРНОСТk 
не предполагается, но мы допускаем, что цепь обладает марковской 
однородностью. Рассмотрим этот случай на том же материале габ-. 
бро-диабазов Гульmада. При этом очевидно, что РЕ остается' 
той же. В качестве Р 1; J мы возьмем эмпирическую матрицу часто
стей, соответствующую N1 ; J (эта матрица получена с учетом того, 
что изучаемые на практике последовательности состоят из от",. 

дельных кусков, как это объяснялось ранее и будет подробно рас
смотрено в гл. VI). Учитывая произвольность задания р(OJ, возь-. 
мем его, не обосновывая, равным 

(
0.1) 
0.3 • 

0.6 

Этих данных, т. е. Pr., P 1 ; J И р(О), достаточно, чтобы ВЫЧИС-. 
лить распределение вероятностей исходов в каждый момент вре-. 
мени. Подсчитаем снача.1а р(1! по формуле (IV. 3. 26), откуда 

(
0.0000 0.0750 0.1156) (0.1) (0.0919) 

рО) = 0.1887 0.1167 0.2554 0.3 = 0.2071 . 

0.8113 0.8083 0.6290 0.6 . 0.7010 

Вычислим далее р(2). Для этого сначала ВЫЧИСЛИМ вектор .,.(21,. 

компоненты которого разыскиваются по формуле (IV.3.27). ПОЛУЧИМ 
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'ltH) - 0.0000 -
'ltH) 0.0189 
'ltl~) 0.0811 
'It(2) 

21 0.0225 
,.(2) ='It~Г 0.0350 . 

7t~§) 0.2425 
'It~P 0.0694 
'It(2) 

32 0.1532 
'It~~) _ 0.3774_ 

Затем по формуле (IV.3.28) рассчитаем 

-00 О 00 О О О О - -0.0000- -0.0000-
00 о 00 о 0.2326 О О 0.0189 0.0161 
00 О 10 О 0.7674 О О 0.0811 0.0758 
О 0.1000 О 00 О О 0.0769 О 0.0225 0.0137 

~(З) = 00.1000 О О 0.2857 О О 0.0989 О 0.0350 0.0270 
00.8000 О 00.71430 О 0.8242 О 0.2450 0.1664 
0.0 0.0488 00 0.0860 О О 0.1396 0.0694 0.0755 
00 0.1220 О О 0.2688 О О 0.2793 0.1532 0.1805 

_00 0.8293 00 0.6452 О О 0.5811 --0.3774_ _0.4430_ 
(IV .3. 40) 

Наконец, найдем распределение исходов во второй момент вре
мени с помощью суммиро:вания по формуле (IV.3.29). 

Так, например, 

ppVr = 7ti~) + 7t~~) + 'ltb~) = 0.0161 + 0.0270 + 0.1805 = 0.2236. 

В итоге 

(
0.0912) 

р(2) = 0.2236 • 

0.6852 

Для того чтобы найти распределение после третьего момента 
времени, необходимо повторить все вычисления, произведенные при 
нахождении р(2). Для этого сначала находим 1С(4) по правой части 
формулы (IV.3.30), т. е. подставляем в левую часть (IV.3.40) 
вместо вектора 1С(2) вектор 1С(3). В итоге получаем 
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7tll -о .0000-
'lt12 0.0180 
'ltlЗ 0.0732 

,.(4) = 1t21 0.0155 • 
'lt22 0.0272 
'lt2З 0.1809 
'ltЗl 0.0799 
'ltЗ2 0.1777 
'ltзз_0.4276_ 



Суммируя компоненты BeI{TOpa ,"(4) по ФОРМУ:IaМ (lV.3.31), на-
ходим 

(
0.095!1) 

р(3) = 0.2229 . 

0.6817 

Сравнивая р(з) с Рвl из (IV.3.37), убеждаемся, что после чет
вертого шага цепь практически устанаВ.'lивается. Да.1ьнеЙшие рас-

пределения pCk ) (k > 3) можно считать совпадающими с Pst. 

IV.4. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ МАРКОВСКОГО СВОИСТВА 

Здесь рассматриваются вероятностные соотношения, которые 
всегда выполняются в марковских цепях, но могут иметь место 

и в более широком классе случайных последовательностей. Такие 
соотношения связаны с понятиями восстанавливающего события, 
частного марковского перехода, ограниченно марковского пере

хода и марковского признака. Все эти понятия широко исполь
зуются в геологических задачах. 

IVA.1. Восстанавливающие события 

Рассмотрим бесконечную случайную последовательность и не
которое отнесенное к ней событие &/. Предположим, что событие 
&/ зависит лишь от конечного числа испытаний и может повто
ряться неограниченно в бесконечной реализации. R событиям ука
занного типа относится, например, появление подряд трех зерен 

кварца в последовательности зерен породообразующих минералов 
в граните. Такое событие принадлежит к типу c,r;J, так как оно, 
очевидно, зависит от конечного (три) числа испытаний и может 
осуществляться бесконечное число раз в бесконечной реализации. 
В то же время событие, заключающееся в том, что более половины 
всех зерен в последовательности зерен образовано кварцем, не 
может быть отнесено к указанному типу &/, так как зависит от 
исхода бесконечного числа испытаний. 

Разделим теперь бесконечную случайную последовательность 
на куски. При ЭТОм пусть каждый кусок начнется с испытания, 
следующего непосредственно за испытанием, завершающим осу

ществление очередного события &/. Заканчивается этот кусок тем 
испытанием, которым заканчивается осуществление следую

щего &/. в только что приведенном примере, где &/ - три после
довательных появления зерна кварца, реализации 

... Ог, АЬ, Q, Q, Q I АЬ, Q, Q, Ог, 
Q Q Q I АЬ АЬ ЛЬ Q Q Q I Q АЬ Ог АЬ Ог ЛЬ... (IV. 4. 1} 

соответствовали бы куски, отделенные вертикальными прямыми. 
Если условnая вероятnостnая мера при условии, что осуществи

лось &/, оnределеnа па каждом куске одиnаково и nеаависимо от ее 
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задапия па осталъnых -пус-пах, то событие C!Il nа8ываеmcя восста
навливающим для соответствующей случайпой nоследоваmeлъnости. 
М омеnты времеnи, отвечающие исnытаnияltt, завершающим от

делъnые -пyc~и, nазываются момеnтами регеnерации (восстаnовле
lf,ия). в приведенном примере моментами регенерации являются 
номера испытаний, отвечающие последнему появлению зерна Q 
в тройке QQQ. 

Восстаnовлеnие описывает стохастичесnий .мехаnизм циnлич
.nости - каждый отделъnый KYCO~ является вероятnосmnЫltt аnа
.логом цикла, а nастуnлеnие очередnого восстаnавливающего собы
тия C!Il озnачаеm завершеnие очередnого цикла. Нужно иметь в виду, 
что в случайной последовательности разные циклы могут реали
зоваться по-разному. Общим в них обязано быть лишь одно -
каждый цикл завершается событием C!Il. Этим стохастические 
.Циклы отличаются от циклов, где реализация каждого куска яв

.ляется точной копией любого другого куска. В случайной после

.довательности каждый цикл начинается в одних и тех же началь
ных условиях (в примере (IV.4.1) он начинается после трех зерен 
кварца, если появление этих зерен было восстанавливающим со
бытием). 

Сведения о течении процесса в более ранних кусках, очевидно, 
НJlчего не дают для прогноза в данном куске, случайная после
довательность каждый раз начинается как бы заново - после 
.появления очередного C!Il. 

Рассмотрим теперь бесконечную последовательность, состоя
-щую из отдельных кусков. Пусть C!Il - восстанавливающее собы
тие, встретившееся в каком угодно месте бесконечной последова
тельности. Обозначим через '21(-) о-алгебру событий, зависящих 
только от исходов испытаний, случившихся до C!Il. Пусть также '21(+) 
означает о-алгебру событий, зависящих лишь от исходов 
испытаний, случившихся после появления C!Il. Тогда очевидно, 
что в силу восстанавливающего свойства события C!Il имеет место 
равенство 

(IV. 4. 2) 

Формула (IV. 4. 2) представляет собой очевидную аналогию 
с марковским свойством (IV. 2.6). В роли '21(+) В (IV. 2. 6) фигу
рирует QЗ,,, в роли c!Il-событие {aL(h-r), ak (h-r+1), '" 
... , aJ(h - 2), aI (h -1)}, наконец, '21(-) соответствует '21h- r- 1• 

Представление о восстанавливающем событии дает пример IV.3. 
Действительно, если мы будем рассматривать последовательность 
АВАЭ1 , АВАЭ1, АВАЭ2 , ••• , то событие АВА явится восстанав
ливающим. Появление слоев А, затем В, а за ними А завершает 
построение пакета. При этом после завершения па кета возникает 
всегда одна и та же вероятностная ситуация - с постоянными ве

роятностями появляется либо К, либо тот или иной замещающий его 
элемент. С другой стороны, само по себе появление А не явля-
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ется восстанавливающим событием, так как поведение случайной 
последовательности после появления одного А и после ВА раз
лично. Легко заметить, что появление В также служит восстанав
ливающим событием в данном примере. 

Явление восстановления привлекает к себе внимание в связи 
с 1'Lонцепцией цикличности осадконакопления. Эта концепция раз
вивается на основе чисто детерминистического представления 

() механизме, вызывающем появление повторяемости в составе осад
ков при смене их во времени. При обращении к конкретным раз
резам для сохранения детерминированного характера повторяе

мости прибегают к так называемой типизации состава слоев. :Кроме 
того очень часто при весьма слабой документации явления допу
скается размыв тех или иных слоев, наличие которых необходимо 
для получения детерминированного ЦИIша. Несмотря на все эти 
усилия, в седиментологии речь всегда идет лишь о закономерно

стях, т. е. о некоторых тенденциях, но отнюдь не о жестко выпол

няемых законах. Между тем эти широкие закономерности, уста
новленные в седиментологии, представляют не что иное, как реа

лизацию некоторых случайных процессов. При этом явление 
цикличности, по-видимому, по многих' случаях может быть от
ражением процесса, проходящего с восстановлением. На важность 
восстанавливающего свойства в геологической литературе обра
щалось внимание неоднократно (Вихерт, 1970; Wickman, 1966; 
Schwarzacher, 1975). 

Вопрос о том, что представляют собой так называемые ритмы 
и циклы осадконакопления (или чередования слоев), может рас
сматриваться с разных точек зрения. При этом прежде всего сле
довало бы проверить альтернативу о существовании детермини
рованных циклов, регулярность которых нарушена уничтожением 

отдельных слоев размывом, против гипотезы о том, что чередование 

слоев с самого начала представляло случайную последователь
ность с восстановлением. Есть основания полагать, что гипотеза 
и альтернатива приводят к разному строению возникающих слу

чайных последовательностей. Такую работу следовало бы начать 
с изучения флишевых толщ. 

Рассмотрим теперь понятие «восстанавливающее событие» 
в связи с представлением об однородной марковской цепи. Оче
видно, что в простой однородной марковской цепи в качестве вос
станавливающего события можно взять исход любого единичного 
испытания. Действительно, если наступило а1 (h), то этим опре
деляется все дальнейшее вероятностное течение процесса. После 
очередного появления аl (h+t) вероятностное течение процесса 
полностью совпадает с его течением после aI (h). 

Справедливо и обратное: если в некоторой случайной после
довательности наступление каждого состояния 1 Е {с?} есть вос
станавливающее событие, то эта случайная последовательность 
является простой марковской цепью. Аналогичное положение 
наблюдается в сложных цепях. В однородной марковской цепи 
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r-ro порядка каждое r-звено (т. е. появление любого сочетания со
стояний в r последовательных испытаниях) является восстанавли
вающим событием, и, наоборот, если в некоторой случайной по
следовательности каждое r-звено есть восстанавливающее со

бытие, то эта случайная последовательность является марковской 
цепью r-ro порядка. 

Появление некоторого состояния в отдельном испытании может 
быть восстанавливающим событием и в немарковской последова
тельности. То же относится и к r-звеньям. 

IV.4.2. Типы маРКОВСRПХ переходов 

Пусть имеется случайная стационарная последовательность. 
Рассмотрим в ней сочетание, состоящее из исходов r смежных 
последовательных испытаний, т. е. событие вида 

(IV. 4. 3) 

Такое событие будем называть nереходом, r-zo порядка. Все 
вероятностные соотношения, связанные с (IV.4.3), не зависят от 
h в силу принятой стационарности. Мы используем индекс h 
только для того, чтобы пояснить очередность испытаний. Если 
состояния 1, J, . .. , L выбраны в этом, переходе конкретно, фикси
рованным, образом" то м,ы говорим, о частном, переходе r-zo порядка. 

Частный переход r-zo порядка называется м,арковским" еслu 
соотношенuе 

p[BlaI (h-1). aJ (h-2) • ... , aL(h-r); А]= 

=p[BlaL (h-1) • ...• aL(h-r)] (IV. 4. 4) 

выполняется при фиксированных 1, 1, ... , L для всех событий 

В Е Q3h И всех А Е ~h-r-l (h> 1'). 

Частный переход r-zo порядка называется бернуллuевсnuм" еслu 

р[ВlаL(l~-1). aJ (h-2) • ... , aL(h-r); А]=р(В), (IV.4.5) 

где В Е Q3h И А Е ~k-r-l' 
Понятие частного марковского (бернуллиевского) перехода 

полезно в двух отношениях. Прежде всего оно подчеркивает то об
стоятельство, что марковские переходы могут иметь место и в су

щественно немарковских последовательностях. Кроме того, с по
мощью этого понятия можно произвести более детальную класси
фикацию самих марковских цепей. Так, в марковской цепи r-ro 
порядка каждый частный переход порядка l ~ r является мар
ковским по определению. Кроме того в этой цепи могут существо
вать марковские (бернуллиевские) переходы любых меньших по
рядков. Обратное утверждение справедливо в следующей форму
лировке: еслu в случайной стационарной последовательности все 
частные переходы r-zo порядка м,арковские, то эта последователь
ность есть м,арковская цепь r-zo nорядnа. 
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Рассмотрим НeIюторые ситуации. 
Пусть имеется существенно немарковская последовательность, 

!в которой появление состояния 1 является восстанавливающим 
'Событием. Тогда, согласно определению восстанавливающего со
бытия, переход первого порядка через 1 - марковский. В то же 
время в этой последовательности всегда найдется такое состоя
ние J, что переход через него не будет марковским. 

Рассмотрим далее исходную последовательность зерен Or, 
Q и АЬ в граните, являющуюся простой марковской цепью. Пред
положим, что между каждой парой смежных неплагиоклазовых 
зерен может возникать одно вторичное зерно плагиоклаза с по

стоянной вероятностью '1t. Если реализуется такой процесс, то мы 
говорим, что произошел метасоматоз по АЬ. 

Как будет показано в следующей главе, в результате реализа
ции рассматриваемой схемы возникает марковская цепь второго 
порядка. При этом в ней имеют место марковские переходы вто
рого порядка через АЬ (h-1) АЬ (h-2); АЬ (h-1) Q (h-2) и 
АЬ (h-1) Or (h-2). В то же время переходы через Q и Or сохра
няют такую же структуру, что и в исходной последовательности; 
иными словами, эти переходы первого порядка являются мар

RОВСКИМИ или бернуллиевскими. 
"Указанная стохастическая схема подтверждена большим чис

.лом наблюдений (Романова, 1977). Как правило, в цепях второго 
порядка, на состояниях Or, Q, АЬ, отвечающих последователь
ностям зерен в метасоматически измененных гранитах, мы нахо

дим один или два перехода первого порядка, являющихся марков

скими. Если бы образовывались вторичные зерна Q, а не АЬ, 
то переход первого порядка через Q не был бы марковским. Та
ким путем мы можем выяснить многие детали процесса, мета сома

"Тически перерабатывающего гранит. 
При м е р IV.13. В результате исследования разреза Ч3 

красноцветной толщи Челекена (Вистелиус, Романова, 1962), 
.еостоящего из чередования песчаных ('1t) И глинистых (т) слоев, 
которое, как можно предполагать, является стационарной слу

'Чайной последовательностью, возникло предположение, что частные 
переходы второго порядка через '1t (h-2) '1t (h-1) и Т (h-2) '1t (h-1) 
являются марковскими. В то же время в той же последователь
ности имеется переход первого порядка через т (h-1). Проверим 
эту гипотезу, вычислив теоретическое распределение по длине 

'1t-серий и сравнив его с наблюденным распределением. Согласно 
(lV.2.29), дЛЯ '1t-серии длины Z > 2 вероятность РЕ находится как 

р [ау (h + l) а" (h + l-1), ... , а" (h + 1)/а" (h) ау (h -1)]. (IV. 4. 6) 
~ 1~1 -

Опираясь на предполагаемые свойства частных марковских пере
ходов, рассчитаем 
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p[aj (h-1), a,,(h), a,,(h+1), ... , a",(h+1-1), aj(h+l)) 

Pl = Р [а; (h - 1), а" (h)J 
Р [а, (h -1)) Р [а" (h)/a j (h -1)) Р [а" (h + 1)/а" (h), а, (h -1)) 

= р [а; (h -1)) р [а" (h)/a, (h - 1)] Х 
Х {р [а" (h + 2)/а" (h + 1), а" (h)J}I-2 Х 

Xp[aj (h+l)/a,,(h+1-1), a,,(h+1-2)). (IV.4.7) 

Используя стационарность и произведя сокращения в (IV.4.7), 
получим 

Рl = (Р'" "'; ,,)/-2 р", ,,; .гро(, ";,, (1 :;;, 2). 

Для серий длины 1 будем иметь 

Рl == P,7t; '. 

(IV. 4. 8) 

(IV. 4. 9) 

Распределение серий по длине (IV.4.8) и (IV.4.9) определяется 
двумя независимыми параметрами - Р", ";,, и рог, ,,; ". При срав
нении с помощью статистики х2 теоретического распределения 
с эмпирическим, сведенным в n разрядов, имеем n-3 степени сво
боды. В качестве оценки параметров используем соответствующие 
эмпирические переходные вероятности, полученные в одной длин
ной реализации: Р =0.2647 и Р =0.1276. Расчеты при-

1t, 'lt; 7t 1, 7t; 'it 

ведены в табл. IV.3. 
-

т а б л и ц а IV.3 

Наблюденные п вычисленные частоты для серий песчаных слоев 
в разрезе Ч3 (Челекен) 

Длина серии 1\3 I На6люденное число I Вычислен~ое число 
песчаных слоев серии, m серии, n 

1 
2 
3 
4 
5 

171 
19 
4 
1 
1 

196 

0.50 < р [<X(~) :;;'1.'17») < 0.75. 

171.0 
18.4 
4.9 
1.3 
0.40 

196 

0.00 
0.03 
0.17 
0.07 
0.90 

1.17 

Итак, гипотеза о том, что частные переходы через 1t второго 
порядка, а через '1 первого порядка являются марковскими, 

не опровергается. Она показывает, что изученная последователь
ность слоев имеет как бы промежуточную по сложности структуру 
между марковскими цепями первого и второго порядка. Предполо
жение, что это цепь первого порядка, - слишком грубо, а пред
положение, что она отражает процесс, обладающий всеми чертами 
цепи второго порядка, - излишне сложно. 
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Введем теперь понятие ограnuчеnnо марковского nерехо8а. 
Как только что указывалось, для того чтобы случайная ста
ционарная последовательность была марковской цепью r-ro по
рядка, необходимо и достаточно, чтобы всякий частный переход 
r-ro порядка был марковским. Иными словами, критерий заклю
чается в том, чтобы равенство 

p[BlaI (h-1), ... , aL(h-г)А]= 

= Р [В I aI (h -1), ... , аЕ (h - r)] (В Е Q3k' А Е %-r-l) 

.8ыполнялось для любого набора 1, J, . .. , L. Этот критерий марко-
r 

вости можно заменить другим необходимым и достаточным усло-
вием, заключающимся в следующем: для того чтобы случаunая 
стацuоnарnая nоследователыюсть была J,tapl'i,oecl'i,OU цепью r-eo nо
рядпа, nеобходuмо и достаточnо, чтобы для любого частnого 
перехода r-eo nоряд,;,а выnол1tЯлось равеш:тво 

р [ах (h) laI (h-1), .... аЕ (h-r) А]= 

=p[ax(h)/aI (h-1), .... aL (h-1)] (IV. 4.10) 

nри всех К Е r? и nроuзвольnом событиu А Е '21k _r_1 из прошлого. 
Произвольное событие из будущего В Е Q3kМЫ здесь заменили 
на простейший частный вид подобного события ак (h), т. е. на бу
дущее, ограниченное исходом следующего испытания. Если nе
который частnыu переход через фU1'i,сuроваnnыu nабор 1, . .. , L 

~ 
r 

обладает свойством (IV.4.10), то мы говорим, что этот частnыu 
переход r-eo nорядl'i,а является ограnuчеnnо Map1'i,OeCl'i,UM. Подчерк
нем еще раз, что наличие ограниченной марковости у любого 
частного перехода r-ro порядка достаточно и необходимо для того" 
чтобы стационарная случайная последовательность была марков
ской цепью r-ro порядка. Очевидно, что всякий частный марков
ский переход является в то же время ограниченно марковским. 
В то же время ограниченно марковский переход не всегда является 
частным марковским. Таким образом, класс случайных последова
тельностей, в которых имеются ограниченно марковские пере

ходы, шире класса последовательностей с частными марковскими 
переходами. 

Ограниченно марковские переходы встречаются достаточно 
часто в геологических явлениях, что будет показано ниже. 

При м е р IV.14. Допустим, что имеются два пакета из слоев 

A1 ={1t(h-1), i(lz)} и A2 ={;t(h-1), 1t(h), ,\,(h+1)}, 

где 1с - песчанистый, а r - глинистый слои. 
Предположим далее, что случайная последовательность со зна

чениями из {А1, А2} представляет стационарную и простую ~шр
ковскую цепь с матрицей переходных вероятностей 
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А1 А 2 

р= А1 (о 1.0). 
А2 0.9 0.1 

Предположим далее, нан это часто бывает во время полевых 
работ, что положение границы между панетами нельзя определить. 
Таним образом, фактичесни мы наблюдаем последовательность на 
{'it, т}. Рассмотрим в этой последовательности переход через r на 
ближайшее следующее состояние. Очевидно, что 

р [ат (h) I ат (h -1) А] =0, р [а" (h) I ат (h -1) А] = 1, А El2lh- 2• 

Таким образом, согласно определению, переход через r является 
ограниченно марновсним. Понажем, что этот переход не будет 
частным марковсним. Для этого рассмотрим вероятности 

p[a,,(h)/a,(h-1), a,,(h-2), а,(h-З)]=1, 

p[a,,(h)la,(h-1), a,,(h-2), а,,(h-З)]=1, 
p[a,(h+1), a,,(h)la,(h-1), а,,(h-2),а,(h-З)]=О, 

p[a,(h+1), a,,(h)la,(h-1), a,,(h-2), а,,(h-З)]=0.9. 

Вероятности указанных событий легко подсчитать, помня строе
ние пакетов А1 и А2 И учитывая переходные вероятности в матрице 
Р. Так, например, допустим, что реализовалось условие а, (h-3), 
а" (h-2) а, (h-l). Очевидно, что слой а" (h-2) может быть лишь 
из пакета A1 , а поэтому слой а, (h-l) должен быть из того же па
кета A1, и переход на a~ (h) невозможен. 

Как видим, если рассматривать событие в будущем, зависящее 
от исходов двух последовательных испытаний, то прошлое уже 

оказывает влияние на вероятности таких событий. Если прошлое 
представлено сочетанием а, (h-3), а" (h-2) при настоящем 

а, (h-l), то вероятность события а" (h), а, (h+l) равна нулю. 
Если же взять прошлое, составленное из а" (h-3), а" (h-2) при 
настоящем а, (h-l), то вероятность того же события в будущем 
будет равна 0.9. Таким образом, переход через r ограниченно 
марковский, но не частный марковский. 

Аналогичные ситуации могут возникать при изучении метасома
тических явлений. Пусть, например, имеется первично магмати
ческий гранит, последовательность зерен Or, Q и АЬ в котором 
является цепью Маркова первого порядка. В результате вторич
ной переработки породы в ней развиваются вторичные зерна кварца. 
Эти зерна прирастают только к первичным зернам кварца. Меха
низм этого явления с точки зрения описания окончательной 

последоватеЛЬJ;IОСТИ эквивалентен тому, что между наждой парой 
смежных первичных зерен Q Q, Q АЬ, АЬ Q, Q Or, Or Q может 
добавляться серия из вторичных зерен Q. Вероятность р (l) того, 
что появится серия ровно из l вторичных зерен, может зависеть 
только от составов смежных первичных зерен и от длины серии. 
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Иными словами, предполагается, что вероятность PI; J (l) 
не меняется от того, что происходит в других смежных парах. 

Рассмотрим окончательную последовательность. Переходы 
через АЬ и Or в ней будут ограниченно марковскими. Что ка
сается перехода через Q, то его вероятностные свойства зависят 
от распределения вероятностей PI; J (l). Если предположить, что 
серии более некоторой предельной длины возникать не могут, 
то переход через Q будет частным марковским высокого порядка. 
При неограниченных сериях может возникать существенно не
марковский переход через Q. В следующей главе этот вопрос будет 
рассмотрен подробно. 

Введем теперь понятие :марYiовСYiого npU3HaYia. Подобно тому 
как мы ограничили будущее исходом лишь одного непосредственно 
следующего за настоящим испытания, точно так же прошлое 

можно ограничить исходом лишь одного непосредственно пред

шествовавшего настоящему испытания. Если оба таких ограниче
ния мы сделаем одновременно, то получим следующее понятие. 

Еслu частный переход г-го nорядYiа a.r (h-1), aJ (h-2), . .. , 
aL (h-г) обладает свойство:м 

p[ak(h)la j (h-1), aJ (h-2), ...• aL(h-r). aR{h-r-1)J= 

=р [aK(h) I а! (h-1), aJ (h -2)' ...• aL (h -r)] (IV.4.11) 

для фUYiсuрованного набора 1, J, . .. , L nри всех R, К Е с}?, (h> r+ 1), 
то :мы говор и:м , что частный переход г-го nорядYiа обладает :мар
YiовсYiU:М nрuзнаYiО:М. Поскольку наличие частного марковского 
признака связано с конечным числом испытаний, в отличие от част
ного марковского или ограниченно марковского перехода, то на

личие марковского признака может быть проверено по наблюде
ниям. Следует, однако, отметить, что марковский признак не дает 
критерия марковости. Даже в том случае, когда любой частный 
переход r-ro порядка обладает марковским признаком, это еще 
не означает, что последовательность является цепью r-ro порядка. 
Марковский признак является необходимым, но не достаточным 
условием марковости. Поэтому марковский признак следует ис
пользовать лишь для браковки гипотез о порядке марковости. 

Пусть заранее известно, что случайная последовательность 
является марковской цепью некоторого неизвестного порядка, 
предположим также, что относительно порядка этой цепи может 
быть выдвинуто ограниченное количество гипотез (скажем, r моще'!.' 
быть равно О или 1, или 5, но не может быть другим числом). 
В ЭТОм случае проверка марковского признака по наблюдениям 
позволяет установить порядок марковости (r). Ес;ц:и возможные 
значения r исчерпываются величинами О, 1 и 5, как мы только что 
предположили, то для УСтацовления порядка r мм: сц:ача;ц:а ПРОJlе.,. 
ря~~ цо ~аблюдениям' равеЦСТIIО 

р [а 1 (~ I а J (h - 1) J = р (а 1) (IV. 4. 12) 
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при всех 1, 1 Е rJ?, т. е. l\IарrЮВСRИЙ признак нулевого порядка. 
Если (IV.4.12) не отвергается, то мы принимаем т=О, 

если (IV. 4. 12) отвергается, то мы испытываем по наблюдениям 
равенство 

р [а] (h) I GJ (!2 - 1), а к (/2 - 2)] = р [а] (h) I aJ (h - 1) J, (IV. 4.13) 

т. е. проверяем наличие марrювского признака первого порядка. 

Если наблюдения не отвергают (IV.4.13), то принимается 
т=1 (следует помнить, что при т=1 выполняется также r=5). 
Наконец, если наблюдения отвергают т=1, то мы принимаем 
r=5. Однако если у нас нет предварительной информации о том, 
что последовательность представляет марковскую цепь, то такой 
подход к выбору ПОРЯДI\а марков ости не приемлем. Кроме того, 
фактически мы можем не знать заранее, какому конечному на
бору принадлежит r. В ЭТОМ случае использование марковского 
признака также не обеспечивает определения правильного r. 

В реальной работе у нас часто есть основания предполагать, 
что последовательность является марковской цепью. Кроме того, 
более уверенно можно ожидать, что r не превосходит, скажем, 
трех. В этой ситуации марковский признак практически является 
достаточным для установления истинного порядка цепи. 

Перекодировка состояний в марковской цепи, производимая 
так, что некоторым ранее различавшимся состоя:ниям приписы

вается один и тот же кодовый номер, часто приводит к потере 

последовательностью марковского свойства. Для того чтобы оно 
сохранилось, необходимо выполнение весьма ограничительных 
условий. В то же время для сохранения при перекодировке марков
ского признака подобные условия могут быть значительно ослаб
лены. Здесь понятие марковского признака приобретает самостоя
тельный смысл (см. гл. V). 

IV.5. ТРЕХМЕРНЫЕ УПАКОВКИ 
И МАрковеКИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Среди геологических объектов имеются такие, для которых 
понятие случайной, в частности марковской, последовательности 
является естественным. К ним относятся, скажем, последователь
ности слоев в осадочных толщах, последовательности зон разного 

состава у плагиоклаЗ0В или турмалинов, последовательности рас

стояний между днищами в колонии фавозитов и т. п. Однако 
имеются такие области, с которыми понятие марковской последова
тельности связать труднее. Это существенно трехмерные области, 
состоящие из набора небольшого числа структурных единиц. 
К этим областям относятся горные породы. Однако описание 
соотношений между минеральными индивидуумами в горной 
породе (гранитах, песчаниках) в марковских терминах привело 
к высшей степени важным и нетривиальным результатам при реше

нии геологических задач. Отсюда появилась необходимость со-
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гласования структуры трехмерной -упаковки со структурой ха
рактеризующих ее марковских последовательностей. Таli.ие после
довательности по предположению ВОЗНИli.ают на прямых, произ

вольно проходящих через трехмерную упаковку. РазраБОТli.а 
этого вопроса представляет очень большой интерес для петро
графии. Ниже приводится пример, показывающий, что трехмер
ная упаковка с простыми марковскими последовательностями 

на каждой проходящей через нее прямой возможна, причем у всех 
таких марковских цепей параметры одинаковы. 
При м ер IV.15. Пусть имеется плотнейшая упаковка из ша

ров одного размера, как это показано для плоского слоя на 

рис. IV.8 (Vistelius, 1976). 
Пусть при этом каждый шар окрашен внутри толыi.o в один 

цвет / (/=1, 2, ... , k). Цвет l для данного шара выбирается с по-

Рис. IV.8. ПЛОСRая плотнейшая упаRОВRа ша
ров двух типов - светлых и ПОRРЫТЫХ точ-

Rами. 

Чередование типов шаров - случайное -(определено 
по таблице случайных чисел). Последовательность 
отрезков на прямой, проходяmей через такую упа
ковку, была бы представлена отрезка.\ш, покрытыми 
точками, светлыми и залитыми черным. Она пред-

ставляла бы простую марновсную цепь. 

стоянной вероятностью независимо от цветов всех уже выбранных 
шаров (с помощью таблицы случайных чисел). Вероятность исхода 
li.аждого испытания постоянна и равна р/для /-того цвета. По
верхности шаров покрыты k+1-M цветом. Этим же цветом заli.ра
шены промежутки между шарами, li.aK это показано на рис. IV.8. 
Смежные шары всегда соприкасаются друг с другом, но толыi.o 
через слой Ii.раСI{И. Проведем через охарактеризованную трехмер
ную упаковli.У случайную прямую. Зафиксируем на этой прямой 
чередование k+1-ro цвета (k цветов отвечает цвету шаров и один 
цвет (k+1-й) - OKpaCli.e поверхности шара и промежутков между 
ними). Таким образом, на любой прямой, проходящей через 
упаковку, мы получим случайную последовательность цветов 

на k+1 состоянии. "Убедимся, что такая последовательность 
представляет простую :м:аРКОВСI{УЮ цепь. Действительно, выбор 
цвета для настоящего испытания влияет на появление цвета в испы

тании со следующим номером. Так, если мы находимся на /-том 
цвете, то PI;k+1=1. В то же время PI;J=O, /, JE {1, 2, ... , k}. 
Исходы более ранних испытаний не меняют переходных вероят
ностей. Вдоль н:аждой случайной прямой, пересекающей изучае
мую упаковку, переходные вероятности на один шаг одни и те же.

Этими вероятностями - в силу стационарности и простой Mapli.O-
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во.сти - по.лно.стью о.пределяются со.о.тветствующие случайные 
по.следо.вательно.сти. Таким о.бразо.м, вдо.ль каждо.Й прямо.Й мы 
наблюдаем о.дну и ту же про.стую марко.вскую цепь. 

Бо.лее специфический случай рассмо.трен в рабо.те Вистелиуса 
и Харламо.ва (1979). . 

Итак, мы сравнительно. детально. изучили марко.вские цепи и! 
аппарат для рабо.ты с ними. В то. же время по.нятие о. во.сстанав
ливающем со.бытии дано. нами без со.о.тветствующего. математиЧJe~ 
ско.го. аппарата. Это.т аппарат мо.жет быть найден в до.ступно.м изло.r
жении в главах 13 и 11 книг Феллера (1964, 1967). 

Марко.вские цепи с частными марко.вскими перехо.дами раз.
личных по.рядко.в не требуют привлечения како.го.-либо. специаль
но.го. «инструмента», по.мимо. испо.льзуемо.го. в тео.рии марко.вских: 

цепей. При это.м, ко.нечно., следует учитывать специфику перехо.
до.в. Это.т во.про.с, рассмо.тренныЙ в насто.ящеЙ главе лишь ча
стично., бо.лее по.дро.бно. изло.жен в гл. VI. Что. касается существенно> 
немарко.вских по.следо.вательно.стеЙ, то. их изучение о.сно.вываетсЯl: 
на привлечении бо.лее сло.жных математических ко.нструкциЙ. 
Вычисления, связанные с существенно. немарко.вскими по.следо.ва
тельно.стями, требуют мо.щно.Й вычислительно.Й базы: прихо.дитсЯl: 
по. численным данным по.вто.рно. о.существлять прео.бразо.ваниВ! 
Фурье и Лапласа (Harris, 1955). 

Отметим также, что. для немарко.вских по.следо.вательно.стеЙ 
с о.граниЧенно. марко.вскими перехо.дами литература о.тсутствует,. 
тэ'R как о.ни, по.-видимо.му, по.явились то.лько. В связи С анализо.м 
гео.ло.гических объекто.в. 

В заключение следует о.тметить, что. в примерах были рассмо.т
рены веро.ятно.стные схемы, касающиеся структуры неко.то.рых 

СИЛИRато.в, и о.дна из схем, связанная с фо.рмиро.ванием нефтя
:рых залежей. Хо.тело.сь бы, что.бы на во.про.сы тако.го. типа о.бра
П1,JI:!J щщм;шие со.отвеТСТВУЮЩ:!Jе сцециал:цсты. 
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Глава V 

ПРЕОБРА30ВАНИЯ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ 

Модели геологич,есnих nроцессов, приводящие n простым цепям Марnова. 
Теория уnруnнения состояний. Капого типа случ,айн,ой nос.л,едовательн,остью 
оnажется простая цепь Марnова, после того пап он,а будет nреобразован,а 
по той или ин,ой схеме (модели вторич,н,ого процесса). Различ,н,ые типы схем 
nреобрааован,ия. Примеры из петрографии и седимен,тологии. М атематич,е
сnие задач,и, требующие разрешен,uя. 

Ключевые слова: 
сильное укрупнение, слабое укрупнение, сгущение, разрежение, замещение, 
пю{еты, слияние серий, удлинение серий. 

У.1. ВВЕДЕНИЕ 

Технический аппарат, рассмотренный в гл. IV, позволяет 
представить результаты многих геологических явлений в виде 
цепей Маркова. Это дает возможность на реалистической основе 
проверять гипотезы о ходе явлений. Однако наиболее удобные 
для работы простые цепи реализуются относительно редко. Обычно 
они отвечают весьма специфическим обстановкам.· Гораздо чаще 
геолог имеет результаты, охарактеризованные разрезом или 

профилем, в котором на основной процесс наложены искажения. 
Если эти искажения реализовались по той или иной устойчивой 
схеме и систематически деформировали результаты первичного 
процесса, то во многих случаях можно выяснить схему, по которой 
шел как сам процесс, так и наложенные на него явления. Зная, 
что процесс в чистом виде порождал простую цепь Маркова, и 
построив схему искажения, можно предсказать, какого типа будет 
наблюденная последовательность. Практически такой метод ра
боты оказывается очень продуктивным. Поэтому необходимо 
знать, как происходят преобразования простых цепей Маркова 
под влиянием различных процессов. Этому вопросу посвящена 
настоящая глава. 

Прежде чем перейти к изложению, рассмотрим некоторые слу
чаи, реально имевшие место в геологической работе и потребовав
шие изучения вопроса о преобразовании цепи. 
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Схема образования последоватеJIЬНОСТИ слоев, в которой со
стояниями являются составы слоев, в некоторых случаях порож

дает простую марковскую цепь. Однако если наблюдается чередо
вание глинистых и песчаных слоев, то это значит, что иногда мог про

исходить полный размыв глинистого слоя перед отложением пес
чаного. Это может привести к преобразованию простой цепи 
Маркова в последовательность, резко отличающуюся от нее. 

Многие горные породы естественно рассматривать как 
результат кристаллизации тройной системы с компонентами а, Ь и с, 
дающими тройную эвтектику. Если ввести стадии кристаллизации, 
выделив индексом 1 стадию докотектическую, индексом 2 - котек
тическую и индексом 3 - эвтектическую, то последовательность 
зерен при некоторых условиях окажется простой цепью Маркова 
на шести состояниях - скажем, аl, а2 , аз, Ь2 , Ьз и сз • Однако петро
граф при изучении породы под микроскопом не может для каждого 
зерна определить стадию, на которой оно образовалось. Он фикси
рует только состав зерен. Таким образом, простая цепь Маркова 
на шести состояниях преобразуется в случайную последователь
ность на трех состояниях (а, Ь и с). Каковы свойства этой последо
вательности, можно сказать только после изучения теории пре

образования цепей. 
Аналогичных примеров можно подобрать множество, из любой 

области геологических наук. По мере разбора теории преобразо
ваний мы будем рассматривать также и наиболее характерные 
примеры. 

В качестве исходной случайной последовательности в этой 
главе будет рассматриваться, если не сделано специальной ого
ворки, стационарная и эргодическая простая марковская цепь. 

Далее задается некоторое правило, по которому преобразуется 
каждая реализация этой цепи. В результате мы получаем новую 
случайную последовательность, свойства которой изучаем. 
При этом рассматриваются следующие преобразования: укруп
нение по множеству состояний, укрупнение по множеству момен
тов времени, сгущение и разрежение цепи, замещение состояний и, 

наконец, стирание границ в последовательности пакетов. 

Допустим, что множество состояний ~ исходной цепи разбито 
на непересекающиеся подмножества, т. е. 

причеы 

Затем производится перекодировка реализаций исходной цепи 
так, что любому состоянию из ~I приписывается один и тот же 
символ 1, . .. , любому состоянию из ~K - символ К. Моменты 
времени, отвечающие состояниям исходной последовательности, 
в перекодированной последовательности сохраняются. В резуль-
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тате получается новая случайная последовательность на мно
жестве состояний <il'={I, J, . .. , L, К}. 

Полученная указанным способом последовательность построена 
из исходной цепи с помощью операции, нааывае.моЙ укруnнение.м 
по .множеству состояний. 

Другое возможное преобразование заключается в перекоди
ровке только номеров исходов испытаний в реализациях цепи. 
Эта перекодировка производится так, что некоторым ранее раз
личавшимся номерам испытаний приписывается один и тот же 
номер. Возникающая при этом последовательность получается 
с помощью операции, нааывае.моЙ укруnнение.м по вре.мени. 

Предположим далее, что в любой реализации исходной цепи 
между некоторыми парами исходов смежных испытаний могут 
размещаться исходы новых испытаний (отнесенные к тому же мно
жеству состояний Е или к какому-либо другому множеству со
стояний). Если при таком nреобрааовании вааи.мное упорядочение 
всех прежних исходов испытаний не .меняется, то .мЫ говори.м, 
что происходит сгущение исходной цепи. 

Преобрааование, аак.л,ючающееся в вычеР1i,ивании иа исходных 
реалиааций He1i,omopblX исходов испытаний с последующей nерену.ме
рацией остающихся исходов в естественно.м nоряд1i,е, .мЫ буде.м 
нааывать раарежение.м цепи. 3а.мену He1i,omopblX состояний одной 
случайной последовательности синхронны.ми (с те.м же но.меро.м) 
состояnия.ми другой МЫ nааываем аамещеnиями. 

Наконец, мы будем рассматривать случайnое чередование де
тер.минироваnnо построенных сочетаnий исходов исnытаnиЙ. Та-
1i,ue сочетаnия МЫ буде.м нааывать na1i,emaoМU. Последовательность 
пакетов трансформируется следующим образом: границы между 
пакетами стираются, а образующие эти пакеты состояния нуме
руются в естественном порядке. Такое преобразование мы nааы
ваем стираnием граnиц в nоследовательnости na1i,emoe. 
. "Указанные преобразования, а также их суперпозиции могут 
быть широко использованы во многих задачах математической 
геологии. Во второй части этой книги мы будем использовать тео
рию этих преобразований, изучая процессы кристаллизации маг
матических пород, метасоматическую переработку этих пород и 
явление стратификации осадочных образований. 
При м е р V.1. Рассмотрим кристаллизацию системы из трех 

компонентов с одной тройной эвтектикой, о которой мы упоми
нали только что (рис. V.1). Процесс кристаллизации начинается 
в точке а. На участке а-Ь выделяются зерна состава АЬ1, где 1 отме
чает стадию кристаллизации. На участке Ь-с образуются зерна 
двух компонентов - продолжается выделение зерен, сложенных АЬ, 
и появляются зерна Q. Соответствующие состояния будем обозначать 
как АЬ2 и Q2. Наконец, в точке с (тройной эвтектики) выде
ляются зерна, которым отвечают состояния АЬ3, Q3 и Or3. Если 
мы зафиксируем зерна, попадающие на прямую, проходящую 
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через продух'Гы :кристаллизации 'указанной системы, то получим: 
случайную последовательность. При принятой кодировке типов 
~epeH с помощью двух индексов (состав и стадия кристаллиза
ции) возникает последовательность на множестве СОСТОяний 
Е = {11 , 12' 1з, J 2 , Jз , кз }. Как будет показано во второй части 
]Книги, рассмотренный процесс кристаллизации приводит к воз

никновению на прямых, проходящих через породу, стационарных 

эргодических простых цепей Маркова на множестве состояний Е. 
При лабораторном исследовании мы, как правило, не можем выде-

Рис. У.1. Схема кристаллизации эвтектической системы с состояниями АЬ; 
Ог и Q. 

" _ реализация состояния, первый НИЖНИЙ инденс - состояние, ВТОРОЙ - последо
вательность выделения (меньше цифра - более раннее выделение). а - точна, в ноторой 
началась нристаллизация, Ь - начало нотентичесной и с - звтеRтичесной нристалли-

зации. 

лять зерна по их принадлежности к той или иной стадии кристалли
зации (второму индексу) и вынуждены фиксировать состояния 

I=I1UI2U1з; 1=/2 UJз ; К=КЗ • 

Таким образом, наблюдается последовательность на мно

жестве состояний: 
&'={l, 1, К}. 

Очевидно, эта последовательность получена с помощью укруп

нения на множестве состояний Е. Новая последовательность будет 
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стационарной и обратимой, если таковой была исходная последова
тельнос'l'Ь. Однако последовательность на множестве cf? может 
быть как простой или сложной марковской цепью, так и нем ар
ковской. Для того чтобы укрупнение в этом случае не разрушало 
простую марковость, а также марковость вообще, необходимо 
соблюдение ряда ограничений, связанных со структурой исход
ной цепи. 

Предположим теперь, что по изложенной схеме образовался 
гранит, состоящий почти целиком из ортоклаза (Or), кварца (Q) 
и кислого плагиоклаза (АЬ). При этом он возник за счет кристал
лизации в эвтектической точке. Можно предполагать, что последо
вательность зерен Or, Q и АЬ образует простую однородную эрго
дическую марков скую цепь. Пусть на этот гранит наложен вторич
ный процесс, за счет которого между некоторыми смежными 
зернами Or могут появляться одно или несколько вторичных зерен 
АЬ. Предполагается, что первичные зерна Or полностью никогда 
не замещаются. В этом случае мы имеем дело с процессом, назван
ным нами сгущением исходной цепи. 

Изучаемые нами преобразования, конечно, представляют идеа
лизацию крайне запутанных естественных процессов. Возможны 
случаи, когда совершенно различные процессы приводят к одному 

И тому же результату. При этом, что реально происходило при 
переработке исходной последовательности в окончательную, 
остается неясным. Ясность в задачу в таких случаях может быть 
внесена только тщательным анализом исходных геологических 

предпосылок. 

При м е р V.2. Рассмотрим последовательность зерен кварца, 
ортоклаза и плагиоклаза в массивном песчанике. Как показала 
Демина (1978), в ряде случаев такая последовательность не отли
чима от простой однородной эргодической цепи Маркова. Допу
стим, что этот песчаник погружается на такую глубину, где начи
нается перекристаллизация кварца. При этом все смежные квар
цевые зерна сливаются в одно крупное зерно. Такой процесс 
перекристаллизации без привноса материала приводит к оконча
тельной последовательности, полученной путем укрупнения по вре
мени. Действительно, если каждую серию кварцевых зерен в ис
ходной последовательности воспринимать как одно зерно, то это 
эквивалентно тому, что мы перестали различать номера зерен 

внутри этой серии, т. е. всем зернам внутри серии приписали один 
и тот же номер. С другой стороны, такой же окончательный ре
зультат получился бы, если бы процесс шел так, что происхо
дило бы, скажем, выщелачивание кварцевых зерен, при этом 
в каждой серии из нескольких кварцевых зерен в исходной после
довательности удалялись бы все зерна за исключением одного. 
Если же серия состояла из одного зерна, то с ним ничего не проис
ходило. Очевидно, что здесь имело бы место преобразование 
путем разрежения. Это преобразование при описании процесса 
лишь в терминах состава зерен формально дало бы тот же эф-
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фект, что и укрупнение по времени. Прямые наблюдения в шли
фах, очевидно, позволили бы определить, с каким типом реального 
процесса мы имеем дело. 

Рассмотрим теперь процесс формирования слоистой толщи, 
который может быть представлен как чередование взмучивания 
и осаждения частиц, отвечающих по размеру глинистому и песча

ному осадку. При этом возникает толща, состоящая из слоев 
глинистого и) и песчаного (n) состава. Одному акту седимента
ции отвечает одно взмучивание с последующим осаждением и по

гребением осадка. Затем поступает новый материал, и процесс 
повторяется сначала. 

В ходе одного седиментационного акта образуется либо один 
слой (слой r или слой n, когда взмучивался гранулометрически 
однородный осадок), либо два слоя, образующих пакет, который 
мы будем обозначать (пr) (когда взмучивался неоднородный оса
док). 

Таким образом, здесь мы имеем пакеты А 1=(n), А 2=(у) и 
Аз=(пr). Скобки указывают, что соответствующие слои образуют 
пакеты, хотя бы в такой пакет входил всего один слой. Разрез 
можно интерпретировать как случайную последовательность на 
множестве пакетов .Е = {А 1 , А 2 , Аз}. Может возникнуть вопрос, 
не является ли более естественным описание разреза не как итога 
актов седиментации, где каждый акт рассматривается как, отдель
ная единица в составе разреза, а как последовательность слоев n 
И У, т. е. последовательность на множестве состояний .Е 1 = {n, у}. 

Какую из приведенных интерпретаций разреза следует пред
почесть? По-видимому, простота вероятностной структуры последо
вательности может рассматриваться как аргумент в пользу выби
раемого варианта интерпретации, если, конечно, нет прямых гео

логических наблюдений в пользу того или иного варианта. 
Изучение некоторых разрезов показало, что последователь

ность на состояниях n и r обладает достаточно сло}кной вероят
ностной структурой. В то же время последовательность, образован
ная пакетами, представляет собой последовательность независи
мых испытаний или простую цепь Маркова. Такая простая 
вероятностная структура l{ажется в данном случае весьма есте-

ственной, что заставляет предпочесть пакетную интерпретацию 

разрезов. 

Из сказанного ясно, что мы рассматриваем цростую марков
скую цепь вида 

••• , (n)(hJ, (n"()(h+1J, (1t"()(ht2 J, ("()(ht3J, ••• (У.1.1) 

ВО время полевых работ установить границы между пакетами 
обычно не удается и вместо последовательности (V.1.1) фикси
руется последовательность 

(У.l.2) 

Иными словами, мы применили здесь преобразование, назван
ное ранее стиранием границ. Ту же ОI\ончательную последова-
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тельность (\7 .1.2) можно получить с помощью другого преобразо
вания. Состояние 7t из пакета (п) И состояние 7t из пакета (7tj) 
имеют разные вероятностные свойства. То же относится к состоя
нию l' Поэтому будем обозначать через пl песчаный слой из па
кета А 1 , через п2 - песчаный слой из пакета Аз, соответственно 
через 11 - глинистый слой из пакета А2 и 12 - глинистый слой 
из пакета Аз. Очевидно, что случайная последовательность на мно
жестве состояний, L2={7t1 , п2 , 11' 12}' полностью эквивалентна 
последовательности пакетов на множествеL. Так, например, часть 
последовательности, приведенная в (V. 1.1), перекодируется 
в терминах Е2 как 

(V.1.3) 

Если теперь в (V.1.3) произведем укрупнение 1=11 U 12 И 
п= пl U п2 , то мы получим последовательность (V .1.2), возник
шую в результате стирания границ. 

Таким образом, два преобразования, т. е. стирание границ, 
примененное к (V.1.1), и укрупнение по множеству состояний, 
примененное к (V.1.3), дают одинаковый результат - (V.1.2). 

У.2. УКРУПНЕНИЕ ПО МНОЖЕСТВУ СОСТОЯНИЙ 

Введем следующие обозначения. Пусть множество состояний 
исходной цепи ~ разбито на непересекающиеся подмножества 
~l" •• , ~L, как это было описано в предыдущем параграфе. 

Для исходов испытаний в первоначальной цепи используем 
обозначения вида aY~), где а означает испытание в исходной после
довательности, h - его номер; индекс 1 указывает, что исход 
этого испытания принадлежит подмножеству ~ J, а i указывает 
на состояние i в множестве ~J, которое реализовалось в h-M испы
тании. 

Таким образом, i - некоторое состояние из LJ, т. е. i Е LJ. 
После укрупнения по множеству состояний получим случайную 
последовательность, испытания в которой будем обозначать как a}h). 
Очевидно, 

a(ll) - U ~(h) 
1 -. ~Jl • 

'EJ:J 

Укрупнение системы приводит к соответствующему разбие
нию матрицы переходных вероятностей Р на клетки так, что 
IJ-той клетке соответствуют строки из Р, отвечающие состоя
ниям из подмножества ~ 1, И столбцы, отвечающие состояниям 
из подмножества ~J' 

Пусть, например, в шлифе первично магматического гранита 
имелась последовательность зерен Q, ОГ и АЬ. В результате 
калиевого метасоматоза, наложенного на этот гранит, зерна пла

гиоклаза могли обрастать каймой вторичного ортоклаза. Это 
обрастание могло происходить вокруг всего зерна, вокруг правой 
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или вокруг левой его частей. Предположим также, что первич
ные зерна ортоклаза содержат внутри вростки выделений вторич
ного кварца. Эти вторичные выделения кварца при подсчетах 
фиксируются как отдельные индивиды. На прямой, пересекаю
щей зерна, могут фиксироваться агрегат.ы вида Ог2 , АЬ1, АЬ1 , 
Ога , Ог2 , АЬ1 , Ога , где АЬ1 - зерно первичного плагиоклаза, 
ОГ2 - левая часть вторичной оторочки, ОГа - правая часть каймы. 
Могут также встречаться агрегаты ОГ1 , Q2' ОГl' где ОГ1 - первич
ное зерно ортоклаза, Q2 - вторичное зерно кварца. Кроме того, 
могут, естественно, наблюдаться сочетания первичных зерен Ql' 
Ог1 , АЬ1 • В итоге мы будем иметь последовательность зерен до 
укрупнения на множестве состояний 

L = {Ql' Q2' АЬ1 , ОГl. Ог2 • Ога }· 

Под микроскопом определить первичность или вторичность 
каждого зерна невозможно. Поэтому безопаснее вообще не выде
лять генетических типов, а отмечать только состав зерна, т. е. 

отмечать просто Q, Ог, АЬ. Эта операция определена нами как 
укрупнение состояний Ог=ОГ1 U ОГ2 U ОГз , Q =Ql U Q2' 
АЬ=АЬ1• 

Таким образом, мы имеем разбиение 

~ = ~Q u ~Or U ~ AIJ' 

Соответственно этому матрица для последовательности зерен до 
укрупнения 

р= 

Orl 

ОГ2 

ОГа 

Ql 

Q2 
АЬ1 

. . 
РОг; Ог. РОг: Q .РОг ; АЬ 

(У.2.1) . . 
PQ; Ог • PQ; Q .PQ; АЬ 

PAb;Or'PAb;Q 'РАЬ;АЬ 

разбивается на клетки, показанные пунктиром. Матрица (У. 2.1) 
содержит следующие КJlетки: Ог, Ог; ОГ, Q; Ог, АЬ; Q, ОГ; Q, Q; 
Q, АЬ; АЬ, Ог; АЬ, Q и АЬ, АЬ. Горизonтальnый ряд RлетОR, 
у ROmOPbZX первым unoeRCOM является 1, ;мы nазываем ПОЛОСОЙ 1. 
В матрице (У. 2.1) 1 принимает значения Ог, Q и АЬ. Таким 
образом, в ней мы имеем три полосы: Ог, Q и АЬ. 

У.2.1. Сильное и слабое укрупнение 

в качестве исходной цепи рассмотрим простую однородную 
марковскую цепь, не предполагая сначала ее стационарности. 

Если nоследовательnость, возниRшая в результате заданной си
стемы УRруnнения G, снова будет простой ;марковСRОЙ цепью, то 
говорят, что исходная цепь допускает данное укрупнение G (она 
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укрупняема с помощью С). Будет ли допуснать исходная цепь 
некоторое укрупнение G, зависит от вида G, матрицы переходных 
вероятностей исходной цепи Р и вектора начального распределе
ния p(OJ. Нетрудно убедиться на простейших числовых примерах, 
что при фиксированной матрице Р и заданном укрупнении G 
потеря или сохранение марковости могут зависеть от выбора на
чального распределения p(OJ. При одних р(О! простая марковость 
сохраняется, при других теряется. Поэтому свойство укрупняе
мости классифицируется по отношению к начальному распреде
лению. Если при заданном, раабиении (укруnnении) G и задаnной 
м,атрице р цепь доnусnает уnруnнеnие при всяком, начальnом, 
распределении, то говорят, что цепь доnусnает сuльnое укрупне
ние. Если цепь допускает уnруnнение хотя бы при одно:лt каком,
либо начальnом, распределении, то говорят, что возм,ожно слабое 
уnруnнение. 

Простая однородная марковснал цепь с матрицей переход
ных вероятностей Р и разбиением (укрупнением) G допускает 
сильное укрупнение в том и только в том случае, когда каждая 

клетка IJ, порожденная разбиением G, обладает следующим 
свойством: сумма вероятностей по строке внутри клетки является 

постоянной си, зависящей только от выбранной клетки. Иными 
словами, для всех 1, J Е rf? должно выполняться равенство 

~ р (aJj I ап) = Си, (У.2.2) 
jE'i:.J 

где константа Си не зависит от i. Подчеркнем еще раз, что кон
станта си должна быть одной и той же для каждой строки 1 i 
в нлетке IJ, но может меняться от клетки к клетке (Rемени, 
Снел, 1970). 
При м е р V.3. Пусть имеется случайная последователь

ность зерен из первично магматического гранита, зафиксирован
ная на прямой, проходящей через шлиф. Соответствующая последо
вательность представляет собой однородную марковскую цепь 
на множестве состояний {Ог1 , Q1' АЬ1 } С произвольной матрицей 
переходных вероятностей 

Orl Ql 
Orl (Р (Orl IOrl) Р (Ql I Orl) 

Р = Ql Р (Orl I Ql) Р (Ql I Ql) 

Abl Р (Orl I Abl ) Р (Ql I АЬ1 ) 

(У. 2. 3) 

о начальном распределении изучаемой последовательности 
ничего неизвестно: таким образом, стационарность не предпола
гается. Допустим далее, что в этой исходной последовательности 
некоторая часть зерен АЬ была замещена полностью, зерно на 
зерно, ортоклазом. Предполагается, что замещение данного 
зерна АЬ происходит с постоянной вероятностью n, не зависящей 
от возможного замещения остальных зерен. Исследуемый шлиф 

304 



изготовлен из породы, претерпевшей изменение по изложенной 
схеме. При этом мы не можем отличить первичного ортоклаза 
от вторичного и ведем описание породы в терминах Or, Q и АЬ, 
не выделяя генерации. Спрашивается, какой должна быть мат
рица переходных вероятностей (У.2.3) для того, чтобы при любом 
начальном распределении вероятностей р(О) в магматическом гра
ните наблюдаемая последовательность была простой цепью Мар
кова? 

Если ввести состояние Or2, где 2 означает вторичное проис
хождение, то очевидно, что речь пойдет о сильном укрупнении. 
Рассмотрим сначала последовательность на множестве состоя
ний ~ = {Or1 , Or2, Ql' Ab1 }. Легко убедиться, что последователь
ность на ~ является также простой однородной цепью Маркова. 
Действительно, что касается каждого зерна, то известно проис
хождение каждого из них. Это позволяет последовательность 
на множестве ~ свести к последовательности на исходном мно
жестве. Матрица переходных вероятностей для цепи на мно
жестве ~ будет следующей: 

Orl ОГ2 Ql Aыl 
Orl Р (Orl! Orl) '7r.p (Aыl � Orl) • Р (Qll Orl) . (1 - 7r.) Р (Aыl � Orl) 

ОГ2 р (Orl! Aыl) .7r.p (Aыl � Aыl ) . р (Qll Aыl ) . (1 - 7r.) Р (Aыl I Aыl ) 

АЬ! Р (Orl! Aыl) . 7r.p (Aыl 1 Aыl•. р (Qll АЬ1 ) • (1-11.) р (Aыl� Aыl ) 

где переходные вероятности взяты из матрицы (У. 2. 3). 

, (У.2.4) 

Для получения наблюдаемой последовательности на l\ШО
жестве r!jO= {Or, Q, АЬ} в последовательности на ~ производится 
укрупнение Or=Or1 U Or2 , Q=Ql' Ab=Ab1 • Этому укрупнению 
отвечает разбиение матрицы (У.2.4) на клетки, показанное пункти
ром. Применив к (У.2.4) критерий сильной ун:рупняемости (У.2.2), 
придем к следующему выводу: наблюдаемая последовательность 
после реализации метасоматоза указанного типа гарантированно 

будет простой марковской цепью в том и только в том случае, 
когда у матрицы переходных вероятностей магматического гра
нита будут полностью идентичные строки переходных вероЯ1'
ностей с Or1 и Ab1 • 

Таким образом, для гарантированного сохранения марко
вости после метасоматоза должны выполняться следующие ра-

венства: 

р (Ql! Aыl) = р (Ql I Orl); Р (Orl! Aыl) = р (Orl! Orl); 

р (Aыl� Aыl) =р (Aыl� Orl)' (У.2.5) 

Если хотя бы одно из равенств (У.2.5) не выполняется, то 
всегда найдется какое-либо специфическое распределение pIO), 

являющееся начальным для магматического гранита, такое, что 

наблюдаемая последовательность не будет простой цепью. 
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Понятие сильного укрупнения кажется мало полезным в геоло
гических исследованиях. Обычно существуют такие стохасти
ческие векторы, которые заведомо невозможны в качестве началь

ного распределения в рассматриваемой задаче. 
Рассмотрим множество {p(O)}G, р таких начальных распреде-

лений, при которых укрупнение g сохраняет простую марко
вость, когда Р - матрица переходных вероятностей исходной 
цепи. Если множество {p(O)}G,P не пусто, то, как известно (Burke, 
Rosenblatt, 1958), в него входит стационарное начальное распреде
ление ра! Е {р(О)} G, р. 

Таким образом, если укрупнение вообще возможно, то оно 
возможно при стационарном начальном распределении. В связи 
с этим можно дать новое определение слабой укрупняемости, экви
валентное старому определению, приведенному на с. 304. Если 
простая стационарная цепь Маркова при заданном раабиении G 
и задаnnой матрице nереходных вероятnостей Р допускает укруn
пение, то говорят, что цепь допускает слабое укруnnение. 

В геологических задачах обычно встречается одна из двух си
туаций. Мы можем располагать информацией, к какому классу 
относится начальное распределение р(О). В этом случае нет необхо
димости в сильном укрупнении, так как укрупнение проверяется 

лишь по отношению к указанному классу. Однако во многих слу
чаях информация о начальном распределении отсутствует. Тем 
не менее, как мы видели в гл. IV, марковская цепь, как правило, 
через несколько переходов устанавливается. 

Таким образом, если мы имеем дело с последовательностью, 
где первое зафиксированное испытание фактически достаточно 
удалено от начала процесса, то можно при известной осторож
ности считать, что цепь уже установилась. В таком случае укруп
нение всегда будет слабым. Например, если мы изучаем одно
образно построенный разрез слоистой толщи, то имеет смысл 
начать его исследование на некотором расстоянии от подошвы; 

если изучается последовательность зерен в шлифе магматической 
породы, то контакт этой породы с вмещающей не должен нахо
диться в пределах шлифа. 

Далее будет рассматриваться ТОЛЬЩ) слабое укрупнение. 
В связи с этим исходная последовательность будет предполагаться 
всегда стационарной простой марковской цепью. 

Необходимые и достаточные условия слабого укрупнения, на
сколько нам известно, не публиковались. Если бы алгоритм про
верки слабой укрупняемости существовал, то ввиду стационар
ности цепи он сводился бы к конечному числу операций с элемен-' 
тами матрицы переходных вероятностей. 

В следующем параграфе будут даны некоторые достаточные 
условия слабого укрупнения. При этом будет исследовано, когда 
сохраняется ограниченно марковское свойство и марковский при
знак у частных переходов при укрупнении (о понятиях огранщ-
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ченно марковского свойства и марковского признака см. гл. lУ, 
с. 289, 291). 

Очевидно, что информация о сохранении ограниченно марков
ского свойства у частных переходов при укрупнении дает больше, 
чем информация о сохранении марковости в целом. В гл. IV 
(п. IV.4.2) отмечалось, что если ограниченная марковость сохра
няется для перехода через каждое состояние, то сохраняется и 

обычная марковость для цепи в целом. Справедливо и обратное. 
Однако ограниченно марковское свойство может сохраниться 
при укрупнении для переходов через одни состояния и потеряться 

при переходе через другие состояния. 

У.2.2. Некоторые достаточные условия слабого укрупнения 
цепи и частных переходов 

Предполагается, как отмечалось, что исходная последова
тельность является стационарной марковской цепью первого 
порядка на множестве состояний ~ , разбитом на классы ~ 1 (1 Е d?) 
с помощью укрупнения С. 

Пусть матрица переходных вероятностей этой последователь
ности Р Ii; J}" Наряду с исходной цепью рассматривается обращен

ная цепь с матрицей переходных вероятностей Pji! Jj (об обращен
ной цепи см. гл. IV, п. IV. 3.4). 

В книге (Rемени и Снелл, 1970) приводятся следующие доста
точные условия слабой укрупняемости: есди хотя бы ддя одн,оu 
из матриц Рп; Jj и Pli! Jj выnодн,яются усдовия сидьн,ого у"'руn
н,ен,ия (У. 2.2), то допустимо сдабое yy;,pynн,eн,иe. 

Еще раз подчеркнем, что приведенные условия не являются 
необходимыми для слабого укрупнения. 
При м ер V.4. Пусть исходная цепь на трех состояниях 

{1, 2, 3} имеет следующую матрицу переходных вероятностей: 

1 2 3 

1 1 . 1 
1 42'4 

2 
: 3 

4 о -4 

3 ~~. о 
2 2· 

причем состояния укрупняются следующим образом: 1 U 2 = 1; 
3 = 1. Необходимо выяснить, допускает ли цепь слабое укрупне
ние. Очевидно, что условия (У. 2. 2) для матрицы Р не выпол
няются. Найдем теперь матрицу переходных вероятностей обра
щенной цепи. Поскольку Р является дважды стохастической 

20* 307 



матрицей, стационарное распределение для нее будет (см. гл. 1 V, 
с. 252) следующим: 

P'''~(;} P'~P'~P.~;. 
Формула (IV. 3.16) обращения цепи показывает, что в данном 

случае 

1 1· 1 
44'2 

Р( -) = рт = 1 . 1 
2 о 2 

1 3. - - о 4 4· 

Очевидно, что условия (V. 2. 2) для р(-) выполняются. 
Таким образом, приведенные выше достаточные условия Rемени 

и Снелла имеют место, и новая укрупненная последовательность 
на множестве состояний {I, J} является простой марковской цепью. 

Достаточные условия I\емени и Снелла редко ВЫПОЛНЯЮТСя на 
практике. Кроме того, они не применимы к частным переходам. 
Поэтому мы рассмотрим более гибкие условия, налагая, однако, 
дополнительные ограничения. 

Предположим, что в результате укрупнения получается об
ратимая последовательность. Если исходная последовательность 
обратима, то укрупненная также обратима, но обратимость 
укрупненной последовательности не означает, что исходная была 
обратима. Таким образом, предположение об обратимости наблю
даемой последовательности охватывает более DIИрокий класс по
следовательностей, чем предположение об обратимости исходной 
последовательности. Кроме того, обратимость окончательной по
следовательности может быть проверена с помощью статистических 
тестов. Так, большой опыт исследования последовательностей 
зерен в шлифах гранитов верхнего структурного этажа из различ
нейших районов мира показал, что все эти последовательности 
были обратимыми, независимо от того, представляли ли они про
стые или сложные цепи Маркова. 

Исследованные нами разрезы осадочных толщ также показали 
статистическую неотличимость чередования слоев от обратимых 
последовательностей. Подчеркнем, что в соответствии с п. IV.2.2 
гл. IV обратимость определена независимо от наличия у последо
вательности марковских свойств. Имея возможность получить 
эмпирическое, а иногда и теоретическое подтверждение обрати
мости в окончательных последовательностях, мы в то же время не 

можем, как правило, проверить опытным путем обратимость ис
ходной последовательности. 
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Т е о р е м а V.1. Пусть исходная nоследоватмьность пред
ставляет эргодичесnую и стационарную цепь М арnова первого nо
рядпа, а последовательность после уnруnнения обратим,а. Для 
того чтобы переход через состояние 1 был ограниченно м,арnовсnим" 
достаточно, чтобы в полосе 1 выполнялось хотя бы одно из следую
щих равенств: 

(У.2.6) 

для .любых J E,fi? и nроизвольных целых h> 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Требуется установить равенство 

р (aj.h> I ajh-l). А) = р (а5М I ajh-1») (А Е Q[k-2). (У. 2. 7) 

где h= 1,2, .. . ,1 - фиксированное состояние; А - любое событие, 
зависящее только от исходов испытаний с номерами 0,1, ... , h-2; 
J - любое состояние из множества ,fi? Вместо того чтобы дока
зывать (V. 2. 7), можно ограничиться доказательством равенства 

р (а}Л) I ajh-1). А) = р (а5М I ajh-1j), (У. 2.8) 

где А - любое событие вида 

{а(О) а(1) а(Л-2)} 
т 1 К,··", L , 

поскольку, как отмечалось в гл. IV, из (V. 2. 8) следует (У. 2. 7). 
Представим условную вероятность в левой части (У. 2. 8) в виде 

отношения безусловных вероятностей (см. гл. П) 

р(А. а}Л-IJ. а}А») 

р (А. аУ' 1») (У. 2. 9) 

Событиям ajh-1) и а5-Л ) укрупненной последовательности взаимно 

однозначно соответствуют события 

U a}A.-1) И lJ аУ'> 
'ЕЕ1' jEEJ.}-

в исходной цепи. При этом событию А соответствует некоторое 
событие В в терминах исходной цепи. Используя простую мар
ковость исходной цепи, (У. 2. 9) можно представить как 

р (В. U a(h:-lJ • U а(А») 
'ЕЕ1 1, jEEJ J.} 

(У. 2.10) 

309 



t!реДПОJidЖиМ Тёперъ, что в (У. 2. е) выполняется равепст:iЗо rxJ, 
Если это так, то произведем сначала суммирование в числи
теле (V. 2. 10) по j на h-M месте. Вынося общий множитель Си 
за знак суммирования и сокращая, получим 

р (a}hJ ! а}"-Н, А) = Сд. 

Аналогично для правой части (V. 2. 8) 

p(a}kJ !a}k-lJ)=сIJ• 

Итак, теорема доказана при условии (х). 
Допустим теперь, что выполняется равенство ~) из (V.2.6). 

Тогда используем предположенную обратимость укрупненной 
последовательности и ее стационарность. Это дает возможность 
переписать (V.2.9) как 

Р (а(О) 'а(1) А' ) 
J' I' "-2 

( (1) ') р aI ' А "-2 
(V.2.11) 

где А' - событие вида 

{ai2 ) , ••• , a}F), a~h+l)}, 

полученное из А изменением порядка и сдвигом временных па
раметров. Подстановка А' вместо А допустима, так как последо
вательность в терминах ам обратима (это дa~T возможность пере
писать ее в обратном направлении) и стационарна (это дает воз
можность сдвинуть ее к началу О). 

Преобразуем далее (V.2.11). При этом используем условие, что 
обращенная исходная последовательность также является про
стой марковской: 

~ p(B')p(a~~)IB') 
(V.2.12) 

lE1JI 

где В' соответствует событ~ю А' в терминах исходной цепи. 
Суммируем в (V. 2.12) сначала по j на О-м месте. Условие 

~ р (a5-~-1) I аИ)) = k IJ 
jE 1JJ 

позволяет вынести постоянный множитель kIJ за знак суммирова
ния. Последующее сокращение в (У.2.12) приводит к равенству 

р(а5-Ь) I 4"-1), A')=kIJ 

и аналогично к 
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Этим заканчивается доказательство теоремы. 
Поскольку наличие ограниченно марковского перехода по каж

дому состоянию, как отмечалось в гл. IV, влечет простую марко
вость последовательности в целом, то в качестве следствия из тео

ремы V.1 мы получаем следующее достаточное условие. 
Т е о р е м а V.2. Если исход пая простая цепь Марnова яв

ляется эргодичесnой и стациоnарnой, а уnруnnеnnая nоследователь
nость обрати.ма, то для сохрапепия простой .марnовости после 
уnруnnеnия достаточnо, чтобы хотя бы одnо из условий а) или 
~) в (V.2.6.) выnолnялось для nаждой полосы в .матрице Р. 

Допустим теперь, что равенства а) или ~) в (V.2.6) выполняются 
для полосы матрицы Р, однако мы не знаем, обратима ли оконча
тельная (наблюдаемая, т. е. укрупненная) последовательность. 
В этом случае для укрупненной последовательности простая мар
ковость либо марковость вообще может теряться, но гаранти
ровано сохранение марковского признака. 

Т е о р е м а V.3. Если исходпая последовательность является 
стационарной и эргодичесnой цепью М арnова первого nорядnа и 
одно и8 равеnств а) или~) выполняется в полосе 1 .матрицы Р, 
то после уnруnнения переход через 1 обладает .марnовсnи.м nри
зnаnо.м (см. гл. IV). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Требуется показать, что выполнение 
одного из равенств а) или ~) в (V.2.6) влечет равенство 

(V. 2. 13) 

Если выполняется (1) в (У. 2. 6), то (У. 2. 13) доказывается 
с помощью простых вычислений, аналогичных приведенным при 
доказательстве теоремы (V.I). Если выполняется ~) в (У. 2. 6), то 
вычисления несколько осложняются. Рассмотрим последний случай. 

Левую часть (У. 2.13) можно представить в виде 

р (a(h)) р (a(h-l) I a(h)) р (a(h-2) I a(h-l) a(h)) 
( (h) I (h-l) (h-2)) J I J Н I' J 

Р aJ aI ,ан = p(a}-h-l))p(a)j'-2) I 4h-1)) (V.2.14) 

Нак мы только что установили при доказательстве теоремы V. 1, 
условие ~) из (У. 2. 6) влечет равенства 

p(a)j'-2)14h- 1 ), аjh))=kш, р(а)j'-2)14h-1))=kш• 

Учитывая эти равенства, приводим (У. 2.14) к виду 

( (h) I (h-l) (h-2)) _ р (ajh)) р (a}-h-l) I ajh)) _ ((h)! (h-l)) 
р aJ aI • ан - p(ajh-l)) -р aJ aI , 

что И требовалось доказать . 
. Распространяя выполнение условий теоремы V.3 на все полосы, 

т. е. на всю матрицу Р в целом, из теоремы V.2 получаем следую
щее. 
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С л е Д с т в и е. Если условия а) или ~) ив (V.2.6) выnолн,яются 
для каждой полосы .матрицы Р, то после укруnн,ен,ия гаран,тиро
ван,о сохран,ен,ие .марковского nривн,ака для перехода черев любое 
состоян,ие. Настоящая марков ость может при этом теряться. 
Мы подробно остановились на условиях сохранения марков

ского признака при слабом укрупнении, так как в этих условиях 
могут возникать случайные последовательности, весьма опасные 
с точки зрения правильности интерпретации значений статисти
ческих тестов, проверяющих порядок марковости. Действительно, 
пусть при применении тестов, проверяющих марковские альтер

нативы, которые далее подробно рассматриваются в гл. VI, про
изводится браковка нулевого порядка в пользу первого, затем 
второй порядок бракуется в пользу первого. Если на этом оста
новиться, то можно принять неправильное решение о первом по

рядке марковости, хотя фактически мог иметь место только мар
ковский признак. Возможно, что дальнейшая статистическая 
проверка альтернатив дала бы решение в пользу третьего порядка 
в альтернативе второго порядка против третьего. 

Подчеркнем еще раз, что для получения последовательности 
с марковским признаком, но без марковского свойства требуется, 
чтобы для полос матрицы Р вьшолнялись условия а) или ~) и 
в то же время укрупненная последовательность не обладала об
ратимостью. Это следует из теоремы V.3. Отметим также, что для 
возникновения подобного рода случайной последовательности 
необходимо укрупнение не менее чем трех состояний в одном 
классе. Это утверждение оказывается простым следствием тео
ремы V.4, которая будет дана в следующем параграфе. 
При м е р V.5. Рассмотрим еще раз схему слоеобразования, 

приводящую к последовательности пакетов (п), (у) и (пу), кото
рую мы уже изучали во второй части примера V.2. При этом мы 
предположим, что последовательность пакетов является бернул
лиевскоЙ. Наблюдаемая последовательность слоев в разрезе полу
чается, как отмечалось в примере V.2, за счет стирания границ 
между пакетами. Опираясь на материалы этого параграфа о до
статочных условиях сохранения марковости, рассмотрим, какой 
марковской структурой будет обладать наблюдаемая последова
тельность слоев. 

Последовательности пакетов отвечает следующая матрица пере
ходных вероятностей: 

("() (ТС"() 

Р2 рз) 
Р2 Рз • 

Р2 Рз 

Равные вероятности в каждом из столбцов соответствуют пред
положению, что пакеты образуют последовательность Бернулли. 
Обозначим, кш{ и ранее в примере V. 2, 7t1 - песчаный слой из 
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пакета (It); 'lt2 - песчаный слой из пакета ('It"[); 11 - глинистый слой 
из пакета (т) и Т2 - глинистый слой из пакета ('ltl ). Тогда на мно-
жестве состояний ~ = {'lt1, 'lt2, 11' 12}' как уже было показано 
в примере V. 2, возникнет простая марковская цепь, стационарная 
и эргодическая, с матрицей переходных вероятностей 

1t1 1t2 11 12 

"С 
Рз р, О) 1t2 О О О 1 

Р2 = . .. .. , 

11 Рl Рз Р2 О 

12 Рl Рз • Р2 О 

где параМQТРЫ для переходных вероятностей взяты из Р1• Пункти
ром В Р 2 показано то укрупнение, которое приводит к наблюдаемой 
последовательности слоев. Стационарное распределение, как нетрудно 
показать (гл. IV, с. 255), 

Рl 
Р (1t1) = 1 + Рз 

Pst=Po= 

Рз 
Р (1t2 ) = 1 + Рз 

Р2 
Р (11) = 1 + Рз 

Рз 
Р (12) = 1 + Рз 

Соответственно обращенной цепи будет отвечать матрица пере-
ходных вероятностей 

1tl 7:2 11 12 

П, С о pz 

р, ) 1t2 Pl О Р2 Рз 
Ph-)=· .. 

11 Рl О Р2 Рз 

12 О 1 О О 

Рассмотрим теперь достаточные условия Rемени и Снелла 
(1970, с. 176). Поскольку, как в Р2 , так и в Р;-) равенства сумм 
по строчкам внутри клеток не выдерживаются, эти условия не вы

полняются. В силу того что условия эти достаточные, вЬ(вод о на
личии или отсутствии марковской структуры у последовательности 
на состояниях 1t и У сделать нельзя. 

Перейдем теперь к теореме V.2. 
В матрице Р2 имеется равенство сум:м: по строкам внутри клетки 

в полосе у. В матрице РГ' наблюдается равенство сумм по стро
кам: внутри клетки в полосе 'It. Таким: образом, условия теоремы 
V.2 выполняются. В результате м:ы м:ожем: утверждать, что на
блюдаемая последовательность слоев должна обладать м:арков
ским признаком: для перехода как через 7t, так и через у. 
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НаЛйtrйе :м.арtювсtюrо nривна1{а в Оl'лиtrие 0'1' марковости легко 
nроверяется статистически по наблюдениям. Отметим, что факти
ческая проверка переходов через состояния (слои) 7t И У в реально 
ивучавшихся разрезах (Челекен; о-в Жилой, Азербайджан) по-
1{азала, что переход через одно состояние обладал марковским 
признаком, а через другое состояние он этим признаком не обла
дал. Из этого следует, что для изучавшихся разрезов либо схема 
седиментации· пакетами не верна, либо предположение о том, что 
пакеты чередовались бернуллиевским способом, ошибочно. ЭТОТ 
вопрос подробно будет рассмотрен во второй части этой книги. 

Используем теперь теорему V.1. 
Нетрудно показать, что окончательная последовательность слоев 

(Т. е. на множестве {7t, у}) будет обратимой, если последователь
ность пакетов была бернуллиевскоЙ. Так, например, установим, 
что 

р (1t(h-l J, ,(hJ) = р (,(11-1), 1t(hJ), 

что должно иметь место для обратимой последовательности. 

и 

Действительно, 

р (1t(h-1J, ,(Ь)) = р (1tlh-1J, ,1hJ) + Р ('It~h-lJ, ,~b)) + Р ('It~h-IJ, ,~b)) + 
+ р ('It~h-IJ, ,~Ы) = Р (1tl) Р ('1 1 'ltl) + р ('ltl) Р ('21 1tl) + 

+ р (1t2) Р ('11 1t2) + р ('lt2) Р ('211t2) (V. 2. 15) 

р (,(Ь-l), 1t(h)) = р blh-1J, 'It~f,J) + р bl,,-IJ, 'It~hJ) + Р (,~b-1), 1t~hJ) + 
+ р (,~h-l), 'It~hJ) = Р ('1) Р ('ltll '1) + р ('1) Р ('lt21 '1) + 

+ р ('2) Р (1tll 12) + р ('2) Р (1t21 12)' (V. 2.16) 

Подставляя в (V.2.15) и в (V.2.16) безусловные и переходные 
вероятности соответственно из Р, Р8! и Р2' убеждаемся, что 

р ('lth-1, ,Ь) = Р (,(h-1J, 'It{hJ). 

Точно так же легко доказать обратимость относительно дру
гих сочетаний слоев. 

Таким образом, условия теоремы V.1 выполняются, и мы можем 
сделать заключение, что в случае бернуллиевского чередования 
пакетов чередование слоев, наблюдаемое в разрезе, должно от
вечать простой марковской цепи. 

V.2.3. Критерий слабого укрупнения 
при дополнительных ограничениях 

Для получения критериев слабого укрупнения рассмотрим 
следующие дополнительные ограничения: 

а) исходная цепь является обратимой, 
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б) укрупненная последовательность является обратимой, 
в) состояния укрупняются не более, чем по два. 



Иными словами, в случае в) разбиение TaROBO, что либо 1:[ = 
= {11> 12}, либо 1:[ = {I}. 

в геологичеСRИХ исследованиях вопрос о том, обратима ли 
исходная цепь, определяется природными соотношениями и, RaR 
правило, не может быть проверен статистичеСRИМИ методами. 
В силу RаRИХ причин ОRончательная последовательность (после 
УRрупнения) может считаться обратимой, рассмотрено в п. У.2.2. 
НаRонец, случай, Rогда проводится УRрупнение состояний по два, 
имеет решение и представляется естественным во многих задачах 

геологии. Например, при изучении горных пород естественно 
различать первичные и вторичные минералы (одного состава), 
в сериях осадочных пород - аналогичные породы трансгрессив

ных и регрессивных членов серии и т. д. 

Рассмотрим сначала случай, Rогда исходная цепь предполага
ется обратимой. В Rниге Rемени и Снелла (1970, теоремы 
6.4.6-6.4.8) для него ДОRазан следующий Rритерий: если исход
пая эргодическая и стациоnарnая простая марковская цепь об
ратима, то критерий слабого укруnnеnия совпадает с критерием 
сильnого укруnneuия, nриведеnnым nами па с. 304 под nомером V.2.2. 
При м е р У.6. Рассмотрим снова Rристаллизацию тройной 

системы с эвтеRТИRОЙ, разбиравшуюся нами в начале примера У.1, 
с зернами /1' выделившимися на первой стадии Rристаллизации, 
с зернами /2' J 2 , выделившимися на второй стадии, и с зернами 
1з, Jз , Кз в эвтеRтичеСRОЙ ТОЧRе. Если в шлифе через агрегат, 
образованный УRазанными индивидами, провести прямую, то 
естественно будет предположить, что последовательность зерен 
на этой прямой ОRажется обратимой. 

В примере У.1 было ВЫСRазано предположение, что эта после
довательность является простой маРRОВСRОЙ цепью, это предпо
ложение мы примем и здесь. В силу изотропности расплава, из 
ROTOPOrO Rристаллизуются индивиды, для любой прямой, прохо
дящей через агрегат, Rажется, что обратимость этой цепи совер
шенно банальна. ОднаRО предположение об обратимости последо
вательности приводит R неRОТОрым далеRО идущим следствиям 
относительно процесса Rристаллизации. 

Рассмотрим r матрицу переходных вероятностей для исходной 
последовательности 

11 12 1з . 12 1з, КВ 

11 :p(KBI 1l) 

12 PI;[ PI; J • Р (Квl 12) 

1з' : Р (Каl lа) . , . . , . . .. . 
12 • Р (Ка 112) 

18 PJjI . PJjJ 
: Р (Ка /18) 

, . .. . .' . . . . 
{(в PG; / ~ Рк;.т • l' (Каl Кз) 
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Предположим, что исходная цепь обратима. R'poMe того, на осно
вании статистических расчетов примем, что окончательная после

довательность - простая марковская цепь. Тогда из только что при
веденного критерия будет следовать, что сумма по строчкам внутри 
клеток постоянна. Взяв клетки lК, J К, получим 

Р(Кзlll)=Р(Кзl/2)=Р(Кзl/з); Р(Кз Jl2)=Р(Кз IJ з )· 

Таким образом, вероятность перехода на состояние Кз не за
висит от генерации, с которой осуществляется переход на Кз • 
Эти равенства переходных вероятностей не выводятся непосред
ственно из модели кристаллизации (см. гл. IV и особенно работу 
автора (Vistelius, 1972». Поэтому должен существовать некоторый 
специфический механизм размещения зерен по генерациям в про
странстве, занятом кристаллизующимся расплавом. 

Перейдем теперь к случаю, когда состояния укрупняются по 
два. Приведем сначала необходимые условия сохранения марко
вости в этом случае. 

т е о р е м а V.4. Пусть в исходн,ой стацион,арн,ой эргодиче
C1i,Ou цепи М ap1i,oea первого nоря,д1i,а nодм,н,ожество 1:[ содержит 
два состоян,ия 11 и 12. Для того чтобы при Y1i,pynн,eн,ии частн,ый 
переход чере8 1 сохран,ил Mapw,oecw,uu nри8н,а.,. или огран,ичен,н,о 
Map1i,oec1i,oe свойство, или .iltapw,oec1i,oe свойство, н,еобходим,о, чтобы 
выnолн,ялось хотя бы одн,о и8 условий а) или ~) в У.2.6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если переход через 1 после укруп
нения частный марковский или ограниченно марковский, то тем 
более этот переход должен обладать марковским признаком, т. е. 
должно выполняться равенство 

(V.2.17) 

для всех J, R Е rJl' и данного 1. 
Используя стационарность и простую марковость исходной цепи, 

представим равенство (У. 2. 17) в виде 

[ 
~ р (ak~-2)) р (аИ-1 ) I ak~-2)) р (а5У I аИ-1 ))] ~ р (аИ-1))-

'EEJ. <E~! 
jEJ:.J. 
rEER 

~ р(аk~-2))р(аИ-l) I ak~-2)) ~ р(аИ-l))р(а}~) I аИ-1))=О (V.2.18) 
'EEJ' 'EEJ' 
rEER jEEJ 

или в эквивалентной форме: 

~ р(а}!:), akh-1))[p(ajh-l))p(a}h) I аИ-1)) - р (a}h) , ajh-l))]=О. (V.2.19) 
'ЕЕ! 

Если в (v. 2.19) заменить первый множитель 

Р (a(h) a(h-l)) на р (a(h-l)) 
п' R п 
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или, что то же самое, просуммировать по всем R Е rfJ', то полу
чится тождество 

~ р(аИ-l»)[р(а}h-l»)р(а~k)Н·~-l»)-р(а~k), aY'-l»)]=О. (V.2.20) 
iE{)]I} -

Обозначим одинаRовые выражения в нвадратных СRоБRах 
в (V.2.19) и (V.2.20) «ап х (i, J). Учитывая, что i может принимать 
ТОЛЬRО значения 1 и 2, мы видим, что (V.2.19) вместе с (V.2.20) 
представляет линейную однородную систему из двух уравнений 
с двумя неизвестными х (1, 1) и х (2,1). Известно, что однородная 
линейная система либо имеет ТОЛЬRО нулевое решение, либо ее 
определитель равен нулю. В первом случае мы имеем 

х(1,1)=х(2, J)=O. (V. 2. 21) 

во втором (заменяя (h-1, h-2) на (h, h-1»: 

L\ = I1, R 12 R = О. I р (a(h) a(h-l») р (a(h). a(h-l») I 
Р (a}~») р (a}~») 

(V. 2. 22) 

Если (V.2.21) выполняется при всех 1 Е rfJ', то это ЭRвивалентно 
условию а.) из (V.2.6). 

Если при RaRom-нибудь 1 (V.2.21) не выполняется, то тогда 
(V.2.22) должно выполняться при всех R Е rfJ' и данном 1. По
СRОЛЬRУ R можно выбрать неЗависимо от 1, равенство (V.2.22) 
ЭRвивалентно условию ~) из (V.2.6). Этим завершается ДОRазатель
ство теоремы. 

Если мы теперь объединим необходимые условия ДОRазанной 
теоремы V.4 с достаточными условиями теоремы V.1, то получим 
следующее следствие. 

С л е Д с т в и е. Пусть исходная простая цепь эргодична и 
стационарна, а уnруnненная последовательность обратима. Пусть 
nроме того подмножество ~I содержит не более двух состояний. 
Тогда для сохранения после уnруnнения ограниченной марnовости 
при переходе череа 1 необходимо и достаточuо, чтобы в полосе 1 
выполнялось хотя бы одuо ив условий а.) или ~) ив (V.2.6). 

Если ограниченная марновость сохраняется у перехода через 
Rаждое состояние, то сохраняется и простая марновость в целом, 

Нан неОДнонратно отмечалось ранее. Поэтому в Rачестве другого 
следствия получаем следующее утверждение. 

т е о р е м а V.5. Пусть исходная простая цепь эргодична и 
стационарна, а уnруnнеuuая последовательность обратима. 
Пусть nроме того уnруnнение nроивводится тап, что одновременно 
уnруnняется не более двух состояuий в одном nлассе. Тогда необ
ходимые и достаточные условия сохранеuия простой марnовости 
r:1,осле уnруnнения ааnлючаюmcя в выполнении хотя бы одного ua 
равенств а.) или ~) в (V.2.6) для nаждой полосы J.tатрицы nереход
ных вероятностей Р. 
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При м е р V.7. Пусть исходная последовательность есть по
следовательность зерен кварца (Q), ортоклаза (Or) и плагиоклаза 
(АЬ), являющихся главными породообразующими минералами 
гранита магматического происхождения. Такая последователь
ность, как отмечалось в литературе (Vistelius, 1972), скорее всего 
является эргодической простой цепью Маркова, что мы и примем 
в этом примере. Допустим теперь, что порода подверглась вторич
ным изменениям, заключавшимся в том, что некоторые индивиды 

плагиоклаза оказались окруженными непрерывной каймой орто
клаза. При этом предполагается, что ни одно из зерен, соседних 
с окаймляемым, полностью этой каймой не замещается. На пере
сечении с прямой каждое зерно плагиоклаза, окруженное каймой, 
дает то, что мы называем пакетом, т. е. последовательность из 

трех зерен Or, АЬ, Or. Предположим, что окаймление каждого та
кого зерна плагиоклаза происходит с постоянной вероятностью 

0<71:<1. 
Таким образом, окаймление такого зерна плагиоклаза не за

висит от того, что произойдет с остальными зернами плагиоклаза. 
Возникает вопрос - может ли последовательность, образованная 
зернами Or, Q и АЬ, после возникновения ка ем из Or остаться про
стой марковской цепью. Покажем, что ответ отрицателен, т. е. 
марковость первого порядка всегда будет теряться. Иными сло
вами, простая марковость исчезает при любом выборе параметра 
0< 71: < 1 и любых параметрах исходной стационарной эргоди
ческой цепи Маркова первого порядка. 

Для того чтобы доказать это, введем случайную последоваТ,ель
ность на множестве состояний :Е= {АЬ1 , АЬ2 , Or1, Or2, Оrз , Ql}' 
где АЬ1 - зерно плагиоклаза, не подвергшееся окаймлению; 
АЬ2 - зерно плагиоклаза, окруженное каймой; Or1 - зерно пер
вичного ортоклаза; Or2 - участок каймы, находящейся слева 
от окаймленного зерна плагиоклаза; Оrз - участок той же каймы, 
находящейся справа от окаймленного зерна плагиоклаза; Ql
зерно кварца. 

Вопрос о том, на каком множестве состояний рационально 
строить исходную (укрупняемую) последовательность для того, 
чтобы решить задачу о влиянии укрупнения на марковские свой
ства последовательности, может решаться разными путями. Так, 
Еапример, можно взять исходную последовательность на множе

стве :Е1 ={АЬ1 , Or1 , Ql' Or2}, где 1 означает пеРВИЧЕое, а 2 -
ВТОРИЧЕое происхождение зерна. Однако эта последовательность 
ОJ\азывается существеЕНО ЕемарковскоЙ. Действительно, 

р(Аь~h)IОr~h-l), Ab~b-2), Or~h-3), Abih- 4), Or~/-5), Abih- 6»<l, 
ЕО 

р (АЬ{Ь) I Or~h-l), Abih~2), Or~h-3), Abih- 4), Or~h-5). Qih - 6»):;: 1. 

ПОСПОЛЬJ\У J\онструироваuие подобных переходных вероятно
стей МQЖНО ПРОДQлжать I\al\ УГОДн9 даЩЩQ, ТО, очевидно, здесь МЫ 

318 



имеем дело с существенной немарI<О:ВОСТЬЮ, а не с марI<ОВОСТЬЮ 
шестого ПОРЯДI<а. 

В то же время для последовательности на 1: леГI<О устанавли
:вается ее простая марI<ОВОСТЬ. Перейдем I< ДОI<азательству того, что 
последовательцость на 1: - простая цепь MapI<OBa. Рассмотрим. 
вероятности переходов через состояния АЬ1 : 

р (Abfh) I Ab~h-l), А) = р (АЬ I АЬ) (А Е ~h-2), 

где переходная вероятность р (АЬ I АЬ) взята для последователь
ности зерен до того, I<aI< порода подверглась преобразованию. 

Далее 

р(Аь~h)IАь\h-l), А)=О, p(Or\h) \ Abfh- 1), A)=p(OrIAb), 

р(Оr~")IАь\h-l), A)='ltp(AbIAb), р(Оr~")IАь\h-l), А)=О, 

p(Q\h) I Ab\h-l), A)=p(QIAb) (АЕ~h-2), 

где переходные вероятности для состояний без индексов отнесены 
к последовательности до ее преобразования. Таким образом, переход 
через АЬ1 обладает ограниченно марковским свойством. 

Аналогично можно ПОI<азать, что переходы через все другие 
состояния из 1: являются ограниченно маРКОВСRИМИ. Из этого 
следует, что последовательность на 1: является простой марков
СRОЙ цепью. Иными словами, мы УRрупняем простую марRОВСКУЮ 
цепь. ЛеГRО таRже ПОRазать, что эта цепь является стационарной 
и эргодичеСRОЙ. В этой цепи состояния АЬ1 и АЬ2 УRРУПНЯЮТСЯ 
по два. Это позволяет нам использовать необходимые условия из 
теоремы У.4. 

Рассмотрим в матрицах переходных вероятностей Р и Р(-) 

(обращенной цепи) для последовательности на множестве 1: по
лосу АЬ. Без вычислений ясно, что 

р (Qll Ab1 ) >0, но р (Qll АЬ2) =0 
и что 

р(-) (Qll Ab1) > О, НО р(-) (Qll АЬ2 ) = О. 
(У. 2. 23) 

Из (У.2.23) следует, что необходимые условия теоремы У.4 
не выполняются. Поэтому простая марRОВОСТЬ при УRрупнении 
будет потеряна по Rрайней мере для перехода через АЬ. Доказать 
этот фаRТ можно было бы значительно Rороче; более длинный путь 
был выбран для того, чтобы ПОRазать типичные рассуждения, при
меняемые при изучении вопроса об УRрупнении состояний. 

У.3. СГУЩЕНИЕ И РА3РЕЖЕНИЕ 

RaR отмечалось в § У.1, сгущением мы называем TaRoe преобра
зование, при ROTOPOM в реализацию добавляются новые исходы ис
пытаний, размещаемые между старыми исходами. После этого 
производится перенумерация всех испытаний в естественном по
РЯДI<е. Предполагается, что взаимное положение исходов старых 
испытаний не меняется. Исходы старых и новых испытаний, от-
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вечающие одному и тому же состоянию, в окончательной последо
вательности не различаются, т. е. производится укрупнение. Оче
видно, что если исходы новых испытаний не принадлежат множе
ству rJ? состояний цепи, то укрупнения состояний в окончательной 
последовательности не будет. Сложнее, но важнее для геологи
ческих задач случай, когда исходами дополнительных испытаний 
могут быть состояния из множества rJ? Тогда появляются исходы 
испытаний, отвечающие одному и тому же состоянию из мно
жества rJ?, часть которых принадлежит старой цепи, а часть вве
дена в нее новыми исходами испытаний. 

Рассмотрим случай, когда исходы новых испытаний могут да
вать лишь одно состояние, скажем, 1 Е rJ? Остальные состояния, 
принадлежащие множеству rJ?' =rff'" {I}, во вторичном преобразо
вании не участвуют, не появляются как исходы новых испытаний. 

При рассмотрении разрежения мы ограничиваемся лишь про
стейmим случаем, когда из реализации исходной цепи удаляются 
(вычеркиваются) все те испытания, в которых появились состоя
ния из некоторого подмножества состояний rJ?1 основного множе
ства состояний rJ? После этого остающиеся испытания перенуме
ровываются в естественном порядке. Для сокращения выкладок 
мы часто будем использовать следующее положение. 

Л е м м а У. 1. Пусть вnекоторой случайnой nоследователь
nости #1(+1 есть событие, отnесеnnое 7i будущему, &,/(0/ - 7i nа
стоящему, а {&'/1-/} -мnожество, 7iаждое событие #I~-/ 7iOmOPOZO 
nриnадлежит nрошлому. Пусть события из {#l1-/} песовме
стимы, т. е. 

(К =F L), (У. 3. 1) aPf}{') n aPf1-) = g 

если #li"), #11-) Е {#l1-)}, и ma7ioebl, 
ствляется обяаательnо по 7ipauneu 
тий, т. е. 

что па стоящее #1(0/ осуще

мере с одnим из этих собы-

р [ ~ ( d1-) I aPf(O)] = 1. (У. 3. 2) 

Если вероятnость р (#1(+/ 1#1(0/ #11-/) nе зависит от выбора е911-/ 
во мnожестве {#lb-/} , то 

Р ("*'(+) 1,,*,(0) Фf1-) = р (oPf(+) I aPf(O)). (V. 3. 3) 

Если (V. 3.1) и (V. 3.2) выnолnяются, то (V. 3.3) справед
ливо nезависимо от паличия или отсутствия маР7iовской струк
туры у nоследовательnости. 

Условия (V. 3.1) и (V. 3. 2) существенны, и без них равенство 
(V. 3. 3) в общем случае неверно. 

Д о к а з а т е л ь с T:q о. Согласно условию (V. 3. 2), 

р (U aPf!s/, aPfCoJ. aPf(+/) 

Р (Фf(+) I aPf(O») = р [ .А(+) I (.А(О/, U .А(_/)О] в (У 3 4) 
fW QЛ. В Q1'f.B = p(~ aPf~ /, Фf(О») • •• 
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в силу условия (V. 3. 1) правую часть (V. 3. 4) можно 
писать в виде 

~ р (d1-J, dCOJ, d(+J) ~ р (d1-J, d lOJ) Р (dC+J I d lOJ , ",-11-») 

пере-

S S 
------~~------------------

~ р (d1 J, d(OJ) ~ р (d1-J, d(OJ) 
(v. 3. 5} 

S S 

Поскольку р (С#С+) I c#(OJ, c#1-J) по предположению не зависит от S. 
то этот множитель в числителе можно вынести за знак суммиро

вания. В итоге получим 

р (d(+J I d(OJ) =р (d(+J I d(OJ, d1-J). 

Итак, лемма доказана. 
В качестве простейшего примера ИСПОЛЬЗ0вания леммы V. 1 рас

смотрим однородную немарковскую последовательность или одно

родную непростую марковскую цепь на двух состояниях: 1 и 1. 
Пусть нам известно, что 

и 

Р (a(hJ I a(h-IJ aCh-IОJ) =.!. 
1 J 'J В' 

Тогда, согласно лемме V.1, без всяких вычислений заключаем, 
1 

что р(аI I aJ) =8' 

V.3.1. Внедрение между исходами 
смежных испытаний 

Предположим, что изложенные предпосылки относительно 
процесса сгущения выполнены. Рассмотрим теперь конкретную 
схему, которую назовем (<Внедрением между исходами смежных 

испытаний». 
Пусть между исходами двух смежных испытаний 1 u(h-lJ, vCh ), 

(и, v Е rfl') начальной последовательности может размещаться 1 вто
ричных исходов 1 с вероятностью Р, (u(h-1), V(h»). 

Относительно этих вероятностей внедрения мы принимаем дв е 
аксиомы. 

а). Аксиома независимости внедрения новых зерен между раз

личными парами. Предполагается, что вероятности Р, (u(k-1J, V Ch ») 
постоянны и не зависят от того, как были заполнены промежутки 
между любыми другими парами исходов смежных испытаний. 
Таким образом, условная вероятность того, скажем, что между 
первым и вторым зернами, которые оказались сложенными квар

цем, появилось вторичное зерно альбита и что между девятым и 
десятым зернами, которые оказались зернами ортоклаза, возникло 

1 Эдесь и в дальнейшем используется сокращение: вместо а<=> пи
шется u<hJ и соответственно вместо a<~> пишем v1AJ• 
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два вторичных зерна альбита, равна произведению условных ве
роятностей этих событий, т. е. для данного примера она равна 
произведению Pl (aiP, а8))· Р2 (аfЛ, а/Н)). 

б). Аксиома однородности вторичного процесса. Это означает, 
что вероятности внедрения не зависят от h и могут быть обозначены 
как Р, (и, и). 

Такая аксиоматика введена на основе тех представлений, ко
торые возникли при изучении начальных стадий метасоматического 
преобразования гранитов (Романова, 1976). При этом создалось 
впечатление, что вторичные зерна возникли за счет инфильтрации 
флюида равномерно, по фронту, проходящему через породу. Это 
отражено аксиомой б). В итоге деятельности этого флюида воз
никали зерна альбита. Миграция флюида проходила по межзер
новым контактам, которые открывались под действием тектони
ческих напряжений, растягивавших соответствующую часть мас
сива. Изучение деталей минералообразования во вскрывшихся 
каналах показывает, что для образования вторичного зерна не
обходимо, но недостаточно наличия канала. Это определяется чисто 
локальными причинами. 

Таким образом, если зерно альбита возникло в одном канале, 
то в первом приближении это не влияло на вероятность появления 
аерен альбита во всех других каналах, что обосновывает аксиому а). 
Схема подобного внедрения показана на рис. V.2. 

Детально подобные процессы будут изучены во второй части 
этой книги. 
При м е р V.8. В породах массива Арга-bIнных-Хая, со

гласно исследованиям М. А. Романовой (1978), под микроскопом 
можно видеть мелкие вторичные зерна альбита на контакте между 
крупными индивидами плагиоклаза (по составу почти чистого 
альбита). Такие соотношения могут вытекать из изложенной ак
сиоматики; они подтверждаются статистическими тестами, при

веденными в цитированной работе. 
С другой стороны, в докембрийских гранитах Бразилии (кол

лекция Д. Гуимараеса) нами многократно наблюдались каймы ка
лиевого полевого шпата вокруг индивидов плагиоклаза. Этот 
случай не отвечает изложенной аксиоматике (нарушается ак
сиома а). Нарушение вызвано тем, что каждое пересечение каймы 
с прямой, проходящей через окаймленное зерно плагиоклаза, дает 

при подсчете два зерна Or. 
Таким образом, если внутри между парой зерен U(k-l) и Ab(h) 

возникло зерно Or, то оно возникает и внутри пары Ab<h) v(h+l). 
Здесь предположение о независимости явно нарушается. Такой 
процесс описывается схемой сгущения, а не рассматриваемой схе
мой внедрения между исходами смежных испытаниЙ.2 

2 Вопрос1происхождения соответствующих гранитов Бразилии здесь 
не рассматривается, пример приведен 1'олько для иллюстрации специфиче
ских соотношений. 
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Рис. v.2.~ПоследоВателъНостъ обрааования аерен в граните иа ДОЛИНЫ Йосемити (аападный СIШОН Сьерра-Невады, Кали
форния; аарисовка Ю. А. Высоцкого; материалы А. Б. Вистелиуса и Дж. Хэрбо, 1975). 

Гранит претерпе.л перераБОТКУ со вторичным образованием плагиоклава. 1 - 1Iалиевый полевой шпат; 2 - 1Iварц; 8 - плаГИ01lлаз; 4-
:."; !IIDpмекиты; 5 - биотwr; 6 - роговая обманка; 7 - сфен. Цифры вн.иау отвечают последовательности минералов вдоль линии. 



Марковская структура последовательности, построенной по 
схеме внедрения между исходами смежных испытаний, характе
ризуется следующей леммой. 

Л е м м а V.2. Исходн,ая стацион,арн,ая простая марnовс-,;,ая 
цепь, nреобрааован,н,ая по схе:ме вн,едрен,uя состоян,uя 1 :между ис
ходами с:межн,ых исnытан,ий, дает одн,ородн,ую случайн,ую nо
следовательн,ость, в nоторой переход через nаждое состоян,ие из 
dj?' является частн,ым марnовсnим. П оследовательн,ость будет об
ратимой, если Pl (и, V)=Pl (v, и) и исходн,ая цепь была обратимой. 

Доказательство можно провести на основе интерпретации ак
сиоматики, положенной в основу рассматриваемой статистической 
схемы. Окончательная последовательность представляет наложе
ние на исходную марковскую цепь процесса сгущения. Поскольку 
оба эти процесса однородны, то этим же свойством обладает и 
окончательная последовательность. Если РЕ (и, V)=Pl (v, и), то 
оба процесса, положенные в основание схемы, обратимы, обрати
мой будет и окончательная последовательность. Из аксиоматики 
также следует, что переход через любое состояние из dj?' в окон
чательной последовательности будет частным марковским, т. е. 
появление в любом испытании состояния из dj?' является восста
навливающим событием. 

Действительно, пусть a(/!)=J, J=I=I. Тогда все дальнейшее ве
роятностное течение исходной последовательности (простой мар
ковской цепи) определяется этим событием полностью. Прохожде
ние же вторичного процесс а (заполнение промежутков между со
седними исходами в марковской цепи) определяется однозначно 
-тем, как реализовался первичный процесс. Таким образом, реа
лизация a';,h) будет восстанавливающим событием для окончатель
ной последовательности. Тем самым переход через J в окончатель
ной последовательности, как указывалось в гл. IV на с. 287, будет 
обладать марковским свойством. 
При м е р V.9. Изучение белых гранитов Apгa-ыныы-

Хая (Якутия) показало, что есть основания предполагать проис
хождение структур этих пород за счет преобразования простых 
марковских цепей по схеме внедрения АЬ между исходами смеж
ных испытаний (Романова, 1976, 1978). Лемма V.2 утверждает, 
что если единственным внедривmимся минералом был АЬ, то мы 
должны наблюдать однородную последовательность, в которой 
переходы через Q и Or обладают марковским свойством. Конкрет
ное исследование показало, что именно такую картину мы наблю
даем в абсолютно доминирующем числе случаев (Романова, 1976, 
1978). 

Рассмотренная схема внедрения приводит к простым марков
ским переходам через все состояния из dj?' не зависимо от того, 
как выбраны вероятности Pl (и, v). Что же касается перехода че
рез 1, то его марковская структура, а вместе с ней и структура 
наблюдаемой последовательности в целом зависит от конкретного 
.задания этих вероятностей. Чтобы задать конкретную схему внед-
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рения, надо указать все вероятности Pl (и, v), т. е. задать распре
деления по длине 1-серий со всевозможными фиксированными 
концами и, vE J?' (о распределении серий по длине с фиксирован
ньши концами см. гл. IV, теорема IV.1). 

П ростейший случай схемы внедрения - когда между смеж
ными исходами испытаний в первичной цепи может внедриться 
лишь один новый исход 1, либо ни одного нового исхода. В этом 
случае Рl (и, v)=O для всех и, v Е J?, если l> 1. Даже в этом 
простейшем случае могут возникать разнообразные марковские 
структуры в зависимости от того, как выбирать вероятности 
Рl (и, v). 

Рассмотрим две крайние возможности. 
В первом варианте предполагается, что дополнительный ис

ход испытания 1 может возникать лишь между старыми смежными 
исходами испытаний, в которых оба эти исхода дали состояние 1. 
Такая схема преобразования полностью определяется заданием 
одной вероятности Рl (1, 1). Обращаясь к петрографическим ана
логиям, эту схему мы условно назовем «схемой очагового зеРНа». 

Во втором варианте схемы внедрения одного исхода предпо
лагается, что этот исход, дающий состояние 1, может внедряться 
лишь между старыми исходами испытаний, давшими состояния из 
J?'. Такая схема определяется заданием вероятностей Рl (и, v) 
для всех и, v Е J?'. Пользуясь петрографическими аналогиями, 
назовем ее схемой «чужеродного зеРНа». 

При м ер V.10. А л г о р и т м Д л л п о л у ч е н и л 
реализаций существенно немарковских 

последовательностей 

Марковскую цепь конечного порядка r нетрудно моделировать 
с помощью таблицы случайных чисел, фиксируя исход r-ro по
следовательного испытания по правилу, учитывающему реализа

цию предшествующих r-1 испытаний. Техника подобных опера
ций хорошо известна и будет показана в гл. VI. Однако таким 
путем нельзя моделировать существенно немарковскую последова

тельность, так как невозможно применять бесконечно усложняю
щиеся правила для идентификации исходов. Покажем, что схема 
внедрения в ее очаговом варианте приводит к такой реализации. 

т е о р е м а V.6. Пусть исходная последовательность явля
ется эргодическ,ой и стационарной простой цеnыо М ар к,ова , в к,о
торой О < Р (111) < 1. Пусть реализации этой цепи nреобраао
ваны по схеме внедрения так" что между любыми двУJ1tЯ СJltежными 
исходами типа a!j'-IJ, аУ') может внедриться новый исход 1 с ве
роятностью О < Р < 1. Тогда 01'iончательная последовательность 
является существенно немаР1'iовс1'iОЙ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что окончательная по
следовательность есть марковская цепь некоторого конечного 
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порядка. Рассмотрим в этой цепи распределение по длине [-се
рий с фиксированными концами и, v Е {~/}. Согласно теореме 
IV.1 о распределений серий с фиксированными концами в марков
ской цепи, известно, что, начиная с некоторой длины 1,вероятности 
серий в этом распределении образуют геометрическую прогрессию. 
Пусть п1 (и, и) - вероятность для [-серии длины 1 с концами и, 
v из окончательной последовательности. Соответствующую ве
роятность для исходной цепи будем обозначать 't1 (и, и). Тогда при 
достаточно большом n (большем чем неизвестный, но конечный, 
по предположению, порядок марковости) справедлива пропорция 

7tZn+l(U, и) 

п2n (и, и) 
7t2n (и, и) 

1t2n-l (и, и)' 

Вычислим теперь вероятности в (V.З.6) и докажем, что равен
ство между правой и левой частями не может иметь место. Оче
видно, что получить [-серию длины 2n+1 в окончательной после
довательности можно лишь на базе уже имевшейся [-серии в ис
ходной последовательности. Эта исходная серия должна иметь 
длину от n+1 до 2n+1. Более длинные или более короткие [-се
рии не могут преобразоваться в рамках рассматриваемой схемы 
в серию длины 2n+1. Если исходная серия имела длину 1, при
чем n+1 <;:; 1 <;:; 2n+1, то внутри нее должно образоваться по оча
говой схеме 2n+1-1 вторичных исходов [. "Условная вероятность 
образования в окончательной последовательности [-серии с кон
цами и и v длины 2n+1 совпадает с вероятностью образования та
кой серии, взятой при следующем условии. 

Допустим, что [-серия началась с некоторого фиксированного 
места, непосредственно вслед за появлением состояния и Е ~' , 
имевшим в исходной цепи номер h. В силу стационарно
сти исходной цепи и однородности процесса внедрения ве
роятность соответствующего события не будет зависеть ни от h, 
ни от номера, отвечающего началу серии в окончательной после
довательности. 

В силу леммы У.1 вероятность образования серии, на
чинающейся в данном месте, совпадает с вероятностью ее 
появления в случайной последовательности вообще. Поэтому мы 
можем вычислить вероятность п2n+l (и, и) как вероятность следую
щего события. В начальной цепи, вслед за появлением исхода a,~"), 
образуется [-серия длины 1 (n+1 <;:; 1 <;:; 2n+1), а затем в этой 
серии по очаговой схеме формируется еще 2n+1-1 вторичных 
исходов [. 

Вероятность появления первичной серии длины 1 равна 'tz (и, 
и). Вероятность добавления в эту серию новых i исходов по оча
говой схеме будет С~_lР'ql-Н (здесь q = 1 - р), так как в серию 
можно добавить i дополнительных исходов различными способами 
в 1-1-й промежуток между исходами первичных. испытаний. 
Поскольку 
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получаем 

1t2n+l (и, и) = CBnpOq2n't2n+1 (и, и) + СJп_1рlq2П-2't2П (и, и) + 
+ C:t+lpll-lq2'tn+2 (и, и) + C!IP"q0'tn+l (и, и) = 

" - ~ Со piq2n-2i~ (и и) - ~ 2n-. "'2n+l-i'· 
.=0 

(У. 3. 7) 

l-серии длины 2n в окончательной 'последова'rеJlЬНОСТИ могут 
образовываться лишь из l-серий исходной последовательности с дли
ной от n + 1 до 2n; l-серии длины 2n -1 в окончательной по
следоватеJlЬНОСТИ могут образовываться лишь из серий исходной 
последовательности с длиной от n до 2n - 1. 

У читывая это, после вычислений, аналогичных приведшим 
к (V. 3. 7), получаем 

и 

'l-l 

7tsn (и, и) = ~ С~I!_I_;р'q2П-2i-l't2,,_0 (и, и) 
0=0 

11-1 

1t2n-l (и, и) = ~ С~n_2_.Р'q2,,-2i-2't2п_l_. (и, и). 
<=0 

(У. 3. 8) 

(У.3.9) 

Подставляя (V. 3. 7), (V. 3. 8) и (V. 3. 9) в (V. 3. 6), имеем 

~ С< Cj Hj 4П-2'-Ц-2 () () """ 2п-' 2п-2-jР q 't2n+l-o и, v 't211-1_j и, v = 
'=0,1, ... , n 
.1=0, 1, ... , n-l 

. ~ С, cj рНjq4П-2.-2j-2 't (и и) 't2n-' (и, и). (У. 3.10) """ 2п-l"; 2П-l-; 211-0'_ 
t=O, 1, ... , n-l 
.1=0, 1, ... , n-1 

Учитывая, согласно теореме IV.I, что в силу простой марко
вости исходной цепи 

'tт (и, и) = р (111) [р (11 I)]т-l (m= 1, 2, ... ), 

где р (11 1), р (1 11) - вероятности, отнесенные к исходной цепи, 
после некоторых преобразований из (У.3.10) получаем следующее 
равенство, равносильное (V. 3. 6): 

р211-1 [р (1 11)]2 [р (1 1 I)рП-l =0. (У. 3.11) 

ИЗ (У.3.11) следует справедливость по крайней мере одного 
из равенств 

р=О, p(III)=O, p(III)=O. 

Первое из этих равенств означает, что внедрения по очаговой 
схеме не происходило, а второе и третье равенства невозможны 

по условиям теоремы. Таким обршюм, доказана существенная не
марковость, возникающая при внедрении одного дополнительного 

испытания по схеме очагового зерна. 
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Сйгласнй тейреме V.6, алгйритм для пйлучения реализации су
щественно. немаркйвскйй пйследйвательнйсти мйжет быть йсуще
ствлен, например, следующим путем. По. таблице случайных чи
сел стрйим реализацию пйследйвательнйсти независимых испыта

ний с двумя сйстояниями 1 и J и верйятнйстями р (I)=p (J)= 
=ч2• Для каждйй пары смежных исхйдйв aY'-I) atl') из этйй реа
лизации по. таблице случайных чисел разыгрываем, внедряется ли 
между этими исходами еще йдин исхйд с сйстйянием 1. Верйятность 
такйгй внедрения снйва примем равнйй 1/2. Перенумеруем теперь 
все исходы заново.. Тйгда пйлучим реализацию существенно. не
маркйвскйй пйследйвательности. Действительно., тейрема V.6 не 
ограничивает выбйра значений параметрйв и числа сйстйяний, 
а пйследйвательно.сть Бернулли с пйсто.янными веро.ятнйстями 
исхйдйв является частным случаем эргйдическо.й и стацийнарнйй 
простйй цепи Марко.ва. 

Отметим, что. рассмйтренная в тео.реме V.6 схема йчагйвйго 
зерна, пй-видимйму, реализуется в белых гранитах Apгa-ыныы-
Хая с 1 =АЬ в тех йбразцах, где статистические тесты по.зво.ляют 
сделать заключение о. том, что. пйрядйк маркйвйсти был выше Втй
рйгй (Рйманйва, 1978). Вйзмйжнй, что. эти пйследйвательнйсти яв
ляются существенно. немаркйвскими. 

Как видим, существенно. немаркйвские пйследйвательнйсти мо
гут во.зникать при некоторых геологических явлениях в самых 

йбычных услйвиях. В связи С этим возникают бйльшие трудности 
для увереннйй идентификации маркйвско.го. характера изучаемых 
последйвательно.стеЙ. Обычные статистические методы описания 
и классификации марко.вских цепей, излагаемые нами в гл. VI. 
в принципе для изучения существенно. немарко.вских последйва

тельно.стей не приго.дны. Опо.знание таких последо.вательностей 
связано. с большими трудно.стями. Действительно., с о.днйй сто.
роны, существенная немарково.сть представляет наибо.лее СИЛЬНо.е 
нарушение марко.вско.го. сво.Йства. С другой стороны, для то.го. 
что.бы йтличить такую пйследо.вательность о.т просто.й цепи, при 
мало.м значении параметра р в теореме V.6, требуется, по.-види
мйму, чрезвычайно большо.е число. наблюдений. 

Статистические метйды, пригодные для изучения существенно 
немарко.вских последйвательнйстей с тйчки зрения о.тделения 
таких по.следо.вательно.стей на о.снйвании наблюдений о.т марко.в
ских, в настйящее время, видимо., не разрабйтаны. То.чнй так же, 
по.-видимо.му, нет статистических мето.до.в для о.ценивания всех 

перехо.дных веро.ятнйстей в существенно. немаркйвско.й по.следо.
вательно.сти. Однако. вероятно.стная о.СНо.ва для пйстанйвки этих 
задач имеется (Harris, 1955). 

В наСто.ящее время при гео.лйгических исследйваниях в слу
чае подйзрения, что. изучаемая последо.вательнйсть является су

щественно. немарковско.й, прихйдится стро.ить вывйды на йснйвании 
статистики, не йпирающейся на марковскую специфику пйследй-
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вательности. Этот сложный вопрос в практической плоскости бу
дет рассмотрен во второй части этой книги. 

Рассмотрим теперь схему чужеродного зерна, в частности тот 
случай, когда Pl (и, v) > О лишь при и, v Е еР'. 

Т е о р е м а v. 7. Пусть исходная nосмдовательность Я8JtЯ
ется эргодической стационарной марковск,ой цепью первого nорядк,а. 
При этом схема внедренuя, nримененная к реалиаации исходной 
цепи, предполагает, что между любыми двумя смежными исходами 
a~h1 и a~h+IJ (и, v Е еР') исходной цепи может внедриться с вероят
ностью О < Р < 1 один новый исход 1. Тогда окончательная (на
блюдаемая) nоследоваmeль1tость ок,азывается эргодическ,ой однород
ной цепью М арк,ова второго nорядк,а. Эта цепь имеет следую
щую марк,овск,ую струк,туру частных переходов: 

а) переходы первого nорядк,а череа к,аждое состояние иа еР' 
.марховские; 

б) переходы второго порядка череа u(h-11jfhJ дJtЯ всех и Е еР 
так,же марковские; 

в) переход череа jfh-l) jIhJ , имея второй nорядок" обладает спе
циальным свойством 

р (a~Ml) I a}h)a~h-I)A) = Рl (a}h+lJ I а}п)) (А E'2lh- 2), 

где Pl - вероятность, отнесенная к исходной цепи. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения теоремы, касающиеся одно

родности и частных марковских переходов из J1", являются след
ствиями из леммы V.2. ДЛЯ установления марковости второго по
рядка у окончательной последовательности остается доказать, что 

р (В I аУ., ajh-IJ, А)= 

=p(Bla~h), ajk-l)) (BEQ3Ml, AE'2lh_ 2 при всех 1 Erfj?') (V.3.12) 

и 

Р (В I a(h) a(h-l) А} - Р (В I a(lI) a(h-l)) 
I'I' - I'I. (V. 3. 13) 

Перепишем левую часть равенства (V. 3.12) в виде 

р(А, ajh-IJа}h)В) р(В, a~h)lajh-l), А) 

р(А, aj" l), a}h))= p(a}h) lajh 1), А) • (V. 3. 14) 

Согласно лемме V. 2, событие ajh-l) является восстанавливающим 
для окончательной последовательности. Поэтому в числителе и зна
менателе (v. 3.14) можно отбросить событие из прошлого А. 

Тогда 

p(a(hJ, Bla(h-IJ) 
I J (В I a(hJ aU'-IJ) p(a}hJ I a!Jk-l) =р I' J • 

Таким образом, (V.3.12) доказано. 
Переходим к рассмотрению (V.3.13). Исход испытания аУ') 

в (V.3.13) принадлежит начальной цепи. Действительно, ему пред-
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шествовал исход ajh-IJ. Так как мы имеем дело со схемой чужерод
ного зерна, то состояние 1 на h-M месте должно быть первичным. 
Поэтому в соответствии с рассуждениями леммы У.2 прошлое до 
этого испытания (т. е. в данном случае a}h-IJ, А) не влияет на ве
роятность В. Этим доказано (У.3.13). 

П рименение леммы У.1 показывает, что в этом случае не только 
выполняется равенство (У.3.13), но и специальное равенство 

p(aIla}h), а}п-l) , A)=Pl(aI/a}hJ). 

Этим завершается доказательство теоремы У.7. Можно пока
зать, что те же результаты теоремы У.7 имеют место и в случае 
внедрения нового состояния 1, не принадлежавшего множеству 
состояний ~ исходной цепи. 
При м е р У.11. Допустим, что исходная последовательность 

из теоремы У.7 - это последовательность зерен, пересеченных 
прямой в шлифе первично магматического гранита, фигурировав
шего во многих наших предыдущих примерах, на множестве со

стояний ~= {Or, Q, АЬ}. Допустим далее, что реализация этой 
последовательности преобразуется по общей схеме внедрения 
(в ее варианте) чужеродного зерна с возможностью образования 
лишь одного вторичного зерна АЬ. Тогда наблюдаемая последова
тельность, согласно теореме У.7, должна иметь чрезвычайно спе
цифические свойства а), б) и в) из теоремы У.7. Применительно 
к исследуемой породе эти свойства будут такими. 

а). Переходы как через Q, так и через Or будут марковскими. 
Иными словами. 

p(B/aifJ, A)=p(B\a(fJ) (BEQ3h+1' AE'21h- 1 ) 

и 

р (В\ a~J, А )=р (В I аШ). 
б). Переходы второго порядка через Qh-1АЬ(hJ и Or(h-l) Аь(п, также 

являются марковскими. Иными словами, 

и 

р(В/а(Л) a(h-lJ A')'-р(В/а(п> ath-IJ) 
ЛЬ, Or' - ЛЬ, Or • 

В). Для перехода через Ab(h-1" АЬ(Ь! должно выполняться 
равенство 

Если из изученных образцов белых гранитов Apгa-ыныы-
Хая (Романова, 1976) выделить образцы, в которых последова
тельности зерен Or, Q и АЬ были статистически не отличимы от 
цепей Маркова второго порядка, то окажется, что среди этих образ
цов подавляющее большинство будет удовлетворять соотношениям 
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б) и В) настоящего примера. Это показывает, что метасоматиче
ское преобразование отмеченных пород, по-видимому, протекало 
по схеме чужеродного зерна. 

Варианты чужеродного и очагового зерна в схеме внедрения 
приводят после укрупнения к последовательностям с резко раз

личающимися свойствами. До укрупнения матрицы переходных 
вероятностей, получающиеся в результате приложения этих 
схем, могут быть очень близкими. 
При м ер У.12. Рассмотрим две матрицы переходных ве

роятностей 

Хl X z • у 

1/4 1/4: 1/2 ) 
1 О. О , ....... 

1/2 О: 1/2 

укрупняемые так, как показано пунктиром. Если допустить, что 
до укрупнения этим матрицам отвечали стационарные простые 

цепи Маркова, то мы обнаружим большое сходство. А именно: 
обеим цепям отвечает одно и то же начальное и стационарное рас
пределение р (X1) =4/9, р (х2)=1/9, Р (у)=4/9. Укрупнение произ
водится одинаково, переходные вероятности близки. Однако в ре
зультате укрупнения в первом случае (с матрицей Р1) возникает 
:марковская цепь второго порядка, в то время как укрупнение 

во второй последовательности приводит к бесконечному порядку 
марковости. Доказательство этого, основанное на вычислении 
переходных вероятностей, было бы очень громоздким. На основе 
теорем У.5. и У.6 может быть получено следующее краткое дока
зательство. 

Рассмотрим исходную последовательность Бернулли на двух 
состояниях {Х, у} с вероятностями р (х)=ч2 • р (у)=Ч2 • Преобра
зуем реализации этой последовательности по схеме внедрения 
одного исхода, дающего состояние Х, полагая, что это внедрение 

происходит по схеме чужеродного зерна с вероятностью р=Ч2 • 
Тогда получим случайную последовательность с матрицей пере
ходных вероятностей Р1, где первичное состояние Х обозначено 
как Х1 , а вторичное - как Х2 • Применим к той же начальной после
довательности преобразование внедрения Х по схеме очагового 
зерна с вероятностью Р=Чз ' Это даст матрицу P 1, если снова 
обозначить первичное состояние Х как X1, а вторичное - как Х2 • 

Применим теперь к обеим последовательностям одно и то же 
укрупнение С: 

xIILJ Ха=Х, у=У. 

Тогда возникнут две последовательности на {Х, У}. Применяя 
теоремы У.6 и У.7 к результатам укрупнения Рl и Р2' получаем 
для первой последовательности марковость второго порядка, 
а для второй - существенную немарковость. 
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Т е о р е м а У.8. Пусть исходная последовательность яв
ляется эргодическ,ой и стационарной простой цепью М арк,ова 
на множестве состояний rJIl, не содержащем состояние 1. В соот
ветствии с ак,сиоматик,ой схемы сгущения (см. с. 321,322) в к,аждую 
реализацию этой цепи может добавляться между двумя смеЖНЫJ;tи 
старыми исходами серия, об рааованnая новыми элемеnтами 1. 
Расnределеnue серий 1 по длиnе nроизвОЛЫiOе с единствеnnым 
ограnичеnием, что оно nе является усеченnъl,.М, (т. е. Ре (1) > О 
при всех l=1, 2, ... ). Тогда ок,ончательnая nоследовательnость 
па мnожестве состояnий rJIl' = rJIl U 1 б удет существенпо 1lемарк,ов
ск,ой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вероятность 

р (aJfh I ](h-l), •..• ](11-,,), y(h-"-l). 

где У Е rJIl, а cflh событие: «1 серия на местах 
... , h - 1, ... завершится состоянием z Е rJIl». 
(V. 3.15) совпадет с Р (z I У), которая относится 
В то же время 

(У. 3. 15) 

h-l', ll-Г+ 1, 
Тогда вероятность 
к исходной цепи. 

(У. 3.16) 

где Р (z) - безусловная вероятность из исходной цепи. Поскольку 
исходная последовательность, по предположению, не является 

последовательностью Бернулли, найдутся такие У, z Е rJIl, что 
Р (z/Y)=I=P (z), J и тем самым (У.3.15) не совпадет с вероятностью 
(У.3.16). Поскольку r в (У.3.15) - произвольное целое число, 
несовпадение вероятностей (У.3.15) и (У.3.16) означает суще
ственную немарковость окончательной последовательности. 

Тот же результат имел бы место, если бы исходная последова
тельность была бы цепью Маркова k-порядка (внедрение серий но
вого состояния приводит К существенной немарковости). В ка
честве примера для применения теоремы V.8 возьмем последователь
ность зерен в оливиновом габбро, представляющую простую 
стационарную марковскую цепь на состояниях оливин, пироксен 

и плагиоклаз. Пусть при этом некоторые зерна оливина ча
стично замещаются с одной стороны агрегатом зерен серпентина, 
так что старое зерно оливина сохраняется в последовательности. 

Тогда последовательность на состояниях оливин, пироксен, плагио
клаз и серпентин будет существенно немарковскоЙ. 

Следует подчеркнуть, что внедрение серий любого из состоя
ний х Е rJIl не обязательно нарушает марковость последователь
ности. 

V.3.2 Схема увеличения серий 

~T е о р е м а У.9. !Пусть lисходnая nоследоваmeльnость есть 
эргодическ,ая и стационарnая простая цепь М арк,ова на мnожестве 
состояnий rJIl, содержащем состояnue 1. Пусть, далее, длиnа к,аждой 
[-серии ucходnой цепи может либо увеличиться га счет nрucоеди
неnия nового _ исхода 1 11, серии па один элемеnт с nостоянnой ве-
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роятностью 1С, лu6о сохранить прежнюю длину с вероятностью 
1- 1С. При это.м предполагается, чmo вероятность ив.менения дан
ной l-серии не вависит от того, -пап будут видоив.менены остмь
ные l-серии. Тогда o-пончатe.tLьная nоследоватe.tLьность будет одно
родной .map-повс-поЙ цепью второго nоряд-па с .мapnoвc-пu.ми neре
ходами первого nоряд-па черев любое состояние ив cf?' =cf?"'" {1}. 

Подчеркнем, что схема увеличения серий не является част
ным случаем схемы очагового зерна. Обратное соотношение также 
не имеет места. Так, в схеме очагового зерна из l-серии длины l 
исходной цепи может образоваться серия длины 2l-1, тогда как 
в настоящей схеме может возникнуть серия длины только l+1. 
При серии длины 2 в исходной реализации очаговая схема допу
скает только один вариант размещения вторичного зерна, в то 

время как схема удлинения серий допускает три таких варианта. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 11 - состояние в исходной 

цепи, а 12 - состояние, удлиняющее исходную l-серию. РассIvЮТ
рим случайную последовательность на множестве состояний 
{~ }= {11, 12' J, ... , L}. Условимся размещать в этой случай
ной последовательности 12 всегда перед началом l-серии. МЫ МОЛ-;С.\I 
это сделать, так как вид окончательной последовательности, воз
никшей после укрупнения 1=11 U 12' не зависит от того, как мы 
размещаем 12 по отношению к lгсерии - до серии, после нее или 
внутри серии. При таком предположении относительно 12 последо
вательность на множестве состояний ~ будет простой lIIарковской 
цепью. Действительно, легко показать, что 

p(a)M!a}~-IJ, А)=Рl(а.У')lа~-lJ) ДЛЯ всех li=lz(AEQlk_2), 

р (a~) I a}~-H, А)=О, р (aJ!) I а}Л-ll, A)=Pl (ai6) l,ajk-lJ) 

ДЛЯ всех L, 1 Е 029"', 

Р (а(А) I а (А-]) A)-nРl (а(А) I а (k-l) Р (a u/)! a(/,-J) 
1. J ' - 1 'J ' 1, J ' А)= 

=Pl(a}"!ajh-l) ДЛЯ всех 1 Е 029"', 

Р (a(h) I a(h-1) А) - 1 
1, 1. ' -, 

(V.3.17} 

где переходные вероятности Рl в правых частях (V. 3.17), за исклю
чением второго равенства, относятся к исходной цепи. Таким обра
зом, вероятности в (V. 3.17) слева не зависят от А. ПРИ~Iенял 
лемму V. 1 к равенствам (V. 3.17), получаем 

р (ajh) I ar,-l), А) = Р (а}/IJ I a}~-l) ДЛЯ всех 1 =1= 12' Р (a}~) I а}~-И, А) = 

= Р (a}~' I a}~-J» = О, 

p(a~h)la}h-H, A)=p(aihlla}h-J» ДЛЯ всех L, 1 Е 029"', (V.3.18} 

р (a}~) I ajh-]) , А) = 1tp (а }~) I a}HJ), 

р (аУ;) I ajh-J), А) = (1-1t) Р (a}~) I a}A-IJ). 

р (aj.~) I a}~-1). А) = 1. 
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Равенства (V. 3.18) показывают, что переход через любое состоя
ние из ~ является ограниченно марковским, а это (гл. IV, с. 289) 
влечет простую марковость последовательности на множестве ~. 

Покажем теперь, что для укрупненной случайной последова
тельности (1 = 11 U 12) справедливы следующие равенства: 

р (аУ) 'а}п-И, а}п-2) , А ')=р (а}Ы 'а}п-О, ау.-2)), р (ajh) I а}Н) , a}h-2) , А ')= 

= р (ajhJ I а}"-I) , а}4-2)) , 

р (a}h) \ a}h-I) , ajh-2) , А')=р (а}Ы I а}h-l) , ajh-2)), 

p(ajhJla}h-I), ajh-2) , A')=p(ajh) \ а}п-О , ajh-2J), 

p(a}h)lajh-IJ, A)=p(a}hJ/aY.-l)), p(alhJ/ajh-l), А)= 

=p(a14)/ajh-l)) для всех 1, LE{<>9"}, AE~п-2' A'E~H' 

(У.3.19) 

Равенства (V.3.19) означают, что все переходы второго порядка 
в укрупненной последовательности обладают ограниченно мар
ковским свойством. Из этого, как отмечалось, следует, что укруп
ненная последовательность есть марковская цепь второго порядка. 

Два последних равенства в (V.З.19) кроме того показывают, что 
переходы первого порядка через состояния из rJ1" являются мар
ковскими. 

Все равенства из (V.З.19) доказываются непосредственным вы
числением. Наиболее трудоемок расчет, отвечающий первому ра
BeHcTBy (V.З.19). Этот расчет дается ниже. 

Как известно, событие А' можно представить в виде конечной 
последовательности результатов испытаний с номерами О, 1, ... , 
h-З (см. гл. IV). Переходя от условных вероятностей к безу
словным и учитывая, что I=I1 UI2 , получаем 

Р (а((') I а("-Н а ("-2) А')-
1 1 ' l' -

р(А' а (1,-2) а("-I) a(h»)+p(A' а(п-2) а(п-l) а(п»)+р(А' а(п-2) а(4-1I а(п»)+ 
'11 '11 '11 '[1' 11 '[2 '11' 12 t 11 

+р(А' а(п-2) а(п-l) а("»)+р(А' а(п-2) а(п-О a(h))+p(A' а(п-2) а(п-О а("'+ 
'[1 J I 2 '12 '12 t I 1 '[1 t [" '11 '12 

+ Р (А' а(п-2) а(п-l) а(п)) + р (А' а (А-2) а(4-1) a(h») 
, I 2 ' 12 ' [. ' [2 ' [2 1 12 

Р ( 4.' а(п 2) а(п И) + р (А' а(п 2) а(" О) + 
... , 11 ' I 1 ' 11 ' [2 

+ Р (А' а(п-2) а(п)) + р (А' а(п-2) а(п-1») 
, 12 ' 11 ' 12 ' [2 

(У.3.20) 

Учтем теперь, что последовательность на множестве состояний ~ 
простая марковская, что эта цепь однородна и, наконец, что для 

этой цепи 

p(a1 ,la1.)=1, p(a1.la1 ,)=0 и p(a1.la1.)=0. 

Тогда вместо правой части (V. 3. 20) получим 
р (А') р (а1, \ А') Р (а1, \ а1.) р (а1, \ аl,) + р (А') р (а 1,\ А'). 1. р (аl, I а1,) 

р (А') р (а1, \ А') р (аl, \ аl,) + р (А') Р (а1.' А'). 1 

= р (а1, I а1.). 
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В силу леммы V. 1 заключаем, что 
p(ajhJla1.h-IJ, ajh-2J, A')=p(a}.hJlajh-IJ, ajh-2J). (У.3.21) 

Очевидно, что вероятность в (V.3.21}.: справа не совпадает 
с р (aIlaI). Таким образом, цепь не может быть простой марков
ской. Итак, теорема V.9 доказана. Аналогично можно дока
зать и несколько более общий результат. В том случае, когда 
с вероятностью 11: осуществляется приращение [ серии на l 
элементов (при сохранении всех остальных предположений тео
ремы V.9), появляется марковская цепь порядка 1+l с марков
скими переходами первого порядка через все состояния из rf?' и 

с марковским переходом l+1-ro порядка через ajh-lJ, ... , aYHJ • 

h 
Из рассмотренной стохастической схемы следует, что простая 

марковская цепь легко преобразуется в цепь Маркова порядка l, 
если к [-сериям в ней может прибавляться по l-1 элементов. 
При м е р V.13. ДО сих пор мы интерпретировали рассмат

риваемые стохастические схемы главным образом на материале 
вторичного преобразования первично магматических пород. По
смотрим, насколько реально для такого типа задач может выпол

няться аксиоматика только что изученной схемы увеличения се
рий. Имеется предположение, что [ серия увеличивается с по
стоянной вероятностью 11: независимо от длины этой серии. Таким 
образом, если мы рассмотрим серию из ста зерен кварца и наряду 
с ней серию из одного зерна кварца, то, согласно указанной схеме, 
можно будет предположить, что вероятность превращения серии 
11 сто зерен в серию из101-го зерна и вероятность превращения се
рии из 1~гo зерна в серию из двух зерен одна и та же. Реализация 
такой схемы неправдоподобна. Однако имеются случаи, когда 
аксиоматика такого типа оказывается убедительной. Это случай. 
когда в исходной последовательности все серии имеют одинаковую 
длину. Тогда независимость вероятности 11: изменения длины се
рии от этой длины будет очевидной. "Указанный случай может 
реализоваться, например, если все [-серии имеют длину 1. Это 
произойдет в том и только в том случае, когда в исходной цепи 

р (aI) > О и р (aI I aI)=O. 
Практически близкая картина наблюдается при кристаллиза

ции в эвтектической системе, если [ минерал кристаллизуется 
только в эвтектической точке. Некоторые иллюстрации к этому 
дает эксперимент, опубликованный Д. Н. Ивановым (1975). В та
ких условиях аксиоматика схемы увеличения серий скорее всего 
соответствует реальности. Другой вариант, если фактическое уве
личение серий осуществляется только с конца (или с двух концов). 

V.3.3. Простейшие схемы разрежения 
Предположим, что некоторое подмножество состояний rf?1 С rf1' 

удаляется полностью из реализаций исходной цепи. Таким обра
зом, любое испытание а ~Ы исключается из реализаций, если 1 Е ,f? l' 
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Остающиеся испытания перенумеровываются в естественном 
порядке. В результате возникает «разряженнаю) случайная после
довательность на множестве состояний cf?' =cf?"""cf?l' Для удобства 
предположим, что состояния исходной цепи обозначены так, что 
Им отвечают матрицы переходных вероятностей Р со следующим 
клеточным строением: 

(У. 3.22) 

где PJf". Jl" - квадратная матрица, отвечающая остающимся состоя
ниям; Р Jf". "", - прямоугольная матрица, отвечающая переходным 
вероятностям из множества cf?' в множестве cf?l; PJf',. "", - прямо
угольная матрица, отвечающая переходным вероятностям из мно

жества cf? 1 В множестве cf?'; Р Jf',. Jf', - квадратная матрица, отвечаю
щая переходам между исключаемыми состояниями. 

т е о р е м а У.10. Уда.ление ив реализаций исходной эргоди
ческой и стационарной простой цепи Маркова некоторого подмно
жества состояний cf?l С cf? с последующей естественной перенуме
рацией остающuxся исходов npuвoдит к однородной простой 
цепи Маркова на множестве состояний cf?'=cf?"""cf?l' Матрица 
nереходных вероятностей Р' для новой цепи определяется матрич
н,ьzм уравнением 

(У.3.23) 

где I - единичная матрица таго же порядка, что и Р "",. Jf',. 
Вектор сmaциоnарnого расnределеnuя для повой цепи Р;е полу
чается в результате nриведенuя к едиnице остающихся комnоnеnm 
сmациоnарного вектора исходпой цепи, nрunадлежащих мnожеству 
()сmающихся состояпий cf?'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве части теоремы, 
касающейся сохранения марковости, можно ограничиться слу
чаем, когда вычеркивается лишь одно состояние 1. Действительно, 
после такого вычеркивания теорему можно применить снова, 

рассматривая в качестве исходной цепь после удаления СОСТОя-
ния, И т. д. 

1 

Итак, пусть состояние 1 удаляется из реализации. События, 
относящиеся к новой случайной последовательности, будем отме
чать *. Достаточно показать, что 

(У. 3.24) 

для всех J, R Е cf?' , где :событие А * Е '2lZ-2 - реализация не
которой конечной последовательности испытаний с номерами О, 1, 
... , h-2. Как неоднократно отмечалось в этой и предыдущей 
главе, равенство (У.3.24) влечет справедливость равенства 

(У. 3. 25) 
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для всех R Е rJjO', где В* Е Q3k - событие И3 будущего, а А* Е '2I~-2-
событие И3 прошлого, отнесенные к окончательной последователь
ности. 

Равенство (У.3.25) дЛЯ всех R Е rJjO' означает простоту мар
ковской последовательности, возникшей после удаления состоя
ния 1. Чтобы установить (У.3.24), представим левую часть этого 
равенства в виде 

р (А*, ан(!! 11) 
Р (А * а*(Д-I1 а* (h) , R ,J 

(У. 3. 26) 

Пусть событию А* в окончательной последовательности отвечает 
некоторое событие А' Е '2I'_1 исходной последовательности, где l
номер ahh-]) до преобраЗ0вания, т. е. А* в окончательной последо
вательности происходит в том и только в том случае, когда А' 
происходит в исходной. 

Тогда чисдитель в (У.3.26) будет равен 

р {А' a(lI U [(a U+1) аН+2) a(l+S) aJ(l+8+1JJ} • , Н, 8=0 1 , 1 1· • о, 1 , 

если условиться, что случаю S = о отвечает событие a5-l+ I ) под 
знаком объединения. 

Таким образом, (V. 3. 26) можно представить кан: 

Р [аи+8+1) UOO (а(Н8) аи+1) I a(l) А')] J • r, ... , J В , • 
8=0 

Поскольку в исходной последовательности а1!) является восста
навливающим событием, это выражение совпадает с 

р [а(Н8+1) U (аи+8) a(I+l» I a(I)] 
J , 8=0 [ , ... , I R' 

И3 этого следует, что р (a~(h) I aR(h-I) , А*) не зависит от А*. 
Конечные последовательности А * являются событиями такого 
типа, к которым относится лемма У.1, - объединение всех этих 
конечных реализаций дает достоверное событие, отдельные реали
зации которого не пересекаются, и, наконец, a'R(h-lJ обязательно 
происходит СОВмеСТНО с одним из событий типа А *. Согласно 
лемме У.1, заключаем, что 

Итак, утверждение теоремы У.9, касающееся простой марко
вости окончательной последовательности, доказано. 

Представление (У. 3.23) для матрицы переходных вероятностей 
окончательной последовательности и утверждение о векторе ста
ционарного распределения этой последовательности доказаны 
в книге Кемени и Снелла (1970, с. 74-76, 147-150). 
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Аналогичными методами можно показать, что рассмотренное 
в теореме У.9 преобразование, примененное к марковской цепи 
k-ro порядка, сохраняет этот порядок. 

Проиллюстрируем теорему У.10, рассмотрев последователь
ность зерен Or, Q, АЬ в аплитовидном граните из района Омсук
чана (обр. О-51). Статистические данные делают правдоподобным 
предположение о том, что эта последовательность - простая 

цепь Маркова. Эргодичность и стационарность ее не вызывают 
сомнения. Матрица переходных вероятностей 

ОГ Q АЬ 

Ог (0.142 0.294 0.564) (Р (Ог) = 0.326) 
Р = Q 0.394 0.083 0.523 , Pst = Р (Q) = 0.256 • 

АЬ 0.434 0.329 0.236 р(АЬ) = 0.416 

Допустим, что нас интересуют соотношения только между 
полевыми шпатами, т. е. случайная последовательность, из кото

рой удалены зерна кварца. Тогда, не производя непосредствен
ного удаления зерен из реализации, можно воспользоваться теоре

мой У.10 дЛЯ получения последовательности на множестве {Or, 
АЬ}. 

Сог.тщсно теореме У.10, эта последовательность должна быть 
стационарной и простой цепью Маркова. Представим матрицу Р 
в клеточной форме, как это показано в (У. 3. 22). Тогда получим 

Таким образом, 

Ог АЬ Q 

Ог (0.142 0.564 : 0'294) 
АЬ 0.434 0.236 . 0.329 
... ............ . 
Q ,0.394 0.523 : 0.083 

(0.142 0.564) (0.294) 
PV',v'= 0.4340.236 ' PV',v,= 0.329 ' PV"i'"= (0,3940.523), 

Pv" v, = (0.083). 

Подстановка этих матриц в формулу (V. 3. 23) приводит к сле
дующему выражению: 

Р' = (0.142 0.564) + (00,з22949) (1- 0.083)-1 (0.394 0.523), 
0.434 0.236 . 

откуда 

Ог' АЬ' 

, Ог' (0.268 0.732) , (Р (Ог') = 0.439) 
Р = АЬ' 0.575 0.425 и Pst = Р (АЬ') = 0.561 • 

(У. 3. 27) 

Если наши представления об исходной последовательности 
были верны, то непосредственное удаление из реализации состоя-
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ния Q должно привести к реализации, у которой матрица переход
ных вероятностей и вектор стационарного распределения близки 
к (У. 3. 27). Прямые наблюдения дали 

Or' АЬ' 

_,_ Or' (0.2750.725) _, _(p(or') =0.437) 
р - АЬ' 0.568 0.432 ' p.t - р (АЬ') = 0.563 • 

Очевидно, что р' и р' и Р;, и р;! статистически неотличимы. 
Рассмотрим теперь один из вариантов укрупнения по времени

слияние в сериях. Реализация исходной последовательности 
преобразуется так, что любая l-серия сливается в одно испыта
ние, дающее исход 1. Поскольку внутри такой серии (аУ'), 
ajh+IJ, •.. , ajh+lJ), мы не различаем номеров испытаний, слившихся 
в одно, здесь имеет место укрупнение по времени. Это же 
преобразование, как отмечалось в § У.1, формально эквива
лентно процессу разрежения. 

т е о р е м а У.11. Пусть исходн,ая nоследовательн,ость яв
ляется эргодичеСN-ОЙ стацион,арн,ой цепью М арпова первого nорядN-а 
на ;м,н,ожесmве состоян,ий rJ1'= {/, J, . .. , К, L}. Дonycтu;м" что 
реалuaации этой nоследователъuости nреоб раауются путем слия
ния всех элемен,тов N-аждой I-серии в l-серию ив одн,ого элемен,та 
с последующей nерен,умерацией исходов исnытан,ий в естествен,н,ом 
nорядN-е. Тогда воаnипает эргодичеСN-ая и однородная цепь М ар
nова первого nорядN-а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим последовательность на 
расширенном множестве состояний 1: = {/1, 12' J, . . . , К, L}, где 
11 - первый элемент 1-серии; 12 - все остальные элементы 1-се
рии (если 1-серия состоит из одного элемента, то, согласно опре
делению, этот элемент будет 11)' 

Переходы через все состояния в Е простые марковские. Дей
ствительно, 

p(I1 I I l' А)=О, p(IIIIs, А)=О, p(I1 11, A)=1t(IIl), 

p(I2 I I l' A)=1t(IjI), p(I2112, A)=1t(lIl), p(I211, А)=О, 

p(III1 , A)=1t(III), p(III2 , A)=1t(III), p(Kll, A)=1t(KIl), 

где А Е Q{h-2; р - вероятность дляг;\последовательности на Е; 'It

вероятность для последовательности на rJ1'. 
Поскольку переходы через все состояния на Е простые марков

.ские, то как отмечалось в гл. IV, последовательность на Е простая 
марковская, т. е. 

р (В I L, А) =р (В I L) при всех ЮЕ~, BEQ3h+l, А Е 12th - 2 • 

Последовательность, возникающая после слияния элементов 
l-серии, формально эквивалентна последовательности, возник
шей в результате вычеркиванияlвсех состояний 12 из последова-
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тельности на ~. Согласно теореме V.9, полное удаление ЕаЕОГО
либо состояния из простой цепи ~apEOBa не изменяет ПОРЯДRа 
:маРRОВОСТИ. ИтаR, слияние элементов не нарушает простой маРЕО
вости. Наличие однородности у новой последовательности и ее 
эргодичность очевидны. 

Случай, рассмотренный в теореме V.H, очень типичен во мно
гих геологичеСRИХ ситуациях. Он ВОЗНИRает, например, при слия
нии зерен, образующих серию в первичной породе, в одно зерно 
после преобразования этой породы. ТаRие примеры встречаются 
при прямой переRристаллизации в процессе метаморфизма ЕаЕ 
горных пород, таЕ и руд (СRажем, Rрупнозернистые галенит-сфале
ритовые руды :многих полиметалличеСRИХ месторождений). Не ме
нее часто условия теоремы ВОЗНИRают вследствие методичеСRИХ 

затруднений. Например, при изучении первично магматичеСRИХ 
пород в шлифах, последовательности зерен в ЕОТОРЫХ являются 
простыми стационарными цепями МаРЕова. В этом случае зерна 
RаRого-либо минерала могут быть цеЛИRОМ преобразованы. Гра
ницы между зернами таRИХ минералов провести невозможно

их приходится выделять ЕаЕ одно состояние (серпентинизирован
ные оливины в габбро, гаюины в ОRаитах, иногда Rалиевые поле
вые шпаты и т. п.). В этом случае для провеРRИ моделей Rристал
лизации приходится прибегать R теореме V.H. 

У.4. О НЕКОТОРЫХ СХЕМАХ ЗАМЕЩЕНИЯ 

Рассмотрим случай, Еогда замещающим является лишь одно 
состояние 1, не принадлежащее исходной маРRОВСRОЙ цепи на мно
жестве состояний d? Схема таЕОГО замещения предполагается сле
дующей. 

Пусть a(hJ - случайная последовательность на множестве со-
стояний d?; Ь(Ь ) - случайная последовательность на множестве 
из двух состояний {I, О}, причем 1, О tt d? Введем третью случай
ную последовательность 

c<h)_' , { 
а<А) если ь<А) = О 

- 1, если ь<А) = 1, 

означающую, что происходит независимое синхронное наложение 

b<h) на а<Ь), причем состояние 1 из Ь(Ь) замещает синхронное со

стояние (с тем же номеро:м) из аШ, тогда ЕаЕ наложение О из Ь<М 
не меняет синхронного состояния из а<Ь). 

т е о р е м а. V.12. Пусть в расс.мотренноЙ схеме вамещения 
а<Ь) nредстав//'яет простую стационарную марковскую цепь, Ь(Ь! -
nос//,едовате//,ъносmъ Берну//'//'и. Тогда nос//,едовате.лъность, возник

шая nос//,е замещенuя, т. г. С<Ь! t яв.ляеmcя существенно не.мар,ив
СКОЙ. 
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Докажем теорему методом «от обратного}). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть условия теоремы выполнены 

и последовательности b<k) отвечает матрица переходных вероят
ностей 

о 1 

b=O(7t1-7t). 
111:1-11: 

Предположим также, что C<kJ является марковской цепью по
рядка k. Вычеркнем теперь из всех реализаций C(h) состояние [ 
по схеме разрежения (теорема У.10). Тогда получим последова

тельность C*(k) на множестве состояний rf?, которое будет, со
гласно теореме У.10, марковской цепью порядка k. Применим 

теперь к C*(h J новое преобразование, заключающееся во внедре
нии [-серий согласно теореме У.9. 

Пусть распределение серий по длине является геометрическим 
вида 

pz (1) = (1 _7t)I-l7t , 

где Pl ([) - вероятность серии [ длины l; 7t - элемент :матрицы В. 
Тогда условия теоремы У.8 выполнены, поскольку реализа

ции C*(h J не содержат состояния [; кроме того геометрическое 
распределение не является усеченным. Возникающая в результате 

внедрения [-серий последова'rельность, которую обозначим c'(k). 

согласно теореме У.8, будет существенно немарковскоЙ. Но с,(/!) 
по построению совпадает с c(hJ. 

Таким образом, получаем противоречие - C(k J является мар
ковской конечного порядка k (по предположению) и в то же время 
C(hJ оказывается существенно немарковскоЙ. Следовательно, не
верно предположение, сделанное в доказательстве теоремы У.11, 

что C(k) может быть марковской цепью конечного порядка k. 
Мы видели, что чисто случайное замещение (по схеме Бернулли) 

ведет к возникновению существенной немарковости. Однако за
мещение по марковской схеме, когда результат данного замещения 
учитывает результаты прошлых, может сохранять марковское 

свойство, как правило, изменяя порядок марковости. 
R подобной ситуации относится следующая теорема. 
Т е о р е м а У.13. Пусть aCh } - стационарная простая мар-

1i-овс1j,ая цепь С матрицей nереходных вероятностей А, b(k} - ста
ционарная простая maP1i-овС1i-ая цепь С заnрещенны.м, переходом С l 
на [. Тогда c(hJ, nредставляющая последовательность, возни1i-ШУЮ 
по U8ложенной выше схеме замещения, в об ще,м, случае является 
цепью Марпова второго nоряд1i-а. В частно,м,lслучае ,m,aP1i-овС1j,ая: 

цепь С(М является простой цепью Мар 1j,oea. Это осуществляется 
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тогда и то.лъ~о тогда, ~oгдa А 2 яв.ляется .матрицей берuу.л
.fI,uевс1f,ОЙ nос.ледовате.лъuостu (с равиы.ми сто.лбца.мu). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы доказать, что с(!') является 
м:арковской цепью второго порядка, достаточно установить огра
ниченно марковское свойство второго порядка при переходе через 
любое состояние dJ1' =dJ1 U {I} (относительно эквивалентности 
ограниченно марковского свойства для переходов через все со
-стояния и м:арковости того же порядка см. с. 289). 

У становим, что переходы через любое состояние из dJ1 обла
дают ограниченно марковским свойством первого порядка и 
только переход через состояние 1 имеет ограниченно марковское 
~войство второго порядка. 

Действительно, 

р (шА) I ю11-l)А h_2) = р (шh ) 1 Юh- 1 »), 

где R, К Е dJ1, АЬ_2 Е '.21ь_~; р(ГЬ) I Ph-lJАh_2)=О, p(IcnJ I Юk-1)А,,_2) = тс; 
здесь 1t - вероятность появления 1, т. е. элемент матрицы 

[ О 

В= [(О 1 ). 
07t1-7t 

Остается erцe рассмотреть вероятность перехода 

р (IOЬ) 1 [(k-l)шh-2)А k_з), 

'Где К, R Е dJ1, а Аk_з Е '.21Ь-3' Указанная вероятность вычисляется как 

р (А k-з , Шh-2 ), .(1Н), Юh») 

р (А h-з , шk-2 ») (1 -7t) 7t 

где . означает суммирование по всем состояниям из J1'. 
Преобразуя это выражение, выносим общий множитель 

~ р (1 I R) р (К 11). 
JEQ' 

(У.4.1) 

(У.4.2) 

Безусловные вероятности события 'Аk-з, очевидно, сокра
щаются, а переходные вероятности с Аh-з на следуюrцее состоя
ние сокращаются в том и только в том случае, когда (У. 4. 2) не за
висит от R. 

Очевидно, что указанная сумма представляет вероятность 
перехода из состояния R в состояние К, осуществленного в простой 
цепи Маркова с матрицей А за два шага, т. е. совпадает с со ответ
ствуюrцим элементом квадрата матрицы А. ДЛЯ сохранения про-

'стой марковости в последовательности с(") необходимо и доста
точно, чтобы выражение для этой вероятности было одним и тем же 
при всех R Е dJ1. Это означает, что А. 2 является матрицей со столб
цами, составленными из одинаковых элементов • 
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Таким образом, схемы марковского замещения, при которых 
не может происходить два замещения подряд (в соседние мо
менты времени), приводят к цепям второго и первого порядка. 

Разработки настоящего параграфа возникли при опытном 
прогнозировании землетрясений в долине гейзеров (Камчатка)
по дискретной последовательности длины интервалов между извер
жениями гейзера «Великаю>, наблюдавшимися Н. Г. Сугробовой. 

Изучение замещений различного типа также важно при ис
следовании процессов преобразования горных пород, особенно 
с псевдоморфизацией первичных выделений. 

У.5. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПАRЕТОВ 

Ранее мы неоднократно встречались с последовательностями,. 
образованными пакетами, т. е. с детерминированно построенными 
сочетаниями, образующими случайное чередование. Как уже· 
отмечалось, при изучении таких последовательностей часто при
ходится иметь дело с чередованием не пакетов, а состояний. 
Последовательность пакетов оказывается более простой структуры 
и легче поддается аксиоматизации. Основное затруднение при 
описании разрезов - невозможность установления границы между 

пакетами. Таким образом, изучая объект (скажем, разрез осадоч
ной толщи), мы исследуем последовательность, в которой стерты 
границы между пакетами. Такая операция была определена· 
нами в V.I, как стирание границ в последовательности пакетов. 
Это преобразование может очень сильно изменить марковскую· 
структуру последовательности, существовавшую на множестве 

пакетов. Так, из бернуллиевской последовательности пакетов: 
после стирания границ может возникнуть существенно немарков

ская последовательность состояний, образовавших пакеты. 
При м е р V.14. Рассмотрим, как влияет стирание границ. 

между пакетами на свойства последовательности. Пусть имеются 
пакеты А 1=( '1t, '1t) И A 2=(r), где '1t - песчаный, а r - глинистый: 
слой. Эти пакеты слагают разрез. При этом, естественно, один 
за другим могут следовать несколько пакетов А1• Предполагается, 
что последовательность на множестве пакетов является бернул
лиевскоЙ. После стирания границ между пакетаl\Ш образуется, 
последовательность слоев вида 

а{Ь) а(А+l) а(А+2) а(А+3) а(Л+') а(А+5) а~Л+6), aT(h+7J, ••• 
... , • 'S 'У ''к '/t 'rt '.~ 

Покажем, что эта последовательность существенно немарковская. 
Рассмотрим для этого две вероятности 

р (a~2A+a /ai2h), ... , a~2), ,(1)) и р (а~IЛ+lJ /a~IM, ... , a~2), a~])). 

Первая из этих вероятностей равна единице, так как '1t серия 
может иметь лишь четную длину, вторая вероятность - меньше

единицы, поскольку здесь возможно появление в 2h+1-M испыта-
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нии состояния Т. Поскольку h можно выбрать произвольно, это 
доказывает существенную немарковость последовательности. 

Если положение состояния в пакете известно, то мы называем 
такое состояние <<Пакетным» и обозначаем двумя нижними индек
-сами. Первый индекс указывает тип пакета, второй - номер, 
занимаемый данным состоянием в этом пакете. Последователь
ность таких состояний обозначается как ... , a.Y~), где а. - символ 
испытания, h - номер испытания в последовательности пакет
ных состояний, 1 - вид пакета, i - место состояния в пакете. 
Так, например, в структуре рапакиви можно выделить индивиды 
(овоиды) калиевого полевого шпата (Ог), окруженные каймой 
олигоклаза (АЬ). В сечении таких обраЗ0ваний прямой возникает 
пакет (АЬ, Ог, АЬ). В терминах пакетных состояний это сочетание 
можно представить IШК a.~~, 1, а.1:ft.Ч a.~Ь,2~, где индексы 1 и 3 
у АЬ соответственно обозначают левое и правое пересечения 
каймы, а индекс 2 у Ог показывает, что индивид Ог подвергся 
-окаймлению. Существенно, что при переходе от последовательности 
пакетов к последовательности пакетных состояний марковость 
не теряется. При этом справедливо следующее утверждение. 

Л е м м а У.3. Еслu последовательность nаnетов - однород
.пая простая :марnовсnая цепь, то последовательность nаnетных 
-состоянuй таnже является однородной простой цепью М ap1WBa. 

Отметим также, что в том случае, когда последовательность 
-па кетов является последовательностью Бернулли, последователь
ность пакетных СОСтояний будет простой цепью Маркова, а не по
'следовательностью Бернулли. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что 

р (ау}) I a}~-l), А) = р (а}}> I a}~-l) (А Е '21"-2)' 

-(где А - событие из прошлого, отнесенное к последовательности 
пакетных состояний) выполняется для всех пар пакетных состоя
ний 1, i; J, j. 

Поскольку состояние 1, i в условии фиксировано, то это озна
чает, что даны как 1, так и i. Если состояние i не занимает послед
него места в па кете 1, то далее с вероятностью 1 следует переход 
на а.ЛJН1). В таком случае предыстория не оказывает влияния 
на эту вероятность. Если состояние i является последним в па
пакете 1, то переход с a.}~-I) на а.}У осуществляется с вероят
ностью р (AJIA I ), когда j - первое состояние в па кете J, и с ве
роятностью нуль, когда j не занимает первого места в па кете J. 
В обоих этих случаях предыстория также не оказывает влияния 
.на переходную вероятность. Лемма доказана. 

Существуют ситуации, когда пакетная последовательность 
не рассматривается как исходная. Она может возникать как 
преобразование первичной последовательности в результате за
мещения пакетами отдельных состояний. Допустим, что при подоб
.ном замещении соблюдаются следующие условия. Различающиеся 
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состояния не могут замещаться пакетами одного вида, замещение' 

а!тh ) на пакет А~Л) происходит с постоянной вероятностью pJ, р. 
не зависящей от возможного замещения всех остальных состояний 
в реализации. Если при замещении такого рода рассматривать
незамещенные состояния также как некоторые пакеты, то простая 

марковская цепь на множестве состояний преобразуется в простую 
марковскую цепь на множестве пакетов. Это очевидно, так как 
всегда возможно обратное перекодирование от последоватеЛЬНОСТR 
пакетов к исходной последовательности (до того, как она пре
терпела замещения). 

При мер У.15. Преобразование, заключающееся в окаймлении 
зерна АЬ каймой Or, уже рассматривалось в примере V.7 на с. 318. 
В том же примере разбирались исходные последовательности. 
При этом мы стремились выбрать исходную последовательность 
так, чтобы это была однородная простая цепь ~apKOBa и чтобы 
укрупнение состояний в этой цепи приводило к изучаемой нами 
последовательности. После довольно громоздких вычислений 
в примере V.7 было показано, что такой последовательностью, 
в данном случае является цепь на множестве состояний 

~ = {Orl' ОГ2' ОГа, Ab l , АЬ2 , Qд, 

где Or1 - первичное зерно ортоклаза; Or2 - левая, а Оrз - пра~ 
вая части каймы; АЬ1 - неокаймленное зерно; АЬ2 - окаймлен-
ное зерно; Ql - первичное зерно кварца. 

Если использовать символику для пакетных состояний, т<У 
этому множеству соответствовало бы множество, отличающееся, 
только обозначениями, т. е. 

{~д = {Orr , Orr,l' Огr,з, AbI ,2, Abr , Ql}, 

где Or1, АЬ1 и Ql - первичные зерна; 1 - пакет (Or, АЬ, Or),. 
вторые индексы - места состояний в пакете. 

Как уже отмечал ось в примере V. 7, для установления простой
марковости последовательности на 1: имеется более короткий 
способ, чем прямые вычисления переходных вероятностей, ис-
пользованных в этом примере. Что эта последовательность яв
ляется простой цепью ~apKOBa~ можно показать без каких-либо, 
вычислений, например, следующим путем. Окаймление зерен АЬ, 
как отмечалось, приводит к образованию пакетов Or АЬ Or. Та
ким образом, с формальной точки зрения образование каймы можно' 
рассматривать как преобразование, заменяющее состояния паке
таIlШ. Состояние АЬ замещается на пакет AI=(Or, АЬ, Or) с по-
стоянной вероятностью 71:, если зерно окаймлялось, либо на па-
кет А2 =(АЬ), если окаймления не происходило, что имеет вероят
ность 1- 71:. Состояния Q и Or замещались пакетами Аз = (Q) и 
A4=(Or) с вероятностью единица. Такое замещение состояний па
кетами соответствует рассмотренной на предыдущей странице· 
схеме замещения. Поэтому последовательность на множестве паке--
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тов {(Q), (Or), (АЬ), (Or, АЬ, Q)} является простой марковской 
цепью. 

Перейдем теперь к последовательности на множестве пакетных 
состояний. Таким множеством - с точностью до обозначений -
будет ~. Согласно лемме У.3, последовательность на {~} есть 
простая цепь Маркова. 

Приведенное рассуждение типично и позволяет во многих слу
чаях выбрать подходящую для дальнейшего укрупнения исходную 
последовательность. 

Опыт показывает, что результаты многих геологических явле
ний порождают последовательности, не отличимые от простых 
цепей Маркова. В этой ~лаве был рассмотрен ряд типичных слу
чаев, когда эти первичные последовательности преобразовыва
лись. Преобразования осуществлялись различными путями. Ти
пичные случаи наблюдались при изучении процессов метасомати
ческого преобразования первично магматических гранитов и при 
исследовании явления слоеобразования. Естественно, что все 
случаи преобраsований не исчерпаны. Однако рассмотренный ма
териал показывает, как поступать, сталкиваясь с аналогичными 

процессами. Следует подчеркнуть, что мы исследовали преобразо
вание простых цепей Маркова, а не вообще случайных последова
тельностей. 

Относительно подробный разбор преобразований марковских 
цепей был вызван опытом геологических исследований. При этом 
оказалось, что в тех задачах, которые интересуют геологию, мате

матическая сторона вопроса была разработана очень мало. В этой 
главе дан ряд новых математических разработок, но они отнюдь 
не исчерпывают тематики. В настоящее время математикам следо
вало бы разработать следующие, важные для геологии задачи. 

1. Получить критерии (необходимые и достаточные условия) 
слабой укрупняемости. Нужен алгоритм, позволяющий по элемен
там матрицы переходных вероятностей судить, сохранится ли 
простая марковость при (слабом) укрупнении. Нами были рассмо
трены частные случаи, необходимо дать полное решение. 

2. Установить конструктивный критерий возникновения су
щественно немарковских последовательностей при слабом укруп
нении. 

3. Разработать математический аппарат для описания суще
ственно немарковских последовательностей. 

Решение отмеченных вероятностных задач, возникающих при 
изучении укрупнения в марковских цепях, позволило бы в даль
нейшем разработать соответствующий статистический аппарат. 
Следует подчеркнуть, что отмеченные задачи имеют большое зна
чение прежде всего для разработки методов исследования различ-
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ных метасоматичеСRИХ преобразованиЙ. В ряде случаев они необ
ходимы в чисто методичеСRИХ целях, ногда то или иное преобразо
вание вызывается спеЦИфИRОЙ наблюдений. 
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r л а в а VI 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ЗАКЛЮЧЕНИЯ 

О СВОЙСТВАХ СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
И МАРКОВСКИХ ГИПОТЕЗАХ 

Общая nостановr;,а вопроса о nроверr;,е однородности, обрати:мости и 
..:марr;,овости сдучайных nосдедоватедъностеЙ. Статистическая meXHur;,a, 
nривдеr;,ае:мая ддя решения этих вадач. Проверка статистических гиnотев 
о частных Mapr;,oecr;,ux переходах. Расчетные nри:меры ив геодогичесr;,ой npar;,
mur;,u. Реаудътаты чисденных эr;,сnери:ментов на эвм, nокааывающие воз:мож
nые источниr;,и ошибоr;, при заr;,дючеnии О Mapr;,oecr;,OM свойстве nоедедоватедъ
nости. 

R'лючевые слова: 
проверка обратимости, однородности и порядка марковости в марковской 
цепи, статистика частных марковских переходов, статистические эффекты 
при работе с немарковскими последовательностями. 

VI.l. ВВЕДЕНИЕ 

в целом, задача, интересующая геолога, прибегающего к ста
тистике марковских цепей, сводится к следующему. Имеется 
марковская модель явления, которой отвечает статистическая 
гипотеза. При исследовании геологического объекта получены 
наблюдения над случайной последовательностью. Эта последова
тельность рассматривается как реализация предполагаемого слу

чайного явления. Считая, что модель вытекает из геологической 
аксиоматики, а статистическая гипотеза отражает черты модели 

решающей важности, для суждения о справедливости геологи

ческой аксиоматики требуется проверить соответстви.е гипотезы 
наблюдениям. Иными словами, ситуация в точности отвечает той, 
что была рассмотрена в гл. III. Единственное отличие состоит 
в том, что наши наблюдения не являются независимыми, а пред
ставляют, вообще говоря, случайную последовательность :марков
ского типа (напомним, что в предельном случае марковская после
довательность может вырождаться в детерминированную последо

вательность, с другой стороны, последовательность неgависимых 
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испытаний (бернуллиевскую последовательность) мы считаем 
марковской цепью с нулевым порядком марковости). 

Сказанное повторяет мысли, изложенные в предыдущих гла
вах. Однако это необходимо для того, чтобы еще раз оттенить, что 
заключение должно строиться на основе априорного введения мо

дели, а не путем индукции из наблюдений, обработанных тем или 
иным методом. Нужно проверять марковские гипотезы по наблю
дениям, а не принимать их на основе расчетов, вводимых без пред
варительной геологической аксиоматики. 

Итак, в этой главе с основном будут рассматриваться различ
ные статистические критерии, используемые для проверки гипо

тез о структуре случайных, главным образом марковских, последо
вательностей с конечным порядком марковости. 

Как это было принято во всех остальных главах, критерии, 
заимствованные из литературы, будут излагаться менее подробно. 
Впервые введенные критерии будут приводиться с соответствую
щими доказательствами. 

Рассматриваемые в этой главе критерии получены с помощью 
различных методов. Критерии для проверки однородности, обра
тимости и статистики частных марковских пере ходов построены 

методом Х2, точнее модифицированным методом X~, для которого 
использовано обозначение х;, (Ван-дер Варден, 1960, с. 233). Кри
терии для оценки пропорциональности переходных вероятностей 

и порядка марковской цепи в целом получены методом отношения 
максимума правдоподобия (статистика А). Все три статистики -
А, Х2 И х;, - имеют одно и то же асимптотическое распределение. 
Однако точечные оценки, используемые для получения А, тре
буют больше вычислений. Поэтому иногда мы пользовались более 
простыми расчетаl\IИ, необходимыми для нахождения Х2 иХ;. 
При этом испытание гипотез осуществлялось последовательной 
проверкой каждого свойства в отдельности в предположении, что 
{)стальные свойства имеют место (т. е. включаются в аксиоматику 
Но). Таким образом, когда мы проверяли однородность, мы допу
скали, что порядок марковской цепи известен; проверяя марков
ский порядок цепи, мы считали, что она однородна. При этом все 
время предполагалось, что изучаемая последовательность заве

домо является марковской цепью с конечным порядком марко
ности, хотя порядок маРI{ОВОСТИ цепи неизвестен. Оценки, кото
рые строились бы с учетом как однородности, так и марковских 
свойств одновременно, неизвестны. Случаи, когда порядок lI1арко
вости бесконечен, Иll1еющимися критериями не охватываются. 

Как подчеркивалось в гл. IV, при конечном числе наблюдений 
невозможно доказать наличие или отсутствие того или иного мар

ковского порядка. Для такого доказательства требуется беско
нечная последовательность. Оперируя конечным числом наблюде
ний, мы, как отмечалось, оценивали не марковость, как часто 
пишут, а то, что в гл. IV называлось «марковским признаком». 
Эт·а терминология будет использована в дальнейшем. 
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Поскольку аксиоматика, на которой основываются провероч
ные процедуры, содержит целый ряд условий, на практике может 
оказаться, что то или иное условие не выполняется и аксиоматика 

нарушается. В связи с этим устойчивость (robustness) рассматри
ваемых критериев вряд ли высока. Для суждения об устойчи
вости критериев в конце главы даны результаты численных экспе

риментов. Они показали, что устойчивость одного из критериев 
при умеренном числе наблюдений действительно невысока. 

VI.2. ПРОВЕРRА ОДНОРОДНОСТИ 

На практике наблюдаемая последовательность на множестве 
изучаемых состояний всегда оказывается образованной отдель
ными кусками, разобщенными либо другими состояниями, либо 
пропусками в наблюдениях. Эти куски, совокупность которых 
образует последовательность, мы будем называть подпоследова
тельностями. В этом случае проверка однородности у последова
тельности наблюдений, относительно которой предполагается, 
что она является цепью Маркова т-го порядка, сводится к про
верке того, что все подпоследовательности, из которых состоит 

эта последовательность, имеют одну и ту же матрицу переходных 

вероятностей P}~)J, ... , R; L, не зависящую от h, где h - номер 
'---...---' 

'" подпоследовательности. В этом состоит гипотеза Но. H 1 заклю-
чается в предположении, что Р;', J, ... , R; L существенно зависит 
от h. Процедура проверки заключается в том, что для всей последо
вательности в целом строится одна общая матрица. Затем строятся 
матрицы для каждой подпоследовательности отдельно. Принимая 
общую матрицу за теоретическую, с ней по очереди сравнивают 
каждую из матриц для подпоследовательностеЙ. При этом для 
каждого сравнения находят значение статистики X~, где h - номер 
подпоследовательности. Для оценки однородности используется 

k 

'1..2= ~ x~, (VI. 2. 1} 
h=l 

где k - число подпоследовательностей в изучаемой последова
тельности. 

Если имеет место однородность, то статистика (VI.2.1) распре
делена асимптотически как центральное Х2 • ДЛЯ случайной после
довательности с марковостью порядка т число степеней свободы 
для статистики (VI. 2.1) рассчитывается на основании"следующих 
соображений. -

Для матрицы, отвечающей любой подпоследовательности, 
сравниваемой с общей матрицей, имеет место ограничение, заклю
чающееся в том, что сумма вероятностей для любой строки равна 
единице. При числе состояний в цепи, равном s, общее числа 
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строк в матрице переходных вероятностей равно sm. Таким обра
зом, марковской цепи порядка т отвечает матрица переходных 
вероятностей с SmXS клеток, откуда число независимых параметров 
стационарной цепи равно 

Как известно (Ван-дер Варден, 1960), стохастически независи
мые величины Х2 обладают аддитивностью (т. е. их можно склады
вать), причем аддитивны для независимых Х2 отвечающие им 
степени свободы. Всего в исследуемой последовательности имеется 
k подпоследовательностей (кусков). У каждой'из k-1 этих под
последовательностей имеется s'" (s-1) независимых параметров. 
Последняя k-тая подпоследовательность целиком определяется 
предыдущими k-1-й подпоследовательностями и общей матрицей 
для всей последовательности. 

Таким образом, на k-тую подпоследовательность не расходуются 
степени свободы. В итоге имеем 

'1 = 8т Х (8 -1) (k -1), (Vl.2.2) 

где \1 - число степеней свободы у статистики (VI. 2.1) с централь
ным Х2-распределением. 

Если мы принимаем марков ость порядка т, то полезно про
верять однородность последовательности для всех порядков 

марковости от О до m. Такая проверка не требуется прямым смыс
лом задачи. Однако при неоднородности последовательности для 
какого-либо порядка l < т может оказаться, что эта неоднород
ность исказит истинные соотношения и заключение о том, что 

последовательность имеет порядок т, окажется ложным. Так 
как вычислительная сторона при проверке однородности не 

вызывает затруднений, то кажется, что такую проверку разумно 

делать для всех l < m. 
При м ер VI. 1. Численная проверка однородности. После

довательность зерен калиевого полевого шпата, кварца и плагиок

лаза из аплитовидного гранита Омсукчана (бассейн р. Колымы) 
состоит из 18 отдельных подпоследовательностей. В целом после
довательность не отличима от простой цепи Маркова, что отвечает 
модели. Покажем оценку однородности, приведя детальные рас
четы для первой подпоследовательности. 

Для всей последовательности в целом матрица пере ходов 
в числе зерен, т. е. матрица частот 

Ог Q АЬ 

Ог 44 91 175) 
N 1; L = Q ( 95 20 126 , 

АЬ \173 131 94 
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в оценках переходных вероятностей матрица частостей 

Ог Q АЬ 

ОгО.142 0.294 0.565) 

PI; L = Q (0.394 0.083 0.523 • 
. АЬ 0.435 0.329 0.236 

Эту матрицу принимаем за теоретическую. Первая подпоследо
вательность (в кодовых номерах: 1- Or, 2 - Q, 3 - АЬ) такова: 

3331212323132333133232131311323213112131. 

Общее число зерен в подпоследовательности равно сорока. 

Матрица .N'}~)L (верхний индекс указывает номер подпоследо
вательности) для этой подпоследовательности такова: 

OrQ АЬВ 

NИ)L=~Г (~ ~ ~)". 
АЬ 6 7 6 

Рассчитываем .PHJL дЛЯ первой подпоследовательности. Для 
этого берем суммы по строкам матрицы NjPL и умножаем их соот
ветственно на частоты матрицы P I ; L, которую мы приняли за тео
ретическую, Получаем 

Or Q АЬ 

Or (1.526 3.234 6.204\ 
N}~)L = Q 3.546 0.747 4.707). 

АЬ 8.265 6.251 4.484 

Сравнивая NI ; L с «теоретической матрицей» NЯ)L, 
находим 

(2.000 - 1.562)2 (2.000 - 3.234)2 (7.000 - 6.204)2 
xi= 1.562 + 3.234 + 6.204 + 

(4.000-3.546)2 (0.000-0.747)2 (5.000-4.707)2 
+ 3.540 + 0.747 + 4.707 + 
(6.000 - 8.265)2 (7.000 - 6.251)2 (6.000 - 4.484)2 

+ 8.265 + 6.251 + 4.484 2.742. 

Проводя аналогичные расчеты для всех подпоследовательностеп 
и суммируя x~ по i, получаем 
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~ x~ = 2.742 + ... + 1.77 = 95.4 (хув = 1.177). 
'=1 

Подсчитывая число степеней свободы ('1), по (VI. 2. 2) находим 

'1=31 Х (3 -1) (18 -1) =102. 



Из таблиц для распределения х2 получаем: 

0.25 < р blI02J ~ 95.4) < 0.5. 

Значение критерия показывает, что наблюденная последова
тельность не противоречит предположению о том, что она одно

родна, если порядок марковости m=1. 

VI.3. ПРОВЕРКА ОБРАТИМОСТИ 

Обратимость последовательности {a(h J}, как мы указывали 
в гл. IV, означает, что все вероятностные характеристики после
довательности должны совпадать независимо от того, как мы 

опишем ее - слева направо или справа налево. 

Любой марковской цепи порядка l соответствует прямоуголь-
ная матрица, образованная элементами п/ J Н' L' 

J , ••• , , 

'---.---
1 

Как указано в гл. III, с. 162, эти элементы являются парамет
рами полиномиального распределения. Параметры полиномиаль
ного распределения, естественно, не совпадают с переходными 

вероятностями, так как они нормированы не по строкам, а по 

общей сумме. Очевидно, что переходные вероятности полностью 
определены ЭТИI\Ш параметрами. В такой ситуации обратимость 
влечет «симметрию» матрицы по отношению к элементам п/ J Н' L' 

Термин «симметрию) у црямоугольной матрицы означает,' ~TO" , 

'[i;I, J, •.. , R; L =ТCL, В, ... , J; 1- (VI. 3. 1) 

в дальнейшем мы будем проверять обратимость последователь
ности, являющейся однородной марковской цепью порядка l, 
путем статистической проверки равенства (VI.3.1). 

Пусть n/ J в. L - число наблюдений в клетке 1, 1, ... , R; L. 
Если выпол~я~i~~ '(lV. 3.1), то должно иметь место приближен
ное равенство 

fiJ , J, ... , В; L ::::::::nL,R, •.. ,J; r. (VI. 3. 2) 

Однако на практике почти всегда эти числа несколько отли
чаются друг от друга. Таким образом, возникает задача оценки 
значимости разности между ними. Для решения поставленной 
задачи воспользуемся методом х2 , т. е. будем проверять (VI.3.2), 
рассчитывая 

(п - /! )2 I,J, ... ,R;L I,J, ... ,R;L 

nI,J, ... ,R;L 

где величины п/, J, ... , Н; L образованы так, что 

а) ii/,'J, ... , R; L = iiL , Н, ... , J; / > О, 
1/2 23 А. Б. Вистелиус 

(VI. 3. 3) 
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б) ~ nI, J, ••• ,R; L=N, 
I, J, ... , В; L 

В) х2 В (VI. 3. 3) достигает условного минимума, если а) и б) 

выполнены. 

ТaRИМ образом, если ii - наблюденная частота и если гипотеза 
обратимости верна, то n есть оценка минимума х2 дЛЯ N. ДЛЯ 
упрощения вместо (VI. 3. 3) мы будем вычислять 

(п - n )2 I, J, .•. , В; L I, J, . е.' В; L 

fi I , J, ... , В; L 
(VI. 3.4), 

ЧТО ВОЗМОЖНО, так как статистика (VI. 3. 4) асимптотически рас
пределена так же как (VI. 3. 3) и отвечает тем же ограничениям 
а) и б) для nI, J, ••. , R; L. Таким образом, мы получаем статистику 
модифицированного х2 (VI. 3. 4) (Ван-дер Варден, 1960). 

х; вычисляется следующим образом. 
Пусть 

где У - вектор-столбец с s(l+l) компонентами (s - число состояний 
цепи) 

У fiI,J, ... ,R;L-nI,J, ..• ,R;L 
I,J, ... ,R;L= .Ifi 

V I,J, •.. ,R;L 

или 

nI, J, .,.,R; L=fiI,J, ... ,R; L - ..jfiI , J, •.. ,R; L Y1,J, ... , R; L8 (VI. 3. 5} 

Необходимо найти минимум УТУ, подчиняющийся определен
ным линейным ограничениям, наложенным на величины n. Нало
жив эти ограничения на величины nI, J, •.. , R; L, необходимо выра
зить их через компоненты вектора У 1, J, ••. , R; L. 

Система указанных ограничений заключается в том, что 

nI,J, ... ,R;L-nL,R, ... ,J;I=О, 1 
~ nI,J, ... ,R;L=N, I,l, •.. ,LErflJ J}' 

I, J, ... ,В; L 

(VI. 3. 6) 

где N - общее число наблюде,ниЙ. 
Исходя из (VI. 3. 5) и (VI. 3. 6), получаем следующую систему 

линейных уравнений: 

fi 1, J, ... ,R; L - ..jfiI , J, .... R; L У 1, J, ..• ,R; L - fiL , R, .•. , J; 1 + 
+ ..jfiL , R, .•. ,J; 1 У L, Н, ... ,J; 1 = О 
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или 

и 

Y"'1,J, ... ,R; L У1, J, •.• ,R; L - Y"'L, R, •.• , J; 1 У 1, J, •.. ,R; L = 

="'L, R, ••• ,J; 1 - "'1,J, ••• ,R;L=O 

~ "'[, J, ... , В; L -
1, J, .•• , R; LErfJ' 

~ Y fi1,J, ••• ,R;L Y1,J, ••• ,R;L=N. 
1, J, ••• , В; LErfJ' 

(VI. 3.7) 

(VI. 3. 8) 

Поскольку первая сумма в (VI. 3. 8) равна N, (VI. 3. 8) можно 
переписать в виде 

~ Y"'I,J, .•• ,R;L Y1,J, ••• ,R;L=0. 
1, J, ••• , R, LErfJ' 

(VI. 3. 9) 

Таким образом, мы получили систему линейных ограничений 
на У I,J, •.• ,R; L, определенных уравнениями (VJ. 3.7) и (VI. 3. 9). 

Пусть матрица коэффициентов этой системы есть А, а вектор 
свободных членов есть ь. Нужно найти условный минимум УТУ 
при 

АУ=Ь. (VI. 3. 10) 

(Этот условный минимум суммы квадратов вычисляется по 
формуле (Беллман, 1969, гл. 5, § 6) 

УТУ = ЬТ (AA-l)-l Ь. 

Вычисляя'::'Ь по (VI.3.11), получаем 
О 

Ь => "'L, R, •.• , J; 1 - "'1,J, .•• , R; L 

О 

(VI. 3.11) 

Из выражения для вектора Ь очевидно, что для того, чтобы 
найти квадратичную форму ЬТАЬ, нужно воспользоваться квадра
тичной формой рТВр, где р-вектор Ь без последнего компонента, 
равного нулю, а R - матрица (АА.Г1 без последней строки и послед
него столбца. 

Рассчитаем теперь элементы; матрицы В. Найдем сначала 
АА.Т • Линейные ограничения в (VI. 3. 7) показывают, что элемент 
на главно.й диагонали (ААТ)н матрицы 

(AAT) .. =(.I", )2+(_.1", )2= 
н V I,J, ... ,R;L V_L,RJ ... ,J;I 

="'1, J, .•• ,R;jL + fiL,=fi, ••• ,J; l' 

а общий элемент вне главной диагонали 

(ААТ)ц=О. 

23* 

(VI.3.12) 

(VI.3.13) 
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Тюшм образом 

· о ............... о 
о . . . . . • . . ..•... о 

· 1 
(AA'f)-l= О О '" - + - ... 

• nI,J, ••. ,R;L nL,R, ... ,J;I 

о . . • . • . ...... о 
о ................ 0. 

а квадратичная форма 

Х 

~TR~=( ... ;fiLR J'I-fiIJ R'L;"')X , , ... , , , , ... , , 

. о 

("L, В, .. " ';' ~ '" " ,," В; ') ~ 1 
0 ... _ +_ ... 0 
• nI,J, ... ,R;L nL,R, ... ,J,I . 

о 

~ 
[, J, ••. , В; LEd7' 

. о 
(fiI , J, •.. ,В; L - fiL,R, ... ,J; [)2 

fi [, J, . .. , В; L + fiL, В, .•• , J; I 
(VI. 3.14) 

Суммируя по всем 1, 1, .. . , R, L, мы дважды суммируем раз
ность между одними и теми же клетками. Таким образом, 
(VI. 3.14) нужно разделить на два. В итоге получаем 

Х2 _.!. ""' "'-2 ~ 

( fi I R - fi R )2 
_,J, "" ; L + _L, , •.• ,J; I • (VI.3.15) 
nI,J, ... ,R;L nL,R, ... ,J;I 

[, J, ••• , В, LEd7' 

Если обратимость имеет место, то статистика (VI.3.15) асимпто
тически распределена как центральное х2 • Для определения числа 
степеней свободы вычтем число независимых параметров для НО, 
использованное в (VI.3.4), из числа независимых параметров 
дЛЯ Н1 в том же (VI.3.4). Число независимых параметров дЛЯ Н1 
в нашем случае 

Vl=!!. -fJ-(d) -1, 

где r- - число клеток в прямоугольной матрице, т. е. 

(VI. 3. 16) 

s - число состояний, т - принятый порядок маРRОВОСТИ, 

а r-(d) - число диагональных Rлеток в прямоугольной матрице. 
Нижние индексы у этих Rлеток симметричны (т. е. вида IJI или 
RSTTSR и т. п.). Число этих RлеТОR вычитается потому, что 
параметры 'ТCI, J •••• ,В; L, отвечающие им, не используются в урав

нении (VI.3.15), так нак вклад этих параметров в общую сумму 

356 



равен нулю. Выражение для "'1 содержит минус единицу, так как 
существует ограничение 

~ 1t[ J В. L = 1. ~ " ... " 
[, J, ... , в, LErf1' 

Все ограничения для параметров полиномиального распределе
ния, имеющиеся при Н1, имеют место также при НО, но к ним 
добавляются еще ограничения на симметрию (VI.3.1). 

Число ограничений на симметрию при Но равно 

f!. _fJ-(d) 
--2-

Таким образом, 
параметров 

в случае Н о мы имеем число независимых 

f!.-f!.(d) 
vO=f!._f!.i d )-1- 2 ' 

т. е. 

(VI. 3. 17) 

где '" - число степеней свободы. 

Вычисление f1(dJ основано на следующих соображениях. На
зовем сочетание 1, 1, ... , R; L «словом» длины m+ 1 при алфа-'----

'" вите, содержащем s букв (равном числу состояний; если мы изучаем 
в граните Or, Q и АЬ, то наш алфавит содержит три буквы). Число 
диагональных клеток равно числу таких слов в алфавите из s 
букв длиной m+1, которые читаются одинаково слева направо 
и справа налево. Здесь возможны два случая. Если т нечетное 
число, мы выписываем первую половину слова произвольно, 

а вторую получаем симметричным отражением. Таким образом, 

(VI. 3. 18) 

Если т четное, то (m+1) - буквенные Слова - содержат в сере
дине произвольные буквы. В этом случае левая часть слова выби
рается произвольно, в то время как правая получается симмет

ричным отражением. Тогдаl 
f!.(d) = s(m/2)+1. (VI. 3.19) 

Подстановка в (\1'1.3.17) выражений для р. из (VI. 3.16) и выра
жений для р.(а ) из (VI. 3.18) и (VI. 3. 19) дает 

( (т+1) I Sm+l .- 8-2-

v =~ 2 
t 8т+! _ 8(т/2)+l 

\ 2 

ДЛЯ нечетного т, 
(VI. 3. 20) 

ДЛЯ четного т, 
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где 8 - число состояний, а т - принятый порядо:к мар:ковости. 
Например, при исследовании гранитов мы будем проверять обра
тимость простой цепи Мар:кова на трех состояниях (8=3, m= 1), т. е. 

32-3 
'1 = -2- = 3; (VI. 3. 21) 

если бы цепь была второго поряд:ка, то 

33-32 
'1=-2-=9. (VI. 3. 22) 

Заметим, что в частном случае, :когда мы имеем простую цепь 
Мар:кова, у:казанный толь:ко что :критерий совпадает с информа
ционным :критерием симметрии I\.ульба:ка (I\.ульба:к, 1967, с. 191). 
Если т > 1, то та:кого совпадения нет. Если порядо:к мар:ковости 
т неясен, то :кроме поряд:ка т полезно проверить все поряд:ки 

для il < т (l=1, 2, ... , т). 
Обратимость тривиальна для последовательности независимых 

испытаний. Она та:кже всегда имеет место при числе состояний, 
равном двум. 

При м ер VI.2. Рассмотримаплитовидный гранит из :карьера 
Данбити (Шотландия). Предполагая, что последовательность есть 
мар:ковс:кая цепь второго поряд:ка, изучим с точ:ки зрения обрати
мости выборочную матрицу для переходов через два шага: 

Or Q;Ab 
Ог Or - О 7 15-
OrQ 40 10 22 

OrAb 61 2922 
Q Or 9 32 38 
Q Q 21 8 8 

Q АЬ 29 18 14 
АЬ Or 13 3857 
AbQ 171930 
АЬ АЬ 19 19 14_ 

(VI. 3.23) 

Получим статисти:ку x~ для провер:ки обратимости по формуле 
(VI.3.15). Подсчет дает 

1 [(7-9)2 (15-13)2 (10-21)2 (22-17)2 (29-29)2 
X~=2 7+9 + 15+13 + -,10+21 + 22+17 + 29+29 + 
(22 - 19)2 (9 - 7)2 (33 - 38)2 (21 - 10)2 (8 - 19)2 {29 - 29)2 

+ •. 22+19 + 9+7-+ 38+381.+ 21+1О.а+ 8+19 + 29+29 + 

(14 - 19)2 (13 _15)2 (38 - 38)2 (17 - 22)2 (19 - 8)2 (19 - 22)2 
+ 14+19 +.13+15 + 38+38 + 17+22 + 19+8 + 19+22 + 

(19 -14)2] 
~, 19 + 14 = 10.39. 

Формула (VI.3.22) приводит :к v=9. 
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Таким образом, по таблице распределения х2 имеем 0.500 > 
>p(x~ > 10.39) > 0.250, т. е. матрица (VI.3.23) не противоречит 
предположению о том, что последовательность обратима, если 
она является марковекой цепью второго порядка. 

VI.4. КРИТЕРИИ ОТНОШЕНИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ А 
ДЛЯ ПРОВЕРКИ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ ПЕРЕХОДНЫХ 

[ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Исследуем простейший случай, который будет важен при иссле
довании гранитов и решении задач, связанных с изучением мар

ковских цепей на трех состояниях. В рассматриваемом варианте 
мы имеем две строки из вероятностей 

Рll Р12 Р13. 

Р21 Р22 Р23 (VI. 4.1) 

и хотим проверить гипотезу но: 

Рll Р12 ---
Р21 Р22 

(VI. 4.2) 

Процедура получения оценок максимального правдоподобия 
P'j (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) для вероятностей (VI. 4. 1) в деталях из
ложена в примере III. 1. При получении этих оценок мы предпо
лагаем, что гипотеза Н о истинна, и налагаем на вероятности огра
ничения, характерные для марковских матриц, т. е. 

Рll + Р12 + Р13 = 1. 

Р21 + Р22 + Р23 = 1. (VI.:4.:3) 

и (VI. 4. 2). Если гипотеза Н1 истинна, то обязательно имеет место 
только (VI. 4.3). 

Оценка максимального правдоподобия при H 1 есть просто~ 

In,j 
Pij(H1)=p,j=lN • (VI. 4. 4) 

Оценка максимального правдоподобия для Но (см. пример III.1) 
есть 

где 

§ •• """" nн + n'2. §. j = nlj + nц. s = nll + n12 + n21 + n22; 
N. = nн + nl 2+n'З; N = N1 + N2• 
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В нашей задаче функция правдоподобия 

NI 
П .П (7C:J j ), (VI. 4. 5) 

nц! '=J,2 
<=1, 2 j=1, 2, 3 

j=1, 2, 3 

где ТСц - вероятность попадания в ij-тую клетку. 

Поскольку вероятности попадания в строку фиксированы (см. 
гл. III) и равны 

то, подставлян их, получаем 

или (для (6.4. 5» 

1!N! NflNf' 
L (nв, .... n2З) =---'п=~n-,-j-! NN 

i=1,2 
j=1. 2. 3 

п (p:':j). ~(VI. 4. 6) 
l=1,2 

j=1. 2, 3 

Подставим теперь вместо Р _j в (VI.4. 6) первую оценку Р ij (НО) = Р_р 
Затем в качестве Рц подставим в (VI. 4. 6) оценку P'j (Н1) = Рц. 
Разделим первое выражение на второе. После сокращений получим 
отношение правдоподобия 

(VI. 4. 7) 

Поскольку оценки для непропорциональных вероятностей Р13 
и Р23 В обеих гипотезах совпадают: 

Р13 (Н1 ) = Р13 (НО) = Р1З 

и 

Р23 (Н1) =Р23 (Но) =Р23. 

то из (VI. 4. 7) получаем 
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[ Рц (Но) ]пц В= П . 
<=1.2 P'j 
j=1.2 

в приложениях используется статистика 

А=-2In В. 

(VI. 4. 8) 

(VI. 4. 9) 



В нашем случае 

[ Pll Р12 Р21 
А=2 fill 1n Рll(НО} +fi12 ln Р12(НО } +fi21 ln Р21(НО } + 

+ - ln Р22 ] 
n22 Р22 (НО) • (VI. 4.10) 

Известно (Уилкс, 1967, гл. 13), что если гипотеза Но верна 
(если исследуемые вероятности пропорциональны), то статистика 
А имеет центральное распределение х2 с числом степеней свободы, 
равным разности между размерностью параметрического про

странства дЛЯ Н1 и дЛЯ НО (размерность параметрического про
странства равна минимальному числу координат, которые опре

деляют положение параметрической точки, или числу независимо 
определяемых параметров). В нашем случае параметрическая 

точка есть (Рll' Р12' Р13' Р21' Р22' Р2З) , а Рll' Р12' Р21 И Р22 могут 
быть приняты как независимые параметры при Н1 • 

Таким образом, дЛЯ Н1 мы имеем \11=4. Параметры Р13 и Р23 
можно выбрать зависимыми как дЛЯ Н1, так и для Но. При Но 
отношение 

Рll Р12 ---
Р21 Р22 

позволяет исключить еще один зависимый параметр. 
Итак, дЛЯ НО имеется три независимых параметра ('10=3)' 

Другими словами, число степеней свободы для статистики А 
в нашем случае равно ' 

'1='11- '10=4- 3= 1. 

Если пропорциональность имеет место, то А асимптотически 
распределяется как центральное х2 с одной степенью свободы. 
Если же НО неверна, то статистика А асимптотичеСRИ распре
деляется иак нецентральное х2 с параметром нецентральности р. 
Для вычисления р необходимо знать истинное положение пара
метричеСRОЙ ТОЧRИ, ноторое обычно неизвестно, что очень ослож
няет задачу. В связи со СRазанным мощность Rритерия мы не 
исследуем. Критерий, основанный на стаТИСТИRе А, в нашей 
задаче состоятелен. Он основан на точечных оценнах маRсималь
ного правдоподобия. Каи можно ПОRазать, эти оценки в нашей 
задаче состоятельны (Рао, 5-е-1, 1968). Критерий, основанный 
на состоятельных оценках, состоятелен (см. гл. III, с. 194,195). 
При м е р VI.3. Проверим гипотезу о пропорциональности 

переходных вероятностей для последовательностей зерен, слагаю
щих гранит. В образце АЫХ-216 из Якутии (RоллеRЦИЯ М. А. Ро
мановой) примем, что переходные вероятности PI , J;'K дЛЯ марковской 

цепи второго порядка 

(р (Or{hJ I Аь(k-lJQг(h-2J с Р (Or(hJ I Ab(h-1JQ(h-2» 
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и 

пропорциональны друг другу. . 
Проверим эту гипотезу с помощью критерия отношения правдо

подобия. Оценки переходных вероятностей, полученные в предпо
ложении, что они пропорциональны для Но (см. гл. 111, пример 111.1), 
имеют следующие значения: 

а 

р (ОГ(А) I Аь(h-IJQг(h-2») = 0.2880, р (Q(h) I Аь(h-lJQг(1-2») = 0.3247, 

Р (Аь(А) I Ab(1-1JQг~1-2»)=0.3873, 

р (Or(h) I Аь<h-I)Q(h-2») =0.3258, Р (Q(A) I Аь(i-l)Q(h-2») =0.3674, 

р (Ab(h) I Аь(l-) )Q(h-2») = 0.3068. 

Без предположения о пропорциональности (Н1) оценки переход
ных вероятностей следующие: 

и 

fi (Or(h) I Аь(h-2JQг<h-2») = 0.2958, fi (Q(i) I Ab(h-IJQг(А-2») = 0.3169, 

fi (Ab(h) I Аь(h-lJQг(h-2») = 0.3873, 

р (OrO') I Аь(h-l)Q(1-2») = 0.3119, fi (Q(l) I Аь(h-l)Q(А-2 J ) = 0.3743, 

fi (Ab(h) I Аь<h-l)Q(h-2») = 0.3067. 

Подстановка в (V1. 4. 10) дает 

( 0.2958 0.3169 0.3191 0.3743 ) 
А = 2 421n 0.2880 + 45ln 0.3247 + 52ln 0.3258 + 61ln 0.3674 = 0.174. 

И3 таблиц распределения х2 при одной степени свободы (у= 1) 
видно, что предположение о пропорциональности сравниваемых 

вероятностей не может быть забраковано, так как 0.750> Р (XI> 
>0.174»0.500. 

VI.5. МАрковеКИЕ ГИПОТЕЗЫ 

Параграфы V1.2, V1.3 и V1.4 были посвящены таким характе
ристикам последовательностей (однородность, обратимость, про
порциональность), которые не имеют прямого отношения к мар
ковским. Эти характеристики могут иметь место как у марков
ских, так и у немарковских последовательностей. Параграфы 
V1.5 и V1.6 посвящены марковским цепям. В настоящем параграфе 
мы исследуем критерий для статистической проверки гипотезы 

Н т' что случайная последовательность есть однородная цепь 
Маркова порядка т против гипотезы Н m-l О тои, что цепь имеет 
порядок m-1 (m=1, 2, ... может быть любым целым положи
теЛЬНЫ!l1 числом). 
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Индексация гипотез с помощью номера, указывающего по
рядок марковости, удобна в рассматриваемой задаче. В общей 
терминологии, приведенной в гл. III, гипотезе Hт_1 отвечает НО, 
а гипотезе Н", - H 1• 

Мы будем рассматривать критерий, основанный на отношении 
правдоподобия (Anderson, Goodman, 1957; ВiШngslеу, 1961). 

При исследовании марковских альтернатив мы будем полагать, 
что гипотезе Нт отвечает полиномиальное распределение пере
ходных частот 

iiI , J, ..• R; L, 
--.,.--

т 

где 1, J, ... , R - обозначение строки прямоугольной матрицы; 
L - обозначение столбца, а fi I J R' L - случайное число объек-

, J ••• , , '-т 
тов, попавших в клетку, указанную нижними индексами; 

в выборочной последовательности длины N эти переходные ча
стоты распределены по клеткам прямоугольной матрицы с sт 
строками и s столбцами (здесь s - число состояний в исследуемой 
цепи Маркова, а т - ее порядок). 

В такой постановке вопроса функция правдоподобия 

L m (п ., .. , ii . , ... , ii . ) = 1,1, ... ,1,1, J, J, ... Н, L L, L, •.• , L, L 

N! П 7CnI, J, ... , R; L (VI. 5.1) 
П I I,:J, ... , В; L., 

fi I , J, ••• , R; L' I,J, ••. R, LEJP 
I,J, ... ,R,LEc? ---~ 

где 7tI, J, ... , R; L - параметры полиномиального распределения, 

являющиеся вероятностями попадания в клетки прямоугольной 
матрицы; rJ? - множество состояний последовательности (скажем, 
кварц, калиевый полевой шпат и плагиоклаз при исследовании 
гранитов). Эти параметры ограничены соотношениями 

0< 7CI , J, ... , R; L < 1 и ~ 7CI , J, .•• , R; L = 1. 
I, J, .•. , R; LEJP --.--

т 

VI. 5. 2. 

Прямо угольная матрица переходных вероятностей (P I , J, ... , R; L) 
может быть получена путем приведения к единице строк матрицы, 
отвечающей (VI.5.2), по следующей формуле: 

1CI , J, "0' В; L 1tI , J, ..• ) R; L 

PI,J, ... ,R; L = ~ 7с = 7CI J R'" 
'= • - ~ 1, J, о," В; L , ,. О'., , 

т LEJP 

Здесь и в дальнейшем точка означает суммирование по всем 

значениям индекса, замененного точкой. 
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В случае Н т-l параметры полиномиального распределения 
должны удовлетворять (VI.5.2) и кроме того обладать тем свой
ством, что переходные вероятности P1 , J, ••. , В; L подчиняются допол-

---..---
m 

нительному ограничению, заключающемуся в том, что они неза

висимы от первого индекса [. 
Другими словами, величины P1 , J, ... , В; L не меняются при любом 

'-----
т 

выборе [Е rf? Таким об разом, в случае Н т-l матрица переходных 
вероятностей с элементами pT,-У, ... , В; L распадается на s одинаковых 
подматриц с Sm-l строками и S столбцами каждая. Оценки макси
мального правдоподобия вероятностей в случае Н т имеют вид: 

р(т) _ nI , J, ... , В; L 

!:.!.~.3,L- iiI,J, ... ,Л; . 
(VI. 5. 3) 

m 

Для получения оценок при H m_1 мы должны принять тождест
венность некоторых строк переходных вероятностей. Оценка макси
мального правдоподобия вероятностей в этих строках 

p(m-lJ _ n., J, ... В; L 

~ . .:.:..3;L- n.,J, ... ,R;. 
(VI. 5. 4) 

m 

Оценим теперь параметры полиномиального распределения 

-л;(m-l) и -л;(m) 
I,J, ... ,П; L I,J, ... ,В; L· 
'--у-- '--v----

m '" 

Как известно, 

-Л;1, J, ..• , В; L = PI, J, ... , BPI, J, ... , В; L, (VI. 5. 5) 

где P1,J, .... B-вероятНость попадания в строку [, 1, ... , Е, а 

P1, J, ... , В; L -переходная вероятность. Оценки P1, J, ... В одни и те 
же для Нш и H m_1, Т. е. 

р _ n1,J, ... ,В;. 
1,J, ... ,B- N • (VI. 5. 6) 

Таким образом, из (VI. 5. 3) и (VI. 5. 4) получаем 

1t(m-I} 
I,J, ... , R; L 

ft(m) 
J,J, ... ,В; L 

р(т-О 
I,J, ... ,П; L 

р(т) 
I,J, .•. , Н; L 

n., J, ... , В; Ln1, J, ... , В; • (У 5 7) 
n1, J, ... , В; Ln ., J, ... , В; •• 1.. 

Испольsуя выражение для R (об отношении правдоподобия R 
см. гл. I.II), а также (VI. 5.1) и (VI. 5. 7), находим 
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N! 

п fiI,J, ••• , R; L ! 1! 'it(Ш_IJiiI, J, ••• , R; L 
I,J, ... ,R; L 

R = ....:I~,~J'-, .:.: • .:..:.,_В.:..,' L_E::;.~ .. ;-___ _ 
N! 

п fi I , J, ••• ,R; L! 
1, J, ••• , в, LE~ 

I,J, ••• ,R,LE~ 

п 
1, J, ••• , R, LE~ 

1t(т,iiI, J, ••• , R; L 
I,J, ... , В; L 

( 
it(т-lJ )п 

П 1 J R' L 1, J, "" В; L , J ••• , , 

= -t(т) • 
I,J, ••• ,R,LE~ • I,J, ••. ,R; L 

Логарифмируя в соответствии с (VI.4.9), окончательно полу
чаем 

~ _ ln fiI,J, •.• ,R; Lfi.,J, •.. ,R;. 

~ n I , J, ••. , R; L n J В' LfiI J R' 
I,J, •.. ,RJLE~ " , ••• " " •.• ,,' 

(VI. 5. 8) 

При изучении наблюдаемых последовательностей на первом 
этапе работы следует проверять гипотезу о последовательности 
независимых испытаний Но против предположения о том, что 
она является простой (первого порядка) цепью Маркова. В этом 
случае формула (VI.5.8) преобразуется к виду 

(VI. 5. 9) 

Следующий шаг заключается в проверке марковости первого 
порядка против марковости второго порядка. В этом случае 
из (VI. 5.8) следует формула 

A~!';~~ ~ пI IJ'EL ln (~., J; .~I, J; L ) • \ 

I ~J'L "'.,,= n.,J;LnI,J;. I , , .~1f~ ~.....,...,..... ... .,..,. , 

~(VI. 5. 10) 

Далее, альтернативные гипотезы для более высоких порядков 
марков ости проверяются по формулам, получаемым тем же спо
собом из (VI.5.8). 

Отыщем теперь число степеней свободы для А (Леман, 1964, 
с. 426; Уилкс, 1967, с. 416; глава 111 и § VI.4 этой книги). Един
ственными параметрами, чьи оценки входят в статистику А, 
являются переходные вероятности Р1 J R' L' В случае Hrn имеется , .... , , 

независимых параметров, так как мы имеем srII ограничений типа 

~ р 1" J 'R''''L = 1. 
LE{8} '.' ••• ,. '-

в случае Нт-l число независимых параметров меньше, так 
как в матрице переходных вероятностей имеется s идентичных 
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подматриц с Sm-l строками и с s столбцами в каждой. Для общей 
подматрицы имеется только sm-1 ограничений в соответствии 
с числом строк в подматрице. Таким образом, мы имеем 

Vт-l = 8(m-l) Х 8 - 8(т-l) 

независимых параметров. 

Как указано на с. 361, если H m_1 истинна, то статистика А 
асимптотически распределена как центральное х2 с V= V т - V т-l 
степенями свободы, где V - число степеней свободы; Vт - число 
независимых параметров из Нт; V'n_l - число независимых пара
метров из Hт-l' Обе эти гипотезы отражены в А. В итоге имеем~ 

V = 8(tn-l) (8 _1)2. (VI.5.11) 

При проверке бернуллиевской гипотезы против марковской 
первого порядка m=1 и v=4, в случае проверки цепи первого 
порядка против цепи второго порядка m=2 и v=12 (если s=3). 

В частном случае, когда m=1, критерий, основанный на 
отношении правдоподобия, совпадает с информационным крите
рием Rульбака (Rульбак, 1967) для проверки независимости по 
таблице сопряженности с двумя входами. Однако при m=2 и 
для более высоких порядков критерий, используемый нами, 
не совпадает с кульбаковским для трехвходовой таблицы сопря
женности и для подобных же таблиц с большим числом входов 
(Rульбак, 1967, с. 167-174), (если s=3). 
При м ер VI.4. Проверим непротиворечивость марковских 

гипотез последовательности зерен кварца (Q), калиевого полевого 
шпата (Or) и плагиоклаза (АЬ) в аплитовидном граните из карьера 
близ Данбити в юго-западной ШОТЛ'андии. 

Всего было исследовано q переходов с зерна на зерно. Они 
образовывали k кусочных подпоследовательностей, которые со
ставляли изучаемую последовательность. Таким образом, при 
построении матрицы переходных вероятностей для проверки мар

ковости первого порядка мы теряем k-1 наблюдение, при про
верке марковости второго порядка - 2 (k-1) наблюдений и т. д. 
Другими словами, для проверки марковости первого порядка 
сохраняется N -k+1 наблюдение, для второго порядка марко
вости N -2 (k-1) наблюдений и т. д. 

Матрица переходных вероятностей на один шаг для исследо
ванного гранита следующая: 

Or Q АЬ 

Or ( 227 542 1019) 
1.& I; L = Q 521 291 411 . 

АЬ 1041 392 559 

Подсчитывая А по формуле (VI. 5. 9), проверяем, что представ
ляет собой последовательность с точки зрения альтернативы - бер-
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нуллиевская последовательность против простой марковской цепи. 
Частоты и общее число наблюдений следующие: 

nll = 227, Па = 542, n13 = 1019, ... , nзз = 559, n1. = 1788, n2• = 1223, 

nз.=1992, n.1=1789, n.2=1225, n.з =1989, N=5OO3; 

( 227 Х 5003 542 Х 5003 1019 Х 5003 
А = 2 227 ln 1788 _ 1789 + 542ln 1788 Х 1225 + 1019 ln 1788 Х 1789 + 

521 Х 5003 291 Х 5003 411 Х 5003 
+ 521ln 1223 Х 1789 + 291ln 1223 Х 1225 + 411ln 1223 Х 1989 + 

1041 Х 5003 392 Х 5003 559 Х 5003) 
+ 1041ln 1992 Х 1789 + 392ln 1992 Х 1225 + 559ln 1992 Х 1989 = 

=2 [227 Х (-1.0357) +542 ХО.2135+ 1019 Х 0.4662 +521 Х 0.1748 + 

+ 291 Х (-0.0284) + 411 Х (-0.1684) + 1041 Х 0.3791 + 

+ 392 Х (-о .2182) + 559 Х (-о .3482)] = 967.46. 

Если бы мы имели последовательность независимых испыта
ний, то число степеней свободы для распределения А при трех 
~остояниях определялось бы по формуле (VI.5.11) и было бы 
равно 4. Из таблицы распределения х2 мы находим, что для 5%-го 
уровня значимости X~.05=9.5 при \1=4, а для 1 %-го уровня x~.o]= 
=13.3. Поскольку наблюденное значение х2=967.46, очевидно, 
что гипотеза о независимых испытаниях должна быть отброшена. 

Переходим к следующей альтернативе. 
Теперь мы должны проверить гипотезу о марковости первого 

порядка против гипотезы о марковости второго порядка. Выбороч
ная матрица, по которой проводится проверка, дана ниже: 

Or Q АЬ 

OrOr 47 69 110-

OrQ 253 116 117 

OrAb 618 156 243 

QOr 69 176 275 

Nr,J;L = QQ 112 86 92 . 
QAb 171 110 129 

AbOr 111 297 630 

AbQ 153 88 149 

АЬАЬ 247 123 18 

Используя формулу (VI.5.10), получаем статистику А. В этом 
случае необходимо подсчитать 27 членов по формуле (VI.5.10). 
Первый член таков: 

47 Х (226 + 520 + 1038) 47 Х 1784 
471n 226 Х (47 + 69 + 111) =47ln 226 Х 227 471n 1.634. 
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Получен этот член так. В клетке OrOrOr матрицы N r , J; L 

имеется 47 наблюдений; n.ог. равно сумме частот во всех клетках, 
где второй индекс Or, а первый и третий произвольны. Таким 
образом, 226 есть сумма 47+69+110 и равна частоте в строке 
Or Or. Аналогично 520 есть сумма 69+176+275, а число 1038 об
разовано из 111+297+630. В знаменателе 226 отвечает nr, J;. из 
(VI.5.10). Здесь 1 и J означают Or и, таким образом, это число 
совпадает с nог,Ог;. И равно сумме частот в строке Or Or или 47+ 
+69+110. Часть знаменателя в скобках отвечает n.,J; L в (VI.5.10) 
или в нашем случае n.,Ог; Ог. Это сумма частот во всех клетках 
с последними двумя индексами Or Or и произвольными первыми 
индексами (т. е. Or, Or; Or; Q, Or; Or и АЬ, Or; Or с частотами 
47+69+111). По указанному способу находим 

( 47 Х 1784 69 Х 1784 110 Х 1784 
А = 2 47 In 226 Х 227 + 69 In 226 Х 542 + 110 ln 226 Х 1015 + 

_ 253 Х 1219 116 Х 1219 170 Х 1219 
+ 2531n~ 539 Х 518 + 116 In 539 Х 290 + 170 In 539 Х 411 + 

618 Х 1981 156 Х 1981 243 Х 1981 
+ 618 In 1017 Х 1036 + 156 In 1017 Х 389 -t- 243 In 1017 Х 556 + 

69 Х 1784 176 Х 1784 275 Х 1784 
+ 69In 520 Х 227 + 1761n 520 Х 542 + 275 In 520 Х 1015 + 

112 Х 1219 86 Х 1219 92 Х 1219 
+ 112 In 290 Х 518 + 86 In 290 Х 290 + 92 In 290 Х 411 + 

171 Х 1981 110 Х 1981 129 Х 1981 + 171In 410 Х 1096 + 110 In 410 Х 389 + 129 In 410 Х 556 + 
111 Х 1784 297 Х 1784 630х 1784 

+ 1111n 1038 Х 227 + 297 In 1038 Х 542 + 630 In 1038 Х 1015 + 
153 Х 1219 88 Х 1219 149 Х 1219 

+ 153 In 320 Х 518 + 881n 390 Х 290 + 149 In 390 Х 411 + 
247 Х 1981 123 Х 1981 184 Х 1981) + 247 In 554 Х 1036 + 123 In 554 Х 389 + 184In 554 Х 556 = 

= 2 (47 ХО.4910 + ... + 184 Х 0.1681) = 100.57. 

Формула (VI.5.13) для подсчета числа степеней свободы дает 

v = 3 (3 - 1)2 = 12. 

Из таблицы распределения х2 видно, что для 1 % -го уровня 
при 12 степенях свободы X~.Ol=28.3, но мы имеем 100.57. Таким 
образом, гипотеза о тождестве наблюденной последовательности 
с простой цепью Маркова может быть уверенно забракована. 

Переходим теперь к выяснению вопроса о том, насколько наблю
денная последовательность не противоречит предположению о том, 

что она отвечает цепи Маркова либо второго, либо третьего по
рядка. Для этого вводится альтернатива о цепи второго порядка 
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против цепи третьего порядка.l Повторяя вычисления для матрицы 

N I, J, К, L, содержащей 81 клетку, мы получили 
А=29.4, '1=36. 

На основании данных таблиц распределения х2 можно убе
диться, что полученное значение не бракует гипотезы о том, 
что изучаемая последовательность является цепью ~apKOBa вто
рого порядка. 

VI.6. ЧАСТНАЯ МАРКОВОСТЬ 

Как отмечал ось в гл. IV, изучение геологических явлений 
привело к тому, что были обнаружены такие случайные последова
тельности марковского типа, в которых через разные состояния 

или сочетания состояний nаблюдаются переходы разного порядка 
марковости, равно как через отдельные состояния возможны 

существенно немарковские переходы. Такие структуры обсужда
лись в гл. IV, где они были названы частными марковскими 
переходами (частная марковость); там же отмечалась их харак
терность для геологических объектов. 

Ситуации, возникающие при наличии частных марковских 
переходов, очень разнообразны. Вследствие этого нет критерия, 
охватывающего все случаи; для каждой задачи необходима соб
ственная проверочная процедура. Поэтому и расчет числа степеней 
свободы для критериев А и х2 В разных задачах различен. В таких 
обстоятельствах кажется разумным изложить методику статисти
ческой проверки частной марковости на материале конкретных 
примеров. 

При м е р VI. 5. Простейший случай проверки частной мар,.. 
ковости сводится к следующему. ~ы хотим проверить гипотезу, 
что переход через некоторое фиксированное состояние является 
простым марковским без определения марковского типа такого 
перехода через другие состояния (Но). Н1 В этом случае отвечает 
любой случайной последовательности (мы изучаем только одно
родные последовательности). 

При численной проверке отмеченной альтернативы мы заме
няем исследование простой марковости, как было отмечено 
в гл. IV и как мы только что поступили в предыдущем параграфе, 
исследованием марковского признака первого порядка. В этом 
случае мы берем матрицы P I , L И P I , J; L И сравниваем переходные 
вероятности через фиксированное состояние х (переход через 
которое мы изучаем). Эта процедура аналогична процедуре, рас
смотренной в § VI.5, где мы изучали вопрос о том, как отличить 
марковские свойства цепи первого порядка от 'Соответствующих 

1 Поскольку вычисления с матрицей NI, J, К; L в принципе ничем не 
отличаются от работы с матрицей N I, J; L' матрицу N I , J, К; L мы не 
приводим. 
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свойств цепи второго порядка. Однако вместо сравнения всей 
матрицы P r; L (1, L Е cfJ') со всей матрицей P r, J; L (1, 1, L Е cfJ'). 
с которыми мы имели дело в § IV.5, здесь мы берем подматрицы 

Px;L(LE<P') И Pr,x;L(I, LE<P'), (IV.6.1) 

в то время как состояние х фиксировано. 
Легко заметить, что оценка максимального правдоподобия 

для переходных вероятностей в этом случае аналогична рассмот
ренным в § VI.5. Однако статистика отношения правдоподобия А 
строится с учетом данных, вошедших только в матрицы (VI.6.1), 
и имеет соответственно иное число степеней свободы, чем ста
тистика А, рассмотренная в § VI.5, хотя вид асимптотического 
распределения сохраняется. Это распределение является цен
тральным х2 , если Но истинно, и нецентральным, если НО неверно. 
В случае Н1 имеется 8 (8-1) независимых параметров (переход
ных вероятностей), где 8 - число состояний в cfJ'. При НО имеется 
s-1 независимых переходных вероятностей. Таким образом, 

'1 = 8 (8 -1) - (8 -1) = (8 _1)2. 

в частности, если 8=3, как это имеет место во многих наших 
исследованиях, \1=4. 

Проверим теперь, что переходы через х и у являются простыми 
марковскими одновременно. Поскольку центральное х2 обладает 
аддитивностью, равно как аддитивно число степеней свободы, 
мы имеем (для трех состояний в cfJ') 

.А:&, У = .А:& + .Ау 
с восемью степенями свободы. В то же время статистика 

.А:&. у. 11 =.А:& + .Ау + .Az 

имеет 12 степеней свободы. Эта статистика является одновременно 
статистикой А в § VI.5, которую мы использовали для проверки 
гипотезы о марковской цепи первого порядка против альтернативы 
о цепи второго порядка при трех состояниях. 

В тех случаях, когда необходимо проверить марковские ги
потезы относительно нескольких переходов, имеющих различный 
марковский порядок, оценки максимального правдоподобия для 
переходных вероятностей довольно сложны. В этих случаях мы 
использовали оценки минимума х2 и соответственно статистику х2• 

Если необходимо проверить гипотезу о том, что переход через 
некоторое сочетание состояний является марковским порядка m1 , 

а через другое сочетание состояний - марковским порядка 
т2 > т1 (Но), то в качестве альтернативы Н1 следует использовать 
цепь с марковским порядком выше т2 • Наименьший порядок 
цепи в этом случае будет т2+1. Поэтому полезно принять в ка
чеСтве альтернативы марковскую цепь с порядком перехода на 
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единицу выше, чем марковский порядок сочетания с наивысшим 
порядком марковского перехода. 

Методика оценивания переходных вероятностей и расчета 
числа степеней свободы разъясняется следующим примером. 

Пусть проверяется предположение о том, что переход через 
~очетание a~A+l) ••• аУ;+т) является маРКОБСКИМ порядка т про
тив альтернативы, что этот переход марковский порядка r > m. 
Тогда статистика, основанная на минимуме х2 , отыскивается 
~ледующим образом. 

Берем матрицу переходных частот размерности r Х в. В этой 
матрице мы рассматриваем только те строки, которые оканчи

ваются изучаемым сочетанием, т. е. строки вида 

т 

(VI. 6.2) 
. -------

т-т т 

первые r-m состояний произвольны (что мы обозначили *). 
При Но переходные вероятности во всех строках с такими входами, 
как в (VI.6.2), одни и те же, независимо от того, какое сочетание 
состояний располагается на местах, указанных *. в этом случае 
оценка переходных вероятностей с помощью минимума х2 (Рао, 
1968) получается суммированием соответствующих частот во всех 
идентичных строках и последующим делением на общую сумму 
по всем этим строкам. Например: 

ii ••• I ... L; :r; -------p(a1h+T+l) !alh+rJ "0 alMt-т) ** ... *)=--==-=-т_-т=---,т",-__ 
--....- ~ fi, ••• I ••• L;:r; • 
Т-т "'Е"" ;:::;;;---т--

Для вычисления числа степеней свободы необходимо взять число 
независимых параметров в Н1 и вычесть из него число независимо 
оцениваемых параметров для НО' В нашем примере независиМblМИ 
параметрами являются переходные вероятности. 

ДЛЯ Н1, если мы имеем s состояний, имеется в-1 независимых 
переходных вероятностей в одной строке; общее число строк 
равно вт-т; таким образом, v1=(s-1) вт-т. 

Для Н о мы предполагаем, что все эти вт-т строк идентичны. 
Таким образом, фактически имеется одна строка с в-1 независи
мым параметром, т. е. 

vo=8-1. 

Итак, 

v =Vl- vo= (8-1) 8т-т _ (8 -1) = (8 -1) (8,,-т -1). 

Если есть необходимость, то можно проверить одновременное 
существование нескольких марковских переходов для различных 

сочетаний против альтернативы об одном определенном марковском 
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порядке в цепи в целом. Для этой цели достаточно построить 
критерий для проверки отдельных сочетаний и сложить получен
ные статистики, объединяя величины с центральным х2-распре
делением и складывая соответствующие числа степеней свободы. 
При м е р VI.6. ДЛЯ шлифа АЫХ-44 из Якутии (материалы 

М. А. Романовой) необходимо было проверить следующие альтер
нативы. Но - переход через Q является марковским первого 
порядка, а переход через сочетание зерен Or(h-1 J Аь{А) - маркоВ
ский второго порядка против НН когда оба эти перехода являются 
марковскими третьего порядка. 

Обратимся к матрицам частот наблюдаемых переходов для 
проверки соответствующих альтернатив. 

Сначала образуем статистику х2 для переходов через зерно 

кварца (Q). Для этого отберем из матрицы N1 , J, K;L все строки, 
оканчивающиеся переходом через Q. В итоге получим матрицу 
и вектор 

Or Q АЬ ~ 

OrOrQ О 1 1 2-

OrQQ 1 3 3 7 
OrAbQ 5 2 16 23 

Q OrQ о 2 3 5 

N1,J, Q; L = Q Q Q 1 3 9 13 . (VI. 6. 3) 

QAbQ 3 11 27 41 
AbOrQ 7 4 18 29 

AbQQ 4 8 19 31 
AtAtQ 7 19 45 _71 

Если Но истинна, то существует только одна строка теорети
ческих переходных вероятностей для всей матрицы (VI. 6. 3). Эта 
строка имеет вид 

в этом случае мы имеем следующие оценки: 

jf (Or(1')/QCh-l)) = 

0+1+5+0+1+3+7+4+7 ~ 
= 2 + 7 + 23 + 5 + 13+41 + 29 + 31 + 17 = 222=0.128 

ft (Q(h)/QCh-l») = ::2 = 0.239, 

ft (At(h) /Q{h-l)) = ~~~ = 0.635. 

(VI. 6. 4) 

Найдем теперь теоретические частоты для матрицы N 1 , J, е; L. 

ОНИ могут быть получены умножением сумм, стоящих справа 
в (VI. 6. 3), на соответствующие значения р, что дает 
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Ог Q АЬ 

Ог Ог Q о .3 О .5 1 .3 

OrQQ 0.9 1.7 4.4 

Ог АЬ Q 2.9 5.5 14.6 

QOrQ 0.6 1.7 3.2 

NJ,J,Q;L= QQQ 1.6 3.1 8.3 • 
Q АЬ Q 5.3 9.8 26.0 

АЬ Ог Q 3.7 6.9 18.4 

AbQQ 3.97.419.7 

АЬ АЬ Q 8.9 17.045.1 

Подсчет показывает, что Xf6 (Q)=13.63. _ 
16 степеней свободы были найдены так. В матрице N J, J, Q; L 

при 1, 1, LE {Or, Q, АЬ} имеются 18 независимых параметров 
(переходных вероятностей), которые должны быть оценены. Со
гласно НО, в этой матрице имеются только две переходные веро
ятности, которые необходимо оценить и которые могут быть най
дены из (VI.6.4). 

Таким образом, 
'1 (Q) =18- 2=16. 

Вычислим теперь статистику х2 для случая перехода через 
Or(h-l) Аь(п). Согласно Н}! этот переход является марковским 
третьего порядка. Этому переходу отвечает 

Ог Q АЬ ~ 

ОГ Ог АЬ (5 4 7) (16) 
NJ , (Or, АЬ); L = Q Ог АЬ 8 3 10 21. 

АЬ Ог АЬ 37 14 40 91 

Для гипотезы Н о этим трем строкам отвечает одна строка тео
ретических переходных вероятностей 

* Ог АЬ (.~~ .~. ~~). 
Вероятности для этой строки оцениваются ниже: 

« (ог(п)1 Аь<h-I)Ог(h-2)х<h-З») _ 5 + 8 + 37 _ ~ _ 0391 
l' - 16 + 21 + 91 - 128 -. , 

21 
р (Q(h) IАь(h-l1Qг(h-2)х(h-З») = 128 = 0.164, 

57 
ft (At(h)1 Ab(h- 1 Юг("-2)х(h-З») = 128 = 0.446. 

По этим данным рассчитываем теоретическую матрицу 
Ог Q ЛЬ 

ОгОгАЬ (6.з 2.6 7.1) 
N J , (Ог, АЬ); L = Q Ог АЬ 8.2 3.4 9.3 • 

АЬ Ог АЬ 35.6 14.9 40.5 
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Сравнение теоретической матрицы с наблюдениями дает 
хНОг, АЬ)=1.23. Число степеней свободы v=6-2=4. Теперь 
мы можем проверить сложную гипотезу о том, что переход через 

Q - марковский первого порядка, а переход через Ог АЬ - марков
ский второго порядка. Для этой гипотезы мы получаем x~o (Q и 
Ог, АЬ) = 14.86, в то время как x~o, отвечающее уровню 5%, 
равно 31.4. 

Таким образом, наблюдения не противоречат гипотезе о том, 
что в изучаемой последовательности переход через Q имеет пер
вый, а через сочетание (Or, АЬ) - второй марковский порядок. 
Как мы видели, статистика H 1 : Н2 параграфа VI.5 образуется 
как сумма статистик для проверки простоты каждого частного 

перехода (соответствующее распределение х2 имеет суммарное 
число степеней свободы). В указанных условиях может случиться, 
что одно из этих слагаемых будет достаточно велико, чтобы про
стота соответствующего частного перехода была забракована, 
однако сумма слагаемых недостаточно велика для того, чтобы 
забраковать Н1 : Н2 в целом. Решение об истинной структуре 
цепи в этом случае принимается по частному переходу. Так, 
например, в вольфрамоносных гранитах Куросики (о-в Хонсю, 
Япония) В образце lY К-4 при состояниях Ог, Q и ЛЬ в однород
ной последовательности значение А дЛЯ H 1 : Н2 было равно 18.89, 
т. е. решение было в пользу Н1• В то же время частный переход 
через ЛЬ дал значение х2 , равное 14.19, т. е. бракующее про
стоту перехода через ЛЬ на 5%-м уровне. 

VI.7. ОПЫТНАЯ ПРОВЕРКА СОСТОЯТЕЛЬНОСТИ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ ТЕСТОВ О ПОРЯДКЕ МАРКОВОСТИ 

Истинность заключения, полученного с помощью критериев 
из (VI.5) и (VI.6), проверяющих соответствие наблюдениям ги
потез о марковском переходе в последовательности, зависит от 

соблюдения (как отмечалось во введении к этой главе) двух усло
вий: последовательность должна быть однородна и ее марковский 
порядок должен быть конечен. Тогда, как следует из состоятель
ности критериев, при неограниченном увеличении длины последо

вательности правильное решение получается С вероятностью, 

стремящейся к единице. Однако, как было показано в гл. У, 
преобразование марковских цепей часто приводит к превращению 
их в существенно немарковские последовательности с бесконечным 
порядком марковости при сохранении однородности. При этом 
возникает вопрос, будет ли при последовательной проверке Н т 
против Hт+1 (m=О, 1, ... ) всегда, начиная с достаточно большой 
выборки, приниматься решение в пользу Н m+l или ВОЗМQЖНЫ дру
гие варианты. Вопрос этот пока не решен. 

В настоящем параграфе мы рассмотрим опытным путем поведе
ние статистических тестов, проверяющих порядок марковского 
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признака из § VI.5 дЛЯ случая марковских и существенно не:мар
ковских последовательностей. Допустим, что мы исследуем ко
нечное число пар альтернатив Но: Н1, Н1 : Н2 , ••• , H k _1 : H k 

по одной выборке, соответствующей одной достаточно длинной 
реализации. Рассмотрим две ситуации. В первом случае выборка 
взята из последовательности, представляющей стационарную, 
эргодическую марковскую цепь порядка r < k. Во втором случае 
выборка взята из существенно немарковской последовательности. 
Эту последовательность мы полагаем стационарной (см. п. IV.2.2), 
а оценки матриц переходных вероятностей P 1 ; J, P 1 , J; К, 
... , P 1 , J, ... , R; L, полученные по одной реализации, состоятельными, 
как это имело бы место для эргодической марковской цепи. 

В обеих отмеченных ситуациях при проверке Н[_I: Н[ дЛЯ 
всех l мы использовали одинаковый уровень значимости (J. (1 или 
5%). В марковском случае мы говорим, что по выборке получено 
правильное решение, если гипотезы НО, Н1 , ... , Н"_1 бракуются, 
а гипотезы Н"+I' Hr+2' ... , H k _1 не бракуются. Как легко заме
тить, это соответствует корректному принятию решения, когда 

фактически порядок марковости есть т. 
В существенно немарковском случае мы называем решение 

правильным, если все Но, Н1 , ... , H k _1 последовательно бра
куются. Это соответствует бесконечному порядку марковости, 
который «больше», чем О, 1, ... , k-1. 

При извлечении выборки из марковской цепи порядка r тест 
для альтернативы Н"_1 : Н,. состоятелен (см. § VI.5). Это означает, 
что в альтернативе Н"_1 : Н,. вероятность принятия правильного 
решения будет как угодно близка к единице, если обеспечено 
достаточно большое число наблюдений N. При этом возникает 
практический вопрос, можно ли обеспечить достаточно большое N 
в повседневной работе. N зависит прежде всего от специфики 
цепи. Очевидно также, что при прочих равных условиях N тем 
больше, чем выше порядок r цепи и чем больше в ней состояний. 

В случае существенной немарковости нам неизвестно, будут ли 
вообще указанные тесты состоятельны. В этом случае неизвестно, 
гарантировано ли правильное решение даже тогда, когда объем 
выборки мог бы быть увеличен произвольно. 

Излагаемые ниже результаты опытов показывают (для неко
торых простейших случаев), каков должен быть объем выборки 
для обеспечения достаточно большой вероятности принятия 
правильного решения. 

В качестве исходных были взяты две эргодические цепи Мар
кова первого порядка соответственно с матрицами переходных 

вероятностей и с векторами распределений начальных состояний: 

а Ь 2 а Ь 1 

Р '. '~ : (~:~ ~:~). .\" ~ ( ~} P I • '~ (~:;: ~ :~:) •• }"' ~ (:). (VI. 7. 1) 
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Для каждой из этих цепей моделировались по два варианта 
выборок объемом N=1000, N=2000, N=4000 и N=6000. Уже 
для выборок объемом N =1000 в каждом из всех четырех опытов 
принималось правильное решение. Иными словами, в последова
тельности альтернатив Но браковались, а Н1, Н!, Нз И Н4 - не 
браковались. То же происходило для остальных выборок боль
шого объема. Таким образом, в наших экспериментах одной ты
сячи наблюдений оказалось вполне достаточно для. получения пра
вильного решения при изучении выборок из простых цепей. 
f Полученные реализации использовались далее для перестройки 
их в реализации существенно немарковских последовательностей. 
Поскольку нельзя моделировать существенно немарковскую после
довательность, задавая начальные распределения и последова

тельность матриц переходных вероятностей, мы провели это моде
лирование на основе теоремы У.6. ДЛЯ этого брались все получен
ные ранее реализации и в каждую из них случайным образом, 
с постоянной вероятностью 7t добавлялись элементы состояния Ь, 
обозначавшиеся Ь*; Ь* могли добавляться только между каждыми 
двумя смежными элементами Ь в первичной реализации. Получив 
указанным способом новую реализацию, мы укрупняли Ь и Ь*, 
т. е. не различали эти элементы в окончательной последователь

ности, полагая b'=bUb*. Из теоремы У.6 следует, что получен
ная реализация будет реализацией существенно немарковской 
последовательности независимо от того, каковы значения 0< 
< 7t < 1 и матриц переходных вероятностей P I • J исходной ста
ционарной эргодической простой цепи Маркова. Хотя существен
ная немарковость получается безотносительно к тому, большим 
или малым было взято 7t, следует ожидать, что для статистиче
ского теста отличить марковскую реализацию от немарковской 
тем труднее, чем меньше 7t. Соответственно в наших опытах каж
дая выборка преобразовывалась для двух значений 7t. При этом 
7t1 =0.1 (малая интенсивность нарушения марковости) и 7t2=0.8 
(большая интенсивность нарушения марковости). Соответственно 
этому были получены 32 выборки из существенно немарковских 
последовательностей . .как для малого, так и для большого значе
ния 7t ни одна выборка объема 1000, 2000 и 4000 не дала правиль
ного решения (определение (<Правильного решению> см. на с. 375). 
Для выборок объема N =6000 при обоих значениях 7t было полу
чено правильное решение. Таким образом, опыты показывают, 
что для корректной идентификации существенно немарковских 
последовательностей необходимо очень большое число наблюде
ний. 

Оставалось неясным, вызывается ли необходимость очень 
большого числа наблюдений существенной немарковостью или 
обнаруженное явление характерно вообще для марковских цепей 
высоких порядков. Для выяснения вопроса мы промоделировали 
дополнительно четыре выборки из реализаций марковских цепей 
пятого порядка. Так как задание цепей пя.того порядка рекур-
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Т а б л и ц а VI.1 

Суюцественно немарковские последовательности 

Значения тестовых статистик для проверки 
марковских гипотеа 

Номер НО :Н1 Н,:Н, Н,: Нз Н.:Н. Н. :Н. 
Параметры исходной и объем 

простой цепи 1t исходной U 11 11 11 --11-

выборки .... '" §:~ 3~ ~'" r;;", 
00 • ..... 

~1i 
~'" ~OC> 

~II ~'jJ ~11 
","1 
,,:11 

о>с 0>0 0'0 ",О "'о 
?< ,., ?< ,., ?< 

n1=1000 65.8 0.5 3.7 3.3 14.3 
n2=1000 127.9 6.0 0.0 0.9 0.7 
n1=2000 87.8 0.5 4.6 6.8 30.1 
n2=2000 105.3 4.0 6.9 16.2 29.3 

0.1 n1=4000 271.0 2.7 6.0 6.9 19.6 
n2=4000 202.9 2.5 9.5 6.9 20.0 

Рц= (0.75 0.25) n1=6000 290.6 28.3 33.5 100.1 98.4 
0.50 0.50 n2=6000 242.8 54.6 59.7 165.0 131.7 

Р(2) = (2/3) n1=1000 153.1 12.9 18.7 5.7 22.9 
1/3 n 2=1(ЮО 149.7 16.5 28.3 10.8 24.0 

n1=2000 291.8 55.7 41.9 11.9 2R.9 
n2=2000 102.0 1.7 4.3 7.6 34.9 

0.8 n]=4000 656.8 88.9 89.6 24.6 25.9 
n2=4000 648.7 96.0 133.7 35.7 20.3 
nl=6000 694.0 265.7 167.6 193.6 155.2 
n2=6000 786.1 216.1 146.8 130.8 104.1 

n1= 1 000 502.8 0.4 5.2 9.8 8.2 
n2=1000 269.5 1.35 2.85 3.96 9.60 
nl=2000 457.0 0.5 9.1 2.4 10.7 
n2=2000 457.9 1.6 8.5 4.4 24.6 
n1=4000 1111.8 2.3 5.6 9.8 15.4 
n2=4000 1077.4 3.1 5.1 7.2 32.3 

0.1 nl=6000 16.3 27.4 21.9 112.8 57.2 
n2=6000 12.0 13.1 17.7 68.4 36.6 

P'j= (0.75 0.25) n1=1000 423.8 4.2 16.0 9.8 15.4 
0.25 0.75 n2=1000 435.1 8.4 9.5 3.9 10.9 

nl=2000 573.8 0.3 8.8 1.5 11.0 
0.8 n2=2000 836.1 16.3 35.1 9.1 22.3 

Р(2)=(1/2) nl=4000 182.1 39.4 40.4 31.7 25.7 
1/2 n2=4000 108.5 99.6 48.7 21.3 22.8 

n1=6000 21.5 205.5 152.9 136.6 72.1 
n2=6000 40.3 198.2 193.0 97.9 57.3 

При м е ч а н и е. Здесь и в табл. VI-2 в скобках при "/.' укаааво число степеней 
свободы, 0.05 - уровень значимости. 
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Т а б л и Ц а ·YI.2 
Цепи пятого порядка 

Значения тестовых стаmстик для про верки 

Номер 
марковских гипотез 

Параметры исходной и объем 
простой цепи исходной Н.:Н, Н,:Н. Н.:Н. Нз:Н, Н,:Н, 

выборки 

хб 05 (1) = хб.05 (2)= хб.05 (4) = хб.О5 (8)= x~.05 (16)= 
·=З.8 =6.0 =9.5 =15.5 =26.3 

Рц= (0.75 0.25) n1=1000 585.2 69.4 87.7 118.3 185.7 
0.500.50 n2=1000 574.6 71.3 90.1 122.5 192.7 

Р(2 1 = (2/3) n1=2000 1097.0 147.3 186.0 251.0 393.3 
1/3 n2=2000 1104.7 144.6 182.0 244.8 380.5 

P j = (0.75 0.25) ~=1000 590.9 86.1 113.7 163.5 313.3 
0.250.75 n2=1000 571.9 88.9 117.9 169.6 326.2 

Р(9) = (1/2) n1=2000 1108.1 186.3 243.2 354.2 685.3 
1/2 n2=2000 1116.1 184.1 241.3 350.7 676.5 

рентным способом весьма громоздко, мы и здесь прибегали к пре
образованию простых цепей. В данном случае была использована 
теорема V.8. В восьми выборках, из которых четыре имели объем 
1000 и 2000 наблюдений, соответствовавших простым цепям Мар
кова с матрицами (VI.7.1), было произведено следующее пре
образование. R каждой серии элемента Ь детерминировано добав
лялось по 4 таких же элемента. В результате по теореме V.8 
получал ась реализация цепи Маркова пятого порядка. Опыты 
показали, что во всех восьми случаях с весьма убедительными 
значениями статистик принимаются правильные решения; кор

ректная идентификация цепей высокого порядка достигалась уже
при объеме выборки N=1000. Таким образом, создается впечатле
ние, что для корректных выводов на основе изучения случайной 
последовательности опасность представляет существенная немар

ковость последовательности, а не ее высокая, но конечная мар

ковость. 

Изложенные выводы основываются на данных табл. VI-1 и 
VI-2·1 

Рассмотрены принципы проверки статистических гипотез одно
родности, обратимости и порядка марковости случайных последо
вательностей. Изложена техника проверки статистических гипотез 
о порядке марковости и однородности. Дан новый критерий для 
проверки гипотезы об обратимости марковских цепей, часто 
используемых в геологии. Показаны :методы проверки гипотез 
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о частной марковости. Приведены новые результаты численных 
экспериментов на ЭВМ, показавшие возможные источники ошибок 
при работе с существенно немарковскими последовательностями. 

Изложение иллюстрировано примерами из геологической прак
тики. Примеры подробно разобраны с описанием деталей вычисле
ний. Все это предостерегает от возможности ошибок в выводах, 
получаемых с помощью существующих критериев, и свидетель

ствует о необходимости проверки этих выводов различными ме
тодами. Подчеркивается важность использования концептуальных 
:моделей. 
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стационарная 125-129, 227 
существеппо немарковская 234, 
246, 325-328, 332, 377 

Правило фаз 23 
Преобразование Лапласа 58, 294 
- - векторной случайной вели-

чины 80 
марковских цепей 296 
случайных величнн 98-110 

линейное 99-102 
- - нелинейное 102-110 



- Фурье 59, 294 
Признак марковский 291, 292, 311, 

312 
Проекция распределения 75 
Произведение вероятностных про

странств 70, 71 
- скалярное 265 
Пространство вероятностное 41, 42, 

50, 71, 72, 224, 225 
- выборочное 159 
-евклидово R1 46 
- евклидов о R ll 71-76 
- измеримое 50, 71 
- элементарных событий 42, 43 
- - - дискретное 42 
Профилирование 218 
Процентный пересчет 106-113, 205, 

212 
Процесс Винера 134 

восстановления 138 
- - при вулканичеСRОЙ деятель-

ности 138 
- гауссовский стационарный 130 
- детерминированный 26, 219 
- диффузионный 134 
- марковский 130-132 

- однородный 131 
Пуассона 132-134 
случайный 27, 129 

точечный 62, 135-139 
- изотропный 136 

, интенсивность 136 
- Пуассона 62 
- стационарный 136 

снезависимыми приращениями 

132 

Размах 157 
Разность множеств 43 
Разрежение в случайной последова

тельности 298, 319,320,336-339 
Рандомизация 114, 115 
Распределение Бернштейна 106, 

108, 109, 112, 113, 205 
- биномиальное 59-61, 170 

- зерен в шлихе 60, 177 
вероятностей концентраций 153, 
205-212 
- начальное 226 
- предельное в марковских це-

пях 253-262 
- стационарное 252 
- усеченное 176-178 
- условное 89-94 
- частное 121, 122 
гамма 67-69 
геометрическое 62 
- для марковских цепей 63, 
247, 248 

- Ноши 69 
- - n-мерное 87-89, 101 
- коэффициента спектральной яр-

кости 115 
логарифмичеСRИ нормальное ЗО~ 
32 
нормальное 65-67 
- n-мерное 82-87 
- - вырожденное 84, 109 

- полиномиальное 80-82, 162 
- Пуассона 61, 62 

равномерное 64, 65, 191 
серий в марковских цепях 246" 
247, 248-250, 287, 288 
случайной величины 45 
- - абсолютно непрерывно& 
51, 63-69 

- векторной 69, 72-76 
- - марковское 98 
- дискретное 51, 59-63 
- маргинальное 73, 75 
- смешанное 52 
- условное 89-94 

- x~ центральное 67-69, 166 
- ЭRспоненциальное 63 
- - для марковских процессов 64 
Регрессия 95 
Ритм флишевый 31 

Свертка 100 
Свойство марковское 230, 231 
- - строго 133 
Сгущение в случайной последова-

тельности 298, 319, 320 
Седиментология 9, 24 
Секреция латеральная 21 
а-алгебра событий 48, 49, 51 
- - - борелевская 49-51, 121 
Смещение в двухвходовых таблицах, 

сопряженности 172 
- трехвходовых таблицах сопря
женности 172 
информационного Rоэффициента 
корреляции 172 
информационных статистик 164, 
оценок 157, 158, 172-175 
- энтропии Шеннона 171 
статистического критерия 195,. 
196 

Событие случайное 219 
- восстанавливающее 283-286 
- независимое 44 
- простое 43 
- сложное 43 
- элементарное 43 

Состояние в случайной последова-· 
тельности 219, 224 

- невозвратное 239, 240 
- недостижимое 239 
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- пакетное 344-346 
- периодическое 240 
- поглощающее 239 
Состоятельность оценок 158 
- статистических тестов 194, 195 
- - - о порядке марковости 

374-378 
Спессартин 139 
Стандарт случайной величины 57 
СтаТИСТИRа 157, 158 

достаточная 158 
- А 349 
- математическая 11, 153 
- х2 349-353 
- x~ 349, 354-356, 358, 359 
СтатистиRИ информационные 153, 

165 
Стационарность 227, 228 
Степени свободы в марковсRИХ цепях 

274-276, 351, 357, 358 
- - для распределения х 2 67 
CTpYRTypa 23-29 
- осумилита 260 
- силикатов 261 
- слюды 222, 223 
Суперпозиция функций распределе

ния 114, 115 
Схема замещения стохастическая 297, 

298, 340-343 
- окаймления стохастическая 345, 

346 
- очагового зерна стохастическая, 

325 
- разрежения стохастическая 297, 

298, 336-339 
- сгущения стохастическая 297, 

298, 329 
- слияния стохастическая 339, 340 
- стирания границ стохастическая 

297, 298, 301, 302, 343-346 
- увеличения серий стохастиче

ская 332-335 
- удаления состояний стохасти

ческая 336-338 
чужеродного зерна стохастиче

ская 325 

Таблица сопряженности 165, 173-
175 

- - двухвходовая 165 
- - трехвходовая 165 
'Таблицы сопряженности, их оце-

нивание 165 
Тектоника 1 О 
Теорема Биркгофа-Хинчина 126 
- Радона-Никодима 91 
Теоремы предельные центральные 

65, 66, 119, 120 
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Теория Неймана-Пирсона 181, 183. 
216 

- YRрупнения 298 
Толща красноцветная 287. 301 
Точка выборочная 160 
- усечения 175-178 
- - левая 175 
- - правая 175-178 
Турбидиты 32 

Укрупнение по времени 297, 298 
- множеству состояний 297, 
298, 302 

- сильное 303, 304 
- слабое 304, 306 
Униформизм 17 
Упаковка марковская трехмерная 

292-294 
Упорядоченность 26 
Уравнение Rолмогорова-Чепмена 

131 
Уровень значимости 182, 197 
- - критерия 198 
- - - гарантированный 198 
Условия слабого YRрупнения доста

точные 307-314 
Устойчивость 350 
- для марковских гипотез 374-378 

Флиш 9 
Формула Байеса 45 
- Тейлора 167, 168 
Функция взаимной корреляции 128, 

129 
- вогнутая 172 
- выпуклая 167 

гамма 67 
- дисперсионная 106 
- индикаторная (множества) 47 
- корреляционная 127 

правдоподобия 159, 162 
производящая 58 
распределения случайной вели
чины 45, 154, 155 
характеристическая 58, 59 
- векторной случайной вели
чины 79, 80 

Цепи маРКОВСRИе 12, 98, 124, 
250-264 
- второго порядка 230, 242-
244 
- квазиэргодические 254, 259, 
260, 262-264 
- неприводимые 239, 263 
- нулевого порядка 230, 234, 
235 



- обратимые 298 
- однородные 299, 234 
- первого порядка 290 
- периодические 254, 261-263. 
266, 273, 274 
- приводимые 299, 263 
- простые 290, 234, 235-242 
- сложные 290, 242-246, 276-
283 
- - пятого ПОРЯДRа 378 
- стационарные 299, 234 

- - вргодические 299, 253, 264 

Цикличность стохастическая 284, 
285 

- - в седиментологии 285 

Член остаточный в форме Коши 168 

Шум белый 190 

Эксцесс 57 
Энтропия Пlеннона 58, 164-166 
Эффективность асимптотическая 158 

Якобиан 87, 88, 98, 147, 149 
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