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О Б О З Н А Ч Е Н И Я 

8 обозначает число, модуль которого не превосходит 1; с — положительное постоян
ное; е — произвольно-малое положительное постоянное. 

При В > 0 обозначение А < Б показывает, что \ А\*^сВ. 
Пусть совокупность значений переменного .9 полностью определена. Сумма 

каких-либо < H слагаемых, каждое из которых принадлежит указанной совокупности, 
н 

обозначается символом 

При вещественных А к В с условием 0 < В — А < Ï обозначения А < z < В (mod I) , 
A s ^ j s < # ( m o d 1), A < £ s ^ 2 ? ( m o d 1), А •< z^ В (mod 1), соответственно, показывают, 
что при некотором целом Л имеем 

A - M < 2 r < £ - f - Ä , A + h ^z<B + h, А + h<z^B + h, А + h^z^B + h. 

) При вещественном д: символ { # [ обозначает дробную часть числа х9 т. е. раз
ность х—[х], а символ (х)— расстояние числа х до ближайшего целого, т. е. 
min (J* [, 1 — \ х \). 

Символ ö (rf) — число простых делителей положительного числа d\ п —~ постоян-
1 

ное целое, превосходящее 1; v = = " ^ " -

Под „целой точкой" подразумевается точка, все координаты которой суть целые 
рациональные числа. 



В В Е Д Е Н И Е 

Одною из важнейших для теории чисел проблем является установ
ление различного рода закономерностей в распределении значений 
функции f(x±, . . . , хг) от одной или более переменных. При этом 
рассматриваются лишь те значения функции, которые отвечают це
лым точкам (хг, . . . , хг) r-мерного пространства, принадлежащим 
заданной совокупности Ù. Эта совокупность может состоять как из 
всех целых точек r-мерного пространства, так и из части этих 
точек, определяемой какими-либо условиями (например, часть, 
определяемая неравенствами л:х^>0, . . . , хг^>0у хг. . .xr^N 
или точками, координаты которых х19 . . . , хг суть простые числа, 
и т. п.). 

Из весьма разнообразных более частных видов этой в столь общей 
формулировке поставленной проблемы, получаемых при тех или иных 
ограничениях, налагаемых как на функцию /(хг . . . , х г ), так и на 
совокупность £2, мы выделим три достаточно большие и весьма важ
ные для теории чисел "проблемы. Эти проблемы имеют сходство не 
только в постановке вопроса; общим будет в большой мере и метод, 
который мы будем применять к их решению. Этот метод был найден 
мною в 1934 г.; первый опыт его систематического изложения был 
сделан мною в 1937 г. В дальнейшем этот метод подвергся значитель
ной переработке, сильно его упростившей и улучшившей отдельные 
результаты. Новое усовершенствованное изложение моего метода 
и его применений к упомянутым трем проблемам и дается в настоя
щей книге. 

Сейчас мы перейдем к более детальной характеристике трех 
упомянутых проблем. Попутно мы изложим краткую историю их 
возникновения, а также укажем те методы их решения, которые 
существовали до появления моего метода 1934 г. 

1. Весьма важной является проблема распределения значений 
показательной функции 
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где Р{хг, . хг)— вещественная функция; наиболее же существен
ным в этой проблеме является установление верхней границы модуля 
суммы 

всех значений функции f(xv . . . , хг) в том случае, когда число Т 
точек совокупности Q конечно. Модуль каждого значения функции 
f(xv . . ., хг) равен 1, а число значений равно 7. Поэтому для \S\ 
имеем «тривиальную оценку» 

причем знак равенства здесь имеет место тогда, и только тогда, 
когда все значения функции F(xv . . . , хг) суть целые числа. Однако 
для весьма широких классов функций F(x1.m.ixr) и совокупно
стей О оказывается возможным установить для |<S| верхнюю границу 
несравнимо более точную, чем указанная тривиальная, а именно гра
ницу вида 

\S\^Ty, 
где у с возрастанием числа Г точек совокупности О и возможным 
одновременным изменением вида функции F(xXl . . . , хг) стремится 
к нулю. Этот множитель у, отличающий такую границу от тривиаль
ной, мы будем называть «понижающим множителем». 

Остановимся подробно лишь на суммах вида 

где суммирование по х распространяется на öfce целые числа некото
рого интервала х < Q + Я или же на какую-либо часть этих 
целых чисел. Такие суммы суть частные случаи суммы 5 при г = 1 . 

Наиболее хорошо изучены суммы вида 

в " - 1

 2 я г

 ф <•*> 

S=^e' * ; Ф ( * ) = а п * Ч М Л 0) 

где q>0 и (аПУ. . ., аи q) = 1. Первая нетривиальная сумма такого 
вида, а именно сумма 

Л' = 0 

была изучена еще Gauss'oM 1 и получила название „сумма Gauss'a". 
Наиболее точный общий метод оценки сумм (1) дал Mordell2; для 
простого q он получил оценку 

S<Lql~\ 
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Для общего случая L. К. Hua 3 получил оценку 

При этом последняя оценка для неограниченного ряда случаев уже 
не может быть существенно улучшена; можно указать неограниченное 
количество значений q, для каждого из которых (лемма 4, гл. II 
настоящей книги) все суммы вида 

ч ~ ~ х 

S=^eKl я ; (а, д) = 1 (2) 
х=0 

.равны ql~\ 
Методами, близкими к тому, которым достигается оценка суммы (2), 

оцениваются также суммы 

У<е" * ; ^x(f(x)); f(x) = anxn-\ h ^ + M o H h 
л—0 х=0 

где ani . . . , а 1 5 b t , . . . , Ьт—целые, х0 определяется сравнением 
xxQ=l (mod q) и % — неглавный характер по модулю Аналогичными 
методами оценивается и ряд других сумм. На рассмотрении таких 
сумм в настоящей книге мы не останавливаемся 4» 5> 6 . 

Гораздо труднее поддаются оценке суммы более общего вида 

•S = Q + ^ * e W ) ; F(x)=KnX^ h ^ x , (3) 

где Q и Я—целые, Р > 0 и а я, . . . , а а — вещественные. Первый 
общий метод оценки таких сумм дал H. Weyl; поэтому эти суммы 
носят название «суммы Weyl^». Оценки, получаемые по методу ШеуГя, 
зависят от приближений посредством рациональных дробей к старшему 
коэффициенту многочлена F(x). Пусть 

<**=— + —; (a, q)=l, q>Q, tfss*l. 
q g" 

Тогда путем применения метода ^еуГя получается оценка 7 

! 5 | ^ Р Т ; у < Р | ( Р - * + < Г 1 + ' Р " я + 1 + ? / > " й ) р ; Р = ^ = 1 - ( 4) 

Чтобы отчетливее представить себе степень точности этой оценки, 
•рассмотрим частный случай: t—\. Путем несложных рассужде
ний на основании указанной оценки легко выводим 

(5) 
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Число s можно выбрать ничтожно малым в сравнении с р . Пусть 
теперь Р беспредельно растет, одновременно, по некоторому закону, 
растет и q. Тогда понижающий множитель у' будет стремиться к нулю, 
причем степень быстроты его стремления к нулю зависит от того, 
насколько велико р ' . Но при возрастании п число р ' , являясь величи
ною порядка 2"~" относительно п, весьма быстро стремится к нулю. 
Поэтому при больших п оценка (5) весьма груба. 

В настоящей книге (глава VI) путем применения моего метода для 
сумм Weyl'fl выведена новая оценка, на основании которой число г / 
в оценке (5) можно заменить числом 

_ 1 
P l ~ ~ 3 ( / Z - - l ) 2 l 0 g l 2 7 2 ( 7 Z — 1) 

При возрастании п число р1? являясь величиною порядка (я2 log ri)™1 

относительно я, стремится к нулю несравнимо медленнее, чем р ' 
поэтому при больших п замена р' на р3 делает оценку (5) несравнима 
более точной. 

Удачные варианты моего метода оценки сумм №еуГя были даны 
van der Corput'oM (этот вариант был сообщен мне в письмах, прислан
ных в июне 1936 г-) и Ю . В. Линяиком 8 (1942 г.). Но здесь я 
ограничиваюсь лишь вариантом, близким к изложенным в моих рабо
тах. 

К указанному частному случаю q^P, t=l сумм WeyГя отно-
/ ахп\ 

сятся и суммы (2) (при Q = 0 , P=q, ^(х) = — у для неограничен
ного ряда которых, как мы отметили выше, имеет место равенство" 
S=ql~*'=qq-v^ Последнее обстоятельство показывает, что в фор
муле (5) число р ' уже не может быть заменено никаким числом боль
шим v=nr1, так как для неограниченного ряда сумм (2) такая оценка 
была бы неправильна. 

Весьма правдоподобной является здесь гипотеза, что число г / 
в оценке (5) можно заменить числом v — е . Эта гипотеза есть частный 
случай более общей гипотезы, состоящей в том, что число р в оцен
ке (4) можно заменить числом v. Доказательство последней гипотезы 
путем дальнейшего усовершенствования моего метода (или каким-
либо иным путем) или же ее опровержение было бы весьма жела
тельным. 

Однако если бы даже такая гипотеза была доказана, то отсюда 
до вполне удовлетворительного решения проблемы об оценках сумм_ 
Weyl'fl было бы еще чрезвычайно далеко. В этом нас убеждает сле
дующее весьма простое исследование. Пусть 5 — какое-либо из чи
сел 1, . . . , п и пусть Q, Р и все коэффициенты многочлена F(x\ 
кроме а,, заданы. Пусть as возрастает от 0 до 1. Тогда сумма (3) 



Введение 

будет функцией от O y . Обозначим эту функцию символом S(KS)~ 
Находим 

j\S(*s)\*d*s = 
о 

Q+P—1Q+P—1 1 
= У ^ & <*> - ^ <*> - v V + V * ) Г е 2 ™ * C i 5 - Л") da Ä = Р , (6) • 

. * i = Q . r = Q О 

потому что (лемма 4, гл. I) интеграл 

о 

равен 1, если х± = х, и равен нулю, если х^щх. Из равенства (6) 
при 0 < Х < 0 . 5 уже нетрудно вывести, что для всех значений 
интервала O ^ a ^ l , кроме разве лишь лежащих в конечном числе 
неперекрывающихся интервалов с ничтожною общей длиною =^;Р2Х—* 
(стремящейся к нулю при беспредельном возрастании Р), справедлива 
оценка 

\S(aS)\*^P>-AI+2*, 

т. е. справедлива оценка 

Выражаясь более грубо, можно сказать: для «почти всех> сумм 5 (ay) 
справедлива оценка (7). 

Пользуясь результатами гл. VI, можно было бы вывести также 
и другие важные заключения относительно распределения значений 
модуля суммы (3). Например, можно доказать такую теорему: пусть 

и пусть Q и Р заданы. Обозначая сумму (3) символом 
5 ( а л з . . . , а х ) , для любой точки (а л , . . . , a t ) /г-мерного куба, опреде
ляемого неравенствами 0 ^ a Ä ^ l , . . . , O ^ c ^ ^ l , кроме разве лишь 
лежащих в конечном числе неперекрывающихся областей с общим 
объемом ^р-о.тп*^ справедлива оценка 

| 5 ( а я в . . . , 0 0 K ; я 0 " 0 7 5 -
Возможно более точное выяснение местоположения областей» 

содержащих точки (а Л , . . . , с^) с ненормально большими значениями 
I S(ccn, . . . , сс±) I, является важнейшей задачей в проблеме оценок 
сумм \УеуГя. 

Методы, применимые к выводу оценок сумм ЧУеуГя, применимы 
и к выводу оценок сумм вида 

Q + P-1 
S = 2 е 2 я | / Г ( Л >, (8,1 
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гдз Q и Р — целые, Р > 0 и в интервале Q^x^Q -f- Р функция F (х) 
л раз дифференцируема и удовлетворяет условию 

л ^ п\ ^ л ' 

где Л 2̂=2. Эта сумма имеет весьма важное применение при решении 
вопроса о распределении простых чисел9. В частном случае п=2, 
имеющем важнейшие приложения при решении вопроса о числе це
лых точек в данной плоской или пространственной области (напри
мер: область, определяемая неравенством х2 + j y 2 ^ r 2 , область, 
определяемая неравенством х2 + у2 + z 2 =^ г2, и т. п.), метод оценки 
таких сумм был дан, независимо друг от друга, van der Corput'ом19 

и мною u , причем van der Corput показал, что при некоторых дополни
тельных ограничениях путем соединения с методом Weyl'n этот 
.метод может быть несколько уточнен. Применяя метод Weyl'a, van 
der Corput дал также и оценку сумм (8) для общего случая 1 2. 

В настоящей книге (гл. VI) применением моего метода при 
и при условии Р <§^А<^1Р2 + 2> Для сумм (8) выведена новая оценка 

5 < С Я 1 - Р ; р = 1 , (9) 
З д 2 log 125л 

которая при больших я, примерно, в той же степени точнее оценки 
получаемой по методу W/еуГя. в какой это имело место и в отноше
нии сумм МеуГя. 

Естественно возникает вопрос о дальнейшем уточнении оценки (9) 
суммы (8), т. е. вопрос о возможности заменить число р в оценке (9) 
возможно большим числом p f > p . Однако ввиду крайней общности 
ограничений, наложенных нами на сумму S, трудно в этом вопросе 
гделать какие-либо определенные гипотезы. Я думаю, что лучше 
зсего здесь будет ограничиться лишь рассмотрением какого-либо 
важного частного примера. В качестве такого примера я рассматриваю 
сумму (ср. пример к теореме 2, Ь, гл. VI) 

PQ -\- р 

где PQ и Р — целые числа с условием 0.5Р0^Р*^Р0* t — любое 
число с условием P^~~2^t^Pn

0~ 1 и а=(— 1)п + 1. Здесь имеем 

F(x) = c t l o g x - t__ , t ^F{nXx)^ t 

Поэтому, полагая 
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будем иметь Р < С М < С Р 2 и, в интервале Р 0 + 1 ̂  Х ^ + Р> 

А я! ^ Л ' 

•следовательно, требования, наложенные нами на сумму (8), здесь 
удовлетворены. Далее имеем 

Р -\- Р Р -f~ Р Pü^—^ 

f | S ( * ) | 2 ^ = V V Y ^ ( Ю г л ч ^ - ю г л ) ^ 

Но интеграл 
О П — 1 

о J (log лч — log Л ) ^ 

равен Р 0 " 1 — Р0

П~~2, если л;г = л; и 
1 

I l o g * ! — l o g * J 

если хх^х. Полагая в последнем случае хх = х -\- iu имеем 
11 \ ^ Uli . l o g ^ — log log 1 + • < С — -

5 1 * *Ч *У Р [ log —log* I I z/ I 
Из сказанного легко выводим 

я/*-1
 Р 

J i s ^ i ^ - P C P o ^ - P o ^ j ^ p 2 ~ - < : ^ 2 i o g P , 
и = 1 

, Я — 1 
P o ' 4 

f l 5 ( f ) p ^ = P 0 - + O ( P 0 - 4 o g P ) . (10) 

Равенство (10) показывает, что число р в оценке (9) уже не может 
быть заменено числом р' > 0 . 5 . Кроме того, то же равенство показы
вает, что при 0<С >L<0.5 для всех значений t интервала P0

n~~2^t^ 
^ P 0

n _ 1 , кроме разве лишь лежащих в конечном числе неперекры
вающихся интервалов с ничтожной по сравнению с PQ11^1 — Р0

П~2 об
щей длиною^Р П + 2К~2 (отношение которой к Р0

П~~1 — Р 0

л " ~ 2 стре
мится к нулю при беспредельном возрастании Р), справедлива оценка 

т. е. оценка 
\S(t)\<^PL-\ (11) 

Выражаясь более грубо, можно сказать: для «почти всех» сумм .S {t) 
справедлива оценка (11). 
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В заключение остановимся на суммах вида 

2̂ <*>, (12) 
где F (х) — вещественная функция и суммирование распространяется 
лишь на часть целых чисел интервала Q^x<CQ-\-P. Те суммы, на 
которых мы остановим свое внимание, будут иметь ^ > p i ~ s слагае
мых. При оценке такой суммы не следует думать, что оценка всегда 
получится хуже или не лучше той, которую мы получили бы, распро
страняя суммирование на все целые числа интервала Q-^x<C Q-^P. 
Например, сумма, которую получим из суммы (2), заставляя х пробе
гать лишь числа интервала 0<^x<q, взаимно простые с q, всегда 
< С \f q, тогда как сумма (2) для неограниченного числа значений q> 
как это было отмечено выше, может оказаться равной ql~*. 

Особенно интересным частным случаем сумм (12) являются суммы 
вида 

2 е^р), (13) 

где р пробегает простые числа. В настоящей книге (гл. IX) на про
стейшем случае суммы (13), при F (р) = а/?, показано, как проблема 
оценки таких сумм тривиально сводится к применению только моего 
метода. Это достигается применением тождества (или же некоторых 
обобщений этого тождества): 

Ф(1)+ 2 Ф ( Р ) = ^ ^ № ф И ' (14> 

где Я —любое число с условием 1 < # < VN, d пробегает произве
дения простых чисел (включая «пустое произведение», равное 1), не 
превосходящих Н, и m пробегает целые положительные числа. Тож
дество (14) — очень давно известное тождество; крайне элементарный 
вывод его покоится на идее решета Эратосфена. Тождеству (14) близко-
в некотором отношении и знаменитое тождество Эйлера (р пробегает 
все простые числа): 

V ^ = П-^^-~ъг±—; s = o+rt; с>1 , (15) 

* d =1 

которое, вместе с его обобщением на функции L (s), легло впослед
ствии в основу теории распределения простых чисел, созданной тру
дами 1 3 Dirichlet, Riemann'a, Hadamard'a, Vallée Poussin'a, Hardy — 
Littlewood'a и др. 

Именно, тождество (15) можно получить из тождества (14), 
полагая функцию Ф (т) равной m~s и беспредельно увеличивая сна-
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чала число N9 а затем и число Я . Здесь следует отметить, что неко
торое видоизменение идеи решета Эратосфена привело впоследствии 
также к известному «методу V. Brun'a 1 4 » , давшему возможность 
решить ряд весьма тонких проблем теории распределения простых 
чисел. 

2. С рассмотренной проблемой 1 самым тесным образом связана 
проблема распределения значений дробной части 

/ (х19 . . . , xr) = {F (х19 . . . , xr) \ 

вещественной функции F (хг, ..., хг). Как и в проблеме 1, мы огра
ничимся здесь лишь рассмотрением случая, когда число Т точек со
вокупности О конечно. Каждое значение функции f (хи .. . , хг) лежит 
в интервале 0<! / (х 1 , . . \ ) < 1 . Оказывается, что для весьма ши
роких классов функций F (xv . . . , хг) и совокупностей О, независимо 
•от тог.о, каково число а интервала 0 < а < 1 , можно достаточно точно 
приблизиться к этому а значениями функции / (xv . . . , хг); именно, 
можно показать, что расстояние а до ближайшего значения функции 

f (xv . . . , хг) це превосходит Ту, где множитель у не зависит от ос 
и с возрастанием числа Т точек совокупности О и возможным одно
временным изменением вида функции F (xv , , . , ^ ) стремится к нулю. 
Более того, в весьма общих' случаях можно установить также боль
шую равномерность распределения значений функции f (хг, . . . , х г ) , 
выражающуюся в том, что независимо от того, каково число S интер
вала 0 < § < 1 , число Я значений f (х19 . . . , х г), лежащих в интервале 
О < / ( х ь . . . , хг) < о, приблизительно пропорционально длине S этого 
интервала; точнее 

я = П + 0 (Туг), 
где ух не зависит от S и с возрастанием числа Т точек совокупности О 
и возможным одновременным изменением вида функции F (хи . . . , х г ) 
стремится к нулю. В дальнейшем мы остановимся подробно лишь на 
рассмотрении распределения значений функции вида / (х) =; -j F (х) ^, 
отвечающих всем целым значениям х некоторого интервала Q<C.x^ 
^ Q + P или же какой-либо части этих целых чисел. Эта проблема 
есть частный случай указанной общей проблемы при г=1 . 

Наиболее просто решается вопрос о распределении значений 
функции 

/ (х) Ä {-^j ; Ф (х) = . . . + <2хх, 

где # > 1 , (а л, . . . , Û X , q) = 1 и х пробегает полную систему вычетов 
по модулю q. Здесь, пользуясь указанною выше оценкою сумм (1) для 
числа Я значений функции f (х), лежащих в интервале 0 -< / (x )<<S , 
можно легко вывести асимптотическую формулу 
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Гораздо более трудной является проблема распределения значений 
функции 

f(x) = \F(x)\; F (х) - а я х " + . . . + (16) 

где а я, . . . , вещественные и, при целых Q и Р, х пробегает це
лые числа интервала Q < C * < Q + P . Первое общее решение этой 
проблемы было дано Н. Weyl'eM, который пользовался для этой цели 
своими оценками носящих его имя сумм (3). Однако результаты са
мого Weyl^ были весьма неточны. В дальнейшем указанная проблема 
получила развитие и обобщение главным образом в работах van der 
Corpufa и Koksma, пользовавшихся наиболее совершенными оценками 
сумм (3) и (8), полученными по методу Weyl'n. Наиболее точный 
результат, полученный применением метода \УеуГя в решении вопроса 
о распределении значений функции (16), можно сформулировать так: 
пусть 

«- = - + -7"' i^9)^U Kq<PN\ 
q q2 

тогда число H чисел ряда 

f(x) = \F(x)\; A- = Q , . . : , Q + P-1, 

лежащих в интервале О<^/(^)<С 8, выражается формулой 7 

# = P S + P ; #<^;Ру; у = Р 6 ( Р - 1 + ^ 1 + ^ Р - л ) - а = 2 - я + 1 . 

В настоящей книге (гл. VIII) применением моего метода дается 
для R оценка, отличающаяся от указанной в той же степени, как 
оценки сумм H. Weyl'n по моему методу отличаются от оценок этих 
сумм по методу самого Weyl'n. 

Кроме того (гл. V), дается также весьма точная оценка расстояния 
любой правильной дроби ос до ближайшего числа ряда 

f{x)=\F(x)};x=l,..., [q?], 

где F (х) имеет значение, указанное в (16), / — одно из чисел п, 1„ 
X = у и ql определяется равенством 

a = 3 - } - J L ; ifluqù = \, qt>0. 
Яг ЯГ 

Наконец (гл. XI), на примере F {р) = ар показана применимость 
моего метода и к решению проблемы распределения значений функции 

f(p) = \F(p)\, 

при условии, что р пробегает простые числа интервала 0<Cp^N. 
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3. Особый интерес представляют законы распределения значений-
функций f(xv . . . , х), принимающей для точек (xv . . . , хг) совокуп
ности О целочисленные значения. Здесь в отношении каждого дан
ного целого M возникает вопрос: для скольких точек совокупности О-
это N будет служить значением функции / (хг. . . , хг); иными словами-
каково будет число /(N) решений неопределенного уравнения 

/ ( * ! . . . , * , ) = Л Г . (17) 

В некоторых случаях здесь речь идет только об установлении 
неравенства 7(Л / ' )>0, показывающего, что уравнение (17) разрешимо;, 
в других случаях оказывается возможным установить для I (N) асимп
тотическую формулу; наконец, иногда вопрос ставится о разыскании 
точного выражения для I (А/), и т. д. 

Более подробно мы остановимся сейчас на проблеме распределениям 
значений функции 

f(x19 . . . , х г ) - ^ + . - . + ^ 

причем предполагается, что совокупность Ü состоит из точек (х19 х г ) 
r-мерного пространства с неотрицательными х1у . . . , хг 

Здесь тривиально доказывается, что при г^п существует неогра
ниченное число целых неотрицательных N, для которых уравнение (17)^ 
т. е. уравнение 

A t + . . . + ^ = i V , (18> 

неразрешимо. Действительно, пусть N0—достаточно большое целое 
положительное число. Если для какого-либо N-^N0 имеет место 
равенство (18), то каждое из входящих туда хг, . . . , хг находится, 
среди следующих <A/o V + 1 чисел 

0 , 1 , . . . , [ЛГ]- (19) 
Поэтому, заставляя в сумме . все хъ . . . , хг независимо-
друг от друга пробегать числа (19), среди [Nv

0-{-l]r значений этой 
суммы найдем все те числа N<^N0, для которых уравнение (18) раз
решимо. При этом те N, для которых (18) допускает решение с не
равными хг, . . . , xri встретятся каждое не менее г! раа (числа* 
х1У . . . , хг можно переставлять г! различными способами). Число-
значений N, для которых (18) допускает решение с условием, что 
среди чисел х±, . . . . , хг имеются равные, будет < ^ № 0

( г ~ п . Поэтому 
число К всех N<^N0, для которых уравнение (18) разрешимо, удов
летворяет условию 

К<Щ2+0 (ЛГ0 < - « ) < £S±£ + О ( ^ 0 - ) < 0 . 6 Л Г в 
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(N0— достаточно большое). Значит, для более чем 0АМ0 чисел N <^N0 

уравнение (18) неразрешимо, а этим и доказывается наше утверждение. 
Каковы же значения г, при которых уравнение (18) разрешимо 

при всяком Л/">0, или, по крайней мере, для всех N^>c0, если с0 

достаточно велико? Уже Лагранж 1 5 показал, что уравнение 

разрешимо в целых неотрицательных хг, х2, xs, х 4 . A Waring в 1770 г 
высказал утверждение, что и для всякого / г > 2 существует такое 
г=г(/г), что для всякого целого i V > 0 уравнение (18) разрешимо 
в целых неотрицательных хъ . . . , хг Это утверждение получило 
название «проблемы Waring'a»; впервые оно было доказано D. Hilbert'OM 
в 1909 г. Правда метод, которым D. Hilbert достиг цели, носит не
сколько частный характер и весьма неточен (значения, получаемые 
для г, чрезвычайно велики); поэтому в настоящее время этот метод 
почти забыт. 

Чтобы придать дальнейшему изложению большую отчетливость, 
введем в рассмотрение символ G (п). Этим символом обозначим це
лое число со свойствами: существует некоторое с с условием, что для 
всякого целого N > £ уравнение (18) разрешимо при г — G(n), но не 
существует никакого сг^>с с условием, что для всякого целого 
N > ^ i уравнение (18) разрешимо при r < G ( n ) . Из сказанного выше 

- следует, что G (п) существует и что, во всяком случае, 

G(/t)>/x. 

В 1919 г. Hardy и Littlewood разработали новый метод решения 
проблемы Waring'a, несравнимо более общий и точный, чем метод 
D. Hilbert'a. Эти ученые нашли верхнюю границу для G (п) вида 

G (тг) < п2п~Ч, (20) 

где h при беспредельном возрастании п стремится к 1. Кроме того, 
для 

г > ( я - 2 ) 2 ^ + 5 (21) 

Hardy и Littlewood впервые вывели асимптотическую формулу 1 6 

для / (N): 

I (ДА = ( r ( 1 + v ) ) r Л Г " 1 2 + 0 (22) 
1 r ( rv ) 1 4 - v ; 

где 2 = е (я, г, N) — «особой ряд», имеющий значение, которое ука
зано в настоящей книге (гл. II). Hardy и Littlewood показали также, 
что при условии (21) будет £ ^ > 1 . Самые последние уточнения, 
произведенные в методе Hardy и Littlewood'a ученым L. К. Hua 1 7 , 
позволяют заменить правые части неравенств (20) и (21) числом 2 n-j-l . 
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В настоящей книге (гл. IV) применением моего метода для G (п) 
вместо (20) дана такая верхняя граница; 

G (л) < Зл (log л+11). 

Эта граница с возрастанием п растет как величина порядка nlogn и, 
следовательно, в отношении порядка роста уже мало отличается от 
найденной выше нижней недостигаемой границы, равной п. Что же 
касается асимптотической формулы (22), то справедливость ее в насто
ящей книге (гл. VII) доказана лишь для 

г>[10/г 2 log п]. 

Весьма правдоподобным является предположение, что путем надле
жащего развития моего метода (а может быть и каким-либо новым 
путем) порядок нижней границы для г здесь может быть доведен до /г. 

Особый интерес представляет проблема распределения значений 
функции 

f(Pi> • • • > А) = PÏ+ • - - +Ряг> 

где -pv . . . , рт пробегают простые числа. 
Еще в 1742 г. из переписки Goldbach'a с Euier'oM возникла так 

называемая «проблема Goldbach'a», представляющая собой гипотезу, 
что всякое целое число, превосходящее 1, есть сумма не более чем 
трех нечетных простых чисел. Согласно этой гипотезе четное число, 
превосходящее 2, должно представляться суммою двух простых чисел. 
В 1919 г. V. Brun, пытаясь решить последнюю задачу при помощи 
своего метода (о котором мы уже упоминали выше), показал, что 
всякое положительное четное число есть сумма двух слагаемых, 
каждое из которых является произведением не более чем 9 простых 
сомножителей. В дальнейшем число 9 было заменено числом 4, но 
доказать таким путем гипотезу Goldbach'a для четных чисел все же 
не удалось. В 1930 г. Л. Г. Шнирельман, присоединив к методу 
V. Brun'a свои соображения о плотности последовательности, состо
ящей из целых положительных чисел, показал1 8, что всякое целое 
число большее 1 есть сумма ограниченного числа г простых чисел; 
в дальнейшем это число г было доведено до 67. 

В 1923 г. Hardy и Littlewood указали метод решения проблемы 
Goldbach'a для нечетных Л/, близкий по своей схеме к методу, соз
данному этими учеными для решения проблемы Waring'a. При этом 
Hardy и Littlewood условно вывели асимптотическую формулу для 
числа I (N) представлений числа N в форме 

где pv р2, рг — простые. Из этой асимптотической формулы справед
ливость гипотезы Goldbach'a для всех достаточйо больших нечетных 
2 Тр. Математ. инст., XXIII 
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N следует уже тривиально. Условность вывода Hardy и Littlewood'a 
заключалась в применении некоторых недоказанных теорем, относя
щихся к теории функций L (s). Однако еще до начала 1937 г. был 
разработан метод (Page 1 9, Estermann20), позволивший выводить асимп
тотическую формулу для той части интеграла, представляющего / (N), 
которая отвечает так называемым основным интервалам (см. гл. X 
настоящей книги). Этот метод применим не только к проблеме Gold
bach'a, но также и к весьма общим аналогичным проблемам. В связи 
с этим уже к началу 1937 г. был решен ряд проблем: доказана пред
ставимость достаточно большого целого N в форме N = р'-{-р"-}-х2 

(р\ ри — простые, х — целое положительное); доказана представимость 
достаточно большого нечетного N в форме N = А + л + ^ з А 
(Pu Рг> Pz> Pi~ простые) и т. д. Но для решения проблемы Goldbach'a 
в случае нечетного N требовались нетривиальные оценки сумм (13) 
с F'00= а А т- е* С У М М 

для всех значений а интервала 0<<х-<1,не принадлежащих к основ
ным интервалам. 

Найденный мною в 1937 г. общий метод оценки сумм (13) позво
лил не только решить, наконец, проблему Goldbach'a для нечетных 
чисел, но и открыл широкий ^ путь к решению самых разнообразней
ших других аналогичных проблем, например, проблемы представления 
целого числа N в форме (проблема Waring'a с простыми числами) 

N=p»+ . . . 

В настоящей книге (гл. X) мы ограничиваемся лишь подробным 
решением проблемы Goldbach'a для нечетных чисел. Для более де
тального знакомства с вопросом мы отсылаем читателя к прекрасной 
специальной монографии L. К. Hua 3 . 

В заключение я хочу выразить благодарность К. К. Марджани
швили, который тщательно прочел рукопись этой книги и обратил мое 
внимание на ряд имевшихся в рукописи недосмотров. 



ГЛАВА I 

Общие леммы. 

В настоящей главе даются общие леммы, применяемые в дальней
ш и х главах. Очевидные, а также общеизвестные леммы даются без 
доказательств. Оригинальными леммами, применение которых является 
наиболее существенной принципиальной особенностью метода настоя
щей книги, являются леммы 10, 15 и 16. 

Лемма 1, а. Пусть г — целое положительное и х19..., хгУ у1у... ууг — 
вещественные. Тогда 

• - + ^ ) 2 < (*?+ . - • + ^ ) ( ^ + - . . + J # . 
Лемма Ï, Ь. Пусть г —целое положительное, m > 1 и ^ , . . . , ^ -

неотрицательные вещественные. Тогда 
( х х + . . . +хг)™<г™~* (х?+ .. .+*?); гхг...хг^(хх+ ... +хгу. 

Доказательство. Пусть А среднее арифметическое чисел хг,..., хг 

Среди этих чисел имеется одно <СА и одно > А . Пусть именно 
А Г х А J C 2 . В интервале 0 < X Î min (А — х19 х2 — А) функция 
(х±~\-г)т-{-(х2—г)т убывает, и потому 

xf+xf hm-{- ( хх-fx2 — А)о т. 

Кроме того, из (хх — А)(х2 — А)<!0 следует 
^1^2 ^ х 2 — А). 

Обозначая, в любом порядке следования, хх-\-х2 — h, xZi..., xr 

буквами у2У..., j / „ убеждаемся, что 
x?+...+x?^hm+y™+ . . . j ^ ; J c r < A . y a . . . j / | F , 

где среднее арифметическое чисел _у 2 , . . . , j / r опять равно А. Аналогич
ным путем находим 

Vf - f . . . + J / f > A « + z * + . . . +г?; у2 .. . уг< A z 3 . . . 2 Г ; 

cü^L.l-Jr(vf^hm-J

rhm; vr~i% -< А 2. 
2* 
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Отсюда выводим 
* f + . . . +*?>rhm; x^.x^ff; 

"что и доказывает лемму 
Лемма 2. Пусть г[ и m — целые положительные и Tl9..., 7\j— 

неотрицательные вещественные. Тогда 

» s=l / S—l 

Доказательство. Имеем (лемма 1, Ь) 

\22~'Т') =2~m[Ti+ 22"+1^j <7Г+(22' 
Аналогичным путем находим 

V 5 = 2 / \ 5 = 3 

откуда и убеждаемся в справедливости леммы. 
Лемма 3. Пусть г—целое положительное, ЛТ>0, Kr(N) — число 

решений в целых положительных хъ ..., хг неравенства 

Тогда 

Доказательство. Очевидно 

K1(N) = NH — Я, е*>о 
и, таким образом, лемма верна для Kt(N). 

Далее применим метод индукции. Допустим, что при каком-либо 
г>1 лемма верна для Kr(N). Находим ( 8 " > 0 , 8 '">0) 

Кг + г (ЛГ)= 2 Кг № - хп)=Тг 2 (N - хп)" - Q"rNn = 
0<х < Д Г ' 0 < j r < N " ' 

Ni 

= T.Tj(N- х")Ых — Q'" (r+1) Nn = T'N{r+1) - - 6"' (r+1) ЛГ; 

Г ( Л У + 1)Г(У; 
Г ( п > + 1 + м ) r = n J (i - ,r = ̂ tll^? = ^ + ь 

Следовательно, лемма верна и для Kr + i(N). 
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Лемма 4. Пусть N — целое и 

Тогда 
. / 1, если Л/=0, 

Л о-
во всех других случаях. 

Лемма 5. Пусть m — целое, превосходящее 1, а — целое и 
т=1 т=1 ft ,az 

I 2т — 
е т . 2=0 

Тогда 
£ _ / т, если а делится на т, 

\ О— в противном случае. 

Лемма 6. Пусть M я N целые, M<^Nt а — вещественное нецелое. 
Тогда 

N 

2* 
^ г = Ж 

Доказательство. Имеем 

2iemasïn 7iа 

<-
1 

= 
д г = Ж 

< 
1 

< 
1 

sin тса sin тг ( а ) 2 ( а ) 

Лемма 7. Пусть т > 1 . Тогда всякое вещественное а. можно пред
ставить в форме 

Доказательство. Разложив ос в непрерывную дробь, в качестве 
— мы можем взять ту из подходящих дробей с знаменателями, не я 
превосходящими т, у которой знаменатель наибольший. 

Лемма 8, а. Пусть/—целое, q1 — целое. 

Ф(У)"= а у + Н у \ (a,q) = l; 0<q'<q; А > 0 , 
Я 

у пробегает значения y=f,..., / + ? ' — 1, и для этих значений 
функция ф {у) имеет вещественные значения, разность между наиболь
шим и наименьшим из которых не превосходит X. 

ос) Пусть £ / > 1 , 

О = 2 m i n (и> 1 
2(Ф(у)) о 0 = 2 m i n ( цг> 1 

4(Ф (у)У 
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Тогда 
0<(À+3)L4-<7logg; П 0 < ( л + 3 ) { / 2 + 2 ? £ Â 

р) Пусть 1/>1 и Г—число значений у, с условием 
(*(y))<v<rl. О) 

Тогда 

Г < Х + 2 + 2 1 Л 

Доказательство. Полагая j / = / + z , находим 
( ф ( 3 , ) ) = (££л_Н£)^ 8 ( г ) = а / + ф ( / + г ) . 

При некотором В для всех z = 0,..., #—1 имеем 5 < 
Полагая ß = ]ß[ и обозначая буквою р наименьший неотрицательный 
вычет az-\~[B] по модулю q, получим 

( ф ( ^ ) - = ( ^ ± ^ м ) ; Р < О ( Р ) < ? + ^ . 

а) При #*<л-|-3 утверждение очевидно; поэтому рассмотрим лишь 
случай #>>А-}-3. Для значений р, отличных от <Х-{-3 следующих: 
Р = ? — . . . , q — \, О, полагая р = # — Pi к в з я в 

s = p, если р + о ( р ) < у } и s=Pi, если p+s(p)>-~-, будем иметь 

V \JJJ ^ q , 2 ( Ф ( у ) ) 2 s ' - 4 ( Ф ( . у ) Г 4$*-

Поэтому, полагая П Р И оценке Q 0 , находим 

[0.5(^1)] 

Q < ( X + 3 ) t / + У — < ( 4 - 3 ) 1 / + 
лм «S" 5=1 

[ 0 . 5 ( ? - D ] 

ь О С 

Ûo < (*+3) I / 2 + 2 ^ f/2 <fe+ J ds = (X+3) U*+2qU. 
о -

p) При ^<X-j~2+21/ утверждение очевидно; при # > À + 2 + 2 K 
это утверждение следует из того, что неравенство (1) возможно лишь 
в случаях 

?=q-l?+l+V], q-1; 0, [V]. 
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Лемма 8, Ь. Пусть 

*=~7+Т9 (a>q)=\> 2<q<W, 1<W0<W, 

s = 2 m i n
 (—> тг^ 

Тогда 
S < ( W0+3.5q+12 lVq~~l) log W. 

Доказательство. Сумму 5 разобьем на слагаемые по схеме 

s = 2 + 2 +-.+ 2 • 
0 < 2 < и . 5 # 0.bq<z<l.bq ( 5 , - 0 . 5 ) # < Z < U ? . 

Пусть для z3 входящего в первое слагаемое, р обозначает наименьший 
неотрицательный вычет az по модулю q. Тогда легко найдем 

Отсюда, полагая 

выводим 

_ ( р, если р<С0.5<7 
\ q—?> если р>0 .5# , 

( a z ) > 
Я 

Поэтому первое слагаемое указанной схемы будет 

о<^<о. 5 г * - ° - 5
 О - 0 . 5 ) - 0 . 5 

К остальным же слагаемым можно применить лемму 8, а, а. Получим 

5 < 3 , . o g ? + 2 ( ( - ^ ä r , + ? t o g ? ) < 

< ( 3 ? + з д ) 1 о е , +^( 2 + | 1 о 8 | Ем±и) < 

< log — log W. 
я 

Лемма 8, с. Пусть Р, st m—целые, Р > 1 , 5>>1, т^>0} 

(а,*) = 1; 0 < у < Р » , 
Я я2 

у пробегает^Р последовательных целых чисел, H — число значений 
у с условием 

{«.y)^kP-~s+\ (2) 
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Тогда 
H<{3m+2kqP-s+l) (P^- i - f 1) 

Доказательство. Пусть (m,q) = d, m = mxd, q~qxd. Находим 
amt y Ьтх oc — j . 

Среди <CÇi последовательных значений у число значений с условием 
(2), согласно лемме 8, а, ß, будет 

< / ю 1 + 2 + 2 А ? 1 Р - ^ + | , 
Поэтому 

# < ( m J L + 2 + 2 ^ 1 P ~ ^ 1 ) ( P ^ 1 - 1 + l ) < (ßm+2kqP-*+*) ( P ^ + l ) . 

Лемма 9. Пусть N и Y—целые, F > 1 , Л > 2 £ > 2 , j ; пробегает 
значения у = i V , . . . , i V + F — 1, и для этих значений функция Ф (у) 

'принимает вещественные значения с условием, что при j / 2 —^1=1 
имеем 

а) Пусть 
N+V-1 

U>1. s-
Тогда 

5 < 1] (2£/ 2+2А£/). 

ß) Пусть В7>1 и Я—число значений j ; с условием 

(Ф (v))<WA~K 
Тогда 

Я < [ Г ^ 1 + 1 ] ( 2 \ Г + 1 ) . 

Доказательство. При заданных вещественном a и целом Л не 
может существовать более одного значения у, удовлетворяющего 
неравенствам 

a + Â < Ф ( j / ) < a + Л - Ц - Ä . (3) 

Поэтому число Т значений у с условием 

a < Ф ( у ) < а + Л""1 (mod 1) (4) 

равно числу значений А, при которых разрешимы неравенства (3). 
Следовательно, Г - < А 2 — ht-\-l, где А 2 — наибольшее и А х — наимень
шее из таких А. Но, очевидно, 

0{N)<*+A-l+hx; а + А 2 < Ф ( Л Г + Г — 1 ) , 
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откуда без труда выводим 

h% — hx—A~~x < Ф (Л /+Г — 1) — Ф (TV) < ßA" 1 (Y— 1); 
T < $А~Х (Y — 1 ) + Л " 1 + К KßÄ"" 1+1. 

а) При 0 < j Ф (у) [ < 0 . 5 в ряде 5 = 0 , . . . , [0.5А] найдется такое s, 
что у удовлетворяет условию (4) с ос = sA~~x, а при \ Ф (у) [>0 .5 и при 
-j Ф Ü0 [ ==() в том же ряде найдется такое s, что у удовлетворяет 
условию (4) с a-f-AT"1 == 1—sA"""1. При этом в обоих случаях будет 
(Ф (у)) > sA~\ Поэтому 

S<[Y$A~l+l](2U2+ 2 ™in^2i7 2, <[YßA^ + l] (2U2+2AU). 

ß) Утверждение следует из того, что интервал длиною 2 WA~~l можно 
покрыть [2IJ7+1] интервалами длиною <А~~\ 

Лемма 10, а. Пусть (а, q) = 1, 

^ - i ç - i a ™ — j e y в"- 1 

jt==0 j /=0 J : = 0 >'=0 

Тогда 
\s\<Vx7Tg. 

Доказательство. Имеем (лемма 1,а) 
Я-^ Я-* 2ni ху 

х=0 1 j /=0 

^ — 1 2 j i i ± 

х=0 уу=0 у=0 

При данных j / 3 и _у суммирование по л; дает 1?](У)|2, если уг=уТ 

и — нуль, если y^v (лемма 5). Поэтому | S \2<CX0Y0q, I .S К V X0Yoq. 
Лемма 10, b. Пусть M, X, N, Y— целые, X>0, K > 0 , 

ф{у)= «У + *(У\ (a,q) = l, q>0, À > 0 . 
я 

y пробегает значения _y = T V , . . . , N-{~Y— 1; для этих значений 
функция ty(y) имеет вещественные значения, и, когда у пробегает q 
каких-либо последовательных значений, разность между наибольшим 
и наименьшим из соответствующих значений ф(у) не превосходит X. 
Пусть далее 

Тогда 

х=М y=lV х=М \>~N 

maxh(j/)I = iQ. 

I .S I< VXjrxr{ ( ( 2X+6)*+3?) [ Г * - 1 H- 1 ] -
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Доказательство. Имеем (лемма 1, а) 
М+Х~ I N+Y-1 

< 
M+X—l X—l 

xx—M xz~ —Х-И y=JV 

так как при каждом заданном л: = Ж , . . . , М-\-Х— 1 число пар х13 

хг с условием хг^\-х2 = А : будет не менее X Отсюда (лемма 6) 
M+X—l Х—1 N+Y—1N+Y—1 

5 1 ч | j 2 2 2 ч ( л ) ч Ы в м ^ + л г 0 ( Ф О , о " Ф С у ) ) < 

iV+F—1 JV+F—I 

2 | 7 ] ( л ) | 2 ч п и п ^ , 
4 ( Ф ( ^ 1 ) - Ф Ш 

yi=N y=N 

Но значения j ; можно распределить среди ̂ [ F ^ - f - l ] совокупностей, 
каждая из которых состоит из < д последовательных значений у. 
Применяя к каждой совокупности лемму 8, а (берем Ф(у) — 
вместо Ф {у) и А" 1̂ 2 вместо U), получим 

I ^ i 2 < -§° ГгП ( ( Х + 3 ) 2X»+2«t f | / 2 ) [Yq-*+l ] < 

. <ВДч( (2Х+6)Х+3<7) + 1 ]. 

Лемма 10, с. Пусть M, X, N, Y — целые, ^ > 0 , Г > 0 , A ^ 2 ß ^ 2 . 
,у пробегает значения y=N, ..,,N + Y — 1 и для этих значений 
функция Ф (у) принимает вещественные значения с условием, что при 
-V2 — 3̂ 1 — 1 имеем 

1 < Ф Ы - Ф ( Л ) < А . 

Пусть далее 
M+X—l M+Y—1 

х = М y=N 

2тахФ(у) 
2 i s < * ) -

2 \ч(у)ф!\ max h (j/) |=Ti. 

Тогда 
[ S | < У (4ЛГ + ЗА) [ Г И - 1 + 1]. 

Доказательство. Имеем (ср. доказательство леммы 10, Ъ) 
N+Y-l *N-hY~l 

2 w w i 2 ' » ( » M . w ' - . o f ) ' 151*« 
v = iV 
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откуда, применяя лемму 9, ос, получим 

\ S | 2 < | ° J f l 4 ( 4 * » + 2 [FßA- *+1 ] < (4Z+3A) [ГрА" *+1 ] . 

Лемма 11 (Ряд Фурье). Пусть F{x)=P (x)-\-iQ (х) — периодическая 
функция с периодом 1, причем интервал 0<^х*^1 можно разбить на 
конечное число интервалов, внутри каждого из которых функции 
Р(х) и Q {х) непрерывны и монотонны. Пусть далее в точках разры
ва функции имеем 

Тогда 2 

F (х) = -£ + 2 (am c o s 2лтх-\-Ьт sin 2тг/гсл;) ; 
1 I 

ат=2^Р$)соь2ктЫ%\ & m = 2 ^ F (S) sin2тг/я 
о о 

Лемма 12. Пусть г —целое, r > 0 , а и ß — вещественные, 
0 < Д < 0 . 5 ; А < Р — а < 1 — А . 

Тогда существует периодическая функция ф {х) с периодом 1 и с 
условиями: 

1. ф(х) = 1 в интервале a - j - 0.5А < x < ß — 0.5А; 
2.' О ̂  ф (х) < 1 в интервалах а -— 0 . 5 А < х < а - j - 0.5А; 

и ß _ o . 5 A ^ x < ß + 0 . 5 A ; 
3. ф(;с)=0 в интервале ß + 0 . 5 A < ^ < l + а —0.5Д; 
4. ф(х) разлагается в ряд Фурье вида 

ф (х) = ß — а + 2 ( ат c o s 2тс/ял; + sin 2ътх), 
m=l 

где имеем 
l t f J < J - > | f e m l < - ~ - , если m < I ; 

7Ü/7I TU/TZ A 

| а т | ^ 2 с Д , | & т | < 2 с Д , если ™ < ~ > ß—а<£Д; 

\ а i < - £ - ( - J _ , i f t J < — , если / г с > -

Доказательство. Рассмотрим периодическую функцию ф9(л:), с 
периодом 1, определяемую равенствами 

ф0(х) = 1 в интервале а < С ^ < Р ; 
ф 0(х)=0.5 при х = а и при я = р; 
ф0 (х) = 0 в интервале ß < л: < 1 + а. 
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Разлагая эту функцию в ряд Фурье, получим 

ф0 (Л:) = ~ + 2 (ат>° c o s ^ п т х + bm,o sin 2-итх); 

a+l , ß 

#о,о = ^ Фо U) ^ = = ß — а; 
а а 
3 

а ш , о = 2 \ cos2-Kmxdx= - ; 
J im 

3 
1 r cos 2жта — cos 27uwß 
От o=2 \ sin ÂTzmx ax= 

J 7Г/П 
Полагая Д=2го, при p = l, • - - ? г, определим функции фх(л:), . . . , фгС*0 
равенством 

ФР U ) = — ^ Фр—I U + z ) Л . 
—.g 

Методом индукции нетрудно показать, что 

1. фр(̂ с) = 1 в интервале a-]-pS<x<p — р§; 
2. 0<ф р (х)<1 в интервалах a— p S < x < o c + р5 

и р — o S < x < ß + p S ; 
3. фр (JSC)=0 в интервале ß + p S < x < 1 —j-oc — р§; 
4. фр(х) разлагается в ряд Фурье вида 

00 
ФР [х) = $ — а + 2 ( a / 7 I > p c o s 27гтх-4-&яг,р sin 2птх), 

m— 1 
где имеем 

sin2Tcmß — s i n 2 7 c m a / s i n 2 T c m S \ p 
о ш р -— ; 

um \ 2пто ) 
, cos 2кта — cos 2кт& /sin 2тст8 \ р ЪТ^— ——— . 

ти/п \ 2icmo у 

Действительно, пусть все эти четыре свойства верны для фр—i (х)~ 
Тогда справедливость первых трех из них для фр(лг) устанавливается£ 
тривиально; справедливость же четвертого следует из 

От,? =2^ /~^фр_1 ( £ + 2 ) dz\ cos2тит£ d£ = 

= ~ & S ^ S ^ p~~ i ^ + ^ c o s 2 7 r m - ^ ^ = т 5 ^ 5 ^ p ~ 1 ^ c o s 2 т с / 7 г ^ ~ ~ z ) ^ z ^ 

~-ô 0 —6 0 
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= — С dz (д т, 0_i cos 2TTW2: + p_i sin 2nmz) = am,0 ~~i s m 2 t c W 0 

2o J 1 2~mo 
—о 

и из 
у * sin 2лтЬ 
Vmya — & т у о — 1 ' — ; — -

2ттто 

Полагая ф {x) = tyr{x), мы и убеждаемся в справедливости нашей 
леммы. 

Лемма 13 (Лемма van der Corput'a). Пусть M и Мг— целые, 
Л 1 < Ж 1 и в интервале М<х<Мг задана дважды дифференцируемая 
вещественная функция f(x) с условиями 

0<f И < | ; / " ( * ) > 0 . 

Тогда, беря одновременно знаки + или же знаки —, имеем 

2 e±2rdf(x)= t е ± № ) dx + 26 . 
л.- Л/Г У x=M M 

Доказательство. Рассмотрим лишь случай знаков - j - , так как к 
этому случаю тривиально сводится и случай знаков —. Применяя 
лемму 11 к периодической функции F (£) с периодом 1, определяемой 
в интервале 0 < х < 1 равенством 

получим 

2 Г 2 2 

оо оо 1 

/ 71= I 772= 1 Q 

1 

= _ 2 - f te2""*5 — е-2™771*) e2™/<*+s> 7» (X + 

откуда, суммируя по всем х=М, . . . , Мх— 1, выводим 
M i ¥ i 

J C = M 2 ^ J 
M 

г 1 

= — У - ит= \ (еЫтх — е~~^Лтх) eWWfix) dx. 
Я2=1 7 7 1 J 

м 



30 Глава I 

Но имеем 
M M 

Ц =

 1 Г f W d(àizl<mx±f{xK I - - 1 Г , / ^2ТГГ-(-/ЯЛГ+Л.У)) 

откуда, согласно второй теореме о среднем значении (теорема о 
среднем значении применяется отдельно к вещественным и к мни
мым частям интегралов), получим 

11 <Г 1 / °-5 г ~ 0.5 _Ys( m m _ 

Поэтому 

м 

Лемма 14, а. Пусть Р > 1 , z — вещественное, 
р 

о 

Тогда имеем 

I / K Z - z = / р > _ е с л и l ^ K ^ 
l l / " 2 | * | - \ если к | > Я ^ . 

Доказательство. Случай |2 :(<Р"~ Л очевиден; поэтому рассмот
рим лишь случай \z\^>P~~n. При этом будем предполагать z > 0 r 

так как замена в подинтегральном выражении / на — i не меняет 
модуля интеграла 

Вводя подстановку 2zxn—ii, получим 
с с 

I=U + iV; U= Çty {a) cosTziidu; l / = C ф {и) sinnudii, 
Ь б* 

0 = 2 ^ ; ф(й) = ^ С ! . ; а > 2 . 
<2*Г 

Полагая £ = [а + 0.5] и разбивая интервал интегрирования на интер
валы 0 < а < 0 . 5 ; 0 .5<и<1.5; 1 .5<и<2.5; . . . ; * — 0 . 5 < я < з , разо
бьем U на сумму интегралов 

и=и0 + иг + иш+ ... + иЛ. 
Так как ф(#) в интервале 0<#<С<? убывает, нетрудно сообразить, 
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что иг + U2 + . . * + Uk есть знакопеременный ряд, члены которого-
численно убывают, причем UQ>0, t / 1 < 0 . Поэтому 

I U1 < min (t/0, — L^) < J ф (и) ß?u = (2z)-\ 

о 

Аналогичным путем найдем 
\V\<(2z)-\ 

Поэтому будем иметь 
I /1 < 1/(2з)-*+(2r)-*< 

Лемма 14, Ь. Пусть N^2, l o g A r = r , 2--вещественное, 

Г Л-rJZX Г 271ÎZX 

/ ( 2 ) = \ - dx; J(z)=\- dx. 
J r J logx 2 

Тогда имеем 

I(z)<Z, J(z)^Z; Z=\Nr~\ ec* Nr~\ если \z\<N-1 

ecjmN-1<\z\<N-*-*. 

Доказательство. Для интеграла /(г) оба случая тривиальны.. 
Для интеграла J (z) случай l^l-CAT" 1 также тривиален; поэтому рас
смотрим лишь случай N~x<^\z\<N~°'5, причем достаточно предпо
ложить 2 > ( Х 

Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 14, а, найдем 
(подстановка 2zx—u) 

j{z) = U + iV; U= ^ ф (и) cosTzîi da; V— ^ ф (и) sin TZU da; 
CT« °« 

а 0 =42, а = 2iV2; ф (л) = 
2z log — 

* 2z 

| l / | < ф(я)<& = f T — <C ; ь^г-1*-1; V<€.z~'r~^ 
1 J Y ' J L O S * log(2 + (2z)~1) 

Лемма 15. Пусть А, . . . , / и £ —постоянные целые, 

0 < А < . . . < / < > , * > 1 , 

и каждому £ отвечают свои системы 
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состоящие из целых чисел, с условиями 

Ut,h<:Mpl..., ut%i <:мР\, и£)П<:мр?, 
л также отвечает число Ф, такое, что, каковы бы ни были интервалы 
с длинами 

М р ^ \ . . . , Mpt

l^\ Mpn

t^\ 
число указанных систем с числами, соответственно попадающими в 
эти интервалы, не превосходит Ф/. 

Выбрав из систем, отвечающих различным t=l, . . . , k, по одной, из 
сумм 

Uk = UUh + ...+U*9H,...,Ul = UUi+. . .+Uk,i,Un=UUn+. ..+Uk,n 

соответственных чисел этих систем составим систему 

(Uh, ...,ир ия). 
Тогда 

Ub<!CMp\y . . . , U^MplU^Mpï (1) 

и, каковы бы ни были целые zh, . . . , zv zn, для числа ф {zh, . . . , zl9 zn) 
систем (Uh, . . . , Up Un) с условием 

и^к,...,иг=гг,иа=гЛ (2) 
будем иметь 

ф(г„ . . . , г г , г л ) < С Ф ! . . . Ф А . (3) 
Доказательство. Неравенство (1) следует из условий леммы не

посредственно. 
Докажем неравенство (3). При наличии равенств (2) для данного 

t и для г, равного любому из чисел А, п, имеем 

Ut,r=zr— Ut,r - . . . - Vt^r - (Ut+l,r+ . . . + Uhlr), 

где сумма, стоящая в скобках, будет < С Mpr

t х <С Mpr

t

[l~^. Этим до
казывается, что п*ри заданных системах 

(zhj . . . , zbzn); 

(Ut-i,h, • - • } Ut—l,lj Ut-l,n) 
числа системы 

{Ut,h, . . . , Ut,i, Ut,n) 
должны соответственно попадать во вполне определенные интервалы 
с длинами 

<CMp^)f., ., ^Mpf-*)$ Mpf' 
согласно же условию леммы число таких систем будет < Ф / § 
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Применяя доказанное последовательно к £ = 1, . . . , мы и убе
димся в справедливости неравенства (3). 

Лемма 16. Пусть p=RH, #>1, Я > 1 , 0<Х19 Xx + R<Yl9 

Уг-\-R<X%9 . . . , -Y„- | - / ?<I ' r

/ I , Уп^Р* причем vl9 . . . , <vn пробегают 
целые числа интервалов 

^<vL<Y19 - * * < Х < ^ 

Тогда, каковы бы ни были интервалы с длинами 

для числа Е систем значений vl9. . . , <и„, при которых суммы 

соответственно попадают в эти интервалы, будем иметь 
п(п—1) я—t 

£ < С Я 2 > ~ ; 

Доказательство. Пусть s —целое с условием 1 < S < T & H пусть, 
при заданных • - « > суммы - f - . . . + %nvni..., х^у + . . . 
лежат в каких-либо определенных интервалах с длинами 1,р, . . ., />л—!. 
Тогда суммы х ^ + ... *nvs,..., х ^ ^ - . . . ' . + хл*с, очевидно, лежат в оп
ределенных интервалах с длинами 1, р, ... , ps~~x. Пусть ̂  . . . , 
4rf"5i, • • • » Ч^Ч"^ ~~ Д в е системы значений v19..., *ÜS С указанным 
свойством; тогда имеем 

X i + ç х + . . . + х , (% + у - % ç # = е 0 ; 

откуда находим: 
Д Ё , ± Д ' = 0 ; 

(% + £]) — % 4ъ+ У — ъ 
Si " " 5, 

5?! 4î 
(% + Ii) - m K - i + ^ - i ) — y-i 

*5i 

(4) 

3 тр. Математ. инст., XXIII 
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Применяя к левой части равенства (4) формулу Лагранжа последо
вательно ко всем i\v . • . , Us, получим 

1 1 j 1 . . . . . . 1 60 

; А' = ' д , = 

где x v . . .,xs удовлетворяют тем же неравенствам, какие в формули
ровке леммы указаны для *о19..., 

Далее находим 
S-1 

А * 2 r + i " 

где £/г есть коэффициент при xr

s в разложении As по степеням xs. Но 
Д =̂= A s - 1 (xs — * j ) . . . (X — J C J - i); следовательно, 

U T ~ D s - i - r k s - u 

где / ? j - i - r есть сумма произведений чисел — л ^ . . . — х $ — и взятых 
по s — 1 — г, и, следовательно, Ds—i-r <^р5~~г. Поэтому 

д ; < ^ - 1 д , _ 1 ; | у < -<€Hs~-\ 

Таким образом, vs при данных vs + i, ... ,v„ принимает <^.HS~1 раз
личных значений. Такое утверждение, очевидно, верно и для s==l. 
Поэтому для числа F систем значений vl9. .., юп, при которых суммы 
Хг*0!-}-' • * + % Л > • • • 9 + • - -+*л°я л е ж а т в каких-либо определенных 
интервалах с длинами 1, р,..., pn~~l

у имеем 
72'(Я — 1 ) 

/ 7 < l . v Я . . . Нп~г~Н 2 , 
откуда, в силу 

I - , 9 ( 1 - V ) / ï ( l -v) {Lzi 
£ £ £ =^р 2 

1 р ^ 

уже легко убедимся в справедливости леммы. 
Лемма 17. Пусть k и / — постоянные целые положительные, тА (m) - -

число решений в целых положительных х 1 ? . . . , x f t уравнения x t . . . хк~т 
(в частности т 2 (т)=ъ(т)), Е — постоянная Эйлера. Тогда 

а- ч*(/ю)</га"; 
b. 2 ( ^ И У < С ^ ( 1 о & 2 + 1 ) ^ - ^ ; 

0<т<2 
c. 2 * И = 2 (log z+2E~l) + О 

О < m < z 

Доказательство: Элементарное доказательствоk неравенства (Ь) 
содержится в статье К. К. Марджанишвили, Доклады Акад. Наук 
СССР, 1-939, т. XXII, № 7. 
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Исследование особого ряда 

В настоящей главе выводятся некоторые свойства «особого ряда» ®, 
применяемого в дальнейших главах (главы IV и VII). Ряд @ впервые 
был указан и исследован Hardy—Littlewood'oM. 

Специальные обозначения. В настоящей главе считаем Й ^ З И 
применяем следующие .обозначения: 

При (a, q) = l, <7>0 полагаем 
д ~ 1 2ш±хп 

S a , q = 2 e q « (1) 

При целом <7>0, целом N и постоянном целом положительном 
г символом M{q)=M(q, N, г) обозначаем число решений сравнения 

• -{-X^-EELN (mod q), 

когда *xv ..., хт независимо друг от друга пробегают полные системы 
вычетов по модулю q. Кроме того, заставляя а пробегать приведенную 
систему вычетов по модулю q, полагаем 

Sr

ayÇe * * . (2) 
а 

Полагаем (в случае сходимости бесконечного.ряда) 

6 e ©(W ,r)= § A(g9N9r). ( 3 ч 

Буквою ^ обозначаем простое число. Известно, что при р^>2 су
ществует число g, при всяком целом s > 0 принадлежащее по мо
дулю р* показателю <р (̂ *), л всякое число приведенной системы выче
тов по модулю р* при единственном неотрицательном b<C<p{ps) бу
дет = g-fi (modjp*). При /?=2 существует число g, при всяком целом 
s > l принадлежащее по модулю 2s показателю 2"~1ç(2e)> и всякое 
число вида 4m + 1 приведенной системы вычетов по модулю 2* при 
единственном неотрицательном Ъ <2~~1<p (2s) будет =g , Ä(mod2'). 
3* 
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Буквою т обозначаем показатель, с которым р входит в канониче
ское разложение числа /г. Полагаем 

+ при р>2; 
у = т + 2 , при /7=2. 

Полагаем (в случае сходимости бесконечного ряда) 

6 = 0 

Лемма h При ^ , . . . , ^ попарно простых, определяя Qs равен
ством 

Qs=<Ii ••• 
будем иметь 

Доказательство. Имеем 

2 2 л ? i . . . * ä ; » 

что доказывает лемму, так как Q x ^ i + • • • +<3л пробегает полную 
систем у вычетов по модулю qt ... qk. 

Лемма 2. При ql9 . . . , yÄ попарно простых имеем 

A(qx) . . . А(яд=*А(дг ... ?*)-
Доказательство. Заставляя аг> . . . , aÄ пробегать приведенные 

системы вычехов по модулям qv ..., qky имеем (лемма 1) 

= - • . 2 l • • • 2 i 5 W . . . + * F T Qfc Чг ... ^ « 9 X 9 k 

что и доказывает лемму, так как a1Q1

Jr - + # Ä Q * пробегает при
веденную систему вычетов по модулю qt .. - qk. 

Лемма 3. Имеем 

I Sa,р|<(8 - 1 ) VF; М л , J - !)• 

Доказательство. Известно, что при (г, р) = 1 сравнение jf = z (med ^) 
разрешимо тогда, и только тогда, когда ind z кратен 8, причем в еду-
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чае разрешимости это сравнение имеет S решений. Поэтому в случае 
8 = 1 имеем (лемма 5, гл. I) S a , р—0; в случае же § > 1 находим 

6—1 р—1 п . m i n d z . . az 

iÄ.,i=ii+2 2 е е Р = 2 2 е * е р 

5—1 р— 1 _ . m i n d z _ . az 2ти : 2ш — 

< 
/ о—I p-l p—l 

I / m = I Z l = I 2=1 

77Z~ 1 Z=l 
< 

откуда, собирая при каждом £=1, . . . , /7 — 1 вместе слагаемые вхо
дящей под знак корня суммы, с условием 

z1 = tz (mod /г), 
получим 

5—-1 jo—1 р—\ .mmût 0 .д 1)г 

is..,i<l/ (s-1)2 2 2 е ~ 7 ~ = = Y 
•Y 
•Y 

(»-D2 , _ i _ 2 
p~ 1 rt . m i n d Л 

27TÏ ; \ 
7 7 1 = 1 V * = 2 

5—1 

Лемма 4. Пусть a — целое, 1 < а < я , (/г, р) = 1. Тогда 

Доказательство. Преобразовав сумму SatP* подстановкой 

где, независимо друг от друга, £ я z пробегают значения 

£=0, р — 1; z=z0: рр-1 — 1, 

приведем слагаемые этой суммы к виду 
/ azn , anzn~l Д 

2зп 

Сумма слагаемых, отвечающих какому-либо z, не делящемуся на р , 
равна нулю. Поэтому сумма Sa,p* равна сумме лишь тех своих сла
гаемых, в которых z кратно р , т. е. х кратно р . Но число таких 
слагаемых равно ра~* и каждое из них равно 1. 

Лемма 5. Пусть a—целое, а > я . Тогда 
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Доказательство. Преобразовав сумму S& р* подстановкой (оче
видно, + 

х = р а - ^ $ + 2:, 

где, независимо друг от друга, £ и z пробегают значения 

5=0, . . . . р^1 - 1, 0 = 0, . . . , ^ - ^ - i — i , 

приведем слагаемые этой суммы к виду 
-я—Ï „ . / л г я , anzn 

£ \ра 

Сумма слагаемых, отвечающих какому-либо z, не делящемуся на р , 
равна нулю. Поэтому сумма S<*,P* равна сумме лишь тех своих сла
гаемых, где z кратно р , т. е. где х кратно р. Отсюда 

Sa,p*= 2 " ^ = ^ 2 * 

Лемма 6. Имеем 

| Ä w J < n » V - , A(<7)<C<7Wv-
Доказательство. Ограничимся доказательством лишь первого 

неравенства, так как второе следует из него тривиально. Пусть 
д=р*г ... p*k 

— каноническое разложение числа д. Применим лемму 1, полагая 
^s="Pass и определяя (что, как известно, всегда возможно) аг, .. -, ak 

из сравнения а = аг Q x + . . . +ak Qk (mod g). Тогда, вводя символ Ta,q 
равенством Sa,q = gl~~*Ta,q, получим 

Но при 1 <oc</i, (р,ц)=р < имеем 

при а==1, 0 ,л)=1— (лемма 3) 

при 1 < a < / t , (р, л) = 1 — (лемма 4) 

I Т*\ P* I = ^ ^Р*^1 <1 • 
Таким образом, при 1 < а ^ я имеем 

( т . Гл, если р < я 6 

] Ц , если ^ > я 6 
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Эти последние неравенства справедливы и при а > я , так как, со
гласно лемме 5, при а^>/г имеем 

так что всякое Та^ с о с > я равно некоторому с а 0 < я . Из 
всего доказанного следует, 

Лемма 7. При целом г ^ 4 л и целом А/ сравнение 

х% + ... + xn

r == N (mod ) 

разрешимо с условием, что не все хг, ..., лсг делятся на р. 
Доказательство. Ввиду того, что N=N — 1 + I я , 0 я = 0 , доста

точно доказать разрешимость сравнения 

х? + ...+ xn

t==EN(modрч) (5) 

лишь для какого-либо одного £<4/t—1, предполагая (N,p) = l, 
O < N < j 0 * . 

Если р=2, то = 2 г + 2 <4/г . Сравнение (5) будет разрешимо при 
t=sN, так как, например, можно положить 

Если р > 2 , то будем рассматривать наименьшее t^t(N), при ко
тором разрешимо сравнение (5). Число N свяжем с числом v ряда 
^ = 0 , . . . , n — 1, являющимся наименьшим неотрицательным вычетом 
по модулю п числа Ь, определяемого сравнением (s=y) 

N^gb(modpr). 

Если Nx связано с тем же v9 что и iV, то имеем 

Nx=g^ (modpY); ô x = & (modn); Ьг=^Ь + kn\ 

и из (5) будет следовать 

(xtz)» + . . . + ( ^ f s ^ (mod^). 

Этим доказывается, что i(AT 1)<f(N). Аналогично доказывается, 
что -t(N)^t{Nj). Следовательно, t(N^=t(N). Таким образом, значе
ниям iV, связанным с одним и тем же v, отвечает одно и то же зна
чение t(N). Поэтому все рассматриваемые значения N можно распре
делить среди т*сп совокупностей, относя к одной совокупности 
значения с одинаковым значением t (N). 
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Пусть наименьшие представители различных совокупностей, распо-* 
ложенные в порядке возрастания, будут 

Nv ...,Nm. 
Очевидно, N^l, так как 1 есть наименьший представитель своей 
совокупности и, вместе с тем,—наименьшее положительное целое 
число. При этом, так как 1 = Г , имеем t(N^ = l =2—1. Путем индук
ции докажем, что всегда t(Nj)^2j—l. Пусть это неравенство верно 
для Nl9 . . . , Nh. Число Nh+i есть наименьший представитель своей 
совокупности, причем одно из чисел Nh+i-~ 1, — 2^не делится 
на и, следовательно, принадлежит к одной из совокупностей с пред
ставителями Nl9 ..., Nh; поэтому t (Nh+i) < 2h — 1 + 2 < 2 (A + 1 ) — L 
В частности, имеем t(Nm)^2m— 1 < 2 я — 1 < 4 л —1; это и доказы
вает лемму для случая ру>2. 

Лемма 8. Если разрешимо сравнение 

уп==а (mod ру ) 

с условием, что у не делится на р} то при целом s > y разрешимо 
и сравнение 

хп = a (mod / ) . 

Доказательство. Всегда найдется целое неотрицательное £ с усло
вием 

a==yngb (той ps). (6) 

В частности, отсюда следует g b = l ( m o d ^ ) ; поэтому при некотором 
целом неотрицательном &х имеем b=^pz (p—l)bv Взяв любое целое 
неотрицательное £, мы можем показатель b в сравнении (6) заменить 
новым показателем 

b + kps~l (р —.1)=^ 0 — 1) фг + kps~1^). 

При этом, полагая п^р' п19 ввиду (пг>р)=*1, число k можно вы
брать с условием, что выражение, стоящее в скобках, будет кратно пх* 
Тогда указанный новый показатель примет вид рх iiyh^nh, где h — це
лое; сравнение же (6) преобразуется в 

yngnh^a(modps); 
это и доказывает нашу лемму." 

Лемма 9. Пусть s —целое, s > y , г^Ап. Тогда 
M ( / , Ny г) ^ е - 1 ) . 

Доказательство. Согласно лемме 7, существуют целое j / , не де
лящееся на р} и целые у2, ..., уг с условием 

_уп = Л/-~ j £ — . . . — j ^ ( m o d ^ ) . 
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Заставляя каждое х; ряда х2, ..., хг пробегать, независимо от осталь
ных, лишь те числа системы наименьших неотрицательных вычетов 
по модулю р\ которые по модулю рг сравнимы с уз , получим 
pis-y) е-*) систем х 2 , . . . , хг Для каждой такой системы справедливо 
сравнение 

У = Л/ — л ; я — ... — x^(mod^). 
Следовательно (лемма 8), разрешимо сравнение 

xn = N — x%— ... — л;" (mod/); 

это и доказывает нашу лемму. 
Лемма 10. Пусть m— целое, / 7 г > 0 . Тогда 

2 A (qy N, г) ^mrir-v M {m, N, г). 

Доказательство. Рассмотрим сумму 

Эта сумма равна тМ{т). Собирая вместе слагаемые этой суммы 
с одним и тем же значением т{а,т)-1 — q и заставляя aqJ при дан
ном q, пробегать приведенную* систему вычетов по модулю q, получим 
для той же суммы выражение 

Я\т aq х̂==0 лу=Я 

Лемма 11. При г > 2 л + 1 ряды ©(Л/",г) иф(р, iV,r) абсолютно схо
дятся, причем 

3 ( ^ г ) = П ф ( / , TV, г), 

где ^ пробегает все простые числа. 
Доказательство. Абсолютная сходимость рядов &(N,r) и 

Ф ( ^ , ЛГ,г) следует из леммы 6. Далее, при Ç > 2 имеем (лемма 2) 
00 

I I ф ( / > , Л / , г ) = : П 2̂ (/>̂ >r)= 2 A(q,N,r) + 2 ' Л ^ А / , г ) 7 

где второе слагаемое содержит лишь такие A {q, N, г), которые отве
чают значениям q, не делящимся ни на одно Ввиду абсолютной 
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сходимости г ) при £->оо второе слагаемое стремится к нулю; 
первое же слагаемое стремится к &(N,r). 

Лемма 12. При г > 4 я имеем 

в ( Л Г , г ) » 1 . 

Доказательство. В силу лемм 9 и 10 при 5 > у имеем 

2 A (g, N, г) > рг* (r-DMs-y) < r - o = ^-r ( r - i ) . 

переходя к пределу при s - > o o , получаем 
ФО, N, r)^p-r(r~i)m 

Кроме того, имеем (лемма 6) 

Ф (р, iv, г) -1 - j А ^ л^^) <с 2 f (1~rv) о ~ 3 

5=1 5 = 1 

и, следовательно, при достаточно большом с 0 > 1 для всякого р>с0 

•будем иметь 

ф(/?, 7 V , r ) > l — рг-*.. 

Поэтому, применяя лемму 11, находим 
£(7V,r)= П ф(р ,ЛГ ,г) П ф г ) > П ^ Т ^ П О — ^ ~ 2 ) » Ь 
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Исследование одного определенного интеграла 

В настоящей главе выводится необходимая в дальнейших главах 
(главы IV и VII) асимптотическая формула для некоторой части опре
деленного интеграла, выражающего число представлений целого 
числа суммою заданного числа /г-ых степеней целых положительных 
чисел. 

Этот определенный интеграл принципиально близок к тому, кото
рым в своих исследованиях выражали то же число представлений 
Hardy и Littlewood. Приводимые здесь рассуждения по основной идее 
совпадают с соответствующими рассуждениями Hardy и Littlewood'a. 

Специальные обозначения. В настоящей главе считаем п ̂ 3 и при
меняем следующие обозначения: 

г—целое постоянное с условием 2п -f-1; 
дг — целое с условием N^c, где с достаточно велико; 
Р = [ Л Г ] , -с = 2пРп~\N0 и Nx—целые с условиями 0.5N<C 

ß — постоянное с условием 0.25 ̂ ß ^ l — v. 
Символ W{NX) обозначает число представлений числа в форме 

с целыми положительными хх>. . i , ^„Согласно лемме 4, гл. I, имеем 

М г = х * + 

Интервалы, включающие все а с условиями 

= ~ - <z^ - 0 < ? ^ P ß , 0^а<д, 

назовем основными; интервалы, остающиеся после выделения из 
интервала — т ~ 1 ^ а < ! — т —1 + 1 основных интервалов, назовем до
полнительными. Нетрудно видеть, что основные интервалы, отвечаю-
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щие различным парам значений а и q, не содержат общих значе
ний а. Действительно, из 

я Яг q qi > q* > w 

следовало бы 

q<ii V ' qq^T ' P 3 < ^ 3 P 2 

Часть интеграла WiNj), отвечающую основным интервалам, обо
значим символом WQ^NJ). 

Кроме указанных обозначений, в рассуждениях настоящей главы 
будут применяться некоторые специальные обозначения главы II. 

Асимптотическая формула для W0{NQ). Пусть а принадлежит 
основному интервалу, включающему дробь — • Сумму L A преоб-

q 

разуем подстановкой х = qt -f- s, где s пробегает числа s — О, . . . , 
q — 1 и, при данном s, t пробегает целые числа интервала 

— sq-l<t<{P — s)q-* . (1) 

Тогда, выражая а через z, получим 

2 2- 1* е 
s = О / 

q — 1 
2я£ = 2 e>D,(z);D,&=2i'UU,et + * 

s — Ö 

Но в интервале (1) имеем 

d \z\{qt + $Y^± 
dt 

Поэтому, согласна лемме 13, гл. I, 

q Ds= J e^î2 <*' + dt + 4 6 ' = - J е***"ах + 4 6 ' 

и, следовательно, 

U = Ф ^ + 4 6 " ? ; ф = Г «а=^я rftX . ( 2 ) 
П V 
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Далее легко находим 

<C?~ v r / z~^dz<^q~-xP Г — П 1 

F < f (q-tpr-1+q~î->P>-+»->z)dz+ J fcr1*-^1) + 
о р ~ л 

+ gr-v+l ^ г ^ g-lpr-n-l g-.2-vpr-n—9 

Поэтому 

оо 
R(N0)= f 9re~2"lzN'dz. 

Но в силу леммы 14, а, гл. I и леммы 6, гл. II имеем 

^^jf^zq-" ; Z = J P > е с л и \z\<p~n 

4 ' если Я ~ ~ л < и [ . 

Очевидно, Zq~v^>q. Поэтому из (2) выводим 

Но при w^>0 имеем e2rJw—l<^w; поэтому 

l'j - г****, = ф г (&b_!L 2711 i N l ~ 2rJzNo

 +0(q-*Zr-l + q~2~ *ZrJPn ~~ *). 
Отсюда для части Н а , q интеграла W(N-Ù> отвечающей основному 
интервалу, включающему дробь —, получим выражение 

(qz) - 1 (qz) - 1 

J ^re-*™N«dz, F<: j (q~'Z^+q~^ZrzP^)dz. 
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Но, полагая M = [0.5РЯ~'], имеем (применяем лемму 3, гл. I) 

W ТО = НйЛ + • J +1L'a<r-^dx=R(Na) + 
т-1 

-г—1 +1 
+ J Lr

ae-^iaN>da. + О (Р'-"-" ) ; 

У, yWt^-N'-Nn^RWJAP + ol J prdJL + p'-»->M2;> 

M2rv7V W,,"- 1 = # ТО Ж 2 + 0 (Pr~n~" M*); 
R TO)=rv Т г Л/ 0 — 1 + О (pr-n-*,). 

#*, ff=rv7'TO"~I г

е - 2 * ' f ^ + O (q-*pr-»-i + _ 

Просуммировав это равенство по всем а, отвечающим данному с, 
а затем по всем #=1, . . . , [Р 0 ], и полагая NX=N0, получим 

W0{N0)=FrNf-i У, ШМ0,г) + О(Р™~>); Р = Ш±Ж. (3) 

Эта формула и являлась целью настоящей главы. 



ГЛАВА IV 

Оценка G (п) в проблеме Варинга 

В настоящей главе при /г!>3 дается решение проблемы Waring'a, 
утверждавшего (1770 г.), что всякое целое положительное N может 
быть представлено в форме 

N = x*[ +...+xn

r (1) 

с целыми положительными xlt...,xr при условии, что г не превос
ходит числа, зависящего только от п, но не от N. 

Обозначим символом G (ri) наименьшее г со свойствами: сущест
вует ç = c(ri) с условием, что всякое целое N^c представляется 
в форме (1) с r = G(n), но не существует никакого с' с условием, 
что всякое целое N^c1 представляется в рформе (1) с r<CG{ri). 
Тогда результат настоящей главы более полно можно записать в 
форме 

• 0(п)<п (31ogn + l l ) . (2) 

Применяемый здесь метод дает возможность решать и более общие 
вопросы; например, вопрос о представлении достаточно большого 
целого N суммою значений многочлена 

апхп + ... +а2х2 + агх, 

принимающего для целочисленных значений аргумента целочисленные 
значения, не делящиеся одновременно на какое-либо целое число, 
превосходящее 1. Но этих общих вопросов я здесь не рассматриваю. 

Для доказательства неравенства (2) я рассматриваю определенный 
интеграл, сходный с тем, которым пользовались для решения проблемы 
Waring'a Hardy и Littlewood. Но в подинтегральное выражение я ввожу 
множители (суммы Q a n 5 а ) , позволяющие иначе оценивать часть 
интеграла, отвечающего дополнительным интервалам; в частности — 
заменить оценки, получаемые по методу Weyl'n, оценками, получае
мыми из общих соображений метода настоящей книги. 
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Специальные обозначения. В настоящей главе считаем л ^ З и со
храняем обозначения г, N, с, Р , т, {5, La, W0 (N0) главы III со следующим 
уточнением: г =2/г + 1, [5 = 0.25; указанное в этой главе деление ин-
тервала — т ™ 1 — %~г + 1 на основные и дополнительные интер
валы также сохраняется. _ 

Пусть, кроме того, Р<ь~[\[Р]> v пробегает простые числа ин
тервала 0 . 5 Р 0 О < Р 0 ; V — число значений v, наконец, и и и0 про
бегают значения, о которых будет сказано дальше. Полагаем 

j g r j o g j p , Л Г loge» Л 

[ — l 0 g ( l — -V) J [ — l O g d — V ) J 

1. Числа и и числа и0. Положим 

Рг = [0.25 Р] ; Р 2 = [0.5 Р \ ~ v ] ; . . . , Pk = [0.6 P i Z ï ] . 

Пусть SÄ пробегает значения = Р в , . . . , 2PS — 1. Взяв какое-либо 
- 5 = 1 , . . . ,$ , П О Л О Ж И М 

= + + £ 
и рассмотрим совокупность (а/ ), состоящую из всех us и числа (2Рг)п. 

Методом индукции нетрудно показать, что числа совокупности (и/ ) 
не выходят из пределов РГ и (2 Рх)п и не равны между собою, причем 
разность между большим и меньшим из соседних по величине чисел 
больше nPs~~l. 

Действительно, наше утверждение верно для совокупности (%'), 
так как она состоит из чисел 

Я,...9(2Рг-1)я, (2РХ)Л. 
Пусть теперь наше утверждение верно для совокупности (и/) и 

пусть и1 и и? — два соседних по величине числа этой совокупности. 
Рассмотрим числа 

и\ я' + Р ? + , + ( 2 Р , + | — 1)«, и". (3) 

Здесь имеем (с достаточно велико) 

(и9 + Р?+ i)-u' = Pn

s +1 > / i P j + i; 

+ + 1)-) - (^ + ^+ i )> / tP>?+i (^ + 1 -=P Ä + I , . . . , 2 P , 4 - i —2); 

и » _ (^ + (2Р, + 1 ~ 1 Г ) > / г Р Г ! - (2Ps+ïy>nP* + l 

Значит числа (3) не выходят из пределов и' и и" и не равны между 
собою, причем разность между большим и меньшим из соседних по 
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величине чисел больше пР%+\. Поэтому наше утверждение верно 
и для совокупности (iis+i). 

Замечая, что число значений uk равно 

Pi • • • PkУР* Pi + (1~v) + * * ' + ( l N ) k~* = pn~~71 (1 ~~v) Рп 4 

и полагая u = uky на основании доказанного убедимся, что: 
Все значения и лежат в интервале (0 .2Р) Л <><(0 .5Р)" , они не 

равны между собою и каждое из них есть сумма k слагаемых вида 
£ я , где S — целое положительное; наконец, для ^числа V этих значе
ний имеем неравенство 

U^>P 

Повторяя аналогичные рассуждения, но с Р0 вместо Р и с £ 0 

вместо k9 и замечая, что 
П _ 

образуем числа щ с условиями: 
Все значения щ лежат в интервале ( 0 . 2 Р 0 ) П < # 0 < ( 0 . 5 Р 0 ) Я , они 

не равны между собою, и каждое из них есть сумма £ 0 слагаемых 
вида Sô, где ?0 —целое положительное; наконец, для числа U0 этих 
значений имеем неравенство 

и0^>р0

я 6 . 
2. О ц е н к а Qa на д о п о л н и т е л ь н ы х интервалах . Согласно 

лемме 7, гл. I, всякое ос интервала — т ^ О ^ С — + 1 можно пред
ставить в форме 

K = ± + Z , {a,q)=l; 0<q<]fN; \z\<-^—. (4) 
Я qVN 

Сначала оценим сумму Q a для а, принадлежащего дополнительному 
интервалу, но представимому в форме (4) с #<Р°-- 5 . Тогда часть 
суммы Q«, отвечающая, при данном s = 0 — 1, значениям <о 
вида V = qt + s, равна 

где t пробегает некоторые целые числа с условием 

0.5 P0<qt + s<P0. 
4 тр. Математ. инст., XXIII 
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Но, с возрастанием t на 1,Ф (t) изменяется на некоторое число вида 
nz (qt + qb +s)n~~1 q> модуль которого не выходит из пределов А~1 

и 2n~ïA~1, где A = (n\z\P0

n-lq)~K При этом в силу 

QZ q \f N 

имеем P0<^A<g^P0

n~~l и потому, согласно лемме 10, с, гл. I, имеем 

Q« <С<п/ i /o- 0 Pno = Uo Po У ^fi<:U0V Р0~~Т log N. 

Теперь оценим сумму Q a для а, принадлежащего дополнительному 
интервалу, но представляемому в форме (4), с ç r > P 0 , 2 5 . Число ц (j/) 
решений сравнения ^ " ^ j ; (mod удовлетворяет условию 

поэтому можно положить 

Q- = 2 2 Ч С У ) ^ ° 9 ; Ф С У ) < С 1 -

Применяя лемму 10, Ь, гл. I, получим 

Q . < с у и0 +1)*. Р 0PS<с </. Po] / £ ( 1 + 
Ï — V 1 

3. Оценка G(n). Оценим часть IL (N) интеграла / (ЛГ), отвечающую 
дополнительным интервалам. Имеем 

5 

= PrU0VP0

 1 2 4 T V 6 / 2 2 e * * * d * , 

где пробегает те же значения, что и и. Отсюда 

1 — у 1 - 1 — У I J_ 

hW)<:Pru0vp0

12 4 N5 и <ci p r u0v р 2 4 8 N E р~пи*рГг<€: 
< С Р г - " 1 / г л , ^ 2 p ~ s . 
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Далее, оценим часть I0 (N) интеграла I (Af), отвечающую основным 
интервалам. Имеем 

h (N) =^WÖ (N0); N0 = N -u0v»-u-u"\ 
iVe 

N0 > N - (0.5 PQ)n PS - 2 (0.5 Pf > 0.5 N. 

Отсюда, применяя формулу (3) гл. III, выводим 

/ о ( Л 0 = 2^-* 2 A(qyNo,r)+0(VUöU*pr~-n~~'). 

Далее, находим (лемма 6, гл. II) 

2 Л ( ? , Л / 0 , г ) < С Р 0 - 2 5 ; 

ч • 
поэтому 

/ о (No) = 2 N°~l 5 (^о. г) + О (VU0U*Pr~n~v), 

I(N)^>VU0U* Nn~K 
Но 7 (Л/) есть число представлений числа Лг в виде суммы некоторых 
г + 2£ + £ 0 слагаемых вида wn, где w — целое положительное, причем 

— 1 0 g ( l — _ i o g ( J _ v ) 

< (и - 0.5) (2 log 12л + log 6л) + 4л + 4 < п (3 log л + 11); 

Поэтому 
0{n)<n(3\ogn + 11). 
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Приближения дробными частями значений целого 
многочлена 

В настоящей главе дается применение моего метода к вопросу о 
приближениях к данной правильной дроби дробными частями значе
ний целого многочлена. 

Применяемый здесь метод дает возможность решать и более общие 
/аналогичные вопросы; например — вопрос о приближениях к данной 
правильной дроби дробными частями значений функции в известном 

. смысле хорошо аппроксимируемой целым многочленом. Но этих общих 
вопросов я здесь не рассматриваю. 

Специальные обозначения. В настоящей главе считаем # > 4 и при
меняем следующие обозначения: 

h,..., j вместе с п образуют g целых чисел с условием О < h < 
- --<j<n;f(x) = ahxh + ...+ajxJ + anxn; ah9...9 ajy an — вещест
венные, / — одно из чисел h,...,у, л; 

1, Ç>cQ, 

где с0 достаточно велико, 

т ? 
fXc logZ) 

T ( logD + 1) log (D log D + D) 

+ l j ; p = m; 
i W e f l r p a + o ; д = ^ ~ Р ; x = [(* + : 

Выбрав (что всегда возможно) ^ , . . , ^ с условиями 

* 1 < . - . < ^ 
— I ,п — 1 
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и полагая 
Xt,s = [Ptcs]; £/ = [^—]; <=1,. . . ,*; 5 = 1,...,^ 

обозначаем символом xPs переменное, пробегающее целые числа интер
вала 

Xt, s — %t<Cxt, s-^Xt, s + ̂ ; 

символом G обозначим число систем (х\, i , . . . , X\t g,..., xkt i , . . - , xk, g); 
очевидно, 

G = (2 . . . (2 Sk)* Э > ( P l . . . a - «>. 

Взяв при каждом i = 1,...,# какие-либо своицелые /тс/, i , . . . , m*, 
с условием 0</ftrf, s<C^f> полагаем 

( / u = ^ i ^ i + - - + ̂  кх1 g'> ur = Ui,r+ . . . + t/*,r; r = Ä , . . . , j , л. 

1. О ц е н к а ч и с л а р е ш е н и й н е к о т о р о й системы. Наметив 
некоторые интервалы с длинами 

М р ^ 1 , . . . , ^ ^ - 1 , 

оценим число Ф* систем (xif i,...,xt,g), при которых Ut,h, •.. >Ut,n 

лежат соответственно в этих интервалах. Пусть ( х 3 , . . . , xg), {хх + С2, 
•.., xg + у —• две такие системы. Тогда 

ти , + у * - 4) + • • - + mt.g i(xg + Wh ~ xg) = e * MPht~ *; 

i + ^ - JC«) + . . . + mt> g ((xg + Zg)n - xp = G„ Mp"t ~ \ 

что приводится к виду 

mt, i с\~х %,, d + . . . + mt,gch

g-]$h,g = QhM, 

mt, xcn

x

 1 ! d + . . . + mt}g cn

g-l$n, g = 6„M, 

где, при достаточно большом с0 = с0(е,п), все ßr, s будут настолько 
близки к единице, что определитель 

Cl ПЛ 
h — 1 РА, 

CI 

будет численно^ 1. Отсюда легко найдем 
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Поэтому 

m t l . . . m t ) g 

Далее, наметив некоторые интервалы с длинами 

оценим число систем (xt, \,...,xt,g), при которых Utth, •.., Ut,п 

лежат соответственно в этих интервалах. 
В силу 

АЛ M "V-^ 

Mpt Mpt 

будем иметь 

t 

mt,l--mt,g 

Для чисел Ut,r также имеем неравенство 

Для числа ф (zh,..., zn) решений системы 

Uh = Zh> • - • з Uп = Zn, 

согласно лемме 15, гл. I, будем иметь 

К г , . . . , г „ ) < Ф , . . Ф , < Ф ; ф= * » ( * - Р » У 
g-sD 

(1) 

Для чисел Ur также имеем неравенство 

Ur<^Mp\ (2) 

2. Оценка основной суммы. Оценим сумму 

р 

где Е 0 обозначает сумму, распространенную на все G систем (x i , b . . . , 
x\>g1 ..., хК\,..., xkyg), т. е. на все G систем (Uh,..., Un). Находим 

| Г | * < О У у1 у ^ ' ( V ^ V ~ " / ^ 

где системы (Uh'9..., £/„') те же, что и системы (Uh,...,Un). 
Обозначая символом ф(%, ...,ип) число решений системы неопре

деленных уравнений 

Uh' - Uh = uhi..., Un' - Un = un, (3) 
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в силу (1), очевидно, имеем 

Согласно (2) существуют 6H\ . . . с условием, что система (3) воз
можна лишь при un, •.., ию лежащих соответственно в интервалах 

— Mph < uh < A f p \ . . . , — Мрп < я я < с<яШр\ 

Заставляя и А , . . . , ип пробегать целые числа этих интервалов, находим 

2 2 ( Ф ( % > . - - . » Л ) ) 2 < : О Ф 2 .--2 Ф К , . . . , ^ ) = О З Ф . 

На основании изложенного имеем (ср. доказательство леммы 10, 
Ь, гл. I) 

|Л'<*2 •-2*^--»-) 2 е ^ Л ^ ^ 

где введено дополнительное переменное щ\ пробегающее целые числа 
интервала 

— 2с&Мр1 < щ9 < 2с^Мр1. 
Отсюда находим 

< С 0 3 Ф Ж ^ 2 р 0 ~ 2 / + 2 У V m i n ( W , ' 1 

При заданном разность j / / — у1 пробегает некоторые целые числа, 
лежащие в интервале длиною q. Поэтому, согласно лемме 8, а, гл. I, 
имеем 

7 4 <С G*OMg~2pD~2Wp {М*р*1 + Mplq) <С G^MgpD+3] 

± < С ( О ^ Ф М У ^ 1 ) " 7 < С ^ [P±^I£À 
pG у - ml,g---

4 4 4 
r < ; P G 2 

4 

Теорема. Существует с = с(п) с условием, что при любом веще
ственном А можно удовлетворить системе неравенств 

\f(z)-v-A\<cq-?; 0<z<q* 
целыми z и ю. 
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Доказательство. Согласно лемме 12, гл. I, существует функция 
ф (z) с периодом 1 и свойствами (а+0.5Д = A = ß — 0.5Д): 

1. 0<ф (2 : )<1 в интервале А — Д < 2 < А+&; 
2. ф(г)=0 в интервале Л + Д < 2 < 1 + Л — Д; 
3. ф(г) разлагается в ряд Фурье вида 

оо 
ф (г)=Д+Фо (z), ф 0 (г)= 2 И » » c o s 2wm2:+5« sin 2izmz), 

m=l 

где Л Ш < С ^ Ю > В Л < С ^ 0 и ) , причем 

( Д, если /?г <С — 

, если m > — 
( A m 

Рассмотрим сумму 

я = 2 2 +оcv*i,o) • • • 2 ф ° c / ^ u ) ) • • • 

...2 (̂/ta,.))... 2Фес/су )̂) 
Здесь имеем 

2 Фо(/ч )̂)<: 2 77 ^) 
Поэтому 

оо оо оо оо 
я<с 2 ••• 2 ••• 2 ••• 2 / ' Ю - -

™ 1 , 1 = I
 m l , r = I "̂ .l""1 m ft ,g = 1 

. . . ^ (mj^) . . . F (m*,,)... F(mk,s) T, 

где Г — сумма, рассмотренная в 2. Ввиду 
со ± 

2 / 7 И < : 1 , 2 ^ < С А М 4 ; 2 f ( f f l ) < J - < С < Г ^ + ' > 

сумма слагаемых суммы Я с условием, что по меньшей мере одно 
m^s превосходит М, будет 

< С pGq-teW> = pG&?*qr**, 
а сумма остальных слагаемых суммы H будет 

<LpGq 4 + * + « +

 A ^ < C p G ^ V V V * 4 . 
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Но показатель степени q здесь будет 

UogD f(l~^\og[D\ogD+D)+ 4V 

< ^ Il + - < 0 

4 (log Z > + 1) log (Z> log£> + / ) ) 4 4 ( log D + 1) ̂  u * 

Поэтому при некоторых сг и ст 

р ! 2Фо( /0^) ) | 
Я <pQcfbbPqr*"**; 2 п — < pcf*qr*"**-

Следовательно, существует, по меньшей мере, одна система значений 
у, t, s с условием 

2Фо(/0^))! 
L < cxq-c"'. 

Число с0 можно взять настолько большим, что правая часть этого не
равенства будет <1, из этого будет следовать, что при некотором 

Фо ( Г О Р О Х А ; Ф ( / ( у - * ) ) > 0 , 

откуда непосредственно следует справедливость нашей теоремы. 
Пример. Пусть а — вещественное, 

f{x) = xxn+x]f2, я > 4 , т>1. 

Разложив У 2 в непрерывную дробь, рассмотрим ту пару соседних 
подходящих__дробей, знаменатели q и q1 которых удовлетворяют усло
вию q<CV* Ввиду ограниченности неполных частных qx <^iq 
и потому, применяя теорему, убедимся в возможности удовлетворить, 
целыми z и V системе 

\f(z) — <o — A\^cc-b; 0 < 2 < т ; 
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Оценки сумм Вейля 

В настоящей главе дается применение моего метода к выводу 
..двух общих теорем, позволяющих оценивать суммы вида 

М+Р-1 

как в случае, когда f(x) — целый многочлен степени п+1 (тогда оценки 
даются в зависимости от рациональных приближений к коэффициентам 
при степенях х выше первой), так и в случае, когда/(х) в известном 
смысле хорошо аппроксимируется целым многочленом степени п. 

Тот же метод применим и в том случае, когда одновременно с из
менением интервала суммирования и вида функции f(x) число п воз
растает. Но этот случай мы здесь не рассматриваем. 

Специальные обозначения. В настоящей главе считаем 
буквою k обозначаем целое постоянное, превосходящее л, и полагаем 

Лемма. Пусть pj^ — целое, рх>с0, где с0 достаточно велико; 

Pt=Pi{l^)t \ V = [ v l o g 3 / g ( * = ! , . . . , * + ! ) ; 

Ял-и,..., а х — вещественное, f (х) = ап+г хп+1 + . . . + ахх; 
Рг 

^ Г Я + 1 ) 
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где x0 — целое. От an+-u---,ai зависят только коэффициенты при 
степенях х0 многочленов А Г 1 ? . . . , Хп±\- Суммирование распространяется 
на системы (хъ..., л;л+0, состоящие из целых чисел, лежащих в ин
тервалах вида 

— срг < хх < cpL,..., — cp« < л-/? f 1 < г р ^ 1 ; 

причем, каковы бы ни были целые хъ . .., хю число систем (хх, ..., хп\-\) 
•с условием 

^ = ^ 1 , . • •, xn~zn 

будет 

<СФ; ф = ( /> х . . .Л) ' 

Таким образом 

5 ф < С А 2 2 2 

Доказательство. Положим RtiS^=pß~s. При f = 1, . . . , £+1 сим
волом 7\ обозначим всякую сумму вида 

где х пробегает последовательных чисел ряда 1 , . . . , /? г Взяв 
какое-либо число s ряда 1,...,%, интервал суммирования суммы Tt 

разобьем на интервалы вида (с*>г не зависит от s) 

(g=h...,g'; g'<?, R',,s<Rt,s). (2) 

Тогда Tb

t разобьется на сумму <^2SB произведений Zty. 

Здесь интервал суммирования для Zt,sj есть один из интервалов (2); 
соответствующее этому интервалу значение g назовем номером Zt,sj-

Если среди номеров всех Zt,sj имеется п таких, что разность 
между любыми двумя численно > 1 , то Zt,s назовем правильным; в 
противном случае Zt,s назовем неправильным. 

Пусть gx — наименьший из номеров сомножителей Zt,s,o неправиль
ного Zt,s; g2 — наименьший из таких номеров, превосходящих g^ + l ; 
£ г — наименьший из номеров, превосходящих g2 + 1, и т. д.; наконец, 
^ — наименьший из номеров, превосходящих причем номе
ров, превосходящих # Л 1 -И, не имеется. Очевидно, ЛХ-<Л (в против
ном случае Zt,s оказалось бы правильным). Заставляя g\,..., gn_x 
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независимо друг от друга пробегать значения 1,... , 2\ получим 2s(<n~l> 
систем g'v . . . , ^ _ р среди них найдется система, содержащая все числа 
ifi» • • • » fini* причем из способа образования последних следует, что 
номера всех ZtiS,ô находятся среди чисел 

g'vg'i + h g'2, g'2+h. - - ,g'n-V а л - 1 + ! . (3) 

Заставляя g \ \ . . , g£ независимо друг от друга пробегать числа ряда (3) г 

получим (2п — 2)ь систем g[,..., g'^; среди них найдется система, 
состоящая из номеров сомножителей Zt,sj рассматриваемого Zt,s- Из 
сказанного следует, что число BttS неправильных ZtiS удовлетворяет 
неравенству 

В ^ < 2 * ( я - 1 ) ( 2 л - 2 ) 5 . 

Из способа образования интервалов (2) следует, что при s = 2 , . . . , i\t 

каждое неправильное ZttS-i представляется суммою -<2& произведе
ний Zt,s* При s, отличном от ~% всякое правильное из последних 
обозначим символом Z\ \ при $=т^ всякое из них обозначим симво
лом Z\ . Общее число произведений ZJ , очевидно, будет 

< В / 5 , 2 Й < ; 2 ^ 2 М . 

При t= 1, . . . , к имеем (леммы 2 и 1, Ь, гл. I) 

ТЧ 2™ T>t / %sn 

s=2 s=2 4 

<^ y 2sn(2(k-t+h+l)-l) \Z'ts |2(Ä~~'+A+i)<C 
s=2 

7}T 22sn(k-t+h+l) 

s=2 

*uIZ'^|<cf V \Zt,sj\)b; I Z ' , , ç | 2 l W A ) < C 
7=1 

3=1 

Но каждое Zt,s,} разбивается на 

<pt 2~sp7Ù + 1 = pï 2~s(l + 2S рГ) < 2p) 2~s 

2 <c 

2b(k~t+h) 
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сумм Tt+i) поэтому 

=̂1 

(A-f+A). 

5 = 2 

Написав в этой формуле st вместо s} применяем ее при t= 1, . . 
Замечая, что 

k — t + h>h\ р) Pt 
Pt+i 

( T T ) ( T T J • • • ( ft^Tj = PS • • • Л ) " 1 « + 1 > 

получим формулу (1) с тем которое указано в формулировке 
.леммы, но с 

K(s1,...,ss) = \Zl

iA\*...\Z,*,\*\n„! 2bh 

Рассмотрим какое-либо определенное К {sv . . . , s j . Пусть е-я'/(*о)— 
одно из слагаемых суммы Tk+u Сомножители Zt,s j произведения 
Z'ttst представятся суммами вида 

6 , 
vt 

где vt пробегает числа х—х0 (х пробегает целые числа интервала 
суммирования для Z ^ , 3 ) , X0=f{xQ), наконец, Хг, . . . , Xn+i имеют 

значения, указанные в формулировке леммы. Пусть s* < >j* и 
ft, . . . , £ f t— расположенные в порядке возрастания номера тех со
множителей Zt,s которые характеризуют Z't,st как правильное про
изведение. Переменные суммирования для этих сомножителей обо
значим, соответственно, символами vt,sfi, • • - , vttst,n; при этом при 
г = 1, . . . , п + 1 положим 
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Тогда \Zrustf представится суммою 

e 
(W ... w ) 

где второе суммирование зависит от первого и распространяется на 
< С # 2 Д ~ ~ л систем {Wf,stti, . . . , ^ л и ) » состоящих из целых чисел, с 
условием И^,г<СР/ . Числа системы (Vt,st,i, . - . , удовлетво
ряют условию Vt,spr<^Lpr

t, прич-:м (лемма 16, гл. I,c p = p t , R = Rt,st 

H = 2S), каковы бы ни были интервалы с длинами 

р\-\ . • . , P ? ( 1 - , J ) , (4> 

число систем (Vt,st,i, • - • > ^ , , л + 1 ) с числами Vt,stA, • • • , У/,*,,/!, соот
ветственно попадающими в эти интервалы, будет 

п{п- 1) 11 1 

Полагая Ut,st,r =Vt,st,r+Wt,st,r, убгдимся, что 

где суммирование распространяется на системы (JJt^u • . •> UifSi,n+i), 
состоящие из целых чисел, с условием £7^ ,г<С#; причем, каковы 
бы ни были интервалы с длинами (4), число таких систем с числами 

1, . . - j Utjpn, соответственно попадающими в указанные интер
валы, будет 

Эта оценка верна и при s, = r\th так как число всех систем 
(Ut^i, . . . , 1//^,л+1) будет 

Я M Я(Я-И) 

< C p f 2 ~ 2 ^ < C p f 2-2*ч* 2 2 2 ^ = Ф ^ . 

Замечая, что \Tk+\?bh представляется суммою < С р1% слагаемых вида 

где целые с условием х^.<С убгдимся, что 
K{sly . . . , sk) действительно представляется суммою вида, указанного 
в формулировке леммы с 

xr = Ur + *; ; £/ r = l / M l , r + . . . + Uk.s^ г ; 
причем, при некотором с, справедливы указанные в лемме неравен
ства для х19 . . . , х П + 1 . Применяя же лемму 15, гл. I (считая, что 
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h, . . • , / суть все без исключения числа 1, 2, . . . , п — 1), убедимся, 
что число систем (хг, . . . , хпн) с условием хг = zl9 . . . , xn+i = zn+i:. 

будет 

Указанное в лемме неравенство для #ф выводится тривиально. 
Теорема 1. Пусть m и Р — целые положительные; 

р 

5 = 2 /* (х) = a ß + 1 + . . . + аг х; 

ап+г, . . • > cix — вещественные; г — одно из чисел п + 1 , . . . , 2; 

ar==JL+± (a, q) = 1, ? > 0 . 

Тогда имеем 

S ^ P 1 " 0 ' т^~{ ; о = - ; t= 1 + — ; 

т 

где при наперед заданных сг и с% (например, можно взять сг~ с2=1\. 
т определяется равенствами: 

1. q = c1P~, если 1 < ? < ^ Р ; 
2. т = 1, если c 1 P < < ? < ^ 2 P r " J ; 
3. q = c2Pr~"c, если ^ P " - 1 < ^ < с2 Р г . 

Доказательство. Пусть 
З л ( л + 1 ) 

log — log 

+1 
- l o g ( l - v ) 

Тогда легко найдем 

2 

З л ( л + 1) 

При j / = 0, . . . , Y — 1, полагая 
р 

Т0 = ^ ebd{mF<y+x)-mF{y))^ 

будем иметь 

лиг 
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Отсюда следует (лемма 1, Ь, гл. I) 

r - i 

2 | Г 0 | 2 0 ( А + А > + Г 2 0 ( А + Л ) . 

Применяя формулу Тейлора, находим 

mF(y+x) — mF(y)=Y1x+. . .+Yn+1xn^; 

Y,=YS (y)= 2 ^ 1 = ( » | 1 ) т а я + 1 Г + ^ + . . . + 

Положим, далее 
P 

Если точка (аь . . . , а л ) принадлежит области (£1у) /г-мерного про-
-странства, заданной неравенствами 

r 1 - 0 . 5 P - 1 ~ p < o c 1 < F 1 + 0 . 5 P ~ 1 ^ , . . . , Г Л - 0 . 5 Р ~ Я ~ ? < 

< а л < Г л + 0 . 5 Р - л Л 
то имеем 

Г 0 = 7 \ + 0 (Г), |Г0р<*+л> <С [7\Р<*+А> +Г2»СА+А). 

Умножая обе части последнего неравенства на 
я(я+1) . п 

P ао^ . . . аосп 

и распространяя интегрирование на область (ОД получим 
я ( л+1) 

( 2 ) 
У 

S2bk+h)<CP
 2 ' 2 /• • - J I T ^ W + V d * ! . . . rfocn+r2^+Ä>. (5) 

Теперь оценим число G областей ( О Д содержащих точки скоор-
• динатами, отличающимися лишь целыми слагаемыми от координат 
некоторой заданной точки ( а х , . . . а я). Пусть (üy) и (Û^) —две такие 
области. Тогда, обозначая символами Cv С 2 , - . • некоторые целые 
числа, имеем 

Yr-i(y)-Yr^(yo)=Cr-i+0(P~r+^); 
Yn{v)-YM = Cn + 0{P~n-*). 
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Это может быть записано в обратном порядке так: 

f С „ + О (р - л - р )=("+ 1 ) /иа л + 1 0 - j , 0 ) ; 

Cn-i+0{p-n+l->)=(£\) man+ï (у« - J / 0

2 )+(Л) ««.(У - Л ) ; 

Умножая эти равенства почленно на 
Д , = 11; £)«-! = 112!;.. . , Z ) r _ t = 1! 2! . . . (я-f 2 - г ) ! , 

получим следующие равенства: 

С ; + 0 ( P - n - p ) = Z ) n ( « + > a n + 1 0 / - у0); 

Cn_x-\-0{P-n+'->) = Dn-i (£}) яш я + 1 ( У - ^ ) + А , ^ ) ma„ (j; - у0); 

+ . . .-\-Dr-i{rL^mar{y — у0). 

Правая часть первого равенства делит первые члены правых частей 
всех оставшихся равенств, причем частные от деления, соответственно, 
будут 

< Р , . . . , < Р ' ! + 4 - ' . 

Произведения этих частных на левую часть первого равенства отли
чаются от некоторых целых чисел слагаемыми, соответственно 

Поэтому оставшиеся равенства могут быть приведены к виду 

С;_,+ 0{p-n+1-9)=Dn-i ОД) тап (у-уй); 

О {p-r+l~?)=Dr-i тап (Упи~г -
+. ..+Dr-i (Д) та, (у—у0). 

Применяя к этим равенствам рассуждения, аналогичные вышепри
веденным, получим новые равенства: 

C ; i 2 + 0 ( p - n + 2 - p ) = £ > п _ 2 тап-х (у -УоУ, 

C';U-^0 (p-r+1~?)=Dr-i (fzî) man-i(yn-r-yn

0-r)+ 
- f . . . + D r - i (rLi) mar (y —ya) 

О тр. Математ. ияст., XXIII 



66 Глава VI 

и т. д. Наконец, мы получим одно равенство вида 

С + 0(P~r+1~>)=Dr-i 010 та, (у -у0); 

откуда, при некотором с\ следует 

' (Dr-i (rLt) mar '{у - yQ)) < с' P . 

Поэтому (лемма 8, с, гл. I) G<^CG 0 , где, соответственно случаям 1, 
2 и 3 теоремы, имеем 

1) G 0 = y / г а , 2) G0 = /ra, 3 ) 0 0 = / ^ — ^ ; 

откуда следует G <С тР1~х. 
В силу этого из (5) следует 

|5 MCÄ+Ä)^; р * ' mf ... / \тг\ аосг. . . аап-\-УЩк+н^ 
о о 

Полагая рг=Р, оценим |7\|2*<*+Я>, пользуясь леммой. Получим 

\ в 

* i = * i + (?) а 2 * о + . . • + ( * ) «л * Г * + ( л | а ) ^ „ - и ^ ; 

Хп= ^ + ( л Л т а " + ^ о ; 
Xnjri= тап-\.\. 

Поэтому Х1х1-{-. . . -\-Xn+iXn+\=Ai<*.1-\-. . . +Л я а я +-Ал+1^а я +ь Г Д ^ 

Л 2 = ( £ ) XQXX -f- х2 ; 

ХГ1 x i + (") * Г 2
 Х 2 + • • • + *п ; 
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Далее, находим 
1 

J • • • J K(sx, . . . ,sk)d^. . . Л с я = 

в da2 . . . doLnJ 

1 1 2TC/(AI«14- - • - -f А a - M ..та , t 

2J J • . J 
что (лемма 4, гл. 1) равно числу систем (хь . . . ,хп+г) с условием 
Л х = . . . = Д , = 0 , т. е. равно, как это нетрудно сообразить, числу 
систем (xJ9 . . . ,хп+\) с условием x x = . . . = х л === 0; последнее же число 
будет <СФ-
Поэтому 

» ( « + , ) . ^ + ( я + 1 ) р * 
5 •°--г\"тч? ^| 

2 Ц ± ^ DP 2 6 ( * + * Ь Л - ^ ± И + ÎU5+Î1 . 
< Я 2 OTP * 2 _|_ум(* + й) < ^ 

Справедливость теоремы теперь следует из неравенств 

6 V 15 

2b(k + h) T r + 7 ) ( r ~ Y ) l 0 g т + Я + 3 

> Iii!», >„ 
о . / 1 я З я ( в + 1 ) ( л + З К ^ 

- L < ? 
2 b k 5 ( B - | ) ( » - l ) ( 1 o K

1 ^ Ö ± i 2 . - W ) * 

Пример. Пусть один из коэффициентов а л + ь . . . , я 2 многочлена 

равен \г2ь остальные же коэффициенты этого многочлена — любые 
вещественные числа. 

Разложив \f2~ в непрерывную дробь, рассмотрим ту пару соседних 
подходящих дробей, знаменатели q к q', которых удовлетворяют уело-
5 * 
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вию q ^ P < C q * - Ввиду ограниченности неполных частных, будет 
<С1<7- Поэтому рассматриваемый коэффициент можно представить в 

форме 
а , 6 
Я я2 

где (a, q) = 1 и при некотором сх < 1 

Следовательно, применяя теорему, будем иметь 
р 

y\e2nimF{x) ^ р 1 " ^ / ? г 2 ? ; ? = 1 ; t = 1 + — . 

Amd 3 /z 2 logl2n(/z+l) 30 
Теорема 2, а. Пусть iV и Р — целые, Р > 0 и в интервале 

N-^x^ M + Р вещественная функция/(х) имеет непрерывную про
изводную finW(x), удовлетворяющую условию 

4 . 

где Р < Л 0 < Я Н 2 ' . Пусть далее 

с' 

тогда имеем 
S < P H ; р = 1 . 

3/г3 log 125д 

Доказательство. Пусть 

л + 1 L—logCl—v) J 

Тогда легко найдем 

k < ( n — L W ( 6 N + 6 ) + 1 . А < _ 1 

6л + 6 

Полагая, при у = N,..., N + Р — рг, 

Т0 = 2 £2л:/ {Ку + Л"} ~"/00 > , 
находим (ср. доказательство теоремы 1) 

N+P~Pi 

\S\=pTl^\T0\ + QP{, 
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-2b(k+R) D2b (k+h) —1 

Применяя формулу Тейлора, находим 

/ С У + *) - / С У ) = ^ + • • - + Уп*п + 9 .—/7 
•Я о 

J ] - Aç> 

Если точка ( а 1 ? . . . , ося) принадлежит области (О^) га-мерного простран
ства, заданной неравенствами 

то имеем 

Умножая обе части последнего неравенства на 
я(я + П 

/?, 2 Pn?dax. . . б?ал 

и интегрируя по области (Q ), найдем 
п(п + \) p f 

I 7 0 p(*+Ä) <с^! 2 P ^ J . . . J I Тг Р rfai... dxn + (Plpr-?)2b(* + h) л 

Теперь оценим число G областей (& v), содержащих точки с коорди
натами, отличающимися лишь целыми слагаемыми от координат неко
торой точки ( o c j , . . . , а я). .Пусть (Cly) и (Ûye) — две такие области; тогда 

Следовательно (лемма 9, ß, гл. I, с Ф (y) = Yn(y)— У„(Уо) 
и А == Л0(га + I)- 1 ) , G < C P 2 v + p . Ввиду этого имеем 

Гг - 0.5рГР~*< <h < Yx + 0.5^ГР~° ; 

Г л - 0 .5^Г Л Р~Р< а я < Г л + 0.5рТ*Р~*, 

(Yn (у) - Yn (yïï<p7"P^<: P )2v -hp л—1 

£2Ь(М + я) 

-26(л + я) + 
я ( я + 1) 

о о 

F = 
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Оценим \Tx\2b^kJrh\ применяя лемму. Тогда получим (р = р1) 

\Tl\m* + H) < С 2 2 2^(^--'5^ 
KiSb...:,sk)= 2 

. . ,хп 4 . j ) 

Далее находим 

Хххх + . .. + ХпХп = AXOLX + . . . + Апап; 

А\ = -̂ IÎ 

Л » — ^ 1 ) х^хх —{— Х 2 

1 

Согласно лемме 4, гл. I, интеграл 

}к (sv . . . ,sk) doc,... d<zn = 2 / . • - f e 8 * ( Л л + • • • + V n > ^ . . . d 4 

О 6 (х х, . . . , л - л + 1 ) О О 

равен Числу систем (АХ,..., АП) с условием Л х = . . : = АП — 0. Но это 
число равно, очевидно, числу систем (хъ. т x n + i) с условием 
хх = ... хп = 0, т. е. будет <^Сф. Поэтому 

о о 

JJ2&(& 4- A) < ^ p2b(k + h)- l4-2v + (я + 1) Р ^ 2 0 __|_ p ( I — p) 2b{k 4- я) < ^ 
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Справедливость теоремы теперь следует из 

i - ü v £(1—2.5v) 
Ь 12 б 

»(* + *) ^ | ^ + | ^ n _ l ^ l o g ( 6 r a + 6 ) + 4 ^ -

> ! ->р. 
З я 2 (1 + З .Ь ) (log п 4 - 3.2) г 

Теорема 2, Ъ. Пусть N и Р —целые, Р > 0 ; в интервале < > с 
^N + P вещественная функция f(x) имеет непрерывную производ
ную /<Л + 1) (Л;), удовлетворяющую условию 

( п + 1 ) ! 

где Р < С AQ P2 + v. Пусть далее в том же интервале Ф (х) монотонна, 
причем max i Ф (х) I <С1 Ф0-

Тогда, обозначая буквою Рг любое целое число интервала 1-< 
^ Р х ^ Я и полагая 

N + 

5 ( Р 1 ) = у^Ф{х)е2™к*) , 
будем иметь 

Доказательство. Для целых Р 0 , лежащих в интервале 1 < Р 0 < Р , 
введем обозначение 

jv + Л» 
а ( Р 0 ) = 2^/("г)-

.г = 4 - 1 

При i 4 o 2 + 2 v ) ~ ] < Р 0 < Р , согласно теореме 2, а, имеем 

a (P 0 )<CPÔ"^<CP 1 - ' . (6) 

При 1 < Р 0 < ^ O 2 + 2 j ) ~ ! неравенство (6) следует из 

Таким образом, неравенство (6) верно при 1 < Я 0 <С Я. Применяя к сумме 
^ (Р х) преобразование Абеля, мы убедимся в справедливости нашей 
теоремы. 

Пример. Пусть s = o + #, о > 0 , *>1 , Р и Pi —целые, 

_L 1 

£ я < Р < ^ ~ ! ; 1 < Я Х < Я . 
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Применим теорему 2, b к оценке суммы 
p+Pi 

Здесь имеем 
р+рг —* log X 

/ ( / г + 1 )(*) 
( л + I j ! 2Tü(n-fl)^ + I 

Полагая 

будем иметь 

(я + 1)! 
•< : max — 

1 

Поэтому 
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Асимптотическая формула в проблеме Варинга 

В настоящей главе я показываю, что асимптотическая формула 
Hardy и Littlewood'а для числа представлений целого положительного 
N в форме 

N=x*+ . . . +хг

п; хг > 0,. . . , хг>0 

нетривиальна для 
r>[10n a log«]. 

Для доказательства я рассматриваю интеграл, сходный с тем, ко
торым пользовались для решения проблемы Варинга Hardy и Little
wood, но оценки, получаемые по методу Weyl% я заменяю оценками, 
получаемыми по моему методу. 

Специальные обозначения. В настоящей главе считаем я ^=12 и 
применяем следующие обозначения: 

[f «+ j]; {'°^;ZT+ 'I' °=(1 - * • 
Лемма. Пусть р х — целое, р х ~ > 1 ; а п , — постоянные целые;. 

f(x) = anxn-\-...-Jra1x, а л > 0 ; 
А 

Тогда имеем 

о 

Доказательство. Применяя лемму гл. VI, находим 

Иг Ч В 

Sl=l s, = I 
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[ср,] [ер* ] 

2 . . . 2 Ф ( ^ - . . , ^ ) ^ ^ + - + ' " * л ,

; 

* ° l'Ai * = - [ с Л

Л ] 
л 

у _ / ( Л ( ^ 0 ) . V _ „ 
— Г. >Лп — ап-> 

где х0 — целое; 

Но интеграл 

о 
равен 1, если 

* 1 * 1 + - - . + * я * * = 0 , (1) 

и равен нулю в противном случае. А так как при каждой заданной 
системе значений х19.. -, xn — i найдется не более чем одно значение хп, 
удовлетворяющее неопределенному уравнению (1), то общее число 
систем значений х19... ,-*я —i, удовлетворяющих этому неопределен
ному уравнению, будет 

я ( я — I) 

< 0 1 - - . Л Я - 1 = Л 2 . 

Вместе с тем найдем 
1 п(п — \) 1 

J К (slt. . . ,sk) da < О х

 2 Ф;.Г V ( * + h) da <С 
О о 

Теорема. Формула, данная Hardy и Littlewood'ом 

1 q = 1 

(обозначения гл. II) для числа представлений целого положительного 
N в форме 

А ^ = х х

м + . . . +х? 
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с целыми положительными х19..., хп9 справедлива при 
[10 п2 log л]. 

Доказательство. Полагая 

•находим 
I(N)= J Tle-™*Nd*. 

î 

Из интервала интегрирования выделим основные интервалы, включаю
щие все а с условиями 

q qr qz 

и дополнительные интервалы, включающие все остальные значения а. 
Для дополнительных интервалов имеем 

Пусть / 0 (Л/) — часть интеграла /(/V), отвечающая основным интер
валам, а /ДАТ) — часть, отвечающая дополнительным интервалам. Тогда 

/ ( Л 0 = / 0 ( Л 0 + / х ( Л 0 . 

В силу [10/z2log/z]>2/z-j--l к / 0 (N) можно применить заключитель
ную формулу гл. III; получим 

Согласно лемме 6, гл. II, имеем 

1—V 1—V 

q>Pi Q> Рг 

Поэтому 

0 V ' r(rv) 

Теперь оценим 1г(Л/). Согласно лемме, имеем 
1 

ô 
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Далее, согласно теореме 1, гл. VI, имеем 

1 — V 

Поэтому 

_ в ( я ^ 1 ) г —2ft(£-f/г) 

где имеем 

^ 1.2 л 2 log 12 л 2 1 

, 10 л 2 log я — 1 — (2.5 п + 1) ((я — 0 5) log (0.6 /г2 log 32 /г2) + л + 3) . 

' 3 л ( л — l ) l o g l 2 / z 2 ^ 

^ — 5 л ( л — у ) + 20 л 2 log л — 2 — ( 5 л + 2 ) ((л — 0.5) 2.8 log л + л + 3) ^ 3 

б л ( л — 1 ) log 12 л 2 ^ 12 ' 

Отсюда следует справедливость теоремы. 
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Распределение дробных частей значений 
целого многочлена 

В настоящей главе дается применение общего метода к выводу 
асимптотической формулы, выражающей число дробей ряда 

меньших заданной правильной дроби. 
Мы ограничиваемся здесь случаем, когда F (х) целый многочлен 

с вещественными коэффициентами. Показатель степени многочлена, 
как и в предыдущей главе, считаем постоянным; однако тот же ме
тод пригоден и в случае, когда показатель медленно растет (одновре
менно с изменением вида функции F(x) и длины интервала Р). 

Теорема. Пусть Р — целое положительное, п >-11 ; F (х) = 
=an + i хп + . . . -\-ахх\cin + 1 , . • . , ах — вещественные; s — одно из 

чисел п-\-\,..., 2; 

Тогда при любом у, удовлетворяющем условию 0<Y<C1> число Т 
дробей ряда 

\Р(х)\;х=1,...,Р, 

а : s = - + {a,q) = l,q>0. 

12 л (л 4-1) ' 
3 гС1 log 

т 

где т определяется равенствами 

Я с1Р'1, если 1 < # < £ Х Р ; 

1, если q P < 9 r < ^ 2 ^ > s 

я с2Р если с«Р <q<csPs. 
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Доказательство. Положим 
p 

A 0 = p - ' * , A = p - ' , Ä = l + - J R , 5 E , = 2 

Тогда, согласно теореме 1, гл. VI, имеем 

При Л>-0.25 теорема очевидна; поэтому рассмотрим лишь случай: 
А < 0.25. Взяв любые вещественные Л и S с условием 0 < В — А <С 
^ 1 — 2 Д , рассмотрим периодическую функцию ф(2) с периодом 1̂  
указанную в лемме 12, гл. I, при предположениях 

г = 1 , а + 0 . 5 Д = Л , ß - 0 . 5 A = ß . 

Тогда будем иметь 
ф ^ х ) ) ^ , если A < / 7 ( x ) < ß ( m o d 1); 

0 < ф ( / 7 ( х ) ) < 1 , если А-Д</7(л)<Л(тос11), 
или ß < / 7 ( x ) < ß + A ( m o d l ) ; 

ф(/=*(х))=0, если о + А < / ? ( л ) < Л — A+l (mod l ) ; 
со 

ф(/7(л)) = (В — Л + А ) + 2 (^cos2Trm/7(x)+&O Tsin27um/7(x)), (1> 
Л'=1 

где 
— > ь т < - , если / я < - - ; 
/71 m А 

Я т < ~ ; > е С Л И ^ > 7 -А/?г2 Am2 А 
Из (1) следует 

Р 00 

2 ф (/>(*))=/> ( В - А + А ) + 2 

где S ' и S" определяются равенством S^SJ-^fS^7. 
Поэтому 

— 1 
п v о тп 2 ^ РА 

2 ( a „ ^ ' + * „ 5 „ " ) < : 2 
О < да < Д 

I с) ЛТП" () л??1ы 

А < тя < A m > А 

< р 2 р : + 1 - Ж Д + Р А < : Р Д , 

2 ф ( ^ ( х ) ) = Р ( б - Д ) + 0 ( Р А ) . , (2) 
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Обозначим символом Т(А;В) число значений F(x) с условием 
А F (х) <С В (mod 1). Тогда равенство (2) можно привести к виду 
е 1 Г ( Л - А ; А ) + Г ( Л ; В ) + 0 2 Г ( В ; В + А ) = Р(Б--Л)+О(РД) 5 е 1 >О, 6 2>0; 

откуда, ввиду очевидных неравенств Т (А — А; А) < С РА, Т (ß ;ß+ А) <СС. 
< С РА, получаемых из (2) заменой А и В сначала на А — А и Л, за
тем на В и ß + Д , найдем 

Т ( Л ; В) = Р (В - Л ) + О (РА). 
Отсюда выводим 

Т = Т (0; 0.5 у) + Т (0,5 у; у) = Р (0.5 у - 0 )+ Р (у - 0.5 у ) + О (РА) = 
= р т + 0 ( Р Д ) , 

что и доказывает нашу теорему. 
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Оценки простейших тригонометрических сумм 
с простыми числами 

В настоящей главе дается применение моего метода к выводу оце
нок для сумм вида 

P<N 

где а — вещественное и р пробегает простые числа. Эти оценки дают
ся в зависимости от рациональных приближений к числу а. 

Оценок сумм более общего вида я здесь не даю. Однако следует 
отметить, что тот же метод дает возможность оценивать и суммы 
вида 

P<N 

как в случае, когда f(p) — целый многочлен степени выше первой 
(тогда оценки даются в зависимости от рациональных приближений 
к коэффициентам при степенях р выше первой), так и в случаях, 
когда f(p) в известном смысле хорошо аппроксимируется целым мно
гочленом. 

Тот же метод дает возможность оценивать и чисто арифметиче
ские суммы с простыми числами. Например, весьма просто оценива
ются суммы вида 

2 Х ( Р + * ) , 
P<-V 

где "/(a) — не главный характер по модулю q и (£, д)=1. В общем 
же случае, соединяя мой метод с методом английских математиков, 
можно оценивать и суммы вида 

2 х(/о»))> 
где f{p) — целый многочлен, значения которого суть целые числа. 



Оценки простейших тригонометрических сумм с простыми числами 81 

Наконец, следует отметить, что во всех перечисленных вопросах 
аргумент р, пробегающий простые числа, можно заменить аргументом, 
пробегающим другие числовые последовательности, например: после
довательность простых чисел, принадлежащих данной арифметической 
прогрессии, последовательность целых чисел а с данным значением 
\ь{а) х(#)> последовательности, состоящие из весьма общего вида 
произведений, и т. п. 

Специальные обозначения. В настоящей главе р всегда обозначает 
простое число, N — целое число > с 0 , где с0 достаточно велико; кро
ме того, полагаем r=\ogN. 

Лемма 1. Пусть и пробегает значения, являющиеся произведениями 
двух сомножителей, каждый из которых независимо от другого про
бегает свою возрастающую последовательность целых положительных 
чисел, и пусть ю пробегает возрастающую последовательность целых 
положительных чисел, 1 «< £/ < Л/, U<iUr<dU; 

a=±+±,(a,9) = l,l<q<N, S= 2 2 • 
q Г U<u<U> v < N l l ~ - l 

Тогда имеем 

У q N U N 

Доказательство. Число решений неопределенного уравнения 
u=z, когда и пробегает все вышеуказанные значения, будет < ^ T 2 ( Z ) , 
причем (лемма 17, Ь, гл. I) 

2 ( ^ ( * ) ) А < С * Л * . 

Поэтому, заставляя z пробегать уже все целые числа интервала 
U<Cz^U\ имеем 

5 2 < ( / г з 2 2 °2nUZV 

£7 < z < £/' vKNz 
el 

—î 

= Ur* 2 2 2 e**"**'-*1. 

Далее изменим порядок суммирования. Очевидно, v% и v могут про
бегать лишь значения, не превосходящие Л/1/- 1 ; a z, при данных 
ч)% и v, пробегает целые числа интервала 

V v' v J 
Поэтому получим (лемма 6, гл. I) 

6 тр. Математ. инст., XXIII 
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откуда, замечая, что интервал длиною <^NU~l разбивается на 
<^iNU~l q~l~\-l интервалов длиною^*?, найдем (лемма 8, а, гл. I) 

Лемма 2. Пусть Р—целое положительное; z пробегает целые 
числа z$.. . , z „ ; S' обозначает сумму значений функции f(z), распро
страненную на значения z, взаимно простые с P; Sd обозначает сумму 
значений функции f(z)3 распространенную на значения z} кратные 
Тогда 

а) 
S' = 2 №)S4. 

d\p 

b) Если для указанных значений z имеем f(z)^0 и m — положи-
тельное четное целое число, то 

5'< 2 над-

Теорема 1. Пусть # = £ ° - 5 / T , 

<i=±+±, {a,q) = l, l<q<M, S = 2 
Я ? p<N 

Тогда имеем 

Доказательство. Пусть P — произведение всех простых чисел, 
не превосходящих YTT. Заставляем z пробегать целые числа интер
вала 0 < 2 < J V . Полагая 

f(z)=e*r.laz9 

применим лемму 2, а. Получим 

S' = 2 Р (ä) Sd; S' = 2 e2niap= 
=S+0(YN); Sd = 2 e^Jadm. 

Q<m^Nd~1 

Отсюда следует 

S=S0-Si+O(Y*b s0= 2 2 e w ° m , S,= 2 2*Wl^ 
где d0 пробегает делители числа P с условием [i(d) = l; ^пробегает 
делители числа Р с условием \L(d)=—1; наконец, m пробегает це
лые положительные числа. 
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В дальнейшем мы ограничимся лишь оценкой суммы Sd, так как 
сумма S± оценивается аналогично. Интервал 0 < С т < С N мы разобьем 
на <С г интервалов вида 

М < / ; г < Л 2 г ; М < Л Г < 2 Л 4 . (1) 

Часть суммы S0, отвечающую интервалу (1), обозначим символом 
S(M). 

Сначала рассмотрим случай Ж ! > Я ; тогда, полагая M(d0) — 
==min (М\ Ndf-1), будем иметь 

S(M) = 2 2 e2™d>m<C 2 m i n 

d^NM*1 M<m^M(du) d^NM"1 

откуда находим (лемма 8, b, гл. I) 

\M qJ \H N q J 

Остается рассмотреть случай Ж < # . Сумму S (M) представим в 
форме 

S{M)= 2 2 e2™ad<m. 
.М<т<^Ж d^Nm—1 

Обозначим символом Ьк каждое d0, имеющее ровно £ простых сомно
жителей, превосходящих Я 2 . Пусть £0 — максимальное значение £ 
для d0<CN; из 2 Ä °<iV следует £0 <С*". Имеем 

S(M)= J Sk(M); SA(M) = 2 2 е^*Ч™. 

Сначала рассмотрим SÖ{M). Для S 0 > Л Ш ~ " 1 //—*, полагая О (S 0 )=^, 
получим 

H27>NH~2; (2* + 2)0 .5^7>г; *>]/7~— 1; т ( 8 0 ) > 2 ^ г ~ 1 -

Пользуясь последним неравенством и леммою 17, с, гл. I, найдем 

SÖ(M)<€ f 1 + 

Далее рассмотрим SK{M) для случая & > 0 . Сумму SK (M) сравним 
с суммою 

тк= 2 2 2 * м > 

N_ 1_ 

6* 
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где р пробегает простые числа интервала H*<^p^yN, а £ пробегает 
значения dv имеющие ровно к — 1 простых сомножителей, превосхо
дящих Я 2 . 

Пусть & > 1 . Членов с (ру1)—р сумма Тк9 очевидно, имеет 

Остальные члены суммы 7̂  — те же, что и члены суммы Sk (M), при
чем каждый член суммы Sk(M) входит в сумму Тк ровно k раз. 
Поэтому 

*.С*>-£г . + о(А.) . 

Последнее равенство, очевидно, верно и при £=1, причем тогда 
остаточный член равен нулю. 

Оценим Tk. Интервал Я 2 < / ? < ^ л / г разобьем на < С интервалов 
вида 

Q<P<Q'; Q < Q ' < 2 Q . (2) 

Пусть Tk(Q) — часть суммы Г А , отвечающая интервалу (2); имеем 
T*(Q)= 2 2 2 

откуда, полагая mp=u, t=v и применяя лемму 1, найдем 

r ' « x < ^ f ' Î H ^ p « ^ ( | / - > | + i ) ; 

Лемма 3. Пусть х > 2 . Тогда 

V - L ^ + l o g l o g J C + O f p î - ) ; П (l-L)=Jb^o(-±—). 
fëx P WogxJ p < x - \ pj \ogxl \{logxy J 

Лемма 4. Пусть 

b=e'l~LS\ Ь^е*-*, 0<q<ö1, 0<l<q, (t,q) = i, U>0, W^b. 

Тогда для числа T чисел вида qx+l, не делящихся на простые <СЬг 

и удовлетворяющих условию 

TF, (3) 
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имеем неравенство 
W (Г?)2е 

rq 

Доказательство. Пусть р1У... ypz— все простые, не превосходя
щие Ьг и не делящие и пусть Р — их произведение, так что 
Q(P) = a. Положим m=2[2logг-f-l]. Заставляя z пробегать всецелые 
числа qx-\-l с условием (3) и полагая f{z)—\y применим лемму 2, Ь . 
Тогда получим 

d\p 
Ü {d) <m 

где Sa — число всех qx-\~l с условием (3) кратных d. Но 
w , А Sd = qd 

Поэтому 

2 ^ - 5 -
d\p 

Cl(d)<m 

+ 2( 
Далее находим (лемма 3 и лемма 17, а, гл. I) 

1 

V q (d) W = W Р<Ъ\ Р ' <Si W g 2 S —W { Г д - ' 
d^p ^ * n f i - i ^ ^~ 2 e " 

d\p 
m < Q.(d) <C<3 

IL 
qd 

- 4 - + - Y 

О (d) = s 

< 1 y / ^ i J o g r ) 
s— m + î 

Наконец 

s=0 
2 (1)<Ъ«ь?<%ть*ь*"<г, 

s = 0 

Таким образом мы убеждаемся в справедливости леммы. 
Теорема 2, а. Пусть 6 1 =e r l ~ 2 e , N & 1 ~ 1 < A < i V , 

7V-A <p<N 
Тогда имеем 

A [rq)is 

г VI 



86 Глава IX 

Доказательство. Пусть bQ=ert~~*, b = eri~~1's~ и Р — произведе
ние всех простых чисел, не превосходящих Ь0 и не делящих q. 
Заставляя z пробегать взаимно простые с q числа интервала .V — А << 
< £ < ; w и полагая 

f(z) = e * , 

применим лемму 2, а. Тогда получим 

2 ^ ~ ^ = 2 ^ 5 " (4) 
<N—A < z <CN d\p 

( Z , PQ) = l 
где имеем 

2rcr — m 

N — A N . 

Одновременно с Sd будем рассматривать число Zd целых чисел 
вида qx-\-\f кратных d и лежащих в интервале N—А < qx-{-1 < N. 
Если d<c№'s, то, заменяя каждое m, входящее в Sd, наименьшим 
неотрицательным вычетом по модулю q, получим 

^ = 4 2 e~m*m + 0(q)=^-y.(ç) + 0(q)=[1.(q)Zd+0(q). 
q d £о q d 

(m, <?) = 1 

Если №'b<C:d^N, то тривиально выводим 

\sd\< 2 1>Z*< 2 ^ ' - ^ ^ x 2 
d d d d d 

Поэтому правая часть равенства (4) приводится к виду 

v-<g)R+0{N°Aq+By, R=y.v-№zd; в= \ 2 

< Й w o . Ç D < I V ^ < M < " г0"55" 
Заставляя г пробегать целые числа вида qx-\-ï, лежащие в интерва
ле Л Г — Л < 2 < Л ^ , и полагая / ( z ) = l , применим лемму 2, а; тогда 
убедимся, что R как раз равно числу значений z, взаимно простых 
с Р, и, следовательно, J ? не превосходит числа значений z, взаимно 
простых с произведением лишь простых чисел, не превосходящих Ь1 

и не делящихся на q. Поэтому (лемма 4) 

rq 
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Далее, полагая Nm=min( , №я) , находим (лемма 17, с, гл. I) 
m 

Àtà n 55r s ^ m г л/~ п 

^ m m 

Следовательно, правая часть равенства (4) будет 

rY ч 
Обратимся к сумме, стоящей в левой части равенства (4). Для 

числа D ее слагаемых, отвечающих значениям z с условием у.(г)=0, 
очевидно, имеем 

Обозначая буквою kQ максимум й (г) для остальных z, из очевидно
го неравенства b0

k*^CN выводим é 0 < C r e . Поэтому равенство (4) дает 

2 / 4 < С ^ ; *о<г-; = 2 / < Z k ' (5) 
О < А < К 1 V Ч N—A < Zfr < Л Г 

где гА пробегает произведения, состоящие из k различных простых 
сомножителей, превосходящих Ь0. 

При £ > 1 рассмотрим сумму 

и- 2 2 °°*f"-
N—A < pv <^N 

где p пробегает простые числа, превосходящие ô0, a v пробегает 
произведения, состоящие из k~- 1 различных простых сомножителей, 
превосходящих Ь0. Слагаемых с условием (p,v)—p сумма Lk) очевид
но, имеет <С£>- Остальные же слагаемые суммы Lk — Tt же, что и 
слагаемые суммы Hk, причем каждое слагаемое последней суммы 
входит в Lk ровно к раз. Поэтому 

Hk = ±-Lk+0 
Y' 

Оценим Lk. Интервал b0<^pNb0-k+1 разобьем на <С1 г интервалов 
вида 

Y<p<T\ 2 Г < 7 ' < З К , (6) 

причем интервал (6) разобьем на < С Yb~l интервалов вида 

U<p<U+W; £ < Т 7 < 2 £ . 
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Положим 

U<p<U+W N-A ^N 
P P 

Ошибка, которую сделаем, заменив M суммою 

U<p<.U+ W N~A ; < V -С и и 
очевидно, будет 

^WTNW WA NW ^ WA ЬгЬ ^ WA 

^ £7 AU ^ и ь0 ^ ur*V~q 

Но ввиду W > £ , AU^^b^1 b{~x^>b, при данных / и £ с услови
ями 0 < / < ç \ 0<£<<7, (t,q)=*(t,q)=sî, для числа значений 
вида и для числа значений г> вида qx-}-t, лежащих, соот
ветственно, в интервалах 

u<p<u+w, ^ А < « о < ^ , 

имеем неравенства (лемма 4) 

/-<7 Urq 
При этом, полагая £(/)=0 при (/, #)>>1 и (Q=0 при (£, #)>1,- бу
дем иметь 

Поэтому (лемма 10, а, гл. I) 

M<^WA{rqf\ M<:WA(rq)^ 
Ur* Y q Ur*Y q 

Вместе с тем часть суммы Ьъ отвечающая интервалу (6), будет 
^WAirqt Y ^A<rqf\ 

Ur2Y~q ь r*Y~q 
Отсюда следует, что 

г Y q kr Y q 

Ввиду этого и неравенства 

rY q 
из (5) следует справедливость теоремы. 
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Теорема 2, Ъ. Пусть 1 < Я ^ ^ е ; т = NH~1 ; 

а = - + 2, (а, 0 = 1, 0 < 9 ^ ^ 5 s , J 2 r | ^ l ; 

Тогда имеем 

5=2 e2rzi*P' 

Y q 

Доказательство. Интервал 0<ip^N разобьем на [é^r} интерва
лов длиною А = N[e^r ]~*. Пусть 

Nl-A<p<N1 (7) 

-—один из таких интервалов. Полагая r1 = logNv будем иметь 

Nxe~*b < А < N19 г - ] / г < г 1 э г°-5£ < г», 0 < g < еТ* . 

Путем тривиального преобразования часть суммы S, отвечающая 
интервалу (7), представится в форме 

что, согласно теореме 2, а, будет 

A<v.<TN, WS 

/-i Y Я q z rYq 
Следовательно, 

A(rql <c ^ • 
rYq 

Лемма 5. Пусть 0 < c < - ; 0 < o < —; 0 < y < l — er; 
6 3 

P — произведение простых чисел, не превосходящих N9. Тогда, по
лагая 

log г 
D = r l°s <!+г>, 

делители d числа Р, не превосходящие N, можно распределить, 
среди < D совокупностей, причем для каждой совокупности суще
ствует свое 9 с условием, что принадлежащие этой совокупности 
значения d удовлетворяют неравенствам 
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Для некоторых совокупностей будет <р •< Nr ; для каждой из осталь
ных совокупностей существует целое положительное В и две воз
растающие последовательности целых положительных чисел х и у 
такие, что все х лежат в некотором интервале 9 0 <С х <; <р1

0

+с, пол
ностью лежащем в интервале ЛГ < л;<; 7 V Y + a + ' ; причем все числа d 
рассматриваемой совокупности, взятые каждое В раз, и только эти 
числа, получим, если из всех произведений ху выберем лишь удовле
творяющие условию (х, у)=1. 

Доказательство. Пусть т — наибольшее целое с условием 

Тогда имеем 

^ 3 1 o g 2 log (I + с) ^ log (1 + с) -

Полагая b = [r], рассмотрим все невозрастающие ряды tv 1ЬУ кото
рые получим, выбирая каждое ts среди чисел т, 1, 0. Пусть / х — 
число чисел ряда tv tb, равных s. Числами lx, 1Х ряд tl9 tb 

определяется полностью; отсюда следует, что число всех таких ря
дов будет <ID. 

При tj^>0 полагаем 

Фу=2 , Р,=Ъ = 2 
а при tj=0 полагаем 

Всякое d, не превосходящее N, является произведением <Jô простых 
сомножителей; иначе было бы 

2...(0 + 2)<7V, l o g 2 + . . . + log(ô + 2 ) < r ; flogxdx^r; 
I 

г log ? '<2r— 1, 
что невозможно, если с0 достаточно велико. Располагая простые со
множители числа d в порядке убывания и, если их число h мень
ше Ь, полагая ph+\ ==...= ръ=1, представим ав форме d=pt.. .рь. 
Среди рядов tv ..., tb найдется единственный ряд с условиями 

Ъ<Р*<Ъ> при ^ - > 0 ; 
(1) 

Ъ=Р*=Р*> П Р И 1з = °> 
и мы будем говорить, что рассматриваемое d связано с этим рядом 

tb. Полагая ? = 9 i • •. <р$, будем иметь с<й^? 1 + с . 
Предполагая, что <?>Nr, рассмотрим совокупность всех d, свя

занных с данным рядом tv ..., th. Обозначая буквою ß наименьшее 
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делое число с условием <рх... <?$ > i V Y , находим (считаем <рх... <pß_i = 
= 1, если ß = l ) 

? 1 . . . < ЛГ , ? ß < N9, ? 1 . . . ? ß ^ ЛЛ^, ( ф 1 . . . ъУ+<< Л Л + 3 + С . 

Полагая .*;=/?-, . . , j / = / 7 ß + i . . ,pb, 9 0 = ? з • • • 9ß> убеждаемся, что 
все значения х лежат в интервале ? 0 < С ? о + г ;

 П Р И этом послед
ний интервал полностью лежит в интервале Ny <^ х ^ N^+y+c. Пусть 
далее fßx_*x+i, . • • , h, ^з-и, • • • , — в с е значения ^, равные £ß. 
Когда х я у независимо друг от друга пробегают все произведения 
с условиями (1), соединенными с условиями pi^> • • . >/>р; р&+\ ^ • • • 
. . . > p ö , где ^ > p^+i понимается в смысле ps>ps+\y при р , > 1 , 
и в смысле ps=ps+\, при /^=1, то произведение ху окажется рав
ным одному из значений d рассматриваемой совокупности лишь 
в случае (х,у) = 1, причем в этом случае равенство xy — d выпол-

Лемма 6. Пусть К — целое положительное; х и у пробегают це
лые положительные числа, принадлежащие двум возрастающим по
следовательностям; и и v пробегают произведения, состоящие соот
ветственно из сг и с2 сомножителей, каждый из которых принадле
жит своей возрастающей последовательности целых положительных 
чисел. 

Пусть далее 

а = - + --, (а, 0 = 1, е ' е ' < ? < т ; Д = -

к *=2 2 2 2 2 — - . 
где суммирование распространяется на область 

£ / < и < £ / ' ; Х<х^Х'; uxyv^N, (х,у) = 1. 

Тогда имеем 

Доказательство. Находим 
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где d пробегает целые положительные числа, а х' и У , при дан
ном d, пробегают частные от деления на d значений х и у, крат
ных d; при этом суммирование распространяется на область 

i / < u < £ / ' ; X^dx'^X'; а*их'у'ъ^Ы. 

Но число решений неопределенного уравнения и y'v=z не превосходит 
1 (*0> причем, согласно лемме 17, Ь, гл. I, число решений нера

венства i&y'v^n будет <C!#(logtt -f- iy> ; поэтому часть суммы S, 
отвечающая значениям d, превосходящим / , будет 

и мы получим 

л..= 2 2 ; s^K У,s-d, k 

Но число решений неопределенного уравнения ux'—z не превосхо
дит T f x + i ( 2 ) , причем, согласно лемме 17, Ь, гл. I, 

UX U'X' 
d d 

( T f l + I ( 2 ) ) 2 < C ^ ^ + ^ . 
а 

Поэтому 
С2 42L r ^ + 2 C l 

d d 

2 2 e2~lad~kzy'v 

d2zy'v^N 

Далее, изменим порядок суммирования. Очевидно, 

У*><-

причем г, при данных j / j , у , пробегает целые числа интер
вала 

N N 

Поэтому 

— < 2 < m i n , , — — 

si,,<e.f^ 2 2 2 2 -
^ <ШХ ^ d£7X 

U'X' 1 

2(0^(3/^—3/^)) j 
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Пусть ф (t) — число решений неопределенного уравнения y*v=t. 
Тогда число Ts решений неопределенного уравнения y\vx—y'*o=s 
равно ^ (t) (ts), где t пробегает все целые числа с условиями 

t 
0 < ^ < - ^ - , 0 < £ + s < - N dux 1 aux 

Отсюда 

Вместе с тем находим 

S ^ r ^ ^ 2 2„ ( ™ ^ \ . (2) 

Сначала рассмотрим случай №Л-<^ q . Все значения ^ин
тервала l^d-^f распределим среди < 0 интервалов вида 

Пусть 5 (Z)) — часть суммы 6", отвечающая такому новому интер
валу; тогда 

S W = 2 sa\ (S(D)Y<D 2 
D<d<D' D<d<D' 

Замечая, что число решений неопределенного уравнения d2ks=t, 
когда d, £, s пробегают значения с условиями 

D<d<D\ 0 < * < К \ l < s < - ^ - , 
dUX 

будет < i V s ' (лемма 17, а, гл. I), найдем 

откуда, согласно лемме 8, a, гл. I (интервал длиною разбивается 
. 2DKN . - . . на << —f-1 интервалов длиною 

Отсюда без труда получаем неравенство, указанное в лемме.' 
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Далее, рассмотрим случай q < № ' \ Пусть (d2, q) = S, d2=dxb, 
q = q1b> (дъ *) = *, q-=q& k = k<*. 

Тогда 
v.ciùK = -j ; ^>—. 

Поэтому (лемма 8, a, гл. I) часть правой части неравенства (2), 
отвечающая выбранному А, будет 

^ d*4 \dUX(h

 1 J yd 1 7 w j d* * \d*qz

 1 dU< [ d 

часть же, отвечающая всем с данными х, будет 

^ к м ^ ( ж 1 Ж J и к х \ а*' / _ 1 _ 4 - - ^ 4 - ^ \ < ^ 

Отсюда 

и указанное в лемме неравенство получается без всякого труда. 
Наконец, рассмотрим случай q^>№'9 (возможный лишь при 

т > Л ^ 9 ) . Пусть (tf2£, ?) = S, d2t?=d18, q=q±b; тогда 

<ш k = — - - j = j ; \ = d k. 
Я1 q-Lt 4i q\ 

Поэтому (лемма 8, а, гл. I) 

Z т ш ( — > \<^dk— + ^1 loggx» 

* V [q j ^ d* [q J N' 

откуда без труда получаем неравенство, указанное в лемме. 
Теорема 3. Пусть " К Л / < т < Ne-*4 ; 

Л = ± + 19 {а, q ) = l , ^ » < ? < Т ; A = 1 / I + 1 ; / = A -
я я* у q N 

К — целое, 0<^К^Cf2; р пробегает простые числа, 
к I f 

k = l\p<N j 
Тогда имеем 
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Доказательство. Пусть 2^H^Nè; Р — произведение простых 
р с условием р^СН; Q— произведение простых р с условием # < С 
<ip^N; sQ — наибольшее целое, с условием # * < Л Л При s, имею
щем одно из значений 5 = 1 , . . . , s0, полагая 

2 • • • 2 é>™ky^-ys=Wsl (3) 
yi\Q vs\Q 

у х . . . ys<N 

имеем 
Ws= 2 2 • • • 2 2 v-w • • • K ^ ' ^ ' ^ A . 

dlm1.. . dsms<N 

Пусть j — число натурального ряда и Dj— произведение j раз
личных простых чисел. Полагаем 

Z>j\Q 
Среди произведений уг. . . ys, стоящих в показателях степеней ле
вой части (3), данное Dj встречается 5"* раз, так как каждый его 
простой сомножитель может входить в ух, j / 2 , . . . и, наконец, в уя. 
Так как среди произведений Уг. . • ys имеется одно, равное 1, и 
^NH"-1 произведений, делящихся на квадрат целого числа, превос
ходящего 1, то из (3) следует 

sSx + 5 2 5 2 + . . . + s*Ss = Ws + О (NfT1). (4) 
Положим теперь Н~№'2; тогда 5 0 = 4 . Равенство (4), при 5 = 1 , 2 , 
3, 4 дает 

S i + S 2 + Sz + S,= W±+0 (№\ 
Sx + 2S2 + 45 3 + 85 4 = ^ + О (Л/0*8); 

St 4- 35 2 + 9S, + 275 4 = ^ + О (N0'8); 

о 

Si + 4S2 + 16S3 + 64S 4 = ^ + О (ЛЛ8); 

Поэтому 
<>1==^ W2+^ U 7 3 - ^ 1Г4 + О (Л/м), 

где A l 5 A 2 , Д 3, Д4—отвечающие элементам первого столбца миноры 
определителя 

1 1 1 1 
д = 1 2 4 8 

1 3 9 27 ' 
1 4 16 64 
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Отсюда ввиду 5 = ^ 1 s i \ + 0 W V N) находим 

Мы ограничимся далее лишь оценкой четвертого слагаемого 
-Правой части этого неравенства, так как первые три слагаемые оце
ниваются аналогичным способом. При каждом 7=1 , 2, 3, 4 все зна
чения dj распределятся среди <CD совокупностей, согласно лем
ме 5 (при а=0.2), a все значения rrij распределятся с р е д и < С сово
купностей с условием вида 

Щ < тэ < м ? М) < Ш -
Пуст ь 

gZ7iicLRaiauazd4,mimzinzmi 
dL di dz di nix ntt m ъ m4 

d1dud3d4mJ.mjim3mi^N 

тде суммирование распространяется на какие-либо четыре совокуп
ности значений йъ d2, ds, d^ определяемые неравенствами 

9{l)<ät<F^\ 9 ( 2 ) < r f 2 < ^ 2 ) , Ф ( 3 ) < ^ з < ^ с з ) > 9 ( 4 ) < Х < ^ < 4 ) , 

PU) = (<рСД)1+', 

и четыре совокупности значений тпъ т 2 , т 3 , т 4 , определяемые не
равенствами 

Достаточно рассматривать лишь случай 

МгМ%МгМ^ <!>.. . Ф со > Л/0*8, 

так как в противном случае {с может быть выбрано произвольно 
малым) 

Пусть сначала Мг М2 Mz М 4 ^ № А . Пусть t — наименьшее целое 
число с условием MXM2MZM^[K . . <рО' ) ;>№- 4 ; очевидно t ^ 1. 
Определяя т равенством МгМ2МгМ±^. . . çtf—одг = TV0'4, имеем 
9 ( 0 > д / \ Полагаем а = m1m2Tnzm^d1. . . i , d=dt. 

Согласно лемме 5, существует целое положительное В и две 
возрастающие последовательности целых положительных чисел х и j ; 
с условиями Л Л < л ; ^ Л Г г + 0 ' 2 + с такие, что все числа dt, взятые каж
дое В раз, получим, если из всех произведений ху выберем лишь 

.удовлетворяющие условиям 

xy^N, (х,у) = 1. 
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Значения и разобьем на < С совокупностей, каждая из которых 
включает лишь значения с условием вида U<Си^и', U'^2U; рав
ным образом значения х разбиваем на < С г совокупностей, каждая 
из которых включает лишь значения с условием вида Х<^х^Х\ 
Х'^2Х. Если 7\ — отвечающая интервалам U<^u^U', X<Cx^Xf — 
часть суммы Т, то, согласно лемме б, имеем 

откуда в силу (с можно брать произвольно малым) 

_JL < ^ 1 < ^ м- о-*, 

UX мх М 2 М 3 М 4 с р ( 1 ) . ф ( ' - l)W 

АГ ЛГ 

имеем 
Тг < С КМ (д1 - е ' + Л Г °'2 + Е ' ) ; T<LKN (Д1 ~ £ " + ЛГ °*2 + Ê "). 

Теперь рассмотрим случай Л 1 1 Ж 2 Л 1 3 Л 1 4 > Л / 0 * 4 . Не нарушая 
общности, можно допустить, что Ж 4 — наибольшее из всех Ml9 M , 

Сначала предположим, что Ж 4 ^ Л / 0 " 2 . Пусть наименьшее число 
-с условием М±. . . Mt>№A. Тогда, полагая и=тп1. . . пгь v — 
= m t + i . . . M t d 1 d 2 d i d i , U = M 1 . . . M h имеем №А<и <^№'\ U < 
< я ^ 1 6 1 / . Поэтому, применяя лемму 6 (с A ; = J ; = 1 ) , получим 

г<</сл^д1~е+^+^^ 
Допустим теперь, что Ж 4 > № - 2 . Если при этом №Л*=^д^№-9, 

или же при одном из условий q<i№A, q>№-9 будет Ж 4 > А Г Д 2 , то 
число решений неопределенного уравнения bd1d2dzd4m1m2mz= z 
будет <С;Д~ £ . Поэтому (лемма 8, Ь, гл. I) 

KN ^ z 2(as)J \N q 1 

Mi 

<САГЛ/(Д1™£ /' + ^ ° - 2 + Е ' /)-

Если, наконец, при одном из условий q << №'\ q > Л/ 0 , 9 будет М 4 ^ ЛТД2, 
то применим лемму 6, положив u=m^ v=d1d2d3démxm2mz; полу
чим (х=у=1) 

T<С KN (1 + _ J _ + Д 2 + Л™-^^лгД1 -

Из всего доказанного следует справедливость теоремы. 
7 Тр. Математ. инст., XXIII 



Глава X 

Проблема Гольдбаха 

В настоящей главе я даю решение проблемы Гольдбаха о предста
вимости всякого нечетного N ^ cQ, где с0 достаточно велико, суммою 
трех простых чисел и вывожу асимптотическую формулу для числа 
представлений. 

Применяемый здесь метод дает возможность решать и более 
общие адднтйвцые проблемы с простыми числами; например, при це
лом вопрос о представлении целого N^C0B форме 

N=pn

x+ + 

(проблема Варинга с простыми числами). Но этих общих вопросов 
я здесь не рассматриваю. 

Для решения «проблемы Гольдбаха я рассматриваю интеграл, сход
ный с тем, который указали для этой -цели Hardy и Littlewood. Как 
и в главах IV и VII, интервал интегрирования я разбиваю на основ
ные и дополнительные интервалы. Для рассмотрения части интеграла, 
отвечающей основным интервалам, незадолго до появления моей 
работы 1937 г. о проблеме Гольдбаха, английскими учеными был 
разработан общий метод (метод Estermann'а, основанный на результа
тах Page'а о распределении простых чисел в арифметических прогрес
сиях), применимый как к проблеме Гольдбаха, так и к более общим 
аддитивным проблемам с простыми числами. Этот метод основан на 
современной теории Z-рядов. Здесь для рассмотрения той же части 
интеграла я пользуюсь упрощенным результатом Page'a (лемма 1) 
в соединении с некоторыми элементами метода V. Вшп'а (тео
рема 2, гл, IX). Для оценки части интеграла, отвечающей допол
нительным интервалам, я пользуюсь исключительно моим общим ме
тодом. 

Специальные обозначения. В настоящей главе р всегда обозначает 
простое число; N— целое с условием N^c0> где с0 достаточно 
велико; наконец, logAf=r, 
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Лемма 1 (Page). Пусть, при данном £0, заданы произвольно боль
шие сг и с. Тогда число r,(N,q,l) простых чисел, не превосходя
щих N, заключенных в арифметической прогрессии 

qx + l, 0<q^r*9 (?,•/) = 1, 0 ^ / < ? , 

выражается формулой 
• N 

г 

где для всех q, кроме, быть может, ряда исключительных q, являю
щихся кратными какого-то одного q=çQ, удовлетворяющего услрвик} 

имеем неравенство 
,Nr~c 

4f 

Доказательство. Доказательство этой леммы я не имею возмож
ности поместить здесь. Оно дано Page'eM [Proceedings of the London 
Mathematical Society (2) 39 (1935), 116—141]. Доказательство основано 
на общей теории /.-рядов, разработанной трудами Dirichlet, Riemann'a, 
Hadamard'a, Vallée Poussin'a, Hardy — Littiewood'a, -Landau и др. 

Лемма 2. Пусть z=Nr~c, где с ̂ 4, и пусть 

R= l (У (z))* е~ ***** dz; J (z) = f ^ l dx. 
_ _ J _ 2 

Тогда имеем 

Доказательство. Интеграл R сравним с интегралом 
0.5 iV 

#0= ^ {I{z)?e-^izNdz; I (z) = ^^-dx. 
—"о.5 2 

Имеем 

Я _ f ((У ( 2 ) ) 8 _ ( / ( Z ) ) 8 ) g - fcrfstf <fe + / (•' ( / ( Z ) ) » g - MzN d z _ R i 
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Но в подынтегральном выражении первого слагаемого правой части 
имеем 

N 
\j(z)-i(z)\<\(-i--±)dx<g:^-. 

J V log х г J г 2 

2 

Поэтому это первое слагаемое (лемма 14, Ь, гл. I) 

Второе же слагаемое правой части 

—0.5 
0.5 jv 0.5 

i 1 TV— 0.5 

следовательно^ — # 0 < С N V ~ 4 . Кроме того, полагая 

R> = J ( 5 dz; S (z) - ^ » 

—е0.5 л г = 3 

мы будем иметь (лемма 13, гл. I) 

I(z)-S(z)<^r~i; Z^>r~i; 

0.5 Л Г " 1 / v - 0 - 5 О - 5 

О 0 A — I j v -0 .5 

Поэтому R — R'<С!Л^2г~4. Но г 3 / ? ' , очевидно, выражает число пред
ставлений числа N в форме 

N=x1 + x2 + xZ9 

гдэ х ь J C 2 , хъ — целые, превосходящие 2, При каждом х± = 3, 4, . . . , 
/V — 6 равенство х 2 + л ; 3 = M — хг осуществляется N — хх — 5 раз; 
следовательно, 

г з # = 2 — х - 5) = ^7Ж=^=4 + О (ДА), 
хх = 3 

откуда и убеждаемся в справедливости леммы. 
Теорема. Число I(N) представлений нечетного положительного N 

в виде суммы трех простых чисел 
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выражается формулой 
/V2 

I(N)='i-S(N)+ О 
2r3 4 7 \ г 3 ' 5 ~ 7 ' 

где 

причем П распространяется на все простые числа, а I I " — лишь на 
р 

простые делители числа N. Кроме того, 

S (N) > 0.6. 

Следствие (теорема Гольдбаха). Существует с0 с условием, что 
всякое нечетное N^c0 может быть представлено в виде суммы трех 
простых чисел 

N = рх + р2 + р3. 
Доказательство. Полагая т = Л / г ~ 1 4 , имеем (лемма 4, гл. I) 

I(N) = J Sle~ 2 ™ N da; Sa = ^ еШ*Р-

Интервалы, включающие все ос вида 

« = » + г, (а,?) = 1, - т - 1 < г < т ~ 1 , 0<?<г>, 
назовем основными интервалами; интервалы, оставшиеся после выде
ления из интервала — -с~ 1 -<г<; — т~ 1 + 1 основных интервалов, 
назовем дополнительными. Согласно лемме 7, гл. I, всякое, a доцолни-
тельного интервала может быть представлено в форме 

+ г , (а,д)=1, L < z < * ~ , г * < ? < т . 
q qz ÇT 

Нетрудно видеть, что основные интервалы, отвечающие различным 
парам значений а и q, при достаточно большом N не могут содер
жать общих значений а. Действительно, из 

а . a-i . et - аЛ i i ^ l . > ^- 1 
— + — , | г | < — , | г 1 | < — 
Ч Ч^ Ч Чг s т 

следовало бы 
aq1-~alq 

ЧЧх т ^ 1 т 

Соответственно указанному подразделению интервала интегрирова
ния на основные и дополнительные интервалы, интеграл /(Л/) разо
бьется на сумму двух слагаемых 

/ ( Л О = Л ( Л О + / 2 (ЛО. 
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1. О ц е н к а / 2 (А0 . Согласно теореме 1, гл. IX, при q^>ru имеем 

Sa<СiVr4-5 | j / - j + j - + e~^^:Nr~2-\ 

а, согласно теореме'2, Ь, гл. IX, при г 3 < # < > 1 4 имеем 
Sa<^Nr-^ + \ 

Поэтому (ср. 3V гл. IV) 

4 (^)<С Nr - 2 - 5 + J | 5 А [2 da = 
о 

О р'<^ N p ^ N ' 

2. О с н о в н ы е интервалы, о т в е ч а ю щ и е значению q, 
не п р и н а д л е ж а щ е м у к ч и с л у исключительных . Назна
чив какое-либо % и полагая ^ = 3, £=48,' для //, указанного в лем
ме 1, будем иметь 

кроме, быть может, ряда исключительных с, кратных некоторого 
одного q=q0, удовлетворяющего условию 

Мы рассмотрим часть Ia%q интеграла 1Х (ЛГ), отвечающую интервалу, 
включающему дробь — со значением q, не принадлежащим к числу 
исключительных и удовлетворяющим условию q<^r3. Взяв какое-
либо a такого интервала, сумму .У* разобьем на [г31] сумм вида 

Для слагаемых этой суммы \zp — zNx\^.zA; число же этих слагае
мых (лемма 1 с ^ = 1) будет <^Аг~\ причем zAAr~l<^iAr 
Поэтому 

Но, при данном / с условиями 0 ^ Z < # , 40 = 1, число простых ^ 
вида qx + I, лежащих в интервале N± — А < р < Л/^ выражается 
формулой (лемма 1) 

J - f ^ + o f ^ " ) ; ^ т т ( 2 , ^ - Л ) ; 
Ях J log* V <7i / 
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поэтому 
а , N. 

е -L \ i dx+0(Ar-u). 

Далее, находим 
Nx—A 

4i J log Л : 

TV 

S Ä = OMj (z) + О (Nr-1*); J (z) = d x 
<7i J l o g * 

2 
Но (лемма 14, b, гл. I) 

là,g- j Ш ( / ( г ) ) 3 е ~ 2 Я ' ( Т + / ^ г < : j" Z V W ^ 1 8 ^ ^ 

/N 1 T * " 1 \ 

Суммируя, при данном на все а ряда 0, 1, — 1, взаимно 
простые с q, и замечая, что эти значения а по модулю q сравнимы 
в некотором порядке с теми значениями, которые принимает —я, 
получим, 

2 G (?) /г + о ( N V 2
 V ) ; 

откуда, ввиду леммы 2 и неравенства | G (q) j •< q~2, легко найдем 

2^ w 
3. О с н о в н ы е интервалы, о т в е ч а ю щ и е исключитель

ному значению q. Пусть теперь q принадлежит к числу исклю
чительных. Имеем 

1 /?' <Np" <Nр'" с N 



204 Глава X 

Пусть £>=[r s l [ , A = ND~U, тогда 
O D D 

s'=l s"=l S"'=J 
где 

Ja'g=i z z 2 e d z-
__z—1(5'—l)A<jo' < s'A ( ^ ' - l ) A O M < s"A(s'"—I)A</>'" < s'"A 

С ошибкой <^Aér~3z~2<^N2r~QD"3, получаемой от замены г/?', zp", 
zp'" произведениями zs'A, zsnA, zs*"A, интеграл ï a q равен произве
дению UW, где 

<$'—1)Л<У <s'A (j"—l)A<p"^s"A (s'"--I)A<p'"<.s'"A 

И7= J ^ ^ ( ^ ' ' ^ ' ' ' - Д М ^ 

Но (теорема 2, а, гл. IX) 

U<:^—, ^ < m i n ( 

Кроме того, при данном целом h <С1 D число решений s1 + s" + s"' — 
— D = h будет <C£> 2- Поэтому (обозначения 2) 

Отсюда ввиду N2r~3G(q)<^N2r~3qY2, ради единообразия 

4. П р е д в а р и т е л ь н а я ф о р м у л а для I(N). Находим (2, 3 и 1) 

Ö — 1 
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5. П р е о б р а з о в а н и е и и с с л е д о в а н и е S{N). Исследуем ряд 
S(N). Нетрудно показать, что при положительных попарно простых 
#i > • • • >Чк будем иметь 

G y - G f e ^ G f e . . . ? , ) . (1) 

Для доказательства достаточно рассмотреть случай £=2. Полагая 
? = Çi, ь ? (g2) = Ç2F и имеем 

? 1 1 ? ! 1 ^ ^ 

(ö l = 1 ( « 2 , ? l ) = 1 

так как ц fo) fi (?2) = у. ( ^ 2 ) , ^ ^ = ср ( ? 1 ? 2 ) , и a x ? 2 + a%q± пробегает-
приведенную систему вычетов по модулю q1q2. 

Ряд S(N) абсолютно сходится ввиду G(#)<C#7 2* 
Ряд 

^ 1 + 0 ( ; ) + О И + . . . 

также абсолютно сходится, так как его члены входят в S(N). При
меняя (1), при х^>2, имеем 

lp= у Q(q)+ y9G[g).. п 
р < 

где 2 ' распространяется на значения ql9 не делящиеся на простые > J C 
Ввиду абсолютной сходимости S(N) при беспредельном возрастании 
х, первое слагаемое правой части стремится к S{M); второв же 
слагаемое—стремится к нулю. Поэтому, обозначая символом П. 

р 

произведение, распространенное на все простые числа, имеем 

р 

Но G(ps) = 0 при 5 > 1 и, кроме того, очевидно, 

( 1 е с л и дг не делится на р 

1 ^ если N делится на р. 
I (P — ï ) 2 

Поэтому 
(2) 
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где IT распространяется на значения р, не делящие N, а П " — на 
значения р, делящие N. Но имеем 

W l + —! K l ; W i ^—^ >п А—L^ = А > 0 . 6 , 

так как в П", ввиду нечетности N, входят лишь нечетные простые 
числа и потому всегда рг—1>-/>, где р — ближайшее к рх простое 
число, меньшеерг. Таким образом, действительно S[N)^>0.6. 

Равенство (2) можно преобразовать так: 

S IN) = 11 (1 + 
р \ 

rt ( р - 1 ) 2 

Cp- ly |3 

1 + 

(P — W 

что уже легко приводится к виду, указанному в формулировке 
теоремы. 
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Распределение дробных частей значений функции *р 

В настоящей главе результаты главы IX применяются к решению 
вопроса о распределении дробных частей значений функции а р , ког
да р пробегает простые числа, не превосходящие N. 

Применяемый здесь метод дает возможность решать и общий во
прос о распределении дробных частей значений функции f(p) в слу
чае, когда /(/?) — целый многочлен степени выше первой, и в случаях, 
когда f(p) — функция в известном смысле хорошо аппроксимируемая 
целым многочленом. Но этих вопросов мы здесь не касаемся. 

Специальные обозначения. В настоящей главе р всегда обозначает 
простое число; N — обозначает целое число > с 0 , где £д достаточно 
велико. Кроме того, полагаем 

г = log Л';* (АО = 2 L 

Теорема. Пусть УN<^~^1 Ne~r4 : а — вещественное, 

а = - + - , (a,q) - 1; е * < ? < т ; 
Я я~ 

0 < ß < l ; H обозначает число простых чисел с условиями p^N, 
]oc/?[<ß. Тогда 

Я = ртг (N) + О (Ny); у = (1 + ^ ) ° ' 5 ~~' + Л Г ^ + \ 

Доказательство. Положим 

\Я NJ pyN 

Тогда, согласно теореме 3, гл. IX, при любом целом К-*СКХ, полагая 

m ^ А' 

будем иметь 
UK^KN&. 

При Д>-0.25 теорема очевидна; поэтому рассмотрим лишь случай 
Л < 0.25. Взяв любые вещественные А и В с условием 0 < В — Л < 1—2 А, 
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рассмотрим периодическую функцию ф(г) с периодом 1, указанную в 
лемме 12, гл. I, при предположениях 

г = 1 , а + 0.5Д = Л, ß - 0 . 5 A = ß. 
Тогда будем иметь 

ф(ар) = 1, если Л < а р < Б ( т о а 1); 
0 < ф ( а р ) < 1, если Л — Д < а р < Л (mod 1), или ß < a p < ß +A(mod 1); 

ф( а р) =, о, если В + Д < а р < Л — Д + 1 (mod 1); 
оо 

ф(ар) =.{В— А + А) + 2 cos 2 тг/тгар + ^ sin 2 тс/гсар\ (1) 
m = 1 

где, определяя hm равенствами 

hm = 1 , если / и < - 1 ; hm = -1^- , если m > f , 
m A Aw2

 А 

будем всегда иметь 

Из (1) следует 
оо 

2 ф(ар) = * ( Л 0 ( В - Л + Д ) + 2 (amSm' + bnSmn, 
где S1 и 5 " определяются равенством Sm = 5^' +iSm". Поэтому 

оо оо 

2 {a„Sm' + baS„")<:^l àm\Sm\^ 2 Ч 5 " 1 + 2 ^ l ^ - 1 * 
от = 1 m = 1 m ^ Л ' х " m > /Ci 

Отсюда, замечая, что при любом целом m >-1 
0 < / z m - Ä 7 r e + 1 < ; 1 ; , 

/тг2 

находим 
2 A M ] 5 m | = , Ä 1 t / 1 + A 2 ( t / 2 - - - t / 1 ) + A3(t/3-b r2) + 

m ^ Кг 

+ ... + hKl (у Kl -UKl-i)=> U± (АХ -h2) + Ua (A, - А 3) + 
+ ... + UKl-i (АЛ-, - j - Л*,) + A A l О^ < С ЛТД log ^ + iVA 2 < С i V T . 

Замечая, что всегда \Sm\<^N, получим также 

2 K\sm\<: 2 ^<с^<сл^д<сл^. 
Поэтому 

2 ф(ар) = я ^ ( В - Л ) + 0 ( ^ г ) . 
Отсюда, рассуждая далее аналогично тому, как при доказательстве 
теоремы гл. VIII, уже без всякого труда убедимся в справедливости 
нашей теоремы. 
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